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Directeurs de thèse : Frédéric Cazals INRIA Sophia-Antipolis - Méditerranée
Algorithme-Biologie-Structure

Frédéric Chazal INRIA Saclay - Ile-de-France
Geometrica

Examinateurs : John Maddocks Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne
Laboratory for Computation and Visualization in
Mathematics and Mechanics

Robert Roussarie Université de Bourgogne
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❞❡sq✉❡❧❧❡s ❥✬❛✐ ❡✉ ❧❡ ♣❧❛✐s✐r ❞✬é✈♦❧✉❡r ✿ ❧✬■▼❇✱ ●❡♦♠❡tr✐❝❛ ❡t ❆❇❙ à ❧✬■◆❘■❆ ❙♦♣❤✐❛✲❆♥t✐♣♦❧✐s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼✐❝❤❛❡❧ ▲❡✈✐tt à ❙t❛♥❢♦r❞✳ ❊♥✜♥✱ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s
♣❡rs♦♥♥❡s ✿ ❏✉❧✐❡ ❡t ❋ré❞ér✐❝ ♣♦✉r ❧❡✉r ❛✐❞❡ ♣ré❝✐❡✉s❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ré❞❛❝t✐♦♥
❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ✭s✉rt♦✉t ❋ré❞ér✐❝ q✉✐ ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ s♦✉✛❡rt ♣❡♥❞❛♥t tr♦✐s ❛♥s ❞❡ ♠❡s ❝❤✐♥♦✐s❡r✐❡s ✈❡r❜❛❧❡s✮❀
❋ré❞ér✐❝ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❡♥❝♦✉r❛❣é à s✉✐✈r❡ ❧❡ ♠❛st❡r ▼■●❙ ❣râ❝❡ à q✉♦✐ t♦✉t ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é❀ ▼❡s ♣❛r❡♥ts
♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ♠❡s ét✉❞❡s❀ ●❛ë❧❧❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❞❡✈❡♥✐r ♠❛ ❢❡♠♠❡ ♠❛❧❣ré ♠❡s
❛❜s❡♥❝❡s✳
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❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♦r❣❛♥✐s♠❡ ✈✐✈❛♥t✱ ❧✬❛❝✐❞❡ ❞és♦①②r✐❜♦♥✉❝❧é✐q✉❡ ✭❆❉◆✮ ❡st ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦❞❛♥t s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡ ❤é❧✐❝❡ ❞❡ ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ❞❡ ❧✬❆❉◆ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❏❛♠❡s
❉✳ ❲❛ts♦♥ ❡t ❋r❛♥❝✐s ❍✳ ❈✳ ❈r✐❝❦ ❡♥ ✶✾✺✸ ❬✶✾✷❪✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❘♦s❛❧✐♥❞ ❋r❛♥❦❧✐♥✶✳
P❛r♠✐ ❧❡s ♠❛❝r♦♠♦❧é❝✉❧❡s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♦r❣❛♥✐s♠❡ ✈✐✈❛♥t✱ ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s s♦♥t
❝♦❞é❡s ♣❛r ❧✬❆❉◆✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ str✉❝t✉r❡ ♣r♦té✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ✷ ❡♥ ✶✾✺✽ ♣❛r ❏♦❤♥ ❑❡♥❞r❡✇ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✻❪
❢✉t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠②♦❣❧♦❜✐♥❡✳ ❊♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦té✐♥❡✱ ✐❧s ♦❜s❡r✈èr❡♥t ✿ P❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st
r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛r❡ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ✐ts ❧❛❝❦ ♦❢ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t s❡❡♠s
t♦ ❜❡ ❛❧♠♦st t♦t❛❧❧② ❧❛❝❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐♥st✐♥❝t✐✈❡❧② ❛♥t✐❝✐♣❛t❡s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♠♦r❡
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛♥② t❤❡♦r② ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ②❡t ❡♠❡r❣❡✱ ✇❡ ♠❛② ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡② ✇✐❧❧ ❞♦ s♦ ❛t ❛ ❧❛t❡r st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❉❡ ♥♦s
❥♦✉rs✱ ♠❛❧❣ré ❞✬✐♠♣♦rt❛♥ts ♣r♦❣rès ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ✸✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s
❣❛r❞❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ♠②stèr❡✳ ◆♦✉s ❡s♣ér♦♥s q✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❝♦♥tr✐❜✉❡r❛ à ❧✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t
❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❧✐é❡s ❛✉① ❜✐♦♠♦❧é❝✉❧❡s ❡t à ❧❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s Pr♦té✐♥❡s

❯♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ s❡❧♦♥ q✉❛tr❡ ♥✐✈❡❛✉① ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s ✿ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣r✐♠❛✐r❡✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥✲
❞❛✐r❡✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ t❡rt✐❛✐r❡ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ q✉❛t❡r♥❛✐r❡✳

✶✳✶✳✶ ❯♥❡ ❙tr✉❝t✉r❡ Pr✐♠❛✐r❡ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ à ❇❛s❡ ❞❡ ❱✐♥❣t ❆❝✐❞❡s ❆♠✐♥és

❯♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❛î♥❡s ♣♦❧②♣❡♣t✐❞✐q✉❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♦❜s❡r✈é ♣❛r ❋r❡❞❡r✐❝❦
❙❛♥❣❡r ❬✶✻✾❪ q✉✐✱ ❡♥ ✶✾✺✺ ❞ét❡r♠✐♥❛ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ séq✉❡♥❝❡ ♣r♦té✐q✉❡ ✭❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥s✉❧✐♥❡✮✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡
❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❡st ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✱ ❞♦♥t ❧❡s t②♣❡s ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ✭❝♦♠♠❡
✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✮✳ ❈❤❛q✉❡ ❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ✭◆❍2✲❈α❍✲❈❖❖❍✮✱
❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❧❛tér❛❧❡✱ q✉✐ ❡st ❧✐é❡ ❛✉ ❝❛r❜♦♥❡ α ✭❈α✮✳ ▲❛ ❧✐❛✐s♦♥
❝♦✈❛❧❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❧✬♦①②❣è♥❡ ❞✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ❡t ❧✬❛③♦t❡ ❞✉ s✉✐✈❛♥t ✭❛♣♣❡❧é❡ ❧✐❛✐s♦♥ ♣❡♣t✐❞✐q✉❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❞❡✉① ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✮ rés✉❧t❡ ❞✬✉♥❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✬❤②❞r♦❧②s❡✳

✶❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞✐s♣❛r✉❡ ❡♥ ✶✾✺✽✱ ♥❡ ♣✉t êtr❡ ♥♦♠✐♥é❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r✐① ◆♦❜❡❧ ❞❡ ♠é❞❡❝✐♥❡ ❞❡ ✶✾✻✷✱ q✉✐ ❢✉t ❛ttr✐❜✉é à ❏❛♠❡s
❲❛ts♦♥✱ ❋r❛♥❝✐s ❈r✐❝❦ ❡t ▼❛✉r✐❝❡ ❲✐❧❦✐♥s ❢♦r t❤❡✐r ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞s ❛♥❞ ✐ts

s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❧✐✈✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧✳
✷▲❡ ♣r✐① ◆♦❜❡❧ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ❞❡ ✶✾✻✷ ❛ été ❛ttr✐❜✉é à ▼❛① ❋✳ P❡r✉t③ ❡t ❏♦❤♥ ❈✳ ❑❡♥❞r❡✇ ❢♦r t❤❡✐r st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s

♦❢ ❣❧♦❜✉❧❛r ♣r♦t❡✐♥s✳
✸▲❡ ♣r✐① ◆♦❜❡❧ ❞❡ ❝❤✐♠✐❡ ❞❡ ✷✵✵✷ ❛ été ❛ttr✐❜✉é à ❑✉rt ❲üt❤r✐❝❤ ❢♦r ❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡

s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r✐① ◆♦❜❡❧ ❞❡
❝❤✐♠✐❡ ❞❡ ✶✾✽✷ ❛ été ❛ttr✐❜✉é à ❆❛r♦♥ ❑❧✉❣✱ ❢♦r ❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞ ❤✐s str✉❝t✉r❛❧

❡❧✉❝✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞✲♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s

✸
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❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ sq✉❡❧❡tt❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡✳ ▲❡s ❝❤❛î♥❡s ❧❛tér❛❧❡s s♦♥t
s✐♠♣❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❘✳

▲❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡✱ ❡st ❢♦r♠é ❞❡ ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t✐❢ ◆❍✲❈α❍✲❈❖ ✭✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
✶✳✶✮✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❧✉❡ ❞❡♣✉✐s s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ❛③♦t❡ ✭◆✮ ❥✉sq✉✬à s♦♥ ♦①②❣è♥❡ t❡r♠✐♥❛❧
✭❖✮✳ ❯♥ ❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ rés✐❞✉✳

▲❡s ❛t♦♠❡s ❞✉ sq✉❡❧❡tt❡ ❞✉ ❈α ❞✬✉♥ rés✐❞✉ ❛✉ ❈α ❞✉ s✉✐✈❛♥t✱ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❡♣t✐❞✐q✉❡✳ ❯♥❡
♣r♦♣r✐été r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❧❛ ❝♦♣❧❛♥❛r✐té ❞❡ s❡s ❛t♦♠❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
♣❡♣t✐❞✐q✉❡✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❡t ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❈α ❝♦♠♠✉♥ à ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ♣❡♣t✐❞✐q✉❡s✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ ◆✲
❈α✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ ❈α✲❈ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥ φ ❡t ψ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✹✳ ❈❡s
❞❡✉① ❛♥❣❧❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥ s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s rés✐❞✉s✱ q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡
s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ✭❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❧❛tér❛❧❡s ❡st
r❡♣rés❡♥té❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛♥❣❧❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣ré✜①és χ✮✳

✶✳✶✳✷ ▲❛ ❙tr✉❝t✉r❡ ❙❡❝♦♥❞❛✐r❡ ✿ ❉❡✉① ▼♦t✐❢s Pr✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❙t❛❜✐❧✐té

❉❛♥s ✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡✱ ❧❡s rés✐❞✉s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❤❛î♥❡ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♦r❣❛♥✐sés à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞✐ts ❞❡
str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✱ ❛✉①q✉❡❧s s♦♥t ❛ss♦❝✐és ✉♥❡ s✉✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✬❛♥❣❧❡s φ ❛♥❞ ψ✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠♦t✐❢s ❧❡s
♣❧✉s ❝♦♥♥✉s ✭❞é✜♥✐s ♣❛r ▲✐♥✉s P❛✉❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❡♥ ✶✾✺✶ ❬✶✺✺✱ ✶✺✻❪✮ s♦♥t ❧❡ ❢❡✉✐❧❧❡t β ❡t ❧✬❤é❧✐❝❡ α✳

❯♥❡ ❤é❧✐❝❡ α ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rés✐❞✉s ❛❞❥❛❝❡♥ts ❞♦♥t ❧❡ sq✉❡❧❡tt❡
❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ ré❣✉❧✐èr❡✱ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ✸✱✻ rés✐❞✉s ♣❛r t♦✉r✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡st st❛❜✐❧✐sé❡ ♣❛r ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s
❤②❞r♦❣è♥❡s ❡♥tr❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ❞✉ rés✐❞✉ n✱ ❡t ❧✬❛t♦♠❡ ❞✬❛③♦t❡ ❞✉ rés✐❞✉ n+ 4 ✭❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡
❧✐❛✐s♦♥ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✱✽ ➴✮✳ ▲❡s ❝❤❛î♥❡s ❧❛tér❛❧❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡s à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬❤é❧✐❝❡
✭❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✮✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉✬✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ α ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞r♦✐t❡ ♦✉ ❣❛✉❝❤❡✱
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡♥s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ s♦♥ ❛①❡ ✭❧❛ ♣❧✉s ♦❜s❡r✈é❡ ❡st ❧✬❤é❧✐❝❡ ❞r♦✐t❡✮✳

❯♥ ❢❡✉✐❧❧❡t β s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❡s ❞✉ sq✉❡❧❡tt❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ✭✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣❛rt✐❡ ét❛♥t ❛♣♣❡❧é
✉♥ s❡❣♠❡♥t✮✳ ❉❡✉① s❡❣♠❡♥ts ❛❞❥❛❝❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ s♦♥t ❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛r ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❤②❞r♦❣è♥❡s ❡♥tr❡
❧❡✉rs ❛t♦♠❡s ❞✬❛③♦t❡ ❡t ❞✬♦①②❣è♥❡✱ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✶✳✹ ❡t ✶✳✺✳ ❯♥ ❢❡✉✐❧❧❡t β ♣❡✉t êtr❡
q✉❛❧✐✜é ❞❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✹✮ ♦✉ ❞✬❛♥t✐♣❛r❛❧❧è❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✺✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s s❡❣♠❡♥ts ✿
✉♥ ❢❡✉✐❧❧❡t β ❡st ❞✐t ♣❛r❛❧❧è❧❡ s✐ ❞❡✉① s❡❣♠❡♥ts ✈♦✐s✐♥s s♦♥t ♣❛r❝♦✉r✉s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ❡st ❞✐t
❛♥t✐♣❛r❛❧❧è❧❡✳

▲✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞✐q✉❡ r❡♣♦s❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❤é❧✐❝❡s α ❡t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡ts
β✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s str✉❝t✉r❡s ♣♦s❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s
❛♥❣❧❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥ (φ, ψ)✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❈α✱ ❡♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ φ ❡t ψ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦✐♥t✱ ♦♥
♦❜s❡r✈❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞é❞✐é❡s ♣♦✉r ❧❡s rés✐❞✉s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ✉♥ ❢❡✉✐❧❧❡t β ♦✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ α✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
✶✳✻ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞✐t❡ ❞❡ ❘❛♠❛❝❤❛♥❞r❛♥ ❬✶✻✷❪✳

✶✳✶✳✸ ▲❛ ❙tr✉❝t✉r❡ ❚❡rt✐❛✐r❡ ✿ ✉♥ ◆✐✈❡❛✉ ❞✬❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ●❧♦❜❛❧

▲♦rsq✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞✐q✉❡ ❛ ❛❞♦♣té ✉♥❡ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ ♠♦t✐❢s ❞❡ str✉❝t✉r❡ s❡✲
❝♦♥❞❛✐r❡✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ s❡ r❡♣❧✐❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ t❡rt✐❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st

✹❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❈α ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ♣r♦❧✐♥❡✱ φ ❡st ❝♦♥st❛♥t



✶✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s Pr♦té✐♥❡s ✺

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ▲✐st❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s✳ ❯♥ ❝♦❞❡ ❞✬✉♥❡ ❧❡ttr❡
❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ tr♦✐s ❧❡ttr❡s s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ ❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é✳



✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ❍é❧✐❝❡s α ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✿ ✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ α ♣❛r❢❛✐t❡✱ ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❤②❞r♦❣è♥❡s
s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s t✐r❡ts ❡t ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❧❛tér❛❧❡s s♦♥t ♦♠✐s❡s❀ ✉♥ ❛❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡
❣❛✉❝❤❡❀ ✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ α ❡①tr❛✐t❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❛✈❡❝ s❡s ❝❤❛î♥❡s ❧❛tér❛❧❡s✳ ▲❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡s✱ ❛③♦t❡s
❡t ♦①②❣è♥❡s s♦♥t ❝♦❧♦rés ❡♥ ❜❧❛♥❝✱ ❜❧❡✉ ❡t r♦✉❣❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❛t♦♠❡s ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
r❡♣rés❡♥tés✳

C

O

R

C

C

O

H

R

C
H

C

O

R

C
H

C

O

H

R

C
H

C

O

R

C

C

O

H

R

C
H

C

O

R

C

C

O

H

R

C
H

N

H

N

H

N

H

N

H

N

H

N

H

N

H

N

H

N

H

N

H

C

O

R

C
H

C

O

R

C
H

O

C

O

C

❋✐❣✳ ✶✳✹ ✕ ❯♥ ❢❡✉✐❧❧❡t beta ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ▲❡s ❝❤❛î♥❡s ❧❛tér❛❧❡s s♦♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❘✳ ▲❡s ❧✐❛✐s♦♥s
❤②❞r♦❣è♥❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s t✐r❡ts✳
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❋✐❣✳ ✶✳✺ ✕ ❯♥ ❢❡✉✐❧❧❡t beta ❛♥t✐♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ▲❡s ❝❤❛î♥❡s ❧❛tér❛❧❡s s♦♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❘✳ ▲❡s ❧✐❛✐s♦♥s
❤②❞r♦❣è♥❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s t✐r❡ts✳
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❋✐❣✳ ✶✳✻ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❘❛♠❛❝❤❛♥❞r❛♥ ❬✶✻✷❪✳ ●❛✉❝❤❡ ✿ ▲❡s ré❣✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡s ❡t ❧✐♠✐t❡s
♣♦✉r ❧❡s ❛♥❣❧❡s (φ, ψ) s♦♥t ❝♦❧♦ré❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ✈❡rt ❡t ❡♥ ❜❧❡✉✳ ▲❡s ré❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉①
✈❛❧❡✉rs ❞❡ (φ, ψ) ♣♦✉r ✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ ❞r♦✐t❡✱ ✉♥ ❢❡✉✐❧❧❡t β ❡t ✉♥❡ ❤é❧✐❝❡ ❣❛✉❝❤❡ s♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s
ré❣✐♦♥s ♥♦♠♠é❡s α✱ β ❡t L r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❉r♦✐t❡ ✿ ❱❛❧❡✉rs ❞❡ (φ, ψ) ♣♦✉r ❧✬❛❧❧❛♥t♦✐❝❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡✈✉r❡
✭❝♦❞❡ P❉❇ ✶❙●✸✮✳



✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✶✳✼ ✕ ❙②♠étr✐❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s✳ ●❛✉❝❤❡ ✿ ❧✬✉♥✐té ❛s②♠étr✐q✉❡ ❞✉ ❝r✐st❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧❧❛♥t♦✐❝❛s❡ ❞❡ ❧❛
❧❡✈✉r❡ ✭P❉❇ ❝♦❞❡ ✶❙●✸✮ ❡st ✉♥ ❞✐♠èr❡ ✭✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣❛r s♦✉s✲✉♥✐té✮✳ ❉r♦✐t❡ ✿ ❧✬✉♥✐té ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ✉♥
tr✐♠èr❡ ❞❡s ❞✐♠èr❡s ✭✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣❛r ❞✐♠èr❡✮✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ D3 ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬✉♥✐té
❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣r♦t♦♠èr❡✳

❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✳ ❊♥ ✶✾✺✼✱ ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✈❡rsé✱ ❡t ❡st ❝♦♥❞✉✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s
❬✶✼✺❪✳ ▲❡s r✐❜♦♥✉❝❧é❛s❡s ❞❡ ♣❛♥❝ré❛s ❞❡ ❜♦❡✉❢ ✭❞❡s ❡♥③②♠❡s ❞✐❣❡st✐✈❡s✮✱ ❝❡ss❡♥t ❧❡✉rs ❛❝t✐✈✐tés ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s
s♦♥t ❞é♣❧✐é❡s ✭ét❛t ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❞é❧✐❝❛t❡♠❡♥t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✮✳ ◗✉❛♥❞ ❝❡s ♣r♦té✐♥❡s r❡tr♦✉✈❡♥t
❧❡✉rs ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s r❡♣❧✐é❡s✱ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❞✐❣❡st✐✈❡ ❡st ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♦❜s❡r✈é❡✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t② ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ t❡rt✐❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ s❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r
s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s t❡rt✐❛✐r❡s✳ ❈❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ré❣✉❧✐❡rs s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❞✬❡♥❝❤❛î♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞❡ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ✭α✲❞♦♠❛✐♥❡✱ β✲
❞♦♠❛✐♥❡✱ ✭α+ β✮✲❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ✭α/β✮✲❞♦♠❛✐♥❡✮✱ ❡t ♦♥t été ♦❜s❡r✈é ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s ❬✶✸✵❪✳
▲❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❇rä♥❞é♥ ❡t ❚♦♦③❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡ s✉❥❡t ❬✸✸❪✳ ❑❡♥❞r❡✇ ❡t ❛❧✳✱ ❛♣rès êtr❡ ♣❛r✈❡♥✉s
à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠②♦❣❧♦❜✐♥❡ ❬✶✶✼❪ ❡♥ ✶✾✻✵✱ ♦♥t ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s
❧❛tér❛❧❡s ❤②❞r♦♣❤♦❜✐q✉❡s s♦♥t ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❡✉r ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❤②❞r♦♣❤✐❧✐q✉❡s s♦♥t ♣❧✉tôt
s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❬✶✶✽❪✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✉❡ ❛✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t✱ s♦✉✈❡♥t ♥♦♠♠é❡ ❧✬❡✛❡t
❤②❞r♦♣❤♦❜✐q✉❡✱ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝❧é ❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❬✼✹❪✳

✶✳✶✳✹ ▲❛ ❙tr✉❝t✉r❡ ◗✉❛t❡r♥❛✐r❡ ✿ ✉♥ ❆ss❡♠❜❧❛❣❡ ❋♦♥❝t✐♦♥♥❡❧

▲✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❛î♥❡s ♣♦❧②♣❡♣t✐❞✐q✉❡s ♣❛r ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ♥♦♥ ❝♦✈❛❧❡♥t❡s
❞é✜♥✐t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡
✉♥❡ s♦✉s✲✉♥✐té✳ ❯♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲✉♥✐té ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥ ♦❧✐❣♦♠èr❡✳

▲❡s s♦✉s✲✉♥✐tés ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t♦✉t❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♦✉ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❯♥ ♣r♦t♦♠èr❡ ❞✬✉♥❡
♣r♦té✐♥❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲✉♥✐tés ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡tt❡ ♣r♦té✐♥❡
✭s✐ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉s✲✉♥✐tés s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❧❡ ♣r♦t♦♠èr❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼
♣rés❡♥t❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧❛♥t♦✐❝❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡✈✉r❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❤❡①❛♠èr❡✳

▲❡s s♦✉s✲✉♥✐tés s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♦r❣❛♥✐sé❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②♠étr✐q✉❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞❡s
r♦t❛t✐♦♥s ❛①✐❛❧❡s✳ ❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Cn ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛rr❛♥❣❡r n ❝♦♣✐❡s ❞✉ ♣r♦t♦♠èr❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
r♦t❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞✬❛♥❣❧❡ 2π

n ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ❛①❡ ❞♦♥♥é✳ ❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Dn ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛rr❛♥❣❡r
2n ❝♦♣✐❡s ❞✉ ♣r♦t♦♠èr❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐❛❧❡ ❞✬❛♥❣❧❡ π✱ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❞❡s r♦t❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s
❞✬❛♥❣❧❡ 2π

n ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ❛①❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r✳ ❉❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡s s♦♥t
♣❛r❢♦✐s ♦❜s❡r✈é❡s ❡t ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s r♦t❛t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞❡s ❛①❡s ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ré❣✉❧✐❡r ❞♦♥♥é✳

P❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s ♦♥t été ❛✈❛♥❝é❡s ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ q✉❛t❡r♥❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✱
❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❧✐é❡s à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✭❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✮ ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ ❬✶✾✵❪✳

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✭❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✐✈✐s❡r ♣♦✉r
ré❣♥❡r✮✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❞✬❡♥tr❡t✐❡♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r



✶✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s Pr♦té✐♥❡s ✾

✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞é❢❡❝t✉❡✉s❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❝✐t❡r♦♥s ✐❝✐✱ ❡st ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
s②♠étr✐q✉❡ q✉❡ ♣❡r♠❡t ✉♥ t❡❧ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡✳

✶✳✶✳✺ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❙tr✉❝t✉r❡s Pr♦✲
té✐q✉❡s

❈r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❡ ❛✉① r❛②♦♥s ❳✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡
r❛②♦♥s ❳ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❝r✐st❛❧ ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞✬é❧❡❝tr♦♥✲❞❡♥s✐té✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐st❛❧✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❞♦✐t êtr❡
s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧❛r❣❡✱ s❛♥s ❞é❢❛✉ts ❡t ♣✉r✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ ❝r✐st❛❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé à ✺✵ ♣♦✉r ❝❡♥t ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s
❞✬❡❛✉✱ ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s ❡t ♣❛❧✐❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣❧♦❜✉❧❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✳ ▲❛
❝r✐st❛❧❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡♥ s❡❧✱ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳✮✱ ❡t
♣❧✉s✐❡✉rs s❡♠❛✐♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝r✐st❛❧ ❛ss❡③ ❣r♦s✳ ❯♥ ❢♦✐s ❧❡ ❝r✐st❛❧ ♦❜t❡♥✉✱
✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❝r②♦❣é♥✐sé ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❝r✐st❛❧ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
rés✐st❛♥❝❡ ❞✉ ❝r✐st❛❧ ❛✉① r❛②♦♥s ❳✳ ▲❡s r❛②♦♥s ❳ ❧❡s ♠✐❡✉① ❛❞❛♣tés s♦♥t ♣r♦❞✉✐ts ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥ s②♥❝❤r♦tr♦♥✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ❝r✐st❛❧ ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ é❧❡❝tr♦♥✲❞❡♥s✐té✮ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡ ❧❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛t♦♠❡ ❡st ❡st✐♠é❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝❛rt❡ é❧❡❝tr♦♥✲❞❡♥s✐té✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ✜♥❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛✉① ❞❡♥s✐tés✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t à ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥
q✉❛♥❞ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❛t♦♠❡s ❡st ❝♦rr❡❝t❡ à ♠♦✐♥s ❞❡ ✷➴✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t
♥✬❡st ♣❛s ✭❡♥ ❣é♥ér❛❧✮ ❧✬❡♥t✐té ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡✱ ♠❛✐s ❧✬✉♥✐té ❛s②♠étr✐q✉❡ ❞✉ ❝r✐st❛❧✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡
❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡♥t✐té ré♣été❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❝r✐st❛❧✳

❯♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❞✬❛✉ ♣❧✉s ✺✵✵ ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✳
❙♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡ ♣❛r rés♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡ ✭❘▼◆✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠♦♠❡♥t
♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♥♦②❛✉① ❛t♦♠✐q✉❡s ✭❧❡ s♣✐♥✮✳ ❯♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❡st ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡
❝♦♥st❛♥t✱ ♣✉✐s s♦✉♠✐s❡ à ✉♥ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♠♣ q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ♦s❝✐❧❧❡r ♣❛r ét❛♣❡s✳ ❈❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♠♣
✐♥❞✉✐t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✉ s♣✐♥ ❞❡s ♥♦②❛✉①✱ ❡t ❧❛ ❞és❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❡♥tr❛î♥❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ r❛❞✐❛t✐♦♥s
♠❡s✉r❛❜❧❡s ♣❛r ❧❡s ♥♦②❛✉① ❛t♦♠✐q✉❡s r❡tr♦✉✈❛♥t ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s q✉✐ s♦♥t ♠❡s✉r❛❜❧❡s✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❞❡ ❝❡s r❛❞✐❛t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞ à ❧❛ ❢♦✐s ❞✉ t②♣❡ ❞✬❛t♦♠❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛t♦♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦②❛✉✳ ▲❛
str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s r❛❞✐❛t✐♦♥s é♠✐s❡s ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ s♣✐♥ ❞❡ s❡s ❛t♦♠❡s ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡✳ ❉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
❡st✐♠❡r ✭✐✮ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ ❧✐és ❛✉ ♠ê♠❡ ❛t♦♠❡ ♦✉ à ❞❡✉① ❛t♦♠❡s ❧✐és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❝♦✈❛❧❡♥t❡✱ ❡t ✭✐✐✮ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛t♦♠❡s ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡ q✉✐ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ♠❛✐s ♣❛s ❞✉
t②♣❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é❝r✐t✳

▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❈❡❝✐
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs str✉❝t✉r❡s ♣❡✉✈❡♥t s❛t✐s❢❛✐r❡ à ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s s♦♥t
♣r♦♣♦sés✳

❯♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s s♦♥t ❡♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛❥✉sté❡ ✭❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♦✉ ❧❡ ♣❍✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜s❡r✈❡r
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✭♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
s❡❧♦♥ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ ét✉❞✐é❡✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉
s✐❣♥❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ✈♦✐r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ✐s♦t♦♣❡s r❛❞✐♦❛❝t✐❢s ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡✱ ❞✬❛③♦t❡ ❡t ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❞✬❛✉ ♣❧✉s ✷✺✵ ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✳
▲❛ ❝r②♦✲♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✭❈r②♦✲❊▼✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ♣r♦✲
té✐♥❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ très ♣✉✐ss❛♥t✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧✱
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ❝r②♦❣é♥✐sé ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡ ❧✬❛③♦t❡ ❧✐q✉✐❞❡ ✭♦✉ ❞❡ ❧✬ét❤❛♥❡✮✱ ♣✉✐s ♦❜s❡r✈é à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
♥✬❡st ♣❛s ✐❧❧✉♠✐♥é ♣❛r ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✱ ♠❛✐s ❜♦♠❜❛r❞é ♣❛r ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ✭❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❡s
é❧❡❝tr♦♥s ♣❡r♠❡t ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❣r♦ss✐ss❡♠❡♥t✮✳ ▲❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ q✉❛♥t à ❧✉✐ ❡st ❞✐r✐❣é ♣❛r ✉♥❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ é❧❡❝tr♦st❛✲
t✐q✉❡ ♦✉ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐q✉❡ ✭✉♥ ❛♥♥❡❛✉✮✳ ▲❛ s♦rt✐❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞✬❡❧❡❝tr♦♥✲❞❡♥s✐té ❞é❞✉✐t❡ ❞❡s
❝♦❧❧✐s✐♦♥s é❧❛st✐q✉❡s ❡t ✐♥é❧❛st✐q✉❡s ✭♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞✉ ❜r✉✐t✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡❧❛
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ❡♥❞♦♠♠❛❣❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✮✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♠❛❣❡s à ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s
❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❚r♦✐s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ à ❧❛



✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ✭✐✮ ❊♥ ❝r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❡♥ ✉♥ ❝r✐st❛❧ s❡❧♦♥
❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❡ ❛✉① r❛②♦♥s ❳✮✳
▲✬ét❛♣❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❡ ❛✉① r❛②♦♥s ❳✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❡t ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❝r✐st❛❧❧✐♥✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✺➴✳ ✭✐✐✮ ❊♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r
♣❛rt✐❝✉❧❡ ✐s♦❧é❡✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♣✐❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✳ ▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡
s✐❣♥❛❧ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♣✐❡s✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥
✶✵➴✳ ✭✐✐✐✮ ❊♥ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✉t✐❧✐sé ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡♥t✐té ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❝♦♥s✐✲
❞éré❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♣✐❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t ❡st ❞♦♥❝
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈✉❡s✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t
t♦✉r♥❡r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ❛①❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡ ❛✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st
❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✵➴✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ❛ss❡♠❜❧❛❣❡s ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞✬❛✉
♠♦✐♥s ✸✵✵ ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✳

✶✳✶✳✻ ❇❛s❡s ❞❡ ❉♦♥♥é❡s ❞❡ ❙tr✉❝t✉r❡s Pr♦té✐q✉❡s

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❛ été ❝réé❡ ❡♥ ✶✾✼✶ ♣❛r ❧❡ ❇r♦♦❦❤❛✈❡♥ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r②
✭❯❙❆✮✱ ❡t ♣♦rt❛✐t ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦✳ ❊♥ ✶✾✾✾✱ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛ été tr❛♥s❢éré❡
❛✉① ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t♦r② ❢♦r ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✺ ✭❘❈❙❇✮✳ ❊♥ ✷✵✵✸✱ ❘❈❙❇ ❛✈❡❝
❧❡ ▼❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❛r ❙tr✉❝t✉r❡ ❉❛t❛❜❛s❡ ❛t t❤❡ ❊▼❇▲✬s ❊✉r♦♣❡❛♥ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ■♥st✐t✉t❡✻ ✭P❉❇❡✮✱ ❡t ❧❛
Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦ ❏❛♣❛♥✼ ✭P❉❇❥✮ ♦♥t ❞é❝✐❞é ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ♥❛✐ss❛♥❝❡ à
❧❛ ❲♦r❧❞✇✐❞❡ Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦✽ ✭✇✇P❉❇✮ ❬✷✼❪✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡
♠❛❝r♦♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❣r❛t✉✐t❡♠❡♥t ❡t ❧✐❜r❡♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té✳ ❊♥ ✷✵✵✻✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❇✐♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ❉❛t❛ ❇❛♥❦✾ ✭❇❘▼❇✮ ❛ r❡❥♦✐♥t ❧❡ ♣r♦❥❡t✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r
❧❡s ❡✛♦rts ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❡t ❛ ❛✉ss✐ ✉♥ rô❧❡ ❞❡ st❛♥❞❛r❞✐s❛t✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ✜❝❤✐❡r ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❢♦r♠❛t ❞❡ ✜❝❤✐❡r ❝♦♠♠✉♥ ✭❧❡ ❢♦r♠❛t P❉❇✮✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ s♦♥t ❣❛r❛♥t✐❡s ✭❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛
♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❡♥tré❡s✮✳ ▲❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ✭r♦❜✉st❡ss❡ ❧♦rs ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs✮✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❢♦r♠❛t ✿ ❝❡s
❞é❝✐s✐♦♥s s♦♥t ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❡t ♥♦♥ ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ❣r♦✉♣❡✳ ❊♥ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✽✱ ✹✷✵✷✻✱ ✻✺✵✻ ❡t
✶✸✹ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❝r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❡ ❛✉① r❛②♦♥s ❳✱ ❘▼◆ ❡t ❝r②♦✲❊▼
ét❛✐❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦t❡✐♥s✶✵ ✭❙❈❖P✮ ❬✶✹✽✱ ✶✸❪ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs str✉❝t✉r❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞✐s✲
♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ✇✇P❉❇ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✐♠✐❧❛✐r❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣r♦té✐q✉❡s✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r q✉❛tr❡ ♥✐✈❡❛✉①✿ ❈❧❛ss✱ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❚♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞
❍♦♠♦❧♦❣♦✉s s✉♣❡r❢❛♠✐❧②✶✶ ✭❈❆❚❍✮ ❬✶✺✹✱ ✶✵✹❪✳

❊♥ ❝r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❡ ❛✉① r❛②♦♥s ❳✱ ❧✬✉♥✐té ❛s②♠étr✐q✉❡ ❞✉ ❝r✐st❛❧ ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❧✬✉♥✐té ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✳
▲✬✉♥✐té ❛s②♠étr✐q✉❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♣✐❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉r❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡
s②♠étr✐❡s ❝r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬✉♥✐té ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
❧✬✉♥✐té ❛s②♠étr✐q✉❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ❞❡ str✉❝t✉r❡s
✭♣♦✉r ❧❡ ❢♦r♠❛t P❉❇✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡❣❛r❞❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❘❊▼❆❘❑ ✸✺✵✮✱ ❧❡ Pr♦t❡✐♥ ◗✉❛t❡r♥❛r② ❙tr✉❝t✉r❡ s❡r✈❡r✶✷

✭P◗❙✮ ❬✶✵✾❪ ❢♦✉r♥✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ✇✇P❉❇ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❡ ❛✉① r❛②♦♥s ❳✱ ❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡ q✉❛t❡r♥❛✐r❡✳

✺❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳r❝s❜✳♦r❣✴♣❞❜
✻❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡❜✐✳❛❝✳✉❦✴♠s❞✴
✼❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣❞❜❥✳♦r❣✴
✽❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✇✇♣❞❜✳♦r❣✴
✾❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❜♠r❜✳✇✐s❝✳❡❞✉✴

✶✵❤tt♣✿✴✴s❝♦♣✳♠r❝✲❧♠❜✳❝❛♠✳❛❝✳✉❦✴s❝♦♣✴
✶✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝❛t❤❞❜✳✐♥❢♦
✶✷❤tt♣✿✴✴♣qs✳❡❜✐✳❛❝✳✉❦



✶✳✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❊♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ ❇✐♦❧♦❣✐❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s Pr♦té✐♥❡s ✶✶

❚②♣❡ ❞✬❛t♦♠❡ r❛②♦♥ ❡♥ ➴
❖①②❣è♥❡ ✶✱✹✵
❆③♦t❡ tr✐❣♦♥❛❧ ✶✱✻✺
❆③♦t❡ t❡tr❛è❞r✐q✉❡ ✶✱✺✵
❈❛r❜♦♥❡ t❡tr❛è❞r✐q✉❡ ✶✱✽✼
❈❛r❜♦♥❡ tr✐❣♦♥❛❧ ✶✱✼✻
❙✉❧❢✉r❡ ✶✱✽✺
❊❛✉ ✶✱✹✵

❚❛❜✳ ✶✳✶ ✕ ❘❛②♦♥s ét❡♥❞✉s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱❞❲ ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s✱ t✐rés ❞❡ ❬✺✼❪✳

✶✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ❊♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ ❇✐♦❧♦❣✐❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡

♣♦✉r ❧❡s Pr♦té✐♥❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡✱ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉✐ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉① ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉és à ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡
str✉❝t✉r❛❧❡✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs q✉✐ s♦♥t é✈♦q✉és ✐❝✐ ♠♦t✐✈❡♥t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t
♠❛✐s ❞♦♥♥❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ ❢✉t✉r❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r q✉❡❧q✉❡s r❛♣♣❡❧s ❞❡ ♥♦✲
t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡
❧✬❛♠❛rr❛❣❡ ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s✳

✶✳✷✳✶ Pré✲r❡q✉✐s ✿ ▼♦❞è❧❡s ▼♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ❡♥ ❇✐♦❧♦❣✐❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧❡ ❈♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❡❧❧❡

❯♥ ❛t♦♠❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ❡♥t♦✉ré ♣❛r ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s✳ ■❞é❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬✉♥❡
♣r♦té✐♥❡ s❡r❛✐t ❧❛ ♠✐❡✉① ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❡ ♣❛rt ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ✶✸✱ ❧❛
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s s❡ ❜❛s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ♥❡✇t♦♥✐❡♥♥❡✳ ▲❡s ♣r♦❝❤❛✐♥s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s
♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡✳

❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ✐♥ s✐❧✐❝♦ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞é❝r✐t❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ♣❛r ❛t♦♠❡ ✭♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♣❛r ❛t♦♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛
❘▼◆✮✳ ❯♥❡ ♠❡s✉r❡ très ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ séq✉❡♥❝❡
♣r♦té✐q✉❡ ❡st ❧❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❘▼❙❉✮✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❞❡ n ❛t♦♠❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ R

3n✱ ❧❡ ❘▼❙❉ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣r♦té✐♥❡s ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦té✐♥❡s ❞✐✈✐sé❡
♣❛r
√
n✳ ▲❡ ❘▼❙❉ ❡st s♦✉✈❡♥t ❝❛❧❝✉❧é ❛♣rès ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s r✐❣✐❞❡s ♣♦✉r ❛♠❡♥❡r ✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st ❛❧♦rs
♥♦♠♠é❡ ❧❡ ❧❡❛st✲❘▼❙❉✳ ▲❡ Cα✲❘▼❙❉ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❘▼❙❉ ❡st ❧✐♠✐té ❛✉① ❝❛r❜♦♥❡s α ❞❡s
♣r♦té✐♥❡s✳

❯♥✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡s P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✱ ✉♥ ❛t♦♠❡
❡st s♦✉✈❡♥t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡✱ ❞♦♥t ❧❡ r❛②♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ s♦♥
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝❤✐♠✐q✉❡ ✿ ❝✬❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✭❱❞❲✮✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡
ét❛♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝❡s ❛t♦♠❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♦♠✐s✳ ❉❡s ❥❡✉① ❞❡ r❛②♦♥s ♣♦✉r
❧❡s ❛t♦♠❡s ❧♦✉r❞s ✭✐✳❡✳ ♣❛s ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡✮ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❜♦✉❧❡✴s♣❤èr❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❞és✐❣♥❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡✴s♣❤èr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛t♦♠❡ ❞❛♥s ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱❞❲✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s r❛②♦♥s ✉t✐❧✐sés✱ ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s
❬✶✵✵❪✳ ▲❛ t❛❜❧❡ ✶✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❛✉ss✐ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ r❛②♦♥ t✐ré ❞❡ ❝r✐st❛✉① ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❬✺✼❪✳

❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r♦s ❣r❛✐♥ ❡st ♣❛r❢♦✐s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡✳ ❈❤❛q✉❡ rés✐❞✉ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é
♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❞✉✐t ❞❡ ❜♦✉❧❡s ✭❞♦♥t ❧❡s r❛②♦♥s s♦♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ❬✶✷✽❪✮✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ✈✉❡

✶✸♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t tr❛✐t❡r q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ✭❡♥✈✐r♦♥ ✺✵ ❛t♦♠❡s✮



✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✶✳✽ ✕ Pr❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✳ ▲❡s ❛t♦♠❡s s♦♥t
❞❡ss✐♥és ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❡r❝❧❡s ♥♦✐rs✱ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ s♦❧✈❛♥t ♣❛r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉r❢❛❝❡s
s♦♥t ❡♥ r♦✉❣❡✳ ❙❡❝♦♥❞❡ ❧✐❣♥❡ ✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥s ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✳ ▲❡s ❛t♦♠❡s ❞❡
❝❛r❜♦♥❡✱ ❛③♦t❡ ❡t ♦①②❣è♥❡ s♦♥t ❝♦❧♦rés ❡♥ ❜❧❛♥❝✱ ❜❧❡✉ ❡t r♦✉❣❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❈♦♥♥♦❧❧② ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛✉ s♦❧✈❛♥t✳

❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ✭❛ss❡③ ❣r♦ss✐❡r ♣♦✉r ✐❣♥♦r❡r ❝❡rt❛✐♥s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❧❛tér❛❧❡s✮✱ ❡t ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s à ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳

❙✉r❢❛❝❡s ❡t ✈♦❧✉♠❡s ❙✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱❞❲✱ ♣❧✉s✐❡✉rs s✉r❢❛❝❡s ✭❡t ❞♦♥❝ ✈♦❧✉♠❡s ❞é❧✐♠✐tés
♣❛r ❝❡s s✉r❢❛❝❡s✮ ♦♥t été ❞é✜♥✐❡s✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❱❞❲ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥
❞❡ s❡s ❜♦✉❧❡s✳ ❯♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞✬❡❛✉ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❜♦✉❧❡ ✭♥♦♠♠é❡ ✉♥❡ ❜♦✉❧❡
❞❡ s♦❧✈❛♥t✮✱ q✉✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à s♦♥ ❛t♦♠❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱❞❲✳ ❙♦♥ r❛②♦♥ ❡st
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✶✱✹ ➴✳ ▲❛ ❙✉r❢❛❝❡ ❆❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛✉ ❙♦❧✈❛♥t ✭❙❆❙✮ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❜♦r❞
❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ s❡s ❜♦✉❧❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s r❛②♦♥s ♦♥t été ❛✉❣♠❡♥tés ❞✉ r❛②♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ s♦❧✈❛♥t✳ ❈❡tt❡ s✉r❢❛❝❡
❞é❧✐♠✐t❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ s♦❧✈❛♥t ♣❡✉t êtr❡ ♣❧❛❝é✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦✉❧❡ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❈♦♥♥♦❧❧② ✭s♦✉✈❡♥t
❛♣♣❡❧é❡ s✉r❢❛❝❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✮ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡
à ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ s♦❧✈❛♥t✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝♦✉✈❡rt ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ s♦❧✈❛♥t
s❛♥s ♣é♥étr❡r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ tr❛❝❡r ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ s♦❧✈❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❡r❛✐t r♦✉❧❡r s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❱❞❲ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✳

❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✽✳



✶✳✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❊♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ ❇✐♦❧♦❣✐❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s Pr♦té✐♥❡s ✶✸

✶✳✷✳✷ Pré✲r❡q✉✐s ✿ ◗✉❛♥t✐tés ●é♦♠étr✐q✉❡s ❈❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬➱t✉❞❡ ❞❡s Pr♦✲
té✐♥❡s

❇✐♦♣❤②s✐q✉❡

❙✉r❢❛❝❡ ❡①♣♦sé❡ ❆ ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✱ ▲❡❡ ❡t ❘✐❝❤❛r❞s ❬✶✷✻❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛✉ s♦❧✈❛♥t ✭SAS✮✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ r❡str❡✐♥t❡ s♦✐t à ✉♥ ❛t♦♠❡ s♦✐t à ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞✬❛t♦♠❡s ✭s♦✉s✲✉♥✐té✱ rés✐❞✉✱ . . . ✮✳ ▲❡❡ ❡t ❘✐❝❤❛r❞s ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ rés✐❞✉ ❡♥tr❡ ❧✬ét❛t r❡♣❧✐é ❡t ❞é♣❧✐é ❞✬✉♥❡
♣r♦té✐♥❡ ❛ été ♠❡s✉ré✳ ▲❛ SAS ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞é♣❧✐é ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡ rés✐❞✉
ét❛✐t ♣❧❛❝é ❡♥tr❡ ❞❡✉① rés✐❞✉s ❞✬❛❧❛♥✐♥❡✳ ❈❤♦t❤✐❛ s✬❡st ✐♥tér❡ssé à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❡✛❡t ❤②❞r♦♣❤♦❜❡
q✉✐ ❛✉r❛✐t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❬✺✻❪✳ ■❧ ❛ ❡♥ ❡✛❡t ♦❜s❡r✈é ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ SAS ✭SASA✮ ❞❡s ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ❡t ❧❡✉r é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ✭♠❡s✉ré❡✮ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt
❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s ✉♥ s♦❧✈❛♥t ♦r❣❛♥✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛ ❛✉ss✐ été ♦❜s❡r✈é❡ ♣❧✉s t❛r❞ ❬✶✽✽✱ ✽✼❪✳ ❊♥ ✶✾✽✻✱
❊✐s❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❝▲❛❝❤❧❛♥ ❬✽✸❪ ♦♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛t♦♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡
à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ s♦❧✈❛t❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❛✉ s♦❧✈❛♥t✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❞❛♥s ❧✬❡❛✉✳ ❱❛❧❧♦♥❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✽❪ ♦♥t ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧❡✉rs ♠❡s✉r❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❝♦♥❝♦r❞❛✐❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ P♦✉r ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❝♦♠♣❧èt❡ s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s
✭❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✮✱ ❥✉sq✉✬❡♥ ✶✾✾✻✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✻✸❪✳

❙✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ▲❡s ❝♦♥t❛❝ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ♦♥t été ét✉❞✐é❡s à ❞✐✛ér❡♥ts
♥✐✈❡❛✉① ✭❡♥tr❡ ♣r♦té✐♥❡s✱ rés✐❞✉s ♦✉ ❛t♦♠❡s✮✳ ▲✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛✉ s♦❧✈❛♥t ♣❡r❞✉❡ ✭BSA✮
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❈❤♦t❤✐❛ ❡t ❏❛♥✐♥ ❬✺✾❪ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦té✐♥❡✲♣r♦té✐♥❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♣❡r❞✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿ BSA(A ∪ B) = SASA(A) + SASA(B) −
SASA(A ∪ B)✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❧é❝✉❧❡s s♦♥t ❛ss❡♠❜❧é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s r✐❣✐❞❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♣❛s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❈❤♦t❤✐❛ ❡t ❏❛♥✐♥ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ♣♦✉r
ét✉❞✐❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ tr♦✐s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦té✐♥❡✲♣r♦té✐♥❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐q✉❡
✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té✳ ▲❛ BSA ❛ ❞❡♣✉✐s été ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s
❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♠❛❝r♦♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ❬✹✺✱ ✶✻✵❪✳ ❆❜❛❣②❛♥ ❡t ❚♦tr♦✈ ❬✶❪ ♦♥t
✐♥tr♦❞✉✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❡s✉r❡s à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ♣r♦té✐♥❡✳ ❈❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❡♥tr❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ rés✐❞✉s✳
P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é❥à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ SASA ❞❡ t♦✉s ❧❡s rés✐❞✉s ♣r✐s sé♣❛ré♠❡♥t✳ ❊♥s✉✐t❡
ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ rés✐❞✉ i✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ rés✐❞✉ j✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠❡s✉r❡r ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ SASA i ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r j✳ ▲❛
♠❛tr✐❝❡ q✉✐ rés✉❧t❡ ❞❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s ♥✬❡st ♣❛s s②♠étr✐q✉❡ ❝❛r ❧❛ SAS ♣❡r❞✉❡ ♣❛r i ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡
❝❡❧❧❡ ♣❡r❞✉❡ ♣❛r j✳ ❯♥ ♠♦②❡♥ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ♣❛❧✐❡r ❝❡ ❢❛✐t ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ■❧s ♦♥t
♦❜s❡r✈é q✉❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❘▼❙❉ ❡t ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t❛❝ts✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❛
été ❡♠♣❧♦②é❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ s✐t❡ ❞✬❛♠❛rr❛❣❡ ❞❡ ❧❛ q✉✐♥♦♥❡✲❇ ❬✶✽✵❪✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❡♥tr❡ ✉♥
❛t♦♠❡ a ❡t ✉♥ ❛t♦♠❡ b ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ a ✐♥❝❧✉❡ ❞❛♥s b ❡t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ b ✭❝❡ q✉✐ ❡st
r❡✈✐❡♥t à ❞é✜♥✐r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ a ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ b ❞❛♥s ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡✮✳ ▼❝ ❈♦♥❦❡② ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✶❪ ♦♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❛✉tr❡
♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳ ❈❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡
❝♦♥t❛❝ts ♥♦♥✲❝♦✈❛❧❡♥ts ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥ts ♥❛t✐❢ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦té✐♥❡s ❬✶✹✷❪✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❡st ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❧❛tér❛❧❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❡♥ ♣❧✉s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❬✽✼❪✳ ▲✬❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❡♥tr❡ ❛t♦♠❡s ✭ACA✮ ❛ été ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ s✉✐t ❬✼✵❪ ✿ ♣♦✉r ❞❡✉① ❛t♦♠❡s a ❡t b✱ ❧✬ACA ❡st ❧❛ SASA ♣❡r❞✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ b ❛✉① ✈♦✐s✐♥s
❝♦✈❛❧❡♥ts ❞❡ a✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ b✳ ▲✬ACA ❡st ❝♦rré❧é❡ à
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡✳

❱♦❧✉♠❡s P❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s✳ ❈♦♠♠❡ P♦✉♣♦♥ ❧✬é❝r✐t
❞❛♥s s❛ r❡✈✉❡ ❬✶✺✾❪✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❛t♦♠❡s ❛ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s été ✉t✐❧✐sé ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♣♦✉r
❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ●❡rst❡✐♥ ❡t ❈❤♦t❤✐❛ ❬✾✾❪ ♦♥t ♦❜s❡r✈é q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✉r
❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧✬❡❛✉✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s tr❛✈❛✉①



✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✶✳✾ ✕ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞✬✉♥ rés✐❞✉ ❞❡ ❣❧✉t❛♠✐♥❡ ✭♥✉♠ér♦ ✷✵✾✮ ❞❛♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r♦s ❣r❛✐♥
❞❡ ❧❛ t❤r♦♠❜✐♥❡ ❊✶✾✷◗✲❇P❚■ ✭❝♦❞❡ P❉❇ ✶❇❚❍✮✳ ▲❛ ♣r♦té✐♥❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❜ât♦♥s✳ ●❛✉❝❤❡ ✿ ▲❛
❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦té✐♥❡❀ ❉r♦✐t❡ ✿ ▲❡ rés✐❞✉ ❞❡ ❣❧✉t❛♠✐♥❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ s❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✳
✭■♠❛❣❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❏✉❧✐❡ ❇❡r♥❛✉❡r ❬✷✾❪✮

ré❛❧✐sés✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❛t♦♠❡ ✭♦✉ ✉♥ rés✐❞✉✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛t♦♠❡✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞❡✉① ♦♣t✐♦♥s ♦♥t s♦✉✈❡♥t été ❝❤♦✐s✐❡s ✿ ✭✐✮❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❛t♦♠❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡
❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ s❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❬✶✼❪ ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡s ❛t♦♠❡s❀ ♦✉ ✭✐✐✮❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐é
à ✉♥ ❛t♦♠❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ s❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❬✶✻❪ ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡s
❛t♦♠❡s✱ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐❞s ❧❡s r❛②♦♥s ❞❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❛rré✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡
❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞❡s ❝❡♥tr♦ï❞❡s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❧❛tér❛❧❡s ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✳

❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ ❛t♦♠❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st
❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✐♥✜♥✐❡✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✬❡❛✉ ✜❝t✐✈❡s ♦♥t été ❛❥♦✉té❡s ❛✉t♦✉r
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭s♦✐t s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ré❣✉❧✐èr❡✱ s♦✐t ❡♥ ♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ s♦❧✈❛♥t t❛♥❣❡♥t❡s à tr♦✐s ❛t♦♠❡s ❞✉
❜♦r❞ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✮✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡
❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❛t♦♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ s❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ♠❛✐s r❡str❡✐♥t à s❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❱❞❲✳
P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ s♦❧✈❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦sé ❞❛♥s ❧✬❡❛✉ ❛ été ❡st✐♠é❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❡t ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦r♣s ❬✶✶✶❪✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡s

❆✐r❡ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❡♥ ✐♥s✐st❛♥t s✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts✳
❙✐ ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❝✐té ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s✳ ❖♥
♣❡✉t sé♣❛r❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ❝❡❧❧❡s q✉✐ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❡t ❝❡❧❧❡s q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡♥t
s✉r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ ❛♠❜✐❛♥t ✭✉♥❡ ❣r✐❧❧❡✮ ♦✉ ❞❡s s♣❤èr❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ✭é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐♥ts✮ ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳

❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐✲
❞éré❡ ✭❱❞❲ ♦✉ ❙❆❙✮✱ s♦♥ ❛✐r❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦r❝❡❛✉ ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s
❜♦✉❧❡s q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❧❡s✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❬✶✻❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ s♦✉s ❡♥t❡♥❞r❛ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s
♣♦✐♥ts ♣♦♥❞érés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❛t♦♠❡s✳ ▲❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t
❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❧❡s s♦♥t s✐t✉é❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ s❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✭❧❡s ♣❛rt✐❡s ❡♥ ❞❡❤♦rs ét❛♥t ❝♦✉✈❡rt❡s
♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❜♦✉❧❡s✮✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♣❤èr❡
❛t♦♠✐q✉❡ ❛✈❡❝ s❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥s✳ ❈❡s ✈♦✐s✐♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❝✉♣érés
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❬✶✽✾✱ ✶✹✶❪✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♥✲♥❛ï✈❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡
❝❡❧❧✉❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❛r✐té✱ ❧❡s ✈♦✐s✐♥s r❡❞♦♥❞❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✜❧trés ❬✾✺❪ ✭●❊❚❆❘❊❆✮✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡
str❛té❣✐❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧ ❬✼✽❪✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ❜♦✉❧❡s q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❛✉



✶✳✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❊♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ ❇✐♦❧♦❣✐❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s Pr♦té✐♥❡s ✶✺

❋✐❣✳ ✶✳✶✵ ✕ ▲❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞✐sq✉❡s✱ ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ α✲❝♦♠♣❧❡①❡ ✭α = 0✮✳
▲❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❞✐sq✉❡s✱ ❡t ✉♥❡ ❝❛✈✐té ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❡st ✐♥❝❧✉❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ❝❛✈✐té ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧✳ ▲❡s ❞✐sq✉❡s q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❞✐sq✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
r❡tr♦✉✈és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s ♥♦♥ ✐♥tér✐❡✉r ❬✼✽❪✳

❜♦r❞ s❡ ❧✐s❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧ ❬✼❪ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✮✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛rt✐t✐♦♥♥❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❛✉ ❜♦r❞ ♣❡✉t êtr❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ✉♥❡
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞❡s ❝♦♥t❛❝ts ❡♥tr❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❡t ❞❡s tr✐♣❧és ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❬✶✼✵❪ ✭▼❙▼❙✮✳

❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❡s ❝❡r❝❧❡s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❞♦♥♥é❡
❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ❞✬❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡s q✉✐ ❜♦r❞❡♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦♥✈❡①❡s q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡
❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❧❡s✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s q✉✐ ♠❛✐♥t✐❡♥♥❡♥t ❝❡s ❜♦✉❝❧❡s s♦♥t ❬✶✽✺❪✱ ❬✶✽✻❪ ✭❙✉r❢❘❛❝❡✱ ❋❛st❙✉r❢✮✳
P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❢❛❝❡s ❡①♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ❝❡r❝❧❡s
❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ s✉r ❝❤❛q✉❡ s♣❤èr❡ ❬✶✵✻❪✳

❱♦❧✉♠❡ P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❡♥t✐èr❡✳ ❈♦♥♥♦❧❧②
❬✻✷❪ ❛ ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❜♦r❞é ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❈♦♥♥♦❧❧② ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛rt✐❡s✳ ●✐❜s♦♥ ❡t
❙❝❤❡r❛❣❛ ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✲❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❬✶✵✶❪✳
❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r ❬✼✾❪ ❛ ❛♠é❧✐♦ré ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✲❡①❝❧✉s✐♦♥✱ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡
❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ B ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

✈♦❧(∪B) =
∑

X⊆B

−1❝❛r❞(X)−1✈♦❧(∩X)

♦ù X ❡st ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✐♠♣❧❡①❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧ ❞❡ B✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉①
✈❡rt❡①❡s ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✳ ❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r ❡t ❆tt❛❧✐ ❬✶✺❪ ♦♥t ♠♦♥tré ♣❧✉s t❛r❞ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ r❡st❡ ❝♦rr❡❝t❡ ♣♦✉r
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❛❜str❛✐t ❞♦♥t ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❜♦✉❧❡s✱
❡t ❞♦♥t ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ❜♦r❞✱ ❡t ❡st ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧✳ ❉❡
♣❧✉s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✲❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡s s♦♥t ❡♥❝♦❞é❡s ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧
❛❜str❛✐t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❞✬❛✉ ♣❧✉s q✉❛tr❡ s♣❤èr❡s✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ▼❝ ❈♦♥❦❡② ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✶❪✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝ô♥❡s ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ♣♦❧②è❞r❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❧❡ à s❛
❝❡❧❧✉❧❡✳

✶✳✷✳✸ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t

❈♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ s❡ r❡♣❧✐❡ ♣♦✉r ❛❝q✉ér✐r
s❛ str✉❝t✉r❡ t❡rt✐❛✐r❡ ❡st ✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡✱ ❝♦♥♥✉ s♦✉s
❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t✳ ●❡♦r❣❡ ❉✳ ❘♦s❡ ❛ ❞é❝r✐t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❬✶✻✺❪ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❋♦r ❛ ♣r♦t❡✐♥
♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢♦r♠✳ ❯♥r❡❡❧❡❞✱ ✐t ✐s ❥✉st ❛ ❧♦♥❣ str✐♥❣ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✳ ❇✉t ✇❛❞ ✐t ✉♣ ❥✉st t❤❡



✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

r✐❣❤t ✇❛②✱ ✐♥t♦ ❛ ❜✉♥❞❧❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ✐ts ♥❛t✐✈❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ st✉✛ ♦❢ ❧✐❢❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦té✐♥❡s ét❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à ♦❜t❡♥✐r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✜❛❜❧❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳

▲❡ ❈r✐t✐❝❛❧ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r Pr♦t❡✐♥ ❙tr✉❝t✉r❡ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✭❈❆❙P✮ ❡st ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡
♠♦♥❞✐❛❧❡ q✉✐ s❡ t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❛♥s ❞❡♣✉✐s ✶✾✾✹✱ ❡t q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❛✉① ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞❡ t❡st❡r
❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ s❛♥s à ♣r✐♦r✐✳ ❉❡s str✉❝t✉r❡s t❡rt✐❛✐r❡s ❡♥❝♦r❡ ♥♦♥ ♣✉❜❧✐é❡s
s♦♥t s♦✉♠✐s❡s ❛✉① ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs s♦✉♠❡ttr❡ ❛✉ s❡r✈❡✉r✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡
❧❡✉rs ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ✉♥ ❥♦✉r♥❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞✬ét❛t ❞❡
❧✬❛rt ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ✭❈❆❙P✼ ❬✶✹✺❪ ❡st ❧❛ s❡ss✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛
ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✮✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ sé♣❛ré❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s❛ str✉❝t✉r❡ ✭❞✐t❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✈♦✮✱ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡✱ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s r❡♣❧✐é❡s ✭❞✐t❡s
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✮✳ ❯♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❝❧❛ss❡s ❞✉ ❞❡r♥✐❡r t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st
s♦✉✈❡♥t ♦❜s❡r✈é❡ ✿ ✭✐✮▲✬❡♥✜❧❛❣❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s s♦♥t r❡♣❧✐é❡s✱ ❡t ❞♦♥t
❧❡s str✉❝t✉r❡s ♦♥t été ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ ❙❡ ❜❛s❛♥t s✉r ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ❧❡
r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ♣ré❞✐t❡
♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♠♣♦rt❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr♦✉s ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ s♦♥t tr♦♣ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❛ ♥❛t✉r❡ ❬✺✽❪✳ ✭✐✐✮ ▲✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ ❡♥ ♣❡t✐ts
s❡❣♠❡♥ts✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ s❡❣♠❡♥t ❡st r❡❝❤❡r❝❤é ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s ❞♦♥t ❧❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t
❡st ❝♦♥♥✉✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛✉ss✐ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬✉♥❡ ♠ê♠❡ séq✉❡♥❝❡ s❡ r❡♣❧✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✈♦✳

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✈♦ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✈♦✱ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❞❡s
♣r♦té✐♥❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✳

P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts✳ ❯♥ s❝♦r❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st
❝❛❧❝✉❧é ❞✬❛♣rès ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s✳ ❯♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st
❛❝❝❡♣té❡ q✉❛♥❞ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✉t✐❧✐s❡
✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ✐♥té❣r❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ◆❡✇t♦♥✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❡♥t
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té✳ ❯♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✭❊◆❈❆❉
❬✶✸✶❪✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶✳

■♥✐t✐é ❡♥ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✶✱ ❧❡ ♣r♦❥❡t ❋♦❧❞✐♥❣❅❤♦♠❡✶✹ ❬✶✼✽❪✱ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡
❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣❛rt❛❣é ❧❡ ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t ❞é❞✐é ❛✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✳ ❙✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉✐ ♣❡✉t ✐♥st❛❧❧❡r s✉r s♦♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣❡rs♦♥♥❡❧ ✉♥ é❝r❛♥ ❞❡ ✈❡✐❧❧❡
✭✉♥ ❝❧✐❡♥t✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❛♥❝❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❧✐❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡ ♣❡t✐ts tr❛✈❛✉①✱ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts
s♦♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉és à ❞❡s s❡r✈❡✉rs ❝❡♥tr❛✉①✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t
s✉✐t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✿ q✉❛♥❞ ❧❡ s②stè♠❡ ♣❛ss❡ ✉♥❡ ❜❛rr✐èr❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♣❛ss❡ à ❧✬ét❛t
s✉✐✈❛♥t✳ ❚♦✉s ❧❡s ❝❧✐❡♥ts ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t à ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❞✬❛♣rès ✉♥ ét❛t ❞❡ ❞é♣❛rt ❝♦♠♠✉♥ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❉ès
q✉✬✉♥ ❞❡s ❝❧✐❡♥ts ❢r❛♥❝❤✐t ✉♥❡ ❜❛rr✐èr❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✭❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧✮✱ ❧❡s s❡r✈❡✉rs ❡♥
s♦♥t ✐♥❢♦r♠és ❡t ré♣❡r❝✉t❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à t♦✉s ❧❡s ❝❧✐❡♥ts ❛✜♥ q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs r❡❧❛♥❝❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①
❝❛❧❝✉❧s à ♣❛rt✐r ❞✉ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t✳

❆✈❡❝ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♣r❡ss✐♦♥♥❛♥t❡ ✶✺✱ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s
♣r♦té✐♥❡s ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡s ❥♦✉rs✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✭♣❛s ❞❡ ♠é✲
♠♦✐r❡ ♣❛rt❛❣é❡ r❛♣✐❞❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧✐❡♥ts✮ s♦♥t ❧✐♠✐t❛♥t❡s ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ à ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧❡s✳

✶✹❢♦❧❞✐♥❣✳st❛♥❢♦r❞✳❡❞✉
✶✺❊♥ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✽✱ ♣❧✉s ❞❡ ✸✷✵✵✵✵ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ét❛✐❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ✭t♦✉t s②stè♠❡

❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✮✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❝❛rt❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡t ♠ê♠❡ ❝❡✉① ❞❡s P❧❛②st❛t✐♦♥✸✳



✶✳✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❊♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ ❇✐♦❧♦❣✐❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s Pr♦té✐♥❡s ✶✼

❋✐❣✳ ✶✳✶✶ ✕ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥② ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❡r♠s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜♦♥❞ str❡t❝❤✐♥❣✱
❜♦♥❞ ❛♥❣❧❡ ❜❡♥❞✐♥❣✱ ❜♦♥❞ t✇✐st✐♥❣✱ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝s✳ ▼❛♥② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
❜✐♦♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ✭■♠❛❣❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ▼✐❝❤❛❡❧ ▲❡✈✐tt
❬✶✷✾❪✮



✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❡t r❛✣♥❡♠❡♥t ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s
❧✐és ❛✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✳ ✭✐✮ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣r♦té✐♥❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ✭❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
♥❛t✐✈❡✮ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❈❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s
❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♥❛t✐✈❡✱ ❡t à ❛ttr✐❜✉❡r ✉♥ s❝♦r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r s✐♠✐❧❛r✐té à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♥❛t✐✈❡✳ ✭✐✐✮ ➱t❛♥t
❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♥❛t✐✈❡✱ ❝❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐s❡ à r❛✣♥❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ s♦rt❡ à ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♥❛t✐✈❡ ✭♣r♦❝❤❡ ❛✉ s❡♥s ❞✉ ❘▼❙❉ à ❧❛
str✉❝t✉r❡ ♥❛t✐✈❡✮✳

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❛✣♥❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣ré❞✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❣r♦ss✐❡r✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ tr❛✐t❡♥t ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✭s♦✉✈❡♥t ✉t✐✲
❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✮✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ✿ ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ❞ér✐✈é❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❡t ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s ❞❡ ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
str✉❝t✉r❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ à ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❞✐t❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✮✳

❯♥❡ ✈❛st❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❡t ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r à ❬✶✼✾✱ ✶✺✵✱
✶✸✻❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛rt✐❝❧❡s s✉r ❧❡ s✉❥❡t s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
❬✶✾✶✱ ✶✼✼❪✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① q✉✐ ♦✉✈r❡♥t ❞❡s ✈♦✐❡s ♦ù ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
♣❡r♠❡ttr❛✐t ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s✳

❋♦❣♦❧❛r✐ ❡t ❛❧✳ s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✬❛♣rès ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s
à ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r♦s ❣r❛✐♥s ❡t ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❬✾✹❪✳ ❈♦♥✜r♠❛♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞❡
str✉❝t✉r❡s✱ ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥❛t✐✈❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s ♣r❡sq✉❡ t♦✉s ❧❡s
❝❛s ♣rés❡♥tés✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥t ♦❜s❡r✈é ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✽❪✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈✐❞❡✱ ❙✉♠♠❛ ❡t ▲❡✈✐tt ❬✶✽✷❪ ♦♥t ❝♦♠♣❛ré ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ str✉❝t✉r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❊◆❈❆❉ ❬✶✸✶❪✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡✉① à ❞❡✉①✱ ❡t ♣❛r t②♣❡ ❞❡ rés✐❞✉ ❬✶✻✽❪✮✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❡✉r
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✬❡st ♠♦♥tré ❡✣❝❛❝❡ ✈✐s à ✈✐s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❣r❛t✉✐t❡♠❡♥t
❞❛♥s ●❘❖▼❆❈❙ ❬✶✸✼❪✳

❆❧♦rs q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✭♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s q✉❛♥t✐tés
✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❛t♦♠❡s✮✱ ♣❡✉ ♦♥t ❛❜♦r❞é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

◆❣❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✶❪ ♦♥t ❞ér✐✈é ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ r❛②♦♥ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❝✐r❝♦♥s❝r✐t à tr♦✐s
rés✐❞✉s ✭❛✈❡❝ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r♦s ❣r❛✐♥✮✱ ❡t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ tr✐♣❧é ❞❡ rés✐❞✉s✳ ❉❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ tr❛✈❛✐❧✱
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧ ✶✻ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛t♦♠❡s ❧♦✉r❞s✱ ▲✐ ❛♥❞ ▲✐❛♥❣ ❬✶✸✺❪ ♦♥t ❞é✜♥✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡
❞✬❛♣rès ❧❡s tr✐♣❧és ❞✬❛t♦♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ✷✲s✐♠♣❧❡①❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧✳ ❑r✐s❤♥❛♠♦♦rt❤② ❡t
❛❧✳ ❬✶✷✸❪ ♦♥t q✉❛♥t à ❡✉① ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s t❡tr❛è❞r❡s ❞❡ ❉❡❧❛✉♥❛②✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r♦s ❣r❛✐♥✳
▲❡s tétr❛❤è❞r❡s s♦♥t ❝❧❛ssés s❡❧♦♥ ❧❡s q✉❛tr❡ t②♣❡s ❞❡ rés✐❞✉s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ s❡❧♦♥ ❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉
sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ ❞❡s rés✐❞✉s ❞✉ tétr❛è❞r❡✳ P♦✉r ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❉❡❧❛✉♥❛②✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛ été ét❡♥❞✉❡ ♣❧✉s t❛r❞
♣❛r ❇❛♥❞②♦♣❛❞❤②❛② ❡t ❛❧✳ ❬✷✶❪✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s ♣r❡sq✉❡✲❉❡❧❛✉♥❛② ❬✷✵❪✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
❛t♦♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡✱ ❙✉♠♠❛ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ❞é✜♥✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠✐❝r♦❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❛t♦♠❡s à ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à r ❞❡ ❝❡t ❛t♦♠❡ ✭♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡♥tr❡ ✹✱✺ ❡t ✹✱✽ ➴✮✱ ❡t q✉✐ s♦♥t à
♣❧✉s ❞❡ s rés✐❞✉s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ sq✉❡❧❡tt❡ ✭♠❡✐❧❧❡✉r❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥tr❡ ✉♥ ❡t tr♦✐s✮✳ ❯♥ ❛t♦♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❡✉t êtr❡
❞❡ ✈✐♥❣t t②♣❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❡t ✉♥ ♠✐❝r♦❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s ♣❛r♠✐ q✉❛tr❡ ❝❧❛ss❡s✳

▲✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♠♣✐r✐q✉❡s s❡♠❜❧❡
êtr❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ▲❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛t♦♠❡ ❞é❝r✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ✜♥❡s ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s r❡♣❧✐é❡s✳ ▲❡ ♠✐❝r♦❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t
♠❛✐s ♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s✐❡✉r❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬❛t♦♠❡ ✭♣❧✉tôt q✉❡ s✉r ✉♥❡
q✉❛♥t✐té ❝♦♥t✐♥✉❡✮✱ ✐❧ ❡st ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛t♦♠❡s ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ à ❞✐st❛♥❝❡ r

2

✶✻▲❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧ ❡st ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡✱ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ❛❧♣❤❛ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭α = 0✮ ❞é✜♥✐
♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣♦♥❞érés ❬✼✾❪✳ ❯♥❡ s♣❤èr❡✴❜♦✉❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣♦✐♥t ♣♦♥❞éré ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s♦♥
❝❡♥tr❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t✱ ❡t s♦♥ r❛②♦♥ ❛✉ ❝❛rré ❝♦♠♠❡ ♣♦✐❞s✳



✶✳✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❊♥❥❡✉① ❞❡ ❧❛ ❇✐♦❧♦❣✐❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s Pr♦té✐♥❡s ✶✾

❡t r ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❝❡♥tr❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✿ ❧❡ ❢❛✐t
q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛t♦♠❡s s♦✐t ❞✐str✐❜✉é ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ❛t♦♠❡ ♦✉ ❥✉st❡ ❞✬✉♥ ❝ôté ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦❞é✳

✶✳✷✳✹ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛rr❛❣❡

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r s❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té à ✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s✳ ➱t❛♥t
❞♦♥♥é ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♠❛rr❛❣❡ ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ q✉✐ ♣ré❞✐t ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡
❞❡ ❝❡s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s✳ ❯♥ t❡❧ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ■❧ ② ❛ tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✿
❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦té✐♥❡✲♣r♦té✐♥❡✱ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦té✐♥❡✲♠é❞✐❝❛♠❡♥t ❡t ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦té✐♥❡✲❛❝✐❞❡ ♥✉✲
❝❧é✐q✉❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ t❡rt✐❛✐r❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❞✐t❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧❡①é❡✮ ♦✉ ❧✐❜r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❛ ♣r♦té✐♥❡ ♣❡✉t s❡ ❞é❢♦r♠❡r ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♦✉ ♠ê♠❡ s❡ r❡♣❧✐❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ P♦✉r ✐❧❧✉s✲
tr❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♠❛rr❛❣❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦té✐♥❡✲♣r♦té✐♥❡ ❡t
❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦té✐♥❡✲♠é❞✐❝❛♠❡♥t ✭❡t ❝❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦té✐♥❡✲❛❝✐❞❡ ♥✉❝❧é✐q✉❡ s♦✐❡♥t ❛✉ss✐
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①✮✳

❈♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦té✐♥❡✲♠é❞✐❝❛♠❡♥t ▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦té✐♥❡✲♠é❞✐❝❛♠❡♥t ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❧❡s
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣❛❣♥✐❡s ♣❤❛r♠❛❝❡✉t✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s s♦♥t ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❞❡ ❧❡✉rs
♠é❞✐❝❛♠❡♥ts✱ ❡t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❧✐és à ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❡st ❧❛ ❝❧é
♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ✭✉♥❡
❝✐❜❧❡ t❤ér❛♣❡✉t✐q✉❡✮✱ tr♦✉✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦té✐♥❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬❛❝❝✉❡✐❧❧✐r ✉♥ ♠é❞✐❝❛♠❡♥t
❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ▲❡s ❛t♦♠❡s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
à ✉♥❡ ♣♦❝❤❡ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷✮✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❢❛❜r✐❝❛♥ts ❞❡ ♠é❞✐❝❛♠❡♥ts
❝❛r✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣♦❝❤❡✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠é❞✐❝❛♠❡♥ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✬② ❧♦❣❡r ❡t ✐♥t❡r❛❣✐r
❛✈❡❝ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦❝❤❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠é❞✐❝❛♠❡♥t s✉r ❧✬♦r❣❛♥✐s♠❡
✭✐✳❡✳ ❧❡s ❡✛❡ts ♣r✐♠❛✐r❡s ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t s❡❝♦♥❞❛✐r❡✮✳ ❯♥ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡✱
❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❡t ❡ss❛②❡r ❞❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r❛❣✐r ❞✐✛ér❡♥ts ♠é❞✐❝❛♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ✐♥
✈✐tr♦✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❧♦♥❣ ❡t ❞♦♥❝ ♦♥ér❡✉①✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣♦❝❤❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ✈✐rt✉❡❧
♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ♠é❞✐❝❛♠❡♥ts q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ♦✉ ♦♥t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❣✐r ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
❝r✐tèr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♦✉ ❝❤✐♠✐q✉❡s✮✱ ❛✜♥ ❞❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦♠❡tt❡✉s❡s✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❝♦♥♥✉❡s s♦♥t ♣❛r❢♦✐s ✉t✐❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❡t ❛✐♥s✐ ♣ré✈♦✐r ❝❡rt❛✐♥s ❡✛❡ts s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s
♣♦❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s✳ P♦✉r ❞ét❡❝t❡r ✉♥❡ ♣♦❝❤❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❡♥❢✉✐❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ✭✐✳❡✳ ✉♥❡ ❝❛✈✐té✮✱
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❬✼✾❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❡t ❧❡
❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❛ss♦❝✐é❡✱ ❡t ✉♥❡ ❝❛✈✐té ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❡st ✐♥❝❧✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛✈✐té ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧
✭❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✮✳ ◗✉❛♥❞ ✉♥❡ ♣♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❝❛✈✐té✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été
❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ✉♥❡ r❡✈✉❡ s✉r ❧❡ s✉❥❡t ❬✶✷✹❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞✬❛♠❛rr❛❣❡ ❞❡ ♠é❞✐❝❛♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✉t✐❧✐sé ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧é ❡t ❞❡ ❧❛ s❡rr✉r❡✱
♥✬✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s r✐❣✐❞❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ❡✛♦rts s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❞✐r✐❣és ❞❡ s♦rt❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❬✶✽✶❪✳

❚❡st❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♠❛rr❛❣❡ ▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦té✐♥❡✲♣r♦té✐♥❡ s♦♥t ❝❡♥tr❛✉① ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡
♣❛rt✐❡ ❞❡s ❛❝t✐✈✐tés ❞✬✉♥ ♦r❣❛♥✐s♠❡ ✈✐✈❛♥t ✭ré♣♦♥s❡ ✐♠♠✉♥✐t❛✐r❡✱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉①✱ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❆❉◆✱ . . . ✮✳ ▲✬ét✉❞❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛ss❡♠❜❧❛❣❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥ts ❛✉ ✈✉❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ♠é❞✐❝❛❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠❛❧❛❞✐❡s s♦♥t ❧✐é❡s à ✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞û à ✉♥❡
♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠✉t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❝✐❞❡ ❣❧✉t❛♠✐q✉❡ ❡♥ ✉♥❡ ✈❛❧✐♥❡ ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❧✬❤é♠♦❣❧♦❜✐♥❡ ✭✉♥ tétr❛♠èr❡✮✱ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦té✐♥❡
✭r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❧✬ ♦①②❣è♥❡✮ ❡t ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s❛ ❢♦r♠❡ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ❧✐❜èr❡ ❧✬♦①②❣è♥❡
✭❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬♦❝❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ✈❛✐ss❡❛✉① ❡t à ✉♥❡ ✐s❝❤é♠✐❡✮✳ ❈❡tt❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡
❞ré♣❛♥♦❝②t♦s❡✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞✬❛♠❛rr❛❣❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ❞♦♥♥és ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ s✐ ❞❡✉① ♣r♦té✐♥❡s ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ tr♦✉✈❡r ✉♥



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✶✳✶✷ ✕ ▲❛ ♣r♦té✐♥❡ ❝❤❛♣❡r♦♥♥❡ ❍❙P✾✵ ❡t ✉♥ ♣❡t✐t ✐♥❤✐❜✐t❡✉r ✭P❉❇ ❝♦❞❡ ✷❇❙▼✮✳ ❯♥❡ s❡✉❧❡ ✉♥✐té
❞✉ ❞✐♠èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ◆✲t❡r♠✐♥❛❧ ❡st r❡♣rés❡♥té❡✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥
♠♦❞❡ ❝❛rt♦♦♥✱ ❧❡ ❧✐❣❛♥❞ ❛✈❡❝ ❞❡s ❜ât♦♥s❀ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❈♦♥♥♦❧❧② ❡♥ ❥❛✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❝❤❡ q✉✐ ❛❝❝✉❡✐❧❧❡ ❧✬✐♥❤✐❜✐t❡✉r❀ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✱ ❧❡
❧✐❣❛♥❞ r❡♠♣❧✐t ❧❛ ♣♦❝❤❡✳

❝r✐tèr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧✶✼✱ ♠❛✐s ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s✐ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❞❡s ♣r♦té✐♥❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ❬✶✻✼❪✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬❛♠❛rr❛❣❡ ♦ù
❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ♦♥t été ♦❜s❡r✈és ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳

❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♠❛rr❛❣❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à ❡①♣❧♦r❡r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣❛rt❡♥❛✐r❡s✱ ❡t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à
é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣r♦♣♦sé✳ P♦✉r r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♠❛rr❛❣❡ ✭❡t
❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❡✉rs ♣ré❞✐❝t✐♦♥s✮✱ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ t❡st ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡
❈r✐t✐❝❛❧ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ P❘❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s✶✽ ✭❈❆P❘■✮ ❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❈❆❙P ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❛
♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❜✐♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
❝♦♠♣❧❡①❡✱ ✐❧ ❛ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❡ s♦✉♠❡ttr❡ ❛✉ ❝♦♠✐té ❞❡ ❈❆P❘■ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡ ♣✉❜❧✐❡r✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s
✭❞❡✉① ♦✉ tr♦✐s✮ ❢♦r♠❡♥t ✶✾ ✉♥❡ ♠❛♥❝❤❡✳ ▲♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥❝❤❡s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s✱ ✉♥❡ ré✉♥✐♦♥ ❡st
♦r❣❛♥✐sé❡ ♣♦✉r ❞✐s❝✉t❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ré✉♥✐♦♥
❞❡ ❈❆P❘■ ❛ été ♦r❣❛♥✐sé❡ ❡♥ ❛✈r✐❧ ✷✵✵✼ ❬✶✶✺❪✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ré✉♥✐♦♥ ❬✶✷✼❪ s♦♥t
q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs ❧♦rsq✉❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ❡st ❢♦✉r♥✐ ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠❡
❝♦♠♣❧❡①é ✭❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt❡♥❛✐r❡s s♦♥t ❡♥ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧❡①é ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s tr❛✐té ❝❛r ✐❧ ♥✬❡st
♣❛s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✮✳ ▲❡s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦♣♦sés ét❛✐❡♥t ❡♥ ❢♦r♠❡
❧✐❜r❡✱ ❡t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡st❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ✿ ❙✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✬❡st ♣❛r✈❡♥✉ à ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♠✐❡✉① ❝❧❛ssé❡s q✉❡
❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ✐♥✈✐t♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡♣♦rt ❬✶✷✼❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡
❞❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s s♦♥t ❥✉❣é❡s✳

➱✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❯♥ ❞❡s ❛①❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❈❆P❘■ ❡st ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉r
é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣ré❞✐ts ✭❞✐t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s❝♦r❡✮✳ ❉❛♥s ❝❡t ♦♣t✐q✉❡✱ ❈❆P❘■ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡
♠❛♥❝❤❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t ❝❤❛q✉❡ ♠❛♥❝❤❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡s ❞✐① ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♣❛r ❝♦♠♣❧❡①❡✱
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs s♦♥t ❛✉t♦r✐sés à s♦✉♠❡ttr❡ ❧❡✉rs ❝❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♣❛r ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❆♣rès
✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s é✈❛❧✉❛t❡✉rs s♦♥t ✐♥✈✐tés à ✐♥❞✐q✉❡r ❧❡s ❞✐① ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♣❛r♠✐
t♦✉t❡s ❝❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs✳ ❯♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s❝♦r❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ é✈❛❧✉❛t❡✉r ❛ ❝❤♦✐s✐ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s✱ ❝❡❧❧❡
❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❣r♦✉♣❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❛ été ❝❧❛ssé❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ s❡s ♣r♦♣r❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ✭❢❛✐t❡s ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r✮✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛❝t✉❡❧s s♦♥t
❞♦♥❝ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ très ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✱ ♠❛✐s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s❝♦r❡ ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❧❡s ❞ét❡❝t❡r✳

▲❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♠❛rr❛❣❡ ❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s❝♦r❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡

✶✼❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣ré❞✐t ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s été ♦❜s❡r✈é ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t
✶✽❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡❜✐✳❛❝✳✉❦✴♠s❞✲sr✈✴❝❛♣r✐✴
✶✾▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✽✱ ❧❡ s✐t❡ ✇❡❜ ❞❡ ❘❈❙❇

❡♥ r❛♣♣♦rt❛✐t ✷✶✹✶ s✉r ❧❡s ✺✷✱✾✺✾ str✉❝t✉r❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳



✶✳✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡t ❱✉❡ ❞✬❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❤ès❡ ✷✶

❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♠❛rr❛❣❡ ♥♦✉s ♦r✐❡♥t♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✈❡rs✱ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❞✉ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥ r❡♣♦rt ❬✶✷✼❪ ❞❡ ❈❆P❘■✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✉♥❡ r❡✈✉❡ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❬✶✵✼❪✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥t❡ ❛✉ss✐
❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s❝♦r❡✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❛ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té
❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ▼❛✐s ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡✳
▲❛ ♥❛t✉r❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡t ❛✉ss✐ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♠❛❧ ❛♣♣❛r❡✐❧❧és✳ ▲❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s s✉r
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s❝♦r❡ s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t t♦✉r♥é❡s ✈❡rs ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
t❡r♠❡s ✭✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✮ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ❬✶✺✼❪✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✳ P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉①
❬✶✶✹✱ ✻✹❪✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s q✉✐ ♣❡r❞❡♥t ❞❡ ❧✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té
❛✉ s♦❧✈❛♥t✱ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés✐❞✉s ✐♠♣❧✐q✉és à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s ❤②❞r♦❣è♥❡s✱ ❧❛
❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡s rés✐❞✉s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛✉ s♦❧✈❛♥t ♣❡r❞✉❡✳ ❯t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❣r♦s ❣r❛✐♥ ❞❡s rés✐❞✉s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡s
❝❡❧❧✉❧❡s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❬✷✾❪✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣r♦s ❣r❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛
été ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❝♦r❡ ❬✶✸✹❪✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ✐❧s ♦♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡
❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❛t♦♠❡s ❝♦♥♥❡❝tés ♣❛r ✉♥ ✶✲s✐♠♣❧❡①❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣s❡✉❞♦✲
❛t♦♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❞✉
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ✭❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡✱
❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛t♦♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
♠❛✐s ♥❡ ♣❡r❞❡♥t ♣❛s ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❬✹✸❪✳

▲❡s ét✉❞❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t été r❡str❡✐♥t❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ♣❡r❞❛♥t ❞❡
❧✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ rô❧❡ ❞✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❛t♦♠❡s✴rés✐❞✉s
♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❛r❧é ❞✬❛t♦♠❡s q✉✐ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦✉✈❡rts ❞❛♥s
✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ à ét✉❞✐❡r s❡r❛✐t ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦r♣s✱ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s t②♣❡s ❞✬❛t♦♠❡s q✉✐ ❝♦✉✈r❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ❞✬❛t♦♠❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳

✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡t ❱✉❡ ❞✬❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❤ès❡

❙✐ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ❛✐r❡s ❞❡s ❝♦♥t❛❝ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❧❡s ❝♦♥t❛❝ts ❞❡✉① à ❞❡✉① ♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t été
ét✉❞✐és✳ ❯♥❡ r❛✐s♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ♣❡✉t êtr❡ ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛❜❧❡s ♣♦✉r ❢r❛♥❝❤✐r
❧❡ ❝❛♣ ❞❡s ♣❛✐r❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛✈♦✐r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛t♦♠❡✱ ❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ s❛
s♣❤èr❡ ❡♥ ❢❛❝❡s✳ ❯♥❡ ❢❛❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❛t♦♠✐q✉❡ q✉✐
❡st ❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❜♦✉❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ✭♦✉ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉❝✉♥❡✮✳ ❯♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ q✉✐ ré♣♦♥❞ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t à ❝❡s ❝r✐tèr❡s ❡st ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
s♣❤èr❡ ❛t♦♠✐q✉❡✱ ❞❡s ❝❡r❝❧❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s s♣❤èr❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ✈♦✐s✐♥❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
❢❛❝❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞♦♥t ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❝♦✉✈r❡ ❝❡tt❡ ❢❛❝❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛
q✉✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r k ❜♦✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛ ✉♥ ❝♦♥t❛❝t ❞✬♦r❞r❡ k+1✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝
❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦♥t❛❝ts à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦r♣s✳ ❊❧❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✉ss✐ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❙❆❙ ♦✉ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❱❞❲ ✭❡t ❧❡✉rs ❛✐r❡s✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡✉① ♠❡♥t✐♦♥♥és ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
♣♦✉r ❧❡s ❛✐r❡s ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s
♣♦sé❡s ❛✉ s✉❥❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s❝♦r❡✱ ♣♦✉r ❧❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t
❡t ❧✬❛♠❛rr❛❣❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ♣❛r ❢❛❝❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❧✐st❡ ❝♦✉✈r❛♥t❡✮✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ s❡ ❝♦♥s❛❝r❡ à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❞é❝r✐t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ❧✐st❡s ❝♦✉✈r❛♥t❡s✳ ▲❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❢♦♥t
♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞✉ ♥♦②❛✉ s♣❤ér✐q✉❡✱ q✉✐ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈ôté ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✻ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♠❛rr❛❣❡ ❛✈❡❝ ❜♦✉❝❧❡s ✢❡①✐❜❧❡s✱ ♦ù ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❡t ❧❡s
❧✐st❡s ❝♦✉✈r❛♥t❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
❞❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸✱ ✹ ❡t ✺✳



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✸✳✶ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✿ ❚r♦✉✈❡r t♦✉s ❧❡s P♦✐♥ts ❞✬■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❈❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ ❙♣❤èr❡

▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❡t tr❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs

❍✐st♦r✐q✉❡ ❊♥ ✶✾✼✻✱ ❙❤❛♠♦s ❡t ❍♦❡② ❬✶✼✻❪ ♦♥t ❞é❝r✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s
❞❡✉① s❡❣♠❡♥ts ♣❛r♠✐ n ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ✭❡♥ t❡♠♣s O(n log n) ❡t O(n) ♠é♠♦✐r❡✮✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r s✐ ❞❡✉① ♣♦❧②❣♦♥❡s s✐♠♣❧❡s s❡ ❝♦✉♣❡♥t✳ ❊♥ ré♣♦♥s❡ à ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♣♦sé❡ ❞❛♥s
❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❇❡♥t❧❡② ❡t ❖tt♠❛♥♥ ❬✷✸❪ ❡♥ ✶✾✼✾ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ s♦rt✐❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s k ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n s❡❣♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ t❡♠♣s
O((n + k) log n) ❡t ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ O(n + k) ✭❝❡tt❡ t❛✐❧❧❡ ❛ été ❛♠é❧✐♦ré❡ à O(n)
s❛♥s ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ♣❛r ❇r♦✇♥ ❡♥ ✶✾✽✶ ❬✸✹❪✮✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s k
♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n s❡❣♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ k ❛ été ❞♦♥♥é ♣❛r
❈❤❛③❡❧❧❡ ❬✹✾❪ ❡♥ ✶✾✽✻✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st O(n(log2 n/ log log n) + k) ❡♥ t❡♠♣s✱ ❡t O(n + k) ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ❛♠é❧✐♦ré à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ t❡♠♣s O(n log n + k) ♣❛r ❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r ❡t
❈❤❛③❡❧❧❡ ❬✺✵❪ ❡♥ ✶✾✾✷✳ ❊♥ ✶✾✾✺✱ ❇❛❧❛❜❛♥ ❛ ♣✉❜❧✐é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ♠❛✐s
❛ ❛♠é❧✐♦ré ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à O(n)✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡ ❛ ❛✉ss✐ été ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❈❤❛③❡❧❧❡
❡t ❛❧✳ ❬✺✸❪ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ O(n2) ❡♥ t❡♠♣s ❡t ♠é♠♦✐r❡✳ ◆♦✉s ❝✐t♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❧❛r❦s♦♥
❡t ❙❤♦r ❬✻✵❪✱ ❡t ▼✉❧♠✉❧❡② ❬✶✹✼❪✱ q✉✐ ♦♥t ❞é❝r✐t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❛♥❞♦♠✐sés ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ O(n log n+ k) ❡♥ t❡♠♣s ❡t O(n) ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s ❞r♦✐t❡s✱ ❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r ❡t
●✉✐❜❛s ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬✐❞é❡ ❞✬✉♥ ❜❛❧❛②❛❣❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✭r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡✮ ❬✽✵✱ ✽✶❪ q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ t❡♠♣s O(n2) ❡t q✉✐ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ O(n) ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n ❞r♦✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡
❞❡ ❞r♦✐t❡s s❡ ❝♦✉♣❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s✳ ✭❘❛❢❛❧✐♥ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s
❝❛s ❞é❣é♥érés ❬✶✻✶❪✮✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♦❜❥❡ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♦♥t été
ét✉❞✐é❡s ✭❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡✱ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡✱✳✳✳✮ ❡t ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❡st ✐♥✈✐té à ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✷✱ ✹✱ ✶✹❪ ♣♦✉r
♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s s♦♥t ♣❛ssés ❡♥ r❡✈✉❡ ❞❛♥s ❬✾✽❪✱ ❡t
q✉❡❧q✉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳✶ ❞❡ ❬✽❪ ✭❡t ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❬✶✵❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
P♦✉r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ r❡✈✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡ s✉r ❧❡ s✉❥❡t ❡st ❬✾✷❪✳

Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ♣♦✉r ❜❛❧❛②❡r ❞❡s ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ▲❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ré✲
❝❡♥t❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❢♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞✬✉♥ ❝ôté ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❡t ❧❡s
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❝❡❧❧❡ q✉✐ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉① ♣ré❞✐❝❛ts ❡t
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮✳

❯♥ ♣ré❞✐❝❛t ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t❡st q✉✐ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❡st✲❝❡ q✉❡ ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s c ❡t c′ s❡ ❝♦✉♣❡♥t❄ ✮✳ ❯♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥str✉✐t ❞❡
♥♦✉✈❡❛✉① ♦❜❥❡ts ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s c ❡t c′✮✳ ▲❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ❜❛sé s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛tt❡♥❞✉ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❡t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✈✐s à
✈✐s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡
❝♦♠♠❡♥t ❡❧❧❡ tr❛✐t❡ ❧❡s ❝❛s ❞é❣é♥érés✮✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❡t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s♦♥t
✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✱ ❡t tr❛✐tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛s ❞é❣é♥érés ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❛♥❞ ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s s♦♥t t❛♥❣❡♥ts✮✳ P♦✉r
❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡✉① str❛té❣✐❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❞❡ tr❛✐t❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝❡s ❝❛s✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❝r✐r❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ s♦♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✭✐✳❡✳ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡s✮✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉①
t②♣❡s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡✣❝❛❝❡s✿ ✭✐✮ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❝♦♥trô❧é❡s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ♣❡rt✉r❜❡r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❡t à ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✭✉t✐❧✐sé ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✶✵✻❪✮✳ ✭✐✐✮ ❧❡s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❬✽✷❪ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✱
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥ ǫ q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡ ❛✈❡❝ ǫ✳ ❯♥ ❝❛s ❞é❣é♥éré ❡st ❞ét❡❝té à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡♥tré❡s ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜é❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝❛s✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t ❞♦✐t s❡ ❢❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ♣❡rt✉r❜é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛ss❡③ ♣❡t✐t❡ ❞❡ ǫ✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❡①❛❝t ✭♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✮✱ ❛✉❝✉♥ ❞❡ ❝❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♥✬❡st ✉t✐❧❡✳ ▲❡s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❝❤❛♥❣❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦❤ér❡♥t ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♣r✐s❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t r❡st❛♥t



✶✳✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡t ❱✉❡ ❞✬❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❤ès❡ ✷✸

❋✐❣✳ ✶✳✶✸ ✕ ❍✉✐t ❝❡r❝❧❡s s♦♥t ❞❡ss✐♥és s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝❡r❝❧❡s ✭❧❛ s❝è♥❡ ❡st ❛✣❝❤é❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ♦♣♣♦sés✮✳

❧❡ ♠ê♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s t❛♥❣❡♥ts✱ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✈❛ ✐♥❞✐q✉❡r s♦✐t q✉❡ ❧❡s ❝❡r❝❧❡s
s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts s♦✐t q✉✬✐❧s s❡ ❝♦✉♣❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥❡ ❢♦✉r♥✐r❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t✳

▲❛ s♣❤èr❡ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ❉❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❬✷✸❪ é✈♦q✉❡
❞é❥à ❝♦♠♠❡♥t tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❡r❝❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳ ❊♥ t❤é♦r✐❡✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❛✉ ♣❧❛♥ ♥❡
♥é❝❡ss✐t❡ q✉✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ stéré♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❈ôté ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡t s✉r ❧❛ s♣❤èr❡✱ ❤♦r♠✐s
❧❡s ❝❛s ❞é❣é♥érés s♣é❝✐✜q✉❡s à ❧❛ s♣❤èr❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❝❡s ❝❛s ❞é❣é♥érés s♦♥t
❢❛❝✐❧❡s à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡t ♥❡ ♣é♥❛❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
stéré♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣rés❡♥t❡ ❛✉ss✐ ❞❡s ❝❛s ❞é❣é♥érés ❧♦rsq✉✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭♣♦✉r
❧❡s ❞ét❛✐❧s ✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡st ❞é❞✐é
à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♠✉♥s à ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❝❡r❝❧❡s✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝❛s ❞é❣é♥érés✳ ▲❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❡r♠✉t❡r ❧❡s ❛r❝s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡
s♦♥t ❝♦♥❝❡r♥és ♣❛r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛s♣❡❝t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✺✳✺✳
P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡
s♣❤èr❡ ❡t ❞❡s ❧✐st❡s ❝♦✉✈r❛♥t❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

✶✳✸✳✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■♥❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❈❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ ❙♣❤èr❡✱ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞❡s ▲✐st❡s ❈♦✉✈r❛♥t❡s

▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❡t tr❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❙♦✐t S0 ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❡t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡✳ ▲✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❝❡r❝❧❡s
s✉r S0 ❡st ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ S0 ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❝❡s ❝❡r❝❧❡s✱ ❡♥ ré❣✐♦♥s ❞♦♥t ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡
✶✳✶✸✮✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s s♣❤èr❡s ♦✉ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧✬✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✮ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞❡ s✐♠♣❧❡s t❡sts ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ♣❡✉✈❡♥t t✐r❡r ♣❛rt✐❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s ✜♥❡s ❝♦♠♠❡
❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥t ❞é❥à été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♣♦✉r r❡✲
♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ ♦❜❥❡t ♣❡✉t s❡ ❞é♣❧❛❝❡r✳ ❯t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ♣❛r ♦❜❥❡t✱ ❝❤❛q✉❡



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✶✳✶✹ ✕ ❍✉✐t s♣❤èr❡s ♣é♥ètr❡♥t ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❣r✐s❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡
❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ❣r✐s❡ ❞❡s ❝❡r❝❧❡s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝❡✱ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s s♣❤èr❡s
❞♦♥t ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❝♦✉✈r❡ ❝❡tt❡ ❢❛❝❡ ❡st ❛✉ss✐ ❢♦✉r♥✐❡✳

ré❣✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♦✐t ✐♥t❡r❞✐t❡s s♦✐t ❛✉t♦r✐sé❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❛r❝s ❞❡ ❣r❛♥❞s ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ✉♥✐té ❛ été ❡♠♣❧♦②é ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠♦✉❧❛❣❡✱
♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s s❡❧♦♥ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ ♦❜❥❡t ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①tr❛✐t ❞❡ s♦♥
♠♦✉❧❡ ❬✺❪✳

❯♥ t❡❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t s✬❡st ❛✉ss✐ ♠♦♥tré ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ♣✐è❝❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s
♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s❛♥s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❬✶✻✹❪✭s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✸✮✳ ❊♥ r❛❞✐♦❝❤✐r✉r❣✐❡✱ ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❛r❝s
❞❡ ❣r❛♥❞s ❝❡r❝❧❡s ♦♥t ♣❡r♠✐t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❡t ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s
t✉♠❡✉rs ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ré❣✐♦♥s ✐♥t❡r❞✐t❡s ♦ù ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ♣♦✉rr❛✐t ❡♥❞♦♠♠❛❣❡r ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉
❞✉ ♣❛t✐❡♥t ❬✶✼✹❪✳ ❊♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡✱ ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♣❡rt✉r❜és ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡
s♣❤èr❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡s
❬✶✵✻❪✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✱ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s
❝♦♥t❛❝ts ❞❡✉① à ❞❡✉① ❛ été ♠✐s❡ ❡♥ ❛✈❛♥t✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❡r❝❧❡ s✉r S0 ♣r♦✈✐❡♥t
❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ S0 ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♣❤èr❡ Si✱ ❡t ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❜♦r❞é❡ ♣❛r ❝❡tt❡ s♣❤èr❡ ❡st ♥♦té❡ Bi✳ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡
❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❡st ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❜♦✉❧❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❛ ❢❛❝❡✱ ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té
❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s❛ ❧✐st❡ ❝♦✉✈r❛♥t❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✶✹✮✳ ❈❡ q✉✐ s✉✐t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❜✐♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥é ♣❛r ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❝♦♥t❛❝ts à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦r♣s✱ ❡♥tr❡ ✉♥ ❛t♦♠❡ ❡t s❡s ❛t♦♠❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ❊♥ r❡♣rés❡♥✲
t❛♥t ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡s✱ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❛ été r❛♣♣❡❧é❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ P♦✉r ✉♥ ❛t♦♠❡ ❞♦♥♥é ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ❝❡r❝❧❡s
❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ s❡s ❛t♦♠❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛t♦♠❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❛ ❙❆❙✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❢❛❝❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ③ér♦✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✺ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✐r❡ ❝✉♠✉❧é❡ ✭s✉r t♦✉s ❧❡s
❛t♦♠❡s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ SAS ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à ❡♥✈✐r♦♥ ✹✱✺✪ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ t♦t❛❧❡✳ ❈❡ ❝❤✐✛r❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❢❛❝❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té > 1 ♣❡✉t
❢♦✉r♥✐r ❞❡ ♣ré❝✐s❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❡t ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡r❝❧❡s ❡st ✉♥ ❞❡s ♠♦②❡♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛t♦♠❡s✳
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❋✐❣✳ ✶✳✶✺ ✕ ▼♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♥t❛❝ts ❛t♦♠✐q✉❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦r♣s✳ ●❛✉❝❤❡ ✿ ❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡
♣r♦té✐♥❡✲♣r♦té✐♥❡ ✭❧✬❛❧♣❤❛✲❝❤②♠♦tr②♣s✐♥❡✲❡❣❧✐♥ ❝✱ ❝♦❞❡ P❉❇ ✶❆❈❇✮✱ ❢♦r♠é ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt❡♥❛✐r❡s❀ ❉r♦✐t❡ ✿
❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝✉♠✉❧é❡✱ s✉r t♦✉s ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ❢❛❝❡s✳ ▲❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ③ér♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❙❆❙ ❡t ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ q✉❡ ✹✱✺✪ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❝✉♠✉❧é❡✳

❯♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❡r❝❧❡s✱ ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♠❛rr❛❣❡
❛✈❡❝ ❜♦✉❝❧❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✱ ❡t ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t
✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡s tr❛♣è③❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❛ été ❞é❝r✐t
❬✶✵✻✱ ✽✻❪✳ ▲❡s ❝❛s ❞é❣é♥érés s♦♥t s✉♣♣r✐♠és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❝♦♠♣❧❡t ❡t ❡①❛❝t ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥❡ ❝❛rt❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
q✉❛❞r✐q✉❡s s✉r ❧✬✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡✱ ❞✐s♦♥s Q✱ ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬✷✻❪✳ ❈❡tt❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ré❞✉✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧
❡st ❛✉ss✐ ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛rt❡ ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t s✉r Q
✭✉♥❡ ét❛♣❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ é✈✐té❡ ❡♥ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r Q✮✷✵✳ ❙✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ t♦✉s ❝❡s tr❛✈❛✉①✱
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❛ été ♣r♦♣♦sé ❬✷✺❪✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦✉r❜❡s s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❝♦✉r❜❡s ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ à ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s q✉✐ r❡♠♣❧✐ss❡♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♣ré✲r❡q✉✐s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱
♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡✱ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r❛♥❞s ❝❡r❝❧❡s s❡✉❧❡♠❡♥t s♦♥t
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✷✶ P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ q✉❛❞r✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♥❡ r❡♣♦s❡ ♣❛s s✉r ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts
s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s✱ ❡t ❛✉❝✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣rés❡♥t❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❝♦✉✈r❛♥t❡s ✭❛♣♣❡❧é❡ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t✮✳ ◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❛♣♣♦rt❡ ❞♦♥❝ tr♦✐s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

✭✐✮ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡✳ ■❧ ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ q✉✐ tr❛✐t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛s ❞é❣é♥érés✳

✭✐✐✮ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❛ été ❢❛✐t❡ ❡♥ ✶✾✽✷ ❞❛♥s ❬✶✺✷❪✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ r❡t♦✉r♥❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ♦r✐❡♥tés
❞✬❛rêt❡s q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❞❡s ré❣✐♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡s ❞✉ ♣❧❛♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s
❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❞❡♠✐✲❛rêt❡s ét❡♥❞✉❡ ✭❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❡s ❢❛❝❡s ♥♦♥ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡s✮

✷✵◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ s✉r Q ✭♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✱ ♠❛✐s ✉♥
❡✛♦rt s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

✷✶❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❣❛❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s q✉✐
♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❝❡r❝❧❡s ❛✈❡❝ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉✐ s❡ ❢❛✐t à ❧❛ ✈♦❧é❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❜❛❧❛②❛❣❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❯♥✐♦♥✲❋✐♥❞✳

✭✐✐✐✮ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❜❛❧❛②❛❣❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡s ❢❛❝❡s
❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❡st ❛✉ss✐ ♣rés❡♥té❡✳

▲❛ s❡✉❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❡st ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡s tr❛♣è③❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s
❝♦♥trô❧é❡s ❬✶✵✻✱ ✽✻❪✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝✉♠✉❧❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❡st ❡①❛❝t✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣ré✲r❡q✉✐s ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈✐s♦♥s ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡✱ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❡♥
❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❡t✐t s✉r❝♦ût ✭s❛♥s ❝❤❛♥❣❡r
❧❡s ❡♥tré❡s✮✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❜❛❧❛②❛❣❡ ❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭♣❧✉tôt q✉❡ ❧❛
❝❛rt❡ ❞❡s tr❛♣è③❡s ❬✸✶❪✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡s✳

✶✳✸✳✸ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✿ ❖♣ér❛t✐♦♥s ❆❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ●é♦♠étr✐q✉❡s ◆é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r
▼❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ❈❡r❝❧❡s ❡t ❞❡s ❙♣❤èr❡s ❡♥ ✸❉

▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❡t tr❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs

Pr✐♠✐t✐✈❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❏✉sq✉✬à ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s s❡ ❧✐♠✐t❛✐❡♥t ❛✉① ♦❜❥❡ts ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥ ✭♣♦✐♥ts✱ s❡❣♠❡♥ts✱
tr✐❛♥❣❧❡s✱✳ ✳ ✳✮✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❝♦✉r❜❡s ét❛♥t ❛♣♣r♦❝❤és ♣❛r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞✐r❡❝✲
t❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦✉r❜❡s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✱ é✈✐t❛♥t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬♦❜❥❡t à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦✉r❜❡s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ▲❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❧❡s ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❝♦✉r❜❡s s♦♥t ❧❡s ❝❡r❝❧❡s✱ ❧❡s ❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡s ❡t ❧❡s s♣❤èr❡s q✉✐ s♦♥t ❝❡♥tr❛✉① ♣♦✉r
s♦✐t r❡♣rés❡♥t❡r s♦✐t ❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉és✳

❙✐ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♦❜❥❡ts ✉♥✐ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱ ❧❡s ❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ s♦♥t ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s
❧❡ ❞❡s✐❣♥ ❡t ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts ✐♠♣r✐♠és ❡t ✐♥té❣rés ❬✸✼❪✱ ❡t s♦♥t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡s
❝♦✉r❜❡s ❬✼✼✱ ✻❪✳

▲❡s ❜♦✉❧❡s ❡t ❧❡s s♣❤èr❡s s♦♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r
❞❡s ♦❜❥❡ts ✸❉✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♦❜❥❡t ❡♥ ✸❉ ❝♦♥♥✉✱ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ❞❡s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s t❡sts ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❬✸❪✱ ♦✉ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s ❬✶✻✻❪✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡♥ ✸❉ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛♥t ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥❝♦♥♥✉✱ ❧❡s ❜♦✉❧❡s s♦♥t ❝❡♥tr❛❧❡s
♣♦✉r ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ✐♥❝♦♥♥✉ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♥✉❛❣❡✳ ❆ ♣r♦♣♦s
❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❧❡s ❜♦✉❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❡♥ ❡✛❡t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧✬❛①❡ ♠é❞✐❛♥ ✭à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❝❡♥tr❡s✮
❡t ❧✬♦❜❥❡t ✭♣❛r ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❧❡s✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ♣♦✇❡r ❝r✉st ❬✶✶❪✳ P♦✉r
❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣❛❝ts✱ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❝❡♥tré❡s s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♥✉❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉
❝♦♠♣❛❝t s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡ ❬✹✼❪✳ ❉✬✉♥ ❝ôté ♣❧✉s ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
q✉❛♥t✐tés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡s ❣râ❝❡ ❛✉① ❜♦✉❧❡s ❝❡♥tré❡s s✉r ❧❡s ♣♦✐♥t ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛
♠❡s✉r❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❣râ❝❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts s✐♥❣✉❧✐❡rs ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ✈✐✈❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡st✐♠és ❬✹✽❪✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❡t ❞❡ s❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡
❬✶✹✶✱ ✶✽❪✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ✸❉✱ ❧✬♦✛s❡t ❞❡ ❝❡ ♣♦❧②è❞r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡
❜♦✉❧❡s ✭❧✬♦✛s❡t ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣♦❧②è❞r❡ ❡t ✉♥❡ s♣❤èr❡✮✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣é
♣❛r ❞❡s ♦❜❥❡❝ts ❡♥ ✸❉ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❬✶✻✸❪✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s s✉r
❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s s♣❤èr❡s✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✶✳✶✷ ❞❡ ❱✐s✐♦♥❜✐❜✷✷✳

P♦✉r ✜♥✐r✱ ❧❡s s♣❤èr❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ❝❡♥tr❛❧❡s ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❱❛♥ ❞❡r
❲❛❛❧s✱ ❝♦♠♠❡ r❛♣♣❡❧é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

Pré❞✐❝❛ts ❡t ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ▲❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ré❝❡♥t❡s ❞❡s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❡t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛rr♦♥❞✐ ❞û

✷✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✈✐s✐♦♥❜✐❜✳❝♦♠✴❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②✴❞❡s❝r✐❜❡✹✽✷✳❤t♠❧



✶✳✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡t ❱✉❡ ❞✬❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❤ès❡ ✷✼

❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ✢♦tt❛♥t s♦♥t s♦✉✈❡♥t s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❬✶✷✵❪✱ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s s❡
❜❛s❡ s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❬✶✾✻❪✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ r❛♠è♥❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❡
❞✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❬✶✸✷❪✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥
❝♦♥s✐st❡ à ❣❛r❞❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s t❛r❞
❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦✉r❜❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ str❛té❣✐❡ ❝♦♥s✐st❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t
à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❡♥❝♦❞❛❣❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✭s✬❛♥♥✉❧❛♥t ❡♥ ❝❡ ♥♦♠❜r❡✮✱ ❡t
❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ rés✉❧t❛♥ts ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ str❛té❣✐❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♠❛✐s ❡①❛❝t❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❬✻✺✱ ✶✷✺❪✱ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝❛❧❝✉❧s ♠✉❧t✐✲♣ré❝✐s✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ❬✸✺✱ ✶✸✸❪✳ ❈❡ ♣r♦✲
❝é❞é ♣❡r♠❡t ❞❡ ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❡t r❡♥❞ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✉ ❞❡s✐❣♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✭❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r
❞❡s ♦❜❥❡ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✮ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✜❧tré❡s ❬✾✻✱ ✽✽❪ ❞❡✈r❛✐t ré❝♦♥❝✐❧✐❡r
❧❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ❝❛❞r❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦✉r ❞é♣❛ss❡r ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳

▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❈●❆▲✱ ♥♦②❛✉① ❡t ❝❧❛ss❡s ❞❡ tr❛✐ts ▲❡ ❜✉t ❞✉ ♣r♦❥❡t à ❝♦❞❡ ♦✉✈❡rt ❝❣❛❧ ❡st
❞❡ ♣r♦♠♦✉✈♦✐r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦✐❡♥t
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ r♦❜✉st❡ ❡t ❞❡ q✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❝❛❞é♠✐q✉❡ ❡t ❧❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❡st ✐♥✈✐té à ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡ s✐t❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❝❣❛❧ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡ ♣r♦❥❡t ❬✹✹✱ ✾✸❪✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s s♦♥t ❣é♥ér✐q✉❡s✱ ❡t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st ✐♥st❛♥❝✐é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ tr❛✐ts ✭♦✛r❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés
r❡q✉✐s❡s✮✳ ❯♥ t❡❧ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❛tr♦♥ ❡st s✉♣♣♦sé ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés✱ ❛✈❡❝ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s
♣ré❝✐s❡s✱ ❞é❝r✐t ❡t ❞♦❝✉♠❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t✳
❉❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❝❣❛❧ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❡t ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s ❣é♥ér❛✉① s✉r ❝❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t s♦✉✈❡♥t r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ❞❡s ♥♦②❛✉①✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
✉t✐❧✐sés ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ tr❛✐ts ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧❛ss❡s ❝❣❛❧✱ ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ ❝❣❛❧ s♦♥t t♦✉s ❞♦✲
❝✉♠❡♥tés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❈✰✰✭❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❞♦♥♥é ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞✉ ❝♦♥❝❡♣t✮✳

❈❡r❝❧❡s ❡t s♣❤èr❡s✿ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❞✐és ❛✉①
♣r✐♠✐t✐✈❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ✉♥ ❝♦✉r❛♥t ré❝❡♥t ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❛ été ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t
♣r♦❣r❛♠♠❡s t♦✉r♥és ✈❡rs ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❡t ❧❡s s✉r❢❛❝❡s✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡♥trés s✉r ❧❡s
❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❡♥ ✷❉ ❡t ✸❉✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦✉ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣❧❛♥✱ ♠❛♣❝ ❛ été ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r
❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❬✶✷✶❪✱ ♠❛✐s ❧❡s ❝❛s ❞é❣é♥érés ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s tr❛✐tés✳ ▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡
♣r♦t♦t②♣❡ ❊①❛❝✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❝✉❜✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❬✽✺❪✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ♣♦✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✭❝❡r❝❧❡s ❡t ❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ❡♥ ✷❉✮ ❛ été ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✸✳✷ ❞❡ ❝❣❛❧ ❬✶✺✽❪✳ ▲❡ ♣❛q✉❡t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❣❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝ ❝❡ ♥♦②❛✉
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳ ❍♦r♠✐s ❝❡❝✐✱ ❝❡ ♣❛q✉❡t ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♠❛♥✐♣✉❧❡r
❞❡s ❝♦♥✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❇é③✐❡r ❬✶✾✸❪✳

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✉ ❝❛s ✸❉✱ ❆♥❞r❛❞❡ ❡t ❙t♦❧✜ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ❛r❝s ❞❡
❝❡r❝❧❡✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥té❡s ❡♥ ▼♦❞✉❧❛✲✸ ❬✶✷❪✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t r❡♣rés❡♥tés à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ P❧ü❝❦❡r
❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❧✐♠✐té❡s à ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❞♦♥♥é❡ ✭❛❧♦rs q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s
❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ❡♥ ✸❉✮✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❛❧✐tés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡s s♣❤èr❡s✱ ❝❡r❝❧❡s ❡t ❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡ ❡♥ ✸❉✱
❡t ❝❡ ❡♥ ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❛tt❡♥t❡s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s✳ ▲❡ ❜✉t ét❛✐t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♣❛q✉❡t ♣rêt
à êtr❡ ✉t✐❧✐sé✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ♥❡tt❡ ❛ été ❢❛✐t❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡t ❧❡s
❛s♣❡❝ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞✬✉♥ ❝ôté✱ ❡t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✉ ♥♦②❛✉ ❡t s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t
❞✉ ♥♦②❛✉ s♣❤ér✐q✉❡ ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❡①❛❝t ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡



✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

s♣❤èr❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛❜❡❧ ❞❡ q✉❛❧✐té✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❜❛s✐q✉❡ ❞✉ ♣❛q✉❡t ✭❛✈❡❝ ❧❡s s♣❤èr❡s✱ ❝❡r❝❧❡s ❡t ❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡
❣é♥ér❛✉① ❡♥ ✸❉✮ ❛ été ❡①❛♠✐♥é❡ ❡t ❛❝❝❡♣té❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦♠✐té é❞✐t♦r✐❛❧ ❞❡ ❝❣❛❧ ❬✸✽❪✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉
♣❛q✉❡t✱ ❞é❞✐é❡ ❛✉① ♦❜❥❡ts s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ s✉✐✈r❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦❞❡ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛✉tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡
tr❛✐ts ❞é❞✐é❡ à t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡✱ r❡q✉✐s❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞❡
❝♦✉r❜❡s s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✱ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❬✷✺❪✳

✶✳✸✳✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✿ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❈❡r❝❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❙é❧❡❝t✐♦♥
❞❡ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❉✐✈❡rs❡s✱ ❆♣♣❧✐q✉é à ✉♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❆♠❛rr❛❣❡
❛✈❡❝ ❇♦✉❝❧❡ ❋❧❡①✐❜❧❡✳

▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❡t tr❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs

❊♥s❡♠❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ▲❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣r♦té✐♥❡s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛
✢❡①✐❜✐❧✐té ❞❡s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ❡st ❞é❧✐❝❛t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛tt❡st❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠❡♥é❡ ♣❛r ❈❆P❘■ ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❝❧❛ssé❡s ♠❡❞✐✉♠ ♦✉ ❤✐❣❤ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ✭♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❝❧❛ssé❡s ✐♥❝♦rr❡❝t
❡t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✮ ❬✶✶✺❪✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s s♦♥t ♣❛r ♥❛t✉r❡ ✢❡①✐❜❧❡s✱ ❡❧❧❡s s✉❜✐ss❡♥t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ à ✉♥ ✐♥st❛♥t
❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱
❧❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❝❝✉♣❡♥t ❞❡s ré❣✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ❧✐❜r❡s ❢❛✐❜❧❡s✳ P♦✉r ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s ❞❡
t❛✐❧❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ q✉✐ s✉❜✐ss❡♥t ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡
❞❡ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞❡s✱ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét✉❞✐és ❛✈❡❝ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✳
P♦✉r ❞❡s ❝❛s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉és ♦ù ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❞❡ ❧❛r❣❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ sq✉❡❧❡tt❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ♦✉
❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é❡s ✭❛♣♣❡❧é
❞❡s ❝♦♥❢♦r♠❡rs✮ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐é❡
❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛♠❛rr❛❣❡ ❞❡ ♠❛❝r♦♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s✱ ♦♥ ✈❡✉t
♣ré❞✐r❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣❛rt❡♥❛✐r❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ♣❛rt❡♥❛✐r❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❡✉rs ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ▼♦♥♦❞✲❲②♠❛♥✲❈❤❛♥❣❡✉① ❬✶✹✹❪✱ ❧❡s ♣r♦té✐♥❡s ❡♥ ❢♦r♠❡ ❧✐❜r❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❡♥ éq✉✐❧✐❜r❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s s✬❛ss♦❝✐❡♥t✱ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡
❡st ❞é♣❧❛❝é ✈❡rs ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①é❡ ♦❜s❡r✈é❡✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♣❡✉t s❡
❢❛✐r❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❣❧♦❜❛❧ ✭✐✳❡✳ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡✮ ❬✶✵✺❪✱ ♦✉ ❧♦❝❛❧ ✭✐✳❡✳ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❧❛tér❛❧❡s✮ ❬✸✾❪✱ ♦✉ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡
✭✐✳❡✳ ❜♦✉❝❧❡s ♦✉ ❞♦♠❛✐♥❡s✮ ❬✷✷❪✳

●é♥ér❛t✐♦♥ ❡t sé❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✿ é♥❡r❣✐❡ ♦✉ ❣é♦♠étr✐❡ ❘❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❡st ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✮✱ s✐ s❛ t❛✐❧❧❡ ♥✬❡st
♣❛s tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❡ss❡♥t✐❡❧ q✉❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ré❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐❢ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ét❛♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥s ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ q✉❡❧ ❝r✐tèr❡ ✭❣é♦♠étr✐q✉❡ ♦✉
é♥❡r❣ét✐q✉❡✮ ❢❛✉t✲✐❧ ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❧❡s ❣é♥ér❡r✴sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r❄ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡✈r❛✐t
êtr❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❞✐✈❡rs❡s r❛✐s♦♥s ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡✳

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡ ❣r♦s s②stè♠❡s ♦✉ ❞❡s
s②stè♠❡s s❡ ❞é❢♦r♠❛♥t ❛✈❡❝ ❞❡ ❧❛r❣❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts✱ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ P♦✉r q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s
r❡st❡♥t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ tr❛✐t❡♥t ❝❡ ❝❛s ❢❛✈♦r✐s❡♥t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❡t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s
❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦♥t ❢❛✐ts ❞❛♥s ❞❡s ét❛♣❡s ♣♦stér✐❡✉r❡s ❬✻✼✱ ✼✸❪✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦♥❢♦r♠❡rs s♦♥t
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r ✈❛r✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♠❛rr❛❣❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♣✐❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ s❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt❡♥❛✐r❡ ✭✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡s ♦✉ ❞❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✱ é♥❡r❣✐❡ ❞❡
❞és♦❧✈❛t❛t✐♦♥✱✳ ✳ ✳✮✳ ▲✬❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐❞s à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r ❝♦♠♠❡ s✬✐❧ ét❛✐t s❡✉❧ ♥❡ t✐❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s
❝♦♠♣t❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥✳ ❚r♦✐s✐è♠❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛②s❛❣❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡
❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ s♦✐t ♣❧✉tôt ♣❧❛t✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❜❛rr✐èr❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ❢❛✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✭❞✐✣❝✐❧❡



✶✳✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡t ❱✉❡ ❞✬❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❤ès❡ ✷✾

❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❡①❤❛✉st✐✈❡♠❡♥t
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✢❡①✐❜❧❡s✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ✈❛r✐és ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❞❡s
♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♠♣❧✐q✉és✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✈❛r✐és ❣é♥érés à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡♥ ♣❛r❛♣❧✉✐❡ ré♣✉❧s✐❢
♦♥t ré❝❡♠♠❡♥t été ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❬✶✹✵❪✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ C = {C1, . . . , Cn} ❞❡ n ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✭r♦t❛♠❡rs✱ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s✱ ♣r♦té✐♥❡s ❝♦♠✲
♣❧èt❡s✮✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ét❛♥t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❧❡ ❜♦r❞é❡ ♣❛r ✉♥❡
s♣❤èr❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ❜♦✉❧❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭❱❞❲✮ ♣♦✉r
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❛t♦♠❡s✱ ♦✉ ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ rés✐❞✉ ✭♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s t♦✉t✲❛t♦♠❡s ♦✉ ❣r♦s ❣r❛✐♥s ♣♦✉r
❧❡s ♣r♦té✐♥❡s✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡st ✉♥
♣ré✲r❡q✉✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é ❞❡ n ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r s < n✱ tr♦✉✈❡r ✉♥❡
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ s ❝♦♥❢♦r♠❡rs q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞♦♥♥é✳

❆✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈✐s♦♥s✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ t♦✉s
❧❡s ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s s♣❤èr❡s ❜♦r❞❛♥t ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❡st
❛♣♣❡❧é❡ ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♣❤èr❡ ♣❛r ❧❡s ❝❡r❝❧❡s
❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s s♣❤èr❡s ❞é✜♥✐t ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t s✉r❢❛❝✐q✉❡✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✶✳✶✻ ❡t ✶✳✶✼ s♦♥t
❞❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s
♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦♥t ♣♦✉r
❜✉t ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥✱ s❡❧♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
✈♦✉❧♦✐r tr♦✉✈❡r s ❝♦♥❢♦r♠❡rs q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡♥t ✭✐✮ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❝❡s ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ ✭✐✐✮ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ✭▼❙❆✮ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✶✾✮✳

P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡s ♣r♦♣♦s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✽✭✐✮✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✹✵ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s
✢❡①✐❜❧❡s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ❜♦✉❝❧❡s s♦♥t ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r r❡❞♦♥❞❛♥t❡s✱ ❡t ♦♥ ✈♦✉✲
❞r❛✐t ✜❧tr❡r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✈❛r✐é✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ sé❧❡❝t✐♦♥✱ ❣é♥éré❡ ♣❛r ♥♦tr❡
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ✶✳✶✽ ✭✐✐✮ ❡t ✶✳✶✾✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❡♣❧❛ç♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♠❛rr❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♣✐❡s
❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ✢❡①✐❜❧❡s✳ ❙✉r ❧❡s s②stè♠❡s t❡stés✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❝❤♦✐s✐❡s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡
str❛té❣✐❡ ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♠❛rr❛❣❡✳

✶✳✸✳✺ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✿ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s

▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❡t tr❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs

▲❡ ♣r♦❥❡t ❝❣❛❧ ❛ ♦✣❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é♠❛rré ❡♥ ✶✾✾✻ s♦✉s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥s♦rt✐✉♠ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs éq✉✐♣❡s
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❊✉r♦♣❡ ❡t ❡♥ ■sr❛ë❧ ✭❞♦♥t ♥♦tr❡ ❣r♦✉♣❡ à ❧✬■◆❘■❆✮ ❡t ❛ été s♦✉t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té
❊✉r♦♣é❡♥♥❡ ❞✉r❛♥t tr♦✐s ❛♥s✳ ▲❡ ❢♦r♠❛t ❝❤♦✐s✐ ❢✉t ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t à ❝♦❞❡ ♦✉✈❡rt✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ à
❞✬❛✉tr❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r✳ ●❡♦♠❡tr②❋❛❝t♦r② ✷✸✱ ✉♥❡ st❛rt✲✉♣ ❧❛♥❝é❡s ❡♥ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✸✱ ❝♦♠♠❡r✲
❝✐❛❧✐s❡ ❞❡s ❧✐❝❡♥❝❡s ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s s♣é❝✐✜q✉❡s ❜❛sés s✉r ❝❣❛❧✳

❉✉r❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❧❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ■♠♣❛❝t ❚❛s❦ ❋♦r❝❡ ❘❡♣♦rt✱ ❝♦♦r❞♦♥♥é ♣❛r ❇❡r✲
♥❛r❞ ❈❤❛③❡❧❧❡✱ ❛ ❞♦♥♥é ❝❡rt❛✐♥❡s r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥s ❬✺✶✱ ✺✷❪✳ ❉❡✉① ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡ ét❛✐❡♥t ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
❧♦❣✐❝✐❡❧s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❡t ✉t✐❧❡s✱ ❡t ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ✐♠✲
♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❛❝❛❞é♠✐q✉❡✳ ❝❣❛❧ s✬❡✛♦r❝❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❝❡s ❞❡✉① r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥s✳

❝❣❛❧ s✉✐t ❞❡s st❛♥❞❛r❞s ❞❡ ❤❛✉t❡ q✉❛❧✐té q✉✐ s♦♥t ❣❛r❛♥t✐❡s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦②❡♥s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ✉♥
❝♦♠✐té é❞✐t♦r✐❛❧✱ ❝ré❡ ❡♥ ✷✵✵✶ ❡t ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✶✷ ♠❡♠❜r❡s✱ ❡st ❝❤❛r❣é ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❣❛❧✳ ▲❡ ❝♦♠✐té é✈❛❧✉❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣❛q✉❡ts✱
❡t ♦r❣❛♥✐s❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❥♦✉r♥❛❧✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❣❛r❛♥t✐❡ ❧❛
❝♦❤ér❡♥❝❡✱ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡s ♣❛q✉❡ts

✷✸❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❣❡♦♠❡tr②❢❛❝t♦r②✳❝♦♠✴
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4

1

❋✐❣✳ ✶✳✶✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✷❉✱ ❝❤❛❝✉♥ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t q✉❛tr❡ ❜♦✉❧❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡
ét❛♥t ❝♦♠♠✉♥❡s✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭✷❉✮ ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❞❡✉① ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ✶✾ ❝❡❧❧✉❧❡s ✭♥✉♠ér♦s
❡♥❝❛❞rés✮✳ ▲❡s ♥✉♠ér♦s ❡♥❝❡r❝❧és r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❝❡♥tré ❡♥ a1✱ ❧♦rsq✉❡
❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♣❤èr❡s✳

a1

a2

a2
′

a3

a3
′

a4

❋✐❣✳ ✶✳✶✼ ✕ ▲❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✻✱ r❡♣rés❡♥tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❡t tr❛✐t ❝♦♥t✐♥✉✳



✶✳✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡t ❱✉❡ ❞✬❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❤ès❡ ✸✶

❋✐❣✳ ✶✳✶✽ ✕ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✈❛r✐é ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡
❜♦✉❝❧❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡ t❤r♦♠❜✐♥❡✱ ❝♦♠♣❧❡①é ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥❤✐❜✐t❡✉r ❞❡ ❧❛ tr②♣s✐♥❡ ❞❡ ♣❛♥❝ré❛s ❞❡ ❜♦❡✉❢ ✭❝♦❞❡
P❉❇ ✶❇❚❍✮✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿ ✭✐✮ ❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ❡♥ ♠♦❞❡ ❝❛rt♦♦♥ ❛✈❡❝ ✹✵ ❝♦♥❢♦r♠❡rs
❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡❀ ✭✐✐✮ ❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❛✈❡❝ ✶✵ ❝♦♥❢♦r♠❡rs sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❛♣♣❡❧é ●r❡❡❞②❀ ✭✐✐✐✮
❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ❛✈❡❝ ✶✵ ❝♦♥❢♦r♠❡rs sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱
❛♣♣❡❧é ❍❈❧✉st✳

❋✐❣✳ ✶✳✶✾ ✕ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✽✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❞❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❞❡s ✶✵ ❝♦♥❢♦r♠❡rs
♣rés❡♥tés s✉r ❧❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ✶✳✶✽ ✭✐✐✮ ❡t ✶✳✶✽ ✭✐✐✐✮✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡
s♦♥t ❜✐❡♥ sé♣❛rés✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡✉① ❞✉ s❡❝♦♥❞ s♦♥t ❡♥tr❡♠ê❧és✳
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✐♥té❣rés ❞❛♥s ❝❣❛❧✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t
❞✬✉♥ ♠❛♥✉❡❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛q✉❡t ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ✭♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ❞❡ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✼
✸✵✵✵ ♣❛❣❡s ♣♦✉r ✺✼ ♣❛q✉❡ts✮✳ ❚r♦✐s✐è♠❡♠❡♥t✱ ❞❡s t❡sts s♦♥t ❡①é❝✉tés ❝❤❛q✉❡ ♥✉✐t s✉r ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s
♣♦✉r é✈✐t❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦❣✉❡s✳

▲✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❛②❛♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡✱
♥♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❇❆▲▲✷✹ ❬✶✷✷❪ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❝❛❞r❡ ✉♥✐✜é ❡t ❣é♥ér✐q✉❡
♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ é❜❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ s♣❤ér✐q✉❡ ❝❣❛❧✱ ❡t ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡s ❞✐✛❡✲
r❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛q✉❡t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛✉ss✐
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ♣❛q✉❡t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t s✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉ s♣❤ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♣❤èr❡s✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ s♣❤ér✐q✉❡ ♥♦♥ ❞é❞✐é❡ ❛✉①
♦❜❥❡ts s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s❡r♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡
❝❣❛❧✭♣ré✈✉❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ✷✵✵✽✮✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ r❡st❛♥t❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣♦✉r t♦✉t ❧❡s t②♣❡s ❞❡
❝❡r❝❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛q✉❡t ❝❣❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❬✷✺❪ ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ tr❛✈❛✐❧❧és ❛✜♥ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ♣rés❡♥tés ❛✉ ❝♦♠✐té é❞✐t♦r✐❛❧✳

✷✹❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❜❛❧❧✲♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✴
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■♥ ❧✐✈✐♥❣ ♦r❣❛♥✐s♠s✱ ❞❡♦①②r✐❜♦♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞ ✭❉◆❆✮ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ st♦r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ❤❡❧✐① str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❉◆❆ ✇❛s ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❏❛♠❡s ❉✳ ❲❛ts♦♥
❛♥❞ ❋r❛♥❝✐s ❍✳ ❈✳ ❈r✐❝❦ ✐♥ ✶✾✺✸ ❬✶✾✷❪✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ❘♦s❛❧✐♥❞ ❋r❛♥❦❧✐♥✷✺✳ ❆♠♦♥❣
♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♠❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❧✐✈✐♥❣ ♦r❣❛♥✐s♠✱ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ❝♦❞❡❞ ❜② ❉◆❆✳ ❚❤❡
✜rst ❝♦♠♣❧❡t❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✷✻ ✭♠②♦❣❧♦❜✐♥✮ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ✶✾✺✽ ❜② ❏♦❤♥ ❑❡♥❞r❡✇ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✻❪✳
❚❤❡② ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ✜rst ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥✱ ❛♥❞ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t✿ P❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st
r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛r❡ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ✐ts ❧❛❝❦ ♦❢ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t s❡❡♠s
t♦ ❜❡ ❛❧♠♦st t♦t❛❧❧② ❧❛❝❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐♥st✐♥❝t✐✈❡❧② ❛♥t✐❝✐♣❛t❡s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♠♦r❡
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛♥② t❤❡♦r② ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s
♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ②❡t ❡♠❡r❣❡✱ ✇❡ ♠❛② ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡② ✇✐❧❧ ❞♦ s♦ ❛t ❛ ❧❛t❡r st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳
❈✉rr❡♥t❧②✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❤✉❣❡ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ❜✐♦❧♦❣② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✷✼ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞
❜② t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs✱ ♣r♦t❡✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦r st✐❧❧ ❦❡❡♣s s❡❝r❡ts✳ ❲❡ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❜✐♦♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❣❛♥✐s♠s✳

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ Pr♦t❡✐♥ ❙tr✉❝t✉r❡

Pr♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧s✿ t❤❡ ♣r✐♠❛r② str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r②
str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ t❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛t❡r♥❛r② str✉❝t✉r❡✳

✷✳✶✳✶ ❚❤❡ Pr✐♠❛r② ❙tr✉❝t✉r❡✿ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❇❛s✐s ♦❢ ❚✇❡♥t② ❆♠✐♥♦✲❛❝✐❞s

❆ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡ ❝❤❛✐♥s✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ❋r❡❞❡r✐❝❦ ❙❛♥❣❡r ✐♥ ✶✾✺✺ ❬✶✻✾❪ ✭t❤❡ ✐♥s✉❧✐♥✮✱ ❡❛❝❤ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✷✵ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ t②♣❡s ✭r❡❢❡r t♦ ❋✐❣✳ ✷✳✷ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮✳ ❊❛❝❤ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞
✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠♦♥ t❡♠♣❧❛t❡ ✭◆❍2✲❈α❍✲❈❖❖❍✮ ❛♥❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ α
❛t♦♠ ✭❈α✮✳ ❚❤❡ ♣❡♣t✐❞❡ ❜♦♥❞ ❧✐♥❦✐♥❣ t✇♦ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✐s ❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❤②❞r♦❧②s✐s r❡❛❝t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛
❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛t♦♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳

✷✺❆s s❤❡ ❞✐❡❞ ✐♥ ✶✾✺✽✱ ❘♦s❛❧✐♥❞ ❋r❛♥❦❧✐♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✶✾✻✷ ◆♦❜❡❧ ♣r✐③❡ ✐♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛✇❛r❞❡❞
t♦ ❏❛♠❡s ❲❛ts♦♥✱ ❋r❛♥❝✐s ❈r✐❝❦ ❛♥❞ ▼❛✉r✐❝❡ ❲✐❧❦✐♥s ❢♦r t❤❡✐r ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡✐❝

❛❝✐❞s ❛♥❞ ✐ts s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢❡r ✐♥ ❧✐✈✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧✳
✷✻▼❛① ❋✳ P❡r✉t③ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❈✳ ❑❡♥❞r❡✇ ✇❡r❡ ❛✇❛r❞❡❞ t❤❡ ✶✾✻✷ ◆♦❜❡❧ Pr✐③❡ ✐♥ ❈❤❡♠✐str②✱ ❢♦r t❤❡✐r st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s

♦❢ ❣❧♦❜✉❧❛r ♣r♦t❡✐♥s✳
✷✼❆❛r♦♥ ❑❧✉❣ ✇❛s ❛✇❛r❞❡❞ t❤❡ ✶✾✽✷ ◆♦❜❡❧ Pr✐③❡ ✐♥ ❈❤❡♠✐str②✱ ❢♦r ❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣②

❛♥❞ ❤✐s str✉❝t✉r❛❧ ❡❧✉❝✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞✲♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❑✉rt ❲üt❤r✐❝❤ ✇❛s ❛✇❛r❞❡❞ t❤❡
✷✵✵✷ ◆♦❜❡❧ Pr✐③❡ ✐♥ ❈❤❡♠✐str②✱ ❢♦r ❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳

✸✸
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❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ P❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥✳ ❋✉❧❧ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ❛♥❞
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❘✳

❚❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ◆ t❡r♠✐♥✉s✱ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ❛t t❤❡ ❖ t❡r♠✐♥✉s✱
✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ t❡♠♣❧❛t❡ ◆❍✲❈α❍✲❈❖ ✭❙❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✮✳ ❆♥ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ✐♥ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
r❡s✐❞✉❡✳

❚❤❡ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❈α ❛t♦♠ ♦❢ ❛ r❡s✐❞✉❡ t♦ t❤❡ ❈α ❛t♦♠ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t r❡s✐❞✉❡✱ ❞❡✜♥❡
❛ ♣❡♣t✐❞❡ ❣r♦✉♣✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ ♣❡♣t✐❞❡ ❣r♦✉♣ ✐s t❤❛t ✐ts ❛t♦♠s ❛r❡ ❝♦♣❧❛♥❛r✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❡♣t✐❞❡ ❣r♦✉♣✱ t❤❡ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❜♦♥❞ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❛❧❧ ♣r♦t❡✐♥s✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❈α ❛t♦♠ ❝♦♠♠♦♥ t♦ t✇♦ ♣❡♣t✐❞❡ ❣r♦✉♣s✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ◆✲❈α ❜♦♥❞
❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❈α✲❈ ❜♦♥❞ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ t♦rs✐♦♥ ❛♥❣❧❡s φ ❛♥❞ ψ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✷✽✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❛♥❣❧❡s ❛r❡
t❤❡ t✇♦ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡s✐❞✉❡ t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✸❉ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ✭◆♦t✐❝❡
t❤❛t t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ χ t♦rs✐♦♥ ❛♥❣❧❡s✮✳

✷✳✶✳✷ ❚❤❡ ❙❡❝♦♥❞❛r② ❙tr✉❝t✉r❡✿ ❚✇♦ ❊ss❡♥t✐❛❧ P❛tt❡r♥s ♦❢ ❙t❛❜✐❧✐t②

■♥ ♣r♦t❡✐♥s✱ r❡s✐❞✉❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢t❡♥ ❛❞♦♣t ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ φ ❛♥❞ ψ
❛♥❣❧❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ s❡❝♦♥❞❛r② str✉❝t✉r❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ s❡❝♦♥❞❛r②
str✉❝t✉r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❞❡✜♥❡❞ ❜② ▲✐♥✉s P❛✉❧✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ✶✾✺✶ ❬✶✺✺✱ ✶✺✻❪ ❛r❡ t❤❡ β✲s❤❡❡t ❛♥❞ t❤❡ α✲❤❡❧✐①✳

❆ α✲❤❡❧✐① ✐♥ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡t ♦❢ r❡s✐❞✉❡s✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡s❡
r❡s✐❞✉❡s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r ❤❡❧✐① ✇✐t❤ ✸✳✻ r❡s✐❞✉❡ ♣❡r t✉r♥✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② ❤②❞r♦❣❡♥
❜♦♥❞s ❜❡t✇❡❡♥ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ♦❢ r❡s✐❞✉❡ n ❛♥❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛t♦♠ ♦❢ r❡s✐❞✉❡ n + 4 ✭t❤❡ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❛❜♦✉t
✷✳✽➴✮✳ ❙✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❤❡❧✐① ✭❙❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✸ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t
❛ α✲❤❡❧✐① ♠❛② ❜❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ♦r ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❝r❡✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ✭t❤❡ ♠♦st
❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ♣r♦t❡✐♥ ✐s t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ♦♥❡✮✳

❆ β✲s❤❡❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s❡ts ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡s✐❞✉❡s ✭♦♥❡ s✉❝❤ s❡t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ β✲str❛♥❞✮✳ β✲str❛♥❞s
❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ❜❡t✇❡❡♥ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ♦❢ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t str❛♥❞s✱ ❛s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹ ❛♥❞ ✷✳✺✳ ❚✇♦ β✲str❛♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✹✮ ♦r ❛♥t✐ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳
✷✳✺✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ β✲s❤❡❡t ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛♥t✐ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s
♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t str❛♥❞s ❛r❡ r❡❛❞ ✭❢r♦♠ ◆ t♦ ❈ t❡r♠✐♥✉s✮ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ✇❛②✱ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ♠❛✐♥❧② r❡❧✐❡s ♦♥ α✲❤❡❧✐❝❡s ❛♥❞ β✲s❤❡❡ts✱ ❜✉t ♠♦r❡ ❝♦♠✲
♣❧✐❝❛t❡❞ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✭β✲❜❡♥❞s✱ Ω✲❧♦♦♣✱. . . ✮✳ ❚❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ✐♠♣♦s❡ ❝♦♥str❛✐♥s ♦♥ t❤❡
❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ t♦rs✐♦♥ ❛♥❣❧❡s (φ, ψ)✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❈α ❛t♦♠✱ ♣❧♦tt✐♥❣ ✐ts φ ✈❛❧✉❡ ❛❣❛✐♥st ✐ts ψ ✈❛❧✉❡ r❡s✉❧ts
✐♥ r❡❣✐♦♥s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ β✲s❤❡❡t ❛♥❞ α✲❤❡❧✐①✱ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❘❛♠❛❝❤❛♥❞r❛♥ ♣❧♦t
❬✶✻✷❪✳

✷✳✶✳✸ ❚❤❡ ❚❡rt✐❛r② ❙tr✉❝t✉r❡✿ ❛ ●❧♦❜❛❧ ❙♣❛t✐❛❧ ▲❡✈❡❧ ♦❢ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥

❖♥❝❡ ❛ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ❤❛s ❛❞♦♣t❡❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥t♦ s❡❝♦♥❞❛r② str✉❝t✉r❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡♥
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❤❛✐♥ ❢♦❧❞s t♦ ❢♦r♠ t❤❡ t❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❛s r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❞✐♥❣
♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬✶✼✺❪✳

✷✽◆♦t❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❈α ❛t♦♠ ♦❢ ❛ ♣r♦❧✐♥❡ r❡s✐❞✉❡✱ φ ✐s ❝♦♥st❛♥t
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❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ▲✐st ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❊❛❝❤ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ ♦♥❡ ❧❡tt❡r
❝♦❞❡ ❛♥❞ ❛ t❤r❡❡ ❧❡tt❡r ❝♦❞❡✳
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❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ α✲❤❡❧✐❝❡s ✐♥ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✿ ❛♥ ✐❞❡❛❧ α✲❤❡❧✐① ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s✱ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞❀ ❛ ③♦♦♠ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣✐❝t✉r❡❀ ❆ α✲❤❡❧✐① ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s
✇✐t❤ ✐ts s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s✳ ❈❛r❜♦♥✱ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛♥❞ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✇❤✐t❡✱ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❍②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞
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❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ P❛r❛❧❧❡❧ β✲s❤❡❡t✳ ❋✉❧❧ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❘✳ ❍②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳
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❋✐❣✳ ✷✳✺ ✕ ❆♥t✐ ♣❛r❛❧❧❡❧ β✲s❤❡❡t✳ ❋✉❧❧ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❘✳ ❍②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳
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❋✐❣✳ ✷✳✻ ✕ ❘❛♠❛❝❤❛♥❞r❛♥ ♣❧♦ts ❬✶✻✷❪✳ ▲❡❢t✿ ●r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡ r❡❣✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t ♣r♦❜❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❣❧❡s (φ, ψ) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆♥❣❧❡s (φ, ψ) ❢♦r r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ α✲❤❡❧✐①✱ β✲s❤❡❡t ❛♥❞ ❧❡❢t✲
❤❛♥❞❡❞ β✲s❤❡❡t ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❞❡♥♦t❡❞ α✱ β ❛♥❞ L r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❘✐❣❤t✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ (φ, ψ)
❢♦r t❤❡ ②❡❛st ❛❧❧❛♥t♦✐❝❛s❡ ✭P❉❇ ❝♦❞❡ ✶❙●✸✮✳
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❋✐❣✳ ✷✳✼ ✕ ❙②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ ♣r♦t❡✐♥s✳ ▲❡❢t✿ ❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ②❡❛st ❛❧❧❛♥t♦✐❝❛s❡ ❝r②st❛❧ ✭P❉❇
❝♦❞❡ ✶❙●✸✮ ✐s ❛ ❞✐♠❡r ✭❡❛❝❤ s✉❜✉♥✐t ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❝♦❧♦r✮✳ ❘✐❣❤t✿ ❚❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✉♥✐t ✐s ❛ tr✐♠❡r ♦❢ ❞✐♠❡rs
✭❡❛❝❤ ❞✐♠❡r ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❝♦❧♦r✮✳ ❚❤❡ D3 tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✉♥✐t ❢r♦♠ t❤❡
♣r♦t♦♠❡r✳

❚❤❡ t❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❆s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❬✶✼✺❪✱ ❛ ❜♦✈✐♥❡ ♣❛♥❝r❡❛t✐❝
r✐❜♦♥✉❝❧❡❛s❡ ♣r♦t❡✐♥ ✭❛ ❞✐❣❡st✐✈❡ ❡♥③②♠❡✮ ❤❛s ♥♦ ❛❝t✐✈✐t② ✇❤❡♥ ✉♥❢♦❧❞❡❞ ✭t❤✐s ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞s ❛❣❛✐♥✱ ✐ts ❛❝t✐✈✐t② ❝❛♥ r❡st❛rt✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ t❡rt✐❛r②
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② r❡❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢
♣r♦t❡✐♥s✳ ❯♣♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡✱ s♦♠❡ r❡❣✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥s ✭♣❛tt❡r♥s ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② str✉❝t✉r❡✮
❛r❡ ♦❢t❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣r♦t❡✐♥s ❬✶✸✵❪ ✭α✲❞♦♠❛✐♥s✱ β✲❞♦♠❛✐♥✱ ✭α + β✮✲❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✭α/β✮✲❞♦♠❛✐♥✮✳ ▼♦r❡
❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✸❪✳ ❑❡♥❞r❡✇ ❡t ❛❧✳✱ ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠②♦❣❧♦❜✐♥ ❬✶✶✼❪ ✐♥ ✶✾✻✵✱ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s t❡♥❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡
♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ♦♥❡s t❡♥❞ t♦ ❜❡ ♦♥ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ❬✶✶✽❪✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ❡♥tr♦♣✐❝ ❧♦ss ✉♣♦♥ ❢♦❧❞✐♥❣✱ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❡✛❡❝t ✭t❤✐s ✐s t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝
❝♦❧❧❛♣s❡ ♠♦❞❡❧✮✱ ❛♥❞ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❬✼✹❪✳

✷✳✶✳✹ ❚❤❡ ◗✉❛t❡r♥❛r② ❙tr✉❝t✉r❡✿ ❛ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❆ss❡♠❜❧②

❚❤❡ ❧❛st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ss❡♠❜❧✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❢♦❧❞❡❞ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡ ❝❤❛✐♥s✱ ✉s✐♥❣
♠❛✐♥❧② ♥♦♥✲❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞s✳ ❊❛❝❤ s✉❝❤ ❝❤❛✐♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s✉❜✉♥✐t✳ ❆ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡
s✉❜✉♥✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ♦❧✐❣♦♠❡r✳

❆♥② t✇♦ s✉❜✉♥✐ts ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ♠❛② ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦r ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦♠❡r ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦t❡✐♥ ✐s
t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✉❜s❡t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜✉♥✐ts ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✭✐❢ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜✉♥✐ts ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ t❤❡
♣r♦t♦♠❡r ✐s t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✐ts❡❧❢✮✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼✱ t❤❡ ②❡❛st ❛❧❧❛♥t♦✐❝❛s❡ ✐s ❛♥ ❤❡①❛♠❡r✳

❚❤❡ s✉❜✉♥✐ts ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❛rr❛♥❣❡❞✱ ✉s✐♥❣ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❛①✐❛❧ r♦t❛t✐♦♥s✳ ❆ Cn tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s n ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♠❡r✱ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥s ♦❢ 2π

n ❛r♦✉♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛①✐s✳ ❆ Dn

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s 2n ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♠❡r✱ ❜② ❛①✐❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ π✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥s
♦❢ 2π

n ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ❛①✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳ ❍✐❣❤❡r ♦r❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡ r♦t❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞
s②♠♠❡tr② ❛①✐s ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① r❡❣✉❧❛r ♣♦❧②❤❡❞r❛✳

❙❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s q✉❛t❡r♥❛r② str✉❝t✉r❡✱ ❛❧❧ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ❬✶✾✵❪✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❢♦❧❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❡❛s✐❡r ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❞✐✈✐❞❡✲❛♥❞✲❝♦♥q✉❡r ♣❛r❛❞✐❣♠✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❢♦r ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ r❡❛s♦♥s✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ❛♥ ♦r❣❛♥✐s♠
t♦ r❡♣❧❛❝❡ ♦♥❧② ❞❡✜❝✐❡♥t s✉❜✉♥✐ts ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♣r♦t❡✐♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛ss❡♠❜❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
s②♠♠❡tr② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧❧♦✇s ❛ ♣r♦t❡✐♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s✐t❡s✱✳✳✳✮✳

✷✳✶✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s

❳✲r❛② ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤② ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ❜② ❛ ♣r♦t❡✐♥
❝r②st❛❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳



✷✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ Pr♦t❡✐♥ ❙tr✉❝t✉r❡ ✸✾

❚❤❡ ✜rst ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇✐♥❣✳ ■ts ♠✉st ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱
✇✐t❤♦✉t ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ ♣✉r❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜✉❧❛r✐t② ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛❜♦✉t ✺✵ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s❡✈❡r❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐♦♥✐❝ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✉r❡✱ . . . ✮✱ ❛♥❞ ❣❡tt✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❝r②st❛❧ ♠❛②
t❛❦❡ ✇❡❡❦s✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ r❛♣✐❞❧② ❢r♦③❡♥ s♦ ❛s t♦ ❧✐♠✐t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡
❝r②st❛❧ ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ t♦ t❤❡ ❳✲r❛②s✳ ❙✉✐t❛❜❧❡ ❳✲r❛②s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡❞
❜② s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✭❛♥❞ t❤✉s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♠❛♣✮ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♠❛♣
t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❆ ✸❉ str✉❝t✉r❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛t ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐ts
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t ✉♣ t♦ ❛ ❧❡ss t❤❛♥ ✷ ➴ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✐ts❡❧❢✱ ❜✉t t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✭t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡♥t✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s
r❡♣❡❛t❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❝r②st❛❧✮✳

❙✉❝❤ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ♦❢ ✉♣ t♦ ✺✵✵ ❛♠✐♥♦
❛❝✐❞s✳

◆✉❝❧❡❛r ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭◆▼❘✮ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥t ♦❢ s♦♠❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐ ✭❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♣✐♥✮✳ ❖♥❡ ♣✉ts ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥s✐❞❡ ❛ str♦♥❣ st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱
❛♥❞ ❡①♣♦s❡s ✐t t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐❝ s♣✐♥✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✜❡❧❞ ✐s ❞❡❛❝t✐✈❛t❡❞✱ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ♥✉❝❧❡✐ ❜② r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ ✐ts ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡ ❡♠✐ts r❛❞✐❛t✐♦♥s t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❛t♦♠ t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡
r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s♣✐♥ ❝❤❛♥❣❡✳ ❱❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ✭✐✮ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s t❤❛t ❛r❡ ❝♦✈❛❧❡♥t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦
❡✐t❤❡r t❤❡ s❛♠❡ ❛t♦♠ ♦r t✇♦ ❝♦✈❛❧❡♥t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛t♦♠s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❤②❞r♦❣❡♥
❛t♦♠s t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡✱ ❜✉t ♥♦t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t②♣❡✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ r❡str❛✐♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s❡✈❡r❛❧ str✉❝t✉r❡s ♠❛② s❛t✐s❢②
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ r❡str❛✐♥ts ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞✳

❆♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❞❥✉st t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ♣❍ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦r ♥♦t✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
❛❞❥✉st❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠❛② ❜❡ ❤❛r❞ ♦r ❡✈❡♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❢♦r s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❝❛r❜♦♥✱ ♥✐tr♦❣❡♥ ♦r ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠✉t❛t❡❞ t♦ ❛ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ✐s♦t♦♣❡✳

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ♦❢ ✉♣ t♦ ✷✺✵ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✳

❈r②♦ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ✭❈r②♦✲❊▼✮ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ✉s✐♥❣ ❛
♣♦✇❡r❢✉❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ ✐ts ♥❛t✉r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♦❢t❡♥ r❛♣✐❞❧② ❢r♦③❡♥
✉s✐♥❣ ❧✐q✉✐❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ✭♦r ❡t❤❛♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s ♥♦t ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ✈✐s✐❜❧❡ ❧✐❣❤t ❜✉t ❜♦♠❜❛r❞❡❞ ❜②
❡❧❡❝tr♦♥s ✭t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❜❡tt❡r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✮✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ❜❡✐♥❣ ❞✐r❡❝t❡❞
❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♦r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❡♥s ✭❛♥ ❛♥♥✉❧✉s✮✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❛ ❞❡♥s✐t② ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛♣✱ ✐♥❢❡rr❡❞
❜② ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛st✐❝ ✭♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♥♦✐s❡✮ ❜♦✉♥❝❡s ✇✐t❤ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❲❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❜❡❛♠ t❡♥❞s t♦ ❞❛♠❛❣❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡✮✱ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ t✐❧t s❡r✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡❛s❡ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
st❡♣✳ ❚❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r t♦ s♠❛❧❧❡r
r❡s♦❧✉t✐♦♥✿ ✭✐✮■♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❛ ✷❉ ❝r②st❛❧ ✭♦❢ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r s✐③❡
t❤❛♥ t❤♦s❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ❳✲r❛② ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤②✮✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛s ✐♥ ❳✲r❛②
❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤②✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❇❡st r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t ✺➴✳ ✭✐✐✮■♥
s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s s❡✈❡r❛❧ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♣✐❡s✱ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ str✉❝t✉r❡✳ ❇❡st r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
❛❜♦✉t ✶✵➴✳ ✭✐✐✐✮ ■♥ ❡❧❡❝tr♦♥ t♦♠♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✉s❡❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♥❣❧❡ ❡♥t✐t② ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤✐s
♣r❡❝❧✉❞❡s ✉s✐♥❣ ♦t❤❡r ❝♦♣✐❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈✐❡✇s ❜② ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ❛①✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠✳ ❇❡st
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t ✷✵➴✳

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❧❛r❣❡r ♣r♦t❡✐♥ ❛ss❡♠❜❧② str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❛t ❧❡❛st ✸✵✵ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✳



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✷✳✶✳✻ ❉❛t❛ ❇❛s❡s ♦❢ Pr♦t❡✐♥ ❙tr✉❝t✉r❡s

❚❤❡ ✜rst ❞❛t❛ ❜❛s❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ✶✾✼✶ ❛t t❤❡ ❇r♦♦❦❤❛✈❡♥ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r② ✭❯❙❆✮✱
❛♥❞ ♥❛♠❡❞ Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦✳ ■♥ ✶✾✾✾✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❛s❡ ✇❛s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❘❡s❡❛r❝❤
❈♦❧❧❛❜♦r❛t♦r② ❢♦r ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✷✾ ✭❘❈❙❇✮✳ ■♥ ✷✵✵✸✱ ❘❈❙❇ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❛r
❙tr✉❝t✉r❡ ❉❛t❛❜❛s❡ ❛t t❤❡ ❊▼❇▲✬s ❊✉r♦♣❡❛♥ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ■♥st✐t✉t❡✸✵ ✭P❉❇❡✮ ❛♥❞ Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦
❏❛♣❛♥✸✶ ✭P❉❇❥✮ ✇♦r❦❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡❲♦r❧❞✇✐❞❡ Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦✸✷ ✭✇✇P❉❇✮ ❬✷✼✱ ✷✽❪✱
❛♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦ ❆r❝❤✐✈❡ ♦❢ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❛❧ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s ❢r❡❡❧② ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ■♥ ✷✵✵✻✱ t❤❡ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ❉❛t❛ ❇❛♥❦✸✸ ✭❇❘▼❇✮
❣r♦✉♣ ❥♦✐♥❡❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✳ ❚❤✐s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❛r❝❤✐✈❡ ✐s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❤❛s ❛
st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ r♦❧❡✳ ❊❛❝❤ ✜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❛s❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❛t ❧❡❛st ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✜❧❡ t②♣❡ ✭P❉❇ ❢♦r♠❛t✮✳
❚❤❡② ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❛s❡s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛✈♦✐❞ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞
❡♥tr✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✜❧❡ t②♣❡ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r s♦❢t✇❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ✐ts ♦✇♥
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❞❡❝✐s✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✮✳ ❆s ♦❢ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✽✱ ✹✷✵✷✻ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
✻✺✵✻ ❛♥❞ ✶✸✹✮ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❳✲r❛② ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ◆▼❘ ❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣②✮ ✇❡r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦t❡✐♥s✸✹ ✭❙❈❖P✮ ❞❛t❛ ❜❛s❡ ❬✶✹✽✱ ✶✸❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
♣r♦t❡✐♥s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❆❧❧ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛✈❛✐✲
❧❛❜❧❡ ✐♥ ✇✇P❉❇ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❞❛t❛ ❜❛s❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ❧❡✈❡❧s ❈❧❛ss✱ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❚♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❍♦♠♦❧♦❣♦✉s s✉♣❡r❢❛♠✐❧②✸✺ ✭❈❆❚❍✮
❬✶✺✹✱ ✶✵✹❪✳

❖♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❳✲r❛② ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤②✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t r❡♣♦rt❡❞ ✐s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✉♥✐t
♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✉♥✐t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✉♥✐t ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥
s❡✈❡r❛❧ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✉♥✐t✱ ♦r s❡✈❡r❛❧ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦
r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✉♥✐t✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❧❡ ✭❢♦r P❉❇
✜❧❡s ✜❡❧❞s ❧❛❜❡❧❡❞ ❘❊▼❆❘❑ ✸✺✵✮✱ t❤❡ Pr♦t❡✐♥ ◗✉❛t❡r♥❛r② ❙tr✉❝t✉r❡ s❡r✈❡r✸✻ ✭P◗❙✮ ❬✶✵✾❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❢♦r
❡❛❝❤ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ ✇✇P❉❇ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❳✲r❛② ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤②✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣r♦❜❛❜❧❡
q✉❛t❡r♥❛r② str✉❝t✉r❡✳

✷✳✷ ❙♦♠❡ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ♦❢ Pr♦✲

t❡✐♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t q✉❡st✐♦♥s r❛✐s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ❜✐♦❧♦❣② ✭❈❙❇✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ str✉❝t✉r❛❧ ❜✐♦❧♦❣②✳ ❙❡❧❡❝t❡❞ t♦♣✐❝s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦♥✲❣♦✐♥❣ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇♦r❦✳ ❲❡ st❛rt ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞②
♦❢ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ✇❡ ✜♥✐s❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳

✷✳✷✳✶ Pr❡r❡q✉✐s✐t❡✿ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ▼♦❞❡❧s ❯s❡❞ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❇✐♦✲
❧♦❣②

❆♥ ❛t♦♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❧♦✉❞✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡st ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✸✼✱ t❤❡ ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ✉s✉❛❧❧② r❡s♦rts t♦ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ♣❤②s✐❝s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s❡❧❡❝t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝
q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ♣r♦t❡✐♥s ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳

✷✾❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳r❝s❜✳♦r❣✴♣❞❜
✸✵❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡❜✐✳❛❝✳✉❦✴♠s❞✴
✸✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣❞❜❥✳♦r❣✴
✸✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✇✇♣❞❜✳♦r❣✴
✸✸❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❜♠r❜✳✇✐s❝✳❡❞✉✴
✸✹❤tt♣✿✴✴s❝♦♣✳♠r❝✲❧♠❜✳❝❛♠✳❛❝✳✉❦✴s❝♦♣✴
✸✺❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝❛t❤❞❜✳✐♥❢♦
✸✻❤tt♣✿✴✴♣qs✳❡❜✐✳❛❝✳✉❦
✸✼❈✉rr❡♥t❧② ♦♥❧② s♠❛❧❧ s②st❡♠s ✭✉♣ t♦ ✺✵ ❛t♦♠s✮ ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞✳



✷✳✷✳ ❙♦♠❡ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ♦❢ Pr♦t❡✐♥s ✹✶

❆t♦♠ t②♣❡ r❛❞✐✉s ✐♥ ➴
❖①②❣❡♥ ✶✳✹✵
❚r✐❣♦♥❛❧ ♥✐tr♦❣❡♥ ✶✳✻✺
❚❡tr❛❤❡❞r❛❧ ♥✐tr♦❣❡♥ ✶✳✺✵
❚❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❝❛r❜♦♥ ✶✳✽✼
❚r✐❣♦♥❛❧ ❝❛r❜♦♥ ✶✳✼✻
❙✉❧♣❤✉r ✶✳✽✺
❲❛t❡r ✶✳✹✵

❚❛❜✳ ✷✳✶ ✕ ❊①t❡♥❞❡❞ r❛❞✐✐ ❢♦r ❱❞❲ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s✱ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❬✺✼❪✳

❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❆ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s✐❧✐❝♦ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♦♥❡ ♣♦✐♥t
♣❡r ❛t♦♠ ✭♦r ♦♥❡ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ♣❡r ❛t♦♠ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ◆▼❘ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✮✳ ❖♥❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦
❛ss❡ss t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
✭❘▼❙❉✮✳ ■❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✇✐t❤ n ❛t♦♠s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ R

3n✱ t❤❡ ❘▼❙❉ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦t❡✐♥s
✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣r♦t❡✐♥s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜②

√
n✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❘▼❙❉ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛❢t❡r ❛

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ str✉❝t✉r❡s ✉s✐♥❣ r✐❣✐❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ ❜r✐♥❣ ♦♥❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ t❤❡ ❧❡❛st✲❘▼❙❉✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘▼❙❉ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛r❜♦♥
❛❧♣❤❛ ❛t♦♠s✱ ✐t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Cα✲❘▼❙❉✳

❯♥✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s ❚♦ ❡❛s❡ ❜♦t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s✱ ❛♥ ❛t♦♠ ✐s ✉s✉❛❧❧②
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s♦❧✐❞ ❜❛❧❧✱ ✇❤♦s❡ r❛❞✐✉s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ ✐ts ❝❤❡♠✐❝❛❧
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✭❱❞❲✮ ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠ ✐s ❤❛r❞ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❙❡ts ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞ r❛❞✐✐ ❢♦r ❤❡❛✈② ❛t♦♠s
✭✐✳❡✳ ♥♦♥✲❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s✮ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❜❛❧❧✴s♣❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s t❤❡ ❜❛❧❧✴s♣❤❡r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ ❱❞❲
♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ r❛❞✐✐ ✉s❡❞✱ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ✈✐❡✇ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❬✶✵✵❪✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✱ ❛
s❡t ♦❢ r❛❞✐✐ ❬✺✼❪ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♣❛❝❦✐♥❣ ✐♥ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s✳

■♥ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s✱ ❡❛❝❤ r❡s✐❞✉❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❜❛❧❧s✖✇✐t❤ ❧❛r❣❡r r❛❞✐✐ t❤❛♥ ❛t♦♠s ❬✶✷✽❪✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ✈✐❡✇ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡ ✭❢✉③③②
❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐❣♥♦r❡ s♦♠❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✮✱ ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s
t♦ ❤❛♥❞❧❡✳

❙✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡s ❯s✐♥❣ t❤❡ ❱❞❲ ♠♦❞❡❧✱ s❡✈❡r❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✭❛♥❞ t❤✉s ✈♦❧✉♠❡s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡s❡
s✉r❢❛❝❡s✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ❱❞❲ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢
✐ts ❛t♦♠✐❝ ❜❛❧❧s✳ ❆ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s♦❧✐❞ ❜❛❧❧ ✭❝❛❧❧❡❞ ❛ s♦❧✈❡♥t ❜❛❧❧✮✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐ts
♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ ❱❞❲ ♠♦❞❡❧✖✐ts r❛❞✐✉s ✐s ✉s✉❛❧❧② ✶✳✹➴✳ ❚❤❡ ❙♦❧✈❡♥t ❆❝❝❡ss✐❜❧❡ ❙✉r❢❛❝❡ ✭❙❆❙✮ ♦❢ ❛
♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❛t♦♠✐❝ ❜❛❧❧s ✇❤♦s❡ r❛❞✐✐ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦❢
t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ s♦❧✈❡♥t ❜❛❧❧✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❤❛t ❜♦✉♥❞s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ s♦❧✈❡♥t
❜❛❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♦❧✈❡♥t ❜❛❧❧ ✐♥t❡rs❡❝ts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛t♦♠✐❝ ❜❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❚❤❡
❈♦♥♥♦❧❧② s✉r❢❛❝❡ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✉r❢❛❝❡✮ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ ❛ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ t❤❛t ❛ s♦❧✈❡♥t ❜❛❧❧ ❝❛♥ ♥♦t
❝♦✈❡r✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❜❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✮✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤✐s s✉r❢❛❝❡✱ ✐s
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ tr❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✇❛r❞✲❢❛❝✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ❜❛❧❧ ✇❤❡♥ r♦❧❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❱❞❲
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳

❚❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✷✳✽✳



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✷✳✽ ✕ ❋✐rst ❧✐♥❡✿ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡ s✉r❢❛❝❡s✳ ❆t♦♠s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s s♦❧✐❞ ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s✱ ✇❛t❡r
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛s ❞♦tt❡❞ ❝✐r❝❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ r❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡✿ ✸❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s
♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡ s✉r❢❛❝❡s✳ ❈❛r❜♦♥✱ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛♥❞ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ ✇❤✐t❡✱ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✿ ❚❤❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ❈♦♥♥♦❧❧② s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦❧✈❡♥t ❆❝❝❡ss✐❜❧❡ ❙✉r❢❛❝❡✳



✷✳✷✳ ❙♦♠❡ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ♦❢ Pr♦t❡✐♥s ✹✸

✷✳✷✳✷ Pr❡r❡q✉✐s✐t❡✿ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ●❡♦♠❡tr✐❝ ◗✉❛♥t✐t✐❡s ♦♥ Pr♦t❡✐♥s

❇✐♦♣❤②s✐❝s

❊①♣♦s❡❞ s✉r❢❛❝❡s ❯s✐♥❣ t❤❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ♠♦❞❡❧✱ ▲❡❡ ❛♥❞ ❘✐❝❤❛r❞s ❬✶✷✻❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ s♦❧✈❡♥t
❛❝❝❡ss✐❜❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❙❆❙✮✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛♥ ❛t♦♠ ♦r ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛t♦♠s ✭s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s✱
r❡s✐❞✉❡s✱. . . ✮✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✇❛s t♦ st✉❞② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢♦❧❞✐♥❣✳ ❈❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ r❡s✐❞✉❡ ❢r♦♠ ❛♥
✉♥❢♦❧❞❡❞ t♦ ❛ ❢♦❧❞❡❞ st❛t❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥❢♦❧❞❡❞ st❛t❡ ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❡ ✐s sq✉❡❡③❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❆❧❛♥✐♥❡✳ ❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝♦❧❧❛♣s❡
✇❛s ❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥ ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❞✐♥❣ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❈❤♦t❤✐❛ ❬✺✻❪✳ ❍❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✭SASA✮ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛♥❞ t❤❡✐r ✭♠❡❛s✉r❡❞✮ ❢r❡❡
❡♥❡r❣② ♦❢ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ✇❛t❡r t♦ ♦r❣❛♥✐❝ s♦❧✈❡♥t✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧❛t❡r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❬✶✽✽❪ ❛♥❞ ❬✽✼❪
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ■♥ ✶✾✽✻✱ ❊✐s❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ▼❝▲❛❝❤❧❛♥ ❬✽✸❪ ❣❛✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦t❡✐♥
❛t♦♠ t♦ t❤❡ s♦❧✈❛t✐♦♥ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ t♦ t❤❡ s♦❧✈❡♥t✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ ✐t t♦
❡st✐♠❛t❡ ♣r♦t❡✐♥ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ✇❛t❡r✳ ❱❛❧❧♦♥❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✽✽❪ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡✐r
♠❡❛s✉r❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡✈✐❡✇ ♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✉r❢❛❝❡ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✮ ✉♣ t♦ ✶✾✾✻ r❡❢❡r t♦ ❬✻✸❪✳

❈♦♥t❛❝t s✉r❢❛❝❡s ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥t❛❝ts ✇✐t❤✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧s ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ✭❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t❡✐♥s✱ r❡s✐❞✉❡s ♦r ❛t♦♠s✮✳ ❚❤❡ ❜✉r✐❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ✭BSA✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
❈❤♦t❤✐❛ ❛♥❞ ❏❛♥✐♥ ❬✺✾❪ ❢♦r ❛ ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛
✉♣♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✿ BSA(A ∪ B) = SASA(A) + SASA(B) − SASA(A ∪ B)✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t
t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✉♥❞❡r❣♦ ❛ r✐❣✐❞ ♠♦t✐♦♥✖♥♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ ✐t t♦ st✉❞② t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤r❡❡ ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦ss ♦❢
❛❝❝❡ss✐❜❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ✇❛t❡r✳ ❚❤❡ BSA ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ♠❛❥♦r ✐♥t❡r❡st ✐♥ str✉❝t✉r❛❧ st✉❞✐❡s
♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥ ♠❛❝r♦✲♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡①❡s ❬✹✺✱ ✶✻✵❪✳ ❆❜❛❣②❛♥ ❛♥❞ ❚♦tr♦✈ ❬✶❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♠❡❛s✉r❡s
❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ r❡s✐❞✉❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡②
✜rst ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ SASA ♦❢ ❛❧❧ r❡s✐❞✉❡s t❛❦❡♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛ r❡s✐❞✉❡ i✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡s✐❞✉❡ j✱
t❤❡② ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ SASA ♦❢ i ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② j✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛tr✐① ✇❛s ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝ ❛s t❤❡ ❛r❡❛
❧♦st ❜② i ✇❛s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❧♦st ❜② j✳ ❆ ✇❛② ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ♠❛tr✐① s②♠♠❡tr✐❝ ✇❛s
t♦ t❛❦❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ SASA ❧♦st✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✳r✳t✳ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❘▼❙❉s✱
❛♥❞ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♥✐❝❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛② ♦❢ ❝♦♥t❛❝t ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t❛❝t s✉r❢❛❝❡s
✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ◗✉✐♥♦♥❡✲❇ ❬✶✽✵❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❛❝t s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛t♦♠ a ✇✐t❤ ❛t♦♠
b ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ a ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ b ❛♥❞ ❝❧♦s❡st t♦ b ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ a ✇✐t❤ ❝❡❧❧ ♦❢ b ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛❧❧ ❛t♦♠s✮✳
▼❝ ❈♦♥❦❡② ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✶❪ ❣❛✈❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥t❛❝t s✉r❢❛❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲❜❛s❡❞
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲❝♦✈❛❧❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢♦r ♥❛t✐✈❡ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❬✶✹✷❪✳ ❚❤❡②
❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♣r❡❞✐❝t
s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❬✽✼❪✳ ❆t♦♠ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ✭❆❈❆✮ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❛t♦♠s ❬✼✵❪✿
❋♦r t✇♦ ❛t♦♠s a ❛♥❞ b✱ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ SASA ❧♦st ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ b t♦ a ❛♥❞ ✐ts ❝♦✈❛❧❡♥t ♥❡✐❣❤❜♦rs ♣❧✉s
t❤❡ s❛♠❡ q✉❛♥t✐t② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② a ❛♥❞ b✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❆❈❆ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❱❛♥ ❞❡r
❲❛❛❧s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❱♦❧✉♠❡ ❙❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈♦❧✉♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❆s t❡st✐✜❡❞ ❜② t❤❡
s✉r✈❡② ♦❢ P♦✉♣♦♥ ❬✶✺✾❪✱ ❛t♦♠✐❝ ✈♦❧✉♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t♦ r❡♣♦rt
♦♥ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ●❡rst❡✐♥ ❛♥❞ ❈❤♦t❤✐❛ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ✐s ♠♦r❡
❝♦♠♣❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣❛rt ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ✇❛t❡r ❬✾✾❪✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞
❜② ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❛t♦♠✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t✇♦ ❝❤♦✐❝❡s ✇❡r❡ ✉s✉❛❧❧② ♠❛❞❡✿ ✭✐✮t❤❡
✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ❛t♦♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✐ts ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❱♦r♦♥♦ï ❞✐❛❣r❛♠ ❬✶✼❪
♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s❀ ♦r ✭✐✐✮t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ❛t♦♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✐ts ❝❡❧❧
✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ❬✶✻❪ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❱❛♥ ❞❡r
❲❛❛❧s r❛❞✐✐✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞s ♦❢ t❤❡ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞



✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✷✳✾ ✕ ❱♦r♦♥♦ï ❝❡❧❧ ♦❢ ❛ ❣❧✉t❛♠✐♥❡ ✭r❡s✐❞✉❡ ♥✉♠❜❡r ✷✵✾✮ ✐♥ ❛ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♣❡r r❡s✐❞✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❚❤r♦♠❜✐♥ ❊✶✾✷◗✲❇P❚■ ✭P❉❇ ❝♦❞❡ ✶❇❚❍✮✳ ❚❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ st✐❝❦s✳ ▲❡❢t✿ ❚❤❡ ❱♦r♦♥♦ï
❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥❀ ❘✐❣❤t✿ ❚❤❡ ❣❧✉t❛♠✐♥❡ ✇✐t❤✐♥ ✐ts ❱♦r♦♥♦ï ❝❡❧❧✳ ✭❈♦✉rt❡s② ♦❢ ❏✉❧✐❡ ❇❡r♥❛✉❡r ❬✷✾❪✮

♦♥ ❋✐❣✳ ✷✳✾✳
❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❛✐s❡ s❡✈❡r❛❧ ✐ss✉❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛♥ ❛t♦♠ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞

❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❡❧❧✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✜❝t✐t✐♦✉s ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✭❡✐t❤❡r ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ ♦r ♣❧❛❝✐♥❣ ❛ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ t❛♥❣❡♥t t♦ t❤r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛t♦♠s✮✳ ❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥✱
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠✱ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ❛s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✐ts ❝❡❧❧ ✐♥
t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❜✉t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✐ts ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❜❛❧❧✳ ❚♦ ✜♥✐s❤✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s♦❧✈❛t✐♦♥ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ ❛ s♦❧✉t❡ ✐♥ ✇❛t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❜❛❧❧s ❛♥❞ ♠❛♥②✲❜♦❞②
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❡r♠s ❬✶✶✶❪✳

❆❧❣♦r✐t❤♠s

❆r❡❛ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣✉t t❤❡ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr②✳ Pr♦❣r❛♠s
❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✭✐❢ ❛♥②✮ ❛r❡ ❝✐t❡❞ ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s✳ ▼❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ♠❛② ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t❤♦s❡ r❡s♦rt✐♥❣
t♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛❡✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ r❡s♦rt✐♥❣ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛t❡❣♦r② ✉s❡s ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t s♣❛❝❡ ✭❛ ❣r✐❞✮ ♦r ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s♣❤❡r❡s ✭s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤ ♣♦✐♥ts✮ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡st✐♠❛t❡s ✭t❤❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r
t②♣❡✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ♦r s♦❧✈❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ s✉r❢❛❝❡✮✱ t❤❡ ❛r❡❛ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛♣s ♦♥ ❡❛❝❤ ❛t♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢
❛t♦♠✐❝ ❜❛❧❧s✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s✳

❚❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠s ❬✶✻❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ❛ ❝❡❧❧
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❜❛❧❧ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❧✐❡s ✐♥ ✐ts ❝❡❧❧✖♣❛rts ♦✉ts✐❞❡ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞
❜② ♦t❤❡r ❛t♦♠✐❝ ❜❛❧❧s✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ str❛t❡❣② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛t♦♠✐❝ s♣❤❡r❡
✇✐t❤ ✐ts ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤✐s st❡♣ r❡q✉✐r❡s ❛ ❧✐st ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❛ ❣r✐❞ ❬✶✽✾✱ ✶✹✶❪✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲♥❛✐✈❡ ✇❛② t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❝❡❧❧ ✉s✐♥❣ ♣♦❧❛r✐t②✱ s❡❧❡❝t❡❞
r❡❞✉♥❞❛♥t ♥❡✐❣❤❜♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✜❧t❡r❡❞ ♦✉t ❬✾✺❪ ✭●❊❚❆❘❊❆✮✳ ❆♥♦t❤❡r str❛t❡❣② r❡❧✐❡s ♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❬✼✽❪✳ ❆t♦♠✐❝ s♣❤❡r❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐r❡❝t❧② r❡❛❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❬✼❪
✭❙❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✮✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✉s✐♥❣ s♣❛❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✵✲❝♦♠♣❧❡①
t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❛ ❣r❡❡❞② ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t❛❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ❛♥❞
tr✐♣❧❡s ♦❢ ❜❛❧❧s ❬✶✼✵❪ ✭▼❙▼❙✮✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s ❢♦✉♥❞ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛t♦♠ s♣❤❡r❡✱ s♦ ❛s
t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❧♦♦♣s ♠❛❞❡ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡① s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛t❝❤❡s ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② t❤❡
❛t♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❊①❛♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❧♦♦♣s ❛r❡ ❬✶✽✺❪✱
❬✶✽✻❪ ✭❙✉r❢❘❛❝❡✱ ❋❛st❙✉r❢✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❬✶✵✻❪✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ✐s r❡tr✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡①♣♦s❡❞ ❢❛❝❡s



✷✳✷✳ ❙♦♠❡ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ♦❢ Pr♦t❡✐♥s ✹✺

❋✐❣✳ ✷✳✶✵ ✕ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❦s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ α✲❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❦s✱ ❛♥❞ ❛ ❝❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❦s ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ❝❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❉✐s❦s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❦s✱ ❛r❡ r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦♥✲✐♥t❡r✐♦r
s✐♠♣❧✐❝❡s ❬✼✽❪✳

✐♥ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ❛t♦♠✐❝ s♣❤❡r❡✳

❱♦❧✉♠❡ ❉✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ ✇❤♦❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❈♦♥♥♦❧❧②
❬✻✷❪ ❣❛✈❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❈♦♥♥♦❧❧② s✉r❢❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥t♦ ❞✐s❥♦✐♥t ♣✐❡❝❡s ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✳ ●✐❜s♦♥ ❛♥❞ ❙❝❤❡r❛❣❛
r❡❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✲❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ ✇❤♦❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛s ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s
❬✶✵✶❪✳ ❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r ❬✼✾❪ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✲❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛✱ st❛t✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❜❛❧❧s ♦❢ ❛ s❡t B ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

✈♦❧(∪B) =
∑

X⊆B

−1❝❛r❞(X)−1✈♦❧(∩X)

✇❤❡r❡ X ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♠♣❧❡① ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ B✱ ❛s t❤❡ ❜❛❧❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢
t❤❡ s✐♠♣❧❡①✳ ❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r ❛♥❞ ❆tt❛❧✐ ❬✶✺❪ ❧❛t❡r ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ r❡♠❛✐♥s ❝♦rr❡❝t ❢♦r ❛♥② ❛❜str❛❝t
s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✇❤♦s❡ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛r❡ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡t ♦❢ ❜❛❧❧s ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡❛❧✐✲
③❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ s❛♠❡ s♣❛❝❡ ❛s t❤❡ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ♠✐♥✐♠❛❧
✐♥❝❧✉s✐♦♥✲❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ❛❜str❛❝t s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t ❢♦r♠✉❧❛❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t ♠♦st ❢♦✉r s♣❤❡r❡s ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛
♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼❝ ❈♦♥❦❡② ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✶❪✱ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ♦❢ ❝♦♥❡s ❛♥❞ ♣♦❧②❤❡❞r❛ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛t♦♠✐❝ ❜❛❧❧ t♦ ✐ts ❝❡❧❧✳

✷✳✷✳✸ ❚❤❡ ❋♦❧❞✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠

❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❤♦✇ ❡❛❝❤ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧❞s t♦ ❛❝q✉✐r❡ ✐ts t❡rt✐❛r②
str✉❝t✉r❡✱ ✐s ❛ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❢♦❧❞✐♥❣✳ ●❡♦r❣❡ ❉✳ ❘♦s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✶✻✺❪ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❋♦r
❛ ♣r♦t❡✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢♦r♠✳ ❯♥r❡❡❧❡❞✱ ✐t ✐s ❥✉st ❛ ❧♦♥❣ str✐♥❣ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✳ ❇✉t ✇❛❞ ✐t ✉♣
❥✉st t❤❡ r✐❣❤t ✇❛②✱ ✐♥t♦ ❛ ❜✉♥❞❧❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ✐ts ♥❛t✐✈❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ st✉✛ ♦❢ ❧✐❢❡✳ ❚❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦t❡✐♥s ❜❡✐♥❣ ②❡t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❝♦♠✐♥❣ ✉♣ ✇✐t❤ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞
❡✣❝✐❡♥t ❢♦❧❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✭t♦ ✜♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞ t♦ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡
♥❡✇ ♣r♦t❡✐♥s✮✳

❚❤❡ ❈r✐t✐❝❛❧ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r Pr♦t❡✐♥ ❙tr✉❝t✉r❡ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✭❈❆❙P✮ ✐s ❛ ✇♦r❧❞✲✇✐❞❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❤❡❧❞ ❜✐❛♥♥✉❛❧❧② s✐♥❝❡ ✶✾✾✹✱ t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❢♦r r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ❛ss❡ss t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
t❤❡✐r str✉❝t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛ ❜❧✐♥❞ s❡tt✐♥❣✳ ❯♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ t❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡s ❛r❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦
♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱ ✇❤♦ ✉♣❧♦❛❞ ♦♥ ❛ s❡r✈❡r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡✐r ❜❡st ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞
❛♥❞ ❣✐✈❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭t❤❡ ❧❛st ♠❡❡t✐♥❣ ❤❡❧❞ ✇❛s ❈❆❙P✼ ❬✶✹✺❪✮✳



✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✱ t❤♦s❡ r❡❧②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts str✉❝t✉r❡ ✭❝❛❧❧❡❞ ❞❡ ♥♦✈♦ ♣r♦t❡✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣✮✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ t❤❛t ✉s❡ ❞❛t❛ ❜❛s❡s ♦❢ ❢♦❧❞❡❞
♣r♦t❡✐♥s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❝❛❧❧❡❞ ❍♦♠♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧✐♥❣✮✳ ■♥ t❤❡
❧❛tt❡r ❝❧❛ss t✇♦ ♠❛✐♥ s✉❜✲❝❧❛ss❡s ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✿ ✭✐✮ ❚❤r❡❛❞✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ✇❤♦s❡ str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞✳ ❯s✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡
❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❜❡st ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♣② t❤❡ ❢♦❧❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ str✉❝t✉r❡ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥s
❣❛♣s ✭✐✳❡✳ ♠✐ss✐♥❣ r❡s✐❞✉❡s✮ ✇❤❡♥ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ t♦♦ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s r❡str✐❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦❧❞ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ◆❛t✉r❡ ❬✺✽❪✳ ✭✐✐✮ ❙❡❣♠❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥
s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥t♦ s♠❛❧❧ s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t ✐♥ ❛ ❧✐❜r❛r② ♦❢ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢
❢♦❧❞❡❞ ♣r♦t❡✐♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❣❛✐♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡t❤♦❞✱ ❞❡ ♥♦✈♦ ♣r♦t❡✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❉❡ ♥♦✈♦ ♣r♦t❡✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❞❡ ♥♦✈♦ ♣r♦t❡✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s t♦ r❡s♦rt t♦
✐♥ s✐❧✐❝♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✉s✉❛❧❧② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✮ ♦♥❧② t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♦♥ s♠❛❧❧ ♣r♦t❡✐♥s✳

❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s✳ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ ❛
r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❆♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❝♦r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢
❛t♦♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❆ ♠♦✈❡♠❡♥t ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❝♦r❡ ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ▼♦✲
❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✉s❡s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ◆❡✇t♦♥✬s ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s s✉❜s✉♠❡s
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐t②✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②
✭❊◆❈❆❉ ❬✶✸✶❪✮ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶✳

❙t❛rt❡❞ ✐♥ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✶✱ t❤❡ ❋♦❧❞✐♥❣❅❤♦♠❡✸✽ ♣r♦❥❡❝t ❬✶✼✽❪✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♠♦st
♣♦✇❡r❢✉❧ s❤❛r❡❞ ❝♦♠♣✉t❡r ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r s❝r❡❡♥ s❛✈❡r ✭❛ ❝❧✐❡♥t✮ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ❝❛♥ ✐♥st❛❧❧ ♦♥ t❤❡✐r ♣❡rs♦♥❛❧
❝♦♠♣✉t❡r t♦ ❡①❡❝✉t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ❝❧✐❡♥t ✐s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s♠❛❧❧ ❥♦❜s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s t❤❡ r❡s✉❧ts t♦
♠❛✐♥ ❝❡♥tr❛❧ s❡r✈❡rs✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✉♣♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ▼❛r❦♦✈ st❛t❡ ♠♦❞❡❧✿
✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❝r♦ss❡s ❛♥ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r✱ ✐t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♥❡①t st❛t❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ❝❧✐❡♥ts ♣❡r❢♦r♠
❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❜② r✉♥♥✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❢r♦♠ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
st❛t❡✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❤❡♥ ♦♥❡ ❝❧✐❡♥t ✐♥❢♦r♠s t❤❡ s❡r✈❡r t❤❛t ✐t ❝r♦ss❡❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r
✭t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✮✱ t❤❡♥ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❡r✈❡r ✐s s❡♥t t♦ ❛❧❧ ❝❧✐❡♥ts
s♦ ❛s t♦ st♦♣ t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ r❡st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡✳

❲✐t❤ t❤✐s ❤✉❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r✸✾✱ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦❧❞✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ♣r♦t❡✐♥s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❢❡✇
❞❛②s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✭♥♦ ❢❛st s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✐❡♥ts✮ ♠❛② ❜❡
❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❢♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❙tr✉❝t✉r❡ s❝♦r✐♥❣ ❛♥❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ❲❡ ♥♦✇ ❛❞❞r❡ss t✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦❧✲
❞✐♥❣✿ ✭✐✮❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✸❉ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦t❡✐♥
✭❝❛❧❧❡❞ ❞❡❝♦②s✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦❧❞ ✭❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❢♦❧❞✮✱ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳
❚❤❡ s❝♦r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❧♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❢♦❧❞✱ ❛♥❞ ♦❢ r❛t✐♥❣ t❤❡✐r
s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐t✳ ✭✐✐✮●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❝❧♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❢♦❧❞✱ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t
♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡✜♥✐♥❣ ✐t s♦ ❛s t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❢♦❧❞ ✭s✐♠✐❧❛r✐t② r❡❢❡rs t♦
t❤❡ ❘▼❙❉ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡✮✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧② ♦♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭t❤❛t ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥
♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✮✱ t❤❛t ❛r❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✿ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
✭❝❛❧❧❡❞ ♣❤②s✐❝s✲❜❛s❡❞✮✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦t❡✐♥
str✉❝t✉r❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❞❛t❛ ❜❛s❡s ✭❝❛❧❧❡❞ st❛t✐st✐❝s✲❜❛s❡❞ ♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲❜❛s❡❞✮✳ ❆ ❜r♦❛❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬✶✼✾✱ ✶✺✵✱ ✶✸✻❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥s ♦❢
♣❛♣❡rs ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥s✐❣❤t ❬✶✾✶✱ ✶✼✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ♣❛♣❡rs ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱
t❤❛t s❦❡t❝❤ ❛ ♣❛t❤ ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t❤❛t ❣❡♦♠❡tr② ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦✳

✸✽❢♦❧❞✐♥❣✳st❛♥❢♦r❞✳❡❞✉
✸✾■♥ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✽✱ ♠♦r❡ t❤❛t ✸✷✵✱✵✵✵ ❛❝t✐✈❡ ❈P❯s ✇❤❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦♠♣✉t❡r ❈P❯s ✭❛♥② ❖❙✮✱ ❣r❛♣❤✐❝

❝❛r❞ ❈P❯s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ P❧❛②st❛t✐♦♥✸ ❈P❯s✳



✷✳✷✳ ❙♦♠❡ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ♦❢ Pr♦t❡✐♥s ✹✼

❋✐❣✳ ✷✳✶✶ ✕ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥② ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❡r♠s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜♦♥❞ str❡t❝❤✐♥❣✱
❜♦♥❞ ❛♥❣❧❡ ❜❡♥❞✐♥❣✱ ❜♦♥❞ t✇✐st✐♥❣✱ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝s✳ ▼❛♥② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
❜✐♦♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ✭❈♦✉rt❡s② ♦❢ ▼✐❝❤❛❡❧ ▲❡✈✐tt ❬✶✷✾❪✮



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊①tr❛❝t✐♥❣ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲❜❛s❡❞ ✭❑❇✮ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦t❡✐♥ ❞❛t❛ ❜❛s❡✱ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❜❡✐♥❣
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥ ♠♦❞❡❧✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❋♦❣♦❧❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜♦♥❞❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥ ♠♦❞❡❧✮ ❬✾✹❪✳ ❈♦rr♦❜♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢
❑❇ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡✐r ❑❇ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❛r✲♥❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❛❧♠♦st ❛❧❧
t❤❡ ❝❛s❡s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❛s❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❑❇ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛s
♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✽❪✳

❯s✐♥❣ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✈❛❝✉♦✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝s✲❜❛s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❢♦r str✉❝t✉r❡
r❡✜♥❡♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss❡ss❡❞ ❜② ❙✉♠♠❛ ❛♥❞ ▲❡✈✐tt ❬✶✽✷❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❙✉♠♠❛ ❛♥❞ ▲❡✈✐tt ♣r♦♣♦s❡❞ ❛
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠✐①✐♥❣ t❤❡ ❊◆❈❆❉ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✶✸✶❪✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❜♦♥❞❡❞ t❡r♠s ❜② ❛ ❑❇ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛s❡❞ ♦♥
r❡s✐❞✉❡✲s♣❡❝✐✜❝ ♣❛✐r✲✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❬✶✻✽❪✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❡❛❞ t♦ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣❤②s✐❝s✲
❜❛s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ●❘❖▼❆❈❙ ❬✶✸✼❪✳

❲❤✐❧❡ ♠❛♥② ❛rt✐❝❧❡s r❡❧② ♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭♠♦st❧② ♣❛✐r✲✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡s✮ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛
❑❇ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❢❡✇ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳

❋♦r ❡❛❝❤ tr✐♣❧❡ ♦❢ r❡s✐❞✉❡s✱ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜❡❞ ❝✐r❝❧❡ t♦ t❤❡ r❡s✐❞✉❡s✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♦♥❡ ♣♦✐♥t
♣❡r r❡s✐❞✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ◆❣❛♥ ❡t ❛❧✳ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❑❇ r❡s✐❞✉❡✲s♣❡❝✐✜❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✶✺✶❪✳
■♥ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✹✵ ♦❢ ❛ ❛❧❧ ❤❡❛✈② ❛t♦♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ▲✐ ❛♥❞ ▲✐❛♥❣ ✉s❡❞
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❛t♦♠✲s♣❡❝✐✜❝ tr✐♣❧❡s ♦❢ ❛t♦♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✷✲s✐♠♣❧❡① ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧
❝♦♠♣❧❡① ❬✶✸✺❪ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡✐r ❑❇ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❆ ❑❇ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❑r✐s❤♥❛♠♦♦rt❤② ❡t ❛❧✳✱
✉s✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❉❡❧❛✉♥❛② t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ ❛ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♣❡r r❡s✐❞✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❬✶✷✸❪✳
❚❡tr❛❤❡❞r❛ ✇❡r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r r❡s✐❞✉❡ t②♣❡s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♦❢ r❡s✐❞✉❡s
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✳ ❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t st❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ✉s✐♥❣
❉❡❧❛✉♥❛②✲❜❛s❡❞ ❑❇ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❧❛t❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❇❛♥❞②♦♣❛❞❤②❛② ❡t ❛❧✳ ❬✷✶❪✱ ✉s✐♥❣
❛❧♠♦st✲❉❡❧❛✉♥❛② s✐♠♣❧✐❝❡s ❬✷✵❪✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥✱ ❙✉♠♠❛ ❡t ❛❧✳ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ♠✐❝r♦❡♥✈✐♦♥♠❡♥t ❛s
t❤❡ ❛t♦♠s t❤❛t ❛r❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❧❡ss t❤❛♥ r ✭❜❡st ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s ✹✳✺ ❛♥❞ ✹✳✽✮✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛r❡ ❛t ❧❡❛st ❛t s
r❡s✐❞✉❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✭❜❡st ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ❛♥❞ t❤r❡❡✮ ❢r♦♠ t❤❛t ❛t♦♠ ❬✶✽✸❪✳ ❲❤✐❧❡ ❛ ❝❡♥tr❛❧
❛t♦♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ✷✵ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✱ ❛ ♠✐❝r♦❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝✉♠✉❧❛t❡s ❛t♦♠ ❝♦✉♥ts ✐♥t♦ ❢♦✉r ❝❧❛ss❡s✳

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝s✲❜❛s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❑❇ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ s❤♦✉❧❞ ❡♥❝♦❞❡ ✜♥❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢♦❧❞❡❞ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦❡♥✲
✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st✱ ❜✉t ❤❛s ♠❛❥♦r ✐ss✉❡s✳ ❆s ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♥t ♦❢ ❛t♦♠s ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢
❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s q✉❛♥t✐t②✮✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ❛t
❞✐st❛♥❝❡ r

2 ❛♥❞ r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛t♦♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s ❛r❡ ♥♦t r❡❛❧❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✿ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ✐s ✇❡❧❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ❛t♦♠✱ ♦r ♦♥❧② ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ✐s ♥♦t ❡♥❝♦❞❡❞
✐♥ ❛♥ ♠✐❝r♦❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

✷✳✷✳✹ ❚❤❡ ❉♦❝❦✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣❛rt♥❡rs ✭❝❛❧❧❡❞
❝♦❢❛❝t♦rs✮✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt♥❡rs✱ ❛ ❞♦❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♣r❡❞✐❝ts ❛
❛ss❡♠❜❧② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt♥❡rs✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ❛ss❡♠❜❧② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❈♦♠♣❧❡①❡s ✜t ✐♥ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿
♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♣r♦t❡✐♥✲❞r✉❣ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥✲♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥
♣r♦t❡✐♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t t❡rt✐❛r② str✉❝t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✐❢ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡①
✭❝❛❧❧❡❞ ✐ts ❜♦✉♥❞ ❢♦r♠✮ ♦r ❢r❡❡ ✭❝❛❧❧❡❞ ✐ts ✉♥❜♦✉♥❞ ❢♦r♠✮✱ ❛s ✐t ♠❛② ❞❡❢♦r♠ ✭♦❢ ❡✈❡♥ ❧♦❝❛❧❧② r❡❢♦❧❞✮ ✉♣♦♥
❜✐♥❞✐♥❣✳ ❋♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ ♣r♦t❡✐♥✲❞r✉❣ ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭♣r♦t❡✐♥✲
♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r❡st✱ ❜✉t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❤❡r❡✮✳

Pr♦t❡✐♥✲❞r✉❣ ❝♦♠♣❧❡①❡s Pr♦t❡✐♥✲❞r✉❣ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛r❡ ❦❡② t❛r❣❡ts ❢♦r ♣❤❛r♠❛❝❡✉t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛♥✐❡s✳ ■♥✲
❞❡❡❞✱ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ❞r✉❣ r❡❝❡♣t♦rs✱ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❛ss❡♠❜❧②
t②♣❡ ✐s ❦❡② t♦ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t tr❡❛t♠❡♥ts✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ ✭❛ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ t❛r❣❡t✮✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛❧❧
r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❛t ♣r♦t❡✐♥ t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❛ ❞r✉❣ ✐s ❛ ♠❛❥♦r ✐ss✉❡✳ ❙✉❝❤ ❛ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣♦❝❦❡t ✭❙❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✷✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❞r✉❣ ♠❛❦❡rs✱ ❜❡❝❛✉s❡

✹✵❚❤❡ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❤❡ 0✲❛❧♣❤❛ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢
✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥ts ❬✼✾❪✳ ❆ s♣❤❡r❡✴❜❛❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✐♥t✱ ✉s✐♥❣ ✐ts ❝❡♥t❡r ❛s ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ ✐ts sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✉s
❛s ✇❡✐❣❤t✳



✷✳✷✳ ❙♦♠❡ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ♦❢ Pr♦t❡✐♥s ✹✾

❋✐❣✳ ✷✳✶✷ ✕ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛♣❡r♦♥❡ ❍❙P✾✵✱ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥❤✐❜✐t♦r ✭P❉❇ ❝♦❞❡ ✷❇❙▼✮✳ ❖♥❡
s✉❜✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡r ♦❢ t❤❡ ◆✲t❡r♠✐♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦♥❧② ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✿ ❚❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❛rt♦♦♥ ♠♦❞❡✱ t❤❡ ❧✐❣❛♥❞ ✇✐t❤ st✐❝❦s❀ t❤❡ ②❡❧❧♦✇ ❈♦♥♥♦❧❧② s✉r❢❛❝❡ ♣❛t❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❧♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ♣♦❝❦❡t ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t♦r❀ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❧✐❣❛♥❞ ✜❧❧s t❤❡ ♣♦❝❦❡t✳

❣✐✈❡♥ ❛ ♣♦❝❦❡t✱ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❞r✉❣s t❤❛t ❝❛♥ ✜t ❛♥❞ ❜✐♥❞ ✐♥s✐❞❡ t❤✐s ♣♦❝❦❡t ❞❡❧✐✈❡rs ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✐ts
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ♦r❣❛♥✐s♠ ✭♥❛♠❡❧② ✐ts ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐ts s✐❞❡ ❡✛❡❝ts✮✳ ❆ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❧❡❞
s❝r❡❡♥✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❛❦✐♥❣ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞ tr②✐♥❣ t♦ ❜✐♥❞ ❛ ❧✐❜r❛r② ♦❢ ❞r✉❣s ✐♥ ✈✐tr♦✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s t✐♠❡
❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ■❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐ts ♣♦❝❦❡ts
❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ❛ ✈✐rt✉❛❧ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❝❛r❞ ❞r✉❣s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❜✐♥❞✐♥❣ ❛✣♥✐t②✱ s♦ ❛s t♦
❢♦❝✉s ♦♥ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❞r✉❣s ✭❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s❡q✉❡♥❝❡ ❤♦♠♦✲
❧♦❣② ✐s ❛❧s♦ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦♥ ❦♥♦✇♥ ♣r♦t❡✐♥s t❤❛t ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts✳ ❙❡✈❡r❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ ♣♦❝❦❡ts✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣♦❝❦❡t ✐s t♦t❛❧❧② ❜✉r✐❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦t❡✐♥
✭✐✳❡✳ ❛ ❝❛✈✐t②✮✱ ✉s✐♥❣ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❬✼✾❪✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s ❛♥❞ ✐ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❛r❡ ❤♦♠♦t♦♣② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s✱ ❛♥❞ ❛ ❝❛✈✐t② ♦❢ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝❛✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡①
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✵✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣♦❝❦❡t ✐s ♥♦t ❛ ❝❛✈✐t②✱ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✭❙❡❡ ❬✶✷✹❪ ❢♦r
t❤❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ Pr♦t❡✐♥✲❞r✉❣ ❞♦❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ t♦ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❦✲❛♥❞✲❦❡② ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ❛♥❞ ♦♥❧② r✐❣✐❞
♠♦t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆s t❡st✐✜❡❞ ❜② ❬✶✽✶❪✱ ❡✛♦rts ❛r❡ ♥♦✇ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❤❛♥❞❧✐♥❣✳

❉♦❝❦✐♥❣ ❛ss❡ss♠❡♥t Pr♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛r❡ ❝❡♥tr❛❧ t♦ ❛❧❧ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ❛ ❧✐✈✐♥❣ ♦r❣❛♥✐s♠ ✭✐♠✲
♠✉♥❡ r❡s♣♦♥s❡✱ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❉◆❆ r❡♣❛✐r✱ . . . ✮✳ ❚❤❡ st✉❞② ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ✐s t❤✉s r❡❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡❞✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠❛♥② ❞✐s❡❛s❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞
t♦ ❛♥ ❛ss❡♠❜❧② ❞❡❢❡❝t ❞✉❡ t♦ ♣r♦t❡✐♥ ♠✉t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❧✉t❛♠✐❝ ❛❝✐❞ t♦ ❛ ✈❛❧✐♥❡
✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡♠♦❣❧♦❜✐♥ ✭❛ t❡tr❛♠❡r✮✱ r❡s✉❧ts ✐♥ ❧♦ss ♦❢ ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ t❤✐s ♣r♦t❡✐♥
✭r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ ♦①②❣❡♥ tr❛♥s♣♦rt✮ ❛♥❞ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐ts s❤❛♣❡ ✇❤❡♥ r❡❧❡❛s✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ✭❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✈❡ss❡❧
♦❝❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ✐s❝❤❡♠✐❛✮✳ ❚❤✐s ❞✐s❡❛s❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ s✐❝❦❧❡✲❝❡❧❧ ❛♥❛❡♠✐❛✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❞♦❝❦✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t✇♦ ♣❛rt♥❡rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t✇♦ ❣✐✈❡♥ ♣r♦t❡✐♥s ✐♥t❡r❛❝t ✐s ❤❛r❞✳ ❆s ♦❢ t♦❞❛②✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❞✐s❝r✐✲
♠✐♥❛t❡ ❛ ♥❛t✐✈❡ ❢r♦♠ ❛ ♥♦♥✲♥❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❞✐✣❝✉❧t✹✶✱ ❜✉t tr❛❝t❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s ❛r❡
❦♥♦✇♥ ❬✶✻✼❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞♦❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t✇♦ ♣❛rt♥❡rs ✐♥ ❛♥ ❛❧r❡❛❞②
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✳

❆ ❞♦❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✉❛❧❧② ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿ ❛♥ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ st❡♣ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt♥❡rs✱ ❛♥❞ ❛ s❝♦r✐♥❣ st❡♣ ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ❞♦❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
q✉❛❧✐t②✮✱ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t❡st ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ ❈r✐t✐❝❛❧ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ P❘❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s✹✷

✭❈❆P❘■✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❈❆❙P ❜✉t ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❲❤❡♥ ❛ str✉❝t✉r❛❧
❜✐♦❧♦❣② ❣r♦✉♣ ✐s ❛❜♦✉t t♦ ♣✉❜❧✐s❤ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛♥ ❜❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❈❆P❘■
❝♦♠♠✐tt❡❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭t✇♦ ♦r t❤r❡❡✮✹✸ ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ t♦ s❡t ✉♣ ❛ r♦✉♥❞✳ ❆❢t❡r ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ r♦✉♥❞s

✹✶❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ❛ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥✲♥❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ tr✉❡ ♥❛t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥♦t ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞✳
✹✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡❜✐✳❛❝✳✉❦✴♠s❞✲sr✈✴❝❛♣r✐✴
✹✸❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✇❤♦s❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇✳ ❆s ♦❢ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✽✱ ❘❙❈❇ ✇❡❜ s✐t❡



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛ ♠❡❡t✐♥❣ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❈❆P❘■ ♠❡❡t✐♥❣
✇❛s ❤❡❧❞ ✐♥ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✼ ❬✶✶✺❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛st ♠❡❡t✐♥❣ ❬✶✷✼❪ ❛r❡ t❤❛t ❝✉rr❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s
♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r ♦♥ t❛r❣❡ts t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt♥❡rs ✐♥ ✐ts ❜♦✉♥❞ ❢♦r♠ ✭t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥
t❤❡ t✇♦ ♣❛rt♥❡rs ❛r❡ ✐♥ t❤❡✐r ❜♦✉♥❞ ❢♦r♠s ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐t ✐s ♥♦t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t✮✳
▼♦st ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❡r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞ ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt♥❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s r❡♠❛✐♥s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❖♥ s♦♠❡ t❛r❣❡ts ♥♦ ❣r♦✉♣
✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡♣♦rt ❬✶✷✼❪ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ❛ss❡ss♠❡♥t✳

❙❝♦r✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❈❆P❘■ ✐s t❤❡ s❝♦r✐♥❣ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❋♦r
t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❈❆P❘■ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ s❝♦r✐♥❣ r♦✉♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ❡❛❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♣❡r t❛r❣❡t✱ ❡❛❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❣r♦✉♣ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡✐r ❜❡st
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ✐♥✈✐t❡❞ t♦ ✉♣❧♦❛❞ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✵✵ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♣❡r t❛r❣❡t✳ ❆❢t❡r s❤✉✤✐♥❣✱
s❝♦r✐♥❣ ❣r♦✉♣s ❤❛✈❡ t♦ r❡♣♦rt t❤❡ ✶✵ ❜❡st s❝♦r❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ ✉♣❧♦❛❞❡❞ ❜② ❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣
❣r♦✉♣s✳ ❆ s✐t✉❛t✐♦♥ ❥✉st✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s t❤❛t ♦♥ ♦♥❡
t❛r❣❡t✱ ❛ s❝♦r✐♥❣ ❣r♦✉♣ r❡♣♦rt❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❡st ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥♦t❤❡r ❣r♦✉♣✬s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❡ ♦❢
t❤❡✐r ♦✇♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❛s ♦❢ ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t②✳ ❆ str✐❦✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❝✉rr❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠❛② ❜❡ ❛❜❧❡
t♦ ♣r❡❞✐❝t ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❜✉t s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛② ❞✐s❝❛r❞ t❤❡♠✳

❚❤❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ♦♥ ❞♦❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ✇✐❞❡✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❞♦❝❦✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❈❆P❘■ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡♣♦rt ❬✶✷✼❪✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❛♥ ❡❛r❧② r❡✈✐❡✇ ❬✶✵✼❪✳ ❚❤✐s r❡✈✐❡✇ ❛❧s♦
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ ✐s ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✳
●❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐t②✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡
♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❛t♦♠s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧✳ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ✐s ♥♦✇ ✉s❡❞ t♦ ✜❧t❡r ♦✉t ❝♦♠♣❧❡①❡s ✇✐t❤
✜tt✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦✇ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ s❡✈❡r❛❧ t❡r♠s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❡♥❡r❣❡t✐❝ t❡r♠s ❬✶✺✼❪✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛t♦♠s ❛s
t❤♦s❡ ❧♦s✐♥❣ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ s♦❧✈❡♥t✱ s❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s✐❞✉❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛t
✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s✱ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❙❆❙ ❧♦st ✉♣♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡①
❬✶✶✹✱ ✻✹❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❱♦r♦♥♦ï ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s✐❞✉❡s ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢❛❝❡ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✷✾❪✳ ❆ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲❜❛s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ ❛
❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❬✶✸✹❪✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲❛t♦♠s ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❜② ❛ ✶✲s✐♠♣❧❡① ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✶✲st❛r ♦❢ ❡❛❝❤ ♣s❡✉❞♦✲❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✐s
✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡✐r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❜② ✜❧t❡r✐♥❣ ♣♦✇❡r ❞✐❛❣r❛♠ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ♣❛rt♥❡rs ❬✹✸❪✱ ✭✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ r❡♣♦rt ✜❣✉r❡s ♦♥ s✐③❡✱ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♥t❛❝t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ s❤❡❞ ❛ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡✈❡♥ ❛t♦♠s✴r❡s✐❞✉❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❧♦s❡ s♦❧✈❡♥t
❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

▼❛♥② st✉❞✐❡s ♦♥ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ❧♦s✐♥❣
❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s r❡♠❛r❦ r❛✐s❡s q✉❡st✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ♦❢ ❛t♦♠s✴r❡s✐❞✉❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s r❡♣♦rt s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛t♦♠s ❣❡tt✐♥❣ ❜✉r✐❡❞ ✉♣♦♥
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐s t❤❛t ♦❢ ♠✉❧t✐✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❦❡❡♣✐♥❣ tr❛❝❦s ♦❢ ✇❤✐❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❛t♦♠ ✐s ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛♥ ❛t♦♠ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t②♣❡✳

✷✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❚❤❡s✐s ❖✈❡r✈✐❡✇

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛s ✭❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s✱ r❡s✐❞✉❡s✱ ✳ ✳ ✳✮✱ ♦♥❧②
♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥t❛❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡
♠❡t❤♦❞s t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♥t❛❝ts✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞s ❛r❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❤❡r❡ ✐♥t♦ ❢❛❝❡s✳ ❆ ❢❛❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ t❤❛t ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛t♦♠✐❝ ❜❛❧❧s✖♣♦ss✐❜❧② ♥♦♥❡✳ ❚❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❛t ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤❡s t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡

r❡♣♦rts t❤❛t ♦♥❧② ✷✶✹✶ ♦✉t ♦❢ ✺✷✱✾✺✾ str✉❝t✉r❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳



✷✳✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❚❤❡s✐s ❖✈❡r✈✐❡✇ ✺✶

s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛t♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ s♣❤❡r❡s✳
Pr♦✈✐❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❛t♦♠s ✇❤♦s❡ ❜❛❧❧ ❝♦✈❡rs ✐t✱ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛t♦♠✐❝
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✳ ◆♦t✐❝❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t ❛ r❡❣✐♦♥ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② k ❜❛❧❧s ❡♥❝♦❞❡s ❛ ❝♦♥t❛❝t ♦❢ ♦r❞❡r k + 1✳
❚❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢❛❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❜♦❞② ❝♦♥t❛❝ts✳ ■t ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❙❆❙ ♦r ❱❞❲ s✉r❢❛❝❡ ✭❛r❡❛s✮✱ ♦r ❡✈❡♥ t❤♦s❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛s ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞✳
❙✉❝❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ q✉❡st✐♦♥s r❛✐s❡❞ ❛❜♦✉t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲❜❛s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞
s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❢♦❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞♦❝❦✐♥❣✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ❡①❛❝t ❛r✲
r❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✱ ✇✐t❤ ❧✐st ♦❢ ❜❛❧❧s ✭❝❛❧❧❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❛❝❡✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r
s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ r❡♣♦rt ❛❧❧
t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✳ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts✳ ❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s
♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡s❡ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r
✺✳ ❈❤❛♣t❡r ✻ s❤♦✇s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✢❡①✐❜❧❡✲❧♦♦♣ ❞♦❝❦✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts
❡♥❤❛♥❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝❤❛♣t❡r ✼ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡rs ✸✱ ✹ ❛♥❞ ✺✳

✷✳✸✳✶ ❈❤❛♣t❡r ✸✿ ❘❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ P♦✐♥ts ♦❢ ❛ ❙❡t ♦❢ ❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛
❙♣❤❡r❡

▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦

❍✐st♦r② ■♥ ✶✾✼✻✱ ❙❤❛♠♦s ❛♥❞ ❍♦❡② ❬✶✼✻❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ O(n log n) t✐♠❡ ❛♥❞ O(n) ♠❡♠♦r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❛♥② t✇♦ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛♠♦♥❣ n ✐♥t❡rs❡❝t✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t♦ ❞❡t❡❝t ✇❤❡t❤❡r t✇♦ s✐♠♣❧❡ ♣❧❛♥❛r ♣♦❧②❣♦♥s ✐♥t❡rs❡❝t✳ ❆♥s✇❡r✐♥❣ ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❧❛tt❡r
❛rt✐❝❧❡✱ ❇❡♥t❧❡② ❛♥❞ ❖tt♠❛♥♥ ❬✷✸❪ ✐♥ ✶✾✼✾ r❡♣♦rt❡❞ ❛♥ ♦✉t♣✉t s❡♥s✐t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ k
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ n ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s O((n + k) log n) t✐♠❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s O(n+k) ♠❡♠♦r②✖❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❇r♦✇♥ ❬✸✹❪ ✐♥ ✶✾✽✶ t♦ O(n) ♠❡♠♦r② ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ ✜rst ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ k ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ n ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts
✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ ✐♥ k✱ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❈❤❛③❡❧❧❡ ❬✹✾❪ ✐♥ ✶✾✽✻✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s
O(n(log2 n/ log log n) + k) t✐♠❡ ❛♥❞ O(n + k) s♣❛❝❡✱ ❧❛t❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ O(n log n + k) t✐♠❡
✇✐t❤ s❛♠❡ s♣❛❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❜② ❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r ❛♥❞ ❈❤❛③❡❧❧❡ ❬✺✵❪ ✐♥ ✶✾✾✷✳ ■♥ ✶✾✾✺✱ ❇❛❧❛❜❛♥ ❬✶✾❪ ♣✉❜❧✐s❤❡❞
❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜✉t ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ s♣❛❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t♦ O(n)✖❧❛t❡r
♠❛❞❡ ✐♥✲♣❧❛❝❡ ❜② ❱❛❤r❡♥❤♦❧❞ ❬✶✽✼❪✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❈❤❛③❡❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬✺✸❪ ✇✐t❤ O(n2) t✐♠❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ st♦r❛❣❡✳ ❲❡ ♠❛② ❝✐t❡ ♣❛♣❡rs ♦❢ ❈❧❛r❦s♦♥ ❛♥❞ ❙❤♦r ❬✻✵❪✱ ❛♥❞ ▼✉❧♠✉❧❡② ❬✶✹✼❪✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ O(n log n+k) t✐♠❡ ❛♥❞ O(n) s♣❛❝❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ n ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r ❛♥❞ ●✉✐❜❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡
✐❞❡❛ ♦❢ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s✇❡❡♣ ✭r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ s✇❡❡♣ ❧✐♥❡ ❜② ❛ s✇❡❡♣ ❝✉r✈❡✮ ❬✽✵✱ ✽✶❪ r✉♥♥✐♥❣ ✐♥ O(n2) t✐♠❡
✇✐t❤ O(n) s♣❛❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❧✐♥❡s ✐s ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣
♦♥❝❡✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❤❛♥❞❧❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘❛❢❛❧✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✶❪✳ ▼❛♥②
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✭❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
❢❛❝❡✱ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ③♦♥❡✱✳✳✳✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❬✷✱ ✹✱ ✶✹❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❋♦r ❛ s✉r✈❡② ♦♥
❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡❢❡r t♦ ❬✾✽❪✳ ❋♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ r❡❢❡r t♦ ❝❤❛♣t❡r ✹✳✶ ♦❢ ❬✽❪ ❛♥❞
t♦ ❬✶✵❪ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ r❡❛❞ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t s✉r✈❡②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❬✾✷❪ ✇❤✐❧❡ ✇r✐t✐♥❣ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❘♦❜✉st♥❡ss ✐ss✉❡s ❢♦r s✇❡❡♣✐♥❣ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❘❡❝❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ✉s✉❛❧❧② ♠❛❦❡ ❛ ❝❧❡❛r ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭t❤❛t ❝❛❧❧s ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✮✳

❆ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❛ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✿ ❞♦ t❤❡
t✇♦ ❝✉r✈❡s c ❛♥❞ c′ ✐♥t❡rs❡❝t❄✮✳ ❆ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥str✉❝ts ♥❡✇ ♦❜❥❡❝ts ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✿
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❝✉r✈❡s c ❛♥❞ c′✮✳ ❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤✉s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧
♣❛rt✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣❛rt ✭✐✳❡✳ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❤❛♥❞❧✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦



✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✷✳✶✸ ✕ ❊✐❣❤t ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✳ ❈❤❛♣t❡r ✸ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ❝✐r❝❧❡s ✭❢r♦♥t ❛♥❞ ❜❛❝❦ ✈✐❡✇s✮✳

t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✱ ❛♥❞ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r
✺✳ ❖♥❡ ✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣❛rt ✐s t❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s ✭❡✳❣✳ ✇❤❡♥ t✇♦
❝✐r❝❧❡s ❛r❡ t❛♥❣❡♥t✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❧② ♦♥ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s
t♦ ❛❞❞r❡ss ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛s❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t♦ ✉s❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣❛rt ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❡✣❝✐❡♥t
t②♣❡s ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✿ ✭✐✮ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ✐♥ ♣❡rt✉r❜✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ s♦
❛s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ✐s ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❢r❡❡ ✭❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❬✶✵✻❪ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮❀ ✭✐✐✮ ✐♠♣❧✐❝✐t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
❬✽✷❪ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ ǫ t❤❛t
✈❛♥✐s❤❡s ✇✐t❤ ǫ✳ ❆ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡ ✐s t❤❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲♣❡rt✉r❜❡❞ ✐♥♣✉t✳ ■♥
s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ r❡s♦rts t♦ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ǫ ✈❛❧✉❡✳
❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡♣♦rt✐♥❣ ❛♥ ❡①❛❝t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✐s r❡❧❡✈❛♥t✳ ❊①♣❧✐❝✐t
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ■♠♣❧✐❝✐t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s t❛❦❡♥
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ t❛♥❣❡♥t ❝✐r❝❧❡s✱ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♣r❡❞✐❝❛t❡ ✇♦✉❧❞ r❡♣♦rt ❡✐t❤❡r ♥♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦r ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✇♦✉❧❞ r❡♣♦rt ♦♥❡ ♣♦✐♥t✳

❙♣❤❡r❡ ✈❡rs✉s ♣❧❛♥❡ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✸❪ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡
❝✐r❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❤❡r❡ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ r❡q✉✐r❡s t♦ ❛ ♠❡r❡ ❛
st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✲✇✐s❡✱ ✐t ✐s ♥♦t s♦ ❝❧❡❛r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ t♦ s✇❡❡♣
❝✐r❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦r ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ✉♣ t♦ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛s❡✳ ❆s
✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡s❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ❡❛s② t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ❛♥② t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦✈❡r❤❡❛❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ❤❛s ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❡♥t❡r ✐s
♦♥ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

●✐✈❡♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✱ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ r❡♣♦rt✐♥❣
t❤❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s❡s ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t♦
❤❛♥❞❧❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s ❞✉❡ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❝✐r❝❧❡s ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥t✿ t❤❡ ❡✈❡♥t s✐t❡✳ ❚❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❛❧❧♦✇s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ r❡✈❡rs❛❧ ♦❢ ❛r❝s ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t q✉❡✉❡✳ ❇♦t❤ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r②
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❧❛tt❡r ❛s♣❡❝t✱ ❛s t❡st✐✜❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛
s♣❤❡r❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳



✷✳✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❚❤❡s✐s ❖✈❡r✈✐❡✇ ✺✸

❋✐❣✳ ✷✳✶✹ ✕ ❊✐❣❤t s♣❤❡r❡s ✐♥t❡rs❡❝t ❛ ❣r❡② ♦♥❡✳ ❈❤❛♣t❡r ✹ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❣r❡② s♣❤❡r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❛❝❡✱ t❤❡ ❧✐st ♦❢ s♣❤❡r❡s ✇❤♦s❡
❜❛❧❧s ❝♦✈❡r t❤❛t ❢❛❝❡ ✐s ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞✳

✷✳✸✳✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ■♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❙❡t ♦❢ ❈✐r❝❧❡s
♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❈♦✈❡r✐♥❣ ▲✐sts

▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s♣❤❡r❡ S0 ❛♥❞ ❛ ❧✐st ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ✐t✳ ❚❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ S0 ✐s t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ S0✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐r❝❧❡s✱ ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ✇❤♦s❡ ✐♥t❡r✐♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭❙❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✸✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s♣❤❡r❡s ❛♥❞ ❜❛❧❧s ✭s❡❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✺ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮ ❛r❡
❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ t❡sts ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛❧❧s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t❡st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❤❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ✜♥❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✖❧✐❦❡ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
♦❢ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥
♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ♠♦✈❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♣❡r ♦❜❥❡❝t✱ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ s❡t ♦❢
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡✐t❤❡r ❛❧❧♦✇❡❞ ♦r ❢♦r❜✐❞❞❡♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡ ❛r❝s ♦♥ ❛ ✉♥✐t s♣❤❡r❡
✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❝❛st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t♦ ❞❡✜♥❡ r❡❣✐♦♥s ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥
❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ♠♦❧❞ ❬✺❪✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✇❛s ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
♣❛rts t♦ ❞❡✜♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢r❡❡ ❢r♦♠ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❬✶✻✹❪✭s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✮✳ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❣r❡❛t ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♦♥
❛ s♣❤❡r❡ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ r❛❞✐♦s✉r❣❡r② t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❛♥❞ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❜r❛✐♥ t✉♠♦rs ❜②
❞❡✜♥✐♥❣ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝♦✉❧❞ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t✬s ❜r❛✐♥ ❬✶✼✹❪✳ ■♥
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ❜✐♦❧♦❣② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛t♦♠✐❝ s♣❤❡r❡s ✇❡r❡
✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❜❛❧❧s ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ❬✶✵✻❪✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ❜✐♦❧♦❣② ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦♥t❛❝ts ❤❛s ❜❡❡♥ str❡ss❡❞✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝✐r❝❧❡ ♦♥ S0 st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ S0

❛♥❞ ❛ s♣❤❡r❡ Si✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ s♣❤❡r❡ Si ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ ❜❛❧❧ Bi✱ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐st ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❜❛❧❧s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ✐t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐st
✭❙❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✹✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ ❜r✐❡✢② ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ❜✐♦❧♦❣② ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐r❡❝t❧②
❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❜♦❞② ❝♦♥t❛❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥
❛t♦♠ ❛♥❞ ✐ts ❛t♦♠✐❝ ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ■♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✉r❢❛❝❡s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛t♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s ✇✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ s♣❤❡r❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛t♦♠ t♦
t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✉r❢❛❝❡✱ s❛② t❤❡ SAS ♦r t❤❡ ❱❞❲ s✉r❢❛❝❡✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ ♥✉❧❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✖t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s ✐✳❡✳ t❤❡ ❡①♣♦s❡❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛♣s✳ ❋✐❣✳ ✷✳✶✺ ❢❡❛t✉r❡s t❤❡
❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❛r❡❛ ✭♦✈❡r ❛❧❧ ❛t♦♠s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✳ ◆♦t✐❝❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❙❆❙ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠❡r❡ ✹✳✺✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t
❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ♦✈❡r❧♦♦❦❡❞ ❢❛❝❡s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② > 1✱ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❤♦❧❞ ❣r❡❛t ♣r♦♠✐s❡s t♦
r❡✜♥❡ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r✲❛t♦♠✐❝ ♠✉❧t✐✲❜♦❞② ❝♦♥t❛❝ts✳
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❋✐❣✳ ✷✳✶✺ ✕ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ♠✉❧t✐✲❜♦❞② ❝♦♥t❛❝ts✳ ▲❡❢t✿ ❇❛❝❦❜♦♥❡s ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ✭t❤❡ ❜♦✲
✈✐♥❡ ❛❧♣❤❛✲❝❤②♠♦tr②♣s✐♥✲❡❣❧✐♥ ❝ ❝♦♠♣❧❡①✱ P❉❇ ❝♦❞❡ ✶❆❈❇✮ ✇✐t❤ t✇♦ ♣❛rt♥❡rs❀ ❘✐❣❤t✿ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ s✉r❢❛❝❡
❛r❡❛✱ ♦✈❡r ❛❧❧ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✳ ▼✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ✵ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ❙❆❙ s✉r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❛ ♠❡r❡ ✹✳✺✪ ♦❢ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❛r❡❛✳ ❙❡❡ t❡①t ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳

❆♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✢❡①✐❜❧❡✲❧♦♦♣ ❞♦❝❦✐♥❣ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r
✻✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr❛♣❡✲
③♦✐❞❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❬✶✵✻✱ ✽✻❪✳ ❉❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s
✇❡r❡ r❡♠♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❡①❛❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛
♣❧❛♥❛r ♠❛♣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ q✉❛❞r✐❝s r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✱
s❛② Q✱ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✻❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ ♣❧❛♥❛r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡s ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤✐s ♣❧❛♥❛r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦♥ Q✖❛ ❧✐❢t✐♥❣ st❡♣ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✇❤❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦♥ Q
✐♥ ✸❉ ✹✹✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✱ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ s✇❡❡♣ ❧✐♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢
❝✉r✈❡s ♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✷✺❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❝✉r✈❡s ♦♥ ✐t✱ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ❛ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥t♦ ❛ s♦
❝❛❧❧❡❞ tr❛✐ts ❝❧❛ss ❢✉❧✜❧❧ ❛ ❧✐st ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛
s♣❤❡r❡✱ s✉❝❤ ❛ tr❛✐ts ❝❧❛ss ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡s ♦♥❧②✹✺✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡
♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢
q✉❛❞r✐❝s ❬✶✹✻❪✳ ❚❤❡✐r str❛t❡❣② ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ s✉r❢❛❝❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ♥♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✹ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s
♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ tr❡❡✳ ❚❤✉s✱
✇❡ ♠❛❦❡ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

✭✐✮ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜rst ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✳ ■t
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ t❤❛t ❤❛♥❞❧❡s ❛❧❧ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡
❝❛s❡s✳

✭✐✐✮ ❚❤❡ ✜rst ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ s✇❡❡♣ ❧✐♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♦❢ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✶✾✽✷ ❬✶✺✷❪✳ ■t r❡♣♦rts ♦r✐❡♥t❡❞ ❝②❝❧❡s ♦❢ ❡❞❣❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s✐♠♣❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✭❢❛❝❡s
♠❛② ♥♦t ❜❡ s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✮ st♦r✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢② ❞✉r✐♥❣ t❤❡
s✇❡❡♣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❯♥✐♦♥✲❋✐♥❞✖❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳

✹✹❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s str❛t❡❣② ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r r❡♣♦rt✐♥❣ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✭✐✳❡✳ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✮✱ ❜✉t ♠♦r❡ ✇♦r❦ ✐s ♥❡❡❞❡❞
t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

✹✺❯s✐♥❣ t❤❡ ❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ st❛rt❡❞ t♦ ✇r✐t❡ ❛ tr❛✐ts ❝❧❛ss t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢
❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❜② t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳



✷✳✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❚❤❡s✐s ❖✈❡r✈✐❡✇ ✺✺

✭✐✐✐✮ ❚❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ s✇❡❡♣✐♥❣✱ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❚❤❡ ♦♥❧② ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ♠❛♣✱
❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡s s♦ ❛s t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s ❬✶✵✻✱ ✽✻❪✳ ❖✉r
str❛t❡❣② ❝✉♠✉❧❛t❡s s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ❡①❛❝t✱ ❡①❛❝t♥❡ss
❜❡✐♥❣ t❤❡ r♦✉t❡ ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦ ✇❛rr❛♥t r♦❜✉st♥❡ss✳ ❲❤✐❧❡ ❡①❛❝t♥❡ss ✐s ♥♦t ❛ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✇❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ❜✐♦❧♦❣②✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✇❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❡①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✉♣ t♦ ❛ s♠❛❧❧ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✭✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣
t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✮✱ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳ ❙❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ r✉♥♥✐♥❣ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥
♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞✐r❡❝t r♦✉t❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❬✸✶❪✮✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts✳

✷✳✸✳✸ ❈❤❛♣t❡r ✺✿ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ◆❡❝❡ss❛r② t♦ ❍❛♥❞❧❡
❈✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❙♣❤❡r❡s ✐♥ ✸❉

▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦

▲✐♥❡❛r ✈❡rs✉s ❝✉r✈❡❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❯♥t✐❧ r❡❝❡♥t❧② ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✉s❡❞ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡✐r ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❧✐♥❡❛r ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛✣♥❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ ✭♣♦✐♥ts✱ s❡❣♠❡♥ts✱ tr✐❛♥❣❧❡s✱ ✳ ✳ ✳✮✱
❝✉r✈❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❜❡✐♥❣ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❝✉r✈❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛❧❧♦✇s
♦♥❡ t♦ s❦✐♣ t❤✐s ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛♥❞ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✇✐t❤ ❜❡tt❡r ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉r✈❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✐s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❖❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢ ❝✉r✈❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡
t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❝✐r❝❧❡s✱ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛♥❞ s♣❤❡r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉❜✐q✉✐t♦✉s t♦ ❡✐t❤❡r r❡♣r❡s❡♥t
♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♦❜❥❡❝ts✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡
♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♦❢ ♣r✐♥t❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐ts ❬✸✼❪✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ❢♦r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❝✉r✈❡s ❬✼✼✱ ✻❪✳

❇❛❧❧s ❛♥❞ s♣❤❡r❡s ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝❡♥tr❛❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✸❉ ♦❜❥❡❝ts✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❦♥♦✇♥
✸❉ ♦❜❥❡❝t✱ ❜❛❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❬✸❪ ♦r ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬✶✻✻❪✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✸❉ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥
♦❜❥❡❝t✱ ❜❛❧❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ❦❡② ❢♦r t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦❜❥❡❝t
❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❜❛❧❧s ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❜② ♠✐♠✐❝❦✐♥❣
t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s tr❛♥s❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜♦tt♦♠✲❧✐♥❡ ♦❢ s❛② t❤❡ ♣♦✇❡r ❝r✉st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✶❪✳ ❋♦r ❛ ❧❛r❣❡
❝❧❛ss ♦❢ ✭♥♦♥✲s♠♦♦t❤✮ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts✱ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡
t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ✉♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✹✼❪✳ ❋r♦♠ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ st❛♥❞♣♦✐♥t✱
❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❜❛❧❧s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥ts✳ ❖♥❡ ♠❛② ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ❛♥❞ s❤❛r♣ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞
♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❬✹✽❪✳ ❚❤✐s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ ❜❛❧❧ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥
✐ts ❱♦r♦♥♦ï r❡❣✐♦♥✱ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❬✶✹✶✱ ✶✽❪✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✸❉
♣♦❧②❤❡❞r♦♥✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s♣❤❡r❡s ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✛s❡t
s✉r❢❛❝❡s✳ ✭◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♦✛s❡t s✉r❢❛❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝♦✈❡rs t❤❡ ✸❉ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥
❛♥❞ ❛ s♣❤❡r❡✳✮ ❱♦❧✉♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ✸❉ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s ❬✶✻✸❪✳ ■♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡rs
♠❛② ❛❧s♦ ❝♦♥s✉❧t ❝❤❛♣t❡r ✶✶✳✶✷ ♦❢ t❤❡ ❱✐s✐♦♥❜✐❜ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ♣r♦❥❡❝t ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✈✐s✐♦♥❜✐❜✳❝♦♠✴

❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②✴❞❡s❝r✐❜❡✹✽✷✳❤t♠❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧✐st ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s♣❤❡r❡s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ s♣❤❡r❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❡♥tr❛❧ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✐♥❝❡ ❛ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ♠♦❞❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ❝♦❧✲

❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s ✇❤♦s❡ r❛❞✐✐ ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❛t♦♠ t②♣❡ ❛♥❞ ✐ts ❝♦✈❛❧❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✉s❡❞ ✭t❤❡
❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ s♦❧✈❡♥t✲❛❝❝❡ss✐❜❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✉r❢❛❝❡✮ ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♦❢ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s ❬✻✸❪✳

Pr❡❞✐❝❛t❡s ✈❡rs✉s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ❘❡❝❡♥t ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✉❛❧❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡
r♦✉♥❞✐♥❣ ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢t❡♥ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❬✶✷✵❪✱ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❬✶✾✻❪✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✿ ✭✐✮ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ ❞♦♥❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇✐t❤ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✜❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✶✸✷❪❀ ✭✐✐✮ st♦r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts t♦ ❜❡ r❡✉s❡❞ ❧❛t❡r ♦♥✳ ❋♦r ❝✉r✈❡❞ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r str❛t❡❣②
t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r ❜② s♦♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✈❛♥✐s❤✐♥❣
♦♥ ✐t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❧s ❢♦r r❡s✉❧t❛♥t✲❧✐❦❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r r❡❧✐❡s ♦♥ ❡①❛❝t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ❬✻✺✱ ✶✷✺❪✱ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡s r✉♥♥✐♥❣ ♠✉❧t✐✲♣r❡❝✐s✐♦♥
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❞♦✇♥ t♦ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞s✳ ❬✸✺✱ ✶✸✸❪✳ ❇✉t ✐♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ♦♥❡ r❡✉s❡s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱
❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ❢♦r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱ ✐s ♠❛❞❡ ❡❛s✐❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇♦r❦ ♦♥ ✜❧t❡r❡❞
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❬✾✻✱ ✽✽❪ ♠❛② r❡❝♦♥❝✐❧❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ s✉❝❤ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ st✐❧❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✇♦r❦❡❞ ♦✉t t♦ ♣♦ss✐❜❧② s✉r♣❛ss t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s
✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❈●❆▲ ❧✐❜r❛r②✱ ❦❡r♥❡❧s ❛♥❞ tr❛✐ts ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝❣❛❧ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ♣r♦❥❡❝t ✐s t♦
♣r♦♠♦t❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✱ s♦ ❛s t♦ ♠❛❦❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s r♦❜✉st
♣r♦❣r❛♠s ❢♦r ❛❝❛❞❡♠✐❝ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ❝❣❛❧ ✇❡❜ s✐t❡ ❛♥❞
t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ♠♦r❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ❛♥❞ r✉♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❣❛❧ ♣r♦❥❡❝t ❬✹✹✱ ✾✸❪✳ ●❡♦♠❡tr✐❝
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❚r❛✐ts ❝❧❛ss✿ ❛ ❝❧❛ss ♦✛❡r✐♥❣ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② r❡q✉✐r❡❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙✉❝❤ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ ✇✐t❤ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥❝❡♣t✳
■♥ t❤❡ ❝❣❛❧ ❧✐❜r❛r②✱ ❝♦♥st❛♥t s✐③❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦❜❥❡❝ts✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s
❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡♠✱ ❛r❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❦❡r♥❡❧s✳ ❆s ❦❡r♥❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡❞ ❛s tr❛✐ts ❝❧❛ss❡s
❜② s❡✈❡r❛❧ ❝❣❛❧ ❝❧❛ss❡s✱ ❝❣❛❧ ❦❡r♥❡❧s ❛r❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❛s ❈✰✰ ❝♦♥❝❡♣ts✖✇❡ s❛② t❤❛t ♦♥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✳

❈✐r❝❧❡s ❛♥❞ s♣❤❡r❡s✿ ❢r♦♠ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❆s ❛ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ t♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r
♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ❛ r❡❝❡♥t tr❡♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♠♦st❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉✱ ✇❤✐❝❤
✐♥✈♦❧✈❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳

❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❝❛s❡ ♠❛♣❝ ✇❛s t❤❡ ✜rst ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❧✐❜r❛r② ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❝✉r✈❡s ❬✶✷✶❪✱ ❜✉t ♥♦t ❛❧❧ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s ✇❡r❡ ♥♦t ❤❛♥❞❧❡❞✳ ❚❤❡ ❊①❛❝✉s ♣r♦t♦t②♣❡ ❧✐❜r❛r② ❛❧❧♦✇s t♦
❡①❛❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥✐❝s ❛♥❞ ❝✉❜✐❝s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❬✽✺❪✳ ❚❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❦❡r♥❡❧ ❢♦r
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦❜❥❡❝ts ✭❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥ ✷❉✮ ✇❛s r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ ❝❣❛❧ ✸✳✷ ❬✶✺✽❪✳ ❚❤❡ ❝❣❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♣❛❝❦❛❣❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤✐s ❦❡r♥❡❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡❀ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
❝♦♥✐❝s ♦r ❇é③✐❡r ❝✉r✈❡s ❬✶✾✸❪✳

■♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣✱ ❆♥❞r❛❞❡ ❛♥❞ ❙t♦❧✜ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡❧❡❝t❡❞ ❡①❛❝t ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✸❉
❝✐r❝✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s♣❤❡r❡✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♦❞✉❧❛✲✸ ❬✶✷❪✳ ❚❤❡✐r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✉s❡s P❧ü❝❦❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s♣❤❡r❡✱ ✇❤❡r❡❛s
♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛♥❞❧❡s ❣❡♥❡r❛❧ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥ ✸❉✳ ❙♦♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✉r✈❡s
♦♥ s✉r❢❛❝❡s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ r♦❜✉st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧
❜❛s✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ✐♥ ❛♥ ❡①❛❝t ✇❛② s♣❤❡r❡s✱ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥ ✸❉✱ s♦ ❛s t♦
♠❛t❝❤ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞s ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ ❤❛♥❞✲❝r❛❢t❡❞
♣❛❝❦❛❣❡ ❣❡❛r❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❡st ♣r❛❝t✐❝❡s✱ ❛ ❝❧❡❛r ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛s♣❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❛ ❦❡r♥❡❧
❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✳ ❚❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✳ ❆s ❛ q✉❛❧✐t②
❧❛❜❡❧✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛❧ s♣❤❡r❡s✱ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥ ✸❉✱ ❤❛s
❜❡❡♥ r❡✈✐❡✇❡❞ ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❣❛❧ ❊❞✐t♦r✐❛❧ ❇♦❛r❞ ❬✸✽❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡✱ ♦✛❡r✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✱ ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
♦❢ ♦✉r ❝♦❞❡ ✇✐❧❧ ❡♥❛❜❧❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞❡❛✈♦rs✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❢♦st❡r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ tr❛✐ts



✷✳✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❚❤❡s✐s ❖✈❡r✈✐❡✇ ✺✼

❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s✇❡❡♣✲❧✐♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ❝✉r✈❡s ♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❬✷✺❪✳

✷✳✸✳✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✿ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❈✐r❝❧❡s t♦ ❙❡❧❡❝t ❉✐✈❡rs❡ ❈♦♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥❛❧ ❊♥s❡♠❜❧❡s✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❉♦❝❦✐♥❣

▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦

❊♥s❡♠❜❧❡s ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧✐♥❣ Pr♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣❛r❛♠♦✉♥t t♦ ❛❧❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦✲
❝❡ss❡s✱ ❜✉t t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✉♥❜♦✉♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❢❛❝❡s ♠❛❥♦r ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❆P❘■
❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❜② t❤❡ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ✢❡①✐❜❧❡ s②st❡♠s✖❛s ♦♣✲
♣♦s❡❞ t♦ ✐♥❝♦rr❡❝t ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♦♥❡ ❬✶✶✺❪✳ ❙✐♥❝❡ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ✢❡①✐❜❧❡✱ t❤❡② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②
✉♥❞❡r❣♦ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t✐♠❡✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡② ❡①✐st ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ❛s ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✱ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r❡❢❡✲
r❡♥t✐❛❧❧② ♦❝❝✉♣② ❡♥❡r❣② r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❧♦✇ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❋♦r ♣r♦t❡✐♥s ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡
s✐③❡ ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❡♥s ♦❢ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞s t✐♠❡s❝❛❧❡✱ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧
❝❤❛♥❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♣♣❧✐❡s
t♦ ❧❛r❣❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦r ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❞✐s❝r❡t❡
❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❦♥♦✇♥ ❛s ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳
❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞♦❝❦✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♣r♦t❡✐♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ✐♥❞❡❡❞ ✇✐s❤❡s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❜♦✉♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t✇♦ ✢❡①✐❜❧❡ ♦❜❥❡❝ts✱
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt♥❡rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡✐r ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡ s♦ ❛s t♦ ♣❛❝❦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ▼♦♥♦❞✲❲②♠❛♥✲❈❤❛♥❣❡✉① ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❬✶✹✹❪✱ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞ ♣r♦✲
t❡✐♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t✇♦ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✐♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt♥❡rs
❜✐♥❞✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤✐s str❛t❡❣②
♠❛② ❜❡ ❞♦♥❡ ❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✭✐✳❡✳ ♣r♦t❡✐♥✮ s❝❛❧❡ ❬✶✵✺❪✱ ❧♦❝❛❧ ✭✐✳❡✳ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥✮ s❝❛❧❡ ❬✸✾❪✱ ♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✭✐✳❡✳
❧♦♦♣s ♦r ❞♦♠❛✐♥s✮ s❝❛❧❡ ❬✷✷❪✳

●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✿ ❡♥❡r❣② ✈❡rs✉s ❣❡♦♠❡tr② ❘❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✢❡①✐❜✐❧✐t② t❤r♦✉❣❤
❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤✐s r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs t♦ ❜❡ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✢❡①✐❜❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢r❛❣♠❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝r✐t❡r✐❛ ✭❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦r ❡♥❡r❣❡t✐❝✮ s❤♦✉❧❞ ♦♥❡ ✉s❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞✴♦r s❡❧❡❝t
t❤❡♠❄ ❋r♦♠ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣
❡♥s❡♠❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝r✐t❡r✐❛
✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t tr❛❝t❛❜❧❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✳

❋✐rst✱ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ s②st❡♠s ♦r ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤
❧❛r❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚♦ ❦❡❡♣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s tr❛❝t❛❜❧❡✱ ♠❡t❤♦❞s ✉♥❞❡rt❛❦✐♥❣ t❤✐s
t❛s❦ ❢❛✈♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❞❡❢❡r ❡♥❡r❣② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❧❛t❡r st❛❣❡s ❬✻✼✱ ✼✸❪✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❤❡♥
❝♦♥❢♦r♠❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝♦♥❢♦r♠❡r ✈❛r✐❡s ✇✐t❤
✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ ❞♦❝❦✐♥❣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♣② ❞❡♣❡♥❞s ✉♣♦♥ ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡
♣❛rt♥❡r ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭❞✐r❡❝t ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♦r ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❞❡s♦❧✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❛ ❝♦♥❢♦r♠❡r ❛s ✐❢ ✐t ✇❡r❡ ❛❧♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳ ❚❤✐r❞✱ ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❛ ✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦t❡✐♥ ✐s r❛t❤❡r ✢❛t✱ ✇✐t❤ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦
✢✐♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✢❡①✐❜❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❝❛♥ ❧❛r❣❡❧② ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s❛♠♣❧❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡❧② t❤❡ s♣❛❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✢❡①✐❜❧❡
❡❧❡♠❡♥t✳

❲❡ ♠❛② ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✈❡rs❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐s ❛ str❛t❡❣② ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❝♦♠♣❧❡①
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐✈❡rs❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡♣✉❧s✐✈❡ ✉♠❜r❡❧❧❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧②
❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❞♦♠❛✐♥ s✇❛♣♣✐♥❣ ❬✶✹✵❪✳
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❋✐❣✳ ✷✳✶✻ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ 2D ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❢♦✉r ❜❛❧❧s✖✜rst ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❜❛❧❧s ❛r❡ ❝♦♠✲
♠♦♥✳ ❚❤❡ ✭t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✮ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ✶✾ ❝❡❧❧s ✭❜♦①❡❞
♥✉♠❡r❛❧s✮✳ ❚❤❡ ❝✐r❝❧❡❞ ♥✉♠❡r❛❧s ❢❡❛t✉r❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t a1✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❜❛❧❧s✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ C = {C1, . . . , Cn} ♦❢ n ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✭r♦t❛♠❡rs✱ ♣r♦t❡✐♥ ❧♦♦♣s✱ ✇❤♦❧❡ ♣r♦t❡✐♥✮✱
❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s✱ ❡❛❝❤ ❜❛❧❧ ❜❡✐♥❣ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ s♣❤❡r❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s r❛t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✱
❛s t❤❡ ❜❛❧❧s ✐♥ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ✭❱❞❲✮ ♠♦❞❡❧ ♠❛② r❡♣r❡s❡♥t ❛t♦♠s✱ ♦r ♠❛② ♠♦❞❡❧ r❡s✐❞✉❡s✿ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛t♦♠✐❝ ♦r ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥❡❞ ♣r♦t❡✐♥✳ ❆s ❥✉st ❛r❣✉❡❞✱ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✱ ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✇✐s❤ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿

●✐✈❡♥ ❛ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ n ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r s < n✱ r❡♣♦rt ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥

♦❢ s ❝♦♥❢♦r♠❡rs ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ s♦♠❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐✈❡rs✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❚♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ♠✐♥❞✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧s ♦❢ t❤❡
❝♦♥❢♦r♠❡rs ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ❛ ✈♦❧✉♠❡✱ ✇❤♦s❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜② t❤❡ s♣❤❡r❡s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛❧❧s ✐s ❝❛❧❧❡❞
❛ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
s♣❤❡r❡ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s ✇✐t❤ ♦t❤❡r s♣❤❡r❡s ❞❡✜♥❡s ❛ s✉r❢❛❝❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ s✉r❢❛❝❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❙❡❡ ❋✐❣s✳ ✷✳✶✻ ❛♥❞ ✷✳✶✼ ❢♦r ❛ 2D ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
s❡✈❡r❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤♦s❡ ♦✉t♣✉t ✐s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛✐♠ ❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ♠❛② ✇✐s❤ t♦ r❡♣♦rt t❤❡ s ❝♦♥❢♦r♠❡rs
♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✭✐✮ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✭✐✐✮ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ✭▼❙❆✮ ♦❢ t❤❡
✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✾✮✳

❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❋✐❣✳ ✷✳✶✽✭✐✮✱ ✇❤✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ✹✵ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ♦❢ t❤❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❧♦♦♣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✳
❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦♦♣s ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② r❡❞✉♥❞❛♥t✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ tr✐♠ t❤✐s s❡t t♦ s❡❧❡❝t ❛ ❞✐✈❡rs❡
s✉❜s❡t✳ ❙✉❝❤ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✽ ✭✐✐✮ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✶✾✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✲s✐❞❡✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡✲❝♦♣② ✢❡①✐❜❧❡✲
❧♦♦♣ ❞♦❝❦✐♥❣✳ ❖♥ t❤❡ s②st❡♠s t❡st❡❞✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦♦♣s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ♦✉r str❛t❡❣② ❝❛♥
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ s✉❝❤ ❞♦❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳



✷✳✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❚❤❡s✐s ❖✈❡r✈✐❡✇ ✺✾

a1

a2

a2
′

a3

a3
′

a4

❋✐❣✳ ✷✳✶✼ ✕ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥s ♦❢ ❜❛❧❧s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻✱ ✐♥ s♦❧✐❞ ❛♥❞ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡s✳

❋✐❣✳ ✷✳✶✽ ✕ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ ❞✐✈❡rs❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❢r♦♠ ❛ ♣♦♦❧ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ♦❢ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ❧♦♦♣ ♦❢ ❛
t❤r♦♠❜✐♥✖❝♦♠♣❧❡①❡❞ ✇✐t❤ ❜♦✈✐♥❡ ♣❛♥❝r❡❛t✐❝ tr②♣s✐♥ ✐♥❤✐❜✐t♦r ✐♥ ✜❧❡ P❉❇ ❝♦❞❡ ✶❇❚❍✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✿
✭✐✮ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♣t♦r ✐♥ ❝❛rt♦♦♥ ♠♦❞❡✱ ✇✐t❤ ✹✵ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦♦❧❀ ✭✐✐✮ ❜❛❝❦❜♦♥❡ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ ✶✵ ❝♦♥❢♦r♠❡rs s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✖❝❛❧❧❡❞ ●r❡❡❞②❀ ✭✐✐✐✮ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✇✐t❤ ✶✵ ❝♦♥❢♦r♠❡rs s❡❧❡❝t❡❞
❜② ❛ st❛♥❞❛r❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✖❝❛❧❧❡❞ ❍❈❧✉st✳



✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✳ ✷✳✶✾ ✕ ❋♦❧❧♦✇✲✉♣ t♦ ❋✐❣✳ ✷✳✶✽✿ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✶✵ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥
❋✐❣✳ ✷✳✶✽ ✭✐✐✮ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✶✽ ✭✐✐✐✮✳ ❯s✐♥❣ ♦♥❡ ❝♦❧♦r ♣❡r ❝♦♥❢♦r♠❡r✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ❝♦♥❢♦r♠❡rs
❛r❡ ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞ ✭❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♣❛❝❡✮✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t t❤❡② ❛r❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡
♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡①♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✐s ❛ ❞✐✈❡rs✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥✳

✷✳✸✳✺ ❈❤❛♣t❡r ✼✿ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦

❚❤❡ ❝❣❛❧ ♣r♦❥❡❝t ❢♦r♠❛❧❧② st❛rt❡❞ ✐♥ ✶✾✾✻ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥s♦rt✐✉♠ ♦❢ ❛ s❡✈❡r❛❧ t❡❛♠s ✐♥
❊✉r♦♣❡ ❛♥❞ ■sr❛❡❧ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉r ❣r♦✉♣ ❛t ■◆❘■❆✮ ❛♥❞ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♠♠✉♥✐t② ❢♦r
t❤r❡❡ ②❡❛rs✳ ■t ❡✈♦❧✈❡❞ t♦ ❛♥ ❖♣❡♥ ❙♦✉r❝❡ ♣r♦❥❡❝t✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦t❤❡r r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳ ●❡♦♠❡tr②✲
❋❛❝t♦r② ✹✻✱ ❛ st❛rt✲✉♣ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✐♥ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✸✱ ✐s s❡❧❧✐♥❣ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❧✐❝❡♥s❡s ❛♥❞ s✉♣♣♦rts s♣❡❝✐✜❝
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❣❛❧✳

❆t t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞✱ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ■♠♣❛❝t ❚❛s❦ ❋♦r❝❡ ❘❡♣♦rt✱ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❜② ❇❡r♥❛r❞
❈❤❛③❡❧❧❡✱ ❣❛✈❡ ❛ ❢❡✇ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❬✺✶✱ ✺✷❪✱ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡❢✉❧ ❛♥❞ ✉s❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
s♦❢t✇❛r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡✇❛r❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ✇♦r❧❞✳ ❝❣❛❧ ✐s
str✐✈✐♥❣ t♦ ♠❡❡t t❤❡s❡ t✇♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✳

❝❣❛❧ ❤❛s ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② st❛♥❞❛r❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡♥s✉r❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛♥s✳ ❋✐rst✱ ❛♥ ❡❞✐t♦r✐❛❧
❜♦❛r❞✱ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ✷✵✵✶ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✶✷ ♠❡♠❜❡rs✱ ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s
❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♥❣ ❝❣❛❧ ♣r♦♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✐tt❡❡ ❡✈❛❧✉❛t❡s ♣r♦♣♦s❛❧s ♦❢ ♥❡✇ ♣❛❝❦❛❣❡s✱ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡s ❛
r❡✈✐❡✇ ♣r♦❝❡ss s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ♣❛♣❡rs s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❥♦✉r♥❛❧s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱
❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✱ ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ r❡✇❛r❞✐♥❣ ❢♦r ❛✉t❤♦rs ✇❤♦s❡ ♣❛❝❦❛❣❡s ❛r❡ ❣❡tt✐♥❣
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❝❣❛❧✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ ✉s❡r ❛♥❞ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♥✉❛❧ ❢♦r
❡❛❝❤ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✖♦✈❡r ✸✵✵✵ ♣❛❣❡s ❢♦r ✺✼ ♣❛❝❦❛❣❡s ❢♦r t❤❡ ✸✳✸✳✶ r❡❧❡❛s❡ ❛s ♦❢ ❙❡♣t❡♠❜❡r
✷✵✵✼✳ ❚❤✐r❞✱ t❡sts ❛r❡ r✉♥ ❡✈❡r② ♥✐❣❤t ♦♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥s s♦ ❛s t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦❞❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s✳

❆s t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❤❛s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ❜✐♦❧♦❣②✱
✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ❇❆▲▲ ♣r♦❥❡❝t✹✼ ❬✶✷✷❪ ✇❤✐❝❤ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❛♥❞ ❣❡♥❡r✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣
s♦❢t✇❛r❡ ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❈❤❛♣t❡r ✼✱ ♦✉t❧✐♥❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s
♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t♦

✹✻❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❣❡♦♠❡tr②❢❛❝t♦r②✳❝♦♠✴
✹✼❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❜❛❧❧✲♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✴



✷✳✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❚❤❡s✐s ❖✈❡r✈✐❡✇ ✻✶

✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♣❛❝❦❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ s♣❤❡r❡s ✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ♥♦t ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♦❜❥❡❝t
♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t r❡❧❡❛s❡ ✭s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❢♦r ❧❛t❡
✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❧✲t②♣❡s✲♦❢✲❝✐r❝❧❡s tr❛✐ts ❝❧❛ss ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ❝❣❛❧ ❣❡♥❡r✐❝
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✺❪✱ ♥❡❡❞ ✐♥❞❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦❧✐s❤❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❞✐t♦r✐❛❧ ❜♦❛r❞ ❢♦r r❡✈✐❡✇✳



✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❚❤❡ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r

❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡

❈❤❛♣t❡r ❖✈❡r✈✐❡✇

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛
s♣❤❡r❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❬✷✸❪ s✇❡❡♣ ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ❚❤✐s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s ✐s ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡✈❡♥t s✐t❡ t❤❛t ❣r♦✉♣s ❡✈❡♥ts
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡s❡ ❡✈❡♥t s✐t❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❛r❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❡✈❡♥t q✉❡✉❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ t❤❡
✈✐❡✇♣♦✐♥t ♦❢ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❛r❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡✈❡♥t s✐t❡s✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ✇❤✐❧❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚♦ ❡♥❞ ✉♣ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛ ❧♦♥❣❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt ♣❛♣❡r ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇✐t❤ ❋ré❞ér✐❝ ❈❛③❛❧s ✐♥ t❤❡ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ t✇❡♥t②✲t❤✐r❞ ❆♥♥✉❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❬✹✷❪ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ t❤❡ ✈✐❞❡♦
❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✈✐❞❡♦ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ tr❛❝❦✹✽✳ ❆♥ ❡❛r❧✐❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛
t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt ❬✹✶❪✳

✸✳✶ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

✸✳✶✳✶ ❚❤❡ P❧❛♥❛r ❛♥❞ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❙❡tt✐♥❣s

▲✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❇❡♥t❧❡② ❛♥❞ ❖tt♠❛♥♥ ✭❇❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ r❡♣♦rts ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❬✷✸✱ ✻✽❪✱ ❜② s✇❡❡♣✐♥❣ t❤❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
❡❛❝❤ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤✐s ❧✐♥❡ ✐s r❡❝♦r❞❡❞✱ s♦ ❛s t♦ ❞❡t❡❝t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✉♣♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♦❢ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts✳
❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ s❡❣♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✐s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❧✐♥❡ ♣❛ss❡s t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❖♥❡ ♥❡❡❞s ❛♥ ❡✈❡♥t q✉❡✉❡ E t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ ❡✈❡♥ts ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
♦r❞❡r✐♥❣ ✭♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s♦rt❡❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ V✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ ❛ s❡❣♠❡♥t st❛rts✴❡♥❞s t♦ ❜❡
s✇❡♣t ♦r ✇❤❡r❡ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts ✐♥t❡rs❡❝t✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ♣r❡❞✐❝❛t❡s t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t✇♦ s❡❣♠❡♥ts
✐♥t❡rs❡❝t✱ ♠❛✐♥t❛✐♥ E ✱ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ V✳

❈✐r❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ■♥ t❤❡✐r ❛rt✐❝❧❡ ❬✷✸❪✱ ❇❡♥t❧❡② ❛♥❞ ❖tt♠❛♥♥ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤r❡❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t✱
✐❢ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡✐r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts✿

✕ Pr♦♣❡rt② P✶✿ ❆♥② ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡✳
✕ Pr♦♣❡rt② P✷✿ ❋♦r ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡

❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ✭❛t ❝♦♥st❛♥t ❝♦st✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❛t t❤❛t ❧✐♥❡✳

✹✽✈✐❞❡♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧✲❣❡♦♠❡tr②✳♦r❣✴❙♦❈●✲✈✐❞❡♦s✴s♦❝❣✵✼✈✐❞❡♦✴❆rr❛♥❣❡♠❡♥t✳❛✈✐

✻✸



✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❤❡ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡

✕ Pr♦♣❡rt② P✸✿ ●✐✈❡♥ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ✐❢ t❤❡② ✐♥t❡rs❡❝t✱ ❛♥❞ ✐❢
s♦ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡✐r ❧❡❢t♠♦st ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛❢t❡r s♦♠❡ ✜①❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡

❋♦r ❝✐r❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ Pr♦♣❡rt② P✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❝✐r❝❧❡ ♠✉st ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛r
❛r❝s ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ t❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✇❡❡♣✲❧✐♥❡ ✭❝❛❧❧❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✮✳ Pr♦♣❡rt② P✷
❛s❦s ❢♦r ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛❧♦♥❣ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✭t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ V✮✳
Pr♦♣❡rt② P✸ ❛s❦s ❢♦r ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥t❡rs❡❝t ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦ ❜✉✐❧❞
s✉❝❤ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭♠❛✐♥t❛✐♥ E✮✳

❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ❝❤♦s❡ ✐s t♦ ❞✐r❡❝t❧②
❤❛♥❞❧❡ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✖❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✳ ❖✉r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✇❡❡♣s t❤❡ s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ

❛♥❝❤♦r❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦❧❡s✳ ❚❤❡ t❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥t✭s✮ ❜❡t✇❡❡♥ Mθ ❛♥❞ ❛ ❝✐r❝❧❡✱ ✐❢ ❛♥②✱ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥t♦ ♦♥❡ ♦r t✇♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✳ ❚❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧❧② s♦rt❡❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ V ❧✐st✐♥❣ t❤❡ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❜② Mθ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
s✇❡❡♣✖s✉❝❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛❝t✐✈❡✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✐s ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ✐♥ ❛t ♠♦st
♦♥❡ ♣♦✐♥t ❜② Mθ ✭Pr♦♣❡rt② P✶✮✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t V ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♦r❞❡rs t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t
❛ ❣✐✈❡♥ θ✱ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✇✳r✳t✳ t❤✐s ♦r❞❡r✐♥❣ ❛❧♦♥❣ V✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❡❛s❡
t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ V ✐s ❛❧s♦ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ s❡♥t✐♥❡❧s s❡t t♦ t❤❡ ♣♦❧❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞ ❢♦r
V ✭❛♥❞ ❢♦r E✮ ✐s ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♥t❛✐♥✱ ✐♥s❡rt✱ ❞❡❧❡t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝
t✐♠❡✹✾✳ ❚❤❡ s✇❡❡♣ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ θ s♣❛♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, 2π]✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛s❡✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r E ❛s ❛♥ ❡✈❡♥t q✉❡✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ❝✐r❝❧❡s ✐s t❤❛t
✇❤✐❧❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♣r❡❞✐❝❛t❡s
❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ s❛t✐s❢② ♣r♦♣❡rt✐❡s P✷ ❛♥❞ P✸ ✭♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✮ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳

❚❤❡ st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✈s✳ ❞✐r❡❝t ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❋r♦♠ ❝♦♠♠♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❦♥♦✇✲
❧❡❞❣❡✱ t❤❡ st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✱ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦r ❛ ❧✐♥❡ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡❛❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

▲❡♠♠❛ ✶ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s♣❤❡r❡ S0 ♦❢ r❛❞✐✉s R ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❛♥❞ ❛ ♣❧❛♥❡ P = {(x, y, z) ∈ R
3; aX+

bY + cZ + d = 0} ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ S0 ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ C✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦rt❤ ♣♦❧❡ N ✱
t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ {(x, y, z) ∈ R

3; z = 0}✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❝✐r❝❧❡ C ✐s✿

✕ ✐❢ P ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ N ✱ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥✿

(

x+
aR2

cR+ d

)2

+

(

y +
bR2

cR+ d

)2

− a2R4 + b2R4 + c2R4 −R2d2

(cR+ d)2
= 0

✕ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥✿

2(ax+ by)− cR+ d = 0

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t p = (X,Y, Z) ∈ R
3✱ ❧②✐♥❣ ♦♥ S0 ❛♥❞ P ✱ ❜② t❤❡ st❡r❡♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ❛

♣♦✐♥t q = (x, y, 0) ∈ R
2 × {0} s✉❝❤ t❤❛t p = N + kNp✱ k ∈ R✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❧❛♥❡✱ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ k ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
x2 + y2 ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳

❲❡ ❤❛✈❡✿ x2 +y2 = X2+Y 2

k2 ⇐⇒ x2 +y2 = R2−Z2

k2 ⇐⇒ x2 +y2 = R2−Z2

( R−Z
R

)2
⇐⇒ x2 +y2 = R2 R+Z

R−Z ✳ ❋r♦♠

t❤✐s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ x2+y2

R2 ± 1 ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t Z = Rx2+y2−R2

x2+y2+R2 ❛♥❞ t❤❛t x2 + y2 +R2 = 2R2

k ✳
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t p ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ P ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t aX + bY + cZ + d = 0✳ ❯s✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ ✇❡

❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤✐s akx+ bkx+ cRx2+y2−R2

x2+y2+R2 + d = 0✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ (x2 + y2 +R2)k(ax+

by) + (cR + d)(x2 + y2) + R2(d − cR) = 0 ❛♥❞ t♦ 2R2(ax + by) + (cR + d)(x2 + y2) + R2(d − cR) = 0✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ cR + d 6= 0✱ r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t② ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❛r ❝✐r❝❧❡✳
◆♦t❡ t❤❛t P ✐s t❤❡ ♥♦rt❤ ♣♦❧❡ ♦❢ S0 ✐✛ cR+ d = 0✳ �

✹✾Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ r❡❞✲❜❧❛❝❦ tr❡❡✳



✸✳✶✳ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✻✺

❇❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s
♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✱ ✐s t♦ r❡s♦rt t♦ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❛s
♣r❡❢❡rr❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✳

❋✐rst✱ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✉♣♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ♣✉❧❧ ❜❛❝❦ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t ♦♥
t❤❡ s♣❤❡r❡✖t♦ ❣❡t t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❚❤✐r❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s♣❤❡r❡ ✇❤♦s❡ sq✉❛r❡❞
r❛❞✐✉s ✐s ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ✭✐ts r❛❞✐✉s ✐s ♥♦t s♦✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞
t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ✐ts ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✱ ✐s t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ t✇♦ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛r✐s❡ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❛❧✇❛②s ❞❡❛❧s
✇✐t❤ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✭r❡❢❡r t♦ s❡❝t✐♦♥ ✼✮✳

✸✳✶✳✷ ❈✐r❝❧❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❚❤❡ s✇❡❡♣ ♠❡r✐❞✐❛♥ ❜❡✐♥❣ ❛♥❝❤♦r❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦❧❡s✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♥❡❡❞s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♣♦❧❡s✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s♣❤❡r❡ S0✱ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦rt❤ ❛♥❞ ❛ s♦✉t❤ ♣♦❧❡s✳ ❆ ❝✐r❝❧❡ Ci ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣♦❧❛r ✐❢
✐t ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦❧❡ ♦❢ S0❀ ❜✐♣♦❧❛r ✐❢ ✐t ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t✇♦ ♣♦❧❡s ♦❢ S0❀ t❤r❡❛❞❡❞ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ Ci ❛♥❞ t❤❡ z✲❛①✐s ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ♦♣❡♥ ❞✐s❦ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Ci❀ ♥♦r♠❛❧
♦t❤❡r✇✐s❡✳

❲✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ ❞❡✜♥❡s t✇♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡❞
❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥t [0, 1]❀ ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ❞❡✜♥❡s s✉❝❤ ❛♥ ❛r❝✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t♦ ❛ ♣♦✐♥t✖t❤❡ ♣♦❧❡ ✐ts❡❧❢✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ s✇❡❡♣ ♣r♦❝❡ss✱ V ❝♦♥t❛✐♥s ❛❝t✐✈❡ ❛r❝s✳ ❋♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛ t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡
❞❡✜♥❡s ❛♥ ❛r❝ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧✇❛②s ❛❝t✐✈❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❞❡✜♥✐♥❣ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❢♦r ❛ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ✐s
✉s❡❧❡ss s✐♥❝❡ s✉❝❤ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐s ♥♦t tr❛♥s✈❡rs❡❧② ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❜②Mθ✱ s♦ t❤❛t ♥♦ ✐♥s❡rt✐♦♥ ✐♥t♦ V ✐s ♣❧❛♥❡❞✖t❤❡
❝✐r❝❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ❛t s♣❡❝✐❛❧ θ ✈❛❧✉❡s✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡s❡ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✐r❝✉❧❛r
❛r❝s ❛r❡ ❥✉st ❝❛❧❧❡❞ ❛r❝s✳ ❋♦r ❝❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ❛♥ ❛r❝ s❤❛❧❧ ♥❡✈❡r ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ♣♦❧❡✳
❆s ❛ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡ ♦♥ S0 ✐s ❛ ❝✐r❝❧❡ ✇❤♦s❡ ❝❡♥t❡r ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ S0✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛ ♥♦♥✲❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡ ✐s
♥♦r♠❛❧✱ ♣♦❧❛r ♦r t❤r❡❛❞❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡ ✐s ❡✐t❤❡r t❤r❡❛❞❡❞ ♦r ❜✐♣♦❧❛r✳

N

S

Normal

Threaded

Bipolar

Polar

Mθ

O

S0

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❚❤❡ ❢♦✉r t②♣❡s ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s✳

x

yS0

Ci

S0

Ci

θS

θEy

x

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❙t❛rt ✭θS✮ ❛♥❞ ❡♥❞ ✭θE✮ ✈❛❧✉❡s ♦❢ st❛rt
❛♥❞ ❡♥❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ Ci✳

✸✳✶✳✸ ◆♦t❛t✐♦♥

◆♦t❛t✐♦♥ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s♣❤❡r❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞
S0✳ ❊❛❝❤ ❝✐r❝❧❡ Ci ❞r❛✇♥ ♦♥ S0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ S0 ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r s♣❤❡r❡ Si✳ ❆ s♣❤❡r❡ Si ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐ts ❝❡♥t❡r ci = (xi, yi, zi) ❛♥❞ r❛❞✐✉s ri✳ ❙♣❤❡r❡ S0 ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
(θ, z)✱ ❛♥❞ ❜② ♣♦❧❡s ✇❡ r❡❢❡r t♦ ✐ts ♥♦rt❤ ❛♥❞ s♦✉t❤ ♣♦❧❡s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥Mθ ♦❢ S0 ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞
❜② θ ∈ (0, 2π]✳



✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❤❡ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❇❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆❧❧
t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ✇❤❡r❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ♣r♦✈❡❞✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶ Pr❡❞✐❝❛t❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s ♦♥
❛ s♣❤❡r❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st t✇♦✳

✸✳✶✳✹ ❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡✿ ❉❡❣❡♥❡r❛t❡ ❈❛s❡s

●❡♥❡r✐❝❛❧❧②✱ t✇♦ s♣❤❡r❡s ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ ❛ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ t❤r❡❡ s♣❤❡r❡s ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐❢ t❤❡② ✐♥t❡rs❡❝t
❛t ❛❧❧✳ ❚♦ ❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛❧❧ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❡
❛❞❞ t❤❡ ❧❡❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❤❡r❡s t♦ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❣❡♥❡r✐❝ ♦♥❡✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② s✉❜s❡t ♦❢ s♠❛❧❧❡r
s✐③❡ ✐s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ s♣❤❡r❡s ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❛r❡
s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ s❡♠✐✲❝♦❧♦♥✳
⊲ ✶✳ P❈1✱ {S0;Si}✿ s♣❤❡r❡s S0 ❛♥❞ Si ❛r❡ t❛♥❣❡♥t ✐✳❡✳ ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ ♦♥❡ ♣♦✐♥t✳
⊲ ✷✳ P❈2✱ {S0, Si;Sj}✿ S0 ❛♥❞ Si ✐♥t❡rs❡❝t ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡✱ ❛♥❞ Sj ✐s ❛♥♦t❤❡r s♣❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ♣❡♥❝✐❧ ♦❢ t❤❡s❡
t✇♦ s♣❤❡r❡s✱ ✐✳❡✳ ✐♥t❡rs❡❝ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝✐r❝❧❡✳
⊲ ✸✳ P❈3✱ {S0, Si;Sj}✿ Si ✐♥t❡rs❡❝ts S0 ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡✳ Sj ✐♥t❡rs❡❝ts S0 s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♦❢ Si✱ Sj ❛♥❞ S0 ✐s ♦♥❡ ♣♦✐♥t✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ Ci ❛♥❞ Cj ❛r❡ t❛♥❣❡♥t ❝✐r❝❧❡s ♦♥ S0✳
⊲ ✹✳ P❈4✱ {S0, Si, Sj ;Sk}✿ t❤❡ t✇♦ ❝✐r❝❧❡s Ci ❛♥❞ Cj ✐♥t❡rs❡❝t ❛t t✇♦ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ Ck ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ Ci, Cj , Ck ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t ♦♥ S0✳
⊲ ✺✳ P❈5✱ {S0, Si, Sj ;Sk}✿ ❈✐r❝❧❡ Ck ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✷ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ S0, Si, Sj ✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❝❛s❡ P❈3 ✐s ♥♦t ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ P❈1 ❛❧t❤♦✉❣❤ Si ❛♥❞ Sj ❛r❡ t❛♥❣❡♥t✱ s✐♥❝❡ P❈1 ✐s ❝♦♥❝❡r✲
♥❡❞ ❜② t❤❡ t❛♥❣❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ S0 ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r s♣❤❡r❡✳ ◆♦t✐❝❡ ❛❧s♦ r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ♦✉r ❇❖
❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❛r❡ P❈3✱ P❈4 ❛♥❞ P❈5✳ ❈❛s❡s P❈1 ❛♥❞ P❈2 ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❜② ❜❛❧❧s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❥✉st ♠❡♥t✐♦♥ ❤♦✇ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ♠❛♥❛❣❡❞✳ ❈❛s❡ PC1 ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❛❞✐✐ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥✉❧❧ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✺✵✳ ❈❛s❡ PC2 ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦r❞❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ t♦ s♦rt ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s✳ ❈❛s❡ PC3✱ ✇❤✐❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ❡✈❡♥t✱ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠
✷✳ ❙♦ ❛r❡ ❝❛s❡s PC4, PC5✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❉❡❢✳ ✻ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ s❡✈❡r❛❧
✭❛t ❧❡❛st t✇♦✮ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❡✈❡♥ts✳

✸✳✷ P♦✐♥ts✱ ❊✈❡♥ts✱ ❛♥❞ ❊✈❡♥ts ❙✐t❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❢❛❝❡❞✳

✸✳✷✳✶ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ❉✐✣❝✉❧t✐❡s

❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❋r♦♠ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ st❛♥❞♣♦✐♥t✱ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡✈❡♥t
♣♦✐♥ts✱ ✐✳❡✳ ♣♦✐♥ts ♦❢ S0 ✇❤❡r❡ s♦♠❡t❤✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ s✇❡❡♣ ♣r♦❝❡ss ♦❝❝✉rs✿ t✇♦ ❛r❝s ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ t❤❡✐r
✐♥t❡r✐♦r ❛t t❤❛t ♣♦✐♥t✱ ♦r t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ ❛ ❝✐r❝❧❡ ❛t t❤❛t ♣♦✐♥t✳ ❇✉t s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡s θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❛r❝s✱ ✇❡ r❡❝♦r❞ t❤❡ ❛r❝✭s✮ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡✈❡♥t ♣♦✐♥t ✐♥t♦ ❛♥ ❡✈❡♥t✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛❧❧ ❡✈❡♥ts ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥t ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥t♦ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡✈❡♥t s✐t❡✳

❖r❞❡r✐♥❣ ❆s t❤❡ ❇❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s s♦rt✐♥❣ ❡✈❡♥t s✐t❡s✱ ♦♥❡ ♥❛t✉r❛❧❧② r❡s♦rts t♦ t❤❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝
♦r❞❡r ♦✈❡r ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧❡s✳ ❇✉t t❤✐s ♦r❞❡r ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❡✈❡♥t
s✐t❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❝✐r❝❧❡s ♠♦t✐✈❛t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
✹ t♦ ✽✳

✺✵■♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❛❝t✉❛❧❧② s❦✐♣ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❛ ❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❡q✉❛❧❧② r❡♣♦rt
✐t ❛s ❛ ♣♦✐♥t✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✷✲❢❛❝❡✱ ✶✲❢❛❝❡ ♦r ✵✲❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❆s t❤✐s ♣♦✐♥t ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛
❝✐r❝❧❡ ♦❢ ♥✉❧❧ r❛❞✐✉s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✇❡❡♣ ♣r♦❝❡ss✳



✸✳✷✳ P♦✐♥ts✱ ❊✈❡♥ts✱ ❛♥❞ ❊✈❡♥ts ❙✐t❡s ✻✼

✸✳✷✳✷ P♦✐♥ts ✈s✳ ❊✈❡♥ts

❆s ❡♠♣❤❛s❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛ ♣♦✐♥t r❡❢❡rs t♦ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ S0✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

◆♦r♠❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ Ci✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ Ci ❛r❡
t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ✐♥t❡rs❡❝ts Ci ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ st❛rt ♣♦✐♥t (θS , zS) ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞
♣♦✐♥t (θE , zE) ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ st❛rts ❛♥❞
❡♥❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✺✶✳

P♦❧❛r ❛♥❞ ❜✐♣♦❧❛r ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❲❤❡♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞s ❛ ♣♦❧❡✱ ✐ts ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts
❝♦❛❧❡s❝❡ ❛t t❤❡ ♣♦❧❡✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ zp t❤❡ z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦❧❡✱ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣❛✐rs (θS , zp) ❛♥❞ (θE , zp)✱ ✇✐t❤ θS ❛♥❞ θE t❤❡ ✈❛❧✉❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ✐s t❛♥❣❡♥t
t♦ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡ st❛rt ♣♦✐♥t ✐s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥t ❛s ❢♦r ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✷✮✳ ❲❡
❡①t❡♥❞ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ t♦ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡s✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❜✐♣♦❧❛r ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ θ ✈❛❧✉❡s ❜❡✐♥❣ t❤♦s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
❝✐r❝❧❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥✖t❤❡ z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❜❡✐♥❣ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛
❝✐r❝❧❡✱ t❤❡ st❛rt ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r θ✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳

❘❡♠❛r❦ ✶ ❈r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r ♦r ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ✐ts ❝✐r❝❧❡✱ s❛② Ci ✐♥t♦ ✐ts ❧♦✇❡r ❛♥❞
✐ts ✉♣♣❡r ❛r❝s ❞❡♥♦t❡❞ Ai ❛♥❞ Ai r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✳r✳t✳ t❤❡ z ❛①✐s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♦r ❧♦✇❡r st❛t✉s ❞♦❡s ♥♦t
♠❛tt❡r✱ ❛♥ ❛r❝ ✐s ❥✉st ❞❡♥♦t❡❞ Ai✳

❈r♦ss✐♥❣✱ t❛♥❣❡♥❝②✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ❲❤❡♥❡✈❡r t✇♦ ❛r❝s ♦❢ ♥♦♥✲❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡s
✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ t❤❡✐r ✐♥t❡r✐♦r✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐s t❡r♠❡❞ ❝r♦ss✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ■❢ s✉❝❤ ❛r❝s ❛r❡ t❛♥❣❡♥t ✐♥ t❤❡✐r ✐♥t❡r✐♦r✱ t❤❡
♣♦✐♥t ✐s t❡r♠❡❞ t❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥t✳ ■❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣
❝✐r❝❧❡s✱ ✇❡ s♣❡❛❦ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ t❛♥❣❡♥❝②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱
✇❡ s♣❡❛❦ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝r♦ss✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts s❤❛❧❧ ♦♥❧② r❡❢❡r t♦ ❛ ❝r♦ss✐♥❣ ♦r
❛ t❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥t✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t t♦ r❡❢❡r t♦ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ S0 ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♠♦♥
t♦ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝✐r❝❧❡s✳ ❘❡❢❡r t♦ ❋✐❣✳ ✸✳✸ ❢♦r ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❛❧✐✜❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛t s♣❡❝✐❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ S0✳ ❇✉t ❛s ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t
s✉❜s✉♠❡s ♦♥❡ ❝✐r❝❧❡ ✇❤✐❧❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t s✉❜s✉♠❡s t✇♦ ❝✐r❝❧❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②
✭t❤❡ ♣♦✐♥t✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❛r❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥t✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣♦❧❛r✮ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡✈❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣♦❧❛r✮
❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❛r❝s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛r❝✮ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ t❛❣ ④❙t❛rt✱
❊♥❞⑥ st❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣♦✐♥t ✐s ❛ st❛rt ♦r ❛♥ ❡♥❞ ♣♦✐♥t✳ ❆ ❜✐♣♦❧❛r ❝r✐t✐❝❛❧ ❡✈❡♥t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
♣❛rt ♦❢ ✐ts ❝✐r❝❧❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧❡s ✇✐t❤ ❛ ④❙t❛rt✱ ❊♥❞⑥ t❛❣✳ ❆♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t r❡❢❡rs t♦ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❛r❝s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ t❛❣ ④■♥t❡rs❡❝t✐♦♥1✱ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥2✱
❚❛♥❣❡♥❝②⑥✱ st❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦r ❧❛r❣❡st ♣♦✐♥t ❢♦r ❛ ❝r♦ss✐♥❣ ✺✷✱
♦r ✐s ❛ t❛♥❣❡♥❝②✳

❆♥ ❡✈❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡✐t❤❡r ♣♦❧❛r ♥♦r ❜✐♣♦❧❛r ✐s t❡r♠❡❞ ♥♦r♠❛❧✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ S0 ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ❡✈❡♥t
✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥t✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♥♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♦r t❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥t✿ ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡
❝r♦ss✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r❝s ✐♥ V❀ ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ t❛♥❣❡♥❝② ✐s ♥♦t s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ♣❛✐r ♦❢
❛❝t✐✈❡ ❛r❝s✳

✸✳✷✳✸ ❋✐❧❧✐♥❣ t❤❡ ❊✈❡♥t ◗✉❡✉❡ E ✇✐t❤ ❊✈❡♥t ❙✐t❡s

❚♦ r✉♥ t❤❡ ❇❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❡✈❡♥t s✐t❡s ✐♥t♦ E ✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡✈❡♥t s✐t❡s
❛♥❞ ❛ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ t❤❡♠✳ ❚♦ ♣r❡s❡♥t t❤✐s ♦r❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✉✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛r❝s ✐♥ ❛
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✇❡ ✜rst ❞❡✜♥❡✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ❚✇♦ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✐❢ t❤❡✐r ❡✈❡♥t ♣♦✐♥ts ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❆ ✭❜✐✮♣♦❧❛r ❝r✐t✐❝❛❧ ❡✈❡♥t
❛♥❞ ❛♥ ❡✈❡♥t ❛r❡ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✐❢ t❤❡✐r ❡✈❡♥t ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ θ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳

✺✶◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✇❡❡♣ st❛rts✳
✺✷❘❡❝❛❧❧ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ ♣♦❧❡s✳



✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❤❡ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡

crossing point/event

tangency point/event

critical point/event

intersection point/event

degenerate tangency point

degenerate crossing points

Singular points

two critical points / events

(d)

(c)

(e)

(a)

(b)

one critical point / event

Problem specification
Algorithmic / Geometric
representation

❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ❚❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❛✇❛② ❢r♦♠ ♣♦❧❡s✳ ❙✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✭❝r♦ss✐♥❣✱ t❛♥❣❡♥❝②✮ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ✭st❛rt✱❡♥❞✮ ♣♦✐♥ts ❛♥❞
❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ✐♥t♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❛r❝s✳ ❈r♦ss✐♥❣ ♣♦✐♥ts
❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts tr✐❣❣❡r✐♥❣ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛r❝s ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ V✳



✸✳✷✳ P♦✐♥ts✱ ❊✈❡♥ts✱ ❛♥❞ ❊✈❡♥ts ❙✐t❡s ✻✾

◆♦r♠❛❧ ❛♥❞ ✭❜✐✮♣♦❧❛r ❡✈❡♥t s✐t❡s✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡
✭♥♦r♠❛❧✮ ❡✈❡♥t s✐t❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✉♥✐q✉❡❧② ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥ts t♦ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢
S0✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ❆ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t s✐t❡ ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥t✱ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✿
✕ ❖♥❡ ❧✐st F ❢♦r ❡♥❞ ✭✜♥✐s❤✦✮ ❡✈❡♥ts✱ s♦rt❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ r❛❞✐✉s✳
✕ ❖♥❡ ❧✐st S ❢♦r st❛rt ❡✈❡♥ts✱ s♦rt❡❞ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ r❛❞✐✉s✳
✕ ❖♥❡ ❧✐st CT ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ t❛♥❣❡♥❝② ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ CT t♦ ❝r♦ss✐♥❣
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❛♥❣❡♥❝②✮ ❡✈❡♥ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞ C ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② T ✮✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ F ✭S✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛r❝s ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ ✭✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦✮
V✱ ✇❤✐❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ CT r❡❢❡r t♦ ♣❛✐rs ♦❢ ❛r❝s ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣❡t ❜❛❝❦ ♦♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ ❝✐r❝❧❡s t❤r♦✉❣❤ ♣♦❧❡s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ s✐♠✐❧❛r❧②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ❆ ✭❜✐✮♣♦❧❛r ❡✈❡♥t s✐t❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ✭❜✐✮✲♣♦❧❛r ❡✈❡♥t ✐s t❤❡ ❡✈❡♥t ✐ts❡❧❢✳

❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ❡✈❡♥ts st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t s✐t❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ❛ ♥♦r♠❛❧
❡✈❡♥t s✐t❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥t✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝t ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♠♦♥❣
✭❜✐✮♣♦❧❛r ❡✈❡♥t s✐t❡s✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✭❜✐✮♣♦❧❛r ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t s✐t❡s✳

❖r❞❡r✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t s✐t❡s ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❡❛s✐❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t s✐t❡s ✇❤♦s❡ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥ts ❛r❡ p = (θp, zp) ❛♥❞ q = (θq, zq)✳ ❚❤❡
❡✈❡♥t s✐t❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ p ✐s s❛✐❞ t♦ ♦❝❝✉r ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ q ✐✛

θp < θq, ♦r θp = θq ❛♥❞ zp > zq ✭✸✳✶✮

❖r❞❡r✐♥❣ ♣♦❧❛r ❡✈❡♥t s✐t❡s ❋♦r ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦❧❛r ❡✈❡♥ts✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♥✢✐❝ts ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧❡ ✭❝✐r❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t❛♥❣❡♥t ❛t t❤❡ ♣♦❧❡✮ ❛♥❞ ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❝✐r❝❧❡s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t✇♦ ♣♦❧❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✭✐✮❛r❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡♥❞ ❡✈❡♥ts ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ V ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢
❛r❝s ♦❢ st❛rt ❡✈❡♥ts❀ ✭✐✐✮V ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ t♦♣✲❞♦✇♥❀ ✭✐✐✐✮t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❛t ❛ ♣♦❧❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡✐r r❛❞✐✐✱ ✇❡ ❣❡t✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ❋♦r t✇♦ ♣♦❧❛r ❝r✐t✐❝❛❧ ❡✈❡♥t s✐t❡s ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t✱ ♦♥❡ ❤❛s✿
✕ ❆ ♣♦❧❛r ❡♥❞ ❡✈❡♥t s✐t❡ ♦❝❝✉rs ❜❡❢♦r❡ ❛ ♣♦❧❛r st❛rt ❡✈❡♥t s✐t❡✳
✕ ❆ ♣♦❧❛r ❡✈❡♥t s✐t❡ ❛t t❤❡ ♥♦rt❤ ♣♦❧❡ ♦❝❝✉rs ❜❡❢♦r❡ ♦♥❡ ❛t t❤❡ s♦✉t❤ ♣♦❧❡✳
✕ ❆♠♦♥❣ ♣♦❧❛r st❛rt ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡♥❞✮ ❡✈❡♥t s✐t❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧❡✱ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝✐r❝❧❡ ✐s ♦❢
❧❛r❣❡st ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s♠❛❧❧❡st✮ r❛❞✐✉s ♦❝❝✉rs ✜rst✳

❖r❞❡r✐♥❣ ❡✈❡♥t s✐t❡s✿ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ♠✉st r❡s♦❧✈❡ ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
t②♣❡s ♦❢ ❡✈❡♥t s✐t❡ ✭♥♦r♠❛❧✱ ❜✐♣♦❧❛r✱ ♣♦❧❛r✮✳ ❋✐rst✱ ❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❉❡❢✳ ✼✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ❛ ❜✐♣♦❧❛r
❝✐r❝❧❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ❧❛r❣❡st r❛❞✐✉s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛ ❜✐♣♦❧❛r ❡✈❡♥t s✐t❡ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ ♣♦❧❛r ❡✈❡♥t s✐t❡s ♠✉st ❜❡
❡♥❝❧♦s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ st❛rt ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ❡✈❡♥ts✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥t ✇❤♦s❡
θ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠❛t❝❤❡s t❤❛t ♦❢ ❛ ❜✐♣♦❧❛r ❡✈❡♥t s✐t❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✱ t❤❡ ❜✐♣♦❧❛r
❡✈❡♥t s✐t❡ ♠✉st ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ✜rst✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞♦ ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❛♥ ♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ♣♦❧❛r
st❛rt ❡✈❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✱ ✇❡ ♣r♦❝❡ss t❤❡♠ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳
❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ✉s❡❞ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ ❡✈❡♥t s✐t❡s ✐♥t♦ E ✿
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ❊✈❡♥t s✐t❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✱ ✐❢ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t✱ ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ePep
< eB < eN < ePsp

✇❤❡r❡ a < b ♠❡❛♥s a ♦❝❝✉rs ❜❡❢♦r❡ b❀ eP∗
, eB , eN st❛♥❞ ❢♦r ♣♦❧❛r✱ ❜✐♣♦❧❛r✱ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t s✐t❡s❀ ePsp

✱ ePep

st❛♥❞ ❢♦r ♣♦❧❛r st❛rt✱ ❡♥❞✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❝♦♥✢✐❝t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❜✐♣♦❧❛r ❡✈❡♥t s✐t❡s ❝❛♥♥♦t ❛r✐s❡✱ ❛s ✇❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
❝✐r❝❧❡s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳

Pr❡❞✐❝❛t❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ❡✈❡♥t s✐t❡s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳



✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❤❡ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡

✸✳✸ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ❜❛s✐❝s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇❖ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✮✱ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡
♦❢ ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸✳✸✮✱ ❛♥❞ ❤❛♥❞❧❡ ❡✈❡♥t s✐t❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✮✳

✸✳✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤♦s❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳✻✱ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❇❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❬✻✽❪✿ ✇❡ ✐t❡r❛t❡ ♦✈❡r ❡✈❡♥t s✐t❡s ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ q✉❡✉❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥ V ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛r❝s ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❜② Mθ ❛t θ = 0+✳
◗✉❡✉❡ E ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡✈❡♥ts ♦❢ ❛❧❧ ❜✉t t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ts
❜❡t✇❡❡♥ ❛r❝s ❛❞❥❛❝❡♥t ❛❧♦♥❣ V ❛t θ = 0+✳

❖❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r s✐③❡ ❡✈❡♥t q✉❡✉❡✳ ❋♦r ❇❖ ❞❡❛❧✐♥❣
✇✐t❤ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts✱ t❤✐s str❛t❡❣② ♠❛② ❜❡ t❡r♠❡❞ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❞❡s✐❣♥ ❬✸✹❪✳ ❇✉t t❤❡
♣✐❝t✉r❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✲✇✐s❡ ❛s t❡st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦♦t♥♦t❡✱ ❢r♦♠ ❬✶✹✸❪✿

❖✉r ❳✲str✉❝t✉r❡ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ s❡❣♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛❞❥❛❝❡♥t
✐♥ t❤❡ ❨✲str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❳✲str✉❝t✉r❡✳ ❘❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts
✇♦✉❧❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛♥ ❳✲str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r s✐③❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❳✲str✉❝t✉r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣r❛♣❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
r❡♠♦✈❡ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts✳

■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t q✉❡✉❡ ✐s ♥♦t ❛ ❣♦❛❧ ♣❡r s❡✱ ❜✉t ✐t ✐s ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥t ❛s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ❛r❝s ❛❧♦♥❣ V✳ ❚♦ ♣r❡s❡♥t ♦✉r str❛t❡❣②✱ ✇❡ ✜rst
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❧♦ss ✭❛♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥✮ ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ✉♣♦♥ ✉♣❞❛t❡s
♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t q✉❡✉❡✳

✸✳✸✳✷ ❇❧♦❝❦s ✇✐t❤✐♥ ❛ ◆♦r♠❛❧ ❊✈❡♥t ❙✐t❡ ❛♥❞ ❘❡✈❡rs❛❧ ♦❢ ❆r❝s

❆s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✸✹❪✱ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r s✐③❡ q✉❡✉❡ r❡q✉✐r❡s ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ E ❡✈❡♥ts ✭✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ts
✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛r❝s ❛❞❥❛❝❡♥t ❛❧♦♥❣ V ♦♥❧②✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ♣❛✐rs ♦❢ ❛r❝s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♥♦t ❛❞❥❛❝❡♥t ❛♥②♠♦r❡ ❛❧♦♥❣ V ✇❤❡♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥ ❡✈❡♥t s✐t❡ ❢r♦♠ E ✱ s♦ ❛s t♦ ✉♣❞❛t❡ E ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳
❚❤❛t ✐s ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

■♥✈❛r✐❛♥t ✶ ❯♣♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t s✐t❡✱ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❛r❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✐♥
t❤❡ ❧✐st CT ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t s✐t❡ ♦❢ E ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❛❧♦♥❣ V✳

❚❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜r❡❛❦❴❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ✉♣♦♥
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦❝❦s ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐sts ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t s✐t❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ❆ ❜❧♦❝❦ ✐s ❛ s♦rt❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛r❝s ♦❢ t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ♠❛t❝❤ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛r❝s ❛❞❥❛❝❡♥t ❛❧♦♥❣ V✳ ❚❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❛r❝s ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❝s ✐♥ V✳ ❚❤❡ ❜❧♦❝❦ ✐s t❡r♠❡❞ ❛ ❝r♦ss✐♥❣ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❛♥❣❡♥❝②✮ ❜❧♦❝❦ ✐❢ ❛❧❧ ✐ts ❡✈❡♥ts ❛r❡
❝r♦ss✐♥❣ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❛♥❣❡♥❝②✮ ❡✈❡♥ts✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦ ❛r❡ t❤❡ ❛r❝s ♦❢ V ❧♦❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ✐ts
t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❛r❝s✳

◆♦t✐❝❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦ ❛❧✇❛②s ❡①✐st s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s s❡♥t✐♥❡❧s ✐♥ V✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥
✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❧✐st CT ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t s✐t❡✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭r❡q✉✐r❡❞ ❜②
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜r❡❛❦❴❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ■♥✈❛r✐❛♥t ✶✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛♥❞❧❡❴❡✈❡♥t❴s✐t❡ t♦ r❡✈❡rs❡
❛r❝s ❛❧♦♥❣ V✱ ❛♥❞ t♦ ❞❡t❡❝t ♥❡✇ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❛r❝s✮✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ✐ts t❛♥❣❡♥❝② ❛♥❞ ❝r♦ss✐♥❣
❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❢✐♥❞❴❈❚❴❜❧♦❝❦❴❜♦✉♥❞s✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ t❤❛♥❦s t♦
■♥✈❛r✐❛♥t ✶✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦ CT ✐s r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② ❝❤❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥ts✱ ❛s ❡❛❝❤ ❛r❝ ❜✉t t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ♦♥❡s ❛♣♣❡❛rs
✐♥ ❡①❛❝t❧② t✇♦ ❡✈❡♥ts✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❢r♦♠ t❤❡ CT ❜❧♦❝❦✱ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥❝② ❜❧♦❝❦s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❡✈❡♥ts ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t②♣❡ ✭❛ ❝r♦ss✐♥❣ ♦r t❛♥❣❡♥❝② t❛❣ ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❡✈❡♥t✮✳



✸✳✸✳ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡ ✼✶

p

Ac1

At3

Ac4

At5

Mθ

Ac3

At4

At1

At2

Ac2

(a)

Ac1

At3

Ac4

At5

Ac3

At4

At1

At2

Ac2

V

crossing

crossing

crossing

tangency

tangency

crossing

tangency

crossing

(b)

N

S

top

bottom
top

bottom
top

bottom
top

bottom
top

bottom

❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ✭❛✮ ❆ s❡t ♦❢ ❡✈❡♥ts ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ♠❛♥② ❜❧♦❝❦s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥t♦ s✉❜s❡ts ♦❢ ❡✈❡♥ts ♦❢
s❛♠❡ t②♣❡✳ ■♥ t❤❡ ❡✈❡♥t s✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣♦✐♥t p✱ t❤❡r❡ ❛r❡✿ ✜✈❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❡✈❡♥ts✿ (Ac1

∩Ac2
)✱ (Ac2

∩At1)✱
(At2 ∩Ac3

)✱ (Ac3
∩At3) ❛♥❞ (At5 ∩Ac4

)❀ t❤r❡❡ t❛♥❣❡♥❝② ❡✈❡♥ts✿ (At1 ∩At2)✱ (At3 ∩At4) ❛♥❞ (At4 ∩At5)✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t❛♥❣❡♥❝② ❜❧♦❝❦s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t❛♥❣❡♥❝② ❡✈❡♥ts✿ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤♦s❡ ❛r❝s
❛r❡ [At1At2 ] ❛♥❞ [At3At4At5 ]✱ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❜❧♦❝❦s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝r♦ss✐♥❣ ❡✈❡♥ts ✇❤♦s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ ❛r❝s ❛r❡ [Ac1

Ac2
At1 ]✱ [At2Ac3

At3 ] ❛♥❞ [At5Ac4
]✳ CT ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❜❧♦❝❦ [Ac1

Ac2
At1At2Ac3

At3At4At5Ac4
]

✭❜✮ ❘❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛r❝s st♦r❡❞ ✐♥ ❡✈❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣✴t❛♥❣❡♥❝② t❛❣✳

❘❡♠❛r❦ ✷ ❲❡ ❛ss✉♠❡❞ ❡❛❝❤ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡❧② st♦r❡s t❤❡ t✇♦ ❛r❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ■♥ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡
❝❛s❡s ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❛r❝s ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥t✱ t❤✐s ♥❛✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ❛r❝s
❝♦♠♠♦♥ t♦ t✇♦ ❡✈❡♥ts✳ ❇✉t s✐♥❝❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❛r❝s ❛r❡ s♦rt❡❞ ❛❧♦♥❣ V✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥t t♦
t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛r❝ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ r❡tr✐❡✈❡❞✱ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❢r♦♠ V✖❜♦t❤ ❛r❝s ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
✐♥ V✳

✸✳✸✳✸ ▼❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ▲✐♥❡❛r ❙✐③❡ ❊✈❡♥t ◗✉❡✉❡

❊q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦❝❦✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜r❡❛❦❴❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ■♥✈❛r✐❛♥t
✶✳ ❆♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✐s t❡r♠❡❞ ✈❛❧✐❞ ✐❢ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛r❝s ❛r❡ ✐♥ V ❛♥❞ ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❛❧♦♥❣ V✳ ❲❡ ✇✐s❤
t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ❡❛❝❤ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t s✐t❡ ♦❢ E ✈❛❧✐❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ♦♥❧②✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ts st♦r❡❞ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t s✐t❡ ♦❢ E ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❜❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ t♦♣ ❡✈❡♥t s✐t❡ e✱ ✇❡
♥❡❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ ❡✈❡♥t s✐t❡s ♦❢ E ❡✈❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❣❡t ♥♦♥✲✈❛❧✐❞ ✉♣♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ e✳

❙✉♠♠❛r②✿

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜r❡❛❦❴❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s r❡♠♦✈❡s ❛❧❧ ♥♦♥✲✈❛❧✐❞ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥❝② ❡✈❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤✉s
♠❛✐♥t❛✐♥s ■♥✈❛r✐❛♥t ✶✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t s✐t❡✱ ❛♥❞ t♦
❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺✮ t♦ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❛❧r❡❛❞② ❞❡t❡❝t❡❞
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❛r❝ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛❞❥❛❝❡♥t ✐♥ V✳

❘❡♠❛r❦ ✸ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t✇♦ ❛r❝s ❢r♦♠ t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❝✐r❝❧❡s ②✐❡❧❞ ♦♥❡ ♦r t✇♦
❡✈❡♥ts✿ t✇♦ ✐❢ t❤❡② ✐♥t❡rs❡❝t tr❛♥s✈❡rs❡❧② t✇✐❝❡ ❛♥❞ ♥♦ ❡✈❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❯♣♦♥
❛❞❥❛❝❡♥❝② ❧♦ss✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❡✈❡♥t s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❡✈❡♥t t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♠❛♣ ✭✐ts s✐③❡ ✐s ❛❧✇❛②s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ E✮ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t♦
❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❛r❝s ❛❞❥❛❝❡♥t ❛❧♦♥❣ V t❤❡ ❡✈❡♥t s✐t❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✈❡♥t✭s✮✳



✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❤❡ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡

As1

As2

Ao

As1

As2

As2

As1

As2

As1

Ce

Ae

Ae

Cs Cs

Ac1

Ac2

At1

At2
p

M0

Ao p
p

p

(a) (c2)(b) (c1)

❋✐❣✳ ✸✳✺ ✕ ❇r❡❛❦✐♥❣ ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛r❝s✳ P♦✐♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡✈❡♥ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦ ❜✉❧❧❡t✳
✭❛✮ ❲❤❡♥ ❝✐r❝❧❡ Ce ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❜② M0 ❡♥❞s✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ♦❢ (As1

, Ae)✱ (Ae, As2
) ❛♥❞

(Ae, A0)❀ ✭❜✮ Pr♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t s✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ p ❜r❡❛❦s ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs (As1
, Ac1

)✱
(Ac1

, At1)✱ (At2 , Ac2
) ❛♥❞ (Ac2

, As2
)

✭❝1✮ ■♥s❡rt✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ Cs ❜r❡❛❦s ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs (As1
, Ao) ❛♥❞ (Ao, As2

)❀ ✭❝2✮ ■♥s❡rt✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ Cs

❜r❡❛❦s ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ♦❢ (As1
, As2

)✳

❆❧❧ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s✿

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❤❡r❡ ✇✐t❤ ❛ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✶✳

◆♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t s✐t❡s ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜r❡❛❦❴❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥❞ ❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛❧❧ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ✐s ❧♦st✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ st❡♣s✳
⊲ ✶✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺✱ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞
❜♦tt♦♠ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ CT ∪ F ❜❧♦❝❦✱ ❛♥❞ ✐ts ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❛r❝s✳ ❚❤✐s st❡♣ ❢❡❛t✉r❡s t❤r❡❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❝❛s❡s✿
✭❛✮✳ F 6= ∅✳ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❤❛♥❞❧❡❴❡✈❡♥t❴s✐t❡ r❡♠♦✈❡s ❢r♦♠ V ❛r❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡✈❡♥ts ♦❢ F ✳ ◆♦t❡ t❤❛t

✐❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ C ✐s ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❜② M0✱ t❤❡♥ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ t❤✐s ❝✐r❝❧❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❞❡t❡❝t❡❞ ❜✉t ♥♦t ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ▲❡t C+ ❛♥❞ C− t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❧❛r❣❡st ❛♥❞ s♠❛❧❧❡st r❛❞✐✉s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡♥❞
❡✈❡♥ts ♦❢ F ✱ ❛♥❞ A+/A+ ❛♥❞ A−/A− ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♣♣❡r✴❧♦✇❡r ❛r❝s✳
✕ ✐❢ C+ ∩M0+ 6= ∅ r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ E ✱ ✐❢ ❡①✐sts✱ ❛♥② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ A+ ✭ A+✮ ❛♥❞ ✐ts ✉♣♣❡r
♥❡✐❣❤❜♦r ✭❧♦✇❡r ♥❡✐❣❤❜♦r✮ ✐♥ V
✕ ✐❢ C− ∩M0+ 6= ∅ r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ E ✱ ✐❢ ❡①✐sts✱ ❛♥② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ A− ✭ A−✮ ❛♥❞ ✐ts ❧♦✇❡r
♥❡✐❣❤❜♦r ✭✉♣♣❡r ♥❡✐❣❤❜♦r✮ ✐♥ V
✭❜✮✳ F = ∅ ❛♥❞

[
(S 6= ∅ ❛♥❞ CT 6= ∅) ♦r (S = ∅ ❛♥❞ CT 6= ∅)

]
✳ ❆s t❤❡ t♦♣ ✭❜♦tt♦♠✮ ❛r❝ ♦❢ t❤❡ CT

❜❧♦❝❦ ❧♦s❡s ❛❞❥❛❝❡♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ ✉♣♣❡r ✭❧♦✇❡r✮ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❛r❝✱ s✉❝❤ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✭s✮✱ ✐❢ ❛♥②✱ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠
E ✳
✭❝✮✳ F = ∅ ❛♥❞ S 6= ∅ ❛♥❞ CT = ∅✳ ❆r❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❧❛r❣❡st r❛❞✐✉s Cs ♠❛②
❜r❡❛❦ ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛r❝ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ st❛rt ♣♦✐♥t ♦❢ Cs✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ E ✱ ✐❢ ❡①✐sts✱ ❛♥②
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❛r❝ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ✭t❤❡ ❧♦✇❡r✮ ♥❡✐❣❤❜♦r ✐♥ V ♦❢ As ✭As✮✳

✷✳ ✐❢ ❛r❝s ♦❢ Cs ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛r❝s✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ E ✱ ✐❢ ❡①✐sts✱ ❛♥② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥t
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❛r❝s✳

⊲ ✷✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ t❛❦❡s ❝❛r❡ ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❧♦ss ❜❡t✇❡❡♥ ❛r❝s r❡✈❡rs❡❞ ✐♥ t❤❡ CT ❜❧♦❝❦✱ ✇❤❡♥ T 6= ∅
❛♥❞ C 6= ∅✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ ❡❛❝❤ t❛♥❣❡♥❝② ❜❧♦❝❦ ♦❢ CT ❝❤❛♥❣❡ ✉♣♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t✱
❛♥② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❤ ❛♥ ❛r❝ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣ ♦r ❜♦tt♦♠ ❛r❝ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♠✉st ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ E ✳
❖♥❡ ❝❛♥ r❡❢❡r t♦ ❋✐❣✳ ✸✳✹ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠ break❴adjacencies ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ ❝❛s❡s {F 6= ∅,F =
∅} × {S = ∅,S 6= ∅} × {CT = ∅, CT 6= ∅} ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✭❝❛s❡ CT ∪ F ∪ S = ∅ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✮✳



✸✳✸✳ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡ ✼✸

✭❇✐✲✮♣♦❧❛r ❡✈❡♥t s✐t❡s ❚❤❡ ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡ ✐s t❤❛t ♦❢ ❛♥ ❡♥❞ ❡✈❡♥t s✐t❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ✐♥t❡rs❡❝t❡❞
❜② M0✿ ✇❡ r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ E ✱ ✐❢ ❛♥②✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛r❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡
❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r ✐♥ V ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ ♣♦❧❡✳

✸✳✸✳✹ ❍❛♥❞❧✐♥❣ ❊✈❡♥t ❙✐t❡s

❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♥♦r♠❛❧✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❜✐♣♦❧❛r✱ ❡✈❡♥t s✐t❡s✳

❙✉♠♠❛r②✿

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛♥❞❧❡❴❡✈❡♥t❴s✐t❡ ❞❡t❡❝ts ❛❧❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛r❝s ❣❡tt✐♥❣ ❛❞✲
❥❛❝❡♥t ❛❧♦♥❣ V ❛❢t❡r ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛♥ ❡✈❡♥t✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛♥❞❧❡❴♣♦❧❛r❴❜✐♣♦❧❛r❴❡✈❡♥t❴s✐t❡ t❛❦❡s ❝❛r❡ ♦❢
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ st❛rts✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❜✐♣♦❧❛r
❝✐r❝❧❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t s✐t❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ V✱ t❤✐s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐♥s❡rt✐♥❣ t♦ ✭r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② r❡♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠✮ V ❛r❝s st❛rt✐♥❣ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡♥❞✐♥❣✮✱ ❛♥❞ r❡✈❡rt✐♥❣ ♦r❞❡r ✐♥ V ♦❢ ❛r❝s ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣
tr❛♥s✈❡rs❛❧❧②✳ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥s r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ♥❡✇ ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ✐♥ V ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ E ✳

❚❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ ❤❛♥❞❧❡❴❡✈❡♥t❴s✐t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳✻✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
♣❛rts ♦❢ ❤❛♥❞❧❡❴♣♦❧❛r❴❜✐♣♦❧❛r❴❡✈❡♥t❴s✐t❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳✹✳✸✳

❆❧❧ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s✿

❆❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛♥❞❧❡❴❡✈❡♥t❴s✐t❡ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ t❤r❡❡ ❧✐sts ♦❢ ❡✈❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧
❡✈❡♥t s✐t❡✳ ❚♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❛t t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥t✱ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❝❴s✉♣
❛♥❞ ❛r❝❴✐♥❢ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦r❞ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ V ❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ❛r❝s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ❜❧♦❝❦s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✿
⊲ ✶✳ ❋✐rst✱ ❛r❝s ❡♥❞✐♥❣ ✭❧✐st F✮ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ❛ ♣r♦❝❡ss ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❝❴s✉♣ ❛♥❞ ❛r❝❴✐♥❢ ❛r❡
✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ s♦ ❛s t♦ ❜♦✉♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❛r❝s ❢r♦♠ ❡✈❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦❀
⊲ ✷✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛r❝s st❛rt✐♥❣ ✭❧✐st S✮ ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ ❛r❝❴s✉♣ ❛♥❞ ❛r❝❴✐♥❢✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
✭✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛♥❞✮ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❀
⊲ ✸✳ ❚❤✐r❞✱ ❛r❝s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝r♦ss✐♥❣s ❛♥❞ t❛♥❣❡♥❝✐❡s ❛r❡ r❡✈❡rs❡❞✳

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❥✉st ❧✐st❡❞ ❛r❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t❡sts✱ s♦ ❛s t♦ ✉♣❞❛t❡ E ✳ ❲❡
♣r♦❝❡❡❞ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t✇♦ ❛r❝s ❣❡t ❛❞❥❛❝❡♥t ❛❧♦♥❣ V✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t❡sts t♦ ♣❡r❢♦r♠✱
❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠❛t❝❤❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✿
✕ ■❢ F 6= ∅ ❛♥❞ S ∪ CT = ∅✿ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♦♥❧② ♦♥❡ ❛r❝ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥ts✱ t❤✐s ❛r❝
❜❡❝♦♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ t✇♦ ❛r❝s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ❡♥❞✐♥❣✱ ❛❢t❡r r❡♠♦✈✐♥❣ ✐ts ❛r❝s ❢r♦♠ V✳ ❊❧s❡ t❤❡
t✇♦ ❛r❝s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ❡♥❞✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡ ❛❞❥❛❝❡♥t✱ ❛❢t❡r r❡♠♦✈✐♥❣ ✐ts ❛r❝s ❢r♦♠ V✳
✕ ■❢ S 6= ∅✿ ❆❢t❡r ✐♥s❡rt✐♦♥✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧♦✇❡r✮ ❛r❝ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❧❛r❣❡st r❛❞✐✉s st❛rt✐♥❣
❜❡❝♦♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛r❝ ❛❜♦✈❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜❡❧♦✇✮ ✐t ✐♥ V✳ ❍❛✈✐♥❣ ✐♥s❡rt❡❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❧♦✇❡r✮ ❛r❝ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ s♠❛❧❧❡st r❛❞✐✉s✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ ❛r❝ ❜❡❧♦✇ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❜♦✈❡✮ ✐t ✐♥
V✳
✕ ■❢ C 6= ∅ ❛♥❞ S = ∅✿ ❚❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❛r❝s ❞❡✜♥❡❞ ❜② CT ❛❢t❡r r❡✈❡rs❛❧ ❣❡t
❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞❡✜♥❡❞ ❜② CT ✳
✕ ■❢ C 6= ∅✿ ❚❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❛r❝s ♦❢ ❡❛❝❤ t❛♥❣❡♥❝② ❜❧♦❝❦ ♦❢ CT ❛❢t❡r r❡✈❡rs❛❧ ❣❡t ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡
❜♦✉♥❞✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ t❤❛t ❜❧♦❝❦✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ t♦♣ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜♦tt♦♠✮ ❛r❝ ♦❢ CT ❜❧♦❝❦ ✐s ❛❧s♦ ❛ t♦♣
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜♦tt♦♠✮ ❛r❝ ♦❢ ♦♥❡ T ❜❧♦❝❦✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t❡st ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ❛r❝ ✐s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❣❛✐♥✳

❚❤❡ ❝❛s❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♥♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t❡st ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t✇✐❝❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛♥❞❧❡❴♣♦❧❛r❴❜✐♣♦❧❛r❴❡✈❡♥t❴s✐t❡ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦❧❛r ❡✈❡♥t s✐t❡✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ s✉❝❤ ❛ st❛rt
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡♥❞✮ ❡✈❡♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥s❡rt ✐♥ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠✮ V t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛r❝ ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣♦❧❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t❡st ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛r❝ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦❧❡✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❛r❝ ❛♥❞ ✐ts ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ♥❡✐❣❤❜♦r ✐♥ V✳

❇✐♣♦❧❛r ❡✈❡♥t s✐t❡s ❞♦ ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ❛♥② ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛r❝ ✐♥ V✱ ❛♥❞ t❤✉s ❞♦ ♥♦t tr✐❣❣❡r ❛♥② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
t❡st✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✱ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ♦♥ s✉❝❤ ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢②✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❛❝t✐✈❡
❛r❝s✳



✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❤❡ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡

✸✳✹ ❍❛♥❞❧✐♥❣ V
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t❤r❡❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r✇❡♥t ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ V✿ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥❀

t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥✴❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❛r❝s ✇❤❡♥ st❛rt✴❡♥❞ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞❀ t❤❡ r❡✈❡rs❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ts✳

✸✳✹✳✶ ■♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ V
❚♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ V✱ ✇❡ ✜rst ❝♦❧❧❡❝t ❛♠♦♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ❝✐r❝❧❡s ✭♥♦r♠❛❧✱ t❤r❡❛❞❡❞✱ ♣♦❧❛r✮ t❤♦s❡ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥

✇✐t❤M+
0 ❞♦❡s ♥♦t r❡❞✉❝❡ t♦ ❛ ♣♦❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛r❝s ❛r❡ s♦rt❡❞ t❤❛t ✐s ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣

♦❢ t❤❡ ❛r❝s ❛t θ = 0+✳ ❋♦r t✇♦ ❛r❝s ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❞✐st✐♥❝t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ M0✱ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s
t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ M0❀ ❢♦r t✇♦ ❛r❝s ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ♦❢ M0✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ ❛
✜rst ♦r❞❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥ts t♦ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ❛t t❤❛t ♣♦✐♥t ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t✱ ♦r ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❛♥❣❡♥t ❛r❝s ✭❙❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✸ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

❆❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ❛r❝s ✐♥ V ❛r❡ t❡st❡❞ ❢♦r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✈❡♥ts ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦
E ✳

✸✳✹✳✷ ■♥s❡rt✐♥❣ ❙t❛rt✐♥❣ ❆r❝s ✐♥t♦ V
❋✐rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦♥❧② ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡s tr✐❣❣❡r ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✐♥s❡rt✐♦♥s ♦❢ ❛r❝s ✐♥t♦ V✿ t❤❡ ❛r❝ ♦❢ ❛ ♥♦rt❤

✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s♦✉t❤✮ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ❝♦♠❡s r✐❣❤t ❛❢t❡r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜❡❢♦r❡✮ ✐ts ♣♦❧❡❀ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢② ❛t t❤❡ ❡✈❡♥t s✐t❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✉♣❞❛t❡ ♦❢ V✳

❚❤❡ ❦❡② st❡♣ ✐♥ ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ st❛rt ❡✈❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧✐st S ❝♦♥s✐sts ♦❢
❧♦❝❛t✐♥❣ t❤❡ st❛rt ♣♦✐♥t p ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❧❛r❣❡st r❛❞✐✉s Cs ❛♠♦♥❣ ❛r❝s ✐♥ V✳ ✭■❢ F 6= ∅✱ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s
s✉♣❡r✢✉♦✉s✳✮ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦rt❡❞♥❡ss ♦❢ S✱ ❛r❝s ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r r❛❞✐✐ ❛r❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧② ✐♥s❡rt❡❞
❝❧♦s❡❞ t♦ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❝✐r❝❧❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✳
❚♦ ❧♦❝❛t❡ p ❛♥❞ s✐♥❝❡ V ✐s ✈❡rt✐❝❛❧❧② s♦rt❡❞✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ r✉♥ ❛ ❜✐♥❛r② s❡❛r❝❤✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s st❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r
p ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡❧♦✇✴❛❜♦✈❡✴♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛r❝ ♦❢ V✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳

■❢ p ✐s ♦♥ ♥♦ ❛r❝✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❛r❝s ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ V ✇❤❡r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐♥❛r② s❡❛r❝❤✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ p ❧✐❡s ♦♥ ❛ ❧❡❛st ♦♥❡ ❛r❝✱ ✐t ✐s ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤❛t ✐ts ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ Cs ❛r❡ tr❛♥s✈❡rs❡✳ ✭❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥
F = ∅ s♦ t❤❛t ♥♦ ❛r❝ ✐s ❡♥❞✐♥❣ ❛t p❀ ♠♦r❡♦✈❡r Cs ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❧❛r❣❡st r❛❞✐✉s
st❛rt✐♥❣ ❛t p✳✮ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❛r❝s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥s❡rt❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
♦❢ ❛r❝s ♣♦✐♥t p ❧✐❡s ♦♥✳

✸✳✹✳✸ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❊✈❡♥ts ❛♥❞ ❆r❝s ❘❡✈❡rs✐♥❣

■♥ ❛❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❛♥ ❡✈❡♥t s✐t❡ ❢❡❛t✉r❡s ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥❝② ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ V ♦♥❝❡ ❛♥
❡✈❡♥t s✐t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛ss❡❞ r❡q✉✐r❡s ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛r❝s ✐♥ ❜❧♦❝❦s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝r♦ss✐♥❣ ❡✈❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❡✈❡♥t s✐t❡✱ ✇✳r✳t✳ ❜❧♦❝❦s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❛♥❣❡♥❝② ❡✈❡♥ts✳ ❲❡ ❞♦ s♦ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✱ ❜② ✜rst r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❛r❝s
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞❡✜♥❡❞ ❜② CT ✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❜② r❡✈❡rs✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛r❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤
t❛♥❣❡♥❝② ❜❧♦❝❦ ✭t❤✐s str❛t❡❣② ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❬✷✹❪✮✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡ ❛ tr❡❡ ❢♦r V✱ r❡✈❡rs✐♥❣ ❛ s❡t
♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❛r❝s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② r❡✲✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ❛r❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞✖✇❤✐❝❤
❛✈♦✐❞s ❛♥② ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦r ❞❡❧❡t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳

✸✳✺ ❈♦rr❡❝t♥❡ss ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❆♥❛❧②s✐s

❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♥❡❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳
❆ ✈❡rt❡① ♦❢ t❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ❡✐t❤❡r ❛ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥t✱ ♦r ❛ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ n t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✐r❝❧❡s✱ ❛♥❞ k ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② v✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✈❡rt✐❝❡s✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡
v = O(n + k)✳ ❆♥ ❡❞❣❡ ✐s ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❆ ❢❛❝❡ ✐s ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ S0 ✇❤♦s❡ ✐♥t❡r✐♦r
✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛♥❞ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts✳ ❙♦♠❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛r✐s❡ ✐❢ t❤❡
✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ ❤♦❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❢❛❝❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✸✳✺✳ ❈♦rr❡❝t♥❡ss ❛♥❞ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❆♥❛❧②s✐s ✼✺

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥ R ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ■❢ t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ R ✐s ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ R✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦♥✲s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢❛❝❡ f ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❝②❝❧❡s✱ ❛♥❞ ❧❡t c0 ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝②❝❧❡s✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt R ♦❢ ❢❛❝❡ f ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ c0 ❛s t❤❡ s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ S0 ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❝②❝❧❡
c0✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡t dom(f) st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❢❛❝❡ f ✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ R\dom(f) ❛r❡ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❢❛❝❡ f ✳

❚❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✳ ◆♦t✐❝❡ ❛ ❤♦❧❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝❡s✳

▲❡♠♠❛ ✷ ❉❡♥♦t❡ v ❛♥❞ e t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ♦❢ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ n ❝✐r❝❧❡s ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡✱
❛♥❞ ❧❡t l st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❡①❛❝t❧② t✇♦ ❡❞❣❡s✳ ❖♥❡ ❤❛s e ≤ 3(v − 1) + l✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❉❡❢✳
✶✵✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❧❡t K0 ❜❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥
♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤✐s ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ K0 ❞❡✜♥❡s ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ D0 ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✐♥t♦
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❦s✖s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦r t❤❡✐r s✉♣♣♦rts ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② K0✳ ❋♦r ❡❛❝❤
s✉❝❤ ❞✐s❦✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ tr❡❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ♦♥❡ ❧❡❛❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ ♦♥❡ ✭♦r s❡✈❡r❛❧✮ s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢❛❝❡✭s✮❀ ♦♥❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛ ♥♦♥✲s✐♠♣❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❙❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✻ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❊✉❧❡r✬s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ s✐♠♣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s ✭❞❡♥♦t❡❞ ❙❈❘ ❢♦r t❤❡
s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♥❝✐s❡♥❡ss ✐♥ t❤✐s ♣r♦♦❢✮✱ ♥❛♠❡❧② ❞✐s❦s ♦❢ D0✱ ❛♥❞ ❤♦❧❡s r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡
tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❡❛❝❤ s✉❝❤ ❞✐s❦✳

▲❡t Vs, Es, Fs t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❙❈❘ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥D0✳ ❖♥❡ ❤❛s Fs = F
(3)
s +Ls✱

✇✐t❤ F (3)
s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② Ls✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❙❈❘ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡①❛❝t❧② t✇♦✮ t❤r❡❡ ❡❞❣❡s✳

❆s ❛♥ ❡❞❣❡ ❜♦✉♥❞s t✇♦ ❙❈❘✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 2Es ≥ 3F
(3)
s +2Ls✳ ❇✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉❧❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡✱

✇❡ ❣❡t Vs − Es + Fs = Vs − Es + F
(3)
s + Ls = 2✳ ❲❤❡♥❝❡

Es ≤ 3(Vs − 2) + Ls. ✭✸✳✷✮

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛ ❙❈❘ ♦❢ D0 ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❤♦❧❡s✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ❊✉❧❡r✬s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
❡❛❝❤ s✉❝❤ ❤♦❧❡ ❜② ✐ts ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ s♦♠❡ ❝❛r❡ ✐s ✐♥ ♦r❞❡r ❛s t❤❡ ❙❈❘ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❤♦❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❤♦❧❡ ✇❤♦s❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱
❡❞❣❡s ❛♥❞ ❙❈❘ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡❞ Vi, Ei, Fi✱ ❧❡t Ti ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❤♦❧❡✳ ❈♦✉♥t✐♥❣
❡❞❣❡s ♦✈❡r ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ②✐❡❧❞s 2Ei−Ti ≥ 3F

(3)
i +2Li✳ ❆s✱ Vi−Ei +F

(3)
i +Li = 1✱

✇❡ ❣❡t
Ei ≤ 3(Vi − 1)− Ti + Li < 3(Vi − 1) + Li. ✭✸✳✸✮

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❥✉st ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ❛ ❤♦❧❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ❛t ❡✈❡r② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ ♦♥❡ ❙❈❘ ♦❢ D0✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✶✲s❦❡❧❡t♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✮ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛
♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ t❤❛t ✐s✱ s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
✇❡ ❣❡t v = Vs +

∑

i Vi✱ l = Ls +
∑

i Li✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t✇♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡
♣r♦♦❢✳ �

❲❡ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② st❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠✳ ◆♦t✐❝❡ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧❡♥s❡s ✭❝♦♥✈❡①
❢❛❝❡s✮ ❛♥❞ ❧✉♥❡s ✭❝♦♥❝❛✈❡ ❢❛❝❡s✮ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝✐r❝❧❡s✳ ❋♦r n ❝✐r❝❧❡s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② r❛❞✐✐ ✐♥ t❤❡
♣❧❛♥❡✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ O(n3/2+t)✱ ❢♦r ❛♥② t > 0✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t ❬✾❪✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝❛s❡s✱ s✐♥❝❡ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❞❡✜♥❡s ♦♥❡ ❧❡♥s ❛♥❞ t✇♦
❧✉♥❡s✱ l ✐s O(k)✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ t❤✉s ♠❛t❝❤❡s
t❤❛t ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬✷✸❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣♦rts ❛❧❧ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ n ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✳
❉❡♥♦t✐♥❣ k t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s O(n) st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ❤❛s O((n + k + l) log n)
❝♦♠♣❧❡①✐t②✳



✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❤❡ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡

Pr♦♦❢✳ ❈♦rr❡❝t♥❡ss✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✸✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ r❡♣♦rts ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ❛❧❧ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ t❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳

❋♦r t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛♥②
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐s r❡♣♦rt❡❞✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞❡t❡❝t ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛r❝s ✇❤❡♥ t❤❡② ❣❡t
❛❞❥❛❝❡♥t ✐♥ V✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ t❛♥❣❡♥❝② ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✉♣♦♥ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛rt ❡✈❡♥t ♦r ❛♥ ❡♥❞ ❡✈❡♥t
✐♥t♦ ❛♥ ❡✈❡♥t s✐t❡ ♦❢ E ✱ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤✐r❞✱ ❢♦r ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝r♦ss✐♥❣s✱
✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ st❛rt ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣
✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛rs ❛r❝s ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ V✱ ❛s t❤❡ st❛rt ♣♦✐♥t ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♦♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r
❛r❝✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❢♦r ❛♥ ❡✈❡♥t s✐t❡ ✇✐t❤ F 6= ∅ ❛♥❞ CT = ∅✱ ✇❤❡♥ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❛r❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ s♠❛❧❧❡st r❛❞✐✉s✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡s❡ ❛r❝s ❛r❡ ♥♦t ❛❞❥❛❝❡♥t ✐♥ V ✇✐t♥❡ss❡s t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝r♦ss✐♥❣✳

▼❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ r❡q✉✐r❡s ❧✐♥❡❛r st♦r❛❣❡✳ ❚❤❡ ❡✈❡♥t q✉❡✉❡ ❛❧s♦ ❤❛s ❧✐♥❡❛r
s✐③❡ s✐♥❝❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❜r❡❛❦❴❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ♠❛❦❡s s✉r❡ ♦♥❧② ❡✈❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛r❝s ✐♥❝✐❞❡♥t ❛❧♦♥❣ V
❛r❡ st♦r❡❞✳

❚✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦st ♦❢
t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ♦✈❡r t❤❡ q✉❡✉❡ E ✳ ❇❡❢♦r❡ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ❛ ❝♦♠♠❡♥t ✐s ✐♥ ♦r❞❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥
♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t ✐♥t♦ E ✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ✐♥s❡rt✐♦♥ ✐♥❞❡❡❞ r❡q✉✐r❡s ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❡✈❡♥t s✐t❡ ✐♥ E✖❛♥❞ ❝r❡❛t✐♥❣ ♦♥❡ ✐❢
♥❡❝❡ss❛r②✳ ❇✉t ❢♦r ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡✈❡♥t✱ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ s♦rt❡❞ ❧✐st S ♦r F ✱ ✇❤♦s❡ s✐③❡ ✐s O(n)✱
❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(logn)✳

❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❧❛ss✐✜❡s t❤❡ ❝✐r❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝✉rs ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦st✳ ❆s t❤❡r❡ ❛r❡ O(n) ♥♦r♠❛❧
❝✐r❝❧❡s✱ ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡s❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡✈❡♥ts ✐♥t♦ E r❡q✉✐r❡s O(n log n)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛t ♠♦st 2n ❛r❝s ✐♥t♦
V ❝♦sts O(n log n)✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦♣ ♦✈❡r q✉❡✉❡ E ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡✈❡♥t ♣r♦❝❡ss❡❞✱ ❞❡♥♦t❡ mp t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❝s
♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✿
✕ r❡♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ E t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛r❝s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛❞❥❛❝❡♥t ✐♥ V✿ O(mp log n)❀
✕ r❡♠♦✈✐♥❣✴✐♥s❡rt✐♥❣ ❡♥❞✐♥❣✴st❛rt✐♥❣ ❛r❝s ❢r♦♠✴✐♥t♦ V✿ O(mp log n)❀
✕ ✜♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ CT ✿ O(mp logmp)❀
✕ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥s❡rt✐♥❣ ✐♥t♦ E ♥❡✇ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❛r❝s ❛❧♦♥❣ V✿
O(mp log n)❀
✕ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ V ♦❢ ❛r❝s ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥t✿ O(mp)✳

❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ O(mp log n)✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦sts ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s O(M log n)✱
✇✐t❤ M =

∑

p ❛♥ ❡✈❡♥t s✐t❡mp✳ ❇✉t M = 2e ✇✐t❤ e t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s✳ ❋r♦♠ ❧❡♠♠❛ ✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ M =
O(v+ l)✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ v = O(n+ k)✱ ✇❡ ❣❡t M = (n+ k+ l)✳ ❆❞❞✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢
t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ �

1

2
3

4

5

6

1

2 + 3 + 4 5

6

co

ci

cj

❋✐❣✳ ✸✳✻ ✕ ❙✐① ❢❛❝❡s ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❦ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② c0✳ ❚❤❡ ❝②❝❧❡s ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❢❛❝❡ ✶ ❛r❡ co, ci, cj ✳ ❚❤❡
s✉♣♣♦rt ♦❢ ❢❛❝❡ ✶ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝②❝❧❡ c0 ✐s t❤❡ ❞✐s❦ ✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ t❤✐s s✉♣♣♦rt ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❤♦❧❡s ❜♦✉♥❞❡❞
❜② ❝②❝❧❡s ci ❛♥❞ cj ✳ ❈②❝❧❡ ci ❜♦✉♥❞s ❛ ❤♦❧❡ ✇✐t❤ ✸ ❢❛❝❡s✱ ✇❤✐❧❡ cj ❜♦✉♥❞s ❢❛❝❡ ✺ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❤♦❧❡✳



✸✳✻✳ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ✼✼

✸✳✻ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡

❲❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✿ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✐t❛❧✐❝✱ ✇❤✐❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥
t②♣❡✇r✐t❡r st②❧❡✳ ❋✉♥❝t✐♦♥s ♣r❡✜①❡❞ t♦♣♦❴ ❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛r❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ t❤❡ ♥♦❞❡ ♦❢ V ❤♦❧❞✐♥❣ ❛r❝ Ai ✐s ❞❡♥♦t❡❞ v[Ai]✳
❘❡❝✐♣r♦❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❛r❝ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♥♦❞❡ s❛② x ♦❢ V ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ∗x✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❆❜♦✈❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❇❡❧♦✇✮ r❡t✉r♥s t❤❡ ♥♦❞❡ ❤♦❧❞✐♥❣ ❛r❝ ❛❜♦✈❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜❡❧♦✇✮ a ✐♥ V ✭✐✳❡✳ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❞ ♥❡①t ♥♦❞❡✮✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

✕ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❝❧❛ss✐❢②❴❝✐r❝❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡s ❝✐r❝❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❡❢✳ ✶✳
✕ ❋✉♥❝t✐♦♥ t♦♣♦❴✐♥✐t❴❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s t❤❡ ❍❉❙ ✉s❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳
✕ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❜r❡❛❦❴❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s r❡♠♦✈❡s ❢r♦♠ E ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t✇♦
❛❞❥❛❝❡♥t ❛r❝s ✐♥ V ✉♣♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡✈❡♥t s✐t❡✳

✕ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❤❛♥❞❧❡❴❡✈❡♥t❴s✐t❡♠❛✐♥t❛✐♥s E ❛♥❞ V✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝❛❧❧s t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r♦✉t✐♥❡s t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❤❛❧❢✲
❡❞❣❡s ❛t t❤❡ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥t✿ t♦♣♦❴❤❛♥❞❧❡❴❧❡❢t✱ t♦♣♦❴❤❛♥❞❧❡❴r✐❣❤t ❛♥❞ t♦♣♦❴❤❛♥❞❧❡❴❛❜♦✈❡❴❜❡❧♦✇✳

✕ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❤❛♥❞❧❡❴♣♦❧❛r❴❜✐♣♦❧❛r❴❡✈❡♥t❴s✐t❡ ✉♣❞❛t❡s E ❛♥❞ V ❢♦r ❝✐r❝❧❡s ♣❛ss✐♥❣ ❜② ❛ ♣♦❧❡ ❛♥❞
❤❛s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛rt ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳✹✳✸✮ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ♠❛♥❛❣✐♥❣ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ❛♥❝❤♦r❡❞ ❛t
❛ ♣♦❧❡✳

✕ ❋✉♥❝t✐♦♥ t♦♣♦❴♠❡r❣❡❴✈✐rt✉❛❧❴❢❛❝❡s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦♥❝❡ t❤❡
❡✈❡♥t q✉❡✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❤❛✉st❡❞✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥✿ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡
✶✿ ❝❧❛ss✐❢②❴❝✐r❝❧❡s ④✜♥❞ ❝✐r❝❧❡ t②♣❡s ⑥
✷✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r❞❡r V
✸✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ ❡✈❡♥t q✉❡✉❡ E
✹✿ t♦♣♦❴✐♥✐t❴❛rr❛♥❣❡♠❡♥t

✺✿ ✇❤✐❧❡ ✭E 6= ∅✮ ❞♦
✻✿ ❡❂E ✳♣♦♣
✼✿ ❜r❡❛❦❴❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s✭❡✮
✽✿ ✐❢ ✭❡ ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t✮ t❤❡♥
✾✿ ❤❛♥❞❧❡❴❡✈❡♥t❴s✐t❡✭❡✮

✶✵✿ ❡❧s❡
✶✶✿ ❤❛♥❞❧❡❴♣♦❧❛r❴❜✐♣♦❧❛r❴❡✈❡♥t❴s✐t❡✭❡✮
✶✷✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✸✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✶✹✿ t♦♣♦❴♠❡r❣❡❴✈✐rt✉❛❧❴❢❛❝❡s



✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚❤❡ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❤❛♥❞❧❡❴❡✈❡♥t❴s✐t❡
✶✿ arc❴sup ❂ ◆❯▲▲
✷✿ arc❴inf ❂ ◆❯▲▲
✸✿ t♦♣♦❴❤❛♥❞❧❡❴❧❡❢t

✹✿ ④❘❡♠♦✈❡ ❛r❝s ❡♥❞✐♥❣✱ ✐❢ ❛♥②✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❛❞✐✉s⑥
✺✿ ✐❢ ✭F 6= ∅✮ t❤❡♥
✻✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝✐r❝❧❡ Cei

♦❢ t❤❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡✈❡♥t ✐♥ F ❞♦
✼✿ ❘❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ V t❤❡ ❛r❝s Aei

❛♥❞ Aei

✽✿ ❡♥❞ ❢♦r
✾✿ ❘❡❝♦r❞ ✐♥t♦ arc❴sup ❛♥❞ arc❴inf ✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛r❝s ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❧❛r❣❡st

r❛❞✐✉s ❡♥❞✐♥❣✱ ✐❢ ❡①✐sts
✶✵✿ ✐❢ ✭S = ∅ ❛♥❞ CT = ∅✮ t❤❡♥
✶✶✿ ✐❢ ✭arc❴sup 6= Above(arc❴inf)✮ t❤❡♥
✶✷✿ ❚❡st ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ ∗arc❴sup ❛♥❞ ∗Below(arc❴sup)✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ✉♣❞❛t❡ E
✶✸✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✹✿ ❚❡st ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ ∗arc❴inf ❛♥❞ ∗Above(arc❴inf)✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ✉♣❞❛t❡ E
✶✺✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✻✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✼✿ ④■♥s❡rt ❛r❝s st❛rt✐♥❣ ✭s0 ✐s t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❣r❡❛t❡st r❛❞✐✉s st❛rt✐♥❣✮✱ ✐❢ ❛♥②✳⑥
✶✽✿ ✐❢ ✭S 6= ∅✮ t❤❡♥
✶✾✿ ✐❢ ✭arc❴sup ❂ ◆❯▲▲✮ t❤❡♥
✷✵✿ ■♥s❡rt ❛r❝s As0

❛♥❞ As0
✐♥t♦ V

✷✶✿ ❡❧s❡
✷✷✿ ■♥s❡rt ❛r❝ As0

❜❡❧♦✇ arc❴sup
✷✸✿ ■♥s❡rt ❛r❝ As0

❛❜♦✈❡ arc❴inf
✷✹✿ ❡♥❞ ✐❢
✷✺✿ arc❴sup← v[As0

]
✷✻✿ arc❴inf ← v[As0

]
✷✼✿ ❚❡st ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ ∗arc❴sup ❛♥❞ ∗Above(arc❴sup)✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ✉♣❞❛t❡ E
✷✽✿ ❚❡st ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ ∗arc❴inf ❛♥❞ ∗Below(arc❴inf)✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ✉♣❞❛t❡ E
✷✾✿ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❛rt ❡✈❡♥t ✐♥ S ✇❤♦s❡ ❝✐r❝❧❡ ✐s Csi

❞♦
✸✵✿ ■♥s❡rt ❛r❝ Asi

❜❡❧♦✇ arc❴sup❀ arc❴sup← v[Asi
]

✸✶✿ ■♥s❡rt ❛r❝ Asi
❛❜♦✈❡ arc❴inf ❀ arc❴inf ← v[Asi

]
✸✷✿ ❡♥❞ ❢♦r
✸✸✿ ✐❢ ✭CT = ∅✮ t❤❡♥
✸✹✿ t♦♣♦❴❤❛♥❞❧❡❴r✐❣❤t

✸✺✿ ✐❢ ✭arc❴sup 6= Above(arc❴inf)✮ t❤❡♥
✸✻✿ ❚❡st ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ ∗arc❴sup ❛♥❞ ∗Below(arc❴sup)✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ✉♣❞❛t❡ E
✸✼✿ ❚❡st ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❢ ∗arc❴inf ❛♥❞ ∗Above(arc❴inf)✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ✉♣❞❛t❡ E
✸✽✿ ❡♥❞ ✐❢
✸✾✿ ❡♥❞ ✐❢
✹✵✿ ❡♥❞ ✐❢
✹✶✿ ④Pr♦❝❡ss t❛♥❣❡♥t ❛r❝s ♦r ❛r❝s ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣⑥
✹✷✿ ✐❢ ✭CT 6= ∅✮ t❤❡♥
✹✸✿ ❢✐♥❞❴❈❚❴❜❧♦❝❦❴❜♦✉♥❞s

✹✹✿ { ✐❢ arc❴sup ❛♥❞ arc❴inf ❛r❡ ◆❯▲▲✱ t❤❡② ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✉♣❞❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞❡✜♥❡❞ ❜② CT }

✹✺✿ ❘❡✈❡rs❡ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❛❧❧ ❛r❝s ❞❡✜♥❡❞ ❜② CT ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ arc❴sup ❛♥❞ arc❴inf
✹✻✿ ❢♦r ✭❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❇ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❛♥❣❡♥❝② ❡✈❡♥ts ♦❢ CT ✮ ❞♦
✹✼✿ ❘❡✈❡rs❡ ❜❧♦❝❦ ❇
✹✽✿ ❡♥❞ ❢♦r
✹✾✿ t♦♣♦❴❤❛♥❞❧❡❴r✐❣❤t

✺✵✿ ❚❡st ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t♦♣✱❜♦tt♦♠ ❛♥❞ ❧♦✇❡r✱✉♣♣❡r ♦❢ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s
✺✶✿ ❯♣❞❛t❡ E ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②
✺✷✿ ❡♥❞ ✐❢
✺✸✿ t♦♣♦❴❤❛♥❞❧❡❴❛❜♦✈❡❴❜❡❧♦✇



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❖♥❡ P❛ss ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡✱

✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❈♦✈❡r✐♥❣ ▲✐sts

❈❤❛♣t❡r ❖✈❡r✈✐❡✇

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛②❡r ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❇❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸
❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ tr❡❡✳

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✭❍❉❙✮ st♦r✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛♥✲
❣❡♠❡♥t✱ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✇❡❡♣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❯♥✐♦♥✲❋✐♥❞✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥
✹✳✸✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts ♦❢
❡❛❝❤ ❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳✹ ♣r♦✈✐❞❡s ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♣♦❧❡s✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣❛♣❡r ❛❝❝❡♣t❡❞ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❥♦✉r♥❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✿
❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❋ré❞ér✐❝ ❈❛③❛❧s✳

✹✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

❍❛✈✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❛r❝s ✭❝❛❧❧❡❞ ❛r❝s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✮ ❛♥❞ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s✱ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳

◗✉❛❧✐❢②✐♥❣ ❛♥ ❆r❝ ✇✳r✳t✳ ❈✐r❝❧❡s✿ ❯♣♣❡r ♦r ▲♦✇❡r✳ ❆ t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♥♦rt❤ t❤r❡❛❞❡❞ ✐❢ ✐ts
❝❡♥t❡r ❤❛s ❛ z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ S0✱ ❛♥❞ s♦✉t❤ t❤r❡❛❞❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦rt❤ ♣♦❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♥♦rt❤ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✱ ❛♥❞ s♦✉t❤ ♣♦❧❛r
❝✐r❝❧❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❛r❝s ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡♠ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛r❝s
✇✳r✳t✳ t❤❡ z ❛①✐s✳ ❆ ♥♦rt❤ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s♦✉t❤✮ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❛r❝✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦✇❡r
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✉♣♣❡r✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛ ♥♦rt❤ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s♦✉t❤✮ t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡ ❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡
❛r❝ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦✇❡r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✉♣♣❡r✮✳
◗✉❛❧✐❢②✐♥❣ ❛ ❍❛❧❢✲❡❞❣❡ ✇✳r✳t✳ ❛♥ ❆r❝✿ ❯♣♣❡r ♦r ▲♦✇❡r✳ ❋♦r ❛❧❧ ❜✉t ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡s✱ t♦ ❡❛❝❤ ❛r❝
Ai✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t✇♦ ❛❝t✐✈❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s q✉❛❧✐✜❡❞ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ❛♥❞
t❤❡ ❛r❝✿ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧♦✇❡r✮ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ Ai ✐s t❤❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ❧❡❛✈✐♥❣ t♦ ✐ts ❧❡❢t t❤❡
♣♦rt✐♦♥ ♦❢ S0 ❧②✐♥❣ ❛❜♦✈❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜❡❧♦✇✮ Ai✳ ❲❡ ♥♦✇ ❛❞❞r❡ss ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s✿ ✭✐✮❢♦r ❛ t❤r❡❛❞❡❞
❝✐r❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❜② ❛♥② ♦t❤❡r ❝✐r❝❧❡✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✇❡❡♣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡
t❛r❣❡t ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐ts ❛r❝s ❛r❡ ✜①❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♥✉❧❧ ✈❡rt❡① ✭✐✐✮❢♦r ❛ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✱ ♥♦
❛r❝ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❍❛❧❢✲❡❞❣❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢② ❛t ❛ ❜✐♣♦❧❛r ❡✈❡♥t✱ s♦ ❛s t♦ ❤❛♥❞❧❡✱ ✐❢ ❛♥②✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s
✇✐t❤ ❛❝t✐✈❡ ❛r❝s✳

✼✾



✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖♥❡ P❛ss ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❈♦✈❡r✐♥❣ ▲✐sts

◗✉❛❧✐❢②✐♥❣ ❛ ❍❛❧❢✲❡❞❣❡ ✇✳r✳t✳ ❛ ❈✐r❝❧❡✿ ■♥♥❡r ♦r ❖✉t❡r✳ ❋♦r ❛ ❝✐r❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡✱
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛♣ ♦❢ S0 ♦❢ s♠❛❧❧❡st ❛r❡❛ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s ❝✐r❝❧❡✳ ■❢ ❛ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ♦♥ t❤✐s ❝✐r❝❧❡ ✐♥❞✉❝❡s
t❤✐s ❝❛♣✱ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥♥❡r✱ ❛♥❞ ♦✉t❡r ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❋♦r ❛ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡✱ ✇❡ ❜r❡❛❦ t❤❡ t✐❡ ❛♥❞ ❝❛❧❧ t❤❡ ❝❛♣ ♦❢
s♠❛❧❧❡st ❛r❡❛ t❤❛t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥♥❡r ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s✱ t❤❛t ✐s✿ ✭✐✮ ✐❢ t❤❡ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡ ✐s ❜✐♣♦❧❛r✱ ❛♥ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ✐s
✐♥♥❡r ✐❢ ✐t ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛♣ s✇❡♣t ❜② Mθ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts θS ❛♥❞ θE ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ♦✉t❡r
♦t❤❡r✇✐s❡❀ ✭✐✐✮ ✐❢ t❤❡ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡ ✐s t❤r❡❛❞❡❞✱ ❛♥ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ✐s ✐♥♥❡r ✐❢ ✐t ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛♣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ♥♦rt❤ ♣♦❧❡✱ ❛♥❞ ♦✉t❡r ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛❧✐✜❡rs ✉♣♣❡r✴❧♦✇❡r ❛♥❞ ✐♥♥❡r✴♦✉t❡r ♦❢ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥
❋✐❣✳ ✹✳✶✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✶ ❚❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛♣ ♦❢ s♠❛❧❧❡st ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡st✮ ❛r❡❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ✐♥♥❡r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦✉t❡r✮ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r✴✉♣♣❡r ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ♦❢ ❛♥ ✉♣♣❡r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❧♦✇❡r✮ ❛r❝ ♦❢ ❛ ❛❧❧ ❜✉t ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥♥❡r✴♦✉t❡r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦✉t❡r✴✐♥♥❡r✮✳

Cn

An

An

Ct1

At2

At1

Ct2

(a) (b) (c) (d) Cbp

Cp1

Ap2

Ap1

Cp2

x
y

z

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ◗✉❛❧✐❢②✐♥❣ ❛r❝s ❛♥❞ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s✿ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❛r❝s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❛s A ❛♥❞ A❀
✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞♦tt❡❞ ❛♥❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s❀ ✭❛✮ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡
Cn ❛♥❞ ✐ts ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❛r❝s❀ ✭❜✮ ♥♦rt❤ t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡ Ct1 ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ❛r❝✱ ❛♥❞ s♦✉t❤ t❤r❡❛❞❡❞
❝✐r❝❧❡ Ct2 ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡r ❛r❝❀ ✭❝✮ ♥♦rt❤ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ Cp1

❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ❛r❝✱ ❛♥❞ s♦✉t❤ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ Cp2

❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡r ❛r❝❀ ✭❞✮ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ Cbp ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ✭♥♦ ❛r❝ ✐s ❞❡✜♥❡❞✮✳ ❚❤❡ θ✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢
t❤❡ st❛rt ♣♦✐♥t ♦❢ Cbp ❧✐❡s ✐♥ (0;π]✳

✹✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❙✇❡❡♣ Pr♦❝❡ss

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐t ✐♥t♦ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❬✶✶✾❪ ✭❍❉❙✮ ♣♦ss✐❜❧② ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❤♦❧❡s
✐♥ ❢❛❝❡s✳

✹✳✷✳✶ ❉❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t✿ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

❆r❝s ❛♥❞ ❍❛❧❢✲❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❍❉❙ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥ts✱ ✐ts ❡❞❣❡s ❛r❡ ❛r❝s ❞❡❧✐♠✐t❡❞
❜② s✉❝❤ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢❛❝❡s ❛r❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ S0 ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ❢❛❝❡ ✐s
❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❣✐♦♥ ✇❤♦s❡ ✐♥t❡r✐♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❛t ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ s♦ ❛s t♦ ❧❡❛✈❡ t❤❡
✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ t♦ ✐ts ❧❡❢t✳ ❖✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ s✇❡❡♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤❡♥ ✐ts ✜rst
✈❡rt❡① ✐s ✜①❡❞✱ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ❛❝t✐✈❡ ✉♥t✐❧ ✐ts s❡❝♦♥❞ ✈❡rt❡① ✐s ❛❧s♦ ✜①❡❞✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✱
♥♦t✐❝❡ t❤❡ ✜rst ✈❡rt❡① ♠❛② ❜❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦r t❤❡ t❛r❣❡t ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ st✐t❝❤✐♥❣
t✇♦ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ✜①✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ♣♦✐♥t❡r ♦❢ ♦♥❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞✳
❋❛❝❡s ❛♥❞ ❍♦❧❡s✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇❡ ✉s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ✭❙❈❍✮✱ s✉❝❤
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ ❝❛❧❧❡❞ ❝❧♦s❡❞ ✐❢ ✐ts t♦♣♦❧♦❣② ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡✳ ❚✇♦ ❛❝t✐✈❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛r❝s
✐♥ V✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛❧♦♥❣ V✱ ❛r❡ t❡r♠❡❞ ❛❞❥❛❝❡♥t ✐❢ t❤❡✐r ❛r❝s ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ✐♥ V✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡②
❜♦✉♥❞ t❤❡ s❛♠❡ s❡❣♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ✳ ✭❖✉t ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♣❛✐rs ♦❢ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t✇♦
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❛r❝s ❛❧♦♥❣ V✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s✳✮ ❆ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s



✹✳✷✳ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❙✇❡❡♣ Pr♦❝❡ss ✽✶

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❙❈❍✳ ❊❛❝❤ s✉❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡
❇♦✉♥❞❛r② ♦r ❈❈❇✳ ❆ ❈❈❇ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ S0✳ ❚❤❡
s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❈❈❇ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ♦♥❡ ❈❈❇ ❝❛❧❧❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡✜♥❡s t❤❡
s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛♣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝❡❀ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s ❞❡✜♥❡ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝❡✳ ❙❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✷✳

(c)(b)

S0

CCB3

CCB2

CCB1

(a)

CCB2

CCB1

S0 S0

CCB2

CCB1

CCB3

❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❉❡✜♥✐♥❣ ❛ ❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❈❈❇✳ ❊❛❝❤ ❛rr♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❈❈❇✳ ■♥ t❤❡ ❢♦✉r ❝❛s❡s✱ ♦♥❧② ♦♥❡
❢❛❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❈❈❇ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳

✹✳✷✳✷ ❍❛♥❞❧✐♥❣ ❍❛❧❢✲❡❞❣❡s

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ V ♦r❞❡rs t❤❡ ❛r❝s ❛❧♦♥❣ Mθ ❢♦r θ = 0+✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢❛❝❡s ❝✉t
❜② M0+ ✱ t♦ ❡❛❝❤ ❛r❝ ✐♥ V ❛❢t❡r ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ♥✉❧❧
✈❡rt❡① ✐♠♣❧✐❝✐t❧② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ M0+ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛r❝✳ ❚❤✐s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❧✐st H0✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✇❡❡♣ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ♦❢ ❛r❝s ✐♥ V ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ✐♥ H0✱ s♦ t❤❛t ❛ ♠❡r❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r✇❡♥t ❜② ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ❛t ❛ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t s✐t❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛r❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❧✐sts ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t s✐t❡✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥t✱ s❛② p✳
❚✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst t②♣❡✱ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ r✐❣❤t✮ ♦❢
p✱ st✐t❝❤❡s ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛r❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❜❡❢♦r❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❢t❡r✮ ✉♣❞❛t✐♥❣ V✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ st✐t❝❤❡s t❤❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛♥❞ ❧♦✇❡st ❛r❝s ❛❧♦♥❣ V✳ ❚❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❧❡❢t t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r✳ ❚❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s
♣r❡✜①❡❞ ❜② t♦♣♦❴ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳✻✳

❖♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ❛❧s♦ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉❡❢✳ ✽✱ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s
✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❛ ♣♦❧❡ ❛r❡ st✐t❝❤❡❞ ✇❤✐❧❡ r♦t❛t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❛t ♣♦❧❡❀ ❲❤❡♥ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛ ❜✐♣♦❧❛r ❡✈❡♥t✱ ❢r♦♠ t❤❡
♥♦rt❤ t♦ t❤❡ s♦✉t❤ ♣♦❧❡✱ ❛❧❧ ❛❝t✐✈❡ ❛r❝s ✐♥ V ❛r❡ ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳
■❢ t❤❡ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡✈❡♥t s✐t❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡✈❡♥t s✐t❡ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳✹✳✸✳

✹✳✷✳✸ ❇✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❋❛❝❡s

❇✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t r❡q✉✐r❡s t✇♦ st❡♣s✱ ♥❛♠❡❧② ❝r❡❛t✐♥❣ ❈❈❇ ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♥❣ ❢❛❝❡s ❜②
❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❈❈❇✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❈r❡❛t✐♥❣ ❛ ❈❈❇✳ ❆ ❙❈❍ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❈❈❇ ✇❤❡♥❡✈❡r st✐t❝❤✐♥❣ t✇♦ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ❝r❡❛t❡s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝✐r❝❧❡✳
❆s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❈❈❇ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ♠❛② ❢❡❛t✉r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭s❡❡ ❋✐❣✳
✹✳✸✮✱ ✇❡ ♠❡r❣❡ ❙❈❍ ✉s✐♥❣ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❡♥❞♦✇✐♥❣ ❡❛❝❤ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ ❛ ♠❛st❡r
❤❛❧❢✲❡❞❣❡✖❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❈❈❇ ♠❛st❡r✳ ❙t✐t❝❤✐♥❣ t✇♦ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❈❈❇
♠❛st❡rs ✭✐❢ ❞✐✛❡r❡♥t✮✱ ❛♥❞ ❛ ❈❈❇ ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ t✇♦ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ❜❡✐♥❣ st✐t❝❤❡❞ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❈❈❇
♠❛st❡r✳
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MθMθ Mθ

❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❯♥✐♦♥✲❋✐♥❞✿ ♦♥❡ ❝♦❧♦r ♣❡r ❢❛❝❡✱ ♦♥❡ ❧✐♥❡✲st②❧❡ ♣❡r ❈❈❇✳ ❚✇♦ ❙❈❍ ❣❡t ❝r❡❛t❡❞
❛t ❡✈❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ i1 ❛♥❞ i2✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t✇♦ ❢❛❝❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ r❡❛❝❤❡s st❛rt ♣♦✐♥t s1✱
✭❛♥❞ s2✮ ❛ ♥❡✇ ❙❈❍ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ✐t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❡✈❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥t e1 r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥
♦❢ t✇♦ ❈❈❇ ♠❛st❡rs ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❢❛❝❡ ♠❛st❡rs✿ ❚❤❡ t❤r❡❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❈❈❇ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ✉♥✐q✉❡
❢❛❝❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❈❈❇ st❛rt❡❞ ✇✐t❤ ♣♦✐♥ts s3 ❛♥❞ s4 ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❛t ❢❛❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ ✉♥✐♦♥s ♦❢ ❈❈❇ ♠❛st❡rs ❛t ❡✈❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ i3 ❛♥❞ i4 ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❈❈❇ ❛t
♣♦✐♥t e2✳

❈r❡❛t✐♥❣ ❛ ❋❛❝❡✳ ❆ ❢❛❝❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❈❈❇ ❛♥❞ ♦❢ ❈❈❇ ❞❡✜♥✐♥❣ ❤♦❧❡s✳ ❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❢❛❝❡s
✉s✐♥❣ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ♦♥ ❙❈❍✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ♣♦✐♥t❡r ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❢❛❝❡ ♠❛st❡r✳ ❲❤✐❧❡ ❝❧♦s✐♥❣ ❛ ❙❈❍✱
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❈❈❇ ✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐❢ ✐t ✐s ✐ts ♦✇♥ ❢❛❝❡ ♠❛st❡r❀ ✐❢ ♥♦t✱ t❤❡ ❈❈❇ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❤♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❜② t❤❡ ❢❛❝❡ ♠❛st❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇❤✐❧❡ st✐t❝❤✐♥❣ t✇♦ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s✱ ✐❢ t❤❡ ❢❛❝❡ ♠❛st❡rs ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱
t❤❡♥ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✸✮✳ ❲❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡
♠❛st❡r✳

❲❤❡♥❡✈❡r t✇♦ ❛r❝s ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ✐♥ V✱ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ❜♦✉♥❞s t❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝❡✳ ❲❤❡♥
❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❙❈❍✱ t❤❡ ❙❈❍ ❡✐t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❛ ❢❛❝❡ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss ✭✐✳❡✳ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ❛❧r❡❛❞②
❤❛♥❞❧❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✮✱ ♦r st❛rts ❛ ♥❡✇ ❢❛❝❡✳ ❉✐✣❝✉❧t✐❡s ❛r✐s❡ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇
❙❈❍ ✐s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ ♥♦rt❤ ♣♦❧❡✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② r❡❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ♥♦rt❤ ♣♦❧❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ FN (Mθ)✖t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t θ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤✐s ❢❛❝❡ ♠❛② ❡✈♦❧✈❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✇❡❡♣✳
■❢ ♥♦ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❜✐♣♦❧❛r ♦r ♥♦rt❤ ♣♦❧❛r✱ FN (Mθ) ✐s s❡t ♦♥❝❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❢❛❝❡ FN (Mθ) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■❢ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ ✐s ♥♦t t❛♥❣❡♥t t♦ ❛♥②
❝✐r❝❧❡ ❛t t❤❡ ♣♦❧❡✱ FN (Mθ) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢❛❝❡ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦rt❤ ♣♦❧❡ ♦♥ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ Mθ ❛♥❝❤♦r❡❞ ❛t t❤❡ ♥♦rt❤ ♣♦❧❡✳ ■❢ ♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ ❛ ✭❜✐✮♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✱
FN (Mθ) ✐s ✉♥❞❡✜♥❡❞✳ ❇✉t ✇❡ ❞❡♥♦t❡ FN (Mθ−) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② FN (Mθ+)✮ t❤❡ ❢❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦rt❤
♣♦❧❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❧② s♠❛❧❧❡r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r✮ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ✳ ❙❡❡ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
✉♣❞❛t❡ ♦❢ FN (Mθ)✳

✹✳✷✳✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❆♥❛❧②s✐s

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❍❉❙ st♦r✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐sts
♦❢ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜♥❞ ❛♥❞ ✉♥✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s



✹✳✸✳ ❘❡♣♦rt✐♥❣ ■♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥t♦ ❇❛❧❧s ✽✸

P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ Mθ ❖♣❡r❛t✐♦♥✭s✮ ❛t ♥♦rt❤ ♣♦❧❡

■♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ V FN (Mθ) ✐s s❡t t♦ ❜❡ t❤❡ ❢❛❝❡ st❛rt❡❞ ❜② t❤❡ ✉♣♣❡r
❤❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣ ❛r❝ ♦❢ V ❛t θ = 0+✳

❇✐♣♦❧❛r ♦r ❛ ♥♦rt❤ FN (Mθ+) ✐s t❤❡ ❢❛❝❡ st❛rt❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♥❡r ❤❡❞❣❡✳
♣♦❧❛r st❛rt ❡✈❡♥t FN (Mθ−) ✐s t❤❡ ❢❛❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t❡r ❤❡❞❣❡✳

◆♦rt❤ ♣♦❧❛r ❡♥❞ ❡✈❡♥t FN (Mθ+) ✐s t❤❡ ❢❛❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t❡r ❤❡❞❣❡✳
FN (M−

θ ) ✐s t❤❡ ❢❛❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♥❡r ❤❡❞❣❡✳

❇✐♣♦❧❛r ❡♥❞ ❡✈❡♥t FN (Mθ+) ✐s t❤❡ ❢❛❝❡ st❛rt❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t❡r ❤❡❞❣❡✳
FN (M−

θ ) ✐s t❤❡ ❢❛❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♥❡r ❤❡❞❣❡✳

◆♦r♠❛❧ st❛rt ❡✈❡♥t ♦r FN (Mθ) ✐s s❡t t♦ ❜❡ t❤❡ ❢❛❝❡ st❛rt❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t❡r
s♦✉t❤ ♣♦❧❛r st❛rt ❡✈❡♥t ❤❡❞❣❡✭s✮ ✭✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❛❧r❡❛❞② ❞♦♥❡✮✳

❚❛❜✳ ✹✳✶ ✕ ■♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦rt❤ ♣♦❧❡ FN (Mθ)✱ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡s FN (M−
θ )✱

FN (M+
θ )✳ ❙❡❡ t❡①t ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❤❡❞❣❡ st❛♥❞s ❢♦r ❤❛❧❢✲❡❞❣❡✳

✐✳❡✳ ❙❈❍✴❈❈❇ ❛♥❞ ❢❛❝❡s✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ α t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❆❝❦❡r♠❛♥♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ M ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ N ❡❧❡♠❡♥ts s❡t✱ ✇✐t❤ M ≥ N ✱ ✐s Θ(Mα(M,N)) ❬✶✽✹❪✳ M ≤ U ✱
t❤❡♥ α(M,N) ≤ α(U,U)✳
◆♦t❛t✐♦♥✳ ❯♣♦♥ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✇❡❡♣✱ t❤❡ ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s f ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ f ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ h t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦❧❡s✱ e t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ n t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ n0 t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❝s ❢♦✉♥❞ ✐♥ V ❛t θ = 0+✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠s ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳✹✿

❚❤❡♦r❡♠ ✸ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ❈❈❇ ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O((e+ n0)α(6e+ 8n0, 6e+ 8n0))✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹ ●r♦✉♣✐♥❣ ❈❈❇ ✐♥t♦ ❢❛❝❡s ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O((f + h)α(f + h+ 20n, f + h+ 20n))✳

❋r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✷✱ ♦♥❡ ❤❛s✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛s ❛ ❍❉❙ ✐s O(n+ k + l)✳

✹✳✸ ❘❡♣♦rt✐♥❣ ■♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥t♦ ❇❛❧❧s

▲❡t Bi ❜❡ t❤❡ ❜❛❧❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❤❡r❡ Si ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡ Ci = S0 ∩ Si✳ ■♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐st ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦♥ S0✱
t❤❛t ✐s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❜❛❧❧s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐t✳

✹✳✸✳✶ ❊♥❝❧♦s✐♥❣ ❇❛❧❧s ❛♥❞ ❯♥✐q✉❡ ❈✐r❝❧❡s

■♥ r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts✱ t✇♦ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛r❡ ❢❛❝❡❞✳
❋✐rst✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s ♠✉st ❜❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✭✐✮ ✐❢ ❛ s♣❤❡r❡ ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ S0 t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t♦ ❛ ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ ✐❢ S0 ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜❛❧❧✱ s♦ ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭✐✐✮ ✐❢ t✇♦ s♣❤❡r❡s ✐♥t❡rs❡❝t S0 ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝✐r❝❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❜❛❧❧s ❝♦✈❡r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞♦
♥♦t ❝♦✈❡r✮ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt ♦❢ S0✱ ❛ ❢❛❝❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ♦♥❡ ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐s ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞
❜② t❤❡ ♦t❤❡r✮✳
❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❇❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♣❡r❛t❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚♦ ♠❡❡t t❤✐s
r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ✇❡ s♦rt t❤❡ m ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ s♣❤❡r❡s ✉s✐♥❣ ❛ t♦t❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ r❡t✉r♥✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t② ✇❤❡♥ t✇♦
s♣❤❡r❡s ✐♥t❡rs❡❝t S0 ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❲❤✐❧❡ s♦rt✐♥❣ t❤❡ s♣❤❡r❡s✱ ❡❛❝❤ ✉♥✐q✉❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡ ✐s
❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ s♣❡❝✐❛❧ ❜❛❧❧s✿ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜❛❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✜rst ❞❡✜♥✐♥❣ s✉❝❤ ❛
❝✐r❝❧❡❀ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❜❛❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✜rst t♦ ✐♥t❡rs❡❝t S0 ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝✐r❝❧❡✱ ❜✉t ✐s ♦♣♣♦s✐t❡ t♦
t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❜❛❧❧ ♠❛② ♥♦t ❡①✐st✳ ❊❛❝❤ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞
♦♣♣♦s✐t❡ ❜❛❧❧ ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ ❛ ❧✐st ♦❢ ❜❛❧❧s ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt ♦❢
S0✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡s❡ t❤❡ ❧✐sts ♦❢ ❢r✐❡♥❞s ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳



✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖♥❡ P❛ss ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❈♦✈❡r✐♥❣ ▲✐sts

▲❡t ✉s ❣❡t ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✉s❡❞ t♦ s♦rt s♣❤❡r❡s✳ ❚✇♦ ♥♦♥✲❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐✛ t❤❡② ❤❛✈❡
t❤❡ s❛♠❡ ❝❡♥t❡r✿ ❲❡ ✜rst r❡s♦rt t♦ ❛ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ s♦rt✐♥❣ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡ ❝❡♥t❡rs✳ ❚✇♦ ❣r❡❛t
❝✐r❝❧❡s ✭t❤❡✐r ❝❡♥t❡r ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ S0✮ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐✛ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡s❡
❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ S0✖t❤❡ s♣❤❡r❡s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡s❡ ❝✐r❝❧❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡♥❝✐❧✳
❚❤✉s✱ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r ♦♥ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✈❡❝t♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡
♣❡♥❝✐❧ ♦❢ s♣❤❡r❡s ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝✐r❝❧❡✳

✹✳✸✳✷ ■♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥t♦ ❇❛❧❧s

❖✉t❧✐♥❡✳ ❲❤✐❧❡ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ s✇❡❡♣ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ ♦♣♣♦s✐t❡ ❜❛❧❧s✱ ❛s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜❛❧❧s ❛r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧✐sts ♦❢ ❢r✐❡♥❞s✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ tr❡❡✱ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ tr❡❡✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤✐s tr❡❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛r❝
❢♦✉♥❞ ✐♥ V✱ st❛t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣r✐♠❛r②✴♦♣♣♦s✐t❡ ❜❛❧❧ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦✴r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ❢❛t❤❡r
♥♦❞❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❢❛❝❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ❈❈❇ ❛♥❞ ❛ ❈❈❇ ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❙❈❍✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
✉s❡❞ t♦ s❡t t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡tt✐♥❣ ♦♥❡ s✉❝❤ ❧✐st ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♠❛st❡r ✉♣♦♥ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❙❈❍✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ❡♥t❛✐❧s t✇♦ t❤✐♥❣s✳ ❋✐rst✱ ✉♣♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛t ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢
❙❈❍ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢❛❝❡✱ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐st ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✭❝♦✈❡r✐♥❣ ❜❛❧❧s✮ ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛t t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❢❛t❤❡r
♥♦❞❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❙❈❍ ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝❡ ♠❛st❡rs✿ ❚❤❡ t✇♦ ❢❛❝❡
♠❛st❡rs ♠✉st ❜❡ ♠❡r❣❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ t✇♦❢♦❧❞✿ ✭✐✮ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞❀
✭✐✐✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ tr❡❡✱ t❤❡ s♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡ t❤❛t r❡♠❛✐♥s✳
■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ▲❡t LNBθ ❜❡ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❜❛❧❧s ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝❡ FN (Mθ)✳ ❚❤✐s ❧✐st ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛t θ = 0+✱
❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳✷✳ ❚❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ tr❡❡ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② LNBθ ❛t θ = 0+✳
❯♣❞❛t❡s✳ ❋✐rst✱ ✉♣♦♥ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❢❛❝❡ st❛rt❡❞ ❜② ❛ ♥❡✇ ❙❈❍✱ ✐ts ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐st ✐s ❝r❡❛t❡❞✱ ✉s✐♥❣
❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✶✱ ❜② ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❛t ♦❢ ✐ts ❛♥❝❡st♦r ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ tr❡❡✳ ❚❤✐s ❛♥❝❡st♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❢❛❝❡ ♣♦✐♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝❡ ♠❛st❡r ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛r❝ ❛❧♦♥❣ V ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❙❈❍✳
❙❡❝♦♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉♣❞❛t❡s ♦❢ LNBθ✳ ❋♦r ❛ ❝✐r❝❧❡ C✱ ❧❡t ❈▲P(C) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❈❙P(C)✮ ❜❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
r❡t✉r♥✐♥❣✱ ✐❢ ❛♥②✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ ♦♣♣♦s✐t❡ ❜❛❧❧s✱ t❤❡ ♦♥❡ ❈♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ▲❛r❣❡st ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❙♠❛❧❧❡st✮ P❛rt ♦❢ S0 ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❝✐r❝❧❡ C✳ ❖♣❡r❛t♦r ✰ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✲✮ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❜❛❧❧ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠✮ LNBθ✳ ❚❤❡ ❝❛s❡s t♦ ❜❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥ ♦❢
❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳✷ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹✳

❙t❡♣ ❚②♣❡ ♦❢ ❡✈❡♥t ❆❝t✐♦♥✭s✮ ♦♥ LNBθ

❋✐❧t❡r✐♥❣ ✶❛ S ∩ S0 = ❛ ♣♦✐♥t ❛♥❞ S0 ⊂ B ✰ B

s♣❤❡r❡s ✶❜ B ❝♦✈❡rs t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣❛rt ♦❢ S0 ✰ B

❈❧❛ss✐❢②✐♥❣ ✷❛ ◆♦rt❤ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ✇✐t❤ θE < θS ✰ ❈❙P(C) ❛♥❞ ✲ ❈▲P(C)
❝✐r❝❧❡s ✷❜ ◆♦rt❤ t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡ ✰ ❈❙P(C) ❛♥❞ ✲ ❈▲P(C)

❍❛♥❞❧✐♥❣ ✸❛ ◆♦rt❤ ✭❜✐✮♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ❙t❛rt✐♥❣ ✰ ❈❙P(C) ❛♥❞ ✲ ❈▲P(C)
❡✈❡♥ts ✸❜ ◆♦rt❤ ✭❜✐✮♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ❊♥❞✐♥❣ ✰ ❈▲P(C) ❛♥❞ ✲ ❈❙P(C)

❚❛❜✳ ✹✳✷ ✕ ❯♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛❧❧s ✐♥ LNBθ✿ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s✳ ❚❤❡ ❜❛❧❧✴s♣❤❡r❡✴❝✐r❝❧❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐s
❞❡♥♦t❡❞ B✴S✴C✳ ❙❡❡ t❡①t ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❈▲P ❛♥❞ ❈❙P✱ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹✳✹ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✇❡❡♣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ n st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦♦t ❛♥❞
❛ ♥♦❞❡ ✐s 2n ❛s V ♥❡✈❡r ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ 2n ❛r❝s✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ tr❡❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛❝❡ 6✳ ❚❤✐s ❢❛❝❡ ❣♦t st❛rt❡❞
❛t t❤❡ st❛rt ❡✈❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡ C4 ✉s✐♥❣ ✐ts t✇♦ ✐♥♥❡r ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ✐s t❤❡ ❧♦✇❡r
❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛r❝ ♦❢ C4✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ♦❢ t❤❛t ❛r❝ ❞❡s❝r✐❜❡s ❢❛❝❡ 4✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡ ♦❢
❢❛❝❡ 6 ✐s ❛ s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ♦❢ ❢❛❝❡ 4✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛r❝ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ♦♥❡✱ t❤❡ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡



✹✳✹✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✽✺

S0S0
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S0

M0

S0

❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ❯♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛❧❧s ♦❢ LNBθ✿ t❤❡ s✐① ❝❛s❡s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳✷✳ ✶✭❛✮ S0 ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛ ❜❛❧❧ ✇❤♦s❡
s♣❤❡r❡ ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ S0❀ ✶✭❜✮ ❆ s♣❤❡r❡ ✐♥t❡rs❡❝ts S0✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜❛❧❧ ❝♦✈❡rs t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣❛rt ♦❢
S0❀ ✷✭❛✮ ▼❡r✐❞✐❛♥ M0 ✐♥t❡rs❡❝ts ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡ ❜❛❧❧ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣❛rt ♦❢ S0 ❝♦✈❡rs FN (M0)❀
✷✭❜✮ ❆ ♥♦rt❤ t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡✳ ❚❤❡ ♥♦rt❤ ♣♦❧❡ ✐s ❛❧✇❛②s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♥❡✈❡r✮ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛ ❜❛❧❧ ❝♦✈❡r✐♥❣
t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡st✮ ♣❛rt ♦❢ S0❀ ✸✭❛✮ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ st♦♣♣❡❞ ❛t ❛ ✭❜✐✮♣♦❧❛r st❛rt
❡✈❡♥t✿ FN (Mθ+)✴FN (Mθ−) ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛ ❜❛❧❧ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st✴❧❛r❣❡st ♣❛rt ♦❢ S0❀ ✸✭❜✮ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞
♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ st♦♣♣❡❞ ❛t ❛ ✭❜✐✮♣♦❧❛r ❡♥❞ ❡✈❡♥t✿ FN (Mθ+)✴FN (Mθ−) ✐s ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛ ❜❛❧❧ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡
s♠❛❧❧❡st✴❧❛r❣❡st ♣❛rt ♦❢ S0✳

t✇♦ ♥♦❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❜❛❧❧✱ ❛♠♦♥❣ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡
❧❛r❣❡st✮ ♣❛rt ♦❢ S0 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ C4 ♠✉st ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡♠♦✈❡❞✮✳

✹✳✸✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❆♥❛❧②s✐s

❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡♥❝♦❞✐♥❣✱m ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ❜❛❧❧s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✹✳✹✿

❚❤❡♦r❡♠ ✺ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ tr❡❡ ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(f + m) t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✳ ❉❡♥♦t❡ sT (F ) t❤❡
t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛❧❧s ❝♦✈❡r✐♥❣ ❢❛❝❡ F ✳ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts ❢♦r ❛❧❧ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
r❡q✉✐r❡s O(

∑

F∈faces sT (F ) + f) t✐♠❡✳

✹✳✹ ❆♣♣❡♥❞✐①

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❣✐✈❡ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ t❤❡♦r❡♠s st❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣
t❤❡ ❍❉❙ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ❡✈❡♥ts ❛t ❛ ♣♦❧❡✳

✹✳✹✳✶ Pr♦♦❢s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷

Pr♦♦❢✳❬❚❤♠✳ ✸❪ ❚❤❡ e ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ②✐❡❧❞ 2e ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ n0 ❛r❝s ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❛t
✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞ 2n0 ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✐s t❤✉s 2e+ 2n0✳

❚♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✇❡ ❝♦✉♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡
✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t θ = 0+❀ ♥❡①t✱ ✇❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ✈❡rt❡① ✭♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✮ ❜❛s✐s❀ ✜♥❛❧❧②✱
✇❡ ❝♦✉♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛t t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ st❡♣ ❛t θ = 2π✳

❋✐rst✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣ r❡q✉✐r❡s 2n0 ♠❛❦❡❴s❡t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛t ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱
✇❤❡♥❡✈❡r t✇♦ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ t♦ ❜♦✉♥❞ ❛ ❢❛❝❡✱ t❤r❡❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r✐s❡s✱ ❛s ✷✱ ✶ ♦r ✵ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ❣❡t
❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ r❡q✉✐r❡s t✇♦ ♠❛❦❡❴s❡t ❛♥❞ ♦♥❡ ✉♥✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ r❡q✉✐r❡s ♦♥❡ ♠❛❦❡❴s❡t✱
♦♥❡ ✜♥❞✱ ❛♥❞ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✉♥✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ r❡q✉✐r❡s t✇♦ ✜♥❞ ❛♥❞ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ✉♥✐♦♥✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❛t ♠♦st t❤r❡❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❆ ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ mp ❡❞❣❡s r❡q✉✐r❡s ❛t ♠♦st
3mp ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥❝❡ ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 6e✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡ ♠❡r❣❡ st❡♣s ❛t θ = 2π
r❡q✉✐r❡s ❛t ♠♦st 3 ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s✱ ✇❤❡♥❝❡ 6n0 ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛t ♠♦st✳ ❆❞❞✐♥❣ ✉♣ t❤❡s❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ②✐❡❧❞s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ 6e+ 8n0✳ �



✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖♥❡ P❛ss ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❈♦✈❡r✐♥❣ ▲✐sts

N

C1
C2

a0

S0

C3

C4

1 3

2 4

7
6

C5

5

M0

x

y

CSP(C3)
CLP(C3)

+
− CSP(C1)

CLP(C1)+
−

CSP(C5)
CLP(C5)

+
−

CSP(C4)
CLP(C4)

+
−

CSP(C2)
CLP(C2)

+
−CSP(C1)

CLP(C1)+
−

2

7 4

5 6

1

3

{ {LNB
at θ = 0

CLP(C2)

CSP(C1)

CLP(C3)

CLP(C4)

CLP(C5)

❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ■♠♣❧✐❝✐t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts✳ ❈✐r❝❧❡ C1 ✐s ♥♦rt❤ t❤r❡❛❞❡❞✱ C2 ✐s ❜✐♣♦❧❛r✱ ✇❤✐❧❡ C3✱ C4 ❛♥❞
C5 ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡s✳ ❋❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs ❢r♦♠ 1
t♦ 7✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♥♦❞❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❢❛❝❡ 2 r❡✢❡❝ts t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ LNBθ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡
C2✳



✹✳✹✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✽✼

(a) (b) (c)

E1 E2M0+

SCH1

SCH2

SCH3

E1 E2 E3

SCH1

SCH2

E1 E2 E3

SCH1

SCH2

❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ❈♦✉♥t✐♥❣ s✉♣❡r✢✉♦✉s ❙❈❍✳ ✭❛✮ SCH1 ❛♥❞ SCH2 ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛t ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡r❣❡❞ ❛t
E2❀ SCH3 ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛t E1❀ ❛ s✐♥❣❧❡ ❈❈❇ r❡♠❛✐♥s ❛t θ = 2π ✭❜✱ ❝✮ SCH1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② SCH2✮ ✐s ❝r❡❛t❡❞
❛t E1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② E2✮❀ ❜♦t❤ ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ❛t E3

Pr♦♦❢✳❬❚❤♠✳ ✹❪ ❖❜❥❡❝ts ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❙❈❍✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❙❈❍
❝r❡❛t❡❞ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② f + h + 2n0 + n + n✳ ▲❡t ✉s ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♦✈❡r❤❡❛❞s ✇✳r✳t✳ f + h✿ t❤❡ ✜rst
♦♥❡✱ 2n0✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❙❈❍ ❝r❡❛t❡❞ ✉♣♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡r❣❡❞ ✉♣♦♥ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✇❡❡♣✖
❋✐❣✳ ✹✳✻✭❛✮❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ n✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❙❈❍ st❛rt❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t❡r ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢
❧❛r❣❡st r❛❞✐✉s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t s✐t❡ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ♦♥❧② st❛rt ❡✈❡♥ts✖❋✐❣✳ ✹✳✻✭❜✮❀ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡✱ n✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❙❈❍ t❤❛t ❣❡t ♠❡r❣❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❧❛r❣❡st r❛❞✐✉s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛
♥♦r♠❛❧ ❡✈❡♥t s✐t❡ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ♦♥❧② ❡♥❞ ❡✈❡♥ts✖❋✐❣✳ ✹✳✻✭❝✮✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ N ♠❛❦❡❴s❡t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✉♥✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✿
✕ ✜rst✱ ✇❤❡♥ ♠❡r❣✐♥❣ ❛t θ = 2π✖❋✐❣✳ ✹✳✻✭❛✮✳ ❙✐♥❝❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡
❢❛❝❡ ♠❛st❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞♦ ❛t ♠♦st t✇♦ ✜♥❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ✉♥✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r ❢❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ✐✳❡✳ ❛t ♠♦st
3(n0 + 1) ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
✕ s❡❝♦♥❞✱ ❛t ❛ st❛rt ♣♦✐♥t✖❋✐❣✳ ✹✳✻✭❜✮✳ ❚❤❡ ❙❈❍ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦✉t❡r ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢
❧❛r❣❡st r❛❞✐✉s ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ ❢❛❝❡ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ♦♥❡ ✜♥❞✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ✉♥✐♦♥✳ ❚✇♦ ❡①tr❛ ✜♥❞
♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❙❈❍ ❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ st❛rt ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ ✐s ♠❡r❣❡❞ t♦
❛♥♦t❤❡r ❙❈❍✳
✕ t❤✐r❞✱ ❛t ❛♥ ❡♥❞ ♣♦✐♥t ♦❢ s♦♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡s✖❋✐❣✳ ✹✳✻✭❝✮✳ ▼❡r❣✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝❡s ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❙❈❍ r❡q✉✐r❡s t✇♦ ✜♥❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ✉♥✐♦♥✳

❆❞❞✐♥❣ ✉♣ t❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡s✉❧ts ✐♥M ≤ N+3(n0+1)+7n✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡✇r✐t❡ ❛sM ≤ f+h+20n✳
�

✹✳✹✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸

Pr♦♦❢✳❬❚❤♠✳ ✺❪ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t m ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ❜❛❧❧s✱ ❛♥❞ t❤❛t n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s✳ ❋✐rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ LNBθ r❡q✉✐r❡s O(m) t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✱
❛♥❞ O(n) ❧✐sts ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛r❝s ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❛t θ = 0+✳ ◆❡①t✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✇❡❡♣✳ ❆ ❝♦♥st❛♥t
t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ✉♣❞❛t❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❡❡ ❡✈❡r② t✐♠❡ ❛ ❢❛❝❡ ♠❛st❡r ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ♥♦❞❡
✐s ❞❡❧❡t❡❞ ❡✈❡r② t✐♠❡ ❛ ♠❡r❣❡ ♦❢ t✇♦ ❢❛❝❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❇✉t s✐♥❝❡ ❛t ♠♦st O(n) ♠❡r❣❡s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❡♥❞ ❡✈❡♥ts t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡s ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❛t ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✳
✹✳✻✭❛✱❝✮ ✮✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❝r❡❛t❡❞ ✐s O(f + n)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✉♣♦♥ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✇❡❡♣✱ O(n)
♠❡r❣❡s ♦❝❝✉r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❢❛❝❡s st❛rt❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆❞❞✐♥❣ ✉♣ t❤❡s❡ ❝♦sts ❛♥❞ s♣❛❝❡
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳



✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖♥❡ P❛ss ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❈♦✈❡r✐♥❣ ▲✐sts

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♥❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐st ♣❡r ❢❛❝❡✱ ✇❡ ✜rst ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣r✐♠❛r②✴♦♣♣♦s✐t❡ ❜❛❧❧s✳ ❋r♦♠ ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst
tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ tr❡❡✱ t❤❡ ❧✐sts ♦❢ ♣r✐♠❛r②✴♦♣♣♦s✐t❡ ❜❛❧❧s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳ ❚r❛✈❡rs✐♥❣
❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♣②✐♥❣ t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ❢❛t❤❡r ♥♦❞❡✱ ❢r♦♠ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦✮ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❜❛❧❧
♠❛② ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❞❞❡❞✮✳ ◆❡①t✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜❛❧❧s ❛r❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐sts ♦❢ ❢r✐❡♥❞s✳ �

✹✳✹✳✸ ❍❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❛t ✭❇✐✮♣♦❧❛r ❊✈❡♥ts

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❤❛♥❞❧❡❞ ❛t ❛ ♣♦❧❡ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❢♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠s
t♦♣♦❴❤❛♥❞❧❡❴♣♦❧❛r❴❡✈❡♥t❴s✐t❡ ❛♥❞ t♦♣♦❴❤❛♥❞❧❡❴❜✐♣♦❧❛r❴❡✈❡♥t❴s✐t❡✳ ■♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ✉♣♣❡r❴❤❛❧❢❡❞❣❡✭Ai✮ ❛♥❞ ❧♦✇❡r❴❤❛❧❢❡❞❣❡✭Ai✮ r❡t✉r♥ t❤❡ ♥❛♠❡❞ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛r❝ Ai✳ ❋♦r
❛ ♣♦❧❛r ♦r ❛ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ C✱ ✐♥✭C✮ ✭r❡s♣✳ ♦✉t✭C✮ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r
✭♦✉t❡r✮ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡✳

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ♣♦❧❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s Lh, Ph

♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♥ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s✱ st❛♥❞✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ▲❛st ❛♥❞ Pr❡✈✐♦✉s ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣❛✐rs ❛r❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧✐③❡❞ t♦ ◆❯▲▲✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s✇❡❡♣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♦✈❡r✱ ✐✳❡✳ E ✐s ❡♠♣t②✱ ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ ❧❛✉♥❝❤✐♥❣ t♦♣♦❴♠❡r❣❡❴✲

✈✐rt✉❛❧❴❢❛❝❡s✱ ✇❡ ♠❡r❣❡ Lh Ph ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t st✐❧❧ ◆❯▲▲✳

P♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✳ ❚♦ ❤❛♥❞❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ st❛rts ♦r ❡♥❞s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛♥❛❣❡
t❤❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ♣❛ss✐♥❣ ❜② ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦❧❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦♣♦❴❤❛♥❞❧❡❴✲

♣♦❧❛r❴❡✈❡♥t❴s✐t❡ ✇❤❡♥ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✳

❇✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡✈❡♥t s✐t❡ ♦❢ ❛ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ C✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦rr❡❝t❧②
❤❛♥❞❧❡ t❤✐s ❡✈❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✳
⊲ ✶✳ ❲❡ ❧❛✉♥❝❤ t❤❡ r♦✉t✐♥❡ t♦♣♦❴❤❛♥❞❧❡❴♣♦❧❛r❴❡✈❡♥t❴s✐t❡ ❢♦r t❤❡ ♥♦rt❤ ♣♦❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❝❤♦r ❛t
t❤❡ ♥♦rt❤ ♣♦❧❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✱ ❛♥❞ t♦ ❝♦♥♥❡❝t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡s ♦❢
♦t❤❡r ✭❜✐✮♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡s✳
⊲ ✷✳ ❲❡ ♠❛♥❛❣❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛r❝s ✐♥ V ❜② C
⊲ ✸✳ ❲❡ r❡❧❛✉♥❝❤ t❤❡ r♦✉t✐♥❡ t♦♣♦❴❤❛♥❞❧❡❴♣♦❧❛r❴❡✈❡♥t❴s✐t❡ ❜✉t ❢♦r t❤❡ s♦✉t❤ ♣♦❧❡✳

❚❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦♣♦❴❤❛♥❞❧❡❴❜✐♣♦❧❛r❴❡✈❡♥t❴s✐t❡✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ✐ts
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛r❝s ♦❢ V ❜② C ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡
❛♥❞ r❡t✉r♥ ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ ✐t✿
✕ t♦♣♦❴♥❡✇❴❧❡❢t❴❤❛❧❢❡❞❣❡✿ r❡t✉r♥s ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✉t✭C✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥✭C✮✮
❛t ❛ st❛rt ❡✈❡♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡♥❞ ❡✈❡♥t✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ❡①tr❡♠✐t②
♦❢ t❤❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡✳
✕ t♦♣♦❴♥❡✇❴r✐❣❤t❴❤❛❧❢❡❞❣❡✿ r❡t✉r♥s ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✭C✮ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦✉t✭C✮✮ ❛t
❛ st❛rt ❡✈❡♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡♥❞ ❡✈❡♥t✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ❡①tr❡♠✐t② ♦❢
t❤❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡✳



✹✳✹✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✽✾

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ t♦♣♦❴❤❛♥❞❧❡❴♣♦❧❛r❴❡✈❡♥t❴s✐t❡

✶✿ ✐❢ ❲❡ ❤❛♥❞❧❡ ❛ st❛rt ♣♦✐♥t t❤❡♥
✷✿ ✐❢ ✭Ph❂◆❯▲▲✮ t❤❡♥
✸✿ Lh❂♦✉t✭C✮
✹✿ ❡❧s❡
✺✿ ♠❡r❣❡✭Ph✱♦✉t✭C✮✮
✻✿ ❡♥❞ ✐❢
✼✿ Ph❂✐♥✭C✮
✽✿ ❡❧s❡
✾✿ ✐❢ ✭Ph❂◆❯▲▲✮ t❤❡♥

✶✵✿ Lh❂✐♥✭C✮
✶✶✿ ❡❧s❡
✶✷✿ ♠❡r❣❡✭Ph✱✐♥✭C✮✮
✶✸✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✹✿ Ph❂♦✉t✭C✮
✶✺✿ ❡♥❞ ✐❢

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠ t♦♣♦❴❤❛♥❞❧❡❴❜✐♣♦❧❛r❴❡✈❡♥t❴s✐t❡

✶✿ Lh❂t♦♣♦❴♥❡✇❴❧❡❢t❴❤❛❧❢❡❞❣❡
✷✿ Rh❂t♦♣♦❴♥❡✇❴r✐❣❤t❴❤❛❧❢❡❞❣❡
✸✿ t♦♣♦❴❤❛♥❞❧❡❴♣♦❧❛r❴❡✈❡♥t❴s✐t❡✭◆❖❘❚❍❴P❖▲❊✮
✹✿ ❡✈❡♥t❴s✐t❡ ❡✈t❴♣♦❧❂E ✳♣♦♣④❇✐♣♦❧❛r ❡✈❡♥t s✐t❡⑥
✺✿ ❝✉rr❡♥t ❂ ♣♦✐♥t❡r ♦♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ t❤❡ ♥♦rt❤ ♣♦❧❡ ✐♥ V
✻✿ st♦♣ ❂ ♣♦✐♥t❡r ♦♥ t❤❡ s♦✉t❤ ♣♦❧❡
✼✿ ✇❤✐❧❡ ✭❝✉rr❡♥t ✐s ♥♦t ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♥ s♦✉t❤ ♣♦❧❡✮ ❞♦
✽✿ ✐❢ ✭st♦♣ ✐s ♥♦t ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♥ s♦✉t❤ ♣♦❧❡✮ t❤❡♥
✾✿ ❤❛♥❞❧❡❴❡✈❡♥t❴s✐t❡✭Lh✱Rh✮

✶✵✿ ❝✉rr❡♥t ❂ ♣♦✐♥t❡r ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❛r❝ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❧✐sts ♦❢ E ✳t♦♣
✶✶✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✷✿ ✐❢ ✭✭E 6= ∅✮ ❆◆❉ ✭E ✳t♦♣ ❛♥❞ ❡✈t❴♣♦❧ ❤❛✈❡ s❛♠❡ θ ✈❛❧✉❡✮ ❆◆❉ ✭E ✳t♦♣ ✐s ♥♦t ❛ ♣♦❧❛r ❡✈❡♥t s✐t❡✮✮

t❤❡♥
✶✸✿ st♦♣ ❂♣♦✐♥t❡r ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❛r❝ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❧✐sts ♦❢ E ✳t♦♣
✶✹✿ ❡❧s❡
✶✺✿ st♦♣ ❂ ♣♦✐♥t❡r ♦♥ t❤❡ s♦✉t❤ ♣♦❧❡
✶✻✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✼✿ ✇❤✐❧❡ ✭❝✉rr❡♥t 6=st♦♣✮ ❞♦
✶✽✿ ❆❂❛r❝ ♣♦✐♥t❡❞ ❜② ❝✉rr❡♥t
✶✾✿ ❝✉rr❡♥t❂s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ ❝✉rr❡♥t ✐♥ V
✷✵✿ ♠❡r❣❡✭✉♣♣❡r❴❤❛❧❢❡❞❣❡✭❆✮✱Lh✮
✷✶✿ ▲h❂t♦♣♦❴♥❡✇❴❧❡❢t❴❤❛❧❢❡❞❣❡
✷✷✿ ♠❡r❣❡✭❧♦✇❡r❴❤❛❧❢❡❞❣❡✭❆✮✱Lh✮
✷✸✿ ✉♣♣❡r❴❤❛❧❢❡❞❣❡✭❆✮❂♥❡✇ ❤❛❧❢❡❞❣❡
✷✹✿ ♠❡r❣❡✭Rh✱✉♣♣❡r❴❤❛❧❢❡❞❣❡✭❆✮✮
✷✺✿ ❧♦✇❡r❴❤❛❧❢❡❞❣❡✭❆✮❂♥❡✇ ❤❛❧❢❡❞❣❡
✷✻✿ Rh❂t♦♣♦❴♥❡✇❴r✐❣❤t❴❤❛❧❢❡❞❣❡
✷✼✿ ♠❡r❣❡✭Rh✱❧♦✇❡r❴❤❛❧❢❡❞❣❡✭❆✮✮
✷✽✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✷✾✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✸✵✿ ✇❤✐❧❡ ✭ ✭E 6= ∅✮ ❆◆❉ ✭E ✳t♦♣ ❛♥❞ ❡✈t❴♣♦❧ ❤❛✈❡ s❛♠❡ θ ✈❛❧✉❡✮ ❆◆❉ ✭E ✳t♦♣ ✐s ♥♦t ❛ ♣♦❧❛r ❡✈❡♥t

s✐t❡✮✮ ❞♦
✸✶✿ ❤❛♥❞❧❡❴❡✈❡♥t❴s✐t❡✭Lh✱Rh✮④❖♥❧② st❛rt ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t s✐t❡⑥
✸✷✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✸✸✿ t♦♣♦❴❤❛♥❞❧❡❴♣♦❧❛r❴❡✈❡♥t❴s✐t❡✭❙❖❯❚❍❴P❖▲❊✮



✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖♥❡ P❛ss ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❈♦✈❡r✐♥❣ ▲✐sts



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❈●❆▲ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧

❈❤❛♣t❡r ❖✈❡r✈✐❡✇

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
❝✐r❝❧❡s✱ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛♥❞ s♣❤❡r❡s ✐♥ ✸❉✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t✇♦ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧
♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✸ ❜r✐❞❣❡s t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✸❉
❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ r❛♥❞♦♠ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧s
❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❛♥❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✺✳✻✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣❛♣❡r ❛❝❝❡♣t❡❞ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❥♦✉r♥❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✿
❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❋ré❞ér✐❝ ❈❛③❛❧s✱ Pé❞r♦ ▼✳ ▼✳ ❞❡ ❈❛str♦ ❛♥❞ ▼♦♥✐q✉❡
❚❡✐❧❧❛✉❞✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✺✳✻ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt ❬✸✻❪✳

✺✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❜❛s✐❝s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s
♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t✇♦ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥
s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥ts ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s
♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s♣❤❡r❡✳

✺✳✶✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ❛♥❞ ◆♦t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ Si ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ci = (xi, yi, zi)✱ ❛♥❞ ✐ts r❛❞✐✉s ri✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✉s t♦ ❜❡ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❆❧❧ ♦❜❥❡❝ts ✭♣❧❛♥❡s✱ ❧✐♥❡s✱
s♣❤❡r❡s✱ ❝✐r❝❧❡s✮ ✇❤♦s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ t❡r♠❡❞ r❛t✐♦♥❛❧✳

❚❤❡ x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ♣♦✐♥t p ❛♥❞ ✈❡❝t♦r u ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ px ❛♥❞ ux✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r y✲ ❛♥❞ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
❚❤❡ ❞♦t ❛♥❞ ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t✇♦ ✈❡❝t♦rs u ❛♥❞ v ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡❞ < u, v > ❛♥❞ u ∧ v✳ ❚❤❡
sq✉❛r❡❞ ♥♦r♠ ♦❢ ✈❡❝t♦r u ✐s ❞❡♥♦t❡❞ u2 =< u, u >✱ ❛♥❞ ✐ts ♥♦r♠ ‖u‖✳ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✱ ❞❡♥♦t❡❞
❙✐❣♥(x)✱ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❙✐❣♥(x) ∈ {−1, 0, 1}✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts p ❛♥❞ q✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r q − p ✐s ❞❡♥♦t❡❞ pq✳ ■❢ o
st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❛♥❞ p ✐s ❛ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r op ✐s ❞❡♥♦t❡❞ p✳

❚❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ♣♦✐♥t p ✇✳r✳t✳ s♣❤❡r❡ Si ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② π(p, Si) = pc2i − r2i ✳ ❚❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ RPij ♦❢ ❛♥②
t✇♦ s♣❤❡r❡s Si ❛♥❞ Sj ✐s t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈✐♥❣ ❡q✉❛❧ ♣♦✇❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✇♦
s♣❤❡r❡s✳ ■ts ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s 2 < p, cicj > +ci

2− cj2 + r2j − r2i = 0✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡s❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s ✐♥t❡rs❡❝t✱ t❤❡✐r
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡ Cij ✐s ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✐t❤❡r s♣❤❡r❡ ❛♥❞ t❤❡✐r r❛❞✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳

❚❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ r❛❞✐✉s ♦❢ Cij ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ cij ❛♥❞ rij ✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t cicij =
cic

2
j−r2

j +r2
i

2cic2
j

cicj ❛♥❞

r2ij = r2i − cic2ij ✳

✾✶



✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❈●❆▲ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧

❆ r♦♦t ♦❢ ❛ ❞❡❣r❡❡ n ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ n✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ♣❧❛② ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ♦✉r ♣r❡❞✐❝❛t❡s
❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✸ ❚❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❛ r❛t✐♦♥❛❧
❧✐♥❡ ❛r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳

❲❡ ❛❧s♦ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✹ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs a ❛♥❞ b✱ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st t✇♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡♥ a + b✱ a × b ❛♥❞ 1/a ✭✐❢ a 6= 0✮ ❛r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st t✇♦✱ ❛♥❞ t❤❡②
❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥✳

✺✳✶✳✷ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ P♦✐♥ts ♦❢ ❛ ◆♦r♠❛❧ ❈✐r❝❧❡

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ C0i ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r❛t✐♦♥❛❧ s♣❤❡r❡s✳ ❚❤❡
z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ✐ts t✇♦ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r✿

z =
2zir

2
0

ci
2 + r20 − r2i

.

Pr♦♦❢✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ S0 ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❛♥❞ ❧❡t C0i ❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ S0 ❛♥❞ Si✳ ■❢ t❤❡ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ c0iz ♦❢ ✐ts ❝❡♥t❡r c0i ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0✱ ❛ s②♠♠❡tr② ❛r❣✉♠❡♥t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ z = 0 ✐♠♣♦s❡s t❤❛t t❤❡ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ✐s ❛❧s♦ ♥✉❧❧✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t c0iz 6= 0✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ③❡r♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ s❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ C0i ❛♥❞ t❤❡ ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡ P (θ) ❞❡✜♥✐♥❣
t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ ✭✐✳❡✳ S0 ∩ RP0i ∩ Mθ✱ ✇❤❡r❡ Mθ = S0 ∩ P (θ)✮✳ ❚❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤✐s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ s❡t r❡❞✉❝❡s t♦ ♦♥❡ ♣♦✐♥t✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ p = (x, y, z) s✉❝❤ ❛♥
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s②st❡♠ r❡❛❞s ❛s✿







P (θ) : −x sin θ + y cos θ = 0

RP0i : 2 < p, c0ci > +c0
2 − ci2 + r2i − r20 = 0

S0 : x2 + y2 + z2 − r20 = 0

✭✺✳✶✮

❆ss✉♠✐♥❣ x 6= 0✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② θ 6= π
2 [π]✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s s②st❡♠ ✉s✐♥❣ tan θ✳ ✭■❢ x = 0✱ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤

cot θ ❜② s✇❛♣♣✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ x ❛♥❞ y✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t x ❛♥❞ y ❝❛♥♥♦t ✈❛♥✐s❤ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❢♦r ❛ ♥♦r♠❛❧
❝✐r❝❧❡✱ ❛s s✉❝❤ ❛ ❝✐r❝❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♣♦❧❡✳✮ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s②st❡♠ ✐s t❛♥t❛♠♦✉♥t t♦✿







y = x tan θ

z =
ci

2+r2
0−r2

i −2x(xi+yi tan θ)
2zi

x2 + x2 tan2 θ +
(ci

2+r2
0−r2

i −2x(xi+yi tan θ))2

4z2
i

− r20 = 0

✭✺✳✷✮

❘❡✇r✐t❡ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s②st❡♠

Ax2 +Bx+ C = 0, ✭✺✳✸✮

✇✐t❤






A = (1 + tan2 θ) + (xi+yi tan θ)2

z2
i

B = − (xi+yi tan θ)(ci
2+r2

0−r2
i )

z2
i

C =
(ci

2+r2
0−r2

i )2

4z2
i

− r20

✭✺✳✹✮



✺✳✶✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✾✸

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ s♦✉❣❤t ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ❊q✳ ✭✺✳✸✮ ❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② x = −B/(2A)✳ ■♠♣♦s✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✈❛♥✐s❤❡s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ D = 0✱ ✇✐t❤ D = B2 − 4AC✱ t❤✉s tan θ
✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦✳ ▲❡tt✐♥❣ T st❛♥❞ ❢♦r tan θ ❛♥❞ ❞❡♥♦t✐♥❣ λi = ci

2 + r20 − r2i ✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

D =

D2
︷ ︸︸ ︷

(−λ2
i + 4r20z

2
i + 4r20y

2
i )T 2 +

D1
︷ ︸︸ ︷

(8xiyir
2
0)T +

D0
︷ ︸︸ ︷

(−λ2
i + 4r20z

2
i + 4r20x

2
i ) ✭✺✳✺✮

▲❡t ✉s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ D ❤❛s ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ❛♥❞ ♦♥❡✳ ❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱
♥♦ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ x = 0✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ♦♥❡
θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥t ❧✐❡s ✐♥ ♣❧❛♥❡ x = 0✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ✐s ❧❡❢t t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r ❛♥❞ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡
❢♦r♠❡r ♦♥❡✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t D2 6= 0✿ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ D ✐s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦✳ ❲❡ ✜rst ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t δ ♦❢ D ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ θ✲❡①tr❡♠❛❧
♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t δ ♦❢ D ♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

δ = 4

δ1
︷ ︸︸ ︷

(−2r0zi + λi)

δ2
︷ ︸︸ ︷

(2r0zi + λi)

δ3
︷ ︸︸ ︷

(4r20ci
2 − λi) ✭✺✳✻✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ♣♦❧❡ ♦❢ S0 ✇✳r✳t✳ t♦ s♣❤❡r❡ Si r❡❛❞s ❛s (ci− (0, 0,±r0))2−r2i = ci
2 +r20−r2i ±2zir0 =

±2r0zi + λi✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ δ1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② δ2✮ ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦rt❤ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s♦✉t❤✮ ♣♦❧❡ ✇✳r✳t✳
Si✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ✇✳r✳t✳ t♦ ❛ s♣❤❡r❡ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ ③❡r♦✮ ✐✛ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐s ✐♥s✐❞❡
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦✉ts✐❞❡✱ ♦♥✮ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ δ1 ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ ③❡r♦✮ ✐❢ t❤❡ ♥♦rt❤
♣♦❧❡ ✐s ✐♥s✐❞❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦✉ts✐❞❡✱ ♦♥✮ Si✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r δ2 ❛♥❞ t❤❡ s♦✉t❤ ♣♦❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❢♦r δ3✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✿

δ3 =

δ31
︷ ︸︸ ︷

(−ci2 + (r0 + ri)
2)

δ32
︷ ︸︸ ︷

(ci
2 − (r0 − ri)2) . ✭✺✳✼✮

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ s✐❣♥s ♦❢ δ31
❛♥❞ δ32

❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ δ ✐s
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳ ❚❤❡s❡ t❛❜❧❡s ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ♦♥❡ ❤❛s δ > 0 ❢♦r ❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡s✱ s♦
t❤❛t ❊q✳ ✭✺✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✺✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ z ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ ✭✺✳✷✮ ♣r♦✈❡s
t❤❡ ❝❧❛✐♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ D2 6= 0✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ci2 + r20 − r2i = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
❝✐r❝❧❡ ✐s ❜✐♣♦❧❛r✳ �

δ31
δ32

δ3 s♣❤❡r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
+ + + S0 ❛♥❞ Si ✐♥t❡rs❡❝t ❛❧♦♥❣ ❛ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❝✐r❝❧❡
+ − − Si ✐♥s✐❞❡ S0 ♦r S0 ✐♥s✐❞❡ Si✱ ♥♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
− + − Si ♦✉ts✐❞❡ S0✱ ♥♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
− − + ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
0 + 0 Si ❛♥❞ S0 t❛♥❣❡♥t✱ ♥♦ ✐♥❝❧✉s✐♦♥
0 − 0 ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
+ 0 0 Si ❛♥❞ S0 t❛♥❣❡♥t✱ Si ✐♥s✐❞❡ S0 ♦r S0 ✐♥s✐❞❡ Si

− 0 0 ✐♠♣♦ss✐❜❧❡

❚❛❜✳ ✺✳✶ ✕ ❙✐❣♥ ♦❢ δ3 ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✺✳✼✮✳ ❆❜✉s✐♥❣ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✱ Si ✐♥s✐❞❡ Sj st❛♥❞s ❢♦r Si ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜❛❧❧
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ Sj ✱ ✇❤✐❧❡ Si ♦✉ts✐❞❡ Sj st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❜❛❧❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ Si ❛♥❞ Sj ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳



✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❈●❆▲ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧

δ1 δ2 δ3 δ ❝✐r❝❧❡ t②♣❡
+ + + + ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡
+ + − − S0 ❛♥❞ Si ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t
+ − + − t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡
− + + − t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡
+ − − + ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
− + − + ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
− − + + ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡
− − − − S0 ❛♥❞ Si ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t
0 6= 0 ≥ 0 0 ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ✐❢ δ3 > 0✱ S0 ❛♥❞ Si ❛r❡ t❛♥❣❡♥t ♦t❤❡r✇✐s❡
6= 0 0 ≥ 0 0 ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ✐❢ δ3 > 0✱ S0 ❛♥❞ Si ❛r❡ t❛♥❣❡♥t ♦t❤❡r✇✐s❡
0 6= 0 − 0 ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
6= 0 0 − 0 ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
± ± 0 0 t❛♥❣❡♥t s♣❤❡r❡s ✐❢ δ1δ2 > 0✱ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♦t❤❡r✇✐s❡
0 0 {±, 0} 0 ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ✐❢ δ3 > 0✱ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♦t❤❡r✇✐s❡

❚❛❜✳ ✺✳✷ ✕ ❙✐❣♥ ♦❢ δ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✺✳✻✮✳ δ1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② δ2✮ ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦rt❤ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s♦✉t❤✮
♣♦❧❡ ✇✳r✳t✳ Si✱ ✇❤✐❧❡ δ3 ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❡t❤❡r S0 ✐♥t❡rs❡❝ts Si✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❤❛s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ❚❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ C0i ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ RP0i ❛♥❞ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ ❞❡✜♥❡❞

❜② z =
2zir

2
0

ci
2+r2

0−r2
i

✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✸✱ t❤❡ x✲ ❛♥❞ y✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝

♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳

✺✳✶✳✸ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❛♥❣❡♥ts ♦❢ t✇♦ ❈✐r❝❧❡s

❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝✐r❝❧❡s✱ ❡❛❝❤ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ tr❛♥s✈❡rs❛❧❧② ❛t ♣♦✐♥t p ♦♥ S0✳
❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ✐s ❜✐♣♦❧❛r ❛♥❞ t❤❛t p ✐s ♥❡✐t❤❡r ❛ ♣♦❧❡ ♥♦r ❛ θ✲❡①tr❡♠❛❧
♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝✐r❝❧❡s
❛t p✳

❯♥❞❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❞❡♥♦t❡ tk✱ k = i ♦r j✱ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❝✐r❝❧❡ C0k ❛t
♣♦✐♥t p✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❚❛♥❣❡♥ts ✈❡❝t♦rs ti ❛♥❞ tj ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s♦ ❛s t♦ ♣♦✐♥t t♦✇❛r❞s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✈❛❧✉❡s ♦❢ θ✱ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥t s♣❛❝❡ ♦❢ S0 ❛t p✳ ❇❡❝❛✉s❡ ti ❛♥❞ tj ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ p✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❙✐❣♥(∆)✱ ✇✐t❤

∆ =< ti ∧ tj , p > . ✭✺✳✽✮

❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ t❛♥❣❡♥t t♦ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡
♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♣❧❛♥❡ ♦❢ S0 ❛t p✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❡❝t♦rs ni = c0ip
❛♥❞ nj = c0jp✳ ❋♦r k = i, j t❤❡ t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❋♦r ❛ ♥♦r♠❛❧ ♦r ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✱
tk = βkc0k ∧nk✱ ✇✐t❤ βk = −1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② 1✮ ✐❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ p ✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛
❧♦✇❡r✮ ♦♥❡❀ ❋♦r ❛ t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡✱ ❧❡t mk ❜❡ c0k ✐❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✐s ♥♦t ❛ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛♥② ♥♦r♠❛❧
✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✱ t❤❡♥ tk = γk(mk ∧ nk✮✱ ✇✐t❤ γk = ±1 s✉❝❤ t❤❛t γkmkz > 0✳



✺✳✶✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✾✺

S0
c0i

c0j

C0i

C0j

ni

nj

−ti
tj

p

z

Mθ

o

n

❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❚❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦rs ti ❛♥❞ tj t♦ ❝✐r❝❧❡s C0i ❛♥❞ C0j ❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts p✳ ❱❡❝t♦r n
✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ S0 ❛t p✳

❚❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ p ❛r❡ t❤r❡❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳
❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ tk = ±(c0kypz − c0kzpy, c0kzpx − c0kxpz, c0kxpy −
c0kypx)t✱ ✇❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ∆ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ΠT ;T ′ ❛♥❞ s✉♠s ΣT ;T ′ ✱ ✇❤❡r❡ T ❛♥❞
T ′ ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✭❞❡♥♦t❡❞ ANop✮ ♦r r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✭❞❡♥♦t❡❞ R✮✳ ANop

✐s ❛ tr✐✈❛r✐❛t❡ r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ p✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛s p✳ ■❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t op ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ p✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❡❛❝❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ tk ✐s ❛ AN2 ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✇♦
ΠR;AN0

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♦♥❡ ΣAN1;AN1
✳ ❆ ♥❛✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ∆ r❡q✉✐r❡s t✇♦ ΠAN2;AN2

❛♥❞ ♦♥❡ ΣAN3;AN3

❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t❀ t❤r❡❡ ΠAN4;AN0
✱ ♦♥❡ ΣAN5;AN5

❛♥❞ ♦♥❡ ΣAN6;AN5
❢♦r t❤❡ ❞♦t

♣r♦❞✉❝t✳ ■♥ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✻✱ ♦♠✐tt✐♥❣ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ♥♦ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❛ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡✱ ✇❡
❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∆ ✇✐t❤ ♦♥❧② t✇♦ ΠAN2;AN2

✱ t✇♦ ΠR;AN3
❛♥❞ ♦♥❡ ΣAN4;AN4

✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✺ ▲❡t ∆′ =
tjz

‖tj‖
− tiz

‖ti‖
✳ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∆ ♠❛t❝❤❡s t❤❛t ♦❢ ∆′✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∆′ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✿ tiz = 0 ❛♥❞ tjz = 0❀ tiz = 0
♦r tjz = 0❀ tiz ❛♥❞ tjz ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥s✳

❖t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ ❤❛✈❡✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✻ ■❢ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐s ❛ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ tiz ❛♥❞ tjz ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱
t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∆′ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

❙✐❣♥(∆′) = ❙✐❣♥(tjz)Sign
(
c0i

2r20i(tjz)
2 − c0j

2r20j(tiz)
2
)

Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ tiz ❛♥❞ tjz ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
❛♥❞ ♥♦♥✲♥✉❧❧✳ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∆′ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ♦❢ ‖ti‖tjz − ‖tj‖tiz✳ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿

t2i tj
2
z − t2j ti2z = (‖ti‖tjz + ‖tj‖tiz)(‖ti‖tjz − ‖tj‖tiz) ✭✺✳✾✮

❆♥❞ s✐♥❝❡ ✇❡ s✉♣♣♦s❡❞ t❤❛t ❙✐❣♥(tjz) = ❙✐❣♥(tiz)✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

❙✐❣♥(∆′) = ❙✐❣♥(tjz)❙✐❣♥(t2i (tjz)
2 − t2j (tiz)2). ✭✺✳✶✵✮

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❝✐r❝❧❡ C0k, k = i, j✱ ❛r❡ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❆s c0k

❛♥❞ c0kp ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ t❤❡ s✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✐s 1✳ ❙✐♥❝❡ tk = ±c0k ∧ c0kp✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t2k = c0k

2c0kp
2✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t2k = c0k

2r20k✳
�



✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❈●❆▲ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧

✺✳✷ ❙♦❢t✇❛r❡ ❉❡s✐❣♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❦❡t❝❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❝❣❛❧ ❦❡r♥❡❧s✱ ❛♥❞ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✳

✺✳✷✳✶ ❈●❆▲ ❑❡r♥❡❧s✿ ❘❛t✐♦♥❛❧❡

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ ❈●❆▲✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝✿ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❧❛ss ❤❛s ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❝❛❧❧❡❞ ❛ tr❛✐ts ❝❧❛ss✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② r❡q✉✐r❡❞✳ ❆ tr❛✐ts ❝❧❛ss ✐s ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❛s
❛ ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✇✐t❤ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡s✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❝✉r✈❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✽✹❪ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣♦❛❧s✿ ✭✐✮✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥② ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❝❣❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s❀
✭✐✐✮r❡✲✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝❣❛❧ ❦❡r♥❡❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♦❜❥❡❝ts❀ ✭✐✐✐✮❣❡♥❡r✐❝✐t② ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✿ ❛❜✐❧✐t②
t♦ ✉s❡ ♦t❤❡r ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s t❤❛♥ t❤♦s❡ ✐♥ ❝❣❛❧ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❦❡r♥❡❧ ❢♦r ❝✉r✈❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

t❡♠♣❧❛t❡ ❁ t②♣❡♥❛♠❡ ▲✐♥❡❛r❑❡r♥❡❧✱ t②♣❡♥❛♠❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝❑❡r♥❡❧ ❃

❝❧❛ss ❈✉r✈❡❞❴❦❡r♥❡❧❀

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ♦r ♦❢ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝
❑❡r♥❡❧✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r❡✜①❡s ❙❑✿✿ ❛♥❞ ❆❑✿✿ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♠♠❡♥t ❜r✐❡✢② ♦♥ t❤❡ t✇♦ t❡♠♣❧❛t❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t②
s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❣❛❧ ❦❡r♥❡❧ ❬✶✶✵❪✱ t❤❡ ❈✉r✈❡❞❴❦❡r♥❡❧ ✐♥❤❡r✐ts ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▲✐♥❡❛r❑❡r♥❡❧ ❣✐✈❡♥ ❛s
t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✐t t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦♥ ❧✐♥❡❛r ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡
▲✐♥❡❛r❑❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳ ■t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝❣❛❧ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ❡①t❡♥✲
s✐✈❡❧② ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❣❛❧ ♠❛♥✉❛❧✳
❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝❑❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ❧✐st❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸ ❛r❡ ❣✉✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②
♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✮✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
❝❛❧❧❡❞ ❆❧❣❡❜r❛✐❝❑❡r♥❡❧❋♦r❙♣❤❡r❡s ✐♥ t❤❡ ❝❣❛❧ ♣❛❝❦❛❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② r❡q✉✐r❡❞
❜② t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❤♦rt❡r ♥❛♠❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝❑❡r♥❡❧ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❆t t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✭❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
❢♦r ♣♦✐♥ts✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ♣❧❛♥❡s✱ s♣❤❡r❡s✮ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❧✐❡ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ✭❛ t②♣❡
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s +,−,×, /✮✱ t❤❛t ✇✐❧❧ t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧s✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡
s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ s❤❛❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❜❛s✐❝ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ❛s r❛t✐♦♥❛❧✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✱ t❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ✐♥ t❤✐s ❞❡s✐❣♥ ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧
✐s ✐♥t❡r♥❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧✕✐ts ❡q✉❛t✐♦♥ ♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛❧❧s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦✲
♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ✐ts ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❋✐❣✳ ✺✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇
❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✱ ♦♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞
❛ ♣❧❛♥❡✿ ❲❡ ✜rst r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱ ❣❡t t❤❡✐r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
♦❢ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧✱ ❛♥❞ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❧✈❡r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳

✺✳✷✳✷ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧

❚♦ ❧✐st t❤❡ ♠❛✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦✛❡r❡❞ ✉♣♦♥ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧
❑❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ t✉r♥ t❤❡ t②♣❡s ♣r♦✈✐❞❡❞✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✳

❚②♣❡s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t②♣❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✱ ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❡ t✇❡❧✈❡ ❧✐st❡❞ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✺✳✸✳ ❚❤❡s❡ ♦❜❥❡❝t t②♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❢♦✉r t②♣❡s✿ ♦❜❥❡❝ts ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧✱ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts ❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✖❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ s✉✣①
❖❘❙ ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r ❖♥❘❡❢❡r❡♥❝❡❙♣❤❡r❡✳ ❆❧❧ ❜✉t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts t②♣❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛❝❝❡ss♦r✭s✮ ❜②
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✿ ❚✇♦ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t②♣❡ ❚❤❡t❛❘❡♣ ✭❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ θ✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t✮ ♠✉st ♦♥❧②
❜❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t ❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❴✸✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ t✇♦ ❡♥❞♣♦✐♥ts✳ ■t ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧②
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✱ ✇❤❡♥ ✇❛❧❦✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❢r♦♠ ✐ts s♦✉r❝❡ t♦ ✐ts t❛r❣❡t



✺✳✷✳ ❙♦❢t✇❛r❡ ❉❡s✐❣♥ ✾✼

AK::Polynomial 1 3

SK::Circular arc point 3

AK::Root for spheres 2 3

AK::Solve

SK::Plane 3

diametral sphere() supporting plane()

SK::Get equation

SK::Intersect 3 SK::Circle 3

SK::Sphere 3

AK::Polynomial for spheres 2 3

SK::Get equation SK::Get equation

AK::Polynomial 1 3

SK::Plane 3

SK

AK

SK

◆❛♠❡s ✐♥ ❜♦①❡s r❡♣r❡s❡♥t ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ♦r ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t♦rs✱ ✇❤✐❧❡ ♥❛♠❡s ♦♥ ❞❛s❤❡❞ ❛rr♦✇s ❛r❡

❛❝❝❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢
❛ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ ❛ ♣❧❛♥❡✳

❚②♣❡ ❇❛s✐❝ ❛❝❝❡ss♦rs
❙❑✿✿P♦✐♥t❴✸ ①✭✮✱ ②✭✮✱ ③✭✮
❙❑✿✿▲✐♥❡❴✸ ♣♦✐♥t✭✐♥t✮✱ t♦❴✈❡❝t♦r✭✮
❙❑✿✿P❧❛♥❡❴✸ ❛✭✮✱ ❜✭✮✱ ❝✭✮✱ ❞✭✮
❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸ ❝❡♥t❡r✭✮✱ sq✉❛r❡❞❴r❛❞✐✉s✭✮

❙❑✿✿❈✐r❝❧❡❴✸ ❝❡♥t❡r✭✮✱ sq✉❛r❡❞❴r❛❞✐✉s✭✮✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣❴♣❧❛♥❡✭✮✱ ❞✐❛♠❡tr❛❧❴s♣❤❡r❡✭✮
❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝P♦✐♥t❴✸ ①✭✮✱ ②✭✮✱ ③✭✮
❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝❴✸ s♦✉r❝❡✭✮✱ t❛r❣❡t✭✮✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣❴❝✐r❝❧❡✭✮
❙❑✿✿▲✐♥❡❆r❝❴✸ s♦✉r❝❡✭✮✱ t❛r❣❡t✭✮✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣❴❧✐♥❡✭✮

❙❑✿✿❈✐r❝❧❡❖❘❙❴✸ t②♣❡❴♦❢❴❝✐r❝❧❡❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡✭✮✱ r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡✭✮
❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝P♦✐♥t❖❘❙❴✸ r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡✭✮

❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝❖❘❙❴✸ r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡✭✮✱ t❤❡t❛❴r❡♣✭✮
❙❑✿✿❚❤❡t❛❘❡♣

❚❛❜✳ ✺✳✸ ✕ ❚②♣❡s ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡ r❡❛❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥❤❡r✐t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧❀ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜❥❡❝ts❀ ♦❜❥❡❝ts ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠ t❤❡ t❤✐r❞
❣r♦✉♣ ✐♥❤❡r✐t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣✳



✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❈●❆▲ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧

Pr❡❞✐❝❛t❡ ❘❡t✉r♥s ❆r❣✳ ▼❡❛♥✐♥❣
❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❳❴✸ {<,=,>} (pi, pj) pi✳①✭✮ ✈s✳ pj ✳①✭✮
❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❨❴✸ {<,=,>} (pi, pj) pi✳②✭✮ ✈s✳ pj ✳②✭✮
❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❴✸ {<,=,>} (pi, pj) pi✳③✭✮ ✈s✳ pj ✳③✭✮
❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❳❨❴✸ {<,=,>} (pi, pj) ▲❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r
❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❳❨❩❴✸ {<,=,>} (pi, pj) ▲❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r
❙❑✿✿❊q✉❛❧❴✸ ❜♦♦❧ (wi, wj) ●❡♦♠❡tr✐❝ ❡q✉❛❧✐t②
❙❑✿✿❍❛s❖♥❴✸ ❜♦♦❧ (wi, wj) wj ⊆ wi

❙❑✿✿❍❛s❖♥❇♦✉♥❞❡❞❙✐❞❡ ❜♦♦❧ (p, S) p ∈ ❜❛❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② S
❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❳❨❴✸ {<,=,>} (p, P ) p ✈s✳ P ✭a, b, d 6= 0✮
❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❨❆t❳❩❴✸ {<,=,>} (p, P ) p ✈s✳ P ✭a, c, d 6= 0✮
❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❳❆t❨❩❴✸ {<,=,>} (p, P ) p ✈s✳ P ✭b, c, d 6= 0✮
❙❑✿✿❉♦❖✈❡r❧❛♣❴✸ ❜♦♦❧ (Ai, Aj) ❖✈❡r❧❛♣ t❡st
❙❑✿✿❉♦■♥t❡rs❡❝t❴✸ ❜♦♦❧ (wi, wj) ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t❡st
❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❴✸ {<,=,>} (pr

i , p
r
j) ❈♦♠♣❛r❡ θ✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❴✸ {<,=,>} (θi, θj) ❈♦♠♣❛r❡ θ✲✈❛❧✉❡s
❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❩❴✸ {<,=,>} (pr

i , p
r
j) ▲❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r

❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❚❤❡t❛❴✸ {<,=,>} (Am
i , A

m
j ,M) ❖r❞❡r ❛❧♦♥❣ M

❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❚❤❡t❛❴✸ {<,=,>} (pr, Am
i ) pr ✈s✳ Am

i ❛❧♦♥❣ Mθ ∋ pr

❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❚♦❘✐❣❤t❴✸ {<,=,>} (Am
i , A

m
j ) ❘✐❣❤t ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♣t ♦r❞❡r

◆♦t❛t✐♦♥✿ p✱ A✱ P ✱ M✱ S✱ θ✱ w✱ st❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t✱ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✱ ❛ ♣❧❛♥❡✱ ❛ ♠❡r✐❞✐❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ❛ s♣❤❡r❡✱ ❛ θ✲✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ ❚❤❡t❛❘❡♣✱ ❛♥② ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✳ ❚✇♦ ✐♥st❛♥❝❡s
♦❢ ❛♥② t②♣❡ ❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✉❜s❝r✐♣t i ❛♥❞ j✳ ❆ s✉♣❡rs❝r✐♣t m ♦♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤✐s ❛r❝ ✐s θ✲♠♦♥♦t♦♥❡✖♦❜✈✐♦✉s❧② ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✳ ❆ s✉♣❡rs❝r✐♣t r ♦♥ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t s✉❝❤
❛ ♣♦✐♥t ✐s ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✳ ❋♦r ❡q✉❛❧✐t② t❡st✱ wi ❛♥❞ wj ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡✳

❚❛❜✳ ✺✳✹ ✕ Pr❡❞✐❝❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✳

✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✖❛ ♣❧❛♥❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ ✐ts ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ax+by+cz+d =
0 ✇✐t❤ (a, b, c) > (0, 0, 0) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r✳

Pr❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ Pr❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❛s ❈✰✰
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝ts ✭❝❛❧❧❡❞ ❢✉♥❝t♦rs✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❢✉♥❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳

❆ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳ ❲❡ ❧✐st ♦♥❧②
t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✭♣r❡❞✐❝❛t❡s✮ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ✭❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✮✳ ❆ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
r❡t✉r♥s ❛♥ ✐t❡r❛t♦r ♦✈❡r ❛ ✭♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t②✮ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥✳

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❆❧❣❡❜r❛✳ ❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿●❡t❊q✉❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ♦r ❛ s♣❤❡r❡✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ t❤✐s ✐s t❤❡
❡ss❡♥t✐❛❧ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❆r❣✉♠❡♥ts ❘❡t✉r♥❡❞ ♦❜❥❡❝ts
❙❑✿✿■♥t❡rs❡❝t❴✸ ❚✇♦ ♦r t❤r❡❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❚❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✭s✮
❙❑✿✿❚❤❡t❛❊①tr❡♠❡P♦✐♥t❴✸ ❆ ❝✐r❝❧❡ ♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✱ ■ts θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥t✭s✮

♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡
❙❑✿✿▼❛❦❡❚❤❡t❛▼♦♥♦t♦♥❡❴✸ ❆ ❝✐r❝❧❡ ♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✱ ■ts θ✲♠♦♥♦t♦♥❡

♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ s✉❜✲❛r❝✭s✮

❚❛❜✳ ✺✳✺ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✳



✺✳✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❉❡t❛✐❧s ✾✾

❚②♣❡ ❘❡♣r❡s❡♥ts
❆❑✿✿P♦❧②♥♦♠✐❛❧❋♦r❙♣❤❡r❡s❴✷❴✸ ❊q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡❀ ❞❡❣r❡❡ ✷✱ ✸ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❆❑✿✿P♦❧②♥♦♠✐❛❧❴✶❴✸ ❊q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡❀ ❞❡❣r❡❡ ✶✱ ✸ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❆❑✿✿❘♦♦t❋♦r❙♣❤❡r❡s❴✷❴✸ ❘♦♦t ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ✸ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s t②♣❡s

❚❤❡ ❆❑✿✿❘♦♦t❋♦r❙♣❤❡r❡s❴✷❴✸ t②♣❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✳

❚❛❜✳ ✺✳✻ ✕ ❚②♣❡s ♦❢ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝❑❡r♥❡❧✳

✺✳✷✳✸ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧ ❢♦r ❙♣❤❡r❡s

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ♠❛❦❡ ❤❡❛✈② ✉s❡ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝❑❡r♥❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧
❑❡r♥❡❧✳

❚②♣❡s✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❬✽✹❪✱ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧ ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ ❜❛s✐❝ t②♣❡s ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞
r♦♦ts ♦❢ s②st❡♠s✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻✮✱ ❛♥❞ ❜❛s✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦♥ t❤❡♠✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝❑❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦♥❧②✳

▼❛✐♥ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ Pr❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❢✉♥❝t♦rs r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✸❉
❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
♦❢ t✇♦ ❆❑✿✿❘♦♦t❋♦r❙♣❤❡r❡s❴✷❴✸✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❆❑✿✿❙✐❣♥❆t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ t②♣❡ ❆❑✿✿P♦❧②♥♦♠✐❛❧❋♦r❙♣❤❡r❡s❴✷❴✸ ♦r ❆❑✿✿P♦❧②♥♦♠✐❛❧❴✶❴✸ ❛t ❛ ❆❑✿✿❘♦♦t❋♦r❙♣❤❡r❡s❴✷❴✸✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❆❑✿✿❙♦❧✈❡✱ ✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡s ❛ ③❡r♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ s②st❡♠ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✇❤♦s❡ t②♣❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻✳ ❚❤❡ r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t♦r
♦✈❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡t ✭♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t②✮✱ ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❆❑✿✿❘♦♦t❋♦r❙♣❤❡r❡s❴✷❴✸✳

✺✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❉❡t❛✐❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜r✐❞❣❡ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❛♥❞
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✿ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✇❛② ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

❖♣❡r❛t✐♦♥s ■♥✈♦❧✈✐♥❣ P♦✐♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❣❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r A ♦❢ ❞❡❣r❡❡
t✇♦ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ tr✐♣❧❡ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧s (a, b, c) s✉❝❤ t❤❛t A = a+ b

√
c✳ ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥

✸✱ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ♦❢ ❛ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡ ❛r❡
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ s✉❝❤ ♣♦✐♥ts ✐s ❡❛s✐❧② ❤❛♥❞❧❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❣❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❛t s✉❝❤ ❛ ♣♦✐♥t✖❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❆❑✿✿❙✐❣♥❆t✱ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❳❨❴✸✱ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❨❆t❳❩❴✸✱
❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❳❆t❨❩❴✸✳

Pr❡❞✐❝❛t❡s ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❴✸ ❛♥❞ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❩❴✸ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ θ✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✉s✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, 2π] ✐♥t♦ ❡✐❣❤t ♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ✺✸ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ π

4 ❛♥❞ ❡✐❣❤t ✈❛❧✉❡ kπ
4 ✇✐t❤ k = 0 . . . 7✳ ❚❤❡

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ θ✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r✈❛❧s ✐s tr✐✈✐❛❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❛t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ tan θ ♦r cot θ✳ ❚❤✐s ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦✖❡❛❝❤ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s ❛ q✉♦t✐❡♥t ✭❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✹✮ ♦❢ t✇♦ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ x✲ ❛♥❞ y✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s ✈❛❧✐❞ ❡✈❡♥ ❢♦r ❡✈❡♥ts
❛t ❛ ♣♦❧❡✱ ✉s✐♥❣ (yi,−xi, 0) ❛♥❞ (−yi, xi, 0) ❛s ✜❝t✐t✐♦✉s ♣♦✐♥ts ✇❤♦s❡ θ✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♠❛t❝❤ t❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r ♦r ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ C0i✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❡s ❛♥❞ t❤❡s❡
t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ ♦r ❝♦♥t❛✐♥s C0i✳

✺✸❚❤✐s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✺✳✻✳✷✳



✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❈●❆▲ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧

■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ P♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ t✇♦ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛
❝✐r❝❧❡ ❝♦♠❡ ✐♥t♦ ♣❛✐rs✱ s♦ t❤❛t ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡st θ✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ (0, 2π]✱ t❤✐s ✐s tr✐✈✐❛❧ ✐❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❢❛❧❧ ✇✐t❤✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥t❡r✈❛❧s✳ ■❢ ♥♦t✱ ❧❡t p ❛♥❞ q ❜❡ t✇♦ s✉❝❤ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ s❡tt✐♥❣✱ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st θ✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❙✐❣♥(pyqx− pxqy)✳ ❇② ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✸ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❢♦✉r r❛t✐♦♥❛❧
♥✉♠❜❡rs a, b, c, d ❛♥❞ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ P s✉❝❤ t❤❛t✿

{

px = aR1 + b py = cR1 + d, ✇✐t❤ P (R1) = 0

qx = aR2 + b qy = cR2 + d, ✇✐t❤ P (R2) = 0
✭✺✳✶✶✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❙✐❣♥(pyqx−pxqy) = ❙✐❣♥((bc−ad)(R1−R2))✳ ❙✐♥❝❡ R1 ❛♥❞ R2 ❛r❡ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱
✉♣♦♥ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ p ❛♥❞ q ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❙✐❣♥(bc− ad)✳
❙♦rt✐♥❣ ❈✐r❝✉❧❛r ❆r❝s ❛t ❛ ❈♦♠♠♦♥ P♦✐♥t✳ ▲❡t p ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t✇♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✐r❝✉✲
❧❛r ❛r❝s ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t p ✐s ♦♥ ❛ ♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❚♦❘✐❣❤t❴✸ ✜♥❞s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣♦s✐t✐♦♥ ✭❛❜♦✈❡✱ ♦♥ ♦r ❜❡❧♦✇✮ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛r❝s t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ p✱ ✐✳❡✳ ❢♦r t❤❡ ❛♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ θ + ε ✇✐t❤ ε
❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ✐❢ ♣♦✐♥t p ✐s ❛ ♣♦❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ♦❢ ❛♥②
t②♣❡ ❡①❝❡♣t ❜✐♣♦❧❛r ❛s ♥♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ s✉♣♣♦rt✐♥❣
❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ C0i ❛♥❞ C0j ✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❝❛s❡s✿
✕ ■❢ p ♠❛t❝❤❡s ❛ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝✐r❝❧❡s✱ t❤❡♥ t❤✐s ❝✐r❝❧❡ ✐s ♥♦r♠❛❧✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣
✐s tr✐✈✐❛❧ r❡s♦rt✐♥❣ t♦ t❤❡ r❛❞✐✐ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ ✉♣♣❡r✴❧♦✇❡r st❛t✉s ♦❢ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✳
✕ ■❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥t❡rs❡❝t tr❛♥s✈❡rs❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∆ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✽✮✳
✕ ■❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛r❡ t❛♥❣❡♥t✱ ❢♦r k = i ♦r j✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ zk t♦ ❜❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧
♣♦✐♥ts ♦❢ C0k ✐❢ ✐t ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡✱ ♦r t❤❡ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❡ C0k ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡✳
❲❡ ❤❛✈❡ t✇♦ s✉❜✲❝❛s❡s✿
✭✐✮■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝✐r❝❧❡s ✐s t❤r❡❛❞❡❞✱ s❛② C0i✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ c0iz − c0jz ✐❢ C0j ✐s t❤r❡❛❞❡❞
t♦♦✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ pz − zj ♦t❤❡r✇✐s❡✳
✭✐✐✮■❢ ❜♦t❤ ❝✐r❝❧❡s ❛r❡ ♥♦t t❤r❡❛❞❡❞✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ pz − zk✱
k = i, j✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ pz − zk ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣♦s✐t✐✈❡✮✱ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ♦❢ C0k ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐s ❛ ❧♦✇❡r ✭r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② ✉♣♣❡r✮ ♦♥❡✳

❖r❞❡r✐♥❣ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❈✐r❝✉❧❛r ❆r❝s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✿ ♦r❞❡r✐♥❣ t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♥❣ Mθ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t p ❛❧♦♥❣ ❛ ♠❡r✐❞✐❛♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❜② ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♠❡r✐❞✐❛♥✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t♦r
❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❚❤❡t❛❴✸✳

❋♦r t❤❡ ✜rst ♣r❡❞✐❝❛t❡✱ ♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❲❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥str✉❝t ❛♥❞
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✳
❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛ ♥♦♥✲❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s S0 ✐♥t♦ t✇♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✉♥❡q✉❛❧
❛r❡❛s✖t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡st ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ S0 ❛r❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
❝✐r❝❧❡✳ ❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t p ✇✳r✳t✳ t❤❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ t❤❡
❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐❢ p ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦r ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✐r❝❧❡
✐s t❤r❡❛❞❡❞ ♦r ♣♦❧❛r✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ❧✐❡s ♦♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡✿ ■❢ p ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛♣ ♦❢ ❧❡❛st ❛r❡❛
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦♥ S0 t❤❡♥ p ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ♦♥❡❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ p r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ pz ❛♥❞ t❤❡ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡
♦❢ t❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳

▼✐s❝✳ ❋♦r t❡st✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t✇♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❡✐t❤❡r t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r t❤❡✐r ❛❧❣❡❜r❛✐❝
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❖✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ t❡sts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢
❡♥❞♣♦✐♥ts✳ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t❡sts ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ Pr❡❞✐❝❛t❡
❙❑✿✿❍❛s❖♥❇♦✉♥❞❡❞❙✐❞❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② r❡❧✐❡s ♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ s♣❤❡r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❍❛s❖♥❴✸ ❛r❡ ❡❛s✐❧② tr✐❣❣❡r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐❝
♦r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✱ ✇❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♥❡❡❞ s♦♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❡sts✳



✺✳✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✶✵✶

✺✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❛♥❞ ❛ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥
❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✸❪ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ✭❝❤❛♣t❡r ✸✮✳ ■♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s
✇❤♦s❡ ✐♥t❡r✐♦rs ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✖t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ st♦r❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡
❤❛♥❞❧✐♥❣ ❤♦❧❡s ✐♥ ❢❛❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❛r❡
✉s❡❞✱ ❛♥❞ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❝❤❛♣t❡r ✸ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❆s r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳✶✱ t❤❡ ❇❖ s✇❡❡♣✲❧✐♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ✭✐✮t❤❡ ✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✇❡❡♣✲❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦❜❥❡❝t t♦ ❜❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♣♦✐♥t✱ ✭✐✐✮ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦
♦❜❥❡❝ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✇❡❡♣✲❧✐♥❡✱ ❛♥❞✱ ✭✐✐✐✮✉♣♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♦❢ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✇❡❡♣✲❧✐♥❡✱ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ t♦
t❡st ✐❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥t❡rs❡❝t ❛♥❞ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✭s✮✳ ❚❤❡ s✇❡❡♣✲❧✐♥❡ st♦♣s
❛t ❡✈❡♥ts t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ s✇❡♣t ♦❜❥❡❝ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✇❡❡♣✲❧✐♥❡✳ ■♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
s✇❡❡♣s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ ❛♥❝❤♦r❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦❧❡s✱ ♠♦✈✐♥❣ ✐t ❢r♦♠ 0 t♦ 2π ✉s✐♥❣ ❝②❧✐♥✲
❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s t❤❡♠ ✐♥t♦
θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✱ ✉s✐♥❣ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❆♥ ❡✈❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭❡✐t❤❡r
❛ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦r ❛ t❛♥❣❡♥❝② ♣♦✐♥t✮ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✱ ♦r t♦ ❛ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛
❝✐r❝❧❡✳ ❉❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✳
❚♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡♠✱ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡✈❡♥t s✐t❡✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣
V st♦r❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✇❡❡♣✳ ❚❤❡ ❡✈❡♥t q✉❡✉❡ E
st♦r❡s ❡✈❡♥t s✐t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✉♣♦♥ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ❡✈❡♥ts✳

❈♦♥♥❡①✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❇❖ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢❡❛t✉r❡s
t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦♥str✉❝t θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝r❡❛t❡ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✐r❝✉❧❛r
❛r❝s ❢r♦♠ ✐♥♣✉t ❝✐r❝❧❡s ✉s✐♥❣ ❙❑✿✿❚❤❡t❛❊①tr❡♠❡P♦✐♥t❴✸ ❛♥❞ ❙❑✿✿▼❛❦❡❚❤❡t❛▼♦♥♦t♦♥❡❴✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
t❤✐r❞ ♦♥❡ ❝♦♥str✉❝ts ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✉s✐♥❣ ❙❑✿✿■♥t❡rs❡❝t❴✸✳

Pr❡❞✐❝❛t❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡s V ❛♥❞ E ✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ V✿
✭✐✮❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ V ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛❧♦♥❣ ♠❡r✐❞✐❛♥ Mθ ✇✐t❤ θ = 0✱ ✉s✐♥❣
♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❚❤❡t❛❴✸✳ ❋♦r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♦♥ M0✱ ♦♥❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r
❛r❝s t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤✐s ♣♦✐♥t ✉s✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❚♦❘✐❣❤t❴✸✳
✭✐✐✮❚♦ ✉♣❞❛t❡ V✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐s t❤❛t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♥s❡rt t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡
st❛rt✐♥❣ t♦ ❜❡ s✇❡♣t ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥t p✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❧♦❝❛t❡ p ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ❛♠♦♥❣st
❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♣r❡s❡♥t ✐♥ V✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜❡✐♥❣ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❚❤❡t❛❴✸ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ♦♥❡
❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝✐r❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ p ❛s θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥t ✐s ❡❛s✐❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ ❣r❡❛t❡st r❛❞✐✉s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✖t❤✐s ❛ ♣❡♥❝✐❧ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s
t❛♥❣❡♥t ❛t p✳
✭✐✐✐✮ ❚♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r s✐③❡ ❡✈❡♥t q✉❡✉❡ ❬✸✹❪✱ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡✈❡♥t s✐t❡✱ ♦♥❧② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛❞❥❛❝❡♥t ❛❧♦♥❣ V ❛r❡ st♦r❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ♣r❡✈❡♥ts r❡✲✐♥s❡rt✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡✈❡♥t✖✇❤✐❝❤
✐s ❤❛r♠❢✉❧ s✐♥❝❡ s✉❝❤ ❛ r❡✲✐♥s❡rt✐♦♥ ❝❛✉s❡s ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✜❧t❡r ❢❛✐❧✉r❡s ✇❤✐❧❡ s❡❡❦✐♥❣ t❤✐s ❡✈❡♥t ✐♥ t❤❡ q✉❡✉❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❛r❝s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡✈❡♥t s✐t❡ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥
V ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✈❡♥t q✉❡✉❡ E ✳ ■ts ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛❧❧ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ●✐✈❡♥ ❛❧❧ ❜✉t
t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡s ✉s✐♥❣ ❛❝❝❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s t②♣❡❴♦❢❴❝✐r❝❧❡❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸✭✮✱ s✉❝❤ ♣♦✐♥ts ❛r❡
❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❢✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❚❤❡t❛❊①tr❡♠❡P♦✐♥t❴✸✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ ♥❡✇
❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ❛❧♦♥❣ V ✉s❡s ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❉♦■♥t❡rs❡❝t❴✸✳ ❆❧❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s♦rt❡❞
✉s✐♥❣ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❴✸ ❛♥❞ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❴✸✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✼✱ ✇✐t❤ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✐♥ t②♣❡✇r✐t❡r
❢♦♥t✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ st♦r✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✉s❡s
t✇♦ ❯♥✐♦♥✲❋✐♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳



✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❈●❆▲ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧

✵✳ ❈❧❛ss✐❢② ❝✐r❝❧❡s ❛s ♥♦r♠❛❧✴♣♦❧❛r✴❜✐♣♦❧❛r✴t❤r❡❛❞❡❞✳
�❙❑✿✿❈✐r❝❧❡❖❘❙❴✸✿✿t②♣❡❴♦❢❴❝✐r❝❧❡❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸✭✮

❈♦♠♣✉t❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❝✐r❝❧❡s ✐♥t♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❛r❝s✳
�❙❑✿✿❚❤❡t❛❊①tr❡♠❡P♦✐♥t❴✸✱ ❙❑✿✿▼❛❦❡❚❤❡t❛▼♦♥♦t♦♥❡❴✸

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ V✿ ❋✐❧❧ V ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ❛t θ = 0✳
�❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❚❤❡t❛❴✸✱ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❚♦❘✐❣❤t❴✸

✷✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ E ✿
✭❛✮ ▲♦♦❦ ❢♦r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛❞❥❛❝❡♥t ✐♥ V ❛t θ = 0✱

�❙❑✿✿❉♦■♥t❡rs❡❝t❴✸

❛♥❞ ✐♥s❡rt t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ E ✳
�❙❑✿✿■♥t❡rs❡❝t❴✸✱ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❴✸✱ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❴✸

✭❜✮ ❋♦r ❛❧❧ ❜✉t t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡s✱ ✐♥s❡rt θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥t♦ E ✳
�❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❴✸✱ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❴✸

✸✳ ❲❤✐❧❡ E ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ❞♦
✭❛✮ ❘❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ V t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t✭s✮ ❡♥❞✐♥❣✳
✭❜✮ ■♥s❡rt ✐♥t♦ V t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t✭s✮ st❛rt✐♥❣✳

�❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❩❆t❚❤❡t❛❴✸

✭❝✮ ❙✇❛♣ ✐♥ V t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ tr❛♥s✈❡rs❛❧❧② ❛t t❤❡ ❡✈❡♥t✳
✭❞✮ ■♥s❡rt ✐♥t♦ E t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✇ ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ❛❧♦♥❣ V✳

�❙❑✿✿❉♦■♥t❡rs❡❝t❴✸✱ ❙❑✿✿■♥t❡rs❡❝t❴✸✱ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❩❴✸

❚❛❜✳ ✺✳✼ ✕ ❚❤❡ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦❢ t❤❡
✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳

✺✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ t②♣❡s ♦❢ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✿ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s
✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧s✳

❱❛r✐❛♥ts✳ ❚❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❈✰✰ ❝❧❛ss✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛♥ts✿
✕ ❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✈❛r✐❛♥t ✐♥st❛♥t✐❛t❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❧❛✐♥ ❞♦✉❜❧❡ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ❛s r❛t✐♦♥❛❧ t②♣❡✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ◆♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ✐s
♣r♦✈✐❞❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳
✕ ❚❤❡ ❡①❛❝t ✈❛r✐❛♥t ✐♥st❛♥t✐❛t❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ❈●❆▲✿✿▲❛③②❴❊①❛❝t❴◆❚❁●♠♣q❃ ❛s r❛t✐♦♥❛❧ t②♣❡✳ ❚❤✐s
✐s ❛ ✜❧t❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ●♠♣q ❬✶✵✷❪ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧ t②♣❡ ❈●❆▲✿✿■♥t❡r✈❛❧❴♥t✳ ■t ✉s❡s t❤❡ ●♠♣q

❡①❛❝t r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ✇❤❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❡rt✐❢② t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❚❤✐s
♥✉♠❜❡r t②♣❡ st♦r❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❛ ❉❆● ♦❢
t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ✐t✖t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉♣♦♥ r❡q✉❡st✳
✕ ❚❤❡ ❡①❛❝t ✜❧t❡r❡❞ ✈❛r✐❛♥t ✐♥st❛♥t✐❛t❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t✇✐❝❡✱ ✇✐t❤ ❈●❆▲✿✿■♥t❡r✈❛❧❴♥t ❛♥❞ ❈●❆▲✿✿▲❛③②✲

❴❊①❛❝t❴◆❚❁●♠♣q❃✳ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst ❧❛✉♥❝❤ t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❈●❆▲✿✿■♥t❡r✈❛❧❴♥t✳ ■❢ t❤❡
❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❢❛✐❧s✱ ✇❡ r❡st❛rt t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥
❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❈●❆▲✿✿▲❛③②❴❊①❛❝t❴◆❚❁●♠♣q❃✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✜❧t❡r✐♥❣ str❛t❡❣② ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡✲❝♦♠♣✉t✐♥❣
❛ q✉❛♥t✐t② ❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❧❡✈❡❧❀ ✇❡ ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ ❜✉t ❢♦r ❛ ✇❤♦❧❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ♠❛❦❡s s❡♥s❡
✐❢ t❤❡ ✜rst ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❧s ✇✐t❤ ❧♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
❘✉♥♥✐♥❣ ❚✐♠❡s ♦❢ ❛♥ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❈✐r❝❧❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ t❤❡ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② c(n + k + l) log n✱ ✇✐t❤ n t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✐r❝❧❡s✱ k t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ l t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❡①❛❝t❧② t✇♦ ❛r❝s ✭l = O(k) ✐♥ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡
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❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ❆ss❡ss❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥ts✿ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ❢♦r r❛♥❞♦♠ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳

❝❛s❡s✮✳ ❚♦ s❝❛❧❡ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t♦ ❝♦♥st❛♥t c ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ t❡sts ✇❡r❡ r✉♥ ♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ S0

❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❡❛❝❤ ❝✐r❝❧❡ ❜❡✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ❝❡♥t❡r ♣✐❝❦❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛t r❛♥❞♦♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❛❧❧
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② S0✳ ◆♦t✐❝❡ t❤✐s str❛t❡❣② ❞♦❡s ♥♦t ②✐❡❧❞ ❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❝❤♦s❡♥ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠
10 t♦ 400 ❜② st❡♣ s✐③❡ ♦❢ 10✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ♦♥ ❛ ❜✐✲♣r♦❝ P❡♥t✐✉♠ ■❱✭❘✮ ✸✳✵✻●❤③ ✇✐t❤ ✷✳✺●❇ ♦❢
❘❆▼✳

❲❡ ✜t ❛ ❝✉r✈❡ ♦♥ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝✉r✈❡ ✐s ✐♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s✱ ❢♦r t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❛♥❞ ❡①❛❝t ✈❛r✐❛♥ts✳ ❙❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t c t♦
♠❛t❝❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t✐♠❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r n = 400 ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ k ❛♥❞ l✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡
❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r ✐s 2.1× 10−5 ❢♦r t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ 10.2× 10−5 ❢♦r t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛r✐❛♥t✳

❘✉♥♥✐♥❣ ❚✐♠❡s ♦♥ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ▼♦❞❡❧s✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♥❡ s✉r❢❛❝❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❛t♦♠✳ ❚❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❢❡❛t✉r❡s t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤✐s ❛t♦♠ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ t❤❛t ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ ❛①✐s
❛❧✐❣♥❡❞ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥t♦ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞ ✐s t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡
❧❛r❣❡st s♣❤❡r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❊❛❝❤ ❛t♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ s♣❤❡r❡s
✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ t❤❛t s♣❤❡r❡ ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝❡❧❧ ♦r ✐♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ♦♥❡s✳

❚❤❡ ♦♥❧② r❡♣♦rt❡❞ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ✇❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡
❛r❡ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ s♣❤❡r❡s ❬✽✻❪✳ ❇❡❝❛✉s❡
t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐s ❣❧♦❜❛❧✱ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s r❡♣♦rt❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦♥ ❛❧❧ s♣❤❡r❡s✳ ❋♦✉r ♣r♦t❡✐♥ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦ ❬✶✾✹❪ ✇❡r❡ ✉s❡❞✖P❉❇
❝♦❞❡s✿ ✶❜③♠✱ ✶❥❦②✱ ✼❛t✶✱ ✶❧✼①✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✽ ❧✐sts ♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✉s✐♥❣ ❛ P❡♥t✐✉♠ ■■■✭❘✮ ✶●❤③



✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❈●❆▲ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧

■♥♣✉t ✜❧❡ ★❛t♦♠s ❋r♦♠ ❬✽✻❪ ❉♦✉❜❧❡ ❊①❛❝t ❊①❛❝t ✜❧t❡r❡❞
✶❜③♠ ✷✵✹✾ ✽✳✸✶ ✹✳✾✽ ✹✺✳✺✶ ✾✳✹✼
✶❥❦② ✺✼✸✹ ✷✻✳✾✹ ✶✺✳✼✺ ✶✹✾✳✹✹ ✷✾✳✼✸
✼❛t✶ ✼✶✻✾ ✷✽✳✹✵ ✶✼✳✵✵ ✶✻✷✳✼✵ ✸✷✳✽✾
✶❧✼① ✶✷✾✶✷ ✺✹✳✺✵ ✸✸✳✵✵ ✸✶✶✳✶✼ ✻✹✳✸✷

❚❛❜✳ ✺✳✽ ✕ ❚❡sts ♦♥ ✹ ♠❛❝r♦✲♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s✳ ❚♦t❛❧ t✐♠❡ ✭✐♥ s❡❝♦♥❞s✮ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❱❛♥ ❞❡r
❲❛❛❧s s✉r❢❛❝❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✽✻❪ ✈s✳ t♦t❛❧ t✐♠❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ❛t♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛♥ts✳

◆❚ ♥❡✐❣❤❜♦r ❛r❣t ❛r❡❛ t♦t❛❧
❞♦✉❜❧❡ ✵✳✶✶s ✷✳✶✹s ✵✳✼✶s ✷✳✾✻s
❡①❛❝t ✵✳✸✽s ✷✶✳✹✼s ✼✳✺✼s ✷✾✳✹✷s

❡①❛❝t ✜❧t❡r❡❞ ✵✳✷✸s ✹✳✵✶s ✶✳✻✼s ✺✳✾✶s

❚❛❜✳ ✺✳✾ ✕ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ◆✉♠❜❡r ❚②♣❡s ✭◆❚✮ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ✶❛❝❜ ✭✷✹✸✸ ❛t♦♠s✮✿ ❘✉♥✲t✐♠❡s t♦ r❡♣♦rt t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ❛t♦♠✐❝ s♣❤❡r❡✳

✇✐t❤ ✶●❇ ♦❢ ❘❆▼ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❛ ❜✐✲♣r♦❝ P❡♥t✐✉♠ ■■■✭❘✮ ✶●❍③ ✇✐t❤ ✷●❇ ♦❢ ❘❆▼ ❢♦r ❬✽✻❪✳
❖♥ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ♦✉r ❝♦❞❡ ✐s ❛❜♦✉t ✻✺✪ ❢❛st❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ ✷✵✪ s❧♦✇❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t
✜❧t❡r❡❞ ✈❛r✐❛♥t✳

❈♦♥s✐❞❡r ❚❛❜❧❡s ✺✳✽ ❛♥❞ ✺✳✾✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ✜❧t❡r❡❞ ✈❛r✐❛♥t ✐s
✷✳ ❇✉t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❞♦✉❜❧❡ ❢❛✐❧ ♦♥ ✭♥❡❛r❧②✲✮❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥♣✉ts✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ❤✐❣❤❧② ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s
❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✳ ❋❛✐❧✉r❡s ❛❧s♦ ❤❛♣♣❡♥ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧s✱ s✐♥❝❡ 6 ❛t♦♠s ❤❛❞ t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ t♦ ❣❡t
t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ r♦✇ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✾✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡✈❡♥t q✉❡✉❡✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜r❡❛❦❴❛❞❥❛❝❡♥❝②✱
✇❤✐❝❤ ❦❡❡♣s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t q✉❡✉❡ ❧✐♥❡❛r✳ ❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣
t✐♠❡✱ ✇❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♥♦ ❧♦♥❣❡r r❡♠♦✈❡ ♥♦♥✲✈❛❧✐❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ts✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦✲
♥❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❝✐r❝❧❡s✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛r✐❛♥t✱ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ❜r❡❛❦❴❛❞❥❛❝❡♥❝② ✐s ❜❡tt❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✸✮✳ ❚❤✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ♣r✐♦r✐t②
q✉❡✉❡ ✭❋✐❣✳ ✺✳✺✭▲❡❢t✮✮✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ts ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❝❧❡❛♥❡❞ ✉♣ q✉❡✉❡ ❜❡✐♥❣ ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦♥✲✈❛❧✐❞
✭❋✐❣✳ ✺✳✺✭❘✐❣❤t✮✮✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❞✉❡ t♦ r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥s❡rt✐♦♥ tr✐❡s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥ts r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦✳ ❲❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡
❡①❛❝t ✈❛r✐❛♥t✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ❛❧✇❛②s r❡s♦rts t♦ ❡①❛❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ✐♥s❡rt ❛♥
❡✈❡♥t ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ 200 ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✱
❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✇✐t❤ 14, 946 ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ 17, 153 ✐♥t❡rs❡❝✲
t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❜❡❝❛♠❡ ♥♦♥✲✈❛❧✐❞ ✭✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ 17, 153 ❡✈❡♥ts ❛♠♦♥❣st
t❤❡ 14, 946 ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳✮ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❈●❆▲❴P❘❖❋■▲❊ ✢❛❣ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❈●❆▲✿✿▲❛③②❴❊①❛❝t❴◆❚

❝❧❛ss✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ ♥♦♥✲✈❛❧✐❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ♦❢ V✱ 343, 247 ❝❛❧❧s t♦ ♣r❡❞✐❝❛t❡s
❝♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❞♦♥❡✱ ♦♥❧② 4 ♥❡❡❞ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s✳ ■❢ ♥♦♥✲✈❛❧✐❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts
❛r❡ ♥♦t r❡♠♦✈❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛❧❧s ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ 432, 572✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❧t❡r ❢❛✐❧✉r❡s t♦ 34, 310✳
❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s ✐s ❡①❛❝t❧② t✇✐❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲✈❛❧✐❞ ❡✈❡♥ts✱ ❛s ❛♥② ♥♦♥✲✈❛❧✐❞
❡✈❡♥t ②✐❡❧❞s ✜❧t❡r ❢❛✐❧✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ θ ❛♥❞ z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✺✹✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ ♠❛♣ ✭❞❡♥♦t❡❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♠❛♣✮✱ t♦
t❡st ❛ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛✈♦✐❞ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ✐♥s❡rt✐♦♥ tr✐❡s✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜r❡❛❦❴❛❞❥❛❝❡♥❝②✱
t❤✐s str✉❝t✉r❡ ♠❛♣s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♥♦♥✲✈❛❧✐❞ ❛r❝s t♦ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✇✐❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

✺✹❚♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ✇❡ ❣❡t ♦♥❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ tan θ ♦r cot θ✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❛t ♦❢ z✳ ❙❡❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❢♦r t❤❡
str❛t❡❣② ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t✇♦ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥ts✳



✺✳✻✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✵✺

❋✐❣✳ ✺✳✹ ✕ ▲❡❢t✿ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ 47 ❝✐r❝❧❡s ♦♥ S0✳ ❘✐❣❤t✿ ③♦♦♠ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦✐♥t (r0, 0, 0)✿ s✐①
❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❛♥❣ ❡♥❝② ❢♦r t❤✐rt❡❡♥ ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❛ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥t ❢♦r t✇♦ ❝✐r❝❧❡s✳
❚❡♥ ❝✐r❝❧❡s ✭t✇♦ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ❜❡✐♥❣ ♣♦❧❛r✮ ✐♥t❡rs❡❝t ❛t t❤❛t ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ✐t✳
❚❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❢❡❛t✉r❡s 674 ✈❡rt✐❝❡s✱ 1384 ❡❞❣❡s✱ 712 ❢❛❝❡s ❛♥❞ ♥♦ ❤♦❧❡s✳ ❚❤❡ ❊✉❧❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐s
674− 1384 + 712 = 2✳

♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣♦✐♥t✮❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ♠❛♣s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❛r❝s t♦ t❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❚❘❯❊ ✭t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥s❡rt✐♦♥ tr② ♦❢
❡✈❡♥ts ❛❧r❡❛❞② ✐♥ E✮✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✻ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✺✳✸✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ q✉✐t❡
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❡rs✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜r❡❛❦❴❛❞❥❛❝❡♥❝②✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜r❡❛❦❴❛❞❥❛❝❡♥❝②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✸✺✪ ♠♦r❡ ♠❡♠♦r② t❤❛♥
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ✭♥♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♠❛♣ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜r❡❛❦❴❛❞❥❛❝❡♥❝②✮ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♠❛♣✱ ❛❣❛✐♥st ✶✼✪ ✇❤❡♥ ♥♦t ✉s✐♥❣ ✐t✳

✺✳✻ ❆♣♣❡♥❞✐①

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ❤❡r❡ t❤❡ ✭tr✐✈✐❛❧✮ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞
♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✳

✺✳✻✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s

❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❙❑✿✿■♥t❡rs❡❝t❴✸✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤♦s❡ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str✉❝t♦rs ✭t❤❛t ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ❢r♦♠ ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❛ ♣❧❛♥❡✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✱ ❛♥❞ ❛❝❝❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐① t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♦❜❥❡❝ts✿ ♣❧❛♥❡✱ s♣❤❡r❡✱ ❝✐r❝❧❡✱ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✱ s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ ❧✐♥❡✳ ❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥②
t✇♦ s✉❝❤ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠
♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝✐t② ✺✺ t❤❛t
✭✐✮ t❤❡② ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✭✐✐✮ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣ ✭❢♦r ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛♥❞ ❢♦r s❡❣♠❡♥ts ♦♥❧②✮✱ ✭✐✐✐✮ t❤❡② ❞♦
♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ✭❝✐r❝❧❡ ♦♥ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡✮✱ ✭✐✈✮ t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦♥ ❡♠♣t②✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 21 ❝❛s❡s✱ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ❝❧❛ss❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t②♣❡✱ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞✿

✺✺❊①❝❧✉❞❡❞ ❝❛s❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ❡❛s✐❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❤❛♥❞❧❡❞ ✉s✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✳
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● with break_adjacency

* without break_adjacency

0 100 200 300 400

0
50

00
0

10
00

00
15

00
00

Number of circles

 

0 100 200 300 400

0
50

00
0

10
00

00
15

00
00

Number of circles

N
b 

of
 u

ni
ts

Nb of intersection points

Nb of circles squared

* * * * * * * * * * * * * * * * *
*

* *
*

*
*

* *
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*

*
*

*
*

*

0 100 200 300 400

0
50

00
0

10
00

00
15

00
00

 

* Nb of invalid intersection events

❋✐❣✳ ✺✳✺ ✕ ❖♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r s✐③❡ ❡✈❡♥t q✉❡✉❡✳ ✭▲❡❢t✮ ▼❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥t
s✐t❡s ✐♥ E ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ✭❘✐❣❤t✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❢♦r ❡❛❝❤
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ✈❡rs✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ts t❤❛t ❜❡❝♦♠❡ ♥♦♥✲✈❛❧✐❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
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Exact using intersection map
(with and without break_adj.)

Exact without break_adj.

Exact with break_adj.

Double (any option)

Size of HDS

❋✐❣✳ ✺✳✻ ✕ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s✐③❡ ❡✈❡♥t q✉❡✉❡✿ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s
❢♦r r❛♥❞♦♠ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳
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✕ ▲✐♥❡✿ ④♣❧❛♥❡ ∩ ♣❧❛♥❡⑥
✕ P♦✐♥t ✇✐t❤ r❛t✐♦♥❛❧ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✿ ④♣❧❛♥❡ ∩ ❧✐♥❡✱ ❧✐♥❡ ∩ ❧✐♥❡✱ ♣❧❛♥❡ ∩ s❡❣♠❡♥t✱ s❡❣♠❡♥t
∩ s❡❣♠❡♥t✱ ❧✐♥❡ ∩ s❡❣♠❡♥t ⑥
✕ ❈✐r❝❧❡✿ ④ ♣❧❛♥❡ ∩ s♣❤❡r❡✱ s♣❤❡r❡ ∩ s♣❤❡r❡⑥
✕ P♦✐♥t✭s✮ ✇❤♦s❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦✿ ④ s♣❤❡r❡ ∩ ❧✐♥❡✱
s♣❤❡r❡ ∩ s❡❣♠❡♥t✱ ❝✐r❝❧❡ ∩ ❝✐r❝❧❡✱ s♣❤❡r❡ ∩ ❝✐r❝❧❡✱ ♣❧❛♥❡ ∩ ❝✐r❝❧❡✱ ♣❧❛♥❡ ∩ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✱ s♣❤❡r❡ ∩ ❝✐r❝✉❧❛r
❛r❝✱ ❝✐r❝❧❡ ∩ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✱ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ∩ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✱ ❝✐r❝❧❡ ∩ ❧✐♥❡✱ ❝✐r❝❧❡ ∩ s❡❣♠❡♥t✱ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ∩ s❡❣♠❡♥t✱
❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ∩ ❧✐♥❡⑥✳

■❢ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ♦♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r ❝❧❛ss ✭t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r✐❝ ♦♥❡✮✱ t❤❡♥ ♦t❤❡r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞
❢r♦♠ t❤❛t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
⊲P❧❛♥❡ ∩ P❧❛♥❡✳ ❚♦ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❧✐♥❡ ♦❢ t✇♦ ♣❧❛♥❡s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r ✈❡❝t♦r ♦❢
t❤❡ ❧✐♥❡ ✭t❤❡ ❝r♦ss ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡s✮✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❧❛♥❡s✳
⊲P❧❛♥❡ ∩ ▲✐♥❡✳ ❆ ❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜② ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❙♦ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛
♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ♦♥❡✳
⊲❙♣❤❡r❡ ∩ ❙♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡
♦❢ t✇♦ s♣❤❡r❡s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✼ ❚❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ t✇♦ s♣❤❡r❡s Si ❛♥❞ Sj ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s✬ ❝❡♥t❡rs✱ ✇❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡s✳

❚❤❡ sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❛ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

Pr♦♦❢✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r cij ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡✱ ✇❡ s❡❡❦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❧✐♥❡ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♣❤❡r❡s✳
■❢ p = (x, y, z)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛ ♣❧❛♥❡✿

{
cicij = αcicj ∀α ∈ R

2 < p, cicj > +ci
2 − cj2 + r2j − r2i = 0

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t cij ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

2 < cij , cicj > +ci
2 − cj2 + r2j − r2i = 0⇐⇒ α =

cjc
2
j − r2j + r2i
2cic2j

❲❤❡♥❝❡

cicij =
cic

2
j − r2j + r2i

2cic2j
cicj ✭✺✳✶✷✮

❋♦r t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✉s r2ij ✱ ✇❡ ✉s❡ P②t❤❛❣♦r❡❛♥ t❤❡♦r❡♠✿ r2ij = r2i − cic2ij ✳ �

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡rs✳
⊲❙♣❤❡r❡ ∩ ▲✐♥❡✳ ❆♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②✿

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✽ ❚❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ ❛r❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② (a1t + b1, a2t + b2, a3t + b3) ❛♥❞ t❤❡ s♣❤❡r❡ ❜② (x − a)2 + (y − b)2 +
(z − c)2 − r2 = 0✳ ❚❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ ❛r❡
(a1t

′ + b1, a2t
′ + b2, a3t

′ + b3) ✇✐t❤ t′ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ (a1t+ b1− a)2 +(a2t+ b2− b)2 +(a3t+ b3− c)2− r2 = 0✳

❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥t♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s

❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿▼❛❦❡❚❤❡t❛▼♦♥♦t♦♥❡❴✸ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ♦r ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐♥t♦ θ✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✳
❚❤✐s ✐s tr✐✈✐❛❧ ❢♦r ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♦♥ t❤r❡❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡s✳ ❋♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ♦♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❝✐r❝❧❡✱ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥
r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✱ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r
❛r❝✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r t❡st r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ z ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✇✐t❤
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❋♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ♦♥ ❛ ♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ♣♦❧❡ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ❛s ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳ ❋♦r ❝✐r❝❧❡s✱ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ t❡st ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳



✺✳✻✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✵✾

✺✳✻✳✷ Pr❡❞✐❝❛t❡s

❚❡st✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t②

❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❊q✉❛❧❴✸ t❡sts t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✳
❋♦r ♦❜❥❡❝ts ✇❤♦s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✉♥✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ s♣❤❡r❡s✱ t❤❡ t❡st ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❋♦r s❡❣♠❡♥ts✱ ✇❡ t❡st
❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❡♥❞♣♦✐♥ts✳ ❋♦r ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡s✱ ✇❡ t❡st t❤❡ ♥♦♥✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❋♦r ❝✐r❝❧❡s✱ ✇❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t❡st t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✱ ❝✐r❝❧❡ ❝❡♥t❡rs ❛♥❞ sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✐✳ ❋♦r
❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s✱ ✇❡ t❡st t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts✳

❚❡st✐♥❣ ✐♥❝❧✉s✐♦♥

❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❍❛s❖♥❴✸ t❡sts ❛♠♦♥❣ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧②
❝❧♦s❡❞✱ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞✳ ❲❡ ❡①❛♠✐♥❡ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳
⊲❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ✇✐s❤ t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣♦✐♥t ❧✐❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✱ ❛ ♣❧❛♥❡✱ ❛ ❧✐♥❡✱ ❛ s❡❣♠❡♥t✱ ❛
❝✐r❝❧❡ ♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✳ ❋♦r ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❛ ♣❧❛♥❡✱ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s✐❣♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✉s✐♥❣ ❆❑✿✿❙✐❣♥❆t ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t✳
❋♦r ❛ ❧✐♥❡✱ t❤✐s ✐s tr✐✈✐❛❧ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r t✇♦ ♣❧❛♥❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦r ✐ts ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ s❡❣♠❡♥t✱
✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❡♥❞♣♦✐♥ts✳
❋♦r ❛ ❝✐r❝❧❡✱ ✇❡ t❡st ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐❛♠❡tr✐❝❛❧ s♣❤❡r❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❋♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✇❡ t❡st ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❝✐r❝❧❡
✜rst✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❛r❝ ✐ts❡❧❢✳ ❋♦r t❤✐s ❧❛tt❡r t❡st✱ ❞❡♥♦t❡ s, t, c t❤❡ s♦✉r❝❡✱
t❛r❣❡t✱ ❛♥❞ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ❛♥❞ ❧❡t N st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❧❛♥❡
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t s 6= t ❡❧s❡ t❡st✐♥❣ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤✳ ❆
❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❣♦ ❝♦✉♥t❡r ❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❢r♦♠ ✐ts s♦✉r❝❡ t♦ ✐ts t❛r❣❡t ❛s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧
✈❡❝t♦r N ✳ ❋♦r t✇♦ ♣♦✐♥ts g ❛♥❞ h ♦♥ t❤❛t ❝✐r❝❧❡ s✉❝❤ t❤❛t g 6= h✱ ❧❡t Sgh = ❙✐❣♥(< cg ∧ ch,N >)✳ Sgh

✐♥❞✐❝❛t❡s ✐❢ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ t♦ ❣♦ ❢r♦♠ g t♦ h ✐s ❝♦✉♥t❡r ❝❧♦❝❦✇✐s❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ N ✳ ■❢ c, s, p ♦r c, t, p ❛r❡
❝♦❧❧✐♥❡❛r✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✐✛ Sst ≤ 0✳ ■❢ c, s, t ❛r❡ ❝♦❧❧✐♥❡❛r✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✐♥t ❧✐❡s ♦♥
t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✐✛ Ssp ≥ 0✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ tr✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦❧❧✐♥❡❛r ♣♦✐♥ts✱ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥
t❛❜❧❡ ✺✳✶✵✳

Sst Ssp Spt ❙❑✿✿❍❛s❖♥❴✸

✶ ✶ ✶ tr✉❡
✶ −✶ ±1 ❢❛❧s❡
✶ ✶ −✶ ❢❛❧s❡
−✶ ✶ ± ✶ tr✉❡
−✶ −✶ ✶ tr✉❡
−✶ −✶ −✶ ❢❛❧s❡

❚❛❜✳ ✺✳✶✵ ✕ ❉❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ♣♦✐♥t p ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② s ❛♥❞ t✳

⊲❖t❤❡r ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❚❤❡ t❡st ✐s tr✐✈✐❛❧ ✉s✐♥❣ ❙❑✿✿❊q✉❛❧❴✸ ❢♦r ❝✐r❝❧❡ ♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛
♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ♦♥ ❛ ❝✐r❝❧❡✳ ❆ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧✐♥❡✱ ✐✛ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞
t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✭❙❑✿✿❍❛s❖♥❴✸✮ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡✳
❆ ❧✐♥❡ ♦r ❛ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❡❣♠❡♥t ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ✐ts t✇♦ ❡♥❞♣♦✐♥ts✳ ❆ ❝✐r❝❧❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ s♣❤❡r❡ S✱ ✐✛
s♣❤❡r❡ S ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ♣❡♥❝✐❧ ♦❢ s♣❤❡r❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❛♠❡tr✐❝❛❧ s♣❤❡r❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ ✐ts s✉♣♣♦rt✐♥❣
♣❧❛♥❡✳

❚❡st✐♥❣ ♦✈❡r❧❛♣

❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❉♦❖✈❡r❧❛♣❴✸ t❡sts ✇❤❡t❤❡r t✇♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♦r t✇♦ s❡❣♠❡♥ts ♦✈❡r❧❛♣✖✐✳❡✳ ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡
♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳ ❚❤❡ t❡st ✜rst ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ✭❧✐♥❡s✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛r❝s
✭s❡❣♠❡♥ts✮ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ✐❢ s♦✱ ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts ♦❢ ♦♥❡ ❛r❝ ✭s❡❣♠❡♥t✮ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❛r❝ ✉s✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❍❛s❖♥❴✸✳



✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❈●❆▲ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧

❚❡st✐♥❣ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥

❋✉♥❝t♦r ❙❑✿✿❉♦■♥t❡rs❡❝t❴✸ t❡sts ✐❢ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✐♥t❡rs❡❝t✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❤❛♥❞❧❡❞ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣✳
❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✳✶✳✵✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❝❛s❡ ♣❡r ❝❧❛ss ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✱ t❤❡
♦t❤❡r ❝❛s❡s ❜❡✐♥❣ ❤❛♥❞❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❍❛s❖♥❴✸✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡s ❛r❡✿

✕ P❧❛♥❡ ∩ P❧❛♥❡ 6= ∅ ⇐⇒ ◆♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♥♦t ❝♦❧❧✐♥❡❛r✳

✕ P❧❛♥❡ ∩ ▲✐♥❡ 6= ∅ ⇐⇒ ◆♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❞✐r❡❝t♦r ✈❡❝t♦r ❛r❡ ♥♦t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳

✕ ❙♣❤❡r❡ ∩ ▲✐♥❡ 6= ∅ ⇐⇒ ◆✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧ r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✸ ♠✉st ❜❡
❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳

✕ ❙♣❤❡r❡ Si ∩ ❙♣❤❡r❡ Sj 6= ∅ ⇐⇒
(
(ci − cj)2 − r2i − r2j

)2 ≤ 4r2i r
2
j ✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ♦♥ t❤❡ str❛t❡❣② ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❴✸ ❛♥❞
❝♦♥str✉❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❙❑✿✿❚❤❡t❛❘❡♣✳ Pr❡❞✐❝❛t❡ ❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❚❤❡t❛❴✸ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♣♦✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✉♥❞❡r t❤❡ t②♣❡ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❆r❝P♦✐♥t❖♥❘❡❢❡r❡♥❝❡❙♣❤❡r❡❴✸ ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ str❛t❡❣② ❝♦♠♣❛r❡s tan θ
♦r cot θ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥
✐♥❞✐❝❛t❡ ❤♦✇ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s ✐✳❡✳ t❤❡ ♣♦❧❡s✳

⊲◗✉❛❞r❛♥ts✱ t❛♥❣❡♥ts ❛♥❞ ❝♦t❛♥❣❡♥ts✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✖✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦st ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❤❡♥ s✇❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ♠❡r✐❞✐❛♥ ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✺✳✹✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ ♦❢ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♥✈❡rs❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✳
❚♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♥❝t✉r❡❞ ❞✐s❦ x2 + y2 ≤ r20 ✐♥t♦ ♦♣❡♥
❤❛❧❢✲q✉❛❞r❛♥ts ❛♥❞ ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼✳ P✉♥❝t✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❡♠♦✈✐♥❣
t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❛s ♣♦❧❡s ♦♥❧② ♣r♦❥❡❝t ♦♥t♦ ✐t✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ♣♦❧❡s ❞❡s❡r✈❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧
tr❡❛t♠❡♥t✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♣✉♥❝t✉r❡❞ ❞✐s❦ ✐♥t♦ ✶✻ ❝❡❧❧s✿ ❡✐❣❤t ♦♣❡♥ ❤❛❧❢ q✉❛❞r❛♥ts✱
❛♥❞ ❡✐❣❤t ❧✐♥❡✲s❡❣♠❡♥ts✳ ❊❛❝❤ q✉❛❞r❛♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛♥ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 1..8 ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡① ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦rs✬ ✐♥❞✐❝❡s✳ ✭❋♦r t❤❡
s❡❣♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❤❛❧❢ q✉❛❞r❛♥ts 1 ❛♥❞ 8 ✇❡ t❛❦❡ 1/2 ❛s ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✳✮

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ θ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✇♦ ♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ✜rst ❛ss✐❣♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t t♦ ✐ts ❝❡❧❧✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ x
❛♥❞ y✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s❡❣♠❡♥t ♦r t❤❡ t✇♦ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❤❛❧❢ q✉❛❞r❛♥ts✳ ■♥ t❤✐s
❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ | x | ❛♥❞ | y | ②✐❡❧❞s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❚✇♦ ♣♦✐♥ts ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡❧❧s✬ ✐♥❞✐❝❡s✳ ■♥s✐❞❡ ❛ ❝❡❧❧✱ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♠❛②
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ θ ✖❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ r❛② ♠❡❡t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦r ✜♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ tan θ = x/y ♦r cot θ = y/x✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛s tan θ ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r
θ = π/2 mod π✱ ✇❤✐❧❡ cot θ ✐s ♥♦t s♦ ❢♦r θ = 0 mod π✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥s✐❞❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧s ❝♦♥s✐sts
♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣

{

tan θ ❢♦r ❝❡❧❧s ♦❢ ✐♥❞❡① 8, 1, 4, 5,

cot θ ❢♦r ❝❡❧❧s ♦❢ ✐♥❞❡① 2, 3, 6, 7.
✭✺✳✶✸✮

❚❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ❜❡✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ s♦ ❛r❡
t❤❡ r❛t✐♦s x/y ❛♥❞ y/x ✖✐❢ ❞❡✜♥❡❞✳



✺✳✻✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✶✶

| x |>| y |

| x |>| y |

| x |<| y |

| x |<| y |

1

2

3

45

6

7

8

x

y

❋✐❣✳ ✺✳✼ ✕ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♥❝t✉r❡❞ ❞✐s❦ x2 + y2 ≤ r20 ✐♥t♦ ♦♣❡♥ ❤❛❧❢ q✉❛❞r❛♥ts ❛♥❞ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts✳

⊲θ✲❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ str❛t❡❣② ♦❢ ❡✈❡♥t ♣♦✐♥ts r❡❧②✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ tan θ ♦r cot θ ✐s ✈❛❧✐❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ♣♦❧❡s ❜✉t ♣♦s❡s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t t❤❡ ♣♦❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r ❛❧❧ ❝r✐t✐❝❛❧
❛♥❞ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r ♦r ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ❛ ♣♦✐♥t ❛✇❛②
❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧❡✱ ✇❤♦s❡ x ❛♥❞ y ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t tan θ = x/y ❛♥❞✴♦r cot θ = y/x✳ ❋♦r ❝✐r❝❧❡ C0i✱ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ θ✲❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ p1 = (yi,−xi, 0) ❛♥❞ p2 = (−yi, xi, 0)✳ ❚❤❡ st❛rt ❛♥❞ ❡♥❞
♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ❜✐♣♦❧❛r ❝✐r❝❧❡ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ θ ✈❛❧✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ st❛rt ♣♦✐♥t ✐s s♠❛❧❧❡r✳ ❋♦r ❛ ♣♦❧❛r
❝✐r❝❧❡✱ ✇❤✐❧❡ s✇❡❡♣✐♥❣ ❢r♦♠ ✐ts st❛rt ♣♦✐♥t t♦ ✐ts ❡♥❞ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ✖❛s
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ S0✱ ❡♥❝♦✉♥t❡rs t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳



✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❈●❆▲ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢

❉✐✈❡rs❡ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❊♥s❡♠❜❧❡s✱

✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❉♦❝❦✐♥❣

❈❤❛♣t❡r ❖✈❡r✈✐❡✇

❍❛✈✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✱ ✇❡ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss ❛♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❞✐✈❡rs❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ✢❡①✐❜❧❡✲
❧♦♦♣ ❞♦❝❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t ❞✐✈❡rs❡
❝♦♥❢♦r♠❡rs ✭✈s✳ ❛ ❝❧❛ss✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡✮✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ❞✐✈❡rs✐t② ✐s ❛ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ♦♥❡ ✢❡①✐❜❧❡✲❧♦♦♣ ❞♦❝❦✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚✇♦ ❝♦♥❢♦r♠❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♣❤r❛s❡❞ ❛s ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✻✳✶✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ str❛t❡❣② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡♠✱ t❤❡ ❣r❡❡❞② str❛t❡❣②✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦♥❡
s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t ♦❢ r❡♣♦rt✐♥❣ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❱❞❲ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❆ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦❝❦✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳ ❚❤❡s❡ ❛ss❡ss♠❡♥ts ❛r❡
❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ●r❡❡❞②✱ t♦ ❛ ❝♦♥t❡♥❞❡r ♥❛♠❡❞ ❍❈❧✉st ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
❝❧✉st❡r✐♥❣ str❛t❡❣②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡s
✻✳✺ ❛♥❞ ✻✳✻✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✳✼✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣❛♣❡r s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ■❊❊❊✴❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❇✐♦✲
❧♦❣② ❛♥❞ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❑❛r✐♥❡ ❇❛st❛r❞✱ ❋ré❞ér✐❝ ❈❛③❛❧s✱ ❈❤❛♥t❛❧ Pré✈♦st ❛♥❞
❙✉s❤❛♥t ❙❛❝❤❞❡✈❛✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡s ✻✳✻ ❛♥❞ ✻✳✺ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇♦r❦❡❞ ♦✉t ❜② ❙✉s❤❛♥t ❙❛❝❤❞❡✈❛ ✭■■❚
❇♦♠❜❛②✮ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥s❤✐♣ ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❋ré❞ér✐❝ ❈❛③❛❧s✳

✻✳✶ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ ❈♦♥❢♦r♠❡rs✿ t❤❡ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❱✐❡✇♣♦✐♥t

✻✳✶✳✶ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❇❛❧❧s ❛♥❞ ❙♣❤❡r❡s✿ ❱♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❙✉r❢❛❝❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥s

❚❤❡ s♣❤❡r❡s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛❧❧s ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✐♥❞✉❝❡ t✇♦ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✿ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❧❧s❀ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s♣❤❡r❡ ✐♥t♦ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛t❝❤❡s✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs t❤❛t ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❞❡✲
✜♥✐♥❣ ❜❛❧❧s✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s♣❤❡r❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
✭♦r ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❡❧❧s A = {Ai} s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❊❛❝❤ s✉❝❤ ❝❡❧❧ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 2D ❝❡❧❧s✱ ❝❛❧❧❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♣❛t❝❤❡s✱ ❢♦✉♥❞ ♦♥

✶✶✸



✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❉✐✈❡rs❡ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❊♥s❡♠❜❧❡s✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❉♦❝❦✐♥❣

t❤❡ s♣❤❡r❡s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛❧❧s✳ ❖♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s♣❤❡r❡✱ t❤❡s❡ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s
✇✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s♣❤❡r❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ P = {Pi} ♦❢ ❛❧❧ s✉❝❤ ♣❛t❝❤❡s ❞❡✜♥❡s ❛ s✉r❢❛❝❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭♦r
s✉r❢❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❙❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

✻✳✶✳✷ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s

Pr♦❜❧❡♠s st❛t❡♠❡♥ts✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❜❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s
❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s❤❛♣❡s✳ ❚♦ st❛t❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛✲
t♦r✐❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✸ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✮✱ ❛ss✉♠❡ ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❜❛s❡ s❡t
U = {Ui}i=1,...,m ♦❢ ✐♥t❡r✐♦r ❞✐s❥♦✐♥t ❝❡❧❧s ✭t❤✐♥❦ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦r s✉r❢❛❝❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✮✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦❧✲
❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❡ts C = {Ci}i=1,...,n ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣♦♦❧ ✭t❤✐♥❦ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✮✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s❡t ✐s ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝❡❧❧s✳ ❋♦r
❛ s✉❜s❡t S ⊂ C✱ ❞❡♥♦t❡ ∪SCj t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡ts ✐♥ S✳ ❈❡❧❧s ❛♥❞ s❡ts s❤❛❧❧ ❜❡ s✉❜s❡ts ♦❢ R

3✱ s♦ t❤❛t t❤❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ Ui ✐♥ ❛ s❡t Cj ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞✳

❋♦r t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛ss✉♠❡ ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ w✱ ✐✳❡✳ ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝❡❧❧s✳ ❉❡♥♦t❡

(
C
s

)
t❤❡ s✉❜s❡ts ♦❢ C ♦❢ s✐③❡ s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡✿

Pr♦❜❧❡♠ ✶ ●✐✈❡♥ ❛ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ w✱ ✜♥❞ ❛ s✉❜s❡t Ŝ ♦❢ C ♦❢ s✐③❡ s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

Ŝ = arg max
S∈(Cs)

w(S), ✇✐t❤ w(S) =
∑

Ui⊂∪SCj

w(Ui). ✭✻✳✶✮

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ S✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ wS(Ui)✳ ❲❡ ✇✐s❤ t♦ s♦❧✈❡✿

Pr♦❜❧❡♠ ✷ ●✐✈❡♥ ❛ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ wS ✱ ✜♥❞ ❛ s✉❜s❡t Ŝ ♦❢ C ♦❢ s✐③❡ s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

Ŝ = arg max
S∈(Cs)

w(S), ✇✐t❤ w(S) =
∑

Ui⊂∪SCj

wS(Ui). ✭✻✳✷✮

❈♦♠♣❧❡①✐t② ✐ss✉❡s✳ ❖✉r ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ✐♥t✐♠❛t❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠❛①✲k ❝♦✈❡r✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t U ♦❢ n ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞
❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ C ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ U ✱ ♠❛①✲k ❝♦✈❡r ✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ k s✉❜s❡t ❢r♦♠ C s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥s ❛s ♠❛♥② ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ U ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❬✾✼✱ ✽✾❪✳ ✭❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛s t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ s❡t ❝♦✈❡r ✐♥ ❬✾✶❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s❡t ❝♦✈❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣✐❝❦✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡ts ✐♥ C s♦ ❛s t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛t ❧❡❛st k ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ U ✳✮ ■❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ w ❛ss✐❣♥s ❛ ✉♥✐t
✇❡✐❣❤t t♦ ❛❧❧ ❝❡❧❧s✱ t❤❡♥ Pr♦❜❧❡♠ ✶ r❡❞✉❝❡s t♦ ♠❛①✲k ❝♦✈❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ❛ ◆P✲❈♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡
❝❛♥♥♦t ❡①♣❡❝t t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✇♦r❦s ✐♥ t✐♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ ❜♦t❤ |C|
❛♥❞ s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ s✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✐s O(|C|s)✳
❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥ P✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡st s✱ t❤❡ ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦♦
❝♦st❧② t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✹ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ str❛t❡❣② ✇❤♦s❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞♦❡s
♥♦t ❣r♦✇ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ s✳

✻✳✶✳✸ ■♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s t♦ ❈♦♥❢♦r♠❡r ❙❡❧❡❝t✐♦♥

Pr♦❜❧❡♠ ✶ ❢r♦♠ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❛s❡ s❡t A ✇❤♦s❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡
3D ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ■♥ ❊q✳ ✭✻✳✶✮✱ ❧❡t w ❜❡ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ❋♦r ❝♦♥❢♦r♠❡r s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ✇❛② t♦ ❛✐♠ ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ s♣❛t✐❛❧ ❞✐✈❡rs✐t②✱ s✐♥❝❡ ♦✈❡r❧❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❢♦r♠❡rs
❛r❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳
Pr♦❜❧❡♠ ✷ ❢r♦♠ s✉r❢❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❛s❡ s❡t P = {Pi} ✇❤♦s❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢
t❤❡ 2D ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ❙♣❡❝✐❛❧ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛r❡ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡s❡ ♣❛t❝❤❡s ②✐❡❧❞s ❛♥ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦❜❧❡♠ ✷✱ t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✉♣♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ S ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❡①♣♦s❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✷✮✱ wS(Pi) st❛♥❞s ❢♦r s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
♣❛t❝❤❡s ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ wS(Pi) = s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ ♣❛t❝❤ Pi ✐✛



✻✳✶✳ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ ❈♦♥❢♦r♠❡rs✿ t❤❡ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❱✐❡✇♣♦✐♥t ✶✶✺

Pi ✐s ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥✱ ❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❜❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ❝♦❛rs❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❇② ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✉r❢❛❝❡✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❱❛♥
❞❡r ❲❛❛❧s s✉r❢❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✖❝♦❛rs❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ✭▼❙❆ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✮ ♠✉st ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❈♦♥♥♦❧❧② s✉r❢❛❝❡✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ✇❛② t♦ ❛s❝❡rt❛✐♥ s♦♠❡
❞✐✈❡rs✐t②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ◆♦t✐❝❡✱ t❤♦✉❣❤✱ t❤❛t ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡
✈♦❧✉♠❡✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ✐s ♥♦t ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r
t✇♦ s❡❧❡❝t✐♦♥s S1 ❛♥❞ S2 ✇✐t❤ S1 ⊂ S2✱ ♦♥❡ ❤❛s volume(S2) ≥ volume(S1)✱ ❛ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ♠❛② ♥♦t ❤♦❧❞
❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛✳

✻✳✶✳✹ ❚❤❡ ●r❡❡❞② ❙tr❛t❡❣②

❚❤❡ ❙tr❛t❡❣② ❛♥❞ ✐ts ●✉❛r❛♥t❡❡s

❚♦ s♦❧✈❡ ♦✉r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❣r❡❡❞② str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ ❣r❡❡❞② str❛t❡❣②
♣❡r❢♦r♠s s st❡♣s✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t Cj ♦❢ C✱ t❤❛t ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❛t
♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❜❡✐♥❣ ❛❞❞❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
s❡❧❡❝ts ❛ Cj t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Cj ✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤✐s ✇❛② ♠❛② ♥♦t r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
❝♦♥s✐❞❡r ❋✐❣✳ ✻✳✶✿ ❋♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝❤♦✐❝❡ ❤❛s ❛ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ✶✹ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❣r❡❡❞② ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s ✉s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ✶✷✳ ❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ♦♥❡ r❡s♦rts t♦ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❛t✐♦✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t✉r♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✳ ❋♦r
♠❛①✲k ❝♦✈❡r✱ t❤✐s r❛t✐♦ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♦❢ 1− 1/e✱ ❛♥❞ ✐s t✐❣❤t ❬✻✻✱ ✶✹✾✱ ✾✶✱ ✽✾❪✳

A5

4
A6

4

A3

2
A4

2

A1

1
A2

1

C3

8

C2

4

C1

2

C4

7
C5

7

❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ♦✉t ♦❢
C1, . . . , C5✿ t❤❡ ❣r❡❡❞② str❛t❡❣② s❝♦r❡s ✶✷ ✭s❡❧❡❝✲
t✐♥❣ C3, C2✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✐s ✶✹ ✭s❡❧❡❝t✐♥❣
C4, C − 5✮✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts
❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥✉❧❧
✇❡✐❣❤ts✳

❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ ❚❤r❡❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ♦❢ ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s ♣r♦✲
t❡✐♥ ❧♦♦♣✿ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
❝♦♥❢♦r♠❡rs ❞❡✜♥❡s ❛ ❞♦✉❜❧❡ t♦r✉s✱ ✐✳❡✳ ❛ s✉r❢❛❝❡
♦❢ ❣❡♥✉s t✇♦✳ ❈♦♠♣❛r❡ t♦ ❋✐❣✳ ✷✳✶✽✭❜✮✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❈♦♥❢♦r♠❡r ❙❡❧❡❝t✐♦♥s

❱♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❡✐❣❤t w✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛❧❧ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡≥ 0✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❡❞② str❛t❡❣② ❛♥❞ ✐ts ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❡✐❣❤t ❝❛s❡ ❬✻✻✱ ✶✹✾✱ ✾✶✱
✽✾❪✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠s✱ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✳✺✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts✿

❚❤❡♦r❡♠ ✻ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❋♦r Pr♦❜❧❡♠ ✶✱ t❤❡ ❣r❡❡❞②
❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ 1− (1− 1/s)s > 1− 1/e✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼ ❚❤❡ ❣r❡❡❞② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ 1− (1− 1/s)s✳

❙✉r❢❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❜♦✉♥❞❛r② s✉r❢❛❝❡ ✇❡✐❣❤t wS ✳ ❋♦r ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❜♦✉♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♦♥❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛❜♦✈❡ ✻✸✪ ✭1 − 1/e✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ✻✳✻✳✶✱ s✉❝❤ ❛ r❡s✉❧t ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✷✿



✶✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❉✐✈❡rs❡ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❊♥s❡♠❜❧❡s✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❉♦❝❦✐♥❣

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✾ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋♦r Pr♦❜❧❡♠ ✷✱ t❤❡ ❣r❡❡❞② ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ✇♦rst✲
❝❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❛s ❜❛❞ ❛s 1/s2✳

Pr❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛
r❛t❤❡r t❤❡♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛✇❛r❡ ♦❢ ❛♥② r♦❜✉st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
t♦ r❡♣♦rt t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s✱ ✇❤❡r❡❛s✱ r♦❜✉st ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①✐st t♦ ❤❛♥❞❧❡ s✉r❢❛❝❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✭❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹✮✳

✻✳✷ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥t ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✮✱ ❛♥❞ ❛ ❞♦❝❦✐♥❣ ❛ss❡ss♠❡♥t ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✮ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥s✳

✻✳✷✳✶ ❉❛t❛ ❙❡ts ❛♥❞ ❈♦♥❢♦r♠❡r ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s

Pr♦t❡✐♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❲❡ ✉s❡ t✇♦ ♣r♦t❡✐♥ ♠♦❞❡❧s✿ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❛rs❡
♠♦❞❡❧✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✶✾✼❪✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❝♦❛rs❡✲r❡s✐❞✉❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣
❡❛❝❤ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ❜② ♦♥❡ ♦r t✇♦ ♣s❡✉❞♦✲❛t♦♠s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♠✐♥♦✲❛❝✐❞ t②♣❡✖t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Cα

❝❛r❜♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ❚♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✱ s❛② ✶❇❚❍✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥
✶❇❚❍✲❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ✶❇❚❍✲❝♦❛rs❡ ❢♦r t❤❡ ❛❧❧ ❛t♦♠ ❛♥❞ ❝♦❛rs❡ ♠♦❞❡❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦t❡✐♥ ✐s t❤❡ Cα✲❘▼❙❉✱ t❤❛t
✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ Cα ❝❛r❜♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦
♣r♦t❡✐♥s✳ ✭❇❡❧♦✇✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ t❤❡ Cα✲❘▼❙❉ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❍❈❧✉st✱ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
♦❢ ●r❡❡❞② ❛♥❞ ❍❈❧✉st✳✮

❲❤✐❧❡ t❤❡ Cα✲❘▼❙❉ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ♠❡❛s✉r❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✭♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❛✮
♣r♦t❡✐♥✱ ❛ ✜♥❡r st❛t✐st✐❝ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢♦r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣✉t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❛ r✐❣✐❞
❞♦❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚♦ ♠❡❡t t❤✐s ♥❡❡❞✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❘▼❙❉✱ ❞❡♥♦t❡❞ ■✲❘▼❙❉✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡
✐t✱ ❝❛❧❧ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt♥❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❡ ❧✐❣❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡♣t♦r✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡♣t♦r ♦❢
t❤❡ ❝♦✲❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣✉t❛t✐✈❡ r❡❝❡♣t♦r✳ ❚❤❡ ■✲❘▼❙❉ ✐s t❤❡ Cα✲
❘▼❙❉ r❡str✐❝t❡❞ t♦ s❡❧❡❝t❡❞ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❛♥❞✿ t❤♦s❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞✐st❛♥❝❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ✼➴ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡♣t♦r ❬✶✷✼✱ ✷✷❪✳
Pr♦t❡✐♥ ❧♦♦♣s✳ ❲❡ st✉❞② ❢♦✉r ✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦t❡✐♥ ❧♦♦♣s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ❢♦✉r
❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ✶❖❆❩✱ ✶❈●■✱ ✶❇❚❍ ❛♥❞ ✸❍❍❘✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❜♦t❤ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✐✳❡✳
❝♦✲❝r②st❛❧❧✐③❡❞ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt♥❡rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❧♦♦♣s ❞✐✛❡rs
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❢♦r♠s✳ ❚❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭✶❈●■✱ ✶❇❚❍ ❛♥❞ ✸❍❍❘✮ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t
♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ❞♦❝❦✐♥❣ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❬✺✺❪✳ ❈♦♠♣❧❡①❡s ✶❇❚❍ ❛♥❞ ✸❍❍❘ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❞✐✣❝✉❧t
❝❛s❡s s✐♥❝❡ ♥♦ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ r✐❣✐❞ ❜♦❞② ❞♦❝❦✐♥❣ st✉❞✐❡s ❬✺✺❪✳ ❈♦♠♣❧❡① ✶❖❆❩
❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐ts ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❬✶✶✸❪✳

❚❤❡ ❢♦✉r ✢❡①✐❜❧❡ ❧♦♦♣s ❞✐✛❡r ❜② s✐③❡ ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞ ❢♦r♠s✱
❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ Cα✲❘▼❙❉ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞ ❢♦r♠s✳ ■♥ ❝♦♠♣❧❡① ✶❇❚❍✱ t❤❡ ✶✵
❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ✭❛❛✮ ❧♦♦♣ ♦❢ t❤❡ t❤r♦♠❜✐♥ ♠✉t❛♥t ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ♣❛♥❝r❡❛t✐❝ tr②♣s✐♥ ✐♥❤✐❜✐t♦r ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛
✺✳✼ ➴ ❞❡✈✐❛t✐♦♥❀ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ✶❈●■✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✶✶ ❛❛ ❧♦♦♣ ♦❢ α✲❈❤②♠♦✲tr②♣s✐♥♦❣❡♥ ❜♦✉♥❞ t♦
♣❛♥❝r❡❛t✐❝ s❡❝r❡t♦r② tr②♣s✐♥ ✐♥❤✐❜✐t♦r ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞ ❢♦r♠✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t②❀ ✐♥ ✶❖❆❩✱ t❤❡ ✶✷ ❛❛ ❧♦♦♣ ♦❢ t❤❡ ■❣❡ ❋✈ ❙♣❡✼ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛♥t t❤✐♦r❡❞♦①✐♥
♦♥❧② ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ✷✳✶ ➴ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ✸❍❍❘✱ t❤❡ ✷✻ ❛❛ ❧♦♦♣ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❣r♦✇t❤ ❤♦r♠♦♥❡ ❜♦✉♥❞
t♦ t❤❡ ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐ts r❡❝❡♣t♦r ♣r❡s❡♥ts ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ✺✳✺ ➴✳
❈♦♥❢♦r♠❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♠❡t❤♦❞s✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛t♦♠✐❝ ❧♦♦♣ ❣❡♦♠❡tr✐❡s
❬✶✾✺✱ ✶✺✸✱ ✼✸✱ ✶✼✷✱ ✾✵❪✳ ❲❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❉✐r❡① ❬✶✼✷❪ ❛♥❞ ▲♦♦♣② ❬✶✾✺❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❞❡♥s❡ ❛♥❞
s♣❛rs❡ ✭❡①♣❧♦r✐♥❣ ♠♦r❡ s♣❛❝❡✮ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ✭❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦
♠❡t❤♦❞s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✳✼✳✶✳✮

❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ▼❙❆ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢
❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ n = 500 ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡❧s✳ ✭❚❤❡ r❡s✐❞✉❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼❙❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❛r❡ t❤♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦♦♣s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ r❡s✐❞✉❡s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦♦♣✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❤❛r❡❞ ❜② ❛❧❧
❝♦♥❢♦r♠❡rs✳✮ ❚♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ▲♦♦♣② ❞❛t❛ s❡t ✐s ❧❡ss r❡❞✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❡s ♠♦r❡ s♣❛❝❡✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡



✻✳✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ✶✶✼

r❛t✐♦ MSA(▲♦♦♣②)/MSA(❉✐r❡①) s♣❛♥s t❤❡ r❛♥❣❡ [1.79, 4.16] ❛♥❞ [1.86, 4.60] r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙❡❡ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❢♦r ❛ ❢✉❧❧ r❡♣♦rt✳
●❡♦♠❡tr② ✈❡rs✉s ❡♥❡r❣②✳ ❈♦♥❢♦r♠❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✢❡①✐❜❧❡ ❧♦♦♣s✱ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡
❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s❝❛✛♦❧❞ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❧♦♦♣✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ st❡r✐❝ ❝❧❛s❤❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧♦♦♣ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❧♦♦♣ ❛♥❞ ✐ts s❝❛✛♦❧❞✱ ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❧♦♦♣✰s❝❛✛♦❧❞ ❜② ✶✵✵✲st❡♣s
♦❢ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ●❘❖▼❆❈❙ ❬✶✸✼❪✳ ❲❡ ❞✐s❝❛r❞ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✿ ✜rst✱ t❤♦s❡ ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛
❧❛r❣❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s t❡r♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐t♥❡ss❡s st❡r✐❝ ❝❧❛s❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦♦♣ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛✛♦❧❞✱
❛♥❞ s❡❝♦♥❞ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❜♦♥❞❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐t♥❡ss❡s ❝❧❛s❤❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧♦♦♣✳ ▲❛r❣❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡
✜❧t❡r❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦✉t❧✐❡r ✜❧t❡r✐♥❣ str❛t❡❣② ❬✶✼✶❪ ✉s✐♥❣ ❜♦①✲❛♥❞✲✇❤✐s❦❡r ♣❧♦t ❬✹✻❪✳

✻✳✷✳✷ ●r❡❡❞② ❙❡❧❡❝t✐♦♥✿ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ♥❛✐✈❡ ❛♥❞ ♣r✐♦r✐t②✲❜❛s❡❞ ✈❡rs✐♦♥s✳ ❉❡♥♦t❡ Ii t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ i ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❛❢t❡r i st❡♣s ♦❢ t❤❡
❣r❡❡❞② str❛t❡❣②✱ ❛♥❞ ❧❡t Ri st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊q✳ ✭✻✳✷✮✱ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ✇❛② ♦❢
❝♦♠♣✉t✐♥❣ Ii ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❧✐♥❡❛r❧② s❝❛♥♥✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s

Ii = arg max
Cj∈Ri−1

w(Ii−1 ∪ {Cj}). ✭✻✳✸✮

❆s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✳✻✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ✇♦rst✲❝❛s❡ ♦♣t✐♠❛❧✿

❚❤❡♦r❡♠ ✽ ❚❤❡ ♥❛✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ●r❡❡❞② ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(ns3)✳

❆ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ str❛t❡❣② t❤❛♥ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ✭❜r✉t❡ ❢♦r❝❡✮ ♠❡t❤♦❞ ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ ❛❧❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ s♦ ❛s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st ♦♥❡ ❢r♦♠ ❛ ♣r✐♦r✐t② q✉❡✉❡✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦♥ ❛❧❧ s♣❤❡r❡s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛t❝❤❡s
✐♥t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❞❡✜♥❡

τ =
∑

Ci∈C

∑

Sj∈Ci

∑

Pk

1Sj ❝♦✈❡rs ♣❛t❝❤ Pk ♦r Pk ❧✐❡s ♦♥ Sj
, ✭✻✳✹✮

✇❤❡r❡ 1X ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✱ C ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ Sj ❛
s♣❤❡r❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥❢♦r♠❡r Cj ❛♥❞ Pk ❛ ♣❛t❝❤ ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥❢♦r♠❡r ✐♥ C✳

❚❤✐s ♣r✐♦r✐t②✲❜❛s❡❞ ✈❡rs✐♦♥✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✳✻✱ s❛t✐s✜❡s✿

❚❤❡♦r❡♠ ✾ ❚❤❡ ♣r✐♦r✐t②✲❜❛s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ●r❡❡❞② ❤❛s ❛♠♦rt✐③❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(τ + s log n)✳

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥❛✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②❴✸ ❛♥❞ ❆❧♣❤❛❴s❤❛♣❡❴✸ ♣❛✲
❝❦❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❆❧❣♦r✐t❤♠s ▲✐❜r❛r② ❬✹✹❪✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r✐t②✲❜❛s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♣❛❝❦❛❣❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡✱ t♦ t❤❡
❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❡①❛❝t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✳ ■♥ ❜♦t❤
❝❛s❡s✱ r♦❜✉st♥❡ss ✐ss✉❡s ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞✳

✻✳✷✳✸ ❈♦♥❢♦r♠❡r ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ●r❡❡❞② ❛❣❛✐♥st ♦♥❡ ❝♦♥t❡♥❞❡r✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❍❈❧✉st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❬✶✵✸❪ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧✐♥❦❛❣❡✱ ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ❞♦❝❦✐♥❣
❬✷✷❪✳ ✭❲❡ ❛❧s♦ t❡st❡❞ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❦❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐♥❦❛❣❡ str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡q✉❛❧❧② ✇✳r✳t✳ t❤❡
▼❙❆✖❞❛t❛ ♥♦t s❤♦✇♥✳✮ ●✐✈❡♥ ❛ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ✭✐✳❡✳ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✮✱
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❜✐♥❛r② tr❡❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡st❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ n ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ◆♦t✐❝❡
t❤❡ ❝♦❛rs❡r ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦♥❡ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ n ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜♥❡r ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s n
❝❧✉st❡r ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r✳ ❆s ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ Cα✲❘▼❙❉ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳
❈✉tt✐♥❣ t❤✐s ❜✐♥❛r② tr❡❡ ❛t ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧❡✈❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ s✐♥❝❡ ✇❡ s❡❧❡❝t
♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t❤r♦✉❣❤ ❛ t✇♦✲st❛❣❡
♣r♦❝❡ss✱ ♥❛♠❡❧② ✭✐✮ ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦♦♣ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✿ ❢♦r k ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ p ❜❛❧❧s
❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ci,j ✱ ✇✐t❤ i = 1, . . . , k ❛♥❞ j = 1, . . . , p✱ t❤❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ❧♦♦♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ p ❜❛❧❧s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t
cj = (

∑

i=1,...,k ci,j)/k❀ ✭✐✐✮ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛st
Cα✲❘▼❙❉ ✇✐t❤ t❤✐s ✜❝t✐t✐♦✉s ❧♦♦♣✳



✶✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❉✐✈❡rs❡ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❊♥s❡♠❜❧❡s✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❉♦❝❦✐♥❣

✻✳✸ ❉✐✈❡rs❡ ❊♥s❡♠❜❧❡s✿ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❆ss❡ss♠❡♥t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❛♥
❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤♦s❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ●r❡❡❞② ❛♥❞ ❍❈❧✉st ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ ❢♦✉r ♣r♦t❡✐♥ ♠♦❞❡❧s✳

✻✳✸✳✶ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ■♥t❡r❡st✿ ●❡♦♠❡tr② ✈s✳ ❚♦♣♦❧♦❣②

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ▼❙❆✳ ❲❡ ✜rst ✉s❡ t❤❡ ▼❙❆ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ●r❡❡❞② ♦r
❍❈❧✉st ❛s ❛ ❞✐✈❡rs✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚♦ s❡❡ ❤♦✇✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ M ✭●✿ ❣r❡❡❞②❀
❍✿ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧✮✱ ❧❡t NM = {I1, . . . , In} ❜❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐③❡✱ ✐✳❡✳ s❡❧❡❝t✐♦♥ Ii
❝♦♥t❛✐♥s i ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ❚❤❡ ❣r❡❡❞② str❛t❡❣② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❡st❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
Ii+1 ♦❢ s✐③❡ i + 1 ✐s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ Ii ♦❢ s✐③❡ i t♦ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢♦r♠❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡♣❡♥❞❡❞✳ ❚❤❡
♥❡st❡❞♥❡ss ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❍❈❧✉st✱ t❤♦✉❣❤✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✸✱ ♦♥❡ ✐♥❞❡❡❞ ❣❛✐♥s
♦♥❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r K ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥♦❞❡ nK ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❛r② tr❡❡✮ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧✉st❡rs
K1 ❛♥❞ K2 ✭t❤❡ s♦♥s ♦❢ ♥♦❞❡ nK ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❛r② tr❡❡✮✳ ❇✉t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r Ci ♦❢ ❝❧✉st❡r K
♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✭K1 ♦r K2✮ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r Ci ❜❡❧♦♥❣s t♦✳

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥s✱ ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ r❡♣♦rt
t✇♦ s❡ts ♦❢ ✈❛❧✉❡s✳ ▲❡t RM ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ▼❙❆ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ s❡❧❡❝t✐♦♥s ✐♥ NM ✱ t❤❛t ✐s RM =
maxIi∈NM

MSA(Ii)✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ ▼❙❆ r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❛t ✐s ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ RG/RH ✳ ❙❡✲
❝♦♥❞✱ ❞❡♥♦t❡ nHx

t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❍ t♦ ❣❡t ❛ ▼❙❆ ✭s❛② A✮ ❡q✉❛❧
t♦ x% ♦❢ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤❡♥✱ ❞❡♥♦t❡ nG t❤❡ ❧❡❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡❡❞② str❛t❡❣②
t♦ ❣❡t ❛ ▼❙❆ ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ A✳ ❲❡ r❡♣♦rt nHx

/nG ❛♥❞ nGx
/nG✱ ❢♦r x = 100% ❛♥❞ x = 95%✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ▼❙❆✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡
t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs
❞❡✜♥❡s ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♦r✐❡♥t❛❜❧❡ s✉r❢❛❝❡✱ ♣♦ss✐❜❧② ♥♦♥✲❝♦♥♥❡❝t❡❞✖❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ♠❛② ✐s♦❧❛t❡ ♦♥❡
♦r s❡✈❡r❛❧ ❤♦❧❡✭s✮✳ ❇② t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❛❝t ♦r✐❡♥t❛❜❧❡ s✉r❢❛❝❡s ❬✶✵✽❪✱ ❡❛❝❤
s✉❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❛ s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r g ≥ 0 ♦❢ ❤❛♥❞❧❡s ❛tt❛❝❤❡❞✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s♣❤❡r❡✱
♦♥❡✲t♦r✉s✱ t✇♦✲t♦r✉s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ g = 0, g = 1, g = 2✳ ❚♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡
r❡s♦rts t♦ ❇❡tt✐ ♥✉♠❜❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② β0 = 1, β1 = 2g, β2 = 1✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❊✉❧❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❛t ✐s χ = β0− β1 + β2 = 2− 2g✱ ✇✐t❤ g t❤❡ ❣❡♥✉s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳
❋✐❣✳ ✻✳✷ ♣r❡s❡♥ts ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ g+1 ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❛♥❝❤♦r❡❞ ❛t t❤❡ ❧♦♦♣s ❡①tr❡♠✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐♥❣
❛ ❣❡♥✉s g s✉r❢❛❝❡ ✭g = 2 ❤❡r❡✮✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ β1 ❢♦r nG100%

❝♦♥❢♦r♠❡rs s❡❧❡❝t❡❞ ❜②
❛❧❣♦r✐t❤♠ ●r❡❡❞② ❛♥❞ ❍❈❧✉st✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ Cα✲❘▼❙❉✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t t❛✐❧♦r❡❞ t♦ ♦✉r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✱ s✐♥❝❡ ●r❡❡❞② ❛✐♠s ❛t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ▼❙❆✳ ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡ t❤✉s ❛❧s♦ r❡♣♦rt
♦♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ Cα✲❘▼❙❉ ✉s❡❞ ❜② ❍❈❧✉st✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦♥
t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r❛♥❣❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ Cα✲❘▼❙❉ ♦❢ ❧♦♦♣s ❢r♦♠ t❤✐s
s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❝♦✲❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❧♦♦♣✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ Cα ❝❛r❜♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦
❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ❝♦❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✮✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❍❈❧✉st r❡♣♦rts
t❤❡ s❛♠❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ❝♦❛rs❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ●r❡❡❞② r❡♣♦rts t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❝❤
s❡❧❡❝t✐♦♥s✳

✻✳✸✳✷ ❘❡s✉❧ts

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ▼❙❆✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❚❛❜❧❡s ✻✳✸ ❛♥❞ ✻✳✹ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✳✼✳✷✳ ❙♣❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♠❛① ✈❛❧✉❡s RG ❛♥❞ RH ✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t ●r❡❡❞② ②✐❡❧❞s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✾✲✶✸✪ ❢♦r ✭❉✐r❡①✱
❛t♦♠✐❝✮✱ ✶✶✲✶✺✪ ❢♦r ✭❉✐r❡①✱ ❝♦❛rs❡✮✱ ✶✹✲✺✹✪ ❢♦r ✭▲♦♦♣②✱ ❛t♦♠✐❝✮ ❛♥❞ ✷✺✲✺✻✪ ❢♦r ✭▲♦♦♣②✱ ❝♦❛rs❡✮✳ ▼♦r❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣❡❛❦✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❛t✐♦s nHx

/nG ❛♥❞ nGx
/nG✱ ❢♦r

x = 100%✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ●r❡❡❞② t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❍❈❧✉st ✐♥❝✉rs ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ k✲❢♦❧❞ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ k s♣❛♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❛♥❣❡s ✭❞❡❝✐♠❛❧s ♦♠✐tt❡❞✮✿ ✾✲
✶✺✹ ✭❉✐r❡①✱ ❛t♦♠✐❝✮✱ ✶✲✶✻✵ ✭❉✐r❡①✱ ❝♦❛rs❡✮✱ ✹✲✼✾ ✭▲♦♦♣②✱ ❛t♦♠✐❝✮✱ ✶✵✲✼✾ ✭▲♦♦♣②✱ ❝♦❛rs❡✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧♦t ❋✐❣✳ ✻✳✸ ✭❛ t②♣✐❝❛❧ ♦♥❡✮✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ r❛t❤❡r ❢❛st ❢♦r
❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ✾✺✪ ♦❢ t❤❡ ♠❛① ▼❙❆ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡ r❛t✐♦s nH95%

/nG ♥♦✇ s♣❛♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣



✻✳✹✳ ❉✐✈❡rs❡ ❊♥s❡♠❜❧❡s✿ ❉♦❝❦✐♥❣ ❆ss❡ss♠❡♥t ✶✶✾

r❛♥❣❡s✿ ✶✲✻ ✭❉✐r❡①✱ ❛t♦♠✐❝✮✱ ✶✲✸ ✭❉✐r❡①✱ ❝♦❛rs❡✮✱ ✸✲✷✽ ✭▲♦♦♣②✱ ❛t♦♠✐❝✮✱ ✸✲✶✶ ✭▲♦♦♣②✱ ❝♦❛rs❡✮✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s
❝❛❧❧ ❢♦r t✇♦ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

❋✐rst✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ (nH100%
/nG)/(nH95%

/nG) ❢♦r t❤❡ ❉✐r❡① ❛♥❞ ▲♦♦♣② ❞❛t❛ s❡ts✳
❚❤✐s r❛t✐♦ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❢♦r ❉✐r❡① t❤❛♥ ▲♦♦♣②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✿ ❢♦r ❛ ❞❡♥s❡
❞❛t❛ s❡t s✉❝❤ ❛s ❉✐r❡①✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❍❈❧✉st s❡❧❡❝ts ♣r❡tt② ❢❛st ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ♠♦st
♦❢ t❤❡ ▼❙❆ ✭✾✺✪ ❤❡r❡✮❀ ❜✉t ❢✉rt❤❡r s❡❧❡❝t✐♦♥s ❢❛✐❧ ❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ▼❙❆✱ ❛s s❡❡♥ ❢r♦♠
♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r r❛t✐♦s nH100%

/nG✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ●r❡❡❞② ❝♦♥s✐st❡♥t❧② s❡❧❡❝ts t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs
♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ▼❙❆✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝ nH95%

/nG ❢♦r t❤❡ ❉✐r❡① ❛♥❞ ▲♦♦♣② ❞❛t❛
s❡ts✳ ❚❤✐s r❛t✐♦ ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ❞❛t❛ s❡t✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ●r❡❡❞② ✐s ❛❧s♦ ❜❡tt❡r
❛t s❡❧❡❝t✐♥❣ ❧❛r❣❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢ ▼❙❆ ✇✐t❤✐♥ ❞❛t❛ s❡ts ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♠♦r❡ s♣❛❝❡✳
❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❇❡tt✐ ♥✉♠❜❡rs✳ ❋♦r ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❛❝ts✺✻✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✜rst ❇❡tt✐ ♥✉♠❜❡r β1 ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆s s❡❡♥ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡s ✻✳✺ ❛♥❞ ✻✳✻ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✳✼✳✷✱
t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ●r❡❡❞②✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❍❈❧✉st✱ t②♣✐❝❛❧❧②
❢❡❛t✉r❡s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ β1 ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✉t ✶✷ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r ❢♦r ❉✐r❡① ❛♥❞ ✺ t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r ❢♦r ▲♦♦♣②✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ β1 ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✻✳✹✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ♣❧♦t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ s✉❝❤ ❝✉r✈❡s
❢❡❛t✉r❡ ❛ s❤❛r♣ ♣❡❛❦✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛t❡❛✉✱ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ●r❡❡❞② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ✐ts ❝♦♥t❡♥❞❡rs ✐♥ ❜♦t❤
r❡❣✐♠❡s✳ ❚❤❡ s❤❛r♣ r✐s❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❝♦♥❢♦r♠❡rs ✐✳❡✳ ❝♦♥❢♦r♠❡rs t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣ ❡①❝❡♣t❡❞ ❛t t❤❡✐r ❡①tr❡♠✐t✐❡s✳ ❙✉❝❤ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛❧❧s✖✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❛r❣❡t❡❞ ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ●r❡❡❞②✳ ❖♥❝❡ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs s❡❧❡❝t❡❞ ❜r✐❞❣❡ ❣❛♣s✱ ✇❤❡♥❝❡ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ β1✳ ❚❤❡ s❤❛r♣
❞❡❝r❡❛s❡ st♦♣s ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❧❧✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ st✐❧❧
❢❡❛t✉r❡s s♠❛❧❧ ❤❛♥❞❧❡s✳ ❙✉❝❤ ❤❛♥❞❧❡s ❣❡t ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❡str♦②❡❞ ✉♣♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ ✇❤❡♥❝❡
t❤❡ ♠✐♥✉t❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛s②♠♣t♦t❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤s ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ β1✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ β1 ✭s❡❡ ♣❧♦ts ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✳✼✳✸✮ ❛❧s♦ s❤❡❞s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❧♦♦♣s✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ▼❙❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ✸❍❍❘ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ n = 500 ❝♦♥❢♦r♠❡rs
❛r❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ✐♥ t❤❡ ▲♦♦♣② ❞❛t❛ s❡t✳ ❲❡ ❛❧s♦ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❛t ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡
♦❢ β1 ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥s✉✐♥❣ ♣❧❛t❡❛✉ ❡♥❝♦❞❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ♦♥ ❤✐♥❣❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚♦
❝♦♥✜r♠ t❤❡s❡ st❛t❡♠❡♥ts✱ t❤♦✉❣❤✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② q✉❛❧✐❢② t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡s
❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣s✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ Cα✲❘▼❙❉✳ ▲❡t δG ❛♥❞ δH ❜❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ Cα✲❘▼❙❉ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❛t✐✈❡
❜♦✉♥❞ ❧♦♦♣ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❢r♦♠ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ●r❡❡❞② ❛♥❞ ❍❈❧✉st r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❆s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ♦♥ ❚❛❜❧❡s ✻✳✼ ❛♥❞ ✻✳✽✱ ❢♦r ♠♦❞❡❧s ✶❇❚❍✱ ✶❈●■ ❛♥❞ ✶❖❆❩✱ t❤❡ r❛t✐♦ (δG−δH)/δH
s♣❛♥s t❤❡ r❛♥❣❡ ❬✲✵✳✵✼✱ ✵✳✻✸❪ ✇❤❡♥ ●r❡❡❞② ✐s r✉♥ ♦♥ ❛t♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ❬✲✵✳✶✸✱ ✵✳✼✻❪ ✇❤❡♥ ●r❡❡❞② ✐s r✉♥
♦♥ ❝♦❛rs❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✉s✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧ ♠✐♥♦r ❧♦ss❡s✱ ●r❡❡❞② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❍❈❧✉st r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ Cα✲❘▼❙❉ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❛r❣❡t❡❞✳ ❋♦r
✸❍❍❘ ❢♦r t❤❡ ▲♦♦♣② ❞❛t❛ s❡t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣❡r❢♦r♠ ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❉✐r❡① ❞❛t❛ s❡t✱
●r❡❡❞② ✐s ❝❧❡❛r❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲♦♦♣② ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♦✇❡s t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣s ❛♥❞ ✐ts ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱
❛♥❞ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❆ ❛♥❞ Cα✲❘▼❙❉ ❝r✐t❡r✐❛ ♦♥ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s②st❡♠✳

✻✳✹ ❉✐✈❡rs❡ ❊♥s❡♠❜❧❡s✿ ❉♦❝❦✐♥❣ ❆ss❡ss♠❡♥t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ r❡♣♦rt ❞♦❝❦✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r ✶❇❚❍✱✶❈●■ ❛♥❞ ✶❖❆❩✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❝♦❛rs❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❍❈❧✉st ♦r ●r❡❡❞②✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡r
♣♦♦❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ▲♦♦♣②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ ❞✐✈❡rs❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ♦♠✐t ❝♦♠♣❧❡① ✸❍❍❘✱ s✐♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣♦♦❧ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❢♦r ✐ts ❧♦♥❣ ✢❡①✐❜❧❡ ❧♦♦♣s ♦❢ ✷✻ ❛♠✐♥♦ ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✐ts❡❧❢✳

✺✻❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥✿ ❛ ❤❛♥❞❧❡ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ♦♥❡ ✉♥✐t ✐♥ t❤❡ β1 ♥✉♠❜❡r✱ ✇❤❛t❡✈❡r ✐ts s✐③❡✳
❚❤❛t ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ❤❛♥❞❧❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✇❤♦❧❡ ❧♦♦♣ ✭❛s ♦♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✮ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t ❛s ❛ s♠❛❧❧ ♦♥❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝②❝❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s ♦❢ s❛② ❛ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡✳ ❲❤✐❧❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❇❡tt✐ ♥✉♠❜❡rs ✐s ❜② ♥♦✇
st❛♥❞❛r❞✖✇❡ ✉s❡ t❤❡ α✲s❤❛♣❡s✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬✼✷❪✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ♣❧❡❛s❛♥t ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣②
❣r♦✉♣s ✐s st✐❧❧ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❬✺✹❪✳



✶✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❉✐✈❡rs❡ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❊♥s❡♠❜❧❡s✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❉♦❝❦✐♥❣

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
● ● ● ●

● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ●

0 20 40 60 80 100

15
00

20
00

25
00

30
00

35
00

40
00

1BTH−atomic

Loopy
nb of conformers selected

A
re

a 
of

 th
e 

bo
un

da
ry

 o
f t

he
 u

ni
on

 o
f t

he
 s

el
ec

te
d 

co
nf

or
m

er
s

0 20 40 60 80 100

15
00

20
00

25
00

30
00

35
00

40
00

1BTH−atomic

Loopy
nb of conformers selected

A
re

a 
of

 th
e 

bo
un

da
ry

 o
f t

he
 u

ni
on

 o
f t

he
 s

el
ec

te
d 

co
nf

or
m

er
s

●Greedy

HClust

❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕ ▲♦♦♣② ❞❛t❛ s❡t✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❙❆ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ s✐③❡✿ ❝♦♥❢♦r♠❡r s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ●r❡❡❞② ❛❧✇❛②s
❡①♣♦s❡ ♠♦r❡ s✉r❢❛❝❡ t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ ❍❈❧✉st✱ ❛ ❞✐✈❡rs✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥✳
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❋✐❣✳ ✻✳✹ ✕ ▲♦♦♣② ❞❛t❛ s❡t✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❇❡tt✐ ♥✉♠❜❡r β1 ✇✐t❤ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ s✐③❡✿ ♠♦r❡ ❤❛♥❞❧❡s
❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❝♦♥❢♦r♠❡r s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ●r❡❡❞② t❤❛♥ ❢♦r t❤♦s❡ ♦❢ ❍❈❧✉st✳



✶✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❉✐✈❡rs❡ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❊♥s❡♠❜❧❡s✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❉♦❝❦✐♥❣

▲♦♦♣② ✪ ❉✐r❡① ✪
✶❇❚❍✲❛t♦♠✐❝ ✾✵✳✼✸ ✶❇❚❍✲❛t♦♠✐❝ ✾✾✳✸✸
✶❈●■✲❛t♦♠✐❝ ✾✺✳✼✸ ✶❈●■✲❛t♦♠✐❝ ✶✵✵
✶❖❆❩✲❛t♦♠✐❝ ✽✷✳✽✺ ✶❖❆❩✲❛t♦♠✐❝ ✾✾✳✼✼
✸❍❍❘✲❛t♦♠✐❝ ✻✻✳✹✻ ✸❍❍❘✲❛t♦♠✐❝ ✾✾✳✼✹
✶❇❚❍✲❝♦❛rs❡ ✽✼✳✼✷ ✶❇❚❍✲❝♦❛rs❡ ✾✽✳✽✽
✶❈●■✲❝♦❛rs❡ ✾✶✳✷✸ ✶❈●■✲❝♦❛rs❡ ✾✾✳✼
✶❖❆❩✲❝♦❛rs❡ ✽✸✳✶✷ ✶❖❆❩✲❝♦❛rs❡ ✾✾✳✹✹
✸❍❍❘✲❝♦❛rs❡ ✺✺✳✵✸ ✸❍❍❘✲❝♦❛rs❡ ✾✾✳✾✾

❚❛❜✳ ✻✳✶ ✕ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ▼❙❆ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ●r❡❡❞② r❡❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② t❡♥
❧♦♦♣s✳ ❚❡♥ ❝♦♥❢♦r♠❡rs s❡❡♠ ♥♦t t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦✈❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦♦♣ ♦❢ ✸❍❍❘ s❛♠♣❧❡❞
✇✐t❤ ▲♦♦♣②

✻✳✹✳✶ ❉♦❝❦✐♥❣ Pr♦t♦❝♦❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞✐✈❡rs❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ●r❡❡❞② ❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♦❢ ❛ ✢❡①✐❜❧❡✲❧♦♦♣ ❞♦❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❧✐❣❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡♣t♦r✳ ❲❡ r❛♥ ❞♦❝❦✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤r❡❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡
t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ▼❙❆ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠♣❧❡① ✇❛s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡
r✐❣✐❞ ♣r♦t❡✐♥ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧✐❣❛♥❞ ✭▲✮✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❡❝❡♣t♦r✳ ❚❤❡ r❡❝❡♣t♦r ✐ts❡❧❢ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ✐♥t♦
❛ r✐❣✐❞ t❡♠♣❧❛t❡ ✭❚✮ ❛♥❞ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ❧♦♦♣ ✭❋✮✳ ❲❤✐❧❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦❝❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥❢♦r♠❡r
❡♥s❡♠❜❧❡s✱ t❤❡ str❛t❡❣② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥❢♦r♠❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❧♦♦♣ ❋✱ t❤✐s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜❡✐♥❣
s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡r ♣♦♦❧✳ ❚❤✉s✱ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ❞♦❝❦✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ r❡q✉✐r❡s s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ tr✐♣❧❡ ❚✴▲✴❋✳

❚♦ s❡❡ ❤♦✇✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ❜✐♥❛r② ❝♦♠♣❧❡① ✉s❡❞ ❢♦r ❞♦❝❦✐♥❣ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s t✇♦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ✉♥❞❡r t✇♦ ❢♦r♠s✿ ♦♥ t❤❡✐r ♦✇♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞ ❢♦r♠s✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ✐✳❡✳ t❤❡ ❜♦✉♥❞
❢♦r♠s✳ ❚❤✉s✱ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ r✐❣✐❞ ♣❛rts ✭❚ ❛♥❞ ▲✮✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t❛❣ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt♥❡r✱
♥❛♠❡❧② ❯ ❢♦r ❯♥❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ❇ ❢♦r ❇♦✉♥❞✳ ❚♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❋✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤r❡❡ ♣✐❡❝❡s
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✿ ✭✐✮ t❤❡ ❜♦✉♥❞✴✉♥❜♦✉♥❞ t❛❣ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❧♦♦♣ ❣❡♦♠❡tr② ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♣♦♦❧
♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✭✐✐✮ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❢r♦♠ t❤✐s ♣♦♦❧ ✭❍❈❧✉st ♦r ●r❡❡❞② ❤❡r❡✮✱
❛♥❞ ✭✐✐✐✮ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ s✐③❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋❂❇✲●r❡❡❞②✲✶✵ r❡❢❡rs t♦ ✶✵ ❝♦♥❢♦r♠❡rs s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠
●r❡❡❞②✱ ♦✉t ♦❢ ❛ ♣♦♦❧ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❇♦✉♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♣t♦r✳ ❆s ❛ s❡❝♦♥❞
❡①❛♠♣❧❡✱ ❋❂❇✲✶ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦♦♣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞✱ t❤❡ ❇♦✉♥❞ ♦♥❡✳
❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ✇❡ r❡♣♦rt ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐① ❞♦❝❦✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✿ t❤r❡❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦✉♥❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
r❡❝❡♣t♦r✱ ♥❛♠❡❧② ❇✴❇✴❇✲✶✱ ❇✴❇✴❇✲❍❈❧✉st✲✶✵✱ ❇✴❇✴❇✲●r❡❡❞②✲✶✵❀ ❛♥❞ t❤r❡❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❯♥❜♦✉♥❞ ❢♦r♠ ♦❢
t❤❡ r❡❝❡♣t♦r✱ ♥❛♠❡❧② ❯✴❇✴❇✲✶✱ ❯✴❇✴❇✲❍❈❧✉st✲✶✵✱ ❯✴❇✴❇✲●r❡❡❞②✲✶✵✳

❚✇♦ ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ t❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛r❡ ✐♥ ♦r❞❡r✳ ❋✐rst✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦✉♥❞
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢❡①✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❢♦r ✈❡r② ✢❡①✐❜❧❡ s②st❡♠s✱
s✉❝❤ ❛s ✶❈●■ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✱ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢❡①✐❜❧❡
❧♦♦♣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ✭■❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ❝❤❛♥❣❡s ❛❝r♦ss t❤❡
❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ✉♥✐ts✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♥♦t str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳✮ ❙❡❝♦♥❞✱
t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦t♦❝♦❧s ❇✴❇✴❇✲✶ ❛♥❞ ❯✴❇✴❇✲✶ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s s❛♥✐t② ❝❤❡❝❦s✱ s✐♥❝❡ ✐♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡
♥❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ ❝♦♥❢♦r♠❡r✱ ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts t❤❡ ❞♦❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t♦ ②✐❡❧❞ s❛t✐s❢❛❝t♦r✐❧② ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

❆❜♦✉t t❤❡ ♣♦♦❧ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✢❡①✐❜❧❡ ❧♦♦♣✱ ❛ ♣♦♦❧ ♦❢ n = 500
❝♦♥❢♦r♠❡rs ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ▲♦♦♣② ❬✶✾✺❪✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ s = 10 ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●r❡❡❞② ❛♥❞
❍❈❧✉st ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✷✷❪✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s = 10 ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t
t♦ ❤❛✈❡ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❆s s❡❡♥ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ s②st❡♠s ❜✉t ✸❍❍❘✱ t❤❡ ▼❙❆ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✶✵ ❝♦♥❢♦r♠❡rs s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ●r❡❡❞② r❡❛❧✐③❡s
♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✵✪ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ▼❙❆ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❣r❡❡❞② s❡❧❡❝t✐♦♥ ✉♣ t♦ n ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳
❚❤❡ s❛♠❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ♠❡r❡ ✶✵ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❧♦♦♣ ♦❢ ✸❍❍❘✳



✻✳✹✳ ❉✐✈❡rs❡ ❊♥s❡♠❜❧❡s✿ ❉♦❝❦✐♥❣ ❆ss❡ss♠❡♥t ✶✷✸

✻✳✹✳✷ ■♥✐t✐❛❧ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ Pr♦t♦❝♦❧

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✇❡ r❛♥ Nt ❞♦❝❦✐♥❣ t❡sts ✉s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❆❚❚❘❆❈❚ ❬✶✾✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♣r♦t❡✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ❧♦♦♣ ✐♥ ❬✷✷❪✳ ■♥ t❤✐s s❝❤❡♠❡✱ ✉s✐♥❣ ❇♦❧t③♠❛♥♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❡❛❝❤ ❝♦♣② ✐s ❛ss✐❣♥❡❞
❛ ✜t♥❡ss s❝♦r❡ ✭❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✮ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡♣t♦r✳ ❊❛❝❤ ❞♦❝❦✐♥❣ t❡st
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❛♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❝❡♣t♦r✳ ●✐✈❡♥ t❤❡s❡
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❆❚❚❘❆❈❚ ♣❡r❢♦r♠s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥s s♦ ❛s t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ s✐① ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❛♥❞✳ ❆t ❡❛❝❤ st❛❣❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❯♣♦♥
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦♦♣ s❡❧❡❝t❡❞ ✐s t❤❛t ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✜t♥❡ss s❝♦r❡✳ ❆♥ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ✐s t❤❡♥ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t✇♦ ✜❣✉r❡s✿ ✭✐✮ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② E ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
✭✐✐✮ t❤❡ ■✲❘▼❙❉ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❛♥❞✳

❋♦r t❤❡ Nt t❡sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦t♦❝♦❧✱ t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ♣❛✐rs (E,■✲❘▼❙❉) ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❡♥❡r❣②
❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦❝❦✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❝♦♥❢♦r♠❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐s s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✐❢ t❤❡ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❢❡❛t✉r❡s
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts (E,■✲❘▼❙❉) ♥❡①t t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ❝♦r♥❡r ♦❢
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ✉s✐♥❣ ❜✉❝❦❡ts✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜✉❝❦❡t
Bi ❛♥❞ ❝♦♥❢♦r♠❡r Cj ✱ ❧❡t si,j ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❝♦♥❢♦r♠❡r Cj ②✐❡❧❞s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✇❤♦s❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞
■✲❘▼❙❉ ❢❛❧❧ ✐♥ ❜✉❝❦❡t Bi✳ ✭◆♦t✐❝❡ t❤❛t

∑

i,j si,j = Nt✳✮ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜✉❝❦❡t Bi✱ ❞❡♥♦t❡ li t❤❡ ✐♥❞❡①
♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r t❤❛t ②✐❡❧❞s t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ si,j ✱ ❛♥❞ ❧❡t ri =

∑

j=1,...,n;j 6=li
si,j ✳ ■♥ ❜✉❝❦❡t Bi ✇❡

❞✐s♣❧❛② t❤❡ s❝♦r❡ si,li ✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ri ✇❤❡♥ ri 6= 0✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ✉s❡❞ ✐s t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❝♦♥❢♦r♠❡r li✱
✇✐t❤ ♦♥❡ ❝♦❧♦r ♣❡r ❝♦♥❢♦r♠❡r✳

✻✳✹✳✸ ❘❡s✉❧ts

❋♦r ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ Nt ∼ 35, 000 ❞♦❝❦✐♥❣ t❡sts ✇❡r❡ r✉♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s = 10
s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ❚♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
❛ ■✲❘▼❙❉ ≤ 15➴ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣❧♦t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✻✳✺✱ ❛♥❞ ✇❡ r❡❢❡r
t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✳✼✳✹ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❧♦ts✳ ■♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❧❛♥❞s❝❛♣❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞♦❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s
❝♦❛rs❡✱ ✇❡ ❥✉st ❛✐♠ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❛t♦♠✐❝ ❞♦❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ t❤✉s s❦✐♣
❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛t♦♠✐❝ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❛ ♥♦t♦r✐♦✉s❧② ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ❬✶✸✾❪✳ ❋♦r s✐① ❞♦❝❦✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s
❡①❛♠✐♥❡❞ ✭t❤r❡❡ s②st❡♠s✱ ❇♦✉♥❞ ❛♥❞ ❯♥❜♦✉♥❞ r❡❝❡♣t♦rs ❢♦r ❡❛❝❤✮✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡❝♦♠♣♦s❡
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤r❡❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦ ●r❡❡❞②✱ t✇♦ t✐❡s✱ ♦♥❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦ ❍❈❧✉st✳

❉♦❝❦✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ ●r❡❡❞②✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡① ✶❇❚❍✱ t❤❡ ❞♦❝❦✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❇✴❇✴❇✲●r❡❡❞②✲✶✵ ❧❡❛❞s t♦
161 ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ■✲❘▼❙❉ ∈ (1; 2] ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❡❧♦✇ ✲✷✶ ✉♥✐ts✳ ❖♥❧② 3 s✉❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣
❞♦❝❦✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❇✴❇✴❇✲❍❈❧✉st✲✶✵✳ ❙❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✺✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
✉♥❜♦✉♥❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♣t♦r ♦❢ ✶❈●■✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❯✴❇✴❇✲●r❡❡❞②✲✶✵ ❧❡❛❞s t♦ 160 ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ■✲❘▼❙❉
∈ (3; 4] ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❡❧♦✇ −15 ✉♥✐ts✱ ✇❤✐❧❡ ❯✴❇✴❇✲❍❈❧✉st✲✶✵ ②✐❡❧❞s ✶✽ s✉❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡①
✶❖❆❩✱ ♥❡✐t❤❡r ❯✴❇✴❇✲●r❡❡❞②✲✶✵ ♥♦r ❯✴❇✴❇✲❍❈❧✉st✲✶✵ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜❡❧♦✇ ✺➴
■✲❘▼❙❉ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ −15 ❡♥❡r❣② ✉♥✐ts✿ ✺ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❧♦♦♣✱ ❛♥❞ ✶✸ ✇✐t❤ ✺ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦♦♣s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇✉t
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ■✲❘▼❙❉ ✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ (5, 7] ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❡❧♦✇ −15 ✉♥✐ts✱ ❯✴❇✴❇✲●r❡❡❞②✲✶✵
❧❡❛❞s t♦ ✶✾✺ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦♦♣ ✇❤✐❧❡ ❯✴❇✴❇✲❍❈❧✉st✲✶✵ ❧❡❛❞s t♦ ♦♥❡ s✉❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

❚✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ ●r❡❡❞② ❛♥❞ ❍❈❧✉st✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞♦❝❦✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♣t♦r
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✶❇❚❍ ❛r❡ ♠♦r❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ❯✴❇✴❇✲❍❈❧✉st✲✶✵ ❧❡❛❞s t♦ t✇♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦♦♣
✇✐t❤ ■✲❘▼❙❉ ❜❡❧♦✇ ✺ ➴ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ −15 ❡♥❡r❣② ✉♥✐ts✱ ✇❤✐❧❡ ❯✴❇✴❇✲●r❡❡❞②✲✶✵ ❧❡❛❞s t♦ ♥♦ s✉❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳
❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ■✲❘▼❙❉ ✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ (5, 7] ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❡❧♦✇ −15 ❡♥❡r❣② ✉♥✐ts✱ ❜♦t❤
❯✴❇✴❇✲●r❡❡❞②✲✶✵ ❛♥❞ ❯✴❇✴❇✲❍❈❧✉st✲✶✵ ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵✵ s✉❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
❞♦❝❦✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♣t♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✶❖❆❩ ♥❡❡❞s ❢✉rt❤❡r s❝r✉t✐♥② t♦ ❞❡t❡❝t
✇❤❡t❤❡r s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❇✴❇✴❇✲●r❡❡❞②✲✶✵ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❯✴❇✴❇✲❍❈❧✉st✲✶✵✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♥♦
❤✐❣❤❧② ♣♦♣✉❧❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❧♦✇ ■✲❘▼❙❉ ❝❧❡❛r❧② ❡♠❡r❣❡s✳

◆♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ ●r❡❡❞②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞♦❝❦✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
r❡❝❡♣t♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✶❈●■ ❛r❡ ♠♦r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❞♦❝❦✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❇✴❇✴❇✲❍❈❧✉st✲✶✵✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
✐t ♠✉st ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ ❇✴❇✴❇✲❍❈❧✉st✲✶✵ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❇✴❇✴❇✲✶✳



✶✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❉✐✈❡rs❡ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❊♥s❡♠❜❧❡s✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❉♦❝❦✐♥❣
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❋✐❣✳ ✻✳✺ ✕ ✶❇❚❍✿ ❜✐♥♥✐♥❣ t❤❡ ❞♦❝❦✐♥❣ t❡sts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦✉♥❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♣t♦r✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ ❛ ❜✉❝❦❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧♦♦♣ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st s❝♦r❡ ✐♥ t❤✐s ❜✉❝❦❡t✳ ❆ ❤✐❣❤❧② ♣♦♣✉❧❛t❡❞ r❡❣✐♦♥
♥❡①t t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ♣❧♦t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❝♦♥❢♦r♠❡r ✇❛s ♣r❡s❡♥t✳ ❙❡❡ t❡①t
❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳



✻✳✹✳ ❉✐✈❡rs❡ ❊♥s❡♠❜❧❡s✿ ❉♦❝❦✐♥❣ ❆ss❡ss♠❡♥t ✶✷✺

✻✳✹✳✹ ❘✉♥♥✐♥❣ ❚✐♠❡s

❙♦♠❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥ ♦r❞❡r r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❞♦❝❦✐♥❣ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❚❤❡ ♥❛✐✈❡ ❛♥❞ ♣r✐♦r✐t②✲❜❛s❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ r✉♥ ♦♥ ❛ P❈ ❝♦♠♣✉t❡r ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❳❡♦♥
♣r♦❝❡ss♦r ✭q✉❛❞❝♦r❡✮ ❛t ✷✳✸✸●❍③✱ ❛♥❞ ✶✻●❇ ♦❢ ❘❆▼✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ♦♥❡ ♦r❞❡r
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥ s ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ n✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♦♣t✐♠❛❧✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r✐t②✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✿ ❢♦r n ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❛❧❧ ♠❛② ❜❡ ✭❛♥❞ ❛❝t✉❛❧❧② ✐s ♦♥
s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✮ ❛s ❤✐❣❤ ❛s n2✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♥ ❧♦♦♣s r❡q✉✐r❡s ❛❜♦✉t
❤❛❧❢ ❛♥ ❤♦✉r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❧ ❛t♦♠s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✜✈❡ ♠✐♥✉t❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❆s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✷✷❪✱ t❤❡ ❞♦❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❡♥ ❝♦♥❢♦r♠❡rs r❡q✉✐r❡s ✸✶ ❤♦✉rs ♦♥ ❛ ✷✳✷ ●❍③ ❆t❤❧♦♥
P❈✳



✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❉✐✈❡rs❡ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❊♥s❡♠❜❧❡s✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❉♦❝❦✐♥❣

✻✳✺ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❱♦❧✉♠❡tr✐❝ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s

✻✳✺✳✶ ●r❡❡❞②✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❋❛❝t♦r ❛♥❞ ❖♣t✐♠❛❧✐t②

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❋❛❝t♦r

❲❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r s❡❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ kt❤ st❡♣ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Ck✱ ❛♥❞ t❤❡
✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ s❡t ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs OPT ✳ ❆❧s♦✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② w∗(Ck) ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts
♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ Ck t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ Cj , 1 ≤ j < k ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✐♥❝r❡♠❡♥t ❛t st❡♣
k✮✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡♦r❡♠ ✻✳

▲❡♠♠❛ ✸ ❋♦r 1 ≤ k ≤ s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿

w∗(Ck) +
1

s

k−1∑

j=1

w∗(Cj) ≥
OPT

s
. ✭✻✳✺✮

Pr♦♦❢✳ ❆t t❤❡ kt❤ st❡♣✱ ✇❡ s❡❧❡❝t Ck t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❝❡❧❧s Ui ❜❡✐♥❣ ❝♦✈❡r❡❞✳ ❚❤❡
✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s t❤❛t ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❜✉t ♥♦t ②❡t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ (k− 1) ✐s ❛t ❧❡❛st

OPT −
k−1∑

j=1

w∗(Cj) ✭✻✳✻✮

❙✐♥❝❡ w ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡ ✉♥✐♦♥✲❜♦✉♥❞ ♣r♦♣❡rt② st❛t❡s t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs C1, . . . , Cp✱
♦♥❡ ❤❛s w(C1 ∪ · · · ∪ Cp) ≤

∑

i=1,...,p w(Ci)✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝❡❧❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✻✮ ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡
♦♣t✐♠✉♠ s❡t ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ ❜② t❤❡ ✉♥✐♦♥✲❜♦✉♥❞ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❡①✐st ♦♥❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r✱♥♦t ②❡t s❡❧❡❝t❡❞✱
t❤❛t ❝♦✈❡rs t❤❡s❡ ♥❡✇ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t ❛t ❧❡❛st

1

s



OPT −
k−1∑

j=1

w∗(Cj)



 . ✭✻✳✼✮

❙✐♥❝❡ Ck ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❝❡❧❧s ❜❡✐♥❣ ❝♦✈❡r❡❞✱ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡

w∗(Ck) ≥ 1

s



OPT −
k−1∑

j=1

w∗(Cj)



 . ✭✻✳✽✮

❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ❝❧❛✐♠✳
�

❘❡♠❛r❦✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳ ❆s ❛ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡✱
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡ts C1 = {e1, e2}, C2 = {e2, e3} ✇✐t❤ w(e1) = w(e3) = 1 ❛♥❞ w(e2) = −1✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥✲
❜♦✉♥❞ ❢❛✐❧s ❢♦r w(C1 ∪ C2)✳

❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✸✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤♠✳ ✻ ❣♦❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
Pr♦♦❢✳✭❚❤♠✳ ✻✮ ▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛ ❜②

(
s−1

s

)
❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ t♦ t❤❡

✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r st❡♣ t✇♦✱ ✇❡ ❣❡t

w∗(C1) + w∗(C2) ≥
(

1 +

(
s− 1

s

))
OPT

s

❲❡ ♠✉❧t✐♣❧② t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❣❛✐♥ ❜②
(

s−1
s

)
❛♥❞ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r st❡♣ t❤r❡❡✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❲❡ ❣❡t t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
k∑

j=1

w∗(Cj) ≥
(

1−
(
s− 1

s

)k
)

OPT

❋♦r k = s✱ ✇❡ ❣❡t✱
∑s

j=1 w
∗(Cj)

OPT
≥
(

1−
(
s− 1

s

)s)



✻✳✻✳ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❙✉r❢❛❝❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✶✷✼

❚❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ C ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ❣r❡❡❞② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡
♦♣t✐♠✉♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✐✳❡✳ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❛❜♦✈❡ r❛t✐♦ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1− 1

e ❢♦r ❛❧❧ s ✐s ❛ tr✐✈✐❛❧ ❡①❡r❝✐s❡✳ �

❖♣t✐♠❛❧✐t②

❚♦ ♣r♦✈❡ ❚❤♠✳ ✼✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t✐❣❤t ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r t❤❡ ❣r❡❡❞② ❛♣♣r♦❛❝❤✳
Pr♦♦❢✳✭❚❤♠✳ ✼✮ ❋✐① ❛ ❣✐✈❡♥ s✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❡❡❞② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ 1− (1− 1

s )s✳
▲❡t

A = {Ai}i=1,...,(s2+s)

∀i, j s✳t✳ 0 ≤ i < s, 1 ≤ j ≤ s, w(Ai.s+j) =
1

s2

(
s− 1

s

)i

∀j s✳t✳ 1 < j ≤ s, w(As2+j) =
1

s

(
s− 1

s

)s

− ǫ

❚❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
C = {Ci}i=1,...,2s

∀i s✳t✳ 1 ≤ i ≤ s, Ci =

i.s⋃

j=(i−1).s+1

Aj

∀i s✳t✳ ≤ i ≤ s, Cs+i =
⋃

j≡i (♠♦❞s)

Aj

❙✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ ✉s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs

∀1 ≤ i ≤ s, w(Ci) =
1

s

(
s− 1

s

)i−1

∀1 ≤ i ≤ s, w(Cs+i) =
1

s
− ǫ

❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ S ✇✐t❤ |S| = s ✐s ❝❧❡❛r❧② {Ci}i=s+1,...,2s ✇✐t❤ t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t 1 − sǫ✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❣r❡❡❞② ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ {Ci}i=1,...,s✱ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t ♦❢ 1−(1− 1

s )s✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❢❛❝t♦r ✐s ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ 1− (1− 1

s )s✳ �

✻✳✻ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❙✉r❢❛❝❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s

✻✳✻✳✶ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❋❛❝t♦r ❢♦r Pr♦❜❧❡♠ ✷

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ s❡ts t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
s✉r❢❛❝❡ ❝❛s❡✳
Pr♦♦❢✳✭❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✾✮ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❧❛r❣❡ ❜❛❧❧ B✱ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡ s s♠❛❧❧ ♥♦♥✲✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ❜❛❧❧s ✭B1, . . . , Bs✮ ✇✐t❤
t❤❡✐r ❝❡♥t❡rs ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ B✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ Bi ✐s ♥♦✇ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✷ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚♦ t❤❡ ♣❛t❝❤
✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ✐♥s✐❞❡ B✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ❛ ✇❡✐❣❤t ♦❢ s✳ ❚♦ ❡❛❝❤ s✉r❢❛❝❡ ♣❛t❝❤ ♦❢ B ❝♦✈❡r❡❞ ❜② s♦♠❡ Bi✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ❛
✇❡✐❣❤t ♦❢ 1 + ǫ✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r s✉r❢❛❝❡ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ✇❡✐❣❤t ♦❢ 0✳

❚❤❡ ❣r❡❡❞② str❛t❡❣② ✇♦✉❧❞ ✜rst ♣✐❝❦ B ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡①♣♦s❡❞ ✇❡✐❣❤t ♦❢ s(1 + ǫ)✳ ◆♦✇
♣✐❝❦✐♥❣ ❛♥② s−1 ♦❢ t❤❡ Bi✬s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛✈❡ ✉s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦s❡❞ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ♦♥❧② s(1+ǫ)−(s−1)(1+ǫ) = 1+ǫ✳
❖♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s s♠❛❧❧s ❜❛❧❧s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ✉s t♦t❛❧ ❡①♣♦s❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ s2✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ 1/s2✳ �



✶✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❉✐✈❡rs❡ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❊♥s❡♠❜❧❡s✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❉♦❝❦✐♥❣
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❋✐❣✳ ✻✳✻ ✕ ❆ t✐❣❤t ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ❣r❡❡❞② str❛t❡❣②



✻✳✻✳ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❙✉r❢❛❝❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✶✷✾

✻✳✻✳✷ ◆❛✐✈❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❙✉r❢❛❝❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t

Pr♦♦❢✳✭❚❤♠✳ ✽✮ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ w(Gi−1 ∪ {Cj})✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛❧❧s✳ ❋♦r
❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ i ❜❛❧❧s✱ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ✇♦rst✲❝❛s❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐♠❡ ♦❢ O(i2)✱ ❜② ✜rst ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜② r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ α✲❝♦♠♣❧❡① ✇✐t❤
α = 0 ❬✼❪✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s t❤✉s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

∑s
i=1(n− i+ 1)O(i2)✱ ✇❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝❧❛✐♠✳ �

✻✳✻✳✸ Pr✐♦r✐t②✲❜❛s❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❙✉r❢❛❝❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t

◆♦t❛t✐♦♥✳ ■❢ X r❡❢❡rs t♦ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ ∪X r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱
❛♥❞ ∂ ∪X r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✐♥ X✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❛❜✉s❡ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡
s❤❛❧❧ ❛❧s♦ ✉s❡ ∂∪X t♦ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛t❝❤❡s ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥✳
◆♦t✐❝❡ t❤♦✉❣❤✱ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ r ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ r ⊂ ∪X✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ r ∈ ∂ ∪X✳
❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹✮✱ ✇❡
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦♥ ❡❛❝❤ s♣❤❡r❡✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s ✇✐t❤ ♦t❤❡r s♣❤❡r❡s✳ ❚❤❡
♦✉t♣✉t ❝♦♥s✐sts ♦❢✿
✕ D(Si) = {Pk}✿ ♣❛t❝❤❡s ♦♥ s♣❤❡r❡ Si✱
✕ H(Pk)✿ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❤❡r❡s ❝♦✈❡r✐♥❣ ♣❛t❝❤ Pk✱
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡✿
✕ K(Si)✿ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② s♣❤❡r❡ Si✱
✕ B(Ci)✿ ♣❛t❝❤❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡r Ci✳
❆❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✻✳✼✳

▲❡t Gi−1 ❜❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs s❡❧❡❝t❡❞ ✉♣ t♦ st❛❣❡ i− 1✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ Csi
t❤❡ it❤ ❝♦♥❢♦r♠❡r

s❡❧❡❝t❡❞✳ ❆❧s♦ ❞❡♥♦t❡ Ri t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❝❡ t❤❡ it❤ ❝♦♥❢♦r♠❡r ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❧❡❝t Csi

✱ ✇❡ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ♣r✐♦r✐t② q✉❡✉❡ Q s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❦❡② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥❢♦r♠❡r Cl ✐s
k(Cl) = w(Gi−1 ∪ {Cl})− w(Gi−1)✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❤❡❛♣ ✐ts❡❧❢✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✿
✕ GB✿ ❣r❡❡❞② s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✐✳❡✳ ♣❛t❝❤❡s ❢♦✉♥❞ ♦♥ ∂ ∪Gi−1✱
✕ HQ(Pk)✿ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❝♦✈❡r✐♥❣ ♣❛t❝❤ Pk✳

❆s t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ ❛ ❧✐st H(Pk) ♦❢ ❜❛❧❧s ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛t❝❤ Pk✱ t❤❡
❧✐st ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs HQ(Pk) ❝♦✈❡r✐♥❣ Pk ✐s ❡❛s✐❧② s❡t ✉♣✳

❲❡ s❤❛❧❧ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ ❛ ♣❛t❝❤ ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r ❤❛s ❛ st❛t✉s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t♦ Gi−1✿ status(Pk) = covered ✐✛ Pk ⊂ ∪Gi−1✱ ❛♥❞ exposed ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❯♣♦♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❝♦♥❢♦r♠❡r Csi

✱ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ❝❛r❡ ♦❢✿
⊲ ❈❛s❡ ✶✿ ♣❛t❝❤❡s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② Csi

✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ ∂ ∪ Gi−1 ✭❈❛s❡ ✶❛✮✱ ♦r ♣❛t❝❤❡s ❢♦✉♥❞ ♦♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❢r♦♠ Ri ✭❈❛s❡ ✶❜✮✳

❈♦♥s✐❞❡r s✉❜✲❝❛s❡ ✶❛✱ ✐✳❡✳ ❛ Pk ♣❛t❝❤ ❢♦✉♥❞ ♦♥ ∂ ∪ Gi−1 ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② Csi
✳ ■❢ t❤✐s ♣❛t❝❤ ✐s

❛❧s♦ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥❢♦r♠❡r Cl ✐♥ Ri✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❢♦r♠❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛s k(Cl)←
k(Cl)+w(Pk)✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥❢♦r♠❡rs Csi

❛♥❞ Cl ✇❡r❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ q✉❡✉❡✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❤❛❞ ❜❡❡♥ s✉❜tr❛❝t❡❞
w(Pk) t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❝r❡♠❡♥ts k(Csi

) ❛♥❞ k(Cl)✳ ◆♦✇ t❤❛t Csi
❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡

♣❛t❝❤ Pk ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡r Csi
✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡r Cl ❤❛s

t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳
❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ s✉❜✲❝❛s❡ ✶❜✱ ✐✳❡✳ ❛ ♣❛t❝❤ Pk ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r✳ ❚❤✐s

♣❛t❝❤ ❜❡✐♥❣ ♥♦✇ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② Csi
✱ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥✱ s♦

t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠❡r Cl ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛s k(Cl)← k(Cl)− w(Pk)✳
⊲ ❈❛s❡ ✷✿ ♣❛t❝❤❡s ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂ ∪Gi ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❜② ❝♦♥❢♦r♠❡r Csi

✳ ■♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ i+ 1t❤
❝♦♥❢♦r♠❡r✱ s✉❝❤ ♣❛t❝❤❡s ♠❛② ❣❡t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❝❤ ❝♦♥❢♦r♠❡r Cl

t❤✉s ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛s k(Cl)← k(Cl)− w(Pk)✳ ◆♦t❡ ✐♥ ♣❛ss✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
♠❛② ❝♦✈❡r s✉❝❤ ❛ ♣❛t❝❤ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛❢♦r❡✲❞❡s❝r✐❜❡❞ s✉❜✲❝❛s❡ ✶❛✳

❚♦ ♣r♦✈❡ ❚❤♠✳ ✾✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♦r✐t② q✉❡✉❡ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❤❡❛♣✱
✇❤✐❧❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡s ✉s✐♥❣ ❤❛s❤ t❛❜❧❡s✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿
Pr♦♦❢✳✭❚❤♠✳ ✾✮ ❲❡ ✜rst ♥♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❤❛s❤✲s❡t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❯♣❞❛t❡❑❡② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② t❛❦❡s
O(1) ❛♠♦rt✐③❡❞ t✐♠❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❘❡♠♦✈❡▼✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❛❦❡s O(logn) t✐♠❡ ✕✉s✐♥❣ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❤❡❛♣s✳



✶✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❉✐✈❡rs❡ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❊♥s❡♠❜❧❡s✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❉♦❝❦✐♥❣

❚❤❡ ♦✉t❡r♠♦st ❧♦♦♣ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❘❡♠♦✈❡▼✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ s t✐♠❡s✳ ❲❡ ♥♦✇ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝❛❧❧s
♦❢ ❯♣❞❛t❡❴❍❴❧✐sts✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛t ♠♦st ♦♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥❢♦r♠❡r✳ ❚❤❡ ✜rst ❧♦♦♣ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
r✉♥s ❛t ♠♦st ♦♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ t❤❡ t✇♦ ✐♥♥❡r ♠♦st ❧✐♥❡s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛s ♠❛♥②
t✐♠❡s ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❛t❝❤❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ❙✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛♥❞
❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ ✐♥♥❡r ♠♦st ❧✐♥❡s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② τ ✳ ◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❧♦♦♣ t❤❛t r❡♣❡❛ts ❢♦r ❛❧❧ ♣❛t❝❤❡s Pk t❤❛t ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ Sj ✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥s✐❞❡ t❤❡
✐❢ ❧♦♦♣ ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐❢ t❤❡ ♣❛t❝❤ ✇❛s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ■❢
t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛t❝❤ ♥♦ ❧♦♥❣❡r r❡♠❛✐♥s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛❢t❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✳ ❙♦ t❤❡
❧✐♥❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐❢ ♣❛rt ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛t ♠♦st ♦♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛t❝❤✳ ■♥ t❤❡ ✐❢ ♣❛rt✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦♦♣ t❤❛t
r❡♣❡❛ts ❢♦r ❡✈❡r② ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r t❤❛t ❝♦✈❡rs t❤❡ ♣❛t❝❤✳ ❙✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❝❤❡s✱ t❤❡s❡
❧✐♥❡s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛t ♠♦st τ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❡❧s❡ ♣❛rt t❛❦❡s ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ✐♥ ❡❛❝❤ r✉♥✱ ❛♥❞ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r
❡✈❡r② ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣❛t❝❤✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡❧s❡ ♣❛rt ✐s ❛❧s♦ r❡♣❡❛t❡❞ ❛t ♠♦st τ t✐♠❡s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧♦♦♣ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣❛t❝❤❡s r❡♣❡❛ts ❛t ♠♦st ♦♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛t❝❤✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣ t❤❡r❡✱
❛❣❛✐♥ r❡♣❡❛ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣❛t❝❤✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r♠♦st
st❛t❡♠❡♥t ✐s ❛❣❛✐♥ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② τ ✳

❚❤✉s✱ ♦✈❡r❛❧❧ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② O(τ + s log n)✳ �

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s✉r❢❛❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
Wt ← 0 ✴✯❚♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t r❡t✉r♥❡❞✯✴
G0 ← ∅✴✯●r❡❡❞② ❙❡❧❡❝t✐♦♥✯✴
GB ← ∅✴✯●r❡❡❞② ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❇♦✉♥❞❛r②✯✴
❢♦r i = 1 t♦ s ❞♦
❘❡♠♦✈❡▼✐♥✿ P♦♣ Csi

❢r♦♠ q✉❡✉❡
Gi = Gi−1 ∪ {Csi

}
Update❴H❴lists(Csi

)
❢♦r ❛❧❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s Sj ♦❢ Csi

❞♦
✴✯❈❛s❡ ✶✿ ♣❛t❝❤❡s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② Sj✯✴
❢♦r ❛❧❧ ♣❛t❝❤❡s Pk ∈ K(Sj) ✴✯❝♦✈❡r❡❞ ❜② Sj✯✴ ❞♦
✴✯❈❛s❡ ✶❛✿ ♣❛t❝❤❡s ♦♥ Gi−1✯✴
✐❢ Pk ∈ GB ✴✯Pk ∈ ∂ ∪Gi−1✯✴ t❤❡♥
GB ← GB\{Pk}
❢♦r ❛❧❧ Cl ∈ HQ(Pk) ✴✯❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❝♦✈❡r✐♥❣ Pk✯✴ ❞♦
❯♣❞❛t❡❑❡②✿ k(Cl)← k(Cl) + w(Pk)

❡♥❞ ❢♦r
✴✯❈❛s❡ ✶❜✿ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✐♥ Ri✯✴

❡❧s❡ ✐❢ status(Pk) = exposed ✴✯Pk 6⊂ ∪Gi−1✯✴ t❤❡♥
▲❡t Cl ❜❡ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r ♣❛t❝❤ Pk ✐s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢
❯♣❞❛t❡❑❡②✿ k(Cl)← k(Cl)− w(Pk)

❡♥❞ ✐❢
status(Pk)← covered

❡♥❞ ❢♦r
✴✯❈❛s❡ ✷✿ ♣❛t❝❤❡s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ Csi

✯✴
❢♦r ❛❧❧ Pk ∈ B(Csi

) ✴✯ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ Csi
✯✴ ❞♦

✐❢ status(Pk) = exposed ✴✯Pk 6⊂ ∪Gi−1✯✴ t❤❡♥
GB ← GB ∪ {Pk}
❢♦r ❛❧❧ Cl ∈ HQ(Pk) ✴✯❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❝♦✈❡r✐♥❣ Pk✯✴ ❞♦
❯♣❞❛t❡❑❡②✿ k(Cl)← k(Cl)− w(Pk)

❡♥❞ ❢♦r
❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ❢♦r
❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ❢♦r



✻✳✼✳ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ✶✸✶

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠ Update❴H❴lists(Ci)

❢♦r ❛❧❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s Sj ♦❢ Ci ❞♦
❢♦r ❛❧❧ ♣❛t❝❤❡s Pk ∈ K(Sj) ✴✯❝♦✈❡r❡❞ ❜② Sj✯✴ ❞♦
✐❢ Ci ∈ HQ(Pk) t❤❡♥
r❡♠♦✈❡ Ci ❢r♦♠ HQ(Pk)

❡♥❞ ✐❢
❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ❢♦r

G1

Cs2

Cs3

P1

P2

P3

❋✐❣✳ ✻✳✼ ✕ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s✉r❢❛❝❡ ✇❡✐❣❤ts✳ P❛t❝❤❡s tr✐❣❣❡r✐♥❣ ✉♣❞❛t❡s ♦❢ ❦❡②s ✉♣♦♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ Cs2

❛r❡ P1, P2, P3✳

✻✳✼ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s

✻✳✼✳✶ ❉✐r❡① ❛♥❞ ▲♦♦♣②

❲❡ s❡❧❡❝t❡❞ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❧♦♦♣ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ ✇❤✐❝❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ②✐❡❧❞ ❞❡♥s❡ ❛♥❞ s♣❛rs❡
❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❉✐r❡① ❬✶✼✷❪✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❈❖◆❈❖❖❘❉ ❬✻✾❪✱ ❤❛♥❞❧❡s ❛ ✇❤♦❧❡
♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❛❧❧ t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝
♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❞✐❤❡❞r❛❧ ❛♥❣❧❡s✮✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ n ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✐s ✐t❡r❛t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ kt❤ ❝♦♥❢♦r♠❡r ✐s t❛❦❡♥ ❛s st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ k+1t❤ ♦♥❡✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛ ❧♦♦♣ ❢r♦♠ ❛ P❉❇ str✉❝t✉r❡ ②✐❡❧❞s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs
s♣❛♥♥✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧♦♦♣ ✐♥ t❤❡ P❉❇ ✜❧❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ▲♦♦♣② ❬✶✾✺❪ ✐s ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❡✈♦❧✈❡s ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦♦♣s✱ t❤❡ k+1t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♠✐①✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t ✭s✉r✈✐✈♦rs✮ ♦❢ t❤❡ kt❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♥❡✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s s✉❜s❡t✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ t✇♦✲❢♦❧❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ ♦♥t♦
✇❤✐❝❤ s✐❞❡✲❝❤❛✐♥s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r♦t❛♠❡r ❧✐❜r❛r②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r✈✐✈♦rs ✉s❡s ❛ ❝♦❧♦♥②
❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❡♥❡r❣② ❢❡❛t✉r❡s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② t❡r♠✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥tr♦♣② t❡r♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ s♣r❡❛❞
♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r t❡r♠ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ✉s✉❛❧ ❡♥t❤❛❧♣②✲❡♥tr♦♣②
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❛ ❤✐❣❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ♣r♦♠♦t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥tr♦♣②✳
❚❤✐s str❛t❡❣② ♥❛t✉r❛❧❧② ②✐❡❧❞s r❛t❤❡r ❞✐✈❡rs❡ s❡ts ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳



✶✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❉✐✈❡rs❡ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❊♥s❡♠❜❧❡s✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❉♦❝❦✐♥❣

P❉❇❈❖❉❊ ▼❙❆ ❉✐r❡① ▼❙❆ ▲♦♦♣② ◆❜ ❜❛❧❧s ◆❜ r❡s✳ ❘▼❙❉
✶❇❚❍✲❛t♦♠✐❝ ✶✾✵✻✳✵✶ ✸✹✷✸✳✸✹ ✶✵✽ ✶✷ ✺✳✼➴
✶❇❚❍✲❝♦❛rs❡ ✶✻✸✾✳✼✷ ✸✶✹✷✳✶✶ ✷✾ ✶✷
✶❈●■✲❛t♦♠✐❝ ✶✽✻✼✳✶✼ ✸✺✶✻✳✾✼ ✶✵✸ ✶✸ ✉♥r❡s✳
✶❈●■✲❝♦❛rs❡ ✶✺✽✸✳✼ ✸✵✸✷✳✼✽ ✷✽ ✶✸
✶❖❆❩✲❛t♦♠✐❝ ✷✺✸✺✳✻ ✹✼✽✽✳✻✸ ✶✹✷ ✶✹ ✷✳✶➴
✶❖❆❩✲❝♦❛rs❡ ✷✷✻✷✳✺✶ ✹✷✶✶✳✶✸ ✸✼ ✶✹
✸❍❍❘✲❛t♦♠✐❝ ✸✽✸✺✳✷ ✶✺✾✼✻✳✽ ✷✷✸ ✷✽ ✺✳✺➴
✸❍❍❘✲❝♦❛rs❡ ✸✺✹✾✳✻✸ ✶✻✸✹✺✳✼ ✻✼ ✷✽

❚❛❜✳ ✻✳✷ ✕ ❉✐r❡① ✈❡rs✉s ▲♦♦♣②✿ ▼❙❆ ❢♦r n = 500 ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s✐❞✉❡s t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ t✇♦ r❡s✐❞✉❡s ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✖t❤❡s❡ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳

✻✳✼✳✷ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❆ss❡ss♠❡♥t✿ ❚❛❜❧❡s

P❉❇ RG

RH

nH100%

nG

nH95%

nG

✶❇❚❍✲❛t♦♠✐❝ ✶✳✶✶ ✶✶✷✳✻✼ ✻✳✵
✶❈●■✲❛t♦♠✐❝ ✶✳✶✷ ✶✺✹✳✸✸ ✶✳✻✼
✶❖❆❩✲❛t♦♠✐❝ ✶✳✶✸ ✶✳✻✼ ✶✳✸✸
✸❍❍❘✲❛t♦♠✐❝ ✶✳✵✾ ✾✳✻✼ ✷✳✻✼

✶❇❚❍✲❝♦❛rs❡ ✶✳✶✹ ✻✼✳✷ ✸✳✻
✶❈●■✲❝♦❛rs❡ ✶✳✶✷ ✶✻✵✳✵ ✷✳✸✸
✶❖❆❩✲❝♦❛rs❡ ✶✳✶✺ ✶✳✻✼ ✶✳✸✸
✸❍❍❘✲❝♦❛rs❡ ✶✳✶✶ ✶✵✳✻✼ ✷✳✻✼

❚❛❜✳ ✻✳✸ ✕ ❉✐r❡① ❞❛t❛ s❡t✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡✲
❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷ ❢♦r ♥♦t❛t✐♦♥✳

P❉❇ RG

RH

nH100%

nG

nH95%

nG

✶❇❚❍✲❛t♦♠✐❝ ✶✳✶✽ ✾✳✺ ✼✳✵
✶❈●■✲❛t♦♠✐❝ ✶✳✶✹ ✼✾✳✺ ✷✽✳✶✼
✶❖❆❩✲❛t♦♠✐❝ ✶✳✷✶ ✹✷✳✻✹ ✶✵✳✽✷
✸❍❍❘✲❛t♦♠✐❝ ✶✳✺✹ ✹✳✸ ✸✳✽

✶❇❚❍✲❝♦❛rs❡ ✶✳✷✺ ✶✵✳✽✻ ✽✳✷✾
✶❈●■✲❝♦❛rs❡ ✶✳✸✹ ✼✾✳✺ ✶✶✳✵
✶❖❆❩✲❝♦❛rs❡ ✶✳✷✼ ✹✹✳✻✼ ✶✵✳✽✾
✸❍❍❘✲❝♦❛rs❡ ✶✳✺✻ ✶✸✳✸✶ ✸✳✵

❚❛❜✳ ✻✳✹ ✕ ▲♦♦♣② ❞❛t❛ s❡t✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡✲
❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷ ❢♦r ♥♦t❛t✐♦♥✳

P❉❇ nG100%
m(β1) M(β1) µ(β1) med(β1) m(β1) M(β1) µ(β1) med(β1)

✶❇❚❍✲❛t♦♠✐❝ ✷✽ ✼ ✶✻ ✾✳✸✽ ✽ ✵ ✼ ✵✳✹✹ ✵
✶❈●■✲❛t♦♠✐❝ ✶✵ ✷ ✶✷ ✽✳✵✻ ✽ ✵ ✽ ✵✳✹✺ ✵
✶❖❆❩✲❛t♦♠✐❝ ✶✸ ✺ ✷✶ ✼✳✵✼ ✻ ✵ ✶✾ ✵✳✹✹ ✵
✸❍❍❘✲❛t♦♠✐❝ ✻ ✻ ✸✵ ✶✸✳✾✺ ✶✶✳✺ ✵ ✸✶ ✶✳✵✺ ✵
✶❇❚❍✲❝♦❛rs❡ ✶✼ ✵ ✶✷ ✾✳✻✸ ✶✶ ✵ ✶✶ ✵✳✾✻ ✶
✶❈●■✲❝♦❛rs❡ ✷✷ ✵ ✶✼ ✻✳✹✾ ✼ ✵ ✽ ✶✳✶✹ ✶
✶❖❆❩✲❝♦❛rs❡ ✶✹ ✶ ✶✽ ✾✳✼✾ ✶✵ ✵ ✶✹ ✶✳✺✸ ✷
✸❍❍❘✲❝♦❛rs❡ ✶✶ ✹ ✸✻ ✶✻✳✶✻ ✶✺ ✶ ✷✸ ✷✳✷✷ ✶

❚❛❜✳ ✻✳✺ ✕ ❉✐r❡① ❞❛t❛ s❡t✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❇❡tt✐ ♥✉♠❜❡r ✉♣ t♦ nG100%
❝♦♥❢♦r♠❡rs

s❡❧❡❝t❡❞❀ ▲❡❢t✿ ●r❡❡❞②❀ ❘✐❣❤t✿ ❍❈❧✉st✳ m,M,µ ❛♥❞ med r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛♥❞ ❢♦r min,max,mean,median✳



✻✳✼✳ ❆♣♣❡♥❞✐①✿ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ✶✸✸

P❉❇ nG100%
m(β1) M(β1) µ(β1) med(β1) m(β1) M(β1) µ(β1) med(β1)

✶❇❚❍✲❛t♦♠✐❝ ✸✾ ✸ ✹✹ ✷✺✳✵✽ ✷✹ ✶ ✷✵ ✸✳✼✽ ✷
✶❈●■✲❛t♦♠✐❝ ✶✻ ✹ ✸✽ ✷✸✳✻✽ ✷✷ ✶ ✷✼ ✷✳✻ ✷
✶❖❆❩✲❛t♦♠✐❝ ✸✼ ✹ ✹✸ ✷✺✳✽✷ ✷✹ ✹ ✶✽ ✼✳✺✽ ✺
✸❍❍❘✲❛t♦♠✐❝ ✸✻ ✶✼ ✸✹✷ ✷✽✸✳✶✷ ✸✵✻ ✷✻ ✶✻✸ ✽✻✳✺✻ ✼✹
✶❇❚❍✲❝♦❛rs❡ ✸✷ ✵ ✺✶ ✸✻✳✷✻ ✸✺ ✷ ✷✺ ✻✳✼✸ ✻
✶❈●■✲❝♦❛rs❡ ✷✶ ✵ ✺✾ ✸✵✳✶✺ ✷✻ ✵ ✸✵ ✺✳✻✼ ✺
✶❖❆❩✲❝♦❛rs❡ ✷✽ ✵ ✼✼ ✻✶✳✻✼ ✻✸ ✼ ✸✺ ✶✾✳✾✾ ✶✾
✸❍❍❘✲❝♦❛rs❡ ✹✻ ✶ ✹✾✷ ✸✽✷✳✺✾ ✹✺✷ ✻ ✷✶✾ ✶✹✾✳✵✷ ✶✹✶

❚❛❜✳ ✻✳✻ ✕ ▲♦♦♣② ❞❛t❛ s❡t✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❇❡tt✐ ♥✉♠❜❡r ✉♣ t♦ nG100%
❝♦♥❢♦r♠❡rs

s❡❧❡❝t❡❞❀ ▲❡❢t✿ ●r❡❡❞②❀ ❘✐❣❤t✿ ❍❈❧✉st✳ m,M,µ ❛♥❞ med r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛♥❞ ❢♦r min,max,mean,median✳



✶✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❉✐✈❡rs❡ ❈♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❊♥s❡♠❜❧❡s✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❉♦❝❦✐♥❣

❋✐❧❡ ▲♦♦♣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❙❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❙❡❧❡❝t✐♦♥ s✐③❡ ▼✐♥✳ ▼❛①✳ δ δG−δH

δH

✶❇❚❍ ▲♦♦♣② ●r❡❡❞② ✶✵ ✷✳✼✻✼ ✶✵✳✶✺ ✼✳✸✽✸ ✵✳✸✾✷
✶❇❚❍ ▲♦♦♣② ❍❈❧✉st ✶✵ ✷✳✻✾✸ ✼✳✾✾✻ ✺✳✸✵✸
✶❇❚❍ ▲♦♦♣② ●r❡❡❞② ✶✺ ✷✳✼✻✼ ✶✵✳✶✺ ✼✳✸✽✸ ✵✳✸✶✺
✶❇❚❍ ▲♦♦♣② ❍❈❧✉st ✶✺ ✷✳✻✾✸ ✽✳✸✵✼ ✺✳✻✶✹
✶❇❚❍ ▲♦♦♣② ●r❡❡❞② ✸✵ ✷✳✺✽✶ ✶✵✳✶✺ ✼✳✺✻✾ ✲✵✳✵✺✷
✶❇❚❍ ▲♦♦♣② ❍❈❧✉st ✸✵ ✷✳✶✻✷ ✶✵✳✶✺ ✼✳✾✽✽
✶❇❚❍ ❉✐r❡① ●r❡❡❞② ✶✵ ✵✳✺✻✷✼ ✸✳✺✵✶ ✷✳✾✸✽✸ ✵✳✶✽✹
✶❇❚❍ ❉✐r❡① ❍❈❧✉st ✶✵ ✵✳✾✶✺✷ ✸✳✸✾✻ ✷✳✹✽✵✽
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❚❛❜✳ ✻✳✼ ✕ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② ❍❈❧✉st ✈❡rs✉s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② ●r❡❡❞② ❢♦r ❝♦❛rs❡ ♠♦❞❡❧s✿ Cα✲❘▼❙❉ ♦❢ ❧♦♦♣s s❡❧❡❝t❡❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞ ❧♦♦♣❀ ▼✐♥✳ ❛♥❞ ▼❛①✳ st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡s❡
✈❛❧✉❡s✳ δ = Max−Min✱ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t G ♦r H st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞✱ ●r❡❡❞② ♦r ❍❈❧✉st✳
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❋✐❧❡ ▲♦♦♣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❙❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❙❡❧❡❝t✐♦♥ s✐③❡ ▼✐♥✳ ▼❛①✳ δ δG−δH
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■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙♦❢t✇❛r❡ ❉❡s✐❣♥

❈❤❛♣t❡r ❖✈❡r✈✐❡✇

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r s❦❡t❝❤❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✳ ❙❡❝t✐♦♥
✼✳✶✱ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ✭❙❑✮ ❛♥❞ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧ ✭❆❑✮
♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✼✱ st❛rts ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❈✰✰ ❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ tr✐❝❦s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷ ♦✉t❧✐♥❡s t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹✮✱
❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ✇❛② t♦ ✉s❡ ✐t ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❧❧ s✉r❢❛❝❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ s❡t ❛ s♣❤❡r❡s✳ ■♥ ❜♦t❤
s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳
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■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡♣✐❝t ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧❛r❡ ❛❜♦✉t 9, 000 ❛♥❞ 2, 500 ❧✐♥❡s
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■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✐♥s✐❞❡ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❝❧❛ss✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ ❛ ♥❡st❡❞ t❡♠♣❧❛t❡ t②♣❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
❛ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✱ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞ t❡♠♣❧❛t❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t❡ t❤❡ s②♥t❛①✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s
❛ ❣❡♥❡r❛❧ r❡♠❛r❦✱ ❛❧❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❛r❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧
✐ts❡❧❢✱ s♦ ❛s t♦ ❛❝❝❡ss ❛❧❧ ❢❡❛t✉r❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥t✐♥❣✳ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ str❛t❡❣② ✉s❡❞ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞
♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ✐s s✐♠♣❧❡✿ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❛t ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡❣❡r ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t
✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✇❤❡♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♣② ✐s ❞❡❧❡t❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✈❛♥✐s❤❡s✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t
✐s ❞❡✲❛❧❧♦❝❛t❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❣❛❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❝❧❛ss ❈●❆▲✿✿❍❛♥❞❧❡❴❢♦r❁❚❃✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♦♥ ❢♦r ❝❣❛❧ ❦❡r♥❡❧s✱ t❤♦✉❣❤ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❝❧❛ss
❙❑✿✿❍❛♥❞❧❡❁❚❃✳ ❚❤✐s t❡♠♣❧❛t❡ ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❙❑✿✿❍❛♥❞❧❡❁❚❃✿✿t②♣❡ t②♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✐t❤❡r t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❚ ✐ts❡❧❢ ✭♥♦t ✉s✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥t✐♥❣✮✱ ♦r t❤❡ ❈●❆▲✿✿❍❛♥❞❧❡❴❢♦r❁❚❃ t②♣❡ ✭✉s✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥✲
t✐♥❣✮✳ ❚♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❜♦t❤ ♦♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ❈●❆▲✿✿❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧✇❛②s r❡t✉r♥s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t②♣❡ ❚✳

❆❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ r❡❧✐❡s ♦♥ t✇♦ ♥✉♠❜❡r t②♣❡s✿ ❛ ✜❡❧❞ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✮✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧ ✭▲✐♥❡❛r❴❦❡r♥❡❧✿✿❋❚✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ t②♣❡
❢r♦♠ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❦❡r♥❡❧ ✭❆❑✿✿❘♦♦t❴♦❢❴✷✮✳ ❚❤✐s ❢♦r♠❡r t②♣❡ ✭❞♦✉❜❧❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮ ♠❛② ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❜✉✐❧t✲✐♥

✶✹✺



✶✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙♦❢t✇❛r❡ ❉❡s✐❣♥

sq✉❛r❡ r♦♦t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■❢ ♥♦t✱ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❝❧❛ss ❈●❆▲✿✿❘♦♦t❴♦❢❴✷❁❋❚❃✱ ✇❤♦s❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s α + β

√
γ ✇❤❡r❡ α✱ β ❛♥❞ γ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ t②♣❡ ❋❚✳ ❚♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡

❜♦t❤ ♦♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ❆❑✿✿❘♦♦t❴♦❢❴✷ ✐s r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❝❧❛ss ❈●❆▲✿✿❘♦♦t❴♦❢❴tr❛✐ts❁❋❚❃✱ ♥❛♠❡❧②
❛s ❈●❆▲✿✿❘♦♦t❴♦❢❴tr❛✐ts❁▲✐♥❡❛r❴❦❡r♥❡❧✿✿❋❚❃✿✿❘♦♦t❴♦❢❴✷✳

✼✳✶✳✷ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧

❖✉t❧✐♥❡ ❚❤❡ ♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t t②♣❡ ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥t♦ ❛ t✉♣❧❡ t♦ ❡❛s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥t✐♥❣✿
♦♥❡ ♣♦✐♥t❡r ✐s ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♠❜❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t✱ ✇❡ ❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤ t✇♦ ❝❛s❡s✿ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❧✐❡s ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡
✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛❧s♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡s ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ❝❛s❡s ✐♥❞❡❡❞ r❡q✉✐r❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛♥❞
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❛t s♣❤❡r❡✳
■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✲✇✐s❡✱ ❈✰✰ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ✐s ✉s❡❞✱ s♦ ❛s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❧❛ss ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♥
t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❝❧❛ss✳

⊲ ❆ ❝✐r❝❧❡ ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❛ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧❛ss
t❤✉s st♦r❡s t❤❡s❡ t✇♦ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ ✐♥❤❡r✐ts ❢r♦♠
t❤❡ ❝❧❛ss ❢♦r ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ ✐s r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡
❜❛s❡ ❝❧❛ss✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❙❑❃

❝❧❛ss ❈✐r❝❧❡❴✸④

t②♣❡❞❡❢ st❞✿✿♣❛✐r❁t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸✱t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿P❧❛♥❡❴✸❃ ❘❡♣❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿t❡♠♣❧❛t❡ ❍❛♥❞❧❡❁❘❡♣❃✿✿t②♣❡ ❜❛s❡❀

⑥❀

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❙❑❃

❝❧❛ss ❈✐r❝❧❡❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸

✿♣✉❜❧✐❝ ❈✐r❝❧❡❴✸❁❙❑❃④

♣✉❜❧✐❝✿

❝♦♥st t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸✫ r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡✭✮ ❝♦♥st

④r❡t✉r♥ ❈●❆▲✿✿❣❡t✭t❤✐s✲❃❜❛s❡✮✳❢✐rst❀⑥

⑥❀

⊲ ❚❤❡ ❝❧❛ss ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ θ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ st♦r❡s ♦♥❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ❢♦r t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ tan θ ♦r cot θ✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞❡① s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r tan
♦r cot ✐s ✉s❡❞ ✖s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✻✳✷✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ✐s ♦❢ t②♣❡ ❙❑✿✿❍q❴✐♥❞✐❝❡s✱ ❛♥ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ t②♣❡✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❙❑❃

❝❧❛ss ❚❤❡t❛❴r❡♣④

t②♣❡❞❡❢ st❞✿✿♣❛✐r❁t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❍q❴✐♥❞✐❝❡s✱t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❆❑✿✿❘♦♦t❴♦❢❴✷❃ ❘❡♣❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿t❡♠♣❧❛t❡ ❍❛♥❞❧❡❁❘❡♣❃✿✿t②♣❡ ❜❛s❡❀

⑥❀

⊲ ❚❤❡ ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ✐s ❢✉❧❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐ts ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤✐s t②♣❡
❜❡✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ ✐♥❤❡r✐ts
❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss ❢♦r ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ ❤❛s t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡♠❜❡rs✿ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤❡
❡①❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ θ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t✳



✼✳✶✳ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✶✹✼

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❙❑❃

❝❧❛ss ❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♣♦✐♥t❴✸④

t②♣❡❞❡❢ t②♣❡♥❛♠❡ ❆❑✿✿❘♦♦t❴❢♦r❴s♣❤❡r❡s❴✷❴✸ ❘❡♣❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿t❡♠♣❧❛t❡ ❍❛♥❞❧❡❁❘❡♣❃✿✿t②♣❡ ❜❛s❡❀

⑥❀

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❙❑❃

❝❧❛ss ❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♣♦✐♥t❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸

✿♣✉❜❧✐❝ ❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♣♦✐♥t❴✸❁❙❑❃④

t②♣❡❞❡❢ st❞✿✿♣❛✐r❁t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸✱t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❚❤❡t❛❴r❡♣❃ ❊①♣❛♥❞❡❞❴r❡♣❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿t❡♠♣❧❛t❡ ❍❛♥❞❧❡❁❊①♣❛♥❞❡❞❴r❡♣❃✿✿t②♣❡ ❡①♣❛♥❞❡❞❴❜❛s❡❀

♣✉❜❧✐❝✿

❝♦♥st t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸✫ r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡✭✮ ❝♦♥st

④r❡t✉r♥ ❈●❆▲✿✿❣❡t✭❡①♣❛♥❞❡❞❴❜❛s❡✮✳❢✐rst❀⑥

❝♦♥st t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❚❤❡t❛❴r❡♣✫ t❤❡t❛❴r❡♣✭✮ ❝♦♥st

④r❡t✉r♥ ❈●❆▲✿✿❣❡t✭❡①♣❛♥❞❡❞❴❜❛s❡✮✳s❡❝♦♥❞❀⑥

⑥❀

⊲ ❚❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ❝❧❛ss st♦r❡s t❤❡ ❝✐r❝❧❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❛r❝ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❡♥❞♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ❢♦r
❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡ ✐♥❤❡r✐ts ❢r♦♠ t❤✐s ❝❧❛ss✱ ❜✉t t❤❡ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♣♦✐♥ts
❞✐✛❡r✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❧❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♦♥❡s✳ ❲❡
r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝ ✐s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✱ ❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡
❢r♦♠ ✐ts s♦✉r❝❡ t♦ ✐ts t❛r❣❡t ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✖❛ ♣❧❛♥❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ ✐ts ❡q✉❛t✐♦♥
✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ax+ by + cz + d = 0 ✇✐t❤ (a, b, c) > (0, 0, 0) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❙❑✱❝❧❛ss ❈✐r❝❧❡❂t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❈✐r❝❧❡❴✸✱

❝❧❛ss ❊♥❞♣♦✐♥t❂t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♣♦✐♥t❴✸❃

❝❧❛ss ❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴✸④

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❚r✐♣❧❡❁❈✐r❝❧❡✱❊♥❞♣♦✐♥t✱❊♥❞♣♦✐♥t❃ ❘❡♣❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿t❡♠♣❧❛t❡ ❍❛♥❞❧❡❁❘❡♣❃✿✿t②♣❡ ❜❛s❡❀

⑥❀

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❙❑❃

❝❧❛ss ❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸

✿♣✉❜❧✐❝ ❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴✸❁❙❑✱t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❈✐r❝❧❡❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸✱

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♣♦✐♥t❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸❃④

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿t❡♠♣❧❛t❡ ❍❛♥❞❧❡❁t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸❃✿✿t②♣❡ r❡❢❴s♣❤❡r❡❀

♣✉❜❧✐❝✿

❝♦♥st t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸✫ r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡✭✮ ❝♦♥st

④r❡t✉r♥ ❈●❆▲✿✿❣❡t✭r❡❢❴s♣❤❡r❡✮❀⑥

⑥❀

⊲ ❚❤❡ ❝❧❛ss ❢♦r s❡❣♠❡♥ts ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ tr✐♣❧❡✿ ❛ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t✇♦ ❡♥❞♣♦✐♥ts✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❙❑❃

❝❧❛ss ▲✐♥❡❴❛r❝❴✸④

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❚r✐♣❧❡❁t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿▲✐♥❡❴✸✱t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♣♦✐♥t❴✸✱

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♣♦✐♥t❴✸❃ ❘❡♣❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿t❡♠♣❧❛t❡ ❍❛♥❞❧❡❁❘❡♣❃✿✿t②♣❡ ❜❛s❡❀

⑥❀



✶✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙♦❢t✇❛r❡ ❉❡s✐❣♥

✼✳✶✳✸ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧

⊲ ❚❤❡ ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛♥❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ax+ by+ cz+ d = 0✱ st♦r❡s t❤❡ 4 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
✐♥ ❛♥ ❛rr❛②✳ ❚❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❋❚❃

❝❧❛ss P♦❧②♥♦♠✐❛❧❴✶❴✸④

❋❚ r❡♣❬✹❪❀ ✴✴ st♦r❡s ❛✱ ❜✱ ❝✱ ❞

⑥❀

⊲ ❚❤❡ ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ s♣❤❡r❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 − R2 = 0✱
st♦r❡s t❤❡ 4 ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❛♥ ❛rr❛②✳ ❚❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❋❚❃

❝❧❛ss P♦❧②♥♦♠✐❛❧❴❢♦r❴s♣❤❡r❡s❴✷❴✸④

❋❚ r❡♣❬✹❪❀ ✴✴ st♦r❡s ❛✱ ❜✱ ❝✱ ❘❫✷

⑥❀

⊲ ❚❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ st♦r❡s ♦♥❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✇♦ ♣❡r ❈❛r✲
t❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜✉✐❧t t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
♥✉♠❜❡rs✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❋❚❃

❝❧❛ss ❘♦♦t❴❢♦r❴s♣❤❡r❡s❴✷❴✸ ④

t②♣❡♥❛♠❡ ❘♦♦t❴♦❢❴tr❛✐ts❁❋❚❃✿✿❘♦♦t❴♦❢❴✷ ①❴❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❘♦♦t❴♦❢❴tr❛✐ts❁❋❚❃✿✿❘♦♦t❴♦❢❴✷ ②❴❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❘♦♦t❴♦❢❴tr❛✐ts❁❋❚❃✿✿❘♦♦t❴♦❢❴✷ ③❴❀

⑥❀

✼✳✶✳✹ ❆♥ ❊①❛♠♣❧❡

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❝♦❞❡ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r t❤r❡❡ s♣❤❡r❡s ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts✳

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❈●❆▲✴❈❛rt❡s✐❛♥✳❤❃

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❈●❆▲✴❆❧❣❡❜r❛✐❝❴❦❡r♥❡❧❴❢♦r❴s♣❤❡r❡s❴✷❴✸✳❤❃

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❈●❆▲✴❙♣❤❡r✐❝❛❧❴❦❡r♥❡❧❴✸✳❤❃

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❈●❆▲✴▼P❴❋❧♦❛t✳❤❃

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❈●❆▲✴◗✉♦t✐❡♥t✳❤❃

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿◗✉♦t✐❡♥t❁ ❈●❆▲✿✿▼P❴❋❧♦❛t❃ ◆❚❀

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❈❛rt❡s✐❛♥❁◆❚❃ ▲✐♥❡❛r❴❦❀

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❆❧❣❡❜r❛✐❝❴❦❡r♥❡❧❴❢♦r❴s♣❤❡r❡s❴✷❴✸❁◆❚❃ ❆❧❣❡❜r❛✐❝❴❦❀

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❙♣❤❡r✐❝❛❧❴❦❡r♥❡❧❴✸❁▲✐♥❡❛r❴❦✱❆❧❣❡❜r❛✐❝❴❦❃ ❙❑❀



✼✳✷✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡ ✶✹✾

✐♥t ♠❛✐♥✭✮④

✴✴❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✸ s♣❤❡r❡s ❢r♦♠ t❤❡✐r ❝❡♥t❡rs ❛♥❞ sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✐

❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸ s✶✭❙❑✿✿P♦✐♥t❴✸✭✵✱✵✱✵✮✱✷✮❀

❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸ s✷✭❙❑✿✿P♦✐♥t❴✸✭✵✱✶✱✵✮✱✶✮❀

❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸ s✸✭❙❑✿✿P♦✐♥t❴✸✭✶✱✵✱✵✮✱✸✮❀

❙❑✿✿■♥t❡rs❡❝t❴✸ ✐♥t❡r❀

❙❑✿✿❈♦♠♣❛r❡❴①②③❴✸ ❝♠♣❀

st❞✿✿✈❡❝t♦r❁ ❈●❆▲✿✿❖❜❥❡❝t ❃ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s❀

✐♥t❡r✭s✶✱s✷✱s✸✱st❞✿✿❜❛❝❦❴✐♥s❡rt❡r✭✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✮✮❀

st❞✿✿♣❛✐r❁❙❑✿✿❈✐r❝✉❧❛r❴❛r❝❴♣♦✐♥t❴✸✱✉♥s✐❣♥❡❞❃ ♣✶✱♣✷❀

✴✴✉♥s✐❣♥❡❞ ✐♥t❡❣❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t

✐❢ ✭✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳s✐③❡✭✮ ❃✶✮④

✴✴❛s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ r❡t✉r♥ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ✭♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✱

✴✴❝✐r❝❧❡✱✳✳✳✮✱ ❈●❆▲✿✿❖❜❥❡❝t ❛♥❞ ❈●❆▲✿✿❛ss✐❣♥ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r

✴✴t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t②♣❡

✐❢ ✭❈●❆▲✿✿❛ss✐❣♥✭♣✶✱✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s❬✵❪✮ ✫✫ ❈●❆▲✿✿❛ss✐❣♥✭♣✷✱✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s❬✶❪✮✮④

st❞✿✿❝♦✉t ❁❁ ✧❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✧ ❁❁ st❞✿✿❡♥❞❧❀

✴✴✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ s♦rt❡❞ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧②

❈●❆▲❴❛ss❡rt✐♦♥✭❝♠♣✭♣✶✳❢✐rst✱♣✷✳❢✐rst✮❂❂❈●❆▲✿✿❙▼❆▲▲❊❘✮❀

⑥

❡❧s❡

st❞✿✿❝♦✉t ❁❁ ✧❊rr♦r✧ ❁❁ st❞✿✿❡♥❞❧❀

⑥

r❡t✉r♥ ✵❀

⑥

✼✳✷ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡

❖✉t❧✐♥❡ ❚❤❡ ❝♦❞❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐s ❛ ❝♦♥t❛✐♥❡r
st♦r✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ✸❉ ❣r✐❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❝❡❧❧s
❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤✐s ❣r✐❞ ✐s t♦ ❞❡❧❡❣❛t❡ ♥♦♥✲❣❡♥❡r✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ t❤❡
tr❛✐ts ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ✭t❤❛t ♦❢ ❛ ❝✉❜✐❝ ❧❛tt✐❝❡✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢
t❤❡ ✉s❡r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t tr❛✐ts ❝❧❛ss✱ ❤❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❝❡❧❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡✳ ❲❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ ♠❛♣ t♦
st♦r❡ t❤❡ ❝❡❧❧s t♦ ❛✈♦✐❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ♦❢ ❡♠♣t② ❝❡❧❧s✱ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛st ❛❝❝❡ss t♦ ❛♥② ❝❡❧❧✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ ✐s t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❧❡✈❡❧ ✭❝❧❛ss ❙✇❡❡♣❴❛r❝❴s♣❤❡r❡✮✳
■t ♣r♦✈✐❞❡s ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s✇❡❡♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ st♦♣ t❤❡ s✇❡❡♣
❛t ❛♥② t❤❡t❛ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧ ✐s t❤❡ ✉s❡r ❧❡✈❡❧ ✭❝❧❛ss ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t❴♦♥❴❛❴s♣❤❡r❡✮✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❤✐❣❤
❧❡✈❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s❀ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✇❡❡♣ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❧❡✈❡❧ ✭❝❧❛ss ❆r❣t❴❉❙✮ ✐s t❤❡ st♦r❛❣❡ ❧❡✈❡❧✳ ❆❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s
st♦r✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ s✇❡❡♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss ✭❝♦✈❡r✐♥❣ tr❡❡✱ ❍❉❙✱ dots✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ s❤❛r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ s♣❤❡r❡s✳ ■t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❝❧❛ss❡s✳ ❆s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✱ ❣✐✈❡♥ S0 ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ s♣❤❡r❡s✱ t❤❡ ❣r✐❞ ❝❧❛ss r❡♣♦rts ❛❧❧
t❤❡ s♣❤❡r❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❡t t❤❛t ✐♥t❡rs❡❝t S0✳ ❚❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❑❡r♥❡❧ ♣r♦✈✐❞❡❞
❛s t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉♣♣❧② t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✱ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥✉♠❜❡r t②♣❡ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ S0✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ●❛✉ss✲❇♦♥♥❡t t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡ s♣❤❡r❡s ❝♦✈❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
❛r❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ tr❡❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ s❡t ✉♣ ❛ ✜❧t❡r ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡



✶✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙♦❢t✇❛r❡ ❉❡s✐❣♥

❛rr❛♥❣❡♠❡♥t t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss✳
❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ♠❛❦❡s ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❇♦♦st ❈✰✰ ❧✐❜r❛r② ❬✸✷❪✳

❆r❡❛ ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❛♣ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s♣❤❡r❡ S0 ✭♦❢ r❛❞✐✉s r0✮ ❛♥❞ ❛ ❢❛❝❡ F ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ t❤❛t s♣❤❡r❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛ A✱ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧②
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢❛❝❡ F ✳ ❯s✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ ❢❡❛t✉r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❈❈❇
✭✐✳❡✳ t❤❡ ❢❛❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❝❧♦s❡❞ ❝②❝❧❡s ♦❢ ❤❛❧❢❡❞❣❡s✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❈❈❇✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❈❈❇ ❛❢t❡r r❡✈❡rs✐♥❣
t❤❡✐r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞✳

▲❡t hi✱ i = 0, . . . , n− 1 ❜❡ t❤❡ n ♦r✐❡♥t❡❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❈❈❇ ❞❡✜♥✐♥❣ F ✳ ❋♦r i ∈ {0, . . . , n− 1}✱
❧❡t vi ❜❡ t❤❡ t❛r❣❡t ✈❡rt❡① ♦❢ hi ❛♥❞ θi ❜❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ hi ❛♥❞ hi+1 mod n✳ ❋✐♥❛❧❧② ❧❡t s ❜❡
❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❜② ❛r❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❈❈❇ ❞❡✜♥✐♥❣ F ✭✇✐t❤ s❛♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ●❛✉ss✲❇♦♥♥❡t t❤❡♦r❡♠ ❬✼✺❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

n∑

i=1

∫ vi mod n

vi−1

kg(s)ds+
A

r20
+

n−1∑

i=0

θi = 2π

✇❤❡r❡ kg(s) ✐s t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❈❈❇ ❞❡✜♥✐♥❣ F ✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s
q✉❛♥t✐t② ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦r✐❡♥t❡❞ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝✱ ❛♥❞ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s ✵ ✐❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❛ ❣r❡❛t
❝✐r❝❧❡✳ ❆s ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① vi✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝✐r❝✉❧❛r
❛r❝ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❣❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝✐r❝❧❡ Ci ✐s di

r0r0i
❬✻✶❪✱ ✇❤❡r❡ di ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ S0 ❛♥❞ Ci✳ ❋♦r ❛ ♥♦♥✲❣r❡❛t ❝✐r❝❧❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥
t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❬✼✺✱ ✹✵❪✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦♥ ❛♥ ♦r✐❡♥t❡❞ ❝✐r❝❧❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡
✐❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣❛rt ♦❢ S0 ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐r❝❧❡✱ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ ❞r❛❢t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ✶✵✵ ❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✴✴❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❚❴❍❉❙❃

❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❡❴❛r❡❛❴s♣❤❡r✐❝❛❧❴❢❛❝❡✭t②♣❡♥❛♠❡ ❚❴❍❉❙✿✿❋❛❝❡❴❤❛♥❞❧❡ ❋❛❝❡❴❤❛♥❞❧❡✮④✳✳✳⑥

●r✐❞ ❝❧❛ss ❚❤❡ ❝❧❛ss ●r✐❞❴♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸❉ ❝✉❜♦✐❞ ❜♦♥❞✐♥❣ ❜♦① ❜② s♠❛❧❧❡r
❝✉❜❡s✳ ❊❛❝❤ s✉❝❤ ❝✉❜❡ st♦r❡s ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ t②♣❡ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ tr❛✐ts ❝❧❛ss ❣✐✈❡♥ ❛s t❡♠♣❧❛t❡
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s t❡♠♣❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❧♦❝❛t❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞r❛❢t ✈❡rs✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❛❜♦✉t
✹✵✵ ❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦❞❡✳

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❜♦♦st✴t✉♣❧❡✴t✉♣❧❡✳❤♣♣❃

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❜♦♦st✴t✉♣❧❡✴t✉♣❧❡❴❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳❤♣♣❃

✉s✐♥❣ ❜♦♦st✿✿t✉♣❧❡❀

✉s✐♥❣ ❜♦♦st✿✿♠❛❦❡❴t✉♣❧❡❀

✴✴❘❡q✉✐r❡❞ tr❛✐ts ❝❧❛ss ❢♦r ●r✐❞❴♣❛rt✐t✐♦♥✳

t❡♠♣❧❛t❡❁❝❧❛ss ❖❜❥❃

str✉❝t ❚r❛✐ts❴❢♦r❴❣r✐❞④

t②♣❡❞❡❢ ❖❜❥ ❖❜❥❡❝t❀

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❈❛rt❡s✐❛♥❁❞♦✉❜❧❡❃✿✿P♦✐♥t❴✸ P♦✐♥t❴✸❀



✼✳✷✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡ ✶✺✶

✴✴■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ t✉♣❧❡ ❳❨❩❧✐♠ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✳

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ✐♥♣✉t❴✐t❡r❛t♦r❃

st❛t✐❝ ✈♦✐❞ ✐♥✐t❴❣r✐❞✭❝♦♥st ✐♥♣✉t❴✐t❡r❛t♦r✫ ✐t❴❜❡❣✱❝♦♥st ✐♥♣✉t❴✐t❡r❛t♦r✫ ✐t❴❡♥❞✱

t✉♣❧❡❁✐♥t✱✐♥t✱✐♥t❃✫ ❳❨❩❧✐♠✱❞♦✉❜❧❡✫ r♠❛①✱P♦✐♥t❴✸✫ ❧♦✇❡r❴❝♦r♥❡r✮

④✳✳✳⑥

✴✴■♥❞✐❝❛t❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ❝✉❜❡ ❜❡❧♦♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❳❨❩❧✐♠ ❛♥❞ ❧♦✇❡r❴❝♦r♥❡r✳

st❛t✐❝ t✉♣❧❡❁✐♥t✱✐♥t✱✐♥t❃ ❧♦❝❛t❡❴❝✉❜❡✭❝♦♥st ❖❜❥✫ ❱✱❝♦♥st t✉♣❧❡❁✐♥t✱✐♥t✱✐♥t❃✫ ❳❨❩❧✐♠✱

❝♦♥st ❞♦✉❜❧❡✫ ❡❞❣❡❴❧❡♥❣t❤✱

❝♦♥st P♦✐♥t❴✸✫ ❧♦✇❡r❴❝♦r♥❡r✮④✳✳✳⑥

✴✴❈♦♥✈❡rt ❛♥ ✐♥♣✉t❴✐t❡r❛t♦r t♦ ❛♥ ❖❜❥❡❝t✳

st❛t✐❝ ❖❜❥❡❝t✫ ❣❡t❴♦❜❥❡❝t✭❝♦♥st ✐♥♣✉t❴✐t❡r❛t♦r✫ ✐t✮④✳✳✳⑥❀

⑥❀

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ❚r❛✐ts❃

❝❧❛ss ●r✐❞❴♣❛rt✐t✐♦♥④

♣✉❜❧✐❝✿

✴✴■♥t❡r♥❛❧ ❝❧❛ss ❞❡❢✐♥✐t✐♦♥s✳

❝❧❛ss ✐t❡r❛t♦r④✳✳✳⑥✴✴✐t❡r❛t♦r ♦✈❡r ❝✉❜❡s

❝❧❛ss ♦❜❥❡❝ts❴✐t❡r❛t♦r④✳✳✳⑥✴✴✐t❡r❛t♦r ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts st♦r❡s ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝✉❜❡s

❝❧❛ss ♥❡✐❣❤❜♦rs❴✐t❡r❛t♦r④✳✳✳⑥✴✴✐t❡r❛t♦r ♦✈❡r t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛ ❝✉❜❡

str✉❝t ✉♥✐t❴❝✉❜❡④ ✴✴❞❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✉❜❡ ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞

✴✴❉❛t❛ ♠❡♠❜❡rs✳

st❞✿✿❧✐st❁t②♣❡♥❛♠❡ ❚r❛✐ts✿✿❖❜❥❡❝t❃ ❞❛t❛❀

t②♣❡❞❡❢ t②♣❡♥❛♠❡ st❞✿✿❧✐st❁t②♣❡♥❛♠❡ ❚r❛✐ts✿✿❖❜❥❡❝t❃✿✿✐t❡r❛t♦r ✐t❡r❛t♦r❀

✴✴❋✉♥❝t✐♦♥s✳

✉♥✐t❴❝✉❜❡✭t②♣❡♥❛♠❡ ❚r❛✐ts✿✿❖❜❥❡❝t✫ ❱✮④❞❛t❛✳♣✉s❤❴❢r♦♥t✭❱✮❀⑥

✈♦✐❞ ✐♥s❡rt✭t②♣❡♥❛♠❡ ❚r❛✐ts✿✿❖❜❥❡❝t✫ ❱✮④❞❛t❛✳♣✉s❤❴❢r♦♥t✭❱✮❀⑥

✉♥s✐❣♥❡❞ s✐③❡✭✮④r❡t✉r♥ ❞❛t❛✳s✐③❡✭✮❀⑥

✐t❡r❛t♦r ❜❡❣✐♥✭✮④r❡t✉r♥ ❞❛t❛✳❜❡❣✐♥✭✮❀⑥

✐t❡r❛t♦r ❡♥❞✭✮④r❡t✉r♥ ❞❛t❛✳❡♥❞✭✮❀⑥

⑥❀

♣r✐✈❛t❡✿

✴✴■♥t❡r♥❛❧ ❞❡❢✐♥✐t✐♦♥s✳

t②♣❡❞❡❢ t✉♣❧❡❁✐♥t✱✐♥t✱✐♥t❃ ✐♥t❡r♥❛❧❴❝♦♦r❞✐♥❛t❡❀

t②♣❡❞❡❢ st❞✿✿♠❛♣❁✐♥t❡r♥❛❧❴❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱✉♥✐t❴❝✉❜❡✯ ❃ ●r✐❞❀

♣✉❜❧✐❝✿

✴✴❉❛t❛ ♠❡♠❜❡rs✳

t✉♣❧❡❁✐♥t✱✐♥t✱✐♥t❃ ❳❨❩❧✐♠❀✴✴♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝✉❜❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥

●r✐❞ ❣r✐❞❀✴✴❝♦♥t❛✐♥s ❝✉❜❡s ❢r♦♠ ✵ t♦ ❳❨❩❧✐♠✲❁✶✱✶✱✶❃ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❞♦✉❜❧❡ ❡❞❣❡❴❧❡♥❣t❤❀✴✴s✐③❡ ♦❢ ❡❞❣❡s ♦❢ ❝✉❜❡s

t②♣❡♥❛♠❡ ❚r❛✐ts✿✿P♦✐♥t❴✸ ❧♦✇❡r❴❝♦r♥❡r❀✴✴❧♦✇❡r ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡

♣✉❜❧✐❝✿

t❡♠♣❧❛t❡ ❁❝❧❛ss ✐♥♣✉t❴✐t❡r❛t♦r❃



✶✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙♦❢t✇❛r❡ ❉❡s✐❣♥

●r✐❞❴♣❛rt✐t✐♦♥✭❝♦♥st ✐♥♣✉t❴✐t❡r❛t♦r✫ ✐t❴❜❡❣✱❝♦♥st ✐♥♣✉t❴✐t❡r❛t♦r✫ ✐t❴❡♥❞✮④

❚r❛✐ts✿✿✐♥✐t❴❣r✐❞✭✐t❭❴❜❡❣✱✐t❭❴❡♥❞✱❳❨❩❧✐♠✱❡❞❣❡❭❴❧❡♥❣t❤✱❧♦✇❡r❭❴❝♦r♥❡r✮❀

⑥

⑦●r✐❞❴♣❛rt✐t✐♦♥✭✮④

❢♦r✭t②♣❡♥❛♠❡ ●r✐❞✿✿✐t❡r❛t♦r ✐t❂❣r✐❞✳❜❡❣✐♥✭✮❀✐t✦❂❣r✐❞✳❡♥❞✭✮❀✰✰✐t✮

❞❡❧❡t❡ ✭✯✐t✮✳s❡❝♦♥❞❀

⑥

✈♦✐❞ ✐♥s❡rt❴✐♥❴❛❴❝✉❜❡✭t②♣❡♥❛♠❡ ❚r❛✐ts✿✿❖❜❥❡❝t✫ ❱✮④

✐♥t❡r♥❛❧❴❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❚❂❚r❛✐ts✿✿❧♦❝❛t❡❴❝✉❜❡✭❱✱❳❨❩❧✐♠✱❡❞❣❡❴❧❡♥❣t❤✱❧♦✇❡r❴❝♦r♥❡r✮❀

t②♣❡♥❛♠❡ ●r✐❞✿✿✐t❡r❛t♦r ✐t❂❣r✐❞✳❢✐♥❞✭❚✮❀

✐❢ ✭✐t❂❂❣r✐❞✳❡♥❞✭✮✮

❣r✐❞❬❚❪❂♥❡✇ ✉♥✐t❴❝✉❜❡✭❱✮❀

❡❧s❡

✭✯✐t✮✳s❡❝♦♥❞✲❃✐♥s❡rt✭❱✮❀

⑥

✈♦✐❞ ❢✐❧❧✭❝♦♥st ✐♥♣✉t❴✐t❡r❛t♦r✫ ✐t❴❜❡❣✱❝♦♥st ✐♥♣✉t❴✐t❡r❛t♦r✫ ✐t❴❡♥❞✮④

❢♦r✭✐♥♣✉t❴✐t❡r❛t♦r ✐t❂✐t❴❜❡❣❀✐t✦❂✐t❴❡♥❞❀✰✰✐t✮④

t②♣❡♥❛♠❡ ❚r❛✐ts✿✿❖❜❥❡❝t ✈❂❚r❛✐ts✿✿❣❡t❴♦❜❥❡❝t✭✐t✮❀

✐♥s❡rt❴✐♥❴❛❴❝✉❜❡✭✈✮❀

⑥

⑥

✉♥✐t❴❝✉❜❡✯ ❣❡t❴❝✉❜❡✭❝♦♥st ✐♥t❡r♥❛❧❴❝♦♦r❞✐♥❛t❡✫ t✮④

t②♣❡♥❛♠❡ ●r✐❞❴♣❛rt✐t✐♦♥✿✿✐t❡r❛t♦r ✐t❂❣r✐❞✳❢✐♥❞✭t✮❀

r❡t✉r♥ ✭✐t❂❂❣r✐❞✳❡♥❞✭✮✮❄✭◆❯▲▲✮✿✭✭✯✐t✮✳s❡❝♦♥❞✮❀

⑥❀

✴✴❆❝❝❡ss ❞❛t❛ tr♦✉❣❤ ✐t❡r❛t♦rs✳

✐t❡r❛t♦r ❜❡❣✐♥✭✮④✳✳✳⑥

✐t❡r❛t♦r ❡♥❞✭✮④✳✳✳⑥

♥❡✐❣❤❜♦rs❴✐t❡r❛t♦r ♥❡✐❣❤❜♦rs❴❜❡❣✐♥✭❝♦♥st ✐♥t❡r♥❛❧❴❝♦♦r❞✐♥❛t❡✫ ✐♥t❴❝♦♦r❞✮④✳✳✳⑥

♥❡✐❣❤❜♦rs❴✐t❡r❛t♦r ♥❡✐❣❤❜♦rs❴❡♥❞✭✮④✳✳✳⑥

♦❜❥❡❝ts❴✐t❡r❛t♦r ♦❜❥❡❝ts❴❜❡❣✐♥✭✮④✳✳✳⑥

♦❜❥❡❝ts❴✐t❡r❛t♦r ♦❜❥❡❝ts❴❡♥❞✭✮④✳✳✳⑥

⑥

❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❧❛ss ❚❤❡ ❝❧❛ss ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t❴♦♥❴❛❴s♣❤❡r❡ ✐s t❡♠♣❧❛t❡❞ ❜② ❛ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r✲
♥❡❧ ❛♥❞ ❛ ❍❉❙✳ ❚❤❡ ♠❡♠❜❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❈♦♠♣✉t❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s
♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t②♣❡ ❆r❣t❴❉❙✳ ❆ ♠❡♠❜❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦
❝♦♥str✉❝t ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ t❤❡ ❧✐st ♦❢ s♣❤❡r❡s ❝♦✈❡r✐♥❣ ✐t✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞r❛❢t ✈❡rs✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❛❜♦✉t 10, 000
❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦❞❡✳

✴✴❚❤❡ ❝❧❛ss ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s✇❡❡♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✳

t❡♠♣❧❛t❡❁❝❧❛ss ❙❑✱❝❧❛ss ❚❴❍❉❙❃

❝❧❛ss ❙✇❡❡♣❴❛r❝❴s♣❤❡r❡❁❙❑✱❚❴❍❉❙❃④✳✳✳⑥

t❡♠♣❧❛t❡❁❝❧❛ss ❙❑✱❝❧❛ss ❚❴❍❉❙❃

str✉❝t ❆r❣t❴❉❙④



✼✳✷✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡ ✶✺✸

✴✴❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❧❛ss✳

✴✴❚❤❡ ❝✐r❝❧❡ t②♣❡✳

t②♣❡❞❡❢ t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❈✐r❝❧❡❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸ ❈✐r❝❧❡❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸❀

✴✴▼❛♣ ❛ s♣❤❡r❡ t♦ ❛ ❧✐st ♦❢ s♣❤❡r❡s✳

t②♣❡❞❡❢ t②♣❡♥❛♠❡ ❙✇❡❡♣❴❛r❝❴s♣❤❡r❡❁❙❑✱❚❴❍❉❙❃✿✿s♣❤❡r❡❴t♦❴❧s♣❤❡r❡ s♣❤❡r❡❴t♦❴❧s♣❤❡r❡❀

✴✴▼❛♣ ❛ s♣❤❡r❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r s♣❤❡r❡✳

t②♣❡❞❡❢ t②♣❡♥❛♠❡ ❙✇❡❡♣❴❛r❝❴s♣❤❡r❡❁❙❑✱❚❴❍❉❙❃✿✿s♣❤❡r❡❴t♦❴s♣❤❡r❡ s♣❤❡r❡❴t♦❴s♣❤❡r❡❀

✴✴❉❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts✳

t②♣❡❞❡❢ t②♣❡♥❛♠❡ ❙✇❡❡♣❴❛r❝❴s♣❤❡r❡❁❙❑✱❚❴❍❉❙❃✿✿❤❡❞❣❡❴t♦❴❢❛❝❡ ❤❡❞❣❡❴t♦❴❢❛❝❡❀

t②♣❡❞❡❢ t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸ ❙♣❤❡r❡❴✸❀

✴✴❉❛t❛ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳

❚❴❍❉❙ ❤❞s❀ ✴✴t❤❡ ❍❉❙ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t

st❞✿✿❧✐st❁❝♦♥st ❈✐r❝❧❡❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸❃ ▲✐st❴❙❀✴✴ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❙❴✵

st❞✿✿♠❛♣❁❝♦♥st ❈✐r❝❧❡❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸✯✱❙♣❤❡r❡❴✸❃ ♠❛♣❴t②♣❡❀

❤❡❞❣❡❴t♦❴❢❛❝❡ ❝♦✈❡r✐♥❣❴❞s❀✴✴❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ tr❡❡

✴✴♦❢ ✐♥♣✉t s♣❤❡r❡s

s♣❤❡r❡❴t♦❴s♣❤❡r❡ ♠❛♣❴♦♣♣♦s✐t❡❀✴✴♠❛♣ ❛ ♣r✐♠❛r② s♣❤❡r❡ t♦

✴✴✐ts ♦♣♣♦s✐t❡ s♣❤❡r❡✲✲✲✐❢ ❡①✐sts

s♣❤❡r❡❴t♦❴❧s♣❤❡r❡ ♠❛♣❴❢r✐❡♥❞s❀✴✴♠❛♣ ❛ ♣r✐♠❛r② ♦r ♦♣♣♦s✐t❡ s♣❤❡r❡

✴✴t♦ ✐ts ❧✐st ♦❢ ❢r✐❡♥❞s

❙✇❡❡♣❴❛r❝❴s♣❤❡r❡❁❙❑✱❚❴❍❉❙❃✯ ❙❆❙❴♣tr❀✴✴❛ ♣♦✐♥t❡r ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞

✴✴t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t

✈♦✐❞ ❜✉✐❧❞❴❝♦✈❡r✐♥❣❴❧✐sts✭✮④✳✳✳⑥✴✴❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts

✴✴✇✐t❤ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ ♦♣♣♦s✐t❡ s♣❤❡r❡s

⑥❀

t❡♠♣❧❛t❡❁❝❧❛ss ❙❑✱❝❧❛ss ❚❴❍❉❙❃

str✉❝t ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t❴♦♥❴❛❴s♣❤❡r❡④

t②♣❡❞❡❢ st❞✿✿❧✐st❁t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸✯❃ ❧s♣❤❡r❡❀

t②♣❡❞❡❢ t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿P♦✐♥t❴✸ P♦✐♥t❴✸❀

t②♣❡❞❡❢ t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❋❚ ❋❚❀

✴✴❋✐❧❧ ✐♥t♦ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✐t❡r❛t♦r s♣❤❡r❡s ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢❛❝❡✳

t❡♠♣❧❛t❡❁❝❧❛ss ♦✉t♣✉t❴✐t❡r❛t♦r❃

st❛t✐❝ ✈♦✐❞ ❣❡t❴❢❛❝❡❴❝♦✈❡r✐♥❣✭❝♦♥st t②♣❡♥❛♠❡ ❚❴❍❉❙✿✿❍❛❧❢❡❞❣❡ ✯❍❍✱

❝♦♥st ❆r❣t❴❉❙❁❙❑✱❚❴❍❉❙❃✫ ❆❉❙✱

❝♦♥st ♦✉t♣✉t❴✐t❡r❛t♦r ♦✉t♣✉t✮④

✴✴❘❡❝♦✈❡r ❧✐st ♦❢ s♣❤❡r❡s ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❤❛❧❢❡❞❣❡ ♣♦✐♥t❡❞ ❜② ❍❍✳

t②♣❡♥❛♠❡ ❤❡❞❣❡❴t♦❴❢❛❝❡✿✿✐t❡r❛t♦r ❝♦✈❴❞s❴✐t❂❆❉❙✳❝♦✈❡r✐♥❣❴❞s✳❢✐♥❞✭❍❍✮❀

❢♦r ✭t②♣❡♥❛♠❡ ❧s♣❤❡r❡✿✿✐t❡r❛t♦r ✐t❂❝♦✈❴❞s❴✐t✲❃s♣❤❡r❡❴❧✐st✲❃❜❡❣✐♥✭✮❀

✐t✦❂❝♦✈❴❞s❴✐t✲❃s♣❤❡r❡❴❧✐st✲❃❡♥❞✭✮❀✰✰✐t✮④

✯♦✉t♣✉t✰✰❂✯✐t❀

t②♣❡♥❛♠❡ ❆r❣t❴❉❙❁❙❑✱❚❴❍❉❙❃✿✿s♣❤❡r❡❴t♦❴❧s♣❤❡r❡✿✿✐t❡r❛t♦r ✐t❴❢r❂

❆❉❙✳♠❛♣❴❢r✐❡♥❞s✳❢✐♥❞✭✯✐t✮❀

✐❢ ✭✐t❴❢r✦❂❆❉❙✳♠❛♣❴❢r✐❡♥❞s✳❡♥❞✭✮✮④

❧s♣❤❡r❡✯ ▲❙❂✭✯✐t❴❢r✮✳s❡❝♦♥❞❀

❢♦r✭t②♣❡♥❛♠❡ ❧s♣❤❡r❡✿✿✐t❡r❛t♦r ✐t✷❂▲❙✲❃❜❡❣✐♥✭✮❀✐t✷✦❂▲❙✲❃❡♥❞✭✮❀✰✰✐t✷✮

✯♦✉t♣✉t✰✰❂✯✐t✷❀

⑥

⑥

⑥

✴✴❈♦♥str✉❝t ❛ ❧✐st ♦❢ ❝✐r❝❧❡ ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ s♣❤❡r❡s✳

t❡♠♣❧❛t❡❁❝❧❛ss s♣❤❡r❡❴❝♦♥t❛✐♥❡r✱❝❧❛ss ❚❴❆r❣t❴❉❙❃



✶✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙♦❢t✇❛r❡ ❉❡s✐❣♥

st❛t✐❝ ✈♦✐❞ ❢✐❧❧❴s♣❤❡r❡❴❧✐st✭s♣❤❡r❡❴❝♦♥t❛✐♥❡r✫ s♣❝t✱P♦✐♥t❴✸✫ ❝❴✵✱❚❴❆r❣t❴❉❙✫ ❆❉❙✱

❝♦♥st ❋❚✫ r✵✮④

❢♦r ✭t②♣❡♥❛♠❡ s♣❤❡r❡❴❝♦♥t❛✐♥❡r✿✿✐t❡r❛t♦r ✐t❂s♣❝t✳❜❡❣✐♥✭✮❀✐t✦❂s♣❝t✳❡♥❞✭✮❀✰✰✐t✮

④

✴✴❋✉♥❝t✐♦♥s ❣❡t①✱ ❣❡t②✱ ❣❡t③✱ ❣❡tr✷ r❡t✉r♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❡♥t❡r

✴✴❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ♦r t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡✳

P♦✐♥t❴✸ ❝❴✐✭❣❡t①✭✯✐t✮✱❣❡t②✭✯✐t✮✱❣❡t③✭✯✐t✮✮❀

✴✴❆❧❧ ❝✐r❝❧❡s ❧✐❡ ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ t♦ s✐♠♣❧✐❢② ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳

❆❉❙✳▲✐st❴❙✳♣✉s❤❴❢r♦♥t✭❙✇❡❡♣❴❛r❝❴s♣❤❡r❡❁❙❑✱❚❴❍❉❙❃✿✿

♠❛❦❡❴❝✐r❝❧❡❴♦♥❴r❡❢❡r❡♥❝❡❴s♣❤❡r❡❴✸✭r✵✱❣❡tr✷✭✯✐t✮✱

P♦✐♥t❴✸✭❝❴✐✳①✭✮✲❝❴✵✳①✭✮✱❝❴✐✳②✭✮✲❝❴✵✳②✭✮✱❝❴✐✳③✭✮✲❝❴✵✳③✭✮✮✮✮❀

❆❉❙✳♠❛♣❴t②♣❡❬✫✭✯❆❉❙✳▲✐st❴❙✳❜❡❣✐♥✭✮✮❪❂✯✐t❀

⑥

⑥

t❡♠♣❧❛t❡❁❝❧❛ss s♣❤❡r❡❴❝♦♥t❛✐♥❡r✱ ❝❧❛ss ❚❴❆r❣t❴❉❙❃

st❛t✐❝ ✈♦✐❞ ❈♦♠♣✉t❡✭s♣❤❡r❡❴❝♦♥t❛✐♥❡r✫ s♣❝t✱❝♦♥st ❋❚✫ ①❴✵✱❝♦♥st ❋❚✫ ②❴✵✱

❝♦♥st ❋❚✫ ③❴✵✱❝♦♥st ❋❚✫ r❴✵✱ ❚❴❆r❣t❴❉❙✫ ❆❉❙ ✮④

P♦✐♥t❴✸ ❝❴✵✭①❴✵✱②❴✵✱③❴✵✮❀

✴✴❊❛❝❤ s♣❤❡r❡ ✐♥ s♣❝t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦♥ ❙❴✵ ✐♥ ❆❉❙✳▲✐st❴❙✳

❢✐❧❧❴s♣❤❡r❡❴❧✐st✭s♣❝t✱❝❴✵✱❆❉❙✱r❴✵✮❀

✴✴■♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ s✇❡❡♣ ♣r♦❝❡ss✳

❆❉❙✳❙❆❙❴♣tr❂♥❡✇ ❙✇❡❡♣❴❛r❝❴s♣❤❡r❡❁❙❑✱❚❴❍❉❙❃✭r❴✵✱❈●❆▲✿✿❖❘■●■◆✱❆❉❙✳▲✐st❴❙✱

✫❆❉❙✳❤❞s✱✫❆❉❙✳❝♦✈❡r✐♥❣❴❞s✱

✫❆❉❙✳♠❛♣❴♦♣♣♦s✐t❡✱✫❆❉❙✳♠❛♣❴❢r✐❡♥❞s✮❀

✴✴❍❛♥❞❧❡ ❡✈❡♥ts ✇❤✐❧❡ q✉❡✉❡ ✐s ♥♦t ❡♠♣t②✳

✇❤✐❧❡✭❆❉❙✳❙❆❙❴♣tr✲❃♥♦t❴❡♥❞✭✮✮

❆❉❙✳❙❆❙❴♣tr✲❃❍❛♥❞❧❡❴❊✈❡♥t✭✮❀

✴✴▼❡r❣❡ t❤❡ ❢❛❝❡s ❝✉t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥ ♦❢ t❤❡ s✇❡❡♣ ♣r♦❝❡ss✳

❆❉❙✳❙❆❙❴♣tr✲❃♠❡r❣❡❴❱✐rt✉❛❧❴❋❛❝❡s✭✮❀

✴✴❈❧❡❛♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s✇❡❡♣✳

❞❡❧❡t❡ ❆❉❙✳❙❆❙❴♣tr❀

❆❉❙✳❙❆❙❴♣tr❂◆❯▲▲❀

⑥

⑥❀

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞
❝❧❛ss❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♥ ❡❛❝❤ s♣❤❡r❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t✱ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ s♣❤❡r❡s✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦♥ ❡❛❝❤ ❛t♦♠✐❝ s♣❤❡r❡
♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞r❛❢t ✈❡rs✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❛❜♦✉t 2, 500 ❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦❞❡✳

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❈●❆▲✴❊①❛❝t❴♣r❡❞✐❝❛t❡s❴✐♥❡①❛❝t❴❝♦♥str✉❝t✐♦♥s❴❦❡r♥❡❧✳❤❃

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❈●❆▲✴❊①❛❝t❴♣r❡❞✐❝❛t❡s❴❡①❛❝t❴❝♦♥str✉❝t✐♦♥s❴❦❡r♥❡❧✳❤❃

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❈●❆▲✴❈❛rt❡s✐❛♥✳❤❃

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❈●❆▲✴■♥t❡r✈❛❧❴♥t✳❤❃

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❈●❆▲✴❙♣❤❡r✐❝❛❧❴❦❡r♥❡❧❴✸✳❤❃

★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❈●❆▲✴❍❛❧❢❡❞❣❡❉❙❴❞❡❢❛✉❧t✳❤❃

✴✴❈✉st♦♠ ❝❧❛ss❡s t♦ ❞❡❢✐♥❡ ❍❉❙ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s

❝❧❛ss ♠②❴✐t❡♠s④✳✳✳⑥



✼✳✷✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❈✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ ❙♣❤❡r❡ ✶✺✺

❝❧❛ss ❤❞s❴tr❛✐ts❴✇✐t❤❴❤♦❧❡s④✳✳✳⑥

❝❧❛ss ❆r❣ts❴❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥④

✴✴▲✐♥❡❛r ❦❡r♥❡❧s✳

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❊①❛❝t❴♣r❡❞✐❝❛t❡s❴✐♥❡①❛❝t❴❝♦♥str✉❝t✐♦♥s❴❦❡r♥❡❧ ✐♥♣✉t❴▲❑❀

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❈❛rt❡s✐❛♥❁❈●❆▲✿✿■♥t❡r✈❛❧❴♥t❁❢❛❧s❡❃ ❃ ❢❛st❴✐♥t❡r✈❛❧❴▲❑❀

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❊①❛❝t❴♣r❡❞✐❝❛t❡s❴❡①❛❝t❴❝♦♥str✉❝t✐♦♥s❴❦❡r♥❡❧ ❡①❛❝t❴▲❑❀

✴✴❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❦❡r♥❡❧s✳

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❆❧❣❡❜r❛✐❝❴❦❡r♥❡❧❴❢♦r❴s♣❤❡r❡s❴✷❴✸❁t②♣❡♥❛♠❡ ❢❛st❴✐♥t❡r✈❛❧❴▲❑✿✿❋❚❃

❢❛st❴✐♥t❡r✈❛❧❴❆❑❀

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❆❧❣❡❜r❛✐❝❴❦❡r♥❡❧❴❢♦r❴s♣❤❡r❡s❴✷❴✸❁t②♣❡♥❛♠❡ ▲❑✿✿❋❚❃

❡①❛❝t❴❆❑❀

✴✴❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❦❡r♥❡❧s✳

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❙♣❤❡r✐❝❛❧❴❦❡r♥❡❧❴✸❁❢❛st❴✐♥t❡r✈❛❧❴▲❑✱❢❛st❴✐♥t❡r✈❛❧❴❆❑❃

❢❛st❴✐♥t❡r✈❛❧❴❙❑❀

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲✿✿❙♣❤❡r✐❝❛❧❴❦❡r♥❡❧❴✸❁❡①❛❝t❴▲❑✱❡①❛❝t❴❆❑❃

❡①❛❝t❴❙❑❀

✴✴❍❉❙ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✳

t②♣❡❞❡❢ ❈●❆▲❴❍❆▲❋❊❉●❊❉❙❴❉❊❋❆❯▲❚ ❁❤❞s❴tr❛✐ts❴✇✐t❤❴❤♦❧❡s✱♠②❴✐t❡♠s ❃ ❍❉❙❀

✴✴❚❤❡ ❣r✐❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❤❡r❡s✳

t②♣❡❞❡❢ ●r✐❞❴♣❛rt✐t✐♦♥❁❚r❛✐ts❴❢♦r❴❣r✐❞❁✐♥♣✉t❴▲❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸ ❃ ❃ ♠②❴●r✐❞❀

✴✴❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦♥ s♣❤❡r❡ ♣♦✐♥t❡❞ ❜② ✐t✱ ❝✐r❝❧❡s ❞❡❢✐♥❡❞ ❜② s♣❤❡r❡s

✴✴✐♥ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♣r✐♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❤❡r❡s ❝♦✈❡r✐♥❣ ✐t

✴✴t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ❛r❡❛✳

t❡♠♣❧❛t❡❁❝❧❛ss ❙❑❃

✈♦✐❞ ❝♦♠♣✉t❡❴♦♥❡❴❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✭❝♦♥st st❞✿✿❧✐st❁♠②❴●r✐❞✿✿❖❜❥❡❝t❃✫ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱

♠②❴●r✐❞✿✿♦❜❥❡❝ts❴✐t❡r❛t♦r ✐t✮❀

✴✴❘❡♣♦rt ❛❧❧ t❤❡ s♣❤❡r❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ ✈ ✐♥t♦ ◆ ✉s✐♥❣ ❣r✐❞ ●✳

✈♦✐❞ r❡♣♦rt❴✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣❴s♣❤❡r❡s❴✇✐t❤❴❣r✐❞✭❝♦♥st ♠②❴●r✐❞✿✿❖❜❥❡❝t✫ ✈✱♠②❴●r✐❞✫ ●✱

st❞✿✿❧✐st❁♠②❴●r✐❞✿✿❖❜❥❡❝t❃✫ ◆✮

♣✉❜❧✐❝✿

✴✴❈♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛❧❧ s♣❤❡r❡s

✴✴✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✐❧t❡r✐♥❣ str❛t❡❣② ❛t t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧✳

✈♦✐❞ ❝♦♠♣✉t❡❴❛❧❧❴❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✭✮❀

⑥

t❡♠♣❧❛t❡❁❝❧❛ss ❙❑❃

✈♦✐❞ ❆r❣ts❴❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿✿❝♦♠♣✉t❡❴♦♥❡❴❛rr❛♥❣❡♠❡♥t

✭❝♦♥st st❞✿✿❧✐st❁♠②❴●r✐❞✿✿❖❜❥❡❝t❃✫ ♥❡✐❣❤❜♦rs✱♠②❴●r✐❞✿✿♦❜❥❡❝ts❴✐t❡r❛t♦r ✐t✮

④

✴✴❋✉♥❝t✐♦♥s ❣❡t①✱ ❣❡t②✱ ❣❡t③✱ ❣❡tr✷ r❡t✉r♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❡♥t❡r

✴✴❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ♦r t❤❡ sq✉❛r❡❞ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡✳

❆r❣t❴❉❙❁❙❑✱❍❉❙❃ ❆❉❙❀

❆rr❛♥❣❡♠❡♥t❴♦♥❴❛❴s♣❤❡r❡❁❙❑✱❍❉❙❃✿✿❈♦♠♣✉t❡✭♥❡✐❣❤❜♦rs✱❣❡t①✭✯✐t✮✱❣❡t②✭✯✐t✮✱

❣❡t③✭✯✐t✮✱❣❡tr✷✭✯✐t✮✱❆❉❙✮❀

✴✴❈♦♠♣✉t❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ ♣r✐♥t ✐t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❤❡r❡s ❝♦✈❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡✳

t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❋❚ r❴✵❂❣❡tr✷✭✯✐t✮❀

❆❉❙✳❜✉✐❧❞❴❝♦✈❡r✐♥❣❴❧✐sts✭✮❀

✐❢ ✭❆❉❙✳❤❞s✳❢❛❝❡s❴❜❡❣✐♥✭✮❂❂❆❉❙✳❤❞s✳❢❛❝❡s❴❡♥❞✭✮✮④

❞♦✉❜❧❡ ❛r❡❛❴t♦t❂✹✯▼❴P■✯❈●❆▲✿✿t♦❴❞♦✉❜❧❡✭r❴✵✯r❴✵✮❀

st❞✿✿❝♦✉t ❁❁ ✧✵ ❀ ✧ ❁❁ ❛r❡❛❴t♦t❁❁ st❞✿✿❡♥❞❧❀

⑥



✶✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙♦❢t✇❛r❡ ❉❡s✐❣♥

❡❧s❡

❢♦r ✭❍❉❙✿✿❋❛❝❡❴✐t❡r❛t♦r ✐t❢❂❆❉❙✳❤❞s✳❢❛❝❡s❴❜❡❣✐♥✭✮❀

✐t❢✦❂❆❉❙✳❤❞s✳❢❛❝❡s❴❡♥❞✭✮❀✰✰✐t❢✮

④

❞♦✉❜❧❡ ❛r❡❛❴❢❛❝❡❂❝♦♠♣✉t❡❴❛r❡❛❴s♣❤❡r✐❝❛❧❴❢❛❝❡❁❍❉❙❃✭✐t❢✮❀

st❞✿✿❧✐st❁t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸✯❃ ❝♦✈❡r✐♥❣❴❧✐st❀

st❞✿✿✐♥s❡rt❴✐t❡r❛t♦r❁st❞✿✿❧✐st❁t②♣❡♥❛♠❡ ❙❑✿✿❙♣❤❡r❡❴✸✯❃ ❃

✐t❴✐♥❝✭❝♦✈❡r✐♥❣❴❧✐st✱❝♦✈❡r✐♥❣❴❧✐st✳❜❡❣✐♥✭✮✮❀

❆rr❛♥❣❡♠❡♥t❴♦♥❴❛❴s♣❤❡r❡❁❙❑✱❍❉❙❃✿✿❣❡t❴❢❛❝❡❴❝♦✈❡r✐♥❣✭✫✭✯✐t❢✲❃❤❛❧❢❡❞❣❡✭✮✮✱

❆❉❙✱✐t❴✐♥❝✮❀

st❞✿✿❝♦✉t ❁❁ ❝♦✈❡r✐♥❣❴❧✐st✳s✐③❡✭✮ ❁❁ ✧ ❀ ✧ ❁❁ ❛r❡❛❴❢❛❝❡ ❁❁ st❞✿✿❡♥❞❧❀

⑥

⑥

✈♦✐❞ ❆r❣ts❴❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿✿r❡♣♦rt❴✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣❴s♣❤❡r❡s❴✇✐t❤❴❣r✐❞

✭❝♦♥st ♠②❴●r✐❞✿✿❖❜❥❡❝t✫ ✈✱♠②❴●r✐❞✫ ●✱st❞✿✿❧✐st❁♠②❴●r✐❞✿✿❖❜❥❡❝t❃✫ ◆✮

④

✴✴❱✐s✐t ♥❡✐❣❤❜♦r ❝✉❜❡s✳

❢♦r ✭t②♣❡♥❛♠❡ ♠②❴●r✐❞✿✿♥❡✐❣❤❜♦r❴✐t❡r❛t♦r ✐t❂●✳♥❡✐❣❤❜♦rs❴❜❡❣✐♥✭●✳❧♦❝❛t❡❴❝✉❜❡✭✈✮✮❀

✐t✦❂●✳♥❡✐❣❤❜♦rs❴❡♥❞✭✮❀✰✰✐t✮

❢♦r ✭t②♣❡♥❛♠❡ ♠②❴●r✐❞✿✿✉♥✐t❴❝✉❜❡✿✿✐t❡r❛t♦r ✐t❝❂✭✯✐t✮✳❜❡❣✐♥✭✮❀

✐t❝✦❂✭✯✐t✮✳❡♥❞✭✮❀✰✰✐t❝✮

✐❢ ✭✐♥♣✉t❴▲❑✿✿❞♦❴✐♥t❡rs❡❝t✭✈✱✯✐t❝✮✮

◆✳♣✉s❤❴❢r♦♥t✭✭✯✐t❝✮✮❀

✴✴◆❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝✉❜❡✳

❢♦r ✭t②♣❡♥❛♠❡ ♠②❴●r✐❞✿✿✉♥✐t❴❝✉❜❡✿✿✐t❡r❛t♦r ✐t❝❂●✳❣❡t❴❝✉❜❡✭✈✮✲❃❜❡❣✐♥✭✮❀

✐t❝✦❂●✳❣❡t❴❝✉❜❡✭✈✮✲❃❡♥❞✭✮❀✰✰✐t❝✮

✐❢✭✯✐t❝✦❂✈✮

✐❢ ✭✐♥♣✉t❴▲❑✿✿❞♦❴✐♥t❡rs❡❝t✭✈✱✯✐t❝✮✮

◆✳♣✉s❤❴❢r♦♥t✭✭✯✐t❝✮✮❀

⑥

✈♦✐❞ ❆r❣ts❴❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✿✿❝♦♠♣✉t❡❴❛❧❧❴❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✭✮

④

st❞✿✿❧✐st❁♠②❴●r✐❞✿✿❖❜❥❡❝t❃ ♥❡✐❣❤❜♦rs❀

❢♦r ✭♠②❴●r✐❞✿✿♦❜❥❡❝ts❴✐t❡r❛t♦r ✐t❂●✳❢✐rst❴♦❜❥❡❝t✭✮❀✐t✦❂●✳❧❛st❴♦❜❥❡❝t✭✮❀✰✰✐t✮④

♥❡✐❣❤❜♦rs✳❝❧❡❛r✭✮❀

r❡♣♦rt❴✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣❴s♣❤❡r❡s❴✇✐t❤❴❣r✐❞✭✯✐t✱●✱ ♥❡✐❣❤❜♦rs✮❀

✴✴❈♦♠♣✉t❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❢✐❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛t t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❧❡✈❡❧✿

✴✴♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛r❡ ❢✐rst ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✱

✴✴ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①❛❝t❧②✳

tr②④

❈●❆▲✿✿■♥t❡r✈❛❧❴♥t❴❛❞✈❛♥❝❡❞✿✿Pr♦t❡❝t♦r P❀✴✴❤❛♥❞❧❡ r♦✉♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ♣r♦❜❧❡♠s

❝♦♠♣✉t❡❴♦♥❡❴❛rr❛♥❣❡♠❡♥t❁❢❛st❴✐♥t❡r✈❛❧❴❙❑❃✭♥❡✐❣❤❜♦rs✱✐t✮❀

⑥

❝❛t❝❤✭❈●❆▲✿✿■♥t❡r✈❛❧❴♥t❴❛❞✈❛♥❝❡❞✿✿✉♥s❛❢❡❴❝♦♠♣❛r✐s♦♥✮④

❝♦♠♣✉t❡❴♦♥❡❴❛rr❛♥❣❡♠❡♥t❁❡①❛❝t❴❙❑❃✭♥❡✐❣❤❜♦rs✱✐t✮❀

⑥

⑥

⑥



❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦

❘❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛r✲
r❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ✭❝❤❛♣t❡r ✸✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤❛❧❢✲❡❞❣❡
❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ✢② ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝✐r❝❧❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ s♣❤❡r❡ ❛♥❞ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s♣❤❡r❡✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ❜❛❧❧✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥
❤♦✇ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts ♦❢ ❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t
✇❤✐❧❡ ❡①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ❛ ❣♦❛❧ ♣❡r s❡✱ ✐t ✐s ♦♥❡ ✇❛② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ r♦❜✉st♥❡ss✱ ❛t ❛ ♠♦❞❡st
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✮✳

❍✐❣❤ q✉❛❧✐t② ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦❞❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ❢♦✉r ✈✐rt✉❡s✿ r♦❜✉st♥❡ss✱ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ♠♦❞✉❧❛r✐t②✱ r❡✲✉s❛❜✐❧✐t②✳
❆❧t❤♦✉❣❤ s♣❤❡r❡s ❛r❡ ❛♠♦♥❣st t❤❡ ♠♦st ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝ts✱ ♥♦ ❧✐❜r❛r② ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s
✇❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡♠✳ ❲❡ ❛♥s✇❡r❡❞ t❤✐s ♥❡❡❞ ✭❝❤❛♣t❡r ✺✮✱ ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ❝❣❛❧ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧
❑❡r♥❡❧ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✐✳❡✳ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❜❛s✐❝ t②♣❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s♣❤❡r❡s✱ ♣❧❛♥❡s✱
❝✐r❝❧❡s✱ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ❛♥❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✸❉✳ ❆ ❝❧❡❛r ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝
❛s♣❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❛ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✳ ❚❤❡
❝♦♥❝❡♣t ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❖✉t❧♦♦❦ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝❣❛❧ st❛♥❞❛r❞s
❢♦r ❛ ♣✉❜❧✐❝ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ♦✉r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦❞❡ ❛♥❞ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧ ❞❡❞✐❝❛t❡❞
t♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♣❤❡r❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣❧❛♥ t♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛♥❞
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ ✭❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✸❉ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✮ ❢♦r t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♥❡✇ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❣❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♣❛❝❦❛❣❡ ❬✷✺❪✳ ❆ tr❛✐ts ❝❧❛ss ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛r❝s ♦❢ ❛❧❧ t②♣❡s ♦❢ ❝✐r❝❧❡s
✉s✐♥❣ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❡♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s
t♦ ✜♥❞ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐st ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❈✰✰ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
✈✐s✐t♦r✮✱ ✇♦✉❧❞ ♦♣❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ▼P■■ ❣r♦✉♣ ✐♥ ❙❛❛r❜rü❝❦❡♥ s❤♦✉❧❞ s♦♦♥
r❡❧❡❛s❡ ❛ tr❛✐ts ❝❧❛ss ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✉r✈❡s ♦♥ ❛
❣✐✈❡♥ q✉❛❞r✐❝✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ q✉❛❞r✐❝s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✱ t❤✐s s❤♦✉❧❞
❛❧❧♦✇ t♦ ✉s❡ t❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛❞❛♣t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠✮ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐❞❡❛❧❧② ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛ s❡t ♦❢ ✷❉ s✉r❢❛❝❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥t♦ ❛ ✸❉
✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ st❡♣ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞
r♦❜✉st ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✸❉ ❝❡❧❧ ✭❡✐t❤❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② s♣❤❡r❡s✱ ♦r ❜② ❡❧❧✐♣s♦✐❞s✮ ✇✐❧❧
❛❧s♦ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

❋♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s✱ ✇❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ◗✉❡♥t✐♥ ▼ér✐❣♦t✱ r❡❝❡♥t❧② ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛ ♣r♦♦❢✲♦❢✲
❝♦♥❝❡♣t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✲❡①❝❧✉s✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛❡ ✐♥ ❬✶✽❪ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♣ t♦ ❢♦✉r s♣❤❡r❡s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s❧♦✇ ❛♥❞ ♥♦t r♦❜✉st✳
❚❤❡ s♣❡❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✲❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t♦ s♦♠❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✇❤♦s❡ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥❝✉rs ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❆❜♦✉t t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss
♣r♦❜❧❡♠✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❜❛❧❧s ✭✉♣ t♦ ❢♦✉r✮✱ t❤❡ ✐❞❡❛ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
❜❛❧❧s ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧s ✭✉s✐♥❣ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✮ s♦ ❛s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❢♦r♠✉❧❛✳

✶✺✼



✶✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦

▼♦r❡♦✈❡r s♦♠❡ ♣❛rts ♦❢ ♦✉r ❢♦r♠✉❧❛❡ ♥❡❡❞ ♠♦r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛s t❤❡② ❢❡❛t✉r❡ q✉♦t✐❡♥ts ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✳ ■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✇❡ ♠❛② ❛❧s♦ tr② t♦ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✲❡①❝❧✉s✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛✱ t♦ r❡s♦rt
t♦ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❡r ❜❛❧❧ ❬✼✻✱ ✶✹✶❪✱ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧ ❜❡✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤
❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ✸❉ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❜❛❧❧s✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♥❢♦r♠❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤♦s❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜②
t❤❡ ❞♦❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r s❡❧❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠✐♥❣ ✉♣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞
♦✉t♣✉t s❡♥s✐t✐✈❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❞❡s❡r✈❡s ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳

❘❡s✉❧ts ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ❜✐♦❧♦❣② ❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ s②st❡♠s ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♠♦t✐♦♥s
❝❛♥♥♦t ②❡t ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡
❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♣r❡✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ✐s ❛ str❛t❡❣② ✇❡ ❝❛♥ r❡s♦rt t♦ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s ✈❛❧✐❞
❢♦r ❝♦♥❢♦r♠❡rs ♦❢ ❛♥② s✐③❡✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦r s✐❞❡ ❝❤❛✐♥s✱ ♣r♦t❡✐♥ ❧♦♦♣s ♦r ❞♦♠❛✐♥s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢
s✉❝❤ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡r ✭✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦t❡✐♥
♦r ❝♦♠♣❧❡①✮✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ❝♦♥❢♦r♠❡r ❝❛♥♥♦t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜❡
❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛❧❧s
❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ r❛t❤❡r ✉♥✐❢♦r♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡
❢r❛❣♠❡♥t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s♦ ❛s t♦ r❡t❛✐♥ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♦❜✈✐♦✉s st❡r✐❝ ❝❧❛s❤❡s✳ ❇✉t s✉❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢❛❝❡
t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡✱ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢
t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

❋✐rst✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❣❡❛r❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡rs✐t②✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛✐♠ t♦ r❡t✉r♥ ❛
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ ♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✉r❢❛❝❡
❡①♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ●r❡❡❞② str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s
❛r❡ ♣r♦✈❡❞✳
❙❡❝♦♥❞✱ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❙❆✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs s❡❧❡❝t❡❞✱ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤r❡❡
✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦t❡✐♥ ❧♦♦♣s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ♥❡❡❞❡❞ ❜② ♦✉r ❣r❡❡❞② str❛t❡❣② t♦ ♠❛t❝❤
t❤❡ ▼❙❆ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❡♥ ❢♦r t❤❡s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜② ♦♥❡ ❛♥❞ t✇♦ ♦r❞❡rs
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❛t♦♠✐❝ ♦r ❝♦❛rs❡✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ tr❛❝❦✐♥❣
t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❙❆ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭t❤❡ ❇❡tt✐ ♥✉♠❜❡rs✮
②✐❡❧❞s ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❝♦♥❢♦r♠❡rs✳
❚❤✐r❞✱ ✉s✐♥❣ ❝♦❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦t❡✐♥ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❝♦♣②
❞♦❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❢♦r t✇♦ s❡ts ♦❢ ❝♦♣✐❡s✿ ♦♥❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ♦✉r ❣r❡❡❞② str❛t❡❣②✖●r❡❡❞②✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② ❛ st❛♥❞❛r❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✖❍❈❧✉st✳ ❋♦r s✐① ❞♦❝❦✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ✭t❤r❡❡ s②st❡♠s✱ ❇♦✉♥❞
❛♥❞ ❯♥❜♦✉♥❞ r❡❝❡♣t♦rs ❢♦r ❡❛❝❤✮✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤r❡❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦ ●r❡❡❞②✱ t✇♦ t✐❡s✱
♦♥❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦ ❍❈❧✉st✳

❖✉t❧♦♦❦ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ❜✐♦❧♦❣② ❖✉r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦♥ ❝♦♥❢♦r♠❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ♦✉r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡rs✐t② ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥
❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❡❡❞② str❛t❡❣②✱ s❤♦✉❧❞ ♣r♦✈❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❝♦♥❢♦r♠❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ▲♦♦♣②

❛♥❞ ❉✐r❡① ❝♦✉❧❞ ❜♦♦tstr❛♣ ❢r♦♠ ♦✉r s❡❧❡❝t✐♦♥s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡✐r ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡rs✐t②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❝♦❛rs❡ ❞♦❝❦✐♥❣ ❝❛❧❧ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❝♦❛rs❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ●r❡❡❞② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② ❛t♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s s❤♦✉❧❞
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤✐s ✇♦r❦ ❛❧s♦
r❛✐s❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥✿ ❋♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠ ✭❝♦♥❢♦r♠❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❞♦❝❦✐♥❣✮✱
✇❤❛t ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✭✈♦❧✉♠❡✲❜❛s❡❞✱ s✉r❢❛❝❡✲❜❛s❡❞✮ ❄ ❱♦❧✉♠❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❞
s✉r❢❛❝❡✲❜❛s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✐♥❝❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡①♣♦s❡❞ ❜② ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❜❛❧❧s ✐s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❧♦❝✉s ✇❤❡r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❇✉t t❤❡s❡ ♠✐❣❤t ❜❡ s❡❡♥ ❛s ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡rs✐t②✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ 3D ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❝♦♥❢♦r♠❡rs ❞♦❡s ♥♦t ❛❞♠✐t ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ♠✐❣❤t ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡



✶✺✾

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦r s✉r❢❛❝❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡
t❤❛t ❡❛❝❤ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ✐s ❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✳

❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐sts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❱❞❲ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦r ❙❆❙ ❛r❡❛✱ s✐♥❝❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❜♦t❤
q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠♦st ♦❢ ✭✐❢ ♥♦t ❛❧❧✮ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❜❛❧❧s✳

❈♦♥t❛❝t s✉r❢❛❝❡s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❛t♦♠✐❝ s♣❤❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✵✪ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
♦❢ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s s♣❤❡r❡s ✐♥ ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ st✉❞② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡s❡
♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❜✐♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✭♣♦❝❦❡ts ❢♦r ♣r♦t❡✐♥s✲
❞r✉❣ ❝♦♠♣❧❡①❡s✮✱ ❛♥❞ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲❜❛s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s str✉❝t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ st✉❞✐❡s ✐s ✐♥✲
❝♦♥t❡st❛❜❧❡✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♥❡✇ str✉❝t✉r❡s ❜❡✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠✉st ♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛s ✐t ❡♥❝♦❞❡s
t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝❛r❡❢✉❧ st✉❞② ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐t❤
❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts s❤♦✉❧❞ r❡✈❡❛❧ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❞❡r✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✲❜❛s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ s✐❞❡ ❝❤❛✐♥ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐❜r❛r② ♦❢ r♦t❛♠❡r✐❝ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
st✉❞② ♦❢ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭❢♦r ❛t♦♠s ♦r r❡s✐❞✉❡s✮✱ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ❛❧♣❤❛❜❡t t♦ ❜✉✐❧❞ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡s✳



✶✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦



❈❤❛♣✐tr❡ ✾

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❘és✉❧t❛ts ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❇❡♥t❧❡②✲❖tt♠❛♥♥ ❛✉ ❝❛s s♣❤ér✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❛❝t ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡r❝❧❡s
s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✐t❡ ❡♥ ❞❡♠✐✲❛rèt❡ à ❧❛ ✈♦❧é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥
s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❡r❝❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡t ❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡ ✈♦✐s✐♥❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s s♣❤èr❡s
❞♦♥t ❧❡s ❜♦✉❧❡s ❝♦✉✈r❡♥t ❝❡tt❡ ❢❛❝❡✳ P❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♦❝❝❛s✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ♦❜s❡r✈é q✉❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ♥✬❡st
♣❛s ✉♥ ❜✉t ❡♥ s♦✐t✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❞❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

▲❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té r❡♣♦s❡♥t s✉r q✉❛tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❡s ✿ r♦✲
❜✉st❡ss❡✱ ❡✣❝❛❝✐té✱ ♠♦❞✉❧❛r✐té ❡t ré✉t✐❧✐s❛❜❧✐❧✐té✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s s♣❤èr❡s s♦✐❡♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s
❧❡s ♣❧✉s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❛✉❝✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ♥✬ét❛✐t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r
♠❛♥✐♣✉❧❡r ❝❡s ♦❜❥❡ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠❜❧é ❝❡ ♠❛♥q✉❡ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝❣❛❧ ❞✉ ♥♦②❛✉ s♣❤ér✐q✉❡✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣ré r❡q✉✐s ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❜❛s❡s ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞é❞✐é❡s ❛✉① s♣❤èr❡s✱
♣❧❛♥s✱ ❛r❝s ❞❡ ❝❡r❝❧❡s ❡t ♣♦✐♥ts ❡♥ ✸❉✳ ❯♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ❢❛ît❡ ❡♥tr❡ ❞✬✉♥ ❝ôté ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡t ❧❡s ❛s♣❡❝ts
❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♥♦②❛✉✳ ❯♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ❡st ❛✉ss✐ ❢♦✉r♥✐❡✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❡♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ◆♦tr❡ ❝♦❞❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❡r❝❧❡s
s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ ♥♦②❛✉ s♣❤ér✐q✉❡ ❞é❞✐és ❛✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❛♠é❧✐♦rés ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❣❛❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣✉❜❧✐q✉❡✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✉ss✐ t❡r♠✐♥❡r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ tr❛✐ts ✭à ♣❛rt✐r ❞✉ ♥♦②❛✉ s♣❤ér✐q✉❡✮ ♣♦✉r
❧❡ ❢✉t✉r ♣❛q✉❡t ❣é♥ér✐q✉❡ ❝❣❛❧ ❞✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❬✷✺❪✳ ❈❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❜❛sé❡s s✉r ♥♦s tr❛✲
✈❛✉① ❞❡✈r❛✐❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ tr❛✐t❡r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❯♥❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣♦✉r ✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❡r ❧❡s ❧✐st❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❛♥s ❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❈✰✰ ❞❡ ✈✐s✐t❡✉r✮✱ ❞❡✈r❛✐t
♦✛r✐r ❞✬❛✉tr❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✉ ▼P■■ ❞❡ ❙❛❛r❜rü❝❦❡♥ ❞❡✈r❛✐t ❜✐❡♥tôt ♣✉❜❧✐❡r
❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣❛q✉❡t ❝❣❛❧ ❞✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❣é♥ér✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s s✉r ✉♥❡ q✉❛❞r✐q✉❡✱ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ q✉❛❞r✐q✉❡s✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡s✱ ❝❡❝✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♦✛r✐r❛✐t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s ♣❧✉s ❛❞❛♣tés ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❛t♦♠❡s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝❡ ❞❡ ❝❡t
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡✮ ❞❡✈r❛✐t ❛✉ss✐ ✐❞é❛❧❡♠❡♥t êtr❡ tr❛✐té✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣é♥ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t s✉r ❞❡s s✉r✲
❢❛❝❡s ✭❡♥ ✷❉✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✭❡♥ ✸❉✮ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✱ ❡st ❧✬ét❛♣❡ ✉❧t✐♠❡ ♣♦✉r
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜♦✉❧❡s✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ ❡t r♦❜✉st❡
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✸❉ ✭s♦✐t ❜♦r❞é❡ ♣❛r ❞❡s s♣❤èr❡s ♦✉ ❞❡s ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡s✮ ❞❡✈r❛ ❛✉ss✐
❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s✳

❆ ♣r♦♣♦s ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡s✱ ❛✈❡❝ ◗✉❡♥t✐♥ ▼ér✐❣♦t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❝❡♠♠❡♥t ré❛❧✐sé
✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✲❡①❝❧✉s✐♦♥✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❬✶✽❪ ♣♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬❛✉ ♣❧✉s q✉❛tr❡ s♣❤èr❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♥♦tr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st
❧❡♥t❡ ❡t ♣❡✉ r♦❜✉st❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡st ❞û à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✲❡①❝❧✉s✐♦♥✱

✶✻✶



✶✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✉① ♣ré❞✐❝❛ts ❞♦♥t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ s✉r❝♦ût ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥
❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛✉ ♣❧✉s q✉❛tr❡ ❜♦✉❧❡s✱ ❧✬✐❞é❡ ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s ❜♦✉❧❡s ✭à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts✮ ❛✜♥
❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ r❡tr❛✈❛✐❧❧é❡s
❝❛r ❡❧❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡ q✉❛♥t✐tés q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ③ér♦✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛✉ss✐ ❡ss❛②❡r
❞❡ s❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✲❡①❝❧✉s✐♦♥✱ ♣♦✉r s❡ ❧✐♠✐t❡r à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ❜♦✉❧❡ ❬✼✻✱ ✶✹✶❪✱ t♦✉t ❡♥
❣❛r❞❛♥t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✸❉ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡
❜♦✉❧❡s✳

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛❝t✉❡❧ s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡
♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♠❛rr❛❣❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ P❛r✈❡♥✐r
à ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❡t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡♥s✐❜❧❡s à ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❞❡ ♥♦s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳

❘és✉❧t❛ts ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦✲
❧é❝✉❧❛✐r❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s q✉✐ s✉❜✐ss❡♥t ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts
❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs ♣ré✲❝❛❧❝✉❧és ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ t♦✉t❡ t❛✐❧❧❡ ✭❝❤❛î♥❡s ❧❛tér❛❧❡✱
❜♦✉❝❧❡s ♦✉ ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡♥✲
✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❝❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ✭❞❛♥s ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ ♦✉ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✮✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✉t✐❧✐sé❡s
♣♦✉r q✉❛❧✐✜❡r ✉♥ ❝♦♥❢♦r♠❡r ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ êtr❡ r❡❧✐é❡s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❞✬❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t
✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥❛❣❡ q✉❛s✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞érés✳ ▼❛✐s ❞❡ t❡❧s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ❝♦♥❢r♦♥tés ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦✉✈❡rt✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛
❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣♦rt♦♥s tr♦✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✿

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡s ✈❡rs ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✈❛r✐é✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ ♦✉ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❡①♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❢♦r♠❡rs✳ ❉❡s str❛té❣✐❡s ❣❧♦✉t♦♥♥❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s
♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❡t ❞❡s ❜♦r♥❡s t❤é♦r✐q✉❡s s♦♥t ♣r♦✉✈é❡s✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ▼❙❆✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ♠♦②❡♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❝♦♥❢♦r♠❡rs sé❧❡❝t✐♦♥♥és✱
❜❛sé s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❢❛✐t❡s s✉r q✉❛tr❡ ❜♦✉❝❧❡s ✢❡①✐❜❧❡s ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ str❛té❣✐❡
❣❧♦✉t♦♥♥❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s✉r♣❛ss❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ▼❙❆ ❞❡
❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▼❙❆ ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s s✉r ❧❛
sé❧❡❝t✐♦♥ ✭❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐✮ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
♣❛r ❝❡tt❡ sé❧❡❝t✐♦♥✳ ❚r♦✐s✐è♠❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r♦s ❣r❛✐♥s ❞❡ tr♦✐s ❞❡ ❝❡s ♣r♦té✐♥❡s✱
♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♠❛rr❛❣❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♣✐❡s✱ ❡t ❝❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ❝♦♣✐❡s ✿ ❝❡❧✉✐ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣❛r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ✭●r❡❡❞②✮✱ ❡t ❝❡❧✉✐ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❍❈❧✉st✮✳ P♦✉r s✐① ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞✬❛♠❛rr❛❣❡ ✭tr♦✐s s②stè♠❡s✱ ❛✈❡❝
❧❛ ❢♦r♠❡ ❧✐❜r❡ ♦✉ ❧✐é ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✮✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ tr♦✐s s♦♥t ❢❛✈♦r❛❜❧❡s à ●r❡❡❞②✱ ❞❡✉①
s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ✉♥ ❡st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ à ❍❈❧✉st✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡ ◆♦s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ♦♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❝♦✉♣❧é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ❞❡✈r❛✐❡♥t s❡
♠♦♥tr❡r ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ▲♦♦♣② ❡t ❉✐r❡① ♣♦✉rr❛✐❡♥t s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ♥♦s sé❧❡❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
❞✐✈❡rs✐té ❞❡ ❞❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦s✐t✐❢s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧✬❛♠❛rr❛❣❡
❡♥ ❣r♦s ❣r❛✐♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s sé❧❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❡♥ ❣r♦s ❣r❛✐♥ ❣é♥éré❡s ♣❛r ●r❡❡❞②✱ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s t♦✉t✲❛t♦♠❡ ❞❡ ❤❛✉t❡ q✉❛❧✐té✱ ❞❡✈r❛✐❡♥t
❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦té✐♥❡✲♣r♦té✐♥❡✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❧è✈❡ ❞❡s ✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❛s✲
♣❡❝ts t❤é♦r✐q✉❡s✳ P♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❛♠❛rr❛❣❡✮✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉
❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r ✭❜❛sé s✉r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❧✬❛✐r❡✱✳ ✳ ✳✮ s❡ ♣♦s❡✳ ❯t✐❧✐s❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❧✬❛✐r❡ s♦♥t
❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ♥❛t✉r❡❧s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡①♣♦sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❡st ❧❡



✶✻✸

❧✐❡✉ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♦ù ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉✳ ▼❛✐s ❝❡s ❝r✐tèr❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡
♣♦✉r q✉❛❧✐✜❡r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡ ❝♦✉✈r✐r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ✸❉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✱ ✐❧ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥té❣r❡r ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
à ♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❡♥
s✉r❢❛❝❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡st ❝♦✉✈❡rt❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❧✐st❡s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥❝♦❞é❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦tr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❱❞❲ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❙❆❙✱
♣✉✐sq✉✬❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s q✉❛♥t✐tés✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ✭s✐ ❝❡ ♥✬❡st
t♦✉s✮ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❧❡s✳

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣r♦té✐♥❡✲♣r♦té✐♥❡✱ ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❝♦✉✈❡rt❡s ♣❛r
♣❧✉s ❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡ ❛t♦♠✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ✽✵✪ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡s s♣❤èr❡s ét❡♥❞✉❡s ❞❡ ❱❞❲✳ ❯♥❡
ét✉❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡✈r❛✐t ❛♠é❧✐♦r❡r ♥♦tr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❡t ♥♦s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡
♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ③♦♥❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❧❡s ♣♦❝❤❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠é❞✐❝❛♠❡♥ts✱✳ ✳ ✳✮✱ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉❡r ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ s❝♦r❡✳

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡✱ ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞❛♥s
❞❡s ét✉❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡st ✐♥❞é♥✐❛❜❧❡✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞ét❡r♠✐♥é❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡❧❧❡s str✉❝t✉r❡s✳ ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡♥❝♦❞❡ ❧✬ét❛t ✜♥❛❧ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♥❛t✉r❡✳
▲✬ét✉❞❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❛t♦♠✐q✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♣❡✉t ré✈é❧❡r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❧❛tér❛❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❞❡
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r♦t❛♠❡r✐q✉❡s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts s✉r❢❛❝✐q✉❡s ✭❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡s rés✐❞✉s ♦✉ ❞❡s ❛t♦♠❡s✮ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ♣❡✉t✲êtr❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t str✉❝t✉r❛❧ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✳



✶✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s



❙♦❢t✇❛r❡

❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ P②▼❖▲ ❬✼✶❪✳ ❚❤❡ ✷❉
❞r❛✇✐♥❣s ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ■P❊ ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ❞r❛✇✐♥❣ ❡❞✐t♦r ❬✶✼✸❪✳ ❘❛♠❛❝❤❛♥❞r❛♥
♣❧♦ts ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❧✉❣✲✐♥ ♦❢ ❱▼❉ ❬✶✶✷❪✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❢♦r ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞
✉s✐♥❣ ❇❑❈❤❡♠ ❬✸✵❪✳ ❚❤❡ ❧❛t❡① st②❧❡ s❤❡❡t ✭t❤❧♦r✐❛✮ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✇❛s ✇r✐tt❡♥ ❜② ❉❡♥✐s ❘♦❡❣❡❧
✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧♦r✐❛✳❢r✴⑦r♦❡❣❡❧✴❚❡❳✴❚▲✳❤t♠❧✮✳

✶✻✺



✶✻✻ ❙♦❢t✇❛r❡



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❘✳ ❆❜❛❣②❛♥ ❛♥❞ ▼✳ ❚♦tr♦✈✳ ❈♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❈❆❉✮✿ ❛ r♦❜✉st ♠❡❛s✉r❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛❝❝✉r❛❝②
♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇✐♦❧♦❣②✱ ✷✻✽✭✸✮✿✻✼✽✕✻✽✺✱ ✶✾✾✼✳

❬✷❪ P✳ ❆❣❛r✇❛❧✳ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r P❧❛♥❛r ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡
❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✾✶✳

❬✸❪ P✳ ❆❣❛r✇❛❧✱ ▲✳ ●✉✐❜❛s✱ ❆✳ ◆❣✉②❡♥✱ ❉✳ ❘✉ss❡❧✱ ❛♥❞ ▲✳ ❩❤❛♥❣✳ ❈♦❧❧✐s✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❢♦r♠✐♥❣
♥❡❝❦❧❛❝❡s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✽✿✶✸✼✕✶✻✸✱ ✷✵✵✹✳

❬✹❪ P✳ ❆❣❛r✇❛❧ ❛♥❞ ▼✳ ❙❤❛r✐r✳ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
●❡♦♠❡tr②✱ ♣❛❣❡s ✹✾✕✶✶✾✱ ✷✵✵✵✳

❬✺❪ ❍✳ ❆❤♥✱ ▼✳ ❞❡ ❇❡r❣✱ P✳ ❇♦s❡✱ ❙✳ ❈❤❡♥❣✱ ❉✳ ❍❛❧♣❡r✐♥✱ ❏✳ ▼❛t♦✉➨❡❦✱ ❛♥❞ ❖✳ ❙❝❤✇❛r③❦♦♣❢✳ ❙❡♣❛r❛t✐♥❣
❛♥ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ ✐ts ❝❛st✳ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆✐❞❡❞ ❉❡s✐❣♥✱ ✸✹✭✽✮✿✺✹✼✕✺✺✾✱ ✷✵✵✷✳

❬✻❪ ❖✳ ❆✐❝❤❤♦❧③❡r✱ ❋✳ ❆✉r❡♥❤❛♠♠❡r✱ ❚✳ ❍❛❝❦❧✱ ❇✳ ❏ütt❧❡r✱ ▼✳ ❖❜❡r♥❡❞❡r✱ ❛♥❞ ❩✳ ❙✐r✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞
str✉❝t✉r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❜♦✉♥❞❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝✳ ✶✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣
♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❉❛t❛ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✻✶✾ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ♣❛❣❡s ✸✼✹✕✸✽✺✱
✷✵✵✼✳

❬✼❪ ◆✳ ❆❦❦✐r❛❥✉ ❛♥❞ ❍✳ ❊❞❡❧s❜r✉♥♥❡r✳ ❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❆♣♣❧✐❡❞
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✼✶✭✶✲✸✮✿✺✕✷✷✱ ✶✾✾✻✳

❬✽❪ ❙✳ ●✳ ❆❦❧ ❛♥❞ ❑✳ ❆✳ ▲②♦♥s✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✳ Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧✱ ✶✾✾✸✳
❬✾❪ ◆✳ ❆❧♦♥✱ ❍✳ ▲❛st✱ ❘✳ P✐♥❝❤❛s✐✱ ❛♥❞ ▼✳ ❙❤❛r✐r✳ ❖♥ t❤❡ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❈✐r❝❧❡s ✐♥

t❤❡ P❧❛♥❡✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✱ ✷✻✭✹✮✿✹✻✺✕✹✾✷✱ ✷✵✵✶✳
❬✶✵❪ ◆✳ ❆♠❛t♦✱ ▼✳ ●♦♦❞r✐❝❤✱ ❛♥❞ ❊✳ ❘❛♠♦s✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✉r✈❡ s❡❣♠❡♥ts✿ ❞✐✈✐❞❡✲

❛♥❞✲❝♦♥q✉❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✈✐❛ s❛♠♣❧✐♥❣✳ Pr♦❝✳ ✶✶t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♣❛❣❡s
✼✵✺✕✼✵✻✱ ✷✵✵✵✳

❬✶✶❪ ◆✳ ❆♠❡♥t❛✱ ❙✳ ❈❤♦✐✱ ❛♥❞ ❘✳ ❑✳ ❑♦❧❧✉r✐✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❝r✉st✱ ✉♥✐♦♥s ♦❢ ❜❛❧❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐❛❧ ❛①✐s
tr❛♥s❢♦r♠✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr② ✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✶✾✭✷✮✿✶✷✼✕✶✺✸✱ ✷✵✵✶✳
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❬✶✾✵❪ ❉✳ ❱♦❡t ❛♥❞ ❏✳ ❱♦❡t✳ ❇✐♦❝❤❡♠✐str②✱ ✷♥❞ ❡❞♥✳✱ ❏✳ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s ■♥❝✳✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✾✺✳

❬✶✾✶❪ ❇✳ ❲❛❧❧♥❡r ❛♥❞ ❆✳ ❊❧♦❢ss♦♥✳ ❈❛♥ ❝♦rr❡❝t ♣r♦t❡✐♥ ♠♦❞❡❧s ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞❄ Pr♦t❡✐♥ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✷✭✺✮✿✶✵✼✸✕
✶✵✽✻✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✾✷❪ ❏✳ ❲❛ts♦♥ ❛♥❞ ❋✳ ❈r✐❝❦✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞s❀ ❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❞❡♦①②r✐❜♦s❡ ♥✉❝❧❡✐❝
❛❝✐❞✳ ◆❛t✉r❡✱ ✶✼✶✭✹✸✺✻✮✿✼✸✼✕✼✸✽✱ ✶✾✺✸✳



✶✼✻ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶✾✸❪ ❘✳ ❲❡✐♥✱ ❊✳ ❋♦❣❡❧✱ ❇✳ ❩✉❦❡r♠❛♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ❍❛❧♣❡r✐♥✳ ✷❉ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ■♥ ❈●❆▲ ❯s❡r ❛♥❞ ❘❡❢❡✲
r❡♥❝❡ ▼❛♥✉❛❧✳ ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸ ❡❞✐t✐♦♥✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝❣❛❧✳♦r❣✴▼❛♥✉❛❧✴✸✳✸✴❞♦❝❴❤t♠❧✴❝❣❛❧❴♠❛♥✉❛❧✴

♣❛❝❦❛❣❡s✳❤t♠❧★P❦❣✿❆rr❛♥❣❡♠❡♥t✷✳

❬✶✾✹❪ ❲♦r❧❞✇✐❞❡ Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦✳
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✇✇♣❞❜✳♦r❣✳

❬✶✾✺❪ ❩✳ ❳✐❛♥❣✱ ❈✳ ❙♦t♦✱ ❛♥❞ ❇✳ ❍♦♥✐❣✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣✐❡s✿ ❚❤❡ ❝♦❧♦♥② ❡♥❡r❣② ❛♥❞
✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧♦♦♣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s✱
✾✾✭✶✶✮✿✼✹✸✷✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✾✻❪ ❈✳ ❑✳ ❨❛♣ ❛♥❞ ❚✳ ❉✉❜é✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ■♥ ❉✳✲❩✳ ❉✉ ❛♥❞ ❋✳ ❑✳ ❍✇❛♥❣✱ ❡❞✐t♦rs✱
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ●❡♦♠❡tr②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ❙❡r✐❡s ♦♥ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✹✺✷✕✹✾✷✳
❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ❙✐♥❣❛♣♦r❡✱ ✷♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✾✺✳

❬✶✾✼❪ ▼✳ ❩❛❝❤❛r✐❛s✳ Pr♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ❞♦❝❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r s✐❞❡✲❝❤❛✐♥
✢❡①✐❜✐❧✐t②✳ Pr♦t❡✐♥ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✷✭✻✮✿✶✷✼✶✕✶✷✽✷✱ ✷✵✵✸✳



❘és✉♠é

❉❡♣✉✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣ré❝✉rs❡✉rs ❞❡ ❘✐❝❤❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♦❝❝✉♣❡♥t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❝r♦✲♠♦❧é❝✉❧❡s ❡t ❧❡✉rs ❛ss❡♠❜❧❛❣❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❧✐és ❛✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❱♦r♦♥♦ï ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té
❞❡s ❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❛t♦♠✐q✉❡s✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❝❛✈✐tés à ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❡t ❛♣rès ✉♥❡ ❜rè✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✱ ❞ét❛✐❧❧❡ q✉❛tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❇❡♥t❧❡② ❡t ❖tt♠❛♥♥✱ ❝❡tt❡ t❤ès❡
♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✐❢ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❡①❛❝t ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝❡r❝❧❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ s♣❤èr❡s✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s ❧✐st❡s ❝♦✉✈r❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭✐✳❡✳ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❜♦✉❧❡s q✉✐ ❧❛ r❡❝♦✉✈r❡♥t✮ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✳
▲✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✉♥❡ ✜♥ ❡♥ s♦✐✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ r♦❜✉st❡✱ ♥♦✉s
♠♦♥tr♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ s✉r❝♦ût ✐♥❞✉✐t ❡st ♠♦❞❡st❡✳

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s r❡q✉✐s❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ r❡♥❞r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❡t r♦❜✉st❡✳ ❈❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s s♦♥t ✐♥té❣ré❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥t❡①t❡
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❈●❆▲ ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts s♣❤ér✐q✉❡s✳

❚r♦✐s✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡r✐❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❜✐♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡ ✿ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✈❛r✐é à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡❞♦♥❞❛♥t ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❡♥ r❡t❡♥❛♥t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts q✉✐
♠❛①✐♠✐s❡♥t ❧✬❛✐r❡ ♦✉ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥✳ ❈❡s q✉❡st✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐té❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❡r❝❧❡s s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡st ❢❛ît❡ s✉r ❞❡✉① ❢r♦♥ts✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♥èr❡ ❞❡s sé❧❡❝t✐♦♥s ❞♦♥t ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡
éq✉✐✈❛✉t à ❝❡❧❧❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♠❛✐s q✉✐ s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ✐♥✲
❢ér✐❡✉r❡✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛♠❛rr❛❣❡ ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♥♦s sé❧❡❝t✐♦♥s ❛♠é❧✐♦r❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛♥t ❞❡s ♣❛rt✐❡s ✢❡①✐❜❧❡s✳

P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❝❤♦✐① ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❧❡s r❡♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❈●❆▲✳

▼♦ts✲❝❧és✿ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝✐r❝❧❡s✱ ♦❜❥❡❝ts ❝♦✉r❜❡s✱ ♥♦②❛✉① ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡✱
r♦❜✉st❡ss❡✱ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ♠♦❞❡❧s✱ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❢♦r♠❡rs✱ ❛♠❛rr❛❣❡ ✢❡①✐❜❧❡✱ s✉r❢❛❝❡ ♠♦❧é✲
❝✉❧❛✐r❡

❆❜str❛❝t

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧② ✇♦r❦ ♦❢ ❘✐❝❤❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❛r❛♠♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ♠❛❝r♦✲♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛ss❡♠❜❧✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❱♦r♦♥♦ï ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛t♦♠s✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✉r❢❛❝❡s✱ t♦ ✜♥❞ ❝❛✈✐t✐❡s✳
❚❤✐s t❤❡s✐s ❢❛❧❧s ✐♥ t❤✐s r❡❛❧♠✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡✱ ♠❛❦❡s ❢♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

❋✐rst✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✇❡❡♣ ❧✐♥❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ ❇❡♥t❧❡② ❛♥❞ ❖tt♠❛♥♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜rst ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡①❛❝t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡s st❡♠
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❤❡r❡s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ str❛t❡❣② t♦ r❡♣♦rt t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧✐st ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✖t❤❛t ✐s t❤❡ ❧✐st ♦❢ s♣❤❡r❡s ❝♦✈❡r✐♥❣ ✐t✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛②✱ ✇❡ ❛s❝❡rt❛✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡①❛❝t♥❡ss
♦❢ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r✐♠✐t✐✈❡s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ s✇❡❡♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s♦ ❛s t♦
♠❛❦❡ ✐t ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ r♦❜✉st✳ ❚❤❡s❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞❡r ❝♦♥t❡①t✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❈●❆▲ ✸❉
❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❑❡r♥❡❧✳

❚❤✐r❞✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡r② t♦ t❛❝❦❧❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ❜✐♦❧♦❣② ♣r♦❜❧❡♠✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✈❡rs❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡ r❡❞✉♥❞❛♥t s❡t✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥



♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❋r♦♠
❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ st❛♥❞♣♦✐♥t✱ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ r❡s♦rt✐♥❣ t♦ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ s♣❤❡r❡s✳
❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛❧♦♥❣ t✇♦ ❧✐♥❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s✐❞❡✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r s❡❧❡❝t✐♦♥s ♠❛t❝❤
t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦✉t♣✉t ❜② st❛♥❞❛r❞ str❛t❡❣✐❡s ❜✉t ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦♥❢♦r♠❡rs ❜② ♦♥❡ ❛♥❞ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❖♥ t❤❡ ❞♦❝❦✐♥❣ s✐❞❡✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r s❡❧❡❝t✐♦♥s ❝❛♥
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ✢❡①✐❜❧❡✲❧♦♦♣ ❞♦❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡s✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❜❡st ♣r❛❝t✐❝❡s
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❈●❆▲✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝✐r❝❧❡s✱ ❝✉r✈❡❞ ♦❜❥❡❝ts✱ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❦❡r♥❡❧✱ ❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ r♦❜✉st♥❡ss✱
❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ♠♦❞❡❧s✱ ❝♦♥❢♦r♠❡r s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✢❡①✐❜❧❡ ❞♦❝❦✐♥❣✱ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛


