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Introduction

De nombreux problémes d’optimisation combinatoire se formulent comme des pro-
blémes de maximisation d’une fonction linéaire sur un polyedre n’ayant que des som-
mets entiers, en 'occurence I'enveloppe convexe des vecteurs caractéristiques des solu-
tions réalisables.

Des efforts considérables ont été investis dans la description de ces polyedres par
des systémes d’inéquations linéaires. La motivation principale de ces recherches est le
développement, par le biais de la programmation linéaire, d’algorithmes pour résoudre
les problémes d’optimisation considérés.

Cependant, plusieurs problémes d’optimisation combinatoire sont difficiles (NP-
durs [56]); la caractérisation des polyeédres qui leurs sont associés s’avére aussi difficile
dans le cas général [70]. Une approche classique, consiste 3 décomposer le probleme
en sous-problemes dont les polyédres associés soient connus ou faciles 3 décrire; une
composition de ces derniers polyédres conduit & une description de celui associé au
probleme initial. Cette approche par composition est ’objet de ce travail.

Ayant comme principe la décomposition des problémes, la programmation dyna-
mique a permis de mettre en évidence des algorithmes de résolution de cetains pro-
blemes d’optimisation. Dans le chapitre 2, nous ferons le lien entre la programmation
dynamique et la description des polyédres associés & des problémes pouvant étre dé-
‘composés. Nous donnerons des résultats généraux unifiant des recherches existantes
dans le domaine de la composition des polyédres. Ces résultats permettent, dans cer-
taines situations, d’obtenir des formulations compactes (ayant un nombre polynomial
de contraintes et un nombre polynomial de variables) des problémes d’optimisation
considérés.

Comme exemple illustratif, nous considérerons, dans le chapitre 3, le polyédre du voya-

geur de commerce graphique et nous étudierons les conséquences polyédrales de la



"deux-somme” de deux graphes donnés. Nous caractériserons également les inéqua-
tions, du nouveau systéme, obtenues par composition de celles des systemes décrivant
les polyédres composés.

Le chapitre 4 fera ’objet de la composition des polytopes des stables. L’opération
de composition considérée consiste & identifier deux sous-graphes isomorphes de deux
graphes. Cette composition étant difficile dans son cas général, nous ’approcherons
d’une maniere itérative (i.e. 'identification d’une paire de sommets 4 la fois) et nous
montrerons que, sous certaines conditions, le polytope des stables du nouveau graphe
est entierement décrit par I'union des systémes définissant les polytopes associés aux
graphes composés. Nous en déduirons que, dans ces cas paticuliers, la perfection et la
h-perfection se préservent. |

Le chapitre 5 sera consacré & la description du polytope des stables d’un graphe ob-
tenu par rajout d’une nouvelle aréte 3 un graphe donné. Cette opération induit parfois
des facettes moins évidentes. En faisant appel & des résultats du chapitre précédent,
nous étudierons des cas ol cette description peut étre obtenue par adjonction, & l’an-
cien systeéme, des inéquations associées aux nouvelles cliques maximales. Cela préserve

la. perfection et la h-perfection.



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Polyedres

Dans cette section, nous donnons briévement quelques définitions et propriétés, re-
latives aux polyedres, qui seront utilisées dans ce document. Une présentation détaillée

de ces notions est donnée dans les chapitres 7 et 8 de [103].

Un point z € IR" est une combinaison linéaire des vecteurs z! 2% ....zF € IR” si
b b bl b

n
pour un certain vecteur A € IR*, z = Z Azt

n =1 n
Si, de plus, A > 0 (resp. Y ); = 1) (resp. A > 0 et > "X =1), on dit que = est une
combinaison conique ou pzo=slz'tive (resp. affine) (resp. é:;zvexe) de ces vecteurs.

Etant donné un sous-ensemble non-vide § ¢ IR™. Penveloppe linéaire (resp. co-
nique) (resp. affine) (resp. convexe), notée lin(S) (resp. cone(S)) (resp. af f(S)) (resp.
conv(S)), est 'ensemble des points qui sont des combinaisons linéaires (resp. coniques)
(resp. affines) (resp. convexes) de points de S.

Des points de IR sont linéairement indépandants (rep. affinement indépndants) si
aucun d’eux ne s’écrit comme combinaison lidaire (resp. combinaison affine) des autres
points avec au moins deux scalaires \;, A; > 0. Dans le cas contraire, on dit qu’ils sont

linéairement dépandants (rep. affinement dépendants).

Un ensemble P de points de IR™ est appelé polyédre s’il est intersection d’un
p

nombre fini de dimi-espaces de IR". Il est donc I’ensemble des solutions d’un systeme

d’inéquations linéaires, on note

P={ze R" : Az <b}
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et on dit que ce systeme définit ou détermine, ou encore caractérise, le polyédre P. On

peut aussi écrire
P={ze R" : A"z =0b", A* <b*}

ou A*z = b* est le systéme des équations implicites de Az < b. Un polyedre borné est

appelé polytope.

Chaque polyédre P peut s’écrire
P = conv(V) + cone(E)

ot V et E sont deux sous-ensembles finis de points de IR".

On appelle intérieur de P, et on note int(P), 'ensemble de points défini par
P={ze R" : Az=0b", Atz <b*}.

Il s’en suit que si P contient un seul point alors, P coinside avec son intérieur.

La dimension d’un polyedre P, notée dim(P), est le nombre maximum de points
affinement indépendant appartenent & P; dim(P) = n —rg(A*), ott rg(A*) est le rang
de la matrice A*. P est dit de pleine dimension si dim(P) = n, et dans ce cas, il existe

un unique systeme définissant P (& une multiplication pres par un scalaire positif).

Un sous-ensemble F' de P est une face de P, si F = {t€P : A'z =¥} pour un
sous-systeme A’z < ¥’ de Az < b. La face F est dite propre si F' # P,
Une facette de P est une face, de ce polyédre, telle que dim(F) = dim(P) — 1. Les
faces de dimension nulle sont les sommets (ou les points eztrémes) de P. Si T est un
sommet de P alors, T = 3! + 27, avec {z',2?} C P, implique que T = z! = 22 Une
face est, elle méme, un polyedre.
Pour toute face F' de P, il existe c € IR™ (éventuellement nul) tel que

F =maz{cz : z € P}

Une inéquation az < aq est dite valide pour P si P C{ze R” : az < a¢}. On
dit que F = {z € P : az = ap} est une face de P induite ou définie par I'inéquation
ar < ag.

L’inéquation az < aqg est essentielle pour P si elle induit une facette de ce polyédre.

Une inéquation est redondante dans un systéme Az < b si le sous-systéme abotenu 3



1.2, PROJECTION DE POLYEDRES 5

partir de Az < b en supprimant cette inéquation définie le méme polyédre que

Az < b. Si aucune inéquation n’est redondante, le systéme est dit minimal et toutes
ses inéquations sont dites essentielles.

Un systeme Az < b est minimal si et seulement si pour toute paire d’inéquations
a'z < af et a’z < af de Atz < bt il existe un point 7 tel que AT < b, a'7 < @} et

a’T < a2

Etant donné un probléme d’optimisation combinatoire (probléme du voyageur de
commerce, probléme du stable de poids maximum, etc...). Le polyédre associé 3 ce
probléme est ’enveloppe convexe de tous les vecteurs caractéristiques des objets com-
binatoires en question (tournées du voyageur de cominerce, stables, etc...).

La connaissance d’un systéme d’inéquations linéaires définissant le polyédre P as-
socié & un probleme d’optimisation combinatoire permet la résolution de celui-ci par
les algorithmes de programmation linéaire [42, 69, 71], i.e. trouver Poptimum du pro-

gramme linéaire suivant :
maz{cz : z € P}

ou ¢ € IR" est le vecteur coflit. Rappelons que la résolution d’un programme linéaire
est un probléme polynomial en la taille de ce programme [69, 71].

Cependant, le caractére difficile de la majorité des problémes d’optimisation combi-
natoire [56], fait en sorte que la caractérisation des polyedres qui leurs sont associés soit
aussi difficile [70] et n’est connue que pour des cas particuliers de ces problémes (voir
[60]). Notons que la plupart des poly&dres connus (associés & des problémes d’optimi-

sation faciles) sont définis par des systémes ayant un nombre exponentiel d’inéquations

(voir [60]).

1.2 Projection de Polyédres
Etant donné un polyédre non-vide P tel que
P={(z,y)€ R™*" : Ac+By<b, Dr<d,y>0}

on définit la projection de P sur P’espace engendré par les variables zi t = 1,...,n,

notée IP =(P), comme étant ’ensemble de points suivant :

IPx(P)={x€ R" : dy e R™ tel que (z,y) € P}.
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Une premiere méthode, pour déterminer un ystéme d’inéquations linéaires définis-
sant le polyedre IPP =(P), a été proposée par Fourier et Motzkin (voir [42]); elle procéde
par élimination des variables Yi (7 = 1,...,m) une & la fois. Balas et Pulleyblank [4]
proposent une autre méthode qui généralise la premiere et qui consiste 3 éliminer toutes
les variables y; d’un seul coup en utilisant un céne de projection. En gardant son prin-
cipe, cette deuxiéme méthode a été généralisée par Padberg et Sung [100] pour les

transformation affines des polyédres.

Le résultat de Balas et Pulleyblank s’énonce comme suit :

Théoréme 1.2.1 [/]
Pz(P)={x€ IR* : Dz <d, vAz <vb, Vv € extr(C)}

ot extr(C') est l'ensemble des rayons extrémes du céne

C={ve IR : vB>0, v>0}.

D’aprés ce théoréme, chaque inéquation du systéme définissant JP «(P) s’obtient en

composant des inéquations de P suivant un rayon extéme du cdne de projection C.

La dificulté de cette méthode réside dans la détermination de tous les rayons ex-
trémes de C'. L’énumération de ces rayons par une étude analytique du céne n’est pas
toujours évidente (voir [100]), néanmoins, cela peut se faire 3 ’aide des moyens infor-
matique (par exemple, en utilisant le logiciel Mathematica [107] ot la méthode de Avis

et Fukuda [2] est implémentée).

En pratique, cette méthode de projection génére souvent un grand nombre d’in-
équations redondantes. D’aprés Balas [3], la détermination des rayons extrémes qui
induissent des facettes de () est une question qui n’a pas de réponse en termes de pro-
priétés du céne de projection. Il propose alors, dans le cas ou @ est de pleine dimension,
une autre description du polyédre & projeter (en transformant le systeme le décrivant)
tel que: une iéquation az < ao définie une facette de Q si et seulement si (a, ao)
est un rayon extréme du nouveau céne de projection. Toutefois, cette transformation

n’est pas pratique en général, et le nouveau cone de projection s’obtient, lui-méme, par

projection d’un autre cone.
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1.3 Principes de base de la programmation dyna-
mique

La programmation dynamique, due & Richard Bellman, a été utilisée pour résoudre
des problemes d’optimisation complexes. Une présentation plus détaillée de cette ap-
proche de résolution est donnée dans [16] et [94].

La décomposition du probléme en sous-problémes étant un principe de base de la pro-
grammation dynamique, cette approche a permis de mettre en évidence des algorithmes
de résolution pour un grand nombre de problémes combinatoires définis sur des graphes
obtenus par composition [1, 11, 15, 19, 23, 37, 38, 51, 52, 66, 84, 104]. Ces graphes se
construisent, par des opérations de composition, & partir de graphes de primitifs (ou
de base) qui sont des graphes pour lesquels le probléme d’optimisation considéré est
facile & résoudre.

En général, la complexité de ces algorithmes est polynomiale en la taille du graphe.

Nous illustrons les principes de base de la programmation dynamique a travers la
résolution du probléme du voyageur de commerce graphique et celui du stable de poids

maximum sur les graphes série-paralléles.

Les graphes série-paralléles sont les graphes non-contractibles & Ky [44], o K,
est un graphe complet ayant 4 sommets. IlIs peuvent étre construits récursivement de
différentes manieéres [44], nous en considérons la suivante :
¢ Le graphe non-orienté ({u,v}, {(u,v)}) est un graphe série-paralléle de sommets
terminaux u et v.
e 5i Gy et G, sont deux graphes série-paralléles de sommets terminaux Uy , vy et
U2 , U respectivement, alors :
(a) Le graphe obtenu 3 partir de G et G, par identification des sommets uy et ug
est un graphe série-paralléle ayant pour sommets terminaux vy et vy,
Nous avons, dans ce cas, une composition en série.

(b) Le graphe obtenu & partir de G et G, par identification des sommets Uy et ug
et aussi des sommets v; et v, est un graphe série-paralléle ayant pour sommets
terminaux u et v,avec ¥ = u; = ug et v = vy = vy,

Nous avons, dans ce cas, une composition en paralléle.

On peut donc associer & un graphe série-paralléle G un arbre de composition (qui
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schématise la composition) dont la racine correspond au graphe G et les feuilles aux
graphes primitifs qui sont, dans ce cas, les arétes du graphe.
Un tel arbre peut étre déterminé en un temps polynomial par rapport au nombre

d’arétes [104].

Etant donné un graphe G = (V, E) muni d’une fonction cofit définie sur E. Les
deux problémes du voyageur de commerce sont définis comme suit :

e Le probléme classique, noté TSP, consiste & trouver un cycle hamiltonien de @
de cofit minimum. Un cycle hamiltonien passe une et une seule fois par chaque sommet
du graphe;

e le probléme graphique, noté GT'SP, consiste 3 trouver une tournée de G de coiit
minimum qui passe, au moins une fois, par chaque sommet du graphe. Une tournée est
donc un sous-graphe de G qui est connexe et eulerien ou chacune de ses arétes peut

étre utilisée plusieurs fois.

Le TSP et le GTSP sont connus pour étre NP-durs. Notons que s'il existe des
arétes de G de coiit négatif, alors 'optimum est non-borné pour le GT'SP. Par contre,
si tous les coiits sont positifs, alors une aréte de G ne peut é&tre utilisée que 0, 1 ou 2
fois dans une tournée optimale.

Plus de détails, concernant ces deux problémes, seront donnés dans la section 3.2 du

chapitre 3.

En se basant sur le principe de la programmation dynamique, les deux problémes du
voyageur de commerce ont été résolus polynomialement sur plusieurs classes de graphes
définies par composition. Parmi ces classes, on trouve les graphes série-paralléles (37,
52], les graphes non-contractibles & K5 — {e} [11], les graphes 3-connexes maximaux

non-contractibles & Mj [51] (ol M3 est donné dans la figure 3.1) et les graphes de Halin
[38, 51].

Nous utilisons maintenant la programmation dynamique pour résoudre le GT'SP
sur les graphes série-paralléles. Bien que le principe soit le méme, la méthode que nous
allons donner differe des algorithmes donnés dans [37] et [52]. Cette différence réside

dans la maniére de composer un graphe série-paralléle.

Supposons que G soit un graphe de sommets terminaux u et v obtenu par une com-
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position en parallele de deux graphes G; et G, ayant chacun plus de deux sommets,
tels que uy , vy et up , v, soient les sommets terminaux de G et G, respectivement.
Le sous-ensemble de sommets {u,v} est un déconnectant de G.

Soit T' un sous-ensemble d’arétes de G définissant une tournée du voyageur de com-
merce graphique. Désignons par T (resp. par T3) 'ensemble d’arétes de T appartenant
a Gy (resp. a Gs). Ty et T sont appelés tournées partielles de Gy et G, respectivement.
Le support de T;, i = 1,2 , noté Sup(T;), est le sous-graphe de G; engendré par les

arétes de 7.

L’ensemble des tournées partielles d’un graphe G;, i € {1,2}, est partitionné en
trois classes définies comme suit :

e C¢ est la classe des tournées partielles T; de G; telles que Sup(Tj;) soit connexe
et les degrés des sommets u; et v; dans Sup(T}) soient pairs (voir figure 1.1(a)).

o C} est la classe des tournées partielles T; de G telles que Sup(T}) soit connexe
et les degrés des sommets u; et v; dans Sup(T}) soient impairs (voir figure 1.1(b)).

e Cj est la classe des tournées partielles T; de G; telles que Sup(T}) ne soit pas

connexe et les degrés des sommets u; et v; dans Sup(T};) soient pairs (voir figure 1.1(c)).

07% 77% ﬁ“i
O\,V.
(b)

O,
OA C.. \

Vi .............. Vi

(©

(@)
F1G. 1.1 - Ezemples de tournées partielles de G;.
Si nous considérons le graphe G;, i € {1,2}, obtenu & partir de @, en reliant les

sommets u et v par une aréte e , alors les tournées partielles de G; appartenant aux

classes C§ , Ci et C} correspondent 3 des tournées de G; en rajoutant l'aréte e 0,1et

2 fois respectivement.

Chaque tournée T' de G est un mariage (ou une composition) de deux tournées
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partielles Ty de G et T; de G; qui satisfont un des quatre points suivants:

T1€Ct et Ty € C2
Ty € C et T, € C}
Ty €Ch et Ty € C?
T1e€C, et T, € C?

Les quatre mariages énumérés ci-dessus sont dits admissibles.

Notons maintenant par Cy , C; et C; les classes des tournées partielles du graphe G
lui-méme définies, de la méme fagon que les classes considérées ci-dessus, relativement
aux sommets terminaux u et v. La classe Cy constitue alors, I’ensemble de toutes les
tournées de G.

Une tournée partielle T’ de G appartenant 4 la classe C; est également obtenue 2 partir
de deux tournées partielles T} de G; et T> de G par un des quatre mariages admissibles
suivants :

TyeCl et Ty € C?

Ty eCl et T, € C?

T, €Cl et T, € C?

T1eC) etT, €C?

Par contre, T' € C; si et seulement si Ty € C et T; € C2.

Supposons que le graphe G soit obtenu par une composition en série de Gy et Gy et
ait comme sommets terminaux v, et v,. Dans ce cas, et contrairement 3 la composition
en paralléle ol les 9 mariages possibles sont admissibles, une tournée partielle T de G
se compose de deux tournées partielles Ty de G; et T, de G, selon, seulement, quatre

mariages admissibles qui sont :

TIGCOI etTgeC’g = TGCQ
eCl etTheC? = TeC,
heCl et eC? = TeC

TeCp etThbeC: = TeC,
Le cotit d’une tournée partielle T de G est égal a la somme des coiits de toutes les
arétes de G en multipliant chacun d’eux par le nombre d’apparitions de I’aréte corres-
pandante dans le parcours relatif & T'. Ce colt est aussi égal & la somme des coiits des

tournées partielles de G; et G composant T.
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Admettons que nous ayons, pour chaque graphe G et Gy, une meilleure tournée
partielle, i.e. une tournée partielle de cotit minimum, de chacune des trois classes. Une
meilleure tournée partielle de G appartenant & une classe C; , j € {1,2,3} , est la
tournée ayant le colit minimum parmi toutes celles appartenant C; obtenues par les
mariages admissibles des meilleures tournées partielles de G et G5 conduisant 3 cette
classe.

Dans le cas ou le graphe consiste en une seule aréte e = (¢, v) , une meilleure tournée
de Co (resp. de Cy) (resp. de C) est celle qui utilise I’aréte e deux fois (resp. une seule

fois) (resp. 0 fois).

Par conséquent, pour résoudre le GT'S P sur un graphe série-paralléle G, il suffit tout
simplement de parcourir I’arbre de décomposition associé, des feuilles vers la racine,
en déterminant pour chaque noeud la meilleure tournée partielle, de chaque classe, du
graphe correspondant. Une tournée optimale de G est une meilleure tournée partielle
de la classe Cp de G. Du fait que G soit décomposé en un temps polynomial en |E|,

cet algorithme reste lui aussi polynomial en |E].

Remarquons que, dans le cas o G est obtenu par une composition en série ou en
parallele de deux graphes quelconques G, et (s, la compléxité de ’algorithme de ré-
solution du GT'SP sur G est de Pordre O(3(n;) + ¢(ns)); o ¥(n;) ,1=1,2, est une
borne supérieure de la compléxité de la recherche d’une meilleure tournée partielle, de

G, d’un certain type [52].

Un autre probléme d’optimisation combinatoire, dont le polytope associé sera étu-
dié dans les chapitres 4 et 5, est le probléme du stable de poids mazimum. Ce probléme
consiste & trouver un sous-ensemble S de sommets, deux & deux non-adjacents, d’un
graphe G = (V, E) muni d’une fonction coiit définie, cette fois-ci, sur les sommets. II
s’agit d’un probleme NP-dur [56], toutefois, il a été résolu polynomialement sur plu-

sieurs classes de graphes [ ].

Si G est un graphe série-paralléle, Le probléme du stable de poids maximum se
résout, d’une maniére polynomiale en la taille de G, en utilisant la programmation
dynamique [23]. La méthode de résolution reste similaire a celle du GTSP sur cette
catégorie de graphes, nous définissons seulement, les classes des solutions partielles et

leurs mariages admissibles.
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Soient u et v deux sommets terminaux de G. L’ensemble des solutions (stables) par-
tielles de G se partitionne en quatre classes selon 'appartenance ou la non-appartenance,

a ces stables, de chacun des sommets v et v :

Cow={SCV : Sstable, ue S et ve S}
Co={SCV : Sstable, ueS et v¢S)}
Co={SCV : Sstable, u¢ S et ve S}
Co={SCV : Sstable, u¢ S et v¢ S}

Contrairement au GT'SP, les solutions partielles de G sont des stables de ce graphe
et, par conséquent, une solution optimale du probléme du stable défini sur le graphe

G est un stable de poids maximum parmi ceux de Cy,, U C, U C, U Cy.

Si G est un graphe de sommets terminaux u et v obtenu par une composition en
paralléle (resp. en série) de deux graphes G; et G, ayant pour sommets terminaux
Uy, v1 et uy , vp respectivement, alors un mariage de deux solutions partielles de G
et G est admissible si et seulement si les sommets terminaux de Gy et G que nous
identifions ont le méme comportement (appartenance ou non-appartenance) vis a vis
des deux solutions partielles. Le type de la solution partielle de G ainsi composée est

facilement reconnu selon que les sommets u et v (resp. v; et vy) y appartiennent ou pas.

Sachant que la recherche des quatre meilleures solutions partielles, d’un graphe
ayant exactement deux sommets, est un probléme facile, cet algorithme donne un stable
de poids maximum d’un graphe série-paralléle G = (V, E) au bout d’un temps polyno-

mial en |E|.

Dans un cadre plus général, résoudre un probléme d’optimisation combinatoire quel-
conque défini sur un graphe G obtenu par composition, en utilisant la programmation
dynamique, exige que certaines propriétés primordiales soient satisfaites :

1~ chaque solution réalisable du probléme d’optimisation doit appartenir a une
classe de solutions partielles de G,

2— chaque solution partielle d’un graphe doit étre obtenue par un mariage de solu-

tions partielles des graphes composant celui-ci;
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3— pouvoir déduire le colit d’une solution partielle & partir de ceux des solutions

partielles qui la composent;
4— pouvoir déterminer, pour chaque graphe primitif, une meilleure solution de

chaque classe de solutions partielles.

Si le temps nécessaire pour effectuer le troisitme point ainsi que le nombre de
classes des solutions partielles sont constants, si le quatriéme point se fait en un temps
polynomial en la taille des graphes primitifs, et si la taille de ’arbre de composition
est polynomiale en celle de G, alors la programmation dynamique fournit une solution

optimale en un temps polynomial en la taille de G.
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Chapitre 2

Composition de polyedres et

programmation dynamique

2.1 Introduction

Un grand nombre de probléemes d’optimisation combinatoire sont connus pour étre
NP-durs [56]. La description complete, par des systémes d’inéquations linéaires, des
enveloppes convexes de leurs solutions réalisables est un probleme difficile [70]. Une
approche classique pour obtenir une telle description consiste & décomposer le pro-
bleme en sous-problémes dont la caractérisation des enveloppes convexes associées soit
connue. Une recomposition ultérieure de ces polyédres permet de déduire la description
recherchée.

Dans le cas ot le probléme d’optimisation est défini sur un graphe G, cette approche
se traduit par une décomposition de G. Moyennant des opérations de décomposition
(composition) appropriées, on associe au graphe G un arbre (binaire) de décomposi-
tion (composition), dont la racine correspond & @ lui méme et les feuilles aux graphes
indécomposables par ces opérations. Ces graphes indécomposables sont souvent appe-
lés graphes primitifs ou graphes de base ou bien encore brigues, et le graphe G est dit
obtenu par composition & partir des graphes primitifs ou bien graphe décomposable. En
ayant des descriptions complétes des enveloppes convexes des structures combinatoires
(partielles) en question assocides aux graphes primitifs, on remonte ’arbre de composi-
tion, des feuilles vers la racine, en composant successivement les polyedres afin d’avoir

une caractérisation de I’enveloppe convexe des structures combinatoires associées au

graphe G.
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Divers problémes d’optimisation, différentes classes de graphes et dissemblables
opérations de composition ont fait ’objet de plusieurs travaux sur (ou faisant appel
a) la composition des polyedres. En ne donnant que les noms des polyédres composés,
nous citons: Les polytopes des stables [13, 26, 31, 102, 112], des systémes indépen-
dants (qui englobent ceux des stables) [41, 46, 96], des sous-graphes bipartis [50, 49],
des sous-graphes acycliques [10, 12], des sous-graphes équilibrés [12], des sous-graphes
deux-connexes [15], des partitions [28], des coupes [7, 9], des absorbants [22], des arbres
de Steiner [29], ceux du voyageur de commerce classique (38, 39], des sous-graphes forte-
ment connexes [83], des arbres enracinés [81] et les polyedres du voyageur de commerce

graphique [87] .

La décomposition d’un probléme d’optimisation en sous-probleémes étant un prin-
cipe de la programmation dynamique (voir section 1.3); nous ferons, dans ce chapitre,
le lien entre cette approche et la description des polyedres associés aux problémes d’op-
timisation combinatoire pouvant étre obtenus par composition. Ce lien sera établi par
introduction de variables artificielles (qui seront, par la suite, éliminées par projection)
dans les descriptions des enveloppes convexes des solutions partielles et par adjonction
d’un certains nombre d’inéquations & ’union de ces descriptions. En étudiant les condi-
tions d’intégralité du nouveau polyedre, nous introduirons la notion de polyedres par-
faitement composables (relativement aux principes de la programmation dynamique)
qui unifiera des résulats connus dans ce domaine. Nous verrons aussi que cela conduira,
dans certaines situations, 3 des formulations compactes (ayant un nombre polynomial

de contraintes et un nombre polynomial de variables) des problémes considérés.

2.2 Polyedres parfaitement composables

Martin, Raldin et Campbell [84] ont étudié les conséquences polyédrales de la mé-
thode de programmation dynamique. En interprétant cette méthode comme étant la
recherche d’un plus court chemin dans un hypergraphe orienté sans circuit, ils montrent
qu’un algorithme de programmation dynamique polynomial peut conduire & une ca-
ractérisation linéaire du probléme d’optimisation. La description qu’ils obtiennent est
une description étendue (ou lifting), i.e. elle utilise des variables artificielles et par
conséquent, I’enveloppe convexe des objets combinatoires s’obtient par une projection
éliminant ces variables artificielles. Cependant, le nombre colossal des variables artifi-

cielles fait que cette projection, théoriquement possible, s’avére presque impossible en
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pratique.

Fonlupt, Mahjoub et Uhry [50] montrent que si un graphe G est une s-somme,
s < 3, de deux graphes quelconques G, et G, (i-e. G est obtenu par identification de
deux cliques de taille s de G; et G) alors il est possible d’obtenir une caractérisation
du polytope des sous-graphes bipartis de G & partir de descriptions linéaires étendues
des polytopes associés & Gy et Gy. Les descriptions étendues considérées comportent
un petit nombre de variables artificielles associées aux arétes d’un petit graphe rajouté
a chacun des deux graphes G; et G,. Un résultat similaire est donné par Nachef [87]

pour le polyédre du voyageur de commerce graphique quand s = 2.

En supposant que le graphe G soit une composition en paralléle de deux graphes
G, et G, d’autres polytopes associés 3 G ont été considérés. La composition des po-
lytopes des sous-graphes acycliques a été étudide par Barahona, Fonlupt et Mahjoub
[10]. Barahona et Mahjoub [12, 13] ont également étudié la composition des polytopes
des stables, des polytopes des sous-graphes induits équilibrés et des polytopes des sous-
graphes acycliques induits. Ces auteurs utilisent des descriptions étendues similaires 3
celles utilisées dans [50, 87], i.e. en rajoutant de petits graphes & G et (s, ils com-
posent les deux descriptions étendues tout en gardant les variables artificielles; puis,

par de simples projections éliminant ces variables artificielles, ils obtiennent les poly-

topes associés a G.

L’idée que nous allons étudier, dans la suite de ce chapitre, consiste 3 utiliser un
”petit” nombre de variables artificielles (non forcément associées & des sommets ou
a des arétes comme c’est le cas dans [10, 12, 13, 50, 87]) qui ont pour seul but de
représenter les classes de solutions partielles (ou objets combinatoires partiels) et de
traduire les mariages admissibles sous-forme d’inéquations linéaires. Indépendamment,

cette idée a été aussi étudiée par Margot et Schaffers (81, 83].

Les variables artificielles seront considérées de telle fagon que les descriptions éten-
dues satisfassent un certain nombre de propriétés. Nous avons besoin de définir, tout
d’abord, la notion de polyedres parfaitement composables qui repose sur les principes

de base de la programmation dynamique.

Considérons un graphe G obtenu par une composition en paralléle de deux graphes
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G et Gy quelconques de sommets terminaux u; » U1 et uy , vy respectivement. Notons
par GTSP(G) le polyédre du voyageur de commerce de G, i.e. ’enveloppe convexe des
tournées de G. Rappelons qu’une tournée de G peut utiliser une aréte plusieurs fois.

Les sommets de GT'SP(G) sont des {0, 1, 2}-vecteurs [37].

D’un point de vue algorithmique, nous avons vu dans la section 1.3, que si nous
arrivons a connaitre, pour G; et pour G, une meilleure tournée partielle de chaque
classe de solutions partielles, alors nous pourrons déduire une tournée optimale de G en
considérant les quatre mariages admissibles. Supposons, maintenant, que nous ayons
des descriptions linéaires des enveloppes convexes des tournées partielles de G; et Gs.
Une question naturelle est de savoir si nous pourrions déduire de ces deux descriptions

une description linéaire de GT'SP(G) par un mariage des tournées partielles.

Soit G; , i = 1,2 , le graphe obtenu 3 partir de G; en reliant les sommets u; et v;
par une aréte ¢;. GTSP(G;) , i = 1,2 , est donc une description étendue de 1’enve-
loppe convexe des tournées partielles de G; qui utilise une variable artificielle associée
a Varéte e, i.e. cette enveloppe convexe s’obtient par une projection de GTSP(G;)

éliminant la variable artificielle.

Admettons que GT'SP(G,) et GTSP(G,) soient entierement décrits par deux sys-

temes d’inéquations linéaires, i.e.
GTSP(Gy) = { A'X* + bly, >a'}
GTSP(Gy) = { A°X? + by, >a® }.

Chaque tournée partielle de G; , i = 1,2 appartenant 4 la classe (resp. & la classe
C1) (resp. & la classe C3), correspond & une tournée de G; pour laquelle y., = 0 ou 2

(resp. ye; = 1) (resp. ye; = 2). Un mariage de deux tournées partielles de Gy et G, est

donc admissible si les tournées de G; et G qui leurs correspondent vérifient :
Wer ¥e) € {1 my HoEM=(0,2) , 1=(1,1) et 7 =(2,0).

Les vecteurs v, , 72 et 3 sont appelés vecteurs de mariages admissibles.

Désignons par P(G) le polyédre obtenu, & partir de GTSP(G;) et GT'S P(G;) , par
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mariage des tournées partielles, i.e.

ALXY + blyel > ql
PG) = { A2X? + by, > a? (2.1)
Yey + Yo = 2

Malheureusement, ce polyédre n’est pas toujours entier. En effet, soit G' le graphe

(a)
o °
| I
|
(b)
Fig. 2.1 -

obtenu par une composition en paralléle des graphes G; et G, de la figure 2.1 (a),
avec des cofits associés a leurs arétes. Une tournée optimale de G, de cofit 315, est
donnée dans la figure 2.1 (b). Cependant, le graphe de la figure 2.1 (c) (ot les arétes
en pointillés valent 1) est le support d’un {0, 1,1}-sommet de P(G) de coiit 313.

Examinons, de la méme maniére, le cas du polytope des stables de G, noté ST B(G).
Dans ce cas, les solutions partielles sont des stables de G; et G, et leurs types sont
facilement repérables par 1’état des sommets teminaux, i.e. vérifier s’ils appartiennent
ou pas aux stables (voir section 1.3). Par conséquent, nous pouvons considérer, comme

descriptions des enveloppes convexes des solutions partielles, les polytopes STB(Gy)
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et ST B(G;) sans avoir besoin d’utiliser des variables artificielles.
Un mariage de deux stables de G et G, n’est admissible que si les sommets de chacune
des paires u, u; et vy, v, appartiennent tous les deux ou aucun d’eux n’appartienne a

ces stables. Soit P'(G) le polytope défini de la fagon suivante:

AlX! <t
A2X2 Saz

z'(uy) = 22(up)

P'(G) = (2.2)

zH(v1) = 22(vy)

tel que STB(G1) = { A'X! <a'} et STB(Gy) ={ A2X? < o2 }.

Le polytope P'(G) n’est pas toujours entier non plus. Pour voir cela, il suffit tout
simplement de prendre pour G; (resp. pour G;) une chaine élémentaire sans corde
ayant un nombre pair (resp. un nombre impair) d’arétes d’extrémités u; et v; (resp.

uz et vy), i.e. G est un cycle impair sans corde que nous notons C. Du fait que la

contrainte ) z(w) < 1912——1 définit une facette de STB(G), P'(G) # STB(G).

wel
Nous dirons donc que les polyédres GTSP(Gy) et GT'S P(G:) (resp. STB(G,) et

ST B(G3)) ne sont pas parfaitement composables relativement 3 la composition en pa-

ralléle.

D’une maniére générale, étant donnés deux polyédres combinatoires P; et P, décrits

par des systémes d’inéquations linéaires
P ={(.’121, yl) € R™mt™ . gl,l + Blyl Sal} (23)

P, ={(z% y*) e R™+t™ . A%2;? 4 B*%? <a?}. (2.4)
Considérons le polyédre P défini par le systéme suivant :
Alzl + Blyl S al
P = { A%2? 4+ B%? < g2 (2.5)
D(y', y*) <d

avec {D(y!, y*) <d} =T = Conv(?Y) et Y ={y,.., ¥t} D'ensemble des vecteurs
de mariages des sommets de P, et P, admissibles relativement & certaines reégles de

composition données.
Les polyedres P; et P; sont dits parfaitement composables relativement & 7Y si chaque
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sommet de P est un mariage de deux sommets, un de P; et lautre de P, selon un

vecteur de Y.

2.3 Caractérisation des polyedres parfaitement com-
posables

Dans la présente section, nous donnons des conditions pour que deux polyedres en-
tiers soient parfaitement composables relativement & des régles données de composition

de sommets.

Considérons les polyedres entiers P, , P, et P définis dans la section précédente.
Nous dirons que les polyedres P; et P, sont compatibles relativement d 7Y si pour toute

paire de faces F; et F; de P, et P; respectivement, le polytope
QF, ) = {(yl, y)erl : yle IPyx(Fl) et y* € IPyz(Fz)}

vérifie la propriété suivante:
pour tout sommet (y¥, y2) de Q(Fy, Fy), il existe z! et 2 tels que
(21, y!) et (22, y?) soient des sommets de F et F} respectivement.
(ou IP ¢ (F;) est la projection de F; sur I’espace engendré par les variables de y'; voir

section 1.2).

Remarquons que si chaque sommet de P; et de P, se projette sur un sommet de
IPyz(Pl) et IP 42 (P2) respectivement, alors P, et P, sont compatibles si pour toute
paire de faces Fy de P, et F; de P, le polytope Q(F1, Fy) est entier. Clest le cas des
polytopes en {0,1}.

Pour éclaircir cette propriété, nous considérons, comme exemple, la composition de
polytopes des stables suivante. Soient Gy , G et G3 les graphes de la figure 2.2. Les

polytopes des stables qui leurs sont associés sont donnés par les trois systémes suivants:

zl +yi <1 3 +yi <1
STB(Gy) =1 =z} +yi <1 STB(Gz) =4 22 +42<1
(1, 1, y3) >0 (2, y?, y3) >0



22 2.3. CARACTERISATION DES POLYEDRES PARFAITEMENT COMPOSABLES

3
vi ¥i 30/0 i
Xy
1
X1 xl2
x3
2
2 ¥y
Gl G2 G3
FiG. 2.2 -
2 +23<1
3 +9y3 <1
STB(Gs) = ; ;
z +y, <1

(3. 23, 9§, y3) 20

Notons par P le polytope obtenu a partir de STB(G,) et ST B(G,) en mariant leurs
sommets selon (y; , y3 , ¥ , ¥2) € ¥ = {(0,0,0,0), (0,1,0,1), (1,0, 1,0), (1,1,1,1)}.
Danscecas '={(yi , w2, 47, 93) - yl=v}, =93, 0<y!<1,0<yl <1}
Les polytopes STB(G:) et STB(G,;) sont représentés dans la figure 2.3. Pour toute
paire de faces F de P, et F; de P, Q(Fy, F) correspond 3 intersection de IP A (F1) et
IP 2 (F3) si nous identifions les variables Yi: i et y3, y3. Dans cette situation, nous pou-
vons vérifier facilement que ces intersections sont entiéres et, par conséquent, ST B(G})
et STB(G2) sont compatibles relativement & 7.

Le polytope des stables du graphe G, obtenu & partir de G; et G, en identifiant les
sommets y1, y7 et y3, y2 en deux sommets y; et y,, est donné par le systéme décrivant

P, en remplagant les variables yi, y? par y; et yl, y2 par ys.

Si, au lieu de G, nous considérons le graphe Gj, alors le polyedre P n’est pas
entier (le point (,...,3) étant un sommet de P) et les les deux polytopes ST B(G;)
et ST B(Gs) ne sont pas compatibles relativement au méme ensemble de vecteurs de
mariage Y. En effet, si F; et F sont les faces de ST'B(G1) et ST B(G3) respectivement,

obtenues en serrant toutes les contraintes sauf celles de positivité, alors

Y o= y;

3 3
=1
IPyl(Fl)z yllgl,yégl Pyz(F2)={y13+y§
W >0 (¥7, ¥3) 20
19 J2) =
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Y2 o (©0.1.1)

Fig. 2.3 - STB(G:), i = 1,2 (les triplets correspondent & (z%, yi, yi))
et par conséquent Q(Fy, F2) = {(3, 3, 3, 1)}

Cette notion de compatibilité est liée 3 1’ensemble Y. Si STB(G:) et STB(G-)
sont compatibles relativement 3 ’ensemble 7Y considéré ci-dessus, ils ne le sont pas
relativement a Y’ = {(0,0,0,1), (0,1,0,0), (1,0,1,1), (1,1,1,0)}.

Théoréme 2.3.1 P, et P, sont parfaitement composables relativement 7Y si et seule-

ment st Py et P, sont compatibles relativement a Y.

Preuve:
Supposons que P; et P, soient compatibles et non-parfaitement composables.
Considérons un sommet (x_l, yl, 22, y_z) de P qui ne se compose pas de deux sommets

de P, et de P, suivant un vecteur de mariage de Y. Soient

F) la plus petite face de P; contenant (z!, y!)

Fy la plus petite face de P, contenant (22, y?)

R la plus petite face de T' contenant (yl, y?)

Nous avons (z1, y¥) € Int(Fy) , (22, y?) € Int(F) et (y7, %) € Int(R) (voir sec-
tion 1.1.
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Comme (y1, y2) € Q(Fy, F,), il existe [ sommets de QUFLFy), (vh v} i=1,..,1,
]

et [ scalaires positifs Ay, ..., A; tels que Z Ai=1let

i=1

!
(y', y?) = Z)\ (v}, y?). L’entier | peut étre, éventuellement, égal a 1.
i=1

Soit (3;{, 3}3) P'un de ces [ sommets. Nous avons (;;T, ;5) € R.

Du fait que P, et P, soient compatibles, il existe 2! et z2 tels que (;1, ;I) et
(:cz, y2) soient des sommets de Fy et F, respectivement. Le point (:z:l, 37 , 3:2 375) est
la composition de ces deux sommets selon un vecteur de mariage, par conséquent, c’est
un point de P différent de (21, yI, z2, y?).

Comme (z1, y1) € Int(Fy) , (2%, ¥%) € Int(Fy) et (y%, y2) € Int(G), le point
(:c1 yl, xz, y2) sature toutes les contraintes de P saturées par (z!, yI, z2, y?). Ce

qui contredit le fait que (z!, yI, z2, yz) soit un sommet de P.

Supposons, maintenant, que P, et P, soient parfaitement composables.
Soient F; et F; deux faces de P, et P, respectivement. Désignons par F la face de
P obtenue en serrant les inéquations de P; et P, serrées dans F et F,. Le polytope
Q(F1, F;) est la projection, sur ’espace engendré par les variables de y' et y?, de la
face F'. Chaque sommet de Q(Fy, F) est donc, la projection d’un sommet de F.
Comme P, et P, sont parfaitement composables, chaque sommet de F est une com-
position de deux sommets, un de Fj et 'autre de F5, suivant un vecteur de %Y. Par

conséquent, P; et P, sont compatibles relativement 2 y. 03

Comme nous I’avons mentionné dans la section 2.2, ce probléme de composition a
été, indépendamment, étudié par Margot et Schaffers [83]; ils montrent que si P, et
P, sont des polytopes et si la projection de chaque face de P, i = 1,2, est une face
de IP +(P;), alors P, et P, sont parfaitement composables. Cette propriété peut étre

interprétée comme suit : soit (z¢, ¥') un point de F;, ¢ = 1,2; pour toute décomposition
i
Yyl = Z/\jy;:,oﬁ A >0,5=1,..,1, Z/\ =1letyl,...,y! sont des sommets de ]Pye(P,-),
7=1 i=1
!
il existe [ sommets de B;, (2}, v}),...,(z}, y}), tels que ( =3 )(a %, y]
_7'-1
Cette propriété n’est pas nécéssaire, comme nous pouvons le voir en reprenant les
polytopes ST B(G1) et STB(G,) de la figure 2.3; ils sont parfaitement composables,

relativement & I’ensemble 7Y considéré dans I’exemple précédent, sans vérifier celle-ci.
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Notons que la condition de compatibilité du théoréme précédent a été aussi proposée

et montrée différemment, dans le cas ol P; et P; sont des polytopes, par Margot [81].

Nous montrons maintenant le lien qui existe, quant & cette condition de compati-

bilité, entre un polyedre et I’enveloppe convexe de ses sommets.

Proposition 2.3.1 Soient Q, et Q, les enveloppes converes respectives des sommets
des polyédres Py et Py, et soit 7Y un ensemble de vecteurs de mariage de leurs sommets.

St Q1 et Q2 sont compatibles relativement & 7Y, alors Py et P, sont compatibles relati-

vement & 7Y

Preuve:

Soient Fy et F, deux faces de P; et P, respectivement. Considérons Fl=FnNnQ
et Fj = F;NQ;.
F| et F; sont des faces de @ et Q2. En effet, comme F, k = 1,2, est une face de
Py, il existe, par définition d’une face, un vecteur c* tel que I'optimum du probléme
maz{c*(z¥, y*¥) : (z*, y*) € P} est atteint pour les points de F. Egalement, I'opti-
mum du probléeme maz{c*(z*, y*) : (2*, y*) € Qi} est atteint pour les points de Qx

appartenant a Fy. Il en découle que F} est une face de Q.

Montrons que Q(Fy, F2) = Q(F|, F}):
Vu que Fj (resp. Fy) soit I’enveloppe convexe des sommets de Fy (resp. de F3), nous
déduisons de la définition de Q(Fy, F2) que Q(FY, F3) C Q(F, F»).
Soit (y*, y?) un point de Q(Fy, Fy). Par définition de Q(Fy, Fy), (7, v2) € T et il existe
%, k=1,2, tel que (zF, y¥) € F. Nous avons donc,

-_k ——k Z/\k Zis yz)+2ﬁk¢k
1k

avec A§,..., Ak et B, ..., Bk des scalaires positifs tels que Zx\f = 1; (2%, ¢f), 1 =
7=

.., ¥, des sommets de F}, et z/)k, 7 =1, ...,t* des directions de P;.
Du fait que F Q(Q1, Q2), alors IP (¥ ) =0,pour j=1,...,tF et k = 1,2, et le point
(:ck, Z)\k z¥, y¥) appartient & F}. Par conséquent Q(F, F2) C Q(F], Fy).

=1

Comme Q; et Q2 sont compatibles relativement & Y et, pour toute paire de faces
Fy et Fy de P, et de P; il existe deux faces F{ de Q; et F} de Q; telles que F] C F,
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F; C Fy et Q(F1, F,) = Q(F!, F}), nous concluons que P; et P, sont également com-

patibles relativement & y. O

L’inverse de cette proposition n’est pas toujours vrai. En effet, nous pouvons vérifier
facilement que les polyedres P; et P,, de la figure 2.4, sont compatibles relativement
a Y ={(0,0), (1,1), (2,2)}, dont I'enveloppe convexe I' est également donnée dans
la figure 2.4. Or, si nous notons par Q; et @, les enveloppes convexes des sommets
de P; et de P, respectivement, par Fi la face de @, qui contient seulement le sommet
(1,1) et par F; la face de Q, qui est I’enveloppe convexe des sommets (1,0) et (1,2),

alors Q(Fy, Fy) = {(1,1)} et il n’existe aucun sommet de F; qui se projette sur le point

y2=1.

Fig. 2.4 -

Il est clair que la condition de compatibilité des polyédres, que nous venons de voir,
est loin d’étre pratique dans le cas général car, pour chaque paire de faces F et F, des
deux polyédres, elle exige I’examen de tous les sommets de Q(Fy, F,), ce qui nécéssite
un temps énorme. Cependant, nous allons voir que, dans certains cas, cela peut se faire

plus facilement.
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Un polytope @ est appelé simpleze, ou d-simplere, s'il posséde exactement d + 1
sommets affinement indépendants. Parmi les propriétés (ou définitions équivalentes)
d’un tel polytope, nous citons:

® Pour tout point z de @, il existe d+1 scalaires positifs ou nuls uniques Ay, ..., Ay,
a1 d+1
tels que z = >_ \;z' , et > Ai=1,0u 2, ...,z sont les'sommets de Q.
i=1 t=1
e l’enveloppe convexe de n’importe quel sous-ensemble de sommets de @ est un

simplexe.

Proposition 2.8.2 Si chaque sommet de P, et de P, se projette sur un sommet de

P, Py) et de IP, Py) respectivement, et si [P, P)et IP, P;) sont des simplezes,
y y y Y

alors Py et P, sont compatibles relativement & n’importe quel ensemble de vecteurs de

mariage Y.

Preuve:

Supposons que P, et P, vérifient les conditions de la proposition.
Considérons deux faces Fy de P, et F, de P, et un ensemble ¥ quelconque de vecteurs
de mariage. Comme chaque sommet de P, et de P, se projette sur un sommet de
IPyx (P1) et de IPyz (P2), respectivement, les sommets de IPyl(Fl) et ]].:)y2(F2) sont
aussi sommets de IPy1(P1) et de IPyz(Pz).

Supposons que Q(Fy, F3) ait un sommet (y?, 32) tel que aucun sommet de F; ne se

projette sur y*. Cela implique que (¥, Eﬁ) n’est pas sommet de I' et qu’il existe alors

! !
[ scalaires positifs Ay, ..., A; tels que (y!, y2?) = Z/\i(y}, y?) et Z Xi =1, 0t (y}, y2),

i=1 =1

i =1,...,1, sont des sommets de T, tous différents de (y*, y2).

Du fait que yj,...,y} soient des sommets de IPyl(Pl) et du fait que ]Pyl(Pl) soit
un simplexe (chacun de ses éléments se décompose d’une maniére unique comme com-
binaison convexe de ses sommets), yi,...,y} doivent appartenir a P s (F1). Pour les
mémes raisons, y?, ..., y? appartiennent aussi 3 P 2 (F2). Nous déduisons que les points
(yis ¥?), i =1,...,1 (qui sont tous différents de (yT, y?)) appartiennent 3 Q(F1, F3). Ce
qui contredit le fait que (37, y2) soit un sommet de Q(F, F,). O

Des propositions 2.3.1 et 2.3.2, nous déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.1 Si P, et P, sont deuz polyédres tels que les points de chacune de leurs

projections lex(Pl) et Py2(P2), qut sont projections de sommets, soient affinement
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indépendants, alors P, et Py sont compatibles relativement @ tout ensemble de vecteurs

de mariage 7.

Preuve:

Désignons par @ et Q2 les enveloppes convexes respectives des sommets de P et
de P,. Du fait que les points de IPyl(Pl) (resp. de IF)y2(P2)), qui sont des projections
de sommets de P, (resp. de P,), soient affinement indépendants, chaque sommet de @1
(resp. de @) se projette sur un sommet de IPyx(Ql) (resp. de IPyz(Qz)) et IP 1 (Q1)
(resp. ]PyZ(Qz)) est un simplexe. Selon la proposition 2.3.2, Q; et ()2 sont compatibles
relativement & tout ensemble de vecteurs de mariage Y. La proposition 2.3.1 nous as-

sure que P, et P, sont compatibles relativement & tout ensemble de vecteurs de mariage

7y.d

Nous déduisons du corollaire 2.3.1,

Corollaire 2.3.2 Soient R = {(z, y) € IR*™™ : Az + By < a} un polyédre et T
Pensemble des points de ZPy(R) qui sont les projections de sommets de R. Soit TCT
tel que Conv{T}={y € IR™ : Dy <d}.

Si tous les points de T sont affinement indépendants, alors les sommets du polyédre
R ={(z, y) € R™™ : Az+ By < a, Dy < d} sont les sommets de R qui se

projettent sur les points de T.

Preuve:
Considérons 7" = {(z', ') € RY™ : 2/ =0et y' € T}
Soit Y = {(y, y') : y €T et y =y'} un ensemble de vecteurs de mariage de sommets

de R et de Conv(T").

Les points de T" étant affinement indépendants. Selon le corollaire 2.3.1, le polyedre
R et le polytope Conu(T") sont compatibles relativement & Y. Le théoréme 2.3.1 im-
plique que R et C onv(T7) sont parfaitement composables relativement & 7Y, i.e chaque
sommet du polyédre P = {(z, y, ¢/, y') € R*™™**™ . Az+By<a, Dy<d,y=
y' , «' = 0} est la composition d’un sommet de R, se projetant sur un point de T, et
d’un sommet de Conv{T}.

E s'obtient & partir de P en remplacant 2’ par 0 et y' par y. O

Supposons maintenant que, au lieu de considérer un ensemble de vecteurs de ma-

riage 7Y, nous prenons des vecteurs de mariage étendus, i.e. nous considérons ’ensemble

A ={(y}, y% y) € R™¥™*™ : (y!, y?) €Y ety € {0,1}"}.



2.4. DESCRIPTIONS ETENDUES PARFAITES 29

Dans ce cas, les polyedres P, et P, sont parfaitement composables relativement 3 ’7 si
chaque sommet de P se compose de deux sommets, un de P, et ’autre de P,, suivant
un vecteur de mariage étendu de ’7 , ot P est le polyedre donné par le systéme 2.5 avec
[' = Conv(y) au lieu de T,

La condition de compatibilité devient: P; et P, sont compatibles relativement a ’7 s

pour toute paire de faces F} et F; de P, et P, respectivement, le polytope
QUFLF) ={(" v") : 0, ) €ePy (D), v* € Ppu(R) et y? € IPa(Fy)}

vérifie la propriété suivante:
pour tout sommet (3%, y?) de @(Fl, F), il existe 21, z2 et T tels que

(21, y7) et (22, y?) soient sommets de F} et F; respectivement, et (y1, 32, 7) € Y-

Remarque 2.3.1 Le théoréme 2.3.1, les propositions 2.5.1 et 2.3.2, et le corollaire 2.3.1
restent vrais en remplacant 7Y, T' et Q(Fy, F3) par 7y, T' et Q(F1, ). Leurs preuves res-

pectives restent valables.

Du fait que le polyédre P s’obtienne 3 partir de P par une projection faisant
disparaitre les {0,1}-variables y, il est clair que si P, et P, sont parfaitement com-
posables, relativement a un ensemble de vecteurs étendus ’7, alors ils le sont rela-
tivement ay. L’inverse n’est pas toujours vrai. En effet, les polytopes des stables
des graphes G; et G de la figure 2.2 sont parfaitement composables relativement
a Y ={(0,0,0,0), (0,1,0,1), (1,0,1,0), (1,1,1,1)} (voir section 2.3) mais pas relati-
vement & Y = {(0,0,0,0,0,0,0), (0,1,0,1,0,1,0), (1,0,1,0,1,0,0), (1,1,1,1,0,0,1)}
(car le point (?v}_, vl vl 22, o2, V2, U T, %) =(3,3,331,0, %,1,0) est un sommet
de P).

Il est, évidemment, vrai quand les hypothéses de le proposition 2.3.2 sont vérifiées.

2.4 Descriptions étendues parfaites

Dans les sections 2.2 et 2.3 nous avons vu une maniére, se basant sur les principes
de la programmation dynamique, qui permet de déduire un systéme d’inéquations li-
néaires décrivant ’enveloppe convexe des solutions réalisables d’un probléme obtenu
par composition. En ayant des systémes relatifs aux sous-problémes, elle consiste &
adjoindre a I'union de ces systemes un ensemble d’inéquations traduisant les mariages
admissibles des solutions partielles. Ces derniéres inéquations relient des variables, dé-

signées par "y” et appelées variables d’état, qui ont pour rdle de distinguer les solutions
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artielles. Dans certains cas, les variables ”y” peuvent étre artificielles (i.e. elles ne sont
p Y

pas des variables du probléme intial), d’ol le nom de description étendue.

Ces compositions ne sont possibles que si les descriptions étendues considérées sont
parfaitement composables. En d’autres termes, et d’aprés le théoréme 2.3.1, nous de-
vons considérer des descriptions compatibles relativement aux mariages admissibles.
Malheureusement, la vérification d’une telle propriété n’est pas une chose facile en gé-
néral, et sa complexité pourrait atteindre, ou méme dépasser, celle de ’examination
de tous les sommets du polyédre obtenu par la composition. Cependant, la vérifica-
tion des hypotheses du corollaire 2.3.1 est relativement simple, notamment quand le
nombre des variables d’état est faible. Par conséquent, nous allons nous limiter aux
descriptions étendues qui vérifient les hypothéses du corollaire 2.3.1 et qui seront dites
parfaites. Cette notion de desciption étendue parfaite, qui est une conséquence directe
du théoreme 2.3.1 et du corrollaire 2.3.1, généralise plusieurs résultats de la littérature
sur la composition des polyedres [7, 10, 15, 12, 13, 22, 26, 28, 29, 31, 38, 41, 50).

Soient P = {(z, y) € R™™ : Az + By < a} une description étendue de
I’enveloppe convexe des solutions partielles d’un certain probleme, et Q Penveloppe

convexe des sommets de P.

Définition 2.4.1 La description P est dite parfaite si :
e chaque sommet de P se projette sur un sommet de Zpy(@),
° Py(@) est un simplexe;
o chaque classe de solutions partielles est représentée par un sommet de Zpy(@)
(i.e chaque solution de cette classe se projette sur ce sommet) de sorte que

les mariages admissibles puissent se traduire, sans ambiguité, sous forme de
vecteurs.
Nous déduisons de cette définition que, dans une description étendue parfaite, le
nombre de variables d’état est au moins égal & r — 1, ol r est le nombre de classes de

solutions partielles.

Il découle du corollaire 2.3.1 et de la remarque 2.3.1 que si P, et P, sont deux
descriptions parfaites, alors P; et P; sont compatibles relativement a tout ensemble de

vecteurs 7Y et n’importe quel ensemble de vecteurs étendus ;)7 .

Proposition 2.4.1 Pour toute enveloppe conveze de solutions partielles, il existe une

description €tendue parfaite.
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Preuve:
Soient Cf,..., C, les classes de solutions partielles.

Nous considérons les classes de solutions partielles étendues 5’1,..., 5:. définies de la

facon suivante:
C; = {(=, y) € R™ : 2€C; et yestle j*™ vecteur unitaire}
On vérifie facilement que I’enveloppe convexe de toutes les solutions partielles étendues

est une description étendue parfaite de ’enveloppe convexe des solutions partielles. O

Dans certaines situations, I’enveloppe convexe des solutions partielles est elle-méme
une description parfaite, i.e. toutes les variables d’état sont naturelles. C’est le cas pour
les compositions considérées dans [7, 28, 31, 41]. Comme exemple simple de celles-ci,
nous prenons un graphe G obtenu par identification de deux cliques, K; de G; et K,

de Gy, de taille k. On compte, dans ce cas, k + 1 classes de stables partiels de G;,
i€ {1,2}:

Cé = {.Z’ € STB(GJ : x('UJl) =0, V’U;: € I&’,‘}
Ci ={z € STB(G;) : z(vi) =1}

avec K* = {vi,...,vi}.

En prenant comme variables d’état celles associées au sommets de la clique, il est simple
de voir que ST B(G;) satisfait bien les conditions de la définitions 2.4.1.

Un mariage de deux solutions partielles, une de G; et I’autre de G5, n’est admissible que
si ces dernieres appartiennent respectivement & Cf et C7 ou & Cj} et C’%, j=1,..k.
Selon le théoréme 2.3.1 et le corollaire 2.3.1, une simple identification de variables dans
'union des deux systémes définissant ST B(G;) et STB(G,) conduit & retrouver le
résultat de Chvatal [31] donnant ST B(G).

Dans la suite de ce chapitre, nous dirons descriptions étendues parfaites méme quand

toutes les variables d’état sont naturelles.

La proposition 2.4.1 montre ’existence d’une description étendue parfaite d’un en-
semble donné de solutions partielles. Selon la preuve, nous remarquons qu’il peut en
exister une infinité. Dans la pratique, la détermination d’une description étendue par-
faite est un probleme difficile, sauf pour certains cas rares (voir opération de substitu-
tion [41]).

Toutefois, si les sous-problémes primitifs sont de faible taille, de telles descriptions
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peuvent étre déterminées facilement; soit d’une maniére directe, telle que pour les s-
chaines (s petit, voir [52]), soit en utilisant des vecteurs de mariage étendus, une idée
proposée par Margot et Schaffers [83] pour composer des polytopes associés aux graphes
série-paralléles et aux 2-arbres (les graphes série-paralléles maximaux).
En effet, dans la section 1.3, nous avons présenté une fagon d’associer, 4 un graphe
série-parallele, un arbre de composition tel que les graphes primitifs soient les arétes
de ce graphe. D’autres classes de graphes comme les graphes de Halin, les arbres en-
racinés, les graphes outerplanaires et les ” bandwidth k graphs” (k petit) possédent
cette propriété (voir Bern, Lawler et Wong [19]). Ces classes de graphes vérifient les
trois points suivants:

(i) il existe un petit nombre de graphes primitifs de faible taille (des sommets ou
des arétes);

(ii) chaque graphe (primitif ou intermédiaire) posséde un petit ensemble (éventuel-
lement vide) de sommets spéciaux appelés sommets terminauz.

(iii) il existe un petit nombre d’opérations de composition binaires qui agissent au
niveau de P’ensemble des sommets terminaux, soit en identifiant deux sommets termi-
naux soit en les reliant par une aréte.

Dans la suite, nous appellerons ces graphes les graphes ¢ sommets terminauz.

Dans ce cas, on peut remonter ’arbre de décomposition, des feuilles vers la racine,
en déterminant itérativement les descriptions étendues parfaites.
Soit G un graphe de sommets terminaux ¢;, ts,...,t, obtenu par composition de deux
graphes G et G, ayant pour sommets terminaux ¢}, t3,..., 15 et t3, t,...,t2 respecti-

vement. Supposons que nous ayons
p; ={(z}, y") € R™M*T™ . Alpl o Bly! < g} }
1’5; = {(z?, y?) € R™=tm2 . A2;2 4 B%y? < g2 }.

deux descriptions étendues parfaites des solutions partielles de G; et de G,.

Notons Co, ..., C; (resp. Cg, ..., C}) (resp. C&, ..., C?) les classes de solutions partielles
de G (resp. G1) (resp. G.). Comme la description P; (resp. P;) est parfaite, chaque
classe C} (resp. C7) est représentée par un sommet de P w(@1) (resp. de Pyl(@))
que nous désignons par y} (resp. y?). Nous supposons, sans perte de généralité, que les
variables de y* et y? soient artificielles.

Associons a chaque classe C';, 0 < 7 < 7, un vecteur entier y; de sorte que ces r + 1
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vecteurs soient affinement indépendants. Une maniére simple consiste & prendre y; €

{0,1}" tel que

y; soit le vecteur nul, sij=0

; sout le j°™€ vecteur unitaire, si j #0
Y; J

Soit ’7 , I’ensemble des vecteurs de tous les mariages admissibles étendus, défini de la
maniére suivante: ¥ = (y}l, yfz, y;) € ;)” si et seulement si le mariage d’une solution
partielle de C} avec une solution partielle de C? donne une solution partielle de G

appartenant a la classe C;.

D’aprés le corollaire 2.3.1 et la remarque 2.3.1, les deux polyédres P, et P, sont com-
patibles relativement 3 ’7 . Le théoreme 2.3.1 implique que P, et P, sont parfaitement

composables. Par définition, chaque sommet du polyédre suivant :

Algl + Blyl Sal
P = { A%? + B%? < 2 (2.6)
D', v% y) <d

o T = Conv(¥) = { D", v*, v) < d }

se compose de deux sommets, un de P, et Dautre de P;, suivant un vecteur de ’7 . Par
conséquent, les sommets de P sont en bijection avec les solutions partielles de G.

Vu que les vecteus y1, y2,...,y soient affinement indépendants, le polyedre

P=1P (zlyxZ,y)(f)) est une description étendue parfaite de I’enveloppe convexe des so-
lutions partielles de Gi. Notons que le nombre des classes des solutions partielles est en
général petit et que la projection de P, faisant disparaitre les variables (y*, v?), peut

donc se faire sans beaucoup de peine.

Comme exemple, nous montrons que cette méthode peut étre utilisée pour détemi-
ner le polyedre du voyageur de commerce graphique (GT'SP(G)) associé & un graphe
série-paralléle G donné.

Les graphes primitifs, rentrant dans la composition de G, sont des arétes.
Soit e = (u, v) une aréte définissant un graphe primitif de sommets terminaux u et v.

Les tournées partielles de ce graphe sont:
Classe Cp = {z(e) : z(e) =2+2k avec k€ IN}
Classe C, = {z(e) : z(e)=1+2k avec k€ IN}
Classe C; = {z(e) : z(e) =0}
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Une description étendue parfaite de I’enveloppe convexe de ces solutions partielles est

donnée par le systéme suivant :

z(e) + y1 + 2y > 2
P=4¢y +yp<l (2.7)
("1:(6), Yi, y2) 2 O

ou y; et yo sont deux variables artificielles.

Les sommets de P se projettent sur les trois points affinement indépendants suivants :

(v1, y2) = (0, 0) qui représente la classe Co
(¥1, y2) = (1, 0) qui représente la classe C;
(¥1, ¥2) = (0, 1) qui représente la classe C,

Etant donné un nceud quelconque qui n’est pas un sommet pendant de ’arbre de
décomposition de G. Si le graphe G qui correspond & ce noeud est obtenu par une
composition parallele de ses deux successeurs, G{ et G’g, alors les vecteurs de mariage
étendus relatifs & cette composition (i.e. les éléments de %) sont donnés par les colonnes

de la matrice suivante, dont les lignes sont indexées, respectivement, par les variables

y%? y%7 y]?) y%a Y1 et Ya:

(010001100)
000100011
0100100710
001000101
000011110

L0 00000001

L’enveloppe convexe de ces vecteurs est :

(v + 2+ + <2
y2 + y5 + <2
yi + 32 <1
Fo gy tuesl (2.8)
v +y; <1
yi + y3 <1
nn + y2<1
L (v ¥h )20
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Par contre, si 'opération utilisée est une opération de composition en série, alors la

matrice sera:

(0010
0001
0010
0100
0010
0101

et I’enveloppe convexe des points de 7Y sera:

yi +y3 +ys<1

1 2 _
O T ¥ =9 (2.9)
1,2
Yi=UY1=U
(¥ v y) =0

Une description étendue parfaite ]3j, des tournées partielles de G?, est obtenue en pre-
nant 'union des deux systémes définissant Ej et Ej (les descriptions étendues des
tournées partielles de GJ et G}) et un des systémes 2.8 ou 2.9, selon Popération de
composition utilisée (en série ou en paralléle), puis en projetant le systéme résultant

pour éliminer les anciennes variables d’état (yi, yi, y? et y2).

Arrivés 3 la racine de 'arborescence, i.e. au graphe G lui méme, nous annulons dans
la description des tournées partielles de GG les variables y; et y, afin d’obtenir, d’apres

le corollaire 2.3.2, un systéme d’inéquations définissant GT SP(G).

Dans [81] et [83], Margot et Schaflers présentent cette maniere de déduire itéra-
tivement les descriptions parfaites étendues comme une méthode de démonstration
polyedrique (dans le cas ou les polyeédres sont bornés): supposons qu’on veuille mon-
trer qu’un systeme d’inéquations linéaires donné caractérise un certain polytope associé
a un graphe a sommets terminaux G; on définit un autre systéme caractérisant le poly-
tope des solutions partielles et on montre la validité des deux systémes par recurrence
(en remontant ’arbre de décomposition de G des feuilles vers la racine).

Cette idée se trouve donc étendue pour la caractérisation de polyédres non nécéssaire-

ment bornés.

Remarquons que si une variable d’état yt, 1 € {1,2} et 1 < j < m;, est naturelle

(non-artificielle) et non-bornée dans P;, elle sera bornée dans P (car elle figure dans les
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inéquations définissant f‘) Pour avoir cette variable non-bornée dans P, il suffit de la
remplacer, si elle est positive, par une autre variable z en rajoutant & P la contrainte

yj < z et en éliminant la variable y;'- par projection.

La propriété d’avoir des graphes primitifs de faible taille n’est pas vérifiée pour
tous les graphes obtenus par composition; la classe des graphes triangulés, qui sont les
graphes qui n’admettent pas de cycles induits sans cordes de longeur supérieure 3 3
et qui s’obtiennent par clique-identification & partir de cliques [43], en est un exemple
parmi tant d’autres.

Nous verrons dans la section suivante une maniére qui consiste 3 introduire les variables

artificielles au fur et & mesure qu’on décompose le graphe.

2.5 Adjonction de graphes artificiels

Afin de composer les polytopes des sous-graphes bipartis quand G est la k-somme
de Gy et G2, k < 3, Fonlupt, Mahjoub et Uhry [49, 50] remplacent le graphe G, (resp.
G1) par un autre graphe artificiel H ayant un petit nombre de sommets et d’arétes, i.e
ils considérent le graphe G, (resp. G:) qui se compose de Gy et de H (resp. de G, et
de H). En démarrant des polytopes des sous-graphes bipartis associés & G; et G, qui
constituent des formulations étendues des enveloppes convexes des solutions partielles
de G} et (4, ils déduisent une description linéaire du polytope des sous-graphes bipar-
tis de G. Cette idée a été également utilisée par Barahona, Fonlupt et Mahjoub [10],
Barahona et Mahjoub [12, 13], Bouchakour et Mahjoub [22], Burlet et Fonlupt [26],
Chopra et Rao [29] et par Nachef [87).

Un point commun, reliant toutes ces études de composition, est que I’enveloppe convexe
des objets combinatoires de G;, ¢ = 1,2, admet une face qui constitue une formulation

étendue parfaite de ’enveloppe convexe des solutions partielles de G;.

Dans un cadre plus général, une maniere de déterminer des descriptions étendues
parfaites consiste a considérer des graphes artificiels, H; et H,, tels qu’il existe une
face de ’enveloppe convexe des objets combinatoires de G, (resp. G;) qui soit une for-
mulation étendue parfaite de I'enveloppe convexe des solutions partielles de G (resp.
G3). Dans un tel cas, nous dirons que H; et H, sont des graphes artificiels valides.

Les variables relatives seulement & un graphe artificiel sont des variables artificielles de
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la formulation étendue. Cette approche offre, par ailleurs, I’avantage de composer de
vrais objets combinatoires de G;, i = 1,2, au lieu d’objets combinatoires partiels de
G;, notamment quand la définition de ces derniers est moins évidente. Les mariages

admissibles sont ceux qui générent des objets combinatoires de G.

L’idée d’utiliser des graphes artificiels a permis d’associer, & certains graphes, des
arbres de décomposition (binaires) tels que les polyédres associés aux graphes primitifs
soient faciles a caractériser. Burlet et Fonlupt [26, 25] décomposent itérativement les
graphes de Meyniel, en rajoutant & chaque étape un sommet artificiel; ils obtiennent
des graphes primitifs ayant une structure particuliére simple. Dans [12, 13}, Barahona
et Mahjoub décomposent les graphes série-paralléles en collant, aux composantes, des
graphes artificiels série-paralléles permettant de rester dans cette classe de graphe et
pouvoir réitérer I’opération tant que le nombre de sommets des nouveaux graphes dé-
croit strictement. Ils obtiennent ainsi un arbre de décomposition, différent de celui
obtenu en considérant les sommets teminaux, tel que les graphes primitifs n’aient que
quelques sommets (par exemple, moins de 15 sommets quand le graphe artificiel est un
cycle sans corde de taille 5). Cornuéjols, Naddef et Pulleyblank (38, 39] décomposent un
graphe de Halin, en considérant les 3-coupes déconnectantes, de sorte que les graphes
primitifs soient des roues de tailles variables et tous les noeuds de I’arbre correspondent
a des graphes de Halin. Ils utilisent, comme graphe artificiel, une étoile & trois arétes.
Ces trois arbres de décomposition peuvent étre déterminés en un temps polynomial en

la taille du graphe décomposé [36, 38, 66].

En remontant un arbre de décomposition obtenu par adjonction de graphes arti-
ficiels, des feuilles & la racine, on n’a pas besoin d’introduire de nouvelles variables
artificielles, comme nous venons de le voir pour le cas des graphes & sommets ter-
minaux. Toutes les variables d’état, y compris les variables artificielles, interviennent
dans la description de I’enveloppe convexe des objets combinatoires du graphe. No-
tons que, dans le cas des graphes de Halin [15, 38, 39], une simple identification de
variables conduit a des variables d’état naturelles; ce qui permet de caractériser les
enveloppes convexes des cycles hamiltoniens et des sous-graphes deux-aréte-connexes

de ces graphes sans avoir recours aux méthodes de projection.

Pour illustrer cette approche par adjonction de graphes artificiels, nous considérons

la composition des polytopes des stables suivante.
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Soit G = (ViU VLU S, E; U E;) un graphe tel que S soit un stable déconnectant ¢ en
deux composantes (Vi, Ey) et (V,, E;). Le graphe G s’obtient alors par composition
(en identifiant des sommets) de G1 = (LU S, E;) et Gy = (U S, E,).

Supposons que S = {u;,u,}. Ce cas a été étudié par Barahona et Mahjoub [13].
L’ensemble des solutions partielles du graphe G;, ¢ = 1,2, est partitionné en quatre
classes (voir section 1.3). En utilisant les vecteurs représentatifs, elles se définissent de

la fagon suivante:

Cuw, = {2 € STB(G:) :z(u1)=1 et z(ug) =1}
Cu ={z € STB(G:) :z(w)=1 et z(uy) =0}
Cu, ={z € STB(G:) :z(u)=0 et z(us) =1}
Co={x € STB(G)) :z(u1)=0 et z(up) =0}

Nous avons également vu & travers un exemple de la section 2.2, qu’en considérant
les variables z(u;) et z(uz) comme des variables d’états, les polytopes STB(G,) et
ST B(G2) ne sont pas toujours parfaitement composables.

Soit le graphe artificiel H = (Vig, Eg) tel que

VH = {ul, Ug, Wy, W2 w3}
Eg = {(u1, w1), (uz, w1), (w1, wa), (2, ws), (wz, ws)}.

Le graphe G, i € {1,2}, est donné dans la figure 2.5.
L’inéquation 2.10 définit une facette F(G;) de STB(G;), i = 1, 2.

3

y(w) + yluz) + D y(w;) < 2 (2.10)

=1

Le polytope IP +(F(G5)) est Penveloppe convexe des solutions partielles de H, i.e I’en-
veloppe convexe des stables (y(u1), y(u2), y(wi), y(w2), y(ws)) de H appartenant

P’ensemble suivant :

Sr=1(1,1,0,0,0), (1,0,0,0,1), (0,1,0,1,0), (0,0,1,1,0), (0,0,1,0,1)}
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FiGc. 25- G;, i € {1,2}

Chacune des classes des solutions partielles Cy,,,, Cu, et C,, est représentée par un
seul point de Sy; la classe Cy est représentée par deux éléments de Sy.

Les éléments de ’ensemble Sy sont affinement indépendants et chacun d’eux repré-
sente une seule classe de solutions partielles de G;, de plus, chaque sommet de F(G;)
se projette sur un sommet de IP,(F(G})) (car STB(G;) est un {0, 1}-polytope). Nous
déduisons que F(G;) est une description étendue parfaite de ST B(G;) ayant pour va-
riables d’états y(u1), y(uz), y(w1), y(w2), et y(ws); ot y(wy), y(ws), et y(ws) sont des
variables artificielles. Le graphe H est un graphe artificiel valide.

D’apreés le corollaire 2.3.1, les polytopes ST B(G,) et ST B(G;) sont parfaitement com-

posables relativement & tout ensemble de vecteurs de mariages admissibles.

Soit P le polytope obtenu par composition des sommets de ST B(G,) et ST B(Gz)
(les mariages admissibles étant donnés dans la section 2.2). Ce polytope est décrit par
'union des deux systémes d’inéquations linéaires définissant ST B(G:) et ST B(G).
P correspond alors & la face F(G) de STB(G); ot G est obtenu par composition en
paraliéle de G et H, et F(G) est la face définie par 1'inéquation 2.10.

Dans ce cas, STB(G) = IP(x, v(w), 3(u2))(F(G)) (le résultat de la projection est donné

dans [13]).

!

D’une maniére générale, nous donnons la définition suivante qui n’est, en fait, qu’une

conséquence de la définition 2.4.1.
Soit Ly l’ensemble des solutions partielles de H (i.e. I’ensemble de tous les points

qui sont projections, sur ’espace engendré par les variables d’état, des sommets du

polyedre associé & G, (i € {1,2})).
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Définition 2.5.1 Un graphe artificiel H est valide si le polytope Conv(Ly) admet une
face Fy telle que :
o les éléments de Fy N Ly soient affinement indépendants;
e chaque classe de solutions partielles de G; soit représentée par un élément de
Fy N Ly de sorte que les mariages admissibles puissent se traduire, sans

ambiguité, sous forme de vecteurs.

Dans le cas de STB(G;), Conv(Lg) est donné par le systéme

b)) + y(u) + 3 y(w;) < 2

J=1
y(v/) +y(v1/) <1,V ('U’, v//) € Ey (2'11)

y(v) >0, VveVy

et les points de ’ensemble Sy = Fy N Ly sont les sommets de la facette Fy de

Conv(Lg) définie par I'inéquation 2.10.

De la description STB(G;), (i € {1,2}), nous pouvons nous ramener & une autre
description étendue parfaite P, utilisant des variables d’état quelconques (qui ne sont
pas associées aux sommets ou aux arétes d’un graphe artificiel). A titre d’exemple,
nous transformons affinement le polytope S T B(G;) en un autre polytope P, en faisant
correspondre a chaque point (z, y(u1), y(us), y(w1), y(wz), y(ws)) de STB(G;) le
point (z, y(u1), y(u2), 2), avec z € IR, tel que:

z = 2y(w1) + y(ws) + y(ws). (2.12)

Le polytope P, s’obtient par une projection, faisant disparaitre les variables y(wy),
y(w2) et y(ws), du systéme d’inéquations définissant ST B(G;) auquel nous rajoutons

I’équation 2.12.

Chaque sommet de P; se projette sur un sommet du simplexe
]:P(y(ux)v y(uz), 2)(E) = Conv{(1,1, 0), (1,0, 1), (0,1, 1), (0,0, 3)}-

La description P; utilise un nombre minimum de variables d’état, y(u1), y(ua) et z, car

il y a 4 classes de solutions partielles.

Inversement, en ayant la description étendue parfaite P nous pouvons retrouver
la description de STB(G;). En effet, comme le graphe artificiel H n’a que cinq som-

mets, nous rajoutons a chaque stable de H appartenant & Fy une sixiéme composante
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contenant la valeur de z correspondante; I’enveloppe convexe des cing vecteurs, ainsi
obtenus, constitue une description étendue parfaite de Fy. Cette enveloppe convexe
et le polytope P, sont parfaitement composables. Par une composition de ces deux
polytopes, puis par une projection du systéeme obtenu, nous aurons un systéme d’in-

équations définissant ST B(G;).

Notons que, pour un probleme d’optimisation donné, il peut exister a la fois plu-
sieurs graphes artificels valides. Ainsi, pour le probléme du stable, il en existe d’autres

différents du cycle considéré par Barahona et Mahjoub [13] (voir figure 2.6).

Remarque 2.5.1 On peut déduire une formulation étendue parfaite qui utilise un cer-
tain graphe artificiel valide, d partir d’une formulation étendue parfaite utilisant un

autre graphe artificiel valide.

Preuve:
Etant donnés deux graphes artificiels valides H; et H,. Considérons le polyedre

P(H) associé au graphe H composé de H; et H,. D’apres le corollaire 2.3.1, P(H) est
une description parfaite relativement a la fois & H; et & H,. La composition de P(H)
et P(H;) conduit, apres projection, & une description de P(Hz).

Cette déduction peut aussi se faire en passant par une description parfaite intermé-

diaire utilisant des variables quelconques (voir les deux paragraphes précédents). O

Reprenons le probleme du stable et supposons, cette fois-ci, que S = {u,, ua, ..., us}

Nous allons montrer qu’il existe un graphe artificiel valide, quelle que soit la taille du

stable S.
Soit P l’ensemble de tous les sous-ensembles de S. Les classes des solutions partielles

des graphes (G et G2 sont en bijection avec les éléments P. A chaque élément D de P

correspond la classe Cp, définie comme suit :
Cp={z€STB(G;) : z(v)=0siveD et z(v)=1 sinon}.

Dans ce cas, le nombre de classes des solutions partielles, égal a 2°, croit exponentiel-

lement en s.

Proposition 2.5.1 Pour tout s, il existe un graphe artificiel valide.

Preuve:
Considérons le graphe H = (Vy, Ey) défini de la maniére suivante:

o Vg = SU{wi,...,wzs_1}, ot chaque sommet w; correspond & un élément D € P
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tel que D # S;

o (v', v") € Ejg si et seulement si,
{v', v"} C {w,...,wss_1 }; ou bien,
v' €S, v" € {wi,...,w2_1 } €t v/ n’est pas élément du
sous-ensemble de S correspondant & v”.

Par définition, S est un stable de H et {wy, ..., wz:—; } induit une clique K de H.

Montrons que H est valide.
Comme le polytope du stable est en {0,1}, Conv(Ly) = STB(H). Soit ¢ une fonction

colit définie sur Vy telle que:

1 st vES
c(v) = :
{ s—card(v) st vé¢S§

ou card(w;), j = 1,...,2° — 1, est la cardinalité de 1’élément de P correspondant & w;.
L’optimum du probléme d’optimisation maz{cz : = € STB(H)}, qui est égal & s, est
atteint en une face Fiy de STB(H).

Chaque stable de H appartenant a Fiy est soit égal & 9, et dans ce cas il représente la
classe Cs, soit il intersecte K en un seul sommet et il représente une classe de solutions
partielles différente de Cs.

Par définition du graphe H et de la fonction ¢, chaque sommet de {wy, ..., wq:—; } peut
constituer, avec les sommets de S qui ne lui sont pas adjacents, un stable de Fi et, par
conséquent, chaque classe de solutions partielles est représentée par un stable de F.

Du fait que les stables de Fpy intersectent la clique K en au plus un sommet, les 2°
sommets de Fiy sont affinement indépendants, i.e. Fy est un simplexe.

Nous déduisons que le graphe H considéré est un graphe artificiel valide. O

Il est facile de voir que le graphe H considéré dans la preuve ci-dessus est parfait
(voir 4.2), i.e.:
z(v) <1, V K cliqgue mazimale de H
STB(H) = { weK (2.13)
z(v) >0 , VveVy
Le graphe artificiel de la figure 2.6 est valide dans le cas ou s = 2. La face simpliciale,

Fy de STB(H), qui couvre toutes les classes de solutions partielles est obtenue en
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serrant, dans le systéme 2.13, les deux inéquations suivantes:

z(uy) + z(wy) + z(wq) <1
z(ug) + z(wy) + z(ws) < 1.

Remarquons que chaque classe est représentée par un seul sommet de Fz. Dans le cas
considéré précédemment, ot H est un cycle & cinq sommets, une des quatre classes est

représentée par deux sommets de Fp.

Ul O \ u2

FiG. 2.6 - Un graphe artificiel valide dans le cas ou s = 2.

Pour mieux cerner cette approche par adjonction de graphes artificiels et discu-
ter d’autres remarques la concernant, nous considérons la composition des polytopes
des absorbants. Un sous-ensemble de sommets A d’un graphe G est dit absorbant (ou
dominant) si chaque sommet de G, n’appartenant pas a A, est adjacent a au moins
un sommet de A (il est absorbé par A). Etant donnée une fonction colit définie sur
Pensemble des sommets de G, Le probléeme de l’absorbant de poids minimum consiste
& trouver un sous-ensemble de sommets qui soit un absorbant de poids minimum de
G. 1l s’agit d’un des problémes classiques d’optimisation combinatoire; Berge [17, 18]
était parmi les premiers a ’avoir discuté. C’est un probleme NP-dur dans le cas gé-
néral, cependant, il a été résolu polynomialement dans certaines classes de graphes
(1, 34, 67, 72].

Le polytope des absorbants de G, noté ABS(G), est ’enveloppe convexe de tous les
absorbants de ce graphe. Ce polytope a été étudié dans quelques cas particuliers de

graphes [47, 79].

Etant donné un graphe G = (V1 UV, U {u}, E; U E;) obtenu a partir de
G, = (Vi U{ui}, E1) et G2 = (Vo U {uz}, E) en identifiant les sommets u; et u; en
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un sommet u.
Soit A un absorbant du graphe G. Posons
A AU {u,us} st ue A
A st ugA
Le sous-ensemble de sommets A; = A'N(V;U {w:}), 7 € {1,2}, est un absorbant partiel

de G;. Nous dirons que:
Ai€Cy si ui¢ Aet Ny(w))NA=0
A;€Cy si u; ¢ A; et Ni(ui)NA#£DQ
A; € Cy st ou; € A;

ol NN;(u;) est I’ensemble des voisins de u; dans le graphe G;.
Nous définissons ainsi, trois classes de solutions partielles relativement & I’opération de
composition récemment considérée. Un mariage de deux absorbants partiels A; et A,,
de G, et G respectivement, est admissible si et seulement si un des 4 cas suivants est
vérifié :

A€l et A e

AreCy et AyeC,

AreCy e Ay eC

Ay e et A; € Ch.

Dans le but de déduire une description du polytope ABS(Q) & partir de systémes
relatifs & ABS(G1) et ABS(G,), Bouchakour et Mahjoub [22] considérent, comme
graphe artificiel, un cycle & cinq sommets donné dans la figure 2.7(a) qui utilise 4
sommets artificiels, wi, w), wj et w}.

Comme dans le cas des polytopes des stables, il existe plusieurs graphes artificiels
valides pour cette opération de composition. Soit H le graphe artificiel de la figure 2.7(b)
qui est une chaine ayant 3 sommets artificiels w?, w} et wi. Le polytope Conv(Ly)
admet une face Fy, obtenue en serrant les inéquations (qui définissent également des
facettes de ABS(G;)) suivantes:

y(w) + y(wi) +y(wh) > 1
y(wh) + y(wh) > 1
telle que F est un simplexe de sommets (0, 1,0, 1), (0,0,1,0) et (1,0,0,1).
La classe Cy étant représentée, 3 la fois, par les sommets (0,1,0,1) et (0,0,1,0), les

trois vecteurs de mariage de

7Y ={(0,1,0,1,0,0,1,0,0), (0,0,1,0,0,1,0,1,0), (1,0,0,1,1,0,0,1,1)}
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o0

(a) (b)

FI1G. 2.7 - Deux graphes artificiels valides pour le cas de ’absorbant (i =1,2).

correspondant & (uy, w}, wi, wi, us, w?, w2, w, u), suffisent pour générer tous les absor-
bants du graphe G sans ambiguité (toutes les solutions générées sont des absorbants
de G).

L’enveloppe convexe des éléments de 7Y est donnée par:

(

(2.14)

ye R}
Ainsi le poytope P, décrit par I'union des systémes déffinissant ABS(G;), ABS(G>)
et T', est une description étendue de ABS(G).

Gy G,

FiGc. 2.8 - Le graphe G.

Dans le cas de la composition des polytopes des stables que nous avons vu précé-
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demment, ainsi que pour les compositions étudiées dans (10, 12, 13, 25, 50], un vecteur
de mariage n’est valide que si les deux solutions partielles appartiennent & la méme
classe et, par conséquent, le polytope P correspond & une face de 1’enveloppe convexe
des objets combinatoires d’un graphe G obtenu par composition du graphe G et du
graphe artificiel considéré. Quant au cas de 'absorbant, on pourrait a priori penser que,
d’aprés le systéme 2.14, le polytope P correspondrait & une face F (G) de ABS (G’), ou
G est le graphe de la figure 2.8, et

y(u) + y(wi) + y(ws) =
F(G)= ABS(G)n y(wr) + y(wl) =1
y(w2) + y(wh) =1

Cependant, la projection de F(E) peut engendrer des points qui ne soient pas des
absorbants de G. Par exemple, les points qui sont projections d’absorbants de F(E)
pour lesquels w; = 0, w; =1, wl =0, w} = 1, u = 0 et u est absorbé seulement par le
sommet w;, ne correspondent pas & des absorbants de G. Le polyedre P ne correspond
donc pas a F(G)

Afin d’éclaircir plus ce point, nous considérons le probleme du voyageur de com-
merce classique (défini dans la section 1.3). Nous supposons que le graphe G soit obtenu
par identification de s sommets d’un graphe G; avec s sommets d’un autre graphe G,
tels que T'S P(G) soit non-vide.

Pour s = 2, un graphe artificiel valide consiste en une seule aréte f. Pour s = 3, un
graphe artificiel valide est donné dans la figure 2.9.
Dans les deux situations, s = 2, 3, 'enveloppe convexe des vecteurs de mariages corres-

§

L 5

FiGg. 2.9 -

pond a I’enveloppe convexe des cycles hamiltoniens d’un graphe H,ie. ' = TSP(H),

ou H est obtenu & partir de deux graphes artificiels isomorphes, par la méme opération
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composant Gy et G;. Par conséquent, le polytope P ne correspond, en aucun cas de
graphe composé, a la description (non-étendue) d’une face de I’enveloppe convexe des

cycles hamiltoniens ou celle des tournées.

La définition d’un graphe artificiel valide est étroitement liée au graphe G, i €
{1,2}, qui est la composition du graphe G; et de ce graphe artificiel. En prenant en
compte des opérations de composition de G; et du graphe artificiel, différentes de celle
liant Gy et G2, nous pouvons donc élargir la classe des graphes artificiels valides. Ainsi,
dans le cas de I’absorbant, le graphe artificiel utilisé dans la figure 2.10 est valide et Ia

face

F(G;) = ABS(G:)n { y(ui) + y(wh) +y(ws) = 1 }
1 z y(wi) =0

est une formulation étendue parfaite de enveloppe convexe des absorbants partiels de

G;.

G.

1

FI1G. 2.10 - Le graphe G; (ot wi est adjacent & tous les voisins de u; dans G;).

2.6 Formulations compactes

Optimiser une fonction linéaire sur un polyedre est un probléme de programmation
linéaire. Malheureusement, les polyédres associés aux problémes d’optimisation com-
binatoire ont, dans la majorité des cas, un nombre exponentiel de facettes. Ce qul ne

permet pas I’application directe des algorithmes de programmation linéaires.

Une importante question (voir [110]), dans la théorie de la programmation en

nombres entiers, est de savoir si on peut formuler ces problémes, notamment ceux
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qui appartiennent a la classe P, comme des programmes linéaires ayant un nombre po-
lynomial de variables et un nombre polynomial de contraintes; en d’autre termes, repré-
senter leurs polyedres associés comme projection d’autres polyédres ayant un nombre
polynomial de facettes, tout en utilisant un nombre polynomial de variables artificielles.
De telles formulations sont dites compactes.

Si une formulation compacte existe, le probleme se résout polynomialement par ’ap-

plication de l'algorithme de Karmarkar [69)].

Des formulations compactes ont été données pour: Les sous-graphes parfaitement
couplables par Balas et Pulleyblank [4, 5]; les r-arborescences optimales par Wong
[109] et Maculan [77]; les arbres de Steiner & deux sommets terminaux par Ball, Liu
et Pulleyblank [6]; les arbres de Steiner dans les graphes série-paralléles maximaux par
Margot, Prodon et Liebling [82]; les stables, les sous-graphes induits acycliques et les
sous-graphes induits bipartis dans les graphes série-paralléles par Barahona et Mahjoub
[12, 13]; la coupe maximum dans les graphes non-contractibles & K5 par Barahona 19];
le cycle moyen minimum par Barahona [8]; Les stables dans les graphes t-parfaits par
Yannakakis [110] et Lovdsz et Schrijver [76]; les stables dans une classe de graphes sans
étoile par Pulleyblank et Shepherd [101]. Notons que les systémes compactes, donnés

dans [8] et Maculan [77], définissent des polyédres qui ne sont pas entiers.

Un seul résultat négatif a été donné par Yannakakis [110] montrant qu’il n’existe
pas de formulation compacte symétrique pour le probléme du voyageur de commerce

et celui des couplages.

En interprétant la méthode de programmation dynamique comme étant la recherche
d’un plus court chemin dans un hypergraphe orienté sans circuit, Martin, Raldin et
Campbell [84] montrent qu'un algorithme de programmation dynamique polynomial
peut conduire & une caractérisation linéaire compacte de P’enveloppe convexe des objets
combinatoires. La description qu’ils obtiennent est une description étendue utilisant un

grand nombre de variables artificielles associées aux arcs de I’hypergraphe.

Lors de I'application de I’approche de composition considérée dans ce chapitre, le
polyedre, obtenu par adjonction des contraintes exprimant les mariages admissibles 3
Punion des deux systémes, constitue une description étendue de I’enveloppe convexe
des solutions partielles du graphe courant. En remontant ’arbre de composition, d’un

graphe donné G, et en gardant & chaque étape toutes les variables artificielles, on finit
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donc avec une description étendue de ’enveloppe convexe des objets combinatoires
(considérés) de G.

Il s’en suit, alors, qu’étant donnée une classe de graphes obtenus par composition
telle que:

- le nombre d’opérations de composition soit fini;

- le nombre des graphes primitifs soit fini;

- la taille de I’arbre de composition soit polynomiale en celle du graphe;

alors, la description étendue est compacte pour cette classe de graphes.

Notons que, sous ces conditions, I’algorithme de programmation dynamique est po-
q g prog q p

lynomial en la taille du graphe.

D’apres 'exemple de la section 2.4, si on remonte I’arbre de composition d’un graphe
série-paralléle, on démarre avec des systémes a trois variables et six contraintes, et on
rajoute deux variables artificielles et, au maximum, neuf contraintes un nombre de fois
polynomial en la taille du graphe (’arbre étant de taille polynomiale). Cela donne une
formulation compacte pour le probléeme du voyageur de commerce graphique défini sur

les graphes série-paralléles.

Les formulations compactes, résultant de ’approche de composition en question,

utilisent moins de variables artificielles que celles données dans [84].

2.7 Conclusion et remarques

Le principe de ’approche de composition que nous venons de discuter n’est autre
que celui de la programmation dynamique. Cette analogie peut étre traduite, sous forme
d’inéquations linéaires, a 1’aide des variables d’état. Ces derniéres sont dans la plupart
des cas artifitielles, d’ou la nécessité de I'intervention des méthodes de projection. Dans
le chapitre 1, nous avons vu que ces méthodes font appel a la détermination de tous
les rayons extrémes du cone de projection, une tache qui n’est pas toujours facile. Ce
qui constitue un point faible de cette approche.

L’application de cette approche, pourrait alors se compliquer dés qu’on considére
des opérations de compositions engendrant un nombre important de classes de solutions

partielles (rappelons que le nombre des variables d’état est au moins égal & celui des
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classes moins un), telle que I'identification de sous-graphes étudiée dans le chapitre 3.

Notons, tout de méme, que I'énumération des rayons extémes peut se faire par
l'intermédiaire des moyens informatiques; par exemple le logicie] Mathematica [107]
contenant I'implémentation de la méthode de Avis et Fukuda [2]. Cette derniére mé-
thode permet de déterminer ’enveloppe convexe des vecteurs de mariages admissibles.

L’usage des graphes artificiels valides permet de décomposer les graphes et d’avoir
en méme temps des desriptions parfaites. Parfois ces descriptions sont des faces propres
d’autres polyédres, et de nombreuses inéquations s’avérent redondantes dans les sys-
temes considérés; comme c’est le cas pour la composition étudiée dans le chapitre
suivant.

Cet usage conduit, dans certaines décompositions, & des graphes primitifs dont les
polyedres associés ne sont pas connus, mais qui sont quand méme relativement faciles
a étudier.

D’autre part, les graphes artificiels induisent, quelquefois, des classes de solutions
partielles non;disjointes et ne permettent pas, par conséquent, une traduction non-
ambigué des mariages admissibles. On pourra constater cela si on considere I'opération
k-somme, avec k > 3, et des polyédres du voyageur de commerce graphique (I"algo-

rithme de programmation dynamique correspondant est donné par Fonlupt et Nachef

[52)).
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Chapitre 3

Composition de polyedres du

voyageur de commerce graphique

3.1 Introduction

En considérant le probleme du voyageur de commerce graphique, le présent chapitre
fera ’objet de I’étude des conséquences polyédrales de la deux-sommes de deux graphes
par application de I’approche de composition présentée dans le chapitre précédent.

Nous détaillerons, dans ce cas de polyédres, la deuxiéme phase de cette approche
qui consiste a utiliser les méthodes de projection pour éliminer les variables artificielles
(introduites par adjonction de graphes artificiels) et nous étudierons la composition des
inéquations essentielles pour la desciption du nouveau polyedre.

Le choix du probleme du voyageur de commerce graphique nous pemettra ainsi

d’étudier un cas de composition de polyédres non-bornés dont les sommets sont en

{0,1,2}.

3.2 Le polyédre du voyageur de commerce graphique

Le probléme du voyageur de commerce symétrique est I’un des problémes les plus

connus de l’optimisation combinatoire. Noté T'S P, ce probléme se définit de la maniére

suivante:

Etant donné un graphe simple conneze G = (V, E) muni d’une fonction
cott, définie sur E, qui associe 4 chaque aréte e de G un coiit réel c(e). Le

probléme du voyageur de commerce consiste a trouver un cycle hamiltonien
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de G de coit minimum. Un cycle hamiltonien de G passe une, et une seule

fois, par tous les sommets de ce graphe.

Ce probléme est NP-dur du fait que la solution du TSP pour la fonction coiit

c(e) =1,V e € E, qui montre si G est hamiltonien ou pas, soit un probléme connu

pour étre N P-complet [56].

L’enveloppe convexe des cycles hamiltoniens de G est désignée par T'S P(G). Quand

G est un graphe complet & n sommets, on note T'S P(n).

La description compléte, par un systéme d’inéquations linéaires, de T'SP(G) est un
probléme difficile. Elle est connue simplement pour les graphes ayant au plus 8 som-
mets [24, 30], ou pour quelques classes particulieres de graphes tels que les graphes de
Halin [38, 39].

La difficulté principale de cette caractérisation est que le polytope étudié n’est pas de
pleine dimension (voir [64]). Afin de plonger le T'S P(n) dans des polytopes de pleine
dimension, certaines contraintes du T'SP ont été relaxées. Les polytopes ainsi obtenus
sont celui du voyageur de commerce monotone et le polytope des 2-couplages (voir
[62, 64]). Ces relaxations ont permis de connaitre certaines classes d’inéquations défi-
nissant des facettes de T'SP(n) qui ont été généralisées par la suite [62, 63, 64, 65, 85,
89, 90, 92].

Notons, tout de méme, que la caractérisation partielle de T'SP(n) permet de résoudre

des instances de grandes tailles [32, 98, 99].

Nous nous interéssons, dans ce chapitre, & une relaxation plus récente qui est le
Probléme du Voyageur de Commerce Graphique, noté GTSP, définie par Cornuéjols,
Fonlupt et Naddef [37] et Fleischman [48].

Le GTSP consiste & trouver un parcours de cotit minimum qui passe, au
moins une fois, par chaque sommet du graphe. Un tel parcours, appel€ tour-
née, est donc un sous-graphe de G qui est connere et eulerien (tous les

degrés des sommets sont pairs), ot chacune de ses arétes peut €étre utilisée

plusieurs fois.

Notons que si une des arétes de G a un coiit négatif alors, 'optimum est infini. Sinon,

dans une tournée optimale, chacune des arétes ne peut étre utilisée que 0, 1 ou 2 fois.
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En soi méme, le GT'SP est un probléme d’intérét. La formulation classique du pro-
bleme du voyageur de commerce présente parfois quelques inconvénients, car il se peut
que G ne possede pas de cycles hamiltoniens et, méme s’il en posseéde, il se peut que le
parcours d’un tel cycle ne soit pas le moyen le plus court pour visiter chaque sommet
au moins une fois.

Si le graphe est complet et si la fonction coit vérifie les inégalités triangulaires (i.e.
pour chaque triangle du graphe, le colit d’une aréte est inférieur ou égal a la somme
des colts des deux autres arétes), alors le TSP et le GT'SP deviennent équivalents. Le

GTSP est lui aussi un probléme N P-dur.

Du fait que chaque aréte puisse étre utilisée plusieurs fois, ’enveloppe convexe des
tournées de G, notée GT SP(G), est non-bornée. On I’appelle donc le polyédre du voya-

geur de commerce graphique.

La structure polyédrale du GT'S P(G) a été étudiée pour la premiere fois par Cornué-
jols, Fonlupt et Naddef [37]. Plusieurs résultats concernant les facettes de ce polyédre
sont donnés par: Cornuéjols, Fonlupt et Naddef [37], Elnacheff et Fonlupt [45], Nachef
[87], Naddef [88], Naddef et Rinaldi [91, 92].

Une inéquation z(e) > 0, e € E, est appelée inéquation triviale. Une facette de
GTSP(G) définie par une inéquation triviale est dite facette triviale.
Une coupe 6(5) de G, ou S C V, est ’ensemble de toutes les arétes de G ayant une
extrémité dans S et ’autre extrémité dans V' — S. Les inéquations de la forme

Yo z(e)=2, ScV
¢€3(3)

sont appelées inéquations de coupe. Elles sont valides pour GT'SP(G).
Si |S] = 1 alors, la coupe 8(S) est dite triviale, et I'inéquation de coupe qui lui est
associée est appelée inéquation de coupe triviale.

Un isthme de G est une aréte e € E telle que G — {e} ne soit pas connexe.

Nous regroupons, dans un seul théoreme, quelques résultats de base, concernant le
GTSP(G), établis par Cornuéjols, Fonlupt et Naddef [37].

Théoréme 3.2.1 [37]
e Les sommets de GTSP(G) sont en 0, 1 et 2. _
e 5i G est connexe alors, GTSP(G) est de pleine dimension, i.e dim(GTSP(G)) = |E|.
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Sinon GTSP(G) = 0.

o 5i G posséde k isthmes alors, la dimension de Uenveloppe convexe des sommets de
GTSP(QG) est égale a |E| - k.

o Une inéquation triviale z(e) > 0 définit une facette de GTSP(G) st et seulement si
Uaréte e n’est pas un isthme de G.

o Une inéquation de coupe, associée a 6(S), définit une facette de GTSP(G) si et
seulement si les sous-graphes de G engendrés respectivement par S et V — S sont

connexes.

Du fait qu'il soit de pleine dimension, le polyédre GTSP (G) admet, & une multipli-
cation pres par un scalaire positif, une représentation unique par un systéme minimal
d’inéquations linéaires. Autrement dit, chaque facette de GT'S P(G) a une représen-
tation unique, & une multiplication prés par un scalaire positif, par une inéquation

linéaire.

Fonlupt et Naddef [53] déffinisent les graphes GT'SP-parfaits comme étant les
graphes pour lesquels I’enveloppe convexe des tournées est entidrement décrite par

les inéquations de coupe et les inéquations triviales. Ils donnent le théoréme suivant

caractérisant cette classe de graphes.

Théoréme 3.2.2 [53] Un graphe est GT'S P-parfait si et seulement s’il n’admet aucun
des trois graphes (My, M, et M3) de la figure 3.1 comme mineur.

M, M, M3
FIG. 3.1 - Les mineurs exclus pour les graphes GT S P-parfaits.

Ils montrent aussi [53] que tout graphe GT S P-parfait s’obtient par composition

(1-somme et 2-somme) & partir d’une petite liste de graphes primitifs.
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Notons que le polytope T'SP(() est une face de GT'SP(G) qui s’obtient en serrant
les inéquations de coupe triviales. Plusieurs résultats concernant la desciption des fa-
cettes de T'SP(G) ont été dérivés & partir de cette relaxation. Naddef et Rinaldi [93]
montrent le lien étroit entre le TSP(n) et le GTSP(n).

3.3 Composition de polyeédres

Etant donné un graphe connexe G = (V, UV,, E; U E3) tel que chaque aréte de E;
(resp. Ey) ait ses deux extrémités dans V) (resp. V2). ViNV; # 0 est donc un ensemble
d’articulation de G. Considérons les sous-graphes G, = (V4, E1) et G; = (Va, E3). On
dit que le graphe G est la s-somme de G, et G,, ol s = [V} N V4.

Dans le cas ou s = 1, il est simple de voir que GTSP(G) = GTSP(G,)NGT SP(G,),
i.e. le polyédre GTSP(G) est entiérement décrit par 'union des deux systémes d’in-
équations linéaires définissant GT'SP(G,) et GT'SP(G3).

Nous supposons maintenant que V; NV, = {u, v}. Le graphe G est obtenu par une

2-somme ou bien une composition en parallele de Gy et G,. Nous allons déduire une
description linéaire du polyedre GT'SP(G) par application de I’approche du chapitre

précédent, i.e. par adjonction de graphe artificiel & Gy et G (voir la sous-section 2.5).

Rappelons les classes de tournées partielles de Gx, & € {1,2}, définies dans la

section 1.3:

Ck={TCE, : (2%, 0) tournée de Gy et Supp(T') conneze}
C¥={T C Ey : (z%, 1) tournée de Gy, et Supp(T) connexe}
C¥={T C B : (2%, 2) tournée de Gy, et Supp(T) non — conneze}

ot Gy = (Vi, Ex U{(w,v)}), et z% est le vecteur caractéristique du sous-ensemble

d’arétes T de Ey.

(2}, ©%,) est une tournée de G si une des quatre conditions est vérifiée :

zy, €C; et z} € CE
zt, €Cl et a} € Cf
e, €Cy et 2} € C3
th, €C; et z} € CZ
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Dans la section 2.2, nous avons vu que le graphe ({u,v}, {(u, v)}) n'est pas un
graphe artificiel valide pour cette opération de composition en paralléle.

Considérons le graphe artificiel Hy = (Vg,, Eg,), donné dans la figure 3.2, avec

— k k k k k k k
EHk = {ela €3, €3, €4, €5, €g, 67}-

FIG. 3.2 - Le graphe Gy, k € {1,2}.

Dans ce cas, le graphe Gy, k € {1, 2}, est tel que:
Vk=VkUVHk et _E—l;-ZEkUEHk.

Soit F(Gy) la face de GT'SP(Gy) obtenue en serrant des inéquations de coupe:

' y(e§) + y(ebf) =2 )
y(es) + y(eb) =2
F(Gy) = GTSP(Gy)N S (z, y) € RH"Exe s y(eh) 4 y(eh) =2 (3.1)
y(ef) + y(ef) =2
\ y(eg) + y(ef) =2 |

La variable artificielle y(e¥) étant non-bornée dans F(Gy), IP +(F(G¥)) est non-
borné. En rappelant que les sommets de GT'SP(Gy) sont en 0, 1 et 2, il est simple
de vérifier que les sommets de F(Gy) se projettent sur les trois points affinement
indépendants 7§, 75 et 75 de la figure 3.3, i.e l’enveloppe convexe des sommets de
F(GYy) se projette sur un simplexe et chacun de ses sommets se projette sur un sommet
de ce simplexe. Les tournées de F(Gx) appartenant  la classe C¥ (resp. CF) (resp. C¥)

se projettent sur les points 'y{" et 'y:’,“ (resp. sur 7§) (resp. sur 7§)
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13 |1} u
b
v v v
k k
¥k ¥k %

Fia. 3.3 -

Le graphe Hj est donc valide, et F(Gy) est une description étendue parfaite des

tournées partielles de Gi. Nous déduisons les corollaires suivants:

Corollaire 3.3.1 Les polyédres F' (_@1—) et F(G_z) sont compatibles relativement a tout

ensemble de vecteurs de mariage 7.
Preuve: Conséquence directe du corollaire 2.3.1. O

Corollaire 3.3.2 Les polyédres F(Gy) et F(G;) sont parfaitement composables relati-

vement & tout ensemble de vecteurs de mariage 7Y.

Preuve: D’apres le théoreme 2.3.1 et le corollaire 3.3.1. O

Notons qu’avec ce graphe H, qui pourrait étre le plus petit graphe artificiel valide
pour l'opération de composition considérée, le polyédre GTSP(G;) admet d’autres
faces qui sont des descriptions étendues parfaites de I’enveloppe convexe de tournées
partielles de Gx. Ces faces s’obtiennent en ne serrant que des inéquations associées aux

coupes incluses dans Ep,.

Toutes les tournées de G peuvent étre générées par les trois vecteurs de mariage
suivants: (711’ '732)’ (7.%7 71) (72’ ')'2)
Désignons par P le polyedre défini par I’'union des deux systémes d’inéquations décri-
vant F(G1) et F(G,) et celui donnant 1’enveloppe convexe des vecteurs de mariage .
Dans cette union de systémes, les seules contraintes de I' qui ne sont pas redondantes

sont :
yler) + y(ef) =2 (3.2)

y(ez) — y(el) =0 (3.3)
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D’aprés le corollaire 3.3.2, chaque sommet de P se compose de deux sommets, un de

F(Gy) et autre de F(G,), selon un vecteur de mariage admissible. Nous avons alors :

GTSP(G) =P prus(P).

3.4 Etude des facettes des descriptions étendues

Les descriptions étendues des enveloppes convexes des tournées partielles de G; et de
G2, que nous considérons, sont des faces de GTSP(G;) et GT'S P(G,). Par conséquent,
certaines inéquations définissant des facettes de GTSP(G,) et GT'SP(G;) deviennent
non-essentielles pour la desciption de ces deux faces (rappelons que chacune de ces deux

faces est contenue dans cing hyperplans). Le but de cette section est donc d’éliminer

ce type d’inéquations.

Considérons la face de GTSP(Gy), k € {1,2}, suivante:
y(es) + y(ef) =2
F/(Gr) = GTSP@)N | (¢, y) € RE®m: y(eb) + y(ehy=2 |, (3a)
y(es) + ylef) =2

Pour toute tournée T de F'(Gy), T(ek) = T(ef) = T(ek) =1.

A chaque aréte e de Gi nous associons le {0,1}-vecteur () de IRP*VFrm. défini
comme suit :
1 st f=e

0 sinon.

Awﬁ={

Lemme 3.4.1 dim(F(Gy)) = |Ex| + 2, dim(F'(Gy)) = |Ex| + 4.

Preuve:
Du fait que les cing équations du systéme 3.1 soient linéairement indépendantes,

dim(F(Gy)) < |Ex| + 2. Soient T} et Ty deux tournées de F(Gy) telles que:
Tl(ef) = 0, Tl(el,‘.) = 1, Tz(ellc) =1et TQ(GI;) = 0.

Les |Ex| + 3 tournées de F(Gy), qui sont Ty, Ts et Ty + 229 avec e € Er U {eF}, sont
affinement indépendantes. On déduit que dim(F(Gy)) = |Ex| + 2.

De la méme maniere, on montre que dim(F'(Gy)) = |E| + 4. O
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Lemme 3.4.2 Les inéquations suivantes

y(eb) + y(ef) >2 (3.5)
y(ef) + ylef) > 2 (3.6)
y(es) + y(ef) > 2 (3.7)

définissent des facettes de F'(G}).

Preuve:
Nous montrons ce lemme pour I'inéquation 3.5. Soient :
T une tournée de F'(Gy) telle que T (ek) = 2 et Te (k) = 0;
T% une tournée de F'(Gy) telle que T (ek) = 0 et T (et) = 2.
Considérons les tournées T(¢) = T + 22(°) telles que e € Ej U {ek, ek}
Les |Ex| + 4 tournées, TY) pour f € E; U {e, ek, ek, ek}, appartiennent 3 F'(Gy),
saturent 'inéquation 3.5, et elles sont affinement indépendantes. Ce qui implique que
Pinéquation 3.5 définit une facette de F'(Gy).

De la méme maniére, on montre que les inéquations 3.6 et 3.7 induisent des facettes

de F'(Gy). D

Proposition 3.4.1 Ftant donnée une inéquation
a(z, y) = ao (3.8)

telle que a > 0.
Si Uinéquation 3.8 définit une facette de F'(Gy) différente de celles définies par les
inéquations 3.5, 3.6 et 8.7 alors, une des deux assertions suivantes est vérifiée :

o aleh) = afel) = ofct)

e 31¢€{5,6,7} tel que a(eF) > 0 et a(e’) =0 pour j#1i, j€{5,6,7}.

Preuve:

Supposons, sans perte de généralité, que a(ef) = 0 et 0 < a(ef) < a(ek).
Soit T une tournée de F'(Gy) qui sature I'inéquation 3.8. Du fait que T' € F’ (Gr),
y(ek) = y(eb) = y(ek) = 1. Comme T sature Iinéquation 3.8 et 0 < a(ef) < a(ek),
nous avons forcément (T'(ef), T(ek)) € {(1,1), (2,0), (0,2)}, car sinon nous pouvons
changer les valeurs (T'(ef) et T(e£)) pour obtenir une tournée de F(Gx) qui viole !'in-

équation 3.8.
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Dans cecas, T € {(z, y) € F'(Gy) : y(ef)+y(ek) = 2}. Ce qui contredit le fait que I’in-
équation 3.8 définit une facette de F” (Gr) différente de celle définie par l'inéquation 3.7.

Sans perte de généralité, nous supposons maintenant que 0 < a(ef) < a(ef) < a(ek).
Soit T une tournée de F'(G}) qui sature I'inéquation 3.8. Pour les raisons évoquées ci-
dessus, nous avons

y(e3) = ylek) = ylef) = 1et (T(eh), T(eh), T(eh)) € {(1,1,1), (2,2,0)}.

Ce qui implique que T appartient & 'une des facettes de F (Gx) induites par les in-

équations 3.6 et 3.7. Contradiction. O

Désignons par (st;) le systéme d’équations-inéquations 3.1. Ce systéme (st;) consti-
tue une description compléte de F(Gy). Cependant, un grand nombre de ses inéquations

s’aveérent redondantes.

Corollaire 3.4.1 Si une inéquation définissant une facette de GTSP(G}) est non-

redandante dans (sty) alors elle satisfait une des deuz assertions de la proposition 3.4.1.

Preuve:
Du fait que F(GY) soit une face de F" (Gi), le résultat découle de la proposition 3.4.1.

O

Proposition 3.4.2 FEtant donnée une inéquation de la forme

S ale)ele) + Talelle) + w20 L (.67 @9)

eEEk

Si cette inéquation définit une facette de GTSP(Gy) alors, les deux inéquations

S ale)ale) + Salehu(eh) + o) a0 ge (5,67}, gkl (310
e€E} Jj=1

définissent également des facettes distinctes de GTSP(Gy)

Preuve:
Soit T' une tournée de Gy. Soient ¥ et ey deux arétes distinctes de {e¥, ek, ex}.
Il est simple de vérifier qu’en interchangeant les deux composantes de 7' associées aux
arétes ef et eé‘, nous obtenons une tournée T” # T de Gx. Nous en déduisons que si
Vinéquation 3.9 est valide pour GT'S P(GY) alors, les inéquations 3.10 le sont aussi.
Supposons que I'inéquation 3.9 définisse une facette de GT'S P(Gy). 1l existe donc
dim(GTSP(Gy)) tournées de Gy, T}, <y T\, |47, qui sont affinement indépendantes et

qui saturent cette inéquation.
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Soient 17, ..., TIIEkI +7 les tournées de Gy obtenues & partir des précédentes en inter-
changeant les deux composantes associées aux arétes ef et ef;. Ces nouvelles tournées
sont également affinement indépendantes et saturent ’inéquation 3.10. Ce qui implique
que cette derniére définit une facette de GTSP(Gy).

Du fait que le polyédre GT'S P(Gy) soit de pleine dimension, les inéquations 3.9 et 3.10

induisent des facettes distinctes. O

Lemme 3.4.3 Les trois inéquations

> ale)z(e) + a(eHylel) + y(ef) > a0 , a(eh)#£0, j=2,3,4
eEEkU{e{‘}

définissent une méme face de F(Gy).

Preuve:

Le lemme découle du fait que nous ayons, pour toute tournée T de F(Gy),
y(es) = y(ef) = y(ef)=1.0

Proposition 8.4.3 Toute inéquation de la forme ay > ao qui définit une facette non-

triviale de GTSP(Gy,) est une inéquation de coupe.

Preuve:

Soit ay > ao une inéquation qui définit une facette non-triviale de GTSP(Gy)
(ao # 0).
Considérons |Ex| + 7 tournées de Gy affinement (et linéairement) indépendantes qui
saturent I'inéquation ay > ao. On peut en extraire, dans ce cas, |En,| = 7 tournées
partielles de H} qui soient affinement (et linairement) indépendantes.

Définissons Hj, comme étant le graphe obtenu a partir de H; en rajoutant 'aréte
f = (u,v). D’aprés le théoréme 3.2.2, le graphe H; est donc GT S P-parfait, i.e. les
inéquations de coupe et celles de positivité (triviales) suffisent pour décrire GT'S P(T{\ %)-
Notos que dim(GTSP(Hy)) = 8.
L’inéquation ay > ag est valide pour GTSP(ﬁk).

Les tournées partielles précédentes peuvent étre complétées, en utilisant 0, 1 ou
2 fois I'aréte f, pour obtenir 7 tournées Ty, ...,Tr de H) affinement (et linéairement)
indépendantes. En considérant la tournée Ty + 22(), nous obtenons 8 tournées de Hy
qui sont affinemant indépendantes et saturent 'inéquation ay > ao. Ce qui implique
que cette inéquation définit une facette non-triviale de GT'S P(ﬁ %) et, par conséquent,

c’est une inéquation de coupe. O
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Lemme 3.4.4 L’inéquation de coupe
y(es) + y(ek) > 2 (3.11)
définit une facette de F(Gy,).

Preuve:
Soit T' une tournée de F(GY) telle que (T(ek), T(e¥), T(ek)) = (0,1, 1). Considé-
rons les tournées T + 22(%), e € Ey U {ek}. Ces |Ex| + 2 tournées de F(G}) saturent

V'inéquation 3.11 et sont affinement indépendantes. O

Lemme 3.4.5 Les inéquations de la forme

> a(e)z(e) + Za(e ) + y(ef)>a0 , (=56 (3.12)
e€Ey
sont redondantes dans le systéme (sty)

Preuve:

D’apres la proposition 3.4.2, I'inéquation

2 ale)z(e) + Y a(e)y(el) + y(ek) 2 ao (3.13)

e€Ey J=1

est valide pour F(Gy) et fait partie du systéme (stx)-
En rajoutant, & Pinéquation 3.13, I'inéquation de coupe y(ef) + y(ek) > 2 puis en

retranchant ’équation
yler) + ylef) =2, te {56}, t£1 (3.14)

nous obtenons l'inéquation 3.12. Ce qui implique que cette derniére inéquation est

redondante dans le systéme (st). O
Lemme 3.4.6 Les inéquations de coupe

v(e) + y(e)) + y(eh) 22, j=2,3,4 (3.15)
induisent une méme facette de F(Gy).

Preuve:
Posons j = 2. Soient 7! et T2 deux tournées de F(GYy) telles que TE =(1,1,1,1,2,2,0)
et TEH (0,1,1,1,1,1,1). Considérons les tournées T + 2209, e € Ek
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Ces |Ei| + 2 tournées de F(Gy) saturent I’inéquation 3.15 et sont affinement indépen-

dantes.
D’apres le lemme 3.4.3, les trois inéquations 3.15 définissent la méme facette de F(Gy).

O
Lemme 3.4.7 L’inéquation y(ef) > 0 ne définit une facette de F(Gy) que sii = 7.

Preuve:

Soit T une tournée de F(Gy) telle que T(ef) = 0 (i.e. Ts,, = (1,1,1,1,2,2,0)).
Considérons les tournées T + z(e), e € E; U {ef}. Ces |E}| + 2 tournées de F (Gx)
saturent l'inéquation z(e£) > 0 et sont affinement indépendantes.

Aucune tournée de F(Gj) ne sature les inéquations z(ef) >0, i = 2, ....6.

Soit F' = {z € F(Gy) : z(ef) = 0}. Du fait que T(e) = ... = T(ef) = 1 pour toute
tournée T' de F, le rang affine de F' est inférieur ou égal & |Ex| + 1. Ce qui implique

que z(ef) > 0 ne définit pas de facette de F(Gy). O

Lemme 3.4.8 Les inéquations, différentes de 3.11 et de 3.15, qui définissent des fa-
cettes de GTSP(Gy), qui sont associées & des coupes incluses dans Ey, et qui ne sont

pas saturées par toutes les tournées de F(Gy) n’induisent aucune facette de F(Gy).

Preuve:
Elles induisent une méme face incluse dans la face {z € F(G}) : z(ef) > 0} qui,

d’apres le lemme 3.4.7, n’est pas une facette de F(Gy). O

Corollaire 3.4.2 Soitap,z + @Eq Y 2 ao une inéquation, du systéme (sty), induisant
une facette de F(Gy) différente de celles définies par les inéquations 3.11, 3.15 et
z(ef) > 0 alors, ag, # 0.

Preuve:
Conséquence de la proposition 3.4.3 et des lemmes 3.4.4, 3.4.5, 3.4.6, 3.4.7 et 3.4.8.

a

Proposition 3.4.4 La face F(Gy), k € {1,2}, est entiérement caractérisée par le
sous-systeme 3.16 de (sty).

Preuve:
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D’apres les corollaires 3.4.1 et 3.4.2 et les lemmes 3.4.3 et 3.4.4. O

( ZE ai(e)z(e) > of i€l (1)
> ai(e)z(e) + y(ef) > of i€l (2)
e€Ey
ZE: x(e)+Za e5)y(ef) > of i€ 15 (3)
echy
> af(e)z +Za e5)y(ef) > of 1€ If (4)
e€Ey
XE: af(e)a(e) + Zlaf(e-)y(e-) +y(ef) > of 1€ IF (5)

] X akea(e) + za’%ek)y ) +y(e) +y(eh) +y(eh) > o i It (6)
= (3.16)

y(ef) + y(ek) + y(e7) 22 (7)
y(es) +y(ef) > 2 (8)
y(es) + y(ef) = 2 (9)
y(eb) +y(ef) =2 (10)

y(es) +y(ef) =2 (11)
y(ef) + y(ek) =2 (12)

y(el) +y(ek) =2 (13)
y(ef) >0 (14)

| 2(e) 20 , Vee E; (15)

L’ensemble des indices des inéquations, dont le support intersecte Ey, est partitionné
en six classes If, I§, I%, If, I} et I¥ (éventuellement vides) selon 'intersection de leurs

supports avec ’ensemble des arétes artificielles Ey,.

Proposition 3.4.5 Pour tout entier positif r, il existe un graphe Gy, = Vi, E}) tel
que l’inéquation
1 Loy e~ g T2
2 cel(e)+ ~yle) + Yy(ef) > ——= +7 (3.17)
eGEk 7=2

définisse une facette de GTSP(Z?:) et une facette de F(C:’_k)

Preuve:
Soit Gk la chaine élémentaire (u, vy, vs,...,v,_y, vr, v) d'extrémités u et v. Le

graphe Gk, composé de Gy, et de Hy, est donné dans la figure 3.4.
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Fi1G. 3.4 -

Il est simple de vérifier que 'inéquation 3.17 est valide pour GT'S P(@’—;,)

Le graphe Gr peut étre vu comme étant formé de trois chaines arétes disjointes A;,

As et Az d’extrémités w et v avec u € A;.

Pour chaque aréte e € A;, 1 = 1,2,3, de @—k, nous définissons la tournée T(® de la

maniére suivante:

0 st f=e
TE(f)={2 & feA (3.18)
1 s féA

Ces tournées T(©), e € EU Ey,, saturent I'inéquation 3.17 et sont affinement indépen-
dantes. Ce qui implique que I'inéquation 3.17 définit une facette de GT'S P(Z?Z)
Cette inéquation est un cas particulier des inéquations de chemin (path inequalities)
introduites par Cornuéjols, Fonlupt et Naddef [37].

Considérons les tournées partielles de @_k suivantes 1, 2 et 2 —22(9); avec e € E’k,
1= (1,...,1) et 2= (2,...,2). Chacune d’elles peut étre complétée par une des trois
tournées partielles de Hy, données dans la figure 3.3, pour obtenir une tournée de E;:
qui appartient & la face F(E’;) et sature 'inéquation 3.17 . Du fait que les [Ey| + 2
tournées de F (G’_k) ainsi obtenues soient affinement indépentdantes, 'inéquation 3.17

définit une facette de F(Gy). O

La proposition 3.4.5 montre qu'il n’existe pas, dans le cas général, une relation fixe
entre les coefficients a(ef) et a(ef) comme celle du corollaire 3.4.1 liant a(ef), a(ek)
et a(ef). Nous verrons, & travers la remarque suivante, que ’ensemble des inéquations
définissant des facettes de F (@—k) et dont le support contient les arétes ef et ek pourrait

étre non-vide.
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Remarque 3.4.1 Si G admet une chaine d’extrémités u et v ayant r sommets inté-

rieurs, r > 0, alors il existe une inéquation de la forme

r+ 2

r

> a(e)z(e) + %y(ef) + y(ef) 2 +7 (3.19)

e€Ey j=2

qui définit une facette de GTSP(Gy).

Preuve:

Soit A; une chaine de G d’extrémités u et v ayant r sommets intérieurs. Désignons
par Az et A3 les chaines de Hj, reliant w et v (voir figure 3.4). Comme le graphe Gy est
connexe, il peut étre partitionné en sous-graphes connexes B;, oi chacun d’eux contient
un seul sommet de A;, tel que cela forme avec A, et A3 une configuration de 3-chemin
(3-path configuration) [37]. L’inéquation de chemin (path inequatily) correspondante
définit une facette de GT'SP(Gx) [37] et a la forme de Vinéquation 3.19. O

3.5 Composition d’inéquations

Dans cette section, nous procédons a la projection du polyédre P et nous mon-
trons comment se composent les inéquations essentielles a la description de GTSP(G)
a partir d’inéquations définissant des facettes de F(G;) et de F(Gz). Pour cela, nous

supposons que toutes les inéquations du systeme 3.16 induisent des facettes de F(GYy),

;= 1,2.

Notons que cette composition d’inéquations de GT'SP(G) et de GTSP(G,) a été
étudiée par Nachef [87]. Il considére le graphe artificiel Hy (de la section 3.3) comme
étant le plus petit graphe pour lequel la condition suivante est vérifiée: pour toute
fonction coiit ¢ définie sur F, il existe des fonctions cotit ¢; et ¢, définies sur Ey, et
Ep, telles qu'une tournée optimale de G ainsi que son coiit puissent étre déterminés 3
partir de celle de G, celle de G; et leurs coiits respectifs. Il compose, par la suite, les
inéquations de GTSP(G,) et de GT'SP(G,) en faisant appel, pour chacune d’elles, 2 la
résolution du GT'SP sur le graphe Gy, correspondant tout en considérant comme cofits
les coeflicients de cette inéquation. Cela nécessite un temps énorme notamment si on
ne connait pas un algorithme polynomial pour résoudre le GTSP sur G et G,. Nous
allons voir que cette composition d’inéquations se fait par une simple projection du po-
lyedre P (en ne considérant pas toutes les inéquations de GT SP(G,) et de GTSP(G>)).
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Les inéquations 9, 10 et 11 du systéme 3.16 impliquent que:
z(ef) = z(ef) =z(ef) =1,k =1,2.

De méme, d’aprés les inéquations 12 et 13, on a implicitement z(ef) = z(ek) , k = 1,2.
p 5 6

En tenant compte des équations 3.2 et 3.3, le polyédre P est donc donné par le systeme

suivant :

[ S ¥ (e)a(e) > of — ieIFUTE (16)
e€E}
Y af(e)z(e) + y(eh) > of 1€ If (17)
CEEk
> af(e)z(e) + af(eh)y(ef) > of — & i€ 15 (18)
eCE;
> af(e)z(e) + af(eb)y(el) + y(ed) > of — o i€ If (19)
ecE;
> d(e)e(e) ol -~y ek ~at -4 el (D) gy
e€Ey
y(ef) +y(ed) > 1 (21)

k=1,2

—y(es) > -1 (22)
y(et) +y(ed) =2 (23)
y(er) 20 (24)

| z(e) 20, Vee BUE, (25)

Nous avons GTSP(R) = IP 5,5, (P) = lpx(P) Pour effectuer cette projecti
on, la connaissance des coefficients du céne de projection exige la donnée explicite de
tous les coeflicients des variables artificielles (voir section 1.2). La proposition 3.4.5 et
la remarque 3.4.1 montrent I'impossibilité d’avoir implicitement les coeficients des va-
riables y(e¥) et y(ef) dans n’importe quel cas de graphes G; et Gs. Il pourrait exister
un graphe pour lequel U'entier r, de la proposition 3.4.5, prendrait plusieurs valeurs
en méme temps; ce qui impliquerait que la connaissance explicite de ces coefficients
engendrerait un céne de projection ayant un grand nombre de variables.

Pour ces raisons, nous ferons cette projection en deux parties. Nous éliminerons, dans
un premier temps, la variable y(e}); puis par une projection, faisant disparaitre les
variables y(er) et y(e}), du systéme obtenu nous aurons la description du polyédre

GTSP(G).
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Posons P' = IP REluEzu{e{: eﬂ(P). Le cone de projection C correspondant 3 cette

projection est donné par le systéme suivant :

—my + w320
7 >0
w3 20
w3 > 0

(3.21)

ou: m correspond aux inéquations, du systéme 3.20, dont le coefficient de y(e}) est 0;
my correspond aux inéquations, du systeme 3.20, dont le coefficient de y(ed) est 1;
m3 correspond aux inéquations, du systéme 3.20, dont le coefficient de y(el) est -1.

Le cone C est pointé, ses rayons extrémes sont donc:

1 = (1, 0, 0)
@ = (0, 0, 1) (3.22)
@ =(0, 1, 1)

Les inéquations, du systéme résultant de la projection, s’obtiennent par I'une des regles
suivantes (qui sont en bijection avec les rayons extrémes de C):
(2) garder, telles qu’elles sont, les inéquations et les équations ne contenant pas
la variable y(el);
(22) éliminer la variable y(el) des inéquations dont le coefficient de y(ed) est -1;
(¢22) sommer, membre & membre, deux inéquations dont les coefficients de y(ed)

sont respectivement 1 et -1.
Désignons par (st') le systéme d’équations-inéquations obtenu par projection.

Remarquons que, d’aprés ces trois régles, les coefficients des inéquations de (st')
sont positifs ou nuls. Il en découle qu’une inéquation, ayant son deuxiéme membre

négatif, est redondante.

On appelle inéquation mizte une inéquation dont le support intersecte & la fois
E1 U {ei} et E; U {e?}. Dans le cas contraire, on dit que I'inéquation est non-mizte.
Les inéquations mixtes sont de deux types:

e type I: celles dont le support intersecte, a la fois, F; et E,. Elles sont obtenues

en sommant, membre & membre, une inéquation de I¥ et une autre de I telles que
ke{l,2},le{l,2} et k #1;
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o type II: celles dont le support intersecte seulement E, contient I’aréte ¢! et ne
contient pas e} , avec k € {1,2}, I € {1,2} et k # [. Elles sont obtenues en rajoutant,
membre & membre, I'inéquation y(ef) + y(e}) > 1 a une inéquation de I¥ dont le sup-

port ne contient pas 1’aréte e,

Notons que le support de certaines inéquations peut intersecter seulement Fj et
contenir a la fois ef et €!. Une telle inéquation s’obtient en rajoutant, membre membre,
I'inéquation y(ef)+y(e}) > 1 & une inéquation de I¥ dont le support contient V'aréte er.
Dans ce cas, nous la réécrivons sous forme d’une inéquation non-mixte (ayant des coeffi-
cient positif ou nuls) en lui retranchant, membre & membre, ’équation z(e})+z(e?) = 2.
Par conséquant, nous supposons dans la suite de ce chapitre que les inéquations du sy-

teme (st') soient triviales, non-mixtes ou des inéquations mixtes ( de type I et IT).

Avant de passer a la deuxiéme phase de la projection du polyedre P (i.e. celle
de P'), examinons la minimalité du systéme (st’). Car, ce sont les inéquations qui le
constituent qui rentreront dans la génération (par projection) de celles du systéme que

nous obtienderons pour décrire le polyédre GT SP(G).
Lemme 3.5.1 dim(P’) = |E;| + |E,| + 1.

Preuve:
Comme tous les points de P’ satisfont 1’équation 3.20(23), dim(P’) < |E;|+]|E,|+1.
Soient Ty et T; deux sommets quelconques de P obtenus par composition de tournées

de F(G,) et F(G,) tels que:
Tl(ei) = O, Tl(ef) = 2, Tg(ei) =1et Tz(e%) =1.

Considérons les points de P’ suivants: T®) = Ty + 2() e € E; U E,, ot 2(® est, cette
fois-ci, un {0, 1}-vecteur de IRFWWEHVEVEH,

Soient Ty, Ty et T r(e) , € € Fy U Ey, les points de P’ qui sont projections de T}, T et
T®), e € Ey U E,, sur RE1VUEY{el €1} Qg vérifie facilement que ces |Ey| + |Ey| + 2

points sont affinement indépendants. O

Les inéquations triviales y(e}) > 0 et y(e?) > 0 s'obtiennent en sommant les in-
équations 3.20(21) et 3.20(22). Il est simple de voir qu’elles induisent des facettes de
P
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Proposition 3.