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Introduction

Les capteurs de pression interviennent dans de nombreux domaines tels que 1’automobile, la
météorologie, le génie médical et la domotique. Ces dix dernieres années, un effort de recher-
che con51derable a été entrepris pour développer des capteurs dont le corps d’épreuve est en
silicium?. Ce qui a conduit a I’apparition de capteurs de pression miniaturisés [62][11][27].

L’intérét du silicium dans le domaine des capteurs de pression est double. Il permet d’une part
la fabrication simultanée d’un grand nombre de capteurs a faible cofit unitaire et d’autre part,
I'intégration sur une méme puce de la cellule sensible et des circuits électroniques de condi-
tionnement et de traitement du signal [37][73].

Ce mémoire porte sur I’étude de capteurs de pression “capacitifs” de type plan. Leurs struc-
tures se composent de 1’assemblage d’une plaque de verre dans laquelle est creusée une cavité
et d’une plaquette de silicium soudée hermétiquement au dessus de cette cavité. En outre le
fond de la cavité et la surface de la plaque doivent étre métallisés.

Le schéma ci-dessous donne une illustration de I’ensemble. Ce schéma de principe est suffi-
sant pour modéliser le comportement du capteur capacitif, mais ne correspond pas forcément
aux dispositifs réalisés en pratique. Le détail de 1a réalisation technologique de ce type de cap-
teur n’est pas abordé dans ce mémoire. On consultera sur ce sujet par exemple [6][59].

SRR métal

épaisseur de 1a plaque pression appliquée
? |
profondeur de la cavité % % silicium
7 %\
é // verre
métal

longueur des cOtés

1. La réalisation de capteurs de pression capacitifs miniaturisés a été rendue possible aprés une décou-
verte de Wallis et Pomerantz [86][38] sur la possibilité de soudure Verre-Silicium en basse température.




Introduction

Un capteur de pression capacitif est fondamentalement un condensateur dont 1’armature su-
périeure est déformable. Son principe de fonctionnement est simple : la pression appliquée
engendre une déformation de la plaque. On obtient une image globale de cette déformation
en mesurant la capacité qui existe entre les deux armatures.

La relation entre la pression appliquée et la capacité qui en résulte n’est pas linéaire [10]. Le
probléme fondamental concernant ce type de capteur est d’exprimer la relation (univoque)
qui existe entre ces deux grandeurs physiques. Nous adoptons dans ce mémoire les hypothe-
ses suivantes :

- D’une part, on considére qu’il existe un “encastrement” parfait de la plaque sur son sup-
port. 1l est toujours difficile et souvent impossible de connaitre les conditions réelles
d’encastrement. Le justificatif, couramment évoqué, de ce type d’hypothése se trouve
dans le principe de Saint Venant [76] :

“Si on se place a une distance suffisamment grande des points sur les-
quels sont appliquées les forces de contacts, les forces intérieures ne dé-
pendent que faiblement du mode concret d’ application de celle-ci” .

- D’autre part, on suppose que la plaque possede les deux propriétés suivantes : elle est
parfaitement €lastique (les déformations disparaissent lorsque 1’on supprime la force ap-
pliquée) et homogene (le plus petit €lément détaché de la plaque posséde les mémes pro-
priétés physiques que le corps tout entier).

Ce mémoire est constitué de six chapitres, articulés autour du premier chapitre. L’organi-
gramme suivant indique leur dépendance relative.

2
6

3 1
5

4

Le premier chapitre est une étude du capteur capacitif “classique”. Son principal objectif est
d’établir les résultats fondamentaux concernant ce type de capteur et d’introduire une partie
des méthodes numériques utilisées par la suite.

Le second chapitre étend les résultats obtenus dans le premier chapitre en tenant compte
maintenant de la pression €lectrostatique qui existe entre I’armature fixe et la plaque lors-
qu’on leur impose une différence de potentiel.




Les quatre derniers chapitres proposent une étude du comportement de capteurs capacitifs
plus sophistiqués. La définition de la structure de ces capteurs est basée sur-la remarque sui-
vante: le schéma €lémentaire du capteur capacitif montre qu’il est totalement défini par trois
parametres :

- ’épaisseur de la plaque,

- la géométrie de la cavité,

- la profondeur de la cavité.
L’idée directrice est de définir chaque nouvelle structure en faisant varier, d’un fagon indé-
pendante, chacun de ces paramétres. Les chapitres 3, 4, 5 et 6 présentent I’étude du capteur
capacitif qui en résulte.

Dans le troisi¢éme chapitre, I’étude du comportement des capteurs capacitifs est prolongé aux
capteurs dont la plaque déformable peut avoir une épaisseur variable. On suppose cependant
que I’épaisseur de la plaque reste faible en comparaison des autres dimensions.

Le quatrieme chapitre est consacré aux capteurs qui ont une géométrie de cavité de forme po-
lygonale. Pour des raisons de simplicité de calcul, mais aussi pour tenir compte des limita-
tions dues 2 la technologie, les formes polygonales que 1’on prend en compte sont limitées
aux polygones de cotés paralléles aux axes.

Le cinquieme chapitre présente une étude de capteurs capacitif en régime de contact. Ce type
de fonctionnement est obtenu en réduisant la profondeur de la cavité ou en imposant une pres-
sion appliquée supérieure a celle habituelle.

Le sixieme chapitre considére les capteurs dont la plaque déformable subit une déformation
du méme ordre de grandeur que I’épaisseur de la plaque. Ces capteurs sont obtenus 2 partir
du capteur classique en augmentant la profondeur de la cavité, ou en réalisant des capteurs 4
plaque déformable trés fine.

L’objectif central de chaque chapitre est d’obtenir la courbe de réponse C (P), capacité en
fonction de la pression, correspondante a 1a structure étudiée. D’une fagon générale, la courbe
de réponse d’un capteur capacitif est obtenue en résolvant un systéme intégro-différentiel dé-
couplé de la forme :

pression appliquée déflexion de la plaque
{ ——p——+  EDP —p—
déflexion de la plaque capacité entre les armatures
— ]




Introduction

La majorité des équations aux dérivées partielles qui apparaissent dans ce mémoire n’ont pas
de solution analytique. Nous avons choisi de résoudre numériquement ces équations en utili-
sant la méthode des différences finies a partir des critéres suivants :

- En premier lieu, la géométrie des structures que 1’on considére est simple, domaines
plans rectangulaires ou polygonaux. La méthode des différences finies est particuliere-
ment appropriée a ce type de domaine.

- Ensuite, la mise en ceuvre de cette méthode ne nécessite pas de reformulation des équa-
tions, ni de manipulations algébriques aussi importantes que celles, par exemple, deman-
dées par la méthode des éléments finis.

- Enfin, la méthode des différences finies est une méthode trés générale de résolution d’
équations aux dérivées partielles. Elle est, pour cette raison, utilisée dans des domaines
aussi divers que I’élasticité, la mécanique des fluides [33], 1a physique atomique [58], ou
les réseaux neuronaux [19].




Capteurs capacitifs classiques

Capteurs capacitifs classiques

Chapitre 1

1 Déflexion d’'une plaque mince

Une plaque “mince” est une plaque dont I’épaisseur est faible en comparaison des dimensions
dans les deux autres directions. Les déformations elles-mémes sont supposées petites [47]. La

figure (1.1) illustre les parametres utilisés par la suite.

Y a
M
b
N i
a vue de dessus
P
I EEEAN
h | .
a7 N ¥
N N
vue en coupe
;¥

figure 1.1 Définition des paramétres géométriques

longueur des cotés
rapport des longueurs
déflexion maximale
épaisseur de la plaque
pression appliquée

Hypotheéses :

d«h
a,b»h




Chapitre 1

1.1 Equation d’équilibre

A partir des équations reliant la pression appliquée, les moments et la déflexion de la plaque,
on aboutit a la solution généralisée au cas anisotrope du probléme [53][35]. Dans le cas de
petites déformations, I’équation d’équilibre d’une plaque déformée sous 1’action d’une pres-
sion P est donnée! par ’équation (1.1).

4

4 o*w P
R R (.1
0x ox dy" 9y D
avec w(x, y) déflexion au point (x, y)
P pression appliquée sur la plaque
D = Doh3 coefficient de rigidité de la plaque 2 la flexion
3
12(1-v?) E
ol h épaisseur de la plaque
v coefficient de Poisson
E module de Young
G

module de Coulomb

Les coefficients «, v, E et G dépendent du matériau et de la direction cristallographique dans
laquelle est orientée la plaque. Les expressions de ces coefficients et les méthodes de calcul
qui s’y rapportent sont détaillées dans [63][12].

1.2 Conditions aux limites

Soit Q le domaine d’intégration [0, a] x [0, b], 0Q les points frontiéres du domaine et » la
normale extérieure au domaine. Les conditions aux limites doivent étre vérifiées sur les bords
de la plaque. Les conditions aux limites les plus générales sont données dans [47][82]. Dans
le cas d’une plaque encastrée, elles ont la forme simple :

w=20
{ ow sur 0Q2 (1.3)

-é—’—l- =
La premiere équation exprime le fait que les bords de la plaque ne se déplacent pas vertica-

lement pendant la déformation, la seconde indique que la direction du bord reste toujours ho-
rizontale.

1. La formulation correspond 2 la théorie des plaques de Kirchhoff, les hypoth&ses physiques sont rap-
pelées dans annexe 1.




Capteurs capacitifs classiques

1.3 Probléme aux limites

2

On est finalement conduit & résoudre le probléme* aux limites suivant : trouver w défini dans

[0, a] x [0, b] vérifiant’ :

4 4 4
ox ox°dy" dy D
1.4
w=0 et B_w =0 sur 0Q2
on

Il existe dans la littérature de nombreuses expressions analytiques (exactement “en termes fi-
nis”, c’est a dire par une combinaison de “fonctions élémentaires” telles que x”, logx, ¢, ...)
de la solution de ce probléme aux limites. Néanmoins, toutes les solution proposées sont ex-
trémement lourdes (Cf. Annexe 1), une solution numérique est donnée dans les paragraphes
suivants.

2 Réduction a un probléeme sans dimension

D’apres le théoréme de Vaschy-Buckingham [21], il est toujours possible d’obtenir une ex-
pression sans dimension d’une équation dimensionnellement homogéne.

Le changement de variable x = x/a et y = y/b raméne le domaine d’intégration a
[0,1] x [0, 1], et on pose r = b/a. On effectue ensuite le changement de fonction w = w/d.
De plus, on pose :

- 1 v
P = avec — =22 1.5
P, dD 1.5

%)

Les changements de variable précédents conduisent finalement 2 I’équation aux dérivées par-
tielles suivante :

r—+2a———+12—=1-’ (1.6)
3 Pression maximale

La grandeur P,,,, est, par définition, la pression maximale applicable sur le plaque, c’est a dire
la pression qu’il faut imposer pour avoir w (a/2, 5/2) = d. De méme P,,,, est la pression nor-

2. La démonstration classique de Iunicité de ce probléme aux limites est donnée dans I’annexe 2.
3. o = 1 si le matériau est isotrope.




Chapitre 1

malisée maximale supportée par la plaque, on a alors w (0.5,0.5) = 1 quand P = P,.,.

Pmaxé(P/Po) éPmaz/P() (17)

max
La valeur numérique de P,,,, ne dépend que de la géométrie de la plaque et des paramétres
de I’équation aux dérivées partielles (i.e. r et o). La connaissance de la fonction P, (r) per-
met de calculer la valeur de la pression maximale effective P, en fonction de la géométrie
d’une plaque rectangulaire.

Prax (7) dI

2 4
r a

Py = Pmax(F)Py = D, (1.8)

4 Résolution numérique du probléme

4.1 Maillage [65][18]

Le maillage est défini de la fagon suivante : On trace dans le plan un réseau de droites paral-
Ieles a I’axe des x, équidistantes de pas h,, ainsi qu’un réseau de droites paralléles A I’axe des
y» €quidistantes de pas #,. Les intersections des deux réseaux sont des points de coordonnées
(ihp jhy . i€ Z, je Z. Ces points constituent I’ensemble 4,Z x h,Z, appellé un maillage. Nous
avons tracé ci-dessous le maillage utilisé pour la résolution de 1’équation aux dérivées par-
tielles (1.6). Pour ne pas avoir une figure trop étendue, nous avons considéré le cas d’un do-
maine décomposé en 4 intervalles sur ses deux cotés.

Jj A Y jhy
XK—K—X
N‘(O, 1)‘ PP § ‘(1,1) O : point € Q
® : point € dQ
X—o——f—m— X X : point € &
ﬁ( X
h; pas de discrétisation
)(-—? £ i H—e N nombre d’intervalles
x, ih
0 (0,0 (1,0) » i
—¢—0 0o >
0 N i
HK—HK—K

figure 1.2 Maillage du plan avec 4 intervalles




Capteurs capacitifs classiques

On distingue sur ce maillage 3 zones : la zone intérieure (i, j) € Q ol s’applique 1’équation
aux dérivées partielles, et les deux autres zones, ¢’est A dire le contour (i, j) € 9Q et la zone
extérieure (i, /) € Q ol s’appliquent les conditions aux limites. On remarquera que les points
extérieurs sur les angles n’interviennent pas dans les calculs.

4.2 Discrétisation de Péquation aux dérivées partielles

4 4~ 4
A .9
ox dox dy oy

Soit W la fonction qui approxime la solution w aux points du maillage. Dans le cas d’une ré-
solution numérique idéale, W est la restriction de la fonction w sur le maillage, i.e.
W, = w(ih, jhy) . L’annexe 1 décrit une méthode générale pour discrétiser une équation aux
dérivées partielles. L’équation (1.9) a la représentation discrete” :

’ AOWi,j

AW AW AW +A, W.i-1

.1
FAW o1t A Wil 1 HA; Wiy i + A Wi » (1.10)
tAWia; +AWijua +ALW +ARW i, = h,P
avec
_ 2 2 2 _ 2
Ay =6(r+1/r) +8u A = —-4(a+7) As = 20 Ay =T
A, = —4(a+1/r% A = 20 A = 1/7 (1.11)
Ay = —4(o+ ) A, = 200 Ay = r
Ay = 4 (a+1/7) Ag = 20 A, =177

Cette équation est valable pour tous les points (i, j) € Q. On décrit symboliquement cette
équation par le schéma suivant (appelé selon les auteurs “molécule”, ... ) :

T4,
s 1A, 4
eAll A3 A() Al -A9
A, 1A, A,
“A12

figure 1.3 Schéma aux différences de l'équation aux dérivées partielles (1.9)

4. L'annexe 3 propose une construction algorithmique du schéma aux différences centrées des équa-
tions aux dérivées partielles stationnaires.




Chapitre 1

La forme du schéma explique la nécessité de considérer des points extérieurs. Ces points sont
de plus obligatoires pour la prise en compte des conditions aux limites sur ow / on.

4.3 Discrétisation de_s conditions aux limites

La premiére condition aux limites impose w = 0 sur oQ. i.e.

N .. ) ) ..
La deuxiéme condition aux limites 3 s’exprime dans notre cas particulier par :
a_‘ﬁ=o sur {0,1} x [0, 1]
{ ;3‘ (1.13)
M _o sur [0, 1] x {0, 1}
dy

Ces deux équations ont comme représentation discréte :
1
Q‘E;(Wiﬁ,j“wi—u) =0 (1.14)
1 ,
m(wi,jn’wi,j—l) =0 (1.15)

En explicitant I’équation (1.14) pour i = 1 eti = N-1 et (1.15) pour j=1 et j=N-1,0n
obtient les relations nécessaires au calcul des valeurs aux points extérieurs € Q :

Wi=W pour j=1.N-1
WN+!,j = WN—I,j 116
Wi = Wiy : (110
» b pour i=1.N-1
Wi,N+l = Wi,N—-l

4.4 Résolution du systeme

L’équation linéaire (1.10) fournit les (N-1) 2 équations nécessaires pour déterminer les
(N — 1)? valeurs inconnues de la fonction & I’intérieur du domaine Q. Les valeurs sur le con-
tour et aux points extérieurs du domaine sont données respectivement par les équations (1.12)
et (1.14) et (1.15). Le conditionnement du systeme est étudi€ en annexe 4.

La discrétisation de 1’équation aux dérivées partielles (1.9) conduit donc 2 la résolution d’un
systéme linéaire dont la matrice a la structure représentée sur la figure (1.4). Nous avons con-
sidéré un maillage a 10 intervalles. Chaque point représenté indique I’emplacement d’un €I¢-
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ment non-nul de 1a matrice.

figure 1.4 Emplacement des éléments non-nuls

Un calcul rapide montre que le pourcentage d’élément nuls est de 84% pour un maillage 2 10
intervalles, dans le cas de 20 intervalles, il passe 3 96%, et enfin pour 30 intervalles, il est de
98%. La matrice du systéme est creuse et ses coefficients sont répartis d’une fagon réguliere.
Par conséquent, une méthode de résolution de type itérative est particuliérement appropriée.
Nous avons choisi d’utiliser la méthode du “gradient conjugué” [77], trés efficace et simple |
a implémenter. Nous donnons ci-dessous 1’algorithme de cette méthode :

po =P = p-4ald avec (B4 norme de x
pour k = 0...k,,,, faire {x,y)  produit scalaire de x et dey
2
e A
==
P, Ap")
xk+1 - xk+(xkpk

. N k+1
sortir dés que |x**!1 -4 <e

WAL P
) 2 Algorithme du gradient conjugué. Ré-
B"* . | l S+l ” solutionde Ax = b. La référence [30]

) propose un historique trés complet de
“ k” cet algorithme.

k+1 k+1 k
+ r +Bk+1p

p
fin boucle
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5 Solution numérique du probleme

Les résultats du programme sont donnés sous forme d’une matrice qui contient les valeurs de
w/d aux points du maillage. Pour des raisons évidentes d’impression, seule une partie de la
matrice effectivement calculée est affichée (le résultat contient 31 x31 points et on affiche
seulement 11 x 11 points régulierement espacés). On donne ici un exemple des résultats four-
nis par le programme.

tableau 1.1 Déflexion normalisée w/d pour P = P, .

=30 Y =1.0 0.000000
=27 ¥ =10.9 0.000000
=24 Y =0.8 0.000000
=21 Y =0.7 0.000000
=18 ¥ = 0.6 0.000000
=15 Y = 0.5 0.000000
=12 ¥ = 0.4 0.000000
= §Y =03 0.000000
= 6Y=20.2 0.000000
= 3Y=20,1 0.000000
= 0Y=0.0 0.000000
I=0
X = 0.0

000000
024783
070462
112541
140432
150073
140432
112541
070462
024789
000000
I=3
X =0.1

[=X=F~F=F=F=F=Y=F=-N-F=1

OCOoOOOOO000000

.000000
.070462
203108
328914
413972
443654
.413972
328814
.203108
.0704862
. 000000
I= 8
X =08.2

COoOODEOOOODOO

.000000
.112541
328914
537880
680942
7311725
680942
537880
328914
112541
000000
I= 93

X =0.3

000000
140432
413972
680942
865022
929891
865022
680942
413372
140432
000000
I=12
X =0.4

[=E=F=F=F=F=F=-Y-Y—F=Y=1

0.000000
0.150073
0.443654
0.731175
0.9298%1
1.000000
0.928831
0.731175
0.443654
0.150073
0.000000
I=15
X = 0.5

0.000000
0.140432
0.413972
0.680%42
0.865022
0.929891
0.865022
0.680842
0.413972
0.140432
0.000000
I=18
X = 0.6

COoOOOOOOO000

.000000
112541
.328914
.537880
.680942
231175
6803842
537880
328314
112541
000000
I=21

X =0.7

[=X=Y=Y=F=Y=Y=F= Ry =]

000000
.070462
.203108
328914
413972
443654
413972
.328814
203108
.070462
-000000
I=24
X =0.8

[=X=F~Y=-=3~F-F=F=Fak=]

000000
.024783
.070462
.112541
.140432
. 150073
.140432
.112541
.070462
.024788
.000000
I=27
X=90.9

[=X=F=Y—YuNof=Yafof=F=]

000000
. 000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000800
000000
060000
I=30
X=1.0

Les résultats du programme pour différentes valeurs de pression normalisée sont illustrés par
la figure (1.5). Les résultats ont été tracés pour r = 1.

w/d O.

P/Phax

figure 1.5 Déflexion de la plaque
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La courbe ci-dessous donne I’allure générale de la déflexion de la plaque. Le maillage est
composé de 30 x 30 points. La déflexion est représentée selon I’axe des z dirigé vers le haut
et 1a déflexion maximale est au centre de la plaque. Par ailleurs, les conditions aux limites que
’on a imposée (la plaque est encastrée) apparaissent sur les figures (1.5) et (1.6).

figure 1.6 Allure de la déflexion de la plague
6 Comparaison avec la littérature

Dans le tableau (1.2), nous comparons les valeurs de la fonction I~°,,,,,,(r) dans le cas d’une
plaque carrée, calculées avec la méthode utilisée dans ce mémoire et les valeurs décrites dans
la littérature. Dans les publications les plus récentes [59][72], ’écart entre les valeurs reste
inférieur 2 1%.

tableau 1.2 Comparaison des valeurs de i’m“(l) avec les valeurs de la littérature

r=1.0 o=0798 r=10 a=10

Ce mémoire [59] Ce mémoire [72] [82 p. 202]
745.808 752.587 782.817 790.904 793.650
— 0.9% — 1% 1.36%

L’annexe 5 compare la solution analytique et la solution numérique obtenue par la méthode
des différences finies dans le cas d’une plaque simplement posée.
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7 Pression maximale

7.1 Pression normalisée maximale

La figure (1.7) illustre la fonction P, (r) en fonction de r pour la valeur du parametre

o = 0.6621.
10000 ! ! ! ! ! ? ;

3000 ;
; 8000 r P max ()

max 7000
ou : 1 720.727

6000 i )
(P/Pg) s 1.125 738.986
5000 1.25 787421
4000 1.5 953.583
1.75 1197.327
3000 2 1511.696
2000 3 3393.090
1000 4 6086.238
: 5 9516.559
o 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Nfigure 1.7 Facteur géométrique I-"’max en fonction de r
7.2 Dépendance de Pm ax Par rapport ar

Le comportement de P, . en fonction du rapport des longueurs r est donné par 1’équation
(1.8). L’allure de la fonction Poax (r) /72 est tracée sur la figure (1.8). La valeur du paramétre
a est toujours de 0.6621. L'équation de la courbe ainsi que ses valeurs numériques, pour les
valeurs entiéres du rapport des longueurs r, sont indiquées a droite de celle-ci. La figure (1.8)
montre qu’il est important de connaitre r avec précision uniquement dans la gamme 1<r<2.
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figure 1.8 Dépendance de P, par rapport a r

Capteurs capacitifs classiques

données :

r i)max(r)/rz

720.727
377.924
377.010
380.389
380.662
384.000

§ b W~

Pour r variant de 1 4 2, I'influence des deux bords paralleles & I’axe des x devient de plus en
plus faible. Dés que le rapport r atteind la valeur 2, on peut considérer que I’influence de ces
deux bords devient négligeable sur la forme de la déflexion, et la valeur de P, reste alors

constante.

7.3 Etude asymptotique de P,

Nous allons €tudier le comportement de la solution de 1’équation aux dérivées partielles (1.1)
lorsque I’un des c6tés de la plaque devient largement plus grand que I’autre. On considére le

cas limite » — .

—co ¢ —b/2

b/2 > e y

\

dy

figure 1.9 Plaque infiniment longue dans une direction
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Pour b — «, I’influence des frontiéres y = ~p/2 €t y = b/2 n’a aucune d’influence, la valeur
de la déflexion en fonction de x est identique pour toutes les droites paralléles a I’axe des x.
Dans ce cas limite, la déflexion peut étre supposée uniforme selon ’axe des x. C’est  dire
que la déflexion w est alors considérée comme indépendante de y. L’équation aux dérivées
partielles de cette déflexion :

4 4 4
AT (1.17)
ox ox’dy" dy D
prend alors la forme simple :
o'w P
—_—= (1.18)
ax* D
La résolution du probléme aux limites (1.19) :
84
—a—y: = £ sur (0, a)
* b (1.19)
w=Oet§K=0 pour {0, a}
ox
a la solution suivante :
w(xy) = 4 (x—a)? (1.20)
’ 24D
Pour w(a/2,y) = d, on obtient la valeur de la pression maximale :
3
Pros = 38422 = (388D % (1.21)

4
a a

Sil’on compare les équations (1.8) et (1.21), ’équation (1.21) apparait alors comme 1’équa-
tion de I’asymptote de la courbe quand r — . Comme on peut le voir sur la figure (1.8),

quand le rapport b/a augmente, la déflexion maximale de la plaque approche rapidement la
valeur asymptotique calculée dans 1I’équation (1.21).

7.4 Analogie avec la flexion d’une poutre
Lorsque la déflexion d’une poutre est faible, c’est a dire petite par rapport a sa longueur, son

équation d’équilibre est donnée par 1’équation (1.22). On remarquera son analogie avec 1’é-
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quation (1.18).

E]é% =P (1.22)
dx
avec EI rigidité 2 la flexion
P pression linéaire appliquée

Si on choisit de prendre la rigidité a 1a flexion de la poutre égale A Da, les résultats précédents
montrent que pour r 22, la plaque se comporte comme une infinité de poutres mises cote a
cote. A partir des valeurs numériques du tableau de la figure (1.8), on peut conclure que pour
b/a 22 le calcul de la déflexion, et donc de la pression maximum, d’une plaque peut étre rem-
placé par celui d’une barre sans erreur substantielle. Pour un rapport 5/4 égal A 2, la diffé-
rence entre la déflexion de la poutre et celle de la plaque est inférieure & 2.0%. Pour un rapport
de 4 cette différence est d’environ 1.0%.

8 Capécité entre les deux armatures

8.1 Le capteur de pression capacitif

Un capteur capacitif est composé d’une armature déformable et d’une armature fixe dans la-
quelle est creusée une cavité. L’armature et le fond de la cavité sont recouverts d’une métal-
lisation. La figure (1.10) montre la structure étudiée.

(0,0) *

»
L

wi(x, y) a,b longueur des cotés
\/ r = b/a rapport des longueurs

profondeur de la cavité

<

MMM

R B R R R R RIS 1

220007777

a,b

MBDNN

épaisseur de 1a plaque
w(xy) déflexion au point (x, y)
P pression appliquée

figure 1.10 Schéma du capteur capacitif

Lorsque I’on applique une pression normale P, la plaque supérieure se déforme. On obtient
une représentation de la pression appliquée en mesurant la capacité qui existe entre la plaque
fiéchie et I’armature inférieure. La capacité effective entre les deux armatures est donnée par
I’équation (1.23).

P#0 C = J‘!%dxdy

(1.23)
AN
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surface des métallisations = [0, @] x [0, b]
€, constante diélectrique dans le milieu inter-armature

capacité au repos

8.2 Equation sans dimension

On déduit de I’équation précédente une expression sans dimension de la réponse du capteur.
En mettant en facteur 4 au dénominateur et apres avoir effectué le changement de variables
x« x/a €t y« y/b, on arrive finalement en réarrangeant les termes et en introduisant 1’ex-

pression de la capacité au repos C, & :

C 1
—_— = —;-——-———dxdy
Cy J--!:l—w(x,y) §=[0,11 x[0,1]

8.3 Courbe de réponse normalisée du capteur

Une fois que la déflexion w(x,y) connue pour chaque valeur de P/P
nous permet de calculer la courbe de réponse du capteur.

max?

2.2 T T T T ! T T T T

C/Cy 1.

figure 1.11 Courbe de réponse théorique du capteur
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9 Comparaison expérimentale

Une courbe de réponse expérimentale d’un capteur capacitif est donnée dans [6]. Nous avons
repris cette courbe pour établir une comparaison. Le capteur a la géométrie suivante :

a = 2 mm
b = 2 mm
o = 0.6621
d=2um (1.25)
h =30 um

Les valeurs numériques considérées correspondent aux ordres de grandeur typiques que 1’on
rencontre dans la littérature. La courbe de réponse effective d’un capteur est calculée par les
relations :

7 3
_ eOab P =D Pmax(r) dh (1 26)
Co = 4 max = Yo7 .
r a
30 T T T T T T T
. e S S I S ] ]
o6k R ............. s EARSO SR e fen 4
P e Courbe thearigue :
Y L. Coutbe experimentale i S g
: : 4
: : : : : : i
22k COUBEERE ............ e ......... /f ........... -
C (pF) : : : : 5 s
: : : : : : 7 :
r{e] SETTIERTRRN e \ ............ ............. // ....... [RRETERIREN -
: : : : v :
. N N . i .
N : . H e H H
10 rerrreeen e S U Feeseeneaen L A/..(......E ............. [RRTPR -
. : : : B : H
: &
: : : I : :
16L B T G s O b i
,/"j/’

S I S S SRS S N ]
12 i i H ; ; i H .
-50 -40 -30 ~-20 -10 0 10 20 30
P (kPa)

figure 1.12 Courbe de réponse expérimentale du capteur

10 Conclusion

Nous avons obtenu dans ce chapitre les valeurs de la déflexion d’une plaque mince encastrée.
Le couple de méthodes différences finies-gradient conjugué s’est révélé tres efficace pour ré-
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soudre ce type de probleme, aussi bien au niveau de la précision des calculs qu’a celui de sa
rapidit€. A partir des résultats précédents, nous avons donné la courbe de réponse d’un cap-
teur capacitif. Les solutions obtenues sont exprimées dans une forme normalisée qui permet
de déterminer la réponse effective d’un capteur de forme rectangulaire et de dimension quel-
conque.

En outre, nous avons montré que la pression normalisée maximale reste constante pour des
capteurs, de méme surface, possédant un rapport des longueurs r supérieur a 2. La valeur de
la déflexion normalisée calculée dans ce cas correspond a celle d’une poutre.

=20 -




Influence de la pression électrostatique

Influence de la
pression électrostatique
Chapitre 2

1 Description du probleme physique

Ce chapitre étudie le comportement du capteur capacitif lorsque 1’on superpose une pression
électrostatique & la pression constante P. L’origine de cette pression électrostatique entre les
armatures peut étre induite par la mesure de la capacité, ou volontairement appliquée dans le
but de modifier les courbes de réponse du capteur.

&

(

.................................................................................................................................................................

2
S
NN

LN

NN

a,b

figure 2.1 Définition des paramétres géométrigues

longueur des c6tés
rapport des longueurs
profondeur de la cavité
épaisseur de la plaque
déflexion au point (x, y)
pression appliquée
tension appliquée
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2 Deéflexion de la plaque mince
2.1 Equation d’équilibre

L’équation d’équilibre d’une plaque déformée par une pression constante a laquelle on super-
pose une pression €lectrostatique, est donnée ci-dessous. Nous avons considéré que la per-
méabilité di€lectrique relative du milieu inter-armature e_est égale a 1.

4 4 4 2
a—‘:+2oc a2w2+§7=£+ i 3 2.1
ox oxdy" dy D 2D[d-w(xy)]
avec w(x, y) déflexion au point (x, y)
P pression appliquée sur la plaque
U tension appliquée entre les deux armatures
€ perméabilité diélectrique

D = D0h3 coefficient de rigidité de 1a plaque a 1a flexion

3
D=—Eh——i— a=u+2g(1-—u2) 2.2)
12 (1-v%) E
ol h épaisseur de la plaque
v coefficient de Poisson
E module de Young
G

module de Coulomb
Les coefficients a, v, E et G dépendent du matériau et de la direction cristallographique dans
laquelle est orientée la plaque.

2.2 Conditions aux limites

Les conditions aux limites doivent &tre vérifiées sur les bords de la plaque, dans le cas d’une
plaque encastrée, elles ont la forme simple :

w=20
{ w sur 0Q 2.3)

on

2.3 Probléme aux limites

Nous sommes finalement conduits a résoudre le probléme aux limites suivant : trouver w dé-
fini dans [0.a] x [0.b] vérifiant :
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2

4 M 4 e U
a_»:+2a 32W2+.9_L:= Ll 0 > dans Q = (0.a)x (0.b)
ox dx“dy" 9y D 2D[d-w(x,y)]
2.4
ow
w=0et — =0 sur dQ
on

3 Réduction a un probléme sans dimension

Le changement de variable x = x/a et y = y/b raméne le domaine d’intégration 2
[0,1] x [0,1]. De plus, on pose r = b/a. Le changement de fonction #w = w/d-1 (ie.
w = w~1) introduit une valeur normalisée de la déflexion. Nous normalisons la pression et
la tension par les relations suivantes :

Pl g Lod¥
TP, P, dD
.U L2 (2.5)
U= — avec — = €
Up vl 24D °

Les changements de variable précédents conduisent finalement & 1’équation aux dérivées par-
tielles suivante :

4— 84'— 4— - -2
W (P20 500 < B ) 40 .6
ox dxay ray
Et les conditions aux limites deviennent :
%=1 ¥ _ Q2.7
on

4 Pression et tension maximale

On introduit les deux grandeurs P, et U,,,. La grandeur P, (resp. U,,,,) est la pression
(resp. tension) qu’il faut appliquer pour que la plaque entre en contact avec le fond de la ca-
vité. Ces deux grandeurs dépendent I’une de I’autre. La pression maximale dépend de la ten-
sion U appliquée, et inversement, la tension maximale est fonction de la pression P.

5 Approximation élémentaire

Ce paragraphe propose une description élémentaire du comportement d’une plaque fliéchie
sous une tension €électrostatique. On suppose donc que P = 0, la discrétisation de 1’équation
(2.6) conduit a un systéme d’équations algébriques dont le nombre de solutions distinctes et
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le type de solutions (réelles ou complexes) dépendent du paramétre U. Pour se faire une idée
du comportement des solutions de ce systéme d’équations algébriques quand U varie, nous
allons €étudier le comportement des racines en travaillant avec un maillage le plus grossier
possible : c’est & dire un maillage a deux intervalles.

O : point € Q

jhA

@ : point € 4Q
W X :point € Q .
10 10
\ (ARG § 12 s
X1 %5 5 T 13 10 11T %
9. % > 714 8
ihy,
N2 12

Jigure 2.2 Maillage du plan

Soit W (resp. W) la fonction qui approxime w (resp. w) aux points du maillage. L’application
du schéma aux différences de I’équation (2.6) dans le domaine conduit & I’équation algébri-
que (2.8). Cette équation est la représentation discréte la plus élémentaire du probléme

—2 — — —_— — —
WolAWo+A W +A, W, +A, W3 +A, W,
+A5W5+A6 WG +A7 W7 +A8 Wg , (2 . 8)
— — — —_ 4
+A9W9 +A10W10+A11W11 +A12W12) = hdU

D’aprés les conditions aux limites, on sait que W est égale & -1 sur le contour et que W est
€gal a W aux points extérieurs (9, 10, 11, 12) . En exploitant ces conditions aux limites, 1’¢-
quation (2.8) ne contient maintenant qu’une seule inconnue. Pour faciliter I’écriture, nous po-
sons :

K,
K,

Ag+Ag+A+A +A, 2 9
—(Ay Ay Ayt Ay Ag+ Ag+ Ay + Ag) (2.9

L’équation (2.8) se réduit alors & :
— — ~2
KW o+ KWo— iU =0 2.10)

C’est une équation du 3™ degré. Cette équation a donc trois racines (réelles ou complexes)
q gr q p
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que nous appelons |W, ,W, ;W. Ces valeurs sont reliées aux valeurs significatives W par
W=w-1. Nous avons tracé ci-dessous le comportement des trois solutions ,W, ,W, 3W pa-
ramétrées en U.

4: =05 §:

3: U =044

figure 2.3 Racines de l'équation (2.10) paramétrés en f/

On interpréte ces résultats de la facon suivante :

Laracine SVZ/ est réelle mais toujours supérieure a 1, ce qui lui enléve toute signification phy-
sique. On rappelle que w> 1 signifie physiquement que la déflexion de la plaque dépasse le
fond de la cavité, ce qui est impossible.

Les deux autres racines lﬁf et 3vf/ se rapprochent progressivement I'une vers 1’autre tout en
restant réelle jusqu’a un certain point proche de U = 0.44. Au del de ce point, elles devien-
nent confondues puis complexes (ces deux racines deviennent méme conjuguées puisque tous
les coefficients de 1’équation sont réels).

Le point a partir duquel les racines se confondent pour ensuite devenir complexes est inter-
prété comme étant le point d’instabilité du systéme physique. La valeur de U 2 ce point est la
valeur de la tension normalisée maximale que I’on peut appliquer entre les armatures, au-dela
de cette valeur, la plaque se colle immédiatement au fond de la cavité. Dans la suite, on note
U,... Cette valeur maximale de U.

6 Résolution numérique du probléme

Soit N le nombre d’intervalles du domaine discrétisé. La discrétisation de I’équation aux dé-
rivées partielles conduit & un systéme de (N - 1)% équations algébriques non linéaires. L’ étude
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des solutions d’un systéme d’équations algébriques non linéaires  plusieurs inconnues est un
probleme trés complexe’, nous nous limiterons donc & une approche purement numérique.

Les méthodes de calcul des solutions de systéme d’équations non linéaires sont toutes des mé-
thodes de type itératif. La méthode la plus classique est la méthode de Newton-Raphson.
Dans tous les cas, ces méthodes convergent si on connait une approximation “suffisamment”
bonne de la solution.

6.1 Discrétisation de ’équation aux dérivées partielles

L’équation aux différences représentative de ’équation aux dérivées partielles :

4— 4 — 4— - -2
7 (x,y) [rza_jj RTALA 123__3) = PR (xy) +T @.11)
dx dxdy oy

est I’équation algébrique suivante :

Wi (AW,
+A Wi, A, LVi.jH +Ay Wil +A, Yi,l‘l 2.12)

+A5Wi+1,j+l+‘46 Wistj+1+4 Wi-—l,j—l"'As Wist,j—1 ) )
_ _ _ _ 4 v
tAWisgj +AWijea +AWiLg; +ARW._5) = HPW, ;+hU

La méthode de Newton-Raphson nécessite la connaissance des dérivées premieres de (2.12).
Leurs valeurs sont inscrites ci-dessous.

of 2 — _ — —
aW = 3A0W,-,j+2W‘-'j (AIKI'+1,]. +A2 ."Yi'j+1 +A3 Ki_l’j +A4 E/i;j—l
b +AsWiije1+4Ag WictjritA; Wioyj1+4 LVi+1,j—14__
+AWiiaj +AW o +A Wiy +ALW o~ hyP)
of — of —2 of —2 of —2
= = A1Wi2,j = = AW,; = = AW, ; = = AW, ;
oWi.y,j oW, i1 oW;_1,; oW, ;1
of —2 of — of —2 of —2
—_— = ASWi,f o GW,Z,I — = A7Wi,]’ —— = ASWi,j
OWir1, a1 oWi_1,j+1 oW, 1,1 oWii1,j1
o _ of , of _ o ,
oW = AgW; = = A" W = ApWij = = ApWi;
Wi oW, 2 Wioaj oW, ;2

1. Ce probleme fait partie d’une branche spéciale des mathématiques : “la géométrie algébrique”.
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avece
A = 6(r 2 _ 2 - _ 2
0= 6(r"+1/r) +8a Al = -4(a+7) As = 20 Ag=r
Ay = —4(0+1/7) Ag = 200 Ay = 177
Ay = -4 (a+7r%) A; = 2a Ay = r’
A, = —4(0+1/7) 4 = 20 Ay, = 177

6.2 Résolution du systéeme

L’équation (2.12), appliquée sur le maillage, conduit & un systéme de (V- 1)* équations al-
gébriques. La discrétisation des conditions aux limites complete le systéme. Nous résolvons
ce systeme avec la méthode de Ncwton-Raphso‘nz. L’algorithme de cette méthode est rappelé
ci-dessous [16 p. 159].

of.
x° soit le Jacobien f".j = a_f‘
X
pour k = 1...k, . faire /

k

calculer () et f*

résoudre le systéme linéaire (f) e —f

L= A Algorithme de Newton-Raphson.
L E Résolutionde f(x) = 0

sortir des que || 7| <¢

fin boucle

La résolution du syst¢me linéaire doit étre effectuée par la méthode du gradient conjugué gé-
néralisée [49 p. 536] puisque le systeme linéaire perd ici son caractére défini positif.

= b-Ax°
PO — Atro
pour k = 0...k,,,, faire

o o Al

avec Jix{l norme de x

- 2
lap*|
xk+1 - xk+akpk
sortir dés que |+ —xk| <e
rk+1 - rk_akApk
t k+1)2 \
Bk+1 — ” AT " Alf;orith.me du graz_iient conjugué généralisé.
||A‘rk”2 Résolution de Ax = b
pk+1 — Atrk+1+Bk+1pk

fin boucle

2. Le mathématicien et physicien Newton (Isaac, 1642-1727) est éminement célébre, mais qui était Ra-
phson ? (Joseph, 1648-1715). La réponse A cette question angoissante se trouve dans ’article [7).
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7 Solution numérique du probleme

7.1 Déflexion normalisée

La méthode de calcul utilisée converge pour toutes les valeurs (P, U) jusqu’au point d’insta-
bilité. Les résultats du programme sont donnés sous forme d’une matrice qui contient les va-
leurs de w/d aux points du maillage. Un exemple de résultat obtenu est indiqué dans le
tableau (2.1), les valeurs normalisées sont P = 1000 et U = 5.0.

-

O NWAOOVDWVO
K T

7.2

tableau 2.1

Déflexion de la plaque

000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
I=0
X = 0.0

NN H NN NN
[ N s N v o o e [ o o e e Ry
OaNWAERNNDWD
COoO0ODOOCOOOO

0.000006  0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000  0.000000
0.006328 0.016382 0.025473 0.031473  0.033555  0.031479  0.025473  0.016382
0.016382 0.043263 0.088293 0£.085174 0.091067 0.085174 0.068293  0.043263
0.025473 0.068293 0.108849 0.136516  0.146231 0.136516 0.108843  (.068233
0.031479 0.085174 0.136516 0.171764 0.184180 0.171764 0.136516  0.085174
6.033555 0.091067 0.146231  0.184180 0.197561  0.184180  0.146231  0.091067
0.031479 0.085174 0.136516 0.171764  0.184180 0.171764  0.136516  0.085174
0.025473 0.068293 0.108843 0.138516 0.146231  0.135516  0.108843  0.068233
0.015382 0.043263 0.068293 0.085174 (0.081067 0.085174 0.068293  0.043263
0.006323 0.016382 0.025473 0.031479 0.033555 0.031479 0.025473  0.016382
0.000000 0.000060  0.000000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000  0.000000

I= 1 I= 2 I=3 I= 4 I= 5 I= § I= 7 I= 38
X = 0.1 X = 0.2 X =0.3 X =0.4 X = 0.5 X =0.8 X = 0.7 X =0.8

Allure de la déflexion

coocoOOoOO000o

000000
006328
016382
025473
031479
033555
031478
025473
016382
006329
000000
I= 3

X =0.9

D000 OOLOOO

006000
000000
000000
400000
000600
000000
000009
000000
080000
000000
000000
I=10
X =1.0

Nous avons tracé sur la figure (2.4) la forme de la déflexion lorsque 1’on applique indépenda-
ment une pression constante P et une tension électrostatique U. La déflexion est tracée au mo-
ment ol la plaque touche le fond de la cavité dans le cas de la pression, et juste avant que I’on
atteigne le point d’instabilité dans le cas de la tension.
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8 Validation de la résolution numérique

Méme dans le cas d’une plaque simplement posée, nous ne connaisons pas de solution ana-
lytique du probléme aux limites (2.4). Un autre moyen classique pour vérifier une solution
numérique est de retrouver les résultats en employant une méthode radicalement différente.
Ce paragraphe traite ce probléme. Nous cherchons a résoudre le sytéme de (N - 1)2 équations
algébriques suivant :

Pour i,j = 1...N

VT’:'Z,j(AoWi,j*‘Axf’in,j AW+ AWl AW o (2.13)
FAWis1jor +AgWisy ju1 AWy 1+ AWy oy ) )
w = = = 45— 4
+A9W,'+2,j +A10Wi ,j+2+A“W,~_2,j +A12W; ,j-2) = thW;,j'i'hdU

Pour simplifier ’écriture, on pose :
§ =AW +AW o+ AWiy; +AW; o
FAWi 1 jir + AWy ju1 AWy o+ AgWii o

_ (2.14)
"‘“‘49_"Vi+2,j +AGW et AnWiog; +ARW: 2
— h,P
L’équation (5.13) s’écrit alors :
— —_ ~2
AgW,;+SWa;— 3T = 0 (2.15)

L’idée de la méthode est la suivante : A chaque itération, nous résolvons de fagon algébrique
I’équation (2.15). Comme c’est une équation du 3*™ degré, nous obtenons 3 racines dont il
faut choisir celle qui correspond au probléme physique. Le systéme est ensuite résolu de fa-
¢on itérative par la méthode de relaxation.

8.1 Résolution algébrique

La méthode de résolution d’une équation du 3*™° degré est 1’une des deux grandes découver-
tes des algébristes Italiens du XVI®™ siecle. Il n’y a pas de difficulté de principe dans cette
résolution mais le procédé de calcul est assez lourd. Bien que la méthode soit exposée dans
de nombreux livres, nous avons préféré la réécrire brievement ici pour rendre ce mémoire le
plus autonome possible.

On raméne I’équation (2.15) a 1a forme standard par le changement de variable classique :

M

W= Wij“*ﬂ; (2.16)
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Ce qui conduit & 1’équation :

Wot 3pWy+2g = 0 2 = 25, HU
it ijteq = avec q= -
AR R v 2742 A
2.17)
¢
3p = _—2
34,
Le nombre de racines réelles de 1’équation dépend du signe du discriminant :
-2 )
WU iU
A=p+g = 2 (l— dzj (2.18)
A2 \4 274
A<O A=290 A>0
trois racines réelles trois racines réelles une racine réelle
deux racines complexes
o1 Q L1
u‘=2~/—_PCOS§ Sip=¢g=0 W}j2’3=0 = Uty
2 . ~2
Aij= 2,\/—_pcos(§+g§) Si p=-9#0 W}jz —2% Wy = g UTEY
2,3 _ 4 .3
.3 47 Wi =g Wiy =¢ut+ev
Wij = 2~peos (5 + ) / R
avec 1 B
avec g == 3 + i—i—
-1
cosg = 4,1 { Y
{Lt=%—q+df+q2
v="4-g-p’+q

8.2 Résolution numérique

La résolution analytique précédente conduit & un systéme de la forme :

Wij = f(Wkl) (2 19)
avec (k1) # (i,§) '
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L’algorithme de la méthode de relaxation fait intervenir des relations de la forme (2.19). C’est
cette méthode que nous avons donc utilisée pour la résolution numérique.

0

X

pour k£ = 0...k,,,, faire
pour ; = 1...n faire

i-1 n
k+172 _ 1 b k+1 k

it

j=1 j=i+t
k+1 k+1/2 &
x, = 0x T+ (1-w)x Algorithme de la méthode de
fin boucle sur-relaxation
sortir dés que | A"+t - bll<e

fin boucle

Le paramétre o est appelé “paramétre de sur-relaxation”. On montre que pour conserver la
convergence de la méthode, la valeur de o doit &tre comprise entre 0 et 2. Le cas particulier
w = 1 correspond a la méthode classique de Gauss-Seidel. Une valeur de o optimisée permet
de réduire considérablement le nombre d’itérations nécessaires a la résolution du systéme li-
néaire.

La valeur optimale de o peut étre déterminée d’une fagon théorique dans quelque “cas d’é-
cole” décrit dans.la plupart des ouvrages élémentaires d’analyse numérique. Cependant, dans
la majorité des cas concrets, cette valeur est déterminée expérimentalement.

8.3 Solution du probléeme

tableau 2.2 Déflexion normalisée

J=10Y=1.0 0.000000 ©£.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000006 0.000000 0.000000 0.000000
J= 9Y=0.9 0.000000 0.006323 0.016382 0.025473 0.031479 0.033555 0.031478 0.025473 0.016382 0.006328 0.000000
J= 8Y=0.8 0.000000 0.016382 0.043263 0.068293 0.085174 0.091067 (0.085174 0.068293 0.043263 0.016382 0.000000
J= 7Y=0.7 0.000000 0.025473 0.068293 0.108849 0.136516 0.146231 0.136516 0.108843 0.068293 0.025473  0.000000
J= BY=0.6 0.000000 0.031479 0.085174 0.136516 0.171764 0.184180 0.171764 0.136516 0.085174 0.031478 §.000000
J= 5¥Y=0.5 0.000000 0.033555 0.091067 0.146231 0.184186 0.197561 0.184180 0.146231 0.091067 0.033555 0.000000
J = 4Y=04 0.000000 0.031479 0.085174 0.136516 0.171764 0.184180 0.171764 0.136516 0.085174 0.031473  0.000000
J= 3Y=0.3 0.000000 0,025473 0.068293 0.108843 0.136516 0.146231 0.136516 0.108849 - 0.068293 0.025473  0.000000
J= 2Y=0.2 0.000000 0.016382 0.043263 0.068293 0.085174 0.091067 0.085174 0.068293 0.043263 0.016382 0.000000
J= 1Y=0.1 0.000000 0.006329 0.016382 0.025473 0.031479 0.033555 0.031479 0.025473 0.016382 0.006329 0.000000
J= 0Y=0.0 0.000000 0.000000 0.000008 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000006 £.000000 0.000000

I= 8 I= 1 I= 2 I=3 I= 4 I= 5 I= 6 I=7 I= 8 I= 39 I=10
X =0.0 X =0.1 X =0.2 X=10.3 X =04 X = 0.5 X = 0.6 X =0.7 X =0.8 X=0.9 X=1.0

La résolution du systeéme algébrique (2.13) par cette méthode donne des résultats identiques
a ceux donnés par la méthode du paragraphe précédent. La vitesse de calcul obtenue par la
méthode introduite dans ce paragraphe est cependant nettement supérieure 2 celle de la mé-
thode utilisée dans le paragraphe précédent. Le tableau (2.2) indique le résultat obtenu avec
les valeurs normalisées P = 100.0 et U = 5.0.
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9 Comparaison avec la littérature

L’article [29] propose une solution analytique approchée dans le cas de la déflexion d’une pla-
que carrée, isotrope et uniquement soumise a une tension. Les auteurs aboutissent a la solu-

tion suivante :
4’ Ddw?
e —U T—E( )—K( ) =0
soa

avec K (k)  lDintégrale elliptique complete de premilre espece
E (k) Tlintégrale elliptique compléte de seconde espece

(2.20)

La solution analytique approchée est calculée’ pour les valeurs numériques suivantes :

a = 14.8 mm
h=8 pm
d=30 um
E = 1.9x10"
v =02

Les deux solutions sont comparées dans la courbe ci-dessous

10 T T T ; ! ; T

solution numérique

[29]

w (1m)

figure 2.5 Comparaison avec la littérature

3. On trouve dans [66][57] les algorithmes de calcul de ces intégrales elliptiques, et dans [313{1] leurs
tabulation.
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10 Phénomeéne d’instabilité

Le phénomene d’instabilité est illustré par la courbe suivante. La déflexion normalisée w/d
passe des valeurs 0.5 4 0.9 lorsque I’on augmente la tension normalisée U/ U, de seulement
0.064% .

12.115 ! T ! T T !
12.114 : : : - : : :
12,113
12.112
12.111
u/u, 12.11
12,109
12.108
12.107

12.106

12,105
0.

figure 2.6 Phénoméne d’instabilité

Le principal enseignement que 1’on peut déduire de cette courbe est qu’il n’est pas possible
de définir avec précision la valeur de déflexion normalisée w/d A partir de laquelle I'instabi-
lité apparait. Lorsque la tension normalisée U atteint une valeur proche de sa valeur limite, la
plaque “s’écrase” au fond de la cavité d’une fagon trés brutale. Physiquement, cela se traduit
par 'impossibilité de contrdler finement la position de la plaque a partir de la valeur de la ten-
sion lorsque 1’on se trouve autour de la position d’équilibre.

Le phénomene d’instabilité est illustré sur une structure élémentaire représentée ci-dessous.
' Le modele est composé de deux arma-
s > tures rigides, dont ’une d’entre elle est

k F maintenue par un ressort de raideur k.

 S— r Ce mode¢le revient a considérer un dé-

r 1 placement moyen de la plaque et a assi-

d F miler les forces €lastiques du matériaux
l e a la force de rappel d’un ressort

1
N NAANN\N
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Soit 4 la distance inter-armature et w le déplacement de 1’armature mobile par rapport 2 sa
position d’équilibre. L’application d’une tension U entre les deux armatures engendre une
force électrostatique F, qui entraine 1’armature mobile vers le bas, la force F, s’exprime par
I’équation (2.21).

£0UZS
F,= —— 2.2
2(d—w)
La force de rappel du ressort est donnée par 1’équation (2.22)
F, = —kw (2.22)

Le systeme est en équilibre si son énergie potentielle E est un extrémum (i.e. ZF = 0).

e U*S
O pF =2 gw=0 (2.23)
ow 2(d—w)

Un systéme est en €quilibre stable si il tend a revenir & sa position initiale lorsqu’il est lege-
rement €carté€ de sa position d’équilibre. La condition pour qu’un systéme soit en équilibre
stable est que son énergie potentielle soit minimale, i.e.,

*E g,U"S

ow? - (d~w)3

— k>0 (2.24)

les équation (2.23) et (2.24) fournissent un syst¢me d’équation entre les inconnues w et U. La
résolution de ces équations 2 la limite de 1’équilibre donne les solutions (2.25).

1.3 3
8 [kh ) _[8 [kn
(W=d/3 ,U—'\/.ﬁ»\/eo—s ) y (W—d/3 » U = 27}\/80S) (2.25)

Le déplacement maximal de I’armature supérieure pour lequel il y a stabilité est donc de
w = 0.33 pour ce modele élémentaire. Cette valeur est & comparer avec la valeur w = 0.45 cal-
culé numériquement pour la plaque (voir figure 2.4). En outre, il est interessant de remarquer
que ’expression de w limite est indépendante de la raideur du ressort k.

11 Pression et tension maximale

Les courbes de pression maximale & U/ U, donnée sont tragées sur la figure (2.7) en fonction
du rapport des longueurs r. La pression maximale diminue avec la tension U/U, appliquée.
Cette courbe donne le domaine d’utilisation du capteur 2 U/U, donnée. Pour des raisons de
temps de calcul, les points indiqués sur les courbes (2.7) et (2.8) ont été calculés en utilisant
un maillage de 10x 10 intervalles. L’écart entre la courbe tragée & U = 0 sur la figure (2.7) et
celle de la figure (1.7) est dii a la différence de la taille du maillage utilisé.
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1400 U/U, = 0.0
1200
U/Uy = 30
1000
400 U/Uy = 60
(P/P,),
600 UsUy =90
400 Uu/u, = 12.0
200}
0

Jigure 2.7 Pression normalisée maximale en fonction de r

Les courbes ci-dessous donnent la tension maximale & ne pas dépasser pour conserver la sta-
bilit€ du syteme pour différentes valeurs de pression normalisée P/P, en fonction du rapport
des longueurs r.

18 T ! ! !
: : : P/Py = 0.0
P/Py = 150.0
P/P, = 300.0
P/P, = 450.0
(U/U¢) s P/P, = 600.0

figure 2.8 Tenslon normalisée maximale en fonction de r
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12 Réponse du capteur

12.1 Equation normalisée

Les équations de ce paragraphe sont identiques a celles du premier chapitre. Nous rappelons
simplement ici 1’équation normalisée utilisée pour le calcul de la réponse. Soit C, la valeur
de la capacité au repos, I’équation de la réponse du capteur s’écrit :

C 1

£ [ —————dxdy

Co J!l —n (3) 2.26)
S = [O,G] X [O’ b]

12.2 Courbe de réponse normalisée du capteur

La courbe de réponse normalisée d’un capteur carré en fonction de U/ U, est illustrée par la
figure (2.9). La pression P,,,, utilisée comme référence pour trager les courbes est la pression
maximale relative 2 la tension nulle. La courbe limite représentée marque la zone de stabilité.
Le phénomene d’instabilité appararait lorsque la courbe de réponse coupe la courbe limite.

2 T T T T

courbe 1ifnite

LB .................... \ ....... .......... 1 ..... -

1: U/Uy =00

c/Cy 2. U/U, =30
3. U/Uy= 6.0

4: U/Uy=90

"o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(P/Ppgs) <

figure 2.9 Courbe de réponse normalisée

La courbe 1 est identique 2 celle du prémier chapitre (voir figure 1.11). Les courbes 2,3, 4
montrent I’influence de la pression électrostatique. Plus on impose une tension €levée, plus
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le domaine d’utilisation du capteur se réduit. En outre, les valeurs de capacité que I’on mesure
deviennent aussi plus faibles lorsque I’on augmente la tension U/U,. Au-dela de la courbe
limite, il n’y a plus aucune mesure possible puisque la plaque “chute” brutalement dans le
fond de la cavité et crée un court-circuit entre les deux armatures.

12.3 Réponse en fonction de la pression électrostatique

La courbe de réponse du capteur en fonction de la tension normalisée est donnée 3 titre indi-
catif sur la figure (2.10). Elle est tragée pour une pression appliquée nulle. On remarque que
les valeurs de capacité restent faibles dans la zone de stabilité. Cela s’explique a partir de la
courbe (2.4) ot I’on observe que la déflexion, dans le domaine de fonctionnement stable, reste
toujours inférieure & 45% de la profondeur de la cavité.

c/C,

(U/Umax)l',___o »

figure 2.10 Réponse en fonct:’;'on de_-'-ia pression éiecb'ostatique
13 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre une étude de I’influence de la pression électrostatique
sur le comportement du capteur de pression capacitif. L’équation aux dérivées partielles de la
déflexion d’une plaque déformée simultanément par une pression constante et une tension
€lectrostatique est non-linéaire. Cette équation a été résolue par deux méthodes numériques
qui ont conduit aux méme valeurs de déflexion.
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Les résultats numériques ont montré qu’il existe une courbe, fonction du couple de valeur
(P, U) , qui délimite une zone de stabilité de la plaque. L’instabilité se traduit par une “chute”
brutale de la plaque dans le fond de la cavité. Nous avons tragé un réseau de courbe permet-
tant de déterminer les valeurs limites de pression et de tension normalisées en fonction du rap-
port des longueurs.

Les courbes de réponse paramétrées en fonction de la tension normalisée ont été représentées
et ont mis en évidence que 1’application de la tension n’a pas d’influence positive sur la linéa-
rité et la sensibilité du capteur.

Enfin, la solution numérique calculée a été comparée a une solution analytique approchée.
Les résultats obtenus sont proches mais le manque de littérature sur le sujet rend difficile une
comparaison plus fine.
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Capteurs capacitifs @ armature d’épaisseur variable
P

Capteurs capacitifs
a armature d’épaisseur variable
Chapitre 3

1 Equation dela déflexion d’une plaque mince
d’épaisseur variable f

Ce chapitre traite le cas des plaques d’épaisseur variable. C’est & dire que 1’on considére
maintenant que I’épaisseur de la plaque 4 est fonction de x et y. Toutefois, on suppose comme
dans le chapitre précédent, que 1’épaisseur de la plaque est faible en comparaison des dimen-
sions dans les deux autres directions. Les déformations elles-mémes seront, ici encore, sup-
posées petites, c’est & dire que les points de la plaque varient peu A I’égard de 1’épaisseur.

1.1 Equation d’équilibre

L’équation de base est obtenue a partir de la formulation des moments et de 1’équation reliant
ces moments entre eux. Rappelons la forme de ces équations que 1’on peut trouver dans [82] :
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~ v, 27T p
ox ox dy ox
2 2
M., —D[a—2+ M]
ox ay
3.1
3w W
M,, —D[:g—i+ _2}
y ox
o*w
M, = (¢-0)D
ox dy

En éliminant M, M et M, dans le systeme précédent, on obtient la relation recherchée.
Dans le cas de petites déformations, 1’équation d’équilibre d’une plaque d’épaisseur variable
déformée par des forces extérieures est décrite par :

2 2 2 o? J* P 2 2
%D[Q—y;+ui—‘::1+2(a—u) D[ w]+-—2DFJ;+Da_’:] =P (3.2)
ox" Lox dy dx dy Loxdy] 9y Ldy ox

avec w(x,y) déflexion au point (x, y)
P pression appliquée sur la plaque
D = Doh3 coefficient de rigidit€ de la plaque 2 la flexion
ER G
D=———— a=v+2=(1-1) (3.3
12(1-v% E
ol hix,y) ¢épaisseur de la plaque
) coefficient de Poisson
E module de Young
G module de Coulomb

Les trois coefficients «, v, E et G dépendent du matériau et de la direction cristallographique
dans laquelle est orientée la plaque.

1.2 Conditions aux limites

Soit © le domaine d’intégration [0, a] x [0, 5], 0Q les points fronticres du domaine et » la
normale extérieure au domaine. Dans le cas d’une plaque encastrée, les conditions aux limites
ont la forme simple :

w=20

T o
AL
on
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1.3 Probléeme aux limites

On est finalement conduit & résoudre le probléme aux limites suivant : trouver w défini dans
[0, a] x [0, ) vérifiant :

dans Q = (0,a) x (0, b)

2 2 2 2 2 2 2 2
aD[a—wwLua—‘:]+2(a—u) J D[aw}+a—D[a—w+ua—wj'=P

ox* Lax? dy dx dy |axay] 9y Loy? ax? 3.5)
sur 0Q2
w=20 et i 0

Nous allons rechercher une solution numérique de ce probléme aux limites.

2 Réduction a un probléme sans dimension

Le changement de variable x = x/a et j = y/b ramene le domaine d’intégration 2a
[0, 1] x [0,1]. De plus, on pose r = b/a. On effectue ensuite le changement de fonction
w = w/d. Soit k une valeur donnée de I’épaisseur de la membrane, soit 4 (x,y) la valeur de
I’épaisseur de la membrane aux points (x,y) € [0, a] x [0, b], on pose h(x,y) = h(x y)/h.

On définit ensuite :

avee 1 a2b2 6
o = 3.
Py dDyi .6)

a VR
]

®l

Les changements de variable précédents conduisent finalement 3 1’équation aux dérivées par-
tielles suivante :

2.3 2~ 2~ 2 .3 *w 2.3 % e -
2 [rzﬁ..*;+ui.‘;]+z<a-u> 0 h[aw}%h [Eﬂwiﬂﬂ (3.7
oF ; 5 9% 35 9% dy7) 9y x

% oy 23y ox

3 Résolution numérique du probléme

3.1 Maillage

Le maillage du plan utilisé pour la résolution de 1’équation aux dérivées partielles est similai-
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re a celui employé dans le chapitre précédent. Ce maillage contient un nombre un peu plus
élevé de points (exactement 4 x3 = 12 points supplémentaires).

i Ay jn,
X N N
N (0, 1) I I (1, 1) 0 :pomnt € Q
*—o > @® : point € 0Q
® —b—H—H—@ X : point € Q
& —1 0B m—e—X hy pas de discrétisation
N nombres d’intervalles
& — B BH—=
,ih
0 ](0,0) (1,0) X thy
-
: i
N N N ral

2

Sfigure 3.1 Maillage du plan avec 4 intervalles

3.2 Discrétisation de ’équation aux dérivées partielles

2.3 2~ 2~ 82 .3 82" 82 -3 2~ 2~ .
iz [r29—¥+u§—¥:|+2(a—u) ~ _h[ _w_}ir—:ih I_—lié%+na—q =F 3.8
ox ox dy oxdy [dxdy| dy l_r dy 0x

Soit w la fonction qui approxime la solution w aux points du maillage. L'équation (3.8) se
discrétise de 1a fagon suivante :

AW, ;
AW AW FAS WL AW
FASW a1t A Wis j F A Wiy o+ A Wiy i (3.9
AW, 0 +A0W i +ALW L, +ALW .,

i

av
FARW o2t AW g ot AW g i 2t AW 0 o0 = BGP

Cette équation est valable pour tous les points (i, j) € Q. Elle est représentée par le schéma
suivant :
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A14 AIO Al3
As Ay |4

All A3 AO Al A9
A 1A A,

Ags A A

Sigure 3.2 Schéma aux différences de l'équation aux dérivées partielles (3.8)

Les coefficients de 1’équation (3.9) sont donnés ci-dessous :

Ag = 8Dy (i,j) +4[D,(i,)) + Dy (i, )]
+D,(i+1,j) +D,(i-1,)) +D,(i,j+1) +D, (i,j - 1)

+ (1/8) [ny(i—l,j+1) +ny(i+1,j+1) +ny(i—l,j- 1) +D1y(i+1,j—1)]

Az =

Ay
Ags
Ag

=2[Dy (i, ) +Dy(i+1,5) +D, (i,j) + D, (i+1,))]
~2[Dy(irJ) + Dy (i j+1) +D, (i) +D, (i, j+1)]
=2[Dy (i, j) + Dy (i=1,j) +D_ (i, j) + D, (i-1,/)]
=2[Dy(5) + Dy (4,j=1) + Dy (i j) + Dy (i, j-1)]

Dy(i,j+1) +Dy(i+1,)
Dy (i,j+1) +Dy(i-1,))
Dy (i,j=1) + Do (i-1,)
Dy(i,j—1) +Dy(i+1,j)

D (i+1,5) - (1/8) [ny(i+1,j+1) +ny(i+1,j—1)]
Dy(i,j+1) - (1/8) [ny(i—l,j+1) +ny(i+1,j+1)]
D (i-1,j) - (1/8) [ny(i—l,j—l) +ny(i—1,j+1)]
Dy(i,j-—l) -(1/8) [ny(i-l,j—l) +ny(i+1,j—l)]

(1/8)D, (i+1,j+1)
(1/8)D, (i-1,j+1)
(1/8)D, (i-1,j-1)
(1/8)D, (i +1,j-1)

ot ’on pose :

O oL

it

o

(3.10)
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3.3 Discrétisation des conditions aux limites

Les conditions aux limites permettent de définir les points sur le contour et a I’extérieur du
domaine. On obtient des relations similaires a celles du premier chapitre.

W,; =0 V(i j) e 0Q (3.11)
W—lj = le
s » pour j: -1..N+1
{ Whit,j = Wiy,
(3.12)
Wi = Wi pour i=-1..N+1
Winer = Wiy

3.4 Résolution du systeme

La discrétisation de 1’équation aux dérivées partielles (3.8) conduit & la résolution d’un sys-
teme linéaire dont la structure est représentée sur la figure (3.3). Nous avons considéré un
maillage & 10 intervalles. Chaque point représenté indique I’emplacement d’un éiément non-
nul de la matrice. Cette figure doit étre comparée avec la figure (1.4.). La forme du systéme
linéaire dépend bien évidemment de la numérotation des inconnues, nous avons considéré la
notation usuelle du type W, ; = W;_,, (v_1, +;- La résolution de ce systéme a été effectuée par
la méthode du gradient-conjugué.

figure 3.3 Emplacement des éléments non-nuls
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4 Validation de la résolution numérique

L’équation aux dérivées partielles (3.2) est une généralisation de 1’équation aux dérivées par-
tielle (1.1) étudiée dans le premier chapitre. Sil’on choisit 4 constant, alors D = Dyh® est aussi
constant et I’équation (3.2) se réduit & ’équation (1.1). Le cas particulier d’une plaque d’é-
paisseur constante correspond & # = 1. Dans ce cas 13, I’écriture normalisée de 1’équation aux
dérivées partielles (3.8) se réduit bien entendu a 1’équation normalisée (1.6).

231 42° 2~ 2 a1 a2 2 a2 2
[ v2aew { aWJﬁ__zh R
ox ox dy dxdy |oxayl 9y Lriay ox
_ 4~ 4 4 4~ 4 _
h=1 = r@—;+u%+2(a~u)az—w2+—lia—}:+u 82w2=P 3.13)
ox dx 9y 0xdy oy 0x dy
4~ 4= 4~
o 2" " 120 ?2w~2+12§1 =P

Par contre, I’équation aux différences dans le cas des plaques d’épaisseurs variables ne se ré-
duit pas a celle des plaques d’épaisseur constante pour 4 = 1. Par conséquent, la comparaison
de la solution du systéme linéaire du premier chapitre (1.10) et de la solution donnée par le
systeme linéaire (3.9) dans le cas particulier d’une plaque d’épaisseur constante constitue un
bon test pour la validation du programme. Le tableau (3.1) compare les valeurs de la déflexion
au centre de la plaque pour P/P, = 100 pour différentes tailles de maillage.

tableau 3.1 Convergence du schéma (3.9) vers les résultats du schéma (1.10)

N 10 30 50 70 90

Eq. (1.10) |1 0.148401 0.138749 | 0.137950 | 0.137730 | 0.137639

Eq.(3.9) 0.152563 | 0.139213 | 0.138117 | 0.137815 | 0.137690

Ecart 2.73% 0.33% 0.12% 0.06% 0.03%

Plus le nombre d’intervalles augmente et plus les solutions des deux systémes linéaires, dont
les coefficients sont totalements différents, convergent 1’une vers 1’autre.

Les calculs (3.13) montrent I’indépendance de 1’équation (3.8) par rapport au coefficient v
lorsque 1’épaisseur de la plaque est constante. Néanmois, 1’expression du schéma aux diffé-
rences (3.10) de la déflexion d’une plaque d’épaisseur variable fait intervenir la valeur numé-
rique du coefficient v. II est donc important de vérifier I’indépendance de la solution de ce
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schéma vis-a-vis de v dans le cas ou 4 = 1. Nous avons tracé sur la courbe (3.4) la valeur de
la déflexion au centre de la plaque en fonction de v pour différentes tailles de maillage. Les
calculs ont été effectués avec les valeurs o = 1, r = 1 et P = 100.0.

0.144 T ' T T T T T T T
0.142
1: N=10
0.14 2: N=20
3: N=30
0.138 4: N =40
~ . : . ; . : 1 . _
w Y " AT SURSTAOS S S N SRS U ST ST A 5: N=350
au centre ‘ ' : ‘
0132 ]
0. 2
0.128 : ‘ : : z z ; : 4
: 5
0.126 4
Q 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 2.8 1

figure 3.4 Influence du coefficient D

La pente de la courbe devient de plus en plus faible lorsque I’on augmente le nombre de pas
du maillage. Cela signifie que la valeur du paramétre v a de moins en moins d’influence sur
le résultat quand on affine le maillage, et donc, que la simplification de 1’équation aux déri-
vées partielles (3.13) est de plus en plus “prise en compte numériquement”.

tableau 3.2 Pente des droites de la courbe (3.4)

N 10 20 30 40 50

|pente| 0.006 0.0015 0.000653 | 0.000368 | 0.000235

Le tableau (3.2) donne la valeur absolue de la pente de chaque droite de 1a figure (3.4). Méme
dans le cas d’un maillage grossier comprenant 10 intervalles, la valeur de la pente est extré-
mement faible, i.e. v n’a donc quasiment aucune influence sur le résultat de la déflexion si on
considere une plaque d’épaisseur constante.
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5 Capacité entre les deux armatures

Les équations de ce paragraphe sont identiques 2 celles du premier chapitre. Nous rappelons
simplement ici 1’équations normalisée. Soit C, la valeur de la capacité au repos, I’équation
(3.14) se réécrit .

C 1
Co j!1—»"vn(x,y) - (3. 14)
S = [0,4a] x [0, b]

6 Exploitation du programme

La modification de I’épaisseur de la plaque permet de faire varier les courbes de réponse du
capteur. Il existe évidemment une trés grande diversité de formes possibles réalisables. Néan-
moins, pour préciser I’influence de la forme de I’épaisseur de la plaque (sa géométrie) sur les
caratéristiques du capteur, on est contraint de s’imposer des critéres arbitraires. La démarche
proposée pour cette étude est la suivante : on se donne une géométrie simple :

x4
Ng N\

PN
\ -3 -

N

NS N

figure 3.5 Géométrie de référence

puis, on regarde comment se comporte la réponse du capteur lorsque 1’on modifie la géomé-
trie du mesa indiqué sur la figure. Nous avons choisi de traiter les cas suivants :

- Modification de son épaisseur
- Modification de sa surface
- Modification de son emplacement

Considérons deux plaques d’épaisseur uniforme 4 et 2k respectivement. Il est évident que ces
deux plaques ont des courbes de réponse différentes, alors qu’elles possédent une “forme”
identique. On s’affranchit de ce probléme en imposant un volume égal 2 toutes les géométries
de plaques étudiées. ' '
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Chapitre 3

6.1 Comportement en fonction de I’épaisseur du mesa

Ce paragraphe étudie I’influence de la profondeur d’

sur les caract

du capteur. Les figures ci-dessous rep

ristiques

é
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J

(3
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figure 3.6

Les figures (3.7) et (3.8) donnent

male, et les courbes de réponse du capteur en fonction de I’épaisseur du mesa. Les valeurs de
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900 T T T T ! ! !
B850
800

750
(P/Py)

max
700

650

600

550 H i H H i i i
0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

figure 3.7 Pression normalisée maximale

1 e = 0.5h
2 e=0.75h
3 e=nh

4 e=2hn

c/C,

1 i H i H H H i H
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
P/P,

figure 3.8 Courbes de réponse
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Chapitre 3
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1000 ; ; ; T

950

900

850

800

(P/Py) max 750
700

650

600

550

500

figure 3.10 Pression normalisée maximale

2.2 T ! ! ! z T !

c/C,

1 i i ; i i : i :
0 100 200 300 400 500 €600 700 800 900
P/P,

figure 3.11 Courbes de réponse
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6.3 Comportement en fonction de 'emplacement du mesa

y 2

Dans ce paragraphe, on étudie I’influence de I’éloignement du mesa du centre de la plaque.

Néanmoins, nous avons respecté la symétrie du probléme en intégrant plusieurs mesa. Cha-

que mesa est de forme carrée, d’épaisseur e = 2 etdec

diées sont représentées ci-dessous.

éométries étu-

7

4/30.Les g

a

1

té éga

0

trie 2
étrie 3

géomé

étrie 1

géomé

”

A Y

z

3]
g
o]
&
&0

ométries étudiées

Sfigure 3.12

Les valeurs des pressions normalisées maximales et la courbe de réponse sont données par le
tableau (3.3) et la figure (3.13). Les mesa plagés dans les zones périphériques de la plaque

diminuent fortement la pression maximale admissible par le capteur. La courbe de réponse

montre que pour gagner en linéarité, on a tout intérét & placer le mesa aussi pres que possible

du centre de la plaque.
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tableau 3.3 Pression normalisée maximale

géométrie 1 2 3
(P/Pg) .ox || 83248 703.71 637.21
3 2 1
2.2 T T T T T T T
B3 NSO USROS SO SRR SO S A0 B SO ]
LBb e i b S ]
PY ISR R L SRS A” 497 0 N S ]
12 el |
10 i(i)O 2(iJO 32)0 4i00 52)0 680 7Ci)0 800

P/P,

figure 3.13 Courbes de réponse

7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré le probléme de la déflexion d’une plaque mince d’é-
paisseur variable. La discrétisation par la méthode des différences finies de 1’équation aux dé-
rivées partielles relative a ce probléme fait intervenir des expressions algébriques beaucoup
plus lourdes que celles obtenues dans le cas d’une épaisseur constante.

Nous avons proposé une étude de I’influence de la géométrie de la plaque sur les courbes de
réponse du capteur capacitif. La démarche de cette étude a été la suivante : A partir d’une
structure de base, un mesa, nous avons cherché le réseau de courbe de réponse que ’on ob-
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tient lorsque 1’on modifie indépendamment son épaisseur, sa surface et son emplacement.

Il ressort de cette étude les résultats suivants : pour augmenter la linéarité de la réponse du
capteur, il faut :

- concevoir un mesa plutdt qu’une cavité,

- que ce mesa occupe environ 20% de la surface de la plaque,

- placer ce mesa au centre de la plaque.

-54-




Capteurs capacitifs a structure polygonale

Capteurs ‘capacitifs
a structure polygonale
Chapitre 4

1 Déflexion d’une plaque polygonale

Ce chapitre €tudie le comportement de capteurs capacitifs dont la forme de la cavité est po-
lygonale. Cependant, on restremd le probléme aux polygones dont les cOtés sont paralleles
aux axes pour faciliter les calculs!. Cette restriction n’est pas pénalisante puisqu’elle corres-
pond aux structures technologiquement réalisable. En outre, la géométrie de la cavité peut
€tre connexe ou multiplement connexe. On considére dans ce chapitre que le corps d’épreuve
a une épaisseur constante.

1. La méthode des différences finies ne se préte pas, de fagon naturelle, & I’intégration dans des domaines non-rec-
tilignes. Néanmoins, il existe une généralisation de cette méthode qui peut étre appliquée dans les domaines curvi-
lignes généraux : méthode des “différences finies curvilignes”. La mise en ceuvre de cetie méthode est plus
difficile que 1a méthode des différences finies classiques et elle est beaucoup moins courante. Nous proposons une
étude de celle-ci dans I’annexe 6. Précisons toutefois que certains auteurs, par exemple [36}, proposent des métho-
des plus simple pour tenir compte de frontiéres courbes.
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1.1 Domaine d’intégration

Le programme développé dans ce chapitre permet d’effectuer les calculs de 1a déflexion dans
des domaines de forme connexe, ou multiplement connexe. Une illustration des géométries

calculables est représentée figure (4.1).

domaine connexe

figure 4.1 Forme de la cavité

1.2 Probléme aux limites

On se donne un domaine d’intégration multiplement connexe Q. Il faut trouver w défini dans

Q U aQ vérifiant :

domaine multiplement connexe

4 a4 4
a_y:+2a_2w_§+§_4_=_li dans Q
ox ox°dy" dy D
4.1
w=20 et a—w=0 sur dQ2
on

1.3 Probléme aux limites sans dimension

On ramene le probléme aux limites précédent & un probléme sans dimension par les change-
ments de variables % = x/a, § = y/b, w = w/d et P = P/P,. La constante P, est définie par
I’équation (1.5) en fonction des parametres géométriques du capteur (a, b, d, ) . On pose de
plus r = b/a. L’équation aux dérivées partielles de (4.1) devient alors :
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-~ 4 ~
2a4w 2 a'w 194
r—~4+ o +—2

% 378y 3

|QJ
X

=P 4.2)

~i

2 Résolution numérique du probléme

2.1 Discrétisation du domaine

Afin de définir le domaine d’intégration Q d’une fagon simple et de permettre I’ utilisation des
mémes équations linéaires pour représenter 1’équation aux dérivées partielles, on discrétise le
domaine d’intégration avec un pas réguli¢rement espacé. Cette discrétisation revient & impo-
ser au contour de ce domaine de passer par les points du maillage.

En prenant un maillage de [0, 1] x [0, 1] aussi fin que I’on veut, on peut donner une approxi-
mation aussi proche que ’on veut du domaine continu. Le maillage utilisé par la suite est
composé de 30 intervalles, ce qui définit I’ensemble de 31x31 points représenté figure
(4.2.1), ot I’on a indiqué le contour du domaine.

SN NN NN NN

représentation (3) représentation

(1) maillage utilisé (2) par points par zones

figure 4.2 Définition du maillage

La définition des points du domaine est représentée dans ce chapitre par zones, alors que dans
les autres chapitres nous avons préféré donner une représentation par points. Ces deux repré-
sentations sont duales (on passe de ’une a 1’autre d’une fagon univoque). Les figures (4.2.2)
et (4.2.3) illustrent la correspondance entre celles-ci.

La définition du domaine d’intégration s’effectue a partir de deux utilitaires de X Windows.
Lutilitaire “bitmap” permet de dessiner le domaine de fagon convivial sur I’écran. L’ utilitaire
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“bmtoa” génere un fichier ASCII qui code la géométrie du domaine a partir des données de
“bitmap”.

3 Validation de la résolution numérique

Le programme mis au point dans ce chapitre donne des résultats identiques a ceux du premier
chapitre lorsque la plaque est de forme carrée. Une comparaison des solutions sur un contour
curviligne permet de valider le programme dans le cas d’un contour polygonal mais aussi de
chiffrer quantitativement I’erreur de la discrétisation dans le cas d’un contour curviligne.

3.1 Equation aux dérivées partielles

Dans ce paragraphe, on considére I’équation de la déflexion d’une plaque circulaire de rayon
¢ dans un systéme de coordonnées polaires (r, 8) . Le centre du repére coincide naturellement
avec le centre de la plaque. L’équation (1.1) s’écrit en coordonnées polaires [82 p 54] :

Pw 19w 19w 19w 23w 2 w2 Pw 4w
4

e b+ —+ 2+ D -= b =
ot Fat rFaet Por roar o290 roraer r

4.
20 @3

SIR

Dans I’hypothese ol la pression appliquée est constante, la déflexion w n’est fonction que de
r, et ’équation aux dérivées partielles (4.3) se réduit alors a :

4.4

L’intégration de cette équation aux dérivées partielles se ramene a 4 intégrations successives
puisque I’on peut réécrire (4.4) sous la forme :

l_a_{,i[la_(,a_wﬂ}=’; 4.5)
r or or Lr or or D

Dans le cas d’une plaque uniformément chargée, ’intégrale générale de 1’équation aux déri-
vées partielles (4.5) s’écrit :

4
w(r,0) = 3255 14, (8) PIn() + A, (8) In() + Ay (8) PP+ A, () 4.6)

Si les conditions d’appui sur le contour de la plague ne dépendent pas de 6, la fonction w n’est
fonction que de r. Les 4 constantes A,, 4,, 4, et A, , indépendante de 6 dans ce cas particu-
lier, sont déterminées en utilisant 4 conditions aux limites spécifiques aux problemes.
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3.2 Conditions aux limites

La valeur de 1a déflexion w et de ses dérivées doit rester finie dans tout le domaine.

W< oo dans Q

{ ow 4.7
=— <o dans Q
or

Dans le cas ot le bord r = ¢ est encastré, les conditions aux limites s’écrivent :

{ w=0 sur 0Q2

a—}f=0 sur 9Q2 .8
or

3.3 Equation de la déflexion

Les 4 équations aux limites (4.7) et (4.8) permettent de déterminer les constantes 4,, A,, 4,
et A, dans I’équation (4.6), on obtient finalement :

w(r) = %(cz—rz)z 4.9)

3.4 Equation sans dimension

On pose r = r/c, w = w/d, I’équation (4.9) devient :

- pct 2?2

W_BZ—D_d(l_r) (4.10)
Le rayon de la plaque ¢ s’exprime par rapport aux variables précédentes par ¢ = a/2, on pose
de plus, comme dans I’ensemble des chapitres précédents, les valeurs :

P 1 4

~ a
P=F; avec P, = D 4.11)
On obtient alors I’équation sans dimension :
- 2
W=t P(1-7) 4.12)
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3.5 Comparaison avec la solution numérique

La solution numérique a ét€ calculée avec les trois géométries suivantes :

(1) 30 intervalles (2) 40 intervalles 3) 50 intervalles
961 points 1681 points 2601 points

figure 4.3 Définition des géométries utilisées

Le tableau (4.1) montre la convergence de la solution numérique vers la solution analytique
lorsque le maillage devient plus fin. Lorsque 1’on augmente le nombre de points du maillage,
le contour discrétisé se rapproche progressivement du contour curviligne. Plus la taille du

maillage est importante, et plus il est possible d’approximer le contour curviligne par un con-
tour discret.

tableau 4.1 Comparaison des solutions

Solution analytique Solution numérique
I; max N i’ max Erreur
30 1026.93 0.285%
1024 40 1025.80 0.175%
50 1024.81 0.079%

Malgré la simplicité de I’approximation du domaine curviligne, les résultats obtenus sont pro-
ches de la solution analytique & moins de 0.3% . Nous rappelons que ce paragraphe a unique-
ment pour objectif de vérifier la cohérence des résultats, le programme associé utilisé n’est
pas destiné a intégrer des contours curvilignes.
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Dans le cas de contours polygonaux paralléles aux axes (x,y), le programme donne des ré-
sultats aussi précis que dans le cas d’une plaque rectangulaire. Bien entendu, la comparaison
doit étre faite entre des maillages possédant la méme densité de points.

4 Capteur a large bande de pression

Ce paragraphe propose une configuration qui permet d’obtenir un capteur fonctionnant dans
une large gamme de pression. Ce capteur est composé de deux structures emboitées occupant
une surface utile carrée du méme ordre de grandeur que les capteurs étudiés dans le premier
chapitre.

4.1 Géométrie du capteur

Chaque structure mesure la capacité entre ses deux armatures d’une fagon totalement indé-
pendante. La géométrie des structures est choisie de telle sorte que la pression normalisée
maximale de I’une d’entres elles soit le double de I’autre. La forme de la cavité du capteur
étudié est illustrée figure (4.4).

figure 4.4 Géométrie de la cavité

4.2 Pression maximale

La pression normalisée maximale de la structure carrée est 11408, celle de la structure en “L”
est de 5118. Il y a un rapport de 2.2 entre ces deux valeurs. Nous sommes évidemment limités
dans le choix des structures par le pas du maillage utilisé. C’est la raison pour laquelle, il ne
nous a pas été possible de fixer le rapport des deux valeurs d’une fagon trés précise.
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L’allure de la déflexion du capteur est illustrée figure (4.5).

zlzlr-‘//,’:;t\\

,iillll;’ 728
/

2 é’i SN

7
» ,,,/i/lll[///[/[,":::‘\\

figure 4.5 Allure de la déflexion
4.3 Capacité au repos

" Soit €, et Cy;, les valeurs des capacités au repos de la structure carrée et de la structure en
“L” respectivement, on a les relations :

Co = €S¢ Sc  surface de la cavité carrée
oc de d. profondeur de la cavité carrée
e S S, surface de la cavité en “L” @.13)
L
CoL = Z—L d;  profondeur de la cavité en “L”

La valeur S, /S, est déterminée par la forme de la géométrie. Le rapport 4, /d,. permet de fixer
la valeur de Cy,/C,c. On choisit de prendre C,, = Cyc/1.1. La valeur 1.1 permet d’augmenter
la valeur de la capacité au repos de la plaque carrée de fagon que les courbes se coupent a
I’abscisse P/P, = 2000. (Le choix de ces valeurs numériques apparait plus clairement a tra-
vers la courbe de réponse). Ce qui conduit a :

(11)dc=S_C:3 “4.14)
Finalement
dL
T = 3(1.1) = 3.3 4.15)
C

En choisissant la profondeur de la cavité de la structure en “L”, 3.3 fois plus grande que celle
de la structure carrée, on obtient les courbes de réponse ci-dessous.
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4.4 Courbe de réponse

La courbe de réponse de chaque structure est indiquée sur la figure (4.6).

1.5 T T T
1,45+ -
toab i ETURRRUROROR R .................... .
' structure ¢n “L” :
2 S PR SR P TS SO -
C/Coc  1.3F RSSO A5 T S T 4 ST i
1'25_ ............................................................................................................................ -
1‘2 T T s 2 AP .................. e
structure carré
R Lo T T e O PP i
1.1 ................................................................................................................................... —
B 0 T R O DS =
1 : : L : N
4] 2000 4000 6000 8000 10000 12000
P/P,

figure 4.6 Courbe réponse

La structure rectangulaire assure les mesures de 0 & 2000 P/P,, la structure carrée, les mesu-
res de 2000 a 6000 P/P,. C’estI’électronique associée au capteur qui contrdle la commutation
de la mesure lorsque les deux valeurs de capacité sont identiques. En outre, il faut protéger le
fond de la cavité de la structure possédant le plus faible (P/Pg)_, pour éviter un court-cir-
cuit.

5 Capteur a forte pression maximale

L’objectif de ce paragraphe est de définir une géométrie de capteur capacitif pouvant suppor-
ter une forte pression maximale. En outre, il est important pour des raisons métrologiques que
ces géométries possedent une valeur de capacité au repos du méme ordre de grandeur que cel-
les d’un capteur classique.

5.1 Etude du capteur

Les géométries des cavités étudiées et ’allure de leur déflexion respective sont illustrées fi-
gure (4.7). On y a indiqué pour chacune d’elle la valeur correspondante de pression normali-
sée maximale et le pourcentage de la capacité au repos.
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(1) Cy = 99.88% (P/Py)__ = 4149.73

- -4;:‘:‘:‘;‘;‘5:‘

Wi N N

WSSOI
/] ’\‘\\\\t\{ AT

TR
‘:\\\ N,

\
N
“‘“\}}}“&&‘\}“

W
LIS

2) Cy = 97.03%

TS
LTSS
DS
S

T

B
SRR
AN XA
AN P
;,l;'::\;\\'&\\\“'\’;t‘gm",lll_{/;"“\\

<3

(3 Co = 94.17% (P/Py) . = 9643.52

figure 4.7 Définition des géométries et allure de la déflexion correspondante.
La déflexion est représentée selon l'axe des z dirigé vers le haut a
l'opposé du sens adopté pour les géométries
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La valeur de la pression normalisée maximale (P/Py) . des structures étudiées est une di-
zaine de fois plus €élevée que celle d’une structure classique. Les paragraphes suivants mon-
trent que les structures classiques carrées ou rectangulaires ne conviennent pas pour ce type
d’application.

5.2 Comparaison des structures

Considérons le capteur €tudié dans le premier chapitre. Si 1’on veut obtenir un capteur sup-
portant un pression maximale plus élevée, le moyen le plus efficace est de réduire la surface
(1a longueur des cbtés intervient 2 la puissance 4 dans ’expression de la pression maximale,
cf éq 1.5). En contre-partie, cette diminution de surface implique inévitablement une diminu-
tion de la capacité a mesurer.

Une seconde méthode consiste 2 donner au capteur une forme rectangulaire. La figure (1.7)
montre que pour obtenir une valeur de pression maximale 10 fois plus élevée que celle de la
plaque carrée (a surface égale), il faut choisir un rapport des longueurs de 5. Cette derniére
valeur est déja trés €levée. Nous sommes donc limités dans cette voie. Nous allons comparer
les trois géométries2 suivantes :

-2 (h, d) identique avec r" = p"/a"

(D

figure 4.8 Structures étudiées

On impose aux structures représentées figure (4.8) 4 avoir une méme valeur de pression maxi-
male. Rappelons les expressions de P, , relatives a ces structures :

~C dD L
(1) Prax = Pmax— plaque 2 pilier central
a

) p abD .

(2) P max — Puax (1) —a Plaque carrce (4 . 16)
a

" ot " dD .

3) P s = Puax (r") 23t plaque rectangulaire
a" "

2. La géométrie de la figure (4.8.1) est définie de fagon précise figure (4.7.3_).
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Les valeurs caractéristiques P,., de ces géométries sont données numériquement ci-dessous :

Pray = 9643.52
Prmaz (1) = 72072 (4.17)

La courbe P, (r) est donnée figure (1.7)

5.3 Dimension de la plaque carrée P,,, -équivalente

L’égalisation des équations (4.16.1) et (4.16.2) permet de déterminer a' :

= a = (052)a (4.18)

. 1/4

, {me (n } numériquement

a =a
Pmax

La valeur de la capacité au repos pour la plaque a pilier central et 1a plaque carrée est donnée
respectivement par C, = 0.94e,a7d et C'y = g,a'7d. D’oli la relation :

, Co [P max (1) numériquement
o = W,/ 5 ', = 029C, (4.19)

Pour des capteurs supportant une méme pression maximale, la capacité au repos d’une plaque
de forme carrée est 4 fois plus faible que celle de la plaque a pilier central.

5.4 Dimension de la plaque rectangulaire P, -équivalente

On impose aux structures (1) et (3) a avoir la méme surface, i.e. 0.944” = a" b" . L’égalisa-
tion des équations (4.16.1) et (4.16.3) permet de déterminer r" par I’équation implicite :

numériquement, voir figure (1.7)

Prnax (7" 0.94) %P,
max (r") = (0.94) max o= 4)r

4.20)

Pour des capteurs supportant une méme pression maximale, il faut choisir une structure rec-
tangulaire correspondante & r = 5. Cette valeur est a peu pres la valeur supérieure que 1’on
peut donner au rapport des longueurs si 1’on considere des capteurs de géométrie raisonnable.

6 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre une étude de capteurs capacitifs dont la cavité est de
forme “polygonale”. Le programme développé pour le calcul de 1a déflexion de la plaque per-
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met de considérer des plaques multiplements connexes et de forme polygonale dont chaque
coté est parallele a I’axe des x ou des y. La géométrie de la plaque est définie directement 2
I’écran a I’aide d’un interface graphique.

Méme dans le cas fortement défavorable d’une plaque ciculaire, la solution numérique reste
identique a la solution analytique & moins de 0.3%.

Nous avons ensuite présenté deux applications possibles de ce type de capteur. La premigre
application concerne la fabrication de capteurs 4 large bande de pression. La configuration du
capteur étudié permet d’obtenir une réponse a grande sensibilité pour les faibles pressions, et
une réponse quasi-linéaire pour les pressions plus €levées.

La deuxiéme application est relative a la réalisation de capteurs capacitifs fonctionnant dans
le domaine des fortes pressions. Nous avons proposé une structure appropriée et calculé sa
pression normalisée maximale. Nous avons ensuite montré qu’il n’est pas possible d’obtenir
des valeurs de pression maximale aussi élevées en utilisant des capteurs traditionnels.
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Capteurs capacitifs
en régime de contact
Chapitre 5

1 Flexion limitée d’une plaque mince

‘Les capteurs capacitifs classiques ont une sensibilité relativement faible. On augmente cette
sensibilité€ en réduisant la distance inter-armature. Ce chapitre est consacré au comportement
des capteurs capacitifs en régime de contact, ¢’est & dire lorsque la pression appliquée devient
supérieure a la pression maximale P, ..

Pour conserver une notation cohérente entre ce chapitre et le premier chapitre, nous appelons
toujours P, la pression qu’il faut appliquer pour faire toucher la plaque et le fond de la ca-
vité. Nous insistons néanmoins sur I’interprétation donnée & P, ,, : dans le premier chapitre
P, €tait la pression limite & ne pas dépasser, tandis que dans ce chapitre P, ,, sera la pression
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a partir de laquelle on effectuera les mesures.

silicium _—

isolant —

NN

métal Z

B

NN

T

figure 5.1 Allure de la déflexion pour différentes valeurs de pression appliquée

Techniquement, un film mince d’isolant (typiquement du $,0,) sera déposé au fond de la ca-

P>P

vité pour interdire un court-circuit entre la plaque déformable et I’armature fixe.

1.1 Equation d’équilibre

L’équation d’équilibre de la plaque est identique a 1’équation (1.1) utilisée dans le premier

chapitre, nous la rappelons ci-dessous.

ﬂ + 2(xa4—w + & = f
ox* 8x28y2 d y4 D
avec w{x,y) déflexion au point (x, y)
P pression appliquée sur la plaque

D = Dyh®  coefficient de rigidité de la plaque 2 la flexion

3
D=——ﬂ——- a=v+2—g(1——u2)

12 (1-v%

épaisseur de la plaque
coefficient de Poisson
module de Young
module de Coulomb

ol

Qe >

Les coefficients «, v, E et G dépendent du matériau et de la direction cistallographique dans

laquelle est orientée la plaque. .
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1.2 Conditions aux limites

II faut maintenant imposer deux ensembles de conditions aux limites. Le premier ensemble
concerne la prise en compte de I’encastrement de la plaque. La premiére équation exprime le
fait que les bords de la plaque ne se déplacent pas verticalement pendant la déformation, et la
seconde, le fait que la direction du bord reste toujours horizontale.

=0

w=10
{ w sur 902 (5.3)
Le deuxieme ensemble décrit la spécificité du probléme par rapport a celui du premier chapi-
tre. Ce groupe de conditions aux limites n’est donc valable que lorsque la plaque atteint le
fond de la cavité. L’écrasement de la plaque au fond de la cavité est modélisé de fagon indi-
recte en réduisant le domaine d’intégration au fur et 2 mesure que la pression augmente.

wx,y) =d dés que w (x, y) dépasse d 5.4
1.3 Probléme aux limites
On est finalement conduit a résoudre le probléme aux limites suivant : trouver w défini sur

[0, a] x [0, b] vérifiant ;

4 4 4
a_f+2a 32W2+a_w=f sur @ = (0,a) x (0, )
ox 0x 0y° dy D

quand P<P,,, w=0et —5‘;‘-’ =0 sur 9Q
(5.5
w=0eta—‘f=0 sur 0Q
on

quand PP, {
wix,y) =d désquew(x,y)dépasse d

Bien entendu, ce probléme aux limites n’admet pas de solutions “en termes finis”. Les para-
graphes suivants proposent une solution numérique.

2 Réduction a un probléeme sans dimension

Le changement de variable x = x/a et y = y/b raméne le domaine d’intégration &
[0,1] x [0, 1], on pose de plus r = b/a
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On effectue ensuite le changement de fonction w = w/d, puis on pose :

P = avec = I (5.6)

S~
<

[~

v

Les changements de variable précédents conduisent finalement a 1’équation différentielle sui-
vante :

4~ 4 ~ 4~
20w aw 1dw =
r—+2a +— =P
x ey Y 5.7

3 Résolution numérique du probleme
3.1 Maillage

Une représentation élémentaire du maillage et de la position des points frontieres sur ce
maillage demande un nombre beaucoup plus élevé de points que celle décrite dans les chapi-
tres précédents. Pour cette raison, nous avons préféré représenter symboliquement la géomé-
trie des différents domaines d’une fagon continue, en se rappelant toutefois que cette
géométrie n’est décrite effectivement par le calcul qu’a travers un ensemble discret de points
réguliérement espacés.

A1/ 7////7/71777/777//// /77777,

x 7/

: points € Q

: points € dQ

AN \\\\\\\R

AL AARERAREARREEEERERREEA RN

i}\

V////////////////////////////

=

Intuitivement, la zone en contact a globalement la forme d’une ellipse. Dans le cas particulier
ou r = 1, cette ellipse est un disque. Au fur et 2 mesure que la pression augmente, la surface
de I’ellipse s’étend au détriment du domaine d’intégration de 1’équation aux dérivées partiel-
les Q.
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3.2 Dicrétisation du probléeme aux limites

La discrétisation de 1’équation aux dérivées partielles (5.1) et des conditions aux limites (5.3)
est identique a celle du premier chapitre. Le résultat est donné respectievement par les équa-
tions (1.12) et (1.16). La prise en compte de I’écrasement de 1a plaque au fond de la cavité est
exprimée par la méthode de calcul décrite ci-apres.

P=0
boucle
Calculer la déflexion;
si l'une des valeurs de w (x,y) dépasse la valeur d alors
Réduire le domaine d'intégration en excluant les parties en contact;
Imposer w (x,y) = d dans la partie en contact;
Recalculer la déflexion;
fin si;
Sortir dés que P atteint une valeur prédéfinie;
Incrémenter P d’ un pas suffisamment faible;
fin boucle;

figure 5.2 Algorithme utilisé pour le calcul de la flexion limitée d'une plaque

Le calcul de la déflexion est effectué par la méthode décrite dans le premier chapitre, en tenant
compte toutefois du domaine d’intégration variable.

4 Solution numérique du probléme

4.1 Déflexion normalisée

La déflexion normalisée w/d aux points du maillage est contenue dans une matrice. Cette ma-
trice est imprimée a chaque fois que de nouveaux points de la plaque entrent en contact avec
le fond de la cavité. La pression normalisée correspondante est aussi affichée.

On donne ci-dessous une illustration du fonctionnement du programme dans le cas r = 1 et
N = 10 (maillage de 121 points). Nous avons choisi de montrer les résultats dans le cas d’un
maillage tres large pour bien faire apparaitre 1’extension de la partie en contact avec le fond
de la cavité.

C’est bien entendu la partie centrale de la plaque qui entre en contact la premigre, puis cette
zone centrale s’étend progressivement. Les valeurs numériques utilisées par la suite ont été
calculées pour N = 30 (maillage de 961 points) pour obtenir des résultats suffisamment pré-
gis. '
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tableau 5.1 Flexion limitée normalisée pour différentes valeurs de P/P, .

=10 Y = 1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 ©0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
= 8Y=0.8 0.000000 0.047678 0.116162 0.172848 0.207310 0.218562 0.207310 0.172848 0.116162 0.047678 0.000000
= 8Y=0.8 0.000000 O0.116162 0.291762 0.441823 0.534003 0.563770 0.534003 0.441823 0.291762 0.116162 0.000000
= 7Y=20,7 0,000000 0.172848 0.441823 0,673189 0.811833 0.8532%¢ 0.811833 ©.673189 0.441823 0.172848 0.000000
= §Y =06 0,000000 0.207310 0.534003 8.811833 0.966770 1.000000 0.96677?0 0.811833 0.534003 0.20731C  0.000000
= 5Y=05 0.000000 0.218562 0.563770 0.853294 1.000000 1.000000 1.000000 0.8532%4 0.563770 0.218552  0.000000
= 4Y=0.4 0.000000 0.207310 0.534003 0.811833 0.966770 1.000000 0.966770 0.811833 0.534003 0.207310  (.000000
= 3Y=0.3 0.000000 0.172848 0.441823 0,673189 0.811833 0.853294 0.811833 0.673189 0.441823 0.172848  0.000000
= 2Y=20,2 0.000000 0.,116162 0.291762 8.441823 0.534003 0.563770 0.534003 0.441823 0.291762 0.116162 0.000000
= t¥Y=20.1 0.000000 0.047678 0.116162 0.172848 0.207310 0.218562 0.207310 0.172848 0.116162 0.047678  0.000000
= 0Y=0.0 0.000000 0,000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 ©0.000000 0.000000
I= 0 I~ 1 I= 2 I~ 3 I= 4 I= 5 I= 6 I= 7 I= 8 I= 3 I =10
X =0.0 X = 0.1 X = 0.2 X = 0,3 X = 0.4 X = 0.5 X = 0.5 X =0.7 X =0.8 X = 0.9 X =1.0
1 T T T

1: P/P, =02

2: P/P__ =04

3: P/P__ =06

OB h e L 4 P/Pmax - 08

3 .

Ww/d 0.5k e e - 5: P/Pmax 1.0

6: P/P,, =24

7: P/P,._ =37

o plkc k' 1 i 1
o] 0.1 0,2 0.3 0.4 0,5
(x,0.5)

Jfigure 5.3 Déflexion selon Uaxe des x pour différentes valeurs de P/P, .

5 Capacité entre les deux armatures

5.1 Equation de base

La structure €quivalente du capteur est une capacité composée de deux di€lectriques et dont
I’armature supérieure est déformable. La figure (5.4) donne une vue schématique de I’ensem-
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ble et définit les notations utilisées par la suite.

P#0

figure 5.4 Schémas équivalents du capteur

La capacité au repos C',, entre les deux armatures est donnée par :

€S
C'y= ———
d disa (5 . 8)
=+
8r 8i.w
ou S surface des métallisations
g, constante diélectrique du vide

constante diélectrique relative du milieu inter-armature
constante diélectrique relative de I’isolant

iso

Dans la cas particulier ou 4;,, = 0, ’équation (5.8) se ramene a expression (1.23). La capa-

180

cité entre les armatures est donnée lors de la déflexion de la plaque par :

dans [0, a] x {0, b}

_ & (5.9)
c=|] [d=w]T | a1

£ €

r iso

Le milieu inter-armature contient de 1’air, on choisit e = 1 dans la suite de ce chapitre.

5.2 Equation normalisée

A partir de I’équation (5.9), on peut déduire une expression normalisée de la réponse du cap-
teur. Reprenons I’expression (5.9) avec € = 1, en mettant en facteur d au dénominateur et
apres avoir effectué le changement de variables x < x/a et y « y/b, on arrive finalement en
posant r, = d/d,,, et en réarrangeant les termes a

dans [0, 1] x [0, 1]
(5.10)

€0abj 1

C= ]

: dxdy
S1-w(xy) +

iso
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Le terme en facteur dans le c6té droit de I’équation est la valeur de la capacité au repos C',
quand 4, , = 0. On garde la notation utilisée dans le premier chapitre en appelant cette valeur

is0

C,- On obtient finalement :

. ! did§ dans [0, 1] x [0, 1]

rye

(.11

S1-w(x,y) +

iso

5.3 Courbe de réponse normalisée du capteur

La résolution du systeme différentiel constitué par les équations (5.7) et (5.11) permet de dé-
terminer la courbe de réponse C/C, = f(P/P,,,,) du capteur étudié dans ce chapitre. Nous
avons considéré dans les calculs que la couche d’isolant a une permitivité relative de 3.8, ce
qui correspond a la permitivité du S,0,. La courbe de réponse du capteur, paramétrée en
ry = d/d,,,, est illustrée par la figure (5.5).

14 T T T T T T T T T

c/C,

P/P

figure 5.5 Courbe de réponse du capteur

Chaque courbe a deux parties. La premicre partie, de 0<P/P,, <1 correspond aux pressions
pour lesquelles la plaque n’a pas encore atteint le fond de la cavité. C’est le domaine d’utili-
sation classique des capteurs capacitifs. Dans la seconde partie de la courbe 1<P/P,  <5,]a

plaque déformable est en contact avec le fond de la cavité. Le type de capteur étudié dans ce
chapitre est destiné€ a fonctionner dans cette gamme de pression normalisée.

La figure (5.5) montre que la structure proposée au début de ce chapitre permet d’obtenir des
courbes de réponse presque linéaires. Les deux paragraphes suivants analyseront plus en dé-
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tail la linéarité et la sensibilit€ de ces courbes de réponse. Le comportement d’un capteur uti-
lis€ dans les conditions étudiées dans ce chapitre est décrit dans [69]. Les auteurs ont traité le
cas d’une plaque circulaire. IIs ont obtenu des courbes de réponse tout 2 fait similaires aux
notres.

Certains points de la figure (5.5) présentent une légeére dispersion, ce phénomeéne est surtout
visible pour les valeurs de r, élevées. Cette dispersion est due 2 la discrétisation réguliere du
maillage. Un maillage localement plus fin autour de la zone de contact serait nécessaire pour
affiner les résultats. Néanmoins, la concavité que 1’on observe sur chaque courbe est aussi
présente dans les résultats de [69].

5.4 Linéarité

Nous considérons que la linéarité Ly, . d’une fonction f sur I'intervalle [x,,x,] est ’écart
quadratique moyen" entre la fonction f et la droite 4, simulant cette fonction au sens des
moindres carrés sur [x,, x,] .

Lix, s, = 6(f-d) (5.12)
C’est une mesure de la dispersion de la courbe f'(x) autour de sa valeur moyenne sur un in-

tervalle donné. Si la fonction £ est linéaire, on a Ly, . = 0. La linéarité des courbes représen-
tées figure (5.5) est donnée figure (5.6) pour Vintervalle P/P, . € [2,4].

0,045
0.04
0.035
Lescyra goal oo
0,025

0.02

0.015¢1

0.01
4

figure 5.6 Courbe de réponse du capteur

1. Onrappelle que ;2 _ =9 2 _ :,—2 e 2, La deuxi®me égalité est une identité classique utilisée
en statistique [85 p. 13].
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Cette courbe montre que pour obtenir la meilleure linéarité, le coefficient r, doit étre le plus
faible possible. Finalement, les exigences sur le choix du parameétre , pour obtenir une bonne
sensibilité ou une bonne lin€arité sont contradictoires. Pour la sensibilité, il faut choisir r, le
plus €levé possible, tandis que pour la linéarité, il faut choisir r, le plus faible possible.

5.5 Sensibilité

Le paragraphe précédent a montré que les courbes de réponse ont une bonne valeur de linéa-
rité, ce qui nous permet de considérer des valeurs moyennes de sensibilité. On définit la sen-
sibilité moyenne § d’un capteur sur 'intervalle [x,,x,] comme la pente de la droite des
moindres carrés de la courbe de réponse f sur cet intervalle.

La courbes de sensibilité dans I’intervalle de pression P/P,,, € [2,4] est tragée figure (5.7).

figure 5.7 Courbe de sensibilité du capteur

L’interprétation de la courbe est immédiate : pour obtenir la meilleure sensibilité possible, il
faut choisir 7, le plus €levé possible. C’est & dire une épaisseur de diélectrique la plus faible
possible pour une distance inter-armature donnée. Il faut toutefois noter que 1’épaisseur de
di€lectrique doit étre suffisamment importante pour ne pas étre détruite par un champ électri-
que élevé (claquage du diélectrique).
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5.6 Capacité au repos

Pour des raisons métrologiques, on a tout intérét a obtenir des valeurs de capacité au repos les
plus €levées possibles. Cette condition peut intervenir, en plus des études précédentes, dans
le choix du parametre r,. Rappelons les équations de ¢, et de C',, :

co- €, o - €,8
o T 0" diso (5 . 13)
d+8

iso

A partir de ces deux équations, on obtient une relation liant ces deux valeurs :

141 (5. 14)

sisord

La courbe C'y/C, en fonction de r, est donnée figure (5.8). Elle montre que I’influence de la
valeur de r, sur la capacité au repos est négligeable.

C'y/Co

] 8 10 12 14 16 18 20

Ta

ure o. njluence F, sur la valeur a capact au repos
5.8 Infl de ry sur la valeur de L ité

6 Conclusion

Ce chapitre a présenté une étude du comportement de capteurs capacitifs en régime de con-
tact. Nous avons proposé un algorithme permettant de résoudre le probléme de la flexion li-
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mitée d’une plaque mince. Nous avons ensuite introduit le paramétre r,, rapport de la
profondeur de la cavité sur I’épaisseur de I’isolant qui permet de définir une expression nor-
malisée de la réponse du capteur.

Les courbes de réponse ont montré qu’il est possible d’obtenir, par ce type de fonctionne-
ment, des capteurs capacitifs présentant une grande sensibilité et qui posseédent une réponse
quasi-linéaire dans un large domaine de pression.

L’analyse de ces courbes a mis en évidence ’influence du paramétre r, sur la linéarité et la
sensibilité de la réponse. Pour obtenir une bonne linéarité, il faut choisir r, le plus faible pos-
sible, alors que pour avoir une valeur élevée de sensibilité, il faut que r, soit le plus grand
possible.
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Capteurs capacitifs
en flexion forte
Chapitre 6

1 Flexion forte d’une plaque mince

Depuis quelques années, la technologie permet de fabriquer, de fagon précise et reproducti-
ble, des capteurs capacitifs qui ont une armature déformable de trés faible épaisseur [43][13].
La déflexion au centre est alors comparable, ou méme plus élevée, & 1’épaisseur de la plaque.
Dans ce cas, la théorie des faibles déflexions n’est plus applicable. Il est alors nécessaire d’u-

tiliser la théorie de fortes déflexions.

-81 -




Chapitre 6

1.1 Equation d’équilibre

Dans le cas des faibles déflexions, on peut considérer que les déplacements dans le plan
moyen de la plaque sont négligeables [82 p. 396]. Lorsque la défiexion n’est plus petite en
comparaison de I’épaisseur de la plaque, il faut tenir compte de 1’allongement du plan moyen.
L’état d’équilibre d’une plaque déformée sous I’action d’une pression P est alors défini par

le systéme d’équations a

ux dérivées partielles non linéaires (6.1) [53].

o'w o'w  o'w Fw o*w *w
D -—4+2a-2—2+-——z =Nx—-2—+2ny——-——+Ny——2+P
ox 0x°dy° dy ox ox dy dy
oN, N, 0
o oy
a_N‘! + any = O
oy ox
Eh | du v v ow’l v ow
N, = 5 —+v—+-—(a—) +—(8_)
1-vlox dy 2 Oox 2 9y
Eh [ov  du v aw’ v ow
1-v°{dy ox 2 9 2 ox
N = Gh Bu+av+8waw
< [55 ox  ax WJ
avec W, U,V déplacement
N,N,N,, force par unité de longueur
P pression appliquée sur 1a plaque
D= Doh3 coefficient de rigidité de la plaque 2 la flexion
3
=_._Eh_5_ a='o+2—q(l—n2)
12 (1-v%) E
ol h épaisseur de la plaque
v coefficient de Poisson
E coefficient d’élasticité longitudinal
G coefficient d’élasticité transversal

6.1

(6.2)

En éliminant N,, N, et N, des équations (6.1), on obtient le systéme d’équations aux dérivées

partielles (6.3).
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o*u 3°u v _owdw ow o°w dw o*w
2—2+(a—v)—5+(a+v) 2——2+(a—v)——-—2+(a+v)—-— =0
0x oy ox dy  odx Ox ox dy dy dx dy
2 2 2 2 2 2
28—;+(a~v)a—;+(a+v) I +28—wa—:)+(a—v)§-}—v—t;+(a+v)a—w id =0
ay ox dxdy dy dy dy dx dx dx dy
4 4 4 2 2\ 52
D(a—-+2a 82w2+a—¥)=1>+ Eh (_ah "’V+l(ﬁﬁ)+i(éﬁjja—w 6.3)
ox* ox’9y* 9y -v*\ox a3y ox 2 \ay ) Jaxs
au dv  dwdw\ Ow
2Gh( +——)
dy 0x dx dy Jox dy
N Eh (av +V8u+ 1 /ow 2+ Vv /ow 2)82w
-v? dy ox (ay) 2 (axJ 8y2
En posant,
N o< b OF L OF __,OF
s N I i ox dy 6.4)

Le sysitme d’équations (6.1) est équivalent au systéme d’équations1 de von Kdrmdn (6.5)
[39] généralisée au cas anisotrope [53].

o'w otw  o'w ’F*w _ *F w3 Fdw
p(Tian P Ty (TET )
ox 0x° 9y~ oy 9y ox? 0xdy ox dy  0x” dy
IF 19F ( ow )2_ 3w ow

dx dy ox* 9y

6.5
19F 1 v 6.5
— G+ (= 2—) et — ey
E ox G E axay E dy

La formulation (6.5) est privilégiée pour les études théoriques du probléme [2][74]. Mais en
prathue les formes (6.1) et (6.3) sont toujours utilisées, principalement du fait que la fonc-
tion F n’a pas de signification physique et que ses valeurs aux limites sont totalement incon-
nues.

1.2 Conditions aux limites

Soit Q le domaine d’intégration [0,a] x [0, b], 3Q les points frontiéres du domaine et » la
normale extérieure au domaine. Dans le cas d’une plaque encastrée, les conditions aux limites
s’expriment par :

{ w=20 u=0 v=20
on

1. Une démonstration d’existence et une étude de I'unicité des solutions du systéme d’ équations de von
Kiérmian sont données respectivement dans [44] et [45].
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Les valeurs de 9 u et 3, v ainsi que celle de N,, N, et N, aux points fronti¢res dépendent et
agissent sur la deﬂexmn de la plaque. Il n’existe pas d’expression de ces conditions aux limi-
tes.

2 Réduction a un probléme sans dimension

Le systéme d’équations (6.1) peut &tre réécrit sous une forme non-dimensionnelle en chois-
sissant (g, b,d) comme longueur représentative avec les changements de variable suivants :

i=x/a w=w/d N, = N, b°/D
y=1y/b i=ua/d N, =N, a*/D 6.7
v=vb/d Ny = N,ab/D

L’expression sans dimension du systeme d’équations (6.1) fait apparaitre les deux paramgtres
retc. '

r=>b/a

c=4d/h (6.8)

Le paramétre r a été utilisé tout au long de ce mémoire. r = 1 correspond au cas d’une plaque
carrée, r # 1 & celui d’une plaque rectangulaire. Une valeur de r de plus en plus élevée signifie
une plaque de plus en plus allongée. Le paramétre ¢ est spécifique a ce chapitre. ¢ = 0 cor-
respond 2 la théorie élémentaire des plaques, ¢ = 1 est la valeur classique de la littérature.

On définit une expression sans dimension de la pression appliquée P donnée par :

2
a*b

d

P = avec =

1
P 6.9

Bl

Les changements de variable précédents conduisent au systeme d’équations aux dérivées par-
tielles suivant :

" a'w  1d'w Fw ’w - I -
r—~2+2(x ~2~+—5—~; =N'—+2N +N—'+P
ox ox ay " dy % ax dy 8y
al\i,_'_aN-,, _0
ox dy
BN BN,,
9y ox
¢ * - - -2 . (6.10)
- 2|:au v u(aw) o(awﬂ
Nx= 12¢ —+V—=+<— | +t = —=
ox 9y 2\ox) 2\9y
- 3 o v (3w > v ow
Ny=120 _+—(—_)+— ___j
ay ax 2\ 9y 2\0x
M. =6 v)cz[aa+a§+awa@]
»o 3y dx 0x 9y
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De méme, le systeme d’équations (6.3) prend la forme non-dimensionnelle (6. 11).

,0%u o°u v , 0w W w W aw w
2r~——+(a V) — + (a+V) +2r————5 (a- )——+( +V)——— =10
3% By ox 0y dx ox ox By dy ox dy

19 v Fa _1owdw aw w aw w
2—2—~2+(a—v)—_2+(a+v) ~ ~+2-§—~—~2 (a~v)—_—5+(a+v)~_— — =0
ray ox oxdy T dy dy dy ox ox dx dy
2w o dtw 1w p 20U By 100w 2 v rawn\otw (6.11)
ox 6x dy" r°ady 0 ax ay 2 ox dy 0x
Bu av Bw owy Fw
+12(a-Vv)c ( ]
dy Bx ax dy /ox dy

(1 av au ow V /0w 2)82w
+12¢ —_—t — tooe [ — | |—
r ay ax 27 (8}1 ) 2 (ax ) ay2
3 Premiere résolution numérique du probléeme

3.1 Discrétisation du systéme d’équations aux dérivées partielles

La discrétisation du systeme d’équations (6.3) est effectuée en utilisant les équations (1.10)
et (1.11) et en remplagant les dérivées partielles restantes par leurs représentations aux diffé-
rences associées. L’expression de ces dérivées est rappelée dans le tableau (6.1).

tableau 6.1 Discrétisation des dérivées

Dérivée partielle Equation aux différences associée

oX

5; (Xl+1j Xi—l,j)

X

?}’. (ij+1 1,j—1)

’x

= (X‘H, 2X, i +X; 1))

0x d

X 1

— Koy =Xy ier+ Xy i =X i)
2 i+1,j+1 i-1,j+1 i-1,j-1 i+1,j-1

oxdy 4k,

’x

— (XU+l 2%+ X0

dy d
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3.2 Algorithme de Newton-Raphson

Lorsque I’on applique les équations discrétisées a chaque point du maillage, on obtient un
systéme de 3 (N-1)? équations non-linéaires permettant de déterminer les (N - 1)? valeurs
des fonctions u, v et w aux points du maillage. Nous résolvons ce systéme par 1’algorithme
de Newton-Raphson.

Soit u, v, w des vecteurs de dimension (N - 1) représentant les valeurs de #, ¥, w
aux points du maillage.

Soit f,, f,, f5 les fonctions respectivement égales a la premidre, deuxi¢me et troisieme
équation du systéme (6.11) en passant tous les termes & gauche du signe d’égalité.

On pose :

o, of, o]
ou dv ow
u fi o, o, of
= = = |2 72 72
* [VJ f fzJ Pl

w 3
of; of; ofs
54 3 v

Algoritme de Newton-Raphson utilisé :

0
X

pour k = 1...k,, . faire
calculer (f)*et f*
< N s 2 s k
résoudre le systeme linéaire (f) d = —f
L=
sortir dés que || ]| <e
fin boucle

Le détail de la résolution du systéme linéaire et les expressions algébriques complétes du Ja-
cobien f' sont données dans les paragraphes suivants.

3.3 Algorithme du gradient conjugué généralisé [49]

La méthode du gradient conjugué généralisé€ est une extension de la méthode du gradient con-
jugué aux systémes linéaires dont la matrice est quelconque.
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P = b-Ax

P’ =AY avec [x]l  norme de x
pour k = 0...k,,,, faire

o Al

- 2
lap*]
xk+1 - xk + akpk
sortir des que |x**1 -1 <e
rk+1 — rk__ akApk
9 Algorithme du gradient conjugué généralisé
Bk+1 _ ”AtrkH“ Résolution de Ax = b
2
A%
pk_+1 - Atrk+l + Bk+ lpk
fin boucle

On remarque que cet algorithme nécessite le calcul de deux produits d’une matrice par un

vecteur a chaque itération, a la place d’un seul par I’algorithme du gradient conjugué classi-
que.

3.4 Expression? du Jacobien

La totalité des expressions algébriques des termes non nuls du Jacobien est donnée page 89
et 90. Etant donné leur volume important, la présentation des résultats est organisée de la fa-
¢on suivante :

ofy of; of;
w | %W | % W ¥y
ow aw ow
o, o, o,
dav v v
page 89 page 90

2. Le calcul formel de toutes les expressions algébriques données dans ce paragraphe a été effectué par le logiciel
détaillé en annexe 3 que nous avons développé.
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Les inconnues du probléme sont exprimées dans un repere local. la correspondance entre le
repere global, employé dans les chapitres précédents, et le repere local est défini par la figure

(6.1).

Pij+2)

(i-1,j+1) G+ D+ 1,7+1)

NS IR X EY)

(i-1,j-1) (i,j-1) (i+1,j-1)

"(,j-2)

Repere global

Jfigure 6.1 Correspondance repére global-repére

On pose de plus les relations similaires :

U, = U -2Uy+U,

U, = (Us—Usg+U,~Uyg) /4
Uy, = U,-2U,+U,

V, = (V,~Vy) /2

V, = (V3= V) /2

V=V, —2V,+V,

V,, = (Vs=Ve+V,=Vy) /4

V,, = V,=2Vy+V,

W, = (W,-W,)/2

W, = (Wy=W,)/2

W, = W,—2W,+ W,

W,, = (Ws—We+ W, —W,) /4
W, = W,—2Wo+ W,
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v/ M (A+0) -

/"M (A+D)

v/ M (A+0)—
/M (A+0)

xx A vN N&N NL
MA-D0)———T+ 77— —
1 A.\»A A%\S

:&?2%&573

xx A v 4 N& N&
MA—D)—+—T+ 7
I a\S AA\S

¢§A>+de+§?|3

A
A\SA>|5+M»VN|

wim
Yo
h.ﬁm
Yo
me
Yo
mim

Y

v§®
Yo
m§®
Yo
Nim
e
ﬁim

Y
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~
(S
~N
(o]
Il

Nk
~N
o~

i

—
>
|
3
+
|
N’
o3
!
1]

v/ (A+0)- =

p/(A+0) =

v/ (A+0)- =

p/(A+0) =

“e

v/ M (A+20) -
v/'M (A+D)
v/ M (A +0) -

v/ M (A+0)

:&Aiéwk\s?uav

“pa-0)E Ty ag Ty -
1 A k4

& u A>+dvm+x\= (A~0)

£L T x xx
&9:3? MAT+ My

im{a-o +~&NVNI
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Yo

fe
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v/ (A+0)—
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e
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¢ o, T

(M Mm+"A+0) 2 (A-0) g +3y =
(M m+"A+N) 2 (A-0)g—Ly =
M m+"a+0) p(A=0) g +% =

MM+ "4+ p(a-0)g -5y =

A A
G~ +z 5=+ 0+ 2%) 971 = M an+ “m (A=) + “um®) 9+ Ty =

1

a N x N
N\SM +N\$N|k +

(AT

A
@sﬂ H i A Mlv 2T = Cuma+ “am (a-0) + “u'ms) po -y

[4 [4

K0~ x, ~ £ x L x £x £ . xx X 1
hﬁs>+~\sk+ AN+ b\v%ﬁ M+ MM (A=) + MMM 29

C

x N .
Mt

A

‘An+"n 4

A

A

£ NkN x N&
N\Sﬂ.f 1A+ N\M

u AT+ ﬁ\s

v 2T = CMMa+“MM (A -0) + M M) 29+5Y =

[4 [4
— M= + AN+ 04| PrT+ OV =
A Nk A A

e

Yo

¢l

tfp

hs\s>+ %]uxu 29 = MM
“M(a-0) 09 = M'm
(o NIL 29- = wlm
“M(a—) 29~ = MIM
“M(a-10) 99 = M|M
“pn+™m ) 09 = Mwmm
“m(A-20) 29— = M|M
“pa+Tm ) 29— = M|M
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4 Seconde résolution numérique du probléme
4.1 Méthode de relaxation dynamique [28][70]

La méthode dite de “relaxation dynamique” consiste 2 transformer le syst®me d’équations
aux dérivées partielles indépendant du temps (6.10) en un probléme dynamique équivalent
qui converge pour ¢ — e vers la solution stable que ’on recherche. On introduit en outre un
terme d’amortissement pour accélérer la convergence vers la solution stationnaire,

4.2 Equation dynamique

La formulation dynamique, intégrant un terme d’amortissement, du systéme d’équations aux
dérivées partielles (6.10) est :

Fw I w 0w *w  1dw W - W - P -
p1—~2+le = -7 —.'4"20._—2-3——2—_'4‘{"Nx—~2-+2N1y — +Ny—~2‘+P (1)
ot ot ox ox dy T oy ox ox dy ay
3% L AN, N,
p2_~_124+k25Tu=8~ +a-y 2
at ot ox  dy
”- . - z
N N
ot ot dy ox (6.12)
-~ ~ ~ 2 ~
N, = 12czliil-f+va—‘j+l—)(-a-}g) +E(a_‘f) (4)
dx 9y 2\ox ) 2\ 9y
N, = 1202[9‘—3 +v?-?+2(a—‘f) +1’(a_‘ﬁ) (5)
dy ox 2\9y 2\ ox
~ 2[0u v owow
Ny = 6(a=v)c [—.+—.+—.—:] (6)
dy dx 0x dy

La variable sans dimension ¢ représente le temps. Les valeurs de (p, Py P3) et (ky, ky k3) sont
des nombres sans dimension qui représentent respectivement des densités de masse et des
facteurs d’amortissement. Leurs valeurs numériques sont choisies de fagon 2 obtenir la con-
vergence la plus rapide possible.

4.3 Maillage

La discrétisation par les différences finies du systéme (6.12) nécessite de définir un maillage
du domaine dans le temps et dans I’espace. Nous avons choisi un pas de discrétisation & 2 pour
les deux axes x et y. Pour simplifier la représentation, nous n’avons représenté dans la figure
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(6.2) que les points du domaine d’intégration et les points situés aux limites.

J Y, jhg

n t nh, / / / / / / / h; pas de discrétisation en espace

1 / /S S S S h, pas de discrétisation en temps
/ / / / / / / / N nombre d’intervalles

[y
&
-~
-
%

figure 6.2 Maillage du domaine [0, 1]2>< [0, =)
4.4 Discrétisation du systéme

La discrétisation en espace du systéme d’équations (6.12) est détaillée au paragraphe (3.1) de
ce chapitre, la discrétisation en temps est donnée ci-dessous.

On introduit les variables w, & et v qui sont les vitesses correspondant au déplacement w, &
et v. Nous adoptons la convention suivante : I’indice n de I’expression w, signifie que 1’on
considere les valeurs de la variable w au temps nh,. La discrétisation en temps de I’équation
(6.12) est €crite sous la forme :

War1 =Wy Wor1tW

P *h - = A (6. 13)

2

avec A, le membre de droite de 1’équation correspondante, on réécrit cette expression sous la
forme itérative explicite :
Wart = 5 05k R, T b 05Kk Ay

6.14)

On obtient des équations similaires pour 4 et v.

4.5 Algorithme

L’algorithme de la méthode de relaxation dynamique appliquée au systéme (6.12) est donné
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ci-dessous :

W =0 g =0 Yo =0
Win=0 u,=0 v,=0
Ny12=0 Ny1/2=0 Ny =0
pour n = 1 jusqu’ala convergence
caleuler (w1, v,) par (6.12.1) (6122) (6.12.3)

calculer (Wpy1/2 Uns1/2 Vas1,2) Dar
Wit1/2 = wn—1/2+htwn

Upni1/2 = Un_12+ 1,

Var1/2 = Vao1s2+ by,
calculer (Ny ns1/2, Ny ne1/2 Nayne1/2) PAT (6.12.4) (6.12.5) (6.12.6)
fin boucle

5 Comparaison des deux méthodes

La valeur de la déflexion au centre de 1a plaque calculée par chacune des deux méthodes, pour
un pression P/P, = 100, sur un maillage de 10 intervalles est donnée dans le tableau (6.2). Il
y a un trés bon accord entre les deux méthodes, mais la seconde méthode est nettement plus
aventageuse au niveau du temps de calcul.

tableau 6.2 Comparaison des deux méthodes

1" méthode | 2*"°méthode

déflexion au centre 0.146881 0.146874

temps de calcul 114" 7”7

6 Solution normalisée du probléme

6.1 Déflexion normalisée

Un exemple des résultats obtenus est donné dans le tableau (6.3). La déflexion de la plaque a
été calculée pour une pression normalisée P/P, = 1000, dans le cas d’une plaque carrée d’é-
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paisseur 4 = d et en choisissant un maillage de N = 20 intervalles. Les parametres de ’ana-
lysesont p, = p, = p, = 1 et k; = k, = k; = 43.0 pour un temps de calcul de I’ordre de 40s.

tableau 6.3 Déflexion normalisée w/d

=20Y =10 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.00000C 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
=18 ¥ = 0.9 0.000000 0.032334 ©0.084950 0.123324 0.156842 0.166013 0.156842 0.129324 0.084950 0.03233¢  0.000800
=16 ¥ = 0.8 0.000000 0.084850 0.228426 0.353379 0.432197 0.458620 0.432197 0.353378 0.228426 0.084950 0.000000
=14 ¥ = 0.7 0.000000 0.128324 0.3533?9 0.552838 0.680585 0.723734 0.680585 0.552838 0.353373  0.129324  0.000000
=12Y =0.6 0.000000 0.156842 0.432197 0.680585 0.841331 0.895935 0.841331 0.680585 = 0.432137 0.156842  0.000000
=10 Y =05 0.000000 0.166013 0.458620 0.723734 0.895935 0.954550 0.895935 0.723734 0.458620 0.166013  0.000000
= 8Y=20.4 0,000000 0.156842 0.432187 0.680585 0.841331 0.835335 0.841331 0.680585 0.432187 0.156842  0.000000
= 6Y=20.3 0.000000 0.129324 0.353379 0.552838 0.680585 0.723734 0.680585 0.552838 0.353373 0.129324  0.000000
= 4Y=0.2 0.000000 0.084950 0.228426 0.353379 0.432197 0.458620 0.432137 0.353379 0.228426 0.084950 0.000000
= 2Y=0.1 0.000000 0.03233¢4 0.084950 0.123324 0.156842 0.166013 0.156842 0.129324 0.084950 0.032334  0.000000
= 0Y=0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 .0.0000006 0,000000 0.000000 0.000000 0.000000

I=0 I= 2 I= 4 I= 8 I= 8 I=10 I=12 I=14 I=1p I =18 I=20
X = 0.0 X = 0.1 X =0.2 X =0.3 X = 0.4 X = 0.5 X = 0.6 X =0.7 X =0.8 X = 0.9 X=1.0

6.2 Déflexion normalisée maximale

L’allure de la déflexion normalisée w/h en fonction de la pression appliquée P/P, est indi-
quée figure (6.3). La théorie de von Kdrmdn donne des valeurs de déflexion normalisée infé-
rieures aux valeurs données par la théorie classique de Kirchhoff. Tant que la déflexion
normalisée w/h est inférieure a 0.3, la théorie élémentaire reste applicable sans erreur subs-
tantielle. Cette valeur limite correspond a celle déja observée aussi bien sur le plan théorique
qu’expérimental [82][22].

théorie linéaire

théorie non-linéaire

w/h

0 i i i i i i i i i
o] 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
P/P,

-figure 6.3 Déflexion normalisée maximale
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7 Comparaison avec la littérature

La valeur de la déflexion normalisée w/h en fonction de P/P, est donnée dans [87] dans le
cas d’une plaque carrée isotrope avec v = 0.3. Les courbes de [87] sont reportées sur la figure
(6.4) pour €tre comparées avec les résutats obtenus dans ce chapitre. Le graphique montre une
bonne concordance des valeurs numériques obtenues.

20 5 T T T T T T T
théorie linéaire
2t Z
1.5k R R S S B SO~ R B
w/h )
théorie non-linéaire
her i T T -
0.5k . .............. o ............... ............... ............... ................ 4444444444444 _
o i i i i i i i
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
P/P,

figure 6.4 Déflexion normalisée maximale
8 Pression maximale

La valeur de la pression normalisée maximale (P/P,)__ en fonction de r et de ¢ est donnée
dans le tableau (6.4). Les valeurs ont été calculées sur un maillage de 20 intervalles dans une
direction, c’est a dire approximativement 400 points. Nous avons vu que la théorie de Kdrm4n
est typiquement appliquée pour une valeur du coefficient ¢ = 1, c’est 4 dire pour une dé-
flexion maximale égale & 1’épaisseur de la plaque. On ne connait pas A I’heure actuelle la va-
leur limite de ¢ pour laquelle la théorie de Kdrmdn modélise correctement le systéme
physique.
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tableau 6.4 Pression normalisée maximale

(b/a)
1.0 1.5 2.0 2.5
0.0 720.7 953.5 1511.6 2336.7
0.5 803.3 1074.9 1736.2 2718.1
(d/h)
1.0 1080.9 1485.0 2491.0 3945.0
1.5 1558.2 2203.2 37871.7 5975.6

La dépendance de (P/Py) . en fonction de r et paramétrée en ¢ est illustrée figure (6.5).

max

6000 ? ; ! ; ! i ! ¢c=15
. SRR SURUNS W S SO N
4000 c=10
(P/Po)max
3000
c =05
c =00

2000

1000

figure 6.5 Pression normalisée maximale en fonction de r

La prise en compte de la théorie de Kdrmdn dans I’étude des capteurs capacitifs a une influen-
ce trés importante sur la valeur de la pression maximale. Plus la géométrie de la plaque est
allongée et plus cette influence devient importante. Pour un rapport des longueurs r de 2.5 la
pression normalisée maximale calculée pour 4 = d par Kdrmdn est presque le double de celle
calculée en utilisant la théorie de Kirchhoff.
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La dépendance de (P/P;)__. en fonction de ¢ et paramétrée en r est illustrée figure (6.6).

8000 ! ! i ; ! ! ! r=25
5000 ,,,,,,,,,,,,,,, S . e
: j . : : _ r =90
(P/Py)
3000
r=15
2000
r=10

10004

Sfigure 6.6 Pression normalisée maximale en fonction de ¢
9 Réponse du capteur

9.1 Equation normalisée

Les équations de ce paragraphe sont identiques a celles du premier chapitre. Nous rappelons
simplement ici I’équation normalisée utilisée pour le calcul de la réponse. Soit C, la valeur
de la capacité au repos, 1’équation de la réponse du capteur s’écrit :

C 1

R P

A Jll—w,(x,y) “ 5.15)
S = [0,a] x [0, b]

9.2 Courbe de réponse normalisée du capteur

La courbe de réponse normalisée d’un capteur carré en fonction de la pression normalisée est
illustrée par la figure (6.7). La courbe 1 est identique a celle du premier chapitre (voir figure
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1.11). La courbe 2 est la réponse du capteur calculée par la théorie des fortes déflexions dans
le cas d = h.

2 T T T T T T T T T
LB .......... .................... ]
! : 1: Kirchhoff
b 2: Kérmén
1.7_ .............................................................................................. ................... -
)
1.6,... S -
C/Cy 1.8k o S ISR S o S A S S 4
Lo e .................... _
L3 T ...................... -
1'2 .................................................................................................... ‘ ...................... -
Lol @ T S .
1 i i i i i i i i i
o] 100 200 300 400 500 600 700 800 300 1000

P/P,

Jigure 6.7 Courbe de réponse normdlisée du capteur

10 Conclusion

Ce chapitre a proposé une étude du comportement de capteurs capacitifs dont 1’élément sen-
sible est de faible €paisseur. L’étude de ces capteurs passe par la résolution du systéme d’é-
quations de von Kdrmdn concernant la flexion forte des plaques. Sa résolution a été effectuée
par deux méthodes différentes, qui ont conduit au méme résultat. 11 s’est avéré que la seconde
méthode (méthode de relaxation dynamique) est plus efficace au niveau du temps de calcul.

La premieme méthode est treés générale, elle peut s’appliquer en principe 2 une large classe
de systemes d’équations aux dérivées partielles non linéaires qui possédent une solution con-
tinue et suffisamment réguli¢re. La deuxi¢me méthode, est plus spécifique aux problemes d’é-
lasticité. La reformulation du systéme sous une forme dynamique permet de construire un
schéma aux différences explicites qui simplifie considérablement la résolution du probleme.

La courbe de la déflexion maximale en fonction de la pression appliquée a validé les résultats
obtenus par rapport a ceux de la littérature. Nous avons ensuite tracé un réseau de courbes
donnant la valeur de la pression maximale en fonction des parametres r et ¢ utilisés dans la
normalisation.
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Enfin, les réponses du capteur capacitif, calculées en utilisant la théorie de Kirchhoff et celle
de von Kérmén pour la déflexion de la plaque, ont été représentées sur la méme courbe. 11
apparait clairement que, lorsque la profondeur de la cavité est de I’ordre de grandeur de 1’¢-
paisseur de la plaque, il est indispensable d’appliquer la théorie de von Kdrmdn.
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Conclusion

Depuis ces dix derniéres années, les capteurs de pression au silicium connaissent un essort
considérable. L’utilisation du silicium permet de fabriquer des capteurs de trés faible dimen-
sion par les procédés de la microélectronique. En outre, I’ utilisation de cette technique garan-
tie une grande reproductivité des structures. Pour ces raisons majeures, le capteur en silicium
se substitue progressivement aux capteurs traditionnels, élaborés 2 partir de technologies plus
conventionnelles.

Dans la premicre partie de ce mémoire, nous avons analysé le comportement d’un capteur ca-
pacitif classique. Nous avons d’abord obtenu la courbe de réponse du capteur en fonction de
la pression appliquée. Le programme développé permet de déterminer cette réponse pour des
capteurs rectangulaires de dimension quelconque. Nous avons ensuite proposé une étude de
I"influence de la pression électrostatique sur ce comportement. En particulier, nous avons tra-
cé un réseau complet de courbes permettant de déterminer la valeur de la pression constante
et de la pression €électrostatique limite a ne pas dépasser pour conserver la stabilité du syst2-
me.

La deuxieme partie de ce travail a été consacrée a 1’étude de capteurs capacitifs de structures
plus complexes. Chacun des dispositifs proposés est susceptible de déboucher sur une réali-
sation concréte. Nous avons d’abord étudié les structures dont la plaque déformable peut
avoir une épaisseur variable et montré I’influence de cette épaisseur sur la réponse du capteur.
Nous avons ensuite considéré le capteur de pression de géométrie polygonale et proposé deux
applications possibles permettant respectivement 1’élargissement de la gamme de pression et
la mesure de forte pression. Nous avons poursuivi par une étude du comportement des cap-
teurs en régime de contact et établi que ce principe de fonctionnement permettait d’obtenir
des courbes de réponse de grandes sensibilités et quasi-linéaires dans une large gamme de
pression. Enfin, nous avons présenté la réponse du capteur capacitif calculé en utilisant la
théorie des fortes flexions des plaques, puis montré que la théorie classique n’est plus accep-
table dés que les composants ont une armature déformable tres fine.
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En amont de ce travail, nous avons développé une application qui permet d’établir, sans in-
tervention de I’ utilisateur, le schéma aux différences centrées d’une équation ou d’un systéme
d’équations aux dérivées partielles linéaires ou non linéaires. L’implémentation actuelle est
pour I’instant limitée aux fonctions de deux variables d’espace, mais elle peut étre étendue,
sans difficulté majeure, & un nombre plus élevé de variables.

L’essentiel des méthodes numériques employées se compose de la méthode des différences
finies pour le procédé de résolution des équations aux dérivées partielles, de la méthode du
gradient conjugué pour la résolution des systémes linéaires, et enfin de la méthode de New-
ton-Raphson pour la résolution des systémes non-linéaires.

L’algorithme du gradient conjugué et celui de Newton-Raphson sont classiques en analyse
numérique. IIs sont reconnus pour leur rapidité et leur robustesse. Dans des programmes op-
timisés, ces méthodes sont utilisées sous des variantes plus sophistiquées, respectivement,
méthode du gradient conjugué préconditionné et méthode de Levenberg-Marquardt.

Au niveau de I’'implémentation, nous nous sommes constamment fixés les critéres suivants :

Lisibilité : C’est un fait reconnu [5 p. 9] que les programmes sont lus beaucoup
plus souvent qu’ils ne sont écrits. Une attention particuliere a été portée i la pré-
sentation des programmes. Ils sont, en outre, fortement commentés.

Autonomie : pour des raisons de portabilité, aucun programme ne fait appel a des
librairies mathématiques préexistantes du type IMSL1[34] ou NAG2[6O]‘.

Généralité : Nous n’avons pas exploité de propriété spécifique au contexte phy-
sique traité (par exemple, sa symétrie) pour permettre une ré-utilisation des pro-
grammes pour la plus large classe de probleme.

Indépendance vis 2 vis du langage utilis€ : dans la mesure du possible, nous avons
cherché a donner une implémentation “indépendante” du language utilisé pour
faciliter une traduction des programmes vers d’autres languages.

Les travaux présentés dans ce mémoire portent sur le comportement statique des capteurs ca-
pacitifs. Le complément naturel des résultats obtenus se compose de deux axes de recherches:
Le premier concerne 1’étude du comportement thermique. Les capteurs capacitifs sont, par
nature, peu sensible a la température [6], néanmoins, 1’amélioration ou 1’optimisation des
structures exige une modé€lisation de plus en plus fine. Dans ce cadre, 1’étude approfondie des
effets thermiques est nécessaire. Le second est relatif au comportement dynamique. La struc-
ture étudiée dans ce mémoire peut étre utilisée en régime dynamique pour des applications de
type microphone miniaturisé. Une premiere étude dans cette voie [64] a déja été commencée
dans notre équipe de recherche.

1. IMSL : International Mathematical Subroutines Library.
2.NAG : Numerical Algorithms Group.
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Annexe 1

La déflexion d’une plaque mince est régie par I’équation aux dérivées partielles linéaire du
quatrieme ordre : AAw = P/D. Cette équation a été trouvée par Lagrange en 1811 [82]. La
démonstration de cette équation et le premier énoncé cohérent des conditions aux limites gé-
nérales ont été obtenus [54 p. 27] par Kirchhoff [42]. Les hypothéses qu’il a définies lors de
sa démonstration sont maintenant classiques dans I’étude des plaques minces en flexion faible

- Le plan moyen ne subit aucune contraction ni extension lors
de la flexion de la plaque.

- Une droite normale au plan moyen reste, aprés déformation,
droite et normale a la surface de la plaque.

déplacement selon x

&

w  déplacement selon z
lul = 2_381 aprés déformation
X

y: : > avant déformation
X

figure 1.1 Nustration des hypothéses de Kirchhoff
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Les hypotheses de Kirchhoff sont justifiées si 1’épaisseur de la plaque est petite devant ses
dimensions tranversales et si le déplacement w est petit devant I’épaisseur # de la plaque. Ces
deux remarques expliquent la terminologie employée “plaque mince en flexion faible”.

La premiere solution exacte du probleéme de la déflexion d’une plaque mince encastrée a été
apportée par Hadamard en 1906 [32], mais sa résolution trés abstraite n’a pas trouvé d’appli-
cation dans la solution pratique du probléme.

Au cours des années suivantes, de nombreuses solutions analytiques ont été proposées. On
trouve un résumé des principaux résultats concernant le sujet dans [3] (Pour la période 1910-
1960). Le développement des capteurs de pression mécatroniques a relancé 1’étude de ce pro-
bléme, et certains auteurs [8][80][52] donnent de nouvelles solutions analytiques.

Cependant, les expressions analytiques proposées sont, dans tous les cas, extrémement lour-
des. A notre avis, leur manque de maniabilité justifie totalement I’emploi de méthodes numé-
riques. Notons pour terminer qu’il existe des approximations simples de la déflexion d’une
plaque carrée encastrée [54 p. 494-495]. Les auteurs [46][4] utilisent par exemple I’équation
approchée de la déflexion suivante :

2

w(xy) = (@ - (@ -y)

P
(793.6)D
(Al.1)

avec a longueur des cOtés
et en prenant pour origine le centre de la plaque.
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Annexe 2

Principe du Minimum-Maximum [23]

Soit @ une région finie de frontiére § et soit u une fonction harmonique dans @ U 3Q et non
constante dans Q. Si M et m sont, respectivement, les valeurs maximum et minimum de x (x)
pour x sur S, alors m<u (x) <M pour tout x dans Q.

Unicitée de la solution [83]

On doit prouver que 1’équation AAu = f, avec les conditions aux limites
| aul
ule = g(s) $c=h(S) (A2.1)
a au plus une solution.

Supposons qu’il existe deux solutions distinctes u, et u,. On considere la différence
v = u; —uy, qui satisfait de fagon évidente 1’équation biharmonique AAv = 0, et les conditions
aux limites

v =0 %’ ~0 (A2.2)
En appliquant la formule de Green
[ovao-gawav = [(y32-o2¥)as | (A2.3)
aux fonctions ¢ = v et y = Av, on obtient
J'(Av)’dv =0 (A2 . 4)

v

d’ol Av = 0. Cependant, v', = 0. Par conséquent (principe du maximum)
v=0 et U, = u, (A2.5)

i.e., la solution de I’équation aux dérivées partielles AAu = f est déterminée de fagon unique
par les conditions aux limites (A2.1).
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Logiciel de discrétisation
Annexe 3

1 Introduction

Dans cette annexe, nous présentons un logiciel du type “look and feel” que nous avons mis
au point et qui permet de donner le schéma aux différences d’une équation aux dérivées par-
tielles quelconque, de solution suffisamment réguliére.

Dans le cas d’une équation aux dérivées partielles linéaires, le logiciel construit le schéma
aux différences classiques, dans le cas non-linéaire, le logiciel donne la dérivée formelle de
I’équation aux différences par rapport a chacune de ses variables. Ce qui permet dans les deux
cas de construire les parametres nécessaires & la résolution d’une équation aux dérivées par-
tielles par la méthode des différences finies sans aucune intervention de ’utilisateur.

Le logiciel est composé de trois modules,
- le premier module est un programme de calcul numérique qui détermine le schéma
aux différences d’une dérivée d’ordre quelconque,
- le second module est un programme de calcul formel qui construit le schéma aux
différences de 1’équation aux dérivées partielles,
- enfin, le dernier module est un programme qui gére 1’ensemble des communica-
tions entre les modules et réalise I’interface avec 1’utilisateur.

L’ensemble du logiciel a évidemment été congu pour fonctionner avec Iinterface graphique.
Néanmoins, il nous a paru important de pouvoir utiliser indépendamment les deux premiers
modules. Cette solution permet d’utiliser le logiciel en dehors d’un environnement X, par
exemple, a partir d’une console de type VT100, en gardant sa fonctionnalité majeure.
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2 Discrétisation des dérivées

Dans un premier temps, nous allons établir la méthode générale de discrétisation des dérivées
simples, puis nous montrerons que la connaissance de la discrétisation de ces dérivées suffit
a calculer la dicrétisation des dérivées croisées.

2.1 Exposé de la méthode

Le remplacement d’une dérivée par I’une de ses représentations discrétes se construit en uti-
lisant la formule de Taylor. Regardons la méthode sur un exemple concret : on cherche une
approximation de du/dx a ’ordre 2.

En utilisant la formule de Taylor, on peut écrire

2 3

u(x+h) = u(x)+u (x)h+u" (x)-};—+u'" (x)%+o(h“)
{ ] 3 (A3. 1)
u(x—h) =ux)-u x)h+u" (x)%—-—u"' (x)%+o(h4)
par soustration, on arrive a :
w(xy = BEER —uGh) e (A3.2)

2h

On représente cette approximation par le schéma aux différences :

x—h X x+h
—— |
-1/2 1/2

Il faut cependant observer qu’a un ordre d’approximation donné, la représentation discréte
d’une dérivée n’est pas unique. En effet, le nombre de points utilisés dans le schéma dépend
du degré de I’approximation, mais la répartition (“centrage”) du schéma autour du point situé
al’origine est une donnée supplémentaire du probléme.

Par exemple, la dérivée dy/dx a I’ordre 1 peut étre représentée indifféremment par

y(x+h)-y(x) y(x)—y(x-h)
- h ou par R

C’est I’étude du probléme 2 résoudre qui nous fera adopter 1’une ou 1’autre solution.

La généralisation des méthodes précédentes aux calculs des dérivées d’ordre plus élevé est
immédiate. Pourtant, on voit tout de suite sur le premier exemple que cette technique devient
rapidement trés lourde au niveau algébrique dés que 1’on veut calculer des dérivées d’ordre
“élevé€” (a partir de ’ordre 3). De plus, le contrdle de I’ordre de 1’approximation est difficile
& obtenir, et celui du “centrage” est encore plus délicat.
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2.2 Enoncé du probleme

Soit une dérivée fd—k— , avec k quelconque,
dx*
On cherche a remplacer cette dérivée par un rapport aux différences tel que I’ erreur commise

soit d’ ordre p quelconque, donné d’ avance. La forme générale de la dérivée s’ écrit :

S2

du 1

— =3 2 au(x+sh)y +o (K)
dx A
- 1
Avec s = —s;,—s,+1,...,5, les (s, +s,+1) points du schéma aux différences qui répresente la
dérivée :
. ® . ¢ - *
-5 _sl+1 R, | 0 1 v 8y

Les nombres s, et s, définissent le centrage du schéma autour de 0. Le probléme est de dé-
terminer les a, (s =—s, ..., 5,) et larelation liant (s,,s,, k,p) tel que le schéma soit unique.

2.3 Solution théorique

La méthode des coefficients indéterminés pérmct de résoudre le probléme. Rappelons la for-
mule de Taylor :

du (sh)"dzu+ (sh) d*u . (sh)*™P~1 g1y

u(x+sh) = u(x) +sh—+ —t.. P +o0 (K7
dx 2! dx k! dx (k+p-1)! dx'*?
En remplagant cette expression dans la précédente, on arrive a :
dk—:—[u(x)z +—L s+é— sa+ .+
dx* dx* 2!
4 1 k+p—1
fu h sa 4.+ akH . L 2 k+p= ?1 +0(K*P)
dx k' dx""P7 (k+p-1)!

En égalisant les coefficients de méme puissance en h, aux deux membres de cette €galité,
nous obtenons le systéme d’équations en a,

. a5, + G-s+1t .. tagta +... as, = 0
(-sp) a + (-5, +1) @t t0 +ap+.ts, a, =0
(-—sl)2 a_, + (=5 + 1)? a_g 4yt t0 +a+. +s§ a, =0
D E OO UTRPURPPRN (A3.3)
(—sy) asl+(——s1+1)" a_g 41t +0 +a,+ +s; asz=k'
e
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Si on choisit (s, +s,+1) = (k+p),ces (k+p) égalités constituent un systéme linéaire avec
autant d’inconnues (a,) . Le déterminant de ce systéme est un déterminant de Vandermonde :

1 1 L. 11 .1
-5y (-s5;+1) L. 001 s,
(=s))? (~s5+D% .01 .82 (A3.4)

(=P (s +EPT 001 L s

Un déterminant de Vandermonde est toujours différent de 0, le systéme admet donc une so-
lution unique.

2.4 Solution explicite

Il existe des méthodes numériques pour calculer efficacement la solution d’un systéme d’é-
quations de Vandermonde [9][55]. Mais étant donné que les coefficients du systéme sont en-
tiers, et que ’on aura par conséquent une solution rationnelle, il nous a paru plus approprié
d’utiliser sa solution algébrique donnée dans [25 ex. 359]. Nous la donnons ci-dessous.

Le systeme de Vandermonde _ - - I

11 1 || x
o o c, x,
2 2 2
a] o o %
k k k
o 0 e Oy il
n-1 n-1 n—1
o oy o | x, ] 0
a pour solution algébrique nrkel, Pesl,s
x, = (—) k! ———
s

avec 05 = Za,la&...a,ﬂ_i

sur tous les (t,, ¢y ..., t,_;) combinaison de {1,2,...,s-1,5s+1,...,n}

v, = [ (e,-o)

surtousles ie {1,...,n} et différents de s
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2.5 Solution complete

Supposons que ’on sache déterminer la représentation discréte d’une dérivée quelconque 2
un ordre d’approximation et & un centrage donnés. Les dérivées croisées s’expriment de la
fagon suivante :

¥ 9 9 o (of
axlf‘...ax:" axf‘ ax;’ "'ax’;-_-; (8x:"] (A3.5)
Cette relation prend la forme discréte :
dkf d d d (df
B aE adad al ad) (A3-6)

C’est a dire que pour calculer des dérivées croisées, il suffit d’effectuer un produit tensoriel
de n vecteurs. Bien entendu toutes les dérivées simples doivent étre déterminées avec le
méme degré d’approximation. Le probléme du calcul des dérivées croisées est donc ramené
a celui de dérivées simples.

3 Discrétisation de ’équation aux différences

Soit I’équation aux dérivées partielles la plus générale :

of of of of o'f of

Flfy—s .y —, ——— ..., ey —————, ... | =0
[ ax, A, o dx,  AxZ axh..oxb )

n

(A3.7)

La méthode la plus simple est d’effectuer la discrétisation indépendamment sur chaque déri-
vée intervenant dans I’équation aux dérivées partielles, puis de remplacer leurs expressions
dans I’équation initiale. Cette méthode est évidemment trés générale mais elle ne donne pas
forcément le meilleur type d’approximation.

Néanmoins, cette méthode donne des schémas éprouvés assez universels qui conviennent
parfaitement aux équations “non pathologiques” que nous avons eues 2 traiter dans ce mé-
moire (solutions douces, absence de singularité, ...).

Une fois que 1’on connait 1’équation aux différences de chaque dérivée, 1’équation aux diffé-
rences de 1’équation aux dérivées partielles se réduit & un simple calcul algébrique. Les coef-
ficients du schéma aux différences s’obtiennent en dérivant 1’équation algébrique précédente
par rapport a chacune des variables. On note que cette méthode permet de traiter le cas linéai-

re et non lin€aire d’une seule et unique fagon.

Les calculs algébriques et la dérivation formelle cités ci-dessous sont calculés dans un pro-
gramme de calcul formel qui est ensuite interprété par le logiciel MAPLE! [15].

1. Une introduction au langage de calcul formel MAPLE est donnée dans [14].
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4 Interface graphique

L’interface graphique est construite & partir de 1a library XView [78][79]. Elle réalise une in-
terface conviviale, d’un emploi élémentaire, entre les programmes précédents et ’utilisateur.
Nous donnons ci-dessous une vue de I’application construite, puis nous expliquerons son uti-
lisation et ses possibilités.

|52) Equation aux differences

Discretisation d'une EDP du type : °

- (S £, fxx, Fxy. fyy.... fyyyy) = O

Expression de 'equation aux derivees partielles :

f:w & &
v . .
F: rA2*wxxxx + 2*alpha*wxxyy + Wyyyy/ra2
Catalogues : Elementaire : (3]
Fondamentale : (7] ®

]

A0 S*r**2+8*alpha+6/r**2

Al ~4*r**2-4*3] pha

A2 ~4*alpha-4/r**2

A3 ~4*r**2-4%3]pha

M -4*alpha-4/r**2

AS 2*alpha

AB 2*alpha

A? 2*alpha

A3 2*alpha

A3 : re%2

A0 @ 1/r*%2

Al H r**2

Al2 1/r**2

A3 0

Ald 1}

AlS 0

Al 0

Al? 0

A18 0

Al9 a

A20 0

A2t 0

A22 0 (]

A23 0

A24 0
-
rA,

4.1 Utilisation du logiciel

La discrétisation de 1’équation aux dérivées partielles

2 2 3 k
R . S . S B

[ s IR —9—"3, Ty eney ""Ey veey kl PR
L4
ox, ox, dx; dx;0x,  Ox,  Ox,...0x,

est effectuée de 1a maniére suivante :
- Initialiser le logiciel : Init
- Donner le nom de la fonction : f
- Donner I’expression de I’équation aux dérivées partielles : F
- Lancer la discrétisation : Discrétisation

(A3.8)
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La commande Molécule permet d’obtenir le schéma aux différences de 1’équation aux déri-
vées partielles (En haut a droite) et la commande Notation rappelle I’emplacement des coef-
ficients A; sur cette molécule. En outre les deux boutons déroulant Elémentaire et
Fondamentale permettent d’obtenir directement 1’expression d’équations considérées com-
me classiques sans avoir a les écrire. Le catalogue Elémentaire contient la liste des dérivées
simples et croisées jusqu’a 'ordre 4, i.e.

of of of I o'f o

"ox, dx, ox® dx,0x,  9x,dy) ox

Le catalogue Fondamental contient une liste d’équations aux dérivées partielles classiques,
en particulier, I’équation de Laplace, 1’équation biharmonique, etc, ...

4.2 Possibilités actuelles et perspectives du logiciel

Le logiciel permet d’obtenir la discrétisation d’une équation aux dérivées partielles 4 deux
variables qui contient des dérivées jusqu’a I’ordre 4 inclus. Les équations peuvent étre linéai-
res ou non-linéaires. En outre le fait que I’on puisse spécifier la fonction qui intervient dans
I’équation aux dérivées partielles autorise a traiter des systemes d’équations aux dérivées par-
tielles.

La premicre version décrite ici détermine la discrétisation uniquement sur un maillage régu-

lier. Des généralisations complétes mais beaucoup plus complexes des méthodes utilisées ici
se trouvent dans [40][41]. Les versions futures du logiciel intégreront ces résultats.
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Etude du conditionnement
Annexe 4

Notion de .conditionnement

La représentation des données d’un probléme ne peut étre effectuée qu’avec un nombre limité
de chiffres. En outre, dans un probléme expérimental, ces données ne seront connues qu’avec .
une incertitude. Il est donc important que le probléme soit tel qu’une “petite” variation sur les
données entraine une variation “pas trop importante” sur les résultats. La formalisation de cet-
te observation a conduit a la notion de conditionnement d’un probléme.

Nous insistons sur le fait que cette propriété est intrinséque au probléme et ne dépend en aucu-
ne maniere de la fagon de le résoudre. Le résultat du probléme est supposé calculé exacte-
ment, c’est & dire sans erreur d’arrondi, ni de troncature. Lorsqu’un probléme est “mal
conditionné”, 1a solution du probléme n’est pas interprétable. Pour se faire une idée concréte
de I'influence du conditionnement d’un systéme linéaire, on consultera la référence [16 p27].

Conditionnement d’un systéme linéaire

Les démonstrations des théorémes fondamentaux suivants se trouvent par exemple dans
[16][49]. On se donne une norme vectorielle, et la norme matricielle induite, toutes les deux
notées |f.]l, sans ancune confusion possible.

Théoréme 1. Soit A une matrice inversible, et soit x et x+ Ax les solutions des systémes linéai-
res
Ax = b (b#0)
A{x+Ax) = b+ Ab

Alors I égalité suivante est satisfaite

l| Ax|]
llxll

- Ab
1y 14oll | Ab]|

<A A
la Mlapy 1o
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Théoréme 2. Soit A une matrice inversible, et soit x et x+ Ax les solutions des systémes linéai-
res

Ax = b (b#0)
(A+AA) (x+Ax) = b

Alors I’ égalité suivante est satisfaite

1a%] <( la a7 )IIAAII
=~ 1= Ta a4 ) TAT

Si || AA|| est “suffisament petit”, on a

I Ax|| -1y[, 1AA]|
S (llafHla II)—”A”

Les deux théorémes précédents montrent que I’erreur relative sur le résultat est majorée par
I’erreur relative sur les données, multipliée par le nombre (|4 ||[|A™']}) . Ces résultats ont con-
duit & la définition du nombre cond(A) = |4 [Ila™!]l qui s’appelle le conditionnement de la
matrice A, relativement a la norme matricielle considérée.

Le nombre cond(A) mesure la sensibilité de la solution du systéme linéaire Ax = b vis-3-vis
des variations sur les données A et b. On montre [16] que ce nombre est optimal, les inégalités
ci-dessus sont les “meilleures” possibles. On dit qu’un systéme linéaire est “bien” ou “mal”
conditionné selon que le conditionnement de sa matrice est “petit” ou “grand”.

Théoréme 3.

(1) le conditionnement de la matrice unité est égale a 1,

(2) pour toute matrice A inversible et tout scalaire o.#0, cond(®4) = cond(A),
(3) pour toute matrice A inversible, 1< cond(A) <,

(4) pour toute matrice A singuliére, cond(A) = .

Théoréme 4. Si A est réelle, et en utilisant la norme vectorielle euclidienne et la norme ma-
. tricielle associée, le calcul du conditionnement se réduit & I’ expression :

max|A; (A) |

_ A; = valeurs propres de A
min A, (4)|

cond(A) =

Conditionnement du systéme d’équations aux différences étudiées

On considére maintenant la solution numérique de 1’équation biharmonique

MREA 0<% j<1 (A4.1)

En utilisant une approximation aux différences finies sur un maillage uniforme de pas 4, :
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AW,
AW AW AW +A, Wi
tASW i1t As Wil ju1TA; Wil i+ 4 Wiirio1 ] (Ad.2)
TAWisa) AWz +AWWi,; ARV = hyP

Les valeurs numériques des coefficients 4; sont données dans le premier chapitre. Si (A4.2)
est complété par des conditions aux limites appropriées et exprimées en chaque point du
maillage, on obtient I’équation matricielle Ax = b.

1 . . . . .
A= ;!3 A{1 M2 M3 M4 Al5 avee

A A3 Ag Ay A My =1 AgA; As Mg = | A

=
1l
S
I
=
N
l
L
S ot
o
« b
.'o?"
=
w
|

On a tracé ci-dessous le conditionnement de la matrice A en négligeant I’influence des con-
ditions aux limites. La courbe est donnée en fonction de 1’ordre de la matrice.

o s : r .! !
600
COﬂd(A) 400
300

200

100

30 40 50 60 70 80
ordre

figure A4.1 Conditionnement de la matrice A
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Interprétation des résultats

La matrice de Hilbert # est un exemple remarquable de matrice trés mal conditionnée [26].
Ses €éléments sont définis par :

1
Hy= i (A4.3)

On donne ci-dessous le conditionnement de cette matrice jusqu’ a I’ordre 6.

tableau A4.1 Conditionnement de la matrice de Hilbert

ordre 1 2 3 4 5 6

cond(H) 1 192815 | 524.0568 | 1.5514x10%| 4.7661x10° | 1.4951x10’

Les valeurs numériques de la figure (A4.1) sont & comparer avec celle du tableau (A4.1). Le
conditionnement de la matrice A d’ordre 81 est du méme ordre de grandeur que celui de la
matrice de Hilbert seulement d’ordre 3. On peut donc considérer que le systeme linéaire re-
présentant I’équation aux dérivées partielles (A4.1) a un conditionnement “assez bon”.

Préconditionnement d’une matrice

La rap1d1te de la convergence des méthodes itératives, notamment celle du gradient conjugué,
depend du nombre de conditionnement de la matrice A. Plus le nombre cond(A) est proche
de 1, et plus I’algorithme convergera rapidement. Le principe de conditionnement d’une ma-
trice A consiste a remplacer la résolution de 1’équation Ax = b par celle du sytéme linéaire
équivalent C"'Ax = C'b, tel que cond(C™'A) soit beaucoup plus petit que cond(A).

I1 existe de nombreuses méthodes de préconditionnement d’une matrice, le lecteur concerné
pourra consulter les références [49 p. 521][84][71]. Comme nous 1’avons vu au paragraphe
précédent, la matrice avec laquelle nous travaillons est “assez bien conditionnée”. Etant don-
né les temps de résolution suffisamment faibles que nous avons obtenus, nous n’avons pas été
plus loin dans les techniques de préconditionnement.

1. Dans [49], on montre que le nombre d’itérations nécéssaires a la résolution d’un systéme linéaire par
la méthode du gradient conjugué est proportionnel & «/cond( H) .
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Déflexion d’une
plaque simplement posée
Annexe 5

1 Introduction

L’objectif de ce paragraphe est de préciser I’influence de la discrétisation nécessitée par la
méthode des différences finies, plus exactement : dans quelle mesure le systeme d’équations
linéaires (1.10) représente I’équation aux dérivées partielles (1.9) ?

Rappelons que la solution numérique calculée n’est pas la solution de I’équation aux dérivées
partielles proposée mais la solution du systéme d’équations linéraires déduit de cette équation
aux dérivées partielles. Il n’est pas question ici de valider la résolution de ce systeme linéaire;
les erreurs ne viennent pas de la méthode utilisée pour sa résolution (dont on connait la solu-
tion i 10 chiffres en virgule flottante prés) mais de la méthode employée pour résoudre 1’é-
quation aux dérivées partielles (i.e. la méthode des différences finies).

2 Solution numérique

On connait une solution analytique du probléme aux limites dans le cas particulier d’une pla-
que rectangulaire, isotrope (o = 1), d’épaisseur constante, simplement posée et chargée uni-
formément. Nous allons donc étudier ce probléme modile.

Les conditions aux limites pour une plaque simplement posée sont données par les relations
suivantes [82 p. 83] :

3w w
w=20 et ——2+D—2=0 sur {0,1} x [0, 1]
ox ay
2 2 (A5. 1D
dw  Ow
w=10 et ——2+D—2=0 sur [0, 1] x {0,1}
oy ox
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En explicitant la discrétisation de ces équations sur notre maillage, on aboutit aux équations :

Wiy = =Wy, pour j = N-1
WN+l,j = _WN—I,j (A5.2)
Wia=-W, . _ _ '
pour {=1..N-1
Wine1 = Winoy

Les équations ne different des équations (1.16) que par les quatre signes “moins”. La modi-
fication a apporter sur I’implémentation pour résoudre le probleme de la déflexion dans le cas
d’une plaque simplement posée est mineure.

3 Solution analytique

La solution analytique dans [0,4] x [0, b] est [82 p. 110] :

mRx . nwy
© e gin——sin—-

b
w (%, 7) ——ZZ— (A5 . 3)
m ln=1 n
(%)
a b
On pose, comme dans le paragraphe précédent :

~ P 1

P = — avee — T A5 . 4
P v P, dD (AS. 4
En réécrivant la solution dans le domaine [0, 1] x [0, 1], la comparaison avec la solution nor-
malisée est immédiate

5 G 5) 16 x= = sin (mmx) sin (n7y)
w(x,y) —622 3 (A5.5)

mn (m2+ nz)

Cette double série converge (intégrales de Riemann). De plus, il n’est pas difficile de se con-
vaincre qu’elle converge rapidement : les termes du numérateur sont bornés entre -1 et 1, et
le dénominateur esten 1/%°.

4 Comparaison des solutions

Nous allons établir cette comparaison pour une valeur de P égale & 200, ce qui correspond
w €égal a environ 80% de sa valeur maximale. La solution numérique a été calculée pour 3
différentes tailles de maillage : un maillage grossier de 10 x 10 points, un maillage moyen de
30 x 30 points et un maillage fin de 50 x 50 points. C’est au centre que les €carts sont les plus
importants. Ces valeurs centrales nous serviront pour la comparaison. Les résultats sont don-
nés dans le tableau (AS.1).
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tableau A5.1 Déflexion au centre

Déflexion d’une plague simplement posée

Solution analytique Solution numérique
w/d au centre Nb de points | w/d aucentre | Tps de calcul
10x 10 0.811517 0.06s
0.812471 30x30 0.812368 5s
50 x50 0.812434 465

On gagne une décimale a chaque fois que 1on triple, quintuple, etc ... le nombre de points sur
un coté. Ce qui correspond & une augmentation 2 la puissance deux du nombre de points sur
la surface.

Les résultats montrent bien la convergence des résultats numériques vers la solution du pro-
bleme. Mais il ne faut pas croire que I’on peut augmenter indéfiniment le nombre de points :
mis a part le fait que le temps de calcul devient rapidement prohibitif, I’augmentation du nom-
bre de points conduit inévitablement & une augmentation du nombre d’opérations. Si ce nom-
bre est trop important, les erreurs d’arrondis peuvent conduire & une stabilisation de la
solution a une certaine valeur, empéchant toute amélioration.

Pour donner une idée claire des résultats calculés, nous les avons reproduits directement dans
les tableaux (AS.2) et (A5.3). On rappelle que les résultats sont donnés sous forme d’une ma-
trice qui contient les valeurs de w/d aux points du maillage.

tableau A5.2 Solution analytique de la déflexion d'une plague simplement posée

=10 Y =1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000  O.000000
= 9Y=0.9 0.000000 0.086812 0.161323 0.217153 0.251526 0.263108 0.251526 0.217153 0.161323 0.086912 0.000000
= 8Y=0.8 0.000000 0.161323 0.300617 0.405741 0.470633 0.492538 0.470633  0.405741 0.300617 0.161323  0.000000
= 7Y =0.7 0.000000 0.217159 0.405741 0.548773 0.637342 0.567268 0.637342 0.548773 0.405741 0.217153  0.000000
= 6Y=06 0,000000 0.251526 0.470639 0.637342 0.740779 0.775763 0.740779 0.637342 0.470639 0.251526  0.000000
= 5Y=0,5 0.000000 0.263108 0.492538 0.667268 0.775763 0.812471 0.775763 0.667268 0.492538 0.263108  §.000000
= 4Y=0.4 0.000000 0.251526 0.470833 0.837342 0.740779 0.775763 0.740779 0.637342 0.470633 0.251526  0.000000
= 3Y=10.3 0.000080 0.217959 0.405741 0.548773 0.B37342 0.667268 0.637342 0.54877?3 0.405741 0.217153  0.006000
= 2Y=0.2 0.000000 O0.161323 0.300617 0.405741 0.470633 0.492538 0.470633 0.405741 0.300617 0.161323  0.000000
= 1Y¥=01 0,000000 0.086912 0.161323 0.217159 0.251526 0.263108 0.251526 0.217159 0.161323 0.086912  0.000000
= 0Y=0.0 0,000000 0.000000 0.000000 0.000000 ©0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 O.000000 O.000000
I= 0 I= 1 I= 2 I= 3 I= 4 I« 5 I= 8 I= 7 I= 8 I= 3 I=10
X =0.0 X =0.1 X =0.2 X =0.3 X =0.4 X =0.5 X = 0.6 X =07 X =0.8 X =0.9 X =1.0
tableau A5.3 Solution numérique de la déflexion d'une plaque simplement posée
=30 Y =10 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 ©.000000 0.000000 ©0.000000 0.000000 0.000000 0.000000  O.000000
=27 ¥ =0.9 0.000000 0.086962 0.161385 0.217223 0.251588 0.263168 0.251588 0.217223 0.161385 0.086362 0.000000
=24 Y «0.8 0.000000 0.161385 0.300677 0.405785 0.470670 0.492563 0.470670 0.405785 0.300677 0.161385 0.000000
=21 ¥ =07 0.000000 0.217223 0.405785 0.548779 0.637317 0.667232 0.637317 0.548779 0.405785 0.217223  0.000000
=18y = 0.6 0.000000 0.251588 0.470670 0.637317 0.740710 0.775678 0.740710 0.832317 0.470670 0.251588 0. 000000
=15 Y =0.5 0.000000 0.263168 0.492563 0.667232 0.775678 0.812368 0.775678 0.667232 0.492563 0.263168  0.000000
=12Y =04 0.000000 0.251588 0.470670 0.637317 0.740710 0.775678 0.740710 0.637317 0.470670 0.251588  0.000000
= 9Y=0.3 0.000000 0.217223 0.405785 0.548779 0.637317 0.667232 0.637317 0.548779 0.405785 0.217223  0.000000
= §Y¥=0.2 0.000000 0.161385 0.300677 0.405785 0.470670 0.432563 0.470670 0.405785 0.300677 0.161385 0.000000
= 3Y=0.1 0.000000 0.086962 0.161385 0.217223 0.251588 0.263168 0.251588 0.217223 0.161385 0.086362 0.000000
=~ 0Y=0.0 0,000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 O.000000
I= 0 I= 3 I= 6 I= 9 I=12 I=15 I=18 I=21 I=24 I=27 I=30
X=00 X=01 X=202 X=03 X=04 X=05 X=06 X=07 X=08 X=09 X=1.0
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Différences finies curvilignes
Annexe 6

1 Introduction

La méthode des différences finies curvilignes a été introduite au début des année 80 par deux
articles [50] [51] concernant respectivement le calcul de potentiel et la résolution de 1’équa-
tion biharmonique. L’objectif de ce paragraphe est de donner une description aussi claire que
possible de cette méthode. Il a donc essentiellement un réle didactique mais contient néan-
moins les originalités suivantes :

D’une part, nous avons recalculé I’ensemble des formules et des coefficient nécessaire a I’ap-
plication de cette méthode de fagon a pouvoir 1’appliquer aux équations aux dérivées partiel-
les linéaires quelconques a deux variables d’espace. D’autre part, nous proposons un calcul
des coefficients de transformation beaucoup plus simple que celui décrit par ’auteur dans le
cas ol I’on connait explicitement la transformation, en outre, nous donnons la référence de
deux articles qui pourrait servir de point de départ dans I’'implémentation d’une solution dé-
- finitive au calcul de ces coefficients.

1

P d
Y a
B
—>
(@) * (b)
Systeéme de coordonnées rectangulaires Systeme de coordonnées curvilignes

figure A6.1 Systéme de coordonnées
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On se donne une équation aux dérivées partielles linéaire a deux variables d’espace (A6.1),
exprimée dans un systeme de coordonnées rectangulaires (figure A6.1.a). Les coefficients g,
peuvent dépendre des coordonnées (x,y).

R0u+Rla—u +R2E+R3é: +R, Pu +R5@ +R6.a-3—l; +R, BZu + R, Gl +R9&‘
ox ay o0x 0xdy dy 0x ox dy ox 3y oy’ (A6 . 1)
+Rlo'a““"l:*'ku Pu +Ryy T +Ry3 T +R14& =f(xy)
ox ox’dy 9x*9y* 9x 9y 4

L’EDP (A6.1) exprimé dans un systeéme de coordonnées curvilignes (figure A6.1.b) s’écrit
sous la forme (A6.2). Dans le cas général, les coefficients A; dépendent des coordonnées
(o, B).

A0u+A12+A22+A3&+ 4_____82u +A5&+ 6?-3—Ii+ 7 Py +Aq Pu + 983_u
da - da®  "d0dp o 3o 0038 da 9p* op’ (A6.2)
+A10&+A11 Pu +Ap P +Ap; P + 14& = f(xy) (o, B)
oo’ da’dp d0op? do 9B’ op*

Le systéme de coordonnées curvilignes peut €tre défini de fagon algébrique par rapport au
systeme rectangulaire ou étre généré graphiquement comme cela est le cas dans les gros lo-
giciels de calcul par éléments finis. La génération automatique de maillage est un probléme
trées complexe et long a mettre en ceuvre [81] (la majeur partie du code développé dans le lo-
giciel de calcul de structure est li€ a la définition du maillage). Nous nous limiterons donc a
une définition algébrique explicite de celui-ci, étant entendu qu’il est possible d’appliquer la
méthode DFC sur un maillage curviligne quelconque.

Le probléme fondamental est d’exprimer numériquement les A; (o, B) en chaque point du
maillage curviligne par rapport aux coefficient R, (x, y) . La résolution numérique de I’ équa-
tion aux dérivées partielles résultante est alors identique @ celle employée par la méthode
classique des différences finies.

2 Transformation des dérivées dans un syste-
me de coordonnées curvilignes (o,f3)

Les dérivées partielles d u/dx et d u/dy exprimées dans le systeme de coordonnées rectangu-
laires sont liées aux dérivées du/da et du/a P relatives au systeme de coordonnées curvili-
gnes par les relations (A6.3).

ou Jdodu oJPdu

9%~ 9xd0. oxdB A6 3
Bu_aaau+aﬁau (A6.3)
ox dyda 0Jyop
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On rappelle que la notation des fonctions do/dx, da/dy, dB/dx et dB/0Y dans le systéme
d’équation (A6.3) sous-entend qu’il faut considérer ces fonctions aux points x = x(a, B) et
y = y(a, B) . Enreitérant la régle de différentiation en chaine, on obtient de la méme fagon les
expressions des dérivées seconde, troisiéme, ...

u dad da du 9B I o ou

2 %oa'ax’da %o ar oa

, (3 282u+8[3 do 3u 208 ou GL 29%u (A6 . 4)
(ax ) 00® 3x dx JudB  Ox dx dadP (ax ) op?

Les reégles de différentiation en chaine sont exprimées de fagon beaucoup plus compacte et
maniable sous forme tensorielle. L’équation (A6.3) s’écrit ainsi U”* = T;U . Les virgules in-
diqué en indice symbolise la dérivation. On adopte par la suite les conventions suivantes : les
indices (i,j, % 1) sontrelatifs aux variables (x, y) . Les indices (n, m, p, g¢) sont relatifs aux va-
riables (a, B).

Les résultats contenus dans le formulaire (A6.1) contiennent les expressions algébriques de
U;, Uy, Uy €t Uy, calculées formellement. Pour éviter d’introduire des erreurs de frappe
dans la réécriture des coefficients, nous avons préféré imprimer le résultat tel qu’il apparait &
I’écran apres le résultat du calcul formel. La différence minine de notation avec 1’écriture ten-
sorielle écrite plus haut vient du fait que les programmes de calcul formel actuels (en 1993)
ne possedent pas encore d’éditeur suffisamment développé.

Sormulaire A6.1

Ui :=Tn_i Un

Uij = Ta_j Tn_im Un + Te_j Tn_i Unm

Uijk = Tp_k Tw_jp Tn_im Un + Tp_k Ta_j Tn_imp Un + Tp_k Ta_j Tn_im Unp + Tp_k Ta_jp Tn_i Unm + Tp_k Tw_j Tn_ip Unm + Tp_k Tw_j Tn_i Unmp

Uijkl := Tq_1 Tp_kq Te_jp Tn_im Un + Tg_1 Tp_k Tm_jpq Tn_im Un + Tq_1 Tp_k Tm_jp Tn_img Un + Tg_1 Tp_k Te_jp Tn_im Ung + Tg_1 Tp_kq Tu_j Tn_imp Un
+ Tg_1 Tp_k Ta_jaq Yn_imp Un + Tg_1 Tp_k Ta_3j Tn_impg Un + Tgq_1 Tp_k Tu_j Tn_imp Ung + Tq_} Tp_kg Te_j Tn_im Unp + Tg_1 Tp_k Tr_jg Tn_im Unp
+ Tq.) Tp_k Tm_j Tn_img Unp + Ta_l Tp_k Te_j Tn_im Unpg + Tg_1 Tp_kq Tw_jp Tn_i Unm + Tq_1 Tp_k Te_jpg Tn_i Unm + Ta_1 Tp_k Tu_jp Tn_ig Unm
+ Tq_) Tp_k Tm_jp Tn_i Unmg + Ta.l Tp_kq Te_j Tn_ip Unm + Tq_1 Tp_k Te_jq Tn_ip Unm + Tq_1 Tp_k Te_j Tn_ipg Unm + Tq_1 Tp_k Tu_j Tn_ip Unnq
+ Tg_1 Tp_ka Te_j Tn_i Unmp + Tg_1 Tp_k Tm_3jg Tn_i Unap + Tq_) Tp_k Te_j Tn_iq Unmp + Tq_1 Tp_k Tm_j Tn_i Unmpg

Le lecteur vérifira ’équivalence de U ,, avec I’équation (A6.4). Le calcul explicite des coef-
ficients T est developpé dans le paragraphe 4.
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3 Transformation d’'une EDP dans un systéeme
de coordonnées curvilignes (o,p)

L’écriture tensorielle d’une équation aux dérivées partielles linéaire a la forme (A6.5). Cette
€criture est indépendante du nombre de variables. Les coefficients C; apparaissant dans 1’¢-
quation (A6.5) sont reliés aux coefficients R; de I’équation (A6.1) par les relations : R, = C,,
Ry =Cps ooy Ry = Ciopp + Copm + Copia+ Cogys o5 Ryy = Coppe

CU+CU+CU+ClU iy +CiU iy = (A6.5)

La substitution des expressions U, U, U €t U, définies dans le formulaire (A6.1) dans
I’équation (A6.5) permet de déterminer 1’écriture tensorielle de 1’équation (A6.5) exprimée

dans des coordonnées curvilignes.

AU+A,‘U,,,+AMUM+A,,pU,nP+Aan,nq+A U +AquMq+Anqu’npq+A,,mquMPq (A6_6)

nmp™’ nmp

L'expression des coefficients 4,, 4,,, ..., 4,,,, €st donnée dans le formulaire (A6.2). Les
coefficients C, C;, C;;, Cy, et C;;,, sont déterminés par I’équation aux dérivées partielles ini-
tiale (A6.1) ou (A6.5). Le calcul effectif des coefficients de 1’équation (A6.6) s’effectue en
développant le produit tensoriel sur les indices répétés, i.e. dans le cas d’une équation aux dé-
rivées partielles & deux variables, les indices (i, j, k, /) prennent les valeurs {1,2}.

Sformulaire A6.2

>

= C

An = 0 Tn_i
+ Cij  Tm_j Tn_im
+ Cijk Tp_k (Tn_im Ta_jp + Te_3j Tn_imp)
+ Cijkl Tg_t (Tp_ka(Ta_jp Tn_im + Ta_j Tn_isp) + Tp_K(Te_jpq Tn_in + Ta_jp Tn_ing + TR_jq Tn_imp+ Tu_j Tn_impa))

Anm = Cij  Tm_j Tn_i
+ Cijk Tp_k (Tm_jp Tn_i + Tn_ip Te_3)
+ Cijkl Ta_1 (Tp_ka(Te_jp Tn_i + Tm_j Tn_ip) + Tp_k(Tm_jpg Tn_i + Ta_jp Tn_iq + Tu_jaq Tn_ip + Tu_j Tn_ipg))

Ap = Cijk Tp_k Tm_j Tn_im
+ CiJk1 Tq.l (Tp_kg Te_j Tn_im + Tp_k{Tm_3jq Tn_in + Tu_j Tn_iwq))
Ang = CiJKY Tall Tp_k (Tn_im Te_jp + Ta_j Tn_imp)

Anep = Cijk Tp_k Tm_j Tn_i
+ Ci3K1 Tq_1 (Tp_kq Tw_j Tn_i + Tp_k(Tm_jq Tn_i + Ta_j Tn_iq))

Anmg =~ Cikl Tg_1 Tp_k({Te_jp Tn_i + Tn_ip Tm_j)
Anpq = Cijkl Tg.)l Tp_k Ta_j Tn_im
Anmpg = Cijkl Tq_1 Tp_k Te_j Tn_i

Les indices des coefficients 4,, 4,,, ..., 4,,,, ont une double signification, ils ont d’une part
la signification tensorielle classique (sommation sur les indices) et d’autre part un rdle pure-
ment nominatif (distinction des coefficients).
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A2

A3

AS
A
A?
A8
A3

A0 ¢
A1t
A2
A3 ¢
Al4

Annexe 6

L’écriture classique de 1’équation aux dérivées partielles s’effectue en explicitant la somma-
tion sur les indices répétés (n, m, p, ) de 1’équation (A6.6). En fixant le nombre de variables

égale a deux, on obtient une équation aux dérivées partielles de la forme (A6.7).

AU+A U+ AU+ AU o+ AU g + AsU pp+ AU g0+ A7U ppp + AU o + AgU 4pg

L’expression des coefficients 4,, 4,,
faut effectuer explicitement le produit tensoriel de tousles A,, 4,,., ..., 4
pacte employée précédemment n’est plus valide, on note les termes A,, précédents par

+ AIOU,aaﬂB + All U,aaaB + A12U,uﬁﬁﬂ + A13U,aa(m + A14U,ﬁBBB

nmpgq?

(A6.7)

..., A4 est donnée dans le formulaire (A6.3). Puisqu’il
la notation com-

A,,(n,p), les premiers indices sont nominaux, les indices entre paranth&se sont tensoriels.

Sformulaire A6.3

A
An(1)
an(2)

anp(1, 1) + Anm(1, 1) + Ang(1, 1)
Anp(1, 2) + Anm(1, 2) + Anq(1, 2) + Anp(2, 1) + Anm(2, 1) + Ang(2, 1)
Anp(2, 2) + Anw(2, 2) + Ang(2, 2)

Anwp(1, 1, 1) + Anpa(1, 1, 1) + Awmg(t, 1, 1)
Anmp(2, 2, 2) + Anpq(2, 2, 2) + Anwq(2, 2, 2)

anmp(2, 1, 13 + Anpg(2, 1, 1) + Anmg(2, 1, 1) + Anmp(1, 2, 1) + Anpg(1, 2, 1) + Anmq(1, 2, 1) + Amp(1, 1,

2y + anpa(t, 1, 2) + Anmg(1, 1,

2)

Anmp(1, 2, 2) + Anpa(1, 2, 2) + Anaq(i, 2, 2) + Anep(2, 1, 2) + Anpg(2, 1, 2) + Anmq(2, 1, 2) + Anmp(2, 2, 1) + Anpq(2, 2, 1) + Ammg(2, 2, 1)

Anmpg{1, 1, 2, 2) + Anmpg(1, 2,
Anmpq(2,
Anmpqg(1,
Anrpg (1,
Anmpg (2,

1,
2,
1.
2,

1,
2,
1,
2,

1) + Anmpg(1, 2, 1, 1) + Anmpq(1, 1, 2, 1) + Anmpg(1, 1, 1,

2)

2) + Awpq(2, 1, 2, 2) + Anmpg(2, 2. 1, 2) + Anmepa(2, 2, 2. 1)

1)
2)

1, 2) « Anmpq(1, 2, 2, 1) + Anmpa(2, 2, 1, 1) + Awpg(2, 1, 2, 1) + Anmpg(2, 1, 1, 2)

4 Calcul des coefficients T

Comme on I’a déja mentionné précédemment, le maillage peut étre défini de fagon algébrique
ou a I’aide de fonctions splines. Pour simplifier, nous ne considérons que le premier cas. On
se donne une transformation algébrique définisant le maillage curviligne.

Le calcul des coefficients T7 peut étre calculé explicitement
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Ja d
=5 -5
*le=x(ap Xli=x(ap)
y=y(c,B) y=y(a,B)
(A6.9)
Ju 0
T; = a— T‘g = .a_B
y x=x(a,B) y x=x(o,B)
y=y(,B) y=y(,B)
Dans le cas d’une transformation faisant intervenir 2 variables, lestenseurs 77 _, 7% et T

im? “i,mp i, mpq

auront respectivement 2°, 2* et 2° composantes. Chaqu’un de ces 56 composantes est une
fonction algébrique de deux variables. Le calcul symbolique de ces 56 fonctions puis leurs
codages dans le programme n’est bien entendu pas envisageable pour préserver la généralité
et la souplesse d’utilisation de la méthode. En outre, 1’expression littérale des dérivées appor-
terait une grande quantité d’informations supperflues puisque 1’on a seulement besoin de con-
naitre la valeur numérique des dérivées uniquement aux points du maillage.

Les composantes des tenseurs de transformation 1 ,,, T; ,, et T; .., doivent donc impérative-
ment étre calculées numériquement. Les calculs peuvent étre effectués en chaque point du

maillage en utilisant I'une des deux méthodes décrite dans le paragraphe suivant.
4.1 Approximation aux différences finies

Cette méthode de calcul est la plus directe et la plus simple des méthodes de dérivation nu-
mérique mais elle est peu précise. En effet, le calcul de la valeur numérique des dérivées en
utilisant I’approximation donnée par la formule des différences finies est un probléme mal-
posé. Si le pas de discrétisation & est trop grand, alors le quotient aux différences est une mau-
vaise approximation de la dérivée, si le pas # est trop faible, un nombre trop important de dé-
cimales significatives est perdu au numérateur du quotient.

Une analyse de ces problémes est proposé dans [20][24]. La référence [20] indique le
“meilleur” choix (en un sens qui est défini) sur la valeur du pas & : si une fonction est connue
avec une erreur relative de 1, alors & = Jt est proche de la valeur optimale du pas de discré-
tisation. En suposant que la fonction et sa dérivée sont approximativement du méme ordre de
grandeur, le nombre de chiffres significatifs sur le résultat de la dérivée est a peu prés la moitié
de celui sur la fonction.

Sil’on effectue 1’ensemble des calculs en double précision (14 décimales), les dérivées seront
connues avec environ 4 6 chiffres significatifs. Cette précision est suffisante si le calcul des
dérivées est effectuée une seule fois, de préférence en début de programme, et si ’ensemble
des données est connu en double précision.
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4.2 Différentiation automatique

La différentiation automatique est une méthode numérique (& ’opposé de symbolique) per-
mettant de calculer exactement les valeurs des dérivées de fonction en un point [61}[67]. Pour
tous les problemes spécifiques, seule 1’expression de la fonction elle-méme doit &tre codée.
En outre, les erreurs sur le résultat proviennent uniquement des erreurs de troncature, com-
munes a tout calcul numérique, qui ont pour origine I’arithmétique en précision finie des or-
dinateurs.

L’algorithme proposé dans la référence la plus récente [61], permet de calculer la valeur exac-
te d’une dérivée partielle d’ordre quelconque d’une fonction a un nombre quelconque de va-
riable en un point défini.

La méthode de différentiation automatique apporte une solution efficace et précise au proble-
me du calcul numérique des tenseurs T ., T; ., et T; .. Le calcul de leurs composantes et

alors effectué avec la méme précision et la méme efficacité que si I’ expression des dérivées
était codée explicitement

5 Résolution par les différences finies

L’équation aux dérivées partielles (A6.2) est une équation linéaire a coefficients variables. Sa
résolution par la méthode des différences finies est effectuée en remplagant chaqu’une des dé-
rivées partielles U, Ug, U 4,, ... par son approximation aux différences classiques (Comme
cela a été fait dans I’ensemble de ce mémoire, voir I’annexe 3). L’équation linéaire résultante
par rapport a la molécule de la figure (A6.2) est I’équation (A6.10).

B, U,
+B, U, +B, Uy+B, Uy +B, U, +Bg Us +B, Ug+B, U, +Bj U,
+By Uy +ByUy+ By Uy +B,Uy,
+ByUyg+ B 13U g+ B1gU g+ BygUyg+ By Uy + BpyUpy + ByyUpy + By Uy

(A6.10)

La valeur des coefficients est donnée dans le formulaire (A6.4).
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Sformulaire A6.4

80(Ic,Jc)
81(Ic,Jc)
82(Ic¢,Jc)
83(Ic,J¢)
84(1Xc,JC)
B5(Ic,Jc)
B6(Ic,Jc)
B7(Ic,Jc)
88(Ic,Jc)
BI(Ic,Jc)
B10(Ic,Jc)
B11(Ic,Jc) :
B12(Ic,Jc) :
B13(Ic,J¢)
B14(Ic,Jc)
B15(Ic,J¢) @
B16(Ic,Jc) :
B17(Ic,Jc) @
B18(Ic,Jc) :
B19(Ic,J¢) :
B20(Ic,Jc) :
B21{Ic,Jc¢) :
B22(I¢,Jc)
B23(Ic,J¢) :
B24(Ic,JC)

AD-2%A3/Hxx~2*A5/Hyy+4*A1 0 /Hxxyy+6*A1 3/Hxxxx+6*A14/Hyyyy

1/2% A1 [Hr+ A3/ Rx-AB/HR %%~ A3/ Hxyy-2* A1 0/ Hxxyy -4 *A1 3/Hxxx®
1/2*R2/Ry+AS/Hyy-A7 /Hyyy~A8/Hxxy-2*A10/Hxxyy-4*A14 [Hyyyy

~1/2*A1 [Hx+A3/HRX+AB/HxXX+A/Hxyy-2%A10/Hxxyy-4*A1 3/HXXXX
-1/2*82/Hy+AS/Hyy+A7 /Hyyy+AB/Hxxy-2%A10/Hxxyy-4* 814 /Hyyyy

1/4* M /HRy+1/2%AB /HRRY+1 /2% A3/ Hryy+A10/Hxxyy-1/2*A11/Hxxxy-1/2*A12/Hxyyy
=1/4%84 /Hxy+1 /2*AB/HRKY—1/2* A3/ Hxyy + A1 O/ Hxxyy+1 /2% A1 1 [Hxxxy+1/2%A1 2/Hyyy
1/74*8d [Hxy-1/2%BB/HXRY-1/2%AS/Hxyy+A10/Hxxyy-1/2%A11 /Hxxxy-1/2*A12/Hxyyy
=1/4%PA/Hxy=-1/2*AB/Hxxy+1/2*A9/Hxyy+A10/Hxxyy+1/2%A11 /Hxxxy+1/2*A12/Hxyyy
1/2*AB/Hxxx+A13/Hxxx%

1/2*87 [Hyyy+A14/Hyyyy

~1/2%AB/Hxxx+A1 3/ Hxxxx

-1/2*A7 /Hyyy+A14/Hyyyy

1]

0

0

i}

1/4*A11 fHxxxy

=1/4*A11 /Hxxxy

1/4%A11 /Hxxxy

-1/4%A11 /Hrxxy

1/4%A12/Hxyyy

-1/4%A12/Hxyyy

174*M 2/Hxyyy
=1 /4%812/Hxyyy

La molécule de I’équation (A6.10) est donnée dans la figure (A6.2).

figure A6.2 Molécule de l'équation aux différences (A6.10)

6 Application de la méthode

6.1 Déflexion d’une plaque annulaire encastrée

La méthode des différences finies curvilignes est appliquée dans ce paragraphe a la résolution
de I’équation biharmonique avec des conditions aux limites curvilignes. On considére le cas
d’une plaque de forme annulaire limitée par deux cercles concentriques de rayons r, et r, et
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encastré sur ses bords. Le schéma de la plaque est indiqué dans la figure (A6.3).

r rayon de la plaque
0 angle
0 d déflexion maximale
R h épaisseur de la plaque
- P pression appliquée
r r
! 2 vue de dessus
P P
v YR AN
h »
d N N N r
N
vue en coupe
2 Y

figure A6.3 Forme de la plaque étudiée

Nous avous vu au chapitre 4, équation (4.6), que I'intégrale générale de I’équation aux déri-
vées partielles de la deflexion d’une plaque en coordonnée curviligne a la forme (A6.11).

4
w(r,8) = %+A1r21n(r)+A21n(r)+A3r2+A4 (A6 . 11)

L’equatlon (A6 11) est ramenée a une forme sans dimension par les changements de variables
w = w/d et r = r/r,. De plus, on pose :

P = avec (A6.12)

%' Nﬂ&

1
Py

I~

Les changements de variable précédents conduisent finalement & I’équation aux dérivées par-
tielles (A6.13). Les 4 constantes 4,, A,, A, et A, sont déterminées en utilisant 4 conditions
aux limites spécifiques aux problémes.

~ 4
. Pr ~ w2~ - ~ ~ 2
w(r,0) = —6—45-+A1r In(r) + AxIn(F) + As7 + Ay (A6.13)
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sont encastrés, les conditions aux limites s’écrivent :

1l
<o

sur r 7y

i
~
-
~
I

(A6. 14)

i
o

It

sur r=rn r=r,

6.2 Solution analytique

La solution du probléme a été calculée avec le logiciel de calcul formel “Maple”. Le résultat
est une expression algébrique assez monstrueuse qu’il serait inutile de réécrire ici. Nous don-
nons néanmoins, ci dessous, la solution optimisée que nous avons calculé. (Maple posséde
des fonctions d’optimisation d’expression algébrique). La variable ¢,,, est la solution de

I’EDP, les paramétres r, et

t76

t100 :

t114 :=
t42-t16+2.0*
*£12+2,0*t17
£76+t4*t17+8
+4,0*t10+t15
t100)*t34;

I
N
&

AR R

r, sont des valeurs normalisées et on a posé€ C = P/64.

rer;

ti*ti;

ri*ri;

r2*r2;

In(r1);

t8*tS:;

t4*t9;

In(r2);
4.0%t4*t12*t5;

t4*t4;

£5%t5;

-t17,;

£8*¢8;

£12%t9;

t12*t12;

£27*%¢5;

t4*t5;

~2.0%t31;

}.?/(-4.U‘t4*t20*t5‘8.0‘t4*t24-4.0‘t4*t28*t32*t16*t1?):

n(r);

t17*812;

t16*t12;

t16*L8;

ti17¥t8;

ta*ty;

t17*t5;

t16*t4;

t12%t8;

CC*t2-2.0*(t4-t5)*CC*(-4. 0*£10+t15+£16+t18) *E34* £1*£35-4, 0¥ t4*CC*t5*(
t31-t45+t47+£18-t48)*£34*£35+CC* (-8, 0%E17*t12*t57+2. 0%t 5*£45+2, 0*t63
574, 0%t 7*t4*E12+£5*£16-£63-8. 0*£16*£24+2. 0*t76*t8-4. 0*L16*L3-
L0*E16%£28+8. 0*E17*t4*t20) *£34* L1 +£4*CC*E5* (-2, 0*t42+t16+£32-2, 0*t45
~2.0*t47-4,0%t16*t27+t17+4, 0%t 16*t100-4. 0*£17*£20-2. 0*t48+4, 0*t17*

6.3 Solution numérique

On utilise la transformation algébrique suivante :

acos (B)
asin (B)

*®
|

<
Il
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Annexe 6

Les coefficients de la transformation sont alors ;

T

T _

3o OB
0x ox
do B
dy 9y

cos (B) _sino(LB)
sin (B) COSOEB)

6.4 Comparaison des solutions analytique et numérique

La comparaison des solutions est effectuée pour les valeurs 7, = 0.5, 7, = 1.0 et P = 1000.0.
La solution numérique est calculée pour 3 différentes tailles de maillage. Les résultats sont
résumés dans le tableau (A6.1) et sont & comparer, au niveau de I’erreur et du temps de calcul,
avec les résultats de la déflexion d’une plaque carrée simplement posée (Tableau A5.1).

tableau A6.1 Déflexion a la distance r = 0.75

Solution analytique

Solution numérique

w/d (r=0.75) Nb de points | w/d (r=0.75)| Tps de calcul
10x 10 0.176705 2s
0.163350 2020 0.166699 46s
30x30 0.164839 3mindSs

L’erreur est inférieure & 1% dans le cas du maillage 30 x 30 mais le temps de calcul est nette-
ment supérieur a celui relevé dans le tableau (AS5.1). Lerreur sur le résultat peut étre diminué
en utilisant une méthode plus efficace dans le calcul des dérivées. Les temps de calcul plus
élevés sont expliqués en partie par le calcul de ces dérivées mais peuvent refléter aussi un
mauvais conditionement du systéme linéaire.

Une partie des résultats calculés sont reproduits dans les tableaux (A6.2) et (A6.3). Les ma-
trices représentées contiennent les valeurs de w/d aux point du maillage. Les notations “A”
et “B” symbolisent les coordonnées curvilignes a et B, qui ont regu dans ce paragraphe le
nom d’usage r et 6. Leurs valeurs sont arrondies a la premiére décimale pour des raisons de
place, ce qui explique que deux emplacements différents semblent avoir la méme valeur nu-
mérique. Seule les notations des nceuds “T” et “J” sont significatives.
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tableau A6.2 Solution analytique de la déflexion d'une plaque annulaire

0.154801
0.154801
0.154801
0.154801
0.154801
0.154801
0.154801
0.154801
0.154801
I=12

A=10.7

0.163350
0.163350
0.163350
0.163350
0.163350
0.163350
0.163350
0.163350
0.183350
I=15

A=0.8

0.1466393
0.146693
0.146683
0.146693
0.146693
0.146683
0.146693
0.146683
0.146693
I =18
A=0.8

0.108630
0.109630
0.108630
0.109630
0.108630
0.108630
0.108630
0.109630
0.109630
I=21
A=0.8

numérique de la déflexion d'une plaque annulaire

=27 B =56 0.000000 0.024028 0.073276 0.122148
=24 B =50 0.000008 0.024028 0.073270 0.122148
=21 B=4.3 0.000000 0.024029 0.073270 0.122148
=18 B = 3.7 0.000000 0.024023 0.073270 0.122148
=15 B = 3.0 0.000000 0.024029 0£.073270 0.122148
=12 B = 2.4 0.000000 0.024029 0.073270 0.122148
= 9B ~1.7 0.000000 0.024029 0.073270 0.122148
= 6B =1.1 0.000000 0.024023 0.073270 0.122148
= 3B =0.4 0.000000 0.024028 0.073270 0.122148
I= 20 I= 3 I= 6 I= g
A=05 A=06 A=0.6 A=0.7
tableau A6.3 Solution
=27 B =56 0.000000 0.024718 0.074412 0.123553
=24 B =50 0.000000 0.024718 0.074412 0.123553
=21 B=4.3 0.000000 0.024718 0.074412  0.123553
=18 8 = 3.7 0.000000 0.024718 0.074412  0.123553
=158 = 3.0 0.000000 0.024718 0.074412  0.123553
=12 B = 2.4 0.000000 0.024718 0.074412 0.123553
= 9B =1.7 0.000000 0.024718 0.074412 0.123553
= 6B =1.1 0.000000 0.024718 0.074412 0.123553
= 3B =20.4 0.000000 0,024718 0.074412 0.123553
I=20 I=3 I= 6 I~ 9
A=0.5 A=0.6 A=06 A=0.7

0.156313
0.156313
0.156313
0.156313
0.156313
0.156313
0.156313
0.156313
0.156313
I=12

A=0.7

0.164838
0.164839
0.164839
0.164839
0.164839
0.164838
0.164838
0.164838
0.164839
I=1S
A=0.8

0.148049
0.1480483
0.148048
0.1480439
0.148049
0.148049
0.148049
0.148049
0.148049
I=18
A=0.8

.110758
.110758
110759
110759
110759
110758
110758
110759
110758
I=21

A=0.8

coocoomoooo

0.062217
0.082217
0.082217
0.062217
0.062217
0.062217
0.062217
0.062217
0.062217
I =24
A=0.9

0.063036
0.063036
0.063036
0.063036
0.063036
0.063036
0.063036
0.063036
0.063036
I=24
A=0.9

0.019272
0.019272
0.019272
0.019272
0.019272
0.019272
0.019272
0.019272
0.018272
I =27
A«0.8

018712
019712
018712
018712
019712
018712
019712
018712
019712
I=27

A=0.9

coooooooo

0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
I=30
A=1.0

-000000
.000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
000000
I=30

A=1.0

coocoocoocoo

La solution (A6.11) est indépendante de I’angle 6, on retrouve bien évidemment cette symé-
trie dans les valeurs analytique et numérique de la déflexion.
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Notations

Notations

Les notations, unités et dimensions des grandeurs physiques utilisées dans ce mémoire sont
réunies ci-dessous. Les dimensions sont exprimées a partir des dimensions fondamentales :
la masse M, la longueur L, le temps T et I'intensité I.

X Ys
U, v,

z . m
w m

N,N,N N/m

x Ty S xy

AR U<l oY a ™o

om
(=

NNy

ML'T?
M LT
MLT?
ML'T?
1
M LT
1
ML
ML TP

coordonnées du systéme rectangulaire
déplacement dans les directions x, y, z
force par unité de longueur

dimension longitudinale de la plaque
dimension tranversale de la plaque
épaisseur de la plaque

profondeur de la cavité

pression normale appliquée sur la plaque
tension appliquée entre les deux armatures
module de Young

module de Coulomb

coefficient de Poisson

rigidité a la flexion

coefficient d’orthotropie

capacité entre les deux armatures
permittivité du vide

Les valeurs des constantes sont résumées ci-dessous. Le calcul de ces grandeurs mécaniques
est donné dans [63 p. 151]. Toutes les valeurs numériques sont exprimées dans le systéme in-
ternationnal d’ unité : kilogramme, métre, seconde et ampére.
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E = 16895x10° pg
G = 5085x10° pq
v = 0.0625
D, = 14.134x10° Pgq
o = 0.6621

g, = 885x1072 F/m

D = D

£
12(1-v%

o= v+2~g-(1—v2)
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Simulation des Verhaltens von mikroelektronischen kapazitiven Druckaufnehmern.

Zusammenfassung: Das Thema dieser Arbeit ist die Rechnersimulation des Verhaltens von mikroelektronischen kapazitiven
Druckaufnehmern. Die Kurven der klassischen kapazitiven Druckaufnehmer sind bereits als Funktion eines konstanten
Drucks vorhanden. Der Verfasser untersucht, welche Unterschiede sich bei Uberlagerung des konstanten Drucks mit einem
elektrostatischen ergeben. AnschlieBend werden komplexere Strukturen des kapazitiven Druckensors behandelt. Es werden
Sensoren mit verschieden dicken Platten untersucht. Man sieht hier den Einflu88 dieses Parameters auf das Antwortverhalten
des Sensors. Der Autor prisentiert anschlieBend eine Untersuchung iiber die polygonale Struktur des Druckaufnehmers und
schligt zwei Anwendungen vor, die ein gréBeres Spektrum von Driicken zulassen. Die Empfindlichkeit des Sensors wird ver-
bessert wenn sich die Platte an den Boden des Druckaufnehmers anlegt. Auf der Grundlage einer Theorie von von K4rmién,
deren Inhalt die starke Verbiegung von Platten im nichtlinearen Bereich ist, wird ein Modell des kapazitiven Druckaufneh-
mers entwickelt. Diese Theorie muB immer dann angewendet werden, wenn die Verbiegung in Gréenordnung der Platten-
dicke liegt. Die aufgezeigten Probleme erfordern die Verwendung von linearen und nichtlinearen Differentialgleichungen; es
werden zwei Zustandsvariablen verwendet. Die Diskretisierung dieser Differentialgleichungen ergibt sich durch Anwendung
der “finite differences” Methode. Die erhaltenen Gleichungen werden mit iterativen Methoden, dem Konjugierter-Gradient-
Verfahren und dem Newton-Raphson-Verfahren aufgeltst. Es wurde eine Software zur Diskretisierung der linearen und
nichtlinearen Gleichungen mit particllen Ableitungen fiir den Arbeitspunkt entwickelt. AbschlieBend prisentiert der Autor
einer Untersuchung der Methode “curvilinear finite difference” und ithre Anwendung auf den Biegebalken.

Schliisselworter: kapazitive Druckaufnehmer, Mikroelektronik, Rechnersimulation, Gleichungen mit partiellen Ableitun-
gen, “finite difference”, Biegebalken, Verbiegung im nichtlinearen Bereich.

Simulacién del comportamiento de los captores de presién capacitivos micro-electrénicos.

Resumen: Esta memoria trata sobre la simulacién numérica de 1a respuesta de los captores de presién capacitivos micro-elec-
trénicos. Las graficas de respuesta del captor capacitivo clésico, en funcién de una presién constante, son establecidas. El
autor examina luego las modificaciones aportadas a estas graficas cuande una presién electrostética ha sido superpuesta a la
presion constante. La otra parte de este trabajo es consagrado al estudio de los captores capacitivos de estructuras mis com-
plejas. Los captores con armadura deformable y de espesor variable son estudiados. El autor muestra la influencia de la va-
riacién del espesor con respecto a la respuesta del captor. Luego, él presenta un estudio de los captores de geometrid poligonal
y propone dos aplicaciones que permiten de extender la gama de presiones. Un andlisis del comportamiento de los captores
en régimen de contacto es realizado: 1a sensibilidad de las gréficas de respuesta son considerablemente mejoradas por este
modo de funcionamiento. El autor propone finalmente una modelizacién de los captores capacitivos, utilisando la teori non
lineal de las fuertes deflexiones de Von Kdrm4n. Es indispensable de tomar en consideracién esta teorid, cuando la deflexidn
de 1a placa sensible es del mismo orden de magnitud que su espesor. La simulacién de los modelos desarrollados en esta me-
moria hacen intervenir ecuaciones y sistemas de ecuaciones con derivadas parciales, lineales y no lineales, a dos variables de
espacio. La discretizacién de estas ecuaciones es realizada por el método general de las diferencias finitas. La resolucion de
las ecuaciones resultantes es obtenida por los métodos iterativos del tipo gradiante conjugado y Newton-Raphson. Un progra-
ma de f4cil utilisacién para la discretizacién de las ecuaciones con derivadas parciales estacionarias lineales, 6 no lineales fué
desarrollado. El autor presenta finalmente un estudio del método de las diferencias finitas curvilineas, y de su aplicacién a la
deflexion de las placas. :

Palabras claves: Captor de presién capacitivo, micro-electrénica, simulacién numérica, ecuaciones con derivadas parciales,
diferencias finitas, deflexi6n de placa, flexién fuerte.
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Simulation du comportement des capteurs de pression capacitifs micro-€électroniques.

Résumé : Ce mémoire porte sur la simulation numérique de la réponse des capteurs de pression capacitifs micro-€lectroni-
ques. Les courbes de réponse du capteur capacitif classique, en fonction d’une pression constante, sont établies. L’ auteur exa-
mine ensuite les modifications apportées 2 ces courbes lorsqu’une pression €électrostatique est superposée A la pression
constante. La suite de ce travail est consacrée 2 I'étude de capteurs capacitifs de structures plus complexes. Les capteurs a
armature déformable d’épaisseur variable sont traités. L’auteur montre I’influence de la variation de 1’ épaisseur sur la réponse
du capteur. Il présente ensuite une étude des capteurs de géométrie polygonale et propose deux applications permettant d'é-
largir 1a gamme de pressions. Une analyse du comportement des capteurs en régime de contact est effectuée : la sensibilité
des courbes de réponse est nettement améliorée par ce mode de fonctionnement. L’ auteur propose finalement une modélisa-
tion des capteurs capacitifs en utilisant la théorie non linéaire des fortes déflexions de von K4rm4n. 11 est indispensable de
tenir compte de cette théorie dis que la déflexion de la plaque sensible est de 'ordre de grandeur de son épaisseur. La simu-
lation des problemes développés dans ce mémoire fait intervenir des équations et des systémes d’équations aux dérivées par-
tielles, linéaires et non linéaires, A deux variables d’espace. La discrétisation de ces équations est effectuée par la méthode
générale des différences finies. La résolution des équations résultantes est obtenue par les méthodes itératives du type gradient
conjugué et Newton-Raphson. Un logiciel convivial de discrétisation des équations aux dérivées partielles stationnaires li-
néaires ou non linéaires a ét€ développé. L’auteur présente finalement une étude de la méthode des différences finies curvili-
gnes et de son application & la déflexion des plaques.

Mots clés : capteur de pression capacitif, micro-€lectronique, simulation numérique, équation aux dérivées partielles, diffé-
rences finies, déflexion de plaque, flexion forte.

Simulation of the behavior of micro-electronic capacitive pressure sensors.

Abstract: This dissertation is concerned with the numerical simulation of the response of micro-electronic capacitive pres-
sure sensors. Response curves for classical capacitive sensors are provided. Next, the author examines the modifications
brought about by the superposition of an electrostatic pressure on a constant pressure. The remainder of this work is devoted
to analysing sensors of more complex structures. The author treats the case where the sensor deformable armature has non-
uniform thickness. The influence of the variation of thickness upon the sensor response is shown. The analysis of polygonal
shaped sensors is also presented and followed by two applications aimed at extending the pressure range. This is followed by
the study of the behavior of sensors when subjected to contact: here, the resulting curved are obtained with significant im-
provements. Finally, the author proposes to model capacitive sensors by using the non-linear plate theory of von K4drmén, In
fact the use of von Kérman theory becomes unavoidable as soon as the plate deflection is of the order of its thickness. There-
fore, the models employed in this study involves linear and nonlinear equations and systems of partial differential equations
in 2-dimensional spatial domains. The discretization of these equations is carried out by the general method of finite differ-
ences. To solve the resulting equations we used iterative methods such as the conjugate gradient algorithm and the Newton-
Raphson algorithm. An interactive software for the discretization of stationary linear and non-linear partial differential equa-
tions has been developed. The author also provides an outline of a methodology for curvilinear finite difference method and
its application to the study of flexed plates.

Keywords: capacitive pressure sensor, micro-electronic, numerical simulation, partial differential equation, finite difference,
plate deflection, large deflection.






