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Résumé

Résumé de la these en frangais : L’ensemble de toutes les congruences d'une algebre,
ordonné par inclusion, est un treillis algébrique (Birkhoff), ses éléments compacts sont
les congruences finiment engendrées; elles forment un demi-treillis. Un demi-treillis est
relevable dans une variété V g’il est isomorphe au demi-treillis des congruences compactes
d’une algebre de V. Les travaux de Wehrung sur CLP, ainsi que ceux de Ploscica, illustrent
que méme pour une variété d’algebres facile a décrire, comme la variété de tous les treillis,
ou une variété finiment engendrée, la caractérisation des demi-treillis relevables est difficile.

Le point critique entre deux variétés V' et W est le plus petit cardinal d'un demi-treillis
relevable dans V' mais pas dans W.

Nous introduisons un outil, de nature catégorique, donnant des liens entre les releve-
ments de diagrammes de demi-treillis et les relevements de demi-treillis dans une variété
donnée. Nous montrons que si V' et W sont des variétés finiment engendrées de treillis telles
que W ne releve pas tous les demi-treillis relevés par V', alors le point critique entre V' et W
est soit fini, soit un aleph d’indice fini. Nous trouvons deux variétés finiment engendrées
de treillis modulaires dont le point critique est Ny, ce qui infirme une conjecture posée par
Tuma et Wehrung.

Nous prouvons, en utilisant la théorie des anneaux réguliers de von Neumann et la
théorie du monoide de dimension d’un treillis, que le point critique entre des variétés
engendrées par des treillis de sous-espaces vectoriels d’espaces vectoriels de méme dimension
finie sur des corps finis est au moins N,. Nous prouvons I’égalité pour les dimensions 2 et 3.



4 RESUME

Résumé de la these en anglais : The set of all congruences of a given algebra,
ordered by inclusion, is an algebraic lattice (Birkhoff), its compact elements are the finitely
generated congruences ; they form a semilattice. A semilattice is liftable in a variety V' if it
is isomorphic to the semilattice of all compact congruences of an algebra in V. The works
of Wehrung on CLP, and of Ploscica, illustrate that even for an easy to describe variety
of algebras, like the variety of all lattices, or the finitely generated varieties, characterizing
the liftable semilattices is hard.

The critical point of two varieties V and W is the smallest cardinal of a semilattice
liftable in V' but not in W.

We introduce a tool, with categorical flavor, that gives a link between lifting diagrams
of semilattices and lifting semilattices in a given variety. Given finitely generated varieties
of lattices V and W such that W does not lift all semilattices liftable in V', we prove that
the critical point of V' and W is either finite or some aleph of finite index. We give two
finitely generated varieties of modular lattices with critical point Ny, which disproves a
conjecture of Tuma and Wehrung.

Using the theory of Von Neumann regular rings together with the dimension monoid
of a lattice, we prove that the critical point of varieties of lattices generated by subspace
lattice of vector spaces of the same finite dimension on finite fields is at least N,. We prove
the equality for dimensions 2 and 3.
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CHAPITRE 1

Introduction

Une algebre A est un ensemble non vide muni d’opérations d’une puissance finie de A
dans A. Une congruence de A est une relation d’équivalence compatible avec les opérations.
L’ensemble de toutes les congruences de A est un treillis algébrique, appelé treillis des
congruences de A et noté Con A. L’ensemble de toutes les congruences finiment engendrées
de A est un (V,0)-demi-treillis, noté Con. A. Une variété d’algebres V est la classe de
toutes les algebres ayant les méme lois et satisfaisant un ensemble d’identités fixé. Un
(V,0)-demi-treillis D est relevable dans V s’il est isomorphe & Con. A pour A € V. Nous
notons alors Con.V la classe de tous les (V,0)-demi-treillis relevables dans V. L'un des
problemes abordés dans cette these est I’étude de Con, 'V, pour certaines variétés V.

Soient V; et Vo deux variétés; le point critique de Vi sous Vs, noté crit(Vy;Vs) est le
plus petit cardinal d'un (V,0)-demi-treillis dans Con.V; — Con. V5. Nous donnons dans
cette these des résultats généraux sur les point critiques. A partir d'un «bon» diagramme
de (V, 0)-demi-treillis nous construisons un (V, 0)-demi-treillis appelé condensat. Un releve-
ment du condensat permet de construire un relevement du diagramme, mais ce condensat
est de cardinal plus grand que le diagramme. Cela nous permet de déduire, dans le Co-
rollaire 3.6.14, que si V; et V, sont des variétés finiment engendrées de treillis alors soit
crit(Vq; Vo) < N, soit crit(Vq;Va) = oo (i.e. Con.V; C Con. V). Enfin nous calculons
des points critiques entre des variétés de treillis explicitement données, en particulier nous
donnons deux variétés de treillis ayant un point critique Ny, résolvant ainsi un probleme
posé par Tuma et Wehrung en 2002.

1.1. Rappels historiques

Gritzer et Schmidt ont démontré dans [17] que tout (V,0)-demi-treillis est relevable
avec une algebre dont toutes les lois sont unaires. Cependant ’ensemble des lois construites
est de cardinal infini. En général ce cardinal ne peut pas étre restreint, comme 1’ont prouvé
Freese, Lampe et Taylor dans [7] : Soient V' un espace vectoriel de dimension infinie sur
un corps indénombrable K et Sub. V' le (V,0)-demi-treillis des sous-espaces vectoriels de
dimension finie de V. Si A est un relevement de Sub, V', alors le type de similarité de A a au
moins card K opérations. Cependant, si nous faisons quelques hypotheses supplémentaires,
le nombre d’opérations peut étre restreint. Lampe démontre dans [26] que tout (V,0)-
demi-treillis borné est relevable avec un magma.

Pour une variété d’algebres V, nous notons Con.V la classe de tous les (V,0)-demi-
treillis relevables dans V. En général, étant donné une variété V, caractériser Con.V est
difficile, méme pour des variétés tres simples. Par exemple, Funayama et Nakayama ont

7



8 1. INTRODUCTION

montré dans [9] que Con L est un treillis distributif pour tout treillis L (cela équivaut a
dire que Con, L est un demi-treillis distributif). La question de savoir si la réciproque est
vraie est appelée CLP. Tout d’abord Dilworth a étudié la réciproque dans le cas fini, il a
démontré (mais pas publié) que tout treillis distributif fini est treillis des congruences d'un
treillis fini. La premiere preuve publiée de ce résultat est due a Gratzer et Schmidt dans
[16].

Schmidt démontre dans [35] que tout treillis distributif fini est le treillis des congruences
d’un treillis modulaire (infini). Plus tard il démontre dans [36] que tout treillis distributif
avec 0 est le treillis des congruences compactes d'un treillis. En utilisant les mémes outils
Huhn prouve dans [21] que tout (V,0)-demi-treillis de cardinal au plus X; est relevable
avec un treillis.

Une autre approche basée sur le relevement de diagrammes fut proposée par Pudlak en
1985 dans [32]. Pour cela nous devons d’abord introduire le foncteur Con,. Il est défini de
la maniere suivante : si f: A — B est un morphisme d’algebres, nous posons :

(Con f)(a)) = la congruence de B engendrée par {(f(z), f(y)) | (z,y) € a},

nous notons Con, f: Con. A — Con, B la restriction de f, ¢’est un morphisme de (V,0)-
demi-treillis. Cela définit un foncteur Con, de la catégorie des algebres d'un type de simi-
larité donné dans la catégorie des (V,0)-demi-treillis.

Si I est un ensemble ordonné et € une catégorie, alors un systéeme inductif indexé par I
de C est une famille (A;, fi;)i<j dans 1 telle que f; ;1 A; — A; est une fleche de €, f;; = idy,
et firo fi; = fix pour tous ¢ < j <k dans /.

La notion de limite inductive d’un systeme inductif est usuelle. Si A= (Ai, fij)i<j dans 1
est un systeme inductif, nous notons (A, f;)icr = higlff une limite inductive de A. Toute
variété d’algebres, considérée en tant que catégorie, possede toutes les limites inductives
indexées par un ensemble ordonné. Il est bien connu que le foncteur Con,. préserve les
limites inductives filtrantes croissantes (on peut par exemple le démontrer facilement en
utilisant le Lemme 3.1.2).

THEOREME. Soient V une variété d’algébres, soit I un ensemble ordonné filtrant crois-
sant et soit A= (A;, fij)i<j dans 1 Un systéme inductif indexé par I. Si

(A, fi)ier = hLQ(Ai, fi3)i<i dans 1
alors
(COHC A, Con, fi)ie[ = @(COHC A;, Con, fi,j)igj dans I-
Le théoreme suivant est prouvé par Pudldk dans [32].

THEOREME. Tout (V,0)-demi-treillis distributif est réunion filtrante croissante de (V,0)-
demi-treillis distributif finis.

En utilisant ce résultat, Pudlak prouve qu’il existe un foncteur ¥ de la catégorie des
treillis distributifs avec 0 dans la catégorie des treillis telle que Con, oW soit équivalent a
I'identité.

Le résultat suivant est prouvé par Bulman-Fleming et McDowell dans [2].



1.1. RAPPELS HISTORIQUES 9

THEOREME. Tout (V,0)-demi-treillis distributif est limite inductive d’un systéme fil-
trant croissant d’algebres de Boole finies.

Contrairement a la situation avec le résultat de Pudlak, la limite inductive dans ce
résultat n’est pas une réunion croissante. Cependant cette approche permet a Grétzer,
Lakser et Wehrung de montrer dans [18] que tout (V, 0)-demi-treillis distributif de cardinal
au plus Ny est relevable avec un treillis localement fini, avec 0, et relativement complémenté.
Des résultats de relevement avec d’autres structures découlent aussi de ce théoreme.

Une 2-échelle est un treillis I tel que tout segment initial de I est fini et tout élément
de I a au plus deux prédécesseurs immeédiats. En appliquant le lemme de Zorn, il est facile
de construire des 2-échelles de cardinal X; (voir [3]).

Voici une breve description des preuves basées sur I'approche de Pudlak. On considere
un (V,0)-demi-treillis D de cardinal X; et une 2-échelle I. Le (V,0)-demi-treillis D est

isomorphe a h_r)n 5, ott D est un systeme inductif indexé par I d’algebres de Boole finies.

On construit alors un systeme inductif A d’algebres de type voulu, tel que Con, oA > D.
On a alors D = Con, lim A. L’algebre lim A est un relevement de D du type voulu.

Wehrung prouve dans [40] qu’il existe un (V, 0)-demi-treillis distributif de cardinal X,
qui n’est pas relevable dans la variété de tous les treillis, réfutant ainsi la conjecture CLP.
Ce résultat fut ensuite affiné par Ruzicka qui prouve dans [33] qu’il existe un treillis de
cardinal Ny qui n’est pas relevable dans la variété de tous les treillis. Ploscica prouve dans
[30], en affinant les méthodes précédentes, qu’il existe une algebre de majorité M dans une
variété finiment engendrée, telle que M est de cardinal Ny et Con. M n’est pas relevable
dans la variété de tous les treillis.

L’étude de CLP a posé de nouvelles questions. Si A est une algebre, alors Con,. A a-t-il
des relevements vérifiant des propriétés supplémentaires? Par exemple si L est un treillis,
existe-t-il une algebre A, congruence-permutable telle que Con. L & Con. A7 Cette as-
sertion fut infirmée par Ruzicka, Tuma et Wehrung dans [34] ou ils montreérent (avant la
solution de CLP) que si V est une variété non distributive de treillis, alors Con, Fy(X5)
n’est pas relevable avec une algebre congruence-permutable, ot Fy(Rq) est le treillis libre-
ment engendré par Ny générateurs sur V. En particulier il existe un (V,0)-demi-treillis de
cardinal Ny qui n’est relevable ni avec un groupe, ni avec un module, mais qui est relevable
avec un treillis. Ils montrérent aussi que la borne Ry est optimale : Tout (V, 0)-demi-treillis
de cardinal au plus R; est relevable avec un groupe ou un module.

Etant donnés deux variétés V; et Vs d’algebres, le point critique entre Vi et Vs est le
plus petit cardinal d’'un (V, 0)-demi-treillis relevable dans V; mais pas dans Vs, c’est a dire

crit(Vy; Vo) = min {card S | S € Con. V; — Con. Vs } .

Notons A la variété de tous les treillis et G la variété de tous les groupes, alors crit(A; G) =
N,.

Soient D la variété de tous les treillis distributifs, N5 la variété de treillis engendrée
par Nj (cf. Figure 2.1) et Mj la variété de treillis engendrée par Ms. Les points critiques
suivants sont connus :

crit(N5; D) = 5,
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Crit(M3; @) = No.

Le cas des variétés finiment engendrées de treillis fut particulierement étudié. Soit MY
la variété de treillis bornés engendrée par M, (cf. Figure 4.3). Ploscica prouve dans [28] et
29] que crit(M2; ML) = R, pour tous n > m > 3. Il montre aussi que crit(M,,; M,,) < Ny
pour tous n > m > 3.

1.2. Contenu de ce travail

L’approche utilisée ici pour résoudre le probleme, aussi bien de la détermination de
Con,. "V que du calcul d’un point critique, est basée sur la construction d’'un objet appelé
condensat. Soit I un ensemble ordonné et soit (U, |-|) un recouvrement normé de I (cf. Défi-
nition 3.2.3). Pour toute variété d’algebres V et tout diagramme D € V!, nous construisons
un élément de 'V, appelé condensat de D et noté Cond (U, D) (cf. Définition 3.4.1). Si (U, |-])
a une «bonney propriété combinatoire relativement au cardinal du type de similarité de 'V et
de 5, alors D a un relevement dans V si et seulement si Cond(U, 5) a un quast-relevement
dans V (cf. Définition 3.5.3).

En particulier si nous avons un diagramme D de (V,0)-demi-treillis indexé par un
ensemble ordonné avec un «bony» recouvrement normé et que D nest pas relevable dans
une variété 'V, alors le condensat de D nest pas relevable dans V. De méme pour les points
critiques, si un diagramme est relevable dans une premiere variété, mais pas dans une
seconde, alors nous obtenons une majoration du point critique (le cardinal du condensat).

Soient V; et V5 deux variétés congruence-distributives finiment engendrées. En utilisant
le condensat et le théoreme de compacité, nous obtenons diverses équivalences. Notamment
crit(Vq; Vo) > N si et seulement si tout diagramme de (V, 0)-demi-treillis finis indexé par
une chaine finie, relevable dans V; est aussi relevable dans V. Par un raisonnement plus
technique, utilisant un argument de compacité, nous montrons que soit crit(Vy;Vs) < R,
soit crit(Vy; Vy) = 0.

Nous donnons ensuite deux variétés finiment engendrées de treillis modulaires ayant
un point critique Ry (cf. Section 4.1). Cela est démontré en donnant un diagramme de
(V, 0)-demi-treillis finis, indexé par {0,1}?, relevable dans la premiere variété mais pas
dans la seconde. Nous répondons ainsi a une question posée par Tuma et Wehrung dans
[37, Problem 5].

Soit 'V une variété finiment engendrée de treillis modulaires, soit £ un majorant de la
longueur des membres simples de V;. En utilisant la théorie du monoide de dimension d'un
treillis, introduit par Wehrung dans [38], ainsi que de la théorie les anneaux réguliers au
sens de von Neumann, nous prouvons que crit(V; Var(Sub F™)) > Ry, pour tout corps F
(cf. Théoreme 4.2.5). Comme application immédiate, nous obtenons crit(M,; Msz) > N,.
Par suite, en utilisant le résultat de Ploscica dans [28], nous obtenons crit(M,,; M,,) = R,
pour tous entiers n > m > 3.

Nous trouvons aussi un diagramme de (V, 0)-demi-treillis finis relevable dans M,,, mais
pas relevable dans Var(Sub F3) pour tout corps fini F' vérifiant 1+ card F' < n. Grace aux



1.2. CONTENU DE CE TRAVAIL 11

outils introduits plus tot nous obtenons :
crit(M,,; Var(Sub F?)) = Ry,

pour tout n > 4 et tout corps F' vérifiant 1 + card F' < n (cf. Corollaire 4.3.15). Nous
obtenons aussi :

crit(Var(Sub F?); Var(Sub K?)) = Ry,
pour tous corps finis F' et K tels que card F' > card K (cf. Corollaire 4.3.16).

L’existence d'un recouvrement normé r-compatible d'un ensemble ordonné I (cf. Dé-
finition 3.2.3) est liée & une propriété combinatoire infinie (voir Théoréme 3.3.2 et Corol-
laire 3.3.3). Par exemple la caractérisation des alephs montrée par Kuratowski dans [25],
implique que {0,1}"™! a un recouvrement normé Ry-compatible de cardinal « si et seule-
ment si k > N,,. Nous montrons, avec une preuve analogue a celle de Kuratowski, que si C'
est une chaine, alors C™ a un recouvrement normé Xy-compatible de cardinal R,,. Nous mon-
trons de plus cette propriété combinatoire sur ’ensemble ordonné I est liée a la dimension
d’ordre de I (cf. Corollaire 3.3.11). Dans le Lemme 3.3.12 nous montrons que la dimension
d’ordre du cube tronqué {P € P({0,...,n}) | card P < n+1 ou card P = n+2} est n+1.
Comme conséquence immédiate nous obtenons des ensembles libres plus grands que dans
la preuve de Kuratowski, c’est a dire que pour tout f: [R,]" — [R,]< il existe X € [§,]"+?
tel que pour tout Y € [X,]", nous avons f(Y)N X C Y. Le cas n = 4 donne un ensemble
libre a 6 éléments, et répond ainsi a une question posée par Erdos, Hajnal, Maté et Rado
dans [5, Equation (2), Section 46, pp 285].






CHAPITRE 2

Rappels

Dans ce chapitre nous rappellerons la plupart des définitions et résultats requis pour
comprendre le reste de cette these.

Le cardinal d’'un ensemble X est le plus petit ordinal en bijection avec X. Un cardinal
est le cardinal d’un ensemble. Un cardinal est un ordinal (et donc ensemble) de cardinal
lui-méme. Nous notons N le plus petit cardinal infini, Ny le plus petit cardinal strictement
plus grand que ¥, de maniere général si a > 0 est un ordinal N, est le plus petit cardinal
strictement plus grand que tous les Rg pour 8 < a.

Nous notons w le plus petit ordinal dénombrable, w = {0,1,2,...} (donc, & strictement
parler, w = V). Si n est un entier naturel, nous notons parfois n = {0,...,n — 1}.

Soit X un ensemble. Nous notons (X) I'ensemble des parties de X. Soit  un cardinal.
Nous notons :

(X" ={Y e P(X) | card Y = &},
[X]=F = {Y € B(X) | card Y < &},
(X< ={Y € B(X) | cardY < k}.

En particulier [X]<® souvent noté [X]<“ est 'ensemble des parties finies de X.

2.1. Catégories

DEFINITION 2.1.1. Une catégorie C est la donnée des entités suivantes :

— Une classe notée Ob €, dont les éléments sont appelés objets de C;

— Une classe notée Mor C, dont les éléments sont appelés fleches de C;

— Pour tout f € Mor €, d’un unique objet appelée source de f et d’un unique objet
appelée but de f, nous notons alors f: A — B pour indiquer que la source de f est
A et que le but de f est B. Nous noterons Hom(A, B) la classe de toutes les fleches
f: A— B;

— Pour tous A, B et C' dans Ob €, d’'une application o: Hom(B, () x Hom(A, B) —
Hom(4,C), (f,9) — fog;

— Pour tout objet A, d'une fleche id4: A — A appelée identité de A;

soumises aux conditions suivantes

(1) Sif: A= B,g: B— Ceth:C — D,alors ho(go f) = (hog)o f, ce morphisme
est noté hogo f.

(2) Si f: A— B, alors foidy =idgo f = f.

13
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EXEMPLES 2.1.2. — La catégorie Ens dont les objets sont les ensembles et les fleches
sont les applications.

— La catégorie Grp dont les objets sont les groupes et les fleches sont les homomor-
phismes de groupes.

— La catégorie Ann dont les objets sont les anneaux et les fleches sont les homomor-
phismes d’anneaux.

— Nous identifions tout ensemble ordonné P avec la catégorie dont les objets sont les
éléments de P et qui a exactement une fleche, notée (i < j), de i dans j, dans le cas
ou i < j dans P (cf. Définition 2.3.1).

— La catégorie opposée d'une catégorie € est la catégorie, notée C°P qui a les mémes
objets que C et les fleches et la composée sont retournées, i.e. f: B — A dans Mor C°P
si et seulement si f: A — B dans Mor C.

NOTATION 2.1.3. Soit J une catégorie soient i, j € Ob J, nous notons ¢ <7 s’il existe une
fleche f: i — j dans Mor J. On remarque que la relation < est une relation de pré-ordre
(mais pas une relation d’ordre en général).

DEFINITION 2.1.4. Soit € une catégorie, une fleche f: A — B est un isomorphisme s’il
existe g: B — A tel que fog =1idg et go f = idy. La fleche ¢ est alors unique, c’est la
réciproque de f, nous la notons .

Dans les catégories Ens, Grp et Ann des ensembles, groupes et anneaux, respective-
ment, la notion d’isomorphisme correspond a la notion usuelle d’isomorphisme. Dans un
ensemble ordonné P tout isomorphisme est I'identité d'un certain objet.

DEFINITION 2.1.5. Soient € et D deux catégories. Un foncteur U: € — D est la donnée
de deux correspondances ¥,,: ObC — ObD et Ug: MorC — Mor D telles que :

— Si f: A — B est une fleche de €, alors Wq(f): Yop(A) — Uop(B).

— Si A est un objet de C, alors idy_, (4) = Va(ida).

- Sif: A— Bet g: B— C sont des fleches de C, alors Wg(f) o Uq(g) = ¥a(f og).

Nous noterons toujours ¥(A) au lieu de ¥,,(A) et ¥(f) au lieu de Wq(f). La composée
de foncteurs se définit de maniere naturelle, ainsi que le foncteur identité de €, noté ide,
pour toute catégorie C.

REMARQUE 2.1.6. Une catégorie est petite si les classes des objets et des fleches sont
des ensembles. Ainsi cela donne un nouvel exemple de catégorie.
— La catégorie Cat dont les objets sont toutes les petites catégories, et les fleches sont
les foncteurs.

EXEMPLES 2.1.7. Le foncteur d’oubli de la catégorie Ann dans la catégorie Grp, qui
a un anneau associe le groupe additif de I’anneau et a un morphisme d’anneaux associe le
morphisme correspondant de groupes.

DEFINITION 2.1.8. Soient € et D deux catégories, soient ¥, Uy: € — D deux foncteurs.
Une transformation naturelle de Wy vers Wy est une famille ¢t = (t4) acope de fleches de D
telle que
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—ta: U(A) — Wy(A), pour tout A € ObC.
— Pour tout f: A — B fleche de C, le diagramme suivant commute :

Cest a dire tg o Uy (f) = Wa(f) ota.

Soient C et D des catégories, soient Wi, Wy WU3: € — D des foncteurs, soient § =
(sa)acobe: W1 — Wy et t = (ta)acove: Vo — VU3 des transformations naturelles. Alors
to§=(taosa)acobe: Y1 — U3 est une transformation naturelle.

DEFINITION 2.1.9. Soient € et D deux catégories, la catégorie des foncteurs de € dans
D, notée D€ est la catégorie dont les objets sont les foncteurs de € dans D et les fleches
sont les transformations naturelles.

Les objets de cette catégorie sont parfois appelés diagrammes de D indexé par C.

Si @ = I est la catégorie associée & un ensemble ordonné, alors D! est la catégorie des
systemes inductifs de D indexé par I. Ses objets sont appelés systémes inductifs. Si de plus
I est filtrant croissant, alors les objets de D! sont appelés systémes filtrant croissant.

Les isomorphismes de €P sont appelés isomorphismes naturels.

DEFINITION 2.1.10. Les catégories C et D sont équivalentes, s'il existe des foncteurs
U: C— Det Uy: D — Cet des isomorphismes naturels t1: VooV — ide et ty: WioWy —
idyp.

PROPOSITION 2.1.11. Soit G, Cy et D des catégories, alors les catégories D *C2 et
(D)% sont équivalentes. L’équivalence est définie de la maniére suivante :

Soit F: €y — D un foncteur, c’est a dire un objet de (D)2, Nous pouvons définir
un foncteur :

ﬁl 81 X 62 — D
(c1,¢2) — D(e2)(eq) pour tout (c1,c2) € Ob(Cy x Cy)
(f,9) = D(g)e; 0 D(c2)(f) pour tout (f: c1 — ¢, g: ca — ¢3) € Mor(Cy x Cy),

ot D(g) = (D(g)k)reone, -

Si F.G: Gy — DO sont des foncteurs et t: F — G est une transformation naturelle,
c’est ¢ dire t = (te,)cpcone, est une famille de Mor(D®) ot to, = (t%)e,cone, @ Flco) —
G(c2) est une transformation naturelle. Alors nous pouvons définir une transformation
naturelle :

Z: (tg;)(cl,cz)GOb(€1x€2)3 F - G
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Réciproqguement, étant donné un foncteur F: C; X Co — D, nous pouvons définir un
foncteur F: Cy — D% de la maniére suivante sur les objets :

F(e): € — D
c1 — F(c,co), pour tout ¢; € Ob Cy
f— F(f,id.,), pour tout f € Mor Cy

qui est un foncteur, pour tout co € ObCy, et F est définie de la maniére suivante sur les
fleches :

F(g) = (F(idcpg))ClEOb@l: F(CZ) - F(CIQ)
qui est une transformation naturelle, pour tout (g: co — ¢) € Mor Cs.

Soit t: ' — G une transformation naturelle, c’est a dire t = (te; c;)(c1,c0)cOb(CrxCs) €S
une famille de fleches ot t., o, F(c1,¢2) — G(c1,¢a), alors :

tey = (tey.cn)ercone, : Flca) — G(ca)  est une transformation naturelle.

et
t = (tey)epcone,: F — G est une transformation naturelle.
Posons :
@: (@@1)62 N aD€1X€2
Fi F pour tout F € Ob(D)®
ts 1 pour tout t € Mor(D®)®
et
\Il: aD€1X€2 N (aDGl)ez
F—F pour tout F € Ob(D1*¢2)
tst pour tout t € Mor(D*%2)

alors U et ® définissent des équivalences entre les catégories (D)% et DC1xCz2),

DEFINITION 2.1.12. Un objet initial d’une catégorie € est un objet A de € tel que pour
tout B € Ob C il existe exactement une fleche de A vers B dans Mor C.

Un objet terminal d'une catégorie € est un objet initial de C°P, ¢’est a dire un objet A
de C tel que pour tout B € Ob C il existe exactement une fleche de B vers A.

DEFINITION 2.1.13. Soient € et D des catégories. Soit A un diagramme de D indexé
par C. Un cocone de A est une famille (X, fi)icobe, ou X € ObD et f;: fY(z) — X vérifient
f;0 A(t) = f; pour toute flcche ¢: i — j de €. Un morphisme de cocones h: (X, fi)icobe —
(Y, g:)icobe est une fleche h: X — Y de D telle que h o f; = g;, pour tout ¢ € ObC.

La catégorie des cocones de A est la catégorie dont les objets sont les cocones de A et
les fleches sont les morphismes de cocones. Une colimite de A appelee dans la suite limite
mductive de A est un objet initial de la catégorie des cocones de A.
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Si le diagramme A est un systeme inductif filtrant croissant (i.e. C est la catégorie
associée a un ensemble ordonné filtrant croissant), alors la limite de A est appelée limite
inductive filtrante croissante

REMARQUE 2.1.14. Il n’existe pas toujours d’objet initial, ni d’objet terminal, ni de
limite inductive, mais lorsqu'un de ces objets existe il est unique a unique isomorphisme
pres. Attention, cette unicité de I'isomorphisme entre deux limites inductives d’'un systeme
inductif A est dans la catégorie des cocones de A.

Nous noterons (X, f;)icobe = hl>nff une limite de ff, c’est un objet de la catégorie

des cocones de A. Parfois nous considérerons X comme la limite inductive, et noterons
X = 1i_r>nA. Les morphismes f; pour ¢« € ObC sont les morphismes réalisant la limite, les

morphismes f;<; pour ¢ < j dans ObC sont les morphismes de transition. Si A — B
est une fleche de D¢ (i.e. une transformation naturelle) alors les propriétés universelles
permettent de construire une application l1mt hmA — hm B. Si toutes les limites induc-
tives de D indexées par C existent nous con51dererons parf01s que hi>n est un foncteur de
D¢ dans D.

DEFINITION 2.1.15. Soient € et D deux catégories dans lesquelles les limites filtrantes
croissantes existent toutes. Un foncteur W: C — D préserve les limites inductives filtrantes
croissantes si pour tout ensemble ordonné [ filtrant croissant et tout systeme inductif A
de € indexé par [ si les morphismes f;: A(i) — lim A, pour ¢ € I, réalisent la limite, alors
llIf(lllg A) = hi>n(\lfoff) et les morphismes W(f;): W(A(i)) — U (lim A), pour i € I, réalisent
a limite.

2.2. Modéles et sous-structures élémentaires

DEFINITION 2.2.1. Un langage £ = (L, R, ) est un triplet, tel que L et R sont
des ensembles disjoints et ¢: L U R — w est une application vérifiant ¢(R) C w — {0}.
Nous notons ¢ € Z est un symbole de loi (parfois appelé symbole de fonction ou symbole
d’opération) pour dire ¢ € L et appelons ¢(¢) ['arité de ¢. Nous notons ¢ € £ est un
symbole de constante pour dire ¢ € L et ¢(c) = 0 . Nous notons a € .Z est un symbole de
relation pour dire a € R et appelons ¢(«) larité de .

Le cardinal de £ = (L, R, ¢), est card £ = card L + card R.

Une formule du premier ordre de £ est un expression bien formée en V, 3, (,),=
, ou, et ,—, des symboles de variable, souvent prise dans la famille (z)re,, des sym-
boles de loi et des symboles de relation. Les notions de terme, formule atomique, variable
libre sont définies de maniere usuelle.

Un modéle d’'un langage £ = (L, R, ¢) est un ensemble M non-vide muni d’une famille
(M) 4er, et d'une famille (o), ep, telles que £ : M*®) — M est une application pour tout
¢ € Leta™ C MY est une relation pour tout a € R. S’il n’y a pas ambiguité, nous
notons ¢ au lieu de /M et a au lieu de o™
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Soit M un modele de £, soit ¢ une formule avec ¥ = (z1,...,x,) comme variables
libres. Soit @ = (a4, ...,a,) dans M, nous posons que ¥ (a@) est vraie si 'interprétation de
la formule dans M est vraie.

Un sous-modéle N d’'un modele M de £ est une partie non vide de M close par les
lois de M. Nous munissons alors N d’un structure de modele, avec comme lois de N les
restrictions des lois de M, et comme relation de N la restriction des relations de M.

Une sous-structure élémentaire de M est un sous-modele de M qui satisfait les mémes
formules du premier ordre, c’est a dire que pour toute formule ¢ ayant ¥ comme variable
libre, pour tout @ dans N, (@) est vraie dans N si et seulement si ¢)(a@) est vraie dans M.

Un langage .Z est un type de similarité s’il n’y a pas de symbole de relation dans .Z.
Nous appelons alors .Z-algébre un modele de .Z. Si A est une Z-algebre, une sous-algéebre
de A est un sous-modele de A. La plus petite sous-algebre contenant un ensemble X donné
est la sous-algébre engendrée par X. Si A est une sous-algebre de A engendrée par un
ensemble X fini, alors A est finiment engendrée.

Si A et B sont des Z-algebres, alors un morphisme de A dans B est une application
fr A — Btel que f({4ay),...,0%ay,)) = (B(f(a1),..., f(a,)) pour tout entier n, tout
symbole de loi n-aire ¢ et tout aq,...,a, € A.

Si (Az)zex est une famille de Z-algebres, alors le produit de (A, )zex est la Z-algebre
dont 'ensemble sous-jacent est [[,cx A, et les lois sont définies par :

g((ai)xeXa sy (GZ):BGX) = (g(ai)v s 7€(a2))$€X

pour tout entier n, tout £ symbole de loi n-aire et tous (al)zex,- - -, (a")zex dans [[,cx A,
L’application 7 : [Tyex Az— At (az)zex — a; est un morphisme surjectif appelé projection
canonique.

Par exemple le langage des groupes ordonnés est .2 = {*, ~!, 1, <}, oll * est un symbole
de loi binaire, ~! est un symbole de loi unaire, 1 est un symbole de loi zéro-aire et < est
un symbole de relation binaire. Les suites de symboles suivantes sont des formules sans
variable libre :

(Vo) (z a7t =1)
(Vx,y,z)(x* (y*z)=(x*y) *z)
la suite de symboles suivante est une formule avec & comme variable libre
(Vy)(y <z ouy=ux)
Par contre la suite de symboles suivante n’est pas une formule
z1(V))(3(

Par exemple ’ensemble Q@ des nombres rationnels est un modele de {+, x,0,1, <}, de plus
il satisfait les formules suivantes :

(‘v’a:,y)(x <y= (T2)(z<z< y))

(Va)(Jy)(z +y = 0)
Ve,y,2)(y<z=ax+y<x+2)
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(Vz,y)(r <youzx=youy<x)
et bien d’autres.

NOTATION 2.2.2. Si .Z est un type de similarité, nous notons (A,.Z) pour dire que
A est une Z-algebre. Si ¢ C %, nous notons (A,.Z’") la £'-algebre, ayant le méme
ensemble sous-jacent que A, mais dans laquelle ’ensemble des lois est restreint a .&’.

THEOREME 2.2.3 (Lowenheim-Skolem). Soit £ un langage, soit M un modeéle de &,
soit X C M, alors il existe N une sous-structure élémentaire de M tel que X C N et

card N < card X + card £ + N,.

DEFINITION 2.2.4. Soit X une classe d’algebres de méme type de similarité. Une algebre
K € X est projective dans K si pour tout morphisme surjectif f: A— B d’algebres dans K
et tout morphisme d’algebres g: K — B, il existe un morphisme h: K — A tel que
foh=g.Si X est comprise, nous dirons simplement K est projective.

DEFINITION 2.2.5. Soit .2 un type de similarité. Un terme est une expression bien
formée en les symboles de lois de .Z et des symboles de variables, généralement prise dans
la famille (z)res-

Une identité est un couple de terme, généralement noté t; = t,. Si les variables apparais-

sant dans t; et t5 sont dans {xy, ... x,}, nous notons l'identité t1(xq, ..., z,) = ta(xy1, ... 2,).
Une Z-algebre satisfait 1'identité ¢1(xy,...,x,) = ta(xq,...x,) si elle satisfait la for-
mule (Vxy,...,x,)(t (21, ..., 20) = ta(z1, ... 20)).

Une variété de Z-algebres est la classe de toutes les .Z-algebres satisfaisant un en-
semble d’identités fixé.

Voici quelques exemples d’identités, si * est un symbole de loi binaire, et 0 est un
symbole de constante :

x1 % (Lo % x3) = (X1 * Tg) * X3 (* est associative)
TR =1 (* est idempotente)

T * Lo = To * X1 (* est commutative)

rx0=z (0 est neutre a droite pour )

Oxz==x (0 est neutre a gauche pour x*)

zx0=0 (0 est absorbant a droite pour )

Oxz=0 (0 est absorbant & gauche pour )

On dit que 0 est neutre pour * s’il est neutre a gauche et a droite. On dit que 0 est absorbant
pour x* s’il est absorbant a droite et a gauche.

Une algebre (G,*, ~1 1) est un groupe si * est une loi binaire associative, 1 est une
constante neutre pour * et elle satisfait les identités supplémentaires suivantes z * 7! = 1
et z7 xx =1.

Une algebre (G, +,—,0) est un groupe abélien si + est une loi binaire associative et
commutative, — est une loi unaire et 0 est une constante neutre pour + et elle satisfait
les identités supplémentaires suivantes z + (—z) = 0 et (—z) + 2 = 0. Nous notons alors
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x —y au lieu de z + (—y). Une algebre (M, +,0) est un monoide commutatif si + est une
loi binaire associative et commutative et 0 est une constante neutre pour +.

Une algebre (R, +, —,-,0) est un anneau si (R,+,0) est un groupe abélien et - est une
loi binaire associative et elle satisfait les identités suivantes = - (y + 2) = x -y +z -z et
(y+2) -2 =y-x+ z- -z Nous notons généralement zy au lieu de x - y. S’il n’y a pas

d’ambiguité sur les lois nous noterons R est un anneau. Une algebre (R, 4+, —,-,0,1) est un
anneau unitaire si (R,4,—,-,0) est un anneau et 1 est une constante neutre pour -. S'il
n’y a pas d’ambiguité sur les lois nous noterons R est un anneau unitaire.

Soit R un anneau, nous notons R°® = (R, +, —,-°?,0) ou -°P est défini par z - Py =y -z

pour tous x,y € R. Cela nous définit un anneau. Si R est un anneau unitaire, nous
construisons de maniere analogue un anneau unitaire R°P.

Considérons le type de similarité {m} ot m est un symbole de loi ternaire. Une algébre
de majorité est une {m}-algebre satisfaisant les identités suivantes :

m(z,x,y) =m(z,y,x) =m(y,z,x) =2

Un sous-groupe (resp., sous-anneau, sous-anneau unitaire, sous-algébre de majorité) est
une sous-algebre d’un groupe (resp., anneau, anneau unitaire, algebre de majorité).

La classe des groupes, la classe des anneaux, la classe des anneaux unitaires, la classe
des algebres de majorité, la classe des K-espaces vectoriels, ou K est un corps fixé, forment
des variétés. Par contre la classe des corps n’est pas une variété.

DEFINITION 2.2.6. Soit . un type de similarité, soit X une classe de .Z-algebres. La
variété engendrée par K, notée Var(X), est la classe des Z-algebres satisfaisant toute les
identités satisfaites par toutes les algebres de K. C’est la plus petite variété contenant K.
Nous la notons aussi parfois Varg(XK) s’il y a ambiguité sur 1'utilisation des symboles de
lois dans S.

Une variété est finiment engendrée si elle est de la forme Var(X) ou K est une classe
finie d’algebres finies.

Si K = {A}, nous notons Var(A) au lieu de Var(X).

DEFINITION 2.2.7. Soit (A;)zex est une famille d’algebres, posons A = [[,cx Az, n0-
tons m,: A— A, la projection canonique. Une algebre B est produit sous-direct de (Ay)zex
s’il existe f: B — A telle que 7, o f soit surjectif pour tout x € X.

NoOTATIONS 2.2.8. Soit K une classe d’algebres de méme type de similarité.

— Notons HX la classe de toutes les algebres isomorphes a un quotient d'une algebre
de K.

— Notons SX la classe de toutes les algebres isomorphes a une sous algebre d’une algebre
de XK.

— Notons PX la classe de toutes les algebres isomorphes a un produit d’algebres de XK.

— Notons PgX la classe de tous les produits sous-directs de toutes les familles d’algebres
de XK.
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Si 'V est une variété d’algebres alors HK = SK = PX = V. Birkhoff a démontré que la
conjonction de ces égalités caractérise les variétés. Par suite Tarski montra que

Var(X) = HSPX
et Kogalovskii améliora ce résultat en prouvant
Var(X) = HPgX.

2.3. Ensembles ordonnés et treillis

DEFINITION 2.3.1. Un ensemble ordonné (P, <) est un ensemble P muni d’une relation
binaire < satisfaisant les formules suivantes :

(Vz)(x < x) (réflexive)
(Va,y, 2) ((x <yety<z)=x< z) (transitive)
(Vz, y)((ac Syety<z)=— 1= y) (antisymétrique)

La relation < est appelée relation d’ordre. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, nous écrivons
P au lieu de (P, <) et nous notons < la relation d’ordre. Une relation de pré-ordre est
une relation réflexive et transitive. Si P et () sont des ensembles ordonnés, une application
f: P — Q est croissante ou isotone si f(z) < f(y) pour tous x < y dans P.

Si < est une relation d’ordre, alors [’ordre réciproque, généralement noté > est défini
par a > b si et seulement si b < a pour tous a,b € P. Le dual de P est 'ensemble ordonné
(P,>).

La relation d’ordre < est totale si la formule suivante est satisfaite dans P :

(Vz,y)(z <youy < x)

Un ensemble ordonné P est une chaine si 'ordre de P est total. La longueur de P est
Ih(P) = sup{(cardC’) — 1 | C C P est une chaine}; nous notons lh P = oo s’il y a des
chaines arbitrairement grandes.

Soit @ C P. Un majorant de () est un élément p € P tel que ¢ < p pour tout ¢ € Q). Si
de plus p € @, alors p est le plus grand élément de (). Comme < est antisymétrique, alors
il y a bien unicité du plus grand élément. Nous définissons dualement, en utilisant ’ordre
réciproque, minorant de ) et plus petit élément de (). Un ensemble ordonné P est bien
ordonné si toute partie non vide a un plus petit élément. Si P est un ensemble ordonné,
nous notons P~ la partie de P formée des éléments non minimaux et P~ la partie de P
formée des éléments non maximaux.

La borne supérieure de () est le plus petit des majorants, noté \/ @) s’il existe. Dualement,
la borne inférieure de () est le plus grand des minorants noté A @, s'il existe. Si @ = {x, y},
nous notons, quand il n’y a pas ambiguité, x A y la borne inférieure de @) et x V y la borne
supérieure de ().

Soit P un ensemble ordonné. Soient = < y dans P, nous notons [z,ylp = {t € P |z <
t <y}, ou simplement [z,y] si P est compris, un tel ensemble est appelé intervalle de P.
Un successeur de x € P est un élément y > x de P tel que [z,y] = {z,y}, nous notons
alors y > x, nous dirons aussi que x est un prédécesseur immédiat de y et noterons x < y.
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Soit P un ensemble ordonné, soient (), R des parties de P, nous posons :

QlR={xe€Q|q<rpourunr e R}

QTR={x€Q|q>rpourunr € R}.

Un ensemble ordonné T est un arbre s’il a un plus petit élément et T" | ¢ est une chaine
pour tout ¢ € T. Un ensemble ordonné P est bien fondé si toute partie non vide de P a
un élément minimal. On dit que P est initialement fini si P | p est fini pour tout p € P.
Une partie I de P est filtrante croissante si pour tous x et y dans [ il existe z € I tel que
z>x et z>y. Un idéal de P est une partie non vide filtrante croissante I de P telle que
P | I = 1. Nous notons Id P I'’ensemble des idéaux de P. Soit p € P, alors P | p est l’idéal
engendré par p, un tel idéal est appelé idéal principal. L’idéal I est propre si I # P.

Dualement un filtre de P est un idéal du dual de P. Un filtre de P est donc une partie
non vide F' de P tel que P T F = F' et pour tous z,y € F' il existe z € F' tel que x,y > z.
Nous définissons aussi les filtres principaux. Soit p € P, alors P T p est le filtre engendré
par p, un tel filtre est appelé filtre principal. Le filtre F' est propre si F' # P.

DEFINITION 2.3.2. Un sup-demi-treillis est une V-algebre D telle que V est associative,
commutative et idempotente. Un (V, 0)-demi-treillis est une {V, 0}-algebre D telle que D
est un sup-demi-treillis et 0 est neutre pour V. Un (V, 0, 1)-demi-treillis est une {V,0,1}-
algebre D telle que D est un (V,0)-demi-treillis et 1 est absorbant pour V.

Les classes de tous les sup-demi-treillis, tous les (V, 0)-demi-treillis et tous les (V, 0, 1)-
demi-treillis, respectivement forment des variétés d’algebres.

PropPOSITION 2.3.3. Soit D un sup-demi-treillis. On définit la relation < par x <
y <=y =uaVy. Alors (D, <) est un ensemble ordonné, de plus pour tous x,y € D, la
partie {x,y} a x Ny comme borne supérieure. Si 0 est neutre pour V alors 0 est le plus
petit élément de D. Si 1 est absorbant pour \V alors 1 est le plus grand élément de D.

Réciproquement si (D, <) est un ensemble ordonné tel que pour tous x,y € D, l'en-
semble {x,y} a une borne supérieure, notée x V y, alors D est un sup-demi-treillis. Si de
plus D a un plus petit élément, alors D est un (V,0)-demi-treillis. Si D a aussi un plus
grand élément alors D est un (V,0,1)-demi-treillis.

Dans la suite nous utiliserons la structure d’ensemble ordonné et la structure d’algebre
des (V, 0)-demi-treillis.

DEFINITION 2.3.4. Un ftreillis est un ensemble ordonné (P, <) tel que la borne supé-
rieure et la borne inférieure de {x,y} existent, elles sont alors notées = V y et z A y pour
tous z,y € P.
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PROPOSITION 2.3.5. Soit L un treillis, alors les lois binaires \ et V vérifient les identités
suivantes :

rVr=zx TANr =1z (2.3.1)
xrVy=yVux TANy=yAzx (2.3.2)
zV(yVz)=(xVy)Vz zAYNz)=(xAy) Az (2.3.3)
zA(xVy) ==z zV(rAhy) ==z (2.3.4)

Si de plus L a un plus petit élément 0 alors 0 est absorbant pour N\ et 0 est neutre pour V.
St L a un plus grand élément 1 alors 1 est neutre pour A et absorbant pour V.

Soit L une (V,N\)-algébre vérifiant les identités (2.3.1)-(2.3.4), alors L est un treillis
pour lordre défini par x < y <= x Vy =y pour tous x,y € L. La borne supérieure de
{z,y} est xVy, la borne inférieure de {x,y} est x Ny. Si nous avons un élément 0 neutre
pour V' ou absorbant pour A, alors 0 est le plus petit élément de L. Similairement si nous
avons un élément 1 absorbant pour V ou neutre pour O alors 1 est le plus grand élément.

En particulier la classe de tous les treillis, (resp., les treillis minorés, resp., les treillis ma-
jorés, resp., les treillis bornés) est une variété de {V, A}-algebres (resp., {V, A, 0}-algebres,
resp., {V, A, 1}-algebres, resp., {V, A, 0, 1}-algebres). Dans la suite nous utiliserons la struc-
ture d’ensemble ordonné et la structure d’algebre des treillis.

La proposition suivante est montrée dans [13, Lemma 1.4.8].

PROPOSITION 2.3.6. Soit L un treillis, alors Id L est un treillis qui satisfait les mémes
identités que L.

En particulier si V est une variété de treillis et L € V alors Id L € V.

DEFINITION 2.3.7. Soit L un treillis. Le dual de L, noté LY, est le treillis dont I’ordre
est l'ordre réciproque de celui de L. Cela revient a échanger les lois V et A de L.

Le dual d’une identité est I'identité dans laquelle on a échangé les symboles V et A.

Si V est une variété de treillis alors le dual de V, notée par V¢, est la classe des duaux
des treillis de V. C’est la variété de tous les treillis satisfaisant les identités duales des
identités de V.

DEFINITION 2.3.8. Un treillis L est distributif s’il satisfait 1'identité suivante :
zA(yVz)=(xAy)V(zAz)
Un treillis L est modulaire s’il satisfait 1'identité suivante :
zA((xANy)Vz)=(xAy)V(xAz)
Un treillis L est arguésien s’il satisfait I'identité suivante :

(ao V bo) A (&1 V bl) VAN (ag V bg) S (&0 VAN (a1 V d)) V (bo VAN (bl V d)),

ott d désigne (agV a1) A (b V by) A (((&1 Vaz) A (b Vb)) V (a0 V as) A (B v bg)))
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REMARQUE 2.3.9. Si t; et t, sont des termes, alors t; < ty est équivalent a l'identité
t1 Nty = 1.
Tout treillis distributif est arguésien. Tout treillis arguésien est modulaire.

Si L est distributif alors :

zV(yANz)=zV(@xAz)V(yAz) par (2.3.4).
=zV((zVy) Az) car L est distributif.
=(@A@Vy)V((zVy Az) par (2.3.4).
=(xVy A(zVz2) car L est distributif.

Donc tout treillis distributif est dualement distributif.
Soit L un treillis modulaire alors :

zV((zVy)Az)=(xA(xVy)V((xVy) Az) par (2.3.4).
=(xVy) AN((zA(xVy)Vz2) car L est modulaire.
=(@Vy A(rVz) par (2.3.4).

Donc tout treillis modulaire est dualement modulaire.
Le théoreme suivant a été montré par Stone.

THEOREME 2.3.10 (Stone). La variété de tous les treillis distributifs est la plus petite
variété non-triviale de treillis.

M3 N5

FiGc. 2.1. Les treillis M5 et Ns.

Le treillis M3 est modulaire mais pas distributif. Le treillis N5 n’est ni modulaire ni
distributif. Nous notons Mjs la variété de treillis engendrée par Msz et Ny la variété de
treillis engendrée par Nj.

Le théoreme suivant montre que Mjz est N5 sont minimaux pour ces propriétés. En
particulier cela implique que Ms est la plus petite variété de treillis modulaires non distri-
butive et Ny est la plus petite variété de treillis non modulaires. On en trouve une preuve
dans [13, Theorem II.1.2].
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THEOREME 2.3.11. Un treillis L est modulaire si et seulement si aucun de ses sous-
treillis m’est isomorphe a Ns.

Un treillis L est distributif si et seulement sl n’a aucun sous-treillis isomorphe a Ms
ou Nj.

DEFINITION 2.3.12. Soit L un treillis. Un élément = € L est inf-irréductible si pour
toute partie finie X de L vérifiant A X = x, nous avons = € X.

Un élément x € L est completement inf-irréductible si pour toute partie X de L vérifiant
A X = x, nous avons x € X.

L’ensemble de tous les éléments completement inf-irréductible de L est noté M(L).

Si z est completement inf-irréductible, alors A, y existe, cet élément est noté x*, nous
avons alors x < z*.

En fait x* est le plus petit élément strictement plus grand que x, c’est le seul successeur
de z.

DEFINITION 2.3.13. Un treillis L est complet, si toute partie Q C L a une borne
supérieure et une borne inférieure.

Un élément x € L est compact silorsque x < \/ X pour une partie X de L alorsz < VY
pour une partie finie Y de X. L’ensemble des éléments compacts de L, noté C(L), est alors
un (V, 0)-demi-treillis pour la restriction de 'ordre de L.

Un treillis complet L est algébrique si tout élément x de L s’écrit x = \/ ) pour une
certaine partie @) de C(L).

Soit A et B des treillis algébrique. Un morphisme de treillis algébriques est une ap-
plication f: A — B telle que f(VX) =V f(X) pour tout X C A, et f(z) est compact
pour tout x € C(A). Un tel morphisme ne préserve pas en général I'opération de borne
inférieure.

Par exemple si E est un ensemble alors P(FE) est un treillis algébrique. Les éléments
compacts sont les parties finies de E. Si D est un (V,0)-demi-treillis alors 1’ensemble des
idéaux de D, noté Id D, est un treillis algébrique, dont les éléments compacts sont les
idéaux principaux.

Si G est un groupe alors I'ensemble Sub G des sous-groupes de GG est un treillis algé-
brique, dont les éléments compacts sont les sous-groupes finiment engendrés. De maniere
similaire, si V' est un espace vectoriel alors Sub V' I’ensemble des sous-espaces vectoriels
de V est un treillis algébrique, les éléments compacts sont les sous-espaces vectoriels fini-
ment engendrés, c’est a dire de dimension finie.

DEFINITION 2.3.14. Soit ¢: D — D’ un morphisme de (V, 0)-demi-treillis. Nous notons
Id¢: Id D — Id D’ Iapplication qui & I € Id D associe I'idéal de D’ engendré par ¢(I) =
{¢(x) |z € I}.

Soit f: A — B un morphisme de treillis algébriques. Nous notons C(f): C(A4) — C(B)
la restriction de f de C(A) vers C(B).

THEOREME 2.3.15. Soit .7 la catégorie des (V,0)-demi-treillis, soit <7 la catégorie des
treillis algébriques. Alors 1d et C sont des foncteurs qui définissent une équivalence de
catégories entre les catégories . et < .
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La notion de distributivité des treillis s’étend aux (V, 0)-demi-treillis. Cette notion ne
s’exprime plus avec des identités, mais avec une formule du premier ordre.
La proposition suivante est montrée dans [13, Lemma I1.5.1].

DEFINITION 2.3.16. Un (V, 0)-demi-treillis D est distributif si pour tous x,y, z dans D
tels que x <y V z, il existe ¢/, 2" dans D tels que v/ <y, 2/ < zetxz =1y V7.

La proposition suivante montre le lien entre la distributivité pour les treillis et celle
pour les (V,0)-demi-treillis.

PROPOSITION 2.3.17. Soit D un (V,0)-demi-treillis, alors D est distributif si et seule-
ment si Id D est distributif.
Soit L un treillis algébrique, alors L est distributif si et seulement si C(L) est distributif.

DEFINITION 2.3.18. Soit L un treillis, un idéal N de L est neutre, si le sous-treillis de
Id L engendré par N, I, J est distributif pour tous I, J € Id L.
Nous notons NId(L) 'ensemble de tous les idéaux neutres de L.

DEFINITION 2.3.19. Soit L un treillis borné, soit € L. Notons 0 le plus petit élément
de L et 1 le plus grand élément de L. Un complément de x est un élément y € L tel que
zANy=0etxVy=1

Un treillis L est complémenté si tout élément a au moins un complément. Un treillis L
est uniquement complémenté si tout élément a exactement un complément.

Un treillis L est sectionnellement complémenté s’il a un plus petit élément (ici noté 0)
et pour tout x € L, le treillis [0,2] = {t € L | 0 <t < 2} est complémenté.

Un treillis L est booléen s’il est distributif et complémenté.

REMARQUE 2.3.20. Le treillis M,, pour tout n > 3 (cf. Figure 4.3) est complémenté
mais pas uniquement complémenté.

Tout treillis booléen est uniquement complémenté. Si X est un ensemble, alors (X))
est un treillis booléen. Si X est un ensemble fini, alors 3(X) est un treillis booléen fini, de
plus tout treillis booléen fini est isomorphe a un tel treillis.

NoOTATION 2.3.21. Soit L un treillis avec 0, soient a,b,c dans L tels que b < a, nous
noteronsa =b@®csia=bVcet 0 =bAc.

REMARQUE 2.3.22. Par définition, si L est sectionnellement complémenté, alors pour
tous a < b dans L, il existe ¢ € L tel que a = b ® c. Cependant un tel élément n’est pas en
général unique.

LEMME 2.3.23. Soient K et L des treillis sectionellement complémentés, soit f: K — L
un morphisme de treillis préservant 0, alors f est injective si et seulement si f sépare 0O
(i.e. f(x) =0 implique x = 0 pour tout x € K ).

DEFINITION 2.3.24. Soit L un treillis. Soient a,b, x dans L. Les éléments a et b sont
perspectifs relativement a x si a Ax =bAx et aVax=>bV x. Nous notons alors a ~, b.

Soient a,b dans L. Les éléments a et b sont perspectifs s’il existe x € L tel que a ~, b.
Nous notons alors a ~ b.
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PROPOSITION 2.3.25. Soit L un treillis sectionnellement complémenté. Un idéal I de
L est neutre si et seulement s’il est clos par perspectivité, c’est a dire pour tous a et b
éléments perspectifs de L sia € I alorsb € I.

La proposition suivante est prouvée dans [1, Theorem II1.13.20] et [13].

PROPOSITION 2.3.26. Si L est un treillis modulaire sectionellement complémenté, alors

Con L = NId L.

DEFINITION 2.3.27. Un treillis L satisfait la condition de Whitman si pour tous a, b, ¢
et d dans L :

a/Nb<cVd implique soit a <cVd soit b<cVd soit aAb<c soit aAb<d.

Cette condition a été introduite par Whitman parmi quatre autres pour caractériser
les treillis libres. Comme l'illustre la proposition suivante d’autres treillis vérifient cette
condition.

PROPOSITION 2.3.28. Le treillis M,, satisfait la condition de Whitman pour tout n > 3.
Rappelons la notion de projectivité pour un treillis.

DEFINITION 2.3.29. Soit K une classe de treillis. Un treillis L € X est projectif dans K
si pour tout morphisme surjectif f: A — B de treillis dans X et tout morphisme de treillis
g: L — B, il existe un morphisme h: L — A tel que foh =g.

En particulier si L est un treillis projectif dans X, pour tout A € K et tout morphisme
surjectif f: A — L il existe un morphisme injectif h: L <— A tel que f o h = idy (en
particulier, L est un rétracte de A).

Davey et Sands ont montré dans [4, Theorem 1] un lien entre la condition de Whitman
et la projectivité.

THEOREME 2.3.30 (Davey-Sands). Soit X la classe de tous les treillis sans chaines
infinies. Un treillis L € K est projectif dans K si et seulement s’il satisfait la condition de
Whitman.

DEFINITION 2.3.31. Une 2-échelle I est un treillis initialement fini, tel que tout élément
a au plus deux prédécesseur immédiat.

Nous utiliserons dans cette these une 2-échelle comme indexe de systeme filtrant crois-
sant. Ditor a démontré le lemme suivant dans dans [3], en utilisant le lemme de Zorn.

LEMME 2.3.32. Il existe une 2-échelle de cardinal ;.

2.4. Congruences

NOTATION 2.4.1. Soit X un ensemble et # est une relation d’équivalence sur X, soit x €
X. La classe d’équivalence de x modulo 6 est /0 = {y € X | (z,y) € 0}, un tel ensemble
est appelé une classe d’équivalence de a. Si X’ C X, nous notons X'/0 = {x/0}x € X/,
ainsi X /0 est I'ensemble de toutes les classes d’équivalences de a.
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DEFINITION 2.4.2. Soit .Z un type de similarité, soit A une .#Z-algebre. Une congruence
de A est une relation d’équivalence o de A telle que si (ay, by) € a pour tous 1 < k < n,
alors (((ay,...,an),l(b1,...,b,)) € a pour toute loi n-aire ¢ € 2.

Le treillis des congruences de A est 'ensemble de toutes les congruences de A avec
comme ordre 'inclusion, ce qui lui donne une structure de treillis, noté Con A.

Le quotient de A par a, noté A/a, est 'ensemble des classes d’équivalence de «.

Soit X C A2 alors N{a € ConA | @ O X} est une congruence appelée congruence
engendrée par X et notée ©4(X), c’est la plus petite congruence contenant X.

Soit f: A — B un morphisme de treillis, nous posons :

Con f: ConA — Con B
a = 0s({(f(z), f) | (z,y) € a})

Une congruence « est finiment engendrée si elle s’écrit © 4(X) pour un certain X C A?
fini. Nous notons Con. A I’ensemble des congruences finiment engendrées de A, c¢’est un
(V, 0)-demi-treillis. Si B C A nous notons Con.”(A) = {04(X) | X € [B*]<“} I'ensemble
des congruences de A finiment engendrées par des parametres dans B.

Soit f: A — B un morphisme de treillis, nous posons Con, f: Con. A — Con. B la
restriction de Con f de Con. A vers Con,. B. C’est un morphisme de (V, 0)-demi-treillis.

Posons f~1(8) = {(z,y) € A? | (f(z), f(y)) € B}, c’est une congruence de A.

Le noyau de f est ker f = f~1(idg) = {(x,y) € A% | f(z) = f(y)}.

Si G est un groupe alors les congruences de G correspondent aux sous-groupes normaux
de G. En fait si N est un sous-groupe normal de G, alors la relation 6y défini par (z,y) €
Oxn si et seulement si xy~' € N est une congruence de G. Réciproquement si 6 est une
congruence de G, alors Ny = {x € G | (z,¢e) € 8} (ou e désigne I’élément neutre de G) est
un sous-groupe normal de G.

Si A est un anneau, alors les congruences de A correspondent aux idéaux bilateres de
A, cela se fait de maniére analogue au cas des groupes (cf. Proposition 2.7.4).

Le lemme suivant montre qu’on peut reconnaitre qu'un morphisme f injectif en connais-
sant seulement Con. f. Un morphisme ¢ de (V,0)-demi-treillis sépare 0 si le seul élément
ayant pour image 0 par ¢ est 0.

LEMME 2.4.3. Soit f: A — B un morphisme d’algébres, alors f est injective si et
seulement si Con. f sépare 0.

THEOREME 2.4.4 (Birkhoff). Soit £ un type de similarité, soit A une £ -algebre. Alors
Con A est un treillis algébrique. Les congruences compactes de Con A sont les congruences
finiment engendrées de A.

En utilisant le Théoreme 2.3.15 nous obtenons alors Con A = Id Con, A. Cela montre
que pour avoir une bonne compréhension de Con A il suffit de connaitre Con, A.

PROPOSITION 2.4.5. Soit £ un type de similarité. Soit A une £ -algebre. Soit o une
congruence de A, alors A/a a une structure de £-algébre. L’application m: A - A/a,
x — x/a est un morphisme surjectif d’algébres, appelée projection canonique.

L’application Con7 induit un isomorphisme (Con A) T o — Con(A/«).
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NOTATION 2.4.6. Soient o C (3 des congruences de A. La congruence quotient de 3 par
« est la congruence de A/« définie par f/a = (Con7)(3), ou m: A— A/« est la projection
canonique.

ProPOSITION 2.4.7. Soit f: A — B un morphisme d’algébres. Soit o« € Con A, soit
B € ConB. Si (Con f)(a) C B, alors g: AJa — B/f, v/a — f(x)/B définit un mor-
phisme d’algébres. Notons m: A — A/a et ©': B — B/ les projections canoniques, alors
le diagramme suivant est commutatif :

AL

Wl J“/

PROPOSITION 2.4.8. Soit B une algebre, soit A une sous-algebre de B, notons f: A —
B le morphisme d’inclusion. Soit € Con B, alors 6 N (A x A) = f~1(0). Nous notons

alors AJ0 = {a/0 | a € B}, c’est une sous-algébre de B/0. Dans la suite nous noterons
AJ0 au lieuw de AJON (A X A).

Soit A une algebre, soit # € Con A, soit X C A. Nous notons X/0 = {z/0 | z € X}, la
Proposition 2.4.8 montre qu’il n’y a pas d’ambiguité, méme pour X sous-algebre de A.

Si « et 3 sont des relations de A, nous notons « o 3 la composée de relations définie de
la maniere suivante :

aof={(x,y) € A%| (Fz € A)((z,2) € aet (2,y) € B}.

Soit (A;);er une famille d’algebres de méme type de similarité. Soit «; une congruence
de A;, pour tout 7 € I. Nous notons [[;c; o; la congruence de [];c; A; définie de la maniere
suivante :

[[oi = {((ﬂﬁi)ieb (yi)iel) e [T4 xJJA:| (W € I) ((xiayi) € ai)}
iel iel icl
DEFINITION 2.4.9. Soit A une algebre, soit n € w. L’algebre A est congruence n-

permutable si pour tous a et  dans Con A nous avons :

aoffoao...=foaof...

n fois n fois

L’algebre A est congruence-permutable si elle est congruence 2-permutable, c’est a dire
que pour tous «, # dans Con A nous avons ao = Foa.

Par exemple tous les groupes sont congruence-permutables. La chaine a trois éléments
en tant que treillis est congruence 3-permutable, mais n’est pas congruence-permutable.
Une chaine infinie en tant que treillis n’est congruence n-permutable pour aucun entier n.

DEFINITION 2.4.10. Une algebre A est congruence-distributive si Con A est distributif
(ou de maniere équivalente Con, A est distributif). Une variété d’algebres V est congruence-
distributive si toutes les algebres de V sont congruence-distributives.
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EXEMPLE 2.4.11. La variété de tous les treillis est congruence-distributive (Funayama
et Nakayama dans [9]). La variété de toutes les algebres de majorité est congruence-
distributive (Jonsson [24]).

EXEMPLE 2.4.12. Posons G = 7Z/27 x Z/2Z. Le treillis des congruences de G est
isomorphe a Sub G, lui-méme isomorphe a Mj. Ce treillis n’est pas distributif (cf. Théo-
reme 2.3.11), donc G n’est pas congruence-distributif.

LEMME 2.4.13. Soit A et B deux algebres, supposons que A X B soit congruence-
distributive, alors :

Con A x Con B — Con(A x B)
(o, B) — a X 3, est un isomorphisme.

REMARQUE 2.4.14. Comme l'illustre I'exemple 2.4.12, il faut bien supposer que A X
B est congruence-distributive, car en posant A = B = Z/27, les groupes A et B sont
congruence-distributifs, mais Con(A x B) 2 Con A x Con B.

DEFINITION 2.4.15. Une algebre A est sous-directement irréductible si elle a une plus
petite congruence non nulle (i.e différente de la congruence id). Cela revient a dire que
I’ensemble sous-jacent de A n’est pas un singleton et l'identité de A est completement
inf-irréductible.

Si A est sous-directement irréductible, alors le monolithe de A la plus petite congruence
non nulle de A.

Une algebre A est simple si Con A est une chaine a deux éléments. Cela revient a dire
que l'ensemble sous-jacent de A n’est pas un singleton et que toute congruence de A est
soit I'identité de A soit A x A.

NOTATION 2.4.16. Soit V une variété d’algebres, nous notons SI(V) la classe de toutes
les algebres sous-directement irréductibles de V.

EXEMPLE 2.4.17. Soit A une algebre, soit # € M(Con A), alors A/6 est sous-directement
irréductible de monolithe 6* /6.

La notion de groupe simple usuelle coincide avec la notion d’algebre simple, car les
sous-groupes normaux correspondent aux congruences.

PROPOSITION 2.4.18. Soit L un treillis modulaire de longueur finie, si L est sous-
directement irréductible, alors L est simple.

Cela provient du résultat plus général suivant :

PROPOSITION 2.4.19. Soit L un treillis modulaire de longueur finie, alors Con L est
booléen.

Le treillis des congruences d’'une algebre est algébrique, dans un tel treillis les éléments
completement inf-irréductibles ont un role important. Le théoreme suivant est prouvé dans
[10, Theorem 1.4.23].

THEOREME 2.4.20. Dans un treillis algébrique tout élément est la borne inférieure d’un
ensemble d’éléments complétement inf-irréductibles.
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Ce théoreme s’applique en particulier dans un treillis des congruences d’une algebre.
La congruence id est la borne inférieure d'un ensemble d’éléments completement inf-
irréductibles. Nous pouvons en déduire le Théoreme de Birkhoff suivant.

THEOREME 2.4.21 (Birkhoff). Une algébre A est un produit sous-direct de ses quotients
sous-directement irréductibles, défini de la maniere suivante :
A— JI A/

0eM(Con A)
a— (a/0)gem(con )

En conséquence pour toute variété V d’algebres nous avons V = PgSI(V).

2.5. Ultraproduits

DEFINITION 2.5.1. Soit X un ensemble. Un filtre sur X est un filtre de P(X).
Un ultrafiltre sur X est un filtre propre maximal de PB(X).

En particulier B(X) T {z} = {Y € X | 2 € Y} est un ultrafiltre sur X, pour tout
x € X. Un tel ultrafiltre est appelé ultrafiltre principal.

Une quasi-partition d'un ensemble X est une famille (Yy)rex de parties de X telle que
X = Upek Yr et Y NY; = () pour tout k& # [ dans K (nous ne demandons pas que les Yjs
soient non vides). La quasi-partition est finie si K est fini.

PROPOSITION 2.5.2. Soit 3 un ultrafiltre sur un ensemble X . Soit (Yy)rex une quasi-
partition finie de X, alors il existe k € K tel que Y}, € 4.

La proposition suivante permet de construire des ultrafiltres non principaux. Cependant
pour la prouver il faut utiliser le Lemme de Zorn.

PROPOSITION 2.5.3. Tout filtre propre est inclus dans un ultrafiltre.

DEMONSTRATION. Soit F' un filtre propre sur un ensemble X, soit C' une chaine de
filtres propres contenant F', alors |JC est un filtre propre contenant F. Le lemme de
Zorn implique qglors qu’il existe des éléments maximaux dans 1’ensemble des filtres propres
contenant F. O

Par exemple, fixons un ensemble infini X, posons F' = {Y C X | X — Y est fini},
I’ensemble des parties de X dont le complémentaire est fini. Il est facile de voir que F' est
un filtre propre. Il existe donc un ultrafiltre 4 contenant F'. Supposons que 4 soit principal.
Soit z € X tel que Y = P(X) T {x}, en particulier {z} € 4, mais X — {z} € FF C 4, donc
0 ={z}N(X —{z}) € Y. En conséquence ik = P(X) n’est pas propre; contradiction. Cela
nous permet donc de construire un ultrafiltre non principal.

La donnée d’'un filtre sur un ensemble X permet de construire une congruence d’un
produit d’algebres sur X.

PROPOSITION 2.5.4. Soit (Ay)zex une famille d’algébres de méme type de similarité et
soit F' un filtre sur X. Posons A = [l,cx Az, considérons la relation définie de la maniére
suivante :

Or ={(a,b) € A? | {z € X | a, =b,} € F}



32 2. RAPPELS

alors Of est une congruence de A.
La notation O sera utilisée dans la suite de cette section, sans préciser la famille
d’algebres.

DEFINITION 2.5.5. Un ultraproduit des (A)zex est un quotient ([T,ey Az)/OF, out F
est un ultrafiltre sur X.

Soit K une classe d’algebres de méme type de similarité, nous notons PyX la classe de
tous les ultraproduits de toutes les familles d’algebres de K.

Les ultraproduits satisfont les méme formules du premier ordre que leurs facteurs.

THEOREME 2.5.6 (Los). Soit U un ultrafiltre sur X, soit (Ay)zex une famille d’algébres
de méme type de similarité, soit 1) une formule du premier ordre sans variables libres. Alors
[Toex Az/Ou satisfait i si et seulement si {x € X | A, satisfait ¥} appartient a L.

En particulier un ultraproduit d’un nombre fini d’algebres finies est I'une de ces algebres.

PROPOSITION 2.5.7 (Frayne, Morel et Scott). Soit X une classe finie d’algébres finies
de méme type de similarité. Alors PyX = K.

Le lemme suivant est prouvé par Jénsson dans [24], voir aussi [22, Lemma 1.4]

LEMME 2.5.8 (Jénsson). Soit (A,)zex une famille d’algébres. Posons A = [,ex As,
soit B une sous-algébre congruence-distributive de A, soit 0 une congruence inf-irréductible
de B. Alors il existe un ultrafiltre 34 sur X tel que Oy [ B C 6.

Ce lemme permet de trouver les treillis sous-directement irréductibles d’'une variété
congruence-distributive, a partir d'un ensemble de générateurs de cette variété.

PROPOSITION 2.5.9 (Jénsson [24]). Soit K une classe d’algebres telle que VarX soit
congruence-distributive. Alors :
SI(VarX) C HSPyX,
VarK = PsHSPyX.

En utilisant la Proposition 2.5.7, nous montrons qu’une variété finiment engendrée
d’algebres congruence-distributives n’a qu’un nombre fini de sous-variétés.

PROPOSITION 2.5.10 (Jonsson [24]). Soit K une classe finie d’algébres finies tel que
VarX soit congruence-distributive. Alors
SI(VarX) C HSX,
VarX = PsHSX.
La classe SI(VarX) n’a a isomorphisme prés qu’un nombre fini de membres. La variété

VarX n’a qu’un nombre fini de sous-variétés.

Ce qui nous donne de plus un moyen de trouver les algebres sous-directement irré-

ductibles, il suffit de tester toutes les algebres quotients d’une sous-algebre d’une algebre
de XK.
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2.6. Groupes abéliens pré-ordonnés

DEFINITION 2.6.1. Un monoide commutatif A est conique si x +y = 0 implique = =
y = 0, pour tous z,y € A.

Un monoide commutatif A est de raffinement si pour tous ag, a, by et by dans A tels
que ap + a; = by + by il existe ¢g, co.1, 1,0, 1,1 tels que :

ag = coo+Co1, a1 =cipg+cr, bo=coo+tcio et by =co1+ i
Par exemple N" est un monoide de raffinement conique.

DEFINITION 2.6.2. Soit A un monoide commutatif. Le pré-ordre algébrique sur A est
la relation définie, pour tous z,y € A, par t <y <= (Iz € A)(z + z = y).

REMARQUE 2.6.3. Il est immédiat que < est une relation de pré-ordre sur A. Ce n’est
pas en général une relation d’ordre, si par exemple A est un groupe abélien, alors x < y
pour tous x,y € A.

DEFINITION 2.6.4. Un cdne d’un groupe abélien G est un sous-monoide du monoide
sous-jacent a GG. Un cone C de G est strict si le seul élément z de G tel que x et —x sont
dans C' est 0.

Par exemple N” est un cone strict de Z™. On remarque que si C' est un cone strict d'un
monoide G, alors C' est conique.

DEFINITION 2.6.5. Un groupe abélien pré-ordonné est un groupe abélien G muni d’une
relation de pré-ordre < compatible avec + (i.e. telle que si z < y et 2’ < 3/ dans G, alors
42 <y+y).

Le cone ou monoide des éléments positifs de G, noté G* est {x € G | 0 < z}.

Soit G et H des groupes abéliens pré-ordonnés. Un morphisme de groupes abéliens pré-
ordonnés est un morphisme de groupes f: G — H préservant le pré-ordre. Ce qui équivaut
af(Gt)C HT.

Un groupe abélien ordonné est un groupe abélien pré-ordonné dans lequel la relation
de pré-ordre est une relation d’ordre. Ceci équivaut a dire que le monoide G est conique.

REMARQUE 2.6.6. Si GG est groupe abélien pré-ordonné, alors la restriction de 1'ordre
de G & G est ordre algébrique sur G.

On peut considérer un groupe abélien pré-ordonné comme un couple (G,C) ou G est
un groupe abélien et C est un cone de G. La relation d’ordre est alors définie par x < y
dans G siy —z € C.

DEFINITION 2.6.7. Une unité d’ordre d’un groupe abélien pré-ordonné G est un élément
u € GT tel que pour tout x € G il existe n € N tel que x < nu, ot nu=u+u+---+u.

n fois

REMARQUE 2.6.8. Si u est une unité d’ordre d’un groupe abélien pré-ordonné G, alors
pour tout z € G il existe n € N tel que —nu < = < nu. Tout élément z € G s’écrit
x =nu— (nu — x), ol nu et nu — x sont des éléments positifs de G, donc G est engendré
en tant que groupe par G™.
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DEFINITION 2.6.9. La catégorie des groupes abéliens pré-ordonnés avec unité d’ordre,
notée &, est la catégorie dont les objets sont les couples (G, u) ou G est un groupe abélien
pré-ordonné et u est une unité d’ordre de G, une fleche f: (G, u) — (H,v) est un morphisme
de groupes abéliens pré-ordonnés f: G — H tel que f(u) = v.

NOTATION 2.6.10. Le foncteur V est le foncteur qui a un groupe abélien associe son
plus grand quotient parmi ceux qui sont des demi-treillis. Ainsi V(M) = M/< ou < est
définie par 2 < y <= (In € N)(z < ny et y < nz), pour tous x,y € M.

Nous notons V le foncteur qui a un groupe abélien pré-ordonné G associe V(G1).

2.7. Anneaux réguliers

Les résultats de cette section sont tous connus, la plupart des résultats sont prouvés
dans [19].

DEFINITION 2.7.1. Un élément o d’'un anneau R est idempotent, si ° = x. Un élément
x d’'un anneau unitaire R est inversible s’il existe y € R tel que xy = yx = 1, dans ce
cas 1’élément y est unique, c’est ['inverse de x, il est noté 1. Deux éléments z et y de R
sont orthogonaux si vy = yx = 0. Une famille xq,...,x, est orthogonale si x; et x; sont
orthogonaux, pour tous ¢ # j dans {1,...,n}.

REMARQUE 2.7.2. Un corps est un anneau dans lequel tout élément non nul a un
inverse.

DEFINITION 2.7.3. Une partie I d’un anneau R est un idéal a droite de R, si I est
un sous-groupe de (R,+,0) et xy € I pour tout (x,y) € I X R. Un idéal a droite de R
est un idéal a gauche de R°P. Un idéal bilatere de R est une partie de R qui est a la fois
idéal a droite et un idéal a gauche, nous appelons parfois idéal de R un idéal bilatere de
R. Nous notons Id(R) I'ensemble de tous les idéaux de R, c’est un treillis algébrique pour
I'inclusion ; nous notons Id. R ’ensemble de tous les éléments compacts de Id R.

Sixz € R, alors tR = {xA | A € R} est un idéal a droite, appelé idéal a droite principal.
Nous notons L(R) = {zR | x € R} ordonné par inclusion.

PROPOSITION 2.7.4. Soit R un anneau, les applications suivantes sont des isomor-
phismes mutuellement réciproques de Con R dans 1d R.

IdR — Con R
IH{(x,y)€R2|x—y€[};

ConR — IdR
00— {reR|(z,0)€b}.
NOTATION 2.7.5. Si I est un idéal d’un anneau R, nous notons R/ au lieu du quotient

R/{(z,y) € R* |z —y € 1I}.Sia€ R, nous notons a + I = {a+z |z € I}, cest la classe
de a modulo la congruence définie par I.
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DEFINITION 2.7.6. Soit R un anneau (resp., un anneau unitaire), considérons le type
de similarité £ = {4+, —,0} U {h, | A € R}, ot + est un symbole de loi binaire, 0 est un
symbole de constante et h) est un symbole de loi unaire pour tout A € R. Un R-module a
droite est une algebre (M, ZR), telle que (M, +, —,0) est un groupe abélien et satisfait les
identités suivantes :

ho(z +y) = ho(z) + ha(y)
hg(ha(x)) = hap()

Si R est un anneau unitaire, nous demandons de plus que h;(z) = x soit satisfaite.

NOTATION 2.7.7. Si R est un anneau, nous notons Mg pour indiquer que M est un
R-module a droite. Nous notons aussi xA au lieu de hy(z) pour tout = € M et tout A € R.

Un sous-R-module ou sous-module est une sous-algebre d'un module. Un morphisme
de R-modules est un morphisme d’algebres entre R-modules. Si M est un module, nous
notons Sub M le treillis de tous les sous-modules de M, c’est un treillis algébrique. Nous
notons Sub. M le (V,0)-demi-treillis de tous les sous-modules finiment engendrés de M, ce
sont les éléments compactes de Sub M.

Si K est un corps, un K-espace vectoriel est un K-module a droite.

THEOREME 2.7.8. Soit G un groupe, alors ConG est arquésien. Soit R un anneau,
alors Con R =2 Id R est arguésien. Soit R un anneau et soit M un R-module a droite, alors
Sub M = Con M est arquésien.

EXEMPLE 2.7.9. Sur la Figure 2.2 nous avons le treillis Sub[F3, ou Fy désigne le corps
a deux éléments.

Soit R un anneau, alors R est muni d’une structure naturelle de R-module, il est
noté Rp. Soit M un groupe abélien, alors M est muni d'une structure naturelle de Z-
module, il est noté M.

Soit R un anneau, alors Sub Ry est I'ensemble de tous les idéaux a droite de R, en
particulier L(R) C Sub Rg. Cependant L(R) n’est pas en général un treillis, comme le
montre I'exemple suivant (communiqué a 'auteur par F. Wehrung).

Posons R = Z[\/—=5]. Considérons N: R — N définie par N(u + vy/=5) = u? + 502,
pour tous u,v € Z. Il est facile de vérifier que N est multiplicative. Posons a = 1 — /=5
et b =1+ +/—5. Nous avons 6 = a x b = 2 x 3, donc 2R et aR contiennent 6R et 2aR.
Supposons qu’il existe x € R avec 2R, aR O xR O 6R,2aR. Nous avons x € 6R et x € 2aR,
donc par la multiplicativité de la norme N(z) divise N(2a) = 24 et N(6) = 36, de méme
N(2) =4 et N(a) =6 divisent N(x). Il en découle, par un simple calcul de pged et ppem,
que N(z) = 12. Mais il est de plus facile de voir que u* + 5v? = 12 n’a pas de solutions
entieres; contradiction. Les éléments 2R et aR ne peuvent donc pas avoir de sup dans
L(R), ce dernier n’est donc pas un treillis.

DEFINITION 2.7.10. Soit R un anneau et M est un R-module a droite, considérons
(End M, +, —,-,0) ou End M est I'ensemble des morphismes de Mg dans Mg, muni des
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F1G. 2.2. Le treillis Sub F3.

opérations définies de la maniere suivante :

f+g9g: M — M
z— f(x) +g(x)

fg: M — M
z— f(g9(x))

0:M—M

z—0
—f M —-M
z = —f(z)

pour tous f, g dans End M. Alors End M est un anneau unitaire appelé anneau des endo-
morphismes de M.
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DEFINITION 2.7.11. Soit R un anneau. Soit x € R, un quasi-inverse de z est un élément
y € R tel que x = zyz. L’anneau R est régulier au sens de von Neumann (nous dirons
réqulier dans le reste de cette these) si tout z € R a un quasi-inverse.

Supposons que R soit unitaire, alors R est régulier par unités si tout + € R a un
quasi-inverse inversible.

Notons qu’un quasi-inverse n’est pas, en général, unique. Par exemple n’importe quel
élément est un quasi-inverse de 0.

EXEMPLES 2.7.12. Tout corps est un anneau régulier (et méme régulier par unités).

Notons M,,(F') la F-algebre des matrices n x n de F', pour tout corps F' et tout entier
n > 0. Une F-algébre matricielle est une F-algebre isomorphe a My, (F') x - -+ x My, (F),
pour des entiers naturels kq, . . ., k,, strictement positifs. L’anneau correspondant est appelé
anneau matriciel, il est régulier par unités (on dit alors que la F-algebre correspondante
est réguliére par unités).

Une F-algéebre localement matricielle est une F-algebre telle que toute partie finie est
incluse dans une sous-algebre matricielle. L’anneau correspondant est un anneau régulier
appelé anneau matriciel. 11 est régulier par unité si et seulement si il est unitaire.

La classe de tous les anneaux réguliers est stable par produits directs, quotients et
limites inductives filtrantes croissantes.

LEMME 2.7.13. Soient x,y,a des éléments d’un anneau R. St a est un quasi-inverse
de x — xyz, alors x a un quasi-inverse dans a + I, ou I est ["idéal bilatere de R engendré
pary.

DEMONSTRATION. Posons 2’ = x — zyx, alors :

r =1 + xyx
= 2'ax’ + zyx
= (x — xyx)a(r — zyz) + Ty
= rax — raryr — ryraxr + ryraxyr + ryx
donc 2’ = zbx ou b = a — axy — yra + yxrary + y appartient a a + 1. 0

PROPOSITION 2.7.14 (cf. [19, Lemma 1.3]). Soit I un idéal d’un anneau R. Alors R
est régulier si et seulement si I et R/I sont réguliers.

DEMONSTRATION. Si R est régulier, alors il est facile de voir que R/T est aussi régulier.
Soit x € I, soit y € R un quasi-inverse de x, posons ¢y = yxy dans I, alors zy'z = zyxyr =
xyxr = x, donc ¢y’ est un quasi-inverse de x dans 1.

Réciproquement supposons que I et R/ soient réguliers. Soit z € R. I’anneau R/ est
régulier, donc il existe y € R tel que z + [ = xyx + I, d'ou x — xyx € I. La régularité de
I implique I'existence d’un quasi-inverse de x — xyx, en conséquence par le Lemme 2.7.13,
T a un quasi-inverse. [

PROPOSITION 2.7.15 (cf. [19, Proposition 1.4]). Tout produit sous-direct d’une famille
finie d’anneaux réguliers est un anneau réqulier.
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LEMME 2.7.16. Soit a et b des éléments idempotents d’un anneau régulier R, alors aRb
est un sous-anneau de R, tout élément de aRb a un quasi-inverse dans bRa, a est neutre a
gauche et b est neutre a droite (pour la multiplication). En particulier, aRa est un anneau
réqulier unitaire.

DEMONSTRATION. Il est immédiat que aRb est un sous-anneau de R. Soit x € aRb,
alors il existe ¢ € R tel que x = atb, nous avons axr = aatb = atb = x, donc a est neutre
a gauche, de méme b est neutre a droite. Soit y € R un quasi-inverse de z, nous avons
xbyar = xyxr = x, dons bya est un quasi-inverse de x, de plus bya est dans bRa. La
deuxieme partie du lemme découle immédiatement de la premiere. O

PROPOSITION 2.7.17 (cf. [19, Lemma 1.6]). Soit n un entier naturel non nul, soit
€1,...,6en une famille orthogonale d’éléments idempotents d’un anneau unitaire R, telles
que 1 = e+ ---+e,. Alors R est réqulier si et seulement si pour tous i,j € {1,...,n} et
tout x € e;Re;, il existe y € ejRe; tel que xyx = x.

Le théoreme suivant est prouvé dans [19, Theorem 1.7].

THEOREME 2.7.18. Soir R un anneau régulier unitaire, soit P un R-module a droite
projectif finiment engendré. Alors End P est un anneau réqulier.

Le lemme suivant est prouvé par Fryer et Halperin dans [8].

LEMME 2.7.19 (Fryer et Halperin). Soit R un anneau, soient a,b dans R tel que a soit
idempotent. Soit de plus u un quasi-inverse de b — ab. Alors les assertions suivantes sont
satisfaites :

(1) Posons ¢ = (b— ab)u. Alors aR+ bR = (a + ¢)R.
(2) Supposons que b soit idempotent et posons d = u(b—ab). Alors aRNbR = (b—bd) R.
(3) Supposons que b soit idempotent et aR C bR. Alors bR = aR & (b — ab)R.

DEMONSTRATION. (1) Comme a* = a, nous avons ac = a(b—ab)u = (ab—a*b)u =
0, donc en utilisant le fait que u est un quasi-inverse de b — ab, nous obtenons
(a+c)e = = (b—ab)u(b—ab)u = (b—ab)u = ¢, donc a = a+c—c = a+c—(a+c)c,
en conséquence aR C (a+ ¢)R. Nous avons b — ab = (b — ab)u(b — ab) = ¢(b— ab),
donc b = ab+cb—cab = (a+c)b— (a+c¢)b et donc bR C (a+ c¢)R. En conséquence
aR+bR C (a+c)R. Réciproquement a+c = a+(b—ab)u = a(a—bu)+bu € aR+bR,
donc (a+¢)R C aR + bR.

(2) Nous avons b — ab = (b — ab)u(b — ab) = (b — ab)d, donc b — bd = ab — abd =
a(b—bd) € aR. Légalité b? = b implique que b — bd = b(b — d) € bR ; par suite
(b —bd)R C aR N bR. Réciproquement soit z € aR N bR. Comme a et b sont
idempotents, nous avons = ax = bx, donc dx = u(b— ab)r = u(x —z) = 0, d’ont
x="bxr =(b—bd)x € (b—0bd)R. Donc aRNbR C (b — bd)R.

(3) Nous avons a = a’> € aR C bR et b est idempotent, donc a = ba. Soit x €
aR N (b — ab)R. Comme a* = a, nous avons x = ar € a(b— ab)R = {0}; en
conséquence aR N (b — ab)R = {0}. L’égalité b = ab + (b — ab) est satisfaite, donc
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bR C aR+ (b— ab)R. Réciproquement de 1’égalité a = ba et de I'idempotence de b
découle b — ab = b* — bab = b(b — ab) € bR, donc aR + (b — ab)R C bR.
O

REMARQUE 2.7.20. Soit R un anneau. Soit x € R, soit y un quasi-inverse de x, alors
xr = zyxr € xR. Posons ' = zy alors z’ est idempotent, car 2’2’ = xyxy = zy = 2/, de
plus xR = 2'R, car xR = zyxR C xyR C xR. En particulier dans un anneau régulier,
nous avons x € xR, pour tout x € R et tout idéal principal est engendré par un élé-
ment idempotent. Le Lemme 2.7.19 montre que si R est un anneau régulier, alors tout
idéal a droite finiment engendré est un idéal principal, donc Sub. R = L(R) = {zR |
x élément idempotent de R}.

Une application directe du Lemme 2.7.19 montre ce qui suit :

COROLLAIRE 2.7.21. Soit R un anneau régulier. L’ensemble ordonné L(R) est un sous-
treillis sectionnellement complémenté de Sub Rgr. En particulier L(R) est Arguésien.

Le résultat suivant est prouvé par Herrmann dans [14, Proposition 3].

COROLLAIRE 2.7.22 (Herrmann). Soit R un anneau régulier. Soit M un module a droite
d’un anneau S, soit f: R — End Mg un morphisme d’anneauz. Alors il existe une unique
application @: IL(R) — Sub Mg telle que p(zR) = im f(z). Cette application ¢ est un
morphisme de treillis préservant 0. Elle est injective si et seulement si f est injective.

DEMONSTRATION. Posons S = End Mg. Si R C yR, alors, comme x € xR, nous
avons z € yR, donc f(x) € f(y)S et donc im f(x) C im f(y). En conséquence 'application
¢ est bien définie, elle est de plus isotone et p({0}) = {0}.

Soient a,b idempotents dans R. Par le Lemme 2.7.19(1), il existe z € R tel que aR +
bR = zR. Comme R est régulier, z € zR, il existe donc x,y dans R tels que z = ax + by.
D'ou :

e(aR+bR) = p((ax + by)R) = im f(ax + by) C im f(a) + im f(b) = p(aR) + ¢(bR).
Comme ¢ est isotone, I'inclusion réciproque est aussi vraie et donc p(aR+bR) = ¢p(aR) +
¢(bR).

Soient a,b € R idempotents, soit u un quasi-inverse de b — ab, posons d = u(b — ab),
nous avons alors aR N bR = (b — bd)R (cf. Lemme 2.7.19(2)). Soit t € p(aR) N p(bR).
Comme f(a) et f(b) sont idempotents, t = f(a)(t) = f(b)(t), donc f(d)(t) = 0 et donc
t = f(b)(t) = f(b—bd)(t) appartient & im f(b — bd) = ¢((b — bd)R) = p(aR N bR). Donc
w(aR) N (bR) C p(aRNbR). Comme ¢ est isotone I'inclusion réciproque est aussi vraie.
En conséquence ¢ est un morphisme de treillis préservant 0.

Comme L(R) est un treillis sectionnellement complémenté, ¢ est un isomorphisme si et
seulement si ¢ sépare 0 (cf. Lemme 2.3.23). Soit aR € L(R). Nous avons les équivalences
suivantes p(aR) = {0} < im f(a) = {0} <= f(a) = 0 <= a € ker f. Donc ¢ est
injective si et seulement si ker f = {0} ce qui est équivalent & f injective. O

COROLLAIRE 2.7.23. Soit R et S des anneaux réguliers, soit f: R — S un morphisme

d’anneauz. Il existe une unique application ¢: L(R) — 1L(S) telle que ¢(zR) = f(x)S pour
tout x € R, de plus ¢ est un morphisme de treillis.
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DEMONSTRATION. Considérons le groupe abélien sous-jacent & S comme un Z-module,
noté Sz, et définissons f(x) comme la multiplication & gauche par z de S (c’est un endomor-
phisme de S) pour tout x € R. Ainsi f est un morphisme d’anneaux de R dans End Sz. En
appliquant le Corollaire 2.7.22 & f nous obtenons une unique application ¢: L(R) — Sub Sy
telle que ¢(zR) = f(x)S pour tout x € R, 'application ¢ est de plus un morphisme de
treillis préservant 0. Remarquons enfin que I'image de ¢ est incluse dans LL(S5). 0

REMARQUE 2.7.24. Nous noterons L(f) I’application définie dans le Corollaire 2.7.23.
Nous avons L(idg) = idi(g) pour tout anneau régulier R. Si R,S,T sont des anneaux
réguliers et f: R — S et g: S — T sont des morphismes d’anneaux, alors L(g o f) =
L(g) o L(f). En conséquence L est un foncteur de la catégorie des anneaux réguliers et
morphisme d’anneaux dans la catégorie des treillis arguésien sectionnellement complémenté
et morphisme de treillis préservant 0.

PROPOSITION 2.7.25. Soit F' un corps, soit R = My, (F) x --- x My, (F), pour des
entiers naturels ky, ..., k, > 0, alors L(R) = Sub F* x Sub F'*2 x ... x Sub =,

En particulier le treillis L(Mj5(F3)) est représenté sur la Figure 2.2.

PROPOSITION 2.7.26. Le foncteur I préserve les limites inductives filtrantes crois-
santes.

PROPOSITION 2.7.27. Si R est un anneau régulier, alors L(R) est borné si et seulement
st R est unitaire. Le plus grand élément est alors R = 1R.

Si R et S sont des anneaux réguliers unitaires et f: R — S est un morphisme d’anneaux
unitaires, alors IL(f) préserve les bornes.

DEMONSTRATION. Si R est unitaire, alors R = 1R € LL(R) est le plus grand élément.
Réciproquement soit eR le plus grand élément de IL(R), nous pouvons supposer que e est
idempotent. Soit ¢t € R, alors tR € L(R), donc t € tR C eR, en utilisant ¢ = e, nous
obtenons t = et.

Soit x € R, par ce qui précede nous avons x = ex. Soit y un quasi-inverse de x — ze.
Par ce qui précede nous avons y = ey, donc :

x—ze = (x—xe)y(r — xe) = zyr — xyxre — xeyr + xeyre = ryr — ryre — ryxr + ryre = 0

donc x = ze = ex, donc R est unitaire.

Soient R et S des anneaux réguliers unitaires. Soit f: R — S un morphisme d’anneaux
unitaires. Nous avons L(f)(1R) = f(1)S = 15, donc f préserve bien les bornes. Réci-
proquement supposons que LL(f) préserve les bornes, alors L(f)(1R) = f(1)S est le plus
grand élément de IL(S), de plus f(1) est idempotent, donc par un raisonnement similaire
au précédent f(1) est I’élément neutre de S (pour -). O

PROPOSITION 2.7.28 (J6nsson dans [23, Lemma 10.2]). Soit R un anneau régulier et e
un élément idempotent de R. Alors eRe est régulier et la fonction I — IR, définit un

isomorphisme de treillis de L(eRe) dans L(R) | eR.
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DEMONSTRATION. Soit x € eRe. Si gy est un quasi-inverse de x dans R, alors eyexeye =
eyrye = exe = x donc eye est un quasi-inverse de x dans eRe. En conséqunce eRe est
régulier.

Soit t € eRe. Soit I = teRe € IL(R), alors ¢(I) = IR = teReR C teR = tR. Récipro-
quement ¢(I) = IR = teReR = tReR D teR = tR. Donc ¢(I) = ¢(teRe) = tR est dans
L(R) | eR. En fait ¢ = L(f), ou f: eRe — R est 'inclusion canonique.

Soit J € L(R) | eR. Soit x idempotent dans R tel que J = xR. Comme x € xR C eR
et e est idempotent, nous avons ex = x. Donc xR = zaR = xrzR C xeR C xR, donc
reR = xR = J. Posons a = ze, nous avons a® = xexe = xve = ze = a et J = aR, de plus
a = e = exe € eRe, d’ou J = ¢(aRe). Ce qui montre que ¢ est surjective.

Soit @ un élément idempotent de eRe, ¢p(aRe) NeRe = aRNeRe = aRe; donc ¢ est un
isomorphisme. O

Un treillis est coordinatisable s’il est isomorphe a L(R) pour un anneau régulier R. Une
conséquence immédiate de la proposition 2.7.28 est que tout idéal principal d’un anneau
coordinatisable est coordinatisable.

Le résultat suivant, prouvé par Faith et Utumi dans [6, Lemma 2], permet de réduire
des problemes sur les anneaux réguliers au cas unitaire.

PROPOSITION 2.7.29 (Faith et Utumi). Tout anneau réqulier R est réunion filtrante
croissante de tous ses sous-anneaux de la forme eRe pour e idempotent de R.

DEMONSTRATION. Soit X une partie finie de R. II découle du Corollaire 2.7.21 appliqué
a R°P qu’il existe un idempotent f de R tel que RX C Rf. Il découle du Corollaire 2.7.21
appliqué a R qu’il existe g un idempotent de R tel que XR+ fR C gR. Nous avons f € gR
et g est idempotent donc f = gf. Posons e = f + g — fg, un calcul direct montre que e est
idempotent. Comme fe = f et eg = g, nous obtenons que X C Rf = Rfe, donc X = Xe,
nous avons aussi X C gR = egR, donc X = eX. En conséquence X C eRe. 0

Les équivalences suivantes, sur les isomorphismes d’idéaux (en tant que modules), sont
bien connues

LEMME 2.7.30. Soient a et b des éléments idempotents d’un anneau R. Alors les asser-
tions suivantes sont équivalentes :
(i) aR et bR sont isomorphes en tant que R-modules a droite.

(17) 1l existe des éléments mutuellement quasi-inverses x,y dans R tels que a = yx et
b=uxy.
(1ii) Il existe x,y dans R tels que a = yx et b = xy.

DEMONSTRATION. Montrons (i) = (4i). Soit f: aR — bR un isomorphisme de R-
modules a droite. L’élément x = f(a) appartient a bR, et = f(aa) = f(a)a appartient a
Ra, donc x € bRa. Nous montrons de mani¢re similaire que y = f~(b) appartient & aRb.
Les égalités suivantes sont vraies :

a= 17 (f(@) = f () = f(ba) = D)z =y,
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de méme b = zy. Par suite, en utilisant € Ra et y € Rb, nous obtenons xyr = xa = x et
yry =yb=y.

L’implication (i7) = (i) est triviale. Montrons (i7i) = (4). Soit ¢ € aR. En obser-
vant que xt = rat = xyxt = bxt appartient a bR, nous pouvons définir un homomorphisme
de R-modules a droite f: aR — bR, t — xt. Nous pouvons de méme définir un morphisme
de R-modules a droite g: bR — aR, t — yt. Soit t € aR, alors g(f(t)) = yat = at = t,
donc g o f = id,g, nous obtenons de maniere similaire f o g = idyg, donc f et g sont
mutuellement réciproques. 0

REMARQUE 2.7.31. Soient z,y € R tels que a = yx et b = zy. Les éléments x et y sont
mutuellement quasi-inverses si et seulement si a la fois © € bRa et y € aRb.

LEMME 2.7.32. Soit M un R-module a droite sur un anneau R et soient A et B des
sous-modules de Mpg. Si A et B sont perspectifs dans le treillis Sub Mg, alors ils sont
isomorphes. Si AN B = {0}, alors la réciproque est vraie.

DEMONSTRATION. Si C est un sous-module de Mg tel que A @ C = B @ C, alors
lapplication f: A — B qui a a € A associe I'unique b € B tel que a — b € C est un
isomorphisme. Réciproquement si AN B = {0} et f: A — B est un isomorphisme, alors
AoC=BaC,ouC={a— f(a)|ac A} O

Le lemme suivant est prouvé par Wehrung dans [39, Lemma 4.1] dans le cas unitaire,
mais le résultat est vrai dans le cas général.

LEMME 2.7.33 (Wehrung). Soit I un idéal d’un anneau R. Soient a,b des idempotents
de R tels que aR et bR sont isomorphes en tant que R-modules a droite. Alors a € I si et
seulement si b € 1.

DEMONSTRATION. Par le Lemme 2.7.30 il existe # € bRa et y € aRb tels que a = yx
et b=2xy. Sia € I, comme y € aRb, nous avons y € I, donc b = zy € 1. O

Les deux lemmes suivants sont prouvés par Wehrung dans [39, Lemma 4.2 et Theorem
4.3] dans le cas unitaire, mais ils restent vrais dans le cas général.

LEMME 2.7.34 (Wehrung). Soit R un anneau régulier et soit N un idéal de L(R).
Alors N est neutre si et seulement si N est clos par isomorphisme (i.e. si X € N et
X =2Y, alorsY € N).

DEMONSTRATION. Supposons que N soit clos par isomorphisme. Soit X € N, soit
Y € L(R) tel que X ~ Y. Les modules Xr et Yy sont des sous-modules de Rpg, la
Proposition 2.3.25 implique qu’ils sont perspectifs dans Sub Rgr = IL(R). Le Lemme 2.7.32
implique alors que X et Y sont isomorphes.

Supposons que N soit neutre. Soient X, Y € LL(R) tels que X 2 Y et Y € N. Il découle
du Corollaire 2.7.21 qu’il existe Y’ € L(R) tel que (XNY )@Y’ =Y. Comme XNY C X et
X € N, nous avons XNY € N. Comme X =Y et Y’ est un sous-module de Y, il existe X’
un idéal a droite de R tel que X' C X et X’ =2 Y’. Nous avons X'NY' C XNYNY’' = {0},
donc X' NY’" = {0}, donc le Lemme 2.7.32 implique que X’ et Y’ sont perspectif dans
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L(R). Nous avons X’ C X, donc X’ € N, mais N est neutre, donc la Proposition 2.3.25
montre que Y’ € N, en conséquence Y = (X NY) @ Y’ appartient a N. O

LEMME 2.7.35 (Wehrung). Soit R un anneau régulier et N un idéal neutre de L(R).
Alors xR € N implique que yrR € N, pour tous x,y € R.

DEMONSTRATION. Soit 3’ un quasi-inverse de y. Par la Proposition 2.7.29 il existe un
élément idempotent e de R tel que x,y € eRe, en particulier ze = ex =z, ye = ey = y et
et =t pour tout t € xR. Il découle du Corollaire 2.7.21 que Y = xRN (e—y'y) R appartient
a L(R). Comme Y C zR et L(R) est sectionellement complémenté, il existe Z € L(R) tel
que Y & Z = xzR. Notons f: xR — yxR la multiplication a gauche par y. Soit ¢ € ker f,
alors (e — y'y)t = et —y'yt = et — 0 =1t, donc t € Y. Réciproquement, soit ¢t € Y. Il existe
t' € R tel que t = (e —y'y)t', donc yt = y(e — y'y)t' = (ye — yy'y)t' = (y — y)t’ = 0, d’on
t € ker f. En conséquence ker f = Y. Donc f induit un isomorphisme de Z dans yzR.
Comme Z C zR, Z € N, donc, le Lemme 2.7.34 implique yzR € N. !

Le théoreme suivant est prouvé par Wehrung dans [39, Theorem 4.3] pour R unitaire,
cependant le résultat reste vrai dans le cas général.

THEOREME 2.7.36 (Wehrung). Soit R un anneau régulier. Alors nous pouvons définir
des isomorphismes mutuellement réciproques de la maniére suivante :

¢: NIAL(R) — Id R
Nw—{zeR|zR e N},

¥: Id R — NIAL(R)
I—L(R)| I

DEMONSTRATION. Soit N € NIdIL(R). Soit z € ¢(N), soit y € R. Nous avons zyR C
xR, donc zyR € N et donc zy € ¢(N). Le Lemme 2.7.35 montre que yzR € N et donc
yr € o(N). En conséquence ¢(N) est bien un idéal de R. Soient z et y des éléments
idempotents de R tels que X = zR et Y = yR.

Soit [ un idéal de R. Par construction () est un idéal de L(R). Soient X,Y € ()
tels que X =Y. Comme xR C I, x € I, donc par le Lemme 2.7.33 nous avons y € I, d’ou
Y C I. En conséquence v (I) est stable par isomorphisme, le Lemme 2.7.34 implique alors
que ¥ (I) est un idéal neutre de IL(R). I est facile de vérifier que v et ¢ sont mutuellement
réciproques. O

Le Corollaire 2.7.21 montre que IL(R) est sectionellement complémenté pour tout an-
neau régulier R. Comme conséquence immédiate du Théoreme 2.7.36 et de la Proposi-
tion 2.3.26 nous obtenons la proposition suivante, montrée par Wehrung dans [39, Corollary
4.4] dans le cas unitaire.

PROPOSITION 2.7.37 (Wehrung). Pour tout anneau régulier R, Con.LL(R) est iso-
morphe a Id. R.
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Nous allons maintenant introduire le foncteur Ky qui associe a un anneau un groupe
abélien pré-ordonné, pour plus de détails le lecteur peut consulter [19, Section 15].

DEFINITION 2.7.38. Soit R un anneau, nous notons FP(R) la classe de tous les K-
modules a droite projectifs finiment engendrés. Nous notons V(R) le monoide commutatif
des classes d’isomorphismes des éléments de FP(R). Nous notons [A], la classe du module
a droite projectif finiment engendré A dans V(R). L’addition est définie par [A], + [B]y =
[A x BJ,. L’élément neutre est [0}, ou 0 désigne le R-module a gauche a un élément.

REMARQUE 2.7.39. Soit R un anneau. Le monoide V(R) est conique, si de plus R est
régulier alors V(R) est un monoide de raffinement.

DEFINITION 2.7.40. Soit R un anneau unitaire. Deux modules A et B de FP(R) sont
stablement isomorphes s’il existe n € N tels que Ax R}, = B x RY},. La relation «étre stable-
ment isomorphe» est une relation d’équivalence, soit S I’ensemble des classes d’équivalence
de cette relation. Notons [A] la classe de A dans S, pour tout A € FP(R). 1l est facile de
vérifier que si A est stablement isomorphe a A’ et B est stablement isomorphe a B’ alors
A x B est stablement isomorphe a B x B’. Nous pouvons donc définir une addition sur S par

[A] + [B] = [A x B]. L’ensemble S est ainsi muni d’une structure de monoide commutatif.
Il est de plus facile de voir que S est simplifiable, i.e. si [A] + [B] = [A] + [C] dans S, alors
[B] = [C]. Le monoide S se plonge donc dans le groupe abélien pré-ordonné universel de S,

que nous notons Ky(R), nous pouvons considérer que S C Ky(R) et Ko(R)™ = S. Les élé-
ments de Ky(R) sont de la forme [A]—[B] pour A et B dans FP(R), avec [A]—[B] = [C]—[D]
si et seulement si [A] 4+ [D] = [B] + [C], pour tous A, B,C, D € FP(R).

REMARQUE 2.7.41. Si R est un anneau unitaire régulier, alors Ky(R) est engendré en
tant que groupe par {[eR] | e élément idempotent de R}. L’élément [R] = [1R] est une
unité d’ordre de Ky(R).

Nous pouvons étendre K, en un foncteur de la catégorie des anneaux unitaires avec
morphismes d’anneaux unitaires, dans la catégorie des groupes abéliens pré-ordonnés (voir
[19, Section 15]). Si ¢: R — S est un morphisme d’anneaux unitaires, alors Ky(p)(eR) =
©(e)S pour tout élément idempotent e € R. En particulier Ko(¢)([R]) = [5].

Nous pouvons donc définir le foncteur (Ko(—), [—]) de la catégorie des anneaux unitaires
dans &2 la catégorie des groupes abéliens pré-ordonnés avec unité d’ordre.

PROPOSITION 2.7.42. Les foncteurs Ky et (Ko(—),[—]) préservent les produits finis et
les limites inductives filtrantes croissantes.

REMARQUE 2.7.43. Si R est un anneau régulier par unités, alors [A] = [B] si et seule-
ment si A = B, pour tous A, B € FP(R). En particulier Ko(R)" = V(R).

La proposition suivante est une conséquence de [19, Corollary 2.23]; voir aussi la preuve
de [39, Proposition 4.6].

PROPOSITION 2.7.44. Nous avons l'isomorphisme naturel V o V = Con, olL.

Nous appliquerons toujours ces résultats a des anneaux unitaires et réguliers R tels que
V(R) est simplifiable (i.e., R est régulier par unités), donc Ko(R)" = V(R).
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Le théoreme suivant est prouvé dans [19, Theorem 15.23].

THEOREME 2.7.45. Soit F' un corps, soit R une F-algébre matricielle et soit S une
F-algebre réguliere par unités.
(1) Soit f: (Ko(R),[R]) — (Ko(S),[S]) dans la catégorie P, il existe un morphisme
de F-algebres unitaire ¢p: R — S tel que Ko(¢) = f.
(2) Si ¢, R — S sont deux morphismes de F-algébres, alors Ko(¢) = Ko(y) si et
seulement il existe un automorphisme intérieur 6 de S tel que ¢ = 6 o 1.

Le lemme suivant est bien connu.

LEMME 2.7.46. Soit F' un corps, soit u = (uk.)1<k.<n une famille d’entiers naturels non

nuls, soit R = TI;_; My, (F). Alors (Ko(R), [R]) = (Z", ).

2.8. Le monoide de dimension d’un treillis

Le monoide de dimension a été introduit par Wehrung dans [38], cela permet de
construire le foncteur K§ sur les treillis qui est un analogue du foncteur Ky sur les an-
neaux.

DEFINITION 2.8.1. Soit L un treillis. Le monoide de dimension de L, noté Dim L est
le monoide commutatif défini par les générateurs A(a, b) et les relations suivantes :

(1) A(a,a) =0, pour tout a € L.
(2) A(a,b) + A(b,c) =0, pour tous a < b < ¢ dans L.
(3) A(a,aVb) = A(aAb,b), pour tous a,b € L.

Lorsqu’il y a ambiguité nous noterons Ay (a,b) au lieu de simplement A(a, b).
Si f: K — L est un morphisme de treillis, nous pouvons définir un morphisme de
monoides Dim f défini sur les générateurs de Dim K par (Dim f)(A(a, b)) = A(f(a), f(b)).

REMARQUE 2.8.2. Nous définissons ainsi un foncteur Dim de la catégorie des treillis
avec morphismes de treillis dans la catégorie des monoides commutatifs avec morphismes
de monoides.

NOTATION 2.8.3. Nous notons K le foncteur qui & un treillis associe le groupe de
Grothendieck (i.e. le groupe abélien pré-ordonné universel) de Dim L. C’est un foncteur
de la catégorie des treillis et morphismes de treillis dans la catégorie des groupes abéliens
pré-ordonnés et morphismes de groupes abéliens pré-ordonnés.

REMARQUE 2.8.4. Si L est un treillis borné, de plus petit élément 0 et de plus grand
élément 1, alors (I'image canonique dans K§5(L) de) A(0,1) est une unité d’ordre de K§(L).
Si f: K — L est un morphisme de treillis bornés (i.e. le morphisme préserve les bornes),
alors K§(f) préserve les unités d’ordre définies de cette maniere.

Wehrung démontre dans [38, Corollary 2.3] que le foncteur Dim est un précurseur du
foncteur Cong, en fait Con, L est isomorphe au plus grand quotient demi-treillis de Dim L.

PROPOSITION 2.8.5. Nous avons [’équivalence naturelle V o Dim = Con,..
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Nous appliquerons toujours cette proposition a des treillis L tels que Dim L est simpli-
fiable, donc K§(L)* = Dim L. Dans ce cas nous avons alors V o Dim 2 Con,.
La proposition suivante est prouvée par Wehrung dans [38, Proposition 5.5].

PROPOSITION 2.8.6. Soit L un treillis modulaire sans chaine bornée infinie. Soit P
Uensemble de toutes les classes de projectivité des intervalles premiers de L. Notons |a, b|¢
le nombre d’occurrences d’un intervalle de & dans une chaine mazimale de [’intervalle [a, b).
Alors il existe un isomorphisme m: Dim L — (Z*)) tel que 7(A(a, b)) = (|a,ble | € € P)
pour tous a < b dans L.

Cela permet de prouver le lemme suivant, qui donne une description explicite de K§(L)
pour tout treillis modulaires L de longueur finie (dans ce cas 'ensemble P est fini).

LEMME 2.8.7. Soit L un treillis modulaire de longueur finie, posons X = M(Con L).

Alors il existe un isomorphisme ' K{(L) — Z~ tel que
' (A(a, b)) = (Ih([a/0,b/0]) | 0 € X), pour tous a < b dans L.
En particulier (K§(L), A(0,1)) est isomorphe a (Z*,(1h(L/0))gex)-

DEMONSTRATION. Pour tout £ € P notons par 6 la plus grande congruence de L qui
n’écrase aucun intervalle premier dans &. Il découle de la modularité de L que I'application
§ — 0 définit une bijection de P dans X. Tout intervalle premier n’étant pas dans & est
écrasé par 0, pour tout £ € P. Soient a < b dans L, soit { € P. Soit ap < a1 < --- < ay,
dans L tels que a9 = a et a,, = b. Soit 0 < r;y < r9 < -+ < ry < n tous les entiers

tels que [ay, , ar,4+1] € € pour tout 1 < k < s. Donc |a, bl = s. Posons r,1; = n. Comme
(s rpt1]) € € €C [y pty Qryt141]) € € pour tout 1 <t <1y — 1, — 1, nous obtenons :

r [0c < r,1/0c = apyy2/0c = -+~ = ay,,, [0, pourtout 1 <k <s.
En conséquence les relations suivantes sont satisfaites :
a/be = ap, [0 < ap, /0 < - < a,, /0 < a, [0 =1/O.
Donc lh([a/b¢, b/6¢]) = s = |a, b|¢. Le lemme découle alors de la Proposition 2.8.6. O



CHAPITRE 3

Relevements de diagrammes et points critiques

Une grande partie des résultats de ce chapitre sont disponibles dans [11].

3.1. Une propriété a la Lowenheim-Skolem

DEFINITION 3.1.1. Soit U un ensemble ordonné, soit J une petite catégorie, et soit
K = (Ku)uey une famille de cardinaux. Une classe V d’algebres de méme type de similarité

est (U, J, R)-Lowenheim-Skolem, si pour tout foncteur A: J — V et pour toute famille de

congruences (o )7€"7 avec ad € ConA(j) tels que :

> card Conc(A(j) /) < ku, pour tout u € U,
jEObJ

il existe une famille (B7)7€%"7 d’algebres telles que :
(1) L’algebre BJ est une sous-algebre de A(j) pour tout u € U et tout j € Ob J.
(2) L’algebre BJ/ad est dans V pour tout u € U et tout j € Ob J.
(3) L’inclusion BJ C BJ est satisfaite pour tout u < v dans U et tout j € Ob J.
(4)

4) Linclusion A(f)(BJ) C BF est satisfaite pour tout u € U et tout morphisme
f:g— kdans J.

(5) Le morphisme Con(g/) est un isomorphisme, ol ¢/ : BJ /aJ < A(j)/ca est 'injec-
tion canonique.

(6) L’inégalité 3o 5 card B < £, est vérifiée pour tout u € U.
Le résultat suivant est démontré dans [15, Theorem 10.4].

LEMME 3.1.2. Op(x,y) < Vicm Op(x;,yi) si et seulement si il existe un entier naturel
non nul n, une liste Z de paramétre de B, et des termes t1, ..., t, tels que

r=t(%,y,2),
Yy = tn(fa 377 5)7
t;(7,%,2) =t;11(Z,9,2)  (pour tout j < n).

Cela nous permet de déduire le lemme suivant qui montre qu'une sous-structure élé-
mentaire d’une algebre A a comme congruences les restrictions des congruences de A.

LEMME 3.1.3. Soit A une sous-structure élémentaire d’une algébre B, ot le langage est
enrichi d’une congruence 3 de B. Alors Con.q: Con.(A/B) — Con.(B/B) est injective,
ou q: A/B — B/j est l'injection canonique.

47
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DEMONSTRATION. Soient z, ¥, Z1,...,Tm, Yi,---,Ym dans A, tels que I'inégalité
Op/(x/B,y/B) < \ Opglan/B,yr/B) soit satisfaite.
1<k<m

Par le Lemme 3.1.2 il existe un entier naturel non nul n, une liste ' de parametres dans B
et des termes tq, ..., t, tels que

r = 1,(7,y,7) (mod 3),
y = 1,(7,7,7) (mod B),
(5, 2) = t51(%,7.2) (mod B),  (pour tout j < n).

Comme A est une sous-structure élémentaire de B, nous pouvons supposer que 2’ est dans A,
d’ott ©4/8(x/B,y/8) < Vichem ©as8(xr/B,yr/B). Donc Con, g est injective. O

DEFINITION 3.1.4. Soit k un cardinal. Une algebre est localement < k si toute sous-
algebre finiment engendrée est de cardinal < x. On défini de maniere analogue une algebre
localement < k. Une algebre est localement finie si elle est localement < N.

Une variété est localement < k (resp., localement < k) si tous ses membres sont loca-
lement < k (resp., localement < k).

REMARQUE 3.1.5. Soit .Z un type de similarité. Toute Z-algebre est localement <
card .Z. Soit k un cardinal, soient £ C £’ des types de similarité, soit (E, Z") une algebre
tell que (F,.Z) soit localement < k, alors (E,.Z") est localement < k + card(.Z’ —.Z).

Soit k un cardinal. Si E est une algebre localement < k, alors toute sous-algebre de F
engendrée par au plus x éléments a au plus x éléments.

Le lemme suivant se démontre de maniere analogue au Théoreme de Lowenheim-Skolem,
en utilisant le Lemme 3.1.2, comme dans le Lemme 3.1.3, mais de maniere récursive.

LEMME 3.1.6. Soit £ un type de similarité. Soit E une £ -algébre, soit Q C E. Soit
(ZL)ier une famille de sous-types de similarité de £. Soit k un cardinal infini. Si (E,Z)
est localement < k, alors il existe une sous-algébre (F, L) de (E,.Z) telle que :

(1) L’inclusion @ C F est satisfaite,
(2) L’inégalité card F' < k + card QQ + card I est vérifiée,
(3) Le morphisme Con,. q;: Con.(F,.%;) — Con.(FE,.%;) est injectif, ou q;: (F, %) —

(E,%,) est le morphisme d’inclusion, pour tout i € I.

DEMONSTRATION. Soit Ay la sous-algebre de (F,.%) engendrée par Q. Comme E est
localement < k, nous avons card Ay < k + card ). Soit n < w. Supposons avoir construit
des sous-algebres Ay C --- C A, de (F,.%) de cardinal au plus s + card Q + card I, telles
que pour tous 0 < u < v < n, pour tout ¢ € I, pour tout m € N, pour tous z, y, 1, ..., Ty,
Y1, - - -, Ym dans A, nous avons I’équivalence suivante

Oz (r.y) <\ Owe(@ny) <= Ou,z)(z,y) < V Owu,.2) (Try)
1<k<m 1<k<m
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Soit ¢ € I. Soient x, y, T1,...,Tm, Y1,---,Ym dans X, tels que l'inégalité
Oz (r,y) < \/ Oz (wk,ye) soit satisfaite. (3.1.1)
1<k<m

Par le Lemme 3.1.2 il existe un entier naturel non nul r, une liste 2’ de parametres dans F
et des termes 14, ..., t, tels que

xr = tl(:a g’ 2)7
y = t.(7,9, 2),
t;(y,%,2) =tj11(Z,9,Z) (pour tout j < 7). (3.1.2)
Nous pouvons donc construire X C E tel que A, C X, card X < card A,, + card [ + &

et pour tout i € I et tous =, ¥, T1,...,Tm, Y1,-.-,Ym dans X, satisfaisant (3.1.1), il
existe un entier naturel non nul r, une liste 2" de parametres dans X et des termes t,
..., t, satisfaisant (3.1.2). Soit A, 1 la sous-algebre de (F,.Z) engendrée par X. Comme
(E,Z) est localement < k, nous avons card A, 11 < card X + k < card A,, + card [ + k <
k + card ) + card I. De plus, par construction, ’hypothese de récurrence est vérifiée.

Il existe donc une suite (A,),<, de sous-algebres de (E,.%) de cardinal au plus x +
card @) + card I telles que pour tous 0 < u < v, pour tout ¢ € I, pour tout m € N, pour

tous x, ¥y, T1,...,Tm, Y1,--.,Ym dans A, nous avons I’équivalence suivante
Ow.z)(0,y) <\ Owe(wny) = Ou,z)(w,y) <\ O, z)(ws, ur)
1<k<m 1<k<m

Posons F' = U,,, A, nous avons Q € Ay C Fetcard FF < Y, ,card A, < k+ cardQ +
card I. Il est de plus facile de vérifier que pour tout ¢ € I, pour tout m € N, pour tous z,
Yy, T1yeeey Ty Y1, - - -5 Ym dans F' nous avons 'équivalence suivante

Ow.z)(,y) <\ Owz(wry) <= Ouwey(r,y) < V Owz(r, uk)-
1<k<m 1<k<m
Il en découle que le morphisme Con,. ¢;: Con.(F,.%;) — Con.(FE,.%Z;) est injectif. O
LEMME 3.1.7. Soit k un cardinal infini. Soit £ un type de similarité, soit 'V une variété
de L-algebres localement < k, soit J une petite catégorie, soit A: J — V un foncteur, soit

a; une congruence de A(j) et soit QQ; une partie de A(j) pour tout j € Ob J. Alors il existe
une famille (Bj);cons d’algébres telles que :

(1) L’algébre B; est une sous-algébre de A(j) pour tout j € Ob.J.
(2) Linclusion A(f)(B;) C By est vérifiée pour toute fleche f: j — k de J.
(3) Le morphisme Con(q;) est un isomorphisme, ot q;: B;/a; — A(j)/a; est Uinjec-
tion canonique pour tout j € Ob J.
(4) L’inégalité suivante est satisfaite :
card B; < k + card Mor(J [ j) + > (card Conc(A(i)/a;) + card Qi>,
(5]
pour tout 7 € ObJ, ou J [ j est la sous-catégorie pleine de J avec comme classe
d’objets {i € Ob J | i < j}.
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(5) L’inclusion Q; C Bj est satisfaite pour tout j € Ob J.

DEMONSTRATION. Soit (Q)jeops une famille d’ensembles tels que :
(1) L’ensemble Q) est une partie de A(j).
(2) L'égalité Con.(A(j)/a;) = Con %/% (A(f)/ay;) est satisfaite.
(3) L'inégalité card Q; < Vo + card Cone(A(j)/ay) + card Q; est satisfaite.
(4) L’inclusion @; C Q;- est satisfaite.

pour tout j € ObJ

Fixons une famille (x;)jcons € [ljesA(j). Soit I une partie finie de Ob J, notons 1
la sous-catégorie pleine de J dont la classe d’objets est I. Posons T; = ;7 A(j), ou |
est la réunion disjointe. Posons .27 = Mor T U U, ({5} x -£). Nous allons faire de £7 un
langage du premier ordre, (i.e., donner une arité a chaque élément de Z7) et munir 77
d’'une structure de modele de ;. Pour toute opération n-aire ¢ € £ et tout j € Ob J,
nous posons que (7, ¢) est un symbole de loi n-aire, et :

A9 (ay, ay,. .. a,) siayas,..., a, €A(~7),

xj sinon,

GO (ar, am, . an) = {

pour tous ay, as, . . ., a, € Ty. Tout f € Mor I est un symbole de loi unaire, et pour f: i — j
Nous posons :

T {A(f)(a) pour tout a € A(7),
[ (a) = .
T, pour tout a € Ty — A(3).

Considérons £ = U;c;({j} X £) € Z;. Montrons que (17, %) est localement < k. Soit
X une partie finie de Tj. Posons X; = {z;} U (X NA(j)) pour tout j € 1. Soit Y; la sous-
algebre de (A(j), %) engendrée par X, pour tout j € I. Comme A(j) est localement < k
et X est fini, nous avons card Y; < k, pour tout j € I. Posons Y = | ];¢; Y}, alors Y est une
sous-algebre de (T7,.%4]) et Y D X. Il en découle que (17, .Z/) est localement < k + card I.
Nous avons de plus . — % = Mor I, donc (T}, %#;) est localement < k + card Mor I.

Considérons les types de similarité .Z; = {j} x .Z, pour tout j € ObJ. Le type de
similarité .Z; est un sous-type de similarité de %}, pour tout I € [Ob J]<¥ — {0} et tout
7 € I. Par induction sur card I, en appliquant le Lemme 3.1.6, nous montrons qu’il existe
une famille (17, 27)rc(ob sj<w—qoy d’algebres telles que :

(1) L’algebre (T7,.%)) est une sous-algebre de (17,.27),

(2) le morphisme Con, g} : Con,(T7,.%;) — Conc(T},.Z;) est injectif, ot nous notons
q}: (T}, %) — (T, %) le morphisme d’inclusion, pour tout j € I.

(3) linclusion | J;e; Q) C T7 est vérifiée,
(4) Pinclusion T}, C T} est vérifiée,

(5) l'inégalité card T} < k + ;e card Q) + card Mor I est vraie,
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pour toutes parties finies non vides K C I de Ob J.
Soit I une partie finie non vide de Ob J, soit j € I. Posons B = A(j)NT}. Considérons :

¢ (T}, %) — (T1, %),
P+ (B}, ) — (A(), %),
s; (B}, 4) — (11,.2)),
ti: (A(). &) — (T1,. %)),

les morphismes d’inclusion. Par construction Con, qf est injectif. Le diagramme suivant
commute :

I

(T},.%) —— (T1,.%)

I
T

(B}, %) —— (A(j

Pj

7))

Soit @ une congruence de (BJI ,Z;), alors 0 Uidyy est une congruence de (17,.%). Ce qui
montre que Con, sg est injectif. En conséquence Con, pJI- est injectif. Les assertions suivantes

sont satisfaites :
(1) Le morphisme Con, pJI-: (B;,.,?) — (A(7),Z) est injectif, ou nous désignons par
pi: (B}, ) — (A(j),£) le morphisme d’inclusion.

(2) Vinclusion Q; C BJ est satisfaite,
(3) Vinclusion B C B est satisfaite,
(4) card B] < K+ 3¢y card Q; + card Mor 1,
(5) A(f)(B]) € Bj pour tout f:i— j dans I,
pour toutes parties finies non vides K C I de Ob J et tout j € K.

Posons B; = Ure(on(Jyj)<«—0} B}, ¢’est une réunion filtrante croissante des algebres B,

pour I € [Ob(J | j)]=* — {0}. Nous avons alors :
— Le morphisme Con.p;: Con.(B;/a;) — Con.(A(j)/a;) est une injection, ot nous
notons p;: B;/a; — A(j)/a; U'injection canonique.
— Le morphisme Congq;: Con.(B;/a;) — Conc(A(j)/a;) est un isomorphisme. En
effet, 'inclusion Q) C B; est vérifiée. Donc Con.(A(j)/a;) = Con Bi/% (A(j)/a;), ce
qui montre que Con, g; est surjectif.
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— Les inégalités suivantes sont satisfaites

card B; < Z </<; + Z card Q' + card Mor 7)
I€[Ob(J[j)|<v—{0} el

<k+ Y card@ + > ( card Mor 7)

i<dj Ie€[Ob(J]5)]<v—{0}

<K+, (Card Qi + Conc(/l(z')/ai)> + card Mor(J [ j)
i
— L’inclusion A(f)(B;) C B, est vraie, pour tout f: i — j dans J,
pour tout j € Ob J. O

LEMME 3.1.8. Soit A un cardinal infini. Soit £ un type de similarité, soit V une variété
de L-algebres localement < X\, soit U un ensemble ordonné, soit J une petite catégorie,
soit R = (Ky)uer une famille de cardinaux tels que :

(1) L’inégalité X\ + card Mor J < k,, est satisfaite pour tout u € U.

(2) pour toute famille (k30" de cardinauz avec ri < kK, pour tout u € U et j €

Ob J, linégalité 3\, > jcon s K3 < Ky est satisfaite.
Alors 'V est (U, J, K)-Lowenheim-Skolem.
DEMONSTRATION. Soit A: J — V un foncteur, fixons aussi (a/)/€9"7 une famille de
congruences telle que o, € Con A(j) pour tous u € U et j € Ob J, et que :

> card Conc(A(j)/al) < ku,  pour tout u € U.
jEOb J

Considérons le foncteur A': J x U — V défini par

A I xU -V
(7,u) — A(j) pour tout (j,u) € Ob(J x U),
(f:i—jg,u<v)— A(f) pour tout (f: i — j,u <wv) € Mor(J x U).

Comme o est une congruence de A’(j, u) pour tout (j,u) € Ob(J xU). Par le Lemme 3.1.7,
il existe une famille (BY);w)consxv) d’algebres telles que :

(1) L’algebre BJ est une sous-algebre de A’(j, u) pour tout (j,u) € Ob(J x U).

(2) L’inclusion A'(f,u < v)(BJ) C B¥ est vraie pour toute fleche (f: j — k,u < v)
de J x U.

(3) Le morphisme Con(g/) est un isomorphisme, ot ¢/ : BJ/aJ — A'(j,u)/ad est I'in-
jection canonique pour tout (j,u) € Ob(J x U).

(4) L’inégalité suivante est satisfaite, pour tout (j,u) € Ob(J x U) :

card B < X + card Mor ((J xU) T (7, u)) + > (card Conc(ﬂ/(z’,v)/af}))

(4,v)<(j,u) dans J x U
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Les assertions (1) — (5) de la Définition 3.1.1 sont satisfaites. De plus :
card Mor ((J x U) | (j,u)) < RNg+ card Mor J + card(U | u) < Ky,
pour tout (j,u) € Ob(J x U). Mais card Con,(A'(i,u)/a!) = card Con.(A(i)/a’) < K,

donc les inégalités suivantes sont vraies :

> (card Conc(ﬂ/(i,v)/af})) <> (card Conc(ﬂ(i)/af})> < Ky
(4,v)<(j,u) dans J x U v<u i€Ob J
Donc card B! < £, pour tout u € U et tout j € ObJ. Donc, en utilisant les hypotheéses
du lemme, on vérifie I'inégalité suivante :

Z card Bi < Ky, pour toutu e U. O
j€ObJ

LEMME 3.1.9. Soit S un (V,0)-demi-treillis fini. Soit V une variété finiment engendrée
d’algébres congruence-distributives. Alors, a isomorphisme preés, il existe au plus un nombre
fini d’algébres A € 'V telle que Con. A = S. Toutes ces algebres sont finies.

DEMONSTRATION. Comme V est une variété finiment engendrée d’algebres congruence-
distributives, par la Proposition 2.5.10, il existe, a isomorphisme pres, un nombre fini
d’algebres sous-directement irréductibles dans V et elles sont toutes finies. Soit A € V telle
que Con. A =2 S. Comme A se plonge dans un produit de sous-directement irréductibles
A= [Tpem(con a) A/0 (cf. Théoreme 2.4.21) et M(Con A) = M(Id S) est fini, I'algebre A est
finie et nous avons méme une borne sur le cardinal de telles algebres. 0

LEMME 3.1.10. Soit V une variété congruence-distributive finiment engendrée (ou la
classe des algebres congruence n-permutable d’une variété congruence-distributives finiment
engendrée), soit U un ensemble ordonné initialement fini, soit J un ensemble ordonné fini,
Posons k, = Ry pour tout u € U. Alors V est (U, J, K)-Lowenheim-Skolem.

DEMONSTRATION. Soit A: J — V un foncteur, considérons (a?)?<9"” une famille de

congruences, telle que o € Con(A(j)) et Con.(A(j)/a?) soit fini pour tout u € U et tout
Jjed.

Par le Lemme 3.1.9, A(j)/a? est fini pour tout u € U et tout j € J. Soit @7, une partie
finie de A(j) telle que A(j)/a? = {q/ad | ¢ € @7} pour tout j € J et tout u € U. Soit B
la sous-algebre de A(j) engendrée par U{A(4,j)(Q") | v <wu et i < j} pour tout j € J et
tout u € U. Comme V est finiment engendrée, tous les objets de V sont localement finis,
et donc BJ est fini pour tout j € J et tout u € U. De plus les assertions suivantes sont
satisfaites :

(1) L’algebre BJ est une sous-algebre de A(j) pour tout u € U et j € Ob J.

2) L’algebre BJ /ol = A(j)/c est dans V pour tout u € U et tout j € Ob J.

3) L’inclusion BJ C BJ est satisfaite pour tous u < v dans U et j € Ob J.

4) L’inclusion A(j, k)(BJ) C BF est vraie pour tout u € U et tout j < k dans J.
)

5) Le plongement canonique ¢/ : BJ /aJ — A’ /ad est un isomorphisme, donc Con(g/)
est un isomorphisme pour tout v € U et tout j € J.

(
(
(
(
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(6) L'inégalité ;-0 s card Bl < Ny est vérifiée pour tout u € U. O

3.2. Noyaux, ensembles ordonnés supportés et recouvrements normés

DEFINITION 3.2.1. Une partie finie V' d’un ensemble ordonné U est un noyau, si pour
tout u € U, il existe un plus grand élément v € V tel que v < u. Nous notons alors cet
élément V - u.

Un ensemble ordonné U est supporté, si chaque partie finie de U est incluse dans un
noyau de U.

Nous notons V' - u le plus grand élément de V' N w, pour tout noyau V de U et tout
idéal u de U. Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la finitude du noyau.

LEMME 3.2.2. Toute intersection d’un ensemble non vide de noyaux de U est un noyau

de U.

DEMONSTRATION. Comme les noyaux de U sont finis, une intersection de noyaux s’écrit
comme une intersection finie. Il suffit donc de démontrer le lemme pour l'intersection de
deux noyaux.

Soit V' et W des noyaux de U. Soit ug € U, nous construisons par induction uggy; =
V- ugp et uggyo = W -ugky1, pour tout entier k. Par construction w,, > w, 1 pour tout entier
n. La suite (uggi1)ren de V est décroissante. Mais V' est fini, la suite est donc constante
a partir d'un certain rang. Il existe donc k € w tel que ugg13 = Ugky1. Posons v = uggyq.
Par suite U2k+3 S U2k+2 S Wok+1 = U = Uk+3, donc v = U2k+3 = Ugk+2 = UQ%+1- Donc
v=V-vo=W-veVNW.Soit we VAWn lu Alors w < ug. Si w < ug, 1, alors
w=W- -w<W - uUgpi1 = Ugpia. Si w < Uy, alors w =V -w <V - ug, = ugyyq. Donc par
induction nous obtenons w < u, pour tout n € w. Par suite w < ugi1 = v. Donc v est le

plus grand élément de VN W N |u. O

DEFINITION 3.2.3. Un recouvrement normé d’un ensemble ordonné I est un couple
(U, |-]), ou U est un ensemble ordonné supporté et |-|: U — I, u + |u| est une application
croissante.

Un idéal aiguisé de (U, |-|) est un idéal w de U tel que {|v| | v € u} a un plus grand
élément, nous notons alors |u| cet élément. Par exemple, pour tout u € U, I'idéal principal
U | u est aiguisé; nous identifierons souvent u et U | u. Notons Ids(U, |-|) 'ensemble de
tous les idéaux aiguisés de (U, |-|), ordonné par inclusion.

Un idéal aiguisé u de (U, |-|) est extrémal, s’il n’existe pas d’idéaux aiguisés v avec
v > u et |v| = |u|. Notons Ide(U, |-|) I'ensemble de tous les idéaux extrémaux de (U, |-|).

Le recouvrement normé est étroit si 'application Ide(U, |-|) | w — I | |u|, v — |v] est
un isomorphisme d’ensembles ordonnés pour tout u € Id.(U, |-|).

Soit K = (K;)ier une famille de cardinaux. Nous disons que (U, |-|) est K-compatible, si
pour toute application croissante F': Id.(U, |-|) — P(U) telle que card F(u) < Kjy pour
tout w € Ide(U, ||)7, il existe une application croissante o: I — Id.(U, |-|) telle que :

(1) L’égalité |o(i)| = i est satisfaite pour tout i € I.
(2) L’inclusion F(o(i)) No(j) C o(i) est satisfaite pour tous ¢ < j dans .



3.2. NOYAUX, ENSEMBLES ORDONNES SUPPORTES ET RECOUVREMENTS NORMES 55
Nous dirons ‘k-compatible’ au lieu de K-compatible si k; = k pour tout 7 € I.

On remarque que la condition (2) implique que V' - o(i) = V - o(j) pour tous i < j
dans I et tout noyau V' de U inclus dans F(o(i)).
Le lemme suivant donne des exemples d’ensembles ordonnés supportés.

LEMME 3.2.4. Soit X un ensemble, soit (Az).ex une famille d’ensembles, soit E C
[X]<¥ tel que E = [X|<¥ | E. Posons :

U= I A

PeFE zeP

Nous considérons les éléments de U comme des fonctions (partielles) et «étre plus grand»
signifie «étendrey. Alors U est un ensemble ordonné supporté initialement fini.

DEMONSTRATION. Soit V' une partie finie de U. Soit D = J{domu | u € V'}. Posons
F={PeE|PC D} CommeD est réunion fini d’ensemble fini il est fini, par suite F'
est aussi fini. Posons :

Y, ={u, |u€V etz ecdomu}, pourtoutz e D.

Posons :
W ={ueU]|domué€ F et (Vo € domu)(u, € Yz)}.

L’ensemble F' et les ensembles Y, pour x € D sont tous finis, donc W est fini.

Soit u € U, posons P = {x € domu |z € D et u, € Y, }. Alors P C D Ndomu, donc
Pe E douP € F,ainsiu [ P e W. Soit w € W tel que w < u. Soit € dom w, alors
reDetu, =w, €Y,, doudomw C P, donc w < u [ P. En conséquence u [ P est le
plus grand élément de W | w. O

Pour construire des recouvrements normés nous utiliserons généralement le lemme sui-
vant.

LEMME 3.2.5. Soit I un ensemble ordonné avec un plus petit élément, tel que si v, ont
un magorant dans I alors iV j existe. Soit J C I tel que tout élément de I soit une borne
supérieure fini d’éléments de J. Posons E = [J|<¥ |[{J |i|i € I}. Soit (A;);ecs une famille
d’ensembles non vides. Posons :

U= U II A

PeFE zeP

Posons |u] = \/ domu pour tout uw € U. On remarque que domu peut étre vide, dans ce cas
|u| est le plus petit élément de I. Alors (U, |-|) est un recouvrement normé étroit initialement
fini de I. L’ensemble des idéaux extrémauz est le suivant :

Ide(U, |-]) = {{u | P | P partie finie de domu} |ue ] [] Aj}

icl jegli

S1 au moins un des A, est infini alors cardU = 3";c; A;
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DEMONSTRATION. Par construction F = [X]<% | E, donc le Lemme 3.2.4 implique
que U est supporté et initialement fini, donc (U, |-|) est un recouvrement normé initialement

fini de 1.
Soit 7 € I, soit u € [];c;); Aj, posons :

u = {u | P | P partie finie de domu}.

soit v € u, posons P = domuw, ainsi P = domv C domwu = J | ¢. Donc P € F, par
suite v € U. Soit w € U tel que w < v, posons ) = domw. Comme w < v, nous avons
w=v[Q=w[P)]Q=ulQ doncw € u.

Soient v, w € u, posons P = dom v U dom w, alors P est une partie finie de .J | ¢ donc
ul Pewetvyw<wul P.Doncwuest un idéal de U.

Soit v € u, alors domwv C J | 7, donc |v| =V domwv < i. Soient P C J tel que P soit fini
et VP =i, ainsi P C J | i=domu, donc u [ P € u. Nous avons donc |u [ P| =V P =1,
ce qui montre que u est un idéal aiguisé de (U, |-|) et |u| = 1.

Soit v un idéal aiguisé de (U, |-|) tel que |v| = |u| =i et v D u. Soit v € v. Posons
P = |v,alors VP <i¢,donc PC J|i,douul P €uC v Comme v est un idéal il existe
w € v tel que v,u [ P < w. Cela implique v =w [ P = u | P, en conséquence v = u. Donc
u est un idéal extrémal de (U, |-|).

Montrons réciproquement que tout idéal extrémal de (U, |-|) est de cette forme. Soit
u € Ide(U, |-|). Posons ¢ = |u|. Soient u,v € u soit j € domu Ndomw, il existe w € u tel
que u,v < w, donc u(j) = w(j) = v(j). Nous pouvons donc construire v € [];c;; A; tel
que © = v | domu pour tout u € u. Posons :

v = {v | P | P partie finie de domv}.
ainsi v < w et |v| =i = |u|, mais v est extrémal, donc v = wu.

Montrons que le recouvrement normé est étroit. Pour simplifier les notations nous
identifierons les idéaux extrémaux avec les éléments de User [Tje s A5 Soit w € 1de(U, |]),
soit ¢ = |u/, posons :

o Li—1d(U, ] ]) L u
k—wul(J|k)
Soit k € I | i, alors |o(k)| = V(J | k) = k. Soit v < u, posons k = |v|, donc domwv = J | k,
donc o(k) =w [ (J | k) = v. Donc o et |-| sont réciproques. Ce qui montre que (U, |-|) est
un recouvrement normé étroit de 1. O

PROPOSITION 3.2.6. Soit T un arbre bien fondé, soient K = (Ki)ier et (K})ier—- des
familles de cardinaux infinis telles que pour tout t € T~ les assertions suivantes soient
vraies :

(1) Sit a un prédécesseur immédiat alors Ky > Ky, .

(2) Sit n’a pas de prédécesseur immédiat, alors pour toute famille (KY)s<; de cardinaux
tels que K. < ks pour tous s < t, l'inégalité 3., , ki < Kk est satisfaite.
Alors il existe (U,||) un recouvrement normé étroit k-compatible de T tel que cardU =
Yter- K-
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DEMONSTRATION. Soit J =T, soit E = [J]<¥ [ {J |t |t € T}, alors E est 'ensemble
des chaines finies de T~. Posons ¢(t) = J | t pour tout ¢t € T. Posons :

UzU{H/ﬁHC’EE};
teC
remarquons que la chaine C' peut étre vide. Posons |u| = \/ dom u pour tout u € U, |(] est le
plus petit élément de 7'. Par le Lemme 3.2.5, (U, |-|) est un recouvrement normé initialement
fini étroit de T'. L’ensemble {z [ P | P partie finie de ¢(¢)} est un idéal extrémal de (U, |-|),
pour tout ¢ € T' et tout x € [,y K- Dans la suite nous identifions cet idéal avec x. Tous
les idéaux extrémaux de (U, |-|) sont de cette forme. Nous avons de plus card U = >, K¢
Soit F': Ide(U, |-|) — P(U) une application croissante telle que card F(u) < K|y pour
tout w € Id(U, ||)~. Posons :

Fi(u)={v|ve F(u) et t €domv}, pourtoutte T et tout u € Ide(U, | |).

Soit S une partie de T~ tel que S =T | S et soit x € [[;cg K} tel que z; & Fy(z | ¢(s))
pour tous s < t dans S. Soit t € T~ tel que t ¢ S et ¢(t) — {t} C S. Si t a un prédécesseur
immeédiat, alors :

card | J Fy(z | ¢(s)) = card Fy(x | ¢(t,)) car F} est croissante

s<t
< Ky, car x | ¢(t,) n’est pas maximal dans Id.(U, |-|)

/
< Ky

Sit n’a pas de prédécesseur immédiat, alors card U,, Fi(z[¢(s)) < > i card Fi(z]¢(s)) <
;. Dans les deux cas, nous pouvons étendre x a S U {t} en choisissant z; ¢ Fi(z | ¢(s)
pour tous s < t dans T

Comme T est bien fondé, nous pouvons construire par induction x € [[,er- K} tel que
xy & Fy(x | ¢(s)) pour tous s < t dans T'. L’application o: T — Ide(U, |-|), t — x | ¢(t) est
croissante et |o(t)| =t pour tout t € T

Soit s < ¢t dans T'. Soit u € F(z [ ¢(s)) N (x| P(t)) et soit C' = domu. Alors C' C ¢(t) et
u=ux]C.Soit s <r <t par construction z, ¢ F.(z | ¢(s)), donc r ¢ C. D’ou C C ¢(s),
par suite u = z [ C' appartient a = | ¢(s). O

COROLLAIRE 3.2.7. Soit T un arbre bien fondé et soit k un cardinal infini tel que
cardT < k et card(|t) < cf K pour tout t € T. Alors il existe (U,|-|) un recouvrement
normé étroit k-compatible de T' tel que cardU = k.

DEMONSTRATION. Soit k; = K} = k pour tout ¢ € T Les hypotheses de la Proposi-
tion 3.2.6 sont satisfaites. O

3.3. Combinatoire des recouvrements normés

Comme l'illustre le lemme suivant, le probleme d’existence d’un recouvrement normé
k-compatible d’un ensemble ordonné donné est de nature combinatoire.
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LEMME 3.3.1. Soit I un (V,0)-demi-treillis initialement fini, soient r et X des cardinaux
infinis, soit J C I. Supposons qu’il existe un recouvrement normé initialement fini étroit
et A-compatible de I de cardinal k. Alors pour tout f: [k]<% — [k]<} il existe une injection
o:J— kK telle que :

fle(Jli)No(J]j) Co(J]i), pourtousi<j dansI.

DEMONSTRATION. Soit (U, |-|) un recouvrement normé initialement fini A\-compatible
de I, tel que cardU = k. Posons X = [U]<¥, alors card X = &, donc une application
[k]<“ — [k]=* correspond & une application f: [X]<* — [X]<*. Posons

F: 1de(U, |]) — [U]**
we= JULFGs) |'s € [de(U[]) | )™}

La A-compatibilité du recouvrement normé implique qu'il existe o: I — Id.(U, |-|) isotone,
telle que

(i) L’égalité |o(i)| =i est vraie pour tout i € I.
(ii) L’inclusion F(o(i)) No(j) C o(i) est satisfaite pour tous ¢ < j dans .
Soient i < j dans [. Soit a € f(o(J [ i))No(J ] 7). l existe k € J | j tel que a = o(k).
Comme o est isotone, o(t) < o(\V J | i) = o(i) pour tout ¢t € J | i, donc :
o(J 1i) C (U, ) L o),
d’ou
UF(e(T 1) € Flo(i)),
Mais o(k) = a € f(o(J | 7)), en conséquence a(k) C F(o(i)). Comme k < j, nous
(i

avons o (k) :g o(j), donc (éi) implique o(k) C F(o(i)) No(j) C o(i), donc k < i, ainsi
a=o(k)€o(J]i).En conclusion f(o(J i) No(J|j)Co(J]|i). O

THEOREME 3.3.2. Soit I un (V,0)-demi-treillis initialement fini, soient k et \ des car-

dinauz infinis, notons J = J(I) 'ensemble des éléments sup-irréductibles de I. considérons
les assertions suivantes.

(1) 11 existe un recouvrement normé initialement fini étroit A-compatible de I de car-
dinal K.

(2) Pour tout f: [k]<% — [k]<* il existe o: J > & telle que :
flo(Jli)no(J]lj) Co(J]i), pourtousi<j dansI.
Alors (1) = (2). Réciproquement si card I < cf X alors (2) = (1).

DEMONSTRATION. Le Lemme 3.3.1 nous montre que (1) = (2).

Réciproquement, supposons (2) vraie et card I < cf A. Comme [ est un (V,0)-demi-
treillis initialement fini, tout élément de I est une borne supérieure finie d’éléments de J.
Posons :

E=[J<|{J]i|iel}.



3.3. COMBINATOIRE DES RECOUVREMENTS NORMES 59

Posons
U= U kP

Posons |u| = \/domu pour tout w € U. Par le Lemme 3.2.5, (U, ||) est un recouvrement
normé étroit initialement fini de I. Cela permet aussi d’identifier Ide(U, |-|) avec U;e; k7.
Tout élément maximal de Id.(U,|-|) correspond a un élément de x/}* pour un élément
maximal ¢ de [.

Soit F': 1de(U, |-|) — PU une application croissante telle que card F'(u) < A pour tout
u € 1d.(U, |+|). Posons :

Fo 6 =

Y|—>U{imv\ue TR etveF(u)}

1el=

Cette application est bien définie car imv est fini pour tout v € U, I’ensemble Y7V est
fini pour tout ¢ € I, le cardinal card I < cf A et card F'(u) < A\ pour tout ¢ € I~ et tout
ue Y CId, (U, |-)=.

Il existe donc o: J — k telle que :

flo(J i) na(J]j)Co(J|i), pourtousi < jdansI.
Posons :

v: I —1d.(U, |])
i o | (J14)

Soit ¢ € I, nous avons |v(i)| = |o [ (J [ i) =V(J | i) =i. Soient i < j dans I. Sii=j
alors F(o(i)) No(j) C o(i). Nous supposerons dans la suite i # j et donc ¢ ¢ I=. Soit
v e F(v(i)), tel que v < v(j). Posons P = dom v, nous avons v = v(j)[P = (o [(J|j)) [P =
ol P.

Nous avons v(i) € (o(J | )V et v € F(v(i)), donc imv C f(o(J | 7)), dott o(P) C
f(a(J ] 14)). De plus, P C J | j, donc :

o(P) C f(o(J 1)) Na(J | 5) S o] Li).
Mais o est injective, donc P C J | i. Doncv = o [ P < o | (J ] i) = v(i). Donc si on

considere que v(i) et v(j) sont des idéaux nous avons F'(o(i)) No(j) C o(i). O

L’existence des recouvrements normés des treillis booléens tronqués est donc liée a une
propriété combinatoire.

COROLLAIRE 3.3.3. Soient k, A des cardinauz infinis,  un cardinal et n < p un entier
naturel. Posons I = [u]=" U {u}, posons J = J(I), alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) 11 eziste (U, |-|) un recouvrement normé initialement fini étroit A-compatible de I
tel que cardU = k.
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(2) Pour tout f: [k]<% — [k]<* il existe o: J > k telle que :
fle(Jli)No(J]j) Co(J]i), pourtousi<j dansI.
(3) Pour tout f: [k]® — [k]=* il existe X € [k]* tel que pour tout Y € [X]|* nous avons
FY)NXCY.

DEMONSTRATION. Le Théoreme 3.3.2 montre que les assertions (1) et (2) sont équiva-
lentes.
Posons J = J(I) = {{m} | m € u}. Supposons (2) vraie, soit f: [£]" — [k]<*, considé-
rons :
T ) — [
X =) Y e [X]7}
il existe donc o: J — k telle que :

flo(JLi)Nna(J|j)Co(J i), pourtousi<jdansI.

Posons X = o(J) = {o({m}) | m € p}. Comme o est injective, nous avons card X = p,
donc X € [k]*. Soit Y € [X]", il existe P € [u|" tel que :

Y ={o({m})| m € P}.

Ainsi o(J | P)={o(t) |t € J| P} ={c({m}) | m € P} =Y. Comme cardY = n, nous
obtenons f(Y) = f(Y) et X = o(J) =o(J | p), donc
FV)NX =T N X =TFlo(J L P))No(J Lp) ColJLP) =Y,
ce qui montre (2) = (3).
Supposons maintenant (3), soit f: [k]<¥ — [k]|<" croissante, considérons f | [x]", il
existe X € [k]* tel que pour tout Y € [X]" nous avons f(Y)NX CY.

Nous avons card J = p = card X, nous pouvons donc fixer une bijection o: J — X.
Soient P < @ dans I, soit P’ € [u]|" tel que P’ O P. Donc

fe(TLP)Na(TLQ)C fla(J L PY)Na(J) C f(o(J L P)NX.
Posons Y = (J | P'), alors Y € [X]", donc f(Y)NX C Y. Donc :
fle(JLP)No(J]1Q)S fY)NXCfY)=Y =0(J]PF).

Soit m € @ — P, il existe P’ € [u]" tel que P" O P et m ¢ P’, ce qui montre que
o({m}) & f(a(J | P))Nno(J | Q). En conclusion f(o(J | P))No(J | Q) Co(J]P). O

La propriété combinatoire infinie suivante est prouvée par Méaté dans [20], voir aussi
[5, Theorem 46.2]. Cette propriété est aussi utilisé par Ploscica dans [28].

<A

PRrROPOSITION 3.3.4. Soit n > 0 un entier, soit o un ordinal, soit K > N,io, soit
[ k]2 — [k]Re. Alors il existe X € [k]" tel que pour tout Y € [X]?, f(Y)NX CY.

Comme application immédiate du Corollaire 3.3.3 et de la Proposition 3.3.4 nous ob-
tenons :
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LEMME 3.3.5. Soit n > 3 un entier. Posons n =1{0,1,...,n— 1}, et posons :
I, ={P € P(n) | soit card(P) < 2, soit P =n}.

Soit o un ordinal. Alors il existe (U,||) un R,-compatible recouvrement normé étroit ini-
tialement fini de I, tel que cardU = N, yo.

L’ensemble ordonné I3 est le cube, I est illustré sur la Figure 3.1.

Fic. 3.1. L’ensemble ordonné 1.

REMARQUE 3.3.6. Dans la suite, si f: [X]|<¥ — PB(Y") est croissante, nous notons alors
f(A) =U{f(B) | B € [A]<“} pour tout A C X.

LEMME 3.3.7. Soient I et I' des ensembles ordonnés bien fondés tels que toute partie
majorée a une borne supérieure. Notons 0 le plus petit élément de I et 0" le plus petit
élément de I'. Posons J = J(I) et J = J(I'). Posons I" =1 x I', posons J" = J(I xI') =
(J x {0'}) U ({0} x J). Soient p < v < X < k des cardinauz infinis tels que card I < cf p.
Supposons que pour toute f: [k]<“ — [k]<* croissante il existe o: J — k telle que :

flo(Jli)Nno(J]lj) Co(J]i), pourtousi<j dansI.
et que pour toute f: [y]<¥ — [y]<* croissante il existe o: J' ~— X telle que :
flo(J Li)na(J |j) Ca(J i), pourtousi<j dans '
Alors pour toute f: [k|<Y — [k]|<* croissante il existe o: J" »— Kk telle que :
fle(J"Li)noa(J"]j) Ca(J"]i), pourtousi<j dansI".
DEMONSTRATION. Soit F': [k]<* — [k]* croissante. Soit Y € [x|<*, nous avons :

FYuy)=U{FYu2)|Zeh™}
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donc

cardF(YU”y):card(U{F(YUZ)]Z€[7]<w}) < D op=vtpa=y<A

Zely|<

Posons :
fo (6] = [s]
Y= F(YUy)=U{FYUZ)|Ze ™}
Par les hypotheses du Lemme, il existe donc o: J — &k telle que :
flo(Jli)Nna(J|j)Co(J i), pourtousi<jdansI. (3.3.1)
Nous avons :
FYUo(J) = {FY Ua(P))|Pec[J]*}, pourtout € [y]<“.
Nous avons card(F (X)) < p pour tout X € [k|<¥ et card([J]<¥) < cf p, donc :
card F(Y Uo(J)) = card(( {F(Y Uo(P)) | P € [JI*}) <, pour tout Y € [y]<~.
et cardo(J) < cf p < p. Nous pouvons donc poser :
o= =™
Yi—~yn (0(J) UF(Y U O'(J)))
il existe donc o’: J — ~ telle que :
f((JL)nd'(J]j)Ca'(J i), pourtousi<jdans I’ (3.3.2)
Nous avons J” = J(I x I') = (J x {0'}) U ({0} x J'), nous pouvons donc poser :
o J — kK
‘s {J(j) sit=(j,0), avec j € J.
a(j') sit=(0,7), avec j' € J'.

Les applications o et ¢’ sont injectives. De plus, pour j' € J', 'équation (3.3.2) implique
f(o(J10)Nna'(J | j) Co'(J |0). Nous avons de plus J' [ 0" =0 et f'(0) D vNo(J),
donc :

yNo(J)yna'(J ] j)
de plus o'(j') e yNao'(J' | j'), donc o’(j') & o(J). Ce qui nous prouve l'injectivité de o”.
Soient (7,7') < (j,7') dans I x I’. Nous avons :
o (" (i) = " ((J L i x {0} U0} x T i) = o(J L)) Ua'(J' | 7)
de méme

o(J" L (G, =0a(JLjud(J )
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par suite :
F(o"(J" L (i,1")) N o”(J" L (,5)

=F(o(JLiyud(J L)) N (a(JLHud (T ]])) (3.3.3)

Nous avons :
YN F(o(J L) ud'(J L)) Syn(e(J)UF(a())Ud'(J L)) = f(o'(J L))
de plus ¢'(J' | j') C v, avec (3.3.2) nous obtenons :
Fo(JLiyud'(J' L)) na'(J Li) C Fo'(J Li)nd(J Lj)Co'(JLi) (334)
Nous avons :
F(o(J Li)ud'(J L)) € F(o(JLi)Uy) = fo(J Li)).

donc (3.3.1) implique

F(o(J1i)uo'(J' L)) Na(J15) C fle(TLi)Na(J Lj) Col] L), (3.3.5)
Les équations (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5) impliquent :
F(o"(J" | (i,1))) No"(J" | (7.5") So(JLi)Ud'(J' | i) = a(J" | (i,7)) O

LEMME 3.3.8. Soit T' un arbre, soit k un cardinal tel que cardT < k et cardT |t < cf K
pour tout t € T. Soit J = J(T), alors pour toute f: [k]<¥ — []<" il existe o: J — K telle
que :

flo(Jli)no(J]lj) Co(J]i), pourtousi<j dansT.

DEMONSTRATION. Notons L le plus petit élément de T. Soit f: [k]<¥ — []<". Sup-
posons que 177 C T~ tel que 7" = T~ | T’. Supposons que nous ayons une application
o: T' — kK injective tel que :

fe(T™|s)No(T™ [ t) Co(T™ |s), pourtous s <tdans T U{L}.

Rappelons que nous notons f(M) = U{f(N) | N € [M]<*}, pour tout M C k. Soit t € T~
tel que t' € T' pour tout L < ' < t. Posons :

A=o(T)U fe((T™ Lt) = {t})).
Nous avons :
card A = card(T") + card f(o((T~ | t) — {t}))
< card(T) + Y (card(F(P)) | P € [(T~ L t) — {1}]**)

Mais card T < k, card(f(P)) < k pour tout P € [k]< et card[(T~ | t) — {t}] = cfk,
donc card A < x. Nous pouvons donc choisir 2 € k — A. Etendons o a T" U {t}, en posant
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o(t) = 2. Comme z € k — A C k — o(T"), 'application o: T" U {t} — k est injective. Soit
s <t.

fe(T™ 1s))N U(T* lt)

= e 1NN e}V Y o 1)
— (T L) n{oHU U FoT L) na(T Lt))

mais par construction o(t) =z & f(o(T~ ls)) et par hypothese f(o(T~ | s))No(T~|t')) C
o(T~ | s) pour tout ¢t > ¢’ > s, nous avons donc :
fo(T™ Ls)No(T 1 1) S o(T | s)
Nous pouvons donc construire par induction une application injective o: T~ — xk — A telle
que :
fo(T™ |s))No(T™ | t) Co(T™ | s), pour touss <t dansT.
O

En raisonnant par induction et en utilisant le Lemme 3.3.7 et le Lemme 3.3.8, nous
obtenons le lemme suivant qui généralise le Théoreme des ensembles libres de Kuratowski.

LEMME 3.3.9. Soit T un arbre fini, soit n € N soit k un cardinal infini, posons I =
T posons J = J(I), alors pour tout f: [k1"]<% — [kT"]<F il existe o: J — k telle que :

flo(Jli)No(J]lj) Co(J]i), pourtousi<j dansI.
Le résultat suivant est conséquence immédiate du Lemme 3.3.9 et du Théoreme 3.3.2

LEMME 3.3.10. Soit T" un arbre fini, soit n € N soit Kk un cardinal infini, il existe un
recouvrement normé initialement fini étroit k-compatible de T"' de cardinal k™.

COROLLAIRE 3.3.11. Soit k un cardinal infini, soit n € N, soit [ un treillis fini de
dimension d’ordre n+ 1, soit J = J(I), pour tout f: [kT"]<¥ — [1"]|<" il existe 0: J— K
telle que :

fle(Jli)Nno(J]j) Co(J]i), pourtousi<j danslI.

DEMONSTRATION. L’ensemble ordonné I est fini et de dimension d’ordre n + 1, nous
pouvons donc supposer que I C C™* out C est une chaine finie. Nous avons alors J C I.
Par le Lemme 3.3.10 il existe (U, |:]) un recouvrement normé initialement fini étroit x-
compatible de T"*! tel que cardU = k™. Le Lemme 3.3.1 prouve donc que pour tout
[ [T — [kT]<" il existe o: J— k1" telle que :

flo(Jli)na(Jlj)Co(J]i), pourtousi<jdans C""
ce qui conclut la preuve car I C C™H, 0
LEMME 3.3.12. Soit n € N. Posons :
I={PCH{0,....,n+1} | card P <n ou card P =n + 2}.

alors la dimension d’ordre de I est n+ 1.
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DEMONSTRATION. Soit C' = {0, 1,2} la chaine & trois éléments. Soit p € n + 1. Consi-
dérons t*: n + 1 — C définie par :

2 sik=
tP(k) = { o b pour tout k € n + 1.

0 sik#p’
considérons t"*1: n + 1 — C définie par t"*!(k) = 1 pour tout k € n + 1. Posons :
pw: I — Cmt
P \/ .
peEP

Par construction, p est une application croissante. Soit P € I, nous avons alors :

2 sikeP
u(P)(k)=<0 sin+1¢gPetk¢gP, pourtoutken+l.
1 sin+lePetk¢gP

Soient P, @ dans I tels que pu(P) < u(Q). Soit p € P. supposons p < n, alors u(Q)(p) =
1(P)(p) =2, donc p € Q. Supposons p =n + 1.

Si pour tout ¢ € n + 1 nous avons u(Q)(q) = 2, alors n+ 1 C @, donc card @ > n + 1,
comme ) € I nous avons Q =n+2 doncp=n+1¢€ Q.

Soit ¢ € n+1 tel que u(Q)(q) # 2, donc u(P)(q) # 2, de plus n+ 1 € P, donc
w(P)(q) =1, dou u(Q)(¢q) = 1. Nous avons donc p =n+ 1 € Q. En conséquence P C Q.

La dimension d’ordre de I est donc au plus n + 1, de plus 2"*! se plonge dans I, donc
la dimension d’ordre de [ est n + 1. 0

Le théoreme suivant découle immédiatement du Lemme 3.3.12, du Corollaire 3.3.11 et
du Corollaire 3.3.3.

THEOREME 3.3.13. Soit n € N, soit k un cardinal infini, alors pour tout f: [kT"]" —
[kT7])<F, il existe X € [T tel que pour tout Y € [X]" nous avons f(Y)NX CY.

En particulier cela permet de répondre a la question posée par Erdos, Hajnal, Maté
et Rado dans [5, Equation (2), Section 46, pp 285]. Pour tout f: [N4]* — [R,]<% il existe
X € [Wy]% tel que pour tout Y € [X]*, f(Y)N X CY. Ou encore (Ry,4,Ry) — 6.

3.4. Condensats

DEFINITION 3.4.1. Soit I un ensemble ordonné, soit (U, |-|) un recouvrement normé de
I et soit A = (Ai, fij)i<j dans 1 Un diagramme d’algebres de méme type de similarité.
— Un support V de a € [[,cpy Apl est un noyau V de U tel que :

ay = fiv)u(av.a), pour tout u € U.

— Posons :

CondU(/T, V)= {a € [[ A | V est un support de a} . pour tout noyau V de U.

uelU
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Le condensat de A sur U est :
Cond(A,U) = U {Condy(g, V) | V est un noyau de U} .

— Notons supp a le plus petit support de a, aussi appelé le support de a.
Par le Lemme 3.2.2 le support de a existe pour tout a € Cond(A, U).

LEMME 3.4.2. Awvec les notations de la définition précédente les assertions suivantes
sont satisfaites.

—

(1) L’ensemble Condy (A, V) est une sous-algébre de [l e A pour tout noyau V
de U.

(2) Linclusion Condy (A, V) C Condy (A, W) est vraie pour tous noyauz V et W de U
tels que V-C W.

(3) L’ensemble Cond(f_f, U) est une sous-algébre de [l ey Aju|, de plus ¢’est la réunion
filtrante croissante des Condy (A, V), avec V noyau de U.
(4) Le morphisme my: Condy(A,V) — ey A, a — a [V est un isomorphisme
pour tout noyau V de U.
(5) L’algébre Cond(f_f, U) est une réunion filtrante croissante de produits finis des A;s.
(6) Le morphisme m,: Cond(A,U) — A, a v ay est surjectif pour tout u € U.
(7) L’application :
Tu: Cond(A,U) — Alyl
@ = flsupp(@)ul,ful (Gsupp(a) )
est un morphisme surjectif d_:algébres, pour tout uw € Ids(U, |-|). Soit de plus V' un
noyau de U, et a € Condy (A, V), alors my(a) = fiv.u)ju/(@v.a).

DEMONSTRATION. Les assertions (1), (2) et (3) sont évidentes. Le morphisme 7y dans
(4) est clairement injectif. Soit « € [Tyey Ajv|, posons a, = fiv.u),ju/(@v..) pour tout v € U.
Alors V' est un support de a et a [ V = x. Donc 7y est bien un isomorphisme. L’assertion
(5) est conséquence de (4) et (3). L’assertion (6) découle de (4).

Vérifions maintenant (7). Soit w € Ids(U,|-|). Soit V un noyau de U et soit a €

Condy (A, V), alors :
Tu(@) = fisupp(a)-ul.ful (supp(a) )
= Jveul jul (fisupp(a) ul vl (Gsupp(a)-w))
= fvoul jul(av.w)
Cela nous montre alors grace a (3) que m, est un morphisme d’algebres. Soit v € u fel que
|v| = |ul et soit V un noyau de U tel que v € V. Alors |V - u| = |u| et m, [ Condy (A, V)
fiveul,jul © Ty [ Condy (A, V) = my., [ Condy (A4, V) est surjective.

= g

Nous appelons 'application m,, définie ci-dessus la projection canonique de Cond(/f, u
a Apy-
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EXEMPLE 3.4.3. Soit I = {0,1} la chaine a deux éléments, considérons U = {1} Uw
ol x < y si et seulement si x = L et y € w. Pour v € U, nous posons |u| =0 si u= L et
lu] =1 si u € w. Alors (U, |+|) est un recouvrement normé Ry-compatible de I.

Un diagramme A indexé par [ correspond a un morphisme f: Ay — A;. Nous avons
alors :

Cond(A,U) = {(aL, (an)new) € Ag X AY | {n € w | a, # f(ar)} est fini}

PROPOSITION 3.4.4. Soit'V une classe d’algebres close par produit fini et par réunion fil-
trante croissante, soit I un ensemble ordonné, soit (U, |-|) un recouvrement normé de I, soit

A= (A;, fij)i<j dans 1 €1 B = (Biy ij)i<j dans 1 deuz objets de V! et soit h= (hi)ier: A—B
une fleche de V1. Alors il existe des morphismes d’algébres :
Condy(h,V): Condy(A, V) — Condy(B,V)
(au)ucr — (hjy)(au))ueu, pour tout noyau V de U
et
Cond(h,U): Cond(A,U) — Cond(B,U)
(@u)ueU = (h\u|(@u))ueU

De plus, Cond(—,U): VI — V est un foncteur.

3.5. Relévements

On fixe dans cette section une classe . de (V, 0)-demi-treillis, close par produit fini et
par réunion filtrante croissante, soit I un ensemble ordonné, soit X = (k;);c; une famille
de cardinaux, soit (U, |-|) un recouvrement normé i-compatible de I, et soit V une classe
d’algebres de méme type de similarité.

PROPOSITION 3.5.1. Soit D = (Di, ¢ii)i<j dans 1 un objet de #1, soit w € 1ds(U,|-|),
soit T Cond(ﬁ, U) — Dy la projection canonique. Alors la partie

0 = {a € Cond(D,U) | 72(a) = 0},

est un idéal de Cond(D,U), et 1d(xD) [ 16D 1 QE — 1d(Dyy)) est un isomorphisme, ot
nous abrégeons (Id Cond(D, U)) 162 par 162 .

DEMONSTRATION. Le morphisme p,, = Id(r2) est surjectif et po,(#0) = 0, donc p, [ 160
est surjectif.
Fixons v € u tel que |v| = |u|. Soient L, L' € TQE tels que pu(L) C pyu(L'), il faut
prouver que L C L'. Soit a € L. Comme 72 (a) € py(L'), il existe o’ € L' tel que 72 (a) <
D

7, (a’). Soit V un support commun de a et @’ tel que v € V. On a |u| = [v] < |V - u| < |u,

donc |V - u| = |ul, et donc @y .)ju = id. En conséquence

ay.u = ¢|V~UI,IUI (@V-u) = Wg(a) < Wg(&/) = ¢|V~U\,\UI(a/V-u) = alv-u'
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Posons :

pour tout w € U.

A L siV-w#V-u
Y10 siViw=V-u'

L’ensemble V' est un support de b, et ﬁg(b) = O ouf,u) (Do) = 0.
Soit w e U.SiV-w#V -u, alors a, = b, < a,Vb, SiV-w=1V-u, alors
lu| = |V -u| = |V - w| <|w|. Donc :

Ay = Oyl ol (@) = Bl (D1l (B ) = Pla ot (T2 (@),

et de méme, a,, = ¢|u|7|w‘(7r5)(a)). Comme ﬂg(a) < Wf(a’), nous obtenons que a,, < al,.
Donc nous avons prouvé que a < bV a'. Deb € 02 € I et o' € L' il découle a € L'. Donc
L C L/, par suite p, est un plongement. O

LEMME 3.5.2. Soit (¢;)icr = ¥: C — D une fleche de 7, soit w € 1d,(U, ||). Alors :
Ypy 078 = 72 0 Cond (¢, U),
et . . _
1(Cond (i, 1)) (6€) < 7.

DEMONSTRATION. Soit é = (Cia’yi,j)igj dans I'» soit Z_j = (Di,ém-)igj dans I» soit V un
noyau de U et soit a € Condy(C, V). Par la Proposition 3.4.4, V' est aussi un noyau de

—

Cond(¢,U)(a) et

71 (Cond(i5, U)(a)) = 8y jug ((Cond (P, U) (@) v
= OV ] Jul (V)Vouaf (V)
= Yput (NV-uaf Jul (V)

= Yy (75 (a))

L’inclusion découle immédiatement de cette égalité. 0

DEFINITION 3.5.3. Soit D un objet de .#!. Un U-quasi-relévement de D dans V est
un couple (7,7), ou T € Vet 7: Con.T — Cond(D,U) est un (V,0)-homomorphisme tel
que Tay,, — 102, 3 +— 1d(7)(B) V 02 est un isomorphisme pour tout u € Id.(U, |-|), ol

ay = V{B € Con, T | 7(3) € 6D}.
Dans la définition ci-dessus nous avons utilise 'identification de ConT avec le treillis

des idéaux de Con,T. Dans la suite nous allons étendre la Définition 3.5.3 des objets de
ST aux diagrammes de .77

DEFINITION 3.5.4. Soit J une catégorie et D: J — ! un foncteur. Un U-quasi-
relevement de D dans V est un couple (7,7), on J: J — V est un foncteur et 7 =
(77)jeobs: Coneod — Cond(D(—),U) est une transformation naturelle, tel que (77,3(j))
est un U-quasi-relevement de D(j) pour tout j € Ob J.

Les lemmes suivants sont évidents.
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LEMME 3.5.5. Soit D un objet de 1, soit T € V et soit 7: Con, T — Cond(D,U) un
isomorphisme. Alors (1,T) est un U-quasi-relévement de D.

LEMME 3.5.6. Soit J une catégorie, soit D: J — /1 un foncteur, soit J: J — V un
foncteur et soit T = (77);eons: Cone o — Cond(D(—),U) un isomorphisme naturel. Alors
(1,d) est un U-quasi-relévement de D.

Le lemme suivant exprime une propriété de commutativité entre le foncteur Cond et le
foncteur Con,..

LEMME 3.5.7. Soit A = (Ai, fij)i<i dans 1 un objet de V!, posons :
D = Con, oA = (Con, A;, Conc f; ;)i<; dans 1.
Soit py: Cond(A,U) — Ay la projection canonique pour tout w € 1ds(U, |-|). Posons :
7: Con, Cond(A, U) — Cond(D, U)
B+ ((Cone p,)(8B))vev
Alors (1, Cond(A, U)) est un U-quasi-relévement de D.

DEMONSTRATION. Notons m,: Cond(ﬁ, U) — Dy la projection canonique et posons
0o, = 02 pour tout u € Id(U, |+|). Soient z,y € Cond(/_f, U) et posons 3 = @Cond(ng)(a:, Y).
Alors 7(8) = (04, (Tu, Yu) Juer- Soit V un support commun de x et y. Pour tout u € U,
O 4, (Tus Yu) = Oa, (fiv g ful (Tvw) s v ful (Yv-u))
= Conc(f|V-u\,\u|)(@A‘v‘u‘ (xV-ua qu))

Donc V' est un support de 7(f3). Par suite 7 prend ses valeurs dans Cond(ﬁ, U). De plus,
pour z, y, V et 8 comme ci-dessus,

Tu(7(8)) = Conc(fiv-u,ju) (T(B)v-u)
= Cone(fjvul,ju) (O 4y (TV-us Yv-ui))
= @A\u\ (Pu(), Puly)),
donc 7, o 7 = Con, p,, pour tout uw € Ids(U, |]).
Soit w € Idy(U,|-|) et posons a, = V{8 € Con.(Cond(A4, U ) | T(B) € 6u}. Les
équivalences suivantes sont satisfaites, pour tout 3 € Con. Cond(A,U) :
B C ker p,, <= Con,(p)(3) =0
< myuo7(f)=0
< 7() € Oy
= 0 C oy,
d’onl a,, = ker py,,. Soiﬁ Tu: |y — 104, Papplication définie par 7,(5) = (Id 7)(5) V 6, pour
tout 5 € Con Cond(A, U) contenant a,,. Comme (Id m,)(6,) = 0, le diagramme suivant est
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commutatif :
16
T W
TOéu COH(A‘u|)

Con(pu )

Comme (Id7y,) [ 10, et (Conpy,) | T, sont tous les deux des isomorphismes, 7, est
aussi. ([l

LEMME 3.5.8. Soit J une catégorie, soit A: J — VI un foncteur, posons D = Con, oA.
Soit 77: Con.(Cond(A(j),U)) — Cond(Con(A(j)),U) lapplication du Lemme 3.5.7 pour
tout j € J. Soit T = (77)jeon . Alors (1,Cond(A(—),U)) est un U-quasi-relévement de D.

DEMONSTRATION. Nous savons (cf. Lemme 3.5.7) que (77, Cond(A(j),U)) est un U-
quasi-relevement de D(j) pour tout j € ObJ.
Soit A(j) = (A t} #)i<it dans 1 POUT tout j € Ob.J. Soit f: j — k une fleche de J, soit

A(f) = (al)ies, soit pu. Cond(A(k),U) — Alu\ la projection canonique pour tout u € U.
Soient x,y € Cond(A(j),U). Alors :
Cond ( Conc A(f), U) (ﬂ (©conduai.o(: y))>
= Cond (Conc A(f),U) ((@Aju (@, yu))u€U>

_ ( COnC(a{ul)( a, (@, yu)))

eU

Cond(A(f), U) (), Cond(A(). U) (1)) )
(@conatatrn ( Cond(A(f), U)(x),Cond(A(f),U)(y)))

=7 ( Con, (Cond(A(f), U)) (GCOnd(A(j),U) (z, y)))

Donc le diagramme suivant est commutatif :

Con,(pk) (@Cond(ﬂ(k
uelU

Cond(Conc A(f),U)

Cond(Con. A(j),U) Cond(Con. A(k),U)

y ;
Con, Cond(A(j),U) Cone Cond(AW),1) Con, Cond(A(k),U)

ce qui conclut la preuve. O
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THEOREME 3.5.9. Soit J une petite catégorie, supposons que V est clos par image
homomorphe, et est <Ide(U, )=, J, (mu)uelde(U,.D>—L6wenheim—5’kolem. Soit D: J —

ST un foncteur, soit (7,A) un U-quasi-relevement de D dans V. Soit D(j) = Di =
(Df, ¢g,i,) pour tout j € Ob J, soit D(f) = W = (wlf)ie[ pour tout f € Mor J. Si
i<i’ dans I

Y jeonscard D} < k; pour tout i € I, alors il existe dans V un relévement du diagramme

D:IxJ— ., associé o D (cf. Proposition 2.1.11).
DEMONSTRATION. Fixons u € Id,(U, |-|) et j € Ob.J, posons ¢, = 20) comme définie
dans la Proposition 3.5.1, posons :

ay, = \/{B € Conc A(j) | 7(8) < 6.},
posons 77: 1 o, — 16}, B — 1d(77)(B) V 0], comme dans la Définition 3.5.3, notons
Pl A(j) = A(j)/ad, la projection canonique, notons aussi 77,: Cond(D(j),U) — D}, la
projection canonique définie dans le Lemme 3.4.2(7). L’application xJ, = Con(p?,)o (%) o
(Id(2,) | 164,)~" est un isomorphisme (cf Figure 3.2).

J

Xu
(D) ~——— 10, ~————10j, o Con(AG)/a3)

Fic. 3.2. L’isomorphisme y?,.

De plus - cop s card Cong(A(j)/ad,) = Xicop s card D, < kjy pour tout u € Ido(U, |-|)~.

, ul
Donc il existe une famille (Bf;)fe?i {U,|~\): d’algebres telles que :

(1) L’algebre BJ, est une sous-algebre de A(j),
(2) L’algebre BJ /aJ, est dans V,
(3) L’inclusion BJ, C BJ est satisfaite,
(4) L’inclusion A(f)(BJ) C BE est satisfaite,
(5) Le morphisme Con(¢/,) est un isomorphisme, ou ¢J,: B, /ad, — A(j)/al, est I'in-
jection canonique,
(6) L'inégalité 3" jicop s card BY, < Ky est satisfaite,
pour tout w < v dans Ide(U, |-|)~ et pour tout morphisme f: j — k dans .J. De plus, nous
pouvons étendre cette famille a Id.(U, |-|), en posant BJ, = A(j), les assertions (1) — (5)

sont satisfaites pour tout w < v dans Id.(U, |+|), et pour tout morphisme f: j — k dans J.
Posons :

F: 1de (U, |-]) — B(U)
u — [ J{supp 77 (Ou¢(z,y)) | j € ObJ et z,y € BL}



72 3. RELEVEMENTS DE DIAGRAMMES ET POINTS CRITIQUES
alors F(u) < Ky pour tout w € Ide(U, |-|)~. Comme (U, ||) est K-compatible, il existe une
application croissante o: I — Id(U, |-|) telle que :

(1) L’égalité |o(i)| = i est satisfaite pour tout i € I.

(2) L'égalité V - o(i) =V - o(i') est satisfaite pour tous ¢ <4’ dans I et tout noyau V'
de U inclus dans F(o(i)).

Soit i € I et j € Ob.J. L’application & = (Con(qi 2)))_1 © Xo(;) est un isomorphisme (cf
Figure 3.3) et lalgebre B(i, j) = B] /a € 'V appartient a V.

Id(DZ) Id(m (@) T o) Tg(i) TQU(Z Con(pcr(z)) On( (])/Qa(z )
TCon( Ty ))
. Con(B(i, ))
3

Fic. 3.3. L’isomorphisme ff

Soit i < 4" dans I, soit j € Ob J, soient x,y € BJ ) S0t 3 = Ou(j)(w,y). Les égalités
suivantes sont satlsfaltes

Con(p), )(5 v Oég(z)) @A(J ( /04 y/ao'(z )
= Con( a(i))(@B(i,j)(‘r/ag(i)? y/ag(i)))‘ (3.5.1)

de méme :
COH(Pi(z )(B) = Con(qg(i )(Osi5) (55/04i(i y/@i(i ). (3.52)
De plus, posons V' = supp(7?/(3)), alors V' C F(o(i)), donc V - o(i) = V - (') et donc :
Wg(i,)(Tj(ﬁ)) S0 @) o @) (T (B)v.o(in) par le Lemme 3.4.2(7)
= a1 (P (B)v-ato) car V- o(i') = V - (i) et |o(i)| = #
= i1 © Oo(i) (T (B)v-oi))
= Qi O Ty, (77(B)) par le Lemme 3.4.2(7).
Donc : ' ' '
1d(¢] ) o 1d(m ;) 0 1d(7)(8) = 1d(w2 ;) o 1d(77)(13) (3.5.3)
Comme o, = V{3 € Con. A(j) | 77(8) < 62}, nous avons Id(T])(OéL) < ¢’.. Donc :
BV al)=1d(r)(BVal) Ve =1d(r)(B) vV #, pourtout u € Id (U, |-|). (3.5.4)
Comme Id(7Z)(67) = 0, les équations suivantes sont satisfaites :
Id(7l) o 71 (BV ) =1d(n)) o Id(77)(B), pour tout u € Id (U, |-]). (3.5.5)
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Donc :
Id(d)g‘,i,) o Id(ﬂ'g(i)) o Tg(i) (BV ozfr(i)) = Id(gf)j L Id(ﬂ'j(i yolId(79)(B)  par (3.5.5)
= 1d(m) ;1)) o Id(77)(3) par (3.5.3)
et donc, par (3.5.5), les égalités suivantes sont satisfaites
Id(¢g,i’) ° Id(”i(i )o Tl (BV aa(z ) = Id(7r n) o ld(r) a(z (B V ai(i/)) (3.5.6)
d’ou :

& 0 1d(0] ) o (6]) 7 (Onq (/g v/ )
= 52]/ o Id( gz’) °© Id(wj ; )O j y © (Con(p ’ i)) TTOZZ,(Z'))_I
© COH((]g(l))(G'B (4,9) (I/Oé y/aa(z ))
=& old(¢ )0 Id(wi ) © (ﬂ v oza(l)) par (3.5.1)
=& old(n! (i) © ’7'0( (BV aa(i/)) par (3.5.6)
= (Conq),) ) o Con(p ) © (T3~
© Id( a(z r T@i(i/))*l © Id(ﬂi(i’ ) a(z (ﬂ \ Qa(z ))
= (Con qii ) °© COH(Pfy(i/))(ﬂ \ @i(i/))
Il en découle que le morphisme qui suit est bien défini :
gls: B(i,§) — B(,J)
x/ozfr(A — x/oza(Z
et le diagramme suivant est commutatif :

J

1d(D}) —“— Con(B(7".))
el )| [cont (3.5.7)

(DY)~ Con(B(i, )

Soit f: j — k une fleche de J, soit i € I et posons u = o(i). Comme (7, A) est
un U-quasi-relevement de D, le diagramme suivant est commutatif :

(DY) M) 1q(Cond(D(k), U)) <270 Con(A(k))

1d(y] )I Cond(ﬁ(f)ﬁU)I Conm(f)ﬁ (3.5.8)

(DY) ST 14(Cond(D (), U)) <40 Con(A(j))
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Soit 8 € Con. A(j) telle que 77(3) € 0%. Donc 7J,(77(3)) = 0, d’ott :
0= ¢{ (=L (8) = 7k (7*( Conc(A(N)(A) )
et donc Con(A(f))(8) < ak. Ce qui prouve :

Con(A(f))(ad,) = Con(A(f))( /{8 € Conc(A(5)) | (8) € 05}) < ok
ce qui montre que le morphisme suivant est bien défini :
A(j) o, — A(k) /o,
/ad, = A(f)(x) /o,

et que le diagramme suivant est commutatif :

Ak) —% ot A(k) /ol o B(i, k)
A(f)T fT Ifi[B(i,j) (3.5.9)
A(j) — oo, Aj) /el Lo (4,5)

En combinant les diagrammes commutatifs (3.5.9) et (3.5.10) avec les définitions de &fet
de & on montre que le diagramme suivant est commutatif :

k

(DY) —S Con(B(i, k)
Id(wf)T ICon(ﬁ[B(i,j)) (3.5.10)
1d(D7) 4, Con(B(i, §))
Pour ¢ <1i dans [ et f: j — k dans J, posons
B(i — i, f:j— k): B(i,j) — B, k)
x/&a(z (f)(x)/@i(i/)
Soit i > ¢ dans I et f': k — k' dans J, alors :
B = 1) 0Bl = 1)) = B — ' /AU >/a§(il)>

VA (@)
o f)(x )/aa(i’)
i f o )(w/ag):
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Donc B: I x J — V est un foncteur. De plus par (3.5.7) et (3.5.10) le diagramme suivant

est commutatif : .

1A(D5) —— Con(B(7', k)

Z,

Id(‘z)ii/)] Tcon(gii/)
¢k
Id(DF) —*— Con(B(i,k))
1d(y/ )I TCon(ﬁ- 1B(i.5)))
. J
(D)) —2— Con(B(3,5))
Comme D(i < @', f) = o Ol et B(i — i, f) = gia o f;, le diagramme suivant est
commutatif : .
&5

1d(D(i', k)) —2 Con(B(#,k))
Id(D(i—, f))] TCOH(B(@‘HZ”, i)

(DG, ) —S— Con(B(i, j))

3.6. Points critiques

DEFINITION 3.6.1. Soit V une classe d’algebres de méme type de similarité. La classe
de congruence compactes de V est la classe de tous les (V,0)-demi-treillis S telles qu’il
existe A € V telle que S est isomorphe a Con. A. Nous notons cette classe Con, V.

DEFINITION 3.6.2. Soit V; une classe d’algebres de méme type de similarité, soit Vs
une classe d’algebres de méme type de similarité. Le point critique de V1 sous Vs est :

crit(Vy;Vy) = min{card D | D € Con.(V;) — Con.(V2)},

si Con. V; € Con, Vy, sinon nous posons crit(Vy; Vy) = co.
Le point critique symétrique de V1 et Vo est défini par

crit®(Vy; Vo) = min{crit(Vy; V), crit(Va; V1) }.
simplement appelé point critique dans [37].

Le corollaire suivant prouve que, pour une catégorie J fixée et un arbre T, si on peut
relever dans V; et Vs les méme diagrammes indexés par J de (V,0)-demi-treillis «pas trop
grands», alors on peut relever dans V; et V5 les méme diagrammes indexés par T x J de
(V, 0)-demi-treillis «pas trop grands». Remarquons de plus que la condition (1) ci-dessous
est automatiquement vérifiée si card £ < k et card %5 < A.

COROLLAIRE 3.6.3. Soit . la variété de tous les (V,0)-demi-treillis, soient L) et Ly
des types de similarité, soit Vi une variété de 2 -algebres, soit Vo une variété de 2Ls-
algebres, soient A < Kk des cardinaux infinis, soit I un arbre bien fondé et soit J une petite
catégorie, tels que :
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(1) Vi est localement < k et Vo est localement < \.
(2) card Mor(J) < k.

(3) card I < k.

(4) card(li) < cf k pour tout i € I.

(5)

5) Tout foncteur D: J — & tel que card D(j) < k pour tout j € ObJ, qui a un

relevement dans Vi, a un relevement dans V.

Alors tout foncteur D: I xJ — 7 tel que card D(i, j) < k pour touti € I et tout j € Ob J,
qui a un relevement dans Vi, a un relévement dans V.

DEMONSTRATION. Soit D: I x J — . un foncteur tel que card D(i,j) < k pour tout
1€l ettout j € ObJ, soit A: I x J — V; un relevement de D. Notons «; ; la congruence
identité de A(i,j) pour tout ¢ € I et tout j € ObJ. Par le Lemme 3.1.7 nous pouvons
supposer :

card A, ) <k +>_ >, > cardD(7,j) < k.
i<i j'€0b J f: j/—j
De plus par le Corollaire 3.2.7 il existe un recouvrement normé (U, |-|) étroit et xk-compatible
de I tel que cardU < k. Comme vu dans la Proposition 2.1.11, le foncteur A correspond
a un foncteur A: J — VI et le foncteur D correspond & un foncteur D: J — 1. Le
Lemme 3.5.8 implique qu’il existe 7 = (77),eony tel que (7, Cond(A(=),U)) est un U-
quasi-relevement de D et :

card Cond(A(5),U) < > card [ A(Jul,7) < > &<k, pourtoutjec ObJ
Ve[U]<w uev Ve[U]<«

Donc il existe un relevement de Con, Cond(A(—),U) dans Vs, et donc il existe un U-
quasi-relevement B: J — V, de D dans V,. De plus le Lemme 3.1.8 implique que V,
est (Ide(U, |-])7, J, (K)uetd.,|-)= )-Lowenheim-Skolem, donc, par le Théoréme 3.5.9, D a un
relevement dans V. O

En raisonnant par récurrence, on en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.6.4. Soit . la variété de tous les (V,0)-demi-treillis, soient &) et Ly
des types de similarité, soit Vi une variété de £ -algebres, soit Vo une variété de 2£5-
algebres, soit k un cardinal infini, soit 11,15, ..., 1, des arbres, soit J une catégorie, tels
que :

(1) Vi est localement < k™ et Vy est localement < k.
(2) card I} + card Iy + - - - 4+ card I,,_; + card Mor J < &.
(3) card I,, < k.

(4) card(li) < Kk pour tout i € I,,.

(5)

5) Tout diagramme de (V,0)-demi-treillis D: J — 7, tel que card D(j) < k1", qui
a un relevement dans Vi a un relevement dans V.
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Alors tout diagramme de (V,0)-demi-treillis D: Iy x Iy X -+ x I, x J — %, tel que
card D(iq, 49, ..., 1n, J) < K pour tout (iy,i9,...,0n,7) € 1 X Iy X +-- X I, x Ob J, qui a un
relevement dans Vi a un relévement dans V.

Le corollaire suivant est similaire au Corollaire 3.6.3. Il montre qu’avec des variétés
finiment engendrées d’algebres congruence-distributives, nous pouvons aller un cran plus
loin.

COROLLAIRE 3.6.5. Soit .7 la variété de tous (V,0)-demi-treillis, soient L1 et £,
des types de similarité, soit Vi une variété de £ -algébres, soit Vo une variété finiment
engendrée de L5-algébres congruence-distributives, soit I un arbre initialement fini, et J
un ensemble ordonné fini, tels que :

(1) V1 est localement < Ng.
(2) card I < N,.

(3) Tout foncteur D: J — .7 tel que cardD(j) < Ny pour tout j € J, qui a un
relevement dans Vi a un relévement dans V.

Alors tout foncteur D: I x J — .7, tel que D(i, ) est fini pour tout (i,j) € I X J, qui a
un relevement dans Vq, a un reléevement dans Vs.

DEMONSTRATION. Soit D: I x J — . un foncteur tel que D(i,j) est fini pour tout
(i,7) € I x J. Soit A: I x J — V; un relevement de D. Notons «; ; la congruence identité
de A(i,j) pour tout (i,j) € I x J. En utilisant le Lemme 3.1.7, nous pouvons supposer
que :

card A(4, j) < Ro+ > Y card D(7, j') < No.
i<ij'<j

De plus, par le Corollaire 3.2.7, il existe un recouvrement normé (U, |-|) de I étroit
et Ng-compatible tel que card U < ¥,. Le foncteur A correspond a un foncteur A J -V
et le foncteur D correspond a un foncteur D: J — V!. Le Lemme 3.5.8 montre qu'il existe
7 = (Tjes) tel que (7, Cond(A(=),U)) est un U-quasi-relevement de D, et :

card Cond(A(5),U) < > card [T A(lul,7) < > Ng =Ry, pour tout j € J.
VelU]<w ueV VelU]<w

Le Lemme 3.1.10 implique que Vs est (Ide(U, |-|)~, J, Rg)-Loéwenheim-Skolem. Donc par
le Théoreme 3.5.9, D a un relevement dans V,. O

En combinant le Corollaire 3.6.4 et le Corollaire 3.6.5, nous obtenons le corollaire sui-
vant. Ce résultat est similaire au Corollaire 3.6.4, mais avec des diagrammes de (V, 0)-demi-
treillis finis. Il permet de donner une borne sur le point critique si on trouve un diagramme
fini de (V, 0)-demi-treillis finis, relevable dans la premiere variété mais pas dans la seconde.

COROLLAIRE 3.6.6. Soit . la variété de tous les (V,0)-demi-treillis, soient L) et Ly
des types de similarité, soit Vi une variété de £, -algebres localement < R, soit Vo une
variété finiment engendrée de Z5-algebres congruence-distributives, soit Iy, 1o, ..., I, des
arbres finis, soit I,,+1 un arbre dénombrable initialement fini. Si crit(Vi;Vy) > N, alors
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tout foncteur D: Iy x Iy X -+ X I,11 — 7 tel que D(iy,ia,...,0n41) est fini pour tout
(11,99, .y int1) € Iy X Iy X -+ X I, 1, qui a un relévement dans Vi, a un relévement
dans V.

Le corollaire suivant est une variante du Corollaire 3.6.3, mais avec une classe de (V, 0)-
demi-treillis et une variété d’algebres.

COROLLAIRE 3.6.7. Soit . une classe de (V,0)-demi-treillis (resp., (V,0,1)-demi-
treillis) stable par produit fini et par réunion filtrante croissante (resp., réunion filtrante
croissante préservant 0 et 1), soit £ un type de similarité, soit V une variété de £ -algébres,
soient A < k des cardinauz infinis, soit I un arbre bien fondé, soit J une catégorie tel que :

(1) V est localement < .

2) card Mor(J) < k.

3) card I < k.

4) card(li) < cf k pour tout i € I.
)

5) Tout diagramme de (V,0)-demi-treillis (resp., (V,0,1)-demi-treillis) D: J — .
tel que card D(j) < Kk pour tout j € ObJ, a un relévement dans V.

Alors tout foncteur D: I xJ — .7 tel que card D(i, j) < k pour touti € I et tout j € Ob J,
a un relevement dans V.

(
(
(
(

DEMONSTRATION. Par le Corollaire 3.2.7 il existe un recouvrement normé (U, |-|) de T
étroit et k-compatible tel que cardU < k. Soit D: I x J — % un diagramme de (V,0)-
demi-treillis (resp., (V,0,1)-demi-treillis) tel que card D(i, j) < k pour tout i € I et tout
j € Ob J. Ce foncteur correspond a un foncteur D: J — 7. Mais :

card Cond(D(j),U) < Y card [[ D(ul,5) < Y s <k,
VelU]<w ueV VelU]<w
pour tout j € Ob J. De plus Cond(D(—), U) est un diagramme de (V, 0)-demi-treillis (resp.,
(V, 0, 1)-demi-treillis) de .%. Donc Cond(D(—),U) a un relevement A: J — V, et, par le
Lemme 3.5.7, A: J — V est un U-quasi-relévement de D. De plus, par le Lemme 3.1.8, V
est (Ide(U, |-])=, J, (K)uetdo(u,]-)= )-Loéwenheim-Skolem. Donc, par le Théoreme 3.5.9, D a un
relevement dans V. O

Par récurrence nous obtenons le corollaire suivant :

COROLLAIRE 3.6.8. Soit . une classe de (V,0)-demi-treillis (resp., (V,0,1)-demi-
treillis) stable par produit fini et par réunion filtrante croissante (resp., réunion filtrante
croissante préservant 0 et 1), soit £ un type de similarité, soit V une variété de £-
algebres, soit k un cardinal infini, soient Iy, Is, ..., I, des arbres bien fondés, soit J une
catégorie telle que :

(1) V est localement < k.
(2) card I} + card Iy + - - - 4+ card I,,_; + card Mor J < &.
(3) card I, < k.
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(4) card i < k pour tout i € I,,.

(5) Tout diagramme de (V,0)-demi-treillis (resp., (V,0,1)-demi-treillis) D: J — 7,
tel que card D(j) < k™", a un relevement dans V.

Alors tout diagramme de (V,0)-demi-treillis (resp., (V, 0, 1)-demi-treillis) D: Iy X I3 X - - - X
I, x J— 7, tel que card D(iy, g, ..., in,J) < K pour tout (i1, 49, ...,0n,J) € Iy X [ X -+ X
I, x ObJ, a un relévement dans V.

COROLLAIRE 3.6.9. Soit . une classe de (V,0)-demi-treillis (resp., (V,0,1)-demi-
treillis) stable par produit fini et par réunion filtrante croissante (resp., réunion filtrante
croissante préservant 0 et 1), soit £ un type de similarité, soit V une variété de £ -algébres.
Si tout S € . a un relévement dans 'V, alors tout diagramme de (V,0)-demi-treillis (resp.,

(V,0,1)-demi-treillis), indexé par un produit fini d’arbres bien fondés, a un relévement
dans V.

En utilisant le résultat de Lampe dans [26], prouvant que tout (V, 0, 1)-demi-treillis est
le (V,0)-demi-treillis des congruences compactes d’'un magma, nous obtenons la générali-
sation de son résultat de représentation simultanée dans [27], & tous les diagrammes de
(V, 0, 1)-demi-treillis, indexés par un ensemble ordonné fini.

COROLLAIRE 3.6.10. Soit .7 la catégorie de tous les (V,0, 1)-demi-treillis avec (V,0,1)-
homomorphisme, soit I un ensemble ordonné fini. Alors tout diagramme D: I — . a un
relevement dans la variété de tous les magmas.

DEMONSTRATION. Notons V la variété de tous les magmas. Pour I = 27, avec un
entier naturel non nul n, le résultat est une conséquence du Corollaire 3.6.9. Soit [ un
ensemble ordonné fini. Soit D: I — . un diagramme de (V,0, 1)-demi-treillis. Posons
Sx =1m(D[X) =lim,_ D(i), pour tout X € P(I), (il est bien connu que tout diagramme
de (V, 0, 1)-demi-treillis et (V, 0, 1)-homomorphismes a une colimite). Soit sxy: Sx — Sy
le morphisme canonique pour tous X CY C I. Alors

D’ ‘B(I) — .7
X — Sy, pour tout X € P(I)
(X CY)—sxy, pour tous X CY C [

est un foncteur. Comme (1) = 27, il existe un relevement A’: B(I) — V de D’. De plus,
comme Sr;; = D(i) et s;p;.11; = D(i < j) pour tous i < j dans I, le foncteur

A: 1 =V
i— A1), pour tout i € T
(i<j)—AT]iCT]j), pour tous i < j € [
est un reléevement de D. O

Le résultat suivant est une propriété de compacité pour les relevements de diagrammes.
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THEOREME 3.6.11. Soit .7 la classe de tous les (V,0)-demi-treillis distributifs, soit 'V
une variété finiment engendrée d’algebres congruence-distributives, soit J une petite caté-
gorie, tel qu’il existe au plus un nombre fini de fleches entre deux objets quelconques, soit
D: J — 7 un foncteur tel que D(j) est fini pour tout j € J. Si tout sous-diagramme fini
de D a un reléevement dans 'V, alors D a un relevement dans V.

DEMONSTRATION. Soit (K)jc; une famille de parties finies de V telle que si Con. A
est isomorphe a D(j), pour un certain A € V et un j € ObJ, alors A est isomorphe a un
¢lément de K.

Pour toute partie finie I de Ob J, notons I la sous-catégorie pleine de J dont la classe
des objets est I. Soit A;: I — V un foncteur et soit & = (£%);conr: ConcoA — D [T un
isomorphisme naturel. Nous pouvons supposer A;(i) € K; pour tout i € I.

Posons Qg = {P € [ObJ|<¥ | S C P} et notons § le filtre sur [Ob J|<¥ engendré par
{Qs | S € [Ob J]=¥}. Comme Qgs, N Qs, = Qs,us, pour tous Si, Sy € [Ob J|<¥, le filtre §
est propre, donc il existe un ultrafiltre i tel que § C 4.

La notion de quasi-partition a déja été vue au début de la Section 2.5. Soit 7 € Ob J.
La famille ({P € Qjy | Ap(j) = A})ack, est une quasi-partition finie de Qy;y, donc il
existe un unique A; € Kj tel que R; = {P € Qg | Ap(j) = A;} appartient a 4.

Soit f: i — j une fleche de J. La famille ({P € R; N R; | Ap(f) = 5})s: 4,4, est
une quasi-partition finie de R; N R; € 4, donc il existe un unique s;: A, — A; tel que
Sy={P € R, NR;|Ap(f) = ss} appartient a 4.

Soit i € ObJ, soit P € Sig,, alors Ap(i) = A; et idy, = ida,e) = Ap(id;) = sig,-
Soit f: 1 — jet g: j — k deux fleches de J, soit P € SpN S, N S,r. Done Ap(i) = A,
Ap(j) = A;, et Ap(k) = Ai. De plus :

sg0sp=Ap(g)oAp(f) =Ap(fog) = 54y

Nous obtenons le foncteur :

A:J—=V
1 — A pour tout ¢ € Ob J
fr sy pour tout f € Mor J

Pour tout j € ObJ, la famille ({P € R; | ff; = ¢})¢: ConcA(j)—D(j) €st une quasi-
partition finie de R;, donc il existe un unique ¢;: Con.A(j) — D(j) tel que I'ensemble
T; ={P € R;j | & = ¢;} appartient a il

Soit f: ¢ — j une fleche de J, soit P € Sy N'T; NT}. Alors les égalités suivantes sont
satisfaites :

¢; 0 Conc A(f) = &p o Cone Ap(f) = D(f) 0 & = D(f) © ¢,

et donc (¢;);eons: ConcoA — D est un isomorphisme naturel. Donc D a un relevement
dans V. 0

Le corollaire suivant donne une caractérisation de tous les couples de variétés finiment
engendrées d’algebres congruence-distributives avec un point critique indénombrable.
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COROLLAIRE 3.6.12. Soit Vi une variété localement finie de type de similarité dénom-
brable, soit Vo une variété finiment engendrée d’algébres congruence-distributives. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) crit(Vq;Vq) > Ry.

(2) Tout diagramme de (V,0)-demi-treillis finis indexé par un arbre qui a un reléve-
ment dans V1 a un reléevement dans V.

(3) Tout diagramme de (V,0)-demi-treillis finis indexé par une chaine finie qui a un
relevement dans Vi a un relévement dans V.

DEMONSTRATION. Si (1) est vraie, alors par le Corollaire 3.6.5 tout diagramme de
(V, 0)-demi-treillis finis indexé par un arbre fini qui a un relevement dans V; a un relevement
dans V,. Donc par le Théoreme 3.6.11, I'assertion (2) est satisfaite.

Supposons maintenant (3). Par le Théoreme 3.6.11, tout diagramme de (V,0)-demi-
treillis finis indexé par w qui a un relevement dans V; a un relevement dans V,. Soit D
un (V,0)-demi-treillis dénombrable distributif. Soit A € V; tel que Con. A = D. Par le
Lemme 3.1.7 nous pouvons supposer que A est dénombrable. Donc nous pouvons écrire
A = Upew An, ot A, est une sous-algebre finie de A et A,, C A, pour tous m < n
dans w. Soit f,,: A, — A, le plongement canonique pour tous m < n dans w. Posons
A = (A, fonn)m<new- 1l existe donc un diagramme B = (B, gm.n)m<ncw €t un isomor-
phisme naturel £: Con, oA — Con. oB. Donc, comme le foncteur Con, préserve les limites
inductives filtrantes croissantes,

Con, A = Conc(lim A) = lim(Con, oA) = lim(Con. 0B) = Con,(lim B). O

Le corollaire suivant donne une caractérisation des points critiques co d’un couple de
variétés finiment engendrées d’algebres congruence-distributives.

COROLLAIRE 3.6.13. Soit Vi une variété localement finie, soit Vo une variété finiment
engendrée d’algébres congruence-distributives. Alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) crit(Vy;Vq) > N,,.
(2) Tout diagramme de (V,0)-demi-treillis finis indexé par {0,1}", pour un entier
naturel n, qui a un relevement dans V1 a un relevement dans V.
(3) Tout diagramme de (V,0)-demi-treillis finis indexé par un (V,0)-demi-treillis fini,
qui a un relevement dans Vi a un relevement dans Vs.
(4) Tout diagramme de (V,0)-demi-treillis finis indexé par un (V,0)-demi-treillis, qui
a un relevement dans Vi a un relevement dans V5.
(5) Tout diagramme de (V,0)-demi-treillis indexé par un (V,0)-demi-treillis, qui a un
relevement dans Vi a un relévement dans V.
(6) crit(Vy;Vs) = 00, ¢’est-a-dire Con. Vi C Con, Vs.
DEMONSTRATION. Par le Corollaire 3.6.6, I’assertion (1) implique (2). Par le Théo-
reme 3.6.11, Passertion (3) implique (4). Les implications (5) = (6) et (6) = (1) sont
évidentes.
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Notons . la classe de tous les (V,0)-demi-treillis distributifs. Supposons maintenant
que (2) est satisfaite. Soit L un (V,0)-demi-treillis fini, soit D un diagramme de (V,0)-
demi-treillis finis indexé par L, soit A: L — V; un relevement de D. Posons :

D' P(L) -
X D(\/X)
XCY—D(\/X <\Y).
Alors D’ est un foncteur. De plus, le foncteur A": B(L) — V; défini par
X o AV X)
XCYy—ANX<VY)

est un relevement de D’. Donc, par (2), il existe un relevement B’: P(L) — Vy de D’. De
plus :

‘BIL—>’\72
x+— B (L | z) pour tout = € L
(x<y)—B(LlxCL]|y) pour tous z <y € L

est un relevement de D. Ce qui montre (3).
Supposons (4). Soit L un (V, 0)-demi-treillis, soit D: L — . un foncteur, soit A: L —
V; un relevement de D. Fixons a € A(0). Soit :

G ={(Qz)zer | @ est une sous-algebre finie de A(z), pour tout x € L,
Az <y)(Qz) € Qy, pour tous z <y € L et a € Q,}
ordonné par (Qu)zer < (Q)zer si @, C Q.. pour tout x € L. La sous-algebre
(A0 < z)(a))aw de A(x) engendrée par A(0 < z)(a)
est finiment engendrée, donc finie (car V; est localement finie). Donc G est un (V, 0)-demi-

treillis avec comme plus petit élément ((A(O < x)(a)) A(x))
Soit :

zel’

A Gx L — YV,
(@, ) = Qu
(@,2) <(Q,2) = (Alz < 2') [ Qr: Qr — Q)
Considérons A’: L — VS comme défini dans la Proposition 2.1.11. Alors :

h_n>1.ﬁ~l’(a:) = |J A(Q,z) = A(z), pour tout z € L
Qea

h_r)nfl’(x <y)=J A(Q,z) <(Qy)=A(x<y), pourtousz<yelL
QeG
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Comme Con, A’ a un relevement dans Vy, il a aussi un relevement B’: G x L dans V,. Soit
B =limoB': L — V,.
—
Comme Con, préserve les limites inductives filtrantes croissantes, nous avons les isomor-
phismes naturels suivants :
D = Con, oA
=~ Con, o lim oA’
—
=~ ]im o Con, oA’
—
>~ ]im o Con, oB’
—

=~ Con, o lim oB’

=~ Con, 0B. O

COROLLAIRE 3.6.14. Soit Vi une variété localement finie, soit Vo une variété fini-
ment engendrée d’algébres congruence-distributives. Alors exactement une des assertions
sutvantes est satisfaite :

(1) crit(Vy;Vs) est fini.
(2) crit(Vy;Vs) = N,,, pour un entier naturel n.

(3) crit(Vy;Vs) = 00, c’est-a-dire Con. Vi C Con, Vs.

LEMME 3.6.15. Soit I un ensemble ordonné initialement fini, soit (U, |-|) un recouvre-
ment normé Rg-compatible de I tel que cardU = k > W et 1do(U, |-|) est initialement fini.
Soit V1 une variété d’algebres localement < k, soit Vo une variété finiment engendrée d’al-
gebres congruence-distributives telle que crit(Vy;Vy) > k. Soit D: I — % un diagramme
de (V,0)-demi-treillis finis. Si D est relevable dans Vy, alors D est relevable dans Vs.

DEMONSTRATION. Soit J ’ensemble ordonné & un élément. Par le Lemme 3.1.10, la
variété Vs est (Ide(U, |-|)~, J, k)-Lowenheim-Skolem.

Soit A = (Ai, fij)i<j dans 1 un relevement de D dans V,. Comme Con, A; est fini, quitte
a remplacer A; par un sous-treillis et en utilisant le Lemme 3.1.7, nous pouvons supposer
que card A; < k pour tout ¢ € I. Du Lemme 3.5.7 découle l'existence d’'un U-quasi-
relovement (7, Cond(A, U)) de D dans V;. De plus :

card Cond(ff, U) < Z card (H A|u> < Z k<K
Veul<v ueV Ve[u]<w
Comme crit(Vq;Vy) > k, il existe B € V5 et un isomorphisme :
¢: Con, Cond(/f, U) — Con, B.

Donc (10&, B) est un U-quasi-relevement de D (cf. Lemme 3.5.6). Par ailleurs nous savons
que Vy est (Ido(U, |-])7, J, Ng)-Lowenheim-Skolem, en conséquence, par le Théoreme 3.5.9,
il existe un relevement de D dans V. O
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De maniere analogue nous obtenons le résultat similaire avec des variétés d’algebres
quelconques.

LEMME 3.6.16. Soient Ry < A < Kk des cardinaux régquliers. Soit I un ensemble ordonné
tel que card(I | i) < A pour tout i € I. Soit (U,|-|) un recouvrement normé \-compatible
de I tel que card(Ide(U, |-|) | w) < K pour tout w € 1de(U, |-|)=, et cardU < k. Soit V;
une variété d’algebres localement < k. Soit Vo une variété d’algebres localement < \. Soit
D = (Dp,¢pg)p<q dans 1 un systéeme inductif de (V,0)-demi-treillis. Supposons que les
conditions suivantes soient satisfaites :

(1) crit(Vy;Ve) > k.
(2) card(Dp) < A pour tout P € I=.
(3) card(D;) < Kk pour tout élément i € I mazimal.
(4) D est relevable dans V.
Alors D est relevable dans V.

DEMONSTRATION. Soit J l’ensemble ordonné & un élément. Par le Lemme 3.1.8, la
variété Vy est (Ide(U, |-|)=, J, No)-Léwenheim-Skolem.

Soit A = (A;, fij)i<j dans 1 un relévement de D dans V;. Comme card(Con. 4;) < k,
quitte a remplacer A; par un sous-treillis et en utilisant le Lemme 3.1.7, nous pouvons
supposer que card A; < k pour tout ¢ € I. Le Lemme 3.5.7 implique l'existence d’un
U-quasi-relevement (7, Cond(A, U)) de D dans V;. En plus :

card Cond(ff, U) < Z card <H A|u> < Z k<K

Veul<v ueV Ve[u]<w
Comme crit(Vq;Vy) > k, il existe B € V5 et un isomorphisme :
¢: Con, Cond(A,U) — Con, B.

Donc (70¢&, B) est un U-quasi-relevement de D (cf. Lemme 3.5.6). Nous savons par ailleurs
que Vo est (Ido(U, |-])7, J, Ng)-Lowenheim-Skolem, en conséquence, par le Théoreme 3.5.9,
il existe un relevement de D dans V. O



CHAPITRE 4

Calcul effectif de points critiques

Grace aux outils introduits nous pouvons maintenant calculer des points critiques entre
diverses variétés de treillis.

4.1. Un couple de variétés avec un point critique N;

Dans cette section nous construirons deux variétés finiment engendrées de treillis mo-
dulaires ayant un point critique Xy, résolvant ainsi une question de Ttuma et Wehrung posée
dans [37, Problem 5]. La méme construction est exposée dans [11].

LEMME 4.1.1. Soit A une algébre finie avec Con A distributif, soit « € Con A et posons
Q={0 € M(ConA) | a £ 0}. Si tous les A/O pour 6 € Q sont simples, alors U'application
canonique Con A — Con(A/a) x [Ipeq Con(A/0) est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Comme Con(A/€) = 1€ pour tout £ € Con A, il suffit de prouver
que I'application j: Con A — (Ta) x[lpeq(10), £ — (§Va, (V0)seq) est un isomorphisme.
Si a AANQ # 0, alors il existe § € M(Con A) telle que a A AQ £ 0, alors o £ 6 (donc
0 €Q)et ANQ £ 0, une contradiction ; d’out a AA @ = 0. La distributivité de Con A montre
que j est injectif.

Montrons maintenant que j est surjectif. Soit 3 € Ta, soit v € 16 pour tout 8 € Q.
Posons { = 3 A Ageg Vo- Nous avons a V = B et aV = A x A pour tout § € @, donc :

EVa=BANNvw)Va=@BVa)Ah N(eVa)=8A N(AxA) =7
0€Q 0eQ 0eQ
Nous obtenons de maniere analogue £ V 6 = 7y pour tout 6§ € @), ce qui prouve que j est
surjectif. 0

Nous disons qu’une classe V d’algebres de méme type de similarité est finiment semi-
simple, si tout membre fini sous-directement-irréductible de V est simple. Un exemple
important de variété finiment semi-simple est la variété de tous les treillis modulaires.

LEMME 4.1.2. Soient Vi et Vo des variétés d’algebres congruence-distributives de méme
type de similarité, avec Vi finiment semi-simple. Nous supposons de plus que pour toute
algébre finie non simple A € V1, si A se plonge dans une algebre simple de V1, alors A se
plonge dans une algébre simple de Vs.

Soit f: A — A" un morphisme entre des algebres finies de V1. Notons « (resp., o)
la plus petite congruence de A (resp., A’) tel que AJa € Vo (resp., A'/a' € V), avec les
projections canoniques 7, A— Aja (resp., wl,: A'—A'/d'). Soit B € Vy, soitp: B— A/«
un morphisme surjectif, et soit £: Con. A — Cone B un isomorphisme tel que (Con.p) o

85
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¢ = Con. w,. Alors il existe B' € Vo, un morphisme g: B — B’, un morphisme surjectif
p': B'— A'/d et un isomorphisme ' Con. A" — Con. B’, tel que le diagramme suivant
soit commutatif :

Con, A Cone / Con, A’

Cy w/
Con.(A/a) =€ ~|¢ Con,(A'/)
ka o Aj’

Con, B <9 Con, B’

S’il existe au moins une algebre simple dans Vs, alors Con. oA a un relévement dans Vs,
pour tout diagramme A: w — Vi d’algébres finies,
De plus, si Vy est localement fini, alors crit(Vy; V) > Ny.

DEMONSTRATION. Notons mg: A— A/0 (resp., mp: A'— A’/6) la projection canonique
pour tout § € Con A (resp., § € Con A'). L’algebre A/f~1(a’) est isomorphe & une sous-
algebre de A’'/a’ € Vy, donc A/f1(a’) € Vo, dot f~1(a!) 2 a, donc Con.(f)(a) C o/,
par suite le morphisme g,: A/a — A'/d/, x/a — f(x)/a’ est bien défini et le diagramme
suivant est commutatif :

A Lo w

Ala L Ao
Posons h, = g 0 p.

Posons Q = {# € M(ConA’) | A'/6 & Vy}. Soit 6§ € Q. L’algebre A/f1() est
isomorphe & une sous-algeébre de A’/6 qui est une algebre simple de V;. Si A/f~1(0) n’est
pas simple, alors A/f71(0) € Vy et A/f71(0) est une sous-algebre d’une algebre simple
de V5. Donc 'une des deux assertions suivantes est satisfaite :

(1) L’algebre A/f~1(0) est une sous-algebre d’une algebre simple dans Vs.
(2) L’algebre A/f~1(0) est simple et n’est pas dans V.

Si A/f71(0) € V,, posons By = B/&(f71(0)), qui est une algebre simple et posons
hg: B — By la projection canonique. Si A/f71(0) € Vs, alors il existe une algebre simple
By € V5 et un plongement go = A/ f~1(0)— By. De plus, comme A/f~1() € Vs, I'inclusion
f7Y0) D « est vraie. Notons pg: A/a — A/f~1(0) la projection canonique. Posons hy =
g6 © Do O P

Soit ¢g: Conc(A’/0) — Con, By le seul isomorphisme possible, posons &, = ¢goCon, 7,
pour tout 6 € Q. Soit &, = Con, 7.

o T

L'algebre B’ = A’/o’ x [lyeq By appartient a V,. Considérons
g: B— B
z = (ha(z), (he(2))ocq)-
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Comme Con B’ = Con(A'/a’) x [lpeq Con(By) est fini, toute congruence de B’ est com-
pacte, donc Con, B’ = Con B’. Nous pouvons donc définir 1’application

¢ Con. A" — Con,. B’
x — &y(x) x J] &)

0eQ
Par le Lemme 4.1.1, 'application canonique :
¥: Cong A" — Cong(A'/a’) x [] Cone(A'/6) est un isomorphisme.
0cQ
I'application idgon.(a7/a)y X [lgeq @9 est aussi un isomorphisme, donc l'application &' =

(idcone(ar/ar) X Tlpeq ®) © ¥ est un isomorphisme.
Notons par p': B' — A’/a’ et par p: B — By les projections canoniques, pour tout

0eqQ.
L’égalité (Cone p') o &' = €., est évidente. De plus p’ o g = g, o p, donc 1'égalité suivante
est satisfaite :

(Conp') o (Conc g) o & = (Cone g,) 0 (Cone p) 0 & = (Cone go) © Cone 7y (4.1.1)
Comme g, o 7, = 7, o f nous obtenons
(Con. p') o (Con. g) 0 & = (Con, /) o Con. f = (Con.p') o o Con, f.
Soit 6 € @), alors les égalités suivantes sont vérifiées :
(Cong py) 0 & o (Con, f) = & o (Con, f) = ¢y o (Con, my) o (Con, f).

Supposons que A/f71(0) & V,. Soit 3 € Con, A, alors les équivalences suivantes sont
satisfaites :

((Con py) 0 & o (Con, f))(B) = 0 <= Cong(myo f)(B) =0
<~ BC 0
= £(B) CE(fHD))
<= (Conc hy)(£(B)) =0
<= ((Conepy) o (Conc g) 0 £)(3) = 0.
en conséquence, comme By est simple, nous obtenons
(Cone pp) 0 ¢" o (Cone f) = (Cone pp) © (Cone g) o,
pour tout § € Q telle que A/f(0) & V,. (4.1.2)
Supposons que A/f71(0) € V. les égalités suivantes sont satisfaites :
(Con, py) o (Cong g) 0 & = (Cone hy) o &
= (Con, gg) o (Con. pg) o (Con. p) o &
= (Con, gg) o (Con. py) o (Con, my)
( )o(

= (Cone gg) o (Cone mp-13p)).
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Soit 3 € Con, A, les équivalences suivantes sont satisfaites :

(Congpp) o (Con, g) 0 &(B) =
= (Con, gg) © (COHc Tr-19)(8) =0
<= (Cone ms-1
= BC )
<= Conc(my o f)(8) =0
<= (Con, py) o & o (Con, f)(B) = 0.

En conséquence, comme By est simple,

(Con, py) o & o (Con, f) = (Con, py) o (Con g) o &,
pour tout § € Q telle que A/f(0) € V,. (4.1.3)

9)(B) =0 comme gy est injective

Comme Con, B’ Con.(A/a’) x [Tyeg Con. By, par (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3) le diagramme
suivant est commutatif :

Conc
Con, A GoneJ, Con, A’

fl f’l
Conc g ,
Con. B ——= Con, B

Soit S une algebre simple de Vs, soit A: w — V; un diagramme d’algebres finies, soit
o, la plus petite congruence de A(n) telle que A(n)/a, € Vq, soit 7y : A(n) — A(n)/0 la
projection canonique pour tout € Con.A(n). Soit @, = {0 € M(Con..A(n)) | A(n)/0 &
Vs}, pour tout n € w. Soit ¢p: Con.(A(0)/0) — S le seul isomorphisme possible. Soit
oo = Con, 7Y, soit & = ¢y o Con, my, pour tout 6 € Qy. Posons By = (A(0)/ag) x SQo.
soit po: By — A(0)/ap la projection canonique. Par le Lemme 4.1.1, le morphisme

&: Con. A(0) — Con, By
s fao(w) X H 69(33)

0€Qo

est un isomorphisme, de plus (Con.pp) o & = &, = Con, 7> o+ Nous construisons, en
appliquant par induction la premiere partie du lemme, une famille (B,,),c., d’algebres de Vs,
une famille (g, : B, — Bpi1)new de morphismes et une famille (§,: Con. A(n) — By)new
d’isomorphismes tel que le diagramme suivant soit commutatif pour tout n :

Conc A(n<n+1)

Con, A(n) Con. A(n + 1) (4.1.4)
X -
Con. B, Con, By

Cong gn
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Ce qui nous donne un foncteur
B:w—Vy
n— B,
(n<m) gm-10gm—20":00n

qui releve Con, oA dans Vs.

Supposons maintenant que V; est localement finie. Soit A € V; telle que Con. A est
dénombrable, alors, quitte a remplacer A par I'un de ses sous-treillis, nous pouvons supposer
que A est dénombrable (cf. Lemme 3.1.7) et est la limite inductive filtrante croissante d'un
diagramme A: w — V; d’algebres finies. Alors Con. oA a un relevement dans Vs, donc,
comme Con, préserve les limites inductives filtrantes croissantes, Con. A a un relevement

dans V5. Donc crit(Vq; Vo) > No. O

COROLLAIRE 4.1.3. Soit V1 la variété engendrée par Ty, soit Vo la variété engendrée
par Ty, Ty et Ty, o Ty, Ty, Ty et Ty sont les treillis de la Figure 4.1. Alors crit(Vy;Vs) = Ny.
Ce résultat est aussi vraie pour les variétés de treillis bornés correspondantes (resp., treillis
avec zéro).

Observons que les variétés V; et Vo sont autoduales.

DEMONSTRATION. Le treillis 7} est engendré par aq,as, as, a4, as et ag qui sont tous
doublement irréductibles. Il s’ensuit que les sous-treillis maximaux de T3 sont les 77 — {ax },
pour tout 1 < k£ < 6. Mais tous ces treillis sont isomorphes a T5, T3 ou Ty, les hypotheses
du Lemme 4.1.2 sont donc satisfaites donc crit(Vy;Vy) > Ny.

Posons Dy = 2%, D, = Dy = 22, D3 = 2. Posons :

d)l: D0—>D1
(a>5a7,5)'—>(aVﬂ,'y\/5)

¢2: Dy — Dy
(a, 8,7,0) = (@ VvV, BV7Y)

: 22 — Dy
(a,8) —aVvj

Soit D le diagramme commutatif suivant :
D
N
D, D
N
Dy

2
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e

T3 T4

Fi1Gc. 4.1. Les treillis T}, 15, T3 et T}.

Posons S; = T1 — {ag, a3} et Sy = T — {as,as}. Alors Sy et Sy sont des sous-treillis de

Tl; posons So = Sl N SQ. Soient ili So — Sl, iQI So — SQ, jli Sl — Tl, jgi SQ — T1 les
H

injections canoniques. Alors le diagramme suivant est un relevement de D dans V.

T
N
Sp S
So
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Ko<k

i |

Fi1G. 4.2. Les treillis Sy, S7 et Ss.

H
Supposons que D a un relevement dans Vs :
B
N
By By
N
By

soit (&: Dy — Con By)o<k<s l'isomorphisme de diagrammes correspondant. Les mor-
phismes de (V,0)-demi-treillis ¢1, P9 et 1 séparent 0, donc fi, fo, g1 et go sont injectives,
nous pouvons donc supposer que ce sont des morphismes d’inclusion de sous-treillis. Un
calcul rapide prouve que T5,T5, Ty, Ty — {a4}, M3 3, M3 et 2 sont a isomorphisme pres les
seuls treillis simples de Vy. Quitte a prendre un treillis plus grand nous pouvons supposer
que B3 € {T»,T5,T,}. Nous pouvons aussi supposer que B; et By sont maximaux pour
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I'inclusion parmi les sous-treillis de B3 en respectant la propriété d’avoir un treillis de
congruences isomorphe a 22 (). Cest a dire qu'il n’existe pas de sous-treillis B’ de Bs avec
B; C B’ et B’ est une extension préservant les congruences de B;. Nous demandons une
propriété semblable avec Bs.

Soit h: BO — Bl N BQ, kli Bl N BQ — Bl et ]CQI Bl N BQ — BQ les morphismes
d’inclusion. Soit 0; = £y(1,0,0,0), O = £,(0,1,0,0), 05 = £,(0,0,1,0) et 6, = £(0,0,0,1).
Alors les égalités suivantes sont vraies :

(Con f1)(61) = (Con f1)(&(1,0,0,0)) = &i(¢1(1,0,0,0)) = & (1,0).
De méme, (Con f)(65) = (Con f1)(6s) = £(0,1), donc :

(Con f1)(61) £ (Con f1)(f3) et (Con f1)(61) £ (Con f1)(64),

mais f; = ky o h, donc (Conh)(6;) £ (Conh)(#3) et (Conh)(6,) £ (Conh)(b,). De plus
(Con f2)(6h) = &1(1,0) et (Con f3)(62) = &1(0,1), donc (Conh)(#;) £ (Conh)(hy). De
maniere analogue, (Conh)(#;) £ (Conh)(6;), pour tous i # j dans {1,2,3,4} et donc
Con(B; N By) a une antichaine & 4-éléments. Comme B; N By est un treillis modulaire de
longueur 4, Con(B; N By) = 24,

Les égalités (Con f1)(£,(0,0,1,1)) = & (¢1((0,0,1,1))) = &(0,1) sont vraies, donc f;
induit un plongement de By/£(0,0,1,1) dans B;/£(0,1), mais Con(By/&y(0,0,1,1)) =
22 donc B;/£(0,1) est un treillis de longueur au moins 2. Nous prouvons de maniere
analogue que B;/&(1,0) est un treillis de longueur au moins 2. Donc tous les quotients
sous-directement irréductible de B; sont de longueur au moins 2. La méme propriété est
vraie pour By. Donc B et By n'ont pas de quotient isomorphe a 2 ().

Supposons que Bz = Ty. Comme T5 est engendré par aq, as, as, as et ag, qui sont tous
doublement irréductibles, les sous-treillis maximaux de Ty sont les To — {ax}, pour k €
{1,2,3,4,6}, tous ces treillis ont un treillis de congruences isomorphe & 22. Donc les sous-
treillis de 75 maximaux parmi ceux ayant la propriété d’avoir un treillis de congruences
isomorphe a 22 sont les Ty — {ay}, pour k € {1,2,3,4,6}. Mais T — {a;} a un quotient
isomorphe a 2, pour tout k € {1,2,3,4}. Donc par (x) et (xx), By = By = T5 — {ag}, d’ou
21 > Con(B; N By) = 22. Donc Bz # Ty. Par un argument dual nous avons aussi Bz # T5.

Supposons que Bs = T}. Les sous-treillis T; maximaux avec la propriété d’avoir un
treillis de congruences isomorphe a 22 sont T) — {ay}, pour tout k € {1,2,5,6}, le treillis
T4—{CL4, tl}, et le treillis T4—{a4, tg} De plUS T4—{a5}, T4—{CL6}, T4—{a4, tl} et T4—{a4, tg}
ont tous un quotient isomorphe a 2, donc, par (x) et (xx) les treillis B; et By appartiennent
a {T4 - {al}, T4 - {GQ}}. Mais COI](T4 - {al}) = COE(T4 — {GQ}) = COI](T4 - {CLl, CLQ}) = 22,
ce qui mene a une contradiction. Par conséquence D n’a pas de relevement dans Vs. Donc,
par le Corollaire 3.6.6, crit(Vy;Vy) < Ny.

Tout les morphismes dans cette preuve préservent 0 et 1, donc

crit(Vy'; Vyh) = crit(V); V5) = crit (V95 Vo) = Ry,

ot V9! (resp., \73’1) est la variété de treillis bornés engendrée par Ty (resp., Ty, T3 et T});
et nous avons un résultat analogue pour \7(1), etc. 0
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4.2. Un minorant pour certains points critiques

Dans cette section, en utilisant les propriétés géométriques de certains treillis modu-
laires, nous prouverons que divers point critiques sont au moins Ny. Ces résultats sont
exposés dans [12].

LEMME 4.2.1. Soit F' un corps. Soit I une 2-échelle, soit G; = (Z™,u') tel que u' =
(ul)1<k<n; st une unité d’ordre, soit R; =[]}, M, (F') pour tout i € I. Soit f;;: G; — G

pour tous 1 < j dans I tel que G = (Gi, fij)i<i dans 1 €St un systéme inductif dans 2.
Alors il existe un systéme inductif (R, ¢ j)i<j dans 1 4 anneaux F-matriciels qui est un K-
relévement de (G, fij)i<j dans 1 tel que ¢;; est un morphisme unitaire pour tous i < j
dans 1.

DEMONSTRATION. Par le Lemme 2.7.46 il existe un isomorphisme de &
70 (Ko(Ry), [Ri]) — Gi = (Z™,u") pour tout i € I.

Posons g; ; = Tj_l o fijom, pour tous ¢ < j dans [I.

Pour i = j = 0 (le plus petit élément de I), nous posons ¢ = idg,. Soit ¢ € I avec ¢’
comme prédécesseur immédiat. D’apres le Théoreme 2.7.45(1) il existe ¢y ;0 Ry — R; tel
que K0(¢i/,i) = gi -

Si 7 a seulement ¢’ comme prédécesseur immédiat, supposons que nous ayons un systeme
inductif (R}, ¢, k) j<k<i qui est un Ko-relevement de (G, fjx)j<k<i. Posons ¢;; = by ;0 d;
pour tout j < i, et ¢;; = idg,. Il est clair que (R;, ¢;x);j<k<; est un systeme direct relevant
(G, fir)jshsi-

Si i a deux prédécesseurs immédiats i et i”. Posons ¢ = i’ A i"”. Si nous avons des
systemes inductifs (R;, ¢;x)j<k<i €t (Rj, @jr)j<k<iv relevant respectivement (G, fix)j<k<i
et (Gy, fik)j<k<i- Les égalités suivant sont vraies

Ko(Vy i 0 o) = Ko(iri) 0 Ko(@eir) = giri © ger = Gei
de méme Ko(¢i; 0 ¢pin) = goi = Ko(Yi; 0 ¢pir). Par le Théoreme 2.7.45(2), il existe un
automorphisme intérieur 6 de R; tel que 6 o 1y ; 0 ¢piv = VYir; © ¢pir. Posons ¢y = Vi
et ¢in; = 60 oy, Donc @i 0 Gupp it = Gini © Gy in, NOUS pouvons alors construire un
systéme inductif (Rj, ¢j,k)j§k§i'
En raisonnant par induction, nous obtenons un systeme inductif (R;, ¢; ;)i<j dans 1 tel
que Ko(¢; ;) = gij pour tous i < j dans I. O

LEMME 4.2.2. Soit F' un corps. Soit L un treillis modulaire borné tel que tous les
sous-treillis finiment engendrés de L sont de longueur finie. Supposons que card L < N;j.
Alors il existe un anneau localement matriciel R tel que Con L = ConL(R) et L(R) €
Var,(Sub F" | n < w).

Si de plus il existe n < w tel que n > 1h(K) pour tous les treillis simples K € Var(L) de
longueur finie, alors il existe un anneau localement matriciel R tel que Con L = ConL(R)
et L(R) € Varg(Sub F™).

DEMONSTRATION. Soit I une 2-échelle de cardinal 8;. Soit p: I — L une surjection
et notons L; le sous-treillis de L engendré par p(I | i) U {0,1}, pour tout ¢ € I. Notons
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fij: Li — L; le morphisme d’inclusion, pour tous ¢ < j dans /. Alors L= (Li, fij)i<j dans I
un systeme inductif de treillis modulaires de longueur finie et de 0, I-morphismes de treillis
bornés.

Supposons qu'il existe n < w tel que n > Ih(K) pour tout treillis simple K € Var(L)
de longueur finie. Soit G = K§ o E, posons X; = M(Con L;) pour tout i € I, et posons
ri = 1h(L;/x) pour tout x € X;. Comme L;/x est un treillis modulaire sous-directement
irréductible de longueur finie, il est simple, donc r’. < n, pour tout i € I et tout = € X;.
Par le Lemme 2.8.7, G; & (Z*i, (rl),cx,) pour tout i € I.

Posons R; = [I,ex, M;i (F). Le Lemme 2.7.46 implique :

(Ko(Ri), [Ri]) 2= (2%, (r})sex) = Gi.

T

Le Lemme 4.2.1 donne la construction d'un systeme inductif R = (Ri, ®ij)i<j dans 1 dont
les morphismes préservent les unités, tel que :

KooR~G =KoL, (4.2.1)
De plus,
L(R) =L [ ] My (F) | = I LM, (F)) = J] Sub(F™*) € Vary,(Sub F").
reX; reX; reX;

Soit R = lim R. Comme L préserve les limites inductives, L(R) @(Lo}?), mais Lo R est
un diagramme de Varg;(Sub F"), donc L(R) € Varg(Sub F™). De plus, les isomorphismes
suivants sont satisfaits :

Con.(L(R)) = V(Ky(R)) par la Proposition 2.7.44
= V(Ko (lim )
= V(lim (K o R)) car K préserve les limites inductives
= v(liig(Kg o E)) par (4.2.1)
~ V(K (lim L)) car K{ préserve les limites inductives
= V(K,(L))
= Con, L par la Proposition 2.8.5.

L’autre cas, sans la restriction sur la longueur des treillis simples est similaire. O

Le Lemme 4.2.2 fonctionne avec des treillis bornés, cependant tout treillis se plonge
dans un treillis borné dans la méme variété. Dans la suite de cette section, en utilisant ce
résultat, nous allons généraliser le Lemme 4.2.2 au treillis sans bornes.

LEMME 4.2.3. Soit L un treillis, soit L' = L'11{0,1} tel que O est le plus petit élément
de L' et 1 est le plus grand élément de L'. Soit f: L~ L' le morphisme d’inclusion. Alors
Con, f est un (V,0)-plongement de (V,0)-demi-treillis et (Con. f)(Con. L) est un idéal de
Con, L.
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DEMONSTRATION. Soit 8 € Con, L, soit Ly = (L/0) U {0, 1} tel que 0 est le plus petit
élément Lj et 1 soit le plus grand élément. L’application suivante :

g: L' — L
0 siz=20
T+ <1 six=1
x/0 ifxel

est un morphisme de treillis et kerg = 6 U {(0,0), (1,1)} est une congruence de L'. Il
en découle que (Con. f)(#) = 6 U {(0,0),(1,1)}. Donc Con, f est un plongement. Soit
B = Vi,0p(z;,y;) € Con. L', tel que 8 C (Con, f)(0). Nous pouvons supposer que
x; # y; pour tout 1 < ¢ < n. Donc, comme (z;,y;) € 06U {(0,0),(1,1)}, (z;,y:) € 6 pour
tout 1 <1i <n. Posons a = \/_; O (z;,y;), alors (Con, f)(a) = 8. Donc (Con, f)(Con,. L)
est un idéal de Con, L . O

LEMME 4.2.4. Soit R un anneau régulier et soit I un idéal bilatére de R. Alors les
assertions suivantes sont satisfaites :

(1) L’ensemble I est un sous-anneau régulier de R.

(2) Tout idéal a droite (resp., a gauche) de I est un idéal a droite (resp., a gauche)
de R.

(3) En particulier 1d(I) =1d(R) | I et L(I) = L(R) | I.

DEMONSTRATION. L’assertion (1) découle de [19, Lemma 1.3].

Soit J un idéal a droite de I, soit a € J, soit x € R. Comme [ est régulier il existe
y € I tel que a = aya, d’ou ax = ayax, mais a € I, donc yax € I, de plus J est un idéal a
droite de I, donc ax = ayax € J. En conséquence J est un idéal a droite de R. De maniere
similaire tout idéal a gauche de I est un idéal a gauche de R. Donc Id(I) = Id(R) | I.

Soit a € R idempotent. Si aR C I, alors a € I, donc al C aR = aaR C al et donc
al =aR, d’ott aR € L(I). Donc L(I) =L(R) | I. O

THEOREME 4.2.5. Soit F' un corps. Soit V une variété de treillis modulaires (resp., une
variété de treillis modulaires bornés). Supposons que tout les treillis finiment engendrés de 'V
soient de longueur finie. Alors

crit(V; Varg(Sub F" | n € w)) > Ry (resp., crit(V; Varg (Sub F" | n € w)) > Ny).
Si L €V est de cardinal au plus Ny, alors il existe un anneau régulier A tel que Con L =
Con(LA) et L(A) € Vary(Sub F") (resp., L(A) € Varg;(Sub F™)).

S’il existe n < w tel que Ih(K) < n pour tout treillis simple de longueur finie K € Vq,
alors :

crit(V; Varg(Sub F™)) > Ry (resp., crit(V; Varg ;(Sub F™)) > Ny).

Si L €V est de cardinal au plus Ny, alors il existe un anneau régulier A tel que Con L =
Con(IL(A)) et L(A) € Vary(Sub F'") (resp., L(A) € Vary,(Sub F™)).

Remarquons que le treillis L(A) est, de plus, relativement complémenté ; en particulier
il est congruence-permutable.



96 4. CALCUL EFFECTIF DE POINTS CRITIQUES

DEMONSTRATION. Le cas borné est une application immédiate du Lemme 4.2.2.

Soit 'V une variété de treillis modulaires dans laquelle les treillis finiment engendrés
sont de longueur finie. Soit L € 'V tel que card L < Xy, soit L' = L LI {0,1} comme dans
le Lemme 4.2.3 et soit D l'idéal de Con. L’ correspondant a Con. L. Par [13, Chapter
I, Section 4, Exercise 14] nous avons L' € V, donc, par le Lemme 4.2.2, il existe un
anneau régulier R tel que L(R) € Vary(Sub F™) et Con.(LR) = Con, L. Il découle de la
Proposition 2.7.37 que Con.(LR) = Id. R. Soit [ I'idéal de R correspondant a D. Alors
ConL=IdD=1IdR|I=1dI = Con(LI), de plus L(/) = L(R) | I appartient a V5. [

Nous pouvons maintenant calculer des points critiques entre diverses variétés de treillis.
Considérons les treillis M,, et M, ,,, pour tous 3 < m,n < w sur la Figure 4.3. Soit M, la
variété de treillis engendrée par M,,, soit M,, ,,, la variété de treillis engendrée par M,, ,,,
soit MY la variété de treillis avec 0 engendrée par M,, etc.

1

by <

aq ay ’
0

F1G. 4.3. Les treillis M,, et M, ,,.

Le Théoreme 4.2.5 nous permet d’obtenir la généralisation suivante du résultat de
Ploscica dans [29].

COROLLAIRE 4.2.6. Soient m > n > 3 des entiers, alors crit(M,,; M,,) = Ra.

DEMONSTRATION. Tout treillis simples de M,, est de longueur au plus deux, de plus
SubF2 = M3 € M, ot Fy est le corps & deux éléments. Il découle donc du Théoréme 4.2.5
que crit(M,,; M,,) > V.

Réciproquement, Ploscica a démontré dans [28] qu’il existe un (V,0)-demi-treillis de
cardinal Wy, relevable dans M,,, mais pas relevable dans M,,. Donc crit(M,,,; M,,) < N,. O

Dans la Section 4.3 nous donnerons un autre (V, 0)-demi-treillis de cardinal Ry, relevable
dans M,,, mais pas relevable dans M,,,.
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4.3. Majorants pour certains points critiques

Les résultats de cette section sont exposés dans [12].

En utilisant les résultats du Chapitre 3, nous prouvons d’abord que si un treillis simple
d’une variété de treillis V; a une longueur strictement plus grande que celles de tous les
treillis simples d’une variété de treillis Vo, alors crit(Vy;Vy) < N,.

REMARQUE 4.3.1. Soit z < y dans un treillis L. Soit (a;);c; une famille de congruences
de L, si (z,y) € Vier i, alors (z,y) € oy pour un ¢ € I. En particulier il existe une plus
grande congruence séparant x et y. Une telle congruence est completement inf-irréductible.
Dans un treillis de longueur finie toutes les congruences completement inf-irréductibles sont
de cette forme.

LEMME 4.3.2. Soit L un treillis et n > 0. Si Con. L = 2™ alors Ih(L) > n. Si C' est une
chaine maximale finie de L, alors Con. f est surjective, ou f: C — L est le plongement
canonique.

DEMONSTRATION. Si L n’a pas de chaine maximale finie, alors Ih(L) > n est immédiat.
Supposons que C' soit une chaine maximale finie de L. Notons 0 = x¢g <21 < --- <2, = 1
les éléments de C'. Soit f: C' — L le plongement canonique.

Soit k € {0,...,m — 1}. Nous avons xj < xj41, donc Or(xy, vx41) est sup-irréductible
dans Con, L. Comme Con, L est booléen, O (zy, rx1) est un atome de Con, L.

Soit 6 un atome de Con, L, nous avons :

m—1
0 S @L(O7 1) = \/ @L(J;kumk%—l)
k=0
Donc il existe k € {0,...,m — 1} tel que 6 < Op(xg, xx41). Mais Op(xy, vx11) est un
atome de Con, L, d’ou § = O (g, xxr1). Donc Con, f est surjective, par suite m > n, en
conséquence 1h(L) > n. O

THEOREME 4.3.3. Soit V1 une variété de treillis (resp., une variété de treillis bornés),
soit Vo une variété finiment engendrée de treillis, soit D un (V,0)-demi-treillis fini. Si il
existe un relevement K € Vi de D de longueur strictement plus grande que tout relévement
de D dans Vo, alors crit(Vy; Vo) < Vo. En plus si'Vy est une variété finiment engendrée de
treillis modulaires et Vo est non-triviale, alors crit(Vi;Vs) = N,.

DEMONSTRATION. Comme D est fini, quitte & prendre un sous-treillis, nous pouvons
supposer que card K < Ng. Soit n la plus grande longueur d’un relevement de D dans V,.
Comme lh(K) > n, il existe une chaine C' de K de longueur n + 1 (resp., nous pouvons
supposer que 0 et 1 sont dans C'). Soit f: C' — K linjection canonique. Supposons que
g: C" — K’ soit un relevement de Con. f dans V,. Comme f est injective, g est aussi
injective. Comme Con, K’ = Con, K = D, lh(K") < n. En plus Con, ¢’ = Con, C' = 271,
Il découle donc du Lemme 4.3.2 que h(C') =n+ 1. D'ou n > h(K') > Ih(C') =n+ 1;
une contradiction.

En conséquence Con. f n’a pas de relevement dans Vy. Comme card K < Nj et en
appliquant le Corollaire 3.6.6 nous obtenons crit(Vy; Vo) < R, (dans le cas borné f préserve
les bornes, le résultat reste vraie).
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Si de plus V; est une variété finiment engendrée de treillis modulaires, alors les (V,0)-
demi-treillis finis relevables dans V; sont les treillis booléens finis. Les treillis finis booléens
sont aussi relevables dans V,. En conséquence crit(Vy; V) = Ny. O

Le corollaire suivant est une conséquence directe du Théoreme 4.3.3 et du Théo-
reme 4.2.5. Il montre que le point critique entre une variété finiment engendrée de treillis
modulaires et une variété de treillis engendrée par le treillis des sous-espaces vectoriels d'un
espace vectoriel fini ne peut pas étre N;.

COROLLAIRE 4.3.4. Soit 'V une variété finiment engendrée de treillis modulaires, soit F

un corps fini, soit n > 1 un entier. S’il existe un treillis simple K € V tel que 1h(K) > n,
alors crit(V; Var(Sub F™)) = Ry, sinon crit(V; Var(Sub F™)) > N,.

Nous donnerons maintenant un diagramme de (V, 0)-demi-treillis S relevable dans M,
tel que pour toute variété finiment engendrée de treillis, engendrée par des treillis de lon-
gueur au plus trois, le diagramme S est relevable dans V si et seulement si M,, € V.

Soit n > 3 un entier. Posons n = {0,1,...,n — 1}, et posons :
I, = {P € B(n) | soit card(P) < 2, soit P = n},
(voir Chapitre 3, Lemme 3.3.5). Notons ay, . .., a,—1 les atomes de M,,. Posons Ap = {a, |

x € P}U{0, 1}, pour tout P € I,,. Soit fpg: Ap — Ag l'inclusion canonique, pour P C @)
dans I,,. Alors A = (Ap, fp.g)P<@ dans 1, €st un systéme inductif dans M. Le diagramme S
est défini comme Con, oA.

LEMME 4.3.5. Soit B = (Bp,9r.Q)P<Q dans 1, un reléevement de Con, oA avec des treillis,
tel que gp g soit une inclusion, pour tout P < ) dans I. Sotent u < v dans By. Soit P € I,
alors :
O©p,(u,v) = Bp X Bp, la plus grande congruence de Bp.
Soit E: (&p)per: Con, oA — CongoB un 1somorphisme naturel. Soient x,y € n distincts.
Soient b, € [u,v]p,, et b, € [u,v]p,,. Posons P = {z,y}. Soit c € {0,1}. Alors les
assertions sutvantes sont satisfaites :

(1) Si ©p,,, (u,bs) = 2y(Oay,, (¢, az)), alors Op,(u,b,) = Ep(Oa,(c, az)).

(2) Si ©p,(u,b.) =Ey(Oa,(c,a.)) pour tout =z € {x,y}, alors b, Nb, = u.

(3) 8i ©p,, (bs,v) = §2}(Oa,, (¢, ar)), alors Opp(by,v) = Ep(Oa,(c, az)).

(4) Si©p,(bs,v) = §:1(Oa,, (¢, az)) pour tout z € {z,y}, alors b, Vb, =v.

(5) 8i ©p,,, (u,bs) = £y (Oay,, (¢,az)) et Op, (by,v) = §y3(Oay,, (¢, ay)), alors b, <

DEMONSTRATION. Comme fpq préserve les bornes, Con, fp g préserve les bornes, donc
Con, gpg préserve les bornes, pour tout P < () dans I,,. Soit u < v dans By. Comme By
est simple, Op,(u,v) est la plus grande congruence de By. En plus, Con, gg p préserve les
bornes, pour tout P € I,,. En conséquence :

Op,(u,v) = Bp x Bp, la plus grande congruence de Bp.
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(1) Les égalités suivantes sont satisfaites :
O©p,(u,b;) = (Con, g{xhp)(@B{x}(u,bx))
= (Cone gizy,p) (§(23(Oay,, (¢, az))) par hypothese
= &p o (Cone fiz},p)(Oa, (¢ az))
= Ep(Oap(c, az)).
(2) Les inclusions suivantes sont satisfaites :
Op,(u, by ANby) € Op,(u,b,) NOp,(u,by,)
= &p(Oap(c,az)) NEP(Oa,(c, ay)) par (1)
= £p(Oap (¢, a2) N O, (c, ay))
=¢p(ida,) = idp,.
donc u = b, A by,.
(3) Similaire a (1).
(4) Les inclusions suivantes sont vraies :
O, (by Vby,v) C Op,(bs,v) N Op,(by,v)
— £p(O4,(.0)) N (O, (c, ) par (3)
= &p(Oap(c az) N O4L(c, ay))
= ¢p(ida,) = 1idp,.
donc v = b, V by,.
(5) Les inclusions suivantes sont vraies :
O 5, (by, by V by) € Op,(u,b;) N Op,(by, v)
= Ep(Oap(c,a2)) NEp(Oa,(c, ay)) par (1) et (3)
= &p(Oap(c,a0) N O, (¢ ay))
=¢p(ida,) =1idg,.
donc b, = b, V b,, d’ou b, < b,,. O
Le lemme suivant montre que si nous avons un suffisamment «petity relevement de

Con, oA dans une variété, alors M, appartient a cette variété.

LEMME 4.3.6. Soit B = (Bp, 9p,0Q) P<Q dans 1, un relévement de Con, oA par des treillis.
Supposons que By, soit une chaine de longueur deuzx pour tout x € n. Alors M, se plonge
dans B,,.

DEMONSTRATION. Soit E: (&p)per, : Con, oA — Con,oB un isomorphisme naturel.
Comme fpg est un plongement, Con, fp sépare 0, donc Con, gpg sépare 0, nous pouvons
donc supposer que gpg est une inclusion de Bp dans Bg, pour tous P < () dans I,,.

Soient u < v dans By. Il découle du Lemme 4.3.5 que @B{I}(u,v) est la plus grande
congruence de By,,. En plus By, est une chaine a trois éléments, donc u est le plus petit
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élément de By, et v est le plus grand élément. Dans la suite nous notons b, I'élément du
milieu de B{:C}.

La congruence §(,}(©a4,,, (0, a;)) est sup-irréductible, en conséquence elle est égale soit
a @B{I}(u, b,) soit a @B{I}(bx,v). Posons :

= {:L‘ cn ‘ g{x}(@A{z}(Q ag;)) = @B{z}(u7 bﬂﬁ)}a

= {:L‘ cn ‘ g{x}(@A{z}(Q ag;)) = @B{z}(bﬂwv)}'
Comme O4,,,(0,a,) est le complément de ©4,,,(az, 1) et Op, (u,b;) est le complément
de ©p,, (bs, v), nous obtenons aussi :

= {ZE cn ‘ g{x}(@A{z} (a:w 1)) = @B{z} (bﬂwv)}

={ren| 5{13}(@14{1}(@1:7 1)) = @B{z}(u7 bs)}
Donc n = X' U X”. Comme cardn > 3, nous avons card X’ > 2 ou card X" > 2.
Supposons que card X’ > 2. Soient z,y dans X’ distincts. Le Lemme 4.3.5(2), implique
que b, A b, = u. Par le Lemme 4.3.5(4), b, V b, = v.
Soient x,y dans X’ distincts. Soit z € X”. Comme :

5{96}(@14{1} (07 aﬂﬁ)) = @B{z} (uv bﬂﬁ) et 5{2’}(61‘1{2} (07 CLZ)) = @B{z} (bzv U)
il découle du Lemme 4.3.5(5) que b, < b,. Comme :

§{Z}(@A{Z}(az, 1)) = @B{Z}(u, b.) et f{y}(@A{y}(ay, 1)) = @B{y}(by,v)

il découle du Lemme 4.3.5(5) que b, < b,. Donc b, < b,. D’ott u = b, A b, = b, > u, une
contradiction.

Donc X” = ), dott X’ = n et donc {u,bg,by,...,b,,v} est un sous-treillis de B,
isomorphe a M,,. Le cas card X” > 2 est similaire. O

En utilisant le Lemme 3.6.15 avec le recouvrement normé du Lemme 3.3.5 nous obtenons
le résultat suivant.

LEMME 4.3.7. Soit Vi une variété d’algébres localement < Ny, soit Vo une variété
ﬁmment engendrée d’algébres congruence-distributives telle que crit(Vi;Vs) > Ny, Soit

D: I, — . un diagramme de (V,0)-demi-treillis finis. Si D est relevable dans Vy, alors
D est relevable dans V.

En utilisant le Lemme 3.6.16 avec le recouvrement normé du Lemme 3.3.5 nous obtenons
le résultat suivant.

LEMME 4.3.8. Soit a« > 1 un ordinal. Soient V1 une variété d’algebres avec un type de
similarité de cardinal au plus R,. Soit D = (Dp,©pq)p<q dans 1, un systéeme inductif de
(V, 0)-demi-treillis. Supposons que les conditions suivantes soient satisfaites :

( ) crlt(Vl,Vg) > Na+2
(2) card(Dp) < R, pour tout P € I, — {n}.
(3) card(D,) < Wyio.
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(4) D est relevable dans V.
Alors D est relevable dans V.

Le lemme suivant implique en particulier qu’un treillis modulaire de longueur trois est
une extension préservant les congruences de I'une de ses sous-chaines.

LEMME 4.3.9. Soit L un treillis de longueur au plus trois, soient u,v dans L tels que
Or(u,v) = L x L. Si Con, L = 2%, alors il existe v € L avec u < x < v tel que L est une
extension préservant les congruences de la chaine C' = {u,x,v}.

v

u

Fi1G. 4.4. Le treillis Ns.

DEMONSTRATION. Comme Con, L 2 22, Th([u,v]) > 2. Si lh([u,v]) = 2, alors soit
C ={u,z,v}, ou x est un élément tel que u < x < v. Soit i: C'— L l'injection canonique.
Le morphisme Con,i: Con, C' — Con, L est surjectif, de plus Con, C' = 22 = Con, L, donc
Con, i est un isomorphisme.

Supposons maintenant que [u, v] est de longueur trois. Comme 1h(L) < 3, 1h(L) = 3, u
est le plus petit élément de L et v est le plus grand élément de L.

Supposons que L a un sous-treillis isomorphe a Ns, nommons ses éléments comme
dans la Figure 4.4. Alors C' = {u,y, z,v} est une chaine maximal de L. Soit i: C' — L le
morphisme d’inclusion. Par le Lemme 4.3.2, Con, ¢ est surjectif. Donc, comme Con L = 22,
et Or(u,y), Or(y, 2), et Or(z,v) sont les atomes de Con L,

Or(y,2) COL(u,y) NOL(y,2) NOL(z,v) =idy,

une contradiction. En conséquence L ne contient aucun sous-treillis isomorphe a Ny, par
suite L est modulaire.

Comme Con L = 2% et 1h(L) = 3, L n’est pas distributif. Donc il existe un sous-treillis
de L isomorphe a Mj, soit a < x1,29,x3 < b ses éléments. Comme L est modulaire,
la, 1] = [x1,0]r, donc 1h([a,b]) est pair. Mais 2 < 1h([a,b];) < 3, d’ou lh([a,b]r) = 2,
donc a < x; < b. Cette chaine peut étre complétée en une chaine maximale ¢ < a < z; < b
ou a < r; < b < c. Par symétrie nous pouvons supposer que b < c¢. Observons que
a=uet c=wv.Posons C = {u,b,v} et C; = {u,z1,b,v}. Soit i: C' — L et i;: C; — L les
morphismes d’inclusions. Comme C' est une chaine maximale, Con, ¢; est surjectif. Comme
Or(u,x1) = Or(x1,b) = Or(u,b), Con.i; et Con.i ont la méme image, donc Con. i est
surjectif, en conséquence Con,. ¢ est un isomorphisme. 0
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Les résultats du Lemme 4.3.9 ne peuvent pas étre étendus aux treillis de longueur quatre
ou plus. Le treillis de la Figure 4.5 n’est I'extension préservant les congruences d’aucune
chaine avec u et v comme extrémités.

u

Fi1Gc. 4.5. Le Lemme 4.3.9 ne s’étend pas aux plus grandes longueurs.

LEMME 4.3.10. Soit n > 4 un entier, soit V une variété finiment engendrée de treillis
telle que M, ¢ V. Si Ih(K) < 3 pour tout treillis simple K de 'V, alors crit(M%1; V) < R,.

DEMONSTRATION. Supposons que crit(M%: V) > R,. Comme M, € M%!, A est un
systeme inductif de M%! indexé¢ par I,. 1l découle du Lemme 4.3.7 que Con.oA a un

relevement B = (Bp, 9p,0) P<Q dans 1,, dans V. Comme Con B,, = 2, le treillis B,, est simple,
donc, en utilisant les hypotheses sur V nous avons Ih(B,) < 3, d’ott Ih(B{,}) < 3 pour tout
x € n. Le treillis By est simple, donc, en prenant v < v dans By, nous pouvons supposer que
By = {u,v}.Par le Lemme 4.3.9, quitte a remplacer By,) par un sous-treillis, nous pouvons
supposer que By, est une chaine de longueur deux, pour tout z € n. Il découle alors du
Lemme 4.3.6 que M, est un sous-treillis de B,,, et donc que M,, € V, une contradiction. [

THEOREME 4.3.11. Soit V| une variété finiment engendrée de treillis modulaires, soit Vo
une variété finiment engendrée de treillis. Soit n > 3 un entier tel que M, € Vi — Vsy. Si
Ih(K) < 3 pour tout treillis simple K € Vi, alors crit(Vq;Va) < No. Si de plus l'une des
deux conditions suivante est réalisée

(1) Ih(K) < 2 pour tout treillis simple K € Vy et Mz € V,.
(2) Ih(K) < 3 pour tout treillis simple K € V; et Sub F3 € Vy pour un corps F.
Alors crit(Vy;Vs) = Ny,

DEMONSTRATION. Par le Lemme 4.3.10, crit(Vy;Vy) < N,.
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Supposons que lh(K) < 2 pour tout treillis simple K € Vi et M3 € V,. Comme
SubF2 = M3 € Vy, d’apres le Théoreme 4.2.5, crit(Vy;Vy) > N,

Supposons que 1h(K) < 3 pour tout treillis simple K € V; et Sub F? € V, pour un
corps F', d’apres le Théoreme 4.2.5, crit(Vq; Vy) > No. O

De maniere analogue nous obtenons les points critiques suivants.

COROLLAIRE 4.3.12. Les égalités suivantes sont satisfaites
crit(Mo; Moy, ) = No;
crit (MO My ) = Vo
crit(M?l’l; Mgfm) = Ny;
crit(M,; M%m) = Ny;
crit(M,; MD,) = Ry, pour tous n,m avec 3 < m <n < w.
DEMONSTRATION. Soit n’ < n un entier tel que m < n’ < w. Comme M, & M, m, le
Lemme 4.3.10 montre que crit(M%": My,.m) < Ry, done :
crit (MO My, m) < Ro. (4.3.1)

Le treillis SubF3 = Mj est dans M, ,,,, les treillis simples de M, ,, sont de longueur au
plus trois et les treillis finiment engendrés de M,, sont de longueur finie (il sont méme finis).
Donc, par le Théoreme 4.2.5

crit(M,; M3, ) > Ro. (4.3.2)
Nous obtenons de la maniere analogue I'inégalité suivante :

crit(Mp s M) > Rs. (4.3.3)
F(Foute) les égalités du corollaire sont des conséquences immédiates de (4.3.1), (4.3.2) et
4.3.3). O]

Cela nous permet de prouver le corollaire suivant :
COROLLAIRE 4.3.13. Crit(M473; M373) < Ng.
Cette question a été posée par Ploscica.

LEMME 4.3.14. Soit F' un corps, soit n € w. Alors M, € Var(Sub F?) si et seulement
sin <1+ cardF.

DEMONSTRATION. Si F' est infini alors le résultat est évident. Nous pouvons donc
supposer que F' est fini.

Sin <1+ card F, alors M, est un sous-treillis de M1 caq r = Sub F? € Var(Sub F?),
donc M,, € Var(Sub F?).

Supposons maintenant que M, € Var(Sub F?). Par le Lemme 2.5.10, M,, est un quo-
tient d’un sous-treillis de Sub 2. Comme M,, satisfait la condition de Whitman, le théo-
reme de Davey-Sands (Théoreme 2.3.30) prouve que M, est projectif dans la classe de
tous les treillis finis. En conséquence, comme Sub F? est fini, M,, est un sous-treillis de
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Sub 3. Donc il existe des sous-espaces vectoriels distincts A, B, V;, Vs, ..., V, de F?3 tels
que VNV, =Aet V; +V; = B, pour tous 1 < ¢ < j <n. Soient 1, j, k distincts, alors :
dimV; +dimV; = dim B + dim A = dim V; 4 dim V.
Donc dim V; = dim V. Mais dim A < dimV; < dim B < dim F? = 3. Si dim A = 1, alors
M,, est isomorphe a {A/A, Vi /A, ..., V,/A, B/A} qui est un sous-treillis de Sub(B/A), avec
dim B/A = 2.5i dim A = 0, alors :
dim B =dim(V; @ V5) = dim V; + dim V, = 2 - dim V3.
Donc dim B est pair, de plus dim B < 3, en conséquence dim B = 2.

Dans les deux cas M, est un sous-treillis de Sub E' pour un F-espace-vectoriel E de
dimension deux. Mais Sub E = M, caqr, donc n < 1+ card F'. O

COROLLAIRE 4.3.15. Soit F' un corps fini et soit n > 1+ card F. Alors :
crit(M,,; Var(Sub F?)) = Ry;

crit(M,,; Vary(Sub F?)) =
crit(M2!: Var(Sub F?)) = Ry;
Crit(MO . Varo 1(Sub F3)) Ng.
DEMONSTRATION. Par le Lemme 4.3.14, M,, ¢ Var(Sub F*). De plus, tous les treillis
simples de Var(Sub F?) sont de longueur au plus trois. Donc le Lemme 4.3.10 implique

I'inégalité suivante :

crit(M2!: Var(Sub F?)) < R,. (4.3.4)

Comme tous les treillis simples de M,, sont de longueur au plus deux, il découle du
Théoreme 4.2.5 que

crit(M,,; Varg(Sub F™)) > Ry, et crit(M2!; Varg ; (Sub F™)) > R,. (4.3.5)
Toute les égalités désirées sont conséquences des inégalités (4.3.4) et (4.3.5). O

COROLLAIRE 4.3.16. Soient F' et K des corps finis. St card F' > card K alors les égalités
suivantes sont satisfaites :

crit(Var(Sub F?); Var(Sub K?)) = Ry;
crit(Var(Sub F?); Vary(Sub K?)) = Ry;
crit(Varg 1 (Sub F?); Var(Sub K?)) = Ry;
crit(Varg ; (Sub F?); Varg ; (Sub K?)) = X,.

DEMONSTRATION. Par le Lemme 4.3.14, M) car € Var(Sub K?), de plus les treillis
simples de Var(Sub K?) sont de longueur au plus trois. Donc, par le Lemme 4.3.10 :

crit(Varg ; (Sub F?); Var(Sub K?)) < RN,. (4.3.6)
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Comme tous les treillis simples de Var(Sub F?) sont de longueur au plus trois, le
Théoreme 4.2.5 implique les inégalités suivantes :

crit(Var(Sub F*); Vary(Sub K™)) > Ry, (4.3.7)
crit(Varg ; (Sub F?); Varg ; (Sub K™)) > R,. (4.3.8)

Toutes les autres égalités du corollaire sont conséquences de (4.3.6), (4.3.7) et (4.3.8). O

LEMME 4.3.17. Soit V une variété finiment engendrée de treillis (resp., une variété
finiment engendrée de treillis avec 0), soit m > 2 un entier. Supposons que pour tous
treillis simples K de 'V, il n’existe pas by, by, ..., bym—1 > u dans K tel que b; Nb; = u (resp.,
b; Nb; =0), pour tous 0 < i < j <m—1. Alors crit(My, 1 V) < Ry.

DEMONSTRATION. Posons n = 2m—1 > 3. Soit A = (Ap, fr.0)P<0 dans 1, 1€ systeme di-
rect de M2! défini plus haut. Supposons que crit(M9%!; V) > R,. Par le Lemme 4.3.7, il existe
un relevement B = (Bp, 9r.Q)P<Q dans 1, de Cone oA dans V. Soit Ez (&p)per, : Con, oA —
Con, oB un isomorphisme naturel. Quitte a prendre un sous-treillis de By, nous pouvons
supposer que By = {u,v} avec u < v. Comme l'application fp¢ est une inclusion, nous
pouvons supposer que gpg est une inclusion, pour tous P < () dans I,,.

Soit z € n. Le Lemme 4.3.5 implique que © B{I}(u, v) est la plus grande congruence de
Byz). Donc :

@B{z} (uv U) = 5{96}(614{1} (07 aﬂﬁ)) \% 5{96}(@14{1} (a:w 1))

En conséquence il existe tf = u < ¢ < --- < t7,; = v dans By, tels que, pour tout
0<i<r:

soit (t:i]:’ thrl) € 5{75}(614{1}(07 ag;)) soit (t:z‘vv tﬁrl) < 5{36}(614{1}(@937 1))
Posons b, = t7. Posons :

X' = {ZB cn ’ @B{m} (u> bx) = f{x}(@A{x} (0, &x))}

X" = {$ cn | GB{I} (u7 bﬂ:) = 5{93}(614{1} (aﬂlv 1))}
Par symétrie nous pouvons supposer que card X’ > card X” (nous pouvons remplacer le
diagramme A par son dual si nécessaire). Comme n = X' U X” et cardn = n = 2m — 1,
card X’ > m. Soient z,y € X' distincts, il découle du Lemme 4.3.5(2) que b, A b, = w.
Nous obtenons ainsi une famille d’éléments (b, ).ex’ plus grands que u telle que b, Ab, = u
(resp., by A by, = u = 0) pour tous z # y dans X', une contradiction. 0

Avec une preuve similaire, en utilisant le Lemme 4.3.8 au lieu du Lemme 4.3.7 nous
obtenons le lemme suivant.

LEMME 4.3.18. Soit V une variété de treillis (resp., une variété de treillis avec 0),
soit m > 2 un entier. Supposons que pour tous treillis simples K de 'V, il n’existe pas
bo, b1, ..., b1 > u dans K tel que by Nb; = u (resp., b; Nb; = 0), pour tous 0 < i < j <
m — 1. Alors crit(My,_1; V) < Rs.
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THEOREME 4.3.19. Soit V une variété finiment engendrée de treillis ou une variété
finiment engendrée de treillis avec 0. Si Mz € 'V alors :
crit(My; V) = No;
crit(M2; V) = Ry,
Soit V une variété finiment engendrée de treillis bornés. Si Mz € V alors :

crit(M%1; V) = R,.

DEMONSTRATION. Soit V une variété finiment engendrée de treillis, soit m le plus grand
cardinal d’un treillis simple de V. Les hypotheses du Lemme 4.3.17 sont satisfaites, donc
crit(My_1: V) < Ry, en conséquence crit(M%1; V) < R,.

Notons par Fy le corps a deux éléments. Soit V une variété de treillis avec 0 (resp.,
avec 0 et 1), tel que Mz € V. La variété M, est localement finie, donc tous les treillis
finiment engendrés de M,, sont de longueur finie, de plus tous les treillis simples de M,
sont de longueur au plus deux. Le Théoreme 4.2.5 implique donc que

crit(M,; Varg(SubF3)) > Ry (resp., crit(M%'; Varg;(SubF3)) > Xy).
Enfin SubF3 & Mj3, donc crit(M,; V) > N,. O
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Points critiques de couples de variétés d’algebres

L’ensemble de toutes les congruences d’une algebre, ordonné par inclusion, est un treillis algébrique (Bir-
khoff), ses éléments compacts sont les congruences finiment engendrées ; elles forment un demi-treillis. Un
demi-treillis est relevable dans une variété V' s’il est isomorphe au demi-treillis des congruences compactes
d’une algebre de V. Les travaux de Wehrung sur CLP, ainsi que ceux de Ploscica, illustrent que méme
pour une variété d’algebres facile a décrire, comme la variété de tous les treillis, ou une variété finiment
engendrée, la caractérisation des demi-treillis relevables est difficile. Le point critique entre deux variétés V'
et W est le plus petit cardinal d’un demi-treillis relevable dans V' mais pas dans W.

Nous introduisons un outil, de nature catégorique, donnant des liens entre les relevements de dia-
grammes de demi-treillis et les relevements de demi-treillis dans une variété donnée. Nous montrons que
si V et W sont des variétés finiment engendrées de treillis telles que W ne reléve pas tous les demi-treillis
relevés par V, alors le point critique entre V' et W est soit fini, soit un aleph d’indice fini. Nous trouvons
deux variétés finiment engendrées de treillis modulaires dont le point critique est Np, ce qui infirme une
conjecture posée par Tuma et Wehrung.

Nous prouvons, en utilisant la théorie des anneaux réguliers de von Neumann et la théorie du monoide
de dimension d’'un treillis, que le point critique entre des variétés engendrées par des treillis de sous-espaces
vectoriels d’espaces vectoriels de méme dimension finie sur des corps finis est au moins N5. Nous prouvons
I’égalité pour les dimensions 2 et 3.

Critical points of pairs of varieties of algebras

The set of all congruences of a given algebra, ordered by inclusion, is an algebraic lattice (Birkhoff), its
compact elements are the finitely generated congruences; they form a semilattice. A semilattice is liftable
in a variety V if it is isomorphic to the semilattice of all compact congruences of an algebra in V. The
works of Wehrung on CLP, and of Ploscica, illustrate that even for an easy to describe variety of algebras,
like the variety of all lattices, or the finitely generated varieties, characterizing the liftable semilattices is
hard. The critical point of two varieties V' and W is the smallest cardinal of a semilattice liftable in V' but
not in W.

We introduce a tool, with categorical flavor, that gives a link between lifting diagrams of semilattices
and lifting semilattices in a given variety. Given finitely generated varieties of lattices V and W such
that W does not lift all semilattices liftable in V', we prove that the critical point of V and W is either
finite or some aleph of finite index. We give two finitely generated varieties of modular lattices with critical
point Ny, which disproves a conjecture of Tuma and Wehrung.

Using the theory of Von Neumann regular rings together with the dimension monoid of a lattice, we
prove that the critical point of varieties of lattices generated by subspace lattice of vector spaces of the
same finite dimension on finite fields is at least N5. We prove the equality for dimensions 2 and 3.
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