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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

▼❛ t❤ès❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛❝❤❡✈é❡✳ ❏✬❛✐ ♣❛ssé tr♦✐s ❧♦♥❣✉❡s ❛♥♥é❡s ❞❛♥s
❝❡tt❡ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ ❛✈❡♥t✉r❡✳ ❏❡ ♥✬❛✉r❛✐s ❥❛♠❛✐s ❡✉ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧
t♦✉t s❡✉❧✱ ❛✉t❛♥t s♦❝✐❛❧❡♠❡♥t q✉❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡♠❡♥t✳

❏✬❛✐ été ❝❛t❛♣✉❧té à ●r❡♥♦❜❧❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❞❡ ❈❛t❤❡r✐♥❡ ❘♦✉❝❛✐r♦❧✳ ❏❡
♥❡ s❡r❛✐s ♣❛s ❧❛ s❛♥s ❡❧❧❡✳ ▼❡r❝✐✳

▼❡r❝✐ ❛✉① ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r②✳ ➚ ❱❛♥❣❡❧✐s P❛s❝❤♦s ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t
❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞❡ ♣rés✐❞❡r ❧❡ ❥✉r② ❡t ♣♦✉r s❡s r❡♠❛rq✉❡s ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡s✳ ➚ ♠❡s ❡①❛✲
♠✐♥❛t❡✉rs✱ ❖❞❡❞ ▼❛❧❡r ❡t P❛tr✐❝❦ ▼❛rt✐♥❡❛✉✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s q✉❡st✐♦♥s q✉✐
♠✬♦♥t ❢❛✐t ré✢é❝❤✐r s✉r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ♠❡s tr❛✈❛✉①✳ ▼❡r❝✐ à ❨✈❡s ❘♦❜❡rt
♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡♠❛♥❞é à êtr❡ r❛♣♣♦rt❡✉r ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✱ ♣♦✉r s❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❡t
❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉✳ ●r❡❛t t❤❛♥❦s t♦ ❆❧❡ss❛♥❞r♦
❆❣♥❡t✐s ❢♦r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t♦ r❡✈✐❡✇ ♠② t❤❡s✐s✱ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ■t❛❧② t♦ ❧✐st❡♥ t♦ ❛
❞❡❢❡♥s❡ ✐♥ ❢r❡♥❝❤ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐ss✉❡s ❤❡ r❛✐s❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡
❞✐s❝✉ss❡❞✳

❯♥❡ t❤ès❡ ❡st ❛✉ss✐ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞✉ ❣r❛♥❞ ♠❛♥❞❛r✐♥ ❡t ❞✉ ♣❡t✐t ♠❛♥❞❛r✐♥✳
❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ❈❤❡❢ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ♣❛rt❛❣é s❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ s❛ ✈✐s✐♦♥
❞❡ ❧❛ s❝✐❡♥❝❡✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢♦r❝é à ré✢é❝❤✐r ❡t ♣♦✉r s♦♥ s♦✉t✐❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t✳
▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s s✉r ❧❛ s♦❝✐été✱ ❧✬❤✐st♦✐r❡✱ ❧✬❛rt✳✳✳ ❊♥ ❜r❡❢✱
♠❡r❝✐ ❉❡♥✐s✱ t✉ ♠✬❛s ❛♣♣r✐s é♥♦r♠é♠❡♥t ❞❡ ❝❤♦s❡s✳

▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à t♦✉s ❧❡s ❣❡♥s ❞✉ ❤❛✈r❡ ❞❡ s❝✐❡♥❝❡ ■❉✳ ▼❡r❝✐ à ❝❡✉① ❛✈❡❝ q✉✐
❥✬❛✐ tr❛✈❛✐❧❧é✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ à ❝❡✉① ❛✈❡❝ q✉✐ ❥❡ ♥✬❛✐ ♣❛s tr❛✈❛✐❧❧é ❡t q✉✐ s♦♥t t♦✉t
❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ❯♥❡ ♠❡♥t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✉ ♠✐❞✐ s✉r
❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s à ✸✷ é❧é♠❡♥ts✳ ❈❡rt❛✐♥s r❡♥tr❛♥t ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❥❡
t✐❡♥s à ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡r ♥♦♠✐♥❛t✐✈❡♠❡♥t ✭❝❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❥❡ ✈❛✐s ❡♥ ♦✉❜❧✐❡r✮ ✿
P✐❡rr❡✲❋r❛♥ç♦✐s✱ ❏❡❛♥✲▼❛r❝✱ ❇r✐❝❡ ✭❥❡ s✉✐s ❝②❝❧✐st❡ ❣râ❝❡ à ❧✉✐✮✱ ▼❛r✐♥ ✭♦♥
❧✬❛✉r❛ ✉♥ ❥♦✉r ❝❡ ❞♦♥✉t✮✱ ❋r❡❞✱ ●r❡❣✱ ❋❧♦r❡♥t✱ ❨♦♥❡❧✳

▼❡r❝✐ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts ❡t à ♠❡s ❢rèr❡s ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥✳ ▼❡r❝✐ à ♠❡s ❛♥❝✐❡♥s
❝♦❧♦❝❛t❛✐r❡s✱ ❙❛❜r✐♥❛✱ ◆❛s❤✱ ❏✉❧✐❡♥✱ ●❛❡❧❧❡✱ ❉✐❞❡ ❡t ❋r❡❞ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r é❝♦✉té✱
❞✐str❛✐t✱ s✉♣♣♦rté ♣❡♥❞❛♥t tr♦✐s ❛♥s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♠❡r❝✐ à ❉❡❧♣❤✐♥❡ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r
s✉♣♣♦rté ❡t s♦✉t❡♥✉ s❛♥s r❡❧â❝❤❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❥❡ ♥✬❛✐ ♣❛s été ❢❛❝✐❧❡ t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs✳
❏❡ ♥❡ s❡r❛✐s ♣❛s ❛rr✐✈é ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ t♦✉t s❡✉❧✳ ▼❡r❝✐ à ✈♦✉s ✦

✐✐✐
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✈
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✸✳✹✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐❞é❡ à m ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✸✳✹✳✸ ❉✬❛✉tr❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥❡①✐st❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✺ ❉❡✉① ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✸✳✺✳✶ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❞é s✉r ▲✐st ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✸✳✺✳✷ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ à tr♦✐s ♦❜❥❡❝t✐❢s s✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✸✳✻ ❱❛r✐❛♥t❡ ❖♥❧✐♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✹ ▲❛ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✹✺
✹✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✹✳✷ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❢❛✉t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✹✳✸ ▲❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❧❛ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✺ ▼❛❦❡s♣❛♥ ❡t t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉① ♣❛♥♥❡s tr❛♥s✐t♦✐r❡s ✹✾
✺✳✶ ▲❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❝r✐t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✺✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✺✳✷✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✺✳✷✳✷ ❘é♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✺✳✷✳✸ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ π ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✺✳✷✳✹ ■♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✺✳✷✳✺ ❉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✺✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❝♦♥♥❡①❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✺✳✸✳✶ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ s✉r ♠❛❝❤✐♥❡ ❤étér♦❣è♥❡ ✳ ✳ ✺✼
✺✳✸✳✷ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✺✳✸✳✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✺✳✹ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✺✳✹✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✺✳✹✳✷ P❤❛s❡ ✶ ✿ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✺✳✹✳✸ P❤❛s❡ ✷ ✿ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣ré✲❛❧❧♦✉é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✺✳✹✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✺✳✺ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✺✳✺✳✶ ❇✉ts ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✺✳✺✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✺✳✺✳✸ Pr♦t♦❝♦❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✺✳✺✳✹ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❛♥❛❧②s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✻ ▼❛❦❡s♣❛♥ ❡t t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉① ♣❛♥♥❡s ♣❡r♠❛♥❡♥t❡s ✼✺
✻✳✶ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❝❧✉st❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✻✳✷ ▼♦❞è❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
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✻✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✻✳✹ ❚â❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✻✳✹✳✶ ❚â❝❤❡s ❯❊❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
✻✳✹✳✷ ❱❡rs ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛r❜✐tr❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✻✳✹✳✸ ❯♥❡

〈

2̄, 1
〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✻✳✺ ■♥té❣r❛t✐♦♥ à ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✻✳✺✳✶ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✿ ❧❡ ❝❛s
❞❡ ❍❊❋❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✻✳✺✳✷ ❱❡rs ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✻✳✺✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥ à ❞✬❛✉tr❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✼ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✾✸
✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✼✳✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✼✳✶✳✷ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✼✳✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✼✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❡t ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥❛❧②s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✼✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✼✳✷✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥♥❡①❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✼✳✷✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✼✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❡t ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✼✳✹ MUSP (k : Cmax) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✼✳✹✳✶ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✼✳✹✳✷ ❉✐st❛♥❝❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✼✳✺ MUSP (k :
∑

Ci) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✼✳✺✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ♣♦✉r m = 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✼✳✺✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ à m ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✼✳✻ ▲❡ ❝❛s ♠✐①t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✼✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✵✾
✽✳✶ ❇✐❧❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✽✳✷ P♦✉rq✉♦✐ ✉t✐❧✐s❡r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
✽✳✸ ❈♦♠♠❡♥t tr❛✐t❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
✽✳✹ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
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❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✷✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✷✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✷✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✷✳✹ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡

❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✸✳✶ ▲❡s ❞❡✉① ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛✉① ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡
s✐♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✸✳✷ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✸✳✸ ❘❛♣♣♦rts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥❡①✐st❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✺✳✶ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
✺✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡

❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✺✳✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡

❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✺✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❞❡s❝❡♥t❡

❧♦❝❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✺✳✺ ■♠♣❛❝t❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡ s✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✳ ✼✵
✺✳✻ ■♠♣❛❝t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❧❡s ❛✈❡❝ ❍❊❋❚ ✼✶
✺✳✼ ▲✬✐♥st❛♥❝❡ r✶✺✵ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❈❈❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✻✳✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❍❊❋❚ ✭q✉✐ ❛❧❧♦✉❡ i ❛✉ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉r 1✮ ❡t ❘❍❊❋❚ ✭q✉✐ ❛❧❧♦✉❡ i ❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r 2✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✻✳✷ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts
✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❜♦r❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✻✳✸ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♣❧✉s r❛✲
♣✐❞❡s ❞✬❛❜♦r❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✻✳✹ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts
♣r♦❞✉✐t λjτj ❞✬❛❜♦r❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✐①



① ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ❋■●❯❘❊❙

✻✳✺ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s s✉r 100 ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✭❧❡ ❝❛s
α = 0 ❡st ❘❍❊❋❚ ❡t ❧❡ ❝❛s α = 1 ❡st ❍❊❋❚✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥

❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s
s②stè♠❡s s♦♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♦✉ ❞✐str✐❜✉és✳ ❉❡♣✉✐s ❧❡s ❛❝❝❡ss♦✐r❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s
✭❧❡❝t❡✉rs ♠✉❧t✐♠é❞✐❛s✱ té❧é♣❤♦♥❡s ♣♦rt❛❜❧❡s✱ ✳✳✳✮ ❥✉sq✉✬❛✉① ❣r❛♥❞s ❝❡♥tr❡s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
✉♥✐tés ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s s♦♥t s✐ ♣rés❡♥t❡s q✉❡ ❧❡s ♠❛✲
❝❤✐♥❡s à ✢♦t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ s♦♥t ♣r❡sq✉❡ ✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝❡s r❡ss♦✉r❝❡s s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs✳

❍✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s s②stè♠❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♦♥t été ét✉❞✐és ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❞❡ ré♣❛rt✐r ❥✉❞✐❝✐❡✉✲
s❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s à ❡✛❡❝t✉❡r s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✜♥
❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝❡
t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ t②♣✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ à tr❛✐t❡r✱ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♦ù ❧❛
tâ❝❤❡ ✈❛ s✬❡①é❝✉t❡r ❡t à q✉❡❧❧❡ ❞❛t❡✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦♥t
très ♥♦♠❜r❡✉① s❡❧♦♥ ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ❛✛❡❝t❡♥t ❧❡s
tâ❝❤❡s ✭❝♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ♦✉
❞✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✱ ✳✳✳✮✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭❤♦♠♦❣è♥❡✱
❤étér♦❣è♥❡✱ ❞é❞✐é❡✱ ✳✳✳✮ ❡t s❡❧♦♥ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♦♣✲
t✐♠✐s❡r ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ q✉❡ ♣❛ss❡
✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ ✳✳✳✮✳

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦♥t
NP✲❝♦♠♣❧❡ts✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜t❡♥✐r ❡♥ t❡♠♣s r❛✐✲
s♦♥♥❛❜❧❡ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ✭s❛✉❢ s✐ P = NP✮✳ ❖♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡
❛❧♦rs s✉r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r

✶
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❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡
✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❜♦r♥é ♣❛r ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✳
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛ ♣❡r♠✐s à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡♣r✐s❡s ✉♥❡
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❡♥ ❢♦♥❞❛♥t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛✲
t✐♦♥ ❇❙P ❬●♦❧✾✾❪✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❱▲■❲✱ ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs ♣❛r ❧♦ts ❞❛♥s ❧❡s ❝❧✉st❡rs ❬❙❲❲✾✺❪✱ ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ❞✐✈✐s✐❜❧❡s ❞❡s ❣r✐❧❧❡s ❧é❣èr❡s ❬▼❨❈❘✵✺❪✱ ❡t ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t
❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ♣❛r ✈♦❧ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❬❆❇P✵✶❪✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s s②stè♠❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♠♦❞❡r♥❡s s♦♥t très ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝❡
q✉✬✐❧s ét❛✐❡♥t ✐❧ ② ❛ ✈✐♥❣t ❛♥s✳ ▲❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ s♦♥t
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✬✉♥✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✱ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡st
ré♣❛rt✐❡ ❡t ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r✲❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❤étér♦❣è♥❡s✳ ❊♥ ✶✾✾✸✱ ✾✵✪ ❞❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ❞✉ ❚♦♣✺✵✵ ❞✐s♣♦s❛✐❡♥t ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ✶✵✵ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱
✺✵✪ ❡♥ ♦♥t ♣❧✉s ❞❡ ✷✵✵✵✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛ ❧❛r❣❡✲
♠❡♥t ❛✉❣♠❡♥té ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t
❛❝❝r✉ ❧✬é✈❡♥t✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛♥♥❡ ❞❛♥s ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s
❝♦♥❝❡✈❛❜❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❝❛r ✐♥é✈✐t❛❜❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ t♦♠❜❡r❛ ❡♥ ♣❛♥♥❡ ♣❡♥❞❛♥t ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ s❡ ♠❡s✉r❡ ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♠❛✐s ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧❧❡ ✿ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❡st ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✬❡①é❝✉t❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ❡st
✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❉❛♥s ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♠♦❞❡r♥❡s✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❡✉t
êtr❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és
♦✉ ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ♣♦rt❛❜❧❡s✱ ❡①é❝✉t❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s s❡ ❢❛✐r❡ ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡s ❜❛tt❡r✐❡s ❛❧✐♠❡♥t❛♥t ❧✬❛♣✲
♣❛r❡✐❧✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✉❞✐q✉❡s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥❝✐❧✐❡r ❧❛t❡♥❝❡✱
❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛✣❝❤❛❣❡ ❡t q✉❛❧✐té ❞✬✐♠❛❣❡✳

▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉✐ ét✉❞✐❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
q✉❛♥t✐tés ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧❧❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ♣❛s
❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ t♦t❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣✲
t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ♣❧❡✐♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❛♥❛❧②s❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❧❛
sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❬❆●❑✵✹✱ ❉Ö✵✷❪✱ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛✲
t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈✐t❡ss❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❬❆❋✵✻✱ ❇✉♥✵✻❪✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡
s❡r✈✐❝❡ ❡♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❬▲❙❱✵✻❪✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡s r❡q✉êt❡s ✇❡❜ ❬P❨✵✵❪ ♦✉ ❞❛♥s
❧❡s rés❡❛✉①✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❬▲❛❢✵✶❪ ♦✉ ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡
r♦✉t❛❣❡ ❬❆●▼✵✻❜✱ ❆●▼✵✻❛❪✳

❈✬❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❞✐str✐❜✉é ♠♦✲
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❞❡r♥❡ q✉❡ s✬❛♥❝r❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✳ ▲❡s ♠♦✲
❞è❧❡s ❡t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s t❤é♦r✐q✉❡s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉①✳ ❆✐♥s✐✱ tr❛✐t❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❛❞ ❤♦❝ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❜✉t ✉❧t✐♠❡ q✉❡ ♥♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s✳ ◆♦tr❡ ❛♠❜✐t✐♦♥
❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠ét❤♦✲
❞♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳

✶✳✷ ●✉✐❞❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❡♥
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s
t♦✉t ❧❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❞✐s❝✉té❡s ❡t
❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ✿ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
③é♥✐t❤ ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t
✐♥s♣✐ré ❞✬✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❧✐✈r❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦é❝r✐t ❛✈❡❝ P✐❡rr❡✲❋r❛♥ç♦✐s ❉✉t♦t✱ ❑r③②s③t♦❢ ❘③❛❞❝❛ ❡t ❉❡♥✐s
❚r②str❛♠✳

◗✉❛tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s❡r♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡t ❧❡✉r ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
s❡r❛ ♦r❣❛♥✐sé❡ ♣❛r ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❝✐❜❧❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs s♦♥t ❧✐és ❛✉① s②stè♠❡s
❡♠❜❛rq✉és ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❛✉① ❣r❛♣♣❡s ❡t ❣r✐❧❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ tr❛✐t❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s s✉r ✉♥ s②stè♠❡
❡♠❜❛rq✉é ♦✉ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐❢ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ❧❛
❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱
♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ∆✮ q✉✐ ❡st ✉♥❡
(1 + ∆ + ǫ, 1 + 1

∆
+ ǫ)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ❛✈❡❝ ∆, ǫ >

0 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ♥♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é✲
♥✐t❤✳ P♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝é❞❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
(2 + 1

∆−2
− ∆−1

m(∆−2)
, ∆)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ∆ > 2✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ✉♥ tr❛✈❛✐❧

❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ P✐❡rr❡✲❋r❛♥ç♦✐s ❉✉t♦t ❡t ●ré❣♦r② ▼♦✉♥✐é ❡t ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ■P❉P❙ ❡♥ ✷✵✵✽✳

▲❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s s✉✐✈❛♥ts tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❧❛ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❈✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡
❛✉① ❢❛✉t❡s ❞❡♣✉✐s ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❛✉t❡s ❥✉sq✉✬❛✉① ♠♦②❡♥s
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ tr❛✐t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t ❞❡ ❧❛
✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❝r✐t✐q✉❡s ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❛❝t✐❢✳ ▲❛
✜❛❜✐❧✐té ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡
q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛✐t❡r
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡ ③é♥✐t❤
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ ❡♥ r❡ss♦rt ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦❝❤❛❜❧❡ à ❢❛❝✲



✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ét❛♥t ❞✐✣❝✐❧❡✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s✳ ❉❛♥s ❧❛
♣r❡♠✐èr❡✱ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡ ❥✉sq✉✬à ✉♥ s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é ❡♥ ❛❧❧♦✉❛♥t ❞❡s
❝♦♣✐❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐st❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
à ❢♦✉r♥✐r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♣✐❡ ✉♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t é✈❛❧✉é❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ à été ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❆❧❛✐♥
●✐r❛✉❧t ❡t ❉❡♥✐s ❚r②str❛♠ ❡t ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ à ♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s
❏P❉❈✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❞❡ ❧❛ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡s ❣r✐❧❧❡s ❡t ❧❡s ❝❧✉st❡rs✳ ▲❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ ♣❧❛❝❡♠❡♥t
❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲❡s ❣r✐❧❧❡s ❡t ❧❡s ❝❧✉st❡rs ét❛♥t ❤été✲
r♦❣è♥❡s✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❞✬❛❜♦r❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡

〈

1̄, 1
〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ❯❊❚ ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡

〈

2̄, 1
〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ❢♦♥❞❡♥t t❤é♦r✐q✉❡✲
♠❡♥t ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡
❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ✈❛❧✐❞é❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❞❡✉①
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛ été é❝r✐t❡ ❛✈❡❝ ❏❛❝❦ ❉♦♥❣❛rr❛✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❏❡❛♥✲
♥♦t ❡t ❩❤✐❛♦ ❙❤✐ ❡t ♣✉❜❧✐é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❙P❆❆ ❡♥ ✷✵✵✼✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡
❛ été é❝r✐t❡ ❛✈❡❝ ❉❡♥✐s ❚r②str❛♠ ❡t ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❏❡❛♥♥♦t ❡t ♣✉❜❧✐é❡ ❞❛♥s ❧❛
❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❊✉r♦✲P❛r ❡♥ ✷✵✵✽✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ tâ❝❤❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s✉r ✉♥❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ▲✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❜❛t❝❤ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬♦♣✲
t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❛r♠✐
❧❛ ❧✐st❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♠❛❦❡s♣❛♥✱ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ s♦♠♠❡ ❞❡s
t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♣♦♥❞éré ❡t ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ t✐♠❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s s✉❝✲
❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛s ♦ù t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠é✲
tr✐q✉❡✳ P♦✉r ❧❡s ❝❛s ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤ ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ ✢♦✇
t✐♠❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤ à ❢❛❝t❡✉r
❝♦♥st❛♥t✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❛r❛♥t✐ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs
❝❤♦✐s✐ss❡♥t s♦✐t ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✱ s♦✐t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ❈❡ tr❛✲
✈❛✐❧ à été ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❉❡♥✐s ❚r②str❛♠ ❡t ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❛❝❝❡♣té à
■P❉P❙ ✷✵✵✾✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ❝♦♥❝❧✉t ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥ ❜✐❧❛♥ s✉r ❧❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❛❜♦r❞és ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✳
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❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❞❡✉① ❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t été ♠❡♥és✳ ■❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝❛r ✐❧s s♦rt❡♥t ❞✉ ❝❛❞r❡ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛❜♦r❞é✳ ▲❡ ♣r❡✲
♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ ❛ été ♠❡♥é ❛✈❡❝ ❏❡❛♥✲❋r❛♥ç♦✐s ▼é❤❛✉t ❡t ❇r✐❝❡ ❱✐❞❡❛✉ s✉r ✉♥❡
❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♠✉❧t✐✲❝♦❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐ts
❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❝❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥
à ♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ ♣❡t✐ts ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦✉r❛♥t❡s✳ ❯♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ à ❝❡ s✉❥❡t ❡st ♣❛r✉❡
❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❘❡♥P❛r ❡♥ ✷✵✵✽✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❡ t②♣❡ ❱▲■❲ à ❜②♣❛ss ✐♥✲
❝♦♠♣❧❡t✳ ❊♥ t❡r♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
tâ❝❤❡s ❯❊❚ s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t
❞✬✉♥❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥ à ❏♦✉r♥❛❧ ❖❢ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❡t ❛ été ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ❋❧♦r❡♥t ❇❧❛❝❤♦t✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❍✉❛r❞✱ ❏♦❤♥❛t❛♥ P❡❝❡r♦ ❡t ❉❡♥✐s ❚r②str❛♠✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷

Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❚♦✉t ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥ ♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❞❛♥s ❞❡s ❧✐✈r❡s t❡❧s q✉❡ ❬❇❊❙❲✾✸✱ ▲❡✉✵✹❛❪✳

✷✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à ❛❧❧♦✉❡r ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❞❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❈❡tt❡ ✈✉❡ ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st s②♥t❤ét✐sé ♣❛r ❧❛ ❝é❧è❜r❡ ♥♦t❛t✐♦♥ à tr♦✐s
❝❤❛♠♣s α | β | γ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ●r❛❤❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬●▲▲❑✼✾❪✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ α s❡rt à
❞é❝r✐r❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ✉t✐❧✐sé✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ β s❡rt à ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ γ ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢
q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ◆♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❝ôté ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
❣❡♥❡r❛❧ s❤♦♣ ♣♦✉r ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦♥ ♣❛r❧❡ s♦✉✈❡♥t ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ♣❛s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✳

❙♦✐t M = {1, . . . ,m} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ m ♣r♦❝❡ss❡✉rs q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t ❡①é❝✉t❡r
n tâ❝❤❡s ❞❡ T = {1, . . . , n}✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ j s❡r❛ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs
❛❧♦rs q✉❡ i s❡r❛ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳

❚r♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs s❡r♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ✿ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱
♣r♦❝❡ss❡✉rs ❤étér♦❣è♥❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡t ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❤étér♦❣è♥❡s ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s✳
❈❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥♦tés P ✱ Q ❡t R ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ■❧s s❡
❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣❛r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ P ✭♣r♦✲
❝❡ss❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s✮✱ ❧❛ tâ❝❤❡ i ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❛✈❡❝
❧❛ ♠ê♠❡ ❞✉ré❡ pi✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ Q ✭♣r♦❝❡ss❡✉rs ❤étér♦❣è♥❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s✮✱ ❧❡s
♣r♦❝❡ss❡✉rs s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ τj✳ ▲❛
tâ❝❤❡ i ❡st ❛❧♦rs ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ oi ♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s tr❛✐té❡s ❡♥ pij = oiτj

✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ R ✭♣r♦❝❡ss❡✉rs ❤étér♦❣è♥❡ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s✮✱
✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❛r ❧❡s

✼
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♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ i s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j ❡st ❛❧♦rs pij✳ ▲❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st ❝♦♥st❛♥t s❡ ♥♦t❡♥t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛♣rès ❧❡ ♥♦♠ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭❛✐♥s✐✱ Q2 ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♦ù
✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs r❡❧✐és ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱ ❡t Pm ❡st ❧❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ♦ù ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ♠❛✐s ✜①é ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✮✳ ❙✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ♠♦♥♦✲♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♥♦té 1 ❞❛♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
à tr♦✐s ❝❤❛♠♣s✳

❯♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ T s✉r M ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❢❛ç♦♥s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡✉①
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s π✱ q✉✐ ❛❧❧♦✉❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ i à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r π(i)✱ ❡t σ✱ q✉✐ ❛❧❧♦✉❡
✉♥❡ tâ❝❤❡ i à ✉♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ σ(i)✳ P♦✉r q✉✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
s♦✐t ✈❛❧✐❞❡✱ ✐❧ ❞♦✐t ❛✉ ♠♦✐♥s r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡
❡st ❡①é❝✉té❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s s❛♥s ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥✱ ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♥✬❡①é❝✉t❡
q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ tâ❝❤❡ à ❧❛ ❢♦✐s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ Ci = σ(i)+piπ(i) ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥
❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i✳

■❧ ❡st ❢réq✉❡♥t q✉❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦✐❡♥t ❛❥♦✉té❡s ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡✳ ▲❛ ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡ ét❛♥t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (T,E) ✭♥♦té prec ❞❛♥s
❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ à tr♦✐s ❝❤❛♠♣s✮✳ ❯♥ ❛r❝ (i1, i2) ∈ E r❡❧✐❛♥t i1 à i2 ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛
tâ❝❤❡ i1 ❞♦✐t êtr❡ t❡r♠✐♥é❡ ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i2 ♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❞é❧❛✐s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ s♦✐t
❝♦♠♠✉♥✐q✉é❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛❧❧♦✉é❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ s❡r❛
❡①♣❧✐❝✐té q✉❛♥❞ ✐❧ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Γ+(i) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs
❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i ❡t Γ−(i) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs✳

❉✬❛✉tr❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
❞❛t❡s ❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐tés ✭r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡✮ ri ❛✈❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♦✉ ❞❡ ❞❛t❡s ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s ✭❞❡❛❞❧✐♥❡✮ di ❛✈❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i
❞♦✐t êtr❡ t❡r♠✐♥é❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ▲❡s ❝r✐tèr❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ❞❛t❡s
❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥s✳ ▲❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭♦✉ ♠❛❦❡s✲
♣❛♥✮ ❡st Cmax = max Ci✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥

∑

Ci ❡st
s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t r❡❧✐é❡ ❛✉ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ t❡r✲
♠✐♥❛✐s♦♥ ✭❧❡s ❞❡✉① s♦♥t ♠ê♠❡ ♣❛r❢♦✐s ❝♦♥❢♦♥❞✉s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✮✳ ▲❡ ✢♦t
❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ✭♦✉ ✢♦✇t✐♠❡✮ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡
Fi = Ci − ri✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢ s✉r ❧❡ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠ Fmax ❡t ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡s ✢♦ts

∑

Fi s♦♥t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡s✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s
♣♦♥❞ér❛t✐♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
❛❧♦rs ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♣♦♥❞érés ✭s✉♠ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♠♣❧❡✲
t✐♦♥ t✐♠❡s✮

∑

ωiCi ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✢♦ts ♣♦♥❞érés
∑

ωiFi✳ ❚♦✉s ❝❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s
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s♦♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧✱ s✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r✱ ♥♦✉s
♥♦t❡r♦♥s ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞❡ f ♣❛r f ∗ = minπ,σf(π, σ)✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐ q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ♦ù ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss❡✉rs ♦ù ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ✿
❧❡s tâ❝❤❡s r✐❣✐❞❡s ✭♦✉ r✐❣✐❞ t❛s❦s✮ s♦♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s q✉✐ ♦❝❝✉♣❡♥t
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲❡s tâ❝❤❡s ♠♦❞❡❧❛❜❧❡s ✭♦✉ ♠♦❧❞❛❜❧❡ t❛s❦s✮
s✬❡①é❝✉t❡♥t ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❝♦♥st❛♥t ❝❤♦✐s✐ ♣❛r
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r✳ ▲❡s tâ❝❤❡s ♠❛❧❧é❛❜❧❡s ✭♦✉ ♠❛❧❧❡❛❜❧❡ t❛s❦s✮ s✬❡①é❝✉t❡♥t ❡♥
♣❛r❛❧❧è❧❡ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs q✉✐ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳
❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛rrêt❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛
r❡♣r❡♥❞r❡ ♣❧✉s t❛r❞✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s✱ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ♣ré❡♠♣t✐♦♥✳

✷✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à
✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ rés✉♠é ❞❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❡t t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠♦♥♦✲♦❜❥❡❝t✐❢✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❡ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❡ ❧❡✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té✳ ❉❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❬●❏✼✾❪✳
❚♦✉t❡s ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s
❧❡s ❧✐✈r❡s ❬❍♦❝✾✼❪ ❡t ❬❆❈●+✵✸❪✳

✷✳✷✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐♥tér❡ss♦♥s ♥♦✉s à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❧❛
♥♦t❛t✐♦♥ à tr♦✐s ❝❤❛♠♣s✳ ▲❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s
❞✐✣❝✐❧❡s✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ R ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ Q✳ ❆✈♦✐r
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡
✜①é ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❆❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ❞❡s
❞❛t❡s ❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐tés ♦✉ ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
✭❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡t ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✉♥
❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✮✳ ▲❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❛✈❡❝ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡

∑

ωiCi s♦♥t t♦✉❥♦✉rs
♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à ♦♣t✐♠✐s❡r q✉❡ ❧❡✉r ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ♣♦♥❞éré❡✳ ❯♥ ♦✉✈r❛❣❡ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛ été é❝r✐t ♣❛r
❇r✉❝❦❡r ❬❇r✉✾✺❪✳

❖♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧ s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡
♠❛❝❤✐♥❡ ❀ ✐❧ s✉✣t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❧❡s ✉♥❡s à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s



✶✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ P❘➱▲■▼■◆❆■❘❊❙

❛✉tr❡s✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡ ❞❛t❡s ❞❡ ♠✐s❡ à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡ ❞❛t❡s ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s
♥❡ r❡♥❞❡♥t ♣❛s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❡✉r ❛❥♦✉t s✐♠✉❧t❛♥é r❡♥❞ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ NP✲❞✐✣❝✐❧❡ ❛✉ s❡♥s ❢♦rt✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t ❢♦r❝❡r
❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧❡ t❡♠♣s ❡♥ ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉① ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ 3✲P❆❘❚■❚■❖◆ s❡ ré❞✉✐t ❛❧♦rs à 1 | ri, di | Cmax ❬●❏✼✾❪✳

❆✈❡❝ 2 ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡st
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ NP✲❞✐✣❝✐❧❡ ❛✉ s❡♥s ♦r❞✐♥❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ P2 || Cmax ❡st str✐❝t❡✲
♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à 2✲P❆❘❚■❚■❖◆✳ ❆✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✜①é ❞❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉rs✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡st❡ NP✲❞✐✣❝✐❧❡ ❛✉ s❡♥s ♦r❞✐♥❛✐r❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❢❛✐t ♣❛rt✐ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t
NP✲❞✐✣❝✐❧❡ ❛✉ s❡♥s ❢♦rt ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ 3✲P❆❘❚■❚■❖◆✳

❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥❡ ♥♦✉s r❡♥s❡✐❣♥❡♥t q✉❡ s✉r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✿ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①❛❝t❡ ❞✉
♠❡✐❧❧❡✉r ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ t❤é♦✲
r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥❡ ♥♦✉s ❛♣♣♦rt❡ q✉❡ ♣❡✉ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té
❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ t❡❧s rés✉❧t❛ts✳ ❯♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥❡ ρ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ f ✭s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛✲
❧✐té✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r✮✱ s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ S q✉✬✐❧
r❡t♦✉r♥❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ f(S) 6 ρf ∗✳ ❖♥ ❞✐t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ✉♥
r❛♣♣♦rt ✭♦✉ ❢❛❝t❡✉r✮ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ρ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✳ P❧✉s ❧❡ r❛♣♣♦rt
❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 ❡t ♣❧✉s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❜♦♥♥❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❛♣♣❛rt✐❡♥t à APX s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ρ✲❛♣♣r♦❝❤é ❛✈❡❝ ρ
❝♦♥st❛♥t✳ ❙✐ ρ ♣❡✉t êtr❡ ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✭ρ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
1+ ǫ, ǫ > 0✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à PT AS ✭♦✉ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❚✐♠❡ ❆♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❙❝❤❡♠❡✮ ❡t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ❧❡s ❣é♥èr❡ ❡st ✉♥❡ PT AS✳
❙✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❡♥ ♣❧✉s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❡♥ 1

ǫ
✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡st ✉♥❡

FPT AS ✭♦✉ ❋✉❧❧② P♦❧②♥♦♠❛✐❧ ❚✐♠❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❙❝❤❡♠❡✮ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ♥♦♠✳ ❈❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❧✐❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❡①✐st❡♥t✳ ▲❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st q✉❡ s✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ ❡st NP✲❝♦♠♣❧❡t ❛✉ s❡♥s ❢♦rt ❛❧♦rs s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st
♣❛s ❞❛♥s FPT AS ✭s✐ P 6= NP✮✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ❢❛ç♦♥s ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❜♦r♥❛♥t ❧✬❡rr❡✉r
❛❜s♦❧✉❡ ❝♦♠♠✐s❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❡♥ ❜♦r♥❛♥t s♦♥ ❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡✳
❈❡s ♣✐st❡s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❡①♣❧♦ré❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

✷✳✷✳✷ ❉✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P || Cmax

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❈❡ ❝❛s ♣❡✉t êtr❡ tr❛✐té ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲✐st ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦♣♦sé
♣❛r ●r❛❤❛♠ ❬●r❛✻✻❪✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ✉♥
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♦r❞r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s
s♦♥t tr✐é❡s s✉✐✈❛♥t ❝❡t ♦r❞r❡✳ ❆ s♦♥ t♦✉r✱ ❧❛ tâ❝❤❡ i ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ ❛✉ ♣❧✉s
tôt s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r q✉✐ ❡①é❝✉t❡ ❧❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛❧❧♦✉é❡s s✉r ❝❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥èr❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ LS q✉✐ ❡st ✉♥❡ 2✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡✲
❧♦♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s LS✳

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✷✳✶✳ ❙✐ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t tr✐é❡s s✉✐✈❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ∀i, Ci(LS) 6

P

i′6i pi′

m
+ (1− 1

m
)pi

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i ❝♦♠♠❡♥❝❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡s✲
s❡✉rs ❡①é❝✉t❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❡♥❞❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s σ(i) ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❡①é❝✉té❡ ♣❛r ▲✐st ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❧❡ ♠♦✐♥s ❝❤❛r❣é✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ σ(i) 6

∑

i′<i
pi′

m
❡t ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❛tt❡✐♥t❡ s✐ t♦✉s ❧❡s ♣r♦✲

❝❡ss❡✉rs s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❤❛r❣és ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❛♥❞ ❧❡ t♦✉r ❞❡ i ❛rr✐✈❡✳
▲❛ tâ❝❤❡ i t❡r♠✐♥❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ à ❧❛ ❞❛t❡ Ci = σ(i) + pi 6

P

i′<i pi′

m
+ pi =

P

i′6i pi′

m
+ (1− 1

m
)pi✳

❚❍➱❖❘➮▼❊ ✷✳✷✳ Cmax(LS) 6 (2− 1
m

)C∗
max

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s

❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ i q✉✐ ✈ér✐✜❡ Ci(LS) = Cmax(LS) 6

P

i′6i pi′

m
+

(1− 1
m

)pi✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ pi ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

❝❛r ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✱ ❧❛ tâ❝❤❡ i ❡st ❡①é❝✉té❡✳
P

i′6i pi′

m
❡st

é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❝❛r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❞♦✐t ❡①é❝✉t❡r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s i′✱ ❝❡ q✉✐ ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣ré❡♠♣t✐❢

✭✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✮ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
P

i′6i pi′

m
✉♥✐tés ❞❡

t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s Cmax(LS) = Ci(LS) 6 (2− 1
m

)C∗
max✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ❢❛❝t❡✉r 2− 1
m

❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ▲✐st ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❯♥ ❝♦♥tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❧❛ ❜♦r♥❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ▲✬✐♥st❛♥❝❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ m
♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ❞❡ m(m−1)+1 tâ❝❤❡s✳ ▲❡s m(m−1) ♣r❡♠✐èr❡s ♦♥t ✉♥ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ pi = 1

m
(∀i ∈ {1, . . . ,m(m−1)}) ❡t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛ ♣♦✉r t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

pm(m−1)+1 = 1✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❛ ✉♥ ♠❛❦❡s♣❛♥ C∗
max = 1✳ ❚❛♥❞✐s

q✉❡✱ s✐ ▲✐st ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❡st ❡①é❝✉té ❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ♦ù ❧❛ tâ❝❤❡ m(m−1)+1 ❡st
❝♦♥s✐❞éré❡ ❡♥ ❞❡r♥✐❡r ❛❧♦rs ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡ ▲✐st ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❡st Cmax(LS) =

1 + m(m−1)
m

✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡st ❞❡ 2− 1
m
✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ▲✐st ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❡t ❧❡ ❝♦♥tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ✉t✐❧✐s❡♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ tâ❝❤❡ ♣♦✉r t❡r♠✐✲
♥❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
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❞❡ ▲✐st ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ❝❡❧✉✐ ♦ù ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r pi ❞é❝r♦✐ss❛♥t✳ ❈❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♥♦♠♠é ▲P❚ ✭♣♦✉r ▲❛r❣❡st Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚✐♠❡✮ à ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ 4

3
− 1

3m
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ P || Cmax ❬●r❛✻✾❪✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t

❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
❞❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ✐❧ ② ❛ ♠♦✐♥s ❞❡ 3m tâ❝❤❡s ❡t ❛✐♥s✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s
❜♦r♥❡s s✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡
●r❛❤❛♠✳

❯♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs
♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❡♣✉✐s ❧❡ t❡♠♣s 0 ♠❛✐s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❛✉
❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲P❚ ❡st ✉♥❡ 3

2
✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼▲P❚ ✭♣♦✉r▼♦❞✐✜❡❞ ▲P❚ ✮ r❡st❛✉r❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ 4

3
❬▲❡❡✾✶❪✳ ❙✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ 5

4
✲❛♣♣r♦❝❤é ❛ été ♣r♦♣♦sé

♣❛r ❑❡❧❧❡r❡r ❬❑❡❧✾✽❪ ♣❛r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉é❡✳
P♦✉r ✜♥✐r ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ P || Cmax✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r

❍♦❝❤❜❛✉♠ ❡t ❙❤♠♦②s ❬❍❙✽✼❪ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ (1 + ǫ) ♣♦✉r t♦✉t ǫ ♣♦s✐t✐❢✳ ▲❛ ❝♦♥tr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st q✉✬✐❧
❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ m

1
ǫ ✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ PT AS ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ P || Cmax ❡t

✉♥❡ FPT AS ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ Pm || Cmax✳

✷✳✷✳✸ ❉✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ Q✱ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥t à ♥♦t❡r✳ ▲❡
♣r❡♠✐❡r ❡st ▲P❚✲❊❋❚ ♣♦✉r ▲❛r❣❡st Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚✐♠❡ ✲ ❊❛r❧✐❡st ❋✐♥✐s❤ ❚✐♠❡
q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞é❝r♦✐ss❛♥t s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r q✉✐ ❧❡s t❡r♠✐♥❡♥t ❛✉ ♣❧✉s tôt✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❛✉ ♣❧✉s tôt ♦✉ ✜♥✐r ❛✉ ♣❧✉s tôt s♦♥t r✐❣♦✉r❡✉✲
s❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ P ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ Q✳ ▲P❚✲❊❋❚
❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❞✐r❡❝t ❞❡ ▲P❚ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ Q ❡t ❛ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ 2 ❬●■❙✼✼❪✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ Q✱ ❧❛ PT AS ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❍♦❝❤❜❛✉♠
❡t ❙❤♠♦②s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ P ❛ été ét❡♥❞✉❡ ❬❍❙✽✽❪✳

▲❡ ❝❛s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ R ❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ très ❞✐✛ér❡♥t✳ ▲❡♥str❛✱ ❙❤♠♦②s ❡t
❚❛r❞♦s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡✉① rés✉❧t❛ts s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡ ♣r❡✲
♠✐❡r ❡st q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❛②❛♥t ✉♥
r❛♣♣♦rt ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 3

2
s✐ P 6= NP ❬▲❙❚✾✵❪✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡ 2✲❛♣♣r♦❝❤é q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞ét❛✐❧❧é
❝✐ ❞❡ss♦✉s ✿

❈♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ G✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st
tr❛✐té ❛✈❡❝ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xij ✈❛✉t 1 s✐ ❧❛
tâ❝❤❡ i ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j ❡t 0 s✐♥♦♥✳ M(i) = {j, pij 6 G}
❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❛ tâ❝❤❡ i ❡♥ ♠♦✐♥s
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❞❡ G ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s✳ ❙②♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱ T(j) = {i, pij 6 G} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s tâ❝❤❡s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j ♣❡✉t ❡①é❝✉t❡r ❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ G ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s✳
❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t❡s

∀i, j, xij > 0

∀j, ∑

i∈T(j) xijpij 6 G

∀i, ∑

j∈M(i) xij = 1

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♥✬❡st
♣❛s ❡♥t✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♠❛❦❡s♣❛♥
✐♥❢ér✐❡✉r à G✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ G ❡st ✉♥ ♠❛❦❡s♣❛♥
ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❧❧♦✉❡r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ i à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞✐✛ér❡♥t
❞❡ M(i) ✭s✐♥♦♥✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t♦✉r♥é❡ ❡st ✐♥✈❛❧✐❞❡✮✳ ❆✐♥s✐ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r
t❡r♠✐♥❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ❞❛t❡ 2G✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐ss❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✳
❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡str✐❝t✐✈❡ ❝❛r ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣❧✉s
♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ G q✉✐ r❡♥❞ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡
♦✉ é❣❛❧ à C∗

max✳ ❈❡❧❛ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥❡ 2✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❡s
❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é ❞❛♥s ❬❍❛❧✾✼❪

✷✳✷✳✹ ❉✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡

▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t
été ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ■❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt ✐♥❢é✲
r✐❡✉r à 4

3
❬▲❙✾✺❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s P ✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲✐st

❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ s❛♥s ❞é❣r❛❞❡r s♦♥
❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ 2 − 1

m
❬●r❛✻✾❪✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❛

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✶ s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r♦❝❤❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ Q✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s r❡str❡✐♥t
❝♦♠♠❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❛î♥❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①é ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳
■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✈❡❝ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s O(log(m)) ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ✭❧❡ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ♣❛r ❈❤❡❦✉r✐ ❡t
❇❡♥❞❡r ❬❈❇✵✶❪✮✳ ❆✉❝✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t ♥✬❡st ❝♦♥♥✉
♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ R✳

✷✳✷✳✺ ❉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥

❙✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡st ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡ ❢❛✲
ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❙P❚ ♣♦✉r ❙❤♦rt❡st Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚✐♠❡ q✉✐ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡
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❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ♦r❞r❡ ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
❡♥❝♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❬▲❡✉✵✹❜❪✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ s♦♥t ♣♦♥❞érés✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞✐✛ér❡♥t✳ ❙✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❙♠✐t❤✱ q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à tr✐❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❛r pi

ωi
❝r♦✐ss❛♥t✱ ❞♦♥♥❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❲❙P❚

✭♣♦✉r ❲❡✐❣❤t❡❞ ❙❤♦rt❡st Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚✐♠❡✮ ❬▲❡✉✵✹❜❪✳ ❙✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐✲
tr❛✐r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st NP✲❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ❲❙P❚ ❡st ✉♥❡ (4 − 1

m
)✲

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬❍❙❙❲✾✼❪✳

✷✳✸ ❈♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❧✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡
t♦✉s ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❛r ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❝♦✉✈r✐r r❡♥❞r❛✐t
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❜✐❡♥ tr♦♣ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t q✉❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢ s♦♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r✳

❉➱❋■◆■❚■❖◆ ✷✳✸✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢

❙♦✐t T ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ M ❞❡ ♣r♦❝❡s✲
s❡✉rs✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡✉①
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s π ❡t σ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ✿

f1(π, σ), . . . , fk(π, σ)

◆♦✉s ✐❧❧✉str❡r♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①❆♥❞❙✉♠ ❬❙❲✾✼❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ n tâ❝❤❡s
séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s✉r m ♣r♦❝❡ss❡✉rs
✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡
♠❛❦❡s♣❛♥ Cmax ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥s

∑

Ci✳ ❉❛♥s ❧❛ ♥♦✲
t❛t✐♦♥ à tr♦✐s ❝❤❛♠♣s ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢s✱ ✐❧ s❡ ♥♦t❡
P || (Cmax,

∑

Ci)✳

❊❳❊▼P▲❊ ✷✳✹✳ ▲✬✐♥st❛♥❝❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ tr♦✐s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s
❡t ❞❡ ♥❡✉❢ tâ❝❤❡s✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ pi s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s π ❡t σ t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r
❡①é❝✉t❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ tâ❝❤❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✿

∀i, i′ ∈ T, s✐ π(i) = π(i′) ❛❧♦rs Ci 6 σ(i′) ♦✉ Ci′ 6 σ(i)
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▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜✲
❥❡❝t✐❢ ✿

✕ f1(π, σ) = max Ci = Cmax

✕ f2(π, σ) =
∑

Ci

❚❛❜✳ ✷✳✶ ✕ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥❡✉❢ tâ❝❤❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ✐♥st❛♥❝❡
◆✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾
❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✶ ✷ ✹ ✽ ✶✻ ✸✷ ✻✹ ✶✷✽ ✶✷✽

➚ ❝❤❛q✉❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥ k✲✉♣❧❡t ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❉❛♥s t♦✉t ❧❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛❝❡r♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣❛r ❧❡s k✲✉♣❧❡ts ❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡
❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ k✲✉♣❧❡t ❞♦♥♥é✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✐♥❞✐✛ér❡♠✲
♠❡♥t ❧❡ k✲✉♣❧❡t ♦✉ ❧✬✉♥ ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ▲P❚✱
❙P❚ ❡t ▲P❚✲❙P❚ ♦✉ ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
(128, 1025)✱ (164, 453) ❡t (128, 503)✳

❊♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ t♦t❛❧❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st é✈✐❞❡✲
♠❡♥t ♣❛s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
P❛r❡t♦✲❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❬❱♦♦✵✸❪ ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ q✉✐ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ S P❛r❡t♦✲❞♦♠✐♥❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ S ′ s✐
S ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ S ′ s✉r t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡t ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s✉r ❛✉
♠♦✐♥s ❧✬✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

❉➱❋■◆■❚■❖◆ ✷✳✺✳ P❛r❡t♦✲❞♦♠✐♥❛♥❝❡

❙♦✐❡♥t S = (π, σ) ❡t S ′ = (π′, σ′) ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✳

S P❛r❡t♦✲❞♦♠✐♥❡ S ′ ⇔ ∀l ∈ {1, . . . , k}, fl(π, σ) 6 fl(π
′, σ′)

❡t ∃l ∈ {1, . . . , k}fl(π, σ) < fl(π
′, σ′)

❊❳❊▼P▲❊ ✷✳✻✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ▲P❚✲❙P❚
✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✭❝✮✮ P❛r❡t♦✲❞♦♠✐♥❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ▲P❚ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✭❛✮✮✳

▲❛ P❛r❡t♦✲❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡✉①
s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❞✐t❡s P❛r❡t♦✲✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❧♦rsq✉❡ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ♥❡
P❛r❡t♦✲❞♦♠✐♥❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ S∗ ❡st ❞✐t❡ P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st
P❛r❡t♦✲❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r ❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❊❳❊▼P▲❊ ✷✳✼✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❙P❚ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✭❜✮✮
❡t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❙P❚✲▲P❚ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✭❝✮✮ s♦♥t P❛r❡t♦✲✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
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✭❛✮
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P✶
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✸P

t❡♠♣s

✭❜✮

P

P✶

✷

✸P

t❡♠♣s

✭❝✮

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ◗✉❡❧q✉❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ●❛♥tt✳✭❛✮ ▲P❚ ✭P❧✉s
❣r❛♥❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛❜♦r❞✮✱ ✭❜✮ ❙P❚ ✭P❧✉s ♣❡t✐t❡s tâ❝❤❡s ❞✬❛❜♦r❞✮ ❡t ✭❝✮ ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ▲P❚ ♦ù ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❛❧❧♦✉é❡s ❛✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs s✉✐✈❛♥t
▲P❚ ❡t ré♦r❞♦♥♥é❡s ♣❛r ♣r♦❝❡ss❡✉r s✉✐✈❛♥t ❙P❚✳

❉➱❋■◆■❚■❖◆ ✷✳✽✳ P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧✐té

❙♦✐t S = (π, σ) ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✳ ▲❛
s♦❧✉t✐♦♥ S ❡st P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

∀S ′ = (π′, σ′) 6= S,∃l, fl(π, σ) > fl(π
′, σ′)⇒ ∃l′, f ′

l (π, σ) < f ′
l (π

′, σ′)

❊❳❊▼P▲❊ ✷✳✾✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ▲P❚✲❙P❚ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ (128, 503)
✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✭❝✮✮ ❡st P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧ ❝❛r ✿

✕ ❆✉❝✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ♠❛❦❡s♣❛♥ ❝❛r ❧❛
tâ❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❢❛✐t 128 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s✳

✕ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✱ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ 128 ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛❧❧♦✉é❡s s✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts ❡t ❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ tâ❝❤❡
♥❡ ❞♦✐t êtr❡ ❛❧❧♦✉é❡ s✉r ❝❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s tâ❝❤❡s ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ❛❧❧♦✉é❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r r❡st❛♥t✳

✕ ▲❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❛❧❧♦✉é❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡♥ ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ♣♦✉r

∑

Ci s✉r ✉♥
✉♥✐q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳



✷✳✸✳ ❉❆◆❙ ▲❆ ▲■❚❚➱❘❆❚❯❘❊ ✶✼

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s s♦♥t P❛r❡t♦✲✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t❡s✳

❉➱❋■◆■❚■❖◆ ✷✳✶✵✳ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ P
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ P ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲
♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡✳

S ∈ P ⇔ S ❡st P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é ❝♦✉r❜❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ✭♦ù P❛r❡t♦
❝✉r✈❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞✐s✲
❝r❡t ❡t ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ✏❝♦✉r❜❡✑ ❡st ✐♠♣r♦♣r❡ ❡t ❛❥♦✉t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳

❊❳❊▼P▲❊ ✷✳✶✶✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❞❡ ♥♦tr❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❡st
r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ♣❛r ❞❡s ❞✐❛♠❛♥ts✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❤✉✐t ♣♦✐♥ts✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛✉① ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡
❝♦♥✈❡①❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ P♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♠❛rq✉♦♥s ❡♥
❣r✐s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❞♦♠✐♥❡ ✭❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡✮ ❡t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ ❧❡ ❞♦♠✐♥❡ ✭❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❡♥ ❜❛s à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ■❧ ♥✬②
❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ q✉✐ ❧❡ ❞♦♠✐♥❡✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝
P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s✱ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t f ∗

i ✳ ❉❡ ❝❡s
✈❛❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ q✉✐ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r t♦✉s ❧❡s
♦❜❥❡❝t✐❢s à ❧❛ ❢♦✐s z = (f ∗

1 , . . . , f ∗
k )✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ P❛r❡t♦✲❞♦♠✐♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s

s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s ❡t ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♥♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♥❛❧②s❡s ♣r❡♥♥❡♥t z ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

✷✳✹ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

▲❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s q✉✐ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s s♦♥t
❢♦♥❞é❡s s✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦✉ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬❡✣✲
❝❛❝✐té ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠♦♥♦✲♦❜❥❡❝t✐❢s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s à ❧❛ ❢♦✐s ✭✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❬❈❏✵✹❪✮✳ ▲✬✐♥térêt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ t❡❧❧❡s ét✉❞❡s ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❧✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠♦②❡♥ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s s✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳ ❉❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ♥✬♦♥t ❞❡ s❡♥s q✉❡ s✐ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐❢ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❡st ❡♥ s♦✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉✐ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t tr❛✐té ♣❛r ❬❋❡✐❪✳
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∑

C
i

Cmax

✶✹✺✶✹✵✶✸✺✶✸✵
✹✺✵

✹✻✵

✹✼✵

✹✽✵

✹✾✵

✺✵✵

z

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ◗✉❡❧q✉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❞❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à 146 ❡t
❞❡

∑

Ci ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à 503 s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ♣♦✐♥ts✳ ▲❡s ❤✉✐t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ s♦♥t ♥♦t✐✜é❡s ♣❛r ❞❡s ❞✐❛♠❛♥ts✳ ▲✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ tr❛✐t ❛❝❤✉ré✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❡✉①
s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥
③é♥✐t❤ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✐♥ ❡♥ ❜❛s à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s é❧❛❜♦ré❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❣ré❣❡r ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♦❜❥❡❝t✐❢ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r✱ ♣✉✐s à ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❧❛s✲
s✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠♦♥♦✲♦❜❥❡❝t✐❢ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❣ré❣é❡✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ q✉✐ ✈✐❡♥t ❛ ❧✬❡s♣r✐t ❡st ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡✉r ♠❛①✐♠✉♠ ✭✈♦✐r ❬❇❙✵✸✱ ❆●❑✵✹❪ ♣♦✉r ❞❡ t❡❧s ❡①❡♠♣❧❡s✮✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t tr♦♣ ❞✐✛ér❡♥ts✱ ✐❧ ❢❛✉t
r❡❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ ❞éséq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ▲❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ✐♥✜♥✐✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♦♥t ✉♥ s❡♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡t ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞✬êtr❡ ✜♥❡♠❡♥t ♣❛r❛♠étré❡s ♣♦✉r ❝♦♥✈❡✲
♥✐r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ♣❡✉✈❡♥t ❥✉st✐✜❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❬❉❡t✵✵❪✳ ▲❛ ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡ ét❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ✉♥❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été
❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ▲♦rsq✉❡
❧✬♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ♥♦r♠❡s ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s✳ ■❧ ② ❛ ❝❡✲
♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ à ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ✿
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❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥✈❡①❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝❡rt❛✐♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s
P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ♣❛r ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✱ s❡✉❧❡♠❡♥t s✐① s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ❤✉✐t s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t s✉r
❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ✭❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s (129, 498) ❡t (137, 465) ♥✬② s♦♥t ♣❛s✮✳ ❉❛♥s
❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✲
trê♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s✱ ❧❡s ❛✉tr❡s s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s ét❛♥t ❛✉
❞❡ss✉s ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡✳ ◆♦t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ s♦✉✈❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
P❛r❡t♦ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡st❡ ✉t✐❧❡
❝♦♠♠❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ à tr♦✐s ❝❤❛♠♣s ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢s ❡st ♥♦té ♣❛r

∑

l αlfl✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❡♥

✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠♦♥♦✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛✐t❡r ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ sé♣❛ré♠❡♥t✱ ❡♥
❤✐ér❛r❝❤✐s❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ à ❧❛ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦r✲
t❛♥t❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ s✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ❢♦✉r♥✐ ♣❛r
❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s k✲✉♣❧❡ts ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t✳ ❯♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❞❛♥s ❬❍♦✵✹❪✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ rés✉❧t❛♥t❡ ❡st
✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦té Lex(f1, . . . , fk)✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r q✉❡❧q✉❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✭❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱
t♦✉s s❛✉❢ ✉♥✮ ❡♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬❙t❡✽✻❪✳ ▲❛
♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st rés♦❧✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ♠❡✲
t❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♦✉ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s
❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ❢❛❝✐❧❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st
q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❜✐❡♥ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧s
♦✉ ❥✉st❡✲à✲t❡♠♣s✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s é♠❡r❣❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❛r ǫ✲❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭♦✉ ǫ✲❝♦♥str❛✐♥t✮ ❡t ❡st
♥♦té❡ ♣❛r ǫ(fu/f1, . . . , fu−1, fu+1, . . . , fk) ❞❛♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ à tr♦✐s ❝❤❛♠♣s✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐r❡❝t❡s ✈✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s
♦❜❥❡❝t✐❢s à ❧❛ ❢♦✐s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝é❧è❜r❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛①❆♥❞❙✉♠ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬❙❲✾✼❪✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱
✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♣❡r♠❡t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡✉t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s
❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s s✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥t ❛✉ ❜❡✲
s♦✐♥ ❞❡ s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐r❡❝t❡ r❡✈✐❡♥t à r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s
♦❜❥❡❝t✐❢s ❡t q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❙❤♠♦②s ❡t ❚❛r❞ös
♦♥t ét✉❞✐é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❤étér♦✲
❣è♥❡s ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❛❧❧♦✉❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡♥tr❛✐♥❡
✉♥ ❝♦ût✳ ■❧s ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛❦❡s♣❛♥ ω ❞♦♥♥é✱ ❢♦✉r♥✐t
✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦ût ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ❝♦ût ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
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❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ω ❡t q✉✐ ❞♦♥t ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à 2ω ❬❙❚✾✸❪✳
❈❡s ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡♠❡♥t ❞é❝r✐t❡s ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✷ ❡t ❡♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✸✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ❖♣t✐♠✐s❡r k ✭✜①é✮ ♦❜❥❡❝t✐❢s ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡
✭é✈✐❞❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ s❡r❛ ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦❜✲
❥❡❝t✐❢ ♣❡✉t ❡♠♣ê❝❤❡r ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤✳ ◆♦✉s
❢♦✉r♥✐ss♦♥s ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s ✈❡rs q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
à tr♦✐s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❬❚❇✵✼✱ P❨✵✵✱ ▲❛❢✵✶❪✳ ❯♥ t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ❛✉
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳

✷✳✺ ❈♦♠♣❧❡①✐té

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥ ❛s♣❡❝t t❤é♦r✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st
❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s
ét❛❜❧✐ss♦♥s ✉♥ ❜r❡❢ ❜✐❧❛♥ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s r❡❧✐é❡s à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢s✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t s♦♥t ❞❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ♥♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠♦♥♦✲♦❜❥❡❝t✐❢s✱ ❧❛ ✈❡r✲
s✐♦♥ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é✲
❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦♥♦✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st
NP✲❝♦♠♣❧❡t ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st NP✲❝♦♠♣❧❡t é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❡✉t êtr❡ NP✲❝♦♠♣❧❡t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ♠♦♥♦✲
♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t t♦✉t❡s ❞❛♥s P ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt
❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r êtr❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧❡s
❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ s♦♥t ❜✐✈❛❧✉é❡s ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❞❡✉① ❞✐st❛♥❝❡s à ❝❤❛q✉❡
❝❤❡♠✐♥✱ ❛❧♦rs ❞é❝✐❞❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r
❝❤❛q✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ NP✲❝♦♠♣❧❡t ✭❞❛♥s ❬●❏✼✾❪ s♦✉s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡
◆❉✸✵✮✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡
tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ❯♥❡ ré♣♦♥s❡
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢♦✉r♥✐r t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ❚r♦✐s
q✉❡st✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛❧♦rs✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❜✐✈❛❧✉é✱
✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ❛✉t❛♥t ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s q✉❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s
❧❡ ❣r❛♣❤❡✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞♦♥t ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲
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♦♣t✐♠❛❧❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧és ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❬❚❇❊✵✼❪✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡
q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r t♦✉t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❈❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧és ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❬❚❇❊✵✼❪✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ♣❛r ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡s tr♦✐s ♣♦✐♥ts✳

▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❂❂P ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ q✉✐
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✈ér✐✜❡r s✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st
✈❛❧✐❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❬❚❇✵✼❪✳ ■♥s✐st♦♥s s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❛♥s ❂❂P ✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t s♦❧✈❛❜❧❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ❜♦r♥é
♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✳ ❊♥ ✉♥ s❡♥s✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡
❂❂P ❡st ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❝❡ q✉❡ NP ❡st ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐✲
s✐♦♥✳ ❯♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ à t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❜♦r♥é ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❛ été ❞é✜♥✐ ❡t ❛♣♣❡❧é FP ✳

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ♥❡ s♦♥t ✐♥tér❡ss❛♥ts q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
q✉✬✐❧s ♥♦✉s ❛♣♣♦rt❡♥t s✉r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à NP ✱
NPO ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé à ENP ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❬❚❇✵✼❪✳ ❯♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ENP s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ q✉✬✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ❜♦r♥é
♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ENP q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥
t❡♠♣s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à EP ✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ❝❧❛ss❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉t✐❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝r✐tèr❡ q✉✐ s❡rt à ❝❧❛ss❡r ❧❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❜✐✈❛❧✉é ❛♣♣❛rt✐❡♥t
à EP ✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥
t❡♠♣s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s✳

P❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣✲
t❛❣❡ ❡t ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❬❚❇❊✵✼❪✳

▲❡s ❝❧❛ss❡s s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❜✐❡♥ ❢♦r♠❛❧✐✲
sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✳ ■❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡s
à ♠♦✐♥s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❢❛❝t❡✉rs✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♠ê♠❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛✲
❜✐❧✐tés q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✭❝♦♠♠❡ ❧✬❤②♣♦✲
t❤ès❡ P 6= NP✮ ♠❛✐s q✉✐ s♦♥t ❞é❞✉✐ts ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐
❛tt❡✐❣♥❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞♦♥♥é❡✳ ❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ♣❡rs♦♥♥❡ ♥✬❛
ét✉❞✐é ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❝❧❛ss❡s APX ♦✉ PT AS ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✲
♦❜❥❡❝t✐❢s✳
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✷✳✻ ❉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✲
♦❜❥❡❝t✐❢s

✷✳✻✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① t②♣❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲
♦❜❥❡❝t✐❢✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ✉♥ ❛✉tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❝❧és ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❡♥ ét❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ρ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠♦♥♦✲♦❜❥❡❝t✐❢✳

❉➱❋■◆■❚■❖◆ ✷✳✶✷✳ ❙♦✐❡♥t S ❡t S ′ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s✳ S ❡st ✉♥❡ ρ = (ρ1, . . . ,
ρk)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ (∀l, ρl > 1) ❞❡ S ′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ∀l ∈ {1, . . . , k}, fl(S) 6

ρlfl(S
′)✳

❖♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ρ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉① ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❡s ♦❜t❡♥✐r✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥❡ ρ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ S s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❣é♥èr❡ ❡st ✉♥❡ ρ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ S✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❝❡rt❛✐♥❡s
s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s ❡st ♣❛r❢♦✐s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥
♣❡✉t ✈♦✉❧♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t Lex(f1, . . . ,
fk) ❝❛r tr♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❛♣✲
♣r♦❝❤é❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❡r❝❤❡r à ♦❜t❡♥✐r ❧✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ❜✐❡♥ ❞✉ s❡♥s✳ ❯♥ t❡❧ ré✲
s✉❧t❛t ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣✉✐ss❛♥t ♣✉✐sq✉❡ t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t ❛❧♦rs ❛♣✲
♣r♦❝❤és ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳ ❖♥ ♦♠❡t s♦✉✈❡♥t ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤
❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ é♥♦♥❝❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡t ✉♥❡ ρ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤ ❞✬✉♥ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ρ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t s✉❢✲
✜s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢s✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✉❧♦✐r ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r♠✐
❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ♣❡✉t ❛✈♦✐r
✉♥❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ r❡♥❞❛♥t ❧✬é♥✉♠ér❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛❧♦rs
à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❡t ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s ❬P❨✵✵❪ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❡t ♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈♦✐t ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❜♦r♥é❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❝❛r❞✐♥❛❧✐té r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ❧✐s✐❜❧❡ ♠❛✐s
str✐❝t❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✬✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t✳
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x

y

y
ρ2

x
ρ1

f2

f1

❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❣r❛s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ (ρ1, ρ2)✲
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦✳

❉➱❋■◆■❚■❖◆ ✷✳✶✸✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s P ❡st ✉♥❡ ρ = (ρ1, . . . , ρk)✲
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ (∀l, ρl > 1) ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s P

′
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

∀S ′ ∈ P
′
,∃S ∈ P , S ❡st ✉♥❡ ρ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ S ′✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ▲❡s s♦✲
❧✉t✐♦♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ (f1; f2)✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥ ❣r❛s ❢♦r♠❡♥t
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦✳ ❈❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❣r❛s (ρ1, ρ2)✲❛♣♣r♦❝❤❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ q✉❛rt ♣♦s✐t✐❢ ❛ss♦❝✐é✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♥t ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s q✉❛rts ♣♦s✐t✐❢s✳
❆✐♥s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝r♦✐① ❡♥ ❝❛r❛❝tèr❡s ❣r❛s ❡st ✉♥❡ (ρ1, ρ2)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ■❧ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r P❛♣❛❞✐✲
♠✐tr✐♦✉ ❡t ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s ❞❛♥s ❬P❨✵✵❪✳

❚❍➱❖❘➮▼❊ ✷✳✶✹✳ ❙♦✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ t❡❧ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ I✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢ s♦♥t ❝♦♠♣r✐s❡s ❞❛♥s
[ 1
2p(|I|) ; 2

p(|I|)]✳ ❙♦✐t P ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❞❡ I✳ P♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
(1 + ǫ, . . . , 1 + ǫ)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ P ǫ t❡❧ q✉❡ | P ǫ | ❡st
♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❡♥ | I | ❡t ❡♥ 1

ǫ
✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ♣❛rt✐✲
t✐♦♥♥é ❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [(1+ ǫ)i; (1+ ǫ)i+1], i ∈ Z✳ ■❧ ② ❛ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
p(| I |)/ǫ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡st ❞é❝♦✉♣é ❡♥ ❤②✲
♣❡rr❡❝t❛♥❣❧❡s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❤②♣❡rr❡❝t❛♥❣❧❡s ❡st ❛❧♦rs ❞❛♥s O(p(| I |)k/ǫk)✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❤②♣❡rr❡❝t❛♥❣❧❡s ✭s✐ ✐❧ ② ❡♥ ❛ ✉♥❡✮ ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡
(1 + ǫ)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
q✉✬✉♥❡ ρ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ❡st ✉♥❡ ρ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦✳ P♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ♣❛r❢♦✐s
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t✳

✷✳✻✳✷ ❯♥❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❩é♥✐t❤ ❞❡ ▼❛①❆♥❞❙✉♠

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❡♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r n tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s s✉r m ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥
Cmax ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥

∑

Ci✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡
▲✐st ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❡st ✉♥❡ 2✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r ❙P❚ ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r

∑

Ci✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♠é❞✐❛t✳

❚❍➱❖❘➮▼❊ ✷✳✶✺✳ ❙P❚ ❡st ✉♥❡ (2, 1)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛①❆♥❞❙✉♠✳

❈❡ rés✉❧t❛t ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
❞❛t❡s ❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❙P❚✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛②❛♥t ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡
♠❛❦❡s♣❛♥✳ ❉❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
q✉✐ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❙t❡✐♥ ❡t ❲❡✐♥ ❬❙❲✾✼❪✳ ▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡rr✐èr❡ ❝❡tt❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡st ♦♣t✐♠✐sé❡ ❡♥ ❛②❛♥t
✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t q✉❡ ❝✬❡st ❧❛
✜♥ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❜♦♥ ♠❛❦❡s♣❛♥✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts Scmax✱ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t ρcmax✲❛♣♣r♦❝❤é ♣♦✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t Sminsum✱ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
ρminsum✲❛♣♣r♦❝❤é ♣♦✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡
❙t❡✐♥ ❡t ❲❡✐♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts s❛♥s tr♦♣ ❞é❣r❛❞❡r ❧❡s ❞❡✉①
r❛♣♣♦rts✳

❙♦✐t l = αCScmax
max ❛✈❡❝ α > 0✳ ▲❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♣❛rt✐t✐♦♥é❡s ❡♥ ❞❡✉① ❡♥✲

s❡♠❜❧❡s T = Tminsum ∪ Tcmax ♦ù i ∈ Tminsum s✐ Ci(Sminsum) 6 l ❡t i ∈ Tcmax
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s✐♥♦♥✳ ❯♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t S ❡st ❝♦♥str✉✐t ♦ù ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ Tminsum s♦♥t
♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s t❡♠♣s 0 ❡t l s✉✐✈❛♥t Sminsum ✭❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❧❛ tr✉♥✲
❝❛t✐♦♥✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ Tcmax s♦♥t ❛❧❧♦✉é❡s ❛✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♦ù ❡❧❧❡s
ét❛✐❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ t❡♠♣s l ✭❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✷✳✶✻✳ ▲❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡ S ❡st ❜♦r♥é ✿ Cmax(S) 6 (1 +
α)ρcmaxC

∗
max✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❆✉❝✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥✬❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s l ✿ ❝❤❛q✉❡
tâ❝❤❡ ❡st s♦✐t t❡r♠✐♥é❡ ❛✈❛♥t l ♦✉ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛♣rès ✭♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮✳ ▲❡s
tâ❝❤❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❛♣rès l✱ s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s✉✐✈❛♥t Scmax✳ ❊❧❧❡s ✜♥✐ss❡♥t
❞♦♥❝ ❛✈❛♥t l + Cmax(Scmax)✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ l = αCmax(Scmax) ❡t q✉❡ Scmax

❡st ✉♥❡ ρcmax✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❉✬♦ù Cmax(S) 6 (1 +
α)ρcmaxC

∗
max✳

▲❛ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡ S ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜♦r♥❡r ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❡♥ s♦♠♠❡
❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ Tcmax✳

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✷✳✶✼✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ S ❡st ❜♦r✲
♥é❡ ✿

∑

Ci(S) 6
1+α

α
ρminsum

∑

C∗
i ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❜♦r♥❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt Ci(S)

C
Sminsum
i

♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ i✳ ❙♦✐t i ∈ Tminsum ❡t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t 1✳ ❙♦✐t i ∈ Tcmax

❡t ❧❡ r❛♣♣♦rt Ci(S)
Ci(Sminsum)

6
(1+α)Cmax(Scmax)

αCmax(Scmax)
= 1+α

α
✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ i t❡r♠✐♥❡ ❛✈❛♥t l+

Cmax(Scmax) ❞❛♥s S ♠❛✐s ❛♣rès l ❞❛♥s Sminsum✳ ❊♥ s❡ r❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡ Sminsum

❡st ✉♥❡ ρminsum✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t ✿

∑

Ci(S) 6
∑

1+α
α

Ci(Sminsum) 6
1+α

α
ρminsum

∑

C∗
i ✳

❈❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤ ❞❡▼❛①❆♥❞✲
❙✉♠ ♣❛r S ✿

❈❖❘❖▲▲❆■❘❊ ✷✳✶✽✳ S ❡st ✉♥❡ ((1 +α)ρcmax,
1+α

α
ρminsum)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ❞❡ ▼❛①❆♥❞❙✉♠✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ Scmax ❡t Sminsum s♦♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡
♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ❆❧♦rs✱ S ❡st ✉♥❡ (1 +
α, 1+α

α
)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡
l ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ♦❜t❡♥❛♥t ✉♥❡ (1 +
ρ, eρ

eρ−1
)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤ ✭∀ρ ∈ [0; 1]✮ ❬❆❘❙❨✾✾❪✳ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱

❘❛s❛❧❛ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té
♥✬❛❞♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛②❛♥t ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝❛r ✉♥ t❡❧ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s ❡①✐st❡r ❬❘❙❚❯✵✷❪✳
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▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❙t❡✐♥ ❡t ❲❡✐♥ ❡st ❣é♥ér✐q✉❡ ❡t ❛ été ét❡♥❞✉❡ à ❞✬❛✉tr❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♣♦♥❞érés ♦✉ ❧❡
r❡t❛r❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❬❘❙❚❯✵✷❪✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ét❡♥❞✉❡ à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
♣ré❝é❞❡♥❝❡s✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥ts q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ▲✬✐❞é❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❡♥
❛②❛♥t ❞❡✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦ù ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❡
❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛✉tr❡ ♣♦✉r r❡♠♣❧✐r ❝❡rt❛✐♥s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❘❡❝✉r✲
s✐✈❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❬❙❲❲✾✺❪ ❡①♣❧♦✐t❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❡t ❛ été ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s
♠♦❞❡❧❛❜❧❡s ❬❉❊▼❚✵✹❪✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❙t❡✐♥ ❡t ❲❡✐♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t êtr❡ ét❡♥✲
❞✉❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❣é♥èr❡♥t ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ✈❛❧✐❞❡s✳ ❈❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❛✈❡❝ ❞❛t❡s ❞✬é❝❤é❛♥❝❡s ♦ù ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t r❡t❛r❞❡r ✉♥❡ ❞❛t❡
❛♣rès s♦♥ é❝❤é❛♥❝❡✳

▼é❧❛♥❣❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ s❡✉❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤✳ ❙✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ t♦✉t à ❢❛✐t ❞✐✛ér❡♥t✱ ❙❦✉✲
t❡❧❧❛ ❬❙❦✉✾✽❪ rés♦✉t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r❛♠étré
♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r α q✉✐ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ (1 + α, 1 + 1

α
)✳

✷✳✻✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❞❡ ❇✐❙✉♠❈✐

❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❇✐❙✉♠❈✐ ❬❆❇●✵✺❪✱ n tâ❝❤❡s s♦♥t à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r s✉r
✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♣♦♥❞érés ✿

∑

ωiCi ❡t
∑

xiCi✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♥♦t❡ ✿ 1 || (

∑

ωiCi,
∑

xiCi)✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❯♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡✳ ❈❡❧❛ ❡st éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ǫ✲❝♦♥tr❛✐♥t✳

◆♦t❛t✐♦♥

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉♥❡
❜♦r♥❡ G s✉r ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❝♦♥str✉✐s❡♥t ✉♥❡ ρ2 ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❛✉tr❡
♦❜❥❡❝t✐❢✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t ❞é♣❛ss❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ G ♠❛✐s ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❧❛ ❞é♣❛s✲
s❡r ♣❧✉s q✉✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ρ1✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t
❛♣♣❡❧és (ρ1, ρ2)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦rt❡ à ❝♦♥❢✉s✐♦♥
❝❛r✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♦♥ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ s❛



✷✳✻✳ ▲✬❆PP❘❖❳■▼❆❚■❖◆ ▼❯▲❚■✲❖❇❏❊❈❚■❋ ✷✼

s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ✭❧❛ ❜♦r♥❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ♣❛s
s✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡✮✳

❉❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞❡ ❝❧❛r✐✜❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡ ❞✐r❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❝✬❡st
✉♥❡

〈

ρ̄1, ρ2

〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬❏❙❚✵✽❪✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱

❉➱❋■◆■❚■❖◆ ✷✳✶✾✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ G✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
〈

ρ̄1, ρ2

〉

✲❛♣♣r♦❝❤é
r❡t♦✉r♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❡❧ q✉❡

∑

ωiCi 6 ρ1G ❡t
∑

xiCi 6 ρ2

∑

xiC
∗
i (G) ♦ù

∑

xiC
∗
i (G) ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r

∑

xiCi ❞❛♥s ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♦ù
∑

ωiCi 6 G✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ r❡t♦✉r♥❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s
❝❛s ♦ù ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡❧ q✉❡

∑

ωiCi 6 G✳

❯♥❡
〈

2̄, 2
〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

▲❡ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ LPorder ✭♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬❆❇●✵✺❪✮
rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐
❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥
♣♦♥❞érés ❜♦r♥é❡

∑

wiCi 6 G✳ ❙♦✐t yi ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞❛t❡
❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❛✈❡❝ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢ ✿ min

∑

xiyi ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧✐é❡ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✿
∑

wiyi 6

G✳
▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ✈❛❧✐❞❡s ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✳ ▲❛ ❝♦♥✲

tr❛✐♥t❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
∑

piCi ❞❛♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st s✉✲
♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡ ❝r✐tèr❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r

∑

piCi ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ tr✐❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❛r pi

pi
= 1 ❝r♦✐✲

s❛♥t✳ ❉♦♥❝✱ t♦✉s ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts s❛♥s t❡♠♣s ❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té s♦♥t ♦♣t✐♠❛✉①✳
❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∑n
i=1 piCi =

∑n
i=1 pi(

∑i
i′=1 pi′) =

∑n
i=1

∑i
i′=1 pipi′ ✳ ❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù

❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ 1, . . . , n✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r
∑

piCi ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡✱
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡

∑

i piyi >
∑n

i=1

∑i
i′=1 pipi′ ❞♦✐t êtr❡ ✈ér✐✜é❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st

é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞❡ tâ❝❤❡s✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∑

i∈A piyi >
1
2
(
∑

i∈A p2
i + (

∑

i∈A pi)
2),∀A ⊆ {1, . . . , n}✳

▲❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✉♥❡
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡

∑

xiC
∗
i (G)✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡

∑

xiCi ❞❛♥s ❧❡s ♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥ts t❡❧s q✉❡

∑

ωiCi 6 G✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ rés✉❧t❛♥t ❞✐s♣♦s❡
❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭à ❝❛✉s❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r t♦✉s ❧❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ tâ❝❤❡s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❆❇●✵✺❪✱ ✐❧ ♣❡✉t
êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡✱
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✐❧ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s ② ❛✈♦✐r ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ ♦❜t✐❡♥♥❡ ❝❡s
t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ S ❣é♥éré❡ ♣❛r LPorder✱ ❧❡s tâ❝❤❡s
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s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ❡♥ ♦r❞r❡ ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ yi✳ ❖♥ ♣❡✉t s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡
❣é♥ér❛❧✐té ré♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ S✳ ❆✐♥s✐ Ci =

∑i
i′=1 pi′ ✳

❚❍➱❖❘➮▼❊ ✷✳✷✵✳ LPorder ❡st ✉♥❡
〈

2̄, 2
〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✐❙✉♠❈✐✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ i✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ✿
yi

∑i
i′=1 pi′ ✳ ▲❡s tâ❝❤❡s s♦♥t tr✐é❡s ♣❛r yi ❝r♦✐ss❛♥t✳ ❉✬♦ù ✿ yi

∑i
i′=1 pi′ >

∑j
i′=1 pi′yi′ ✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ❜♦♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♥♦✉s ❛♠è♥❡

à yi

∑i
i′=1 pi′ >

1
2
(
∑i

i′=1 pi′)
2✳ ❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s❡ ré❞✉✐t à yi >

1
2

∑i
i′=1 pi′ ✳

❊♥ s❡ r❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡ Ci =
∑i

i′=1 pi′ ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ∀i, Ci 6 2yi✳ ◆♦✉s
❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♦❜❥❡❝t✐❢ ✿

∑

ωiCi 6 2
∑

ωiyi 6 2G ❡t ♣♦✉r ❧❡
s❡❝♦♥❞ ✿

∑

xiCi 6 2
∑

xiyi 6 2
∑

xiC
∗
i (G)✳

▼é❝❛♥✐s♠❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❡♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✶ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

〈

2̄, 2
〉

✲❛♣♣r♦❝❤é s✉r ❧❡s ✈❛✲
❧❡✉rs ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡

∑

ωiCi✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡✣❝❛❝❡s ❞❡

∑

ωiCi ❡st ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❡♥ tr❛♥❝❤❡s
❞❡ t❛✐❧❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s✳ ▲❛ iè♠❡ tr❛♥❝❤❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s

∑

ωiCi s♦♥t ❞❛♥s [(1 + ǫ
2
)i−1

∑

ωiC
min
i ; (1 + ǫ

2
)i

∑

ωiC
min
i ]

♦ù
∑

ωiC
min
i ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉

∑

ωiCi ♦♣t✐♠❛❧✳ ❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t✱
♦♥ ❞é✜♥✐t

∑

ωiC
max
i ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡

∑

ωiCi

r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r s❡r❛ ❡①♣❧✐❝✐té❡ ♣❧✉s t❛r❞✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♥❝❤❡ i✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ Si LPorder✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦✲
rè♠❡ ✷✳✷✶ q✉❡ Si ❛♣♣r♦❝❤❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛♥❝❤❡ i ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r
(2 + ǫ, 2)✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✶ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦

■♥♣✉t ✿ǫ ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢
❖✉t♣✉t ✿P ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❇❡❣✐♥

P = ∅
❋♦r ❛❧❧ i ∈

{

1, 2, . . . ,
⌈

log1+ ǫ
2

(
P

ωiC
max
i

P

ωiCmin
i

)⌉}

Gi = (1 + ǫ
2
)i

∑

ωiC
min
i

Si = LPorder(Gi)
P = P ∪ Si

❘❡t✉r♥✭P ✮
❊♥❞
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▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
∑

ωiCi ❡✣❝❛❝❡s s♦♥t ❜♦r♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✲
✈❛♥t❡s✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡

∑

ωiC
min
i =

∑

ωi ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ✜♥✐ss❡♥t ❛✉ t❡♠♣s 1✱ ❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t ❡st ✐rré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡t ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ très ❧❛r❣❡ ❞❡

∑

ωiC
∗
i ✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ s✉✲

♣ér✐❡✉r❡
∑

ωiC
max
i =

∑

ωi

∑

pi ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
tâ❝❤❡s ✜♥✐ss❡♥t ❛✉ t❡♠♣s

∑

pi ❀ t♦✉t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❝✐✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s tr❛♥❝❤❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s✱

✐❧ ❢❛✉t
⌈

log1+ ǫ
2

(
P

ωiC
max
i

P

ωiCmin
i

)⌉

ét❛♣❡s à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝❛r❞✐✲

♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❣é♥éré ❡st ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥èr❡ ♠♦✐♥s ❞❡
⌈

log1+ ǫ
2

P

ωiC
max
i

P

ωiCmin
i

⌉

6

⌈

log1+ ǫ
2

∑

pi

⌉

s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❡♥ 1
ǫ
❡t

❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✳
▲❡s ❜♦r♥❡s

∑

ωiC
min
i ❡t

∑

ωiC
max
i s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ✐❝✐ ❡♥ ❢♦r♠❡s ❝❧♦s❡s q✉❡

♣♦✉r ❝♦♥✜r♠❡r ❧❛ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧✐té ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❊♥
♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✜①❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡

∑

ωiC
min
i ❡t

∑

ωiC
max
i à

❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
∑

ωiCi ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♦♣t✐♠❛✉① ♣♦✉r
∑

ωiCi ❡t
∑

xiCi✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s P ❣é♥éré❡s ♣❛r

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❡♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✶ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❛✈❡❝
✉♥ ❢❛❝t❡✉r (2 + ǫ, 2)✳

❚❍➱❖❘➮▼❊ ✷✳✷✶✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✶ ❡st ✉♥❡ (2 + ǫ, 2)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❇✐❙✉♠❈✐✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t S∗ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡
k ∈ N t❡❧ q✉❡ (1+ ǫ

2
)k

∑

ωiC
min
i 6

∑

ωiCi(S∗) 6 (1+ ǫ
2
)k+1

∑

ωiC
min
i ✳ ◆♦✉s

♠♦♥tr♦♥s q✉❡ Sk+1 ❡st ✉♥❡ (2 + ǫ, 2)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ S∗✳ ❈❡❝✐ ❡st ✐❧❧✉stré
♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳

✕
∑

xiCi✳
∑

xiCi(Sk+1) 6 2
∑

xiC
∗
i ((1+ ǫ

2
)k+1

∑

ωiC
min
i ) ✭❣râ❝❡ ❛✉ ❚❤é♦✲

rè♠❡ ✷✳✷✵✮✳ S∗ ❡st P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧✱ ❞✬♦ù
∑

xiCi(S∗) =
∑

xiC
∗
i (

∑

ωiCi(S∗))✳
❖r✱

∑

ωiCi(S∗) 6 (1 + ǫ
2
)k+1

∑

ωiC
min
i ✳ ❈♦♠♠❡

∑

xiC
∗
i ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
∑

xiCi(Sk+1) 6 2
∑

xiCi(S∗)✳
✕

∑

ωiCi✳
∑

ωiCi(Sk+1) 6 2(1+ ǫ
2
)k+1

∑

ωiC
min
i = (2+ǫ)(1+ ǫ

2
)k

∑

ωiC
min
i

✭❣râ❝❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✵✮ ❡t
∑

ωiCi(S∗) > (1 + ǫ
2
)k

∑

ωiC
min
i ✳ ❉✬♦ù✱

∑

ωiCi(Sk+1) 6 (2 + ǫ)
∑

ωiCi(S∗)✳

✷✳✼ ❇✐❧❛♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❛♣♣❡❧é ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛✲
t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ◗✉❡❧q✉❡s
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∑

ωiCi

((1 + ǫ
2
), 1)

∑

xiCi

∑

xiC
∗
i (Gk)

∑

xiC
∗
i (Gk+1)

Gk

S∗

(2, 2)

LPorder(Gk+1)

Gk+1 = (1 + ǫ
2
)Gk

❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡ S∗ ❡st ❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r
(Gk,

∑

xiC
∗
i (Gk+1))✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ (Gk,

∑

xiC
∗
i (Gk+1)) ❡st (1 + ǫ

2
, 1)✲

❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r (Gk+1,
∑

xiC
∗
i (Gk+1)) q✉✐ à s♦♥ t♦✉r ❡st (2, 2)✲❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r

LPorder(Gi+1)✳

rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ✐♠♣♦rt❛♥ts ♦♥t été ❞ét❛✐❧❧és ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠♦♥♦✲
♦❜❥❡❝t✐❢✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉①
♥♦t✐♦♥s ❝❧és ✿ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤ ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
P❛r❡t♦✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

▼❛❦❡s♣❛♥ ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡

♠é♠♦✐r❡

✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡st ✉♥ ❜❡s♦✐♥ ♣❡✉ s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt
❞✉ t❡♠♣s✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❝❡tt❡ ❝❛♣❛❝✐té q✉❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r
❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♦♣t✐♠✐sés ♣♦✉r ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝♦ût ✜♥❛♥❝✐❡r
❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧✬❡s♣❛❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ r❛❥♦✉t❡r✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs
♣♦ss✐❜❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ▼✉❧t✐✲Pr♦❝❡ss♦r✲❙②st❡♠s✲♦♥✲❈❤✐♣ ✭♦ù ▼P✲
s♦❈✮✱ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧✐♠✐té❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❧❡ ❝♦❞❡
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡s
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t
✉♥ ♣♦✐♥t ❝❧é à ♦♣t✐♠✐s❡r ❬❈❑❈✵✼❪✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦ù ✐❧ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❡♥
♠é♠♦✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ❬❈❇❇+✵✺❪ ♦✉ ❡♥✲
❝♦r❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❞❛♥s ✉♥ s❡r✈❡✉r ✇❡❜ ❬❚s❡✵✼❪✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱
❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr❛✐t❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s t♦✲
t❛❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡❧✐é à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡✳ ▲❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ str✐❝t❡ s✉r ❧❛ ♠é♠♦✐r❡
❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥♥❡①❡ ✐♥tér❡ss❛♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡
tr❛✐t❡r ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✮✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❛❧✲
❝✉❧❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ (1+∆+ǫ, 1+

✸✶
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1
∆

+ǫ)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ∆ > 0✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ (2+ 1
∆−2
− ∆−1

m(∆−2)
, ∆)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝

∆ > 2 ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝é❞❡♥❝❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♣t✐♠✐s❛♥t tr♦✐s ♦❜❥❡❝t✐❢s s✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲❛
s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ (2 + 1

∆−2
)✳

◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉✬❛✉❝✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ♣❡✉t
♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❛t✐♦ ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ (3

2
, 3

2
)✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❞❡s r❛♣✲

♣♦rts ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ (1 + i
km

, 1 + (m− 1)(1− i
k
)),∀m, k > 2, i ∈ {0, . . . , k} ♥❡

s♦♥t ♣❛s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s✳

✸✳✷ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦r♠❡❧

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡
tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t st❛♥❞❛r❞s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡s
à ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ si✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉♥✐tés ❞❡
♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ i✳ P♦✉r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t π✱ Mmax(π) =
maxj∈M

∑

π(i)=j si ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉r✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ π s❡r❛ ♦♠✐s ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✱ r❡♠❛rq✉♦♥s
q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ π s✉✣t à ❞é❝r✐r❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ t❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs Mmax ❡t Cmax s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ é❝❤❛♥❣é❡s s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❧❛ ❝♦♥s♦♠✲
♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s
♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❞❡✉① ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛✐❞❡r❛ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ♥❡ ♣❛s
❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ❚♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
s❡r♦♥t ❞♦♥❝ s②♠étr✐q✉❡s✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡st ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡
Cmax ❡t Mmax✳ ❉❛♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ à tr♦✐s ❝❤❛♠♣s✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♥♦té ✿ P | pi, si |
(Cmax, Mmax)✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ P | pi | Cmax ❡st NP✲❝♦♠♣❧❡t ❛✉
s❡♥s ❢♦rt ❬●❏✼✾❪✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
♠é♠♦✐r❡ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t C∗

max ❡t M∗
max✳

❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ i s♦♥t
♥♦tés Γ+(i)✮✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❛❧♦rs σ(i) ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
tâ❝❤❡ i✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✉s✉❡❧❧❡ s✉r π ❡t σ s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✳ ❆✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ✿ P | pi, si, prec | (Cmax, Mmax)✳

◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ✐❝✐ ❞❡ ❧❛ r❛✐s♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ♣♦✉ss❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
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❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ Cmax s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ Mmax 6 M ✳ ▲❛ r❛✐s♦♥
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ P | pi, si, Mmax 6 M | Cmax ♥✬❡st ♣❛s ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡❧
q✉❡ Mmax 6 M ❡①✐st❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ NP✲❝♦♠♣❧❡t ❛✉ s❡♥s ❢♦rt ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t à P | pi | Cmax ❬●❏✼✾❪✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t êtr❡
❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ t♦✉❥♦✉rs tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ♦✉ ❞✬❛ss✉r❡r q✉✬✉♥ t❡❧
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✭s✐ P 6= NP✮ ❞❡ tr♦✉✲
✈❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ t❡♠♣s
♣♦❧②♥ô♠✐❛❧✳

✸✳✸ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❙②♠♠❡tr✐❝

❇✐✲❖❜❥❡❝t✐✈❡

✸✳✸✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬❙❲✾✼❪ ✭✈♦✐r ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✷✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❝❤❛❝✉♥
♦♣t✐♠✐s❛♥t ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ❈❤❛q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ t♦✉t❡s ❧❡s
tâ❝❤❡s ❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s tâ❝❤❡s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s✉r ❧❡
♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✉r ❧❡q✉❡❧ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❧❛ tâ❝❤❡
s✬❡①é❝✉t❡r❛✳ ❈❡ ❝❤♦✐① s❡r❛ ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ✜①❛♥t ✉♥ s❡✉✐❧ s✉r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡
t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ s✐ ✉♥❡ tâ❝❤❡
♥é❝❡ss✐t❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ♠❛✐s s✬❡①é❝✉t❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡r ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛②❛♥t
✉♥ ❧♦♥❣ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛✐s ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡
♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ s♦♥t ❞❡s ♦❜✲
❥❡❝t✐❢s s✐♠✐❧❛✐r❡s q✉❛♥❞ ✐❧s s♦♥t ❞é❝♦✉♣❧és✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠ê♠❡
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ❞❡✉① ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡✳ ■❧ ❢❛✉t ♥❛t✉✲
r❡❧❧❡♠❡♥t r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ pi ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ si ❧♦rsq✉❡
❧✬♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ■❧ ❡①✐st❡
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
♦♥t été ♣rés❡♥tés ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❑❡❧❧❡r❡r ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡
5
4
✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬❑❡❧✾✽❪ ❡t q✉✬✉♥❡ PT AS ❛ été ❡①❤✐❜é❡ ❬❍❙✽✼❪✳
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✸✳✸✳✷ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t é❝r✐t ❡♥ ♣s❡✉❞♦ ❝♦❞❡ ❞❛♥s
❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✶ ❡t ❡st ❛♣♣❡❧é SBO∆ ✭♣♦✉r ❙②♠♠❡tr✐❝ ❇✐✲❖❜❥❡❝t✐✈❡✮ ❞❛♥s
❧❡ r❡st❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ∆ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ❙♦✐❡♥t π1

✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❣é♥éré ❛✈❡❝ ✉♥❡ ρ1✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t π2

✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❣é♥éré ❛✈❡❝ ✉♥❡ ρ2✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
♠é♠♦✐r❡✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s C ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭✐✳❡✳ Cmax(π1)✮ ❡t M ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭✐✳❡✳ Mmax(π2)✮✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡ i ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ s✉✐✈❛♥t π1 s✐
s♦♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱
❡①♣r✐♠é❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❣❛r❛♥t✐❡s C ❡t M ✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✶ SBO∆

■♥♣✉t ✿ m ✿ ✉♥ ❡♥t✐❡r
{p1, . . . , pn} ✿ n ❡♥t✐❡rs
{s1, . . . , sn} ✿ n ❡♥t✐❡rs

❇❡❣✐♥
❙♦✐t π1 ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ρ1✲❛♣♣r♦❝❤é ♣♦✉r Cmax

❙♦✐t C = Cmax(π1)
❙♦✐t π2 ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ρ2✲❛♣♣r♦❝❤é ♣♦✉r Mmax

❙♦✐t M = Mmax(π2)
❋♦r i = 1 t♦ n
✐❢ pi

C
< ∆ si

M

t❤❡♥ π∆(i) = π2(i)
❡❧s❡ π∆(i) = π1(i)

❊♥❞ ❋♦r
❘❡t✉r♥ π∆

❊♥❞

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✸✳✶✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t π∆ ❣é♥éré ♣❛r SBO∆ ❡st (1 +
∆)ρ1✲❛♣♣r♦❝❤é ♣♦✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t T1 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛❧❧♦✉é❡s s✉✐✈❛♥t π1 ❡t T2 ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛❧❧♦✉é❡s s✉✐✈❛♥t π2✳ ▲❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s✉r ❝❤❛q✉❡
♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛❧❧♦✉é❡s à ❝❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ P♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ T1✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❛✐sé♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ♣❛r C✳ P♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ T2✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞✬✉♥ ❝ôté ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞❡ T2 ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ s♦♥ t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ∆ C

M
❡t ❞✬✉♥ ❛✉tr❡
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❝♦té q✉❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ❞❛♥s ❧✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t π2 ❜♦r♥é❡ ♣❛r M ✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❢❛✐ts✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j ✿

∑

i∈T2,π2(i)=j

pi <
∑

i∈T2,π2(i)=j ∆C si

M

= ∆C
(

∑

i∈T2,π2(i)=j
si

M

)

6 ∆Cmax(π1)

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
∑

i,j=π∆(i) pi 6 Cmax(π1) +

∆Cmax(π1)✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ π1 s♦✐t ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ρ1✲❛♣♣r♦❝❤é t❡r♠✐♥❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡✳

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✸✳✷✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t π∆ ❣é♥éré ♣❛r SBO∆ ❡st (1 +
1/∆)ρ2✲❛♣♣r♦❝❤é ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❡t ❡st ♦♠✐s❡✳

❚❍➱❖❘➮▼❊ ✸✳✸✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ SBO∆ ❡st ✉♥❡ ((1 + ∆)ρ1, (1 + 1
∆

)ρ2)✲
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ❞❡ P | pi, si | Cmax, Mmax✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ PT AS ♣♦✉r P || Cmax✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❞❡ (1 + ∆ + ǫ, 1 + 1

∆
+ ǫ)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❞✉ ③é♥✐t❤✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❛❝t
♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ❈❡❧❛ ♠è♥❡ ❛✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❈❖❘❖▲▲❆■❘❊ ✸✳✹✳ P♦✉r t♦✉t ∆ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♠❛❦❡s✲
♣❛♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à (1 + ∆)C∗

max ❡t ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à (1 +
1
∆

)M∗
max✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① r❛♣♣♦rts ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r ∆ = 1
♦ù ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ (2, 2)✳

✸✳✹ ❉❡s r❛♣♣♦rts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐✲
♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✉r ✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠♣❧❡ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ q✉❡ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❛✈❡❝
✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳ P✉✐s ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ✉♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t
q✉✐ r❛✣♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳
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1 1
ǫ

1

1
1ǫ

3

2

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ▲❡s ❞❡✉① ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛✉① ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
✐♥st❛♥❝❡ ✭▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛
❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ✐♥s❝r✐t❡ s✉r ❧❛ tâ❝❤❡✮✳

✸✳✹✳✶ ❉❡ ❧❛ ♥♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ 2 ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ❞❡
3 tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ✿ p1 = 1, p2 = p3 = 1

2
❡t s1 = ǫ, s2 = s3 = 1✳ ■❧ ♥✬② ❛ q✉❡ 3

♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ✭❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ r❡t✐r❡ ❧❡s s②♠étr✐❡s ❡t ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥ts ❛✈❡❝ t❡♠♣s ❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❧❛ tâ❝❤❡ 1 ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡
❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s 2 ❡t 3✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ❧❡s tâ❝❤❡s 1 ❡t 2 s♦♥t ♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝é❡s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t
♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❈❡s tr♦✐s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t ❧❡s tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs
♦❜❥❡❝t✐❢s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ (1, 2), (3

2
, 1 + ǫ) ❡t (2, 2 + ǫ)✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st

P❛r❡t♦✲❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥ts P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛✉① s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ●❛♥tt ✭❧❡ t❡♠♣s
❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s✮ ♦ù ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡
❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ♥♦té❡ s✉r ❧❛ tâ❝❤❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s C∗
max = 1 ❡t M∗

max = 1 + ǫ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt ✐♥❢ér✐❡✉r à (1, 2)✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt
(1, 7

4
)✲❛♣♣r♦❝❤é ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❡r❛✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

❛✈❡❝ Cmax ≤ 1 ❡t Mmax ≤ 7
4
(1+ǫ)✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s

♣♦✉r ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✉♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①✐st❡✳
P♦✉r ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s✱ ǫ ♣❡✉t êtr❡ ❛✉ss✐ ♣❡t✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ (1, 2)✳
❈❡ rés✉❧t❛t ❡st s②♠étr✐q✉❡✳

▲❊▼▼❊ ✸✳✺✳ ❆✉❝✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ♥✬❛
❞❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ (1, 2) ♦✉ (2, 1)✳

✸✳✹✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐❞é❡ à m ♣r♦❝❡ss❡✉rs

P♦✉r ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ 2 ♣r♦✲
❝❡ss❡✉rs ❡t ❞❡ 3 tâ❝❤❡s✳ ❆✈❡❝ m ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t km + m − 1 tâ❝❤❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉①
t②♣❡s ❞❡ tâ❝❤❡s✳ ▲❡s m − 1 ♣r❡♠✐èr❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡t r❡s♣❡❝t❡♥t
p1 = · · · = pm−1 = 1 ❡t s1 = · · · = sm−1 = ǫ✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❡s km ❛✉tr❡s tâ❝❤❡s
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s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡ pm = · · · = pkm+m−1 = 1
km

❡t sm = · · · = skm+m−1 = 1✳ ▲❡
♠❛❦❡s♣❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st 1 ❡t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st k + ǫ✳

❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❛s s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧
② ❛ k + 1 ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛✉①✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡
i ∈ {0, 1, . . . , k} ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ i tâ❝❤❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ❡t ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
t②♣❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s m−1 ♣r❡♠✐❡rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ❧❡s km−i(m−1)
tâ❝❤❡s r❡st❛♥t❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ s✉r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

▲❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ i ❡st ❞❡ 1 + i
km

❡t s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡
❡st ❞❡ k + (k − i)(m − 1) s❛✉❢ ♣♦✉r i = k✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ k ❛ ✉♥❡ ❝♦♥s♦♠✲
♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ k + ǫ✳ ▲❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥♦✉s ❞✐t
q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡
(1 + i

km
, 1 + (m− 1)(1− i

k
))✳

▲❊▼▼❊ ✸✳✻✳ ∀m, k > 2, i ∈ {0, . . . , k}✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐
❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r à (1 + i

km
, 1 + (m −

1)(1− i
k
))✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ i
k
♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s

❡♥tr❡ 0 ❡t 1✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❡st ❛✐♥s✐ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s②♠étr✐q✉❡s ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❡t ❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥s ♠é♠♦✐r❡s✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ m s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❡♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

✸✳✹✳✸ ❉✬❛✉tr❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥❡①✐st❛♥ts

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❜✐❡♥ q✉❡
❧✬✐♥st❛♥❝❡ s♦✐t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ 2 ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ❞❡ 3 tâ❝❤❡s✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡s s♦♥t ✿ p1 = 1, p2 = ǫ, p3 = 1− ǫ
❡t s1 = ǫ, s2 = 1, s3 = 1 − ǫ✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡
♣❡✉ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❡s tr♦✐s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛✉① s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❣r♦✉♣❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① tâ❝❤❡s s✉r ❧❡
♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❊①é❝✉t❡r ❧❡s tr♦✐s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❢♦✉r♥✐t
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs
♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡s tr♦✐s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts s♦♥t ✿ (1, 2 − ǫ) ❧♦rsq✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ 1 ❡st
s❡✉❧❡✱ (1 + ǫ, 1 + ǫ) ❧♦rsq✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ 3 ❡st s❡✉❧❡✱ ❡t (2− ǫ, 1) ❧♦rsq✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ 2
❡st s❡✉❧❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ C∗

max ❡t M∗
max ✈❛❧❡♥t t♦✉t ❧❡s ❞❡✉① 1✱ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs

s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s r❛♣♣♦rts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛✉①✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡
♣♦✐♥t (1 + ǫ, 1 + ǫ) ♥✬❡st P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ǫ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à 1

2
✳ ▲❡s

♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ P♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ǫ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ 1

2
✱ ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♠è♥❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡

s✉✐✈❛♥t ✿
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ǫ
11− ǫ

1

ǫ 1
1− ǫ

1 + ǫ

ǫ
1

1− ǫ

2− ǫ

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐♥st❛♥❝❡✳

✶

✷

✸

✶ ✷ ✸ ✹

❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❡♥ ♣♦✐♥✲
t✐❧❧és r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s r❛♣♣♦rts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣rés❡♥té ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

▲❊▼▼❊ ✸✳✼✳ ❆✉❝✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ❛✈❡❝ ✉♥ r❛♣✲
♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à (3

2
, 3

2
)✳

❈❡ rés✉❧t❛t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ét❡♥❞✉ ✈❡rs ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t ❞é❝♦✉♣❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❢❡r❛✐t ❛♣♣❛✲
r❛îtr❡ ❞❡ ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✭q✉✐ ❛♠è♥❡ à ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✐♠♣♦ss✐❜❧❡s ♠♦✐♥s ✐♥tér❡ss❛♥ts✮✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬❛✈❛♥t s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ❋✐✲
❣✉r❡ ✸✳✸✳ ▲❡ ❝❛rré ❞❡ ❝♦✐♥ s✉♣ér✐❡✉r ❞r♦✐t (3

2
, 3

2
) ✈✐❡♥t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✼✳ ▲❡s

❛✉tr❡s r❛♣♣♦rts ✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✻ ♣♦✉r m 6 6✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s
r❛♣♣♦rts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❤✐❜és s♦♥t ❞❡s ♦✉✈❡rts
❡t q✉✬✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣❡✉t êtr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞♦♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡st s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡✳ P♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✐♥❝❧✉s ❧❡s r❛♣♣♦rts ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ SBO∆ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✳
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✸✳✺ ❉❡✉① ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❆❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s r❡ss❡♠❜❧❡ ♣❧✉s à ❞❡s ♠♦✲
❞è❧❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❉❆● ❞❡ tâ❝❤❡s
❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s s✉r
s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ SBO∆ ♣rés❡♥té ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ♥❡ s✬ét❡♥❞
♣❛s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❛❧♦rs ✉♥
♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ tâ❝❤❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞é✲
t❛✐❧❧é ❡t ❛♥❛❧②sé ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✶✳ P✉✐s ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷ ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❝r✐tèr❡✱
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

✸✳✺✳✶ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❞é s✉r ▲✐st ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s r❛♣♣❡❧é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲✐st
❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❡st ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r êtr❡ ✉♥❡ 2✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ s✉r ❞❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❬●r❛✻✾❪✳ ❙♦♥
♣r✐♥❝✐♣❡ r❡✈✐❡♥t à ❛ss✉r❡r q✉❡ s✐ ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ✐♥❛❝t✐❢ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s
❞❡ tâ❝❤❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❝❡ ♠♦♠❡♥t ♣ré❝✐s✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ 2✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛ été ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷
❡t r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡✉① ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✿ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❛
♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ tâ❝❤❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✬✐❧ ♥✬② ❛✈❛✐t ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té
❞❛♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❆✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ tâ❝❤❡ ❡st ❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡♠❡♥t r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ❝❤❡♠✐♥ ❝r✐t✐q✉❡ ✭♦✉ ❈r✐t✐❝❛❧ P❛t❤✮✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡st ✐♥s♣✐ré ❞❡ ▲✐st ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ RLS∆ ✭♣♦✉r ❘❡str✐❝t❡❞ ▲✐st ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✮✱ ♣rés❡♥té ❢♦r♠❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❡♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✷✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ LB s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐✲
♠❛❧❡ ❞❡ Mmax à ♣❛rt✐r ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ❞é❣r❛✲
❞❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ❛✉t♦r✐sé❡ s✉r Mmax ✿ ❛✉❝✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r
♥❡ ❞♦✐t ✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s ❞❡ ∆LB ✉♥✐tés ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡
✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ tâ❝❤❡ q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❡ ♣❧✉s tôt s❛♥s ❞é♣❛ss❡r ❧❛ ❜♦r♥❡
s✉r ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ∆LB✳ ❙✐ ❞❡✉① tâ❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❝❤♦✐s✐t ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❧✉s tôt ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞✬❛❜♦r❞
❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs q✉✐ ♦♥t été ♠❛rq✉és✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉rs q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s été ❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛r ❧❡✉r ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❡♥
♠é♠♦✐r❡ ét❛✐❡♥t tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

▲❊▼▼❊ ✸✳✽✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✐❧ ② ❛ ♠♦✐♥s ❞❡ m
∆−1

♣r♦❝❡ss❡✉rs
♠❛rq✉és✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✷ RLS∆

■♥♣✉t ✿ m ✿ ✉♥ ❡♥t✐❡r
{p1, . . . , pn} ✿ n ❡♥t✐❡rs
{s1, . . . , sn} ✿ n ❡♥t✐❡rs

❇❡❣✐♥
❙♦✐t LB = max(maxi si,

∑

i
si

m
)

load[1] = · · · = load[m] = 0
memsize[1] = · · · = memsize[m] = 0
❲❤✐❧❡ ■❧ r❡st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r
❋♦r ❛❧❧ tâ❝❤❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ i

❙♦✐t proc[i] = j ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♠✐♥✐♠✐s❛♥t load[j]
t❡❧ q✉❡ memsize[j] + si 6 ∆LB

❙♦✐t ready[i] = max(maxi′∈Γ−(i) σ(i′) + pi′ , load[proc[i]])
✴✯♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✿ ✯✴
▼❛rq✉❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs j′ t❡❧ q✉❡ load[j′] < load[proc[i]]

❊♥❞ ❋♦r
❙♦✐t i∗ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ready[i]
π(i∗) = proc[i∗]
σ(i∗) = ready[i∗]
load[proc[i∗]] = σ(i∗) + pi∗

memsize[proc[i∗]]+ = si∗

❊♥❞ ❯♥t✐❧
❘❡t✉r♥ (π, σ)
❊♥❞

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♠❛rq✉é j✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ i t❡❧❧❡
q✉❡ memsize[j] > ∆LB − si ≥ (∆ − 1)LB ✭❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✈✐❡♥t
❞❡ si ≤ LB✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣❧✉s ❞❡ m

∆−1
♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t ♠❛rq✉és✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ❞♦♥❝✱
∑

j∈marked memsize[j] > m
∆−1

(∆ − 1)LB = mLB✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
∑

j∈marked memsize[j] ≤ ∑

i si ≤ mLB✳ ◆♦✉s ❛rr✐✈♦♥s à ❧❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✿
mLB ≥ ∑

j∈marked memsize[j] > mLB✳ ❉✬♦ù✱ ✐❧ ② ❛ ♠♦✐♥s ❞❡ m
∆−1

♣r♦❝❡s✲
s❡✉rs ♠❛rq✉és✳

❈❡ ❧❡♠♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ RLS∆ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛❞✲
♠❡ttr❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ∆ ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à 2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs✱
✐❧ ♣♦✉rr❛✐t ❡①✐st❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧❛❝é❡ s✉r ❛✉❝✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r à
❝❛✉s❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✭q✉✐ ♠❛rq✉❡r❛✐t t♦✉s ❧❡s
♣r♦❝❡ss❡✉rs✮✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ∆ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞♦✐t êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉
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é❣❛❧❡ à 2✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❝❡❧❛ ❛♠è♥❡ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
♠é♠♦✐r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ∆LB✳

❈❖❘❖▲▲❆■❘❊ ✸✳✾✳ RLS∆ ❡st ✉♥❡ ∆✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
♠é♠♦✐r❡ Mmax ♣♦✉r ∆ > 2✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♠♦✐♥s ❞❡ m
∆−1

♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t ✐♥✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❛✉s❡ ❞❡
❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ♣❧✉s ❞❡ m∆−2

∆−1
♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧✐❜r❡♠❡♥t

✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r Cmax✳ ❈❡❧❛ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡
s✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✳

▲❊▼▼❊ ✸✳✶✵✳ RLS∆ ❡st ✉♥❡ (2 + 1
∆−2
− ∆−1

m(∆−2)
)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r Cmax

♣♦✉r ∆ > 2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ CP ∪W ❞✉ t❡♠♣s ❡♥tr❡ 0
❡t Cmax✳ ❯♥❡ ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s t ❛♣♣❛rt✐❡♥t à CP s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r
❡st ✐♥♦❝❝✉♣é ❛✉ t❡♠♣s t ❡t t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s i ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ❛♣rès ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛✉ t❡♠♣s t✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ maxi′∈Γ−(i) σ(i′)+pi′ > t✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
q✉❡ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ CP ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s
❞✉ ❉❆●✳ ❉✬♦ù | CP |6 C∗

max✳
❚♦✉t❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

∑

pi ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ ❞❛♥s W à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣❛rt✐❡ q✉✐ ❡st ❡①é❝✉té❡ ❞❛♥s CP ✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞❡ | CP |
♣✉✐sq✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ❛❝t✐❢ ❞❛♥s CP ✭❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ s✐
s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ❛❝t✐❢ ❞✉r❛♥t t♦✉t ❝❡ t❡♠♣s✮✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡
▲❡♠♠❡ ✸✳✽ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s m∆−2

∆−1
♣r♦❝❡ss❡✉rs ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s tr♦♣

❝❤❛r❣és ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ W ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t❡
q✉❡

P

pi−|CP |

m∆−2
∆−1

✳

❈♦♠♠❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦♥t ♣❛rt✐t✐♦♥♥és ❡♥ W ❡t CP ✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿

Cmax =| W | + | CP |6 (1 + 1
∆−2

)
P

pi

m

+(1− ∆−1
m(∆−2)

) | CP |

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡
P

pi

m
❡t | CP | s♦♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥

♦♣t✐♠❛❧ C∗
max✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿

Cmax 6 (2 +
1

∆− 2
− ∆− 1

m(∆− 2)
)C∗

max
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▲❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♥♦✉s ❛♠è♥❡♥t ❛✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ RLS∆ ✿

❚❍➱❖❘➮▼❊ ✸✳✶✶✳ RLS∆ ❡st ✉♥❡ (2 + 1
∆−2
− ∆−1

m(∆−2)
, ∆)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té O(n2m)✱ ♣♦✉r ∆ > 2✳

◆♦t♦♥s q✉❡ t❛♥t q✉❡ n ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ m✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧
❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
✉t✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s ❞❡ n ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠♣❧❛❝❡r ∆ ♣❛r 2 + ∆′✳ ❆✐♥s✐ ❧❡
r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t (2 + 1

∆′ − ∆′+1
m∆′ , 2 + ∆′)✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣❛s ♣♦✉r ∆ = 2✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr❛✐t❡r ❝❡ ❝❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ sé♣❛ré❡ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r r❡st❡r❛ ♥♦♥ ♠❛rq✉é✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❡r❛ ❛❧♦rs ❞❡
m ♣♦✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✳

✸✳✺✳✷ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ à tr♦✐s ♦❜❥❡❝t✐❢s s✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥✲

❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐✈❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ♠❛❦❡s♣❛♥✱
❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❡♥✲
❝♦r❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ♥❡ s✬❛❞❛♣t❡ ♣❛s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ RLS∆ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❙P❚✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ▲✐st ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r
∑

Ci s✐ ❧✬♦r❞r❡ ❙P❚ ❡st ✉t✐❧✐sé✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ q✉❡ ♣❡✉t s✉❜✐r ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢

∑

Ci

❧♦rsq✉❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st ✐♥❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳

▲❊▼▼❊ ✸✳✶✷✳ ❙♦✐❡♥t π1, π2 ❞❡✉① ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❙P❚ s✉r m ❡t ρm ♣r♦✲
❝❡ss❡✉rs ❞✉ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✭0 < ρ 6 1✮ ❛❧♦rs

∑

Ci(π2, σ2) 6

(1
ρ

+ 1)
∑

Ci(π1, σ1)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ∀j, Cj(π2, σ2) 6

(1
ρ

+ 1)Cj(π1, σ1)✳
❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♥✉♠ér♦t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s s✉✐✈❛♥t

❧✬♦r❞r❡ ❙P❚✳ ❉❛♥s ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❙P❚ ♣❛rt✐❡❧ ♦ù ❧❛ tâ❝❤❡ i ✈✐❡♥t ❞✬êtr❡
♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ à t❡r♠✐♥❡r✳ ❆✐♥s✐✱ 1

m

∑

k=1,...,i pk 6 Ci(π1, σ1)✳
❙✉r ρm ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❧♦rsq✉❡ i ❝♦♠♠❡♥❝❡✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s i − 1 ♣r❡♠✐èr❡s

tâ❝❤❡s ♦♥t été ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s✳ ❉✬♦ù σ2(j) 6
1

ρm

∑i−1
k=1 pk✳ ❈❡❧❛ ♠è♥❡ à Cj(π2, σ2) 6

1
ρm

∑i−1
k=1 pk+pi 6

1
ρ
Ci(π1, σ1)+pi✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ Ci(π1, σ1)
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❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i ❡st s✉♣ér✐❡✉r à s♦♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ pi✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Ci(π2, σ2) 6

(1
ρ

+ 1)Ci(π1, σ1)

❉❛♥s RLS∆✱ m∆−2
∆−1

♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ρ✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❙P❚ ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r

∑

Ci✳ ❉♦♥❝✱ ❛✈♦✐r ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞é❣r❛❞❡r ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢

∑

Ci✳ ❉❡ t♦✉s ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ RLS∆ s✐ ❧✬♦r❞r❡ ❙P❚ ❡st ✉t✐❧✐sé✳

❚❍➱❖❘➮▼❊ ✸✳✶✸✳ ❯t✐❧✐s❡r ❧✬♦r❞r❡ ❙P❚ ❞❛♥s RLS∆ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ (2+ 1
∆−2
−

∆−1
m(∆−2)

, ∆, 2 + 1
∆−2

)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s

(Cmax, Mmax,
∑

Ci)

✸✳✻ ❱❛r✐❛♥t❡ ❖♥❧✐♥❡

❯♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❇✐�❧♦ ❡t ❛❧✳ ❬❇❋▼✵✻❪ tr❛✐t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❞❡✉①
♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ t②♣❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st q✉✬✐❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦♥✲
❧✐♥❡ ✿ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t s♦✉♠✐s❡s ❛✉ s②stè♠❡ ❧❡s ✉♥❡s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s ❡t ❧✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s r❡✈❡♥✐r s✉r s❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❡t ✐❧ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❧❡s tâ❝❤❡s
q✉✬✐❧ ❞❡✈r❛ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r à ❧✬❛✈❡♥✐r✳

P♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ér✐✈é ❞❡ ▲✐st ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣
q✉✐ ♣❧❛❝❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s
♣❛r♠✐ ❧❡s x ♣r♦❝❡ss❡✉rs q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ♦ù x
❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ Ax ❡st ✉♥❡
( 2m−x

m−x+1
, m+x−1

k
)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦♥❧✐♥❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡✲

♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♦✤✐♥❡✳ ■❧ ♠è♥❡ q✉❛s✐♠❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ r❛♣♣♦rt
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ RLS∆ à ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ Ax ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉rs ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✈✐❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡✳
■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ RLS∆ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ❞❡ Ax ♦ù x ❝♦♠♠❡♥❝❡ à m ❡t ❞é❝r♦ît ❥✉sq✉✬à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞♦♥♥é❡✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❛♥s ❬❇❋▼✵✻❪ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
é❝r✐t✉r❡ ❞❡ RLS∆✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♦✤✐♥❡✱ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
RLS∆ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♠✐❡✉① ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳
❉❛♥s ❝❡s s②stè♠❡s✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ∆ ❛♣♣❛r❛ît ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡st
♠ê♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r à ♣♦stér✐♦r✐ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ RLS∆ r❡ss❡♠❜❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ s♦♥t
✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sés ❧♦rsq✉❡ ❝❡ st②❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣❛r❛ît✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡
♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡ ✈❛❧✐❞❛♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❣❧♦✉t♦♥♥❡s✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬❇❋▼✵✻❪ s✬✐♥tér❡ss❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❜♦r♥❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣✲
♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s
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♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ❝❛r ✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s
tâ❝❤❡s ❡st ✐♠♣♦sé ❡t ✐♥❝♦♥♥✉✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ∀m > 3,∀x ∈ N, 2 6 x 6
⌈

m
2

⌉

✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤ ❛✈❡❝ ✉♥ r❛♣♣♦rt
♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ (2 + 1

⌈ m
x−1⌉ ,

m
x
)✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r 2 ♦✉ 3 ♣r♦❝❡s✲

s❡✉rs ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✬✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ♦♥t ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥
❛♠é❧✐♦r❛❜❧❡s✳

✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❖✉tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✐❧ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r ✐❝✐ ❧❡ ❝♦❡✉r ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t ♥♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ❡♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✉❧t✐✲
♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❈❡❧❛ ét❛♥t ❢❛✐t✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❡①✲
tr❛✐r❡ ❧❡s ❝❛s q✉✐ ♣♦s❡♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦❜❧è♠❡✳

❙✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♠é✲
♠♦✐r❡✱ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♦ù ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ♠❛♥♦❡✉✈r❡ s✉r ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡
à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r 2 s♦♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❡tt❡ é❝❤❡❧❧❡ ✉♥❡
très ❧é❣èr❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛ ✉♥ ❡✛❡t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r
❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

▲❛ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t

❉❛♥s ❝❡ ❝♦✉rt ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ sûr❡té ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ❡st ❝♦♠♠✉♥ ❛✉① s②stè♠❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❡t
❡♠❜❛rq✉és✳

✹✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛✉ q✉♦t✐❞✐❡♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡s✳ ■❧
❛rr✐✈❡ q✉✬❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ♠❛❧✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❝❛✉s❡s à ❝❡s ♠❛✉✈❛✐s ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥ts ❡①✐st❡♥t✳ ▲✬✉s✉r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞û❡ à s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ❞û❡ à ❧❛
❝❤❛❧❡✉r✱ ✉♥❡ ♣✐è❝❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❞✐sq✉❡ ❞✉r q✉✐ ❝❛ss❡✱ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞é❢❡❝t✉❡✉①
❞❛♥s ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐✈❡✱ ❧❡s r❛②♦♥s ❝♦s♠✐q✉❡s s♦♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝❛✉s❡s ❞❡ ❞②s❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❚❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ tr❛✐t❛✐t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝♦✉rts
s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ét❛✐❡♥t ✐♥s✐❣♥✐✜❛♥ts ❡t✱ ♦♥t
été ✐❣♥♦rés✳

❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❛♥♥❡s q✉✐ ♥❡
♣❡✉✈❡♥t ♣❧✉s êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❇❧✉❡●❡♥❡ ❞✬■❇▼ ❞✐s✲
♣♦s❡♥t ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✻✺✵✵✵✱ ❡t s♦♥t s♦✉✲
♠✐s❡s à ❞❡s ♣❛♥♥❡s ❢réq✉❡♥t❡s ✿ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛♥♥❡ t♦✉s ❧❡s ✶✵ ❥♦✉rs ét❛✐t
♣ré✈✉ à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❬❆❡❛✵✷❪✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛♥♥❡ ♣❛r ❥♦✉r
ét❛✐t ❛tt❡♥❞✉ ❬❖❙▼+✵✹❪ ❡t ❞❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♣❛♥♥❡s ♣❛r ❥♦✉r ❛rr✐✈❡♥t ❡♥ ♣r❛✲
t✐q✉❡ ❬▲❩❙+✵✻❪ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❛♥♥❡s ❧✐é❡s ❛✉
rés❡❛✉ ❡st ❞❡ ✷ ❤❡✉r❡s✮✳

▲❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡ ❡♥ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❬▲❛♣✵✹❪ s♦♥t ❧❛ ❢❛✉t❡
✭♦✉ ❜✐❡♥ ❢❛✉❧t✮✱ ❧✬❡rr❡✉r ✭❡rr♦r✮✱ ❡t ❧❛ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ✭❢❛✐❧✉r❡✮✳ ▲❛ ❢❛✉t❡ ❡st ✉♥ ❞②s✲
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♠❛tér✐❡❧ ♦✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ q✉✐ ♣❡✉t s❡ tr❛❞✉✐r❡
♣❛r ✉♥❡ ❡rr❡✉r✳ ❯♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt

✹✺
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à s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛tt❡♥❞✉✳ ▲❛ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡
❢❛✉t❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s s②stè♠❡s q✉✐ rés✐st❡♥t à ❧❛ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥
♣r♦❝❡ss❡✉r s♦♥t ❞✐t t♦❧ér❛♥ts ❛✉① ❢❛✉t❡s ✭♦✉ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t✮ ❡t ♥♦♥ t♦❧ér❛♥ts
❛✉① ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s✳

✹✳✷ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❢❛✉t❡s

❉✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❢❛✉t❡s s♦♥t ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❣✉és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs
♦r✐❣✐♥❡s✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦✉ ❛❝❝✐❞❡♥t❡❧❧❡s✱ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡s ♦✉ ♠❛✲
tér✐❡❧❧❡s✱ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❢❛✉①
rés✉❧t❛t ✭❢❛✉t❡s ❜②③❛♥t✐♥❡s✮ ♦✉ ♥❡ ♣❛s ❡♥ ❢♦✉r♥✐r✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ❢❛✉t❡s ❛❝❝✐❞❡♥t❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡♥t ♣❛s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❢❛✉t❡s✳

▲❡s ❢❛✉t❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❣✉é❡s ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ❞✉r❛♥t ❧❡q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡s
❡①✐st❡♥t✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❢❛✉t❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ✭♦✉ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❢❛✉❧t✮ s✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t
♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r❛ ♣❧✉s ❥❛♠❛✐s ♦✉ ❢❛✉t❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ✭♦✉ tr❛♥s✐❡♥t ❢❛✉❧t✮ s✐ ❧❛ ❢❛✉t❡
♥✬❡st ❡✛❡❝t✐✈❡ q✉❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ ❛❧♦rs ❛✉① ❢❛✉t❡s tr❛♥s✐✲
t♦✐r❡s ❧❛ ❞✉ré❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❢❛✉t❡ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡✳ ❈❡tt❡ ❞✉ré❡ ♣❡✉t êtr❡
❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♦✉ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❞❡s ❢❛✉t❡s tr❛♥s✐t♦✐r❡s ❞❡ ❞✉ré❡s q✉❛s✐ ♥✉❧❧❡✳

■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❞❛t❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❧❡s ❢❛✉t❡s ❛r✲
r✐✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝❛s ♦ù ❧❡s ❢❛✉t❡s ❛rr✐✈❡♥t ❞❡
❢❛ç♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❛rr✐✈é❡s ❞❡ ❢❛✉t❡s st♦✲
❝❤❛st✐q✉❡s✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ t❛✉① ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣❛♥♥❡s ❛♣♣❛r❛ît ❛❧♦rs ✭s♦✉✈❡♥t
❛♣♣❡❧é ▼❚❇❋ ♣♦✉r ▼❡❛♥ ❚✐♠❡ ❇❡t✇❡❡♥ ❋❛✐❧✉r❡s✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❢❛✉t❡s s♦♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ s✐ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♣❛♥♥❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ❢❛✉t❡s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ❉❛♥s
❞✬❛✉tr❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡✐❜✉❧❧ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡ts ❞❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✉t❡s✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✉t❡s ❡t
✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❬❇P✾✻❪✳

✹✳✸ ▲❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❧❛ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t

P♦✉r s❡ ♣r♦té❣❡r ❞❡s ❢❛✉t❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ P♦✉r
❧✉tt❡r ❝♦♥tr❡ ❞❡s ❢❛✉t❡s ❜②③❛♥t✐♥❡s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❞ ❤♦❝ ♦♥t
été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ♦✉ ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝♦❞❡s ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❬❉❘❚❱✵✼❪✳ P♦✉r
❧✉tt❡r ❝♦♥tr❡ ❞❡s ❢❛✉t❡s ❜②③❛♥t✐♥❡s✱ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s t♦❧ér❛♥ts ❞❡s ❢❛✉t❡s ♦♥t



✹✳✸✳ ▲❊❙ ▼❖❨❊◆❙ ❉❊ ▲❆ ❙Û❘❊❚➱ ❉❊ ❋❖◆❈❚■❖◆◆❊▼❊◆❚ ✹✼

été ❝♦♥ç✉s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ tr✐ ❞❡ ▲❡✐❣❤t♦♥ ❬▲▼✾✾❪ q✉✐ tr✐ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❢♦✉r♥✐t ♣❛r❢♦✐s
✉♥ rés✉❧t❛t ❡rr♦♥é✳

▲❡ ❝❛s ❞❡s ❢❛✉t❡s q✉✐ r❛❧❡♥t✐ss❡♥t ❧❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ tr❛✐té ❞❡ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s✳ ■❧ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s tr❛✐t❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♦✉ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ❛♥❛✲
❧②s❡s ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❡t ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t
❛❧♦rs ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❬❇▼❙✵✺✱ ▼❛❤✵✹❪✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ♦ù ❧❡s tâ❝❤❡s ♦♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ s✬❡①é❝✉t❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ❙✐ ❧❛
tâ❝❤❡ ❛ é❝❤♦✉é❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ❧❛ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r✳ ❖♥ s✬❛✉t♦r✐s❡ ❛❧♦rs à ❡①é❝✉t❡r
♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♣✐❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❬▲❘✵✼✱ ❈❉❋+✵✽❪✳
P♦✉r ❧❡s ❝❛s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥♥✉❡ ❡st
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡♣r✐s❡ ✭♦✉ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✮ ❬❈▲✽✺❪✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ s❛✉✲
✈❡❣❛r❞❡r ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s✉r ✉♥ s✉♣♣♦rt st❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳✱
ré♣✉té s❛♥s ❢❛✉t❡ ❀ t②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❞✐sq✉❡ ❞✉r ❘❆■❉ ❡①t❡r♥❡✮✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡
❢❛✉t❡ ❡st ❞ét❡❝té❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❛rrêté ❡t r❡♣r✐s ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡✳
❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❝♦♠♣❧✐q✉és à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣♦✉r s②♥❝❤r♦♥✐s❡r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣♦✉r
❢❛✐r❡ ✉♥❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❬❏❛❢✵✻❪✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❡tt❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❇❧✉❡●❡♥❡✱ ✉♥❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞✬✉♥❡ ❞❡♠✐ ❤❡✉r❡ ❬▲❩❙+✵✻❪✳

❯♥ ❛✉tr❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ s❡ ♣ré♠✉♥✐r ❞❡s ❢❛✉t❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❡st ❞❡ ❞✉♣❧✐q✉❡r
q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞✉❧❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛❧♦rs s❡❧♦♥ q✉❡
❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ s♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡①é❝✉té❡s ♦✉ ♥♦♥✳ ❖♥
♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❡ ♦✉ ♣❛ss✐✈❡✳ ❉❛♥s ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣❛ss✐✈❡s✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣r✐♠❛r②✲❜❛❝❦✉♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
✉♥ ❞♦✉❜❧♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡st ♣rés❡♥t ❡t r❡st❡ ✐♥❛❝t✐❢ t❛♥t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❢❛✉t❡
♥✬❛ été ❞ét❡❝té❡✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❡ ♣ré✈♦✐❡♥t ❡t ❡①é❝✉t❡♥t
♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❯♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✉t❡s ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ q✉❡❧❧❡ ❝♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s❡r✈❡r ❬❑❛❧✵✹❪✳

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs✳ ❈♦♠♠❡♥t s❛✈♦✐r s✐ ❧❡s ♠♦②❡♥s
♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ r❡♥❞❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ t♦❧ér❛♥t ❛✉① ❢❛✉t❡s ❄

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥❞✐❝❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❢❛✉t❡s s✉♣♣♦rté❡s
♣❛r ❧❡ s②stè♠❡✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❧❡ ♠♦✐♥s
ré♣❧✐q✉é✳ ❈❡t ✐♥❞✐❝❡ ❡st ♣❡✉ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ❢❛✉t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛✉t❡s s♦♥t
❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ s✉r
❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ sûr❡té ❞✉ s②stè♠❡ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥❞✐❝❡ ❡st ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳



✹✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ▲❆ ❙Û❘❊❚➱ ❉❊ ❋❖◆❈❚■❖◆◆❊▼❊◆❚

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✬❡①é❝✉t❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳
▲❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té q✉✐ ✐♥tér❡ss❡ ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✱ ❝✬❡st ♣♦✉r✲

q✉♦✐ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r♦♥s ❞❡ss✉s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥✲
t✐té ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡✳ ❙♦✉✈❡♥t✱ ❧❡ s✐♠♣❧❡ ❢❛✐t
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❖♣t✐♠✐s❡r ❝❡tt❡
q✉❛♥t✐té ❧✬❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s✳

▲❛ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t très
♥♦♠❜r❡✉① ❡t ❝❤❛q✉❡ ❧é❣èr❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♠è♥❡ s♦♥ ❧♦t ❞❡ ♣❛rt✐✲
❝✉❧❛r✐tés✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❢❛✉t❡s tr❛♥s✐t♦✐r❡s sé♣❛ré❡s
♣❛r ❞❡s t❡♠♣s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ♦ù ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡st ♦♣t✐♠✐s❡r ♣❛r ❞❡ ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥
❛❝t✐✈❡ ❬❑❛❧✵✹❪✳ ◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♦ù ❧❡s ❢❛✉t❡s s♦♥t ♣❡r♠❛✲
♥❡♥t❡s✱ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ♣❛♥♥❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❬❇❘❙❘✵✽❪✳ ❖✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❢❛✉t❡s
♣❡r♠❛♥❡♥t❡s ♦ù ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉t❡ ❡st ❛❜str❛✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢
❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛✉t❡s ❬❋❍❑❙✵✽❪✳

❊♥ ❜r❡❢✱ ❛✉❝✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ ❢❛✐t ❧✬✉♥❛♥✐♠✐té ❝❛r ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❛❞ ❤♦❝✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ❡♥
❞é❝♦✉❧❡♥t s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

▲❡s ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✐✲
♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡t ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥✳ ▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s s②stè♠❡s
❡♠❜❛rq✉és ❝r✐t✐q✉❡s ♦ù ❧❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s s♦♥t tr❛♥s✐t♦✐r❡s✳ ▲❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡st ❛♠é✲
❧✐♦ré❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❡✳ ▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té s✉r ❞❡s ❝❧✉st❡rs ♦ù ❧❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s s♦♥t ♣❡r♠❛♥❡♥t❡s✱ ♥♦♥ ♣❛s
♣❛r ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛✐s ♣❛r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❧❡s ♣❧✉s
✜❛❜❧❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

▼❛❦❡s♣❛♥ ❡t t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉①

♣❛♥♥❡s tr❛♥s✐t♦✐r❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✐♠✉❧✲
t❛♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s
❡♠❜❛rq✉és✳

✺✳✶ ▲❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❝r✐t✐q✉❡s

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❝r✐t✐q✉❡s✱
❞✐str✐❜✉és ❡t ré❛❝t✐❢s✳ ❉❡ t❡❧s s②stè♠❡s s♦♥t ❞é♣❧♦②és ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡ ❞❡s ✈♦✐t✉r❡s✱ ❞❛♥s ❧✬❛✈✐♦♥✐q✉❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❛ér♦s♣❛t✐❛❧✳ ❈❡s s②stè♠❡s✱ ét❛♥t ❝r✐t✐q✉❡s✱ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✜❛❜❧❡s ❡t ré♣♦♥❞r❡
❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ❢❛✐❜❧❡ ❝❛r ✐❧s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ré❛❝t✐❢s✳
◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té
❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡r❛ r❡♣rés❡♥té❡
❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳

❈❡s s②stè♠❡s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ t②♣❡s ❞✐✛é✲
r❡♥ts✱ ✐❧s s♦♥t é✈✐❞❡♠❡♥t ❤étér♦❣è♥❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐st❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs
♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ✭◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❘✱
✉♥r❡❧❛t❡❞✮✳ ▲❡s ❢❛✉t❡s s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s tr❛♥s✐t♦✐r❡s ❡t ❧❡s
❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ◆♦✉s
✈❡rr♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❢❛✉t❡s s♦✐❡♥t ❞❡ ❞✉ré❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❝♦✉rt❡s ♣♦✉r ♥✬❛✛❡❝t❡r
q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ tâ❝❤❡✱ s✐♥♦♥✱ ❧❡s ❢❛✉t❡s s✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ♥❡ s❡r❛✐❡♥t ♣❛s st❛t✐st✐q✉❡✲
♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❝r✐t✐q✉❡s✱ ❧❡s

✹✾
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❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡s s♦♥t ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥❡s q✉❡ ❧❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s ♣❡r♠❛♥❡♥t❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à s✐❧❡♥❝❡ s✉r ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ✭♦✉ ❢❛✐❧✲
s✐❧❡♥t✮ ❬P❡❛✽✽❪✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡♥ ❝❛s ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✱ ✐❧s ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❛✉❝✉♥
rés✉❧t❛t ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ❡rr♦♥é ✭♠❛tér✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❡①é❝✉t❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦❞❡ à ❞❡✉① ✉♥✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t
❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❣é♥érés✮✳ ❆✐♥s✐ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❢❛✉t❡s s✉r ❞❡s
♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts ❡st ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳ ▲❡s ❢❛✉t❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✉r ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ❝❛r
❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡①é❝✉tés s♦♥t très ❝♦✉rts✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ♣❛♥♥❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r
♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣♦sé ❝♦♥st❛♥t✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♠♣r✉♥té à ❬❙❲✾✷❪
❡t ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬❆●❑✵✹✱ ❑▼✾✼✱ PP■✵✼❪✳

▲❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♠❛✐s q✉✐ ❡st s✉♣♣♦sé ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ✜❛❜❧❡✳ ❈❡tt❡
❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡♥ ré♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♣❡✉ ❝❤❡rs ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❜✐❡♥ ♣❧✉s
✜❛❜❧❡s q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ❡♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡✉r ❢❛✉t❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ tr❛♥s♣❛r❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬●❑❙✵✻❪✳

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ré❛❝t✐✈✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❢♦♥t q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s à ❜❛s❡
❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡♣r✐s❡ ♦✉ ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛ss✐✈❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s✳ ■❧
❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉ ♣✐r❡ ❝❛s ❡t ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡ ❜♦♥
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❡ ❡st ❞♦♥❝
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été
♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t ❝❡rt❛✐♥ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
tâ❝❤❡s ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ré♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ♥✬❛♠é❧✐♦r❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ♣ré✲
s❡♥❝❡ ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s
q✉❡❧q✉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ♣r♦✲
♣♦sés ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s✱ ♠❛✐s ✐❧s ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t
q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♦❜❥❡❝✲
t✐❢s ❬❆●❑✵✹✱ ❉Ö✵✺✱ ❙❲✾✷❪✳

✺✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

✺✳✷✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r
s✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❤étér♦❣è♥❡s ✭♠♦❞è❧❡ ❘✮✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ (i, i′) ∈ E
❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s dataii′ à tr❛♥s❢ér❡r ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i à ❧❛ tâ❝❤❡
i′✳ ▲❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝té ❡t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ j ❡t



✺✳✷✳ ▼❖❉➱▲■❙❆❚■❖◆ ❉❯ P❘❖❇▲➮▼❊ ✺✶

j′ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❡ BWjj′ ✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
✐♥t❡r✲♣r♦❝❡ss❡✉r ❡♥tr❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i s✉r j ❡t ❧❛ tâ❝❤❡ i′ s✉r j′ ❡st commiji′j′ =
dataii′/BWjj′ ✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲♣r♦❝❡ss❡✉r s♦♥t s✉♣♣♦sés
très ❝♦✉rts ❡t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉
❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❧♦❝❛✉① ✭❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ré❛❧✐st❡ ❝❛r ❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✐s♣♦s❡♥t ❞✬✉♥ ❝♦✲♣r♦❝❡ss❡✉r ❞é❞✐é à ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥✮✳

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❢♦✉r♥✐❡s ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s
♣♦✉r ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts s❛♥s ré♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s π ❡t σ ♣♦✉r ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❛✈❡❝ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❡✳

❆✐♥s✐ π ❢♦✉r♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♦ù ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❡①é❝✉té❡s✳
❖♥ ♣❡✉t ❧❡ ❞é✜♥✐r ❝♦♠♠❡ π : T → I(M) ♦✉ I(M) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r✲
t✐❡s ❞❡ M ✳ ■❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
π : T × M → {0, 1}✳ ▲❡s ❞❡✉① ♥♦t❛t✐♦♥s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ◆♦✉s é❝r✐r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t π ⊆ π′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
∀i ∈ T, π(i) ⊆ π′(i)✱ ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ π ⊆ π′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
∀(i, j) ∈ T ×M, π(i, j) 6 π′(i, j)✳

◆♦✉s ♠♦❞✐✜♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ σ ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ❧✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✱ σ :
T × M → R

+✳ P♦✉r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❛♥s ré♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ π ❡st t❡❧ q✉❡ ✿
∀i ∈ T,

∑

j∈M π(i, j) = 1✳ P♦✉r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛♣✲
♣❡❧❧❡ ri =

∑

j∈M π(i, j) = ri✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i✳

▲❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s s♦♥t st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❛rr✐✈❡♥t s✉r ❧❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉r j s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ λj ❛♣♣❡❧é ❧❡ t❛✉① ❞❡
❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ j✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ j s♦✐t ♦♣ér❛✲
t✐♦♥♥❡❧ ❞✉r❛♥t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ℓ ❡st e−λj .ℓ✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ j s✉❜✐ss❡ ✉♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉r❛♥t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r ℓ ❡st 1 − e−λq .ℓ✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs à s✐❧❡♥❝❡ s✉r ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♠♦❞❡r♥❡s
♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10−6 ♣❛r ❤❡✉r❡✳

❯♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s
s♦♥t ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡ i ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j ❡st ♦♣ér❛✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ j ♥❡ s✉❜✐t ♣❛s ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✉r❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡ i✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ i s♦✐t ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉r j ❡st

P(i, j) = e−λjpij ✭✺✳✶✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✐❧ s♦✐t
♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ♣❛r UR ❧❛ ♥♦♥ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱
é❣❛❧❡ à 1 ♠♦✐♥s s❛ ✜❛❜✐❧✐té✳
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c

b

a d

❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✺✳✷✳✷ ❘é♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❣râ❝❡ à ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳
❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❙❝❤✾✵❪✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♣✐❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ s✉r ❞✐✛ér❡♥ts
♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛✜♥ q✉❡ ❧❡s ❝♦♣✐❡s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ❡①é❝✉té❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳

❆❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♣✐❡s ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠❛✐s ❡♥
❣é♥ér❛❧✱ ❝❡❧❛ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✉ss✐ s♦♥ ♠❛❦❡s♣❛♥✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❧❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s
s♦♥t ❛♥t❛❣♦♥✐st❡s✳

P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ♥❡ r❡t❛r❞❡r
❛✉❝✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❢♦rç♦♥s ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ (i, j) à ❛tt❡♥❞r❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡
t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♣✐❡s ❞❡ s❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r s❛ ♣r♦♣r❡ ❡①é❝✉✲
t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡❧❛ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ✭♦✉ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r
r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡♥ ♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ♦ù ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ♥✬❛tt❡♥❞ q✉❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡
t♦✉s s❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✺✳✷ ❡t ✺✳✸✳
▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❉❆● q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r s✉r tr♦✐s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳
▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❜✉t ❞✬❡✣❝❛❝✐té t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷
✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳ ❉❛♥s ❝❡s ✜❣✉r❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
✐♥t❡r✲♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧✬❛①❡ ❞✉
t❡♠♣s ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❞é❧❛✐ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✱
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿ ∀(i, i′) ∈ E,∀j′ ∈ π(i′), σ(i′, j′) ≥
maxj∈π(i)(σ(i, j) + pij + commiji′j′)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡✣✲
❝❛❝✐té✱ ❧❡ max s❡r❛✐t r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ min✳
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❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶

✺✳✷✳✸ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ π

❯♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❇❧♦❝❦ ❉✐❛✲
❣r❛♠ ✭❘❇❉✮ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬▲▲✻✷✱ ❙❙✾✽❪✮✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❘❇❉ ❡st ✉♥
❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té (N, E)✱ t❡❧ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❞❡ N ❡st ✉♥ ❜❧♦❝ r❡♣rés❡♥t❛♥t
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❧❛❝é❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡s✲
s❡✉r✮✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ ❞❡ E ❡st ✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❜❧♦❝s✳ N ♣♦ssè❞❡
❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ❧❛ s♦✉r❝❡ S ❡t ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ D ✭S ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣ré✲
❞é❝❡ss❡✉r ❡t D ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s✉❝❝❡ss❡✉r✮✳ ❯♥ ❘❇❉ ❡st ❞✐t ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ r❡❧✐❛♥t S à D✳ ❯♥
❝❤❡♠✐♥ ❡st ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉s ❧❡s ❜❧♦❝s q✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t
s♦♥t ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧s✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥ ❜❧♦❝ s♦✐t ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ ❡st s❛ ✜❛❜✐❧✐té
✭❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬➱q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮✮✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥ ❘❇❉
s♦✐t ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ r❡♣rés❡♥t❡✳

◗✉❛♥❞ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ✉♥
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❛♥s ré♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✱ s♦♥ ❘❇❉ ❡st sér✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé
❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ S à D ♦ù ❧❡ i❡♠❡ ❜❧♦❝ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
tâ❝❤❡ i✳ P♦✉r q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦✐t ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
tâ❝❤❡s s✬❡①é❝✉t❡♥t s❛♥s ❢❛✉t❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ t❡❧ ❘❇❉ ❡st
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳

◗✉❛♥❞ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❝♦♣✐❡s✱ s♦♥ ❘❇❉ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡
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❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶

❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣ré❞é✜♥✐❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❘❇❉ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té✳ ❙♦✐t
dIII✱ s♦✐t dI ❞♦✐t êtr❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ ✭♦ù dI ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♣✐❡ ❞❡ d s✉r ❧❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉r I✮✳ ❉✬✉♥ ❝♦té✱ dIII ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ s✐ ❝❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs
♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧s✳ ❆✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù dIII ❡st ❡①é❝✉té✱ bI ❡t cI ♥❡ s♦♥t
♣❛s t❡r♠✐♥és✳ dIII ♥❡ ♣❡✉t r❡❝❡✈♦✐r s❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❞❡♣✉✐s bII ❡t cIII✳ ❉✬✉♥
❛✉tr❡ ❝♦té✱ dI ♣❡✉t êtr❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ s✐ s♦✐t cI ♦✉ cIII ❡st ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t
s✐ s♦✐t bI ♦✉ bII ❡st ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ t❡❧ ❘❇❉ ♥❡ ♣❡✉t
s❡ ❢❛✐r❡ q✉✬❡♥ t❡♠♣s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❘❇❉ ✭s❛✉❢ s✐ P = NP✮✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞✉ ❘❇❉ ✭✈♦✐r✱ ❡✳❣✳✱
❆❧t❛❘✐❝❛ ❬●▲❘✵✼❪ ♦✉ ❧✬♦✉t✐❧ ❙❤❛r♣❡ ❬❍❙❩❚✵✵❪✮✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❛♠è♥❡ à ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦✲
♣r✐étés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st
t♦✉❥♦✉rs ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♣✐❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐
❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ i ♣❡✉✈❡♥t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ❡①é❝✉té❡s s❛♥s ♣r♦❜❧è♠❡✳
❆✐♥s✐ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
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tâ❝❤❡ ❡st ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ❘❇❉ ❡st t♦✉❥♦✉rs sér✐❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱
✐✳❡✳✱ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♠❛❝r♦ ❜❧♦❝s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❘❇❉ ❞❡
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
q✉✬✉♥ t❡❧ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦✐t ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ t❡♠♣s
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❘❇❉ ❬▲▲✻✷✱ ❙❙✾✽❪✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧✬❛❧✲
❧♦❝❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s
♣❛r P(π) ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ π ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✭✺✳✷✮ ✿

P(π) =
∏

i∈T

(

1−∏

j∈π(i) (1− P(i, j))
)

=
∏

i∈T

(

1−∏

j∈π(i)

(

1− e−pijλj
)

)

=
∏

i∈T P(πi)

✭✺✳✷✮

P❛r ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♣✐❡s ❞✬✉♥❡
tâ❝❤❡ P(πi) = 1−∏

j∈π(i)

(

1− e−λjpij
)

✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ P(π) =
∏

i∈T P(πi)✳
❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞ér✐✈❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s tr♦✐s ❤②♣♦t❤ès❡s ✿ ❞é✲
❢❛✐❧❧❛♥❝❡s tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❡t s✐❧❡♥❝✐❡✉s❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s
❡t ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❧❛ ♥♦♥ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❛r UR(π, σ) = 1− P(π)✳

✺✳✷✳✹ ■♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤

❚❍➱❖❘➮▼❊ ✺✳✶✳ ▲❡ ③é♥✐t❤ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡
Cmax ❡t ❞❡ UR ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs 1 ❡t 2
✉♥❡ tâ❝❤❡ 1 t❡❧ q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ 1 s♦✐❡♥t ✿ p11 = 1 ❡t p12 = k✱ ♦ù
k ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢✳ ▲❡ t❛✉① ❞❡ ♣❛♥♥❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r 1 ❡st λ1 t❛♥❞✐s q✉❡
❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r 2 ❡st λ2 = λ1

k2 ✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s tr♦✐s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✿ S1 ♦ù ❧❛ tâ❝❤❡

❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ S2 ♦✉ ❡❧❧❡ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ s✉r
❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t S3 ♦ù ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ s✉r
❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ S1 ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❛✈❡❝
Cmax(S1) = 1 ❡t UR(S1) = 1− e−λ1p11 ✳ S2 ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
♣♦✉r UR✱ ❛✈❡❝ Cmax(S2) = k ❡t UR(S2) = 1− e−λ1p11/k✳ S3 ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r
UR✱ ❛✈❡❝ Cmax(S3) = k ❡t UR(S3) = 1− e−λ1p11 − e−λ1p11/k + e−

k+1
k

λ1p11 ✳
▲❡s ❢❛❝t❡✉rs Cmax(S2)/Cmax(S1) ❡t UR(S1)/UR(S2) t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐

❛✈❡❝ k✳ ▲❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐♠♣❧✐q✉❛♥t S3 ❡t S1 t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❛✈❡❝ k é❣❛❧❡♠❡♥t✳
❆✐♥s✐✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ ♣❡✉t ❛♣♣r♦❝❤❡r t♦✉t❡s ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ✭❡t ❛✐♥s✐ ❧❡ ③é♥✐t❤✮ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✳
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❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧s ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❝❤♦✐s✐r❛ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❧❡ ♠✐❡✉① à s❡s ❜❡s♦✐♥s ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢s✳

✺✳✷✳✺ ❉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳
❉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s

❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡
❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r pij ❛✉ t❡♠♣s ré❡❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡s✲
s❡✉r j✳ ❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❛✉ ♣✐r❡ s✉r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❛♣♣❡❧é ❲❈❊❚✭♣♦✉r
❲♦rst ❈❛s❡ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ❚✐♠❡✮✳ P❛r ❧❡ ♣❛ssé✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t
❝r✐t✐q✉é❡ ❝❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❲❈❊❚ s❡♠❜❧❛✐t êtr❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ✐❧ ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é ré❝❡♠♠❡♥t ✭✈♦✐r ❬P❇✵✵✱ ▲✐s✵✻❪✮✳ ❈♦♥♥❛îtr❡
❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❝❛r ❞❡s
❛♥❛❧②s❡s ❞❡ ❲❈❊❚ ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✈❡❝ s✉❝❝ès s✉r ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡①✐s✲
t❛♥ts ② ❝♦♠♣r✐s ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛✈❡❝ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❬❈P✵✵❪ ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛❝❤❡s ❡t ❞❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❬❚❋❲✵✵❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡ st②❧❡
❞✬❛♥❛❧②s❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❧❡s ♣❧✉s
❝r✐t✐q✉❡s✱ ❧✬❆✐r❜✉s ❆✸✽✵ ❞♦♥t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ▼♦t♦✲
r♦❧❛ ▼P❈✼✺✺ ❬❋❍▲+✵✶✱ ❙P❍+✵✺❪✳

❉❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳ ❉❛♥s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡s ❛✉① ❢❛✉t❡s✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛tt❡♥❞r❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥
❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♣✐❡s ❞❡ s❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs✳ ■❧ ❢❛✉t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛tt❡♥❞r❡ ❧❛ t❡r✲
♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♣✐❡✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s ✈✐s♦♥s ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡t ♥♦♥ ❧❛ t♦❧ér❛♥❝❡
❛✉① ❢❛✉t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♥♦✉s ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❇❧♦❝❦✲❉✐❛❣r❛♠
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st sér✐❡✲♣❛r❛❧❧è❧❡✱ s✐♥♦♥✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✜❛✲
❜✐❧✐té ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❛
ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❝❡❧❛ ✐♥❞✉✐t ✉♥
s✉r❝♦ût ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡ s②stè♠❡✳ ●✐r❛✉❧t ❡t ❑❛❧❧❛ ❬●❑❛r❪ ♠♦♥tr❡♥t s✉r ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ q✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✜♥❛❧ ❡st r❡❧❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té
❡st ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡t ré❛❧✐st❡✳

❉❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ✜❛❜❧❡✳ ❙✐ ❧❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t s♦✉♠✐s ❛✉① ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s ❛❧♦rs ❧❡ ❘❇❉ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s sér✐❡✲
♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❆✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♣❧✐q✉é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❛✈♦✐r ❞❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s s✉r ❧❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❝❛r
✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ r♦✉t❛❣❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s s✉r ❧❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❝❛✉s❡r❛✐❡♥t ❞❡s



✺✳✸✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❈❖◆◆❊❳❊❙ ✺✼

❢❛✉t❡s ♥♦♥ st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r ❧❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✳
❬❑❛❧✵✹❪ tr❛✐t❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ i ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡
s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♣✐❡s ❞❡ i ❡t ❞♦♥t ❞é♣❡♥❞ t♦✉s ❧❡s
s✉❝❝❡ss❡✉rs ❞❡ i✳ ❈❡❧❛ ❞é❣r❛❞❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♠❛✐s r❡♥❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛❝t❛❜❧❡✳

✺✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❝♦♥♥❡①❡s

✺✳✸✳✶ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ s✉r ♠❛❝❤✐♥❡ ❤étér♦✲

❣è♥❡

▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ s✉r ❞❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ✈❛✲
r✐❛♥t❡s s♦✐❡♥t NP✲❞✐✣❝✐❧❡s✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s
t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛✲
r❛❧❧è❧❡✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✉r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❤étér♦❣è♥❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s
ré❝❡♥t ❡t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❡①✐st❛♥ts s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❞✬❤❡✉r✐st✐q✉❡s
✜♥❡s ♠❛✐s s❛♥s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s s❡✉❧❡s q✉✐ ❛♠è♥❡ à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❣❛r❛♥t✐❡s ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳

P♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s
s♦♥t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✐st❡✳ ❍❊❋❚ ✭♣♦✉r ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❊❛r✲
❧✐❡st ❋✐rst ❚❛s❦✮ ❬❚♦♣✵✷❪ tr✐❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❛r ♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❝r✐t✐q✉❡ r❡st❛♥t✳ ❈✬❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ✿ ❝❤❛q✉❡
tâ❝❤❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ à s♦♥ t♦✉r ❡t ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r q✉✐ ❧❛
t❡r♠✐♥❡ ❛✉ ♣❧✉s tôt✳ ❍❊❋❚ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ré❢é✲
r❡♥❝❡ q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ❛♠é❧✐♦ré
❞❛♥s ❬❩❙✵✸❪ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛✉tr❡ ♦r❞r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳

▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♠✐♥✲♠✐♥ ❡t s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❬■❑✼✼❪ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
tâ❝❤❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r q✉✐ ❧❛ t❡r♠✐♥❡ ❧❡ ♣❧✉s tôt✳ ▼✐♥✲♠✐♥ ❛❧❧♦✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡
♣❧✉s ♣❡t✐t t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs
✭❞❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ à ❍❊❋❚✮✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥t❡
♠❛①✲♠✐♥ ❛❧❧♦✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ▲✬✐❞é❡ ✐❝✐ ❡st
❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♣❧✉s tôt ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ s♦♥t très ♣é♥❛❧✐s❛♥t❡s
♣♦✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❣❧♦❜❛❧✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ♣r♦♣♦sé❡s r❡✢èt❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ❝ôté
❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✐❡♥t été ❝♦♥str✉✐ts
♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❞❡s
❣r❛♣❤❡s ❞❡ tâ❝❤❡s✳

❉✬❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ✭♦✉ ❝❧✉st❡r✐♥❣✮✱ ❞♦♥t
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ❢♦r❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s à
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êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ▲❡s tâ❝❤❡s ❞✉ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ s♦♥t
❡①é❝✉té❡s s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ r❡ss♦✉r❝❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❞é❜✉t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❬❈❏✵✶❪
❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❤étér♦❣è♥❡s✳

✺✳✸✳✷ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡ ❡♥ ré♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s✳
▲❛ ✜❛❜✐❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
tâ❝❤❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t
✜❛❜❧❡s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✉ ❘❇❉ ✐♥❞✉✐t ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ❡♥ t❡♠♣s
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s s✉r ❧❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✉ ❘❇❉ ❡st NP✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭s❛✉❢ s✐ P = NP✮ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ♠❛✐s ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ ❡♥❝♦❞❛♥t ❧❡ ❘❇❉ à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❇❉❉ ✭♣♦✉r ❇✐♥❛r② ❉❡❝✐s✐♦♥ ❉✐❛❣r❛♠✮ ❬❍❙❩❚✵✵✱ ●▲❘✵✼❪✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❘❇❉ ❡st ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s tâ❝❤❡s
❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ sér✐❡✲♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡✈✐❡♥♥❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ s✉r❝♦ût ❧✐é à ❝❡s tâ❝❤❡s ❞❡
s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ✭❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❬❑❛❧✵✹❪✮✳

❬❙❏✾✾❪ ♦♣t✐♠✐s❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t
♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❧❡s
♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡s s♦♥t ❛❧❧♦✉é❡s ❛✉① ❧✐❡♥s ❧❡s ♣❧✉s ✜❛❜❧❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ tâ❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ❧♦♥❣s à tr❛✐t❡r s♦♥t ❛❧❧♦✉és ❛✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❧❡s ♣❧✉s ✜❛❜❧❡s✳

◆♦s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ❢❛✉t❡s r❡♥❞❡♥t ❢❛❝✐❧❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
✜❛❜✐❧✐té✳

✺✳✸✳✸ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s

❉❛♥s ❬❆●❑✵✹❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♥♦tr❡ ♦ù ❧❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✜❛❜❧❡s✳ ▲❡s ❛✉✲
t❡✉rs ❝❛❧❝✉❧❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛✲
sé❡ s✉r ❧❡s ❝♦✉♣❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞✉ ❘❇❉✳ ▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♦♣t✐♠✐s❡ ❣❧♦✉✲
t♦♥♥❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s✱ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ s❡✉✐❧s ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

❬❉Ö✵✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡
rés❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♥♦♥ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝té✳ ▲❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡①❛❝t❡ ❡st NP✲
❞✐✣❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❧✐st❡ ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❉▲❙ ✭♣♦✉r ❉②♥❛♠✐❝ ▲❡✈❡❧ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✮ ❬❙▲✾✸❪
❡st ❛❞❛♣té ❡♥ ❘❉▲❙ ✭♣♦✉r ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❉▲❙ ✮ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳



✺✳✹✳ ❉➱❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❉❯ P❘❖❇▲➮▼❊ ❊◆ ❉❊❯❳ P❍❆❙❊❙ ✺✾

❉▲❙ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✉r r❡ss♦✉r❝❡s ❤été✲
r♦❣è♥❡s q✉✐ ❛❧❧♦✉❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ✭tâ❝❤❡✱ ♣r♦❝❡ss❡✉r✮ q✉✐ ❛ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝
▲❡✈❡❧ ✭✐❧ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❝r✐✲
t✐q✉❡✮✳ ❘❉▲❙ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❛✉ ❉②♥❛♠✐❝ ▲❡✈❡❧ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛
✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✉❝✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥✬❡st ré♣❧✐q✉é❡ ❡t ❧✬✐♠♣❛❝t
s✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡st ❧✐♠✐té✳

✺✳✹ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ ❛✉① ❢❛✐ts s✉✐✈❛♥ts✳ ▲❡ ③é♥✐t❤ ❞✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ✭❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✮✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss♦♥s ❛❧♦rs à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡
s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡st tr❛✐té ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝
❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❝❛r ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❙❡❝✲
t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈❡✐♥❡ ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡

〈

ᾱ, β
〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❣❛r❛♥t✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
♥♦✉s ♣♦rt♦♥s ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s♦✲
❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✺✳✹✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡

P♦✉r s✉✐✈r❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛♣♣r♦❝❤és ❞❡ P❛r❡t♦✱ ♥♦✉s ♣♦✲
s♦♥s ✉♥ s❡✉✐❧ s✉r ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ q✉✐ s❡r❛ ✜①é s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t à ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs✳
▲❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ S = (π, σ) ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ π✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐
♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦s❡r ✉♥ s❡✉✐❧ s✉r UR✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ π q✉✐ s❛t✐s❢❛ss❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ✜①é UR✳ P✉✐s ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐r♦♥s ✉♥❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ σ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t π✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡ s❡✉✐❧✱ ♠❛✐s
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡✉ q✉✐ ♠è♥❡ à ❞❡ ❜♦♥s ♠❛❦❡s♣❛♥s✳ ❉✐st✐♥❣✉❡r ❝❡s q✉❡❧q✉❡s
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❀ ❝❡ ♣♦✐♥t s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é ❡♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✺✳✹✳✹✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❣é♥ér❡r ❧❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✳ ❯♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ s❡r❛ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉r ♣♦st✲♦♣t✐♠✐s❡r
❝❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♦❝❝✉♣♦♥s ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ σ✳ ➚ π
✜①é✱ ❝✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✏❝❧❛ss✐q✉❡✑ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣ré✲❛❧❧♦✉é✳
◆♦✉s ❧❡ tr❛✐t♦♥s ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✸✳



✻✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❊❋❋■❈❆❈■❚➱ ❊❚ P❆◆◆❊❙ ❚❘❆◆❙■❚❖■❘❊❙

✺✳✹✳✷ P❤❛s❡ ✶ ✿ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡

Pr♦♣r✐étés ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

➱t✉❞✐♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s s♣❛✲
t✐❛❧❡s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧❧♦❝❛✲
t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s✳

P❘❖P❘■➱❚➱ ✺✳✷✳ ❙♦✐❡♥t π ❡t π′ ❞❡✉① ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s✱ π ⊂ π′ ⇒
URπ > URπ′✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ (i′, j′) ∈ π′\π✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s 0 6 P(i′, j′) 6 1✱ ♦✉
❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿

0 6 1− P(i′, j′) 6 1 ✭✺✳✸✮

❙❡❧♦♥ ❧✬➱q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮✱ P(π) =
∏

i∈T(1−∏

j∈π(i)(1−P(i, j)))✳ ●râ❝❡ à ❧✬➱q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✺✳✸✮✱ 0 6

∏

(i′,j′)∈π′\π(1 − P(i′, j′)) 6 1✳ ❆✐♥s✐✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❝❡ t❡r♠❡ ♣❛r
❧❡ t❡r♠❡

∏

j∈π(i)(1− P(i, j)) ❛♠è♥❡ à ✉♥ t❡r♠❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✿
∏

(i′,j′)∈π′\π

(1− P(i′, j′))×
∏

j∈π(i)

(1− P(i, j)) 6
∏

j∈π(i)

(1− P(i, j))

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ∀i ∈ T✱ ❧❡ t❡r♠❡ 1 −∏

j′∈π′(i′)(1 − P(i′, j′)) ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞
q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ 1−∏

j∈π(i)(1− P(i, j))✳ ❉✬♦ù✱ P(π′) ≥ P(π)✳

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ♣♦✉r ❛♠é✲
❧✐♦r❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❝♦♣✐❡s ❞❡ tâ❝❤❡s✳
▲❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ❛✐❞❡♥t à ❝❤♦✐s✐r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞♦♥t ✐❧ ❢❛✉t r❛❥♦✉t❡r
✉♥❡ ❝♦♣✐❡✳ ▲❛ Pr♦♣r✐été ✺✳✸ é♥♦♥❝❡ q✉❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❧❛ ♠♦✐♥s ✜❛❜❧❡✳ ▲❛
Pr♦♣r✐été ✺✳✹ é♥♦♥❝❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞♦♥t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à
❧❛ r❛❝✐♥❡ n✐❡♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳

P❘❖P❘■➱❚➱ ✺✳✸✳ ❙♦✐t π ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ UR(π) < UR0✱
❛❧♦rs ∀i ∈ T,P(πi) > 1− UR0✳

P❘❖P❘■➱❚➱ ✺✳✹✳ ❙♦✐t π ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ UR(π) < UR0✱
❛❧♦rs ∃i ∈ T,P(πi) > n

√
1− UR0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s
i✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s P(πi) 6

n
√

1− UR0✳ ▲❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st
P(π) =

∏

i∈T P(πi)✳ ▲❡s P(πi) s♦♥t ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ❞✬♦ù 0 6 P(πi) 6 1✳
❆✐♥s✐✱ P(π) 6 (maxi∈T P(πi))

n✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ♠è♥❡ à ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ❧❛
♥♦♥ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✿ UR(π) = 1 − P(π) > 1 − n

√
1− UR0

n
>

UR0✳ ❈❡ q✉✐ ♠è♥❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳



✺✳✹✳ ❉➱❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❉❯ P❘❖❇▲➮▼❊ ❊◆ ❉❊❯❳ P❍❆❙❊❙ ✻✶

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ■❘❙❆● ✭♣♦✉r ■t❡r❛t✐✈❡ ❘❛♥❞♦♠✐✲
③❡❞ ❙♣❛t✐❛❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ●❡♥❡r❛t♦r✮ q✉✐ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ♥♦♥
✜❛❜✐❧✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ s❡✉✐❧ UR0 ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✮✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞✬❛❥♦✉t❡r
❞❡s ❝♦♣✐❡s ❞❡ tâ❝❤❡s à ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞é❥à ❡①✐st❛♥t❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡
♣❛r r❡♠♣❧✐r ❧❡s ♣ré✲r❡q✉✐s ❞❡ ❧❛ Pr♦♣r✐été ✺✳✸ ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
tâ❝❤❡ ✐❧ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ❝♦♣✐❡s t❛♥t q✉❡ ❧❛ ♥♦♥ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡
❛✉ s❡✉✐❧✳ ❙✐ ❛♣rès ❝❡❧❛✱ ❛✉❝✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ Pr♦♣r✐été ✺✳✹✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡
❡st ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡ ❡t ❞❡s ❝♦♣✐❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ❝❡
q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s♦✐t ✈ér✐✜é❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s ❝♦♣✐❡s ❞❡ tâ❝❤❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s
❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ♥♦♥ ✜❛❜✐❧✐té s♦✐t ❛tt❡✐♥t✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ■❘❙❆● ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
π0 ❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✳

■❘❙❆● ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❝♦♣✐❡s (i, j) q✉✬✐❧
❢❛✉t ❛❥♦✉t❡r✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♣✐❡s s♦♥t ré✲
♣❛rt✐❡s éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧❛ s♦✐t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣r♦✲
♣r✐été ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ✭➱q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮✮✳

❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥

■❘❙❆● r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ ✉♥❡ ♥♦♥ ✜❛❜✐❧✐té ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ UR0✳
▼❛✐s ■❘❙❆● ♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ♣❛s q✉❡ ❝❡tt❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ ▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r❡t♦✉r♥é❡ ♥✬❡st ♠ê♠❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧❡
♣❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❆ ❝❛✉s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✱ r❡t✐r❡r ❞❡s
❝♦♣✐❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ♥❡ ♣❡✉t q✉✬❛♠é❧✐♦r❡r Cmax✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧❛
♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ♠❛♦♣t ✭♣♦✉r ▼✐♥✐♠❛❧ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✮✳
❊❧❧❡ r❡t✐r❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♣✐❡s t❛♥t q✉❡ ❧❛ ♥♦♥ ✜❛❜✐❧✐té r❡st❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
à UR0✳ ▲❡s ❝♦♣✐❡s s♦♥t tr✐é❡s ❡♥ ♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✜♥ ❞❡
r❡t✐r❡r ❡♥ ♣r✐♦r✐té ❧❡s ❝♦♣✐❡s ❧❡s ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡s✳

✺✳✹✳✸ P❤❛s❡ ✷ ✿ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣ré✲❛❧❧♦✉é

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✱ ♥♦✉s
♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞✉✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❛r t♦✉s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❛❞r❡ss❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥
✭✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮ ❡t ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡✮✳

❚r♦✉✈❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ σ à ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ π ✜①é❡ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✉♥ ❉❆● ❞❡ tâ❝❤❡s ♦ù ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥
♣r♦❝❡ss❡✉r ❞♦♥♥é✳ ❊♥ ❡✛❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♣✐❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù
✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♣✐❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ tâ❝❤❡ ❡t ❧❡s ❝♦♣✐❡s ❞❡
tâ❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à
✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳✶ ■❘❙❆● ✿ ❙♣❛t✐❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

■♥♣✉t ✿ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ✉♥ s❡✉✐❧ UR0 ❡t ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ π0

❖✉t♣✉t ✿ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ π
❇❡❣✐♥
π := π0

prop3 := false
❋♦r❛❧❧ t ∈ T
❲❤✐❧❡ P(πt) < 1− UR0

π := π ∪ (t, alea(1, m))
■❢ P(πt) > n

√
1− UR0 ❚❤❡♥

prop3 := true
❊♥❞ ■❢

❊♥❞❲❤✐❧❡
❊♥❞ ❋♦r❛❧❧
■❢ prop3 = false ❚❤❡♥

t0 := alea(1, n)
❲❤✐❧❡ P(πt0) < n

√
1− UR0

π := π ∪ (t0, alea(1, m))
❊♥❞ ❲❤✐❧❡

❊♥❞ ■❢
❲❤✐❧❡ (UR(π) > UR0)
■❢ π = T ×Q ❚❤❡♥ ❘❡t✉r♥ ◆■▲

π := π ∪ (alea(1, n), alea(1, m))
❊♥❞ ❲❤✐❧❡
❘❡t✉r♥ π
❊♥❞

❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ♣ré✲❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡t ❛ été ♠♦♥tré ❢♦rt❡♠❡♥t
NP✲❝♦♠♣❧❡t ❬❘❙❇❏✾✺❪✳ ❆✉❝✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♥✬❡st ❝♦♥♥✉✳

▲❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✺ ♠è♥❡ à ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❡t ❞❡✈r❛✐t ♥♦✉s ❛✐❞❡r à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐✲
s♦♥s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ◗✉❛♥❞ ❞❡✉① tâ❝❤❡s i ❡t i′ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ s✐
i ❛ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r✐♦r✐té q✉❡ i′✱ ❛❧♦rs i ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ ❛✈❛♥t i′✳ i ❡st
✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥t❡ s✐ ✉♥ ❞❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs ❞❡ i ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é s✉r ✉♥
♣r♦❝❡ss❡✉r ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ s✉r ❧❡q✉❡❧ i ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é✳

❉➱❋■◆■❚■❖◆ ✺✳✺✳ ❙♦✐t σ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r
j✱ {tcj

1, . . . , tc
j
kj
} r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥t❡s ❞❡ j ❞❛♥s



✺✳✹✳ ❉➱❈❖▼P❖❙■❚■❖◆ ❉❯ P❘❖❇▲➮▼❊ ❊◆ ❉❊❯❳ P❍❆❙❊❙ ✻✸

❧✬♦r❞r❡ ❞❡ σ✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❞✐t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢r✐❡♥❞❧② s✐ ♣♦✉r t♦✉t
♣r♦❝❡ss❡✉r j ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥t❡s tcj

i , tc
j
i′ t❡❧❧❡ q✉❡

i < i′✱ ❧❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ♥♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥t ❞❡ tcj
i ♦♥t ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r✐♦r✐té

q✉❡ ❧❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ♥♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥ts ❞❡ tcj
i′✳

P❘❖P❘■➱❚➱ ✺✳✻✳ ❙♦✐t σ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ ❢r✐❡♥❞❧②✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢r✐❡♥❞❧②
❞❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ❞❡♣✉✐s σ ❧✬♦r❞r❡ t♦✲
t❛❧ ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥t❡s✳ ❊♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥sé❝✉✲
t✐✈❡s ♣♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✺✱ ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♥❡ ♣❡✉t q✉❡ ❞✐♠✐♥✉❡r
❝❛r ❧❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥t❡s s♦♥t ❡①é❝✉té❡s ♣❧✉s tôt ✭♦✉ à ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❛t❡✮
q✉❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦r✐❣✐♥❛❧✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s t❡♠✲
♣♦r❡❧❧❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬❡♥ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣♦✉r
❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❣é♥ér❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❧✐st❡✳

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✐st❡ s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❡♥
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✐♥❛❝t✐❢s s✐
✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❬●r❛✻✾❪✳ ■❧ ❛rr✐✈❡ ❢réq✉❡♠♠❡♥t q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s
s♦✐❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❡st ❛❧♦rs ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡ ❇✲▲❡✈❡❧ ✭♣♦✉r ❇♦tt♦♠ ▲❡✈❡❧✮ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡
❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ t❡♠♣s ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
✈♦✐r ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✐♥✜♥✐ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲❡ ❇✲▲❡✈❡❧ ❞✬✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞✉ ❉❆● ✭✐✳❡✳✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ s❛♥s
s✉❝❝❡ss❡✉r✮ ❡st s♦♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❇✲▲❡✈❡❧ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ s♦♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❇✲▲❡✈❡❧
❞❡ s❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs✳ ◆♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét❛♥t ♣ré✲❛❧❧♦✉é✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❇✲▲❡✈❡❧ ❀ ❝❡❧❛ r❡st❡
✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❈♦♠♠❇❧❡✈❡❧▲✐st s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥t❡s
❡♥ ✜①❛♥t ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡s tâ❝❤❡s ♥♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥t❡s à ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ s♦♥ s✉❝❝❡s✲
s❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡✳ ▲❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥t❡s ❡st ✜①é❡ à ❧❡✉r
❇✲▲❡✈❡❧ ✭✈♦✐r ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳✷✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ s✉r ❧❡ t❡♠♣s
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ❈❡tt❡ ❜♦✉❝❧❡ ❡st ♣rés❡♥t❡
♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❧❛rté ✿ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ t❛s ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ t❡♠♣s✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❈♦♠♠✲
❇❧❡✈❡❧▲✐st✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✲
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✳✷ ❈♦♠♠❇❧❡✈❡❧▲✐st

■♥♣✉t ✿ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❡t ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ π
❖✉t♣✉t ✿ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ σ
❇❡❣✐♥
❙♦✐t blevel[i] ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ i ❡t ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳
❋♦r❛❧❧ i ∈ T ❡♥ ♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
■❢ i ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥t❡ ♦✉ ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❚❤❡♥

prio[i] := blevel[i]
❊❧s❡

prio[i] := maxi′|∃(i,i′)∈E prio[i′]
❊♥❞ ■❢

❊♥❞ ❋♦r❛❧❧
❋♦r❛❧❧ ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s x ❞❡ 0 à ∞
❋♦r❛❧❧ j ∈M

■❢ j ✐s ✐❞❧❡ ❛t x
❙é❧❡❝t✐♦♥♥❡r i ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r j ❛✉ t❡♠♣s x ♠✐♥✐♠✐s❛♥t prio[i]
❖r❞♦♥♥❛♥❝❡r i ❞❛♥s σ ❞❡ x à x + pi s✉r j

❊♥❞ ■❢
❊♥❞ ❋♦r❛❧❧

❊♥❞ ❋♦r❛❧❧
❘❡t✉r♥ σ
❊♥❞

t❛♥t❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✐st❡ LS✳

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✺✳✼✳ ❙♦✐t LS ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✐st❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛s②♠♣t♦t✐✲
q✉❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣ré✲❛❧❧♦✉é t❡❧❧❡s q✉❡
CLS

max > (m− 1)C∗
max✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ♣r♦✉✈é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥s✲
t❛♥❝❡ q✉✐ ❛tt❡✐♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ (m− 1)✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ✈❛❧✐❞❡
♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✐st❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥❡ ❞❡✈r❛✐t
♣❛s êtr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ tâ❝❤❡
❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣❛r ♣r♦❝❡ss❡✉r à t♦✉t ♠♦♠❡♥t✳

▲✬✐♥st❛♥❝❡ s✉r m ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r 1 ❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
tâ❝❤❡ t11 ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ p11 = ε✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs j ✭2 6 j 6 m✮
♦♥t ❞❡✉① tâ❝❤❡s t1j ❡t t2j ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ pj1 = ε ❡t pj2 = 1✳ ❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡
tij ✭j 6= 1✮ ❡st ✉♥ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ t1j−1✳ ▲❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ t1j−1 ❡t
t1j ❡st ε✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ t1j−1 ❡t t2j ❡st ε

2
✳

▲❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛♥t t♦✉t❡s
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❧❡s tâ❝❤❡s t1j ❛✉ ♣❧✉s tôt ❡t ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t ❡♥s✉✐t❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s t2j ❡♥ ♣❛✲
r❛❧❧è❧❡✱ s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r m ♦ù ❧❛ tâ❝❤❡ t2m ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ ❛✈❛♥t t1m✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st C∗

max = (2m− 3
2
)ε + 1✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✐st❡✱ ❞❛♥s ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ LS✱ ❧❡s tâ❝❤❡s t2j s♦♥t ❡①é❝✉té❡s ❛✈❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s t1j ❝❛r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ♣❧✉s ❝♦✉rts ❛✈❛♥t t1j ✳ ❈❡❧❛ r❡t❛r❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥
❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r s✉✐✈❛♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❡①é❝✉✲
té❡s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ rés✉❧t❛t ❡st ✿ CLS

max = mǫ+ (m−1)ǫ
2

+m−1✳

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt CLS
max

C∗
max

t❡♥❞s ✈❡rs (m− 1) q✉❛♥❞ ε t❡♥❞ ✈❡rs 0✳

❊♥ ❞✬❛✉tr❡ t❡r♠❡✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ é♥♦♥❝❡ q✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❛♣♣♦rt
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛tt❡♥❞r❡ ❧❡s
tâ❝❤❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❡①é❝✉t❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✐ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ ▲❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ✏❜♦♥♥❡✑ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦♣t✐✲
♠❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝r✐t✐q✉❡ ♦✉
❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♥❡ s♦♥t ♣❛s à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t
❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛s ❞❡ ❝r✐tèr❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s✳

✺✳✹✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ♦ù ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❣é✲
♥èr❡ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛s❡ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳
❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❝❛r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞é✲
♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡t ♣❛s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡s tâ❝❤❡s✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st ❣é♥éré❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ♣r♦♣r✐étés q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬♦❜t❡♥✐r ♣❧✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉é✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❊❧❧❡ ❛ss✉r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✉♥ s❡✉✐❧
❞♦♥♥é✳ ■❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❝❛r ✐❧ ♥❡
s❡r❛ ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ t❛♥t q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛s❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s t❡r♠✐♥é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞❡✈r❛✐t ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ q✉✐ s❡r❛ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡
❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ♣❤❛s❡ ✷✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t tr❛✐té
❡♥ ♣❤❛s❡ ✷ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ▲✐st ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❣❛r❛♥t✐r
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ✉t✐❧❡s
s✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢é✲
r✐❡✉r❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉✣s❛♥t❡s ❝❛r ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r
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❞❡s ♠❛❦❡s♣❛♥s très ❞✐✛ér❡♥ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s q✉✐ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✳ ❚❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ s❛✉r♦♥s ♣❛s q✉❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦♣t✐♠✐s❡r
❡♥ ♣❤❛s❡ ✶✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❛ s❡✉❧❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

✺✳✺ ➱t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❛✉t♦✉r ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✐♥térêt à ❝♦♠✲
♣❛r❡r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
tâ❝❤❡s ❝❛r ❡❧❧❡s ♥✬❛♠é❧✐♦r❡♥t ♣❛s ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❧✉s q✉✬✉♥ ♦r❞r❡ ❬❉Ö✵✺✱ ❉Ö✵✷❪✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♠♣❛r♦♥s ♣❛s ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜✐✲
♦❜❥❡❝t✐❢s✳

✺✳✺✳✶ ❇✉ts ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s

❱❛❧✐❞❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❝❛r ❡①tr❛✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛✲
r❡t♦ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ r❡q✉✐❡rt ✉♥ t❡♠♣s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳ ◆♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r
♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡s q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ P♦✉r êtr❡ ❝♦♠♣ét✐t✐❢✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
♣ré✲❛❧❧♦✉é ❞♦✐t êtr❡ ❡✣❝❛❝❡✳ ❙✬✐❧ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐r❛
♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❢♦✉r♥✐ss❛✐t ❧❛
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

✕ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡
s✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡✳

✕ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s q✉❡st✐♦♥s s♦♥t ❝r✉❝✐❛❧❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ✿ ♣❡✉t✲♦♥ ♦❜t❡♥✐r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❄ ❊st✲❝❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❝♦♠♣ét✐t✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❄

✺✳✺✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❤étér♦✲
❣è♥❡ ❡♥ ❛ss❡♠❜❧❛♥t ❞✬✉♥ ❝♦té✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦té ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡
❞✐✛ér❡♥t❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❞❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜❛♥❞❡s ♣❛s✲
s❛♥t❡s✳
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●é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t st❛t✐q✉❡
❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡s P | prec, pi, cij | Cmax ❬▲❡✉✵✹❛❪✳ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r m ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ G = (V, E)✱ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s pv ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ v ∈ V ❡t ❞❡s
t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s Commij ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t (i, j) ∈ E✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❡①✐st❛♥t ❬❑❆✾✽❪ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t 602 ✐♥st❛♥❝❡s
❞❡ str✉❝t✉r❡s ✈❛r✐é❡s✳ ❈❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛ ❞é❥à été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r t❡st❡r ❞✐✛ér❡♥ts
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❬❉▲▼▼✵✹✱ ❑❇✵✸❪✳

●é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs

❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs
m✱ ❧❡✉rs ✈✐t❡ss❡s speedj✱ ❧❡s t❛✉① ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s λj✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs BWjj′ ✳

❙❡❧♦♥ ❬◗❏❙✵✷✱ ❉Ö✵✺❪✱ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ré❡❧s✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ❧❡s ❜❛♥❞❡s ♣❛ss❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞✐✛é✲
r❡♥t ❧✐❡♥s s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és ❞❛♥s [1, 10]✳ ▲❡s s②stè♠❡s ré❡❧s ♦♥t
❞❡s t❛✉① ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ré♣❛rt✐ ❞❛♥s [10−6/h; 10−5/h]✳ ◆♦✉s
❣é♥ér♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t 60 rés❡❛✉① ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛✈❡❝ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉rs ❡♥tr❡ 5 ❡t 10✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s

➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐✲
s♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❤étér♦❣è♥❡✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡
i ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j ♣r❡♥❞ pi/speedj ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s à ❝❛❧❝✉❧❡r✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①tr❛✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 275 ❣r❛♥❞s ❣r❛♣❤❡s ❞✉ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳
❇✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s ét❛✐❡♥t tr❛✐t❛❜❧❡s sé♣❛ré♠❡♥t ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ ✺ ♠✐♥✉t❡s ♣❛r ✐♥st❛♥❝❡s✮✱ tr❛✐t❡r ❧❡s 16200 ✐♥st❛♥❝❡s ✭275× 60✮ ❛✉r❛✐t ♣r✐s
✉♥ t❡♠♣s ♣r♦❤✐❜✐t✐❢✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s❡r✈é ❧❡s 327 ❛✉tr❡s ❣r❛♣❤❡s✳ ❆✐♥s✐ ♥♦s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r 19620 ✐♥st❛♥❝❡s ✭327× 60✮✳

▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥éré❡s ♥❡ s♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s ✉♥✐❢♦r✲
♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡t ♥❡ s♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s
✏r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s✑ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s
❡♥ t✐r♦♥s ♥❡ s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s q✉❡ ♣♦✉r ❝❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
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✺✳✺✳✸ Pr♦t♦❝♦❧❡

◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠♦♥♦❧✐t❤✐q✉❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦♣t✐♦♥s ❡t ♣❛r❛♠ètr❡s
♣❡✉✈❡♥t ✈❛r✐❡r✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤❛♥❣❡r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✐r❛❣❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✿
1✱ log nm✱ ❛♥❞

√
nm✳ ❆✉ss✐✱ ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ♠❛♦♣t ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♦✉

♥♦♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝
❞✐✛ér❡♥t❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✿ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✈✐❞❡ ❡t ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡
❍❊❋❚✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ✜❛❜✐❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡✳

▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t ❝♦♥❢♦r♠❡s ❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❉✬❛❜♦r❞ ❍❊❋❚ ❬❚♦♣✵✷❪
❡st ❡①é❝✉té s✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❙♦✐❡♥t CHEFT

max ❡t URHEFT ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢
♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❍❊❋❚✳ ◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❡♥✲
s✉✐t❡ ❡①é❝✉té ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts s❡✉✐❧s s✉r UR✳ ❈❤❛q✉❡ s❡✉✐❧ ❞❡ UR ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥
♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t URHEFT ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r r✱ ♦ù r ♣r❡♥❞ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s ✿ 1✱ 0.9✱
0.8✱ 0.7✱ 0.1✱ 0.01✱ 0.001✱ 0.0001✱ ♦✉ 0.00001✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ URHEFT = 0.1
❡t r = 0.1✱ ❛❧♦rs ♥♦tr❡ s❡✉✐❧ UR ❡st 0.01 ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛❝❝❡♣t♦♥s ❡st 0.99✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❢❛✐t ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ ✏❝♦♥❞✐t✐♦♥ ré❡❧❧❡✑✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✜①é ❞❡s s❡✉✐❧s s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡♥tr❡ URmin ❡t
URmax✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡
♠ét❤♦❞❡ ❛✐♥s✐✱ ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥✜r♠❡r s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

✺✳✺✳✹ ❘és✉❧t❛ts ❡t ❛♥❛❧②s❡

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞♦♥♥és ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡
s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s r❛♣♣♦rts ❡♥tr❡ ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❡t ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡ ❍❊❋❚✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❝❛r ❝❡
s♦♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♦♥t ❞✉ s❡♥s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s r❛♣♣♦rts ❬❏❛✐✾✶❪✳

P♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣ré✲❛❧❧♦✉é✱
♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❍❊❋❚ ❡t ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❜❛sé s✉r ❧❡ ❇✲▲❡✈❡❧ ❡①é❝✉té s✉r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❊❋❚✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt
♠♦②❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❍❊❋❚ ❡st
1.01009✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st 0.885272 ❡t ❧❡ r❛♣♣♦rt ♠❛①✐♠❛❧ ❡st 2.29752✳
❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
s✉r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛s❡ ❢♦✉r✲
♥✐t ❞❡ ❜♦♥♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

◆♦✉s t❡st♦♥s ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t
❧❡s rés✉❧t❛ts s❛♥s ❞❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭❝♦✉r❜❡ ✐t❡r❧♦❣✮ ❡t ❛✈❡❝ ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡
♠❛♦♣t ✭❝♦✉r❜❡ ♠❛♦♣t✐t❡r❧♦❣✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛ été ❛♣✲
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✉♥r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❢❛❝t♦r r

♠❛♦♣t✐t❡r❧♦❣
✐t❡r❧♦❣

❋✐❣✳ ✺✳✹ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❞❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡

♣❡❧é log nm ❢♦✐s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳ ❊❧❧❡ ♠♦♥tr❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ♠♦②❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦❜t❡♥✉ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡
❍❊❋❚✳ ❙✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠❛♦♣t✐t❡r❧♦❣✱ ❧❡ ♣♦✐♥t r = 0.1 ❞❡ r❛♣♣♦rt ♠♦②❡♥ s✉r ❧❡
♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡ 2 ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✿ s✉r ❝❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r
❞❡✉① ♦r❞r❡s s✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞é❣r❛❞❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞✬✉♥
❢❛❝t❡✉r 2 ❀ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ♠❛♦♣t

❛♠é❧✐♦r❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❝❛r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠❛♦♣t✐t❡r❧♦❣ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t
♣❧✉s ❜❛ss❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ iterlog✳ ❖❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♣♦✉r
♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡st ré❡❧❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❉❡s rés✉❧t❛ts étr❛♥❣❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣♦✉r r = 10−4 ❡t r = 10−3 s❛♥s ❧❛
❞❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ♠❛♦♣t✳ ■❧s s♦♥t ❞✉s à ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ s❡✉✐❧ ❞❛♥s ❧❡s Pr♦♣r✐étés ✺✳✹
❡t ✺✳✸✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ Pr♦♣r✐été ✺✳✹ ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ✐♥✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❡s
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r r > 0.01✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ré♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s
tâ❝❤❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té r❡q✉✐s❡✳ ▲♦rsq✉❡ 0.0001 6 r 6 0.01✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♣✐❡s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r ♣♦✉r êtr❡ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ Pr♦♣r✐été ✺✳✹ ❡st
♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♣✐❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té r❡q✉✐s❡✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐té✲
r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❚r♦✐s ♥♦♠❜r❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♦♥t été ❝♦♥s✐❞érés ✿

√
nm✱

log(nm)✱ ❡t 1✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦✉r❜❡s ♠❛♦♣t✐t❡rsqrt✱ ♠❛♦♣t✐t❡r❧♦❣✱
❡t ♠❛♦♣t✐t❡r✶✳ ▲❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s t❡sté ❛ été

√
nm ❝❛r ❧❡s

t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❡q✉✐s ♣♦✉r nm ✐tér❛t✐♦♥s ❞❡✈❡♥❛✐❡♥t ♣r♦❤✐❜✐t✐❢s ✭q✉❡❧q✉❡s
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✸
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✺
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♠
❡❛

♥
♠
❛
❦
❡s
♣
❛
♥
r❛
t✐
♦

✉♥r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❢❛❝t♦r r

♠❛♦♣t✐t❡rsqrt
♠❛♦♣t✐t❡r❧♦❣
♠❛♦♣t✐t❡r✶

❋✐❣✳ ✺✳✺ ✕ ■♠♣❛❝t❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡ s✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥

♠✐♥✉t❡s ♣♦✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♥tr❡ q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s ❛✈❡❝
√

nm ✐té✲
r❛t✐♦♥s✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ♠✐❡✉① q✉❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♦❜✲
t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ♠❛♦♣t✐t❡r❧♦❣ ❡t
♠❛♦♣t✐t❡rsqrt ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉✬❡♥tr❡ ♠❛♦♣t✐t❡r✶ ❡t ♠❛♦♣t✐t❡r❧♦❣✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡r ✭❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❧❡ ❝♦♥✜r♠❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✲
♠❡♥t✮ q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡r❛✐t ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r r = 0.1 ❡st ♣❧✉tôt
étr❛♥❣❡ ✿ ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r r = 0.1 ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥
♠♦②❡♥ ♣♦✉r r = 0.7✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s❡ ✈♦✐t ♠✐❡✉① ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡
s❡✉❧❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡
♠❛♦♣t ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❛♥❞ r ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ✐✳❡✳✱ q✉❛♥❞ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡
ré♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦✐t ♣❧✉tôt ❡✣❝❛❝❡✱ ♥♦tr❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐
❞❡ ❍❊❋❚✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ r❡♥✈♦✐❡ ♣❛s ❞✬❛❧❧♦✲
❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✳ ❚♦✉s ❝❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡
❧❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❜♦♥♥❡s ♣♦✉r ❧❡
♠❛❦❡s♣❛♥✳ ■♥✐t✐❛❧✐s❡r ♥♦tr❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡
❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡✈r❛✐t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♠❛❦❡s♣❛♥s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s
❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ♣r♦❝❤❡s ❞❡ 1✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ❝♦♥✜r♠❡ q✉❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❍❊❋❚ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♣♦✉r ❧❡s
♣❡t✐t❡s ✜❛❜✐❧✐tés✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ s❡♠❜❧❡ ✐♥✉t✐❧❡ s✐ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❣❛❣♥❡r ✉♥
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♣
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♥
r❛
t✐
♦

✉♥r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❢❛❝t♦r r

♠❛♦♣t✐t❡r❧♦❣
♠❛♦♣t❍❊❋❚❜❛s❡❞✐t❡r❧♦❣

❋✐❣✳ ✺✳✻ ✕ ■♠♣❛❝t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❧❡s ❛✈❡❝ ❍❊❋❚

♦r❞r❡ ✭♦✉ ♣❧✉s✮ ❡♥ ✜❛❜✐❧✐té✳ ❙✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠❛♦♣t✐t❡r❧♦❣ ❡st
❧❛ ♠ê♠❡ q✉✬❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠❛♦♣t❍❊❋❚❜❛s❡❞✐t❡r❧♦❣

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❍❊❋❚✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✱ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼
♠♦♥tr❡ ♣♦✉r tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✉ ❈❈❘ ✭♣♦✉r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❈♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ❘❛t✐♦✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ♥♦tr❡
♠ét❤♦❞❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥♦tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é ❞❡ P❛r❡t♦✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t
❢♦✉r♥✐s ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡ ❍❊❋❚✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞é♣❡♥❞❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞✉ ❈❈❘✳ ❉✬✉♥ ❝♦té✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❊❋❚ ❛♠è♥❡ à ❞❡s rés✉❧t❛ts ♠♦✐♥s ❜♦♥s ❧♦rsq✉❡ ❧❡
❈❈❘ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✭❛✮✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝♦té✱ q✉❛♥❞ ❧❡ ❈❈❘ ❡st
é❧❡✈é✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❜t❡♥✉ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ♥♦tr❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❍❋❊❚ ❞♦✲
♠✐♥❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✭❜✮✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s
❋✐❣✉r❡s ✺✳✼✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ♥♦✉s ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❣❛r❞❡ ❝♦♥tr❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡
❞❡ ❍❊❋❚ ❝❛r ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ♥❡ ♣❛s tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❈❈❘ ❡st é❧❡✈é✱ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡
❈❈❘ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té q✉✐
✐♥❞✉✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳
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❛
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❙◗❘❚♠❛♦♣t❈❈❘✶✵
❙◗❘❚♠❛♦♣t❍❊❋❚❜❛s❡❞❈❈❘✶✵

✭❝✮ ❈❈❘❂✶✵

❋✐❣✳ ✺✳✼ ✕ ▲✬✐♥st❛♥❝❡ r✶✺✵ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❈❈❘
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✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❣r❛♣❤❡
❞❡ tâ❝❤❡s s✉r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❤étér♦❣è♥❡s à ♠é♠♦✐r❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢❛✉t❡s s✉♣✲
♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t ❢❛✐❧✲s✐❧❡♥t✱ q✉❡ ❧❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t
✜❛❜❧❡s✱ q✉❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡s ❢❛✉t❡s s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ ♣❛r❛✲
♠ètr❡ ❝♦♥st❛♥t✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦r❞r❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳ ❯♥ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❞✬❛rr✐✈❡r à ❝❛❧❝✉❧❡r
❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té
❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❛✉ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞✉
♠❛❦❡s♣❛♥✳

◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❢❛❝t❡✉r
❝♦♥st❛♥t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛❧♦rs à
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
ǫ✲❝♦♥tr❛✐♥t s✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡
✭♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♠ê♠❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ♣♦✉r ❧❡
♠❛❦❡s♣❛♥✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿ ❞✬❛❜♦r❞✱ ❡❧❧❡
❞ét❡r♠✐♥❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ♣✉✐s ❧❛ ❞❛t❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♣✐❡
❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡✳ ◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ré♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❝❤❡❝ ❞❡ ♥♦tr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s
❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ✜❛❜✐❧✐tés s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✉♥ s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é
❡♥ ré♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡✱ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛✲
t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡st ❣é♥éré❡ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣ré✲❛❧❧♦✉é✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✈❛❧✐❞é❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♦♥t été ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ■❧ ❡st ♠♦♥tré
q✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡✱ ❡❧❧❡ ré♣♦♥❞ à ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡
♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✿ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡t
❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❛✜♥ q✉✬✉♥ ❞é❝✐❞❡✉r ❡①t❡r♥❡ ♣✉✐ss❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ ❛✉ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✻

▼❛❦❡s♣❛♥ ❡t t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉①

♣❛♥♥❡s ♣❡r♠❛♥❡♥t❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✐♠✉❧✲
t❛♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳

✻✳✶ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❝❧✉st❡r

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ s✉r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❤étér♦❣è♥❡s ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s
♣♦♣✉❧❛✐r❡✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ♣r♦✈♦q✉❡ ❧✬❛♣♣❛✲
r✐t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡s ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡s ❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛r✲
❝❤✐t❡❝t✉r❛❧❡s ❡t ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠✐❞❞❧❡✇❛r❡✳ ❯♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛❥❡✉rs ❡st ❧✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♣♦sé ❞❡ tâ❝❤❡s r❡✲
❧✐é❡s ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✮✱ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡s✲
s❡✉rs ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ NP✲❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♥♦♥ ❣❛r❛♥t✐❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦✲
sé❡s ❬❚❍❲✾✾✱ ❈❏✵✶✱ ❇♦✉✵✶❪ ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s✳

▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♥♦✉s ♦❜❧✐❣❡
à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐
❞❡s ❢❛✉t❡s ❞❡ t②♣❡ ❝r❛s❤✲❢❛✉❧t ♦ù ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❡✉✈❡♥t t♦♠❜❡r ❡♥ ♣❛♥♥❡ ❡t
♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r♦♥t ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s✱ s✐ ❧❡
❞✐sq✉❡ ❞✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣❧✉s✳ ❈♦♠♠❡ ❞✐s❝✉té ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞✬❛♠é❧✐♦✲
r❡r ❧❛ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❆✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥ s✉r❝♦ût ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡

✼✺
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❝❛❧❝✉❧ ❡t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳
▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥t✐♥❣ s❛✉✈❡❣❛r❞❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐✲

q✉❡♠❡♥t ❡t r❡❞é♠❛rr❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❢❛✉t❡s ❬❇❍❑+✵✺✱ ❆❋❇❉✵✻❪✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ r❡t❛r❞é❡ ♣❛r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ r❡♣r✐s❡ s✉r
❢❛✉t❡ q✉✐ ♦❜❧✐❣❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r à r❡❞é♠❛rr❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❢❛✉t❡ s❛♥s ♠ê♠❡ ✉t✐❧✐s❡r
❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥✲
t✐♥❣✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té
✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ♠♦✐♥❞r❡ q✉❡
❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛✈❡❝ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❡❝❤❡r❝❤♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐
♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ t♦✉t ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❞é❥à été ét✉❞✐é à tr❛✈❡rs ❞✐✈❡rs❡s ❤❡✉✲
r✐st✐q✉❡s ❬❉Ö✵✷✱ ❉Ö✵✺✱ ❍❇✵✻❪✳ ▼❛✐s ❛✉❝✉♥ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❬❉Ö✵✷❪✱ ❉♦❣❛♥
❛♥❞ ❖③❣ü♥❡r ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ s❛♥s ❣❛r❛♥t✐❡ ❛♣♣❡❧é ❘❉▲❙✳
❉❛♥s ❬❉Ö✵✺❪✱ ❧❡s ♠ê♠❡s ❛✉t❡✉rs ❛♠é❧✐♦r❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❬❍❇✵✻❪✱ ❍❛❦❡♠ ❛♥❞ ❇✉t❡❧❧❡ ♣r♦♣♦s❡♥t ❇❙❆✱
✉♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ s❛♥s ❣❛r❛♥t✐❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧✲
t❛ts q✉❡ ❘❉▲❙✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉s ❝❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♦ù ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♥✬❡st ♣❛s str✉❝t✉ré✳ ◆♦✉s ♠❛♥q✉♦♥s ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P❛r♠✐ ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ♥♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❝✐t❡r ✿

✕ ❊st ❝❡ q✉❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ NP✲❞✐✣❝✐❧❡ ❄
✕ ❊st✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❄

✕ ❊st✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ♦✉ ❡♥✲
❝♦r❡ ❞❡s PT AS ❄

✕ ❈♦♠♠❡♥t ❛✐❞❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ✜❛❜✐❧✐té
❡t ♠❛❦❡s♣❛♥ ❄

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❡st ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛rr✐✈é❡s ❞❡s ❢❛✉t❡s✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
s❡♠❜❧❡ r❛❧❧✐❡r ❧✬❛✈✐s ❣é♥ér❛❧✳ ■❧ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r étr❛♥❣❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡ à ✉♥❡ ré❛❧✐té ❡①✐st❛♥t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ❞é♠❛rré❡s✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❝♦✉rts ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛✉t❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❡st s♦✉✈❡♥t ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♦ù ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t
s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉és ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡♥❝❡r ♥♦tr❡ ét✉❞❡
s✉r ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✉t❡s ❡st ❞♦♥❝ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

■❧ ② ❛ tr♦✐s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡s



✻✳✷✳ ▼❖❉➮▲❊ ✼✼

♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭✐❝✐✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡s✲
s❡✉r ❡st ◗ ✭✉♥✐❢♦r♠❡✮ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❘ ✭✉♥r❡❧❛t❡❞✮ ét❛✐t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❛s à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❢❛✉t❡s ♣❡r♠❛✲
♥❡♥t❡s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❢❛✉t❡s tr❛♥s✐t♦✐r❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t
à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❞✉ s②stè♠❡✳

✻✳✷ ▼♦❞è❧❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s✉r
❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❤étér♦❣è♥❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❬❈❇✵✶❪ ✭♣r♦❜❧è♠❡ Q | prec | Cmax✮✳
❊♥ ♣❧✉s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✭❧❛ tâ❝❤❡
i ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ oi ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡ ❡st ❡①é❝✉té❡ ❡♥ τj

✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j✮✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s q✉❛♥t✐tés s✉✐✈❛♥t❡s✳
❆ ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ (i, i′) ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❛ss♦❝✐é li✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✉
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i s✐ ❧❡s ❞❡✉① tâ❝❤❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①é❝✉té❡s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡
♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛✉ss✐ λj ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ✭♦✉ ❢❛✐❧✉r❡ r❛t❡✮
❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r j✳ ❆✐♥s✐ s✐ ❧❛ tâ❝❤❡ i ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j✱ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬❡❧❧❡ s✬❡①é❝✉t❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡st e−oiτjλj ✳

▲❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✜✲
♥✐ss❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡s
♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦✐❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❞✉r❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs tâ❝❤❡s s♦✐t Ps✉❝❝ =

e−
Pm

j=1 Cj
maxλj ✱ ♦ù Cj

max = ♠❛①i|π(i)=j{Ci} ❡st ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r✲
♥✐èr❡ tâ❝❤❡ ❡①é❝✉té❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❝❤❡❝
❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st P❢❛✐❧ = 1− Ps✉❝❝✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t ❞❡ Ps✉❝❝

s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬♦♣t✐♠✐s❡r Ps✉❝❝ ♦✉ P❢❛✐❧ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳

✻✳✸ ❆♥❛❧②s❡

▲❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♦♣t✐♠✐s❡r s♦♥t ❛♥t❛❣♦♥✐st❡s✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✱ q✉❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st
♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡
λjτj ❀ ✐✳❡✳✱ ❝❡❧✉✐ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ④t❛✉① ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡⑥ ♣❛r ④t❡♠♣s ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧⑥ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡st ❡♥ ❢❛✐t✱ ❧❡
t❛✉① ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣❛r ♦♣ér❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥ t❡❧ ♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❧♦✐♥ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡
♠❛❦❡s♣❛♥✳
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P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✻✳✶✳ ❙♦✐t S ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s✉r
✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r j ❝♦♠♠❡ λjτj ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❙♦✐t P

∗
s✉❝❝ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥✲

♥❛♥❝❡♠❡♥t S✳ ❆❧♦rs t♦✉t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t S ′ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té Ps✉❝❝(S
′) ❡st t❡❧ q✉❡

Ps✉❝❝(S
′) 6 P

∗
s✉❝❝✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ j = 1 ✭✐✳❡✳✱
∀j′, τ1λ1 6 τj′λj′✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿ P

∗
s✉❝❝

= e−C1
max(S)λ1 ✳ ❆✐♥s✐✱ Ps✉❝❝(S

′) =

e−
Pm

j′=1 Cj′

max(S′)λj′ ✳ ❙♦✐t T ′ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①é❝✉té❡s
s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r 1 ❞❛♥s S ′✳ ❖♥ ❛ C1

max(S
′) > C1

max(S) − τ1

∑

i∈T ′ oi ✭▲❡s
tâ❝❤❡s ❞❡ T\T ′ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❡①é❝✉té❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r 1✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛
♣❛rt✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❝❡s tâ❝❤❡s T ′ = T ′

2 ∪ T ′
3 ∪ . . . ∪ T ′

m✱ ♦ù T ′
j′ ❡st ❧❡ s♦✉s

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ T ′ ❡①é❝✉té❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j′ ♣❛r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t S ′✳ ❆❧♦rs✱ ∀1 6 j′ 6 m, Cj′

max(S
′) > τj′

∑

i∈T ′
j′

oi✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s

❡①♣♦s❛♥ts ❞❡ P
∗
s✉❝❝

❡t Ps✉❝❝(S
′)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

m
∑

j′=1

Cj′

max(S
′)λj′ − C1

max(S)λ1

> C1
max(S)λ1 − τ1λ1

∑

i∈T ′

oi +
m

∑

j′=2



τj′λj′

∑

i∈T ′
j′

oi



− C1
max(S)λ1

=
m

∑

j′=2



τj′λj′

∑

i∈T ′
j′

oi



− τ1λ1

∑

i∈T ′

oi

=
m

∑

j′=2



τj′λj′

∑

i∈T ′
j′

oi



− τ1λ1

m
∑

j′=2





∑

i∈T ′
j′

oi





✭▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s T ′
j′ s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✮

=
m

∑

j′=2



(τj′λj′ − τ1λ1)
∑

i∈T ′
j′

oi





> 1

✭❝❛r ∀j′ : τ1λ1 6 τj′λj′✮

❉✬♦ù✱
Ps✉❝❝

P′
s✉❝❝

= e
Pm

j′=1 Cj′

max(S′)λj′−C1
max(S)λ1 > 1



✻✳✸✳ ❆◆❆▲❨❙❊ ✼✾

▲❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ♦♣t✐♠✐sés s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ◆♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛❧♦rs à ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✿ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ P❛r❡t♦✲
♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤✳

▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té
♠❛①✐♠❛❧❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t τjλj✳ ❙✐ ✉♥
s❡✉❧ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♠✐♥✐♠✐s❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st tr✐✈✐❛❧✱ ✐❧ s✉✣t
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❝❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ s✐ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♠✐♥✐♠✐s❡♥t ❝❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st
❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ Q | prec | Cmax✳

▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤✳

❚❍➱❖❘➮▼❊ ✻✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r Cmax ❡t ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r Ps✉❝❝

♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ 2 ♣r♦❝❡ss❡✉rs
t❡❧ q✉❡ τ2 = τ1/k ❡t λ2 = k2λ1 ✭k ∈ R

+∗✮ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ tâ❝❤❡ 1✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t
❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s✱ S1 ♦ù ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❡①é❝✉té❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r
1 ❡t S2 ♦ù ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❡①é❝✉té❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r 2✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ S2 ❡st
♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r Cmax ❡t q✉❡ S1 ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳

❙✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Cmax(S1) = o1τ1 ❡t Cmax(S2) = o1τ1/k✳ ❈❡
q✉✐ ♠è♥❡ à Cmax(S1)/Cmax(S2) = k✳ ❈❡ r❛♣♣♦rt t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❛✈❡❝ k✳
❆✐♥s✐✱ S1 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥✳

❙✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Ps✉❝❝(S1) = e−o1τ1λ1 ❡t Ps✉❝❝(S2) = e−o1τ1λ1k✳
❈❡ q✉✐ ♠è♥❡ à Ps✉❝❝(S1)/Ps✉❝❝(S2) = eo1τ1λ1(k−1)✳ ❈❡ r❛t✐♦ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐
❛✈❡❝ k✳ ❆✐♥s✐✱ S2 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳

❆✉❝✉♥❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s✳

❈❡ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
〈

ᾱ, β
〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❧ q✉❡ ♣rés❡♥té ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r❡♥❞r❡
❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡
♠❛❦❡s♣❛♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à G✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡
ré✉ss✐t❡ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ s❡♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r β = 5✱ ✉♥❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐té ❞❡ ré✉ss✐t❡ ❞❡ 1 ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r 0.2 ❡t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❝❤❡❝ ❞❡
0.3 ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r 1.5✳✳✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❡✲
r❛✐t ♣❡✉ ✐♥tér❡ss❛♥t✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ r❡♥❢♦r❝❡r ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✻✳✸✳ ❙♦✐t S ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t β > 1 ✉♥ ré❡❧✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ Ps✉❝❝(S) = P

∗
s✉❝❝

β ⇒ P❢❛✐❧(S) 6 βP
∗
❢❛✐❧✳



✽✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❊❋❋■❈❆❈■❚➱ ❊❚ P❆◆◆❊❙ P❊❘▼❆◆❊◆❚❊❙

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♦ù✱ ∀x ∈
[0, 1],∀n ∈ [1, +∞[, (1− x)n > 1− nx✳

P❢❛✐❧ = 1− Ps✉❝❝ = 1− P
∗
s✉❝❝

β = 1− (1− P
∗
❢❛✐❧

)β

6 1− (1− β · P∗
❢❛✐❧

) = β · P∗
❢❛✐❧

❉❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤❡r♦♥s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦ù ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡st
❜♦r♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡❧❛ ❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞✉ s❡♥s✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥tér❡ss❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡t ♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①❛❝t❡✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s s❡r❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ rel(S) =
∑

j Cj
max(S)λj✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ rel ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à

❜♦r♥❡r ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ♦♣t✐♠❛❧❡✳

✻✳✹ ❚â❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
〈

ᾱ, β
〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
s♦♥t ❞✬❛❜♦r❞ tr❛✐tés s✉r ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
❡t ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ■❧s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉s ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s tâ❝❤❡s
♦♥t ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ s❡r✈✐r❛ ❞❡ ❜❛s❡ ❛✉ ❝❛s ❛✈❡❝
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡s✳

✻✳✹✳✶ ❚â❝❤❡s ❯❊❚

❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t ❞❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à G✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡
♣❧✉s ♣❡t✐t ♠❛❦❡s♣❛♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❯❊❚ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❝♦♠♠❡
♠♦♥tré ❞❛♥s ❬▲❘✵✺❪✱ ♣✳ ✶✻✶✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❞✐st✐♥❣✉é❡s✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s nj s✉r ❧❡
♣r♦❝❡ss❡✉r j✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❊❚❋✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r rel s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉❡ ❧❡ ♠❛✲
❦❡s♣❛♥ s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r à G✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✶ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ■❧ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❀ ❝❡❝✐ ❡st é♥♦♥❝é
♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✹✳ ❈✬❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ q✉✐ ❛❧❧♦✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ tâ❝❤❡s
♣♦ss✐❜❧❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t λiτi s❛♥s ❞é♣❛ss❡r ✉♥ ♠❛❦❡s♣❛♥
❞❡ G✳

❚❍➱❖❘➮▼❊ ✻✳✹✳ ▲✬❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✶ ❡st ✉♥❡
〈

1̄, 1
〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❯❊❚ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳



✻✳✹✳ ❚➶❈❍❊❙ ■◆❉➱P❊◆❉❆◆❚❊❙ ✽✶

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✶ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
❯❊❚
■♥♣✉t ✿ ❯♥ ♠❛❦❡s♣❛♥ G > C∗

max

❇❡❣✐♥
❚r✐❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣❛r ✈❛❧❡✉rs ❝r♦✐ss❛♥t❡s ❞❡ τjλj

alloue← 0
❢♦r ❥❂✶ ✿m
✐❢ alloue < n

nj ← min
(

n− alloue,
⌊

G
τj

⌋)

❡❧s❡
nj ← 0

alloue← X + nj

❊♥❞

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ G ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✳ alloue ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s q✉✐ ♦♥t ❞é❥à
été ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s✳ ❚♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❡t ❛✉t❛♥t ❞❡ tâ❝❤❡s
q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦♥t ❛❧❧♦✉é❡s à ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t♦✉t❡s
❧❡s tâ❝❤❡s ♦♥t été ❛❧❧♦✉é❡s ❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ G ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✳

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ rel ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❡♥ G ✉♥✐tés ❞❡
t❡♠♣s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♠♣❧✐t ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥ ♦r❞r❡
❝r♦✐ss❛♥t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t τjλj✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❆❧♦rs
❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ S ′ = {n′

1, . . . , n
′
m} ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ n′

j < nj ❡t n′
j′ > nj′

❛✈❡❝ j < j′✳ ▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ j′ ✈❡rs j ❞❛♥s S ′ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥❡
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ S ′✳ ❈❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t s♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐té✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
〈

1̄, 1
〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ (1 +
ǫ, 1)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞é❝r✐t❡ ❛✉
❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡♥❝❛❞r❛♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❯♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st n

P

j
1
τj

✳ ❯♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st n maxj τj✳

✻✳✹✳✷ ❱❡rs ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛r❜✐tr❛✐r❡s

◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ✜❛❜❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥
❛❧❧♦✉❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ τjλj✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❞ér✐✈❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ♠❛❦❡s♣❛♥
✐♥❢ér✐❡✉r à G✳
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❚❍➱❖❘➮▼❊ ✻✳✺✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ S∗ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ s✐ ❧❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉r j0 ❡①é❝✉t❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs j t❡❧ q✉❡ τjλj < τj0λj0

❡①é❝✉t❡♥t G
τj0

♦♣ér❛t✐♦♥s ❡st ♦♣t✐♠❛❧✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡s✲
s❡✉rs s♦♥t tr✐és ❡♥ ♦r❞r❡ ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ τλ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t S∗ ❡①✐st❡✳ ❙♦✐t S ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✜❛❜✐❧✐té q✉❡ S∗✳ S
❡st t❡❧ q✉❡ ∃j′ 6 j0, C

j′

max(S) < Cj′

max(S
∗) ❡t ∃j′′ > j′, Cj′′

max(S) > Cj′′

max(S
∗)✳

▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ j′′ à j′ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ S✳ ❆✐♥s✐ S
♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥
♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s G✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ✜❛❜❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛♥t
❧❡s tâ❝❤❡s s✉r ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❀ ❈❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st t❡❧ q✉❡
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λτ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
S∗ ❡st ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ♥♦♥ ❡♥t✐èr❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t ❛✐❞❡r à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s ✜❛❜❧❡ ❡♥ ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs
❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣r♦❞✉✐t λjτj✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❧❛✐ss❡r à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs
à ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r s♦♥ ❝❛❧❝✉❧✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s k ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r
♣r♦❞✉✐t τjλj s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ r❡t✐r❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱
❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✈❛ êtr❡ ❞é❣r❛❞é✱ ♠❛✐s ❣râ❝❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✺✱ ❝❡❧❛ ❛✉❣♠❡♥t❡r❛ ❧❛
✜❛❜✐❧✐té✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ k = 1✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s❡r♦♥t ❛❧❧♦✉é❡s ❛✉ ♣r♦✲
❝❡ss❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ✜❛❜❧❡ ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧ ❡♥ ✜❛❜✐❧✐té s❡r❛ ❛tt❡✐♥t✳ ❙②♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱
❛✈❡❝ k = m✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠❛✉✲
✈❛✐s❡ ✜❛❜✐❧✐té ♠❛✐s ✉♥ ❜♦♥ ♠❛❦❡s♣❛♥✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡s✱ ❧❡ r❡tr❛✐t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡✈r❛✐t ❧✐♠✐t❡r ❧❡s t❡♠♣s
❞✬✐♥❛❝t✐✈✐tés q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬é❝❤❡❝✳

✻✳✹✳✸ ❯♥❡
〈

2̄, 1
〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡
〈

ᾱ, β
〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❝❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st NP✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ❉❛♥s ❬❙❚✾✸❪✱ ❙❤♠♦②s ❡t ❚❛r❞♦s ét✉❞✐❡♥t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦ûts ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t s✉r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❤étér♦❣è♥❡s ✭♠♦❞è❧❡ ❘✮✳ ❉❛♥s ❧❡✉r ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡ ❝♦ût
❡st ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t ❝❡ ❝♦ût ❡st ❛r❜✐✲
tr❛✐r❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s r❡❧✐é ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ s✉r ❝❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳
■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ✉♥ ♠❛❦❡s♣❛♥ G ❡t
✉♥ ❝♦ût C ❡t q✉✐ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à 2G
❡t ❞❡ ❝♦ût ✐♥❢ér✐❡✉r à C✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ♥♦tr❡
♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❛ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r✱ ✐❧ r❡♣♦s❡
s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st é❧❡✈é❡ ✿ O(mn2 log n)✳
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◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
〈

2̄, 1
〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♣✲
♣❡❧é ❈▼▲❚ ✭♣♦✉r ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ▼✐♥ ▲❛♠❜❞❛ ❚❛✉✮ q✉✐ ❛ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❡t q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬❙❚✾✸❪✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❧❛ 2✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
R || Cmax ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳

❙♦✐t M(i) = {j | pij 6 G}✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡①é❝✉t❡r
❧❛ tâ❝❤❡ i ❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ G ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à G✱ ❧❛ tâ❝❤❡ i ♥✬❡st ♣❛s ❛❧❧♦✉é❡ à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r
j /∈ M(i)✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ é♥♦♥❝❡ q✉❡ s✐ ❧❛ tâ❝❤❡ i ❝♦♠♣♦rt❡ ♠♦✐♥s
❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i′ ❛❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡①é❝✉t❡r i′

❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ G ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ♣❡✉✈❡♥t ❡①é❝✉t❡r i ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ▲❛
♣r❡✉✈❡ s✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ M(i) ❡t ❡st ♦♠✐s❡✳

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✻✳✻✳ ∀i, i′ ∈ T t❡❧s q✉❡ oi 6 oi′✱ M(i′) ⊆M(i)

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❈▼▲❚ ✭♣♦✉r ❈♦♥str❛✐♥❡❞▼✐♥▲❛♠❜❞❛❚❛✉ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ❧❡s
tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ i ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡♥ ♦r❞r❡ ▲P❚✱
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r i s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j ∈ M(i) q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ λjτj ❡t q✉✐ r❡s♣❡❝t❡
Cj

max 6 G ✭❛✐♥s✐✱ i t❡r♠✐♥❡r❛ ❛✈❛♥t 2G✮✳ ❙✐ ✉♥ t❡❧ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✐♥❢ér✐❡✉r
à G✳ ❚r✐❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t
q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦✐t s✐♠♣❧❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r q✉✬✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s
❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❞❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à G ❡st ♥♦té rel∗,G−✳

▲❊▼▼❊ ✻✳✼✳ ❈▼▲❚ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞♦♥t ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡st ✐♥✲
❢ér✐❡✉r à 2G ♦✉ ❛❧♦rs ❛ss✉r❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛❦❡s♣❛♥
✐♥❢ér✐❡✉r à G✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛❧♦rs s♦♥ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à 2G ✿ ❧❛ tâ❝❤❡ i ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡
s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à M(i) ❡t ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♥❡ s♦✐t ❛❧❧♦✉é❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s Cj

max 6 G✳ ■❧ r❡st❡ ❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ r❡♥✈♦✐❡ ♣❛s
❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à
G✳

❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t tr✐é❡s
❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s✳

P♦✉r q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i ♥❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ s✉r ❛✉❝✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❡
M(i)✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ M(i) ❡①é❝✉t❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❡♥❞❛♥t
♣❧✉s ❞❡ G ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ✿ ∀j ∈M(i), Cj

max > G✳
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❉❡ ♣❧✉s✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✻✱ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ i′ 6 i ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s
♣✉ êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à M(i) ✭q✉❡❧q✉❡s
♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ M(i) ♣♦✉rr❛✐❡♥t ♥❡ ♣❛s ❛♣♣❛rt❡♥✐r à M(i′)✱ ♠❛✐s ❧✬✐♥✈❡rs❡
♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✮✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à
G✱ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s i′ 6 i ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s✉r M(i)✳

■❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s {i′ 6 i} q✉❡ ❧❡s ♣r♦✲
❝❡ss❡✉rs M(i) ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❡①é❝✉t❡r ❡♥ G ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❛✉❝✉♥ ❛✉tr❡
♣r♦❝❡ss❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ❧❡s ❡①é❝✉t❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❞❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à G✳

▲❊▼▼❊ ✻✳✽✳ ▲❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts r❡t♦✉r♥és ♣❛r ❈▼▲❚ s♦♥t t❡❧ q✉❡ rel 6

rel∗,G−

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥♦♥ ré❛❧✐✲
s❛❜❧❡ S∗ ❞♦♥t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ rel∗,G−✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ rel(CMLT ) 6 rel(S∗)✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ é✈♦q✉é❡ ❞❛♥s
❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✺✳ ▲❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ♣❛r ♦r❞r❡ ❞é✲
❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ▲❛ tâ❝❤❡ i ❡st ❛❧❧♦✉é❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❡
M(i) q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ λjτj✳ ❙✐ i t❡r♠✐♥❡ ❛♣rès G✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s q✉✐ ❞é❜♦r❞❡♥t
❞❡ G s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à M(i) ❞❛♥s
❧✬♦r❞r❡ ❞❡s τjλj ❝r♦✐ss❛♥t✳ ❉❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✺
♠♦♥tr❡ q✉❡ rel(S∗) 6 rel∗,G−✳

▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❣é♥éré ♣❛r ❈▼▲❚ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à S∗✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡st q✉❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ❛♣rès G✳ ❉❛♥s S∗✱ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
♦♥t été ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♠♦✐♥s ✜❛❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❞❡ ❈▼▲❚ ❛ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✜❛❜✐❧✐té q✉❡ S∗✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s rel(CMLT ) 6 rel(S∗) 6 rel∗,G− q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡✳

▲❊▼▼❊ ✻✳✾✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❈▼▲❚ ❡st ❡♥ O(n log n+m log m)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
t❛s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✷✳ ▲❡ ❝♦ût ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ tr✐ ❞❡s
tâ❝❤❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥t à O(n log n) ❡t ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ tr✐ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs
❛♣♣❛rt✐❡♥t à O(m log m)✳ ❆❥♦✉t❡r ✭❡t r❡t✐r❡r✮ ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❛✉ ✭❞✉✮ t❛s ❝♦ût❡
O(log m)✳ ❈❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❢❛✐t❡s m ❢♦✐s✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛❝❝ès ❛✉ t❛s ❝♦ût❡♥t
O(m log m)✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ❡t ✐❧ ② ❛ n
tâ❝❤❡s à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r✳ ▲❡s ❝♦ût ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡ O(n)✳

❚❍➱❖❘➮▼❊ ✻✳✶✵✳ ❈▼▲❚ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
〈

2̄, 1
〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à O(n log n + m log m)✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳✷ ❈▼▲❚

❇❡❣✐♥
❚r✐❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ oi

❚r✐❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥ ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ τj

❙♦✐t H ✉♥ t❛s ✈✐❞❡
j = 1
❋♦r i = 1 t♦ n
❲❤✐❧❡ j ∈M(i)

❆❥♦✉t❡r j ❛✉ t❛s H ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧é λjτj

j = j + 1
❊♥❞ ❲❤✐❧❡
■❢ H.❡♠♣t②()

❘❡t✉r♥ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥
❖r❞♦♥♥❛♥❝❡r i s✉r j′ = H.♠✐♥()
Cj′

max = Cj′

max + oiτj′

■❢ Cmaxj
′ > G

❘❡t✐r❡r j′ ❞❡ H
❊♥❞ ❋♦r
❊♥❞

P♦✉r q✉❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♠è♥❡ à ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❣é♥érés s♦✐t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛♥s
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✳ ■❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❜♦r♥❡r ❧❡s ♠❛❦❡s♣❛♥s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ■❧s s♦♥t ❜♦r♥és ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ♣❛r Cmin

max =
P

i pi
P

j
1
τj

✱ ❧❡ ♠❛✲

❦❡s♣❛♥ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ❞✐s♣♦s❡
❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛❣ré❣é ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
❡st Cmax

max =
∑

i pi maxj τj✱ ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦❜t❡♥✉ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝é❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❧❡♥t✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ Cmax

max ♣❡✉t êtr❡
❛tt❡✐♥t s✐ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❧❡♥t ❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ♣❧✉s ✜❛❜❧❡✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① q✉❛♥t✐tés ét❛♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❈▼▲❚ ❛♠è♥❡ ❜✐❡♥
à ✉♥❡ (2 + ǫ, 1)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♣♣r♦✲
❝❤é ❞❡ P❛r❡t♦✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❈▼▲❚
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é✈✐tés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♥✬❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ tr✐❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❡t ❧❡s ♣r♦❝❡s✲
s❡✉rs q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

(2+ǫ, 1)✲❛♣♣r♦❝❤é ❛✈❡❝ ❈▼▲❚ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à O(n log n+
⌈

log1+ǫ/2(
Cmax

max

Cmin
max

)
⌉

(n+

m log m))✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t r❛♣♣❡❧é ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙❤♠♦②s ❡t ❚❛r❞♦s
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q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❬❙❚✾✸❪✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥
❞ér✐✈❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡

〈

2̄, 1
〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
O(mn2 log n)✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡ ❈▼▲❚
q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à O(n log n + m log m)✳ P♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ P❛r❡t♦ ❛♣♣r♦❝❤é✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ér✐✈é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬❙❚✾✸❪ ❛✉r❛✐t ✉♥❡

❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ O(
⌈

log1+ǫ/2(
Cmax

max

Cmin
max

)
⌉

(mn2 log n))✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛♠é✲

❧✐♦r❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥ ❛♣♣❡❧ à
❧✬❛✉tr❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❈▼▲❚ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té
❞❛♥s ❬❙❚✾✸❪✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r à été ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é✲
♥ér❛❧ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❤étér♦❣è♥❡ ✭♠♦❞è❧❡ ❘✮✳

✻✳✺ ■♥té❣r❛t✐♦♥ à ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ tâ❝❤❡s
q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t τjλj ❡st ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♥♦♥ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛
❞é❝✐s✐♦♥ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

✻✳✺✳✶ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✿

❧❡ ❝❛s ❞❡ ❍❊❋❚

❉❛♥s ❬❚❍❲✾✾❪✱ ❚♦♣❝✉♦❣❧✉ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❍❊❋❚ ✭♣♦✉r
❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❊❛r❧✐❡st ❋✐♥✐s❤ ❚✐♠❡✮ q✉✐ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ tâ❝❤❡s
s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❤étér♦❣è♥❡✳ ❍❊❋❚ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ♣rêt❡s ❡t s✐♠✉❧❡ ❧❡✉r
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ à t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❍❊❋❚ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ tâ❝❤❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❡ ♣❧✉s
tôt ❡t ❧✬❛❧❧♦✉❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r q✉✐ ❧❛ t❡r♠✐♥❡ ❧❡ ♣❧✉s tôt✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❍❊❋❚ ❡♥ ❘❍❊❋❚ ✭♣♦✉r ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❍❊❋❚ ✮
❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t τjλj ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s t❡♥❞

i
j

❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i s✐ ❡❧❧❡ ét❛✐t ❛❧❧♦✉é❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r j
✭t❡♥❞i

j ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t oiτj ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ♠✐s❡ à
❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ i s✉r j ❡t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡ j✮✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s
♣rêt❡s i ❡t t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs j✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ tâ❝❤❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡
t❡♥❞

i
j✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❛ tâ❝❤❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❡♥❞

i
jλj ❡t ❧✬❛❧❧♦✉♦♥s à j✳

P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❍❊❋❚ ❡t ❘❍❊❋❚✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛✈❡❝ ✉♥❡
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ τj r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ 1 ❡t ❞❡ 2 ❡t ✉♥ t❛✉① ❞❡ ♣❛♥♥❡ λj

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ 2 ❡t 1✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ 2 ♦♣ér❛t✐♦♥s
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!2=1, "2=2

!1=2, "1=1

4 5

Oi=2?

6 9

❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❍❊❋❚ ✭q✉✐ ❛❧❧♦✉❡ i ❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r
1✮ ❡t ❘❍❊❋❚ ✭q✉✐ ❛❧❧♦✉❡ i ❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r 2✮✳

♣✉✐ss❡ êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ ❡t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r 1 ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❛✉ t❡♠♣s 4 ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r 2 ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❛✉ t❡♠♣s 5✳ ❆❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

✕ t❡♥❞
i
1 = 6✱ t❡♥❞

i
1 × λ1 = 12

✕ t❡♥❞
i
2 = 9✱ t❡♥❞

i
2 × λ2 = 9

❍❊❋❚ ❛❧❧♦✉❡r❛✐t ❧❛ tâ❝❤❡ i ❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r 1 ❛❧♦rs q✉❡ ❘❍❊❋❚ ❧✬❛❧❧♦✉❡r❛✐t ❛✉
♣r♦❝❡ss❡✉r 2✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ s✐ ✉♥❡ tâ❝❤❡ i′ ❞❡ 2 ♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s
❡st s♦✉♠✐s❡ ❛♣rès q✉❡ i ❛✐t été ❛❧❧♦✉é❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r 2✱ ❛❧♦rs ❘❍❊❋❚ ❛❧❧♦✉❡r❛
i′ ❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r 1 ❝❛r ✿ t❡♥❞

i′

1 λ1 = 6× 2 = 12 ❡t t❡♥❞
i′

2 λ2 = 13× 1 = 13✳

✻✳✺✳✷ ❱❡rs ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s

❘❍❊❋❚ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❡t ✉♥❡ ✈✐✲
t❡ss❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ P❛r❡t♦✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✈♦✉❞r❛ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ✜❛❜✐❧✐té q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐✲
❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✷ ❡♥ ❛❧❧♦✉❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✬à ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥éré ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 100 ♠❛❝❤✐♥❡s ❛✈❡❝ ❞❡s
t❛✉① ❞❡ ♣❛♥♥❡ λj ❝❤♦✐s✐s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s [10−2, 10−3] ❡t ❞❡s ✈✐t❡ss❡s τj

❝❤♦✐s✐❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s [10−5, 10−7]✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s très ré❛❧✐st❡s
♠❛✐s ❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❢❛❝✐❧❡s à ❧✐r❡✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s ❛✈❡❝
❞✬❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t s♦♥t ♦♠✐s❡s✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡
❞❡ tâ❝❤❡s ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙tr❛ss❡♥ ❛✈❡❝ ✹✽✵✵ tâ❝❤❡s ✭❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ 1000 ❜❧♦❝s ♣❛r 1000 ❜❧♦❝s✮✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t t❡sté ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥ ❞❡ tr✐❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣♦✉r
♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r q✉❡ k ♣r♦❝❡ss❡✉rs s✉r ❧❡s m ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ▲❡s tr♦✐s ♦r❞r❡s s✉✐✲
✈❛♥t ♦♥t été ❝♦♥s✐❞érés ✿ λj ❝r♦✐ss❛♥t ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✱ τj ❝r♦✐ss❛♥t ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸
❡t τjλj ❝r♦✐ss❛♥t ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✜❣✉r❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣r♦❝❡ss❡✉rs ✉t✐❧✐sé ❡♥tr❡ 1 ❡t 100 ✭s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s✮✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡
♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳
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Makespan vs reliability (most reliable first)
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reliability HEFT

makespan RHEFT
reliability RHEFT

❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts
✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬❛❜♦r❞✳

❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❜♦♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ✜❛✲
❜✐❧✐té ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ✜❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ λj r❡✲
♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ❡t ♣❛s ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡
♣❛r ✉♥✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡✛❡❝t✉é q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t λjτj✳

▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ tr✐ ♣❛r ✈✐t❡ss❡ ♦✉ ♣❛r t❛✉① ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ♣❛r
✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ♥✬❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣❛s s✐ é✈✐❞❡♥t❡✳ ●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ tr✐ ♣❛r λjτj

❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ✜❛❜✐❧✐té ♠❛✐s ✉♥ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❜♦♥ q✉❡
❧❡ tr✐ ♣❛r ✈✐t❡ss❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ♠♦✐♥s ❞❡ 20 ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥
❛♠é❧✐♦r❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té s❛♥s ✈r❛✐♠❡♥t ❞é❣r❛❞❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✳ ❆✐♥s✐✱
r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té
❡♥ ✜①❛♥t ✉♥ s❡✉✐❧ à r❡♠♣❧✐r s✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✳

❙✐ ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✈❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❍❊❋❚ ❡t
❘❍❊❋❚✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠♦❞✐✜❡r ❘❍❊❋❚ ♣♦✉r ✐♥té❣r❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♣r♦♠✐s α ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ q✉❛♥❞ α = 1✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❍❊❋❚✱ q✉❡ q✉❛♥❞
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Makespan vs reliability (fastet first)

makespan HEFT
reliability HEFT

makespan RHEFT
reliability RHEFT

❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s
❞✬❛❜♦r❞✳

α = 0 ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❘❍❊❋❚✱ ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✱
❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝♦♥str✉✐s❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té q✉❛♥❞ α ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé α′ = e1−1/α ♣♦✉r α 6= 0 ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣❧❛t❡❛✉① s♦♥t ❞✉s ❛✉① ✈❛❧❡✉rs
❡①trê♠❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛s✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r tr♦♣ ❣r❛♥❞❡
❡t ✐♥✢✉❡♥❝❡ très ♣❡✉ ❍❊❋❚ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ❡st tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡
t❡r♠❡ ❞❡ ❘❍❊❋❚ ❞❡✈✐❡♥t ♣ré❞♦♠✐♥❛♥t✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❡♥ ❍❊❋❚ ❡t ❘❍❊❋❚✳
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Makespan vs reliability (smallest lambda*tau first)

makespan HEFT
reliability HEFT

makespan RHEFT
reliability RHEFT

❋✐❣✳ ✻✳✹ ✕ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts
♣r♦❞✉✐t λjτj ❞✬❛❜♦r❞✳

✻✳✺✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥ à ❞✬❛✉tr❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❞✬❛✉tr❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s
s②stè♠❡s ❤étér♦❣è♥❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳ ❈❡❧❛ s❡♠❜❧❡ ❞✐✲
r❡❝t ♣♦✉r ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❇■▲ ❬❖❍✾✻❪✱ P❈❚ ❬▼❙✾✽❪✱ ●❉▲ ❬❙▲✾✸❪
♦✉ ❈P❖P ❬❚❍❲✾✾❪✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❈P❖P ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs s✉r
❧❡sq✉❡❧s ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❛❧❧♦✉é❡s✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r✳

■❧ ❢❛✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s r❡st❡r ✈✐❣✐❧❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ q✉✐ s❡rt ❛ ❝❤♦✐s✐r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞s ✐❧ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥❞

i
j r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡

t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❛❧❧♦✉é❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❛♥♥❡ ❡t



✻✳✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✾✶

 5

 5.5

 6

 6.5

 7

 7.5

 8

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

 0.45

 0.5

 0.55

 0.6

 0.65

M
ak

es
pa

n

R
el

ia
bi

lit
y

alpha

Makespan vs reliability

makespan
reliability

❋✐❣✳ ✻✳✺ ✕ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s s✉r 100 ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✭❧❡ ❝❛s
α = 0 ❡st ❘❍❊❋❚ ❡t ❧❡ ❝❛s α = 1 ❡st ❍❊❋❚✮✳

♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i s✉r ❝❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡
❞✐st✐♥❣✉❡ ♣❛s ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r très ✉t✐❧✐sé ✭q✉✐ ♠♦✲
❞✐✜❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞✬é❝❤❡❝✮ ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❛❝❤❡ à ✉♥
♣r♦❝❡ss❡✉r ♥♦♥ ✉t✐❧✐sé q✉✐ r❛❥♦✉t❡ t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s ❧✐❜r❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r à ❧❛ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❛♥♥❡✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣❡✉
✜❛❜❧❡ ❛♣rès ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✜❛❜❧❡✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❛✉r❛✐t ♣❧✉s ❞❡ s❡♥s ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣❛♥♥❡s tr❛♥s✐t♦✐r❡s✳

✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té s❛♥s
ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝❧✉st❡rs ❡t ❣r✐❧❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝r❛s❤ ❢❛✉❧t✳ ❯♥❡
❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ s♦✉s ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛
été ♣r♦♣♦sé❡✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❯❊❚ à été ❢♦✉r♥✐ ❡t ✉♥
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❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
〈

2̄, 1
〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s ❛ été ♣r♦♣♦sé✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s ♥♦♥ ❣❛r❛♥t✐❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✼✳✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❤❛✉t❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❝❧✉st❡rs ♦✉ ❧❡s
❣r✐❧❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞é❞✐és à ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
■❧s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛rt❛❣és ❡♥tr❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs q✉✐ ❡①é❝✉t❡♥t
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t ❡♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs tâ❝❤❡s s✉r ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♠✉♥❡✳ ❉❛♥s ❝❡s s②s✲
tè♠❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡st tr❛✐té ♣❛r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r
❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ♣❧✉tôt s✐♠♣❧❡ ✿ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t s♦✉♠✐s❡s ♣❛r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛✲
t❡✉rs ❞❛♥s ✉♥❡ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ♣✉✐s s♦♥t tr❛✐té❡s ♣❛r ❧♦ts ✭♦✉ ❜❛t❝❤❡s✮✳ ❆ ♥♦tr❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❧❡ ♣❧✉s é❧❛❜♦ré ❡st ▼❆❯■ ❬❏❙❈✵✶❪✳ ■❧ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ✜❧❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s
tâ❝❤❡s✳ ▼❆❯■ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r s♦✐t ❛s✲
s♦❝✐é à ✉♥❡ ✜❧❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❞é❞✐é❡✳ ❘é❣❧❡r ✜♥❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ✜❧❡
♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬❡①♣r✐♠❡r s❡s ❜❡s♦✐♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ♣r♦✲
♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ♥✬♦♥t ♣❛s été ét✉❞✐é❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs ❡①✐st❛♥t
s♦♥t ❝❡♥tr❛❧✐sés✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❛♣✲
♣❛rt❡♥❛♥t à ❞✐✛ér❡♥ts ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ❜❡s♦✐♥s
❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✳ ▲❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ à ♣r❡♥❞r❡✱ ✐❧s
s❡ ❝♦♥t❡♥t❡♥t ❞❡ s♦✉♠❡ttr❡ ❧❡✉rs tâ❝❤❡s à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❛r♠✐ q✉❡❧q✉❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦✲

✾✸
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s❡r ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳

✼✳✶✳✷ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s

P❧✉s✐❡✉rs t❡♥t❛t✐✈❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❡t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✳

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❡st ✉♥ ❝❛❞r❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❛♥s ❧❡s✲
q✉❡❧s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❣❡♥ts ✭✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✮ ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❬❖❘✾✹❪✳
❉❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❉✬✉♥
❝♦té✱ ✉♥ ❛r❜✐tr❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞❡s
✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ♦ù ❞❡s ♣r✐① s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❞❡s tr❛♥❝❤❡s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❯♥ t❡❧ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❡♥❝❤èr❡ ❬❲❲❲▼▼✵✶❪ ♦✉ ❞❡s
♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❬❙tr✽✵❪✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦té✱ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❝♦♥str✉✐s❡♥t
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ P❛s❝✉❛❧ ❡t ❛❧✳ tr❛✐t❡ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❡t ♠♦♥tr❡♥t
q✉❡ ❧❛ ❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥s ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❣❧♦❜❛❧❡s ❬P❘❚✵✼❪✳ ▲❡❣r❛♥❞ ❡t ❚♦✉❛t✐ ét✉❞✐❡♥t ✉♥
s②stè♠❡ ♠❛îtr❡✲❡s❝❧❛✈❡ s✐♠♣❧❡ ♦ù ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦✉♠❡tt❡♥t ❧❡✉rs tâ❝❤❡s ❞✐✲
✈✐s✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ ❝♦♦♣ér❛t✐✈❡ ❬▲❚✵✼❪✳

❊♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❡♥t
✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢s ✭❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✮ ❡t
r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♣❤✐st✐q✉és q✉✐ s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à ❛❞❛♣t❡r ❞❛♥s
✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱
❞❡✉① tr❛✈❛✉① ♣❡✉✈❡♥t s❡r✈✐r ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❬❇❙✵✸✱ ❆▼PP✵✹❪✳ ▲❡s ❞❡✉①
tr❛✐t❡♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s✉r ✉♥❡
s❡✉❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ◆♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① tr❛✈❛✉① ❞❛♥s
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r
❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❡✉ ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ▲❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡s ✉t✐❧✐s❛✲
t❡✉rs s♦♥t ❛❣ré❣és ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬éq✉✐té✳ ❯♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✬éq✉✐té ✭❡❧❧❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s α✲❢❛✐r♥❡ss✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❡t t♦✉t❡s ♦♥t
❧❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✉❝✉♥❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t é❝❛rté❡ ❬▼❲✾✽❪✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♥✬♦♥t ❞❡ s❡♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s
❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
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✼✳✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❞❡s tâ❝❤❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à k ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts s✉r m ♣r♦✲
❝❡ss❡✉rs ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❛r♠✐ ✉♥❡
❧✐st❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✿ ♠❛❦❡s♣❛♥✱ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐✲
♥❛✐s♦♥ ✭♣♦♥❞érés ♦✉ ♥♦♥✮ ❡t ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ t✐♠❡✳ ◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❞❡
❢♦✉r♥✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❛②❛♥t ❞❡s
♦❜❥❡❝t✐❢s ❞✐✛ér❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r ❣❛r❛♥t✐❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡✳ P❧✉s ♣ré✲
❝✐sé♠❡♥t ✿

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ s✐ t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✈❡✉❧❡♥t ♦♣t✐♠✐✲
s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡
❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ (1, 2, . . . , k)✳ ❙✐ t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✈❡✉❧❡♥t ♦♣✲
t✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❛❧♦rs ❧❡ ③é♥✐t❤ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st
♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ (k, . . . , k)✳ ❙✐ ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r
✈❡✉t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ t✐♠❡ ❛❧♦rs ❧❡ ③é♥✐t❤ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s
❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❛♣♣❡❧é ♠✉❧t✐❈♠❛①✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
♦ù t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✈❡✉❧❡♥t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡
❝✬❡st ✉♥❡ (ρ, 2ρ, . . . , kρ)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤ ♦ù ρ ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s à ✉♥ s❡✉❧ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛✲
t❡✉rs s♦♥t ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❛♣♣❡❧é ♠✉❧t✐❙✉♠✮ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ (k, . . . , k)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✉ ③é♥✐t❤✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ♦♣t✐♠❛✉① ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♦❜t✐❡♥♥❡ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ ♣♦✉r
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♣♦♥❞érés✳

❈❡s r❛♣♣♦rts ♣❡✉✈❡♥t s❡♠❜❧❡r ❞é❝❡✈❛♥t ❝❛r ✐❧s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉t✐✲
❧✐s❛t❡✉rs✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧s s♦♥t é❧❡✈és ❝❛r ✐❧s ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
③é♥✐t❤ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❙✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤✱ ❝❡❧❛ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡✳ ◆♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉✬✉♥❡ ❧é❣èr❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐❈♠❛① ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❧❡ ❝❛s ♠✐①t❡ ♦ù k′ ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✈❡✉❧❡♥t ♦♣t✐♠✐✲
s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡t k′′ ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✈❡✉❧❡♥t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡
♠❛❦❡s♣❛♥✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❛♣♣❡❧é ♠✉❧t✐▼✐①❡❞✮ q✉✐ ♣r♦❞✉✐t
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ③é♥✐t❤ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r (k, . . . , k) ♣♦✉r ❧❡s s♦♠♠❡s
❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡t à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ( k

k′′ρ, 2k
k′′ρ, . . . , kρ) ♣♦✉r ❧❡s ♠❛❦❡s✲

♣❛♥s✳
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✼✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❡t ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥❛❧②s❡

✼✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s

❈♦♥s✐❞ér♦♥s k ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✭✐♥❞✐❝és ♣❛r u✮ ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥
♣♦✉r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉♥❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❝♦♠♣♦sés ❞❡ m
♣r♦❝❡ss❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r u ♣♦ssè❞❡ n(u) tâ❝❤❡s ✭♥♦♠♠é❡s
t
(u)
i , 1 6 i 6 n(u)✮✳ ▲❡s tâ❝❤❡s s♦♥t s♦✉♠✐s❡s à ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❝❡♥tr❛❧✐sé✳

❙♦✐t n =
∑k

u=1 n(u) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ tâ❝❤❡s✳ ▲❛ tâ❝❤❡s t
(u)
i ❛♣♣❛rt✐❡♥t à

❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r u ❡t ❛ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ p
(u)
i ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❛t❡s ❞❡ ❞✐s♣♦♥✐✲

❜✐❧✐té✱ ❧❛ tâ❝❤❡ t
(u)
i ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❛♣rès ❧❡ t❡♠♣s r

(u)
i ✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡

r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❞é✜♥✐
♣❛r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ✿ σ(t

(u)
i )✳ ▲❛ ❞❛t❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛

tâ❝❤❡ t
(u)
i ❡st C

(u)
i = σ(t

(u)
i )+p

(u)
i ✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t✳
▲❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r u ❡st C

(u)
max = max

t
(u)
i

C
(u)
i ✳ ▲❛

s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r u ❡st
∑

C
(u)
i ✭❧❛

✈❛r✐❛♥t❡ ♣♦♥❞éré ét❛♥t
∑

w
(u)
i C

(u)
i ✮✳ ▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ t✐♠❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r

u ❡st F
(u)
max = max

t
(u)
i

C
(u)
i − r

(u)
i ✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❝❤♦✐s✐
♣❛r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st MUSP ✭♣♦✉r ▼✉❧t✐✲❯s❡rs ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠✮✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s s♦✉s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦✉ ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡s ✉t✐❧✐s❛✲
t❡✉rs s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s MUSP (k′ :
∑

Ci ; k′′ : Cmax) ❧❡ s♦✉s ♣r♦❜❧è♠❡ ♦ù k′ ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✈❡✉❧❡♥t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡t k′′ = k−k′ ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✈❡✉❧❡♥t ♦♣t✐♠✐s❡r
❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✳

✼✳✷✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥♥❡①❡s

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ré❝❡♥ts
tr❛✐t❛♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t
s❡r✈✐r ❞❡ ❜❛s❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧✳ ▲❡s ❞❡✉① tr❛✈❛✉① ✭❇❛❦❡r
❡t ❙♠✐t❤ ❬❇❙✵✸❪ ❡t ❆❣♥❡t✐s ❡t ❛❧✳ ❬❆▼PP✵✹❪✮ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs
q✉✐ s❡ ♣❛rt❛❣❡♥t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛♣✐❡r ❬❇❙✵✸❪ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐✲
♥é❛✐r❡ ❞❡ ❞❡✉① ❞❡s tr♦✐s ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s✉✐✈❛♥ts ✿ ♠❛❦❡s♣❛♥✱ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s
❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ✭♣♦♥❞érés ♦✉ ♥♦♥✮ ❡t r❡t❛r❞ ♠❛①✐♠❛❧✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
♣❛✐r❡s ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐té❡s ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡



✼✳✷✳ ▼❖❉➮▲❊ ❊❚ P❘❊▼■➮❘❊ ❆◆❆▲❨❙❊ ✾✼

❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ r❡t❛r❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❡t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥
♣♦♥❞érés✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥ ✉t✐✲
❧✐s❛t❡✉r q✉✐ ✈❡✉t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢✉s✐♦♥♥é❡s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡
tâ❝❤❡✳

❈❡s rés✉❧t❛ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉s à ♣❧✉s✐❡✉rs ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✭♣❧✉s q✉❡ 2✮ ❝❛r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✈♦✉❧❛♥t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡
❧❡✉rs tâ❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ♣❛r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❝♦♠♠❡ ✉♥ s❡✉❧ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r
q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♣♦♥❞érés ❞❡ ❞❡✉① tâ❝❤❡s
✭❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ét❛♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥
❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡ ❧❡✉rs tâ❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❣ré❣és
❞❛♥s ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♣♦♥❞érés✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡s ✉t✐❧✐s❛✲
t❡✉rs ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐❞é❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡✉① ✉t✐✲
❧✐s❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✈❡✉t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
tâ❝❤❡s q✉✐ s♦♥t ❛❣ré❣é❡s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ p(1)✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡
s❡❝♦♥❞ ✈❡✉t ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ Kp(1) tâ❝❤❡s
✉♥✐t❛✐r❡s ✭K ❡♥t✐❡r✮✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣❛r ❧✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r s♦♥t ♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝é❡s ❛✈❛♥t ❝❡❧❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s éq✉✐t❛❜❧❡ ❝❛r ❧❡s
tâ❝❤❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡t❛r❞é❡s ❞✬✉♥ t❡♠♣s ❛r❜✐tr❛✐r❡
❧♦rsq✉❡ K t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ ✐♥térêt à ♠❡♥t✐r✳
■❧ ❛✉r❛✐t ♦❜t❡♥✉ ❞❡ ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✬✐❧ ❛✈❛✐t ❞é❝❧❛ré q✉✬✐❧ ét❛✐t
✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥✳✳✳ ❊♥
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉①✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ♣❛s ❧❛ ✈ér❛❝✐té ✭♦✉
tr✉t❤❢✉❧♥❡ss ❬❆P❚❚✵✸❪✳

❯♥ s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t ❝♦♥tr❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡st q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
❝♦♥✈❡①❡ ♦✉ ❜✐❡♥ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❛❧✐✲
❣♥é❡s✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝❛s✱ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❛tt❡✐♥t❡s ♣❛r ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t ✐♥tér❡ssés ♣❛r
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❛ q✉❡
❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 1 ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♥✬❛ q✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2 ❡st ✉♥ ❝❛s ♦ù
t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s s♦♥t ❛❧✐❣♥é❡s✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ rés✉❧t❛t ét❛❜❧✐ ♣❛r ❆❣♥❡t✐s ❡t ❛❧✳ ❬❆▼PP✵✹❪ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ■❧ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ✿

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t ♦ù ✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡st ✜①é à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡t ❧✬❛✉tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ♦♣t✐♠✐sé✳
❈✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ǫ✲❝♦♥tr❛✐♥t ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❚❇✵✼❪✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t
q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉ ♠❛❦❡s♣❛♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t
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êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t ✐♥tér❡ssés ♣❛r
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t NP✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s
❧❡ s❡♥s ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❡t ✐❧s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r ❧❡
rés♦✉❞r❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t ♠✐①t❡s✱ s✐ ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞és✐r❡ ♦♣t✐♠✐s❡r
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♣♦♥❞érés✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st NP✲❝♦♠♣❧❡t
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦r❞✐♥❛✐r❡✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s♦♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✳

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ✐❧s s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ P❛r❡t♦✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛✲
r❡t♦✳ ▲♦rsq✉❡ ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✱ s✐ ✉♥ ❛✉tr❡ ❡st
✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦✉ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ ❛❧♦rs ❧❛
❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ s✐ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r
✈❡✉t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♣♦♥❞érés✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st
♦✉✈❡rt❡✳ ❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✈❡✉❧❡♥t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡
t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳

❚♦✉s ❝❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ✐♥tér❡ss❛♥ts ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ✐❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♠✉❧t✐✲♣r♦❝❡ss❡✉r✳

✼✳✷✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r

▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t q✉❛s✐♠❡♥t ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à
♣❧✉s ❞❡ tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢ ♥✬♦♥t été rés♦❧✉ ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❡ss❛②❡r ❞✬❛❣ré❣❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs
❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r✳

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡
t❛✐❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐té ❛♣♣❛r❛ît✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ tr❛✐té ♣❛r
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ str❡t❝❤ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♣❛r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ♣❛r s♦♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❞✉ str❡t❝❤ ❛ été ét✉❞✐é ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s❛♥s ♣ré❡♠♣✲
t✐♦♥ ❬❇▼❘✵✷❪✳ ❊♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s✱ ❧❡ str❡t❝❤ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡
❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ t❡♠♣s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t q✉✬❡❧❧❡ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❧❛
s❡✉❧❡ tâ❝❤❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡ str❡t❝❤ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❡ t②♣❡ ❜❛❣✲♦❢✲t❛s❦s ❬▲❙❱✵✻❪ q✉✐ r❡ss❡♠❜❧❡♥t à ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦✲
❞è❧❡ ❜❛❣✲♦❢✲t❛s❦s✱ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❡t✐t❡s
tâ❝❤❡s ✭♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té✮✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ▼❯❙P✱ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs
s♦✉♠❡tt❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬✐❞é❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ r❡ss❡♠❜❧❡ ❛✉ str❡t❝❤
❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❙✐ f (u) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r u✱ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ u ❞❛♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t S ❡st
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d(u)(S) = f (u)(S)

f (u)∗ ♦ù f (u)∗ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ f (u)✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞s f (u)

❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡ u✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ✏❧❡ str❡t❝❤ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r u✑✳
▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ str❡t❝❤ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré✲

❣❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧✬éq✉✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚r♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t
s♦♥t ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❧❡s ♥♦r♠❡s L∞, L1, L2 ✿ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
str❡t❝❤✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s str❡t❝❤ ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐ts ❞❡s str❡t❝❤✳ ❆✐♥s✐ ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛
s♦♠♠❡ ✭♦✉ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✮ ❞❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✳

❯♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st NP✲❞✐✣❝✐❧❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❡t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ♣r♦♣♦sés✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ♣ré r❡q✉✐s à ❧❛ ❝♦♥s✲
tr✉❝t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢❛✐t ❞é❢❛✉t ✿ ❛✉❝✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ s✉r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✬❡st ❝♦♥♥✉❡✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ t❡♥t❡r ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❈❤❛q✉❡ str❡t❝❤ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡r❛✐t
✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ k✲✉♣❧❡t (f (1), . . . , f (k))✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤ ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✮✱ ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡s ❞é❣r❛✲
❞❛t✐♦♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❞♠❡t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧✐❜r❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬❘❙❚❯✵✷❪✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ s❡r❛✐t
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡ ❡t ♥♦♥ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s✳

✼✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❡t ✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ t♦✉s ❧❡s s♦✉s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❊♥s✉✐t❡
♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❜♦r♥❡r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ♣❛r
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤✳

❖♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡
♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ NP✲❝♦♠♣❧❡t ❛✉ s❡♥s ❢♦rt ❬●❏✼✾❪✳ ❉ès q✉✬✉♥
✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✈❡✉t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡ s❡s tâ❝❤❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t
NP✲❝♦♠♣❧❡t ❛✉ s❡♥s ❢♦rt✳ ▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ t✐♠❡ ❡st ♣❧✉s
❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥✳ P♦✉r ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t
t♦✉s ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡t ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡st ❞é❥à NP✲❝♦♠♣❧❡t ❛✉ s❡♥s
♦r❞✐♥❛✐r❡ ❬❆▼PP✵✹❪✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡s s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐✲
tr❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t NP✲❝♦♠♣❧èt❡s✳

❈♦♠♠❡ t♦✉s ❧❡s s♦✉s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t NP✲❝♦♠♣❧❡ts✱ ✐❧ ❡st ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡
q✉✬❛✉❝✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥✬❡①✐st❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛❧♦rs ❛✉① ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♦r✲
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❞♦♥♥❛♥ç❛♥t ♦♣t✐♠❛❧❡♠❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❝♦♠♠❡ s✐ ✐❧ ét❛✐t s❡✉❧ à
✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❆✐♥s✐ t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛✲
❜✐❧✐té ♠♦♥♦✲♦❜❥❡❝t✐❢ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t✳ ◆♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s
❞❡s tr♦✐s s♦✉s ♣r♦❜❧è♠❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♦ù t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❧❛
♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té✳ ■❧s
s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✼✳✶✳ ▲❡ ③é♥✐t❤ ❞❡ MUSP (k : Cmax) ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
❛♣♣r♦❝❤é ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ (1, 2, . . . , k) s✉r ✉♥ s❡✉❧ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✈❡✉❧❡♥t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s✲
♣❛♥✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥st❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s
s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 1✳ ❚r✐✈✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st 1✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s t♦✉t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡✱ ✉♥ s❡✉❧ ✉t✐✲
❧✐s❛t❡✉r ❛✉r❛ ✉♥ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡ 1✱ ✉♥ s❡✉❧ ❛✉r❛ ✉♥ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡ 2✱ ❡t❝✳✳ ■❧
❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ③é♥✐t❤ ❛✈❡❝ ✉♥
❢❛❝t❡✉r ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ (1, 2, . . . , k)✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ k✲✉♣❧❡t ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r (1, 2, . . . , k) ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❛tt❡✐♥t ❞❛♥s t♦✉t❡s
❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ♦ù ❧❡s k − 1 ❞❡r♥✐❡rs ✉t✐✲
❧✐s❛t❡✉rs ♦♥t ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 1 ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r k✳ ❙✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♦❜t✐❡♥t ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ 1 ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s
❛✉tr❡s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s r❛♣♣♦rts s✉♣ér✐❡✉rs à k✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r k✲✉♣❧❡t ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❡r✲
♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r
❝❤❡r❝❤❡ à ❣❛r❛♥t✐r ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ (1, 2, . . . , k)✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡❧ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛✉r❛ q✉❡❧ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❛♥s ❝♦♥♥❛îtr❡
à ♣r✐♦r✐ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✼✳✷✳ ▲❡ ③é♥✐t❤ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ MUSP (k :
∑

Ci) ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é ❛✈❡❝ ✉♥ r❛♣♣♦rt ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ (k, . . . , k) s✉r ✉♥ s❡✉❧ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ♦ù ❧❡s k ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t ✐♥té✲
r❡ssés ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦ssè❞❡
n(u) = x tâ❝❤❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✭∀u, ∀i, p(u)

i = 1✮ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥
✉♥✐q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ✐♠♠é✲
❞✐❛t ❡t ✈❛✉t

∑

C
(u)∗
i =

∑x
i=1 i = x(x+1)

2
✳

◗✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ✿

∑

C∗
i =

∑kx
i=1 i =

kx(kx+1)
2

✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
tâ❝❤❡s ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✿

∑

C∗
i =

∑

u

∑

C
(u)
i ✳



✼✳✹✳ MUSP (K : Cmax) ✶✵✶

❚♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ❆✐♥s✐ ❛✉❝✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥❡ ❞❡✈r❛✐t
♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r u ♦❜t✐❡♥t ✉♥ k✲✐è♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡
t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s✱

∑

C
(u)
i =

P

C∗
i

k
= kx2+x

2
✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❛❧❝✉❧❡r

❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧✬éq✉✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✿
P

C
(u)
i

P

C
(u)∗
i

= (kx2+x)/2
(x2+x)/2

= k − k−1
x+1

✳ ❈❡ r❛♣♣♦rt t❡♥❞ ✈❡rs k q✉❛♥❞ x t❡♥❞ ✈❡rs

❧✬✐♥✜♥✐✳

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✼✳✸✳ ▲❡ ③é♥✐t❤ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ MUSP (k : Fmax) ♥✬❡st ♣❛s
❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t 2 ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs q✉✐
s♦♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇✲t✐♠❡✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉①
♣♦ssè❞❡ x tâ❝❤❡s ❡t ∀i, u, r

(u)
i = i − 1, p

(u)
i = 1✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❋■❋❖ ✭❋✐rst
■♥✱ ❋✐rst ❖✉t✮✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r t♦✉t ✉t✐❧✐s❛t❡✉r u✱ F

(u)∗
max = 1✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡❧ q✉❡ F
(1)
max

F
(1)∗
max

6 ρ ♦ù ρ ❡st ✉♥

❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ x✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❛✉ ♣❧✉s ρ tâ❝❤❡s
❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r 2 s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ❛✈❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
1✳ ■❧ r❡st❡ x − ρ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r 2 à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❛♣rès ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡

❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r 1✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s tâ❝❤❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s F
(2)
i > x✳ ❉✬♦ù✱ F

(2)
max

F
(2)∗
max

>

x✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤és à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ❡♥
♠ê♠❡ t❡♠♣s✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧✐❞❡ s✐ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r
❡st ✐♥tér❡ssé ♣❛r Fmax ❡t q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇✲t✐♠❡ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s
❡t ❞❡✈r❛✐t êtr❡ tr❛✐t❡r ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱
♥♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❛✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡
t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ✭♣♦♥❞érés ♦✉ ♥♦♥✮✳

✼✳✹ MUSP (k : Cmax)

✼✳✹✳✶ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ MUSP (k : Cmax)
❡st NP✲❝♦♠♣❧❡t ❛✉ s❡♥s ❢♦rt ❛✐♥s✐ q✉❡ ❛✉❝✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥❡ ♣❡✉t
❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❧❡ ③é♥✐t❤ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r à (1, 2, . . . , k)
♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s à ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✿ ✉♥❡ PT AS ♣r♦♣♦sé❡



✶✵✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❖❘❉❖◆◆❆◆❈❊▼❊◆❚ ▼❯▲❚■✲❯❚■▲■❙❆❚❊❯❘❙

♣❛r ❍♦❝❤❜❛✉♠ ❡t ❙❤♠♦②s ❬❍❙✽✼❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ 5
4
✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡

♣❛r ❑❡❧❧❡r❡r ❬❑❡❧✾✽❪ ✭♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t ❛♣♣❡❧é ♠✉❧t✐❈♠❛①✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐✲

s❛t❡✉r u✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ S(u) à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ρ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r u✳ ❊♥s✉✐t❡✱ tr✐♦♥s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs
♣❛r ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ❞❡ C

(u)
max(S(u))✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ s♦❧✉✲

t✐♦♥ S q✉✐ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ u ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s S(u) ❡♥tr❡
❧❡s t❡♠♣s

∑

u′<u C
(u′)
max(S(u′)) ❡t

∑

u′6u C
(u′)
max(S(u′))✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t é♥♦♥❝❡ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❚❍➱❖❘➮▼❊ ✼✳✹✳ ♠✉❧t✐❈♠❛① ❡st ✉♥❡ (ρ, 2ρ, . . . , kρ)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ❞❡ MUSP (k : Cmax)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés à ✈ér✐✜❡r✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs u s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s
❞❛♥s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r C

(u)
max(S(u)) s✉✐✈❛♥t S(u)✱

✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ❞❡
(ρ, 2ρ, . . . , kρ)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ C

(u)
max =

∑

u′6u C
(u′)
max(S(u′)) ❡t ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t

♦r❞♦♥♥és ♣❛r ✈❛❧❡✉rs ❝r♦✐ss❛♥t❡s ❞❡ C
(u)
max(S(u))✳ ❉✬♦ù✱ C

(u)
max 6 uC

(u)
max(S(u))✳

❉❡ ♣❧✉s✱ S(u) ❛ été ❣é♥éré ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ρ✲❛♣♣r♦❝❤é✳ ❉✬♦ù✱ C
(u)
max 6

uρC
(u)∗
max✳

❯♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞✐r❡❝t ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❛❝t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❞❡s S(u) ✭ρ = 1✮✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ♦❜t❡♥✉ s❡r❛✐t ❞❡ (1, 2, . . . , k)✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❧❛ ❜♦r♥❡ ❞✬✐♥❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ❞♦♥♥é ❡♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶ ❡st ❛tt❡✐♥t❡✳ ❘❡♠❛r✲
q✉♦♥s q✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ PT AS✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ (1+ǫ, 2+2ǫ, . . . , k+kǫ)✲
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❛❜♦r❞é ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸ ❛♣♣❛✲
r❛ît é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✹ ✿ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❡r✲
♠✉t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♥✬❡st
♣❛s ❝♦♥♥✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐✳

✼✳✹✳✷ ❉✐st❛♥❝❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦

▲❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐❈♠❛① ❞é♣❡♥❞ ❞❡ k ❡t ❝❡ r❛♣♣♦rt
❡st ❛tt❡✐♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❛❝t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ S(u)✳
❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝r♦✐r❡ q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✐♥❡✣❝❛❝❡ ❡t ❞♦♥❝ ♣❡✉ ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❣é♥éré❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♥✬❡st ✭❡♥ ❣é♥ér❛❧✮ ♣❛s
ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s List✱
q✉✐ s♦♥t ❣é♥éré❡s ♣❛r ♠✉❧t✐❈♠❛① ♣♦✉r ρ = 2✱ ❡t q✉✐ ❡st ❢♦r♠é❡ ❞❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t



✼✳✹✳ MUSP (K : Cmax) ✶✵✸

♣♦✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ r❡str❡✐♥t❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r s♦✉✲

♠❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ∀u,
∑

p
(u)
i > mC

(u)∗
max

2
✳

◆♦tr❡ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤✳

▲✐st ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❡st ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉✐ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❛✉ ♣❧✉s tôt ❞❛♥s
✉♥ ♦r❞r❡ ❞♦♥♥é ❬●r❛✻✻❪✳ ❈✬❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ 2✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ P || Cmax

❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♣❛r❧é ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐
❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t tr✐é❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ✿

∀i, Ci 6

P

i′6i p
i′

m
+ (1 − 1

m
)pi ✭P❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳ ◆♦✉s

❛♣♣❡❧♦♥s List ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ▲✐st ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s
tâ❝❤❡s s♦♥t ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ t❡❧ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ u s♦♥t ❛♣rès ❧❡s tâ❝❤❡s
❞❡ u′ < u ♦ù ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t tr✐és ♣❛r ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ❞❡ C

(u)∗
max✳

❖♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ List ♣❡✉t êtr❡ ❞é❣r❛❞é❡
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐❈♠❛① ❛✈❡❝ ρ = 2✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡ List ❡st ✉♥❡ (ρ, 2ρ, . . . , kρ)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤ ❞❡ MUSP (k : Cmax)✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ List ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛✲
r❡t♦ r❡q✉✐❡rt ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ❙♦✐t Lex ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
q✉✐ s♦♥t ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ❋♦r♠❡❧❧❡✲
♠❡♥t Lex ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ ∀S ∈ Lex, C

(1)
max(S) = C

(1)∗
max;∀u > 1, C

(u)
max(S) =

min
S′|∀u′<u,C

(u′)
max(S′)=C

(u′)
max(S)

C
(u)
max(S ′)✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Lex(u) ❧✬❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s Lex r❡str❡✐♥t❡s ❛✉① u ♣r❡♠✐❡rs ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✐✳❡✳✱ ❧❡s tâ❝❤❡s
❞❡s ❛✉tr❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✲
❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s Lex ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ❈❡❧❛ ❛ ❞♦♥❝ ❞✉ s❡♥s ❞❡ ❞é✜✲
♥✐r C

(u)
max(Lex)✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t Idle(Lex(u)) = mCmax(Lex(u))−

∑

u′6u

∑

i p
(u′)
i ✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥♦❝❝✉♣é ❞❛♥s ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❞❡

Lex(u)✳

P❘❖P❘■➱❚➱ ✼✳✺✳ Idle(Lex(u)) < mC
(u)∗
max

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t t
(u′)
i ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

S ∈ Lex(u)✳ p
(u′)
i 6 C

(u)∗
max ❝❛r p

(u′)
i 6 C

(u′)∗
max 6 C

(u)∗
max ✭♣♦✉r u′ 6 u✮ ✳

P❛r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✐ Idle(Lex(u)) > mC
(u)∗
max✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r

q✉✐ ❡st ✐♥♦❝❝✉♣é ♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s ❞❡ C
(u)∗
max ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣♦✉r✲

r❛✐t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r t
(u′)
i ♣❧✉s tôt✳ ❉✬♦ù✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t S ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à

Lex(u)✳

❙✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ∀u,
∑

p
(u)
i > mC

(u)∗
max

2
♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡✱ ✐❧ ❡st

❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ tâ❝❤❡ q✉✐
❞❡✈r❛✐t êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ ❛✉ t❡♠♣s 0✳ ◆✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ List ♥❡



✶✵✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❖❘❉❖◆◆❆◆❈❊▼❊◆❚ ▼❯▲❚■✲❯❚■▲■❙❆❚❊❯❘❙

❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ♣❛s ❛✉ss✐ tôt✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿

▲❊▼▼❊ ✼✳✻✳ ∀u > 2✱ s✐ C
(u−1)
max (Lex) < C

(u−2)
max (Lex) ❛❧♦rs C

(u)
max(Lex) >

C
(u−2)
max (Lex)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ C
(u−1)
max (Lex) < C

(u−2)
max (Lex) ❛❧♦rs Idle(Lex(u − 1)) =

Idle(Lex(u− 2))−∑

p
(u−1)
i ✳

❊♥ s❡ r❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡ Idle(Lex(u−2)) < mC
(u−2)∗
max ✭❞❡ ❧❛ Pr♦♣r✐été ✼✳✺✮✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t Idle(Lex(u−1)) < mC
(u−2)∗
max −∑

p
(u−1)
i ✳ ❈♦♠♠❡

∑

p
(u−1)
i > mC

(u−1)∗
max

2

✭❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡✮ ❡t C
(u)∗
max > C

(u−1)∗
max > C

(u−2)∗
max ✭❞✉ tr✐ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✮✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t Idle(Lex(u − 1)) < mC
(u)∗
max

2
✳ ❉✬♦ù✱ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r u

♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s t❡♠♣s ❞✬✐♥❛❝t✐✈✐té ♣rés❡♥t ❛✈❛♥t C
(u−2)
max (Lex)✳

❆✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ u ❞♦✐t ✜♥✐r ❛♣rès ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✳

❈❖❘❖▲▲❆■❘❊ ✼✳✼✳ ∀u > 2, C
(u)
max(Lex) > C

(u−2)
max (Lex)

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✈✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
▲❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ t❤é♦rè♠❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ List ❡st

✉♥❡ 3✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Lex✳

❚❍➱❖❘➮▼❊ ✼✳✽✳ ∀u, C
(u)
max(List) 6 (3− 1

m
)C

(u)
max(Lex)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t p
(u)
max = maxi p

(u)
i ✳ ◆♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ▲✐st

❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❬●r❛✻✻❪ ✿ C
(u)
max(List) 6

P

u′6u

P

i p
(u′)
i

m
+ (1− 1

m
)p

(u)
max q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t

é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

C
(u)
max(List) 6

(

P

u′6u−2

P

i p
(u′)
i

m
+

P

i p
(u)
i

m

)

+

(

P

i p
(u−1)
i

m

)

+ (1− 1
m

)p
(u)
max

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à C
(u)
max(Lex) ✭❝✬❡st ✉♥❡

❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✳✼✮✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à C
(u)∗
max ❝❛r

❝✬❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ C
(u−1)∗
max ❡t q✉❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t tr✐és ❡♥ ♦r❞r❡

❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❧❡✉r ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✳ p
(u)
max ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ C

(u)∗
max✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿ C
(u)
max(List) 6 C

(u)
max(Lex)+ (2−

1
m

)C
(u)∗
max✳ ◆♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ C

(u)∗
max 6 C

(u)
max(Lex)✳

❉❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦♣✲
t✐♠❛❧ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ List✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
s✐ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ρ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐✲
❧✐s❛t❡✉r✱ ❛❧♦rs ❧❡ r❛♣♣♦rt à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs
s❡ ❝♦♠♣❛r❡r à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ Lex ♦ù ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t tr✐és s✉✐✈❛♥t ❧❡s ρ✲
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ♠❛❦❡s♣❛♥s ❞❡ ❧❡✉r tâ❝❤❡s✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❛❧♦rs ❧❡
♠ê♠❡✳ ❯♥ ❢❛❝t❡✉r ρ ❛♣♣❛r❛ît ❛❧♦rs ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♠❛✐s ❧❡ r❛♣♣♦rt
✜♥❛❧ ❞❡♠❡✉r❡ ❝♦♥st❛♥t✳



✼✳✺✳ MUSP (K :
∑

Ci) ✶✵✺

✼✳✺ MUSP (k :
∑

Ci)

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✈❡✉❧❡♥t
♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs tâ❝❤❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡
♣♦✉r ✉♥ s❡✉❧ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❡♥ ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ♦r❞r❡ ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙P❚✱ ✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞✬✉♥
✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st NP✲❝♦♠♣❧❡t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✉❝✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ♣❡✉t
❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ③é♥✐t❤ à ♠♦✐♥s ❞❡ (k, . . . , k)✳

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦✲♣r♦❝❡ss❡✉r
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡t ❛♥❛❧②s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ P✉✐s ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s
❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳

✼✳✺✳✶ ❆♥❛❧②s❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ♣♦✉r m = 1

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t ✜♥❛❧ à ♣❛rt✐r ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❙♦✐t
S(1), . . . , S(k) ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ◆♦✉s
❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t S à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ❛❣❣r❡❣
s✉✐✈❛♥t ✿ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ♦r❞r❡ ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ C

(u)
i (S(u))✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠♣❧❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❞é❣r❛❞és ❞❡ ♣❧✉s q✉✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r k✳ ❈❡❧❛ ❡st é♥♦♥❝é ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✼✳✾✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t S ❡st t❡❧ q✉❡ ∀u, ∀i 6 n(u), C
(u)
i (S) 6

kC
(u)
i (S(u))✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ t
(u)
i ✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞

q✉❡ C
(u)
i (S) 6 C

(u′)
i′ (S) ✐♠♣❧✐q✉❡ C

(u)
i (S(u)) 6 C

(u′)
i′ (S(u′))✳ ❉✬♦ù ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

✉t✐❧✐s❛t❡✉r u′✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ J (u′) ❞❡ tâ❝❤❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ❛✈❛♥t C
(u)
i (S) ❞❛♥s S

❡st t❡❧ q✉❡
∑

t
(u′)

i′
∈J(u′) p

(u′)
i′ 6 C

(u)
i (S(u))✳ ■❧ ② ❛ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ t(u)

i

s❡ t❡r♠✐♥❡ q✉❛♥❞ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ∪u′J (u′) s♦♥t t❡r♠✐♥é❡s✳ ❉✬♦ù✱ C(u)
i (S) =

∑

u′

∑

t
(u′)

i′
∈J(u′) p

(u′)
i′ 6 kC

(u)
i (S(u)) ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r✐♦r✐té✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r✐♦✲
r✐té à t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ❙♦✐t λ1, . . . , λk ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s t❡❧ q✉❡

∑

u λu = 1✳
◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t Sλ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ❛♣✲

♣❡❧é ❛❣❣r❡❣λ ✿ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ♦r❞r❡ ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ C
(u)
i (S(u))

λu
✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ∀u, λu = 1
k
❛❧♦rs S = Sλ✳
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▲❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❛♥s Sλ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
u ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❣r❛❞és ❞❡ ♣❧✉s q✉✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 1

λu
✳ ❈❡ ❢❛✐t ❡st é♥♦♥❝é ♣❛r ❧❛

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✾
❡t ❡st ♦♠✐s❡✳

P❘❖P❖❙■❚■❖◆ ✼✳✶✵✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t Sλ ❡st t❡❧ q✉❡ ✿

∀u, ∀i 6 n(u), C
(u)
i (S) 6

C
(u)
i (S(u))

λu
✳

➚ ❧✬❛✐❞❡ ❛❣❣r❡❣✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r k ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❡t
❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞é❣r❛❞é
❞❡ ♣❧✉s q✉✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r k✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ρ✲
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ✭♣♦♥❞érés ♦✉ ♥♦♥✮
❛❧♦rs ❡♥ ❧❡ ❢✉s✐♦♥♥❛♥t ❛✈❡❝ k−1 ❛✉tr❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡
(kρ)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡t ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

▲❊▼▼❊ ✼✳✶✶✳ ❛❣❣r❡❣ (SPT (1), . . . , SPT (k)) ❡st ✉♥❡ (k, . . . , k)✲❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ❞❡ MUSP (k :

∑

Ci) s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ✈✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❙P❚ ♣♦✉r ✉♥
✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✾✳

✼✳✺✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ à m ♣r♦❝❡ss❡✉rs

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠✉❧t✐❙✉♠✳ ❙♦✐t S(1), . . . , S(k)

k ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❙P❚ s✉r m ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❈❤❛q✉❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t S(u)

♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ m ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♥♦tés S
(u)
1 , . . . , S

(u)
m ✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j✱ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts S
(u)
j ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r

u s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❛❣❣r❡❣ ❞❛♥s Sj✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❣❧♦❜❛❧ s✉r m ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t Sj s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j
✭1 6 j 6 m✮✳

❚❍➱❖❘➮▼❊ ✼✳✶✷✳ ♠✉❧t✐❙✉♠ ❡st ✉♥❡ (k, . . . , k)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤
❞❡ MUSP (k :

∑

Ci)✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✷ ✈✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✼✳✶✶ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳

▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♣♦♥❞érés ❡st NP✲
❞✐✣❝✐❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥ s❡✉❧ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❍❛❧❧ ❡t ❛❧✳ q✉✐ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ (4 − 1

m
) ❬❍❙❙❲✾✼❪✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ρ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r

❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♣♦♥❞érés à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❙P❚ ❛♠è♥❡ à
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠✉❧t✐❲❡✐❣❤t❡❞❙✉♠✳
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❈❖❘❖▲▲❆■❘❊ ✼✳✶✸✳ ♠✉❧t✐❲❡✐❣❤t❡❞❙✉♠ ❡st ✉♥❡ (ρk, . . . , ρk)✲❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤ ❞❡ MUSP (k :

∑

wiCi)✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ❡t ❛❧✳✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ((4− 1
m

)k, . . . , (4−
1
m

)k)✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

✼✳✻ ▲❡ ❝❛s ♠✐①t❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝❛s ♠✐①t❡ ♦ù k′ ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs
✈❡✉❧❡♥t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❛❧♦rs q✉❡ k′′ ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs
s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❞❡ ❧❡✉rs tâ❝❤❡s ✿ MUSP (k′ :

∑

Ci ; k′′ : Cmax)
❛✈❡❝ k = k′ + k′′✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✳
❈❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♦❜t✐❡♥❞r❛ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ k✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡s♣ér❡r ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❛✉❝✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❡st
✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r ❧❡
r❛♣♣♦rt (1, . . . , k)✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ s✐ ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❡
♠❛❦❡s♣❛♥ s❡ ❞é❣r❛❞❡ à k✳

▲✬✐❞é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞✬✐♥❝♦r♣♦r❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s
❧❡s ❙❡❝t✐♦♥s ✼✳✹ ❡t ✼✳✺ ❞❛♥s ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é
♠✉❧t✐▼✐①❡❞✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ s♦✉s ✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s k′′ ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✐♥tér❡ssés ♣❛r
❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✳ ◆♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❝❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r cmax✳
❙♦✐t S(cmax) ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❣é♥éré ♣❛r ♠✉❧t✐❈♠❛① ✭à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ρ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮ s✉r ❝❡tt❡ s♦✉s ✐♥st❛♥❝❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r u
✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ s♦✐t S(u) ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❙P❚ ❞❡s s❡s tâ❝❤❡s s✉r m ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❙♦✐t S

(u)
j ❧❡ s♦✉s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡

S(u) s✉r ❧❡ j✐è♠❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✭S(cmax)
j ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✮✳ P♦✉r

❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r j✱ ♦♥ ❢✉s✐♦♥♥❡ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts S
(u)
j ✭∀u 6 k′✮ ❡t

S
(cmax)
j ❞❛♥s Sj à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❛❣❣r❡❣λ ❛✈❡❝ λu = 1

k
,∀u 6 k′ ❡t λcmax = k′′

k
✳

◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ S ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t Sj s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡s✲
s❡✉r j✳

▲❛ ❣❛r❛♥t✐❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ♠✉❧t✐▼✐①❡❞ ❡st é♥♦♥❝é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✲
✈❛♥t✳

❚❍➱❖❘➮▼❊ ✼✳✶✹✳ ♠✉❧t✐▼✐①❡❞ ❡st ✉♥❡ (k, . . . , k, k
k′′ρ, 2k

k′′ρ, . . . , kρ)✲❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤ ❞❡ MUSP (k′ :

∑

Ci ; k′′ : Cmax)✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡
t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ k✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ❡st s✐✲
♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✷ ❡t ❡st ❧❛✐ssé❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r u ✈♦✉❧❛♥t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✳
❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s C

(u)
max(S(cmax)) 6 uρC

(u)∗
max ✭❣râ❝❡ ❛✉ ❚❤é♦✲

rè♠❡ ✼✳✹✮ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ∀i 6 n(u), C
(u)
i (S(cmax)) 6 uρC

(u)∗
max✳

▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✵ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s
❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✐♥tér❡ssés ♣❛r Cmax ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❣r❛❞é❡s ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r s✉✲
♣ér✐❡✉r à k

k′′ ✳ ❉✬♦ù✱ ∀i 6 n(u), C
(u)
i (S(cmax)) 6

k
k′′uρC

(u)∗
max q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛

♣r❡✉✈❡✳

◆♦✉s ❞✐s❝✉t✐♦♥s ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✸ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♠✉❧t✐▼✐①❡❞ ♣❡r♠❡t ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡✱ ♦✉ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s✳

✼✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à
♣❧✉s✐❡✉rs ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs
❝❤♦✐s✐ss❡♥t ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❛r♠✐ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❡st ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡t ❧❡s ❝❛s ♠✉❧t✐♣r♦❝❡s✲
s❡✉rs s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ s✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st tr❛✐t❛❜❧❡ ✿ à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ Pr❡♠✐è✲
r❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❈❡rt❡s✱ ❞❡ t❡❧s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t ❞é❥à été
❡①❤✐❜és ♣❛r ❧❡ ♣❛ssé✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧s r❡st❡♥t r❛r❡s✳

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ❧❛✐ss❡ ♣❛r❢♦✐s ♣❡r✲
♣❧❡①❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✽✳✶ ❇✐❧❛♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡ q✉❛tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ▲❡s q✉❛tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♦♥t été tr❛✐tés à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s
❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ à
tr❛✈❡rs ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❝❡♥tré s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❝❡♥tré s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲
♦❜❥❡❝t✐❢✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡❝✲
t✐❢s ❞❡ t②♣❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❧♦rs ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ tâ❝❤❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦✉
❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳ ❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤ ♦♥t été
♣r♦♣♦sés ❡t ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s s✉r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs r❛♣♣♦rts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦♥t été ❡①❤✐❜é❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜✐❡♥
♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ♣❛r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ✜❛✲
❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❝r✐t✐q✉❡s✱ ré❛❝t✐❢s ❡t ❡♠❜❛rq✉és✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣❡✉ ❞❡ rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♣♦✉✈❛✐❡♥t êtr❡ ❛tt❡♥❞✉s✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ③é♥✐t❤ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
P❛r❡t♦✳

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❡t
❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❝✐ ❞❛♥s ❧❡s ❝❧✉st❡rs ❡t ❣r✐❧❧❡s✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡
♠♦❞è❧❡s r❡♥❞❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t tr❛✐t❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣ré❝é✲
❞❡♥t✳ ❙✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥❝♦r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ③é♥✐t❤ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✳ ❙✉r ❧❡ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s
tâ❝❤❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞✬❛♣✲

✶✵✾
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♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t s❡r✈✐ à ❛❞❛♣t❡r ❞❡s
❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ♦ù ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞♦✐t
êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é✳

▲❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s
tâ❝❤❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡
♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ♦♣t✐♠✐s❡r ❞❡ t②♣❡s ✢♦✇✲t✐♠❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉ ③é♥✐t❤ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛tt❡✐❣♥❛♥t ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ♦ù t♦✉s ❧❡s
✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s✬✐♥tér❡ss❡♥t s♦✐t ❛✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ s♦✐t à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡
t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛✐✲
t❡r ❧❡ ❝❛s ♠✐①t❡✳ ▲❡s r❛♣♣♦rts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ét❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞✬✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❡♥ ♣❧✉s
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❢❛❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✮
❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥✬❛ ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✬❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡
♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡ à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✳ ▲❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s
❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ à ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✳

✽✳✷ P♦✉rq✉♦✐ ✉t✐❧✐s❡r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❄

▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡st ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✳
❈❡tt❡ r❛✐s♦♥ ❡st ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❡s ❈❤❛✲
♣✐tr❡s ✺ ❡t ✻ s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✿ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ s❛ ✜❛❜✐❧✐té s♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛✲
❞✐❝t♦✐r❡s✳ ❉✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✳

P♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡s✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉✈❡♥t r❡♥❞r❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❡t ❛✐♥s✐ r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❡♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❀ ❝✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t
❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛ss❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér❡r
✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞é❥à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ✭à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✮ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t



✽✳✸✳ ❈❖▼▼❊◆❚ ❚❘❆■❚❊❘ ❯◆ P❘❖❇▲➮▼❊ ▼❯▲❚■✲❖❇❏❊❈❚■❋ ❄ ✶✶✶

♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❝r✐tèr❡ s✉r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s❡rr❛❣❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳

❈♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❛♣♣r♦✲
❝❤❡r✳ ❈❡rt❛✐♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
❡①♣r✐♠❡r ✉♥ t❡❧ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠♦♥♦✲
t♦♥❡s ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ P❛r❡t♦✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛✲
♣✐tr❡ ✼ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s r❛♣♣♦rts ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ ③é♥✐t❤
s♦♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳

✽✳✸ ❈♦♠♠❡♥t tr❛✐t❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❄

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢s ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❝❡♥✲
tr❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❣✉✐❞❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡s
♣r♦❜❧è♠❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ à rés♦✉❞r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠✲
♠❡♥t✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬♦❜t✐❡♥❞r❛ ♣❛s ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ q✉❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s ♠♦♥♦✲♦❜❥❡❝t✐❢s ❛ss♦✲
❝✐és✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠♦♥♦✲♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t ✐❧s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ♦✉ NP✲❝♦♠♣❧❡ts ❄
❉✐s♣♦s♦♥s ♥♦✉s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s rés♦✉❞r❡ ❄ ◗✉❡❧❧❡s
s♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❜♦♥♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❄

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❡✉t êtr❡NP✲❝♦♠♣❧❡t ♠ê♠❡ s✐ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠♦♥♦✲
♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✳

▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡✳ P❡✉t ♦♥ ❜♦r♥❡r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s ❄ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❡st ✐❧ ❝♦♥✈❡①❡ ❄
❚♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s s♦♥t ❡❧❧❡s s✉r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❄ P❡✉t✲♦♥ ❜♦r♥❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s ❄

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❙✐ ❡❧❧❡ ❧✬❡st s②sté✲
♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ♥✬❡st ♣❛s ré❡❧❧❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✳
■❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❜♦r♥❡r ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❜✐❡♥
❝❤♦✐s✐❡s✳

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ✿
✕ ▲✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❡st ✉♥ ❝❤♦✐① ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ s✐ ❝❡t
❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❡t s✐ tr♦✉✈❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲
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♦♣t✐♠❛❧❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢❛❝✐❧❡✳
✕ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s
❧♦rsq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s s♦♥t s✉r ❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♥✈❡①❡
❡t q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠étr✐q✉❡✳

✕ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❛❜s♦✲
❧✉❡ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥éré❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡
q✉❡ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❡st ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s à ❞✐st❛♥❝❡
❜♦r♥é❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ③é♥✐t❤✳

✕ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡

〈

ᾱ, β
〉

✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦✲
❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ❞✐s♣❡rsé
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❞✐s✲
♣❡rsé✱ ❛❧♦rs ❧❡ r❡♣rés❡♥t❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
s❡♠❜❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

✽✳✹ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♠✐❡✉① ❝♦♥♥✉❡
♠❛✐s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣♦✐♥ts r❡st❡♥t à ❛❜♦r❞❡r✳

❯♥ ♣♦✐♥t ❝❡♥tr❛❧ ❡st ❞✬♦r❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ▲❡s s❡✉❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té s♣é❝✐✜q✉❡s à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ q✉✐ ❡①✐st❡♥t s♦♥t ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡
❡t ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❛ss❡③ ♣❡✉ ✉t✐❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❛r ❡❧❧❡s tr❛✐t❡♥t
❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❡①❛❝t❡s✳ ❉❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❛✉① ❝❧❛ss❡s APX ✱ PT AS ❡t FPT AS
r❡st❡♥t à ♣r♦♣♦s❡r ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢✳

❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❞❡✉① ♣✐st❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉✐✈✐❡s✳ ❉✬❛❜♦r❞✱
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ③é♥✐t❤ ❞✐s♣♦s❡♥t ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
❞❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊①✲
♣r✐♠❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞✉ ③é♥✐t❤ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡r❛✐ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥✲
s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ r❡st❡ à tr♦✉✈❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ❜❡❛✉✲
❝♦✉♣ ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ❖❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛r❡t♦ ♥✬❡st
♣❛s s✉✣s❛♥t ❝❛r ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ❡♥ ❛s✲
s✉r❛♥t ❧✬éq✉✐té ❞❛♥s ❞❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ à ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ét✉❞✐é❡✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P❛✲
r❡t♦ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♥❝❡♣ts ✉t✐❧✐sés ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ✈✐❡♥♥❡♥t
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❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉①✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ✈ér❛❝✐té ❣❛r❛♥t✐❡ ♦✉ ❧✬éq✉✐té✳
▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té ❛✉① s②stè♠❡s ♦ù ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❞✐str✐❜✉é❡✱ ♠❛✐s ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts q✉✐ ② s♦♥t ét✉❞✐és ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❝❡r✲
t❛✐♥❡♠❡♥t s✬✐♥té❣r❡r ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞✐str✐❜✉és✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆❇●✵✺❪ ❊✳ ❆♥❣❡❧✱ ❊✳ ❇❛♠♣✐s✱ ❛♥❞ ▲✳ ●♦✉r✈ès✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡✲
s✉❧ts ❢♦r ❛ ❜✐❝r✐t❡r✐❛ ❥♦❜ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛✲
❝❤✐♥❡ ✇✐t❤♦✉t ♣r❡❡♠♣t✐♦♥✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ▲❡tt❡rs✱
✾✹✭✶✮ ✿✶✾✕✷✼✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✺✳

❬❆❇P✵✶❪ ◆✳ ❙✳ ❆r♦r❛✱ ❘✳ ❉✳ ❇❧✉♠♦❢❡✱ ❛♥❞ ❈✳ ●✳ P❧❛①t♦♥✳ ❚❤r❡❛❞ s❝❤❡✲
❞✉❧✐♥❣ ❢♦r ♠✉❧t✐♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡♦r② ❈♦♠✲
♣✉t✳ ❙②st✳✱ ✸✹✭✷✮ ✿✶✶✺✕✶✹✹✱ ✷✵✵✶✳

❬❆❈●+✵✸❪ ●✳ ❆✉s✐❡❧❧♦✱ P✳ ❈r❡❝❡♥③✐✱ ●✳ ●❛♠❜♦s✐✱ ❱✳ ❑❛♥♥✱ ❆✳ ▼❛r❝❤❡tt✐✲
❙♣❛❝❝❛♠❡❧❛✱ ❛♥❞ ▼✳ Pr♦t❛s✐✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✸✳

❬❆❡❛✵✷❪ ◆✳ ❘✳ ❆❞✐❣❛ ❛♥❞ ❡t ❛❧✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❜❧✉❡ ❣❡♥❡✴❧ s✉♣❡r✲
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③❛♥♦✱ ●✳ ◆❡❣r✐✱ ▲✳ P❡r✐♥✐✱ ●✳ P♦✉❧❛r❞✱ ❙✳ ❘❡s❝♦♥✐✱ ❉✳ ❘❡✲
❜❛tt♦✱ ❛♥❞ ▲✳ ❱❛❝❝❛r♦ss❛✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛t❧❛s r♦♠❡ ♣r♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❧❤❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❣r✐❞✳ ■♥ ❊✲❙❈■❊◆❈❊
✬✵✺ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❋✐rst ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❡✲
❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ●r✐❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✽✷✕✽✾✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉❈✱
❯❙❆✱ ✷✵✵✺✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✳

❬❈❈▲▲✾✺❪ P✳ ❈❤r❡t✐❡♥♥❡✱ ❊✳●✳ ❈♦✛♠❛♥✱ ❏✳❑ ▲❡♥str❛✱ ❛♥❞ ❩✳ ▲✐✉✱ ❡❞✐✲
t♦rs✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲✐❧❡②✱ ✶✾✾✺✳

❬❈❉❋+✵✽❪ ❈✳ ❨✳ ❈r✉t❝❤✜❡❧❞✱ ❩✳ ❉③✉♥✐❝✱ ❏✳ ❚✳ ❋✐♥❡♠❛♥✱ ❉✳ ❘✳ ❑❛r❣❡r✱
❛♥❞ ❏✳ ❍✳ ❙❝♦tt✳ ■♠♣r♦✈❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ■♥ ❙P❆❆ ✬✵✽ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ t✇❡♥t✐❡t❤ ❛♥♥✉❛❧ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❛♥❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ♣❛❣❡s ✷✹✻✕✷✺✺✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✽✳
❆❈▼✳

❬❈❏✵✶❪ ❇✳ ❈✐r♦✉ ❛♥❞ ❊✳ ❏❡❛♥♥♦t✳ ❚r✐♣❧❡t ✿ ❛ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❙❝❤❡❞✉✲
❧✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❙②st❡♠s✳ ■♥ ■❊❊❊ ■❈PP
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ▼❡t❛❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❆♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭▼❙❆✬✷✵✵✶✮✱ ❱❛❧❡♥❝✐❛✱ ❙♣❛✐♥✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✶✳

❬❈❏✵✹❪ ❨✳ ❈❛♥✐♦✉ ❛♥❞ ❊✳ ❏❡❛♥♥♦t✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ♦❢ ♠✉❧t✐✲
❝r✐t❡r✐❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r ●r✐❞❘P❈ s②st❡♠s✳ ■♥ Pr♦❝✳
♦❢ ❊✉r♦✲P❛r✱ ♣❛❣❡s ✶✵✹✽✕✶✵✺✺✱ ✷✵✵✹✳

❬❈❑❈✵✼❪ P✳ ❈❤♦✉❞❤✉r②✱ ❘✳ ❑✉♠❛r✱ ❛♥❞ P✳ P✳ ❈❤❛❦r❛❜❛rt✐✳ ❍②❜r✐❞
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ t❛s❦ ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❞✉♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❢♦r ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs ✉♥❞❡r ♠❡♠♦r② ❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❙②st❡♠s✱
✭♣r❡♣r✐♥t✮✱ ✷✵✵✼✳
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❬❈▲✽✺❪ ❑✳ ▼✳ ❈❤❛♥❞② ❛♥❞ ▲✳ ▲❛♠♣♦rt✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ s♥❛♣s❤♦ts ✿ ❞❡✲
t❡r♠✐♥✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ st❛t❡s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s✳
❈♦♠♣✉t✳ ❙②st✳✱ ✸✭✶✮ ✿✻✸✕✼✺✱ ✶✾✽✺✳

❬❈P✵✵❪ ❆✳ ❈♦❧✐♥ ❛♥❞ ■✳ P✉❛✉t✳ ❲♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s
❢♦r ❛ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐t❤ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s✱
✶✽✭✷✴✸✮ ✿✷✹✾✕✷✼✹✱ ✷✵✵✵✳

❬❉❊▼❚✵✹❪ P✳✲❋✳ ❉✉t♦t✱ ▲✳ ❊②r❛✉❞✱ ●✳ ▼♦✉♥✐é✱ ❛♥❞ ❉✳ ❚r②str❛♠✳ ❇✐✲
❝r✐t❡r✐❛ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❥♦❜s ♦♥ ❝❧✉st❡r ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ■♥
❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ♣❛❣❡s
✶✷✺✕✶✸✷✳ ❆❈▼ Pr❡ss✱ ✷✵✵✹✳

❬❉❡t✵✵❪ ▼✳ ❉❡t②♥✐❡❝❦✐✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✈✐❞❡♦ q✉❡r②✐♥❣✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s
❱■✱ ✷✵✵✵✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❧✐♣✻✳❢r✴r❡♣♦rts✴❧✐♣✻✳✷✵✵✶✳✵✵✷✳

❤t♠❧✳

❬❉▲▼▼✵✹❪ ❚✳ ❉❛✈✐❞♦✈✐❝✱ ▲✳ ▲✐❜❡rt✐✱ ◆✳ ▼❛❝✉❧❛♥✱ ❛♥❞ ◆✳ ▼❧❛❞❡♥♦✈✐❝✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t❛s❦s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ▲■❳✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✹✳

❬❉Ö✵✷❪ ❆✳ ❉♦❣❛♥ ❛♥❞ ❋✳ Ö③❣✉♥❡r✳ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝✲
t✐♦♥s ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❙②st❡♠s✱ ✶✸✭✸✮ ✿✸✵✽✕✸✷✹✱
▼❛r❝❤ ✷✵✵✷✳

❬❉Ö✵✺❪ ❆✳ ❉♦❣❛♥ ❛♥❞ ❋✳ Ö③❣ü♥❡r✳ ❇✐♦❜❥❡❝t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✲r❡❧✐❛❜✐❧✐t② tr❛❞❡✲♦✛ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❏♦✉r♥❛❧✱ ✹✽✭✸✮ ✿✸✵✵✕✸✶✹✱
✷✵✵✺✳

❬❉❘❚❱✵✼❪ ❏✳✲●✳ ❉✉♠❛s✱ ❏✳✲▲✳ ❘♦❝❤✱ ❊✳ ❚❛♥♥✐❡r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❱❛rr❡tt❡✳ ❚❤é♦✲
r✐❡ ❞❡s ❈♦❞❡s ✲ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❈r②♣t❛❣❡ ❈♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❉✉♥♦❞
❙❝✐❡♥❝❡s✲❙✉♣✱ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✼✳

❬❋❡✐❪ ❉✳ ❋❡✐t❡❧s♦♥✳ ❲♦r❦❧♦❛❞ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ❙②st❡♠s P❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❞r❛❢t✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳❤✉❥✐✳❛❝✳✐❧✴

⑦❢❡✐t✴✇❧♠♦❞✴✳

❬❋❍❑❙✵✽❪ ❇✳ ❋❡❝❤♥❡r✱ ❯✳ ❍ö♥✐❣✱ ❏✳ ❑❡❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❲✳ ❙❝❤✐✛♠❛♥♥✳ ❋❛✉❧t✲
t♦❧❡r❛♥t st❛t✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r ❣r✐❞s✳ ■♥ ❊❧❡❝ Pr♦❝✳ ♦❢ ❉❡✲
♣❡♥❞❛❜❧❡ P❛r❛❧❧❡❧✱ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦✲❈❡♥tr✐❝ ❙②st❡♠s✱
✷✵✵✽✳

❬❋❍▲+✵✶❪ ❈✳ ❋❡r❞✐♥❛♥❞✱ ❘✳ ❍❡❝❦♠❛♥♥✱ ▼✳ ▲❛♥❣❡♥❜❛❝❤✱ ❋✳ ▼❛rt✐♥✱
▼✳ ❙❝❤♠✐❞t✱ ❍✳ ❚❤❡✐❧✐♥❣✱ ❙✳ ❚❤❡s✐♥❣✱ ❛♥❞ ❘✳ ❲✐❧❤❡❧♠✳ ❘❡✲

http://www.lip6.fr/reports/lip6.2001.002.html
http://www.lip6.fr/reports/lip6.2001.002.html
http://www.cs.huji.ac.il/~feit/wlmod/
http://www.cs.huji.ac.il/~feit/wlmod/
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❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ ❲❈❊❚ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ♣r♦✲
❝❡ss♦r✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❙♦❢t✇❛r❡✱
❊▼❙❖❋❚✬✵✶✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✷✶✶ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ❚❛❤♦❡ ❈✐t② ✭❈❆✮✱ ❯❙❆✱
❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✶✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳

❬●■❙✼✼❪ ❚✳ ●♦♥③❛❧❡③✱ ❖✳❍✳ ■❜❛rr❛✱ ❛♥❞ ❙✳ ❙❛❤♥✐✳ ❇♦✉♥❞s ❢♦r ▲P❚
s❝❤❡❞✉❧❡s ♦♥ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉✲
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♥❡t✇♦r❦✴❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❧♦❛❞s ♦♥
❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ■♥ Pr♦❝ ♦❢ ■P❉P❙✬✵✺✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✺✳
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♥❡♦✉s ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥ ▲✉❝ ❇♦✉❣é✱ P✐❡rr❡ ❋r❛✐❣♥✐❛✉❞✱ ❆♥♥❡ ▼✐✲
❣♥♦tt❡✱ ❛♥❞ ❨✈❡s ❘♦❜❡rt✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❊✉r♦✲P❛r✱ ❱♦❧✳ ■■✱ ✈♦❧✉♠❡
✶✶✷✹ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✺✼✸✕✺✼✼✳
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❬❖❘✾✹❪ ▼✳ ❏✳ ❖s❜♦r♥❡ ❛♥❞ ❆✳ ❘✉❜✐♥st❡✐♥✳ ❆ ❈♦✉rs❡ ✐♥ ●❛♠❡
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❬❖❙▼+✵✹❪ ❆✳❏✳ ❖❧✐♥❡r✱ ❘✳❑✳ ❙❛❤♦♦✱ ❏✳❊✳ ▼♦r❡✐r❛✱ ▼✳ ●✉♣t❛✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙✐✲
✈❛s✉❜r❛♠❛♥✐❛♠✳ ❋❛✉❧t✲❛✇❛r❡ ❥♦❜ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r ❜❧✉❡❣❡♥❡✴❧
s②st❡♠s✳ ■♥ ■P❉P❙✬✵✹✱ ✷✵✵✹✳

❬P❇✵✵❪ P✳ P✉s❝❤♥❡r ❛♥❞ ❆✳ ❇✉r♥s✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✲
t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s✱ ✶✽✭✷✴✸✮ ✿✶✶✺✕✶✷✽✱ ✷✵✵✵✳

❬P❡❛✽✽❪ ❉✳ P♦✇❡❧❧ ❛♥❞ ❡t ❛❧✳ ❚❤❡ ❉❡❧t❛✲✹ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡♣❡♥❞❛❜✐❧✐t②
✐♥ ♦♣❡♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥
❋❛✉❧t✲❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❋❚❈❙✲✶✽✱ ♣❛❣❡s ✷✹✻✕✷✺✶✱ ❚♦❦②♦✱
❏❛♣❛♥✱ ❏✉♥❡ ✶✾✽✽✳ ■❊❊❊✳

❬PP■✵✼❪ P✳ P♦♣✱ ❑✳ P♦✉❧s❡♥✱ ❛♥❞ ❱✳ ■③♦s✐♠♦✈✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ✈♦❧t❛❣❡
s❝❛❧✐♥❣ ❢♦r ❡♥❡r❣②✴r❡❧✐❛❜✐❧✐t② tr❛❞❡✲♦✛s ✐♥ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t t✐♠❡✲
tr✐❣❣❡r❡❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳ ■♥ ❈❖❉❊❙✲■❙❙❙✬✵✼✱ ❙❛❧③❜✉r❣✱
❆✉str✐❛✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✼✳ ❆❈▼✳

❬P❘❚✵✼❪ ❋✳ P❛s❝✉❛❧✱ ❑✳ ❘③❛❞❝❛✱ ❛♥❞ ❉✳ ❚r②str❛♠✳ ❈♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥
♠✉❧t✐✲♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ ❊✉r♦P❛r ✷✵✵✼✱
♥✉♠❜❡r ✹✻✹✶ ✐♥ ▲◆❈❙✱ ♣❛❣❡s ✷✷✹✕✷✸✸✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✼✳

❬P❨✵✵❪ ❈✳ ❍✳ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❛♥❞ ▼✳ ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s✳ ❖♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛❜✐❧✐t② ♦❢ tr❛❞❡✲♦✛s ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❝❝❡ss ♦❢ ✇❡❜ s♦✉r❝❡s✳ ■♥
❋❖❈❙✱ ❡❞✐t♦r✱ ✹✶st ❆♥♥✉❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢
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❬◗❏❙✵✷❪ ❳✳ ◗✐♥✱ ❍✳ ❏✐❛♥❣✱ ❛♥❞ ❉✳ ❘✳ ❙✇❛♥s♦♥✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❢❛✉❧t✲
t♦❧❡r❛♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s ✇✐t❤ ♣r❡❝❡✲
❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s②st❡♠s✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ■❈PP✬✵✷✱ ♣❛❣❡s ✸✻✵✕✸✽✻✱
❱❛♥❝♦✉✈❡r✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✷✳

❬❘❙❇❏✾✺❪ ❱✳ ❘❛②✇❛r❞✲❙♠✐t❤✱ ❋✳◆✳ ❇✉rt♦♥✱ ❛♥❞ ●✳❏✳ ❏❛♥❛❝❡❦✳ ❙❝❤❡❞✉✲
❧✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠ ❛ss✉♠✐♥❣ ♣r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❈❤r❡t✐❡♥♥❡
❡t ❛❧✳ ❬❈❈▲▲✾✺❪✱ ❝❤❛♣t❡r ✼✱ ♣❛❣❡s ✶✹✻✕✶✻✺✳

❬❘❙❚❯✵✷❪ ❆✳ ❘❛s❛❧❛✱ ❈✳ ❙t❡✐♥✱ ❊✳ ❚♦r♥❣✱ ❛♥❞ P✳ ❯t❤❛✐s♦♠❜✉t✳ ❊①✐s✲
t❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠s✱ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
t♦ ♠❡❡t t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ■♥ ❙❖❉❆ ✬✵✷ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡
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t❤✐rt❡❡♥t❤ ❛♥♥✉❛❧ ❆❈▼✲❙■❆▼ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❛❧❣♦✲
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t❤❡ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✿ ❆ t✉t♦r✐❛❧✳ ❆❈▼ ❈♦♠♣✉t✐♥❣
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t❛s❦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s
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❬❙t❡✽✻❪ ❘✳ ❙t❡✉❡✉r✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❈r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✿ t❤❡♦r②✱ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡②✱ ✶✾✽✻✳

❬❙tr✽✵❪ ❲✳ ❙tr♦♠q✉✐st✳ ❍♦✇ t♦ ❝✉t ❛ ❝❛❦❡ ❢❛✐r❧②✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦♥t❤❧②✱ ✽✼✭✽✮ ✿✻✹✵✕✻✹✹✱ ✶✾✽✵✳

❬❙❲✾✷❪ ❙✳ ❙❤❛t③ ❛♥❞ ❏✳P✳ ❲❛♥❣✳ ❚❛s❦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ r❡✲
❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐str✐❜✉❡❞ ❝♦♠♣✉t❡r s②st❡♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s
♦♥ ❈♦♠♣✉t❡rs✱ ✹✶✭✾✮ ✿✶✶✺✻✕✶✶✻✾✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✾✷✳

❬❙❲✾✼❪ ❈✳ ❙t❡✐♥ ❛♥❞ ❏✳ ❲❡✐♥✳ ❖♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧❡s t❤❛t
❛r❡ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❜♦t❤ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❛♥❞ t♦t❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♠✲
♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❧❡tt❡rs✱ ✷✶✭✸✮ ✿✶✶✺✕✶✷✷✱
❖❝t♦❜❡r ✶✾✾✼✳



❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊ ✶✷✺

❬❙❲❲✾✺❪ ❉✳ ❙❤♠♦②s✱ ❏✳ ❲❡✐♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ❲✐❧❧✐❛♠s♦♥✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧
♠❛❝❤✐♥❡ ♦♥✲❧✐♥❡✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✷✹✭✻✮ ✿✶✸✶✸✕
✶✸✸✶✱ ✶✾✾✺✳

❬❚❇✵✼❪ ❱✳ ❚✬❦✐♥❞t ❛♥❞ ❏✳✲❈✳ ❇✐❧❧❛✉t✳ ▼✉❧t✐❝r✐t❡r✐❛ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ❙♣r✐♥✲
❣❡r✱ ✷✵✵✼✳

❬❚❇❊✵✼❪ ❱✳ ❚✬❦✐♥❞t✱ ❑✳ ❇♦✉✐❜❡❞❡✲❍♦❝✐♥❡✱ ❛♥❞ ❈✳ ❊ss✇❡✐♥✳ ❈♦✉♥t✐♥❣
❛♥❞ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠✉❧t✐❝r✐t❡r✐❛
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✼✳

❬❚❋❲✵✵❪ ❍✳ ❚❤❡✐❧✐♥❣✱ ❈✳ ❋❡r❞✐♥❛♥❞✱ ❛♥❞ ❘✳ ❲✐❧❤❡❧♠✳ ❋❛st ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡
❲❈❊❚ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜② s❡♣❛r❛t❡ ❝❛❝❤❡ ❛♥❞ ♣❛t❤ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❘❡❛❧✲
❚✐♠❡ ❙②st❡♠s✱ ✶✽✭✷✴✸✮ ✿✶✺✼✕✶✼✾✱ ▼❛② ✷✵✵✵✳

❬❚❍❲✾✾❪ ❍✳ ❚♦♣❝✉♦❣❧✉✱ ❙✳ ❍❛r✐r✐✱ ❛♥❞ ▼✳✲❨✳ ❲✉✳ ❚❛s❦ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ✽t❤ ■❊❊❊ ❍❡t❡r♦✲
❣❡♥❡♦✉s ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❲♦r❦s❤♦♣ ✭❍❈❲✬✾✾✮✱ ♣❛❣❡s ✸✕✶✹✱ ❆♣r✐❧
✶✾✾✾✳

❬❚♦♣✵✷❪ ❍✳ ❚♦♣❝✉♦❣❧✉✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✲❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐t②
t❛s❦ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥✲
s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❙②st❡♠s✱ ✶✸✭✸✮ ✿✷✻✵✕✷✼✹✱
▼❛r❝❤ ✷✵✵✷✳

❬❚s❡✵✼❪ ❙✳ ❚s❡✳ ❖♥❧✐♥❡ ❜✐❝r✐t❡r✐❛ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✜❧❡
s❡r✈❡rs✳ ■♥ Pr♦❝✳ ❖❢ ❈❍■◆❆❈❖▼✬✵✼✱ ♣❛❣❡s ✷✶✽✕✷✷✷✱ ❆✉❣✉st
✷✵✵✼✳

❬❱♦♦✵✸❪ ▼✳ ❱♦♦r♥❡✈❡❧❞✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ P❛r❡t♦ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡✳ ❖♣❡✲
r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ▲❡tt❡rs✱ ✸✶✭✶✮ ✿✼✕✶✶✱ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✸✳

❬❲❲❲▼▼✵✶❪ ▼✳ P✳ ❲❡❧❧♠❛♥✱ ❲✳ ❊✳ ❲❛❧s❤✱ P✳ ❘✳ ❲✉r♠❛♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ❑✳
▼❛❝❑✐❡✲▼❛s♦♥✳ ❆✉❝t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ s❝❤❡❞✉✲
❧✐♥❣✳ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r✱ ✸✺✭✶✲✷✮ ✿✷✼✸✕✸✵✸✱ ❆♣r✐❧
✷✵✵✶✳

❬❩❙✵✸❪ ❍✳ ❩❤❛♦ ❛♥❞ ❘✳ ❙❛❦❡❧❧❛r✐♦✉✳ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥
✐♥t♦ t❤❡ r❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡❛r❧✐❡st ✜♥✐s❤
t✐♠❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ ❊✉r♦P❛r ✵✸✳ ▲◆❈❙
✷✼✾✵✱ ♣❛❣❡s ✶✽✾✕✶✾✹✱ ✷✵✵✸✳



rés✉♠é ✿
▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♠♦❞❡r♥❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❞❡ s✉♣❡r ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡✉rs✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① s✉♣♣♦rts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡t ❝❤❛❝✉♥ ♣♦s❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❛♠❡♥❛♥t à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st
❞❡✈❡♥✉❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ♦♣t✐♠❛❧❡♠❡♥t ✭❡♥ t❡♠♣s✮ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✐♥✉t✐❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛t ♣❛r❝❡ q✉✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ t♦♠❜❡ ❡♥
♣❛♥♥❡✳ ❋♦✉r♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡st ✉♥ ❞é✜ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❛❝t✉❡❧✳
❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s tr❛✐t♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❛tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs s♦♥t ✐♥s♣✐rés ❞❡s s②stè♠❡s
❡♠❜❛rq✉és✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ✐♥s♣✐rés ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ s✉r ❧❡s
❣r✐❧❧❡s ❡t ❧❡s ❝❧✉st❡rs✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ét✉❞✐é ❡st ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡
❞✐s♣♦s❛♥t ❞❡ ♣❡✉ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲
♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠♦♥♦✲
♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥❡ ♣♦✉✈❛✐t ♣❛s ♦❜t❡♥✐r✳
▲❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡
❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✜❛❜❧❡s✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s ❛♠è♥❡♥t à ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛
sûr❡té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s
❣r✐❧❧❡s ❡t ❝❧✉st❡rs✳
▲❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣❛r ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❡✉t
♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

❛❜str❛❝t ✿
▼♦❞❡r♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ s✉♣❡r ❝♦♠♣✉t❡rs✳
▼❛♥② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠s ❛r❡ ♥♦✇ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♠❛♥②
❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❜❡❝♦♠❡s ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧❧② ✭❢♦r t✐♠❡✮ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣r✐❞ ✐s ✉s❡❧❡ss ✐❢ ♥♦ r❡s✉❧ts ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❝r❛s❤❡s✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❛ ♣r❡s❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳
■♥ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ✇❡ st✉❞② ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❲❡
t❛❝❦❧❡❞ ❢♦✉r ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ♦♥❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ♦♥❡s ❛r❡
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ ❣r✐❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳
❚❤❡ ✜rst st✉❞✐❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡
✇✐t❤ ❧♦✇ st♦r❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
t❤❡♦r②✳
❚❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s t❛❝❦❧❡❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤❡♥
❝♦♠♣✉t❡rs ❛r❡ ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ r❛❞✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐❞❡rs s❛❢❡t② ✐♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ✇❤✐❧❡
t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣r✐❞s ❛♥❞ ❝❧✉st❡rs✳
❚❤❡ ❧❛st ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❜♦✉t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❛s❦s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✉s❡rs ♦♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❲❡
s❤♦✇ ❤♦✇ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ✉s❡rs✬ ♥❡❡❞s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳


	Table des matières
	Introduction
	Contexte et motivation
	Guide de lecture et contributions

	Préliminaires
	Notations générales et définitions
	Résultats classiques en ordonnancement à un objectif
	Généralités
	Du problème P Cmax 
	Du makespan dans d'autres modèles
	Du makespan avec contraintes de précédence
	De la somme des temps de terminaison

	Concepts de l'optimisation multi-objectif
	Résolution de problèmes multi-objectifs dans la littérature
	Complexité
	De l'approximation des problèmes multi-objectifs
	Définition
	Une Approximation du Zénith de MaxAndSum
	Approximation de l'ensemble de Pareto de BiSumCi

	Bilan

	Makespan et contrainte de mémoire
	Description du problème
	Le problème formel
	L'algorithme d'approximation Symmetric Bi-Objective
	Principe
	L'algorithme

	Des rapports d'approximation impossibles
	De la non existence de solution
	Extension de l'idée à m processeurs
	D'autres ordonnancements inexistants

	Deux généralisations du problème
	Un algorithme fondé sur List Scheduling
	Une extension à trois objectifs sur des tâches indépendantes

	Variante Online
	Conclusion

	La sûreté de fonctionnement
	Motivation
	Les propriétés des fautes
	Les moyens de la sûreté de fonctionnement

	Makespan et tolérance aux pannes transitoires
	Les systèmes embarqués critiques
	Modélisation du problème
	Notations
	Réplication de tâches pour la fiabilité
	Calculer la fiabilité d'une allocation spatiale 
	Inapproximabilité de la solution zénith
	Des hypothèses du modèle

	Résultats connexes
	Optimisation du makespan sur machine hétérogène
	Optimisation de la fiabilité
	Optimisation simultanée des deux objectifs

	Décomposition du problème en deux phases
	Principe
	Phase 1: Génération d'allocation spatiale
	Phase 2: ordonnancement pré-alloué
	Discussion

	Étude expérimentale
	Buts des expériences
	Construction du benchmark
	Protocole
	Résultats et analyse

	Conclusion

	Makespan et tolérance aux pannes permanentes
	Le calcul sur cluster
	Modèle
	Analyse
	Tâches indépendantes
	Tâches UET
	Vers des temps de calcul arbitraires
	Une <to. , 1>to.-approximation

	Intégration à des heuristiques existantes
	Généralisation d'algorithme d'ordonnancement: le cas de HEFT
	Vers plus de compromis
	Extension à d'autres heuristiques

	Conclusion

	Ordonnancement multi-utilisateurs
	Introduction
	Description du problème
	Différentes approches
	Contributions

	Modèle et première analyse
	Définitions et notations
	Analyse des travaux connexes
	Discussion sur la fonction à optimiser

	Complexité et inapproximabilité
	MUSP (k: )
	Approximation de la solution zénith
	Distance à l'ensemble de Pareto

	MUSP (k: )
	Analyse préliminaire pour m=1
	Extension à m processeurs

	Le cas mixte
	Conclusion

	Conclusion
	Bilan
	Pourquoi utiliser l'optimisation multi-objectif ?
	Comment traiter un problème multi-objectif ?
	Perspectives


