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RésuméNous nous intéressons à la modélisation des mouvements de foule ausés par des situa-tions d'évauation d'urgene. L'objetif de ette thèse est de proposer un modèle mathé-matique et une méthode numérique de gestion des ontats, a�n de traiter les interationsloales entre les personnes pour �nalement mieux rendre ompte de la dynamique glo-bale du tra� piétonnier. Nous proposons un modèle mirosopique de mouvements defoule reposant sur deux prinipes. D'une part, haque personne a une vitesse souhaitée,elle qu'elle aurait en l'absene des autres. D'autre part, la vitesse réelle des individusprend en ompte une ertaine ontrainte d'enombrement maximal. En préisant le lienentre es deux vitesses, le problème d'évolution prend la forme d'une inlusion di�éren-tielle du premier ordre. Son aratère bien posé est démontré en utilisant des résultatssur les proessus de ra�e par des ensembles uniformément prox-réguliers. Ensuite, nousprésentons un shéma numérique et démontrons sa onvergene. Pour aluler une vitessesouhaitée partiulière (elle dirigée par le plus ourt hemin évitant les obstales), nousprésentons une programmation orientée objet ayant pour but de simuler l'évauation d'unestruture de plusieurs étages présentant une géométrie quelonque. Nous �nissons aved'autres hoix de vitesse souhaitée (par exemple, en ajoutant des stratégies individuelles)et présentons les résultats numériques assoiés. Ces simulations numériques permettentde retrouver ertains phénomènes observés lors de déplaements piétonniers.AbstratWe are looking for modelling rowd motion in emergeny evauation. The aim of thisthesis is to propose a mathematial model and a numerial method to handle ontats, inorder to deal with loal interations between people and to desribe the whole dynamisof the pedestrian tra�. We propose a mirosopi model for rowd motion whih restson two priniples. On the one hand, eah individual has a spontaneous veloity that hewould like to have in the absene of other people. On the other hand, the atual veloitymust take into aount ongestion. By speifying the link between these two veloities, theevolution problem takes the form of a �rst order di�erential inlusion. Its well-posednessis proved with the help of results onerning sweeping proesses by uniformly prox-regularsets. Then we present a numerial sheme and prove its onvergene. In order to om-pute a spei� spontaneous veloity (the one direted by the shortest path avoiding theobstales), we present an objet oriented programming to simulate the evauation of anybuilding onsisting of several �oors. To onlude, we desribe other hoies of sponta-neous veloity (for example, by adding individual strategies) and we present assoiatednumerial results. These numerial simulations allow us to reover some harateristis ofpedestrian tra�.
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IntrodutionDans ette thèse, nous nous intéressons à la modélisation de mouvements de fouleausés par des situations d'évauation d'urgene. De telles situations sont aratériséespar des on�gurations très denses en individus et présentent de nombreux ontats. L'ob-jetif de ette thèse est de proposer un modèle mathématique et une méthode numériquede gestion des ontats, a�n de traiter les interations loales entre les personnes pour�nalement mieux rendre ompte de la dynamique globale du tra� piétonnier.Contexte et objetifsDepuis plusieurs déennies, de nombreuses études portant sur le omportement des pié-tons ont été menées. Dans un premier temps, des travaux d'observation ([Fru71, NW69,Wei93℄) ont été e�etués dans le but de réunir des données qualitatives (préférenes,tendanes des marheurs) mais aussi quantitatives omme pour préiser par exemple, lavitesse des individus en fontion de la densité de la foule (f. sous-setion 1.1.1). Ensuite,grâe aux résultats préédents, de nombreux modèles de mouvements de foule ont étéproposés. Ces derniers a�hent un but ommun, prédire les hemins les plus empruntésmais di�èrent sur plusieurs points : leur mode de représentation de la foule (miroso-pique en se plaçant à l'éhelle de l'individu ou marosopique en dérivant la foule parsa densité), leur façon d'appréhender les zones de déplaement (disrétisation spatialeou non) et leur aratère déterministe ou stohastique. Ces modèles peuvent être las-sés en quatre atégories (f. sous-setion 1.1.2) : les modèles basés sur des automatesellulaires [BA01, BKSZ01, Nag98, Sh01℄, les modèles utilisant des graphes orientés[BT86a, BT86b, Løv94, YS89℄, le modèle de fores soiales [HM95, HFV00b℄ et les mo-dèles marosopiques [Hel92b, Hen71, HB00, HB04a, HB04b℄. Beauoup de es modèlesont abouti à la réation de logiiels de simulation du tra� piétonnier, omme par exemplePedGo [HMK03℄, SimPed [Daa04℄, Legion [Sti93℄ ou enore Mipsim [HB00℄.Déterminer les trajetoires des piétons permet de proposer des diretives aux onstru-teurs a�n d'améliorer leur onfort. En e�et, es informations peuvent être d'une grandeutilité pour évaluer la largeur satisfaisante des ouloirs, des portes, ... . Prévoir les dépla-ements des personnes peut aussi aider à plaer les panneaux d'information importantsou même positionner stratégiquement les panneaux publiitaires.Par ailleurs, il existe un tout autre enjeu à la modélisation des mouvements de foule. De-puis plusieurs années, la demande de simulations d'évauation en as d'urgene n'a esséd'augmenter. L'objetif est d'estimer la durée de l'évauation (à omparer par exempleau temps de propagation d'un feu) mais aussi de prédire les zones où les individus seront1



Introdutionfortement onentrés. Les résultats permettraient d'éviter dans la mesure du possible,les situations dites d'érasement, responsables de nombreux aidents pouvant s'avérermortels. Selon [HFV00b℄, de telles situations sortent véritablement du adre lassique desdéplaements piétonniers. Lorsque les gens se promènent sans préitation, ils ont ten-dane à garder leurs distanes ave les autres individus et les obstales (murs, tables, ...).Dans le as d'une situation d'urgene, les personnes pressées voire même en proie à lapanique, n'hésitent pas à pousser les autres et de fortes pressions s'exerent alors entre lesindividus. Les piétons peuvent aussi être entraînés vers des obstales qu'ils souhaitaientpourtant ontourner, e qui parfois, à ause de la trop forte pression exerée, provoquel'e�ondrement dramatique de es derniers. De telles situations sont don aratérisées parune densité élevée et de nombreux ontats.Pour simuler des évauations d'urgene, les modèles généralement utilisés sont euxqui reposent sur une disrétisation spatiale, représentant le sol par un damier ou par ungraphe. Ils sont en e�et peu oûteux en temps de alul puisque les ontats y sont gérésintrinsèquement : haque ase ou noeud est soit vide, soit oupé par une seule personneet le déplaement des individus s'e�etue toujours suivant ette règle. Dans [HFV00b℄, unautre modèle propose de gérer es ontats ave des fores de répulsion entre les piétons.Cependant, es méthodes (prinipe d'exlusion ou fore de répulsion) ne prennent pas enompte le on�it diret entre les individus, et ne peuvent don pas fournir d'informationssur les interations loales entre les piétons.Notre objetif est de proposer un modèle de mouvements de foule traitant diretementles ontats entre les individus et pouvant déterminer les zones suseptibles d'a�her defortes pressions. Notre modèle de gestion des ontats doit aussi faire preuve de souplesseet être apable d'inlure les modèles déjà existants qui déterminent les hemins les plusempruntés.Le modèleNous proposons un modèle mirosopique de mouvements de foule qui repose surdeux prinipes. D'une part, haque personne a une vitesse souhaitée, elle qu'elle auraiten l'absene des autres. D'autre part, la vitesse réelle des individus prend en ompteune ertaine ontrainte d'enombrement maximal. Plus préisément, dans e modèle, lavitesse réelle est la projetion de la vitesse souhaitée sur un ensemble dit de vitessesadmissibles (qui respetent une ontrainte de non-hevauhement des disques représentantles individus). Dans le premier point du modèle réside sa souplesse. En e�et, tout modèlede prédition des mouvements piétonniers peut être ii intégré. Dans le seond point dumodèle, s'opère la gestion direte des ontats.En préisant le lien entre les deux vitesses souhaitée et réelle, nous obtenons un pro-blème d'évolution qui prend la forme d'une inlusion di�érentielle du premier ordre vé-ri�ée par le veteur position des personnes. Formulations naturelles des problèmes aveontrainte unilatérale, les inlusions di�érentielles ont fait l'objet de nombreux travaux.Les premiers problèmes d'inlusion di�érentielle ont été étudiés au début des années 70par H. Brezis grâe à la théorie des opérateurs maximaux monotones (f [Bre73℄). Plustard dans [Mor77℄, J.J. Moreau onsidère un problème mettant en jeu un opérateur mul-tivalué dépendant du temps. Il s'agit du premier problème de proessus de ra�e (sweeping2



proess) par des ensembles onvexes. Ne pouvant appliquer la théorie préédente, l'au-teur utilise un algorithme dit de rattrapage (athing-up algorithm) pour onstruire dessolutions du problème et démontrer sous ertaines hypothèses, son aratère bien posé.Depuis, es proessus de ra�e ont fait et font enore l'objet de nombreuses études. Desgénéralisations signi�atives ont été apportées (f. sous-setion 2.4.2), notamment en at-ténuant l'hypothèse de onvexité des ensembles onsidérés, faisant apparaître la notion deprox-régularité (f. sous-setion 2.4.1). Cette nouvelle notion s'avère pour nous essentielle,puisque 'est le aratère uniformément prox-régulier de l'ensemble des on�gurations ad-missibles (au sens où les disques ne se hevauhent pas) qui permet d'établir, à l'aide derésultats réents [ET05℄, que le problème d'évolution assoié au modèle est bien posé.Le modèle de mouvements de foule proposé, bien qu'idéalisé par la représentationsomme toute simpliste des individus, o�re la possibilité de retrouver ertains phéno-mènes observés lors de déplaements piétonniers et jugés importants par les modélisa-teurs (f. setion 6.1). De plus, les études théorique et numérique de e modèle ont per-mis d'établir des liens entre des notions mathématiques abstraites et des omportementsnumériques observés dans les milieux granulaires. En e�et, le onept théorique de prox-régularité (propriété de l'ensemble des on�gurations admissibles) est relié, dans le présenttravail, aux aratéristiques géométriques réelles de la struture formée par les amas dedisques (pouvant représenter des grains ou des individus). Or la géométrie de e réseaua un rapport diret ave la non-uniité des pressions subies par les disques. D'un pointde vue mathématique, es pressions sont formellement des multipliateurs de Lagrange,qui apparaissent naturellement dans le modèle. Leur non-uniité explique les instabilitésnumériques des pressions alulées, instabilités qui sont observées dans la réalité, que esoit dans le milieu granulaire ou piétonnier.Présentation des travaux e�etuésDans le premier hapitre, nous dressons un bilan des observations des déplaementspiétonniers et présentons di�érentes modélisations existantes de es derniers. Ensuite,nous dérivons le modèle mirosopique de mouvements de foule qui onstitue l'objet deette thèse. Nous proposons d'étudier e dernier en trois parties.La première partie onstituée des hapitres 2 et 3 est onsarée à l'étude théoriquede e modèle. Dans le hapitre 2, nous obtenons une ériture de e dernier sous la formed'un problème d'inlusion di�érentielle. Ensuite, nous démontrons grâe à la théorie desopérateurs maximaux monotones son aratère bien posé, dans le as partiulier où lesindividus se déplaent dans un ouloir. Puis, nous verrons que ette théorie ne s'appliqueplus dans le as d'un déplaement bidimensionnel. Dans le hapitre 3, nous démontronsque notre problème s'insrit en toute généralité, dans le adre des proessus de ra�e parun ensemble uniformément prox-régulier, e qui grâe aux résultats de J.F. Edmond et L.Thibault ([ET05℄), nous permet d'obtenir son aratère bien posé.La seonde partie est dédiée à la résolution numérique du problème préédent. Dansle hapitre 4, nous proposons un shéma numérique en se basant sur le seond prinipe dumodèle, à savoir en alulant une vitesse réelle disrète qui soit la projetion de la vitessesouhaitée sur un ensemble de vitesses admissibles � au premier ordre �. Ce hoix soulèvequelques di�ultés puisque le shéma proposé di�ère de l'algorithme de rattrapage et sort3



Introdutiondu adre des proessus de ra�e présenté au hapitre 2. En reformulant ette projetion sousla forme d'un problème point-selle, nous démontrons la onvergene du shéma par uneméthode de ompaité, en prouvant le aratère uniformément borné des multipliateursde Lagrange.La troisième partie onstituée des hapitres 5 et 6, est onsarée à la programmationet à la présentation des résultats numériques. Dans le hapitre 5, pour programmer le se-ond point du modèle, nous proposons d'utiliser l'algorithme d'Uzawa a�n de aluler lavitesse réelle disrète omme projetion de la vitesse souhaitée. Nous présentons e dernierainsi que des résultats de onvergene. Ensuite, nous nous intéressons au premier pointdu modèle en hoisissant une vitesse souhaitée partiulière (elle dirigée par le plus ourthemin évitant les obstales). Nous présentons la méthode de type Fast Marhing utiliséelors de son alul. En�n, nous proposons une programmation orientée objet inluant etteméthode et ayant pour but de simuler l'évauation d'une struture de plusieurs étagesprésentant une géométrie quelonque. Dans le hapitre 6, nous proposons di�érents hoixde vitesse souhaitée et présentons les résultats numériques assoiés. Dans un premiertemps, nous verrons que ertains hoix permettent de retrouver les phénomènes observéslors de déplaements piétonniers dérits dans la sous-setion 1.1.3. Ensuite, nous présen-tons des simulations numériques assoiées au hoix de la vitesse souhaitée dirigée parle plus ourt hemin. Ces résultats sont issus de la programmation C++ préédemmentévoquée. Puis nous présentons un autre hoix de vitesse souhaitée prenant également enompte les obstales. Nous proposons de prendre pour elle-i la solution d'une équationaux dérivées partielles ave des onditions aux bords sur les obstales. Ce hoix, bien quedonnant des résultats raisonnables, ne sera pas utilisé de façon systématique omme lehoix du �ot géodésique, plus justi�é en termes de modélisation. En�n, nous di�érentionsle omportement des personnes en ajoutant des stratégies individuelles (ralentissement ouontournement lors d'un embouteillage).La présentation du modèle, son adre mathématique ainsi que sa disrétisation nu-mérique ont fait l'objet d'un proeeding [MV07℄. Le travail de modélisation réalisé pourl'ajout de stratégies individuelles a été présenté dans un autre proeeding [Ven09℄. Leurontenu ayant été intégralement repris, développé et réorganisé, es artiles ne sont pasjoints au présent doument.
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Chapitre 1. Di�érents modèles pour représenter la foule1.1 Etat de l'artDans ette setion, après une présentation de quelques données empiriques onernantle �ux piétonnier, nous dérivons les modèles de mouvements de foule existants. Puisnous présentons les phénomènes importants observés lors des déplaements de piétons queertains modèles permettent de retrouver. En�n, nous nous onentrons sur les modèlestraitant des situations d'évauation.1.1.1 Données empiriques qualitatives et quantitativesPréférenes des marheursDans [BS90, HM97℄, sont réapitulées les aratéristiques importantes d'un hemin quipeuvent initer un piéton à l'emprunter :
• sa longueur (les individus ont tendane à hoisir le plus ourt hemin) ;
• son �té retiligne (les individus préfèrent suivre une route droite le plus longtempspossible) ;
• le nombre d'attrations qu'il omporte ;
• son onfort (protetion ontre les intempéries, présene d'esalators au lieu d'esa-liers, qualité du sol, ...).Diagramme fondamentalOn se plae ii dans le adre d'un �ux unidiretionnel non ontraint (tous les individussuivent la même diretion dans un lieu sans obstale). La desription marosopique de lafoule repose sur trois variables : la densité ρ, la vitesse v et le �ux Q véri�ant le relationfondamentale Q = ρv. Comme pour étudier le tra� routier, il est intéressant de traerle diagramme fondamental, 'est-à-dire de représenter le �ux Q du tra� piétonnier enfontion de la densité ρ, a�n d'analyser la transition entre régime libre et régime enombré.On dit qu'on se trouve en régime libre (resp. enombré) lorsque la densité est inférieure(resp. supérieure) à ρcrit : densité ritique lorsque le �ux Q est maximal (Q = Qmax). Ondé�nit alors ucrit = Qmax/ρcrit et on note par ailleurs ρjam la densité au dessus de laquellele �ux Q est nul (embouteillage). Dans [Wei93℄, on trouve les valeurs suivantes pour esparamètres : ρcrit = 1.75 piétons par m2, ucrit = 0.7 m.s−1, et ρjam = 5.4 piétons par m2.Vitesse moyenne et densitéD'après [Hen71℄, dans le adre d'un �ux unidiretionnel, la vitesse moyenne des individusen régime libre suit une loi gaussienne de moyenne 1.34 m.s−1 et de d'éart-type 0.26

m.s−1. Dans [Daa04℄, es paramètres sont realulés en faisant la moyenne entre toutesles vitesses de marhe observées dans un ouloir non enombré, es données provenant dedi�érents pays. La onlusion est que la vitesse en régime libre suit une loi gaussienne demoyenne 1.34 m.s−1 et de d'éart-type 0.37 m.s−1.D'après [Wei93℄, d'autres paramètres in�uenent ette vitesse moyenne. En e�et, ettevitesse dépend :
• de l'âge et du sexe de l'individu onerné (la vitesse moyenne de déplaement deshommes est plus élevée que elle des femmes : 1.41 m.s−1 ontre 1.27 m.s−1) ;
• de la température extérieure (à 25◦ C, la vitesse moyenne diminue de 8% ) ;6



1.1. Etat de l'art
• du lieu onsidéré (par exemple, dans un esalier, la vitesse moyenne en montée estestimée à 0.9 m.s−1 alors qu'en desente elle est de 0.7 m.s−1).D'après [Wei93℄, la surfae oupée par une personne est d'environ 0.15 m2. Lorsque lespiétons sont dans une phase d'attente, la densité varie entre 2 et 3 individus par m2.De plus, des études ont été menées dans le but de mieux appréhender la relation entrevitesse moyenne et densité. Beauoup de travaux (par exemple [Fru71, NW69℄) ont onluà une relation linéaire entre vitesse et densité,

u = u0 − αρ , α > 0.Dans [Wei93℄, un autre type de relation est toutefois onsidéré,
u = β

[
1 − exp

(
−γ

(
1

ρ
− 1

ρjam

))] ave β, γ > 0.La relation entre vitesse et densité a aussi été étudiée dans d'autres situations que elletraitant d'un �ux unidiretionnel. Dans [AMH01℄, se trouvent des informations supplé-mentaires pour des �ux bi-diretionnels et multi-diretionnels. Par ailleurs, d'autres études[DH03, HD05℄ ont été menées pour déterminer la onséquene d'un rétréissement de voiessur la densité et la vitesse des piétons. Dans [DH03, HD05℄, une telle situation est réée,obligeant des personnes à passer dans un ouloir de 5 mètres de long et d'une largeur d'1mètre, de sorte que deux personnes ne peuvent pas rentrer dans le ouloir simultanément(un individu oupe une largeur de 50 entimètres). Les auteurs remarquent que lors desexpérienes, les gens marhent dans le ouloir de manière à réduire l'espae vide ommeillustré par la �gure 1.1, la densité atteignant alors la valeur de 2.5 piétons par m2. D'autrepart, la vitesse moyenne à ause du rétréissement déroît à environ 1 m.s−1. Les auteursen onsidérant les trajetoires que suivent les piétons pour rentrer dans un passage étroit(f. �g 1.2) parlent de zipper e�et.

Fig. 1.1 � Expériene réalisée dans [DH03, HD05℄. 7



Chapitre 1. Di�érents modèles pour représenter la foule

Fig. 1.2 � Trajetoires des individus observées ([DH03℄).1.1.2 Modèles utilisés pour la simulation des mouvements de fouleModèles utilisant des automates ellulairesLe premier modèle a été présenté dans [Nag98℄ et a ensuite été développé lors de nombreuxtravaux ([BA01, BKSZ01, Sh01, TN01℄). Ces modèles sont basés sur une disrétisationspatiale. Plus préisément le sol sur lequel se déplaent les individus, est déoupé en ar-rés. Par exemple, dans [KKWS01, KMKWS00℄, le �té du arré est �xé à 40 cm. Cettedisrétisation spatiale permet de prendre failement en ompte les obstales ave des asesinaessibles. En e qui onerne les autres ases, elles sont soit vides, soit oupées parune seule personne. Bien évidemment, le mouvement des individus s'e�etue en respetantette règle.Il y a deux manières de déplaer les individus en un pas de temps. La première metles positions des personnes à jour, individu après individu, l'ordre des individus étantaléatoire (Random Sequential Update). Cei failite la gestion des ontats entre indi-vidus puisqu'il s'agit juste de déplaer la personne ourante sur une ase enore ino-uppée (en respetant au mieux son souhait). Cette méthode est par exemple employéedans [KKWS01, KMKWS00℄ a�n de prendre en ompte une ertaine volonté individuellede s'a�rmer. La deuxième méthode est la mise à jour globale des positions (ParallelUpdate). Si plusieurs personnes veulent arriver à la même ase, on tire au hasard ungagnant qui ira sur ette nouvelle ase, les autres restant à leurs aniennes positions(f. [KKN+03, KNS03, KS02, SKN03℄).Tout en appliquant es méthodes (RSU ou PU) de mise à jour des positions, haque auto-mate ellulaire est aratérisé par les diretives de déplaement données à haque individu.Dans [KKWS01℄, trois diretions possibles (en avant, à gauhe et à droite) sont �xées,auxquelles sont assoiées des probabilités (la probabilité d'aller vers l'avant est hoisieplus grande). Autre exemple dans [KMKWS00℄, les personnes disposent d'une vitessemaximale quanti�ée en nombre de ases par pas de temps et dépendant des onditionsextérieures (diminution en as de mauvaise visibilité). À haque pas de temps, quand 'estleur tour de bouger, elles hoisissent une diretion optimale, au sens où elle-i leur per-8



1.1. Etat de l'artmet de parourir le plus de ases possibles vers la sortie. Si auun mouvement vers l'avantn'est possible, les personnes s'arrêtent et peuvent hoisir de ontourner après un ertaintemps. Il est aussi possible que les gens hangent soudainement de diretion ou s'arrêtentindéis suivant ertaines probabilités. Dans [Sti93℄, des automates ellulaires sont aussiutilisés mais haque piéton oupe plusieurs ases. Le hemin de toute personne doit sa-tisfaire plusieurs ontraintes, par exemple elle de non-ollision ave les autres individusou elle de passer par ertaines régions de l'espae et dans un ordre imposé. Ensuite, l'au-teur dé�nit le oût d'un hemin pouvant prendre en ompte di�érents paramètres ommesa longueur, l'e�ort à fournir pour l'emprunter ou son temps de parours. Finalement,le mouvement des piétons est traité globalement, en minimisant le oût total, sommedes oûts des hemins individuels, et ela tout en respetant les ontraintes imposéesaux hemins. Ce modèle est à la base du logiiel Legion dérit dans le hapitre 5 de lathèse [Sti00℄.Modèle de fores soialesDans [HM95℄, un modèle dit de fores soiales (soial fore model) est introduit. Il est ànoter qu'un modèle préurseur de e dernier se trouve dans [GM85℄. Le modèle de foressoiales se plae au niveau mirosopique et propose de dérire les mouvements de foulepar un système d'équations di�érentielles. Plus préisément, le déplaement de l'individu
i est régi par une équation du type,

dwi(t)

dt
= Fi(t),où wi est la vitesse dite préférée de la personne i et Fi(t) est la somme des fores s'exerçantsur l'individu i au temps t. Les fores mises en jeu sont des aélérations et des dééléra-tions dues aux diverses réations des individus quand ils perçoivent leur environnement(autres individus et obstales). Plus préisément, quatre fores di�érentes omposent leseond membre Fi(t) : deux fores de répulsion ave les autres individus et les obstales,une fore d'attration (vers un endroit stratégique ou une personne intéressante) et unterme d'aélération du type

v0
i ei(t) −wi(t)

τi

,où ei(t) est la diretion souhaitée (vers la destination), v0
i l'allure souhaitée et τi un ertaintemps de relaxation. Ensuite, les auteurs tronquent la vitesse préédente pour obtenir lavitesse souhaitée de la personne i : vi(t) est dé�nie par

vi(t) =





wi(t) si |wi(t)| ≤ vmax
i

vmax
i

wi(t)

|wi(t)|
sinonoù vmax

i est la norme maximale de la vitesse de la personne i.Modèles utilisant des graphesCes modèles représentent le sol ave des graphes. Plus préisément, les individus peuventse déplaer sur des noeuds qui sont reliés par des arêtes orientées. Cette disrétisation9



Chapitre 1. Di�érents modèles pour représenter la foulegère intrinsèquement la présene d'obstales. Ensuite, il reste à déterminer les heminsque vont prendre les piétons, on parle alors de Route hoie model. De nombreuses possibi-lités existent. Dans [BT86a, BT86b, BS90℄ par exemple, les hemins possibles onsidéréssont les plus ourts hemins entre les noeuds de départ et d'arrivée. Dans [Gip86℄, leshemins potentiels ne sont pas déterminés dans leur intégralité mais des destinationsintermédiaires sont d'abord générées en fontion de l'origine et de la destination �naledu trajet puis des sous-hemins possibles entre es étapes intermédiaires sont détermi-nés. Beauoup d'algorithmes existent pour aluler es plus ourts hemins (pour plusde détails voir [Daa04℄). Dans [GGLF01℄, l'enombrement et les onditions extérieures(présene de fumée) sont prises en ompte en pondérant les arêtes. Cette méthode est àla base du logiiel buildingEXODUS et de ses dérivés maritimeEXODUS et airEXODUS.D'autres modèles utilisant des �les d'attente [Løv94, YS89℄ (Queuing models) sont éga-lement basés sur des graphes. Dans es modèles, une loi de probabilité est dé�nie pourgérer l'arrivée des individus (par exemple une loi de Poisson). Ensuite, pour prendre enompte les �les d'attente grandissantes lorsque la demande du tra� piétonnier est plusgrande que la apaité de la porte, des temps d'attente aléatoires pondèrent les arêtes duréseau représentant les portes.Modèles marosopiquesDans [Hen74℄, pour la première fois la dynamique du tra� piétonnier est omparée à elled'un �uide. Ensuite, de nombreux modèles assimilant la foule à un �uide ont été proposés.Certains de es modèles [Hel92a, Hel92b, Hen71, Hen74, HB00℄ se basent sur la théorieinétique des gaz, pour dans un premier temps, dérire la dynamique de la fontion dis-tribution des vitesses. Dans [Hen71℄, le modèle de type �uide est obtenu en partant deséquations de type Maxwell-Boltzmann et en supposant la onservation du moment et del'énergie alors que dans [Hel92b℄, es hypothèses de onservation ne sont plus faites.D'autres modèles marosopiques (qui ne se basent pas sur la théorie inétique des gaz)sont proposés. Dans [Hug00, Hug02℄, plusieurs types d'individus sont onsidérés et leurdynamique est dérite par un ensemble d'équations aux dérivées partielles ouplées, quitraduisent la � onservation des piétons �. La vitesse d'un individu est dé�nie ommeune fontion de sa position et elle est déterminée de sorte que son temps de trajet soitminimal. Les régimes libre et enombré peuvent être observés dans des zones di�érentes,la transition pouvant auser une onde de ho. Dans [HB04b℄, ette idée est reprise pourdé�nir la vitesse des individus et d'autres fateurs à minimiser sont ajoutés. Une fon-tionnelle de oût ontenant plusieurs termes mettant en jeu le temps de trajet mais aussila distane aux obstales (pour pénaliser la proximité ave eux-i), l'énergie inétique(pour établir un ompromis entre le temps restant et les e�orts à fournir) est dé�nie.Un terme dépendant de la densité des individus (pour éviter les engorgements) et unautre pour traduire les e�ets stimulants de l'environnement (présene de magasins, ...)sont aussi ajoutés. Dans [HB04a℄, un modèle marosopique stohastique est proposé. Lesindividus sont distingués selon leur zone de destination. Une fontionnelle à minimiser estenore dé�nie mais la présene d'obstales est gérée autrement. Un ensemble de vitessesadmissibles est introduit a�n de prendre les obstales en ompte (en un point de l'obs-tale, les diretions des vitesses qui rentrent dans l'obstale sont interdites) et les normes10



1.1. Etat de l'artdes vitesses admissibles sont hoisies dépendant linéairement de la densité. La vitesse desindividus est la vitesse admissible qui réalise le minimum de ette fontionnelle.Remarque 1.1 Nous attirons ii l'attention sur le fait que es modèles ne traitent pasglobalement la foule mais distinguent les individus selon leurs vitesses ou leurs destina-tions. Dans les modèles type Route hoie models, quels que soient les ritères hoisispour déterminer les hemins potentiels, seul un nombre �ni de possibilités existe. Dans lesmodèles [HB04a, HB04b, Hug00, Hug02℄, l'absene de disrétisation permet de dépasseres limitations.1.1.3 Phénomènes observés dans le tra� piétonnier, e�ets d'auto-organisationDe nombreux travaux [Bat97, Hel04, HM97, HMFB01, HV99℄ réapitulent les phéno-mènes observés dans le tra� piétonnier et que retrouvent ertains modèles.Formation de �les lorsque deux groupes d'individus marhent en sens opposéQuand deux groupes d'individus, marhant en sens oppposé, se roisent, le �ux piéton-ner s'organise pour minimiser les interations entre les individus qui n'ont pas la mêmedestination. Pour ela, il se divise en plusieurs voies onstituées de personnes allant dansle même sens. La �gure 1.3 illustre bien et enhevêtrement de voies au sens de par-ours di�érent (�ngering pattern) de sorte que les personnes ayant la même diretion sesuivent à la �le. Dans [HM95℄, des résultats numériques assoiés au modèle de fores so-

Fig. 1.3 � Observation de �les à ontre-ourant.iales retrouvent e phénomène de séparation de �ux. Dans une allée large de 10 m seforment 4 ou 5 �les pour une densité de personnes de 0.3 piétons par m2 (f. �g. 1.4),et e nombre de voies semble roître linéairement en fontion de la largeur du hemin.Dans [HV99℄, et état optimal assoié à es interations minimales trouve une justi�-ation grâe à l'introdution d'une fontion de type entropie dans un adre maroso-pique. On retrouve aussi e phénomène ave des modèles basés sur des automates ellu-laires [BA01, BKSZ01, KKWS01, KS02, SKN03℄ (f. �g. 1.5). Dans [HFV00a℄, le modèle11



Chapitre 1. Di�érents modèles pour représenter la foule
Fig. 1.4 � Résultats numériques issus de [HM95℄.

Fig. 1.5 � Résultats numériques issus de [SKN03℄.de fores soiales est réutilisé pour simuler à nouveau la renontre de deux groupes depiétons se déplaçant en sens opposé. Mais aux di�érentes fores d'attration et de répul-sion déjà détaillées dans la sous-setion 1.1.2, ils ajoutent un terme stohastique pourréer des �utuations au niveau des vitesses des individus. Les auteurs remarquent quesi e terme devient trop important, la formation de �les n'a plus lieu et les individus sebloquent indé�niment en formant un réseau ristallin. Cette transition est onnue sous lenom de freezing by heating.Formes possibles du regroupement piétonnier en amont d'un passage étroitDe nombreuses études ont été menées pour mieux appréhender le omportement des pié-tons lors d'un rétréissement de voie (passage d'une porte par exemple). La forme deregroupement des individus en amont du passage étroit est tout à fait di�érente sui-vant la situation onsidérée, normale ou d'évauation d'urgene. Dans [HD05℄, des expé-rienes ont été menées pour observer l'espae oupé en amont d'un rétréissement devoie par des piétons évoluant dans un tra� normal. Les détails et résultats de es ex-périenes ont été préisés à la sous-setion 1.1.1 (f �gs 1.1 et 1.2). Cette région prend,d'après es travaux, la forme d'une moitié d'ellipse (dont le grand-axe est parallèle auouloir). D'après [Bol98℄, la forme optimale d'un rétréissement de voie est onvexe (f.�gure 1.6). La situation semble tout autre lors d'une évauation d'urgene. Dans e as,d'après [HFV00b℄, une zone d'engorgement se rée en amont de la sortie, zone dans la-quelle les gens se regroupent en formant un demi-disque (entré en la sortie). Nous verrons12



1.1. Etat de l'art

Fig. 1.6 � Di�érentes phases d'une optimisation d'un rétréissement de voie.dans la sous-setion 1.1.4 que le modèle de fores soiales adapté [HFV00b℄ et les modèlesutilisant des automates ellulaires [KS02, SKN03℄ permettent de retrouver es arhes (f.�gs 1.9 et 1.10). D'après [HFV00b℄, il est très important d'identi�er les zones où es arsse dessinent, puisqu'elles sont aratéristiques des lieux d'engorgement où apparaissent defortes pressions.Formation de réseaux piétonniers dans les espaes vertsLorsque les individus laissent des empreintes sur le sol, des hemins se forment et seulesquelques zones sont �nalement utilisées. Ces hemins évoluent au ours du temps puisqueles piétons peuvent délaisser une route toute traée s'ils estiment que elle-i fait de tropgrands détours. Ils prennent alors leur propre hemin si la qualité du sol est aeptable.Sur la �gure 1.7 issue de [HKM97℄, deux formes de réseaux omposés de trois heminssont observables. Le premier réseau omporte trois routes assez larges qui se rejoignenten formant un hemin � triangulaire � alors que dans le seond réseau, l'intersetion destrois voies est quasi-pontuelle. Dans [HKM97, HSKM97℄, un modèle (inspiré du modèlede fores soiales) est proposé dans le but de retrouver l'évolution du système de heminsempruntés par les hommes. Pour ela, ils dé�nissent un potentiel a�n de traduire l'attra-tivité des hemins. Plus un hemin est emprunté, plus il devient onfortable (disparitionde la végétation). Ensuite, la diretion d'un piéton est hoisie dépendante de la destina-tion et des hemins existants. Pour faire un ompromis entre le plus ourt hemin et leonfort des routes déjà traées, ils alulent la moyenne entre diretion souhaitée et legradient du potentiel préédemment dé�ni. Suivant les valeurs prises par les paramètresdu potentiel, les auteurs retrouvent numériquement les deux types de jontions observéspréédemment (f. �gure 1.8). 13



Chapitre 1. Di�érents modèles pour représenter la foule

Fig. 1.7 � Réseau piétonnier observé dans le ampus de Stuttgart-Vaihingen ([HSKM97℄).

Fig. 1.8 � Résultats numériques issus de [HSKM97℄.1.1.4 Simulations d'évauation d'urgeneBeauoup de modèles ont été proposés pour traiter de telles situations d'évauation.Commençons par détailler elui qui ne repose sur auune disrétisation spatiale : le modèlede fores soiales adapté présenté dans [HFV00b℄. Comme dans [HM95℄, le déplaementdes personnes est régi par un système d'équations di�érentielles mettant en jeu des foresd'interations ave les autres individus et ave les obstales, auxquelles ils ajoutent unefore de frition tangentielle entre les personnes. De plus, les auteurs souhaitent aussimodéliser la perte de patiene des individus ausés par de longs temps d'attente. Pourela, ils introduisent un paramètre ηi(t), représentant le taux d'impatiene à l'instant t,dé�ni par
ηi(t) = 1 − vi(t)

v0
i

,14



1.1. Etat de l'artoù vi(t) est la vitesse réelle moyenne dans la diretion souhaitée de la personne i et v0
iest la vitesse souhaitée initialement dans ette même diretion. Le terme vitesse signi�el'allure, la norme du veteur vitesse. Ce taux modi�e la vitesse souhaitée à l'instant t,selon

v0
i (t) = [1 − ηi(t)]v

0
i + ηi(t)v

max
i .Un as numérique traite de l'évauation de 200 personnes d'une pièe sans obstale aveune unique porte de sortie (d'une largeur d'un mètre). Les rayons ont été pris distintspour ne pas faire apparaître de on�gurations ristallines. Lors des simulations, les auteursremarquent qu'au début, plus la vitesse souhaitée v0

i augmente, meilleur est le temps desortie T des 200 personnes. Mais, dès que v0
i dépasse une ertaine valeur (1.5 m.s−1), desbloages au niveau de la porte apparaissent : pendant quelques seondes, auune personnene sort (f. �g 1.9). Et �nalement le temps T augmente. Les auteurs parlent de faster-

Fig. 1.9 � Résultats numériques issus de [HFV00b℄.is-slower e�et : quand les personnes perdent patiene, leur vitesse souhaitée augmente,e qui aroît les fores de frition. En�n, si v0
i dépasse 5 m.s−1, des personnes sont bles-sées et deviennent des obstales passifs pour les autres. Les auteurs onsidèrent que desindividus se retrouvent ainsi immobilisés si la somme des amplitudes des fores radialesdivisée par leur ironférene dépasse une pression de 1600 N.m−1. En dernier lieu, lesauteurs veulent modéliser le omportement de masse, qui rée une fâheuse tendane àne pas utiliser toutes les sorties disponibles, en faisant dépendre la diretion souhaitée dela personne i de la diretion moyenne de ses voisins se trouvant à une ertaine distane.Si ette dépendane est faible, des omportements individualistes en résultent, sinon 'estun omportement moutonnier qui apparaît. Les auteurs ont appliqué ei au as de 90personnes présentes dans une salle enfumée (sans obstale) qui dispose de deux sorties.Le meilleur temps d'évauation est obtenu quand on ombine les deux omportements :quelques personnes repèrent les sorties et les autres les suivent. Dans le as d'un individua-lisme pur, les personnes partent dans des diretions opposées et se gênent mutuellement,alors qu'un omportement de masse onduit à l'utilisation d'une unique sortie.Nous passons maintenant aux modèles utilisant une disrétisation spatiale en débutant parles modèles basés sur des automates ellulaires. Ave le modèle présenté dans [KMKWS00℄15



Chapitre 1. Di�érents modèles pour représenter la fouleet détaillé dans la sous-setion 1.1.2, plusieurs simulations d'évauations d'urgene ontété e�etuées dans di�érents lieux : dans une éole primaire [KMKS01℄, dans un na-vire [KMKWS00, MKKKS01℄. Les auteurs omparent leurs résultats numériques aveleurs données expérimentales. Dans [KMKS01℄, le temps d'évauation numérique est in-férieur à elui observé lors des expérienes. Les auteurs expliquent ela par le fait queles élèves onnaissent bien les lieux et obéissent à leur maîtresse, e qui a tendane àoptimiser le temps d'évauation. De plus, les meubles dans les salles de ours ne sont paspris en ompte alors que leur présene a pour e�et d'améliorer la �uidité des groupes.Dans [HINT03℄, les tables dans les salles de lasse n'étant pas négligées, les résultats ob-tenus par simulation oïnident mieux ave les résultats expérimentaux.Dans [KMKWS00℄ qui traite de l'évauation d'un navire, le temps de sortie de la premièrepersonne est bien approhé mais elui de la dernière (et don le temps d'évauation) estassez éloigné des résultats expérimentaux. Ces résultats sont améliorés dans [MKKKS01℄grâe à quelques modi�ations. D'une part, le mouvement du bateau est pris en ompteen utilisant un fateur de rédution de vitesse des individus (dépendant de l'aélérationdu navire). D'autre part, les déplaements des gens sont mieux appréhendés et sont ren-dus dépendant des onditions extérieures. Par exemple, lorsque les onditions de visiblitésont bonnes, les personnes traversant un orridor ne rasent pas les murs dans le modèle,quand elles savent qu'elles tournent au bout du ouloir. En revanhe, en as de mauvaisevisibilité, les personnes auront tendane à longer es derniers.Un autre modèle d'automates ellulaires est utilisé pour simuler l'évauation d'une salle[KS02℄ ou d'un avion [KKN+03℄. Dans e modèle, les piétons peuvent se déplaer sur 4ases (en haut, en bas, à gauhe, à droite) suivant des probabilités de transition qui dé-pendent de deux hamps, statique noté S et dynamique noté D. Le premier indépendantdu temps aratérise l'attrativité d'une zone. Dans le adre d'une évauation, haque asea une valeur de S qui dépend de sa distane à la sortie. Plus elle-i est petite, plus lavaleur est grande. Le seond hamp D varie en fontion du temps et représente en quelquesorte une trae virtuelle laissée par les piétons. Cette méthode s'inspire des automates el-lulaires modélisant les déplaements de fourmis. Ces dernières déposent des phéromonespour que leurs ongénères puissent les suivre (pour plus de détails voir [SKN03℄). À l'ins-tant initial, le hamp D est nul sur toutes les ases et dès qu'un piéton arrive sur une ase,il augmente la valeur de D de 1 pour elle-i. D'autre part, le hamp D di�use selon laprobabilité α et se détériore selon la probabilité δ. Finalement, la probabilité de transitionpour aller sur la ase (i, j) est alulée omme suit,
pij = N exp(kDDij) exp(kSSij)ξij ,ave kD, kS > 0 et où ξij vaut 0 si la ase est oupée (par une autre personne ou unobstale) et 1 sinon. Le réel N est un fateur de renormalisation. Le paramètre kS mesureen quelque sorte la onnaissane de la loalisation de la sortie par les individus, alors quele paramètre kD évalue la tendane des personnes à suivre les autres. En faisant varier esdeux éléments, les auteurs s'aperçoivent que le temps d'évauation est minimal lorsquees derniers sont du même ordre de grandeur, e qui oïnide ave les résultats présentésdans [HFV00b℄ (même type d'expérienes dans une pièe présentant deux sorties). Deplus, les auteurs de [KS02, SKN03℄ retrouvent aussi le phénomène de formation d'arhes(f. �g 1.10). Dans [KNS03℄, les auteurs utilisent le modèle dérit préédemment ave16



1.1. Etat de l'art

Fig. 1.10 � Résultats numériques issus de [SKN03℄.une méthode de mise à jour parallèle des positions. Pour insister sur la ompétition entreindividus, ils introduisent, lorsque les personnes essaient d'atteindre la même ase, unparamètre de frition qui est la probabilité que tout le monde reste à sa plae. D'autresmodèles utilisant des graphes orientés [BT86a, BT86b, Løv94, YS89℄ et déjà détaillésdans la sous-setion 1.1.2 sont aussi employés pour simuler des situations d'évauation.Toutefois, d'après [HMFB01℄, es modèles ne permettent pas de retrouver les phénomènesde formations d'arhes préédemment évoqués.Remarque 1.2 Dans le as d'une évauation d'urgene, il est beauoup plus di�ile deomparer les résultats numériques à des données réelles quasiment inexistantes. De plus,reréer la panique lors d'une expériene ave des personnes volontaires n'est pas non plushose aisée puisque bien évidemment il n'est pas question que des gens se blessent lorsde es tests. Dans [MBM96℄, deux expérienes d'évauation d'un avion ont été menéesave 60 personnes environ. Dans la première expériene, on demandait aux gens de sortirrapidement, dans la seonde, on donnait de l'argent aux 30 premiers sortis. La largeurde la porte de sortie était inférieure à 70 cm. Le temps d'évauation dans le premieras s'est avéré bien inférieur à elui mesuré dans le seond : la surmotivation de tous lesindividus est don ontre-produtive. On s'attend à retrouver e problème lors de situationsd'évauation d'urgene.Cei termine la présentation des modèles employés pour simuler des situations d'évaua-tion d'urgene. Ces derniers utilisent don di�érentes méthodes de gestion des ontats.Dans le modèle de fores soiales, les ontats entre les individus sont gérés à l'aide defores de répulsion, hoisies très singulières, e qui impose de fortes ontraintes sur le pasde temps utilisé lors de la résolution des équations di�érentielles. Les modèles les plussouvent utilisés (ar moins oûteux en temps de alul) sont les modèles basés sur unedisrétisation spatiale (automates ellulaires ou graphes orientés). Toutefois, es derniersqui ne gèrent pas diretement les ontats entre les individus ne rendent pas véritable-ment ompte des fortes interations loales qui peuvent apparaître entre les piétons. Nousdérivons maintenant le modèle qui fait l'objet du présent travail.
17



Chapitre 1. Di�érents modèles pour représenter la foule1.2 Desription d'un nouveau modèleNous proposons un modèle mirosopique de mouvements de foule ayant pour prinipalobjetif de simuler des situations de on�gurations denses typiques des as d'urgene. Cemodèle repose sur deux prinipes :1. haque personne a une vitesse souhaitée, elle qu'elle aurait en l'absene des autres ;2. la vitesse réelle des individus doit prendre en ompte une ertaine ontrainte d'en-ombrement maximal. Plus préisément, les personnes identi�ées à des disques ri-gides, doivent respeter une ontrainte de non-hevauhement.Dans notre modèle, la vitesse réelle est la projetion de la vitesse souhaitée sur un ensemblede vitesses admissibles (respetant la ontrainte de non-hevauhement). Ce dernier pointpermet de traiter diretement les ontats entre les individus.Pour préiser es deux prinipes, nous introduisons quelques notations. Nous onsidérons
N personnes assimilées à des disques rigides et évoluant dans un espae bidimensionnelpouvant ontenir des obstales. La personne i est représentée par le disque de entre
qi = (qx

i , qy
i ) ∈ R2 et de rayon ri. Quant aux obstales présents (murs, tables, ...), ils sontmodélisés par un ensemble de segments. Ainsi, ette représentation fournit en quelquesorte une vue de dessus de la pièe (f. �g. 1.11).

Fig. 1.11 � Représentation de la situation.La on�guration des N piétons est donnée par le veteur position q = (q1, . . . , qN ) ∈ R2N(espae muni de la norme eulidienne). On note Dij la distane relative entre les personnes
i et j (f �g.1.12).PSfrag replaements
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Dij(q)Fig. 1.12 � Notations.18



1.2. Desription d'un nouveau modèleVitesse souhaitéeLe premier point du modèle onsiste à hoisir une vitesse souhaitée pour les individus.Ce hoix est très important puisque ette vitesse ontient toutes les informations sur leomportement des piétons. Elle doit traduire dans quelle mesure la géométrie des lieux etla présene d'autres personnes in�uenent les déplaements d'un individu. D'une part, lavitesse souhaitée d'un piéton dépend du lieu où e dernier évolue. Il est par exemple es-sentiel de prendre en ompte les obstales présents dans une pièe et de préiser ommentles piétons vont vouloir les ontourner. La vitesse souhaitée d'un individu est ainsi dé-pendante de sa propre position dans la pièe. Pour dérire e fait, il existe de nombreusespossibilités. Cette vitesse souhaitée peut par exemple être onstruite à la main, et pourtraduire la présene d'un panneau de sortie, on peut donner des diretions privilégiées àelle-i. On peut aussi herher à dé�nir ette dernière de manière systématique dès que lagéométrie est donnée. Nous avons par exemple hoisi (f. setion 5.2) de prendre ommevitesse souhaitée pour toutes les personnes la vitesse dirigée par le plus ourt hemin versune sortie, qui évite bien entendu les obstales (la norme de la vitesse étant �xée).D'autre part, la vitesse souhaitée d'un individu peut aussi dépendre de la présene desautres piétons. Lorsque plusieurs hemins sont possibles, les personnes pressées ont sou-vent tendane à emprunter le hemin le moins embouteillé. Il est tout à fait envisageablede distinguer les piétons en les munissant de di�érentes stratégies en as de situationengorgée (f. setion 6.4). Toutefois, on prendra garde au fait que lors d'une évauationd'urgene, les personnes en proie à la panique ne développent pas en général de stratégiesindividuelles. Nous proposons d'autres hoix dans le hapitre 6, mais toute alternativeest possible, par exemple en s'inspirant des résultats obtenus lors d'études menées sur leomportement piétonnier.Supposons que la vitesse souhaitée des individus est hoisie. On dé�nit Ui(q) ∈ R2, lavitesse souhaitée de la personne i, dépendant potentiellement de la on�guration globale
q. Le veteur vitesse des N personnes est noté

U(q) = (U1(q), . . . , UN(q)) .Vitesse réelleIl reste à préiser le seond point du modèle qui permet de gérer les ontats entre lespiétons. Dans une situation d'évauation, mettant en jeu un grand nombre d'individus,les personnes �nissent par se gêner mutuellement et ne peuvent avaner ave leur vitessesouhaitée. Dès qu'il y a ontat entre les personnes i et j, la vitesse e�etive ne peutqu'augmenter (au sens large) la distane entre elles. C'est pourquoi, on introduit unensemble de vitesses dites admissibles, dé�ni omme suit,
Cq =

{
v ∈ R2N , ∀i < j , Dij(q) = 0 ⇒ ∇Dij(q) · v ≥ 0

}
.Dans le modèle, la vitesse réelle u est la projetion eulidienne de la vitesse souhaitée

U sur l'ensemble des vitesses admissibles Cq (onvexe fermé). Le modèle s'érit don�nalement :
dq

dt
= PCqU.Ce modèle permet aussi d'empêher les personnes poussées vers les obstales de les tra-verser. En e�et, les ontats entre les individus et les obstales sont gérés numériquement19



Chapitre 1. Di�érents modèles pour représenter la foulede la même manière que les ontats entre piétons.Malgré la simpliité apparente de e modèle, nous n'avons pas trouvé dans la littérature deadre théorique qui permette d'en attester immédiatement le aratère bien posé. Sur leplan numérique également, auun shéma standard ne s'impose. Ces onsidérations théo-riques et numériques font l'objet des parties I et II. Nous reverrons dans la partie III, desonsidérations plus prohes de la modélisation et des aspets de programmation e�etive.
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Chapitre 2. Cadre mathématique et résultatsDans e hapitre, nous ommençons l'étude mathématique du modèle présenté à lasetion 1.2. Après reformulation, nous verrons que le problème prend la forme d'uneinlusion di�érentielle. Dans un premier temps, nous prouvons le aratère bien posé dee problème dans un as partiulier où les N individus sont ontraints à se déplaerdans un ouloir. Ensuite, nous expliquons les di�ultés soulevées par la généralisationau déplaement bidimensionnel. En�n, nous préisons le adre mathématique généraldans lequel le problème d'inlusion di�érentielle se situe, avant d'appliquer les résultatsthéoriques assoiés.2.1 ReformulationNous rappelons brièvement les notations introduites à la setion 1.2 et nous en intro-duisons de nouvelles. La on�guration des N personnes assimilées à des disques rigidesest donnée par le veteur position q = (q1, . . . , qN) ∈ R2N . L'espae R2N est muni de sanorme eulidienne,
|q| =

√√√√
N∑

i=1

|qi|2, où |qi|2 = (qx
i )2 + (qy

i )
2.Le produit salaire assoié de 2 veteurs v et w de R2N est noté v · w. On dé�nit pour

i < j sur R2N , la fontion Dij , distane relative entre les personnes i et j, de la manièresuivante,
Dij(q) = |qi − qj | − (ri + rj).La nullité de ette fontion aratérise don le ontat entre es deux personnes. Uneon�guration est dite admissible si les distanes relatives entre toute paire d'individussont positives. L'ensemble de es on�gurations s'érit don de la manière suivante,Dé�nition 2.1 (Ensemble de on�gurations admissibles)

Q0 =
{
q ∈ R2N , ∀i < j , Dij(q) ≥ 0

}
.PSfrag replaements
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eij(q)

−eij(q)

qj
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Dij(q)Fig. 2.1 � Notations.De plus, pour tout q ∈ Q0, on dé�nit (f. �g. 2.1) le veteur unitaire eij(q) se dirigeantde la personne i vers la personne j, omme suit,

eij(q) =
qj − qi

|qj − qi|
.24



2.1. ReformulationCei nous permet de préiser l'expression du veteur Gij(q), gradient de la fontion Dijau point q :
Gij(q) = ∇Dij(q) = (0, . . . , 0, −eij(q) , 0, . . . , 0, eij(q) , 0, . . . , 0) ∈ R2N .

i jLe veteur vitesse souhaitée des N personnes est noté U(q) = (U1(q), . . . , UN(q)) . Pourdé�nir la vitesse réelle, on introduit un ensemble de vitesses dites admissibles.Dé�nition 2.2 (Ensemble de vitesses admissibles)
Cq =

{
v ∈ R2N , ∀i < j , Dij(q) = 0 ⇒ Gij(q) · v ≥ 0

}
.Propriété 2.3 Cq est un �ne onvexe fermé non vide de sommet 0.Dans le modèle, la vitesse réelle u des N individus est la projetion eulidienne de lavitesse souhaitée U sur l'ensemble des vitesses admissibles Cq. Le modèle s'érit don�nalement : 




q = q0 +

∫
u,

u = PCqU.

(2.1)Remarque 2.4 Cette ériture assez simple sous la forme d'une équation di�érentielledu premier ordre masque ertaines di�ultés. L'ensemble Cq ne dépend pas ontinûmentde q. En e�et, lorsque la on�guration q ne présente auun ontat, l'ensemble Cq estl'espae R2N (il n'y a auune ontrainte sur la vitesse). Mais dès qu'apparaît un ontat,et ensemble se transforme en un demi-espae.Pour préiser le adre mathématique dans lequel e problème se situe, une reformulationde (2.1) est néessaire. On introduit pour q ∈ Q0, le �ne Nq, �ne polaire de Cq qu'onappelle �ne normal sortant au point q. On expliquera ette dénomination lors de laremarque 2.7.Dé�nition 2.5 (C�ne normal sortant)
Nq = {w ∈ R2N , ∀v ∈ Cq , v · w ≤ 0}.Grâe au lemme de Farkas (lemme B.1 p. 146), l'expression du �ne Nq peut être préisée.Proposition 2.6

Nq =

{
−
∑

i<j

µijGij(q) , µij ≥ 0 , µij = 0 si Dij(q) > 0

}
. 25



Chapitre 2. Cadre mathématique et résultatsDémonstration :Ce résultat est e�etivement une onséquene direte du lemme de Farkas. Toutefois, onprésente ii une autre preuve qui s'appuie sur la notion de �ne polaire (f. Annexe Cp. 149). On dé�nit Icontact = {(i, j) , i < j , Dij(q) = 0}. Le fait qu'un veteur v appar-tienne à Cq est équivalent à la propriété suivante,
∀(i, j) ∈ Icontact , Gij(q) · v ≥ 0.Cei équivaut aussi à

∀µij ≥ 0 ,
∑

(i,j)∈Icontact

µijGij(q) · v ≥ 0.Si on dé�nit
Fq =



−

∑

(i,j)∈Icontact

µijGij(q) , µij ≥ 0



 ,on vient de montrer que Cq = F ◦

q . Comme Cq est un �ne onvexe fermé de sommet 0, onsait d'après la proposition C.4 p. 151 que Cq
◦◦ = Cq. Par onséquent,

F ◦
q = Cq = Cq

◦◦ = N ◦
q .Ainsi, F ◦◦

q = Nq
◦◦. Toujours grâe à la proposition C.4, on obtient que Fq = Nq. �
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Cq1Fig. 2.2 � C�nes Cq et Nq.Remarque 2.7 (Appellation �ne normal sortant)Sur la �gure 2.2, on a shématisé l'ensemble Q0 ⊂ R2N qui par dé�nition (dé�nition 2.1p. 24) est une intersetion de omplémentaires de onvexes. Sur ette �gure, sont repré-sentées deux on�gurations admissibles q1 et q2 de Q0, a�hant respetivement un et26



2.1. Reformulationdeux ontats. On remarque que dans le as d'un unique ontat, le �ne Nq1 est engen-dré par la normale sortante au domaine d'équation D34 ≥ 0, qui est le veteur −G34(q1)renormalisé. Dans le as de deux ontats (ou plus), la on�guration q2 est un point oùla surfae est non lisse et le �ne Nq2 (engendré par −G12(q2) et −G13(q2)) étend enquelque sorte la notion de diretion normale sortante.Réérivons maintenant le système (2.1). Grâe à la proposition C.3 p. 150, on peut expri-mer la projetion sur Cq en fontion de la projetion sur Nq. On obtient ainsi que
u = PCqU = U − PNq

U.Par onséquent, le système (2.1) devient




dq

dt
+ PNq

U(q) = U(q)

q(0) = q0.

(E1)En érivant que PNq
U ∈ Nq, on obtient la relation suivante entre vitesse réelle et vitessesouhaitée : 




dq

dt
+ Nq ∋ U(q),

q(0) = q0.

(E2)On aboutit don à une inlusion di�érentielle du premier ordre faisant intervenir l'opéra-teur multivalué (ou multivoque) N , qui à un point q ∈ R2N assoie le �ne Nq ⊂ R2N(en posant pour tout point q /∈ Q0, Nq = ∅) .Remarque 2.8 (Interprétation de l'inlusion di�érentielle)Si une on�guration q ne présente auun ontat, alors l'ensemble des vitesses admissibles
Cq est l'espae R2N , et par onséquent le �ne normal sortant Nq est égal à {0}. Dans eas, la première relation de (E2) a�rme juste

dq

dt
= U(q).Quand il n'y a pas de ontat, il n'existe pas de ontraintes et la vitesse réelle est égale àla vitesse souhaitée. Lorsque des ontats existent, l'inlusion di�érentielle traduit justele fait suivant : la on�guration q qui est soumise au hamp U(q), doit évoluer tout enrestant dans Q0.Remarque 2.9 L'ériture de notre problème sous la forme d'une inlusion di�érentielle

(E2) implique une perte d'information par rapport au problème de départ (E1). Cependanton verra que dans le as partiulier de la setion 2.2 (as où les personnes se déplaentdans un ouloir) es deux éritures sont en fait équivalentes. La solution régulière duproblème d'inlusion di�érentielle véri�e bien l'équation di�érentielle initiale. 27



Chapitre 2. Cadre mathématique et résultats2.2 Cas partiulier : déplaement dans un ouloirDans ette setion, on onsidère un as partiulier où des personnes évoluent dans unouloir si étroit qu'elles ne peuvent se dépasser (f. �g. 2.3). Les entres des disques sontalors repérés par une seule oordonnée : on travaille maintenant dans l'espae RN . Il estalors naturel de restreindre Q0 à l'une de ses omposantes onnexes.
Fig. 2.3 � Cas du ouloir.Ainsi, Q0 s'érit de la façon suivante

Q0 = {q = (q1, ..., qN) ∈ RN , qi+1 − qi ≥ ri + ri+1}. (2.2)Autrement dit, on a imposé un ordre sur la position des partiules, ordre qui sera toujoursrespeté, grâe à la ontrainte de non-hevauhement. On observe failement la propriétésuivante.Propriété 2.10 Q0 est un onvexe fermé de RN .Dans e as partiulier, Cq s'érit aussi plus simplement,
Cq = {v ∈ RN , ∀i qi+1 − qi = ri+1 + ri ⇒ vi+1 − vi ≥ 0}. (2.3)L'interprétation est simple : si les personnes i et i + 1 sont en ontat, la personne i + 1qui se trouve à l'avant doit avaner plus vite que la personne i située à l'arrière. De plus,on rappelle que le �ne normal sortant Nq est le �ne polaire de Cq, 'est-à-dire que

Nq = {w ∈ RN , ∀v ∈ Cq , v · w ≥ 0}. (2.4)On herhe maintenant à érire autrement Nq pour déterminer les propriétés de l'opéra-teur N . Pour ela, nous allons d'abord exprimer l'ensemble Cq en fontion de Q0.Proposition 2.11 On a pour tout q ∈ Q0, l'égalité suivante,
Cq =

⋃

λ>0

λ (Q0 − q) .Démonstration :On ommene par montrer une première inlusion : ⋃
λ>0

λ (Q0 − q) ⊂ Cq.Soit w ∈
⋃

λ>0

λ (Q0 − q), omme
Q0 − q =

{
p ∈ RN , ∀i pi+1 − pi ≥ ri+1 + ri − (qi+1 − qi)

}
,28



2.2. Cas partiulier : déplaement dans un ouloirle veteur w véri�e la propriété suivante,
∃λ > 0 , ∀i , wi+1 − wi ≥ λ (ri+1 + ri − (qi+1 − qi)) .En partiulier, si qi+1 − qi = ri+1 + ri alors on a néessairement wi+1 − wi ≥ 0. Enonséquene, on en déduit que w ∈ Cq.Il reste maintenant à prouver l'autre inlusion : Cq ⊂

⋃

λ>0

λ (Q0 − q).Soit w ∈ Cq, on dé�nit l'ensemble J = {j , qj+1 − qj > rj+1 + rj et wj+1 − wj < 0}. Si
J 6= ∅, on pose

λw = max
j∈J

{
wj+1 − wj

rj+1 + rj − (qj+1 − qj)

}
> 0.Sinon, on pose λw = 1. Montrons qu'alors

∀i , wi+1 − wi ≥ λw (ri+1 + ri − (qi+1 − qi)) .Si i ∈ J , le résultat est vrai par dé�nition de λw. Si i /∈ J , deux as sont possibles.Soit qi+1 − qi = ri+1 + ri, et omme on a w ∈ Cq, néessairement wi+1 − wi ≥ 0. Soit
qi+1−qi > ri+1 +ri et wi+1−wi ≥ 0, on a alors wi+1−wi ≥ 0 > λw(ri+1 +ri− (qi+1 − qi)).Dans les deux as, l'inégalité est véri�ée, e qui prouve que

w ∈ λw(Q0 − q).La deuxième inlusion est ainsi démontrée. �Nous allons maintenant préiser la bonne propriété véri�ée par l'opérateur N . Pour ela,on introduit IQ0 l'indiatrie de Q0 et ∂IQ0 (q) le sous-di�érentiel de ette fontion aupoint q ∈ RN (f. dé�nitions A.2 et A.3 p. 142).Proposition 2.12 L'opérateur N est maximal monotone.Démonstration :Il su�t de véri�er que Nq est le sous-di�érentiel de l'indiatrie de Q0 au point q. Ene�et, d'après la proposition 2.11, on a
∀q ∈ Q0 , Cq =

⋃

λ>0

λ (Q0 − q) .En prenant le �ne polaire de es deux ensembles, on obtient grâe à la proposition A.4p. 143, l'égalité suivante pour tout q ∈ Q0 :
Nq = C◦

q =

(
⋃

λ>0

λ (Q0 − q)

)◦

= ∂IQ0 (q) . (2.5)Par ailleurs, pour tout q /∈ Q0, on a Nq = ∅ = ∂IQ0 (q). Ainsi, Nq = ∂IQ0 (q) pour tout
q ∈ R2N . On onlut alors grâe à la proposition A.7 p. 143 que l'opérateur N = ∂IQ0est maximal monotone. �Dès lors, on peut appliquer les résultats de la théorie des opérateurs maximaux monotonespour en déduire que le problème (E2) est bien posé. 29



Chapitre 2. Cadre mathématique et résultatsThéorème 2.13 (Existene et uniité d'une solution à l'inlusion di�érentielle)Soit Q0 dé�ni par (2.2) p. 28 et soit U lipshitz, alors pour tout T > 0, pour tout q0 ∈ Q0,il existe une unique fontion q ∈ W 1,1
(
[0, T ], RN

) solution de




dq

dt
+ Nq − U (q) ∋ 0,

q (0) = q0,

(E2)où Nq est le �ne normal sortant au point q, dé�ni par (2.4) p. 28.Démonstration :Ce résultat déoule immédiatement du théorème D.4 p. 154. Véri�ons qu'on se trouvebien dans le adre de e dernier. On travaille dans l'espae de Hilbert H = RN muni dela norme eulidienne anonique. L'opérateur N est maximal monotone et son domaine
D (N ) est égal à Q0, d'intérieur non vide. En�n le aratère lipshitzien de U permet devéri�er les dernières hypothèses du théorème D.4. �On peut maintenant véri�er e qui était annoné dans la remarque 2.9 p. 27, à savoir quela solution préédente au problème d'inlusion di�érentielle (E2) est en fait solution del'équation di�érentielle (E1).Théorème 2.14 (Existene et uniité d'une solution à l'équation di�érentielle)Soit Q0 dé�ni par (2.2) p. 28 et soit U lipshitz, alors pour tout T > 0, pour tout q0 ∈ Q0,il existe une unique fontion q ∈ W 1,1

(
[0, T ], RN

) solution de




dq

dt
+ PNq

(U (q)) = U (q) ,

q (0) = q0,

(E1)où Nq est le �ne normal sortant au point q, dé�ni par (2.4) p. 28.Démonstration :On onsidère la fontion q solution du problème (E2) résolu au théorème 2.13 ave pourdonnée initiale q0. On dé�nit alors la fontion f : t 7→ f(t) = U(q(t)). Comme U estlipshitz et q ontinue, la fontion f est dans C0 ([0, T ], H). Considérons maintenant leproblème suivant : trouver une fontion p solution de




dp

dt
+ Np ∋ f,

p (0) = q0.D'après le théorème D.5 p. 154, il existe une unique solution p ∈ W 1,∞ ([0, T ], H) à eproblème d'inlusion di�érentielle. De plus, ette fontion p possède une dérivée à droiteen tout point t ∈]0, T [ véri�ant
d+p

dt
(t) = f(t) − PNp(t)

(f(t)).30



2.3. Problèmes renontrés lors de la généralisationComme p ∈ W 1,∞ ([0, T ], H), la fontion p est lipshitzienne et elle est don dérivablepresque partout, d'après le théorème de Rademaher. Ainsi, on obtient
dp

dt
(t) = f(t) − PNp(t)

(f(t)) p.p.Par uniité de la solution au problème d'inlusion di�érentielle (E2) et sahant que
W 1,∞ ([0, T ], H) ⊂ W 1,1 ([0, T ], H) ar T < ∞, on onlut que p = q. Par onséquent, onobtient

dq

dt
(t) = U(q(t)) − PNq(t)

(U(q(t))) p.p.

�2.3 Problèmes renontrés lors de la généralisationLa simple généralisation des préédents résultats est impossible quand on permet aux
N personnes de se déplaer dans le plan. L'ensemble des on�gurations admissibles donton rappelle l'expression :

Q0 =
{
q ∈ R2N , ∀i < j , Dij(q) ≥ 0

}
,n'est pas un ensemble onvexe. En e�et sur la �gure 2.4, sont représentées trois on�gu-rations, q et q̃ ainsi que leur moyenne q̄. On voit failement que q et q̃ appartiennentPSfrag replaements

q̄2

q̄1

q̃2

q̃1
q2q1on�guration q on�guration q̃ on�guration q̄ =

q + q̃

2Fig. 2.4 � Défaut de onvexité.à Q0, mais pas q̄. En onséquene, l'argument (f. propriété 2.10) faisant le lien entrel'opérateur N et Q0 ne peut être réutilisé.Montrons pour �nir ette setion que l'opérateur N n'a plus de propriété de monoto-nie (f. dé�nition D.2 p. 154).Dans le as de N = 2 personnes, on peut montrer que l'opérateur −N est maximalmonotone. En e�et, quand on onsidère uniquement 2 individus,
Q0 = {q ∈ R4 , D12(q) ≥ 0}est alors le omplémentaire d'un onvexe, puisque D12 est une fontion onvexe. Si ondé�nit C = {q ∈ R4 , D12(q) ≤ 0}, alors on a Nq = −∂IC(q). Par onséquent, −N est31



Chapitre 2. Cadre mathématique et résultatsun opérateur maximal monotone (f. théorème A.7 p. 143).Lorsque N ≥ 3, on peut montrer que ni l'opérateur N , ni l'opérateur −N ne sont maxi-maux monotones. Pour simpli�er les notations, on se plae ii dans R6 en ne onsidérantque 3 individus, mais la preuve est failement généralisable à R2N pour N > 3. On pose
r1 = r2 = r3 = 1 (là enore sans perte de généralité) et on se donne don q = (q1, q2, q3)et q̃ = (q̃1, q̃2, q̃3), deux on�gurations admissibles (f. �g. 2.5).

PSfrag replaements
q̃2

q̃3

q3

q2q1 = q̃1

α

Fig. 2.5 � Défaut de monotonie.Plus préisément, on hoisit,
q = (−1, 0, 1, 0, 1, b) et q̃ = (−1, 0, 1, 5, 2 cosα − 1, 2 sinα) ,où b ∈ R ave |b| > 2, e qui implique,

q̃ − q = (0, 0, 0, 5, 2 cosα − 2, 2 sin α − b) .Comme D12(q) = 0 = D13(q̃), on sait d'après la proposition 2.6 p. 25, que
Nq = −R+G12(q) et Neq = −R+G13(q̃).Par onséquent,

Nq = R+ (1, 0,−1, 0, 0, 0) et Neq = R+ (cos α, sin α, 0, 0,− cosα,− sin α) .D'où, en posant n = (1, 0,−1, 0, 0, 0) ∈ Nq et ñ = (cos α, sin α, 0, 0,− cosα,− sin α) ∈ Neq,on obtient
ñ − n = (cos α − 1, sin α, 1, 0,− cosα,− sin α) .32



2.4. Cadre mathématiqueAinsi,
(ñ− n, q̃ − q) = − cos α (2 cos α − 2) − sin α (2 sin α − b)

= −2 cos2 α + 2 cos α − 2 sin2 α + b sin α

= 2 cosα − 2 + b sin α

= 2(cosα − 1) + b sin α.On remarque que, si α est positif, prohe de 0, ette quantité a le même signe que b. Enonlusion, ni N , ni −N n'est un opérateur monotone.2.4 Cadre mathématique2.4.1 Notion de prox-régularitéDans la setion 2.3, on a évoqué le défaut de onvexité de Q0, ensemble des on�gu-rations admissibles. La bonne propriété d'un onvexe fermé C inlus dans un espae deHilbert est que la projetion sur C de tout point de l'espae est bien dé�nie, autrementdit, il existe un unique point de C qui réalise le minimum de la distane à C. L'ensemble
Q0 présente une propriété plus faible : la projetion sur Q0 est bien dé�nie pour tous lespoints situés à une distane su�samment petite de Q0. L'ensemble Q0 est dit uniformé-ment prox-régulier.Le onept de prox-régularité uniforme a été introduit par H. Federer dans [Fed59℄en dimension �nie sous le nom d'ensembles �positively reahed�. Puis les ensembles prox-réguliers dans un espae de Hilbert ont été onsidérés par A. Canino dans [Can88℄ sous lenom d'ensembles �p-onvexes�, et aussi par F.H. Clarke, R.J. Stern et P.R. Wolenski dans[CSW95℄ en tant qu'ensembles �proximally smooth�. La notion de prox-régularité loaleainsi que la dénomination de prox-régularité pour les ensembles dans un espae de Hilbertont été introduites par R.A. Poliquin, R.T. Rokafellar et L. Thibault dans [PRL00℄.Préisons maintenant ette notion. On onsidère H un espae de Hilbert, muni de sonproduit salaire 〈 , 〉 et on note | | sa norme asssoiée. Pour x ∈ H et r > 0, on désignepar B(x, r) la boule ouverte de entre x et de rayon r. Soit S un sous-ensemble fermé nonvide de H , on note dS(y) la distane du point y à l'ensemble S, dé�nie par

dS(y) = inf
x∈S

{|y − x|}.De plus, pour y ∈ H on dé�nit l'ensemble des points de S, les plus prohes de y par,PS(y) =
{

x ∈ S, dS(y) = |y − x|
}
.Si PS(y) est réduit au singleton x, on notera plus simplement x = PS(y).Dé�nition 2.15 Soit x ∈ S, on appelle veteur proximal normal à S en x tout veteurs'érivant α(y − x), où α > 0 et y ∈ H véri�e x ∈ PS(y). 33



Chapitre 2. Cadre mathématique et résultats
PSfrag replaements x

y

SFig. 2.6 � Veteur proximal normal.Dé�nition 2.16 On appelle �ne proximal normal à S en x l'ensemble des veteurs proxi-mal normal à S en x noté
NP (S, x) =

{
v ∈ H, ∃α > 0, x ∈ PS(x + αv)

}
.Dé�nition 2.17 On appelle �ne normal limitant à S en x l'ensemble

NL(S, x) =
{
v ∈ H, ∃(xn) ∈ SN, ∃(vn) ∈ (NP (S, xn))N, xn −→ x, vn ⇀ v

}
.Si x ∈

◦

S, alors NP (S, x) = NL(S, x) = {0}. On herhera don à déterminer NP (S, x) et
NL(S, x) pour x ∈ ∂S = S̄ \

◦

S.Remarque 2.18 On a lairement
NP (S, x) ⊂ NL(S, x).Mais il n'y a pas en général égalité de es ensembles. En e�et, la �gure 2.7 illustre unontre-exemple dans lequel NL(S, x) est omposé de demi-deux droites (traées en poin-tillé). L'une provient de la limite de v1

n quand x1
n tend vers x, l'autre provient de lalimite de v2

n quand x2
n tend vers x. Et pourtant, on peut failement se onvainre que

NP (S, x) = {0}.Propriété 2.19 S'il existe α > 0 , tel que x ∈ PS(x + αv) alors
∀β ≥ 0, β ≤ α, x ∈ PS(x + βv).Démonstration :En e�et, en supposant qu'il existe β0 < α, tel que x /∈ PS(x + β0v), on peut trouver x̄ unélément de S véri�ant

|x̄ − (x + β0v)| < β0|v|.34



2.4. Cadre mathématique
PSfrag replaements
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Fig. 2.7 � Di�érene entre �ne limitant et �ne proximal normal.Cei implique que
|x̄ − (x + αv)| ≤ |x̄ − (x + β0v)| + |(β0 − α)v| < β0|v| + (α − β0)|v| = α|v|,e qui entraîne une ontradition. �Les dé�nitions préédentes des di�érents �nes et la dé�nition qui suit, se trouvent dans[CSW95, CLSW98℄.Dé�nition 2.20 On appelle sous-di�érentiel proximal de la fontion dS au point x l'en-semble

∂P dS(x) =
{
v ∈ H, ∃M, α > 0, dS(y)− dS(x) + M |y − x|2 ≥ 〈v, y − x〉, ∀y ∈ B(x, α)

}
.Préisons la relation utile par la suite entre le sous-di�érentiel proximal normal et le �nedu même nom, qui est démontrée dans [BT02, CLSW98℄.Propriété 2.21 On a l'égalité suivante

∂P dS(x) = NP (S, x) ∩ B(0, 1).Dé�nition 2.22 (Ensemble uniformément prox-régulier)Soit η > 0, S est dit η-prox-régulier ou uniformément prox-régulier de onstante η si, pourtout x ∈ S et v ∈ NL(S, x), tel que |v| < 1, on ait x = PS(x + ηv).Quand S est η-prox-régulier, on a l'égalité des �nes introduits préédemment (f. [CLSW98℄) :
NL(S, x) = NP (S, x).Dans la suite, nous n'utiliserons que la notion de �ne proximal normal, 'est pourquoi le�ne NP (S, x) sera juste noté N(S, x).On trouvera la démonstration de la proposition suivante dans [PRL00, CSW95℄. 35



Chapitre 2. Cadre mathématique et résultats

PSfrag replaements η
x

S

Fig. 2.8 � Ensemble η-prox-régulier.Proposition 2.23 Soit η > 0, S est η-prox-régulier si et seulement si, pour tout x ∈ Set tout v ∈ N(S, x) \ {0},
B

(
x + η

v

|v| , η
)
∩ S = ∅,autrement dit, si et seulement si, pour tout x ∈ S et tout v ∈ N(S, x),

〈v, y − x〉 ≤ |v|
2η

|y − x|2, ∀y ∈ S.De la proposition 2.23 illustrée par la �gure 2.8, déoule la propriété véri�ée par unensemble uniformément prox-régulier et qui était annonée au début de la setion : laprojetion sur un ensemble S uniformément prox-régulier est bien dé�nie pour les pointsse situant à une distane de S, plus petite que la onstante de prox-régularité.Propriété 2.24 Si S est η-prox-régulier, alors pour tout y ∈ H, tel que dS(y) < η, laprojetion de y sur S est bien dé�nie, au sens où l'ensemble PS(y) est un singleton.Remarque 2.25 La projetion sur un ensemble S η-prox-régulier ave η < +∞ n'est queloalement lipshitzienne sur son ensemble de dé�nition. En e�et, on peut montrer grâeà la proposition 2.23 que pour tous y, ỹ ∈ H, tels que dS(y) < η et dS(ỹ) < η, on a
|PS(y) − PS(ỹ)| ≤

(
2η

2η − dS(y) − dS(ỹ)

)
|y − ỹ|.La onstante de Lipshitz explose lorsque l'on s'approhe de la zone {y, dS(y) = η}.36



2.4. Cadre mathématiqueRemarque 2.26 Un ensemble C ⊂ H est onvexe si et seulement si C est ∞-prox-régulier. De plus, d'après la proposition A.8 p. 144, pour tout x ∈ C, il y a égalité entrele sous-di�érentiel de l'indiatrie de C et le �ne proximal normal à C, au point x :
N(C, x) = ∂IC(x).2.4.2 Proessus de ra�eComme on l'a vu dans la remarque 2.8 p. 27, le problème,





dq

dt
+ Nq ∋ U(q),

q(0) = q0,

(E2)s'interprète de la manière suivante : la on�guration globale q, soumise au hamp devitesse souhaitée U(q) doit évoluer tout en restant dans l'ensemble des on�gurationsadmissibles Q0. En e sens, notre problème s'insrit dans le adre des proessus de ra�e.On propose ii de préiser ette notion, tout d'abord en détaillant le premier proessusde ra�e onsidéré dans les années 70, et ensuite en évoquant des résultats plus réents surdes problèmes de proessus de ra�e plus généraux.Le débutLes proessus de ra�e ont été introduits par J.J. Moreau dans [Mor77℄. Il onsidérait leproblème suivant : un point se trouve à l'intérieur d'un onvexe fermé C mobile inlusdans un espae de Hilbert. Quand il est attrapé par le bord de C qui se déplae, il partdans la diretion normale à elui-i, omme s'il était poussé par le bord, a�n de resterdans C. Le mouvement de e point est alors régi par l'équation suivante :
−q̇ ∈ ∂IC(t)(q). (2.6)Celle-i fait intervenir un opérateur maximal monotone qui dépend du temps. Pour ré-soudre e problème, J.J. Moreau onstruit une suite de solutions disrètes selon un prin-ipe dit de rattrapage (athing-up). Sous ertaines hypothèses de régularité de la fontionmultivaluée t 7→ C(t), l'intervalle de temps est divisé en sous-intervalles Jk où C(·) variepeu. La trajetoire d'ensembles t 7→ C(t) est approhée par une multifontion onstantepar moreaux, valant Ck sur Jk, e qui permet de onstruire une fontion q̃ onstante parmoreaux, égale à q̃k sur Jk et telle que q̃k+1 = PCk+1

(q̃k). Il démontre alors la onver-gene de ette suite de fontions lorsque le pas de la subdivision tend vers zéro, obtenantà la limite une solution de (2.6). La solution a au moins la même régularité que elle dela multifontion C(·). D'après la remarque 2.26 p. 37, l'équation (2.6) s'érit aussi
−q̇ ∈ N(C(t),q). (2.7)Cependant, notre problème (E2) ne rentre pas dans e adre, d'une part, à ause du défautde onvexité de Q0, et d'autre part, à ause de la présene du seond membre U(q). 37
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PSfrag replaements q̃k+1
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Fig. 2.9 � Algorithme de rattrapage.Le problème généralIntroduisons plus généralement un proessus de ra�e dit perturbé, mettant en jeu desensembles C(t) non vides η-prox-réguliers, inlus dans un espae de Hilbert réel H . Onpose le problème de l'existene et de l'uniité d'une fontion x dé�nie sur I = [T0, T ] etvéri�ant, {
−ẋ(t) ∈ N(C(t), x(t)) + F (t, x(t)) p.p.t. t ∈ I

x(T0) = x0.
(2.8)La perturbation F : [T0, T ] × H ⇉ H est une appliation multivaluée à valeurs dansles ensembles onvexes ompats non vides de H . L'ensemble N(C(t), x(t)) est le �neproximal normal de C(t) au point x(t) (f. dé�nition 2.16 p. 34).Dans [CM95℄, les auteurs étudient e problème perturbé en dimension �nie dans le asoù les ensembles C(t) sont onvexes. Ils montrent que le problème admet des solutionssous ertaines hypothèses onernant la perturbation F et l'appliation multivaluée C.D'une part, la perturbation F est supposée semi-ontinue supérieurement par rapportà la seonde variable et doit satisfaire une ondition de roissane linéaire ompate, àsavoir :

F (t, x) ⊂ β(t)(1 + |x|)B(0, 1) , ∀(t, x) ∈ [T0, T ] × H. (2.9)D'autre part, l'appliation multivaluée C est supposée ontinue pour la distane de Haus-dor� et doit satisfaire une ondition de boule intérieure, du type suivant :
∃r > 0 , B(0, r) ⊂ C(t) , ∀t ∈ [T0, T ]. (2.10)Ensuite, les proessus de ra�e par des ensembles C(t) η-prox-réguliers ont fait l'objet denombreux travaux. Le as sans pertubation (F = 0) est traité dans [CM03, Thi03, CG99℄.Dans [CM03℄, le problème onsidéré est,

{
−dx ∈ N(C(t), x(t))

x(T0) = x0,
(2.11)où dx est la mesure di�érentielle de la fontion x. L'existene et l'uniité d'une fontionà variation bornée solution de (2.11) est prouvée, en supposant que C(·) est Hausdor�-ontinue, ave une ondition de boule intérieure (semblable à (2.10)) et une ondition de38



2.4. Cadre mathématiqueompatibilité de nature géométrique.Le as ave perturbation est étudié en dimension �nie dans [Ben00, CG99℄ où C(·) estsupposée lipshitzienne et dans [Thi03℄ où l'appliation C(·) varie de manière absolumentontinue (f. hypothèse (H2) du théorème suivant). En dimension in�nie, le as perturbéest traité dans [BT01, ET05, ET06℄. Dans [ET05℄, se trouve le théorème suivant qui nouspermettra de justi�er par la suite que notre problème (E2) est bien posé. La perturbationest supposée ii monovaluée (e qui est le as du problème (E2)) et elle est notée f .Théorème 2.27 Soit H un espae de Hilbert. On onsidère l'appliation multivaluée C(·)de I = [T0, T ] dans H véri�ant les hypothèses suivantes
(H1) Il existe η > 0, tel que pour tout t ∈ I, C(t) soit un sous-ensemble fermé nonvide de H, η-prox-régulier ;
(H2) C(t) varie d'une façon absolument ontinue, 'est-à-dire qu'il existe une fontionabsolument ontinue v : I → R, telle que pour tout y ∈ H et pour tous s, t ∈ I, onait

|dC(t)(y) − dC(s)(y)| ≤ |v(t) − v(s)|.Soit une fontion f : I × H → H telle que ∀x ∈ H , f(·, x) soit mesurable sur I etvéri�ant,(i) Pour tout α > 0, il existe une fontion positive kα ∈ L1(I, R) telle que pour tout
t ∈ I et (x, y) ∈ B(0, α) × B(0, α),

|f(t, x) − f(t, y)| ≤ kα(t)|x − y|;(ii) Il existe une fontion positive β ∈ L1(I, R), telle que pour tout t ∈ I et pour tout
x ∈ ∪s∈IC(s), |f(t, x)| ≤ β(t)(1 + |x|).Alors, pour tout x0 ∈ C(T0), le proessus de ra�e suivant

{
−ẋ(t) ∈ N(C(t), x(t)) + f(t, x(t)) p.p.t. t ∈ I

x(T0) = x0a une unique solution absolument ontinue.Dans (ii), on retrouve l'hypothèse (2.9) de roissane linéaire de la perturbation. L'hypo-thèse (i) assure l'uniité de la solution. Quant à l'hypothèse (H2) faite sur l'appliationmultivaluée C, elle entraîne la régularité de la solution. En�n, on peut remarquer quel'hypothèse (H1) permet d'utiliser l'algorithme de rattrapage introduit par Moreau, puis-qu'à distane inférieure à η, la projetion sur C(t) est bien dé�nie (f. proposition 2.24p. 36).Remarque 2.28 L'hypothèse (H2) n'est pas néessaire pour assurer l'existene de solu-tions. Par exemple, dans [ET06℄, le problème onsidéré est le suivant,
{

−dx ∈ N(C(t), x(t)) + F (t, x(t))dλ

x(T0) = x0,
(2.12)39



Chapitre 2. Cadre mathématique et résultatsoù λ est la mesure de Lebesgue sur R. Les auteurs montrent l'existene de solutions à
(2.12) en supposant que l'appliation multivaluée C est à variation bornée sur I et que safontion variation est ontinue à droite sur I, e qui revient à supposer qu'il existe unemesure de Radon µ positive telle que pour tout y ∈ H, on ait

|dC(t)(y) − dC(s)(y)| ≤ µ(]s, t]) , ∀ s, t ∈ I , s ≤ t (2.13)et telle que
sup

s∈]T0,T ]

µ({s}) <
η

2
. (2.14)La démonstration utilise l'algorithme de rattrapage introduit par J.J. Moreau. Le pointfondamental est de diviser l'intervalle de temps I en sous-intervalles Ik =]tk, tk+1] où

C(·) varie peu. Cei est e�etivement néessaire pour passer à la limite mais aussi poure�etuer à haque instant les projetions (qui ne sont possibles qu'à distane stritementinférieure à η). Si l'hypothèse (2.13) permet le déoupage de I en sous-intervalles ouvertsoù C(·) varie peu, l'obtention d'intervalles semi-ouverts se fait grâe à l'hypothèse (2.14).Remarque 2.29 L'équation (2.13) est équivalente à
H(C(t), C(s)) ≤ µ(]s, t]) , ∀ s, t ∈ I , s ≤ t,où H est la distane de Hausdor�.Nous pouvons à présent énoner le théorème essentiel qui assure le aratère bien posé dumodèle introduit au début de e hapitre.Théorème 2.30 (Existene et uniité d'une solution de l'inlusion di�érentielle)Soit Q0 l'ensemble des on�gurations admissibles (f. dé�nition 2.1 p. 24) et soit U lip-shitzienne et bornée, alors pour tout T > 0, pour tout q0 ∈ Q0, il existe une uniquefontion q absolument ontinue sur [0, T ], solution de





dq

dt
+ Nq ∋ U(q),

q(0) = q0,

(E2)où Nq est le �ne normal sortant au point q (f. dé�nition 2.5 p. 25).Démonstration :Ce résultat déoule du théorème 2.27 p. 39. Les hypothèses (i) et (ii) de e dernierviennent du aratère lipshitzien et bornée de U. L'hypothèse (H2) est trivialementvéri�ée dans notre as. Il reste don à véri�er l'hypothèse (H1) (uniforme prox-régularitéde Q0) et l'égalité entre le �ne normal sortant Nq et le �ne proximal normal N(Q0,q).Ces résultats dont la démonstration est assez tehnique, font l'objet du hapitre suivant(proposition 3.12 p. 51 et proposition 3.9 p. 48 respetivement). �40



Chapitre 3Prox-régularité de l'ensemble deson�gurations admissibles Q0
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Chapitre 3. Prox-régularité de l'ensemble des on�gurations admissibles Q0Dans e hapitre, nous proposons de justi�er que l'ensemble des on�gurations admis-sibles Q0 est uniformément prox-régulier et de déterminer son �ne proximal normal (f.dé�nition 2.16 p. 34) a�n de terminer la preuve du théorème 2.30 p. 40. Pour ela, ondé�nit pour i < j,
Qij = {q = (q1, q2, .., qN ) ∈ R2N , Dij(q) = |qj − qi| − (ri + rj) ≥ 0}.Ainsi,
Q0 =

{
q = (q1, q2, .., qN ) ∈ R2N , Dij(q) ≥ 0, ∀(i, j), i < j

}
=
⋂

i<j

Qij .Dans un premier temps, nous étudions l'ensemble Q12, qui ne présente qu'une seuleontrainte. Nous donnons l'expression de son �ne proximal normal et montrons queet ensemble est uniformément prox-régulier en alulant préisément sa onstante deprox-régularité. Nous en déduisons dans un seond temps, l'expression du �ne proximalnormal de Q0 et prouvons le aratère uniformément prox-régulier de Q0 en donnant uneminoration η de sa onstante de prox-régularité. En�n, nous proposons de fournir unemajoration de ette onstante η. Celle-i n'est pas à proprement parler la onstante op-timale de prox-régularité de Q0, mais sa majoration permet de suggérer une dépendanede la onstante optimale par rapport aux données du problème (à savoir le nombre depersonnes N et les rayons ri des disques les représentant).3.1 Etude de l'ensemble Q123.1.1 C�ne proximal normalOn onsidère l'ensemble Q12 = {q ∈ R2N , D12(q) = |q2 − q1| − (r1 + r2) ≥ 0}. Cetensemble est partiulier puisque sa frontière
∂Q12 = {q ∈ R2N , D12(q) = 0}véri�e la propriété suivante.Proposition 3.1
∂Q12 = {q ∈ R2N , D12(q) = 0}est une hypersurfae de lasse C2 orientable de R2N .Démonstration :On dé�nit pour ε < r1 + r2, l'ouvert
Uε = {q ∈ R2N , D12(q) > −ε}.La fontion D12 est de lasse C2 (même C∞) sur Uε et en tout point q ∈ Uε, le gradientde D12 ne s'annule pas, ar il vaut ∇D12(q) = G12(q) 6= 0. Par onséquent, ∂Q12 estune sous-variété di�érentiable de R2N , de lasse C2 et de dimension 2N − 1, autrement42



3.1. Etude de l'ensemble Q12dit 'est une hypersurfae de lasse C2 de R2N . De plus, omme en tout point q ∈ Uε, ladi�érentielle de D12 ne s'annule pas, on peut dé�nir une normale à ∂Q12 par
ν(q) =

−G12(q)√
2

.Ainsi, ∂Q12 est orientable. Le signe a été hoisi de telle sorte que e veteur soit unenormale extérieure à Q12. �Cette propriété, véri�ée par l'ensemble Q12, va nous permettre d'exprimer son �ne proxi-mal normal en utilisant le résultat de la proposition suivante.Proposition 3.2 On onsidère S un sous-ensemble fermé de Rn, telle que ∂S soit unehypersurfae de lasse C2 orientable. On note pour tout x ∈ ∂S, ν(x) la normale à lasurfae ∂S qui soit extérieure à S. Alors, pour tout x ∈ ∂S, le �ne proximal normal de
S en x est engendré par le veteur ν(x), autrement dit,

N(S,x) = R+ν(x).Démonstration :Soit x ∈ ∂S, omme ∂S est une hypersurfae de lasse C2, il existe un ouvert U de Rnontenant x et une fontion f ∈ C2(U, R) tels que
S ∩ U = {y ∈ U , f(y) ≥ 0} , ∂S ∩ U = {y ∈ U , f(y) = 0} et ∇f(x) 6= 0.On va d'abord montrer que

R+ν(x) ⊂ N(S,x).On veut don prouver l'assertion suivante
∃α > 0 , ∀β ≤ α , x ∈ PS(x + βν(x)),e qui est équivalent à
∃α > 0 , ∀β ≤ α , dS(x + βν(x)) = β.Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe une suite (βk) tendant vers zéro telleque

dS(x + βkν(x)) < βk.Par onséquent, pour tout k, il existe rk ∈ ∂S, véri�ant
|x + βkν(x) − rk| < βk. (3.1)Ainsi, il existe K0 ∈ N tel que pour tout k ≥ K0, rk ∈ U . On remarque failement que lasuite rk tend vers x. De plus, en prenant le arré de l'inégalité (3.1), on obtient

|x− rk|2 + 2βkν(x) · (x − rk) < 0. (3.2)43



Chapitre 3. Prox-régularité de l'ensemble des on�gurations admissibles Q0Par ailleurs, omme f est C2, on a pour tout k ≥ K0,
f(x) = f(rk) + (x − rk) · ∇f(x) + O(|x − rk|2).Comme x et rk appartiennent à ∂S, on obtient

(x − rk) · ∇f(x) = O(|x − rk|2),et ainsi
(x − rk) · ν(x) = O(|x − rk|2).Autrement dit, il existe K1 ≥ K0 et λ > 0 tels que pour tout k ≥ K1, on ait
(x − rk) · ν(x) > −λ|x − rk|2.D'après (3.2), on obtient pour tout k ≥ K1,
|x − rk|2 − 2βkλ|x − rk|2 < 0.Comme la suite (βk) tend vers zéro, on sait qu'il existe K2 ∈ N tel que pour tout k ≥ K2,on ait

βk <
1

2λ
.Ainsi, pour tout k ≥ max(K1, K2), on a |x − rk|2 < 0, e qui est absurde.Il reste à montrer l'autre inlusion à savoir que

N(S,x) ⊂ R+ν(x).Soit v ∈ N(S,x) de norme 1, on raisonne par l'absurde en supposant que v 6= ν(x). Toutd'abord, on peut justi�er que
v 6= −ν(x).En e�et, pour α > 0 prohe de 0, on a

f(x − αν(x)) = −α∇f(x) · ν(x) + O(α2).En onséquene, pour α > 0 prohe de 0, f(x − αν(x)) > 0 et x /∈ PS(x − αν(x)), d'où
−ν(x) /∈ N(S,x).On onsidère maintenant l'hyperplan Hv de veteur normal v passant par x. D'après equi préède, et hyperplan est di�érent du plan tangent Tx(∂S) à ∂S au point x. Ainsi,on peut trouver un hemin de lasse C2, γ : [0, 1] → S tel que γ(0) = x et γ ′(0) /∈ Hv.Par onséquent, γ ′(0) · v 6= 0. On peut même supposer que γ ′(0) · v = c > 0. Comme γest de lasse C2, on a pour δ > 0 prohe de zéro,

γ(δ) = x + δγ ′(0) + O(δ2).44



3.1. Etude de l'ensemble Q12Calulons pour β > 0,
|x + βv − γ(δ)|2 = |βv − δγ ′(0) + O(δ2)|2

= β2 − 2βδv · γ ′(0) + O(δ2)

= β2 − 2βδc + O(δ2).On s'aperçoit don que pour tout β > 0, pour δ > 0 assez petit, le point γ(δ) de S està distane stritement inférieure à β du point x + βv. Par onséquent, pour tout β > 0,
x /∈ PS(x + βv) et v /∈ N(S,x), d'où la ontradition. �Grâe aux propositions 3.1 et 3.2, on obtient l'expression du �ne proximal normal de Q12en tout point de sa frontière.Proposition 3.3 Soit q ∈ ∂Q12, on a N(Q12,q) = −R+G12(q).Remarque 3.4 Il est à noter que le résultat préédent a été obtenu sans utiliser laonvexité de la fontion D12.3.1.2 Prox-régularitéD'après la proposition 2.23 p. 36, la prox-régularité se aratérise par une onditionde boule extérieure, la onstante de prox-régularité étant égale au rayon maximal de etteboule. Comme Q12 est le omplémentaire d'un onvexe lisse, on peut aluler e rayonen utilisant des outils de géométrie di�érentielle. Plus préisément, elui-i s'exprime enfontion des ourbures prinipales de S qui sont, par dé�nition, les valeurs propres del'opérateur de Weingarten. Pour montrer que Q12 est uniformément prox-régulier, on vautiliser le théorème suivant, dont la démonstration peut être trouvée dans [Del79℄.Théorème 3.5 Soit C un sous-ensemble onvexe fermé de Rn telle que ∂C soit unehypersurfae de Rn, de lasse C2 et orientable. On note νC(x) la normale extérieure à Cen x et µ1(x), .., µn−1(x) ≥ 0 les ourbures prinipales de C en x. On suppose que

µ = sup
x∈∂C

sup
1≤i≤n−1

µi(x) < ∞.Alors S = Rn \
◦

C est un ensemble η-prox-régulier ave η =
1

µ
.Proposition 3.6 L'ensemble Q12 est η-prox-régulier ave η =

r1 + r2√
2

.Démonstration :D'après la proposition 3.1, ∂Q12 est une hypersurfae de lasse C2 orientable et l'ensemble
C = {q ∈ R2N , D12(q) ≤ 0} est un sous-ensemble fermé onvexe de R2N , par onvexitéde la fontion D12. On herhe à déterminer la onstante de prox-régularité de

Q12 = R2N \
◦

C. 45



Chapitre 3. Prox-régularité de l'ensemble des on�gurations admissibles Q0Dans toute la suite, on onsidère q ∈ ∂Q12. On a dé�ni préédemment la normale à ∂Q12en e point de la façon suivante,
ν : ∂Q12 → S2N−1

q = (q1, q2, .., qN) 7→ −G12(q)√
2

=
(e12(q),−e12(q), 0, ..0)√

2

.Dans la suite, le veteur e12(q) sera noté e12. La normale extérieure à C en q estdon égale à −ν(q). Déterminons les valeurs propres de l'endormorphisme de Weingar-ten Wq : h ∈ Tq(∂Q12) 7→ −Dν(q)[h]. D'après la proposition E.1 p. 156, on a pour tout
h ∈ Tq(∂Q12)

−Dν(q)[h] =
1√

2|q2 − q1|
(
−Pe⊥12

(h2 − h1),Pe⊥12
(h2 − h1), 0, . . . , 0

)
,où Pe⊥12

est la projetion sur e⊥
12, veteur unitaire de R2 (diretement) orthogonal à e12.Autrement dit,Pe⊥12

(h2 − h1) = (h2 − h1) − [(h2 − h1) · e12]e12 = (e⊥
12

te⊥
12)(h2 − h1).Ainsi, la matrie Wq de l'endomorphisme de Weingarten s'érit

Wq =

(
Aq 0

0 0

)
,ave

Aq =
1√

2|q2 − q1|

(
e⊥

12
te⊥

12 −e⊥
12

te⊥
12

−e⊥
12

te⊥
12 e⊥

12
te⊥

12

)
.La trae de Wq, notée Tr(Wq) vaut

2√
2|q2 − q1|

Tr
(
e⊥

12
te⊥

12

)
.Comme le veteur e⊥

12 est unitaire, on a
Tr
(
e⊥

12
te⊥

12

)
= 1,et par onséquent

Tr(Wq) =

√
2

|q2 − q1|
.De plus, la matrie Wq est de même rang que la matrie Aq qui est de rang 1. On peutmême préiser que l'image de Wq est engendrée par le veteur τ(q) = (e⊥

12,−e⊥
12, 0, . . . , 0).

Wq a don 2 valeurs propres 0 et a, ave
a =

√
2

|q2 − q1|
,46



3.2. Généralisation à Q0e qui équivaut à un rayon de ourbure rc égal à
rc =

|q2 − q1|√
2

.Comme q ∈ ∂Q12, on en déduit que
rc =

r1 + r2√
2

.Grâe au théorème 3.5, on onlut que l'ensemble Q12 est η-prox-régulier ave
η =

r1 + r2√
2

.

�On a bien sûr les mêmes résultats onernant l'expression du �ne proximal normal et learatère uniformément prox-régulier des autres ensembles Qij (i < j) dont on rappellela dé�nition,
Qij = {q = (q1, q2, .., qN) ∈ R2N , Dij(q) = |qj − qi| − (ri + rj) ≥ 0}. (3.3)Proposition 3.7 L'ensemble Qij est ηij-prox-régulier ave

ηij =
ri + rj√

2
.Soit q ∈ ∂Qij, on a

N(Qij ,q) = −R+Gij(q).Remarque 3.8 On peut démontrer les propositions 3.3 et 3.6 sans utiliser des notionsde géométrie di�érentielle (voir annexe F).3.2 Généralisation à Q0On rappelle que l'ensemble des on�gurations admissibles Q0 est l'intersetion desensembles Qij dé�nis par (3.3).3.2.1 C�ne proximal normalOn propose maintenant de justi�er que l'ensemble
Nq =

{
−
∑

µijGij(q), µij ≥ 0, µij = 0 si Dij(q) > 0
}

,qui apparaît dans le problème (E2) est bien le �ne proximal normal de Q0 au point q.47



Chapitre 3. Prox-régularité de l'ensemble des on�gurations admissibles Q0Proposition 3.9 Soit q ∈ Q0, on a N(Q0,q) =
∑

N(Qij ,q) = Nq.Démonstration :La deuxième égalité déoule de la proposition 3.7. Prouvons la première. Si q ∈
◦

Q0, alors
q ∈

◦

Qij , pour tout ouple (i, j). D'où,
N(Q0,q) = {0} =

∑
N(Qij ,q).On onsidère maintenant q ∈ ∂Q0. On note (sans préiser la dépendane par rapportà q)

Icontact = {(i, j), i < j, Dij(q) = 0} = {(i, j), i < j, q ∈ ∂Qij}. (3.4)Etape 1 : On herhe d'abord à montrer que
N(Qij ,q) ⊂ N(Q0,q).Pour tout ouple (i, j) véri�ant q ∈

◦

Qij , on a N(Qij ,q) = {0}. On ne s'intéressera donqu'aux ouples (i, j) ∈ Icontact. Soit (i, j) un tel ouple et soit w ∈ N(Qij ,q)\{0}, on pose
v = w

|w|
. D'après la propriété 2.21 p. 35, v ∈ ∂P dQij

(q) et
∃M, α > 0, dQij

(q̃) − dQij
(q) + M |q̃ − q|2 ≥ v · (q̃ − q), ∀q̃ ∈ B(q, α).Comme dQij

(q) = 0 = dQ0(q) et dQij
(q̃) ≤ dQ0(q̃), on a

∃M, α > 0, dQ0(q̃) − dQ0(q) + M |q̃ − q|2 ≥ v · (q̃ − q), ∀q̃ ∈ B(q, α).Ainsi, v ∈ ∂P dQ0(q) et w ∈ N(Q0,q). Par onséquent, pour tout ouple (i, j) ∈ Icontact,on a
N(Qij ,q) ⊂ N(Q0,q).Etape 2 : On herhe maintenant à montrer que

∑
N(Qij ,q) ⊂ N(Q0,q).Il su�t de prouver que

∀w1, w2 ∈ N(Q0,q) \ {0} , w = w1 + w2 ∈ N(Q0,q).Soient w1 et w2 ∈ N(Q0,q) \ {0}, on pose w = w1 + w2. Là enore, on peut utiliserla propriété 2.21 p. 35. On dé�nit v1 = w1

|w1|
et v2 = w2

|w2|
. Alors il existe M1, M2 ≥ 0,

α1, α2 > 0 tels que,
dQ0(q̃) − dQ0(q) + M1|q̃ − q|2 ≥ v1 · (q̃ − q), ∀q̃ ∈ B(q, α1),

dQ0(q̃) − dQ0(q) + M2|q̃ − q|2 ≥ v2 · (q̃ − q), ∀q̃ ∈ B(q, α2).On a w = |w1|v1 + |w2|v2 et on pose
v =

w

|w1| + |w2|
,48



3.2. Généralisation à Q0qui est de norme inférieure à 1. En fait, v = tv1 + (1 − t)v2, où
t =

|w1|
|w1| + |w2|

.On pose α = min(α1, α2) et M = tM1 + (1 − t)M2, on a don
dQ0(q̃) − dQ0(q) + M |q̃ − q|2 ≥ v · (q̃ − q), ∀q̃ ∈ B(q, α).Autrement dit, v ∈ ∂P dQ0(q) et w ∈ N(Q0,q). On a don démontré l'inlusion suivante,

N(Q0,q) ⊃
∑

N(Qij ,q).Etape 3 : Il reste à montrer l'autre inlusion. Pour ela, on utilisera les propriétés de deux�nes mutuellement polaires (f. annexe C). En e�et,∑N(Qij ,q) = Nq et par dé�nition,
Nq est le �ne polaire de Cq. Soit w ∈ N(Q0,q), il s'érit w = v + z, où v et z sont lesprojetions de w, respetivement sur Nq et Cq. On rappelle que es projetions véri�ent

v · z = 0. (3.5)Supposons que z 6= 0. Comme w ∈ N(Q0,q) par hypothèse, il existe t > 0, tel que
q ∈ PQ0(q + tw). On pose

s = min(t, ǫ) où ǫ = min
(i,j)/∈Icontact

Dij(q)√
2|z|

.D'après la proposition 2.19 p. 34, omme s ≤ t, q ∈ PQ0(q + sw). On note
q̃ = q + sw − sv = q + sz.Montrons que q̃ ∈ Q0. Par onvexité de Dij , on a

Dij(q̃) ≥ Dij(q) + s Gij(q) · z, ∀(i, j).De plus, si (i, j) ∈ Icontact, Gij(q) · z ≥ 0, ar z ∈ Cq. Par onséquent,
∀(i, j) ∈ Icontact, Dij(q̃) ≥ Dij(q) + s Gij(q) · z = s Gij(q) · z ≥ 0.D'autre part, si (i, j) /∈ Icontact, alors s ≤ Dij(q)√

2|z|
. D'où,

Dij(q̃) ≥ Dij(q) + s Gij(q) · z ≥ Dij(q) − s
√

2|z| ≥ 0.Don q̃ ∈ Q0. Ainsi, dQ0(q + sw) ≤ |q + sw − q̃| = s|v|. Or |q + sw − q| = s|w| > s|v|ar |w|2 = |v|2 + |z|2 d'après (3.5). Par onséquent, q /∈ PQ0(q + sw), e qui est absurde.Finalement, z = 0 et w = v ∈ Nq. Cei prouve la deuxième inlusion. �Remarque 3.10 Les arguments-lé de ette démonstration sont la onvexité des fon-tions Dij, le aratère borné des Gij et le fait que dQ0(q) ≥ dQij
(q), ∀q, ∀(i, j).Remarque 3.11 On retrouve le résultat déjà évoqué dans le as partiulier du ouloir(as où Q0 est onvexe). En e�et, on avait montré que pour tout q ∈ Q0, Nq = ∂IQ0(q)(f. (2.5) p. 29). Et d'après la proposition A.8 p. 144, on a l'égalité ∂IQ0(q) = N(Q0,q).49



Chapitre 3. Prox-régularité de l'ensemble des on�gurations admissibles Q03.2.2 Prox-régularitéOn souhaite ii démontrer le aratère uniformément prox-régulier de Q0. On a vu(f. théorème 3.5 p. 45) que les omplémentaires de onvexes lisses sont uniformémentprox-réguliers. On peut se demander si l'intersetion de tels ensembles (as de Q0) n'estpas uniformément prox-régulière ave une onstante de prox-régularité qui dépendrait desonstantes de prox-régularité de es ensembles. En général, ei est faux omme l'illustrela �gure 3.1. Sur elle-i, on a traé en trait plein les frontières d'un ensemble S quiest l'intersetion des omplémentaires de deux disques de même rayon. Cet ensembleest uniformément prox-régulier mais sa onstante de prox-régularité (rayon du disque enpointillé) tend vers zéro quand les entres des disques s'éloignent. Cette dégénéreseneest due au fait que le produit salaire des veteurs normaux aux disques n1 et n2 en leurspoints d'intersetion (f. �g 3.2) tend vers -1. Ainsi la onstante de prox-régularité de Sdépend aussi de l'angle formé par les veteurs normaux n1 et n2.
Fig. 3.1 � Dégénéresene de la onstante de prox-régularité.

PSfrag replaementsn1
n2

Fig. 3.2 � Évolution de l'angle entre les veteurs normaux n1 et n2.La démonstration du aratère uniformément prox-régulier de Q0 repose sur l'établis-sement d'une inégalité triangulaire inverse véri�ée par les veteurs Gij(q). Nous propo-sons deux preuves de ette inégalité. La première détaillée dans l'annexe G met bien enévidene l'importane d'estimer les angles entre les veteurs Gij(q). Nous préférons iiprésenter une autre preuve donnant une meilleure onstante de prox-régularité en utilisantun résultat important qui sera démontré au hapitre suivant.50



3.2. Généralisation à Q0Proposition 3.12 L'ensemble Q0 est η-prox-régulier ave
η =

1

Nnv




min

(
sin

(
π

nv + 1

)
, sin

(
2π

N

))

2
√

nv




N

min
(i,j)

(ri + rj),où nv est le nombre maximal de voisins que peut avoir une personne.En notant rmin = min ri et rmax = max ri, ette onstante véri�e
nv ≤ π

arcsin

(
rmin

rmax + rmin

) ,e qui fait l'objet du lemme 3.16 démontré à la �n de ette setion p. 53.Remarque 3.13 En supposant que les rayons des disques sont bornés, ette onstante ηse omporte, lorsque le nombre d'individus N tend vers l'in�ni omme
η ∼

N→+∞
ste( π√

nv

)N
1

NN+1
.Démonstration :D'après la proposition 2.23, on doit montrer que pour tout q ∈ Q0 et tout v ∈ N(Q0,q),

v · (q̃ − q) ≤ |v|
2η

|q̃ − q|2, ∀q̃ ∈ Q0. (3.6)On sait, d'après la proposition 3.7, que pour tout q ∈ Qij et tout w ∈ N(Qij ,q),
w · (q̃ − q) ≤ |w|

2ηij
|q̃ − q|2, ∀q̃ ∈ Qij . (3.7)L'inégalité (3.6) est triviale lorsque v est le veteur nul. Or si q ∈

◦

Q0, N(Q0,q) = {0},on onsidère don q ∈ ∂Q0 et v ∈ N(Q0,q) \ {0}. D'après la proposition 3.9,
v = −

∑

(i,j)∈Icontact

αijGij(q), αij ≥ 0.D'après les inégalités (3.7), et omme Q0 ⊂ Qij, on a
(
−
∑

αijGij(q)
)
· (q̃ − q) ≤

∑ αij |Gij(q)|
2ηij

|q̃ − q|2, ∀q̃ ∈ Q0.La somme porte toujours sur les ouples (i, j) appartenant à l'ensemble Icontact, mais parsoui de lisibilité, ela ne sera plus préisé dans la suite. Comme |Gij(q)| =
√

2, on obtient,
v · (q̃ − q) ≤

∑ αij√
2ηij

|q̃ − q|2, ∀q̃ ∈ Q0. 51



Chapitre 3. Prox-régularité de l'ensemble des on�gurations admissibles Q0En posant, ηmin = min
(i,j), i<j

ηij , on a,
v · (q̃ − q) ≤ 1√

2ηmin

(∑
αij

)
|q̃ − q|2, ∀q̃ ∈ Q0.Pour obtenir l'inégalité (3.6), il su�t de trouver une onstante η > 0, indépendante des

αij et de q, telle que
(∑

αij

) 1√
2ηmin

≤ 1

2η

∣∣∣
∑

αijGij(q)
∣∣∣ ,autrement dit telle que,

∣∣∣
∑

αijGij(q)
∣∣∣ ≥

√
2

η

ηmin

(∑
αij

)
.Finalement, on herhe γ > 0 tel que,

∣∣∣
∑

αijGij(q)
∣∣∣ ≥

√
2

γ

(∑
αij

)
,et Q0 sera alors η-prox-régulier ave

η =
ηmin

γ
=

1

γ
min
(i,j)

ri + rj√
2

.Il s'agit don de prouver une inégalité triangulaire inverse,
∑

αij |Gij(q)| =
√

2
∑

αij ≤ γ
∣∣∣
∑

αijGij(q)
∣∣∣ .La démonstration de la prox-régularité de Q0 se onlut à l'aide de la proposition fonda-mentale énonée i-après. �Proposition 3.14 (Inégalité triangulaire inverse)Il existe γ > 1 tel que pour tout q ∈ Q0,

∑

(i,j)∈Icontact

αij |Gij(q)| ≤ γ

∣∣∣∣∣∣

∑

(i,j)∈Icontact

αijGij(q)

∣∣∣∣∣∣
,où

Icontact = {(i, j), i < j, Dij(q) = 0} et les αij sont des réels positifs quelonques.La onstante γ peut être prise égale à
γ =

Nnv√
2




2
√

nv

min

(
sin

(
π

nv + 1

)
, sin

(
2π

N

))




N

.
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3.2. Généralisation à Q0Remarque 3.15 Noter l'importane du signe des oe�ients αij. Cette inégalité estfausse en toute généralité pour des oe�ients réels quelonques, puisque pour N grandle ardinal de l'ensemble Icontact peut être stritement supérieur à 2N , e qui impose unerelation de liaison entre les veteurs Gij(q).Établir une inégalité inverse pour un grand nombre de veteurs semble di�ile. La mé-thode proposée fournit des onstantes γ et η probablement non optimales. A�n de montrerla omplexité de e problème, on propose à la setion 3.3 une minoration de γ et donune majoration de η.Démonstration de l'inégalité triangulaire inverse (proposition 3.14) :D'après la proposition 4.21 p. 86, on a pour tout (k, l) ∈ Icontact,
αkl ≤ bN

∣∣∣∣∣∣

∑

(i,j)∈Icontact

αijGij(q)

∣∣∣∣∣∣
,ave

b =
2
√

nv

min

(
sin

(
π

nv + 1

)
, sin

(
2π

N

)) .En sommant sur les ouples (k, l) ∈ Icontact , on obtient
∑

(k,l)∈Icontact

αkl|Gkl(q)| ≤
√

2 card(Icontact) bN

∣∣∣∣∣∣

∑

(i,j)∈Icontact

αijGij(q)

∣∣∣∣∣∣
.Ainsi,

∑

(k,l)∈Icontact

αkl|Gkl(q)| ≤ Nnv√
2

bN

∣∣∣∣∣∣

∑

(i,j)∈Icontact

αijGij(q)

∣∣∣∣∣∣
.

�Il reste à justi�er la majoration du nombre maximal de voisins que peut avoir une personne(majoration donnée à la proposition 3.12 p. 51).Lemme 3.16 En notant rmin = min ri et rmax = max ri, le nombre maximal de voisins
nv que peut avoir une personne véri�e

nv ≤ π

arcsin

(
rmin

rmax + rmin

) .
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Chapitre 3. Prox-régularité de l'ensemble des on�gurations admissibles Q0PSfrag replaements
rmin

rmax

A

B

C

Fig. 3.3 � Situation où le nombre de voisins est maximal.Démonstration :On onsidère une personne représentée par un disque de rayon rmax et on herhe à alulerle nombre maximal de voisins représentés par des disques de rayon rmin, qu'elle peut avoir(f. �g. 3.3).
On a

BC2 = AB2 + AC2 − 2
−→
AB · −→AC

(2rmin)
2 = (rmin + rmax)

2 + (rmin + rmax)
2 − 2|−→AB||−→AC| cos θ

4r2
min = 2(rmin + rmax)

2(1 − cos θ).D'où,
1 − cos θ =

2r2
min

(rmin + rmax)2
.Ce qui est équivalent à

sin2

(
θ

2

)
=

r2
min

(rmin + rmax)2
.Par onséquent,

θ = 2 arcsin

(
rmin

rmin + rmax

)Comme nv ≤ 2π

θ
, on obtient

nv ≤ π

arcsin

(
rmin

rmax + rmin

) .

�Remarque 3.17 Dans le as monodisperse (rmin = rmax = r), on retrouve bien nv ≤ 6.54



3.3. Majoration de la onstante η3.3 Majoration de la onstante ηDans ette setion, nous proposons d'établir une majoration de la onstante η pourmieux saisir la dépendane de elle-i par rapport aux données du problème (le nombre Nde personnes et les rayons ri des disques qui les représentent). C'est dans e but que nousallons onsidérer une on�guration partiulière d'individus, elle où les personnes formentune �le ou un boulier (on�guration pour laquelle des aluls exats sont possibles).Comme nous l'avons déjà signalé , nous ne majorons pas à proprement parler la onstanteoptimale de prox-régularité de Q0, mais la majoration de η suggère le omportementde ette dernière par rapport aux données du problème. L'objet de ette setion est dedémontrer la proposition suivante.Proposition 3.18 La onstante η véri�e
η ≤ min

(
ri + rj√

2

)√
6

N(N − 1)(N + 1)
.

3.3.1 Etude du boulierPour ela, nous allons prouver que la onstante γ dé�nie à la proposition 3.14 p. 52véri�e
γ ≥

√
N(N − 1)(N + 1)

6
.Etudions le as partiulier d'un boulier (�g. 3.4), en onsidérant N personnes alignées surun axe (par exemple elui des absisses).PSfrag replaements

q1
qNFig. 3.4 � Con�guration q0.Autrement dit, onsidérons la on�guration q0 qui s'érit,

q0 = (0, r1 + r2, r1 + 2r2 + r3, ..., r1 + 2

N−1∑

i=2

ri + rN).On a alors d'après la proposition 3.9 p. 48,
N(Q0,q0) =

{
−

N−1∑

i=1

αi,i+1Gi,i+1(q0), αi,i+1 ≥ 0

}
, 55



Chapitre 3. Prox-régularité de l'ensemble des on�gurations admissibles Q0ave Gi,i+1(q0) = (0, ..., −1, 1, 0, ..., 0), (le 1 étant à la ième plae). On dé�nit
C =

{
α, αi,i+1 ≥ 0,

N−1∑

i=1

αi,i+1 = 1

}
.On herhe à trouver la plus petite onstante γ qui véri�e,

|α12G12(q0)| + |α23G23(q0)| + ... + |αN−1NGN−1N(q0)|
≤ γ|α12G12(q0) + α23G23(q0) + ... + αN−1NGN−1N(q0)|, ∀α ∈ (R+)N−1.Comme |Gij(q0)| =

√
2, ei est équivalent à

√
2 ≤ γ|α12G12(q0) + α23G23(q0) + ... + αN−1NGN−1N (q0)|, ∀α ∈ C. (3.8)Calulons maintenant

α12G12(q0) + α23G23(q0) + ... + αN−1NGN−1N (q0)

= (−α12, α12 − α23, ..., αN−2,N−1 − αN−1N , αN−1N ).Ainsi,
|α12G12(q0) + α23G23(q0) + ... + αN−1NGN−1N (q0)|2

= α2
12 +

N−1∑

i=2

(αi−1,i − αi,i+1)
2 + α2

N−1N .On herhe don une ondition sur γ pour que l'inégalité (3.8) soit véri�ée, 'est-à-direpour que,
min
α∈C

[
γ2

(
α2

12 +

N−1∑

i=2

(αi−1,i − αi,i+1)
2 + α2

N−1N

)]
≥ 2. (3.9)On note la fontion

Hγ : RN−1 → R

(αi,i+1) 7→ γ2

(
α2

12 +

N−1∑

i=2

(αi−1,i − αi,i+1)
2 + α2

N−1N

)
.et la fontion

F : RN−1 → R

(αi,i+1) 7→
N−1∑

i=1

αi,i+1.De plus, on dé�nit l'ensemble
S =

{
α ∈ RN−1,

N−1∑

i=1

αi,i+1 = 1

}
=
{
α ∈ RN−1, F (α) = 1

}
.Pour obtenir l'inégalité (3.9), on utilise la proposition suivante qui sera démontrée plusloin.56



3.3. Majoration de la onstante ηProposition 3.19 Il existe un unique α̃ ∈ C tel que
Hγ(α̃) = min

C
Hγ =

12γ2

N(N − 1)(N + 1)
.Ainsi, l'inégalité (3.9) est véri�ée si et seulement si

12γ2

N(N − 1)(N + 1)
≥ 2.Cei est équivalent à,

γ2 ≥ N(N − 1)(N + 1)

6
,e qui donne la minoration annonée

γ ≥
√

N(N − 1)(N + 1)

6
.Cei termine la démonstration de la proposition 3.18, sous réserve de prouver la proposi-tion 3.19. �Remarque 3.20 On peut obtenir plus failement un autre minorant de γ (inférieur àelui que l'on vient d'énoner), à savoir

γ ≥ N − 1.En e�et, en onsidérant le as partiulier où les oe�ients αi,i+1 sont égaux et valent
1

N − 1
, l'inégalité (3.8) est équivalente à,

√
2 ≤ γ

1

N − 1
|G12(q0) + G23(q0) + ... + GN−1N(q0)| = γ

1

N − 1
|(−1, 0, .., 0, 1)|.Cei implique que √

2(N − 1) ≤ γ
√

2,d'où le résultat.Démonstration de la proposition 3.19 :Pour plus de larté, les lemmes utilisés dans la suite seront prouvés dans la setion 3.3.2.Etape 1 :Utilisons le lemme suivant.Lemme 3.21 La fontion Hγ est stritement onvexe et oerive. 57



Chapitre 3. Prox-régularité de l'ensemble des on�gurations admissibles Q0Comme la fontion Hγ est stritement onvexe, il existe un unique α̃ ∈ C minimisant Hγsur C (qui est onvexe et ompat). De plus, omme la fontion Hγ est oerive, il existeun unique α0 ∈ S minimisant Hγ sur S. Déterminons maintenant α0.Etape 2 :On alule les dérivées partielles de Hγ,




∂Hγ

∂α12
= γ2[4α12 − 2α23]

:

∂Hγ

∂αi,i+1
= γ2[4αi,i+1 − 2αi−1,i − 2αi+1,i+2]

:

∂Hγ

∂αN−1N
= γ2[4αN−1N − 2αN−2,N−1].On a aussi DF (α) = (1, .., 1), ∀α. D'après le théorème des extrema liés, si
Hγ(α0) = min

α∈S
Hγ(α),alors,

∃λ ∈ R, DHγ(α0) = λ DF (α0).Or, DHγ(α) = λ DF (α) si et seulement si



4 −2 0

−2 4 −2. . . . . . . . .
−2 4 −2

0 −2 4




︸ ︷︷ ︸
AN−1




α12

α23...
αN−2,N−1

αN−1N




=
λ

γ2




1

1...
1

1




︸ ︷︷ ︸
e

. (3.10)
La matrie AN−1 est inversible, son déterminant vaut N2N−1 (f. démonstration dulemme 3.21). En posant sN−1 = A−1

N−1 e, on a
α0 =

λ

γ2
sN−1.On peut montrer que

sN = (sN,1, sN,2, . . . , sN,N) ave sN,k =
1

4
(kN − k(k − 1)).58



3.3. Majoration de la onstante ηPlus préisément, suivant la parité de N , sN s'érit :N impair N pair

sN =
1

4




N

2N − 2

3N − 6...
kN − k(k − 1)...
(

N + 1

2

)2.........
3N − 6

2N − 2

N




sN =
1

4




N

2N − 2

3N − 6...
kN − k(k − 1)...

N(N + 2)

4
N(N + 2)

4.........
3N − 6

2N − 2

N


On préise la valeur de F (sN), ainsi que de Hγ(sN) ave les lemmes 3.22 et 3.23.Lemme 3.22

F (sN) =
1

24
N(N + 1)(N + 2).

Lemme 3.23
Hγ(sN ) =

γ2

48
N(N + 1)(N + 2).

De plus, α0 =
λ

γ2
sN−1. Comme F (α0) = 1 (ar α0 ∈ S), on a
λ = γ2 F (α0)

F (sN−1)
= γ2 1

F (sN−1)
=

24γ2

N(N − 1)(N + 1)
. 59



Chapitre 3. Prox-régularité de l'ensemble des on�gurations admissibles Q0On peut alors déterminer Hγ(α0) :
Hγ(α0) = Hγ

(
λ

γ2
sN−1

)

=

(
λ

γ2

)2

Hγ(sN−1)

=

(
λ2

γ4

)
γ2

48
N(N − 1)(N + 1)

= λ2 N(N − 1)(N + 1)

48γ2

=
242γ4

(N(N − 1)(N + 1))2

N(N − 1)(N + 1)

48γ2

=
12γ2

N(N − 1)(N + 1)
.

α0 est un extremum de Hγ sur S. Comme Hγ n'est pas majorée sur S

(
sup

S
Hγ = +∞

),
α0 est don le minimum de Hγ sur S.Etape 3 :Comme le veteur sN−1 a toutes ses omposantes positives et que le réel λ est positif, ona néessairement α0 ∈ C. Par uniité du minimiseur de Hγ sur C, on a α̃ = α0. Ceitermine la démonstration de la proposition 3.19. �Remarque 3.24 (Con�gurations obtenues lors des deux minorations de γ)Pour obtenir la minoration de γ à la remarque 3.20 p. 57, on onsidérait en fait la on�-guration non admissible

q = q0 −
1

N − 1

N−1∑

i=1

Gi,i+1(q0)représentée sur la �gure 3.5. À partir de la on�guration q0 (f. �g 3.4), on a hoisi dePSfrag replaements
q1

qNFig. 3.5 � Con�guration q.prendre une ertaine diretion du �ne proximal normal N(Q0,q0) à savoir
N−1∑

i=1

Gi,i+1(q0)60



3.3. Majoration de la onstante ηet ave ette diretion, la on�guration q ne présente que 2 hevauhements.Par ailleurs, on a montré à la proposition 3.19 quelle diretion du �ne proximal normalil faut prendre pour obtenir la meilleure minoration de γ. La diretion trouvée est donelle du veteur
N−1∑

i=1

α̃i,i+1Gi,i+1(q0).Sur la �gure 3.6, on a représenté q = q0−0.01
∑N−1

i=1 α̃i,i+1Gi,i+1(q0). Cette on�gurationnon admissible présente des hevauhements de même longueur entre toutes les partiulesvoisines. Fig. 3.6 � Con�gurations q0 (en trait pointillé) et q (en trait plein).Remarque 3.25 La matrie −1

2
AN (équation 3.10 p. 58) est la matrie du laplaiendisrétisé, e qu'on retrouve en traçant la solution sN = A−1

N e sur la �gure 3.7.

Fig. 3.7 � Représentation du veteur s15.3.3.2 Démonstration des lemmesEnoné et preuve du lemme 3.21La fontion Hγ est stritement onvexe et oerive.Démonstration : 61



Chapitre 3. Prox-régularité de l'ensemble des on�gurations admissibles Q0Strite onvexitéLa hessienne de Hγ, en tout point, est la matrie AN−1 (f. équation 3.10 p. 58), qui n'estautre que l'opposé de la matrie du laplaien disrétisé. Rappelons omment on peut mon-trer qu'elle est symétrique dé�nie positive. Pour ela, il su�t de véri�er que ses mineursprinipaux (déterminants des matries Ap pour 1 ≤ p ≤ N − 1) sont tous stritementpositifs. On peut montrer que det(Ap) = (p + 1)2p > 0. En e�et, det(Ap) = 2pdet(Bp) où
Bp =




2 −1 0

−1 2 −1. . . . . . . . .
−1 2 −1

0 −1 2




.

En développant par rapport à la première olonne, on s'aperçoit que
det(Bp) = 2det(Bp−1) − det(Bp−2).Par réurrene, on obtient que det(Bp) = p + 1. Ainsi, la hessienne de Hγ est dé�niepositive et par onséquent, la fontion Hγ est stritement onvexe.CoerivitéOn raisonne par l'absurde en supposant qu'il existe une suite (αn), véri�ant

|αn| −−−→
n→∞

+∞ et Hγ(α
n) ≤ K, ∀n ave K > 0.En regardant le premier terme de la somme Hγ(α

n), on obtient que néessairement, lasuite αn
12 est bornée par √K. Le deuxième terme de la somme indique alors que la suite

αn
23 est aussi bornée. En itérant, on aboutit à la onlusion que αn

i,i+1 est bornée pourtout i, e qui amène à une ontradition. �Enoné et preuve du lemme 3.22
F (sN) =

1

24
N(N + 1)(N + 2).Démonstration :Calulons la valeur de F (sN) :

F (sN) =
1

4

(
N∑

k=1

kN − k(k − 1)

)

=
1

4

(
N∑

k=1

(N + 1)k − k2

)

=
1

4

(
(N + 1)

N∑

k=1

k −
N∑

k=1

k2

)
.62



3.3. Majoration de la onstante ηEn rappelant que pour tout p ∈ N, on a
p∑

k=1

k2 =
p(p + 1)(2p + 1)

6
,on obtient,

F (sN) =
1

4

(
(N + 1)

N(N + 1)

2
− N(N + 1)(2N + 1)

6

)

=
1

24
N(N + 1)(N + 2).

�Enoné et preuve du lemme 3.23
Hγ(sN ) =

γ2

48
N(N + 1)(N + 2).Démonstration :Calulons Hγ(sN) :

Hγ(sN) = γ2

[
s2

N,1 +

N∑

k=2

(sN,k−1 − sN,k)
2 + s2

N,N

]

= γ2

[(
N

4

)2

+

N∑

k=2

(−N + 2(k − 1))2

16
+ ... +

(
N

4

)2
]

=
γ2

16

[
N2 +

N−1∑

k=1

(N − 2k)2 + N2

]

=
γ2

16

N∑

k=0

(N − 2k)2

=
γ2

16

[
(N + 1)N2 − 4N

N∑

k=0

k + 4
N∑

k=0

k2

]

=
γ2

16

[
N + 1)N2 − 4N

N(N + 1)

2
+ 4

N(N + 1)(2N + 1)

6

]

=
γ2

16
N(N + 1)

[
N − 2N +

2

3
(2N + 1)

]

=
γ2

48
N(N + 1)(N + 2).
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Deuxième partie
Disrétisation et étude numérique
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Chapitre 4. Présentation et étude d'un shéma numériqueDans e hapitre, nous proposons un shéma numérique pour aluler la solution duproblème (E2) dé�ni p. 27. Comme dans le problème ontinu, elui-i est basé sur le alulde la vitesse réelle omme projetion de la vitesse souhaitée sur un ensemble de vitessesadmissibles � au premier ordre �. En termes de position, ei revient à projeter non pas surl'ensemble de on�gurations admissibles Q0 mais sur un sous-ensemble onvexe K(q). Ceremplaement réalisable d'un point de vue numérique pose toutefois quelques problèmeslors de l'étude du shéma. Cependant, en prouvant que K(q) est une bonne approximationloale de Q0, nous parvenons à démontrer la onvergene du shéma proposé.4.1 Présentation du shéma numérique4.1.1 En termes de vitesseDans toute la suite, q ∈ R2N représente le veteur position des N personnes. Laon�guration initiale q0 ∈ Q0 (dé�nition 2.1 p. 24) est donnée. Pour q ∈ Q0, le veteurdes vitesses souhaitées des N individus est noté U(q) (di�érents hoix seront proposésdans le hapitre 6). On onsidère une subdivision uniforme de l'intervalle [0, T ] de pas h,
0 = tn0 < tn1 < .. < tnn = T, et on note :

• qn
k la valeur approhée de la on�guration q(tnk),

• un
k la valeur approhée de la vitesse réelle u(tnk).Connaissant qn

k , on obtient la on�guration au temps suivant, en utilisant un shémad'Euler expliite. Reste à déterminer la vitesse réelle un
k à partir de la vitesse souhaitée

U(qn
k). Comme dans le problème ontinu (2.1) dé�ni page 25, la première s'exprime ommela projetion de la seonde sur un ensemble de vitesses admissibles � au premier ordre �.Initialisation : qn

0 = q0Boule en temps : qn
k onnu

un
k = PCh(qn

k
)(U(qn

k))où Ch(q
n
k) =

{
v ∈ R2N , Dij(q

n
k) + h Gij(q

n
k) · v ≥ 0 ∀i < j

}

qn
k+1 = qn

k + hun
kCet algorithme s'inspire d'un shéma initialement développé pour les éoulements granu-laires [Mau06℄. La proposition suivante montre que e shéma ne fournit que des on�gu-rations admissibles.Proposition 4.1 Pour tout k ompris entre 0 et n, tous i 6= j, on a Dij(q

n
k) ≥ 0.Démonstration :C'est une onséquene direte de la onvexité de la fontion q 7−→ Dij(q). En e�et, pourtout k < n,

Dij(q
n
k+1) = Dij(q

n
k + hun

k)

≥ Dij(q
n
k) + h Gij(q

n
k) · un

k (onvexité de Dij)

≥ 0 (ar un
k ∈ Ch(q

n
k)). �68



4.1. Présentation du shéma numérique4.1.2 En termes de positionPour interpréter notre algorithme en termes de position, on dé�nit l'ensemble onvexefermé suivant,
K(q) =

{
q̃ ∈ R2N , Dij(q) + Gij(q) · (q̃ − q) ≥ 0 ∀i < j

}
. (4.1)On peut réérire notre algorithme de la manière suivante,

qn
k+1 = PK(qn

k
) (qn

k + hU(qn
k))où K(qn

k) =
{
q ∈ R2N , Dij(q

n
k) + Gij(q

n
k) · (q − qn

k) ≥ 0 ∀i < j
}

.
(4.2)On projette sur K(qn

k) ⊂ Q0 que l'on peut quali�er d'approximation onvexe intérieurede Q0 (voir �g. 4.1). À haque pas de temps, on résout ainsi un problème sur un espaeadmissible stritement plus petit. Sur la �gure 4.1, les frontières de K(qn
k) sont en pointillé.Les points qn

k+1 et q̃n
k+1 sont obtenus respetivement après projetion sur K(qn

k) et sur
Q0 de qn

k + h U(qn
k) (pour les deux exemples de U(qn

k) donnés). On rappelle en e�et quepour h su�samment petit, la projetion de qn
k + h U(qn

k) sur Q0 est bien dé�nie puisque
Q0 est uniformément prox-régulier (f. propriété 2.24 p. 36).

PSfrag replaements qn
k

qn
k + hU(qn

k)

qn
k + hU(qn

k)

qn
k+1

qn
k+1

q̃n
k+1 q̃n

k+1

Q0

K(qn
k)Fig. 4.1 � Projetions théorique et numérique.D'un point de vue numérique, remplaer Q0 par K(qn

k) permet d'utiliser des méthodes déjàexistantes permettant de aluler la projetion sur un ensemble onvexe. Toutefois, ette69



Chapitre 4. Présentation et étude d'un shéma numériqueapproximation entraîne quelques di�ultés théoriques. Une première hose importante àjusti�er est qu'on ne perd pas d'information sur le �ne proximal normal en remplaçant
Q0 par K(qn

k). Ce résultat est l'objet du lemme suivant :Lemme 4.2 Soit q ∈ Q0, on a l'égalité des deux �nes :
N(Q0,q) = N(K(q),q).Démonstration :La preuve utilise des lemmes qui seront démontrés ultérieurement dans la sous-setion 4.2.3p. 90. D'après la proposition 3.9 p. 48, on sait que

N(Q0,q) =
{
−
∑

µijGij(q), µij ≥ 0, µij = 0 si Dij(q) > 0
}

.Commençons par prouver l'inlusion N(Q0,q) ⊂ N(K(q),q).Soit w ∈ N(Q0,q), e veteur s'érit don w = −∑µijGij(q) où les µij sont des réelspositifs et néessairement nuls si Dij(q) > 0. Soit p ∈ K(q),
w · (p − q) = −

∑
µijGij(q) · (p − q).Comme p appartient à K(q), on a Dij(q)+Gij(q) ·(p−q) ≥ 0, ∀i < j. De plus, si µij > 0alors Dij(q) = 0 et par onséquent Gij(q) · (p−q) ≥ 0. Don w · (p−q) ≤ 0, ∀p ∈ K(q).D'après le lemme 4.24 (b) p. 90, ei est équivalent au fait que w ∈ N(K(q),q).Prouvons maintenant l'autre inlusion, N(K(q),q) ⊂ N(Q0,q).Soit w ∈ N(K(q),q), d'après le lemme 4.24 (a) p. 90, ei est équivalent au fait que

q = PK(q)(q + w). De plus, d'après le lemme 4.25 p. 91,
q = (q + w) +

∑
µijGij(q), où (q, µ) est solution de (Pq,q+w).Par onséquent, w = −∑µijGij(q), où les µij sont des réels positifs. Reste à véri�erque µij = 0 si Dij(q) > 0. Or, la relation de omplémentarité dans (Pq,q+w) donne∑

µijDij(q) = 0, d'où le résultat. �Remarque 4.3 Par ailleurs, une autre di�ulté viendra du fait que l'on projette sur unensemble K(qn
k) dépendant de la position qn

k , e qui sort du adre strit des proessus dera�e dérit dans la setion 2.4.2. En e�et, dans e dernier, sont onsidérés des ensembles
C(t) où l'appliation multivaluée C est supposée à variation bornée ave une fontion devariation ontinue à droite (f. équation (2.13) p. 40). Cependant, nous démontrerons àla proposition 4.9 p. 76 la propriété de ontinuité loale suivante : la fontion

Q0 × R2N 7−→ R

(q, q̃) −→ dK(q)(q̃)70



4.1. Présentation du shéma numériqueest ontinue sur un voisinage de la diagonale. En fait, nous prouverons que l'appliation
Q0 × R2N 7−→ R2N

(q, q̃) −→ PK(q)(q̃)est ontinue sur e même voisinage. (Le point projeté q̃ est supposé prohe du point qassoié à l'ensemble K(q) sur lequel on projette.)On dé�nit les fontions assoiées à e shéma, à savoir les fontions un, Un onstantespar moreaux par,
un(t) = un

k et Un(t) = U(qn
k) si t ∈ [tnk , tnk+1[, k < n,et qn a�ne par moreaux telle que

qn(tnk) = qn
k ∀k ∈ {0, .., n}. (4.3)De plus, on pose un(T ) = un

n−1 et Un(T ) = U(qn
n−1). Si on dé�nit les fontions ρ et θ par

ρn(t) = tnk et θn(t) = tnk+1 si t ∈ [tnk , tnk+1[, ρn(T ) = T et θn(T ) = T,la proposition suivante permet de mieux voir le lien entre le problème ontinu (E2) dé�nipage 27,
dq

dt
(t) −U (q(t)) ∈ −N (Q0,q(t)) , p.p.t. t ∈ [0, T ]et le problème disrétisé.Proposition 4.4 Les fontions qn et Un véri�ent

dqn

dt
(t) −Un(t) ∈ −N (K(qn(ρn(t))),qn(θn(t))) , p.p.t. t ∈ [0, T ].Démonstration :Par dé�nition,

qn
k+1 = PK(qn

k
)(q

n
k + hU(qn

k)),e qui implique d'après la proposition A.4 () p. 143,
qn

k + hU(qn
k) − qn

k+1 ∈ ∂IK(qn
k
)(q

n
k+1).En divisant par h, on obtient

−un
k + U(qn

k) ∈ ∂IK(qn
k
)(q

n
k+1),d'où

un
k − U(qn

k) ∈ −∂IK(qn
k
)(q

n
k+1).Par onséquent d'après la proposition A.8 p. 144,

un
k −U(qn

k) ∈ −N
(
K(qn

k),qn
k+1

)
.De plus,

∀t /∈ {tnk , k ∈ {0..n}}, dqn

dt
(t) = un(t),d'où le résultat. �71



Chapitre 4. Présentation et étude d'un shéma numérique4.2 Convergene du shéma numériqueÉnonçons maintenant le théorème fondamental de e hapitre, dont la démonstrationfait l'objet de ette setion.Théorème 4.5 (Convergene du shéma)Sous les hypothèses du théorème 2.30 p. 40, la suite de fontions qn dé�nie par (4.2) et
(4.3) onverge uniformément sur [0, T ] vers l'unique fontion q ∈ W 1,1 ([0, T ], Q0) solutionde 




dq

dt
− U (q) ∈ −N(Q0,q) p.p,

q (0) = q0 ∈ Q0.Comme ela a été souligné dans la remarque 4.3, le remplaement de Q0 par des ensembles
K(q) soulève une nouvelle di�ulté (par rapport aux travaux de J.F. Edmond et L.Thibault [ET06℄) puisqu'une hypothèse de régularité de es ensembles nous fait défaut.4.2.1 Extration et propriétés de la fontion limiteExtrationOn rappelle que ∀q ∈ R2N , |U(q)| ≤ CU . Par onstrution, un

k = PCh(qn
k
)(U(qn

k)).Puisque Ch(q
n
k) est un onvexe fermé ontenant 0 et que la projetion sur e dernier est1-lipshitz, on a

|PCh(qn
k
)(U(qn

k)) − PCh(qn
k
)(0))| ≤ |U(qn

k) − 0|.D'où,
|un

k | ≤ |U(qn
k)| ≤ CU . (4.4)Par onséquent,

‖un‖L∞([0,T ],R2N ) ≤ CU .Comme pour tout t dans [0, T ], qn(t) = q0 +

∫ t

0

un(s)ds, on a
‖qn‖L∞([0,T ],R2N ) ≤ |q0| + T CU .D'après le théorème d'Asoli, il existe don une suite extraite, toujours notée qn, quionverge uniformément sur [0,T℄ vers une fontion q ∈ C0([0, T ], R2N).

qn vu−−−→
n→∞

q sur [0, T ] (4.5)On peut montrer en fait que la fontion limite est plus régulière.Proposition 4.6 La fontion q est dans W 1,∞([0, T ], R2N).72



4.2. Convergene du shéma numériqueDémonstration :La suite des dérivées, toujours notée un, est bornée dans L∞([0, T ], R2N). Il existe donune suite extraite (toujours notée) un qui onverge dans L∞([0, T ], R2N) faible ⋆. Appelons
u sa limite, on a alors

un ⋆
⇀ u dans L∞([0, T ], R2N). (4.6)L'égalité

qn(t) = q0 +

∫ t

0

un(s)ds, ∀t ∈ [0, T ]donne à la limite
q(t) = q0 +

∫ t

0

u(s)ds, ∀t ∈ [0, T ].On en déduit que la fontion q est dans W 1,∞([0, T ], R2N) et que dq

dt
= u p.p. �Proposition 4.7 La fontion q véri�e q(t) ∈ Q0, pour tout t dans [0, T ].Démonstration :Par onstrution et par onvexité de K(qn

k), qn(t) ∈ K(qn
k) ⊂ Q0 si t ∈ [tnk , tnk+1]. Afortiori, qn(t) ∈ Q0, pour tout t dans [0,T℄. Comme Q0 est fermé, on obtient bien à lalimite le résultat annoné. �Finalement, la fontion q est dans W 1,∞([0, T ], Q0) ⊂ W 1,1([0, T ], Q0). Si on montre queette fontion véri�e l'inlusion di�érentielle préédente, le théorème 2.30 p. 40 a�rmerason uniité. Ainsi, par ompaité et par uniité de la valeur d'adhérene, on en déduiraque la suite qn onverge vers la fontion q, unique solution du problème.Inlusion di�érentielleOn veut montrer que la fontion limite q véri�e l'inlusion di�érentielle du théo-rème 4.5. Le début de la preuve qu'on propose ii s'inspire d'une démonstration présentedans [ET06℄. A�n de failiter la leture de la preuve, les lemmes énonés seront démontrésultérieurement dans la sous-setion 4.2.3 p. 90. On veut montrer que

dq

dt
−U (q) ∈ −N(Q0,q) p.p.D'après le lemme 4.2 p. 70, il su�t de montrer que

dq

dt
− U (q) ∈ −N(K(q),q) p.p.On sait, d'après les résultats (4.5) et (4.6), qu'il existe des suites qn et un =

dqn

dt
tellesque 




dqn

dt
⋆
⇀

dq

dt
dans L∞([0, T ], R2N)

qn vu−−−→
n→∞

q sur [0, T ]. 73



Chapitre 4. Présentation et étude d'un shéma numériqueComme on travaille sur l'intervalle [0,T℄ borné, ela implique en partiulier,




dqn

dt
⇀

dq

dt
dans L1([0, T ], R2N)

qn vu−−−→
n→∞

q sur [0, T ].Comme U est lipshitzienne, on a Un vu−−−→
n→∞

U(q) et �nalement,




dqn

dt
−Un ⇀

dq

dt
− U(q) dans L1([0, T ], R2N)

qn vu−−−→
n→∞

q sur [0, T ].Cei assoié au lemme de Mazur assure l'existene d'une suite de fontions zn ∈ L1([0, T ], R2N)telle que,
zn ∈ Conv(dqk

dt
− Uk, k ≥ n

) et zn −−−→
n→∞

dq

dt
− U(q) dans L1([0, T ], R2N).Quitte à extraire, on peut supposer que

zn −−−→
n→∞

z =
dq

dt
− U(q) p.p.Or d'après la proposition 4.4, on sait que

dqn

dt
(t) − Un(t) ∈ −N(K(qn(ρn(t))),qn(θn(t))), p.p.t. t ∈ [0, T ]. (4.7)On �xe t dans [0, T ] tel qu'on ait la onvergene de zn(t) vers z(t) =

dq

dt
(t) − U(q(t)) etque l'inlusion i-dessus soit véri�ée au point t (i.e. pour t /∈ {tnk}). On veut montrer que

z(t) ∈ −N(K(q(t)),q(t)). Comme zn(t) ∈ Conv(dqk

dt
(t) − Uk(t), k ≥ n

), on a
∀ξ ∈ R2N , 〈zn(t), ξ〉 ≤ sup

k≥n

〈
dqk

dt
(t) − Uk(t), ξ

〉
.A la limite, on obtient

∀ξ ∈ R2N , 〈z(t), ξ〉 ≤ lim sup
n

〈
dqn

dt
(t) −Un(t), ξ

〉
. (4.8)On souhaite maintenant majorer ette limite supérieure. Pour ela, on utilise l'équa-tion (4.7) et le résultat suivant (f. lemme 4.24 (d) p. 90) à savoir que

dqn

dt
(t) − Un(t) ∈ −N(K(qn(ρn(t))),qn(θn(t)))est équivalent à

∀ξ ∈ R2N ,

〈
−dqn

dt
(t) + Un(t), ξ

〉
≤
∣∣∣∣
dqn

dt
(t) − Un(t)

∣∣∣∣ dK(qn(ρn(t)))(ξ + qn(θn(t))).74



4.2. Convergene du shéma numériqueOn a don
∀n, ∀ξ ∈ R2N ,

〈
dqn

dt
(t) − Un(t), ξ

〉
≤
∣∣∣∣
dqn

dt
(t) −Un(t)

∣∣∣∣ dK(qn(ρn(t)))(q
n(θn(t)) − ξ)D'après (4.4), on obtient

∀n, ∀ξ ∈ R2N ,

〈
dqn

dt
(t) −Un(t), ξ

〉
≤ 2CU dK(qn(ρn(t)))(q

n(θn(t)) − ξ). (4.9)De plus, on a ∀n, ∀ξ ∈ R2N

∣∣dK(qn(ρn(t)))(q
n(θn(t)) − ξ) − dK(q(t))(q(t) − ξ)

∣∣

≤
∣∣dK(qn(ρn(t)))(q

n(θn(t)) − ξ) − dK(qn(ρn(t)))(q(t) − ξ)
∣∣

+
∣∣dK(qn(ρn(t)))(q(t) − ξ) − dK(q(t))(q(t) − ξ)

∣∣

≤ |qn(θn(t)) − q(t)| +
∣∣dK(qn(ρn(t)))(q(t) − ξ) − dK(q(t))(q(t) − ξ)

∣∣ .On utilise la proposition suivante qui sera démontrée dans la suite.Proposition 4.8 Il existe ν > 0 tel que pour tout ξ ∈ R2N , |ξ| < ν,
∣∣dK(qn(ρn(t)))(q(t) − ξ) − dK(q(t))(q(t) − ξ)

∣∣ −−−→
n→∞

0. (4.10)On obtient don ∀ξ ∈ R2N , |ξ| < ν,
dK(qn(ρn(t)))(q

n(θn(t)) − ξ) −−−→
n→∞

dK(q(t))(q(t) − ξ).Finalement, en passant à la limite dans (4.9), on obtient
∀ξ ∈ R2N , |ξ| < ν, 〈z(t), ξ〉 ≤ 2CUdK(q(t))(q(t) − ξ).Cei est équivalent d'après le lemme 4.24 (f) p. 90 à

z(t) ∈ −N(K(q(t)),q(t)). (4.11)
�Ainsi, s'ahève la démonstration du théorème 4.5 dans ses grandes lignes. Reste main-tenant à justi�er les lemmes utilisés (f. setion 4.2.3) et surtout la proposition 4.8 quiest fondamentale. On a hoisi de donner une preuve di�érente de elle érite dans [ET06℄pour majorer la limite supérieure de l'équation (4.8), toutefois l'argument-lé est le même.En e�et, les auteurs ont par hypothèse (f. équation (2.13) p. 40),

dC(tn)(y) → dC(t)(y), ∀y, lorsque tn → tanalogue à (4.10). Cei leur permet de démontrer la proposition 2.1 de [ET06℄, qui à partirde l'équation (4.8) donne le résultat (4.11). 75



Chapitre 4. Présentation et étude d'un shéma numériqueDémonstration de la proposition 4.8La proposition 4.8 se déduit de la proposition suivante en l'appliquant aux points
q = q(t) et qn = qn(ρn(t)).Proposition 4.9 Soient q ∈ Q0, (qn)n∈N ∈ (Q0)

N véri�ant qn −−−→
n→∞

q, on dé�nit K =

K(q) et Kn = K(qn). Pout tout q̃ dans R2N , on pose p̃ = PK(q̃) et p̃n = PKn
(q̃). Alors,il existe ν > 0 (dépendant de q) tel que pour tout q̃ ∈ B(q, ν), p̃n −−−→

n→∞
p̃. En partiulier,

dKn
(q̃) −−−→

n→∞
dK(q̃).Démonstration :On sait d'après le lemme 4.25 p. 91, que les veteurs p̃n sont solutions d'un système detype suivant :

(Pqn,q̃)





p̃n = q̃ +
∑

i<j

λn
ijGij(qn)

∀i < j, Dij(qn) + Gij(qn) · (p̃n − qn) ≥ 0
∑

i<j

λn
ij (Dij(qn) + Gij(qn) · (p̃n − qn)) = 0,où les λn

ij sont des réels positifs. De même, le veteur p̃ est solution d'un système analogue :
(Pq,q̃)





p̃ = q̃ +
∑

i<j

λijGij(q)

∀i < j, Dij(q) + Gij(q) · (p̃ − q) ≥ 0
∑

i<j

λij (Dij(q) + Gij(q) · (p̃ − q)) = 0,où les λij sont des réels positifs. Les réels λn
ij et λij sont des multipliateurs de Lagrangeet la dernière ligne des deux systèmes ontient une relation appelée relation de omplé-mentarité. La proposition suivante (dont la démonstration fait l'objet de la setion 4.2.2)a�rme que la suite λn = (λn

ij) est bornée.Proposition 4.10 Pour tout q ∈ Q0, il existe ν > 0 et M dans N tels que pour tout
n ≥ M , tout q̃ dans B(q, ν) et tout λn solution de (Pqn,q̃), on ait

∀i < j, λn
ij ≤ 2νbN où b =

2
√

nv

min

(
sin

(
π

2(nv + 1)

)
, sin

( π

N

)) ,ave nv dé�ni au lemme 3.16 p. 53.Quitte à extraire, on peut don supposer que
∀i < j, λn

ij −−−→
n→∞

λ∞
ij ≥ 0.76



4.2. Convergene du shéma numériqueEn passant à la limite dans le premier système, on obtient que la suite p̃n onverge versun élément p véri�ant :




p = q̃ +
∑

i<j

λ∞
ij Gij(q)

∀i < j, Dij(q) + Gij(q) · (p− q) ≥ 0
∑

i<j

λ∞
ij (Dij(q) + Gij(q) · (p− q)) = 0.On en déduit don que p = p̃. La suite p̃n n'a par onséquent qu'une seule valeur d'adhé-rene p̃, d'où sa onvergene vers p̃. �Remarque 4.11 Le résultat de la proposition 4.9 n'est pas vrai en toute généralité lorsque

K(q) =
⋂

i<j Kij(q) est une intersetion quelonque de demi-espaes. Sur la �gure 4.2, ona traé les frontières des demi-espaes Kn
12 = K12(qn) et Kn

13 = K13(qn). Ces frontièresse rejoignent lorsque n tend vers l'in�ni. On remarque don que la suite p̃n, qui eststationnaire, ne tend pas vers p̃.PSfrag replaements
n → +∞ p̃n p̃

q̃

Fr(Kn
12)

Fr(Kn
13)Fig. 4.2 � Contre-exemple.L'argument-lé de la démonstration de la proposition 4.9 est le aratère uniformémentborné des multipliateurs de Lagrange. On le démontre dans la setion suivante.4.2.2 Démonstration de la proposition 4.10 : étude des multipli-ateurs de LagrangeDans toute ette setion, on reprend les notations de la proposition 4.9. On se donne

q dans Q0 et une suite (qn) d'éléments de Q0, qui onverge vers q. Les projetions d'unélément q̃ sur K(q) et sur K(qn) sont notées respetivement p̃ et p̃n. On herhe à bornertous les λ tels que (p̃, λ) soit solution de (Pq,q̃) et tous les λn tels que (p̃n, λ
n) soit solutionde (Pqn,q̃). Pour simpli�er, on érira juste λ solution de (Pq,q̃) et λn solution de (Pqn,q̃),dans la suite. Une première hose à noter est que les multipliateurs de Lagrange sont77



Chapitre 4. Présentation et étude d'un shéma numériquenuls quand il n'y a pas ontat. Dé�nissons don l'ensemble des ouples de personnes quisont éloignées l'une de l'autre (i.e. à distane stritement positive) :
Ifar(q) =

{
(i, j) ∈ J1, NK2, i < j, Dij(q) > 0

}
,et préisons la valeur des multipliateurs de Lagrange assoiés à es ouples.Lemme 4.12 Il existe ν > 0 et M0 dans N tels que pour tout n ≥ M0 et tout q̃ dans

B(q, ν), on ait :
λn

ij = λij = 0, pour tout ouple (i, j) de l'ensemble Ifar(q),où λ et λn sont respetivement solutions de (Pq,q̃) et (Pqn,q̃).Démonstration :Cei vient de la relation de omplémentarité (dernière équation des problèmes (Pq,q̃) et
(Pqn,q̃)). En e�et, par dé�nition de Ifar(q),

∃ε > 0, ∀(i, j) ∈ Ifar(q), Dij(q) > 2ε.Alors, omme qn −−−−→
n→+∞

q,
∃M0 > 0, ∀n ≥ M0, Dij(qn) ≥ ε, ∀(i, j) ∈ Ifar(q) et |qn − q| ≤ ε

8
.Posons ν =

ε

8
et hoisissons q̃ ∈ B(q, ν) , on a alors |q̃ − q| <

ε

8
.Comme p̃ = PK(q̃) et q ∈ K, on a

|p̃− q̃| ≤ |q − q̃|. (4.12)Par onséquent,
|p̃− q| ≤ |p̃− q̃| + |q̃ − q| ≤ 2|q̃ − q| ≤ ε

4
.De manière analogue, omme p̃n = PKn

(q̃) et qn ∈ Kn , on a
|p̃n − q̃| ≤ |qn − q̃| ≤ |q̃ − q| + |q − qn| ≤ 2ν. (4.13)D'où,

|p̃n − qn| ≤ |p̃n − q̃| + |q̃ − qn| ≤ 2|q̃ − qn| ≤ 4ν ≤ ε

2
.Par onséquent,

Dij(q)+Gij(q) · (p̃−q) ≥ 2ε−
√

2
ε

4
> 0 et Dij(qn)+Gij(qn) · (p̃n−qn) ≥ ε−

√
2
ε

2
> 0.La relation de omplémentarité et la positivité des multipliateurs de Lagrange permettentalors de onlure. �78



4.2. Convergene du shéma numérique
PSfrag replaements
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∆n
12Fig. 4.3 � Con�gurations q, qn et q̃.Remarque 4.13 Lorsque Dij(q) > 0, on peut don a�rmer que les multipliateurs deLagrange λij et λn

ij sont nuls pour n assez grand. Lorsque Dij(q) = 0, λij peut être nulsans que λn
ij le soit pour n assez grand (même si Dij(qn) > 0). Dans la �gure 4.3 ,sont dessinées les on�gurations q, qn et q̃ de 3 partiules. Dérivons-les. Partant de laon�guration q, le entre de la partiule 2 a subi une homothétie et une rotation de entre

q1, pour obtenir la suite des on�gurations qn tendant vers q. La partiule 2 a juste ététranslatée pour obtenir la on�guration q̃ (toujours à partir de la on�guration q). Sur leson�gurations q et qn, on a traé respetivement la droite ∆12 de veteur normal e12(q)et la droite ∆n
12 de veteur normal e12(qn). Ces deux droites ont été représentées sur laon�guration q̃. Ainsi, on observe que q̃ appartient à K(q) puisque les partiules 1 et 2se trouvent bien de part et d'autre de la droite ∆12. Par onséquent, λ12 = 0. Cependant,

q̃ n'appartient pas à K(qn) et λn
12 > 0 pour tout n.On herhe à borner les λn solutions de (Pqn,q̃) qui apparaissent dans l'ériture :

∑

i<j

λn
ijGij(qn) = p̃n − q̃ = Fn.Mais, d'après le lemme 4.12 p. 78, les seuls multipliateurs de Lagrange à onsidérersont eux qui sont assoiés aux ontats présents dans la on�guration �nale q. Ainsi, onommene d'abord par étudier les multipliateurs intervenant dans l'ériture suivante :

∑

i<j

λijGij(q) = p̃ − q̃ = F.Par soui de larté, on onsidère dans la suite le as monodisperse (tous les disques ont lemême rayon noté r). Les modi�ations à apporter dans le as polydisperse seront préiséesdans la démonstration de la proposition 4.21 p. 86.Cas monodisperseProposition 4.14 Dans le as monodisperse, pour tout q dans Q0, pour tout F dans
R2N , on dé�nit l'ensemble

Λq,F =

{
λ ∈ R

N(N−1)
2 ,

∑

i<j

λijGij(q) = F, λij ≥ 0, λij = 0 si Dij(q) > 0

}
. 79



Chapitre 4. Présentation et étude d'un shéma numériqueCet ensemble, s'il est non vide, est borné uniformément en q. Plus préisément, on a
∀λ ∈ Λq,F , ∀i < j, λij ≤ |F| aN où a =

3

sin(2π
N

)
.Démonstration :On onsidère le as où Λq,F est non vide. On herhe à estimer les solutions λ du systèmesuivant (à 2N équations) : ∑i<j λijGij(q) = F. Comme λij = 0 si Dij(q) > 0, beauoupde multipliateurs de Lagrange sont nuls. On herhe en fait à résoudre

∑

i < j

Dij(q) = 0

λijGij(q) = F , λij ≥ 0 (P ).En préisant l'ériture des veteurs Gij(q), on peut expliiter les 2 lignes du système quionernent la personne i0,
n∑

j = 1
j 6= i0

j voisin de i0

λ̃ji0eji0 = Fi0 (Pi0)

où
λ̃ji0 =

{
λji0 si j < i0
λi0j si j > i0

et eji0 = eji0(q).Comme on s'est plaé dans le adre monodisperse, il y a au maximum 6 termes dans lasomme puisque la personne i0 a au plus 6 voisins. Bien entendu, il est plus faile de résoudre
(Pi0) quand le membre de gauhe ontient peu de termes. L'idée de la démonstration estla suivante. Quand il n'y a qu'un seul terme (i0 a un unique voisin j), la résolution esttriviale (f. Etape 1 i-après). Lorsqu'il y a deux termes (i0 a deux voisins j1 et j2), lesystème est inversible si ei0j1 et ei0j2 sont indépendants. Le as qui pose problème estelui où les 3 personnes sont alignées, i0 se trouvant entre j1 et j2. En résumé, si l'angleentre les veteurs ei0j1 et ei0j2 est stritement inférieur à π, le système est inversible, laborne de l'inverse dépend de et angle et diverge quand e dernier se rapprohe de π.Comme on veut majorer les multipliateurs de Lagrange, on veillera don à ontr�ler etangle (f. Etape 2 i-après). Pour résoudre le problème global, il su�t de résoudre essous-problèmes (Pi) dans un ordre bien hoisi : on résout les plus simples d'abord.Prinipe général :On onsidère une on�guration admissible q = (q1, .., qN ) ∈ Q0 formant un amas, dansle sens où l'ensemble ⋃N

i=1 B(qi, r) est onnexe par ars. (Pour les autres on�gurations,il su�t de traiter les amas présents un par un, puisque les problèmes assoiés sont indé-pendants). On note A = {q1, .., qN} l'ensemble des positions des N personnes. (Dans lasuite, on identi�era parfois abusivement la personne i et sa position qi). On va onsidérerles personnes de et ensemble une à une et résoudre les sous-problèmes dé�nis i-dessus.80



4.2. Convergene du shéma numériqueL'idée est la suivante : à haque résolution d'un problème (Pi0), on enlèvera l'élément
qi0 de A, on supprimera le sous-problème (Pi0) du système global (P ), et on prendra enompte les valeurs trouvées des λ̃ji0, pour les personnes j voisines de i0, en modi�antles seonds membres respetifs Fj. On va progressivement réduire A, jusqu'à obtenir unsingleton. Préisons maintenant dans quel ordre nous allons traiter les sous-problèmes,'est-à-dire dans quel ordre nous allons onsidérer les personnes. On suppose que A estnon réduit à un singleton.Etape 1 : élimination des ontats simplesOn suppose qu'il existe qi dans A tel que qi ait un unique voisin qj . Le problème (Pi)s'érit don

λ̃jieji = Fi.Par onséquent, λ̃ji = |Fi|. On retire alors l'élément qi de A et on modi�e le seondmembre Fj omme suit
Fj = Fj − λ̃jieij .Cei nous amène à remplaer la borne du seond membre Fj par |Fj| + |Fi|. On élimineainsi tous les ontats simples de A, e qui permet par exemple, de traiter entièrement leas de la �gure 4.4.

Fig. 4.4 � Cas d'une haîne.Si A n'est pas réduit à un singleton après ette étape, on passe à la suivante.Etape 2 : il n'y a plus de ontats simplesOn dé�nit C l'enveloppe onvexe des qj (restants) dans A. On note E l'ensemble despoints extrêmaux de C et p son ardinal. On note P la frontière de C qui est don unpolygone onvexe dont les sommets sont les points de E. Ce polygone a au moins p ≥ 3sommets. En e�et, le as de 2 sommets est elui d'une haîne, déjà traité dans l'étapepréédente. La somme des angles de P vaut π(card(E) − 2) = π(p − 2). Par onséquent,il existe un angle de P qui soit inférieur ou égal à π(1 − 2
p
) < π. On onsidère alors lesommet assoié à un de es angles. On le note qi. Il y a alors 2 as possibles : soit qi est enontat ave 2 personnes exatement, soit qi a exatement trois voisins. En e�et, ommeil n'y a plus de ontats simples, tous les éléments de A ont au moins deux voisins. Deplus, la ondition d'angle préédente permet d'a�rmer que les voisins de qi se trouventtous dans un �ne d'angle au sommet stritement inférieur à π. Or si qj et qk sont auontat de qi, l'angle entre les veteurs eij et eik est supérieur ou égal à π

3
. Aussi, si qi aau moins 4 voisins, l'angle entre les 2 voisins les plus éloignés est supérieur à 3π

3
= π. Onobtient alors une ontradition ave la ondition d'angle. 81



Chapitre 4. Présentation et étude d'un shéma numériqueCas 1 : qi a 2 voisinsQuitte à faire une rotation de entre qi, on peut supposer qu'on se trouve dans la on�-guration de la �gure 4.5. D'après le hoix de qi, γ ≥ 2π
p
≥ 2π

N
et γ ≤ 2π

3
ar les partiules

j et k ne se hevauhent pas. Noter que néessairement, N ≥ p ≥ 3.
PSfrag replaements

qi qj

qk

γ

Fig. 4.5 � Cas 1.
Plus préisément, eji =

(
−1
0

) et eki =

(
cos γ
sin γ

). Le problème
λ̃jieji + λ̃kieki = Fi (Pi)se réérit don (

λ̃ji

λ̃ki

)
=

1

sin γ

(
− sin γ cos γ

0 1

)(
F x

i

F y
i

)
.Ainsi, on a

λ̃ji ≤
√

2

sin γ
|Fi| et λ̃ki ≤

1

sin γ
|Fi|.On enlève qi de l'ensemble A. On modi�e les bornes du seond membre, plus préisément,on remplae |Fj| par |Fj | +

√
2

sin(2π
N

)
|Fi| et |Fk| par |Fk| +

1

sin(2π
N

)
|Fi| ar sin γ ≥ sin(2π

N
).On supprime alors le sous-problème (Pi).Cas 2 : qi a 3 voisinsQuitte à faire une rotation de entre qi, on peut supposer qu'on se trouve dans la on�-guration de la �gure 4.6. On a d'une part γ ≥ 2π

p
≥ 2π

N
. D'autre part, γ ≤ π

3
puisque lespartiules j et k ainsi que k et l ne se hevauhent pas. On obtient don l'enadrementde γ suivant,

2π

N
≤ γ ≤ π

3
. (4.14)82



4.2. Convergene du shéma numériquePar ailleurs, on a β ≤ −π
3
ar les partiules j et k ne se hevauhent pas. De plus, omme

β ≥ −π + γ + π
3
, on a d'après (4.14), β ≥ 2π

N
− 2π

3
. On obtient don l'enadrement de βsuivant,

2π

N
− 2π

3
≤ β ≤ −π

3
. (4.15)Noter que néessairement, N ≥ p ≥ 6 pour que l'enadrement (4.14) ait un sens. En e�et,il est faile de voir que pour N < 7 personnes, on réduit l'amas A jusqu'à un singletongrâe à l'étape 1.

PSfrag replaements qi qj

ql qk

γ

βFig. 4.6 � Cas 2.Plus préisément, eji =

(
−1
0

), eki =

(
− cos β
− sin β

) et eli =

(
cos γ
sin γ

). Le problème (Pi)s'érit
λ̃jieji + λ̃kieki + λ̃lieli = Fi.Bien sûr, on voit apparaître dans ette situation la non-uniité des multipliateurs deLagrange (2 équations, 3 inonnues). Elle est due au fait que le veteur eik peut s'érireomme ombinaison linéaire à oe�ients positifs des veteurs eij et eil. On dé�nit unesolution partiulière de e problème (λ̃0

ji, 0, λ̃
0
li) où les omposantes véri�ent,


 λ̃0

ji

λ̃0
li


 =

1

sin γ

(
− sin γ cos γ

0 1

)(
F x

i

F y
i

)
. (4.16)Il reste alors à dérire le noyau de la matrie du système (Pi) pour obtenir toutes lessolutions. On utilise don le lemme suivant démontré p. 93.Lemme 4.15 Le noyau de la matrie du système (Pi) est engendré par le veteur :

kβγ =




sin(β − γ)
sin γ
sin β


 .De plus, on onnaît les signes de ses omposantes,

sin(β − γ) ≤ − sin(
2π

N
) < 0, sin γ ≥ sin(

2π

N
) > 0 et sin β ≤ −

√
3

2
< 0. 83



Chapitre 4. Présentation et étude d'un shéma numériqueToutes les solutions de (Pi) s'érivent don,



λ̃ji

λ̃ki

λ̃li


 =




λ̃0
ji

0

λ̃0
li


+ t




sin(β − γ)

sin γ

sin β


 où t ∈ R.Or nous herhons toutes les solutions positives. La positivité de sin γ implique que t doitêtre positif. De plus, les signes négatifs de sin(β − γ) et de sin β impliquent que t ≤ tmaxoù

tmax = min

(
λ̃0

ji

− sin(β − γ)
,

λ̃0
li

− sin β

)
. (4.17)Comme t sin(β − γ) < 0 et t sin β < 0, on a

λ̃ji ≤ λ̃0
ji et λ̃li ≤ λ̃0

li.Or on a déjà vu (f. as 1) quẽ
λ0

ji ≤
√

2

sin γ
|Fi| et λ̃0

li ≤
1

sin γ
|Fi|.D'où

λ̃ji ≤
√

2

sin γ
|Fi| et λ̃li ≤

1

sin γ
|Fi|.Comme t sin γ > 0, on a

λ̃ki ≤ tmax sin γ.Le lemme suivant (démontré p. 94) permet d'obtenir la majoration �nale de λ̃ki.Lemme 4.16 On a la majoration suivante : tmax sin γ ≤ 2√
3
|Fi|.Ainsi

λ̃ki ≤
2√
3
|Fi|.On enlève qi de l'ensemble A. On modi�e les bornes du seond membre, plus préisément,on remplae |Fj | par |Fj|+

√
2

sin(2π
N

)
|Fi|, |Fk| par |Fk|+

2√
3
|Fi| et |Fl| par |Fl|+

1

sin(2π
N

)
|Fi|.On supprime alors le sous-problème (Pi).A la �n de l'étape 2, nous avons don retiré une personne de l'ensemble A. Si et en-semble n'est pas réduit à un singleton, on retourne à l'étape 1.BilanEn itérant e proédé, 'est-à-dire en éliminant tous les ontats simples puis en hoisissantune partiule extrêmale véri�ant la ondition d'angle préédente et ainsi de suite, on résoutle problème global (P ) en (N − 1) étapes. On remarque qu'à haque résolution de sous-problèmes, on arrive à borner les multipliateurs de Lagrange par le seond membre à uneonstante près. Il su�t don de savoir omment évolue la borne du seond membre pourestimer les λij. Le lemme suivant (démontré p. 94) permet de onlure.84



4.2. Convergene du shéma numériqueLemme 4.17 A haque rédution de l'ensemble A, la norme |F| est remplaée au piredes as par 3

sin(2π
N

)
|F|.Ainsi s'ahève la démonstration de la proposition 4.14. �On obtient le orollaire suivant.Corollaire 4.18 Dans le as monodisperse, pour tout q ∈ Q0, il existe ν > 0 tel que pourtout q̃ dans B(q, ν) et tout λ solution de (Pq,q̃), on ait

∀i < j, λij ≤ νaN où a =
3

sin(2π
N

)
.Démonstration :Le lemme 4.12 donne l'existene de ν > 0 tel que pour q̃ ∈ B(q, ν), (p̃, λ) solution de

(Pq,q̃) implique que λ ∈ Λq,F ave F = p̃ − q̃. De plus, lors de la démonstration de elemme (p. 78), on montre que |F| ≤ ν (f. équation (4.12)). La proposition 4.14 permetalors de onlure. �Remarque 4.19 Dans [Mau06℄, B. Maury avait déjà montré le aratère borné des mul-tipliateurs de Lagrange, sans expliiter de borne, en utilisant la notion de �ne asymptote(voir [Mau06℄). L'idée de onsidérer les partiules extrêmales y était déjà présente. Ce-pendant, pour montrer le aratère uniformément borné des multipliateurs de Lagrange,il est essentiel de omprendre la dépendane de ette borne par rapport à la on�guration
q onsidérée. Celle-i dépend très fortement de la géométrie de la on�guration et pluspréisément de la présene de gros amas.Nous avons don démontré que les multipliateurs de Lagrange intervenant dans la proje-tion de q̃ sur K(q) sont bornés. Reste à étudier eux qui interviennent dans la projetionde q̃ sur K(qn).Proposition 4.20 Dans le as monodisperse, pour tous q, qn dans Q0, pour tout F dans
R2N , on dé�nit l'ensemble

Λq,qn,F =

{
λ ∈ R

N(N−1)
2 ,

∑

i<j

λijGij(qn) = F, λij ≥ 0, λij = 0 si Dij(q) > 0

}
.Alors, il existe M1 dans N tel que pour tout n ≥ M1, l'ensemble Λq,qn,F , s'il est non vide,est uniformément borné. Plus préisément, on a

∀λ ∈ Λq,qn,F , ∀i < j, λij ≤ |F| aN où a =
3

sin( π
N

)
. 85



Chapitre 4. Présentation et étude d'un shéma numériqueDémonstration :Comme la suite (qn) tend vers q, il existe M1 dans N tel que pour tout n ≥ M1, pourtous ouples (i, j), i < j, (k, l), k < l, l'angle orienté entre les veteurs eij(qn) et ekl(qn)soit prohe de l'angle entre les veteurs eij(q) et ekl(q) :
∃M1, ∀n ≥ M1, ∀(i, j), i < j, ∀(k, l), k < l, | ̂(eij(qn), ekl(qn))− ̂(eij(q), ekl(q))| < α <

π

N
.Soit n ≥ M1, on suit maintenant la même démarhe que elle de la démonstration de laproposition 4.14. On dé�nit les sous-problèmes (P n

i ) omme suit :
n∑

j = 1
j 6= i

Dij(q) = 0

λ̃jie
n
ji = Fi (P n

i )

où
λ̃ji =

{
λji si j < i
λij si j > i

et en
ji = eji(qn).On remarque que la somme du membre de gauhe porte sur les j voisins de i dans laon�guration �nale q. Considérer les voisins dans la on�guration qn serait une erreurar λij peut être stritement positif alors que la distane Dij(qn) est stritement positive(f remarque 4.13). On résout les sous-problèmes (P n

i ) exatement dans le même ordreque les sous-problèmes (Pi). Les résolutions e�etuées lors de l'étape 2 ne poseront pasde problème puisque les angles entre les veteurs eij(qn) sont ontr�lés. L'angle γn (avedes notations évidentes) est maintenant supérieur à 2π
N

− α ≥ π
N
. �Généralisation au as polydisperseLe aratère uniformément borné des multipliateurs de Lagrange se généralise au aspolydisperse. La proposition suivante est analogue à la proposition 4.14.Proposition 4.21 Pour tout q dans Q0, pour tout F dans R2N , on dé�nit l'ensemble

Λq,F =

{
λ ∈ R

N(N−1)
2 ,

∑

i<j

λijGij(q) = F, λij ≥ 0, λij = 0 si Dij(q) > 0

}
.Cet ensemble, s'il est non vide, est uniformément borné en q. Plus préisément, on a

∀λ ∈ Λq,F , ∀i < j, λij ≤ |F| bN où b =
2
√

nv

min

(
sin

(
π

nv + 1

)
, sin

(
2π

N

)) ,où nv est le nombre maximal de voisins que peut avoir une personne (f. lemme 3.16p. 53).Démonstration :Comme il su�t de reprendre le heminement suivi pour prouver la proposition 4.14, seules86



4.2. Convergene du shéma numériqueles grandes lignes de la démonstration seront présentées ii. L'étape 1 est identique au asmonodisperse, la di�érene vient du fait que l'étape 2 omporte beauoup plus de as. Ene�et, dans une situation polydisperse illustrée par la �gure 4.7, la personne extrêmale ipeut avoir ni
v > 3 voisins où

ni
v ≤ nv ≤ π

arcsin

(
rmin

rmax + rmin

) .(La majoration de nv est le résultat du lemme 3.16 p. 53).PSfrag replaements qi
qjql

qk1

qk2

qk3

γ
β1

β2

β3Fig. 4.7 � Cas polydisperse.De la même manière que dans le as monodisperse, on peut montrer que le noyau dela matrie assoiée au système (Pi) à résoudre a pour dimension ni
v − 2. On déterminefailement une base de e noyau (voir les notations sur la �gure 4.7), formée des veteurs

kβpγ, 1 ≤ p ≤ ni
v qui n'auront que 3 omposantes non nulles : sin(βp − γ) < 0, sin βp < 0et sin γ > 0. Plus préisément,

kβpγ =




sin(βp − γ)
0...
0

sin γ
0...
0

sin βp




,

sin γ se trouvant à la (p + 1)ème oordonnée. Les solutions du problème (Pi) s'ériventdon omme somme de la solution partiulière (analogue à elle de l'équation (4.16)87



Chapitre 4. Présentation et étude d'un shéma numériquep. 83) et de ∑ tpkβpγ , où tp ∈ R. De la même manière que dans le as monodisperse,on véri�e failement que les oe�ients tp sont positifs. Ensuite, on essaie d'estimer lesmajorants tp,max dé�nis omme dans (4.17) p. 84. Pour ela, on majore les quantitéssuivantes sin(βp − γ) et sin βp. Grâe à la démonstration du lemme 3.16 p. 53, on peuta�rmer que
βp ≤ −θ = −2 arcsin

(
rmin

rmax + rmin

)
.De même, on montre que βp − γ ≤ −θ. Ainsi, sin(βp − γ) ≤ − sin θ et sin βp ≤ − sin θ. Cequi nous permet d'obtenir �nalement

tp,max sin γ ≤ 1

sin θ
|Fi|.En�n, en faisant un nouveau bilan, on montre (même preuve que le lemme 4.17 p. 85)que dans le pire des as la norme de |F| est remplaée par

2
√

nv

min
(
sin θ, sin

(
2π
N

)) |F|.On onlut grâe à la minoration θ ≥ π

nv + 1
. �Nous obtenons maintenant une proposition analogue à la proposition 4.20 en reprenantla même démonstration.Proposition 4.22 Pour tous q, qn dans Q0, pour tout F dans R2N , on dé�nit l'ensemble

Λq,qn,F =

{
λ ∈ R

N(N−1)
2 ,

∑

i<j

λijGij(qn) = F, λij ≥ 0, λij = 0 si Dij(q) > 0

}
.Alors, il existe M1 dans N tel que pour tout n ≥ M1, l'ensemble Λq,qn,F , s'il est non vide,est uniformément borné. Plus préisément, on a

∀λ ∈ Λq,qn,F , ∀i < j, λij ≤ |F| bN où b =
2
√

nv

min

(
sin

(
π

nv + 1

)
, sin

( π

N

)) ,où nv est le nombre maximal de voisins que peut avoir une personne (f. lemme 3.16p. 53).Nous arrivons au but de ette setion. On peut maintenant démontrer la proposition 4.10qui a�rme le aratère uniformément borné des multipliateurs de Lagrange dans le asgénéral polydisperse.88



4.2. Convergene du shéma numériqueDémonstration de la proposition 4.10 :Rappelons son énoné :Pour tout q ∈ Q0, il existe ν > 0 et M dans N tels que pour tout n ≥ M , tout q̃ dans
B(q, ν) et tout λn solution de (Pqn,q̃), on ait

∀i < j, λn
ij ≤ 2νbN où b =

2
√

nv

min

(
sin

(
π

2(nv + 1)

)
, sin

( π

N

)) .Le lemme 4.12 donne l'existene de ν > 0 et de M0 ∈ N tel que pour q̃ ∈ B(q, ν), (p̃n, λ
n)solution de (Pqn,q̃) implique que λn ∈ Λq,qn,F n si n ≥ M0 ave Fn = p̃n − q̃. De plus, lorsde la démonstration de e lemme (p. 78), on montre que |Fn| ≤ 2ν (f. équation (4.13)).En posant M = max(M0, M1) où M1 est l'entier dé�ni dans la proposition 4.22, on obtientle résultat annoné.Remarque 4.23 Il est à noter que le aratère borné des multipliateurs de Lagrange dé-montré à la proposition 4.21, est équivalent à l'existene de l'inégalité triangulaire inversede la proposition 3.14 p. 52. Et de ette inégalité déoule le aratère uniformément prox-régulier de Q0. Cette démonstration ne se généralise pas à un ensemble de on�gurationsadmissibles qui prendrait en ompte les obstales, en imposant une distane positive entreeux et les personnes.PSfrag replaements q1 q2

λ̃1, obst1

λ̃12

λ̃2, obst2

Fig. 4.8 � Situation où les multipliateurs de Lagrange sont non bornés.En e�et, dans l'exemple présenté sur la �gure 4.8, les multipliateurs doivent véri�er lesystème suivant : 



−λ̃12 + λ̃1, obst1 = F x
1

λ̃12 − λ̃2, obst2 = F x
2 .Les solutions à oordonnées positives de e système s'érivent




λ̃1, obst1

λ̃12

λ̃2, obst2


 =




F x
1

0

−F x
2


+ t




1

1

1


 , ave t assez grand.Les solutions ne sont don pas bornées. 89



Chapitre 4. Présentation et étude d'un shéma numérique4.2.3 Lemmes tehniquesEnoné et démonstration du lemme 4.24 :Lemme 4.24 Soit S un onvexe fermé inlus dans un espae de Hilbert H, soient x ∈ Set w ∈ H alors les propositions suivantes sont équivalentes :
w ∈ N(S, x)

déf⇔ x = PS(x + w) (a)

⇔ ∀y ∈ S, 〈w, y − x〉 ≤ 0 (b)

⇔ ∀y ∈ H, 〈w, y − x〉 ≤ |w| dS(y) (c)

⇔ ∀ξ ∈ H, 〈w, ξ〉 ≤ |w| dS(ξ + x) (d)

⇔ ∃η > 0, ∀v ∈ H, |v| < η, 〈w, v〉 ≤ |w| dS(v + x) (e)

⇔ ∃k > 0, ∃η > 0, ∀v ∈ H, |v| < η, 〈w, v〉 ≤ k dS(v + x) (f)Démonstration :Démontrons l'équivalene des propriétés :
(a) ⇔ (b) : aratérisation du projeté orthogonal sur un onvexe fermé d'un espae deHilbert.
(c) ⇔ (d) : lair en posant ξ = y − x.
(d) ⇒ (e) : lair.
(e) ⇒ (f) : lair.Justi�ons maintenant :
(b) ⇒ (c) : on onsidère y ∈ H et w ∈ N(S, x). Si y ∈ S, dS(y) = 0 et l'inégalité () estvéri�ée. Sinon, on dé�nit z = PS(y) alors

〈w, y − x〉 = 〈w, z + (y − z) − x〉
= 〈w, z − x〉 + 〈w, y − z〉
≤ 〈w, y − z〉 ar z ∈ S,

≤ |w||y − z|
≤ |w|dS(y).

(e) ⇒ (d) : on onsidère ξ ∈ H et w ∈ N(S, x). Si |ξ| ≤ η, l'inégalité (d) est véri�ée.Sinon, on pose ξ = αv où v ∈ H, |v| ≤ η et α > 1. Alors,
〈w, ξ〉 = α 〈w, v〉 ≤ α|w|dS(v + x).Il su�t don de montrer que

αdS(v + x) ≤ dS(αv + x).90



4.2. Convergene du shéma numériqueSoit p = PS(αv + x), alors |p − αv − x| = dS(αv + x). On dé�nit ζ = p
α

+ α−1
α

x. Comme
S est onvexe, ζ ∈ S et ainsi

dS(v + x) ≤ |ζ − v − x|

≤
∣∣∣∣
p

α
+

(
1 − 1

α

)
x − v − x

∣∣∣∣

≤
∣∣∣ p
α
− x

α
− v
∣∣∣

≤ 1

α
|p − x − αv|

≤ 1

α
dS(αv + x).D'où,

αdS(v + x) ≤ dS(αv + x).Finalement,
〈w, ξ〉 ≤ |w|dS(ξ + x).

(f) ⇒ (b) : Soit y ∈ S, on pose ξ = y − x.Si |ξ| < η, alors (f) implique 〈w, y − x〉 ≤ kdS(y) = 0.Sinon, omme préédemment, on pose ξ = y − x = αv ave |v| ≤ η et α > 1. Alors
v + x =

y − x

α
+ x =

(
1 − 1

α

)
x +

1

α
y ∈ S, ar S est onvexe.Et par onséquent,

〈w, y − x〉 = α 〈w, v〉 ≤ αkdS(v + x) = 0.

�Enoné et démonstration du lemme 4.25 :Lemme 4.25 Soient q dans Q0 et q̃ dans R2N , on note p̃ = PK(q)(q̃). Alors ∃λ ∈
(R+)

N(N−1)
2 tel que le ouple (p̃, λ) soit solution du problème suivant :

(Pq,q̃)





p̃ = q̃ +
∑

i<j

λijGij(q)

∀i < j, Dij(q) + Gij(q) · (p̃ − q) ≥ 0
∑

i<j

λij (Dij(q) + Gij(q) · (p̃− q)) = 0.
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Chapitre 4. Présentation et étude d'un shéma numériqueDémonstration :La on�guration p̃ est solution du problème de minimisation sous ontrainte suivant :
argmin
p∈K(q)

1

2
|p− q̃|2.Le lagrangien du problème point-selle assoié est,

L (p, µ) =
1

2
|p − q̃|2 −

∑

1≤i<j≤N

µij (Dij (q) + Gij (q) · (p− q)) .On dé�nit les appliations linéaires :
Φ : R2N → R

N(N−1)
2

p 7→ − (Gij (q) · p)i<jet
Φ⋆ : R

N(N−1)
2 → R2N

µ 7→ −∑i<j µij Gij (q) .On peut alors réérire l'ensemble K(q) :
K(q) =

{
p ∈ R2N , ∀µ ∈

(
R+
)N(N−1)

2 , −
∑

1≤i<j≤N

µij (Dij (q) + Gij (q) · (p − q)) ≤ 0

}

=

{
p ∈ R2N , ∀µ ∈

(
R+
)N(N−1)

2 , 〈µ,−D(q) − Φ(q) + Φ(p)〉 ≤ 0

}
.L'existene d'un point-selle (p̃, λ) pour L est lassique (f. [Cia90℄ ), ar Φ⋆

(
(R+)

N(N−1)
2

)est un fermé. Cette dernière propriété est démontrée au sous-lemme B.2 p. 146. Ce ouple
(p̃, λ) véri�e alors le système,





p̃ + Φ⋆(λ) = q̃

p̃ ∈ K(q)

〈λ,−D(q) − Φ(q) + Φ(p)〉 = 0,qui se réérit sous la forme :




p̃ = q̃ +
∑

i<j

λijGij(q)

∀i < j, Dij(q) + Gij(q) · (p̃ − q) ≥ 0
∑

i<j

λij (Dij(q) + Gij(q) · (p̃− q)) = 0. �Remarque 4.26 Comme l'appliation Φ n'est pas surjetive en général, on ne peut pasonlure à l'uniité des multipliateurs de Lagrange. On montre même que e résultat estfaux lors de la démonstration de la proposition 4.14 p. 80 (Etape 2, Cas 2).92



4.2. Convergene du shéma numériqueDémonstration du lemme 4.15 p. 83 :Lemme 4.15 Le noyau de la matrie du système (Pi) est engendré par le veteur :
kβγ =




sin(β − γ)
sin γ
sin β


 .De plus, on onnaît les signes de ses omposantes,

sin(β − γ) ≤ − sin(
2π

N
) < 0, sin γ ≥ sin(

2π

N
) > 0 et sin β ≤ −

√
3

2
< 0.Démonstration :On herhe à résoudre

λ̃jieji + λ̃kieki + λ̃lieli = 0.En remplaçant les veteurs par leurs expressions, on obtient
λ̃ji

(
−1
0

)
+ λ̃ki

(
− cos β
− sin β

)
+ λ̃li

(
cos γ
sin γ

)
= 0.Le système à résoudre est

{
−λ̃ji −λ̃ki cos β + λ̃li cos γ = 0

−λ̃ki sin β + λ̃li sin γ = 0,e qui équivaut à : 



λ̃ji = −λ̃ki cos β + λ̃ki
sin β

sin γ
cos γ

λ̃li = λ̃ki
sin β

sin γ
.Par onséquent, on peut prendre omme veteur du noyau,




− cos β +
sin β

sin γ
cos γ

1
sin β

sin γ


ou en le multipliant par sin γ,




− cos β sin γ + sin β cos γ
sin γ
sin β


 =




sin(β − γ)
sin γ
sin β


 .Reste à véri�er les majorations. Comme 2π

N
≤ γ ≤ π

3
( f. enadrement (4.14) p. 82), on abien

sin γ ≥ sin(
2π

N
) > 0. 93



Chapitre 4. Présentation et étude d'un shéma numériqueDe plus, 2π
N

− 2π
3
≤ β ≤ −π

3
(f. enadrement (4.15) p. 83) don

sin β ≤ −
√

3

2
< 0.En�n, des deux enadrements préédents, on en déduit que 2π

N
− π ≤ β − γ ≤ −2π

N
− π

3
.On obtient alors que

sin(β − γ) ≤ sin(
2π

N
− π) = − sin(

2π

N
) < 0.

�Démonstration du lemme 4.16 p. 84 :Lemme 4.16 On a la majoration suivante : tmax sin γ ≤ 2√
3
|Fi|.Démonstration :Prouvons ette majoration :On a (f équation (4.17) p.84)

tmax ≤ min

( √
2

sin γ

1

(− sin(β − γ))
|Fi|,

1

sin γ

1

(− sin β)
|Fi|
)

.Par onséquent,
tmax sin γ ≤ min

( √
2

(− sin(β − γ))
|Fi|,

1

(− sin β)
|Fi|
)

.D'après les enadrements du lemme 4.15 , on a
tmax sin γ ≤ min

( √
2

sin(2π
N

)
|Fi|,

2√
3
|Fi|
)

≤ 2√
3
|Fi|.

�Démonstration du lemme 4.17 p 85 :Lemme 4.17 A haque rédution de l'ensemble A, la norme |F| est remplaée par
3

sin(2π
N

)
|F| au pire des as.Démonstration :En e�et, lors de l'étape 1, la norme de F est remplaée par √2|F| ar

(|Fj| + |Fi|)2 ≤ 2(|Fj|2 + |Fi|2).94



4.2. Convergene du shéma numériqueLors de l'étape 2, dans le as 1, elle est remplaée par √
6

sin(2π
N

)
|F| ar

(
|Fj | +

√
2

sin(2π
N

)
|Fi|
)2

+

(
|Fk| +

1

sin(2π
N

)
|Fi|
)2

≤ 2

(
|Fj|2 +

2

sin2(2π
N

)
|Fi|2

)
+ 2

(
|Fk|2 +

1

sin2(2π
N

)
|Fi|2

)

≤ 6

sin2(2π
N

)
(|Fi|2 + |Fj|2 + |Fk|2).En�n, lors de l'étape 2, dans le as 2, elle est remplaée par 3

sin(2π
N

)
|F| ar

(
|Fj | +

√
2

sin(2π
N

)
|Fi|
)2

+

(
|Fk| +

2√
3
|Fi|
)2(

|Fl| +
1

sin(2π
N

)
|Fi|
)2

≤ 2

(
|Fj|2 +

2

sin2(2π
N

)
|Fi|2

)
+ 2

(
|Fk|2 +

4

3
|Fi|2

)
+ 2

(
|Fl|2 +

1

sin2(2π
N

)
|Fi|2

)

≤ 9

sin2(2π
N

)
(|Fi|2 + |Fj |2 + |Fk|2 + |Fl|2).

�
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Chapitre 5Méthodes numériques utilisées etprogrammation e�etive
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Chapitre 5. Méthodes numériques utilisées et programmation e�etiveDans e hapitre, nous présentons les méthodes numériques utilisées lors de la pro-grammation e�etive du modèle. Dans la setion 5.1, nous proposons d'utiliser l'algorithmed'Uzawa pour réaliser le seond point du modèle à savoir aluler la vitesse réelle en tantque projetion de la vitesse souhaitée. Nous détaillons et algorithme, présentons les ré-sultats de onvergene assoiés et terminons par sa programmation en Matlab. Ensuite,nous nous intéressons au premier point modèle en programmant une vitesse souhaitée sou-haitée partiulière, dirigée par le plus ourt hemin. Autrement dit, toutes les personnestentent de parourir la plus petite distane pour atteindre la sortie. A�n de aluler ettevitesse souhaitée, nous présentons une méthode de type Fast Marhing et détaillons saprogrammation en C++.5.1 Calul de la vitesse réelle ave l'algorithme d'Uzawa5.1.1 Présentation de la méthodeNous allons préiser la méthode numérique adoptée pour aluler la vitesse réelledisrétisée un
k (f. début de la setion 4.1). Pour alléger les notations, nous supprimons iitoute référene au pas de temps ourant ainsi qu'au nombre de pas de temps (l'indie ket l'exposant n sont omis). La vitesse réelle u est solution du problème de minimisationsous ontrainte suivant,

u = argmin
v∈Ch(q)

|v − U(q)|2,où h désigne le pas de temps et où Ch(q) est l'ensemble des vitesses admissibles au premierordre,
Ch(q) =

{
v ∈ R2N , ∀ i < j , Dij (q) + h Gij (q) · v ≥ 0

}
.Le Lagrangien du problème point-selle assoié est

L (v, λ) =
1

2
|v − U(q)|2 −

∑

1≤i<j≤N

λij (Dij (q) + h Gij (q) · v) .On dé�nit les appliations linéaires,
Φ : R2N → R

N(N−1)
2

v 7→ −h (Gij (q) · v)i<jet
Φ⋆ : R

N(N−1)
2 → R2N

λ 7→ −h
∑

i<j λij Gij (q) .On peut alors réérire l'ensemble des ontraintes Ch(q) :
Ch(q) =

{
v ∈ R2N , ∀λ ∈

(
R+
)N(N−1)

2 , −
∑

1≤i<j≤N

λij ( Dij (q) + h Gij (q) · v) ≤ 0

}

=

{
v ∈ R2N , ∀λ ∈

(
R+
)N(N−1)

2 , 〈λ, Φ(v) −D(q)〉 ≤ 0

}
.100



5.1. Calul de la vitesse réelle ave l'algorithme d'UzawaL'existene d'un point-selle (u, λ) pour L est immédiate (proposition H.11 p. 185). On aalors la relation,
u = U(q) − Φ⋆(λ),autrement dit

u = U(q) + h
∑

1≤i<j≤N

λij Gij (q) .Ces notations étant �xées, préisons l'algorithme d'Uzawa qui permet de déterminer u.On onstruit deux suites (vk)k ∈
(
R2N

)N et (µk)k ∈
(
(R+)

N(N−1)
2

)N de la façon suivante :
µ0 = 0

vk+1 = U(q) − Φ⋆
(
µk
)

µk+1 = Π+

(
µk + ρ

[
Φ
(
vk+1

)
−D(q)

])
,où ρ est une onstante stritement positive et Π+ est le projeteur orthogonal sur (R+)

N(N−1)
2 :

µ 7−→ Π+(µ) = (max(0, µij))i<j .On remarque ii l'intérêt d'un tel algorithme puisqu'on a substitué la projetion sur unonvexe par une projetion sur R+ (simple tronature). D'après la proposition I.4 p. 191,la suite vk onverge vers u solution du problème de minimisation lorsque
0 < ρ < ρmax =

2

‖Φ‖2
.On peut même montrer que la suite des multipliateurs de Lagrange onverge aussi,d'après la proposition I.5 p. 192. Plus préisément, la suite µk onverge vers λ ∈ (R+)

N(N−1)
2tel que (u, λ) soit un point-selle pour L.

Fig. 5.1 � Cas évident de non-uniité du multipliateur λ.Remarque 5.1 S'il y a toujours existene du multipliateur de Lagrange pour e problèmede dimension �nie, son uniité n'est pas assurée en général, omme on l'a vu lors dela sous-setion 4.2.2. Sans le moindre alul, il est faile de voir qu'on n'a pas uniitélorsque la disposition des personnes forme un amas ristallin assez grand. Considéronspar exemple la on�guration de N = 14 personnes représentée sur la �gure 5.1, on peutdénombrer 29 ontats atifs. Autrement dit, la dimension de l'espae où vit λ est 29,101



Chapitre 5. Méthodes numériques utilisées et programmation e�etivealors que l'espae des on�gurations a pour dimension : 2 × 14 =28. L'appliation Φ⋆n'est don pas injetive. Par onséquent, pour w ∈ R2N , l'ensemble
Λw =

{
λ ∈

(
R+
)N(N−1)

2 ,w =
∑

i<j

λij Gij (q)

}n'est pas réduit en général à un singleton. En revanhe, on a montré que et ensemble,quel que soit le nombre de personnes et de ontats, est borné (théorème 4.10 p. 76).Remarque 5.2 Pour les physiiens onsidérant des éoulements granulaires, ette non-uniité est bien onnue et typique de la struture stritement monodisperse. Lorsque lesdisques sont de tailles di�érentes, l'uniité semble être générique (f Isoounting onjeturedans [DCST07℄). Dans le adre des disques représentant des personnes, ette non-uniitédu modèle idéalisé se traduira par une forte instabilité des pressions subies par les indivi-dus.Remarque 5.3 (Lien entre prox-régularité loale et rapidité de onvergene del'algorithme)On note G(q) la matrie remplie olonne par olonne par les veteurs Gij(q), où lesouples (i, j) sont tels que Dij(q) = 0 (autrement dit, les ouples (i, j) appartiennent àl'ensemble Icontact dé�ni par (3.4) p. 48). On dé�nit aussi la matrie C(q) de la manièresuivante,
C(q) = tG(q)G(q). (5.1)C'est une matrie arrée de taille ncontact égal au nombre de ontats que présente laon�guration q (ardinal de Icontact). L'inégalité triangulaire inverse énonée à la propo-sition 3.14 p. 52 a�rme qu'il existe une onstante γ telle que pour tout q ∈ Q0, pour tout

λ ∈ (R+)ncontact véri�ant |λ|1 = 1, on ait
∣∣∣
∑

λijGij(q)
∣∣∣
2

= tλtG(q)G(q)λ = tλC(q)λ ≥ 2

γ2
.(Dans la suite, pour préiser que l'on onsidère λ ∈ (R+)ncontact, on érira juste λ ≥ 0).On dé�nit pour q ∈ Q0, le paramètre loal γq véri�ant

min
|λ|1=1

λ≥0

tλC(q)λ =
2

γ2
q

,et un autre paramètre loal ηq en posant
ηq =

1

γq

min(ri + rj)√
2

.On peut montrer qu'il existe un lien entre le paramètre ηq (minorant la valeur de la prox-régularité loale de Q0 au point q) et le onditionnement de la matrie C(q) dans le asoù C(q) est inversible. Si on note ηmin la plus petite valeur propre de C(q), on sait que
ηmin = min

|λ|2=1

tλC(q)λ = min
|λ|2≥1

tλC(q)λ.102



5.1. Calul de la vitesse réelle ave l'algorithme d'UzawaOr
min
|λ|2≥1

tλC(q)λ ≤ min
|λ|2≥1

λ≥0

tλC(q)λ.Comme pour tout λ, |λ|1 ≤ √
ncontact|λ|2, on a

min
|λ|2≥1

λ≥0

tλC(q)λ ≤ min
|λ|1≥

√
ncontact

λ≥0

tλC(q)λ = ncontact min
|λ|1≥1

λ≥0

tλC(q)λ.Finalement,
ηmin ≤ ncontact min

|λ|1≥1
λ≥0

tλC(q)λ = ncontact min
|λ|1=1

λ≥0

tλC(q)λ =
2ncontact

γ2
q

.Ainsi
ηmin ≤ nvN

γ2
q

,où nv est le nombre maximal de voisins que peut avoir une personne (f lemme 3.16 p. 53).D'autre part, le onditionnement de la matrie C(q) vaut
cond2(C(q)) = ‖C(q)‖2‖C(q)−1‖2 =

ηmax

ηmin
.Comme Gij(q) =

√
2, on obtient que

‖C(q)‖2 = ηmax ≥ 2.Ainsi,
cond2(C(q)) ≥ 2

ηmin

≥ 2γ2
q

nvN
.Par dé�nition de ηq, on obtient

√
cond2(C(q)) ≥ 1

ηq

√
nvN

min
(i,j)

(ri + rj).Plus le fateur ηq est prohe de 0, pire sera le onditionnement de la matrie C(q).Or la matrie intervenant dans l'algorithme d'Uzawa est la matrie orrespondant àl'appliation ΦΦ⋆, de la forme C(q) = tG(q)G(q). On s'attend alors à e que l'algo-rithme d'Uzawa onverge moins rapidement pour des on�gurations assoiées à de faiblesprox-régularités loales (impliquant de faibles valeurs du paramètre ηq). Pratiquement, ons'aperçoit que la résolution du problème point-selle lors d'un important � bouhon � se ré-vèle la plus oûteuse, un grand nombre d'itérations de l'algorithme d'Uzawa est néessairepour atteindre le seuil de préision presrit par l'utilisateur alors que les aluls, lors depas de temps sans engorgement, sont quasi immédiats. 103



Chapitre 5. Méthodes numériques utilisées et programmation e�etive5.1.2 ProgrammationPrise en ompte des obstalesOn interdit aux disques de traverser les obstales présents, autrement dit on impose unedistane positive entre es derniers. Si les obstales sont au nombre de nobst, on introduitalors pour 1 ≤ i ≤ N et 1 ≤ l ≤ nobst veteurs Gobst
il (q) ∈ R2N , gradient de la distaneentre la personne i et l'obstale l :

Gobst
il (q) = (0, . . . , 0, −nil(q) , 0, . . . , 0),

ioù nil(q) est un veteur unitaire de R2 qui dépend de la position qi par rapport à l'obstale
l (f. �gure 5.2).
PSfrag replaements qi

qi

qi

qi

obstale l

Fig. 5.2 � Représentation du veteur nil(q) en fontion de qi.Ces Nnobst nouvelles ontraintes sont gérées numériquement de la même manière queles ontraintes de non-hevauhement entre les disques. On alule de la même façon lesmultipliateurs de Lagrange assoiés. Le nombre de ontats suseptibles d'être ativésest nettement inférieur à
N(N − 1)

2
+ Nnobst.Dans le as où tous les rayons sont égaux à r par exemple, haque disque est en ontatave au plus 6 autres. Le nombre de ontats est alors inférieur à (3 + nobst)N . Lors del'implantation, seules les ontraintes orrespondant à deux personnes prohes ou à unepersonne près d'un obstale, sont ativées. Il est aussi hors de question de stoker lamatrie ontenant tous les veteurs Gij(q) et Gobst

il (q). On ne garde en mémoire que lesveteurs eij(q) et les veteurs nil(q).Voii le noyau du programme odé en Matlab. L'algorithme d'Uzawa s'arrête dès que lehevauhement relatif entre les personnes ou entre les individus et les obstales, se situeen dessous d'un ertain seuil (�xé ii à 10% du rayon minimal).% D matrie tq pour i<j D(i,j)=distane entre qi et qj - (ri + rj)% D(i,l)=distane entre qi et obstale l - ri% E matrie ontenant les vet eij et les vet nil entre part et obst% mu multipliateur de Lagrange104



5.1. Calul de la vitesse réelle ave l'algorithme d'Uzawa% h pas de temps% ontat tableau de ontats possibles% donnees pour l'algorithme d'Uzawaepsilon = 0.1*min(R); % hevauhement autorisenbitermax=5000; % nb max d'iterationsrho=50; % parametre de l'algorithme% on effetue les aluls pour nt pas de tempsfor instant = 1 : nt% alul de la vitesse souhaitee prenant en ompte les obstalesU=vitesse_globale(Q,R,Table_1,Norm1,But1,Table_2,Norm2,But2,epsi,v,d,n);% onstrution des matries D et E, du tableau de ontat[D,E,omp,ontat℄= gest_ont(Q,R,Obs,Normobs,h,d,n,n_obs);% algorithme d'Uzawa pour determiner la vitesse reelle% la ondition d'arret est que la dist min Dmin% entre toutes les part et entre part/obstales% soit superieure a -epsilonk=0; % k = numero de l'iteration d'Uzawamu=0; % si auun ontat possible, mu ne sera pas utiliseif omp>1mu=zeros(omp,1);endDmin=-2*epsilon; % on rentre neessairement dans la boule suivantewhile ((k < nbitermax) & (Dmin < -epsilon))% vitesse adaptee uk=U-phi*(muk)v=U-phi_star(mu,E,ontat,omp,d,n,n_obs,h);% multi de lagrange mu(k+1)mu=phi(mu,v,E,D,ontat,omp,rho,n,h);% nouvelle onfiguration potentielleQposs=Q+h*v;Dmin=dist(Qposs,R,Obs,Normobs,d,n_obs,ontat,omp);k=k+1;end 105



Chapitre 5. Méthodes numériques utilisées et programmation e�etiveDans le ode préédent, la mise à jour des ontats potentiels à haque instant este�etuée de façon naïve (boule en O(N2) pour aluler les distanes, gestion non dy-namique de la mémoire). A�n de diminuer le temps de alul lors de simulations d'ungrand nombre de personnes, nous avons hoisi d'utiliser le logiiel SCoPI (Simulation deColletions de Partiules en Interation), odé en C++. Ce dernier gère e�aement lesontats et il est faile d'y intégrer notre modèle. Nous préisons les aratéristiques deSCoPI dans la sous-setion suivante.5.1.3 Logiiel SCoPILe logiiel SCoPI (Simulation de Colletions de Partiules en Interation) programméen C++, a été réé par A. Lefebvre au ours de sa thèse intitulée Modélisation numériqued'éoulements �uide/partiules (f. [Lef07, Lef08℄). Le oeur de e logiiel est un algo-rithme de projetion permettant d'imposer une ontrainte sur les vitesses des partiulesa�n que elles-i ne se hevauhent pas ou restent ollées, au hoix. Son originalité vientdu fait qu'il laisse la possibilité à l'utilisateur de programmer les modèles de milieu exté-rieur (gravité, �uide ...) d'interation interpartiulaire (fore de ohésion...) et de ontat(inélastique, visqueux, agrégation...) qu'il souhaite. Le logiiel permet également la priseen ompte de di�érents types d'obstales (segments, disques en 2D, sphères, plans en 3D),mobiles ou non. Cette modularité été obtenue par une programmation orientée objet etpar la onstrution d'un diagramme de lasses adapté.A�n d'e�etuer des simulations ave un grand nombre de disques, e logiiel gère de ma-nière e�ae la mémoire ainsi que le temps de alul. À haque instant, ne sont onsidérésque les ontats potentiels à l'instant suivant (eux onernant des disques su�sammentprohes). A�n de déterminer eux-i, un algorithme de reherhe des voisins de type � bu-ket sorting � est utilisé. Son prinipe onsiste à déouper le domaine d'étude en boîtesarrées et à ne aluler les distanes qu'entre des partiules se trouvant dans des boîtesvoisines (auune boule en N2 n'est e�etuée).Il reste à préiser que la méthode de projetion programmée dans e logiiel est l'al-gorithme d'Uzawa, mais une autre méthode serait failement implantable. Grâe à lamodularité de SCoPI, il est faile pour l'utilisateur d'intégrer dans le programme une vi-tesse des disques a priori, de son hoix (vitesse avant projetion). Dans notre as, il s'agitde la vitesse souhaitée par les personnes, e qui nous amène à la setion suivante.5.2 Calul de la vitesse souhaitée en utilisant une mé-thode de type Fast MarhingDans ette setion, nous nous intéressons au premier point du modèle, à savoir lehoix de la vitesse souhaitée et à sa programmation. Ii, nous faisons en quelque sorte lehoix le plus simple pour la vitesse souhaitée. Tous les individus sont supposés avoir lemême omportement : ils veulent atteindre la sortie en parourant le plus ourt hemin.On dé�nit pour ela D(x) la distane géodésique entre la position x et la sortie la plus106



5.2. Calul de la vitesse souhaitée en utilisant une méthode de type Fast Marhingprohe. Cette fontion D véri�e l'équation suivante
|∇D(x)| = 1.L'expression de la vitesse souhaitée peut maintenant être préisée,

U(q) = (U0(q1), . . . ,U0(qN )) ave U0(x) = −s ∇D(x),où le réel positif s représente la norme du veteur U0(x), i.e. l'allure souhaitée.5.2.1 Présentation de la méthodePour aluler D, on utilise une méthode de type Fast Marhing introduite par R.Kimmel and J. Sethian dans [KS96℄. Dans ette méthode, la valeur de D est aluléeen haque point d'une grille reouvrant le domaine. Le prinipe de la méthode de FastMarhing est de déouper la grille en 3 zones :
• la zone dite élairée, onstituée des noeuds où la valeur de D est déterminée ;
• la zone de pénombre onstituée des noeuds où une valeur de D a été alulée maispas enore �xée ;
• la zone d'ombre onstituée des noeuds très éloignés où la valeur de D n'a pas enoreété alulée.Pour initialiser ette méthode, on dé�nit la zone élairée initialement, 'est-à-dire forméedes points où la valeur de D est onnue. Il y en a dans notre as deux types, eux qui setrouvent à une sortie où la valeur de D est �xée à 0 et eux qui se situent à l'intérieurdes obstales auxquels on assoie une très grande valeur de D. Cei permet de prendre enompte la géométrie des lieux en empêhant le plus ourt hemin de traverser les obstalesprésents, omme l'illustre la �gure 5.3. Sur elle-i, on a traé les lignes de niveau de D,alulée par la méthode de Fast Marhing, pour une pièe ontenant 5 obstales et dontla sortie se trouve à gauhe.

Fig. 5.3 � Lignes de niveau de la distane géodésique D.Après l'initialisation des noeuds élairés, on dé�nit la zone de pénombre initiale. Elle estonstituée par les points qui n'appartiennent pas à la zone élairée et voisins des pointsélairés. Pour haun de es points, la valeur de D est alulée de sorte qu'une versiondisrète de l'équation |∇D| = 1 soit satisfaite. Préisons elle-i. On note hFMM le pas de107



Chapitre 5. Méthodes numériques utilisées et programmation e�etivela grille et Di,j la valeur de D au noeud (i, j). On dé�nit les dérivées partielles approhéespar rapport à x à gauhe et à droite omme suit :
∆−x

ij =
Di,j −Di−1,j

hFMM
et ∆+x

ij =
Di+1,j −Di,j

hFMM
.On dé�nit de manière analogue les dérivées partielles approhées par rapport à y à gauheet à droite. L'équation disrétisée à véri�er est la suivante :

max(∆−x
ij ,−∆+x

ij , 0)2 + max(∆−y
ij ,−∆+y

ij , 0)2 = 1. (5.2)La valeur de D pour les points restants onstituant la zone d'ombre est initialisée à +∞.Il reste à expliquer omment on alule de manière e�ae Di,j de telle sorte que l'égalité(5.2) soit satisfaite.Calul de Di,j :On alule a = min(Di−1,j,Di+1,j) et b = min(Di,j−1,Di,j+1).Si |a − b| < hFMM alors on pose
Di,j =

a + b +
√

2h2
FMM − (a − b)2

2
,sinon on pose

Di,j = hFMM + min(a, b).Remarque 5.4 On peut véri�er qu'ave ette valeur de Di,j, l'équation (5.2) est satis-faite.Maintenant que les trois zones initiales ont été dé�nies, expliquons omment se dérouleune étape de la Fast Marhing. On onsidère le noeud (imin, jmin) de la zone de pénombreayant la plus petite valeur de D. On ajoute e point (imin, jmin) à la zone élairée et onl'enlève de la zone de pénombre. Ses voisins (i, j) qui se trouvent dans la zone d'ombrepassent alors dans la zone de pénombre et la valeur Di,j est alulée omme expliquéi-dessus. Et ainsi de suite jusqu'à e que tous les points de la grille soient élairés. La�gure 5.4 illustre le déroulement de la Fast Marhing. Sur elle-i, les points de la grilleprésentant une très grande valeur de D (points intérieurs aux obstales ou dans la zoned'ombre) ne sont pas oloriés. Les deux images représentant l'instant initial et un instantultérieur de la Fast Marhing montrent la propagation des zones élairée et de pénombre.Remarque 5.5 Si on imagine qu'aux noeuds présents à la sortie se trouvent des émet-teurs de lumière, les autres noeuds seront déterminés dans l'ordre où ils sont atteints parla lumière.Le seul oût que présente ette méthode est la reherhe du noeud (imin, jmin). Une stru-ture de tas (heap) est don utilisée pour stoker la liste des points onstituant la zone depénombre. Si np est le nombre de points de la grille, la omplexité de la Fast MarhingMethod est en O(np log np).108



5.2. Calul de la vitesse souhaitée en utilisant une méthode de type Fast Marhing
noeuds élairésnoeuds dans la pénombre

Fig. 5.4 � Illustration du déroulement de la Fast Marhing.5.2.2 Programmation Orientée ObjetNous avons hoisi de programmer ette méthode de Fast Marhing en C++. Cei nouspermet d'intégrer failement e hoix de vitesse souhaitée au logiiel SCoPI présenté dansla sous-setion 5.1.3 et d'utiliser la librairie standard STL (Standard Template Library)où par exemple les strutures de tas (map, multimap) existent déjà. Notre objetif estde pouvoir simuler l'évauation de milliers de personnes hors de salles ou de bâtimentsde géométrie quelonque. Nous avons dû pour ela ajouter au ode SCoPI de nouvelleslasses renfermant les données géométriques. Il a également fallu ajouter d'autres lassesa�n que la vitesse des disques avant projetion soit la vitesse souhaitée dirigée par le plusourt hemin.On rappelle qu'une lasse est une desription d'objet. Elle possède des attributs 'est-à-dire des données et des méthodes ou plus simplement des fontions. Pour représenter unelasse, on trae son diagramme dont un exemple est donné sur la �gure 5.5.
Fig. 5.5 � Représentation d'une lasse.Nouvelles lasses liées à la géométrieDans le logiiel SCoPI, la lasse Obstale regroupe di�érents types d'obstales. UnObstale peut être un segment ou un disque en 2D, ou un plan ou bien une sphère en3D. Toutefois, nous avons besoin pour programmer la vitesse souhaitée de données géo-métriques plus préises. En e�et, pour utiliser la méthode Fast Marhing, nous avonsbesoin de onnaître la position des murs de la pièe ou des obstales présents dansla salle. Nous allons don onsidérer des ensembles d'Obstale et réér pour ela unelasse Maro_Obs. Cette lasse a plusieurs lasses �lles : la lasse Maro_Room, la lasseMaro_Table (obstale dans la pièe), la lasse Maro_Door (sortie), et pour traiter desbâtiments à plusieurs étages les lasses Maro_Stair et Maro_Stairwell. Une lasse109



Chapitre 5. Méthodes numériques utilisées et programmation e�etiveEns_Maros_Obs_h permet quant à elle de réer des ensembles de Maro_Obs. Détaillonsles lasses Ens_Maros_Obs_h et Maro_Obs. Sur la �gure 5.6, le diagramme de es lassesa été traé ave le logiiel ArgoUML.

Fig. 5.6 � Classe Ens_Maros_Obs_h.Classe Ens_Maros_Obs_hSes attributs sont :� Nombre de Maro_Obs� Ensemble de Maro_Obs. Ce nombre étant onstant, nous avons hoisi d'utiliser lalasse vetor de la STL.Ses prinipales méthodes sont :� Méthode renvoyant le nombre de Maro_Obs� Méthode permettant d'insérer un objet Maro_Obs à une ertaine position� Méthode renvoyant l'objet Maro_Obs se trouvant à une ertaine position110



5.2. Calul de la vitesse souhaitée en utilisant une méthode de type Fast MarhingClasse Maro_ObsSes attributs sont :� Type� Nombre d'obstales� Numéro dans l'ensemble Ens_Maros_Obs_h� Ensemble d'objets ObstaleSes prinipales méthodes sont :� Méthodes renvoyant les di�érents attributs� Méthodes permettant de faire du alul vetoriel� Méthode prenant en argument les oordonnées d'un point et renvoyant 0 ou 1 suivantsa présene ou non à l'intérieur de l'ensemble d'obstales onsidéré (odé dans lalasse �lle)Le type de la lasse Maro_Obs est un entier qui est égal à 0 quand il s'agit d'une lasseMaro_Room, 1 pour une lasse Maro_Table, 2 pour une lasse Maro_Stairwell, 3 pourune lasse Maro_Stair et en�n 5 pour une lasse Maro_Door. Toutes es lasses �lleshéritent des attributs et des méthodes dérits pour la lasse Maro_Obs.La méthode essentielle de ette lasse (appelée inside) est la dernière évoquée puisque'est elle que nous allons utiliser lors de l'initialisation de la méthode Fast Marhing. Sonation est la même pour tous les Maro_Obs mais sa programmation est di�érente suivantle type de Maro_Obs. Elle sera don odée au niveau des lasses �lles en utilisant lesméthodes et attributs partiuliers de es dernières. Les diagrammes des lasses �lles setrouvent à la �n de ette setion.Nouvelles lasses liées à la vitesse souhaitéeDans le logiiel SCoPI, se trouve une lasse Vitesse_a_priori_h. Le r�le de ette lasseest, étant donnés les positions des partiules et le milieu extérieur à un instant donné,de aluler la vitesse des partiules a priori, i.e. avant la projetion. Le alul demandé(e�etué dans la méthode run) dépend du problème onsidéré et est don programmédans les lasses �lles. Il nous faut don réer une lasse �lle de Vitesse_a_priori_h a�nd'y intégrer notre hoix de vitesse souhaitée. Nous l'appelons Vap_Souh_Geo_h.On souhaite onsidérer des bâtiments à plusieurs niveaux. La vitesse souhaitée des per-sonnes dépend alors du niveau où elles se trouvent (les esaliers étant onsidérés ommedes niveaux intermédiaires). Nous avons don réé une lasse VSG_Level_h don le r�leest de aluler la vitesse souhaitée du niveau orrespondant, onnaissant sa géométrie etla position de la personne. La lasse Vap_Souh_Geo_h a aès à es méthodes à traversune liste de VSG_Level_h. La programmation de e alul étant di�érent dans le as d'unétage (vitesse dirigée par le plus ourt hemin prenant en ompte les obstales) ou d'un es-alier (desente simple de e dernier), nous avons odé deux lasses �lles à VSG_Level_h :VSG_Room_h et VSG_Stair_h, orrespondant respetivement à un étage et aux esalierssitués entre deux étages suessifs.
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Chapitre 5. Méthodes numériques utilisées et programmation e�etive

Fig. 5.7 � Classe Vitesse_a_priori_h.
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5.2. Calul de la vitesse souhaitée en utilisant une méthode de type Fast MarhingClasse Vap_Souh_Geo_h, lasse �lle de Vitesse_a_priori_hSes attributs sont :� Nombre de niveaux� Ensemble d'objets VSG_Level_hSa prinipale méthode est la méthode run évoquée préédemment.Classe VSG_Level_hSes prinipaux attributs sont :� Numéro dans l'ensemble Vap_Souh_Geo_h� Pas de la grille pour la méthode de Fast MarhingSa prinipale méthode toujours appelée run prend en argument la lasse Partile etrenvoit la vitesse souhaitée de elle-i. Elle est odée dans les lasses �lles.Classe VSG_Stair_h (f �gure 5.9), lasse �lle de VSG_Level_hSes attributs sont :� Nombre d'esaliers� Ensemble d'objets Maro_StairSa prinipale méthode est la méthode run.Classe VSG_Room_h (f �gure 5.8), lasse �lle de VSG_Level_hSes prinipaux attributs sont :� Nombre de portes, de ages d'esaliers et de tables� Ensembles d'objets Maro_Door, d'objets Maro_Stairwell et d'objets Maro_Table� Objet Maro_Room� Tableaux GradX et GradY ontenant les valeurs de ∇D dans les ases de la grille� Tableau Dist ontenant les valeurs de D aux noeuds de la grille� Tableaux Present et In_Obs utilisés lors de la méthode de Fast MarhingSes prinipales méthodes sont :� Méthode run� Méthodes init, ajout_voisins, alul_dij, alul_dist utilisées lors de la méthode deFast Marhing� Méthode alul_grad qui remplit les tableaux GradX, GradY en prenant en argu-ment le tableau Dist (f. détails i-après)� Méthode grad qui prend en argument une lasse Partile et renvoit un veteurontenant la valeur de ∇D de la ase où se trouve la partiulePour aluler la valeur de la première omposante de ∇D dans une ase, on utilise lesvaleurs de D aux 4 oins de elle-i en faisant la moyenne des deux taux d'aroissementsliites. On proède de manière analogue pour la deuxième omposante de ∇D. Les ta-bleaux GradX et GradY sont ainsi alulés une seule fois lors de la réation de l'objetVSG_Room_h à l'instant initial.
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Chapitre 5. Méthodes numériques utilisées et programmation e�etive

Fig. 5.8 � Classe VSG_Room_h.

Fig. 5.9 � Classe VSG_Stair_h.
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5.2. Calul de la vitesse souhaitée en utilisant une méthode de type Fast MarhingDernières lasses non détaillées

Fig. 5.10 � Classe Maro_Room.

Fig. 5.11 � Classe Maro_Table.
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Chapitre 5. Méthodes numériques utilisées et programmation e�etive

Fig. 5.12 � Classe Maro_Stairwell.

Fig. 5.13 � Classe Maro_Stair.
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Fig. 5.14 � Classe Maro_Door.
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Chapitre 6. Résultats numériquesDans e hapitre, nous préisons le premier point du modèle, à savoir le hoix de lavitesse souhaitée, en proposant plusieurs exemples. Nous présentons pour haque optionles résultats numériques assoiés, obtenus en intégrant la vitesse souhaitée hoisie dansl'algorithme numérique détaillé dans la setion 5.1. Dans la setion 6.1, nous retrouvonsertains phénomènes d'auto-organisation (dérits dans la setion 1.1) à l'aide de vitessessouhaitées simples � onstruites à la main �. Dans la setion 6.2, la vitesse souhaitée hoisiepour tous les individus est elle dirigée par le plus ourt hemin. Les résultats numériquesprésentés sont issus de la programmation en C++ (implantation d'une méthode de typeFast Marhing) détaillée dans la setion 5.2. Dans la setion 6.3, nous proposons de prendreomme vitesse souhaitée la solution d'une équation aux dérivées partielles en prenant enompte les obstales à l'aide de onditions aux bords sur es derniers. En�n, dans lasetion 6.4, nous di�érentions le omportement des personnes en ajoutant des stratégiesindividuelles : ralentissement ou ontournement lors d'un embouteillage.
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6.1. Résultats reouvrant les phénomènes d'auto-organisation6.1 Résultats reouvrant les phénomènes d'auto-orga-nisationLes trois premières séries de aluls présentées i-dessous ont été e�etuées sous Mat-lab. Le but ii est de véri�er le programme sur quelques as simples et de retrouver ertainsphénomènes observés et dérits dans la setion 1.1.6.1.1 Aès à un esalatorCe premier exemple traite de 300 personnes qui sortent d'un train et se dirigent versun esalator. Elles se déplaent toutes à la même allure. Le paramètre h est �xé de tellesorte qu'une personne libre de ses mouvements parourt en un pas de temps, une distaneégale à sa propre taille. Sur la �gure 6.1, on retrouve la tendane des individus à se plaerautour de la sortie en formant des erles.
t =1 t =5

t =30 t =70

t =120 t =210

t =400 t =540

Fig. 6.1 � Sortie de métro.
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Chapitre 6. Résultats numériques6.1.2 Evauation à deux vitessesIi, il s'agit de l'évauation d'environ 1000 personnes d'un lieu omposé de deux sallesreliées par un ouloir. Le �ot du hamp de leurs vitesses souhaitées que l'on a imposé, aété traé sur la �gure 6.2.

Fig. 6.2 � Flot du hamp de vitesse souhaitéeNous avons onsidéré une population non homogène de petits disques et de gros disques(diamètre triple de elui des petits), en supposant que les petits avanent trois fois plusvite que les autres, ou plus préisément que leur vitesse souhaitée a un module trois foissupérieur (f. �g. 6.3). Le pas de temps h est pris de telle manière qu'un petit disque libreparourt en un pas de temps, une distane égale à son propre diamètre. On remarqueii l'importane de gérer les ontraintes de non-hevauhement entre les disques et lesobstales. En e�et, même si les personnes veulent éviter l'obstale près de la sortie, ellessont poussées vers elui-i par les individus situés derrière elles.Par ailleurs, lors de es simulations, on observe qu'auun prinipe du maximum n'estvéri�é : le module de la vitesse d'un individu peut notamment être supérieur au modulede la vitesse souhaitée. Ii, l'allure des gros disques (poussés par les petits) peut être plusde 2 fois supérieure au module de leur vitesse souhaitée.
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6.1. Résultats reouvrant les phénomènes d'auto-organisation
t =1

t =40

t =80

t =120

Fig. 6.3 � Évauation à deux vitesses. 123



Chapitre 6. Résultats numériques6.1.3 Formation de �les à ontre-ourant (� Fingering patterns �)Dans e test, on onsidère deux populations de 750 individus dans un domaine pério-dique bidimensionnel. Les individus représentés par des disques noirs souhaitent aller àdroite tandis que les personnes représentées par des disques blans veulent se diriger dansla diretion opposée (ave la même allure, i.e. norme de la vitesse souhaitée). Le modèleque nous avons proposé de gestion des ontats permet de retrouver le phénomène deformation de �les à ontre-ourant évoqué dans [HM95, HV99℄ (f. �g 1.3 p. 11). Sur la�gure 6.4, sont représentées les deux populations à l'instant initial (distribution aléatoire)et aux instants 25 s, 75 s et 100 s. On remarque sur la deuxième image (pendant la périodede transition) l'apparition de groupes � blans � et � noirs �, qui est due à l'absene destratégie d'évitement.

Fig. 6.4 � Files à ontre-ourant.124



6.1. Résultats reouvrant les phénomènes d'auto-organisation6.1.4 Formation d'arhesIi, on a onsidéré 1000 personnes réparties aléatoirement à l'instant initial. Le hampde vitesse souhaitée est de norme égale à 1 et il est dirigé suivant les géodésiques à un pointsitué très loin à l'extérieur de la pièe. Sur la �gure 6.5, à gauhe ont été représentées leson�gurations alulées aux instants 3s, 7s, 65s et 110s. À droite, on a traé le réseau d'in-terations orrespondant. Plus préisément, pour tout ouple (i, j) de disques en ontat,on a olorié le segment entre les entres, en fontion du multipliateur de Lagrange λijassoié (du blan au noir selon sa valeur). Ces multipliateurs λij apparaissent ommedes moyens numériques pour gérer les ontraintes de non-hevauhement. En e sens, ilspeuvent être interprétés en termes de pression subie par les individus. Les grandes valeursdes multipliateurs orrespondent à des zones de forte onentration de personnes.D'une part, on retrouve sur les images de gauhe, le phénomène de formation d'arhes(dynamiques ii), tendane déjà évoquée dans [HFV00b, HV99℄. D'autre part, on meten évidene d'autres arhes qu'on pourrait quali�er d'arhes de pression. En e�et, sur latroisième image située à droite (t = 65s), on remarque juste avant la sortie, la présened'une zone où les multipliateurs de Lagrange sont peu atifs. En amont de ette région,les multipliateurs sont beauoup plus importants. Tout se passe omme si au moment oùon quittait la pièe, on n'était plus soumis à de fortes pressions, omme � protégé � parles personnes situées à l'arrière (formant des arhes en amont de la sortie).Ces aluls ont été réalisés à l'aide du logiiel SCoPI (Simulation de Colletions de Par-tiules en Interation) présenté à la sous-setion 5.1.3.
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Chapitre 6. Résultats numériques

Fig. 6.5 � Arhes.126



6.2. Vitesse souhaitée dirigée par le plus ourt hemin6.2 Vitesse souhaitée dirigée par le plus ourt heminNous présentons ii des résultats numériques issus de la programmation C++ détailléedans la setion 5.2. Nous rappelons que nous onsidérons des personnes qui pour évauer,tentent de parourir le plus ourt hemin vers la sortie, en ontournant les obstales. Pourmontrer que le programme gère des salles de géométrie omplexe, nous proposons surla �gure 6.6, l'évauation de 500 personnes hors d'une salle ontenant 5 obstales. (Nousavons traé les lignes de niveau de la distane géodésique pour et exemple sur la �gure 5.3p. 107.)En�n, nous illustrons le fait que l'objetif �nal de ette programmation est de simulerl'évauation d'une struture de plusieurs étages. (À haque étage, le déplaement souhaitéorrespond au plus ourt hemin.) Sur la �gure 6.7, nous représentons les on�gurationsobtenues à di�érents pas de temps lors de l'évauation de 600 personnes présentes dans unbâtiment. À l'instant initial, elles se trouvent toutes au premier étage et se dirigent versla age d'esalier. La sortie se trouve au rez-de-haussée. Le pas de temps a été hoisi detelle sorte qu'entre deux instants de alul, les sphères représentant les individus essaientde parourir moins de la moitié de leur rayon.
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Chapitre 6. Résultats numériques

Fig. 6.6 � Évauation de 500 personnes.128



6.2. Vitesse souhaitée dirigée par le plus ourt hemin

Fig. 6.7 � Évauation de 600 personnes hors d'un bâtiment. 129



Chapitre 6. Résultats numériques6.3 Vitesse souhaitée en tant que solution d'une e.d.p.Nous présentons ii une autre idée pour dé�nir un hamp de vitesse souhaitée prenanten ompte les obstales. Ce hoix a été testé avant elui de la setion préédente et bienqu'il donne des résultats raisonnables, il reste moins justi�é en termes de modélisationque le �ot géodésique et n'a pas été plus développé. Nous l'illustrons simplement parl'évauation d'une salle ontenant deux obstales rond et arré.Nous avons d'abord onsidéré le hamp de vitesse F de norme 1 visant la sortie et soumisà auune ontrainte (f. �g 6.8(b)). Ensuite, à l'aide de FreeFem++, nous avons aluléle hamp Fobs omme projetion de F sur un espae ontraint prenant en ompte lesobstales. Plus préisément, Fobs véri�e
Fobs − F = α∆(Fobs − F) , α > 0,ave des onditions de Dirihlet aux bords des obstales. Après renormalisation, nousobtenons le hamp W représenté sur la �gure 6.8(), interpolé par le hamp V sur unmaillage artésien (f. �g 6.8(d)). Ensuite, nous réupérons les données du maillage ar-tésien et le hamp V pour intégrer e hoix de vitesse dans le logiiel SCoPI (de la mêmemanière que pour le hoix de la setion 6.2). À haque instant, la vitesse souhaitée detoute personne est alulée en fontion de sa position omme une interpolation du hamp

V. Sur la �gure 6.9, nous avons représenté les on�gurations obtenues à di�érents instantslors de l'évauation de 700 personnes.
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6.3. Vitesse souhaitée en tant que solution d'une e.d.p.

(a) Maillage. (b) Représentation du hamp F.

() Représentation du hamp W. (d) Représentation du hamp V.Fig. 6.8 � Étapes de alul de la vitesse souhaitée à l'aide de FreeFem++.
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Chapitre 6. Résultats numériques

Fig. 6.9 � Évauation de 700 personnes.132



6.4. Ajout de stratégies individuelles6.4 Ajout de stratégies individuelles6.4.1 ModélisationNous supposons maintenant que les personnes peuvent élaborer des stratégies om-plexes dans des zones fortement enombrées. Nous avons hoisi de modéliser deux asde �gures lorsqu'un individu se retrouve fae à un embouteillage : soit il déélère pourne pas aggraver la situation, soit il développe une stratégie d'évitement pour traverserou ontourner la foule. La vitesse de et individu dépend alors de la position des per-sonnes qu'il voit devant lui. Plus préisément, nous dé�nissons l'ensemble Ni (f. �g. 6.10)ontenant les personnes prohes de l'individu i et se trouvant dans son hamp de vision :Ni = { j, |qi − qj | < ri + rj + ℓprox, di · eij ≥ cos α} .Nous rappelons que le veteur eij = eij(q) est le veteur unitaire qui relie qi à qj . L'angle
α est le demi-angle de visibilité (estimé à 60◦) et ℓprox est la distane en deçà de laquelle lespersonnes sont onsidérées à proximité de l'individu i. En�n, di est la diretion souhaitéepar l'individu i, par exemple di peut être pris égal à U0(qi) renormalisé où U0 est la vitessesouhaitée dirigée par le plus ourt hemin (f. dé�nition dans la setion 5.2). On peut aussiprendre un hamp de vitesse souhaitée � onstruit à la main �, e qui a été appliqué dansles exemples de la sous-setion 6.4.2. Détaillons maintenant les deux possibilités laisséesPSfrag replaements diα

ℓprox

Fig. 6.10 � Illustration de l'ensemble Ni.à l'individu i lorsque ses voisins (appartenant à Ni) se déplaent plus lentement que lui.1. Il peut déélérer au lieu de traverser la foule (même s'il dispose de su�sammentde plae). Dans e as, il ne modi�e pas sa diretion souhaitée di mais uniquementson allure (i.e. la norme de son veteur vitesse). Son allure sn
i à l'instant tn dépenddu omportement de ses voisins à l'instant tn−1. Plus préisément, ette dernièreest alulée omme un baryentre des vitesses de es voisins, pondérées par leurspositions relatives :

sn
i =

∑
j∈Ni

wjs
n−1
j∑

j∈Ni
wjave wj = wθ

j wd
j , wθ

j =
di · eij − cos α

1 − cos α
et wd

j =
ℓprox − |qj − qi|
ℓprox − ri − rj

.Le poids wθ
j est fontion de l'angle orienté ̂(di, eij) et est maximal quand elui-iest petit. Quant au poids wd

j , il permet de prendre en ompte la distane entre lesindividus i et j. 133



Chapitre 6. Résultats numériques
PSfrag replaements di = dnew

i

(a) Chemin souhaité libre.PSfrag replaements di dnew
i

(b) Traversée.PSfrag replaements
di dnew

i

qjl

qjr

eijl

e⊥
ijl

eijr

−e⊥
ijr () Contournement.Fig. 6.11 � Possibilités pour un individu pressé.2. Il peut aussi être pressé et déider de ne pas ralentir. Dans e as, il onserve sonallure souhaitée et modi�e sa diretion (si besoin est) a�n d'emprunter un heminpeu enombré. Préisons e point. Si le hemin dans la diretion de di est libre,l'individu i l'emprunte (f. �g. 6.11(a)). Sinon, le hamp de vision de l'individu estdéoupé en seteurs angulaires et le seteur le plus prohe de la diretion souhaitée

di initiale et ontenant le moins de voisins est déterminé. Si e seteur ontient auplus 3 personnes, l'individu i part dans la diretion dnew
i donnée par la bissetriedu seteur angulaire hoisi (f. �g. 6.11(b)). Sinon, il hoisit de ontourner le groupeNi. Là enore, il prend la diretion possible dnew

i la plus prohe de sa diretion divoulue au départ :
dnew

i =
(|qj0 − qi| + ri + rj)eij0 ± (ri + rj)e

⊥
ij0

|(|qj0 − qi| + ri + rj)eij0 ± (ri + rj)e
⊥
ij0
| ave j0 = argmax(di·eijl, di·eijr),où jr (jl) est le voisin le plus à droite (à gauhe) de l'individu i (f. �g. 6.11()).6.4.2 Résultats numériques assoiésDans ette setion, nous proposons d'illustrer les di�érents hoix présentés préédem-ment pour la vitesse souhaitée. Pour rendre ompte de la stratégie d'évitement (f. setion6.4 as 2), nous avons réalisé un test ave une personne qui souhaite quitter une pièe où1000 individus sont immobiles. Sur la �gure 6.12, nous avons traé ses trajetoires dansdeux as (ave et sans stratégie). Nous observons qu'ave stratégie, l'individu sort plusrapidement même s'il a emprunté un hemin plus long. En e�et, dans le as ontraire,l'individu doit pousser les personnes qui le gênent, e qui le ralentit fortement.134



6.4. Ajout de stratégies individuelles

Fig. 6.12 � Comparaison des trajetoires sans (haut) ou ave (bas) la stratégie d'évite-ment.Nous souhaitons maintenant illustrer la tendane à déélérer (f. setion 6.4 as 1). Poure faire, nous onsidérons 100 personnes initialement bloquées qui veulent aller à gauheà l'instant t = 0. Sur la �gure 6.13, nous traçons la on�guration à di�érents instants etobservons une onde de détente : les individus ommenent à se déplaer l'un après l'autre.

Fig. 6.13 � Onde de détente.
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Chapitre 6. Résultats numériquesNous avons également onsidéré l'évauation de trois populations distintes par leuromportement et représenté sur la �gure 6.14 la on�guration à di�érents instants. Lesdisques bleus représentent une entaine de personnes développant une stratégie d'évite-ment, les disques magentas onernent environ 200 personnes préférant déélérer, quantaux 300 disques rouges, ils traitent des individus n'ayant auune stratégie. Ils ont tousla même diretion souhaitée (f. �g. 6.2 p. 122), mais les deux premières atégories d'in-dividus veulent aller 3 fois plus vite que la dernière. Le paramètre ℓprox a été �xé à 5diamètres. On peut remarquer la nette tendane des bleus (ausée par leur stratégie), à sedéplaer aux bords du �ux piétonnier. Par ailleurs, en examinant les on�gurations auxinstants t = 55 et t = 110, on observe que ette stratégie permet à la plupart des bleusde s'éhapper du ouloir plus rapidement que les magentas.
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6.4. Ajout de stratégies individuelles
t =1

t =55

t =110

t =170

Fig. 6.14 � Évauation ave di�érentes stratégies.
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Annexe AQuelques résultats d'analyse onvexe
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Annexe A. Quelques résultats d'analyse onvexe
PSfrag replaements x

y

K

z

Fig. A.1 � Projetion sur un onvexe fermé.Soit H un espae de Hilbert. Le produit salaire entre les veteurs x et y de H est noté
(x, y) et la norme du veteur x est notée |x|. On onsidère dans la suite K un ensembleonvexe fermé non vide de H .Théorème A.1 (Projetion sur un onvexe fermé) Pour tout z ∈ H, il existe ununique x ∈ K tel que

|z − x| = min
y∈K

|z − y| = dK(z).Le veteur x est appelé projeté de z sur K et sera noté PK(z). De plus, le projeté x estaratérisé par la propriété
{

x ∈ K,

(z − x, y − x) ≤ 0 ∀y ∈ K.Dé�nition A.2 On appelle indiatrie de K la fontion dé�nie par
IK(x) =

{
0 si x ∈ K,

+∞ si x /∈ K.Propriété A.1 La fontion IK est onvexe, propre et semi-ontinue inférieurement.Dé�nition A.3 Soit x ∈ H, on appelle sous-di�érentiel de la fontion IK au point xl'ensemble
∂IK(x) = {v ∈ H , IK(x) + (v, h) ≤ IK(x + h) , ∀h ∈ H}.La proposition suivante donne les di�érentes éritures du sous-di�érentiel de l'indiatriede K en des points appartenant à la frontière de K.142



Proposition A.4 Pour x ∈ ∂K, on a les égalités suivantes
∂IK (x) = (K − x)◦

déf
= {v ∈ H , ∀y ∈ K , (v, y − x) ≤ 0} (a)

=

(
⋃

λ>0

λ(K − x)

)◦

(b)

= {v ∈ H , x = PK(x + v)}. (c)Démonstration :Comme x ∈ ∂K ⊂ K, on a par dé�nition,
∂IK (x) = {v ∈ H , (v, h) ≤ IK(x + h) , ∀h ∈ H}.Si x + h /∈ K, alors IK(x + h) = +∞ et l'inégalité préédente est satisfaite pour tout vdans H . Par onséquent,

∂IK (x) = {v ∈ H , (v, h) ≤ IK(x + h) , ∀h ∈ K − x}
= {v ∈ H , (v, h) ≤ 0 , ∀h ∈ K − x}
= {v ∈ H , (v, y − x) ≤ 0 , ∀y ∈ K}.On a don prouvé l'égalité (a) (f. dé�nition du �ne polaire C.1 p. 150). On en déduitaisément l'égalité (b). L'égalité () provient de la aratérisation de la projetion sur unonvexe fermé dans un espae de Hilbert (f. théorème A.1). �Remarque A.5 D'après la proposition préédente, l'ensemble ∂IK (x), pour x ∈ ∂K, estun �ne onvexe fermé de H.La proposition suivante préise le sous-di�érentiel de l'indiatrie de K en des pointsquelonques de H .Proposition A.6 On a pour x ∈ H

∂IK (x) =





∅ si x /∈ K

{0} si x ∈
◦

K

(K − x)◦ si x ∈ ∂KProposition A.7 L'opérateur multivalué ∂IK est maximal monotone.Pour e résultat, on renvoit le leteur vers [Bre73℄. Préisons maintenant le lien entre lesous-di�érentiel de l'indiatrie de K et le �ne proximal normal à K (f. dé�nition 2.16p. 34). 143



Annexe A. Quelques résultats d'analyse onvexeProposition A.8 Soit K ⊂ H un onvexe fermé non vide de H, l'égalité suivante estvraie,
∀x ∈ K , ∂IK (x) = N(K, x).Démonstration :On ommene par montrer l'inlusion : ∂IK (x) ⊂ N(K, x).Soit v ∈ ∂IK (x) , v 6= 0. Comme x ∈ K, on a par dé�nition du sous-di�érentiel,
∀h ∈ H , (v, h) ≤ IK(x + h). (A.1)On veut montrer que
∃α > 0 , x = PK(x + αv).Raisonnons par l'absurde en supposant que
∀α > 0 , x 6= PK(x + αv).Cei implique
∀α > 0 , dK(x + αv) < α|v|.Notons kα = PK(x+αv) , kα 6= x. On a alors dK(x+αv) = |x+αv−kα|. Par onséquent,
|x + αv − kα|2 < α2|v|2,e qui équivalent à

|x − kα|2 + 2α(x − kα, v) + α2|v|2 < α2|v|2.On en déduit don que
|x − kα|2 + 2α(x − kα, v) < 0. (A.2)Or d'après (A.1),

(v, kα − x) ≤ IK(x + kα − x) ≤ IK(kα) = 0.Cei ajouté à (A.2) donne l'inégalité suivante, |x− kα|2 < 0, e qui est absurde. Ainsi, ona montré le résultat suivant
∃α > 0 , x ∈ PK(x + αv).On en onlut que v ∈ N(K, x).Il reste à montrer l'autre inlusion : N(K, x) ⊂ ∂IK (x) .Soit v ∈ N(K, x) , v 6= 0, on a par dé�nition,
∃α > 0 , x ∈ PK(x + αv). (A.3)D'après le théorème A.1, on sait que

∀k ∈ K , (k − x, x + αv − x) ≤ 0,e qui est équivalent à
∀k ∈ K , α(k − x, v) ≤ 0,et implique
∀k ∈ K , (k − x, v) ≤ 0.On en déduit d'après la proposition A.4 (a), que v ∈ ∂IK (x). �144
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Annexe B. Lemme de FarkasLe lemme de Farkas est utilisé lors de la preuve de la proposition 2.6 p. 25. On rappellesa démonstration issue de [All05℄ ar le sous-lemme B.2 qu'elle utilise, est néessaire pourprouver la proposition H.11 p. 185.Dans la suite, on onsidère V un espae de Hilbert muni de son produit salaire noté ( , ).Lemme B.1 (Lemme de Farkas) Soient a1, a2, ..., aM ∈ V , on note les ensembles
E = {v ∈ V , ∀i ∈ {1, .., M} , (ai, v) ≤ 0} et Ê =

{
v ∈ V , ∃ λ1, ., λM ≥ 0 , v = −

M∑

i=1

λi ai

}
.Alors pour tout p ∈ V , on a l'équivalene suivante

p ∈ Ê ⇐⇒ ∀w ∈ E, (p, w) ≥ 0.Démonstration :L'impliation direte est évidente. Prouvons l'impliation réiproque. On va pour eladémontrer la ontraposée :
p /∈ Ê ⇒ ∃w ∈ E, (p, w) < 0.L'ensemble Ê est lairement onvexe et il véri�e aussi la propriété suivante.Sous-lemme B.2 L'ensemble Ê est fermé.Comme Ê est un onvexe fermé non vide, on peut utiliser le théorème de Hahn-Banahgéométrique (f. [Bre99℄ par exemple), qui permet de séparer stritement un point p /∈ Êet Ê. Ainsi, il existe w ∈ V, w 6= 0, et α ∈ R tels que
∀v ∈ Ê, (p, w) < α < (w, v).Comme 0 ∈ Ê, on a néessairement α < 0. Par ailleurs,

∀i ∈ {1, .., M} , ∀λ ≥ 0 , v = −λai ∈ Ê,d'où
∀i ∈ {1, .., M} , ∀λ ≥ 0 , α < −λ(w, ai).En faisant tendre λ vers +∞, on observe que (w, ai) ≤ 0 pour tout i ∈ {1, .., M}. Enonlusion, w ∈ E et (p, w) < 0, e qui prouve le résultat annoné. �Il reste à démontrer le sous-lemme B.2.Démonstration :Nous allons démontrer ette propriété par réurrene sur M . Pour M = 1, la propriétéest évidente. On suppose qu'elle est vraie lorsque le nombre de veteurs ai est stritementinférieur à M .146



as 1 : les veteurs (ai)i∈{1..M} sont indépendants.Soit (vn)n∈N
=
(
−∑M

i=1 λn
i ai

)
n∈N

une suite de Ê qui onverge vers v ∈ V . Cette onver-gene implique la onvergene �oordonnée par oordonnée� dans la base de l'espae en-gendré par les veteurs (ai)i∈{1,..,M}. Par onséquent, pour tout i ∈ {1, .., M}, il existe
λi ∈ R tel que

λn
i −−−→

n→∞
λi.Comme pour tout n et pour tout i ∈ {1..M}, λn
i ≥ 0, on a bien à la limite λi ≥ 0, pourtout i et v = −∑M

i=1 λi ai ∈ Ê. On en onlut que Ê est fermé.as 2 : les veteurs (ai)i∈{1..M} sont linéairement dépendants.Il existe (µi)i∈{1..M} tels que ∑M
i=1 µiai = 0. On peut même supposer que l'un au moinsdes oe�ients µi est stritement positif. Soit v = −∑M

i=1 λi ai ∈ Ê, on peut aussi érire
v = −∑M

i=1(λi + t µi) ai , ∀t ∈ R. On dé�nit maintenant J = {i, µi > 0} et i0 ∈ J par,
λi0

µi0

= min
i∈J

λi

µi
.Alors en posant t = −λi0

µi0

< 0, on obtient
∀i ∈ {1, .., M}, λi + t µi ≥ 0 et λi0 + t µi0 = 0.Ainsi,

Ê =

M⋃

i0=1

{
v ∈ V, ∃ λ1, .., λM ≥ 0, v = −

M∑

i6=i0

λi ai

}
.Par hypothèse de réurrene, haque ensemble apparaissant dans le membre de droite estfermé. Par onséquent, Ê est fermé, en tant qu'union �nie d'ensembles fermés. �
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Annexe C. C�ne polaireDans ette annexe, on rappelle quelques résultats lassiques onernant les �nes po-laires qu'on trouve dans [Mau04℄. Soit H un espae de Hilbert muni du produit salaire
( , ), on onsidère dans toute la suite C ⊂ H un �ne onvexe fermé non vide de sommet0. On note PC la projetion sur C. On dé�nit C◦ le �ne polaire de C de la façon suivante,Dé�nition C.1 (C�ne Polaire) C◦ = {v ∈ H, ∀u ∈ C, (u, v) ≤ 0}.Proposition C.2 C◦ est un �ne onvexe fermé non vide de sommet 0 véri�ant

C ∩ C◦ = {0}.La proposition suivante démontrée dans [Mor62℄ est fondamentale, elle est, par exemple,utilisée lors de la preuve de la proposition 3.9 p. 48.Proposition C.3 Soit C ⊂ H un �ne onvexe fermé non vide de sommet 0, alorsPC + PC◦ = I. De plus, si f = u + ũ où u = PC(f) et ũ = PC◦(f) alors (u, ũ) = 0.Démonstration :Soit f ∈ H , on note u = PCf , le projeté de f sur C qui est aratérisé par,
{

u ∈ C,

∀v ∈ C, (f − u, v − u) ≤ 0.étape 1 : f − u ∈ C◦Soit w ∈ C, on pose v =
1

2
(2w + 2u) = w + u ∈ C ar C est un �ne onvexe. On a don

(f − u, w) = (f − u, v − u) ≤ 0.Cei étant vrai pour tout w ∈ C, on a bien que f − u ∈ C◦.étape 2 : (u, f − u) = 0Comme u ∈ C et f − u ∈ C◦, on a (u, f − u) ≤ 0. Par ailleurs,
∀v ∈ C, (f − u, v − u) ≤ 0.En partiulier pour v =

1

2
u, on obtient que −1

2
(u, f − u) ≤ 0. Finalement, (u, f − u) = 0.étape 3 : f − u = PC◦fOn veut montrer que

∀w ∈ C◦, (f − (f − u) , w − (f − u)) ≤ 0,e qui est équivalent à
∀w ∈ C◦, (u, w)− (u, f − u) ≤ 0,et don à

∀w ∈ C◦, (u, w) ≤ 0.Cei est vrai par dé�nition de C◦. �Grâe à la proposition suivante, on peut démontrer la proposition 2.6 p. 25.150



Proposition C.4 Soit C ⊂ H un �ne onvexe fermé non vide de sommet 0 et soit C◦◦le �ne polaire de C◦, alors C◦◦ = C.Démonstration :
C◦◦ = {v ∈ H, ∀u ∈ C◦, (u, v) ≤ 0}, d'où C◦◦ ⊃ C. L'autre inlusion s'appuie sur lelemme suivant où IC est l'indiatrie de C (f. dé�nition A.2 p. 142) et I⋆

C la fontiononjuguée de IC dé�nie par,
I⋆
C (x)

déf
= sup

y∈H
[(x, y) − IC (y)] = sup

y∈C
(x, y) .Lemme C.5 Soit C ⊂ H un �ne onvexe fermé non vide de sommet 0, alors I⋆

C = IC◦ .D'après la proposition C.2, on peut appliquer e lemme à C◦ et obtenir que
IC◦◦ (x) = I⋆

C◦ (x) = sup
y∈C◦

(x, y) .Si x ∈ C alors IC◦◦ (x) = 0 ar ∀y ∈ C◦, on a (x, y) ≤ 0.Si x /∈ C alors d'après la proposition C.3, on peut érire x sous la forme,
x = xC + z où xC ∈ C et z ∈ C◦, z 6= 0.De plus, toujours d'après la proposition C.3, (x, z) = (xC , z) + (z, z) = |z|2. Or,

∀λ > 0, λz ∈ C◦ (x, λz) = λ|z|2 −−−→
λ→∞

+∞,don IC◦◦ (x) = +∞.Ainsi on a montré que ∀x ∈ H , IC◦◦(x) = IC(x), d'où C◦◦ = C. �Il reste à démontrer le lemme C.5.Démonstration :
I⋆
C (x) = sup

y∈H
[(y, x) − IC (y)] = sup

y∈C
(x, y) .Si x ∈ C◦, alors pour tout y ∈ C, (x, y) ≤ 0. Par onséquent, I⋆

C (x) = 0.Si x /∈ C◦, alors il existe y0 ∈ C véri�ant (x, y0) > 0. Ainsi, pour tout λ > 0, λy0 ∈ C et
(x, λy0) −−−−→

λ→+∞
+∞.Par onséquent, I⋆

C (x) = +∞.En onlusion, ∀x ∈ H , I⋆
C(x) = IC◦(x). �
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Annexe D. Opérateurs maximaux monotonesDans ette annexe, on présente deux résultats sur les opérateurs maximaux monotonesissus de [Bre73℄ qui permettent de justi�er les onlusions de la setion 2.2. Dans la suite,on se plae dans un espae de Hilbert H muni d'un produit salaire noté ( , ). On note
I l'identité sur H et on onsidère A un opérateur multivalué de H .Dé�nition D.1 (Domaine d'un opérateur) On appelle domaine de l'opérateur A l'en-semble

D(A)
déf
= {x ∈ H, Ax 6= ∅}.Dé�nition D.2 (Opérateur monotone) L'opérateur A est monotone si

∀x1, x2 ∈ D(A) , ∀y1 ∈ Ax1 , ∀y2 ∈ Ax2 , (y1 − y2,x1 − x2) ≥ 0.Proposition D.3 (Opérateur maximal monotone) L'opérateur A est maximal mo-notone si et seulement si A est monotone et Im(I + A) = H.Théorème D.4 Soit A un opérateur maximal monotone dont le domaine D(A) est d'in-térieur non vide, on onsidère une appliation B : [0, T ] × D (A) −→ H véri�ant
1) ∃k ≥ 0 , ∀t ∈ [0, T ] , ∀x1, x2 ∈ D (A) , |B (t, x1) − B (t, x2) | ≤ k|x1 − x2|,
2) ∀x ∈ D (A) , l′application t 7−→ B (t, x) ∈ L∞ ([0, T ], H) .Alors, pour tout u0 ∈ D (A), il existe une unique fontion u ∈ W 1,1 ([0, T ], H) solution de





du

dt
(t) + Au(t) + B(t, u(t)) ∋ 0 p.p.

u(0) = u0.Pour la démonstration du théorème préédent, on renvoit le leteur à la preuve de laproposition 3.13 p.107 de [Bre73℄. Le théorème suivant ne �gure pas en es termes dans[Bre73℄, mais il est une onséquene direte de la proposition 3.4 et de la remarque 3.7p.69 ainsi que du théorème 3.5 (iii) p.66.Théorème D.5 Soit K un onvexe fermé non vide de H, on onsidère l'opérateur maxi-mal monotone A = ∂IK . Pour toute fontion f ∈ C0([0, T ], H) et pour tout u0 ∈ D(A),il existe une unique fontion u ∈ W 1,∞ ([0, T ], H) véri�ant




du

dt
(t) + Au(t) ∋ f(t) p.p.

u(0) = u0.De plus, u est dérivable à droite en tout point t de ]0, T [ et ette dérivée vaut
d+u

dt
(t) = f(t) − PAu(t)(f(t)).
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Annexe E. Étude du gradient de la fontion D12On reprend les notations de la setion 3.1.1,
Q12 = {q ∈ R2N , D12(q) = |q2 − q1| − (r1 + r2) ≥ 0}.On note G̃12 le gradient normalisé de D12 :

G̃12 : Q12 → S2N−1

q = (q1, q2, .., qN) 7→ G̃12(q) =
G12√

2
=

(−e12(q), e12(q), 0, . . . , 0)√
2

,où e12(q) =
q2 − q1

|q2 − q1|
∈ R2. Dans la suite, on notera juste e12 sans préiser la dépendaneen q.Propriété E.1 L'appliation G̃12 est di�érentiable en tout point de Q12 et sa di�éren-tielle au point q véri�e

DG̃12(q) : h 7→ 1√
2|q2 − q1|

(−Pe12
⊥(h2 − h1),Pe12

⊥(h2 − h1), 0, . . . , 0) ,où Pe12
⊥ est la projetion sur e⊥

12, veteur unitaire de R2, orthogonal (diret) à e12. Au-trement dit, Pe12
⊥(v) = v − (v · e12)e12.Démonstration :On dé�nit la fontion f omme suit : f(q) = |q2 − q1|. On a,

Df(q)[h] = G12(q) · h = (h2 − h1) · e12(q).On dé�nit la fontion g omme suit : g(q) = q2 − q1. Comme e12(q) =
g(q)

f(q)
, on obtient,

De12(q)[h] =
−Df(q)[h] g(q) + f(q) Dg(q)[h]

f(q)2

=
−[(h2 − h1) · e12]e12 + h2 − h1

|q2 − q1|
.Par onséquent,

DG̃12(q)[h] =
1√
2

(
[(h2 − h1) · e12]e12 − (h2 − h1)

|q2 − q1|
,
−[(h2 − h1) · e12]e12 + (h2 − h1)

|q2 − q1|
, 0, · · · , 0

)

=
1√

2|q2 − q1|
(−Pe12

⊥(h2 − h1),Pe12
⊥(h2 − h1), 0, · · · , 0) .

�On peut alors retrouver la onstante de prox-régularité de Q12 (proposition 3.6 p. 45) enalulant la onstante de Lipshitz de G̃12.156



Propriété E.2 L'appliation G̃12 est lipshitzienne ave une onstante de Lipshitz,
CG̃12

≤
√

2

r1 + r2
.Démonstration :D'après la proposition E.1, on a,

|DG̃12(q)[h]|2 ≤ 1

2|q2 − q1|2
2|h2 − h1|2,et en onséquene,

|DG̃12(q)[h]| ≤ |h2 − h1|
|q2 − q1|

.Or, on a |h2 − h1|2 = (hx
2 − hx

1)
2 + (hy

2 − hy
1)

2 ≤ 2 ((hx
2)

2 + (hy
2)

2 + (hx
1)

2 + (hy
1)

2) = 2|h|2.D'où,
|DG̃12(q)[h]| ≤

√
2

|h|
|q2 − q1|

≤
√

2

r1 + r2
|h|.On obtient don le résultat annoné. �Remarque E.1 On peut aussi aluler

D2f(q)[h,k] =
1

|q2 − q1|
[(h2 − h1) · (k2 − k1) − [(h2 − h1) · e12][(k2 − k1) · e12]] .la fontion D12 est onvexe et on retrouve bien le fait que la hessienne

D2D12(q)[·, ·] = D2f(q)[·, ·]est positive (mais pas dé�nie).
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Annexe F. Autre preuve de la prox-régularité de Q12Voii une autre façon de démontrer les propositions 3.3 et 3.6 p. 45, sans utiliserdes notions de géométrie di�érentielle. On rappelle la dé�nition de Q12 et l'énoné de lapremière proposition.
Q12 = {q ∈ R2N , D12(q) = |q2 − q1| − (r1 + r2) ≥ 0}.Proposition 3.3 Soit q ∈ ∂Q12, on a N(Q12,q) = −R+G12(q).Démonstration :

q ∈ ∂Q12 si et seulement si les disques de entres q1 et q2 se renontrent en un point. Quitteà e�etuer une translation, on peut supposer que q1 = (0, 0). De plus, quitte à e�etuerune rotation de entre q1, on peut onsidérer que q = (0, 0, r1 + r2, 0, q3, . . . , q2N ). (Lafontion D12 est évidemment invariante par es transformations). On dé�nit les veteurssuivants, v1 = (1, 0, 1, 0, 0, . . . , 0), v2 = (0, 1, 0, 1, 0, . . . , 0), v3 = (1, 0,−1, 0, 0, . . . , 0) et
v4 = (0, 1, 0,−1, 0, . . . , 0) et wj = (0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0), pour j ∈ {5, . . . , 2N}, (le 1 setrouvant à la jième position). Tout veteur de v ∈ R2N s'érit

v =

4∑

i=1

αivi +

2N∑

j=5

βjwj ,où les oe�ients αi et βj sont des réels. En e�et, on retrouve les 4 premiers veteurs dela base anonique de R2N ave les veteurs vi,
(1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) =

1

2
(v1 + v3)

(0, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) =
1

2
(v2 + v4)

(0, 0, 1, 0, 0, . . . , 0) =
1

2
(v1 − v3)

(0, 0, 0, 1, 0, . . . , 0) =
1

2
(v2 − v4).Etape 1 : On va d'abord montrer que

N(Q12,q) ⊂ R+v3.Soit v ∈ R2N de norme 1, il existe (α1, α2, α3, α4, β5, . . . , β2N) ∈ R2N , véri�ant
2(α2

1 + α2
2 + α2

3 + α2
4) + β2

5 + . . . β2
2N = 1, (F.1)et tels que

v = α1v1 + α2v2 + α3v3 + α4v4 +

2N∑

j=5

βjwj .On herhe à savoir, sous quelles onditions, le veteur v ∈ N(Q12,q), plus préisément,sous quelles onditions, il existe t > 0 tel que q ∈ PQ12(q + tv).On onsidère t > 0, alors
q+tv = (tα1+tα3, tα2+tα4, r1+r2+tα1−tα3, tα2−tα4, q

x
3 +tβ5, q

y
3 +tβ6, . . . , q

y
2N +tβ2N).160



Soit maintenant,
q̃ = q+tv−tα3v3 = (tα1, tα2+tα4, r1+r2+tα1, tα2−tα4, q

x
3 +tβ5, q

y
3+tβ6, . . . , q

y
2N +tβ2N ),alulons :

D12(q̃) = |(r1 + r2 + tα1, tα2 − tα4) − (tα1, tα2 + tα4)| − (r1 + r2)

= |(r1 + r2,−2tα4)| − (r1 + r2) ≥ 0.Par onséquent, q̃ ∈ Q12 et
dQ12(q + tv) ≤ |q + tv − q̃| ≤ |tα3v3| = t

√
2|α3|.Comme |q + tv− q| = |tv| = t, on en déduit que q /∈ PQ12(q + tv) si √2|α3| < 1, 'est-à-dire, d'après (F.1), s'il existe αi, i ∈ {1, 2, 4} ou βj , j ∈ {5, .., 2N} non nul. Finalement,une ondition néessaire pour que q ∈ PQ12(q + tv) est que v s'érive

v = α3v3.Soit maintenant v = α3v3 ave α3 = ±1 (désormais |v| =
√

2), on a q+ tv = (tα3, 0, r1 +
r2 − tα3, 0) et

D12(q + tv) = |r1 + r2 − 2tα3| − (r1 + r2).Ainsi, D12(q + tv) > 0 si α3 < 0. En onséquene, q + tv ∈ Q12 (d'où q /∈ PQ12(q + tv))si α3 = −1. On ajuste don l'ériture de v,
v = v3.Etape 2 : Prouvons maintenant que

R+v3 ⊂ N(Q12,q).Soit t ≤ r1 + r2

2
, montrons que dQ12(q + tv3) = t

√
2, 'est-à-dire que

B(q + tv3, t
√

2) ∩ Q12 = ∅.Soit q̃ ∈ B(q + tv3, t
√

2), il existe (α1, α2, α3, α4, β5, . . . , β2N) ∈ R2N , véri�ant
α2

1 + α2
2 + α2

3 + α2
4 +

1

2
(β2

5 + · · ·+ β2
2N ) < 1et tels que

q̃ = q + tv3 + tα1v1 + tα2v2 + tα3v3 + tα4v4 + tβ5w5 + · · · + β2Nw2N

= (tα1 + tα3 + t, tα2 + tα4, r1 + r2 + tα1 − tα3 − t, tα2 − tα4, q
x
3 + tβ5, . . . , q

y
2N + tβ2N ).Calulons

D12(q̃) = |(r1 + r2 + tα1 − tα3 − t, tα2 − tα4) − (tα1 + tα3 + t, tα2 + tα4)| − (r1 + r2)

= |(r1 + r2 − 2tα3 − 2t,−2tα4)| − (r1 + r2). 161



Annexe F. Autre preuve de la prox-régularité de Q12Par onséquent,
D12(q̃) < 0 ⇔ |(r1 + r2 − 2tα3 − 2t,−2tα4)|2 < (r1 + r2)

2

⇔ (2t(α3 + 1))2 − 4t(α3 + 1)(r1 + r2) + (2tα4)
2 < 0

⇔ (t(α3 + 1))2 − t(α3 + 1)(r1 + r2) + (tα4)
2 < 0.On étudie don le trin�me du seond degré

P (X) = X2 − (r1 + r2)X + (tα4)
2.Son disriminant ∆ = 4

(
r1 + r2

2

)2

− 4(tα4)
2 > 0 ar (tα4)

2 < t2 ≤
(

r1 + r2

2

)2.Il y a don 2 raines réelles positives,
s+ =

r1 + r2

2
+

√(
r1 + r2

2

)2

− (tα4)2 et s− =
r1 + r2

2
−
√(

r1 + r2

2

)2

− (tα4)2.

P (X) < 0 ⇔ X ∈ ]s−, s+[. Il reste par onséquent à véri�er que t(α3 + 1) ∈ ]s−, s+[. Ona α2
3 + α2

4 < 1 don,
−
√

1 − α2
4 < α3 <

√
1 − α2

4.D'où,
t − t

√
1 − α2

4 < t(α3 + 1) < t + t
√

1 − α2
4.Montrons d'abord que t(α3 + 1) < s+ :Comme t ≤ r1 + r2

2
, alors (r1 + r2

2t

)
≥ 1 et (r1 + r2

2t

)2

≥ 1. D'où,
√(

r1 + r2

2t

)2

− α2
4 ≥

√
1 − α2

4.On en déduit que,
t + t

√
1 − α2

4 ≤ t +

√(
r1 + r2

2

)2

− (tα4)2 ≤ r1 + r2

2
+

√(
r1 + r2

2

)2

− (tα4)2.Ainsi, t(α3 + 1) < s+.Il reste à montrer que t(α3 + 1) > s− :Pour ela, il su�t de remarquer que la fontion f : x 7→ x −
√

x2 − (tα4)2 est dérois-sante sur {x > t|α4|}. Comme t ≤ r1 + r2

2
, on a f

(
r1 + r2

2

)
≤ f(t). En onséquene,162



t(α3 + 1) > f(t) ≥ s−.En onlusion, D12(q̃) < 0. On a démontré que pour tout t ≤ r1 + r2

2
,

B(q + tv3, t
√

2) ∩ Q12 = ∅, (F.2)e qui implique que dQ12(q + tv3) = t
√

2 et q ∈ PQ12(q + tv3). Or, omme
q = (0, 0, r1 + r2, 0, q3, . . . , q2N ),le veteur e12(q) est égal à (1, 0) et le veteur v3 n'est autre que le veteur −G12(q), d'oùle résultat. �Remarque F.1 Cette valeur limite de t =

r1 + r2

2
est assoiée à la on�guration limiteoù les 2 entres des partiules sont onfondus q1 = q2.Dans la preuve préédente et grâe à la aratérisation des ensembles prox-réguliers (fproposition 2.23 p. 36), on a aussi montré la proposition 3.6 p. 45 :Proposition 3.6 L'ensemble Q12 est η-prox-régulier ave η =

r1 + r2√
2

.Démonstration :On a montré (voir (F.2)) que B(q + tv3, t
√

2) ∩ Q12 = ∅ dès que t ≤ r1 + r2

2
. Ave lesnotations de la proposition 2.23 p. 36, η = t

√
2 =

r1 + r2√
2

. �
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Annexe G. Autre démonstration de l'inégalité triangulaire inverseDans ette annexe, se trouve une démonstration de l'existene d'une inégalité triangulaireinverse véri�ée par les veteurs Gij(q), aboutissant à une autre onstante que elle obtenueà la proposition 3.14 p. 52.Proposition G.1 (Inégalité triangulaire inverse)Il existe γ > 1 tel que pour tout q ∈ Q0,
∑

(i,j)∈Icontact

αij |Gij(q)| ≤ γ

∣∣∣∣∣∣

∑

(i,j)∈Icontact

αijGij(q)

∣∣∣∣∣∣
,où

Icontact = {(i, j), i < j, Dij(q) = 0} et les αij sont des réels positifs quelonques.La onstante γ peut être prise égale à
γ =




2

1 − 1√
1 +

(
1

2nv

)2N




Nnv

4

.

Justi�ons tout de suite qu'une inégalité inverse pour deux veteurs peut être obtenue enminorant leur produit salaire.Lemme G.2 Soient u1 et u2 deux veteurs de R2N véri�ant
u1 · u2 = cos θ|u1||u2|,où cos θ > −1 alors l'inégalité suivante
|u1| + |u2| ≤ ν|u1 + u2|,est véri�ée dès que
ν ≥ νθ =

√
2

1 + cos θ
.Démonstration :Si cos θ = 1, νθ = 1 et |u1|+ |u2| = |u1 +u2|. Le résultat est alors vrai. Si cos θ < 1, νθ > 1166



et on onsidère ν ≥ νθ. On a
(|u1| + |u2|)2 ≤ ν2|u1 + u2|2

⇔ |u1|2 + |u2|2 + 2|u1||u2| ≤ ν2(|u1|2 + |u2|2 + 2u1 · u2)

⇔ −2(ν2(u1 · u2) − |u1||u2|) ≤ (ν2 − 1)(|u1|2 + |u2|2)
⇔ −2|u1||u2|(ν2 cos θ − 1) ≤ (ν2 − 1)(|u1|2 + |u2|2)

⇔ 2

(
1 − ν2 cos θ

ν2 − 1

)
|u1||u2| ≤ |u1|2 + |u2|2 (ν ≥ νθ > 1).Or

ν ≥ νθ ⇔ ν2 ≥ 2

1 + cos θ
(ν ≥ 0)

⇔ ν2(1 + cos θ) ≥ 1 + 1

⇔ ν2 − 1 ≥ 1 − ν2 cos θ

⇔ 1 ≥ 1 − ν2 cos θ

ν2 − 1
.Par onséquent,

|u1|2 + |u2|2 ≥ 2|u1||u2| ≥ 2

(
1 − ν2 cos θ

ν2 − 1

)
|u1||u2|.

�Pour établir l'inégalité triangulaire inverse (ave un nombre quelonque de veteurs),on propose une méthode basée sur une estimation des angles entre les veteurs Gij(q)omme on l'avait déjà pressenti au début de la sous-setion 3.2.2. La preuve sera faite parréurrene sur le nombre de veteurs intervenant dans la somme. On veut montrer qu'ilexiste δ > 1 (qui sera dé�ni plus loin), tel que pour tout I sous-ensemble de Icontact etpour tout αij > 0,
∑

(i,j)∈I⊂Icontact

αij|Gij(q)| ≤ δ card(I)

∣∣∣∣∣∣

∑

(i,j)∈I⊂Icontact

αijGij(q)

∣∣∣∣∣∣
.Initialisation de la réurrene : On suppose que le ardinal de I vaut 1, autrement dit,

I = {(i, j)}, alors on a bien pour tout αij > 0 et tout δ > 1,
αij |Gij(q)| = |αijGij(q)| ≤ δ|αijGij(q)|.Hypothèse de réurrene :Si le ardinal de I ⊂ Icontact est égal à p, alors on a
∑

(i,j)∈I⊂Icontact

αij|Gij(q)| ≤ δp

∣∣∣∣∣∣

∑

(i,j)∈I⊂Icontact

αijGij(q)

∣∣∣∣∣∣
(Hp)167



Annexe G. Autre démonstration de l'inégalité triangulaire inversepour tout αij > 0.On suppose maintenant que le ardinal de I ⊂ Icontact est égal à p + 1. On onsidère
w =

∑
αijGij(q),où les αij sont des réels stritement positifs. Soit (k, l) ∈ I, on dé�nit J = I \ {(k, l)}ainsi que

w1 =
∑

(i,j)∈J

αijGij(q)et
w2 = αklGkl(q),de telle sorte qu'on ait
w = w1 + w2.On utilise alors le lemme suivant démontré plus loin.Lemme G.3 On a l'inégalité suivante,

|w1| + |w2| ≤
√

2

1 − κ
|w1 + w2|,ave

κ =
1√

1 +

(
1

2nv

)2N
.

Par onséquent, en posant
δ =

√
2

1 − κon obtient,
|w1| + |w2| ≤ δ|w|. (G.1)Or, omme δ > 1, on peut initialiser la réurrene ave e oe�ient δ et par hypothèsede réurrene, on a ∑

(i,j)∈J

αij |Gij(q)| ≤ δp|w1|.Par onséquent,
αkl|Gkl(q)| +

∑

(i,j)∈J

αij |Gij(q)| ≤ αkl|Gkl(q)| + δp|w1| = δp

(
1

δp
|w2| + |w1|

)
.Comme δ > 1 et d'après (G.1), on a

∑

(i,j)∈Icontact

αij|Gij(q)| ≤ δp (|w2| + |w1|) ≤ δp+1|w|.168



La propriété (Hp+1) est don vraie, e qui prouve l'hérédité de ette propriété. Par onsé-quent, il existe δ > 1, tel que
∑

(i,j)∈Icontact

αij|Gij(q)| ≤ δ card(Icontact)

∣∣∣∣∣∣

∑

(i,j)∈Icontact

αijGij(q)

∣∣∣∣∣∣
,pour tout αij ≥ 0. Comme le ardinal de Icontact est inférieur à Nnv

2
(on rappelle que nvest le nombre maximal de voisins que peut avoir une personne), la proposition 3.14 estvéri�ée en prenant

γ = δ
Nnv

2onstante qui est bien indépendante de q. Cei ahève la démonstration de la proposi-tion 3.14, sous réserve de prouver le lemme G.3. �Démonstration du lemme G.3 :On herhe à prouver que
|w1| + |w2| ≤

√
2

1 − κ
|w1 + w2|, ave κ =

1√
1 +

(
1

2nv

)2N
.Ce résultat repose sur le lemme G.2 qui établit une inégalité triangulaire inverse entredeux veteurs, sous réserve d'une minoration de leur produit salaire, qui est établie parle lemme suivant.Lemme G.4 L'inégalité suivante est véri�ée

w1 · w2

|w1||w2|
≥ −κ, ave κ =

1√
1 +

(
1

2nv

)2N
.

Par onséquent, en utilisant les notations du lemme G.2, on a d'après le lemme G.4,
w1 · w2

|w1||w2|
= cos θ ≥ −κ.Aussi,

1 + cos θ ≥ 1 − κ,e qui implique √
2

1 − κ
≥
√

2

1 + cos θ
.Le lemme G.3 est don une onséquene immédiate du lemme G.2. �169



Annexe G. Autre démonstration de l'inégalité triangulaire inverseIl reste à prouver le lemme utilisé préédemment.Démonstration du lemme G.4 :On rappelle que
w1 =

∑

(i,j)∈J

αijGij(q) et w2 = αklGkl(q),où les oe�ients intervenant dans es deux éritures sont stritement positifs. Cependant,il su�t de prouver ette inégalité pour
w2 = Gkl(q).On pose

βij =

{
αij si i < j

αji sinon,on a alors
w1 = (F1, F2, ..., FN) où Fp =

∑
βipeip.Ainsi, Fk est un veteur de R2 qui peut être interprété omme la fore exerée sur la kièmepersonne par ses voisins (autres que le lième individu). De même, −Fk peut être interprétéomme la fore de réation de la kième personne résistant à la pression de ses voisins (autresque le lième ). De plus, on a

w1 · w2

|w1||w2|
=

−Fk · ekl − Fl · elk

√
2
√∑N

i=1 |Fi|2
= ∆kl.Cas 1 : −Fk · ekl ≥ 0 ou −Fl · elk ≥ 0PSfrag replaements

elk ekl

−Fk

−Fl

ql qkFig. G.1 � Cas 1Supposons, par exemple (f �gure G.1), que −Fk · ekl ≥ 0, on a alors
−Fk · ekl − Fl · elk ≥ −Fl · elk.Comme |Fl · elk| ≤ |Fl|, on obtient

|Fl · elk|√∑ |Fi|2
≤ 1.170



Finalement, on en déduit que
∆kl ≥

−Fl · elk√
2
√∑ |Fi|2

≥ −1√
2
.Dans e as, on peut prendre

κ =
1√
2
.Cas 2 : −Fk · ekl < 0 et −Fl · elk < 0 (f �gure G.2)

PSfrag replaements
ekl elk

−Fl

−Fk

qk qlFig. G.2 � Cas 2Cas 2a : −Fk · ekl ≥ −1

4
|Fk| ou −Fl · elk ≥ −1

4
|Fl|Supposons, par exemple (f �gure G.3), que −Fk · ekl ≥ −1

4
|Fk|. On aPSfrag replaements

ekl elk

−Fl

−Fk

qk qlFig. G.3 � Cas 2a
|Fk| ≤

√∑
|Fi|2,e qui implique omme −Fk · ekl < 0,

−Fk · ekl

|Fk|
≤ −Fk · ekl√∑ |Fi|2

. 171



Annexe G. Autre démonstration de l'inégalité triangulaire inversePar onséquent,
−1

4
≤ −Fk · ekl√∑ |Fi|2et omme

−Fl · elk√∑ |Fi|2
≥ −1,

∆kl ≥
1√
2

(
−1

4
− 1

)
= − 5

4
√

2
> −1.Dans e as, on peut prendre

κ =
5

4
√

2
.Cas 2b : −Fk · ekl < −1

4
|Fk| et −Fl · elk < −1

4
|Fl| (f �gure G.4)PSfrag replaements

ekl elk

−Fl

−Fk

qk qlFig. G.4 � Cas 2bOn utilise le lemme suivant démontré ultérieurement :Sous-lemme G.5 Dans le as 2b, il existe k̃ et l̃ distints de k et de l véri�ant k̃ 6= l̃ ettels que
|Fk̃| ≥ ǫ|Fk|,
|Fl̃| ≥ ǫ|Fl|,où
ǫ =

(
1

2nv

)2N

.(Le réel ǫ est bien indépendant de q).On en déduit que
∑

|Fi|2 ≥ |Fk|2 + |Fl|2 + |F 2
k̃
| + |Fl̃|2 ≥ (1 + ǫ2)

[
|Fk|2 + |Fl|2

]
.172



Aussi,
1√∑ |Fi|2

≤ 1√
1 + ǫ2

1√
|Fk|2 + |Fl|2et

|∆kl| ≤
1√

1 + ǫ2

(
|Fk| + |Fl|√

2
√

|Fk|2 + |Fl|2

)
≤ 1√

1 + ǫ2
.Finalement, on onlut que

∆kl ≥ − 1√
1 + ǫ2

> −1.Dans e as, on peut don prendre
κ =

1√
1 + ǫ2

.et le lemme G.4 est don véri�é pour
κ = max

(
1√
2
,

5

4
√

2
,

1√
1 + ǫ2

)
=

1√
1 + ǫ2

,à ondition de prouver le sous-lemme G.5. �Remarque G.6 On peut tout de suite onstater que, pour une on�guration q �xée etdes oe�ient αij �xés, l'existene d'un réel ǫ, véri�ant es deux inégalités est triviale. Ene�et, par l'absurde, on obtient que sinon
∀j ∈ {1...N} \ {k, l}, Fj = 0,e qui est impossible.Il reste à démontrer le sous-lemme utilisé préédemment.Démonstration du sous-lemme G.5 :On rappelle que nv est le nombre maximal de voisins que peut avoir une personne. Ononsidère d'abord Fk, on sait que

−Fk =

Vk∑

i=1

βkj0,i
ekj0,i

,où Vk est le nombre de voisins de la personne k à l'exeption de la personne l (Vk ≤ nv−1).Par onséquent,
−Fk · ekl =

Vk∑

i=1

βkj0,i
ekj0,i

· ekl. 173



Annexe G. Autre démonstration de l'inégalité triangulaire inverseIl existe k1 ∈ {j0,1, j0,2, ..., j0,Vk
} (k1 6= k, l) tel que

βkk1ekk1 · ekl ≤ βkj0,i
ekj0,i

· ekl, ∀i.Un rapide raisonnement par l'absurde montre que néessairement,
βkk1ekk1 · ekl < − 1

nv
Fk · ekl,et omme −Fk · ekl < −1

4
|Fk|, on obtient

βkk1ekk1 · ekl < − 1

4nv
|Fk|.En interprétant, l'individu k1 est la personne qui exere la plus forte pression sur k et lapersonne k se trouve entre les individus l et k1 ar ekk1 · ekl < 0 (la personne k1 se trouveà gauhe de k sur la �gure G.5).Si |Fk1 | ≥

1

8nv
|Fk|, alors on pose

k̃ = k1.Sinon |Fk1 | <
1

8nv

|Fk|, et on proède de manière analogue ave Fk1. On sait que
−Fk1 = βk1kek1k +

Vk1∑

i=1

βk1j1,i
ek1j1,i

,où Vk1 ≤ nv − 1 est le nombre de voisins de k1. Ainsi ,
−Fk1 · ekl = βk1kek1k · ekl +

Vk1∑

i=1

βk1j1,i
ek1j1,i

· ekl.Comme −βk1kek1k · ekl < − 1

4nv

|Fk| et −Fk1 · ekl ≤ |Fk1| <
1

8nv

|Fk|, on en déduit que
Vk1∑

i=1

βk1j1,i
ek1j1,i

· ekl = −Fk1 · ekl − βk1kek1k · ekl < − 1

8nv
|Fk|.Comme préédemment, il existe k2 ∈ {j1,1, j1,2, ..., j1,Vk1

} (k2 /∈ {k, k1}), tel que
βk1k2ek1k2 · ekl < − 1

8n2
v

|Fk|(Là enore sur la �gure G.5, la personne k2 se trouve à gauhe de l'individu k1).Si |Fk2 | ≥
1

4

(
1

2nv

)2

|Fk|, alors on pose
k̃ = k2.174



PSfrag replaements
ekl elk

−Fl

qk ql

qk1

qk2

qki

Fig. G.5 � Constrution de la suite kiSinon, on ontinue. On onstruit alors une suite ki (f �gure G.5) telle que




k0 = k

|Fki+1
| <

1

4

(
1

2nv

)i+1

|Fk|

βkiki+1
ekiki+1

· ekl < −1

4

(
1

2nv

)i
1

nv
|Fk|.On a alors

ki+1 /∈ {k0, k1, ..ki}.En e�et, omme on a par onstrution (point 3 du système) :




ek0k1 · ekl < 0

ek1k2 · ekl < 0...
ekiki+1

· ekl < 0il su�t de montrer que
∀j ∈ J0, iK, eki+1kj

· ekl > 0.On a pour j ∈ J0, iK,
eki+1kj

·ekl =
1

|qki+1
− qkj

|
(
|qki+1

− qki
|eki+1ki

+ |qki
− qki−1

|ekiki−1
+ ... + |qkj+1

− qkj
|ekj+1kj

)
·ekl.Don

eki+1kj
· ekl =

1

|qki+1
− qkj

|
(
|qki+1

− qki
|eki+1ki

· ekl + ... + |qkj+1
− qkj

|ekj+1kj
· ekl

)
> 0.On onlut alors que

ki+1 /∈ {k0, k1, ..ki−1}, 175



Annexe G. Autre démonstration de l'inégalité triangulaire inverseet par onstrution ki+1 6= ki, don
ki+1 /∈ {k0, k1, ..ki}.Comme il y a un nombre �ni de personnes, à savoir N , ette onstrution s'arrête :

∃m < N − 1 tel que |Fkm
| ≥ 1

4

(
1

2nv

)m

|Fk|.Au �nal, on pose
k̃ = km.On proède de manière analogue ave Fl, en onstruisant une suite li véri�ant le mêmegenre de propriétés (les personnes li se trouveront à droite de l'individu l toujours dansle adre de la �gure G.5). Il reste à montrer que k̃ 6= l̃. Pour ela, on a juste besoin devéri�er que es deux suites sont disjointes, 'est-à- dire que,

{k0, k1, ..km} ∩ {l0, l1, ..lp} = ∅.On a par onstrution
ekiki+1

· ekl < 0, (G.2)
elj lj+1

· ekl > 0. (G.3)Il su�t don de montrer que
∀i ∈ {0..m}, ∀j ∈ {0..p}, ekilj · ekl > 0.On va d'abord prouver que

∀i ∈ {0..m}, ekil · ekl > 0.Comme préédemment, le veteur ekil pour i ∈ {0..m}, s'érit omme ombinaison linéaireà oe�ients positifs des veteurs ekiki−1
, .., ek1k0 et ek0l. Grâe à (G.2) et omme ek0l ·ekl =

|ekl|2 = 1 > 0, on onlut alors que
∀i ∈ {0..m}, ekil · ekl > 0. (G.4)Ensuite, le veteur ekilj pour i ∈ {0..m} et j ∈ {0..p}, s'érit omme ombinaison linéaireà oe�ients positifs des veteurs ekil0 , el0l1 , .., et elj−1lj . Grâe à (G.3) et (G.4), on obtient

∀i ∈ {0..m}, ∀j ∈ {0..p}, ekilj · ekl > 0. (G.5)Par onséquent, d'après (G.5), on en déduit que
{k0, k1, ..km} ∩ {l0, l1, ..lp} = ∅et néessairement k̃ 6= l̃. Ensuite, omme nv ≥ 2, alors

1

4

(
1

2nv

)N−1

≥
(

1

2nv

)N

.176



Le sous-lemme G.5 est véri�é pour
ǫ =

(
1

2nv

)Ne qui ahève la démonstration. �Ainsi s'ahève la démonstration de la proposition G.1. De e résultat déoule l'uniformeprox-régularité de Q0 (f. preuve de la proposition 3.12 p. 51).Proposition G.7 L'ensemble Q0 est η-prox-régulier ave
η =




1

2




1 − 1√
1 +

(
1

2nv

)2N







Nnv

4

min
(i,j)

ri + rj√
2

,où nv est le nombre maximal de voisins que peut avoir une personne.En notant rmin = min ri et rmax = max ri, ette onstante véri�e
nv ≤ π

arcsin

(
rmin

rmax + rmin

) .

Remarque G.8 Pour se �xer les idées, on peut aluler un équivalent de η quand N tendvers l'in�ni (nv onstant). On obtient
η ∼

N→∞
min
(i,j)

ri + rj√
2

(
1

4

)Nnv

4
(

1

2nv

)N2nv

2
.Cette onstante de prox-régularité est inférieure à elle annonée par la proposition 3.12p. 51.
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Annexe H. Formulation point-selleCette annexe a pour objetif de rappeler les résultats lassiques qu'on peut retrouverdans [Mau04℄, jusqu'à la proposition H.9. Pour la proposition H.11, on renvoit le leteurvers [All05℄ ou [Cia90℄. On onsidère V un espae de Hilbert muni de son produit sa-laire ( , ) et de sa norme | |, M un espae de Banah, B ∈ L (V, M) et z ∈ M . On notele rohet de dualité entre M et M ′ par 〈φ, m〉 ave φ ∈ M ′ et m ∈ M et on note ‖ ‖ lanorme naturelle sur M ′. On dé�nit ensuite l'ensemble des ontraintes qui sera l'ensembleonvexe fermé suivant,
K = {u ∈ V, 〈µ, Bu − z〉 ≤ 0, ∀µ ∈ C},où C ⊂ M ′ est un �ne onvexe fermé non vide de sommet 0. Soit f ∈ V , on onsidère lafontionnelle

J (v) =
1

2
|v|2 − (f, v)ainsi que le problème de minimisation sous ontrainte suivant :

(Q)

{
u ∈ K,

J (u) = inf
v∈K

J (v) .Le Lagrangien assoié à e problème est
L : V × C → R

(v, µ) 7→ L (v, µ) = J (v) + 〈µ, Bv − z〉.La formulation point-selle de e problème s'érit don sous la forme,
(Q′)

{
(u, λ) ∈ V × C,

∀ (v, µ) ∈ V × C, L (u, µ) ≤ L (u, λ) ≤ L (v, λ) .Remarque H.1 λ est appelé multipliateur de Lagrange.Proposition H.2 Le problème (Q) possède une unique solution que l'on notera u.Démonstration :Il su�t de remarquer que la fontionnelle J est stritement onvexe et oerive, puis que
K est un ensemble onvexe fermé de V . �Remarque H.3 Une autre façon de prouver la proposition préédente est de remarquerque le problème (Q) revient à minimiser la fontionnelle [v 7→ 1

2
|v − f |2

] sur K. Il existeune unique solution à e problème qui est le projeté de f sur K (u = PKf), bien dé�niar K est un onvexe fermé.Remarque H.4 Par dé�nition du �ne polaire (dé�nition C.1 p. 150), on sait que u ∈ Ksi et seulement si Bu − z ∈ C◦.180



Proposition H.5 Si (u, λ) ∈ V ×C est solution du problème de point-selle (Q′), alors uest solution du problème de minimisation (Q).Démonstration :On raisonne par l'absurde en supposant que u /∈ K, 'est-à-dire en supposant qu'il existe
µ0 ∈ C, tel que 〈µ0, Bu − z〉 > 0. Alors

∀α > 0, αµ0 ∈ C et 〈αµ0, Bu − z〉 → +∞ quand α → +∞.On obtient don une ontradition ave le fait que L (u, µ) soit majoré. Par onséquent,
∀µ ∈ C, 〈µ, Bu − z〉 ≤ 0.Autrement dit, u ∈ K. Ensuite, on sait que pour tout µ ∈ C, 〈µ, Bu−z〉 ≤ 〈λ, Bu−z〉 ≤ 0.En prenant µ = 0, on voit que néessairement

〈λ, Bu − z〉 = 0.En onséquene,
∀v ∈ V, J (u) ≤ J (v) + 〈λ, Bv − z〉.Comme pour tout v ∈ K, 〈λ, Bv − z〉 ≤ 0, on obtient,

∀v ∈ K, J (u) ≤ J (v) .Autrement dit,
J (u) = inf

v∈K
J (v) .En onlusion, u est solution de (Q). �On onsidère désormais un autre problème, dont on montrera l'équivalene ave le pro-blème (Q′) :

(Q′′)





(u, λ) ∈ V × C,

u + B⋆λ = f,

Bu − z ∈ C◦,

〈λ, Bu − z〉 = 0.Remarque H.6 La dernière équation est appelée relation de omplémentarité. Le multi-pliateur de Lagrange n'agit que si la ontrainte est saturée (lorsque Bu − z = 0).Proposition H.7 (u, λ) est solution du problème de point-selle (Q′) si et seulement si
(u, λ) est solution de (Q′′).Démonstration :Si (u, λ) est solution de (Q′), alors on sait déjà que Bu − z ∈ C◦ ar u ∈ K ainsi que181



Annexe H. Formulation point-selle
〈λ, Bu−z〉 = 0 d'après la démonstration préédente. De plus, pour tout v ∈ V, L (u, λ) ≤
L (v, λ). Aussi, u minimise J̃ (v) = 1

2
|v|2 − (f, v) + 〈λ, Bv − z〉 sur V . Par onséquent,

∀v ∈ V , (u, v) − (f, v) + 〈λ, Bv〉 = 0,e qui implique
∀v ∈ V , (u, v) − (f, v) + (B⋆λ, v) = 0.D'où,

u + B⋆λ = f.Ainsi, (u, λ) est solution de (Q′′).Réiproquement, si (u, λ) est solution de (Q′′), alors Bu − z ∈ C◦ e qui revient à direque u ∈ K. Aussi, omme 〈λ, Bu − z〉 = 0, on a
∀µ ∈ C, 〈µ, Bu − z〉 ≤ 〈λ, Bu − z〉.Par onséquent,

∀µ ∈ C, L (u, µ) ≤ L (u, λ) .Ensuite, l'équation u + B⋆λ = f implique, d'après le théorème de Lax-Milgram, que uminimise J (v) = 1
2
|v|2 − (f, v) + 〈λ, Bv〉 sur V don

∀v ∈ V, J (u) ≤ J (v) .D'où en soustrayant 〈λ, z〉 de part et d'autre de l'inégalité, on a
∀v ∈ V, L (u, λ) ≤ L (v, λ) .On en onlut don que (u, λ) est solution de (Q′). �Proposition H.8 Si u est solution du problème de minimisation (Q), alors

f − u ∈ B⋆(C).Démonstration :Soit u la solution de (Q), montrons dans un premier temps que
∀v ∈

(
B⋆(C)

)◦
, ∀t ≥ 0 , u + tv ∈ K.Soit v ∈

(
B⋆(C)

)◦, on a par dé�nition du �ne polaire (dé�nition C.1 p. 149),
∀µ ∈ C, (B⋆µ, v) ≤ 0,e qui équivaut à
∀µ ∈ C, 〈µ, Bv〉 ≤ 0.182



Ainsi,
〈µ, B(u + tv) − z〉 = 〈µ, Bu − z〉 + t〈µ, Bv〉 ≤ 0, ∀t ≥ 0.Don pour tout t ≥ 0, u + tv ∈ K. Dans un seond temps, montrons que

f − u ∈
(
B⋆(C)

)◦◦
.Soient v ∈

(
B⋆(C)

)◦ et t ≥ 0, omme u est solution de (Q) et u + tv ∈ K d'après e quipréède, on a
J(u) ≤ J(u + tv).Par dé�nition de J , on a don

1

2
t2|v|2 + t (u, v) − t (f, v) ≥ 0,e qui implique
t

[
1

2
t|v|2 − (f − u, v)

]
≥ 0.Par onséquent,

1

2
t|v|2 − (f − u, v) ≥ 0.Cei étant vrai pour tout t ≥ 0, on en déduit que

(f − u, v) ≤ 0.Cette inégalité étant véri�ée pour tout v ∈
(
B⋆(C)

)◦, on a démontré que
f − u ∈

(
B⋆(C)

)◦◦
.CommeB⋆(C) est un �ne onvexe fermé non vide de sommet 0, on a d'après la propositionC.4 p. 151, (

B⋆(C)
)◦◦

= B⋆(C).Ainsi, f − u ∈ B⋆(C). �Proposition H.9 Soit u la solution du problème de minimisation (Q), si B est surjetifde V dans M , alors il existe un unique λ ∈ C tel que (u, λ) soit solution du problème depoint-selle (Q′).Démonstration :Montrons que B⋆ (C) est un fermé. Comme B est surjetif de V dans M , on sait (f.théorème II.19 p.29 dans [Bre73℄) que
∃α > 0 , ∀µ ∈ M ′ , ‖µ‖ ≤ α|B⋆µ|. 183



Annexe H. Formulation point-selleConsidérons une suite de B⋆ (C) qui onverge dans V ,
B⋆µn −−−→

n→∞
v,où µn ∈ C. L'inégalité préédente implique que la suite (µn) est de Cauhy dans M ′.Ainsi, il existe λ ∈ M ′ tel que

µn −−−→
n→∞

λ.Or C est un fermé de M ′ don λ ∈ C. Par ontinuité de B⋆, on a v = B⋆λ ∈ B⋆ (C). Enonlusion, B⋆ (C) est un fermé.Soit u la solution du problème (Q), d'après e qui préède et la proposition H.8, on a
f − u ∈ B⋆ (C). Par onséquent, il existe λ ∈ C tel que f − u = B⋆λ. Comme B estsurjetif, B⋆ est injetif et on onlut alors que

∃ ! λ ∈ C, u + B⋆λ = f.Par ailleurs, omme u est solution du problème (Q), on a u ∈ K, d'où Bu − z ∈ C◦.Comme B est surjetif, il existe a ∈ V tel que z = Ba. De plus, d'après la remarque H.3,on sait que u est la projetion de f sur K : u = PKf . Par onséquent,
u − a = PK−a (f − a)(ei est évident lorsqu'on pense à la aratérisation de la projetion sur un onvexe ferméf. théorème A.1 p. 142). En�n, omme K − a ⊂ V est un �ne onvexe fermé non videde sommet 0, on a don d'après la proposition C.3 p. 150,
(u − a, f − u) = 0.Cei implique
(u − a, B⋆λ) = 0et par onséquent

〈λ, B (u − a)〉 = 〈λ, Bu − z〉 = 0.Ainsi, il existe un unique λ ∈ C tel que (u, λ) soit solution du problème (Q′′), e quiimplique d'après la proposition H.7 qu'il existe un unique λ ∈ C tel que (u, λ) soitsolution du problème (Q′). �En reprenant la démonstration, on remarque que les hypothèses B⋆ (C) fermé et z ∈ ImBsu�sent à assurer l'existene d'un multipliateur de Lagrange.Proposition H.10 Si B⋆ (C) est fermé dans M et si z ∈ ImB, alors il existe un λ ∈ Ctel que (u, λ) soit solution de (Q′).Dans le as où z /∈ ImB, la démonstration de la proposition H.9 ne s'applique pas.En e�et, on ne peut plus obtenir la relation de omplémentarité en utilisant la notionde �ne polaire puisque K n'est pas un �ne. Cependant, dans le as d'un nombre �nide ontraintes, 'est-à-dire quand le �ne C est �niment généré, l'hypothèse sur z n'estpas néessaire, (l'hypothèse sur B⋆ (C) est automatiquement véri�ée) et on obtient laproposition suivante.184



Proposition H.11 (Cas d'un nombre �ni de ontraintes)On suppose que C est �niment généré, autrement dit,
C =

p∑

i=1

R+µi, avec µi ∈ M ′.Si on note u la solution du problème de minimisation (Q) dé�ni p. 179, alors il existe
λ ∈ C tel que (u, λ) soit solution du problème de point-selle (Q′) dé�ni p. 179.Démonstration :Soit u la solution de (Q), on dé�nit l'ensemble, que l'on suppose dans un premier tempsnon vide,

Iu = {i ∈ {1, .., p}, 〈µi, Bu − z〉 = 0},et le �ne onvexe fermé inlus dans M ′,
Cu = {µ ∈ C , 〈µ, Bu − z〉 = 0} =

∑

i∈Iu

R+µi.Par onséquent,
B⋆(Cu) =

∑

i∈Iu

R+B⋆(µi).On utilise une proposition analogue à la proposition H.8, qui sera démontrée ultérieure-ment, à savoir :Proposition H.12 Si u est solution de (Q), alors f − u ∈ B⋆(Cu).De plus, d'après le sous-lemme B.2 p. 146, le �ne onvexe B⋆(Cu) non vide de sommet 0est fermé. Par onséquent, f −u ∈ B⋆(Cu). Ainsi, il existe λ =
∑

i∈Iu

λiµi où λi ≥ 0, tel que
f − u = B⋆(λ) =

∑

i∈Iu

λiB
⋆(µi).Par onséquent, par dé�nition de Iu,

〈λ, Bu − z〉 =
∑

i∈Iu

λi〈µi, Bu − z〉 = 0.Si Iu = ∅, alors Cu = {0} et don λ = 0, e qui nous amène à la même onlusion.La relation de omplémentarité est bien véri�ée. Ainsi, le ouple (u, λ) est solution duproblème (Q′′), qui est équivalent d'après la proposition H.7 au problème (Q′). �Démonstration de la proposition H.12 :Soit u la solution de (Q), montrons dans un premier temps que
∀v ∈

(
B⋆(Cu)

)◦
, ∃tv > 0 , ∀t ∈ [0, tv[ , u + tv ∈ K. 185



Annexe H. Formulation point-selleSoit v ∈
(
B⋆(Cu)

)◦, on a
∀µ ∈ Cu, (B⋆µ, v) ≤ 0,e qui équivaut à
∀µ ∈ Cu, 〈µ, Bv〉 ≤ 0.En onséquene, si µ ∈ Cu, on a

〈µ, B(u + tv) − z〉 = 〈µ, Bu − z〉 + t〈µ, Bv〉 = t〈µ, Bv〉 ≤ 0, ∀t ≥ 0.Si µ ∈ C \ Cu, alors µ =
∑

i∈Iu

ρiµi +
∑

j /∈Iu

ρjµj , ave ρi, ρj ≥ 0 (la deuxième somme portesur un ensemble néessairement non vide). 0n dé�nit alors
tv = min

j /∈I(u)

−〈µj, Bu − z〉
|〈µj, Bv〉| > 0.Aussi pour t ∈ [0, tv[,

〈µ, B(u+tv)−z〉 ≤
∑

i∈I(u)

ρi (〈µi, Bu − z〉 + t〈µi, Bv〉)+
∑

j /∈I(u)

ρj (〈µj, Bu − z〉 + t〈µj, Bv〉) .D'après e qui préède, la première somme est négative et par dé�nition de tv, la deuxièmeaussi. Par onséquent, on en déduit que
∀t ∈ [0, tv[ , ∀µ ∈ C , 〈µ, B(u + tv) − z〉 ≤ 0.Don pour tout t ∈ [0, tv[, u + tv ∈ K.Dans un seond temps, montrons que

f − u ∈
(
B⋆(Cu)

)◦◦
.Soient v ∈

(
B⋆(Cu)

)◦ et t ∈ [0, tv[, omme u est solution de (Q), on a
J(u) ≤ J(u + tv).Par dé�nition de J , on a don

1

2
t2|v|2 + t (u, v) − t (f, v) ≥ 0,e qui implique

1

2
t|v|2 − (f − u, v) ≥ 0.Cei étant vrai pour tout t ∈ [0, tv[, on en déduit que

(f − u, v) ≤ 0,186



autrement dit que
f − u ∈

(
B⋆(Cu)

)◦◦
.Comme B⋆(Cu) est un �ne onvexe fermé non vide de sommet 0, on a d'après la propo-sition C.4 p. 151, (

B⋆(Cu)
)◦◦

= B⋆(Cu).Ainsi, f − u ∈ B⋆(Cu). �
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Annexe I. Algorithme d'UzawaOn reprend les notations de l'annexe H mais on suppose désormais que M est unespae de Hilbert, que l'on identi�e à son dual, de telle sorte que C est onsidéré ommeun �ne de M . Dans ette annexe, on rappelle omment aluler les multipliateurs deLagrange solutions d'un problème point-selle (Q′) (dé�ni page 180), grâe à l'algorithmed'Uzawa. Les résultats suivants jusqu'à la proposition I.4, sont issus de [Mau04℄.On se donne ρ > 0, λ0 ∈ C et on onsidère une suite d'éléments de M dé�nis par
∀k ≥ 0, λk+1 = PC

(
λk + ρ

(
B
(
f − B⋆λk

)
− z
))

. (I.1)La proposition suivante montre que si la suite dé�nie par (I.1) onverge alors il y aexistene d'un point-selle qui peut être exprimé en fontion de la limite de la suite.Proposition I.1 On suppose que z = Ba. Si la suite (λk
) dé�nie par (I.1) onverge vers

λ ∈ M , alors (f − B⋆λ, λ) est solution du problème de point-selle (Q′) dé�ni p. 179.Démonstration :Comme PC est une appliation ontinue (1-lipshitz), on a à la limite l'équation,
λ = PC (λ + ρB (f − B⋆λ − a)) ar z = Ba.On a don pour tout µ ∈ C (f. théorème A.1 p. 142),

〈µ − λ, ρB (f − B⋆λ − a)〉 ≤ 0,e qui est équivalent à
〈µ − λ, B (f − B⋆λ − a)〉 ≤ 0.Cei équivaut aussi à

(B⋆ (µ − λ) , f − B⋆λ − a) ≤ 0 , ∀µ ∈ C,et par onséquent
B⋆λ = P B⋆(C) (f − a) .Comme B⋆ (C) est un �ne onvexe fermé non vide de sommet 0, d'après la proposition C.3p. 150, on a

f − a − B⋆λ = P(B⋆(C))
◦ (f − a).On utilise maintenant le lemme suivant, qui sera démontré ultérieurement.Lemme I.2 On suppose que z = Ba, alors

K − a = B⋆(C)
◦
.190



On en déduit que
f − a − B⋆λ = PK−a(f − a),e qui équivaut à

f − B⋆λ = PKf.(Cei est évident lorsqu'on pense à la aratérisation de la projetion sur un onvexe ferméf. théorème A.1 p. 142). On pose maintenant u = f − B⋆λ, u est bien un élément de
K. Il reste à véri�er la relation de omplémentarité 〈λ, Bu − z〉 = 0 pour montrer que
(u, λ) est solution du problème (Q′′) dé�ni dans l'annexe H page 181. Comme u− a est laprojetion de f −a sur K−a et d'après la proposition C.3 p. 150, on a (u − a, f − u) = 0.D'où,

(u − a, B⋆λ) = 0 = 〈λ, Bu − z〉.Ainsi, (u, λ) est solution du problème (Q′′) et don (f. proposition H.7 p. 181) du problème
(Q′). �Remarque I.3 L'hypothèse importante est que z ∈ ImB, il n'est pas néessaire de sup-poser que B⋆(C) est fermé omme dans la proposition H.10 p. 184.Il reste à démontrer le lemme utilisé dans le preuve préédente.Démonstration du lemme I.2 :On rappelle la dé�nition de K,

K = {v ∈ V , 〈µ, Bv − z〉 ≤ 0 , ∀µ ∈ C}.En érivant que z = Ba, on obtient que
K = {v ∈ V , 〈µ, Bv − Ba〉 ≤ 0 , ∀µ ∈ C},e qui s'érit enore
K = {v ∈ V , (B⋆µ, v − a) ≤ 0 , ∀µ ∈ C}.Par onséquent,
K − a = {w ∈ V , (B⋆µ, w) ≤ 0 , ∀µ ∈ C}.Autrement dit,

K − a = B⋆(C) ◦ = B⋆(C)
◦
.

�Proposition I.4 Si (u, λ) est solution du problème de point-selle (Q′) (dé�ni p. 179),alors la suite (f − B⋆λk
) onverge vers u, solution du problème de minimisation (Q)(dé�ni p. 179), dès que

0 < ρ <
2

‖B‖2
,où ‖B‖ = sup

|x|≤1

|Bx|. 191



Annexe I. Algorithme d'UzawaDémonstration :Si (u, λ) est solution de (Q′) alors (u, λ) est aussi solution de (Q′′), d'après la proposi-tion H.7 p. 181. Par onséquent, 〈λ, Bu − z〉 = 0. Montrons que l'élément λ véri�e
λ = PC (λ + ρ (Bu − z)) . (I.2)Il su�t de montrer pour tout µ ∈ C, 〈µ − λ, ρ(Bu − z)〉 ≤ 0. Cei est équivalent à

〈µ − λ, Bu − z〉 ≤ 0 , ∀µ ∈ C.Cei est vrai puisque u ∈ K et 〈λ, Bu − z〉 = 0.De plus, si on note uk = f − B⋆λk, l'équation (I.1) véri�ée par λk+1 devient
λk+1 = PC

(
λk + ρ

(
Buk − z

))
. (I.3)Grâe à (I.2) et (I.3) et au fait que PC soit 1-lipshitz, on obtient,

|λk+1 − λ|2 = |PC

(
λk + ρ

(
Buk − z

))
− PC (λ + ρ (Bu − z)) |2 (I.4)

≤ |λk − λ + ρB
(
uk − u

)
|2

≤ |λk − λ|2 + 2ρ
(
B⋆
(
λk − λ

)
, uk − u

)
+ ρ2|B

(
uk − u

)
|2

≤ |λk − λ|2 − 2ρ|uk − u|2 + ρ2|B
(
uk − u

)
|2

≤ |λk − λ|2 − 2ρ|uk − u|2 + ρ2‖B‖2|uk − u|2
≤ |λk − λ|2 − ρ

(
2 − ρ‖B‖2

)
|uk − u|2. (I.5)Si on suppose ρ ∈

]
0,

2

‖B‖2

[, on a don
|λk+1 − λ| ≤ |λk − λ|.La suite |λk − λ| est alors déroissante, positive. Elle onverge don vers un réel positif,et on a d'après (I.5),

|uk − u|2 ≤ |λk − λ|2 − |λk+1 − λ|2
ρ (2 − ρ‖B‖2)

−−−→
k→∞

0En onlusion, pour tout ρ ∈
]
0,

2

‖B‖2

[, la suite uk = f −B⋆λk onverge vers u, solutionde (Q). �Dans le as qui nous intéresse (nombre �ni de ontraintes), on peut même montrer que lasuite des multipliateurs de Lagrange onstruite par l'algorithme d'Uzawa onverge.Proposition I.5 (Cas d'un nombre �ni de ontraintes)On suppose que C est �niment généré. Si ρ ∈
]
0, 2

‖B‖2

[, alors la suite (λk) dé�nie par
(I.1) onverge vers un λ ∈ C tel que (u, λ) soit solution du problème (Q′) (dé�ni p. 179).192



Démonstration :La preuve repose essentiellement sur le lemme d'Opial qui sera démontré plus loin.Lemme I.6 (Lemme d'Opial) Soit Λ un espae de Hilbert, Λ̃ un sous-ensemble nonvide de Λ, et (λk) une suite d'éléments de Λ telle que(i) pour tout µ ∈ Λ̃, la suite |λk − µ| onverge,(ii) si une sous-suite (λkp) onverge faiblement vers un élément µ de Λ, alors µ ∈ Λ̃.Alors la suite (λk) onverge faiblement vers un élément de Λ̃.On note Λ̃ ⊂ M , l'ensemble des λ tels que (u, λ) soit solution de (Q′). On herhe àdémontrer que la suite (λk) véri�e les hypothèses du lemme d'Opial. On a vu lors de ladémonstration de la proposition I.4 que l'hypothèse (i) du lemme d'Opial était véri�ée.Il reste à véri�er l'hypothèse (ii). On onsidère don une sous-suite toujours notée (λk)qui onverge faiblement vers µ ∈ M . Comme C est un onvexe fermé de M , il est fermépour la topologie faible don µ ∈ C. Ensuite, on a pour tout k, uk = f − B⋆λk. Or B⋆λkonverge faiblement vers B⋆µ et d'après la proposition I.4, uk onverge vers u. On a donpar passage à la limite faible,
u = f − B⋆µ.Pour montrer que (u, µ) est une solution de (Q′), il su�t de prouver la relation de om-plémentarité,

〈µ, Bu − z〉 = 0.Par dé�nition de λk+1, on a pour tout µ̃ ∈ C,

〈µ̃ − λk+1, λk + ρ(Bu − z) − λk+1〉 ≤ 0.Comme C est �niment généré, il est inlus dans un espae hilbertien de dimension �nie.Par onséquent, la suite des (λk) onverge fortement et on peut passer à la limite dansl'équation préédente . En prenant en�n µ̃ = 0, on obtient
〈µ, Bu − z〉 ≥ 0.Or u ∈ K et µ ∈ C impliquent que 〈µ, Bu−z〉 ≤ 0. Finalement la relation de omplémen-tarité est véri�ée et µ ∈ Λ̃. Ainsi, la suite (λk) véri�e les hypothèses du lemme d'Opial. Onen déduit qu'elle onverge faiblement et don fortement (dimension �nie) vers un élémentde Λ̃. �Il reste à démontrer le lemme d'Opial (f. par exemple [Har81℄).Démonstration du lemme I.6 :D'après (i), la suite (λk) est bornée. Il su�t don de véri�er que deux sous-suites quionvergent faiblement ont la même limite. On onsidère don deux sous-suites (λmk) et

(λnk) qui onvergent faiblement vers λ1 et λ2, respetivement. D'après (ii), λ1 et λ2 ap-partiennent à Λ̃. On introduit les limites (qui existent d'après (i))
ℓ1 = lim |λk − λ1| , ℓ2 = lim |λk − λ2|. 193



Annexe I. Algorithme d'UzawaOn érit alors
|λk − λ1|2 − |λk − λ2|2 = 〈λ2 − λ1, 2λ

k − λ1 − λ2〉.On passe à la limite dans l'identité préédente pour la sous-suite (λmk) puis pour (λnk).Il vient
|ℓ1|2 − |ℓ2|2 = −|λ2 − λ1|2 et |ℓ1|2 − |ℓ2|2 = |λ2 − λ1|2.On a don néessairement |λ2 − λ1| = 0, d'où le résultat. �
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RésuméModélisation mathématique et numérique de mouvements de fouleNous nous intéressons à la modélisation des mouvements de foule ausés par des situa-tions d'évauation d'urgene. L'objetif de ette thèse est de proposer un modèle mathé-matique et une méthode numérique de gestion des ontats, a�n de traiter les interationsloales entre les personnes pour �nalement mieux rendre ompte de la dynamique globaledu tra� piétonnier.Nous proposons un modèle mirosopique de mouvements de foule qui repose surdeux prinipes. D'une part, haque personne a une vitesse souhaitée, elle qu'elle auraiten l'absene des autres. D'autre part, la vitesse réelle des individus prend en ompteune ertaine ontrainte d'enombrement maximal. Plus préisément, la vitesse réelle estla projetion de la vitesse souhaitée sur un ensemble dit de vitesses admissibles (quirespetent une ontrainte de non-hevauhement des disques représentant les individus).Nous proposons d'étudier e modèle en trois parties.La première partie est onsarée à son étude théorique. Après reformulation, le pro-blème prend la forme d'une inlusion di�érentielle du premier ordre. Nous démontronsalors son aratère bien posé : tout d'abord dans un as partiulier (où les individus sedéplaent dans un ouloir) grâe à la théorie des opérateurs maximaux monotones, puisen toute généralité, en utilisant des résultats sur les proessus de ra�e par un ensembleuniformément prox-régulier.La seonde partie est dédiée à la résolution numérique du problème préédent. Nousproposons un shéma numérique en se basant sur le seond prinipe du modèle, à savoiren alulant une vitesse réelle disrète qui soit la projetion de la vitesse souhaitée sur unensemble de vitesses admissibles �au premier ordre�. En reformulant ette projetion sousla forme d'un problème point-selle, nous démontrons sa onvergene par une méthode deompaité, en prouvant le aratère uniformément borné des multipliateurs de Lagrange.La troisième partie est onsarée à la programmation et à la présentation des résultatsnumériques. Nous proposons d'utiliser l'algorithme d'Uzawa a�n de aluler la vitesseréelle disrète omme projetion de la vitesse souhaitée. Ensuite, nous nous intéressonsau premier point du modèle en hoisissant une vitesse souhaitée partiulière (elle dirigéepar le plus ourt hemin évitant les obstales). Pour ela, nous présentons une program-mation orientée objet inluant une méthode de type Fast Marhing et ayant pour but desimuler l'évauation d'une struture de plusieurs étages présentant une géométrie quel-onque. Nous �nissons ave d'autres hoix de vitesse souhaitée (par exemple, en ajoutantdes stratégies individuelles) et présentons les résultats numériques assoiés. Ces simula-tions numériques permettent de retrouver les phénomènes observés lors de déplaementspiétonniers mais aussi de préiser le r�le des multipliateurs de Lagrange. Apparaissantomme un moyen de quanti�er le non-respet des ontraintes par la vitesse souhaitée, esderniers peuvent être interprétés omme des termes de pression subie par les individus.Mots lés : mouvements de foule, ontats, analyse onvexe, inlusion di�érentielle,proessus de ra�e, ensemble prox-régulier, minimisation sous ontrainte, algorithme derattrapage, programmation orientée objet.Codes AMS (MSC 2000) : 34A60, 47H04, 65L20, 70F35, 90C46.


