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Résumé

Nous nous intéressons a la modélisation des mouvements de foule causés par des situa-
tions d’évacuation d’urgence. L’objectif de cette thése est de proposer un modéle mathé-
matique et une méthode numérique de gestion des contacts, afin de traiter les interactions
locales entre les personnes pour finalement mieux rendre compte de la dynamique glo-
bale du trafic piétonnier. Nous proposons un modeéle microscopique de mouvements de
foule reposant sur deux principes. D’une part, chaque personne a une vitesse souhaitée,
celle qu’elle aurait en I'absence des autres. D’autre part, la vitesse réelle des individus
prend en compte une certaine contrainte d’encombrement maximal. En précisant le lien
entre ces deux vitesses, le probléme d’évolution prend la forme d’une inclusion différen-
tielle du premier ordre. Son caractére bien posé est démontré en utilisant des résultats
sur les processus de rafle par des ensembles uniformément prox-réguliers. Ensuite, nous
présentons un schéma numérique et démontrons sa convergence. Pour calculer une vitesse
souhaitée particuliére (celle dirigée par le plus court chemin évitant les obstacles), nous
présentons une programmation orientée objet ayant pour but de simuler I'évacuation d'une
structure de plusieurs étages présentant une géométrie quelconque. Nous finissons avec
d’autres choix de vitesse souhaitée (par exemple, en ajoutant des stratégies individuelles)
et présentons les résultats numériques associés. Ces simulations numériques permettent
de retrouver certains phénoménes observés lors de déplacements piétonniers.

Abstract

We are looking for modelling crowd motion in emergency evacuation. The aim of this
thesis is to propose a mathematical model and a numerical method to handle contacts, in
order to deal with local interactions between people and to describe the whole dynamics
of the pedestrian traffic. We propose a microscopic model for crowd motion which rests
on two principles. On the one hand, each individual has a spontaneous velocity that he
would like to have in the absence of other people. On the other hand, the actual velocity
must take into account congestion. By specifying the link between these two velocities, the
evolution problem takes the form of a first order differential inclusion. Its well-posedness
is proved with the help of results concerning sweeping processes by uniformly prox-regular
sets. Then we present a numerical scheme and prove its convergence. In order to com-
pute a specific spontaneous velocity (the one directed by the shortest path avoiding the
obstacles), we present an object oriented programming to simulate the evacuation of any
building consisting of several floors. To conclude, we describe other choices of sponta-
neous velocity (for example, by adding individual strategies) and we present associated
numerical results. These numerical simulations allow us to recover some characteristics of
pedestrian traffic.
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Introduction

Dans cette thése, nous nous intéressons a la modélisation de mouvements de foule
causés par des situations d’évacuation d’urgence. De telles situations sont caractérisées
par des configurations trés denses en individus et présentent de nombreux contacts. L’ob-
jectif de cette thése est de proposer un modéle mathématique et une méthode numeérique
de gestion des contacts, afin de traiter les interactions locales entre les personnes pour
finalement mieux rendre compte de la dynamique globale du trafic piétonnier.

Contexte et objectifs

Depuis plusieurs décennies, de nombreuses études portant sur le comportement des pié-
tons ont été menées. Dans un premier temps, des travaux d’observation ([Fru71, NW69,
Wei93]) ont été effectués dans le but de réunir des données qualitatives (préférences,
tendances des marcheurs) mais aussi quantitatives comme pour préciser par exemple, la
vitesse des individus en fonction de la densité de la foule (cf. sous-section 1.1.1). Ensuite,
grace aux résultats précédents, de nombreux modéles de mouvements de foule ont été
proposés. Ces derniers affichent un but commun, prédire les chemins les plus empruntés
mais différent sur plusieurs points : leur mode de représentation de la foule (microsco-
pique en se placant a I’échelle de l'individu ou macroscopique en décrivant la foule par
sa densité), leur facon d’appréhender les zones de déplacement (discrétisation spatiale
ou non) et leur caractére déterministe ou stochastique. Ces modeéles peuvent étre clas-
sés en quatre catégories (cf. sous-section 1.1.2) : les modéles basés sur des automates
cellulaires [BAO1, BKSZ01, Nag98, Sch01], les modéles utilisant des graphes orientés
[BT86a, BT86b, Lov94, YS89|, le modéle de forces sociales [HM95, HEV0O0b| et les mo-
déles macroscopiques |Hel92b, Hen71, HB00, HB04a, HB04b|. Beaucoup de ces modéles
ont abouti a la création de logiciels de simulation du trafic piétonnier, comme par exemple
PedGo [HMKO03|, SimPed [Daa04], Legion [Sti93] ou encore Mipsim [HB00].

Déterminer les trajectoires des piétons permet de proposer des directives aux construc-
teurs afin d’améliorer leur confort. En effet, ces informations peuvent étre d’'une grande
utilité pour évaluer la largeur satisfaisante des couloirs, des portes, ... . Prévoir les dépla-
cements des personnes peut aussi aider a placer les panneaux d’information importants
ou méme positionner stratégiquement les panneaux publicitaires.

Par ailleurs, il existe un tout autre enjeu a la modélisation des mouvements de foule. De-
puis plusieurs années, la demande de simulations d’évacuation en cas d’urgence n’a cessé
d’augmenter. L’objectif est d’estimer la durée de I’évacuation (a4 comparer par exemple
au temps de propagation d’un feu) mais aussi de prédire les zones ou les individus seront
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fortement concentrés. Les résultats permettraient d’éviter dans la mesure du possible,
les situations dites d’écrasement, responsables de nombreux accidents pouvant s’avérer
mortels. Selon [HEV00b], de telles situations sortent véritablement du cadre classique des
déplacements piétonniers. Lorsque les gens se proménent sans précitation, ils ont ten-
dance a garder leurs distances avec les autres individus et les obstacles (murs, tables, ...).
Dans le cas d'une situation d’urgence, les personnes pressées voire méme en proie a la
panique, n’hésitent pas a pousser les autres et de fortes pressions s’exercent alors entre les
individus. Les piétons peuvent aussi étre entrainés vers des obstacles qu’ils souhaitaient
pourtant contourner, ce qui parfois, a cause de la trop forte pression exercée, provoque
I'effondrement dramatique de ces derniers. De telles situations sont donc caractérisées par
une densité élevée et de nombreux contacts.

Pour simuler des évacuations d'urgence, les modéles généralement utilisés sont ceux
qui reposent sur une discrétisation spatiale, représentant le sol par un damier ou par un
graphe. Ils sont en effet peu cotiteux en temps de calcul puisque les contacts y sont gérés
intrinséquement : chaque case ou noeud est soit vide, soit occupé par une seule personne
et le déplacement des individus s’effectue toujours suivant cette régle. Dans [HFVO0O0b|, un
autre modéle propose de gérer ces contacts avec des forces de répulsion entre les piétons.
Cependant, ces méthodes (principe d’exclusion ou force de répulsion) ne prennent pas en
compte le conflit direct entre les individus, et ne peuvent donc pas fournir d’informations
sur les interactions locales entre les piétons.

Notre objectif est de proposer un modéle de mouvements de foule traitant directement
les contacts entre les individus et pouvant déterminer les zones susceptibles d’afficher de
fortes pressions. Notre modéle de gestion des contacts doit aussi faire preuve de souplesse
et étre capable d’inclure les modéles déja existants qui déterminent les chemins les plus
emprunteés.

Le modéle

Nous proposons un modéle microscopique de mouvements de foule qui repose sur
deux principes. D’une part, chaque personne a une vitesse souhaitée, celle qu’elle aurait
en 'absence des autres. D’autre part, la vitesse réelle des individus prend en compte
une certaine contrainte d’encombrement maximal. Plus précisément, dans ce modéle, la
vitesse réelle est la projection de la vitesse souhaitée sur un ensemble dit de vitesses
admissibles (qui respectent une contrainte de non-chevauchement des disques représentant
les individus). Dans le premier point du modéle réside sa souplesse. En effet, tout modéle
de prédiction des mouvements piétonniers peut étre ici intégré. Dans le second point du
modeéle, s’opére la gestion directe des contacts.

En précisant le lien entre les deux vitesses souhaitée et réelle, nous obtenons un pro-
bleme d’évolution qui prend la forme d’une inclusion différentielle du premier ordre vé-
rifiée par le vecteur position des personnes. Formulations naturelles des problémes avec
contrainte unilatérale, les inclusions différentielles ont fait 1’objet de nombreux travaux.
Les premiers problémes d’inclusion différentielle ont été étudiés au début des années 70
par H. Brezis grace a la théorie des opérateurs maximaux monotones (cf |Bre73|). Plus
tard dans [Mor77|, J.J. Moreau considére un probléme mettant en jeu un opérateur mul-
tivalué dépendant du temps. 1l s’agit du premier probléme de processus de rafle (sweeping



process) par des ensembles convexes. Ne pouvant appliquer la théorie précédente, I'au-
teur utilise un algorithme dit de rattrapage (catching-up algorithm) pour construire des
solutions du probléme et démontrer sous certaines hypothéses, son caractére bien posé.
Depuis, ces processus de rafle ont fait et font encore I'objet de nombreuses études. Des
généralisations significatives ont été apportées (cf. sous-section 2.4.2), notamment en at-
ténuant I’hypothése de convexité des ensembles considérés, faisant apparaitre la notion de
prox-régularité (cf. sous-section 2.4.1). Cette nouvelle notion s’avére pour nous essentielle,
puisque c’est le caractére uniformément prox-régulier de I’ensemble des configurations ad-
missibles (au sens ou les disques ne se chevauchent pas) qui permet d’établir, a 'aide de
résultats récents [ET05], que le probléme d’évolution associé au modéle est bien poseé.

Le modéle de mouvements de foule proposé, bien qu’idéalisé par la représentation
somme toute simpliste des individus, offre la possibilité de retrouver certains phéno-
meénes observés lors de déplacements piétonniers et jugés importants par les modélisa-
teurs (cf. section 6.1). De plus, les études théorique et numérique de ce modéle ont per-
mis d’établir des liens entre des notions mathématiques abstraites et des comportements
numériques observés dans les milieux granulaires. En effet, le concept théorique de prox-
régularité (propriété de I'ensemble des configurations admissibles) est relié, dans le présent
travail, aux caractéristiques géométriques réelles de la structure formée par les amas de
disques (pouvant représenter des grains ou des individus). Or la géométrie de ce réseau
a un rapport direct avec la non-unicité des pressions subies par les disques. D’un point
de vue mathématique, ces pressions sont formellement des multiplicateurs de Lagrange,
qui apparaissent naturellement dans le modéle. Leur non-unicité explique les instabilités
numériques des pressions calculées, instabilités qui sont observées dans la réalité, que ce
soit, dans le milieu granulaire ou piétonnier.

Présentation des travaux effectués

Dans le premier chapitre, nous dressons un bilan des observations des déplacements
piétonniers et présentons différentes modélisations existantes de ces derniers. Ensuite,
nous décrivons le modéle microscopique de mouvements de foule qui constitue I'objet de
cette thése. Nous proposons d’étudier ce dernier en trois parties.

La premiére partie constituée des chapitres 2 et 3 est consacrée a I'étude théorique
de ce modéle. Dans le chapitre 2, nous obtenons une écriture de ce dernier sous la forme
d’un probléme d’inclusion différentielle. Ensuite, nous démontrons grace a la théorie des
opérateurs maximaux monotones son caractére bien posé, dans le cas particulier ou les
individus se déplacent dans un couloir. Puis, nous verrons que cette théorie ne s’applique
plus dans le cas d'un déplacement bidimensionnel. Dans le chapitre 3, nous démontrons
que notre probléme s’inscrit en toute généralité, dans le cadre des processus de rafle par
un ensemble uniformément prox-régulier, ce qui grace aux résultats de J.F. Edmond et L.
Thibault (JET05]), nous permet d’obtenir son caractére bien posé.

La seconde partie est dédiée a la résolution numérique du probléme précédent. Dans
le chapitre 4, nous proposons un schéma numérique en se basant sur le second principe du
modéle, a savoir en calculant une vitesse réelle discréte qui soit la projection de la vitesse
souhaitée sur un ensemble de vitesses admissibles « au premier ordre ». Ce choix souléve
quelques difficultés puisque le schéma proposé différe de ’algorithme de rattrapage et sort
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du cadre des processus de rafle présenté au chapitre 2. En reformulant cette projection sous
la forme d’un probléme point-selle, nous démontrons la convergence du schéma par une
méthode de compacité, en prouvant le caractére uniformément borné des multiplicateurs
de Lagrange.

La troisiéme partie constituée des chapitres 5 et 6, est consacrée a la programmation
et a la présentation des résultats numériques. Dans le chapitre 5, pour programmer le se-
cond point du modéle, nous proposons d’utiliser I'algorithme d’Uzawa afin de calculer la
vitesse réelle discréte comme projection de la vitesse souhaitée. Nous présentons ce dernier
ainsi que des résultats de convergence. Ensuite, nous nous intéressons au premier point
du modéle en choisissant une vitesse souhaitée particuliére (celle dirigée par le plus court
chemin évitant les obstacles). Nous présentons la méthode de type Fast Marching utilisée
lors de son calcul. Enfin, nous proposons une programmation orientée objet incluant cette
méthode et ayant pour but de simuler I’évacuation d’une structure de plusieurs étages
présentant une géométrie quelconque. Dans le chapitre 6, nous proposons différents choix
de vitesse souhaitée et présentons les résultats numériques associés. Dans un premier
temps, nous verrons que certains choix permettent de retrouver les phénomeénes observés
lors de déplacements piétonniers décrits dans la sous-section 1.1.3. Ensuite, nous présen-
tons des simulations numériques associées au choix de la vitesse souhaitée dirigée par
le plus court chemin. Ces résultats sont issus de la programmation C+-+ précédemment
évoquée. Puis nous présentons un autre choix de vitesse souhaitée prenant également en
compte les obstacles. Nous proposons de prendre pour celle-ci la solution d’une équation
aux dérivées partielles avec des conditions aux bords sur les obstacles. Ce choix, bien que
donnant des résultats raisonnables, ne sera pas utilisé de facon systématique comme le
choix du flot géodésique, plus justifié en termes de modélisation. Enfin, nous différentions
le comportement des personnes en ajoutant des stratégies individuelles (ralentissement ou
contournement lors d’'un embouteillage).

La présentation du modéle, son cadre mathématique ainsi que sa discrétisation nu-
meérique ont fait 'objet d’un proceeding [MV07|. Le travail de modélisation réalisé pour
I'ajout de stratégies individuelles a été présenté dans un autre proceeding [Ven09|. Leur
contenu ayant été intégralement repris, développé et réorganisé, ces articles ne sont pas
joints au présent document.
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Chapitre 1. Différents modéles pour représenter la foule

1.1 Etat de I’'art

Dans cette section, aprés une présentation de quelques données empiriques concernant
le flux piétonnier, nous décrivons les modéles de mouvements de foule existants. Puis
nous présentons les phénomeénes importants observés lors des déplacements de piétons que
certains modéles permettent de retrouver. Enfin, nous nous concentrons sur les modéles
traitant des situations d’évacuation.

1.1.1 Données empiriques qualitatives et quantitatives

Préférences des marcheurs
Dans [BS90, HM97], sont récapitulées les caractéristiques importantes d’'un chemin qui
peuvent inciter un piéton a 'emprunter :
e sa longueur (les individus ont tendance & choisir le plus court chemin);
e son coté rectiligne (les individus préférent suivre une route droite le plus longtemps
possible) ;
e le nombre d’attractions qu’il comporte ;
e son confort (protection contre les intempéries, présence d’escalators au lieu d’esca-
liers, qualité du sol, ...).

Diagramme fondamental
On se place ici dans le cadre d'un flux unidirectionnel non contraint (tous les individus
suivent la méme direction dans un lieu sans obstacle). La description macroscopique de la
foule repose sur trois variables : la densité p, la vitesse v et le flux ) vérifiant le relation
fondamentale () = pv. Comme pour étudier le trafic routier, il est intéressant de tracer
le diagramme fondamental, c’est-a-dire de représenter le flux () du trafic piétonnier en
fonction de la densité p, afin d’analyser la transition entre régime libre et régime encombré.
On dit qu’on se trouve en régime libre (resp. encombré) lorsque la densité est inférieure
(resp. supérieure) a pq.; ¢ densité critique lorsque le flux @ est maximal (Q = Qu4z). On
définit alors uerit = Qumaz/Perit €6 0N note par ailleurs pjq, la densité au dessus de laquelle
le flux @ est nul (embouteillage). Dans [Wei93|, on trouve les valeurs suivantes pour ces
paramétres : pe; = 1.75 piétons par m?, ug = 0.7 m.s™', et pjam, = 5.4 piétons par m?.
Vitesse moyenne et densité
D’aprés [Hen71], dans le cadre d’un flux unidirectionnel, la vitesse moyenne des individus
en régime libre suit une loi gaussienne de moyenne 1.34 m.s™! et de d’écart-type 0.26
m.s~ . Dans [Daa04], ces paramétres sont recalculés en faisant la moyenne entre toutes
les vitesses de marche observées dans un couloir non encombré, ces données provenant de
différents pays. La conclusion est que la vitesse en régime libre suit une loi gaussienne de
moyenne 1.34 m.s™! et de d’écart-type 0.37 m.s~ .
D’aprés [Wei93|, d’autres paramétres influencent cette vitesse moyenne. En effet, cette
vitesse dépend :

e de I'age et du sexe de l'individu concerné (la vitesse moyenne de déplacement des

hommes est plus élevée que celle des femmes : 1.41 m.s™! contre 1.27 m.s™!);
e de la température extérieure (a 25° C, la vitesse moyenne diminue de 8% );
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e du lieu considéré (par exemple, dans un escalier, la vitesse moyenne en montée est
estimée a 0.9 m.s™! alors qu’en descente elle est de 0.7 m.s™!).
D’aprés [Wei93], la surface occupée par une personne est d’environ 0.15 m?. Lorsque les
piétons sont dans une phase d’attente, la densité varie entre 2 et 3 individus par m?2.
De plus, des études ont été menées dans le but de mieux appréhender la relation entre
vitesse moyenne et densité. Beaucoup de travaux (par exemple |[Fru71, NW69|) ont conclu

a une relation linéaire entre vitesse et densité,

u=u"—ap, a>0.

Dans [Wei93|, un autre type de relation est toutefois considéré,

u=/ {1 — exp (—fy (1 — L))] avec (3, v > 0.
P Pjam

La relation entre vitesse et densité a aussi été étudiée dans d’autres situations que celle
traitant d’un flux unidirectionnel. Dans [AMHO1|, se trouvent des informations supplé-
mentaires pour des flux bi-directionnels et multi-directionnels. Par ailleurs, d’autres études
[DHO03, HDO5| ont été menées pour déterminer la conséquence d’un rétrécissement de voies
sur la densité et la vitesse des piétons. Dans [DH03, HD05|, une telle situation est créée,
obligeant des personnes a passer dans un couloir de 5 métres de long et d'une largeur d’1
meétre, de sorte que deux personnes ne peuvent pas rentrer dans le couloir simultanément
(un individu occupe une largeur de 50 centimétres). Les auteurs remarquent que lors des
expériences, les gens marchent dans le couloir de maniére a réduire ’espace vide comme
illustré par la figure 1.1, la densité atteignant alors la valeur de 2.5 piétons par m2. D’autre
part, la vitesse moyenne a cause du rétrécissement décroit a environ 1 m.s~!. Les auteurs
en considérant les trajectoires que suivent les piétons pour rentrer dans un passage étroit
(cf. fig 1.2) parlent de zipper effect.

F1G. 1.1 — Expérience réalisée dans [DH03, HD05|.
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Trajectories of 10 pedestrians with a density of 0.875 ped/m2 (t = 500 sec)
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F1G. 1.2 — Trajectoires des individus observées (|[DHO03]).

1.1.2 Modéles utilisés pour la simulation des mouvements de foule

Modéles utilisant des automates cellulaires

Le premier modéle a été présenté dans [Nag98| et a ensuite été développé lors de nombreux
travaux (|[BAO1, BKSZ01, Sch01, TNO1]). Ces modéles sont basés sur une discrétisation
spatiale. Plus précisément le sol sur lequel se déplacent les individus, est découpé en car-
rés. Par exemple, dans [KKWS01, KMKWS00]|, le coté du carré est fixé a 40 cm. Cette
discrétisation spatiale permet de prendre facilement en compte les obstacles avec des cases
inacessibles. En ce qui concerne les autres cases, elles sont soit vides, soit occupées par
une seule personne. Bien évidemment, le mouvement des individus s’effectue en respectant
cette régle.

Il y a deux maniéres de déplacer les individus en un pas de temps. La premiére met
les positions des personnes a jour, individu apreés individu, 'ordre des individus étant
aléatoire (Random Sequential Update). Ceci facilite la gestion des contacts entre indi-
vidus puisqu’il s’agit juste de déplacer la personne courante sur une case encore inoc-
cuppée (en respectant au mieux son souhait). Cette méthode est par exemple employée
dans [KKWS01, KMKWSO00]| afin de prendre en compte une certaine volonté individuelle
de g’affirmer. La deuxiéme méthode est la mise & jour globale des positions (Parallel
Update). Si plusieurs personnes veulent arriver a la méme case, on tire au hasard un
gagnant qui ira sur cette nouvelle case, les autres restant a leurs anciennes positions
(cf. [KKNT03, KNS03, KS02, SKN03|).

Tout en appliquant ces méthodes (RSU ou PU) de mise a jour des positions, chaque auto-
mate cellulaire est caractérisé par les directives de déplacement données a chaque individu.
Dans [KKWSO01], trois directions possibles (en avant, a gauche et a droite) sont fixées,
auxquelles sont associées des probabilités (la probabilité d’aller vers I'avant est choisie
plus grande). Autre exemple dans [KMKWSO00|, les personnes disposent d’une vitesse
maximale quantifiée en nombre de cases par pas de temps et dépendant des conditions
extérieures (diminution en cas de mauvaise visibilité). A chaque pas de temps, quand c’est
leur tour de bouger, elles choisissent une direction optimale, au sens ou celle-ci leur per-
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met de parcourir le plus de cases possibles vers la sortie. Si aucun mouvement vers ’avant
n’est possible, les personnes s’arrétent et peuvent choisir de contourner aprés un certain
temps. Il est aussi possible que les gens changent soudainement de direction ou s’arrétent
indécis suivant certaines probabilités. Dans [Sti93], des automates cellulaires sont aussi
utilisés mais chaque piéton occupe plusieurs cases. L.e chemin de toute personne doit sa-
tisfaire plusieurs contraintes, par exemple celle de non-collision avec les autres individus
ou celle de passer par certaines régions de ’espace et dans un ordre imposé. Ensuite, I'au-
teur définit le coiit d’'un chemin pouvant prendre en compte différents paramétres comme
sa longueur, l'effort & fournir pour I'emprunter ou son temps de parcours. Finalement,
le mouvement des piétons est traité globalement, en minimisant le coiit total, somme
des coiits des chemins individuels, et cela tout en respectant les contraintes imposées
aux chemins. Ce modéle est a la base du logiciel Legion décrit dans le chapitre 5 de la
thése [Sti00].

Modéle de forces sociales

Dans [HM95|, un modéle dit de forces sociales (social force model) est introduit. Il est a
noter qu'un modeéle précurseur de ce dernier se trouve dans [GM85]. Le modéle de forces
sociales se place au niveau microscopique et propose de décrire les mouvements de foule
par un systéme d’équations différentielles. Plus précisément, le déplacement de I'individu
1 est, régi par une équation du type,

= F,(1),
7 (t)

ol w; est la vitesse dite préférée de la personne i et F;(¢) est la somme des forces s’exercant
sur l'individu ¢ au temps t. Les forces mises en jeu sont des accélérations et des décéléra-
tions dues aux diverses réactions des individus quand ils percoivent leur environnement
(autres individus et obstacles). Plus précisément, quatre forces différentes composent le
second membre F;(t) : deux forces de répulsion avec les autres individus et les obstacles,
une force d’attraction (vers un endroit stratégique ou une personne intéressante) et un

terme d’accélération du type
vlei(t) — wi(t)

Y

Ti
ol €;(t) est la direction souhaitée (vers la destination), v) I'allure souhaitée et 7; un certain

temps de relaxation. Ensuite, les auteurs tronquent la vitesse précédente pour obtenir la
vitesse souhaitée de la personne i : v;(t) est définie par

w;(t) si|w;(t)| < oo
Vz(t) = pmaT Wl(t) sinon
b wi(®)]
o v;"** est la norme maximale de la vitesse de la personne i.

Modéles utilisant des graphes
Ces modéles représentent le sol avec des graphes. Plus précisément, les individus peuvent
se déplacer sur des noeuds qui sont reliés par des arétes orientées. Cette discrétisation
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gére intrinsequement la présence d’obstacles. Ensuite, il reste a déterminer les chemins
que vont prendre les piétons, on parle alors de Route choice model. De nombreuses possibi-
lités existent. Dans [BT86a, BT86b, BS90| par exemple, les chemins possibles considérés
sont les plus courts chemins entre les noeuds de départ et d’arrivée. Dans [Gip86], les
chemins potentiels ne sont pas déterminés dans leur intégralité mais des destinations
intermédiaires sont d’abord générées en fonction de 'origine et de la destination finale
du trajet puis des sous-chemins possibles entre ces étapes intermédiaires sont détermi-
nés. Beaucoup d’algorithmes existent pour calculer ces plus courts chemins (pour plus
de détails voir [Daa04|). Dans [GGLFO01]|, 'encombrement et les conditions extérieures
(présence de fumée) sont prises en compte en pondérant les arétes. Cette méthode est a
la base du logiciel buildingEXODUS et de ses dérivés maritimeEXODUS et airEXODUS.
D’autres modéles utilisant des files d’attente [Lov94, YS89| (Queuing models) sont éga-
lement basés sur des graphes. Dans ces modéles, une loi de probabilité est définie pour
gérer I'arrivée des individus (par exemple une loi de Poisson). Ensuite, pour prendre en
compte les files d’attente grandissantes lorsque la demande du trafic piétonnier est plus
grande que la capacité de la porte, des temps d’attente aléatoires pondérent les arétes du
réseau représentant les portes.

Modéles macroscopiques

Dans [Hen74|, pour la premiére fois la dynamique du trafic piétonnier est comparée a celle
d’un fluide. Ensuite, de nombreux modéles assimilant la foule & un fluide ont été proposés.
Certains de ces modéles [Hel92a, Hel92b, Hen71, Hen74, HBOO| se basent sur la théorie
cinétique des gaz, pour dans un premier temps, décrire la dynamique de la fonction dis-
tribution des vitesses. Dans [Hen71]|, le modéle de type fluide est obtenu en partant des
équations de type Maxwell-Boltzmann et en supposant la conservation du moment et de
I'énergie alors que dans [Hel92b|, ces hypothéses de conservation ne sont plus faites.
D’autres modeéles macroscopiques (qui ne se basent pas sur la théorie cinétique des gaz)
sont proposés. Dans [Hug00, Hug02|, plusieurs types d’individus sont considérés et leur
dynamique est décrite par un ensemble d’équations aux dérivées partielles couplées, qui
traduisent la « conservation des piétons ». La vitesse d'un individu est définie comme
une fonction de sa position et elle est déterminée de sorte que son temps de trajet soit
minimal. Les régimes libre et encombré peuvent étre observés dans des zones différentes,
la transition pouvant causer une onde de choc. Dans [HB04b|, cette idée est reprise pour
définir la vitesse des individus et d’autres facteurs a minimiser sont ajoutés. Une fonc-
tionnelle de coiit contenant plusieurs termes mettant en jeu le temps de trajet mais aussi
la distance aux obstacles (pour pénaliser la proximité avec ceux-ci), I’énergie cinétique
(pour établir un compromis entre le temps restant et les efforts a fournir) est définie.
Un terme dépendant de la densité des individus (pour éviter les engorgements) et un
autre pour traduire les effets stimulants de I'environnement (présence de magasins, ...)
sont aussi ajoutés. Dans [HB04a], un modeéle macroscopique stochastique est proposé. Les
individus sont distingués selon leur zone de destination. Une fonctionnelle & minimiser est
encore définie mais la présence d’obstacles est gérée autrement. Un ensemble de vitesses
admissibles est introduit afin de prendre les obstacles en compte (en un point de 1'obs-
tacle, les directions des vitesses qui rentrent dans I'obstacle sont interdites) et les normes

10
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des vitesses admissibles sont choisies dépendant linéairement de la densité. La vitesse des
individus est la vitesse admissible qui réalise le minimum de cette fonctionnelle.

Remarque 1.1 Nous attirons ici Uattention sur le fait que ces modéles ne traitent pas
globalement la foule mais distinguent les individus selon leurs vitesses ou leurs destina-
tions. Dans les modeéles type Route choice models, quels que soient les critéres choisis
pour déterminer les chemins potentiels, seul un nombre fini de possibilités existe. Dans les
modéles [HB04a, HB0/b, Hug00, Hug02], l’absence de discrétisation permet de dépasser
ces limitations.

1.1.3 Phénomeénes observés dans le trafic piétonnier, effets d’auto-
organisation

De nombreux travaux [Bat97, Hel04, HM97, HMFBO01, HV99| récapitulent les phéno-
meénes observés dans le trafic piétonnier et que retrouvent certains modéles.

Formation de files lorsque deux groupes d’individus marchent en sens opposé

Quand deux groupes d’individus, marchant en sens oppposé, se croisent, le flux piéton-
ner s’organise pour minimiser les interactions entre les individus qui n'ont pas la méme
destination. Pour cela, il se divise en plusieurs voies constituées de personnes allant dans
le méme sens. La figure 1.3 illustre bien cet enchevétrement de voies au sens de par-
cours différent (fingering pattern) de sorte que les personnes ayant la méme direction se
suivent a la file. Dans [HM95], des résultats numériques associés au modéle de forces so-

Fi1a. 1.3  Observation de files & contre-courant.

ciales retrouvent ce phénomeéne de séparation de flux. Dans une allée large de 10 m se
forment 4 ou 5 files pour une densité de personnes de 0.3 piétons par m? (cf. fig. 1.4),
et ce nombre de voies semble croitre linéairement en fonction de la largeur du chemin.
Dans [HV99|, cet état optimal associé a ces interactions minimales trouve une justifi-
cation grace a l'introduction d’une fonction de type entropie dans un cadre macrosco-
pique. On retrouve aussi ce phénoméne avec des modeéles basés sur des automates cellu-
laires [BAO1, BKSZ01, KKWS01, KS02, SKN03]| (cf. fig. 1.5). Dans [HEV00a|, le modéle

11
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Fi1G. 1.4  Résultats numériques issus de [HM95].

Difisie-Tima |3
Floor-Difusion0.150
Flaor-Becay (0005
Flonr-impact] j0.150

.
Floni-imgact2[0150 3 I-I I H E :-::' i lnrll.:' E I.l:l . :;-:: i H I
Y - -
/

Exit +1 | 10 | Aur | Stop|| Reset| Stats| Help
- m I
Walker Mads! L m = oms P—
Width I50 - - ~
Ratio-Final [0.170 3 maw e s = =2 —_—
Ratio-Begin [0.000 - f a T _
e ETR PETTHECRRR TR R
Welocily (1000 . 1 H L ™ -
S-LDN 0.000 A-IIII--I‘II =I- .-.. II llllll—
S-Trans  [0.000 N uww w - -
A I L ] am EE N B E R LN
Doterre- Time |4 7 -
S
Fd
a
Fd
3
r!
%
i

Detay  [80

Spply [

anlng

F1G. 1.5 — Résultats numériques issus de [SKNO3].

de forces sociales est réutilisé pour simuler a nouveau la rencontre de deux groupes de
piétons se déplacant en sens opposé. Mais aux différentes forces d’attraction et de répul-
sion déja détaillées dans la sous-section 1.1.2, ils ajoutent un terme stochastique pour
créer des fluctuations au niveau des vitesses des individus. Les auteurs remarquent que
si ce terme devient trop important, la formation de files n’a plus lieu et les individus se
bloquent indéfiniment en formant un réseau cristallin. Cette transition est connue sous le
nom de freezing by heating.

Formes possibles du regroupement piétonnier en amont d’un passage étroit

De nombreuses études ont été menées pour mieux appréhender le comportement des pié-
tons lors d’'un rétrécissement de voie (passage d’une porte par exemple). La forme de
regroupement des individus en amont du passage étroit est tout a fait différente sui-
vant la situation considérée, normale ou d’évacuation d’urgence. Dans [HD05]|, des expé-
riences ont été menées pour observer ’espace occupé en amont d’un rétrécissement de
voie par des piétons évoluant dans un trafic normal. Les détails et résultats de ces ex-
périences ont été précisés a la sous-section 1.1.1 (cf figs 1.1 et 1.2). Cette région prend,
d’aprés ces travaux, la forme d’une moitié d’ellipse (dont le grand-axe est paralléle au
couloir). D’aprés [Bol98|, la forme optimale d’un rétrécissement de voie est convexe (cf.
figure 1.6). La situation semble tout autre lors d’une évacuation d’urgence. Dans ce cas,
d’aprés [HFVO0Ob|, une zone d’engorgement se crée en amont de la sortie, zone dans la-
quelle les gens se regroupent en formant un demi-disque (centré en la sortie). Nous verrons

12
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Fi1G. 1.6  Différentes phases d'une optimisation d'un rétrécissement de voie.

dans la sous-section 1.1.4 que le modéle de forces sociales adapté [HEV0Ob| et les modéles
utilisant des automates cellulaires [KS02, SKN03| permettent de retrouver ces arches (cf.
figs 1.9 et 1.10). D’aprés [HEVO0O0b], il est trés important d’identifier les zones ot ces arcs
se dessinent, puisqu’elles sont caractéristiques des lieux d’engorgement ot apparaissent de
fortes pressions.

Formation de réseaux piétonniers dans les espaces verts

Lorsque les individus laissent des empreintes sur le sol, des chemins se forment et seules
quelques zones sont finalement utilisées. Ces chemins évoluent au cours du temps puisque
les piétons peuvent délaisser une route toute tracée s’ils estiment que celle-ci fait de trop
grands détours. Ils prennent alors leur propre chemin si la qualité du sol est acceptable.
Sur la figure 1.7 issue de [HKM97|, deux formes de réseaux composés de trois chemins
sont observables. Le premier réseau comporte trois routes assez larges qui se rejoignent
en formant un chemin « triangulaire » alors que dans le second réseau, I'intersection des
trois voies est quasi-ponctuelle. Dans [HKM97, HSKM97|, un modéle (inspiré du modéle
de forces sociales) est proposé dans le but de retrouver 1’évolution du systéme de chemins
empruntés par les hommes. Pour cela, ils définissent un potentiel afin de traduire I'attrac-
tivité des chemins. Plus un chemin est emprunté, plus il devient confortable (disparition
de la végétation). Ensuite, la direction d’un piéton est choisie dépendante de la destina-
tion et des chemins existants. Pour faire un compromis entre le plus court chemin et le
confort des routes déja tracées, ils calculent la moyenne entre direction souhaitée et le
gradient du potentiel précédemment défini. Suivant les valeurs prises par les paramétres
du potentiel, les auteurs retrouvent numériquement les deux types de jonctions observés
précédemment (cf. figure 1.8).

13
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Fi1G. 1.8  Résultats numériques issus de [HSKMO97|.

1.1.4 Simulations d’évacuation d’urgence

Beaucoup de modéles ont été proposés pour traiter de telles situations d’évacuation.
Commencons par détailler celui qui ne repose sur aucune discrétisation spatiale : le modéle
de forces sociales adapté présenté dans [HFVO0Ob|. Comme dans [HM95], le déplacement
des personnes est régi par un systéme d’équations différentielles mettant en jeu des forces
d’interactions avec les autres individus et avec les obstacles, auxquelles ils ajoutent une
force de friction tangentielle entre les personnes. De plus, les auteurs souhaitent aussi
modéliser la perte de patience des individus causés par de longs temps d’attente. Pour
cela, ils introduisent un paramétre 7;(¢), représentant le taux d’impatience a I'instant ¢,
défini par

Uy

—~

t)

0
7

ni(t) =1-—
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ol T;(t) est la vitesse réelle moyenne dans la direction souhaitée de la personne i et v?
est la vitesse souhaitée initialement dans cette méme direction. Le terme vitesse signifie
I’allure, la norme du vecteur vitesse. Ce taux modifie la vitesse souhaitée a l'instant ¢,
selon

vl (t) = [1 = mi(8)]v] + mi(£)v] .

Un cas numérique traite de I’évacuation de 200 personnes d’une piéce sans obstacle avec
une unique porte de sortie (d'une largeur d’'un métre). Les rayons ont été pris distincts
pour ne pas faire apparaitre de configurations cristallines. Lors des simulations, les auteurs
remarquent qu’au début, plus la vitesse souhaitée v{ augmente, meilleur est le temps de
sortie T des 200 personnes. Mais, dés que v dépasse une certaine valeur (1.5 m.s™!), des
blocages au niveau de la porte apparaissent : pendant quelques secondes, aucune personne
ne sort (cf. fig 1.9). Et finalement le temps T augmente. Les auteurs parlent de faster-

FiGc. 1.9 Résultats numériques issus de [HFV0OD].

is-slower effect : quand les personnes perdent patience, leur vitesse souhaitée augmente,
ce qui accroit les forces de friction. Enfin, si v{ dépasse 5 m.s™!, des personnes sont bles-
sées et deviennent des obstacles passifs pour les autres. Les auteurs considérent que des
individus se retrouvent ainsi immobilisés si la somme des amplitudes des forces radiales
divisée par leur circonférence dépasse une pression de 1600 N.m~'. En dernier lieu, les
auteurs veulent modéliser le comportement de masse, qui crée une facheuse tendance a
ne pas utiliser toutes les sorties disponibles, en faisant dépendre la direction souhaitée de
la personne ¢ de la direction moyenne de ses voisins se trouvant a une certaine distance.
Si cette dépendance est faible, des comportements individualistes en résultent, sinon c’est
un comportement moutonnier qui apparait. Les auteurs ont appliqué ceci au cas de 90
personnes présentes dans une salle enfumée (sans obstacle) qui dispose de deux sorties.
Le meilleur temps d’évacuation est obtenu quand on combine les deux comportements :
quelques personnes repérent les sorties et les autres les suivent. Dans le cas d'un individua-
lisme pur, les personnes partent dans des directions opposées et se génent mutuellement,
alors qu'un comportement de masse conduit a 'utilisation d’une unique sortie.

Nous passons maintenant aux modéles utilisant une discrétisation spatiale en débutant par
les modéles basés sur des automates cellulaires. Avec le modéle présenté dans [KMKWSO00)|
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Chapitre 1. Différents modéles pour représenter la foule

et détaillé dans la sous-section 1.1.2, plusieurs simulations d’évacuations d’urgence ont
été effectuées dans différents lieux : dans une école primaire [KMKSO01|, dans un na-
vire [KMKWS00, MKKKSO01]. Les auteurs comparent leurs résultats numériques avec
leurs données expérimentales. Dans [KMKSO01], le temps d’évacuation numérique est in-
férieur a celui observé lors des expériences. Les auteurs expliquent cela par le fait que
les éléves connaissent bien les lieux et obéissent a leur maitresse, ce qui a tendance a
optimiser le temps d’évacuation. De plus, les meubles dans les salles de cours ne sont pas
pris en compte alors que leur présence a pour effet d’améliorer la fluidité des groupes.
Dans [HINTO03], les tables dans les salles de classe n’étant pas négligées, les résultats ob-
tenus par simulation coincident mieux avec les résultats expérimentaux.

Dans [KMKWS00| qui traite de I’évacuation d’un navire, le temps de sortie de la premiére
personne est bien approché mais celui de la derniére (et donc le temps d’évacuation) est
assez éloigné des résultats expérimentaux. Ces résultats sont améliorés dans [MKKKSO1|
grace a quelques modifications. D’'une part, le mouvement du bateau est pris en compte
en utilisant un facteur de réduction de vitesse des individus (dépendant de 'accélération
du navire). D’autre part, les déplacements des gens sont mieux appréhendés et sont ren-
dus dépendant des conditions extérieures. Par exemple, lorsque les conditions de visiblité
sont bonnes, les personnes traversant un corridor ne rasent pas les murs dans le modéle,
quand elles savent qu’elles tournent au bout du couloir. En revanche, en cas de mauvaise
visibilité, les personnes auront tendance a longer ces derniers.

Un autre modéle d’automates cellulaires est utilisé pour simuler I’évacuation d’une salle
[KS02] ou d'un avion [KKN*03]. Dans ce modéle, les piétons peuvent se déplacer sur 4
cases (en haut, en bas, & gauche, a droite) suivant des probabilités de transition qui dé-
pendent de deux champs, statique noté S et dynamique noté D. Le premier indépendant
du temps caractérise I'attractivité d'une zone. Dans le cadre d’une évacuation, chaque case
a une valeur de S qui dépend de sa distance a la sortie. Plus celle-ci est petite, plus la
valeur est grande. Le second champ D varie en fonction du temps et représente en quelque
sorte une trace virtuelle laissée par les piétons. Cette méthode s’inspire des automates cel-
lulaires modélisant les déplacements de fourmis. Ces derniéres déposent des phéromones
pour que leurs congénéres puissent les suivre (pour plus de détails voir [SKN03]). A I'ins-
tant initial, le champ D est nul sur toutes les cases et dés qu'un piéton arrive sur une case,
il augmente la valeur de D de 1 pour celle-ci. D’autre part, le champ D diffuse selon la
probabilité « et se détériore selon la probabilité §. Finalement, la probabilité de transition
pour aller sur la case (7, ) est calculée comme suit,

pij = N exp(kpD;;) exp(ksSi;)Ei,

avec kp, ks > 0 et ou &; vaut 0 si la case est occupée (par une autre personne ou un
obstacle) et 1 sinon. Le réel N est un facteur de renormalisation. Le paramétre kg mesure
en quelque sorte la connaissance de la localisation de la sortie par les individus, alors que
le paramétre kp évalue la tendance des personnes a suivre les autres. FEn faisant varier ces
deux éléments, les auteurs s’apercoivent que le temps d’évacuation est minimal lorsque
ces derniers sont du méme ordre de grandeur, ce qui coincide avec les résultats présentés
dans [HEVOOb| (méme type d’expériences dans une piéce présentant deux sorties). De
plus, les auteurs de [KS02, SKNO3| retrouvent aussi le phénomeéne de formation d’arches
(cf. fig 1.10). Dans [KNS03], les auteurs utilisent le modéle décrit précédemment avec
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1.1. Ftat de l'art

Fi1Gg. 1.10  Résultats numériques issus de [SKNO3].

une méthode de mise a jour paralléle des positions. Pour insister sur la compétition entre
individus, ils introduisent, lorsque les personnes essaient d’atteindre la méme case, un
paramétre de friction qui est la probabilité que tout le monde reste a sa place. D’autres
modéles utilisant des graphes orientés [BT86a, BT86b, Lov94, YS89| et déja détaillés
dans la sous-section 1.1.2 sont aussi employés pour simuler des situations d’évacuation.
Toutefois, d’aprés [HMFBO1], ces modéles ne permettent pas de retrouver les phénoménes
de formations d’arches précédemment, évoqués.

Remarque 1.2 Dans le cas d’'une évacuation d’urgence, il est beaucoup plus difficile de
comparer les résultats numériques a des données réelles quasiment inexistantes. De plus,
recréer la panique lors d’une expérience avec des personnes volontaires n’est pas non plus
chose aisée puisque bien évidemment il n’est pas question que des gens se blessent lors
de ces tests. Dans [MBMY96], deux expériences d’évacuation d’un avion ont été menées
avec 60 personnes environ. Dans la premiere expérience, on demandait aux gens de sortir
rapidement, dans la seconde, on donnait de ['argent aux 30 premiers sortis. La largeur
de la porte de sortie était inférieure a 70 cm. Le temps d’évacuation dans le premier
cas s’est avéré bien inférieur a celui mesuré dans le second : la surmotivation de tous les
individus est donc contre-productive. On s’attend a retrouver ce probléeme lors de situations
d’évacuation d’urgence.

Ceci termine la présentation des modéles employés pour simuler des situations d’évacua-
tion d'urgence. Ces derniers utilisent donc différentes méthodes de gestion des contacts.
Dans le modéle de forces sociales, les contacts entre les individus sont gérés a I'aide de
forces de répulsion, choisies trés singuliéres, ce qui impose de fortes contraintes sur le pas
de temps utilisé lors de la résolution des équations différentielles. Les modéles les plus
souvent utilisés (car moins cotteux en temps de calcul) sont les modéles basés sur une
discrétisation spatiale (automates cellulaires ou graphes orientés). Toutefois, ces derniers
qui ne gérent pas directement les contacts entre les individus ne rendent pas véritable-
ment compte des fortes interactions locales qui peuvent apparaitre entre les piétons. Nous
décrivons maintenant le modéle qui fait I'objet du présent travail.
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Chapitre 1. Différents modéles pour représenter la foule

1.2 Description d’un nouveau modéle

Nous proposons un modéle microscopique de mouvements de foule ayant pour principal
objectif de simuler des situations de configurations denses typiques des cas d'urgence. Ce
modeéle repose sur deux principes :

1. chaque personne a une vitesse souhaitée, celle qu’elle aurait en ’absence des autres;

2. la vitesse réelle des individus doit prendre en compte une certaine contrainte d’en-
combrement maximal. Plus précisément, les personnes identifiées a4 des disques ri-
gides, doivent respecter une contrainte de non-chevauchement.

Dans notre modeéle, la vitesse réelle est la projection de la vitesse souhaitée sur un ensemble
de vitesses admissibles (respectant la contrainte de non-chevauchement). Ce dernier point
permet de traiter directement les contacts entre les individus.

Pour préciser ces deux principes, nous introduisons quelques notations. Nous considérons
N personnes assimilées a des disques rigides et évoluant dans un espace bidimensionnel
pouvant contenir des obstacles. La personne i est représentée par le disque de centre
a4 = (¢F,q’) € R? et de rayon r;. Quant aux obstacles présents (murs, tables, ...), ils sont
modélisés par un ensemble de segments. Ainsi, cette représentation fournit en quelque
sorte une vue de dessus de la piéce (cf. fig. 1.11).

O
O
O
© @)
O
O
¢} e}
O O
O

F1G. 1.11 — Représentation de la situation.
La configuration des N piétons est donnée par le vecteur position q = (q1,...,qn) € R2N

(espace muni de la norme euclidienne). On note D;; la distance relative entre les personnes
ietj (cffig.1.12).

/

Di;(a)

Fic. 1.12 Notations.
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1.2. Description d’un nouveau modéle

Vitesse souhaitée

Le premier point du modéle consiste a choisir une vitesse souhaitée pour les individus.
Ce choix est trés important puisque cette vitesse contient toutes les informations sur le
comportement des piétons. Elle doit traduire dans quelle mesure la géométrie des lieux et
la présence d’autres personnes influencent les déplacements d’un individu. D’une part, la
vitesse souhaitée d’un piéton dépend du lieu o ce dernier évolue. Il est par exemple es-
sentiel de prendre en compte les obstacles présents dans une piéce et de préciser comment
les piétons vont vouloir les contourner. La vitesse souhaitée d’un individu est ainsi dé-
pendante de sa propre position dans la piéce. Pour décrire ce fait, il existe de nombreuses
possibilités. Cette vitesse souhaitée peut par exemple étre construite a la main, et pour
traduire la présence d’'un panneau de sortie, on peut donner des directions privilégiées a
celle-ci. On peut aussi chercher a définir cette derniére de maniére systématique dés que la
géométrie est donnée. Nous avons par exemple choisi (cf. section 5.2) de prendre comme
vitesse souhaitée pour toutes les personnes la vitesse dirigée par le plus court chemin vers
une sortie, qui évite bien entendu les obstacles (la norme de la vitesse étant fixée).
D’autre part, la vitesse souhaitée d'un individu peut aussi dépendre de la présence des
autres piétons. Lorsque plusieurs chemins sont possibles, les personnes pressées ont sou-
vent tendance a emprunter le chemin le moins embouteillé. Il est tout & fait envisageable
de distinguer les piétons en les munissant de différentes stratégies en cas de situation
engorgée (cf. section 6.4). Toutefois, on prendra garde au fait que lors d’une évacuation
d’urgence, les personnes en proie a la panique ne développent pas en général de stratégies
individuelles. Nous proposons d’autres choix dans le chapitre 6, mais toute alternative
est possible, par exemple en s’inspirant des résultats obtenus lors d’études menées sur le
comportement piétonnier.

Supposons que la vitesse souhaitée des individus est choisie. On définit U;(q) € R?, la
vitesse souhaitée de la personne i, dépendant potentiellement de la configuration globale
q. Le vecteur vitesse des N personnes est noté

U(q) = (Ui(q),.--,Un(q)).

Vitesse réelle

Il reste a préciser le second point du modéle qui permet de gérer les contacts entre les
piétons. Dans une situation d’évacuation, mettant en jeu un grand nombre d’'individus,
les personnes finissent par se géner mutuellement et ne peuvent avancer avec leur vitesse
souhaitée. Dés qu’il y a contact entre les personnes i et j, la vitesse effective ne peut
qu’augmenter (au sens large) la distance entre elles. C’est pourquoi, on introduit un
ensemble de vitesses dites admissibles, défini comme suit,

Cq={veR™ Vi<j, Dj(q)=0=VD;(q) v>0}.

Dans le modéle, la vitesse réelle u est la projection euclidienne de la vitesse souhaitée
U sur l'ensemble des vitesses admissibles Cq (convexe fermé). Le modéle s’écrit donc
finalement : p

q
— = P U.
dt —

Ce modéle permet aussi d’empécher les personnes poussées vers les obstacles de les tra-
verser. En effet, les contacts entre les individus et les obstacles sont gérés numériquement
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Chapitre 1. Différents modéles pour représenter la foule

de la méme maniére que les contacts entre piétons.

Malgré la simplicité apparente de ce modéle, nous n’avons pas trouvé dans la littérature de
cadre théorique qui permette d’en attester immédiatement le caractére bien posé. Sur le
plan numérique également, aucun schéma standard ne s'impose. Ces considérations théo-
riques et numériques font I'objet des parties I et I1. Nous reverrons dans la partie 111, des
considérations plus proches de la modélisation et des aspects de programmation effective.
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Chapitre 2. Cadre mathématique et résultats

Dans ce chapitre, nous commencons I'étude mathématique du modeéle présenté a la
section 1.2. Aprés reformulation, nous verrons que le probléme prend la forme d’une
inclusion différentielle. Dans un premier temps, nous prouvons le caractére bien posé de
ce probléme dans un cas particulier ot les N individus sont contraints a se déplacer
dans un couloir. Ensuite, nous expliquons les difficultés soulevées par la généralisation
au déplacement bidimensionnel. Enfin, nous précisons le cadre mathématique général
dans lequel le probléme d’inclusion différentielle se situe, avant d’appliquer les résultats
théoriques associés.

2.1 Reformulation

Nous rappelons briévement les notations introduites a la section 1.2 et nous en intro-
duisons de nouvelles. La configuration des N personnes assimilées a des disques rigides
est donnée par le vecteur position q = (qi, ..., qy) € R*. L’espace R* est muni de sa
norme euclidienne,

N

S Jail?, ot faf® = (@) + (g)%
=1

lq| =

Le produit scalaire associé de 2 vecteurs v et w de R* est noté v - w. On définit pour
i < j sur R?Y | la fonction D;;, distance relative entre les personnes i et j, de la maniére
suivante,

K

Dij(q) = [q; — q;] — (rs +15).
La nullité de cette fonction caractérise donc le contact entre ces deux personnes. Une

configuration est dite admissible si les distances relatives entre toute paire d’individus
sont positives. L’ensemble de ces configurations s’écrit donc de la maniére suivante,

Définition 2.1 (Ensemble de configurations admissibles)

Qoz{qemm\f, Vi<yj, Dij(Q)EO}-

/
Cij (Q)
- D;j(q)

_eij<q)
Fic. 2.1 Notations.

De plus, pour tout q € Qy, on définit (cf. fig. 2.1) le vecteur unitaire e;;(q) se dirigeant
de la personne ¢ vers la personne j, comme suit,
4G —
e(q) = L9
Y |q; — ail
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2.1. Reformulation

Ceci nous permet de préciser 'expression du vecteur Gy;(q), gradient de la fonction D;;
au point q :

G”(q):VDU(q) = (0,...,0, —e”(q) ,0,...,0, e”(q) ,O,...,O) ERQN.
g J

Le vecteur vitesse souhaitée des N personnes est noté U(q) = (U;(q),...,Un(q)). Pour
définir la vitesse réelle, on introduit un ensemble de vitesses dites admissibles.

Définition 2.2 (Ensemble de vitesses admissibles)

Cq:{V€R2N, Vi<yg, DZJ(Q):OéGZJ(q)VZO}

Propriété 2.3 Cqy est un cone conveze fermé non vide de sommet 0.

Dans le modéle, la vitesse réelle u des N individus est la projection euclidienne de la
vitesse souhaitée U sur I'ensemble des vitesses admissibles Cq. Le modele s’écrit donc

finalement :
q=4q +/u,
! (2.1)

u = chU.

Remarque 2.4 Cette écriture assez simple sous la forme d’une équation différentielle

du premier ordre masque certaines difficultés. L’ensemble Cq ne dépend pas contindment
N 4 )

de q. En effet, lorsque la configuration q ne présente aucun contact, l'ensemble Cq est

Uespace RV (il n’y a aucune contrainte sur la vitesse). Mais dés qu’apparait un contact,

cet ensemble se transforme en un demi-espace.

Pour préciser le cadre mathématique dans lequel ce probléme se situe, une reformulation
de (2.1) est nécessaire. On introduit pour q € Q, le cone Ny, cone polaire de Cq qu’on
appelle cone normal sortant au point q. On expliquera cette dénomination lors de la
remarque 2.7.

Définition 2.5 (Cone normal sortant)

Nyg={weR?™ vvel,, v-w<0}

Grace au lemme de Farkas (lemme B.1 p. 146), 'expression du cone Ny peut étre précisée.

Proposition 2.6

Nqg = {_ZﬂijGij(Q)a pij =2 0, pij =0 si Dy(q) > 0}‘

1<j
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Chapitre 2. Cadre mathématique et résultats

Démonstration :

Ce résultat est effectivement une conséquence directe du lemme de Farkas. Toutefois, on
présente ici une autre preuve qui s’appuie sur la notion de cone polaire (cf. Annexe C
p. 149). On définit I.ontace = {(4,7), © < j, D;;j(q) = 0}. Le fait qu'un vecteur v appar-
tienne a Cq est équivalent a la propriété suivante,

V(Z,]) € Leontact » G’L](q) -v > 0.

Ceci équivaut aussi a

Vui; >0, Y pGii(q) v > 0.
(ivj)elcontact
Si on définit
Fq=4— Z pi;Gij(a) s pij =0 ¢,

(i,j)ejcontact

on vient de montrer que Cq = Fj. Comme Cq est un cone convexe fermé de sommet 0, on
sait d’aprés la proposition C.4 p. 151 que Cy*° = Cq. Par conséquent,

FS=Cq=Cy™ = N2

Ainsi, F;° = Ng*°. Toujours grace a la proposition C.4, on obtient que Fgq = Ng. OJ

FiG. 2.2 Cones Cq et Nj.

Remarque 2.7 (Appellation cone normal sortant)

Sur la figure 2.2, on a schématisé 'ensemble Qo C R?*N qui par définition (définition 2.1
p. 24) est une intersection de complémentaires de converes. Sur cette figure, sont repré-
sentées deuxr configurations admissibles q1 et o de QQo, affichant respectivement un et
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2.1. Reformulation

deuz contacts. On remarque que dans le cas d’un unique contact, le cone Ny, est engen-
dré par la normale sortante au domaine d’équation Dsy > 0, qui est le vecteur —Gsy(qy)
renormalisé. Dans le cas de deuz contacts (ou plus), la configuration qz est un point ot
la surface est non lisse et le cone Ny, (engendré par —Gi2(qa) et —Gis(qz)) étend en
quelque sorte la notion de direction normale sortante.

Réécrivons maintenant le systéme (2.1). Gréace a la proposition C.3 p. 150, on peut expri-
mer la projection sur Cq en fonction de la projection sur N. On obtient ainsi que

u="P,U=U-PyU.

Par conséquent, le systéme (2.1) devient

dq
5 T PaUla) = Ulq) (5)
Q(O) = qo-

En écrivant que Py, U € N, on obtient la relation suivante entre vitesse réelle et vitesse
souhaitée :

dq
— U
o + Ng 3 U(q),

q(0) = qo.

(E2)

On aboutit donc & une inclusion différentielle du premier ordre faisant intervenir I'opéra-
teur multivalué¢ (ou multivoque) N, qui a un point q € R* associe le cone Ny C R?Y
(en posant pour tout point q ¢ Qo, Ng =10) .

Remarque 2.8 (Interprétation de 1’inclusion différentielle)

Si une configuration q ne présente aucun contact, alors I’ensemble des vitesses admissibles
Cq est l'espace R2N et par conséquent le cone normal sortant Ny est égal a {0}. Dans ce
cas, la premiére relation de (Eq) affirme juste

dq
— =U(q).

dt
Quand il n’y a pas de contact, il n’existe pas de contraintes et la vitesse réelle est égale a
la vitesse souhaitée. Lorsque des contacts existent, l'inclusion différentielle traduit juste
le fait suivant : la configuration q qui est soumise au champ U(q), doit évoluer tout en
restant dans Q.

Remarque 2.9 L’écriture de notre probleme sous la forme d’une inclusion différentielle
(E2) implique une perte d’information par rapport au probléme de départ (E;). Cependant
on verra que dans le cas particulier de la section 2.2 (cas ot les personnes se déplacent
dans un couloir) ces deux écritures sont en fait équivalentes. La solution réguliére du
probléme d’inclusion différentielle vérifie bien [’équation différentielle initiale.
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Chapitre 2. Cadre mathématique et résultats

2.2 Cas particulier : déplacement dans un couloir

Dans cette section, on considére un cas particulier ol des personnes évoluent dans un
couloir si étroit qu’elles ne peuvent se dépasser (cf. fig. 2.3). Les centres des disques sont
alors repérés par une seule coordonnée : on travaille maintenant dans 'espace RY. 11 est
alors naturel de restreindre Qg a I'une de ses composantes connexes.

QO OO0

FiGc. 2.3 — Cas du couloir.

Ainsi, Qg s’écrit de la facon suivante

Qo={a=(q1,qv) €ERY | g1 —qi >ri+1i1}. (2.2)

Autrement dit, on a imposé un ordre sur la position des particules, ordre qui sera toujours
respecté, grace a la contrainte de non-chevauchement. On observe facilement la propriété
suivante.

Propriété 2.10 Q, est un convexe fermé de RY.
Dans ce cas particulier, Cq s’écrit aussi plus simplement,
Cq = {V - RN, Vi Qit1 — @i = Tiy1 + 1 = Vig1 — U; > 0} (23)

[’interprétation est simple : si les personnes i et 7 + 1 sont en contact, la personne i + 1
qui se trouve a I'avant doit avancer plus vite que la personne i située a I’arriére. De plus,
on rappelle que le cone normal sortant Ny est le cone polaire de Cq, ¢’est-a-dire que

Nyg={weRY Wwec(C,, v-w>0} (2.4)

On cherche maintenant a écrire autrement Ny pour déterminer les propriétés de I'opéra-
teur V. Pour cela, nous allons d’abord exprimer 'ensemble Cq en fonction de Q.

Proposition 2.11 On a pour tout q € Qq, l’'égalité suivante,

Cq:U/\(QO_Q)‘

A>0

Démonstration :
On commence par montrer une premiére inclusion : U A(Qo—q) CCq.
A>0

Soit w € U A (Qo — q), comme
A>0

QO—QZ{PGRN, Vi pz‘+1—pz‘ZT1+1+7}—(Q¢+1—Q¢)},

28



2.2. Cas particulier : déplacement dans un couloir

le vecteur w vérifie la propriété suivante,

IN>0, Vi, wigy —wi > N(rigy +75 — (@1 — @) -

En particulier, si ¢;11 — ¢; = 741 + 7; alors on a nécessairement w;,; — w; > 0. En
conséquence, on en déduit que w € Cq.

Il reste maintenant a prouver I'autre inclusion : Cq C U A(Qo — q)-

A>0
Soit w € Cq, on définit I'ensemble J = {j, ¢j11 —q; > 141 + 75 et wiy —w; < 0}. Si
J # (), on pose
)\w:max{ AR } > 0.
el i+ = (g1 — 4)

Sinon, on pose A, = 1. Montrons qu’alors
Vi, wiyr —wi > Ay (i1 + 75 — (G — ¢) -

Si i € J, le résultat est vrai par définition de \,. Si ¢ ¢ J, deux cas sont possibles.
Soit ¢i41 — ¢; = Tip1 + 14, et comme on a w € Cq, nécessairement w;y; — w; > 0. Soit
Qit1— ¢ > Tip1+1i et wip —w; >0, on aalors wipy —w; > 0> Ay (11 +75 — (i1 — @1))-
Dans les deux cas, I'inégalité est vérifiée, ce qui prouve que

w € )\w(QO — q)

La deuxiéme inclusion est ainsi démontrée. O

Nous allons maintenant préciser la bonne propriété vérifiée par opérateur /. Pour cela,
on introduit /g, I'indicatrice de Qg et 0Ig, (q) le sous-différentiel de cette fonction au
point q € RY (cf. définitions A.2 et A.3 p. 142).

Proposition 2.12 L’opérateur N est mazimal monotone.

Démonstration :
Il suffit de vérifier que Ny est le sous-différentiel de I'indicatrice de @y au point q. En
effet, d’apres la proposition 2.11, on a

Vq € Qo, Cq=|J M Qo—
A>0

En prenant le cone polaire de ces deux ensembles, on obtient grace a la proposition A.4
p. 143, I'égalité suivante pour tout q € @ :

—co—(UA Qv —a ) — 014, (q). (2.5)

A>0

Par ailleurs, pour tout q ¢ Qo, on a Ny = 0 = dlg, (q). Ainsi, Ny = dlg, (q) pour tout
q € R?M. On conclut alors grace a la proposition A.7 p. 143 que Popérateur N' = 91,
est maximal monotone. [

Dés lors, on peut appliquer les résultats de la théorie des opérateurs maximaux monotones
b)
pour en déduire que le probléme (E;) est bien posé.
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Théoréme 2.13 (Existence et unicité d’une solution a ’inclusion différentielle)
Soit Qo défini par (2.2) p. 28 et soit U lipschitz, alors pour tout T > 0, pour tout qo € Qo,
il existe une unique fonction q € WhHt ([O,T],RN) solution de

d
d—?+./\/'q—U(q)90,

q(0) = qo,

(E2)

ot Ny est le cone normal sortant au point q, défini par (2.4) p. 28.

Démonstration :

Ce résultat découle immédiatement du théoréme D.4 p. 154. Vérifions qu’on se trouve
bien dans le cadre de ce dernier. On travaille dans I'espace de Hilbert H = R muni de
la norme euclidienne canonique. L’opérateur N est maximal monotone et son domaine
D (N) est égal & Qp, d’intérieur non vide. Enfin le caractére lipschitzien de U permet de
vérifier les derniéres hypotheéses du théoréme D.4. O]

On peut maintenant vérifier ce qui était annoncé dans la remarque 2.9 p. 27, a savoir que
la solution précédente au probléme d’inclusion différentielle (Ey) est en fait solution de
I'équation différentielle (E;).

Théoréme 2.14 (Existence et unicité d’une solution a ’équation différentielle)
Soit Qo défini par (2.2) p. 28 et soit U lipschitz, alors pour tout T > 0, pour tout qo € Qo,
il eziste une unique fonction q € Whi ([O,T],RN) solution de

(E1)

ot Ny est le cone normal sortant au point q, défini par (2.4) p. 28.

Démonstration :

On considére la fonction q solution du probléme (Es) résolu au théoréme 2.13 avec pour
donnée initiale qg. On définit alors la fonction f : ¢t — f(t) = U(q(t)). Comme U est
lipschitz et q continue, la fonction f est dans C°([0,T], H). Considérons maintenant le
probléme suivant : trouver une fonction p solution de

dp
E +Np > f,
P (0) = qo.

D’aprés le théoréme D.5 p. 154, il existe une unique solution p € W1 ([0,T], H) a ce
probléme d’inclusion différentielle. De plus, cette fonction p posséde une dérivée a droite
en tout point ¢ €]0, 7| vérifiant

TP ) = 1t) ~ Pag, ().
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Comme p € WH ([0,T1], H), la fonction p est lipschitzienne et elle est donc dérivable
presque partout, d’apreés le théoréme de Rademacher. Ainsi, on obtient

dp
I 1) = 1) ~ P (F(1) P
Par unicité de la solution au probléme d’inclusion différentielle (E,) et sachant que
Whee ([0, T),H) c WH([0,T], H) car T' < oo, on conclut que p = q. Par conséquent, on
obtient

dq

(1) = Ula(t) - Pag, (Ula(t))) pp.

2.3 Problémes rencontrés lors de la généralisation

La simple généralisation des précédents résultats est impossible quand on permet aux
N personnes de se déplacer dans le plan. L’ensemble des configurations admissibles dont
on rappelle I'expression :

n’est pas un ensemble convexe. En effet sur la figure 2.4, sont représentées trois configu-
rations, q et q ainsi que leur moyenne q. On voit facilement que q et q appartiennent

d2 =

EN 9
A 0 N

(il dq1

e . a+
configuration q configuration q configuration q = q . a

Fi1Gg. 2.4 Défaut de convexité.

a (Qo, mais pas q. En conséquence, I'argument (cf. propriété 2.10) faisant le lien entre
Popérateur N et (Qy ne peut étre réutilisé.

Montrons pour finir cette section que I'opérateur N n’a plus de propriété de monoto-
nie (cf. définition D.2 p. 154).

Dans le cas de N = 2 personnes, on peut montrer que l'opérateur —N est maximal
monotone. En effet, quand on considére uniquement 2 individus,

Qo={q€R", Di(q) >0}

est alors le complémentaire d’'un convexe, puisque Do est une fonction convexe. Si on
définit C' = {q € R*, Dia(q) < 0}, alors on a Ny = —0Ic(q). Par conséquent, —N est
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un opérateur maximal monotone (cf. théoréme A.7 p. 143).

Lorsque N > 3, on peut montrer que ni 'opérateur A, ni 'opérateur —A ne sont maxi-
maux monotones. Pour simplifier les notations, on se place ici dans R® en ne considérant
que 3 individus, mais la preuve est facilement généralisable 3 R*Y pour N > 3. On pose
ry =ry =13 = 1 (1a encore sans perte de généralité) et on se donne donc q = (qi, gz, q3)
et q = (q1, 2, q3), deux configurations admissibles (cf. fig. 2.5).

FiGg. 2.5 Défaut de monotonie.
Plus précisément, on choisit,
q=(-1,0,1,0,1,b) et q=(—1,0,1,5,2cosx — 1,2sin ),

ou b € R avec |b| > 2, ce qui implique,

q—q=1(0,0,0,5,2cosx —2,2sinaw — b) .
Comme Di5(q) = 0 = Ds3(q), on sait d’apreés la proposition 2.6 p. 25, que

Ny = “RTG15(q) et Ng = —R"G3(q).
Par conséquent,

Ny =R"(1,0,-1,0,0,0) et Ng =R" (cosa,sine, 0,0, — cosa, —sina) .

D’ot, en posant n = (1,0,—1,0,0,0) € Ngetn = (cosa,sina, 0,0, — cos a, —sina) € N,

on obtient
n—n=(cosa—1,sina, 1,0, —cosa, —sina) .
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Ainsi,

(mM—n,q—q) = —cosa(2cosa—2)—sina(2sina — b)
= —2cos’a +2cosa — 2sin® a 4 bsin a
= 2cosa— 2+ bsina
= 2(cosa— 1)+ bsina.

On remarque que, si « est positif, proche de 0, cette quantité a le méme signe que b. En
conclusion, ni N/, ni —A n’est un opérateur monotone.

2.4 Cadre mathématique

2.4.1 Notion de prox-régularité

Dans la section 2.3, on a évoqué le défaut de convexité de @)y, ensemble des configu-
rations admissibles. La bonne propriété d'un convexe fermé C' inclus dans un espace de
Hilbert est que la projection sur C' de tout point de I'espace est bien définie, autrement
dit, il existe un unique point de C' qui réalise le minimum de la distance a C'. L’ensemble
Qo présente une propriété plus faible : la projection sur )y est bien définie pour tous les
points situés a une distance suffisamment petite de (Qy. L’ensemble Qg est dit uniformé-
ment prox-régulier.

Le concept de prox-régularité uniforme a été introduit par H. Federer dans [Fed59]
en dimension finie sous le nom d’ensembles “positively reached”. Puis les ensembles prox-
réguliers dans un espace de Hilbert ont été considérés par A. Canino dans |[Can88| sous le
nom d’ensembles “p-convexes”, et aussi par F.H. Clarke, R.J. Stern et P.R. Wolenski dans
[CSW95] en tant qu’ensembles “proximally smooth”. La notion de prox-régularité locale
ainsi que la dénomination de prox-régularité pour les ensembles dans un espace de Hilbert
ont été introduites par R.A. Poliquin, R.T. Rockafellar et L. Thibault dans [PRLO0O|.

Précisons maintenant cette notion. On considére H un espace de Hilbert, muni de son
produit scalaire ( , ) et on note | | sa norme asssociée. Pour = € H et r > 0, on désigne
par B(z,r) la boule ouverte de centre x et de rayon r. Soit S un sous-ensemble fermé non
vide de H, on note dg(y) la distance du point y a I’ensemble S, définie par

ds(y) = inf{ly — x|}
De plus, pour y € H on définit I'ensemble des points de S, les plus proches de y par,
Ps(y) = {z € S, ds(y) = Iy — 2l }.

Si Pg(y) est réduit au singleton z, on notera plus simplement x = Pg(y).

Définition 2.15 Soit x € S, on appelle vecteur proximal normal ¢ S en x tout vecteur
s’écrivant oy — ), ot o > 0 et y € H vérifie v € Pg(y).
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Fi1G. 2.6 Vecteur proximal normal.

Définition 2.16 On appelle cone prozimal normal a S en x ['ensemble des vecteurs proxi-
mal normal a S en x noté

NP(S,z) = {v €H, Ja>0, xe€ P5($+Oé’l))}.

Définition 2.17 On appelle cone normal limitant a S en x [’ensemble

NE(S,x) = {v c H, 3wz, €SN, I(v,) € (NV(S,2,))N, 2, — 2, v, — v}.

Si z € 3, alors NF(S,x) = NE(S,z) = {0}. On cherchera donc a déterminer N7 (S, z) et
NE(S,z) pour x € 9S = S\ S.

Remarque 2.18 On a clairement
NP(S,x) C N*(S, x).

Mais il n’y a pas en général égalité de ces ensembles. En effet, la figure 2.7 illustre un
contre-exemple dans lequel NL(S, x) est composé de demi-deux droites (tracées en poin-
tillé). L'une provient de la limite de v} quand z} tend vers x, l'autre provient de la
limite de v2 quand z? tend vers x. Et pourtant, on peut facilement se convaincre que

NP(S,z) = {0},

Propriété 2.19 S’il existe o > 0, tel que x € Pg(x + av) alors

VB3>0, B<a, € Pglz+ pv).

Démonstration :
En effet, en supposant qu’il existe 3y < a, tel que x ¢ Pg(x + [yv), on peut trouver z un
élément de S vérifiant

T — (x + Bov)| < Bolvl.
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F1G. 2.7 — Différence entre cone limitant et cone proximal normal.

Ceci implique que
1z — (2 +av)| < [z = (x4 Bov)| + (B0 — )| < Bolv] + (a = Bo)|v] = alv],

ce qui entraine une contradiction. [

Les définitions précédentes des différents cones et la définition qui suit, se trouvent dans

[CSW95, CLSW9S].

Définition 2.20 On appelle sous-différentiel proximal de la fonction dg au point x ['en-
semble

O ds(z) = {v € H, IM, a >0, ds(y) —ds(z) + M|y — x> > {(v,y —z), Yy € B(x,a)}.

Précisons la relation utile par la suite entre le sous-différentiel proximal normal et le cone
du méme nom, qui est démontrée dans [BT02, CLSW98|.

Propriété 2.21 On a [’égalité suivante

O"ds(x) = NP(S,z) N B(0,1).

Définition 2.22 (Ensemble uniformément prox-régulier)
Soitn > 0, .S est dit n-proz-régulier ou uniformément prox-réqulier de constante n si, pour
tout v € S et v € NE(S,z), tel que [v| < 1, on ait x = Pg(z + nv).

Quand S est n-prox-régulier, on a ’égalité des cones introduits précédemment (cf. [CLSW98|) :
NE(S z) = NP (S, z).

Dans la suite, nous n’utiliserons que la notion de cone proximal normal, ¢’est pourquoi le
cone NP(S, x) sera juste noté N(S, z).

On trouvera la démonstration de la proposition suivante dans [PRL0O0, CSW95].
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O
O

F1G. 2.8 — Ensemble n-prox-régulier.

Proposition 2.23 Soit n > 0, S est n-proz-réqulier si et seulement si, pour tout x € S
et tout v € N(S,z) \ {0},

v

B(x+n ’,n)ﬂSz(Z),

lv

autrement dit, si et seulement si, pour tout x € S et tout v € N(S, ),

v
<’U,y—$> < %‘y—-T‘Q, vy € S.

De la proposition 2.23 illustrée par la figure 2.8, découle la propriété vérifiée par un
ensemble uniformément prox-régulier et qui était annoncée au début de la section : la
projection sur un ensemble S uniformément prox-régulier est bien définie pour les points
se situant & une distance de S, plus petite que la constante de prox-régularité.

Propriété 2.24 Si S est n-proz-régulier, alors pour tout y € H, tel que ds(y) < n, la
projection de y sur S est bien définie, au sens ou 'ensemble Pg(y) est un singleton.

Remarque 2.25 La projection sur un ensemble S n-prox-réqulier avec n < +oo n’est que
localement lipschitzienne sur son ensemble de définition. En effet, on peut montrer grice
a la proposition 2.23 que pour tous y,y € H, tels que ds(y) <n et ds(g) <mn, on a

Ps) = Psli)] < (5 ) Iy~

La constante de Lipschitz explose lorsque l’on s’approche de la zone {y, ds(y) =n}.

36



2.4. Cadre mathématique

Remarque 2.26 Un ensemble C' C H est convexe si et seulement si C' est co-prox-
réqulier. De plus, d’apres la proposition A.8 p. 144, pour tout x € C, il y a égalité entre
le sous-différentiel de 'indicatrice de C' et le cone proximal normal a C, au point x :

N(C,z) = 0lc(x).

2.4.2 Processus de rafle

Comme on I'a vu dans la remarque 2.8 p. 27, le probléme,

dq
— U

q(0) = qo,

(E2)

s'interpréte de la maniére suivante : la configuration globale q, soumise au champ de
vitesse souhaitée U(q) doit évoluer tout en restant dans I'ensemble des configurations
admissibles ()y. En ce sens, notre probléme s’inscrit dans le cadre des processus de rafle.
On propose ici de préciser cette notion, tout d’abord en détaillant le premier processus
de rafle considéré dans les années 70, et ensuite en évoquant des résultats plus récents sur
des problémes de processus de rafle plus généraux.

Le début

Les processus de rafle ont été introduits par J.J. Moreau dans [Mor77|. Il considérait le
probléme suivant : un point se trouve a l'intérieur d’'un convexe fermé C mobile inclus
dans un espace de Hilbert. Quand il est attrapé par le bord de C' qui se déplace, il part
dans la direction normale & celui-ci, comme §’il était poussé par le bord, afin de rester
dans C. Le mouvement de ce point est alors régi par ’équation suivante :

—q € e (q). (2.6)

Celle-ci fait intervenir un opérateur maximal monotone qui dépend du temps. Pour ré-
soudre ce probléme, J.J. Moreau construit une suite de solutions discrétes selon un prin-
cipe dit de rattrapage (catching-up). Sous certaines hypothéses de régularité de la fonction
multivaluée ¢ — C(t), I'intervalle de temps est divisé en sous-intervalles J;, ou C(-) varie
peu. La trajectoire d’ensembles ¢ — C(t) est approchée par une multifonction constante
par morceaux, valant Cj, sur Ji, ce qui permet de construire une fonction q constante par
morceaux, égale a qi sur Ji et telle que qgyq = Pckﬂ(qk). Il démontre alors la conver-
gence de cette suite de fonctions lorsque le pas de la subdivision tend vers zéro, obtenant
a la limite une solution de (2.6). La solution a au moins la méme régularité que celle de
la multifonction C(-). D’aprés la remarque 2.26 p. 37, I’équation (2.6) s’écrit aussi

—q € N(C(t),q). (2.7)

Cependant, notre probléme (Ey) ne rentre pas dans ce cadre, d’'une part, a cause du défaut
de convexité de Qq, et d’autre part, a cause de la présence du second membre U(q).
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Cr1

FiG. 2.9 Algorithme de rattrapage.

Le probléme général

Introduisons plus généralement un processus de rafle dit perturbé, mettant en jeu des
ensembles C'(t) non vides n-prox-réguliers, inclus dans un espace de Hilbert réel H. On
pose le probléme de 'existence et de I'unicité d'une fonction x définie sur I = [Tp, T et
vérifiant,

{_aweMOWJﬁD+F@ﬂﬂHWLtEI (2.8)

x(Th) = xo.

La perturbation F' : [To,T] x H == H est une application multivaluée a valeurs dans
les ensembles convexes compacts non vides de H. L’ensemble N(C(t), z(t)) est le cone
proximal normal de C(t) au point x(t) (cf. définition 2.16 p. 34).

Dans [CM95], les auteurs étudient ce probléme perturbé en dimension finie dans le cas
ou les ensembles C(t) sont convexes. Ils montrent que le probléme admet des solutions
sous certaines hypothéses concernant la perturbation F' et I'application multivaluée C.
D’une part, la perturbation F' est supposée semi-continue supérieurement par rapport
a la seconde variable et doit satisfaire une condition de croissance linéaire compacte, a
savoir :

F(t,z) C BH)(1 + |2)) B0, 1), Y(t,z) € [To, T] x H. (2.9)

D’autre part, 'application multivaluée C' est supposée continue pour la distance de Haus-
dorff et doit satisfaire une condition de boule intérieure, du type suivant :

Ir >0, B(0,r) C C(t), Vt € [To,T]. (2.10)

Ensuite, les processus de rafle par des ensembles C(t) n-prox-réguliers ont fait 'objet de
nombreux travaux. Le cas sans pertubation (F' = 0) est traité dans [CM03, Thi03, CG99|.
Dans [CM03], le probléme considéré est,

{—MEN@@J@)

2.11
z(Ty) = o, ( )

oll dx est la mesure différentielle de la fonction z. L’existence et I'unicité d’une fonction
a variation bornée solution de (2.11) est prouvée, en supposant que C(-) est Hausdorff-
continue, avec une condition de boule intérieure (semblable & (2.10)) et une condition de
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compatibilité de nature géométrique.

Le cas avec perturbation est étudié en dimension finie dans |Ben00, CG99| ou C(-) est
supposée lipschitzienne et dans [Thi03| on 'application C(+) varie de maniére absolument
continue (cf. hypothése (Hs) du théoréme suivant). En dimension infinie, le cas perturbé
est traité dans [BT01, ET05, ET06|. Dans [ET05], se trouve le théoréme suivant qui nous
permettra de justifier par la suite que notre probléme (Es) est bien posé. La perturbation
est supposée ici monovaluée (ce qui est le cas du probléme (E,)) et elle est notée f.

Théoréme 2.27 Soit H un espace de Hilbert. On considére application multivaluée C|(-)
de I = [Ty, T| dans H vérifiant les hypothéses suivantes

(Hy) Il existe n > 0, tel que pour tout t € I, C(t) soit un sous-ensemble fermé non
vide de H, n-prox-réqulier ;

(Hy) C(t) varie d’une fagon absolument continue, c’est-a-dire qu’il existe une fonction
absolument continue v : I — R, telle que pour tout y € H et pour tous s,t € I, on
ait

|[dow (¥) = dow ()] < [v(t) = v(s)].

Soit une fonction f : I x H — H telle que Yx € H, f(-,x) soit mesurable sur I et
vérifiant,
(i) Pour tout o > 0, il existe une fonction positive k, € L*(I,R) telle que pour tout
tel et (z,y) € B0,a) x B(0,a),

’f(t> .’I) - f(tay)‘ < ka(t)‘x - y’;
(ii) Il existe une fonction positive 3 € L'(I,R), telle que pour tout t € I et pour tout
T € UserC(s), |f(t,2)| < B#)(1+|2]).

Alors, pour tout o € C(Ty), le processus de rafle suivant

{ —&(t) € N(C(t),x(t)) + f(t,x(t)) ppt. t el
I(T()) = 29

a une unique solution absolument continue.

Dans (ii), on retrouve I'hypothése (2.9) de croissance linéaire de la perturbation. L'hypo-
thése (i) assure I'unicité de la solution. Quant a I’hypothése (Hy) faite sur I'application
multivaluée C| elle entraine la régularité de la solution. Enfin, on peut remarquer que
I’hypothése (H;) permet d’utiliser I'algorithme de rattrapage introduit par Moreau, puis-
qu’a distance inférieure a 7, la projection sur C(t) est bien définie (cf. proposition 2.24
p. 36).

Remarque 2.28 L’hypothése (Hy) n'est pas nécessaire pour assurer l’existence de solu-
tions. Par exemple, dans [ET06/, le probléeme considéré est le suivant,

{ —dz € N(C(t),z(t)) + F(t, x(t))dA (2.12)

[L’(To) = Xy,
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ot A est la mesure de Lebesque sur R. Les auteurs montrent ’existence de solutions a
(2.12) en supposant que ’application multivaluée C' est a variation bornée sur I et que sa
fonction variation est continue a droite sur I, ce qui revient a supposer qu’il existe une
mesure de Radon p positive telle que pour tout y € H, on ait

‘dC(t)(y) - dC(s)(y)‘ < M(]Sat])7 Vstel, s<t (2'13)

et telle que

sup p({s}) < =. (2.14)

SE]To,T]

N3

La démonstration utilise 'algorithme de rattrapage introduit par J.J. Moreau. Le point
fondamental est de diviser Uintervalle de temps I en sous-intervalles I, =|t* t**1] oq
C(+) varie peu. Ceci est effectivement nécessaire pour passer & la limite mais aussi pour
effectuer a chaque instant les projections (qui ne sont possibles qu’a distance strictement
inférieure a m). Si 'hypotheése (2.13) permet le découpage de I en sous-intervalles ouverts
ou C(-) varie peu, l’obtention d’intervalles semi-ouverts se fait grace a Uhypothése (2.14).

Remarque 2.29 [’équation (2.13) est équivalente a
H(C(t),C(s)) < (s, t]), Vs,tel, s<t,
ou H est la distance de Hausdorff.

Nous pouvons a présent énoncer le théoréme essentiel qui assure le caractére bien posé du
modéle introduit au début de ce chapitre.

Théoréme 2.30 (Existence et unicité d’une solution de ’inclusion différentielle)
Soit Qo l'ensemble des configurations admissibles (cf. définition 2.1 p. 24) et soit U lip-
schitzienne et bornée, alors pour tout T > 0, pour tout qo € Qo, il existe une unique
fonction q absolument continue sur [0,T], solution de

dq
— U

q(0) = qo,

(E2)

ot Ny est le cone normal sortant au point q (cf. définition 2.5 p. 25).

Démonstration :

Ce résultat découle du théoreme 2.27 p. 39. Les hypothéses (i) et (ii) de ce dernier
viennent du caractére lipschitzien et bornée de U. L’hypothése (H,) est trivialement
vérifiée dans notre cas. Il reste donc a vérifier I'hypothése (H;) (uniforme prox-régularité
de Q) et I’égalité entre le cone normal sortant Ny et le cone proximal normal N(Qo, q).
Ces résultats dont la démonstration est assez technique, font I’'objet du chapitre suivant
(proposition 3.12 p. 51 et proposition 3.9 p. 48 respectivement). ]
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Chapitre 3. Prox-régularité de l’ensemble des configurations admissibles Qg

Dans ce chapitre, nous proposons de justifier que I’ensemble des configurations admis-
sibles () est uniformément prox-régulier et de déterminer son cone proximal normal (cf.
définition 2.16 p. 34) afin de terminer la preuve du théoréme 2.30 p. 40. Pour cela, on
définit pour i < j,

Qij = {q = (Ou,(h, ~7QN) € RQN, Dij(q) = \Qj - Qi| - (Ti +7“j) > 0}-
Alinsi,
Qo = {q = (Ou,(h, ~7QN) € RQN, Dij(q) > 0, V(iaj)ai < j} = ﬂQij-
i<j

Dans un premier temps, nous étudions I'ensemble ()15, qui ne présente qu’une seule
contrainte. Nous donnons l'expression de son cdne proximal normal et montrons que
cet ensemble est uniformément prox-régulier en calculant précisément sa constante de
prox-régularité. Nous en déduisons dans un second temps, 1’expression du cone proximal
normal de )y et prouvons le caractére uniformément prox-régulier de ()g en donnant une
minoration 7 de sa constante de prox-régularité. Enfin, nous proposons de fournir une
majoration de cette constante 7. Celle-ci n’est pas & proprement parler la constante op-
timale de prox-régularité de @)y, mais sa majoration permet de suggérer une dépendance
de la constante optimale par rapport aux données du probléme (& savoir le nombre de
personnes N et les rayons r; des disques les représentant).

3.1 Etude de I’ensemble ()

3.1.1 Cobne proximal normal

On considére I'ensemble Q1 = {q € R* | Di5(q) = |qz — qi| — (11 +72) > 0}. Cet
ensemble est particulier puisque sa frontiére

0Q12 = {a € R*Y, Diy(q) = 0}
vérifie la propriété suivante.

Proposition 3.1
Q12 = {q e R*™ | Diy(q) =0}

est une hypersurface de classe C? orientable de R*V.

Démonstration :
On définit pour € < ry + 19, I'ouvert

U.={q¢€ R Dis(q) > —¢}.

La fonction Dyy est de classe C? (méme C™) sur U, et en tout point q € U,, le gradient
de Djy ne s’annule pas, car il vaut VDi5(q) = Gia(q) # 0. Par conséquent, 0Q12 est
une sous-variété différentiable de R?Y, de classe C? et de dimension 2N — 1, autrement
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3.1. Etude de l’'ensemble Q12

dit c’est une hypersurface de classe C? de R?". De plus, comme en tout point q € U,, la
différentielle de D15 ne s’annule pas, on peut définir une normale & 0Q)15 par

_ —Gia(q)
v(q) = —

Ainsi, 0Q)15 est orientable. Le signe a été choisi de telle sorte que ce vecteur soit une
normale extérieure a (1. O

Cette propriété, vérifiée par ’ensemble ()12, va nous permettre d’exprimer son cone proxi-
mal normal en utilisant le résultat de la proposition suivante.

Proposition 3.2 On considére S un sous-ensemble fermé de R", telle que S soit une
hypersurface de classe C? orientable. On note pour tout x € 0S, v(x) la normale a la
surface S qui soit extérieure a S. Alors, pour tout x € 95, le cone prorimal normal de
S en x est engendré par le vecteur v(x), autrement dit,

N(S,x) = R*v(x).

Démonstration :
Soit x € 05, comme OS est une hypersurface de classe C?, il existe un ouvert U de R"
contenant x et une fonction f € C?*(U,R) tels que

SNU={yeU, fly) >0}, 05nU={yeU, f(y)=0}et Vf(x)#D0.

On va d’abord montrer que
R*v(x) C N(S,x).

On veut donc prouver I’assertion suivante

Ja >0, Vi< a, x € Pg(x+ fr(x)),
ce qui est équivalent a

da >0, VB < a, de(x+ fr(x)) = 0.

Raisonnons par I'absurde en supposant qu’il existe une suite () tendant vers zéro telle
que

ds(x+ Orr(x)) < Bg.
Par conséquent, pour tout k, il existe ry € 05, vérifiant

|x + Bpv(x) — 11| < Gk (3.1)

Ainsi, il existe Ky € N tel que pour tout & > Ky, r, € U. On remarque facilement que la
suite ry tend vers x. De plus, en prenant le carré de I'inégalité (3.1), on obtient

Ix —1p)* + 26p(x) - (x — 11) < 0. (3.2)
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Chapitre 3. Prox-régularité de l’ensemble des configurations admissibles Qg

Par ailleurs, comme f est C2, on a pour tout k > K,

F(x) = f(rr) + (x = 13) - V() + O(|x — 13 [*).

Comme X et rj, appartiennent & 0.5, on obtient
(x — 1) - VF(x) = O(]x — 1),

et ainsi

(x —1x) - v(x) = O(|x — rx]*).
Autrement dit, il existe K; > Ky et A > 0 tels que pour tout &£ > Ky, on ait
(x —11) - v(x) > —Ax —1]%
D’aprés (3.2), on obtient pour tout k > K7,
Ix —1i|* — 2BeA|x — 1)? < 0.
Comme la suite () tend vers zéro, on sait qu'il existe Ky € N tel que pour tout k > Ko,
on ait

1

ﬁk<ﬁ'

Ainsi, pour tout k > max(Ky, Ks), on a |x —ri|? < 0, ce qui est absurde.

Il reste & montrer 'autre inclusion a savoir que
N(S,x) C R*v(x).

Soit v € N(S,x) de norme 1, on raisonne par I’absurde en supposant que v # v(x). Tout
d’abord, on peut justifier que

v # —v(x).
En effet, pour a > 0 proche de 0, on a
fx —av(x)) = —aVf(x) v(x) + O(a?).
En conséquence, pour o > 0 proche de 0, f(x —av(x)) > 0 et x ¢ Pg(x — av(x)), d’ou

—v(x) ¢ N(5,x).

On considére maintenant I'hyperplan H,, de vecteur normal v passant par x. D’apreés ce
qui précede, cet hyperplan est différent du plan tangent Ty (9S) a 9S au point x. Ainsi,
on peut trouver un chemin de classe C?, v : [0,1] — S tel que v(0) = x et v'(0) ¢ H,.
Par conséquent, 4'(0) - v # 0. On peut méme supposer que v'(0) - v = ¢ > 0. Comme =y
est de classe C?, on a pour § > 0 proche de zéro,

~(8) = x + 6v'(0) + O(5?).
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3.1. Etude de l’'ensemble Q12

Calculons pour 3 > 0,

x+Bv =) = [|Bv—5v(0)+ O
= [ —266v-+'(0)+ O(5%)
= (% —286c+ O(%).

On s’aper¢oit donc que pour tout 5 > 0, pour § > 0 assez petit, le point y(d) de S est
a distance strictement inférieure a § du point x + Gv. Par conséquent, pour tout 7 > 0,
x ¢ Pg(x+ v) et v ¢ N(S,x), d’ou la contradiction. O

Grace aux propositions 3.1 et 3.2, on obtient I'expression du cone proximal normal de Q12
en tout point de sa frontiére.

Proposition 3.3 Soit q € 0Q12, on a N(Q12,q) = —RTG12(q).

Remarque 3.4 Il est a noter que le résultat précédent a été obtenu sans utiliser la
convexité de la fonction D1s.

3.1.2 Prox-régularité

D’apreés la proposition 2.23 p. 36, la prox-régularité se caractérise par une condition
de boule extérieure, la constante de prox-régularité étant égale au rayon maximal de cette
boule. Comme Q15 est le complémentaire d’'un convexe lisse, on peut calculer ce rayon
en utilisant des outils de géométrie différentielle. Plus précisément, celui-ci s’exprime en
fonction des courbures principales de S qui sont, par définition, les valeurs propres de
I'opérateur de Weingarten. Pour montrer que ()1o est uniformément prox-régulier, on va
utiliser le théoréme suivant, dont la démonstration peut étre trouvée dans [Del79].

Théoréme 3.5 Soit C' un sous-ensemble convezre fermé de R™ telle que OC soit une
hypersurface de R™, de classe C* et orientable. On note vc(x) la normale extérieure a C
en X et f11(X), .., hn—1(X) > 0 les courbures principales de C' en x. On suppose que

= sup sup (%) < 0.
xedC 1<i<n-—1

Alors S =R"™\ C est un ensemble n-proz-régulier avec n = —.
1

T+

V2

Proposition 3.6 L’ensemble Q15 est n-prox-régulier avec n =

Démonstration :

D’aprés la proposition 3.1, Q15 est une hypersurface de classe C? orientable et I’ensemble
C ={q e R?* | Dis(q) <0} est un sous-ensemble fermé convexe de R?*", par convexité
de la fonction Dis. On cherche a déterminer la constante de prox-régularité de

Q1o = R \ é’
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Chapitre 3. Prox-régularité de l’ensemble des configurations admissibles Qg

Dans toute la suite, on considére q € 9Q12. On a défini précédemment la normale & 0Q)12
en ce point de la facon suivante,

2 0Q12 N S2N-1
_ Giz(a) _ (e12(q), —e12(q),0,..0) .
q= (Q1,Q2>-->QN) — \/5 = \/§

Dans la suite, le vecteur ejs(q) sera noté ejp. La normale extérieure & C' en q est
donc égale & —v(q). Déterminons les valeurs propres de I’endormorphisme de Weingar-
ten Wq : h € T4(0Q12) — —Duv(q)[h]. D’aprés la proposition E.1 p. 156, on a pour tout
h e Tq(ang)

1
~Dr(@lh] = (=Pey (ha = hu), Py, (h2 = 1), 0,....,0) .
2 — Yl

oit Pou est la projection sur ely, vecteur unitaire de R? (directement) orthogonal a es.

Autrement dit,
Pos (hy —hy) = (hy — hy) — [(hy — hy) - exs]ery = (ef3'eq;) (hy — hy).

Ainsi, la matrice Wy de I'endomorphisme de Weingarten s’écrit

Ag 0
Wy = ,

Lt 1 Lt L

4 1 €2 €2 €€
a \/5‘ —qu _eltel  eltel )

q2 — qu 12 €12 12 €12

La trace de Wy, notée Tr(Wy) vaut

avec

#Tr (eﬁteﬁ) .

V2|ap — qi
Comme le vecteur ef;, est unitaire, on a
12 )
IR
Tr (e12 e12) =1,

et par conséquent

V2

Tr(Wy) = ———.
4 a2 — qu
De plus, la matrice Wq est de méme rang que la matrice Ay qui est de rang 1. On peut
méme préciser que I'image de Wy est engendrée par le vecteur 7(q) = (efy, —e13,0, ..., 0).

Wq a donc 2 valeurs propres 0 et a, avec

V2

a=—-,
|Q2—Q1|

46



3.2. Généralisation a Qg

ce qui équivaut a un rayon de courbure r. égal a

- ld2 — qi
Te = —.
V2
Comme q € 9Q12, on en déduit que
N+ T2
Te = .

V2
Grace au théoréme 3.5, on conclut que I'ensemble ()15 est n-prox-régulier avec

(&1 +T2

7

4

On a bien stir les mémes résultats concernant I’expression du cone proximal normal et le
caractére uniformément prox-régulier des autres ensembles @Q;; (i < j) dont on rappelle
la définition,

Qi ={a= (1,92, .,an) € R*", Dij(q) = |q; — q| — (r; + ;) > 0} (3-3)
Proposition 3.7 L’ensemble Q;; est n;;-proz-régulier avec

_ri+rj

Nij = \/5 .

Soit q € 0Q;;, on a
N(Qij> q) = —R+Gij(Q)-

Remarque 3.8 On peut démontrer les propositions 3.3 et 3.6 sans utiliser des notions
de géométrie différentielle (voir anneze F).

3.2 Généralisation a Q)

On rappelle que I'ensemble des configurations admissibles )y est l'intersection des
ensembles (Q;; définis par (3.3).

3.2.1 Cone proximal normal

On propose maintenant de justifier que I’ensemble
Ng = {— ZNijGij(q)a iz >0, pi; = 0si Dij(q) > 0} :
qui apparait dans le probléme (E3) est bien le cone proximal normal de )y au point q.
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Chapitre 3. Prox-régularité de l’ensemble des configurations admissibles Qg

Proposition 3.9 Soit q € Qo, on a N(Qo,q) = >_N(Q4j,q) = Ny.

Démonstration : .
La deuxiéme égalité découle de la proposition 3.7. Prouvons la premiére. Si q € @, alors

q € @y, pour tout couple (¢, 7). Do,

N(Qo,q) = {0} = ZN(Qijaq)

On considére maintenant q € 9Q. On note (sans préciser la dépendance par rapport
a q)

Leontact = {(1,5), © < J, Dij(q) =0} ={(i,j), i <J, q € 0Qy;}. (3-4)
Etape 1 : On cherche d’abord & montrer que

N(Qi5,9) € N(Qo,q).

Pour tout couple (i, j) vérifiant q € @5, on a N(Q;;,q) = {0}. On ne s’intéressera donc
qu’aux couples (i, 7) € Lontact- S0it (i, 7) un tel couple et soit w € N(Q;;,q) \ {0}, on pose
v = - D’apres la propriété 2.21 p. 35, v € 9Pdg,,(q) et

M, a >0, dQ”(q) dg, (@) +M|q—q]* >v-(qa—q), Vq € B(q, ).
Comme do,,(q) = Qo (Q) et do,;(q) < dg,(q), on a

M, o >0, dg,(Q) — dg,(q) + M|q—q]* > v-(q—q), Vq € B(q, ).

Ainsi, v € 07dg,(q) et w € N(Qo,q). Par conséquent, pour tout couple (i,7) € Lontact,
on a

N(Qi5,9) € N(Qo,q).

Etape 2 : On cherche maintenant & montrer que

> N(Qi,q) € N(Qo, Q).

Il suffit de prouver que
vwla Wo € N(Qan) \ {0}7 W =W + Wy € N(Q07q)

Soient w; et wy € N(Qo,q) \ {0}, on pose w = w; + wy. La encore, on peut utiliser
la propriété 2.21 p. 35. On définit v; = % et vy = % Alors il existe My, My > 0,
a1, a > 0 tels que,

dqy(a) — dgy(a) + Mila —af* > vi - (@ —a), ¥q € B(q, 1),

dgy (@) — dg,(a) + Mzl —af* > v2 - (@ — q), ¥q € B(q, ).

On a w = |wy|vy + |wa|vy et on pose

A%
V=
|W1| + [wol
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3.2. Généralisation a Qg

qui est de norme inférieure a 1. En fait, v =tvy + (1 — t)vy, ou
_ W1
(Wil + |wol

On pose a = min(ay, ag) et M = tM; + (1 — t)M,, on a donc

dq,(a) — do,(a) + M|a—al* > v-(@a—aq), ¥a € B(q,a).
Autrement dit, v € 07dg,(q) et w € N(Qo, q). On a donc démontré I'inclusion suivante,

N(Qo,a) D ZN(Qij>CI)'

Etape 3 : Il reste a montrer I'autre inclusion. Pour cela, on utilisera les propriétés de deux
cones mutuellement polaires (cf. annexe C). En effet, > N(Q;;,q) = Nq et par définition,
Ny est le cone polaire de Cq. Soit w € N(Qo, q), il s’écrit w = v + z, ot v et z sont les
projections de w, respectivement sur Ny et Cq. On rappelle que ces projections vérifient

v-z=0. (3.5)

Supposons que z # 0. Comme w € N(Qo,q) par hypothése, il existe ¢ > 0, tel que
q € Pg,(q+tw). On pose

D;;
min i(4) .
(ivj)glcontact \/5’ ’

D’aprés la proposition 2.19 p. 34, comme s < ¢, q € Py, (q + sw). On note

s = min(t,€) ol € =

q=q+ sw — sv =+ Sz.
Montrons que q € @y. Par convexité de D;;, on a
Di;j(q) = Dij(a) + s Giz(q) -z, V(i, ).

De plus, si (4,7) € Leontact; Gij(d) -z > 0, car z € Cq. Par conséquent,

V(i,j) € Leontact, Dij(él) > Dij(Q) + s Gij(Q) "Z =S Gij(q) -z > 0.
Di;(q)
V2lz|
D;j(@) > Dyj(q) + s Gy(q) -z > Dij(q) — sv/2|z| > 0.

Donc q € Q. Ainsi, dg,(q + sw) < |q + sw — q| = s|v|. Or |q + sw — q| = s|w| > s|v|
car |[w|? = |v|? + |z|* d’aprés (3.5). Par conséquent, q ¢ Pg,(q+ sw), ce qui est absurde.
Finalement, z = 0 et w = v € N. Ceci prouve la deuxiéme inclusion. U

D’autre part, si (,7) € Lcontact, alors s < . D’on,

Remarque 3.10 Les arguments-clé de cette démonstration sont la convexité des fonc-
tions Dy;, le caracteére borné des Gy et le fait que do,(q) > dg,,(q), Yq, V(i,j).

Remarque 3.11 On retrouve le résultat déja évoqué dans le cas particulier du couloir
(cas o Qo est convexe). En effet, on avait montré que pour tout q € Qo, Ny = 91g,(q)
(cf. (2.5) p. 29). Et d’apres la proposition A.8 p. 144, on a légalité 0lg,(q) = N(Qo, q)-
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3.2.2 Prox-régularité

On souhaite ici démontrer le caractére uniformément prox-régulier de )y. On a vu
(cf. théoréeme 3.5 p. 45) que les complémentaires de convexes lisses sont uniformément
prox-réguliers. On peut se demander si I'intersection de tels ensembles (cas de @Qy) n’est
pas uniformément prox-réguliére avec une constante de prox-régularité qui dépendrait des
constantes de prox-régularité de ces ensembles. En général, ceci est faux comme l'illustre
la figure 3.1. Sur celle-ci, on a tracé en trait plein les frontiéres d’un ensemble S qui
est l'intersection des complémentaires de deux disques de méme rayon. Cet ensemble
est uniformément prox-régulier mais sa constante de prox-régularité (rayon du disque en
pointillé) tend vers zéro quand les centres des disques s’éloignent. Cette dégénérescence
est due au fait que le produit scalaire des vecteurs normaux aux disques n; et ny en leurs
points d’intersection (cf. fig 3.2) tend vers -1. Ainsi la constante de prox-régularité de S
dépend aussi de 'angle formé par les vecteurs normaux n; et ns.

F1Gg. 3.1 Dégénérescence de la constante de prox-régularité.

ns

Fic. 3.2  Evolution de I’angle entre les vecteurs normaux n; et n,.

La démonstration du caractére uniformément prox-régulier de )y repose sur 1’établis-
sement d'une inégalité triangulaire inverse vérifiée par les vecteurs G;;(q). Nous propo-
sons deux preuves de cette inégalité. La premiére détaillée dans I'annexe G met bien en
évidence I'importance d’estimer les angles entre les vecteurs Gyj(q). Nous préférons ici
présenter une autre preuve donnant une meilleure constante de prox-régularité en utilisant
un résultat important qui sera démontré au chapitre suivant.
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Proposition 3.12 L’ensemble )y est n-proz-régulier avec

N
min (sin ( T ) sin (2—7T)>
1 b+1)7 N .
M + min(r; + ),

Nn, 2y/n, (i.9)

’[7:

ol n, est le nombre maximal de voisins que peut avoir une personne.
En notant r;,, = minr; et ry.. = maxr;, cette constante vérifie

™

’
. T'min
arcsm | ————
T'max + T'min

ce qui fait l'objet du lemme 3.16 démontré a la fin de cette section p. 53.

Ny <

Remarque 3.13 En supposant que les rayons des disques sont bornés, cette constante n
se comporte, lorsque le nombre d’individus N tend vers l'infini comme

N
~ cSte il !
/’7N—>+oo o A/ Ty NN+1.

Démonstration :
D’aprés la proposition 2.23, on doit montrer que pour tout q € @ et tout v € N(Qy, q),

- A2 -
v-(@—q) < %Iq —ql?, vq € Qo. (3.6)

On sait, d’aprés la proposition 3.7, que pour tout q € @Q;; et tout w € N(Q;;, q),

Wi . ~
| |‘\q— al’, Va € Q. (3.7)

w-(q—q) <
2772'3

L’inégalité (3.6) est triviale lorsque v est le vecteur nul. Or si q € Qy, N(Qo,q) = {0},
on consideére donc q € Q) et v € N(Qo,q) \ {0}. D’aprés la proposition 3.9,

v=— > a;Gylq), a; >0

(ivj)EIcontact

D’aprés les inégalités (3.7), et comme @y C @Q);;, on a

(- anGu@) - @-a < 3 g gp vae g

La somme porte toujours sur les couples (i, j) appartenant a ’ensemble [.optacr, mais par
souci de lisibilité, cela ne sera plus précisé dans la suite. Comme |Gy;(q)| = v/2, on obtient,

~ Qg . ~
v-(q—q) Szﬂ—;nlq—qla va € Q.
i
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En posant, 7, = min 7, on a,
(4,3), i<j
1
v-(G—q) < (3 ay)la—aP. vae Qs
@-a< 75— > o) la—al, Vae Qo

Pour obtenir I'inégalité (3.6), il suffit de trouver une constante n > 0, indépendante des
a;; et de q, telle que

Y

(Z aij> ﬁ < % ’Z @;;Gy5(q)

autrement dit telle que,

’Zailej(q)’ > Va1 (Z%’)-

Timin
Finalement, on cherche v > 0 tel que,

’Z OéijGij(Q)’ > vz <Z aij) ;

v

et Qo sera alors n-prox-régulier avec

Nmin L . Ti+7;
= = — min

vy a) V2
Il s’agit donc de prouver une inégalité triangulaire inverse,
Z%‘HG@(Q)‘ = \/izaij <7 ‘Z aijGij(Q)‘ :

La démonstration de la prox-régularité de )y se conclut a I'aide de la proposition fonda-
mentale énoncée ci-apres. O]

Proposition 3.14 (Inégalité triangulaire inverse)
1l existe v > 1 tel que pour tout q € Qo,

Z ;| Gi(a)] < v Z a;;Gij(q)|,

(ivj)EIcontact (ivj)elcontact
01l
Leontact = {(1,7), © < j, D;j(q) =0} et les a;j sont des réels positifs quelconques.

La constante v peut étre prise égale a

N

~ Nn, 2./n,

e e
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Remarque 3.15 Noter l'importance du signe des coefficients oy;. Cette inégalité est
fausse en toute généralité pour des coefficients réels quelconques, puisque pour N grand
le cardinal de l'ensemble I .00 peut étre strictement supérieur a 2N, ce qui impose une
relation de liaison entre les vecteurs Gi;(q).

Etablir une inégalité inverse pour un grand nombre de vecteurs semble difficile. La mé-
thode proposée fournit des constantes v et 17 probablement non optimales. Afin de montrer
la complexité de ce probléme, on propose a la section 3.3 une minoration de 7 et donc
une majoration de 7.

Démonstration de 1’inégalité triangulaire inverse (proposition 3.14) :

D’aprés la proposition 4.21 p. 86, on a pour tout (k,1) € Lontact,

ag <N | YT ayGia)|,

(ivj)EIcontact

avec

b= 2V

- ) T (27 ’
min | sin — ,sin N

En sommant sur les couples (k,1) € I ontact , ON Obtient

Z le‘le(q)’ S \/5 C&Td(jcontact) bN Z aijGij(q) .

(kvl)elcontact (ivj)elcontact

Alinsi,

Nn,
Z ar|Gr(q)] < 7 b Z @;;Gij(q)] -
(kJ)eIcontact (i,j)ejcontact

Il reste a justifier la majoration du nombre maximal de voisins que peut avoir une personne
(majoration donnée & la proposition 3.12 p. 51).

Lemme 3.16 En notant rp;, = minr, et rp.x = maxr;, le nombre marimal de voisins
N, que peut avoir une personne vérifie

™

. Tmin
arcsimim | ————————
T'max + Tmin

Ny <

23



Chapitre 3. Prox-régularité de l’ensemble des configurations admissibles Qg

F1G. 3.3 — Situation ou le nombre de voisins est maximal.

Démonstration :
On considére une personne représentée par un disque de rayon r,,, et on cherche a calculer

le nombre maximal de voisins représentés par des disques de rayon r;,, qu’elle peut avoir
(cf. fig. 3.3).

On a
—_— —
BC?* = AB?+ AC? —2AB- AC
(2Tmin)2 — (Tmin + Tmax)Q + (Tmin + Tma.x)2 - 2|14—B)‘ ‘14—C>1‘ cosf
47nr2nin - 2(Tmin + Tmax)Z(]. — COS ‘9)
Do,
2r2.
1 —cosf = "min

(rmin + rmax)2 ‘

.o (0 T
S1n — = .
2 (Tmin + Tmax)2

. T"'min
f = 2 arcsin (71)
T'min + Tmax

Ce qui est équivalent a

Par conséquent,

27 i
Comme n, < —, on obtient,

7

™

n, < .
. Tmin
arcsm | ———
T'max + T"'min

O
Remarque 3.17 Dans le cas monodisperse (Tmin = Tmax = 1), on retrouve bien n, < 6.
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3.3. Majoration de la constante n

3.3 Majoration de la constante 7

Dans cette section, nous proposons d’établir une majoration de la constante n pour
mieux saisir la dépendance de celle-ci par rapport aux données du probléme (le nombre N
de personnes et les rayons r; des disques qui les représentent). C’est dans ce but que nous
allons considérer une configuration particuliére d'individus, celle ot les personnes forment
une file ou un boulier (configuration pour laquelle des calculs exacts sont possibles).
Comme nous 'avons déja signalé , nous ne majorons pas a proprement parler la constante
optimale de prox-régularité de )y, mais la majoration de 7 suggére le comportement
de cette derniére par rapport aux données du probléme. L’objet de cette section est de
démontrer la proposition suivante.

Proposition 3.18 La constante n vérifie

7= (jé) \/ YD

3.3.1 Etude du boulier

Pour cela, nous allons prouver que la constante v définie a la proposition 3.14 p. 52
vérifie

v 2

\/N(N— (N +1)
: .

Etudions le cas particulier d’un boulier (fig. 3.4), en considérant N personnes alignées sur
un axe (par exemple celui des abscisses).

d1 qn

Fia. 3.4 — Configuration qp.

Autrement dit, considérons la configuration qg qui s’écrit,

N-1

Qo= (0, r1+7ry, 11+ 2r9 413, ..., T +22n +7N).
i=2

On a alors d’aprés la proposition 3.9 p. 48,
N-1
N(Qo, qo) = {— > iin1Giia(a), i > 0} ;
i=1

)



Chapitre 3. Prox-régularité de l’ensemble des configurations admissibles Qg

avec Giip1(qo) = (0, ..., =1, 1, 0, ..., 0), (le 1 étant a la *™® place). On définit
N-1
C= {04> @jiy1 2> 0, Z Qjit1 = 1} .
i=1

On cherche a trouver la plus petite constante v qui vérifie,

|a12G12(qo)| + |23 Gas(qo)| + - + lan—1nGy—1n (o)
< ylo2Gra(qo) + a23Gas(qo) + ... + an—1inGr_in(qo)|, Ve € (RJF)NA‘

Comme |G;(qo)| = v/2, ceci est équivalent a
V2 < 72 Gra(do) + a23Gas(qo) + .. + an—1inGroinv(qo)|, Ve € C. (3.8)
Calculons maintenant

a12G12(qo) + @e3Gas(qo) + ... + an_18vGr_1n(q0)
= (—0612, Q19 — (g3, ..., N2 N—-1 — ON_IN, OéN—1N)-

Ainsi,

la12G12(qo) + @23 Gas(qo) + ... + OéNleGNle(CIO)‘Q

N—1
2 2, 92
= aqy + Z(Oﬁfl,i — Q1)+ On_N-
i—2

On cherche donc une condition sur v pour que l'inégalité (3.8) soit vérifiée, ¢’est-a-dire
pour que,

N-1
. 2 2 )2 2 > 9. .
glelg [’y (Oélg + Z;(Oéz 1i — QGig1) +04N1N>] = (3.9)
On note la fonction
H .

y RN-1 5 R

N—-1
(Qiiy) — 7 (04%2 + Z(Oéifu — aii41)” + Oz?VlN> .

=2

et la fonction

F: RV 5 R
N—-1

(ai,i—f—l) — QG i41-
i=1
De plus, on définit I’ensemble

N-1
S = {a e RV ZQi,iJrl = 1} = {04 e RV, Fla) = 1}'
i=1

Pour obtenir I'inégalité (3.9), on utilise la proposition suivante qui sera démontrée plus
loin.
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3.3. Majoration de la constante n

Proposition 3.19 Il existe un unique o € C' tel que

H,(8) = min e
&) =min H, = :
K ¢ 7 N(N-1)(N+1)
Ainsi, 'inégalité (3.9) est vérifiée si et seulement si
2
2 > 2.

NN-D(N+1) =

Ceci est équivalent a,
N(N —=1)(N+1)

2
>
7= 6 )

ce qui donne la minoration annoncée

72¢Nw—2m+n

Ceci termine la démonstration de la proposition 3.18, sous réserve de prouver la proposi-
tion 3.19. U

Remarque 3.20 On peut obtenir plus facilement un autre minorant de v (inférieur a
celui que l'on vient d’énoncer), 4 savoir

v>N—1.

En effet, en considérant le cas particulier ou les coefficients o 41 sont égaux et valent

1
N1 Iinégalité (3.8) est équivalente a,

(—1,0, ..,0,1)].

1 1
V2 < ’Yﬁ\Glz(QO) + Gas(qo) + - + Gy-inv(qo)| = 7ﬁ’

Ceci implique que

V2(N —1) < V72,

d’ou le résultat.

Démonstration de la proposition 3.19 :

Pour plus de clarté, les lemmes utilisés dans la suite seront prouvés dans la section 3.3.2.
Etape 1 :
Utilisons le lemme suivant.

Lemme 3.21 La fonction H., est strictement conveze et coercive.
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Chapitre 3. Prox-régularité de l’ensemble des configurations admissibles Qg

Comme la fonction H, est strictement convexe, il existe un unique & € C minimisant I,
sur C' (qui est convexe et compact). De plus, comme la fonction H., est coercive, il existe
un unique oy € S minimisant /1, sur S. Déterminons maintenant o.

Ftape 2 :
On calcule les dérivées partielles de H,,

OH.

871’; - 72 [40&12 - 20&23]
0H

Do 11 = Yoy — 2051, — 20441,10)]
0H

ai’y — 72[4O‘N71N — 20&N*2,N71]-

\ VaN-1IN
On a aussi DF(a) = (1, .., 1),Va. D’aprés le théoréme des extrema liés, si

H, (@) = min H,(ev),

alors,

3\ € R, DH,(ag) = A DF(axp).

Or, DH,(a) = A DF () si et seulement si

4 —2 0 12 1
—2 4 —2 93 1
. A
== |:1]- (3.10)
v
—2 4 —2 ON_—2 N—1 1
0 —2 4 AN_1N 1
~ ~ ~——
AN—l e

La matrice Ay_; est inversible, son déterminant vaut N2V~! (cf. démonstration du

lemme 3.21). En posant sy_1 = A]_Vlfl e, on a

A
oy — ? SN—-1-
On peut montrer que
1
SN = (SNJ, SN2y -+, SN,N) aveC SN = Z(kN — k(l{ — 1))
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3.3. Majoration de la constante n

Plus précisément, suivant la parité de N, sy s’écrit :

N impair N pair
N
N 2N —2
2N —2 AN 6
3N —6
EN — k(k—1)
EN — k(k —1)
: N(N +2)
_Lf (MY ! 4
SN 2 SNEI|l NN +2)
4
3N —6
9N — 9 3N —6
N 2N —2
N

On précise la valeur de F(sy), ainsi que de H,(sy) avec les lemmes 3.22 et 3.23.

Lemme 3.22
1
F(sy) = ﬂN(N“— 1)(N +2).
Lemme 3.23
2
H,(sy) = Z—8N(N F1)(N +2).

De plus, ap = —sn—1. Comme F(op) =1 (car ap € S), on a
Y

=2 F(ay) o 1 B 24~
~ 7 Fsy) | F(sna) NIN—-D((N+1)

29



Chapitre 3. Prox-régularité de l’ensemble des configurations admissibles Qg

On peut alors déterminer H. (o) :

A
e = i, ()

18N(N —1)(N +1)

, N(N —1)(N +1)

= A 48~2
B 2424 N(N —1)(N +1)
~ (N(N —1)(N +1))2 482

122

NN -D(N+1)

o est un extremum de M, sur S. Comme H, n’est pas majorée sur S (sup H, = +oo),
S

o est donc le minimum de H, sur S.

Etape 3 :

Comme le vecteur sy_; a toutes ses composantes positives et que le réel A est positif, on
a nécessairement o € C. Par unicité du minimiseur de H, sur C, on a a = ay. Ceci
termine la démonstration de la proposition 3.19. O

Remarque 3.24 (Configurations obtenues lors des deux minorations de 7)
Pour obtenir la minoration de v a la remarque 3.20 p. 57, on considérait en fait la confi-

guration non admissible

1 N-1

Sl (e — G
A= — _ - +1(q0)

représentée sur la figure 3.5. A partir de la configuration qo (cf. fig 3.4), on a choisi de

1 an
FiG. 3.5 Configuration q.

prendre une certaine direction du cone proximal normal N(Qo, qo) & savoir

N-1

Z Giit1(qo)

i=1
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3.3. Majoration de la constante n

et avec cette direction, la configuration q ne présente que 2 chevauchements.

Par ailleurs, on a montré a la proposition 3.19 quelle direction du cone proximal normal
il faut prendre pour obtenir la meilleure minoration de . La direction trouvée est donc
celle du vecteur

N-1
Z @i,i+1Giig1(qo)-
i1

Sur la figure 3.6, on a représenté q = qo— 0.01 ZZ\SI &;.i11Giiv1(qo). Cette configuration

non admissible présente des chevauchements de méme longueur entre toutes les particules
V01SINES.

Fic. 3.6 Configurations qq (en trait pointillé) et g (en trait plein).

1
Remarque 3.25 La matrice —§AN (équation 3.10 p. 58) est la matrice du laplacien

discrétisé, ce qu’on retrouve en tracant la solution sy = Aj\,l e sur la figure 3.7.

FiaG. 3.7 — Représentation du vecteur sis.

3.3.2 Démonstration des lemmes
Enoncé et preuve du lemme 3.21

La fonction H., est strictement convexe et coercive.

Démonstration :
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Chapitre 3. Prox-régularité de l’ensemble des configurations admissibles Qg

Stricte convexité

La hessienne de H.,, en tout point, est la matrice Ay_; (cf. équation 3.10 p. 58), qui n’est
autre que 'opposé de la matrice du laplacien discrétisé. Rappelons comment on peut mon-
trer qu’elle est symétrique définie positive. Pour cela, il suffit de vérifier que ses mineurs
principaux (déterminants des matrices A, pour 1 < p < N — 1) sont tous strictement
positifs. On peut montrer que det(A,) = (p + 1)2” > 0. En effet, det(A,) = 2Pdet(B,) ou

2 -1 0
-1 2 -1

0 -1 2
En développant par rapport a la premiére colonne, on s’apercoit que

det(B,) = 2det(B,_1) — det(B,_2).
Par récurrence, on obtient que det(B,) = p + 1. Ainsi, la hessienne de H., est définie
positive et par conséquent, la fonction H., est strictement convexe.
Coercivité
On raisonne par I’absurde en supposant qu'il existe une suite (™), vérifiant

la"| —— 400 et Hy(a") < K, Vn avec K > 0.
n—oo

En regardant le premier terme de la somme H, (™), on obtient que nécessairement, la
suite af, est bornée par VK. Le deuxiéme terme de la somme indique alors que la suite
ajy est aussi bornée. En itérant, on aboutit & la conclusion que a7, est bornée pour
tout ¢, ce qui améne a une contradiction. O]

Enoncé et preuve du lemme 3.22

Flsn) = —~N(N + 1)(N +2).

24
Démonstration :
Calculons la valeur de F(sy) :
A
F(sy) = 1 > kN —k(k - ))
k=1
A
= (N+1)k—k2>
k=1
1 N N
= - | (N+1 E—Y Kk
{orenge-pe)
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3.3. Majoration de la constante n

En rappelant que pour tout p € N, on a

on obtient,

o plp+1)(2p+1)
Zk B 6 ’

NN+1) NN +1LEN+ 1))

|~

N(N +1)(N +2).

[\
=~

Enoncé et preuve du lemme 3.23

Démonstration :

Calculons H,(s

H

v

(sn)

N)i

16
A2

2

H,(sy) = Z—8N(N +1)(N +2).

B N
2 2 2
syt § (SNk—1—8Nk)" + SyN

(o )Zﬁ; 0t (Y]

N N
(N+1)N2—4N2k+42k2]
k=0 k=0

N(N +1) 4N(N +1)(2N +1)
2 * 6

[N +1)N?— AN

— LN(N+1) {N — 2N + §(2N+ 1)}

16
A2

= LN+ 1)(V+2).

48
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Chapitre 4. Présentation et étude d’un schéma numérique

Dans ce chapitre, nous proposons un schéma numérique pour calculer la solution du
probléme (E,) défini p. 27. Comme dans le probléme continu, celui-ci est basé sur le calcul
de la vitesse réelle comme projection de la vitesse souhaitée sur un ensemble de vitesses
admissibles « au premier ordre ». En termes de position, ceci revient a projeter non pas sur
’ensemble de configurations admissibles )y mais sur un sous-ensemble convexe K(q). Ce
remplacement réalisable d’un point de vue numeérique pose toutefois quelques problémes
lors de I’étude du schéma. Cependant, en prouvant que K (q) est une bonne approximation
locale de @)y, nous parvenons a démontrer la convergence du schéma proposeé.

4.1 Présentation du schéma numérique

4.1.1 En termes de vitesse

Dans toute la suite, g € R*V représente le vecteur position des N personnes. La
configuration initiale qg € Qo (définition 2.1 p. 24) est donnée. Pour q € @y, le vecteur
des vitesses souhaitées des N individus est noté U(q) (différents choix seront proposés
dans le chapitre 6). On considére une subdivision uniforme de l'intervalle [0, T] de pas h,
0=ty <t} <..< tr =T, et on note :

e g} la valeur approchée de la configuration q(t}),

e u} la valeur approchée de la vitesse réelle u(t}).

Connaissant qj, on obtient la configuration au temps suivant, en utilisant un schéma
d’Euler explicite. Reste a déterminer la vitesse réelle u; a partir de la vitesse souhaitée
U(q}). Comme dans le probléme continu (2.1) défini page 25, la premiére s’exprime comme
la projection de la seconde sur un ensemble de vitesses admissibles « au premier ordre ».

Initialisation : dy = o
Boucle en temps : qj connu
u; = Pe,(qp)(Ulay))
Cu(ay) = {v € R*, Dy(ap) +h Gyj(ap) -v =0 Vi<j}
k41 = Qi + hug

=

0

Cet algorithme s’inspire d'un schéma initialement développé pour les écoulements granu-
laires [Mau06|. La proposition suivante montre que ce schéma ne fournit que des configu-
rations admissibles.

Proposition 4.1 Pour tout k compris entre 0 et n, tous i # j, on a D;;(qy) > 0.

Démonstration :
C’est une conséquence directe de la convexité de la fonction q — D;;(q). En effet, pour
tout k£ < n,

Dij(diy1) = Dij(qp +huy)
Dij(qZ) +h Gij (qZ) Suy (Convexité de Dij)
0 (car uf € Ci(qp)). O

v

v
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4.1. Présentation du schéma numérique

4.1.2 En termes de position

Pour interpréter notre algorithme en termes de position, on définit I’ensemble convexe
fermé suivant,

K(q)={qeR*™, Dj(q)+Gy(q) - (@—aq) >0 Vi<j}. (4.1)

On peut réécrire notre algorithme de la maniére suivante,

qg+1 = PK(qZ) (ar +hU(ay))

\ o (12)
ot K(q}) = {q € R*, Dy(q}) + Gy(ap) - (a—a}) >0 Vi<j}.

On projette sur K(qy) C Qo que I'on peut qualifier d’approximation convexe intérieure
de Qo (voir fig. 4.1). A chaque pas de temps, on résout ainsi un probléme sur un espace
admissible strictement plus petit. Sur la figure 4.1, les frontiéres de K(qj) sont en pointillé.
Les points q;,; et q;,, sont obtenus respectivement aprés projection sur K(qjy) et sur
Qo de q; +h U(qy) (pour les deux exemples de U(q),) donnés). On rappelle en effet que
pour h suffisamment petit, la projection de qi +h U(qy) sur Qo est bien définie puisque
Qo est uniformément prox-régulier (cf. propriété 2.24 p. 36).

F1G. 4.1 — Projections théorique et numérique.

D’un point de vue numérique, remplacer Qg par K (qy) permet d’utiliser des méthodes déja
existantes permettant de calculer la projection sur un ensemble convexe. Toutefois, cette
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approximation entraine quelques difficultés théoriques. Une premiére chose importante a
justifier est qu’on ne perd pas d’information sur le cone proximal normal en remplacant
Qo par K(qy). Ce résultat est 'objet du lemme suivant :

Lemme 4.2 Soit q € Qy, on a l’égalité des deux cones :

N(Qo,q) = N(K(q),q).

Démonstration :
La preuve utilise des lemmes qui seront démontrés ultérieurement dans la sous-section 4.2.3
p- 90. D’aprés la proposition 3.9 p. 48, on sait que

N(Qo,q) = {_Z:U/ijGij(Q)u pig > 0, pig = 0si Dij(q) > 0}-

Commencons par prouver I'inclusion N(Qo, q) C N(K(q), q).
Soit w € N(Qo,q), ce vecteur s’écrit donc w = — > 11;;G;;(q) ot les y;; sont des réels
positifs et nécessairement nuls si D;;(q) > 0. Soit p € K(q),

w-(p—q)=-> p;Gi(q)-(p-q).
Comme p appartient a K(q), on a D;;(q)+Gy;(q)-(p—q) > 0, Vi < j. De plus, si p;; > 0

alors D;;(q) = 0 et par conséquent G;;(q)-(p—q) > 0. Donc w-(p—q) <0, Vp € K(q).
D’aprés le lemme 4.24 (b) p. 90, ceci est équivalent au fait que w € N(K(q), q).

Prouvons maintenant 1'autre inclusion, N(K(q),q) C N(Qo, q).

Soit w € N(K(q),q), d’aprés le lemme 4.24 (a) p. 90, ceci est équivalent au fait que
q = Pg(q)(q + w). De plus, d’aprés le lemme 4.25 p. 91,

q=(q+w)+ Z,uijGij(q), ol (q, p) est solution de (P 14).

Par conséquent, w = — " 11;;G;;(q), ot les p;; sont des réels positifs. Reste a vérifier
que p;; = 0 si D;j(q) > 0. Or, la relation de complémentarité dans (P,,;,) donne
> i Dij(q) = 0, d’out le résultat. O

Remarque 4.3 Par ailleurs, une autre difficulté viendra du fait que [’on projette sur un
ensemble K(q}t) dépendant de la position qft, ce qui sort du cadre strict des processus de
rafle décrit dans la section 2.4.2. En effet, dans ce dernier, sont considérés des ensembles
C(t) ou Uapplication multivaluée C est supposée a variation bornée avec une fonction de
variation continue & droite (cf. équation (2.13) p. 40). Cependant, nous démontrerons a
la proposition 4.9 p. 76 la propriété de continuité locale suivante : la fonction

Q0XR2N — R

(@,q9) — dg(Q)
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est continue sur un voisinage de la diagonale. En fait, nous prouverons que 'application

QO % RQN N RQN

(,9) — Pgla)

est continue sur ce méme voisinage. (Le point projeté q est supposé proche du point q
associé a l'ensemble K(q) sur lequel on projette.)

On définit les fonctions associées a ce schéma, a savoir les fonctions u”, U" constantes
par morceaux par,

u"(t) = up et U(t) = Ulqp) si t € [1, 5[, k <n,
et q" affine par morceaux telle que
q'(ty) =aqp VkeA{0,.., n}. (4.3)
De plus, on pose u"(7') = u_; et U"(T") = U(q,_,). Si on définit les fonctions p et 6 par
PE) = 6 et 0"(8) =t 5i £ € (61,60, p"(T) = T et 6°(T) = T,

la proposition suivante permet de mieux voir le lien entre le probléme continu (Es) défini
page 27,
dq
- ) =Ula) € =N(Qo.a(h)), ppt. t €[0,7]

et le probléme discrétisé.

Proposition 4.4 Les fonctions Q" et U™ vérifient

U0~ Un(0) € N (K(a" (0" (6)), a"(0"(1))), ppt t € [0.7].

Démonstration :
Par définition,

i1 = Prap(ar +hU(qy)),
ce qui implique d’apreés la proposition A.4 (c¢) p. 143,
q; +hU(qp) — di1 € Ok (qp) (A1)

En divisant par h, on obtient

—uy + U(aqy) € 0lkqp)(drs),
d’ou

wp — U(ag) € =0Tk (qp) (Ais1)-
Par conséquent d’aprés la proposition A.8 p. 144,

u; — U(qp) € —N (K(dp). ap14) -
De plus,

n

V¢ {0, ke {0.n)}}, ddit(t) _—

d’on le résultat. O
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4.2 Convergence du schéma numérique

Enoncons maintenant le théoréme fondamental de ce chapitre, dont la démonstration
fait 'objet de cette section.

Théoréme 4.5 (Convergence du schéma)
Sous les hypothéses du théoreme 2.30 p. 40, la suite de fonctions " définie par (4.2) et
(4.3) converge uniformément sur [0, T| vers l'unique fonction g € W ([0, T], Qo) solution

de

d
d—? —U(q) € =N(Qo,q) p-p,
q(0) = qo € Qo.

Comme cela a été souligné dans la remarque 4.3, le remplacement de )y par des ensembles
K(q) souléve une nouvelle difficulté (par rapport aux travaux de J.F. Edmond et L.
Thibault |[ETO06]) puisqu’une hypothése de régularité de ces ensembles nous fait défaut.

4.2.1 Extraction et propriétés de la fonction limite

Extraction

On rappelle que Vq € R*| |U(q)| < Cp. Par construction, u = Po, ) (U(ay))-
Puisque C,(qy) est un convexe fermé contenant 0 et que la projection sur ce dernier est
1-lipschitz, on a

Ponap) (U(dR)) — Py (0))] < [U(ay) - 0]
Do,
lui| < [U(qg)| < Cu. (4.4)

Par conséquent,

[0"[| oo (fo,77,R27) < Clr.

t
Comme pour tout ¢ dans [0,7], q"(t) = qo —|—/ u”(s)ds, on a
0

la" (| Lo (0,71, r2vy < |ao| + T Cy.

D’apreés le théoréme d’Ascoli, il existe donc une suite extraite, toujours notée q", qui
converge uniformément sur [0,T| vers une fonction q € C°([0, 7], R*").

q" % q sur [0, 7] (4.5)

n—oo

On peut montrer en fait que la fonction limite est plus réguliére.

Proposition 4.6 La fonction q est dans W5H>([0,T], R*).
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Démonstration :
La suite des dérivées, toujours notée u”, est bornée dans L>([0, 7], R*"). I existe donc
une suite extraite (toujours notée) u” qui converge dans L>([0, 7], R*") faible . Appelons

u sa limite, on a alors
u” = u dans L>([0, T], R*). (4.6)

L’égalité
t
q"(t) =qo +/ u"(s)ds, vt € (0,7
0

donne a la limite

q(t) =qo + /Otu(s)ds, vt € [0,77.

d
On en déduit que la fonction q est dans Wh>([0, T], R*) et que d_(tl =up.p O

Proposition 4.7 La fonction q vérifie q(t) € Qo, pour tout t dans [0, T).

Démonstration :

Par construction et par convexité de K(qy), q"(t) € K(q) C Qo si t € [t} th 4] A
fortiori, q"(t) € Qo, pour tout ¢ dans [0,T]. Comme @ est fermé, on obtient bien a la
limite le résultat annoncé. U

Finalement, la fonction q est dans W"*°([0, T], Qo) € W'([0,T], Qo). Si on montre que
cette fonction vérifie I'inclusion différentielle précédente, le théoréeme 2.30 p. 40 affirmera
son unicité. Ainsi, par compacité et par unicité de la valeur d’adhérence, on en déduira
que la suite q" converge vers la fonction q, unique solution du probléme.

Inclusion différentielle

On veut montrer que la fonction limite q vérifie I'inclusion différentielle du théo-
reme 4.5. Le début de la preuve qu’on propose ici s'inspire d’'une démonstration présente
dans [ET06]. Afin de faciliter la lecture de la preuve, les lemmes énoncés seront démontrés
ultérieurement, dans la sous-section 4.2.3 p. 90. On veut montrer que

dq
5~ U@ € ~N(Qo,q) pp.
D’aprés le lemme 4.2 p. 70, il suffit de montrer que
dq
5~ Ula) € -N(K(a),q) p-p.

n
On sait, d’aprés les résultats (4.5) et (4.6), qu'il existe des suites " et u”" = T felles

dt
que

dq" . dq ON
— = — dans L>(]0,T],R
U2 09 s (0, 7))
2 g sur [0, 7.
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Comme on travaille sur U'intervalle [0,T| borné, cela implique en particulier,

dq” dq 1 9N
—— —~ —dans L T].R
dt dt ans L ([0, T, )

q" % q sur [0, 77,

n—~0o0

5 U(q) et finalement,

n—oo

Comme U est lipschitzienne, on a U"

dq"” . 49 1 2N
o U 7 U(q) dans L ([0, T],R*Y)

q" % q sur [0, T].
n—oo

Ceci associé au lemme de Mazur assure I'existence d’une suite de fonctions z" € L([0, T], R?Y)
telle que,

k
z" € Conv (ddit ~U* k> n) et z" —— dq. _ U(q) dans L*([0, 7], R*Y).

Quitte a extraire, on peut supposer que

n—00 dt
Or d’apres la proposition 4.4, on sait que
dqn n n T n n
S0 - U(0) € N (@ 0). 0@ (0), pot € 0.7 (47)
dq
— - 1,
A1) - Ula(t)) e

que 'inclusion ci-dessus soit vérifiée au point ¢ (i.e. pour ¢ ¢ {¢}'}). On veut montrer que
z(t) € =N(K(q(t)),q(t)). Comme z"(t) € Conv (ﬂ(t) —Uk), k> n), on a

On fixe ¢ dans [0,7] tel qu’on ait la convergence de z,(t) vers z(t)

dt

k
ve R, @(0,6) < sup (00 - U0, €).

A la limite, on obtient

n

VE € R, (z(t),€) < limnsup <ddit(t) —U"(t), §> ) (4.8)

On souhaite maintenant majorer cette limite supérieure. Pour cela, on utilise I'équa-
tion (4.7) et le résultat suivant (cf. lemme 4.24 (d) p. 90) a savoir que

%@ ~U(t) € ~N(K(q"(0"(1))), a"(0" (1))
est équivalent a
Ve € R?V, <—%(t) +U" (), £> < '%(ﬂ - U”(t)’ diq (o) (€ + 4™ (0"(2))).
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On a donc

n

o, ve B, (M) -0, €) < \dios) 0

dt at dxc(an (o o) (@™ (0" (1) — &)

D’aprés (4.4), on obtient

n

o, e <R, (B0 U0, €) <200 diarirop(@0(0) 6. (49)

De plus, on a Vn, V&€ € R*Y

| Ak (oo (A" (07 (1)) — &) — diciay (a(t) — )]
< dr(qreron (@ (0™ (1) — &) — drqrer @y (alt) — &)
+ | dic(qr(or e (Alt) — &) — drquy(alt) — €)]

< 1a"(0"(1) — a(t)] + |di g (@) — &) — drqe (alt) = €)].
On utilise la proposition suivante qui sera démontrée dans la suite.

Proposition 4.8 [l existe v > 0 tel que pour tout € € R*V €| < v,

|dic(an (o) (alt) — &) — dicquy (alt) — &) —— 0. (4.10)

n—oo

On obtient donc V&€ € R?N, [¢] < v,

drc(qn(or ) (A" (0" (1)) — &) —— dr(quy(a(t) — &)

n—~0o0

Finalement, en passant a la limite dans (4.9), on obtient

VE e R, [€] < v, (2(t),€) < 2Cudg gy (a(t) — &).

Ceci est équivalent d’aprés le lemme 4.24 (f) p. 90 a

z(t) € =N(K(q(t)), q(t)). (4.11)
U

Ainsi, s’achéve la démonstration du théoréme 4.5 dans ses grandes lignes. Reste main-
tenant a justifier les lemmes utilisés (cf. section 4.2.3) et surtout la proposition 4.8 qui
est fondamentale. On a choisi de donner une preuve différente de celle écrite dans [ET06|
pour majorer la limite supérieure de I’équation (4.8), toutefois I'argument-clé est le méme.
En effet, les auteurs ont par hypothése (cf. équation (2.13) p. 40),

dewy(y) — dew(y), Vy, lorsque t" — ¢

analogue a (4.10). Ceci leur permet de démontrer la proposition 2.1 de [ET06|, qui a partir
de I'équation (4.8) donne le résultat (4.11).
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Démonstration de la proposition 4.8

La proposition 4.8 se déduit de la proposition suivante en I'appliquant aux points
q=q(t) et g, = q"(p"(1)).
Proposition 4.9 Soient q € Qo, (an)nex € (Qo)" vérifiant q, —— q, on définit K =
K(q) et K, = K(q,). Pout tout q dans R*", on pose p = Pr(q) et p, = Pk, (q). Alors,
il existe v > 0 (dépendant de q) tel que pour tout q € B(q,v), p, —— P. En particulier,
dg,(q@) —— dk(q).
n—o0

Démonstration :
On sait d’aprés le lemme 4.25 p. 91, que les vecteurs p,, sont solutions d’un systéme de
type suivant :

[ B.=a+ > NGilan)
1<J

—~

(Pmei) Vi < j> Dl](qn) + sz(qn) ' (pn - qn) >0
Z)\ zg qn +GZJ( ) (f)\;_qn))zoa

1<J

\
ot les A7 sont des réels positifs. De méme, le vecteur p est solution d'un systéme analogue :
( ~ o~
P=a+ » \;Gilq)
i<j
(Pog)§ Vi<j, Di(a) +Gi(a) - (P—q) =0
Z)\Z] iJ q +Glj(q)(ﬁ_q)) 207

\ 1<j

ot les A;; sont des réels positifs. Les réels Al; et A;; sont des multiplicateurs de Lagrange
et la derniére ligne des deux systémes contient une relation appelée relation de complé-
mentarité. La proposition suivante (dont la démonstration fait I'objet de la section 4.2.2)
affirme que la suite A" = (\};) est bornée.

Proposition 4.10 Pour tout q € Qo, il existe v > 0 et M dans N tels que pour tout
n > M, tout q dans B(q,v) et tout X" solution de (P, 5), on ait

2y/ny
Vi<, A< bV onb = &

min (sin (ﬁ) sin (%)) 7

Quitte a extraire, on peut donc supposer que

avec n, défini au lemme 3.16 p. 53.
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En passant a la limite dans le premier systéme, on obtient que la suite p,, converge vers
un élément p vérifiant :

q+ZX’°G

1<j

§ Vi <y, Dz"( )+ Gij(q)-(P—q) >0
YA (Dyla) + Gy(a) - (P —a) = 0.

1<J

\

On en déduit donc que p = p. La suite p,, n’a par conséquent qu’une seule valeur d’adhé-
rence p, d’oil sa convergence vers p. O

Remarque 4.11 Le résultat de la proposition 4.9 n’est pas vrai en toute généralité lorsque
K(q) = ﬂKj K;j(q) est une intersection quelconque de demi-espaces. Sur la figure 4.2, on
a tracé les frontiéres des demi-espaces K7y = Kia(qy) et Kiy = Ki3(qy). Ces frontiéres
se rejoignent lorsque n tend wvers linfini. On remarque donc que la suite p,, qui est
stationnaire, ne tend pas vers p.

F1G. 4.2 — Contre-exemple.

L’argument-clé de la démonstration de la proposition 4.9 est le caractére uniformément
borné des multiplicateurs de Lagrange. On le démontre dans la section suivante.

4.2.2 Démonstration de la proposition 4.10 : étude des multipli-
cateurs de Lagrange

Dans toute cette section, on reprend les notations de la proposition 4.9. On se donne
q dans (g et une suite (q,) d’éléments de @y, qui converge vers q. Les projections d’'un
élément q sur K(q) et sur K(q,) sont notées respectivement p et p,,. On cherche a borner
tous les A tels que (p, A) soit solution de (P, ;) et tous les A" tels que (p,, A") soit solution
de (P, 7). Pour simplifier, on écrira juste X solution de (P, ;) et A" solution de (P, ),
dans la suite. Une premiére chose a noter est que les multiplicateurs de Lagrange sont
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nuls quand il n’y a pas contact. Définissons donc I'ensemble des couples de personnes qui
sont éloignées 'une de l'autre (i.e. a distance strictement positive) :

Ifa'r(q) = {(Zvj) € [[17N]]27 1< j? Dzj(q) > 0}7
et précisons la valeur des multiplicateurs de Lagrange associés a ces couples.

Lemme 4.12 [ existe v > 0 et My dans N tels que pour tout n > My et tout q dans
B(q,v), on ait :

iy = Aij = 0, pour tout couple (i, j) de l'ensemble 1. (q),

o X et A" sont respectivement solutions de (P, ;) et (P, 3)-

Démonstration :
Ceci vient de la relation de complémentarité (derniére équation des problémes (B, ;) et
(P,,.5)- En effet, par définition de I, (q),

e >0, V(4,7) € Itar(q), Dij(q) > 2e.

Alors, comme q, —— q,
n—-+o0o

IMy > 0,%n > My, Dij(an) > ¢, ¥(i,5) € Irar(q) et |qn —ql < <

J— 8'
€ . . ~ ~ €
Posons v = = et choisissons q € B(q,v) , on a alors |q — q| < 3
Comme p = Pg(q) et q € K, on a
B-dl<la-d. (4.12)
Par conséquent,
- o~ ~ 5
P-al<p-dl+la-a <2a-af <.
De maniére analogue, comme p, = Pk, (q) et q, € K,, , on a
P —dl <lan—dl <la—ql+]a—qg.| <2v (4.13)

D’ou,

Pn — ol < [Pn—al+Hla—an[ <2[q—qn| <dv <

£
>
Par conséquent,

~ £ — e
Dij(a)+Gij(a)- (P—a) > 26 = V2 > 0 et Dij(an) + Gij(an) - (P — ) > €= V25 > 0.

La relation de complémentarité et la positivité des multiplicateurs de Lagrange permettent
alors de conclure. 0
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o GG
o o TR

JANP A23 A?Q Ars

Fia. 4.3 — Configurations q, q, et q.

Remarque 4.13 Lorsque D;;(q) > 0, on peut donc affirmer que les multiplicateurs de
Lagrange \i; et N sont nuls pour n assez grand. Lorsque D;i(q) = 0, \;; peut étre nul
sans que \j; le soit pour n assez grand (méme si Dij(q,) > 0). Dans la figure 4.3 ,
sont dessinées les configurations q, q, et q de 3 particules. Décrivons-les. Partant de la
configuration q, le centre de la particule 2 a subi une homothétie et une rotation de centre
q1, pour obtenir la suite des configurations q, tendant vers q. La particule 2 a juste été
translatée pour obtenir la configuration q (toujours a partir de la configuration q). Sur les
configurations q et q,, on a tracé respectivement la droite A1y de vecteur normal e12(q)
et la droite A}, de vecteur normal e13(qy). Ces deuz droites ont été représentées sur la
configuration q. Ainsi, on observe que q appartient 4 K(q) puisque les particules 1 et 2
se trouvent bien de part et d’autre de la droite Ao, Par conséquent, Ao = 0. Cependant,
q n'appartient pas a K(q,) et Xy > 0 pour tout n.

On cherche a borner les A" solutions de (P,, ;) qui apparaissent dans 'écriture :
Y AiGij(an) =P, —q=TF".
i<j
Mais, d’aprés le lemme 4.12 p. 78, les seuls multiplicateurs de Lagrange a considérer

sont ceux qui sont associés aux contacts présents dans la configuration finale q. Ainsi, on
commence d’abord par étudier les multiplicateurs intervenant dans ’écriture suivante :

Y AGij(a)=p-q=F.
i<j
Par souci de clarté, on considére dans la suite le cas monodisperse (tous les disques ont le

méme rayon noté r). Les modifications a apporter dans le cas polydisperse seront précisées
dans la démonstration de la proposition 4.21 p. 86.

Cas monodisperse

Proposition 4.14 Dans le cas monodisperse, pour tout q dans )y, pour tout F dans
R2N | on définit I’ensemble

Aq,F = {)\ - RNU\Q?I) s Z)\Z]GZ]((]) = F, )\ij Z 0, )\ij = 0 S D”(q) > 0} .

1<j
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Cet ensemble, s’il est non vide, est borné uniformément en q. Plus précisément, on a

3

sin(37)’

VA€ Ay p, Vi<j, \j <|F|a" ota=

Démonstration :

On considere le cas o1 A, p est non vide. On cherche a estimer les solutions A du systéme
suivant (a 2NV équations) : >, - A;;Gij(q) = F. Comme \;; = 0 si D;;(q) > 0, beaucoup
de multiplicateurs de Lagrange sont nuls. On cherche en fait a résoudre

> XNGilq) =F, ;>0 (P).
i<
Dij(q) =0

En précisant Iécriture des vecteurs G;;(q), on peut expliciter les 2 lignes du systéme qui
concernent la personne i,

Z /\jioejio = I}, (Pio)
j=1
J # o

7 voisin de 7g

Lo et ey, = ey .
Xioj S1 J > ig Jio jio (1)

X;;;:{ )\jiOSij<Z.0
Comme on s’est placé dans le cadre monodisperse, il y a au maximum 6 termes dans la
somme puisque la personne 7y a au plus 6 voisins. Bien entendu, il est plus facile de résoudre
(P;,) quand le membre de gauche contient peu de termes. I.'idée de la démonstration est
la suivante. Quand il n'y a qu’'un seul terme (i; a un unique voisin j), la résolution est
triviale (cf. Etape 1 ci-aprés). Lorsqu'il y a deux termes (ig a deux voisins j; et js), le
systéme est inversible si e; ;, et e; ;, sont indépendants. Le cas qui pose probléme est
celui ot les 3 personnes sont alignées, iy se trouvant entre j7; et jo. En résumé, si 'angle
entre les vecteurs e, ;, et e;,;, est strictement inférieur a 7, le systéeme est inversible, la
borne de l'inverse dépend de cet angle et diverge quand ce dernier se rapproche de 7.
Comme on veut majorer les multiplicateurs de Lagrange, on veillera donc a controler cet
angle (cf. Etape 2 ci-aprés). Pour résoudre le probléme global, il suffit de résoudre ces
sous-problémes (F;) dans un ordre bien choisi : on résout les plus simples d’abord.

Principe général :
On considére une configuration admissible q = (qy,..,qn) € Qo formant un amas, dans
le sens ou ’ensemble Ufil B(q;, ) est connexe par arcs. (Pour les autres configurations,
il suffit de traiter les amas présents un par un, puisque les problémes associés sont indé-
pendants). On note A = {qi,..,qn} I'ensemble des positions des N personnes. (Dans la
suite, on identifiera parfois abusivement la personne i et sa position q;). On va considérer
les personnes de cet ensemble une a une et résoudre les sous-problémes définis ci-dessus.
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L’idée est la suivante : & chaque résolution d’un probléme (P, ), on enlévera 1’élément
qi, de A, on supprimera le sous-probléme (P;)) du systéme global (P), et on prendra en
compte les valeurs trouvées des X;;, pour les personnes j voisines de iy, en modifiant
les seconds membres respectifs Fj. On va progressivement réduire A, jusqu’a obtenir un
singleton. Précisons maintenant dans quel ordre nous allons traiter les sous-problémes,
¢’est-a-dire dans quel ordre nous allons considérer les personnes. On suppose que A est
non réduit & un singleton.

Etape 1 : élimination des contacts simples
On suppose qu'il existe q; dans A tel que q; ait un unique voisin q;. Le probléme (F;)
s’écrit donc o
/\jieji = Fz
Par conséquent, )/\; = |F;]. On retire alors 'élément ¢; de A et on modifie le second
membre F; comme suit

Fj = F’J — )\jiei]’.
Ceci nous ameéne a remplacer la borne du second membre F; par |F;| + |F;|. On élimine
ainsi tous les contacts simples de A, ce qui permet par exemple, de traiter entiérement le

cas de la figure 4.4.

F1G. 4.4 — Cas d’une chaine.

Si A n’est pas réduit & un singleton apreés cette étape, on passe a la suivante.

Etape 2 : il n’y a plus de contacts simples

On définit C' I'enveloppe convexe des q; (restants) dans A. On note E I'ensemble des
points extrémaux de C et p son cardinal. On note P la frontiére de C' qui est donc un
polygone convexe dont les sommets sont les points de E. Ce polygone a au moins p > 3
sommets. En effet, le cas de 2 sommets est celui d'une chaine, déja traité dans lI'étape
précédente. La somme des angles de P vaut 7(card(E) — 2) = w(p — 2). Par conséquent,
il existe un angle de P qui soit inférieur ou égal a m(1 — %) < 7. On considére alors le
sommet associé a un de ces angles. On le note q;. Il y a alors 2 cas possibles : soit q; est en
contact avec 2 personnes exactement, soit ¢; a exactement trois voisins. En effet, comme
il n’y a plus de contacts simples, tous les éléments de A ont au moins deux voisins. De
plus, la condition d’angle précédente permet d’affirmer que les voisins de q; se trouvent
tous dans un cone d’angle au sommet strictement inférieur a 7. Or si g; et q; sont au
contact de ¢;, 'angle entre les vecteurs e;; et e est supérieur ou égal a 7. Aussi, si q; a
au moins 4 voisins, I'angle entre les 2 voisins les plus éloignés est supérieur a 35 = 7. On
obtient alors une contradiction avec la condition d’angle.
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Cas 1 : q; a 2 voisins
Quitte a faire une rotation de centre g;, on peut supposer qu’on se trouve dans la confi-

guration de la figure 4.5. D’apres le choix de q;, v > 2“ > 2” et v < 2& car les particules
7 et k ne se chevauchent pas. Noter que necessa1rement N Z p >3

i qy

dk
FiG. 4.5 — Cas 1.

Plus précisément, e;; = < _01 ) et ex; = < (s:i)r?:yy ) Le probléeme

Aji€ji + ):\I;ieki =F (P)

se réécrit donc

X; 1 —sin7y cosvy EY
e ) smy 0 1 Fy )

V2
in~y

Ainsi, on a

Nji <

J1

—~ 1
il et Api < ——|Fil.
sin y

On enléve q; de 'ensemble A. On modifie les bornes du second membre, plus précisément,

N
m(N)

On supprime alors le sous-probléme (F;).

|F;| et |Fy| par |Fy| + ——=—|F;| car siny > sin(

on remplace |F;| par |Fj| + —5— 7).

1
sin (%)

Cas 2 : q; a 3 voisins

Quitte a faire une rotation de centre q;, on peut supposer qu’on se trouve dans la confi-
guration de la figure 4.6. On a d’une part v > 2?” > %’r D’autre part, v < Z puisque les
particules j et k ainsi que k et [ ne se chevauchent pas. On obtient donc I’encadrement
de v suivant,

<~ < (4.14)

2|l>\1D
O-’>|>1

82



4.2. Convergence du schéma numérique

Par ailleurs, on a 3 < —% car les particules j et k ne se chevauchent pas. De plus, comme
B> —m+v+ 7%, onadapres (4.14), 8 > - %’r On obtient donc I'encadrement de (3
suivant,

2r 2w m

— - — << ——. 4.15

N 3 b= 3 ( )
Noter que nécessairement, N > p > 6 pour que 'encadrement (4.14) ait un sens. En effet,
il est facile de voir que pour N < 7 personnes, on réduit 'amas A jusqu’a un singleton

grace a I'étape 1.
i q;

C YN

& qk

FiGg. 4.6 Cas 2.

Plus précisément, e;; = ( _01 ), Cri = ( _C9Sﬁ ) et e = ( (Sji)ns;y ) Le probléme (P;)

s’écrit, - . -

Aji€ji + Akieri + Auey = Fi.

Bien siir, on voit apparaitre dans cette situation la non-unicité des multiplicateurs de

Lagrange (2 équations, 3 inconnues). Elle est due au fait que le vecteur e; peut s’écrire

comme combinaison linéaire a coefficients positifs des vecteurs e;; et e;. On définit une
0

solution particuliére de ce probléme (XY, 0, AY) ou les composantes vérifient,

3

A0, 1 —sinvy cosvy EF
7% %

= . 4.16
A0 smv< 0 1 FY (416)

Il reste alors a décrire le noyau de la matrice du systéme (P;) pour obtenir toutes les
solutions. On utilise donc le lemme suivant démontré p. 93.

Lemme 4.15 Le noyau de la matrice du systéeme (P;) est engendré par le vecteur :

sin(3 — )
kg, = sin y
sin (3

De plus, on connait les signes de ses composantes,

V3

2 2
sin(f — ) < —sin(ﬁw) <0, siny > sin(%) >0 et sinf < -5 < 0.
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Toutes les solutions de (P;) s’écrivent donc,

Aji AJi sin(3 — )
)T,;- = 0 +1 sin vy ontelR
i S\E sin 3

Or nous cherchons toutes les solutions positives. La positivité de siny implique que ¢ doit
étre positif. De plus, les signes négatifs de sin(3 — 7) et de sin 5 impliquent que t < ¢,ax

ou . N
A, A0

tmax = mi L L. 417

i (—sin(ﬂ—v)’—sinﬁ> (4.17)

Comme tsin( — ) <0 et tsin3 <0, on a

N < A0 et Ay < A
Or on a déja vu (cf. cas 1) que

V2

— —~ 1
N < =—|Fj| et A); < ——|F}|.
sin 7y sy
D’ou /o
A < ]F\PT)\ZZS—‘F’
sin 7y

Comme tsiny > 0, on a .
)‘k‘i S tmax sin -

Le lemme suivant (démontré p. 94) permet d’obtenir la majora’rion finale de )T;;

Lemme 4.16 On a la majoration suivante : tya,siny < \/_]F\

Ainsi

)‘kl = \/—‘F ’
On enléve q; de I'ensemble A. On modifie les bornes du second membre, plus précisément,

Q
e 7).

On supprime alors le sous- probleme (P;).

on remplace |F}| par |F\—|—S |F;|, | Fx| par | Fx|+ et |F| par |F|+ ———

1
73 (%)

A la fin de I'étape 2, nous avons donc retiré une personne de I'ensemble A. Si cet en-
semble n’est pas réduit a un singleton, on retourne a I’étape 1.

Bilan
En itérant ce procédé, c’est-a-dire en éliminant tous les contacts simples puis en choisissant
une particule extrémale vérifiant la condition d’angle précédente et ainsi de suite, on résout
le probléme global (P) en (N — 1) étapes. On remarque qu’a chaque résolution de sous-
problémes, on arrive & borner les multiplicateurs de Lagrange par le second membre a une
constante prés. Il suffit donc de savoir comment évolue la borne du second membre pour
estimer les \;;. Le lemme suivant (démontré p. 94) permet de conclure.
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Lemme 4.17 A chaque réduction de l’ensemble A, la norme |F| est remplacée au pire

[F.

des cas par ———s—
P sin(Z)

Ainsi s’achéve la démonstration de la proposition 4.14. [

On obtient le corollaire suivant.

Corollaire 4.18 Dans le cas monodisperse, pour tout q € Qy, il existe v > 0 tel que pour
tout q dans B(q,v) et tout X solution de (P,;), on ait

3

sin(37)’

Vi<, Nij < va™ ot a=

Démonstration :

Le lemme 4.12 donne lexistence de v > 0 tel que pour q € B(q,v), (p,A) solution de
(P, ;) implique que A € A, p avec F = p — q. De plus, lors de la démonstration de ce
lemme (p. 78), on montre que |F| < v (cf. équation (4.12)). La proposition 4.14 permet
alors de conclure. U

Remarque 4.19 Dans [Mau06], B. Maury avait déja montré le caractére borné des mul-
tiplicateurs de Lagrange, sans expliciter de borne, en utilisant la notion de cone asymptote
(voir [Mau06]). L’idée de considérer les particules extrémales y était déja présente. Ce-
pendant, pour montrer le caractére uniformément borné des multiplicateurs de Lagrange,
il est essentiel de comprendre la dépendance de cette borne par rapport a la configuration
q considérée. Celle-ci dépend trés fortement de la géométrie de la configuration et plus
précisément de la présence de gros amas.

Nous avons donc démontré que les multiplicateurs de Lagrange intervenant dans la projec-
tion de q sur K(q) sont bornés. Reste a étudier ceux qui interviennent dans la projection
de q sur K(q,).

Proposition 4.20 Dans le cas monodisperse, pour tous q, q, dans Qq, pour tout F dans
R2N | on définit I’ensemble

AQ,CImF = {)\ c ]RNU\Q?D s Z )\z]Gm(qn) = F, )\ij 2 O, )\ij =0 s D”(q) > 0} .

i<j

Alors, il existe My dans N tel que pour tout n > M, l’ensemble Ay, r, s'il est non vide,
est uniformément borné. Plus précisément, on a

3

. . N N
YA€ Nggor, Vi <j, \ij < [Fla” onia= Sin(Z)’
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Démonstration :

Comme la suite (q,) tend vers q, il existe M; dans N tel que pour tout n > My, pour
tous couples (i, ), i < j, (k,l), k <[, I'angle orienté entre les vecteurs e;;(q,) et ex(qy,)
soit proche de I'angle entre les vecteurs e;;(q) et ey (q) :

—_—

.o . . ™
My, Vn > M, V(Z,]), <], V(k}l), k<, ’(eij((]n),ekl(qn))—(ezj(Q),ekl(qm <a< N

Soit m > M, on suit maintenant la méme démarche que celle de la démonstration de la
proposition 4.14. On définit les sous-problémes (FP/*) comme suit :

Z )Tj/i@?z‘ = F (£r)
j=
J#i

Dij(q) =0

ou

= A sig <1

/\ji = )\]Z . ] . et 6;-7;- = eﬂ(qn)

ij S1 ] > 1

On remarque que la somme du membre de gauche porte sur les j voisins de ¢ dans la
configuration finale q. Considérer les voisins dans la configuration q, serait une erreur
car \;; peut étre strictement positif alors que la distance D;;(q,,) est strictement positive
(cf remarque 4.13). On résout les sous-problémes (P/") exactement dans le méme ordre
que les sous-problémes (P;). Les résolutions effectuées lors de I’étape 2 ne poseront pas
de probléme puisque les angles entre les vecteurs e;;(q,,) sont contrdlés. L'angle v, (avec
des notations évidentes) est maintenant supérieur a QW” —a> L. 0J
Généralisation au cas polydisperse
Le caractére uniformément borné des multiplicateurs de Lagrange se généralise au cas
polydisperse. La proposition suivante est analogue a la proposition 4.14.

Proposition 4.21 Pour tout q dans Qq, pour tout F dans RN, on définit I’ensemble

Aq,F = {)\ — RN(A;_I) s Z)\”GZ](Q) = F, )\ij Z 0, )\ij = O S ng(‘]) > O} .

1<j

Cet ensemble, s’il est non vide, est uniformément borné en q. Plus précisément, on a

2\/n
VYA E Ny p, Vi<j, \ij <|F| WY ou b= ’ ,
. . m . [ 2m
min | sin ,8in [ —
< (nv + 1) (N ))
ol n, est le nombre mazimal de voisins que peut avoir une personne (cf. lemme 3.16

p. 53).

Démonstration :
Comme il suffit de reprendre le cheminement suivi pour prouver la proposition 4.14, seules
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les grandes lignes de la démonstration seront présentées ici. L’étape 1 est identique au cas
monodisperse, la différence vient du fait que ’étape 2 comporte beaucoup plus de cas. En
effet, dans une situation polydisperse illustrée par la figure 4.7, la personne extrémale ¢
peut avoir n!, > 3 voisins on

™

. T'min
arcsim | ———
T'max + T"'min

(La majoration de n, est le résultat du lemme 3.16 p. 53).

n' <n, <

q;

Fi1G. 4.7 Cas polydisperse.

De la méme maniére que dans le cas monodisperse, on peut montrer que le noyau de

la matrice associée au systéme (P;) a résoudre a pour dimension n! — 2. On détermine

facilement une base de ce noyau (voir les notations sur la figure 4.7), formée des vecteurs
Z‘ . ] . . .

ks, 1 < p < n; qui n'auront que 3 composantes non nulles : sin(f, —7) <0, sing, <0

et siny > 0. Plus précisément,

sin(8, — )

kg, = sin 7y ,

sin 3,

éme

siny se trouvant a la (p + 1) coordonnée. Les solutions du probléme (P;) s’écrivent

donc comme somme de la solution particuliére (analogue a celle de I'équation (4.16)
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p. 83) et de thkgﬂ, oun t, € R. De la méme maniére que dans le cas monodisperse,
on vérifie facilement que les coefficients ¢, sont positifs. Ensuite, on essaie d’estimer les
majorants t, max définis comme dans (4.17) p. 84. Pour cela, on majore les quantités
suivantes sin(f, — ) et sin 3,. Grace a la démonstration du lemme 3.16 p. 53, on peut
affirmer que
. T'mi
B, < —0 = —2arcsin ($) .
Tmax + T'min

De méme, on montre que 3, —y < —6. Ainsi, sin(f8, —y) < —sinf et sin 3, < —sin 6. Ce
qui nous permet d’obtenir finalement

) 1
tp,ma.x S 7y S @‘FA

Enfin, en faisant un nouveau bilan, on montre (méme preuve que le lemme 4.17 p. 85)
que dans le pire des cas la norme de |F| est remplacée par

2./ |F|

min (sin f, sin (%ﬁ))

O

On conclut grace a la minoration 6 > .
n, +1

Nous obtenons maintenant une proposition analogue a la proposition 4.20 en reprenant
la méme démonstration.

Proposition 4.22 Pour tous q, q, dans Qo, pour tout F dans R?N, on définit [’ensemble
Aq,qn,F = {)\ € RNU\;_I) s Z )\”G”(qn) = F, )\ij Z 0, )\ij =0 s¢ D”(q) > O} .
i<j

Alors, il existe My dans N tel que pour tout n > M, l’ensemble Ay, r, s'il est non vide,
est uniformément borné. Plus précisément, on a

2/,
YA€ Aggurs Vi < j, Ay < [F) B ou b = " ,
T m
min <sin <nv n 1) ,sin <N>)

ol n, est le nombre mazimal de voisins que peut avoir une personne (cf. lemme 3.16
p. 53).

Nous arrivons au but de cette section. On peut maintenant démontrer la proposition 4.10
qui affirme le caractére uniformément borné des multiplicateurs de Lagrange dans le cas
général polydisperse.
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Démonstration de la proposition 4.10 :

Rappelons son énoncé :
Pour tout q € Qq, il existe v > 0 et M dans N tels que pour tout n > M, tout q dans
B(q,v) et tout A" solution de (P,, ), on ait

2y/ny
Vi< g, A< 20N o b = " .
. . m . K
min (Sln (72(77/’0 i 1)) , SIn <N>)

Le lemme 4.12 donne l'existence de v > 0 et de My € N tel que pour q € B(q,v), (pn, A")
solution de (P, ;) implique que X" € A, ,, pn si n > My avec F" = p,, — q. De plus, lors
de la démonstration de ce lemme (p. 78), on montre que |F"| < 2v (cf. équation (4.13)).
En posant M = max(M,, M;) ot M; est I'entier défini dans la proposition 4.22, on obtient
le résultat annoncé.

Remarque 4.23 [l est a noter que le caractére borné des multiplicateurs de Lagrange dé-
montré a la proposition 4.21, est équivalent a ['existence de ['inégalité triangulaire inverse
de la proposition 3.14 p. 52. Et de cette inégalité découle le caractére uniformément prox-
régulier de QQy. Cette démonstration ne se généralise pas a un ensemble de configurations
admissibles qui prendrait en compte les obstacles, en imposant une distance positive entre
eux et les personnes.

d1 d2

—_~—

)\2, obst2

)\1, obst1

Az

Fi1G. 4.8 Situation ou les multiplicateurs de Lagrange sont non bornés.

En effet, dans l'exzemple présenté sur la figure 4.8, les multiplicateurs doivent vérifier le
systéme suivant :

—~— —_—
J— xr
A2+ AL st = Y
—~ —_ —
— €T
)\12 - )\2, obst2 — F2 .
Les solutions a coordonnées positives de ce systeme s’écrivent
—_ —
)\1, obst1 Ff 1
A2 = 0 +t| 1], avect assez grand.
—_ —
—Fy 1
)\2, obst2 2

Les solutions ne sont donc pas bornées.
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4.2.3 Lemmes techniques

Enoncé et démonstration du lemme 4.24 :

Lemme 4.24 Soit S un convexe fermé inclus dans un espace de Hilbert H, soient x € S
et w € H alors les propositions suivantes sont équivalentes :

w € N(S,z) Y 7= Ps(z 4+ w) (a)
& Yyes, (wy—xz) <0 (b)
& VyeH, (wy—z)<|uw|ds(y) (c)
o VECH, (.6) < |u] ds(€ + 1) (d)
& dn>0, YveH, |v|<n, (wv)<|wl dg(v+x) (e)
< Jk>0, In>0, Ywe H, |v]<n, (wv)y<kds(v+z) (f)

Démonstration :

Démontrons I’équivalence des propriétés :

(a) < (b) : caractérisation du projeté orthogonal sur un convexe fermé d’'un espace de
Hilbert.

(¢) < (d) : clair en posant £ =y — x.

(d) = (e) : clair.

(e) = (f) : clair.

Justifions maintenant :

(b) = (c) : on considére y € H et w € N(S,z). Siy € S, ds(y) = 0 et I'inégalité (c) est
vérifiée. Sinon, on définit z = Pg(y) alors

(wy—=z) = (wz+y—2) —1)
(w,z —x) + (w,y — 2)

< (w,y—=z) car z € S,
< Jwlly - 2]
< Jwlds(y).

(e) = (d) : on considére £ € H et w € N(S,z). Si [¢] < 7, 'inégalité (d) est vérifice.
Sinon, on pose £ = avou v € H, |v]| <net a> 1. Alors,

(w, &) = a(w,v) < aw|ds(v+ x).
Il suffit donc de montrer que
ads(v+ ) < dg(av + x).
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Soit p = Ps(aw + x), alors [p — av — x| = ds(av 4 z). On définit ¢ = £ 4+ 2Lz, Comme
S est convexe, ( € S et ainsi

ds(v+z) < |(—v—2x|

1
< £+<1——)x—v—x
a !
<2z
a
1

I
1
s
|
8
|
o
k=3

N
|
QU
@
o
4
+
=

D’on,
ads(v+x) < ds(av + ).
Finalement,
(w, &) < |wlds(§ + ).

(f) = (b) : Soit y € S, on pose £ =y — .
Si [€] < m, alors (f) implique (w,y — z) < kds(y) = 0.
Sinon, comme précédemment, on pose { =y — x = av avec [v] < et a > 1. Alors

— 1 1
v+x:u+x: (1——)x+—y€5, car S est convexe.
Q@ ! !

Et par conséquent,
(w,y —z) = a(w,v) < akds(v+z) = 0.

Enoncé et démonstration du lemme 4.25 :

Lemme 4.25 Soient q dans Qo et q dans R*, on note p = Pgq)(q). Alors 3IX €
(R*’)N(g_l) tel que le couple (p, X) soit solution du probléme suivant :

P=q-+ Z)\ijGij(q)

(Pog)§ Vi<J: Dij(a) +Gij(a) - (P—a) 20
Z Aij (Dij(a) + Gij(q) - (p—q)) = 0.

[ i<y
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Démonstration :
La configuration p est solution du probléme de minimisation sous contrainte suivant :

1 ~2
argmin—|p — q|°.
pek () 2

Le lagrangien du probléme point-selle associé est,

1 -
L(p,p) = 3lp— a’— > py (Di(@)+ Gi(@)-(p—a)).
1<i<j<N
On définit les applications linéaires :

N(N-1)
2

d: RN - R
p = —(Gij(q) - p)i<j
et

N(N—1)

o Rm=z — R
H = = ZKJ- wij Gij (q) -

On peut alors réécrire 'ensemble K(q) :

N(N-1)
2

K(a) = {p eR*™, Vu e (RY) c = Y. i (Dij (@) + Gy (q) - (p—q) < O}

1<i<j<N

N(N—1

= {p eR*™ , Vue (RY) * , (u,—D(q) - @(q) + 2(p)) < 0}~

N(N-1)
2

[’existence d’un point-selle (p, A) pour L est classique (cf. [Cia90] ), car ®* ((R+)

est un fermé. Cette derniére propriété est démontrée au sous-lemme B.2 p. 146. Ce couple
(p, A) vérifie alors le systéme,
p+®*(A)=q
p € K(q)
(A, —D(q) — ®(q) + @(p)) =0,
qui se réécrit sous la forme :
P=q+ Z XijGij(a)
i<j
Vi < j, Dij(q) + Gij(q)-(p—q) >0
> iy (Dij(@) + Gij(a) - (p—q)) = 0. O

[ i<y

Remarque 4.26 Comme ’application ® n’est pas surjective en général, on ne peut pas
conclure a l'unicité des multiplicateurs de Lagrange. On montre méme que ce résultat est
fauz lors de la démonstration de la proposition 4.14 p. 80 (Etape 2, Cas 2).
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Démonstration du lemme 4.15 p. 83 :

Lemme 4.15 Le noyau de la matrice du systéeme (P;) est engendré par le vecteur :

sin(6 — )
kg, = sin 7y
sin (3

De plus, on connait les signes de ses composantes,

2T 2 \/§

sin(f — ) < —sin(ﬁ) <0, siny > sin(ﬁ) >0 et sinff < -5 < 0.

Démonstration :
On cherche & résoudre

—~

Aji€ji + /\Nkz‘eki + ANuezi = 0.

En remplacant les vecteurs par leurs expressions, on obtient

~ ( —1 ~ ([ —cosf3 ~— ([ cosvy \
)\ji( 0 )—i_)\ki(—sinﬂ)—i_)\”(sinv)_o'

Le systéme a résoudre est

—); —)T;;icosﬁ—i-}\\l/icosv =0
— i sin 3 4 A\ siny = 0,

ce qui équivaut a :

—~ —~ —~ sin
)‘ji = —/\]ﬂ COSﬁ + )\kz . cos 7y
' siny
~ —~sinf
)\lz - )\kz .
sin 7y

Par conséquent, on peut prendre comme vecteur du noyau,

sin
—cos 3+ — ﬁcosv
sin 7y
1
sin 3
sin 7y
ou en le multipliant par sin -y,
— cos (3siny + sin 3 cos 7y sin(8 — )
sin y = sin y
sin (3 sin (3

Reste & vérifier les majorations. Comme 2% <~ < Z ( cf. encadrement (4.14) p. 82), on a

3
bien 5
m
in~y > sin(— 0.
siny > sm(N) >
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De plus, 3 — 2¢ < 3 < —Z (cf. encadrement (4.15) p. 83) donc

V3

i < ——<0.
sin 3 < 5

Enfin, des deux encadrements précédents, on en déduit que %” — 1< fB—7< —ZW” -3
On obtient alors que

2 2
sin(f — ) < sin(ﬁ7r —m) = —sin(ﬁﬂ) < 0.
O
Démonstration du lemme 4.16 p. 84 :
S . : 2
Lemme 4.16 On a la majoration suivante : tp,q,siny < %\FA
Démonstration :
Prouvons cette majoration :
On a (cf équation (4.17) p.84)
2 1 1 1
tmax < Min \/_ : |F3|, = : |l )
siny (—sin(8 — 7)) siny (—sin )
Par conséquent,
2 1
tmayx Siny < min - V2 |F3l, - |Ei] | .
(=sin(B3—7))" " (—sinf)
D’apres les encadrements du lemme 4.15 , on a
2 2 2
bowesiny < min | V2|5 215 ) < 2R
@B ) =3
O

Démonstration du lemme 4.17 p 85 :

Lemme 4.17 A chaque réduction de l’ensemble A, la norme |F| est remplacée par
3

: 27
sin(z)
Démonstration :

En effet, lors de ’étape 1, la norme de F est remplacée par \/§\F\ car

|F| au pire des cas.

(55| +1FD* < 2051 + [F).
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V6

F| car
sin(%ﬁ)‘ |

Lors de I’étape 2, dans le cas 1, elle est remplacée par

2 2
2 1
B+ Y2 || +(wu+. %|EQ
sm(ﬁ) sm(ﬁ)

2 1
<2 |F)? + — | Fil* ) + 2 [ |Fel?* + —55| il
— (‘ ]| SiHQ(QWﬂ—)‘ |) ‘ k‘ Sin2(2w7r)‘ |

(B + 1 + [Fe).

< -
~ sin®*(%)

Enfin, lors de I'étape 2, dans le cas 2, elle est remplacée par

F| car
sin(%”)| |

QEHgﬁ%ﬁEOQ+(WH+§§EOQOEH§EéﬁEOQ

2 4 1
< 2| |F;? F|? 2 |Fel? + =|F|? 2 |F|? + ———|F|?
<2 (1BF+ gy ) + 2 (1R + 08 +2 (1A + s

N

9

<
~ sin?(

Qﬂ)dFiF + | E5 P + |Fe* + |F ).

N
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Chapitre 5. Méthodes numériques utilisées et programmation effective

Dans ce chapitre, nous présentons les méthodes numeériques utilisées lors de la pro-
grammation effective du modéle. Dans la section 5.1, nous proposons d’utiliser I’algorithme
d’Uzawa pour réaliser le second point du modéle a savoir calculer la vitesse réelle en tant
que projection de la vitesse souhaitée. Nous détaillons cet algorithme, présentons les ré-
sultats de convergence associés et terminons par sa programmation en Matlab. Ensuite,
nous nous intéressons au premier point modéle en programmant une vitesse souhaitée sou-
haitée particuliére, dirigée par le plus court chemin. Autrement dit, toutes les personnes

vitesse souhaitée, nous présentons une méthode de type Fast Marching et détaillons sa
programmation en C++-.

5.1 Calcul de la vitesse réelle avec I’algorithme d’Uzawa

5.1.1 Présentation de la méthode

Nous allons préciser la méthode numeérique adoptée pour calculer la vitesse réelle
discrétisée up (cf. début de la section 4.1). Pour alléger les notations, nous supprimons ici
toute référence au pas de temps courant ainsi qu’au nombre de pas de temps (I'indice k
et 'exposant n sont omis). La vitesse réelle u est solution du probléme de minimisation
sous contrainte suivant,

u = argmin |v — U(q)/|?,
veCy(a)
ou h désigne le pas de temps et ot Cy,(q) est I'ensemble des vitesses admissibles au premier

ordre,
Ch(q) ={veR™ Vi<j, Dj(q) +hGy(q) - v>0}.

Le Lagrangien du probléme point-selle associé est
1
L(v,A) = §|V ~U@P = > Ay (Dy(@)+hGy(q)-v).
1<i<j<N

On définit les applications linéaires,

N(N-1)
2

o: RN — R
v = —h(Gyl(a) - v)

i<j
Pt N(N-—-1
o RTT S - R
A — —h Zi<j Nij Gij (@) -
On peut alors réécrire I'ensemble des contraintes Cy(q) :
N(N—1)
Ch(q) = {veR” S VAE®RY) T = > A (D (@) +h Gy(q) - V) SO}
1<i<j<N

N(N-1)
2

= {v eR*™ | VA e (RY) ; (A, @(v) —=D(q)) < 0}-
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5.1. Calcul de la vitesse réelle avec l’algorithme d’Uzawa

L’existence d'un point-selle (u, A) pour L est immédiate (proposition H.11 p. 185). On a
alors la relation,

u="U(q) — ®*(A),

autrement dit

u="U(q)+h Z Aij Gij () .

1<i<j<N
Ces notations étant fixées, précisons l'algorithme d’Uzawa qui permet de déterminer u.
O\ N
On construit deux suites (v¥), € (RQN)N et (b)), € <(]R+)Nug 1)) de la fagon suivante :
p =0
vt = U(q) — 9" (1)
ptto= I (B +p [@ (VM) = D(a)])

N(N-1)
ol p est une constante strictement positive et I1, est le projecteur orthogonal sur (R*) ™ 2

p— I () = (max(0, p135) )i

On remarque ici I'intérét d’un tel algorithme puisqu’on a substitué la projection sur un
convexe par une projection sur Rt (simple troncature). D’aprés la proposition 1.4 p. 191,
la suite v¥ converge vers u solution du probléme de minimisation lorsque

2

On peut méme montrer que la suite des multiplicateurs de Lagrange converge aussi,
N .. , ., . N(N-1)
d’aprés la proposition 1.5 p. 192. Plus précisément, la suite u* converge vers A € (R*)™ 2

tel que (u, A) soit un point-selle pour L.

F1G. 5.1 — Cas évident de non-unicité du multiplicateur A.

Remarque 5.1 S’il y a toujours existence du multiplicateur de Lagrange pour ce probléeme
de dimension finie, son unicité n’est pas assurée en général, comme on l’a vu lors de
la sous-section 4.2.2. Sans le moindre calcul, il est facile de voir qu’on n’a pas unicité
lorsque la disposition des personnes forme un amas cristallin assez grand. Considérons
par exemple la configuration de N = 14 personnes représentée sur la figure 5.1, on peut
dénombrer 29 contacts actifs. Autrement dit, la dimension de [’espace ou vit X est 29,
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Chapitre 5. Méthodes numériques utilisées et programmation effective

alors que espace des configurations a pour dimension : 2 X 14 =28. L’application ®*
n'est donc pas injective. Par conséquent, pour w € R2Y, I’ensemble

N(N—1)
2

Aw =< A€ (RY) W= X\ Gy (q)

i<j

n’est pas réduit en général a un singleton. En revanche, on a montré que cet ensemble,
quel que soit le nombre de personnes et de contacts, est borné (théoréme 4.10 p. 76).

Remarque 5.2 Pour les physiciens considérant des écoulements granulaires, cette non-
unicité est bien connue et typique de la structure strictement monodisperse. Lorsque les
disques sont de tailles différentes, ['unicité semble étre générique (cf Isocounting conjecture

du modeéle idéalisé se traduira par une forte instabilité des pressions subies par les indivi-
dus.

Remarque 5.3 (Lien entre prox-régularité locale et rapidité de convergence de
I’algorithme)

On note G(q) la matrice remplie colonne par colonne par les vecteurs Gyj(q), ou les
couples (i,7) sont tels que D;;(q) = 0 (autrement dit, les couples (i,7) appartiennent a
Uensemble I.ontact défini par (3.4) p. 48). On définit aussi la matrice C(q) de la maniére
sutvante,

C(q) = 'G(q)G(q). (5.1)

C’est une matrice carrée de taille Neontacr €9al au nombre de contacts que présente la
configuration q (cardinal de I.optact). L'inégalité triangulaire inverse énoncée a la propo-
sition 3.14 p. 52 affirme qu’il existe une constante v telle que pour tout q € Qg, pour tout

A € (Rt)neentact gérifiant |Ay = 1, on ait
2 2
S MGu(a)] = NG@G = AC()A >

Dans la suite, pour préciser que l'on considére X € (R )"ontact  on écrira juste X > 0).
2 J
On définit pour q € Qo, le paramétre local g vérifiant

2
. t _
min AC(QA = —,
A>0 q

et un autre parametre local ng en posant

1 min(m + Tj)
N = — —— 7=
4 Ta V2

On peut montrer qu’il existe un lien entre le paramétre ng (minorant la valeur de la proz-
régularité locale de Qo au point q) et le conditionnement de la matrice C(q) dans le cas
o C(q) est inversible. Si on note Ny, la plus petite valeur propre de C(q), on sait que

Nmin = min "AC(q)A = min ‘AC(q)A.

[Al2=1 [Al2>1
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5.1. Calcul de la vitesse réelle avec l’algorithme d’Uzawa

Or
in *AC(QOA < min ‘AC(q)A.
i (@A < ‘rjun (q)

Comme pour tout A, |A|1 < /Ncontact|A|2, o0 a

[Alo>1 [Al1 >/ Tcontact [Al=>1
A>0 A>0 A>0

min ‘AC(q)A < min ~ "AC(qQ)A = Neontacr Min ‘AC(q)A.

Finalement,

] ; 2N contact
Thmin. < Meontact \I>\I\111£11 t}\C(q))\ = TNcontact ML t}\C(q)}\ — . comtact

- A =1 2
A>0 Alzo '7q
Ainsi
Ny IN
Nmin > 9
q

ot n, est le nombre mazimal de voisins que peut avoir une personne (cf lemme 3.16 p. 53).
D’autre part, le conditionnement de la matrice C(q) vaut

condy(C(q)) = [|IC(q)|2IC(q) |2 = M

mwn

Comme Gi;(q) = V2, on obtient que

1C(a)ll2 = Mmaz = 2.
Ainsi,
2 272

condy(C(q)) > SN

Par définition de ng, on obtient

condy(C(q)) > ! min(r; + ;).

T NV ne N (i.9)

Plus le facteur ng est proche de 0, pire sera le conditionnement de la matrice C(q).

Or la matrice intervenant dans [’algorithme d’Uzawa est la matrice correspondant a
Uapplication ®@*, de la forme C(q) = 'G(q)G(q). On s’attend alors a ce que 'algo-
rithme d’Uzawa converge moins rapidement pour des configurations associées a de faibles
proz-réqularités locales (impliquant de faibles valeurs du parameétre ng). Pratiquement, on
s’apercoit que la résolution du probléeme point-selle lors d’un important « bouchon » se ré-
vele la plus cotiteuse, un grand nombre d’itérations de [’algorithme d’Uzawa est nécessaire
pour atteindre le seuil de précision prescrit par 'utilisateur alors que les calculs, lors de
pas de temps sans engorgement, sont quasi immeédiats.
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Chapitre 5. Méthodes numériques utilisées et programmation effective

5.1.2 Programmation

Prise en compte des obstacles
On interdit aux disques de traverser les obstacles présents, autrement dit on impose une
distance positive entre ces derniers. Si les obstacles sont au nombre de n,s, on introduit
alors pour 1 <7 < N et 1 <[ < nge vecteurs Gg’let(q) € R?V, gradient de la distance
entre la personne ¢ et 'obstacle [ :

G%*(q) = (0,...,0, —ni.l(q) ,0,...,0),
i

ot ny(q) est un vecteur unitaire de R? qui dépend de la position q; par rapport a 'obstacle
[ (cf. figure 5.2).

F1G. 5.2 — Représentation du vecteur n;(q) en fonction de q;.

Ces Nngs: nouvelles contraintes sont gérées numériquement de la méme maniére que
les contraintes de non-chevauchement entre les disques. On calcule de la méme facon les
multiplicateurs de Lagrange associés. L.e nombre de contacts susceptibles d’étre activés
est nettement inférieur a

N(N —-1)

2

Dans le cas ou tous les rayons sont égaux a r par exemple, chaque disque est en contact
avec au plus 6 autres. Le nombre de contacts est alors inférieur a (3 + ngs)N. Lors de
I’implantation, seules les contraintes correspondant a deux personnes proches ou a une
personne prés d'un obstacle, sont activées. Il est aussi hors de question de stocker la
matrice contenant tous les vecteurs G;;(q) et GF**(q). On ne garde en mémoire que les
vecteurs e;;(q) et les vecteurs n;(q).
Voici le noyau du programme codé en Matlab. L’algorithme d’Uzawa s’arréte deés que le
chevauchement relatif entre les personnes ou entre les individus et les obstacles, se situe
en dessous d’un certain seuil (fixé ici a 10% du rayon minimal).

+ N TNobst -

% D matrice tq pour i<j D(i,j)=distance entre qi et qj - (ri + rj)

pA D(i,1l)=distance entre qi et obstacle 1 - ri
% E matrice contenant les vect eij et les vect nil entre part et obst
% mu multiplicateur de Lagrange
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5.1. Calcul de la vitesse réelle avec l’algorithme d’Uzawa

b
h

h

h

h pas de temps
contact tableau de contacts possibles

donnees pour 1’algorithme d’Uzawa

epsilon = 0.1*min(R); % chevauchement autorise
nbitermax=5000; % nb max d’iterations
rho=50; % parametre de 1’algorithme

on effectue les calculs pour nt pas de temps

for instant = 1 : nt

% calcul de la vitesse souhaitee prenant en compte les obstacles
U=vitesse_globale(Q,R,Table_1,Normi,Butl,Table_2,Norm2,But2,epsi,v,d,n);

% construction des matrices D et E, du tableau de contact
[D,E,comp,contact]= gest_cont(Q,R,0bs,Normobs,h,d,n,n_obs);

% algorithme d’Uzawa pour determiner la vitesse reelle
% la condition d’arret est que la dist min Dmin

%  entre toutes les part et entre part/obstacles

%  soit superieure a -epsilon

k=0; % k = numero de 1’iteration d’Uzawa

mu=0; % si aucun contact possible, mu ne sera pas utilise
if comp>1

mu=zeros (comp,1) ;
end

Dmin=-2*epsilon; % on rentre necessairement dans la boucle suivante
while ((k < nbitermax) & (Dmin < -epsilon))
% vitesse adaptee uk=U-phix*(muk)

v=U-phi_star(mu,E,contact,comp,d,n,n_obs,h);

J» multi de lagrange mu(k+1)
mu=phi (mu,v,E,D,contact,comp,rho,n,h);

% nouvelle configuration potentielle
Qposs=Q+hx*v;

Dmin=dist (Qposs,R,0bs,Normobs,d,n_obs,contact,comp) ;

k=k+1;
end
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Chapitre 5. Méthodes numériques utilisées et programmation effective

Dans le code précédent, la mise a jour des contacts potentiels a chaque instant est
effectuée de fagon naive (boucle en O(N?) pour calculer les distances, gestion non dy-
namique de la mémoire). Afin de diminuer le temps de calcul lors de simulations d’un
grand nombre de personnes, nous avons choisi d’utiliser le logiciel SCoPT (Simulation de
Collections de Particules en Interaction), codé en C+-+. Ce dernier gére efficacement les
contacts et il est facile d’y intégrer notre modeéle. Nous précisons les caractéristiques de
SCoPI dans la sous-section suivante.

5.1.3 Logiciel SCoPI

Le logiciel SCoPI (Simulation de Collections de Particules en Interaction) programmé
en C+-+, a été créé par A. Lefebvre au cours de sa thése intitulée Modélisation numérique
d’écoulements fluide/particules (cf. [Lef07, Lef08]). Le coeur de ce logiciel est un algo-
rithme de projection permettant d’'imposer une contrainte sur les vitesses des particules
afin que celles-ci ne se chevauchent pas ou restent collées, au choix. Son originalité vient
du fait qu’il laisse la possibilité a I'utilisateur de programmer les modéles de milieu exté-
rieur (gravité, fluide ...) d’interaction interparticulaire (force de cohésion...) et de contact
(inélastique, visqueux, agrégation...) qu'il souhaite. Le logiciel permet également la prise
en compte de différents types d’obstacles (segments, disques en 2D, sphéres, plans en 3D),
mobiles ou non. Cette modularité été obtenue par une programmation orientée objet et
par la construction d’un diagramme de classes adapté.

Afin d’effectuer des simulations avec un grand nombre de disques, ce logiciel gére de ma-
niére efficace la mémoire ainsi que le temps de calcul. A chaque instant, ne sont considérés
que les contacts potentiels a I'instant suivant (ceux concernant des disques suffisamment
proches). Afin de déterminer ceux-ci, un algorithme de recherche des voisins de type « bu-
cket sorting » est utilisé. Son principe consiste a découper le domaine d’étude en boites
carrées et a ne calculer les distances qu’entre des particules se trouvant dans des boites
voisines (aucune boucle en N? n’est effectuée).

Il reste a préciser que la méthode de projection programmeée dans ce logiciel est l'al-
gorithme d’Uzawa, mais une autre méthode serait facilement implantable. Grace a la
modularité de SCoPI, il est facile pour 'utilisateur d’intégrer dans le programme une vi-
tesse des disques a priori, de son choix (vitesse avant projection). Dans notre cas, il s’agit
de la vitesse souhaitée par les personnes, ce qui nous améne a la section suivante.

5.2 Calcul de la vitesse souhaitée en utilisant une mé-
thode de type Fast Marching

Dans cette section, nous nous intéressons au premier point du modele, a savoir le
choix de la vitesse souhaitée et a sa programmation. Ici, nous faisons en quelque sorte le
choix le plus simple pour la vitesse souhaitée. Tous les individus sont supposés avoir le
méme comportement : ils veulent atteindre la sortie en parcourant le plus court chemin.
On définit pour cela D(x) la distance géodésique entre la position x et la sortie la plus
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5.2. Calcul de la vitesse souhaitée en utilisant une méthode de type Fast Marching

proche. Cette fonction D vérifie ’équation suivante
IVD(x)| = 1.
L’expression de la vitesse souhaitée peut maintenant étre précisée,
U(q) = (Ug(qr),- -, Ug(qn)) avec Up(x) = —s VD(x),

ou le réel positif s représente la norme du vecteur Uy(x), i.e. I'allure souhaitée.

5.2.1 Présentation de la méthode

Pour calculer D, on utilise une méthode de type Fast Marching introduite par R.
Kimmel and J. Sethian dans [KS96|. Dans cette méthode, la valeur de D est calculée
en chaque point d’une grille recouvrant le domaine. Le principe de la méthode de Fast
Marching est de découper la grille en 3 zones :

e la zone dite éclairée, constituée des noeuds ou la valeur de D est déterminée;

e la zone de pénombre constituée des noeuds ot une valeur de D a été calculée mais

pas encore fixée ;

e la zone d’ombre constituée des noeuds trés éloignés ou la valeur de D n’a pas encore

été calculée.

Pour initialiser cette méthode, on définit la zone éclairée initialement, ¢’est-a-dire formée
des points ou la valeur de D est connue. Il y en a dans notre cas deux types, ceux qui se
trouvent a une sortie ou la valeur de D est fixée a ) et ceux qui se situent a l'intérieur
des obstacles auxquels on associe une tres grande valeur de D. Ceci permet de prendre en
compte la géométrie des lieux en empéchant le plus court chemin de traverser les obstacles
présents, comme lillustre la figure 5.3. Sur celle-ci, on a tracé les lignes de niveau de D,
calculée par la méthode de Fast Marching, pour une piéce contenant 5 obstacles et dont
la sortie se trouve a gauche.

F1G. 5.3 — Lignes de niveau de la distance géodésique D.

Apres l'initialisation des noeuds éclairés, on définit la zone de pénombre initiale. Elle est
constituée par les points qui n’appartiennent pas a la zone éclairée et voisins des points
éclairés. Pour chacun de ces points, la valeur de D est calculée de sorte qu’une version
discréte de I'équation |[VD| = 1 soit satisfaite. Précisons celle-ci. On note hpyps le pas de
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la grille et D; ; la valeur de D au noeud (4, j). On définit les dérivées partielles approchées
par rapport & z a gauche et a droite comme suit :

Dij —Dia,

Diy1; — Diy
hFMM

hFMM

ATTF =

o _
> et Af =
On définit de maniére analogue les dérivées partielles approchées par rapport a y a gauche
et a droite. [.’équation discrétisée a vérifier est la suivante :

—x +x 2 -y +y 2

max (A", =A%, 0)7 + max(A", =AY, 0)° = 1. (5.2)
La valeur de D pour les points restants constituant la zone d’ombre est initialisée a +o0.
Il reste a expliquer comment on calcule de maniére efficace D; ; de telle sorte que I'égalité
(5.2) soit satisfaite.
Calcul de D, :
On calcule a = min(D;_y j, Dit1,4) et b =min(D; ;_1,D; j11).
Si |a — b < hppry alors on pose

%, 2 )

sinon on pose
Di,j = hpypa + min(a, b).

Remarque 5.4 On peut vérifier qu’avec cette valeur de D; ;, ’équation (5.2) est satis-
4,7
iaﬁe

Maintenant que les trois zones initiales ont été définies, expliquons comment se déroule
une étape de la Fast Marching. On considére le noeud (ipyin, jmin) de la zone de pénombre
ayant la plus petite valeur de D. On ajoute ce point (imin, Jmin) & la zone éclairée et on
'enléve de la zone de pénombre. Ses voisins (7,j) qui se trouvent dans la zone d’ombre
passent alors dans la zone de pénombre et la valeur D; ; est calculée comme expliqué
ci-dessus. Et ainsi de suite jusqu’a ce que tous les points de la grille soient éclairés. La
figure 5.4 illustre le déroulement de la Fast Marching. Sur celle-ci, les points de la grille
présentant une trés grande valeur de D (points intérieurs aux obstacles ou dans la zone
d’ombre) ne sont pas coloriés. Les deux images représentant 'instant initial et un instant
ultérieur de la Fast Marching montrent la propagation des zones éclairée et de pénombre.

Remarque 5.5 Si on imagine qu’aux noeuds présents a la sortie se trouvent des émet-
teurs de lumiere, les autres noeuds seront déterminés dans 'ordre ot ils sont atteints par
la lumiére.

Le seul cout que présente cette méthode est la recherche du noeud (imin, Jmin). Une struc-
ture de tas (heap) est donc utilisée pour stocker la liste des points constituant la zone de
pénombre. Si n, est le nombre de points de la grille, la complexité de la Fast Marching
Method est en O(n,logn,).
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] ]
] i |

PR e0o
° noeuds éclairés
l LX)
°

® noeuds dans la pénombre °: ©
°

[]

[]

FiG. 5.4 Tllustration du déroulement de la Fast Marching.

5.2.2 Programmation Orientée Objet

Nous avons choisi de programmer cette méthode de Fast Marching en C++. Ceci nous
permet d’intégrer facilement ce choix de vitesse souhaitée au logiciel SCoPI présenté dans
la sous-section 5.1.3 et d’utiliser la librairie standard STL (Standard Template Library)
ou par exemple les structures de tas (map, multimap) existent déja. Notre objectif est
de pouvoir simuler I’évacuation de milliers de personnes hors de salles ou de batiments
de géométrie quelconque. Nous avons da pour cela ajouter au code SCoPI de nouvelles
classes renfermant les données géométriques. Il a également fallu ajouter d’autres classes
afin que la vitesse des disques avant projection soit la vitesse souhaitée dirigée par le plus
court chemin.

On rappelle qu'une classe est une description d’objet. Elle posséde des attributs c¢’est-a-
dire des données et des méthodes ou plus simplement des fonctions. Pour représenter une
classe, on trace son diagramme dont un exemple est donné sur la figure 5.5.

Mam de la classe

+attribut ; type_att

+methodelarg : type_arg) : type_meth

F1G. 5.5 Représentation d’une classe.

Nouvelles classes liées a la géométrie

Dans le logiciel SCoPI, la classe Obstacle regroupe différents types d’obstacles. Un
Obstacle peut étre un segment ou un disque en 2D, ou un plan ou bien une sphére en
3D. Toutefois, nous avons besoin pour programmer la vitesse souhaitée de données géo-
métriques plus précises. En effet, pour utiliser la méthode Fast Marching, nous avons
besoin de connaitre la position des murs de la piéce ou des obstacles présents dans
la salle. Nous allons donc considérer des ensembles d’'Obstacle et créér pour cela une
classe Macro_0bs. Cette classe a plusieurs classes filles : la classe Macro_Room, la classe
Macro_Table (obstacle dans la piéce), la classe Macro_Door (sortie), et pour traiter des
batiments a plusieurs étages les classes Macro_Stair et Macro_Stairwell. Une classe
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Ens_Macros_0bs_h permet quant a elle de créer des ensembles de Macro_0Obs. Détaillons
les classes Ens_Macros_0bs_h et Macro_0bs. Sur la figure 5.6, le diagramme de ces classes
a été tracé avec le logiciel ArgoUML.

Ens_hacros_Obs_h

-_Hmacrn :int
-_ensemble : std:wvector=hacro_Obsv=

+Hmacraf :int

+insertipas @ int,macra : Macro_0bs¥ :void
+operatorlinum_obj : int) : Macro_Obs*
+beqind : Ens_Macros_Obs_iteratar

+end] : Ens_Macros_Obs_iteratar

+print{ : waid

=-=treates= +Ens_Macros_Obs_hiMmacro : int)
=<destroy== +~Ehs_Macros_0Obs_hi

Macre_Qbs

#_type oint
#_Maobs :int
#_num :int
#_obs : stdwector=0Obstaclevs

+typel sint

+Mabs] :int

+numi :int

+macro_obs( : stdivector=0bstacless

+grintf [ veld

FitsidedDIM D waid, point | stdovestor=doublesd gt

#zombvl ; stdivector=double= w2 ; stdvector=donble= v ; std;vector=double=&) ; woid
#difivl © stdivector=doubles w2 : stdivector=doublesw o std:wector=doubles= &) : void
#Emulthy : stdivector<double=,r: double,u : std vector=double=&) @ void

#unitaired ; stdivector=double=,u ; std;vector=double==&) ; void

#normale_dirly : std:vector=doubles,u : std:wector=double=&) : waid

#psivl @ stdowvector=double= w2 std vector=double=res @ doubled) @ waid
#print_vectly ; std;vector=double=,name ; std:string) © woid

=<=creates:= Fhlacra_Obsitype D int num :int,obs © stdowector=int=,ens_obj : Ens_Objectsd)
==destroys== +=Macro_Obs]

Macra_Door Macro_Stainvell Macro_Stair Macro_Room Macro_table

Fi1Gg. 5.6 Classe Ens_Macros_0bs_h.

Classe Ens_Macros_0bs_h
Ses attributs sont :
— Nombre de Macro_Q0bs
Ensemble de Macro_0Obs. Ce nombre étant constant, nous avons choisi d’utiliser la
classe vector de la STL.
Ses principales méthodes sont :
— Méthode renvoyant le nombre de Macro_QObs
— Méthode permettant d’insérer un objet Macro_0Obs a une certaine position
Méthode renvoyant I'objet Macro_0Obs se trouvant & une certaine position
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5.2. Calcul de la vitesse souhaitée en utilisant une méthode de type Fast Marching

Classe Macro_QObs
Ses attributs sont :
Type
Nombre d’obstacles
Numéro dans I’ensemble Ens_Macros_0Obs_h
— Ensemble d’objets Obstacle
Ses principales méthodes sont, :
— Méthodes renvoyant les différents attributs
Méthodes permettant de faire du calcul vectoriel
Méthode prenant en argument les coordonnées d’un point et renvoyant 0 ou 1 suivant
sa présence ou non a lintérieur de I’ensemble d’obstacles considéré (codé dans la
classe fille)

Le type de la classe Macro_0bs est un entier qui est égal a 0 quand il s’agit d'une classe
Macro_Room, 1 pour une classe Macro_Table, 2 pour une classe Macro_Stairwell, 3 pour
une classe Macro_Stair et enfin 5 pour une classe Macro_Door. Toutes ces classes filles
héritent des attributs et des méthodes décrits pour la classe Macro_0bs.

La méthode essentielle de cette classe (appelée inside) est la derniére évoquée puisque
c’est elle que nous allons utiliser lors de I'initialisation de la méthode Fast Marching. Son
action est la méme pour tous les Macro_0bs mais sa programmation est différente suivant
le type de Macro_0bs. Elle sera donc codée au niveau des classes filles en utilisant les
méthodes et attributs particuliers de ces derniéres. Les diagrammes des classes filles se
trouvent a la fin de cette section.

Nouvelles classes liées a la vitesse souhaitée

Dans le logiciel SCoPI, se trouve une classe Vitesse_a_priori_h. Le role de cette classe
est, étant donnés les positions des particules et le milieu extérieur a un instant donné,
de calculer la vitesse des particules a priori, i.e. avant la projection. Le calcul demandé
(effectué dans la méthode run) dépend du probléme considéré et est donc programmé
dans les classes filles. Il nous faut donc créer une classe fille de Vitesse_a_priori_h afin
d’y intégrer notre choix de vitesse souhaitée. Nous ’appelons Vap_Souh_Geo_h.

On souhaite considérer des batiments a plusieurs niveaux. La vitesse souhaitée des per-
sonnes dépend alors du niveau ot elles se trouvent (les escaliers étant considérés comme
des niveaux intermédiaires). Nous avons donc créé une classe VSG_Level_h donc le role
est de calculer la vitesse souhaitée du niveau correspondant, connaissant sa géométrie et
la position de la personne. La classe Vap_Souh_Geo_h a accés a ces méthodes a travers
une liste de VSG_Level_h. La programmation de ce calcul étant différent dans le cas d’un
étage (vitesse dirigée par le plus court chemin prenant en compte les obstacles) ou d’un es-
calier (descente simple de ce dernier), nous avons codé deux classes filles 4 VSG_Level_h :
VSG_Room_h et VSG_Stair_h, correspondant respectivement a un étage et aux escaliers
situés entre deux étages successifs.
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Chapitre 5.

5. Méthodes numériques utilisées et programmation effective

Vitesse_a_prierih

FrunfDIM et deakle nuage_k  Neage_kvinter kD Interactions_kvens_macro_pant_h | Ers_Maores_Fart_hv,dt - devble) D vgid
Fprintd  wgid

<=CFeates= #Witesse_a_priari_hQ

<=destroys== +~Witesse_a_priari_hQ

Wap_Sauh_tiea_h

-_nb_lewels : int
—_list_witlewels ; std:list="50_Lewel_h+*=

+run(DIn ;int,t ; double,nuage_h : Nuage_h*inter_h : Interactions_h*,ens_macro_part_h : Ens_Macros_Part_h*,dt : double) ; void
+printd ; woid

==create== +Vap_Souh_Geo_hiens_macro_obs ; Ens_Macros_Obs_hv h_FM ; double)

==destroys== +~Yap_Souh_Geo_h)

WG Lawal k

#_num_lewvel :int
#_height_level_bottom ; double
#_h_Fhibd : double

+runipart | Particlev, dt : doukle) [ void

+printd  woid

e=creates= #YS0_Level_hiens_macro_obs : Ens_Macros_Obs_h*h_FhM ; double,num_level ; int,height_level_bottom ; double)
==destroys= +~W50_Level_h(
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Fig. 5.7 Classe Vitesse_a_priori_h.




5.2. Calcul de la vitesse souhaitée en utilisant une méthode de type Fast Marching

Classe Vap_Souh_Geo_h, classe fille de Vitesse_a_priori_h
Ses attributs sont :
Nombre de niveaux
Ensemble d’objets VSG_Level_h
Sa principale méthode est la méthode run évoquée précédemment.

Classe VSG_Level_h
Ses principaux attributs sont :
— Numéro dans I’ensemble Vap_Souh_Geo_h
— Pas de la grille pour la méthode de Fast Marching
Sa principale méthode toujours appelée run prend en argument la classe Particle et
renvoit la vitesse souhaitée de celle-ci. Elle est codée dans les classes filles.

Classe VSG_Stair_h (cf figure 5.9), classe fille de VSG_Level_h
Ses attributs sont :

— Nombre d’escaliers

— Ensemble d’objets Macro_Stair
Sa principale méthode est la méthode run.

Classe VSG_Room_h (cf figure 5.8), classe fille de VSG_Level_h
Ses principaux attributs sont :
Nombre de portes, de cages d’escaliers et de tables
— Ensembles d’objets Macro_Door, d’objets Macro_Stairwell et d’objets Macro_Table
— Objet Macro_Room
Tableaux GradX et GradY contenant les valeurs de VD dans les cases de la grille
Tableau Dist contenant les valeurs de D aux noeuds de la grille
Tableaux Present et In_Obs utilisés lors de la méthode de Fast Marching
Ses principales méthodes sont, :
— Méthode run
Méthodes init, ajout wvoisins, calcul_dij, calcul_ dist utilisées lors de la méthode de
Fast Marching
Méthode calcul_grad qui remplit les tableaux GradX, GradY en prenant en argu-
ment le tableau Dist (cf. détails ci-apres)
— Méthode grad qui prend en argument une classe Particle et renvoit un vecteur
contenant la valeur de VD de la case ot se trouve la particule

Pour calculer la valeur de la premiére composante de VD dans une case, on utilise les
valeurs de D aux 4 coins de celle-ci en faisant la moyenne des deux taux d’accroissements
licites. On procéde de maniére analogue pour la deuxiéme composante de VD. Les ta-
bleaux GradX et GradY sont ainsi calculés une seule fois lors de la création de l'objet
VSG_Room_h a l'instant initial.
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WeG_Raom_h

-_hb_daars ;int

-_nb_stainmells :int

-_hb_tables : int

-_roam : Macro_Room®

-_absmin : double

-_absmax : double

-_ordmin : double

-_ordmax : double

—_weit_daors [ stdowector=Macro_Doore=
-_weit_tables : stdwvector=mMacro_Tablex
-_wedt_staimwells | stdovector=hMacro_Stainwell*=
-_Grady : Tab*

-_GradY : Tab*

-_Dist : Tab#

-_Present : Tab+

-_In_0bs : Hode_Wect

+runipart ; Particlex dt : double) : waid

+printQ  waid

-gradipart : Particle¥) : stdowector=double=

~calcul_grad( ; waid

~calcul_dist ; woid

—initimacro : Macro_Obs+Wais  Node_valued Wois_tri : Walue_Node&, nb_noeuds_ing ;intd, num :int) ; woid

—ajout_woisinsli s intj ;o int,\Wois  Mode_Value® Wois_tri  Walue_Moded) :woid

—caleul_dijli :int,j :int,Mais : Node_Walue,dij : doubled) : woid

==create== +W50_Room_hlens_macro_obs : Ens_Macros_Obs_h* h_Fhif © double,num_level : int,num_room : int,nb_tables : int,
num_tables ; std:list<int=,nb_doars : int,hum_doors ; std;:list=int=,nb_stairmells : int,
num_stairwells ; std:list=int=,height_level_bottom : double)

=-<=destroys== +~WSG_Roam_hQ

Fia. 5.8 Classe VSG_Room_h.

WE(_Stair_h

-_nb_stairs :int
-_wect_stairs o stdivector=hacro_Staires

+runipart : Particle*,dt : double) : woid

+printi :woid

==treates== +W50_Stairs_hi{ens_macro_obs : Ens_Macros_Obs_be h_FMM : double,num_lewel : int,nb_stairs : int,num_stairs : std:list=int=, height_level_bottom : double)
<=destroys= +~W50_Stairs_h{

Fi1Gg. 5.9 C(Classe VSG_Stair_h.
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5.2. Calcul de la vitesse souhaitée en utilisant une méthode de type Fast Marching

Derniéres classes non détaillées

Macro_Room

-_height : double
-_absmin ; double
-_absmax : double
-_ordmin ; double
-_ordmax : double
-_list_paints : std wectar=stdvector=daoubles =

+printd woid

+inzide(DIM :int,paint ; std;vector=double=) : int

+absminf : double

+absmax] : double

+ardming : double

+ordmax( : double

+heightd : double

+simpled :int

==creates= +Macro_Roomitype ;int,num ;int,obs : stdivector=int=,ens_obj : Ens_Objects &)
==destroys== +~Macro_Roomi

Fi1ag. 5.10 Classe Macro_Room.

Macro_Table

-_width : double

-_height : double

-_absmin : dauble

-_absmax : double

-_ordmin : double

-_ardmax : dauble

-_list_points ; std:wector=stdvector=double= =
-_list_points_rel ; stdivector=std;vector=double= =
-_list_norms : std:wector=std:vector=doubles =

+printd :woid

+inzide(DIn : int,paint ; std;vector=double=) : int
+absmin : double

+absmax( : double

+ardming : dauble

+ordmaxi ; double

+width( : double

+simpled :int

+inzide_reliDIM : int,point ; std:wectar=double=) :int
==creates== +Macro_Tableitype :int,num ; int,obs ; stdivector<int=,ens_obj : Ens_Objects&, rmax ; double)
==destroye= +~Macro_Tabled

F1G. 5.11 — Classe Macro_Table.



Chapitre 5. Méthodes numériques utilisées et programmation effective

Macro_Stainwell

-_width ; double

-_height : double

-_absmin : double

-_absmax : double

-_ordmin : double

-_ordmax : double

-_list_paints ; std:vector=std; wector=double= =
-_list_paoints_rel : stdowector<stdwvector=double= =
-_list_norms ; std:vector=std;vector=double= =

+print : woid

+inzideiDIM ;int,paint : stdowector=doyble=] :int
+absming : double

+absmax( : double

+ardming : double

+oardmax( : double

+width] : double

+simpled :int

+inzide_reliDIM : int,paint ; std:vector=double=) : int
<=ireates=x= +Macro_Stainvellitype ©int,hum :int,obs © stdovector=int=,ens_obj : Ens_Objectsé&,rmax : double)
==destroys= +~Macro_Stainvell]
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Fi1Ga. 5.12 Classe Macro_Stairwell.

Macro_Stair

-_height : double

-_length : double

-_actyal_length : double

-_outward_narm : std:wvector=double=
-_list_paints ; std:wector=std:vector=double= =

+printQ : waid

+inside(DIM :int,point ; stdwector=double=) : int

+exit_stairiDIM ; int,paint ; stdovector=double=) :int

+outward_narmi : std:vectar=double=

+length( : double

+actyal_lengthd : double

+heightd : double

==create=x= +hMacro_Stairitype ;int,num ; int,obs ; stdovector=int=,ens_obj : Ens_Objects& rmax ; double)
==destroy== +~hacro_Staird

Fia. 5.13 — Classe Macro_Stair.



Macro_Door

-_height : double

-_param_near : dauble

—_ptl : stdiwector=double=

—_pt2: stdiwector=double=
—_ptl_rel: stdivector=double=
—_pt2_rel : std;wector=double=
-_outward_narm ; std:wector=dauble=

+print :waid

+insidelDIM ; woid,point ; std;wector=double=) : int

+simpled :int

+ptl_reld: std;vectar=double=

+pt2_reld : std;vectar=double:

+outward_normi © stdvector=doubles

+neariDIM ;int,paint ; stdivector=double=1: int

z<iteate== +Macro_Dooritype : int,num :int,obs © stdowector=int=,ens_obj : Ens_Objects& rmax ; double)
<=destroy== +~Macro_Door]

Fi1G. 5.14 Classe Macro_Door.
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Résultats numériques
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Chapitre 6. Résultats numériques

Dans ce chapitre, nous précisons le premier point du modéle, a savoir le choix de la
vitesse souhaitée, en proposant plusieurs exemples. Nous présentons pour chaque option
les résultats numériques associés, obtenus en intégrant la vitesse souhaitée choisie dans
I’algorithme numérique détaillé dans la section 5.1. Dans la section 6.1, nous retrouvons
certains phénoménes d’auto-organisation (décrits dans la section 1.1) a I'aide de vitesses
souhaitées simples « construites a la main ». Dans la section 6.2, la vitesse souhaitée choisie
pour tous les individus est celle dirigée par le plus court chemin. Les résultats numériques
présentés sont issus de la programmation en C+-+ (implantation d’une méthode de type
Fast Marching) détaillée dans la section 5.2. Dans la section 6.3, nous proposons de prendre
comme vitesse souhaitée la solution d'une équation aux dérivées partielles en prenant en
compte les obstacles a4 'aide de conditions aux bords sur ces derniers. Enfin, dans la
section 6.4, nous différentions le comportement des personnes en ajoutant des stratégies
individuelles : ralentissement ou contournement lors d’'un embouteillage.
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6.1. Résultats recouvrant les phénomenes d’auto-organisation

6.1 Reésultats recouvrant les phénomeénes d’auto- orga-
nisation

Les trois premiéres séries de calculs présentées ci-dessous ont été effectuées sous Mat-
lab. Le but ici est de vérifier le programme sur quelques cas simples et de retrouver certains
phénomeénes observés et décrits dans la section 1.1.

6.1.1 Accés & un escalator

Ce premier exemple traite de 300 personnes qui sortent d’un train et se dirigent vers
un escalator. Elles se déplacent toutes a4 la méme allure. Le paramétre h est fixé de telle
sorte qu’une personne libre de ses mouvements parcourt en un pas de temps, une distance
égale a sa propre taille. Sur la figure 6.1, on retrouve la tendance des individus a se placer
autour de la sortie en formant des cercles.

% ‘gﬁ@g mw&

t=30 t=70

L

t=120 t=210

t =400 t =540

Fi1Ga. 6.1 Sortie de métro.
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Chapitre 6. Résultats numériques

6.1.2 Evacuation a deux vitesses

Ici, il s’agit de I’évacuation d’environ 1000 personnes d’un lieu composé de deux salles
reliées par un couloir. Le flot du champ de leurs vitesses souhaitées que 1'on a imposé, a
été tracé sur la figure 6.2.

F1G. 6.2 — Flot du champ de vitesse souhaitée

Nous avons considéré une population non homogéne de petits disques et de gros disques
(diamétre triple de celui des petits), en supposant que les petits avancent trois fois plus
vite que les autres, ou plus précisément que leur vitesse souhaitée a un module trois fois
supérieur (cf. fig. 6.3). Le pas de temps h est pris de telle maniére qu'un petit disque libre
parcourt en un pas de temps, une distance égale & son propre diamétre. On remarque
ici I'importance de gérer les contraintes de non-chevauchement entre les disques et les
obstacles. En effet, méme si les personnes veulent éviter I’'obstacle prés de la sortie, elles
sont poussées vers celui-ci par les individus situés derriére elles.

Par ailleurs, lors de ces simulations, on observe qu’aucun principe du maximum n’est
vérifié : le module de la vitesse d’'un individu peut notamment étre supérieur au module
de la vitesse souhaitée. Ici, 'allure des gros disques (poussés par les petits) peut étre plus
de 2 fois supérieure au module de leur vitesse souhaitée.
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6.1. Résultats recouvrant les phénomenes d’auto-organisation
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Chapitre 6. Résultats numériques

6.1.3 Formation de files a contre-courant (« Fingering patterns »)

Dans ce test, on considére deux populations de 750 individus dans un domaine pério-
dique bidimensionnel. Les individus représentés par des disques noirs souhaitent aller a
droite tandis que les personnes représentées par des disques blancs veulent se diriger dans
la direction opposée (avec la méme allure, i.e. norme de la vitesse souhaitée). Le modéle
que nous avons proposé de gestion des contacts permet de retrouver le phénoméne de
formation de files a contre-courant évoqué dans [HM95, HV99| (cf. fig 1.3 p. 11). Sur la
figure 6.4, sont représentées les deux populations a I'instant initial (distribution aléatoire)
et aux instants 25 s, 75 s et 100 s. On remarque sur la deuxiéme image (pendant la période
de transition) apparition de groupes « blancs » et « noirs », qui est due a l’absence de

stratégie d’évitement.
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Fi1G. 6.4 Files a contre-courant.




6.1. Résultats recouvrant les phénomenes d’auto-organisation

6.1.4 Formation d’arches

Ici, on a considéré 1000 personnes réparties aléatoirement a I'instant initial. Le champ
de vitesse souhaitée est de norme égale a 1 et il est dirigé suivant les géodésiques a un point
situé trés loin a I'extérieur de la piéce. Sur la figure 6.5, a gauche ont été représentées les
configurations calculées aux instants 3s, 7s, 65s et 110s. A droite, on a tracé le résean d’in-
teractions correspondant. Plus précisément, pour tout couple (4, j) de disques en contact,
on a colorié le segment entre les centres, en fonction du multiplicateur de Lagrange A;;
associé (du blanc au noir selon sa valeur). Ces multiplicateurs );; apparaissent comme
des moyens numériques pour gérer les contraintes de non-chevauchement. En ce sens, ils
peuvent étre interprétés en termes de pression subie par les individus. Les grandes valeurs
des multiplicateurs correspondent, & des zones de forte concentration de personnes.
D’une part, on retrouve sur les images de gauche, le phénoméne de formation d’arches
(dynamiques ici), tendance déja évoquée dans [HFV0OOb, HV99|. D’autre part, on met
en évidence d’autres arches qu’on pourrait qualifier d’arches de pression. En effet, sur la
troisiéme image située a droite (¢ = 65s), on remarque juste avant la sortie, la présence
d’une zone ou les multiplicateurs de Lagrange sont peu actifs. En amont de cette région,
les multiplicateurs sont beaucoup plus importants. Tout se passe comme si au moment o1l
on quittait la piéce, on n’était plus soumis a de fortes pressions, comme « protégé » par
les personnes situées a 'arriére (formant des arches en amont de la sortie).

Ces calculs ont été réalisés a 'aide du logiciel SCoPT (Simulation de Collections de Par-
ticules en Interaction) présenté a la sous-section 5.1.3.
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6.2. Vitesse souhaitée dirigée par le plus court chemin

6.2 Vitesse souhaitée dirigée par le plus court chemin

Nous présentons ici des résultats numériques issus de la programmation C-++ détaillée

dans la section 5.2. Nous rappelons que nous considérons des personnes qui pour évacuer,
tentent de parcourir le plus court chemin vers la sortie, en contournant les obstacles. Pour
montrer que le programme gére des salles de géométrie complexe, nous proposons sur
la figure 6.6, I’évacuation de 500 personnes hors d’une salle contenant 5 obstacles. (Nous
avons tracé les lignes de niveau de la distance géodésique pour cet exemple sur la figure 5.3
p. 107.)
Enfin, nous illustrons le fait que 'objectif final de cette programmation est de simuler
I’évacuation d'une structure de plusieurs étages. (A chaque étage, le déplacement souhaité
correspond au plus court chemin.) Sur la figure 6.7, nous représentons les configurations
obtenues a différents pas de temps lors de I’évacuation de 600 personnes présentes dans un
batiment. A I'instant initial, elles se trouvent toutes au premier étage et se dirigent vers
la cage d’escalier. La sortie se trouve au rez-de-chaussée. Le pas de temps a été choisi de
telle sorte qu’entre deux instants de calcul, les sphéres représentant les individus essaient
de parcourir moins de la moitié de leur rayon.
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FiG. 6.6 Evacuation de 500 personnes.
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F1G. 6.7 — Evacuation de 600 personnes hors d’un batiment.
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6.3 Vitesse souhaitée en tant que solution d’une e.d.p.

Nous présentons ici une autre idée pour définir un champ de vitesse souhaitée prenant

en compte les obstacles. Ce choix a été testé avant celui de la section précédente et bien
qu’il donne des résultats raisonnables, il reste moins justifié en termes de modélisation
que le flot géodésique et n’a pas été plus développé. Nous l'illustrons simplement par
I’évacuation d’une salle contenant deux obstacles rond et carré.
Nous avons d’abord considéré le champ de vitesse F de norme 1 visant la sortie et soumis
a aucune contrainte (cf. fig 6.8(b)). Ensuite, a 1’aide de FreeFem- -+, nous avons calculé
le champ F°* comme projection de F sur un espace contraint prenant en compte les
obstacles. Plus précisément, F° vérifie

F? - F = aA(F” —F), a >0,

avec des conditions de Dirichlet aux bords des obstacles. Aprés renormalisation, nous
obtenons le champ W représenté sur la figure 6.8(c), interpolé par le champ V sur un
maillage cartésien (cf. fig 6.8(d)). Ensuite, nous récupérons les données du maillage car-
tésien et le champ V' pour intégrer ce choix de vitesse dans le logiciel SCoPI (de la méme
maniére que pour le choix de la section 6.2). A chaque instant, la vitesse souhaitée de
toute personne est calculée en fonction de sa position comme une interpolation du champ
V. Sur la figure 6.9, nous avons représenté les configurations obtenues a différents instants
lors de I'évacuation de 700 personnes.
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(a) Maillage.
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(c) Représentation du champ W.
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(d) Représentation du champ V.

FiG. 6.8 Etapes de calcul de la vitesse souhaitée a I'aide de FreeFem+-+.
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FiG. 6.9 Evacuation de 700 personnes.

132



6.4. Ajout de stratégies individuelles

6.4 Ajout de stratégies individuelles

6.4.1 Modélisation

Nous supposons maintenant que les personnes peuvent élaborer des stratégies com-
plexes dans des zones fortement encombrées. Nous avons choisi de modéliser deux cas
de figures lorsqu'un individu se retrouve face a un embouteillage : soit il décélére pour
ne pas aggraver la situation, soit il développe une stratégie d’évitement pour traverser
ou contourner la foule. La vitesse de cet individu dépend alors de la position des per-
sonnes qu’il voit devant lui. Plus précisément, nous définissons I’ensemble N; (cf. fig. 6.10)
contenant les personnes proches de I'individu 7 et se trouvant dans son champ de vision :

N, =47, |ai—q;| <ri+7r;+ lprow, di-€;; > cosa}.

Nous rappelons que le vecteur e;; = €;;(q) est le vecteur unitaire qui relie q; & q;. L’angle
« est le demi-angle de visibilité (estimé a 60°) et £,,.., est la distance en deca de laquelle les
personnes sont considérées a proximité de I'individu 7. Enfin, d; est la direction souhaitée
par I'individu 4, par exemple d; peut étre pris égal a Up(q;) renormalisé ou Uy est la vitesse
souhaitée dirigée par le plus court chemin (cf. définition dans la section 5.2). On peut aussi
prendre un champ de vitesse souhaitée « construit a la main », ce qui a été appliqué dans
les exemples de la sous-section 6.4.2. Détaillons maintenant les deux possibilités laissées

O
Foo

FiG. 6.10 Illustration de I’ensemble N,.

a I'individu ¢ lorsque ses voisins (appartenant a N;) se déplacent plus lentement que lui.

1. Tl peut décélérer au lieu de traverser la foule (méme s’il dispose de suffisamment
de place). Dans ce cas, il ne modifie pas sa direction souhaitée d; mais uniquement
son allure (i.e. la norme de son vecteur vitesse). Son allure s a I'instant ¢" dépend
du comportement de ses voisins a 'instant ¢"~!. Plus précisément, cette derniére
est calculée comme un barycentre des vitesses de ces voisins, pondérées par leurs
positions relatives :

n—1
n_ 2jen, Wis)
s =Tt
ZjeNi wj
d; - e;; — cosa Corow — | — Qi
avecwj:wgw?, wgzﬂ— et w}i: P |] ’
1 —cosa Corox — Ti — T
—_—
Le poids wf est fonction de l'angle orienté (d;,e;;) et est maximal quand celui-ci

est petit. Quant au poids wf, il permet de prendre en compte la distance entre les

individus 7 et j.
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oL
/ eijl
ezg ' e; l\

(c) Contournement.

F1G. 6.11 — Possibilités pour un individu pressé.

2. Il peut aussi étre pressé et décider de ne pas ralentir. Dans ce cas, il conserve son
allure souhaitée et modifie sa direction (si besoin est) afin d’emprunter un chemin
peu encombré. Précisons ce point. Si le chemin dans la direction de d; est libre,
'individu ¢ 'emprunte (cf. fig. 6.11(a)). Sinon, le champ de vision de l'individu est
découpé en secteurs angulaires et le secteur le plus proche de la direction souhaitée
d; initiale et contenant le moins de voisins est déterminé. Si ce secteur contient au
plus 3 personnes, l'individu ¢ part dans la direction d}*“ donnée par la bissectrice
du secteur angulaire choisi (cf. fig. 6.11(b)). Sinon, il choisit de contourner le groupe
N;. La encore, il prend la direction possible d** la plus proche de sa direction d;
voulue au départ :

(lajo = il +7i +15)eijo £ (ri +75)e5,
|(Jdjy — qal + 73 +75)e, + (ri +1;)egs,

drev = avec jo = argmax(d;-e;;i, d;-e;;r),

ot j7 (j!) est le voisin le plus a droite (a gauche) de l'individu 4 (cf. fig. 6.11(c)).

6.4.2 Résultats numériques associés

Dans cette section, nous proposons d’illustrer les différents choix présentés précédem-
ment pour la vitesse souhaitée. Pour rendre compte de la stratégie d’évitement (cf. section
6.4 cas 2), nous avons réalisé un test avec une personne qui souhaite quitter une piéce ot
1000 individus sont immobiles. Sur la figure 6.12, nous avons tracé ses trajectoires dans
deux cas (avec et sans stratégie). Nous observons qu’avec stratégie, I'individu sort plus
rapidement méme s’il a emprunté un chemin plus long. En effet, dans le cas contraire,
I'individu doit pousser les personnes qui le génent, ce qui le ralentit fortement.
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F1G. 6.12 — Comparaison des trajectoires sans (haut) ou avec (bas) la stratégie d’évite-
ment.

Nous souhaitons maintenant illustrer la tendance a décélérer (cf. section 6.4 cas 1). Pour
ce faire, nous considérons 100 personnes initialement bloquées qui veulent aller a gauche
a l'instant £ = 0. Sur la figure 6.13, nous tracons la configuration a différents instants et
observons une onde de détente : les individus commencent a se déplacer I'un aprés I'autre.

FiG. 6.13 — Onde de détente.
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Nous avons également considéré ’évacuation de trois populations distinctes par leur
comportement et représenté sur la figure 6.14 la configuration a différents instants. Les
disques bleus représentent une centaine de personnes développant une stratégie d’évite-
ment, les disques magentas concernent environ 200 personnes préférant décélérer, quant
aux 300 disques rouges, ils traitent des individus n’ayant aucune stratégie. Ils ont tous
la méme direction souhaitée (cf. fig. 6.2 p. 122), mais les deux premiéres catégories d’in-
dividus veulent aller 3 fois plus vite que la derniére. Le paramétre £, a été fixé a 5
diamétres. On peut remarquer la nette tendance des bleus (causée par leur stratégie), a se
déplacer aux bords du flux piétonnier. Par ailleurs, en examinant les configurations aux
instants ¢ = 55 et t = 110, on observe que cette stratégie permet a la plupart des bleus
de s’échapper du couloir plus rapidement que les magentas.
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FiG. 6.14 Evacuation avec différentes stratégies.

137






Annexes

139






Annexe A

Quelques résultats d’analyse convexe

141



Annexe A. Quelques résultats d’analyse convere

Fic. A.1  Projection sur un convexe fermé.

Soit H un espace de Hilbert. Le produit scalaire entre les vecteurs x et y de H est noté
(x,y) et la norme du vecteur x est notée |z|. On considére dans la suite K un ensemble
convexe fermé non vide de H.

Théoréme A.1 (Projection sur un convexe fermé) Pour tout z € H, il existe un
unique z € K tel que
- pum— 1 _— = d .
2=l = min|z — y| = dic(2)

Le vecteur x est appelé projeté de z sur K et sera noté Px(z). De plus, le projeté x est
caractérisé par la propriété

r e K,
(z—zy—2x) <0 VyeK.

Définition A.2 On appelle indicatrice de K la fonction définie par

0 st xreK,
Ik (z) =

+oo  si x ¢ K.

Propriété A.1 La fonction Ix est convexe, propre et semi-continue inférieurement.

Définition A.3 Soit x € H, on appelle sous-différentiel de la fonction Ik au point x
l’ensemble

Olg(z) ={ve H, Ix(x)+ (v,h) <Ig(xr+h), Vhe H}.

La proposition suivante donne les différentes écritures du sous-différentiel de l'indicatrice
de K en des points appartenant a la frontiére de K.
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Proposition A.4 Pour x € 0K, on a les égalités suivantes

O (z) = (K—2)°Y{veH, Wek, (vy—z)<0} (a)

- (U K — x)) (b)

= {veH, r=Pg(zx+ov)} ()

Démonstration :
Comme x € 0K C K, on a par définition,

Ol (x) ={ve H, (v,h) <Ix(x+h), Vhe H}.

Siz+h ¢ K, alors Ix(x 4+ h) = 400 et I'inégalité précédente est satisfaite pour tout v
dans H. Par conséquent,

aIK(x) = {U€H> (U>h) IK(-T“‘h),VhEK—.%}
= {veH, (v,h) <0, Vhe K —z}
= {veH, (vy—2) <0, Vy € K}.

<
<

On a donc prouvé I'égalité (a) (cf. définition du cone polaire C.1 p. 150). On en déduit
aisement 1’égalité (b). I.’égalité (c) provient de la caractérisation de la projection sur un
convexe fermé dans un espace de Hilbert (cf. théoréme A.1). 4

Remarque A.5 D’aprés la proposition précédente, l'ensemble Ol (x), pour x € 0K, est
un cone convexe fermé de H.

La proposition suivante précise le sous-différentiel de l'indicatrice de K en des points
quelconques de H.

Proposition A.6 On a pour x € H
0 sizé¢ K

Ik (z) = ¢ {0} size K
(K —2)° sixedK

Proposition A.7 L’opérateur multivalué 0l est mazimal monotone.
Pour ce résultat, on renvoit le lecteur vers [Bre73|. Précisons maintenant le lien entre le
sous-différentiel de I'indicatrice de K et le cone proximal normal & K (cf. définition 2.16

p. 34).
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Proposition A.8 Soit K C H un convexe fermé non vide de H, [’égalité suivante est
vraie,

Ve e K, 0k (x) = N(K, z).

Démonstration :
On commence par montrer I'inclusion : 0l (z) C N(K, z).
Soit v € Ol (x),v # 0. Comme x € K, on a par définition du sous-différentiel,

Vhe H, (v,h) < Ix(ax+h). (A.1)

On veut montrer que
Ja >0, z =Pg(x+ av).
Raisonnons par I’absurde en supposant que
Va >0, z # Pg(x + av).
Ceci implique
Va >0, dg(z+ av) < afv).
Notons ko, = Pr(z+av), ks # x. On a alors dg (z+av) = |+ av—k,|. Par conséquent,
T+ av — kq|* < a?|v?,
ce qui équivalent a
|z — kol® + 20(x — kg, v) + 2|0]* < o?|v]*.
On en déduit donc que
|z — kal® + 2a(x — kg, v) < 0. (A.2)
Or d’aprés (A.1),
(U, ko — ) < Ig(x+ ko — ) < Ig(ky) = 0.
Ceci ajouté a (A.2) donne l'inégalité suivante, |x — k,|* < 0, ce qui est absurde. Ainsi, on
a montré le résultat suivant

da >0, z € Pg(xr+ av).
On en conclut que v € N(K, z).

Il reste & montrer autre inclusion : N(K, z) C 0lk (x).
Soit v € N(K,x), v # 0, on a par définition,

da >0, z € Pg(xr+ av). (A.3)
D’aprés le théoréme A.1, on sait que
Ve K, (k—z,z+av—1x) <0,

ce qui est équivalent a
Vk e K, a(k—z,v) <0,

et implique

Vke K, (k—x,v) <0.
On en déduit d’aprés la proposition A.4 (a), que v € dlk (z). O
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Anneze B. Lemme de Farkas

Le lemme de Farkas est utilisé lors de la preuve de la proposition 2.6 p. 25. On rappelle
sa démonstration issue de [All05] car le sous-lemme B.2 qu’elle utilise, est nécessaire pour
prouver la proposition H.11 p. 185.

Dans la suite, on considére V' un espace de Hilbert muni de son produit scalaire noté (, ).

Lemme B.1 (Lemme de Farkas) Soient ay,as,...,ap € V, on note les ensembles

M
E={veV, 6 Vie{l,.,.M}, (a;, v) <0} etE:{UEV, FA1, ., A >0, U:_Z)‘i az}.

i=1
Alors pour tout p € V', on a l’équivalence suivante

peE<=VYwekE, (p, w)>0.

Démonstration :
[’implication directe est évidente. Prouvons I'implication réciproque. On va pour cela
démontrer la contraposée :

p¢ E=TwekE, (p, w)<0.
L’ensemble E est clairement convexe et il vérifie aussi la propriété suivante.
Sous-lemme B.2 L ’ensemble E est fermeé.

Comme F est un convexe fermé non vide, on peut utiliser le théoréme de Hahn-Banach
géométrique (cf. [Bre99| par exemple), qui permet de séparer strictement un point p ¢ F
et F. Ainsi, il existe w € V, w # 0, et a € R tels que

Yo e E, (p, w) <a< (w, v).
Comme 0 € E, on a nécessairement « < 0. Par ailleurs,
Vie{l,.,M}, VA>0, v=—\a € E,
d’out
Vie{l,.., M}, VA>0, a < —-\w, a;).

En faisant tendre A vers +oo, on observe que (w, a;) < 0 pour tout i € {1,.., M}. En
conclusion, w € F et (p, w) < 0, ce qui prouve le résultat annoncé. ]

Il reste & démontrer le sous-lemme B.2.

Démonstration :

Nous allons démontrer cette propriété par récurrence sur M. Pour M = 1, la propriété
est évidente. On suppose qu’elle est vraie lorsque le nombre de vecteurs a; est strictement
inférieur a M.
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cas 1 : les vecteurs (a;)ieq1..my sont indépendants.

. M . ~ .

Soit (v"),en = (— Yol AP ai) une suite de £ qui converge vers v € V. Cette conver-
o neN

gence implique la convergence “coordonnée par coordonnée” dans la base de I'espace en-

gendré par les vecteurs (a;);eq1,..my- Par conséquent, pour tout i € {1,.., M}, il existe
Ai € R tel que

AT —— A
n—oo

Comme pour tout n et pour tout i € {1..M}, A" > 0, on a bien a la limite A; > 0, pour
tout i et v = — Zf‘il i a; € E. On en conclut que E est fermé.

cas 2 : les vecteurs (ai)l-e{l”M} sont linéairement dépendants.

Il existe (:Ui)ie{l..M} tels que Zf\il pia; = 0. On peut méme supposer que 'un au moins
des coefficients p; est strictement positif. Soit v = — Zf\il A a; € E, on peut aussi écrire
v=—"" (N +tw) a;, vt € R. On définit maintenant J = {i, j1; > 0} et iy € J par,

Aig A

— = min —.

Hig 1€ b
Alors en posant t = _ o 0, on obtient

Mg
ViE{l,..,M}, /\Z+tu120et )\io—i—t/%:().

Alinsi,
M M
E=[JSveV, 3N du>0v==) Na,.
10=1 1#£10
Par hypothése de récurrence, chaque ensemble apparaissant dans le membre de droite est
fermé. Par conséquent, E est fermé, en tant qu’union finie d’ensembles fermés. O
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Annexe C. Coéne polaire

Dans cette annexe, on rappelle quelques résultats classiques concernant les cones po-
laires qu’on trouve dans [Mau04|. Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire
(, ), on considére dans toute la suite C' C H un cone convexe fermé non vide de sommet
0. On note P la projection sur C'. On définit C° le cone polaire de C' de la fagon suivante,

Définition C.1 (Céne Polaire) C°={ve H, Yue C, (u,v) <0}.
Proposition C.2 C° est un cone conveze fermé non vide de sommet 0 vérifiant

Cnce ={0}.

La proposition suivante démontrée dans [Mor62] est fondamentale, elle est, par exemple,
utilisée lors de la preuve de la proposition 3.9 p. 48.

Proposition C.3 Soit C' C H un cone convexe fermé non vide de sommet 0, alors
Pc+ Pee = 1. De plus, si f =u+1u ot u=Pc(f) et u =Peo(f) alors (u,u) = 0.

Démonstration :
Soit f € H, on note u = P f, le projeté de f sur C qui est caractérisé par,

u e C,

Voe ) (f —u,v—u)<0.

étape 1: f—u e C°
1
Soit w € C, on posev:5(2w+2u):w+u€C’carC’es’c un cone convexe. On a donc
(f —u,w) = (f —u,v—u) <0.

Ceci étant vrai pour tout w € C', on a bien que f —u € C°.
étape 2 : (u, f —u) =0
Commeu € Cet f—ue C° ona (u,f—u)<0. Par ailleurs,

YVoeC, (f—u,v—u)<0.

1 1
En particulier pour v = s on obtient que —3 (u, f —u) <0. Finalement, (u, f —u) = 0.

étape 3 : f —u= Poof
On veut montrer que

VwEOO, (f_(f_u)vw_(f_u))§07

ce qui est équivalent a
Vw e C°, (u,w) — (u, f —u) <0,

et donc a
Vw e C°) (u,w) <0.

Ceci est vrai par définition de C°. 0
Grace a la proposition suivante, on peut démontrer la proposition 2.6 p. 25.
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Proposition C.4 Soit C C H un cone convexe fermé non vide de sommet 0 et soit C°°
le cone polaire de C°, alors C°° = C.

Démonstration :

C° ={v e H, Yue C° (u,v) <0}, don C*° O C. L’autre inclusion s’appuie sur le
lemme suivant ot I est lindicatrice de C (cf. définition A.2 p. 142) et [} la fonction
conjuguée de [ définie par,

() ¥ sup [(z,y) — Ic (y)] = sup (z,y).

Lemme C.5 Soit C' C H un cone conveze fermé non vide de sommet 0, alors I = Ico.

D’aprés la proposition C.2, on peut appliquer ce lemme a C° et obtenir que

Icoo (x) = I (z) = Sup (x,y).
y o

Si z € C alors Igeo (x) =0 car Yy € C°, on a (z,y) < 0.
Si z ¢ C alors d’aprés la proposition C.3, on peut écrire x sous la forme,

r=xc+zouxc € Cetze(C° z+#N0.
De plus, toujours d’aprés la proposition C.3, (z,2) = (¢, 2) + (z,2) = |z|%. Or,

VA >0, Az € C° (1,)\2) = \|z|? o oo
donc Igee () = +00.
Ainsi on a montré que Vo € H, Iceo(x) = Io(x), dou C°° = C. O

Il reste & démontrer le lemme C.5.
Démonstration :

17 (z) = sup [(y,z) — Ic (y)] = sup (z,y) .

Si x € C°, alors pour tout y € C, (x,y) < 0. Par conséquent, I (z) = 0.
Si z ¢ C°, alors il existe yo € C vérifiant (z,yo) > 0. Ainsi, pour tout A > 0, Ayy € C et

(x, A\yo) P +o0.

Par conséquent, If (z) = +o0.
En conclusion, Vo € H, I (z) = Ico (). O
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Annexe D. Opérateurs mazimauz monotones

Dans cette annexe, on présente deux résultats sur les opérateurs maximaux monotones
issus de |Bre73| qui permettent de justifier les conclusions de la section 2.2. Dans la suite,
on se place dans un espace de Hilbert H muni d’un produit scalaire noté (, ). On note
I T'identité sur H et on considére A un opérateur multivalué de H.

Définition D.1 (Domaine d’un opérateur) On appelle domaine de l'opérateur A l’en-
semble

D(A) Y {x e H, Ax+0}.

Définition D.2 (Opérateur monotone) L’ opérateur A est monotone si

Vxy, xo € D(A), Vy1 € Axy, Vy; € Axs, (y1 —y2,X1 —X2) > 0.

Proposition D.3 (Opérateur maximal monotone) L opérateur A est maximal mo-
notone si et seulement si A est monotone et Im(I + A) = H.

Théoréme D.4 Soit A un opérateur mazimal monotone dont le domaine D(A) est d’in-

térieur non vide, on considére une application B : [0,T] x D (A) — H vérifiant

1) dk > 0, vVt € [O,T], Vxl,arg S (A), \B(t,xl) — B(t,.’ﬂg) ’ < k’.ﬁEl - [BQ’,
2) Yax e D(A), lapplication t — B (t,xz) € L= ([0,T],H).

Alors, pour tout uyg € D (A), il existe une unique fonction u € W1 ([0, T], H) solution de

%(t) + Au(t) + B(t, u(t)) 2 0 p.p.

u(0) = wo.

Pour la démonstration du théoréme précédent, on renvoit le lecteur a la preuve de la
proposition 3.13 p.107 de |Bre73|. Le théoréme suivant ne figure pas en ces termes dans
[Bre73|, mais il est une conséquence directe de la proposition 3.4 et de la remarque 3.7
p.69 ainsi que du théoréme 3.5 (iii) p.66.

Théoréme D.5 Soit K un convexe fermé non vide de H, on considére ['opérateur mazi-
mal monotone A = dli. Pour toute fonction f € C°([0,T], H) et pour tout uy € D(A),
il existe une unique fonction u € W ([0, T], H) vérifiant

S0+ Ault) 3 1(0) .
u(0) = uy.

De plus, u est dérivable a droite en tout point t de |0, T et cette dérivée vaut

dTu

—(8) = f(8) = Pauiy (f(2)).
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Anneze E. FEtude du gradient de la fonction Dqo

On reprend les notations de la section 3.1.1,

Q12 ={q€ RQN, Dis(q) = |q2 — qi| — (11 +13) > 0}.

On note Gy le gradient normalisé de Dy :

G : Q12 — N
= Gio (—612(Q)> elZ(q)a 0,..., 0)
- Y PR = G - - Y
q = (q1,92, -, qn) 12(q) NG NG
ou ep(q) = ﬁ € R% Dans la suite, on notera juste e, sans préciser la dépendance

en q.

Propriété E.1 L’application Gy est différentiable en tout point de Q1o et sa différen-
tielle au point q vérifie

. 1
DGlg(q) . h e — (—Peul(hg — hl)a Peul(hg — h1)7 0, ey O) y
V2|q2 — a1

ot Pg,1 est la projection sur ey, vecteur unitaire de R%, orthogonal (direct) a eis. Au-
trement dit,
PeLt(v) =v—(v-en)epn.

Démonstration :
On définit la fonction f comme suit : f(q) = |q2 — qi|. On a,

Df(q)[h] = Gi2(q) -h = (hy — h;) - exz(q).

On définit la fonction g comme suit : g(q) = q2 — q;. Comme ej5(q) = %, on obtient,
—Df(q)[h] g(a) + f(q) Dg(q)[h]
D hl =
e2(q)[h] f(q)2
—[(hy —hy) - eps]ers +hy — Iy
\Q2 - (h\

Par conséquent,

DGiz(q)[h] = S ([(h2 —hy) - epfern — (hy —hy) —[(hy —Iy) - ess]ers + (hy — hy)
V2 |2 — 7 |2 — au
1
= 7(_P612J‘(h2 _h1)7P612l(h2_h1)707'” 70)
V2|d2 — ai
0

On peut alors retrouver la constante de prox-régularité de ()12 (proposition 3.6 p. 45) en
calculant la constante de Lipschitz de Gs.
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Propriété E.2 L’application G est lipschitzienne avec une constante de Lipschitz,

V2

T1+T2

Ca, <

Démonstration :
D’aprés la proposition E.1, on a,

~ 1
DG hil?<— 9h, — hy|?
‘ 12(CI)[ H = 2’q2_q1‘2 ’ 2 1’ )
et en conséquence,
DG(a) ] < 2=l
\(12 - (11’
Or, on a [hy —hy|* = (h§ — h{)? + (hy — hY)* < 2((h5)* + (h5)* + (A)* + (hY)?) = 2[h/*.
D’on,
- h
DG(@h] < Vi
\(12 —(11’
2
< Y2
1 +T2

On obtient donc le résultat annoncé.

Remarque E.1 On peut aussi calculer

1
D2fq h k| =
( )[ ] ‘(12—(11‘

la fonction D1y est convexe et on retrouve bien le fait que la hessienne
D’D1o(q)[-, -] = D*f(q)[-, -]

est positive (mais pas définie).

T [(ha —hy) - (ke —kq) — [(ha — hy) - era][(ka — ki) - €12]] -
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Annexe F. Autre preuve de la proz-régularité de Q1o

Voici une autre facon de démontrer les propositions 3.3 et 3.6 p. 45, sans utiliser
des notions de géométrie différentielle. On rappelle la définition de ()12 et I’énoncé de la
premiére proposition.

Q2 ={q€ Rm, Dis(q) = |q2 — qi| — (11 +13) > 0}.

Proposition 3.3 Soit q € 0Q12, on a N(Q12,q) = —RTG2(q).

Démonstration :

q € 0@ si et seulement si les disques de centres q; et s se rencontrent en un point. Quitte
a effectuer une translation, on peut supposer que q; = (0,0). De plus, quitte a effectuer
une rotation de centre qi, on peut considérer que q = (0,0,71 + 79,0,q3,...,qn). (La
fonction Djy est évidemment invariante par ces transformations). On définit les vecteurs
suivants, v; = (1,0,1,0,0,...,0), v = (0,1,0,1,0,...,0), v3 = (1,0,—1,0,0,...,0) et
vy = (0,1,0,—1,0,...,0) et w; = (0,0,...,0,1,0,...,0), pour j € {5,...,2N}, (le 1 se

-iéme

trouvant a la j position). Tout vecteur de v € R* s’écrit

4 2N
VvV = E ;' V5 + E ﬂjW]’,
i=1 j=5

ou les coefficients o; et 3; sont des réels. En effet, on retrouve les 4 premiers vecteurs de
la base canonique de R*V avec les vecteurs v;,

am@aamm):%wﬁwg
@J@Qamﬂ):%Wﬁwg
(0,0,1,0,0,...,0) = %(vl—vg)
(0,0,0,1,0,...,0) = %(vg—wl)

Etape 1 : On va d’abord montrer que

N(Q12,q) C Rtvs.

Soit v € R?" de norme 1, il existe (v, g, iz, vy, By - ., Pon) € RV vérifiant
2001 + oy + oz +ai) + 05+ By = 1, (F.1)
et tels que
2N
V = V] + Vo + 3V3 + vy + Z 6jo.
j=5

On cherche a savoir, sous quelles conditions, le vecteur v € N(Q12,q), plus précisément,
sous quelles conditions, il existe t > 0 tel que q € Pg,,(q + tv).
On considére t > 0, alors

q+tv = (tag +tag, tag+tay, r+ro+ta; —tas, tag —tay, g5 +105, ¢G5 +t0s, - - ., @on +t0an)-
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Soit maintenant,
q = q+tv—tazvs = (tay, tag+toy, i +ra+tag, tas—tay, g5 +t0s, ¢5+t06, . . ., Gy +t0an),
calculons :

Dm(fl) = |(’I“1 -+ T2 -+ tOél,tOég — tOé4) — (tOél,tOég -+ tOé4)| — (7“1 -+ 7“2)
= |(’I“1 +T2, —215(){4)‘ — (7“1 +’I“2) Z 0.

Par conséquent, q € Q1o et
dgy,(a+tv) < |g+tv — @ < [tazvs| = tV2]as).

Comme |q+tv —q| = [tv| = ¢, on en déduit que q & Pg,,(q+1tv) si vV2|as| < 1, c’est-a-
dire, d’aprés (F.1), s'il existe oy, i € {1,2,4} ou f;, j € {5,..,2N} non nul. Finalement,
une condition nécessaire pour que q € Pg,,(q +tv) est que v s’écrive

V = (/3Vs.

Soit maintenant v = asvs avec az = £1 (désormais |v| = v/2), on a q+tv = (tas, 0,7, +
9 — tOég, O) et
Dlg(q + tV) = ‘Tl + 1y — 2150(3‘ — (7“1 + ’1“2).

Ainsi, Dis(q+tv) > 0 si a3 < 0. En conséquence, q+tv € Q12 (d'ot q ¢ Pg,,(q +1v))
si ag = —1. On ajuste donc I'écriture de v,

V = V3.
Etape 2 : Prouvons maintenant que

Rtvz C N(Q12,9).

T1+T2

Soit t < , montrons que dg,,(q + tvs) = tv/2, c’est-a-dire que

B(q + tV3,t\/§) N Q12 = @

Soit q € B(q + tvs, tV/2), il existe (ay, s, as, oy, Bs, ..., fon) € RV, vérifiant
1
a%+a§+a§+ai+5(6§+---+6§N) <1
et tels que

q = q+tvs+ta vy +taave + tasvs + tagvy + t05Ws + - - - + SonWan
= (tag +tag +t,tag + tag, ry + o + tag — tag — ttag — taw, ¢ + 05, ..., gy + t02n)-

Calculons

Dio(q) = |(r1 + 7o+ tag — tag — t, tag — tay) — (tag + tas + ¢, tas + tay)| — (11 +12)
= |(r1 +re — 2tas — 2t, —2tay)| — (11 + 1r2).
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Annexe F. Autre preuve de la proz-régularité de Q1o

Par conséquent,

Dm(fl) <0 (7‘1 +1r9 — 2tOég — 2t, —2t()é4)|2 < (7“1 + 7“2)2

< |
& (2t(az+1))* —4t(az + 1)(ry +r2) + (2tay)® <0
& (tHaz+ 1)) —t(az +1)(r +12) + (tay)* < 0.

On étudie donc le trinome du second degré
P(X)=X?— (ry +r2)X + (toy)”.

7“1+’I“2

Son discriminant A =4

2 o+’
— 4(tay)® > 0 car (tay)? <2 < (%) :

Il y a donc 2 racines réelles positives,

2 2
8+:T1;T2+\/(T1—;T2) — (tay)? et 827“1—;-7“2_\/(7"1—;‘7”2) — (toy)?.

P(X) <0< X €]s_,sy[. Il reste par conséquent a vérifier que t(az+ 1) € |s_, sy [. On

a a3 + aj < 1 donc,
—\/1—aj <as<y/1—ai
t—ty/1—aj <tlaz+1)<t+ty/1—ai

Montrons d’abord que t(az + 1) < sy :

2
Comme ¢ < nA TQ, alors S >1et ntr > 1. D'on,
2 2t 2t

2
'Lt —a?>4/1—a2.
2 =

Do,

On en déduit que,

2 2
t+t,/1—a§§t+\/(rlgr2) ~ (tay)? < “;” +\/(T1;T2) ~ (tew)?.

Ainsi, t(az + 1) < s4.

Il reste & montrer que t(ag+ 1) > s_ :

Pour cela, il suffit de remarquer que la fonction f : z +— x — /2?2 — (tay)? est décrois-
ry 4T 4T
sante sur {z > tloy|}. Comme t < — 5 2 ona f( : 5 2) < f(t). En conséquence,
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tlas+1) > f(t) > s_.

(&1 +T2

3

En conclusion, D12(q) < 0. On a démontré que pour tout ¢ <

B(q+tV3,t\/§) ﬂng = Q), (FQ)
ce qui implique que dg,,(q + tvs) = t/2 et q € Pg,,(q + tv3). Or, comme
q-= (0707T1 +T2707Q37.‘.7Q2N)7

le vecteur eq2(q) est égal a (1,0) et le vecteur vz n’est autre que le vecteur —Gqz(q), d’ott
le résultat. U

. ry 4T
Remarque F.1 Cette valeur limite de t = L2

est associée a la configuration limite

ot les 2 centres des particules sont confondus q; = .

Dans la preuve précédente et grace a la caractérisation des ensembles prox-réguliers (cf
proposition 2.23 p. 36), on a aussi montré la proposition 3.6 p. 45 :

7“1+’I“2

7

Proposition 3.6 L’ensemble ()15 est n-proz-régulier avec n =

Démonstration :

On a montré (voir (F.2)) que B(q + tvs, tv/2) N Q1 = () dés que ¢t < ntre

. Avec les
1 -+ D)

75 O

notations de la proposition 2.23 p. 36, n = V2 =
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Annexe G. Autre démonstration de l'inégalité triangulaire inverse

Dans cette annexe, se trouve une démonstration de I'existence d’une inégalité triangulaire
inverse vérifiée par les vecteurs G;;(q), aboutissant a une autre constante que celle obtenue
a la proposition 3.14 p. 52.

Proposition G.1 (Inégalité triangulaire inverse)
Il existe v > 1 tel que pour tout q € Qy,

Z ;| Gi(a)] < v Z a;;Gij(q)|,

(ivj)elcontact (ivj)elcontact
ol
Leontact = {(i,7), 1 < J, Dij(q) = 0} et les cy; sont des réels positifs quelconques.

La constante y peut étre prise égale a

Justifions tout de suite qu’'une inégalité inverse pour deux vecteurs peut étre obtenue en
minorant leur produit scalaire.

Lemme G.2 Soient u; et uy deuz vecteurs de R?N vérifiant
Up - Uy = COSQ|U1HU2|,
ot cos @ > —1 alors l'inégalité suivante

|U1‘ + |U2‘ S IJ|U1 +u2|,

/ 2
V> =4 —.
=0 1+ cos@
Démonstration :

Sicost =1, vp =1et |uy|+|uz| = |us 4+ us|. Le résultat est alors vrai. Sicosf < 1, vy > 1

est vérifiee dés que
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et on considére v > 1. On a

(Jur] + |uz))? < v |ug + ugl?
= ‘Ul‘Q -+ ’UQ‘Q + Q‘U1Hu2’ S I/Q(‘U1’2 + ‘U2’2 + 2U1 . UQ)
& =203 (ur - ug) — |ui|ug]) < (V7 = ) (Jua]? + |ugl?)
& =2ufus|(¥?cos® — 1) < (¥* = 1)(Jur|* + |ual?)
1 —1v2cosf
<~ 2 (ﬁ) ‘U1||U2| S |U1|2 -+ ‘U2|2 (V Z vy > ]_)
Or
v >y <:>1/2>L (v >0)
- ~ 1+ cosf -

& vi(1+cosf)>1+1

& 12 —1>1—1v%cosh

- 1> 1 —12%cosf

- 121

Par conséquent,

1 —1v%cosd
\u1’2 —+ ‘u2’2 > 2"&1”’&2‘ > 2 (ﬁ) ‘U1HUQ’

O

Pour établir I'inégalité triangulaire inverse (avec un nombre quelconque de vecteurs),
on propose une méthode basée sur une estimation des angles entre les vecteurs G;;(q)
comme on 'avait déja pressenti au début de la sous-section 3.2.2. La preuve sera faite par
récurrence sur le nombre de vecteurs intervenant dans la somme. On veut montrer qu’il
existe 0 > 1 (qui sera défini plus loin), tel que pour tout I sous-ensemble de I.ppiaes €t
pour tout ay; > 0,

Z a;;|Gij(q)| < 6 “ri?) Z @;;Gij(q)] -

(ivj)EICIcontact (ivj)EICIContact

Initialisation de la récurrence : On suppose que le cardinal de I vaut 1, autrement dit,
I ={(4,7)}, alors on a bien pour tout a;; > 0 et tout § > 1,

@ij|Gii(q)| = |ai;Gij(a)| < 0layGij(a)l.

Hypothése de récurrence :
Si le cardinal de I C I.oniaet €st égal a p, alors on a

Z @il Gij(q)] < 6” Z @;;Gij(q) (Hp)

(ivj)EICIcontact (ivj)EICIcontact



Annexe G. Autre démonstration de l'inégalité triangulaire inverse

pour tout ay; > 0.
On suppose maintenant que le cardinal de I C I niaer €St égal & p 4+ 1. On considére

w = Z @i Gij(q),

ot les a;; sont des réels strictement positifs. Soit (k,1) € I, on définit J = I\ {(k,1)}
ainsi que

Wy = Z @;;Gij(q)
(4,5)ed
et
Wo = Oészkl(Q)>

de telle sorte qu’on ait
W = W + Wa.

On utilise alors le lemme suivant démontré plus loin.

Lemme G.3 On a l'inégalité suivante,

2
(Wil + [wa| <y E|W1 + wal,

avec
1
K= .
1\ 2V
1+
(va)
Par conséquent, en posant
2
) =
1—kr
on obtient,
[wa| + [wal < dlwl. (G.1)

Or, comme § > 1, on peut initialiser la récurrence avec ce coefficient § et par hypothése
de récurrence, on a

> aylGyla)] < 6% wl.

(4,5)€J

Par conséquent,
P p (L
| Gr(a)| + Z @ij|Gij ()| < an|Gr(a)| + 6°|wi| =0 E‘WQ‘ +|wi| ).
(ij)e]

Comme § > 1 et d’aprés (G.1), on a

S aylGy(@)] < 8 (lwa| + [wi]) < 87 wl.

(ivj)EIcontact
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La propriété (H,4q) est donc vraie, ce qui prouve I'hérédité de cette propriété. Par consé-
quent, il existe 0 > 1, tel que

Z v ‘ Gij (q) ’ <$ card(Icontact) Z Qi Gij (q) ’

(ivj)elcontact (ivj)elcontact

. M . M Y n
pour tout a;; > 0. Comme le cardinal de [.opiace est inférieur a Tv (on rappelle que n,

est le nombre maximal de voisins que peut avoir une personne), la proposition 3.14 est
vérifiée en prenant

Nnqy

y=10"2

constante qui est bien indépendante de q. Ceci achéve la démonstration de la proposi-
tion 3.14, sous réserve de prouver le lemme G.3. O

Démonstration du lemme G.3 :

On cherche a prouver que

[ 2 1
|wi| + [wo| </ ——|w;1 + Wy, avec kK = )
11—~k 1\
1
+(2nv)

Ce résultat repose sur le lemme G.2 qui établit une inégalité triangulaire inverse entre
deux vecteurs, sous réserve d’une minoration de leur produit scalaire, qui est établie par
le lemme suivant.

Lemme G.4 L’inégalité suivante est vérifiée

Wi+ Wy 1
> —K, avec K =

| w1 ||we 1 oN
1+ (5 )
21,

Par conséquent, en utilisant les notations du lemme G.2, on a d’aprés le lemme G.4,

Wi Wa cosl > —k.
(w1 |[wol

Aussi,
1+cosf>1-—k,

[ 2 / 2
> .
1—x — V1+4+cosb

Le lemme G.3 est donc une conséquence immédiate du lemme G.2. O

ce qui implique
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Annexe G. Autre démonstration de l'inégalité triangulaire inverse

Il reste a prouver le lemme utilisé précédemment.
Démonstration du lemme G.4 :

On rappelle que
wi= > ;Gy(q) et wy = auGul(q),
(i,)€J
ol les coefficients intervenant dans ces deux écritures sont strictement positifs. Cependant,
il suffit de prouver cette inégalité pour

wo = Gpi(q).
On pose
(027 sit < j
Bij = )
Qg sinon,
on a alors

Wi = (Fl, FQ, 7F’]\/’) on Fp == Zﬂipeip.

Ainsi, F}, est un vecteur de R? qui peut étre interprété comme la force exercée sur la
personne par ses voisins (autres que le '™ individu). De méme, —F}, peut étre interprété
k'*™¢ personne résistant a la pression de ses voisins (autres

kiéme

comme la force de réaction de la
que le [®™ ). De plus, on a
wi-Wo  —Fpep—F ey A
(W1 || wl B NG N 2 S
24/ 2o | Fil

Cas1l:—F,-ey>00u—F -e; >0

—F

Fic. G.1 - Cas 1

Supposons, par exemple (cf figure G.1), que —F} - e > 0, on a alors
—Fy-ep — Fr-ep > —F - ey.

Comme |Fj - ;| < |F], on obtient

V2R

’Fl'euc| <1
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Finalement, on en déduit que

—F - ey —1
Ay 2 —(—e——e>—.
V2VYIEP T V2
Dans ce cas, on peut prendre
1
K =—.

V2
Cas 2 : —Fj-eu <0et —F - ey <0 (cf figure G.2)

Fig. G.2 - Cas 2

1 1
Cas 2a : —Fj, - ey > =7 |Fif ou —Fi - ey > —7|F|

1
Supposons, par exemple (cf figure G.3), que —F}, - e > —Z\Fk| On a

Fig. G.3 — Cas 2a

Bl < S IRP,

ce qui implique comme —F}, - e < 0,

—F}, - ey —F}, - ey

Bl T VETER
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Annexe G. Autre démonstration de l'inégalité triangulaire inverse

Par conséquent,

1 < —Fk *€x
47 VEIRP
et comme
—F ey >

Fic. G4 — Cas 2b

On utilise le lemme suivant démontré ultérieurement :

Sous-lemme G.5 Dans le cas 2b, il existe k et | distincts de k et de | vérifiant k # [ et
tels que

[Eil = el Fl,

01

(Le réel € est bien indépendant de q).

On en déduit que
Y EP = B+ B+ F |+ B > 1+ ) [|[Bf + 1R[]
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Aussi,
1 1

1
<
VXIEP T Vi+e VIR +IRP

|Ap| < ! [Pl + 171 <t
T V1I+ e\ V2R RP) T Vite

Finalement, on conclut que
1

7>_
V1+e?

Ay > —

Dans ce cas, on peut donc prendre

K =

VIt

et le lemme G.4 est donc vérifié pour

1 5 1 1
K =max | —, , = )
(\/E 42 \/1+e2) V1 e

a condition de prouver le sous-lemme G.5. U

Remarque G.6 On peut tout de suite constater que, pour une configuration q firée et
des coefficient c; fizés, l'ezistence d’un réel €, vérifiant ces deux inégalités est triviale. En
effet, par l'absurde, on obtient que sinon

Vie {1.N}\{k,I1}, F; =0,
ce qui est impossible.

Il reste & démontrer le sous-lemme utilisé précédemment.
Démonstration du sous-lemme G.5 :

On rappelle que n, est le nombre maximal de voisins que peut avoir une personne. On
considére d’abord Fj, on sait que

Vi
_Fk - § :ﬂkjo,iekjo,w
=1

ou Vj, est le nombre de voisins de la personne k a ’exception de la personne [ (V;, < n,—1).
Par conséquent,

Vi
—Fy ey = E Bhijo.€kjo.; * €kl-
=1
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Annexe G. Autre démonstration de l'inégalité triangulaire inverse

Il existe k1 € {Jo1,Jo2, - Jovi, b (K1 # K, 1) tel que
Brki€kkr * €kt < BrjoiChjo, * €kts Vi

Un rapide raisonnement par I’absurde montre que nécessairement,

Breker €k, - €11 < _n_Fk * €gy,
v

1
et comme —F}, - ey < —Z\Fk\, on obtient

1
ik, e < —— | Fl.
Breker €kky - €k 47%‘ k|

En interprétant, I'individu & est la personne qui exerce la plus forte pression sur k et la
personne k se trouve entre les individus [ et ki car eg, - €, < 0 (la personne k; se trouve
a gauche de k sur la figure G.5).

Si |Fy,| > =——|Fy|, alors on pose
81y B
]f - kl-

. 1 : .
Sinon |Fy,| < 8—]Fk], et on procéde de maniére analogue avec Fj, . On sait que
n'U

Vkl
—Fyy, = Bryrlrok + § Brj1 +€krjris
=1

o Vi, <mn, — 1 est le nombre de voisins de k;. Ainsi ,

Vi,

— Iy, - er = Brkerik - € T E Brijri€hijr; * €Ki-
=1

1 1
Comme —ﬁklkeklk ey < —4—|Fk‘ et _Fk1 * €l S |Fk1| < 8—‘Fk|, on en déduit que
n n

v ()
Vi, ]
E ﬁkljl,ieklju ey = —Fp, ey — ﬁklkeklk cep < _—8n ’Fk’
=1 v

Comme précédemment, il existe ko € {j11, j1,2, "‘7j17Vk1} (ko & {k,k1}), tel que
1

@’Fk\

BrerksChrks - €11 < —

(La encore sur la figure G.5, la personne ks se trouve a gauche de U'individu k).

1/ 1)
Si |F,| > 1 (2—7%) | Fi|, alors on pose

T
I
ol

v
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s
&

ks ,

FiGg. G.5 — Construction de la suite k;

Sinon, on continue. On construit alors une suite k; (cf figure G.5) telle que

ko =k

1 1 i+1
Fual < (5) 1A

1/ 1\ 1
\ Brikis1 Chikisy * €1 < 1 (27%) _U|Fk|

-

On a alors

ki+1 ¢ {k07 kb kz}
En effet, comme on a par construction (point 3 du systéme) :
€koky €kt < 0

€Liky €k < 0

( €hikiyy m €1 <0

il suffit de montrer que

Vi€ [0,i], ek ik, - x> 0.
On a pour j € [0, 1],
Chit1k; €kl = Wl—qm <|Qki+1 — i l@kiprks T+ 1Ak — Ay @Rk, + o [y, — %|ekj+1kj)'ekz-
Donc
Chi1k; " €kl = m (|Qki+1 [ R T e P (T 'ekl) > 0.

On conclut alors que

ki—i—l ¢ {k()a kla "ki—1}7
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Annexe G. Autre démonstration de l'inégalité triangulaire inverse

et par construction k;,, # k;, donc

ki—f—l ¢ {k()? kl? kl}

Comme il y a un nombre fini de personnes, a savoir N, cette construction s’arréte :

1 1\
Im < N — 1 tel que |Fy, | > - =— ) |Fl|
4 \ 2n,

Au final, on pose

k=k,.

On procéde de maniére analogue avec Fj, en construisant une suite /; vérifiant le méme
s 7
genre de propriétés (les personnes [; se trouveront a droite de I'individu [ toujours dans

le cadre de la figure G.5). Tl reste & montrer que k #* [. Pour cela, on a juste besoin de
vérifier que ces deux suites sont disjointes, c’est-a- dire que,

{ko, k1, Ko} 0 {0, 1y, 0} = 0.

On a par construction

—
B
~

€kikiyy - €k < 0,

€1 -ep > 0. (G3)

+1
Il suffit donc de montrer que
Vi € {0.m}, Vj € {0..p}, exy, -ew > 0.
On va d’abord prouver que
Vi € {0..m}, ey, - e > 0.

Comme précédemment, le vecteur eg,; pour i € {0..m}, s’écrit comme combinaison linéaire
a coefficients positifs des vecteurs egr,_,, -, €k 1k, €t €gy- Grace a (G.2) et comme ey, e =
le|> =1 > 0, on conclut alors que

i—1)

Vi € {Om}, €1 - €p > 0. (G4)

Ensuite, le vecteur ey, pour 7 € {0..m} et j € {0..p}, s’écrit comme combinaison linéaire
a coefficients positifs des vecteurs ey, €, .., et e;,_,;;. Grace a (G.3) et (G.4), on obtient

Vi € {Om},Vj € {Op}, €k,1; * €kl > 0. (G5)
Par conséquent, d’aprés (G.5), on en déduit que
{ko, kv, ..kem } N {lo, 11, ..0,} =0

et nécessairement k # [. Ensuite, comme n, > 2, alors

1/ 1 \V! 1\
- = > )
4 (2nv) - (an)
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Le sous-lemme G.5 est vérifié pour

1 N
€ =
<2nv)

ce qui achéve la démonstration. [

Ainsi s’achéve la démonstration de la proposition G.1. De ce résultat découle I'uniforme
prox-régularité de Q) (cf. preuve de la proposition 3.12 p. 51).

Proposition G.7 L’ensemble (Qy est n-proz-régulier avec

Nn,

1 1 ’ .
n=1511- minr+rj

2 L\ @) 2
1+( )

2n,

ol n, est le nombre maximal de voisins que peut avoir une personne.
En notant ry;, = minr; et ry. = maxr;, cette constante vérifie

™

. T'min
arcsm | —————
T'max + T"'min

Ny <

Remarque G.8 Pour se fizer les idées, on peut calculer un équivalent de n quand N tend
vers linfini (n, constant). On obtient

Nn, N3?n,
. m+rj(1) 4 (1) 9
~ min -
T NZ ) V2 \4 2n,

Cette constante de prox-régularité est inférieure a celle annoncée par la proposition 3.12
p- H1.

177






Annexe H

Formulation point-selle

179



Annexe H. Formulation point-selle

Cette annexe a pour objectif de rappeler les résultats classiques qu’on peut retrouver
dans |[Mau04|, jusqu’a la proposition H.9. Pour la proposition H.11, on renvoit le lecteur
vers [All05] ou [Cia90]. On considére V' un espace de Hilbert muni de son produit sca-
laire (, ) et de sa norme | |, M un espace de Banach, B € L (V, M) et z € M. On note
le crochet de dualité entre M et M’ par (¢, m) avec ¢ € M’ et m € M et on note || || la
norme naturelle sur M’. On définit ensuite I’ensemble des contraintes qui sera 1’ensemble
convexe fermé suivant,

K={ueV, (u,Bu—=z) <0, VYuel}

o C' C M’ est un cone convexe fermé non vide de sommet 0. Soit f € V', on considére la
fonctionnelle

T () = 5lol? - (1,0)

ainsi que le probléme de minimisation sous contrainte suivant :

u€ K,
(@) .
J(u) = 7Jlgff(t](v)
Le Lagrangien associé a ce probléme est

L: VxC — R
(Umu) = L(U7M>:‘](U)+<M7BU_Z>'

La formulation point-selle de ce probléme s’écrit donc sous la forme,

[ (wANevxC,
{ V(v,u) € VxC, L(u,p) <L(u,A\)<L(v,A).

Remarque H.1 )\ est appelé multiplicateur de Lagrange.
Proposition H.2 Le probléeme (Q) posséde une unique solution que l’on notera u.

Démonstration :
Il suffit de remarquer que la fonctionnelle J est strictement convexe et coercive, puis que
K est un ensemble convexe fermé de V. 0]

Remarque H.3 Une autre facon de prouver la proposition précédente est de remarquer
que le probléme (Q) revient & minimiser la fonctionnelle [U — %|v — fﬂ sur K. Il existe
une unique solution a ce probléme qui est le projeté de f sur K (u = Pgf), bien défini
car K est un convexe fermé.

Remarque H.4 Par définition du cone polaire (définition C.1 p. 150), on sait que u € K
si et seulement si Bu — z € C°.
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Proposition H.5 Si (u,\) € V x C est solution du probleme de point-selle (Q'), alors u
est solution du probléme de minimisation (Q).

Démonstration :
On raisonne par 'absurde en supposant que u ¢ K, c’est-a-dire en supposant qu’il existe
po € C, tel que (ug, Bu— z) > 0. Alors

Va > 0, apy € C et (apg, Bu — z) — 400 quand o« — +o0.
On obtient donc une contradiction avec le fait que L (u, 1) soit majoré. Par conséquent,
Vu e C, (u, Bu—z) <0.

Autrement dit, u € K. Ensuite, on sait que pour tout u € C, (i, Bu—z) < (\, Bu—z) < 0.
En prenant p = 0, on voit que nécessairement

(\,Bu—z) =0.

En conséquence,

Vo eV, J(u) <J(w)+ (N Bv—z).
<0,0

Comme pour tout v € K, (A, Bu — z) < 0, on obtient,

Voe K, J(u) < J(v).

Autrement dit,
J (u) = inf J (v).

veEK

En conclusion, u est solution de (Q). O

On considére désormais un autre probléme, dont on montrera 1I’équivalence avec le pro-
bléme (Q') :
(u,\) € Vx C,

u+ B*A=f,
Bu—z e C°,
(\,Bu—z) =0.

(@")

Remarque H.6 La derniére équation est appelée relation de complémentarité. Le multi-
plicateur de Lagrange n’agit que si la contrainte est saturée (lorsque Bu — z =0).

Proposition H.7 (u, \) est solution du probleme de point-selle ((Q)') si et seulement si
(u, ) est solution de (Q").

Démonstration :
Si (u, ) est solution de (Q'), alors on sait déja que Bu — z € C° car u € K ainsi que
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Annexe H. Formulation point-selle

(A, Bu—z) = 0 d’apreés la démonstration précédente. De plus, pour tout v € V, L (u, \) <

L (v, \). Aussi, u minimise .J (v) = sJo? = (f,v) + (X, Bv — z) sur V. Par conséquent,

Yo eV, (u,v) — (f,v) + (A Bv) =0,

ce qui implique
VoeV, (u,v) = (f,v)+ (B*A,v) =0.
D’ou,
u+ B*\ = f.

Ainsi, (u, A) est solution de (Q").
Réciproquement, si (u, \) est solution de (Q"), alors Bu — z € C° ce qui revient a dire
que u € K. Aussi, comme (A, Bu—z) =0, on a

Vu e C) (u, Bu— z) < (\, Bu — z).

Par conséquent,

Vue O, L(u,p) < L(u, ).

Ensuite, I’équation v + B*\ = f implique, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, que u
minimise J (v) = 1|v|*> — (f,v) + (A, Bv) sur V donc

YoeV, J(u) <J(v).
D’ou en soustrayant (A, z) de part et d’autre de 'inégalité, on a
YoeV, L(u,\) <L(v,\).

On en conclut donc que (u, A) est solution de (Q’). O

Proposition H.8 Si u est solution du probléme de minimisation (Q), alors

f—ue B*(C).

Démonstration :
Soit u la solution de (@), montrons dans un premier temps que

Yo € <W)  YVE>0, u+tve K.

Soit v € (B*(C)) , on a par définition du cone polaire (définition C.1 p. 149),

Ve C, (B*,U«a U) <0,

ce qui équivaut a
Vu e C, (u, Bv) <0.
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Ainsi,
(i, B(u+tv) —z) = (u, Bu—z) +t{u, Bv) <0, Vt>0.

Donc pour tout t > 0, u 4+ tv € K. Dans un second temps, montrons que
f-ue (B*(C)) .

Soient v € (B*(C)) et t > 0, comme u est solution de (Q) et u + tv € K d’aprés ce qui

précéde, on a

J(u) < J(u+tv).
Par définition de J, on a donc
Lo 12
§t |U‘ —i—t(u,v) _t(f7v) 207

ce qui implique

1
t ét\UIZ—(f—u,v) > 0.

Par conséquent,

1
515\1)]2 — (f —u,v) >0.

Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, on en déduit que

(f —u,v) <0.

Cette inégalité étant vérifiée pour tout v € (B*(C)) , on a démontré que

f_ue(m)“’.

Comme B*(C') est un cone convexe fermé non vide de sommet 0, on a d’aprés la proposition
C.4 p. 151,
(B*(O)) — B (0).

Ainsi, f —u € B*(C). O

Proposition H.9 Soit u la solution du probléeme de minimisation (Q), si B est surjectif
de V' dans M, alors il existe un unique \ € C' tel que (u, \) soit solution du probléme de
point-selle (Q').

Démonstration :
Montrons que B* (C') est un fermé. Comme B est surjectif de V' dans M, on sait (cf.
théoréme I1.19 p.29 dans |Bre73|) que

Ja >0, Vpe M, |ull < a|Bul.
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Considérons une suite de B* (C') qui converge dans V,

B i, —— v,
n—oo
ou p, € C. L'inégalité précédente implique que la suite (u,) est de Cauchy dans M’
Ainsi, il existe A € M’ tel que

oy —— A
n—0o0

Or C est un fermé de M’ donc A € C. Par continuité de B*, on a v = B*\ € B*(C). En
conclusion, B* (C') est un fermé.

Soit u la solution du probléme (@), d’aprés ce qui précéde et la proposition H.8, on a
f —u € B*(C). Par conséquent, il existe A € C tel que f —u = B*\. Comme B est
surjectif, B* est injectif et on conclut alors que

JINeC, ut+BA=T.

Par ailleurs, comme wu est solution du probléme (@), on a u € K, d'ou Bu — z € C°.
Comme B est surjectif, il existe a € V' tel que z = Ba. De plus, d’aprés la remarque H.3,
on sait que u est la projection de f sur K : u = Pg f. Par conséquent,

u—a=Pg_o(f—a)

(ceci est évident lorsqu’on pense a la caractérisation de la projection sur un convexe fermé
cf. théoréme A.1 p. 142). Enfin, comme K — a C V est un cone convexe fermé non vide
de sommet 0, on a donc d’aprés la proposition C.3 p. 150,

(u—a, f—u)=0.

Ceci implique
(u—a,B*\) =0

et par conséquent
(\,B(u—a)) =(\,Bu—2z)=0.

Ainsi, il existe un unique A € C' tel que (u, \) soit solution du probléme (Q"), ce qui
implique d’aprés la proposition H.7 qu’il existe un unique A € C tel que (u,\) soit
solution du probléme (Q"). O

En reprenant la démonstration, on remarque que les hypothéses B* (C) fermé et z € ImB
suffisent a assurer I'existence d’'un multiplicateur de Lagrange.

Proposition H.10 Si B* (C) est fermé dans M et si z € ImB, alors il existe un A € C
tel que (u, \) soit solution de (Q').

Dans le cas ou z ¢ ImB, la démonstration de la proposition H.9 ne s’applique pas.
En effet, on ne peut plus obtenir la relation de complémentarité en utilisant la notion
de cone polaire puisque K n’est pas un cone. Cependant, dans le cas d’un nombre fini
de contraintes, c’est-a-dire quand le cone C est finiment généré, 'hypothése sur z n’est
pas nécessaire, (I’hypothése sur B* (C') est automatiquement vérifiée) et on obtient la
proposition suivante.
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Proposition H.11 (Cas d’un nombre fini de contraintes)
On suppose que C' est finiment généré, autrement dit,

P
C= ZRJF/”’ avec p; € M'.
=1

Si on note u la solution du probléme de minimisation (Q) défini p. 179, alors il existe
A € C tel que (u, \) soit solution du probléeme de point-selle (Q') défini p. 179.

Démonstration :
Soit u la solution de (@), on définit I’ensemble, que 'on suppose dans un premier temps
non vide,

[u = {7’ < {17 ">p}’ <:ui> Bu — Z> = 0}7

et le cone convexe fermé inclus dans M,

Co={pneC, (u,Bu—z) :O}:ZRJF,W.

1€1y

Par conséquent,

B*(Cy) = Z R B*(p:).

i€l
On utilise une proposition analogue a la proposition H.8, qui sera démontrée ultérieure-
ment, & savoir :

Proposition H.12 Si u est solution de (Q), alors f —u € B*(C,).

De plus, d’aprés le sous-lemme B.2 p. 146, le cone convexe B*(C,,) non vide de sommet 0
est fermé. Par conséquent, f —u € B*(C,). Ainsi, il existe A = Z Aipt; ot A; > 0, tel que
i€l

f—u=DB"\) =Y \NB*(u).

1€1y

Par conséquent, par définition de I,

(\, Bu— z) = Z Ai(i, Bu — z) = 0.

1€y

Si I, = 0, alors C, = {0} et donc A = 0, ce qui nous améne a la méme conclusion.
La relation de complémentarité est bien vérifiée. Ainsi, le couple (u, ) est solution du
probléme (Q"), qui est équivalent d’aprés la proposition H.7 au probléme (Q’). O

Démonstration de la proposition H.12 :
Soit u la solution de (@), montrons dans un premier temps que

Vo € (B*(Cu)> Tty >0, Ve [0,t,], uttve K.
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Soit v € (B*(C’u))o, on a
Vu e Cy, (B*u,v) <0,

ce qui équivaut a
Vu € Cy, (1, Bv) <O0.

En conséquence, si u € C, on a
(u, B(u+tv) —z) = (u, Bu— z) +t{u, Bv) =t{u, Bv) <0, Vt>0.

SipeC\C,, alors p = Zpi,ui + Z pily;, avec p;, p; > 0 (la deuxiéme somme porte

icly ¢l
sur un ensemble nécessairement non vide). On définit alors
. —{(uj, Bu—=z
t, = min (s >>0.

j¢lu) |(p;, Bv)|

Aussi pour t € [0,1,],

(1, Bluttv)—z) < > pi ((mi, Bu—2) +t{ui, Bu))+ Y p; (g, Bu—z) +t{u;, Bv)).
icl(u) J¢1(u)

D’apreés ce qui précéde, la premiére somme est négative et par définition de £, la deuxiéme
aussi. Par conséquent, on en déduit que

Vit e [0,t,[, Vue O, (u, Blu+tv)—z) <O0.
Donc pour tout ¢ € [0,¢,[, u+tv € K.
Dans un second temps, montrons que
f-ue (W) -
Soient v € <m>o et t € [0,t,[, comme u est solution de (()), on a
J(u) < J(u+tv).

Par définition de J, on a donc

Lo 2

SPIP ) 1 (/)2 0.

ce qui implique

1
515\1)]2 —(f —u,v) >0.
Ceci étant vrai pour tout ¢t € [0,¢,[, on en déduit que

(f—U,U) Soa
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autrement dit que
f-ue <B*(Cu)> .
Comme B*(C,) est un cone convexe fermé non vide de sommet 0, on a d’aprés la propo-

sition C.4 p. 151,
<B*(Cu)) = B (Cy).

Ainsi, f —u € B*(C,). O
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Annexe 1. Algorithme d’Uzawa

On reprend les notations de 'annexe H mais on suppose désormais que M est un
espace de Hilbert, que I'on identifie & son dual, de telle sorte que C' est, considéré comme
un cone de M. Dans cette annexe, on rappelle comment calculer les multiplicateurs de
Lagrange solutions d’un probléme point-selle (@) (défini page 180), grace a I’algorithme
d’Uzawa. Les résultats suivants jusqu’a la proposition 1.4, sont issus de [Mau04].

On se donne p > 0, \’ € C et on considére une suite d’éléments de M définis par
Vk >0, ' =Pc (N +p(B(f—BN\)—2)). (L1)

La proposition suivante montre que si la suite définie par (I.1) converge alors il y a
existence d’un point-selle qui peut étre exprimé en fonction de la limite de la suite.

Proposition 1.1 On suppose que z = Ba. Si la suite ()\k) définie par (1.1) converge vers
A€ M, alors (f — B*\, \) est solution du probléeme de point-selle (Q') défini p. 179.

Démonstration :
Comme P est une application continue (1-lipschitz), on a a la limite I’équation,

A=Pc(A+pB(f— B*\—a)) car z = Ba.
On a donc pour tout p € C (cf. théoréme A.1 p. 142),
(W—=A, pB(f = B"A—a)) <0,

ce qui est équivalent a
(=X, B(f—B*X—a)) <0.

Ceci équivaut aussi a
(B*(u—A), f=B*A—a) <0, VuecC,

et par conséquent

Comme B* (C') est un cone convexe fermé non vide de sommet 0, d’apreés la proposition C.3
p- 150, on a

f—a—B*A:PWO (f—a)

On utilise maintenant le lemme suivant, qui sera démontré ultérieurement.

Lemme 1.2 On suppose que z = Ba, alors

K—a=B(C)"
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On en déduit que
f—a—BXN=Pg_.(f—a),

ce qui équivaut a

f—DB*A=Pgf.

(Ceci est évident lorsqu’on pense a la caractérisation de la projection sur un convexe fermé
cf. théoréme A.1 p. 142). On pose maintenant u = f — B*\, u est bien un élément de
K. 1l reste a vérifier la relation de complémentarité (A, Bu — z) = 0 pour montrer que
(u, A) est solution du probléme (Q") défini dans 'annexe H page 181. Comme u — a est la
projection de f—a sur K —a et d’aprés la proposition C.3 p. 150, on a (u — a, f —u) = 0.
D’ou,
(u—a, B*\) = 0= (\, Bu — z).

Ainsi, (u, A) est solution du probléme (Q") et donc (cf. proposition H.7 p. 181) du probléme
(@) O

Remarque 1.3 L’hypothese importante est que z € ImB, il n’est pas nécessaire de sup-
poser que B*(C) est fermé comme dans la proposition H.10 p. 18/.

Il reste & démontrer le lemme utilisé dans le preuve précédente.

Démonstration du lemme 1.2 :
On rappelle la définition de K,

K={veV, (u,Bv—2) <0, Yue C}.
En écrivant que z = Ba, on obtient que

K={veV, (u,Bv—Ba) <0, Yu e C},
ce qui s’écrit encore

K={veV, (B*u,v—a) <0, VueC}.

Par conséquent,
K—a={weV, (B'uw) <0, VueC}.
Autrement dit,
K —a= B*(C)° = B*(C)
0

Proposition 1.4 Si (u,\) est solution du probleme de point-selle (Q') (défini p. 179),
alors la suite (f—B*/\k) converge vers u, solution du probléme de minimisation (Q)
(défini p. 179), dés que

2
0<p<——,
1B

ot ||B|| = sup |Bx|.
2| <1
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Annexe 1. Algorithme d’Uzawa

Démonstration :
Si (u, \) est solution de (@) alors (u, \) est aussi solution de (Q"), d’aprés la proposi-
tion H.7 p. 181. Par conséquent, (A, Bu — z) = 0. Montrons que I’élément A vérifie

A=Pc(A+p(Bu—2=z)). (1.2)
Il suffit de montrer pour tout u € C, (i — A, p(Bu — z)) < 0. Ceci est équivalent a
(W — A, Bu—2z) <0, YuecC.

Ceci est vrai puisque u € K et (A\, Bu— z) = 0.
De plus, si on note u* = f — B*\¥, 'équation (I.1) vérifiée par \**! devient

N =P (N + p (BuF - 2)) . (1.3)

Grace a (1.2) et (I.3) et au fait que Pg soit 1-lipschitz, on obtient,

W= AP = [Po (M 4 p (Buf = 2)) = Po(A+ p (Bu = 2)) I (L4)
INF =X+ pB (u* —u) |?

NS = AP +2p (BY (A = X) o —u) + p°|B (v —u) |

N = AP = 2p|u” — ul + p?|B (v —u) |

N = AP = 2p[u® =l + 0| BI*|u” — u/*

XS AP = p (2= pll BIP) Jut — uf?. (15)

VAN VAN VANRR VAN VAN

2
Si on suppose p € }O, W {, on a donc

IAFFL | < IAF = ).

La suite |\* — )| est alors décroissante, positive. Elle converge donc vers un réel positif,
et on a d’aprées (1.5),

) ‘)\k_)\‘Q_’)\k—f—l_)\’Q

< 0
p(2=plBI?) koo

ju” =

: 2 : .
En conclusion, pour tout p € ] 0, W . la suite u* = f — B*\* converge vers u, solution

de (Q). O

Dans le cas qui nous intéresse (nombre fini de contraintes), on peut méme montrer que la
suite des multiplicateurs de Lagrange construite par ’algorithme d’Uzawa converge.

Proposition 1.5 (Cas d’un nombre fini de contraintes)

On suppose que C' est finiment généré. Si p € ]0, ﬁ [, alors la suite (\F) définie par

(I.1) converge vers un X € C' tel que (u, \) soit solution du probléme (Q") (défini p. 179).
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Démonstration :
La preuve repose essentiellement sur le lemme d’Opial qui sera démontré plus loin.

Lemme 1.6 (Lemme d’Opial) Soit A un espace de Hilbert, A un sous-ensemble non
vide de A, et (\¥) une suite d’éléments de A telle que

(i) pour tout i € A, la suite |\¥ — p| converge,

(ii) si une sous-suite (\*») converge faiblement vers un élément i de A, alors p € A.
Alors la suite (A\¥) converge faiblement vers un élément de A.

On note A C M, Pensemble des A tels que (u,\) soit solution de (Q'). On cherche a
démontrer que la suite ()\k) vérifie les hypothéses du lemme d’Opial. On a vu lors de la
démonstration de la proposition 1.4 que I'hypothése (i) du lemme d’Opial était vérifiée.
Il reste a vérifier 'hypothése (ii). On considére donc une sous-suite toujours notée (\¥)
qui converge faiblement vers p € M. Comme C' est un convexe fermé de M, il est fermé
pour la topologie faible donc 1 € C. Ensuite, on a pour tout k, u* = f — B*A\*. Or B*\*
converge faiblement vers B*y et d’aprés la proposition 1.4, u* converge vers u. On a donc
par passage a la limite faible,
u= f— B*u.

Pour montrer que (u, 1) est une solution de (@), il suffit de prouver la relation de com-
plémentarité,
(i, Bu — z) = 0.

Par définition de \**!, on a pour tout i € C,
(f — NFPL N 4 p(Bu — 2) — AP <.

Comme C' est finiment généré, il est inclus dans un espace hilbertien de dimension finie.
Par conséquent, la suite des (A\¥) converge fortement et on peut passer a la limite dans
I’équation précédente . En prenant enfin ;i = 0, on obtient

(u, Bu— z) > 0.

Oru € K et p € C impliquent que (;1, Bu—z) < 0. Finalement la relation de complémen-
tarité est vérifiée et u € A. Ainsi, la suite (A\¥) vérifie les hypothéses du lemme d’Opial. On
en déduit qu’elle converge faiblement et donc fortement (dimension finie) vers un élément

de A. O
Il reste & démontrer le lemme d’Opial (cf. par exemple [Har81]).

Démonstration du lemme 1.6 :

D’aprés (i), la suite (A\¥) est bornée. 1l suffit donc de vérifier que deux sous-suites qui
convergent faiblement ont la méme limite. On considére donc deux sous-suites (A™*) et
(A") qui convergent faiblement vers A\ et Ay, respectivement. D’aprés (ii), A; et Ay ap-
partiennent a A. On introduit les limites (qui existent d’aprés (i))

0y = lm | A¥ = Ay|, fo = lHm |\ — Ay,
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Annexe 1. Algorithme d’Uzawa

On écrit alors

N = A2 = A = X2 = (g — A, 208 — A — ).

On passe a la limite dans I'identité précédente pour la sous-suite (A ) puis pour (A\").
Il vient
147 = |62 = —[Xa — M [P et [61)7 — |62 = [N — M|

On a donc nécessairement |A\y — Aq| = 0, d’ott le résultat. O
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Résumé
Modélisation mathématique et numérique de mouvements de foule

Nous nous intéressons a la modélisation des mouvements de foule causés par des situa-
tions d’évacuation d’urgence. L’objectif de cette thése est de proposer un modéle mathé-
matique et une méthode numérique de gestion des contacts, afin de traiter les interactions
locales entre les personnes pour finalement mieux rendre compte de la dynamique globale
du trafic piétonnier.

Nous proposons un modéle microscopique de mouvements de foule qui repose sur
deux principes. D’une part, chaque personne a une vitesse souhaitée, celle qu’elle aurait
en 'absence des autres. D’autre part, la vitesse réelle des individus prend en compte
une certaine contrainte d’encombrement maximal. Plus précisément, la vitesse réelle est
la projection de la vitesse souhaitée sur un ensemble dit de vitesses admissibles (qui
respectent une contrainte de non-chevauchement des disques représentant les individus).
Nous proposons d’étudier ce modeéle en trois parties.

La premiére partie est consacrée a son étude théorique. Aprés reformulation, le pro-
bléeme prend la forme d’une inclusion différentielle du premier ordre. Nous démontrons
alors son caractére bien posé : tout d’abord dans un cas particulier (ou les individus se
déplacent dans un couloir) grace a la théorie des opérateurs maximaux monotones, puis
en toute généralité, en utilisant des résultats sur les processus de rafle par un ensemble
uniformément prox-régulier.

La seconde partie est dédiée a la résolution numérique du probléme précédent. Nous
proposons un schéma numérique en se basant sur le second principe du modéle, a savoir
en calculant une vitesse réelle discréte qui soit la projection de la vitesse souhaitée sur un
ensemble de vitesses admissibles “au premier ordre”. En reformulant cette projection sous
la forme d’un probléme point-selle, nous démontrons sa convergence par une méthode de
compacité, en prouvant le caractére uniformément borné des multiplicateurs de Lagrange.

La troisiéme partie est consacrée a la programmation et a la présentation des résultats
numériques. Nous proposons d’utiliser 1'algorithme d’Uzawa afin de calculer la vitesse
réelle discréte comme projection de la vitesse souhaitée. Ensuite, nous nous intéressons
au premier point du modeéle en choisissant une vitesse souhaitée particuliére (celle dirigée
par le plus court chemin évitant les obstacles). Pour cela, nous présentons une program-
mation orientée objet incluant une méthode de type Fast Marching et ayant pour but de
simuler I'évacuation d’une structure de plusieurs étages présentant une géométrie quel-
conque. Nous finissons avec d’autres choix de vitesse souhaitée (par exemple, en ajoutant
des stratégies individuelles) et présentons les résultats numériques associés. Ces simula-
tions numériques permettent de retrouver les phénomeénes observés lors de déplacements
piétonniers mais aussi de préciser le role des multiplicateurs de Lagrange. Apparaissant
comme un moyen de quantifier le non-respect des contraintes par la vitesse souhaitée, ces
derniers peuvent étre interprétés comme des termes de pression subie par les individus.

Mots clés : mouvements de foule, contacts, analyse convexe, inclusion différentielle,
processus de rafle, ensemble prox-régulier, minimisation sous contrainte, algorithme de
rattrapage, programmation orientée objet.

Codes AMS (MSC 2000) : 34A60, 47H04, 651.20, 70F35, 90C46.



