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INTRODUCTION

Le probleme de l'interpolation de données discrétes dans le plan ou dans
Pespace touche un champ d’application trés large et trés varié (CAD, CAGD,
CG&A, ...). Plusieurs approches et méthodes pour résoudre ce probléeme ont été
développées par différents auteurs dans des contextes variés. Il existe dans la
hittérature, des travaux trés performants qui traitent du sujet lorsque ’ensemble
des données est connu. Ces travaux ont permis entre autre de faire apparaitre
l'influence des paramétrisations utilisées sur la qualité de 1’approximation.

Dans le travail présenté ici, le probleme de Pinterpolation se distingue des
problémes classiques par le fait que les points sont obtenus progressivement, c’est
a dire & un instant donné, seules sont connues les données jusqu’a cet instant.
Nous nous sommes inspirés d’un article de Avraam Seredinski [52], le seul existant
dans la littérature & notre connaissance, dans lequel est présenté un algorithme
stable permettant de réaliser le calcul progressif des coefficients de la fonction
spline cubique interpolant les données discrétes. Ces splines spéciales, qu’il a
nommé “A-splines” se distinguent des autres splines par la possibilité de calculer
leurs coefficients de maniére récurrente. L’auteur dans son article, affirme que
les A-splines récurrentes peuvent étre utilisées pour le traitement, le transfert et
la mémorisation de différents signaux (vidéo, parole, télédétection, etc...). Ainsi
il utilise les A-splines pour obtenir une compression importante des signaux de
provenance arbitraire.

A partir de ce résultat, nous avons généralisé et développé la méthode
des A-splines. Plusieurs algorithmes (que nous avons nommé “algorithmes
d’interpolation progressifs”) sont alors proposés pour résoudre ce probléme qui
nous a beaucoup intéressé. Deux notions fondamentales se dégagent de ces algo-
rithmes, la notion de continuité géométrique et la notion de stabilité.

Depuis longtemps, les splines (fonctions polynomiales par morceaux) sont
utilisées dans de nombreux problémes, notamment I'interpolation, ’'approximation
et le lissage. Une caractéristique importante de ces fonctions est la maniére de
raccorder les morceaux pour en former une fonction spline ayant un ordre de
continuité désiré. La continuité paramétrique d’ordre k et notée C* a été depuis
longtemps utilisée et a permis de résoudre certains problémes qui demandent
la continuité des vecteurs dérivés aux points de raccordement (et donc exigent
des paramétrisations spéciales). On a vu alors apparition de différents type de
splines, les splines naturelles, B-splines, splines exponentionnelles, Q-splines, ..

Cependant, dans la plupart des applications de CAGD, lorsqu’on représente
une courbe (ou une surface) en paramétrique, seul le graphe de la fonction est
important (et non la fagon dont celui-ci est parcouru en fonction du parameétre).
On voit ainsi apparaitre la possibilité d’introduire une notion de raccordement
géométrique notée G* 3 l'ordre k.
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Le lien entre un raccordement paramétrique et un raccordement géométrique est
simple: o

Deuz morceauz (de courbes ou surfaces) P et Q se raccordent G* en
un point commun s’il existe une reparaméirisation ¢ réguliére C*
telle que Q et P o se raccordent C* en ce point.

Une conséquence immédiate de ce concept est 'apparition de nouveaux coeffi-
cients (les dérivées de ¢ au point de raccordement), appelés parametres de forme,
et qui sont & la disposition de I'utilisateur pour modifier la forme de la fonction
spline.

La notion de stabilité est trés ancienne et se retrouve dans tout type de calcul
itératif ol il est nécessaire d’analyser la sensibilité des calculs lorsqu’on perturbe
les données.

Un calcul itératif est stable st les erreurs d’arrondis ne s’amplifient
pas au fur et ¢ mesure que les calculs progressent.

Puisque les algorithmes proposés dans ce travail sont tous itératifs, il est clair
que notre but principal est d’étudier leur stabilité. Nous avons exprimé, dans
le cas paramétrique, la stabilité au moyen des parameétres de forme issus du
raccordement géométrique. Ce résultat est trés important car il nous a permis
de donner un nouveau réle & ces parametres, celui d’absorber les oscillations
engendrées par le calcul progressif. Dans le cas ou les données sont représentées
par une fonction spline & valeurs dans R, la notion de continuité géométrique n’a
plus de sens et pour assurer la stabilité nous avons introduit d’autres coefficients.

Le chapitre 1 est un rappel sur les deux notions fondamentales utilisées dans
ce travail, la continuité géométrique et la stabilité. On donne une caractérisation
simple de la stabilité d’un schéma récursif (itératif ou progressif) en fonction des
racines d’un polynéme caractéristique associé au schéma. Pour cela nous avons
donné brievement quelques résultats essentiels sur la localisation des racines d’un
polyndme. Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, on rappelle les définitions
classiques sur les splines géométriques ou plus précisément sur le raccordement
géométrique entre deux morceaux d’une spline. A la fin du chapitre, le lecteur
trouvera une annexe sur les splines géométriques contenant quelques résultats
connus.

Dans le chapitre 2, on commence par décrire intégralement la méthode des
A-splines, puis on donne deux représentations du probléme de linterpolation
progressive.

La premiére représentation est en paramétrique, et les données de R? sont
représentées par une courbe spline géométrique de R — R¢, polynomiale par
morceaux, de degré n. Nous donnerons des conditions sur les parameétres de forme
qui sont nécessaires et suffisantes pour la stabilité dans le cas ou n = 2, 3,4, les
cas les plus courants.

Ensuite, on a présenté un algorithme d’interpolation rationnelle ou I'on a utilisé
les poids d’une courbe rationnelle pour stabiliser ’algorithme.

La deuxiéme représentation consiste & représenter les données de R? par une
fonction spline de IR — IR. Nous commencerons par donner une classe de
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fonctions splines polynomiales dépendants d’un certain nombre de coefficients
dont les A-splines sont un cas particulier. Ensuite, une extension de ce résultat a
des fonctions non polynomiales est donnée et plusieurs exemples de splines sont
présentés.

Les chapitres 3 et 4 sont des conséquences directes des idées développées dans
le chapitre 2. Dans le chapitre 3, on a étendu le probléme de l'interpolation a
un probléme d’approximation. On présente alors deux méthodes classiques, la
méthode des moindres carrés et le lissage; dans les deux cas, on démontre la
stabilité. Dans le chapitre 4, on utilise les splines cubiques d’interpolation pour
définir une surface produit tensoriel.

Aprés avoir examiné le cas des courbes, nous nous intéresserons désormais a
celui des surfaces définies sur une triangulation.

Dans le chapitre 5, on reprend la définition du probléme et on définit une
stratégie simple de progression qui va nous permettre de développer un algo-
rithme d’interpolation de données de IR® par une fonction spline C* de R? — R.
L’algorithme est composé de deux étapes : la premiere étape consiste a calculer
progressivement les dérivées partielles de la fonction aux sommets de la triangu-
lation supposée déja construite. Des conditions de stabilité trés intéressantes sont
alors établies.

La deuxiéme étape de l’algorithme est une étape de remplissage : connaissant la
valeur de la fonction et de son gradient en chaque sommet d’un triangle, comment
définir la fonction sur le triangle tout entier? Pour cela, nous avons utilisé quelques
méthodes qui existent déja, par exemple les interpolants de Nielson et ’élément
de Powell-Sabin. Notons que plusieurs méthodes se trouvent dans la littérature,
notamment toute la théorie développée par Barnhill, Birkhoff et Gordan. On finit
le chapitre par un deuxiéme algorithme similaire & celui qu’on vient de décrire,
sauf que les données sont représentées par une fonction spline paramétrique

R? — R3.

Dans le dernier chapitre, on décrit un nouvel algorithme d’interpolation G*
de données de R3®. Cet algorithme se distingue de celui décrit & la fin du
chapitre 5, par le fait qu’on ne dissocie pas le probléme de stabilité et le
probléme de remplissage, c’est & dire qu’on passe d’un triangle & son voisin
par un raccordement géométrique le long de ’aréte commune. On donnera tout
d’abord une formulation d’un raccordement géométrique entre deux morceaux de
surfaces triangulaires en termes de dérivées partielles et de floraisons. Ensuite, une
description détaillée de l’algorithme est donnée, tout en montrant les difficultés
rencontrées concernant & la fois la stabilité et la progression. Par exemple, lors de
la progression dans une triangulation, des situations particuliéres apparaissent et
nécessitent donc un traitement différent. Dans ce contexte, nous avons présenté
une nouvelle méthode de remplissage basée sur des raccordements géométriques
spéciaux.
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1. LA STABILITE D’UN SCHEMA RECURSIF

Dans le probléme de l'interpolation progressive que nous allons traiter tout au
long de ce travail, la solution & trouver est souvent caractérisée par une relation
de récurrence. Cette relation est définie & partir de conditions initiales (qu’on
précisera par la suite) et peut étre représentée sous les deux aspects suivants.

e Soit sous la forme d’une équation aux différences d’ordre k :

k K
Y aiynoi = Y bizai  (a0=1), e,y €R, (1.1)
=0

=0

ou plus précisément

k k
Yn = — z QiYn—i + Z b; Tp—i,
=0

=1

si {z;} représente les données et {y;} la solution. Donc & D’étape n, ynp est
déterminé & partir des étapes (n —1),...,(n — k). Pour que la relation soit bien
définie, on a besoin de connaitre yg,...,Yk—1-

e Soit par une relation matricielle :

Y, = AYp-1 + b, (1.2)

ou Y, représente la solution & ’étape n, A est une matrice carrée et b un vecteur
dépendant des données. Pour que la relation soit bien définie, on a besoin de
connaitre Y.

Dans les deux cas, il est nécessaire d’analyser la sensibilité de la relation a des
perturbations sur les données, d’ou la notion de stabilité. La définition la plus
ancienne de cette notion qui est purement numérique, est la suivante :

Un processus de calcul itératif est dit stable si les erreurs d’arrondi
ne s’amplifient pas au fur et a mesure que les calculs progressent.

Nous trouvons plusieurs formulations mathématiques de cette notion dans la
bibliographie, selon les différents aspects des problémes traités (e.d.p., résolution
de systémes, traitement du signal, ...). On se contente ici de donner une car-
actérisation simple de la stabilité d’un calcul itératif de la forme (1.1) ou (1.2)
qui sera utilisé dans nos algorithmes.

1. 1. Stabilité d’une équation aux différences

Les équations aux différences sont obtenues par discrétisation d’équations
différentielles; par conséquent les résultats sont analogues & ceux qu’on peut
trouver sur les équations différentielles. On résume ceux-ci comme suit :

Nous associons a ’équation (1.1) I’équation aux différences homogeéne définie par :

Yn + Q1 Yn-1 + -+ + @k Yn—k = 0. (1.3)
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Si on note 7y, ...,r; les racines de I’équation caractéristique définie par :
rF a4 e =0, (1.4)

alors on caractérise la stabilité de la relation (1.1) de la facon suivante :

On dira qu’un schéma récursif défini par I’équation aux différences (1.1)
est stable si et seulement si les racines (réelles ou complexes) de I’équation
caractéristique (1.4) se trouvent dans le cercle unité, i.e., |r;| < 1,i=1,...,k.

1. 2. Stabilité d’une relation matricielle
Rappelons quelques définitions tres classiques sur les matrices.

Rappels : Considérons une matrice carrée A d’ordre k.
e Le polyndme caractéristique () de A est défini par :

k
p(\) = det(4 — AI) = [ (2 = V.

e Les racines de ¢ sont appelées valeurs propres de A.
e Le rayon spectral de A est défini par :

p(4) = max [Ail.

i=1,...,k

¢ Si A est une matrice rectangulaire d’ordre (k,[), on appelle valeurs singuliéres
de A les valeurs propres de la matrice carrée symétrique *4 A.

Définition 1.1 On dira qu’une matrice carrée est stable si et seulement si

toutes ses valeurs propres se trouvent & l'intérieur du cercle unité.
Autrement dit, si et seulement st

p(A) < L =

A Taide de cette définition, on caractérise la stabilité de la relation de
récurrence (1.2) de la fagon suivante :

On dira qu’un schéma récursif défini par la relation (1.2) est stable
si et seulement si la matrice A est stable.




8 Chapitre 1. Rappels généraux

1. 3. Remarques importantes

o Une équation aux différences définie par (11) est un cas particulier de la
relation matricielle (1.2). En effet, posons

Yn
Yn-1
Yn = n.
Yn~k+1

Alors ’équation (1.1) est équivalente a :

Y, = AYp1 + b’

ou
k
—a; —az ... —ag Z bi Tp—;:
1 0 0 i=0
A = ] . et b =
0 1 0

0
On démontre facilement que le polyndme caractéristique de A s’écrit :

Pe)) = (-1 [ar + arod + o+ @ M 4 A

Or les racines de Pi()\) sont exactement les racines de P’équation (1.4); par
conséquent la notion de stabilité définie par le schéma (1.2) donne la notion
de stabilité définie par (1.1).

e Dans certains cas, nous rencontrerons un calcul itératif défini par :
Yo = A le(n) + A2 Yrg(n) + ba (15)

ou A; et A, sont des matrices carrées et ri(n), r2(n) < n sont des indices tels
que Y, (n) €t Yy, (n) sont déja connus. Nous définissons la stabilité de ce type de
calcul comme suit.

On dira qu’un schéma récursif défini par la relation (1.5) est stable
si et seulement si la matrice ' A A est stable, ou A est la matrice
rectangulaire définie par A :=[A; Az].

Cette définition de stabilité revient tout simplement & dire que dans la relation
(1.2), si la matrice A est rectangulaire, le processus est stable si

Al < 1,

ol || .||, désigne la norme matricielle associée & la norme euclidienne.
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On aurait aimé prendre également cette caractérisation dans le cas ou la
matrice est carrée (considéré comme cas particulier de matrice rectangulaire),

mais c’est une condition trop forte. En effet, considérons 1’équation aux différences
(1.1) avec k=2

Yn + @1 Yn—1 + Q2Yn—2 = boTp + b1ZTp-y + b Tp_s. (%)

On sait que Péquation est stable au sens introduit dans le paragraphe (1.1) si et
seulement si les racines de

r? +air 4+ a; = 0,

sont de module inférieur & 1; soit (voir dans la section suivante le critére de
Schur-Cohn) si et seulement si

laz| < 1 et lai| < 1+ as. ()

D’autre part, on sait que la matrice correspondant & (%) est :

i —a3; —asz
e (1)

Si on prend comme critére de stabilité p(A) < 1, il est clair qu’on retrouve les
conditions (#x), puisque

det(A — M) = (—a; =N (=A) + a2 = A + a1 X +ay = 0.

Par contre, si on prend comme critére || A ||, < 1, on n’a méme pas de domaine de
stabilité. En effet, les valeurs propres de la matrice A A sont alors les solutions
de ’équation

M o1+ +d))+add =0,

qui a toujours une racine extérieure au cercle unité.

2. LOCALISATION DES RACINES D’'UN POLYNOME

L’étude des racines d’un polynoéme intervient dans de nombreux domaines des
mathématiques, notamment dans I’analyse numérique matricielle ou les valeurs
propres d’une matrice d’ordre n sont tout simplement les racines d’un polynéme
de degré n. Etant données les définitions itroduites au paragraphe précédent et
qui sont relatives & la stabilité, il est clair que ce n’est pas le calcul précis des
racines qui nous intéresse, mais bien leur localisation dans un cercle donné (sans
faire de restriction, on prendera le cercle unité). Plusieurs méthodes et critéres,
pour déterminer si les racines d’un polynéme se trouvent & Pintérieur du cercle
unité, se trouvent dans la littérature [39]. Nous présentons un critére de calcul,
appelé critére de Schur-Cohn [35], dans le cas ou les coefficients du polynéme sont
réels. Ce critére donne une condition nécessaire et suffisante pour que les racines
d’un polynéme P()) défini par :

n
P(A) = ag + aid + - 4 anA® = an I = ), (1.6)
t=]
se trouvent 3 l'intérieur du cercle unité |z| = 1. Pour cela nous avons besoin de
quelques définitions.
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2. 1. Matrice d’intérieur positif
Considérons une matrice carrée A d’ordre n, & coeflicients réels.

Définition 1.2 On appelle intérieurs de A, la mairice A elle méme et toutes
les matrices obtenues en enlevant successivement d la fois les premiére et derniére
lignes et les premiére et derniére colonnes.

Exemples :
Pour n = 4, les intérieurs de A sont :

A= 4, Ay = (azz aza)_

azz dAszs

Pour n = 5, les intérieurs de A sont :
a2 Q23 A24
A4 =4 Ay = | azx a3z as

as2 Q43 Q44

Définition 1.3 Une matrice est dite d’intérieur positif si les déterminants de
tous ses intérieurs sont strictement positifs.

2. 2. Critére de Schur-Cohn

La localisation des racines d’un polynéme dans le cercle unité est obtenue grace
aux travaux de M. Marden, Schur-Cohn dont on donne le résultat final [35], [39].

Proposition 1.4 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un polynéme
P d coefficients réels ait ses racines d U'intérieur du cercle unité est que :

(i) P(1) > 0et(-1)"P(-1) > 0,
(#) les deuz matrices At et A~ d’ordre (n — 1) définies par :

@& 0 ... 0 0 0 0 ... 0 a
ap—1 Qg 0 0 . agp ay
AT = + ,
as 0 0 a a Gn-1

ag ai vee Gp—-1 QAQp-2
ag as cve Qp—-1 Aan

sont d’intérieur positif. Les a; sont les coefficients du polynome P, i.e.,

P(A) = apA"an—1 X4+ oag, (arn > 0).
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2. 3. Exemples
e Pourn=2,P(A) = A + a3\ + ap,0on a
P(1) = 1+ ay + ap ) P(-1) = 1 — ay + aqo,

et
AT = 1 + q.

Donc les racines se trouvent & I'intérieur du cercle unité si et seulement si
lai] < 1 + ao et lao| < 1.
ePourn=3, P(A) = A* + a2A2 + a1\ + ap. On a:

P(1l) = 14+ a2+ a1+ ao , P(-1) = -1 4 a2 — a1 + ay,

1 :f:ao
AT =
agiao 1:i:a1

Donc les racines sont a 'intérieur du cercle unité si et seulement si

lao + a2] < 1+ ay et lay — apaz| < 1 — al.

e Pour n = 4, P(A\) = X + a3A® + a2A% + a; A + ag. Les racines sont 3
I'intérieur du cercle unité si et seulement si

lag| < 1 , lay + a3| < 1 + ao + as,

et

las(1—ag)+ao(1 —a2) +as(agaz —ay)| < apaz(l—ag)+(1— a2)+ai(apas —ay).

2. 4. Théoreme de M. Marden

Nous donnons un autre résultat sur la localisation des racines dii & M. Marden
[39]. Ce résultat donne des conditions suffisantes pour que les racines d’un
polyndéme (& coefficients complexes) solent dans le cercle unité. Ces conditions
sont équivalentes au critére de Schur-Cohn [35] dans le cas d’un polynéme a
coefficients réels, de degré 2 ou 3 (cas les plus souvent rencontrés).

Considérons la suite suivante :

1 oy (s N .
(7 =l sl =0
agco) = ag.
On note 6;41 = agjﬂ) , 7=0,1,...,n—1. On observe que ces quantités sont
N2 N2
réelles puisque, d’apres la formule précédente 6;4, = |agJ ) | — Iagfl il
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Désignons par p (p < n) le nombre de racines qui se trouvent dans le cercle
unité. Les deux résultats suivants sont dus & M. Marden [39].

Lemme 1.5 La valeur de p est donnée par :

n

p =5 [n =3 saPn)], (L)

k=1
ol :v
si z #0,
sg(z) = { 12
0 stz =0,
et
Pk = 5152...6k, k=1,2,...,n. (18)

Pour interpréter ce lemme, désignons par v le nombre de P qui sont négatifs,
k= 1,2,...,n. Alors, en supposant qu’aucun des P} n’est égal & zéro, il y en
aura n — v qui seront positifs et la relation (1.7) devient:

p = —;—[n-ky—(n—v)] = v,

d’ou le résultat suivant.

Théoréme 1.6 Si pour un polynéme P (& coefficients complezes), p des
produits Py, définis par (1.8) sont négatifs et les (n —p) autres sont positifs, alors
P(X) a p zéros a lintérieur du cercle unité, aucun sur la frontiére et n — p zéros
a Uextérieur.

Par conséquent, si on impose & tous les Py, d’étre négatifs (p = n), alors P(A)
a tous ses zéros de module inférieur a 1.
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3. LES COURBES SPLINES GEOMETRIQUES

3. 1. Introduction

Dans les derniéres années, le CAGD (Computer-Aided Geometric Design)
et d’autres domaines (CG&A (Computer Graphics end Applications), CAD
(Computer-Aided Design), ...) utilisent pour la description mathématique des
objets la notion de fonction spline paramétrique. On sous-entend par spline
toute fonction par morceaux ol chaque morceau est une fonction simple (souvent
polynomiale). Un aspect important dans I’étude de ces fonctions est la maniére
de joindre (ou de raccorder) ces morceaux (“segments” dans les cas des courbes,
“patches” pour les surfaces) pour former une spline ayant un ordre de continuité
voulu. Les points de jonction sont appelés points de raccordement et les conditions
correspondantes sont appelées les contraintes de continuité.

En CAGD, ces contraintes sont choisies pour obtenir une courbe ou surface vi-
suellement lisse, mais 1'ordre de continuité dépend naturellement de Papplication.
Dans certaines applications, telles que “Architectural drawing”, il est suffisant que
les courbes soient seulement continues. D’autres, telles que “Design of mechani-
cal parts”, demandent un ordre plus élevé de raccordement. Par exemple, si les
splines paramétriques sont utilisées pour définir le déplacement d’un objet, ’objet
doit se déplacer d’une maniére lisse. Ce type de déplacement peut étre garantit
en demandant la continuité du vecteur position et du vecteur dérivée premiére
(le vecteur vitesse). Si un ordre supérieur est demandé, c’est alors la continuité
du vecteur dérivée seconde (vecteur accélération). Cependant, dans plusieurs ap-
plications du CAGD, seule la trajectoire résultante est importante dans le sens
ol on autorise des discontinuités dans la vitesse.

La continuité paramétrique a été longtemps utilisée et a permis de résoudre de
nombreux problémes; mais elle reste restreinte pour certains objectifs en CAGD
puisqu’elle exige la continuité des dérivées. En revanche, les contraintes imposées
par la continuité géométrique donnent plus de choix et permettent des différences
entre les paramétrisations des segments adjacents. Une conséquence pratique de
ce concept est I'apparition de nouveaux coefficients (souvent appelés paramétres
de forme) qui sont a la disposition de I'utilisateur pour modifier la forme de la
courbe tout en gardant fixes les points de controle qui la définissent.

Il existe deux concepts différents de continuité géométrique. Le premier qu’on ap-
pelera continuité géométrique G* est basé sur I’existence d’une “reparamétrisation”
(réguliere) C* de la courbe et dont la composée avec la courbe donne une con-
tinuité paramétrique C*. Le deuxiéme, plus récent, est appelé Frénet-continuité
d’ordre k puisqu’il est basé sur la continuité C° du repere de Frénet et des courbu-
res. Dans ce papier, on ne parlera pas de la Frénet-continuité; le lecteur intéressé
pourra trouver une étude détaillée dans [40], [41].

La continuité géométrique est utilisée dans ce travail pour assurer la sta-
bilité de schémas récursifs qui sont obtenus dans la résolution du probléme de
linterpolation progressive. On donnera alors un nouveau réle (numérique) aux
parametres de forme. Ce role consiste & absorber les oscillations qui peuvent ap-
paraitre dans 'interpolation progressive, et donc empécher la solution de prendre
des valeurs de plus en plus grandes.
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3. 2. Continuité géométrique pour les courbes

Soit P : [a,b] —> IR? une application de l'intervalle réel [a,b] dans R?. Alors
on dit que P est une représentation paramétrique réguliére de classe C*, &k > 1,
st

PeC*ab) et P'(t) # 0 Vi€ la,bl

Definltlon 1.7 Etant donnée une application ¢ : [c,d] — [a,b] , ¢ € C¥[c,d]
et o () # 0 pour tout t € [a,b], alors application composée Q(t) := P(p(t)) :
[cvd] - R

140

P (1)

k 1 F ,

FIGURE.1. Représentation d’une reparamétrisation .

est appelée reparamétrisation admissible de la courbe. Dans le cas ou c,o' (t) >0,
on dit que ¢ préserve l'orientation.

Exemple : la fonction ¢(t) : / I P (u) || du représente la longueur algébrique

de l’arc de la courbe & partir du point P(%o), et permet une reparamétrisation
admissible qui préserve l'orientation de la courbe.

Définition 1.8 Soient P : [a,b] — R% et Q : [¢,d] — R? deus
représentations paraméiriques réguliéres de classe C* telles que P(b) = Q(c). On
dit que P et Q se raccordent G¥ en F = P(b) = Q(c) $’il eziste une application
@ C* dans un voisinage de c, telle que :

®
-
o T
o

FIGURE.2. Continuité géométrique d’ordre k.
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elc) = b et oM (e)-> 0,

z (19)
Low| = ZP)|_ =ik

Supposons les relations (1.9) satisfaites et notons, pour i = 1,...,k, 8; = @ (c).
En particulier f; > 0. En utilisant les régles de dérivation des fonctions
composées, on obtient :

QD) = Y ai PU()  i=1,...,k, (1.10)
=0
o, pour 1 < j < ¢ < k, les éléments a; ; sont donnés par la formule de Faa di
Bruno [50] :
2!
ai; = N 1 1.11
v m+---2+n;',—‘j _ nd (L) -l (a)m 7Y (111)
n1+2n2+4--tini=1
ni,...,ni >0

On a notamment, pour tout 2 = 1,...,k, a;; = B; , a;; = Bi. T.D. De Rose
appelle les équations (1.10), les B-contraintes. On donne, par exemple, les quatre
premiéres équations :

Qo) = P(b),

Q (c) = B P (b),

Q'(c) = B P'(b) + BEP(b),

Q®(c) = B P'(b) + 3818 P (b) + B2 PO(b).

¢ Les conditions (1.10) peuvent s’écrire sous la forme matricielle par :

T

T
Q(t),Q'(t),...,Q(k)(t)] :A[P(t),P'(t),...,P(k)(t) , (1.12)

ot A = (a;;) est une matrice triangulaire inférieure, appelée matrice de
connexion, qui est de la forme

1 0 0 0 0 0
0 5 0 0 O 0
0 B B 0 0 0
A= 10 B 3BB B 0 0
0 : : Do :
0 B 5{9

Les paramétres 3; sont appelés parameétres de forme et la matrice A caractérise
le raccordement G* de P et Q en F = P(b) = Q(c).
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3. 3. Continuité géométrique d’ordre 2

Dans les résultats ci-dessus, si l’on prend k = 2, on obtient un raccordement
géométrique d’ordre 2 entre deux segments de courbes P et ). Ce raccordement
exprime la continuité du repére de Frénet et de la courbure au point commun.

Fpw

Q)

FIGURE.3. Continuité géométrique d’ordre 2 .

En effet, soit P et Q deux paramétrisations réguliéres C? & valeur dans R? définies
respectivement sur [a, b] et [c, d]. On suppose que P" (b) n’est pas colinéaire 3 P (b)
et que P(b) = Q(c) =F , Q'(c) = B1 P'(b) (B1 > 0). Alors il existe deux réels v
et § tels que (voir figure 3, on suppose b = ¢)

Q"(c) = yP'(b) + §P'(b).

Les repéres de Frénet en F, obtenus par orthonormalisation & partir de
(P (b),P (b)) et (Q (¢),Q (c)) respectivement, sont identiques si et seulement si
~ > 0.

Désignons par k; (resp. k) la courbure de P (resp. Q) en F), i.e.,

IPOAP®L . _1QE@AQ @I
IPor QO

On constate alors que :

|7
k’z = 57 kl-
pi
Par conséquent, les deux courbes ont méme repére de Frénet et méme courbure
en F si et seulement siy > 0 et |v| = B2, ie., v = 8%, ou encore si et seulement
s

Q" (c)=6F'(b)+ 8] P'(b), (1.18)

ce qui caractérise le raccordement G? de P et ) en F.
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3. 4. Les $-splines cubiques

Soit A :a =1 <t] < -+ <tpy1 <th = b une partition de 'intervalle
[a, B]. Soit P(t) une fonction polynomiale par morceaux sur A & valeurs dans R
On pose

PII; = Pz sur L‘ = [ti,t,'+1]
ol P; est un polynéme de degré inférieur ou égal a 3.

Définition 1.9 P(t) est une (-spline si en chaque t;, les deuz polynémes
voisins P;_1(t) et P;(t) se raccordent G* en t;.
Autrement dit

P(t) est une B-spline st et seulement si pour tout ¢ = 1,...,n—1, 3F;; >
0 et B;,; tels que

Py(t;) = Pi-a(ts),
Pi(t;) = PriPi_4(ts), (1.14)

P/ (t) = PaiPi_y(t:) + B Pi_s(t).

FIGURE.4. Un exemple d’une 3-spline cubique d’interpolation
sur A :tg <ty < --- <ty & valeurs dans R?,

avec

Bi,i |2.4684 10.5127 |{1.0120 [0.5625 |{2.5061 |0.6557 |1.2629 [0.9608

B2 139.710 |1.2828 |5.6709 |0.8051 |39.126 |1.6022 |6.6578 |3.6956

Un exemple de S-spline cubique est donné dans I’annexe de ce chapitre ainsi
qu’une interprétation géométrique des parametres de forme.
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4. ANNEXE SUR LES SPLINES GEOMETRIQUES

4. 1. Construction d’une base de (-splines

Soit @ = tg < t; < --- < t, = b une subdivision de l'intervalle [a,b]. Pour
i = 1,...,mn — 1, on fixe des réels B;; > 0, B2; > 0 et on note Sy 'espace
correspondant des B-splines cubiques définies sur [a,b] & valeurs dans R. Cet
espace est de dimension n + 3.
Etant donné des points supplémentaires

3 <t_go<it_31 <t . tn <tnt1 <tpgo <tpgts,

on peut définir, pour i = —3,...,n— 1, une fonction G; polynomiale cubique par
morceaux sur [t_s,tn+3], C2 sur [t_3,%1] et sur [t,—3,tn43], dont la restriction &
[a, b] appartient & Sg, et dont le support est [t;, ti44]. La condition supplémentaire

n—1
Z Gi(t) = 1 pour tout t € [a, b],

i=—3

détermine entiérement les fonctions G; comme pour les B-splines classiques Nj,
on a
Gi(t) > 0  pour tout t €]t;, tip4l.

Ces fonctions G; fournissent une base de ’espace Sz en sorte que toute S-spline
P & valeurs dans R? s’écrit sous la forme

P(t) = "z‘:l Gi(t) d; | pour tout ¢ € [a, b, (1.15)

i=—3

ou les d; sont des points de IR? et sont appelés points de contrdle. La formule
explicite de G; est donnée dans [14], [24].

4. 2. Influence des paramétres { Sy, f2,i }

La formulation (1.15) permet, en fixant les points de contréle, de visualiser
I'influence des parameétres { B1,i, f2,; } sur la forme de la courbe. Ces parametres
contrdlent globalement (si les paramétres sont constants en chaque raccordement)
ou localement (si les parameétres dépendent du point de raccordement) leffet des
points de contrdle sur la courbe.

® P15, %0 fixé, est appelé paramétre de tension asymétrique [6], il mesure le
rapport entre la vitesse qu’il aura dans le segment suivant le raccordement et
la vitesse avec laquelle le point a terminé le parcours du segment qui précede le
point de raccordement.

Si P14, > 1, alors le vecteur tangent a une influence plus grande a droite
qu’d gauche du point de raccordement, c’est-a-dire la courbe continuera dans
la direction de la tangente en demeurant plus proche que celle-ci dans le segment
situé & droite (voir figure 6).
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FIGURE.5. Un exemple de courbe 3-spline cubique . O sont les points
de contréles. o sont les points de raccordements.

Sinon (0 < fB1,i, < 1), la courbe se rapproche davantage de la tangente dans le
segment situé & gauche plutdét que celui de droite (voir figure 7).

e (33 ,i, est appelé parameétre de tension [6]. En modifiant la valeur de 8 ;, , on
déplace le raccordement entre les segments concernés, c’est-a-dire ce parametre
mesure le rapprochement de la courbe de son polygone de controle.

Par exemple, si on fait croitre f; ;,, on déplace chaque point de raccordement vers
le point de contréle correspondant et ceci aplatit la courbe contre le polygone (voir
figure 8,9). _



Chapitre 1. Rappels généraux

(=) (b)

(c) (d)

S

FIGURE.6. L'effet des parametres de forme avec B2; = 0.0 et
a)f1i=1Db)p1i=2 c)Pri =5 d)pBi; =10.

(a) (b)

(d)

ISIRe

(o
(&

FIGURE.7. L'effet des paramétres de forme avec B, ; = 0 et a)
Bri=1b)B1i=05 c)p,; =025 d)B; =0.125.
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(n)

(b)

(c)

==z

(d)

FIGURE.8. L’effet des paramétres de forme avec ;; = 1.0 et
a) ﬁ2,i =0 b) ﬂz’i =35 C) ﬂ2,i =10 d) ﬁ2,i = 20.

(=)

tb)

(c)

e

(d)

FIGURE.O. L’effet des paramétres de forme avec 51 ; = 1.0 et a)
B2i =0Db)B2i = -2 ¢)Bai = -8 d) B2 = —25.

21
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4. 3. Autres exemples de splines

a - Splines cubiques naturelles d’interpolation

Etant donnés des nombres réels fixés yi,...,Y, associés a une partition
A:a <t < -+ < t, < b La spline cubique naturelle d’interpolation
est I'unique fonction de H?[a,b] qui minimise

/ [ @] dt, (1.16)

sous les contraintes f(t;) = y;, t=1,...,n.

N.B : H?[a,b] est I'ensemble des fonctions dont les dérivées premiéres sont
absolument continues et les dérivées secondes sont dans L%[a,b] . La solution
du probléme (1.16) est caractérisée par (cf. [36]) :

e P est un polyndéme de degré inférieur ou égal & 3 sur chaque intervalle
I,', 1= 1,...,?’2-—-1,

o P est un polyndme de degré 1 sur [a,1] et [t,,d],

e P € C*([a,b]),

o P(t;)) = yi,t=1,...,n.

Remarque : Dans le cas ot les données sont dans IR?, le calcul de la courbe
spline paramétrique est simplement fait en calculant les deux fonctions splines
correspondant aux ensembles {¢; } et {y;} .

b - Les fonctions Q-splines d’interpolation

Les Q-splines d’interpolation sont introduites par R. Kulkarni et P.J. Laurent
comme des fonctions polynomiales par morceaux de degré 4, et solutions d’un

probléme de minimisation :
b " 2
t
[, o
o at)
sous les contraintes f(¢;) = yi, ¢ = 1,...,n, ol ¢ est une fonction continue,
positive et linéaire par morceaux sur la subdivision A,
Si on pose g; = q(t;) > 0,i =0,...,n+leta;=¢q (¢f),i =1,...,n~1, une
fonction o : [a,b] — R est solution de (1.17) si et seulement si (cf. [33])

o est un polyndéme de degré 4 sur chaque intervalle I;, : =1,...,n -1,
o est un polynéme de degré 1 sur [a,t1] et [tn,d],

o € C*([a,b]),

@Z2o®W(i}) - 2¢ia; @) + 2¢ia20PD(t) = 0, i=1,...,n~1,
o(t;) = yi,t=1,...,n.
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c - Splines cubiques sous tension : splines exponentielles

Elles possedent la propriété d’éliminer les points d’inflexion non souhaités par
le raccourcissement de la longueur d’arc de la courbe. Elles sont obtenues en
minimisant la fonctionnelle

b . L2 b, 2
/ [f ®] dt + a2/ [f )] dt, (1.18)

avec les mémes contraintes que précédemment. La solution P, est caractérisée
par (cf. [28], [46]) :

P,estdelaforme A + Bt + Ce** + De ' sur I;, i =1,...,n —1,
P, est un polynéme de degré 1 sur [a,t1] et [tn, b],

P, € C?([a,})]),

Pa(tz') = Y;, 1= 1,...,n.

Remarque : Les splines sous tension ont deux propriétés asymptotiques
mtéressantes :

o lirr{) P, = P (spline cubique naturelle).

o lim P, = fonction polynomiale de degré 1 par morceaux dont le graphe
a—o0

est le polygone joignant les {(¢;,y:) }.
d - Les v-splines

Plutét que de minimiser (1.18), G. Nielson utilise la fonctionnelle

b 9 n , 9
/ [F'@] dt + > v [f ()] v; > 0, (1.19)

=1

sous les mémes contraintes que précédemment. La v-spline est 1’unique solution
de (1.19), elle est caractérisée par (cf. [28], [46]) :

P, est un polynéme de degré inférieur ou égal & 3 sur chaque intervalle
Lii=1,...,n—1,

P, est un polynéme de degré inférieur ou égal & 1 sur [a, 1] et [ty, b],

P, € C'([a,b)),

Pllll(t;*-) = Pllll(t;—) + ViPII/(ti) ye=1,...,m,

P(t;) = yi,t=1,...,n.

On voit bien qu’une v-spline est une B-spline avec {B1;, B2:} = {1,vi}.
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1. INTRODUCTION

Cette partie de notre travail est inspirée d’un article de A. Seredinski [52]
basé sur l'interpolation, la compression et le lissage des signaux. En effet, pour
de nombreux problémes de traitement et de transmission de l'information, il
arrive qu’il soit nécessaire d’éliminer la redondance statistique (i.e., donner une
représentation réduite des signaux) puis de la reconstituer afin de recréer le
message initial. Nous exposons ici une des variantes possibles pour résoudre ces
problémes, fondée sur P’exploitation des splines polynomiales. Rappelons que le
signal est représenté par une succession de mesures d’un signal analogique a des
intervalles de temps fixés. Le probléme de l'interpolation progressive d’un signal
consiste & représenter ces points par une courbe spline au fur et & mesure que les
points sont connus, en partant de conditions initiales.

Yi

.__’_j ys
Yo b Yo n y2

Yo N y2

FIGURE.1. Probléme de l'interpolation progressive.

La figure 1 représente le probléme. Supposons que la section de la courbe
représentant y, et y; soit connue, ce qui suppose que des conditions initiales
sont imposées. A D’instant suivant, le point y, est obtenu, la section entre y; et
y2 est donc calculée en fonction de la section précédente, etc ...
Il est connu que les splines cubiques d’interpolation C? avec une condition
4 chaque bout ne peuvent étre obtenues que globalement par résolution d’un
systéme linéaire. Il existe des méthodes performantes et stables pour résoudre ce
systéme, mais cela n’est pas adapté & 'interpolation progressive d’un signal (au
fur et & mesure qu’il est connu). Si Pon place les deux conditions supplémentaires
d’un seul c6té, alors il est clair que 'on peut progresser, mais que ’algorithme
est instable (il y a des solutions fondamentales de la forme z*, avec | 2| > 1) .
Nous présenterons plusieurs méthodes pour résoudre ce probleme Elles sont
toutes définies soit par une équation aux différences -

N

Z armi_p = Z bt Yi—k, (2.1)

k=0 k=0

soit par une relation de récurrence matricielle
Yiy1 = AY, + B. (2.2)

A chacune des deux relations est associée une équation caractéristique

N
> de Ak =0, (2.3)
k=0
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qui définira la stabilité de I’algorithme utilisé. L’idée générale est d’introduire des
coefficients dans 1’équation (2.3) afin de rendre I’algorithme stable (i.e., de fagon
a rendre les racines de ’équation (2.3) inférieures & 1 en module). Ces coefficients
proviennent soit du raccordement géométrique effectué entre les morceaux de
la spline, soit de la base utilisée pour définir la spline. Ainsi dans le deuxiéme
cas, nous verrons la méthode des A-splines comme un cas particulier et des
exemples de splines non polynomiales (contenant des exponentielles, des sinus,
des radicaux) seront donnés.

2. METHODE DES A-SPLINES (A.Seredinski)

Considérons une suite de réels donnés {y;} , ¢ = 0,1,... représentant les
valeurs d'une fonction f en des abscisses t; équidistantes de pas h (ti41 — t; =
h, i=0,1,...). On se propose de représenter f par une spline polynomiale S
de degré 3 basée sur ces abscisses. Le calcul de la spline doit se faire de fagon
progressive au moyen d’un algorithme stable. On note P; le polyndéme de degré
3 qui correspond a la restriction de S a l'intervalle [t;,¢;41].

On suppose que P;_; est déja obtenu et on veut passer & P;. Si 'on impose un
raccordement C? en t;, il est clair que le polynéme P; sera entiérement déterminé
par les conditions :

PO(t) = PO(), 5 =0,1,2,
(2.4)
Pi(tiy1) = Yit1.
Prenons comme inconnue & déterminer la valeur de la dérivée de S en t; notée

par : ,
m; = S(t,’).

Le polynéme P; est parfaitement déterminé par :
Pi(ti)=yi , Pi(tip1)=vi+1 , Piti)=mi , P;(tiy1) =mip1.

Par constructlon P;_1 et P; seraccordent C! ent; . En exprimant le raccordement
C? ent; : P;_,(t;) = P. (t;), on obtient la relation de récurrence : -

3
mi—1 + 4m; + mip = E(yi+1 — Yi-1)- (2.5)

Les solutions fondamentales de 1’équation de récurrence homogeéne correspon-
dante sont de la forme Z} , oi Zy, Z; sont les racines de I’équation caractéristique

22 + 42 +1 = 0,

Cest-d-dire Z; = -2+ V3 , Z, = =2 — /3.
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La racine Z, étant de module supérieur & 1, l’algorithme basé sur (2.5) pour
progresser de 'intervalle [t;_y,t;] & intervalle [t;;¢;11] est donc instable.

FIGURE.2. Méthode par les splines cubiques C2.

Dans [52], A. Seredinski propose de renoncer & la continuité de la dérivée
seconde. Le polynéme P;_; étant connu, il propose par exemple de choisir comme
polynoéme P; le polynéme de degré 3 qui vérifie :

Pi(t)=vyi , Pi(t)=Pi_,(t)) , Piltiz1)="Yyit1,

et qui minimise 1’énergie de flexion sur [t;,t;41] :

b e, 12
Ki = / [P,. (t)] dt. (2.6)
t;
Ecrivons P; sous la forme d’Hermite

Pi(t) = ys Ho(t) + mi Hi(t) + miy1 Ha(t) + yiva1 Hs(2),

ol m; = P; (t;). Les valeurs y;, yit1 étant données et m; déja calculé, on vérifie
que K; est minimum par rapport a m;4; pour :
1 3 (Yi+1 — Yi
mi = —gmi + 5 (FHE),

Cette relation de récurrence est stable (la racine de ’équation caractéristique est

égale a 3 en module). Seredinski a remarqué que, si on minimise

g1 r o, 42
K; = /t.- [Pi(t)] di,
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on obtient une relation de récurrence similaire et qui est aussi stable. Pour inclure
les deux cas précédents, il considére une relation de la forme suivante :

mi + (2= O)mi = (3 - 0) (=),

oti C est un coefficient positif & choisir dans P'intervalle |1, 3[.

On justifiera ce résultat d’une autre maniére et nous montrerons que cette relation
peut étre considérée comme un cas particulier d’une famille de relations de
récurrence dépendant d’un parameétre qui sont obtenues & partir d’un formalisme
plus général .

FIGURE.3. Méthode des A-splines cubiques avec C = 1.5.

Dans les paragraphes suivants, nous présenterons de nouvelles maniéres de
résoudre le probléme de P'interpolation progressive. Ces méthodes se distinguent
de celle des A-splines, par la fagon de raccorder le polynéme courant P;(t) avec le
polynéme déja trouvé P;_;(t). On ne renoncera pas & la continuité d’ordre 2, mais
on imposera plutét une continuité géométrique d’ordre 2 (d’ordre 1 dans le cas
quadratique) entre les polynémes voisins. Les algorithmes que nous présenterans
ont les propriétés suivantes : ‘

e le premier polynéme est connu, i.e., on demande deux conditions (une seule
dans le cas quadratique) sur le polyndome Py(t) de la courbe spline,

e tous les coefficients des polynomes de la spline sont calculés récursivement,
i.e., le segment P;(t) est exprimé en termes des polynoémes précédents,

e la courbe résultante a une continuité G? (G! dans le cas quadratique),

e l’algorithme est gouverné par une équation aux différences d’ordre 2
(d’ordre 1 dans le cas quadratique),

e l’algorithme est stable, i.e., les racines du polynéme caractéristique associé
4 I’équation aux différences sont & l'intérieur du cercle unité.
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3. INTERPOLATION PROGRESSIVE QUADRATIQUE

Soit ¢; ¢ € IN, des abscisses équidistantes et y; des points de R? (d > 2). On
veut interpoler de facon progressive ces données par une fonction F': R — R¢
polynomiale par morceaux, de degré 2, de continuité G! (avec | méme parameétre
B; en chaque donnée (t;,y;)) et telle que F(t;) = y; ,4+ € IN. On notera P; la
fonction polynomiale de degré 2, restriction de F' & [t;,ti41] .

1 i ] 1 1 |-
T

lr T L) L | ¥
to t t LI
i —-

h

FIGURE.4. Interpolation progressive quadratique .

Supposons que l’on ait déja déterminé P;_;(t). On peut représenter P; sous la
forme d’Hermite suivante :

Pi(t) = Ho(t)y: + Ha(t)P(t:) + Hao(t)yis1 , t € [ti,tinal, (2.7)

avec ' 1
Ho(t) = ﬁ(ti.ﬂ — t)(tiy1 — 2t; + t),

VH@) = (- 1) (i~ 2), (2.8)

1
| Ha(t) = 55 (t - t;)2.
Le passage de Pi_;(t) & P;(t) est exprimé par un raccordement G' en t; :
Pi(t;) = P1Pi_y(t:), B > 0. (2.9)

Si l'on écrit P;_; sous la forme (2.7), on a :

! 2 [
P,_\(t:) = E(yi — yiz1) — Py (tic1)-
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Ainsi, en posant m; = P,-I (t:), on obtient

2
m; + Bimi1 = ﬁﬂl (yi — yi-1). (2.10)
L’équation caractéristique correspondante est

L’algorithme d’interpolation qui en résulte sera appelé “Algorithme progressif
d’interpolation quadratique G” .

Proposition 2.1 L’algorithme progressif d’interpolation quadratique G, i.e.,
Dalgorithme régi par équation (2.10), est stable st et seulement s:

B < 1. (212)

FIGURE.5. Interpolation progressive quadratique
G! avec 3; = 0.8.



32 Chapitre 2. Interpolation progressive stable

4. INTERPOLATION PROGRESSIVE CUBIQUE

4. 1. Définition et notation

On veut maintenant interpoler de facon progressive les données (t;,y;), t; €
R, y; € R?, par une fonction F': R — R? polynomiale par morceaux, de degré
3, de continuité G2 (avec les mémes parameétres 81 > 0, B2 > 0 en chaque donnée
(ti,y:)) et telle que F(t;) = y; . On note P; la fonction polynomiale de degré 3,
restriction de F' 3 [t;,t;41]. On peut représenter P; sous la forme suivante :

Pi(t) = Ho(t)yi + Hi(t)P(t:) + Ha(t) Pi(tis1) + Hs(t)yir1, (2.13)

ou
( 1
Ho(t) = -}:3—(1?1'4.1 — 3t; + 2¢) (t,‘+1 - t)z,
1
Hi(t) = 55 = t) (i - t)?,
d v (2.14)
Hz(t) = ﬁ(t - ti+1)(t _ ti)27
1
| Hs(t) = F(3t,-+1 —t; — 28)(t — t;),
avec h = t;11 — t;. Le raccordement G? entre les polynémes P;_; et P; en t;
s’écrit : , ,
P;(ti) = B1Pi_y(ti),
(2.15)

1"

P/ (t:) = B2 Pi_y(t:) + B} P_(ti).

En utilisant la forme (2.13) pour P;_; et P;, on obtient ’expression de leur dérivée
seconde en t; :

" 213 ' '
PLit) = = 2 [ 3 - wim) = Piy(tin) = 2P, (8 |
(2.16)
7 2713 ' '
Pl(t) =[S — w) - 2Pit) — Piltisa) |.
En substituant (2.16) dans (2.15), nous obtenons : .
2 ' 4 4 '
Zﬂ% Piy(ti-1) + (561 + ‘Eﬁ% + B2 ) Py (8)
) . (2.17)
+ Z—sz(tiﬂ) = 73 [yi+1 — i + B} (yi — yia )],
ou encore, en posant m; = P;(t;), (m; € R%):
h
mit1 + (28 +2P1 + % Ym; + BEmi,
(2.18)

38
= Tl Yir1 — Yi + ﬂ%(’.‘/z — Yia )]
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4. 2. Algorithme

Avec les notations du paragraphe précédent, l’exp;E:SSion (2.13) s’écrit

m;
L H3(t) yitr.
B1

Les valeurs mgo et m; étant données, ’algorithme consiste & déterminer les m;,
7 > 2, au moyen de la relation de récurrence

Pi(t) = Ho(t)y: + Hi(t)m; + Ha(t)

h
mis = —Bimioy — (267 + 26, + 222 )m,
(2.19)
35 2
+ Y T yi + 61 (yi — yi-—l)]’
pour: > 1.
4. 3. Condition nécessaire et suffisante de stabilité
L’équation caractéristique correspondant & (2.18) est
2 2 hr32 3
z +(2ﬂ1+2,31+——2— z + By = 0. (2.20)

L’algorithme est donc stable si et seulement si les racines de (2.20) se trouvent a
Vintérieur du cercle unité.
Posons

h

Comme 1 > 0 et B2 > 0 et en utilisant le critére de Schur-Cohn sur les racines
de (2.20), les conditions nécessaires et suffisantes de stabilité deviennent alors

pr <1

B < 2 (126 - 28 + B})

L’hypothése que B2 > 0 entraine que :

3 —
2

4

pr <

car

1-26—280+8 = 1+ 81 - 36 + 67)
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Proposition 2.2

L’algorithme progressif d’interpolation cubique G? défini

par la relation de récurrence (2.19) est stable si et seulement si

3 -5 2
B < —5— et By < 3(1 + B3 —2B2 —28). (2.21)
B2
A
Bz=—§(1+ Bi-28%-28)
2.04 /
1.54 Bl= -]B
1.0 2
Domaine de
05L  Stabilité l
'
od 0.2 Vo4 B

FIGURE.6. Domaine de stabilité en fonction des parameétres
de forme (h =1).

FIGURE.7. Interpolation progressive quadratique G? avec
0.

125, B, = 1.0.
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4. 4. Résultats numériques et interprétation

e On commence par donner, dans les figures 9, 10, 11, une comparaison “vi-
suelle” entre la méthode des A-splines et celles utilisant les §-splines progressives
quadratique et cubique.

e Dans les figures 12, 13, 14, nous donnons un exemple de A-splines pour
différentes valeurs du coefficients C introduit par Seredinski. On remarque alors
(A. Seredinski l’a dit aussi) que la valeur C = 1.5 offre le “meilleur” résultat.

e Dans les figures 15, 16, 17, on présente le méme exemple avec les S-splines
cubiques pour des parameétres de forme B, et §; se situant dans le domaine de
stabilité avec des choix donnés dans la figure 8.

B,
{L

<05
-

FIGURE.8. Choix des paramétres pour les figures 15,16,17.

e Sur des exemples particuliers (donnés dans les figures 18, 19), on donne
une comparaison entre les A-splines avec C' = 1.5 et les B-splines cubiques avec.
By =0.1et By = 0.0.

¢ Enfin, on s’intéressera aux (-splines cubiques et & l'influence des parametres
B1 et B sur la courbe. En plus des propriétés déja connues et qui sont citées
dans le chapitre 1, nous allons donner un nouveau role & ces parametres. Ce
role consiste & “absorber” rapidement les oscillations engendrées par le calcul
progressif que I’on fait et, par conséquent, & empécher la fonction de prendre des
valeurs trés grandes.

e Dans tous les exemples numériques qu’on présentera, le point de départ de
la progression est représenté par un petit carré.
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FIGURE.9. A-spline avec C = 3/2.

FIGURE.10. B-spline quadratique G' avec §; = 0.8.

FIGURE.11. B-spline cubique G? avec §; = 0.125, 3, = 1.0.
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FIGURE.12. A-spline avec C = 1.0.

FIGURE.13. A-spline avec C = 9/4.

FIGURE.14. A-spline avec C = 2.0.

37
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FIGURE.15. B-spline avec f; = 0.05, B2 = 1.5.

FIGURE.16. f-spline avec $; = 0.25, 32 = 0.5.

FIGURE.17. B-spline avec 1 = 0.3, B2 = 0.0.
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(a)

(b)

(c)

s

(d)

FIGURE.18. Exemples de A-spline avec C = 3/2 .

(a)

(b)

(c)

7]

(d)

FIGURE.19. Exemples de 3-spline avec 81 = 0.1, 2 =0.0 .

39
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¢ Pour étudier l'influence des paramétres, on fixe I’'un des deux. Dans la figure
22 (resp. figure 23), on a fixé B, = 0.1 (resp. B; = 0.1) puis on fait diminuer la
valeur de 31 (resp. B2) comme le montre la figure 20.

FIGURE.20. Choix des paramétres pour les figures 22,23.

¢ Un deuxiéme exemple est donné dans les figures 24 et 25, ol 'on a fixé
B2 = 1.0 puis By = 0.2 (voir figure 21).

FIGURE.21. Choix des paramétres pour les figures 24,25.
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(b)

(d)

M
=

FIGURE.22. B-splineavec B, = 0.1et:a)pBy = 0.38b) B; = 0.3
&) =02 d) B = 0.1.

(b)

d)

M
=

FIGURE.23. B-splineavec 1 = 0.1 et:a) B2 = 1.68 b) B2 = 1.0
c)B, = 0.5 d) g = 0.0.

41
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(a)

(b)

(¢)

7|2

(d)

FIGURE.24. B-spline avec §2 = 1.0 et : a) By = 0.21 b)

p1 = 0175 c¢) By = 0.1 d) B; = 0.05.

(a)

(b)

{c)

e

d)

FIGURE.25. B-spline avec f; = 0.2 et : a) B2 = 1.1 b) B
1.056 C) ﬂz = 0.5 d) ,32 = 0.0.
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4. 5. Quelques remarques

4. 5. 1. Sur le raccordement géométrique

Dans le systéme (2.15), nous avons choisi un raccordement géométrique G?.
Plus généralement, on pourrait considérer un raccordement exprimé par une
matrice de connexion totalement positive et non singuliére :

P;(t:) anr aia] [Pioy(t)
) - ) . (2.22)
P; (t;) azy a2 | | Pi_y(t:)

Siain = B1, a12 =0, az1 = B2 et asy = B%, on retrouve le systeme (2.15).
L’équation caractéristique (2.20) devient

6 h
A+ (2a11 + 7012 + -2-021 + 2a22)\ + a11022 — a12a2; = 0,

et d’pres le critére de Schur-Cohn, nous avons la stabilité si et seulement si

-1 < ajjaze —ajzaz <1,

h
a12a91 — a11022 — 1 < 2a3; + 7,012 + 5921 + 2a92 < ajjagy — aiaz; + 1.

4. 5. 2. Sur la relation de récurrence

Une autre maniére de retrouver les conditions (2.21) consiste & exprimer le

! " T ;e . ;e s
vecteur ( P;(t;),P; (t;))  des dérivées en t; en fonction du vecteur des dérivées

correspondant en t;_;. En effet, en posant §; = (yi+1 — y; ), de la relation
1" 6 4 ’ 2 1
Piy(tica) = 361 — 3 Pia(tic1) — 7 Pisy(8),
on tire b6 .
Pia(t) = 3 {p&'—l — 7 Pig(tiz1) - Pi—l(ti—l)],

d’ol (en remplacant dans le systéme (2.15))
' ] h " 3
Pi(t:) = =261 Piy(ti1) = 5B Pia(tiza) + 5 B1 i,

1" 6 1 h 1 6 3
P, (t:) = —('Eﬁf +2B2)P;_(ti-1) — (267 + 552)131'—1(752'—1) + (ﬁﬁ% + zﬂ2)5i—1-
Posons ,
P; (t:)
Y; =
P} (t:)
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Les deux derniéres équations peuvent alors étre exprimées sous la forme
matricielle suivante

h 3
—2p4 —3 B1 7 B1
Y; = 6 h Yio1 + 6 3 0i—-1.
—'};ﬂ% —28, —2B3 - §ﬂ2 ﬁﬂ% + Zﬂz

L’algorithme est alors stable si et seulement si les valeurs propres de la matrice
ci-dessus sont de module inférieur & 1. Or ces valeurs sont solutions de ’équation

(2ﬂ1+2ﬂ1+—h—é3)/\+ﬂ1 = 0,

qui est équivalente & (2.20).

5. INTERPOLATION PROGRESSIVE DE DEGRE n

Considérons le polynéme P; de degré n correspond & lintervalle de temps
[ti,tiv1]- Pi(t) peut s’écrire sous la forme de Taylor

P(t) = 2 (—t—:jf—")iPP(t,-). (2.23)

Le polynéme P;_; étant supposé connu, le polyndéme P; est complétement défini
par les deux conditions suivantes :

e P; et P;_; ont un contact géométrique G™ ! en t; (avec une méme
matrice de connexion pour tout 7),

o Pi(ti11) = yiy1 (condition d’interpolation).

La premiere condition s’écrit explicitement de la maniére suivante :

P;(t;) By 0 0 0 ... 0 P (t) |.
P} (t;) 85 B2 0 0 ... 0 P;_,(t;)

PO | = | Bs 3882 B2 0 ... 0 P& (t:)

PR V) Baci e e e o BETYLL PRI 1)(t)
I ] I I

On notera M la matrice de connexion.
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La deuxiéme condition appliquée au polynéme P;_; donne

L ¥
> A PP (tim1)

j=0

Yi = 11(t)

j h .
= Yi-1 + Z P(])l(tz 1) + "‘_P( i(tz 1)

Ceci implique

! n—1

PM(tiy) = 7 (i = viet) = 5% > = H " P9 (1), (2.24)

=1

La dérivée k™€ de I’expression (2.23) est

#“m._EZ“ ky P@@J,k:L”wn—L

Substituons (2.24) dans I’expression de Pif)l(ti) :

SR -
PE(t:) = Z P(])1(tz 1) + CP)

Jj=

Pi(ﬂ(ti—l)

n—1 ; s .
AN n! W pW)
= X Gy Pl g v e = 2 Gy Pt

=1

] !
= e 'hk Z P(])l(tz 1) + R—:—_%—h-g(yi - yz’—l)

_ o J
2::[ (G =k B (n—k)j 1:|h] k‘Pz(—)l(tz 1)-

Soit T la matrice d’ordre n — 1 définie par

n!

" (n—k)ly!

th; = (2.25)
’ ! n K= =k .. n—1
G—F @R .

et soit A le vecteur défini par

nn—-1)...(n—k+1)

Ak = i (vi — vi) (226)

Rk j=1,...,k—1,
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L . k A . .
Les dérivées successives P,-(_)l (t;) peuvent étre écrites sous la forme matricielle
suivante

[ z{—l(ti) | i Pi’-—l(ti—l) ]
P4 () P (tim1)
=T + A
| P () ] | P (tim1)
Notons par ,
O P(t) T
P ()
Y: =

PV (1)

On obtient finalement, la relation de progression suivante

Yi = M(TYie1 + A) = MTYi_; + MA. (2.27)

Les éléments m; ; de la matrice de connexion M sont donnés par la formule de
Faa di Bruno [50]

!
mi= Y AT, (229
4] b= nl!(l!)"l---ni!(z!)"' 1 i

ny+2ny+--Fing =1
n1,...,n; >0
pour j <itetm;; =0, 7>
L’algorithme d’interpolation progressive de degré n décrit par la relation (2.27)
est stable si et seulement si les (n—1) valeurs propres de la matrice 4 se trouvent a
Pintérieur de cercle unité, autrement dit, si et seulement si les racines du polynéme

K(\) = det(A — M) := dog + di A + -+ + dpy A7 (dnoy =19, .
sont de module inférieur a 1.
Définissons la suite suivante
1 N . ) )
B D a9,
(2.29)
dSO) = di7

et soit )
i1 = d§TY L 5=0,1,2,...,n—2. (2.30)



5. Interpolation progressive de degré n : 47

Considérons maintenant les produits

Pk = 6162"'6’6’]‘::1727'"?”_1' (231)
D’apres le résultat de M. Marden [39] rappelé au chapitre 1, les (n — 1) racines
de K()\) sont & l'intérieur du cercle unité | Z| = 1 si tous les p; sont négatifs.
Exemple oun = 4:

La matrice A devient

- T ]
h2
oo ol | =8 -h -
A= |8 B O —% -5 —h
Bs 3pB B |22 _12 g
L i h? h

Les coefficients d; qui définissent K () sont donnés par :
(dy = ,Bf,
3 4 5 2 s, B2 0 R o,
dp = 36] + 567 + 387 + 3hB287 + hB261 + "2",31,32 - ‘6‘,33,31,

h2
dy = 3By + 587 + 367 + hBs + 3hB251 + Fﬂs,
\ d3 = 1’

et les valeurs de &; , 7 =1,2,3, sont alors :
51 = dg—l = IH112_17
& = & — (dody — dy)?,
2 2 2
€ = [51 — (dody - dl)] [(51 + dodz — d1)* — (dody — dy) ]
Pour simplifier les formules, posons
¢ = 6(81 — 1)(1 — 387 — 451 — 365 + fB7),

g2 = 6RBZ(B — 1)(3 + 4By + 487 + 483 + 3B1),
gz = 6(BF — 1)(1 + 368} + 687 + 387 + BY),

rio= 61+ 8071+ B+ B+ BD),

re = 6R(1 + B1)°,

rs = 6(87 — 1)(1 — 381 — 48] — 38} + B1),
rs = —6h(B; — 1)(1 + 46, + B7).
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On a alors

b = 5z [0 — @B+ 38261 52 — 2 B(L+ B s

45 + 028, — 3K B B3 + b2 B2 (1 + 1) Bs |,
et

3

&= 35

il

(60— doda + i ] [r1 + 722 + 3871 53 + W21 = B) s

[Ts + ryBy — 3R2B1 B2 + KE(1 + ﬂf)ﬂs]-

Par conséquent, nous pouvons énoncer le résultat suivant. Les quantités &;,&2, &3
vérifient
& < 0 et £2a£3>0 (pk<0ak:172’3)a

si et seulement si

,

ry — \/r};+12h251r3 >0 (<= 0< B <~ 024),

ra — /ri + 12h2 B3 (%)
6h% By ’

ﬁﬁ2<

—3R2B1B2 — 2B — 11
\ h? (1 - 13%)

ce qui entraine py <0, k£ =1,2,3, donc la stabilité.

3h2B1B7 — rafy — 13
h2(1 + 6%) ’

< B3 <

beta 2

-beta 1

-2

FIGURE.26. Représentation de la relation (*).
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Exemple :

FIGURE.27. Interpolation progressive G® dans R?
avec ﬁl = 0.125 et ,32 = ﬁ;; = 0.

49
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6. INTERPOLATION PROGRESSIVE RATIONNELLE

6. 1. Introduction

Une courbe rationnelle est définie par une fonction vectorielle ¢ : I — R* dont
chaque composante est une fonction rationnelle. On peut toujours représenter une
telle fonction g par la composition d’une fonction polynomiale @ : R — Rt
dont la derniére composante est supposée non nulle sur 'intervalle considéré, avec
Papplication projection :

T rd

(21, »Zdy Tag1) — (mdﬂ,..., $d+1)-

La courbe définie par @ est appelée la courbe homogeéne associée a ¢g. On remarque
que la courbe homogene n’est pas unique.

A

courbe rationnelle

FIGURE.28. Courbe de Bézier rationnelle de degré n.

En particulier, si la fonction polynomiale est exprimée sous la forme de Bézier :

Q(t) = Y BI(t)(w:i Pi,wy),

=0

oi P, € RY, w; > 0 et ot les B, = 0,...,n désignent les polynémes de
Bernstein, on obtient :

Yieo BE(t)wi P;

. zn: Wi an(t) p.
i=0 En=0 w] B_?(t) "

q(t) =

(2.34)

J
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Les coefficients w; sont appelés “poids” et ils sont affectés aux points de
controle. Leur réle est illustré dans la figure suivante :

<a) b

{c) »

FIGURE.29. Courbe de Bézier rationnelle cubique. a) wy /", b)

w1/,c)w2/,d)w3/.

6. 2. Interpolation rationnelle quadratique

~ On prend n = 2. On exprime sous la forme (2.34) la fonction rationnelle P;
restriction de la spline 3 intervalle [t;,¢;+1] (les ¢; sont supposés équidistants de
pas h) :

P(t) = ) Pjw B2< / Z w]B% ) teltntinl  (235)

La fonction P, étant connue, la progression pourra s’effectuer avec un raccorde-
ment paramétrique C?, ce que nous ne pouvions pas faire avec les polynémes de
degré inférieur ou égal a 2.
e La fonction P;(t) passe par les points d’interpolation y; et y;4+1 , donc

P} = y; et P} = y;y1 (propriétés des courbes de Bézier).

e Le raccordement C! en t; entre P; et P;—; donne :

. wWo .
P o=y + — (i — P,
w2
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soit

=0 i—1 — k' N .
Pl + on P = (1 + w2)yz (2.36)

Proposition 2.3 L’algorithme d’interpolation rationnelle quadratiqgue C! est
stable si et seulement st

wg < wa.

6. 3. Interpolation rationnelle cubique

On prend maintenant n = 3. La i-iéme fonction correspondant & [t;,t;41] est
définie par :

3 3
; t—t; t—t;
P(t) = ) P} w; Bj(——) /E w; Bj(——). (2.37)
Jj=0 =0

e La fonction P; prend les valeurs y; et y;4q1 en t; et t;4, :
P{ = yi et P§ = gip1.

Exprimons le raccordement C? en t; entre P;; et P;.

t—1;
e Raccordement C* en t; : posons u = > et r(u) = Z w; B(u). On a

h ¢
j=0

alors :

r(u) Pi(t) = ZP} w;j B} (u),

b r "(w) Pi(t) + r(u) Pi( Z Pi w; (Ba(u))
Appliquons cette derniére relation en t = t;, & I’étape i et (i-1) :

3 ! 3 i

7 (W1 —wo)yi + woPi(ti) = 5 (w1 Py — woyi), —
3 ) 3 .
7 (ws —w2)ys + waPiy(ti) = 7 (wsyi — w2 Py s

ce qui donne :
Wo W2

T . . i—1
P} = y; + o on (yi — P370). (2.38)

e Raccordement C? en t; :

1 2 ! " . ] 3 !
T WP + g @R + PO = 3 B (Biw) -
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Appliquons cette relation en t = ¢; a ’étape i et (1 1)

P,-(ti)=-}-?2-[ P2+—(1—3—)P1 (( )2—62--&)2 yi],
\----—v——/

Aw) B(w)

C(w)

f-—/h—\
P,f'_l(t,.)=%[ P’1—3 (1- :)PI—Q——P’I

+ (3‘31(1 - ) + 292 _ ﬂ) yi].
Wo w3 w3
On a donc : h ~
oy -, D
P = 2|2 pit  (4@)+ CW) P — 222 P + (D) - B@)) ]
wo w3 w3
(2.39)
Des relations (2.38) et (2.39), on déduit la relation de récurrence suivante :
2
pitt 4 3— 3— — )P} + (2)’pi1 = X, 2.4
SR L B+ (2R = 2p, a
ol
1+ a 1+ «
E, = 2 Jyis1 + | B(w) - Dw) + 222 )] v
wo w3 47
Wwo wo
a = .
Wiy W3
L’équation caractéristique associée & (2.40) sera donc :
2 w1 Wo\2
“2 39 _oyz 4 (40 = . :
z? 4 w3(3 +3w0 VZ + (ws) 0 (2.41)

D’apres le critere de Schur—Cohn, les racines de cette équation sont & l'intérieur
du cercle unité si et seulement si

wy < ws,

(2.42)

1 2
wWiwg + wWowr < g(td0+w3) .

Remarque : =

e La aussi on retrouve une condition sur les poids extrémes qui est semblable
a celle donnée dans la proposition (2.3). Si on ne veut garder que la condition
wy < w3z dans le cas cubique, il suffit de prendre par exemple

_ 2
Wy =wy = § wo.

e Pour absorber rapidement les oscillations, on propose un rapport assez grand
entre wy et wy, si n est le degré de la fonction rationnelle. Nous proposons dans
les exemples numériques suivant le rapport

Wr

— = 9.0.

wo
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FIGURE.30. Interpolation rationnelle C* (wy = wy = 1.0 et wy = 9.0).

FIGURE.31. Interpolation rationnelle C? (wy = w; = wy = 1.0 et w3 = 9.0).
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7. GENERALISATION DE L’INTERPOLATION PROGRESSIVE
STABLE
7. 1. Introduction

Considérons P’exemple simple suivant. Soit {(z;y:) , 7 = 0,1,2,...} une
suite de données de IR?, interpolée de facon stable par une spline quadratique
S supposée G' de parametre 0 < B; < 1, pour les valeurs ¢; = 7 de la variable.
Supposons la suite des abscisses (z;) croissante et réguliérement espacée, par
exemple, (pour simplifier) supposons que z; = ¢ pour tout ¢ > 0.

Soit (X;,Y;) la fonction polynomiale de degré 2 qui définit la spline sur [¢;,¢;41] =
[i,7 + 1]. Les hypothéses montrent que :

Xi(t) = i+ z;(t—1) + (1—z;) (t —10)?,

Yi(t) = yi + v (t— 1) + (irr — vi — ;) (£ —0)?,
ol (z;,y;) = S (t7) = §'(41). On a de plus I'égalité :

(Zig1,¥ip1) = Bu(X;(i+1),Y; (6 +1)),
c’est-a-dire : ’ ,
Ziy1 = P12 - 2y),
(2.43)
iy = B (2 (Vi1 —¥i) — y;) .
Par ailleurs, il est clair que la spline S est parfaitement déterminée par le choix

de (:v;,,y;). Quel que soit ce choix, puisque §; < 1 et d’aprés (2.43), w; aura une
valeur limite le point fixe de l'itération

Tiy1 = B1(2 - z;),

. Zﬂl . . 4 251 . .
c’est-a-dire . Fixons désormais z, = choix qui assure que : —
1 + ﬁ]_ 0 1 + ﬂl, q q
: ' 254
V>0 L= 2.44
[ —_ ? xz 1 + 131 ? ( )
.. . o 1-p
et implique en particulier que 1 — z; = T8 >0
1
Soit maintenant z € [z;,z;41] = [i,¢ + 1] donné. L’équation X;(t) = z admet

alors une unique solution dans [t;, t;41] = [¢,7 + 1], donnée par :

—2; + /7" + 4z — (1 —2})

t—' - 1 ’
Z 21—z,
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c’est-a-dire t—i = p(x—1), ol la fonction ¢ est définie sur [0, 1] par (en remplagant
x; par sa valeur donnée dans (2.44)) :

o(u) = ﬂlﬁll + \ﬁl—fl—ﬂﬁ + (1'_*'51)71 (2.45)

On peut donc exprimer Y;(t) en fonction de z comme suit :

Yit) = Yi(e) = yi + yiw(z —i) + (Wir1 - i — ¥;) [90(5’3 - i)r,

et la spline S toute entiére s’obtient comme graphe de la fonction Y dont la
restriction 3 chaque intervalle [,z + 1] est Y;. De plus, puisque S est G! en
chaque t; = 1, il est clair que la fonction Y est C! en chaque point z; = i.

Ainsi, chaque section de la fonction Y est (3 un changement de variable prés) un
élément de P'espace Vp, engendré par les fonctions 1, ¢, ©? qui sont définies sur
[0,1). Cet espace n’est bien siir plus polynomial. Cet exemple d’interpolation
polynomiale G' se raméne donc & une interpolation non polynomiale Cl, le
parametre 3, devant assurer la stabilité étant désormais attaché a l’espace qui sert
3 définir chaque section de la courbe. Cette idée peut évidemment étre généralisée
en augmentant la dimension de l’espace pour assurer un raccordement C k avec
kE>1.

7. 2. Interpolation progressive par spline C"~! appartenant par morceau
A un sous espace de dimension n +1

Donnons nous n + 1 fonctions linéairement indépendantes, ¢; : [0,1] — R,
j=0,...,n, de classe C*~1. Soit V = span{wo,...,¥n}

Etant donné un ensemble D = {(z;,yi), ¢ =0,1,2,...} de données de R?,
dont on suppose les abscisses régulierement espacées (zi41 — «; = h > 0 Vi),
on cherche & le représenter par une fonction spline f & valeurs dans R telle que

f(z;) = y; pour tout ¢, et dont chaque section f; = fl[:‘-,z,-_,_l] est, & un
changement de variable prés, un élément de V. Autrement dit,
n
filz) = }_: 4]0 (=), (2.46)

A noter que rien ne s'oppose & utiliser ce méme principe pour interpoler des

données (z;,y;) ou z; ERet y; € RY, en procédant composante 3 composante.
L’algorithme d’interpolation qu’on va décrire consiste a calculer f; en imposant

un raccordement d’ordre C*~! avec f;_; en z;, plus la condition d’interpolation

de f; en z;41.

La dérivée k**™¢ de la relation (2.46) est

®, L= i ()T = _
fi7(z) = ﬁ'jz::oAjﬁPj (—'h—') , k=0,...,n—1.
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e La condition d’interpolation en z;4; donne :
n . ’
yier = »_ Abg;(1). (2.47)
§=0
e Les conditions de raccordement d’ordre C*~! donnent (pour k¥ =0,...,n—1):

k 1 O i 1 gim
P = fE@) = 5 DA 030(0) = DI L) (249)
j=0 =0

Si on note
( vo(1) e1(1) @2(1) -0 pa(l) )
¢0(0) ©1(0) ©2(0) -+ a(0)
A= o0 ¢1(0) 0s(0) - @n(0) |,
o) e"T0) @) e BT(0)
\ )
et
( 0 0 0 0 \
0 0 0 0
B=| wo(1) ¢1(1) (1) o (D)
PSPV oW e )

\ /) =

alors les relations (2.47) et (2.48) s’écrivent :

(Y (AT e

Al A
' ! yi

Al =Bl |+ o, | (2.49)

\ai) \agr) 0 )
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Si la matrice A est inversible, alors la relation (2.49) devient :

A‘i Ai—l
( o \ ( 0 \ ( yi+1\
4 A;_l Yi
Al =atBl 47| +4a] 4 | (2.50)

\ 43/ 4/ Lo/

Proposition 2.4 Supposons la matrice A inversible. L’algorithme d’interpolation
est alors stable si et seulement si p(A™' B) < 1.
7. 2. 1. Remarques
Remarque 1 : La matrice A~! B admet 0 pour valeur propre au moins double.

Remarque 2 : Soit (Bg,...,%n) = (Po,--.,¢n) P ol P est inversible. Soit
A= AP e B = BP,

alors
A'B = P'A7'BP.

Par conséquent,

p(A71B) = p(A™'B).

Donc la condition p(A~! B) < 1 est attachée & V' = span(ypy,...,9r). On peut
alors particulariser la base (¢q,...,¢n) de V. Par exemple, si o est telle que
©o(0) # 0, il est possible, quitte & remplacer ¢; par ¢; + Ajpo pour ¢ = 1,...,n,
de supposer que

ei(0)=0 , z=1,...,n. =
Remarque 3 : Toute multiplication (& gauche ou & droite) simultanée sur A et B
par une matrice inversible ne change pas l'inversibilité de A ni p(A~! B).
7. 2. 2. Premier choix des fonctions ¢;

Supposons
Yo = 1 s

(H1)
©1(0) = 92(0) = -+ = pa(0) = 0.
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Les matrices A et B deviennent :

59

(
1 (1) ©2(1) Pn(1) )
1 0 0 0
A=]0  i(0) 5(0) ¢a(0) |,
° P P0) 8 TV(0) i (0) )
et
(0 0 0 0 \
0 0 0 0
B=|0 (1) (1) ¢n(1)
!’ PP e8P () pv (1) |
Considérons les matrices A; et B; définies & partir de A et B :
/1 0 0 0 \
1 ei(1) ¢2(1) ¢a(l)
Ar=]0 (0 04(0) ©(0) , B, =B
° #770) " V(0) o (0) )
Alors

p(AT'B) = p(A[" B).

D’autre part

A est inversible <= A; est inversible

, AT
= V; = (<pj(1),<pj(0),...,<p§. 1)(0)) L i=1,....m,

sont linéairement indépendants .
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Considérons maintenant la matrice A; (resp. B;) d’ordre n obtenue & partir de
Ay (resp. B;) en enlevant la premiére ligne et la premiére colonne, 1.e.,

1 0 0 O
A= , B; = )

z‘il Bl

La matrice inverse A7’ est donc de la forme :

1 0
AT = ( ~_1),
. A]_

d’oi1
0 0
AT'B, = ( >
LA B
Donc L1
HATIB) = fAT BY) = p(Ai" By).
On a alors :

Corollaire 2.5 Si les vecteurs V; := <cpj(1),golj(0),...,gog-"—l)(o))T , =
1,...,n sont linéairement indépendants, alors l'algorithme d’interpolation pro-
gressif basé sur la famille {po,...,¢n} satisfuisant Uhypothése (Hy) est stable s
et seulement 31 p(ﬁl - Bl) < 1.

Exemple (n=2) : Soit o = 1 , 1,2, satisfaisant ©1(0) = 0 et
©2(0) = 0. Les matrices A; et B; sont données par :
3 p1(1) 2(1) 3 0 0
Al = 9 Bl =
©1(0)  ¢,(0) p1(1)  w2(1)

La matrice A; est inversible si et seulement si

@1(1) 9(0) — pa(1) 91(0) # 0,

et
ih = 1 (—soz(l)sol(l) —302(1)90'2(1)>
¢1(1) ¢2(0) — ¢2(1)1(0) or(Dei(1)  p1(1)ep(1) .
Puisque A; = 0 est valeur propre de fil—l B, sa deuxiéme valeur propre A, est

égale a sa trace :

v = eea(l) — e ei (1)
T 10 93(0) — w2(1) 93(0)
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Par conséquent, p(fil—l B)) < 1 si et seulement si

o1 ea(l) = wa(Dei(D] < 11D e3(0) = (D ()] (251)
Considérons le cas particulier ot 3 = 3, la condition (2.51) devient tout
simplement ) )

[ (D] < [¢1(0)] - (2.52)

Supposons par exemple que p1(z) = —1 4+ Vaz + 1, avec a # 0. La fonction
1 est définie et dérivable sur [0,1] si et seulement si @ > —1. La condition de
stabilité (2.52) se traduit par a > 0. Cet exemple correspond en fait & l’exemple
introductif, la fonction ¢ définie en (2.45) s’écrivant en effet; lorsque §; €]0, 1]

v1(z) = [31,811 (_1 4+ Vaz + 1),

1- 6%
avec a = > 0.
Gh
7. 2. 3. Deuxiéme choix des fonctions ¢;
Supposons
(500 = 13
4 #1(0) = ¢2(0) = --- = 9a(0) =0, (Hz)
L p1(1) = @a(1) = -+ = @a(1) = L

Les matrices A; et B; deviennent :

(

1 1 ... 1 0 0 --- 0
] e@ e || s S
A= By =
\so&"‘”(m e TR(0) | Ksoi“‘”(n S (¢ )
Considérons les matrices A, et By définies & partir de Ay et By :
[ 0 0 )
: #1(0) ©3(0) — 1(0) ¢u(0) — ¢1(0)
2= ' )

\soﬁ"‘”m) P 0) = "TO) - PTV0) - i TV(0) )
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et

( 0 0 0 \

) e1(1) (=) - ()= ea(D)
By =
\so&"‘”(l) P =P e o) - eV () /

Alors, A, est inversible si et seulement si A, 'est et, dans ce cas,

" =1 o~
p(Ar  Bi) = p(A2 ~ Bs).
D’autre part

A est inversible <= A, est inversible

= (1,4,0;(0), ,cp]n 1)(0)) , j=1,...,n

sont linéairement indépendants dans R™

= Wy = (0,800 O) =L

sont affinement indépendants dans R™ ™.

Considérons maintenant la matrice A3 (resp. B3) d’ordre n — 1 obtenue & partir
de A, (resp. B;) en enlevant la premiére ligne et la premiére colonne et il est
clair, comme précédemment que, dans ce cas,

-1 =~ S c -1
p(A1 “B1) = p(A2  B:) = p(As = Bs).
On a alors :

[} " —_ T .
Corollaire 2.6 Si les vecteurs W; = (cpj(O),cpJ- (0), . ,(,ogn 1)(O)) =] =
1,...,n sont affinement indépendants, alors Ualgorithme d interpolation progres-
sif basé sur la famille {po, ..., pn} satisfaisant Uhypothése (Hy) est stable si et

. v -1 5 g s 2
seulement si p(As ~B3) < 1, ot A3 a pour terme général :

=010 = $2(0) 4,5 =1,...,n — 1,

et B3 a pour terme général :

=50 (1) - e(1) i =1, n =1,
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7. 2. 4. Troisiéme choix des fonctions ¢;

Supposons
'900 = 15
91(0) = ¢2(0) = -+ = ¢n(0) = 0,
Lor1) = @a(1) = -+ = @all) = 1, (Hs)

N (a P(0)  siji
Vi,j=1,...,n=1, ¢;1,(0) = .
\ 1+0(0) sij=i.
Alors

- . -1
A; = Aj = Ip-1,

La condition de stabilité devient
p(Bs) < 1. (2.53)

D’apres le résultat de Gerschgorin-Hadamard, les valeurs propres d’une matrice
carrée C d’ordre N vérifient

N
Xi € | Ds,
k=1

ott Dy, est appelé le disque de Gerschgdrin, défini par

N
1Z — ekl < D lerjl- (2.54)
— :
j#k
Par conséquent, si
D, c B(0,1)) Vk, (2.55)

alors p(C) < 1. Mais Pinclusion (2.55) est vérifiée si I’on a simplement
N - .
Y leril <1, Vk (2.56)
j=1

Appliquons la relation (2.56) & notre matrice Bs, on obtient le

Corollaire 2.7 S:
n—1

Z |<P§21(1) — cpl’)(l)l < 1, Vi=1,...,n—1, (2.57)
j=1

alors lalgorithme d’interpolation progressif basé sur la famille {po,...,on} sat-
isfaisant ’hypothése (Hs) est stable.
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7. 3. Exemples d’espaces

7. 3. 1. Exemples d’espaces de dimension 3 (n = 2)

Soit ; , ¢+ = 0,1,2 vérifiant Phypothése (H;). La condition explicite de
stabilité est déja donnée dans (2.51).

w1 B}(z)

2
2j=0 Wi B}(z)
méthode des splines rationnelles quadratiques.

wy B3(z)

et po(z) = , on retrouve la

e Si pi(z)

e Autres choix des fonctions ¢ et ¢ :

1°/ pa(2) = =2, paz) = 2*(1 + ka).
. , ... | 1H2k P
La condition de stabilité (2.51) s’écrit ici Tk ‘ < 1, donc est vérifiée si et
seulement si 5
k - =,0[
€]-3,0]
Si on note m; = f; (z;), on obtient la relation de récurrence suivante
1+ 2k 2+ 3k
mi + T M-l T T (Yi — Yi-1)- (2.58)
1 . 1
Notons que pour k = —3 on a simplement m; = y; — y;—; et pour £k = —~ nous

retrouvons la relation de récurrence des A-splines quand C' est remplacé par 5

ce qui correspond au critére (2.5). Plus généralement, la constante C' est reliée &

k par la relation ¥ = ———.

C
20/ (,D](CE) = 3 (p2(:1:) = :172 + /\(w—%)f ,Oﬁ)\ E]Rest ﬁXé
+2)

A
4

La condition de stabilité (2.51) s’écrit ici

‘ < 1, donc est réalisée si

et seulement si
A€e]-2,0[

Cela revient & choisir un sous espace V de dimension 3 inclus dans l’espace de
dimension 4 des fonctions qui sont formées de deux polynémes quadratiques sur

i+ Tit1 i+ Tig . .
[z, -—Z—fi—] et [—-2-—5—11——,@-_,_1] respectivement et qui se raccordent C! en
w; = —— Te sous espace V est défini par le fait que les dérivées secondes

dans ces deux intervalles sont dans un rapport fixé :

f;l(f) _ . Ti+Tipr i+ Tig
IO = A+1 sif€] 5 ,Tiy1] €t n €]z;, 5 [.
On obtient "
142 2+ A
mi > (Yi — Yi-1)- (2.59)

m;—1 =
T
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4 . .
Notons que pour A = ~3>on obtient m; = y; — Yi-1- De fait, cette méthode et

la, précédente décrite en 1°/ sont équivalentes du point de vue de la relation de
récurrence, mais pas du point de vue du calcul de fi(z) pour t €lz;, zit1]. En

}i%:gké’ la relation (2.58) devient

effet, si ’on pose § =

m; + O0m;—y = (6 + 1) (’y,’ - yi_1). (260)
. . 1+ 32X . .
De méme, si § = Tra la relation (2.59) devient

4
m; + 0mi—1 = (04+1)(yi — Yi-1)-

Ainsi, les deux méthodes sont équivalentes & un changement de parametre pres :

3°/ Calcul de 6 par une propriété variationnelle :

Considérons f; de la forme

filg) = yi+mi(e — i) + ale — :)° + b(z — u;). 2,

Tit1

7 2
et minimisons / [fi (z)] dz, avec la condition fi(z;y1) = yi+1. Appelons

z;
p; le polynéme de degré 2 sur [z;,u;],

gi le polynéme de degré 2 sur [u;, ;1]

et z; = fi(v;) (inconnu).

On a

pi(z) = vi + (z—zi)m; + a(z—z:)%

h? e
De I’équation p;(u;) = y; + -z-mi + a~4— = z;, on tire :
4 h
a = p(zi - Yi — '2"mi)-
Par conséquent
, 4
pi(ui) = —m; + E(zi“yi)-

Ainsi, le polynéme ¢;(x) sera donné par

G(e) = =+ [—mi b T (-] 6w + Blo— )
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De l’équation q;(zi+1) = yit1, on tire:

B = % [yi+1 - 3z; + 2y; + gm,]

Finalement, il faut minimiser a? + 32 par rapport a z;, ce qui donne

_h Tyi + 3Yit1
Z; = m; + 10 .

)

Comme

m; = pix;) = ‘1i-1($i)

4 4 h
= | —m;-—1 + ";(zi—l —yi—l)] + 7 [yi — 3251 + 2yi—1 + —'mi—l]

2
= Ty M-t 5 Yi Yi-1)
. . , 3
on obtient la relation de récurrence (2.60) avec 6 = 5
m; + § m; — _8_ ( . . )
) 5 -1 = 5 Yi Yi—-1)-

FIGURE.32. Un exemple pour la relation (2.60) avec § = £ .
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7. 3. 2. Exemples d’espaces de dimension 4 (n = 3)

Considérons maintenant quatre fonction g Emfl”, Y1, P2, s satisfaisant les

hypotheéses (H3). Les matrices A et B; définissant la matrice d’itération fig_l B,
sont données par :

( 02(0) —#1(0)  ¢3(0) = ¢1(0) )

02(0) —#1(0)  #3(0) — ¢ (0)

0a(1) —1(1)  ¢3(1) — oy(1)

021 —1(1)  @5(1) =3 (1)

Bs

Premier exemple :
B 1+ 5 B\’
o) = g3 F \/(1—/31)“ (&)

pa(z) = p3z)  ,  es(z) = i)

et

La condition du corollaire 2.6 est satisfaite si et seulement si les racines de
Péquation suivante

1
N o+ S (B 38+ 38+ DA+ B =0, (2.61)

se trouvent & l'intérieur du cercle unité | Z | = 1. 1l suffit alors que B, vérifie :

0 < B < 2 — /3 ~ 0.2679.

Deuxiéme exemple : splines polynomiales C? :

p1(z) = = ) p2(z) = z7(x) ) e3(z) = 227(z). =

ou 7 est une fonction dérivable sur [0,1] telle que 7(0) = 0 et 7(1) = 1.

La matrice fi3 s’écrit :
-1 -1
A’3 = ’
27'(0) 0

donc elle est dérivable si et seulement si TI(O) # 0, ce que nous supposerons
désormais. De plus,

3 ( 7'/(1) 1+ 7"(1) )
B; = .
o2r' (1) +7 (1) 4r (1) +71 (1)+2
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Considérons la cas ol T est polynomiale quadratique (il est clair que la fonction
T ne peut étre de degré 1), i.e.,

(z) = kz + (1 — k)2 k> 0. (2.62)

La condition du corollaire 2.6 est satisfaite si et seulement si les racines de
Péquation suivante :
— 2 _ 3k

sont dans le cercle unité. Par conséquent, si

1+ k)k(3 - k) <o (%)

= 0, (2.63)

—k? + 2k — 3 (14 k)(3— k) k? — 2k + 3
F < F < P ™)
alors la condition du corollaire 2.6 est satisfaite. Les inégalités (%) et (+*) donnent

k > 2. Or le fait que les racines sont dans le cercle unité entraineque 1 < k < 3.
La condition de stabilité est donc finalement :

2 < k < 3.

Troisieme exemple : splines trigonométriques : Considérons la fonction
7 définie par :
sin wz

T(2) = ———, (2.64)

qui satisfait les mémes conditions que Pexemple précédent.
La condition du corollaire 2.6 est satisfaite si et seulement si les racines de
I’équation suivante :

X2 4 (1+sinw> (1 w.cosw>/\ + w(l +.cos2w) ~ o,
sin w 2sin w
sont dans le cercle unité. Posons ‘
sin w w COS W w(l + cos? @) -
= 1 - ) y = - .
91(w) (1 + w ) ( + sin w 92(«) 2sin w

Les conditions de stabilité relatives & cette équation sont

-1 < ¢go(w) < 1,

—g2(w) = 1 < ¢1(w) < g2(w) + 1,

soit, numériquement

lw| € ]1.52,1.82].
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1.5000

183

1.5000

FIGURE.33. Interpolation polynomiale C? (k = 2.0).

~0.600 <

-0.500 4+

~1.200 4

-1.500

3.769 4398 3.026 5.654

FIGURE.34. Interpolation trigonométrique C% (w = 1.54).
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12000 -3

0.9000 -

0.6006 4+

03000

~0.500 -

-1.200 ~

$-500-

FIGURE.35. Interpolation polynomiale C* (k = 2.0).

12000 -+

05000 -+

0.6000 -

03000 4

L 1 1]
t T T T T
-0.80 -0.90 ?00 0.400 0.800 200 1600 &ﬂl

-0.900 +

-1200 +

+560-

FIGURE.36. Interpolation trigonométrique C? (w = 1.54).
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7. 4. Les Q-splines comme fonctions splines instables

Avec les mémes hypothéses et notations que le paragraphe (7.3), considérons
le choix des fonctions ¢y, ¢2, ¢3 suivant :

or(2) /0 " on(6n) ds,
po(z) = /oz w1(€1) /0& wa(§2) €2 df,

T & &2
w3(x) =/0 wl(fl)/o wz(fz)/o w3(€3) d€s d€q dt;,

ol w;i, 1 = 1,2,3 sont des fonctions strictement positives sur [0,1]. Nous allons

nous intéresser au cas particulier des @Q-splines [33] correspondant au choix des
w; suivant :

wl(t) = 1,
wy(t) = ¢(t) = at + B,
w3z = 1,

ou ¢(t) est un polynéme de degré 1 strictement positif sur [0,1]. Dans ce cas, les
fonctions ¢; se calculent par :

QO]_(IU) = T,
prle) = 32+ 5o,
p3(z) = %‘0 +§

L’équation caractéristique de stabilité est donnée par :

2 2
+8afB +88 a+ B
a4 2 A+ — = 0.
Bla +25) B
En posant g = ?_‘_’_;_é , go > 0, I’équation ci-dessus devient :
A2 4 g2 — 10¢o + 17

P A+ q = 0.

ai

Les conditions de stabilité sont :

g < 1 et la;] < 1 4+ go.

La deuxiéme condition est vérifiée si et seulement si ¢5 > 3’ ce qui est contra-

dictoire avec la premiére condition.
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1. INTRODUCTION

Le probléme d’approximation est défini comme suit :

Soit une fonction y(t) qui dépend linéairement de N + 1 paramétres
o, soit

N
y(t) = Zajgj(t),

ou les fonctions g; sont choisies linéairement indépendantes. On
posséde des valeurs mesurées y; ,t = 0,...,n (n > N) correspon-
dants aux instants t;, et on veut déterminer les valeurs o;.

En général, il n’existe pas N + 1 valeurs «; vérifiant simultanément les n + 1
équations :

N
Zajgj(ti) =y , t=0,...,n,
7=0

car il y a plus d’équations que d’inconnues.

Yo Y1
f
[ Yi Yo
4 ° —
l 1° 9 | o !
I B | ° '
i i l | !
R l '
I B l !
I B l '
T B | !
N R ] ] -
a t t; b

FIGURE.1. Le probléme d’approximation discret .

On peut alors définir les a; en cherchant & satisfaire “au mieux” les équations.
Une facon de procéder est de minimiser, par rapport aux «;, la somme des carrés
b 2
des écarts des équations, c’est-a-dire I’expression

n

E(ai,...,an) = Y, [ ZO a;gi(ts) — y,-r. (3.1)

1=0

On appelle solution au sens des moindres carrés, un vecteur a = (a;), qui

minimise E. Le probléme considéré ici concerne des mesures y; de R?,d>2
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obtenues progressivement. Ces mesures sont représentées par une fonction spline a
valeurs dans R? avec raccordement géométrique. Néanmoins pour la simplicité,
l’exposé sera fait dans le cas de fonctions a valeurs dans IR. L’idée est alors
d’appliquer une résolution au sens des moindres carrés sur chaque intervalle de
temps [ti,%;41] correspondant & des mesures 2%, k = 0,...,n, ¢ € nr (le nombre
d’intervalles). L’approximation progressive est définie par :

e Sur chaque intervalle de temps, on a une suite de mesures z}'c aux instants
; k
zp=t;+ ;(ti+1 "’ti) , k=0,---,n,
o les données z} seront représentées par un polyndme quadratique ou cubique
P,(t) sur [t,‘,ti+1],
o P;(t) et P;_1(t) se raccordent G* (G? dans le cas cubique),
i . .\ 2
e P;(t) réalise le minimum de Z (P,(:c}c) - z}c) .

=0

2. MOINDRES CARRES SUR UNE BASE DE SPLINES G!

2. 1. La méthode des moindres carrés discréte

Zy

P(® 00'/ .
o 0 .2

) Yia

to t;.1 tj e L1
h
FIGURE.2. Moindres carrés quadratiques .

Le ;iéme segment quadratique défini sur lintervalle de temps I; = [t;,%;41]
avec (h = t;41 — t;) est donné sous la forme de Taylor en ¢; par :

1
Pi(t) = yi + mi(t —t:) + 5v(t — ) (3.2)
Pi(t:) = v , Pi(t) =mi , P/ (t) =7
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Le probléme des moindres carrés discret (progressif) consiste 3 déterminer les
coefficients m; et «; tels que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

o P;(t) et P;_1(t) se raccordent G en t;,

o P;(t) réalise le minimum de E (Py(zy) — 23)? avec zi =t; + Eh une
n
k=0
partition de 'intervalle I;.

La condition du raccordement s’exprime par :

{Pi(ti) = Pia(ts),
Pi(t:) = b1 Pi_y(ts),

et la seconde relation devient :

m; = B1(mi—y + hvyi—1). (3.3)

Ainsi, la quantité & minimiser s’exprime comme une fonction convexe de la seule
variable «; :

n

1 ;

J(vi) = E (yi + vim; + 5”%’)’:‘ - 23)%, (3.4)
k=0

k

ol vy = mi—ti = —h.

n
Le minimum est atteint si et seulement si

aJ n . i
a(’)’z) = 0 < ZUZ(yi_i_vkmi'*'é'v%'Yi—‘Zk) =0
! k=0

n n
; 1
= E vi(y; + vpgm; — 24 ) + 3 7i E vi = 0.
k=0 k=0

1 < :
En posant 6 = 3 kz—% v} , on obtient

n

1 )
Y= -3 vi(y; + vpm; — 2b). (3.5)
k=0

La formule peut étre simplifée en faisant un calcul direct des sommes. En effet,

1 n n n n n
si l'on pose a3 = 521}%: 221}%/21}% = 2(%)22192/2 k*, ou
k=0 k=0 k=0 k=0

k=0
encore,

10n2
T RGltsn-1) (3.6)
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1

n n n n n
a = % E vy = 221}%/2 vy = 2(%) Zk?’ /Z k*, ou encore
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

15n%(n+1)

Y= R+ 2n)(3nZ +3n—1) (3.7)
et enfin . .
a3 = 2(%)2 Z k2 zL /Z k*, (3.8)
k=0 k=0
on obtient :
Yi = —a1y; — agm; + as. (3.9)
Considérons le vecteur
Pi(tit1)
Yis, = , .
P;(tit1)

2
Ptiy1) = Yit1 = yi + hm; + 5 v
2
= y; + hm; + - [ —onyY; — agm; + 013]

h? h h?
= (1- - a))yi + (1 - -2—a2)m,- + 5o
h? h , h2
= (-5 a) Pia(ts) + kA (1= 5 e2) Piy(t) + 5 as,

P;(ti.}.l) = m; + hy;

m; + h(—a1yi — aam; + az)

= —hayyi + (1—haz)m; + has

= —hay Pi_i(t;) + B1(1 - has) Pi_(t:) + has.

On obtient donc la relation de récurrence

h? h h?
l1— —a; h l- -« —« .
—hOll ,31 (1 - haz) ha3
Posons
h? h
A = 1—70(1 s B = hﬂl(l—aoq),
(3.11)
C = —ha1 3 D = ,31(1 - haz).

L’équation caractéristique correspondant & (3.10) est donnée par

X2 - (A+ D)X + (AD - BC) = 0. (3.12)
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Il est facile de voir que les coefficients de cette équation sont positifs, ainsi que
son discriminant A. En effet -

20

1.0, 100 200 30.0 40.0 n
FIGURE.1. Etude de I’équation (3.12) .

2 10

th%Sﬁg ,

Ceci implique les inégalités suivantes

2 5
— < L
R = %= 9

< —(A+D)<2+3p 0<4D-BC<E,

A= (A+ D)’ -4(AD - BC)>(A+ D> —4AD = (A - D)* >0.

Donc les racines de I’équation (3.11) sont réelles et sont de module inférieur a 1
si et seulement si

AD-BC<1 , —-(A+D)<2 ¢ BC—-AD - (A+ D)< L
Proposition 3.1 L’algorithme progressif (quadratique) au sens des moindres
carrés, défini par la relation (8.10), est stable si et seulement s1

(1 +2n)(n? + 6n — 2)

< ZF T —2nto (3)

La borne de stabilité décroit quand n augmente, comme le montre le tableau
suivant :

n 1 2 3 4 ) 10 | 100 | 500

B1 < | 1.0 {0.777]0.638 {0.553}0.499|0.382(0.263 | 0.252
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base de splines G

FIGURE.3. Moindres

carrés discréts avec {nr,n, 51} = {25,100,0.1}.

FIGURE.4. Moindres carrés discréts avec {nr,n, %1} = {25,200,0.1}.

FIGURE.5. Moindres

carrés discréts avec {ny,n, (1} = {25,400,0.1}.

79
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FIGURE.6. Moindres carrés discréts avec {ny,n, (1} = {20,200,0.1}.

FIGURE.8. Moindres carrés discréts avec {ny,n,(;} = {200,20,0.1}.
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2. 2. La méthode des moindres carrés continue

Le probléme continu de ’approximation polynomiale aux moindres carrés, qui
généralise le probleme discret, s’énonce ainsi

tig4r 2
P,(t) réalise le minimum de/ [f(t) - P,-(t)] dt, (3.13)
t;
ou f est une fonction donnée. La quantité & minimiser est alors définie par

J(ys) = /tm (i + (¢ = tiyms + %(t—ti)27,- - f(t)]zdt.

t;

Le minimum est atteint si et seulement si

g_i.(‘/i)=0‘=*/t:+l (t —t:)? [?Ji + (t—t;)m; + %(t—t,‘)zyi - f(t)] =0

tiga h?
— (t—t,-)z[yi+(t—ti)mi—f(t)} + =7 =0,
¢ 10
soit ,
10 5 10 fH+ 2
Vi = —3gpp¥i T o5p M + 7 »/t:' (t — t:)" f(¥)dt. (3.14)

La relation de progression est semblable & la relation (3.10) (en faisant tendre n
vers +00)

— g — h_‘Bl h2
3 4 — ag®
}/i-i-l = 10 3,81 Y, + 2 ) (3.15)
“3h 2 hag®
ou .
10 [H+ 9
o =7 [ e-wrsma
et ’algorithme est stable si et seulement si .
1 . (1 +2n)(n? +6n — 2)

- =1 .
bi<z=Im e Traen T
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FIGURE.9. Moindres carrés continus avec {nr, 51} = {10,0.1}.

FIGURE.10. Moindres carrés continus avec {nr, 81} = {25,0.1}.

FIGURE.11. Moindres carrés continus avec {nr, 81} = {50,0.1}.
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3. LISSAGE PROGRESSIF AVEC CONTINUITE GEOMETRIQUE G?

Dans ce paragraphe, les fonctions splines sont définies localement & partir de
deux critéres essentiels :

ti41

[P (t)] 2 dt,

e un critére de lissage : on devra minimiser /
t.

e un critére d’approximation : il faut que le polyndéme courant approche
les valeurs z}jen z},pour z}, € [ti,tiy1].

Le polynéme cubique défini sur 'intervalle [¢;,¢;4;] est donné sous la forme de
Taylor en t; par :

1 1
Pi(t) = y; + (t—ti)m; + 3% (t - ti)2 + 5 8i (t— ti)s-
Les coefficients de P;(%) sont calculés & partir des deux conditions suivantes :

e Un raccordement géométrique d’ordre 2 entre les deux polynémes voisins
P;_1(t) et P;(t) en t; défini par :

Pi(t;) = P;ia(t:),
Pi(t;) = B1Pi_4(t), (3.16)
P/(t:) = B2 Pi_y(t:) + B3 Piy(t:).

e Le polyndéme courant P;(t) vérifie localement la propriété :

tivr ,, o . .\ 2
min / P, (t)ydt + p Z (P,-(x}c)—zi) , (3.17)
t;

z €[t ,tig1]

avec p > 0, a choisir.

En tenant compte des conditions de raccordement, la quantité & minimiser devient
une fonction convexe de 6; seulement :

h3

J(6:;) = byl + Ry + —

§2
3 1

2

" B 1, B2 1, kS z.
+Pk2=%[yi+ k’ﬁmi"}' 5(’6;) vi + E(k;) é; — Zk] ,
k

oﬁh:ti+1—ti,m;’c=t,~+;h.

.. . 0J
Le minimum, correspond & — = 0, est obtenue pour :

06;

1 )
8 = ZI—(Z' — @3Yi — qa™mi — §27: ),
1
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avec .
( 2 p  h<®
=2 p8 iz
a=3h + 5 e
p b’
Q2=h2 4 6(;1—) ag,
h 3
{ 93=§(;) o1,
h4
u=5() a,
;PR3P C 3
Z'==—(—) k® zg,
| 3'n ;}
et o
a1=2k3=%n2(n+1)2,
k=0

1
4 2
ay = E k -——On(n+1)(1+2n)(3n + 3n — 1),

=0
\ n
1
=Y k= -1—-2—n2(n+1)2(2n2 + 2n — 1),
k=0
- 1
ay —}:ks = En(n+1)(1 + 2n)(83n* + 6n3 — 3n + 1).
\ k=0

La forme du polynéme courant étant connue, on va étudier maintenant les
conditions de stabilité de la progression. Celle-ci peut étre mise sous la forme :

Yiq1 =AY + b, (3.18)

ol ) i
[ T h3 Zi
Pi—l(tz') 6 q1

I 2 i 2
Y.,' = Pi-—l(ti) et b = h_ Z_ . '

2 ¢
Pi—l(ti) h _Z_z_

- - i q1 |

La matrice A est calculée comme suit

h? k3 ,
P(tit1) = Yix1 = Yi+hm;+ ?71"{'6; [Z' — Q3Y; — qaMm; — th%'}

h3 g3 h? g4 h? Ry R
= (1-—2)yi+(h——=)mi+ (= - =2)vi+ — 2%
Q- vt RN
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En substituant la relation (3.16) dans cette derniére quantité, nous obtenons

h3 q2 ’
P(t,+1)—-(1—— )Pz 1(t) + [hﬂ1+'_,62"'_( B+ — ﬂz)]Pi—l(ti)
3 T
Lon (3 - 2Ry + B2
De méme, on trouve :
Pi(tis) = — = L P y(t) + | 61+ hBs - h—z(q—‘*ﬂl + L) | Pyt
i\l 2 @ i i 0 i—1\tz
h h? Z¢
+hEE(1 - < qz) Pat) + 5 -
et
P{(timn) = =2 Pea(ts) + [ B2 = h(E 1+ T 2) | PLa(h)
q1 q

+ﬂ1(1—hq—2) L)+ h-f—

soit, la matrice A est :

h? g3 h? h® 2 h g
I_Fq_l hﬂ1+?52—z —ﬂ1+ 2) Bih ("— 6 o
_ A2 R2 h
A= _L& 51+hﬂ2———ﬂ1 2/32) BT — 52
2
q1 q1
-nL B h(Ep + 2 p) Bi(1-hZ
] q1 U5 q1 51

Les conditions de stabilité imposent que le rayon spectral de A soit inférieur & 1,
c’est-a-dire que les racines Aj, Az, A3 de det(A — AI) = 0 vérifient :

p(A) :=ma‘x( l’\ll’l)‘2|alA3[ )< 1.
L’équation det(A — AI) = 0 s’écrit explicitement :

[ h h? h® h? .
R R k- R 1]A2—
L 691 2q1

[ h h h? h3
|- B -8B + " TH A SR8 - o2

h3g3 _, h q3 h qa h qda
TN B — 1241 - B2+ a0 B — ﬂ]

h h? hd
+ﬁio, 1 — Q2+ <14_ q3

= 0.
q1 2q1 6q1

(3.19)
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Posons (pour simplifier I’écriture)

q2 q3 q4

e 5 Yy = — ) z = —.

q1 q1 q1

Pour étudier les racines de cette équation, on introduit

h3

\ 6
L’équation (3.19) devient tout simplement :
AN+ do X2 +diXd+dy =0,

et les racines sont dans le cercle unité si et seulement si

|d0+d2|<1+d1 et |d1—d0d2|<1——d(2).

h2

(3.20)

( h3 h2
_ 3 Y — >
do—ﬂl[hx+6y 5 2 1]
9 h2 h3
di = B+ B+ +hB— B+ B1)z — ?ﬁzx + ?ﬂly,

B3 b B2 h2
—ﬂfy t gy~ 5 bzt ——ﬂfz

dy = -1 - By — B3 —hﬂ2+h51$+—ﬂ2$+—'y+—ﬁ1z

(3.21)

(3.22)

(3.23)

En étudiant le comportement de z,y et z en fonction de n (donné dans la figure
14) et le comportement de 3y en fonction de n et de p (donné dans la figure 13),
on peut vérifier que les racines de (3.22) sont dans le cercle unité si et seulement

sidy + d2 < 1 + dy. Par conséquent, 3, f2 doivent vérifier :

3h%(2z — hy) — +/9h* (22 — hy)? — 4(12 — h3y) (12 — 12hz — h3y + 6h2z)

P < 2(12 — 12hz — h3y + 6h2z)
21+ fr) [(12 — B3y) + 342 (hy — 22) B1 + (12— 12hz — h°y + 6h*2)5
fe < h(12he — hiy — 24) '
beta_1 beta_1

0. o.

o rho=100 0. n=100

0.3 0.

O.Zi 0.2

0.1 0.

20 40 60 80 100 > I 20 40 60 80 100 ;rho

FIGURE.12. Comportement de f3; en fonction de n et p.
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Dans la suite, nous allons nous intéresser au cas limite, c’est-a-dire quand n
est suffisamment grand. Le comportement des rapports % , t=1,2,3 est illustré

a1
dans la figure 14 .
104 y
8 z
&
4
X
| .
500 T000 7500 2000

FIGURE.13. Représentation de (3.25).

( 3n(6n°h? + ph®as) 7
T = —) —
12h3n® + phbay 2h’
6p h3nd ay 21
= — dn — 3.24
VYT Tmns F phbas 283 quandn — too  (3.24)
6p h*n?a; 42
z = —
\ 12h%3nb + phSay 5h?

Les valeurs données en (3.21) deviennent

( /33
o= B
0 20,
o _ 3 o 17T 3 h
jdl - 10ﬂ1+ﬂ1+1051+862a
o 3 16 5 o 3
(4" = 7t g htghi+ ghb B

Nous remarquons que, parmi les conditions (3.23) seule la condition d§° + d5° <
1 + d§° est active. Ce qui donne :

2
25h

Puisque B, > 0, alors §; doit vérifier I'inégalité suivante :

5— 588, — 3062 +338% > 0,

By < (5 — 5881 — 3062 + 3353). (3.25)

soit
63 — /3309

Y = 0.08297. .
B < = 8 (3.26)
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FIGURE.14. Lissage progressif avec {n1, N, p, B1, 32} = {25,100, 10°,0.05, 0}.

FIGURE.15. Lissage progressifavec {n1, N, p, 81,32} = {25,200, 10%,0.05, 0}.
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FIGURE.16. Moindres carrés discréts avec {nr,n, 1} = {25,200,0.1}.

FIGURE.17. Lissage progressif avec {ny, N, p, B1, B2} = {25,200, 800, 0.05,0}.
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FIGURE.20. Lissage avec {ny, N, p, 51,52} = {25,200, 10000, 0.05,0}.
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1. DEFINITION ET NOTATION

Une conséquence immédiate de I’algorithme décrit dans la section 4 du chapitre
2 est ’extension au cas bivariable pour l'interpolation progressive des données
par une fonction & valeurs dans R®. Considérons une grille rectangulaire dans

le plan (uOv) formée par deux familles de droites u = wu; et v = v; pour
t=0,....n,7=0,....m, (n,m >0), o < -+ < tUp, Vo < -+ < V.
On suppose que les rectangles A;; = [u;,uis1] X [vj,v;41] ont des cotés de
longueur constante :

h = uiy1 — ui 1=0,...,n—1,

g = Uj41 — Uy, j=0,...,m—1.

Soit Ug (resp. V) Pespace des splines géométriques d’ordre 2 sur la subdivision
UQ, ULy - - -, Up (TESD. Vg, V1, ..., Un), de parametres de forme B3, B2 donnés, §; >
0, B2 > 0. On désigne par (M;) la base de B-splines de Up et (N;) la base de
B-splines de Vg (voir chapitre 1). On s’intéresse aux splines & deux variables
obtenues par produit tensoriel de Uz et Vg, c’est-a-dire aux fonctions P de la
forme :

P(u,v) = Z Mi(w) N;(v) aij (u,v) € [uo,un] X [vo,Vm]-
i,J
(L’espace correspondant est de dimension (n 4+ 3)(m 4 3).) Une telle fonction

satisfait :
1) Yu € [UO,un] P(u’) € Vﬂ,

2) Vv € [vg,vm]  P(.,v) € Up.
Soit P; ; la fonction polynomiale qui coincide avec P sur A; ;. Elle peut s’écrire :
(¥3(0)\
| . . | $(v)
Pij(u,v) = (o5(u) wi(u) o2(u) @3(u)) (Cij) | ;
%3(v)
\1/)%(0)/ _

ol les fonctions % (resp. wi) sont les polynémes d’Hermite relatifs & [u;, uiy1]
(resp. [vj,v;41]), i.e.,

¢ . 1
polu) = 75 (uivs = 3ui + 2u)(its ~ u)?,

. 1
pi(u) = E§(3ui+1 —u; = 2u)(u — u;)?,

.

: 1 (4.1)
pou) = ﬁ(“ — ui)(uig1 — u)?,

| 0(u) = oy — wiga) (s — i)
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On a les mémes formules pour 1/),;, 7 = 0,1,2,3, si on remplace dans (4.1) les
valeurs (u,u;, 441, h) par (v,v;,v;41,9) respectivement.
La signification des coefficients de la matrice C; ; := (c P ,) k1 est alors la suivante :

co”o = P; j(ui,v;5) , cgh = Py j(uiy vj41) s €02 = 02 P; j(ui, vj)

Co 3= 0, P, ,J(uzvvjﬂ)a

Y~ Py . Lo D (0. . 3.j _ .
cr’o = Pij(vit1,v5) , e = Pij(tit1,v541) , €13 = 02 Py j(uita, v;5)

et = 0o P; j(uit1,vj41),

c;’,;) = O P; j(ui,v;) , c5 1 = 01P;i(ui,vj41) 3 C;’,Jé = 01,0P;,(ui,v5)

>
gy = 01,2 P; j(ui, vjt1),

Cs 0 =0k i(Uien,v) o8 = 00Pii(ui,v41) 5 €5% = O1,2Pj(ui1, ;)

c3 3 =012P; (Wit v541)-

2. CONSTRUCTION D’UN MORCEAU DE SURFACE DE LA
SPLINE PARAMETRIQUE BICUBIQUE

Les fonctions polynomiales P; ; doivent vérifier :
1) Vi=0,...,n—2, V]=0,,m—1 3 Vv € [Uj,vj+1], PH_I,]'(.,’U) et
P; ;(.,v) se raccordent G*(fB1, B2) en uiy1, i€,

Py j(uig1,v) = P j(uit1,v), (1)
O1Pis1,j(uiyr1,v) = B101P;(uit1,v), (2)
01,1 Pit1,j(wit1,v) = B2 01P; j(uiy1,v) + B3 01,1 P; j(uis1,v).  (3)

2) Vi=0,....m—2, Vi=0,...,n—-1, Vu € [Ui,uz’+1], Pi,j+1(u,-) et
P; ;(u,.) se raccordent G?(B1,082) en vj41, L€,

P j+1(u,vip1) = Pij(u,vi41), (4)
02Pij11(u,v541) = B132Psi((w,vj41), (5)
82,2P; j1(u,vj41) = B282Pij(w,vj41) + B 022Pij(u,v541).  (6)

e La relation (1) est équivalente & :

#{(©) “A)
(1 00 0)(0;‘.*.1’]') i%gi; = (0 1 0 0)(Ci,j) szgz;

¥3(v) ¥3(v)
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Elle est donc satisfaite pour tout v € [v},v;41] si et seulement si

S SURNR S 5 WA = 5 S S 3 U5 NS R % B 5 Y
(con” con” coo” cos”) = (o et ez c’3) (4.2)

e La relation (4) est équivalente & :

1 0
s 0 A 1
(po 1 ¥3 ¢3)(Cijyr) = (v0 »1 ¥z »3)(Ci;) ;
0 0
0 0
d’ou
1,7+1 1,
Co,Jo cO,Jl
»J+1 2,
c;.,10+ - cl,Jl (4 3)
ij+1 = ij |- .
Cz,Jo 02,11
D *
3,Jo+ c.;,Jl
e La relation (2) est équivalente & :
¥i(v) Pi(v)
$i(v) $3(v)
0 01 0)(Cis1; : = 0 0 0 1)(C;; ; ,
( ) ( 2+1,J) 7/’%(”) ﬂl ( ) ( 1,1) ¢%(v)
¥3(v) 3(v)
d’ou
i+1,5 i1, i1, i1y i 4d 4 i
(02,0 ! €21 ’ 02-,*-2 ! Ca3 )= B (63,10 03,11 C3,]2 03,]3 . (44)
e La relation (5) est équivalente & :
0 0
i i 7 i 0 7 1 1 z 0
(po ©1 ¥ ®3) (Ci,j+1) = Bi(po 1 ¥z @3) (Ci,j) s
1 0
0 1
soit .. ..
2,741 z,
co,]'z 00,13
i,j+1 i,j
C1,2 €13
i1 | = B i |- (4.5)
€2 €23
S i -

On constate alors que les relations (4.2), (4.3), (4.4) et (4.5) sont vérifiées si et
seulement si chaque matrice C; ; s’écrit :

i.j ij+1 i,j Lo i+t \
( Coo Co.0 Co2 By Co2
it 41,541 it 1 1541
0,0 0,0 0,2 ) Co,2
i i,j+1 i 1 it
€20 C20 Co) 2,2
: B,
K_l_ cithi L i Logns L in
2 )
B B © B By~
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3. CALCUL DES ELEMENTS DEFINISSANT UN MORCEAU
DE LA SPLINE

Supposons maintenant données les valeurs d; j := f(u;,v;) d’une fonction f aux
noeuds (u;,v;) de la grille. Définissons :

pij = O1Pij(ui,v5) , gij = 02P; j(ui,vj) 5 8ij = O12F; j(ui,v5).

Qi+1,5+1

FIGURE.1. Représentation d’un patch P; j(u,v).

La matrice C; ; s’écrit alors :

Ai; Al
Cij = ( ity A4”.>’

t,7 i,
ou
. 1
.,. —q','_*_l -
Al = (d,.,,- dij+1 ) a, = | 7
_ JAZ. =
3 dit1, dit1,i+1 » Qi+1,5 = gian 1)
) 181 R
1
Pij Pijj+1 Fi B, Thit
A}, = | 1 1 AL = | 1 1ﬁl
. = Pi+1,j 5 Pit+1,j+1 ’
B1 B

-——-s.+1,. _5.+1,.+1
ﬁl 2 J ﬂ% 4 J

Il reste & déterminer les éléments p; ; , ¢i ; , $i ; de fagon & ce que les relations (3)
et (6) soient satisfaites. Explicitons par exemple la relation (3).
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OnaVi,j, Vv € [vj,vj41]

¥i(v)
o " R i " ’l/)J (‘U)
B1aPij(uiv) = (@b (us), i (ua)s 9% (wi), @} (i) (Cij) ,é(v)
‘ $3(v)
Pp(v)
- - - RO
— Dz;J’ Dlyf, D1’.7’ Dz’J 1 ,
(Dyg 1 2 a”) ‘/’é(v)
P3(v)
ou
%,J 1,7 1,) 1,7 — ..
(DO 9 Dl 4 'D2 9 DS )_ ('—ﬁv Ffa —?L-, _Z) Cl,] .
De mémeon a :
¥i(v)
. .. .. J
811 P j(uiz1,v) = (Ey’, Ey’, Ey’, E3’ vi(v) |
1,1P5 5 (uiv1,v) = (Eo 1 2 37) (o)
$3(v)
ou
%, 1,2 2, Z, — ..
(EY, E}’, EY, E3])—(ﬁ’ — E) Ci; -
La relation (3) s’écrit donc :
i+1,j i+1,5 i+1,5 i+15y _ B2 1
(Dg™?, Dy, Dy, Dy )= B, \Pilis Pitli+l Sit1j, BrSitj

+ B2 (EY, EY, Ey, EY).

o Considérons par exemple la premiere 1’égalité :

Dyt = g'j‘pi+l,j + B} Ey”,

ou encore

6 6 4 2 B
—gz i+ + gz diveg = p Py T Pt T B Pit

6 6 2 4
2
+ B3 [ﬁ dij — E-é-di+l,j + 7, Pisj + 1B Pi+1,j]'

Aprés simplification, on obtient la relation de récurrence que vérifient les p; ; :

h
piv2; = —(25:° + 2B + —2@-% Ypit1; — Bilpij

3
+ —5—1 [di+2,j — dip1j + B2 (digr,j — dij )]-

(4.6)
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On retrouve précisément la relation de récurrence en une variable déja étudiée
dans le chapitre 2.

o La deuxiéme égalité, i.e., Di’*’l’j = % Dit1,j+1 + B2 Ei’j , donne une relation
1
semblable & (4.6) en remplagant j par j + 1.

En appliquant la récurrence (4.6), on obtient tous les éléments des blocs Af-, ; st
et seulement si les conditions initiales { po j, p1,; } sont définies pour tout j.

FIGURE.2. Les conditions initiales.

B2

« oy , “ s e i+1.9 1.1 .
e La troisitme égalité, i.e., D717 = 2 $;41.4 + B2 EX? donne une relation
) H 2 +1’] 1 2

1
de récurrence similaire mais permettant de calculer les s; ; pour j fixé. Soit

h B
siva; = —(2B° + 281 + -—23 sit1, — Bi’sij
38
+ _h-l [qz'+2,j — Git1,; + B1° (qivr; — i )]-
(4.7)
e La derniere égalité, i.e., D;'H’j = -IB—;- Sit+1,5+1 + B? E;’j, donne une relation -
1

semblable & (4.7) en remplagant 7 par j + 1.

Nous remarquons que dans la relation (4.7), on a besoin de connaitre les g; ;. Ces
derniers sont obtenus en explicitant la relation (6). Aprés un calcul analogue a
ci-dessus, on obtient la relation de récurrence suivante pour les ¢; ; :

B
Qij+2 = —( 2,312 + 261 + g2_2 ) Gij+1 — ﬂ13 gi,j

3
+ % [di,j+2 — dijq1 + B (dijy1 — dij)|-
(4.8)
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Ainsi, en appliquant la récurrence (4.8), on obtient tous les éléments des blocs
A?,j si et seulement si les conditions initiales {g; 5, ¢i 1} sont définies pour tout <.

FIGURE.3. Les conditions initiales.

On obtient aussi une deuxiéme relation pour les s; ; :

sijre = — (2% + 28 + % Ysije1 — Bi°siy
38
+ —5—1 [pi,j+2 = Pij4+1 + 512(Pz’,j+1 — Dij )]-

(4.9)
Connaissant les p; ; et gi j, les relations (4.7) et (4.9) pour déterminent les blocs
A;{j 3 condition de connaitre les quatre conditions initiales suivantes :

{50,0 5 80,1 51,05 S1,1 }

S1,0

S0,1
FIGURE.4. Les conditions initiales.

Notons que le nombre total de conditions initiales déterminant la spline P est de
nm + 3n + 3m + 9, ce qui correspond bien & la dimension du produit tensoriel.
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L’utilisation du produit tensoriel décrit ci-dessus nous permet d’appliquer aux
sections de la spline les résultats sur les B-splines récurrentes déja développés
dans le chapitre 2, en particulier, la stabilité des relations de récurrence. En effet,
il n’y a aucune nécessité de montrer la stabilité parce qu’il est suffisant de choisir
les valeurs des parameétres 3, et S, dans le domaine de stabilité décrit dans la
proposition (2.2) du chapitre 2, i.e.,

3—-v5 2

<
b < 2 ’ B = max(h, g)

(1+p7 287 -2p1).  (410)

Par conséquent, la stabilité des (-splines récurrentes cubiques en chaque coupe
avec u = cste et v = cste garantit la stabilité de la surface 3-spline bicubique.

4. CONDITIONS INITIALES ET RESULTATS NUMERIQUES

Dans les résultats précédents, nous avons supposé la connaissance des valeurs

{qi,Oa i1 ?:=0,"',TL}, {pO,j,pl,j j=0,---,n}, {Si,j 7'7.7=0a1}

Mais en réalité seules les données d’interpolation d; ; sont connues; c’est pourquoi
on propose ici un moyen simple pour estimer ces valeurs a l’aide d’un procédé
d’interpolation quadratique répété.

Pour u = u; , 1 fixé, considérons le polyndme o;(v) de degré 2 défini par (v, di ),
(vl, di,l) et (’v2, di,2)-

1 1
oi(v) = 4—g2(v2 — v)(va — 2vo + v)dig + @(v — o)’ di2

1 1 3
+ ;2'(” — v) (v2 — v)(dip — Zdi’z - Zdi,o)-
Posons alors
/ 2 1 3
gip = o;(vo) = =(dix — Zdi’z - Zdi,o )s
Y (4.31).
gip = o;(v1) = %(di,Z — dig).

On fait un calcul semblable pour v = v; ,j fixé. Considérons le polyndome 7;(u)
de degré 2 défini par (ug,do ), (u1,d1,;) et (u2,ds ;).

1 1
7i(v) = gz (uz —w)(u2 — 2u0 + w)do;j + 5 (u - wo)” da,;

1 1 3
+ ﬁ(u — uo) (uz — u)(dr; — 725 — Zdo,j)-

Posons
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, 2 1. 3
poj = 7i(uo) = 7(dj — 7d2; = 7do,j),
, 1 (4.12)
prj = 7i(u1) = 5 (dz; — doj).
Finalement, on déduit les valeurs de s;;, pour 7,5 = 0,1, en utilisant les

approximations (4.11) et (4.12), i.e., pour 4,5 =0,1,on a:

oP OP

52p %(um,vj) - 'a—v'(“i’”f) Qit+1,j — qi,j
Si,j = m(un”:) = h B h (19
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"
HH]
s

),

,
wumntlsty
L]

ll-":"‘

oo

oy
AN
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FIGURE.5. A gauche: B-spline bicubique, et a droite les courbes
de niveaux correspondantes.

FIGURE.6. A gauche: B-spline bicubique, et & droite les courbes
de niveaux correspondantes.
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FIGURE.8. A gauche: B-spline bicubique, et a droite les courbes
de niveaux correspondantes.
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1. PROBLEME D’INTERPOLATION PROGRESSIVE SUR UNE
TRIANGULATION DE IR?

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probléeme d’interpolation progressive dans
le cas ou les données sont réparties sur un maillage triangulaire quelconque.
En effet, considérons une triangulation 7 supposée donnée de R? de sommets
{V; = (z;,¥:) }- On suppose que des données z; € IR correspondant & V; sont
acquises “progressivement”. On cherche une fonction S : R? — R telle que

S(V;) = Zi.
1. 1. Difficultés de stratégie pour la progression

Une premiére stratégie pour définir la progression des points V; a été la
suivante :

Supposons qu’a l’étape iy, une triangulation 7T;, soit formée sur
les points V; , 1 = 0,...,%p et qu’une fonction réelle S définie
sur I'enveloppe convexe C;, des points V; et interpolant les z; en
Vi, i=0,...,iy, ait déja été définie. A I’étape 1y + 1, le point
Vio+1 est obtenu. On cherche Ienveloppe convexe C; 41 des points
Vi, 1=0,...,79 + 1 tout en formant les j;, nouveaux triangles. Le
gradient au sommet V; 41 sera calculé par une relation de récurrence
en fonction de “I’'un des morceaux qui lui est adjacent”. Le morceau
de surface correspondant, ainsi que les j;, — 1 morceaux formés, sont
déterminés par des méthodes de remplissage.

Il y a une ambiguité dans cette définition : lorsqu’on ajoute un point nouveau
Vi, +1, il arrive souvent que l'on puisse former un triangle de plusieurs facons. I
faut donc choisir lequel servira au calcul. Ensuite, si I’on forme tous les autres
triangles pour assurer la convexité, on arrivera souvent a des triangles tres plats

(voir figure 1).

Nouveau point
e \
74 A \
7, ]\ \ By
7 \
s 7 I \
s 7 \ \

N\

FIGURE.1l. Formation de triangles plats.
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Il est évident que dans ce cas on n’a pas intérét & joindre le nouveau point
& tous les points déja obtenus pour assurer la convexité. Il est donc difficile de
définir une stratégie (méme en abandonnant Iidée de convexité!).

1. 2. Pour éviter ces difficultés

Pour éviter les difficultés ci dessus, nous faisons la supposition suivante :

On suppose que les V; sont connus et que la triangulation
est fournie dans son ensemble. Seules les valeurs z; sont données
progressivement.

La triangulation étant connue, nous procéderons en deux étapes : la premiere
étape consiste & trouver des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité
lors du parcours de la triangulation. Pour cela, nous prendrons deux triangles
arbitraires appartenant & la triangulation, adjacents par une aréte (les gradients
aux trois sommets de I'un étant supposés déja obtenus). Le passage de 'un &
lautre consiste & calculer le gradient au nouveau sommet du deuxiéme triangle
en fonction des gradients aux extrémités de 'aréte commune. On caractérise ce
procédé par une relation de récurrence et on démontre alors la stabilité.

La deuxiéme étape de l'algorithme consiste & calculer la valeur de la fonc-
tion sur le triangle tout entier (cette étape est dite de remplissage). Connais-
sant les gradients aux trois sommets du triangle (et donc, par des méthodes
d’approximation classiques, on peut déterminer la valeur de la fonction et de ses
dérivées premiéres sur la frontiere), on utilise des méthodes de remplissage qui
interpolent ces données. Ces méthodes sont décrites indépendamment dans la
section 3 de ce chapitre. On remarquera, qu’en aucun cas, cette deuxieme étape
ne remet en cause la notion de stabilité définie dans la premiere étape.

Dans le dernier paragraphe, nous présenterons un algorithme progressif G*
basé sur une idée similaire & celle développée dans la section 1, sauf que le
raccordement C! aux sommets est remplacé par un raccordement G*. Ce contact
est défini par une matrice de connexion d’ordre 2. Connaissant les normales

(de norme 1) aux sommets de chaque triangle, nous ferons appel a 'interpolant
transfini G de Nielson [44].
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1. 3. Quelques notations

e Si T est un triangle arbitraire de sommets V; = (z;,y:), i=1,2,3,ilest
commode d’introduire les coordonnées barycentriques b; = b;(z,y), ¢=1,2,3
du point (z,y) définies par

z = byzy + baxa + b3z,
y byy1 + baya + b3ys, (5.1)
1 =5b + b + bs.

0,1,0)

V, (1,0,0)
b b. bs (0,0,1) b,=0

FIGURE.2. Coordonnées barycentriques.

Géométriquement, les valeurs de by, bz, b3 sont données par :

| PV, Vs | | PV3 V4 | | PV, Vs |
by = 223l g, = 8L = 22 5.2
! |[ViVaVs | 2 |[ViVaVs | 3 VAAA (52)

ou | ABC'| dénote Paire du triangle [A, B, C].
e Notons par S (V;u) la dérivée directionnelle d’ordre 1 de S ( supposée
continiment dérivable ) en V dans la direction u.

e Notons par S (V;u,v) la dérivée directionnelle d’ordre 2 de S en V dans
les directions u et v.

o Si e, et e, sont les vecteurs unités dans les directions Oz et Oy respective-
ment, on note S, (V) et S;(V) ( ou bien g—i(V), %S—(V) ) les dérivées partielles

de SenV,ie.: , ,
S, (V) = S (Vies),

S, (V) = S (Vsey).

e Avec ces notations, on rappelle les formules simples suivantes :

(5.3)

S'(V;AB) = (25 — 24)S,(V) + (yB — y4) Sy(V). (5.4)
En particulier, si n = (yp — ya,—(zB — z4)), la quantité
S'(Vin) = (y — ya) So(V) — (zB — 24) S, (V), (5.5)

représente la dérivée dans la direction n qui est orthogonale & AB.
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2. PREMIERE ETAPE DE L’ALGORITHME D’INTERPOLATION
PROGRESSIVE TRIANGULAIRE
2. 1. Calcul progressif des dérivées partielles

Considérons un triangle non dégénéré de sommets V; = (z;,v:), V; = (2;,y;)
et Vi = (z1,y1) de la triangulation. Les valeurs S.(Vy), S'y(Vi), S.(Vy), S'y(V])
étant connues, nous cherchons S,(V;), S;(VI) .

$y(W)

FIGURE.3. Calcul du gradient au sommet V; a une étape
de la progression.

Soit u; (resp. uz) le vecteur unité associé & V;Vj (resp. V;Vi), ie:

T —T: Y1—Yi
, )
c c

Ty —T; Yi—

uy = ( = dyj) = (cos B, sin ),

ot ¢ (resp. d) est la distance euclidienne de V; & Vi (resp. de V; & V7), « est l'angle
(Oz,V;Vi) et 8 Vangle (Oz,V; V).
Ona

Uy =

= (cos a,sina),

(5.6)

S'(Vi;ul) =< S (Vi)us>= S;(Vi) cosa + S’;(Vi) sin
S’(Vj;uz) =< SI(V]-),uz > = S;(VJ) cos 3 + S;(V]) sin 3.

Considérons la restriction de la fonction S & une aréte V,,V, arbitraire. Cette
restriction est définie par la fonction

Sma(t) = S(1-1) Ve +tV,),t€[0,1]

En suivant I'idée introduite au chapitre 2, nous prendrons sm,, de la forme
suivante :

(5.7)

£2(1+ kt), £2(1 + kt)
== ) $mal0) + g (e - zm), (58)

sma(t) = 2m + (¢ - 1+Fk
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ou k est un coeflicient fixé mais a choisir. Pour plus de renseignements sur le
choix de cette fonction, on renvoie le lecteur au Chapitre 2 .
Ainsi, si 'on progresse de V; a Vi, on aura :

s:10) = S(VisVi-Vi) = S'(Vijewr) = ¢S (Viyw),
et de méme ) ,
sii(1) = e (Vi ua).
Mais par un calcul simple, on a :
sifD) = (1= K)siy(0) + K (21 = =),

avec

On en déduit :

S Vi) = (1 - K)S (Viu) + 2 (21 — ),
' , IC{ (5.9)
S (Viug) = (1 = K)S' (Visus) + = (21 = 25).

Enfin, des relations :
S' (Visur) = S,(Vi) cosa + S, (V1) sina,
S'I(Vz;uz) = S';.(Vz) cosf + S;(Vl) sin f3,
on obtient facilement
S';(Vz) 1 sinf —sina S’(Vl;ul)
= ——— ’ . (5.10)
S;(Vz) sin(f - a) —cosf3 cosa S (Vi;ug)

En rassemblant tous ces calculs, on trouve la relation de progression suivante

(ﬂwd (&0@) (iow)
= M + M, + B, (5.11)
S, (Vi) Sy (V2) 5,(V3)

tanf tana tanpg
- K .

tan f — tan « _1 —tano

tana — tan 8

tana tana tang
1-K
M2 ~ tana—tanp ( ) ,

-1 —tan f3
z1 — 2z z1 — zj .
! *sinf — ! L sina
K c d
B = ———
sin(f—oa) | 21 — 25 21— %

Cos (x —

d c

cos 8
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La relation (5.11) peut aussi s’écrire sous la forme suivante :

/ S.(Vi) \

<S;<Vz)) S, (Vi)
=M + B,
Sy(V1) So(V5)

\s,(v;)/

ou M est un matrice (2,4) définie par :

1-K tanf tanatanf —tana —tana tanpf
M = [My,M,;] = - .

nf—tanc -1 —tana 1 tan 3

Remarque : Nous pouvons résumer le calcul fait précédemment en terme
d’application de la facon suivante : considérons les applications fg et g3’ définies
par :

fg :]R,z—-—>]R,
X = (z,y) —> z cos8 + y sin 6,

gz’j:]R———ﬂR
K 24 3k
v & s K=

Si on note VS; = (S,(V;), S,(V3)), alors la relation (5.11) s’écrit :

t— (1-K)t +

VS = F(VS;,VS;) = h_logkof(vsi,VSj)-

ou f, gk, h,F sont résumées dans le diagramme suivant :

(RZ)z F ]R,Z

|-

R?2 — R?
9k

et sont définies par :

F(XY)— (fa(X), f3(Y)),
h: X v—s f(X,X),

gk X — (9¢'(2), 92' (W)
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2. 2. Stabilité de 1’algorithme

On dira que P’algorithme est stable si la matrice M vérifie :
(M) = | M|, < 1, (5.12)

ot || M ||, désigne la norme de 'application linéaire R* — R? lorsque R* et
IR? sont munis de la norme euclidienne. Or || M ||, est égale & la racine carrée du
rayon spectral de *M M, c’est-a-dire a \/|T , ou A est la valeur propre de *M M
de plus grand module. On a

(1 +y3 zo(l+yd) —(1+zoye)  —yo(l+zoyo) \
23(1+y3) —zo(l+zoyo) —zoyo(l+ Zoyo)
tMM = 29
(1+23) yo(1+ z3)
\ : . y2(1+22) /
avec
_ _ _ (1-K)?
zo = tana , Yo = tanfB , 2z = (ton B —tana)?’ (5.13)
Les valeurs propres de cette matrice sont les solutions de I’équation
22 (A2 - 2012 + az) =0, (5.14)
( 1—- K 2
a; = z0(1 +z5)(1 + y5) = '('—T‘z—
sin® ¥
. (5.15)
1-K)*
w = AL+ D)+ - 2t = L
0 sin®y

oy = f — a(avecsiny#0).

_ (1=-K)*(1—sin’~)
- sin® vy

la plus grande racine en module est :

1-K)? -
a; +y/a? —a; = (A-K) i
1—| cosv|

(1-K)*
1—|cosvyl|

Le discriminant a? —ao

étant positif et a; étant positif,

Nous obtenons alors

Ml = (5.16)

Théoreme 5.1 L’algorithme d’interpolation progressive décrit par la relation
(5.11) est stable (au sens || M |l2 < 1) si et seulement s

k
)

| cosy| < 1—(
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2. 3. Remarques et résultats

Remarque 1 : La condition de stabilité implique que (1 — K)? < 1, soit

142k
1+k

<1, ie, ke]—g,o[.

1
< 3

On retrouve la condition de stabilité dans le cas unidimensionel. Plus précisément,
supposons que < soit donné. Posons r = /1 — | cosv| . Il faut que

ke] 1+4+r r—l['

T 24r’2—7
T 1 V2
Par exemple, pour v = 3 CSY=5, T =5 et

24+v2 V22
ke] T 4+R 42

[ ~ ] — 0.630, —0.226].

/\/
NN N

FIGURE.4. Exemple illustrant la remarque 1 avecy = %, k = —

o=t

Dans la figure 4, on représente une triangulation réguliére formée de triangles
équilatéraux et les fonctions définies sur les arétes qu’on a notées Sm,n(t).
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Remarque 2 : Si k est fixé (€] — %,0[), il faut que

1+2k)2.

| cosvy| < 1_(1+k

142k
1+k

2
Si v € [0, 5] tel que cosyo = 1 — ( ) , alors on doit avoir

v €]70, ™ — Yol (modulo ).

L’angle v = 8 — a est égal & angle (ViV;, ViV;). Les points V; et V; étant donnés,
le point V; doit donc se trouver dans une région délimitée par des arcs de cercle.

Vi

FIGURE.5. Domaine de stabilité pour k fixé. v €]vg, ™ — Yol

Dans les exemples suivants, nous allons fixer ¥ = —31. Le premier exemple
(figure 6) correspond & une triangulation formée par des triangles rectangles;-donc
v € {£, Z}. Le deuxiéme exemple (figure 7), nous avons testé I’algorithme sur
une triangulation de Delaunay. Dans les deux cas, ainsi que dans ’exemple de la
remarque 1, nous n’avons pas précisé la “maniére de progresser”; ce point sera
développé dans la section 4 de ce chapitre.
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FIGURE.6. Test sur une triangulation rectangle.

FIGURE.7. Test sur une triangulation de Delaunay.
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Remarque 3 : Dans le paragraphe (2.1), nous avons défini deux fonctions
sii(t) et s;1(t) sur les arétes V;V; et V;V; avec le'méme coefficient k. Supposons
maintenant que ces deux fonctions se distinguent par deux coefficients différents
kl ) kz, soit

sia®) = =i+ (¢ - DDy g EATRD ()
12(1 + kot) t2(1 + kzt)

() = 5+ (= S D)0 + S (- ),

La relation de progression devient

(s;wo) (S;(v,-)> (S;(Vj))
= Ay + A, + Bl, (517)
S, (Vi) Sy (V) Sy(V3)

ou
e 1 - K, tanf8 tana tanf o 2 + 3k
! tan 8 — tan o 1 tana ’ ! 14k’
" 1 - K, tana tana tan g o 2 + 3k,
2 tan a — tan 3 1 —tan ’ 2 14k’
1 K, a2z s1n,3 K, ol :l % sina
By = sin(f — «) 21 — zj 21 — 2 ’
K, cosa — K, cos 3

L’équation caractéristique (5.11) devient

X (X - fid+ f) =0,
avec

o QoK+ 0-K? o A-KP(- K

sin® ¥ sin’ Y

et la condition du théoreme (5.1) s’écrit :

1 1
1+42k;\2 2 142k02]2
| cosy| < [1—(1+k1)] [1-(1+k2) . (5.18)
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2. 4. Etude d’un cas particulier ( k¥ = —-:—13- )

Reprenons les mémes notations que dans la section 2.1 (figure 3). On suppose
que la restriction de S a V;V; est un polynéme p; de degré 3

S(Vi 4+ tus) = pi(?) t € [0,¢] olc=|V:Vil,
et de méme que la restriction de S & V;V; est un polynéme ¢; de degré 3
S(V; + tug) = ¢;(%) t € [0,d] oud=|V;Vi|.

On veut minimiser

/Oc [pi (t)]"dt + /Od [¢;(®)]" dt, (5.19)
avec les conditions :
pi(0) = S(Vi) =z, ¢(0) = S(Vj) = 2,
p(0) = S(Vsuw)  ,  g0) = S(Vm),
pi(c) = S(V) = = ,  gi(d) = S(V) = z.
Prenons pour p; et g; la représentation d’Hermite; le probléeme se ramene &

minimiser 'expression (5.19) par rapport & pi(c) et q;-(d) qui sont libres.
Puisque

[
/ [#}(£)]" dt ne dépend que de pi(c) ,
0

d
/ [4;(#)]” dt ne dépend que de gj(d) ,
0

et que ces deux variables sont indépendantes, on peut décomposer la minimisa-
tion, 1.e. :

[ min /oc [p: (8)]" dt,

p;(c)

a
min/0 [q; (t)] dt.

L g; (d)

Cron, g2 4w a2
min /0 [p; ()] dt+/0 [g; ()] dt sy |

?,(c),g) ()

En se référant au résultat & une variable (chapitre 2), on obtient donc :

120

1. 3,21 — z;
—§Pi(0)+ 5( - ),

' 1. 3 2] — %4
¢;(d) = —5¢;(0) + 5(——(1—1)-
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Par conséquent

(s;(vo) 1 (sinﬂ —sma> B p;-<o>)
= — - +
S;,(Vz) sin(8 - a) —cosf3 cosa 2 q;-(O)

En remplagant p;(0) et q;-(O) en fonction du gradient, on obtient :

N e

(S;(Vz)) (5;(‘/2-)) (5;("1'))
= D1 + D2 + D3a
SL(V2) Sy(V2) Sy(V3)

ou

(ST

1 —tan«

1 tana tana tanp
D2 =3 p ’
ana — tan 8 1 —tanp

_ tanf tana tanf
D = ——=——
! tan B — tana _ ’

cosa — cos 3

2 — % . z1 — z; .
3 ! iging - 2 ! sina
Da = 3 c d
3 sin{f—a) \ 21 — 2; 2] — Zi '
¢

d

1
ce qui correspond 4 la relation (5.11) avec k = -3

|

21— Z;
C
Z]-Zj):| ’
d

(5.20)

Proposition 5.2 La relation de progression (5.20) obtenue par un critére de

minimisation locale est équivalente d la relation (5.11) pour k = -3 (K = g)

FIGURE.8. De gauche & droite: k = —0.6, k = —-0.33, k = —-0.1.

On a constaté expérimentalement que cette valeur donne le meilleur résultat d’un

point de vue numérique.
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3. Interpolation des données frontiére sur un triangle

Dans cette section, on aborde le probléme de 'interpolation de données connues
sur la frontieére d’un triangle. Ce probléme est tout & fait indépendant des sections
précédentes . Nous informons le lecteur que les méthodes qui seront exposées se
trouvent déja dans la littérature; on se contente seulement de les utiliser dans
notre algorithme. Pour nous, les données frontiére sur un triangle seront :

* trois fonctions polynomiales cubiques sur les trois arétes du
triangle,
* dérivées transversales premiéres le long des trois arétes et qui
sont généralement choisies linéaires d’un sommet & un autre.
Par conséquent, les données frontiere dépendent uniquement de l’estimation du
gradient aux sommets (estimation déja obtenue dans la présente section). Notons
que les méthodes de remplissage n’affectent en aucun cas la notion de stabilité
définie précédemment.

D’une maniére générale, le probléme de l'interpolation des données frontieres
sur un triangle consiste & construire un interpolant s’appuyant sur plusieurs
courbes ou patches qui forment un contour. Le patche qui sera construit devra
respecter des contraintes de continuité aux bords. Dans ce chapitre, on décrit
quelques méthodes dans le cas ol les données frontiéres sont des courbes. De
nouvelles méthodes de remplissage seront données dans le chapitre 6 dans le cas
ou l'interpolant & construire s’appuie sur plusieurs patches.

Dans le premier paragraphe, nous rappelons une classe d’interpolants qui entre

dans le cadre des éléments finis. Ces interpolants sont utilisés dans le cas de
données discretes, c’est-a-dire lorsque ’on connait un nombre fini d’informations
sur la frontiere du triangle. Deux éléments sont décrits : I’élément de Clough -
Tocher [19], [34] qui consiste & diviser le triangle en trois petits triangles, & définir
un patche polynomial cubique par morceaux et & prendre les dérivées normales
le long des arétes linéaires. Les données frontiéres sont la valeur, le gradient en
chaque sommet du triangle et la dérivée normale au milieu de chaque aréte.
L’espace engendré par ces éléments est alors de dimension 12.
Le deuxiéme interpolant est 1’élément de Powell - Sabin [48] qui consiste a diviser
le triangle en six (ou douze) petits triangles et & définir un patche polynomial
quadratique par morceaux. Les données frontiéres sont alors la valeur et le
gradient en chaque sommet du triangle. L’espace engendré par ces éléments est
de dimension 9.

Dans le deuxiéme paragraphe, une deuxiéme classe d’interpolants est donnée;
ces interpolants sont appelés “interpolants triangulaires transfinis” car ils in-
terpolent les valeurs arbitraires de la fonction et de ses dérivées premiéres sur
la frontiére d’un triangle. Plusieurs techniques peuvent étre trouvées dans la
littérature; parmi elles les interpolants triangulaires BBG présentés par Barn-
hill, Birkhoff et Gordan [2], [3], qui sont basés sur des opérateurs d’Hermite
appliqués le long des lignes paralléles aux arétes du triangle. Ces interpolants
sont développés et généralisés par J.A.Gregory [4]. On trouve aussi les inter-
polants triangulaires de G.M.Nielson (Méthodes “Side - Vertex” [43], “Minimum
Norm Network” [42]) basés sur des opérateurs d’Hermite appliqués aux lignes
joignant un sommet & un point de l’aréte opposée .... On a choisi parmi toutes
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ces méthodes, de présenter les interpolants de Nielson.

Pour leur utilisation dans I'interpolation des données dispersées, ces méthodes
sont discrétisées comme suit : les courbes frontiéres sont polynomiales cubiques
et les dérivées transversales frontiéres sont généralement choisies linéaires d’'un
sommet & un autre. Les courbes frontiéres dépendent de I’estimation du gradient
aux sommets. Pour cette estimation, nous utiliserons les résultats de la section 2
de ce chapitre.

3. 1. Eléments finis classiques

3. 1. 1. L’interpolant cubique de Clough - Tocher

L’élément que l'on va décrire ici a été developpé par R.W.Clough et J.L.Tocher
(1965) comme outil pour les méthodes d’éléments finis en mécanique. Cepen-
dant il a été utilisé aussi dans CAGD par Lawson (1977) dans le probléme de
'interpolation de données dispersées, puis modifié par Farin (1985). Cet inter-
polant produit une surface polynomiale par morceaux de classe C*.

a - Description de l’interpolant :

Soit T = [S1,S2, 53] un triangle quelconque d’une triangulation donnée. En
joignant le point Sy = (S; + S2 + S3)/3 de T & chaque sommet, on partage T en
trois sous triangles T3, 15, T5.

y

FIGURE.9. Configuration nodale de I’élément C-T. =

La fonction (& deux variables) cherchée sur T est un polynéme cubique sur
chaque sous triangle qui est C? sur le triangle tout entier. Ces fonctions forment
un espace linéaire de dimension 12. On introduit ensuite les 12 noeuds indiqués
dans la figure 9 : la valeur et le gradient en chaque sommet du triangle

f(S,) = z , %(Sl) = z7 R (S) z ,1=1,2,3,

et la dérivée au milieu de chaque aréte dans la direction de la normale & cette
aréte (cette dérivée le long de laréte est linéaire au lieu d’étre quadratique, ce
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qui garantit un raccordement C'! avec des triangles adjacents [9], [19])

fl(ﬁ:g_sl; ni,j) (ZaJ) € {(1’2)7(2v3)’(3?1) }’

ol n; j désigne un vecteur perpendiculaire & ’aréte de sommets S;, S; .

Par conséquent, si ’on suppose données ces 12 valeurs sur un triangle, il existe une
unique fonction, C! sur tout le triangle, et polynomiale de degré 3 sur chaque
sous triangle qui leur correspond. En utilisant 1’élément de Clough-Tocher sur
une région triangulaire, on produit ainsi un surface C! sur I'union des triangles.
Pour décrire cette technique, nous allons procéder en deux étapes : transformer
le probleme d’interpolation sur chaque triangle en un probleme d’interpolation
sur un triangle standard, puis donner la liste des 12 fonctions cardinales qui
constituent la base.

b - Triangle de référence et formules de transformation :

Soit Tp le triangle standard équilatéral de sommet Py , P, et P3 (voir figure 10).
La transformation affine qui nous permet de passer du triangle T' défini dans le
plan (zOy) au triangle T, défini dans le plan (£0n) (les sommets sont transformés
comme suit : §; — P; =(z;,¥;),¢=1,2,3) est donnée par :

= anc + a + ci1,
é 11 12?/ 1 (5.21)
n = ant + any + c,
ou
( 1 1
a11=‘&(2y1—y2——y3) ) “12=Z(‘2””1+”2+$3)’
1
c = Z[$1(y2+y3)‘y1($2+$3)]’
<a ___\[E(_) a____@(m_a,
21 = A Y3 Y2 3 22 A 3 2 )5
3
2 = % [a:l(yg —y2) — y1(zs — z2) + 2(z2ys — $3y2)] )
(5.22)
et
z3 y1 1 -
A= |z2 y2 1]. (5.23)
z3 ys 1

Remarques :

e Notons qu'une fonction polynomiale par morceaux de classe C'' définie sur
T correspond, par cette transformation, & une fonction C* sur Ty, elle aussi
polynomiale cubique par morceaux.

e L’application inverse, de Ty & T, est donnée par :

{:v = b1 (€ —c1) + biz(n — c2),

5.24
y = by (€ —c1) + baa(n — c2), (5:24)
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ou
1
b1 =-2-($3~$2) ) b1z = 2\/—(—2$1+$2+$3)
1 1 (5.25)
byy = 5(3/3 — y2) ; by = m@?h — Y2 — ¥3).

Pour décrire les 12 fonctions cardinales pour l'interpolation sur T, les 12
fonctionnelles (informations) doivent étre précisées. Ceci est fait dans la figure 10.
Notons que les dérivées premiéres aux sommets sont spécifiées dans la direction
du vecteur joignant le centre au sommet et la direction qui lui est orthogonale
(dans le Sﬁns des aiguilles d’une montre).

FIGURE.10. L’élément de Clough - Tocher standard.

Supposons que f(z,y) soit la fonction sur T que Pon cherche et u(&,n) est
la fonction correspondante sur Ty. Donc, u est déterminée & partir de f en
substituant les expressions (5.24) de z et y dans f(z,y). En supposant que les
valeurs de f et des dérivées partielles fa: et f soient données en chaque sommet

de T ainsi que fx et fy au mileu des arétes de T, les valeurs correspondantes
des dérivées aux noeuds sur Ty (voir figure 10) sont obtenues en deux étapes.
D’abord, la régle de la dérivation de fonctions composées implique que, pour tout
point de Tj,

ue = bufy + buf, uy = biafo + b2 fy, (5.26)
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ou b; ; , ¢,7 = 1,2 sont données dans (5 25) . Puis, les informations aux sommets
sont déterminées en termes de u, ¢ et u par :

2 Py =uiPr) , py) = bl + L),

: V3
%(Ps) = —-2-u£(P3) - ‘2—“n(P3)’

(5.27)

et

ou ' V3 1
%(Pl) = u, (P (P2) = —‘2_u£(P2) - §un(P2)’
= - Bn b

)’a

Bu \/5 ’ 1. 6U \/5 ' 1.
5{4‘@4) = -—2—-u€(P4) + §un(P4) ) gn—s(PS) = —-2—%(1’5) + 5“1,(135),

au '
—6n—6(P6) = —u,(Fs).

Connaissant maintenant comment transformer les valeurs nodales de T' a Ty, il
nous reste a définir les 12 fonctions cardinales correspondantes sur Tj (qui forment
la base duale des 12 fonctionnelles, notée { B;({,n) , i = 1,...,12}). Ces deux
faits vont nous permettre de déterminer complétement u(€,7) par :

mm=ZMHMMHZQLHMﬁm+Z—@wmwn

=1

+ Z (P)Bz+6(§777) (528)

=4
L’interpolant f(z,y) sur T est alors obtenu en substituant les expressions (5.21)
de £ et p dans u :

f(z,y) = u((=,y),n(z,y)). (5.29)

c - Base associée : [34] =

1 V3
By(&n) = 3 T 50
— —\g_éns sur Ty
1 3v3 V3
+ 9 253 5 ézn——é—n3 sur Ty , By(Py) =1;
1 3v3 V3
\zﬁs——{ﬁ g D
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13 V3
Bsy(&,n) =3 = Zf - 57
(1 3
Z€3+—é_-n3 sur Ty
9 9/3 9 V3
+ ¢ 2 .3 2 9 2, VI 3 _
166 +—-16 §7I+16§ + T sur T, , By(Py) =1
5.5 3V3,, 9, ,, V3
\Eﬁ T f’l'*‘fgfﬂ +¥77 sur Ty
1 3 V3
Bs(&, 1) =3 + Zf - "
( 1 3
—Z£3+-\—/4-——n3 sur Ty
T "—53 3\/_ i5772'*"\4?7‘773 sur Ty , B3(P3)=1;
16 16
9¢' 9 V3
_ 2y Jd 2 VO 3
| -€+ —et s S sur T
1 \/—
By(&,m) =7¢+ —Z—ﬁn
'%&72 sur Ty
+ ¢ ~—£2 5‘/_ 352 sur Ty aB‘* ) =1;
16
g——¢3+5f ~ et s
V3 3., V3 3 ,?
Bs(&,n) = ‘—gﬁ + <1 + §€ - —677—8
{
RN Y I |
—§€ +T€77——8—77 sur Ty
9 3vV3 15 3V3 0B
+ 9 ——§3+£€277+—§772+—\/‘—"73 sur Tp S(PZ)'_l
32 32
17f 15 3v3
11 .3 2 2 3
L32£ —_n 577 +——32 U] sur T
\/5 3., V3, .8,
Bs(€,n) —--—'8'5 - g '8'5 - —4—5774'§77
{
1 3 3vV3
—'8-53—£§277+—\8—/-_-T]3 sur Ty
OB
+ < H§3 17\/—52 + 52 3\/5173 sur Ty 6(P;;)—l
32 32
3v3 . 3V3
\——§~"——§"7+32€’7 ~ 35 sur T
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B7(§) 77)

B8(£’ 77)

BQ(&a 77)

Bm(&’?) =

Bui(&,n) =

V313 L V3 V3 2

81 367 T 18"
¢ 17

36773 sur Ty

41 8B
{ 8\/-€3+—€2n+-1-4—477 sur Tp 7(1’1)—1
1 ) 41

_ = T
\ 8\/- { +144n sur T;

V3 13¢' V3, 1 V3 ,
~er T £+ﬁ +—£ t it
(V3 f 11

——-—E"' - —£2n En 51 n® sur Ty ;

17\/' 17 , 17f 17 8B

4 53 5 il -§§g’7 surTy , == :(Pz)_l
13\/5 A T 17f 17 ,

"6 ¢ T2 o 6 "~ wr D

V3 13\f V3, 1 V3
T €+i +—22'f—'1—2§77+-7‘§'77
( f f 11

- —62 6172 - 5773 sur Ty ;

13f s 5 2, 17f . 17 0By
< ——f —§2-£ { —-2—887] sSur T2 ,—a-;;-(Ps)—l

17\/_ 17\/' 1

4f \/” 1 23 ,

81 "—5_5’7‘_5 nt =g

—£§n2+gn3 sur Ty ;

5\/_ 3 2 5\/— 7 3 0310
9 §+ 5 5 &n? = 35" sur Ty " e —(P) =1

\/§ 3 5\/‘ 7
L——ég’——éz 05 —¢n? —5517 sur Ty

4/3 /3 1 23 ,
~% * _5 — 9t '5 Tt "

{
%g-fnz + g— s sur Ty
\/‘ 3 5\/‘ 7 8B
ﬁ 53 152 §2 sur Ty | an”(P5)=1
5f 5\/’ 7
[ T 12 é3+4§2’7 12 -5 & 56’73 sur Ty
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4/3 V3 /3
Bio(§,n) = — =7 + 9’7 + &g
'577_%773 sur Ty ;
3 1 OB
+ ¢ _-\g-:@——{ +18 sur Ty 12(Pfs)—l
V3., 1, 1
\'3"6 —§€n+1877 sur Ty

3. 1. 2. L’interpolant quadratique de Powell - Sabin

L’interpolant de Clough-Tocher décrit dans le paragraphe précédent résout
notre probléme mais en ajoutant une condition supplémentaire sur la dérivée
transversale le long des arétes. Pour éliminer cette condition, Powell et Sabin
(1977) ont proposé de diviser le triangle en six sous-triangles et de construire
un polynéme quadratique C! par morceaux. Le nombre d’informations coincide
alors avec la dimension de ’espace de ces fonctions,

FIGURE.11l. Configuration nodale de I’élément P-S.

ce qui correspond & notre probléme. Néanmoins, il reste a définir la maniere
de choisir la subdivision du triangle, i.e., comment choisir la position du_point
intérieur et des trois points supplémentaires définis sur les arétes afin d’obtenir
une continuité C! (on verra que dans certains cas, la dérivée transversale peut
étre linéaire par morceaux).

Powell et Sabin ont proposé de prendre comme point intérieur le centre du cercle
circonscrit au triangle et pour les trois points additionnels P, Q, R, les milieux
des arétes (voir figure 12). Ceci rend la dérivée transversale le long des arétes
linéaire [13], [48]. En effet, on peut montrer que les valeurs de la fonction et son
gradient sur BC sont définies par les données en B et C, la position de P et la
direction de PO; par conséquent ils sont indépendants de la position de A (les
preuves se trouvent dans [13], [48]).
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FIGURE.12. Premier choix des points de subdivision.

Remarque : Ce résultat n’est vrai que dans le cas d'un triangle acutangle
e pse . T . . . .
(triangle dont les angles sont inférieur a §) Cette restriction signifie que des

v . ..
difficultés apparaissent si 'angle est égale a 5 (ou supérieur). Dans le cas limite,

ot BAC = g— et P,Q, R, O choisi comme précédemment, les points O et P vont

étre confondus.

(@
fl
e

FIGURE.13. Problémes de subdivision dans certains cas.

La fonction reste continue, mais en général sa dérivée transversale sur BC est une
fonction linéaire par morceaux. Pour remédier & cette restriction sur les triangles,
Powell et Sabin proposent la méthode générale suivante :
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On choisit pour chaque triangle, le point intérieur O tel que la ligne OO’ (ot
O’ est le point intérieur du triangle voisin) coupel’aréte commune en un point
situé strictement entre les deux sommets de ’aréte. On utilise cette intersection
comme point additionnel.

FIGURE.14. Choix général de subdivision.

Par exemple, on peut choisir pour O le centre du cercle inscrit au triangle.

Résumé : Soit ABC un triangle quelconque d’une triangulation et O un
point intérieur. Les points P, @, R sont choisis comme les milieux des arétes si
elles appartiennent au périmetre de la triangulation, sinon comme intersection
des arétes avec les droites OO (figure 15)

FIGURE.15. Une région de la triangulation.

En utilisant les techniques citées ci-dessus, nous pouvons décrire I’élément de
Powell -Sabin. Nous utiliserons la représentation par la méthode d’éléments finis
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basée sur le triangle standard de la figure 16 (les formules de transformation
seront données ultérieurement). -

P1(0,0) @
P,(1,0)

FIGURE.16. Triangle standard Ty .

Les fonctions cardinales sont données en deux étapes {34]. On définit d’abord les
9 fonctions hj - -- hg sur T par

hi(&m) = 1, ha(6,m) = &,

hs(€,m) = m, he(€,m) = (0 — f)i,
hs(€m) = (€ —mi, he(6m) = (1 —2¢ — )i,
he(€m) = (26 + 1 - 1), he(6,m) = (1 — & - 2n)3,

ho(€,m) = (€ + 27 — 1)2.

puis les 9 fonctions cardinales comme suit : (pour chaque fonction, on indique la
fonctionnelle qui vaut 1 sur celle-ci, les autres étant égales & zéro)

5 1 1 1 2 1 2
Bl(f,n) = §h1 -—2h2—-2h3 —_ §h4 - -3-h5— §h6+§h7—- §h8+§hg
(Bl(Pl) = 1)’
1 2 1 2 1 1 1 -~
By(&,n) = —§h1+2h2+§h4~§h5+§he—§h7—§h8—-?:hg
(Bz(Pz) = 1)7
1 1 2 1 1 2 1
Bs(€,m) = —§h1 + 2h3 — §h4 + §h5— ‘§h6"‘ §h7+§hs - §h9
(Bs(Ps) = 1),
5 1 1 1 1 7 1
B4(§,T]) 18h1——§h2-—§h3—-1—8h4—ﬁhs—i-ghe-f-ghq-{- hg+ hg
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1 2 2 5 2 5 1
Bs(&,n) = §h1~§h2- §h4+ﬁhs—§h6+l—8'h7+ h8+ ghg
oB
( 5(P2) = 1),
1 1 7 1 1 1 1 1
= byt chs— —hy 4 —hs — —hg — — by + = -
Be(¢,m) gt 3hs — gha+ ghs — ghe — ghr + ghs + Gho
0B
(Beir )
B7(€ T]) = Ehln—-hz——h3——h4—ih5+ h6+ h7—lh8+ hg
’ 18 18 9 9 18 9
oB
(5 ) = 1),
1 1 1 7 1 1 1 1
Bg(&,m) = -1_8h1+§h2+§h4"‘1_8‘h5+'§h6+§h7“1"8'h8_ﬁh9
8B
( S(Pz) = 1),
1 2 5 2 1 1 2 5
= Zhy — = —hy — =hs + =h ~h; — =h —
By(€,m) 9h1 3h3 18h4 g s 9 6+9 773 8+18h9
OB
( 9(P3) = 1).

ou l'on a utilisé la fonction tronquée

{s si s >0,

S4 = .
0 sinon.

On signale aussi que ¢2 veut dire ici (§+)2.
L’expression de la fonction sur le triangle est définie par
3
u(€,n) = ; u(P;) Bi(€,n) + Z 3¢ (P) Bira(&m + Z 3 (P) Birs(&,m).
(5.30)
Formules de transformation :

Considérons un triangle (V;, V;, Vi) quelconque. Pour revenir aux coordonnées
z0y ou la triangulation est définie, on utilise les formules de transformation
suivantes :

¢ = &zy) = [(yl ~yi)z + (zi—x)y +yiz — yzwi]/D,
n = n(z,y) = [(yi —yj)z + (2 —2i)y +Tiy; — z; yi] /D, (5.31)
D = (zi—x1)(y; —y1) — (x5 — =1) (¥ — ).

Etant donnée une fonction f(z,y) définie sur (V;,V;, Vi), alors

f(z,y) = w(&n) = u(z,y),n(z,y))
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En particulier

f(Ve) =

129

w(0,0) , F(V;) = u(L,0) , F(Vi) = u(0,1).

Une simple dérivation donne

r

\

of _ 0Ou 0¢ Ou on
%—(m,y) = gg(ﬁ,ﬂ)-a—x + a—n(ﬁ,ﬂ)-a—m,
OF ) = Do 6 4 Bue 00
ég(may) - a_é-({,n)'ay + aﬂ(&a")'gya

(5.32)

ce qui permet d’obtenir les valeurs du gradient de u aux sommets du triangle

standard.
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3. 2. Interpolants triangulaires transfinis de Nielson

3. 2. 1. Méthode “Aréte - Sommet”

Considérons un triangle planaire [V}, V5, V3] et supposons données les valeurs
d’une fonction F' et de ses dérivées premiéres F et F sur la frontiere du
triangle. L’interpolant cubique de Nielson est une comb1na1son convexe de trois
interpolants partiels D;[F], D2[F|, D3[F], chacun correspondant & une paire
de sommet/aréte opposée. L’intérieur de chaque interpolant D;[F] est défini en
construisant des courbes joignant les points le long d’une aréte et le sommet V;
opposé & cette aréte, d’o1 le nom “aréte - sommet” [43].

a - Description de ’'interpolant :

Soit M = (z,y) € [V1,V2, Vs3] et (b1, bs,b3) ses coordonnées barycentriques.
Pour (3,5,k) € I:={(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2) }, on dénote par S; le point opposé
a Vi, intersection de I’aréte [V}, V] avec la ligne joignant V; et M.

Vi

FIGURE.17. Principe de la méthode “ Aréte - Sommet ”.

Les coordonnées de S; sont données par :

5 = (ml*—xziibi ’ yf_yéf ) (;335

L’opérateur D;[F] est défini en un point (z,y) par :
Di{F)(z,y) = F(Vi) Ho(t) + Ri(0) H(¢) + Ry(1) Ha(t) + F(S:) Ha(t), (5.34)
ott H;(t) sont les polynémes d’Hermite sur [0,1] ,t = 1 — b; et

R0 = EZRE0) oW B,

! _ (.’l:——:z:,)F(S)-}—(y y,)F(S)
1—-05;

(5.35)
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Le long du segment de droite [V;,S;], D;[F] est un interpolant polynomial
cubique défini par la valeur et la dérivée directionnelle de F' aux points V; et S;.
L’interpolant final est défini comme combinaison des interpolants partiels D;[F']
par :

DIF|(z,y) = Z Wi(z,y) DilFl(z,y), (5.36)
ou 212
b2 bi
b2 b2 + b2 b2 + b} b3
Si F est de classe C! sur la frontiére du triangle et C? sur chaque aréte, alors D[F]

est une fonction de classe C*, qui interpole la valeur et les dérivées premiéres de
F sur la frontiére du triangle.

Wi(mvy) = (i’jv k) €l (537)

Remarques :

e Si F est polynomiale de degré 3 sur chaque aréte, on peut remplacer dans
la relation (5.36), les W;(z,y) par des fonctions poids de degré inférieur définies
comme suit :

bjbk
by + b1 b3 + by b3

Wi(wvy) = bl (iaja k) € I (538)

e D’autres interpolants, eux aussi combinaisons des interpolants D;[F], sont
décrits dans [43]. Par exemple :

(

W,-(iv, y)—D—i[F](wv Y)s

-

ok

D[F(z,y) =

=

9 (5.39)

tD*[F](:zc,y) == Z b;(D; & D;)[F)(z,y),

ou

(Wi(z,y) = b2 (3 — 2b; + 6b; by),

b; DjOD,' + bj D,‘OD]'
b; + b; ’

I DilF] = D: + D; - (5.40)

\f®g9g=f+g—-TFfyg.

b - Discrétisation de la méthode “aréte - sommet” :

Connaissant les gradients aux trois sommets du triangle, on définit sur chaque
aréte [V}, Vi] une fonction polynomiale cubique, notée s j.k(u), et donnée dans la
base d’Hermite par :

sik(u) = S(V;) Ho(u)+ S (Vi; ViVi) Hi(w) + S (Vie; V;Vie) Ha(u) + S(Vi)) Ha(w).
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b
La valeur F(S;) dans (5.34) peut étre calculée par s; (1 kb-) car S; dans (5.33)
peut étre aussi écrit sous la forme suivante : '
b; by
S, = 1 — bi V] -+ 1_—1)1 Vk. (5.41)

Pour pouvoir utiliser la méthode “aréte - sommet”, et obtenir donc une surface
C', nous avons besoin de spécifier la valeur de R'i(l), donc de S, et S’; le long
des arétes du triangle. L’approche souvent utilisée est de prendre une dérivée
normale (dérivée dans la direction orthogonale) qui varie linéairement le long de

laréte. SiPon note njx = (yr—yj,zj— k) (vecteur normal a [V;Vi]), la dérivée
directionnelle S'(S;;n; ) sera alors :
/ b b ,
S'(Ssnip) = 725 S (Vinge) + 705§ Veinge).  (542)

Par ailleurs, connaissant la fonction définie sur I’aréte [V}, Vi], la dérivée direc-
tionnelle S'(S,-; V; Vi) au point S; est connue, et donnée par :

' ! bk

S (S5ViVe) = Sj,k(i—_—i)—i)~ (5.43)
Par conséquent R(1) sera complétement déterminé, puisque par la relation (5.35),
on a:

’ < Piy Rk >

< p;, V; Vi >
Rz(l) - 3 ____.__'1___
limes,kl

S'(Si;njk) +
’ [ViVeell?

S'(Si;V; Vi),
(5.44)

pi = (¢ —ziy—yi)/(1-bi)
L’interpolant D[F] est alors bien défini.
3. 2. 2. Méthode de minimisation

Cet interpolant, introduit par Nielson en 1980, est basé sur la méme idée
développée dans le paragraphe (3.2.1) & 'exception du calcul des interpolants
partiels D;[F]; ces derniers sont obtenus en minimisant une pseudo-norme.
L’interpolant final obtenu posséde la propriété supplémentaire d’invariance affine.

a - Description de ’interpolant :

Nous allons donner, comme précdement, I’existence et la forme de I'interpolant
sans aucune démonstration (celle-ci se trouve en détail dans [42]). En gardant
les mémes notations et mémes hypothéses que dans le paragraphe précédent,
ie. F € CYT) et F est de classe C? sur chaque aréte, Nielson a montré que
l'interpolant donné par (5.36) et (5.38) est un invariant affine et interpole F' et
ses dérivées premieres sur la frontiere de T', dans le cas ot D;[F] est solution du
probléme de minimisation

2
/ / [s”(v; ViVe, ViV)| dedy, (5.45)
T
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sous la contrainte d’interpolation de F' sur la frontiére de T et de ses dérivées
premiéres sur [V}, Vi] (aréte opposée au sommet-V;).

La forme de D;[F] est donnée dans [42], sur le triangle standard T; de sommets
(0,0), (0,1) et (1,0) comme suit :

Dz[F](xﬂ y) = G[fz](bj’bk) (i7j7 k) € Ia

fi(sat) = F(s‘/J + tVi + (1 - _t)m) (svt) € Ts’

GlAl(svt) = F(,0) + F0,1) + 1(0,0) + 5L

sg(1—1) st 177 g(w) — w(l — w)h(w)
21—%) 5/8 221 — )

f(wvl_w) - f(w,O) - f(O,l—-UJ) + f(Ovo)v

3 9 0
%(w,l —w) — 3_£(w’0) - %(0,1 —w).

duw,

9(w)
hw) = Lw1-w) +

b - Discrétisation de la méthode :

L’idée est d’utiliser des polynémes d’Hermite cubiques pour les fonctions
frontieres et des interpolants linéaires pour les dérivées normales le long de la
frontiere. On obtient I’élément C* dit & 9-paramétres :

D[S’](w,y) = Z {S(Vz) [bf (3 - 2bi) + 6w b; (bk o + bj ai,k]

(3,5,k)€l
+ S,(Vi§ ViVk) [b? by + wb; (3by a;; + b — bk)]
+ S’(Vi; VIVJ) [b? bj + wb; (3bj ok + by — bj)] },
ol
(0 = by b by =
T bibg + bibs + bobs’

\ (5.46)

2 2 2
j Vi ll” = | ViV .
iy = | ViVi " + || ViVi || i | ViV; |l Gk el
\ 2| ViV ||
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4. DEUXIEME ETAPE DE L’ALGORITHME D’INTERPOLATION
PROGRESSIVE TRIANGULAIRE
4. 1. Méthode de remplissage

La deuxiéme étape de I’algorithme consiste 3 appliquer les méthodes de
remplissage décrites dans la section 3 aux résultats obtenus dans la section 1
de ce chapitre. Dans ce paragraphe, nous donnons un exemple de données sur
une triangulation réguliére (formée de 36 triangles rectangles et ol on a supposé

un ordre de progression sur les triangles), avec k = —3

P 7N
A TAYS A AN
SRR
OSSR/
ORRSEZZARSINIKT
RS ERSINNIND
SN

FIGURE.19. Remplissage avec I’élément de Powell et Sabin.
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Dans un premier temps, on a calculé les gradients aux sommets de chaque
triangle par la relation de récurrence stable (5.11).-Ensuite, nous avons représenté
successivement les quatre méthodes de remplissage dans les figures (18,...,21).

FIGURE.21. Remplissage avec la méthode de minimisation.

On constate alors (visuellement) de trés faibles différences entres les méthodes,
ce qui donne un choix large dans l'utilisation de ces méthodes. On utilisera dans
toute la suite 1’élément de Powell-Sabin ou 'interpolant minimisant de Nielson.
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4. 2. Triangulation et progression

Pour tester notre algorithme, décrit par les deux étapes dans les sections 2 et
3, nous avons choisi trois types de triangulations trés connues :

e triangulation équilatéral, donc formée de triangles équilatéraux et qui est
représentée sur un exemple dans la figure 22, en haut, & gauche,

FIGURE.22. Les trois triangulations tests.

¢ triangulation rectangulaire, formée de triangles rectangle-isocele et qui est
représentée sur un exemple dans la figure 22, en haut, & droite,
e enfin, triangulation de Delaunay, représentée dans le figure 22, en bas, au
milieu.
Sur chacune des triangulations, on définit un ordre arbitraire pour progresser, et
les trois types de progression sont différents. On a fait ce choix seulement pour
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fixer les idées et pouvoir faire des tests et donc le probléme du parcours dans
une triangulation reste ouvert. La figure 23 illustre notre choix de parcours de la
triangulation dans le trois cas cités précédemment. Pour montrer la progression,
nous avons numéroté les triangles et pour la clarté de ’exposé, nous avons choisi
un nombre faible de points.

FIGURE.23. Triangulation et progression.

Appellation :

e Pour la triangulation équilatérale, la progression est dite en spirale,

e Pour la triangulation rectangulaire, la progression est dite par bande
horizontale,

¢ Pour la triangulation de Delaunay, la progression est dite en largeur.
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2>S —>

VAN

v
1
AN

T~ N N N7

FIGURE.24. Représentation des deux étapes de ’algorithme pour
une triangulation équilatéral, { 54 points, k = —% }.
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FIGURE.25. Représentation des deux étapes de I’algorithme pour une
triangulation rectangulaire, { 36 points, k = —-% }.
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FIGURE.26. Représentation des deux étapes de ’algorithme pour une
triangulation de Delaunay, { 123 points, k = —3 }.
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/27 f“;‘\‘ Q3
75N\

Y, \
VN
AN
ONOORRR

3 1’6""’4»“\‘\\\\

AV VA"""' “\ N Zaw,
ZAVAY A“‘k\‘:‘t‘ Av:v VAAAV :‘
N efgé\ AV AVAg»’;%éxk‘\v@

NG

\ — \ =~/

FIGURE.27. Un méme exemple avec deux triangulations (et donc deux maniéres de
progression) différentes : & gauche, une triangulation rectangle de 81
points. A droite, une triangulation de Delaunay de 239 points.

N
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FIGURE.28. Un méme exemle sur trois triangulations de Delaunay de 235
points (donc méme principe de progression).
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5. INTERPOLATION PROGRESSIVE TRIANGULAIRE
DE CLASSE G!

Dans les sections précédentes, on a décrit un algorithme d’interpolation stable
C! pour représenter un ensemble de données D = { Z; = (zi,yi,2i), : = 0,...,n}
par le graphe d’une fonction réelle S de deux variables. Dans cette partie, on va
montrer que l’on peut représenter D par un schéma paramétrique, différent du
précédent, défini par une fonction S de deux variables & valeurs dans R :

S(u,v) = (@(u,v),y(w,v),2(u,v))".

Les conditions de raccordement C! aux sommets des triangles sont remplacées
par des conditions G' (plan tangent), ce qui fait apparaitre des degrés de
liberté appelés parameétres de formes. Ces paramétres sont généralement utilisés
en CAGD pour modifier la forme des courbes et surfaces obtenues. Dans le
probléme d’interpolation progressive, on a remarqué que l’on peut se servir de
ces parametres pour assurer la stabilité de ce type d’algorithme.
Nous procéderons en deux étapes :

e Calculer les normales aux sommets par un procédé stable,

¢ Remplir Uintérieur des triangles au moyen d’interpolants discrets G*.

5. 1. Calcul progressif du plan tangent

Considérons deux triangles Ty et T, d’aréte commune [V;, V;] dans le plan
(uOv). Soient P et @ deux patches triangulaires, restrictions de S sur T et T}
respectivement. On dénote par u; (resp. uz) le vecteur unité associé & V;V; (resp.
AL

a = (Ou,u;) , B = (Ou,us).

On suppose que les dérivées partielles premiéres aux sommets V; et V; sont
connues et on veut déterminer celles au sommet V. La démarche du calcul est
la méme que celle de la section 2, & l'exception du raccordement utilisé aux
extrémités de Paréte commune qui est remplacé par un raccordement G'. Nous
résumons les différentes étapes du calcul comme suit :

e Raccordement géométrique d’ordre 1 en V;, V; :

QuV) = aPy(V) + bP,(V),
(5.47)
Q,(V) = cP(V) + dP(V),
ot V prend les valeurs de V;, V; et a,b,c,d des réels arbitraires.
e Dérivées directionnelles de QQ en V;, Vj :
Q (Vi) = cosa@y(Vi) + sinaQ,(Va),
(5.48)

Q (Vjius) = cosBQ,(V;) + sinBQ,(V5).
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e Choix des courbes paramétriques frontiéres sur 'aréte [V, V3] :

Qm,n(t) = Q( (1 - t) Vin +tVy)

g2 _ e ) (5.49)
= (1-t)Zm +t(1=t)Q (Vim; Vm V) + £° 2.
e Dérivées directionnelles de @ en V; :
[ q; (1) ! 2(Z1 — Zi)
Viu) = T = —Q (Vw) + S,
@Wim) = qygp =~V + T
1 (5.50)
' g;,(1) ' 2(Z: - Z;)
Vijug) = & = —Q (Vi;ug) + ———-1=.
(@ Vi) = qug =~ + Ty
o Dérivées partielles premiéres de @ en V7 :
[ _ sinBQ (Vi;uy) — sina Q' (Vi;uz)
Qu(‘/l) - sin(ﬂ _ CY) ’
] (5.51)
' = cosﬂQ'(Vl;ul) + cosaQ'(VI;ug)
SaiC sin(8 - ) |

5. 2. Stabilité de I’algorithme

On peut représenter, composante par composante, ces derniers résultats sous
la forme matricielle suivante

(P;(V,-)\ -

(Q;(Vz)) P,(V))
, =M| + B, (5.52)
Q.,(V1) P,(V;)

\ B)(V;)/

ou M est la matrice (2,4) définie par :

M = (M, M).
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1 —ayo — czoYo —byo — dzoyo
Ml = )
Yo — Zo a+ czy b+ dzo
1 azo + cxoyo bxo + dzoYo
M, = ’
Yo — Zo —a — cYo —b —dy,
2o = tana , yo = tanf,
. . Zl — Zz
o2 snf meme) | v
sin(f — a) Z1—Z;

—cosf3 cosa St S—
1ViVall

L’étude de la stabilité au sens de || M ||, < 1 nous ramene a la résolution d’une
équation algébrique d’ordre 4 dont les racines doivent étre dans le cercle unité.
On montre que cette équation est

M(N+A4AX+B) =0, (5.53)
ou
-1 I
4 = el 2q + 2s(zo + yo)(1 + zoyo) + (g + r)(2 + y3) + 2rzlys |,
. i
B = (yo — zo)* ¢*(z0 — v0)* + rz4ys(vo - y0)? + 2¢s(zo + y0)(¥o — z0)*
+ gr(e§ +y5) + 2rszoyo(zo — yo)*(zo + yo) + 2(t* ~ 35*)z 5y
+ 2t )roun(ad +43) |,
avec

g =a*+0 , r=c+d®, s =ac+bd , t = bc—ad (5.54)

Les coefficients de ’équation dépendent de la matrice de connexion et des angles
a, f par rapport au systéme d’axes utilisé. C’est cette derniére dépendance qui
nous géne, et on souhaite remédier & cet inconvénient. L’idée est de choisir des
matrices de connexion trés spéciales, ce qui nous permettra d’exprimer la stabilité
en fonction des éléments de la matrice et de I’angle v = 8 — & seulement. ( v est
’angle opposé & ’aréte commune des deux triangles courants ). En effet, il suffit
de faire apparaitre le terme

(1+23)(A+y) _ 1

(zo—y0)?  sin’y’
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dans les formules de A et B. Par simple division, on montre que
2 + 2s(zo + 10) (1 + zot0) + (4 + 7) (= + ) + 2r a3 v}
est divisible par (1 + z3) (1 + y2) si et seulement si
s =0 , q = 1.

L’équation de stabilité devient

2 2
ek S W
sin” vy sin® «

/\2(/\2 - ) = 0. (5.55)

L’algorithme est stable si et seulement si

1 2 2
-( : +\/Z)<1<=>\/Z<2— g

2 \ sin®y sin®

q 2
<=>A<4(1—,2)
s’y

<> ¢ — 2q + sin®y > 0.

Théoréme 5.3 L’algorithme d’interpolation progressif G' est stable Vo, f
si et seulement si la matrice de connezion G est de la forme

(Z _ba) ou (fb Z) (5.56)

0<qg<1-—]cosy| avec ¢ = a? + b2 (5.57)

et

——3Q. (V)

FIGURE.29. Raccordement géométrique au sommet V; pour a,b > 0.
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5. 3. Interpolant discret de classe G*

Dans cette partie, on décrit un interpolant d'une surface paramétrique F' dont
on connait les valeurs et les normales le long des trois arétes du triangle.

5. 3. 1. Interpolant triangulaire transfini de classe G!

L’ensemble des interpolants triangulaires C! pour les fonctions est con-
stitué par des combinaisons d’opérateurs qui sont essentiellement des opérateurs
d’interpolation 3 une variable. Par exemple, l'interpolant BBG, présenté par
Barnhill, Birkhoff et Gordan [2], est basé sur des opérateurs d’Hermite univari-
able appliqués le long des lignes paralléles aux arétes du triangle. La méthode
aréte-sommet donnée par G.M.Nielson [43] est basée sur des projecteurs radi-
aux qui sont des opérateurs similaires appliqués aux lignes joignant un sommet
4 un point de son aréte opposée. Nous allons utiliser cette derniére méthode
pour le développement d’une surface G1. Nous donnerons ici que le résultat, les
démonstrations se trouvant dans [44].

Notations : Considérons un triangle T = [V1, V2, V3] dans le plan (¢Ov). On
dénote par :

o (b1, bz, b3) les coordonées barycentriques d'un point (u,v) de T,

e N(V) une normale a la surface au point V,

o I1={(1,23),23D.EL2)} Lo
Js

F(i)

FIGURE.30. Interpolant discret G*.

Nielson a montré que l'interpolant D[F] défini par :

3
D[F)(u,v) = »_ Wi(u,v)Gi(u,v), (5.58)
i=1
avec
( b% b2
. — 37k .o
Wiwo) = g ran TR GPPED
y Gi(w,0) = g[F(Vi), F(aijk), Ni, N(aijx)](1—bs), (5.59)
b; b .
Qijk = 1__]biVj + Ijkb—in, (4,5,k) € I,
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interpole F' et le plan tangent & F le long de la frontiére. Dans le résultat, nous
avons introduit I'opérateur g, qui est défini a ’aide de 'opérateur d’Hermite H
par :

9[So, S1, Ro, Ra)(t) = H[So, S1,To, Th](2), (5.60)

To = €1 Ro A(S1— So) A Ry,
(5.61)
Ty = n1 Ry A(S1— So) ARy
€1 et m1 sont considérés comme des parametres de tension et affectent la forme de

la surface. Les relations (5.61) des tangentes signifient qu’on a choisi g'(0) (resp.
¢ (1)) dans le plan contenant Ry et Sy — Sp (resp. Ry et Sy — Sy).

5. 3. 2. Interpolant G! 4 6 parameétres : discrétisation

Dans cette partie, on décrit un interpolant G* qui est obtenu par discrétisation
de l'interpolant transfini de la section précédente. Ce type d’interpolant dépend
seulement des trois vecteurs position et des trois normales aux sommets du
triangle. On note ces 6 valeurs comme suit :

Fy, = F(Wy), Ny = N(Wh),
F2 = F(Vg), N2 - N(Vg), (562)
F3 - F(V3), N3 = N(V3)

Fi

FIGURE.31. Interpolant discret a4 6 parametres.

En utilisant 'opérateur g donné par (5.60), les trois courbes frontieres sont
définies comme suit :

Flaijr) = g[F;, Fr, N, NiJ(1—b:)  (3,5,k) €1, (5.63)

et comme discrétisation de la normale le long de la frontiére, Nielson [44] prend :

, b
F (ai,j,k;"}Vk)/\N',k(T—_f—bf)
Ni(aijr) = ” —, (5.64)
“F'(O‘i,j,k;v}'vk) /\N‘,k('l—_—l;)

13
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ol

Nix®) =1 =t)N; AF (V;;ViVi) + tNeA F (Vis V;Va), (5.65)

et F'(P; D) désigne la dérivée directionnelle de F en un point P € R?, dans la
direction D = (D4, D3). Si on note O, F* (resp. 0. F*), i = 1,2,3, les composantes
de &, F € R? (resp. 8, F € R?), alors

F'(P;D) = (D, O F 4+ D, 32Fi)z‘=1,2,3-

Avec les choix ci-dessus, les trois interpolants partiels sont définis par :
b
Gi(u,v) = g| FiyglF, Fi, Njy Nil(525), Niy Ni@i)| (1= B3). (5.66)

On note que G; interpole les vecteurs position frontieres sur les trois arétes et
les normales & la surface sur ’aréte opposée au sommet V;. L’interpolant discret
final est défini par la relation (5.58) avec

bibr

Wilu,v) = bobs + bibs + b1b2’

(i,i,k) € I. (5.67)

Résultats numériques :

Les figures (32) & (35) représentent un test du théoréme (5.3) avec les 8 cas
possibles de matrices de connexion (donc vérifiant 'inégalité (5.57)). Dans les
exemples, nous avons pris 9 points définis sur une triangulation rectangulaire et
on a fixé e; = n; = 1.0.

La figure (36) donne un exemple ol ’on est & la limite du domaine de stabilité.
Cet exemple montre que ’étude faite dans les paragraphes (5.1) et (5.2) est
obligatoire. En effet, & I'inverse de I’algorithme d’interpolation C* ot il y a une
“cohérence” entre les deux étapes de ’algorithme (calcul progressif stable puis
remplissage), nous avons dans 'algorithme d’interpolation G remplacé le calcul
du gradient par les normales en chaque sommet. Or ces normales sont de norme
1, et donc on peut croire qu'on perd la notion de stabilité. L’exemple donné dans
1a figure 36 montre le contraire. -

Dans la figure (37), on donne un exemple montrant 'influence des parametres ¢;
et n; introduit par Nielson [44].
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AAA
Y
X

Y
(VAYA AV VA VAVAVAVAVAVATAYS

R
AVYY
VY
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%
At
)

. (03 03 , 0.3 03
FIGURE.32. A gauche : matrice (0.3 _0'3>. A droite : (_0.3 0'3>.

VX000

VAVAYA

VAYAVA
VAVAVA
YV

. -0.3 -0.3 . -0.3 -0.3
FIGURE.33. A gauche: matrice (_0.3 0.3 ).Adronte. ( 0.3 _0.3).
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. 03 -03 , 03 -03
FIGURE.34. A gauche : matrice (_0.3 _0.3>. A droite : (0_3 0.3 )

E ‘E >'E N ::‘i 5 >
25 = 3 =
EE‘ % ;:‘ Sl R

. {-0.3 0.3 : -03 03
FIGURE.35. A gauche : matrice ( 0.3 0.3). A droite : (~0-3 _0'3)~
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AVAVAVAYAVAVAVAVAVAVAVAY

0.71 -0.71 0.0 -0.99

FIGURE.36. A gauche : matrice (0'71 0.71 ) A droite : (0'99 0.0 )

LA

XKLL
KL

th <5 4
KT

FIGURE.37. Influence de €1 et 1. A gauche : €1 = n; = 0.5.
A droite : g1 =1n; = 1.5.
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1. FONCTIONS AFFINES ET MORCEAUX DE BEZIER

TRIANGULAIRES

Dans cette partie, on introduit briévement la notion de floraison associée
3 un polynéme & deux variables. Cet outil permet une compréhension sim-
ple et naturelle des fonctions polynomiales, notament en ce qui concerne leur
représentation [26], [49], [50]. En rappelant la relation entre dérivée et florai-
son, nous avons surtout voulu exprimer un raccordement géométrique entre deux
morceaux de surfaces.

1. 1. Fonctions affines et polynomes

e Soient E et @ deux espaces affines. Une application ¢ de E dans Q est dite
affine si

go(Em: AP = i Xio(P)), YVPReE , VN eR : in: A= 1.
i=1

i=1 =1

¢ Une fonction f : E¥ — Q est dite k-affine (ou simplement multi-affine) si elle
est séparément affine par rapport a chaque argument.

e Une fonction f est dite symétrique si elle est invariante par rapport aux
permutations des arguments.

Définition 6.1 Soit F une fonction polynomiale de degré k. On appelle
floraison de F' (ou forme polaire associée ¢ F') l'unique fonction f, k-affine et
symétrique, qui vérifie :

F(X) = f(x* Xk = (X,....X). 6.1

(X) = f(X7°) ou ( ) (6.1)
kfois

e Dans toute la suite, on se place danslecas o : E=R? et Q = R4

1. 2. Relation entre dérivée et floraison

o Soit F : R? — R? une fonction différentiable et § = (6, 8,) € R?. La dérivée
directionnelle de F' au point X = (z,y) de R? dans la direction § est définie-par :

Fx:0) = im F(X+té§t - F(X)

C’est une application linéaire en 67, donc
F(X;0) = 6, F (X;e1) + 0, F (X;ez),
ou {e1,e3 } est la base canonique de IR?, et puisque 8;F(X) = F (X;ei)t=1,2,

on a

F(X;0) = 0,0, F(X) + 6, ,F(X). (6.2)
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De méme, on rappelle que la dérivée directionnelle seconde en un point X, est
I’application bilinéaire symétrique vérifiant :

F'(X;0,8) = 0,£,01F(X) + (6,6, +0,6,)012F(X) + 8,£, 0,2 F(X). (6.3)
e Considérons F : R? — IR? une fonction polynomiale de degré k, et f sa
floraison. Nous allons maintenant exprimer les relations (6.2) et (6.3) en termes
de floraison. On notera [26]

X, . X3 0) o= f(X1, ..., Xko1,0+8) — f(X1, ..., Xk-1,0), YO € R%.

Il est facile de voir que Papplication fI! est (k—1)-affine et symétrique par rapport
aux (k — 1) premiers arguments et linéaire par rapport au dernier argument. On
démontre alors que la relation (6.2) est équivalente a :

Fx;8) = kfM(X,...,X;0). (6.4)
De la méme fagon, la relation (6.3) est équivalente a :
F'(X;6,8) =k (k—1) fAX,...,X;0,8), (6.5)

ou VO € R?:
Xy, X3 60,8) == (X, Xkee, O 4638) — (X4, .., Xioy, O 6).

La fonction f1?1 est (k—2)-affine et symétrique par rapport aux (k—2) arguments
et bilinéaire symétrique par rapport aux deux derniers arguments.

1. 3. Morceaux de Bézier triangulaires

Soit T' un triangle non dégénéré de R?, de sommets A, B,C. Tout point
X = (z,y) de R? peut étre représenté d’une maniére unique par :

(z,y) = vA + vB + wC, utv+w=1, (6.6)

ol u,v,w, fonctions de z et y, sont appelées coordonnées barycentriques de X
par rapport a T. Le point X appartient & T si en plus on a u,v,w > 0.

Soit F une fonction polynomiale de degré n, et f sa floraison. D’apres (6.1) et en
utilisant la multiaffinité et la symétrie de f, on a :

n! .. .
F(z,y) = oIS uw'viw® f(A*BICF), (6.7)
itiTk=n LY R
ou encore
F(:v,y) = Z Bi,j,k(:c,y)P,-,j,k. (68)
i+j+k=n

Les fonctions B; ; ; sont définies par :
n! .. L
B; jk(z,y) = HHP uivi(1 —u — )k, t+j+k=n, (6.9)
et sont appelées les polyndémes de Bernstein & deux variables, par rapport a T et
les points P; jx , k=n—1i—j de R? sont définis par :
Pijx = f(A'BICY), i+j+k=n, (6.10)
et sont appelés points de contrdle ou de Bézier (par rapport a T') de la surface

polynomiale correspondante. La restriction de F' & T est appelée morceau (ou
patche) de Bézier triangulaire.
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2. RACCORDEMENT G? ENTRE DEUX SURFACES

2. 1. Raccordement G? en un point
Considérons F et G deux paramétrisations C? quelconques de R? dans R

Définition 6.2 On dit que F et G ont un raccordement G® en F(mgy) =
G(my) st et seulement si il existe des matrices By inversible et By quelconque
telles que :

-alG(ml) 81F(m0)
= Bll ’
~62G(m1) 82F(mg)
[01G(m) 011 F(mo) (6.11)
81F(m0)
012G(m1) | = By + BE] 012F(mo) |,
azF(mo)
L 322G(m1) 822F(m0)
ot
G111 Qa112
ai11 Q12
By = ; By = a1 a1z, (6.12)
a1 Q22
G221 Q222

et Bﬁ] est une puissance symbolique de By, définie par :

2 2
2
BL] = |ai1a21 ai1622 + a21@12 Qaiz2a2 | . (6.13)
2 2
asy 2(121 as9 aso

Notons que les matrices By; et By dépendent de mq (ou my).
Nous allons exprimer le systéme (6.11) en termes de dérivées directionnelles. En

effet, soit § = (6z,8y) et £= (€z,&y) deux vecteurs linéairement indépendants de
R?. En utilisant les relations (6.2) et (6.3), on a :

[Fl(mo;é‘)}
= A
F,(mo;é

F"(mo;6,6) 011 F(my)

F'(mg;0,8) | = B |812F(mo) |,

61F(m0)}

82F(m0) .
F ' (mo; &,¢) 022 F(my)
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ou A et B sont des matrices inversibles définies par :

6, 9,
A =

] , B = A7 (6.14)
€z &y

De la méme facon, on note 4, et B; les matrices qui donnent les dérivées

directionnelles de G en m, (dans des directions 61 et §_i) en fonctions des dérivées
partielles. Le systéme (6.11) devient alors :

-G'(ml;e_i) F'(mq; 0)
. = A;B;; A™ :| )
| G’ (ma; 1) F'(mg; €)
[ G (my;61,61) , . F" (mo;6,6)
F (my;0)
G (my;61,61) | = BiBn A~ } + BB B | F'(mo;6,8)
., .. F'(mo; €) , .
LG (m1;€1’§ ) F (m0§§a§-)
Posons
BY = A\Bu A |, B} = BBy Al (6.15)

On montre facilement que :
B, BAB™! = [A; B A™YE = B} (6.16)
Finalement, la définition (6.2) est caractérisée comme suit :

[G'(ml;ﬁ—i)} . [Fl(mo;g)

B , , (6.17)
G'(my;€L) F'(mg; §)

" - = -

G’ (my; 61,61) F"(my;6,0)

F' (mo; 8) =

G (my; 61,60 | = B;I[ } + BiP | F'(me;0,6) |, (6.18)
- F'(mo;a Y -

G" (my; €1, €1) F"(mg; €, €)

avec B7, inversible et B3, quelconque.
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2. 2. Raccordement G? entre deux surfaces triangulaires

Considérons deux morceaux de Bézier triangulaires F et G, de degré n, définis
sur les triangles T = [4,B,C] et Ty = [D, B, C] adjacents (d’aréte commune
[BC)).

C
FIGURE.1l. Domaine de définition des surfaces F et G.

Pour tout point (z,y) de R?, F et G sont représentés par :

nt . L
F(z,y) = z TR u'viw® f(A'BICH),
i+j+k=n g
n!
G(:E,y) = Z ; 1k! u ’0 wl g(D BJCk)>
i+ith=n "7

ol u,v,w (resp. uj,v;,w;) sont les coordonnées barycentriques de (z,y) par
rapport au triangle [A, B, C] (resp. [D, B, C]).

Remarque : Le point (z,y) appartient & la droite (BC) si et seulement si
u = 0 (ou u; = 0), auquel cas v; = v, w; = w sont les coordonées barycentriques
de (z,y) par rapport a B, C.

(z,y)€[BC]l © u1=0,v=v 20, wy=w > 0. =

2. 2. 1. Raccordement G° entre F et G le long de I’aréte [BC]

Supposons que (z,y) € (BC). Alors B, ji(z,y) = 0 sauf si 7 = 0. Par
conséquent

nl oL _
Bo,jk(z,y) = ﬁv’w ,Vitk=n
= Citi(1—t)*7, avect =vet j=0,...,n

= B7(t) polyndme de Bernstein & une variable.
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Donc, pour (z,y) € (BC) :

F(z,y) = )_ Bj(t) f(B'C™™) = F(),

n

G(z,y) = > Brt)g(BIC™™) = G(t).

§=0

F(t) et G(t) sont des fonctions polynomiales de degré n, & valeurs dans R, dont
les points de Bézier sont respectivement f(B'C™~7) et g(B'C™™7).
En particulier :

F(z,y) = G(z,y), V(z,y) €[BC] & F(t) = G(t), Vte[0,1].
Un raccordement G° entre F et G le long de ’aréte [BC] est donc exprimé par :
f(BIC™) = ¢(B'C™™),V¥j=0,...,n (6.19)
2. 2. 2. Raccordement G! entre F et G le long de I’aréte [BC]
Supposons que F(m) = G(m) Vm = (z,y) € [BC]. On déduit :
G (m;BC) = F (m;BC), Vm e [BC), (6.20)

et
G'(m; BC,BC) = F (m;BC,BC), Vm e |[BC]. (6.21)

En appliquant le systéme (6.17) & F et G le long de Paréte [BC], avec

on obtient : - .
G (m; BD) F'(m; BA)
= Bj(m) . (6.22)
G'(m; BC) F'(m; BC)

Or d’apres la relation (6.20), la matrice Bi;(m) est nécessairement de la forme :

a*(m) B*(m)
0 1
ol a* et B* sont des fonctions arbitraires dépendants de m. D’ou
a*(m)® 2a%(m) B*(m) B*(m)’
Bifim) = | o a*(m)  B*(m) | . (6.24)

0 0 1
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2. 2. 3. Raccordement G? entre F et G le long de P’aréte [BC]
Supposons que F et G se raccordent G! le long de [BC], on a donc :

G (m; BD) = a*(m) F (m; BA) + 8*(m) F (m; BC), Vm € [BC].

En prenant la dérivée directionnelle dans la direction BC des deux membres de
cette équation, on obtient :

G"(m; BD,BC) = a* (m; BC) F' (m; BA) + B* (m; BC) F (m; BO)

+ o*(m)F (m; BA,BC) + B*(m)F"(m; BC,BC).

D’apres la relation (6.21), on en déduit que la matrice Bj;(m) s’écrit :

7*(m) §*(m)
Bl(m) = |a*(m;BC) B*(m;BC)|, (6.25)
0 0

ou v* et 6* sont des fonctions arbitraires dépendant de m.
Finalement, nous introduisons la paramétrisation de ’aréte [BC) définie par :

mé€[BC] & m=m(t):=(1-¢t)B + tC, vVt e [0,1].
Posons

a(t) := a*(m) , B(t) := B*(m) , 1(t) :=7*(m) , 6(¢) := 6*(m).

Proposition 6.3 F et G se raccordent G? le long de l’aréte commune [BC)
st et seulement si Vm € [BC] :

(1) G(m) = F(m),
(2) G'(m;BD) = oft)F (m; BA) + B(t)F (m; BO),

(3) G"(m;BD,BD) = &®(t) F" (m;BA,BA) + 2a(t) 8(t) F (m; BA, BC)
+ B%(t) F'(m; BC, BC) + 7(t) F (m; BA)
+ §(t) F'(m; BC),

ot a, B,7,6 sont des fonctions arbitraires.
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3. REPRESENTATION POLAIRE D’UN RACCORDEMENT
G? SIMPLIFIE

Supposons
deg(F) = deg(G) = n,
et (6.26)
a, B sont des fonctions constantes et , v = 6 = 0.
o Soient f et g les floraisons de F' et G définies par :
T (627
G(z,y) = Z HRP] uiviwf g(D'BICH).
i+j+k=n V'

Nous allons exprimer la proposition (6.3) en termes de floraison grace & la relation
entre dérivée et floraison rappelée dans la premiére section.
e L’équation (1) de la proposition (6.3) est équivalente &

9(613625--'7611) = f(§1’€2?°"’§n)7 Vé;E{B,C},

soit
g(BiC*) = f(B'CY), Vi k: j+k=n. (6.28)

e L’équation (2) de la proposition (6.3) est équivalente a
¢M(m,...,m, BD) = a fl(m,...,m, BA) + 8 f(m,...,m, BC), Vm € [BC)].
Soit V¢; € {B,C}:

g€, ... €n1, BD) = a fl(¢y,... bnmy, BA) + B fH(&,. .. s, BC), .

g(ﬁla”-’En—hD)_g(gla-“a&n-—l’B) =« [f(ﬁlv"°’§n—1aA)_f(£17'°-,‘fn—l’B)]

+ ﬂ[f(&l"")fn—l’c) - f(é'l’---’gn-—laB)]a V{z € {B,C}
Par conséquent, pour j +k=n—1:

g(DBIC*) — g(BI1CF) = a[f(ABIC*) — f(BIT'CH)]

+BLsBIC) - pation]. O
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e L’équation (3) de la proposition (6.3) est équivalente &

g[2](m, ...,m, BD, B-b) = o? f[2](m, ce.,m, B-;4:;‘4B_:A)+2a B f[zl(m, ...,m, BA, B_C')
+ g2 fBA(m,...,m, BC,BC), Vm € [BC).

Soit V¢; € {B,C}:
gP(éy,... ,€ncs, BD,BD) = o® flA(¢,...,En s, BA, BA)
+ 2a B fA(&,... €2, BA, BC)
+ /82 f[2](§1, ey €n—2, B_Ca B—b)

g(fls"'aﬁn—%DaD) - 29(61,---,£n—2,D,B) + g(éla“')ﬁn—ZaB)B) =

=012 [f({l,---,{n—-%AaA) - zf(gla-"agn—-ZaAvB) + f(§17--'7£n—27B’B)]
+2O‘IB [f(§17"',€n—2aA7C) - f(é.l""aé.n—ZaA,B) - f('ﬁl,---,{n—Z,B,C)
+ f(éla"'aé.n—%BvB)] +ﬂ2 [f(ﬁla"'vgn—%cac) - 2f(€13"'7€n—2,B3C)

+ f(é1,- - €n2,B,B)|, V& € {B,C}).
Par conséquent, pour j+k=n—2:

g(D?* B C¥) — 29(D BT C*) + ¢g(B*2CF) =
o? | f(42 BICY) — 2f(ABH1CF) + f(BI*? C¥)]

+ 2ap [f(ABj Ck+1) — f(A Bit! Ck) _ f(Bj'H Ck+1) + f(BH'z Ck)]
+ 87 [ f(BI CH¥) — 2f(BI CHY) 4 f(BIFCH].
(6.30)

Exemple ot n = 3 : Les équations (6.28), (6.29) et (6.30) donnent :
9(B,B,B) = f(B,B,B),
9(B,B,C) = f(B,B,C),
9(B,C,C) = f(B,C,0),
9(C,C,C) = f(C,C,C),
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(D, B,B) - o(B, B, B) = a| f(4,5,5) - {(B,B,B)| + 5[ f(B,B,C) - (B,B,B)),
¢(D, B,C) - 4(B, B,C) = a| f(4, B,C) - f(B, B,C)| + B[ (B,C,C) - £(B,B,0)
¢(D,C,C) — ¢(B,C,C) = a| f(4,C,C) - f(B,C,C)| + B[ £(C,C, C) - f(B,C,0)],

?

f(A,B,B)

f(A,A,B)

f(AAA)

B

D £g(C,C,C)

C

FIGURE.2. Représentation polaire et raccordement G' entre F et G.

(DD B) — 2¢(DBB) + ¢(BBB) = a? [f(AAB) _ 2f(ABB) + f(BBB)]
+ Zaﬂ[f(ABC) _ f(ABB) - f(BBC) + f(B;BB)]
+ 87 [f(BCC) - 2/(BBC) + (BBB)|,

g(DDC) — 29(DBC) + ¢(BBC) =o® | f(AAC) - 2f(ABC) + f(BBC)]
+ 2aﬂ[f(ACC) — f(ABC) — f(BCC) + f(BBC)]
+ B[ f(CCC) - 2f(BCC) + f(BBO)).
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FIGURE.3. Raccordement G? entre deux polynémes de
degré 3, avec a = —1.0 et § =1.0.
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FIGURE.4. A gauche : o = —0.8,8 =0.8.
Adroite : a0 =-12,=12.
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FIGURE.5. A gauche : a = -1.0,83=15.
A droite : a=-1.0, =0.5.
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4. INTERPOLATION PROGRESSIVE CUBIQUE

e On suppose que F(A), F(B), F(C) et G(D) sont des données et que F a
déja été calculé, c’est & dire que les points f(A® B C¥) ont été calculés.

On veut déterminer G en assurant d’une part la continuité G* le long de ’aréte
commune, et d’autre part la stabilité. Si G est obtenue, on passe au triangle
suivant, etc, ... On obtient ainsi un schéma progressif stable.

e On prendra des polyndémes de degré 3 pour F' et G; par conséquent le
raccordement G2 nous permet de déterminer complétement G en fonction de F.
On obtient alors des relations entre g(D? B C*) et f(A'BIC*) ,i+j+k=3
que 'on peut mettre sous la forme

X1 = A X1 4+ b

e On a besoin alors d’une numérotation sur les points de Bézier f(4* B C¥)
et de montrer que la stabilité ne dépend pas de la numérotation choisie .

4. 1. Numérotation des points définissant la progression

E(B)

+1

G(D)

F(A)

F(C)
FIGURE.6. Numérotation gauche des points de Bézier .

D’apres les relations (6.28),(6.29) et (6.30), le raccordement géométrique G*
simplifié nous donne :

¢ I+1 __ T
C3 = €,
I+1 _ I
Ce = Cy,

I — F(B) = a(c — F(B)) + 8(c! — F(B)),
it — gt = alef —cf) + B(c] — ¢f),

et —cl*t = a (el ~ ef) + B (F(C) - ),
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r I 2t L F(B) = of [cé — 2 + F(B)} + B2 [cg — 2 4+ F(B)]

+2ap -ci —d -+ F(B)],

{ gt — 2citt 4 I = o2 [c% -2+ c{] + B2 [F(C’) — 2t + c{]
\ +2aﬂLc§—c£—c£+c‘1’].
Si on note
X = (c{,c%,...,c%)T. (6.31)
Le passage de F' & G est défini par la relation matricielle suivante :
X1 = A X1 + A, (6.32)
ou i ;
B 0 a 0 0 0 O
28y B® 2ay 2a8 0 af O
1 0 0 0 0 0 O
A = v B 0 a 0 0 0|,
42 28y 0 2ay 2a8 0 o
0 1 0 0 0 0 O
0 ~y 0 0 o 0 O
et - i ) -
v F(B)
v F(B) =
0
A = 0 , Yy=1—a-p
#? F(C)
0
BF(C)
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Le schéma est stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont &
Pintérieur du cercle unité. Ces valeurs sont racines du polynéme

det(A — AI) = —(A+a)(AM®=Br—a) (A% —2aBr—-a®) (A% — (8% +2a) A +a?).

Posons

o = —-a , a*>0 , B>0.
Les racines de det(A — AI) = 0 sont de module inférieur 3 1 si et seulement si
les racines de chacun des facteurs sont de module inférieur a 1, i.e.,
A4+ ao* =0, (1)
A2~ BA+a* =0, (2)
A2 4 20X+ a* =0, (3)
AP - (B2 = 2a*)A + o =0 (4)
soit
1) & |o*| <1 &0 < o <1, 1)
(2) & |8] < 1+a* & 0< B <1+at (2)
(3) & |2a*8| < 1+ a* & 0< 8< }%, (3)

(4) & |2 —20*| < 1+ a*.
L’inégalité provenant de (4) est automatiquement satisfaite si (1), (2) et (3) sont
vérifiées.
Théoréme 6.4 L’algorithme d’interpolation progressive paramétrique G?

décrit par la relation (6.92) est stable si et seulement si les paramétres o* et
B se trouvent dans le domaine hachuré de la figure 7,

FIGURE.7. Domaine de stabilité.

c’est-g-dire le domaine délimité par (1), (2') et (3).
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4. 2. Remarques sur la numérotation

e La numérotation (N,), donnée dans la figure 6, suppose que ’on progresse
autour du sommet B, c’est 3 dire qu’a 1’étape I, I’aréte [BC] nous sert pour
passer d’un triangle 4 un autre (aréte de front),

C
FIGURE.8. Progression & gauche (N,).

et & étape (I + 1), c’est 'aréte [BD] qui deviendra P’aréte de front. On dit alors
qu’on a progressé & gauche de [BC]. Pour cela, on a reporté les mémes numéros
de l’aréte [BC] sur l’aréte [BD] afin que les points jouent le méme réle & chaque
itération.

o Il est clair que la numérotation (N,) est arbitraire, c’est & dire si on prend
n’importe quelle numérotation (/N), nous obtenons le méme résultat (le schéma
restera stable). En effet

Soit P, une permutation sur les vecteurs d’itérations X (i.e., on fait la méme
permutation sur X1 et Xr4q) .

P(X1) = X7 s Pr(X141) = X;+1-
Donc, il existe une matrice P telle que
P.X; = X et P.Xrp1 = Xpy,y.
Par conséquent

XI+1 = A.X]’+A =4 P.X[+1 = PA.XI+PA

& X, =P.APLXf+PA

Les valeurs propres de la nouvelle matrice sont exactement celles de la matrice

A. En effet
det(P.A.P™' — AI) = det(P.A.P~! — AP.P™Y)
= det[(P.4 - AP). P
= det(P.4 — AP). det(P™1)
= det(P). det(4 — XI). det(P1)
= det(4 — AI).
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e Mais rien ne nous empéche de progresser & droite de [BC] . L’aréte [CD]

sera ’aréte de front et on dit que l'on a progressé a droite de [BC] .
B

D

c
FIGURE.Q. Progression & droite (Ny).

Il faut donc montrer la stabilité dans cette situation. Cette progression correspond
a la numérotation (N4) suivante ’

F(B)

G(D)

F(A)

F(O)
FIGURE.10. Numérotation droite des points de Bézier.

Les conditions G? donnent alors

( I+1 I
Ce = Cg,
I+1 _ I
C3 = (1

) *1 — F(B) = @(cl - F(B)) + B (ck - F(B)),
¢ — )+ B(d - ),

a(cf
™t -t = @(ef - of) + B(F(O) — o),
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' It — 2t 4 F(B) = &* [c%
+2a8|
It 9t 4 IV = G2 [cé
\ +2af

-2 + F(B)] + B [c{ - 2d + F(B)]
o + F(B)|,

2¢] + cg] + B? [F(C) — 2 + cg]

I I
LC4 — C5 —

I—
4

[T

c3 — c{-}-cé].

Le passage de F' & G est défini par la relation matricielle suivante :

X = A X1 + A, (6.33)
ou
% 0 & 0 0 0 07
287 F* 2aB 2ay 0 @& o0
1 0 0 o0 0 0 0
A=|8 5% o @& o0 0 0],
B2 287 0 2af 2ay 0 @&
o 1 0 0 0 0 O
Lo B 0 0 & 0 0]
et .
BF(C) |
B*F(C)
0
A = 0 , ¥=1-—a-4.
¥* F(B)
0
| 7 F(B)
Si on note _ L
A= Ala,B) , A:= A@GB),
alors
A@B) = A@,1-a-p) (6.34)
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La progression est stable si et seulement si
p(A) < 1 & p(A@,1-a-58) < 1. (6.35)

La condition (6.35) est équivalente a :

1+a*
0<a*<1,0<ﬂ<1+a*,ﬂ<—j—a—-,
2a*
soit : 0 5* (1 4 &* . 3
R o
ona* = —-a > 0.

p oou o

0.2 3! 5 i ;,8 .

FIGURE.11. A gauche : domaine de stabilité pour N4. A droite : domaine de stabilité
pour N, et Ny simultanément.

e On peut faire la méme remarque sur la numérotation (Vy) : elle est arbitraire.

Deux remarques :
¢ Pour que ’algorithme soit indépendant des numérotations, il suffit alors de
prendre les parametres de forme dans le domaine défini par l'intersection des
deux domaines obtenus respectivement pour Ny et Ny (voir figure 11 & droite).

V5

e On a bien mentioné la valeur ———— sur le domaine de stabilité, car_cette

valeur a été déja trouvée dans le cas unidimentionel. En effet, si § = 0, le
raccordement G? effectué devient tout simplement :

G(m) = F(m),
Gl(m;B-b) = aF'(m;B_}l) = —aF,(m; AB),
G'(m;BD,BD) = o®F (m;BA,BA) = o®F (m;AB, AB).

Soit my fixé appartenant & 1'aréte [BC). Considérons l’aréte paralléle & BD issue
du point my et soit g(¢) la restriction de G a cette aréte. On a facilement

qI(O) = Gl(mo; Bb)
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De méme considérons ’aréte parallele a AB issue du point mg et soit p(t) la
restriction de F' A cette aréte. Alors on a : :

p(1) = F (mo; AB).
Par conséquent, le raccordement G! s’écrit :

¢(0) = ()P (1).

Par un calcul similaire, on montre que le raccordement G? s’écrit :

g (0) = o?p (1).

Comme conclusion, dans le cas particulier ot = 0, le raccordement G? devient
tout simplement un raccordement G* unidimentionel étudié dans le chapitre 2,
avec

ﬂ1=—a=a* ’ B2 = 0,

3—\/5.

dont on savait que la condition de stabilité était 0 < f; < 5

4. 3. Le raccordement G? n’est pas nécessaire

Le raccordement G2 utilisé dans la progression sert & calculer les points de
contrdle qu’on ne peut pas atteindre avec un raccordement G, & savoir cg"'l
et c5+1 On se pose alors la question si on peut calculer ces deux points d’une
autre maniére tout en respectant la stabilité de I’algorithme. Cette question peut
paraitre inutile & cette étape de 1’algorithme, mais on va donner une réponse
parce que, vues les difficultés reliées & la stabilité numérique qu’on rencontrera
dans la suite, on aura recours a d’autres techniques. Nous donnons dans cette

partie deux nouvelles méthodes pour le calcul de ces points.

4. 3. 1. Par minimisation locale

Le raccordement G? effectué donne les valeurs de c§+1 et ¢ comme combi-

naison des autres points déja calculés grace au raccordement G 1 et aux conditions
d’interpolation. D’autres combinaisons différentes peuvent étre trouvées & condi-
tion de s’assurer de la stabilité. L’une de ces combinaisons est obtenue avec la
condition suivante : =

min // [ ZZC;’ 2(58;%)2 + (%—i}g)z}dudv, (6.36)

ot T, représente le triangle standard de sommets (0,0), (0,1) et (1,0). Ceci
revient & minimiser ’énergie par rapport & un triangle de référence T, et non pas
par rapport au triangle d’origine [DBC]. Aprés un calcul direct, on trouve :

I+1

5 4 4 2 2 3 13

o = gal - gatt B sty — g0+ 56D
3 10 2 2 4 1

= S _ 3o Doy S S 2 R(C) + - G(D).

701 A 7 76—77
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La condition de stabilité est alors donnée par les racines du polyndéme suivant :
M(A? —a - AB)(35)% — 23 a — 120® — 228 — 6af) =
Le terme A\* (A% — & — ) B) est relatif au raccordement G, et donne :
-l<a<0 , 0 < B <1-a (6.37)

Avec cette condition, le terme (35A%2 — 23 a — 1202 — 28 — 6aB) qui est
relatif au critére de minimisation a automatiquement ses racines a 'intérieur du
cercle unité.

Remarque : On a la méme remarque sur la numérotation : Remplacer 8 par
1 — a — B si on choisit la numérotation Ny .

4. 3. 2. En utilisant les splines unidimentionnelles

Une deuxiéme facon de calculer les points cI *1 et cI *1 est la suivante : On va

imposer que les restrictions de G aux arétes [BD] et [CD] soient des courbes A-

splines (voir chapitre 2), ¢’est-a-dire, des polyndmes de degré 3 dont les coefficients

sont reliés entre eux par une relation simple. Par conséquent, le point c2+1 (resp.
ci*1) est obtenu par une combinaison liant les points de contréle de la courbe

définie sur P’aréte [BD)] (resp. [CD}).

La restriction de G aux arétes [BD] est donnée par :

t2(1 + klt)) t2(1 + kqt)

Gliom(t) = F(B) + (t - 1+k1 e (¢(D)-F(B)). (638)

En revenant 3 la base de Bernstein, on obtient :

) =3(c.1r+1"F(B))7
1
I+4+1 I+1 I+1 -
it = ¥4 (¥ = F(B) + g (G(D) - F(B)).
On fait de méme sur aréte [C'D]; on aura :
k 1 -
41 _ T4l 2_ (I _
= el 4 (WP - F(C)) + g (GD) - F(O)),

ot ky, ky € ]—g,o[.

La condition de stabilité est donnée par les racines de 1’équation suivante :
NA-a)(A —a -2\ - aK,y) =

ou
14+ 2k

K2=1+k2.
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Soit

)
o
N
3|8
T+
™ |-
. |
S
m o« Vv
ARV
Nal .I.<
a 4t
<_n_wa_
o —la |
~|&
Ty
i o
o vV \Y
\Y 3 3
3 v \Y%
V == —ia
— [ [
@B @
| ——

it la numérotation Ny, il faut remplacer 8 par 1 —a — 8

1S,

Si on cho

et permuter k; et k;

Remarque

par raccordement

.

FIGURE.12. Un exemple sur deux triangles, de calcul des points c£+1 et cé“"l
par trois techniques différentes. De haut en bas

tion locale.

misa

G?, par les splines unidimentionnelles et par m
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4. 4. Situation nécessitant un traitement particulier

L’algorithme, présenté ci-dessus, consiste & calculer le polynéme défini sur
le triangle Tr4; en fonction du polynéme défini sur T par un raccordement G2
spécial. En partant du triangle T}, , on construit le polynéme sur le triangle 77, 41,
etc ... Mais on se heurte & la situation particuliére suivante

FIGURE.13. Connaissant Fy, et F'j,, comment construire le morceau
défini sur le triangle hachuré ?

ou on ne peut plus calculer le polynéme défini sur le triangle hachuré par ce
procédé car on risque de perdre la continuité avec le morceau Iy. On propose
alors de remplir ces régions en utilisant le traitement particulier suivant :

On divise le triangle en trois sous-triangles, sur chaque sous triangle, on définit
un polynéme de degré 3, et on demandera un raccordement G le long des deux
arétes de front et le long des trois arétes créées a I'intérieur du triangle.

FIGURE.14. Réponse a la situation de la figure 13 .

On suppose que Fj, et Fj, sont connus, et on veut déterminer les morceaux
F11 N FJ1 et FKl-
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Pour simplifier les notations, on va poser

(e} = c£°, Ek=1,...,7,
ﬁ fr = ¢, E=1,...,1, (6.40)
Lgx == K g1 12

¢ Raccordement G! entre Fj, et Fj autour de C :

g1 = a1fs+ B fr + (1 — an — B1) Fr(B), (1)
ge = a1fa+ Pifa+ (1 — a1 — B1) f1, (2)
gs = a1 fs + L Fr,(C) + (1 — a1 — B1) fa. (3)

¢ Raccordement G! entre Fj, et Fi, autour de C :

gr = azgs + Bage + (1 — az — B2) g3, (4)
g6 = azgu + B2gs + (1 — a2 — B2) g2, (5)
gs = asgio + B2 Fp(C) + (1 — a2 — B2) fa. (6)

e Raccordement G! entre Fj, et F;, autour de E :

gs = azes + PBzer + (1 — az — B3) Fr,(E), (7)
g4 ases + Baez + (1 — ag — B3)es, (8)
g1 = azes + B3 Fp(B) + (1 — a3 — B3)es. (9)

I

e Raccordement G! entre Fj, et Fk, autour de E :

go = as Fr,(E) + Bagiz + (1 — as — B4)en, (10)
gs = a4g9+ﬂ4911+(1—014-,34)g4, (11)
gr = asgs + Bage + (1 — o — B4)9g3- (12)

¢ Raccordement G! entre F; et Fr, autour de B :

g1 = asey + Bs fr + (1 — as — Bs5) Fy,(B), (13)
g3 asgs + Bsg2 + (1 — as — Bs) g1, (14)
gr = asgs + Bsge + (1 — as — Bs)gs. (15)
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4. 4. 1. Résolution du systéme et conditions de compatibilité

Des équations (1), (2) et (3), on tire :

o =aifs+ bifi + (1 — a1 = B1)Fy(B),
g2 = a1 fa+Bifa+ (1 — oy — B1) fr,

95 = a1 fs + b1 Fp(C) + (1 — ax — B1) fo-

Des équations (6), (7) et (8), on obtient :

gio = aiz [95 — B2 F5(C) — (1 — az — ﬂz)fz],

go = azes + fzer + (1 — az — Bs) Fr,(E),

gs = agzeqs + Pzez + (1 — az — Ps)es.

Des équations (10) et (14), on déduit :

g1z = % [99 —as F(E) = (1 — a4 — ﬂ4)61],

gs = asgs + 0592 + (1 — as — Bs) g1.

Des équations (9), (13), on obtient :

q. = 1912 Fj,(B) — €] Gy = les — €2, g1 — ea]
3 = ’ - ’
65—62,F]0(B)—62| |65——62,FJ0(B)—62|
o — 91 — F5,(B), f1 — Fy,(B)| 8, = les — F1(B), 91 — F1,(B)|
5 — ) - ’
e2_FJo(B)af1"‘FJo(B)| |e2"‘FJo(B)7f1_FJo(B)|




4. Interpolation progressive stable 179
ou plus explicitement :

ral — |e2—FJo(B).’ fi— FJo(B)|a

lf3_FJo(B)7 fi— FJO(B)I
4
l62 - FJO(B)a fa— FJO(B)I
B = Bs — as,

\ |f3_FJo(B),f1_FJo(B)|

et
’a3 _ |fs = Fz(B), ea — Fs,(B)) |f1 = Fy,(B), e2 = Fy(B)| 8
= 1

‘65 - €z, €2 — FJO(B)|

|les — €2, e2 — Fy,(B)|

|65_62vf3_FJo(B)l |85_623f1"FJo(B)|
Bs =1-— oy — B1.
{ |65—62,62—FJO(B)| les — ez, e2 — Fy,(B)|
Les relations (4), (12) et (15) sont compatibles si on a
@y = a4 = a5, P2 = Py = P

Des équations (5), (11) et (15), on tire

gs = agg11 + B295 + (1 — as — B2) g,
gs = asge + Bagin + (1 — as — B4) g4,

gr = asgs + Bs96 + (1 — as — PBs) gs.

Les points g¢ , gs , g7 sont connus si et seulement si la valeur de g;; est déterminée.
4. 4. 2. Premiére approche pour le calcul de ¢y,

Soit P(u,v) un polynéme de degré 3 défini sur un triangle T'. Si on note

pIP = // azp 2(6—213—)2+(Q-2-]—3)2]dudv,

6u2 Oulv Ov?
alors on peut approximer la valeur de g;; en minimisant la quantité

min (D}Fh + DIF, + Df’FKl), (6.41)
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ou T est le triangle standard de sommets (0,0), (1,0) et (0,1). Un calcul direct
nous donne :

T2
ginn = ——

(6.42)

~

ou

r1 = 6(12 — 8as + 902 + 685 — YasfBs — 6aifs + 1082 — 12a582 + 24a252),

Ty = UOFJO(C) + ulFJo(B) + U2F[°(E) + ugey + uges +usfy + u6f2 + u7g1
+ uggz + uggs + Ui094 + U1195 + U299 + U13G10 + U14G12,

et
(ug = — 6+ 6asfs,
uy = 3as + 6asfs,
ug = — 124 9a5 — 1285 + 12a505s,
uz = — 3fs + 6asPs,
ug = 60s,
us = 6as + 18as0s,
ue = 3as + 18a50s,
u7 = — 3as — 685 — 12as5ps,
) us = —24+60as — 540 + 305 — 840505 + 27afs + 362 + 117as 47
— 120363 + 188% — 120532,
ug = —6—3as+9al — 2785 + 8lasfBs — T2aiPs + 1862 — T2asp2,
uro = 18 — 39as + 12a2 + 9a3 + 6085 — 105a585 + 135a28s — 720335
— 60087 + 54a5 82 — 120252,
Uy = — 24 — 9as — 3085 + 42585 — 2162 — 2Tas B2 — 1868 + T2as543,
uje = — 18 + 2las — 21af — 9ad — 3085 + 60asBs — 54a2Ps + 7208 Bs..
u13 = 18 — 6as + 6135,
{ U1 = — 18 4 6as — 385 + 6aesfs.

Remarque :
14
U

T
=0 1
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4. 4. 3. Stabilité d’un tel traitement

Dans le paragraphe (4.4.1), nous avons donné des conditions nécessaires et
suffisantes pour que le passage d’un triangle & son voisin par aréte s’effectue
d’une maniére stable. Malheureusement, ce résultat ne peut pas étre appliqué
dans la situation actuelle (figure 14) car le passage du triangle Jy au triangle K
(triangle qui va servir pour la prochaine itération) est particulier. Le morceau
F, défini sur le triangle K;, est exprimé en fonction des morceaux définis sur I,
et Jo, i.e., Xk, est exprimé en fonction de X, et X, par la relation matricielle
suivante :

© g12 W r 0 0 0 0 0 0 07 11
gio 0 ¢ 0 0 ¢ 0O f2
g9 0 0 0 0 0 0 O f3
Xk, =} gu | = |a @ ¢ ¢ g 0 0] .| fa
gs 0 qs 0 0 qdo 0 0 f5
gs g0 qu Q12 13 qua 0 O fe
L g6 Lois 16 @17 s @9 0 01 L fr
By,
At 0 12 0 0 0 07 [ e1 ] " V1 ]
0 0 0 0 6 0 O €2 Vg
ts 0 t, 0 0 0 O €3 V3
+ t5 ts t7 ts 0 0 O €4 + V4 )
0 0 0 0 00 0 €5 Vs
tg t10 t11 t12 0 0 0 €6 v?
Ltz tia 15 tig 0 0 0J L e7 | L v7
N -~ _ . ,
ou By, vi
q1 = —(7—71)/05,
q2 = 011/0157

gs = 3(—2as + asfy — 6asPBs + 28185 + 4asfiBs + 2817 + asBfry — 3aiBry
+ 98185y — 2Tas 1857 + 240251857y — 681857 + 24asB1 827 + 8y1 — 20asm:
+18a27y1 + Bsv1 + 29058571 — 12028571 + 88271 — 66as82y1 + 48aBima

~ 12831 + 48a58371)/m1,
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qa

qs

q7

gs

q9
q10

q11

q12

q13

qd14

q15

qie

Chapitre 6. Contact géométrique et interpolation

= 3(—a? + 8aspBi — 2002 + 18aiB: — 6a2Bs + asP1Bs + 290261 8s
— 12033185 + 8as P18 — 66alp: B2 + 48adB1 B2 — 12056183 + 48a2p, B2
+ 67 — 2as5y + 2857 — 671 + 100571 + Bagm1 — 28571 + 1005 Bsv1 — 1402 B5m
+ Tasfivi + 902 Biv1 + 6asBivi — 24akBiv)/asry,

= 3ai(as + 285 + 4asfs + 27 + asy — 3ady + 9Bsy — 2Tasfsy + 24aiBsy

— 6657 + 24asB37) /r1,

= 3a;(8 — 20as + 18aZ + Bs + 29asfBs — 120285 + 862 — 66as 82 + 48a232
— 1263 + 48as3) /r1,

= —3a1(6 — 10as — 3a? + 285 — 10asPBs + 14a2Bs — Tasf2 — 9aZp? ~ 6asF2
+ 24a3f5)/ asr1,

=71,

= aj,

= 3f5(—2as + asf — 6asPs + 2185 + 454185 + 2817 + asP1y — 3aifiy
+ 96185y — 2TasP1Bsy + 24a5B1Bsy — 65185 + 24058182 + 871
— 20asy1 + 1871 + Bsv1 + 29asBs71 — 1202 B571 + 8B%v1 — 66058271
+48aifiv1 — 1283m1 + 48asB83m)/r1,

= 3fs(—aj + 8aspi — 20a3f1 + 18381 — 6a:3Bs + asP10s + 29021 s
— 1203185 + 8asB182 — 660l 82 + 48ai B 82 — 12056182 + 48a2p, B2
+ 67 — 2a57 + 2857 — 671 + 10as71 + 3ady1 — 28571 + 10asBsy1 — 14adfsm
+ Tas B2y + 9aiB3m1 + 6asBi71 — 24alBiv1)/asry,

= 3a1f5(as + 2Bs + 4asfs + 27 + asy — 3afy + 985y — 2Tasfsy + 24aiBsy
— 8837 + 24asf3y) /1,

= 30 85(8 — 2005 + 1802 + 5 + 290585 — 12285 + 862 — 66582 + 480282
— 1282 + 48as83)/r1,

= — 3a185(6 — 1005 — 32 + 205 — 10as8s + 14a2Bs — Tasfi — 9aBE — 6asfe
+24a26%) /asry, =

= 3(—2a + aifi — 6aBs + 2056105 + 4aif1 s + 2asB1y + alfry — 3aipy
+ 9asf1 Bsy — 2703 B1Bsy + 24a3 8185y — 6as 1 B2y + 24ak B By + Basmy
— 20ady1 + 180y + asBsy1 + 2902571 — 1203571 + 8asBiy1 — 66aZBEy:
+48aB2y; — 120583y, + 48026371 + 24vy; — 16asy71 + 18a2yy, + 1285711
— 18asBsym1 — 12a8fs7y1 + 2085ym — 24asfiym + 48a2Biyy)/m1,

= 3(—a? + 8aspB: — 200261 + 18aipy — 6a2fBs + aspiBs + 2901 8s — 12a3 165
+ 8as 3187 — 660281 8% + 480318 — 12a531 83 + 4802183 + 67 — 2a57
+ 24817 — 16asB1y + 18021y + 2857 + 1261857 — 1851 By — 120281 85y
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+ 208182y — 245 B2y + 48aiB1 BEy — 671+ 10asv1 + 3ady: + 2285m
— 6asBsm1 + 4adBsy1 + 128271 — 1lasBiys — 3alBevs +2083v1 — 18as8im
+24a2B5m1)/r1s

q17 = 3ajas(as + 28s + 4asfs + 27 + asy — 3ady + 985y — 2TasBsy + 240l By
— 6637 + 24asf57)/r1,

g1s = 30:1(8as — 2002 + 18a? + asfs + 290285 — 120385 + 8as B3 — 66aZ 32
+ 480342 — 12a5B3 + 480283 + 24y — 1605y + 18aly + 12857 — 18asfsy
~ 1202857 + 2082y — 24as B2y + 48a3B5y)/r1,

q1e = 3a1(—6 + 10as + 3a? + 2285 — 6asfBs + 40285 + 1282 — 11as52 — 3a2p2
+ 2065 — 18asf; + 240585) /1,

t1 = (B3 —7)/Bss

ts = as/Ps,

t3 = ﬂ3a

t4 = 3,

ts = —3(—60; + 2a58; — 78365 + Yas5385 — TatBsBs — 3a3B30s — P2 + 20532

— 108382 + 20058382 — 18a2B3 2 + 24adB: B2 + 67 — 2asy + Bsy — 2as58s7
+ 68573 — 15058573 + 3a2B57s + 6a3Bsvs + 20857 — 4dasfiys + 723857
— 48a3B82ys — 2083ys + 240583 vs — 48 B3vs) [ Bsry,

te = 3(—6Bs + 15asf8s — 3aZfs — 6a3Bs — 285 — 2083Bs + 44asfsfs — T2a% 35
+ 480} B30 + 208382 — 24as B3 B2 + 48aiBsE)/ 1,

tr = —3a3(—6+ 2as — 785 + 9asfs — Talfs — 3aifs — 1087 + 20asA% — 18026
+ 24032)/ BsT1,

ts = 3a3(—6 + 15a5 — 3a2 — 6ad — 208s + 44asfBs — 72025 + 4803 Bs + 20483
— 24a50% + 480282)/r1,

ty = 3(6fs + 22as83 — 160285 + 180383 + 7385 + 3asBsfs — 11ad B3 fs — 9adPafs
+ B% — 2a582 + 108383 — 603 B3 57 + 2403 B35 — 6y + 2057 — Bsy + 305 B5y
— 68573 + 1558573 — 3028573 — 6adBsys — 208273 + 4dasfivs — 12036573
+48a2p2ys + 2083ys — 24058375 + 483 BEvs + 24773 — 16as7Ys + 180577
+ 1285773 — 18asBsvys — 1202B577s + 2083 vys — 24asB377s + 4805 6577s)/1,
t10 = 3(—60sBs + 15as 8385 — 3a2B3fs — 6alPsBs — 282 — 208352 + 445 B33
— 7202832 + 48a3 B3Pt + 208383 — 2405835 + 48a2 B3 + 2465y
— 16asBsy + 18a2fsy + 12830857 — 18258385y — 1203 BsBsy + 208385y
— 24a5B362 + 4802 B3BEY) 1,
t11 = 3a3(6 + 22a5 — 1602 + 18ad + 785 + 3asBs — 11a?8s — 9adBs + 1052
— 60382 + 2403 p3) /1,
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t12 = 3a3(—68s + 15a508s — 3a2Ps — 6alfs — 2082 + 44asBZ — 720262 + 48042
+ 2083 — 24583 + 48a2B8 + 24~y — 16asy + 18aZy + 1285y — 18asfBs7
— 120257y + 2082y — 24as 82y + 48apB2v) /1,

t13 = — 3as(—683 + 2as8s — 7BsBs + YasPsfBs — TaiBsBs — 3aiPfsfs — B2 + 20502
— 108382 + 20as83 8% — 18a2B: B2 + 24alBsB7 + 67 — 2057y + By — 205857
+ 66573 — 15as8s7s + 3aZBsvs + 6aiBsys + 2082vs — 44asB2ys + T2a2B2ys
— 48038273 — 20833 + 24asBiys — 48a2B3v3)/ Bt

t1s = 3as(—68s + 15as50; — 3aiBs — 603 B3 — 285 — 2083Ps + 44asBaBs — T2ak B85
+ 4803835 + 2083 8% — 240:5P3 8% + 48alBsB2) /1,

t1s = — 3azas(—6 4+ 205 — 705 + asPs — Taifs — 3alBs — 1082 + 200562 — 18a2 32

+ 24aiB2)/Bsr1,
t16 = 3azas(—6 + 15a5 — 3a2 — 60l — 2085 + 440585 — 7202 P5 + 480285 + 2032
— 24a5P2 + 484262 /1,

vy = — Fr,(E)(as —13)/Ps,

ve = Fz,(C)(Br — Bs)/ s,

vz = FIO(E)’Ys,

va = Fr(B)(3(—as — 205085 + as71 + 28571 + 4asBs711 + 2y + asyys — 3aiym:
+ 9B5v71 — 2TasBsyv1 + 2402 Bsym — 68271 + 24as82v11))/r1)
+ F1,(E)((—3(6as — 202 — 48s + 4asBs — 2a2Bs — 462 + das B2 — 673 + 20573
— TBs7s + 9asBsys — Tak Bsys — 3adPsys — 108273 + 20a5B2vs — 18a2B2vs
+ 24a3B8243))/(Bsr1)) + F5,(C)(—=3(—2as + 661 — 10asB; — 3aiB; — 685 + 2as50s
+2a?Bs + 26185 — 10asB18s + 14a2p1Bs — 282 — Taspifz — 9alp: 52
— 6a5B1 85 + 240361 3))/ (asm1)),

vs = F7,(C)pBx,

ve = Fy(B)(3Bs(—as — 20585 + asy1 + 28571 + 4asBs71 + 2y + asyy1 — 3adym
+ 985771 — 2TasBsyv1 + 240 Bsym — 682y + 24asB2v71))/r1)
+ Fr,(E)(—((18as — 6a2 — 1285 + 12a585 — 6a28s — 1262 + 12a562 — 1873
+ 6as7s — 21857 + 27asBsvs — 21azBsvs — 9aiBsvs — 308573 + 60as 4373
— 54a2B2vs + 12aiB2vs — asyar1)/r1)) + Fi, (C)((—3Bs(—2as + 681 — 10as 5
— 3a2B; — 605 + 2a3505 + 20285 + 28185 — 100581 85 + 14aiB1 B5 — 262
- 7015ﬁ1ﬂ§ - 9a§ﬂ1ﬂ§ - 6015513? + 240‘%:315;))/(0‘57'1)),

vr = Fi,(B)((3as(—as — 2asBs + asy1 + 28571 + 4asBsv1 + 2971 + a5y — 3oiyn
+ 985771 — 2TasBsyy1 + 2408 Bsym — 682771 + 240582 y11)) /1)
+ F1,(E)((—3as(6as — 203 — 485 + 4asfs — 2a3Ps — 465 + 4asfs — 673 + 20573
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— TBs7y3 + 9asBsys — Ta2Bsys — 3aifsys — 108273 + 20as83vs — 18a3 27
+ 24026273))/(Bst1)) + Fi,(C)(—((—6a5 + 1881 — 30058, — a8y — 1885
+ 6505 + 6a2Bs + 68185 — 30asB1 B85 + 42036185 — 685 — 21asf1 B2

— 27026182 — 18058183 + 7202188 — B1Bsr1)/T1)),

ol on a noté
7i=1'—ai_ﬂii=1)3 ’ 7=1—a5—185-

La relation matricielle donnant Xk, est stable si et seulement si la matrice
B :=[Bj;, Bj,] d’ordre 14, est stable, ie., || B|l, < 1. Alors, on peut croire
que si cette condition est satisfaite, alors l'algorithme est stable car ’itération
suivante (voir figure 15) consiste & calculer le vecteur Xk, en fonction de Xk,
(i.e., passage du triangle Ky au triangle Kj).

FIGURE.15. Raccordement entre Fg, et Fy, .

Ce passage peut alors étre effectué avec une matrice A stable dépendant de
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nouveaux parametres ag et By qui vérifient le théoréme (6.4). Soit

[ 912 ] [ (1~ do — Bo) Fr(E) 7
910 (1 — a0 — Bo)? Fr,(E)
g9 0
Xk, = Alag,fo). | gu | + 0 : (6.43)
g5 83 Fs,(C)
gs 0
L g6 L Bo F5,(C) 'y
Ve
Finalement, la relation (6.43) peut s’ecrire sous la forme simplifiée suivante :
Xk, = Alao,fo). | Bay-Xuo + Bro- Xp + V1| + V2. (6.44)

Mais on constate numériquement (sur plusieurs exemples) que si les matrice A
et B sont stables, la relation (6.44) n’est pas forcement stable et des oscillations
apparaissent rapidement. Cela est sans doute lié & la progression qu’on a fixée
pour parcourir les triangles. En effet, on a choisi le parcours en bande sur une
triangulation rectangulaire, représenté par un exemple dans la figure suivante

o o o 0

[} 2 4 [

O

11 13

¢

1
b
e >
1%
17
Y ’f
p

8 B
B &

&

O

FIGURE.16. Triangulation rectangulaire et progression.

Exemple : La situation dans la figure 15, correspond par exemple &
Iy, =3 , Jo =9 , Ky, = 11.

Par conséquent, cette situation se reproduit régulierement lors du parcours dans
la figure 16.
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On remarque alors que le vecteur X, peut étre considéré comme donné aprés
) p

plusieurs itérations et prendre seulement le dernier vecteur qui a servi dans la

progression, en 'occurence X j,. Par conséquent, la relation (6.44) s’écrit :

Xk, = Alao,B0). By, - X5, + Ao, B0)- Br, - X1, + A(ao,Bo). V' + Vi-
T

Soit

Xk, = A(ao,Bo). By, - Xy, + T (6.45)

La relation (6.45) est donc stable si et seulement si
p(A(o,B0)-Byy ) < 1.

Lemme 6.5 La matrice A(ag,Bo). By, est stable si et seulement si ag et Bo
vérifient le systéme dinégalités suivant :

léo + bl < 1+& et & — &bl < 1-6, (6.46)
ot & = &i(wo,Bo) sont des fonctions de ag, By données par :
€2 = — 2P0z + B3(—q1 + 2¢2) + ao(—g6 — 2g7) + af(—gq11 — q10 + 247)

+ a0f0(2¢2 — 294 + 297 — 2q9),

&1 = 20B%(29204 — 0196 — 2q197) + a5 (—(912916) + 911919 + 291494 — 2¢11¢7)
+ ad(—(g139s) — 291494 + 91196 + q1996 + 291197 — q1847)
+ aoB3(—24294 + 29197 — 29298 + 2q195)
+ a3 Bo(201914 — 241192 + 291494 + 201094 — 291197 — 291697 — 291495 + 291199)
+ o} B3(2q1914 + 91919 — 201192 — Q1692 — 29294 + 29197 — 4q7qs + 44490)
+ a?Bo(—(q1913) — 201914 + 2¢1192 — q1892 + 2¢649),

Eo = aj(—(q1491894) + 91391994 + 91491696 — 91191996 — 91391647 + ¢1191897) _:
+ 03 B2(9189294 + 9191996 — 7169206 — 9191897 — 20139208 + 21413G5)
+ @2 B3(—292960s + 2419699) + 0§ Bo(—(91914918) + 91913919 — 91391692
+ 91191892 + 29149698 — 2¢13¢798 + 2139499 — 29119699)-

1l est difficile de trouver un domaine de stabilité simple & partir du lemme (6.5), &
cause de la complexité des formules. La possibilité d’un choix fixe des parametres
og , By ne convient pas, méme dans le cas ou ils appartiennent au domaine de
stabilité décrit dans le théoréme (6.4).

La figure 17 donne un exemple d’instabilité numérique, alors qu’on a vérifié que
les matrices A(ao, Bo) et B, sont stables.



188 Chapitre 6. Contact géométrique et interpolation

;‘V;":h._.‘-.
R
\ D25

FIGURE.17. Instabilité avec ag , fo dans la zone de stabilité du théoréme (6.4).
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Notre objectif, désormais, ne sera pas de renoncer aux idées développées dans ce
chapitre, mais de simplifier les conditions du lemme (6.5). Pour cela, nous allons
nous occuper dans un premier temps de la stabilité en utilisant une technique
déja signalée dans la section (4.3) de ce chapitre. Une fois la stabilité obtenue,
nous allons améliorer la qualité de la surface en remettant en cause le calcul du
point g;1 lors du remplissage des situations particuliéres.

4. 4. 4. Simplification de la matrice et stabilité

Le raccordement G? utilisé pour calculer les points c, Ko et Cs Ko (figure 15)
donne des combinaisons entre ces points et le reste des points de contrdle qui
définissent le polynéme F,. On est tente alors de trouver d’autres combinaisons
plus simples et donc de calculer cff,{ et c ° par une combinaison qui dépend d’un
nombre minimal de points de contréle.

On pourra, par exemple, demander que le point ¢, Ko (resp. Cs °) soit seulement
combinaison des points Fi,(E), cX° et Fy,(F) (resp. FJO(C) Ko et F (F)).
L’idée qui vient & esprit est de choisir

k 1
c§{° =cKo 4 i _1_ : (cf° — Fr,(E)) + ) (Fio(F) — Fr,(E)),

k 1
cé(o = cg(o ks _T_ 1 (cfo - FJO(C)) + ) (FKO(F) - FJO(C))’

3(kz +1
(6.47)

2 . .
ou ky, ks €] — §,0[. Ces formules proviennent tout simplement du paragraphe

(4.3.2) de ce chapitre. Si on introduit les relations (6.47) dans la relation (6.45),
la matrice A(ao,B0) BJ, devient beaucoup plus simple & étudier. En effet, on
démontre alors que les valeurs propres de la matrice A(ag, o) . Bj, sont solutions
de I’équation suivante :

k

A (X — aogs) (A — K2q2 + aoKaga + foKaga — agKz99) = 0.

Par conséquent, on a stabilité si et seulement si ag, By vérifient :

( 1
ag > — T, =
| g6 |
{ (6.48)
g — q2 1 qo — g2 1
1+« ( + < < l+a«o - )
\ N\ g ) a2| Ko | Po 0( a2 ) g2 K2 |
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AN T
’b’r’ X

) v,
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JA 4.34

I
ERERE NI,
o

FIGURE.18. L’algorithme aprés simplification (en utilisant les relations (6.47).
En haut : ag = —0.9, Bo = 0.9. En bas : ag = —~2.9, Bo = 2.0.
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4. 4. 5. Deuxiéme approche pour le calcul de g3,

L’utilisation des A-splines dans ’algorithme est capitale. D’une part les calculs
sont simplifiés, d’autres part elle nous offre un résultat simple sur la stabilité .
Néanmoins la qualité de la surface n’est pas “ bonne ” (un exemple est donné dans
la figure 18). Pour remédier & cet inconvenient, on présentera dans ce paragraphe,
une deuxiéme approche basée sur un calcul original de g1 (lors du remplissage des
situations particuliéres) et de ay , Bo (parametres du raccordement qui suit I’étape
de remplissage). L’originalité provient du fait que I’on va créer un polynéme P*
fictif qui va servir au calcul de g11, ap et By en faisant un raccordement G entre
P* et Fg,. En effet, considérons le polynéme P* défini sur le triangle [BCE]
(voir figure 15) et ayant pour points de contrdle :

{FJO(-B), fi,e2, f2, 97, e1, Fi(C), 910, 912, F1,(E) } (6.49)

Proposition 6.6 Un raccordement G entre Fi, et P* avec des paramétres

a*, B* entraine un raccordement G* entre Fk, et Fk, avec des paramétres ag, Bo

817
( *

a = — , Bo = B* — ag P,
Y4
4 (6.50)
\gn = T i(ashs + aafs) [044912 + Bsgio + s 3]7

Hy = o499 + 7494,
B295 + 7292, (6.51)
Hy; = asH; + BsHay + 75 93-

=
I

Preuve : Les raccordements signalés dans la proposition (6.6) sont décrits comme
suit :
Le raccordement G! entre P* et Fg, autour de E donne :

cf{o = a*e1 +,3*912 +(1 - a* _IB*)FIo(E)? (1)
e’ = a*gr + Brg0 + (1 — &* = %) g1, (2)
Ko = a*fo + B FR(C) + (1 - a* = Bgw0.  (3)

Le raccordement G! entre Fi, et Fg, autour de E donne :

i = aoge + Bogiz + (1 — a0 — Bo) Fr,(E), (1)
i’ = aogn + Bogro + (1 — a0 — Bo) 912, (2)

c;[fo = (g5 + IBOFJO(C) + (1 — &g — ﬂO)gIO' (3I )
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Substituons Péquation (10) du systéme de la sectlon (4.4) dans P’équation (1');
on obtient

= aoge + Bogiz + (1 — a0 — o) Fr,(E)

= Qo [a4F_ro(E) + Bagiz + 1 61] + Bogiz + (1 — ag — Bo) Fr,(E)
= apomaer + (Bo + @0 Bs) g1z + (a0 s + 70) Fr,(E).

Ko
G

Par conséquent, les équations (1) et (1') sont compatibles si
a = — Bo = B* — aopPa-

Substituons 1’équation (6) du systéme de la section (4.4) dans ’"équation (3'); on
obtient

Cg(o = aogs + Bo Fy(C) + (1 — @0 = Bo) 910
= ag[az2g10 + B2 F1,(C) + v2fa] + BoFr(C) + (1 — @o — Bo) g10
= ao72 f2 + (Bo + a0 B2) Fy(C) + (a0 @2 + 7o) g10.

Puisque as = a4 et B2 = (4, la prem1ere condition de la proposition sufﬁt
I’équivalence des relations (3) et (3'). Finalement, les équations (2) et (2') sont
compatibles si et seulement si

aogs + Bo Fr,(C) + (1 —ag—Bo)gio = o fa+ B Fs(C)+ (1 - a* - B*) g10-

En remplacant a* et f* par leurs valeurs, on obtient

g11 = 797 + Bagio + a4 g2
Or la résolution du systéme dans la section (4.4) donne
g7 = asgs + Psge + V593

= as(Bsgn + Hi) + Bs (a2 g1 + Ha) + v593
= (asfs + a2B5) g1 + Hs.

Avec ce dernier résultat, et en faisant la méme démarche de calcul gue
précédemment, on démontre que les valeurs propres de la matrice A(ao, Bo). By,
sont solutions de 1’équation suivante :

/\5()\(20{5557 - 1) + 2a1a*[5’57) ()\015 —_ Kgal’y*) = 0.

Les racines sont a 'intérieur du cercle unité si et seulement si

* 1-— 20‘5,657
> —_ e ————————
“ ] 201857
(6.52)
- ,Kgaq'—a H1<B<l-0o" + |K2a1 ‘
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FIGURE.19. Deux exemples illustrant cette derniére méthode. On a choisi
(a,B,0* 8*) = (=1,1,=1,1); ks = ky = —1/3,N = 5 et
as = Bs = 1/3. Comparons I'exemple en haut avec celui donné
dans la figure 21 : ce sont les mémes données; seul le calcul de g11
qui est différent.
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A

AN
T

2
L =

<]

S

5]

-~ e
- e
N\

N
\

AN

N

N

YO VY Y 5
LAY

FIGURE.20. Autres exemples avec (a,3,a*, %) = (—-0.9,0.9,—0.9,0.9);
ki =k = -—1/3,N =Hetas=PFs= 1/3.
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FIGURE.22. Influence des coefficients k; , ks sur la surface ( les autres para.m_étres
fixés : (a,B,0*,8*) = (-1,1,-1,1); N=8 et as = f5 = 1/3 ).
Les 6 figures représentent les cas suivants :

1.k = 0.6 ; ko —-0.6
2. k; = —0.5 ; ko = =05
3. ky = —-0.33 ; ky = —0.33 ;
4.k = —0.1 ; ko, = =0.1
5. ky = —0.33 ; k, = —0.66 ;
6. ky = —0.66 ; k, = -0.33 ;
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FIGURE.23. Le choix de as, 85 est essentiel car il est relatif au positionement de

=3.

1/3; N

=(=1,1,-1,1); ky = ky

On a fixé (a, B,a*, f*)
e En haut , 4 gauche : (as, Bs
e En haut , a droite : (as, (5)

gr.

(0.4,0.2) .
(0.2,0.4) .

)

e En bas (as,0s) = (0.33,0.33) .
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FIGURE.24. Méme exemple que la figure 28 et mémes données, avec :
e En haut , 4 gauche : (as,8s) = (0.2,0.2) .
e En haut , 4 droite : (as,05) = (0.4,04) .
¢ En bas (as,3s) = (0.1,0.1) .



198 Chapitre 6. Contact géométrique et interpolation

4. 5. Méthode de remplissage

Ce paragraphe est destiné & compléter définitivement ’algorithme développé
précédemment. Car si on a pris le soin de résoudre les deux situations pouvant
se produire durant la progression (situation normale : calcul d’un morceau ayant
un seul voisin connu et situation particuliére : calcul d’'un morceau ayant deux
voisins connus), on n’a aucune raison d’exclure la troixiéme situation qui peut
se réaliser dans une triangulation quelconque, i.e., calcul d’un morceau ayant
ses trois voisins déja connus. Nous donnons alors une méthode de remplissage
pour résoudre ce cas. Cette méthode est assez générale pour étre appliquée dans
d’autres problémes, en particulier le notre.

4. 5. 1. Définition du remplissage

Le remplissage consiste & construire un morceau de Bézier s’appuyant sur
plusieurs courbes ou morceaux qui forment un contour triangulaire (i.e., contour
fermé formé de trois courbes). Soient Fy, , Fj, et Fg, trois morceaux de surface
connus, définis sur Ty, , Ty, , Tk, respectivement.

B

=9 D

A4
F

FIGURE.24. Connaissant F, , Fj, et Fi,, comment construire le
morceau défini sur le triangle hachuré [B,C,E] ?

La figure (30) illustre bien notre probléme : on veut un remplissage s’appuyant
sur un contour triangulaire constitué de trois morceaux. Le morceau qui sera
construit devra respecter des contraintes de continuité géométrique d’ordre 1 sur
ses bords, sa forme centrale n’étant pas fixée a priori.

4. 5. 2. Méthode de remplissage G*

Soit
e Pl([a,b]) : I'espace des polyndmes de degré n & une seule variable définis
sur [a, b], .
e P2(T) : P’espace des polyndmes de degré n & deux variables définis sur le
triangle T d’arétes e; .
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On propose alors de remplir la région en utilisant le procédé suivant : on divise le
triangle en trois sous-triangles T7,, Ty, , Tk, , sur chaque sous triangle, on définit
un polynéme appartenant a F,, ou

F, = {F € PATH UT, UTx,) tel que F, € P30, 1))},

FIGURE.25. Méthode de remplissage : Réponse & la situation de
la figure 24.

voir figure (31), et on demandera un raccordement G' le long des trois arétes
de front et & lintérieur du triangle. Pour cela, nous avons besoin de définir un
raccordement G! entre un polynéme de degré 3 et un polynéme de degré 4 (qu’on

notera G!; 3—4). Le raccordement G ; 4 —4 étant déja explicité dans la section
3 de ce chapitre.

4. 5. 3. Raccordement G'; 3 —4

Considérons deux polynémes F et G de degré 3 et 4 respectivement et f , ¢
leurs floraisons. Soit f* la floraison de F (si F' est considéré comme un polynéme
de degré 4) définie par :

[f(U1,U2,U3)+f(u1, UQ,U4)+f('LL1,U3, u4)+f(u2) u3,u4)] .

N

f*(uh Ug, U3, 'LL4) =



200 Chapitre 6. Contact géométrique et interpolation

Le raccordement G qui sera utilisé provient du systéme de la proposition (6.3)
en posant :

a(t) = a3 (1—1t) + ayt , B(t) = Br(1—1t) + Bat.

v ® g(D,D,D,D)
g(D,D,D,C)

gD,D.C.C)

D f(C,C,C)=g(C,C,C,0)

C

FIGURE.26. Raccordement G'; 3 — 4 entre un polynéme de degré 3
(connu) et un polynéme de degré 4 (& déterminer).

Par conséquent, F' et G se raccordent G' en un point m de laréte commune
si

(i) G(m) = F(m),
(i) G (m;CD) = [ay(1—1)+ agt] F (m;CA) + [Bi(1 —t) + Bot] F' (m; CB).
o La condition (i) est équivalente & :
9(€1,62,63,64) = fH(61,62,63,8), V& €{B,C},

g(B'C*) = f{(BICY), j+k=4
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Soit
(9(B,B,B,B) = f(B,B,B)
o(B,B,B,C) = + f(B,B,B) + 3 f(B,B,C),

N\

1 1
g(B)B,C,C) = §f(B,BaC) + Ef(B,C,C)a

o(B,C,C,C) = 2 f(C,C,0) + 3 f(B,C,C),
\g(CaCaCaC) = f(C,C,C)

¢ Explicitons la condition (ii) :
Calculons d’abord G (m;CD) :

G (m;CD) = g(m,m,m,D) ~ g(m,m,m,C) =

= ¢g((1-¢t)C +1B,...,(1-t)C +tB,D) — g((1-t)C+1B,...,(1 —t)C +1tB,C).
En utilisant la multiaffinité et la symétrie de g, on déduit
3
G'(m;CD) = ¢ [ g(DBIC37) — g(ch4—f)] BY(%).
3=0

De la méme maniére, on trouve :
2

F'(m;CA) = 33 [f(4BIC*) - §(BIC™)| B(),

(=]

o

F(m;CB) = 3 [f(B0*7) - J(BIC*)] ().

]=

o

Calculons maintenant le produit [a(1 —¢) + ast] F "(m;CA) :

[ f(aBic*™) — §(BIC*)| B} B}(t)

NIE

[1(1 = t) + ast] Fl(m; CA) = 3o

j =0

NN
J

+ 3as [ F(ABIC?T) — f(Bfo3—f)] B! BX(t).
=0

il

j
Rappelons la formule suivante :

CLClL pntm . ,
BY(t)B*(t) = —C-,Ej—B,-f; (1) i=0,...,n,35=0,...,m.
Donc
2 . . . .
[al(l——t)+a2t] F (m;CA) = 2(3_]') a; [f(AB]C2—'J) _ f(Bjc3—])] Bf(t)
i=0

3
+ Y jao [ f(ABITIC) — f(BITICH) | B,

J=1
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De méme, on trouve

[B(1—=0)+8at] F (m; CB) = Y (3-i) s | F(BI*1C*) - f(BIC*) | BI(t)

+ 3382 [ f(BICYT) - f(BIICH) | BY®).

La condition (ii) est équivalente & :

-

4[g(DC?) - g(C")] = 301 | F(AC?) - £(C?)] + 361 [ £(BCY) - £(CY)]

4[g(DBIC™) - g(BIC*T)| = (3-i)an [S(ABIC?) — F(BIC*)]
+ jao | FABITIC*) - f(BITICH)]
+ (3-8 [fBFCP) — f(BIC*)]
+ i By [JBICT) - fBITIC)], =12,

~

4| 9(DB*) - 9(B°C)| = 3az | f(4B) - f(B*C)| + 38, | f(B*) - £(B*C)).

4. 5. 4. Calcul des polynémes Fy, , Fy , F,
En appliquant le résultat du paragraphe (5.3) aux raccordements successifs

entre { F'y,, Fr, },{Fk,, Fk, } et { F1,, F1, }, on obtient :
e Raccordement G'; 3 — 4 entre Fj, et Fj, :

1
* = _
fl 4

1 1
5= §f1 + §f2,

. 3. 1
f3 = Zf2 + ZFJO(C)’

3
F;(B) + Zfl’

910 = F1,(C) = 3au(fs = F4,(C) + 31(f2 ~ F1,(O)),
95— f3 = %al(f4 — f2) + iaz(fs - Fyp(C)) + %ﬂ1(f1 — fa) + %,32(f2 —~ F5(C)), (2)
02— ff = Joalfs = )+ gealfa = f2) + 36:(Fa(B) = f2) + 32(s — fo)

01— £ = Sanlfs = )+ SBAFs(B) - fo).
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¢ Raccordement G!; 3 —4 entre Fy, et F, :
1 3
hi = 7F5(C) + 7h1,

1
hy = ‘2'h1 + ‘;‘h%

h; = z’h2 + %FIO(E)7
916 — Fr(E) = Sas(hs ~ Fo(E)) + 3 6s(ha — Fr(E), )

919 — 13 = Sas(hy — ho) + gslhs — Fr(E)) + 565(hs — ha) + gBa(ha = Fr(E)), (6)
917 — b3 = San(hs — hn) + sau(ha = ha) + 2Bs(Fi(C) — )+ 3hu(ba—ha), ()
g0 — by = :?;-014(713 — h1) + %ﬂ4(FJo(C) — ha). (8)

e Raccordement G'; 3 — 4 entre Fj, et Fy, :

i = 1F1(B) + e,

€3 = 5e1+ ez,

e = z—ez + iFJO(B),

91— F3(B) = 3as(es — Fa(B)) + 38s(cz — Fi(B)), ©)
gy —e3 = -;-as(e4 —e2)+ ?i-as(es — Fy(B))+ %ﬂs(el —e2)+ iﬂ6(62 — F5(B)), (10)
g9 — €3 = ias(ea —ey1)+ %06(64 —e2) + iﬁs(FIo(E) —e1)+ ';-,36(61 — €2), (11)
gi6 — €] = %016(63 —e1)+ ‘Z‘ﬂ6(FIo(E) — e1). (12)

¢ Raccordement G'; 4 — 4 entre Fj et Fp, :

13 = argus + Brgiz + (1 — ar — B7) g7, (13)
g1 = args + PBrge + (1 — ar — B7)gs, (14)
g3 = args + Prg2 + (1 — a7 = B7) g, (15)
g1 = ares + Brfi + (1 — ar — B7) Fy(B). (16)

¢ Raccordement G'; 4 — 4 entre Fj, et F, :

g13 = aggr + Psgia + (1 — ag — Bs) g12, (17)
gi12 = aggs + :88918 + (1 — Qg — /88)9117 (18)
g11 = aggs + Bs g17 + (1 — Qg — ﬁs)gm, (19)

gio = agfi + Bshl + (1 — ag — Bs) Fs(C), (20)
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e Raccordement G'; 4 — 4 entre Fg, et F, :

g13 = aggiz + Pogr + (1 — ag — Bo) g14, (21)
g1a = aggis + Pogs + (1 — ag — Bo)g15, (22)
915 = aggi9 + Bage + (1 — ag — B9)g16, (23)
g6 = aghi + Boel + (1 — ag — Bo) Fr,(E). (24)

4. 5. 5. Résolution du systéme et conditions de compatibilité
Posons
ar = & s Br = B,

ou @, B sont deux parametres fixés .
Les équations (13), (17) et (21) sont compatibles si :

a8=1_0—‘_5 ’ ﬂszo—{,
a9=B ’ 139=1_&_B~

Des équations (16), (20) et (24) , on tire :

g1 = ae; + Bff + (1 —a— B)Fs(B),
gio = @k} + BF;(C) + (1 —-a— B)fs,
g16 = aF(E) + Bhy + (1 —-a— B)el.

Des équations (1), (4), (5), (8), (9) et (12) , on tire :

o =é|gIO—FJo(C)’f2_FJo(C)I ,3 =é|f5_FJo(C)3gIO—FJo(C)I
'8 - Fi(C), = Fr(O] 7 7 31fs—Fr(C), fa— Fu(O)

N _ 4o - fi, Fy(B) — fi 3 _4 fs—fi, 91— ff
*T31fs - fi, Fu(B) - fil ' 31— fi, Fu(B) - AT

oy = Llg16 = F1(E), ba = Fro(B)| o 4 hs — FIo(E), 916 — Fio(E)|
* " 3Ths — Fr,(B), ha — Fr,(E)] 7 3lhs — Fp(E), b2 — Fr,(E)|’
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_ 41910 = b1, Fr(C) — M| ﬂ4=é lhs = h1, g10 — A3l
3Ths — b1, Fu(C)—hy] 3Ths — hr. Fr(C) = ]’

(71

5 = élgl _FJQ(B)7 €2 _FJO(B)I /35 — é‘ef’ —FJO(B)’ g1 —FJO(B)|
3 |e5 _FJO(B)’ €2 _FJO(B)l ’ 3 |65 _FJO(B)’ €2 —FJO(B)l,

_ _‘Hgls —ef, F1,(E) — 4]
3 |63 - €1, FIO(E) - 61|

Qg

B = = les — €1, g16 — €]
’ 3 |63 — €1, FIO(E) - ell'

Des équations (2), (3), (6), (7), (10) et (11), on tire :

5= £5 + Sealfo = )+ soulfs = Fa(C)) + 301(fy = f2) + 38a(fa = Fa(C)),
g2 = f3 + en(fs = 1) + 3ealfa = f2) + 36:(F(B) - )+ 5alfy — Fo),

g0 = 15 + Sats(ha — o) + Tas(hs — Fio(E)) + 3Ba(hs — ha) + 78a(ha = Fu(E)),
g7 = b5 + Sas(hs — ha) + Saca(hy = ha) + Pa(F5(C) = ha) + 5 Balhs — ha),

g1 = €5+ as(es — e2) + Sas(es — Fio(B)) + 5Bs(e1 = 2) + ghalea — Fi(B)),

1 1 1 1
go =e3+ Zas(es —e1)+ -2-016(64 —e2) + Z,Bs(FIo(E) —e1)+ '2-/36(61 —e2).

Des équations (15), (19) et (23), on tire :

gs = ags+ PBgz+(1—a—B)g,
g11 = a@gir + Bgio+ (1 —a— B)gs,
gis = agis + Bgie + (1 —a — B)go. =

Qi

Finalement, si les valeurs de g¢ , gs et g1s sont connues, des équations (14), (18),
(22) et (13) on obtient :

g7 = ags +Bgs + (1 —a~— B)gs,

g12 = agis + Bgun + (1 —a— B)gs,
g1a = agis + Bais + (1 —a— B)gs,
g13 = agu + Bgiz+ (1 —a—B)gr
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4. 5. 6. Calcul des points g, gs et g3

Nous avons donné une méthode de remplissage qui consiste & construire un
morceau de Bézier dont les trois morceaux voisins sont connus. Cet élément
est polynomial par morceaux de degré 4 et sa restriction aux arétes est un
polynéme de degré 3. Le raccordement G détermine complétement le polyndme
a Pexception des trois points g¢, gs et g1s qui restent libres. On présente alors
une méthode classique pour le calcul de ces points.

Soit P(u,v) un polynéme de degré 4 défini sur un triangle T Si on note

0*P\2 9?P \2 9*P\2
Tp _ Bl - —_
pfp = //T (W) +2(3u6v) + (31)2) dudv, (6.53)
alors les valeurs de g¢, gs et gi1s sont obtenues par le critére de minimisation
suivant :

min (D2T~F11 + DTF; + DZ‘FKI), (6.54)

ou T est le triangle standard de sommets (0,0), (1,0) et (0,1). Les figures (27)
et (28) donnent un exemple de remplissage basé sur le critére (6.54).

FIGURE.27. Méthode de remplissage : surface et son réseau de contréle.

Dans la figure (29), on a donné un exemple de remplissage ol les points gg , gs
et g5 sont obtenus en minimisant la quantité

min (Df*Fr, + D*Fy, + DJ'F, ), (6.55)

0y

ou

sir - ] [ G2+ s () o (S5 (50 | e

(6.56)
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FIGURE.28. Représentation de la méthode de remplissage .
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FIGURE.29. Le morceau de surface défini sur Ty, UTy U Tk,.
Calcul de ge s g8 et gis par (653)
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FIGURE.30. Le morceau de surface défini sur T, U Ty U Tk, .
Calcul de g¢ , gs et g1s par (6.55)



CONCLUSION

Nous avons traité dans cette étude, le probléme de l'interpolation progressive
stable de données dans le plan ou dans ’espace.

Dans le cas unidimensionnel, nous avons étudié le probléme au moyen de
deux représentations différentes. La premiére consiste & représenter les données
(obtenues progressivement) par une fonction spline de classe GF(k = 2,3,4) a
valeurs dans R? (d = 2,3). Des paramétres de forme sont ainsi introduits par le
raccordement géométrique entre les morceaux de la spline et des conditions sur
ceux-ci, nécessaires et suffisantes pour assurer la stabilité, sont données. Nous
avons remarqué que le paramétre de forme §; (en supposant que les autres sont
fixés) joue un réle trés important dans la stabilité numérique des calculs. En effet,
en diminuant By, on arrive 3 absorber rapidement les oscillations qui peuvent
apparaitre dans le calcul itératif que ’on fait. Ainsi, une nouvelle application est
donnée aux parameétres de forme.

La deuxiéme maniére de traiter le probléme, est de représenter les données
de R? par une fonction spline de classe C* 3 valeurs dans IR. Chaque morceau
de la spline appartient & un sous espace de dimension k + 2, engendré par une
famille de fonctions {1,¢1,...,@k+1 } ayant certaines propriétés. On démontre
que la stabilité est en fait obtenue par le choix méme des fonctions de base
©1,...,Prt+1- Comme conséquence, on découvre que les A-splines introduites par
A. Seredinski [52] sont un cas particulier de la formulation générale donnée ici.
Nous donnons aussi plusieurs exemples pour le choix des fonctions ¢;, pouvant
atre polynomiales, exponentielles ..., mais toutes dépendantes d'un coefficient que
’on doit choisir convenablement pour assurer la stabilité.

Comme conséquence de ces résultats, on a examiné le probleme dans le
cas ot les données sont entachées d’erreurs. On a proposé alors des méthodes
d’approximation classiques, type moindres carrés et lissage.

Le premier pas vers le cas bidimentionnel, consistait & faire un produit tensoriel
des splines géométriques unidimentionnelles stables pour former une surface
spline G? d’interpolation définie sur une grille réguliere. =

Dans le cas bidimentionnel, nous avons suivi la méme démarche que
précédemment. Deux algorithmes sont alors proposés : le premier représente les
données (z;,:, 2i) de R® par une fonction spline & deux variables de classe C 1
3 valeurs dans R. Cet algorithme est basé d’abord sur une triangulation des
points (&:,¥;), puis par un calcul progressif des gradients aux sommets de la
triangulation. Pour cela, on a supposé que la triangulation est donnée et seules
les valeurs z; sont obtenues progressivement. A l'inverse du cas unidimentionnel,
ot la progression se faisait d'un maniére simple et unique, nous avons rencontré
beaucoup de difficultés pour définir le parcours d’une triangulation.
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Pour les exemples numériques, nous avons choisi trois types de parcours
arbitraires pour trois types particuliers de triangulations. Ce choix a servi
seulement pour des tests numériques et ne peut pas étre considéré comme une
restriction. Nous avons pu trouver des conditions nécessaires et suffisantes de
stabilité, exprimées par une relation simple liant la triangulation et un coefficient
k réel introduit lors du calcul progressif des gradients.

La deuxiéme représentation est paramétrique, i.e., on représente les données
(zi,Yi,2i) de IR? par une fonction spline de classe G! & valeurs dans R®. Comme
dans ’algorithme précédent, nous avons fixé la triangulation et choisi un parcours
dit “en bande”. Le passage d’un triangle & un autre est alors exprimé par
un raccordement géométrique d’ordre 2 simple le long de 'aréte commune, et
s’effectuera d’une maniere stable en choisissant les paramétres de forme dans un
domaine qu’on a défini.

Mais, lors du parcours de la triangulation, il arrive qu’on rencontre des
situations particuliéres ol le morceau courant a deux voisins qui sont déja
déterminés au lieu d’un seul. Nous procédons, dans ce cas, par une méthode de
remplissage G! que nous avons définie nous-méme. On a constaté numériquement,
que si le remplissage sert pour progresser, il est nécessaire de montrer la stabilité
de ce passage.

Enfin, la derniére situation qui peut se produire lors de la progression est que
le morceau courant a tous ses voisins déja connus. A ce propos, on a développé
une nouvelle méthode de remplissage basée sur une variation des degrés et un
raccordement géométrique G1. On signale, que dans cette situation, il est inutile
d’étudier la stabilité puisque le remplissage ne sert pas dans la suite.
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