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Introduction

Dans lindustrie pétroliére, le probléeme de fabrication des mélanges est resté
pendant longtemps traité d’une maniére empirique. Les études sur les lois de
mélange ont permis de développer des concepts théoriques qui ont ouvert le champs
vers des modélisations physiques du probleme.

Le principe de la modélisation géométrique de la fabrication des mélanges a été
introduit par P. Valentin. Il est basé sur la représentation vectorielle des mélanges :
3 chaque produit correspond un vecteur ayant pour composantes les spécifications
de ce produit. Les résultats sur les lois de mélange et les fonctions d’indice ont
permis (modulo certaines transformations) de prendre le vecteur des spécifications
de sorte que ces composantes obéissent & des lois additives. Ainsi, le probléme
de mélange de deux produits sera ramené & I’opération de sommation entre les
vecteurs de spécifications.

Lorsqu’on dispose dans une unité de production d’'un certain nombre de
produits de base; on leur associe, par la représentation précédente, des vecteurs
de spécifications. L’ensemble de tous les mélanges faisables & partir de ces bases
est constitué de l’ensemble de toutes les fractions possibles qu’on peut prendre
de chaque produit. En géométrie, cet ensemble constitue un zonotope (somme de
Minkowski de segments). Cet ensemble s’appelle aussi “convexe de mélanges”.

Plusieurs études ont été menées pour résoudre des problemes de fabrication
par les zonotopes. Les premiers résultats sont dus & Slaoui dans {Sal8€], ils
portaient essentiellement sur les mélanges binaires (mélanges déterminés par deux
spécifications). Ces résultats s’appuient sur les outils de la géométrie algorithmique.
L’extension & des mélanges non binaires a été faite par Girard dans [Gir86], dans
ce cas, la modélisation a amené & un probléme d’optimisation.

Le mot zonoédre (zonotope dans R®) a été introduit pour la premiére fois
par Fedorov dans [Fed53] en cristallographie. L’auteur s’intéressait aux problemes
de pavage de ’espace par ces polytopes. D’autres auteurs se sont intéressés aux
zonotopes. Parmi ceux qui ont donné des impulsions décisives dans le domaine,
nous citons Coxeter, Shephard, Bolker et McMullen qui ont donné plusieurs
résultats de points de vue géométrique et combinatoire.

Quand le nombre de segments tend vers I'infinie, le zonotope associé tend vers un
ensemble qui n’est pas un polytope. Cet ensemble est appelé zonoide . Les études
menées sur ces ensembles ont permis de dégager plusieurs autres caractérisations.
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Ainsi, Bolker dans son article [Bol69] a lié ces ensembles & la théorie des mesures
vectorielles, définissant un zonoide comme l'image d’une mesure vectorielle. Weil
et Goodey dans [Wei76] et [Goo77] ont caractérisé les zonoides par des ensembles
vérifiant certaines propriétés sur les volumes mixtes.

Outre l'industrie pétrochimique, les zonotopes ont eu des applications dans
plusieurs autres domaines, nous citons par exemple:
- En économie, Hildenbrand a modélisé la production d’un groupe d’entreprise
par un zonotope.
- En automatique, '’ensemble de tous les états atteignables constitue un zonoide.
- En architecture, J. Baracs dans son article “Polyhedral Habitat”, a pris le
zonoedre comme module de base pour ’occupation de ’espace.

En pétrochimie, les zonoides apparaissent dans les processus continus comme la
chromatographie ou la distillation (cf [Val91]). Si on note F(t) € R" le vecteur des
spécifications d’un produit & un instant donné ¢, '’ensemble de tous les mélanges
faisables & partir de la famille F(t), quand ¢ décrit un intervalle de temps [0, AT,
est un zonoide appelé zonoide associé a la fonction F. Une bonne connaissance de
ces ensembles permet la compréhension et la résolution de quelques problemes de
séparation dans le cas des processus continus.

Dans le chapitre 1, nous commencerons par donner quelques propriétés géomé-
triques sur les zonotopes (expressions des sommets et des faces, volume, ...).
La derniére partie de ce chapitre est consacré a ’application des zonotopes au
probleme de groupent de vecteurs dans l’espace par paquets.

Dans le chapitre 2, nous donnerons les éléments de la modélisation géométrique
dans le cas de la fabrication de mélanges. Nous rappelerons le probleme de
la gestion de la fabrication, et nous traiterons le probléme d’optimisation. Un
mélange est représenté par un vecteur de spécifications qui sont des résultats de
mesures donc sujets & des erreurs. Celles-ci affectent évidemment le probléme
d’optimisation. Dans la deuxieme partie, nous étudierons la sensibilité de la
solution de ce probléme par rapport & ces erreurs et nous caractériserons, sous
certaines hypothéses, la région de confiance que décrit la solution perturbée lorsque
les erreurs sont gaussiennes.

Dans le chapitre 3, nous nous intéresserons aux zonoides associés & une fonction
définie sur un intervalle de R & valeurs dans IR". Une bonne connaissance de ces en-
sembles passe par I’étude de la surface constituant leur bord. Nous donnerons une
paramétrisation de cette surface, et nous démontrerons, sous certaines hypothéses,
des résultats de régularité de cette paramétrisation connaissant la régularité de F'.
Ces résultats ont été améliorés quand la fonction F' vérifie certaines propriétés.
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Un deuxiéme probléme qui a suscité la curiosité de quelques auteurs ces
dernieres années, est celui de ’approximation de zonoides par des zonotopes. Ils
s’agit de déterminer le nombre de segments permettant de définir un zonotope
qui approche, au sens de la métrique de Hausdorfl, un zonoide a & prés. Clest
un probléme qui a fait I'objet de diverses études émanant de différentes théories.
Dans ce cadre, nous citons les articles de McMullen [McM84], Gordon [Gor85] ou
Bourgain, Lindenstrauss et Milman [BLM89] et entres autres.

Dans le chapitre 4, nous avons étudié le probléme de ’approximation de zonoides
par des zonotopes dans le cas de zonoides associés & une fonction: nous avons
donné des méthodes de construction de suites de zonotopes qui convergent vers un
zonoide donné; nous avons pu évaluer pour chaque zonotope approximant, ’erreur
d’approximation, et 'ordre de convergence de ces suites (en fonction du nombre de
segments). Comme conséquence, nous avons donné le nombre de segments suffisant
pour définir un zonotope approchant le zonoide a ¢ pres.

Le dernier chapitre est indépendant des quatre premiers. Il s’agit d’une
application industrielle qui est la représentation de certaines tables utilisées
dans l'industrie du pétrole. Nous avons utilisé le produit tensoriel de B-splines
régularisées pour la représentation des tables. Cette méthode a donné des résultats
meilleurs que ceux donnés par des méthodes existantes. D’une maniére annexe,
cette méthode a permis de trouver quelques incohérences dans le raccordement
entre certaines parties des tables.
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Chapitre 1

Zonotopes

Introduction

Les zonotopes sont des polytopes ayant des propriétés géométriques qui font
d’eux des objets “simples”. Nous entendons par simple, le fait que ce sont des
polytopes dont les faces et les sommets peuvent étre caractérisés explicitement et
et dont les volumes peuvent étre calculés. La notion de zonotope a fait 1’objet
de plusieurs études menées par différents auteurs (Coxeter, Shepard, Bolker,
McMullen,...). Diverses approches ont été utilisées dans ces études: combinatoire
des polytopes, théorie de la mesure,.... Dans la pratique, les zonotopes ont été
introduits dans plusieurs domaines; citons par exemple, I’économie, la chimie,
l’automatique,....

Dans les parties 1, 2 et 3 nous présentons un rappel des principaux résultats:
la premiére partie sera consacrée aux propriétés des zonotopes. Dans la deuxiéme
partie, nous introduisons, dans le cas de dimension 3, la notion de diagramme
projectif qui permet de faire le lien entre la distribution de points dans le plan
et la structure du zonotope. Dans la troisiéme partie, nous donnons la relation
existant entre la notion de zonotope et le probléme d’arrangement d’hyperﬁlans
La quatriéme partie sera consacrée & une application des zonotopes au probléme
du groupement par paquets de vecteurs dans ’espace.



6 Chapitre 1

Dans ce chapitre, nous considérons R" ’espace vectoriel sur R de dimension
n, muni du produit scalaire euclidien usuel noté (.,.), et la norme euclidienne ||.||.

1. Définitions et propriétés

1. 1. Définitions et quelques propriétés des zonotopes
Pour cette partie, nous nous référons aux articles [Bol69],[She74] et [McM].

Définition 1. 1 (Somme de Minkowski) Soient A,B deuz parties de R".
On appelle somme de Minkowski de A et B, l’opération définie par:

A+B={a+b | a€A et be B}.

Définition 1. 2 Un zonotope est un polytope défini par la somme de Minkowsk:
de segments de droite fermés.

On a la proposition suivante:

Proposition 1. 3  Un zonotope est un polytope conveze compact dans R™, &
symétrie centrale.

Remarque 1: Le centre de symétrie d’un zonotope est donné par la somme des
milieux de chaque segment.

Un zonotope dans R? est appelé zonogone. De méme, un zonotope dans R3? est
appelé zonoédre.

Soient Nj, Na,...,N, des vecteurs de IR". On supposera que les p vecteurs N;
engendrent ’espace R". -

Définition 1. 4  On appelle zonotope associé auz vecteurs N;, 1 = 1,...,p,
l’ensemble:

P
Z={M=>Y AN, 0<XN<1, i=1...p}
=1

Z est le zonotope défini par la somme des segments [O, Nj].

Nous parlerons particuliérement de zonotopes donnés par la définition 1.4. Ceci
n’est pas restrictif car tout zonotope dans R™ défini par la somme de segments
quelconques peut étre défini, moyennant une translation, par la somme de segments
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ayant 0 comme extrémité. En effet si [P, Q1] et [Pa, Q2] sont deux segments; alors
on a:

[P, @]+ (P2, Q) = {(1 - )Pr + 0@ + (1= B)P, + 8Q2 @, 8 €[0,1]}
={P1 +P2+0[(Q1—P1)+ﬂ(Q2“‘P2)a a,ﬂE [071]}
=P, + P, +[0,Q:1— P1]+[0,Q2 — Py}

C’est & dire l’ensemble [Py,Q1] + [P2,Q2] est le translaté par P, 4+ P de
[Oan"‘Pl]"*_[O,QZ_P?]'

De méme on a:

[O7P]+[07Q] =P+[O>'—P] + [OvQ}a

[0, P] + [0,Q)] est le translaté par P de [O,—P] + [0, Q]. Par conséquent nous
supposerons, dans toute la suite, qu’il existe un vecteur p tel que

(Ni,u) >0 Vie {1,...,p}. (1.1)
Si deux vecteurs quelconques N; et N; sont colinéaires alors:

[O7Ni] + [O’NJ] = [OvNi + NJ]
Ainsi, s’il y a des vecteurs colinéaires parmi les NN;, ils peuvent étre remplacés
par le vecteur somme. Donc sans perte de généralité, on peut considérer que les
vecteurs N;, i = 1,...,p sont deux & deux non colinéaires.

De la définition précédente, on peut déduire:

Proposition 1. 5 Soit A l'application linéaire définie par:

Y4
A:(A, Az, 0,) € RP — ZA,-N,-.

=1
Z est Iimage du cube unité par Uapplication linéaire A.
Démonstration : immédiate.
Proposition 1. 6 Soient T une application linéaire et Z un zonotope défini
par la somme de Minkowski des segments [O,N;], 1 = 1,...,p; alors T(Z) est le
zonotope défini par la somme des segments [O,T(N;)], t =1,...,p.

Démonstration : Immédiate.

Un point M de Z s’écrit sous la forme:

p
M=> \Ni, Xel01].
i=1
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En particulier, les sommets de Z peuvent s’écrire sous la forme:

P
Z&I,‘Ni, e; € {0,1}.
=1

D’otu la proposition:

Proposition 1. 7 [McM71] Un zonotope est l’enveloppe conveze des points

P
ZS,‘N,‘, E; € {0, 1}. (1.2)
i=1

Remarque 2: Tous les sommets de Z sont de la forme (1.2) mais ces points ne
sont évidemment pas tous des sommets. Parmi les points donnés par (1.2), on
trouve les sommets, des points du bord du zonotope qui ne sont pas des sommets
et aussi des points de 'intérieur du zonotope.

1. 2. Sommets et faces d’un zonotope

Les caractéristiques géométriques du zonotope font de lui un polytope pour
lequel les faces et les sommets ont une expression simple et explicite; comme nous
le montrent les propositions données dans cette section.

Définition 1. 8 (fonction support) Soit K un ensemble conveze borné de R";
la fonction support Hy de K est la fonction définie sur IR™ & valeurs dans IR par:

Hy(u) = sup{z,u), Yu € R™.
z€K

Dans le cas d’un zonotope, I’expression de la fonction support devient plus simple.
En effet, si on désigne par x4 la fonction définie sur R par

po =48 stz >0,
*7 10 sinon,

on a la proposition suivante:

Proposition 1. 9 Soit Z le zonotope associé auz p vecteurs N;, 1 = 1,...,p;

alors pour tout u € R"
P

Hy(u) =Y (Niu)q.

=1
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Démonstration : Pour u € R”;

Hz(u) = sup(z,u)

z€Z
P
= sup Ai{Ni,u). 1.3)
Ag(o,1]7 ; (
Les valeurs des A;, 2 = 1,...,p sont comprises entre 0 et 1, donc le maximum est
atteint lorsque
1 si (N,-',u) > 0,
Ai=g € [0, 1] si (N,‘,U.) = 0,
0 si (N;,u) <0,

d’ou le résultat. M

Une face d'un polytope est définie comme étant ’intersection de ce polytope avec
un de ses plans support. De la proposition précédente, nous déduisons l’expression
de ’ensemble des points d’appui, c’est & dire des faces du zonotope.

Proposition 1. 10 Soit u un vecteur de R". L’ensemble des points d’appur de
Uhyperplan de normale u sur Z s’écrit:

F= > N+ Y [0,N]

(N;,u)>0 {N;,u)=0

F est une face de dimension k si ’espace engendré par les vecteurs N; tels que
(N;,u) = 0, est de dimension k. Une facette désignera une face de dimension n—1.

r
Proposition 1. 11  Un point S = ZNij, (r £ p) de Z est un sommet si et
i=1
seulement si il existe un vecteur n € IR™ tel que: 2

<N,'J.,T]>>0 Vy=1,...,r1,

et
(Ni;,m) <0 Vi=r+1,...,p,

ot 3j, j =1,...,p est une permutation de {1,...,p}.

Démonstration : D’aprés la proposition précédente, ’ensemble des points d’appui
de I’hyperplan de normale i s’écrit:

o N+ Y [0,N.

(Ni,n)>0 {(Niym)=0



10 Chapitre 1

Pour que I’ensemble des points d’appui soit réduit & un seul élément il faut et il
suffit que pour tout 7 € {1,...,p},

(Ni,77> 7é 0.

Le point d’appui s’écrit dans ce cas:

> N.oH

(Nt"u>>0 :
Le sommet défini par Y ¥_, N; est appelé point distal du zonotope.

Remarque 3: : Tout segment [0, N;] détermine une “zone” sur le bord du
zonotope. Une zone correspondant & un segment, est un ensemble de facettes du
zonotope ayant toutes une aréte qui se déduit de ce segment par translation. Deux
facettes adjacentes de la zone ont une telle aréte en commun.

Dans la figure 1, nous donnons un exemple de zonoédre avec ses vecteurs de base.
La partie hachurée représente la zone associée au vecteur N;,.

FIGURE .1. Exemple de zonoédre et la zone associée a un segment.
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D’aprés la proposition précédente, toute face F' de Z est de la forme:
F= > [O,N]+ ) N

{Ni,u)=0 {Ni,u)>0

Donc toute face de Z est la translatée d’une somme de Minkowski de segments,
(i.e., d'un zonotope). D’ou la proposition suivante:

Proposition 1. 12 S5t Z est un zonotope alors toutes ses faces sont aussi des
zonotopes. ’

La réciproque est aussi vraie; elle a été démontrée par Shephard dans [She67].
Dans cet article, 'auteur a donné la caractérisation suivante des zonotopes:

Proposition 1. 13 [She67] Un polytope est un zonotope si et seulement si toutes
ses faces de dimension 2 admettent une symétrie centrale.

Remarques :
(1) En dimension 2, tout polygone & symétrie centrale est un zonogone.

(2) Dans le cas de dimension supérieure & 2, la symétrie n’est pas suffisante. Si on
prend pour exemple ’ensemble

{(er,22,25) €R® : |za| +|e2] + |os] < 13,

il est facile de voir qu’il admet 0 comme centre de symétrie mais toutes ses
2-faces sont des triangles. Donc il n’est pas un zonotope.

1. 3. Volume d’un zonotope

Soit F une famille finie de polytopes P;, 7 € I.

Définition 1. 14 La famille de polytopes F est appelée compleze s1
1) P; N P; est soit vide soit une face de P; et de P;.
2) toute face de P; appartient ¢ F .

Soit G ’ensemble des éléments de la forme :
[OvN.h]+[O’Nj2]+"'+[07NJn]a 1< << ja<p,

tels que les vecteurs Nj,,...,N; sont linéairement indépendants.

On appelle cellule le polytope défini par

[O’Nil] + [O,sz] +"' + [O,Nik] +€ik+1Nik+1 +"'+6ipN'

ip

(1.4)
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ot k < nete; € {0,1} pourr = k+1,...,petles N, j =1,...p, étant
linéairement indépendants.

Soit F un complexe tel que chaque P; est une cellule et

Uier P = Z. (1.5)

L’existence d’un complexe vérifiant (1.5) a été démontrée par Shephard dans
[She74]. Il est clair cependant qu’un tel complexe n’est pas unique.

Définition 1. 15 On appelle dissection de Z, ’ensemble C(Z) C F défin: par:
C(Z)={PieF | wi(P)# ¢},

ot int(P) désigne Uintérieur de P.

Pour tout complexe F vérifiant (1.5) , on a Up,ec(z)Pi = Z et on a le théoréme
suivant (cf [She74]):

Théoreme 1.16 [She74] Il eziste une correspondance bijective entre C(Z) et G.
Or chaque élément de G a pour volume la valeur
ldet(Nz'l yNiyyoo oy Ny, )]

Par conséquent, de la proposition précédente, on obtient ’expression du volume
d’un zonotope:

Corollaire 1. 17 Soit Z le zonotope défini par la somme de Minkowsk: des
segments [O,N;], i = 1,...,p; alors

VOZ(Z)—T— Z |d6t(Ni1)Ni27"°aNin)|' -
1< < <in <p

Comme autre conséquence de la proposition précédente, on a aussi

Corollaire 1. 18 Soit M un point du zonotope Z; alors il existe J, un sous

ensemble de n éléments de {1,...,p}, tel que
M=) eiNi+ > AN,
igJ ieJ

ot g; €{0,1} pouri ¢ J et A\; € [0,1] pour i € J.
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FIGURE .2. Un exemple de dissection d’un zonogone.

Dans la figure 2, nous donnons un exemple de dissection d’un zonogone. Le point
M du zonogone peut étre écrit sous la forme:

M = Ny + N3+ Ny + A N1 + AsNs, A1, A5 €10,1).

2. Premier diagramme projectif
Dans cette partie, nous nous placerons dans R3.
2. 1. Définitions et propriétés
Le premier diagramme projectif a été introduit par Coxeter, dans [Cox67], pour
étudier des propriétés topologiques des zonoedres et les classifier.
Le premier diagramme projectif, noté P.D.P., est défini de la maniére suivante:

Définition 1. 19  On appelle diagramme projectif associé aur vecteurs Nj,
: = 1,...,p, le diagramme dans le plan construit de la maniére suivante: sout

P, le plan de IR® défini par:
P,={zeR® : (z,p)=1}

- Pour chaque vecteur N;, on calcule le point M;: Uintersection de la demi droite
R N; avec P,.
- On joint les p points M; par toutes les droites possibles.

Pour les distinguer des autres droites du plan P,, les droites joignant les points
M; seront appelées droites du P.D.P.
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FiGure .3. Construction du P.D.P..

Interprétation

Considérons un vecteur 7 de R® (1 # u) et I, le plan de normale 5 passant par
lorigine. Soit A, la droite intersection des plans II,, et P,.

De fagon triviale, si A, contient M; alors I, contient N;, doncle type d’intersection
de Z avec ses deux plans support dans les directions n et —n est déterminé par le
nombre de points M; appartenant & la droite A,. Ainsi:

- si A, ne contient aucun point M;, alors 'ensemble des points d’appui dans les
directions n et —n est réduit & un sommet.

- si A, contient un unique point, alors l'intersection est réduite a une aréte.
- si A, contient au moins deux points, alors ’intersection est une facette.
A chaque droite du P.D.P. correspond une paire de facettes du zonotope quf sont

opposées par rapport au centre de symétrie.

Pour lire la structure du zonotope dans le P.D.P., on utilise les trois propriétés
suivantes:

Propriété 1. 20 Si une droite A ne contenant aucun point M;, partage ensemble
des points du P.D.P. en deuz ensembles Ey et E, de points qui sont de part et
d’autre de la droite; alors les deuzx points

SN et Y N,
M:€E, M;€E,

sont deux sommets symétriques de Z.
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Propriété 1. 21 Si une droite A contient m points M; et partage les autres
points en deuz ensembles Ey et Ey alors

Fi= Y Ni+ > [O,N] e Fp= Y N+ Y [O,N]

M;€E; M;eA M;€E, M;ea

sont deuz faces syméiriques de Z.

Propriété 1. 22 Une zone correspondant & un segment [O, N;] est donnée par
toutes les drostes du P.D.P. qui passent par le point M;.

FIGURE .4. P.D.P. et faces du zonoédres.

Dans la figure 4, A; correspond & un couple de facettes hexagonales (3 points sur
Ay), Az correspond & un couple de facettes qui sont des parallélogrammes, Az ne
contient aucun point donc correspond & un sommet et A4 correspond & une aréte.

Remarque 4: Quand p est donné, a chaque zonoédre correspond un uniqié dia-
gramme projectif, mais pour chaque diagramme projectif on peut faire correspon-
dre toute une famille de zonoédres: zonoédres définis par des segments de méme
directions mais de longueurs différentes. C’est ce que Coxeter appelle: famille de
zonoédres isomorphes.

Avec la notion de premier diagramme projectif, nous remarquons que la structure
topologique du zonoedre est liée a la situation des points dans le plan. De la
propriété 1.21, on peut déduire la proposition suivante:

Proposition 1. 23  S5i tous les points M; du plan P, sont en position générale
(8 points quelconques ne sont pas alignés) alors le zonoédre Z admet 2C’3 facettes
qui sont toutes des parallélogrammes.
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Dans le cas général, si on classe les facettes par le nombre de segments m qui les
déterminent, Fedorov a démontré la relation suivante entre le nombre de chaque
type de facettes et le nombre de segments:

Proposition 1. 24 ( Formule de Fedorov 1953) Soit Z un zonoédre défini par
la somme de p segments. Notons f,, le nombre de paires de facettes définies par
la somme de m segments; alors

2(p—p=12fa+28fs+ -+ (m—D)mfm+---+(p—2)(p— 1)fp-1.

¢ P.D.P. et construction de zonoédres

On a vu qu’a chaque droite du P.D.P. joignant 2 points M; correspond deux
facettes translatées respectivement par les vecteurs correspondant aux points qui
sont d'un c6té ou de 'autre de cette ligne. Cela permet de concevoir un algorithme
de détermination de toutes les facettes du zonoedre. L’algorithme peut s’écrire sous
la forme suivante:

Pour chaque droite L; du P.D.P. contenant deux points, soit My, M;:
- calculer n; = Ny A Ny,

- déterminer S} = Z N; et S = Z N;,
{Nj n;)>0 {Nj ,n;)<0

- laface F} (resp. F}) est le zonogone défini par les vecteurs [0, N;] pour lesquels
M;j € L;, et translaté par S} (resp. S?).

Cet algorithme est intuitif, & partir du P.D.P., mais son coiit est en O(p®).
Pour remédier a cela, Szafran a proposé une méthode incrémentale basée sur les
propriétés du bord du zonoédre, particuliérement sur la notion de zone. Son cofit
est en O(p?). Une description détaillée se trouve dans [Sza91].

2. 2. Exemples

Dans cette partie, nous donnons quelques exemples de zonoedres.
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e Exemple 1

Un prisme est un zonoédre dont p — 1 des vecteurs sont dans un hyperplan.
Le premier diagramme projectif d’un prisme présente (p — 1) points alignés; voir
figure 5.

Q

FIGURE .5. Exemple de P.D.P. d’un prisme.

FIGURE .6. Un prisme.

Un prisme a 2 facettes définies par la somme de p—1 segments, et 2(p—1) facettes
qui sont des parallélogrammes.
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e Exemple 2 (Dodécaédre)

FIGURE .7. Exemple P.D.P. du dodécaédre

FIGURE .8. Dodécaédre.

Le dodécaedre est un zonoedre qui a 4 facettes hexagonales et 8 facettes qui sont
des parallélogrammes.
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¢ Exemple 3

/N ;

FIGURE .9. Exemple de P.D.P..

FIGURE .10. Exemple de zonoédre.

Dans la figure 9, le P.D.P, représente:
- Un couple de facettes somme de 4 segments correspondant aux 4 points alignés.
- Un couple de facettes somme de 3 segments correspondant aux 3 points alignés.
- 6 couples de facettes qui sont des parallélogrammes.



20 Chapitre 1

3. Zonoedre et arrangement de droites dans le plan

Pour u € R3, on considére le plan P, défini dans la section 2. Soient N,
i=1,...,p des vecteurs de R® vérifiant pour tout i < j, les 3 vecteurs N;, N; et
u sont linéairement indépendants. Soit Z le zonotope associé aux vecteurs Nj.

e Construction de Parrangement :

A chaque vecteur N;, on associe le plan h; de normale N; passant par 0. On note b}
(resp. h;) le demi espace défini par z € R® tel que (z, N;) > 0 (resp. (z, N;) < 0).
Soient g;, 1 = 1,...,p, la droite d’intersection des plans h; et P, (les droites g;
existent puisqu’on a supposé que pour tout ¢ = 1,..,p, N; # u). Les droites g;,
¢ =1,...,p partitionnent le plan P,.

¢ Interprétation :

La correspondance entre ’arrangement de droites et la structure du zonoédre est
déterminée de la maniére suivante:

Dans toute la suite u désigne un vecteur de R® appartenant P,. Notons I, le
plan de normale u passant par 0.

Remarquons que

u € hy (ie. (Np,u)=0) = N eI, (ie. (Np,u)=0). (1.6)

Soient F! et F2 les deux faces d’appui des plans de normales respectives u et —u
sur la surface de Z. D’apres la proposition 1.10, F} et F2 s%écrivent:

in: E N1+ Z [OaNi]7

{N;,u)>0 (N;,u)=0
F:= Y N+ > [0,N]
(Ni’u)<0 (Ni7u>=0

Donc en utilisant la relation (1.6) et la proposition 1.10, on a :

- u € g} pour un certain k est équivalent au fait que F! et de F? ont une-aréte
équipolente & [0, Ng].

- u € gj N gx est équivalent au fait que les faces F} et de F? ont deux arétes
équipolentes & [0, N;] et [O, Ni] respectivement.

Plus généralement, on a la propriété:

Si exactement m droites g; passent par le méme point u alors le plan de normale

u s’appuie sur une face qui est & une translation prés la somme des m segments
[0, N;] qui correspondent & ces droites.

- u n’appartenant & aucune des droites g; est équivalent, d’aprés (1.6), au fait
que I, ne contient aucun des vecteurs N;, et donc, d’aprés la proposition 1.11,
au fait que les faces d’appui F. et F? sont réduites & deux sommets.
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On désigne par sommet du partitionnement 'intersection d’au moins deux droites
non confondues et par une aréte du partitionnement, tout segment joignant deux
sommets (ceux ci étant exclus).

On a donc une relation duale entre le partitionnement du plan par les droites g;
et le zonoedre Z. En effet:

- A tout sommet du partitionnement correspond une facette de Z.

- A toute aréte du partitionnement correspond une aréte de Z.

- A toute droite g; correspond la zone associée au segment [0, N;].

- A toute cellule du partitionnement correspond un sommet de Z.

Remarque 5: Pour chaque point P de R?\ {0}, on associe la droite (duale) définie
par
Dual(P)={z € R?® | (z,P)=1}.

On suppose que N; # pu, ¢ = 1,...,p. En identifiant le plan P, avec R?, on a
une relation duale entre le premier diagramme projectif et ’arrangement de droites
défini ci-dessus.

Dans la figure 11, par le point p; passe 4 droites; donc il correspond & un
couple de facettes du zonoédre. Ces facettes sont définies par la translatée de
la somme de 4 segments. Aux points p2, p3, ps et ps correspondent des facettes
qui sont des parallélogrammes. On remarque que le premier diagramme projectif
et 'arrangement de droites associé a un prisme ont la méme allure. Dans la figure
12, nous donnons ’arrangement de droites associé & un dodécagdre.
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FIGURE .11. Arrangement de droites associé & un prisme.

(%

FIGURE .12. Arrangement de droites associé & un dodécaédre.
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4. Zonotopes et probleme de groupement de vecteurs
4. 1. Critére de groupement et probleme d’optimisation
Soient N, i =1,...,q (g grand) des vecteurs de R", que nous voulons grouper
en un nombre p de paquets. Nous avons choisi le critére suivant:

- grouper les vecteurs ]\7,- en p paquets (p < ¢) de sorte que le zonotope associé
aux vecteurs résultant de chaque paquet, soit de volume maximum.

Notons N;, 2 = 1,...,p le vecteur résultant du paquet z. Il est défini par:

N (1.7)

o = { 1 st Nj appartient au paquet ¢, (1.8)
’ 0 sinon.

Le fait que chaque vecteur N ; n’apparaft que dans un seul paquet, entraine

p
daij=1, j=1,...,q (1.9)
=1

Soit Z(a) le zonotope associé aux vecteurs Ny, i = 1,...,p (dépend de a). Le
probléme peut étre écrit sous la forme:

’

max Vol(Z(a))

Zaijﬁijz’ t=1,...,p,

—"

. . (P)
a;j € {0,1} t=1,...,p, j=1,...,q, R

p
Yoaij=1, j=1...,¢
L t=1

On a donc un probléme d’optimisation combinatoire. Une des méthodes pour le
résoudre est celle du recuit simulé.

4.2. Méthode de recuit simulé

L’algorithme de recuit simulé permet d’atteindre le minimum d’une fonction
sur un ensemble fini pouvant étre de grande taille. La méthode utilisée, adopte
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une idée issue de la mécanique statistique: il s’agit de simuler le refroidissement
d’un systéme pour atteindre les états d’énergie minimum.

Cet algorithme a l’ambition d’éviter la convergence vers le premier minimum local
rencontré et une trop forte dépendance de 1’état initial. Pour cela, au cours des
itérations, alors qu’on accepte toujours que la fonction décroisse, on accepte qu’elle
ne croisse qu’avec une probabilité non nulle, contrélée par un paramétre appelé
“température”. L’algorithme commence avec une valeur de température grande et
décroissant lentement vers 0, simulant ainsi le processus de refroidissement.

Le cadre du recuit simulé est défini de la maniére suivante: on considére
un ensemble fini d’états E sur lequel on définit une structure de voisinage (un
changement élémentaire, bien défini, permettant de passer d’un état & un autre).

Soit U : E — TR une fonction & minimiser (appelée ’énergie du systéme) et
(X;),i=1,...,N les éléments de E. La quantité U(X;) s’appelle l’énergie a I’état
X;. L’algorithme dit de Metropolis s’écrit de la maniére suivante:

On suppose que la notion de voisinage est bien définie sur E et que tout élément
de F a, au moins, un voisin.

Algorithme

- Soit Ty la température initiale donnée (grande), élément de R .

- Partant d’un état initial g, on tire au hasard suivant une loi uniforme 1’un des
éléments du voisinage V(eg) de eq. Si le nouvel état fait diminuer la fonction
alors on accepte le changement. Sinon, (i.e., s’il fait augmenter la fonction), on
I’accepte avec la probabilité e~ AU/To oy AU représente Paugmentation.

- Une fois e; déterminé, on diminue la température: Ty devient T3 (Ty < Tp)
suivant un schéma prédéfini et on recommence le processus.

- L’algorithme est arrété, lorsque son état d’équilibre est atteint, ce qui se traduit
pratiquement par le fait qu’il n’est pas possible d’améliorer 'optimum.

* Une variante de I'algorithme consiste & faire tourner I’algorithme 2 tempélétui"e
constante jusqu’a l’obtention d'une position d’équilibre. Puis, on baisse T et on
recommence. C’est ce qui est appelé Palgorithme homogene.

Remarques :
- A température élevée, presque tous les candidats voisins sont admis. Si T' = +o0,
alors I’algorithme est celui de promenade aléatoire sur les états de E.

- A température faible, T proche de 0, presque seulement les candidats qui font
décroitre la fonction sont admis. Si T = 0, l'algorithme est celui de la descente
systématique de U sur E ( dans ce cas, le résultat peut étre un minimum local).

- Supposons qu’a l’étape k, l’algorithme soit & 1'état e. Soit e un voisin de ex. Plus
Paccroissement AU = U(e) — Ul(ex) est grand moins il aura de chance d’étre
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admis; sauf quand P’accroissement de U est compensé par T' (la probabilité
d’admission est e~AU/T),

La convergence de l'itération ey, définie dans cet algorithme, vers un état réalisant

le minimum d’énergie, a été démontrée par (Hajek 85) sous les hypothéses

suivantes:

- pour tout couple d’états (e;,e;), il existe un chemin de e; & e (connexité).

- pour tout réel r et pour tout couple d’états e;, e;, sl existe un chemin de e;
3 e; tel que tous les états intermédiaires ont une énergie inférieure a r, alors il
existe un chemin de e; vers e; ayant la méme propriété.

Notons:
E'={ecE | Ule)=minU(f)},

si Ty, décroit vers 0 quand n — oo, alors
lim Prob(e, € E*) =1,
n—oo

si et seulement si

- D
Z exp(-—f-) = oo.
k=1 k

D est une constante qui dépend de la fonction & minimiser et qui, en pratique,
n’est pas connue.

Remarque 6: Si T, décroit selon le schéma

D

b = )

alors ’algorithme converge. Mais ce schéma n’est pas utilisable parce que la
convergence est trop lente.

En pratique, d’autres schémas ont donné de bonnes performances. Par exemple,

Th+1 =T, ou 0.95 < a<0.99. =

4. 3. Application de Palgorithme au probleme (P)

Dans notre cas, un état est donné par la matrice a de taille p X ¢ dont les
composantes appartiennent & {0,1} et vérifiant (1.9).

On dira que deux états sont voisins s’ils ont (¢ — 1) colonnes identiques. Puisque
chaque colonne de a comporte une seule fois la valeur 1, les autres valeurs étant
des 0, pour passer d’un état & un état voisin, il suffit de changer dans une colonne
la place de la valeur 1.

L’énergie dans notre cas est la fonction définie de E vers R et qui & o« — —Vol(Z(a)).
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4.3.1. Exemple dans IR?
e Exemple 1

On dispose des 6 vecteurs suivants.

1.00 1.00 1.00 0.00 1.00 2.00
1.00 2.00 0.00 1.00 3.00 1.00/°

On veut les partager en 3 groupes. Chaque vecteur est représenté par son numéro
de colonne.

Etat initial:

Paquet | vecteurs
1 2 4 6
2

3 1 3 5

volume a 1’état initial: 0.000

Etat final :

Paquet | vecteurs

1 : 1 2
2 4 5
3 3 6

volume maximum trouvé est 23.00.

FIGURE .13. Zonogones associés a N,- et N;, Ty = 1.
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¢ Exemple 2

Dans cet exemple, nous avons tiré aléatoirement 60 vecteurs dans IR?, et le but
est de les regrouper en 6 paquets.
Nous avons remarqué que pour une valeur initiale du parameétre T = 0.1, la
convergence n’a pas eu lieu vers un maximum global de la fonction volume. Celui
ci a pl étre atteint pour des parametres 7 > 1. Dans les deux figures suivantes,
nous donnons les deux résultats. Dans chaque cas, nous avons superposé les deux
zonogones, celul associé a la famille Ni, i =1,...,q et celui associé & la famille
Ni,e=1,..,p.

FIGURE .14. Zonogones associés & N; et N;. Ty = 0.1, Vol(Z(a) = 3208

FIGURE .15. Zonogones associés & N; et N;. Ty = 1, Vol(Z(a) = 3213
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o Exemple 3 Nous avons choisi 6 vecteurs dans R®. Chaque vecteur a été
perturbé 10 fois, nous avons ainsi obtenu 60 vecteurs dans IR3. En résolvant le
probléme (P), nous avons obtenu le résultat illustré sur le diagramme projectif
(2 = 1) associé aux vecteurs; voir figure 16 (chaque groupe correspond & un
motif). Dans la figure 17, on représente & gauche le zonoedre associé aux
vecteurs N, i = 1,...,q (¢ = 60); et & droite le zonoedre associé aux vecteurs

Nj,ij=1,...,p (p=6).

&<
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+ ot a
+ 0o
t," o
+ [wj
+
&
XXX (]
XX e 32

e
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Figure 17 A gauche zonoédre associé aux N; et & droite celui associé aux Nj.
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¢ Exemple 4 Nous avons 9 vecteurs de R® que nous avons perturbé 10 fois

ithme du recuit simulé,
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0.1, Vol(Z) = 149077.60.

Figure 18 Vu dans le plan z = 1 des vecteurs, paramétre Tp
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Remarques sur la convergence, et le choix du paramétre tempéra-
ture

Au cours des tests sur les exemples, nous avons remarqué que le choix
de la température initiale est 1ié & la nature des données. En effet, lorsque
les vecteurs traités sont en forme de groupes bien distincts, ’algorithme con-
verge vers 1’état optimal méme pour des températures initiales treés faibles
qui obligent ’algorithme a une descente systématique, comme dans les ex-
emples 3 et 4. Par contre, dans les exemples ou les vecteurs sont distribués
uniformément, comme dans l'exemple 5, le choix d’une température initiale
faible meéne, en général, a la convergence vers un état non optimal. Les figures
suivantes donnent 1’état final pour deux températures initiales différentes.
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Figure 23 Convergence quand le paramétre To = 100, Vol(Z) = 52268.02.
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Chapitre 2
Sensibilité du probléme d’optimisation

pour la fabrication des mélanges

Introduction

Dans une raffinerie, on se sert de certains produits issus du raffinage comme
bases & la fabrication d’autres produits. La gestion de cette fabrication pose
quelques problémes; citons par exemple:

- le probléme de la faisabilité d’un mélange & partir de ces bases,
- le probléme de la gestion du stock des produits de bases.

Le concept de fabrication de mélange développé par P. Valentin a introduit la
représentation vectorielle d’un produit, laquelle a amené & considérer des entités
géométriques appelées zonotopes. Le premier probleme se rameéne a déterminer
l’appartenance d’un point & un zonotope, le second donne lieu au probleme
d’optimisation qui fait ’objet de cette étude. Plusieurs travaux ont été menés
dans ce sens. Les premiers résultats ont été obtenus par K. Slaoui qui a étudié les
problémes de faisabilité d’'un mélange et un critere d’optimalité dans le cadre des
mélanges binaires (dans R?). D. Girard a généralisé ce critére aux mélanges non
binaires, ce qui a conduit & un probleme d’optimisation. N. Odeh a fait I’étude de
quelques lois de mélanges ainsi que la visualisation par des coupes paralleles des
zonotopes. N. Szafran a développé les méthodes de construction, visualisation et
manipulation des zonoedres.

Les propriétés des mélanges de base sont des résultats de mesures; elles—$ont
donc entachées d’erreurs. Ces erreurs engendrent des variations de la solution du
probléme d’optimisation. Nous étudierons ces variations et nous caractériserons,
sous certaines hypothéses, le domaine de variation de la solution du probléme
d’optimisation quand les erreurs varient dans un ellipsoide.

Nous commencerons par rappeler la modélisation géométrique pour la fabri-
cation des mélanges, puis nous parlerons du critére d’optimalité et du probléme
d’optimisation. Dans la troisiéme partie nous étudions la variation de la solution
par rapport aux erreurs. Quelques exemples seront donnés a la fin.
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1. Modele géométrique de la fabrication de mélange

1. 1. Modeéle géométrique

On dispose de plusieurs produits P; aux propriétés différentes. Chaque produit
est représenté par n spécifications (ou propriétés) s;. Ainsi, le produit P; est
représenté par (si,ss,..., s%).

Définition 2. 1 On appelle Q;, Uespace de représentation de la spécification s;.
Q; est en général IR ou un intervalle de R. Q0 = Q; x Q3 X ... X Q,, est appelé
espace des phases.

Définition 2. 2 (Propriété additive) Une propriété F' d’un mélange est dite
additive, si étant donnés deuz produits A et B et leurs masses m4 et mp alors:

P+ P, — C,

mch = (7’I’Lp1 + 77Zp2)FC = TI’I,ple1 +mp2Fp2.

Exemple: un produit gasoil est caractérisé notamment par deux propriétés:

- son pourcentage en soufre s qui caractérise la propreté du gasoil,

- sa température de trouble T: température en dessous de laquelle le gasoil
commence & cristalliser.
D’aprés la définition d’une loi additive, la premiére propriété est additive. Cela
n’est pas le cas pour la deuxiéme spécification. Mais I’expérience a montré, qu’avec
une certaine fonction biunivoque découverte empiriquement, on peut associer a la
température de trouble T la valeur fi(T') appelée indice de température de trouble.
La grandeur fi(T) est "presque” additive.

St on a deux produits P; et P; tels que chacun a les spécifications:

-

mp, mp,
Py =1 sp et P, =| sp
Tp1 sz
mc
En les mélangeant, on obtient le produit C = | s¢ | tel que:
Tc

me = mp, +mp,,
mecsc = mp, $p, +Mp,Sp,,
mcfi(Tc) = mp, fi(Tp,) + mpfi(Tp,).
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Ainsi, mélanger Py et P, revient a faire la somme de vecteurs.

Un produit P ayant les spécifications (m, s,T) a pour représentation vectorielle
le vecteur:

m
ms

mfiT)

Dans la suite, on identifiera un produit et sa représentation vectorielle.

1. 2. Faisabilité

Soient N; ¢ = 1,...,p des vecteurs représentant les produits de base dont on
dispose. En mélangeant une fraction A; de chaque produit N;, on obtient un

P

mélange M = Z)\iNi. Quand les A;, ¢ = 1,...,p, décrivent [0,1], M décrit le
=1

zonotope Z associé aux vecteurs N;, 1 = 1,...,p. Le zonotope Z représente ainsi

Pensemble de tous les mélanges faisables & partir des produits N;. Z est appelé

aussi 1’état de séparation de la famille {N;}.

Définition 2. 3 Un produit M est faisable (ow réalisable) ¢ partir des N;, s’il
eziste (A1, Az,. .., Ap), 0 < Ay <1 tel que Z?=1 AiN;i=M (1e. s M € Z).

Un point M est partiellement faisable s’il est dans le cone formé par 'enveloppe
positive des vecteurs N;. Si M est partiellement faisable alors il existe a €]0, 1] tel
que oM € Z. (aM est un produit de mémes caractéristiques physiques que M,
mais de masse différente). Par opposition & “partiellement faisable” on dira que
M est totalement faisable s’il est faisable au sens de la définition 2.3.

M, est totalement faisable
M, est partiellement faisable

Ms est non faisable

.M3

FIGURE .1. Faisabilité.
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Notons A la matrice dont les colonnes sont formées par les vecteurs N;, 2 = 1,...,p.
On pourra déterminer la faisabilité partielle ou totale d’un mélange M, en résolvant
le probléme d’optimisation linéaire PL suivant:

max o
4 - () =0
o (PL)
0 < >‘i < 17
0<a<l.
Soit (A\°, ) la solution de (PL).
On a la relation suivante:
AN =o' M.

Si M est faisable alors a® = 1 et dans ce cas A\ est une solution faisable. Si a® = 0
alors M n’est ni faisable ni partiellement faisable.
On appelle domaine de faisabilité d’un mélange M, I’ensemble:

P
Un={Ae[0,1P | D X\lN:i=M}.
i=1

C’est 'intersection de ’hypercube [0, 1]? de R? avec le sous espace affine :
{NeRP | A\ = M}.

C’est un fermé borné. Si M est réalisable alors Ups est non vide.

Remarque 1: Pour déterminer la proportion maximale faisable d’un produit M,

il suffit de résoudre le probléme (PL) sans prendre en compte la contrainte o < 1.

2. Critére de gestion de la fabrication d’un mélange

Si Ups n’est pas réduit & un point, la solution n’est pas unique, d’ott I'importance
du choix d’un critére de gestion de la fabrication.

2. 1. Zonotope résiduel
Le zonotope Z,

P
Z={> M\N:i| 0<X <1},
i=1

est 'ensemble de tous les mélanges réalisables.
En consommant une quantité )\; de chaque N; pour fabriquer M, le résidu dans
chaque bac est le produit représenté par:

(1— )N,
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Définition 2. 4 L’ensemble des mélanges faisables aprés la fabrication de M,
au moyen de \;N;, 1 =1,...,p, est donc le zonotope:

ZrN) ={D_ w1 =X)N; | 0< <1, i=1,...,p}
ZRr(A) est appelé zonotope résiduel aprés fabrication de M au moyen de A.

N.B : En toute logique, la notion indique que Zg n’est pas un zonotope. Zg(\)
est un zonotope pour chaque A. Zg est une application de [0, 1]? dans l’espace des
zonotopes. .

L’ensemble des produits faisables aprés fabrication de M est entiérement défini
par le convexe de mélanges Zr(A). Remarquons que c’est un ensemble qui dépend
du choix de A; pour illustrer ceci, prenons l’exemple suivant:

e (3): 2= (2). = (1) o o= (32)

A=(1/2,1/2,0) A=(0,0,1)

FIGURE .2. Exemple de zonotopes résiduels (dépendance par rapport a \)

a

p P N

Remarque 2: Pour tout A € Uyy, Z(l —A)N; = Z N; — M; tous les zonotopes
=1 =1

résiduels ont donc au moins deux points en commun, qui sont O et Y 2_ N, — M,

ce dernier étant le point distal de Zg(A).

Notons Z — M le translaté, par —~M, du zonotope Z. Comme majoration, au sens
de P’inclusion, du convexe résiduel, on a:

Proposition 2. 5 [Sla86] Pour tout A € Uy, on a

Zr(A)C Zn(Z-M).
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L’ensemble Z N (Z — M) admet la propriété suivante:

Proposition 2. 6 Pour tout M € Z, ZN(Z — M) est un polytope ayant une
symétrie centrale, le centre de symétrie étant C — %M; C= %E’i;l N; désigne le
centre de symétrie de Z.

Démonstration :
z € ZN(Z — M). Montrons que I'on a:

2C - M-z =2C- M-z €Zn(Z-M).

Comme z € Z,ona2C —z € Z,donc 2C - M —z € (Z — M).
Commez € (Z -M),onaz+MecZ,dnc2C—-—z-MecZ R

Corollaire 2. 7 Dans R*, ZN(Z — M) est un zonogone.

Démonstration : D’aprés la proposition précédente et le fait que dans R? tout
polygone & symétrie centrale est un zonogone (cf chapitre 1). W

2. 2. Fabrication & séparation résiduelle maximale

Le critére adopté pour choisir les fractions A pour fabriquer un produit M, est
celui de la gestion de la fabrication & séparation résiduelle maximale. C’est & dire,
fabriquer M en augmentant ’état de séparation de la famille résiduelle et avoir
un large éventail de produits faisables apres la fabrication de M. Puisque I’état de
séparation est donné par le zonotope associé aux vecteurs (1 — ;) Ny, alors il faut
fabriquer M tout en augmentant la “taille” du zonotope résiduel Zg.

a

e Casn=2

Dans le cas de la dimension 2, Z N (Z — M) est un zonogone qui contient
tous les zonogones résiduels. De plus, Slaoui a donné un algorithme constructif de
troncature par la corde, pour trouver la décomposition A vérifant

Zr(N) = Z N (Z - M). (2.1)

Donc Z N (Z — M) est un convexe résiduel et c’est le plus grand d’apres la
proposition 2.5. L’idée de l’algorithme est la suivante: on suppose que les vecteurs
N; sont préalablement triés (par rapport & ’angle que fait chaque vecteur avec la
droite Oz). Si M est faisable, on peut placer un segment [M;, My, équipolent a
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OM, en position de corde sur Z (c’est a dire M; et M, sont sur la frontiére de Z,
voir figure 3). My et M, s’écrivent:

i—1

M= Nt AN, Ael
k=1
j-1

M2=ZNk+)\ija )\jE[O,l].
k=1

Le vecteur A optimal (i.e., vérifiant (2.1)) est de la forme
A=(0,...,0,X;,1,...,1,4;,0,...,0),
ot 4,7 (6 < §), Ai, Aj € [0,1] vérifient:
j=1

M:(l—)\i)N,'-i- Z Nk-{-)\ij, /\,‘,)\jE[O,l].
k=i41

Z

FIGURE .3. Troncature par la corde.

e Casn>3

Dans le cas o n 2> 3, ZN(Z — M) n’est pas, en général, un zonotope comme
le montre le contre exemple dii & P. Valentin: dans R?; si M vérifie:

M = N; + N3 = Ny 4+ Ny,

alors Z N (Z — M) est un octaédre avec des faces triangulaires, donc ce n’est pas
un zonoedre d’apres la proposition 1.13.
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Si on prend le volume comme mesure de la taille de Z r(A), on se rameéne donc
au probleme:
max Vol(Zgr(A
max (Zr(A))

A\ = M, (P)
OS/\Z'S.L i=1,...,p.

Probléme d’optimisation

D’aprés le corollaire 1.17,

Vol(Zr(V) = > T2 —29)lAdl, (2.2)

{I|=n €l

ou Ay est le déterminant des vecteurs dont l'indice est dans I (I = {i; j =
1,...,n | 1<41<...<i,<p}
Notons:

J(A) = Vol(Zg(N)).
J(A) est un polynéme homogene de degré n par rapport & A € R?, donc continu.

On a le probléeme d’optimisation:

max J(A)
relR?
AN=M (P)

0<M<l i=1,...,p

L’existence de la solution est assurée par le fait que Uys est fermé borné et que J
est continue.

Proposition 2. 8 [Gir86] Vol'/" est une fonction strictement concave sur Upy.

Ce résultat est une conséquence du théoréme de Brunn Minkowski suivant:

Théoreme 2.9 51 A et B sont deuz ensembles convezes, alors on a:
Vol'/MaA + (1 - a)B) > aVol'/"(A) + (1 — a)Vol**(B).

Linégalité est stricte sauf st A et B sont homothétiques ou reposent dans un méme
hyperplan.

Corollaire 2. 10 Le probléme:

max J/™(\)
AN =M, (P")
OS)‘ZS]" i=13-">p7
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admet une solution \* unique qui est aussi l'unique solution du probléme (P).

Démonstration :
, . . 1 .
Cela découle du fait que la fonctionnelle J# est strictement concave et que la
fonction (.)* est croissante sur R*. H

Remarque 3: Si J(A) # 0 alors on a la relation:
VIMR(A) = 1/n.J5 "1 (A).VI(A). (2.3)

Donc les gradients de J/™ et J sont proportionnels et ainsi J!/” et J ont les
mémes points stationnaires.

Ceci nous permet d’utiliser un algorithme itératif de descente pour résoudre le
probléeme (P).

Le Lagrangien associé au probleme (P) s’écrit:

Lo, B,7)=J(M)+<a,AA-M >
+<BA>—<v,A=-1>,

ol o € R™ est le multiplicateur de Lagrange associé & la contrainte A\ = M et

B (resp. 7) € RE est le multiplicateur de Kuhn et Tucker associé & la contrainte
0 < A (resp. A < 1).

Les multiplicateurs de Kuhn et Tucker 3 et v doivent étre & composantes toutes
positives.
Si A* est la solution de (P) alors il existe o* € R", §* € RE et v* € RE, tels
qu’on ait les relations:

VIO + Ala* + B* —v* =0,

AN* =M, —
BT =0, r=1,...,p,
7i(Ai—-1)=0, i=1,...,p.

En un point A € Ujpy, on définit les ensembles des indices de contraintes saturées
suivants:

To = {i | A; = 0},
T ={i |\ =1}

A loptimum, on a:

Br=0sii¢Zy et v7=0si¢¢ .
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2. 3. Algorithme de résolution

Le probleme qui se pose est un probleme d’optimisation non linéaire avec
contraintes linéaires du type égalité et inégalité de la forme

max J(A)
Al =M, (P)
CA>0b.

Pour le résoudre, on a choisi la méthode du gradient projeté proposé dans
[Ros60]. Cette méthode consiste & projeter le gradient sur la frontiére du domaine
défini par les contraintes, ce qui permet un cheminement le long de la frontiere
dans la direction de la plus forte pente “relative” (autorisée par les contraintes).
En un point y, soit

Iy)={:] <Ciy>= b },

I(y) est ’ensemble des indices des contraintes actives au point y.
Notons Cr la sous matrice de C' constituée par les lignes dont les indices sont dans
I(y). Soit S le sous espace affine:

e (4)e= ()

L’algorithme se déroule selon le schéma suivant:

Soit yo une solution faisable. yo peut étre obtenue en résolvant le probléme (PL).

(Voir faisabilité).
A I'étape k on est en yy.

On cherche une direction de déplacement admissible de descente § E(16%)] = 1),
qui permet d’augmenter le plus possible la fonctionnelle J et qui, pour un petit
déplacement, permet de rester dans l'intersection de S avec le domaine défini par
les contraintes. Ceci suppose que ;. vérifie:

a

A% =0,
Cré* = 0. (24)

On suppose que le rang de la matrice (ép) est plein: rang (é:) = rang(A)+

[ I(yx)] = n+ |I(yr)|; c’est & dire, on suppose qu’il n’y a pas dégénérescence au
point yg.
Soit S le sous espace vectoriel paralléle S c’est & dire vérifiant (2.4).

On montre (voir Minoux 83) que la direction de déplacement 6% € S° telle que
< VJ(yx),6* > soit maximal avec la contrainte de normalisation ||6¥|| = 1, est
donnée par 6% = d;./||dx|| ot di est la projection orthogonale de VJ(yx) sur S°.
Notons Pgo l'opérateur de projection sur S°. On a alors :
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di. = Pso(VJI(y")),
Pgo =T — AY(AAN) 1A,

ot A est la matrice ( A >
Cr

Le pas de déplacement p; dans la direction 6% est déterminé de maniére a
maximiser la fonction p — J(yx + pé*) par rapport & p > 0 tel que yx + pé*
appartient au domaine défini par les contraintes.

(2.5)

Soit:
pmaz = max{p >0 | \* + p6F € Upr },

pk est la solution du probléme unidimensionel:

Ty + p®).
o2 Ikt p87)

Le nouveau point est:
Yk+1 = Uk + prd*.

L’algorithme se poursuit tant que dy, la projection sur S° du gradient, n’est
pas nulle.
Lorsque dj = 0 au point courant yy, alors V.J(y) est orthogonale a S. Dans ce cas
yx est 'optimum sur le sous espace S, mais cela ne signifie pas que c’est I’optimum
sur tout le domaine des contraintes. Pour vérifier ceci, on calcule le vecteur pp
des multiplicateurs de Kuhn et Tucker correspondants aux contraintes actives. Les
vecteurs a et up sont solutions de ’équation:

e () = =9

Si le vecteur ufr est & composantes non négatives (condition de Kuhn et Tucker),
alors le point courant est optimum yr = y*. Sinon, on réduit ’ensemble des
contraintes actives. Le fait qu’il existe j tel que p; < 0 exprime le fait qu'on a
obligé la solution & étre sur la face définie par la jéme contrainte sans que céla ne
soit nécessaire. On supprime cette contrainte de C'g et on continue le cheminement.

Mise en oeuvre pratique

L’opérateur de projection sur lespace S® est donné par Pexpression (2.5).
Cependant, la matrice A peut comporter des lignes trés voisines puisqu’il s’agit de
la quantité d’une espéce physique dans les bases. Le calcul de la projection peut étre
instable. Pour cela, il est préférable d’opérer par des transformations orthogonales.
On a utilisé la factorisation QR avec orthogonalisation de Householder de la
matrice A’

-l |f].
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ot @ = [@1, Q2] est une matrice orthogonale et R est une matrice n xn triangulaire
supérieure. La matrice @) représente une base de Im(A?) et @), est une base du

sous-espace N(A) (noyau de A). Dans ce cas, la projection sur S° s’écrit sous la
forme simple:

Pgo = Q2Q5%.

La résolution de l’équation vérifiée par les multiplicateurs se traduit par la
résolution du probleme:

Ru=- (8) V().

avec R triangulaire supérieure.
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3. Influence des erreurs d’analyses sur la solution:

Chaque composante N/, j =1,...,n,de N;, i = 1,...,p, est le résultat d'une
mesure, donc entachée d’une erreur ¢;;.

Soit € la matrice (n x p) des variables €;;, 1 <i<net1<j<p.

Remarque 4: Dans la suite, € désignera soit la matrice de IR™ x R?, soit le vecteur
de R"™P. ‘

Au cours du processus de la fabrication, la matrice de donnée A est remplacée
par la matrice A 4+ ¢. Donc le probléme d’optimisation (P) devient un probléme
perturbé de la forme:

max J(A,¢€),
(A+e)d =M, (Fe)
0 S )\i S 17

Jhe)=V(he) =Y ] -x)las. (2.6)

{I|=n i€l

Le but est d’étudier la variation de la solution A, du probléme (P;). (Ao étant
la solution du probléme initial correspondant & ¢ = 0).

3. 1. Régularité de la solution par rapport aux erreurs

On se placera dans le cas d’un probléme d’optimisation avec contraintes linéaires
de type égalité puis on étendra 1’étude au cas de contraintes linéaires de type
inégalité.

3.1.1. Sensibilité dans le cas de contraintes linéaires de type égalité
Supposons que 'on ait le probléme d’optimisation sous contraintes de type

égalité suivant:

(PE,)

max  J(A &),
(A+e)d=M.

Le Lagrangien associé dans ce cas est de la forme:

LOya,e)=TNe)+<a,(A+e)d—M>.
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Soit A, la solution du probleme (PE,); il existe a, € R", vecteur des multiplica-
teurs de Lagrange, tel que 'on ait les relations:

VaL(Ae,ae,e) =0,

2.7
Vaol(Ae,ac,e) =0, (2.7)

On a le résultat suivant:

Théoréme 2.11 Soit A la solution du probléme (PE.).

Si la fonction J est de classe C* par rapport ¢ (A, €) quand £ varie dans un
voisinage Uy de 0, alors il existe un voisinage de 0 tel que A, est une fonction de
classe C'™ par rapport d €.

Remarque 5: Pour que J soit '™ par rapport a ¢ dans Uy, il faut et il suffit que
les vecteurs N; et ¢ solent tels que les erreurs n’entrainent pas un changement de
signe des déterminants A% sur Up.

démonstration du théoréme:

Pour démontrer le théoreme, on essayera de se placer dans les conditions du
théoréme des fonctions implicites.
Notons H = V3J(Ag,0), le Hessien de la fonction J au point (Ag,0). ( On utilisera
la notation H ou V5J(()o,0) selon le besoin).

Puisque la fonction J est de classe C°, la fonction £ est de classe C'*° par rapport

V,\f:> est de classe C°°.

Les relations & 'optimum pour € = 0 s’écrivent:

aux variables (A, &, ). Donc la fonction (

V)\[:(/\o, ao,O) = 0,
VoL ( Mo, ag,0) = 0.

La Jacobienne partielle par rapport & (A, ) & Poptimum s’écrit:

Vizﬁ()\o,ao,()) V?\aﬁ(/\g,ao,()) =
V?XA,C(/\(),CY(),O) Vigﬁ()\o,ao,()) )

V32L(Ao, @0,0) = V3J(X0,0) = H,
V3. L( Ao, ap,0) = A®,
V2,L(Xo,00,0) = A,

V2, L(Ao, ,0) = 0.

(2.8)

Notons W la matrice Jacobienne partielle au point (Mg, ag). W est de la forme:

H Af
w=(4 %)
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Démontrons que W est inversible.

Si H est inversible alors il en est de méme pour la matrice W. En effet, on
démontre que:

H At -1 3 H_1 _ H_lAt(AH—lAt)—lAH—I H-—lAt(AH—lAt)—l
A 0 - (AH 1AHTAH! —~AH-1A? '

Ce résultat s’obtient en prenant une matrice ( D gf) et en résolvant le
systeme:
CH + D'A = 1I,,,
CA' =0,
DH 4+ FEA =0,
DA =1,.

La condition, H est inversible, est une condition suffisante pour que W le soit
mais elle n’est pas vérifiée en général. Cependant, la restriction de H & N(A) est
inversible. En effet, si J(Aq,0) # 0 alors:

1 1,1
VZJY(Ag,0) = ;J%‘l(/\o,O)V?\J(AO,0)+E(;—-1)J%‘2(/\0,O)V,\J(/\O,O)V)‘J’(/\O,O),

et V3J1/™(Xo,0) est définie négative car J'/™ est strictement concave.

Soit z € N(A); alors:

VTV (A, 0)z = =757 (Xg,0)20V3 T (Mg, 0)z+

S|w

1.1 1
~(> - 1J772(X,0)2'VaJ (Ao, 0)VaT (Ao, 0)z.

VaJ'(Xo,0)2 =0 Vz € N(A), -
d’ou
2'VE TN, 0)z = 2'V2JT (X, 0)z, (2.9)

ce qui exprime que la restriction de V3J(Xg,0) & N(A) est aussi définie négative
et donc inversible.

Considérons la matrice P dont les lignes forment une base de N(A4). Pour tout z
de N(A), il existe s € R?™" tel que z = P's. La restriction de H & N(A) s’exprime
comme suit:

PHP!,

et d’apres la relation (2.9), la matrice PH P! est inversible.
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On montre maintenant que si la restriction de H & N(A) est inversible alors la
matrice W l'est aussi.

Le rang de A est plein (les vecteurs A} constituant les colonnes de A’ sont
linéairement indépendants; ils générent donc un espace de dimension n dans R?).
Soit V une matrice telle que V* soit constituée des vecteurs tels que (4%, V') soit
une base de R”.

La matrice [4%, V'] est non singuliére. Il existe une matrice (

Y ;
Z) telle que 'on

ait les relations:

AYY 4+ VZ =1,
et
YA YV (I, O
ZAY ZVt)] T\ 0 IL,_,)’
c’est a dire qu’on ait :
YA = 1I,,
ZA'=0,
YV =0,
ZVt=1I, ,.

Ona AZ'=0,donc Zf € N(A), i=1,...,p—n. Les colonnes de Z* constituent
une base de N(A). Donc ZH Z" est inversible (restriction de H & N(A).

t t

Notons <g E > la matrice inverse de <Z f(l) ) Alors:

C= Zt(ZHZt)“lZ,

D=Y—-YHZt(ZHZt)_IZ, (2.10)

E=YHY!- YHZt(ZHZt)"lZHYt.
En effet:
(4) CH + D'A=1,
(i2) CA'=0, .
(43) DH + EA =0, B
(iv) DA'=1I,.

Dans la premiére équation, en multipliant & droite, par la matrice (Y%, Z*), on
obtient:
CHY'+D'=Y?",
CHZ'=Zt,

qui peut s’écrire:

C (At VY) (g)HYt-i—Dt:Yt,

C(At VY (g) HZ! = 7.
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En utilisant la relation (:¢), on obtient:
CV'ZHY'+ D'=Y?,
CV'ZHZ'= Z*,
ou encore, puisque ZH Z* est inversible:

CV'ZHY!+ D'=Y?,
CVi=ZYZHZY),

ce qui permet de calculer D*:
D*=Y'-ZYZHZY) 'ZHY?,
{ CV'=ZYZHzZY .
Des équations
CA!' =0,
{ CV'=2ZYzZHZY) ™,

on peut tirer

C(At1ﬂ)<§>=(0 z%zyzqﬂ)<§),
o done C = ZY(ZHZYZ.

En outre, considérons les équations (iii) et (iv)

DH +EA =0,
DAt =1,

et multiplions par (Y, Z*):

E = -DHY?,
0=—-DHZ!

On obtient donc, en remplacant D par sa valeur:
E=YHY'-YHZYZHZ") 'ZHY".
La Jacobienne est donc inversible. L’inverse est donné par (2.10).

Par application du théoréme des fonctions implicites, on démontre que:

i- 1l existe un voisinage V de 0 dans R™,

ii- il existe une fonction de classe C*, de V; — R"?, qui & ¢ associe ()., a.)
tels que:
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vz\L(AS)a&E) = 0>
Vol(Aesae,e) =0,

pour tout € dans V. W

Nous notons cette fonction <)\(€) )
a(e)

e Jacobienne de la fonction (i) :

On a démontré que pour J réguliere, la solution du probléme (PE.) est
aussi réguliére par rapport aux perturbations sur les données. Pour déterminer
la sensibilité, on calcule la Jacobienne par rapport & € de la solution.

Pour ¢ tel que ||e]| suffisamment petit, on a:

{ VAL(A(e),a(e),e) =0,
Vaol(A(e),a(e),e) =0.

En dérivant par rapport a €, on obtient la relation:

{ V2, L(Me), ale),€).VeA(e) + V3 L(A(€), a(e), ). Vea(e) + V3L (), a(e),e) =0,
V2, L(A(E), a(€),€).VeA(e) + V2, L(Me), ae),€).Vea(e) + VE.L(A(€), ae),e) =0.

En utilisant les relations données par (2.8), on obtient:

(2 9) Gw) =~ (F=?).

ol Ay est la matrice (n X np), qui & € associe le vecteur ).
On en tire que:

(30) oo (5 ) (Ren).

VoA = —PW™! (Vifﬁ(i‘)’a”’ O)) :
0

ou P est la matrice de projection telle que P(\, «) = A.

Le calcul des valeurs singulieres du Jacobien nous permet de déterminer la
sensibilité de la solution A, par rapport & ¢; si la plus grande des valeurs singulieres
en module est trés “grande”, alors le modele est trés sensible par rapport aux
erreurs.
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3.1.2. Cas des contraintes de type égalité et inégalité

On a le probléme d’optimisation avec contraintes de type égalité et d’inégalité
suivant:

max J(A,¢€)
(A+e)h =M, (PL)
CA>b.

On veut étudier la sensibilité de A par rapport & €.
Le Lagrangien associé dans ce cas est de la forme:

LA o, pe)=TNe)+<a,(A+e)d-M >+ < p,CA—b >,

ol « est un vecteur de R™ et u un vecteur & composantes positives.
Si Ac est la solution de (PI.), alors il existe a. et u. tels que pe, > 0, Vi, et
vérifiant les relations:

Vad(Ae,€) + (A+e)tae + Clue =0,
(A+e)Ae =M =0, (2.12)
/LE‘.(C’)\S - b), = 0, Vz.

Notons Cp (resp. Cp) la sous matrice constituée des lignes de C pour lesquelles on a
Pégalité (resp. 'inégalité stricte) c’est & dire les indices qui saturent les contraintes.

Posons: c ;
— F _ F
or= (5= (2)

_ [ BF
: <NL>'
Définition 2. 12

- Une contrainte est dite fortement active si elle est active et le multiplicateur
de Kuhn et Tucker associé est strictement positif.

- Une contrainte est dite faiblement active si elle est active et le multiplicateur

de Kuhn et Tucker associé est nul. =

Domaine des
contraintes

. . Contrainte faiblement active Contrainte fortement active
Contrainte non acti¢e

FIGURE .4. Contraintes.
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On a le résultat suivant:

Théoréme 2.13 Soit (A, ¢) solution du probléme (PI.).

83 la fonction J est de classe C™ par rapport & (A,e) quand € varie dans un
voisinage Uy de 0, et s1 & Uoptimum toutes les contraintes sont fortement actives
alors il existe un voisinage de 0 tel que A\ est une fonction de classe C* par rapport
ée.

Démonstration :

Comme pour le cas des contraintes d’égalités, on se placera dans les conditions
d’application du théoréme des fonctions implicites.

Considérons la fonction:

VaJhe)+ (A+e)a+ Chup+ Clug
(A+e)A—-M
(AvaaﬂF’ /U'Lae) E— MF,-(CFA _ b)z . (213)

pr,(CrA —b);

C’est une fonction de classe C* de (A, «, u, €).
Pour ¢ = 0, la relation (2.12) s’écrit:

VaJ(Xo,0) + Alap + Clup = 0,
AN— M =0,

10, (Crdo — br)i = 0, i € I(N),

10, (Crhe —br)i =0, i ¢ I(Ao).

Donc la fonction définie en (2.13) s’annule au point (Ao, o, f0,0). La Jacobienne
partielle (V,Vq, V,) de cette fonction au point (A, ag, pto,0) s’exprime de la
facon suivante:

H A* CL C}

A 0 0 0

Tr 0 0 0}’ .

0 0 0 1T

ou Tr est la matrice constituée par les lignes de Cr telle que:

Q=

Tp, = pr,Cr,, Vi € I()).
T} est une matrice diagonale de taille p — n — [I(A)| telle que:
T =(CLA=br)i > 0.
Ona
H A* C%

det(Q) =det(Tp)det | A 0 O
T, 0 O
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Or
H A* Ck H A' C%
det| A 0 0 |=(JJp)det| A 0 0},
T 0 O i€l Cr 0 O
et
det TL) H(CF)\ — bp),,
1134
d’ou ;
H A
det(Q) = (J] »e) (H(Cp)\—bp))det( 0),
el 134
i (A
ou A= Cr

Le Jacobien est nul si 'un des termes est nul.
En appliquant le méme raisonnement que dans le cas d’un probleme d’optimisation
& contraintes linéaires de type égalité, on démontre que:

dt(Z At);éo

Le terme (J];¢; Nz)(HzQI(CF)‘ — br);) est nul 8'il existe ¢g € I(X) tel que pyy = 0.
Dans ce cas, la solution est faiblement active. En d’autres termes, il existe une face
contenant I'optimum telle que la contrainte relative a cette face ne soit pas utile.
Si toutes les contraintes sont fortement actives, le Jacobien est non nul. On peut
donc appliquer le théoréme des fonctions implicites.

- il existe un voisinage Vy de 0,

- il existe une fonction C* :

e — (Ae, e, fle)

telle que pour tout € € Vg, (A, ac, e, €) vérifie la relation (2.12). W

A —
On notera cette fonction implicite | «
7

Remarque 6:
Il est clair que le voisinage V, dans le théoréme précédent nous assure que
I’ensemble des contraintes actives & 'optimum ne change pas lorsque ¢ décrit Vy.

A

e Jacobien par rapport a ¢ de la fonction | «
7

En dérivant les équations & 'optimum par rapport & £ au point (A(0), a(0), x(0)),
on obtient la relation:
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H At C&L Ct A(0) v2,J(A\0),0) + &
A 0 0 0y [ a0} __ Ao
Tw 0 0 0 | ¢|up0) ]~ 0
0 0 0 Ty 12,(0) 0

ou & est la matrice qui € associe le vecteur £'a.
On a donc V. uy = 0, d’ol:

A(0) H At Ct\ 7' [ V2. J(A0),0)+ &
Vel a(0) |==1 4 0o o0 Ao ,
)2 7)) ()

ou encore:

( A(0) ) (H A c;)‘l <V§€J(A(O),O)+&)
Vel a(0) == 4 0 o0 Ao . (2.14)
1 r(0) Cr 0 0 0

De la méme maniére que précédemment, on tire que:
H A' CL\ 7' [V J(X0),0) + &
VAO)==-P| A 0 0 A .
Cp 0 O 0

Les valeurs singuliéres du Jacobien donnent la sensibilité par rapport a €.

3. 2. Région de confiance

La régularité étant démontrée dans le cas des contraintes linéaires de type égalité et
inégalité, on va caractériser dans cette partie le domaine de variation de A, quand
¢ décrit un certain ellipsoide. On supposera que les composantes de ¢ suivent une
loi normale. ¥ désignera la matrice de variance covariance.

Cas des contraintes de type égalité

Hypothése 1: On suppose que les vecteurs N; et ¢ sont tels que les déterminants
ne changent pas de signe.

En faisant un développement du premier ordre au voisinage de 0 de la solution,

on obtient:
( 28 ) B ( QE?S ) _ (52&8) e+ O(J[el).
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Notons:
AN = A(e) — A(0),

Aa = a(e) — a(0).
En remplacant dans I’équation (2.11):

(5 2)(R9) == (£ )e+otem. e.15)

ou L désigne la matrice V,.L(A(0),a(0),0).

Quand ¢ varie dans un ellipsoide, on veut caractériser le domaine décrit par AM.
Soit B* Pellipsoide tel que ¢ lui appartient avec une certaine probabilité. Alors B?
est définie par:

BP={y| <y, ly>< p*}.

Soit T la matrice définie par:

e\ =1
T—_ H A L ,
A 0 Ao
Ay . b
alors Ay | votie dans I'image de B* par T.

Caractérisation de I’image linéaire d’un ellipsoide
Soit B 1’éllipsoide défini par
B={z | (zQz)<p%,

ol @ est une matrice symétrique définie positive. Notons ||.||g, la norme définie
par le produit scalaire (.,Q.}).

Soit T : R™ — R™*? une application linéaire surjective, non injective.
Soit y € R™*?. Considérons I’ensemble:

T'{y)={zeX|Te=y},

qui est une variété affine non vide paralléle & N(T') dans R"™.

On aura y € T(B) si et seulement si I’élément z* de T~({y}), de norme ||.||g
minimum, appartient a B.

Cet élément z* n’est autre que Tg (y), ou Tg est le pseudo-inverse de T (si R™
est muni de la norme ||.||g).

Pour caractériser T(B), on a:

y € T(B) <= |IT3(y)lI5 < p*
=< TEY), QTS (y) >< p?
=< y,TthTgy >< p.
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Donec: .
T(B)={y | <y T¢ QTgy><p"}.

e Caractérisation de TC'Q"

Soit z* 1’élément de T~*({y}) de norme ||.||¢ minimum.
z* est orthogonal & N(T') au sens de la norme définie par la matrice Q).
L’orthogonal de N(T') au sens ||.||g est Im(Q™'T*), 'image de R™ par (Q~!T").
En effet, pour tout élément z de N(T'), on a:

T2=0,

donc

TQ 'Qz=0.

Les lignes de 7Q ™! sont orthogonales & N(T'). Elles définissent donc une base de
Pespace orthogonal & N(T') ( si R™ est muni de la norme ||.||g). Donc

z* € Im(Q™'TY).

Il existe v tel que
33* — Q_th'U,

donc
y=TQ 'T'v.
d’ot
v=(TQ 'TH Ty

et finalement:
.’E* — Q—-th(TQ—th)-—ly.

Le pseudo-inverse au sens de la norme ||.||g s’écrit:

TS = Q7' THTQ™'TH ™. (2.16)

En remplagant Tg par sa valeur, on obtient:
TS-QT+ — (TQ_th)_l,
donc T(B) est Dellipsoide défini par:
T(B)={y | <y (TQ7'T)y><p’}. (2.17)

Dans notre cas Q = £71. On en conclut alors que I'image de l’ellipsoide B par
T est ellipsoide défini par:

{y | y{(T=TH) My < p?},
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AA
Aa

Pour chercher le domaine de variation relatif & A\, il suffit de faire un
raisonnement analogue au précédent avec P, la projection définie par :

qui est Dellipsoide de variation du vecteur

P\ a)=A,
AN décrit 'image de B par application PT. D’apres (2.17):

PT(B) = {y | y"(PTTT'P) 'y < p*}. (2.18)

Cas des contraintes de type inégalité:

En plus de 'hypothese 1 faite dans le cas des contraintes du type égalité, on
fait ’hypothése suivante:

Hypothése 2: On suppose que les erreurs ¢ ne font pas changer ’ensemble des
contraintes actives a ’optimum.

Ae)

Le développement au premier ordre de ( a(e) | au voisinage de 0 donne:
pr(e)

afe) | = | «0) | = Va(0) | e+O(ll*) (2.19)

( ) A(0) VA(0)
pr(e) #r(0) Vur(0)

En utilisant la relation (2.14), on a la relation au premier ordre suivante:

A H A Ct\ 7' /L
Ao = — A 0 0 Ao E.

Apr Cr O 0 0
ot L est la matrice V5,J(A(0),0) + & —
On est ramené & un cas similaire au cas des contraintes de type égalité, avec
H A ci\™' [L
T=-1 A4 0 O 4 Ao
Cr 0 O 0

Quand e décrit BP, A)X décrit son image par PT, ou P est la projection définie
par, P(A\,a,p) = A

La région de confiance pour AX au niveau (1 — §) est définie par (cf [Ant92]) :

AX(PTET'P) TP AN S (x2)7H1 - 6). (2.20)
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ol X12) désigne la fonction de répartition de la loi du x? & p degrés de liberté.

Pour § = 0.05, la relation (2.20) détermine ’ellipsoide ou le vecteur A\ varie avec
une probabilité de 0.95.

De méme, la région de confiance associée & chaque couple de composantes
(AX;, A);), au niveau (1 — 6) est donnée par:

AN(P,TST'PE) AN < (x3)™2(1 - 6), (2.21)

ou v
Pij(M o) = (A, %)), i<j, 4,3=1,...,p.

Exemples

Dans les exemples traités, on suppose que les erreurs ¢;; sont gaussiennes et de
variances proportionnelles aux composantes. Elles sont choisies de la forme:

€ = 0.05 x A,‘j X X,
ot X est une variable aléatoire gaussienne A'(0,1).

Dans le graphique, chaque point est solution du probleme d’optimisation
perturbé. Le nombre de perturbations, dans les exemples choisis, est 400. L’ellipse
sur le plan défini par deux composantes A); et A);, est donnée par la relation
(2.21), avec 6§ = 0.05.
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Exemple 1
AX, ' Ax,
0.082469 0.020779
0.029571 =0.002316
-0.023328 Y -0.025410
-0.076226 -0.048505
-0.129124 - -0.071600
AX A
-0.12 -0.07 =0.02 0.029 0.082 -0.10 -0.06 -0.01 0.029 0.074 1
0.003249 0.026286
0.001443 0.001815
=0.000364 -0.022657 B
~0.002170 . -0.047128
-0.003576 0. 071600
~0.00 -~0.00 -~0.00 0.001 0.003A)‘1 -0.07 -0.04 =-0.02 0.001 0.026 Al;;
FIGURE .5. Variations de AM.
1 0 3 0 1
]\71 = 1 y Nz = 1 ; N3 = 1 s N4 = 1 et M = 1
0 1 0 3 1

La solution A du probléme d’optimisation non perturbé est:

0.25
0.25
0.25
0.25

Remarquons qu’aucune contrainte du type inégalité n’est active.
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Exemple 2

AN
0.066859
0.032419
=0. 002020

=0.036460

-0.070900 |

0.067864
0.019664
-0. 028537
-0.076737

=-0.124937

N1=‘—

AN

0.058641

0.014483

~0.029674 |

~0.073832

-0.117989

0.032  0.066 AN\

=0.12

1
1
0

~0.07 -0.02

3 -N2 =

2
0
1

0. 058641

0.014483

-0.02%674

-0.073832

~0.11

~0.117989

0.07 -0.02

0.014 0.058 DA

0.015  0.067 DN

~0.11

~0.07 -0.02

FIGURE .6. Variations de AA.

vN3:

1
0
2

Ny =

0
1
2

’N5=

La solution A du probléme d’optimisation non perturbé est:

Méme remarque: aucune contrainte du type inégalité n’est active.

[\

0.014 0.058 A)\3
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Exemple 3
Ax Ak
o.007224 | 0.002443
0.00224% . 0.000814 |
-0.002727 -0.000814
-0. 007702 -0.002443
0. 012678 0.004072
-0.24 =-0.13 -0.05 0.025 0.106 Al -0.21 -0.13 -0.05 0.025 0.106 A)‘l
0.002309 0.000000
0.000770 0.000000
~0.000770 ~0.000000
-0.002309 0000000
-0.003848 T 0000000
3
-0.20 =-0.13 -~0.05 0.021 0.098 0.00 -0.00 -0.00 0.000 0.000 AX
FIGURE .7. Variations de A\.
20 20 10 1 2 = - [25
Ni={10] , N,=[20 ], N3=[|20 | Ny={|2]|,Ns=|1]|, et M=]25
0 10 0 5 5 1
La solution A du probléme d’optimisation non perturbé est:
23
30
0.1
_ | 23
A= 5
0
0

Les contraintes Ay > 0 et A5 > 0 sont actives. L’hypothése 2 impose & ces deux
contraintes de rester actives; on aura donc:

A)\4 =0 et A)\5 = 0.
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quand ¢ décrit son domaine. La projection de l’eiiipsofde sur le plan relatif & la
quatriéme et la cinquiéme composantes, est réduit & un point.

Variations du mélange a réaliser

En commettant des erreurs ¢ pour définir les caractéristiques des produits de
base, on obtient la solution A, comme vecteur de fractions optimales pour fabriquer
M. Dans le processus de fabrication, ceci se traduit par prendre les fractions A.
des vecteurs N;; le produit réalisé est donc:

M= AN

La variation AM = M(e) — M est donnée par:

AM = AAM.

Quand ¢ varie dans la boule B?, A varie dans la boule donnée par (2.17), et
AM décrit 'image de cette boule par la matrice A.
La région de confiance pour AM au niveau (1 — §) est définie par

AMYAPTET'P'AY T AM < (x2)71(1 = é). (2.22)
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AM, e
0. 052300
0.022335

-0.007631

=0. 037596

-0. 067561

-0.10 -0.05 -0.04 0.028 0.072

AM; .
0.073265
0.029964
=0. 013337

-0. 056638

=0.099939

-0.10 -0.05 -0.01 0.028 0.072

AM; .
0.073265
0.029964
-0.013337

-0.056638

=0.099939

~0.09 -0.05 -0.01 0.025 0.073 AM,

FIGURE .8. Variation de M (exemple 1).
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0.142132

0. 057587

-0. 026959

-0.111504

-0.19604%

AM,

0.057 0.142

-0.02

-0.11

~0.19

4

AM,

0.141210

-0.01485%

-0. 092893

=0.170927

-0.09 -0.01 .

~0.17

AM;

0.142132

0.057587

-0. 026959

-0.111504

-0.1%6049

0.057

-0.02

-0.11

-0.19

FIGURE .9. Variation de M (exemple 2).
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AM,
2.225795
1.101962
~0.021870
-1.145703

=2.269536

AM;
0.110784
0.052513
-0.005758

=0. 064029

=0.122300

AM;
0.110784
0.052513
-0.005758
~0.064029

=0.122300

AM;
-2.26 -1.14 =-0.02 1.101 2.225

-2.26 -1.14 -0.02 1.101 2.225

-2.17 -1.15 -0.13 0.833 1.%02

FIGURE .10. Variation de M (exemple 3).
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Chapitre 3

Zonoides Associés a une Courbe

Introduction

Lors d’un processus discret de fabrication de mélanges & partir d’un certain
nombre p fixé de produits de base, la modélisation géométrique a amené & utiliser
les zonotopes. Cependant, en chimie, il y a des processus qui sont continus ou
diffus. Dans ce cas, P. Valentin a introduit la notion de zonoide associé & une
famille différentielle ou ce que nous appellerons dans cette étude zonoide associé a
une fonction paramétrique réguliere.

Un exemple de processus diffus est le principe de séparation par distillation. Ce
principe consiste a mettre un produit dans le bouilleur d’une colonne a distiller,
et récupérer en haut de la colonne, dans un laps de temps dt donné, le produit
de distillation. Le produit récupéré a un certain nombre n de spécifications qui
varient au cours du temps. A ces spécifications, on associe une fonction additive
F (voir définition de 'additivité). Le mélange produit entre les instants t et t -+ dt
est représenté par F(t)dt.

Nous commencerons dans la premiére partie par un bref rappel sur les zonoides.
Dans la seconde partie nous introduisons les zonoides définis par des fonctions
paramétriques réguliéres, et nous donnerons quelques propriétés et résultats. Dans
la troisieme partie, nous étudierons la régularité de la surface constituant le bord
du zonoide connaissant celle de la fonction F. Pour cela, nous définissons une
paramétrisation de cette surface et sous certaines hypothéses nous donnerons un
résultat sur sa régularité. Dans la partie 4, nous étudierons le cas particulier ou
F vérifie la propriété de la sélectivité totalement réguliere (STR): nous donnerons
une paramétrisation plus simple de la surface et un résultat de régularité. Dans
la derniére partie, dans le cas ou F' est STR, nous traiterons le probléme de
I'intersection d’un plan avec le zonoide associé & F'.
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Soit E = R™ I’espace euclidien de dimension n muni du produit scalaire usuel
{.,.). Soient K l’ensemble des convexes compacts de E, et Ks l’ensemble des
convexes compacts & symétrie centrale. On désigne par B la boule unité dans
E, et S la sphere unité, i.e., la frontiere de B.

1. Zonoide, rappels et Définitions

1. 1. Définitions et propriétés

Dans cette partie, nous rappelons quelques définitions et résultats sur les
zonoides.

Définition 3. 1 (Distance de Hausdorff) Soient K et L deuz éléments de K.
La métrique de Hausdorff est définie par:

haus(K,L)=min{ ¢>0 | KCL+e¢B e LCK+eB }

On considére X muni de la métrique de Hausdorff.

Définition 3. 2 Un zonoide est défini comme étant la limite, au sens de la
métrique de Hausdorff, d’une séquence de zonotopes.

Remarque 1: De ce fait ’ensemble des zonoides constitue la fermeture, au sens
de la métrique de Hausdorff dans K, de ’ensemble des zonotopes.

Proposition 3. 3 (Bolker 69) Un zonoide est un ensemble conveze compact &
symétrie centrale.

Les zonoides apparaissent dans d’autres contextes. Bolker, dans [Bol69], fait un
lien entre les zonoides et la théorie de la mesure et démontre le théoreme suivant:

Théoréme 3.4 Un zonoide est limage d’une mesure vectorielle non atomique. -
Propriété 3. 5 L’image par une application affine d’un zonoide est un zonoide.
D’autres auteurs ont donné des caractérisations des zonoides; citons par exemple
Weil 76 et Goodey 77 qui, & partir des distributions ont défini les zonoides par des
propriétés sur les volumes mixtes.

1. 2. Exemples

1- Pour n > 3,

{ T = (xhx?’“-vxn); ||$H1 = (Z |$2‘) <1 }
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n’est pas un zonoide.

Plus généralement: ’ensemble

n
{ z=(e1,22,,70); il = le:)? <1}
t=1

est un zonoide si et seulement si p > 2.
2- Un polytope est un zonoide si et seulement si c’est un zonotope.
2 , . -/ . .
3- Dans IR”, tout ensemble borné convexe & symétrie centrale est un zonoide.

4- Le polaire d’un zonoide n’est pas, en général, un zonoide.

1. 3. Fonction support

Définition 3. 6 Soit K € K; la fonction support Hyg de K dans la direction
£ € R™ est définie par:

Hi(§) =sup{ (2,§) | z€K }

Dans le cas d’un zonoide la fonction support s’exprime sous la forme suivante (cf

[LinT75], [WeiT6]):

Proposition 3. 7 Soit Z un zonoide ayant 0 comme centre de symétrie; alors
il eziste une mesure de Borel positive p sur S telle que la fonction support de Z
s’écrit:

Ha(€) = / (z,6)lo(da),  VEe E.

2. Zonoides associés a4 une courbe paramétrique réguliére

2. 1. Définitions et propriétés
On désigne par A Pensemble des fonctions de L*°(I) & valeurs dans [0, 1].

Définition 3. 8 Soit F une application définie de I = [a,b] & valeurs dans
R"satisfaisant les conditions suivantes que l’on appellera (Hy):

- F est injective,

- F est CP,

- F'(t) #£ 0 pour tout t € I.

F est une représentation paramétrique réguliére de classe CP d’une courbe I'.
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Définition 3. 9 L’ensemble défini par:
Z(F)={ MecE - M:/&@Fmﬁ,AeA 1,
I

est appelé le zonoide associé a F.

Remarque 2: Z(F) peut étre noté aussi Z(I') car il ne dépend pas de la
paramétrisation réguliére choisie.

FIGURE .1. Exemple de zonoide dans R

FIGURE .2. Exemple de zonoide dans R®. =

Propriété 3. 10 Le zonoide Z(F) admet comme symétrie centrale le point

CzéﬁF@&

Démonstration : Soit M un point de Z(F), il existe une fonction A € A, telle
que M = //\(t)F(t)dt.
I
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Or la fonction 1 — A appartient a A, donc le poin’;‘M * défini par:
M* = /(1 — A(t))F(t)dt
I
=/F@ﬁ—M
I

=2C - M.

est aussi un point du zonoide. W

Définition 3. 11 On appelle point distal, le point de Z(F), noté S et défini par:

S:ﬁF@&.

Propriété 3. 12 51 T est une application linéaire de IR™ & valeurs dans IR? alors
T(Z(F)) est un zonoide dans IR? et on a:

T(Z(F)) = Z(T(F)).

Démonstration : immédiate.
e Fonction support :

Proposition 3. 13 La fonction support du zonoide Z(F') dans la direction u est
donnée par:

HZ(F)(U) = / (F(t),u)dt,
otw, ={ tel, (F(t),u)>0}.

Démonstration : Soit © € R"; on a:

Hyzpy(u) = Zglzaf;)(x, u)

:ﬁﬁqb@F@ﬁm)
=%¥ﬁMﬂwwwMt
=£wwﬁpﬁ
=[Jnmwa.l
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Remarque 3: Lorsque l’ensemble { t €I | (F(t),u) =0 } est de mesure
non nulle, alors la fonction @ — (z,u) peut atteindre la valeur Hzpy(u) en
plusieurs points z de Z(F'). Dans ce cas, ’ensemble des points d’appui du plan de
normale u sur la surface du zonoide constitue une face.

2. 2. Zonoldes associés & une courbe et mesures vectorielles

Le théoreme suivant, donnera un lien entre les zonoides définis dans la partie
1, et ceux associés & une fonction. Le résultat est particulierement dans le sens du
théoreme 3. 4 .

Soit B(I), la tribu borélienne sur I. On a le résultat suivant:

Théoréme 3.14 Le zonoide Z(F) est ltmage de B(I) par la mesure vectorielle
ayant F' comme densité de mesure par rapport ¢ la mesure de Borel Lebesgue.

Démonstration :

On désigne par u la mesure de Borel Lebesgue; soit v la mesure vectorielle
définie par v = F.pu.
Soit Z, le zonoide défini comme étant I'image de B(I) par la mesure v. Nous allons
montrer que Z, = Z(F).

Pour tout M € Z,, il existe w € B(I) tel que

M= / F(t)dt
- / o(t)F(t)dt
I
(xw désigne ici la fonction indicatrice de w). Or x, € A, donc M € Z(F).
D’ou:
Z, C Z(F).

Réciproquement, montrons que Z(F') C Z,. Pour cela, nous utiliserons le lemme
suivant; pour une démonstration, nous renvoyons a Rockafellar dans [Rock70].

-

Lemme 3. 15 Sozent K et K, sont deuz ensembles convezes fermés non vides.
Alors Ky C K, si et seulement st pour tout £ € S, Hg,(§) < Hg,(§).

Soit € € §, d’apres la proposition proposition 3.13:
Haw(€) = ([ Fae),
we

et par définition de v, on a:

Hyzr)(€) = (v(we), €)

< sup {v(w),€).
w€eB(I)
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Donc pour tout £ € S, on a:

D’apres le lemme 3.15:

d’ott

Dans la suite, nous allons considérer des zonoides dans IR®. Pour tout 5 € S,
nous désignons par II,, le plan de normale n qui passe par 0.

I,={z€R® | () =0}

2. 3. Diagramme projectif

On généralise le premier diagramme projectif, introduit par Coxeter dans
[Cox62] dans le cas des zonoeédres, & un diagramme projectif continu.
On suppose qu’il existe u € R? tel que (F(t), u) > 0, pour tout ¢ € I.

Définition 3. 16  On appelle diagramme projectif associé au zonoide Z(F') la
courbe 'y définie comme étant la projection conique de la courbe I' sur le plan

P,={ zeR® : (z,p)=1 }.
Elle est définie par:
()
F(t) = —=——, vVt € I.
PR, 1)

0
Dans la suite, on suppose que p = | 0 |. Ainsi,

1

Tp=1{ (z(t),y(t); tel }

ou

>

(t
(t
(¢
F3(t)

:L'(t) =

Y

G

y(t) =
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A chaque vecteur 7, n # u, on associe la droite A, intersection du plan II, et
du plan P,. Soit I} (resp. II;) le demi espace défini par les éléments z € R3 tels
que {z,7) > 0 (resp. {z,n) < 0). De méme, soit AJ (resp. A;’) le demi plan défini
par les éléments u de P, tels que (u,n) > 0 (resp. (u,n) < 0).

Soit u € P,; on a les équivalences suivantes:
u€ell, (ie, u€h,) <=nell,
wuellf (ie, uedAe=ne o7
vuelly (ie, u€A]) = nell].

On oriente la droite A, de telle sorte que A} (resp. A;) soit & droite de A,
(resp. & gauche de A,) voir figure (3).

(3]

FIGURE .3. Orientation de A, dans le P.D.P..

A chaque plan II,, on associe la droite orientée A,, dans le diagramme projectif,
intersection du plan II, et du plan P,. Sila courbe I' et le plan II,; se coupent en
un point de paramétre t alors la courbe T’ et la droite A, se coupent en un point
avant le méme parametre ?.

Le point d’appui du plan de normale 1 sur Z(F') est donné en intégrant F' sur
'ensemble des points de I tel que le morceau de courbe de I'p correspondant se
trouve du c6té droit de la droite A, (e, {t €I | Fp(t) € At¥}).

Remarque 4: Le plan II, (resp. II_,) n’est pas représenté par une droite dans
le P.D.P.. Ce plan s’appuie sur le point distal S (resp. O) car on a supposé que
(F(t),p) >0, Vt €1l

Exemple

Soit F' la fonction définie de [-1,1] vers R® par:

t
F@) = 12
1+ t?
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Le diagramme projectif associé est donné par:

Iy =A{ <Tj%f) te[-1,1]}.

1412

Dans la figure 4, nous donnons le diagramme projectif correspondant.

(&

FIGURE .4. Diagramme projectif associé a F'.

3. Surface Zonoidale

3. 1. Définition d’une surface zonoidale

Hypothése (H,):
Le nombre de points d’intersection de la courbe I' = F(I) avec tout plan passant
par O est plus petit qu'un nombre fixé m.

Pour définir la notion de surface zonoidale, nous avons besoin du lemme suivant:

Lemme 3. 17  Si ’hypothése (Hs) est vérifiée, alors Z(F) est d’intérieuT non
vide

Démonstration : Z(F) est convexe; pour démontrer qu’il est d’intérieur non vide,
il suffit de démonter qu’il n’est pas contenu dans un plan.

Supposons qu’il existe un plan contenant Z(F'). Puisque Z(F') contient O, alors
ce plan passe par O. Soit 7 une normale a ce plan; alors on a:

Hzmy(n) = Hgpy(—n) = 0.

Donc

/ (F(8), ) s dt = / (F(t), =)+t = 0.
I I



76 Chapitre 3

d’ou on peut déduire que:
(F(t),n) =0, Vtel,

ce qui entraine que T est plane, ce qui contredit ’hypothése (H,). W

Dans toute la suite, nous supposerons que les hypothéses H; et Hy sont vérifiées.

Définition 3. 18 On définit la surface zonoidale S(F) comme étant la frontiére

du zonoide Z(F).

Propriété 3. 19 L’unique point d’appui du plan de normale u sur le zonoide

Z(F) est donné par:
/ F(t)dt.

Démonstration : De la proposition 3.13, la fonction support atteint sa valeur
au point fwu F(t)dt. Or d’apres I'’hypothese précédente, le nombre de points
d’intersection du plan de normale u avec la courbe I' est inférieur & un nombre
fixé m. Donc P’ensemble {t | (F(t),uu) = 0} est de mesure nulle, d’ot1 'unicité.

Remarques :

- Le point d’appui est obtenu en intégrant la fonction F' sur les parties de I telles
que F(t) est du coté positif du plan II,.

- En général, w, n’est pas réduit & un intervalle sauf dans le cas de la sélectivité
réguliere (voir plus loin).

3. 2. Paramétrisation
On utilise les coordonnées sphériques (8, ¢) pour définir un point de §. Soit
n(6,¢) le vecteur unitaire =
n(8,¢) = (cosbcosyp, sinfcosyp, siny),
et soit M 'application définie par:
| M : R/2z % [-5, 5] — S(F),
(8,9) — F(t)dt.

Wn(8,¢)

Proposition 3. 20 M est une application surjective de R/yng % [—5, 5] sur

S(F).
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Démonstration : Z(F) est un ensemble convexe d’intérieur non vide, donc par
tout point P de S(F') passe un hyperplan support & Z(F'). Soit u € S une normale
a ce plan; alors si (6g, o) sont les coordonnées sphériques de u alors on a:

P=M(90,Q00). .

Définition 3. 21 Soit t un parameétre tel que II,) et ' se coupent en F(t). On dit

qu’en t, F(t) est une intersection de multiplicité m < p (F est de classe C?) si et
seulement su: '

<FO@t),n>=0, Vi=0,...,m-1,

et
< FO™(t),n > 0.

Une intersection est stmple st m = 1.

Proposition 3. 22 §5i le plan [l,9,,) @ g intersections simples avec la courbe
I' = F([a,b]), correspondant auz paramétres (a <t <ty < ... <ty < b); alors:

1y g—1 tiy1 b
M(8,p) = so/ F(t)dt + Zei / F(t)dt + 5q/ F(t)dt,
a =1 t; tlI

. .
52':{1 si < F'(t:),n(8,9) >> 0, i=12,....q

0 sinon,

et
€o=1-—¢;.

Démonstration : découle directement de la propriété 3.19.

Remarques : s

- Les ¢; prennent alternativement les valeurs 0 et 1.

- Le point d’appui du plan de normale p (resp. —u) sur Z(F) est [; F(t)d¢ (resp.
0); ces deux points sont appelés pdles du zonoide.

3. 3. Courbe cumulée

Définition 3. 23  On appelle courbe cumulée, l’ensemble des points de S(F) qui

sont de la forme:
u b
/ F(t)dt ou / F(t)dt,

u

quand u décrit [a, b].
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Dans le diagramme projectif, lorsque la courbe I', et la droite A, n’ont qu’une
seule intersection simple correspondant au parametre u, le point d’appui du plan

II,, sur le zonoide s’écrit:
u : b
/ F(t)dt ou / F(t)dt.

u

Le plan de normale u s’appuie sur un point de la courbe cumulée.

Remarque 5: Par tout point de S(F') appartenant & la courbe cumulée, passent
plusieurs plans d’appui au zonoide Z(F).

Dans le diagramme projectif, ceci se traduit par le fait qu’il existe plusieurs droites
que la courbe T', traverse une seule fois, et en un méme point.

3 An,

@

FIGURE .5. Les trois droites correspondent & un méme point sur S(F).

Dans la figure 5, les plans correspondants aux droites orientées A, , A,, et A,
admettent le méme point d’appui sur S(F). o

3. 4. Régularité de la paramétrisation

Théoreéme 3.24 Soit (6g,00) € @ = R/27m X (=%, F). On suppose qu’il eziste
un voisinage ouvert Vig, o0y de (0o, 00) tel que pour tout (6,¢) € Vigy ), 11
et I' ont ezactement ¢ intersections stmples (¢ > 2).

Alors

i) st F est C? p> 1, alors M est ausst C? dans un voisinage ouvert de (8o, o).
i) OpM(6,) et O,M(6,p) sont linéairement indépendants si et seulement st les
points d’intersection de la courbe avec le plan de normale n(6,¢) ne sont pas tous
sur une méme droite passant par 0.

n6,e)
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Pour démontrer le théoreme, on a besoin du lemme suivant:

Lemme 3. 25  Soit ty une solution de l’équation:

(n(Bo, wo), F(t)) = 0, (3.1)

telle que
(77(607 Wo)apl(to» 7é 0. (32)

Alors st F' est de classe CP, il existe un voisinage ouvert Vy de (8o,¢0), un
voisinage ouvert Ty de tg et une fonction g : Vo — Ty de classe CP telle que:

to = 9(90,990) et <77(67 99)7F(g(97 90)) =0 V(G’S‘O) € VO-
En plus, g(0,¢) est Vunique solution de I’équation (8.1) pour tout t € Ty.

Démonstration :

Soit G(0,¢,t) la fonction définie par:

G(6,¢,t) = (n(f,¢), F(1)),
G est une fonction C?. D’apres (3.1),

G(GOa 9‘90)1:0) = 0’

et d’apres (3.2)
0:G(bo, o, t0) # 0.

Donc d’apres le théoréeme de la fonction implicite:

- il existe V4 voisinage ouvert de (6o, pq), il existe Ty voisinage ouvert de #, et il
existe ¢ : Vo — T} une fonction C?

tels que

to = g(6o, ¥o),

et

G(0,0,9(0,¢)) =0 Y(0,p0) € Vo. W

Démonstration du théoréme : Soient a < t; <ty < ... <t, < bles parameétres

des g intersections de Il (4, ,,) et de I'. Puisque ces intersections sont simples, alors

elles vérifient G(6y, po,ti) = 0, et 0;G(6o,0,t:) # 0 pour i = 1,...,¢. D’apres le

lemme précédent, pour chaque t;, i=1,...,q,

- il existe U; voisinage ouvert de (g, ¢0), il existe T}, voisinage ouvert de ¢;, et il
existe une fonction de classe C? g; : U; — T; tels que

ti = gi(607‘7‘90) et G(G’(Pagz(e,(p)) =0 V(O’QQ) € Ul
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on peut restreindre U de tel sorte que les g;(U) soient disjoints. On a, d’apres la
proposition 3.22, en remplagant les t; par ¢;(6,¢):

F(t)dt + qz—:ei/

Donc M est une fonction de classe C? de U N V(g o, sur S(F).

F(t)dt +¢, / " Ryt (33)

94(6,9)

gl(O,Lp) gl+1(0’¢)

MO9) =20 [

[ (9750)

Démontrons (ii). Rappelons que les dérivées pértielles de ¢;, 1 = 1,...,q, par
rapport a 8 et ¢ sont données par:

. _ _(aon(g"P)?F(gi(easo)))

909i0,0) = =16 ), Filgib,0)) "
. — (a«ﬂ?(ea 90)7 F(gi(ea W)))

009i(6:0) = = ) Flgi(6,0))

En dérivant (3.3) par rapport & 6 et ¢ et en utilisant les relations (3.4), on a:
en dérivant M par rapport a 8,

(3.4)

a0, = 3o - P QLI

en dérivant M par rapport a ¢,

0,M(0,) = = Y (eims — <o) Fite) O 2L AL

(6,9, Ft)
Or
—(E,‘_l — Ei) _ 1
(n(8, ), F'(t:)) — [ n(6,9), F'(t:)]’
donc: .
NS o (8en(8,9), Fgi(8,9))) (35
0uM(.0) = ) Floi®o) e G s Frau(@ o) (35)
e (0,1(6, ), F(g:(8,¢)))
0eM(O: ) = > Pl o) g oM (3.8).
Supposons que F(gi(6,¢)), i = 1,...,¢ solent colinéaires; alors pour tout i, il
existe a; tel que
F(gi(8,9)) = aiF'(91(8, ). (3.7)

Si on remplace ceci dans les équations (3.5) et (3.6), on aura OpM et O,M
lindairement dépendants.
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Réciproquement, supposons que 8sM (8, ¢) et 0,M (8, ¢), sont linéairement dépendants;
il existe (a, B) # (0,0) tels que

0 = adsM(6,2) + B0, M(6,¢)

= > (v(8,9), F(gi(8, 0)))ciF(gi(8, ),

=1
ou
o — 1
‘ l(n(07§0)7F,(ti)>|
et
v =aa€’7+ﬂacp77-
On a donc

0= civ, F(t:)) F(ts). (3.8)

En faisant le produit scalaire des deux membres de (3.8) avec le vecteur v, nous

obtenons:
0=(0,v) = > cilv, F(t:))%.

Les constantes c; sont toutes positives, donc le vecteur v est orthogonal & tous
les F(t;), ¢ = 1,...,q. Or F(t;) et v appartiennent au méme plan I, ), ce qui
prouve que les F'(t;) sont tous colinéaires. M

Remarque 6: Dans le premier diagramme projectif le point (i¢) du théoréme
s'exprime par:

(2i") - 0o M (8, ) et 0,M (6, ) sont linéairements indépendants si et seulement si
le nombre d’intersections distinctes entre la courbe I',, et la droite A, est supérieur
ou égal a 2.
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3. 5. Etude d’un exemple

t
Fit)=|t* -1t Vi e [-1,1).
1

Dans le premier diagramme projectif, la courbe T';, peut étre paramétrée par:

(t,t* —¢t)  tel[-1,1]

FIGURE .6. CourbeT',.

On rappelle qu’a tout vecteur 7, correspond une droite orientée A, dans le
diagramme projectif. Le point d’appui du plan II, sur la surface du zonoide, est
défini en intégrant la fonction F' sur I'ensemble des parametres ¢t tels que Fp(t) est
du coté droit de A,
La régularité locale donnée par le théoreme s’applique dans le cas d’intersections
du type illustré dans la figure 7.

(a) ®
N / /\\/ /\\/ y;

(@)s
(©)s

T T L

FIGURE .7. Cas réguliers.
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Dans chacun des cas, la régularité locale peut étre étendue sur I’ensemble des
parametres qui définissent le méme type d’intersections. L’image de cet ensemble
de parameétres est un morceau (ou patch) de la surface zonoidale.

On dira qu’un morceau de la surface zonoidale est un g—patch, s’il est 'image d’un
ensemble de parameétres (8, ¢) qui définissent exactement g-intersections entre la
droite orientée Ayg o) et la courbe I'y.

Dans cet exemple, on a 3 types de patch qu’on a noté (a), (b) et (¢) et leurs
symétriques (as), (bs) et (cs). Les patchs correspondant & (b) et (c) sont tous deux
définis par un méme nombre d’intersections: 2, mais on ne peut pas trouver un
déplacement continu de (b) & (c¢) sans passer par un point ne vérifiant pas les
hypothéses de la régularité locale.

La surface du zonoide est constituée de 6 patchs et a chacun de ces patchs
correspond une expression différente de la surface:

- un point sur le patch du type (a) défini par trois intersections s’écrit:

91(8,0) 93(8,¢)
M((),@:/~ waﬁ/ Ft)dt,

a 92(8,)
et sur le patch symétrique un point s’écrit:

b

me+/ F(t)dt.

93(6,%)

92(8,»)

Mev) = [

91(8,)
- Un point sur le patch du type (b) défini par deux intersections s’écrit:
b

F@&+/ F(t)dt,

92(0,¢)

91(8,¢)

Mee) = [

a

et sur le patch symétrique, 1l s’écrit:

92(9a¢)
M@, o) = / F(t)dt.
91(8,)
- Un point sur le patch du type (¢) défini par deux intersections s’écrit: .
92(0,)
R
92(8,%)

et sur le patch symétrique, 1l s’écrit:

b

me+/ F(t)dt.

93(6,¢)

92(8,)

M(9,<p)=/

a

Les patchs définis ci-dessus, sont séparés par des courbes formées de points qui
correspondent & des parametres ne vérifiant pas les hypothéses du théoréme, ce
qui se traduit dans le diagramme projectif par les cas suivants:
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(1)- la droite A, passe par une des extrémités de la courbe Ty,
(76)- T, traverse la droite A, en un seul point,
(zi1)- A, est tangente a la coube I').

Dans le cas (1), A, passe par une extrémité. La courbe séparatrice est obtenue
en faisant pivoter A, autour de cette méme extrémité. Le cas (i¢), correspond &
la courbe cumulée (voir courbe cumulée). Dans le cas (7it), A, est tangente & T’
et puisque cette derniére est paramétrée par un polynéme de degré 3, la courbe
ne peut traverser la droite qu’au maximum une seule fois; on se rameéne donc au
cas (41). Dans la figure 8, on a représenté les situations dans le premier diagramme
projectif qui correspondent aux courbes séparatrices.

1
N (2)
(3)
w,
(2
N 7%\‘ N

FIGURE .8. Cas non réguliers.

Le contact entre deux patchs le long la courbe cumulée est seulement C°; en effet,
comme on a vu dans la remarque 7, sur tout point de la courbe cumulée peuvent
s’appuyer plusieurs plans d’appui au zonoide.

Les points particuliers de la surface du zonoide Z(F') sont donnés par les configu-
rations dans la figure 9.

FIGURE .9. Points particuliers.

Les points 0 et S sont appelés poles du zonoide. Toute droite orientée A, laissant
& gauche (resp. & droite) la courbe dans le diagramme projectif correspond & un
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plan qui s’appuie sur 0 (resp. S). S est appelé aussi point distal. Le point R dans
ce cas correspond & un point qui appartient a la frontiére des 3 patchs (a), (b) et
(¢). R est un point de la courbe cumulée.

Une lecture sur le diagramme projectif, nous permet d’établir un graphe planaire
qui met en évidence ’adjacence des différents patchs sur la surface du zonoide
(figure 10). Le zonoide est donné dans la figure 11.

FIGURE .11. zonoide associé.
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4. Sélectivité totalement réguliére (STR)
4. 1. Définition et propriétés

Définition 3. 26 On dira que la fonction F définie sur I & valeurs dans R®ala
propriété de la sélectivité totalement réguliére (STR) si et seulement si pour tout
t1,t0,t3 € I tels que t; <ty < t3, on a:

det(F(t1), F(t2), F(t3)) # 0.
En abrégé, on dira que F est STR.

Définition 3. 27 On appelle courbe conveze dans IR?, une courbe contenue dans
la frontiére de sa propre enveloppe conveze.

Propriété 3. 28 §i F est une fonction STR alors le nombre d’intersections de
la courbe T avec tout plan Il passant par 0 est inférieur ou égal a 2.

Cela permet d’énoncer la propriété suivante:

Propriété 3. 29 Si F est STR, alors son diagramme projectif est constitué par
une courbe conveze.

Exemple :
1- Soit F la fonction définie par:

cos(t)
F(t) = | sin(t) Vt € [, 7.
1

F est une fonction STR.
2- Soit F' la fonction définie par:
t
Ft)=| t® -1 vVt e [-1,1).
1

F n’est pas STR. Le nombre d’intersections du plan passant par 0 de normale
(—=1,1,0) est 3.
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4. 2. Paramétrisation de la surface zonoidale dans le cas STR

Proposition 3. 30 [Sza91] S: F est une fonction STR alors S(F) peut étre
ezprimée comme réunion de deuz surfaces paramétriques définies par:

+={/ F(t)dt; a<u<b, u<v<b),

et son symétrique

_{/ dt—l—/F(t)dt; alugb u<gv<bl).

Remarquons ici que les deux surfaces Ct et C~ sont définies sur le méme
domaine des parametres qui est le triangle {(u,v) | a<u <b, u<v < b}
L’intersection entre C* et C'~ est la courbe cumulée.

Le résultat suivant, nous permet d’écrire S(F') explicitement comme une seule
surface paramétrique:

Théoreme 3.31 On suppose que F est STR sur [a,b]. Soit F la fonction
périodique de période T = b — a définte de IR ¢ valeurs dans IR® telle que
F(t) = F(t) Vt € [a, b].

Alors S(F') est donnée par la surface paramétrique suivante:

{ /F(t)dt a<u<b usv<u+T }. (3.9)

Démonstration :
Notons C la surface paramétrique définie par (3.9). Alors on peut écrire:

v a<u<hb, Y. a<u<hb,
c={[ Poa, STUI0IU Fow,  25EE0

4

donc:

C:C+u{/ F(t)dt, a<u<b b<v<u4+T }.

Il reste a montrer que:
C—={/ F(t)dt, a<u<d bLv<u+T }.
u

On a:
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._{/ F(tdt+/Ft)dt a<u<bd u<v<b}
_{/ dt-}-/F(t)dt, a<v<b a<lu<uv}
b
={/ F(t)dt+/ F(t)dt, a<v<b, a<u<v}
b v
b u'
={/ F(t)dt—i—/ Fi)dt, a<v<b b<u <v+T}
v b
={/ F(tydt a<v<b, b<u' <u+T}

v
={/ Ftydt a<u<b, b<v<u+T}

d’ou
C=CtucC-. =&
(b,2b)
S
a,b b,b
Sy
(a.a) (a,a)
’ Domaine 1 Domaine 2

FIGURE .12. Domaines de parameétres

Dans la figure 12, pour la proposition 3.30, les surfaces C* et C~ sont définies
sur le méme domaine 1; pour le théoréme 3. 31, CT (resp. C7) est définie sur le
triangle (a,a), (a,b) et (b,b), (resp. (a,bd), (b,b) et (b,2b)). La surface S(F) est
définie sur le domaine 2. Les segments S; et S, ont la méme courbe image sur C~.



Zonoides Associés & une Courbe 89

4. 3. Régularité de la paramétrisation
La régularité de cette paramétrisation est donnée par le théoréme suivant:

Théoréme 3.32 Soit F' une fonction STR de [a,b] & valeurs dans R3. Soit F
la fonction périodique de période T = b — a telle que F(t) = F(t) Vt € [a,b].
Considérons la paramétrisation définie par:

a<u<hb,

Mmﬂ~afﬁ@@
" u<v<u+4T.

Alors si F est de classe CP au voisinage de u et au voisinage de v, M est de classe
CP*! qu voisivage de (u,v).

De plus: :

duM(u,v) et 8,M(u,v) sont lindairement indépendants si et seulement si v # u
etv#u+T.

Démonstration : Pour tout u € [a,b] et v € [u,u + T, on a:

Mmm=/¥m¢

donc:
OuM(u,v) = —F(u), (3.10)
Oy M (u,v) = F(v). (3.11)

Donc si F est de classe C? alors M est de classe CP+1,

F étant STR, Yu,v € [a,b], u # v, F(u) et F(v) sont linéairement indépendants,
ce qui entraine que F(u) et F(v) le sont aussi Vu € [a, b], Vv €]u,u + T[. K

4. 4. Exemples

e Exemple 2

Fit)y=| t vt € [0, 1].

La fonction F' est STR sur [0,1].
Le diagramme projectif est donné par la courbe de la figure 13.

FIGURE .13. Courbe T',.
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Les patchs réguliers correspondent aux types dintersection donnés dans la figure
14.

(@) (ay

NS | NS

FIGURE .14. Cas réguliers.

Les points irréguliers de S(F) correspondent aux cas oii, dans le premier dia-
gramme projectif, la courbe ne traverse la droite qu’une seule fois (figure 15). Ils
sont donc sur la courbe cumulée.

00 (ls)/

FIGURE .15. Cas non réguliers.

En considérant la paramétrisation définie par M (u,v), la surface du zonoide est
done constituée de deux patchs réguliers C* qui se raccordent C° le long de la

courbe cumulée. Le raccordement C? est dii au fait que la fonction F', définie dans
la théoréme 3. 31, est discontinue au point 1.
Le graphe planaire est donné dans ce cas par la figure 16.

@)

9

FIGURE .16. Graphe planaire.

La fonction F étant STR, d’aprés la proposition proposition 3.30, elle peut s’écrire
comme réunion de deux surfaces paramétriques C; et Cy qui sont définies par:

13
i -e?) ) wuep1 w<os<t),
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et

v—u

{S—(igzz:zg), Vu € [0,1] u <o <b}.

Le zonoide associé est donné par la figure 17.

FIGURE .17. Zonoide associé.

¢ Exemple 3 ( Fonction STR périodique ):

(cos(t))
F(t)= | sin(t) Vt € [—m, [
1

F est STR sur [—n,7].
Le diagramme projectif est donnée par la figure 18.

FIGURE .18. Courbe T',.

La situation qui correspond aux points réguliers est donnée par toute droite
intersectant I', deux fois (figure 19).

FIGURE .19. Cas réguliers.
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Les points irréguliers de la surface de Z(F'), correspondent aux cas ou la droite
est tangente & la courbe (figure 20). Dans ce cas la courbe I', est entiérement
d’un cété de la droite, ce qui correspond au point O ou au point distal S. On
remarque dans cet exemple que les points de la courbe cumulée constituent des
points réguliers. Donc, la surface du zonoide est constituée par un seul patch dont

les points irréguliers sont O et S.
0 s

FIGURE .20. Cas non réguliers.

La fonction F est STR et périodique. Done, d’aprés la théoreme 3. 31, S(F') peut
s’écrire aussi sous la forme paramétrique suivante:

S(F)={ /vF(t)dt; u € [-m 7w, v€J[uu+2x] }.

4
0K
X0
RO
e 5‘5’0'0"0'1'111,1’// y
1

A
N

FIGURE .21. Zonoide associé.
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5. Coupe zonoide-plan

Il est en général difficile, voire méme impossible, de trouver une relation explicite

de lintersection d’un zonoide avec un plan.

Dans cette partie, nous présentons une méthode numérique de suivi de coupe dans
le cas d’un zonoide associé a une fonction présentant la propriété de la sélectivité

réguliére.
5. 1. Probleme d’intersection d’un plan avec un zonoide

Soit H le plan défini par:

{ zeR® | (g,n)=a }.

Soit F: I — IR™ une fonction STR. On cherche & déterminer ’intersection de H

avec le zonoide Z(F).

Notons:

maz = Hz(n) = glgg(w, ),

Qmin = inelg(x,n)

Le plan H coupe Z si et seulement si
Umin S 0 < U
On désigne par D le domaine triangulaire:
D={ (zy) | e€lal, z<y<b }
Notons C7 la surface définie par la paramétrisation suivante:

D — R}

@) — | " F(t)de

et C'~ celle définie par:
D — R?

(z,y) — S — /yF(t)dt

z

D’apres la proposition 3.30, la surface S(F') est alors donnée par:
S(Fy=CtucC-.

On cherchera lintersection de H avec Ct et C~.

L’ensemble des points d’intersection de H avec Ct s’écrit:
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Y Y
( [Foa | [Fomd=a ),
z T
et Pensemble des points d’intersection de H avec C™ s’écrit:

y

{s- /UWWt|<&m—/<nmmﬁ=a )

z

Un point de C* (resp. C~) a pour paramétre (z,y), s’il s’écrit sous la forme

y y
/ F(t)dt (resp. S-/ F(t)dt).
Considérons la fonction

@Aaw=/?ﬂmma

définie sur le domaine D.
H coupe CT aux points de paramétres (z,y) vérifiant:

®,(z,y) =c.

De méme H coupe C~ aux points de parameétres (z,y) vérifiant:

@ﬂ(m’ y) = (5’77) - Q.

Ainsi la recherche de la valeur des parameétres correspondant aux points de la
coupe de S(F) par H devient un probléme de détermination des parametres des
lignes des niveaux a et (S,7) — a de la fonction $,,.

Remarque 7: Les surfaces C* et C~ s’intersectent en une courbe fermée. Cette
courbe est constituée par les deux courbes définies par:

{ / F(t)dt, z € [a,b] },
et sa symétrique: .
{ / F(¢)dt, z € [a,b] }.

C’est la courbe cumulée qu’on appelle aussi courbe séparatrice.

Lorsquun point M est sur la courbe séparatrice, il appartient & Ct et & C™ et
donc il peut s’écrire sous deux formes selon qu’il est considéré comme un point de

CtoudeC~
M= | F(t)dt ect

=S— [ F(t) eC™,
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ou

b
M= / F(t)dt eCt

| =S—/:F(t) eC-.

Les parameétres de la forme (a,u) et (u,b) correspondent donc aux paramétres d’'un
méme point selon qu’il est considéré dans Ct ou C'~.

5. 2. Méthodes de résolution:

Le probléme est de déterminer (z,y) tel que :

®,(z,y) = a. (3.12)

L’ensemble des solutions (;) de (3.12) est une courbe dans le plan qu’on peut

représenter avec les coordonnées paramétriques:

z=ua(s), y=y(s)
En remplagant dans (3.12) et en dérivant par rapport & s, on obtient:

O (a(5) U E'(5) + T (a(), (' (5) = . 519

Une solution particuliére de (3.13) est donnée par:

2'(s) = 6—5’}<x<s>,y(s>>,

(3.14)
() = =52 (a()u(s)),
qui s’écrit encore en remplagant ¢, par sa valeur: -
z'(s) = (F(y(s)),n),
() = (Fa(s))ym). (339)

L’ensemble des points solutions de (3.12) est donc solution du systéme d’équations
différentielles (3.15).

Zo

Connaissant une solution de départ , on peut utiliser une méthode de

résolution numérique de systeme d’équations différentielles ordinaires.

5.2.1. Algorithme de résolution numérique de (3.15)
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Pour résoudre numériquement (3.15), supposons que les fonctions ¥y et ¥,
représentent un schéma numérique de résolution; alors:

{$n+1 = mn‘l'h\l"l(xnaynah)a (3 16)

Ynt+1 = Yn + hq}Z(mmyna h)>

ou h est le pas.
Test d’arrét:
Pour établir un test d’arrét, nous devons prévoir deux cas:

e premier cas: la courbe solution est une courbe fermée dans le domaine D des
parameétres. Dans ce cas l'itération doit s’arréter pour ne pas tourner une deuxiéme
fois sur la courbe.

e deuxiéme cas: A une étape de l'itération (3.16), le point courant (fjk'H > est
k41
3 Dextérieur du domaine (i.e. Tg4+1 < a ou yg41 > b). Dans ce cas I'itération est

arrétée, et le dernier point de itération que nous allons prendre sera I'intersection

du segment [<$k> , (mkH)] avec:
Yk \ Vk+1
a a .
* [<a> s (b)] s 81 T kg1 < a,
a b .

Le dernier point de l'itération est un point sur la frontiére du domaine, il
correspond aux parameétres d’un point de la courbe séparatrice.

5.2.2. Algorithme de suivi de coupe

On suppose que Amin < & < Gmaz, c'est & dire que H coupe Cc+.

e premier cas

On suppose que @,(a,b) — a > amae ou &y(a,b) — @ < amin. Ainsi H ne coupe
pas C~. Dans ce cas, l'intersection de H avec CT est une courbe fermée. s

Soit (53) un point initial vérifiant ®,(z0,y0) = «; en utilisant le schéma (3.16)

pour résoudre (3.15), on obtient une suite de couples de parametres:

)G (o)
([ ros)

représentent une discrétisation ordonnée de la coupe de C + par H.

Les points correspondants:
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o deuxiéme cas

Omin < (I)n(a, b) —-a< Umaz,

H coupe les surfaces Ct et C~.

Pour simplifier, supposons que le nombre de points d’intersection de la courbe
séparatrice et du plan H est égale & 2. Dans ce cas H N C* (de méme HNC™)
est constituée par un seul morceau de courbe.

Soit (ZO > un point de la courbe séparatrice ( i.e., soit z¢ = a, soit yo = b) vérifiant
0
®,(z0,yo) = . En résolvant numériquement par (3.16) le systéme (3.15) , on fait

un suivi d’intersection de H avec Ct en déterminant des parameétres * ] des
Yi

points de la coupe. Le dernier couple (Z” ) trouvé contient les parameétres d’un
P

e~

. 14 . b ' rd 7 w I .
point sur la courbe séparatrice. D’aprés la remarque précédente, ( ! ) définis

par: P

!
z, =a .
{ i siyp, =15
yp::cp
!

Tt =y )
P P osiz,=25b
{y{o=b g

(3.17)

représentent les parameétres d’'un méme point sur la surface du zonoide que celui
Zp

défini par
p Yp

). On passe alors des paramétres <zp ) de CT aux parametres
P

!
( I{’) de C'7, et puis on continue le suivi de coupe dans C'~. Le dernier couple
Yy

\ m 7 . \ .
de parametres <yl> trouvé contient les parameétres d’un point sur la courbe
l .

séparatrice.

Puisque le plan H ne coupe la courbe séparatrice que deux fois alors (a:z) et
Yyrsy) .

z ; N A .
< 0 ) représentent les parametres d’un méme point.
0

On obtient ainsi une suite de couples de parametres (m, ) tels que les points
=1,.

Yi !
Yi
/ F(t)dt

représentent une discrétisation ordonnée de la coupe.

oy

Remarque 8: Lorsque le nombre de points d’intersection de la courbe séparatrice
et de H est supérieur a 2, on suit la méme démarche que précédement et le suivi
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d’intersection se déroulera en passant plusieurs fois de Ct & C~ et inversement
jusqu’a ce qu’on revienne au point de départ.

5.2.3. Exemple

Pour
e—0-2t
F(t) = et | vt € [0,1].
o5t
0 _
On prend n={ 0 | et H le plan d’équation < z,n >= 0.05.
1
Amin = 0, Omaz = 0.2.

Les parameétres des points de la coupe de C* (resp C' ™) avec H correspondent aux
parametres du niveau a = 0.05 (resp a = 0.15).

0.1)  (0.0581) 0.273,1) Qan

T
L

(0,0.273)

(0,0.058)

0,0

FIGURE .22. Courbes de paramétres des points d’intersection de H avec Ct et C~.

(o) =ooss)+ (52)= ("),
(o) =(oms) ()= ("F%)-

Remarque 9: Le fait que F admette la propriété de la sélectivité réguliere est
nécessaire pour appliquer cette méthode. Lorsque cette propriété n’est pas vérifiée,

lapproximation du zonoide par un zonotope (cf chapitre suivant), permet de
ramener le probléme & un probléeme d’intersection d’un zonotope avec un plan.
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5. 3. Quelques exemples de visualisation par des coupes paralleles

t2

Fity=1| ¢t |;vtelo,1).
1
n=(0,0,1)

n=(1,1,1)

FIGURE .23. Visualisation par des coupes paralléles.
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cos(t)
F(t) = | sin(t) | ;Vt € [-ILII].
1

n=(0,0,1)

FIGURE .24. Visualisation par des coupes paralléles.
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Chapitre 4
Approximation de zonoides

par des zonotopes
Introduction

Dans ce chapitre, nous traitons le probléeme de 'approximation d’un zonoide par
un zonotope. D’apres la définition, un zonoide est la limite, au sens de la métrique
de Hausdorff, d’une séquence de zonotopes. Donc, étant donné un zonoide, cette
définition assure existence d’un zonotope qui ’approche.

Dans ce cadre, deux problémes se posent: pour un zonoide Z donné

- définir une séquence de zonotopes qui converge vers le zonoide Z,

- étant donné qu’un zonotope est défini par la somme de Minkowski de segments,
quel est le nombre de segments nécessaires pour approcher Z & € pres?

Dans la premiére partie nous donnerons les principaux résultats donnés par la
théorie générale des zonoides.

Dans la seconde partie, nous étudierons le cas d'un zonoide Z(F') associé a une
fonction F définie sur un intervalle de R & valeurs dans R". Nous donnerons une
méthode de construction de séquences de zonotopes qui convergent vers Z(F),
et nous démontrerons, sous certaines hypothéses, que le nombre de segments

M \ \ 1
suffisants pour créer un zonotope qui approche Z(F') & € prés est en O(—=). Ce
€

nombre est meilleur que celui donné dans la théorie générale celui ci est de I'ordre

1
[
La troiseéme partie sera consacrée a quelques exemples d’applications.

Dans la quatriéme partie, nous étendrons 1’étude aux cas ou la fonction est
définie sur un domaine de R? & valeurs dans R™. Nous construirons une séquence
de zonotopes qui converge vers Z(F'). Le nombre de segments suffisants pour

approcher Z(F') est ici en O(%)
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Dans ce chapitre, on reprendra les mémes notations et définitions que dans le
chapitre précédent. K est I’ensemble des convexes compactes de R".

1. Rappels de quelques résultats sur approximation

1. 1. Notions de convergence

Définition 4. 1 Soient (K,),, oy une suite d’éléments de K et K un élément de
K.On dit que la suite (K,), v converge scalairement vers K si et seulement si

Yu € R" Hy, (u)— Hg(u) quand n — +oo

Définition 4. 2 Soient (K,),. v une suite d’éléments de K et K un élément

de K. On dit que la suite (K,), v converge au sens de Hausdorff vers K si et
seulement s1

haus(K,,K) — 0 quand n — 400

Dans le cas de la dimension finie, nous avons la proposition suivante:

Proposition 4. 3 Sotent (Ky), oy une suite d’éléments de K et K un élément
de K, alors les propositions suivantes sont équivalentes:

- lim haus(K,,K) =0,
n—+00

1- K, converge scalairement vers K quand n — +oo.

Nous avons aussi le résultat suivant qui lie la distance de Hausdorff entre deux
convexes compacts et leurs fonctions support.

Lemme 4. 4 (Ghouila-houri) Soient A et B deuz parties convezes compaétes
non vides dans IR"™ alors:

haus(A,B) = ilég |H a(u) — Hp(u)|.

(pour une démonstration, voir Hérmander [Hor54)).
1. 2. Approximation d’un ensemble convexe compact par un polytope

Tout ensemble convexe compact peut étre approché par un polytope. Les
principaux résultats sont donnés par les deux théorémes suivants (voir Valentine

[Vale 64]):
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Théoreme 4.5 St K est un ensemble conveze compact dans IR™, alors pour tout
e > 0, i exwste un polytope conveze P tel que

PCKCcP,
ot P, = P+ ¢€B.
De ce théoréme découle le corollaire suivant:

Corollaire 4. 6 S: K un élément de K, alors il existe une séquence de polytopes
P; qui converge vers K, au sens de la métrique de Hausdorff.

Théoréme 4.7 Soit K un élément de K tel que 0 € int(K); alors pour tout § > 1,
il existe un polytope conveze P tel que

PC K CS$P,

ot 6P = {éz; =z € P}.

1. 3. Approximation de zonoides par la somme de Minkowski de
segments

Dans le cas de l'approximation de la boule unité B, le probléme du nombre
N(B,¢) de segments pour définir un zonotope qui approche B & ¢ prés, a fait
Pobjet de diverses études. Le résultat de Gordon dans [Gor85] dans ce sens est
donné par le théoreme suivant:

Théoréme 4.8 [Gor85] Soit B la boule unité de R™, alors le nombre, N = N(B,¢),

minimal nécessaire pour générer un zonotope Zn tel que lon ait:
haus(B,Zy) < €

vérifie: -
N(B,e) < ce™*n,

ol ¢ est une constante.

Cependant, ce résultat n’est pas opt1ma,1 pour n = 2 : il suffit de prendre

N(B,e) =¢~ /2,

Sur "approximation de zonoides par des zonotopes, nous citons les deux résultats
suivants:

Linquist dans [Lin75] donne le résultat suivant:
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Théoréme 4.9 [Lin75]: Soit Z un zonoide déﬁni’“‘g‘)dr la mesure positive p sur S
(i.e., Hz(v) = [sHz,u)lp(dz), Yu € E). Soite > 0 donné et § = ¢/p(S). Soit

(wy,wa, ...,w,) une partition de S telle que max( max |Jv — w|]) < 6.
=1 v, wEw;

Alors le zonotope Z, = {3 i, Aivip(wi), VAi € [-1,1]} avec y; € w; approche Z
d € prés, au sens de la métriqgue de Hausdorff.

Le second résultat est donné par Bourgain, Lindenstrauss et Milman. Dans ’article
[BLMS89], ils donnent différents résultats sur I’approximation de zonoides par des
zonotopes. Nous avons retenu le théoreme suivant:

Théoréme 4.10 [BLM89] Pour tout T > 0, il eziste une constante c() telle que
pour tout zonoide Z dans R"™, n > 2

N(Z,¢) < efr)e™* D (log(n))*n,

ot N(Z,€) désigne le nombre minimal de segments nécessaire pour approcher Z a
€ pres.

Notons ici que les résultats cités dans cette partie sont basés sur des approches
purement théoriques et qu’aucun d’eux ne fournit une méthode de construction
du zonotope qui approche le zonoide donné.
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2. Approximation d’un zonoide associé a une fonction

Rappelons qu’on désigne par S la sphére unité dans R", I = [a,b] et par A
I’ensemble des fonctions mesurables définies sur I & valeurs dans [0, 1].
Soient F': I — IR™ une fonction intégrable et T la courbe dans R" correspondant
aF.

Considérons le zonoide Z(F') associé a F'. Il s’écrit:

Z(F) =1 /I ABF@dt | AeA )

Pour définir une séquence de zonotopes qui approche Z(F'), et en s’inspirant du
théoreme 4. 9, Szafran dans [Szaf91] a proposé la séquence de zonotopes donnée
par la proposition suivante:

Proposition 4. 11  Soit F une fonction intégrable de I dans IR™, alors le
zonoide Z(F) est la limite d’une suite de zonotopes Z,(F') définis comme somme
des segments [O, N;] avec:

S5
Ni=/ F(t)dt pour a=3s<s1<...<sp,=0,
S8

avec lim m%x(si - 8;-1)=0.
p—oo =1

Si cette proposition nous donne une méthode pour construire une suite de
zonotopes qui converge vers Z(F'), elle ne permet pas a p donné d’estimer l’erreur
d’approximation du zonoide Z(F') par le zonotope Z,(F'). Dans la partie suivante,
nous donnerons, par une approche différente, d’autres méthodes pour définir
des suites de zonotopes qui convergent vers Z(F); et dont on connait l'erreur
d’approximation et ’ordre de convergence.

2. 1. Construction du zonotope approximant

-

Pour u € S, d’apres la proposition 3.13, la fonction support de Z(F') s’écrit:
b
HZ(F)(U) = / < F(t),u >4 dt. (4.1)

a

En utilisant une formule de quadrature, on peut écrire pour u € S,

Hzr(u) = Ly, F) + Rp(u, F), (4.2)
L(uw,F) =Y c; < Flt),u >4, (4.3)

=0
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et R,(u, F') est le reste de la formule de quadrature I,(u, F), avec
(J,St0<t1<...<tp$b,
les noeuds d’intégration et ¢; des constantes positives.

Considérons l’ensemble Z, défini par:

P

Zy :{Z)‘i(cz‘F(ti)) | A elfo,1] } (4.4)

=0
Z, est le zonotope somme des (p + 1) segments [0, c;F(t;)].

Pour v € §, notons Hz,(u) la fonction support de Z,. Nous avons donc :

3

Hz (u Z ciF(t;),u) (4.5)

Puisque les c; sont positifs, les égalités (4.3) et (4.5) conduisent & la relation

Hz,(u) = L(u, F). (4.6)
Nous avons la proposition suivante:

Proposition 4. 12 5 pour tout u € S la formule de quadrature, ayant c;
comme poids et t; (1 = 0,...,p) comme noeuds, est convergente pour la fonction

— (F(t),u)4, alors Z, converge vers Z(F) au sens de Hausdorff.

Démonstration : Pour tout u € S, la formule de quadrature est convergente pour
la fonction t — (F(t),u)4+. Nous avons donc:

P
Z < clF(t),u >4 — [(F(t),u)4dt. -
: p—+00 I

D’apres les relations (4.1) et (4.6), on a : (Yu € S)

Hz,(u )p-’ Hz(ry(u),

donc Z, converge scalairement vers Z(F'). D’aprés la proposition 4.3, Z, converge
au sens de Hausdorff vers Z(F). W

Plus précisément, le théoréme suivant donne l’erreur d’approximation de Z(F') par

Z,.
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Théoréme 4.13 : Soient F une fonction intégrable sur [a, b], I,(., F') une formule
de quadrature ayant ¢; > 0 comme poids et t; (i = 0,...,p) comme noeuds et
Ry(., F) le reste correspondant. Considérons le zonotope défini par:

P
Zp =Y [0,c:iF(t:)], (4.7)
=0
alors
haus(Z(F), Z,) = sup | Ry(u, F)l (48)

Démonstration : Les relations (4.1), (4.2) et (4.6) entrainent que pour u € §, on
a:

b
H oy (u) — Ha, (w)] = | / < F(t),u >4 dt — Lu, F)
= IRP(quN

Or Z(F) et Z, sont convexes compacts, donc en utilisant le lemme 4.4, on obtient
le résultat. W

2. 2. Majoration de Perreur d’approximation |R,(u,F)| et ordre de
convergence

Pour faire une majoration de ’erreur, nous faisons I’hypothese suivante:
Hypotheses :

H,) on suppose que pour tout u € S, le nombre d’intersections du plan de normale
u passant par 0 avec la courbe de T' est borné par une constante fixe m.

H,) on suppose que la fonction F est de classe C? sur I. ' R

Dans ce cas, pour tout u, la fonction t — < F(t),u >4 est une fonction continue
de classe C° qui est C? par morceaux (avec, au plus, m + 1 morceaux).

Nous utiliserons comme formule de quadrature la méthode des trapezes composée
sur p intervalles (la régularité de < F(t),u >4 ne justifie pas d’aller plus loin).

Dans ce qui suit, on prend les noeuds de la forme:

t; =a+th, 1=20,...,p,

b—a
o

h =
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Lemme 4. 14 : Soit g : [c,d] — IR une fonction continue sur [c,d]; on suppose
que g est dérivable sauf sur un ensemble fini F de points de [c,d] et que g' est
continue et bornée sur [c,d]\ F: on posera Fy = sup |g'(t)]. Notons:

te[c,d\F

T(9) = L5500 + (d)),

d
Qg) = / g(t)dt,

E(g) =T(g) - Q(9).
Alors : '
(d—¢)?

|E(g)] < Fi.

Démonstration : D’aprés les hypothéses, on peut montrer que la fonction g est
absolument continue. Donc, elle peut s’écrire sous la forme:

o(t) = g(c) + / ' (w)du (4.9)

d
=g(c)+/ U(t,u)g'(u)duy, (4.10)

o 1 siu<t
\If(t,u)z{ st u X g,

0 smnon.

En utilisant ’expression de g donnée par (4.9), on obtient:

7(9) = g(ed -9+ 5 [ o'twpan,

et en utilisant la relation (4.10),

d d
Qg) = g(c)(d— ) + / / (t, u)g' () dudt, .

donc

E(g) =T(9) - Q(9)
4 (d— e d
-/ -9 [ wttu)dt)g (win

c

d
=/ ((d;c) ~(d—u))g'(u)du,

<

d’ol nous tirons la majoration:

d(d=c
B < [ 195 - @i e b,
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ou encore: d 2
2o <Y r m

Le lemme suivant donne le résultat classique de 'erreur d’intégration numérique
par la méthode des trapézes dans le cas ol la fonction est de classe C2.

Lemme 4. 15  Soit g : [¢,d] — IR une fonction telle que ¢" soit continue sur
[c,d] (9 € C*([c,d]). Posons Fy = rél[a>§]|g”(t)|.
te|e,

(d=c)®
Alors  |E(g)| £ *F~F,.

Si on applique 'un ou lautre des deux lemmes précédents sur chaque intervalle
[t;, t;+1] pour intégrer une fonction ¢ dont la dérivée seconde est continue sauf en
un nombre fini de points, ’erreur est donnée par le théoréme suivant:

Théoréme 4.16 Soit g : [a,b] — IR une fonction continue sur [a,b]. On suppose
que g est 2 fois contindment dérivable sauf en un ensemble fini F de points de [a, b]
et que ¢’ et g" sont continues bornées sur [a,b] \ F:

Fi= sup |g'(¢)l,
telc,d]\F

F= sup |g"(t)]-
t€[c,d]\F

On note I,(g) la formule des trapézes sur [a,b] de pas h = b;a et
b

Q(g) = / g(t)dt,

er(9) = Ip(g) — Q(9).

Alors si m = card(F), on a :

Iep(g)‘ S kh2>

b—a m
avec k = < B F2+ZF1>'

Démonstration : On at; =a+th, 1=0,...,p. Soit /1 le nombre d’intervalles
[ti,t:41] qui contiennent des points de F. on a i < m.

B3 h2
lep(9)l < (p— m)‘l‘sz + mZFl
]3 2

, h
< PEFz + m’ZFl

b—a m
g( B F2+——F1> R?. B

4

On peut donc énoncer le résultat suivant:
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Théoreme 4.17 : Soit F: I —s IR™ une fonction de classe C?, et soit Z(F) le

zonoide associé ¢ F. Alors la séquence de zonotopes Z,, p € IN, ot Z, est défini
par la somme des segments :

Ny = gF(a), N;=hF(t;), t=1,...,p—1, N, = g—F(b),
converge vers Z(F) au sens de la métrique de Hausdorff, et on a:
haus(Z(F),Z,) < Kp™?
ott K est une constante qui dépend de F.

Démonstration : Pour tout v € S, en appliquant le résultat du théoreme
précédent & la fonction ¢ — (F(t),u)4, on obtient:

b _
[/ < F(t),u >4 dt — I(u, F)| < (blz

2 Fy(u) + %Fl(u)) h?

avec:

Fy(u) = max |(F'(2), u)l,

Fi(u) = max | (F"(2), )]

Or d’apres Phypothese Ho, Fi(u) et F2(u) sont bornées par rapport a u € S. Soient

Py = sup Fy(u),

ueS
et
Fy = sup F(u).
uES
Alors

b b —
l/ <F(t),u >4 dt—Ip(u,F)|§< 12aF2+—21F1> h2,

pour tout u dans S.

On aboutit donc au résultat:
K
|Hz(F)(u)—HZP(U)l 35-2- V’LLES,

ou

. b—
K= (5tR+ TR) 602

dépend de la fonction F' et de ses dérivées premiere et seconde mais ne dépend
pas de u.



Approximation de zonoides par des zonotopes 111

D’ot d’apres le lemme 4.4:

K
haus(Z(F), Z,) < el ||

Corollaire 4. 18 Soient F' une fonction définie de I & valeurs dans IR™ et Z(F)
le zonoide associé. Pour créer un zonotope qui approche Z(F') & € prés, il suffit

que le nombre de segments soit en Of

7

Remarques :

1-

4.

La convergence d’ordre 2 par rapport au nombre de segments dans le théoreme
précédent est due & 'utilisation de la méthode des trapéezes. Plus généralement,
on peut utiliser n’importe quelle méthode d’intégration numérique pourvu
qu’elle soit d’ordre supérieure ou égale a 1 pour préserver la convergence
quadratique.

Si P'on utilise une méthode d’ordre supérieur & 1, on définira une maniére
différente de construire une séquence de zonotopes qui converge vers Z(F').
Cependant la convergence en 0(1—37) ne peut étre améliorée; en effet pour u € S,
la fonction t — (F(t),u)+ est seulement C°.

- En appliquant la méthode des rectangles avec point milieu, on obtient les

zonotopes Z, comme somme des segments [0, N;] ol

t; +1; .
N; = m,hﬁm-—jé—ii)L i=1,...,p. (4.11)

De méme en appliquant la méthode de Simpson, on obtient les zonotopes Z,
comme somme de Minkowski des segments [O, N;] o : (on suppose que p est
pair)

h
No = [07 EF(G’)],

2h .. . . -
N; = [0, =—F(t;)], si ¢ est impair,

5 (4.12)
N; = [0, gF(ti)], si ¢ est palr,

Mzm%nm.

Le nombre de segments O(—%) dans le cas des zonoides associés & une fonction

est meilleur que celui donné par la théorie générale et il est du méme ordre que
celui de lapproximation de la boule unité dans R?.
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2. 3. Exemples numériques:

Pour estimer la distance de Hausdorff entre deux ensembles, on fait la
discrétisation:

haus(A, B) = max |H a(ui) — Hp(u;)l,

ou u;, ¢ = 1,...,1 sont [ vecteurs uniformément répartis dans S.
Dans les exemples qui suivent, sauf précision contraire, Z, est défini par les vecteurs
donnés par le théoréme 4. 17.

¢ Exemple dans R?
Exemple 1: Soient I = [0,7] et F: I —s R? telle que:

o= ()

Pour u = <$> €S,
Y

k
Hzpy(u) = / (zcos(t) + ysin(t))ydt.
0
Dans ce cas, on démontre que Z(F) est un cercle de centre (0,1) et de rayon 1.

Dans le tableau suivant, on fait une illustration de la convergence quadratique:

p haus(Z,, Z(F)) | ordre

2 0.4292034710

4 0.1038809237 2.0473 .
8 0.0257682277 2.0113 B
16 0.0064294761 2.0028

2 0.4292034710

20 0.0041138125 2.0159

200 0.0000409371 2.002

2000 | 0.0000003113 2.119

La valeur de ’ordre correspondant a p = 2000, est moins bonne. Ceci est di au
fait qu’a p élevé, on fait la somme d’'un grand nombre de quantités tres petites.
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N
N

p = 2, (3 segments)

@

p =8, (9 segments) p = 16, (17 segments)

p =4, (5 segments)

FIGURE .1. Exemple 1, approximation du cercle (N, = —Ny)

Exemple 2:

F(t):<1_:t2>, tE[O,Z,]

Pour u = <x> €S,
Y

Hapm(u) = /0 (@t + y.(1+12) s dt.

Dans les tableaux suivants, on fait une illustration de la convergence quadratique:



114

Chapitre 4
p haus(Z,, Z(F)) | ordre
2 30.1516621485
4 7.5365131105 2.0003
8 1.8827258510 2.0011
16 0.4692790361 2.0043 p haus(Z,,Z(F)) | ordre
32 0.1159173324 2.017 2 30.1535182343
64 0.0275769064 2.07 20 0.3015185489 2.000
128 | 0.0054918000 2.33 200 | 0.0030012619 2.002
p=2 p=4
p=28 p=16
FIGURE .2. Exemple 2, approximation.
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p =2, (2 segments) p = 4, (4 segments) p =8, (8 segments)

QO

Premigres itérations associées 2 la discrétisation donnée par (4.11)

p = 2, (3 segments) p =4, (5 segments) p =8, (9 segments)

DO

Premieres itérations associées 2 la discrétisation donnée par (4.12)

p=2.(3 segments) p= 4, (5 segmens) p=8, 9 segments)

N

N 7

Premigres itérations associées 2 la discrétisation donnée par le théoréme 4.17

FIGURE .3. Comparaison entre différentes séquences.
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¢ Exemples dans IR?
Exemple 3 2
F(t)= (t) , Vtelo,1].
1
haus(Z,,Z(F)) | ordre p haus(Zp, Z(F)) | ordre

4 0.012428 64 | 0.000049 2.000880

8 0.003340 1.895424 128 | 0.000012 1.993164

16 | 0.000703 2.248478 256 | 0.000003 2.013226

32 | 0.000196 1.843059 512 | 0.000001 1.962027

La figure 4 donne les zonotopes correspondants & quelques valeurs de p.
Exemple 4

(cos(t))
F(t) = | sin(t) Vt € [—m, 7]
1
haus(Z,,Z(F)) | ordre p haus(Z,,Z(F)) | ordre

4 0.429203 64 0.001607 2.000578

8 0.103881 2.046730 128 | 0.000402 1.999661

16 | 0.025768 2.011255 257 | 0.000101 1.997912

32 | 0.006430 2.002765 512 | 0.000025 1.991353

La figure 5 donne les zonotopes correspondants a quelques valeurs de p.

Exemple 5

t3 -
F(t)= ( t ) vt e [-1,1)
1

p haus(Z,, Z(F)) | ordre p haus(Z,,Z(F)) | ordre

4 0.073064 64 0.000274 1.977107
8 0.018357 1.992826 128 0.000067 2.030645
16 | 0.003920 2.227554 256 | 0.000018 1.922169
32 | 0.001080 1.859781 512 | 0.000004 2.107282

La figure 6 donne les zonotopes correspondants & quelques valeurs de p.
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p._

Exemple 3, convergence de Z, dans R®.

FIGURE 4.



118 Chapitre 4

p=4 -8

p=16 p=32

FIGURE .5. Exemple 4, convergence de Z, dans R
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=8

Exemple 5, convergence de Z, dans R®.

FIGURE .6.
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2. 4. Approximation dans le cas de la sélectivité régulieére dans IR®

Définition 4. 19  Un zonotope Z, est régulier, si les vecteurs de base N,
i=0,...,p sont tels que:

- 1l eziste u € IR® tel que (N;, pu) >0,

- toutes les demi-drottes {\N;, A > 0} sont des rayons eztrémauz du céne
positif engendré par les vecteurs N;, 1 =1,...,p.

Remarque 1: Dans le diagramme projectif, cette définition se traduit par le fait
que tous les points M; sont des sommets de leur enveloppe convexe.

° M,

o
°
o
o

My

®
L ]
M]. M,

FIGURE .7. Premier diagramme projectif associé & un zonoédre régulier

Proposition 4. 20 S§i F : [a,b] — IR® admet la propriété de la sélectivité
réguliere alors tout zonoédre Z, défini par la relation (4.4) est régulier.

.

Démonstration : Si Z, est un zonoeédre défini par la relation (4.4), alors les
vecteurs de bases N; sont de la forme:

N; =c¢; F(t;), 1=1,...,p,
et les ¢; sont des constantes positives.
Pour tout 7, j, k vérifiant 0 <i < j < k < p,onat; < t; < ty. Puisque F est STR,
et les poids c; sont positifs alors pour tout ¢, 7,k vérifiant 0 < ¢ < j <k <p,ona

det(N;, N;, Ni) = cicjck det(F(t;), F(tj), F(tr)),

garde un signe constant. W
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3. Quelques exemples d’applications

¢ Appartenance d’un point & un zonoide

Un point M de E est un élément de Z(F), s’il existe une fonction Ay € A
telle que M = [; Ap(2)F(t)dt. Le probleme de la recherche de Ajs n’est pas facile
et méme en général impossible & résoudre. Une solution approchée consiste a se
ramener & la détermination de I’appartenance de M & un zonotope Z, (p donné)
qui approche Z(F').

¢ Intersection d’un hyperplan avec un zonoide

Dans le cas ou F' est STR, on peut appliquer la méthode décrite dans le chapitre
3. Plus généralement, en approchant F par un zonotope, on peut se ramener & un
probléme d’intersection d’un plan avec un zonotope.

e Volume d’un zonoide

Nous avons vu dans le chapitre 1 que pour un zonotope Z défini comme somme
de Minkowski de segments [0, N;] 7 = 0, ..., p, le volume de Z s’écrit:

VOI(Z)Z-T% Z 'det(NimNiz)'“aNin)l‘

i €{0,....,p}

Quand on passe au cas continu, le volume du zonoide Z(F') est donné par,
1
Vol(Z(F)) = ~ / / e / |det(F(t1), F(t2),..., F(tn))|dt:dta. .. dt,. (4.13)
cJIJI I

Dans le cas ol F est une fonction STR & valeurs dans R®, ’expression (4.13)
se simplifie:
Proposition 4. 21 [Val91] Soit F une fonction STR sur [a,b] de primitive N
vérifiant N(a) = 0 et Z(F) le zonoide associé ¢ F. Alors le volume du zonoide
Z(F) est donné par:

Vol(Z(F)) = (N(b), / " P(t) A N()de). (4.14)

a

La valeur du volume d’un zonoide peut étre tres difficile & calculer d’une maniére
exacte. On peut approcher par la valeur du volume du zonotope Z, (p donné)
qui approche Z(F).
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Exemples

Pour chaque exemple, le volume du zonoide est connu. On calcule le volume du
zonotope approchant et 'erreur relative. L’erreur relative notée e, est donnée par
la formule suivante:

Vol(Z(F)) —Vol(Z,) |

%= |\ JazE)y
. 5
F(t)= (Gt ) ) vt € {0,1].
612
Vol(Z(F)) = 1.
9.
cos(t)
Fit)= | sin(t) |, Vt € [—m, 7).
1

Vol(Z(F)) = 4n*.
3 ~t
F(t) = (e"zt/’Z) : vt € [0, +ool.
e 3t/3

Vol(2(F)) = L2

1080°
4- 3
Fty=11t |, vt e [-1,1].
1
313

-

Dans le tableau, on donne les erreurs relatives en fonction de p pour chacun des
exemples.

Dans la figure 8, on donne la variation du log(ep) en fonction de log(p).

On remarque que pour chaque exemple les points sont alignés, avec une pente
trés proche de -2 (probléme & I’exemple 3, surtout pour les premiéres valeurs de p;
comme le montre le graphique). Donc, la convergence vers la valeur 0 de la suite
ep est quadratique.
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Erreur relative ¢,

Exemple 1 | Exemple 2 | Exemple 3 | Exemple 4
20 0.006898 0.009130 0.332901 0.018441
30 0.002968 0.003915 0.200290 0.007966
40 0.001642 0.002164 0.123822 0.004414
50 0.001041 0.001371 0.082453 0.002799
60 0.000718 0.000945 0.058377 0.001932
70 0.000525 0.000691 0.043325 0.001413
80 0.000400 0.000527 0.033348 0.001078
90 0.000316 0.000415 0.026418 0.000849
100 | 0.000255 0.000336 0.021418 0.000687

ALog(e,)
\\cxn°3
\cxn‘4 .
exn®2
[}
} ! } $ } $ P e>xn 1
= = N x © 2 8B e« Log(p)
2 S 8 & R & & § |
— — — — p— — et —

FIGURE .8. Ordre de convergences

L’équation de chaque droite (moindres carrés) est:

exemple 1 : y = —2.047z 4 1.1446,
exemple 2 : y = —2.050z + 1.4329,
exemple 3 : y = —1.745z + 4.2626,

exemple 4 : y = —2.043z + 2.1180.
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4. Zonoide associé & une fonction de plusieurs variables

Soient F : D = [a, b] x [¢,d] — R™ une fonction de classe C?, A I’ensemble des
fonctions mesurables définies sur D & valeurs dans [0, 1].
Soit Z(F) le zonoide défini par :

Z(F) = { / / F(z,y)M(z,v)dedy; A € A},

4. 1. Construction du zonotope approximant

De la méme maniére que dans la partie 2, on définira une suite de zonotopes
Z, qui converge, au sens de la métrique de Hausdorff, vers Z(F) quand ¢ — +oo.
Comme précédemment, nous pouvons établir que la fonction support de Z(F)
s’écrit, pour u € §:

Haey(w) = [ [ (Fa,),u)sdody. (4.15)
En utilisant une méthode d’intégration numérique & deux variables, on peut écrire:

Hzpy(u) = I(w, F) + Ry(u, F), (4.16)

I(u,F) = Zci(F(:ci,yi),u)+. (4.17)

Les (z;,y;) sont les noeuds , les ¢; sont des poids positifs, et Ry(u, F') est le reste
de la formule d’intégration.

Soit Z, le zonotope défini par:

q ,
Z [0, c;F(z4,9:)). (71:.18)

Puisque les poids ¢; sont positifs, on démontre que:

Hz (u) = I,(u, F). (4.19)

Dans ce cas, on a le méme résultat donné par le théoréme 4. 13, c’est & dire que:

haus(Z(F),Z,) = ilég IRy (u, F)|. (4.20)
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4. 2. Majoration de |R,(u, F')| et ordre de ébnvergence

Pour majorer |R4(u, F')|, nous avons besoin de résultats sur ’erreur d’intégration
3 plusieurs variables. Nous utiliserons l'extension de la méthode des trapézes & deux
variables. On a les deux lemmes suivants:

Lemme 4. 22  Soit f : D = [a,b] X [¢,d] — IR une fonction de classe C?.
Posons o

o Aar]
Fyj = (zsglll)léDlw(w,y)l,
T(f) = (—”—“l“—%f(a ¢)+ f(a,d) + f(b,¢) + f(b,d)),
Q(f ffD T,y dmdya

E(f) T(f) - Q).
Alors:

(b—a)*(d—c) (b—a)%(d - c)? (b—a)(d—c)®
le(f)] < 9 Fyo + 5 Fi + 15

i,j=0,1,2 i+j<2

FOZ.

Démonstration :
f(z,y) = fla,¢) + 8. f(a,c)(z — a) + 0y f(a,c)(y — ¢) + Dzy fla, c)(z — a)(y —¢)
+ [ =10 flat tla - ) o) ~ o
+ /0 (1 =)0y f(a+t(z —a),c)(z —a)(y — c)dt
-+ /(; (1 =t)0yp2fla,c+t(y — )y — c)2dt.

En substituant cette expression dans T(f) et Q(f), et en majorant, on obtient le
résultat. W o

Lemme 4. 23 Soit f une fonction définie sur D = [a,b] X [¢,d] & valeurs dans
R. On suppose que f est k—lipschitzienne. Alors :

[E(F)] < k(b—a)(d - c)/(b—a)? +(d - o). (4.21)

Démonstration : La fonction f est k—lipschitzienne, donc

f(zy) = fe, )l S kV(b—a)t +(d—¢)?,  V(z,9) €D,
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donc pour tout (z,y) € D, on a:

fla,¢) = k\/(b—a)? 4+ (d - ¢)? < f(z,y) < f(a,¢) + ky/(b—a)? + (d — ¢)2.

En appliquant Q et T & chacun des membres des inégalités ci-dessus, on obtient
le résultat. W

On suppose que D = [0,1] x [0, 1], et on considére la subdivision de D, en carrés
élémentaires, dont la longueur des cotés est A = 1/p. On note:

;= th et Y; = jh

La formule des trapézes & deux variables appliquée sur les p? carrés s’écrit:

4

> riif(ea i),

ij=1
ou
1/4 si(z;=0o0uljet (y; =0o0ul),
1/2 si(z;=0o0ul)et (y; #0etl),
ousi(y; =0oul)et (z; #0etl),
1 siz;#0, z;#1, y;#0, y;#1L

ri; = RZ (4.22)

Théoréme 4.24 Soit f une fonction définie sur D = [0,1] X [0,1] 4 valeurs dans
IR, k—lipschitzienne, et de classe C? sauf sur un ensemble F de points ou elle
est seulement C°. On suppose qu’il existe une constante m telle que le nombre de
carrés élémentaires contenant des points de l'ensemble F est inférieur & mp, pour
tout p suffisamment grand. Notons:

L2(f) la formule des trapézes sur les p? carrés,

Qf) = [ [y fle,y)dedy, =
et
Ep(f) = L:(f) - Q(F).

Alors il existe une constante K ne dépendant pas de p telle que

|E,2(f)] < Kh2.

Démonstration : Notons pour ¢ et j positifs ou nuls, 2 + 7 < 2

oitif
= max z,Y),
(z,5)ED\F Oy Oy (@)
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et M = in)éu) + Fu(u) + Foz(u

. Alors en appliquant les deux lemmes précédents,
on obtient la maJoratlon sulvante:

|Ep2(f)] < Z ’jf- - ZMh“

Et donc:

mh Mk m

Théoréme 4.25 Soit F: D = [0,1] x [0,1] — IR", une fonction de classe C?
sur D, et soit Z(F) le zonoide associé. Soit

Fu=A(z,y)eD | (F(z,y),u) =0}

On suppose qu’il existe une constante m telle pour tout u € S le nombre de carrés
élémentaires qui contiennent des points de F est inférieur ¢ mp. Considérons Z,2
le zonotope défini par la somme de segments:

[0, T'z'jF(:Ei,yj)] 1= O, ey Py ] = 0, P

ot les v;; sont les constantes définies par la relation (4.22).

Alors la séquence de zonotopes Z,2, p € IN converge vers Z(F), au sens de la
métriqgue de Hausdorff et il existe une constante K ne dépendant pas de p telle
que :

K
haus(Z(F), Z,2) < ol

Démonstration : F étant de classe C? sur D, il existe une constante k telle pour
tout u € S, la fonction (z,y) — (F(z,y),u)+ est k—lipschitzienne.
Pour ¢ et j positifs, ¢ + j < 2, posons :

r GtiF .
j\U) = ImaxX {(—=\Z, ,uY,

i) = mex (5g, vl

et M(’U,) = F2O(u) + Fll(u) + Fog('u) ]

Pour tout u E S, la fonctxon (:c y) — (F(z,y),u)+ satisfait les hypothéses du
théoréme 4. 24, donc pour tout u € §

I/0 /0(F(m,y),u)+d:cdy—Ipz(u,F)]SK(zu),

ou K(u) = % + M(u).
Donc en posant

uES
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on a:

v K
I/ / (F(z,y), u)4+dzdy — I2(u, F)| < ol YueS
o Jo

mk
K=—+M 11
V2

Corollaire 4. 26 Soient F : D — IR" et Z(F) le zonoide associé. Le nombre ¢
de segments suffisant pour créer un zonotope Z, qui approche Z(F') d € prés, est

en O(é)

Remarques :
1- Méme si lerreur est en O(;lg) dans le théoreme 4. 25, il faut noter que le

zonotope Z,2 est la somme de O(p?) vecteurs: 'ordre de convergence est donc
de 1 par rapport au nombre de vecteurs. La convergence est donc plus faible
que dans le cas ou F est une fonction d’une seule variable. Mais, ce résultat
reste meilleur que celui prévu par l’approximation des zonoides dans la théorie
générale (cf le théoréme 4. 10).

2- Le résultat reste vrai quand on passe & un domaine rectangulaire quelconque.

3- En utilisant la méthode d’intégration des rectangles (avec point milieu), on
obtient la séquence de zonotopes Z,» somme des segments:

[0, A2 F(z5,y;)], i=1,....,pet J=1,...,p,

ou

T; = g(Zz - 1),

k...
y; = 5(2/ = 1)
De la méme maniere, on peut démontrer que Z,» converge vers Z(F) quand
p — oo et que 'erreur est en O(—;) =
5. Exemples

Une illustration de la convergence d’ordre 1 par rapport au nombre de vecteurs
est donnée dans les exemples qui suivent.
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Exemple 1 (Sphére )
F une fonction définie sur [—n, 7] x [—7,7] & valeurs dans R® par:

cos(z)cos(y)

) 4
F(:z:,y) — szn(:c)llcos(y)
sir;y(y)

Hlustration de la convergence d’ordre 1 par rapport au nombre de segments:

Nbre Seg. | haus(Z,,Z(F)) | ordre

8 0.233701

32 0.053029 1.069900
128 0.012951 1.016877
512 0.003219 1.004183
2043 0.000804 1.001043
8192 0.000201 1.000260
32768 0.000050 1.000061

Exemple 2
D =10,2] x [-7,7]

zcos(y)
F(z,y) = fcsivlz(y) :

Ilustration de la convergence d’ordre 1 par rapport au nombre de segments:

Nbre Seg. | haus(Z,,Z(F)) | ordre

8 0.233697

32 0.053026 1.069935
128 0.012947 1.017016
512 0.003216 1.004738
2048 0.000800 1.003265
8192 0.000198 1.009217
32768 0.000047 1.037043
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2? — y?
F(z,y) = Ty -
T4y

Illustration de la convergence d’ordre 1 par rapport au nombre de segments:

Exemple 3
D =[0,3] x [0, 3]

Nbre Seg. | haus(Z,,Z(F)) | ordre

8 1.476539

32 0.369117 1.000035
128 0.092262 1.000139
512 0.023048 1.000554
2048 0.005744 1.002222
8192 0.001418 1.008956
32768 0.000337 1.036978

Dans les figures (9), (10) et (11), nous donnons quelques exemples de zonotopes
qui convergent vers les zonoides définis ci-dessus.
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FIGURE .9. Exemple 1
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3x3 vecteurs

5x10 vecteurs

4x5 vecteurs

4x6 vecteurs

2.

p

rgence de Z

URE .10. Exemple 2, conve

Fiac
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3x2 vecteurs

2x2 vecteurs
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3x3 vecteurs

7x7 vecteurs

5x5 vecteurs

FIGURE .11. Exemple 3, convergence de Z,2.
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Chapitre 5
Représentation des tables ASTM-IP 53/54

par B-splines régularisées

Introduction

L’objectif de ce travail est de proposer une représentation utilisable sur ordina-
teur des tables ASTM-IP 53/54. Ces tables sont définies de la maniere suivante:
La table 53 donne la valeur de la densité & 15 degrés en fonction de la densité
observée et de la température. La table 54 fournit une valeur appelée “facteur de
réduction du volume” en fonction de la densité & 15 degrés et de la température.
L’importance de ces tables est grande, elles sont utilisées dans le calcul des taxes
douanieres sur les produits pétroliers.

Deux méthodes ont déja été proposées; nous les appellerons : "méthode IP”
et "méthode Chevallier”. Le but de ce chapitre est de présenter une troisiéme
approche basée sur les B-splines bi-dimensionnelles. Il s’agit d’une méthode
générale qui permet de représenter globalement une fonction de deux variables
dont les valeurs en certains points sont données (éventuellement avec erreurs). Elle
a permis dans le cas présent de représenter la totalité des données avec un nombre
d’erreurs nettement inférieur 3 celui obtenu pour les méthodes précédentes. Elle
nécessite par contre le stockage d’un plus grand nombre de constantes. De fagon
annexe, la méthode a détecté certaines incohérences dans la table elle-méme.

Chacune des 2 tables est divisée en deux parties, le but de ce travail est d’obtenir
pour chacune des 4 parties une expression qui, arrondie & 3, 4 ou 5 décimales selon
les cas, conduisent & un nombre d’erreurs aussi réduit que possible par rapport
aux deux tables.

Il existe entre les deux tables une relation implicite. Cette relation permet
théoriquement de déduire la table 53 de la table 54 en faisant une itération de
type point fixe. Cette fagon de procéder a été suivie aussi bien dans la méthode
IP que dans la méthode de Chevallier. L’inconvénient est que cela ne permet pas
d’atteindre toute la table 53. Il faut en effet que 'itération converge sans sortir
de la table 54. Par exemple dans la partie II, on ne peut atteindre que 6685
données environ sur les 9422. Dans notre approche par B-splines, nous donnerons
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une expression mathématique indépendante pour chacune des 4 parties et nous
n’utiliserons la relation implicite qu’a des fins de vérification.

Enfin il faut souligner que les nouvelles formules qui sont proposées sont basées
sur des considérations purement numériques et ne prennent pas du tout en compte
les aspects physiques, contrairement & la méthode IP par exemple.

Dans la partie 1, On donne quelques rappels sur le probleme d’approximation
par produit tensoriel de B-splines.

Les résultats numériques sont exposés dans la partie 2, en considérant succes-
sivement le cas des tables 54 et 53 et en séparant pour chacune les parties I et
II. (Une étude globale de la table 53 a été tentée mais elle ne conduit pas & un
résultat meilleur).

Dans la partie 3, on examine d’un point de vue statistique le raccordement a
D5 = 0.600 entre les parties I et II de la table 54.

Enfin dans la partie 4, on examine, pour les trois méthodes, le nombre d’erreurs
que ’on commet si 'on déduit la formule de représentation de la table 53 de celle
de la table 54 au moyen de la relation implicite.
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1. B-splines régularisées, probléeme variationnel:

1. 1. Lissage unidimensionnel par B-splines régularisées:

Soit [a, b] un intervalle de IR, et soient (tx,2x); k=1,...,ND des couples de
points de [a,b] x R ol chaque zj est la valeur, entachée d’erreur, prise par une
fonction inconnue f au point #;:

zr = f(tr) + ek

ou ¢, est une erreur due a une incertitude sur les mesures ou un arrondi.

Au moyen d’un lissage par B-splines régularisées des données 2z, on approche la
fonction f sur [a, b] par une fonction s, élément d’un certain espace de fonctions S
que nous allons définir apres.

Soit:
a=ug<ur<...<up==5

une subdivision réguliére de [a, b] de pas h=(b-a)/n.

Soit S I’espace des fonctions polynomiales par morceaux de degré d sur chaque
intervalle [u;,u;11],7 = 0,...,n—1, et de classe C¢~1. C’est un espace de dimension
n 4+ d.

On prend sur S la base, (Bj)j=—d,. n-1, des splines de degré d. Le support de
chaque spline de base B; est [u;,u;j4+q441] oit ] varie de -d & n-1. (On a introduit
ainsi des noeuds supplémentaires fictifs u_g,...,u_1 €t Upt1,...,Untd)-

B (t) Bj(t)

-3

0 AN\ A_

& & &

¢ % ¢ ¢
e . 4

FIGURE .1. Splines de base (d = 3).

Toute fonction s de S s’écrit:

n—1

s(t) = ‘Z a;B;(1). (5.1)

j=—d
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Le lissage par B-splines régularisées se pose donc comme un probléme de mini-
misation au sens des moindres carrés régularisés sur ’espace de fonctions S. La
fonction o cherchée est solution du probléme suivant (cf [Laurent87]):

min 7 / (st dt+z(s(t ) = 2:))?, (P)

seS
ol T est un réel positif appelé parametre de régularisation.

En remplagant s par son expression en (5.1), le probléeme (P) devient un probléme
de minimisation sur R™*¢ s’écrivant:

ND n-1
min / (Z a; B )2dt+3 (S @;Bj(t:) —2:)*  (P')

n+d
aeR j=—d =1 j=-—d

Les conditions d’optimalité s’obtiennent alors en dérivant par rapport aux oy et
s’écrivent:

n—1 ND n-1
/ b(z a;BPNBE Mt + D (Y a;Bj(t:) — z)Ba(ts) =0,  (5.2)

j=—d =1 j=-—d
pour k= —d,...,n— 1.
Les o, j = —d,...,n — 1 sont donc solution du systeme, a (n + d) équations,
suivant:
n—1 ND
Z Cv]'(T/ B(d (t)B(d)(t dt + ZB (t Bk(t )) = Zzin(ti), (5.3)
j=—d =1 =1

k=—-d,...,n—1.
En posant 2 la matrice de taille (n + d) x (n + d) définie par:

b
Qi = / BB dt,

et B la matrice de taille (n + d) x ND définie par
Bi; = Bi(t;),
et en remplacant dans (5.3), on obtient le systéme:
(1Q + B'B)a = B'z, (5.4)
ou le coefficient 7 est & choisir pour doser correctement ’effet du lissage.

Pour ¢ € [a, b], soit ¢ I’entier vérifiant ¢ € [u;,u;11]. Les valeurs de j pour lesquelles
B;(t) est non nul sont j =7 —d,...,i. Pour calculer B;(t), on utilise la relation de
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récurrence reliant la B-spline de degré d et celles qui sont de degré d — 1. En effet,
si B™ désigne la B-spline de degré m qui a pour support lintervalle {u;, t;tm41]
alors la relation de récurrence s’étabit comme suit:

Bm t) = .—137'71—1 t z-{-—m_Bm_l o). .
@) Uipm—1 = Ui (8) + Uirm — Uggr T (t) (5.5)

0 . 1 siz € [ui,ui+1]
Bi(z) = {0 sinon '

La formation de la matrice et du second membre correspondant au systéme
d’équations (5.4) nécessite I’évaluation, pour chaque tx € [u;,u;+1), des quantités
Bj(tx) pour tout entier j ne les rendant pas nulles.

Dans la pratique, d prend les valeurs 1, 2 ou 3; si p et ¢ sont deux réels qui
représentent la localisation de t; dans l'intervalle [u;, ui+1):

T — U Ujy — Tk
p= Lh zetq= z+1h k

en utilisant (5.5), I’évaluation des B; se fait par:

pour d =1
Bi—1(tr) = ¢
Bi(ty) =p

pour d = 2
B;_o(tx) = ¢*/2
Bi—1(tx) = (1 +2pg)/2
Bi(t) =p*/2

pour d =3

Bi_s(tr) = ¢°/6
Bi_s(tx) = (3¢(pg + 1) +1)/6
Bi1(tx) = (3p(pg + 1) +1)/6
Bi(tx) =p%/6

Par ailleurs BJ(-d)(t) est constant sur intervalle [u;,u;j41]. Si on pose :

Bgf)l(t) = ¢, on a:

pour d = 1:

Cop = 1/h,Cl = —1/h
pour d = 2:

Cog = 1/}7,2,61 = —2/}7,2,62 = 1/h2
pour d = 3:

co=1/h% ¢c; = =3/h3,¢co = 3/h% c3 =1/h3

les autres constantes étant nulles.
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1. 2. Lissage bi-dimensionnel par produit tensoriel de B-splines
régularisées

Soit [a, b] x [¢,d] un domaine rectangulaire de R x R.

Soient (k, Yk )k=1,.. Np des points de [a,b] X [c,d] et 2z des réels représentant les
valeurs, entachées d’erreurs, prises par une fonction f aux points (zk, yk):

zk = f(Tk,yx) + €k

Soient @ = ug < u; < ... < upy, = b une subdivision réguliere de [a,b] et
c=vg < v; <...<wp, =d une subdivision réguliere de [c, d].

Notons S; (resp. Sy) l'espace des fonctions polynomiales de degré d sur chaque
intervalle [u;,uit1), ¢ = 0,...,Ng — 1 (resp. [vj,vj41), 7 = 0,...,Ny — 1) et de
classe C4~! sur [a,d] (resp. sur [c,d]).

Notons S l'espace vectoriel des fonctions définies par le produit tensoriel des
éléments de S; et Sy. S est un espace vectoriel de dimension (N, + d)(Ny + d).

Si on prend sur S; (resp. Sy), la base By,, ¢ = —d,...,N; — 1, (resp. By;
j = —d,...,Ny — 1) des splines de degré d; alors By, By, ¢ = —d,...,N; — 1,
j=—d,...,Ny — 1 constitue une base de S.

Le lissage bi-dimensinnel par produit tensoriel de B-splines régularisées se pose
comme un probléeme de minimisation au sens des moindres carrés régularisés sur
I’espace S.

Soit o la fonction de S approchant f sur [a,b] X [¢,d], alors ¢ est solution du
probléeme de minimisation:

a

ND
min L0+ 3 (1k(s) — 2’ (P)
k=1

ol [, est opérateur linéaire qui & s € S associe s(zg, yr) € R, et L Vopérateur
relatif au lissage défini par:

b pd
L(s) = / / (DgDz.s)zd:cdy
a c

(ott D¢ est la dérivée partielle d’ordre d par rapport & x).
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e Evaluation du terme de lissage:
b pd
=/ / (Z ;1 DD} B, (2)By, (y))*dzdy
@ Je ik

b d
- / / (ZajkBE,f‘Mx)Béf)(y))?dzdy
y"l Nx—l

= > 2. %kay'v/ / B{(2)BSY () B (2) B (y)dedy

kk=~djj =—d
Ny -1

z"" b d
= > > ajkaj'k'/ Bf)(x)Bif,)(x)dw/ Béf)(y)B,(,f,)(y)dy

kb =—dj,j'=—d

En posant Ny = N; +d et Ny = N, 4 d, on définit les matrices:

b
[Qz]jj, = / Bgfl)(:c)Bi‘fl)(:c)dx matrice Ny X Ny

d
e = [ BPWBP)y  matrice Ny x N,

c
Q; et Q, sont deux matrices symétriques.

L(s) peut s’écrire alors sous la forme:
L(s) = (Qz0,afdy)

= (o, R 02,)

ot a = (a;j) est une matrice Ny x Ny (le produit scalaire { , ) représente la
somme des produits des termes correspondants de chaque matrice).
Soit  la matrice qui & &, pris comme vecteur de RN X"z associe le vecteur Qzafl,
de RV %M est le produit tensoriel des matrices 2, et Qy; c’est une matrice
carré d’ordre (N; x N3), symétrique. L’opérateur de lissage devient:

L(s) = (a, Qa). (5.6)
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o Evaluation du terme d’approximation

Le terme d’approximation est défini par:

ND

S (1k(s) - 21)?

k=1

ND ND 2
Y (k(s) = z)* =D (O aile(By, Byy) — zx)
k=1 k=1 i

ND
2
=> (D @iB1,(2:)Bs; (y;)) — ) -
k=1 1t,j
Soit B la matrice ND x (Ny.N;) définie par:
Bk,[i,j] = lk(Bl,'-BZj)'

C, N . ; , .
En considérant a comme un vecteur de RV *M2_ le terme d’approximation s’écrit
alors:

2
|Ba - Z||". (5.7)
Z est le vecteur de R™M? dont les composantes sont formées par les zy.

Le probléeme de minimisation (P;) devient alors:

o, Tle0e) ¥ |Ba 2|7 (P)

Les conditions d’optimalité, en dérivant par rapport a «, conduisent au systeme
suivant:
(rQ + B'B)a = B'Z.

qui est un systéme symétrique d’équations, de taille N; x Ns.
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2. Traitement Numérique

2. 1. Définitions et notations

On utilisera les parametres suivants:
N, : le nombre d’intervalles utilisés pour la température,
Ny : le nombre d’intervalles utilisés pour la densité a 15 degrés,
d : degré de la spline,
7 : parametre de régularisation,

et on donnera les résultats suivants:

- Le nombre total des erreurs N Err. Pour évaluer le nombre d’erreurs, seules les
erreurs supérieures ou égales & 0.5 sur le dernier digit (c’est & dire ayant conduit
& une valeur arrondie différente de celle de la table) sont comptées.

- Le nombre d’erreurs dont la valeur est comprises entre 0.5 et 0.6 sur le dernier
digit et leur pourcentage par rapport au nombre total d’erreurs.

- Le nombre d’erreurs qui sont supérieures a 1, ( i.e celles pour lesquelles la valeur
calculée arrondie differe de la table de plus d’une unité sur le dernier digit).

- L’erreur maximale.

- L’erreur quadratique moyenne qui est définie par :

ND 2
k=1 (ek)

EQM =
@ ND

ol ey, est Perreur sur la k™€ donnée .

Pour comparer correctement lerreur quadratique moyenne, il faut remarquer que
Perreur quadratique moyenne dans le cas idéal ol on arrondit une fonction connue
seralt égale a 713#0.29 (c’est écart-type d’une variable aléatoire uniforme entre

-0.5 et 0.5, c’est & dire \/ff'os_f) z2dz). )

- L’erreur algébrique moyenne définie par :

ND
.1 Ck
Emoy = ——Zl“l L.

ND
La valeur de la moyenne algébrique des erreurs nous permet d’évaluer si les erreurs
issues d’une méthode sont bien centrées sur 0.
Pour le calcul de 'erreur algébrique moyenne et de erreur quadratique moyenne
on a fait intervenir les erreurs sur toutes les données.

-Le facteur de compression défini par:

nombre de coefficients utilisés
Comp = - x 100.
nombre de données total
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Il représente le taux de compression pour chaque jeu de N, N, et d.

- L’histogramme des erreurs pour montrer la distribution des erreurs autour de
la valeur 0.5. Cet histogramme représente les valeurs 0.50, 0.52,...et -0.50,-0.52,
... (Pour des raisons pratiques d’échelle, les erreurs supérieures a 1.1 ne sont pas
présentées).

2.92. Tables ASTM-IP 53/54

La table 53 exprime la densité & 15 degrés D;s en fonction de la densité
observée et de la température T:

Dis = F(D,,T).

Le domaine des données est défini par les valeurs de la densité observée variant
entre 0.420 et 0.689 et une température T entre -46 et 60. Le pas sur la température
est 0.5 alors que celui sur la densité observée est soit 0.005 soit 0.001 selon que Dy
est inférieure ou supérieure & 0.600, ce qui rend la grille des données non réguliére
(voir graphique des données). De plus , il y a un manque de données dans certaines
régions du domaine formant ainsi des trous plus au moins importants.

Le nombre total des données est 13722. La précision n’est pas la méme pour
toutes les données: celles qui correspondent aux valeurs de Dy inférieures a 0.600
sont fournies avec trois chiffres et les autres avec 4 chiffres significatifs. En tenant
compte de toutes ces remarques, on peut considérer que le domaine est une union
de deux parties:

- la partie I : définie par les valeurs de Dy entre 0.420 et 0.600, le pas étant 0.005

et les valeurs de la température T entre -46 et 60,

- la partie I : définie par Dg entre 0.600 et 0.689, le pas étant 0.001 et les valeurs
de T variant entre -25 et 50.

Nous avons traité le probléme de deux maniéres: la premiére consiste a traiter les
deux régions séparément en considérant respectivement les rectangles [—46,60] x
[0.420, 0.600] et [—25, 50]% [0.600, 0.689]; la deuxieme consiste & faire un traitement
en considérant le domaine global définie par le rectangle [—486, 60] x [0.420, 0.689)].

La table 54 exprime le ”Volume correction factor” ( VCF ) en fonction de la
densité & 15 degrés D;s et de la température T: -

VCF = G(D15, T)

Elle comporte au total 6672 données. Cette table comprend également deux
parties : la partie I (4260 données) correspondant & D5 < 0.600 est donnée avec 4
décimales et la partie II (2412 données) correspondant & D5 > 0.600 est donnée
avec 5 décimales.

On remarque que pour Dys = 0.600, la valeur de la VCF est donnée soit avec
4 décimales (partie I) soit avec 5 décimales (partie IT).

Pour chacune des deux parties, les couples (Dy5,T") forment une grille rectan-
gulaire réguliere, mais ces deux rectangles sont décalés I'un par rapport & l'autre.
Les données dans les deux parties sont disposées sur une grille réguliére et ne
présentent pas de trous.
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2. 3. Partie I de la table 54:

2.3.1. Méthode IP:

La méthode IP pour le traitement de la partie I, calcule la VCF par approxi-
mation des volumes Vr (volume & la température T') et Vy5 ( volume & 15 degrés).

La VCF est alors trouvée par la relation

_ Vig -
VCF = Vr

Pour calculer Vis et Vp la méthode utilise 18 constantes.
Le nombre d’erreurs trouvées en utilisant la méthode IP est 1551, ce nombre

représentant 36.4 % de I’ensemble des données (4260).

Le nombre d’erreurs comprises entre 0.5 et 0.6 est 345 (22.2 % du nombre total
d’erreurs).

L’erreur maximale est 3,56.
Le nombre d’erreurs supérieurs a 1 est 236.
L’erreur quadratique moyenne est 0.59.

L’erreur moyenne est (0.123.

2.3.2. Méthode de Chevallier:

La méthode de Chevallier consiste & faire une approche de la partie I de la table
54 par la fonction suivante:

VCF = exp (—a.AT(1 + A.aAT + Ba*AT? + Co*AT?)
+(D.AT* + E.AT?)(F — (600 — Dy35)"))

ou K. K, K a
49 13
— I,— 1
a= ot Dys - Di, ~ D3

et
AT =T -15

Ko, Ky, Ko, Kzet A/B,C,D,E, F, [
sont des constantes données (voir rapport de Chevallier Aout 87).

Le nombre d’erreurs pour cette méthode est 1397.

Le nombre d’erreurs comprises entre 0.5 et 0.6 est 357, représentant 25.6 % du
total des erreurs.

Le nombre d’erreurs supérieures a 1 est 325.
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L’erreur maximale est -2.245.
L’erreur quadratique moyenne est 0.56.

L’erreur moyenne est 0.125.

2.3.3. Méthode B-spline

e Premiére stratégie

Dans cette méthode, on représente la partie I de la table 54, en utilisant un
nombre de splines assez important, et donc un nombre important de coeflicients
pour le calcul de la fonction approchée. Il faut souligner ici que ce nombre reste
trés petit devant le nombre de données comme le montre les valeurs du facteur de
compression {voir exemple).

o Deuxiéme stratégie:

Dans cette méthode, on traite le domaine (partie I) de maniére & n’avoir que
quelques constantes & stocker ( une vingtaine ou une trentaine) et on regarde
comment se comportent les erreurs par rapport a la stratégie I et aux autres
méthodes qui n’utilisent pas beaucoup de constantes (voir exemple). Ainsi:

N, prendra la valeur 1 ou 2,
N, prendra la valeur 1,2,3,5 ,
d sera égal & 3.
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Exemple (stratégie 1)

Nombre de données ND = 4260
N, =25,
Ny =17,
d=3,
T=10"".
Nombre d’erreurs total, N Err = , 504
Nombre d’erreurs comprises entre 0.5 et 0.6 278
ce qui représente parmi 'ensemble des erreurs 55.2 %
Nombre d’erreurs supérieures ou égales 1 0
Erreur maximale 0.971
Erreur quadratique moyenne 0.33
Moyenne des erreurs 10712
Nombre de coefficients pour le calcul de la spline 160
Taux de compression, comp = 3.76 %
45 +
40 ¢+
35 4
30 +
25 +
20 4 -
15 +
10 +
54
0 4

096 -08 -08 -072 -064 -056 05 058 066 074 082 09

FIGURE .2. Histogramme des erreurs (stratégie 1)

Dans la figure 2, on donne ’histogramme représentant la distribution des erreurs
autour de -0.5 et 0.5 (sur le dernier digit).
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Exemple (stratégie 2)

Nombre de données, ND = 4260
N, =2,
Ny =3,
d=3,
r=10"°%.
Nombre d’erreurs total, NErr = : 822
Nombre d’erreurs comprises entre 0.5 et 0.6 278
ce qui représente parmi 'ensemble des erreurs 41 %
Nombre d’erreurs supérieures ou égales 1 19
Erreur maximale -1.45
Erreur quadratique moyenne 0.38
Moyenne des erreurs —1.510"*
Nombre de coefficients pour le calcul de la spline 30
Taux de compression, comp = 0.70 %
40 T
35+
30 4+
25 +
20T =
15T
10 4+
5
0
-1.1 -1 -09 -09-08-0.7-06 -05052 06 068076 084 092 | 1.08

F1GURE .3. Histogramme des erreurs (stratégie 2)

Dans la figure 3, on donne ’histogramme représentant la distribution des erreurs
autour de -0.5 et 0.5 (sur le dernier digit).
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2.3.4. Conclusions (table 54, partie I):

1- Pour la premiére stratégie consistant a minimiser le nombre d’erreurs en
utilisant un nombre relativement important de constantes, on recommande les

valeurs N; =5 et N, =17 qui conduisent & 160 constantes. La comparaison
avec les deux autres méthodes s’établit comme suit:
nombre nombre d’erreurs pombre d’erreurs [EQM-0.29
d’erreurs | entre 0.5 et 0.6 >1
Méthode P 1551 345 (22.2 %) 236 0.30
Méthode de Chevallier 1397 357 (25.6 %) 325 0.27
Méthode B-splines 504 268 (55.2 %) 0 0.04

2- Pour la deuxiéme stratégie ou 'on s’impose de n’utiliser qu’un petit nombre
de constantes (du méme ordre que pour les méthodes IP et Chevallier ), on
recommande les valeurs N, = 2 et N, = 3 qui conduisent & 30 constantes. La
comparaison entre méthodes s’établit alors comme suit :

nombre nombre d’erreurs mombre d’erreurs [EQM-0.29
d’erreurs | entre 0.5 et 0.6 >1
Méthode  IP 1551 345 (22.2%) 236 0.30
Méthode de Chevallier 1397 357 (25.6 %) 325 0.27
Méthode B-splines 822 337 (41%) 19 0.09

Si’on observe la répartition des erreurs pour la partie I de la table 54, on remarque
une zone le long de la ligne T' = —25 qui comporte un nombre anormalement élevé
d’erreurs. Ceci a été noté dans tous les exemples quelles que soient les valeurs
des parameétres N, Ny ou 7. Il s’agit donc tres probablement dun défaut de
raccordement entre les zones de la table (< —25 et > —25) dont les origines
devaient étre différentes. Ce phénomene devrait étre recherché dans ’historique de
la fabrication de la table.
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2. 4. Partie IT de la table 54:

Dans cette partie la température varie entre -25 et 75 et la densité & 15 degrés
varie entre 0.600 et 0.655, le rectangle considéré sera alors [—25, 75] x [0.600, 0.655].
Chaque valeur de la VCF est donnée avec 5 chiffres. On a donc une précision dix
fois meilleure que dans la partie I. Le nombre total de données est 2412, avec un
pas de 0.5 degré en température et 0.005 en densité.

Le traitement de cette partie est relativement plus facile que l'autre, comme le
montrent les résultats de différents tests de la méthode B-splines, et des méthodes
IP et Chevallier. Le nombre de valeurs & stocker reste faible.

Dans les exemples présentés la valeur de N, (nombre de splines suivant la
température) est toujours prise égale & 1 (différents essais ont montré qu’on ne
gagne pas beaucoup en augmentant ce nombre).

2.4.1. Méthode IP:

Pour le traitement de cette partie, la méthode IP, approche les valeurs de la
table par la fonction :

VCF(Dys,T) =14 (p2 — p1/D1s)(T — 18) + (pa — p3/ D15 )(T — 15)?,

ol py,p2,Ps et py, sont des constantes qui dépendent de l'intervalle ol se trouve
D;ys.

L’approximation utilise une subdivision de 3 intervalles en densité D;s et un seul
intervalle en température. Donc, au total, on a 12 constantes & stocker.

Résultats:

Le nombre d’erreurs total est 210.

Le nombre d’erreurs comprises entre 0.5 et 0.6 est 141 représentants 67.1 % de
Pensemble des erreurs.

Le nombre d’erreurs supérieures ou égales a 1 est 3.
L’erreur maximale est 1.397.
L’erreur quadratique est 0.33.

L’erreur moyenne est 0.019.

2.4.2. Méthode de Chevallier:

Elle consiste & approcher la fonction VCF dans le rectangle [—25,75] x
[0.600,0.655] par la fonction

VCF = exp(—a.AT(1 4+ A.aAT + Ba?AT?)),
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\

ou K, K, K
iS¢ +Q) 3

=K
=Rt g, T oy, T oY

o est appelé le coeflicient d’expansion thermique & 15 degrés du produit.
Ko, Ky, Ky, K3,et A, B sont des constantes (voir rapport Chevallier sept 88).

Le nombre de constantes utilisées pour la représentation de la table est 6.
Résultats:

Le nombre d’erreurs total est 351.

Le nombre d’erreurs comprises entre 0.5 et 0.6 est 173 représentant 49.3 % de
I’ensemble des erreurs.

Le nombre d’erreurs supérieures & 1 est 2.
L’erreur maximale est 1.42.
L’erreur quadratique est 0.37.

L’erreur moyenne est —5.9.1072.

2.4.3. Méthode B-spline:
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Exemple
Nombre de données, ND = 2412
N, =1,
Ny =35,
d=2,
=107
Nombre d’erreurs total, NErr = : 165
Nombre d’erreurs comprises entre 0.5 et 0.6 125
ce qui représente parmi 'ensemble des erreurs 75.3 %
Nombre d’erreurs supérieures ou égales 1 1
Erreur maximale 1.109
Erreur quadratique moyenne 0.31
Moyenne des erreurs 10712
Nombre de coefficients pour le calcul de la spline 21
Taux de compression, comp = 0.87 %
25 T

-0.98 -0.9 -0.82 074  -0.66 -0.58 -0.5 0.56 0.64 0.72 0.8 0.88 0.96

FIGURE .4. Histogramme des erreurs

Dans la figure 4, on donne 'histogramme représentant la distribution des erreurs
autour de -0.5 et 0.5 (sur le dernier digit).
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2.4.4. Conclusions Partie II table 54:

La partie II est relativement plus facile & traiter comme le montrent les résultats
des trois méthodes utilisées. On recommande les valeurs de Nz = let Ny = 5
pour un degré d = 2 qui conduisent & un nombre de constantes égal & 21. La
comparaison avec les autres méthodes s’établit comme suit:

nombre mombre d’erreurs pnombre d’erreurs |[EQM — 0.29
d’erreurs | entre 0.5 et 0.6 >1
Méthode P 210 141 (67.1 %) 3 0.04
Méthode de Chevallier 351 173 (49.3 %) 2 0.08
Méthode B-splines 165 125 (75.5 %) 1 0.02

2. 5. Partie I de la table 53

Dans cette partie de la table, la température varie dans l'intervalle [-46,60], le
pas étant 0.5 degré; la densité observée varie dans I’intervalle [0.420,0.600], le pas
étant 0.005. Les données sont fournies avec 3 chiffres. Le nombre total des données
est de 4300.

2.5.1. Méthode IP

Le traitement de cette partie par la méthode IP n’est pas direct mais utilise la
relation implicite suivante:

Do

Dis = 5o F DTy

a

ot VCF est la représentation proposée par IP pour le traitement de la table 54.
Les valeurs de D;5 qui sont inférieures a 0.500 ne sont pas prises en con-
sidération.

Résultats:
Le nombre de données traitées est 3520.

Le nombre d’erreurs total est 1319.

Le nombre d’erreurs comprises entre 0.5 et 0.6 est 320, représentant 24.3 % de
I’ensemble des erreurs.

Le nombre d’erreurs supérieures a 1 est 332.

L’erreur maximale est -3.43.
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L’erreur quadratique est 0.63.

L’erreur moyenne est —0.204.
2.5.2. Méthode de Chevallier

Le traitement de cette partie utilise la relation implicite suivante:

Do HYC,

Dis = ——ro
¥ VCF(Dys,T)

ol

HYC =1 - 0.000023(T — 15) — 0.00000002(T — 15)?,

et VCF est la représentation proposée par Chevallier pour le traitement de la
table 54.

Les valeurs qui sont traitées par cette méthode sont celles qui sont comprises entre
0.500 et 0.600.

Résultats:
Le nombre de données traitées est 3241.

Le nombre d’erreurs total est 1196.

Le nombre d’erreurs comprises entre 0.5 et 0.6 est 290, représentant 24.2 % de
I’ensemble des erreurs.

Le nombre d’erreurs supérieures a 1 est 236.
L’erreur maximale est 1.887.
L’erreur quadratique est 0.56.

L’erreur moyenne est -0.157.

Remarque 1:

Pour le traitement de cette partie, les données, correspondant & la densité 0-600;
sont prises en compte dans I’approximation, mais elles ne sont pas considérées pour
I’évaluation du nombre d’erreurs. La colonne Dy = 0.600 appartient a la partie II.

2.5.3. Méthode B-spline:
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Exemple

Nombre de données, ND = 4300

N, =12,
N, =30,
d=3,
=108,

Nombre d’erreurs total, N Err = 419
Nombre d’erreurs comprises entre 0.5 et 0.6 266
ce qui représente parmi l’ensemble des erreurs 63.5 %
Nombre d’erreurs supérieures ou égales 1 0
Erreur maximale 0.959
Erreur quadratique moyenne 0.32
Moyenne des erreurs 1012
Nombre de valeurs pour le calcul de la spline 495
Taux de compression, comp = 11.5 %
40 1
35 4
30 +
25 T
20T -
1S T
10+

s 4

0

-0.94 -0.86 -0.78 -0.7 -0.62 -0.54 0.52 0.92

FIGURE .5. Histogramme des erreurs

Dans la figure 5, on donne ’histogramme représentant la distribution des erreurs

autour de -0.5 et 0.5 (sur le dernier digit).
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2.5.4. Conclusions (Partie I table 53):

Pour cette partie, nous avons retenu les valeurs de N, = 12, N, =30 et d = 3
qui conduisent & 495 constantes. La comparaison avec les autres méthodes s’établit
comme suit:

nbre nbre d’err. mbre d’err. |[EQM— mnbre de données
d’erreurs fentre 0.5 et 0.6 > 1 0.29 traitées
Méth. IP 1319 320 332 0.34 3520
Méth. Chevallier 1196 290 236 0.27 3241
IMéth. B-splines 419 259 0 0.04 4300

Remarques :

- Dans la méthode IP, P’écart est relativement grand par rapport aux deux autres
méthodes. Ceci provient du fait que I'itération qu’elle définit ne converge pas
toujours vers la bonne valeur.

- Pour les résultats relatifs & la méthode IP et Chevallier, les données dont les
valeurs de D;5 sont inférieures a 0.500 ne sont pas traitées.

2. 6. Partie II de la table 53:

Dans cette partie, la température varie dans l'intervalle [-25,50], le pas étant 0.5
degré; la densité observée varie dans lintervalle [0.600,0.689], le pas étant 0.001.
Les données sont fournies avec 4 chiffres significatifs.

Le nombre total de données est 9422. Cette partie est plus restreinte que la
premiere mais plus dense.

2.6.1. Méthode IP

La méthode IP utilise une méthode itérative utilisant la formule

Do + pz(T —_ 15) +p4(T — 15)2
D15 = 2
1+ p1(T — 15) + ps(T — 15)

x HY C,

ou

HYC =1 - 0.000023(T — 15) + 0.00000002(T — 15)?

et
P1, P2, P3, P4 sont des constantes qui dépendent de I'intervalle ol se trouve Dys.

On arréte litération quand la valeur courante de D;s tombe dans le méme
intervalle que celui ol elle a été prise au cours de l'itération précédente.
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Les valeurs de D5 qui sont supérieures & 0.654 ne sont pas prises en considération.

Résultats:
Le nombre de données traitées est 8013.

Le nombre d’erreurs total est 606.

Le nombre d’erreurs comprises entre 0.5 et 0.6 est 271, représentant 44.2 % de
I’ensemble des erreurs.

Le nombre d’erreurs supérieures a 1 est 225.
L’erreur maximale est 30.012.
L’erreur quadratique est 1.39.

L’erreur moyenne est -0.046.
2.6.2. Méthode de Chevallier

Utilise la méme relation implicite que pour la partie I, c’est & dire:

Do

D1s = VCF(Dys,1)

HYC,

HYC =1 - 0.000023(T — 15) — 0.00000002(T — 15)2.

Les valeurs qui sont traitées par cette méthode sont celles qui sont comprises entre

0.600 et 0.654.

Résultats:
Le nombre de données traitées est 6788

Le nombre d’erreurs total est 1525.

Le nombre d’erreurs comprises entre 0.5 et 0.6 est 480, représentant 30.8 % de
Pensemble des erreurs.

Le nombre d’erreurs supérieures & 1 est 181.
L’erreur maximale est 1.5.
L’erreur quadratique est 0.44.

L’erreur moyenne est 0.22.

2.6.3. Méthode B-spline:
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Exemple
Nombre de données, ND = 9422
N, =10,
N, =15,
d=3,
T =107°,
Nombre d’erreurs total NErr = : 258
Nombre d’erreurs comprises entre 0.5 et 0.6 237
ce qui représente parmi ’ensemble des erreurs 91.9 %
Nombre d’erreurs supérieures ou égales 1 0
Erreur maximale 0.75
Erreur quadratique moyenne 0.29
Moyenne des erreurs —10712
Nombre de coefficients pour le calcul de la spline 234
Taux de compression, comp = 2.48 %

-0.74 -0.66 -0.58 -0.5 0.56 0.64 0.72

FIGURE .6. Histogramme des erreurs

Dans la figure 6, on donne I’histogramme représentant la distribution des erreurs
autour de -0.5 et 0.5 (sur le dernier digit).
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2.6.4. Conclusions ( Partie II table 53):

Malgré le grand nombre de données que renferme cette partie, le traitement
se fait plus facilement que pour la partie I comme le montrent les exemples
traités. Nous recommandons les valeurs N, = 10, N, = 15,7 = 107 %et d = 3
qui conduisent & un nombre de constantes égal & 234 . La comparaison avec les
méthodes IP et Chevallier s’établit comme suit:

nbre nbre d’err. pbre d’err. [EQM — pbre de données

Qerr. fntre 0.5 et 0.6 | > 1 0.29 traitées
Méth., 1P 606 271 225 1.1 8013
Méth. Chevallier | 1548 480 181 0.15 6788
Méth. B-splines 258 237 0 0 9422

On notera que pour la méthode IP, le nombre 8013 correspond au nombre de
données que la méthode affirme pouvoir traiter. De ce fait, dans certains cas,
'itération conduit & sortir de la table 54 et produit des erreurs importantes (jusqu’a
30 unités du dernier chiffre).

3. Traitement global

Dans cette partie, on effectue un traitement global par B-splines de toutes
les données de la table 53. Le domaine considéré est le rectangle [0.420,0.689] x
[-46,60]. Ce domaine est caractérisé par la présence de trous plus ou moins
importants.

Nombre de données, ND = 13722
N, =20,
N, = 40, -
d=3,
T=10""°
Nombre d’erreurs total, N Err = 677
Nombre d’erreurs comprises entre 0.5 et 0.6 463
ce qui représente parmi ’ensemble des erreurs 68.4 %
Nombre d’erreurs supérieures ou égales 1 15
Erreur maximale 1.36

Erreur quadratique moyenne 0.30
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Moyenne des erreurs | —3.10713
Nombre de coefficients pour le calcul de la spline 989
Taux de compression, comp = 7.21 %

3. 1. Conclusions (traitement global des parties I et II de la table 53)

L’importance des trous dans le domaine quand il est consideré globalement, et
les différences entre les parties I et II citées précédement, rendent le traitement
assez difficile. Dans les traitements séparés des deux parties on peut voir qu’on
arrive & de meilleurs résultats avec moins de constantes.

Nous avons retenu les valeurs N, = 20,N, = 40,d = 3et 7 = 107° qui
conduisent & 989 constantes; le nombre d’erreurs étant égal & 677 dont 463 sont
comprises entre 0.5 et 0.6; le nombre d’erreurs supérieures & 1 est 15; l'erreur
quadratique moyenne par rapport au cas idéal d’un simple arrondi est 0.01. Une
comparaison avec les méthodes IP et Chevallier ne peut étre faite étant donné que
leur traitement n’est pas global.

Sur les exemples traités, on peut voir le comportement du nombre d’erreurs par
rapport au nombre de coefficients. Ainsi, dansle casou N, = 5, N, =30 et D = 3,
donc pour 264 constantes, on arrive & un nombre d’erreurs de P'ordre de 1374
(environ le dixiéme du nombre de données); en prenant ’exemple de N, = 15, N, =
25 et D = 3, qui conduit & un nombre de constantes égal a 504, le nombre d’erreurs
devient 1183, soit une diminution par rapport au cas précédent de 191 erreurs alors
qu’on a ajouté 240 constantes supplémentaires. Pour N, = 20, Ny, = 40,D = 3, on
arrive & 677 erreurs avec un nombre de constantes égal & 989; on a pratiquement

multiplié le nombre de constantes par 4 pour avoir un nombre d’erreurs réduit de
moitié.
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4. Raccordement a D;5 = 0.600 entre les p;fties I et II de la table 54

Pour étudier le raccordement des deux parties I et II, on procéde par compa-
raison de deux histogrammes. Le premier est celui qui correspond au raccordement
assuré par la table 54, ceci en regardant les valeurs de la VCF & D5 = 0.600 dans
la partie I et la partie II. Cet histogramme représente les différences qu’il y a entre
les valeurs de la VCF dans la partie II (données avec 5 chiffres) et celles de la partie
I (données avec 4 chiffres). Le deuxiéme est celui qui correspond au raccordement
assuré par la méthode des B-splines en prenant la-différence des valeurs de la spline
d’approximation de la partie II de la table arrondies a 5 chiffres et celle de la spline
d’approximation de la partie I arrondies a 4 chiffres.

Théoriquement, les deux histogrammes devraient étre équilibrés puisqu’ils de-
vraient correspondre & I’histogramme représentant les différences entre une fonc-
tion et son arrondi.

Histogramme correspondant a la lfaison & 0.600 entre la partie | et 11 de la
table S4. En Gris tes données relatives a la table , en noir celles relatives &
méthode Bsplines

=
%

FIGURE .7.

On observe ici une anomalie dans les données. Dans I’histogramme gris la valeur
en zéro est double de ce qu'elle devait étre. Concrétement, cela signifie que dans
la partie II (5 chiffres) en 0.600, on trouve 2 fois plus que la normale de nombres
se terminant par un 0.

On peut remarquer que l’histogramme en noir, correspondant & la méthode
B-spline est plus équilibré. Le lissage par les B-splines régularisées a amélioré le
raccordement entre les parties I et II.
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5. Relation entre les tables 53 et 54

La table 53 donne les valeurs de la densité & 15 degrés en fonction de la densité
observée D, et de la température 7"

D15 = F(DO,T).

La table 54 donne les valeurs de le VCF (Volume correction factor) en fonction
de la densité & 15 degrés D;5 et de la température T

VCF = G(-D157 T)

Il existe entre les deux tables une relation mathématique. Celle-ci permet
théoriquement de déduire la table 53 de la table 54. Pour une densité D, et une
température T donnée, on peut effectuer l'itération suivante:

k+1 D
D§5 = (ko) .
G(Dys,T)

Si la suite Dgg) converge, la valeur limite Dggo) verifie donc:

oo 'DO
D§5 )= (o)
G(Dls >T)

On obtient alors la valeur D5 en appliquant a Dg?) le terme correctif HY C
(Hydrometer correction):

Dis=D{® «HYC,

avec:

HYC =1 - 0.000023(T — 15) — 0.00000002(T — 15)2.

Cette méthode a été appliquée par IP et par Chevallier (3 la différence pour
ce dernier qu’il n’applique pas de la méme facon le terme correctif HY C).
L’inconvénient majeur de ce procédé réside dans le fait qu’il ne permet de calculer
D;5 en fonction de D, et T que lorsque I'itération converge (sans sortir de la table
54). On ne peut calculer ainsi qu'une fraction de la table 53.

Le but de ce chapitre est d’examiner pour chacune des trois méthodes ce que
donnerait application de l'itération précédente pour déduire la table 53 a partir
de I’évaluation que chacune des trois méthodes donne pour la table 54. Nous avons
estimé qu’il était préférable de faire cette comparaison séparément pour les parties
I et II (du fait que les précisions sont différentes pour les deux parties). Par exemple
pour la partie I, nous n’avons effectué la comparaison que pour les couples (D,, T)
pour lesquels 'itération converge sans aller dans la partie II. Notons que pour
Chevallier cette restriction a été respectée: il ne calcule la table 53 que pour des
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couples (D,,T) qui permettent & l'itération de rester & I'intérieur d’une méme
partie.

Partie I

Les valeurs de D15 qui sont prises en compte dans cette partie, sont celles qui
sont supérieures a 0.500.

Les résultats des différentes méthodes utilisées dans cette partie s’établissent
comme suit:

nombre [Nbre d’erreurs [Nbre d’erreurs |[FQM — [Erreur

d’erreurs fentre 0.5 et 0.6 >1 0.29 max.

Méth. TP 1103 299 196 0.3¢4 |-2.12
Méth. de Chevallier(? 1081 299 169 031 |[-1.85
Méth. B-splines(®) 956 277 126 0.32 |-1.72

(1) Nombre de données traitées par IP est 3236.
(2) Nombre de données traitées par Chevallier est 3228.
(3) Nombre de données traitées par B-splines est 3043.

Partie IT

Les valeurs de D15 qui sont prises en compte dans cette partie, sont celles qui
sont supérieures a 0.600 et inférieures a 0.655.
Les résultats des différentes méthodes utilisées dans cette partie s'établissent
comme suit:

nombre Nbre d’err. [Nbre d’err. |[EQQM— [Erreur
d’err. jentre 0.5 et 0.6 >1 0.29 max.
Méth,  IPOD 233 | 196 (84.1 %) 0 0 0.70
Méth. de Chevallier(?) 335 | 247 (73.7 %) 1 0.01 |-1.022
éth. B-splines®) 248 | 227 (91.5 %) 0 0 0.858

(1) Nombre de données traitées par IP est 6685.
(2) Nombre de données traitées par Chevallier est 6685.
(3) Nombre de données traitées par B-splines est 6686.
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6. Conclusions

Par rapport aux méthodes existantes (IP et Chevallier) la méthode B-splines a
les trois avantages suivants:
- Elle conduit & un nombre d’erreurs d’arrondis nettement inférieur.
- Iln’y a pratiquement pas d’erreurs qui sont supérieures & une unité sur le dernier
chiffre.
- Elle permet de représenter la totalité des deux tables.
En revanche elle a 'inconvénient d’utiliser un plus grand nombre de coefficients.

En résumant les résultats donnés en 2.3.4 et 2.4.4, on obtient pour I'ensemble de
la table 54:

nombre |Nbre d’erreurs [Nbre d’erreurs
d’erreurs Entre 0.5 et 0.6 >1
Méth. IP 1761 486 356
Méth. de Chevallier 1748 666 327
éth. B-splines 669 414 1

Le nombre total de coefficients utilisés par la méthode B-spline pour la table 54
est de 181.

De méme, en résumant les résultats donnés en 2.5.4 et 2.6.4, on obtient pour
I’ensemble de la table 53:

nombre |Nbre d’erreurs [Nbre d’erreurs
d’erreurs fentre 0.5 et 0.6 >1
Méth. IP 1925 591 557
Méth. de Chevallier 2648 770 417
Méth. B-splines 677 503 0

Dans ce tableau le nombre d’erreurs pour les deux premiéres méthodes correspond

é‘.

- 11532 données traitées pour la méthode IP,
- 10029 données traitées pour la méthode de Chevallier

alors que pour la méthode B-splines il correspond & la totalité des 13722 données.

En tenant compte des "trous” dans la table 53, le nombre total de coefficients
réellement utilisés par la méthodes B-splines est de 353 pour la partie I et 195
pour la partie II, soit 548 pour toute la table.
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