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Résumé

Notre travail concerne I’étude, le calcul et la simplification des squelettes d’objets
2D et 3D. Le squelette d’un objet est une figure mince, centrée dans la forme et
qui en résume 'aspect. Il est utile en analyse d’images pour la description et la
reconnaissance de formes, la quantification, la mise en correspondance, etc.

La trés grande majorité des méthodes de squelettisation travaille sur des images
binaires avec des outils de la géométrie discréte. Or, dernierement, une nouvelle
famille de méthodes, appelées méthodes continues, a vu le jour. Le squelette est
approché a 'aide du graphe de Voronoi d’un échantillonnage de la frontiere, et se
calcule par des moyens propres a la géométrie algorithmique. Notre intérét s'est
porté sur cette nouvelle classe de méthodes et les problémes qui s’y rattachent.

Dans un premier temps, nous montrons que le squelette d’une union de sphéres
se contruit de fagon exacte & I'aide d’éléments trés simples comme des segments de
droite en 2D et des polygones en 3D. Nous utilisons alors ce résultat pour reformuler
de fagon originale les méthodes continues.

La construction du squelette nécessite de pouvoir interpoler par des ?facettes trian-
gulaires un ensemble de points localisés sur la frontiére d’un objet. Nous proposons
une méthode, fondée sur le calcul du graphe de Delaunay et dont nous montrons la
convergence en 2D.

Enfin, des méthodes de simplification du squelette sont présentées. Elles per-
mettent de sélectionner les branches correspondant & des renflements significatifs de
la forme et conduisent en 3D soit a des squelettes surfaciques, soit & des squelettes
filiformes selon les besoins de 'utilisateur.

Pour finir, nous décrivons une application qui valide notre approche, et D'illustre

sur des données biologiques.

MOTS CLES : squelette, graphe de Voronoi, triangulation de Delaunay, polyboule,

représentation sphérique, interpolation, description de formes.
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Abstract

Our work is concerned with the study, the computation and the simplification
of the skeletons of 2D and 3D objects. The skeleton of an object is a thin figure,
centered in the shape and which summarizes its general form. It is useful for shape
description and recognition, quantification, matching, and so on.

To begin with, we describe the different ways to compute the skeleton. Most of
the skeletonization methods works on binary images and uses tools of the discrete
geometry.

Recently, it has been proposed to use the Voronoi graph of a set of points located
on the boundary of the shape in order to approach the skeleton. Qur interest focused
on this new family of methods, called continuous methods and that use tools of the
computational geometry.

A formulation of continuous methods using the skeleton of a set of spheres is first
proposed. Indeed, we demonstrate that the skeleton of a set of spheres is made up of
very simple components such as straight line segments in 2D and polygons in 3D.

The construction of the skeleton requires the interpolation of a set of points by
triangular facets. We propose a method that is based on the computation of the
Delaunay graph and for which we establish the convergence in 2D.

Methods to simplify the skeleton are also presented. The goal is to select branches
associated with significant protrusions of the shape. In the 3D case, small modifica-
tions of our process provide either surfacic or wireframe skeletons.

Finally, we describe an application of 2D skeletons for pathologists which validates

our approach.

KEY WORDS : skeleton, Voronoi graph, Delaunaj;f triangulation, polyball, sphe-

rical representation, interpolation, shape description.
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SK(X) evneianni
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Objet

Frontiere

Complémentaire

Squelette exact
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Chapitre 1

Introduction

La nature est un temple ou de vivants piliers
Laissent parfois sortir de confuses paroles.
L’homme y passe d travers des foréts de symboles

Qui lobservent avec des regards familiers.

CHARLES BAUDELAIRE



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION
1.1 Représentation des formes

L’étre humain regoit en permanence des informations trés diverses par l'intermé-
diaire de ces cing sens. Malgré I’abondance de ces informations, il est capable de
construire une représentation cohérente du monde qui I’entoure. Son cerveau réussit
a chaque instant & organiser et hiérarchiser les données éparses qu’il recoit et restitue
chaque objet observé comme un “tout”.

L’analyse d’images cherche & reproduire de facon automatique ce méme processus.
Elle a pour but la description du contenu d’une image, en vue de son interprétation
et d’une prise de décision. Les champs d’application de cette discipline touchent des
domaines aussi variés que l'imagerie satellite, médicale ou biologique, la robotique,
la géologie... §

En analyse d’images, les données 4 traiter proviennent de ’échantillonnage d’une
région de I’espace par un systéme d’acquisition (caméra, microscope confocal, rayons
X, ...). Ces données se présentent traditionnellement sous la forme d’images bidimen-
sionnelles et sont le résultat d’une série de mesures effectuées a intervalles réguliers
dans un plan. Mais, il peut également s’agir de blocs de données tridimensionnels
résultant d’un empilement de coupes planes. Des systémes plus perfectionnés comme
le systéme & balayage laser permettent quant & eux d’obtenir un nuage de points
3D mesurés directement sur la surface d’un objet. Deux constatations s’imposent.
D’une part, avec I'amélioration constante des systémes d’acquisition, les mesures
sont de plus en plus précises et les données & traiter de plus en plus volumineuses.
D’autre part, ces données ne sont pas structurées.

L’analyse d’images a pour but de décrire de facon quantitative ou qualitative
les objets présents dans les données. Elle transforme pour cela information de bas
niveau issue de la phase d’acquisition en une information de haut niveau ou les
formes et les structures sont décrites de fagon synthétique. Les grandes étapes de ce
processus sont le prétraitement, la segmentation, la description et I'interprétation.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au probléme de la représentation

des objets en vue de leur description. Trois types de représentations seront discutés :
¢ la représentation par squelettes,
e le partitionnement par tétraedres,

o le recouvrement par boules.
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Le squelette d’un objet est une figure mince, centrée dans la forme et qui en
résume 1’aspect. Nous allons voir que la représentation par squelette est intimement
liée aux deux autres modes de représentation. Son étude constitue le fil directeur de

ce document.

1.2 Outils mathématiques

Notre travail s’appuie sur les résultats de deux disciplines: la géométrie discréte
d’une part et la géométrie algorithmique d’autre part. Les prochaines sections sont

I’occasion de rappeler brievement leurs fondements.

1.2.1 Géométrie discrete

La géométrie discréte est une branche des mathématiques qui étudie les propriétés
de la géométrie dans le plan discret Z x Z. Elle est née de la nécessité de formaliser
les opérations effectuées sur les images discrétes. En géométrie discréte, une image

I est souvent interprétée comme une fonction de Z x Z dans V :

1-{ZXZ -V
| @y = Iy

Lorsque V' = {0,1}, I'image est dite binaire. Usuellement, V = {0,1,...,255}
ou V = {0,1,...,4095} et on parle alors d’images en niveaux de gris. Dans une
image binaire, les points ayant pour valeur 1 constituent les objets et les autres
le fond de I'image. La distance euclidienne est généralement délaissée au profit des
distances de chanfrein. Les notions usuelles de voisinage, frontiére, chemin, connexité
sont également redéfinies. Les résultats habituels du plan euclidien ne s’étendent pas
forcément au plan discret. Par exemple, deux droites discrétes “non paralléles” ne

s’intersectent pas forcément. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter [Cha91].

1.2.2 Géométrie algorithmique

La géométrie algorithmique étudie des algorithmes efficaces pour résoudre des
problemes géométriques. L’un des résultats majeurs de cette discipline est 'impor-

tance d’un petit nombre de structures géométriques dans la résolution d’un grand
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nombre de problémes extrémement divers. Ces structures sont les polytopes, les tri-
angulations, les arrangements et les diagrammes de Voronoi décrites en détail dans
[Boi95].

Un des problémes les plus célébres de la géométrie algorithmique est sans aucun
doute le calcul du graphe de Voronoi. Le graphe de Voronoi d’un ensemble de points,
appelés germes, est une partition de I’espace en régions contenant chacune un germe :
chaque région est formée des points du plan plus proches de son germe que de
tout autre germe. L’intérét pour le graphe de Voronoi s’explique par les propriétés

remarquables qu’il posséde:

* il permet de représenter des phénomeénes de croissance et se retrouve par consé-

quent dans la nature (voir figure 1);

o il permet de résoudre en temps optimal d’autres problémes de géométrie algo-
rithmique comme le calcul de la paire de points la plus proche, de ’arbre de

recouvrement minimal, du graphe de Gabriel ;

® son dual, - la triangulation de Delaunay — est optimale selon les critéres de

granularité et de finesse définis dans [Boi95].

.{o‘
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FiG. 1 - Ailes d’insecte présentant le méme aspect que les graphes de Voronoi

(extrait de [Hil91]).
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1.3 Plan

Ce mémoire de these s’intéresse aux méthodes d’extraction du squelette 2D et
3D, et aux problemes soulevés par leur utilisation. Il est organisé de la fagon suivante
(voir figure 2).

Les chapitres 2, 3 et 4 sont ’occasion d’étudier en détail la squelettisation. Le
chapitre 5 aborde le probléeme de I'interpolation d’un ensemble de points. Le cha-
pitre 6 présente différentes facons de simplifier la structure d’un squelette. Enfin, le

chapitre 7 décrit une application mettant en jeu des données biologiques.

Tandis que les trois premiers chapitres (2,3,4) présentent des résultats théoriques,
les trois derniers chapitres (5,6,7) apportent des solutions pratiques & des problémes
concrets. Les chapitres sont a peu pres indépendants les uns des autres car ils
abordent chacun un probléme différent. En plus de la représentation par squelette,
deux autres types de représentations sont étudiés: tout d’abord, la représentation a
P’aide de boules dans le chapitre 4 puis la représentation par simplexes dans le cha-
pitre 5. Le contenu de chaque chapitre est & présent décrit de fagon plus explicite.

Dans le chapitre 2, nous introduisons la notion de squelette et nous rappelons les
propriétés qui ont fait son succes en analyse d’images. Un état de I’art des méthodes
de squelettisation est également effectué. Jusqu’a présent, la plupart des méthodes
travaillaient directement dans les images discretes en manipulant uniquement des
entiers. Or, derniérement, une nouvelle famille de méthodes a vu le jour, que nous
désignons sous le terme de méthodes continues. Ces méthodes sont fondées sur le
calcul du graphe de Voronoi par des techniques propres 3 la géométriez algorithmique
et permettent de s’abstraire de la grille discrete. Le squelette calculé posséde une

structure de graphe et converge vers le squelette exact.

Le chapitre 3 revient plus en détail sur les méthodes continues. Dans un pre-
mier temps, les notions d’échantillons, d’approzimations polygonales et de formes
r-réguliéres sont introduites. Notre but est de pouvoir désigner et décrire aisément
les objets manipulés par les méthodes continues. Puis, les différentes facons d’utiliser
le graphe de Voronoi pour approcher le squelette sont recensées et comparées. 1l res-
sort de cette étude que dans l’espace 2D, certaines méthodes ont un comportement
équivalent.

Dans le chapitre 4, nous montrons que le squelette d’une union de sphéres est

formé d’éléments trés simples comme des segments de droite et des polygones. Sa
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construction passe par le calcul du graphe de Voronoi d’un ensemble fini de points
sur la frontiére. Ce résultat posséde deux implications. D’une part, il fournit un nou-
vel argument justifiant 1*utilisation d’unions de spheres pour représenter les objets.
D’autre part, il conduit & une nouvelle méthode continue d’extraction du squelette.

Dans le chapitre 5, le probléme soulevé est celui de la triangulation d’une surface
connue par un ensemble de points suffisamment dense. Le but est de relier les points
entre eux de facon naturelle afin de reconstruire une approximation de la surface. La
solution présentée utilise le calcul du graphe de Vorono et converge en dimension 2.

A Dissue du chapitre 5, nous disposons de tous les outils nécessaires pour construire
le squelette & partir d’un échantillonnage de la frontiére. Malheureusement, le ré-
sultat obtenu peut rarement étre exploité tel quel et nécessite une étape de sim-
plification. Cette étape a pour but de sélectionner dans le squelette les branches
les plus significatives. Nous proposons 2 solutions. La premiere simplifie le sque-
lette sur la base d’informations purement locales. La deuxieéme prend en compte
des informations plus globales et permet, en 3D d’obtenir des squelettes filiformes
particuliérement pertinents.

Le chapitre 7 présente une application effectuée dans le cadre d’un projet européen
dans le domaine de la biologie et de la médecine. Notre contribution a consisté
a inclure dans I’environnement du microscope informatisé Zeiss AxioHOME, un
outil efficace permettant d’extraire des zones d’influence sur des structures de tissus
humains.

Nous terminons par une conclusion générale dans le chapitre 9.
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10 CHAPITRE 2. GENERALITES SUR LE SQUELETTE
2.1 Définitions et propriétés

Un des aspects fondamentaux de P’analyse d’images est le passage a une des-
cription synthétique des objets. Pour y parvenir, on peut associer a chaque objet
son squelette. Ce faisant, on représente les objets par leurs axes de symétrie prin-
cipaux. Dans le plan, le squelette d’un objet est un ensemble de lignes passant “en
son milieu”. Dans ’espace, le squelette est un ensemble de surfaces centrées dans la
forme. Ainsi, le squelette résume I’aspect général de I'objet, sans tenir compte de
son épaisseur.

Ce concept a été introduit pour la premiére fois par Blum dans ’espace continu
[Blu67]. Sa motivation était de trouver un “bon” descripteur de formes. En particu-
lier, il souhaitait pouvoir décrire de facon pertinente les objets étudiés en biologie
et biomédecine (chromosomes, os, ...). Dés 1978, Blum et Nagel [Blu78] proposent
d’utiliser le squelette afin de décomposer les formes, de les classer et d’en mesu-
rer des parameétres. L’engouement pour cette transformation ne s’est pas démenti
par la suite. De nombreux travaux ont été et continuent d’étre publiés tant sur les
propriétés que sur les méthodes de calcul ou les applications du squelette.

1l existe plusieurs définitions équivalentes du squelette dans Pespace continu. Par
exemple, le squelette peut étre vu comme le lieu des points ot deux fronts d’ondes
en provenance des contours se rencontrent. Nous utilisons par la suite une définition

fondée sur la notion de boules maximales (voir figure 3):

Définition 2.1 (Boule maximale) Une boule B incluse dans un objet X est dite
mazimale s’il n’existe pas d’autres boules B' incluses dans lobjet et la contenant

strictement :

BcBcX=B=pF

Définition 2.2 (Squelette) Le squelette d’un objet X est l’ensemble des centres

de ses boules mazimales. Il sera noté par la suite Sk(X).

Définition 2.3 (Squelettisation) La squelettisation est la transformation qus, &

un objet X, associe son squelette Sk(X).

Le squelette se définit ainsi dans un espace de dimension quelconque. Néanmoins,

le plus souvent, il a été étudié et calculé dans le plan.
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Squelette

Boules maximales

FiG. 3 - Squelette et boules mazimales.

Les premieres études sur les propriétés du squelette, et en particulier sur sa to-
pologie, datent de 1964 et ont été menées par Riley et Calabi dans I’espace continu
[Ril64]. Leurs travaux ont été poursuivis plus récemment dans [Mat88, Mat93,
Sch93]. 1l apparait que la squelettisation est une transformation complexe. Pour éta-
blir des résultats, il est souvent nécessaire de faire des hypothéses simplificatrices.

Nous énumérons ici les propriétés les plus connues du squelette.

Invariance par translation et rotation

Le squelette est invariant par translation et rotation. Etant donné une translation
ou une rotation g et un objet X, on a Sk(g(X)) = g(Sk(X))

Réversibilité

A partir des points du squelette et des rayons des boules maximales, il est possible
de reconstruire la forme. Ainsi, la squelettisation est réversible & condition d’avoir
mémorisé en chaque point p du squelette le rayon p(p) de la boule maximale centrée

en p. La fonction p est parfois appelée fonction d’étanchéité.

Codage

La propriété de recouvrement de la forme par les boules maximales est 3 la base
d’algorithmes de codage de formes binaires. Néanmoins, ce codage n’est pas optimal
en nombre de boules extraites. En effet, certaines boules ne sont pas indispensables
a la reconstruction car elles peuvent étre recouvertes par deux ou plusieurs autres

_ boules (voir figure 4a).
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B, Squelette déconnecté

By

(a) (b)

FIG. 4- Remarques sur le squelette (a) Le squelette ne fournit pas un codage optimal
en nombre de boules estraites, puisque B est recouverte par By U By. (b) Ezemple
de squelette non homotope a la forme.

Epaisseur

Il est généra';;lement admis que le squelette est mince. Dans [Mat88], Matheron
s’interroge sur la signification mathématique du mot “mince”. Il montre en parti-
culier que l'intérieur du squelette est vide mais que I’on peut trouver des exemples
de squelettes ayant une adhérence de mesure non nulle. Démontrer des résultats

généraux sur 1’épaisseur du squelette s’avere délicat.

Structure de graphe

Sous certaines hypothéses de régularité rappelées dans [Sch93], il est possible de
montrer que le squelette a une structure de graphe [Ril64). Ainsi, les techniques
issues de la théorie des graphes peuvent étre appliquées directement aux ob jets, par

exemple pour des problémes de mise en correspondance.

Homotopie

Dans le cas le plus général, un objet connexe n’a pas forcément un squelette
connexe [Sch93] (voir figure 4b). Cependant, nous allons supposer par la suite que
les objets continus que nous étudions ont méme type d’homotopie que leur squelette.
La définition du type d’homotopie et les hypothéses permettant de démontrer ce
résultat sont rappelées dans ’annexe A. Dans le plan, deux objets homotopes ont
meéme nombre de composantes connexes et pour chaque composante connexe, méme
nombre de trous. Cette propriété est fondamentale car elle garantit que ’objet et son
squelette ont méme aspect et justifie 'utilisation du squelette comme descripteur de

formes.
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Semi-continuité

Il est bien connu que la squelettisation n’est pas une transformation continue.
Ceci est son principal point faible et a pour conséquence de rendre le squelette
extrémement sensible aux petites perturbations de ’objet. Néanmoins, si les objets
X que l'on étudie sont des ouverts, il est possible de montrer que Papplication

X — Sk(X) est semi-continue inférieurement [Sch93].

Construction

Calculer le squelette dans le plan ou ’espace ne va pas sans difficulté. De nom-
breuses méthodes ont été proposées dont la majorité travaille dans le plan. Elles

peuvent étre classées en trois catégories:

o les méthodes discrétes. L'objet est mémorisé dans une image binaire. Le sque-
lette est redéfini dans un espace discret. Son calcul utilise des techniques

propres a la géométrie discrete.

o les méthodes continues. L'objet est représenté par un ensemble de points échan-
tillonnant sa frontiére, ou par une approximation polygonale. Des travaux ré-
cents ont montré la possibilité d’approcher le squelette a I’aide du graphe
de Voronoi ponctuel ou généralisé. Ces méthodes font appel aux outils de la

géométrie algorithmique [Cha91].

o les méthodes exactes. L’objet est connu sous forme implicite, explicite ou para-
métrique. On désire trouver son squelette exact (sous forme implicite, explicite

ou paramétrique). Il existe peu d’objets pour lesquels ce probleme a été résolu.

Les prochaines sections passent en revue ces différentes méthodes. Tandis que
les méthodes discrétes sont décrites dans la section 2.2, les méthodes continues et
exactes sont discutées section 2.3. Nous présenterons systématiquement les algo-

rithmes dans ’espace 2D avant de donner les extensions 3D existantes.

2.2 Méthodes discretes

Les méthodes discretes travaillent sur des images binaires, c’est-a-dire sur des

maillages rectangulaires ou hexagonaux du plan ou de l'espace. Chaque point du
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maillage peut valoir 1 ou 0 selon qu’il appartienne aux objets présents dans Pimage
ou non.

Pour définir le squelette dans les images binaires, une premiére idée consiste &
transposer telles quelles les définitions 2.1 et 2.2 dans le monde discret, ce qui conduit
a introduire la notion d’aze médian.

On appelle aze médian la version discrétisée du squelette continu. C’est I’ensemble
des points du maillage discret qui sont centres d’une boule maximale discréte. La
forme de ces boules (et par conséquent la forme de I'axe médian) dépend de la dis-
tance utilisée. Pour des images binaires, la distance euclidienne est généralement
délaissée au profit des distances de chanfrein qui permettent de manipuler unique-
ment des entiegs naturels, sont simples et rapides & calculer.

Cependant, I’axe médian n’a pas les mémes propriétés que le squelette continu.
Du fait de la discrétisation, il n’est pas connexe. De plus, il peut localement ne pas
étre mince ou posséder des trous parasites (voir figure 5). Ces différents défauts et
imperfections font que ’axe médian ne peut pas étre utilisé tel quel en description

de formes.

FIG. 5 - Aze médian calculé avec la distance ds et disques de rayon 1, 2 et 3
permettant de recouvrir l'objet (extrait de [Thi94]).

Pour trouver un “bon” équivalent du squelette continu dans le monde discret, une
autre philosophie consiste & le définir & partir des propriétés que l'on veut lui faire
posséder. On appelle squelette discret tout ensemble de points de la grille discrete
qui est mince, centré dans la forme, homotope et réversible. Cette définition n’est
Pas entierement satisfaisante, car il est parfois impossible d’avoir simultanément un
squelette mince et réversible.

Pour calculer le squelette discret, trois techniques différentes ont été proposées
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dans la littérature:
1. Pamincissement homotopique,
2. Pextraction a partir de cartes de distances,

3. la simulation de la propagation d’une onde.

2.2.1 Amincissement homotopique

L’amincissement homotopique consiste & éroder peu a peu le contour des objets
jusqu’a obtenir une figure mince et centrée. A un instant donné, un point du contour
est supprimé s’il vérifie les deux conditions suivantes: d’une part, sa suppression ne
modifie pas ’homotopie (il ne doit pas apparaitre de trous dans I’objet, et 'objet ne
peut pas étre coupé). D’autre part, ce point n’est pas une extrémité de ’ensemble
courant (il faut préserver les branches qui apparaissent). Finalement, les points que
’on peut supprimer sont appelés des points simples non terminauz.

Les méthodes d’amincissement homotopique effectuent plusieurs passages sur
Iimage. Durant un passage, tous les points de I'image sont examinés séquentiel-
lement ou parallelement. Les points simples non terminaux sont alors supprimés.
Pour déterminer si un point peut étre supprimé ou non, il suffit d’examiner son
voisinage immédiat. C’est un traitement purement local.

Il existe plus de 300 références sur le sujet qu’il est impossible de récapituler ici.
Dans [Lam92], plus d’une centaine de références sont passées en revue.

Ces méthodes s’étendent facilement & I’espace 3D [Lob80, Tsa81, Haf84, Gon90,
Rol92]. Le principe reste le méme. Il s’agit de détecter les points simples et de les
supprimer. Ce faisant, il faut veiller a préserver le nombre de composantes connexes,
de cavités et de trous. Différentes facons de caractériser les points simples peuvent
étre trouvées dans [Mal92, Lee94]. Les squelettes obtenus sont complexes et difficiles

a parcourir.

2.2.2 Extraction & partir de cartes de distances

Les méthodes présentées dans cette section calculent le squelette & partir de ’axe
médian aprés une phase de reconnexion et d’amincissement. Elles sont fondées sur

le calcul de cartes de distances. Construire la carte de distance d’une image binaire



16 CHAPITRE 2. GENERALITES SUR LE SQUELETTE

revient & étiqueter chaque point par sa distance au fond. Cette étape, qui permet
d’accéder 3 une information globale sur Pimage, s’effectue uniquement par une série
de mises a jour locales. Pour y parvenir, différentes distances ont été introduites et
comparées [Bor86, Dang0).

Les points de I’axe médian sont les maximaux locaux de la carte de distances.
Cette caractérisation a été proposée dans [Ros66] pour les distances d, et ds. Elle
fut généralisée par la suite & d’autres distances [Bor93, Thig4].

Le squelette s’obtient aprés une phase de reconnexion de ’axe médian, en propa-
geant des chemins le long des lignes de crétes de la carte de distances [Dor86, Mon87,
Nib92, Thi%4]. Le résultat est un squelette pondére, ol chaque point est étiqueté par
sa plus proche distance au bord.

Ces méthod«;s sont difficiles a étendre & 1'espace 3D, en raison de la phase de
reconnexion. Le calcul de cartes de distances 3D et d’axes médians 3D a davantage

été abordé jusqu’a présent [Rol91].

2.2.3 Simulation de la propagation d’une onde

Les méthodes présentées dans cette partie s’inspirent directement d’une propriété
des squelettes continus. Cette propriété est que le squelette peut s’interpréter comme
le lieu d’extinction d’un front d’onde parti du contour et se propageant dans la forme
a vitesse constante et de facon isotrope. A Pendroit oti plusieurs fronts d’onde se
rencontrent, leurs propagations s’arrétent et donnent la position du squelette.

Pour calculer le squelette dans une image binaire, il suffit donc de simuler la
propagation d’une onde. Généralement, ’onde est modélisée par un contour discret
qui se déplace selon des techniques de suivi de contour ou de lacets [Pav80, Arc81].
Dans [Xia89], la propagation utilise le principe de Huygens. A chaque étape, un
nouveau front d’onde est généré & partir du front d’onde courant.

Leymarie propose une méthode originale [Ley92]. Le squelette est le résultat de
la stabilisation d’un contour actif (et non plus discret) dans une fonction potentielle.
Cette fonction potentielle est 'inverse de la carte de distance.

Le fait de simuler un contour discret rend trés difficile toute extension 3D. Un
algorithme de squelettisation par suivi de surfaces a été proposé derniérement par
Marion-Poty et Miguet [Mig94].

Pour conclure sur les méthodes discrétes en général, nous pouvons dire que la
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frontiére entre ces trois grandes classes de méthodes n’est pas toujours tres nette.
Certains algorithmes utilisent des techniques mixtes. Par exemple, un calcul de carte

de distances peut guider un suivi de contour [Arc89].

2.2.4 Méthodes pour images en niveaux de gris

Remarquons avant de poursuivre que certains auteurs proposent actuellement
de travailler directement 3 partir d’images en niveaux de gris et non plus a partir
d’images binaires. L’étape de segmentation est ainsi supprimée. Mais, un important
travail de redéfinition du squelette est alors nécessaire [Dye79, Fri94, Whi94]. Un

inconvénient de ces méthodes est la difficulté d’interprétation des résultats.

2.3 Autres méthodes

2.3.1 Meéthodes exactes et graphe de Voronoi généralisé

Les polygones font partie des rares objets pour lesquels on sache calculer de
facon exacte le squelette. Ce dernier est formé de segments de droites et d’arcs de

paraboles. Il est contenu dans le graphe de Voronoi généralisé des éléments frontieres

(voir figure 6).

FIG. 6 - Squelette d’un polygone (extrait de [Hu91]).
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L’un des tout premier algorithme pour calculer le squelette d’un polygone a été
proposé par Montanari [Mon69]. Il consiste & propager un front d’onde formé d’arcs
de cercles et de segments de droites & l'intérieur de I'objet. Par la suite, de nom-
breux auteurs se sont intéressés a ce probléme [Boo79, Mar87, Hudl, May?95]. Dans
[Kir79], Kirkpatrick propose un algorithme optimal en O(nlog n) pour un ensemble
de polygones simples. Un algorithme plus facile 3 implémenter mais pour un unique
polygone se trouve dans [Lee82]. Derniérement, une amélioration de la complexité
en moyenne, fondée sur une analyse randomisée, a été proposée dans [Dev92a)]. Nous
aurons ’occasion de revenir sur ces méthodes exactes dans le chapitre 4.

Le squelette d’un polygone est parfois utilisé pour approcher le squelette d’un
objet quelconque [Mon69, Hu91, May95]. Le résultat n’est pas entierement satisfai-
sant car la métzhode retient autant de branches que de sommets concaves dans le
polygone. Ainsi, la qualité du squelette se dégrade lorsque le nombre de sommets

du polygone augmente. Il n’y a pas convergence!

2.3.2 Méthodes continues et graphe de Voronoi ponctuel

De nouvelles méthodes d’extraction du squelette reposant sur le calcul du graphe
de Voronoi des points frontieres sont apparues derniérement [Sch89, Ogn92b, Bra92,
Boi92b, Att93a]. Ces méthodes, appelées par la suite méthodes continues, sont étu-
diées en détail dans le chapitre suivant. Les données qu’elles utilisent sont un en-
semble de points, aux coordonnées réelles, échantillonnant la frontiére de I’objet &
squelettiser. Le calcul du squelette passe alors par le calcul du graphe de Voronoi de
ces points.

Dans les premiers articles sur les squelettes, il était déja fait mention d’une re-
lation entre squelettes et graphes de Voronoi. Certains auteurs avaient souligné en
particulier que la carte de distance est un équivalent discret appauvri du graphe de
Voronoi. L’émergence des méthodes continues a été rendue possible pour deux rai-
sons : d’une part grace aux efforts menés en géométrie algorithmique pour améliorer
le calcul du graphe de Voronoi, d’autre part grice & la constante amélioration de la
puissance des ordinateurs.

Les méthodes continues possédent de nombreux avantages:

¢ Le squelette a une structure de graphe qu’il est facile de parcourir.
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o Contrairement aux méthodes discrétes, les points du squelette connaissent les

points du bord de I'objet qui leur sont les plus proches.

o Les méthodes continues sont plus faciles & mettre en ceuvre que les méthodes

calculant le squelette exact d’un polygone.
o Il existe des théoremes de convergence [Sch89, Bra94].

¢ Comme nous allons le voir tout au long du document, les méthodes continues
s’étendent trés facilement & 'espace 3D, ce qui n’est pas le cas des autres

approches.

Pour toutes ces raisons, nous avons choisi de nous intéresser exclusivement aux
méthodes continues, qui promettent de passionnants développements et de trés
beaux résultats. Avant de passer & une description plus compléte de ces méthodes
(chapitre 3), nous concluons le présent chapitre par un petit probléme théorique sur

le calcul de paramétres & partir du squelette.

2.4 Calcul de parameétres i ’aide du squelette

Dans cette partie, notre motivation est de calculer divers parametres tels que
I’aire, le barycentre et les directions principales de I’ob jet directement & partir de son
squelette. Plus généralement, nous posons la question de savoir comment ramener le
calcul d’une intégrale double sur ’objet & celui d’une intégrale simple sur le squelette.
Notre étude se place dans I’espace euclidien de dimension 2. ;

Cette question sera 'occasion de rappeler briévement quelques résultats sur la
structure du squelette et de donner des définitions supplémentaires.

Dans cette partie, nous nous sommes largement inspirés des travaux de Mattioli
[Mat93] exposés brievement dans les sections 2.4.2 et 2.4.3. Cette dernire propose
des formules pour calculer aire et le périmétre d’un objet. Nous reprenons son étude

en généralisant le calcul de I’intégrale, d’une facon originale dans la section 2.4.4.

2.4.1 Parameétres

Soit X une région du plan et m un point de coordonnées (z,y). Nous cherchons

a calculer les paramétres suivants de X :

o laire: S = [ydzdy
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o le barycentre: g =% [y m-dzdy

e la variance en z: wvar, = fy (z —7)? - dzdy

la variance en y:  wvary, = [y (y — 7)? - dzdy
o la covariance: covyy = [y (z —T)(y — 7) - dzdy

Variance et covariance sont intéressantes & calculer car elles permettent de trouver
les directions principales des objets. En effet, ces derniéres sont donndes par les

vecteurs propres de la matrice d’inertie:

M= ( Vary  COVg, )
COVz,  VarTy
Les paramétres S varg, vary et cov,, ont ceci de commun qu’ils s’expriment
> I ’ Yy Y

tous sous la forme d’une intégrale du type:

1(X) = [ f(z,y)- dady

Par la suite, nous allons ramener le calcul de cette intégrale double & celui d’une

intégrale simple évaluée le long du squelette.

2.4.2 Mise en correspondance du contour et du squelette

Dans un premier temps, nous cherchons & mettre “proprement” en correspon-
dance un point p du contour avec un point g du squelette. Intuitivement, lorsque
le point p parcourt le contour et que son correspondant ¢ parcourt le squelette, le
segment [pq] engendre la forme X. C’est cette remarque que nous allons mettre 3
profit pour réécrire les intégrales du type I;(X) par la suite.

Notons ¢ I’application qui & tout point p de X associe o(p), le centre du cercle
maximal de X passant par p. Dans le cas le plus général, o ne posséde pas de
bonnes propriétés. D’une part, un point p du contour peut avoir par o une infinité
d’images (figure 7a). D’autre part, un point q du squelette peut avoir une infinité
d’antécédants (ﬁgure 7b). Il est donc nécessaire de faire des hypothéses sur X afin

de déduire des résultats sur o.

Hypotheése 2.1 X est un compact du plan simplement conneze dont la frontiére

0X est une courbe simple fermée C® par morceauz. L'ensemble des points ou la
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(a) (b)

FIG. 7 - Non bijection entre contour et squelette dans le cas général.

dérivée de la courbure est nulle admet un nombre fini de composantes connezes.
(Cette derniére condition signifie que la frontiére de X posséde un nombre fini d’arcs

de cercle.)

Hypothése 2.2 X est un compact du plan simplement conneze dont la frontiére 0.X
est une courbe simple fermée C® par morceauz sans point critique. (Cette derniére
condition signifie que la frontiére de X ne posséde pas d’arcs de cercle orientés

positivement.)

La différence entre les deux hypothéses porte uniquement sur le nombre d’arcs
de cercle que possede la frontiere de X. Intuitivement, le long d’un arc de cercle, o
est constante et par conséquent, il ne peut pas exister de bijection entre le contour

et le squelette. Sous ’hypotheése 2.1, Mattioli montre les points suivants [Mat93]:

e le squelette est un graphe de type fini constitué d’une union finie d’arcs.
e o est une application continue.

o le squelette est paramétrable.

Notons (I, ) une paramétrisation du contour de la forme X. Alors, (1,00 A) est
une paramétrisation du squelette. Autrement dit, si P(K) désigne le périmetre de

I’ensemble K, nous avons:
JIN@l-du = PCX)
JleoN@l-du = P(SK(X))

Notons u ’abscisse du contour X. Lorsque u parcourt l'intervalle I, A(u) parcourt

le contour et o o A(u) le squelette. Notons s l'abscisse curviligne sur le squelette
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déduite de I’application o o A. Supposons que I’hypothése 2.2 soit vérifiée. Il existe
alors un diffomorphisme entre s et u. Par la suite, ¢(s) désigne le point du squelette
d’abscisse curviligne s et p(s) son unique correspondant sur le contour. On a g(s) =
o0 A(u) et p(s) = A(u).

Comme par hypothése, le contour de la forme X est une courbe simple, ses points
sont atteints une seule fois, pour une unique valeur de u. Ce n’est pas le cas des
points du squelette qui peuvent étre atteints plusieurs fois pour différentes valeurs
de u. Le squelette paramétré 3 I’aide de Papplication oo A n’est donc pas une courbe

simple.

2.4.3 Classification des points du squelette

Il est possible de distinguer trois types de points sur le squelette: les points
simples, les points multiples et les points terminauz. La définition de ces points fait
uniquement appel & la notion de connexité. Par la suite, K désigne un ensemble

connexe.

Définition 2.4 (point de coupure) Un point de coupure p de K est un point tel
gue l’ensemble K \ {p} ne soit plus conneze. Le nombre de composantes conneres

de K \ {p} est alors appelé I’ordre de p.

Définition 2.5 (point terminal) Un point terminal de K est un point qui n’est

pas un point de coupure.

Définition 2.6 (point simple) Un point simple de K est un point de coupure dont

lordre vaut 2.

Définition 2.7 (point multiple) Un point multiple de K est un point de coupure

dont lordre est strictement supérieur & 2.

Revenons maintenant au cas particulier ott ’ensemble connexe étudié est le sque-
lette Sk(X). Si 'on suppose que X vérifie I’hypothese 2.1, alors les points terminaux,

multiples et simples du squelette ont les propriétés suivantes :

¢ Un point terminal est le centre d’une boule maximale osculatrice.

¢ Un point simple est le centre d’une boule maximale dont le nombre de com-

posantes connexes des points de contact avec la frontiere est 2 (voir figure

8).
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¢ Un point multipleest le centre d’une boule maximale dont le nombre de compo-
santes connexes des points de contact avec la frontiere est supérieur strictement

a 2 (voir figure 8).

point terminal
point simple

point multiple

Fi1G. 8 - Type de points sur un squelette sous les hypothéses 2.1.

L’hypothése 2.2 permet de réduire le nombre de points de contact des boules
maximales avec la frontiere. Sous ’hypothése 2.2, les points terminaux sont atteints
pour exactement une valeur de I’abscisse s, les points simples sont atteints pour exac-
tement 2 valeurs de s, et les points multiples d’ordre k pour exactement k valeurs de
s (voire figure 9). De plus, comme par hypothése, '’ensemble des points ot la dérivée
de la courbure est nulle admet un nombre fini de composantes connexes, le nombre
de points terminaux et de points multiples est fini, donc de mesure nulle. Ainsi, les
points du squelette sont presque partout atteints deux fois, et par conséquent, le

périmétre P(Sk(X)) vaut deux fois la longueur effective du squelette.

point terminal

point simple

point multiple

Fi1G. 9- Type de points sur un squelette sous les hypothéses 2.2.

Les résultats présentés dans cette partie ainsi que dans la précédente ont été

établis par Mattioli. Le détail des démonstrations se trouve dans [Mat93].
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2.4.4 Intégration

Dans cette partie, nous présentons notre contribution personnelle. 1l s’agit de
transformer l'intégrale double I;(X) en une intégrale simple évaluée le long du sque-
lette de X. Pour cela, nous allons supposer que X vérifie les hypothéses 2.2 et utiliser
la paramétrisation du squelette o o ). Rappelons que s désigne I’abscisse curviligne
sur le squelette, ¢(s) désigne un point du squelette et p(s) son correspondant sur le
contour.

A tout point m de X, nous associons le point p(s) du contour réalisant la distance
minimale au bord. Si m n’est pas un point du squelette, alors p(s) est unique.
Le point m appartient au segment [p(s)q(s)[. Ainsi, pour tout point m de X de
coordonnées (:zf, y), il existe une valeur du paramétre s et une variable t,0<t<1

telles que m s’écrive sous la forme (voir figure 10a):

m=(x,y)=t-p(s)+(1—t)-q(s)

(a) (b)
F1G. 10 - Notations.
Nous allons effectuer le changement de variables ® qui, au couple de variables

(s,t) représentant le point m, associe ses coordonnées cartésiennes (z,y).

o - { 0, Sk < [0,1] = X avec ®(s,t)=1t-p(s)+ (1 —1)-q(s)

(5:8) = (z,9)

Apres avoir effectué le changement de variable ®, I'intégrale I;(X) devient:

1
I;(X) =/Xf(x,y)-dxdy=/5k(x)/0 Fo®(s,t)- |det Jo| - dsde
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Jg désigne le jacobien de @. Par définition:

9y By 0s Ot

3s Ot

Les dérivées partielles de ® valent :

=t p(s) + (1 1) (3
09

37 = P(s) = als) = ap(s)

Finalement,
B0 = [ 700,01t det(p/(s),apl9) + (1 — ) det('(s),an(s)| - doc

Nous pouvons encore améliorer la formule précédente en exprimant I;(X) unique-

ment a 'aide de la fonction d’étanchéité dont la définition est rappelée ci-dessous.

Définition 2.8 (Fonction d’étanchéité) La fonction d’étanchéité p(-) est la fonc-
tion qui a chaque point g du squelette associe le rayon de la boule mazimale centrée

en q.

Pour cela, nous allons exprimer ||p'|| en fonction de p, p' et p” (voir figure 10b).

Par définition, nous avons:
llapll® = p?

En dérivant cette formule une premiére fois par rapport a ’abscisse curviligne s, et

en tenant compte du fait que ¢p L p’, nous obtenons:
—qp-q =pp (1)
En dérivant encore une fois par rapport a s, on trouve:
-7 d+ 1P —ap-q" =" +pp" (2)

Or, nous avons supposé que s était 'abscisse curviligne du squelette. Ainsi, ||¢|| = 1,
g L ¢ et ||¢"]| = C olt C désigne la courbure du squelette. De plus, si on note 4
Pangle entre la normale au squelette et le vecteur ¢gp, I’équation 2 se simplifie de la
fagon suivante:

"

17']| cosd=1—Cp cosd—p> —pp
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L’équation 1 nous permet d’exprimer cos @ 3 Paide de la fonction d’étanchéité :
cosf = /1 — p? (3)
De plus:

det(p'(s),qp(s)) =p IP'll et det(q(s),qp(s)) = p cosh
Il s’en suit directement la proposition suivante:

Proposition 2.1 Soit X un objet vérifiant les hypothéses 2.2, s l’abscisse curviligne
sur le squelette, p la fonction d’étanchéité. Alors, Vintégrale I1(X) = [y f(z,y) - dedy

s’écrit sous la forme:

I(X) = Lk;X)[;lfo D(s,t) - \/Ti—7 (1= p"” —tCpy/1 —p'? —tpp") - dsdt
g ©

L’équation 4 permet de calculer n’importe quel paramétre qui se présente sous _
la. forme d’une intégrale double sur I'objet. Elle généralise la formule établie par
Mattioli & 1’aide d’arguments géométriques pour calculer laire d’un objet.

Dans le cas le plus général, nous remarquons que le barycentre et les directions
principales de I'objet ne sont pas les mémes que le barycentre et les directions
principales de son squelette. Une telle constatation est logique et montre qu’au
moment ou I'on integre le long du squelette, il faut tenir compte de I’épaisseur de
Pobjet.

L’équation 4 est également intéressante car elle nous renseigne de fagon précise sur
I'information utile & mémoriser en chaque point du squelette. Pour évaluer I;(X),
il est nécessaire de connaitre la courbure C, la fonction d’étanchéité p ainsi que ses
dérivées p’ et p”. Par contre, la fonction @ (qui indique la direction des points de
contact des boules maximales avec le contour) se retrouve facilement & partir de o
a l'aide de 1’équation 3. Cette équation montre que 0§ et p sont liés par la relation
sinf = —p'. Ceci implique que la fonction d’étanchéité a des variations comprises

entre —1 et +1. L’ “épaisseur” de 'objet ne peut donc pas varier trop brusquement.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit la notion de squelette autour de laquelle

s’organise le présent mémoire. Nous avons montré son intérét en analyse d’images
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et énuméré ses propriétés les plus connues. Le squelette défini dans le plan continu
est mince, centré dans la forme, homotope et réversible.

Nous avons alors présenté les différentes techniques d’extraction du squelette,
parmi lesquelles nous avons distingué les méthodes discrétes, exactes et continues.
Les méthodes continues fondées sur le calcul du graphe de Voronoi s’aveérent parti-
culierement prometteuses. Le squelette ainsi calculé posséde une structure de graphe
qu’il est facile de parcourir. Il existe des théorémes de convergence et contrairement
aux autres méthodes, les méthodes continues s’étendent trés facilement & 1’espace
3D.

Enfin, nous avons conclu ce chapitre en montrant comment transformer le calcul
d’une intégrale double sur 'objet en celui d’une intégrale simple le long de son
squelette. La connaissance de la fonction d’étanchéité, de ses dérivés premieres et
secondes ainsi que de la courbure en chaque point du squelette rend possible cette
transformation et permet le calcul de parameétres comme 1’aire, le barycentre et les
directions principales directement & partir du squelette de I'objet.

Apreés avoir présenté quelques résultats généraux dans ce premier chapitre, le
prochain chapitre va nous permettre de revenir plus en détail sur les méthodes

continues d’extraction du squelette.






Chapitre 3

Squelette et graphe de Voronoi
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3.1 Introduction

Ce chapitre réalise une synthese des méthodes continues de squelettisation.

Récemment, différents auteurs ont proposé d’approcher le squelette d’une forme
continue & I’aide du graphe de Voronoi de points échantillonnant sa frontiére [Sch89,
Ogn92b, Bra92, Boi92b, Att94a]. Ces méthodes reposent toutes sur le méme schéma.
Dans un premier temps, le graphe de Voronoi d’un nombre fini de points de la
frontiere de I'objet est calculé selon des techniques de géométrie algorithmique. Puis,
un sous-graphe du graphe de Voronoi est extrait afin d’approcher le squelette. Les
méthodes different uniquement dans le choix de ce sous-graphe. Différentes stratégies
ont été proposées, chacune possédant ses avantages et ses inconvénients.

Le but de ce éhapitre est de comparer les méthodes existantes. Comme le nombre
de facons viables de définir le squelette & partir du graphe de Voronoi est limité,
seulement quatre méthodes différentes peuvent étre recensées, que nous étudions par
la suite.

Le plan du chapitre est le suivant. Dans la section 3.2, la définition et les propriétés
du graphe de Voronoi, de Delaunay et de Gabriel sont rappelées. La section 3.3 définit
une représentation des formes continues a ’aide d’approximations polygonales. Dans
la section 3.4, nous décrivons quatre méthodes différentes d’extraction du squelette,
qui sont analysées en détail dans la section 3.5.

Notre contribution personnelle porte sur les points suivants:

Définition “soignée” des approximations polygonales (définition 3.7).

o Extension systématique des méthodes existantes & ’espace 3D (parties 3.4.2

et 3.4.4).

e Théoréme d’équivalence entre les deux principales méthodes en 2D (proposi-

tion 3.6).
e Calculs de complexité sur la représentation du squelette (proposition 3.7).

Par la suite, RV désigne ’espace euclidien de dimension N et d la distance eucli-

dienne.
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3.2 Rappels sur les graphes

Dans cette section, nous rappelons les définitions et propriétés élémentaires des
graphes de Voronoi, de Delaunay et de Gabriel. Parallelement, nous introduisons
les notions d’éléments de Voronoi et d’éléments de Delaunay, qui constituent les
briques de base & partir desquelles sont construites les différentes approximations
du squelette.

Pour plus de détails, on peut consulter [Kle89, Aur91, Boi95]. Dans la pratique,

nous avons utilisé I’algorithme de Bertin pour calculer le graphe de Voronoi [Ber92].

3.2.1 Graphe de Voronoi

Le graphe de Voronoi d’un ensemble de points se définit dans un espace de di-

mension quelconque 3 1’aide de la notion de région de Voronoi (voir figure 11).

Définition 3.1 (Région de Voronoi) Soit E un ensemble fini de points de RY
et p un point de E. La région de Voronoi de p, V(p, E) est l’ensemble des points de
RN plus proche de p que de tout autre point de E :

V(p,E) = {m € RY, Vg€ E — {p}, d(m,p) < d(m,q)}

(a) (b)

FIG. 11 - Région de Voronoi associée au point po. (a) Cas 2D. (b) Cas 3D.

Définition 3.2 (Graphe de Voronoi) Legraphe de Voronoi Vor(E) d’un ensemble

fini de points E est formé de la frontiére des régions de Voronoi de E :

Vor(E) = | 8V(p, E)

peE
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En 2D, la région de Voronoi d’un point est un polygone convexe contenant ce

point. Le graphe de Voronoi est formé de deux types d’éléments::
e les sommets, sur la frontiére d’au moins trois régions de Voronoi,
e les arétes, sur la frontiére d’exactement deux régions de Voronoi.

En 3D, la région de Voronoi d’un point est un polyédre convexe. Le graphe de

Voronoi est alors formé de trois types d’éléments:
o les sommets, sur la fronti¢re d’au moins quatre régions de Voronoi,
e les arétes, sur la frontiére d’exactement trois régions de Voronoi,
¢ les polygoﬁes, sur la frontiere d’exactement deux régions de Voronoi.

Plus généralement, nous emploierons le terme d’élément de Voronoi pour désigner
indifféremment soit une région de Voronoi, soit un élément du graphe (sommet, aréte
ou polygone en 3D). A Pexception des sommets, les éléments de Voronoi sont des
ensembles ouverts. Pour cette raison, un élément prenant appui sur les k£ sommets
81, 2, ... % sera noté par la suite |sys; ... s;[. L’ensemble des éléments de Voronoi
forment une partition de 'espace appelé diagramme de Voronoi. La liste des éléments
de Voronoi est récapitulée dans les tableaux de la figure 14.

Le graphe de Voronoi dans un espace de dimension N comporte 8(n[™/21) éléments

et se calcule en temps O(nlogn + nM¥/21), ce qui est optimal dans le pire cas.

3.2.2 Graphe de Delaunay

Le dual du graphe de Voronoi est le graphe de Delaunay. Ce dernier contient les

relations d’adjacence entre régions de Voronoi (voir figure 12).

Définition 3.3 (Graphe de Delaunay) Soit E un ensemble fini de points de RY.
Le graphe de Delaunay Del(E) a pour sommets les points de E et pour arétes les
segments joignant les points p et q de E tels que OV (p, E) N 0V(q, E) # 0.

Nous faisons par la suite I’hypothése suivante:

Hypothese 3.1 Soit E un ensemble fini de points de I’espace RN. Il n’existe pas
N + 2 points de E cosphériques.
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F1G. 12 - Dualité entre graphes. (a) Graphe de Voronot. (b) Graphe de Delaunay.

Cette hypothése est classique en géométrie algorithmique. D’une part, avec cette
hypotheése, les sommets du graphe de Voronoi ont exactement N +1 voisins. D’autre
part, elle permet d’associer au graphe de Delaunay, une triangulation de I'enveloppe
convexe de F, appelée triangulation de Delaunay. Cette triangulation est formée de

simplexes définis de la fagon suivante (voir figure 13):

Définition 3.4 (Simplexes et boules de Delaunay) Soit £ un ensemble fini de
points de l’espace RY. On appelle simpleze de Delaunay, tout simpleze dont la boule

circonscrite B a un intérieur vide de points de E. B est appelée boule de Delaunay.

J °.p1. % p;. p1 p;
0

. o popz

F1G. 13 - Boule de Delaunay et simpleze associé. (a) Cas 2D. (b) Cas 3D.

Par la suite, le terme élément de Delaunay désignera

e soit un simplexe de Delaunay ouvert, noté ]po . . . pn|,
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® soit une de ses k-faces ouvertes, pour 1 < k < N, notée Ipo. .. pxl,

® soit un point de E (0-face d’un simplexe), noté po.

A tout élément de Voronoi, il est possible de faire correspondre par dualité un

élément de Delaunay. Par exemple, un sommet de Voronoi est associé 3 un simplexe

de Delaunay (c’est-a-dire, un triangle en 2D ou un tétraddre en 3D). La liste des

éléments de Delaunay ainsi que les relations de dualité avec les éléments de Vorono;

sont données dans les tableaux 14a et 14b. Par la suite, on notera Dual(e), le dual

de I’élément e. Remarquons que Dual(Dual(e)) = e.

Le graphe de Delaunay posséde la méme complexité en temps de calcul que le

graphe de Voronoi, & savoir O(nlog n + n/™/ M.

Del(E) {

Del(E)

Relations de dualité en 2D

Eléments de Delaunay

Eléments de Voronoil

point de : Po région de Voronoi V(po, E)
aréte de Delaunay 1popi| aréte de Voronol Is0si1]
triangle de Delaunay |pop1p2| | sommet de Voronoi : S0

Relations de dualité en 3D

Eléments de Delaunay

Eléments de Voronoi

point de E : Do région de Voronoi V(po, E)
aréte de Delaunay lpop1| | polygone de Voronoi lsos1 ... s8]
triangle de Delaunay pop1pe| aréte de Voronoil |s081]
tétraédre de Delaunay lpop1p2ps| | sommet de Voronoi  : So

F1G. 14 - 'Relations de dualité entre éléments de Voronoi et éléments de Delaunay.
Deuz éléments duauz se trouvent sur la méme ligne du tableau.

3.2.3 Graphe de Gabriel

Le graphe de Gabriel est un autre graphe célebre en géométrie algorithmique. Il

est intimement lié aux graphes de Delaunay et de Voronoi et intervient dans I’énoncé

de certains résultats de ce chapitre. Le graphe de Gabriel, du nom de son créateur,

fut introduit en 1969 [Gab69] dans I’espace 2D mais peut se définir dans un espace

de dimension quelconque de la facon suivante:

} Vor(E)

Vor(F)
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Définition 3.5 (Graphe de Gabriel) Soit E un ensemble fini de points de RY.
Les N points p1, ps, ...py de E sont voisins dans le graphe de Gabriel GG(E) si
et seulement lintérieur du plus petit disque passant par les points py, pa, ...pn est
vide de points de E. La relation de voisinage entre les N points py, ps, ...pN se
traduit par lexistence du simpleze |p; ...pn{ dans le graphe de Gabriel (voir figure
15).

Le graphe de Gabriel posséde la propriété d’étre inclus dans la triangulation de
Delaunay. Il se construit en supprimant de cette derniére les N-faces (arétes en 2D
et triangles en 3D) n’intersectant pas leur aréte de Voronoi duale. Son temps de

calcul est donc en O(nlogn + nM/?1) dans un espace de dimension N.

FiG. 15 - Graphe de gabriel.

3.3 Représentation des objets

Dans cette section, nous décrivons d’un point de vue mathématique les différentes
représentations et modeles que nous serons amenés & utiliser tout au long de ce

document.

e Echantillons. Par la suite, le terme échantillon désigne un ensemble de points
sur la frontiére d’un objet continu. Dans la pratique, les échantillons peuvent
provenir de l’acquisition de surfaces par balayage laser, ou de ’extraction de
contours discrets dans des images 3D. Néanmoins, la connaissance de points
sur la frontiere de I'objet constitue une information assez pauvre: méme s’il
est possible de localiser précisément ol passe la frontiére, on ne sait pas dire

immédiatement ol se trouve U'intérieur et 'extérieur de ’objet.



36 CHAPITRE 3. SQUELETTE ET GRAPHE DE VORONOf

o Approzimations polygonales. Les approximations polygonales (ou polyédriques
en 3D) se construisent & partir de points échantillonnant la fronticre et dé-
finissent des régions de ’espace qui représentent I'intérieur de l’objet. La re-
présentation d’objets & partir d’approximations polygonales est une hypothese
réaliste. Par exemple, les modéles déformables de contours actifs fournissent
de telles approximations. Des techniques permettant de trouver des approxi-
mations polygonales & partir d’échantillons sont discutées longuement dans
le chapitre 5. Dans ce chapitre, les approximations polygonales sont utilisées

pour approcher aussi finement que voulu les formes continues.

® Formes r-réguliéres. Les formes r-réguliéres sont un modéle mathématique
pour les objets continus. Les approximations polygonales de formes r-réguliéres

possédent des propriétés intéressantes.

Par la suite, X C R" désigne I'objet & squelettiser et que ’on cherche & repré-
senter. Nous supposons d’une part que X est bornée et d’autre part que l'intérieur

de X est non vide.

3.3.1 Echantillons

Un échantillon désigne un ensemble de points répartis sur la frontiere d’un objet
et issu d’un échantillonnage de la frontiére. La notion d’échantillon est importante
car elle intervient, par la suite, dans la définition d’une approximation polygonale.
Nous nous contentons ici de donner une définition et de faire quelques remarques
élémentaires.

Un échantillon est caractérisé par sa densité d’échantillonnage qui se définit

comme suit (voir figure 16) [Sch89]:

Définition 3.6 (Densité d’échantillonnage) On dit que E échantillonne X avec
la densité w si E C 0X et Vo € 90X, 3e € E, d(z,e) < w™!. Autrement dit, tout

point de 0X est ¢ une distance inférieure 4 -57 d’un des points de E.

Lorsque la densité d’échantillonnage est connue, il est possible de localiser préci-
sément ol passe la frontiere de I’'objet, ce que traduit la proposition suivante (voir

figure 16¢):

Proposition 3.1 Soit X C RY et E, un ensemble qui échantillonne X avec la
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(a) (b) (©)

F1G. 16 - (a) Forme continue. (b) Echantillon. (¢) Zone contenant la frontiére.

densité w. Alors:

X c |J B(m,w™)
mEEy

Démonstration. Ce résultat se déduit immédiatement de la définition de la densité
d’échantillonnage. Soit z € X, alors il existe m € E,, tel que d(m,z) < w™!. Donc
z € B(m,w™!). =

Plus la densité augmente, meilleure est la répartition des points sur la frontiére.

A la limite, quand w — oo, I’échantillon tend vers la frontiére de ’objet.

Proposition 3.2 Soit X C RN et (E,)neN, une suite d’ensembles telle que E,

échantillonne la frontiére de X avec la densité n. Alors:

lim E, = 0X
n—+rco

Démonstration. La démonstration s’effectue en deux temps?.

1. Nous rappelons le résultat suivant. Une suite d’ensembles (X, )nen converge vers ’ensemble
X sl et seulement si:

o Pour tout point z € X, il existe une suite de points z, € X, telle que z,, > =

e Pour toute sous-suite convergente de points z,, € X,, telle que z,, — z, la limite z
appartient & X.

Remarquons qu’avoir d(X,,X) — 0, oit d représente la distance de Hausdorff, ne suffit pas
pour établir la convergence, si X, et X ne sont pas des compacts. Voici un contre-exemple:
X ={z, d(0,z) <1} et X, = {z, d(0,2) <1— 1}. On a bien d(X,,X) < L mais X, /A X.
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Soit z € 8X. Montrons que z est la limite d’une suite de points z, € E,,. D’apreés
hypothese, quel que soit n, il existe z,, € E, tel que d(z,,z) < % La suite (z,)neN
converge vers z. Donc 0X C lim,_,o, F,,.

Réciproquement, soit (2, ).eN, une suite convergente de points tels que Vn, z, €
E.. Comme E, C 90X, (2,)neN est également une suite convergente de points de
0X. Or, la frontiere d’un ensemble est par définition un fermé. Par conséquent, la

limite de la suite (z,),eN est incluse dans 8X , ce qui assure lim, ., E, C 8X. m

3.3.2 Approximation polygonale

Nous abordons maintenant le ceeur de cebte section avec la définition d’une ap-
progzimation polygonale. Pour nous, une approximation polygonale X,, de densité w
d’un objet X doit permettre de représenter X avec une précision en -11; A la limite,
lorsque w — oo, on souhaite que X, — X. La définition que nous proposons va

permettre d’établir cette convergence.

Définition 3.7 (Approximation polygonale) X, est une approzimation poly-

gonale de X C RV de densité w si les quatre conditions suivantes sont remplies :
1. La frontiére de X, est:

¢ en 2D, un ensemble de polygones simples disjoints deur d deuz,

o en 3D, un ensemble de polyedres simples disjoints deuz & deuz d facettes

triangulaires.
2. Les sommets de X,, échantillonnent X avec la densité w.
3. Les sommets de X,, échantillonnent 80X, avec la densité w.

4. 5id(z,0X) > w™?, alors z €EX & z E)%w

Cette définition appelle un certain nombre de remarques. Tout d’abord, d’apres
le point 1, une approximation polygonale peut étre formée de plusieurs composantes
connexes ou posséder des cavités. Ainsi, les approximations polygonales autorisent

la représentation d’une classe importante d’objets.
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Les points 2 et 3 fixent des conditions sur la frontiere des approximations po-
lygonales. D’aprés le point 2, les sommets des approximations polygonales échan-
tillonnent la frontiére des objets. Le point 3 interdit aux faces frontiéres de traverser

de part en part les objets et de joindre des sommets trop éloignés (voir figure 17).

0
A ‘”‘5%
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ﬁ&‘?‘ih ,@m’
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(a) (b)

FI1G. 17 - Importance du point 3 dans la définition des approzimations polygonales.
(a) Sans le point 3, les arétes frontiéres peuvent traverser l'union des cercles. (b)
Avec le point 3, les arétes frontiéres restent dans l'union des cercles.

Finalement, le point 4 permet de déterminer, sans ambiguité, ol se trouvent
’'intérieur et I’extérieur d’une approximation polygonale.

Lorsque la densité d’échantillonnage tend vers I'infini, les propositions 3.3 et 3.4
montrent que I’approximation polygonale tend vers ’objet qu’elle représente (voir
figure 18). Pour établir ces résultats, remarquons que les trois derniers points de la
définition 3.7 sont nécessaires. Par conséquent, aucun point de la définition n’est

superflu.

Proposition 3.3 Soit X € R¥ et soit (X, )neN, une suite d’approzimations polygo-
nales de X de densité n. Alors:

lim 08X, =0X
n—oo

Démonstration. Notons E,, '’ensemble des sommets de X,.
Soit z € &X. Pour tout n, il existe y, € E, C X,, tel que d(yn,z) < %, d’aprés le
point 2 de la définition. La suite (y,)neN converge vers z. Donc 90X C limy 00 Xn.
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F1G. 18 - Approzimations polygonales de densités d ’échantillonnage variables.

Réciproquement, soit (2,)neN, une suite convergente de points tels que Vn, z, €
Xy, Pour tout n, il existe y, € E, tel que d(Zn,yn) < %, d’aprés le point 3 de la
définition. On a limpe0 Zp, = lim,_yeo Yn. La suite (y,)neN est une suite convergente
de points de X. Or, la frontiere d’un ensemble est par définition un fermé. Par
conséquent, la limite de la suite (y,)neN est incluse dans X L’égalité des limites

des suites (z,)neN €t (yn)neN permet de conclure que lim,, X, C0X. =

Proposition 3.4 Soit X € RY et soit (X, )neN, une suite d’approzimations polygo-
nales de X de densité n. Alors:

lim X.=X
n—oo

Démonstration. - Soit z €X. 1l existe e tel que B(z,¢) cX. Donc, pour tout n > -i—,
T E)gn, en utilisant le dernier point de la définition d’une approximation polygonale.
Construisons la suite (z,)neN de telle sorte que pour n < %, z, est un point quel-
conque de )% et pour n > %, z, = z. Cette suite a bien pour limite z. Nous venons

o o
donc de montrer que X C lim,_c0 X,.
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Ce premier résultat combiné avec le fait que 0X C lim, . 80X, assure que
X C limpoee Xn. Remarquons que si X, est une approximation polygonale de
X, alors E — X, est une approximation polygonale de £ — X. D’oli, I'inclusion :
E—X C lim,_o E —X,. En utilisant le fait que E-Y = E— 1;’, on trouve que
limy, oo )E'nC)%. n

3.3.3 Formes r-réguliéres

Dans cette section, nous allons supposer les objets r-réguliers et déduire des
résultats sur leurs approximations polygonales. Le point important & retenir est le
suivant. Dés que l’on connait un échantillon de la frontitre de densité supérieure 3
1/2r, il est possible de construire une approximation polygonale (dite normalisée)
prenant appui sur I’échantillon et ayant des propriétés trés intéressantes.

Les formes r-régulitres se définissent en utilisant des notions propres & la mor-

phologie mathématique?:

Définition 3.8 (Forme r-réguliére) Soit By, la boule unité. Une forme X est

dite r-réguliére si:
X=(XOorB)®rBy=(X&rB;)6rB,

Intuitivement, la définition précédente signifie qu’il est possible de faire rouler
sur la frontiere d’une forme r-réguliére, une boule de rayon r, a I’intéx‘;jeur comme a
Pextérieur en maintenant un contact continu (voir figure 19).

Les formes r-réguliéres ont été étudides dans [Ser82, Bra92]. Elles constituent un
modele pertinent pour représenter les objets discrets en analyse &’images. D’apres
Brandt [Bra92], ’hypothése de r-régularité n’est pas tres restrictive, puisque r peut

étre choisi aussi petit que voulu.

2. La morphologie mathématique est une technique d’analyse d’images qui a vu le jour au centre
de Géostatistique de I’Ecole des Mines de Paris vers 1967 [Ser82]. Elle permet d’étudier les formes
et les structures en utilisant essentiellement deux opérations élémentaires :

¢ la dilatation: X ® B = {z, X N B, # 0}
o Vérosion: X6 B= {2, B, C X}

Dans les formules précédentes, B, représente le translaté : B, = {b+z,b € B}. Les opérateurs &
et © sont respectivement appelés somme et différence de Minkowski.
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F1G. 19 - Forme r-réguliére. Tout point & Uintérieur ou & Uextérieur d’une forme
r-réguliére peut étre recouvert par un disque de rayon r n’intersectant pas la frontiére.

Nous allons maintenant énumérer quelques propriétés essentielles des formes r-
régulieres. Les démonstrations ne sont pas données. Pour plus de détails, on peut
consulter [Ser82, Bra92). ‘ ~

Propriété 3.1 En tout point d’une forme r-réguliére, la normale existe et le rayon

de courbure est supérieur ¢ r.

Propriété 3.2 Soit X, une forme r-réguliére et p € X. La frontiére de X partage
la boule centrée en p et de rayon 2r en exactement deuz composantes connezes (voir
figure 20a).

(a)

FiG. 20 - Propriétés des formes r-réguliéres. (a) Disques remarquables associés au
point z. La frontiére d’une forme r-réguliére partage le disque B(z,2r) en exactement
deuz composantes connezes. (b) Approzimation polygonale normalisée. L’intérieur
du disque B(p,q) associ¢ & laréte frontiére [pql ne contient pas de sommets de
Uapprozimation polygonale.

Propriété 3.3 En 2D, tout cercle intersectant en trois points distincts deuzx d deuz

la frontiére d’une forme r-réguliére a un rayon supérieur ou égal a r.
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Définition 3.9 (Approximation polygonale normalisée) Soit X une forme r-
réguliére et E,, un échantillon de sa frontiére de densité w > 5. On appelle approzi-
mation polygonale normalisée, 'unique approzimation polygonale X, construite g

partir de E,, de la fagon suivante (voir figure 20b) :
¢ X, a pour sommets les points de E,,

o En 2D, le segment [pq] joignant deuz points p et q de E,, est une aréte frontiére
de X, si et seulement st il existe un point x € 0X tel que d(z,p) = d(z,q) =
d(z, Ey).

e En 3D, le triangle (pgr) joignant trois points p, q et r de E,, forme une face
frontiére de X, si et seulement si il existe un point x € 0X tel que d(z,p) =
d(z,q) = d(z,r) = d(z, Ey).

o Sid(z,0X)>w™), dlorsz €X <> z €X,,

Propriété 3.4 Soit X une forme r-réguliére et E,, un échantillon de sa frontiére de
densité w > 2% L’approzimation polygonale normalisée X,, associée a E, posséde

les propriétés suivantes :
o X, est inclus dans le graphe de Gabriel des points E,, (voir figure 20b).
e En 2D, toute aréte frontiére [pq] a une longueur inférieure ¢ 2w < 4r.

o En 3D, tout triangle frontiére (pgr) a le rayon de son cercle circonscrit infé-

rieur ¢ w™l < 2r.

Nous avons maintenant les outils nécessaires pour décrire et analyser les méthodes

continues de squelettisation.

3.4 Description des méthodes existantes

Le squelette et le graphe de Voronoi sont deux notions étroitement liées. Pour
s’en rendre compte, il suffit de remarquer que le graphe de Voronoi d’un ensemble
fini de points E peut étre interprété comme le squelette du complémentaire de E.
Ainsi:

Sk(RY — E) = Vor(E)
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En faisant tendre E vers la frontiere d’un objet X dans la formule précédente, il est

possible d’établir I’inclusion suivante:
Sk(RY — 8X) C lim_Vor(E)
E-8X

Cette formule suggére une stratégie simple pour approcher le squelette d’une forme:
il suffit de choisir un sous-graphe du graphe de Voronoi de points échantillonnant sa
frontiere.

Le probleme majeur auquel on est ramené est le choix du sous-graphe susceptible
d’approcher “au mieux” le squelette. Il a été proposé d’approcher le squelette par
(voir figure 21):

e les sommets de Voronoi inclus dans la forme [Sch89],

o les éléments de Voronoi inclus dans la forme [Bra94),

les points de Voronoi inclus dans la forme [Ogn92b),

le dual de la forme [Boi92b],

le squelette d’une polyboule approchant la forme [Att94a]

Nous nous proposons de décrire puis de comparer ces différentes approches, &
I'exception de la derniére qui sera détaillée dans le chapitre 4. En effet, elle constitue
une contribution personnelle et nécessite une étude préliminaire des polyboules.

Avant de commencer notre comparaison, il est essentiel de se demander quelles
propriétés doit avoir un “bon” squelette approché. Nous énumérons trois propriétés

souhaitées du résultat :

1. Convergence. Le squelette approché doit tendre vers le squelette exact lorsque

les points échantillonnent de plus en plus finement la frontiere.

2. Conservation du type d’homotopie. Le squelette approché doit avoir le méme
type d’homotopie que la forme continue. En 2D, il doit avoir le méme nombre
de composantes connexes et pour chaque composante connexe, le méme nombre

de trous.

3. Reéversibilité. 11 doit étre possible de retrouver la forme continue & partir du

squelette.
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Par la suite, X désigne une forme continue. X,, est une approximation polygonale
de X de densité w et E,, désigne les sommets des polygones ou polyedres frontieres

de X,,.

() (b) (©)

Fi1G. 21 - Différentes facons d’approcher le squelette en 2D. (a) Forme continue.
(b) Approzimation polygonale partitionnée a l’aide de triangles de Delaunay. (c)
Graphe de Voronoi des points échantillonnant la frontiére. Le squelette peut étre
obtenu comme : (d) les sommets de Voronoi intérieurs (méthode 1) ; (e) les éléments
de Voronoi intérieurs (méthode 2); (f) Uintersection du graphe de Voronot avec la
forme (méthode 3); (g) le dual des triangles intérieurs (méthode 4).

3.4.1 Squelette = sommets de Voronoi intérieurs

Dans [Sch89], Schmitt définit une topologie en tout ou rien. Dans ce cadre mathé-
matique, il prouve que si X est une surface topologique de classe C* au moins, alors
les sommets du graphe Vor(F,,) tendent vers le squelette de X ou de X° quelque soit
la dimension de I’espace considéré. Une fagon naive d’approcher le squelette consiste

a sélectionner les sommets de Voronoi inclus dans la forme (voir figure 21d):

Skl(Xw) = U {8}

s€X, s sommet de Vor(E,)
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De facon immédiate :

Jim Ski(X,) = Sk(X)

Comme Sk; est formé d’un ensemble de points isolés, il ne possede pas le méme
type d’homotopie que 'objet et par conséquent, il n’est d’aucune aide pour en décrire
la géométrie. La méthode présentée dans la section suivante évite ce probléme en

connectant les points du squelette par des segments de droite.

Remarque

En toute rigueur,.il aurait fallu écrire Ski(X, Xy) au lieu de Sk, (Xw). En effet,
pour calculer le squelette approché, on a besoin de connajtre Xw, malis également X
afin de deterrmner sl un sommet s doit étre gardé ou non. Cependant, dans le cas
particulier de formes r-réguliéres 2D échantillonnées avec une densité supérieure & 1
établir que s € X est exactement équivalent 3 établir que s € X,,. En effet, comme
la boule de Delaunay centrée en s intersecte en trois points la frontiére de X, d’apres
la propriété 3.3, elle a un rayon p > r > w™!, Par conséquent, d(s,dX) > w! et
le point 4 de la définition 3.7 permet de conclure. Ainsi, dans ce cas-13, le calcul du
squelette dépend bien uniquement de X,,. Dans la pratique, le squelette sera calculé
en remplacant dans la formule X par X, s’il est plus facile de déterminer (z € Xu)

que (z € X). Cette remarque vaut également pour les deux méthodes suivantes.

3.4.2 Squelette = éléments de Voronoi intérieurs

Dans [Bra92], Brandt et Algazi définissent le squelette d’objets 2D comme I’en-

semble des éléments de Voronoi complétement inclus dans la forme (voir figure 21e):

Sko(Xy) = U F
FCX, F élément de Vor(E,,)
Brandt établit également, en 2D, un théoreme de convergence pour les formes r-

régulieres possédant un nombre fini de points d’inflexion [Bra94]. Il prouve que:
wh_)rgo Sko(Xy) = Sk(X)

La formule définissant Sk, reste valable dans un espace de dimension quelconque.
Ainsi, ’extension & ’espace 3D est immédiate. En 2D, le squelette calculé par cette
méthode est formé de segments. En 3D, il est formé de polygones qui s’emboitent

les uns dans les autres pour former des surfaces.
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3.4.3 Squelette = points de Voronoi intérieurs

Ogniewicz [Ogn92b] définit le squelette comme l'intersection du graphe de Voronoi

avec la forme (voir figure 21f).
Sk3(Xy) = X N Vor(E,)

Le squelette ainsi défini est un sur-ensemble du squelette précédent (Sk, C Sks). La
seule différence porte sur des branches périphériques, ajoutées de facon artificielle,
sans réelle signification. Dans la pratique, ces branches sont les premiéres a dispa-
rajtre dans les processus de simplification et ne sont pas génantes outre mesure. Le
seul probleme est que le squelette Sks ne peut pas étre utilisé tel quel mais, doit

toujours étre simplifié au préalable.

3.4.4 Squelette = dual de I’'objet

La méthode proposée maintenant est & nos yeux la plus élégante. Elle est fondée
sur ’existence d’un partitionnement de la forme & ’aide des simplexes de Delaunay
(voir figure 21g).

En 2D, Boissonnat et Geiger ont remarqué que si la condition suivante était
vérifiée [Boi92b] :

0X,, C Del(E,)

alors, il existait deux types de triangles de Delaunay, les triangles igclus dans X,
et les triangles inclus dans son complémentaire X¢. Une extension 3D de cette
remarque est immédiate. En 3D, si 80X, C Del(E,), alors il existe encore deux
types de tétraedres de Delaunay, les tétraédres inclus dans X, et les tétraédres
inclus dans son complémentaire X. En d’autres termes, un élément de Delaunay
(aréte, triangle ou tétraédre) ne peut pas intersecter la frontiere. Par la suite, les
éléments inclus strictement dans la forme seront dits intérieurs, les éléments inclus
strictement dans le complc—;amentaire X. seront dits extérieurs, et les autres seront

dits frontieres. Les éléments intérieurs forment une partition de objet. On a:

X, = U T
TCX, T é&ément de Del(E,,)

Ainsi, il existe une décomposition exacte et non redondante de la forme en triangles
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en 2D et en tétraédres en 3D. Une facon d’approcher le squelette consiste a consi-

dérer:

Sky(X,,) = Dual(X,)

Avantages de la dualité

Le principal avantage de cette méthode est que, par définition, la forme et le
squelette sont le dual 'un de l'autre. Cette dualité est extrémement intéressante
car toute opération sur la forme a une interprétation sur le squelette et vice versa.
Gréce a cette dualité, le squelette et la forme ont méme type d’homotopie. De plus,
la transformation est réversible si les simplexes associés aux sommets du squelette
sont mémorisés;. Pour reconstruire la forme, il suffit alors de prendre la réunion des

simplexes intérieurs.

Probléme de ’existence

Un inconvénient de cette méthode est que le squelette n’est pas toujours défini. Il
faut pour cela que 0X,, C Del(E,,). Boissonnat et Geiger appellent cette condition, la
condition d’inclusion du contour [Boi92b]. Nous allons voir dans la section suivante,

comment garantir cette condition.

3.5 Analyse des méthodes existantes

Jusqu’a présent, nous avons vu quatre méthodes, parmi lesquelles deux sont par-
ticulierement pertinentes. En effet, la méthode 2 a été construite pour converger et
la méthode 4 pour conserver le type d’homotopie. Remarquons d’autre part que les

méthodes 1, 2 et 3 sont liées par les inclusions suivantes :
Ski(Xw) C Ska(X,) C Sks(X,)

Pour toutes ses raisons, nous allons uniquement comparer les méthodes 2 et 4. De
plus, pour simplifier la comparaison, nous supposons que:

Ska(Xy) = U F

FCXyw, F élément de Vor(E.,)

Nous considérons donc les éléments inclus dans X, et non dans X. Dans le cas de
formes 2D r-réguliéres, considérer I'un ou l’autre est équivalent (voir la remarque

de la section 3.4.1).
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3.5.1 Quelques cas pathologiques

Lorsque la densité d’échantillonnage est insuffisante, certains phénomenes peuvent
se produire, qui vont rendre l'utilisation des squelettes impropres a la description de

formes (voir figure 22).

F1G. 22 - Cas pathologiques. (a) Approzimation polygonale. (b) Graphe de Voronoi
et triangulation de Delaunay. (c) Sko(Xw). (d) Ska(Xw).

Le principal défaut du squelette Sk, est qu’il n’est pas toujoursk défini (figure
22d1), contrairement au squelette Sko. Un autre ennui vient du fait qu'il est suscep-
tible de sortir de la forme (figure 22d3). Par construction, le squelette Sk; est, quant
3 lui, forcé de rester inclus dans l'objet. Mais, d’un autre c6té, il n’a pas forcément
le méme type d’homotopie que la forme (figure 22c3). Pire, il peut arriver qu’il soit
vide alors que la forme ne ’est pas (figure 22¢2). Les différences de comportements

entre les squelettes Sk, et Sky sont résumées dans le tableau 23.

3.5.2 Condition d’équivalence

Gi les méthodes 2 et 4 étaient équivalentes, il serait possible de cumuler leurs

avantages respectifs. Nous aurions simultanément convergence, conservation du type
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Sk2 (Xw) Sk4(Xw)
Existence toujours défini défini si 90X, C Del(E,)
Contenu peut étre vide jamais vide
Localisation | toujours inclus dans la forme peut sortir de la forme
Homotopie variable méme type d’homotopie que X,

FIG. 23 - Comportement des deus principales méthodes de squelettisation.

d’homotopie et réversibilité.

Malheureusement, les quelques cas pathologiques examinés dans le paragraphe
précédent montrent que les deux squelettes Ska(X.) et Ska(X,,) ne sont pas toujours
égaux. La raisorii essentielle de cette différence vient du fait qu’un sommet de Voronoi
intérieur peut étre associé & un triangle extérieur et réciproquement, un sommet de
Voronoi extérieur peut étre associé a un triangle intérieur.

Il est logique de se demander sous quelles conditions les méthodes 2 et 4 four-
nissent le méme résultat. Pour répondre 4 cette question, nous allons nous ramener

a un probléme équivalent.

Proposition 3.5 Supposons que X,, vérifie la propriété d’insertion du contour

Alors :
Sky(Xy) = Sky(Xw) Sky(Xy) C X,
Ska(XE) = Ska(X%) Ska(X) C X

Finalement, tout revient & se demander quand est-ce que le squelette Sky reste
inclus dans la forme. La proposition qui suit apporte une réponse, indépendamment

de la densité d’échantillonnage.

Proposition 3.6 Soit P C R? une approzimation polygonale et E lensemble de

ses sommets. St P est inclus dans le graphe de Gabriel de E, alors :

8P. C Del(P)
Sky(P) C P
Sky(P¢) C P°

Démonstration.  Pour montrer que 9P C Del(P), il suffit de remarquer que le
graphe de Gabriel est inclus dans le graphe de Delaunay.
Pour établir le reste de la proposition, nous allons montrer dans un premier temps

qu’un triangle de Delaunay intérieur est toujours associé 3 un sommet de Voronoi
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intérieur et que, réciproquement, un triangle de Delaunay extérieur est associé & un

sommet de Voronoi extérieur.

c ’ o g; ~— B(eo, 1)

‘ B(m,d(m, e))

Fic. 24 - Construction d’un chemin joignant un triangle de Delaunay (abc) & son
sommet de Voronoi s.

Soit (abc) un triangle de Delaunay et s son sommet de Voronoi associé (voir figure
24). Supposons que s ¢ (abc). Dans le cas contraire, le résultat serait immédiat.
Supposons que s et a se trouvent de part et d’autre de la droite (bc). Soit m un
point quelconque du segment [sa[ et [epe;] une aréte passant par le point m. Puisque
(abc) est un triangle de Delaunay, le disque B(a,b,c) passant par les points a, bet
c est vide de points de E et par conséquent Vi € {0,1}, e; ¢§ (a,b,c). De plus, le
graphe de Delaunay étant planaire, e; # a. Supposons que e; soit plus proche du
point m que e;. On a d(m,a) < d(m,ep). Donc a €B (m,d(m,ep)). On en déduit
alors que a €B (€0, €1), ot B(eo, €1) représente le plus petit disque passant par les
points eg et e;. Donc, € et e; ne sont pas voisins dans le graphe de Cabriel et par
conséquent, [ege;] n’est pas une aréte frontiere. Nous avons donc trouvé un chemin
allant du sommet s au triangle (abc) tel que pour tout point m de ce chemin, m n’est
pas un point frontiere. Donc, le sommet s et le triangle (abc) sont simultanément,
soit tous les deux intérieurs, soit tous les deux extérieurs.

Pour conclure la démonstration, il nous reste & prouver qu’une aréte de Voronoi
[ss] joignant deux sommets intérieurs s et s’ est forcément intérieure 3 la forme.
Le cas des arétes joignant deux sommets extérieurs se démontre exactement de la
méme facon et ne sera pas étudié. Notons [ab], ’aréte de Delaunay duale de 'aréte
de Voronoi [ss']. Nous savons d’aprés ce qui précéde que les segments [sal, [sb], [s'a]
et [s'0] n’intersectent pas la frontiére et sont donc tous les quatre strictement inclus

dans la forme. Pour prouver que le segment [ss] est intérieur 3 la forme, nous allons
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(a) (b)

F1G. 25 - Illustration de la démonstration de la proposition 3.6. Les points grisés
sont intérieursd la forme.

montrer que le quadrilatére Jasbs’[ dans lequel il est inclus est également. Deux cas

sont & considérer:

e Si [ab] N [ss'] = @, alors aucun des points m du quadrilatere [asbs’] \ {a, b}
n’est un point frontiére (voir figure 252). En effet, dans le cas contraire, I’aréte
frontiere passant par le point m intersecterait I'un des quatre segments [sa],
[sb], [s'a] et [s'b] ce qui est impossible. F inalement, ’ensemble Jasbs’[, et par

voie de conséquence, le segment |ss’[ sont strictement inclus dans la forme.

e Si [ab] N [ss’] # 0, alors aucun des points de I’ensemble [asbs] \ [ab] n’est un
point frontiere (voir figure 25b). En effet, dans le cas contraire, ’aréte frontiére
passant par le point m intersecterait 'un des quatre segments [sal, [sb], [s'a] et
[s'0] ce qui est impossible. L’ensemble lasbs’[\[ad] est donc strictement inclus
dans la forme et entoure completement ’aréte de Delaunay ]ab[. Cette derniére
ne peut donc pas se trouver sur la frontiere de I’'objet. Par conséquent, le
quadrilatére Jasbs'[ est entierement inclus dans la forme, et il en va de méme

pour le segment ]ss’|.

Nous n’avons pas pu étendre ce résultat 3 Pespace 3D. Néanmoins, dans le plan,

il est possible d’en déduire des propriétés sur les formes r-réguliéres :

Corollaire 3.1 Soit X C R? un objet r-régulier et E, un ensemble de points
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1

échantillonnant sa frontiére avec une densité w > 5-. Soit X, Uapprozimation

polygonale normalisée, associée a ’échantillon E,,. Alors:

o X, vérifie la propriété d’insertion du contour.
o Le squelette Sky(X,) est inclus dans la forme.

o Les méthodes 2 et 4 de squelettisation donnent le méme résultat.

Démonstration. 1l suffit de constater que X, vérifie les hypotheses de la proposition

36. m

Pour résumer la situation en 2D, si la forme étudiée est suffisamment réguliere,
et que son contour est échantillonné avec une densité suffisamment forte, le calcul
de son squelette approché, par I'une quelconque des méthodes 2 ou 4 ne va poser

aucun probléme. Nous aurons toutes les propriétés voulues (voir figure 26).

“!llllllﬂl'ﬂﬂﬂ{f{::-éb"ﬁ?‘\‘\‘ 2

=
U ==

(d) 25 points (e) 75 points (f) 250 points

FI1G. 26 - Graphe de Voronot et squelettes 2D. Les méthodes 2 et 4 donnent le méme
résultat.

Par contre, en 3D, nous avons constaté que méme pour une forte densité d’échan-

tillonnage, le squelette Skq(X,,) peut sortir de la forme. Ainsi, les méthodes 2 et 4
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ne sont pas équivalentes (voir figure 27). Reste alors le probléme de choisir I’une ou

Pautre des deux méthodes pour squelettiser la forme.

(a) Verre : (b) Sko(Verre) (c) Sks(Verre)

F1G. 27 - Méthodes 3D non équivalentes.

3.5.3 Complexité

Nous allons nous contenter d’étudier la complexité de la méthode 4. Par la suite,
n désigne le nombre de points échantillonnant la frontitre de ’objet.

La complexité du calcul du squelette dépend de celle du graphe de Voronoi. Par
conséquent, elle est dans le pire cas en O(nlogn) en 2D et en O(n?) en 3D.

Le nombre de sommets de Voronoi échantillonnant le squelette donne la com-
plexité de la représentation. En 2D, ce nombre peut étre calculé de facon exacte.
Il vaut n — 2C, ou C représente la constante d’Euler de Pobjet dont la définition
est rappelée ci-dessous. Par exemple, pour un patatoide, C = 1 et le nombre de

sommets sur le squelette vaut n — 2.

Définition 3.10 (Constante d’Euler) Soit P un pavage d’une surface constante,
admettant F(P) faces, A(P) arrétes et S(P) sommets. La quantité F(P)— A(P)+
S(P) ne dépend pas de P mais uniquement de la surface. Cette quantité est appelée

la constante d’Fuler de la surface et est notée C.

La complexité de la représentation se calcule en utilisant la dualité entre sommets
de Voronoi et triangles de Delaunay. En effet, compter le nombre de sommets sur
le squelette revient & compter le nombre de triangles intérieurs. Or, de facon tres

générale, nous avons le résultat suivant:



3.5. ANALYSE DES METHODES EXISTANTES | 55

Proposition 3.7 Soit P C R?, une approzimation polygonale ayant n sommets sur
sa frontiére. Toute triangulation de P prenant appui sur les sommets de P possede

ezactement n — 2C triangles, ot C est la constante d’Euler de P.

Démonstration. Soit ¢, le nombre de triangles nécessaires pour former une partition

de P et a, le nombre d’arétes. La formule d’Euler permet d’écrire:
C=t—a+n (5)

Notons a;, le nombre d’arétes strictement incluses dans P et ay, le nombre d’arétes
frontieres. Notons enfin #;, le nombre de triangles ayant exactement k arétes inté-

rieures. On a:

t=to+i1+i2+1s (6)

a=as;+a; (")

On peut remarquer qu’en chaque sommet, arrivent exactement deux arétes frontieres
(Eq. 8). De méme, il est possible de compter le nombre d’arétes frontieres (Eq. 9)

et d’arétes intérieures (Eq. 10) bordant les triangles de P. Ces relations d’adjacence

permettent d’écrire:

ar=n (8)
ay = t2 + 2t1 + 3t0 (9)
2(11' = 3t3 + 2t2 + tl (10)

11 est alors possible d’exprimer ¢ en fonction de n a I'aide des équations 3, 6, 7, 8, 9

et 10 ce qui donnet =n—2C =

En 3D, tout nous porte a croire que le nombre de sommets sur le squelette est
également linéaire. Malheureusement, nous n’avons pas pu le montrer. Un certain

nombre de remarques peuvent néanmoins étre faites:

e dans le pire cas, le nombre de sommets de Voronoi est en O(n?).

e cependant, dans le cas d’une distribution uniforme de points dans la boule

unité, le nombre moyen de sommets de Voronoi vaut ~ 6, 77n [Dwy88].

e lorsque les points sont répartis sur la surface des objets, nous avons constaté
de facon expérimentale que le nombre de sommets de Voronoi ne dépasse pas
8n.
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® si¢; désigne le nombre de tétraedres possédant i faces intérieures, il est possible
de montrer (par un raisonnement analogue & celui ayant permis d’établir la
proposition 3.7) que V& € {0,1,2,3}, # est en O(n).

Toute la difficulté réside dans le calcul de 14, c’est-a-dire du nombre de tétraédres

sans face frontiere.

3.5.4 Discussion

Avant de conclure, voici une liste des phénomenes les plus intéressants ou les plus

curieux que nous avons constatés au cours de notre étude.

Influence de la forme sur le type des tétraddres

De facon expérimentale, nous avons remarqué que le rapport t4/t; est un bon
indicateur de la forme des objets. Lorsque la forme est tres cylindrique (hélice,
tore), le rapport est proche de 4. Lorsque la forme est tres aplatie (boite), le rapport
est inférieur a 1. La valeur 1 sépare en quelque sorte les formes ayant un squelette
“plutét filiforme” des formes ayant un squelette “plutdt surfacique” (voir figures 29
et 28).

Localisation du centre des cercles circonscrits

En 2D, si un triangle est obtus en un de ses sommets a, alors le centre du cercle
circonscrit se trouve & I’extérieur du triangle et appartient au demi-plan ne contenant
pas a. En 3D, si ’angle entre deux faces d’un tétraedre est obtus, il est impossible de
localiser pour autant la position du centre de la sphére circonscrite. Ce phénomeéne

explique pourquoi en 3D, le squelette Sky a tendance & sortir de la forme.

Coupure d’une boule

En 2D, un triangle partitionne son disque circonscrit en 4 composantes connexes.
En 3D, un tétraédre partitionne sa boule circonscrite en uniquement 2 composantes
connexes. Ce phénomeéne nous a empéchés d’étendre la proposition 3.6 & Pespace
3D.
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(c) Helice

(d) Sky(Tube 1) () Sks4(Tube 2) (f) Sks(Helice)

(g) Chromo {(h) Cube

(§) Ska(Chromo) (k) Sk4(Cube) (1) Sk4(Boite)

FiG. 28 - Squelettes 3D par la méthode 4.
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Tube1 Tube2 Helice Chromo Cube Boite

FIG. 29 - Forme des objets et rapport t4/t

Coupure d’une forme

En 2D, un segment suffit pour couper un objet simplement connexe en deux. Fn
3D, un triangle‘: ne suffit pas. Ainsi, la représentation d’un objet par un ensemble de

tétracdres ne va pas permettre de le décomposer simplement en sous-parties.

3.6 Conclusion

Ce chapitre nous a permis d’approfondir les méthodes continues de squelettisation
tout en introduisant des notions indispensables pour notre propos. En particulier,
nous avons rappelé la définition des graphes de Voronoi, de Delaunay et de Gabriel.
Nous avons également défini les notions d’échantillon, d’approximation polygonale
et de forme r-réguliére.

Quatre techniques de squelettisation ont été recensées et comparées. Leur prin-
cipe général consiste & utiliser le graphe de Voronoi d*un échantillon de ’ob jet pour
approcher le squelette. Dans 1’espace 2D, nous avons trouvé une condition sous la-
quelle les deux principales méthodes deviennent équivalentes. Cette condition s’ex-
prime tres simplement en fonction du graphe de Gabriel des points frontieres et
ne dépend pas de la densité d’échantillonnage des objets. Dans I’espace 3D, nous
n’avons pas pu trouver de résultat équivalent et d’ailleurs, les méthodes continues
ne donnent généralement pas le méme résultat. Une analyse de la complexité et
quelques remarques concluent notre étude.

Dans ce chapitre, nous avons privilégié une approche par simplexes de Delaunay.
Le chapitre suivant va prendre le contre-pied de celui-ci en centrant le discours

autour des disques et sphéres de Delaunay.
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4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’étude des unions finies de spheres, que nous appelons
pour simplifier des polyboules. Le résultat clé est que le squelette d’une union de
sphéres a une structure extrémement simple, formée d’un nombre fini de polygones,
segments et points. Nous montrons également que cette structure est intimement
liée au graphe de Voronoi de points localisés sur les spheres. Ainsi, une fois de plus,
le calcul du graphe de Voronoi s’avere une étape nécessaire au calcul du squelette.

Plus généralement, nous pouvons nous demander pour quels objets il est pos-
sible de calculer de facon exacte le squelette. Si ’objet a une forme géométrique
simple, presentant des axes de symétrie évidents (rectangles, ellipses, paraboles, cy-
lindres, ...), son squelette se calcule aisément. Mais, pour des objets plus complexes,
il existe peu de résultats généraux.

Jusqu’a présent, les efforts se sont essentiellement portés sur le calcul exact du
squelette de polygones et de polyedres. En 2D, le squelette d’un polygone est formé
de portions de droites et de paraboles. Des constructions en O(nlogn) ont été pro-
posées dans le cas d’un polygone ayant n sommets [Lee82], mais également dans le
cas d’un ensemble de polygones ayant » arétes au total [Kir79, Hu91]. Elles sont fon-
dées sur le calcul préalable du graphe de Voronoi généralisé des éléments frontiéres
[Yap87, For87, Dev92a).

Des auteurs ont cherché & généraliser ces résultats 3 I'espace 3D. 1 a été montré
que le squelette d’un polyedre est formé de morceaux de quadriques [Lav92, Ber94b)].
En théorie, il est donc possible de prévoir la forme du squelette. En pratique, sa
construction s’avére un probléme délicat qui n’a pas encore été résolu. ‘

Dans ce chapitre, nous étudions le squelette d*une union finie de sphéres. Notre
propos est double. D’une part, nous résolvons le probleéme du calcul exact du sque-
lette pour une nouvelle classe d’objets, les polyboules. D’autre part, nous tirons parti
de ce résultat pour approcher le squelette d’un objet quelconque.

Le plan du chapitre est le suivant. Dans la section 4.2, nous justifions par quelques
exemples I'utilisation de représentations sphériques. Puis, des résultats trés généraux
sur les polyboules sont donnés dans la section 4.3. Le coeur du chapitre est la partie
4.3.3, ot la structure des squelettes est décrite 3 travers deux propositions, 1'une
en 2D, I'autre en 3D. Finalement, dans la section 4.4, un algorithme de calcul du

squelette est proposé. Le chapitre se termine par la présentation d’une nouvelle
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méthode continue de squelettisation utilisant les polyboules.

4.2 Généralités sur les représentations sphériques

Les représentations sphériques sont utilisées dans de nombreux domaines. A titre

d’exemples, nous pouvons citer (la liste n’est pas exhaustive):
e la chimie et la biologie structurale,
¢ la robotique,
¢ la synthese d’images.

En chimie et biologie, une molécule est fréquemment décrite par une union de
sphéres [San92, Hal94]. Dans ce modele, chaque atome est représenté par une boule
dont la taille est déterminée par son rayon de van der Waals (voir figure 30). Lorsque
deux boules s’intersectent, les atomes correspondants forment une liaison covalente.
Malgré sa grande simplicité, une telle représentation volumique permet de com-
prendre et de prévoir la fonction d’une molécule a partir de sa structure. Il est
alors crucial d’avoir des algorithmes efficaces pour manipuler les unions de spheres
(affichage [Hal94], calcul de surfaces moléculaires [San92], volume [Ede93], intersec-

tions, ...).

FiG. 30 - Portion d’ADN comportant 757 atomes (extrait de [Hal94]).

En robotique, un moyen pour accélérer la planification de trajectoire consiste a

inclure chaque objet dans une forme géométrique simple. Dans [Hop83], les auteurs
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utilisent des sphéres pour représenter grossiérement les différentes parties mobiles
d’un robot et les obstacles qui l'entourent. Dans ce modele, la recherche de col-
lisions éventuelles entre objets revient & détecter ’existence d’intersections entre
spheres. Or, ce probleme peut étre résolu efficacement en O(nlog®n) en 3D, avec
une complexité identique & celle obtenue pour détecter des intersections entre bojtes
englobantes [Hop83].

En synthese d’images par lancer de rayons, les sphéres ont été parmi les premiers
objets étudiés car leurs intersections avec un rayon se calculent trés simplement
[Gla91]. Derniérement, Gascuel a proposé d’utiliser une collection de sphéres pour
définir implicitement la surface d’objets déformables [Gas93)]. Une fonction potentiel
est calculée en chaque point de espace et résulte de la somme des potentiels attachés
a chaque sph‘ere:. La frontiere se définit alors comme I’isopotentielle de valeur 1. Cette
technique offre un moyen simple d’améliorer I’aspect visuel d*une union de spheres,
la frontiere obtenue étant une surface lisse. Elle permet également de fournir aux
graphistes un outil pratique pour concevoir des objets.

Ces quelques exemples, provenant de domaines trés divers, montrent ’intérét
des représentations sphériques. Un certain nombre de problemes, relatifs 3 la géo-
métrie algorithmique, se posent alors: calcul du volume d’une union de sphéres
[Avi88, Ede93], construction explicite de la fronticre [Aur88], étude de structures
duales [Dev92b, Ede93], détection d’intersections [Hop83, Aur88], calcul de I’enve-
loppe convexe [Boi92a], etc.

Dans ce chapitre, nous donnons une raison supplémentaire de privilégier les repré-

sentations sphériques : le squelette d’une union de boules est parfaitement déterminé.

4.3 Squelette des polyboules

Notre but dans cette section est de décrire, d’un point de vue purement théorique,
le squelette d’une union de sphéres. Les aspects pratiques seront discutés dans la
section suivante. La description du squelette passe par I'utilisation d’un vocabulaire

spécifique et nécessite d’introduire quatre notions qui sont :

e les boules génératrices,
o les boules génératrices déconnectées,

e les boules génératrices quasi-déconnectées,
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e les points singuliers.

La section commence par une description succincte des unions de sphéres et

débouche sur la notion d’écriture minimale.

4.3.1 Structure des polyboules

Par la suite, une polyboule désigne n’importe quelle union finie de boules et se

définit dans un espace de dimension quelconque.

Définition 4.1 (Polyboule) Une polyboule de RY est une union finie de boules

fermées de RY.

Remarquons qu’une polyboule peut avoir une forme treés générale. Elle peut étre

formée de plusieurs composantes connexes, avoir des trous et des cavités (voir figure

31).

F1G. 31 - Les amas de bulles sont des ezemples de polyboules naturelles (extrait de

[Hil91]).

La notion de polyboule est introduite par souci de concision. Le terme polyboule
a été inspiré d’une analogie avec les polytopes [Ber78]. En effet, un polytope est une
intersection finie de demi-espaces fermés d’intérieur non vide. Ainsi, tout polytope

P s’écrit sous la forme:

k
P = ﬂ H;, ou H; désigne un demi-espace fermé.

=1
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De facon trés semblable, une polyboule Y sécrit :

k
Y = U B;, ol B; désigne une boule fermée.

=1

L’analogie avec les polytopes ne s’arréte pas la. En effet, un polytope a une
structure bien particuliere. Sa frontiére se décompose en faces, arétes et sommets
[Ber78]. Nous allons établir un résultat analogue pour les polyboules.

Dans un premier temps, il est important de réaliser que ’écriture d’une polyboule
n’est pas forcément minimale. Ainsi, si une polyboule s’écrit Y = UL, B, certaines

boules peuvent étre superfétatoires (voir figure 32).

(a) (b)

Fi1G. 32 - (a) Ecriture non minimale. (b) Ecriture minimale.

Définition 4.2 (Ecriture minimale) SoitY une polyboule. On dit queY = UL B;
est une écriture minimale si Y ne peut pas s’écrire avec un nombre strictement in-

férieur ¢ k de boules.

Proposition 4.1 (Faces des polyboules) Soit Y une polyboule et supposons que

Y = UL B; soit une écriture minimale. Alors :
1. & Uordre prés, les B; sont bien déterminés ;

2. s1 I; désigne 9Y N OB;, F; est non vide et est appelée face de Y (ou aréte en
2D);

3. 9Y = UL, F;
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Démonstration. Nous allons commencer par établir le point 2 de la proposition.
Soit 7 fixé et ¥; = U;z; B;. Comme ’écriture est minimale, il existe z € 9B; tel que
z €Y. Doncz € F; #0.

Le point 3 s’obtient immédiatement par un jeu de réécriture: 8Y = UL, (8Y N
0B;)

Pour établir le point 1, on commence par remarquer que si B; est une boule de
rayon nul, alors F; est un point isolé de Y. Sinon, F; est un morceau de sphére
d’intérieur non vide (éventuellement formé de plusieurs composantes connexes). Fi-
nalement, comme les B; sont distinctes, on en déduit que les F; sont également
distinctes. Le point 3 montre alors que les F; (et par conséquent les B;) sont bien
déterminés par Y a partir de sa frontiére. Plus précisément, un arc de cercle frontiére
induit ’existence d'une boule dans ’écriture minimale. De méme, un point frontiére

isolé induit ’existence d’une boule de rayon nul dans I’écriture minimale. m

La proposition 4.1 montre comment la frontiére d’une polyboule se décompose
en faces. Néanmoins, contrairement aux faces d’un polytope qui sont toujours des
polygones convexes en 3D et des segments en 2D, les faces d’une polyboule peuvent
prendre des formes tres diverses. Par exemple, en 2D, elles peuvent avoir un nombre
quelconque d’extrémités: 0, 1, 2 ou plus. Elles peuvent également étre déconnectées

(voir figure 33).

QO@O@C.;@

(2) (b) ()

F1G. 33 - Face d’une polyboule. (a) 0 sommet. (b) 1 sommet. (c) 2 sommets. (d) 3
sommets. (e) 4 sommets.

4.3.2 Boules génératrices et points singuliers

Dans une écriture minimale, les boules participant & 'union sont parfaitement

déterminées. Par la suite, ces boules sont appelées boules génératrices.
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Définition 4.3 (Boules génératrices) B est une boule génératrice d’une poly-

boule Y si et seulement si B fait partie de I’écriture minimale de Y.

Avant de poursuivre, une remarque préliminaire sur les boules génératrices s’im-

pose:

Proposition 4.2 Soit Y une polyboule. Toute boule génératrice de Y est une boule

mazimale.

Démonstration. Soit B;, une boule génératrice quelconque de Y et B, une boule
telle que B; C B C Y. Montrons qu’alors B; = B. Comme B; fait partie de ’écriture
minimale, il existe = € 9B; et € € R tels que YNB(z, ¢) = B;NB(z,€). Autrement dit,
dans un Voisina:ge autour de z, Y est égal & B;. Comme, d’aprés hypothése, BC Y,
on en déduit immédiatement que B C B;. Or, nous avons également B; C B, ce qui

permet de conclure la démonstration. m

Une conséquence immédiate de la proposition 4.2 est que le squelette cherché
passe forcément par le centre des boules génératrices.
Pour parvenir & une description plus fine du squelette, nous distinguons deux

types de boules génératrices (voir figures 34 et 36).

Définition 4.4 (Boule génératrice déconnectée) Une boule génératrice B; est

dite déconnectée si elle n’intersecte aucune autre boule génératrice :
Vi#i, BBNB; =0

Définition 4.5 (Boules génératrices quasi-déconnectées) Les boules généra-
trices B; et B; sont dites quasi-déconnectées si leur intersection est non vide et

n’intersecte aucune autre boule génératrice :
B,;ﬂBj#@ et Vk #1 et k # 7, Bz’ﬂBjﬂBk‘-—‘@

Les sommets des faces des polyboules sont appelés, par la suite, des points singu-
liers. Cette terminologie permet d’éviter la confusion avec les sommets de Voronoi
d’une part et les sommets des approximations polygonales d’autre part. En 2D,
les points singuliers sont des points de la frontitre & I'intersection d’au moins deux

disques générateurs (voir figure 34). En 3D, ce sont des points de la frontiére se
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trouvant sur au moins trois spheres génératrices (voir figure 36). Ces points sont

caractérisés comme suit :

Définition 4.6 (Points singuliers) Soit Y C R, une polyboule. Le point p est
un point singulier de Y si et seulement si il eziste N boules génératrices B;,,...,B;,
telles que p € Y N By, ... N By,

Le nombre de points singuliers, ainsi que le nombre de faces, sont en O(k) en 2D
et en O(k?) en 3D [Aur88]. Dans [Ked86], les auteurs soulignent que ces bornes sont

atteintes, méme dans le cas particulier oui toutes les boules ont méme rayon.

points singuliers N\

boule déconnectée __.>©
-a—— boules quasi-déconnectées

FiG. 34 - Vocabulaire.

4.3.3 Squelette

Afin de simplifier notre étude et pour éviter de rendre les démonstrafions trop fas-
tidieuses, nous allons supposer, & partir de maintenant, qu’il n’existe pas deux boules
génératrices tangentes. Cette hypotheése n’est pas trés restrictive. Elle correspond, en
quelque sorte, a I'hypothése faite dans le chapitre précédent sur les approximations

polygonales et qui supposait que les polygones frontiéres étaient simples.

Hypothése 4.1 Nous supposons qu’il n’existe pas deur boules génératrices tan-

gentes.

Nous avons maintenant les outils nécessaires pour décrire le squelette d’une po-

lyboule en 2D comme en 3D.
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Proposition 4.3 (Structure du squelette 2D) Soit Y C R?, une polyboule. Le
squelette de Y est formé (voir figure 35) :

e des centres des disques déconnectés,

¢ d’un sous-graphe du graphe de Voronoi des points singuliers. Ce sous-graphe
est formé des points m € Y pour lesquels il existe un point singulier p tel que

d(m, p) = d(m,dY).

2 %

(a) (b)

O

F1G. 35 - Structure du squelette 2D. (a) Graphe de Voronoi des points singuliers.
(b) Squelette.

Démonstration. Soit m un point du squelette et B la boule maximale centrée en
m. Comme B est maximale, B a au moins deux points de contact avec la frontiere
de Y.

Supposons, dans un premier temps, que tous les points de contact de B avec la
frontiere de Y sont des points singuliers. B passe par au moins deux points singuliers
et son intérieur n’en contient aucun. Par conséquent, m se trouve sur le graphe de
Voronoi des points singuliers. Remarquons que si B passe par exactement 2 points
singuliers, m appartient & une aréte du graphe de Voronoi. Si B passe par plus de 3
points singuliers, m est un sommet du graphe de Voronoi.

Supposons maintenant que ’un des points de contact de B avec la frontiere de Y
n’est pas un point singulier mais se trouve sur la frontiere de la boule génératrice B;.
Notons z ce point de contact. Nous allons montrer que B; = B. D’aprés I’hypothése

4.1, un point non singulier se trouve forcément sur une unique boule génératrice.
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Par conséquent, il existe € tel que Y N B(z,¢) = B; N B(z, ¢). Autrement dit, dans
un voisinage autour de z, Y est égal & B;. Comme d’aprés hypothése, B C Y, on
en déduit immédiatement que B C B;. Or, B est une boule maximale telle que
B C B; C Y. Par conséquent, B = B;. Ainsi, en utilisant de nouveau ’hypotheése
4.1, deux cas sont a distinguer pour le point m. Soit B; est déconnectée, auquel
cas m est bien le centre d’une boule déconnectée, soit B; touche au moins deux
points singuliers et par conséquent m se trouve sur le graphe de Voronoi des points
singuliers.

Rééiproquement, le centre d’une boule déconnectée est, de facon immeédiate, un
point du squelette.

Soit m, un point du graphe de Voronoi des points singuliers tel que m € Y et pour
lequel il existe un point singulier p vérifiant d(m,dY) = d(m, p). Notons B la boule
centrée en m et passant par p. On a B C Y. Donc, 'intérieur de B ne contient pas
de points singuliers et, par conséquent, p est I'un des plus proches points singuliers
de m. Notons ¢ un autre point singulier tel que d(m,p) = d(m,q). B C Y et B
touche la frontiere de Y en les points p et g. Donc B est une boule maximale et m

un point du squelette. =
La proposition 4.3 se généralise aisément a 1’espace 3D.

boule déconnectée points singuliers

boules quasi-déconnectées

FiG. 36 - Polyboules 3D et squelettes correspondants.
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Proposition 4.4 (Structure du squelette 3D) Soit Y C R3, une polyboule. Le
squelette de Y est formé (voir figure 36) :

e des centres des sphéres déconnectées,
o des segments de droite joignant les centres des sphéres quasi-déconnectées,

e d’un sous-graphe du graphe de Voronoi des points singuliers. Ce sous-graphe
est formé des points m € Y pour lesquels il existe un point singulier p tel que
d(m,p) = d(m, dY).

De’monstmtz’on% Soit m un point du squelette et B la boule maximale centrée en
m. B étant maximale, B a au moins deux points de contact avec la frontiere de Y.

Supposons, dans un premier temps, que tous les points de contact de B avec la
frontiére de ¥ sont des points singuliers. Comme dans le cas 2D, B passe alors par
au moins deux points singuliers et son intérieur n’en contient aucun. Par conséquent,
m se trouve sur le graphe de Voronoi des points singuliers. Remarquons que si B
passe par exactement 2 points singuliers, m appartient & un polygone de Voronoi,
si B passe par exactement 3 points singuliers, m appartient & une aréte du graphe
de Voronoi. Dans les autres cas, m est un sommet du graphe de Voronoi.

Supposons maintenant que I’un des points de contact ne soit pas un point singulier
mais se trouve sur l’intersection C;; de deux boules B; et B;. Comme B; et B; ne sont
pas tangentes (hypothese 4.1), le cercle C; n’est pas réduit 3 un point. B prend alors
appui sur la totalité du cercle C;; et m se trouve sur le segment de droite joignant
les centres des boules B; et B;.

Supposons finalement que ’un des points de contact de B avec la frontiere de
Y se trouve sur la frontiére de la boule génératrice B;. En utilisant exactement le
méme raisonnement que dans le cas 2D, il est possible de montrer B; = B. Ainsi,
m est le centre d’une boule génératrice. Il s’ensuit que m peut étre le centre d’une
boule déconnectée, quasi-déconnectée ou se trouver sur le graphe de Voronoi des
points singuliers.

Réciproquement, le segment de droite joignant deux boules quasi-déconnectées
fait partie du squelette. Le reste de la réciproque se démontre exactement de la

meéme facon que dans le cas 2D. =m
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4.3.4 Exosquelette

En analyse d’images, le squelette du complémentaire d’un objet est encore appelé
I’ezosquelette. Un ennui des polyboules est que ’exosquelette a une forme nettement
plus complexe que le squelette. Intuitivement, cela provient du fait que l'intérieur et
I'extérieur d’une polyboule n’ont pas un réle symétrique, contrairement aux poly-
gones et polyédres. Néanmoins, nous allons voir que 'exosquelette d’une polyboule

est directement lié 2 la notion de diagramme a poids additifs.

F1G. 37 - Diagramme ¢ poids additifs (extrait de [Sha85]).

Le diagramme a poids additifs constitue une extension du diagramme de Voro-
noi [Sha85, Boi95]. Dans un diagramme a poids additifs, les germes ne sont plus
un ensemble de points mais un ensemble de boules B = {Bi,...,B:}, que l'on
peut également interpréter comme un ensemble de points pondérés. La distance aux
boules se mesure alors avec la distance additive d;. Si B représente une boule de

centre m et de rayon r et z un point quelconque, on a:
di(z,B) =d(z,m)—r

La distance additive est une quantité positive a l’extérieur de la boule, nulle sur

la frontiére et négative a l'intérieur. Le diagramme & poids additifs de B est une
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partition de ’espace en cellules définies comme suit :

V(B,B) = {m e RY, di(m,B) < d(m, B), VB' € B}

La frontiére des cellules est formée de morceaux d’hyperboles. Remarquons que si les
boules de B ont méme rayon, le diagramme 3 poids additifs coincide avec le graphe
de Voronoi.

De facon immédiate, nous avons la proposition suivante:

Proposition 4.5 Soit Y une polyboule et supposons que Y = UL, B; soit une écri-
ture minimale. L’ezosquelette de Y est Uintersection du diagramme a poids additifs

des boules B; avec le complémentaire de Y.

Démonstration.  La preuve est immédiate. Il suffit de constater que la distance
additive d’un point & une boule n’est autre que la distance de ce point & la boule:
dy(m,B) =d(m,0B), lorsque que m ¢ B. n

Le calcul de I'exosquelette se raméne donc au calcul d’un diagramme & poids
additifs. Ce dernier a une complexité en O(kW/2+1) et peut étre calculé en temps
O(k¥/2+1) | ot k désigne le nombre de germes et N la dimension de Pespace. Dans
[Boi95], les auteurs montrent comment le calcul d’un diagramme 2 poids additifs
dans un espace de dimension N peut étre ramené au calcul d’une enveloppe convexe
dans un espace de dimension N + 2.

Nous ne nous attarderons pas plus longtemps sur ’exosquelette d’une polyboule.

Par la suite, nous nous focaliserons uniquement sur le calcul du squelette.

4.4 Construction

Dans cette section, un algorithme de calcul du squelette est décrit puis analysé
dans le cas général (section 4.4.2) et dans un cas particulier (section 4.4.3).

Une nouvelle méthode continue de squelettisation est simultanément proposée.

4.4.1 Algorithme

Pour calculer le squelette, nous n’allons pas utiliser telles quelles les propositions

4.3 et 4.4. En effet, le graphe de Voronoi des points singuliers est difficile & exploiter
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pour deux raisons. D’une part, il ne contient pas la totalité du squelette. D’autre
part, les éléments du squelette qu’il contient ne coincident pas forcément avec ses
propres éléments. L’extraction du squelette nécessite alors une phase de découpage
des éléments de Voronoi, manipulation qui peut étre évitée comme nous allons le
voir maintenant.

L’idée clé consiste & rajouter de facon artificielle des points sur les faces des
polyboules de telle sorte que le graphe de Voronoi des points singuliers Ej et des
points ajoutés E; contienne entiérement le squelette (voir figure 38).

Le bien fondé de cette démarche est justifié par les propositions 4.6 et 4.7.

® points singuliers

© points ajoutés

squelette

©)

() (b)

FIG. 38 - (a) Graphe de Voronoi des points singuliers. (b) Graphe de Voronot des
points singuliers et des points ajoutés.

Proposition 4.6 (Construction du squelette 2D) SoitY C RY, une polyboule.
Soit Eg, ’ensemble des points singuliers de Y. Soit Ey ’ensemble obtenu en choisis-
sant arbitrairement 3—t points distincts sur lintérieur de chaque face de Y possédant
t < 3 points singuliers.

Le squelette de Y est un sous-graphe du graphe de Voronoi de Eo U E,. Ce sous-
graphe est formé des points m € Y pour lesquels il existe un point singulier p tel que

d(m, p) = d(m, dY).
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Proposition 4.7 (Construction du squelette 3D) SoitY C RY, une polyboule.
Soit Ey, l’ensemble des points singuliers de Y. Soit E; l’ensemble obtenu en choi-

sissant arbitrairement et dans cet ordre

® 3-t points distincts sur lintérieur des arétes frontiéres B;NB;NOY # () passant

part < 3 points singuliers,

® 4-t points distincts sur intérieur des faces Jrontiéres B;N QY # () passant par

t < 4 points singuliers ou ajoutés.

Le squelette de Y est un sous-graphe du graphe de Voronoi de Ey U E;. Ce sous-
graphe est formé des pointsm € Y pour lesquels il existe un point singulier p tel que
d(m,p) = d(m,)3Y).

Les démonstrations ne sont pas données car analogues aux démonstrations des
propositions 4.3 et 4.4. Un algorithme de calcul du squelette se déduit immédiate-
ment des propositions 4.6 et 4.7. Etant donné une polyboule Y, il comporte les trois

étapes suivantes:

1. construction de la frontiére du polyboule Y ainsi que des ensembles E, et E;

conformément aux propositions 4.6 et 4.7;
2. calcul du graphe de Voronoi de E, U Ey;
3. extraction du sous-graphe formant le squelette.

La complexité de cet algorithme est discutée dans les parties suivantes.

4.4.2 Cas général

Dans le cas général, Y est définie par un ensemble de boules connues par leurs

centres et leurs rayons.

Etape 1

La premieére étape consiste & calculer de fagon explicite la frontiere d’une union de
k boules. Ce probleme a été résolu en O(klogk) pour N = 2 et en O(k?*) pour N = 3
[Ima85, Aur88]. Parmi les méthodes proposées, la plus générale consiste 3 calculer
au préalable le diagramme de puissance. Il est également possible de ramener ce

calcul a celui d’une enveloppe convexe dans un espace de dimension N + 1 [Boi95].
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Etape 2

Soit n, le nombre de points de Eo U F;. La deuxiéme étape consiste a calculer le
graphe de Voronoi de ces n points. Ce calcul s’effectue en O(nlog n) pour N = 2 et
en O(n?) pour N = 3. Ainsi, 'étape 1 cumulée avec I’étape 2 est en O(k log k) pour
N =2 et en O(k*) pour N = 3. Dés & présent, une conclusion s’impose: le calcul

du squelette dans le cas général est relativement complexe.

Etape 3

Un simple parcours du graphe de Voronoi en O(n) permet d’extraire le squelette.

Pour conclure, la construction du squelette d’une polyboule Y définie par & boules
a une complexité en temps de O(klog k) en 2D et de O(k*) en 3D. L’étude d’un cas
particulier va permettre de réduire la complexité du cas général en s’affranchissant

de ’étape 1, trés couteuse en temps.

4.4.3 Cas particulier

Notre but maintenant est d’utiliser 'outil “polyboule” pour approcher n’importe
quelle forme continue ainsi que son squelette. Ce faisant, nous proposons une nouvelle
méthode continue de squelettisation, qui coincide avec la méthode 2 du chapitre 3.
Néanmoins, I’avantage de cette nouvelle formulation est une interprétation intuitive
et immédiate du squelette approché.

Pour parvenir a ce but, nous allons nous placer dans un cas particuliéer de construc-
tion du squelette d’une polyboule. En effet, au lieu de définir Y par une collection
quelconque de boules, Y est définie & partir d’un échantillon de sa frontiere. Cette
hypothése sur les données n’est pas innocente et permet de simplifier considérable-
ment la construction du squelette.

Soit X une forme continue et X,, une approximation polygonale de densité w.
Dans un premier temps, nous allons approcher X par une polyboule Y,,. Pour cela,
le graphe de Voronoi des sommets de X,, est calculé. Notons B,(s,r), la boule de
Delaunay associée au sommet s. La polyboule Y,, est définie comme la réunion des

boules de Delaunay dont le centre appartient a X :

Y, = U By(v,r)

s€X, s sommet de Vor(Ey)



76 CHAPITRE 4. SQUELETTE EXACT DES POLYBOULES

Sans hypothése particuliére, il n’y aucune raison pour que Y, converge vers X

lorsque w — co. Dans le cas le plus général, nous avons juste le résultat suivant :
Proposition 4.8 lim,_. Y, C X.

Démonstration. Soit s un sommet de Voronoi inclus dans X et B(s,r) la boule de
Delaunay de centre s. Si r < w1, pour tout point y de B(s,r), on a d(y, X)<w™
Sirzw™, alors B(z,r — w™!) C X et de méme d(y, X) < w™!. Dans tous les cas
de figure:
-1
max dy, X) < w

Puisque X et Y, sont tous les deux fermés, on en déduit le résultat. ]

Néanmoins, si la frontiére de X est une surface topologique de classe C3 au
moins, il a été montré que les boules de Delaunay tendent vers les boules maximales
et que réciproquement toute boule maximale est atteinte par une suite de boules de

Delaunay [Sch89]. Par conséquent :
limY, =X
W—O0

Une facon naturelle d’approcher le squelette de X est alors de considérer le squelette

exact de Y, (voir figure 39):
Sks(Xy) = Sk(Y,,)

Les hypothéses de régularité sur X rappelées plus haut permettent d’assurer Ia

convergence de la méthode [Sch89]:
Jim Sk(Y,,) = Sk(X)

Nous pouvons maintenant analyser la construction du squelette. Remarquons
que la polyboule Y et son squelette sont calculés simultanément. En effet, & partir
du moment ol les boules de Delaunay faisant partie de Y, sont sélectionnées, le

squelette est complétement déterminé.

Etape 1
L’étape 1 est réduite & néant puisque les sommets de 'approximation polygonale

Xy fournissent directement I’ensemble Eq U E,.
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(a) 25 points (b) 75 points (c) 250 points

FiG. 39 - Polyboules approchant une forme et squelettes correspondants.

Etape 2

L’étape 2 reste inchangée.

Etape 3

Pour extraire le squelette du graphe de Voronoi des points Eo U E;, il suffit
d’attribuer & chaque sommet de Voronoi une étiquette indiquant s’il est inclus ou
non dans le squelette. Le squelette est alors formé des éléments de Voronoi prenant
appui uniquement sur des sommets intérieurs. Un algorithme pour déterminer le

type des sommets de Voronoi se réduit aux quelques lignes suivantes:

CALCUL DU TYPE DES SOMMETS

Pour tous les sommets s de G
Si s appartient & X
typels] <-- intérieur ;
Sinon
typels] <-- extérieur ;

Pour établir la complexité de 1’étape 3, nous allons supposer qu'’il est possible
de déterminer en temps constant si un point s appartient & X ou non. Si I'objet
est connu sous une forme implicite ou encore s’il a été binarisé, cette hypothese est
vérifiée. Le temps de calcul est alors en O(v), ou v désigne le nombre de sommets

de Voronol.

Finalement, le calcul du squelette d’une polyboule déterminée par n points fron-

tires s’effectue en O(nlogn) en 2D et en O(n?) en 3D.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié les unions finies de spheéres, que nous avons
appelées des polyboules. Afin de pouvoir les décrire aisément, nous avons introduit
un vocabulaire spécial. Nous avons appelé boules génératrices, les boules participant
a I’écriture minimale et points singuliers, les sommets des faces fronticres.

Nous avons montré & travers les propositions 4.3 et 4.4 que le squelette d’une
polyboule est formé de segments de droite en 2D et de polygones en 3D. Il posséde
une structure extrémement simple et se calcule & partir du graphe de Voronoi des
points singuliers. Sa complexité est en O(nlogn) en 2D et O(n*) en 3D.

Enfin, nous avons utilisé ce résultat pour reformuler les méthodes continues de
squelettisation. Le squelette approché s’interpréte alors comme le squelette exact
d’une polyboule.

Dans ce chapitre, nous avons privilégié une approche par boules de Delaunay.
Dans le chapitre suivant, nous allons encore une fois utiliser les boules de Delaunay

dans le but de résoudre un nouveau probléme.



Chapitre 5

Interpolation d’un ensemble de

points

79



80 CHAPITRE 5. INTERPOLATION D’UN ENSEMBLE DE POINTS
5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons le probléme de | “interpolation d’un ensemble de
points par une surface affine par morceaux. Etant donné un nuage de points répartis
sur une surface S, il s’agit de trianguler ces points de fagon 3 approcher au mieux S.
Les points sont connus uniquement par leurs coordonnées et forment un ensemble
sans aucune structure.

Ces points peuvent provenir de mesures directes sur la surface d’un objet avec
un palpeur 3D (systéme Optotrak) ou par balayage laser. Mais, ils peuvent égale-
ment étre obtenu par un traitement préliminaire comme la segmentation d’un vo-
lume d’images scanner ou encore la recherche de points homologues dans une paire
d’images stéréd%copiques. Les champs d’application sont nombreux. Ils concernent
le domaine médical avec la constitution d’atlas informatiques, la géographie avec la
création de modéles numériques de terrains, la conception assistée par ordinateur
avec le design de surfaces.

La donnée d’un ensemble de points mesurés sur une surface constitue une in-
formation assez pauvre. Mais, si de plus un maillage de la surface est connu, les
opérations suivantes deviennent alors possibles et montrent P'importance du pro-

bleme d’interpolation :

o étude de la géométrie (calcul de parameétres comme le volume, la surface, les

directions principales,...) ;
¢ modélisation physique (gestion des déformations et des contacts) ;

e interpolation par des fonctions lisses (chaque facette du maillage est interpolée

par des polynémes de degré plus ou moins élevé);

e rendu (P’aspect de la surface peut encore étre amélioré grace 3 du lissage de

Gouraud ou grace & une interpolation par des fonctions lisses).

Le plan du chapitre est le suivant. Dans la section 5.2, nous faisons un tour d’hori-
zon des méthodes d’interpolation. Aprés avoir mis en exergue leurs avantages et leurs
inconvénients, nous présentons dans la section 5.3 une nouvelle approche, fondée sur
le calcul du graphe de Delaunay. Des résultats théoriques et expérimentaux valident

notre travail. La section 5.3.4 récapitule les avantages de notre méthode, spécifiques
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a lutilisation du graphe de Delaunay. Finalement, nous présentons quelques pers-

pectives dans la section 5.4 avant de conclure section 5.5.

5.2 Etat de Part

Une fagon d’énoncer le probléme de linterpolation étudié dans ce chapitre est la
suivante: soit {p;}~,, un ensemble fini de n points répartis sur une surface S. La
surface .S est inconnue. A partir de la seule donnée de I’ensemble {p;}2,, il s’agit
de trouver une triangulation “naturelle” de la surface S, dont les sommets sont
les points p;. Autrement dit, il s’agit de munir ’ensemble {p;}”, d’une structure
topologique induite par la surface S. Un autre point de vue plus géométrique consiste
a définir le résultat de I'interpolation comme la surface affine par morceaux qui
approche “au mieux” la surface S. Dans tous les cas de figures, le probleme de
Pinterpolation demeure délicat a formaliser. Nous reviendrons plus en détail sur son
énoncé dans la section 5.3.1 o une formulation précise et originale sera proposée.

Pour résoudre le probléme de !'interpolation, de nombreuses méthodes existent
que nous allons classer selon deux critéres différents. Dans un premier temps, nous
allons les étudier au regard des hypothéses faites sur les données ou le résultat
(section 5.2.1). Puis, les méthodes seront répertoriées selon les outils qu’elles utilisent

(section 5.2.2).

5.2.1 Hypothéses simplificatrices

Les hypotheses simplificatrices envisagées pour résoudre le probléme d’interpola--
tion portent soit sur ’espace de travail, soit sur les données initiales {p;},, soit sur
la surface recherchée. Nous nous proposons de passer en revue ces hypothéses et de

voir quelles sont leurs conséquences sur les méthodes d’interpolation.

Espace de travail

Le probleme a été étudié en 2D comme en 3D. Dans sa version 2D, les points
p; sont supposés se trouver sur des portions de courbes qu’il faut approcher “au
mieux” par des segments de droites. L’étude du cas 2D permet d’appréhender plus

facilement le cas 3.D.
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Informations supplémentaires sur les données

Des informations supplémentaires sont parfois disponibles et influencent forte-
ment les stratégies d’interpolation, comme par exemple la connaissance de la nor-

male en chaque point p; [Boi82].

Reconstruction & partir de coupes

Un autre cas trés étudié est celui ol les données sont disposées selon des sec-
tions planes et paralléles. En effet, de nombreux systemes d’acquisition fournissent
une information de ce type. C'est le cas du microscope confocal & balayage laser,
qui réalise des éoupes optiques de spécimens transparents ou fluorescents. (Vest le
cas également de techniques d’imagerie médicales comme la tomodensitométrie ou
I'imagerie par résonance magnétique nucléaire (IRM).

Pour reconstruire des objets 3D & partir de coupes paralleles, il est possible soit de
déterminer une triangulation entre deux coupes successives [Boi88, Sch90, Boi92b],

soit d’inférer une série de coupes intermédiaires [Rol91, Mon93, Oli95].

A partir de maintenant, nous allons supposer que les seules données dont on
dispose sont les coordonnées (z;, y;, 2;) des points p;. Selon le type de surface cherchée

S, différentes stratégies d’interpolation ont vu le jour.

Genre des surfaces

Théoriquement, la surface S cherchée est quelconque. Elle peut étre formée de
plusieurs composantes connexes et avoir n’importe quel genre. Néanmoins, dans la
pratique, il est trés courant de supposer S connexe. Des hypothéses supplémentaires
permettent de se restreindre 3 la recherche d’une surface 3 bord (ouverte) ou sans
bord (fermée) ou d’une surface ayant le type d’homotopie d’une sphére.

Si la surface posséde un bord, les méthodes seront plutét du type surfacique,
et vont procéder par une triangulation des points p;. Si la surface est fermée, les
méthodes seront plutét du type volumique, et vont passer par une tétraédrisation

de 'espace.
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Surface radiale

Des méthodes particuliéres ont été développées dans le cas ou la surface S cherchée
est radiale, c’est-a-dire du type z = f(z,y). Elles consistent & projeter les points
p; = (¢i,Y:,2:) dans le plan z = 0, & trianguler les points (z;,y;), puis a surélever
la triangulation plane en tenant compte de l'altitude z; des points. Deux points
de vue sont alors possibles: trianguler les points (z;,y;) sans tenir compte de leur
altitude z; ou au contraire, considérer des triangulations dépendantes des données.
Derniérement, Rippa a établi un résultat en faveur de la premiere approche. Il a
montré que la triangulation de Delaunay des points (z;,y;) minimise un critére de
rugosité sur 'ensemble des triangulations possibles des points p; [Rip90]. Néanmoins,
la triangulation de Delaunay ne fournit pas toujours les meilleurs résultats, surtout
dans le cas d’une fonction f possédant une direction privilégiée [Dyn90].

En 2D, le probleme revient a déterminer une fonction f du type y = f(z), affine
par morceaux et interpolant les points p; = (z4,y;). L’unique facon de résoudre
ce probléme consiste a ordonner les points selon leurs abscisses puis a relier deux
points par un segment de droite s’ils se succédent. Ainsi, en 2D, linterpolation
d’un ensemble de points se rameéne & un probléme de tri, ce qui s’effectue de facon

optimale en O(nlogn).

Surface visible d’un point

Le fait de considérer uniquement des surfaces radiales est tres restrictif. En parti-
culier, les surfaces fermées comme les patatoides ne rentrent pas dans cette catégorie.
Pour contourner ce probléme, Choi et al. considérent les surfaces S dont tous les
points sont visibles depuis un point ¢ [Cho88]. La famille de surfaces possédant cette
propriété comprend les spheéres, les ellipsoides, les plans et méme les surfaces radiales
(le point ¢ se trouve alors localisé & l'infini).

La méthode proposée par Choi et al. repose sur un schéma en trois étapes. Les
points p; sont projetés sur une sphere de centre ¢, triangulés, puis ramené dans leur
position initiale. Le principal inconvénient est la nécessité de connaitre a priorile
point c.

Dans [Rou94], Roux s’affranchit de cette hypothése et propose une méthode en-
core plus générale fondée sur le méme principe. La surface est approchée localement

par une spheére sur laquelle une partie des points p; est projetée, triangulée puis
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remise dans sa position initiale. La sphere tangente est préférée au plan tangent car

I'opération de projection concerne un plus grand nombre de points.

5.2.2 Graphes de voisinage

Remarquons avant de poursuivre que le probléme d’interpolation énoncé au début
du chapitre revient & déterminer pour chaque point p; ’ensemble le plus “naturel”
de ses voisins. Il s’agit donc de déterminer un graphe ayant pour sommets les points
pi et constituant un maillage de la surface S. Pour déterminer ce graphe, la trés
grande majorité des méthodes partent d’un graphe de voisinage connu (graphe des
k plus proches voisins, graphe de Delaunay,... ) pour lequel un algorithme de calcul
efficace existe. Le probleme consiste alors & sélectionner un sous-graphe pertinent
de ce graphe de voisinage.

Nous proposons maintenant une autre fagon de classer les méthodes d’interpola-

tion selon le graphe de voisinage qu’elles utilisent.

Graphe des k£ plus proches voisins

Il semble naturel & premiére vue d’utiliser le graphe des k& plus proches voisins
pour interpoler un ensemble de points, d’autant que la recherche des & plus proches
voisins d’un point donné s’effectue efficacement en O(log n + k) avec un pré-calcul
en O(k*nlogn) en 2D [Pre88, Mur90, Dic92].

Dans [Boi84], Boissonnat utilise le graphe des k plus proches voisins pour faire
croitre une surface triangulée jusqu’a ce qu’elle contienne I’ensemble des points p;.
Le processus est initialisé 3 partir d’un segment joignant un point py & son plus
proche voisin. Puis, le bord de la surface courante est propagé en ajoutant un 3
un de nouveaux triangles. Pour cela, étant donné une aréte [pip;] sur le bord de la
surface, son plan tangent est approché & partir des k plus proches voisins de p; et
de p;. Le point p, dans le voisinage de p; et p; est ajouté si son projeté sur le plan
tangent optimise un certain critére. Des précautions supplémentaires doivent é&tre
prises pour faire en sorte que le triangle (ppip;) n’intersecte pas la surface courante.
La complexité en temps est en O(nlog ).

Dans [Hop92], le graphe des k plus proches voisins est utilisé pour estimer une
distance signée & la surface S. Dans un premier temps, le plan tangent 4 chaque

point p; est approché & partir de ses & plus proches voisins. Puis, Porientation de la
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surface est calculée en propageant le vecteur normal de proche en proche le long du
graphe des k plus proches voisins. Apreés cette étape, une distance signée a 1’objet
est estimée et permet de partitionner la surface en cubes. Finalement, un algorithme
de “marching cubes” fournit la triangulation cherchée.

En conclusion, le graphe des k plus proches voisins posséde deux inconvénients
majeurs. Son utilisation ne donne pas de bons résultats si les points p; ne sont
pas régulierement répartis sur la surface S. Enfin, le choix du parameétre k pose un

probléme délicat.

Enveloppe convexe

L’enveloppe convexe des points p; est le plus petit convexe contenant les points p;.
Son calcul s’effectue en 6(nlogn) en 2D et 3D [Boi95]. Un moyen simple pour trouver
une surface interpolant un ensemble de points consiste & calculer ’enveloppe convexe
et a la déformer jusqu’a ce qu’elle passe par I’ensemble des points p;. Différentes

fagons de “sculpter” ’enveloppe convexe ont été proposées dans la littérature.

Fi1G. 40 - (a) Les films de savon définissent des surfaces minimales, dont les archi-
tectes s’inspirent pour concevoir des toits. (b,c) Toit du stade olympique de Munich
congu par Frei Otto (Extrait de [Hil91]).
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Dans [ORo81], O’Rourke postule que le polyédre d’aire minimale passant par
les points p; est la meilleure surface fermée interpolante. Cette heuristique s’inspire
du phénomeéne physique suivant: une bulle de savon prenant appui sur une courbe
fermée va minimiser sa tension interne et par conséquent sa surface (voir figure 40).
L’algorithme développé par O’Rourke part de 'enveloppe convexe des points p;. Si
les points p; se trouvent tous sur I'enveloppe convexe, cette derniére est une surface
d’aire minimale répondant au probléme. Sinon, 'enveloppe convexe est creusée petit
a petit jusqu’a obtenir une surface passant par la totalité des points p;. Le point
ajouté a la surface & un moment donné minimise le rapport entre P’aire qui apparait

et I'aire qui disparait, du fait de son insertion.

d b

Fic. 41 - Le polyédre de surface minimale (@ gauche) n’est pas forcément le
plus naturel (& droite). a(0,—1,1), 5(0,1,1), ¢(z,-1,0), (—z,—1,0), d(z,1,0),
d'(—z,1,0), (0,0, h) (extrait de [Boi84)).

Boissonnat [Boi84] a montré sur ’exemple de la figure 41 que minimiser [’aire peut
conduire a des résultats surprenants et non intuitifs. Cette heuristique ne donne pas

toujours la “meilleure” surface.

Graphe de Delaunay

Le graphe de Delaunay dont la complexité est en O(n log n) en2D et O(n?) en 3D
possede plusieurs avantages sur les graphes précédents. Pour commencer, le graphe
de Delaunay contient I’enveloppe convexe. De plus, contrairement aux & plus proches
voisins, le voisinage de Delaunay est isotrope (voir figure 42) [Ahu82, Boi84]. Chaque
point p a au moins NV 41 voisins, qui représentent en quelque sorte les plus proches
points dans une direction donnée. Ces résultats peuvent étre Justifiés “proprement”

en considérant I'inversion de centre p [Boi84].
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(3) (b)

F1G. 42 - Comparaison des graphes de voisinage. (a) 6 plus proches voisins du point
p. (b) Voisins de Delaunay du point p.

Dans [Boi84], Boissonnat suggére de modifier ’enveloppe convexe en supprimant
des tétraedres de Delaunay jusqu’a ce que tous les points p; se trouvent sur la surface
courante. Un tétraedre T est supprimé uniquement si sa suppression ne modifie pas
le genre de la surface. Les tétraedres T susceptibles d’étre supprimés & un moment
donné sont triés selon un critére V(T'). Boissonnat propose une mesure fondée sur

la distance entre une face et la portion de sphére circonscrite a cette face.

Un probléme inhérent a la méthode est que les changements de topologie sont
interdits. Il est donc impossible en partant de I’enveloppe convexe d’obtenir une

surface ayant des cavités, ou formée de plusieurs composantes connexes.

Veltkamp met en évidence un autre probleme [Vel92]. Pour certaines répartitions
de points, le processus de sculpture peut se bloquer sans qu’il soit possii)le d’atteindre

la totalité des points p; (voir figure 43).

Fi1G. 43 - La sculpture d’une triangulation de Delaunay peut se bloquer (extrait de
[Vel92]).
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Graphe de y-voisinage

Dans [Vel92], Veltkamp propose également de trouver un polyedre passant par
les points p; & 1’aide d’un algorithme de sculpture de l’enveloppe convexe. Pour
cela, il introduit la notion de +([co, 1], [z, ¢5])-graphe. Un ¥([co, e1], [e2, c3])-graphe
est une extension du graphe de Delaunay que nous ne détaillerons ici. Les points
importants & retenir sont les suivants. Le v([—1,1], [0, 1])-graphe n’est autre que le
graphe de Delaunay. C’est celui que Veltkamp utilise en pratique dans son algorithme
de recherche d’un polyédre. Si jamais le graphe de Delaunay ne posséde pas de
cycle hamiltonien, comme dans la figure 44, le probléeme ne posseéde pas de solution.
Veltkamp considére alors un graphe voisin v([~1, 1], [e, 1]). Le choix du tétraedre T
a supprimer s’é:_ffectue selon un critére analogue & celui proposé dans [Boig4]. Ce
critere repose sur le calcul d’une distance normalisée entre une face de Delaunay et

la portion de spheére circonscrite 3 cette face.

FI1G. 44 - Triangulation de Delaunay non dégénérée sans cycle hamiltonien (eztrait
de [Dil87]). Il est impossible de trouwver un polygone simple passant par tous les
points.

Graphe de Voronoi

Le graphe de Voronoi est parfois utilisé en complément du graphe de Delaunay et
permet d’obtenir des informations sur le squelette. Nous décrivons trois approches
difiérentes, qui ont toutes été proposées en 2D. Le probleme d’interpolation consiste
alors & trouver un ou plusieurs polygones passant “au mieux” par les points p;.

Dans [Fai83], Fairfield propose une technique pour chainer un ensemble de n

points {p;} dans le plan. Pour cela, le graphe de Voronoi et la triangulation de
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Delaunay de ces n points sont au préalable construits. Puis, 4 tout point z du graphe
de Voronoi est associé ’angle p;zp; sous lequel = voit ses deux plus proches points
p; et p;. Les portions du graphe de Voronoi ol cet angle ne varie pas trop définissent
des bouts de squelette, qui, par dualité, fournissent un ensemble de polygones.
Dans [ORo87], les auteurs cherchent un unique polygone passant par n points
du plan. Pour cela, ils commencent par diminuer la complexité du probléme, en se
limitant a chercher un cycle hamiltonien dans la triangulation de Delaunay des n
points. Cependant, un parcours exhaustif de ’ensemble des polygones prenant appui
sur des arétes de Delaunay reste prohibitif car en (3";6) = 0(3"). Les auteurs pro-
posent alors de reformuler le probleme dans I’espace dual. En effet, & tout polygone
dans la triangulation de Delaunay correspond par dualité un arbre dans le graphe
de Voronoi. Cet arbre forme ce qu’ils appellent le squelette de Voronoi. Les auteurs
postulent alors que le “meilleur” squelette possible est ’arbre minimal de longueur
n — 2. Veltkamp a étendu cette méthode a ’espace 3D pour pouvoir la comparer 3
d’autres approches [Vel92]. Les résultats obtenus sont moins probants qu’en 2D.
Dans [Col92], une méthode extrémement simple est proposée pour déterminer
un ensemble de polygones passant “au mieux” par n points du plan. L’heuristique
utilise a la fois des informations contenues dans la triangulation de Delaunay et le
graphe de Voronoi. Une aréte de Delaunay forme une aréte frontiére d’un polygone si
et seulement si elle est plus courte que son aréte de Voronoi associée. Cette méthode
s’étend facilement a I’espace 3D. Il suffit alors de comparer le diameétre d’un triangle
de Delaunay a la longueur de son aréte de Voronoi duale. Dans la pratique, rien ne
garantit que les arétes trouvées forment des objets fermés. De plus, éette méthode
a tendance a fournir plus d’arétes que nécessaire. Par exemple, ’enveloppe convexe

est forcément incluse dans le résultat.

a-convexes et a-formes

Les a-convexes et a-formes sont des généralisations de I’enveloppe convexe intro-
duites par Edelsbrunner, Kirkpatrick et Seidel en 1983 [Ede83]. L’intérét principal
des a-formes €est que, pour certaines valeurs de a, elles semblent approcher de fagon
naturelle un ensemble de points. Une implémentation 3D a récemment été proposée
dans [Ede%4].

Pour définir un a-convexe, les auteurs sont partis de la constatation suivante:

’enveloppe convexe d’un ensemble de points E est 'intersection des demi-plans



90 CHAPITRE 5. INTERPOLATION D’UN ENSEMBLE DE POINTS

contenant E. Les auteurs ont alors généralisé cette définition en considérant non
plus l'intersection de demi-plans mais I’intersection de boules généralisées de rayon
1/a (voir figure 45).

F1G. 45 - Boules généralisées de rayon 1/a.

Définition 5.1 (Boule généralisée de rayon 1/a) Une boule généralisée de rayon
1/ est une boule fermée de rayon 1/, pour o < 0 et le complémentaire d’une boule

ouverte de rayon 1/a, pour a > 0.

Définition 5.2 (a-convexe) Soit E un ensemble de points. Un a-convere de E

est lintersection des boules généralisées de rayon 1/a contenant E.

Un a-convexe est délimité par des arcs de cercles en 2D et des portions de spheéres
en 3D de courbure a. Pour des valeurs décroissantes de a, I’a-convexe d'un ensemble
E vaut successivement I’espace en entier, puis la plus petite boule englobante, puis
I’enveloppe convexe (pour a = 0) qui se creuse petit & petit pour donner finalement
E. Dans [Ede94], Edelsbrunner et Miicke suggérent qu'’il existe une valeur négative
de « pour laquelle une o-forme fournit une surface naturelle approchant I’ensemble
des points E. Malheureusement, cette valeur semble délicate & déterminer a priori.
De plus, comme cette valeur s’applique de fagon globale & ’ensemble des points, cela
suppose que ces derniers sont répartis de facon uniforme.

Les a-formes s’obtiennent a partir des a-convexes en remplacant chaque arc de
cercle frontiere par une aréte en 2D et chaque portion de sphére par un triangle en
3D. 1l s’avere qu'une a-forme est toujours, soit un sous-graphe de la triangulation
de Delaunay (pour « < 0), soit un sous-graphe de la triangulation de Delaunay du
point le plus éloigné (pour o > 0). Par conséquent, la construction des a-formes et
des a-convexes est directement liée a la construction de la triangulation de Delaunay.

Le calcul de la totalité des a-formes et a-convexes peut se faire en O(nlogn) en 2D
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et en O(n?+mlogm) en 3D, ot n désigne le nombre de points de E et m le nombre

de tétraédres de Delaunay de E.

5.3 Méthode proposée

Dans cette section, nous ajoutons notre pierre a ’édifice en proposant une nou-
velle méthode d’interpolation d’un ensemble de points. Cette méthode posséde les

avantages suivants:

e clle s’applique en 2D comme en 3D ;

o clle détecte des surfaces fermées ayant n’importe quel genre. En particulier,
elle est capable de trouver des surfaces comportant plusieurs composantes

connexes, des trous et des cavités;

e en 2D, elle trouve une justification dans les théorémes 5.1 et 5.2. Remar-
quons que, dans la littérature, peu de résultats mathématiques viennent vali-
der le bien-fondé des approches proposées [Rip90, Fav93]. Généralement, les
méthodes d’interpolation sont uniquement justifiées par des résultats expéri-

mentaux.

5.3.1 Cadre de travail

Avant toute chose, nous allons reformuler le probléme de I'interpolation a l’aide
des notions de forme r-réguliére, d’échantillon et d’approximation p%)lygonale nor-
malisée introduites dans le chapitre 3. En effet, tel qu’il est énoncé au début de ce
chapitre, le probléme de I’interpolation demeure mal posé.

Pour parvenir 3 une formulation plus précise, nous allons nous placer dans un
cas particulier. Nous allons supposer que la surface S est la frontiere d’une forme
r-réguliere X et que les n points {p;}7., constituent un échantillon de S de densité
w. Dans ce contexte, ’approximation polygonale normalisée des points p; constitue
une solution pertinente au probléme de 'interpolation. Elle converge vers la forme
initiale lorsque la densité augmente et sa frontiére forme une triangulation naturelle
de la surface. C’est cette triangulation particuliére que notre méthode d’interpolation

va chercher a construire.

Proposition 5.1 (Existence de solutions dans le graphe de Delaunay) Soit
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{pi}2y, un ensemble de points échantillonnant la frontiére S d’une forme r-réguliére
avec une densité w > . Alors, l’approzimation polygonale normalisée associde auz

points p; existe et est incluse dans le graphe de Delaunay des points p;.
Démonstration. Ce résultat découle directement de la propriété 3.4. m

Ainsi, lorsque la densité d’échantillonnage des points p; devient suffisamment
importante, le graphe de Delaunay contient 'approximation polygonale normalisée,
qui constitue la solution retenue au probléme de V’interpolation. Notre méthode tire
parti de cette propriété en restreignant la recherche des triangles frontitres aux faces
de Delaunay.

Le principe de notre méthode d’interpolation est le suivant: dans un premier
temps, le graphe de Delaunay des points p; est calculé. Puis, les tétraddres de De-
launay sont agrégés les uns aux autres, selon une certaine heuristique. Apres cette
phase de fusion, on obtient un ensemble d’objets dont la frontiere constitue la tri-
angulation cherchée. L’heuristique guidant la fusion utilise un critére § qui mesure
le degré d’appartenance d’une face de Delaunay 2 la surface S. Notre méthode com-

prend donc deux ingrédients que nous allons détailler successivement :
® un critére s’appliquant aux triangles de Delaunay expliqué section 5.3.2,

e un algorithme de fusion des tétraédres de Delaunay décrit dans la section 5.3.3.

5.3.2 Deétection grossiére des surfaces

Cette section a pour but d’attribuer & chaque triangle de Delaunay T un critére
6(T) d’appartenance & la surface S. Nous étudions également la surface S, formée
des triangles T pour lesquels §(T') < &. L’application directe du critére § conduit
donc & une premiere méthode d’interpolation dont nous allons établir la convergence
en 2D. Malheureusement, en 3D, cette méthode naive s’avére insuffisante car elle
conduit & des surfaces “trouées” qui ne peuvent étre utilisées telles quelles.

Le choix du critére & repose sur la remarque fondamentale suivante : lorsque la
densité d’échantillonnage w tend vers I'infini, les boules de Delaunay tendent vers les
boules maximales de I’objet X et de son complémentaire [Sch89]. Une conséquence
est qu’elles deviennent tangentes & la frontiére S. Ainsi, deux boules de Delaunay

voisines et de part et d’autre de la frontiére vont avoir une intersection “quasiment”
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FIG. 46 - (a) Echantillon. (b) Disques de Delaunay.

vide. Par contre, deux boules de Delaunay voisines et & I'intérieur de la forme vont

étre “quasiment” confondues (voir figure 46).

Pour évaluer précisément la distance entre deux boules, nous introduisons une
notion d’angle comme suit :

Définition 5.3 (Angle entre deux boules) Soient By et B,, deuz boules ayant

respectivement pour centres z; et Tz et pour rayons ry et r2. L’angle entre les boules
B; et By est compris entre 0 et m et vaut:

o 0, SiBlnt=@,'

o T — Z,mzs, si 0B, N OBy # 0 ; m désigne alors un point quelconque de B; N
aBZ 5

OW,SiBlc.Bg ouw By C B;.

oGk ©,

0

[STERE 3

m

F1G. 47 - Cercles formant un angle & variable.

Ainsi, deux cercles presque confondus vont former un angle proche de 7. Par
contre, deux cercles presque distincts vont former un angle proche de 0. Des exemples

de disques formant un angle variable ou constant sont présentés figures 47 et 48.
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Remarquons que deux boules B(z;,r;) et B(z,,72) sont orthogonales (autrement

dit, forment un angle de Z) si et seulement si ri+ 12 = d(z1, ;)2

FiG. 48 - Cercles orthogonauz.

Pour mesurer le degré d’appartenance d’un triangle T 4 la frontiére, nous allons
donc regarder lh’angle d(T') que forme les deux boules de Delaunay passant par les
sommets du triangle T. Lorsque §(T') est proche de 0, le triangle T aura de fortes
chances d’étre un triangle frontiére. Inversement, lorsque §(T') est proche de m, le
triangle T' aura de fortes chances d’étre inclus dans X ou dans son complémentaire
X°. Remarquons que notre critére reste proche de celui utilisé par Boissonnat dans
[Boi85]. Ce dernier mesure la distance entre une face de Delaunay T et le cercle de
Delaunay passant par T et exploite également le fait que les boules de Delaunay
tendent vers la frontiére lorsque la densité augmente. Néanmoins, le critére proposé
ici posséde 'avantage d’étre symétrique par rapport a la frontiere.

L’ensemble des triangles T pour lesquels §(T) < 8, forme la surface Ss,- Nous

allons montrer en 2D que si X est une forme r-réguliére, échantillonnée par 1’en-

n 4l 1 ~ 1 b]
semble {p;}*_, avec une densité w > I N sE la surface Sz n’est autre que
PPapproximation polygonale normalisée associée aux points p;. Pour cela, nous allons
caractériser les approximations polygonales normalisées & travers les théoremes 5.2

et 5.3.

Proposition 5.2 (Cercles voisins sur la frontiére) Soit X C R?, un objet r-
régulier et X,,, une approzimation polygonale normalisée de densité w. Si w=" < 5
alors pour toute aréte frontiére [pq), les cercles de Delaunay passant par les points

p et g forment un angle § < .

Démonstration. Notons B(z1,71) et B(x,r;), les deux boules associées & Varéte

frontiere [pg]. Notons m le milieu du segment [pq] (voir figure 49). Nous avons:

A A
¢ =m— Zipm — mpts
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FIG. 49 - [lustration de la démonstration de la proposition 5.1.

Pour majorer 'angle &, il suffit donc de minorer les angles &1pm et mpz;. Or,
d’apres la propriété 3.3, tout cercle intersectant en trois points distincts une forme
r-réguliére a un rayon supérieur a r. Par conséquent, r; > r et r2 > r. De plus,
d’apres la proposition 3.4, la longueur des arétes frontieres est majorée comme suit :

d(p,m) < wl. Ainsi:

o d(p, -1
cos(Z1pm) = (I;lm) < wr <3
o d(p, -1
cos(mpzs) = (1:‘2m) < wr < 5

’ —— ——
Par conséquent, Zipm > %, mpzy > et d< <3 =

Proposition 5.3 (Cercles voisins dans la forme) Soit X C RZ% un objet r-

régulier et X, une approzimation polygonale normalisée de densité w. Si w™' <

s

8
dans Uintérieur de son complémentaire X¢, les cercles de Delaunay passant par les

sin(Z) r, alors pour toute aréte de Delaunay |pq| incluse dans Uintérieur de X ou

points p et g forment un angle 6 > Z.

Démonstration. Nous allons uniquement montrer le résultat pour les arétes de
Delaunay incluses dans P'intérieur de X. Un raisonnement analogue permet de dé-
duire le cas des arétes incluses dans l'intérieur du complémentaire X°¢. Les angles
considérés au cours de la démonstration ne sont pas orientés et sont calculés modulo
.

Par la suite, on appelle cercle de Delaunay intérieur, un cercle de Delaunay dont
le centre appartient & X,. Soit p un sommet de ’approximation polygonale X,,.
Notons [pp1] et [pp2], les deux arétes frontiéres passant par p. Notons B; et B, les

cercles de Delaunay intérieurs passant respectivement par les arétes [ppi] et [ppa).
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FIG. 50 - Illustration de la démonstration de la proposition 5.2. (a) Faisceau de
cercles passant par le point p. (b) Angle §. (c) Voisinage du point p.

Remarquons que pour toute paire de cercles intérieurs (B, B') passant par p, I’angle
que forment B et B’ est supérieur ou égal 3 ’angle formé par B, et B, (voir figure
50a). Ainsi, pour établir le résultat, il suffit de minorer I'angle § entre B; et B,.
Notons m; et my, les milieux des segments [p1p] et [p2p]. Notons z, et z,, les centres

des cercles B et B, (voir figure 50b). Nous pouvons écrire :
§ = p1ppz — MIT1p — pTamy (11)

Or, d’aprés les propositions 3.3 et 3.4 sur les formes r-réguliéres, nous avons les

inégalités suivantes: d(p,z1) > r, d(p,z2) > r, d(p,m;1) < w™! et d(p, me) < wl,

Ainsi:
. d(p, -1
sin(fmyz1p) = d((I;) 7:11)) < wr (12)
< d(p, -t
sin(pzams) = d((z; ZL;)) wr (13)

Pour minorer ’angle p;pp;, nous allons localiser les points p; et p; dans le voisinage
du point p (voir figure 50c). Comme X est une forme r-réguliére, il existe deux
disques tangents Dt et D~ respectivement inclus dans X et dans X°¢ passant par
le point p et de rayon r. Le point p; (resp. p;) se trouve alors sur un arc de cercle
centré en p, de rayon d(p, p;) (resp. d(p, p2)) et délimité par les disques D+ et D-.
Notons p; (resp. p;), I'extrémité de cet arc de cercle appartenant au disque Dt.

Nous avons:

P1pP2 > Pipp) (14)
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Si 7 désigne la tangente au point p, on a:

. —— d(p p’) w'l
Y __ Y1
sin(r, ppy) = =5 = < — (15)
. o—, _dpp) _ w
3 — ?
sin(T, ppy) = 5y <o (16)
D’apres les équations 15 et 16, on a:
—— e —— ———— . w—l
pippy =7 — (7, ppi) = (7, ppy) > 7 — 2 arcsin(—) (17)

Nous sommes maintenant en mesure de minorer ’angle §, en combinant les équations
11, 12, 13, 14 et 17:
w1
d > m—4 arcsin(—)
-

Finalement, Phypothese “’T—l < sin(g) ~ 0.38 permet de conclure:

i3
> —
>2

Corollaire 5.1 Soit {p;},, un ensemble de points échantillonnant une forme r-
réguliére X avec une densité w. Si w™! < sin(z) r, alors Sz n’est autre que l'ap-

prozimation polygonale normalisée de X associée auzr points p;.

Démonstration. En effet, la proposition 5.2 permet de caractériser les arétes de
Delaunay frontiéres et la proposition 5.3, les arétes de Delaunay incluses strictement
dans X ou X°. m

Corollaire 5.2 Soit S la frontiére d’une forme r-réguliére échantillonnée par Uen-

semble {p:}7, de densité w. Lorsque w — oo, Sz — S.

Démonstration. Le résultat vient du fait que ’approximation polygonale normalisée

tend vers la surface S lorsque w — c0. =

En 2D, nous venons d’établir la convergence de cette premiére méthode pour
b0 = 5. La “beauté” de notre approche réside dans le fait que la connaissance des
parametres 7 et w n’est pas nécessaire pour trouver la solution. De plus, la densité n’a

pas besoin d’étre infinie pour que la méthode se comporte bien. Il suffit que linverse
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i_...::----..:.... -... .- M :.... . /\”/}%» ;“‘l»
- . s Y ,\\,,",:/:/’{‘ A 1:1
) : R O k /}ﬂé/—j{ %’é///

(d) (50——-0 (e) 50:12[

(8) 60 =10 (h) do =% ()d=mn

F1G. 51 - Arétes sélectionnées pour différentes valeurs du paramétre 5. Les points
pi sont répartis sur des objets déconnectés et possédant des trous en (a,b, c), puis sur

des cellules dont les parois se touchent en (d,e,f) et finalement sur des portions de
courbes en (g,h,i).
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de la densité d’échantillonnage soit du méme ordre de grandeur que la constante
r caractérisant la forme cherchée. La figure 51 présente des résultats obtenus sur
différents objets 2D échantillonnés plus ou moins régulierement. La méthode donne
de trés bons résultats, et s’avére robuste.

En 3D, les choses se passent moins bien car un phénomene nouveau apparait. En
effet, méme pour une forte densité d’échantillonnage, il est impossible de minorer le
rayon des boules de Delaunay. Ainsi, il arrive que certaines boules prenant appui sur
4 points voisins coupent la surface sans y étre tangente comme le montre la figure
52. Il en résulte que pour dp = %, notre méthode ne va pas détecter la totalité des

triangles frontieres. Quelques triangles vont donc manquer dans I’ensemble S, .

FI1G. 52 - Sphére de Delaunay intersectant la surface S.

Nous avons, malgré tout, testé la méthode sur des surfaces de genres différents et
obtenu de bons résultats. Dans la figure 53, les points ont été répartis aléatoirement
sur une surface de type z = f(z,y) puis sur deux tores entrelacés. Le nombre de
points dans les deux cas vaut n = 1600. Puis, dans la figure 54, les Points ont été
obtenus par croissance d’un modéle déformable dans un objet synthiétique et dans
une vertebre [Bai92]. Le recours & cette technique permet d’obtenir un ensemble de
points répartis sur une surface lisse. Dans le cas de la vertebre, seulement 2011 points
ont été retenu de facon arbitraire parmi les 19000 points générés par le processus de
croissance du contour actif [Bai92].

Enfin, nous avons voulu voir I'influence de la répartition des points sur la méthode
proposée, et plus généralement, sur le graphe de Delaunay (voir figure 55). Pour
cela, nous avons distribué les points sur une surface du type z = f(z,y) selon trois
schémas différents: 1) suivant une grille carrée, 2) suivant une grille triangulaire
puis 3) de fagon aléatoire. Les résultats expérimentaux montrent que le pire cas se
produit pour un maillage irrégulier. La reconstruction a partir d’un maillage carré

s’avere plus délicate qu’a partir d’un maillage triangulaire. Des études passionnantes
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() do =% (k) do =3¢

FiG. 53 - Triangles trouvés pour des valeurs décroissantes du paramétre 8. Les
points sont répartis aléatoirement sur une surface radiale (1600 points) et sur deuz
tores enchainés (1600 points).
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() do=%¥ (k) & = 3¢

Fic. 54 - Triangles trouvés pour des valeurs décroissantes du paramétre &,. Les
points ont €€ obtenus par croissance d’un contour actif dans un objet synthétique
(1191 points) et dans une vertébre (2011 points).
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(d) (e) (f)

FIG. 55 - Influence de la répartition des points sur l’ensemble des iriangles trou-
vés pour &g = %. (a,d) Maillage triangulaire. (b,e) Maillage carré. (c,f) Maillage
wrrégulier.

sur les problémes de stabilité du graphe de Delaunay et leur conséquence en analyse

d’images peuvent étre trouvées dans [Mar93, Ber%4a).

5.3.3 Recherche de surfaces fermées

Dans cette section, nous proposons un algorithme qui permet de trouver les tri-
angles manquants des surfaces Ss,. Le résultat est un ensemble de surfaces fermées
5%, dont le genre est quelconque. Ce genre est déterminé automatiquement par 1’al-
gorithme.

Notre approche est de type volumique. Au lieu de chercher directement un en-
semble de surfaces, nous cherchons un ensemble d’objets ayant pour frontiére les
surfaces voulues. Le principe de la méthode consiste & fusionner peu a peu les tétra-
edres de Delaunay selon une heuristique, jusqu’a obtenir une partition satisfaisante
de P’espace en un certain nombre d’objets (voir figure 56). Notre processus d’agré-

gation des tétracdres de Delaunay comporte les trois étapes suivantes :
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(a) (b) (©) (d)

FIG. 56 - Différentes étapes du processus d’agrégation des triangles en 2D.

1. INITIALISATION DES OBJETS : Les tétraédres de Delaunay et le complémen-
taire de I’enveloppe convexe des points p; forment autant d’objets différents.

(Chaque tétraedre se voit attribuer une étiquette unique.)

2. HEURISTIQUE GUIDANT LA FUSION DES OBIETS : La liste £ des triangles de
Delaunay est calculée puis triée selon le diameétre des triangles. Le diameétre

d’un triangle est la longueur de son plus grand cété.

3. FUsSION DEs OBJETS: Tant que la liste £ n’est pas vide, on extrait de £ le
triangle T ayant le plus grand diameétre. Si T sépare deux objets différents O,
et O, (c’est-a-dire, si les tétraedres de part et d’autre de T ont des étiquettes

différentes), on les fusionne & condition que:

o cette fusion ne fasse pas disparaitre de triangles frontiéres appartenant 3
Ss,. Autrement dit, VI" C Oy N Oz, §(T") > &o;

e cette fusion n’isole pas de points p; & I'intérieur de Oy U O,. Autrement
dit, apres la fusion, tous les points p; doivent encore se trouver sur la

frontiere d’au moins un objet (voir figure 57).

(La fusion des objets O; et O, consiste simplement a leur attribuer la méme

étiquette.)

Remarquons que dés que deux objets ont en commun un nombre important de

triangles frontieres, ils ne peuvent généralement plus fusionner. Les régles choisies
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ici pour fusionner les tétraedres different de celles adoptées dans [Boi84] pour sculp-
ter I'enveloppe convexe. En particulier, un plus grand nombre d’opérations sont

autorisées de facon a permettre des changements de topologie.

(a)

Fusion permise

|

(b) Fusion interdite _

FIG. 57 - (a) Fusion autorisée. (b) Fusion interdite, car le point m se trouverait
alors isolé dans O, U O,.

A la fin du processus d’agrégation des tétraedres, la frontiére des objets trouvés
constitue par définition la surface 53, Cette derniére, bienqu’elle dépende fortement
de l'ordre choisi pour trier la liste £, contient toujours la surface Sj,.

Si k désigne le nombré de faces de Delaunay placées dans la liste au début de
Ialgorithme, la complexité est en O(klogk + kn?). En effet, le tri s’effectue en
O(klogk). Par contre, pour détecter une possible fusion entre deux objets, il est
nécessaire de regarder les voisins de chacun des n points p;, soit n dans le pire cas.
Ainsi, notre algorithme est en O(n3) en 2D et O(n*) en 3D. En pratique, cette
complexité n’est jamais atteinte, puisque la fusion des ensembles ne se posent que
si les triangles ne font pas partie de Ss,. Nous avons malgré tout observé des temps
de calcul assez long. Tandis que le calcul du graphe de Voronoi prend moins de 30s
sur une Silicon graphics INDIGO RS4000 pour 4000 points, il faut environ 10min
pour trouver les composantes connexes correspondantes.

Les figures 58 et 59 présentent quelques résultats pour & = . A titre de compa-
raison, nous avons également implémenté la méthode 2D proposée par Colchester
et al. [Col92]. Bien que trés séduisante en raison de sa simplicité, les résultats sont
nettement moins bons. En 3D, le nombre d’objets détectés par notre méthode est

relativement faible. Il comprend un objet principal, formé de la quasi-totalité des
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tétracdres de Delaunay, puis quelques objets ayant un petit nombre de tétraedres.
Le nombre d’objets détectés vaut 10 dans le cas des tores enchainés, 1 dans le cas
de la forme synthétique a quatre branches et 19 dans le cas de la vertébre. Le pour-
centage de tétracdres ne participant pas aux composantes principales représente &

chaque fois moins de 0.5%.

(a) (b) (c) (d)

Fig. 58 - (a,b) Composantes connezes résultant du processus d’agrégation des
triangles. (c,d) Comparaison avec la méthode proposée par Colchester et al. dans

[Col92].

5.3.4 Produits dérivés

La connaissance du graphe de Delaunay permet d’obtenir rapidement d’autres

structures utiles dans la représentation et I’analyse des objets.

Enveloppe convexe

L’enveloppe convexe des points {p;}%., est contenue dans leur graphe de Delau-
nay et ne nécessite pas de calcul supplémentaire. Si un unique objet a été détecté
comme passant par les points p;, notre méthode en fournit immédiatement ’enve-

loppe convexe.

Polyboule

Les objets interpolant les points p; sont formés d’une réunion de tétraédres. En
substituant & chaque tétraédre sa boule de Delaunay associée, on obtient des poly-

boules dont la frontiére approche la surface initiale.
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(a) 1lére composante (b) 2éme composante (¢} Autres compo-
(50.1%) (49.7%) santes (0.2%)

(d) Unique composante

(100%)

{(e) 1lére composante (f) Autres composantes

(9.6 %) (0.4 %)

F1G. 59 - Composantes connezes résultant du processus d’agrégation des tétraédres.

Le pourcentage de tétraédres de Delaunay faisant partie des objets est indiqué entre
parentheéses.
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Squelette

Le dual des objets fournit une approximation de leurs squelettes, utile en des-

cription de formes.

5.4 Extensions et perspectives

Avant de conclure ce chapitre, nous présentons quelques problémes captivants

soulevés par notre méthode.

Robustesse au bruit

Si les points p; sont bruités, ils peuvent former des motifs en dents de scie qu’il
est difficile de capturer & 1’aide du seul critére 6(T).

Cette constatation conduit 3 reformuler le probléme d’interpolation en tenant
compte du bruit de la fagon suivante. Soit {g;}?; un ensemble de n points. Chaque
point ¢; s’écrit sous la forme ¢; = p; + €;. Les points p; sont répartis sur une surface
S inconnue mais lisse. Les vecteurs e; modélisent le bruit. Nous pouvons supposer
par exemple qu'’il existe une constante K telle que Vi, |le;]| < K. Il s’agit alors de
trouver une surface affine par morceaux passant par les points p; et qui approche

“au mieux” la surface S.

Autre traitement pour les surfaces fermées

L’algorithme présenté pour fermer les surfaces, bien que donnant de bons ré-
sultats, est assez coliteux en temps de calcul. D’autres procédés pourraient étre
envisagés comme la minimisation d’un critére global a ’aide d’un procédé de recuit

simulé.

Traitement des surfaces ouvertes

Jusqu’a présent, nous avons uniquement traité le cas des surfaces fermées. Mais

que faire si les surfaces sont ouvertes? Comment trouver les triangles manquants?

Il est clair que de nombreuses améliorations peuvent étre apportées a notre mé-
thode. Des perspectives intéressantes sont également envisageables. Toutes ces re-

marques pourront faire Pobjet de futurs développements.
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5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés 2 la reconstruction de surfaces
a partir d’un nuage de points. Au vu des différents algorithmes proposées dans la
littérature, il apparait que la facon dont on formalise le probleme est importante et
conditionne le type d’algorithme obtenu.

Pour notre part, nous avons proposé une formulation simple et originale de ce pro-
bleme. La solution y est définie comme 'approximation polygonale normalisée d’une
forme r-réguliére. Nous avons ensuite présenté un algorithme construisant cette solu-
tion a partir du graphe de Delaﬁnay du nuage de points. Une telle approche se trouve
Justifiée par le fait que le graphe de Delaunay contient I’approximation polygonale
normalisée lorsilue la densité d’échantillonnage devient suffisamment forte.

La méthode proposée est de type volumique. Les tétraedres de Delaunay sont
agrégés petit & petit de facon & former des ob jets plus complexes dont la frontiere est
finalement la triangulation recherchée. Un des points forts de la méthode est qu’elle
permet d’obtenir des objets de n’importe quel genre topologique. De plus, certaines
structures telles que ’enveloppe convexe ou le squelette sont directement accessibles.
Une liste de perspectives portant sur le cas de surfaces bruitées ou ouvertes conclut

notre étude.
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Chapitre 6

Simplification du squelette
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6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons plusieurs méthodes pour simplifier efficacement
les squelettes continus 2D et 3D. Ce traitement est rendu nécessaire en raison de la,
non continuité de la squelettisation. En effet, de petites perturbations sur la frontiere
de l'objet génerent des branches dans le squelette qui ne sont pas associées a des
régions significatives de la forme (voir figure 60). La simplification a pour but de
supprimer ces branches et d’obtenir un squelette épuré & partir duquel il sera aisé

de faire de la description de formes et de la quantification.

FI1G. 60 - Le squelette est trés sensible au bruit sur la fronticre.

Ainsi, malgré I'existence de théorémes de convergence, le squelette calculé par
des techniques discrétes ou continues est rarement exploité tel quel mais toujours
simplifié au préalable.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 6.2, nous parlons des mé-
thodes d’élagage en général. Ces méthodes ont été proposées essentiellement pour
des squelettes discrets et dans ’espace 2D. Pour cette raison, NOUs NOUs sommes
intéressés a la simplification des squelettes continus 3D, champ d’investigation pra-
tiquement vierge. Dans la section 6.3, un schéma général pour la simplification des
squelettes continus est proposé. En 3D, il permet d’obtenir trés facilement soit un
squelette surfacique, soit un squelette filiforme selon ’application envisagée. Enfin,

deux criteres de suppression des sommets sont proposés dans les sections 6.4 et 6.5.

6.2 Etat de l’art

Nous commengons le chapitre par une présentation générale des méthodes de
simplification encore appelées méthodes d’élagage. Notre discussion se place unique-

ment dans ’espace 2D puisque hormis dans [Sze92, Att94b), il existe trés peu de



6.2. ETAT DE L’ART 111

méthodes de simplification 3D.

A partir de maintenant, et jusqu’a la fin de la section, le terme squelette désigne
indifféremment un squelette discret ou continu. Le terme élément fait référence soit
a un pixel du squelette discret, soit & un sommet de Voronoi du squelette continu.
Deux éléments sont voisins s’ils sont 8-voisins (cas discret) ou voisins de Delaunay
(cas continu). Enfin, on appelle élément terminal—texzthf ou exirémité, tout élément
du squelette possédant un unique voisin.

Les méthodes de simplification reposent sur le méme schéma d’ensemble, que ce
soit dans le cas discret ou dans le cas continu [Att93b]. Il s’agit de raccourcir petit
a petit les branches du squelette en supprimant les éléments terminaux “Jugés”
non importants selon un certain critére. Ce faisant, on est siir de préserver le type
d’homotopie du squelette. Lorsqu’un élément terminal est supprimé, son voisin peut
devenir a son tour élément terminal et étre supprimé ultérieurement.

Les méthodes de simplification different uniquement suivant le critere de suppres-
sion des points terminaux. Le choix du critére dépend du but 4 atteindre, autrement
dit, de ce que ’on entend par squelette simplifié. Deux écoles existent qui donnent

lieu & deux familles de méthodes différentes :
e les méthodes qui cherchent & limiter la perte d’information.
o les méthodes qui cherchent a garder les branches significatives.

Remarquons que d’autres méthodes pourraient é&tre envisagées si 1’on permet-
tait au squelette initial de se déformer. Cependant, nous allons supp@ser ici que le

squelette simplifié est toujours un sous-ensemble du squelette initial.

6.2.1 Méthodes limitant la perte d’information

Un moyen simple pour contréler la simplification consiste & mesurer la perte
d’information conséquente & la suppression d’éléments dans le squelette. Cette perte
est évaluée en mesurant la différence |F — F’| entre la forme initiale F et la forme F
reconstruite a partir du squelette simplifié. Dans les méthodes utilisant ce critére,
les branches du squelette sont raccourcies tant que la différence |F' — F’ | reste faible.
Cette différence peut étre évaluée soit en mesurant la distance de Hausdorff entre F'
et F', soit en évaluant I’aire perdue, comme nous allons le voir dans les paragraphes

sulvants.
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Distance entre forme reconstruite et forme initiale

Dans le cas des méthodes continues, la forme est reconstruite en prenant I'union
des boules de Delaunay des sommets restants. Supposons que s soit une extrémité du
squelette simplifié et [pgr] son triangle de Delaunay associé. La forme est reconstruite
en remplagant le morceau de frontiére 8F (P, q,7) passant par p, q et r par 'arc de
cercle passant par p, q et r et centré en s. Dans [Bra92], Brandt et Algazi proposent
d’évaluer la différence entre ces deux courbes de la fagon suivante (voir figure 61a):

C(s) = xeg}}&)’(q’r)(d(s, z) — d(s,p))

Un élément terminal s est supprimé si le critére C (s) est inférieur & un seuil donné

&, choisi de fagé)n arbitraire (par exemple, £ = 1).

z €2

r LN
g D,

(a) (b)

F1G. 61 - Distance entre forme reconstruite et forme initiale. (a) Cas continu. (b)
Cas discret.

Dans le cas des méthodes discrétes, la formule précédente ne peut pas étre utilisée
directement car les éléments du squelette ne connajssent pas les points de la frontiere
qui leur sont les plus proches. II faut donc procéder autrement. Dans [Thi%4], Thiel
propose de mémoriser, durant le processus de simplification, la liste des extrémités
{e1,-.. ,ex} du squelette initial qu’il a fallu supprimer avant d’atteindre ’élément s.
Pour approcher la distance entre la forme initiale et la forme reconstruite, on peut
alors mesurer la quantité suivante (voir figure 61b):

C(s)= max k}(r(e) + d(e, s) — r(s))

e€f{el,...,e

ou r(z) désigne la boule maximale centrée en z. Le pixel s est supprimé & condition
que C(s) < &. Le parametre ¢ donne une estimation de I’épaisseur en nombre de

pixels que I'on accepte de perdre sur le bord de Pobjet (typiquement, £=2).
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Aire perdue

Certains auteurs ont cherché a affiner les critéres précédents en mesurant ’aire de
la forme initiale F' qu’il n’est pas possible de recouvrir a partir du squelette simplifié.
Dans le cas discret, cette mesure donne précisément le nombre de pixels de I’objet
perdus lors de la simplification. Une branche du squelette est alors raccourcie tant
que ’aire perdue au niveau de cette branche reste inférieure a un certain seuil £.

Tandis que dans le cas continu, le calcul de I’aire perdue est extrémement simple,
puisque la forme initiale est partitionnée en triangles de Delaunay [Kof86], dans le
cas discret, il est nécessaire de recourir & des formules approchées. Par exemple, dans

[Att95b], les auteurs proposent de mesurer en chaque sommet s:

Cls) = ee{re)ilfffek}(r(s) —r(e))(tane — @), aveca= ————T(j)(i j)(e)

Dans [Sha95], on trouve également :

C(s) = 2r(s)y/1 —r'(s)?- (1 —7'(s))

ot r'(s) désigne la dérivée de la fonction d’étanchéité calculée au point s. Ces for-
mules donnent une bonne approximation de I’aire perdue lorsque le point s reste
proche d’une extrémité du squelette initial. Dans tous les cas, le point s est sup-

primé si C(s) < &.

6.2.2 Méthodes gardant les branches signiﬁcativés

Pour mesurer 'importance d’une branche dans le squelette, diverses heuristiques
ont été proposées dont nous donnons maintenant un apergu. Le squelette obtenu est

jugé satisfaisant si le résultat est visuellement plaisant.

Longueur des branches du squelette

La longueur d’une branche est 'un des tous premiers criteres qui a été utilisé
pour élaguer le squelette. Les branches périphériques dont la longueur est inférieure
3 un certain seuil sont systématiquement supprimées. Ce critére ne s’applique effi-
cacement que pour des objets particuliers (caractéres, lettres, ...} dont ’épaisseur

est constante.
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Longueur mesurée sur la frontiére des formes

Ogniewicz propose dans [Ogn92a] des techniques efficaces pour simplifier les sque-
lettes dans le cas des méthodes continues. Soient s et s’ , deux éléments voisins du
squelette et [pg], I'aréte de Delaunay associée 3 la branche [ss]. Ogniewicz propose
d’évaluer la longueur du plus court chemin entre p et q le long de la frontiére de F

et de la comparer a la distance entre p et g:

C(s) = dsr(p,q) — d(p,q)

Le squelette est simplifié en gardant les sommets pour lesquels C (s) > & Usuelle-
ment, { est chqisi dans intervalle [1.0,3.0]. Dans [Ogn94], la méthode précédente
est améliorée en lissant au préalable la frontidre de 'objet avec un opérateur £(-).

Ainsi, le critére devient :

C(s) = deory(£(p), L(q)) — d(L(p), £(g))

Le choix des seuils et parametres & appliquer est plus délicat. N éanmoins, 'ensemble
des squelettes simplifiés forment une meilleure représentation hiérarchique de I’objet.
Pour conclure, remarquons que la structure de graphe des squelettes continus

permet de réaliser des calculs plus complexes et plus réalistes que dans le cas discret.

6.3 Schéma général pour les squelettes continus

Dans cette section, nous présentons un schéma général pour simplifier les sque-
lettes continus 2D ou 3D. Ce schéma s’applique indépendamment du critére de
suppression des sommets retenus. C’est seulement dans la section suivante (6.4 et
6.5) que nous aborderons le probléme délicat du choix d’un critére de suppression
en vue d’applications particuliéres.

Le point de départ est le squelette continu calculé par 1’une des méthodes pré-
sentées dans le chapitre 3. Pour simplifier notre propos, nous appelons Sk*(F) le
squelette ainsi calculé et F' la forme obtenue en prenant le dual du squelette. A
partir de maintenant, le terme forme ou objet fait référence & F et non pas a l’ap-
proximation polygonale X,,. En d’autres termes, nous supposons qu’il y a dualité

entre la forme et son squelette.
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6.3.1 Principe

Le procédé de simplification que nous proposons exploite la dualité entre la forme
F et son squelette Sk*(F'). Notre méthode consiste a simplifier la forme sans modifier
sa topologie, et a répercuter ces modifications dans le squelette de fagon a préserver
la. dualité entre forme simplifiée et squelette simplifié. Le principe reste le méme en
2D et en 3D.

Plus précisément, durant le processus de simplification, un simplexe T' (triangle
en 2D ou tétraedre en 3D) est supprimé de la forme courante si les deux propriétés

suivantes sont vérifiées:

1. le type d’homotopie de la forme courante reste inchangé (voir la section 6.3.2) ;

2. T vérifie un critére de non-importance (voir les sections 6.4 et 6.5).

Lorsqu’un simplexe T est supprimé de la forme courante, le squelette est égale-
ment modifié comme suit: le sommet de Voronoi v associé au tétraedre T et tous
les éléments de Voronol adjacents au sommet v sont supprimés du squelette.

Au début de Palgorithme, les simplexes qui peuvent étre supprimés sans modifier
le type d’homotopie de F sont placés dans une file. Au cours de l’algorithme, le
simplexe T le plus ancien présent dans la liste est extrait puis examiné. Si on décide
de supprimer le simplexe 7' de la forme courante, ses simplexes voisins sont a leur
tour placés dans la file pour pouvoir étre examinés ultérieurement. L’algorithme
continue tant que la file n’est pas vide.

Si I’on suppose que le calcul du critére de non-importance d’un sommet s’effectue
en temps constant, la simplification du squelette est alors en O(m) o m représente
le nombre de sommets du squelette. En effet, dans le pire des cas, chaque sommet

est placé 3 fois dans la liste en 2D et 4 fois en 3D.

6.3.2 Conservation de ’homotopie

Pour savoir quelles sont les opérations qui permettent de conserver le type d’ho-
motopie, il est possible de raisonner soit sur le squelette, soit sur la forme. Nous
avons choisi la deuxiéme solution, sachant que, par dualité, toute opération sur la
forme posséde une interprétation dans le squelette.

Dans cette section, nous nous proposons donc d’énumérer les triangles et té-

traedres de Delaunay dont la suppression ne modifie pas ’homotopie de la forme
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)

triangle chapeau tétraédre chapeau )

e 1 aréte intérieure ¢ 1 face intérieure

o 2 arétes frontiéres o 3 faces frontiéres

Peut étre supprimé Peut étre suppriméj
J

tétraédre saillant )
o 2 faces intérieures

o 2 faces frontiéres

e 1 aréte intérieure

Peut étre suppriméj

N
o 2 faces intérieures

o 2 faces frontiéres

o () aréte intérieure

Doit étre gardé J

— ~
o 2 arétes intérieures ¢ 3 faces intérieures
e 1 aréte frontiere e 1 face frontiére
Doit étre gardé Doit étre gardé
) J
™ I
e 3 arétes intérieures ¢ 4 faces intérieures
o ( aréte frontiere e 0 face frontiéres
Doit étre gardé Doit étre gardé
L _ J

F1G. 62 - Classification des simplezes. Seuls les triangles chapeau, les tétraedres
chapeau et les tétraédres saillants peuvent étre supprimés sans modifier le type d’ho-
motopie de la forme.
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courante. La figure 62 résume les différents cas possibles. Par la suite, une aréte
ou une face intérieure (resp. frontiére) désigne une aréte ou une face incluse dans
'intérieur (resp. dans la frontiére) de la forme courante.

En 2D, les triangles pouvant étre supprimés sont tous du méme type. Ils possedent
une aréte intérieure et deux arétes frontieres. Par dualité, ils sont associés a des
extrémités du squelette. A cause de leur forme bien particulieére, nous avons choisi
de les appeler des triangles chapeau. En 3D, les tétraédres que I’on peut supprimer

sont de deux types, parmi lesquels, on distingue:

o les tétraédres chapeau. Ces derniers possedent trois faces frontiéres et une face
intérieure. Les sommets de Voronoi auxquels ils sont associés par dualité sont
appelés les extrémités du squelette 3D. La suppression d’un tétraeédre chapeau

a pour conséquence de raccourcir une branche du squelette (voir figure 63).

o les tétraédres saillants. Ces derniers possédent deux faces frontieres, deux faces
intérieures et une unique aréte intérieure [ad]. Les sommets de Voronoi auxquels
ils sont associés par dualité sont appelés par la suite les bords du squelette.
La suppression d’un tétraédre T revient & enlever un morceau de surface du
squelette. Plus précisément, cette suppression conduit a supprimer le sommet
de Voronoi v associé au tétraedre T et par voie de conséquence, le polygone

de Voronoi dual de I’aréte [ab] (voir figure 63).

Les deux transformations élémentaires permettant de simplifier les objets 3D
sont d’une part la suppression d’un tétraédre chapeau et d’autre part;la suppression
d’un tétraédre saillant. Les conséquences sur le squelette sont respectivement la

disparition d’une extrémité et la disparition d’un bord.

6.3.3 Stratégies de simplification

Dans ’espace 3D, il est possible de simplifier le squelette selon deux stratégies dif-
férentes, qui permettent d’aboutir soit & un squelette surfacique, soit a un squelette
filiforme. Pour obtenir un squelette surfacique, il suffit de supprimer systématique-
ment les tétraedres chapeau et de garder les tétraedres saillants associés a des bords
significatifs du squelette. Inversement, pour obtenir un squelette filiforme, il suffit
de supprimer systématiquement les tétraedres saillants et de garder les tétraedres

chapeau, associés a des extrémités significatives.
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squelette
courant squelette
! simplifié

squelette

courant squelette
simplifié

T

squelette

courant
squelette
simplifié

(a) (b)

F1G. 63 - Conséquence de la suppression du simpleze T' et du sommet s. (a) Avant
suppression. (b) Aprés suppression.



6.4. CRITERE LOCAL 119

6.4 Critere local

Dans cette section, nous proposons un premier critére pour évaluer I'importance
des sommets du squelette et décider de leur suppression. Apreés avoir défini un cadre
de travail dans la section 6.4.1, nous présentons notre approche dans l’espace 2D
(section 6.4.2). Puis, notre critére est généralisé a I'espace 3D de fagon a obtenir

soit un squelette surfacique, soit un squelette filiforme (section 6.4.3).

6.4.1 Objectifs

Notre objectif est de simplifier & extréme la structure du squelette en gardant
les branches réellement significatives. En particulier, nous voulons que le critere de
suppression soit suffisamment puissant pour simplifier efficacement les squelettes 3D
présentés dans le chapitre 3. Or, pour parvenir & un squelette filiforme en 3D, il faut
accepter de perdre une grande quantité d’informations sur le bord de 'objet. Nous
avons donc privilégié d’entrée de jeu le deuxitme type d’approches présenté dans la

section 6.2.

La présence de branches parasites dans le squelette s’explique traditionnellement
par la présence de bruit sur la frontiére de P’objet. Il est donc logique de modéli-
ser le type de bruit que l'on se propose d’éliminer. Par la suite, nous retenons les

hypotheses suivantes:

La forme X que 'on cherche & squelettiser est r-réguliére. Elle est connue uni-
quement & travers un échantillon bruité de sa frontiere, {¢;};. Les points ¢; sont
les sommets de la forme polygonale F. Nous supposons que chaque point g; s’écrit
sous la forme g; = p; + ¢;. Les points p; se trouvent exactement sur la frontiere de X
et échantillonnent X avec une forte densité w: w > r~}. Les vecteurs e; modélisent
le bruit ajouté en chaque point frontiére. Nous supposons que le bruit ajouté reste
faible: Vi, ||ed] < 2w™.

Malgré sa simplicité, ce modele est réaliste. Dans le cas d’images obtenues par
numérisation d’un document de bonne qualité & I’aide d’un scanner, les objets pré-
sents dans I'image ont généralement une épaisseur supérieure a 10 pixels (r < 5) et

Perreur due a la discrétisation est inférieure au pixel.
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6.4.2 Cas 2D

Avant de présenter notre critére de suppression, nous rappelons la définition de
la fonction d’étanchéité donnée dans le chapitre 2 et nous introduisons la notion

d’angle bissecteur (voir figure 64a).

Définition 6.1 (Fonction d’étanchéité) Soit X une forme continue et Sk(X)
son squelette. La fonction d’étanchéité p(-) est la fonction qui, & chaque point s du

squelette, associe le rayon de la boule mazimale centrée en s.

Définition 6.2 (Angle bissecteur) Soit X une forme continue et Sk(X) son sque-
lette. Soit s, un point simple du squelette. La boule mazimale centrée en s posséde
deuz points de contact Po et p1 avec la frontiére de X. On appelle angle bissecteur,
Uangle pospy compris entre 0 et 7. Par la suite, l’angle bissecteur calculé au point
s est not€ afs). L’angle bissecteur auz poinis terminauz et multiples se calcule par

passage a la limite.

afs) (

n

() (b)

FIG. 64 - (a) Angle bissecteur et fonction d’étanchéité au point s. (6) Valeurs
particuliéres de la fonction d’étanchéité.

L’angle bissecteur posséde les deux propriétés remarquables suivantes: il vaut 7
uniquement 13 ou la fonction d’étanchéité posséde des extréma. Il est nul unique-
ment aux extrémités du squelette (voir figure 64b). Autrement dit, un moyen simple
de caractériser les extrémités du squelette consiste & regarder la valeur de Pangle
bissecteur. Si 'angle bissecteur est proche de 0, alors le point regardé est proche
d’une extrémité. L’angle bissecteur, du fait de ses propriétés remarquables, a déja
été utilisé en analyse d’images pour segmenter des amas de cellules [Tal92].

Notre critére de suppression est fondé sur le calcul de la fonction d’étanchéité et

de P'angle bissecteur. Dans le cas de squelettes approchés par le graphe de Voronoi,
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ces fonctions sont faciles 3 estimer. Soit s un sommet de Voronoi, sg, s; et sz les
trois voisins de Voronoi du point s et (popipz) son triangle de Delaunay associé
dans lequel le sommet si est le dual de 'aréte [Pk+1,Pr+2]). Les indices sont calculés
modulo 3. La fonction d’étanchéité au sommet s est approchée par le rayon de la

boule de Delaunay centrée en s:

p*(s) = d(s, po) = d(s, p1) = d(s, p2)

Notons o I’angle pr71sprse (voir figure 65a). Pour approcher l'angle bissecteur,

nous utilisons:
a*(s) = max{sy € Sk*(F'), ax} (18)

En effet, supposons que la boule de Delaunay centrée en s tende vers une boule
maximale ayant deux points de contact @ et b avec la frontiere. Alors, le triangle
de Delaunay (popip2) prend une forme aplatie dans laquelle un des sommets (par
exemple po) tend vers a et les deux autres sommets (par exemple p; et p;) tendent
vers b (voir figure 65b). Par conséquent, p*(s) — p(s), a0 = 0, ou = a3 = a(s)
et o*(s) — afs). Pour simplifier, & partir de maintenant, o™ et p* seront notées

également a et p.

P

N
Pr+2 /’ \

(a)

F1G. 65 - Calcul de Uangle bissecteur.
Notre critére consiste & supprimer du squelette courant les extrémités s pour
lesquelles la fonction d’étanchéité est inférieure & une distance donnée po et Pangle
bissecteur est inférieur & un angle donné ap. Le squelette simplifié dépend donc de

deux paraméties: un rayon seuil po et un angle seuil . Le critére C(s) appliqué en

chaque extrémité est le suivant:
C(s) = (p(s) < po) ou (afs) < o)

L’extrémité s est supprimée si C(s) est vrai (voir figure 66).
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e afs) < ag et p(s) < po
o ofs) < ag et p(s) > po
o a(s) > ap et p(s) < po

(b) (c)

F1G. 66 - Pour simplifier efficacement le squelette, il faut tenir compte ¢ la fois
de la fonction d’étanchéité et de l’angle bissecteur. (a) Sommets du squelette initial
vérifiant le critére C(s). (b) Squelette simplifié avec ag = 2 et po = 0.2. (c) Résultat
obtenu en appliquant le critére partiel C(s) = (afs) < ao). (d) Résultat obtenu en
appliquant le critére partiel C(s) = (p(s) < Po)-

(d)

Interprétation et choix des paramétres

Dans un premier temps, nous allons examiner effet de notre critére sur le sque-
lette exact Sk(X) d’une forme continue X. Si le seuil po reste inférieur au rayon de
la plus petite boule centrée en une extrémité, seul le calcul de I’angle bissecteur a
une influence sur le squelette simplifié. Le seuil a contrdle en quelque sorte la perte
d’informations au niveau des branches. Si oy = 0, le squelette n’est pas simplifié.
Si g reste proche de 0, le squelette est peu simplifié. Si ay = 7, les branches du
squelette sont raccourcies jusqu’a rencontrer un point ou la fonction d’étanchéité
possede un maximum local.

Ces constatations montrent que des choix pertinents pour les seuils pg et aq sont :

® po inférieur au rayon de la plus petite boule centrée en une extrémité. Lorsque

les données proviennent d’images binaires, nous prendrons po = 5 pixels.

® oo suffisamment faible pour limiter la perte d’information. La valeur 35’—’ est un

bon compromis.
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En choisissant notre critére, nous cherchions a éliminer les sommets les plus sen-
sibles au bruit sur la frontiére. Or, expérimentalement, les points correspondant 3

un p grand et a proche de 7 sont les plus stables par rapport au bruit.

Résultats
0.8 T {
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o /
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FiG. 67 - (a,c) Squelettes. (b,d) Graphe des paramétres (c, p).
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F1G. 68 - (a,d) Squelettes bruités. (b,e) Résultat de la simplification avec ag = Z

et po =0.2. (c,f) Graphes des paramétres (a, p).
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30
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angle bissecteur
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fonction d'etanchelte

(&) (h) (i)

Fi1G. 69- (a,d,g) Squelettes bruités. (b,e,h) Résultat de la simplification avec oy = %’1

et po = 0.2. (c,f,i) Graphes des paramétres (o, p).
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Pour visualiser le comportement de notre méthode, nous avons représenté les
sommets du squelette sur un graphe appelé le graphe des paramétres et dans lequel
la position des points est repérée par la valeur des parametres a(s) et p(s) au lieu de
leurs coordonnées cartésiennes classiques. Plus précisément, & chaque sommet s du
squelette initial correspond dans le graphe des paramétres un point de coordonnées
(a(s), p(s))

La figure 67 présente le squelette exact de formes continues échantillonnées cha-
cune avec 600 points. Les différents éléments du squelette apparaissent clairement
sur le graphe des parametres. Les extrémités se trouvent sur la droite verticale o = 0
et chaque portion de courbe représente une branche du squelette.

Dans la figure 68, du bruit a été ajouté artificiellement sur la frontidre des formes
continues et enitraine une nouvelle répartition des points sur le graphe des para-
metres. Une grande partie des sommets qui se trouvaient sur les branches du sque-
lette se retrouvent & présent localisée sur une courbe de forme “hyperbolique”. Le
méme phénomene apparait également dans le cas d’objets obtenus 2 partir d’images
discretes (voir figure 69). Néanmoins, dans ce cas-13, les points s’organisent en strates
paralleles.

Nous proposons une explication simple permettant de comprendre la forme “hy-
perbolique” des courbes et des strates obtenues. Soit s un sommet du squelette
initial. Notons a et b les deux points frontieres ayant permis de calculer a(s) et p(s).
On a afs) = asb et p(s) = d(a,s) = d(b,s). L’ensemble des sommets s générés par
des points a et b distants de d a pour équation:

d

p =
2sm%

Il est alors possible de tracer la courbe p fonction de a 3 d fixé dans le graphe des
parametres. Pour certaines valeurs du parameétre d, nous avons constaté, de fagon
expérimentale, que la courbe précédente modélise parfaitement la forme du nouveau
nuage de points apparaissant avec le bruit (voir figure 70). Dans le cas d’objets
obtenus a partir d’images discrétes, la distance d entre deux points frontieres est
quantifiée et prerid ses valeurs dans un ensemble dénombrable (par exemple, 3@, %5,
v/2). La présence de strates dans le nuage exprime ’existence de valeurs interdites
pour d.

Ainsi, le bruit a pour effet de perturber les relations de voisinage dans le graphe de

Voronoi. Les points frontieres se trouvant a une certaine distance d les uns des autres
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se mettent & interagir, autrement dit, a devenir voisin de Delaunay. Ils génerent alors
des branches parasites dans le squelette. Tant que le bruit reste faible, la distance d

le reste également. Les perturbations ont un aspect local.

T

15 !
i d;sqnzzglz—-
i d=sqri(5)/2
st |ii d=sqr(2) -
7 41
oL §
5...
4}

FiG. 70 - Modélisation du bruit avec la courbe d’équation p = ﬁ tracée a d
2

constant.

Notre critére consiste & garder les sommets se trouvant au-dessus de la ligne tracée
en gras sur les graphes des parameétres. Son efficacité s’explique par le fait que les

points & supprimer forment un nuage “compact” qu’il est facile d’isoler du reste.
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6.4.3 Cas 3D

Nous proposons & présent deux extensions du critére ¢ (s) permettant d’obtenir
soit un squelette surfacique, soit un squelette filiforme. La diffculté majeure consiste

a étendre la notion d’angle bissecteur de fagon cohérente.

Squelettes surfaciques

La stratégie pour obtenir un squelette surfacique consiste & supprimer systémati-
quement les tétraédres chapeau et & supprimer les tétraédres saillants associés 3 des
bords non significatifs du squelette. Soit T' un tétraedre saillant et s son sommet de
Voronoi associé. Notons p(s) le rayon de la boule de Delaunay centrée en s et B(s)
I’angle formé pér les deux faces frontiéres de T'. Nous proposons de supprimer s si le
rayon p(s) est suffisamment petit ou encore si I’angle B(s) est suffisamment proche

de 7. Plus formellement, le sommet s est supprimé s'il vérifie le critere suivant :
Ci(s) = chapeau(s) ou (saillant(s) et (p(s) < po) et (B(s) > Bo))

L’utilisation de 1’angle B3(s) nous a été suggérée par la constatation suivante: en
2D, si s est une extrémité du squelette courant, et 5(s) ’angle entre les deux arétes
frontiéres de son triangle de Delaunay, nous avons 8(s) = 7 — %fl (voir figure 71a).
Lorsque a(s) =0, on a 8(s) = 7. Ainsi, en 2D, le critere C(s) consiste & supprimer
les triangles chapeau qui ne sont pas sufisamment pointus.

Pour faciliter le choix des parameétres pg et S, il semble attractif & premieére vue
d’utiliser & nouveau un graphe de paramétres sur lequel on puisse lire les meilleurs
seuils & appliquer. Malheureusement, le diagramme obtenu présente un aspect confus
qu’il n’est pas possible d’exploiter efficacement (voir figure 72). Aussi, sachant que
pour les objets testés, les points frontiéres sont peu bruités, nous avons choisi systé-
matiquement po = 0, sauf dans le cas du chromosome. La valeur Bo = % représente

un bon compromis pour ’angle (voir figure 73).

Squelettes filiformes

Pour obtenir un squelette filiforme, nous supprimons systématiquement les té-
traédres saillants et nous gardons les tétraédres chapeau associés & des extrémités
significatives. Soit T un tétratdre chapeau et s son sommet de Voronoi associé. No-

tons p(s) le rayon de la boule de Delaunay centrée en s et w(s) I’angle solide sous
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lequel le sommet s voit les trois faces frontieres de T'. Le sommet s est supprimé si

le critére suivant est vérifié:
C2(s) = saillant(s) ou (chapeau(s) et (p(s) < po) et (w(s) < wo))

I’angle solide est une notion bien connue des physiciens (voir figure 71). Etant
donné une surface S prenant appui sur un contour C et un point o, I’angle solide sous
lequel le point o voit la surface S vaut £/R?, ot R représente le rayon d’une sphere
centrée en o et & laire de la portion de cette sphere incluse dans le cone de centre
o et de directrice C. L’angle solide est une quantité sans dimension, exprimée en
stéradian. Sa valeur absolue appartient & I'intervalle [0, 47]. L’angle solide généralise
3 ’espace 3D la notion d’angle dans le plan. Ainsi, dans le cas 2D, si s est une
extrémité du squelette, I’angle a(s) peut s’interpréter comme ’angle solide sous

lequel s voit les arétes frontiéres de son triangle associé.

(a) (b)

FiGg. 71 - Généralisation de l’angle bissecteur.

Pour étudier la pertinence de notre critére, nous avons voulu voir dans un premier
temps si le graphe des parameétres permettait d’apporter une information précieuse
sur le choix des seuils. Expérimentalement, nous avons constaté un regroupement
des sommets dans la zone w < w (voir figure 72). L’angle solide w semble donc
posséder un meilleur pouvoir discriminateur sur les sommets que 1’angle 8. Nous
avons testé la méthode sur différents objets, avec wp = 37” et po = 0. Les résultats
obtenus sont décevants (voir figure 73). Bien que les sommets retenus soient localisés
dans le centre de la forme, la méthode retient une multitude de branches parasites,
tres courtes, sans réelle signification. Cette section se conclut donc par un constat
d’échec et la nécessité de recourir & une autre méthode pour obtenir des squelettes

filiformes 3D satisfaisants.
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FIG. 72 - (a,d,g,j) Formes continues. (b,e,h,k) Graphes des paramétres (8,p).
(c.f,i,]) Graphes des paramétres (w, p)
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() (k) 0

FIG. 73 - (a,d,g,j) Squelettes initiauz. (b,e,hk) Squelettes simplifiés avec le critére
Ci. (e,f,1,1) Squelettes simplifiés avec le critére C,.
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6.5 Critere global

Dans cette section, nous présentons un nouveau critére de suppression des som-
mets remarquablement efficace pour obtenir des squelettes filiformes 3D [Att95a].

Ce critére consiste a approcher d’une autre facon I’angle bissecteur utilisé dans la
section précédente. Plus précisément, au lieu de supprimer un sommet uniquement
a partir d’informations locales & ce sommet, nous allons prendre en compte les
sommets qui ont déja disparu du squelette avant lui, de méme que le proposait déja

Ogniewicz dans [Ogn94].

6.5.1 Cas;ZD

&

La simplification du squelette Sk(F') va de pair avec la simplification de la forme
F. Ainsi, la suppression d’une branche du squelette s’accompagne de la disparition
d’une région de la forme. Soit [sso] une branche périphérique du squelette courant
et s I'extrémité de cette branche. Notons [ab] le segment de Delaunay associé & [ss).
Ce segment partage la forme initiale F en deux régions disjointes. Plus précisément,
il sépare les triangles de Delaunay amenés 3 disparaitre avec s, de ceux qui restent
dans la forme courante apres sa suppression. Notons {(s) la longueur du morceau de
frontiére passant par les points a et b et qui est amené a disparaitre avec le sommet

S.

F1G. 74 - Approzimation de ’angle bissecteur.

Pour décider de la suppression du sommet s, nous allons évaluer deux quantités :

p(s) et Q(s) (voir figure 74). Comme précédemment, p(s) désigne le rayon de la



6.5. CRITERE GLOBAL | 133

boule de Delaunay centrée au point s; ((s) est une grandeur sans dimension définie
par le rapport:
Qs) = Hs)
p(s)
Intuitivement, si la portion de la frontiére dont on mesure la longueur approche un
arc de cercle, Q(s) approche l'angle solide sous lequel la portion de frontiere est vue

de s. Le point s est supprimé du squelette s’il vérifie le critere:

C'(s) = (p(s) < po) ou (Q(s) < o)

d(o,s) - cos ¢

\V‘(o, s)-sin¢g

FIG. 75 - Modéle pour les objets.

Pour comprendre I’intérét de remplacer a(s) par (s), regardons ce qui se passe
dans le cas particulier de la forme de la figure 75. Cette forme a pouxi squelette une
demi-droite d’extrémité o. En tout point s du squelette, la fonction d’étanchéité p,

’angle bissecteur « et la fonction € se calculent aisément :

p(s) = r+d(o,s)-sing

a(s) = m—2¢

rm —2r¢ + 2d(o,s) - cos ¢
r +d(o,s) -sing

Dans ce cas particulier, ’angle bissecteur o posséde la particularité d’étre constant
en tout point du squelette. Ainsi, le résultat de la simplification du squelette avec le
critére C(s) de la section précédente donne un résultat simpliste: soit ’angle seuil

ap vérifie ap > ™ — 2¢, auquel cas tout le squelette disparait; soit g < ™ — 29,
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auquel cas le squelette reste inchangé. La méthode a donc un comportement du type

tout ou rien. L’utilisation de Pangle Q permet de moduler le résultat obtenu. Avec

le nouveau critére:
® si ap < 7 — 2¢, le squelette n’est pas simplifié;

o siop € [1-2¢, 225, le squelette est simplifié jusqu’au point s vérifiant Q(s) =

Qg

® siap> E—%, le squelette disparait entierement.

Par exemple, si ¢ = 0, le choix du seuil ap = 7+€ permet de raccourcir le squelette
sur une longueur valant Z£. Or, les objets d’épaisseur constante tels les chromosomes
sont particuliériement bien représentés par des formes du type précédent dans les-
quelles ¢ = 0. Par conséquent, pour supprimer le bruit sans supprimer les branches
significatives, un choix judicieux de 1’angle seuil consiste & prendre g = 7. Si le
bruit reste faible, il suffit de prendre py = 0.

Nous avons comparé ce nouveau critére au critére précédent et ceci pour diffé-
rents seuils. Les résultats observés correspondent bien au comportement attendu.
Le nombre de branches supprimées est nettement plus important et laisse envisager

de meilleurs résultats dans le cas 3D (voir figure 76).

(a) (b) (c)

FIG. 76 - Squelettes simplifiés obtenus avec le critére global C' pour Qg = 7 et
Po = 0.

Pour conclure, remarquons que le calcul de 4(s) ne pose pas de problémes par-

ticuliers et n’augmente pas le temps de calcul du processus de simplification. II
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s’effectue en cumulant les longueurs trouvées pour les voisins du sommet courant.
La grandeur #(s) intervient déja dans les méthodes de simplification proposées par
Ogniewicz [Sze92, Ogn94].

6.5.2 Cas 3D

Dans ’espace 3D, les choses ne sont pas aussi simples car si [ss'] est une branche
du squelette et (abc) son triangle de Delaunay associé, ce dernier ne partage pas la
frontiere de la forme initiale en deux parties disjointes.

Le probléme essentiel abordé dans cette section concerne donc le choix d’un en-
semble de sommets qui doivent intervenir dans la suppression de s. Nous proposons
deux solutions. La premiére, trop cofiteuse, n’est pas utilisée en pratique. Néan-
moins, sa description permet de mieux situer le probleme. La deuxieme calcule un
équivalent 3D de la grandeur £(s) sans passer par un découpage explicite de la forme.
Cette astuce permet d’obtenir d’excellents résultats sans augmenter pour autant la

complexité de notre procédé de simplification.

Digression sur la coupure du squelette 3D

Il s’agit d’attribuer & chaque sommet s un ensemble A(s) de sommets pouvant
influer sur sa disparition. Pour cela, nous allons orienter dans un premier temps le
graphe de Voronoi. L’ensemble A(s) sera alors défini comme I’ensemble des antécé-
dents de s dans le graphe de Voronoi orienté. '

Supposons tout d’abord que ’on simplifie totalement le squelette §en supprimant
systématiquement les tétraédres chapeau et saillants sans ce préoccuper d'un cri-
tere quelconque. Apres cette opération, les sommets sont ordonnés par leur date de
disparition. Cet ordre dépend de 'ordre dans lequel ont été examinés les tétraedres
au cours de la simplification. Nous avons choisi d’examiner les tétraedres saillants
et chapeau se trouvant sur la périphérie du squelette initial dans un ordre aléatoire;

les résultats obtenus sont suffisamment convaincants.

Définition 6.3 (Relation < entre les sommets) Soient s et s’ deur sommets
de Voronoi. On a s < s' si et seulement si s et s’ sont voisins dans le graphe de

Voronoi et s' est amené a disparaitre avant s lors du processus de simplification.
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Définition 6.4 (Antécédent) Soient s et s' deusr sommets de Voronos. On dit que
s' est un antécédent de s si et seulement si il existe k+ 1 sommets {si}ieqo,.. ky tels

que s = 8o < 81 < ... < 8¢ = 8. On note A(s) lensemble des antécédents de s.

A(s) représente I’ensemble des sommets du squelette qu'’il a fallu supprimer avant
de pouvoir supprimer s (voir figure 77). Malheureusement, le découpage du squelette

a P’aide des antécédents posséde les inconvénients suivants :

o les ensembles A(s) forment un recouvrement du squelette et non une partition.

En effet, un sommet s’ peut étre 'antécédent de plusieurs sommets.

¢ le calcul de A(s) s’effectue en O(m) ol m est le nombre de sommets de Vo-
ronoi. Si ce calcul est effectué pour chaque sommet s observé, il augmente

considérablement la complexité du procédé de simplification.

——» aréte orientée
® antécédents de s

0 antécédents de s’

(a) (b)

F1G. 77 - Portion de squelette 3D. Le squelette est maillé par des polygones de
Voronoi. (a) Ezemple de graphe orienté obtenu apres la simplification compléte du
squelette. (b) Antécédents de s et s'.

A chaque ensemble A(s), correspond par dualité un ensemble de tétraddres dans
l'objet, formant une région plus ou moins étendue. Sur la figure 78, nous avons
représenté pour différents sommets s, la frontiere de la région associée. La section
suivante a pour but de trouver un moyen simple d’évaluer I’angle solide sous lequel

un sommet s voit la surface ainsi découpée sur la frontiére de I’objet.
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(a) 0.7= (b) 0.37 (c) 0.057

(d) 2.3w (e) 3.97 (f) 6.4m

Fig. 78 - Antécédents d’un sommet s visualisés en représentant la surface des
tétraédres associés. L angle Q(s) calculé est indiqué dans les sous-légendes.

Approximation de I’angle solide

Pour approcher ’angle solide sous lequel un sommet s voit la région associée a

I’ensemble A(s), il est nécessaire de calculer au préalable un équivalent 3D de {(s).

1. INITIALISATION: Si s est un sommet du squelette initial dont le tétraddre
associé T possede k (0 < k < 4) faces frontieres {fi}ieq1,..4), on pose:

£(s) = aire(f1) + ... + aire(fi).

Par exemple, si T est un tétraedre chapeau, k = 3 et si T est un tétraedre

saillant k = 2. Mais ce calcul est aussi effectué pour les autres tétraedres.

2. PROPAGATION: De facon imagée, nous pouvons dire qu'au moment ol un
sommet s disparait du squelette courant, il partage équitablement ce qu’il
posséde (c’est-a-dire £(s)) entre ses voisins restant dans le squelette. Plus for-
mellement, si s posséde k voisins dans le squelette, chacun de ses voisins s;
recoit I(s;) < I(si) + l—(,fl
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La “beauté” de ce partage est qu’il permet de laisser invariant au cours du temps
Iaire répartie sur I’ensemble des sommets. L’angle solide est alors approché en éva-
luant la quantité (voir figure 79):

Qs) = %

Pour simplifier les squelettes 3D, nous appliquons le critére:
Cs(s) = saillant(s) ou (chapeau(s) et (p(s) < po) et (s) < Qo))

Les seuils choisis sont pg = 0 et Qy = 27. Autrement dit, une extrémité est jugée
importante si les tétraédres qui influent sur sa disparition couvrent un demi-espace
autour d’elle. Iées résultats obtenus sont excellents (voir figure 79). Le nombre de
branches détectées vaut 4 pour la boite, 4 pour le chromosome, 4 pour la forme

synthétique, et 13 pour la vertebre.

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un schéma général de simplification des
squelettes 2D et 3D. Ce schéma consiste a supprimer séquentiellement les extrémités
et les bords du squelette jugés non significatifs selon un certain critére.

Nous avons ensuite proposé deux critéres permettant de mesurer Pimportance
d’un sommet: un critére local fondé sur le calcul de I'angle bissecteur et de la
fonction d’étanchéité, et un critere global dans lequel Pangle bissecteur est remplacé
par l’angle solide sous lequel un sommet voit sa surface d’influence. Le critére local
permet de simplifier efficacement les objets 2D lorsque le bruit reste faible. Le critére
global s’avere particuliérement efficace pour trouver des squelettes filiformes associés
aux objets.

Les approches proposées ont été rendues possibles grace 3 ’utilisation de sque-
lettes continus, contenant plus d’informations que leurs homologues discrets. De
plus, les résultats sur la convergence des squelettes continus nous ont permis de
tester nos méthodes en présence de bruit, chose impossible dans le cas discret.

L’un des points forts du chapitre a consisté & introduire la notion de graphe
de parametres. Ce dernier fournit une représentation synthétique du squelette. Il
permet de visualiser directement I’influence du bruit et de choisir en conséquence

les parameétres de la simplification.
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.
(b)

(d)
%
(f)
*@5“
(h)

(g)

FI1G. 79 - (a,c,e,g) Formes continues. (b,d,f,h) Squelettes filiformes obtenus avec le
critére C}, pour Qo = 2m et po = 0.
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L’extension de ces méthodes peut s’envisager selon deux directions différentes.
Tout d’abord, on peut vouloir supprimer des sommets uniformément sur tout le
squelette et non plus uniquement sur la périphérie. Ensuite, nous avons supposé que
le squelette simplifié formait un sous-ensemble du squelette initial ; or, lorsque la
forme initiale contient des petits trous dus aux bruits, il peut étre intéressant de

déformer le squelette afin de le recentrer dans la forme.
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Chapitre 7

Applications
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7.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une application des squelettes 2D qui valide
notre approche et illustre son intérét sur des données biologiques.

En 1993, le laboratoire TIMC-IMAG était impliqué dans un projet européen
dans le domaine de la biologie et de la médecine (programme AIM, project IM-
PACT A2017 92-93). Notre contribution a consisté & inclure dans I’environnement
du microscope informatisé Zeiss AxioHOME, un outil efficace permettant d’extraire
des zones d’influence sur des structures de tissus humains.

Tandis que la section 7.2 décrit brievement le projet IMPACT, la section 7.3
présente notre contribution personnelle A ce projet. Finalement, la section 7.4 conclut

ce chapitre.

7.2 Contexte

7.2.1 Histopathologie

L’histopathologie est I'étude des structures présentes dans des coupes de tissus
humains (voir figures 80 et 81). L’organisation des cellules et des glandes dans le
liquide intercellulaire permet de grader ’état d’avancement d’une pathologie (can-
cer, hyperplasie, atrophie, inflammation, etc). Pour quantifier de fagon objective
les structures présentes sur la lame, on aimerait pouvoir substituer 3 I’évaluation
différentielle et subjective du pathologiste, la mesure automatique d’un parameétre
traduisant 1’évolution de 1’état normal vers 1’état cancéreux ou Ihyperplasie. Des
techniques existent, qui utilisent pour la plupart un partitionnement de Voronoi
[Ahu82, Ahu89, Mar93].

F1G. 80 - Ezemple d’éléments présents sur une lame.

Dans le cas d’une population formée d’un seul type d’entités (cellules , ces tech-
pop p

niques consistent & représenter chaque élément par son centre de gravité et & calculer
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le graphe de Voronoi des centres de gravité. Chaque cellule se voit ainsi associer un
polygone de Voronoi dont la forme et la surface varient au sein de la population. La
mesure de ces variations permet de caractériser la topographie de la population. Par

exemple, Marcelpoil [Mar93] propose de calculer trois parameétres (non explicités ici)

qui sont :
¢ le facteur de forme moyen des polygones,
e ’homogénéité géométrique,

e le désordre surfacique.
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FiG. 81 - Différentes organisations de cellules dans un tissu prostatique. Seuls les
centres de gravité des noyauz des cellules ont été représentés (estrait de [Mar93]).

Dans le cas de tissus formés de structures complexes (cellules + glandes), les
mesures précédentes doivent étre effectuées sur des sous-populations de cellules dans
le voisinage d’une glande donnée. Le squelette par zone d’influence permet alors
de trouver quelles sont les sous-populations de cellules a considérer et fournit un

découpage pertinent du tissu a étudier.
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7.2.2 Microscope informatisé AxioHOME

Le microscope informatisé HOME est un prototype qui a été développé dans le la-
boratoire REMQ - TIMC dans le cadre de deux projets européens successifs HOME
(Highly Optimized Microscope Environment - 1989/1991) et IMPACT (Integration
Microscopy for Pathology Activities and Computer Technology - 1991/ 1994) de
Paction concertée AIM (Advanced Informatic in Medecine) de la Communauté eu-
ropéenne [Bru92]. Ces projets ont regroupé des laboratoires européens de recherche
et développement (MRC - Edinburgh, TIMC - Grenoble, Sylvius Laboratories -
Leiden), des laboratoires de pathologie (Academisch Ziekenhuis - N jjmegen, St Bar-
tholomews - London, Rigshospitalet - Copenhagen) et des partenaires industriels
(Zeiss, Alcatel).

Fi1G. 82 - Interface utilisateur superposée & [’image optique d’une lame.

L’environnement de travail HOME comprend un ordinateur et un microscope
optique. Les déplacements de la platine du microscope ainsi que les changements
d’objectif sont transmis & I’ordinateur. De plus, un systéme permet 3 I’utilisateur de
voir & travers les oculaires du microscope le contenu de 1’écran superposé a I'image
de la lame [Kri93] (voir figure 82). Ce systéme a I'avantage de ne pas entrajner de
fatigue visuelle supplémentaire due & ’'accommodation entre I'image microscopique

d’une part et I’écran de ’ordinateur d’autre part. La convivialité est ainsi optimale.
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7.2.3 Logiciel

Le logiciel développé sous HOME a pour but de fournir aux pathologistes un outil
simple pour les aider & établir un diagnostique. L’interface fournit les mémes fonc-
tionnalités qu’un logiciel de dessin vectoriel. L’utilisateur sélectionne les différents
objets qu’il désire étudier en tragant leur contour a 1’aide d’une souris. Les glandes
sont donc représentées par des polygones et les cellules par des points [Ber94c].

La philosophie HOME est propice & une approche continue. Les objets sont seg-
mentés 3 la main par l'utilisateur qui en donne directement une approximation
polygonale. Dans ce contexte, nous avons cherché a calculer le squelette par zones

d’influences d’un ensemble de glandes approchées par des polygones.

7.3 Squelette par zones d’influence

7.3.1 Définitions - généralités

Le squelette par zones d’influence, encore appelé graphe de Voronoi généralisé se

définit a partir de la notion de zones d’influence:

Définition 7.1 (Zone d’influence) Soit X = UX;, un ensemble fini d’objets X;
disjoints deuz & deuz. La zone d’influence iz(X;) associée a l'objet X; est ’ensemble

des points du plan plus proche de X; que de tout autre objet :

iZ(Xi) = {m € RNa v] # 2.7 d(maXz) < d(maXJ)}

Définition 7.2 (Squelette par zones d’influence) Soit X = UX;, un ensemble
fini d’objets disjoints deuz & deuz. Le squelette par zones d’influence Skiz(X') est

formé de la frontiére des zones d’influence des objets X;.

Skiz(X) = U 0iz(X;)

Le squelette par zones d’influence ne doit pas étre confondu avec le squelette
du complémentaire dans lequel il est inclus. Un exemple de squelette par zones

d’influence non connexe est présenté figure 83.
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Fic. 83 - Squelette par zones d’influence calculé sous HOME.

7.3.2 Calcul

Le squelette par zones d’influence d’un ensemble X d’objets X; est calculé 3 partir
du graphe de Voronoi des points échantillonnant la frontiere des objets X;. Il est
formé des sommets et des arétes de Voronoi dont le dual (triangle de Delaunay ou
aréte de Delaunay) prend appui sur au moins deux objets différents (voir figures 83
et 84). Le squelette par zones d’influence ainsi approché posséde ’avantage d’étre

toujours défini. Aucun cas pathologique n’est & considérer.

Fi1G. 84 - Squelette par zones d’influence d’un ensemble de glandes sélectionnées
par lutilisateur.

La complexité du calcul est en O(nlogn), ot n représente le nombre de points
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échantillonnant la frontiére des objets. Sur un PC compatible 486, le calcul est rapide
et s’avere totalement adapté & une application ayant des impératifs de temps réel.

Une amélioration possible porte sur ’échantillonnage des objets. En effet, lorsque
I'utilisateur dessine un polygone, la distribution des sommets de ce polygone dé-
pend du mouvement effectué avec la souris. Si le mouvement du curseur est rapide
(dessin d’une ligne droite), le nombre de sommets est faible. Au contraire, lorsque
P'utilisateur dessine lentement, le nombre de sommets est élevé. Ceci peut conduire
3 des squelettes présentant un aspect en dent de scie déplaisant.

Un rééchantillonnage de la frontiére permettrait d’atténuer ce phénomeéne. Dans
[Boi92b], un procédé d’ajout des points force le squelette a rester a l'intérieur de
la forme. Des améliorations pourraient étre envisagées qui autorisent la suppression
ou le déplacement de points frontiéres. Ce théme de recherche offre d’intéressantes

perspectives de travail.

7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilisé avec succés I’approche continue pour calculer
des zones d’influence 2D. Notre démarche s’avére particulierement bien adaptée
4 ce genre de probléme ou la seule information disponible est une approximation
polygonale de la frontiére. Les temps de calcul sont faibles et les résultats obtenus
nous ont encouragés a poursuivre dans cette voie.

D’autres applications, portant cette fois-ci sur des données médicales 3D, sont en

cours de réalisation et seront esquissées dans la conclusion générale.
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8.1 Bilan

Dans ce mémoire de thése, nous avons étudié la définition, le calcul et la simpli-
fication des squelettes d’objets 2D et 3D. Le graphe de Voronoi s’est avéré un outil
précieux, permettant de résoudre de nombreux problémes comme la squelettisation
mais aussi I'interpolation d’un ensemble de points.

Dans le chapitre 2, nous avons réalisé un état de I’art des méthodes de squelet-
tisation. Trois familles de méthodes y sont présentées: les méthodes discretes, les
méthodes continues et les méthodes exactes. Le chapitre 2 se conclut par une étude
portant sur le calcul de grandeurs géométriques d’un objet (surface, barycentre, di-
rections principales, ...). Nous avons présenté une formule originale qui permet de
transformer uneé intégrale double sur ’objet en une intégrale simple sur le squelette.

Dans le chapitre 3, nous avons réalisé une synthése des méthodes continues de
squelettisation. Le principe de ces méthodes consiste & utiliser le graphe de Voronol
de points échantillonnant la frontiére pour approcher le squelette. Les différentes
fagons de procéder ont été énumérées puis comparées dans des cas pathologiques
comme dans des cas de convergence. Le résultat le plus original de ce chapitre porte
sur une condition d’équivalence des deux principales méthodes de squelettisation.

Dans le chapitre 4, nous avons étudié les unions finies de spheres, appelées pour
simplifier des polyboules. Nous avons analysé leur structure et mis 3 jour certaines
analogies avec les polytopes. Il ressort de cette étude que le squelette d’une poly-
boule peut se construire de fagon exacte 3 1’aide d’éléments tres simples comme
des segments de droite en 2D et des polygones en 3D. Ce résultat nous a permis
d’aboutir & une formulation originale des méthodes continues de squelettisation &
partir des boules de Delaunay.

Dans le chapitre 5, nous avons abordé le probléme de I'interpolation d’un ensemble
de points 3D par des facettes triangulaires. Nous avons proposé une méthode origi-
nale, fondée sur le calcul du graphe de Delaunay. Le point fort de cette méthode est
existence d’un théoréme de convérgence dans l’espace 2D. Les résultats obtenus
sont tres convaincants en 2D comme en 3D.

Dans le chapitre 6, nous avons décrit différentes facons de simplifier le squelette.
La premiere méthode est fondée sur le calcul local de I’angle bissecteur et de la fonc-
tion d’étanchéité. Une représentation de ces deux paramétres sur un méme graphe

nous a permis de visualiser et de comprendre l'influence du bruit sur le squelette.
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La deuxiéme méthode de simplification prend en compte des informations plus glo-
bales sur ’objet. Elle permet d’obtenir des squelettes filiformes 3D particulierement
représentatifs.

Enfin, nous avons appliqué nos travaux dans le cadre d’un projet médical eu-
ropéen. Cette expérience nous a permis de montrer la pertinence d’une approche

continue.

8.2 Perspectives

De nombreuses perspectives de recherche et d’applications peuvent étre envisa-
gées, que nous récapitulons & présent. Certaines ont déja été discutées au cours de

ce mémoire.

Complexité de la représentation 3D

En 3D, nous avons constaté de facon expérimentale que le nombre de tétraedres
nécessaires au partitionnement d’un objet échantillonné par n points est de ’ordre
de 8n. La recherche de bornes linéaires inférieures et supérieures est un probleme

ouvert.

Interpolation

Dans le chapitre 5, nous avons proposé une technique pour trouver des surfaces
fermées interpolant un ensemble de points. Un travail analogue pourrait étre mené

dans le cas de surfaces ouvertes.

Codage minimal

Le codage par boules maximales n’est pas optimal en nombre de boules extraites.
Un procédé de sélection du nombre minimal de boules permettant malgré tout de
reconstruire l'objet avec une précision donnée promet de beaux développements.
Cela permettrait en particulier de construire de facon automatique des modeles
suffisamment compacts pour pouvoir étre utilisé pour ’animation en temps réel.

Une collaboration sur ce sujet utilisant des données médicales 3D est en cours avec
le laboratoire iIMAGIS-IMAG.
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Rééchantillonnage du squelette

Nous avons constaté que les sommets de Voronof sont répartis de fagon irréguliére
sur le squelette. La distance entre deux sommets consécutifs varie considérablement
selon que ’on se trouve sur la périphérie ou vers Vintérieur du squelette. Or, pour
certaines applications comme ’analyse des chromosomes étalés dans la, métaphase,
il est nécessaire de pouvoir parcourir & intervalles réguliers le squelette afin d’obtenir
des profils d’intensité de fluorescence. Un rééchantillonnage des branches du squelette

s’avere alors nécessaire.

Rééchantillonnage de la frontiére

Les sommets des polygones approchant les objets sont parfois mals distribués et
ne permette pas un calcul optimal du squelette. En effet, il se peut qu’a certains
endroits, la densité des points soit trop faible. A d’autres endroits, elle peut étre
inutilement élevée. Un rééchantillonage de la frontiere permettrait d’augmenter les

performances de la squelettisation.

Découpage des formes

Tandis que dans le plan, un segment prenant appui sur la frontiére d’un polygone
suffit & partager ce polygone en deux, dans 'espace, un triangle prenant appui sur
la frontiere d’un polyédre ne permet pas de le partitionner. Des algorithmes pour

décomposer des objets 3D en sous-objets pourront faire I’objet de futurs travaux.

Nous espérons que ces quelques perspectives nous permettront de poursuivre avec

bonheur les travaux exposés dans ce mémoire.
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A.1 Généralités - Définitions

La topologie est un domaine mathématique qui s’intéresse aux propriétés des
objets qui demeurent inchangées par des déformations continues (voir figure 86).
Intuitivement, deux objets sont “topologiquement équivalents” si ’on peut passer
de I'un a l'autre par une déformation “continue”. La condition essentielle est que
les points de 1'objet qui étaient proches les uns des autres avant la transformation

demeurent proches les uns des autres dans I’objet transformé (voir figure 85).

OO

FIG. 85 - Deuz objets topologiquement éguivalents.

La notion mathématique permettant de formaliser le concept d’objets “topologi-
quement €quivalents” est le type d’homotopie. Deux ob jets ont méme type d’homo-
topie s’ils sont “topologiquement équivalents”. Les définition du type d’homotopie

nécessite d’introduire les notions d’applications homotopes et d’homotopies [God71].

Définition A.1 (Applications homotopes et homotopies) Soient f; et f, deuz
applications continues d’un espace X dans un espace Y. L’application fy est homo-
tope a Uapplication fy s’il existe une application continue F du produit X x [0,1]
dans Y telle que F(z,0) = fo(z) et F(z,1) = fi(z) pour tout z € X. On dit que F

est une homotopie de fy a fi.

Définition A.2 (Type d’homotopie) Deuz espaces X et Y ont méme type d’ho-
motopie s’il existe une application continue f: X — Y et une application continue
g:Y — X telles que les applications go f et f o g soient respectivement homotopes
auz applications identiques de X et de Y.
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FiG. 86 - Le ruban de Mobius (dessin de M.C. Escher). D’un point de vue topo-
logique, le ruban de Mébius se décrit comme une surface non orientable a un seul

bord.

Nous rappelons le résultat suivant:
Proposition A.1 Deuz espaces homéomorphes' ont méme type d’homotopie.

Démonstration.  Ce résultat se démontre de fagon immédiate. Sl X et Y sont
homéomorphes, il existe une application bijective et continue f : X — Y dont la
réciproque est continue. Comme f o f~! = Idy, les applications fo f~! et Idy sont
trivialement homotopes. Pour la méme raison, les applications f~' o f et Idx sont

homotopes car égales. =

Par la suite, nous rappelons deux résultats portant respectivement sur le type
d’homotopie des squelettes (section A.2) et des graphes (section A.3). Ces résultats
interviennent & des endroits clef du document (chapitres 2, 3 et 6) sans pourtant
étre clairement énoncés. Il nous a paru important de les regrouper dans une annexe

et de donner des éléments de démonstration dans ’espace 2D.

1. On dit que deur espaces X et X' sont homéomorphes s’il eriste une application bijective et
continue f: X — X' dont la réciprogue est continue.
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A.2 Type d’homotopie du squelette

Il est généralement admis dans la littérature que I’objet et son squelette ont
méme type d’homotopie. Cette propriété est essentielle car elle Justifie I'utilisation
du squelette en temps que descripteur de formes. Dans cette section, nous rappelons
quelles hypotheses sont nécessaires pour établir ce résultat. Puis, nous donnons une

démonstration dans Pespace 2D.

Proposition A.2 Soit X un ouvert du plan vérifiant les hypothéses 2.1. Alors, X
et Sk(X) ont méme type d’homotopie.

Démonstration. 1l s’agit de trouver deux applications continues o : X — Sk(X) et
::Sk(X) » X telles que o 04 soit homotope & Idsy(x) et i 0 & soit homotope & Idx.
Comme Sk()u( ) C X, nous pouvons définir ¢ : Sk(X) — X comme Dlinjection
canonique. Pour tout z € Sk(X), i(z) = =.
Pour définir o, nous utilisons la notion d’amont [Sch93]. L’amont d’un point = de

X est ’ensemble suivant:
Am(x) = {y’ d(y') XC) = d(:II,Xc) + d(:l:, y)}

1 est possible de montrer que ’amont de z est un segment (éventuellement réduit
a un point) qui relie z au squelette. Nous définissons o(z) comme Uextrémité de

I’amont appartenant au squelette :
o(z) = An(z) N Sk(z)

Schmitt [Sch93] a montré que ’application o ainsi définie est continue si le squelette
est un graphe de type fini?, autrememt dit si X vérifie les hypotheéses 2.1.
Commeocoi=1 dsk(x), les applications c o et [ dsk(x) sont trivialement homo-
topes.
Montrons maintenant que I’application i 0 o est homotope & I'identité Idx. Le

segment [z, o(z)] étant inclus dans X, il est possible de définir F de la fagon suivante :
Iy Xx[0,1] - X
' (z,t) — F(z,t)=t-z+(1—1)-i00(z)
L’application F' ainsi définie est continue. De plus, F(z,0) =ioo(z) et F(z, )=z

F' est bien une homotopie ce qui conclut la démonstration. m

2. Un graphe est de type fini si le nombre d’arétes incidentes & un sommet est fini et si I’ensemble
des sommets du graphe est isolé.
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A.3 Type d’homotopie du graphe dual

Dans le chapitre 3, nous avons admis que 'approximation polygonale X, et le
squelette défini par dualité Dual(X,,) avaient méme type d’homotopie. Ce résultat
est également utilisé dans le chapitre 6 pour simplifier les squelettes. Dans cette
section, nous nous proposons de revenir plus en détail sur ce résultat, au travers de

la proposition A.3. Les notations utilisées sont celles définies dans le paragraphe 3.2.

Proposition A.3 Soit E un ensemble fini de points et Vor(E), son graphe de Vo-
ronoi. Soit G un sous-ensemble borné de Vor(E). Les deuz ensembles G et Dual(G)

ont méme type d’homotopie (voir figure 87).

Dans la proposition, G représente un squelette et Dual(G) la forme associée. Cette

forme a la particularité d’étre un ouvert.

Del(E)

F1G. 87 - lllustration de la proposition A.3.

Démonstration. Nous allons nous contenter de démontrer la proposition dans I’es-
pace 2D, le cas 3D se déduisant facilement du cas 2D.

Par la suite, G sera indifféremment considéré soit comme un graphe:
G =(V(G), E(G))

soit comme un ensemble de points:

G:( U {v})U(I U ]vovl[)
vEV(G) w1 [€E(G)
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Comme un sommet de Voronoi n’est pas forcément inclus dans son triangle de
Delaunay, il en résulte que G n’est pas toujours inclus dans son dual. Pour démontrer
le résultat, nous allons utiliser un graphe intermédiaire G* qui aura la propriété
d’étre inclus dans Dual(G) (voir figure 88). Notons B(v), le barycentre du triangle
de Delaunay associé au sommet v. Le graphe G* est construit en remplacant chaque
sommet v de G par le point B(v) et chaque aréte Jvov; | par le segment 1B(v0) B(v1)].

Nous avons ;

G=( U B} ul U IBw)Bw)

vEV(G) vov1 [EE(G)

Fi1G. 88 - Les graphes G et G*.

Nous allons montrer dans un premier temps que G et G* ont méme type d’homoto-
pie. D’apres la proposition A.1, il suffit de trouver un homéomorphisme f : G — G*.
Soit m, un point quelconque de G. m s’écrit sous la forme m = A - v + (1=2X)-v,
ou A € [0,1], v € V(G) et v' € V(G). Posons f(m) = A - B(v)+ (1 = )) - B(v').
L’application f est bien un homéomorphisme.

Montrons & présent que G* et Dual(G) ont méme type d’homotopie. Pour cela,
nous allons trouver deux applications continues ¢ : Dual(G) - G* et i : G* —
Dual(G) telles que ¢ o ¢ soit homotope & Idg« et i 0 & soit homotope & I dpuai(c)-
Par construction, G* C Dual(G). Notons i : G* — Dual(@), D'injection canonique.
Pour tout m € Dual(G), i(m) = m. Reste & construire une application continue
o : Dual(G) — G*. Soit m € Dual(G). Plusieurs cas sont & distinguer (voir figure
89):

® m se trouve sur une aréte de Delaunay ]ab|. Posons alors:

o(m)=[ab] NG
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e m appartient au triangle de Delaunay Jabc[ de barycentre B(v) et plus particu-

lierement au sous-triangle [abB(v)], dans lequel Jab[¢Z Dual(G). Posons alors :
o(m) = B(v)
e m appartient au triangle de Delaunay ]abc| de barycentre B(v) et plus particu-

lierement au sous-triangle [ak B(v)], dans lequel Jab[C Dual(G) et k = [ab]NG.

Posons alors:

o(m) = (ma) N [kB(v)]

FiG. 89 - Les points my, mo et mg correspondent auz trois cas de figures rencon-
trés pour définir lapplication o. Les extrémités des fléches pointent sur les projetés
o(mi), o(mg) et o(ms).

L’application ¢ est continue par construction. Comme o 0 ¢ = Idgs, les applica-
tions o 0 ¢ et Idg« sont trivialement homotopes. Montrons maintenant que ’appli-
cation 7 o o est homotope & I'identité Idpyayc). Le segment [m,o(m)] étant inclus

dans Dual(G), il est possible de définir F' de la facon suivante:

Dual(G) x [0,1] — Dual(G)

F:
(m,t) — F(m,t)=t-m+(1—1t)-i00o(m)

L’application F ainsi définie est continue. De plus, F(m,0) = ioo(m) et F(m,1) =
m.
Par transivité de la relation “a méme type d’homotopie”, nous venons d’établir

le résultat. =
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