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Chapitre 1

Introduction

1.1 Systémes hybrides

Les systéemes hybrides sont des systémes qui combinent des composantes discrétes et
des composantes continues. Les composantes continues peuvent représenter .un en-
vironnement physique obéissant & des régles de changement continu, tandis que les
composantes discrétes peuvent représenter des controleurs discrets qui sondent et ma-
nipulent les composantes continues en temps-réel. Les systémes hybrides peuvent aussi
étre vus comme une composition de systémes dynamiques dont 1’évolution continue de
leurs variables est régie par des équations différentielles et d’un contréleur qui est un
ordinateur manipulant des structures de données discretes. On retrouve cette notion
de systémes hybrides dans de multiples activités telles que le controle de processus
industriels, dans le domaine des transports (avionique, spatial, ---) et bien d’autres
domaines (multimédia, robotique, - - ).

Ces systémes peuvent étre hautement réactifs et peuvent avoir des conséquences
immédiates et irréversibles sur leur environnement. En particulier, toute défaillance
méme intermittente peut entrainer des dégats d’un cott prohibitif. Il est donc essentiel
de vérifier leur fonctionnement avant leur mise en service. Pour que cette vérification
fournisse des résultats fiables, il est indispensable de l’effectuer sur 1’ensemble des
comportements possibles du systeme. —=

1.2 Formalismes

Plusieurs formalismes ont été proposés permettant de raisonner sur les systémes hy-
brides. Ces formalismes incluent les réseaux de Petri, les algebres de processus, les
logiques et les automates.

11



12 Chapitre 1 : Introduction

Ces méthodologies permettent d’avoir des informations concernant ’ordre temporel

des événements, ’évolution des variables du systéeme dans le temps et les événements
observables.

Nous allons rappeler briévement les deux approches auxquelles nous nous intéres-
sons dans cette thése. Nous verrons d’une part I’approche basée sur les logiques tem-
porelles puis d’autre part ’approche basée sur les automates.

1.2.1 Approche basée sur les logiques temporelles

L’utilisation de logiques temporelles comme formalisme pour la spécification des com-
portements des systemes dans le temps a été proposée par Pnueli en 1977 [Pnu77].
Des lors le sujet a été largement étudié dans un cadre non temporisé avec des
logiques telles que PTL [Pnu77], CTL [CESS83], CTL* [EHS83], le p-calcul [Koz83],
ECTL* [EGKS87, Tho89]. La logique temporelle est une logique modale ayant
des modalités telles que le O signifiant “inévitable” et le O signifiant “toujours”
(voir [Eme90]), permettant de spécifier de facon naturelle les exigences temporelles.
Ces logiques temporelles permettent de raisonner sur la notion de temps logique qui
est un temps qualitatif (par opposition au temps quantitatif). Cette notion de temps
logique correspond au séquencement des événements dans le temps.

L’extension des logiques temporelles pour prendre en compte la notion de temps con-
tinu a donné lieu aux logiques temporisées telles que TPTL, MTL. MITL [Alu91],
TCTL ou T, [HNSY94]. Ces logiques permmettent de raisonner sur un temps quan-
titatif qui enregistre la distance entre deux événements. Nous pouvons par exemple
grace & cette extension, spécifier la propriété de réponse bornée: “A chaque fois que
I’on a une demande on doit alors la satisfaire avant 5 secondes”. Une autre extension
possible fut de rajouter a ces logiques la notion de durée pour obtenir des logiques
telles que CoD(Calculus of Durations) [CHR91] ou DTL (Durations Temporal Logic) -
[BES93], cette notion de durées permet de raisonner sur l'accumulation de certains
temps de séjour liés & certaines phases. Nous pouvons par exemple exprimer pour un
neeud intermédiaire dans un réseau de transmission que le temps passé a récupérer les
messages perdus ne depasse pas 4% du temps global. Pour pouvoir exprimer une telle
propriété nous avons besoin d’une variable particuliere qui évolue comme une horloge
lors des phases de récupération et qui est arrétée durant les autres phases.

Ces logiques, qui incluent des variables continues, permettent de raisonner sur le temps
continu et plus précisément sur ’évolution de certaines variables dans le temps.
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1.2.2 Approche basée sur les automates

Cette approche consiste a vérifier des systémes modélisés par des automates. Son utili-
sation a commencé dans un cadre non temporisé en utilisant des w-automates [WVS83,
Var87]. Une exécution du systéme considéré est vue comme un mot infini sur ’alphabet
des événements (ou états). Ce qui a établi une connexion tres forte entre la vérification
et la théorie des langages formels. Un systeme est modélisé par un automate générant
des séquences infinies qui correspondent aux exécutions possibles du systeme. L’étude
_ des automates sur les mots infinis a commencé par Biichi en étudiant la théorie S18S,
théorie monadique du second ordre sur les nombres naturels [Buc62]. Les automates de
Biichi ainsi que d’autres variantes telles que les automates de Muller ou de Rabbin ont
été largement étudiées dans [Mul63, Rab69]. Il y a eu aussi dans ce cadre 1’étude des
langages w-hors-contextes [CGT7], qui sont des langages générés par des w-automates
a pile.

Plusieurs extensions de ces automates ont été effectuées, notemment par I’ajout de la
notion de temps continu. Cet ajout a donné lieu a des ensembles denses de séquences
infinis, dG au fait que le temps est continu. Cette extension a été obtenue en intro-
duisant un certain nombre de variables (horloges) qui évoluent de maniére continue
et avec la méme pente, les automates obtenus sont appelés automates temporisés.
Les variables introduites seront utilisées pour restreindre les comportements des sys-
temes que nous modélisons. Par exemple I’événement e ne peut se produire que si
le temps écoulé depuis le début de 'exécution est compris entre 2 et 3 secondes, ou
bien que le temps pris pour récupérer un message perdu est compris entre 12 et 18

secondes [Alu9l, ACD93].

Une autre extension fut l'introduction de variables dont ’évolution au cours du
temps est régie par des équations différentielles. Les automates obtenus sont ap-
pelés automates hybrides, ces automates ont ét€ intensivement étudiés dans [MMP92,
KPSY93, OSY94, PV94, ACHT93, PHKV93]. Les automates temporisés sont un cas

particulier d’automates hybrides.

1.3 Meéthodologies de vérification

=

Plusieurs méthodologies de vérifications existent selon que Pon utilise un méme for-
malisme aussi bien pour spécifier le systeme que pour exprimer les propriétés a vérifier
sur ce systeme ou bien que l'on utilise un formalisme différent pour chacun. Dans ce
qui suit rappelons brievement certaines de ces méthodologies.

1. Les systemes et leurs propriétés sont décrits a I’aide de logiques tem-
porelles:

Les logiques temporelles permettent de décrire le systéme ainsi que ses propriétés
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o

par une formule et la vérification consiste a prouver un théoréme dans le systéme
déductif correspondant.

Par exemple, Manna et Pnueli [MP89] ont développés un modéle de systemes de
transitions pour décrire des implémentations et donnent un systéme de preuve
pour vérifier des spécifications exprimées dans une logique temporelle. Mais
cette technique est généralement difficile & utiliser, elle nécessite des interven-
tions manuelles afin de construire la preuve.

Il en est de méme dans le cadre de la logique de durée CoD, cette logique de
durées est une extension de la logique d’intervalles de Moszkowski [Mos85] par
la notion de durées sur les propriétés. La durée d’une propriété dans un inter-
valle est définie comme ’accumulation des instants auxquels cette propriété est
vraie. L’approche basée sur le CoD utilise un méme formalisme pour représen-
ter les différents comportements et les propriétés d’un systeme hybride. La
vérification s’effectue a l’aide de systémes de preuves [RRH93, SS94, ZZ94].
Récemment des formes particuliéres de formules de CoD ont été identifiées pour
spécifier les systémes de contrdle (systémes hybrides) et leurs exigences (leurs
propriétés) [HHF*94, Rav94]. Dans ce fragment de la logique CoD, le fait qu’un
systéme de contrdle spécifique satisfait un ensemble d’exigences est exprimé a
l'aide d’implications logiques. La vérification de telles relations d’implications
peut étre prouvée en utilisant un systéme déductif pour la validité des formules
de CoD [CHR91, RRH93, Rav94]. Mais il n’existe pas de procédure de décision
pour cette logique; en effet la plupart des résultats de décidabilité existant pour
cette logique en temps dense sont négatifs, le seul résultat positif connu concerne
le fragment propositionnel de cette logique (CoD) sans contraintes de temps ni
de durées [CHS93).

Certains outils ont été développés autour de ce formalisme [SS94], basés sur le
prouveur de théorémes PVS (Prototype Verification Systems).

Les systémes et leurs propriétés sont décrits en utilisant ’approche
basée sur les automates:

Dans ce cas, vérifier qu’un systéme est correcte par rapport a des propriétés spé-
cifiées revient a vérifier que tout comportement généré par 'automate représen-
tant le systéme est un comportement généré par ’automate représentant les pIG-
priétés. Donc le probleme de la vérification se ramene au probleme d’inclusion
de langages. Par conséquent les résultats connus relatifs a la construction
de D'intersection d’automates, de leur complémentation et le test du langage
vide peuvent étre utilisés pour une vérification automatique. L'outil COSPAN
développé aux laboratoires Bell est basé sur ce principe [SRK83].

Nous utilisons cette technique dans le chapitre 6 de cette these pour effectuer la
vérification d’une certaine sous-classe de systémes hybrides (Graphes & intégra-
teurs étendus).
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Une autre méthode de vérification existe dans le cas ou les systémes et les pro-
priétés modélisés par des automates. Elle consiste a déterminer si les deux au-
tomates (celui du systeme et celui des propriétés) sont équivalents modulo une
relation d’équivalence bien particuliere, qui est la bisimulation introduite par
Milner [Mil89]. L'outil ALDEBARAN développé au laboratoire VERIMAG est
basé sur ce principe [FGM192].

3. Les systémes sont spécifiés en utilisant I’approche basée sur les au-
tomates tandis que les propriétés sont exprimées dans des logiques
temporelles:

Il existe plusieurs méthodes qui permettent de vérifier ces propriétés sur
I’automate représentant le systeme.

La premiere consiste & transformer ces propriétés en un automate et se ramener
alors au probleme de la vérification entre deux automates.

La seconde est basée sur la technique du model-checking, dans cette méthode
on évalue des propriétés sur le modele de sorte & obtenir pour chaque propriété,
’ensemble des états du systemes qui la satisfont [CE81, QS82, CESS83, ELSS,
CS91, HNSY94, DY95].

Une troisieme technique consiste & coder les propriétés a vérifier dans 'automate
représentant le systéme et réduire alors le probleme de la vérification au probleme
d’atteignabilité dans le nouvel automate obtenu qui contient aussi bien la descrip-
tion du systéme que celle de ses propriétés, donc au probleme du langage vide.
Cest la technique que nous utilisons dans le chapitre 5 de cette these pour vérifier
certaines sous-classes de systémes hybrides. Les propriétés auxquelles nous nous
intéressons dans cette these sont des propriétés d’invariances ou d’atteignabilités
contraintes. Ce sont des invariants (respectivement des atteignabilités) exprimés
3 l'aide de contraintes arithmétiques sur les variables du systeme. Nous mon-
trons comment inclure ces propriétés dans les systémes que nous considérons,
pour réduire le probléeme & celui de l'atteignabilité sans contraintes (probléme
du langage vide).

Dans toutes ces méthodologies que nous avons présentés, lorsque les systemes
que considérons sont continus (hybrides), il y a une étape importante dans leur
analyse. Cette étape consiste en la réduction d'un espace dense di a la continu-
ité du temps en un espace discret et fini. Deux approches existent et permettent
d’effectuer cette réduction du dense vers le discret. La premiere est le partition-
nement de ’espace modulo une relation d’équivalence qui préserve les propriétés a véri-
fier [Alu91, ACD93, HNSY94. BR95]. La seconde consiste a remplacer le temps continu
par un temps & évolution discrete [HMP92, KPSY93, PV94, BER94b, BER94d]. La
seconde étape importante dans I’analyse des systemes hybrides et qui suit la partie
précédente, est la résolution du probleme considéré dans le discret. 1l est évident que
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seule la seconde étape est nécessaire a la vérification des sytémes non temporisés (dis-
crets).

1.4 Limites de la spécification et la vérification de
systéemes hybrides

Pour vérifier des systémes hybrides, il faut donc au préalable disposer de formalismes
permettant d’une part de représenter ’ensemble des comportements temps réels des
systeémes qui nous intéressent et d’autre part d’exprimer les propriétés que nous voulons
vérifier sur ces systemes.

Deux approches sont généralement utilisées, la premiere est basée sur les automates
hybrides(automates étendus & Vaide de variables) [MMP92, ACHH93, BES93, ACD93,
HNSY94, PV94, OSY94, ACH*95] tandis que la seconde est basée sur les logiques et
plus particuliérement sur la logique de durées CoD. De nombreux travaux ont été
effectués autour de cette logique [CHR91, CHR93, RRH93, BES93, CL94, Zho94,
YPS94, 72794, YWZP94].

Le probléme de la vérification pour ’approche basée sur le CoD consiste a prouver
la validité d’une formule incluant la description du systéme et les exigences qui lui sont
associées. Cette preuve ne peut pas étre effectuée de maniere automatique. Jusqu'a
récemment 'unique résultat de décidabilité pour cette logique. ne concernait qu’un
fragment trés restreint du CoD, le fragment propositionnel pur. Sinon dans le cas
général, il faut une intervention manuelle de la part d’'une personne qui doit a la fois
maitriser le systéme hybride a vérifier et I’outil permettant d’effectuer la preuve.

Pour ce qui est de I’approche basée sur les automates hybrides, le probleme de
la vérification de propriétés d’atteignabilités est en général indécidable. Plus en-
core, cette indécidabilité est facilement atteinte. Il faut savoir que le probleme de
la vérification de propriétés d’atteignabilités sur des automates temporisés est décid-
able [Alu91, ACD93], alors que ce méme probleme devient indécidable si 'on ajoute
a ces automates deux variables ayant des évolutions linéaires [KPSY93]. Puis récem-
ment Peter Kopke [Kop95b] a montré que si I'on ajoute aux automates temporisés -
une variable particuliére qui est un intégrateur (peut étre vue comme une horloge
que nous pouvons arréter durant certaines phases), alors le probleme d’atteignabilité
devient indécidable. Ce résultat a considérablement réduit 'espace séparant les sys-
témes décidables (systémes pour lesquels le probleme de la vérification de propriétés
d’atteignabilité est décidable) de ceux qui sont indécidables.

D’autres sous-classes de systémes hybrides pour lesquelles ce probleme est décid-
ables ont été mises en évidences [ACHH93, BES93, KPSY93, PV94, BER94d, BR95.

ACH™95]. Toute extension de l'ensemble des variables de ces systemes entrainait des
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restrictions importantes afin que le probléme d’atteignabilité reste décidable.

Par ailleurs, il faut noter que pour tous ces systémes toutes les variables considérées
sont continues. Or dans certains comportements nous avons besoin de variables dis-
cretes; en effet par exemple si nous voulons spécifier les comportements d’un noeud
intermédiaire dans un réseau de transmission qui a pour fonction de transmettre tous
les messages qu’il recoit, nous devons assurer qu'a tout moment le nombre de messages
regus est supérieur ou égal au nombre de messages transmis. Nous avons donc besoin
d’un compteur qui enregistre la valeur de la différence entre le nombre de messages
regus et le nombre de messages transmis.

Il est vrai que ce compteur et bien d’autres variables discrétes peuvent étre simulées &
laide des variables continues d’un systéme hybride. Ce procédé n’étant pas naturel,
il n’est donc pas pratique pour la spécification.

Il est vrai aussi que les systémes hybrides permettent de simuler les machines de Turing
donc les automates a pile [AMP95], mais cette simulation prend du temps. Donc si on
ne s’intéresse qu’au comportement non temporisés (séquences d’états propositionnels)
les systemes hybrides sont expressivement maximaux. Par contre si on considére les
comportements temporisés, il n’est pas certain que ce résultat reste valable. De plus la
classe des systemes hybrides qui correspondrait exactement aux automates 4 pile tem-
porisés (par exemple), si elle existe, elle pourrait-étre trés compliquée & caractériser.

1.5 Objectifs et réalisations

Etant données ces limites, inférieure et supérieure pour la décidabilité des systemes
hybrides, nous avons eu pour objectifs d’explorer I’espace restant entre ces deux lim-
ites. Dans cette these nous essayerons d’exhiber de nouvelles sous-classes de systémes
hybrides qui soient plus expressives que les systémes temporisés et qui soient décid-
ables. '

Les systemes que nous considérons sont des systémes assez généraux relativement aux
modeles récemment proposés dans [MMP92, NSY92, ACHH93, NOSY93]. Globale-
ment, ces travaux considerent des systemes ayant uniquement des variables continues
et particulierement, ils considérent des systémes hybrides linéaires. Sachant que d’une
part les systemes temporisés sont décidables [ACD93, Alu9l] et que d’autre part-3i -
nous rajoutons un intégrateur & ces modéles alors les systémes que nous obtenons sont
indécidables [HKPV95, Kop95b]. Nous essayons alors pour notre part d’enrichir les
systemes temporisés par des structures de données discrétes afin d’avoir une meilleure
expressivité tout en préservant la décidabilité. Cela nous permettra d’exprimer de
maniere naturelle des comportements discrets pouvant méme étre non régulier. En ef-
fet, nous pourrons ainsi raisonner sur les occurrences des événements du systeme. Les
comportements obtenus peuvent définir un langage hors-contexte grace  I’introduction
d’une pile, ils peuvent méme définir un langage sous-contexte grace aux raisonnements
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sur les occurrences de certains événements.

De plus dans les travaux existant, aprés la réduction du dense vers le discret, le
probléme de la vérification était réduit a ’analyse d’un langage régulier. Par contre,
en introduisant des structures de données discrétes non bornées, le probleme de la
vérification se réduit & I’analyse d’un langage qui n’est en général pas régulier, il est
hors-contexte et peut méme étre sous-contexte. Ce qui établit des liens étroits entre
le probléme de la vérification de systémes hybrides et la théorie des les langages, non
restreinte dans ce cas aux langages réguliers.

Néanmoins les structures de données discretes non bornées engendre un nouveau prob-
léme: nous n’avons plus une unique source induisant une infinité d’états qui est la
continuité du temps, mais une seconde source vient s’y rajouter. Des liens seront donc
établis avec 1’études des systémes a espace d’états infini [CS91].

Nous nous intéressons aussi aux liens (de simulations) entre les systemes a variables
discretes et systémes a variables continues. Lorsque ces liens peuvent étre établis,
I’analyse de systémes hybrides peut étre réduite & ’analyse de systémes discrets. Ce
qui entrainera le raisonnement sur les délais et les durées a un raisonnement sur les
occurrences d’événements. Puisque I'indécidabilité du probleme de la vérification pour
les automates hybrides est trés vite obtenue par le rajout d’une variable continue qui
n’est pas une horloge, nous pouvant alors utiliser dans certains cas les structures de
données discrétes que nous introduisons pour spécifier d'une fagon approximative le
comportement de certaines composantes continues.

De plus si on essaye de simuler un compteur non borné a ’aide de variables contin-
ues, il faut qu'une des variables continues prenne ses pentes dans ’ensemble {—1,0,1}
(cette variable est appelée intégrateur étendu). Nous verrons que pour pouvoir anal-
yser de tels systémes nous avons besoin d’imposer des restrictions tres fortes. En effet
nous verrons que ces systémes doivent avoir au plus deux variables dont un seul inté-
grateur étendu et ’autre ne pouvant étre qu’un intégrateur ou une horloge pour que
le probleme d’atteignabilité soit décidable.

Les méthodes automatiques ne s’appliquant pas au formalisme basé sur la logique
de durées CoD, par conséquent notre objectif consiste aussi a rechercher des méthodes
de vérification automatique pour cette logique. s
Nous nous interessons particulierement au fragment de CoD qui décrit dans [HHF 94,
Rav94] comme servant a spécifier des systemes de contréle et leurs exigences. La
plupart des systemes récemment étudiés sont spécifié dans ce fragment.

Nous verrons que non seulement nous exhibons un fragment de CoD a temps dense

qui soit décidable, mais que de plus, le fragment que nous exhibons inclu le fragment
décrit dans [HHF94, Rav94].

Nous avons eu pour perspectives d’établir des liens entre les deux formalismes,
celui qui est basée sur la logique de durées CoD et celui qui est basée sur les auto-
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mates hybrides alors que jusqu’a la aucune liaison ne fit établie dans un cadre dense.
Etablir une liaison entre ces deux formalismes était considéré comme un probleme
complexe, cela était dit aux sémantiques adoptées pour chacun d’eux. Pour le CoD, le
raisonnement est basé sur les intervalles de longueurs non nulles, tandis que pour les
automates hybrides le raisonnement est basé sur les points (instants).

Nous verrons dans cette these que pour établir une liaison entre ces deux formalismes
nous définirons une logique qui sert de forme intermédiaire entre eux.

Nous développerons une méthode automatique de traduction des formules vers les
automates hybrides, pour un fragment important du CoD. Cette traduction nous per-
mettra d’identifier un fragment important du CoD, pour lequel le probleme de la
vérification est décidable. Alors que seul le fragment propositionnel pur a pu étre
montré décidable, nous exhibons le premier fragment a temps dense pour lequel le
probleme de la vérification est décidable.

De plus les liens que nous établirons entre les deux approches de spécifications de sys-
témes hybrides nous permettra d’utiliser des méthodes d’analyse existantes dans les
deux approches.

Une particularité trés intéressante du fragment décidable que nous allons extraire est
qu’il subsume le fragment proposé dans [HHF*94, Rav94) qui permet de spécifier des
systemes de controle et leurs exigences.

1.6 Organisation du document

Le chapitre 2 a pour but d’introduire les différents modeles que nous considérons
dans cette thése. Nous évoquons les principales définitions et notations qui sont en
liaison avec ces modeles et qui seront utilisées par la suite.

Dans le chapitre 3 nous présentons les différentes propriétés que nous essayons de
vérifier sur les systemes hybrides que nous considérons.
Dans une premiére partie nous définissons les propriétés d’invariance contraintes. Nous
montrons aussi que la vérification de ces propriétés est réductible & la vérification de
propriétés d’atteignabilité purement propositionnelle.
Puis dans la seconde partie nous développons la description des propriétés w-réguliéres
non temporisées que nous voulons vérifier sur des systémes trés particuliers, ces sys-’
temes se situent a la limite des sous-classes de systemes pour lesquelles le probleme
de la vérification est décidable. Nous verrons que la décidabilité du probleme de la
vérification de ses systeémes est tres sensible au nombre de variables que comportent
ses systemes; c’est la raison pour laquelle nous essayons de vérifier sur ces systemes
des propriétés non temporisées car elles n’engendrent pas d’augmentation du nombre
des variables du systemes contrairement aux propriétés temporisées.

Dans le chapitre 4 nous décrivons les principes et techniques de réduction de la
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vérification d’'un domaine dense vers un domaine discret; nous commencons par le

principe du partitionnement [ACD93, BR95] pour finir par le principe de la discréti-
sation [HMP92, BER94d].

Dans le chapitre 5 nous adoptons I’approche de spécification basée sur les au-

tomates. Dans ce chapitre nous prenons des modéles permettant de spécifier des
systemes hybrides linéaires, nous considérons des graphes d’états de contrdle finis mu-
nis d’une part de structures de données discrétes (compteurs, piles, etc) et d’autre
part de variables réelles changeant de maniére continue (plus précisément de maniere
linéaire) [BER94a, BER95]. Dans ce cadre nous montrons que nous pouvons extraire
des sous-classes de tels systémes pour lesquels la vérification est décidable.
Puis dans le chapitre 6 nous nous penchons sur le probléme de la vérification de pro-
priétés w-régulieres sur une sous-classe de systéme hybride [BR95]. Cette sous-classe
est certes restreinte mais I’avantage de son étude est que d’une part sa réduction d’un
domaine dense & un domaine discret nous plonge dans une structure hors-contexte
comme c’est le cas des sous-classes présentés dans le chapitre 5. Puis d’autre part
nous donnons une technique de partitionnement assez fin qui préserve ’équivalence
des traces sans pour autant induire de bisimulation finie.

Dans le chapitre 7 nous considérons ’approche basée sur les logiques et plus
particulierement celle basée sur la logique de durées (CoD) introduite dans [CHR91].
Nous établissons dans ce chapitre des liens entre cette approche et celle basée sur les
automates; pour cela nous introduisons une nouvelle logique de durées “DIL” qui
sert d’intermédiaire entre les deux approches [BLR95]. Nous montrons comment cette
liaison entre les deux approches nous permet d’extraire un important fragment de la
logique de durées CoD pour lequel le probleme de vérification est décidable.



Chapitre 2

Les Modeles

Dans ce chapitre nous introduisons de maniere formelle la définition et la sémantique
des différents modeles relatifs & I’approche basée sur les automates que nous consid-
érons dans cette these.

Les systémes hybrides auxquels nous nous intéressons dans cette these sont d'une
part linéaires, c’est-a-dire que toutes les variables sont continues et ont des pentes
d’évolution qui sont des constantes entieres; puis d’autre part munis de structures de
données discretes, telles qu'une pile et des compteurs.

Notre apport a été de munir les systemes hybrides linéaires de structures de données
discretes. Nous commencons ce chapitre en donnant un exemple de systemes hybrides
linéaires sans structures de données discretes; comme exemple nous donnons celui du
briileur & gaz introduit dans [CHR91].

Par la suite nous donnons la définition et la sémantique des systémes hybrides linéaires
munis de structures de données discretes. Nous décrivons plusieurs sous-cas de tels
systemes ainsi qu'un exemple illustrant chacun d’eux. Ces sous-cas sont intéressants
dans la mesure ou d’une part c’est pour ces classes que nous avons établi des résultats
de décidabilités et puis d’autre part ils sont assez proches des systemes pour lesquels
le probleme de la vérification est indécidable.

2.1 Les systemes hybrides linéaires munis de
structures de données discretes

Nous commencons dans cette partie par choisir des modeles convenant aux systemes
hybrides, c’est a dire des modeéles résultants de la composition de modeéles de sys-
temes dynamiques (systemes d’équations différentielles) avec des modeles de machines
discretes (automates). Par conséquent les modeles adéquats aux systémes hybrides

21
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peuvent étre obtenus en considérant des graphes d’états de contréle finis muni de deux
sortes de structures de données, d’une part des structures de données discretes (comp-
teurs, piles, etc) dont les variations coincident avec ’évolution d'un état de controle
vers un autre et d’autre part des variables réelles changeant de maniere continue dans
chaque état de contrdle ou de maniére discrete lors du changement de ’état de con-
trole. Les changements d’état de controle sont conditionnés par des contraintes sur
les valeurs ou les configurations des variables aussi bien discretes que continues et des
structures de données du systéme (par exemple: I’état d’une pile ).

Suivant cette vision mais ne tenant pas compte des structures de données dis-
crétes, plusieurs modeles de systéemes hybrides ont été récemment proposés dans
[MMP92, KPSY93, MP93, ACHH93, NOSY93, AD94, ACH*95]. Globalement, ces
travaux considérent uniquement des variables continues et plus particulierement des
systémes hybrides dont 1’évolution de chacune de leurs variables est définie par une
dérivée égale & une constante entiere. Ces systémes sont généralement appelés sys-
temes hybrides linéaires.

Pour notre cas nous avons munis ces systémes de structures de données discretes,
telles qu’une pile et des compteurs. Notre étude est restreinte aux systemes hybrides
linéaires car ce sont les seuls systémes pour lesquels des résultats de décidabilité ont été
établis. Dans ce qui suit nous définissons les systemes hybrides contenant des variables
continues linéaires, des variables discretes (compteurs) et une pile. Notre intérét se
porte sur ces systémes car ce sont des systemes plus expressifs que les systémes ne
comportant pas de structures de données discrétes et pour lesquels certains résultats
de décidabilités sont préservés. Les systémes que nous considérons sont en plus a la
frontiere entre les systemes pour lesquels le probleme de la vérification est décidable
et les systéemes pour lesquels ce méme probleme est indécidable.

Avant de présenter le modeéle des systemes que nous considérons, nous donnons un
exemple d’introduction qui est un systéme hybride linéaire:

Exemple 2.1 Exemple de motivation : Le briileur a gaz

L’exemple du brilleur & gaz a été introduit dans [CHR91]. C’est un systeme qui
passe alternativement d’une phase dans laquelle il y a une fuite de gaz a une phase
sans fuite de gaz. _s
Nous supposons que chaque période de fuite de gaz n’excede jamais une unité de temps.
Nous supposons aussi qu’entre deux périodes de fuite de gaz il s’écoule au moins 30
unites de temps.

Nous aimerions vérifier sous ces suppositions que pour tout intervalle de longueur
supérieure & 150 I'accumulation des durées des périodes de fuite de gaz est au plus
égale a 4% de la longueur de l'intervalle.

Le systeme est représenté dans la figure 2.1 et sa description est la suivante. Le
systéme comporte trois nceuds de controles fy, {1 et £;. Il v a la proposition fuite qui
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n’est vraie que dans le nceud /4; et qui représente la situation durant laquelle le systeme
est dans la phase de fuite de gaz.

Dans la figure nous utilisons trois variables dont la description est comme suit:
La variable £ mesure le temps passé a chaque visite dans un des nceuds 4, ¢; ou 4,.
La variable 2 est donc remise a zéro & chaque entrée dans un de ces trois noeuds.
La variable y mesure le temps accumulé de fuite. La variable y croit de manieére linéaire
dans le nceud 4; et reste inchangée dans les autres noeuds.
La variable z mesure le temps total écoulé.

z<1/z:=0

w8
il
OO o

z>30/z:=0

Figure 2.1: Le brileur & gaz

Nous pouvons voir les trois nceuds de contrdle £, {1 et £, comme la partie opérative
de la représentation et les autres nceuds servent & tester si la propriété que nous
aimerions vérifier sur le systeme est satisfaite ou non. Le systéme peut quitter la
partie opérative si le temps global écoulé dépasse 150 unités; a la sortie le systeme,
effectue un test au niveau du neeud ” Contrdleur”. Si25.y > z alors la durée accumulée
des périodes de fuite de gaz est supérieure & 4% du temps global, le systeme passe alors
dans le nceud "Mauvais” qui signifie que la propriété est violée. Sinon le systéme passe
dans le nceud "Bon” signifiant que pour une telle exécution la propriété n’est pas violée.
O
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2.1.1 Définition et sémantique

Nous donnons la définition des systémes hybrides que nous considérons en présentant
I’introduction des structures de données discrétes dans les systemes hybrides linéaires.
A l’aide de cette introduction de structures de données discretes nous pouvons d'une
part raisonner sur les occurrences de certains événements puis d’autre part avoir des
comportements non réguliers. Avant de donner la définition de ces systemes hybrides
nous introduisons la notion de contraintes linéaires qui interviennent dans l’expression
des invariants associés a un nceud de controle du systéme ainsi que dans 'expression
des conditions d’activation des transitions du systeme (gardes).

Définition 2.1 Contraintes linéaires

Soit V l’ensemble des variables continues ou discretes de notre systéme hybride.
Une contrainte linéaire sur V est la combinaison booléenne de contraintes élémentaires
qui sont soit de la forme z ~ coll z € V, c une constante entiére (c € Z) et ~€ {<,<};
soit de la forme z =, couz € V,n € IN—{0} et c est une constante naturelle (¢ € IV).
Les symboles < et < représentent les relations d’ordre usuelles (strictes et larges) sur
les réels. Pour tout n € IN — {0} =, est une relation entre les réels et les réels positifs
défini comme suit: Vry € R, Vry € Ryo, 71 =, 72 si et seulement si 0 < ry < n et
dg € Z, r; = q¢.n + ry. Pour toute variable z, on écrit int(z) au lieu de @ =; 0. Nous
notons par vraie la contrainte définie par Yz € Vo > 0V z < 0. Soit Cy l'ensemble
des contraintes linéaires sur V. : O

Soient P un ensemble fini de propositions atomiques et & = 27, alors un systeme
hybride H sur £ est défini comme suit:

Définition 2.2 Un systéme hybride est un tuple H = (£, 11, X.0,Y,T',1.6) ou :

o L ={l, -,£,} est un ensemble fini de nceuds de contrdle,

—_

o II est une fonction dans [£ — X] associant un ensemble de propositions atom-
iques a chaque nceud de controle.

o X est un ensemble fini de variables réelles, qui sont des fonctions continues du
temps.

o O est une fonction dans [£ x X +— Z] associant a chaque nceud de contréle {
et chaque variable continue & une pente a laquelle cette variable change contin-
uellement durant le séjour dans ce nceud de controle.
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e ) est un ensemble fini de variables entieres, quiwévoluent de maniére discrete
lors du changement de nceud de contréle (par 1’addition ou la soustraction d’une
constante entiere). On appelle "compteurs” les éléments de Y.

o T est un ensemble fini qui contient le vocabulaire de la pile.

o ] est une fonction dans [{ — Cxyuy] qui associe & chaque nceud de controle des
contraintes sur les variables du systéme. C’est l'invariant I(£) du nceud £. Ces
contraintes doivent étre satisfaites tout au long de chaque séjour dans ce nceud

L

e § est l'ensemble d’arcs. Chaque arc étant un tuple e = (£, 9, A, v, &, R,{') ou:

0,0 € L sont le noeud source et le noeud cible.

— g € Cyuy est une contrainte linéaire qui doit étre satisfaite lorsque la tran-
sition e est effectuée.

— A €7 la téte de pile doit étre A afin de pouvoir effectuer la transition e.

— 4 € T* est une séquence de symboles remplagant la téte de pile A. Ce
remplacement est opéré une fois que la transition e est effectuée.

— & est une fonction dans [V ~— Z] associant & chaque compteur une valeur
entiere qui devra lui étre rajoutée.

— R C X U est ’ensemble de variables qui devront étre remises a zéro
lorsque la transition e est effectuée.

Dans ce qui suit nous notons par SHP (pour dénoter les systémes hybrides a pile)
ces systémes hybrides munis de structures de données discretes.

Suite a cette définition des modeles que nous considérons, nous introduisons des
notions tres importantes relatives aux variables du systeme. Les variables d’un systeme .
hybride peuvent étre classées selon leur utilité dans deux classes disjointes. La premiere
classe contiendra les variables de controle qui ont pour fonction de contréler le systeme
en interdisant certains comportements, cela se fera en faisant intervenir ces variables
dans les gardes du systéme ou dans les invariants associés aux nceuds de ce systeme.
La seconde classe est celle qui contient les variables dites d’observation, lesquelles
servent a exprimer des propriétés a vérifier (telles que des invariants). Ces variables
dites d’observations, ont pour faculté d’enregistrer quantitativement les exécutions
d’un systeme.
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Définition 2.3 (Variables de Controéle)

Toute variable qui intervient soit dans l’expression d’une garde d’un systeme hybride
soit dans ’expression d’un invariant associé & un noeud de ce systeme et qui n’intervient
pas dans les propriétés & vérifier est appelée variable de contrdle. a

Remarque 2.1 Dans les systémes que nous considérons et qui sont munis d’une pile,
la pile peut étre vue comme une variable de controle. En effet I’état de la téte de pile
restreint certains comportements. Le passage d’un nceud de contréle vers un autre
peut étre conditionné par la valeur de la téte de la pile. O

La seconde classe est celle des variables d’observation, qui subissent 'influence du
comportement du systéme et interviennent dans ’expression des invariants que nous
voulons vérifier sur ce systéme. C’est & ’aide de ces variables que nous exprimons les
contraintes des propriétés d’invariance.

Définition 2.4 (Variables d’observation)
Toute variable qui intervient dans ’expression d’'une propriété a vérifier et qui n’est
pas une variable de contrdle est une variable d’observation. Q

Nous définissons dans ce qui suit les notions d’horloge. d’intégrateur et
d’intégrateur étendu.

Définition 2.5 Horloge

Nous appelons horloge toute variable continue ayant une pente d’évolution égale a 1
dans tous les noeuds du systéme. C’est-a-dire:

& € X est une horloge si et seulement si V{ € £ 9({,z) =1

l»D

Nous définissons dans ce qui suit la notion d’intégrateur, qui est une variable con-
tinue qui peut étre vue comme une horloge que nous arrétons dans certains nceuds.

Définition 2.6 Intégrateur
Nous appelons intégrateur toute variable continue ayant une pente d’évolution dans
I’ensemble {0,1} dans tous les nceuds du systeme. C'est-a-dire:
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z € X est un intégrateur si et seulement si V£ € £ (¢, z) € {0,1}

Définition 2.7 Intégrateur étendu
Nous appelons intégrateur étendu toute variable continue ayant une pente d’évolution
dans l'ensemble {—1,0,1} dans tous les nceuds du systeme. C’est-a-dire:

r € X est un intégrateur étendu si et seulement si V£ € £ 9({,z) € {—1,0,1}

Lors de la définition d’un systéme hybride il faut spécifier I'influence que le séjour
dans un nceud de controdle a sur les variables aussi bien de contréle que d’observation
(c’est & dire qu’il faut donner la loi d’évolution de ces variables dans ce nceud). Il
faut aussi définir 'influence que le fait d’effectuer une transition a sur les variables de
contréle et d’observation, influence due aux remises a zéro et aux différentes additions
d’entiers aux variables discretes.

Avant de donner la sémantique des systémes que nous considérons, nous donnons
dans ce qui suit un exemple de systéme hybride linéaire muni de structures de données
discretes. C’est l’exemple du nceud intermédiaire dans un réseau de transmission.
Cet exemple permet d’illustrer la nécessité de 'utilisation d’une pile et des compteurs.
C’est aussi un exemple que nous reproduirons & plusieurs reprises dans ce chapitre afin
d’illustrer les sous-classes que nous distinguons de systemes hybrides linéaires munis
de structures de données discretes.

Exemple 2.2 L’exemple suivant permet de tenir compte de certaines contraintes de
transmission lors de la modélisation du comportement d’un noeud intermeédiaire dans

un réseau. Nous supposons que la politique de transmission du noeud intermédiaire
est la suivante: s

=

Sachant que nous appelons session du nceud intermédiaire la phase de traitement
d’un message par ce nceud et qu’'un message est divisé en plusieurs paquets, le nceud
intermédiaire a pour fonction de transmettre tous les paquets qu’il recoit. Lors de
la perte d'un paquet (par exemple lorsque le paquet recu est différent de celui qui
est attendu), le systeme exécute une procédure spéciale afin de récupérer ces paquets
perdus. Nous supposons que chaque réception prend entre 1 et 2 unités de temps et
que chaque transmission prend entre 2 et 3 unités de temps. Nous supposons aussi
qu’entre deux pertes de paquets il s’écoule au moins un temps de 50 unités et que
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la procedure de recouvrement prend entre 2 et 4 unités. Finalement nous supposons
qu’une session prend au moins 240 unités de temps.

Nous aimerions vérifier que le systéme décrit vérifie les propriétés suivantes.

. Pour toute session, le temps passé a récupérer les paquets perdus est inférieur a
10 % du temps global de la session,

2. Pour toute session, il y a ezactement le méme nombre de réceptions et de trans-
missions,

3. durant toute session, le nombre de transmissions ne dépasse jamais le nombre
de réceptions.

Pour modéliser le systeme décrit ci-dessus, nous utilisons un systéme temporisé
muni de structures de données discrétes (voir ﬁgure 2.2). C’est-a-dire un SHP ayant

uniquement des horloges comme variables continues. Ce systeme est décrit comme
suit:

Il posséde deux nceuds de contrdle T’ et R en plus des nceuds de début D et de
fin F. Le systeme utilise trois horloges z, y et ¢ ainsi qu’un compteur c. L’horloge =
est utilisée pour exprimer les hypothéses relatives aux réceptions et aux transmissions.
L’horloge y est utilisée pour exprimer les contraintes supposées sur la fréquence des
pertes de paquets et sur le délai de la procédure de récupération des paquets perdus.
L’horloge t est utilisée pour enregistrer le temps global écoulé depuis le début de la
session. Le compteur ¢ donne le nombre de paquets présents (regus mais non encore
transmis). Il est & noter que y est initialisée & 50 pour modéliser le fait qu’il n’y a pas
de contraintes sur le premier paquet perdu. Lorsque P'exécution est dans le nceud 7,
le systéme peut soit recevoir un paquet (transition REC), soit transmettre un paquet
(transition TRANS) & condition que le systeme soit en possession de paquets regus
qu’il doit transmettre. Lorsque le systeme regoit un paquet erroné le compteur c est
décrémenté, ce qui a pour signification que le paquet n’est pas considéré et que le
contrdle passe au nceud R qui correspond a la phase de récupération. Lorsque le nceud
R est quitté (le paquet est récupéré) le compteur ¢ est incrémenté.

Toutefois, nous avons besoin d’introduire de nouvelles variables pour pouvoir véri--
fier certaines propriétés du systéme considéré. En effet pour ce qui est des trois
propriétés (1), (2) et (3) a vérifier , nous aurons besoin d’introduire deux variables
d’observation: Un accumulateur u (variable discréte) qui contiendra la différence entre
le nombre de réceptions (transitions REC) et le nombre de transmissions (transition
TRANS). La seconde variable d’observation est une variable continue z qui évolue
selon la pente 10 - Ar — t, out Ap est la durée de R, c’est a dire le temps accumulé
durant lequel le contréle du systéme est dans le nceud de contréle R. Ainsi lorsque le
contrdle est dans le nceud T (respectivement R), la variable z décroit (respectivement
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croit) avec une pente de —1 (resp. +9). Les évolutions discrétes ou continues de ces
variables d’observations sont représentées dans la figure 2.2.

C’est & ’aide de ces variables d’observations que nous pouvons exprimer les dif-
férentes propriétés a vérifier, ces variables auront pour role d’enregistrer certaines
informations nécessaires a cette vérification durant une exécution donnée.

Nous verrons dans le chapitre 3 comment les propriétés (1), (2) et (3) sont exprimées
a l'aide des variables u et z.

Nous pouvons voir que le systeme décrit par la figure 2.2 peut étre facilement défini
comme un automate & pile en utilisant les transformations classiques d’une machine
4 un compteur vers un automate a pile, ot la pile est utilisée pour représenter le
compteur c.

2<2<3,¢c>1/
z:=0,c:=c—1l,u:=u-—-1
Figure 2.2: Neeud intermédiaire dans un réseau de transmission

Avant de donner la sémantique des modeéles que nous considérons nous introduisons
quelques définitions et notations. Nous commencons par définir la notion de valuation
des variables du systeme.

Définition 2.8 Valuation
Une valuation des variables du systeme H est définie par le couple (v, u). Avec v et p
deux fonctions définies comme suit:

e Le premier terme du couple est la valuation des variables continues du systeme.

v: X — R.
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o Le deuxiéme terme du couple étant la valuation des variables discretes du sys-

teme.
p:Ye—2Z.
O
Définition 2.9 Valuation entiére
On dit qu’une valuation est entiere si Vo € X v(z) € Z. 0

Puis nous introduisons quelques notations relatives a cette notion de valuation.

Notation 2.1.1 Ftant donnée une wvaluation v sur X, un noeud de con-
trole { et t€Ryo mnous notons par [v + t|; la wvaluation V' telle que
Ve e X. V' (z) = v(z)+ 0(l,z) - t, c’est a dire la valuation des variables obtenue d par-
tir de v en séjournant dans le noeud { pendant une durée égale a t.

Nous notons par v+t la valuation V' telle que Vo € X'. v'(z) = v(z) +1 .

Notation 2.1.2 Etant données une valuation p sur Y, et une fonction k € [Y — Z],
nous notons par u+ & la valuation y' € [V v Z) telle que Yy € V. ' (y) = puly)+~£(y).

Notation 2.1.83 Pour tout X C X, nous notons par v[X — 0] la valuation qui assocte
d chaque variable x € X la valeur 0 et coincide avec v pour toutes les autres variables.

Notation 2.1.4 Pour tout Y C Y, nous notons par p[Y — 0] la valuation qui associe
d chaque variable y € Y la valeur 0 et coincide avec y pour toutes les autres variables.

Nous pouvons maintenant donner la sémantique des systemes hybrides. Plusieurs
sémantiques ont été proposées dans [CHR93, NK93, MP93, MMP92. Lam93, Hoo93,
ACH'95]. Nous allons commencer par donner la sémantique que nous considérons de
maniere informelle puis nous la donnerons formellement.

Soit H = (L,1[,X,0,),T,I,6) un systéme hybride. -

¢ Une configuration du systeme hybride H est déterminée par un nceud £ € £, la
valuation (v, u) de ses variables et la séquence A € I'* représentant la pile.
Nous notons une configuration comme un quadruplet (£. A, v, u).
Nous appelons configuration temporisée du systeme hybride H le quintuplet
(€, )\, v, pyt) ol (£, A, v, ) est une configuration de H et ¢ € IRy¢ est l'estampille
représentant le temps global écoulé depuis le début de la séquence d’exécution
considérée de H.
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o Larc e = ({,g9,A,v,k, R, l') peut étre franchi a partir de la configuration
(€, \,v,p) sila téte de pile est A et la valuation (v, u) satisfait la garde g. La
configuration résultante (¢, X', v/, ') est telle que Paffectation est satisfaite, c’est
a dire que v/ = Y[RNX 0], ' = pu[RNY — 0] et X est obtenue a partir de A
en remplacant la téte de pile A par la séquence 4. La valuation (v/, ') satisfait
Pinvariant I(£')

o Le franchissement d’un arc est instantané.

¢ Dans chaque sommet les valeurs des variables continues changent avec le passage
du temps en respectant la relation d’évolution 4.

e Le systeme peut séjourner dans un sommet £ tant que I'invariant I(£) du sommet
est satisfait par la valuation.

Nous définissons la sémantique des systémes hybrides comme un ensemble de
séquences d’exécution temporisées. Pour cela nous définissons le séquencement en-
tre configurations temporisées.

Définition 2.10 Séquence d’exécution temporisée

Une séquence d’exécution temporisée de H commencant a une configuration donnée
(£, )\, v, u) est une séquence infinie de configurations temporisées {(£i, Ai, i, i, i) };e IV
telle que:

L4 <£a>\>V7M>O> - <€0a)‘071/07/~L077-0>7
e Vie IN. 7,41 2 7,

o [im;_ooTi = 00, €t

o Vi e IN.
— Soit £; = Lig1, Aig1 = A, Vigr = [V 4 (T — T)les phigr = g et
Vi€ [0,7ip1 — 7] [vi + 1] = I( i)
— Soit 7, = 741 et 3(@, Ay, &y Rolive) € 6. (v, p) E g, i = AN,
Mg =7 N, v = w[(RNX) = 0], pipn = (i + 6)[(RNY) = 0]_§t )

vigr = I(lig).

De maniere similaire nous définissons les séquences d’exécution qui consistent sim-
plement a faire abstraction du temps global écoulé des séquences d’exécution tempo-
risées depuis le début de ces séquences, c’est a dire qu’il faut faire abstraction des 7.
Nous obtenons la définition suivante:
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Définition 2.11 Séquence d’exécution

Une séquence d’exécution temporisée de H {{4;, Ai, v;, ,ui,m}ie v commengant a la
configuration (¢, \, v, ) génére une séquence d’exécution de H commencant a la con-
figuration (¢, \,v,p) et qui est définie comme la séquence infinie de configurations
{%, /\i> Vi, ﬂi)ieﬂv telle que: <€’ /\7 v, ﬂ) = <€07 )‘07 Yo, po) D

Notation 2.1.5 FEtant donnée une configuration o, nous notons par SET (a,H)
l’ensemble des séquences d’exécution temporisées de H commencant a partir de c.
De maniére similaire nous notons SE(a, H) l'ensemble des séquences d’exécution de
H commengant a partir de o.

Il est a noter que toute séquence d’exécution (temporisée) génere une trace (tem-
porisée) qui est obtenue en faisant abstraction de la pile ainsi que des valuations des
variables. Cette notion de trace est définie comme suit:

Définition 2.12 Trace temporisée

Nous définissons une trace temporisée comme une séquence infinie {(¢;, 1)}, telle que
To=0,Ve € IN. 141 2 75 et imy_oTi = 00.

Nous obtenons la trace en faisant abstraction du temps de la trace temporisée.

La trace temporisée générée par la séquence o = ({;, ;. vy, pis. Tz-)id\,r est la séquence
Tracer(o) = (L, Ti) ;e IN-

Puis la trace associée a cette séquence o est tout simplement: T'race(o) = ((;),.pv O

Remarque 2.1.1 Comme nous pouvons le remarquer, €tant donnée une trace tempo-
risée, le fait de connaitre le séquencement des neuds de contréle visités et le temps de
séjour pour chaque passage dans un neud nous permet de reconstruire facilement une
des séquences d’exécutions temporisées dont elle est issue.

Les séquences d’exécutions temporisées dont est issue une trace temporisée peuvent
étre plusieurs car entre deuz neeuds de contréles nous pouvons avoir plusieurs arcs.

—

Puis nous appelons séquence d’exécution temporisée entiere (respectivement trace
temporisée entiere) toute séquence (¢;, \;, vi, i, Ti>ieﬁ\r (respectivement toute séquence
(i, 7i),cpv) ou tous les instants 7; sont des nombres naturels. Nous appelons configu-
ration entiere toute configuration (¢, A, 4, ) ou v est une valuation entiere sur X'.

Notation 2.1.6 Etant donnée wune configuration entiére o nous notons par
SET z(a,H) Uensemble des séquences d’exécution temporisées entieres de H com-
mengant a partir de .
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Puis nous définissons la notion d’état et de séquence d’états que nous utilisons tout
au long de ce document.

Définition 2.13 Etat

Soit P un ensemble fini de propositions atomiques et & = 2%. Nous appelons état tout
élément de X. O

Définition 2.14 Séquehce d’états
Une séquence d’états est définie comme étant toute séquence infinie dans L%, O

Définition 2.15 Systémes simples
Un systéme est dit simple si toutes ses horloges sont en phase, c’est-a-dire que toutes
ses horloges ont la méme partie fractionnelle. O

Définition 2.16 Systéemes larges

Un systeme est dit large si toutes les contraintes qui apparaissent dans le systeme sont
des conjonctions d’inégalités larges. a

Tout au long de cette thése, pour des raisons de convenance nous dirons tout sim-
plement qu’un systéme est décidable ou indécidable, pour signifier que la vérification
de propriétés d’atteignabilité propositionnelle (si un noeud de contréle particulier est
atteignable) sur ce systeme est décidable ou non.

2.2 Les sous-classes

Les systemes hybrides telles que nous les avons définis dans la partie précédente sont
assez généraux. Nous distinguons plusieurs sous-classes de tels systemes, la particu-
larité de ces sous-classes est que des résultats de décidabilités ont été établis pour
leur vérification. La classe la plus utilisée est celle des systémes temporisés pur -
[ACD93, HNSY94, Yov93] ayant uniquement des horloges comme variables. Plusieurs
résultats trés intéressants ont été établis pour ces systemes, en effet la vérification de
toute la logique TCT L [ACD93] sur ces systemes est décidable.

Pour notre part nous commencons par introduire la notion de pile a ces systemes
temporisés, nous notons ces systemes temporisés a pile obtenus par STP.

Par la suite nous introduisons dans une premiere partie des compteurs de controle
monotones pour obtenir des systémes temporisés a pile munis de compteurs de controle
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monotones que nous dénotons par STPCM. Ces compteurs sont dits monotones de
par leur évolution, car ils sont croissants.

D’autre part nous introduisons des compteurs d’observations pour obtenir des sys-
témes temporisés & pile munis de compteurs d’observations que nous dénotons par

STPCO.

Nous considérons aussi les systemes temporisés a pile munis de ces deux types
de compteurs (monotones de controle et d’observation) que nous dénotons par

STPCMO.

Nous avons aussi munis les STP par des variables continues qui sont soit
d’observation soit de contrdle. Dans le cas ol nous munissons les STP par une variable
d’observation, nous dénotons ces systémes par STPVO, dans le second cas la variable
de contrdle que nous considérons est un intégrateur et nous dénotons ces systemes par

1-STPL

Puis il y a les deux derniéres sous-classes de systemes hybrides linéaires munis de
structures de données discretes qui sont les STPCMOYV et les STPCMOI, ce sont
des STPCMO munis respectivement d’une variable continue d’observation et d’un
intégrateur. Nous pouvons extraire une derniere sous-classe assez particuliere, c’est
celle qu’on appelle la classe des graphes a intégrateurs étendus, qui est un systeme
ayant pour uniques variables des intégrateurs étendus. Ces systemes ne sont pas
munis de pile, nous dénotons cette classe par GIE.

Dans les prochaines sous-parties nous décrivons informellement ces différentes sous-
classes et nous donnons pour un certain nombre d’entre elles un exemple d’illustration.

2.2.1 Les systémes temporisés a pile

=

Les systemes temporisés & pile (STP) est une sous-classe des SHP, les seules variables
des STP autres que la pile sont des horloges. Dans cette sous-partie nous considérons
des modeéles permettant de représenter les comportements de systemes hybrides a I’aide
d’un systéme ayant un ensemble de noeuds de controles fini, une pile et un ensemble
de variables continues qui sont des horloges. Dans la figure qui suit nous donnons un
exemple de STP; nous avons repris ’exemple du nceud intermédiaire dans un réseau
de transmission dans un cadre temporisé pur. Dans cet exemple le compteur ¢ peut
étre représenté par une pile, les autres variables z. y et ¢ sont des horloges.
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2<y<4/ec:i=c+1l,2:=0

Figure 2.3: Exemple de systeme temporisé a pile

2.2.2 Systémes temporisés a pile munis de compteurs de
controles monotones

Dans cette partie nous portons notre intérét sur les systémes temporisés a pile enrichis
a ’aide de variables de contréles discrétes monotones que nous appelons compteurs de
controle monotones, ces modeles sont notés STPCM. L’introduction de ces compteurs
nous permet de décrire des systémes ayant un comportement qui dépend des valeurs
de certaines de ces variables discretes. Ces variables discretes sont les compteurs
monotones que nous introduisons.

Reprenons ’exemple du nceud intermédiaire dans un réseau de transmission. Nous
pouvons dans ce cas imposer dans le comportement de ce nceud, qu’il ne commence
a effectuer les transmissions que si le nombre de paquets recus dépasse une certaine
valeur fixée. Le systéme passe donc par une phase d’initialisation durant laquelle il
recoit des paquets; une fois que le nombre de paquets recus dépasse une certaine valeur
la phase durant laquelle s’effectuent les transmissions et les réceptions sans restrictions
est déclenchée. Nous retrouvons ce principe d’initialisation dans plusieurs applications. .

Nous retrouvons par exemple ce principe dans une technique de visionnement en
temps réel d’une bande vidéo & distance [RR93]. En effet, lorsque nous voulons vision-
ner une bande vidéo se trouvant dans un site éloigné il est nécessaire de récupérer la
bande et de la projeter sur notre écran. Or, vu le temps de transmission de la bande
auquel s'ajoute le temps de projection, il v aura certainement des coupures dans la
projection. Pour éviter ces coupures, il est nécessaire d’avoir une phase d’initialisation
durant laquelle nous récupérons assez de données pour pouvoir passer 4 une phase de
projection et de récupération de données simultanées sans qu’il n'y ait de coupure. La
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quantité de données que nous récupérons dans la phase d’initialisation est générale-
ment inférieure & la bande vidéo entiere. L’idéal étant évidemment de minimiser la
durée de cette phase d’initialisation.

t> 80, k <30/ :=0,

Figure 2.4: Visionnement d’'une bande vidéo & distance

Pour illustrer les systémes temporisés a pile munis de compteurs de controles mono-
tones nous représentons par la figure 2.4 les comportements d'un processus de vision-
nement d’'une bande vidéo se trouvant sur un site distant. La politique de visionnement
est comme suit: le systéme pour commencer passe par une phase d’initialisation
représentée dans la figure par le nceud de controle I, cette phase consiste a récupérer
une partie de la bande comme réserve (afin d’éviter certains découpages pour mangue .
de données). La réserve doit dans tous les cas étre supérieure a 30 paquets. Aucun
visionnement ne sera fait si la réserve est inférieure ou égale a 30 paquets. De plus si
la réserve est encore inférieure ou égale a 30 paquets et que le temps écoulé depuis le

début de la phase d’initialisation est supérieur a 80 on doit alors tout recommencer
depuis le début.

Apres avoir effectué cette réserve, le systeme passe dans une phase de croisiere
durant laquelle la récupération des paquets et leur consommation (visionnement) se
font de maniere simultanée. Cette phase est représentée par le nceud de controle V;.
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chaque paquet récupéré.

Ensuite, le systéme passe par une phase de visionnement pur. Ce passage s’effectue
lorsqu’il n’v a plus de paquets & récupérer. Le visionnement se fait comme dans la
phase précédente, par paire de paquets. Mais durant cette phase le visionnement est
un peu plus rapide que précédemment car il n’y a plus de récupération simultanée a
assurer. Cette phase est représentée dans la figure par le nceud de contréle Va.

Puis si tous les paquets ont été consommeés, le processus se termine en passant dans
la phase représentée par le nceud de contrdle F. De plus, nous utilisons I’horloge =
pour spécifier les contraintes relatives & chacune des taches du systeme. Le compteur
monotone k sert & spécifier les contraintes associées a la phase d’initialisation. Le
compteur u sert & compter le nombre de paquets que le systeme a récupéré sans les
avoir encore COnsommes.

2.2.3 Systémes temporisés a pile munis de compteurs
d’observation

Dans cette partie nous décrivons les systémes temporisés a pile munis de compteurs
d’observations. Ces systémes sont différents des précédents, en effet les compteurs
que nous introduisons sont différents. Ces compteurs sont différents dans le sens ol
d’une part dans la partie précédente les compteurs utilisés étaient monotones alors que
dans la partie actuelle les compteurs ont une évolution quelconque, puis d’autre part,
dans la partie précédente les compteurs que nous introduisons sont des compteurs de
contrdle alors que les compteurs que nous introduisons dans la partie actuelle sont des
compteurs d’observations. Nous rappelons que les compteurs de controle apparaissent
dans les gardes ou dans les invariants associés a un noeud du systéme afin de restreindre
certains comportements alors que les compteurs d’observations n’apparaissent pas dans
les gardes mais servent plutdt & exprimer certaines propriétés d’atteignabilités que
nous devons vérifier sur les systemes considérés. Les compteurs que nous introduisons
auront donc pour tache d’observer et d’enregistrer certaines informations découlant
des séquences d’exécution du systeme. Avoir par exemple un compteur qui enregisire,
la différence entre le nombre de réceptions et le nombre de transmissions d’une station
dans un réseau. Cette variable sera donc initialisée & zéro lors de lintroduction de
la station dans le réseau; elle sera incrémentée & chaque réception et décrémentée a
chaque transmission. Cette variable pourra étre utilisée pour exprimer un invariant
(donc par complémentation une atteignabilité). Nous pouvons par exemple utiliser
cette variable pour coder que le long de toute exécution du systeme, le nombre de
réceptions est supérieur ou égal au nombre de transmissions. Ce qui peut étre formulé
par un invariant qui dit que le long de toute exécution du systeme la variable u est
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toujours positive. Nous verrons dans le chapitre 3 que nous pouvons écrire cet invariant
comme suit: YOu > 0 ol u est la variable représentant le compteur d’observation.

2.2.4 Systémes temporisés a pile munis de compteurs de
controle monotones et des compteurs d’observation

Ces systemes que nous notons par STPCMO, sont tout simplement des systémes tem-
porisés munis de compteurs de controle monotones et de compteurs d’observation, ils
permettent d’avoir autant d’expressivité au niveau comportemental que les STPCM
et autant d’expressivité au niveau des propriétés a vérifier sur ces modeles que les

STPCO.

2.2.5 Systémes temporisés & pile munis d’une variable
d’observation

Dans cette partie nous considérons les systémes temporisés a pile munis d’une vari-
able continue d’observation; 3 ’aide d’une telle variable nous pouvons exprimer des
invariants relatifs & la durée de certaines phases du systeme.

Pour illustrer cette partie nous reprenons I’exemple du nceud intermédiaire de trans-
mission que nous avons introduit en début de ce chapitre dans la partie 2.2 en intro-
duisant certaines modifications.

2<y<4/ci=c+lz:=0
2<z<3,¢>21/
z:=0,c:=c—1

Figure 2.5: Exemple de systémes temporisés & pile munis d’une variable d’observation
continue

Dans le cadre de cette partie nous considérons l’exemple du neeud intermédiaire
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dans un réseau de transmission que nous avons décrit dans ’exemple 2.2. Sauf que
dans le cas actuel, nous gardons uniquement comme variables du systéme, les hor-
loges, le compteur ¢ que nous pouvons représenter par une pile et la variable continue
d’observation z. L’introduction de la variable continue d’observation z va nous per-
mettre d’exprimer la propriété que nous devrons vérifier sur le systeme. Le fait que
pour toute session le temps passé a recouvrir les paquets perdus est inférieur a 10 %
du temps global de la session. L’exemple est décrit par la figure 2.5. Nous rappelons
que la variable d’observation est une variable continue z qui évolue selon la pente
10 - Agr — t, ot Apg est la durée de R, c’est a dire le temps accumulé durant lequel
le contréle du systéme est dans le noeud de contréle R. Donc lorsque le contréle est
dans le nceud T (respectivement R), la variable z décroit (respectivement croit) avec
une pente de —1 (resp. +9). La formule qui sera vérifiée est décrite informellement
comme suit:

Pour toute exécution du systeme, si on est au nceud de fin de session F' alors z doit
étre strictement négatif.

2.2.6 Systémes temporisés a pile munis d’un intégrateur de
controle

Les systémes que nous décrivons dans cette partie, ont la particularité d’avoir leur
contréle qui porte non seulement sur les horloges mais aussi sur un intégrateur. Nous
notons ces systemes 1-STPI. Cet intégrateur de controle nous permet de spécifier
certaines restrictions au niveau des comportements acceptés par les systemes que nous
étudions. Ce controle se fera en fonction de la durée de certaines phases. Donc
dans cette partie nous munissons les systémes temporisés a pile d’un intégrateur de
contrdle. Nous rappelons qu’un intégrateur est une variable continue ayant ses pentes
dans {0,1} et que cette variable peut donc étre vue comme une horloge que neus
pouvons arréter durant les séjours dans certains nceuds. Par exemple, nous pouvons a
laide de 'intégrateur, pour le cas du nceud intermédiaire de transmission, imposer le
fait que nous ne permettrons la réception de nouveaux messages que si I’accumulation
de la durée passée a effectuer le recouvrement de messages perdus est inférieure a
une certaine constante. Nous pouvons voir ce que devient ’exemple en prenant cette
constante égale & 20 dans la figure 2.6. Dans cet exemple, la variable y joue le réle de
Pintégrateur.
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2
2<2<3,¢21/
T =

Figure 2.6: Exemple d’un STP 4+ un intégrateur de controle

2.2.7 Systemes temporisés munis d’intégrateurs étendus de
controle

Nous décrivons les systemes temporisés munis d’intégrateurs étendus de contrdle que
nous notons par GIE (pour dire graphes a intégrateurs étendus) comme des systemes
qui ne sont pas munis de structures de données discretes, ils possedent comme variables
uniquement des intégrateurs étendus. Le fait de considérer des pentes négatives per-
met par exemple de raisonner sur des différences entre des durées. Par exemple nous
pouvons reprendre ’exemple du visionnement d’une bande vidéo a distance. en enle-
vant toutes les contraintes associées aux compteurs aussi bien celui qui est représenté
par la pile que celui qui joue le réle d’un compteur de controle monotone. Par contre
nous imposons que d’'une part la phase d’initialisation (représentée par le nceud I)
prenne un temps compris entre 60 et 80 unités. De plus, pour toute exécution, la
phase de visionnement pur (représentée par le nceud V;) dure autant que la phase
d’initialisation. Nous obtenons la figure 2.7.

2.3 Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre a la présentation des systemes hybrides
linéaires munis de structures données discretes. Nous avons décrit et illustré par des
exemples les différentes sous-classes de ces systemes que nous considérons dans la suite
de cette these. En effet dans les prochains chapitres nous énoncons des résultats de
décidabilités pour les sous-classes que nous avons décrites.
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t>80/t:=0,

Figure 2.7: Exemple de systemes a intégrateurs étendus

Dans le chapitre qui suit nous donnons les différentes propriétés que nous voulons
vérifier sur ces sous-classes de systemes hybrides. Dans une premiere partie nous
présentons les différentes propriétés d’invariance auxquelles nous nous intéressons, qui
sont des propriétés d’invariance contraintes. Les contraintes portent sur les différentes
variables d’observation du systeme, qui sont aussi bien continues que discretes.

Puis dans une seconde partie nous présentons des propriétés w-régulieres non tempo-
risées qui sont décrites dans la logique ECTL* [EGKS87, Tho89]. Ce sont les propriétés
que nous voulons vérifier sur les graphes a intégrateurs étendus (GIE).



Chapitre 3
Les propriétés

Nous présentons dans ce chapitre les propriétés que nous voulons vérifier sur les sys-
témes que nous avons décrits dans le chapitre précédent.

Nous commencons par donner les formules d’invariance contraintes auxquelles nous
nous intéressons, ce sont des propriétés d’invariance qui portent non seulement.sur
le temps mais aussi sur d’autres variables continues ou discrétes. Ces variables sont
celles que nous avons définies comme étant des variables d’observation. Ce sont donc
des variables qui n’agissent pas sur le contréle du systeme mais qui enregistrent quan-
titativement les différentes évolutions lors d’une exécution du systéeme considéré, c’est
4 Vaide de ces variables que nous pouvons exprimer certains invariants. Nous mon-
trons par la suite comment réduire la vérification de ces propriétés a la vérification
de propriétés d’atteignabilité propositionnelle. C’est-a-dire que le probleme devient
le suivant: “partant d’un nceud de contrdle particulier, peut-on atteindre ou non un
certain nceud de controle spécifié ”.

Nous décrivons ensuite les autres types de propriétés auxquelles nous nous
intéressons, ces propriétés sont non-temporisées et sont décrites par la logique
ECTL* [EGKS87, Tho89]. A partir de cette logique, on extrait un fragment qui décrit
toutes les propriétés w-réguliéres non-temporisées (voir 3.2.1) que nous vérifierons sur
les GIE.

Nous présentons dans ce cadre des résultats concernant les liens entre les équivalences
comportementales basées sur la bisimulation (voir définition 3.1) avec les équivalences
induites par la logique ECTL".
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3.1 Formules d’invariance et d’atteignabilité con-
traintes

Les propriétés d’invariance contraintes correspondent a des conditions de sureté sur
le comportement (exécution) d’un systeme donné. Ces propriétés sont les duales des
propriétés d’atteignabilité. En effet, vouloir vérifier un invariant sur un systéme, c’est a
dire une propriété qui soit toujours vraie tout au long de toute exécution est équivalent
a vérifier que jamais lors d’une exécution il est possible d’avoir la négation de la
propriété qui nous intéresse. L'invariant est faux si on atteint sa négation sinon il est
vrai. Dans cette section on définit des formules exprimant des propriétés d’invariance et

d’atteignabilité des configurations des automates hybrides linéaires munis de structures
de données discretes.

Soient P ’ensemble des propositions, & = 2”7 et H = (£,I,X,8,Y,T,1,8) un
systeme hybride sur © = 27. On utilise les lettres P, @, -- pour les propositions
atomiques (éléments de P) et les lettres f, g - - - pour les contraintes linéaires sur Y UY
donc des éléments de Cyy. Considérons I’ensemble de formules défini par la grammaire
sulvante:

eu=P|fl-p¢|loVe|Vhe

La sémantique de ces formules est définie par la relation de satisfaction = sur les
configurations du systéeme H. Pour toute configuration a = (¢, A, v, u), la relation =
est définie de maniere inductive comme suit:

akE=P ssi P e II({)
aff ssi (v,p) = f
o= ssi o fE

alEp1 Ve ssiabEeoualp
o ‘-: VO ssi Vo = {<€i>Aiayiﬂui7ti>}ieﬂV € SST(CY,H) Vie IN. (22',/\1',1/2',/“) I: ©

Nous notons par 3 pour signifier =VO~.
Exemple 3.1 Si nous reprenons I’exemple du nceud intermédiaire dans un réseau de

transmission décrit dans le chapitre précédent. Nous rappelons que les propriétés que
nous désirons vérifier sont les suivantes:

L. Pour toute session, le temps passé a récupérer les paquets perdus est inférieur a
10 % du temps global de la session,

Lo

Pour toute session, il y a exactement le méme nombre de réceptions que de
transmaissions,
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3. durant toute session, le nombre de transmissions ne dépasse jamais le nombre
de réceptions.

Les propriétés (1), (2) et (3) sont exprimées a 'aide des variables u et z par les
formules d’invariance suivantes:

1. VO(at — F = z < 0)
2. VO(at — F = u =0)
3. YOu > 0

ot 7at-F” est une proposition atomique qui est vraie uniquement dans le nceud F'. O

3.1.1 De linvariant avec contraintes vers l’atteignabilité
propositionnelle

Nous montrons dans cette partie comment réduire tous les problemes de vérification
d’invariants avec des contraintes sur des systémes hybrides linéaires munis de struc-
tures de données discrétes a des problemes de vérification de formules d’atteignabilité
purement propositionnelle, c’est-a-dire a ’atteignabilité d’un neeud particulier.

En utilisant les regles standards pour les opérations booléennes avec le fait que
toute formule IO(; V ;) est équivalente & IOy V IOu,, nous pouvons alors facile-
ment montrer que toute formule d’invariance avec contraintes est équivalente a la
négation d’une formule de la forme:

V 30(m A A £)

i=1

Avec 7; une formule propositionnelle pour tout ¢ tel que 1 < ¢ < n La réduction se
fait alors da la maniere suivante:
Nous commengcons par ajouter un nceud de contrdle final {y;,,; de sorte qu’a partir .
de tout nceud {;, ayant m; vraie (c’est-a-dire que m; € II({z)) nous ajoutons un arc de
Cr vers Lfing ayant pour garde A7Z, f7. Nous étiquetons ce nouveau nceud par une
proposition qui n’est vraie que dans ce nceud (at;, , ), c’est alors que nous aurons
simplement & vérifier la formule d’atteignabilité propositionnelle pure 3<¢aty,,,,, sur
le nouveau systéme obtenu par le rajout du nouveau nceud et des nouveaux arcs. Le
nouveau systeme H’ est obtenu a partir de H de la maniere suivante:

H = (L T, X9,V T, 1'8) avec :
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o L'=LU {ffmal}.
o Ve L, H/(f) = H(f) et H/(Efinal) = atffinaz'
o« X' =4X.

o Ve X, Vle L, z)=0(z)
Vo € X,0'(Lsina,x) € Z cest a dire que la pente des variables continues dans
ce nceud final importe peu.

« V=Y.

o I'=T

o V0e L, ') = I{£) et I'({sina) = vraie.

o & =06U{(lk,9:,2, 2, 1d, 0. sinat) : g: = N%y I, mi € (&), Z € T*}

Il faut noter que X et Y restent inchangés car toutes les variables qui apparaissent
dans les contraintes f/ doivent étre prédéfinies dans le systéme comme des variables
d’observations.

Remarque 3.1 Comme nous pouvons le remarquer toutes les variables qui apparais-
sent dans les contraintes de I'invariant apparaissent aussi dans le modele, elles doivent
en effet étre prédéfinies dans le modele. Donc la vérification d’une formule d’invariance
contrainte a pour effet d’augmenter la dimension du modele (nombre de variables). O

Comme nous pouvons le remarquer cette réduction de I’atteignabilité contrainte
vers une atteignabilité propositionnelle a pour effet de transformer les les variables
d’obervation en variables de contréle. En effet & la suite de la réduction ces variables
apparaitront dans certaines gardes du systéme considéré.

3.2 Propriétés w-réguliéres

Dans cette partie nous introduisons d’autres types de propriétés, qui ne sont pas tempo-
risées et qui sont représentées par la logique de branchement ECTL* [EGKS87, Tho89].
Nous prenons des propriétés non-temporisées afin de ne pas augmenter la dimension
des systemes sur lesquels nous voulons vérifier ces propriétés (voir la remarque 3.1).
Nous commengons par donner au préalable la définition des automates de Muller. Ces
automates nous servent a exprimer, d'une part des propriétés w-régulieres que nous
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voulons vérifier sur les GIE et d’autre part les conditions de divergence des séquences
d’exécutions temporisées. Nous verrons que ces propriétés w-régulieres sont aussi ex-
primables dans un fragment de la logique ECTL".

Nous présentons aussi des résultats d’adéquation concernant la logique ECTL".

3.2.1 w-automates de Muller

Nous donnons dans cette partie la définition des w-automates de Muller [Mul63]
et quelques résultats de base les concernant et qui sont tres importants pour le
chapitre 6. En effet, c’est a I’aide des conditions d’acceptance de Muller que nous pou-
vons exprimer le fait que nous effectuons la vérification uniquement sur les séquences
d’executions (donc par définition divergentes). Nous verrons dans la partie 6.5 du
chapitre 6 que pour exprimer les conditions de divergence des séquences, le choix des
automates de Muller est tout a fait convenable.

Soit V un alphabet fini. Un w-automate de Muller sur V' est un tuple A =
(Q,q1,6,F) ot Q est un ensemble fini de nceuds de contréle, ¢ € Q est le nceud
de contrdle initial, § € Q x V x Q est une relation de transition étiquetée et
F C 29 est une collection d’ensembles de répétition. Etant donnée une séquence infinie
o = (8),. v € V¥, une exécution de A sur o est une séquence infinie p = (¢:);e v telle
que qo = qr, et Vi € IN. (g, Si, gi+1) € 6. Plus encore, I'exécution p sur o est acceptante
si {¢g€ @ : OE? i€ IN.¢; =¢q} € F, o§ ¢ € IN signifie: “ il existe une infinité d’indices
i”. Donc I'exécution p sur o est acceptante si ’ensemble des nceuds répétés infiniment
sur la séquence p est un élément de F.

On a alors la séquence o € V¥ qui est acceptée par 'automate A s’il a une exécution
acceptante dans A.

Nous notons L(.A) I’ensemble des séquences acceptées par A. Les ensembles de lan-
gages définissables par des w-automates de Muller sont appelés langages w-réguliers.
Il est bien connu que cette classe de langages w-réguliers est fermée par les opérations

booléennes et que le probleme du langage vide des langages w-réguliers est décidable
[Tho90].

La définition que nous venons de présenter ci-dessus peut étre étendue simplement
(comme pour les automates de mots finis) aux w-automates de Muller a un comptetr °
et plus généralement aux w-automates de Muller a pile.

Les w-automates de Muller a pile définissent les w-langages hors-contextes.

Il a été vu [CGT77] que le probleme d’inclusion, savoir si un langage w-hors-contexte
est inclu dans un langage w-régulier est décidable. Ce résultat est un aboutissement
di fait que intersection d’un langage w-hors-contexte avec un langage w-régulier est
un langage w-hors-contexte et du fait que les w-réguliers sont fermés par complémen-
tation; puis finalement grace au fait que le probleme du langage vide des langages
w-hors-contextes est décidable [CG77]. En effet supposons que nous voulons savoir si
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Ly € L; ounon, avec Ly un langage w-hors-contexte et Ly un langage w-régulier. Il faut
alors pouvoir décider si Iy N L, = 0 ou non. L, étant un langage w-régulier donc fermé
par complémentation, nous obtenons alors que L, est un langage w-régulier. De plus
nous savons que l'intersection d’un langage w-hors-contexte avec un langage w-régulier
est un langage w-hors-contexte, donc L; N L est un langage w-hors-contexte. Puisque
le probleéme du langage vide des langages w-hors-contextes est décidable [CG77], nous
avons alors que le probleme de l'inclusion d’un langage w-hors-contexte dans un lan-
gage w-régulier est décidable.

3.2.2 La logique ECTL*

Cette logique est définie comme I’union de logiques stratifiées ECTL? pour tout n € IV.
L’ensemble des formules de ECTL est simplement I’ensemble des propositions atom-

iques P, et pour tout n > 1, I’ensemble des formules de ECTL® est le plus petit
ensemble de formules telles que:

o ECTL;_, € ECTLx,
e si o € ECTL;, alors ~¢ € ECTLx,
® si 1,92 € ECTL}, alors ¢1 V ¢, € ECTL?,

® si & est un ensemble fini de formules de ECTL;_,, et Q(®) est un langage
w-régulier sur ’alphabet 2%, alors 3Q(®) € ECTL.

Nous considérons comme abréviations les opérateurs booléens comme la conjonc-

tion (A) et 'implication (=), aussi bien que YQ(®) = -30(®) ot N(®) = 2% — Q(®).

Soit H un GIE (graphe a intégrateurs étendus). Nous notons par Conf(H)
I’ensemble de toutes les configurations de H. Alors, les formules de ECTL* sont
interprétées comme des ensembles de configurations de H. Intuitivement, la for-
mule 3Q(®) représente I'ensemble des configurations a partir desquelles il existe une
séquence d’exécution (a;), v avec o; = ({;,v;) satisfaisant la contrainte de chemin
Q(®), c’est a dire la séquence dans (2%)¥ correspondant aux sous ensembles de & qui -
sont satisfaits successivement par les a; le long du langage Q(®). L’interprétation des
formules de ECTL" est définie de maniere inductive de la maniere suivante:

o [Pl={(,v) €Conf(H) : PecIl(f)},
o [-p]={acConf(H) : ad ]},

o [e1V o] = [ea] U [e].
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o [3Q®)] = {o € Conf(H) : o)y € SE(a.H). (To(as));cpv € HP)}Y, ol
pour tout ¢ € IN, Te(a;) = {9 € & : a; € [¢]}.

Il est facile de voir que les logiques de branchement (branching-time temporal
logics) CTL [CES83] et CTL* [EH83] sont moins expressives que ECTL*. Pour tout
n € IN, nous pouvons extraire CTL, et CTL? les fragments de ECTL; correspondant
respectivement aux formules de CTL et de CTL* ayant au plus n imbrications de
quantificateurs de chemins (3).

Nous pouvons aussi observer que ECTL* peut exprimer toutes les propriétés w-
réguliéres linéaires, c’est-a-dire toutes les propriétés exprimables par un automate de
Muller. En effet, ces propriétés correspondent aux formules de ECTL] de la forme
VQ(P). Par conséquent, ECTL} subsume les logiques temporelles linéaires telles que
PTL [Pnu77] et ETL [Wol83], aussi bien que le p-calcul linéaire [Var88).

3.3 Equivalences comportementales et équiva-
lences logiques

Nous présentons dans cette section les résultats concernant les liens entre les équiva-
lences comportementales basées sur la bisimulation avec les équivalences induites par
la logique ECTL" et ses fragments ECTL;, pour tout n € IV.

Pour commencer nous introduisons la notion de graphe de transition associé a un
GIE.
Soit H un GIE, nous considérons la relation de transition entre les configurations de
‘H définies par:
(L,v) b ({',1') si et seulement si
soit que £ = ¢’ et 3t € Ryo. V' = [v + t];, avec V' € [0,1] [v + '], satisfait I'invariant
I(1).
ou bien que 3({, g9, X,¥') € £. v |= g avec v/ = v[X — 0] et /' satisfait I'invariant I().
Alors, le graphe de transition associé a H est Gy = (Conf(H), ).

Intuitivement, la relation > représente soit les transitions associées a la progression .
du temps dans un méme noeud de contréle, soit des transitions discretes entre différents
nceuds de contréles. Il est & noter que pour chaque séquence d’exécution ({(€;, v:));c IV
nous avons Vi € IN. {(£;,v;) b (g1, Vig1).

Dans ce qui suit nous définissons une relation d’équivalence particuliere qui est la
bisimulation. Nous pouvons ainsi définir des équivalences comportementales basées
sur cette bisimulation. Nous introduisons donc cette notion de bisimulation sur le
graphe Gy dans la définition qui suit:
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Définition 3.1 Une bisimulation sur Gy est toute relation binaire symétrique R entre
les configurations de H telle que ({1, v1)R{{s, ;) si et seulement si

® H(@l) = H(ég). et

o Yoy {{1,11) B oy implique quil 3oy, (£g, v3) B oy et ayRoy.

Nous notons par ~ la plus grande bisimulation sur G3. Nous pouvons facilement
vérifier que ~ est une relation d’équivalence.

La relation ~ peut étre étendue aux séquences d’exécutions. Deux séquences
d’exécutions sont ~-équivalentes si pour tout indice ¢ € IV, les configurations de
I'indice ¢ sont ~-équivalentes.

Nous introduisons alors le lemme suivant qui concerne la bisimilarité entre les
configurations et la bisimilarité entre séquences d’exécutions.

Lemme 3.1 Ya,o' € Conf(H), a ~ o implique que V(e),.v € S&(a,H),
), v € SE(&,H) telle que Ve € IN. a; ~ o u

Preuve 3.1 La preuve de ce lemme s’effectue de maniere triviale par induction et en
utilisant la définition de la bisimulation.

e i=0 Nous avons a = aq, &' = af et @ ~ ¢ donc ag ~ ay.

e Supposons que le lemme est vrai pour tout ¢ < n et montrons qu’il est alors vrai
pour : =n + 1.
Donc
nous avons par hypotheése que a ~ o' implique que Y{e;)i<cn € Pref(S€(a, H)),
I(eh)icn € Pref(SE(a/, H)) telle que Vi < n. a; ~ o} avec Pref d’un ensemble
de séquences dénote I’ensemble des préfixes de cet ensemble de séquences. .
Donc pour tout o,y telle que o, B> aq4q (d’apres la définition de la bisimulation)'
Jag, ., telle que of, B oy et anyr ~ gy

En utilisant le lemme 3.1, le résultat suivant, de préservation des formules de
ECTL* peut étre prouvé par induction sur la structure des formules de ECTL".
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Proposition 3.1 Pour toutes configurations « et o/, et toute formule de ¢ ECTL",
a ~ o implique que o € [¢] si et seulement si o/ € [¢]. |

Preuve 3.2 Pour la preuve de cette proposition nous procédons par induction sur la
structure des formules de ECTL*.

e Sip € ECTL} alors ¢ € P. Nous avons a = ((,v) € [¢] donc ¢ € II(£). De
plus puisque o = {{',v') ~ « alors (d’apres la définition de ~) II(£) = TI({)
donc ¢ € II(¢'). Nous obtenons alors que o € [¢].

e Supposons que la proposition est vraie pour toute formule de ECTL} avecn € IV
montrons que la proposition est alors vraie pour n + 1.
Soient ¢ € ECTL,,, a € Conf(H) et o' € Conf(H) telles que a ~ o alors:

1. Soit que ¢ € ECT L auquel cas il suffit d’utiliser '’hypothese de récurrence.
2. Soit que ¢ = IN(P) avec Q(®) un langage w-régulier sur 'alphabet 2%.

a € [p] donc F(ai),cpv € SE(a,H) telle que (Tof{ei)),cpv € @)},
ou pour tout 1 € IV, Te(a;) = {¥» € & : o € [#]}. D’apres le
lemme 3.1 3(a}),. v € SE(',H) et telle que Vi € IN o; ~ o) donc par
hypothése de récurrence (car toutes les formules de ® sont dans ECTL})
Vie IN To(o;) = Te(ef) donc (Te(c),cpv € 2(®)) d'ot nous obtenons
o € [¢].

3. Soit que ¢ est une combinaison booléenne de formules de ECTL; , de
la forme du cas précédent, ce cas se ramene de maniere triviale au cas
précédent.

Nous introduisons maintenant la famille décroissante (~, ) IV d’équivalences entre -
configurations, et nous montrons que pour tout n € IN. ~,, est compatible avec (inchis -
dans) I’équivalence induite par ECTL;. La famille (~,), py est définie comme suit:

o ({,v) ~o (£',1') si et seulement si II(() = IL(('),
o Yne IN, a ~,u & siet seulement si

= V(i) v € SE(e, H). 3(a)),cpv € SE(&/H). Vi € IN. oy~ 0y,
- V(ag)iew € SE(A,H). E(ai)ieﬂ\,’ € S€(a,H).Vie IN. a; ~, «.
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Nous pouvons vérifier que pour tout n € IV, ~, est en effet une équivalence.
Il est & noter que pour toutes configurations « et o, a ~q o si et seulement si
T(a,H) =T (¢!, H), ou T (e, H) dénote '’ensemble des séquences d’états générées par
les séquences d’exécutions dans SE{a, H) (Nous appelons aussi 7 I’ensemble des traces
interprétées). Nous obtenons donc que ~; correspond a I’équivalence de trace.

Nous pouvons prouver similairement & la proposition 3.1, en utilisant I'induction

sur les nombres naturels, que pour tout n € IV, ’équivalence ~, préserve les formules
de ECTL:.

Proposition 3.2 Pour tout n € IV, toutes configurations «, o' et toute formule ¢ de
ECTL?, o ~, o implique que a € [¢] si et seulement si o’ € [¢]. =

Preuve 3.3 Pour la preuve de cette proposition nous procédons par induction sur
n € IN. Cette preuve est similaire a celle de la proposition précédente. m

3.4 Conclusion

Nous avons introduit dans ce chapitre, les différents types de propriétés que nous
désirons vérifier sur les modeles que nous considérons.

Nous considérons d’une part des propriétés d’invariance contraintes; les contraintes
qui apparaissent dans ces propriétés ne concernent pas uniquement des horloges, mais
peuvent aussi porter sur des variables discrétes ce qui permet d’exprimer des propriétés
relatifs aux occurrences de certains événements.

Les propriétés que nous exprimons peuvent étre ni régulieres et ni méme hors-
contextes [BER93, BER94c] on peut en effet décrire des propriétés sous-contextes.
Telle que par exemple des propriétés décrivant que le nombre d’occurrences de
I’événement e; est égal au nombre d’occurrences de 1'événement e, et est égal au
nombre d’occurrences de ’événement ez (le langage efelel est sous-contexte). Ce
qui nous permet d’obtenir une expressivité plus importante que les propriétés portant
uniquement sur les variables continues.

Nous considérons par la suite des propriétés w-régulieres décrites dans la logique
ECTL*. Nous allons vérifier ces propriétés sur des systemes qui ont la particularité
d’étre sensibles au nombre de variables qu’ils comportent. Nous considérons donc
uniquement des propriétés non temporisées, afin de ne pas augmenter la dimension
des systémes que nous considérons dans ce cas. Des systemes tels que les GIE sont
sensibles a 'augmentation de ses variables (sa dimension), dans le sens ou pour une
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certaine dimension le probléme de la vérification est décidable alors que ce meme prob-
léme devient indécidable si nous ajoutons une variable.

Nous donnons aussi pour cette logique ECTL* des résultats d’adéquation qui sont util-
isés dans le chapitre 6 dans la vérification des propriétés exprimées dans des fragments
de cette logique sur des GIE.



Chapitre 4

Partitionnement et discrétisation

Comme nous I'avons vu dans les définitions dans le chapitre 2, les modeles que nous
utilisons pour représenter les systémes hybrides sont des modeles denses ce qui est
di a la continuité de certaines variables, dont le temps. Une conséquence directe est
que chaque noeud de contréle définit un nombre infini de configurations sous ’unique
condition que le temps puisse évoluer dans ce nceud. En effet deux cas se présentent
lors de la visite d’un noeud de contrdle ¢:

e Il est interdit de séjourner dans ce noeud (il faut le quitter au méme moment ou
il est visité), auquel cas ce nceud définit une unique configuration temporisée.

o Il est permis de séjourner dans ce nceud un temps non nul. Donc du fait que le
temps est dense, entre les valuations des variables continues & ’entrée dans le
neeud et les valuations de ces mémes variables 4 la sortie de ce nceud il existe
une infinité de valuations de ces mémes variables. ‘Ce méme neeud, peut donc
définir une infinité de configurations temporisées, une pour chaque valuation.

Une phase importante pour la vérification de systemes hybrides est donc la réduc-
tion du probléme de vérification d’un domaine dense vers un domaine discret. Une

seconde phase tout aussi importante que la premiére est de résoudre ce méme probléme
dans le cadre discret. s
Dans la partie qui suit nous présentons deux techniques de réductions d’un cadre dense

a un cadre discret, nous commencons par la technique de partitionnement introduite
dans [ACD93| pour introduire par la suite la technique de discrétisation qui est la

numeérisation uniforme [HMP92).

Pour la vérification des modeles que nous considérons dans cette these nous utilis-
erons soit les techniques de partitionnement introduite dans [ACD93], soit de numéri-
sation uniforme introduite dans [HMP92], par contre nous montrons que ces techniques
ne sont pas applicables pour d’autres modeles plus complexes que nous considérons.

53
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Pour ces modeles nous utilisons soit notre technique de numérisation non uniforme que
nous présentons dans le prochain chapitre, soit notre technique de partitionnement que
nous présentons dans le chapitre 6.

4.1 Réduction du dense vers le discret

Une premiére phase pour effectuer la vérification est comme nous ’avons dit, de réduire
le probléeme d'un domaine dense en un domaine discret; pour cela deux techniques ex-
istent.

La premiere introduite par [ACD93] est le partitionnement de ’espace infini des con-
figurations de sorte a obtenir un ensemble discret de classes. Telles que toutes les con-
figurations d’une méme classe satisfont les mémes propriétés auxquelles on s’intéresse.
Dans [ACD93, HNSY94] les auteurs montrent que si les modeles considérés sont des
automates temporisés et que les propriétés qui doivent étre vérifiées sur ces modeles
sont des formules de la logique temporisée arborescente TCTL (Timed Computation-
nal Tree Logic) alors un tel partitionnement est possible. En effet les auteurs montrent
qu’il existe un partitionnement pour un graphe temporisé donné de sorte que deux con-

figurations quelconques d’une méme classe ne distinguent pas une méme formule de
TCTL.

La seconde technique que ’on retrouve entre autres dans [HMP92, Bur92, BER94b,
AM95, BER94d] consiste a ne considérer qu’un sous-ensemble de I'ensemble infini
des configurations de sorte que ce sous-ensemble soit discret. Cette technique est
habituellement appelée discrétisation. Mais pour pouvoir se suffir a faire la vérification
sur ce sous ensemble il est d’une part nécessaire d’avoir les deux propriétés qui vont
suivre; puis il faut d’autre part avoir une méthode de vérification sur le sous-ensemble
discret des configurations.

Propriété 4.1.1 Il faut pouvoir associer a toute séquence réelle une séquence discrete
qut vérifie la méme formule a laquelle nous nous intéressons.

Cette premiére propriété permet de réduire la vérification d’un cadre dense vers uh
cadre discret.

Propriété 4.1.2 Il faut que pour toute séquence discréte o vérifant la formule a laque-
lle nous nous intéressons et pour toute séquence p ayant pour discrétisation la séquence
o alors p doit satisfaire cette méme formule.

Cette seconde propriété impose que le modele discret obtenu ne contient pas
d’informations supplémentaires par rapport au modele original pouvant engendrer une
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erreur dans la vérification.

Si cela est respecté, nous pouvons alors transférer les résultats obtenus dans le discret
vers le continu.

4.2 Réduction par partitionnement

Dans cette partie nous allons rappeler la technique de partitionnement introduite par
[ACDI3] et qui permet de passer d'un domaine dense & un domaine fini. Les auteurs
dans [ACD93] montrent que pour un graphe temporisé il existe un partitionnement
de sorte que les configurations appartenant & une méme classe satisfont les méme
propriétés d’atteignabilité.

Soient P I’ensemble des propositions atomiques et £ = 2% alors un graphe tempo-
ris€ M sur X est le tuple défini comme suit: M = (£, I, X, §) ot :

o L={l,---,4,} est un ensemble fini de nceuds de controles,

II est une fonction dans [£ +— X] associant un ensemble de propositions atom-
iques a chaque neeud de contrdle.

e X est un ensemble fini d’horloges.

o [:{+ Cx est une fonction qui associe & chaque noeud de contréle des contraintes
sur les horloges du systeme. Ces contraintes sont appelées invariant du neeud /.

6 est l'ensemble d’aretes. Chaque aréte étant un tuple e = (£, g, R, #') ot:

— £,0' € L sont le nceud source et le noeud cible.

— 9= Neggy @~ i ~ bA Njre{1,mn) €~ Tj — Tp ~ d
avec a,b,e,d € IN, ~€ {<,<} et les z; sont des horloges donc
Vie {1,---,n}: a; € X, sont des contraintes sur les horloges.

— R C X est 'ensemble des horloges qui devront étre remisent 3 zéro lorsque
la transition e est effectuée.

-z

Une configuration du graphe temporisé est la donnée d’un noeud de contréle et de
la valuation des horloges. On peut définir une relation d’équivalence sur I’ensemble
infini des valuations des horloges, de sorte que si I'on effectue un partitionnement par
rapport a cette relation les classes obtenues sont telles que: toutes les configurations
d’une méme classe satisfont les mémes propriétés d’atteignabilité.

Définition 4.1 Une relation d’équivalence = peut étre définie entre les configura-
tions du graphe temporisé. On dit que deux configurations {(lr,v1) et (£2,v3) sont
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équivalentes que ’on note par ({1,v1) = ({2, 12) si et seulement si {; = {; et v; = vy,
0

Définition 4.2 Avant de définir la relation d’équivalence = on note par ¢, la con-
stante la plus grande & laquelle I’horloge = est comparée dans les gardes du systeme.
On dira que deux valuations v; et v, sont équivalentes que l'on note v = vy si et
seulement si les conditions suivantes sont vérifiées:

1. Pour toute horloge z € X nous avons soit que v4(z) > ¢, et v2(z) > ¢, soit que

[n(2)] = va()].

Pour toute horloge 2 € X telle que v1(z) < ¢, ou rz(x) < ¢, nous avons

fract(v1(z)) = 0 si et seulement si fract(vo(z)) = 0 ot fract dénote la par-
tie fractionnelle.

o

3. Pour toutes horloges z,y € X telles que (v1(z) —11(y)) < ¢z et (n1(y) —ra(z)) <
¢y, nous avons fract(vi(z)) ~ fract(vi(y)) si et seulement si fract(vo(z)) ~
fract(va(y)) avec ~€ {<, <, >, >}

O

On constate facilement que I’ensemble des classes d’équivalence que nous noterons
R est fini. Ces classes d’équivalence sont souvent appelées régions.
La figure 4.1 présente les différentes classes d’équivalence existantes pour un méme
nceud de contréle, dans le cas ou X = {z,y} et ¢, = ¢, = 3.
On distingue ici des classes a zéro dimension (les points), & une dimension (les segments
ouverts et les demi-droites ouvertes) et & deux dimensions (les polygones ouverts bornés
par des ségments et les polygones ouverts non bornés). On dénombre également quinze
régions terminales, qui sont les demi-droites ouvertes et les polygones ouverts non
‘bornés situés dans le quadrant du plan défini par z > 3 et y > 3.

Définition 4.3 Région bornée ou fermée L
Nous appelons région fermée, toute classe obtenue a 'aide de la relation d’équivalence -
= telle qu’il existe au moins une horloge z ayant fract(v(z)) = 0 pour toute valuation
v de cette région. O

Dans le cadre des systemes temporisés (leurs seules variables sont des horloges), les
régions bornées correspondent a des régions dont les valuations qu'elles contiennent
sont instables par le moindre passage de temps. C’est a dire que pour toute valuation
d’une telle région, le moindre passage du temps, engendre un changement de région.
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Figure 4.1: Partitionnement pour deux horloges

Définition 4.4 Région ouverte ou non bornée
Nous appelons région ouverte, toute région obtenue a I’aide de la relation d’équivalence

= et telle que pour toute horloge z, fract(v(z)) # 0 pour toute valuation v de cette
région. m

Toutes les régions qui ne sont pas ouvertes sont bornées et réciproquement.

Remarque 4.2.1 La région qui succéde @ une région ouverte par le passage du temps
est une région fermée. De méme que la région qui succéde a une région bornée par le
passage du temps est une région ouverte.

Lemme 4.1 Soient H un graphe temporisé et R 1’ensemble des régions qui lui sont
associées. Pour toute région [v] de R telle qu’il existe au moins une horloge = qui a
v(z) < ¢, 1l existe une unique région {v'] de R telle que ['] est la région qui succede
a [v] par le passage du temps. L]
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Dans le lemme 4.1, nous imposons une contrainte a [v] qui est 'existence d’au
moins une horloge z pour laquelle v(z) < ¢, de sorte a garantir qu’il existe une région
qui lui est différente et qui lui succéde. Car il est clair que si cette contrainte est fausse
la région [v] n’a pas de région qui lui soit différente et qui lui succéde dans R. La
preuve de ce lemme est disponible dans la theése de Rajeev Alur [Alu91].

L’intuition qui est derriere cette décomposition de ’espace infini des valuations des

horloges est d’obtenir d’une part des classes dans lesquelles chaque garde du systeme
prend une valeur unique vraie ou fausse dans tous les états d’'une méme classe et qui
permet d’avoir le résultat énoncé dans 4.1.
Nous avons des décompositions au niveau des entiers car selon la position par rapport
4 un entier la valeur d’une garde pourrait étre différente. Nous avons aussi des dé-
compositions en diagonales car selon la position par rapport a des diagonales certaines
gardes prennent des valeurs différentes, ce sont certaines gardes parmi celles qui sont
des différences entre deux horloges du systéme, de plus c’est cette décomposition par
rapport aux diagonales qui assure la notion de successeur unique (voir le lemme 4.1).
De plus au-dela de la plus grande constante ¢, a laquelle 'horloge @ est comparée il
est inutile de connaitre la position de la valeur de x par rapport aux entiers car vu
la monotonie des horloges (strictement croissantes) les gardes prennent chacune une
valeur et ne changent plus jusqu’a la prochaine remise a zéro. C’est grace a ce dernier
point que le nombre de classes est fini.

Dans la prochaine partie nous donnons le principe de la seconde technique de
réduction; qui est la technique de la discrétisation.

4.3 Discrétisation

Les systemes hybrides et temps réel operent sur le domaine dense des réels dit au
temps continu. Mais plusieurs méthodes de vérification sont basées sur le fait que le
temps est supposé discret (dans Z). Ce que nous aimons savoir, ¢’est quand est-il est
possible de reporter au continu le résultat de la vérification dans le discret. Ou plus
encore quand est ce que le probléme de savoir si les comportements réels (continus)
du systéme considéré satisfont une certaine propriété peut étre réduit au probleme .
de savoir si les comportements observés (discrets) satisfont cette méme propriété. La
réduction par discrétisation consiste & ne considérer que des séquences d’exécution
temporisées entieres (toutes les configurations temporisées ont une valuation entiere
pour leur estampille t).

Définition 4.5 Discrétisation
Soit la séquence d’exécution temporisée p = {({;, A, vi, ;. T.,'>}l.€£\_;'
On appelle discrétisation de p une séquence d’exécution temporisée p’ définie comme
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suit: p = {(fz',)\h’/faﬂi"”i'>}iel/\/'

eVie N, 7€ Z,

! !
Tir1 2 T

r_

o 7\ =Ty,

o Vie IN,sir, € Z alors 7] = 7,
; !

o [imy— T} = 00,

o U, = t
O—Z/oe

o Vi>0vi=vi+(7—74)

Remarque 4.1 On peut avoir une séquence d’exécution temporisée p qui appartient
4 un systéme hybride H et qu'une discrétisation de p n’appartienne pas a H. O

Plusieurs techniques de discrétisations existent. A chacune de ces techniques on
peut associer certains avantages et certains inconvénients.
Il faut par discrétisation garder toute 'information nécessaire et rien que I'information
nécessaire. Du moins lorsque certaines informations sont perdues ou rajoutées il
ne faudrait pas que cela change le résultat du probleme de vérification auquel on
s’intéresse. Si par exemple nous nous intéressons au probleme de I’atteignabilité propo-
sitionnelle, tel que dans le discret ce probléme a pour réponse vraie et que les séquences
discretes permettant de répondre vraie n’appartiennent pas au systeme continu (c’est

possible, voir la remarque 4.1) alors le transfert de cette réponse du discret vers le
continu engendre une erreur. )

Les problemes qui peuvent étre rencontrés dis a la discrétisation sont:
il faut éviter le rajout d’informations (les discrétisations de séquences d’exécution tem-
porisées du modele sont des séquences d’exécution temporisées de ce méme modele),
il faut aussi éviter d’en perdre (a toute séquence d’exécution temporisée du modele
nous pouvons associer une discrétisation qui appartient aussi a ce méme modele) .
Il faut garantir par exemple un fait trés important, c’est que I'ordre du séquencement
des événements dans le temps reste le méme par discrétisation.
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Exemple 4.1 Soit la séquence d’exécution temporisée:

p = (Lo, 0){Ls, 0.4)(£2,0.6)((s,1.5)

La séquence d’exécution temporisée pg, = (lo,0)(l1,1)(l2,0)(ls,1) n’est pas une
discrétisation de p.
Par contre pg, = (o, 0)(l1,1)(f2,1)(€s,2) est une discrétisation de p. O

~ Plusieurs techniques de discrétisations existent, chacune d’elles a ses avantages
et ses inconvénients. Certaines seront appliquées pour des modeles bien spécifiques
d’autres pour des propriétés bien spécifiques. Donc le choix d’une technique de dis-
crétisation est directement lié aux systémes auxquels nous nous intéressons ainsi qu’aux
propriétés que nous voulons vérifier sur ces systemes. Parmi ces techniques de discréti-
sation nous pouvons en décrire brievement quelques unes.

Il existe celle qui consiste & ramener tous les événements ayant lieu dans un inter-
valle de longueur 1 ([u,u + 1[) au début de 'intervalle donc a l'instant entier de cet
intervalle (u).

Exemple 4.2 Soit la séquence d’exécution temporisée p d'un systeme temps réel
ayant une seule horloge. p = ({o,to){€1,t1) - {€n,t,) Alors la séquence associée a
p par la discrétisation énoncée ci-dessus est:

pay = (Lo; [o]) (b, [t1)) -+ Gy [Ea]) =

Une autre technique consistera a ramener tout ce qui se passe dans un intervalle
de longueur 1 (Ju,u+1]) & la fin de P'intervalle donc a l'instant entier de cet intervalle

(u+1).

Exemple 4.3 On consideére toujours la méme séquence p = (£o,t0)(l1,t1) - (€, tn),
alors la séquence associée a p par la seconde discrétisation énoncée ci-dessus est:

Pdy = <£0= l—t0-|><£1’ [-t1‘|> T (em I_tnw -

P

Remarque 4.2 Tous les événements ayant lieu a des instants entiers, doivent avoir
lieu aux mémes instants par discrétisation. C’est le cas des deux discrétisations énon-
cées ci-dessus.

Donc en particulier la discrétisation d’une séquence discréte devra étre elle méme. O

Une technique de dicrétisation différente des deux précédentes a été introduite dans
[HMP92]. Nous appelons cette discrétisation, technique de numérisation uniforme.
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Comme les deux précédentes, tous les événements ayant lieu & des instants entiers
sont invariants par discrétisation. Par contre contrairement aux deux cas précédents les
événements ayant lieu dans un méme intervalle unitaire ouvert (Ju, u+1[) ne seront pas
forcément tous projetés vers 'entier inférieur (u) ou vers I'entier supérieur (u+1), mais
certains seront projetés vers l'entier inférieur (u) et les autres vers I’entier supérieur
(u+1). Ce partage se fait comme suit:

Nous fixons un réel ¢ € [0,1] puis nous effectuons une sorte d’arrondissement par
rapport a cet ¢; en effet tout réel ayant une partie fractionnelle inférieure 3 e sera
projeté vers I’entier inférieur sinon (si sa partie fractionnelle est strictement supérieure
a ¢) il sera projeté vers l’entier supérieur.

Définition 4.6 Soit = € IR et soit ¢ € [0,1], nous dénotons par [z], la discrétisation
du réel z moyennant . [z]. est définie comme suit:

Si z — |z| < ¢ alors [¢]. = |z] sinon [z]. = [2].
Soit une séquence d’exécution temporisée
p = (o, vo,to) ({1, v1,t1) -+ (£y, Vn, ty,) alors sa discrétisation moyennant ¢ est:

[10]5 = <€07 d(VO)v [t0]5><'€17d(1/1)7 [t1]5> T <€n’ d(Vn)a [tn]€> -
ou Vi > 0 d(v;) = d(vi—1) + ([ti]e — [tiz1]e) et d(vo) = 0. o

g

Exemple 4.4 Soit la séquence d’exécution temporisée d'un systéme ayant une hor-
loge:

p = <€0, 0> <[/1, 04> <E27 06> <€3, 15>

et soit ¢ = 0.45 alors la discrétisation de p moyennant le quantum ¢ est:

[P]s = (50,0><5170><(’271><€3,2> O

La technique de numérisation introduite par [HMP92], que nous venons de décrire
peut étre vue simplement comme suit :
C’est comme si 'on avait divisé la base du temps (IR) en fenétres de méme taille,
cette taille est égale & 1. Puis on a décalé ce fenétrage de ¢ par rapport a zéro. Nous
obtenons un fenétrage de la base du temps tel que chaque fenétre contient un seul
entier. La discrétisation moyennant ¢ consiste & projeter tous les événements ayant
lieu dans une fenétre au niveau de ’entier contenu dans cette méme fenétre, tout en
gardant ’ordre de séquencement des événements.
Nous appelons cette technique de discrétisation, la numérisation uniforme par oppo-
sition a la technique que nous développerons dans le prochain chapitre et qui sera
appelée numérisation non uniforme et qui est plus générale.

Le principe de la numérisation uniforme est aussi décrit par la figure 4.2 qui suit:
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W~
o I

Figure 4.2: Numérisation uniforme

Définition 4.7 Pour toute séquence d’exécution p, on définit I'ensemble des numéri-
sations qui lui sont associées que I’on note par [p] comme suit:

/) = {lp)le € 0,10 | ]

Définition 4.8 On définit I’ensemble de toutes les numérisations d’un ensemble de
séquences temporisées IT que I'on note par [II] comme suit:

= Ul

p€ll

Définition 4.9 Fermeture par numérisation

Un ensemble de séquences d’exécution temporisées II est dit fermé par numérisation
si et seulement si pour toute séquence p € II son ensemble de numérisations [p] est
inclus dans II.

Une maniére équivalente d’écrire cette méme définition est:

11 est fermé par numérisation si et seulement si: [II] C II. O

Proposition 4.1 L’ensemble IT3 de toutes les séquences d’exécution temporisées d’'un

graphe temporisé dont toutes les gardes sont des inégalités larges (<), est fermé par
numeérisation. [

Preuve 4.1 Soit p = ({o, vo,t0) (€1, v1,11) -+ ({n, Vp, tn) - - - une séquence d’exécution
temporisée du systeme considéré. Donc p € IIy.

11 faut montrer que

Ve € [0,1]. [pe € In.
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Soit p € Iy alors Vi € IN — {0} on a:
solt que ¢; # {;_q alors Je; = ({;_1,¢;, Ri, {;) avec vioy |= g; et v; = v;_1[R; 0] E I(4)
soit que ¢; = £;_y alors Vt € [0,¢; —t; 1) vi = v, + ¢ = I(4).

11 faut alors montrer que Ve € [0, 1] si 4; # £;_y alors d. (z/l 1) Egi et de(v;) = 1(¢)
sinon il suffit de montrer que d.(v;) &= I(£;).
Pour les deux cas il suffit de montrer que la différence pour chacun des indices entre
la valeur d’origine dans la séquence p de chacune des horloges avec la valeur obtenue
par numeérisation est en valeur absolue inférieur & 1.

Pour toute horloge z; € X nous définissons un entier u; tel que 0 < up < 1
et up est égal a l'indice de la derniére remise & zéro de I’horloge z; dans la
séquence p si elle existe sinon u;, = 0. On a alors pour toute horloge =z,
de(vi(zr)) = de(viea(zs)) + ([tie — [ti1)e) si R; ne contient pas xx ou que ¢; = £;_4
sinon d.(v;(zy)) = 0.

Nous avons donc: de(vi(21)) = ey, 41 ([L]e = [ti=1)e) = [tile = [tu,)e

Et nous avons v;(ay) = t; — t,,.

Donc de(vi(xr)) — vi(ar) = ([tile — ti) — (Fup)e — tu,)

Il est tres facile de vérifier que nous avons:

lds(l/i(l'k)) — I/z'(.’lfk)] <1 (41)

Donc si v;(z;) = v avec v € IV alors nous avons forcément de(vi(zy)) = vi(xg) car
nous avons par définition de(v;(z)) € IV et 4.1. Donc dans ce premier cas si vi(zr)
ne falsifie pas de contrainte alors d.(v;(x;)) non plus.

Le deuxiéme cas est celui ou il existe v € IV tel que v;(2¢) €Jv,v + 1[. Puisque
de(vi(zx)) € IV et que nous avons 4.1, il est clair que dq(v;(z3)) est égal soit & v soit
a v+ 1. Donc dans ce second cas si u,(:ck) ne falsifie pas de contrainte et puisque les
contraintes du systeme sont larges (<) alors d.(v;(x3)) ne falsifie pas de contramtes
En effet nous avons v < v;(2) < v + 1, v;(zx) ne falsifie pas de contraintes et que les
gardes du systeme sont larges donc le falt d’avoir v < d.(vi(zr)) < v+ 1 ne falsifiera

pas de contraintes, puisque la contrainte en question imposera au moins que la valeur
de I'horloge zj soit dans [v,v + 1].

Donc finalement nous obtenons Ve € [0,1[. [p]. € My donc Ily est fermé par
numérisation. m
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4.4 Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre les deux principes de réduction de la vérification du
continu vers le discret qui sont les techniques de partitionnement et de discrétisation.
Nous avons décrit ces techniques telles qu’elles ont été introduites dans respectivement
[ACD93] et [HMP92]. Nous verrons dans les chapitres qui suivent que nous pouvons
utiliser ces techniques pour vérifier certains de nos systemes. Par contre nous verrons
que pour d’autres systémes que nous considérons et qui sont assez complexes, il n’est
pas possible d’utiliser ces deux techniques. Pour résoudre ce probleme nous avons
défini dans le chapitre 5 une nouvelle technique de discrétisation appelée numérisation
non uniforme et dans le chapitre 6 une technique plus fine de partitionnement.



Chapitre 5

Systémes hybrides munis de
structures de données discretes

Dans ce chapitre nous considérons des automates d’états finis munis de structures
de données discretes non bornées et de variables continues. Nous ciblons exactement
le cas des systéemes manipulant d’une part des compteurs discrets et une pile, puis
d’autre part, des variables continues & pentes constantes. L’utilisation de structures
de données discretes non bornées permet de considérer des systémes avec un controle
plus puissant que celui des systémes hybrides linéaires sans structures de données
discrétes. Les systemes que nous considérons permettent entre autres de raisonner sur
des notions importantes telles que le nombre d’occurrences de certains événements sur
certaines séquences d’exécutions.

De plus, I'utilisation de variables continues a pente constante permet de raisonner par
exemple sur le temps séparant deux événements et sur les durées de certaines phases
dans un certain intervalle d’exécution.

Nous nous intéressons aussi dans ce chapitre aux liens de simulations entre les sys-
temes & variables discrétes et systémes a variables continues. Lorsque ces liens peuvent
étre établis, I'analyse de systémes hybrides se raméne & ’analyse de systémes discrets.
Ce qui entrainera le raisonnement sur les délais et les durées a un raisonnement sur
les occurrences d’événements.

Dans ce chapitre nous présentons des résultats de décidabilité pour plusieurs sous-
classes de tels modeéles de systémes hybrides. En effet, nous commencons par donner
une méthode de décision pour la vérification de systémes temporisés a pile (STP).
Nous présentons ensuite une extension de cette méthode qui nous permet de vérifier
les systémes temporisés & pile munis de compteurs de contrdles monotones (STPCM).
Puis nous considérons le cas des systemes temporisés a pile munis de compteurs

d’observations non-monotones (STPCO). Nous montrons que nous pouvons dans ce
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cas réduire le probléme de la vérification de formules d’atteignabilité sur de tels sys-

témes au probléme du langage vide sur des langages hors-contexte avec des contraintes
[BER93, BER94b].

Nous considérons par la suite les systémes temporisés a pile que nous enrichissons
d’une variable continue d’observation. Nous montrons que dans ce cas nous pouvons
utiliser la technique de discrétisation introduite dans [HMP92] et que nous décrivons
dans le chapitre 4 pour réduire le probleme d’atteignabilité sur ces systémes a un
probléme de langage vide sur des langages hors-contextes avec des contraintes [BER93,

BER94b].

Puis finalement nous considérons des systemes temporisés a pile munis d’un in-
tégrateur de contrdle. Nous montrons que moyennant certaines restrictions sur ces
systémes, le probléme d’atteignabilité est décidable. Pour cela nous utilisons une nou-
velle technique de discrétisation (numérisation non-uniforme). Nous verrons que la
restriction que nous imposons est assez contraignante mais 1'intérét que nous portons
3 ces systémes est de montrer d’une part toute la difficulté a laquelle nous faisons face
des que nous essayons d’arréter une horloge du systéme (intégrateur) puis d’autre part,
d’illustrer notre nouvelle technique de discrétisation (numérisation non uniforme).
C’est aussi un cas de systemes hybrides se situant a la frontiere entre les systemes
décidables et ceux qui sont indécidables.

5.1 Systémes temporisés a pile

Dans cette partie nous considérons des modeles permettant de représenter le com-
portements de systémes hybrides a aide d’un systéme ayant un ensemble de nceuds
de contrdle fini, une pile et un ensemble de variables continues; plus précisément nous
considérons uniquement les systémes temporisés donc nous nous suffirons a ne con-
sidérer que des horloges comme variables continues du systéeme. Donc dans cette
partie notre intérét se porte sur les systémes que nous avons dénoté par STP dans le
chapitre 2. ]

Nous allons montrer qu’étant donné un systéme temporisé a pile (STP), le probleme
d’atteignabilité est décidable. Pour cela nous réduisons ce probléeme au probleme deta -
vérification de formules d’atteignabilité propositionnelle, lequel probleme est équiva-
lent & celui de la vérification de I’atteignabilité d’un nceud de contrdle particulier. Plus
précisément, décider si une formule d’atteignabilité est satisfaite ou non, partant d’une
configuration o d'un systéme temporisé a pile H, est équivalent a décider si un nceud
spécial est atteignable ou non & partir de o dans un nouveau systeme qui sera une
extension appropriée du systeme initial. Pour résoudre ce probleme d’atteignatibilité,
nous donnons une extension de la technique de partitionnement (graphe de régions)
introduite dans [ACD93] et que nous décrivons dans le chapitre 4. En effet, nous con-
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sidérons une relation d’équivalence sur I’ensemble des valuations des horloges qui, d’une
part préserve les propriétés d’atteignabilité propositionnelles et d’autre part induit un
ensemble fini de classes d’équivalences. Nous montrons que la relation d’équivalence
préserve les propriétés d’atteignabilité pour signifier que toutes les propriétés de ce type
gardent leurs valeurs par partitionnement. En d’autres termes, c’est que les propriétés
de ce type ont une valeur unique dans une méme classe. Cette technique de parti-
tionnement nous permettra donc de réduire le probleme d’atteignabilité d’un noeud
de contréle sur une structure dense en un probleme d’atteignabilité sur une structure
- discréte. Mais la structure discréte que nous obtiendrons sera infinie étant donné que
le systeme que nous considérons est muni d’une pile non bornée. Mais nous montrons
que le probleme d’atteignabilité peut étre réduit au probléme d’atteignabilité dans un
automate a pile, qui est un probleme équivalent au probleme du langage vide pour les
langages hors-contextes.

Donc pour montrer la décidablité du probleme d’atteignabilité sur des STP, nous
utilisons une technique de partitionnement. Pour cela nous commencons par consid-
érer un partitionnement de I’ensemble des valuations de X' (donc des horloges, car ce
sont les seules variables continues du systéme).

Dénotons par £ cet ensemble, c’est-a-dire, £ = [X — R).

Dans [ACD93], une relation d’équivalence = sur € est introduite pour les graphes tem-
porisés de sorte que toute paire de configurations du systéme temporisé ayant le méme
nceud de contréle et des valuations équivalentes selon &, les deux ensembles de noeuds
de controles atteignables sont identiques (un pour chacune des deux configurations).

L’idée de base qui est derriére la définition de la relation d’équivalence & est:
D’une part que les valuations d’une méme classe satisfont les mémes gardes du sys-
temes. Donc les seules valuations importantes pour chaque horloge z sont les valuations
en dessous de la plus grande constante a laquelle cette horloge z est comparée dans le
systeme, nous noterons cette constante ¢,. Car au deld de cetie constante ¢, toutes les
valeurs de I'horloge « satisfont les mémes gardes, ceci est di au fait que les horloges
sont monotones(croissantes). Puis d’autre part que chaque classe ait une unique classe
qui la succede par passage du temps.

Nous montrons dans ce qui suit que nous pouvons adapter partitionnement similaire
dans le cas des systemes temporisés a pile.

=

Nous considérons dans ce qui suit une relation d’équivalence qui est presque iden-
tique a celle qui est introduite dans [ACD93] (voir la définition 4.2 dans le chapitre 4).
La seule différence est diie au fait que dans les systemes que nous considérons, les
gardes ne contiennent pas de différences entre les horloges. Donc le partitionnement
que nous obtiendrons est moins fin que celui obtenu par la relation d’équivalence
definie dans [ACD93]. nous retrouvons cette différence an niveau du troiseme point de
la définition.
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Remarque 5.1 11 faut noter que dans tous les modeles étudiés dans ce chapitre,
peuvent étre étendus en permettant d’avoir des différences entre les horloges dans les

gardes. Nous ne le faisons pas, juste pour des raisons de clartés dans la présentation.
]

Définition 5.1 Nous notons par c, la constante la plus grande a laquelle ’horloge
z est comparée dans les gardes du systéme. On dira que deux valuations v et vy

sont équivalentes que ’on note v; = v, si et seulement si les conditions suivantes sont
vérifiées:

1. Pour toute horloge £ € X nous avons soit que v1(x) > ¢, et vo(r) > ¢, soit que

[ (2)] = Lra(z))

Pour toute horloge z € X telle que vi(z) < ¢, ou ry(x) < ¢, nous avons

fract(n(z)) = 0 si et seulement si fract(vo(z)) = 0 ou fract dénote la par-
tie fractionnelle.

Lo

3. Pour toutes horloges z,y € X telles que 11(z) < ¢, et v1(y) < ¢y, nous avons

fract(vi(z)) ~ fract(vi(y)) si et seulement si fract{iy(z)) ~ fract(ve(y)) avec
~e{<, &, >, >}

Maintenant, tenant compte du fait que H peut contenir des contraintes de la forme
T =, ¢, nous considérons alors 1’équivalence ~ qui est définie comme un raffinement
de la relation d’équivalence = par rapport aux ensembles finis décrits par les =, qui
apparaissent dans H. En effet, si par exemple une horloge = est référée m fois dans H
a l’aide de la relation =
T =p, €, T =g, C, et T =, Oy
Soit ny le plus petit commun multiple des n; (n, = PPCM(ny,---,ny)), il suffit alors
de faire le raffinement par rapport aux éléments de ’ensemble suivant:
(0.10,1, 118,22, Jos = L} |
Si en plus de ces  =,, ¢;, la variable z apparait dans des comparaisons et que ¢, smt
la plus grande constante a laquelle z est comparée il faut alors raffiner par rapport a
{Jeoco + 1 ca+ 1, Jeo +np — 1 co + npf, o + 1}

Donc pour chaque élément de cet ensemble nous considérons toutes les classes déja
établies a l'aide =.

Le lemme suivant énonce que si deux configurations sont équivalentes selon = alors
si on leur applique l'opération de remise a zéro d’un sous-ensemble d’horloges nous
obtenons deux nouvelles configurations équivalentes.
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Lemme 5.1 Soient deux valuations v, v/ équivalentes selon o (v~ v')etsoit RCX
un sous-ensemble d’horloges, alors v[R — 0] ~ v/[R — 0]. =

La preuve du lemme 5.1 est triviale, il suffit d’appliquer directement la définition de
I’équivalence ~.

Définition 5.2 Soit [£] l’ensemble quotient de £ par rapport & la relation o~
L’ensemble [£] peut étre muni par une fonction successeur succ entre deux classes
d’équivalence qui code la progression du temps. La fonction succ est définie de la
maniere suivante: :

Pour tout vy,v, € &, suce([r1]) = [v2] si et seulement si vy % vy, 3t € IRT tel que
va~ v+t et V' e RY,0<# <t soit que vy +t =~ 1y ou bien que 1y + ¢ ~ vy, O

Lemme 5.2 Vv,V v ~ 1/
Vi: [v+t]=suce(v) It : vV +t' v+t AV +t] = suce([V]) . |

Nous énoncons dans ce qui suit le lemme qui nous permet de ramener le probléeme
d’atteignabilité auquel nous nous intéressons d’un cadre dense vers un cadre discret.

Lemme 5.3 Soient v, v € & Alors, v ~ ¢/ implique que pour toute formule
d’atteignabilité propositionelle ¢, pour tout £ € L et pour tout A € I'™*, ({,\,v) = ¢
si et seulement si (¢, A, V') E . =

Preuve 5.1 Soient la configuration og = ({o, Ao, 1) et la formule d’atteignabilité
propositionnelle ¢, nous supposons que nous avons ap &= . Nous pouvons écrire
@ = 3Op que nous pouvons réécrire en ¢ = IO Vieiat — €y, qui peut aussi se
réécrire en ¢ = V7., 30at — {,,. avec at —{, une proposition atomique qui est
vraie uniquement dans {, et que la proposition p est vraie dans les états £, pour
tout 1 < 7 < m. Alors il existe une séquence d’exécution p € SE(ap, H) telle gte -
P = <£07/\07 V0><€17 >‘17 V1> T <Cn )‘na Vn> et En € UTzl{gnj}

Soit vy une valuation telle que vy ~ 1 il faut alors montrer qu'il existe une séquence
P € SE(ap. H) telle que p’' passe par les mémes nceuds de contréle que p. Il existe
donc une séquence p’ telle que p' = (€5, X0, i) (€, N, v4) - (£, AL, 1) - - - avec pour
tout 1 € IN [; = {; et A\; = X;. Nous montrerons méme plus: en effet, nous montrerons
aussi que pour tout 1 € IV v; o~ v]. Pour prouver ce résultat nous allons procéder par
récurrence sur l'indice k des configurations apparentes dans p et p’. Pour k£ = 0 nous

avons vy = vy, Lo = £y et Ag = A, il 0’y a plus rien & montrer dans ce cas. Nous
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supposons que ce résultat est vrai a I'indice k¥ — 1, nous allons le montrer pour l'indice
k.

Pour cela nous montrons que nous pouvons construire le k*™™¢ séquencement de
p'. Nous montrons que la k*™™¢ transition s’opérant dans p, nous pouvons l’effectuer
de maniére similaire pour p’ de sorte & garantir que la k'™ configuration de p est
équivalente & la k*™™¢ configuration dans p’. C’est a dire que la k**™™¢ configuration
de p a le méme noeud de contréle et la méme configuration de la pile que la ki*™me
configuration de p/, de plus que leurs valuations sont équivalentes (v; =~ v;). Dans
cette preuve nous utilisons principalement le lemme 4.1 qui dit que pour toute région
[v] € [€] la région qui la succede par passage du temps est unique. Comme nous
I’avons vu dans la sémantique des STP, la k**™™¢ transition apparent dans p peut étre
soit du type transition temporelle (correspondant a une progression du temps) sinon
du type transition discréte (correspondant au changement du nceud de contrdle).

o Transition discrete:

Dans ce cas nous avons un passage dans p de la configuration: (€r_1, Ak—1, Vk-1)
a la configuration (£x, A, vi) avec v = 1. Il existe donc une aréte

e= (lr-1,9,A,7, R, L) € 6 telle qu’en utilisant cette aréte nous avons un passage
dans p de la configuration (€y_1, A\x—1,vk—1) & la configuration ({x,\x,vx) avec
v, = vg—1|R — 0]. Nous avons aussi vz—1 | ¢, A1 = A M Ay = 4. X
et v = I(¢). Or nous avons dans p' la configuration (€}_;, \,_1.74_1) avec
Oy = Li—q, Ny = Mp—1 €t vp—y ~ vy donc vy, = ¢g. Cela implique qu’au
niveau de cette configuration de p’ l'aréte e peut étre utilisée pour obtenir la
configuration (£}, A}, v}) avec £}, = €, N, = Ay et v], = v, _,[R — 0] donc v}, > vy
d’apres le fait que vj_; ~ v, et en appliquant la proposition 5.1 nous avons
donc aussi que v = I({).

e Transition temporelle:

Dans ce cas nous avons un passage dans p de la configuration ({p_y, Ag_1, Vk—-1)
a la configuration (€, Ar,vg) avec O = {p1, Ap = Apo1, Uk = [Vp—1 + (Ex —
tr-1)] (avec ty — tx—; étant le temps écoulé entre les deux configurations) et
YVt € [0,tp — ti—1] vk—1 +t | I({x-1) . Il est facile de voir que dans p’ nous pou-
vons construire une transition temporelle de sorte a passer de la configuration .
(Cp1, Ag—1,Vj_y) avec vj_y = vp—1 & la configuration (€, Mg, ;) avec vy, =~ vy.
Cette construction est une application directe du lemme 4.1 et du lemme 5.2.
En effet le lemme 4.1 indique que la région qui succede a une région donnée est
unique. Le second lemme dit que si dans un nceud on peut laisser passer le temps
pour passer d’une région [v] & la région qui lui succéde suce([v]) alors pour toute
valuation v’ ~ v on peut laisser passer le temps pour passer de la région ['] &
la région qui lui succéde suce([V']).

Nous avons montré par récurrence que nous pouvons construire p’' de sorte qu'a
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tout indice j la j*™™¢ configuration de p’ est équivalente & la j*™™¢ configuration de
p. |

Le lemme 5.3 permet de réduire le probleme d’atteignabilité d’un graphe dense vers
un probleme d’atteignabilité sur une structure discréte. Cette structure correspond
au graphe de régions introduit dans [ACD93] dans le cas des systemes temporisés. Le
graphe de régions est obtenu en considérant le quotient du graphe de configuration de
H par rapport a la relation d’équivalence 2.

Dans ce qui suit nous donnons la définition de la construction du graphe de régions.
Nous définissons une région comme un triplet (£, \,[v]) odt £ € L , X € ™", et [v] € [€].
Soit Reg lensemble de ces régions. Alors, le graphe de région de H, dénoté R(H), est
défini comme le graphe (Reg, Edg) ol 'ensemble des sommets est Reg défini ci-dessus
et 'ensemble des arcs Edg est défini comme le plus petit ensemble tel que:

e Chaque sommet (région) (£, A, [1]) a un arc vers (£, A, succ([1])),

e Chaque sommet (¢, A - ), [11]) a un arc vers (¢, - A, [1[R ~ 0]}) pour chaque
arc (£,g, A, \, R, l") € § telle que vy =g et 1[R— 0] = I(¢') .

Clairement, le graphe de région R(H) est infini étant donné que nous utilisons une
pile non bornée. Rappelons que le probleme d’atteignabilité sur les graphes auxquels
nous nous intéressons est de savoir si une configuration particuliere avec un nceud de
controle particulier ciblé (que nous notons cible) est atteignable ou non en partant
d’une configuration initiale donnée a = (, A, v).

En d’autres termes, la valeur de la pile n’est pas importante dans les configurations
ciblées (celles que nous désirons atteindre). Le seul fait important est que ce sont
des noeuds & atteindre. Nous pouvons alors réduire ce probléme d’atteignabilité au
probleme d’atteignabilité d’un nceud de contrdle dans un automate a pile sans entrée
(input-free) A ayant R(H) comme graphe de configurations.

L’automate A est tel que:

e Le vocabulaire est T,
o l’ensemble des nceuds de controles est £ = L X [€],

e l’ensemble des nceuds finaux est 1'ensemble des nceuds (cible,e) € L', pour tout
e € [£].

e larelation de transition est donnée par I'ensemble d’arcs ({1, [11]), 4,7, ({2, [v2]))
tel que:

— Soit £; = Ly, v = A, et suce([n1]) = [val,



-1
o

Chapitre 5 : Systémes hybrides munis de structures de données discrétes

— ou bien 3(4y,9,4,7, R, L) € & telle que vy = g, [1n] = [n[R — 0]] et
Vo ": I(fg)

Théoréme 5.1 Le probléme de la vérification de formules d’atteignabilités sur des
STP est décidable. o

Preuve 5.2 Le lemme 5.3 permet de réduire le probleme d’atteignabilité d’une struc-
ture dense vers une structure discréte. Puis la construction du graphe des régions
(structure discrete) permet d’obtenir un graphe muni d’une pile. Puis nous donnons
la réduction du probléme d’atteignabilité au probleme d’atteignabilité d’un nceud de
contrdle dans un automate & pile (sans entrées) A ayant R(H) comme graphe des
configurations.

En effet un neeud cible dans H est atteignable a partir d’une configuration o =
(£, )\, V) st et seulement si 'automate A accepte un mot commengant au noeud de
contrdle (£, [v]) avec la pile égale a A\. Ce probléme correspond au probleme du langage
vide de langages hors-contextes (plus exactement au langage non-vide). Ce probleme
est bien connu comme étant décidable [Har78]. m

5.2 Systémes temporisés a pile munis de comp-
teurs

Dans cette section nous allons dans une premiere partie munir par des compteurs
monotones de contrdle les systémes temporisés & pile que nous avons considéré dans
la partie précédente. Puis dans une seconde partie nous munissons ces systemes tem- -
porisés a pile par des compteurs d’observations. _

Nous montrons dans le premier cas que le probleme d’atteignabilité est réductible au
probléme du langage vide d’un langage hors-contexte, il est donc décidable.

Puis dans le second cas, nous montrons que le probleme d’atteignabilité est réductible
au probléme du langage vide d’un langage hors-contexte munis de contraintes sur les
occurrences des éléments de son vocabulaire, nous verrons que dans ce cas ce probleme
est lui méme réductible au probleme de satisfaisabilité d une formule linéaire sur les
entiers. lequel probleme est décidable.
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5.2.1 Systeémes temporisés a pile munis de compteurs de
contrdéle monotones

Dans cette partie nous portons notre intérét sur la vérification du probléme de
latteignabilité sur des automates a piles temporisés enrichis par des variables de con-
trole discretes monotones que nous appelons compteurs de contréle monotones. Ce
qui nous permet d’avoir un contréle plus puissant et donc de décrire des systémes
ayant un comportement qui dépend des valeurs de certaines de ces variables discrétes.
Ces variables discretes sont les compteurs monotones que nous introduisons. Nous
rappelons que nous notons ces systémes STPCM.

Pour ces systemes (STPCM), nous pouvons traiter ces compteurs de maniére iden-
tique a celle des horloges. En effet nous pouvons les considérer comme des horloges
discretes. Ceci est dii & la monotonie de ces compteurs (caractéristique fondamentale
des horloges), car sans cette monotonie 1’ensemble des classes que nous obtenons par
partitionnement ne serait plus fini. Vue la monotonie des compteurs (les compteurs
ne décroissent jamais), les seules valeurs exactes importantes pour chaque compteur
sont les valeurs qui se trouvent en dessous de la plus grande constante i laquelle ce
compteur est comparé dans le systeme. Nous pouvons alors de maniére identique 2
celle du cas temporisé pur, définir une relation d’équivalence ~ sur les valuations des
horloges et des compteurs. Cette relation d’équivalence permet d’obtenir un nombre
de classes fini, de telle sorte que les configurations ayant le méme nceud de contrdle,
le méme contenu de la pile et des valuations équivalentes par rapport & la relation ~
satisfont les mémes formules d’atteignabilité propositionnelle.

Nous donnons la relation d’équivalence >~ qui n’est autre qu’une extension directe de
la relation d’équivalence définie pour le cas temporisé pur dans la partie précédente.
En effet, dans le cas présent, nous tenons compte des valeurs des variables discrétes
(compteurs monotones). Pour que deux valuations soient équivalentes, il faut que les
valuations des variables continues soient équivalentes selon la relation d’équivalence

définie pour les STP, mais il faut aussi que les valuations des variables discretes soient
égales.

Nous définissons donc la relation d’équivalence ~ de la maniére suivante :
Pour toute variable y € Y du systéme A nous associons la constante ¢y qui est la plus
grande constante comparée a y dans les gardes de H. De méme que nous associons -
a toute horloge + € X’ une constante ¢, qui est la plus grande constante comparée a
z dans les gardes de H. Nous considérons alors la relation d’équivalence 2¢ telle que
nous avons (v, i) = (v, /') si et seulement si les conditions suivantes sont vraies:

o Vze ), sip(z) < ¢, alors p(z) = (/(z) et si p(z) > ¢, alors w/(z) > c..



74 Chapitre 5 : Systémes hybrides munis de structures de données discretes

Comme dans la partie précédente 5.1, nous définissons la relation =~ comme le
raffinement de la relation d’équivalence & définie ci-dessus par rapport a tous les =,
qui apparaissent dans les gardes du systeme H. Nous pouvons alors réduire le probleme
d’atteignabilité dans H au probleme d’atteignabilité dans un automate a pile que nous
pouvons décider comme le probléme du langage vide d’un langage hors-contexte. Nous
obtenons alors le résultat suivant.

Théoréme 5.2 Le probléme de la vérification de formules d’atteignabilités sur sys-
témes temporisés a pile munis de compteurs de controle est décidable. a

Preuve 5.3 La preuve de ce théoreme découle directement de la preuve du
théoréme 5.1, le seul changement est dans la construction du graphe de région moyen-
nant la nouvelle relation d’équivalence. Cette relation d’équivalence comme nous
I’avons vu est une extension directe de la relation d’équivalence définie pour les STP.
En effet puisque d’une part pour que deux valuations soient équivalentes il faut que
les valuations des variables continues soient équivalentes selon la relation d’équivalence
définie pour les STP, mais il faut aussi que les valuations des variables discretes soient
égales; puis d’autre part étant donnée la monotonie des compteurs il suffit de considérer
pour chacun d’eux uniquement un nombre fini de valeurs. m

5.2.2 Systémes temporisés a pile munis de compteurs
d’observations

Nous nous intéressons dans cette partie au probleme de la vérification de for-
mules d’atteignabilités pour des systémes temporisés a pile munis de compteurs
d’observations. Ces systemes sont différents des précédents, en effet les compteurs
que nous introduisons n’ont pas la méme fonctionnalité que ceux qui ont été intro-
duits dans la partie précédente. Ces compteurs sont différents dans le sens ol d'une
part dans la partie précédente les compteurs utilisés étaient monotones alors que dans
la partie actuelle les compteurs ont une évolution quelconque, puis d’autre part, dats
la partie précédente les compteurs que nous introduisons sont des compteurs de con-
trole alors que les compteurs que nous introduisons dans la partie actuelle sont des
compteurs d’observation. Nous rappelons que les compteurs de contrdle apparaissent
dans les gardes ou dans les invariants associés a un nceud du systeme afin de restrein-
dre certains comportements alors que les compteurs d’observations n’apparaissent pas
dans les gardes mais servent plutot a exprimer certaines propriétés d’invariance et
d’atteignabilité contraintes que nous devons vérifier sur les systemes que nous con-
sidérons. Les compteurs que nous introduisons auront donc pour tache d’observer et
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d’enregistrer certaines informations découlant des séquences d’exécution du systeme.
Nous rappelons que nous dénotons ces systemes par STPCO.

Nous considérons donc dans cette partie le probleme de la vérification de formules
d’atteignabilités sur des STPCO. Soient M un tel systeme, o = (£, A, v, 1) une config-
uration de H et ¢ une formule d’atteignabilité donnée par:

IO AFA N (ay~y ~§ b)) A Ny ~t ) (5.1)
yeY =1

ou f € Cx , m étant une formule d’état, les ~{ et ~3 sont dans {<, <}, les ¢ sont

dans {=,,%n}, les a, sont dans Z U {—oc}, les b, sont dans Z U {+oo} et les ¢! sont
dans IV.

Puis supposons que nous voulons décider si nous avons « k= ¢.

Nous avons montré dans la partie 5.1 que si nous considérons uniquement la formule
d’atteignabilité 3O(m A f) , alors le probleme de vérification qui nous intéresse se réduit
a controler si le langage acceptée par un automate & pile A construit & partir de H est
vide ou non. Dans le cas présent, ce probléme de vérification est réduit au probléme
du langage vide pour des langages contraints [BER93, BER94c, BEH94, BEH95] ce
qui consiste a contréler si I'automate A accepte une séquence qui satisfait certaines
contraintes sur les compteurs d’observations invoqués dans la formule d’atteignabilité
¢. En d’autres mots, nous devons décider s’il existe une séquence acceptée par A telle
que pour chaque compteur d’observation y, si nous accumulons & sa valeur initiale les
effets d’emprunter certaines transitions dans la séquence (c’est a dire u(y)) alors la
valeur obtenue que nous notons par v, doit satisfaire (a, ~{ v, ~} b,) AARY v, =¥ V.
L’effet de chaque transition de I’automate a pile est soit nul si la transition correspond
a la progression du temps soit alors donné par la fonction x du systéme H si cela
correspond a l’exécution d’une transition gardée de H.

Pour résoudre ce probleme du langage vide pour des langages contraints, nous
transformons l'automate A en une grammaire hors-contexte qui lui est équivalente.
Soit la grammaire hors-contexte G = (£, N, Prod,S) oi £ = 0 est le vocabulaire,
N est I'ensemble des non terminaux, Prod est ensemble des productions (souvent
appelé, ensemble des regles). et S est le symbole de départ (appelé souvent axiome). -
Il est & noter que toutes les productions sont de la forme A — v o ~ € N*. Par
conséquent, si L(G) # 0, alors L(G) = {€} ol € est la séquence vide (mot vide). Nous
rappelons que l'automate a pile de départ est sans entrée (input-free) et que donc la
grammaire que nous obtenons a un vocabulaire vide, c’est la raison pour laquelle nous
avons pu écrire que si le langage reconnu par la grammaire est non vide alors il est
égal au mot vide.

Nous utilisons la transformation standard donnée dans [HU79] qui permet d’obtenir
la grammaire hors-contexte équivalente & un automate & pile.
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Chaque production (pouvant étre multiple) dans G est obtenue & partir d'une
transition de I'automate A. Nous pouvons alors définir une fonction &' qui décrit
’effet de ’application des productions dans G sur les variables d’observations. C’est
3 dire &’ associe a chaque production p de G et chaque compteur d’observation y un
entier qui doit étre rajouté a y a chaque application de p.

Dans ce qui suit nous dénotons par (=) la relation de dérivation dans la gram-
maire G et par (==) sa fermeture transitive-réflexive. Nous utilisons des indices afin de
préciser ’ensemble des productions ou de séquences de productions que nous utilisons
dans la dérivation. '

Donc notre probléme de langage vide avec contraintes consistera a décider s’il existe
ou non une dérivation ¢ dans G donnée par

S ==p A =p, A =p,, € (5.2)

ou les p; sont dans Prod et les ); sont des séquences non vides de non terminaux (dans
N*) et telles que Ayey((ay ~ vy ~§ b)) ANAZy vy & f) ol vy = p(y) + Z721 /(P55 y)-

Nous montrons dans ce qui suit que le probleme de décision peut étre résolu par la
résolution d’un probléme de programmation linéaire pour les entiers, c’est & dire que
nous construisons une formule linéaire  qui est satisfaisable si et seulement si une
dérivation dans G comme celle décrite ci-dessus (o) existe.

Nous définissons les ensembles de variables qui sont invoquées dans la formule .
Nous associons a chaque compteur d’observation y une variable v, qui aura la valeur de
y a la fin de la séquence o. Plus encore, a chaque production p € Prod nous associons
une variable w, qui enregistre le nombre d’applications de la production p dans o.

Pour commencer nous devons exprimer le fait que les v, et les w, sont positives
par la formule POS:

(/\vyZO)/\( /\ wy, > 0)

yeY pEProd

Alors, pour chaque compteur d’observation ¥, la valeur de v, est liée avec les valeurs
des w, par la formule ACC,:

v=ply)+ D F(py) - wp
peProd

=

Nous devons aussi considérer les contraintes sur les compteurs d’observation invo-
qués dans la formule ¢ (5.1). Par conséquent, nous définissons pour tout compteur y
la contrainte linéaire COND,:

My
(ay ~§ vy ~3 by) A /\ Uy ~{ ¢
=1
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Nous devons aussi définir les contraintes sur les w,. Ces contraintes devront ex-
primer le fait que toute occurrence d’un non terminal apparant le long de o doit étre
réduit de sorte que nous obtenons la séquence € & la fin de o. Donc dans la déri-
vation o, pour chaque non terminal A, le nombre des réductions de A, c’est & dire
de l'application de production p ayant A comme partie gauche (que nous nommons
A-productions), doit étre égal au nombre de A-introductions, c’est & dire le nombre
d’occurrences de A dans la partie droite des productions appliquées et plus un si A est
égal & S. Ce plus un est di au fait que S existe au départ, il faut donc comptabiliser
cette existence en rajoutant la valeur un au nombre de créations du non terminal S.
C’est le probleme de flux dans un graphe.

Pour toute production p : A — +, nous commencgons par noter respectivement
lhs(p) (left hand side) et rhs(p) (right hand side) la partie gauche et la partie droite

de p, c’est a dire [hs(p) = A et rhs(p) = . Solent v € N* et A € N, nous notons par
|7]4 le nombre d’occurrences de A dans +.

Alors pour tout non terminal A nous définissons la formule REDUCT 4:

Z |hs(p)|a - wp, = |S|a+ z | 7hs(p)|a - wp
o€ Prod pe Prod

Un autre fait que nous devons exprimer est qu’un non terminal est réduit si et
seulement si il est atteignable en appliquant les productions participantes & la déri-
vation de o. En effet considérons une production p = B — B et supposons que B
n’apparalt jamais dans o. Nous pouvons alors associer n’importe quelle valeur posi-
tive a w, et satisfaire encore les contraintes REDUCT 4 pour tout A. Ce qui n’est pas
acceptable puisque les valeurs v, calculées en utilisant les contraintes ACC, ne cor-
respondent pas nécessairement aux valeurs qui peuvent étre obtenues a partir d’une
dérivation existante dans G. Nous devons donc exprimer le fait que pour tout non
terminal A il existe une A-production p avec w, > 0 si et seulement si A est S ou il
apparait dans les A; le long de o.

Pour des raison de clarté nous avons besoin d’introduire une notation. Nous disons
qu’une séquence de productions © € Prod” est élémentaire si toutes ses productions
s’appliquent a des non terminaux différents. Etant donné un non terminal A, nous’
définissons II4 comme étant I’ensemble des séquences élémentaires 7 dans Prod” telles
que Iy,7 € N*, S = ~-A-+.

Remarque 5.2 L’ensemble I14 est fini et peut étre calculé de maniére automatique.
O
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Nous définissons alors pour tout non terminal A la formule REACH 4:

> lihs(p)la-w, >0 \/ A w, > 0.

peProd €l 4 PET

Finalement, la formule  est définie par:

POS A ( /\ REDUCT4AREACH4) A ( A\ ACC, A COND,)
AEN yeY

Puisque le probléeme de satisfaisabilité des formules linéaires sur les entiers est
décidable [Dan48], nous obtenons le résultat suivant:

Théoréme 5.3 Le probleme de la vérification de formules d’atteignabilité pour de
STPCO est décidable. O

Pour des raisons de clarté nous avons traité indépendamment les STPCM dans la
partie précédente et les STPCO dans cette partie. Or nous pouvons facilement voir que
le probléme de la vérification de formules d’atteignabilité est aussi décidable dans le cas
ou nous considérons des modeles ayant ces deux types de compteurs. C’est a dire que
le probléme de la vérification de formules d’atteignabilités sur des systémes temporisés
a pile munis de compteurs monotones de controle et de compteurs d’observations est
décidable. Pour voir cela, il suffit de construire la grammaire G a partir de 'automate
a pile utilisé pour la justification du théoreme 5.2 (vu dans la partie 5.2.1). Nous
obtenons alors le résultat suivant:

Théoréme 5.4 Le probleme d’atteignabilité pour des systemes temporisés a pile mu-
nis de compteurs monotones de contréles et de compteurs d’observations (STPCMO)
est décidable. O

=

5.3 Systemes temporisés a pile munis de variables
continues

Cette partie concerne l’extension des systemes temporisés a pile a 'aide de variables
continues. Nous considérons dans cette partie deux classes de systemes hybrides,
soit d’une part les systemes temporisés a pile munis d’'une variable d’observation soit
d’autre part les systémes temporisés a pile munis d’un intégrateur de contréle. Nous
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montrons que pour les systémes temporisés a pile munis d’une variable d’observation,
le probleme de la vérification de formules d’atteignabilité est décidable. Puis nous
montrons que pour lés systémes temporisés a pile munis d’un intégrateur de controle
le probléme de la vérification de formules d’atteignabilité larges est décidable. Nous
rappelons que les formules d’atteignabilité larges sont les formules d’atteignabilité dont
les contraintes sont larges (c’est a dire que toutes les inégalités que la formule contient
sont dans {<,>} ). Pour cela, nous utilisons la technique de discrétisation pour
réduire respectivement ces problémes de vérification au probleme d’atteignabilité dans
un automate a pile munis d’un compteur d’observation ou d’un compteur de contréle
monotone. Nous verrons que dans le cas oi nous munissont les STP par un intégrateur
de contrdle, la technique de numérisation uniforme n’est plus applicable; nous avons
alors introduit une nouvelle technique de discrétisation qui généralise la numérisation
uniforme et que nous appelons numérisation non uniforme. Cette technique nous
permettra d’analyser ces STP munis d’un intégrateur de contréle. Nous commengons
par donner la description de cette technique dans ce qui suit.

5.3.1 Numérisation non uniforme

Nous introduisons dans cette partie la notion de numérisation non uniforme qui étend
la notion de numérisation uniforme définie dans [HMP92] et que nous avons rappelé
dans la partie 4.3. Nous appelons quantum de numérisation toute valeur e € [0,1].
Nous appelons séquence de numérisation toute séquence infinie de quanta de numéri-
sation € = {¢;},.pv- En particulier, nous disons que la séquence de numérisation est
uniforme si tous les ¢; sont égaux. Soit un temps t € IRy, nous définissons, pour tout
quantum de numérisation € € [0, 1], le temps entier tel que:

[t]e = sit < |t] + ealors [¢] sinon [t].

Maintenant, considérons une trace temporisée p = {(£;,;)},. v, et une séquence
de numérisation € = {e;}, pv. Alors, la numérisation de p par rapport a € est la
trace entiere [plz = {({;, [ti]ae)) biepv 00 VE € Ryo. &(t) = ¢4y Cette définition de
la numérisation par rapport a un vecteur de numérisation peut s’étendre de maniere
naturelle aux séquences d’exécution temporisées. Soient la séquence d’exécution tem-
porisée o = {{{;, \i,vi,t;)}, gy et une séquence de numérisation € = {e}, v alors
la. numérisation de o par rapport a € est la séquence d’exécution temporisée entiere
[ple = {{€i, Mo, vf, [ti)e) },c v avec @ pour tout i > 0 et tel que la transition du nceud
£;_; au nceud {; ne remet pas a zéro x v¥(z) = v¥_, + 0(4i_1, )([t:)z — [ti=1]z) sinonm si
la transition du nceud £;_; au nceud {; remet & zéro z alors vf(x) = 0 sinon si i = 0
alors vf(z) = 0 aussi.

La notion de numérisation définie dans [HMP92] correspond a la notion de numéri-
sation uniforme. Nous retrouvons 'utilisation de cette notion de numérisation uni-
forme lorsque nous raisonnons sur des systemes temporisés larges (les contraintes qui
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apparaissent dans les gardes sont larges), car pour ces systémes, ’ensemble des traces
générées par les séquences d’exécution sont fermées par numérisation (voir chapitre
4). Nous rappelons briévement qu’un modele est fermé par numérisation s’il contient
toutes les numérisations de ses séquences.

Cette notion de numérisation uniforme est aussi utilisée dans le cas des systémes
temporisés larges avec une variable d’observation continue, nous retrouvons ce cas
dans [KPSY93]. Nous allons montrer dans ce qui suit que nous pouvons étendre ces
résultats aux systémes temporisés a pile munis d’une variable d’observation (STPVO).

Par contre, cette notion ne permet pas de raisonner sur les systemes a intégrateurs.
Considérons par exemple le systéme 1-STPI (systemes temporisés a pile munis d’'un
intégrateur que nous appelons H, ce systeme posseéde une seule horloge = et un inté-
grateur y, il est représenté par la figure suivante:

z:=0 3;{=1 0§x§1 y=0 OS”CSI ,7,'/=1 1S:L'<2
———— - > -
y:=0] L 0<y<1 { 0<y<1 Ly y=1 {3

et soit o la séquence d’exécution
{lo,(z =0,y = 0),0)(4p, (z = 0.5,y = 0.5),0.5
(61, (x =1,y = 0.5),1){{y,(z =1,y = 0.5), 1)(
(l3,(z = 1.5,y =1),1.5):

Nous pouvons alors voir que le systeme H décrit ci-dessus n’a pas d’exécution en-
tiere générée par une numérisation uniforme de I'racer(c). En effet, si nous prenons
n’importe quelle séquence de numérisation uniforme telle que tous ses éléments sont
égaux a € € [0,0.5] nous obtenons alors la trace entiere:
p1 = (£o,0){Lo, 1) (€1, 1)(€1,1)(l2,1)(l2,2)(¢5,2), alors que si nous considérons que
e € [0.5,1[, nous obtenons la trace
p2 = (Lo, 0)(lo,0) (€, 0)(l1,1)(f2,1)(£2,1)(l5,1).

Nous pouvons alors vérifier que ces traces ne peuvent étre générées par des séquences
d’exécution, puisqu’a partir du temps global de p; (respectivement p;) nous pouvons
déduire que la transition partant de £, allant vers {5 est exécutée lorsque la valeur<e -
y est 2 (respectivement 0), ce qui falsifie la garde y = 1.

{(ly,(z = 0.5,y = 0.5),0.5)

Par contre, le systéme H que nous considérons a deux séquences d’exécution en-
tieres générant des traces qui sont des numérisations non uniformes de T'racer(o).
Ces numérisations sont:
pP3 = <E0, 0><€0, 0) <£1., 0> <€1, 1><E2, 1><f2 2) <€3, 2> et
p1 = (€o,0){lo, 1) (€1, 1) (1, 1){£2, 1) (€2, 1)(¢s, 1);
la trace p3 (respectivement py) est obtenue lorsque les valeurs du temps dans U'intervalle
[0,1] sont numérisées par rapport & un € € [0.5,1[ (respectivement ¢; € [0.0.5[), et les
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valeurs du temps dans l'intervalle [1,2] par rapport & un €, € [0,0.5] (respectivement
€ & [05 1[)

5.3.2 STP munis d’une variable continue d’observation

Soit H un STP large que nous munissons d’une variable d’observation continue nous
rappelons que nous notons ces systémes par STPVO; & laide d’une telle variable nous
pouvons exprimer des invariants relatifs a la durée de certaines phases du systéme.
Soit z cette variable. Nous montrons dans ce qui suit que le probleme de vérification
des formules d’atteignabilité sur de tels systemes est décidable dans le cas ot nous
commencons ’exécution & une configuration entiére.

Pour cela nous utilisons le résultat de numérisation prouvé dans [KPSY93] qui dit
que si une contrainte z < ¢ (avec <€ {<, <}) est satisfaite le long d’une séquence o
a une position £ et si nous supposons que la valeur initiale de chaque variable est 0,
alors z < ¢ est aussi satisfaite le long d’une numérisation uniforme de o & la méme
position k. Le fait d’initialiser les variables & la valeur 0 n’est qu’une formalité car les
resultats que nous énongons restent valables pour toute autre initialisation enticre.

Nous énongons ici un lemme qui servira & la preuve de la proposition 5.1. Le lemme
est le suivant:

Lemme 5.4 Soient 0 < a1 < a; < -- Sam <let0<b <by<---<h, <1 deux
suites finies croissantes. Si 3271, a; < 7, by, ot <€ {>,>} alors il existe € € [0, |
tel que 102, [ade < 320 [byl. "

La preuve de ce lemme est donnée dans [KPSY93].

Proposition 5.1 Soit p = {((;,%;)}, v une trace temporisée. Alors, s'il existe m €

IV tel que 37720 O(Li. ) - (tiya — 1) < c avec <€ {<, <}, alors il existe un quantum de
numérisation e E [0, 1] tel que 372, 9(4;, 2) - ([tipa)e — [te) < . |

Preuve 5.4 Nous avons 7 9(4;, 2) - (tipq — t;) < ¢ que nous pouvons réécrire en:

—=

m

Za( za~ ' z-|—1'<za 27~ ti+c

t=0

Or pour chaque expression 9(;, z) -t avec k = i ou k = 7 + 1 nous pouvons écrire
iy = [tx] + Tk avec Ti € [0,1[. Nous pouvons donc réécrire I’expression comme suit:

8(¢i.z)-1tx) fols a(4i.2)- |t Tols

LoD 0+ + 14
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Nous utilisons alors le lemme 5.4 pour obtenir l'existence d'un e € [0, 1] tel que:
2o 0, 2) - ([tixa]e — [tile) < cm

Il a été montré dans [HMP92] que pour tout systéme temporisé large, toute
séquence d’exécution ¢ et toute séquence de numérisation uniforme €, il existe une
séquence d’exécution o’ telle que [T'race(o)])s = Trace(o’).

Donc par la proposition 5.1, nous pouvons déduire que pour les systemes temporisés
ayant une variable d’observation z, pour toute séquence d’exécution ¢ qui commence a
partir d’une configuration entiére et ou la contrainte z < ¢ est satisfaite a une position
k, il existe une exécution entiere o’ et une séquence de numeérisation uniforme € telle
que [Trace(o)]e= Trace(o’) et z < c est satisfaite dans ¢’ a la position k.

Ce fait peut étre étendu aux systémes munis de pile et de compteurs. Car la numérisa-
tion préserve les séquences d’opérations qui s’effectuent sur les structures de données
discrétes. En effet, une numeérisation entraine que la séquence d’exécution que nous
obtenons possede le méme séquencement des opérations sur les structures de don-
nées discrétes que le séquencement des ces opérations dans la séquence d’exécution
d’origine. Nous obtenons alors la proposition suivante:

Proposition 5.2 Soient H un systéme temporisé a pile large muni d’une variable
continue d’observation, ¢ une configuration entiére de H et o € SET (a, H). Alors, il
existe une séquence de numérisation uniforme € et o' € SET 7(a, H), telle que :

[Trace(o)]e= Trace(c’)

Preuve 5.5 D’aprés la proposition 5.1 a toute séquence continue satisfaisant a un
indice donnée la contrainte relative a la variable continue d’observation, nous pouvons
associer par numeérisation une séquence discrete qui satisfait cette méme contrainte a
ce méme indice. De plus si la séquence continue appartient au systeme H alors sa
numérisation appartient au systéeme H, car H est un systeme temporisé large et dotic
d’apres la proposition 4.1 il est fermé par numérisation. m

Par la proposition 5.2, nous pouvons déduire que la vérification de formules
d’atteignabilité pour les STP munis d’une variable continue d’observation, peut étre
résolue en ne considérant que les valuations entiéres des variables continues. (hor-
loge + variable d’observation z). Toutes les horloges deviennent donc des compteurs
monotones de contréle alors que la variable z devient un compteur d’observation. Par
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conséquent, en utilisant un raisonnement similaire & celui que nous utilisons dans la
partie 5.2.2, la vérification de formules d’atteignabilité sur H est réduite au prob-
leme d’atteignabilité dans un automate & pile ayant des contraintes sur des compteurs
d’observations, ce qui est réductible & un probléme de programmation linéaire dans
les entiers. Pour cela nous utilisons des arguments similaires & ceux utilisés pour le
graphe des régions. Nous pouvons considérer une relation d’équivalence qui induit un
nombre fini de classes. Cette relation d’équivalence concerne les horloges du systeme
de sorte que les configurations ayant le méme nceud de controle et des valuations en-
tieres équivalentes satisfont les mémes formules d’atteignabilité. Par conséquent nous
pouvons construire un automate a pile avec des compteurs d’observation (au moins
un, correspondant & z) qui reconnait I’ensemble des séquences d’exécution entieres du
systeme d’origine H. Le probleme de la vérification de formules d’atteignabilité sur
H est alors réductible au probleme d’atteignabilité dans un automate & pile avec des
contraintes sur les compteurs d’observations. Ce probleme est décidable comme nous
I’avons vu dans la partie 5.2.1.

Théoréme 5.5 Soient H un STP large muni d’une variable d’observation continue
linéaire(STPVO), o une configuration entiére de H, et ¢ une formule d’atteignabilité.
Alors, le probleme de la vérification o = ¢ est décidable. 0

Preuve 5.6 D’apres la proposition 5.2, & toute séquence continue de H qui satisfait
la formule d’atteignabilité > nous pouvons associer une séquence discréte qui satisfait
cette méme formule d’atteignabilité. Il suffit donc de faire la vérification sur le modele
extrait de H qui reconnait uniquement toutes les séquences d’exécution discretes de
H. Nous obtenons un automate a pile A ol la variable d’observation continue est
transformée en un compteur d’observation. Nous retombons alors dans le cas des
systemes temporisés a pile munis de compteurs d’observations. Comme nous ’avons
vu dans la partie précédente (voir le théoréme 5.3) le probleme d’atteignabilité dans de
tels systemes est décidable. Il est réduit au probleme de la satisfiabilité d’une formule
linéaire sur les entiers. m

5.3.3 STP + un intégrateur de controle

Dans cette partie nous essayons d’avoir d’une part un contrdle plus puissant au niveau
des systémes temporisés & pile et d’autre part de se rapprocher de la frontiere entre
les sous-classes décidables et les sous-classes indécidables. Ce controle nous permet
de spécifier certaines restrictions des comportements acceptés des systemes que nous
étudions. Ce controle se fera en fonction de la durée de certaines phases. Donc dans
cette partie nous munissons les systemes temporisés & pile d’un intégrateur de contréle.
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Puis nous définissons la notion de séquence d’exécution temporisée complete qui va
nous servir & simplifier la preuve du résultat principal de cette partie. Elle va simplifier
la preuve énongant qu’a toute séquence d’exécution nous pouvons associer au moins
un vecteur de numérisation, de sorte que la numérisation de cette séquence par ce
vecteur de numérisation soit aussi une séquence d’exécution temporisée du systéme.

Définition 5.3 Séquence d’exécution temporisée complete
Nous dirons qu’une séquence d’exécution temporisée o = ((, A, Vs, 1:) . Jy est compléte
si pour tout & € IN il existe un indice 7;, tel que t;, = k. O

Nous appelons trace temporisée compléte toute trace temporisée générée par une
séquence d’exécution temporisée complete.

Proposition 5.3 Toute séquence d’exécution temporisée d'un systéme H peut étre
transformée en une séquence d’exécution temporisée complete de H. |

Preuve 5.7 Toute séquence d’exécution peut étre complétée en rajoutant des config-
urations temporisées correspondant aux valeurs entiéres omises (manquantes).

En effet, soit o = (£;, A\, v, 1), py une séquence d’exécution temporisée alors pour
tout indice 7 > 0 tel que #; # t;4; (donc nécessairement {; = {;41 et A\; = A;41), soient
{ui,ug, -+, un} Vensemble des entiers entre t; et t;1;. Nous pouvons alors insérer
entres les configurations temporisées (£;, A;, vi, t;) et (iy1, Aig1, Vig1, tip1) la séquence
de configurations temporisées suivante:

(Ciy Ny viy t3) (s, Xiy vt un) - (€ X, V7 U ) (Cig s Aigens Vit Eigr)
avec vl = [vi + (J + u1 — t;)]

Il est clair que la séquence d’exécution temporisée que nous obtenons est une
séquence du systeme H. m

Avant d’énoncer les résultats, nous allons présenter dans la figure 5.1 un systéme
temporisé muni d’un intégrateur tel que ce systeme possede une séquence continue qui
satisfait une certaine propriété d’atteignabilité alors qu’il ne possede aucune séquence
discrete. Ce systéme est décrit dans l'exemple 5.1.

Exemple 5.1
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Figure 5.1: Systéme sans séquences discretes

Dans la figure 5.1 nous décrivons un systéme temporisé muni d’un intégrateur de
controle.

Le systeme possede deux horloges z et t et un intégrateur y. Le systéme se com-

pose de quatre nceuds de contrdles. La propriété d’atteignabilité a laquelle nous nous
intéressons est:

JCat—43 ou at—{s est une proposition atomique qui est vraie uniquement dans le
neeud £3.

Nous pouvons facilement vérifier que la séquence d’exécution temporisée continue
suivante qui satisfait cette propriété est une vraie séquence d’exécution temporisée du
systeme.

(bo,(z =0,t =0,y =0),0)((g, (z = 0.5, = 0.5,y = 0.5),0.5)

(b1, (z =0,t =05,y = 0.5),0.5)((1,(z = 0.5, = 1,y = 0.5), 1)
(s, (2 =0.5,t =1,y = 0.5), 1){f, (z = 1, = 1.5,y = 1),1.5)
(lz,(z =1,t = 1.5,y =1),1.5)

Alors qu’il est clair que le systeme décrit par la figure 5.1 ne possede pas de séquence

discrete (C’est donc aussi un exemple de systeme non fermé par numeérisation). En

effet si nous notons Y(o, £;) la fonction qui associe au noeud /; le temps de séjour dans
ce noeud dans la séquence d’exécution temporisée ¢ nous avons alors :

e La garde t = 1 entraine que Y (o, lo) + Y(0,4) = L.
e La garde z = 1 entraine que Y(0, (1) + T(0,{3) = 1. -

o La garde y = 1 entraine que Y(o,l) + Y(o,42) = 1.

Or la résolution de ces trois équations donne l'unique solution:

Y(o,ly) = Y(o.l1) =Y(o,l;) =0.5
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C’est la solution que nous adoptons pour obtenir la séquence continue. Il n’y a pas
de solution ayant Vj : 0 < 5 < 2 Y(0,4;) € IN le systéme n’a donc pas de séquence
discrete. O

Soit H un systéme & pile muni d’intégrateurs de controles, nous supposons que
ce systeme est large et simple, nous supposons aussi que ce systéeme posseéde un seul
intégrateur; nous notons alors ce systeme 1-SIP. Nous rappelons qu’un systéme est
dit large si toutes ses gardes sont des inégalités larges. Nous rappelons aussi qu’un
systeme est simple si toutes ses horloges sont en phases.

Nous prouvons dans ce qui suit qu’étant donnée n’importe quelle configuration tem-
porisée entiere a de H, pour toute séquence d’exécution o € SET (a, H), il existe une
numérisation de ¢ qui appartient a H.

Proposition 5.4 Soient un 1-SIP 7, une configuration temporisée entiere o et
une séquence d’exécution temporisée o € SET (o, H) alors il existe une séquence
d’exécution entiere o' € SET 7(a, H) et une séquence de numérisation € telle que
[G']g =o' |

Nous commencons par donner 1'idée informelle de la preuve.

Nous allons supposer sans pour autant que ce soit une restriction (voir la remarque
5.3), que la séquence d’exécution temporisée o = ({;. A;, 14, t;)o<i<n est complete. Soit
p = Tracer(o).

Alors, puisque H est un systeme simple, toutes ses horloges ont la méme partie
fractionnelle le long de la séquence o, notons aussi que cette partie fractionnelle dans
chaque configuration temporisée de o est égale a la partie fractionnelle du temps global
t;. L'idée de base est de montrer qu’il existe une séquence de numérisation € (c’est
a dire un quantum de numérisation €, pour chaque intervalle [u,u + 1]) telle qu’a
toute position k ou une transition gardée est empruntée par o, la distance entre la
valeur (d’origine) de y, et sa valeur obtenue dans la numérisation [p]s, est strictement
plus petite que 1. Nous appelons cette distance l’erreur sur y & la position k. En -
effet, si une telle séquence de numeérisation existe et puisque H est un systeme large
alors la séquence entiere (numérisée) [p]s respecte toutes les gardes contenant y des
transitions empruntées par o. Puis d’autre part nous montrons que tous les vecteurs
de numérisation engendrent pour toute horloge une distance entre la valeur numérisée
et la valeur d’origine inférieure a 1 et donc en particulier pour le vecteur construit pour
I'intégrateur y, donc la séquence numérisée respecte les gardes contenant les horloges.
Par conséquent, elle correspond & une séquence d’exécution de H.

Nous prouvons l'existence de € en montrant que pour tout intervalle de temps Z, =
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[, u 4 1], s"il est possible de numériser p dans tous les intervalles de temps précédents
7, de sorte que l'erreur sur y au début de l'intervalle Z, est < 1, il est alors toujours
possible de choisir un quantum de numérisation pour lintervalle courant Z, de sorte
que l'erreur sur y reste < 1 & chaque position dans Z,.

Avant de donner la preuve de la proposition 5.4 nous introduisons quelques notions
techniques. :

Définition 5.4 Soient une séquence d’exécution temporisée o et € un vecteur de
numérisation, alors pour tout k& > 0 nous définissons

Ag(k‘) = tk+1 - tk
et

AZ(k) = [trra]ates)) — [Erlaqee))

Intuitivement A°(k) est le temps pris par la k™™ transition dans la séquence
d’exécution temporisée o alors que AZ(k) correspond au temps pris par la méme
transition dans la séquence d’exécution numérisée [o]e. o

Nous allons définir la notion d’erreur par numérisation pour toutes les variables de

H.

Définition 5.5 Erreur par numérisation

Soient un vecteur de numérisation €, une séquence d’exécution continue o et k € IV,
nous définissons pour tout = € X 'erreur par numeérisation & 'indice k de la variable
z que nous notons Ef(o,z) comme la différence entre sa valeur obtenue suite & la
numérisation avec sa valeur d’origine. Donc formellement:

E{(c.2) = vi(0,2) — (o, 7) s
Avec (o, ) la valuation de la variable = dans (k + 1)*™™¢ configuration de o et

vi(o,z) a valuation de la variable z dans (k+ 1)*mme configuration de la numérisation
de o par €. O

Lemme 5.5 Soient & < n et ¢ € X alors |Ef(0,2)| < 1 implique que pour tout
u € IN,
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o y(o,z)=u = vi(o,z) =y,

o u< (o) <u+1 = vi(o,z) € {u,u+1}.

n

Preuve 5.8 Premiérement considérons le cas vx(o,2) = u. Nous avons alors par
hypothese

E(,2)| = [vi(e,2) - mh(o,2)] < 1 (5:3)

et puisque vi(o,z) est un entier, alors nous obtenons nécessairement, vi(o,z) = u.

Puis considérons le second cas, u < v*(o,2) < u+1. Dans ce cas aussi puisque (5.3)
est vraie par hypothese et puisque v{(o,z) est un entier, nous avons nécessairement
Ei(o,z)# 0. Donc si 0 < Ef(0,z) < 1, nous avons nécessairement vi(o,z) =u+1 et
si —1 < Ef(0,z) < 0 nous avons v£(0,z) = u. ®

&

Le lemme 5.5 assure que si o est une séquence d’exécution temporisée de H ce qui
veut dire en particulier que la garde associée a sa k**™™¢ transition est satisfaite dans
p. Si|Ef(co,2)] < 1 alors cette méme garde est aussi satisfaite dans [o]z Cela est di
au fait que H est un systeme large.

Maintenant il faut alors montrer que pour toute séquence d’exécution temporisée o
de H nous pouvons toujours trouver un vecteur de numérisation €'tel que |ES(o, z)| < 1
pour toute position k£ dans o et pour tout z € X. Nous allons diviser la preuve en
deux parties, la premiére concerne les horloges, la seconde concerne 'intégrateur y. En
réalité nous montrons que nous pouvons trouver ce vecteur de numeérisation de sorte
a ce que 'erreur pour lintégrateur soit inférieure a 1. Nous montrons au préalable
que pour tout vecteur de numérisation et pour toute horloge du systéme l’erreur pour
cette horloge moyennant cette numérisation est inférieure a 1 et plus particulierement
pour le vecteur de numérisation convenant a l'intégrateur. -

=

Lemme 5.6 Pour toute séquence d’exécution temporisée o, toute horloge = € X et
pour tout vecteur de numérisation €. Nous avons Yk € IN |Ef(c,2)| < 1. n

Preuve 5.9 Nous avons Ei(c,z) = vi(z) — vx(a)
donc Ef(o,2) = f;jlxk 0L, x). AZ(i) — f:_jll_k Al x). A%(12) avec j,, 'indice le plus
élevé de la remise a zéro de la variable z (la remise a zéro la plus récente), nous
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prendrons j;, = 0 s’il n’y a pas eu de remise a zéro. Puisque z est une horloge donc
pour tout : € IV nous avons d({;,z) = 1 donc nous obtenons:

Ef(o,x)=TiZ} Ag(i)— TiE A

= E(0,2) = ([tile— [ti,Je) — (8 — 14,

Or toutes les horloges sont en phases donc ¢, est entier (car j,, est l'indice de la
derniere remise & zéro si elle a lieu sinon c’est l’mdlce de départ et dans les deux cas
la valeur de  est entiere donc celle de ¢ aussi). t;., est entier donc [tj, Je=t;, . D’olt

nous obtenons Ef(c,z) = ([t]e— t&). Donc |Ei(o,z)| < 1. m

Puis dans le lemme qui va suivre nous énoncons

Lemme 5.7 Soit l'intervalle Z, = [u u + 1] avec u < |t,] et considérons ’ensemble
maximal d’indices J = {k, k +1,. Jk+m} tel que Vj € J, t; € Z,. Alors, pour tout
€ si |Ef(o,y)] < 1, il existe € tel que

e €(i) = &) pour tout < u,

o etVje J, iE§7(a,y)| < 1.

Il est & noter que, puisque o est supposée correspondre & une séquence d’exécution
temporisée compléete et puisque I’ensemble des indices J est un ensemble mazimal
correspondant aux valeurs du temps dans l'intervalle Z, = [u,u + 1], nous avons
nécessairement t; = u et tegm =u+ 10U tpym =1t,.

Le lemme 5.7 assure qu'étant donnée une séquence de numérisation &0) -
€1)--- &u — 1) qui permet de numériser “de maniére cohérente’ o jusqu’a la po-
sition &k (considérant tous les intervalles de temps précédent 7, ), 11 est possible de
prolonger cette séquence afin de numériser o dans I’intervalle Z,, aussi.

En utilisant conjointement le lemme 5.7 et le lemma 5.6, nous prouvons directement
qu’il existe une séquence € de valeurs dans [0, 1[ telle que la séquence numérisée [,0]~
correspond a une séquence d’exécution temporisée de H.

Preuve 5.10 Pour simplifier l'exposition de la preuve nous supposons que
Uintégrateur y n’est pas remis a zéro dans l'intervalle Z,. Tout en sachant que la
possible remise a zéro de y ne présente aucune difficulté.

Notons par J* le sous-ensemble de J — {k + m} tel que pour tout j € J*, nous
avons A?(j) = t;41—t; # 0. Intuitivement, J* est I’ensemble des indices de transitions
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correspondant 3 la progression du temps dans Vintervalle Z,, en d’autres termes, les
transitions qui (peuvent) modifier les valeurs des variables. Soient ¢y et 25 qui dénotent
respectivement le minimum et le maximum de J*. Il est & noter que nous avons donc
t, =ty = u et ty41 = thgm = u + 1 ou t,41 = t,. Nous supposons icl que nous
sommes dans le cas de t,,11 = tjtn, = u + 1. Le cas t,,41 = t, peut étre développé de
maniere similaire.

Maintenant supposons que |Ef| < 1. Nous montrons que nous pouvons choisir une
valeur € € [0, 1] telle que pour toute séquence ¢ = &0)---&u—1)-¢--, nous avons
pour tout 5 € J, |E§7| < 1. 1l suffit de considérer les valeurs Ef;_l avec J € J*t, c'est
a dire juste aprés une transition correspondant a la progression du temps, puisque ce
sont les seules transitions pouvant modifier les valeurs des variables. Nous rappelons

que par définition, nous avons

E (oy) = Ed(op)+ 3 0(l,y)- (A%(6) — A()) (5.4)

1€JT i<

La preuve se divise en deux cas selon que Ej(o,y) est positive ou négative.

Nous allons commencer avec le cas 0 < Ef(o,y) < 1. Dans ce cas il y a trois sous
cas & considérer selon que toute les pentes de y dans les nceuds (; avec j € J¥ sont
égales & 1, ou toutes sont égales & 0, ou bien quelques unes d’entre elles sont égales a
1 et les autres sont égales a 0.

1.1. Supposons que pour tout j € J*, nous avons 9({;,y) = 0. Nous pouvons alors

prendre ¢ tel que €(u) prend n’importe quelle valeur dans [0,1[. En effet dans
ce cas d’apres (5.4) nous avons pour tout j € JT,

-

E]c‘;-l(a-vy) = Elccl(0-7y)
1.2. Supposons que pour tout j € J¥ nous avons Jd({;,y) = 1. Nous montrons que
nous pouvons prendre n’importe quel € tel que €¢(u) = ¢ € [fract(t,,), 1].

Puisque les pentes de y sont égales a 1 dans tous les noeuds ¢;, par définition de
la numérisation, nous avons pour tout 7 € J¥, [t;]. = u. Donc pour tout ¢ € J&
avec 1 # 12, nous avons A%(i) = 0 et A%(zp) = 1. =

Donc d’aprés (5.4), nous avons pour tout j € J* tel que j # 1o,
Ef(oy) = Ef (o) — > A7)
ieJt i<j

De plus, puisque

0< Y AE)=tjy1—t, <1

ieJt,i<s
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1.3.

et puisque 0 < E(o,y) < 1 par hypothese, nous avons donc nécessairement
-1 < Ef\1(0,y) < Ef(o,y) < 1 (5.5)
Nous obtenons d’autre part aussi

Efn(oy) = Ef(o,y) +1 = > A%(i)

ieJt
donc puisque
Z Ag(z) =tpp1— b, =1
ieJ+
nous avons
E1(0,y) = Ef (0,y) (5.6)

Donc d’apres (5.5) et (5.6), nous obtenons pour tout j € J¥,
-1< E;;l(a,y) < Ei(o,y) <1

Supposons que y a quelques pentes égales a 1 et les autres égales & 0. Donc
soit Ji (respectivement J) 'ensemble des indices ;7 € J* tels que d({;,y) = 1
(respectivement J(¢;,y) = 0).

Soit p un indice quelconque dans J5". Nous montrons que nous pouvons choisir
¢ de sorte que €(u) soit dans [fract(t,), fract(tps1)[ si tp41 # u + 1, sinon dans
[fract(t,),1].
En effet d’apres (5.4), nous avons pour tout j € J7¥,

Ef(oy) = Ef(o,y) — Y. A1)

ieJf i<y
Il est donc clair que nous avons

0< S A% <1

i€J] i<y

et puisque 0 < Ef:(a, y) < 1. nous en déduisons que pour tout j € J¥,

-
!

-1 < By (oyy) < Ef(o,y) <1
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Ce qui termine le cas 0 < Ef(0,y) < 1. Nous considérons maintenant le second
cas, celui olt —1 < Ef (0,y) <0.

Nous devons dans ce cas aussi considérer les mémes trois sous cas selon les pentes
de y, ces sous cas correspondent a ceux détaillés ci-dessus.

Le premier cas est exactement le méme que précédemment (voir le cas 1.1). Nous
allons donc considérer les autres cas.

2.1. Supposons que pour tout j € J*, nous avons 9({;,y) = 1. Ce cas est parfaite-

o
N

ment symétrique au cas (1.2) considéré précédemment: Nous montrons que nous
pouvons choisir €(u) = € € [0, fract(t,;+1)[ si t,+1 # w + 1, sinon nous prenons
¢(u) =€ €]0,1]

En effet nous avons dans ce cas [t, ] = u et pour tout ¢ € J* tel que ¢ # 41, nous
avons [t;]e = u + 1. Donc d’apres (5.4), pour tout j € J* nous avons

E (o) = E(oy)+1— 3 A()

i€J+,i<y
donc puisque

0< Y. A()<1

ieJt i<y

et de plus -1 < Ef:(a,y) < 0 par hypothese, nous avons nécessairement pour
tout j € JT,

~1 < Ef(0,y) < Efpa(oyy) < 1

. Supposons dans ce cas que y a quelques pentes égales a 1 et les autres égales

a 0. Alors soit J; et Ji la partition de J* définie exactement comme dans
le cas (1.3) étudié précédemment. Soit p le minimum de Pensemble J;". Nous
devons alors choisir € tel que €(u) est dans lintervalle [fract(t,), fract(t,,1)[ si
tp+1 # u + 1, sinon dans [fract(t,), 1[.

En effet dans ce cas pour tout j € J* tel que j < p ( j est nécessairement dans
J§ si il existe), nous avons

E;;—l(aay) = Elccl(o'ay) (57)

D’autre part pour tout j € J* tel que j > p. nous avons

Ef(oy) = Ef(oy)+1— 3 A%(%)

ieJt i
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donc puisque

0< > A<l

ieJt i<j

et que -1 < Efj'(a, y) < 0 par hypothése, nous avons nécessairement pour tout
j € JT avec j > p,

-1< E,f./(a,y) < E;’;—l(aay) <1 (58)
Par conséquent d’apres (5.7) et (5.8), nous obtenons que pour tout j € J*,
~1 < E{(0,y) < E{}y(0vy) < 1

Ce qui termine le cas ~1 < E{(0,y) < 0 et donc la preuve. m

Preuve 5.11 Preuve de la proposition 5.4

La preuve de cette proposition découle directement de l'utilisation conjointe du
lemme 5.5, du lemme 5.6 et du lemme 5.7. En effet, le lemme 5.5 dit que si une
séquence d’exécution temporisée o d’un 1-SIP H alors toute séquence o’ ayant pour
toutes ses variables pour toutes ses configurations une erreur inférieure & 1 en valeur
absolue par rapport aux configurations correspondantes de o alors o’ est une séquence
d’exécution temporisée du systeme H.

Or le lemme 5.7 énonce qu’a partir de ¢ nous pouvons construire un vecteur de
numérisation € de sorte que la séquence obtenue [o]¢ ait une erreur inférieure & 1 pour
I'intégrateur y pour ses configurations et ce par rapport & o. De plus le lemme 5.6
montre que quelque soit le vecteur de numérisation alors pour la séquence numérisée
toutes les horloges du systémes ont une erreur inférieure & 1 par rapport a la séquence
d’origine (o), en particulier pour le vecteur de numérisation obtenu par la construction
donnée dans la preuve du lemme 5.7. La séquence obtenue par numérisation & I’aide de

la construction donnée dans la preuve du lemme 5.7 est alors une séquence numerlsee
qui est une séquence de H.

Tenant compte de la proposition 5.1, le probleme de la vérification de formules
d’atteignabilités larges peut étre résolu en ne considérant que les valuations discrétes
des variables continues. Donc toutes les variables continues peuvent étre vues comme
des compteurs de contréles monotones. Ainsi le probleme de la vérification de formules
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d’atteignabilités est réduit au probleme de la vérification de formules d’atteignabilités
dans un automate & pile muni de compteurs de contrdles monotones. Ce probleme
est décidable (nous Pavons vu dans la partie 5.2.1). Nous obtenons donc le résultat
suivant:

Théoréeme 5.6 Soient H un 1-SIP, o une configuration entiere de H et ¢ une formule
d’atteignabilité large. Alors le probléme de la vérification de o = ¢ est décidable. O

5.3.4 Le cas général

Juste avant de conclure, nous essayons de regrouper les résultats que nous avons
obtenu et que nous avons décrit dans ce chapitre. Nous avons vu que nous pou-
vons munir les systemes temporisés a pile de compteurs monotones de controles et de
compteurs d’observations. Il faut noter que nous pouvons aussi munir ces modeles
obtenus par une variable continue, soit un intégrateur de contrdle soit une variable
linéaire d’observation.

Nous obtenons donc les deux résultats suivants:

Théoréeme 5.7 Le probleme d’atteignabilité sur un systéme temporisé large a pile
muni de compteurs monotones de controles, de compteurs d’observations et d’une
variable linéaire d’observation est décidable. 0

Preuve 5.12 La preuve de ce théoreme se déduit directement des deux faits suivants
réunis: le résultat énoncé dans le théoreme 5.5 et du fait que la numérisation préserve
les séquences d’opérations qui s’effectuent sur les structures de données discretes. En
effet une numérisation entraine que la séquence d’exécution que nous obtenons possede
le méme séquencement des opérations sur les structures de données discretes que le
séquencement des ces opérations dans la séquence d’exécution d’origine. m

Théoréme 5.8 Le probleme d’atteignabilité sur un systeme temporisé simple et large
a pile muni de compteurs monotones de controles, de compteurs d’observations et un
intégrateur de controle linéaire d’observation est décidable. O

Preuve 5.13 La preuve de ce théoreme est basée d'une part comme pour le théoreme
précédent sur le fait que la numeérisation (méme non uniforme) préserve le séquences
d’opérations qui s’effectuent sur les structures de données discretes puis d’autre part
sur le résultat énoncé dans le théoreme 5.6. m
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5.4 Conclusion

Nos investigations se sont portées sur la vérification de propriétés invari-
ance/atteignabilité pour des systémes hybrides modélisés par un graphe ayant un
ensemble fini de nceuds de contrdles munis de structures de données non bornées et de
variables continues ayant des pentes variables.

Nous avons montré que ce probleme est décidable pour plusieurs cas de ces sys-
temes. Les résultats de décidabilités que nous présentons sont basés sur deux faits.
Le premier est que dans tous les cas que nous considérons, nous pouvons montrer
que le probléme de la vérification est réductible au probléme de la vérification sur une
structure discrete. Nous obtenons cette réduction soit en adoptant un partitionnement
adéquat de I'espace dense des configurations préservant la satisfaction des propriétés
d’atteignabilité, soit en utilisant des principes de discrétisation (numérisation uniforme
ou non uniforme) afin de montrer que pour toute séquence d’exécution temporisée du
systeme, il existe une séquence d’exécution temporisée entiére qui visite les mémes
neeuds de controles en utilisant les mémes transitions.

Puis le second fait, est que le probleme de vérification sur une structure discréte que
nous obtenons est réduit a un probleme d’atteignabilité (avec des contraintes) d'un
nceud de contréle dans un automate a pile. Lequel probléme peut étre résolu soit
comme le probleme du langage vide d’un langage hors-contexte soit comme un prob-
leme de programmation linéaire dans les entiers dans le cas de l’atteignabilité avec
contraintes.

De plus, nous verrons dans le prochain chapitre comment d’autres cas de systemes hy-
brides peuvent étre réduits au probleme du langage vide pour un langage hors-contexte.
Nous nous intéresserons aux systémes munis des variables de contrdle prenant leurs
pentes dans l’ensemble {~1,0,1}.



Chapitre 6

Vérification de propriétés
w-régulieéres sur des graphes a
intégrateurs étendus

Dans ce chapitre notre intérét se porte sur une classe de systemes hybrides pour laquelle
le probléme de la vérification est réduit au probleme du langage vide pour un langage
hors contexte comme c’est le cas pour les classes que nous avons considérées dans le
chapitre précédent. De plus dans ce chapitre nous nous intéressons non seulement
au probléme de la vérification de formules d’atteignabilité mais plus généralement au
probléme de la vérification des propriétés w-régulieres pour une sous-classe de systemes
hybrides linéaires. Les systémes que nous considérons sont des systémes ayant deux
variables, I'une d’elles doit étre monotone (elle aura pour pente 0 ou 1) alors que I'autre
peut avoir pour pente —1, 0, ou 1. L’intérét de ces systemes est qu’ils illustrent une
classe de systémes hybrides pour laquelle le probleme de la vérification est décidable
sans pour autant qu’il n’y est une bisimulation (voir définition 3.1) a borne finte. C’est
a dire qu’il n’existe pas de bisimulation finie pour toute partie bornée du plan des
valuations [Hen95, BR95]. En effet, nous prouverons qu’il n’existe pas d’équivalence
sur les valuations qui induit une bisimulation sur les configurations du systeme que
nous considérons.

Nous prouvons pour ces systémes, que le probleme de la vérification de propriétés
w-régulieres est décidable. Pour cela, nous montrons que ces systemes génerent des
ensembles de séquences w-hors-contextes. Ce fait est établi en utilisant la technique
de partitionnement de I’ensemble des configurations de ces systémes. de sorte que ce
partitionnement préserve I'équivalence des traces.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probleme de la vérification de graphes
a tntégrateurs étendus (que nous notons GIE). La particularité des GIE est que leurs
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variables peuvent avoir des pentes de —1, 0, ou 1 (nous appellerons ces variables des
{—1,0,1}-variables). Le fait de considérer des pentes négatives permet par exemple
de raisonner sur des différences entre des durées.

Les résultats relatifs a la vérification de sous-classes de systémes hybrides linéaires
traitent, dans leur majorité, le cas des propriétés d’invariance. Nous avons vu que le
probleme de la vérification pour ces propriétés est réduit au (complément du) prob-
leme d’atteignabilité dans les classes de systémes considérées. Nous rappelons que
ce probleme est indécidable méme pour des graphes & intégrateurs munis d’un seul
intégrateur, ce résultat a été établi dans [HKPV95]. Dans une premiére partie dans
[Kop93b] il est montré que ce probléme est indécidable pour des graphes & intégra-
teurs ayant un seul intégrateur et quatre horloges; puis dans une seconde partie dans
[Kop95a}, il est montré que pour des graphes & intégrateurs étendus ayant trois hor-
loges et une variable prenant ses pentes dans {—1,0,1} le probléme de I’atteignabilité
est indécidable. De méme qu’il est trés facile de montrer que pour des GIE, il suffit
de considérer la sous-classe de systémes ayant une seule horloge et deux variables du
type {—1,0, 1}-variable pour simuler toute machine & 2 compteurs [KPSY93].

Dans le travail que nous présentons, nous considérons le cas des GIE ayant unique-
ment deux variables, un intégrateur et une variable du type {—1,0,1}-variable; nous
notons ces systemes 1IE-1I-GIE pour signifier graphe a intégrateurs étendus possé-
dant un intégrateur étendu et un intégrateur. Nous allons montrer que le probleme
de la vérification des propriétés w-régulieres non temporisées (définissable par des
w-automates de Muller) sur de tels systémes est décidable. Nous considérons des pro-
priétés non temporisées afin de ne pas augmenter la dimension du systéme que nous
considérons pour ne pas plonger dans le cadre de systéemes indécidables. Nous obtenons
ce résultat en prouvant que I’ensemble des séquences (traces non temporisées) générées
par ces systemes sont w-hors-contexte (définissables par des w-automates & pile). C’est
alors que nous utilisons le résultat énongant que le probléme de I'inclusion de langages
w-hors-contextes dans des langages w-réguliers est décidable [CGTT].

Afin de prouver que les 1IE-1I-GIE générent des ensembles de séquences w-hors-
contextes, nous adoptant une technique basée sur le partitionnement. Nous définissons
un partitionnement infini de I'espace dense des valuations des variables (IR?). Ce
partitionnement est a borne finie c’est & dire que ce partitionnement est fini pour
tout sous-plan de IR? borné. Puis nous prouvons que commencant & partir d’un neeud
de contrdle ayant deux valuations dans une méme classe, nous avons alors les mémes
ensembles de séquences d’états qui sont générées. En d’autres termes, la partition
que nous considérons est compatible avec I’équivalence de trace. En dépit du fait que
cette partition est infinie, elle est codable en utilisant un compteur non borné. Plus
exactement cette partition infinie est codable par une machine @ un compteur. De
plus, nous montrons que cette partition n'est pas une bisimulation et ne peut pas étre
utilisée pour raisonner sur des propriétés arborescentes en général. Plus encore, nous
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montrons qu’il existe un 1IE-1I-GIE tel qu'il n’existe pas de bisimulation a borne finie
sur son graphe de transition.

Le reste de ce chapitre est comme suit: Dans la partie 6.2, nous introduisons un
partitionnement des valuations dans IR (en dimension 2).
Les parties 6.3 et 6.4 concernent l’existence de propriétés préservant les partition-
nement a borne finte.
Dans la partie 6.3, nous étudierons le cas simple de deux intégrateurs, puis dans la
partie 6.4, nous présentons un cas plus général de 1IE-1I-GIE.
La partie 6.5 est dédiée au probleme de la vérification.
Finalement, en guise de conclusion nous donnons un certain nombre de remarques
dans la partie 6.6.

6.1 Graphes a intégrateurs étendus

Nous rappelons dans cette partie des modeles de systémes hybrides, que nous ap-
pelons graphes a intégrateurs étendus et que nous avons noté GIE. Les GIE sont des
cas particuliers de systémes hybrides linéaires introduits dans le chapitre 2 et que
nous retrouvons dans [MMP92, ACHH93, NOSY93]. De maniére informelle les GIE
sont définis comme un systéme de transition muni de variables réelles qui évoluent
de maniére continue et linéaire dans chaque nceud de contréle avec des pentes dans
{—1,0,1}. Ces modeles généralisent d’une part les systémes temporisés [ACD93] ou
toutes les variables évoluent avec une pente 1 et d’autre part les systémes a intégrateur
ot les variables prennent leurs pentes dans {0,1} [ACHH93, KPSY93]. Nous déno-
tons par GI (graphe & intégrateurs) tout systeme hybride linéaire ayant uniquement
des variables continues prenant leur pentes d’évolution dans I’ensemble {1,0}. Finale-
ment nous notons par n-dim GIE (respectivement n-dim GI) avec n > 1, un GIE
(respectivement un GI) avec exactement n variables.

La sémantique des GIE est donnée par 'ensemble des séquences d’exécutions. Pour
la définir nous avons besoin de rappeler les notions de configurations, configurations
temporisées et séquences d’exécutions temporisées. Il est a noter que pour la véri-
fication nous considérons la condition lim;_.., t; = 0o qui assure que le temps peut .
toujours avancer et peut donc aller au dela de n’importe quelle valeur. Ces séquences
d’exécutions temporisées sont alors dites divergentes (nous retrouvons cette notion
dans la littérature comme étant la notion de non-Zeno [AL92]).

Dans ce chapitre comme nous I’avons précédemment évoqué, nous voulons vérifier
des propriétés w-réguliéres sur des GIE. Mais il ne faut considérer que les séquences
d’exécutions temporisées divergentes, c’est a dire telles que lim;_t; = co. Pour
cela nous utilisons les w-automates de Muller qui permettent d’exprimer cette notion
de divergence pour le cas que nous considérons. Nous verrons par la suite dans la
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partie 6.5 comment nous exprimons & l’aide des w-automates de Muller le fait que
nous restreignons notre vérification aux séquences d’exécutions divergentes.

6.2 Partitions de bases

Dans ce qui suit nous nous intéressons au cas des 2-dim GIE. Soient H un tel systéme,
z et y ses deux variables. Nous introduisons ici quelques équivalences de bases sur
[{z,y} — IR] que nous combinerons dans la prochaine partie pour définir des équiv-
alences compatibles avec les fragments de ECTL*. Les équivalences de bases sont
paramétrisées par un nombre naturel n; qui correspondent a la division du plan IR?
par rapport a l'unité 1/2", soit verticalement ou horizontalement, ou bien le long des
diagonales positives ou négatives. Tout en notant que nous appelons diagonale posi-
tive (respectivement négative) toute droite paralléle & la droite y = z (respectivement
a la droite y = —z) avec z et y les deux variables de GIE.

Nous commengons par définir la division horizontale. Pour tout n € IV, nous
définissons une équivalence —, entre les valuations de la maniére suivante:
Vv,v' € {z,y} = R],v —, vV siVk € Z,

o v(y)=k/2" si et seulement si v/(y) = k/2" et
o k/2" <w(y) < (k+1)/2" si et seulement si k/2" < v'(y) < (k+1)/2".

La division verticale est définie de maniére similaire. Pour cela, nous introduisons,
pour tout n € IV, une équivalence entre les valuations dénotée par T, et laquelle est
definie comme la relation —, ci-dessus en considérant la variable 2 & la place de y.

Puis nous définissons la division le long des diagonales positives. Elle corre-
spond a l’équivalence /", qui est définie pour tout n € IV de la maniére suivante:
Vv, € {z,y} = R],v /, VvV siVk € Z,

o v(y)—v(z) = k/2" si et seulement si v/(y) — /(z) = k/2" et

o B/2" < w(y) — v(z) < (k+1)/2" si et seulement si k/2" < V'(y) — V'(z) <
(k+1)/2" = .

La division le long des diagonales négatives correspond & une équivalence N\ qui
est définie pour tout n € IN comme la relation ', ci-dessus mais en remplacant

S,/

“v(y) = v(e)” (resp. “v'(y) —v'(x)") par “v(y) + v(z)” (resp. “V'(y) + v'(z)").

Nous définissons d’autres équivalences de bases obtenues & partir de celles que nous
avons défini ci-dessus en introduisant une contrainte qui détermine le sous-plan ou la
division est appliquée. Soit ~» qui dénote soit —, T, , ou bien N
Etant donnée f € Cyz,, nous avons alors Vv,v' € [{z,y} = R], v ~{ /' si
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o v = fsietseulementsi v |= f et

e siv k= falors v~y V.

6.3 Le cas simple: 2-dim graphes a intégrateurs

Nous commencons par considérer le cas relativement simple du 2-dim GI (graphes a
intégrateurs & deux dimensions). Nous montrons qu’il existe une équivalence finie ~
sur les valuations induisant sur les configurations de tout 2-dim GI une équivalence qui
préserve toutes les formules de ECTL*, c’est a dire telle que les configurations ayant
le méme nceud de controle et dont les valuations sont équivalentes par rapport a ~
satisfont les mémes formules de ECTL*.

Soient ‘H un 2-dim GI, = et y ses deux intégrateurs. Nous commencons par in-
troduire quelques notations qui nous servirons par la suite. Notons z pour signifier
la variable z ou la variable y. Nous dénotons alors par ¢, la plus grande constante a

laquelle z est comparée dans les gardes de H et nous dénotons par f, la contrainte
0<zz<e,. ‘

L’équivalence =~ est alors définie par ~ = —>£y NTyE¥ N /‘OIAf . Il est & noter que =~
est la méme équivalence considérée dans [ACD93] qui permet de vérifier des graphes
temporisés.

Nous pouvons voir que pour toutes valuations v et v/, et toute garde ¢ de H, si
v = v alors v |= g si et seulement si v/ |= ¢g. Cela est di au fait que les variables
sont comparées avec des constantes entieres. De plus, puisque les variables = et y sont
monotones (ne décroissent jamais), toutes leurs valeurs au dela des constantes ¢, et
¢y satisfont respectivement les mémes gardes. Nous pouvons alors prouver facilement
que = induit une bisimulation sur le graphe de transition Gy.

Lemme 6.1 Pour tous nceuds £ et £/, toutes valuations v, v’ et u, v = v' implique que
si ({,v) B (', ) alors il existe une valuation p' telle que (¢, ') > (') et p~p'. m

=

Puisque ~ est la plus grande bisimulation sur Gy, nous déduisons a partir du
lemme 6.1 que si v = v/, alors ({,v) ~ (£,v') pour tout nceud {. Par la proposition
3.1, nous obtenons alors le résultat suivant:

Proposition 6.1 Pour tout nceud £ de H, toutes valuations v. v’ et toute formule ¢
de ECTL*, v ~ v/ implique que (¢,v) € [¢] si et seulement si ((. ') € [¢]. n



§6.4 : Un intégrateur et une variable non monotone 101

6.4 Un intégrateur et une variable non monotone

Nous considérons dans cette partie le cas de 2-dim GIE ayant un intégrateur et une
{—1.0,1}-variable ( nous appelons ces graphes simple- -intégrateur 2-dim GIE). Nous
allons montrer en général, qu’il n’existe pas de partition de ’ensemble des valuations

(IR*) qui préserve ECTL* et qui soit a borne finie, c’est & dire finie pour tout sous-plan
borné de IR>.

Notation 6.4.1 Nous notons par CTL;, avecn € IN le fragment de la logique CTL*
qui comporte au plus n imbrications de quantificateurs de chemins.

Nous montrons ce fait méme si nous considérons seulement le fragment CTL;. En
effet, d’une part nous exhibons un systéme ot les formules de CTL peuvent dlstmguer
entre les configurations avec des valuations arbitraires qui sont des points de IR?. Puis
d’autres part, nous prouvons qu’il existe une équivalence & borne finie sur les valuations
qui préserve toutes les formules de ECTL et ce pour tout systeme. Cela permet de
considérer toutes les propriétés w- reﬂuheres

Pour le reste de cette partie nous considérons un 2-dim GIE H avec deux variables
z et y. Nous supposerons que x est 'intégrateur et y étant la {—1,0,1}-variable.
6.4.1 Une famille de partitions

Nous introduisons une famille décroissante (2n),e v d’équivalences sur les valuations
définies comme suit:

® gy = RZ,
o Vn >0, ypyy =229, N —, N Tz,

o Vn > 17 Dop = NMop_1 N /;};1 N \»{LI

La figure suivante représente quelques membres de la famille (=), cIN

~ >~ 3 =y

Il faut noter que chaque équivalence ~, est a borne finie. Pour tout n € IN | nous
appelons =,-région bornée toute classe d’équivalence de =, qui soit un point ou une
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ligne. C’est une extension de la notion de région bornée définie dans la définition 4.4.
[1 faut noter que les ~;-régions bornées sont des classes d’équivalence de ~;. Plus
encore, nous observons que 2; est compatible avec I’équivalence induite par les gardes
de H, c’est & dire que pour toutes valuations v et v’ v ~; v’ implique que pour toute
garde g de H, v = g si et seulement si V' |= ¢. Cela est di au fait que les variables sont
testées & des constantes entieres et aussi au fait que toutes les valeurs de z au-dela de
¢, satisfont les mémes gardes car z est une variable monotone. Il est clair que nous ne
pouvons borner la partition ~; dans la dimension de y comme nous I’avons fait pour
@ car y est n’est d’une part pas monotone et d’autre part elle est non bornée.

6.4.2 Une partition compatible pour ECTL]

Nous montrons dans ce qui suit que ~, induit une relation d’équivalence sur les con-
figurations qui est incluse dans ~; et par conséquent elle préserve toutes les formules

de ECTL.

Pour débuter, en utilisant le fait que ~; est compatible avec 1’équivalence induite
5 q p

par les gardes de H et que ~~,-régions bornées sont des classes d’équivalence de =,

nous pouvons prouver le lemme suivant:

Lemme 6.2 Pour toutes valuations v et ¢/, si v =~ ' alors lorsque
(Lv) = (Lo, vo) B+ lmyvm) B (W u) avec Vi € {0,---,m}. v =~ v; et u est
dans une ~;-région bornée, nécessairement (€, v') = (o, 1)) & - ({p,vl) & (£, ) ot
Vie {0, -,m}. v~ viet poeg m

Les figures suivantes illustrent le lemme 6.2 sur quelques exemples typiques.

Il est a noter que le Lemme 6.2 n’est pas vrai lorsque nous considérons la configu-
ration cible (¢', u) ol u n’est pas nécessairement dans une ~;-région bornée.

Maintenant, solent a = (£,v) et o/ = ({, ') deux configurations telles que v =, v'.
Puis considérons une séquence d’exécution p= ((€iyvi));e v commengant & a. Sup—
posons sans pour autant que ce soit une restriction que p est telle que quelques soient
les deux configurations ({;,v;) et ({;,v;) avec j > %, telles que v; et v; sont dans deux
~1-régions non bornées différentes, il existe une configuration ({y,vx) avecz < k < 7,
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telle que v, est dans une ~;-région bornée. Ce n’est pa; une restriction car nous pou-
vons toujours compléter la séquence p de sorte que nous ayons la configuration (£, vs).
Nous décrivons dans ce qui suit les différents types de séquences d’exécutions diver-
gentes que nous pouvons avoir.

e Parlefait que le temps croit au-dela de tout entier dans une séquence d’exécution
(elles sont générées par des séquences d’exécutions temporisées & temps diver-
gent) alors une variable ayant une pente 1 ou —1 sera inévitablement égale 3
une valeur entiere (& moins qu’elle ne soit remise & zéro et dans ce cas elle de-
vient explicitement entiére), nous pouvons voir que nécessairement nous avons,
soit une séquence infinie d’indices (1;),.pv telle que ¥j € IN. v;; est dans une
~-région bornée en appliquant le lemme 6.2 nous pouvons voir que nous pou-
vons construire facilement une séquence d’exécution commencant a o/ = (£, v')
et passant par les mémes noeuds que la séquence que nous avons considéré.

¢ Un autre type, est qu’on ait une séquence finie d’indices (i;)7-,, telle que V;. 0 <
J < m— 1. y; est dans une =;-région bornée, v;,(z) > ¢z, fract(v;, (y)) # 0
et Vi > tpmo1. v &y v, Cest le cas ou I'horloge z dépasse ¢, et la variable
y évolue sans atteindre d’entier. Cela veux dire qu’il existe u € Z telle que
Vi > im—1 u < vi(y). Nous pouvons aussi dans ce cas construire facilement une
séquence d’exécution commencant a o’ = (£,1') et passant par les mémes nceuds
que la séquence que nous avons considérée. En effet il suffit de prendre des
variations plus fines dans la séquence que nous construisons de sorte a garantir
que Vi > 1,1 u < v(y) et v;(x) > ¢, il est simple de voir que ce choix est
possible.

o Il v a aussi le type de séquences qui a partir d’'un moment restent dans une
meéme région bornée (avec x ayant pour pente 0 et y prend alternativement les
pentes 1 et —1). Dans ce cas nous agissons comme dans le cas précédent; en effet
nous pouvons construire une séquence d’exécution commencant & o’ = (£, ') et
passant par les mémes noeuds que la séquence que nous avons considérée, il suffit
de prendre des variations plus fines dans la séquence que nous construisons de
sorte a garantir que nous restons dans la méme région bornée.

En utilisant le lemme 6.2 et le fait que I’équivalence ~; sur les valuations satisfait
les mémes gardes, nous pouvons prouver que dans les cas que nous présentons, il existe
une séquence d’exécution commencant & o’ qui visite exactement les mémes nceuds,
c’est a dire que nous avons le résultat suivant:

Lemme 6.3 Pour tout nceud ¢, toutes valuations v et v/, v ~, v/ implique que

V((é;,l/i>)ieﬁ\r e SE((L.v), H). 3(<€ifyz{>)ielf\7 € SEWL, V), H). [ |
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Il est a noter que pour toutes valuations v, v/ et pour tout nceud controle £, nous
avons trivialement (¢, v) ~q ({,7'). En utilisant le lemme 6.3, nous déduisons que pour
toutes valuations v et v/, v ~, v/ implique que ({,v) ~; (¢,1') pour tout nceud de
contrdle £. En d’autres termes, o, est inclus dans une équivalence de trace, c’est a dire
v >~y V' implique que T({{,v), H) = T(({,v'), H). Par conséquent, par la proposition
3.2, nous déduisons:

Proposition 6.4.1 Soit H un 2-dim GIE ot l'une des deuz variables est un inté-
grateur et Uautre est un intégrateur étendu ({—1,0,1} — variable). Alors pour tout
neud £, toutes valuations v, V' et toute formule ¢ de ECTL}, v ~, V' implique que
(L, v) € [@] si et seulement si (£,v') € [o].

6.4.3 Incompatibilité avec CTL3

Nous pouvons observer que, pour tout n € IV, il existe un systeme ou ’équivalence
~, n’induit pas de bisimulation sur les configurations du systeme. Par exemple, nous
pouvons voir sur les figures illustrant le lemme 6.2 qu’a partir de deux points =,-
équivalents nous pouvons atteindre différentes régions ~,-bornées en empruntant des
noceuds de contréles ol y a une pente de 0. Par conséquent, aucune équivalence ~, ne
suffit pour la vérification de propriétés générales de branchement.

Nous prouvons qu’il n’existe pas de partitionnement a borne finie de ’ensemble
des valuations qui induit une bisimulation sur les configurations de tous systémes. En
effet, nous montrons qu’il existe un systeme S et une famille de formules (¢, ),>2 de
CTL; telle que pour tout n > 2, il existe des configurations S ayant des valuations
~ ,-équivalentes qui sont distinguées par la formule ©,.

Le systéme S est représenté dans la figure ci-dessous. Dans le systeme la variable
x est une horloge, nous pouvons donc ommetre de spécifier sa pente a chaque nceud de
contrdle (elle est toujours égale a 1). Par contre nous donnons les pentes de la variable
y (lorsque cette pente est importante, c’est a dire lorsque la valeur de cette pente a
une importance dans le raisonnement que nous effectuons).

y=10

Lo
ﬁml/xzo
OO
2

L3 I ly s
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Maintenant définissons la famille des formules (¢n)n>2. Mais au préalable nous
donnons la sémantique de 'opérateur & que nous utilisons. Nous avons a |= 3($1¢2)
si et seulement si 3((4, i), v € SE(a, H) telle que Jj € IV @ (£;,v)) | ¢2 et
Vu 0 < u < (lnm) o
Nous commencons par introduire les formules de CTL} ¢o = 3((at-1V at-L2 ) at-L3)

et ¢ = I((at-£1V at-L4)U at-{5). Puis pour tout n > 2, nous définissons les formules
wn = Jt, de CTL} ou '

o )y = doll(at-ly N\ ¢1),
o Vk > 1. thopr = at-Lold (at-f1 N o),

[ ] Vk _>_ 2. lbgk = a,t-fllxl(at—fl A _‘(,bl A (at—KIUat-EO A ’l,bgk_l)).

Nous montrons comment la formule ¢, distingue entre les configurations a valua-
tions ~,-équivalentes. Considérons les formules ¢q et ¢; qui apparaissent dans .. La
formule ¢y (respectivement @) est satisfaite par les configurations a partir desquelles
la configuration (fs,(1,0)) (respectivement ({s,(1,1))) est atteignable sans visiter {o.
b0 (respectivement ¢) est alors satisfaite par précisément les configurations qui sont
soit au noeud 4 et satisfont y + & < 1 (respectivement y — z > 0) ou bien au neceud £,
(respectivement {4) et satisfaisant y + = = 1 (respectivement y — z = 0).

La formule g, correspond aux configurations qui peuvent atteindre une configura-
tion avant pour nceud de contrdle (y satisfaisant ¢; (donc satisfaisant y — z = 0) et
toutes les configurations intermédiaires satisfont ¢o (ces configurations intermédiaires
satisfont donc y + = < 1).

Considérons les valuations v, = (0,0.7) et v4 = (0,0.3). Il est clair que v =3 vj.
Quoi qu’il en soit, nous pouvons voir que (€, vo) ne satisfait pas ¢, car afin d’atteindre
une configuration ayant pour nceud de contrdle £ qui satisfait ¢;, nous devons attendre
dans le noeud ¢; jusqu’au point (0.7,0.7) qui ne satisfait pas ¢o. D’autre part il est
facile de voir que (€1, v4) satisfait ;.

Considérons la formule 3. Cette formule est satisfaite par les configurations ayant
pour nceud £y & partir desquelles il est possible d’atteindre #; avec une configuration
qui satisfait ©,. Il est & noter que dans la définition de o3 ci-dessus, nous utilisons la
formule de chemin ¥, & la place de la formule d’état ¢,; nous pouvons voir que cela
donne une formule équivalente qui est dans CTL} alors que 'utilisation de ¢, donne
une formule de CTL;. Considérons les valuations vz = (0.9,0.8) et v = (0.7,0.6). Ces
valuations sont cvs-équivalentes, cependant nous pouvons voir que ({o, v3) ne satisfait
pas 3 alors que (€, v4) la satisfait.

Finalement considérons la formule ¢4. Elle est satisfaite par les configurations qui
sont dans {; et Restant dans {; jusqu’a atteindre un point ou ¢, est fausse, c’est a
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dire ol z > y; ces configurations peuvent atteindre une configuration qui satisfait .
Nous considérons alors les valuations v4 = (0,0.8) et v, = (0,0.6). Nous pouvons aussi
voir que ces valuations sont ~4-équivalentes mais les configurations (¢y,v4) et (¢1,v})
sont distinguées par 4. Il est facile de voir que nous pouvons répéter ce procédé

indéfiniment. La figure suivante illustre la discussion que nous venons de donner ci-
dessus.

V4

)
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Proposition 6.2 Vn > 2, il existe un neeud de controle ¢ dans § ({y ou ¢;) et deux
valuations v, et v/, telles que v, ~, v}, ((,v,) & [wa]. et (£, 1)) € [on] (]

Nous pouvons voir que pour tous deux points dans [0, 1]?, il existe n € IV tel
que ces points sont distinguables par ~,. Nous obtenons donc comme conséquence
de la proposition 6.2 et de la proposition 3.1 qu’il n'existe pas d’équivalence sur les
valuations qui soit & borne finie et qui induit une bisimulation sur les configurations
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de S. En effet car s’il exite une équivalence & borne finie & alors & serait finie sur
[0,1]? donc il existe k € IN tel que d’une part = est égale & l'intersection de ~z et
d’une autre équivalence finie &', puis d’autre part = est différente de l'intersection
entre ~41 et ='. A partir de ce rang (k + 1) il existe une formule px41 qui distingue
entre certains points d’une méme classe obtenue par I’équivalence =. Donc = n’induit
pas de bisimulation sur les configurations de S. Il n’existe donc pas d’équivalence 3
borne finie.

Théoreme 6.1 Il existe un systeme 2-dim GEI § ayant une seule horloge tel que pour
toute équivalence a borne finie = sur les valuations, il existe un nceud ¢ de controle
dans & et deux valuations v et v/, tel que v = v’ et (£,v) & (£,1'). ]

6.5 Le probleme de vérification

Dans cette partie, nous présentons des résultats de décidabilités pour le probleme de
la vérification de systémes que nous avons considérés dans les parties précédentes.
Nous prouvons principalement que le probleme de la vérification de propriétés w-
réguliéres (formules de ECTL]) pour les sytemes 2-dim GIE ayant un seul intégrateur
est décidable. Pour cela nous montrons que ce probleme peut étre réduit au probleme
d’inclusion des langages w-hors-contextes dans un langage w-régulier.

Commencons par le cas simple d’un 2-dim GI (nous rappelons que c’est un graphe
a intégrateur a deux variables et que ses deux variables sont des intégrateurs). Nous
montrons dans ce cas que le probléme de la vérification de formules de ECTL* est dé-
cidable. En effet, en utilisant la proposition 6.1, la vérification de formules de ECTL*
pour de tels systemes H peut étre effectuée en considérant le graphe de transition
discret Ry obtenu comme le quotient du graphe de transition dense Gy par rapport a
I’équivalence sur les configurations induites par & (voir la définition dans la partie 6.3).
Plus encore, puisque ’équivalence = est finie alors le graphe Ry est fini, il correspond
exactement au graphe des régions qui est utilisé dans [ACD93] pour la vérification
de graphes temporisés. Par contre, tous les chemins dans Ry ne correspondent pas
nécessairement a une séquence d’exécution puisque les seules séquences d’exécutions :
que nous considérons doivent étre générées par des séquences d’exécutions temporisées
ayant un temps divergent. Pour cela nous définissons une contrainte de chemin (pro-
priété w-réguliere) nonZeno qui est satisfaite par un chemin de Ry si et seulement si il
correspond a une séquence d’exécution. Nous détaillerons plus tard la définition dans
un cadre plus général que celui des systemes 2-dim GIE & un seul intégrateur. Etant
donnée une formule v de ECTL*, nous considérons la formule ¢,, qui est obtenue a
partir de ¢ en remplagant récursivement chaque sous formule de la forme 3 par la
formule 3(nonZeno N Q). Donc une configuration ({,v) de H satisfait la formule ¢ si
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et seulement si le neeud (4, [v]x) de Ry, ol [V]x est la classe d'équivalence =~ de v,

satisfaisant les formules ¢,,. Puisque le probléeme de la vérification de ECTL* pour
un systéme d’état fini est décidable. Nous en déduisons le fait suivant:

Proposition 6.3 Le probléeme de la vérification de systemes 2-dim GI par rapport a
des formules de ECTL* est décidable. ]

Considérons le cas des systémes 2-dim GIE a un seul intégrateur et soit H un tel
systeme. Comme dans le cas précédent, par la proposition 6.4.1, le raisonnement sur
les propriétés w-régulieres (propriétés de ECTL]) des systemes 2-dim GIE a un seul
intégrateur peut étre réalisé en considérant le quotient du graphe de transition par
rapport & ’équivalence induite par ~,. Par contre, contrairement au cas du systeme
2-dim GI, ce quotient est infini car ~, a un nombre infini de classes. Néanmoins, le
graphe peut étre codé par un automate & 1 compteur Ay, le compteur représente la
partie entiere de la {—1,0,1}-variable y (c’est a dire |y]) et ’ensemble fini de noeuds
de controles correspond aux informations suivantes: un nceud de controle de H, est
fract(y) = 0 ou non, = > ¢, ou non; dans le cas ot @ < ¢, il faut connaitre 'intervalle
[n,n] ot Jn,n +1[ (aux bornes entieres) qui contient z, puis finalement la comparaison
de fract(z) — fract(y) et fract(z) + fract(y) respectivement par rapport a 0 et a 1.

Nous rappelons que dans notre vérification il ne faut considérer que les séquences
d’exécutions temporisées divergentes, c’est a dire telles que lim;_., t; = co. Pour cela
nous utilisons les w-automates de Muller qui permettent d’exprimer cette notion de
divergence pour le cas que nous considérons. Nous verrons dans la partie 6.5 com-
ment nous exprimons grace a des w-automates de Muller le fait que nous restreignons
notre vérification aux séquences d’exécutions divergentes. Il faut donc garantir que
seuls les chemins correspondant au temps divergent sont considérés. Pour cela, nous
introduisons une condition d’acceptance de Muller 3.2.1 que nous décrivons ci-dessous.

Pour commencer, nous considérons des nouvelles propositions atomiques afin de
tenir compte dans la définition des nceuds de contréles, des informations supplémen-
taires disant si un nceud correspond & une région ~;-bornée et qu’il est nceud cible par
une transition de progression du temps a partir d’un nceud qui correspond a une région .
non 2;-bornée ou non. Les nceuds satisfaisant cette condition permettent d’observer
la progression du temps. Donc un chemin qui visite infiniment souvent un tel nceud
doit étre accepté et par conséquent, tout ensemble contenant un tel nceud est considéré
comme un ensemble de répétition (condition des automates de Muller).

Il existe d’autres sortes de chemins qui correspondent a des séquences d’exécutions
temporisées a temps divergent. En effet, il existe les séquences a temps divergent qui ne
rencontrent pas infiniment souvent des régions ~;-bornées en utilisant des transitions
associées a la progression du temps.
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La premiere sorte de chemins que nous devons accepter sont ceux qui correspondent
aux séquences d’exécutions qui, au-dela d’un certain point, restent & jamais dans une
classe d’équivalence non bornée ~,. C’est a dire ol z > ¢, et y reste dans un intervalle
ouvert |n,n + 1[. Pour cela nous considérons comme ensemble de répétition tout
ensemble de nceuds constituant une composante fortement connexe dans le graphe de
transition de I'automate Ay tel que tous ces nceuds correspondent & une méme classe
de ce type non bornée et soit qu’il existe un nceud correspondant & un nceud £ avec
0(¢,y) = 0 ou bien qu’il existe deux nceuds correspondant aux nceuds #; et £, avec
0(ly,y) = 1 et 3(f,y) = —1. Dans les deux cas, nous pouvons en effet construire
une séquence d’exécution a temps divergent ot a partir d’un point, la valeur de y est
soit toujours la méme (en utilisant un nceud ol la pente est 0), ou oscille entre deux
valeurs fixées qui soient assez petites pour permettre de rester dans une méme classe
(cela est possible puisque la classe considérée est ouverte).

Les autres sortes de chemins que nous devons accepter sont ceux qui correspon-
dent par exemple a des exécutions qui, au-dela d’un point vont d’une configuration
(¢, v) telle que v(z) = 0 vers une configuration (¢',v') ol v(y) = v'(y) sans visiter
aucune région ~i-bornée, remet alors a zéro la variable z puis retourne en arriére
a la configuration (/,v). Nous considérons alors comme ensemble de répétition tout
ensemble de nceud fortement connexe N dans le graphe de transition Ay tel qu'il
existe une transition entre deux nceuds dans N qui remet a zéro z. Soit qu’il existe
un neeud dans /N correspondant a un nceud ¢ ayant 9(¢,y) = 0, soit qu’il existe deux
nceuds dans NV correspondant aux noceuds {; et 43 ayant d(¢;,y) =1 et I(ls,y) = —1.
Nous considérons aussi le cas ou y est remise a zéro et qu’il existe un nceud dans N
ayant 0(¢,z) = 0. Nous prouvons que dans de tels cas, nous pouvons construire une

séquence d’exécution a temps divergent qui prend dans chaque cycle, une quantité de
temps fixée e.

Il est a noter que la condition de Muller définie ci-dessus peut étre codée en utilisant
des propositions atomiques supplémentaires (une pour chaque ensemble de répétition)
comme une propriété w-réguliere qui correspond a la propriété de nonZeno mentionnée
ci-dessus dans le cas des 2-dim GI.

Une configuration ({,v) satisfait alors une propriété w-réguliere Q, c'est a dire
(¢,v) € [VQ] si et seulement si le langage w-hors-contexte reconnu par Ay com--
mengant & partir de (£, [v]~,) est inclus dans Q. Puisque ce probléme d’inclusion entre
langages w-hors-contextes et w-réguliers est décidable, nous en déduisons que le prob-
leme de la vérification de propriétés w-régulieres pour des systemes 2-dim GIE & un
seul intégrateur est décidable. Donc, par le fait que les formules de ECTL} sont des

combinaisons booléennes de formules de la forme V{), nous obtenons le résultat de
décidabilité suivant:

Théoréeme 6.2 Le probleme de la vérification de systémes 2-dim GIE & un seul inté-
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grateur par rapport a des formules de ECTL} est décidable. a

6.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre des résultats de décidabilité pour une sous-classe
de systémes hybrides linéaires. Ces systémes sont les 2-dim GIE (graphes a intégra-
teurs étendus ayant deux variables) avec un intégrateur et une {—1,0,1}-variable.
Nous avons établi ce résultat en montrant que ces systémes génerent des exemples de
séquences d’états w-hors-contextes.

Nos travaux dans ce chapitre montrent qu’il existe des systemes hybrides dont le
probléme de la vérification est décidable, mais qui ne peut pas étre réduit au probleme
de la vérification sur les systemes d’états finis comme c’est habituellement le cas. Ce
résultat établit un lien trés important entre les systémes a espace d’états infini et la
vérification de systéemes hybrides.

Plus encore, ces travaux montrent qu’il existe des systémes hybrides sur lesquels des
propriétés linéaires peuvent étre vérifiées alors qu’il n’existe pas de bisimulation a borne
finie sur ses ensembles de configurations. Entre ces systemes que nous considérons et
les automates & pile il existe toujours une relation d’équivalence de traces, mais ils
ne sont pas nécessairement bisimilaires. Par conséquent ces systemes ne peuvent étre
vérifiés en utilisant une bisimulation finie basée sur I’approche décrite dans[Hen95].



Chapitre 7

Du calcul de durées vers les
automates linéaires hybrides

Dans ce chapitre nous étudions les relations entre deux approches de spécification et
de vérification de systemes hybrides. Nous avons étudié la premiere dans ce manuscrit,
elle est basée sur les automates hybrides. La seconde est basée sur la logique de durées
[CHRI1] (que nous dénotons CoD pour Calculus of Duration). Pour cette logique de
durée, certains fragments ont été identifiés dans [HHF+94, Rav94] pour la description
de systemes de controle et de leurs exigences. Nous montrerons que pour ces fragments
de cette logique de durée, le probleme de la vérification “d™un systéme de controle décrit
en CoD par rapport a des exigences décrites en CoD” est décidable. Pour montrer
cette décidabilité nous montrons que nous pouvons réduire ce probléeme au probléme
d’atteignabilité pour une sous-classe d’automates hybrides linéaires pour lesquels ce
méme probleme est décidable.

L’approche basée sur la logique des durées (CoD) qui a été introduite dans [CHR91]
est une extension de la logique temporelle d’intervalles introduite dans [Mos85], cette
extension est basée sur le concept de durées. La durée d'une propriété d’état dans un
intervalle d’exécution est I’accumulation du temps durant lequel la propriété d’état
considérée est vraie. Dans les principaux travaux concernant la logique CoD, aussi
bien les systemes de contrdle que leurs exigences sont décrits par des formules_de -
cette logique. Récemment des formes spéciales de formules de CoD ont été identifiées
pour spécifier les systemes de contrdles et leurs exigences [HHF*94, Rav94]. Dans ce
fragment de la logique CoD, le fait qu’un systéme de contrdle spécifique satisfait un
ensemble d’exigence est exprimé a l'aide d’implications logiques. La vérification de
telles relations d'implications peut étre prouvée en utilisant un systéme déductif pour
la validité des formules de CoD [CHRI1, RRH93, Rav94]. La plupart des résultats de
décidabilité existant pour la logique CoD en temps dense sont négatifs. Le seul résultat
positif connu concerne le fragment propositionnel de la logique CoD sans contraintes
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de temps ni de durées [CHS93]. Notre apport dans ce chapitre va aussi dans ce sens,
puisque nous exhibons un fragment plus important qui est décidable.

Puis pour ce qui est de 'approche basée sur les automates hybrides, cette derniere
a été intensivement étudiée récemment. Plus précisément plusieurs groupes de
recherches [ACD93, ACH93, KPSY93, PV94, BER94b, BR95] ont porté leurs intéréts
sur le probléme d’atteignabilité dans les automates hybrides linéaires, leurs travaux ont
donné lieu a ’émergence de plusieurs cas spéciaux ou ce probléme est décidable. Nous
avons étudié certains cas dans les deux chapitres précédents. Le cas général est indécid-
able [ACHH93, KPSY93, HK94, Kop93b, Kop93a]. Pour le cas général des méthodes
basées sur les techniques d’approximations ont été proposées [Hal93, ACHT95].

Dans ce chapitre nous exhibons un résultat reliant les deux approches CoD et au-
tomates hybrides. En effet nous prouvons que le probléeme de la vérification de si un
systéme de controle décrit en CoD satisfait ou non des exigences décrites en CoD peut
étre réduit au probleme d’atteignabilité pour une classe d’automates a intégrateurs
pour lesquels ce probleme est décidable. Gréace a cela nous obtenons une méthode
algorithmique permettant de prouver la relation de satisfaction entre systémes de con-
troles et les exigences exprimés dans la logique CoD. Les résultats que nous décrivons
concernent une classe permettant de représenter des systémes de controle et des ex-
igences se rapportant a ces systemes, qui est plus général que le fragment de CoD
qui permet de représenter les systemes de controle et les exigences. En effet, nous
commencons par introduire un langage de spécification appelé DIL (Duration Interval
Logic), qui servira comme langage intermédiaire entre le CoD et les automates hy-
brides. DIL correspond au fragment propositionnel du CoD étendu avec des variables
de durées introduites via des quantifications de remise & zéro qui associent & chaque
variable z une formule d’état dont la durée est mesurée par x; cette variable est remise
a zéro lors de la quantification. Ces variables de durées sont introduites pour nous
permettre d’exprimer des contraintes linéaires sur les durées. Nous définissons deux
fragments de DIL, appelés respectivement CDF (Control Design Formulas) et RF (Re-
quirement Formulas), utilisés pour spécifier respectivement les systemes de contrdle et
les exigences. Puis nous montrons que ces fragments subsument les fragments de CoD
qui ont été proposés dans [HHF194, Rav94, BLR935] pour spécifier les systemes de
controle et les exigences.

—=

Etant données une formule )1 de CDF et une formule ¥5 de RF, nous construisons
deux automates a intégrateurs H; et H, tels que H; reconnait l’ensemble des com-
portements satisfaisant ¥; et H, reconnait l’ensemble des comportements falsifiant
¥o. Nous utilisons cette construction pour montrer que le probleme de vérifier si un
systeme de controle donné satisfait ou non un ensemble d’exigences peut se réduire au
complément du probleme d’atteignabilité dans 'automate produit de H; et Ho.

Nous ferons un certain nombre de restrictions sur les fragments CDF et RF de
sorte que ce probleme de vérification soit décidable. Puis nous discuterons de la
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minimalité de ces conditions. Nous montrons que sans ces conditions, la construction
des automates H; et H, est en général impossible, car dans certains cas nous aurons
besoin d’automates munis d’un nombre infini de variables.

Donc nous identifions des fragments de CDF et de RF, appelés CDF & temps
pur et RE simple. Pour ces fragments, notre construction aboutira dans une classe
particuliere d’automates a intégrateurs, avec ’avantage de savoir que pour cette classe
le probleme d’atteignabilité a été montré décidable [ACH93].

Puis nous montrons que le fragment de CoD suggéré pour représenter les systéemes
de controles et leurs exigences peut étre traduit automatiquement dans le fragment
CDF a temps pur ainsi que dans le fragment RF simple. Une conséquence directe est
que la vérification de systemes de controle de CoD par rapport a des exigences de CoD
est décidable. Nous montrons aussi que pour tout graphe temporisé et toute formule
de RF simple, le probleme de la vérification est décidable. Nous aurons donc identifié
un fragment de la logique temporelle de durée linéaire pour lequel le probléeme de la
vérification pour les graphes temporisés est décidable. Nous prouvons aussi que le
probleme de la validité des formules de RF est décidable alors que le probleme de leur
satisfaisabilité ne I’est pas. Plus encore, nous montrerons que ce probléme est II3-hard.

Le reste du chapitre est organisé comme suit. Dans la partie 7.1, nous présentons
certaines notations qui sont utilisées dans ce chapitre.
Dans la partie 7.2, nous présentons la définition des automates a intégrateurs que nous
utiliserons par la suite.
Dans la partie 7.3, nous définissons de la logique de calcul de durée (CoD) en donnant
sa syntaxe et sa sémantique. Dans cette méme partie nous donnerons aussi comme
exemple de motivation, ’exemple du brileur a gaz introduit dans [CHR91].
Dans la partie 7.4, nous présentons la syntaxe et la sémantique du langage de spécifi-
cation DIL, puis nous le comparons avec le CoD.
Dans la partie 7.5, nous introduisons les fragments CDF et RF de DIL et nous mon-
trons qu’ils subsument les fragments correspondant de CoD.
Dans la partie 7.7, nous posons le probleme de vérification auquel nous nous intéressons
et nous montrons qu’il peut étre réduit au complément du probléme d’atteignabilité
dans un automate a intégrateurs.
Dans la partie 7.8, nous présentons nos résultats de décidabilité concernant le prob-
leme de la vérification aussi bien pour le probléme de validité que pour celui de la
satisfaisabilité des formules de RF.

Puis nous donnons un certain nombre de remarques en guise de conclusion dans la
partie 7.9.
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7.1 Préliminaires

Dans cette partie nous rappellerons brievement certaines notions introduites dans les
chapitres précédents, nous introduirons aussi de nouvelles définitions. Ces notions et
ces définitions nous sont utiles tout au long de ce chapitre.

7.1.1 Contraintes générales linéaires

Soit V un ensemble des variables réelles. Une contrainte générale linéaire sur V est
une combinaison linéaire d’inégalités de la forme e(z1, -, 2,) < ¢ ou les x; sont des
variables dans V, c est une constante entiére et e(z1, -+, 2n) = Y=y ki- 2, les k; étant
des constantes entieres. Nous dénotons par CGy l'ensemble de toutes les contraintes
générales linéaires sur V.

Une valuation des variables dans V est une fonction v € [V — IR]. Etant donné
un ensemble de variable X C V, nous dénotons par v[X — 0] la valuation qui associe
0 & chaque variable de X et coincide avec v pour le reste des variables. Etant donné
une contrainte linéaire g, nous dénotons par v |= ¢ le fait que g est satisfaite par la
valuation v.

Une contrainte générale linéaire est dite contrainte simple si c’est une combinaison
booléenne de contraintes de la forme e < c ol e est soit z ou bien v —y avec z,y € V.

7.1.2 Trajectoires, états temporisés et séquences d’états
temporisés ‘

Nous rappelons que le domaine du temps est 1’ensemble des réels positifs. Nous définis-
sons une trajectoire comme une application p : IR>p — ¥ associant un état a chaque
valeur du temps. De sorte que dans tout intervalle de temps fini p change de valeur
un nombre fini de fois. Donc dans tout intervalle de temps fini, le nombre d’états
vus par p est fini. Cette propriété est souvent appelée propriété de variabilité finie
[BKP86, Nic92, HNSY94] (p a un nombre fini de points de discontinuité dans tout -
intervalle de temps fini).

Etant donnée une trajectoire p et une formule d’état =, la fonction caractéristique
de 7 sur la trajectoire p est la fonction . : Ry — {0,1} définie par
Vt € Ryo. si p(t) | 7 alors pr = 1 sinon p- = 0.

Une trajectoire p est dites continue a droite si

vt € Ryo.3e > 0.Vt € [t,t + ¢[.p(t) = p(t')
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Nous pouvons voir que pour toute trajectoire p continue & droite et & variation finie,
il existe une séquence discréte (donc énumérable) {t:}icqv telle que to = 0, Vi €
INtoy >t limi_oot; =oco et Vi € [ti,ti.:,.l[.p(t) = p(ti).

Nous définissons les états temporisés comme une paire (s,t) € L x Ryo. Puis
nous définissons la notion de séquence temporisée comme la séquence infinie d’états
temporisés ¢ = {<3ivti>}ieﬁ\/ telle que to =0, Vi € IN.t;4y > t; et lim;_oot; = 00.

Chaque séquence d’états temporisée o = {(si i) };e v génere une trajectoire con-
tinue a droite p, définie par Vi € Ry0.Vi € IN.t; < t < ti41 = p,(t) = si.

7.2 Automates a intégrateurs

Nous présentons dans cette partie les automates & intégrateurs que nous noterons par
Al Ces automates a intégrateurs étendent les systémes 3 intégrateurs introduits dans
[ACHH93, NOSY93, KPSY93] et que nous avons défini dans le chapitre 2 (mais en
enlevant les structures de données discrétes), cette extension va dans le sens ol nous
rajoutons une simple condition d’acceptance. La condition d’acceptance que nous con-
sidérons correspond a la l-acceptance de la théorie des w-automates [Tho90]. C’est
une condition qui consiste a n’accepter que les séquences d’exécutions qui passent au
moins une fois par un nceud de controle appartenant au sous-ensemble de nceuds de
contréle d’acceptation.

Cette condition d’acceptance est trés pratique pour exprimer le complément du prob-
leme d’atteignabilité dans un graphe a intégrateur comme un probléme de langage
vide. D’autres sortes de conditions d’acceptance peuvent étre considérées, mais pour
les problemes auxquels nous nous intéressons dans ce chapitre nous pouvons nous
suffire avec la 1-acceptance.

La définition des automates a intégrateurs (AI) est comme suit:

Définition 7.1 Soit P un ensemble fini de propositions atomiques et © = 2P, Un
automate a intégrateurs H sur ¥ est défini par les composantes suivantes:

o X, un ensemble fini de variables continues. —

e L. un ensemble fini de neeuds de controle.

Init. un ensemble fini de nceuds de contrdle (Init C L).
® Acc, un ensemble fini de noeuds de controle d’acceptations (nceuds finaux).

* ¢, un ensemble d’arcs. Chaque arc est un tuple e = (q,9,X,¢') oul ¢,¢ € L
sont respectivement le nceud source et le nceud cible, ¢ € CGx est une garde
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qui doit étre satisfaite pour que la transition puisse étre effectuée et X C X est
I’ensemble des variables qui doivent étre remises a zéro lorsque la transition e
est effectuée. ‘

e II, une fonction dans [£ — X], associant un état a chaque noeud de contréle.

e I, une fonction de [£ — CGyx], associant & chaque nceud de contréle ¢ une
condition d’invariance sous laquelle il est permis de rester dans gq.

e 0, une fonction dans [£ x X — {0, 1}], associant a chaque nceud de controle ¢ et
chaque variable z, une pente dans {0,1} a laquelle z évolue de maniére continue
lors du séjour dans g.

Dans ce qui suit, nous définissons I’ensemble des trajectoires continues a droite ac-
ceptées par un Al Nous définissons le séquencement entre configurations temporisées.
Une exécution de H partant d'une configuration temporisée initiale (¢,v,0) est une
séquence infinie {(g:, v, %)}, pv telle que (¢,7,0) = (qo, Yo, to), limi_oet; = 00 et

o Vic IN.t;y1 > t; et
o Vice IN.Vt. t; <t <ty [l/i-l-(t—ti)]qi |=I(q1~) et
e Vie IN.

~ soit que ¢; = ¢4 et v = [Vz' + (ti+1 - ti)]qm

— ou bien que Je = (¢, 9, X, qiv1) € €. vip1 = [Vi+ (tig1 —1:)][X — 0] et [v;+

(tiv1 — t)le = 9.

Il faut noter, que nous adoptons une sémantique bien particuliere. En effet nous
considérons un temps strictement monotone.

Toute exécution génere une séquence d’état temporisée et par conséquence une tra-
jectoire continue & droite. La séquence d’états temporisée génerée par {(¢:, vi,t:) },c v
est la séquence {(I1(¢:),%:) },c Iv-

Donc, une trajectoire continue a droite p est acceptée par H s'il existe une exécution
{{@:svi,t:) },c v de H partant d’une configuration temporisée initiale, qui génere p et
telle que 32 € IN. ¢; € Acc. Nous notons 7 (H) l'ensemble des trajectoires (continues
a droite) acceptées par H.
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7.2.1 Cas particuliers

Nous définissons dans cette partie quelques sous-classes d’automates & intégrateurs
que nous considérons pour établir dans ce chapitre des résultats de décidabilités.

Nous rappelons qu’une horloge z est une variable telle que pour tout nceud g¢,
* 0(¢q,z) = 1. Nous rappelons aussi qu’un automate temporisé est un automate & in-
tégrateur ou toutes les variables sont des horloges, toutes les gardes et les invariants
sont des contraintes simples.

Nous définissons un automate a intégrateur simple comme un Al qui satisfait les
conditions suivantes: -

o Tous les invariants sont des contraintes simples et les variables qui apparaissent
dans ces contraintes sont uniquement des horloges.

o Toutes les gardes sont simples, contiennent uniquement des horloges et elles
contiennent au plus une conjonction qui n’est pas simple. Dans le cas ou ce
n’est pas simple, c’est de la forme ¢ ~ Y7, kiz; ~ d ot ~€ {<,<},k; € IN et
c,d € Z.

e Pour tout chemin partant d'un nceud initial allant vers un nceud accepteur, ce
chemin contient au plus une garde qui n’est pas simple.

Finalement un automate a intégrateur (respectivement un automate temporisé) est
appelé graphe a intégrateur (respectivement graphe temporisé), si tous ses nceuds sont
des nceuds accepteurs (c’est a dire Ace = L).

7.3 La logique de calcul de durées (CoD)

La logique de calcul de durées (que I'on note CoD) a été introduite dans [CHR91]
comme une notation permettant de spécifier des systémes temps réels et comme un
calcul permettant de vérifier des théoremes relatifs & ces systemes. Le CoD est une
extension de la logique d’intervalle ITL introduite dans [Mos85]. Le CoD a été A
origine congu pour formaliser le raisonnement sur les exigences temps-réel de systemes
de contréle; mais il a-aussi été utilisé a bien d’autres niveaux d’abstractions.

Dans cette partie nous introduisons la syntaxe et la sémantique de la logique CoD
ainsi qu'un exemple d’illustration.

Pour commencer nous donnons un exemple de motivation extrait de [CHR91].

Exemple 7.1 L’exemple que nous décrivons ici est celui du brileur ¢ gaz introduit
dans [CHR91] et que nous présentons dans le chapitre 2. Dans cet exemple il v a un
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état que nous appelons fuite qui dénote un état indésirable mais inévitable du systéeme
qui est présent lorsque qu’il v a un flux de gaz non brilé se dégageant du gicleur
du brileur a gaz. Un tel état peut étre représenté par une fonction du temps vers
I’ensemble {0, 1}, ot le 1 dénote que le systéme est dans ’état fuite alors que 0 dénote
que le systeme n’est pas dans cet état.

Pour des raisons de sécurité, un bon ingénieur peut calculer la ventilation nécessaire
pour une combustion normale afin de se prémunir d’une accumulation dangereuse de
gaz; nous supposerons que ces calculs donnent que l’accumulation des temps passés
dans le nceud fuite doit étre inférieure & 4% du temps global.

L’intervalle de temps durant lequel le systeme est observé est supérieur a 2 minutes
et 30 secondes, sinon les exigences que nous venons d’évoquer pourraient étre faussées
lors du début de I'état fuite.

Cette exigence est formalisée par:

Reg-1

(e —b) > 150sec. = 25 /b " fuite(t)dt < (e — b)

pour tout intervalle [b,¢], b < e.
Iy fuite(t)dt est la mesure de la durée de fuite dans l'intervalle [b, €].

Nous décrivons maintenant comment la conception du brileur a gaz est établie afin
que les exigences décrites ci-dessus soient satisfaites.
Par exemple la fuite doit étre détectable et interrompable en moins d’une seconde; il
faut alors faire une pause d’au moins 30 secondes avant de risquer une autre fuite en
remettant le gaz. Nous utilisons ¢ et f pour dénoter les extrémités d’un sous-intervalle
arbitraire de [b, e], les deux décisions peuvent étre formalisées par:

Des-1

ffuz'te(t)dt =(f—¢c) = (f —¢) < lsec

futte(c) A fuite(f) A (Tt c <t < f A—fuite(t)) = 30sec. < (f —¢)

=

L’ingénieur concepteur devra s’assurer que la conjonction des deux formules de
conception implique la formule d’exigence avant I'implantation. ' O

7.3.1 Syntaxe du CoD

On commence par définir la syntaxe du CoD. Pour cela on introduit 1'alphabet des
symboles qui est le suivant:
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¢ Un symbole spécial £ qui est utilisé pour spécifier la longueur d’un intervalle.
o Un ensemble de variables globales z,y, 2, - - .

e Un ensemble de variables d’états X,Y, Z,---.

e Un ensemble de fonctions n — aires f* , i,n > 0.

¢ Un ensemble de prédicats n — aires AT , i,n > 0.

e Les symboles spéciaux vraie, fausse.

o Les opérations booléennes V et —.

o Le quantificateur V et la modalité “;”.

On définit 'ensemble des états comme suit:

1. fausse,vrate et toute variable d’état sont des états.

2. Toute combinaison booléenne d’états est un état.

On définit les durées comme suit:
Pour tout état P: [ P est une durée.

L’ensemble des termes sont générés par:

1. £, la durée [ P et les variables globales x sont des termes.

2. 81 ry,rg,---,r, sont des termes et fI' est une fonction n — aire alors
fr(ri,re, -+ 71,) est un terme.

On définit les formules atomiques de durée comme suit:
Si Al est un prédicat n—aire et que ry,ry,---,7r, sont des termes alors
AX(ry,ra,- -+, ) est une formule atomique de durée.

Finalement les formules de durées sont générées par:

1. vrat, fauz et les formules atomiques de durées sont des formules de durées.
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2. Si Dy et D, sont des formules de durées alors =Dy, Dy V Dy, Dy; Dy et (Va)Dy
avec ¢ une variable globale sont des formules de durées.

Dans la logique CoD il existe un nouvel opérateur tres important, le “;”. Il est ap-
pelé séparateur (“chop” en anglais). Intuitivement, un intervalle satisfait une formule
©1; 2 sl il peut étre divisé en deux sous-intervalles Iy et I tels que I; satisfait ¢ et
I, satisfait ,.

Les notations suivantes sont utilisées:
<D pour noter vrave; D;vrate et
OD pour noter =O=D.

7.3.2 Sémantique du CoD

On définit la sémantique du CoD comme suit:

Nous supposons qu’il existe une fonction totale f : IR" — IR qui est associée a chaque
symbole de fonction n — aire f et une fonction totale A" : R" — {vraie, fausse}
qui est associée & chaque symbole de prédicat A7. o

Les variables d’états sont interprétées comme une fonction a deux valeurs possibles.
Les variables globales sont interprétées comme des réels.

Nous rappelons qu’une trajectoire p est définie comme suit: p : IR — 27 avec P
un ensemble de propositions atomiques. p a un nombre fini de points de discontinuité
dans tout intervalle.

Nous disons que (p,b,e) et (p', b, €) sont z-équivalentes si elles associent la méme
valeur a toute variable globale y différente de z.
Etats:

(p,t) = vraie
(p,t) E X si et seulement si X € p(t)
(p,t) = —P si et seulement si (p,t) = P -

(p,t) E PV Q@ si et seulement si (p,t) = P et (p,t) = Q

Les durées, les termes et les formules de durée sont interprétés sur des intervalles
de temps.
Termes:

Topelll =e—b
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Tppelf P] = /be Ip[P](t)dt avec Ip[P](t) = 1 SlP € p(t) sinon 0
Tpoole] =2

T(p,b,e)l[fzn(rlv o arn)]] = ﬁ(T(p,b,e) [[rl]]v Ty T(p,b,e)ﬂ:rn]])

Formules de durée: La définition du fait qu’'une trajectoire p sur intervalle de
-bornes b et e satisfait une formule de durée est:

(p,b,e) = vraie

(p,b,€) = A7 (r1,---,7a) sl et seulement si A7 ((p,b,e)[r1], -+, (p, b, €)[ra]) = vraie
(p,b,€) |E =D si et seulement si (p, b, e) = D

(p,b,€e) =Dy V D; si et seulement si (p,b,e) =Dy ou (p,b,e) = Do

(p,b,€) k= Dy1; D, si et seulement si Im € [b,e] : (p,b,m) = D et (p,m,e) =Dy
(p,b.e) = (Vz)D si et seulement si (p, b,¢) = D,

pour tout (p', b, e) x-équivalente a (p, b, e) .

Une formule de durée D est vraie sur la trajectoire p (que nous notons pp =p D)
si et seulement si (p, b, e) |= D pour tout intervalle [b, €] de la trajectoire p. Plus encore

nous disons que D est valide (que nous notons =p D) si et seulement si pp = D pour
toute trajectoire p.

Nous utilisons aussi les abréviations suivantes:

(P}ﬁ(/Pz.é)/\(f>0)
[1=t=0

Les exigences et le systeme de contrdle du brileur ¢ gaz décrits dans ’exemple 7.1
peuvent alors étre exprimés en CoD de la maniere suivante:
Reg-1

0> 150 = 2.5/fmte <
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Des-1
O([fuite] = £ < 1)

DPes-2

O(((O[ fuite] ); (C[~fuite]); (O fuite])) = €2 30)

7.4 La logique DIL

Dans cette partie, nous définissons une logique temporelle d’intervalles que nous no-
tons DIL (“Duration Interval Logic”). Cette logique est essentiellement une extension
du calcul de durées propositionnelles (CoD) [CHRI1], cette extension est une sorte
de quantification permettant d’introduire des variables qui mesurent la durée des for-
mules d’états. Cette quantification a été introduite dans [BES93] et est similaire a la
quantification de remise a zéro de [Alu91, HNSY94].

Nous noterons P, (), - -- les éléments de I’ensemble des propositions atomiques P.
Nous utilisons z,y, -+ pour noter les éléments de I’ensemble des variables de durées
Var. Nous utilisons les lettres f, g, - - pour noter les éléments des contraintes générales
linéaires sur Var. Ces contraintes sont appelées contraintes de durées. Puis finalement
nous utilisons 7,4, - - - pour noter des formules d’état.

Nous définissons la logique DIL par 'ensemble de formules définies par la gram-
maire suivante:

pu=Tr|fllz:rleleleVelpe

En plus des notations standards associées aux opérations booléennes, nous utilisons
les abréviations suivantes qui sont identiques a celles qui ont été introduites dans la
partie précédente

e Oy pour noter vraze; ;vrate et

e Uy pour noter O,

Plus encore, nous écrivons [z1, -, &n @ 71, -, T} @, [0 1 7|l @, ou [T @ 7] ¢
pour [xy : 7] - [@n : 7n]. ¢. Nous écrivons aussi z. ¢ pour [z : vraie]l. ¢ et £ ~ ¢
pour z. x ~ ¢. Pour une formule d’état 7, nous écrivons la formule [7] a la place de
[z,y : vrate,7).c —y=0Az > 0.

Les formules de la logique DIL décrivent des propriétés d’intervalles sur les trajec-
toires. Un intervalle I satisfait Tr, si # change sa valeur de faux & vraie exactement a
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la borne gauche de I donc au début de I. Cet opérateur a été introduit dans [CL94]
(Mean Value Calculus).

La formule Gy veut dire qu'il existe un sous-intervalle qui satisfait ¢, Oy veut dire
que tout sous-intervalle satisfait .

Dans la formule ¢ = [z : 7]. ¢, la variable de durée z est associée & la formule d’état
7. Considérons que ¢ est interprétée dans un intervalle I et soit f une contrainte de
durée contenant x qui apparait dans ¢. Alors, lorsque f est interprétée dans un sous-
intervalle I' of I, « représente la durée de 7 a partir de la borne gauche de I (début
de l'intervalle I) a la borne droite de I’ (fin de 'intervalle I’). Par exemple, la formule
“le,y : 7, 68]. (z < y;vraie)” exprime le fait qu’il existe un préfixe de ’intervalle con-
sidéré tel que dans ce préfixe la durée de 7 est inférieure & la durée de 6. La formule
[7] est satisfaite par un intervalle I, si cet intervalle n’est pas réduit & un point et
que 7 est vrale presque partout dans I, c’est a dire que 7 est vraie partout dans I
sauf dans un nombre fini de points. Il est & noter que la variable z qui est associée &
la formule vraze compte le temps écoulé depuis le point ou elle a été introduite. Une
telle variable est appelée horloge.

Dans la formule ¢ = [z : 7). ¢, le constructeur “[z : 7]” lie la variable z & . Sans
pour autant que ce soit une restriction, nous pouvons supposer que toute variable est
liée au plus une fois dans toute formule. Ce n’est pas une restriction car dans le cas ol
une variable est liée plusieurs fois dans une méme formule, il suffira de renommer la
variable a chaque nouvelle liaison, puisqu’une nouvelle liaison remet & zéro la variable
en question. Toute variable apparaissant dans une formule est soit liée soit libre. Nous
dénotons par F() ’ensemble des variables libres dans . La formule ¢ est fermée
si F(¢) = 0. Dorénavant lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité nous appellerons tout
simplement formule lorsque nous ferons allusion & des formules fermées.

Etant donnée une trajectoire p, nous définissons une relation de satisfaction k=
entre des intervalles dans p et des formules de DIL. Puisque les formules de DIL peu-
vent contenir des variables libres la relation de satisfaction est paramétrée par une
affectation de position I associe a chaque variable de durée le temps auquel elle a
été initialisée et une affectation de formules d’états v qui associe & chaque variable
z la formule d’état = dont la durée est mesurée par z. Soit F' 'un des deux types
d’affectations Z ou +. Alors nous notons par Fz — v] la fonction qui associe &
'objet v et coincide avec F' pour les autres variables. Soient ¢ une formule de DI p -
une trajectoire, et a.b € IRyg avec b > a. Nous notons par (p,a,b) r., ¢ le fait que
Vintervalle de p avec les bornes a et b satisfait ; lorsque ¢ est fermée, les fonctions Z

et v sont omises. Nous définissons (p. ¢, b) 1., ¢ de maniere inductive sur la structure
de ¢.
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(pya,b) Bz T ssi de> 0.Vt €la,a+ ¢l p(t) =1, et

soit que a = 0 ou bien Vt €]a — €, al. p=(t) =0,
(p,a,b) =14 f ssi v = f ou v satisfait Vo € Var v(z) = le—’(x) Pyv(z)(1) dt,
(p,a,0) ez [z: 7] ssi (p,a,b) By o oWI' =TIz — alet v =~[z— 7],
(pya,b) 1y 9 ssi (p.a,b) Frry
(p:0,0) Ezy @1 Vo2 ssi (p,a,0) FFzy 01 0u (p,a,0) 14 92,
(pra,b) Exy 1500 ssi m € [a,8]. (p,a,m) =1 1 €t (p,m,0) 1y o

Nous définissons une relation de satisfaction entre une trajectoire et les formules
fermées de DIL. Une trajectoire p satisfait une formula fermée ¢ si et seulement si
Yt > 0. (p,0,t) = ». Nous notons par [¢] (resp. [¢],.) I'ensemble des trajectoires
(respectivement trajectoires continues & droite) satisfaisant ¢. Une formule ¢ de DIL
est dite satisfaisable, si il existe une trajectoire qui satisfait . Elle est dite valide, si
toute trajectoire satisfait ¢. Deux formules de DIL ¢ et ¢’ sont dites équivalentes, si
[#] = [¥']. Elles sont dites congruentes, si O(p < ') est valide.

Nous définissons la sémantique de DIL de cette maniere afin qu’elle coincide avec
celle de CoD. Cela nous permet d’appliquer les résultats que nous établissons pour
DIL & la logique de CoD. En effet, nous pouvons adopter la vue que les formules de
DIL sont des formules de CoD écrites de maniére plus compacte. Nous discuterons
avec plus de détails des relations entre les formules de CoD et celles de DIL.

Nous allons commencer par décrire informellement par des commentaires
I'interprétation des contraintes de durées. Considérons la formule suivante.

p=lz:7].(z<Ly: 6.z —y<0). (7.1)

Un intervalle I satisfait ¢ si il peut étre divisé en deux intervalles I; et I, tels que
la durée de 7 dans l'intervalle I; est inférieure & 1 et que la durée de é dans I, est
supérieure & celle de 7= dans tout l'intervalle I. Donc, lorsque nous interprétons la
formule z — y < 0 dans I, la variable z évalue la durée de 7 dans I et non pas dans
I, seulement.

Par contre, si nous considérons la formule ¢’ = [z : 7]. (z < 1;[2',y : 7. 6]. 2" —y < 0) .
4 la place de ¢, alors 2’ représente la durée de 7 dans l'intervalle I, uniquement. Il
est & noter que ¢ est équivalente a ([z : 7). z < 1);([z',y : 7, é). 2’ —y < 0). '

Maintenant nous discutons de ’expressivité de DIL et nous ferons une étude com-
parative avec le CoD linéaire. C’est a dire le CoD avec des formules de la forme
" ki [mi ~ cotles k; et c sont des constantes entieres. Dans ce qui suivra, nous
ferons uniquement référence au CoD linéaire que nous écrirons simplement CoD. Nous
noterons aussi PCoD pour le CoD propositionnel.

Avant tout, nous pouvons remarquer que PCoD correspond exactement au frag-
ment de DIL contenant les formules sans 'opérateur “7” et tel que, entre toute occur-
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rence d’une variable x et sa liaison (c’est & dire “[z : 7]”), il n’y a pas de séparateur
“;”, par exemple la formule ¢’ ci-dessus.

Vu que les formules de CoD de la forme e(f 71, -+, [ m,) ~ ¢ peuvent étre écrite dans
DIL comme [z; : ;] ;. e(@y, -+, 2,) ~ ¢, par conséquent, toute la logique CoD peut
étre traduite dans DIL du premier ordre (DIL étendu avec la quantification du pre-
mier ordre). D’autre part , nous pouvons montrer que toute formule de DIL sans
Popérateur T peut étre traduite dans CoD en utilisant la quantification du premier
ordre; nous rappelons que CoD possede des quantification du premier ordre alors que
-DIL n’en contient pas. En fait, DIL est strictement plus expressive que PCoD puisque
“lz : m]” est une sorte de quantification qui permet la comparaison des durées de
formules d’états mesurées dans des intervalles différents. Par exemple, la formule ¢

ci-dessus (7.1), n’est pas exprimable en PCoD. Mais elle est équivalente, & la formule
de CoD

V:v.(fcz/w)i(/'frgl;:v—/5<0)

Si nous considérons la logique DIL™ comme étant DIL moins 'opérateur T, nous
obtenons donc les inclusions strictes suivantes:

Proposition 7.4.1 PCoD C DIL- C CoD.

Par contre 1l n’est pas certain que l'on ait DIL C CoD car il n’est pas certain
que nous arrivons a transcrire I’opérateur T dans CoD. Les formules de la forme {7 ne
sont pas dans CoD. Nous avons néanmoins inclus 'opérateur T, lequel a été introduit
dans [CL94], pour permettre 'expression de plusieurs propriétés de maniere naturelle.
La principale observation est que la formule [z : 7]. exprime la méme propriété que
Ve.(z= 7= p).

Donc DIL™ est moins expressive que CoD mais plus expressive que le fragment propo-
sitionel de CoD. En particulier, les formules contenant des contraintes de durées des
états dans différentes phases ne sont pas expressibles dans le CoD propositionel, mais
expressibles dans DIL et CoD; en effet la formule suivante de DIL

[z : Pl(o;ly : Q1.8 Az —y < 0) exprime la méme propriété que la formule suivante
de CoD: Vz.o = [P = (¢;(0' Az — [Q <0)). -

7.5 Conception de systemes de contréles et spéci-

fication des exigences

Nous définissons dans cette partie deux sous-ensembles de DIL, appelés CDF (Control
Design Formulas en anglais) et RF (Requirement Formulas en anglais). Le fragment
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CDF servira & décrire des systémes de controle alors que le fragment RF servira a
décrire les exigences requises par des systémes hybrides. Nous montrons qu’ils sub-
sument les fragments de CoD qui ont été identifiés dans [HHFT94, Rav94] pour la
description de systémes de contréle et des exigences de systémes hybrides.

7.5.1 Formules de contréle et d’exigence

Aussi bien les formules de CDF que de RF que nous considérons sont des combinaisons
booléennes de formules d’invariance positives de la forme O(p = ¢') ou ¢ et ¢’
satisfont des conditions spécifiques que nous définirons dans ce qui suit. Cette forme
est comme nous pouvons le voir bien particuliere, nous la retrouvons dans [HHFT94].
Cette forme est assez naturelle, puisqu’elle dit que sur tout intervalle dans lequel ¢
est vraie alors nous avons '; c’est une forme trés intéressante aussi bien pour spécifier
des systémes de contrble que des exigences.

Soit une spécification d’un systeme de controle décrite par la formule ¢q de CDF
et une spécification d’exigences décrite par la formule ¢ de RF, dans la prochaine
partie, nous montrons comment nous réduisons le probléme de savoir si pq satisfait ou
non wg au probléme d’atteignabilité d’un systéme linéaire hybride bien particulier.

Pour ce, nous commencons par introduire le fragment positif DIL, appelé DILT.

Les négations sur 'opérateur de séparation “;” ne sont pas permises. L’ensemble des
formules de DIL* est défini par la grammaire suivante:
o w= =Wl |[F [ fllz:mleloVelere g

Nous définissons une forme canonigue pour les formules de DIL*. Elle correspond
a ’ensemble des formules décrites par la grammaire suivante:

n= V¢
n= (7L (BAE); )| [Z: 7] (BAE)
n=op | B

= {NTAMA=TAY ] | vraie
n= ANe~e,~e{<, >, <, 2}

MR ® -6
Il

Nous pouvons prouver qu’a toute formule de DILT nous pouvons associer ume .
formule sous la forme canonique qui lui soit congruente. La preuve peut étre effectuée
simplement & ’aide des régles qui régissent les opérations booléennes et I'opérateur de
séparation “;”. Principalement il faudra utiliser dans cette preuve que la conjonction de
deux formules munies de séparateurs est équivalente a la disjonction de formules munies
de séparateurs. Nous pouvons voir ce point avec plus de détails dans la preuve 7.1.

Proposition 7.5.1 Toute formule de DIL* a une formule sous la forme canonique
qui lut est congruente.
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Preuve 7.1 Nous pouvons transformer une formule de DIL* en une formule sous
la forme canonique en appliquant la transformation des regles dont la correction est
basée sur les lois standards pour les opérations booléennes et les lois exprimant la
distributivité de ’opérateur “séparateur” “;” pour la disjonction et la conjonction.
Pour la disjonction, nous avons une régle basee sur le fait que (¢1 V ¢2); ¢ et (¢1;6) V
(¢2; ¢) sont congruentes. Nous avons aussi la regle qui dit que ¢; (¢ V $2) et (¢; 1)V
(¢; ¢2) sont congruentes. Pour la conjonction, nous avons une régle qui transforme
une formule ¢; A ¢, en la formule de la forme \/ 4.

Pour des raisons de clarté nous illustrons ici seulement le cas ol on a ¢; et ¢, avec
¢1 = [Z1: T1]. (([61] A &a); [32 1 7). ([82] A &2)) et

2= [G1: M) (T8 A& [+ Na)- ([85] A D))

Il n’est pas difficile de voir que ¢;1 A ¢, est congruente & la disjonction des formules
suivantes:

[£1, 8 : 7?1,/:\:1]- (([61 A 8T A& A& [F G ¢ 7oy Mg ([82 A 3] N2 AE3))

[51,.?]117?1,)\] ([62 A1 N&); [E 72] (([S2A81TAED; ([F2 : )\2] ([62N651 NE2NES))))

(@1, 81 ¢ 71, M) ([ ASTTAED); [72 2 Aol ([8: MG AEL); ([82 = Ra). ([82A85] A AEL))))
m

Maintenant, nous définissons des sous-classes de formules de DIL* en introduisant
des conditions sur leur forme canonique. Pour cela, nous avons besoin de la notation
suivante. Etant donnée une formule de la forme y introduite ci-dessus, nous définissons
®(p) = (sip = {AIWAHA-A}x"] alors {A7A}r" sinon vraie).

Soit ¢ une formule de DIL* sous la forme canonique donnée par

(T ) (o A &) [ Bl (5 A& [8n s Rl (un M) ) oo) (72)

La premiére sous-classe que nous considérons, consiste en celle que nous nommerons
formules queue-sans-contrainte qui est définie comme suit:

Définition 7.2 queue-sans-contrainte
Les formules que nous appelons queue-sans-contrainte sont ensemble des formules de .
la forme (7.2) avec p, = vraie et &, = vraie. 0O

Nous pouvons voir que pour toute formule queue-sans-contrainte, si elle est satisfaite
par un intervalle [a, b], alors elle est satisfaite par tout intervalle plus grand [, d].

Maintenant nous définissons la classe de formules sans-m-alternation, laquelle est
un sous-ensemble de la classe de formules queue-sans-contrainte. Intuitivement, une
formule ¢ est sous forme (7.2) est sans-7-alternation, si pour tout intervalle satisfaisant
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O(p1);- 3 ®(pn-1), la formule Tr peut seulement étre vraie au début de l'intervalle.
La définition formelle est comme suit:

Définition 7.3 sans-r-alternation

Nous disons qu’une formule ¢ (7.2) queue-sans-contrainte est sans-w-alternation si
Vi e {l,---,n—1}, la conjonction 7 A®(y;) est soit équivalente a fausse soit a ®(p;),
plus encore m A ®(p;) # fausse implique que Vk. 1 <k < 7, 7 A ®(px) # fausse. O

La premiere partie de la définition de sans-w-alternation dans laquelle nous avons
Vi e {l,---,n—=1}, la conjonction 7 A ®(x;) est soit équivalente & fausse soit & ®(u;),
cela veut dire que pour chaque phase j soit que 7 ou bien que =7 est vraie durant
toute la phase.
La seconde partie de la définition dit que 7 A®(y;) # fausse implique que Vk. 1 < k <
7, ™ A ®(ur) # fausse, cela veut dire qu’a partir de U'instant auquel 7 devient fausse
elle restera fausse pour toujours. Donc si 7 est fausse au départ elle sera toujours
fausse. Par contre si w est vraie au départ, soit que = reste toujours vraie soit qu’elle
peut devenir fausse pour toujours et ce changement ne peut avoir lieu qu’en début
d’une phase.

La prochaine sous-classe de formules de DIL*T que nous définissons est la classe
de formules sans-enchevétrement. Considérons la formule ¢ de la forme (7.2), et un
intervalle I qui satisfait ¢. A partir de la sémantique de DIL, il v a n points dans
I’intervalle I qui délimitent les sous intervalles ou les formules y; A £; sont satisfaites.
Intuitivement, la condition de sans-enchevétrement implique que le choix de tels points
est unique, sauf pour le dernier lorsque ¢ est queue-sans-contrainte. Nous obtenons
alors la définition suivante:

Définition 7.4 Une formule ¢ de la forme (7.2) est dite sans-enchevétrement si
vy € {1,---,n — 1}, une des conditions suivantes est vraie:

1. ®(p;) AN ®(pjp1) = fausse, ou
2. 7 =n—1 et ¢ est queue-sans-contrainte, ou -

3. & est équivalent a £ A (z = ¢), pour un £, une horloge = dans Z;, et une con-
stante c.

Finalement, nous introduisons une sous-classe de formules sans-enchevétrement,
c’est la classe des formules fortement sans-enchevétrement.
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Définition 7.5 Une formule ¢ sans-enchevétrement de la forme (7.2) est dite forte-
ment sans-enchevétrement, si soit que ¢ n’est pas queue-sans-contrainte, ou bien que
£._1 est équivalente & vraie, ou ,_; est équivalente & { A (z = c), pour un &, une
horloge & dans &; et une constante c. =

Une formule V; ¢; sous la forme canonique est dite sans-enchevétrement (respec-
tivement fortement sans-enchevétrement, queue-sans-contrainte, sans-m-alternation)
si tout ¢; est sans-enchevétrement (respectivememt fortement sans-enchevétrement,
queue-sans-contrainte, sans-7-alternation).

Nous pouvons maintenant définir deux classes de formules de DIL qui correspondent
4 la représentation des systémes de controle et leurs exigences.

Formules de contréle: Une formule de contréle (que nous notons CDF) est une
conjonction de formules de la forme

(r A (£~ ) = )

ot ~& {>,>}, et o est une formule de DIL* sous la forme canonique qui est
sans-enchevétrement, et sans-7-alternation.

Formules d’exigences: une formule d’exigences (que nous notons RF) est une dis-
jonction de conjonctions de formules de la forme

O(p = )

ol © et ¢ sont des formules de DIL™ telles que ¢’ est sous la forme canonique et est
fortement sans-enchevétrement.

Cas particuliers: Nous appelons horloges-contrainte-simple toute contrainte simple
qui ne contient que des horloges. Une contrainte de durée bornée inférieurement (que
nous notons lbd-contrainte), est toute contrainte de la forme %, k;z; ~ d, ou ~€ {>
>t ki€ N, et d€ IN. —= .

Nous appellerons alors une formule CDF a temps pur, toute formule de CDF telle
que toutes ses contraintes de durées sont des horloges-contrainte-simple.

Plus encore, une formule RF simple est une conjonction de formules RF de la
forme O(¢ = V%, &) telle que toutes ses contraintes de durées apparaissant dans
les formules &, é1, - - -, 0, sont horloges-contrainte-simple, sauf au plus une, laguelle
pourrait étre une conjonction de lbd-contraintes et apparaitre uniquement une fois
dans 'une des formules o1, -, @n.
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7.5.2 Codage des spécifications de systémes de contréles et
d’exigences décrites en CoD

Dans ce qui suit nous listons les formules de CoD qui ont été identifiées dans [HHF 94,
Rav94] pour spécifier des systémes de controle et des exigences. Puis nous montrons
que ces propriétés sont exprimables dans CDF et RF respectivement.

Toutes les formules de CoD pour décrire des systemes de contrdle et des exigences
ont une des formes suivantes:

¢ Entraine vers:
¢ = ¢' signifiant O(((¢ AL = ¢); € > 0) = ({ = c: ¢': vraie)).
Ce qui a pour sens que si on a un préfixe ayant ¢ vraie durant ¢ alors on aura
¢' par la suite (¢’ qui suit ).
Si par exemple nous considérons la formule suivante: [p] = [=p]

cette formule veut dire que p ne peut jamais étre vraie plus de 2 unités de temps
a la suite.

¢ Transition a temps borné:
é SN ¢ signifiant Vy. D((¢ A=y ANy < ¢); > 0) = (£ = y; ¢';vraie)).
Tout intervalle < ¢ satisfaisant ¢ sera suivit par un interval satisfaisant ¢'.
Si nous prenons par exemple deux propositions atomiques p, ¢ et que nous con-
sidérons la formule suivante: [p] =5, [q]
Cette formule veut dire que durant les ¢ unités de temps ¢ sera vraie tant que p
est vraie et ¢ se poursuit au moins un peu au-dela p. Nous avons cette interpré-
tation grace au fait que si un intervalle [a, b] satisfait [r] avec r une proposition
atomique alors tout prefixe [a,d] de l'intervalle [a, c] satisfait [r], ceci n’est pas
vral pour une formule générale ¢. :

e Suivit par:
¢ — ¢’ signifiant Ve € R. ¢ = &'
Cette formule veut dire que n’importe quel intervalle satisfaisant ¢ est suivit par
un intervalle satisfaisant ¢’.

Séquencement: [7] — [7V \7 ).
i=1

Cette formule exige que le successeur de la phase 7 est toujours une des phases
T, pour ¢ = 1,---,n. Sin = 0, cela voudrais dire que la phase 7 est stable a
jamais (toujours stable).

Progression: [r Ax'] — [-7].
Cette formule spécifie une borne supérieure. La phase 7 est quittée lorsque 7’
est vraie durant ¢ unités de temps.
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Cette formule dit aussi que tout intervalle satisfaisant [r] ne peut avoir un
sous-intervalle de longueur supérieur a ¢ qui satisfait 7’.

Sélection: [~7]; [r A 7] =5 [7V V =]
i=1

Cette formule exprime le fait que si 7’ est vraie continuellement depuis la fin de
la phase =7, alors lorsque 7 devient fausse avant les ¢ unités de temps, une des
phases 7; est active.

Par contre si 7 reste vrale au-dela de c¢ unités de temps ou que 7’ se termine
avant la fin de 7 on ne garantit rien. Lorsque n = 0 cette formule correspond a
une phase de stabilité & temps borné qui est conditionnelle.

Synchronisation: (\7} 7| — [7'].
=1

n
Elle définit une borne inférieure; V ; entraine que 7’ est vraie apres les ¢ unités
=1
de temps.

Cadrage: [-7]; [x A 7] = [7"]. C’est une exigence de stabilité assurant que =’
restera valide pour au moins ¢ unités de temps si = est stable pour ¢ unités de
temps.

Contrainte de durée critique: ([7] A 7' > d) N [=7r vV —=7'].
La formule est congruente & O([7] A ¢ < ¢ = [x' < d) (cette congruence
entre les deux formules et non triviale, elle sera énoncée et prouvée dans la
prochaine proposition) et définit une contrainte de durée bornée: dans tout
intervalle de longueur inférieure ou égale & ¢ unités de temps durant lesquels
7 est continuellement vraie, la durée de =’ n’excede pas d unités de temps.

Proposition 7.5.2 Les  formules @1 = (|7 A f7' > d) =5 [-r v or] et
wo = O([r| ANl < ¢ = [’ <d) sont congruentes.

Preuve 7.2 Nous allons montrer que @1 € ©;:

® V2 = Y1
Nous commencons par ce sens car il est trivial; en effet supposons que ¢, est
vraie. Alors deux cas se présentent:
Soit qu'on a =[x V ¢ > ¢ donc aussi bien pour —[r] que pour £ > ¢ on aura ¢,
qui sera trivialement vraie.
Sinon on a [7] AL < cA f7' < detlaaussi a cause de [ 7' < d on aura ¢
trivialement vrale.
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* Y1 = P2

Ce sens est moins facile que le précédent, nous allons procéder par ’absurde.
En effet nous supposons que nous avons ¢; vraie et o, fausse, nous mon-
trerons qu’il y a une contradiction. On a par hypothese ¢, fausse, on a donc
[7] AL < cA [r'>dsur un intervalle [a, b].

Soit m = inf{m’| [™ ' > d}, nous avons alors forcément ™ 1 = d car sinon il
existerait n < m tel que [ 7 = d et donc il existe n’ €]n, m[ tel que fa”' T > dce
qui contredirais le fait que m = inf{m/| [™ =’ > d}; nous avons alors forcément
[ 7 =d . De plus ¢; est vraie puisque [7| (par hypothese) est vraie sur [a, b]
donc on a forcément [-n’} vraie sur [m,bd], donc Vr € [m,b], [l n' =[x’ =d
ce qui contredit le fait que , est fausse.

Toutes les formules ci-dessus ont été proposées dans [HHF*94, Rav94] pour spéci-
fier les systemes de controle et leur exigences, sauf la derniere qui est utilisée unique-
ment pour spécifier les exigences. Donc, la spécification de systémes de contrdle (re-
spectivement de leurs exigences) est une conjonction de formules des cing premieres
(respectivement toutes) classes ci-dessus. Nous pouvons montrer le fait suivant.

Proposition 7.5.3 Pour toute spécification de systéme de contréle en CoD (respec-
tivement d’exigences en CoD) il existe une formule équivalente de CDF temps-pur
(respectivement RF simple).

Preuve 7.3 Dans ce qui suit nous montrons que toutes les formules identifiées
dans [HHF*94, Rav94] pour spécifier la conception de contrdle et les exigences sont
exprimables respectivement dans les fragments de CDF et RF. Toutes les formules qui
ont été identifiées et faisant partie de CoD ont une des formes suivantes:

o ¢ = ¢ signifiant O(((d AL =¢);L > 0) = ({ = c; ¢';vraie))
o 635 ¢ signifiant Vy. O(((6 A L=y Ay <c¢): € >0) = ({ = y;¢";vrate))

* ¢ — ¢ signifiant Ve € IN. ¢ = ¢'.

Nous allons lister ces formules de CoD et donner leur traductions vers DIL. Dans
les formules traduites, nous écrivons ([6] Al ~ ¢); & & la place de z.(([6] Az ~ ¢); ¢).
Il faut noter que toutes les formes que nous évoquons pour spécifier la concéption de
systemes de contrdle ainsi que les exigences ont été proposées dans [HHF 94, Rav94];
toutes ces formes permettent de spécifier aussi bien systemes de contrdle que des
exigences a l’exception de la derniere. laquelle est utilisée seulement pour spécifier des
exigences.



§7.5 : Conception de systémes de contréles et spécification des exigences 133

Séquencement: [r] — [7V V 7;]. Cette formule nécessite que le successeur de la

=1
phase 7 est toujours I'une des phases #;, pour 1 = 1,---,n. Sin =0, veut dire
que la phase 7 est stable & jamais. La formule de CDF correspondante est:

O(T~r AL>0= (f\n/ 7i|;vrate) V (Toraie A [7];vrate))
=1

Progression: |7 Ax'] — [-7].

La formule de CDF correspondante est:

O((r AT YA > ¢ = (([TATIAL < ¢); [~rV=n'] oraie) V (([rAT AL = ¢); [-n]; vraie))

Sélection: [—x|; [7 A 7] =5 [rv v |
=1

La formule de CDF correspondante est:
O(tr Al >c = ([x A-x')ivraie) V

([ AT TAL< ) [~(m ATYA (T V \_T} m;)|; vrate) V

(
([x A7 AL = c);vrate V
(Tvraie A [x]; vrate))

Synchronisation: [{1/ ) — [7].
=1

La formule de CDF correspondante est:

=Q \n/ T)A> ¢ = ((I—S_/l mi | AN < c); f/n\]L -7 | vrate) V ((fz\;}l 7| AL = c); [7']; vraie))

=1 i=
Cadrage: [-7]; [x A 7] =5 17,
La formule de CDF correspondante est:
O(tfr AL>c = ([r A-r']ivrate) V
([x ATV AL < e); [-7 AT’ vrate) V
([7 A7} AL = c)yvrate V =
(Ttrue A [7]; vraie))
Contrainte de durée critique: ([7] A [P > d) =6 [-7 V =P].
Cette formule est équivalente a O([r] AL < c= [P < d).

Une traduction possible de cette formule dans RI" est

O([riAl<¢)=[z:Pl. 2 <d)
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Cette formule n’est pas une formule simple de RF. Nous donnons alors une autre
formule de RF qui est simple et qui exprime la méme propriété (ensemble de
trajectoires). '

O([r] AL =c)=>[z:P]. [vraie| A (2 > ¢ —d))

Dans les traductions ci-dessus, nous considérons uniquement le cas ¢ > 0. Lorsque
¢ = 0, toutes les formules des fragments identifiés faisant partie CoD dégénérent en
vrate.

7.6 Traitement de I’exemple du briileur a gaz

Nous rappelons que les exigences et le systeme de contréle du brileur ¢ gaz sont
exprimés en CoD de la maniere suivante:
Reqg-1

0> 150 = 25/fuite§é
Des-1
O([fuite] = £<1)
Des-2
O(((Offuite] ); (O ~fuite] ); (O fuite])) = € = 30)

Nous montrons que nous pouvons les décrire dans CDF et RF. En effet Reqg-1 peut
étre décrite en RF par:

[ > 150 = [z : fuite][vrate] A 252 <1

—=

Mais cette formule n’est pas simple; par contre elle peut étre transformée en une
formule équivalente qui est simple. Cette formule est la suivante:
O =30 = ([z: ~fuite][vraie] A z > 29))

Les formules Des-1 et Des-2 sont décrites respectivement dans CDF par:
O([fuite] Al > 1 = [fuite] Al < 1; [—fuite]: vrate)

O(T fuite Al > 30 = ([—~fuite] Al = 30;vraie V vraie)
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7.7 Le probléme de vérification

Si D est I’ensemble des trajectoires du systeme (de contréle) et R l’ensemble des
trajectoires exprimant les exigences, le probléme de vérification consiste & contrdler
si D € R est vraie ou non. Nous montrons dans cette partie que lorsque D et R
sont représentées comme deux formules pp et ¢ respectivement dans CDF et RF, le
probléme de vérification si [op] C [¢r] est réductible au probléme du langage vide
dans les automates & intégrateurs.

Dans CoD, aussi bien D que R sont exprimées en utilisant deux formules ¢p et
©R, le probleme considéré ici sera de prouver la validité de 'implication wp = ©g.
En général, dans CoD ou DIL une implication ¢ = ¢’ est plus forte que I'inclusion
[l < [#]-

Nous pouvons voir cela en considérant par exemple la formule de CDF

ep=0(TrAL>1= ([t AT} AL =1);vraie)
et la formule de RF
er=0(Tr Al >0= [x Ax'];vraie)

Alors, [¢p], est 'ensemble des trajectoires telles qu’a chaque unité de temps si «
change de fausse a vraie alors 7 A 7’ est stable pour au moins 1 unité de temps; [¢r]
est I’ensemble des trajectoires telles qu’a chaque unité de temps si = change de fausse
a vraie alors 7 A 7’ est stable pour une durée non nulle. Il est clair que [¢p] C [r].-
Puis d’autre part, soit p une trajectoire satisfaisant continuellement 7 et ou —7' est
vraie partout sur l'intervalle [0,1[. Alors, (p,0,1) = ¢p A =@r, et par conséquent,
p ne satisfait pas I'implication ¢p = ¢gr. En effet ¢op est vraie car la partie gauche
de I'implication est toujours fausse vu que l'intervalle auquel nous nous intéressons
n’est pas supérieur a 1, donc £ > 1 est fausse. Par contre pg est fausse car & I'instant
0, = devient vraie et reste stable durant un temps non nul (donc la partie gauche de

I'implication est vraie), mais la partie droite est fausse car [7 A 7'] est fausse vu que
-7’ est vrale sur [0, 1].

=

Puisque, l'inclusion de comportements est communément utilisée pour
Vimplémentation, nous nous intéressons dans ce chapitre au probleme de la vérifi-
catlon que nous avons décrit ci-dessus, c’est a dire contréler que [¢p] C [¢r] .

Nous présentons les étapes de la réduction de ce probléme de vérification au prob-
leme du langage vide pour les automates a intégrateurs. Nous avons défini les langages
reconnus par des automates a intégrateurs comme des ensembles de trajectoires con-
tinues a droite. Donc nous montrons que le probleme de vérification [pp] C [¢r] peut
étre résolu en considérant uniquement les trajectoires continues 3 droite.
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Par induction sur la structure des formules de DIL, nous pouvons montrer que
V'interprétation d’une formule de DIL dans un intervalle d'une trajectoire ne dépend pas
des points isolés. Donc, pour toute trajectoire p nous pouvons trouver une trajectoire
continue & droite p’ telle que 'interprétation de chaque formule de DIL dans chaque
intervalle le long de p ou le long de p’ donne le méme résultat. Par conséquent, nous
obtenons le résultat suivant:

Proposition 7.7.1 Pour toutes formules p et ¢’ de DIL, [¢] C [¢'] st et seulement si
[l € I¢T,-

Alors, nous construisons deux automates & intégrateurs H; et Hy tels que,
lepl,, = T(Hi) et [erl,, = T(Ha), on [¢],. dénote I’ensemble des trajectoires
continues & droites qui ne satisfont pas ¢. Donc, nous avons [e¢p].. C [¢r],. si et
seulement si 7 (H;) N T(H,) = 0, lequel est équivalent au vide de I’automate produit
de H; et Ha.

7.7.1 Formules de spécification de systémes de contréle

Nous présentons dans cette partie la construction d’un automate a intégrateur recon-
naissant toutes les trajectoires continues a droite satisfaisant une formule de CDF. En
fait, il suffit de considérer seulement les formules de CDF qui sont des conjonctions de
formules de la forme

D A (£ >¢) = ) (7.3)

Nous pouvons montrer que toute formule de CDF est équivalente & une autre
formule de la forme(7.3); en effet dans le cas ol nous avons la formule O(r A (£ >
c) = )
nous pouvons la remplacer par la formule suivante qui est une conjonction de deux
formules ayant la forme 7.3:

O(Tr A(£>c¢) = ) A
D(r AL > ¢) = a.([F1: T ((A&)s - (35 7] (A5 [T s Tl (pn Ap Az <
c));vrate).

—

Nous commencerons par définir pour toute formule de CDF o une formule équiva-
lente dénotée ©* qui servira a la construction d’un automate a intégrateurs reconnais-
sant [[(1‘9]]70'

Nous débuterons en considérant le cas simple d'une formule de CDF ¢ de la forme
O(Tr A (£ > ¢) = ¢), ou ¢ est donnée par:
[T 7). (1 AE)s [ Rale (e A En):vraie) - ) (7.4)
N e’ e e’
Phase 1 Phase n
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Soit p une trajectoire et a € IR»o un instant (un point du temps) ott Ir est vraie. Par
définition, si p satisfait la formule ¢, alors ¢ est satisfaite par tout intervalle [a, b] tel
que b > a+ c. Supposons que ¢ > 0, puisque ¢ est sans-enchevétrement, seulement les
trois situations suivantes peuvent arriver:

1. La phase n commence (strictement) avant et se termine avant ou a a + c.

2. La phase n commence (strictement) avant et se termine (strictement) aprés a +c.

3. La phase n commence exactement a a + c.

En effet si 'on se souvient de la condition de sans-enchevétrement, elle implique
que pour un intervalle fixé [a,b] ou ¢ est vrale, il y a une séquence unique de points
qui délimitent les phases 1 a n — 1. A partir de cela, il est clair que la phase n — 1
ne peut se prolonger au dela de a + ¢, puisque dans ce cas nous pouvons trouver un
intervalle de longueur supérieure a c dont la fin est dans cette phase. Par conséquence,
cet intervalle ne peut contenir la phase n, et par conséquent, il ne satisfait pas ¢.
Dans le cas de ¢ = 0, le méme raisonnement permet de déduire que si n > 1, alors ¢
est équivalente a fausse.

Donc, étant donnée une formule sans-enchevétrement ¢ (de la forme 7.4), nous
définissons une formule ¢%_ qui reflete les situations discutées ci-dessus.
Lorsque ¢ = 0, ¢3, = si n > 1 alors fausse sinon ¢.
Pour ¢ > 0, la formule ¢%. caractérise les trois situations évoquées ci-dessus et est
définie comme suit:
Soit ¢; = t. ¢ et supposons n > 1 (si n = 0 alors ¢3, = vraie). Etant donnée une
constante ¢, nous définissons la formule ¢3 . comme une disjonction des trois formules
$1, P2, et d3 qui refletent les différentes situations possibles que nous avons énuméré
ci-dessus. @1, @9, et ¢3 sont telles que:

1. ¢ est obtenue a partir de ¢; en remplacant ¢, par &, A (t < ¢),
2. ¢; est obtenue a partir ¢; en remplagant [T, : T,]. (ta A &njvraie) par

(Z0 : Tl (i A (8= €); i Abn A (t > ¢);vraie),

3. @3 est obtenue a partir de ¢; en remplagant £,_; par {,_1 A (t = ¢), et &, par
En N (t>c). -
(Sin =1 la disjonction ¢3 est omise.)

Nous avons donc le résultat suivant:

Lemme 7.1 Soit ¢ une formule sans-enchevétrement de la forme (7.4), p une trajec-
toire et a € IRyo.

Alors, Vb > a + ¢. (p.a,b) = o si et seulement si Vb > a + c. (p,a,b) = 6%, [
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Par conséquent, nous obtenons [O(1r A ({ > ¢) = 0)] ., = [O(Tr A (£ > ¢) = ¢3,)]
Nous considérons maintenant un cas - plus général de formule de CDF
@ =0Tt A€ >c)= Vi, ¢i) . Sinous dénotons par ¢~ la formule O(Tr A (£ > ¢) =

=1(0:)5). Cette définition se généralise directement pour la conjonctions de for-
mules.

(re)’

Nous prouvons ensuite que les formules ¢ et ¢* caractérisent le méme ensemble de
trajectoires. Il est facile de voir que chaque intervalle qui satisfait ¢3 ., satisfait aussi
¢. Par conséquent [¢*] C [¢].

Dans ce qui suit nous donnons la preuve de I'inclusion [¢] C [¢], cette inclusion n’est
pas aussi triviale que la précédente.

Soient p une trajectoire, et a € IR»¢ telles que chaque intervalle [a,b] de p avec
b > a + c satisfait la formule V., ¢;. nous montrons qu’en effet, il existe une formule
o€ {¢1,+, 0.} qui est satisfaite par tout intervalle [a, b] avec b > a + c.

Il est & noter que puisque nous avons une variabilité finie des trajectoires, pour
tout intervalle fixé fini I d’une trajectoire p, il existe ¢ € IRq tel que I peut étre parti-
tionné en intervalles de longueurs € ou toutes les fonctions caractéristiques de formules
d’états par rapport & p sont constantes. Plus encore, puisque les contraintes de durées
sont linéaires, nous pouvons montrer que pour toute contrainte £, une association de
position Z, une formule d’association v et a € IR>o, il existe un € € IRy, tel que, pour
tout 0,8 €]0,¢€[, (p,a,a+0) Ez1, & si et seulement si (p,a,a +0) =1 &.

Considérons un intervalle [a,b] avec b > a + ¢ qui satisfait une formule ¢ €
{é1," -+, 0n}. Nous rappelons encore que puisque ¢ est sans-enchevétrement, les points
auxquels les variables dans &y,---, 7, sont initialisées sont complétement déterminés
par a. Il découle des observations décrites ci-dessus. qu’il existe b > a + ¢ tel que soit

Vb €la+ ¢, b]. (p,a,b) |E 6 ou bien V¥ €la+ ¢, b]. (p,a,b) ¥ &.

Par conséquent si la disjonction Vi, ¢; est satisfaite par tout intervalle [a, b] avec
b > a+ c, il existe nécessairement ¢ € {¢1,--+,9,} et d > a + c, tels que tout in-
tervalle [a, b'] avec b’ €]a + ¢, d[ satisfait ¢. Puisque les ¢; sont queue-sans-contrainte,
cela implique que tout intervalle [a,b] de longueur > ¢ satisfait ¢. En utilisant le
lemme 7.1, nous en déduisant que tout intervalle [a,b] de longueur > ¢ satisfait ¢%..
D’ott nous obtenons que O(Tr A (£ > ¢) = Vie, 0:) et O(Tr A (L > ¢) = Vin (d:)5.)
sont équivalentes. Finalement, nous pouvons voir que pour toute formule de DIE,
le A @'l = [¢] N [¢]- Donc, nous obtenons le résultat suivant:

Lemme 7.2 Pour toute formule ¢ de CDF, [¢] ., = [¢"],4- =
Considérons une formule de CDF avec o = T(Tr A ({ > ¢) = VI, 94),

" =0(Tr AL > c¢) = VL, ¢)) et une trajectoire p. Par le Lemme 7.2, prouver que p
satisfait ¢ est équivalent a prouver que p satisfait »*. Comme nous ’argumentons dans
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la justification de ce lemme si p satisfait ¢, pour tout point a oul Jr est vraie, il existe
une formule ¢ € {¢1, -, .} et un point d > a +c, tels que @3 est satisfaite par tout
intervalle [a,b] avec & €]a + ¢, d[. Nous rappelons que ¢35 peut étre une disjonction
de trois formules (lorsque ¢ > 0). Il faut noter dans ce cas, que ces formules sont
en exclusion mutuelle. Donc, nous en déduisons qu’afin de vérifier qu'une trajectoire
p satisfait ¢, nous devons trouver pour tout point a ou 7 est vraie, une formule
¢ c{dh, -, } et d > a+ c, telles que @' est satisfaite par tout intervalle [a, d]
avec b €]a + ¢, d[. Maintenant, pour une formule fixée ¢’ et un point d, nous devons
contréler la vérité de ¢ pour une infinité d’intervalles, tous les intervalles [a, b] avec
b €la+ec,d[. La solution de ce probléeme est donnée par le prochain lemme qui énonce
qu’il suffit de considérer seulement I'intervalle [a,d] et de contréler une propriété plus
forte qui est décrite dans ce lemme.

Lemme 7.3 Soient ¢ une formule de CDF avec ¢* = O(fr A (£ > ¢) = ViZ; ¢:), et
p une trajectoire continue a droite. Alors p satisfait ¢* si et seulement si pour tout

a,b € Ry tels que (p,a,b) = Tr, il existe d € Ryo avec d > a+cet ¢ € {¢1,"*, bm}
tels que

o sid =t [T 7] (- [Tn i Tl (o A& A(E < c);vrate)---), alors il existe
ar, -+ ,an41 € IR>p avec a = a;, une association de positions 7 satisfaisant
I(t) = a3, ¥j€{1,---,n} Vo € T;. I(z) = a; et une association de formules
d’états v satisfaisant Vj € {1,---,n}. y(Z;) = 7; tels que

1. Vje {1 e 7n}' (pfajta'j+1) *ZIW Hj A€j7
2. (pa anaan+1) 'ZI,"/ t S c,

osi g =1t [T : T (- [Fn: Tl (a At = Cipn A& A(E > c)ivrate) ),
alors il existe ai,-++,a,41 € Ryo avec a = a1, T satisfaisant I(t) = a1, Vj €
{1,---,n}. V2 € 7;. I(x) = a; v satisfaisant Vj € {1,---,n}. v(Z;) = 7; tels que

1. \V/] € {1 N 1} (pvajvajﬁ-l) ':I,’Y K /\5_]7
2. (ﬂ,an, an+1) }:I."/ JIA (t = C)

3. Vu E]an+1: d[ (P~ an—i-ltu) FI,“{ 227 A ény —
® si ¢ =1, [51 : 7?1] ( L [:l_;n—l : 7?71_1]. (/Ln_1 A én——l A (t = C),
[Zn : ®rl. pa AELA(E > ¢);uraze) - - +), alors il existe aq, -+ -, an € IR0 avec a = ay,
T satisfaisant Z(¢) = a1, Vj € {1,---,n}. Vo € &;. Z(z) = a; et ~ satisfaisant

y(Z;) = 7; tels que

LVye{l,---,n—=1}.(p,a;,a;41) Fry 45 A&,
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2. (pyan-1,an) EzHt=cet
3. Yu €lan, d[. (p,an,v) Bz tin A&n,

Puis dans ce qui va suivre nous montrons en utilisant le Lemme 7.3 que pour
une formule donnée de CDF ¢ avec ¢* = O(Tr A ({ > ¢) = VI, ¢;), nous pouvons
construire un automate H qui reconnais [¢],,. Pour des raisons de présentation, nous
supposons que les @; ne contiennent pas de sous-formules de la forme 6. Le cas général
n’est guere plus difficile, mais il n’est pas tres pratique a présenter. Cet automate
consiste en deux parties. La premiere, que 1'on appelle partie d’attente, trouve le
prochain point auquel Tr est vraie. Lorsqu’un tel point du temps a (instant) est
détecté, 'exécution de H passe dans la seconde partie de I’automate, appelée la partie
recherche non déterministe, ol il trouve de maniére non déterministe ¢ € {1, -+, ¢}
et d > a + ¢, tel qu’une des situations décrits par le Lemme 7.3 est appliquée a
Pintervalle [a, d] et la formule ¢. La condition de sans-7-alternation assure que durant
cette procédure, il n’y a pas d’autres points ou 'on a 7r vraie. Lorsque cette procédure
termine, cette exécution revient a la partie d’attente de H, sauf si un nouveau point
ou Ir est vrale est immédiatement détecté, dans ce cas il réentre directement dans la
partie recherche non déterministe. Les nceuds initiaux de H sont les nceuds —r-noeud
de la partie d’attente et les nceuds cibles des transitions w-dangereuses de la partie
recherche non déterministe. Tous les noeuds sont accepteurs, par conséquent H est un
graphe a intégrateurs.

Afin de présenter dans les détails la construction de H, nous avons besoin
d’introduire quelques notions. Etant donnée une formule d’état = nous appelons un
neeud ¢ un 7-neeud, si II(g) = 7 et nous dirons qu’une transition est 7-dangereuse si
c’est une transition partant d’un nceud —-#-nceud vers un nceud w-nceud.

La partie d’attente contient pour chaque état s € 27 un nceud étiqueté par s et
un invariant égal a vraie. Toutes les transitions entre les nceuds sont permises sauf
les transitions w-dangereuse. Les pentes d’évolution des variables dans cette partie de
l'automate ne sont pas importantes. -

Les transitions qui sont 7-dangereuse vont de la partie d’attente vers la partie
recherche non déterministe. La structure de la partie recherche non déterministe est

induite par les formules ¢; apparaissant dans . Considérons par exemple la formule
suivante:

to & W) (T8 A &)y [Tn s Tl ([60] A (= ¢)i [6n] ANEn A (t > ¢);vraie)---
Phase 1 Phase n Phase n + 1




§7.7 : Le probléme de vérification 141

La partie recherche non déterministe associée & cette formule est représentée dans
la figure 7.1. Le graphe qui la représente est construit de la maniére suivante: nous
associons a chaque phase ¢, avec ¢ € {1,---,n}, un graphe complet ol les nceuds sont
étiquetés par tous les états possible satisfaisant la formule d’état correspondante. A la
phase n 4 1, nous associons deux tels graphes étiquetés par soit §, A7 ou bien 6, A =.
Tous les noeuds de ces deux graphes sont connectés.

Chaque nceud dans le graphe associé avec la phase ¢ est en relation avec tous les
noeuds de la phase :4-1 par une transition qui est gardée par la contrainte correspondant
a la phase ¢ et qui remet a zéro les variables introduites pour la phase ¢ + 1. La
pente d’évolution de chaque variable  qui est liée dans une formule d’état =, est 0
(respectivement 1) dans tout —7-nceud (respectivement 7-nceud). Les noeuds dans les
graphes correspondant a la phase n+ 1 ont &, comme invariant; tous les autres nceuds
ont ¢ < ¢ comme invariant.

La partie recherche non déterministe est connectée avec la partie d’attente comme
suit: chaque nceud du graphe étiqueté par &, A 7 a une transition vers tous les nceuds
de la partie d’attente de ’automate; les nceuds du graphe qui sont étiquetés par 6, A—7
sont connectés aux nceuds —m-neeuds de la partie d’attente et tous les nceuds du graphe
de la phase 1.

Figure 7.1: Recherche non déterministe

Nous avons expliqué la construction de la partie recherche non déterministe cor-
respondant & une des formes possibles que ¢ peut prendre. D’autres formes peuvent
étre considérées de maniére similaires. Nous obtenons alors le résultat suivant:

Théoreme 7.1 Pour toute formule de » de CDF, nous pouvons construire un graphe
a intégrateur H tel que 7 (H) = [¢], . 0
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7.7.2 Formules d’exigence

Nous montrons dans cette partie que pour toute formule ¢ de RF, nous pouvons
construire un automate & intégrateur reconnaissant toutes les trajectoires continues a
droite qui ne satisfont pas .

Pour commencer il faut observer qu’en général, [o1 V ¢2] (TC) est différente
de [¢1], U [#2](,)- Par exemple, [¢ = 0]. [[vrazell,. 0 tandis que
[(£=0)V vraze'l(]] (rc) €St Vensemble de toutes les trajectones (contmues & droites), en
effet car dans le cas de la disjonction nous avons tous les intervalles (ponctuelle ou non).
Par conséquent, [¢1 V ¢2],,) est en general différente de [61],,. (re ('1 [[052]] - Néanmoins,
puisque pour toutes formules p et ' de DIL, [(Op) V (O¢')] .y = [Dgo)]] TC)UIIDQD)]] (re)?
nous pouvons prouver le fait suivant:

Lemme 7.4 Poulf toute formule de DIL
v = Vi A, 0¢l, Tel., = Ny U, 1941, ]

A présent nous donnons le lemme qui est la clef de notre construction. Dans ce
lemme nous énoncons que la classe des formules fortement sans-enchevétrement est
fermée par complémentation.

Lemme 7.5 pour toute formule o de DIL* fortement sans-enchevétrement, il existe
une formule de DIL* fortement sans-enchevétrement qui est congruente a —¢. n

Preuve 7.4 Dans cette partie nous prouvons le lemme 7.5, qui représente
Iobservation clef qui permet la construction d’un automate a intégrateur reconnais-
sant I’ensemble des trajectoires continues & droite ne satisfaisant pas une formule ¢ de

RF donnée.

Soit ¢ une formule fortement sans-enchevétrement. Pour des raisons de clartés,
nous supposons qu’il n’y a pas de formule de la forme Jr apparant dans ¢. Le cas »
général est similaire. Pour prouver le lemme, il suffit de le montrer vrai pour ¢, avec
¢ sous 1'une des formes suivantes:

1. [fl :7?1]‘ ((1—511 /\51)5 ,[fn : ﬂ_:n]- ”‘Sn-l /\én) )
2. [ W) ([B] A &) 5 (@ s Tl ([8a]50raie) - -0,
3. (@A) ([6L] AE)s o5 (@ Rl ((T00) Al A (L = €))yvraie)--+).

Nous considérons trois cas.
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1. Cas ¢ est de la forme [Z7 : 71]. (([61] A &);- ,[fn Tl ([6n] Aén)--).

La formule ¢; V ¥3 V 93 de DILT, o1 les 1;’s sont définis ci-dessous est congruente
a —o.

P = ?=_11 ([6115 -5 Té:]; [=éi A —6;41];vraie) V
[—61]; vrate V
[611; -+ [6a]; [26n]; vrate

Yy = \/”_1 [5 Tl (Té1]; -5 [@ic s M) ([6ioa]s
(@i 7] (([8:] A —&); [6iga]; vraie)) - - )

—

Ys= [T T] (T60]i 5 [Frr t Fucal ([6nma 3 [F 2 Bal. ([8a] A —6R)))

2. Cas ¢ est dela forme [#1 : T1). (([61] A é1);- -5 [Zn i Ru). ([6n];vraie)---).

La formule ] V ¥, de DIL* ou ¢] est défini comme ci-dessous et 2, comme ci-
dessus, est congruente a —¢.

1= Vig ([&:05- 5 [6]1: [28: A =6ipa]; vrade) v

[—61]; vraie

3. Cas ¢ est de la forme
[&1 2 7] (([61] A&a)s- s [fn 7l (([6n] A &n A (€= c));vrade) - --).

La formule ¢} V 1, V 45 V ¢4 de DIL*, ol ¥} et v, sont comme ci-dessus, by et ¥y
sont définis comme ci- dessous est congruente a —o.

by = [b1]i 3 [6naals ([6a] A (€ < €)); [-6,]5 vraze

e = [T T ([6:]; 5 [Famr  Tpa]s ([60a];
[i‘n : ﬁn] (l—é ] ( = ) —'én)7wa2’e))

Notre construction est basée sur le fait qu’étant donnée une formule de DIL*,
nous pouvons définir un automate a intégrateurs qui pour toute trajectoire p devine
de maniere non déterministe le commencement d’un intervalle dans p qui satisfait ¢.
Lorsqu’un tel intervalle est trouvé, 'automate passe dans un nceud accepteur.

Nous obtenons alors le résultat suivant:
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Proposition 7.7.2 Pour toute formule » de DILT, nous pouvons construire un Al
(automate @ intégrateur) H tel que Ja,b € Rxo. (p,a,b) = ¢.

Pour illustrer comment ’automate H est construit, nous commencons par consid-
érer une formule ¢ qui est définie comme

@y m] (6] A &) [En s Tl ([8] An)) )

L’automate correspondant H est représenté dans la figure 7.2. Il a un nceud accepteur,
marqué par un double cercle. Ses états initiaux sont marqués par des fléches verticales.
Pour tous les nceuds de H, nous avons I'(¢) = vraie et pour toute variable z qui est
liée & 7, d(q,z) = 1 s1 [I(g) = 7 sinon 9(q,z) = 0.

@ilz()/il\fgzo 5“:0:6%:
U 51 577,—1 én

Figure 7.2: L’automate de ’ensemble des trajectoires ayant un intervalle satisfaisant

¢

!

Soit ¢ = Vi AjZy Ol = #(;;) une formule de RF. Par le Lemme 7.4,
Tel.. = N, Uiz, 77, ot les T sont les ensembles des trajectoires continues a droite
p, telles que Ja,b € Ryo. (p,a,d) E @) A ;. ;- Plus encore, puisque les ¢y ;) sont
des formules de DIL™ et par le lemme 7.5, les ﬂgo’(i, ;) sont congruentes aux formules de
DIL*. Donc toutes les formules o(; j A =(, ;) sont congruentes aux formules de DIL*.
Par conséquent, en utilisant la proposition 7.7.2, nous obtenons le résultat suivant:

Théoréeme 7.2 Pour toute formule ¢ de RF, nous pouvons construire un automate
a intégrateur H tel que T(H) = [¢]... o

-z

7.7.3 Discussion

Les constructions que nous avons présenté précédemment sont basées sur certaines
conditions que nous avons considéré dans les définitions des formules de CDF et de
RF. Nous montrons dans ce qui suit que sans ces conditions, les constructions que nous
avons présenté sont en général impossibles. En effet, nous exhibons des exemples de
formules qui violent ces conditions et telles que pour ces formules nous avons besoin
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d’automates ayant un nombre infini de variables. Les exemples que nous donnons sont
inspirés par un exemple donné dans [AD94] pour montrer que la classe des langages
temporisés réguliers n'est pas fermée par complémentation.

Commencons avec le cas des formules de CDF. Considérons la formule suivante:
o1 =0 A (£>1) = ([vraie] A€ =1); [-7];vraie).

Clairement, cette formule n’est pas dans CDF puisqu’elle n’est pas sans-7-alternation.
Elle exprime la propriété que lorsque 7 change de fausse a vraie, alors apres exactement
une unité de temps, 7 est fausse. Un automate qui reconnait cette propriété doit étre
capable de garder la trace de tous les instants (points du temps) out I est vraie dans
la derniere unité de temps. Puisque dans un intervalle de longueur 1 unité de temps,

le nombre d’instants ou fr est vrale est non borné, un nombre infini d’horloges est
alors nécessaire.

La prochaine formule que nous considérons est
02 = O(Tvrate A (€ > 1) = ([vraie];z. ([Pl;z = 1)) V ([vraiel; [-P])).

Alors, o, n’est ni sans-enchevétrement ni queue-sans-contrainte. Une trajectoire p sat-
isfait 3, si pour tout b > 1 avec P presque partout vraie dans un voisinage précédant
b, il y a un intervalle commengant a b — 1 qui satisfait [P]. Afin de contréler cette
propriété 'automate doit enregistrer tous les intervalles (maximaux) dans la dernieére
unité de temps qui satisfont [P]. Puisque le nombre d’intervalles est non borné, donc
un automate avec un nombre fini de variables ne peut pas reconnaitre 2], ..

A partir de ces exemples, nous pouvons en déduire que pour les formules de spé-
cification la condition de w-alternation est nécessaire en général, aussi bien que la
combinaison de formules sans-enchevétrement et de formules queue-sans-contrainte.

Par contre, il n’est pas clair si chacune des ces derniéres conditions est nécessaire par
elle-méme.

Considérons le cas des formule de RF. Considérons la formule
w3 =0 > 2 = vraie; z. ([7]; 2 = 1; [7];vraie)). -

Cette formule n’est pas dans RF puisque la partie droite de son implication n'est pas
sans-enchevétrement. La formule 5 exprime la propriété que dans chaque intervalle
de longueur supérieure ou égale a 2 il existe deux intervalles satisfaisant [7] et qui
soient séparés par une unité de temps. Donc pour accepter une trajectoire p qui falsifie
(3, un automate doit trouver un intervalle [a,b] avec b — a > 2 tel que pour chaque
intervalle [¢,d] C [a,a + 1] satisfaisant, [7], 'intervalle [c + 1,d + 1] satisfait [-7].
Cela implique qu'un tel automate est capable d’enregistrer tous les sous-intervalles
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de [a,a + 1] qui satisfont [7]. Puisque le nombre de ces intervalles est non borne, il
nécessite par conséquent un nombre infini d’horloges.

Donc la condition de sans-enchevétrement dans la partie droite des implications
dans les formules de RF est nécessaire. Pour la construction que nous présentons, nous
avons imposé une forte condition sur ces formules, cette condition est dite fortement
sans-enchevétrement. Notre motivation est de donner un fragment de DIL* qui est
fermé par complémentation. De cette maniere nous pouvons alors réduire le probleme
de la construction d’un automate dont les trajectoires falsifient la formule de RF,
au probléme de la construction d’un automate de trajectoires ayant un intervalle qui
satisfait une formule de DIL*, lequel automate peut étre construit facilement. Nous
pouvons donner une construction sans passer par cette étape intermédiaire, elle permet
de considérer des formules d’exigences ou nous n’imposons que la condition de sans-
enchevétrement.

7.8 Résultats de décidabilité

Dans cette partie nous essayons de voir si les problemes de vérification qui nous in-
téressent sont décidables ou non. Les problémes sur lesquels notre intérét s’est porté
concernent la vérification de systemes hybrides décrits a I’aide de formules de CDF par
rapport & des spécifications définies par des formules de RF. Nous considérons aussi
les problemes de satisfaisabilité et de validité des formules de RF.

Nous avons montré dans la section précédente que le probleme de vérification de
formules de CDF par rapport a des formules de RF. peut étre réduit au probleme du
langage vide d’un automate a intégrateurs. Les automates que nous considérons ont
comme condition d’acceptance la 1-acceptance, par conséquent le probleme du langage
vide sur ces automates est équivalent au complément du probleme d’atteignabilité
des graphes & intégrateurs. Le probléeme d’atteignabilité est en général indécidable
[Cer92, HK94, Kop95a], néanmoins, quelques sous-classes de graphes & intégrateurs
ont été identifiées pour lesquelles ce probleme est décidable [ACD93, ACH93, KPSY93,
BER94d, BR95]. En utilisant certains de ces résultats, nous montrons que le probleme
de la vérification de formules de CDF par rapport & des formules simples de RF
est décidable. Cela implique donc que le probleme de la vérification de systémes de
contrdle de CoD par rapport a des exigences de CoD est décidable.

Plus encore, nous montrons que le probleme de la validité de formules de RI® est
décidable alors que le probleme de satisfaisabilité de telles formules n’est méme pas
récursivement énumerable.

Commengons par considérer le probleme de la vérification. Tout d’abord par ob-
server que pour toute formule ¢ a temps pure de CDF ¢, le graphe a intégrateurs
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reconnaissant [io],, obtenu par la construction de la section 7.7.1 est en fait un graphe
temporisé. '

Plus encore, pour toute formule simple v de RF, la construction décrite dans la partie
7.7.2 donne un automate a intégrateur simple qui reconnait les trajectoires falsifiant
.

En effet, soit » = AL, O(¢; = ©]) une formule simple de RF. L’automate que nous
construisons est 1'union d’automates, tels que chacun d’eux reconnait Pensemble des
trajectoires pour lesquelles il existe un intervalle fini satisfaisant 1; A —%.. Un examen
des formules sous la forme canonique qui sont équivalente & ¥; A —p! (voir en particulier
la complémentation de formules fortement sans-enchevétrement dans la preuve 7.4),
montre que ces formules sont disjointes 1a ol il y a au plus une contrainte qui n’est
pas une horloges-contrainte-simple dans chacune de leurs disjonctions. Plus encore,
cette contrainte est de la forme 0 ~ 37, kiz; ~ d, avec ~€ {<, <}, ks € IN et d € IV.
Par conséquent, les automates correspondants obtenus par notre construction sont des
automates a intégrateurs simples.

Nous pouvons voir aussi que le produit de graphes temporisés avec un automate
a intégrateurs simple est un automate & intégrateurs simple. Donc le probleme de la
verification de formules de CDF & temps pur et plus génerallement pour conceptions
decrites & I'aide d’un graphe temporisé par rapport a des formules simples de RF, est
réductible au probleme d’atteignabilité pour un graphe & intégrateurs simple. Nous
pouvons alors déduire & partir du résultat énoncé dans [ACH93] que ce probleme
d’atteignabilité est décidable. Donc, nous obtenons le résultat de décidabilité suivant.

Theorem 7.8.1 Le probléme de vérification pour les formules de CDF ¢ temps pur (de
maniere plus générale pour les graphes temporisés) par rapport auz formules simples

de RF, est décidable.

D’apres la proposition 7.5.3 et le theorem 7.8.1, nous obtenons le résultat de dé-
cidabilité suivant.

Corollaire 7.8.1 Le probléme de la vérification pour les formules de conception de

systemes de controle en CoD par rapport auz formules d’exigence décrites en CoD est
décidable.

Nous considérons les probléemes de validité et de satisfaisabilité des formules de
RF. Puisqu’une formule est valide si et seulement si elle est satisfaite par toutes les
trajectoires continues a droite et puisque I’ensemble de toutes les trajectoires contin-
ues a droite peut étre défini par un graphe temporisé, nous obtenons alors comme
conséquence du théoreme 7.8.1 le résultat suivant.
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Corollaire 7.8.2 Le probléeme de validité de formules simples de RF et par conséquent
des formules de spécification de propriétés d’exigences de CoD, est décidable.

Nous pouvons prouver que le probleme de validité de toutes les formules de RF
est décidable par réduction a un probleme de programmation linéaire. D’autre part,
nous pouvons montrer que le probléeme de divergence (complémentaire du probleme
de l'arrét) d’une machine a 2 compteurs déterministe est réductible au probleme de
satisfaisabilité de formules de RF Nous avons donc le résultat suivant:

Theorem 7.8.2 Le probléme de validité des formules de RF est décidable alors que
leur probléme de satisfaisabilité est indécidable (TI9-hard).

Preuve 7.5 Soit M une machine a deux compteurs déterministe avec deux compteurs
C1, Cq et n instructions de programme numérotés de 0 a n — 1. Nous supposons que
les instructions numérotées par 0 et n — 1 sont respectivement ’instruction de début
et 'instruction de fin. Nous supposons aussi que l'instruction de début est exécutée
une seule fois.

Une configuration de la machine est représentée par un triplet (7,c¢y,c2), ou ¢ est le
nombre d’instructions qui vont étre exécutées prochainement, ¢; et ¢, sont respective-
ment les valeurs des compteurs C; et Cy. Une exécution de M est une séquence de
configurations. Nous supposons sans pour autant que soit une restriction que lorsque
M exécute son instruction fin, elle entre dans une boucle infini.

Nous définissons une formule ¢ de RF laquelle est satisfaisable si et seulement si la
machine M est divergente, c’est & dire que la machine n’exécute jamais l'instruction
n — 1. Pour cela, nous représentons les exécutions de M comme des trajectoires
partitionnées en intervalles délimités par la valeur vraie de la formule TR pour une
proposition spéciale R. Nous utilisons des formules d’état exclusives 7q,---, 7, pour
indiquer 'instruction sous considération, nous utilisons aussi deux propositions spé-
clales ()1 et )2 dont les durées code les valeurs des deux compteurs de M. Nous
réalisons cela de la maniere suivante:

Une configuration (i, ¢, ¢2) est codée par un intervalle qui satisfait la formule

TRA[RAT]; [RA /\7,1=1 -7;]; 1R
| S —— J
Phase 1 Phase 2

et telle que ¢y (respectivement ¢;) est égale a la durée de () (respectivement ();) dans
la Phase 2.

Done, la formule ¢ est la conjonction de cing formules @init, Yewel, Pinvs Pprog €t
Vdiv, qui sont présentées ci-dessous.
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La formule ;s exprime le fait que la premiere instruction exécutée est 'instruction
0 et que initialement les compteurs sont & 0. Par conséquent, la formule ;,;; est la
conjonction de deux formules ¢}, et ©2 . ol ¢! .. est donnée par

O((foraie A £ > 0) = ([ro A R];vraie))

et 7 ., est donnée par
O([wo A B1; [-R]; [R] = [0 A R [2i : Qilicy- ([~R] A 21 = 0 Az, = 0; [R]))

La formule ¢.;; exprime le fait que les m; sont mutuellement exclusives. C’est
donnés par

(> 0= [A(~m v A\ =m)])

i=1 j#i

La formule ;,, exprime la relation entre deux configurations consécutives. Elle
consiste en une conjonction A, ¢; ou chaque p; décrit D’effet de I'exécution de
I'instruction 7. Par exemple, si I'instruction ¢ est une incrémentation du compteur
cz et un saut a l'instruction j, alors ¢; est donnée par

O([R A =]; [-R]; [R]: [~R]; [R] =
[R AT [2r s Quliay ([PR]; TR AT (7.5)
[2}, : Qiliai- ([-R] A xy = 225 Awg + 1 =225; [R])))

La formule ¢,,.4 exprime le fait que chaque intervalle codant une configuration est
suivi par un autre intervalle du méme type. Cette formule est donnée par

O(z.(TR A [R): [-R]:y.(TRA 2y > = + 1)) = [R]; [~R]; [R]; [-R]; [R]; vraze)

L’idée ici est que si un intervalle [«, b] code une configuration, alors afin de coder la
prochaine configuration nous avons besoin d’au plus un intervalle de longueur (b—a)+1.
Par conséquent, il suffit d'imposer que dans tout intervalle [b, ¢] avec c—b > (b—a)=+1-
nous devons détecter le début d’une autre configuration.

Finalement, la formule ¢4, exprime le fait que M n’exécutes jamais 'instruction
n — 1. Elle est donnée par

0> 0= [~7y])
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7.9 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre que le probleme de la vérification d’un systeme
de controle décrit en CoD par rapport a des exigences décrites aussi en CoD est
décidable. C’est le premier résultat positif de décidabilité concernant les fragments
de CoD qui ne sont pas propositionnels. Nous avons obtenu ce résultat en établissant
des liens entre ce probleme et le probleme d’analyse pour les automates hybrides.
En effet, étant donnés un systéeme de contrdle ¢ décrit en CoD et des exigences
@y décrites en CoD, nous pouvons construire systématiquement un automate dont
le langage est vide si et seulement si toute trajectoire satisfaisant oy satisfait aussi
©,. Ce résultat est le premier résultat de traduction automatique entre le CoD et
les automates hybrides. Les seuls cas de traductions connus sont des cas d’exemples
particuliers. Plus encore, les résultats positifs de décidabilité que nous avons obtenu
sont les premiers résultats concernant les fragment de CoD a temps dense qui ne sont
pas purement propositionnels.
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L’objectif de ce travail était, d’une part, la mise en évidence de sous-classes de sys-
temes hybrides se trouvant sur la frontiere séparant les systémes décidables de ceux
qui sont indécidables, d’autre part la recherche de nouvelles techniques de vérification
en tenant compte des particularités de ces systemes. Notre principal apport a été de
donner des résultats de décidabilité pour des sous-classes intéressantes de systemes
hybrides qui soient aussi bien spécifiées a 1’aide d’automates hybrides qu’a 1’aide de
logiques de durées, ainsi que 1’établissement de liens entre ces deux approches.

Pour ’approche basée sur les automates hybrides, la plupart des travaux existant ne
considéraient que des systemes ayvant uniquement des variables continues, nous avons
pour notre part commencé par 'addition a ces automates des structures de données
discretes (pile et compteurs), ce qui nous permet d’avoir une meilleur expressivité.
Des lors nous avons raisonné sur le nombre d’occurrences de certains événements, et
par consequent, nous pouvons modéliser des comportements qui ne sont pas forcément
réguliers. En effet nous pouvons décrire des comportements sous-contextes.

De plus nous montrons que pour des sous-classes de tels systémes hybrides le probléme
de la vérification de propriétés d’invariance contraintes est décidable.

Nous avons par la suite essayé d’introduire dans nos systémes des variables -de
contrdles continues autres que les horloges. Nous avons pu voir qu’afin de rester dans
un cadre décidable nous sommes obligés d’avoir des systemes avec des restrictions
tres fortes; en effet pour un intégrateur de controle, nous imposons que les horloges
soient en phases, puis dans le cas d’un intégrateur étendu de contrdle nous avons un
systeme a deux dimension seulement (un intégrateur étendu et un intégrateur). Dans
ce dernier cas (a deux dimensions), ces systémes sont assez restreints mais ils ont un
grand intérét: en effet ce sont les seuls systemes connus pour lesquels le probleme
d’atteignabilité est décidable sans pour autant qu’il n’existe de bisimulation a borne
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finie. Ces systémes sont a la frontiére séparant les systémes décidables de ceux qui
sont indécidables.

Nous établissons aussi des liens entre deux approches de spécification et de véri-
fication de systémes hybrides, celle basée sur les automates hybrides et celle basée
sur la logique de durées. Grace a ces liens il nous a été possible d’extraire un tres
large fragment de la logique de durées pour lequel le probleme de la vérification est
décidable, alors que jusqu’a 14 le seul fragment connu de CoD pour lequel ce probléme
est décidable est le PCoD (partie propositionnelle pure du CoD).

Rappel des principaux résultats de décidabilités

Nous donnons dans le tableau qui suit un rappel de nos principaux résultats ainsi
que des résultats existant, de maniére a avoir une vue trés claire sur la séparation
entre les sous-classes de systémes pour lesquels le probleme d’atteignabilité est décid-
able et les sous-classes de systémes pour lesquels ce méme probléeme est indécidable.
Ce tableau comporte 4 colonnes, la premiére correspond au nom de la sous-classe, la
seconde correspond aux différents types de variables qui interviennent dans ces sous-
classes, la troisiéme correspond aux contraintes qui sont associées a ces systemes et la
quatriéme contient le résultat de décidabilité de ces systémes.

Lorsque le résultat est positif (systemes décidables) la troisieme colonne doit étre vue
comme énoncant des restrictions sinon comme énoncant un relachement. C’est-a-dire
que si pour des systémes indécidables on a des restrictions alors en les enlevant, ces
systemes restent indécidables.
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Nom de la Variables Restrictions Résultat
sous-classe
Systemes Horloges Aucune Décidables
temporisés [ACD93]

STP Horloges + 1 pile Aucune Décidables
[Rob95]
STPCM Horloges + 1 pile +des Aucune Décidables
compteurs monotones
[Rob93]
STPCO Horloges + 1 pile +des Aucune Décidables
compteurs d’observations [Rob95]
Horloges + 1 pile +des Aucune
STPCMO compteurs monotones Décidables
compteurs d’observations [Rob95]
STPVO Horloges + 1 pile + 1 variable systemes larges | Décidables
continue d’observation [Rob95]
1-SIP Horloges + 1 intégrateur systemes larges | Décidables
et simples [Rob95]
Horloges + 1 pile +des
STPCMOV compteurs monotones +des systemes larges | Décidables
compteurs d’observations [Rob95]
+ 1 variable continue d’observation
Horloges + 1 pile +des
STPCMOI compteurs monotones +des systémes larges | Décidables
compteurs d’observations et simples [Rob95]
+ 1 intégrateur
2-dim-GIE 1 intégrateur Aucune Décidables
+ 1 intégrateur étendu [Rob95]
3-dim-GIE 1 horloge larges Indécidables
+ 2 intégrateurs étendus [KPSY93]
4-dim-GIE 3 horloges systemes larges | Indécidables
+ 1 intégrateur étendu [Kop95al
5-dim-STI 4 horloges + 1 intégrateur systemes larges | Indécidables
[Kop95b]

Tableau récapitulatif.
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Applications

Notre travail a aussi un intérét pratique, puisqu’il permet de bénéficier des avan-
tages des deux approches, aussi bien celle qui est basée sur les automates hybrides
que celle qui est basée sur le CoD. Ces résultats permettent de profiter d’une part du
CoD comme un langage de spécification de haut niveau, puis d’autre part de plusieurs
techniques d’analyses existantes concernant les automates hybrides ainsi que la mul-
tiplicité des outils de vérification de tels automates [Yov93, O1i94, DOY94, ACH*95).
Il existe plusieurs systémes de preuves permettant de vérifier les systémes par rapport
a des exigences décrits dans le CoD, il serait intéressant d’intégrer a ces systémes de
preuves nos procédures de décisions, afin de les rendre plus performants.

De plus il serait trés intéressant d’utiliser la logique de durées comme un formalisme
permettant d’exprimer des contraintes temporelles dans des documents multimédias.
En effet, jusqu’a récemment il y a eu une utilisation croissante de formalismes fondés
sur les grammaires pour la description et la manipulation de documents statiques. Ces
formalismes ont facilités la production d’outils puissants d’assistance & la réalisation
de tels documents. Ils ont également fourni une base pour la résolution des problemes
de transformation de documents. Malgré U'intérét croissant dans le multimédia et
la disponibilité d’un certain nombre de systémes pour le développement de systémes
multimédias, il n’existait pas de formalismes pour la description de contraintes tem-
porelles dans de tels systemes. L’unique tentative a été celle de King [Kin94] qui en
se basant sur la logique de Moszkowski [Mos85, All83], montre comment implanter les
fonctionnalités requises dans la norme HyTime [10792, Erf94]. C’est dans ce sens qu’il
serait pratique d’utiliser le fragment décidable de DIL que nous avons mis en évidence
comme formalisme pour exprimer les contraintes temporelles dans des documents mul-
timédias. Car le fragment que nous exhibons est non seulement plus expressif que celui
utilisé dans [Kin94], mais de plus nous avons établis des procédures de décision pour
ce fragment.

Perspectives

Plusieurs perspectives sont envisageables, la premiere d’entre elles est de savoir ce
qui se passe du point de vu décidabilité en trois dimensions (3-dim-GIE) mais avec
deux horloges et une variable linéaire, tout en sachant que pour le cas de trois horloges
plus une un intégrateur étendu ce méme probleme a été montré indécidable [Kop95a)
et que pour le cas d'une horloge et d’un intégrateur étendu nous avons montré que ce
probleme est décidable (voir le chapitre 6).
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Puis dans le cas ou nous utilisons la logique de durées comme un formalisme per-
mettant d’exprimer des contraintes temporelles dans des documents multimédias, il
serait intéressant d’avoir ce que l'on pourrait appeler par la notion d’incrémentalité.
C’est-a-dire comment traiter le rajout d’une nouvelle contrainte entre les médias sans
pour autant avoir a refaire tout le traitement relatif aux contraintes d’origines (pour
lesquelles le traitement a été effectué). En d’autres termes, comment utiliser & bon
profit le résultat d’une analyse déja effectuée lors du rajout d’une ou de plusieurs con-
traintes. Ce probléme est similaire & celui du traitement de la composition paralléle,
qui consiste a savoir sous quelles contraintes il est possible de répercuter sur le systéme
global le résultat des différentes analyses locales.

Il serait aussi tres intéressant d’introduire des structures de données discretes au

niveau de la logique de durées; il faut commencer par introduire la notion de comp-
teurs tels que chacun d’eux est associé a un état (un ensemble de propositions) et
comptabilise le nombre d’occurrences de ce méme état. Il faudrait aussi introduire la
notion de pile au niveau de cette logique de durées, tout en adoptant une sémantique
bien particuliere. Nous pouvons par exemple adopter le fait que les opérations sur la
pile s’effectuent de la maniére suivante:
lorsqu’on a un passage de fausse a vraie d’une proposition particuliére p alors pour
chaque valeur de la téte de la pile nous la remplacons par une chaine du vocabulaire
de la pile.
A P'aide d’une telle extension nous pourrons aussi établir des liens avec les systémes
que nous avons adoptés dans le chapitre 5 (systéemes hybrides munis de structures de
données discretes). Cette extension nous permet d’avoir un formalisme basé sur la
logique de durées qui soit plus expressif.
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