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INTRODUCTION

Les problémes de multiflots constituent une classe de problémes trés représentative des
problémes d'optimisation combinatoire. Tout d'abord leurs applications sont multiples.
Que ce soit en communication, en ordonnancement, en gestion de production, ou dans
bien d'autres domaines encore, on rencontre trés souvent des problémes dans lesquels il
s'agit de tenir compte de la juxtaposition de plusieurs produits sur un réseau quelconque, a
capacité finie. D’une fagon générale, on retrouve des modéles de multiflots, comme sous-
structures, dans de nombreux problémes combinatoires complexes. D'autre part, les
problemes de multiflots ont permis, grice 4 une structure sous-jacente, particuliérement
attractive, de flot simple, d’engendrer des approches de résolution pour certaines classes

de problemes combinatoires.

Les modeles de multiflots se divisent en deux grandes classes : les modéles linéaires et
les modeles non linéaires. Nous nous intéresserons, ici, aux modéles lin€aires qui offrent
déja, un trés vaste champ d'application, et une panophe de méthodes de résolution non

moins diversifiée.

C'est ainsi que nous consacrerons le chapitre I de cette thése A la présentation des
problémes de multiflots, & travers l'introduction de leurs principales formulations et la
description de leurs nombreuses applications. Ce chapitre permettra, en oure, d'illustrer la
différence, et par 12 méme, la difficulté relative des problémes de multlﬂots ‘par rapport aux

problémes de flot simple.

Le chapitre IT est l'occasion d'un état de l'art sur la résolution des problémes de
multiflots. Il faut savoir que, contrairement 3 leurs homologues en flot simple, les
problemes de multiflots, présentés sous forme de programmes lin€aires, sont bien plus
difficiles a résoudre. D'une part, les opérations de pivotage du simplexe, qu'on peut
effectuer directement sur des réseaux de flot simple, ne peuvent plus étre reproduites sur
des réseaux de multiflots. D'autre part, le théoréme des valeurs entidres pour le flot simple
ne se généralise pas au cas des multiflots. C'est pourquoi nous détaillerons, dans un



premier temps, les techniques de résolution concernant les problémes de multiflots dans le
cas continu. Si I'on rajoute une contrainte d'intégralité, quasiment implicite pour ce genre
de problémes, ils deviennent NP-difficiles. Nous présenterons donc, dans un deuxiéme
temps, l'existant des méthodes de résolution pour le cas entier. Ce tour d'horizon
permettra de mettre I'accent sur le déséquilibre énorme entre I'effort de recherche consacré
aux multiflots continus, et celui consacré aux multiflots entiers.

Cette premiére partie nous permettra de dégager une problématique intéressante,
savoir la grande popularité des multiflots entiers, leur extréme difficulté, et
incontestablement le manque flagrant de méthodes résolution efficaces. Partant de 13, nous
avons voulu contribuer 4 I'élargissement du panorama des méthodes de résolution existant
pour le cas entier. Cette motivation s'est concrétisée dans le cadre d'un cas particulier, le
plus simple pour les problémes de multiflots : Ie probleéme du biflot. Les raisons de ce
choix peuvent aisément se déduire de tout ce qui vient d'étre mentionné, concernant la
complexité des problémes de multiflots. Mais nous devons également rajouter que le
probléme du biflot présente une spécificité de structure qui donne lieu a des résultats qu'on
ne peut pas toujours étendre aux autres problémes de multiflots, et qu'il permet, en outre,
de modéliser un certain nombre de problémes combinatoires.

Nous nous intéresserons tout d'abord, dans le chapitre I, 2 1a description du probléme
de biflot dans sa version orientée et non orientée. Cette description se fera en termes de
formulations mathématiques, d'analyse de complexité, d'approches algorithmiques et de
résultats théoriques existant pour ce genre de probléme.

Le chapitre IV constitue I'essentiel de notre contribution en matiere de multiflots entiers.
Plus précisément, nous présenterons une méthode heuristique pour résoudre le probléme
du biflot entier & cofit minimum. Cette méthode est basée essentiellement sur I'approche de
décomposition mixte, proposée par Mahey, dans le cadre de la programmation lin€aire.
Nous nous attacherons particuliérement a souligner les principales difficultés suscitées par
une telle approche. De fait, cette analyse nous permettra de déboucher sur des heuristiques
innovantes, qui prouveront toute leur efficacité sur des problemes de biflot purs générés
aléatoirement. Dans ce contexte d'expérimentation, ce chapitre est aussi une occasion de
présenter le logiciel que nous avons développé pour I'€laboration de problemes de biflots

aléatoires, et la mise en ceuvre de toutes les heuristiques.

Encouragés par les résultats, trés prometteurs, dégagés du chapitre IV, nous avons
décidé de tester nos heuristiques sur des problémes de biflot plus structurés. Cette seconde
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validation de nos heuristiques sur un modgle de biflot, proposé par Finke et al. pour le
probleme du voyageur de commerce, fera 1'objet du Chapitre V. Nous présentons une
relaxation du modéle de biflot en question, qui sera résolue dans le cadre d'une approche
par les flots, mettant en ceuvre un principe de décomposition mixte. Nous montrerons,
enfin, que le graphe de support du flot présente des caractéristiques intéressantes pouvant
donner lieu a I'application d'une méthode exacte pour la recherche, dans ce graphe, d'un
circuit hamiltonien. Malheureusement, on se rend compte que F'occurrence de tels circuits
dans le graphe de support du flot est trés rare. C'est pourquoi nous proposons une
méthode heuristique basée sur des techniques d'insertion classiques, et permettant
d'exploiter le graphe de support du flot pour construire un circuit hamiltonien. Il est clair
que notre but, dans ce cadre, n’est pas de rivaliser avec les techniques récentes de
résolution du probléme de voyageur de commerce, mais plutdt de montrer qu'il est plus
avantageux d'utiliser l'information, contenue dans le graphe de support du flot, comme
préalable a une quelconque technique d'insertion. Cette stratégie globale d'optimisation
sera évaluée sur des problémes test aléatoires, 2 la fois pour le cas asymétrique et le cas
symétrique, et ce par rapport aux techniques constructives classiques pour le probléme du

voyageur de commerce.






Chapitre I

MODELES DE MULTIFLOTS ET APPLICATIONS

L.0. INTRODUCTION

Les problémes de multiflots apparaissent lorsque plusieurs produits circulent sur un réseau
quelconque & capacité finie. Ces problémes qui permettent de tenir compte de la
Juxtaposition de plusieurs produits (non miscibles) sur un méme graphe, constituent par
conséquent un modele naturel des réseaux de communication. On peut citer, par exemple,
les réseaux téléphoniques ou d'ordinateurs, ou encore les réseaux routiers, ferroviaires ou
aériens. Tous ces domaines d'application conférent au probléme de multiflots une grande
importance pratique. Sur un plan théorique, les modéles de multiflots se divisent en deux
grandes classes: les modeles linéaires et les modéles non linéaires. Nous aborderons dans
ce cadre, les principaux modéles linéaires existant dans la littérature pour ce type de
probléme, ainsi que leurs différentes extensions. Nous détaillerons, dans un deuxiéme
temps, quelques exemples d'applications pour illustrer ces modéles dans des domaines
aussi vaniés que la planification de la production, la distribution et la gestion.

L1. DEFINITIONS ET FORMULATIONS

Etant donné un réseau formé de deux ensembles finis V, E, respectivement de nceuds et
d'arcs ([Vi= N, |E|= M), sur lequel circulent K marchandises de type différent (cas
orient€), on désigne par x,’; 20, le flot de marchandise k circulant sur l'arc (i, j),

(i, j)€ E, k=1, K. Cette inégalité exprime que les arcs sont parcourus dans le sens direct.
Pour k=1, K, le vecteur x* =(x}) est un flot simple entre une source s, et une

destination , donnés appartenant a V, de valeur d*. Autrement dit Ax* = r* ot A désigne

la matrice d'incidence sommets-arcs du graphe G associé au réseau et ot #* est un N-



vecteur a composantes toutes nulles sauf s, et 7, qui valent respectivement +d* et -d*.
« 9. _ . . , . _ k . _
Considérons le vecteur F = (F;), (i,]) € E, défini par F;= Zk x; . On dit que F = (Fy)
est un multiflot sur G, de valeur d', d°, ..., 4. La définition précédente peut étre étendue

de différentes maniéres:

a. Tout d'abord on peut associer a chaque flot k (k=1, K) un ensemble de sources S, cV
et un ensemble de puits T, cV (S,T, =T). Pour se ramener & la définition
précédente, il suffit alors d'ajouter pour chaque flot &, un sommet s, (super-source) relié a
chacun des sommets de S, et un sommet ¢, (super-puits) auquel sont reliés tous les
sommets de T,. On imposera & chacun de ces nouveaux flots de n'écouler que du flot de

type k.

b. On peut imposer a chaque flot k=1, K d'avoir pour support un sous-graphe partiel G*
de G. EV1demment G* doit contenir les sommets s, et 7, et comporter au moins un

chemin entre Sk et #,. Si A est la matrice d'incidence sommets-arcs de G* alors le

multiflot F' sera défini par le systéme d'équations:

At =rt  Yik=1K,
=Y x5 V(ij)eE,
x*>0 Vk=1, K.

Remarquons que ceci revient aussi 2 prendre une borne supérieure égale  zéro sur les arcs
appropriés.

¢. On peut trés bien définir un multifiot F sans imposer a chacun des x* (k=1, K) d'étre
non négatif. Dans ce cas, la composante F; du multiflot est définie comme la somme des
valeurs absolues des composantes F; : des différents flots. Ceci nous améne  la définition
d'un multiflot sur un graphe H=(S, W) non orienté. En remplacant chaque aréte w=(i, j)
appartenant a W par deux arcs wt=(i, j) et w-=(j, i), on définit le graphe orienté G=(S, W)
avec W=(WHu W), ol: WH={w+/w € W} et W-={w/w e W}.

Soient alors x', x?, ..., x*, K flots 2 composantes positives sur G, c’est a dire vérifiant:

Afxf=1* Vk=1 K,
x¥>0 Vk=1 K.

Ou A est la matrice d’incidence sommets-arcs de G. Le vecteur L = ( L,)weW défini par
L, = Zk L.(k)y+ Zk L _(k) est appelé multiflot sur le graphe H.



Il serait intéressant 2 présent, d’illustrer sur un exemple (Gondran et Minoux'[1984]), la
différence fondamentale existant entre un multiflot et un flot simple. Considérons le graphe
de la Figure 1.1 parcouru par deux flots: f1 (s, =1, L=5)etf2 (s,=2,1,=6). Tous les
arcs ont une capacité égale a I'unité. Si les deux flots f1 de valeur z' et f2 de valeur 72 sont
de méme nature (courant électrique par exemple) ils peuvent s’ajouter algébriquement sur
chaque arc pour former un flot résultant de valeur z' + z2. Par exemple si f1 a pour valeur
1 et pour support le chemin {1, 3,4, 5} etsif2 a pour valeur 1 et pour support le chemin
{2, 4, 3, 6}, la somme algébrique z =z'+ 72 est un flot de valeur 2 compatible avec les
capacités et ayant pour support les chemins {1, 3, 6} et {2, 4, 5}. Au total les flots étant
de méme nature, tout se passe comme si en chacun des sommets 3 et 4, il s’opérait un
¢change entre une unité de flot provenant de 1 et une unité de flot provenant de 2. Il est
clair que lorsque les flots ne sont pas de méme nature, cette opération n’a plus de sens. Si
le flot f1 symbolise le transport d’une unité d’un certain produit A entre 1 et 5 et le flot 2
le transport d’une unité d’un autre produit B entre 2 et 6, la somme algébrique ne permet
pas de traduire le bilan global de I’opération. En effet le client en 5 qui a réclamé une unité
de produit A recevrait une unité de produit B (venant de 2) et I’autre client en 6 qui a
demandé une unité de produit B recevrait une unité de produit A (venant de 1). En réalité
pour traduire le bilan de I’opération, on voit bien qu’il faut considérer sur chaque arc la
somme des valeurs absolues des différents flots. Ainsi la quantité totale transportée sur
Parc (3, 4) est de 2 unités (une dans un sens et une dans I’autre) et le multiflot n’est pas

compatible avec les capacités.

f2

..
1{
1 3 4 5 ‘
_ O, — 0 0

f1 f1
6

T

Figure 1.1 Exemple de multiflot.



Apres ces notions préliminaires, nous pouvons donner la formulation mathématique d'un
probléme de multiflot. On distingue deux principales formulations: la premicre fait
intervenir la matrice d'incidence sommets-arcs du graphe considéré, nous dirons qu’il
s’agit de la formulation sommets-arcs; la deuxiéme met en jeu la matrice d‘incidence arcs-
chemins, elle sera dite formulation arcs-chemins. Il existe bien une troisi¢éme formulation
basée sur la matrice incidence arcs-circuits, mais nous ne l'utiliserons pas dans ce

contexte. Quelques détails de base sur cette formulation peuvent &tre trouvés dans Assad
[1978].

I.1.1. FORMULATION SOMMETS-ARCS

Le probléme le plus populaire dans 1'optimisation des multiflots consiste 2 trouver un
multiflot de cofit minimum. Ce probléme qui a retenu I’attention de bon nombre de
chercheurs sera considéré ici, comme le modéle de base pour les multiflots, en ce sens
qu’il sera au cé:ntre de tous les développements ultérieurs. D’ autres problémes comme le
non moins populaire probléme de multiflot maximal ou le probléme plus simple de
multiflot compatible suscitent un intérét moins accentué, dans la mesure o1 ils peuvent étre
considérés comme des cas particuliers du multiflot de cotit minimum

Multiflot de cofit minimum

Dans ce probléme les arcs sont assortis de cofits et de capacités individuels. Il s’agit alors,
connaissant les source s, et puits #, pour chaque produit &, ainsi que le montant d*

disponible au niveau de la source et demandé au niveau de la destination ou du puits, de
trouver un multiflot qui satisfasse cette demande de trafic sans violer les capacités

disponibles et ce, au moindre cofit. Il vient alors:

Minimiser Z Z cix; (I.1a)
k (i.j)cE
sous les contraintes
Axk = Vk=1, K, (I.1b)
Y xi<h, VY (ij)eE, (L1c)
k
0<xj<uf VY(ij)eE Vk=LK. 1.1d)

Avec les conventions de notation suivantes:

n  :indice correspondant aux nceuds, n = 1, N.



k  :indice correspondant aux différents produits en circulation, k = 7, K.

 capacité associ€e a I’arc (i, j), pour (i, j) € E.

r’ i N-vecteur li€ aux ressources; 7* est égal 4 +d* sin = s, 4 -d* sin = feta 0
sinon.

ci : cofit unitaire de circulation du produit k sur l'arc (i, j), pour (i,j)e E etk = 1, K.

xf : variable de décision désignant le flot de marchandise & circulant sur l'arc (i,j),
pour (i, j)e Eetk=1 K.

u' : borne supérieure imposée sur le flot de produit & circulant sur I'arc (i,j), pour

(i,j)eEetk=1K

Cette formulation met en jeu K contraintes individuelles de conservation de flot classiques
(I.1b) pour chaque produit k = ], K, et des contraintes de couplage entre les différents
produits en circulation représentées par les M contraintes de capacité (I.1c) (on impose
ainsi & la somme de tous les flots de produits passant sur chaque arc d'étre au plus égale a
sa capacité). Enfin les contraintes (I.1d) expriment que chaque arc est parcouru dans le
sens direct (contraintes de positivité) et qu'en plus les flots individuels ne doivent pas
dépasser une borne supérieure ué Par la suite, il nous arrivera d'utiliser les contraintes de

capacite (I.1c) sous forme d'égalités, plutot que d'inégalités. Introduisons, dans ce cas,
des variables d'écart s; on négatives (mesurant la capacité inutilisée de I'arc (i,j)). Nous

pouvons alors réécrire les contraintes de couplage (I.1c) sous la forme:

2%+%=% V(ij)eE. (L1ic)
k

Multiflot maximal

Iciles d* constituent des variables de décision, le but étant de maximiser lﬁa somme de ces
montants, il vient: :

Maximiser Z d*
k

sous les contraintes
(I.1b), (I.1c) et (1.1d).

Le multiflot maximal peut étre interprété comme un cas particulier du multiflot de cofit
minimum. En effet, si on rajoute un arc retour (artificiel) de #, vers s, représenté par — g*

et qu'on désigne par d* le flot sur cet arc, on peut reformuler le probléme de multiflot

maximal comme suit:



Minimiser z -d*
k

sous les contraintes
(1.1c), (1.1d) et

Axk—gkdk=0

Vk=1K
dt>0.

I est clair que le vecteur cofit ¢* =(0, —~1) associé au vecteur flot (x*, d*) définit, avec

les contraintes ci-dessus, un multiflot de cofit minimum.
Multiflot compatible

C'est le probleme de décision associé au probléme de multiflot de cofit minimum. Ici les
montants d* sont connus, on cherche alors un multiflot qui satisfait 1a demande sans violer
les capacités. }*Autrement dit, on recherche une solution réalisable (si elle existe) du
polyedre défini par les contraintes (I.1b), (I.1c) et (I.1d). II est évident que le multifiot
compatible est le cas particulier du multiflot de cofit minimum ot I'on identifie le vecteur

coiit avec le vecteur nul.
I.1.2. FORMULATION ARCS-CHEMINS

On s'attachera ici uniquement a la formulation du probléme de multiflot de cofit minimum.
Pour simplifier la présentation, supposons que les cofits soient non négatifs. On pourra
alors pour modéliser le probléme, se baser sur 'ensemble P* (pour tout k) de tous les
chemins existant dans le graphe G entre s, et #, (en effet, on pourra dans ce cas, éliminer
les variables flot sur les cycles puisque pour toute solution optimale le flot sur n'importe
quel cycle sera nul). Désignons par f{P) la variable de décision correspondant au flot sur
un chemin quelconque P de P* et ce, pour tout k. Soit 0,(P) un indicateur arc-chemin
égal a 1 sil'arc (7, j) est contenu dans le chemin P, et 4 0 sinon. Les coiits sont associés ici

a des variables chemins. Soit c*(P) = Z c"5ij. (P), le cofit unitaire de circulation sur

(i,j)eE ¥
le chemin P de P* en rapport avec le produit k. La formulation arcs-chemins prend alors la

forme suivante:
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Minimiser » 3 ¢*(P)f(P) (1.2a)
k

Pep*

sous les contraintes

S f(P)=d* Vk=1K, (1.2b)

PeP*

;P§;5,~,(P)f(P)Sb,,. V(i j)eE, (L2c)
S 5, (P)f(P)<ut ¥ (ij)eE Yk=1 K, (1.2d)
PeP*

f(P)20  VPeP* Vk=1 K. (L.2¢)

On retrouve le méme type de contraintes que dans la formulation précédente, a savoir des
contraintes de conservation de flot pour chaque produit (I.2b), des contraintes de capacité
(I.2¢), en plus des contraintes de borne supérieure et de non négativité des flots (I1.2d) et

(I.2e) respectivement.

Nous avons donc présenté les principales formulations du probléme de base des multiflots
(multiflot de cofit minimum), en faisant intervenir les mémes types de contraintes mais
sous des formes différentes. Ainsi, la formulation arcs-chemins fait intervenir une seule
contrainte de conservation du flot pour chaque produit k, stipulant que la somme des flots
sur tous les chemins connectant s, et t, est égale a d*. Pour un réseau a N neeuds, M
arcs et K produits, la formulation arcs-chemins exhibe M + K contraintes (en plus des
contraintes de non négativité et des contraintes de borne supé€rieure). En comparaison, la
formulation sommets-arcs met en jen M+ NK contraintes, du fait qu’il existe une
contrainte de conservation de flot en chaque nceud et pour chaque produit. Pour une
meilleure appréciation, prenons un exemple avec N = 1000 nceuds, M = 5000 arcs, et un
produit entre chaque paire de nceuds, soit approximativement K ~N?= 1.000.000
produits. Par conséquent la formulation arcs-chemins contient 1.005.000 contraintes,
contre quelque 1.000.005.000 contraintes pour la formulation sommets-arcs, d’oll une
différence appréciable en faveur de la premiére formulation. Néanmoins, la formulation
arcs-chemins présente une variable pour chaque chemin entre un neend source et un neend
puits et ce pour chaque produit. Il s’en suit que le nombre de variables croit
exponentiellement en fonction de la taille du réseau, ce qui peut constituer un inconvénient
pour cette formulation. Heureusement il se trouve qu’en pratique, toute solution optimale
contient malgré un nombre énorme de chemins mis en jeu, un nombre relativement petit de

chemins transportant un flot positif. Nous verrons un peu plus loin la prise en compte de
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toutes ses caractéristiques en abordant les techniques de résolution des problémes de
multiflots, ol nous mettrons également en valeur I’influence de la formulation sur certaines

méthodes de résolution.
I1.2. EXTENSIONS DU MODELE DE BASE

Les principales variantes des modeles précédents consistent généralement & inclure des
contraintes additionnelles ou & prendre des critéres d’optimisation quelque peu modifiés.
Dans certaines applications par exemple, les contraintes supplémentaires sont imposées par
une limitation de ressources (autres que la capacité) devant étre partagées par deux ou

plusieurs arcs du réseau. Pour modéliser cela supposons que chaque unité de flot de
produit k consomme le montant P,']; d’une quelconque ressource, en passant 2 travers 1’arc

(i,j). Si @ est le montant de la ressource disponible, alors nous pouvons rajouter au

N . s . k Kk ..
modele precedg:nt la contrainte de ressource Zk PyX; < 0, pour tout arc (i, j)e E. 1 est

clair que la prfse en compte 2 la fois de contraintes de capacité et de ressource revét une
importance primordiale dans les réseaux de transport. Dans les régions peu développés, ce
sont les limitations en routes, lignes de train etc. ... qui contraignent le plus le mouvement
des hommes. Tandis que dans les régions fortement urbanisées, les limitations effectives
de mouvement proviennent plutdt des restrictions en véhicules de transport ou autres
ressources, le développement du syst®me de transport donnant lieu, dans ce cas, a une
capacité excédant largement celle requise. Cremeans, Smith et Tyndall [1970] ont
développé cette extension en utilisant une formulation arcs-chemins. De nombreuses autres
applications faisant intervenir le facteur ressource figurent dans Wollmer [ 1972].

D’autres modeles de multiflots sont également proposés dans le cadre des réseaux de
transports urbains. Dans ce type de réseau, les nceuds sont représentés par les différents
carrefours, les arcs, par les rues, les voies express ou autres. Les demandes et les
disponibilités sont données par le nombre de véhicules qui voyagent sur le réseau pendant
une période de temps donnée (par exemple le matin 2 ’heure de pointe). Les produits en
circulation peuvent étre interprétés soit par les flots entre paires individuelles origine-

destination, soit par les flots entre chaque origine et toutes ses destinations. Chaque arc
possede une capacité fixe b;. En supposant que cette derniére puisse étre augmentée

moyennant des travaux routiers 4 un cofit unitaire hy;, on peut élaborer un autre modgle en
introduisant une nouvelle variable de décision y; représentant 1’accroissement de la
capacité. Si B dénote le budget total disponible pour toutes les améliorations, alors la
contrainte de capacité (I.1c) du modgle classique est remplacée par:
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D <bi+y, 3,20 V(ij)eE,
k

z h,.j.y,.j <B.

(i, ])eE

Par ailleurs, il est bien connu que le temps total de circulation sur un arc est une fonction
convexe non linéaire (voir Wardrop [1952], Carter et Stowers [1963], Jorgenson [1963]).
Dans ce domaine, une multitude de travaux (Prager [1954], Charnes et Cooper [1961],
Jorgenson [1963], Bradley [1965], Tomlin [1966b, 1967], Pots et Olivier [1972])
proposent des approximations sous forme de fonctions linéaires ou linéaires par morceaux.

Les modéles de multiflots interviennent ¢galement dans les systémes de communication
informatique. Dans cet environnement, un réseau de communication comporte des arcs
représentant des lignes de transmission et des nceuds représentant les terminaux
informatiques ou d’autres systémes plus importants. Les demandes et les disponibilités
sont représentées par les niveaux de transmission entre les nceuds. Comme dans les
réseaux de transport, les produits peuvent €tre soit des messages entre paires de nceuds,
soit des messages entre une source et ses multiples destinations. Par ailleurs, chaque ligne
de transmission peut accroitre sa capacit€ b, a un coit unitaire h;. Si y, représente la
variable de décision associée a I’augmentation de la capacité, la fonction objective de ce
modele s’écrit alors:

Minimiser > 3" cixf+ Y hy,.

k (i,j)eE (i,j)eE

Soit k; I’augmentation maximale autorisée pour la capacité de Parc (i, j), les contraintes de

capacité s’écrivent alors:

D xSy, +b,, 0<y;<k; V(ij)eE.
k

Il existe deux applications essentielles pour ce modele. Dans la premiére, I”objectif est de

déterminer la capacité du réseau qui réalise la demande au moindre cofit. Dans ce cas les
colits c,.’j‘. ainsi que les capacités b; sont nuls, alors que les k; prennent de trés grandes

valeurs. Dans la seconde application, le réseau existe déja avec des capacités fixes. Dans ce
cas les k, sont égaux a zéro et on cherche une répartition des flots réalisant un cofit

minimum.
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Précisons que dans les réseaux de communication aussi bien que dans les réseaux de
transport, les produits peuvent interagir de maniére plus compliquée, en ce sens que si le
flot d’un produit quelconque croit sur un arc, il induit un cofit croissant et non linéaire sur
cet arc. Donnons, 2 titre d'exemple simplement, le cas d'un réseau de transport ol la
fonction objective consiste & déterminer une répartition des flots de produits permettant de
réaliser un délai global minimal pour le systéme. Ce genre de modéle ne contient pas de
contraintes de capacité et met en jeu une fonction objective non linéaire de la forme:

Xij

Minimiser .
(i,j)eE lij =X

Cette forme de la fonction objective est dérivée des résultats de base de la théorie des files
d’attente. Dans ce modele, J; représente la capacité nominale de I'arc (i, j). Ainsi si le flot

total (x; = ) x%) sur un arc se rapproche de sa capacité nominale, le délai tend vers + oo.

Fratta, Gerla let Klein-rock [1973] ont formulé et déveléppé des algorithmes pour
différents modeles de communication qui rentrent dans cette classe de modéles non
linéaires et non contraints. D’autres développements similaires peuvent étre trouvés dans
Kalaba et Juncosa [1957], Hakimi [1962], Chien, Gomory et Hu [1964], White [1972a] et
McCallum [1977].

Enfin, d’autres généralisations non moins importantes ont été proposées par Demmy
[1969] et Swoveland[1971]). Demmy considere le cas des multiflots généralisés on le flot
croit ou décroit a son passage sur un arc, ce modéle de flots avec gains est également repris
par Panagiotakopoulos [1976]. Swoveland suppose, quant & lui, qu’une unité de flot de

produit k ne consomme plus une seule unité de capacité (comme auparavant) mais un
montant q,']‘ de cette capacité. La contrainte de capacité se généralise alors en

qugx; < bij'
1.3. EXEMPLES D’APPLICATIONS

Les notions de modeles et d’applications des multiflots se recoupent irrémédiablement.
Ainsi nous avons évoqué précédemment des modeles de multiflots en mettant 1’accent sur
les applications correspondantes, notamment dans les domaines de la communication et du
transport. Il est clair pourtant que ces secteurs sont loin de représenter complétement le
vaste champ d’application de ces problémes. En effet, les modeles de multiflot
interviennent dans de nombreux autres domaines tels que la planification de la production,

la distribution, I’import-export et le management. Pour saisir 1’ampleur de cette
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diversification, précisons que dans un cadre général, les applications des problémes de
multiflots peuvent €tre de deux types. D*une part les multiflots qui mettent en jeu, comme
‘on pourrait le penser intuitivement, des marchandises de type différent partageant un méme
réseau. D’autre part ceux qui impliquent un seul type de produit (en tant qu’entité
physique) mais avec des origines et des destinations multiples induisant des produits
“différents” par leur sources et destinations spécifiques. Ce deuxiéme type d’application se
rencontre surtout dans les réseaux de communication et de transport que nous avons
exposés précédemment. Par conséquent, pour compléter notre analyse, nous présenterons
ici quatre applications adaptées sous forme d’exemples personnalisés (Ahuja, Magnanti et
Orlin [1993]) pour illustrer le premier type d’application de ces problémes, en méme temps

que leur grande popularité.
1.3.1. STOCKAGE DE PRODUITS SAISONNIERS (Jewell [1957].)

Une entreprise fabrique des produits saisonniers. Leur demande est variable sur une
semaine, un mois ou un trimestre. Pour utiliser au mieux ses forces de travail, 'entreprise
décide de stocker ses produits en période creuse pour mieux pourvoir aux fortes demandes
de la période de pointe. L'entreprise dispose d’un entrepdt de capacité R utilisé pour le
stockage de toutes les marchandises fabriquées. Le probléme qui se pose 4 l'entreprise
consiste a identifier, pour chaque période (semaine, mois, trimestre) les niveaux de
production de tous les produits qui lui permettrons de satisfaire la demande, tout en
induisant le cott le plus faible en production et en stockage. Nous pouvons modéliser ce
probléme d’optimisation comme un probléme de multiflots défini sur un réseau approprié.
Pour plus de simplicité, considérons que I'entreprise fabrique seulement deux produits et

désire un ordonnancement de sa production sur chacun des quatre prochains trimestres.
Soient a’} et dj2 les demandes respectives des produits 1 et 2 au cours du trimestre ;.

e . . H 1 2
Supposons que les capacités de production pour ce trimestre soient u; et u;
respectivement pour les produits 1 et 2, de méme pour les cofits unitaires de fabrication c}
et cf. Notons hjl., h].2 les cofits de stockage (manutention) des produits 1 et 2, du trimestre

jautrimestre j+ 1. La Figure 1.2 présente le résean associé & ce probléme de stockage.
Ce réseau contient un neeud pour chaque période de temps (ici un trimestre) et deux paires
de sommets source-destination pour chacun des deux produits. Les montants ressource (2
la source) et demande (2 la destination) sont égaux au total de la demande de chaque
produit sur les quatre trimestres. Chaque sommet source s, posséde quatre arcs sortants

correspondant aux quatre trimestres. Un seul des deux produits peut circuler sur chacun de
ces arcs. A chaque arc (s, j) est associé un coiit c]’.‘ et une capacité uj'.‘. De facon analogue,
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chaque puits #, posséde quatre arcs rentrants tels que chaque arc (j, 1,) est assorti d'un
cofit nul et d'une capacité df. Le reste des arcs est de la forme ( J,j+1)pourj=1,2,3 1e

flot sur ces arcs représente les quantités stockées de la période j a j + 1. Chacun de ces arcs
est pourvu d’une capacité R et d’un coiit unitaire de circulation h} pour le produit 1 et hj2

pour le produit 2, c’est sur ces arcs que les flots de produits se partagent la capacité.

noeuds nceuds nceuds
sources périodes destinations

Figure 1.2 Stockage optimal de produits saisonniers.

Il est clair qu’en optimisant ce probléme de multiflot, I'entreprise résoudra son probléme
en trouvant le plan de production et de stockage optimal.

I.3.2. ORDONNANCEMENT D’UNE FLOTTE DE NAVIRES-CITERNES
(Bellmore, Bennigton et Lubore [1971].)

Supposons que I’on veuille déterminer un plan d’acheminement optimal pour des navires-
citernes devant satisfaire un plan de livraison donné. Chagque livraison est une expédition
d’un point ravitaillement 4 un point demande, effectuant le transport d’un produit
quelconque ayant une date de livraison fixée. Considérons dans notre cas une flotte non
homogéne de navires-citernes différant par leur vitesse, leur capacité de transport et leur
cofit d’exploitation. Nous pouvons formuler ce probléme sous forme d’un probleme de
multiflots en identifiant les différents flots de produits aux différents types de navires. Le
réseau associ€ est représenté en Figure 1.3. Pour simplifier, nous avons considéré le cas de
deux livraisons s’effectuant au moyen de deux types de navires. Chaque type de navire
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démarre d’une origine unique s,. Ce réseau possede quatre variétés d’arcs: les arcs de
mise en service, les arcs livraison, les arcs retour et les arcs de mise hors service. Un arc
de mise en service correspond, comme son nom I’indique, & la mise en service d’un navire
de type donné. Le coiit associé i cet arc correspond au cofit de déploiement du navire au
point origine de la livraison, de méme pour les arcs de mise hors service, mais cette fois en
rapport avec le retrait du navire. Un arc livraison (i, j) correspond a un parcours entre une
origine I et une destination j, le coiit relatif a cet arc correspond au cofit d’exploitation
associ€ au transport du chargement par un navire de type k donné. Un arc retour existe
entre deux livraisons (i, j) et (k,1) si on peut effectuer la livraison (%, [) apres la livraison
(i, j) (conformément aux dates de livraison des deux chargements et des temps mis pour
effectuer les parcours correspondants 2 vide et en mode chargement); ces arcs sont assortis
de colits appropriés. Chaque arc du réseau a une capacité unitaire, ce qui permet aux arcs
livraison de ne se faire emprunter que par un seul type de navire. De plus pour assurer que
toutes les livraisons soient exécutées dans 1’ordonnancement choisi, on impose une borne
inférieure égale a 1 sur le flot des arcs livraison. Dans ce réseau, chaque chemin entre une
source s, et la destination # correspond a un ordonnancement réalisable pour un seul navire
de type k. Par ailleurs on peut imposer, selon le besoin, des bornes supérieures sur les
flots. Par exemple si le nav1re de type 2 est incapable de faire la premiére livraison, on
posera u =0 ou alors u! = 0 si le navire de type 1 est incapable d’utiliser I’arc retour
(J,k) (suite & une trop faible vitesse). Notons que cette fois nous devons rechercher une
solution entiére & ce probléme de multiflot, de fagon a pouvoir lui associer un
ordonnancement réalisable pour la flotte. Ce qu'il faut remarquer en effet, c'est que la
contrainte d'intégrit€ est une contrainte importante et souvent implicite dans les problémes

de multiflots.

_ ~ arc livraison .
arc de mise /_—) ~ arc de mise

\ -
en serVICﬁ arc - hors service
/ retour S

/ arc de mise
/~ — —enservice

7 =~
‘arc de mise _ ; “) _
/ en service - arc livraison arc de mis
— — — 7 arc de mise hors service
en service

Figure L.3 Ordonnancement d'une flotte de navires-citernes.
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1.3.3. MODELE DE PLANIFICATION PRODUCTION-STOCKAGE (Evans
[1977].)

Considérons un processus de production composé par une séquence d’opérations que I’on
peut réaliser sur différentes machines et & des périodes différentes. Supposons que ces
machines disposent de capacités de production variables d’une période 4 une autre et
qu’elles fabriquent K produits différents. Dans ce cas nous pouvons traiter chaque
opération comme une €tape indépendante en imposant & chaque produit de passer par

toutes les étapes avant d’achever sa fabrication. Nous utiliserons les notations suivantes :

d} : demande du produit k 2 la période ;.
x% : quantité de produit k fabriquée 2 1étape r en période ;.
I% : stock du produit k utilisé de la période j 3 j+1, 2 I’étape 7.
P’ : capacité de production du produit k 4 I’étape r en période ;.
]
u’ :borne Esupérieure sur le niveau des stocks du produit & entre les périodes j, j + 1 a
I’étape r. '
¢’ : cofit de production unitaire du produit k 2 I’étape r, en période j.

hr’;. : colit de manutention du stock de produit & de la période j aj + 1, & Iétape r.

La Figure 1.4 montre le réseau de multiflot associé a ce probléme de planification de la
production. Ce réseau posséde RT + 1 nceuds: pour chaque r = 1, R, et chaque j = 1, T, le
neeud ;' représente la réme étape de la période j. Le nceud O constitue le nceud source
pour tous les produits, on lui attribue un montant égal 4 la somme de toutes les demandes
de tous les produits sur toutes les périodes. Les variables de décision représentent les
différents flots et sont indiquées en regard des arcs pour un seul flot, en omettant I'indice
du produit (pour ne pas surcharger la figure) . Les variables x symbolisent la production,
les variables 7 les stocks et ce, pour des étapes et des périodes données. Comme le montre
la construction, il existe une correspondance directe entre un multiflot entier réalisable sur
ce réseau et un plan de production et de stockage. Par conséquent, un plan de production
optimal pourra s’obtenir en recherchant un multiflot entier de cofit minimal sur le réseau en

question.
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XR1 XR2 XR3 XRT-1 XRT
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Irn Ir2 Ir3 Ir1-1

Figure 1.4 Modele de planification production-stockage.

L3.4. AFFECTATION DE GROUPES ETHNIQUES A UN ENSEMBLE
D’ECOLES (Clarke et Surkis[1968].)

En 1968, la cour supréme des Etats-Unis statuait que toutes les institutions d’enseignement
devaient mettre en place des techniques efficaces pour promouvoir des écoles moins
homogenes 4 travers tout le territoire national, de fagon a ce que les étudiants soient
accueillis au sein des écoles sans aucune discrimination. Mais la cour supréme ne précisant
aucune spécification sur ce que devait &tre un “bon équilibre racial”, chaque école se mit 3
définir son propre équilibre et ses propres critéres pour réaliser son plan de
“déconcentration”. Cette application décrit un modéle de multiflot qui permét de déterminer
une affectation optimale des étudiants aux €coles, en termes de minimisation de la distance
parcourue par les étudiants et de satisfaction d’un équilibre racial pour chaque école.
Supposons qu’un département donné dispose de S écoles, et que chaque école J posseéde
une capacité d’accueil U;. Pour les besoins de la formulation, nous allons diviser ce
département en L zones de population. Ces zones peuvent €tre des arréts de bus, ou des
blocs d'immeubles par exemple. La seule restriction est que ces zones soient en nombre
fini et que I’on puisse par une seule mesure de distance, approximer raisonnablement la
distance que doit parcourir un étudiant du centre i, s’il est affecté i I’école j. Notons S, le

nombre d’étudiants du kéme groupe ethnique présent dans la zone de population i.
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L’objectif est d’affecter les étudiants aux écoles en respectant la composition ethnique
prévue par I’école et en minimisant la distance totale parcourue par les étudiants. Chaque
€cole concrétise son critére d’équilibre en définissant deux bornes I # €t u, représentant le
nombre minimal et maximal d’¢étudiants du groupe ethnique & a faire admettre. Nous
pouvons modéliser ce probléme comme un probléme de multiflot défini sur un réseau
adéquat. La Figure 1.5 donne une représentation de ce réseau pour une application a trois
zones de population et trois écoles. Ce réseau posséde trois nceuds b représentant les
zones, trois nceuds c représentant les écoles et une paire de nceuds source-destination (s,t)

pour chaque groupe ethnique. Les étudiants du kéme groupe ethnique circulent de la

source s, au puits 7, via les sommets “zones” et “écoles”. Associons 2 I’arc ( s, .b)
connectant la source du kéme groupe 4 la zone de population b, une borne supérieure

égalea §,, et al’arc (b;,c;) connectant la zone i & 'école j, un coft f; €gal a la distance

entre les deux points. Nous pouvons noter ici un autre type d’extension: la capacité sur les
nceuds, chaque école possédant une capacité d’accueil u;. Toutefois cette situation peut-

étre ramenée au modéle de base, en dédoublant les sommets “écoles” comme indiqué sur le
réseau de la Figure 1.5 et en attribuant la capacité u; alarc (c;,d;). Ainsi nous pouvons

garantir que le nombre total d’étudiants affecté 2 cette école, reste plus petit ou €gal a sa

capacité d’accueil. Finalement nous pouvons introduire les contraintes de composition
ethnique en imposant des bornes inférieure et supérieure sur les flot de I’arc ( d o). est

alors clair qu’un multiflot de cofit minimum sur ce réseau donnera lieu & une affectation

optimale des étudiants aux écoles.

groupes groupes
ethniques  Centres de Ecoles Ecoles ethniques
(sources)  population (entrées) (sorties) (puits)

Figure 1.5 Modele de multiflots pour le probléme d'équilibre racial dans une école.
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Pour compléter cette quadruple illustration des applications de multiflots, nous allons
mentionner d'autres applications non moins intéressantes. Citons, par exemple, le modéle
d'import-export de Golden [1975], ou alors le modéle de Korte [1988] dans le domaine de
la conception de circuits VLSI. Dans un cadre plus général, nous pouvons évoquer les
modélisations de Rao et Zionts [1968] concernant les problémes d'affectation dans les
réseaux de transport, ol ils prennent en compte la dimension espace et la dimension temps.
Cette approche a été utilisée par White et Bomberault [1969] pour modéliser I'affectation
de wagons vides dans un réseau ferroviaire. Il apparait d'ailleurs que dans le secteur
ferroviaire, les probléemes de multiflots trouvent un domaine d'application privilégié, a en
juger par le nombre de modeles traités : White [1972b], Bodin, Golden Schuster et
Rowing [1980], Assad [1980a], et Crainic Ferland et Rousseau [1984]. Dans ce méme
contexte de réseaux de transport dynamiques, citons également 'application de Powell et
Sheffi [1983, 1989] dans laquelle ils appréhendent un probleéme de transport de moteurs
grce a un systéme de remorquage, par agrégation de plusieurs chargements, pour

diminuer les coiits de transport.

Trois autres modeles typiques des multiflots continuent 2 étre utilisés dans de nombreux
cas réels pour résoudre des problémes de distribution. II s'agit du modéle développé par
Barnett, Binkley et McCarl [1982] pour analyser l'effet de l'altération de la capacité de
certains ports aux U.S.A. sur les exportations de blé, de mais et de soja. Le deuxiéme
modele a été€ mis au point par Helgason, Kennington et Wong [1981] ainsi que Kirby,
Hager et Wong [1982]. Ce modéle est intervenu comme aide & la décision pour
I'aménagement des foréts en Californie. Enfin le troisiéme modéle développé par Ali,
Helgason et Kennington [1982] a été utilisé pour assister le personnel des forces aériennes
américaines a établir un bon schéma logistique pour distribuer des piéces de rechange pour
différents avions, missiles et radars. ;
Un autre domaine de prédilection pour les multiflots est celui de la gestion, a ce propos on
peut mentionner les modeles respectifs de production et de stockage par Zangwill [1969b]
et Rao [1969]; une description plus compléte de ces modgles est donnée par Elmaghraby
[1970].

Pour finir, disons que d'autres critéres d'optimisation peuvent intervenir dans les modgles
de multiflots. C'est le cas de I'application de Kaplan [1973] ot il considére que des
ressources vitales (vivres et médicaments par exemple) peuvent étre mises en jeu, d'ou une

minimisation conjointe des coiits de transport et des coiits induits par les demandes
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insatisfaites de ces ressources. Un autre schéma de fonction objective est mis en évidence
par le modele de multiflot avec conditions de sécurité de Chen et Chin [1992]. Dans leur
réseau de multiflot, ils attribuent 2 un arc trois valeurs dont deux nous sont maintenant
familieres (cofit et capacité), la troisitme reflétant le degré de sécurité comme quantification
des conditions de circulation sur cet arc. Pour le transport de produits fragiles ou précieux,

par exemple, la minimisation conjointe du codt et de la sécurité du transport prend
évidemment tout son sens. Ces auteurs montrent que malgré cette généralisation du modéle
conventionnel de multiflot, les deux problémes sont en fait pq!ynormallernent équivalents.

Enfin dans les secteur de la défense, on peut modéliser la ﬁeutrahsatlon d'un systéme de
protection par un modéle de multiflots. Bellemore, Greenberg et Jarvis {1970], Bellmore et
Ratliff [1971], décrivent ce probléme concernant la recherche d'une coupe de capacité
minimale (pour une offensive d'attaque en I' occurrence) dans un réseau de multiflots, ol la
capacité d'un arc équivaut 2 son cofit de destruction par les forces ennemies.

1.4. CONCLUSION

Ce chapitre nous a permis de mettre I'accent sur les principaux modéles de multiflots et
leurs multiples applications. Il est clair que, sans vouloir étre exhaustifs, nous avons tout
de méme débouché sur une large panoplie d'applications ol rivalisent les thémes de
production, distribution, gestion, transport et communication. A travers cette description
mettant en valeur la richesse de ces modeles et 1'étendue de leur champ d'application, nous
avons voulu souligner l'importance des probleémes de multiflots 2 Ia fois sur un plan

pratique et sur un plan théorique.
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Chapitre II

TECHNIQUES DE RESOLUTION

I1.0. INTRODUCTION

Tel qu'il a été formulé, le probléme de multiflot de coit minimum se présente comme un
programme linéaire dont la résolution pourrait se faire par application de la méthode du
simplexe. Cependant, la dimension souvent trop grande et la structure en blocs de ce genre
de probleme, rend prohibitive I'application directe d'une telle méthode. Par ailleurs,
comme nous l'avons vu dans certaines applications, il arrive que les composantes des
différents flots soient astreintes a ne prendre que des valeurs entiéres. Il en résulte des
programmes linéaires en nombres entiers (généralement de grandes dimensions) pour
lesquels on ne connait pas actuellement de méthodes de résolution exactes. Ce chapitre va
nous permettre d'envisager les différentes techniques de résolution existant dans la
littérature pour ce genre de probléme et ce, dans le cas continu et dans Ie cas entier. Dans le
cadre des multiflots fractionnaires, nous présenterons un panorama compfet des méthodes
classiquement proposées, puis nous donnerons un apergu sur les nouvelles approches
récemment développées pour la résolution de ces problemes. Dans le cas des multiflots
entiers, la démarche sera quelque peu différente, en raison de la complexité du probléme.
Les techniques proposées sont moins nombreuses, plus personnalisées et consistent en des
méthodes approchées. Nous avons retenu deux approches fondamentalement différentes
permettant d'embrasser la résolution des trois types de problemes de multiflots; la premiére
est une heuristique procédant par relaxations successives pour la résolution des problémes
de multiflot compatible et de colit minimum, la deuxi®me est une approche
d'approximation déterministe pour le probléme de multiflot maximal. L'approche proposée
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pour la résolution du multiflot maximal représente le meilleur algorithme d'approximation
actuellement disponible et permet d'illustrer Ia grande difficulté des problémes de multiflots
par rapport au cas particulier de flot simple. Ceci, entre autres, a motivé l'introduction,
dans ce contexte, d'une autre forme de méthode pour la résolution des problémes de
multiflots. Cette “méthode” consiste a transformer (quand cela est possible) un réseau de
multiflot en un réseau de flot simple approprié, et a le résoudre (beaucoup plus

efficacement) en tant que tel.
II.1. CAS CONTINU

Cette premiére partie sera consacrée T'optimisation du modele de base des multiflots, &
savoir le probléme de multiflot & cofit minimum. Les deux formulations de ce probleme
seront mises en jeu a travers, les conditions d'optimalité pour ce type de probléme, dans
un premier temps et les approches de base classiquement proposées pour le résoudre,
dans un deuxiéme temps. Nous présenterons, dans cet ordre, les méthodes de
décomposition, puis les méthodes de partitionnement. Rappelons, au passage, que toutes
ces techniques de résolution ont déja fait l'objet de nombreux travaux de synthése,
notamment ceux de Kennington [1978] et Assad [1978], et plus récemment encore, celui
de Schneur [1991]. Pour finir, nous établirons une comparaison entre les différentes
approches proposées, en termes d'efficacité et de tailles de problémes résolus. En méme
temps, nous donnerons un bref apercu sur les nouvelles approches récemment mises 2 jour

pour résoudre des problémes de multiflots de plus en plus énormes...
II.1.2. CONDITIONS D'OPTIMALITE

Les conditions d’optimalité d’un probléme permettent de décider si oui ou non une solution
réalisable quelconque est optimale. Par ailleurs, ces conditions peuvent donner une
interprétation a certains algorithmes comme étant des méthodes particuliéres visant
satisfaire ces mémes conditions. Plus encore, ces conditions d’optimalité peuvent inspirer
certaines approches de résolution, comme nous le verrons un peu plus loin. Nous allons,
dans ce qui suit, énoncer les conditions d’optimalité pour le probléme de multiflot de cofit
minimum que nous avons défini dans le chapitre précédent. Pour ce faire, nous utiliserons
dans un premier temps la formulation sommets-arcs de ce probléme puis dans un deuxiéme

temps, la formulation arcs-chemins.
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II.1.1.1. Conditions d’optimalité en formulation sommets-arcs

reprenons la formulation (I.1) en supposant, pour simplifier la présentation, qu’il n’y ait
pas de bornes supérieures sur les flots individuels, autrement dit u,.f. =+, Nous

utiliserons ici, la forme (I.1c’) de la contrainte de capacité. Comme le probleéme de

multiflot est un probléme linéaire, nous pouvons utiliser les conditions d’optimalité issues
de la programmation linéaire pour caractériser les solutions optimales. Soient w; les

variables associées aux contraintes de capacité sur chaque arc (i, j) et 7z*(i) les variables

duales associées aux contraintes de conservation de flot pour toute combinaison entre les
neeud i et produit k. Nous pouvons alors définir le cofit réduit de 1’arc (i, 7) relatif au

produit k par:
6 = eyt =t D+ ()

Les flots y,;‘. sont optimaux pour le probléme de multiflot (I.1) si et seulement si ils sont

réalisables, et pour un certain choix des variables w, (non négatives) et 8 ()

(quelconques), les coiits réduits et les variables flot sur les arcs satisfont les conditions

suivantes:
wy(Y, yi—b;)=0 ¥ (i j)eE, (1I.1a)
ci*20 Y (i j)eE Vk=1K, (IL.1b)
ci*yi=0 V(i )eE Vk=1K. (IL.1c)

Nous nous référerons aux variables w; qui satisfont ces conditions comme les prix
optimaux sur les arcs, pendant que les variables 7°(i) seront désignées par potentiels
neeuds optimaux. Le théoréme suivant fait alors ressortir le lien existant entre multiflot et

flot simple:

Théoreme Il1.1. Soit yi']‘. et w; les flots et les prix optimaux sur les arcs respectivement

pour le probleme (1.1). Alors pour chaque produit k, les variables yg sont également

solution du probléme de flot simple de coiit minimum défini par:

min{ z(ci']‘. + wij)xi';le" =rk x,.’j‘. 20V, j)e E} (I1.2)

(i,j)€E

Preuve. Comme y,f. et w;, sont optimaux pour le probléme (1.1), ils satisfont les conditions

d’optimalité (II.1) et en particulier les conditions (IL1b) et (II.1c). Remarquons alors que

ces conditions ne sont rien d’autre que les conditions d’optimalité d’un probléme de flot
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simple de cofit minimum, sans contraintes de capacité et avec des cofits sur les arcs égaux a
(c,f +w;). (Voir Ahuja, Magnanti et Orlin [1993] chap. 9 par exemple.)

Cette propriété montre que 1’on peut utiliser une approche séquentielle pour obtenir les prix
optimaux et les potentiels nceuds optimaux: en déterminant d’abord les prix optimaux puis
en déduisant les potentiels neeuds et les flots optimausx, par résolution du probléme de flot

simple & cofit minimum défini en (IL.2).
I1.1.1.2. Conditions d’optimalité en formulation arcs-chemins

De la méme maniére nous pouvons réécrire les meémes conditions d’optimalité relativement
a la formulation arcs-chemins du probleme de multiflot de cofit minimum. Désignons par
w;;, les mémes variables prix sur les arcs, associées aux contraintes de capacité. Soient ¢*
les nouvelles variables rattachées aux contraintes demande, se rapportant 4 chaque produit
k. Ces variables seront désignées par les prix du produit k (pour tout k). Le cofit réduit
associ€ a chaque variable chemin est alors définj par:

g =cf(P)+ Zw,.j - o*.

(i,j)epr

Les conditions des écarts complémentaires prennent alors la forme suivante: Jes flots f{P)

de la formulation (I.2) sont optimaux pour ce probléme, si et seulement si pour un certain
choix des variables w; et c*, les cofits réduits et les variables flot satisfont les conditions

suivantes:
W (X Xopep &P (P)=b;) =0 (i, j) e E, (IL.3a)
c;"20 VPePetVi=1 K, (IL3b)
c"f(P)=0 VPePetVk=1, K. (I1.3c)

La condition (II.3a) exprime que le prix de I’arc (i, j) est égal a 0 si la solution optimale
J{P) n’utilise pas toute la capacité de cette arc. Comme le codt réduit relatif au chemin P est

défini par ¢*(P) = 2(,- er c;, on peut alors réécrire ce cofit comme:

ow __ k _ ok
= Z(i,j)eP(c,.j tw)—0o.

La condition (II.3b) exprime alors que le cofiit modifié Z(i j)ep(cg +w;) de chaque chemin
connectant une source s, et une destination ¢, doit étre supérieur ou égal au prix du produit

k, soit ¢*. La condition (II.3c) implique que chaque chemin transportant un flot non nul
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dans la solution optimale, doit avoir un coiit modifié exactement €gal au prix du produit

transporte o*. Conjointement ces deux conditions débouchent sur I’observation suivante:
o est la plus courte distance entre 5, et ¢, conformément aux cofits modJﬁes( +w;),

et dans la solution optimale, chaque chemin entre s, et 7, véhiculant un flot positif est un

plus court chemin relativement 4 ces mémes cofits modifiés,
I1.1.2. METHODES DE DECOMPOSITION

Les méthodes de décomposition sont intéressantes 3 plus d'un titre. En effet, elles évitent
le recours & la programmation linéaire et sont assez simples a mettre en ceuvre. De plus,
elles procédent par décomposition, c'est 4 dire raménent la résolution du probleme
d'ensemble & une séquence de problémes de flots simples ou de plus courts chemins, pour
lesquels des algorithmes efficaces peuvent étre employé€s. Nous aborderons d'abord les
approches classiques de décomposition, 2 savoir la décomposition par les prix et la
décomposition par les ressources. Dans le cadre de la décomposition par les prix, nous
présenterons une analyse récemment effectué par Jones et Lustig, Farvolden et Powell
[1993] sur un aspect de 1'optimisation des multiflots jusqu'ici occulté par les chercheurs.
Il s'agit en fait de l'influence de la formulation sur l'efficacité d'une méthode de
décomposition trés populaire: la méthode de Dantzig-Wolfe. Enfin pour finir, nous avons
Jugé intéressant, pour étre exhaustifs entre autres, d'introduire un algorithme de
décomposition mixte mettant en jeu les deux types de décomposition précédents. C'est un
algorithme qui a été proposé dans le cadre plus général des problémes 2 structure bloc-
angulaire, et que nous avons adapté au probléme de multiflot.

I1.1.2.1. Décomposition par les prix

L’approche de décomposition par les prix consiste comme son nom 1’ 1nd1que a mettre a
jour des variables prix (variables duales associées aux contraintes de capacité), et a
résoudre un ensemble de sous-problemes de flot simple. I1 lui faut alors trouver des prix
appropri€s de facon 4 ce que les solutions optimales de ces sous-problémes permettent
conjointement, de résoudre le probléme de multiflot original. Nous allons décrire ici deux
méthodes pour calculer les prix adéquats, la relaxation lagrangienne et la méthode de
génération de colonnes. Dans le cadre de la technique de génération de colonnes, nous
aborderons partiellement la méthode de décomposition de Dantzig-Wolfe pour donner une
autre interprétation au calcul des variables prix, et pour introduire de récents
développements concernant I’effet de la formulation sur cette méme technique de

décomposition par les prix.
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I1.1.2.1.1. Relaxation lagrangienne

Appliquons la théorie de la relaxation lagrangienne au probléme (I.1) en associant des
multiplicateurs de Lagrange W;» DON négatifs, aux contraintes de capacité (I.1c). Ecrivons

alors le sous-probléme de Lagrange correspondant:
Liw)=minD c*x* + ¥ w (¥ xk b)) (IL.4a)
k (i,j)eE k

ou alors de maniére équivalente:

Lowy=min}, X (c)+w)x; =~ Fwp, (IL.4b)
k (i,j)eE (i,j)eE
sous les contraintes
At =r* Vk=1K, _ (IL4c)
x;20 Vk=1K V(ij)ekE (11.4d)

] i
Notons que pour un quelconque choix des multiplicateurs de Lagrange, le terme
=i ek w;b, peut-Etre ignoré (sa valeur étant constante dans ce cas). Il en découle que le

probléeme (I1.4) peut étre décomposé en plusieurs problémes de flot simple de cofit

minimum, correspondant chacun 4 un produit k¥ donné. Par conséquent, nous pouvons
mettre en ceuvre une procédure de sous-gradient pour mettre 3 jour les multiplicateurs Wi»

tout en résolvant alternativement un ensemble de problémes de flot simple de coiit
minimum. Si yi’]‘. représente la solution optimale aux sous-probleémes de flot simple pour

des valeurs w;; des multiplicateurs de Lagrange 2 la téme itération, on peut écrire:
wi =[wi+ 6, yi—b)J".
k

La notation [a]* représente la partie positive de a et le scalaire 0., le pas de déplacement.

Ces pas sont calculés conformément aux techniques algorithmiques de relaxation

lagrangienne (voir par exemple Ahuja, Magnanti et Orlin [1993] Chap. 16). Remarquons
que le multiplicateur w,.’j de ’arc (i, j) croit du montant pondéré ( Zk y,.'J‘. - b,.j ) sile flot

optimal y,.jf utilise plus que la capacité b; de cet arc et décroit du méme montant dans le cas

inverse. Par ailleurs le probléme de multiflot étant un probléme linéaire, la valeur optimale
du probléme dual L' = max,,, L(w) est égale 2 la valeur optimale du programme (I.1).

Lutilisation dans ce contexte d’une technique de sous-gradient est attractive a plus d’un
titre: premiérement elle permet d’utiliser la structure particuliere des problémes de
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multiflots liée aux contraintes (non relaxées) de conservation du flot pour chaque produit.
Deuxiémement les formules de mise  jour des multiplicateurs de Lagrange sont trés faciles
a implémenter dans un programme informatique. Cependant cette méthode compte
certaines limitations dues essentiellement a de faibles propriétés de convergence (pour
assurer la convergence, les pas de déplacement doivent étre assez petits, ce qui rend la

convergence assez lente). Par ailleurs, cette méthode étant une technique duale, la
convergence vers des variables optimales w; ne signifie pas toujours que les solutions

optimales y,.’; convergent vers la solution optimale du probléme de multiflot.

Avant de conclure cette partie, il serait utile de mentionner que ’on peut combiner
relaxation lagrangienne et programmation linéaire pour résoudre les problémes de
multiflots. En effet, la relaxation lagrangienne peut fournir une bonne base initiale pour
démarrer I’application de I’algorithme du simplexe au programme (I.1). Si nous résolvons
les sous-problémes de Lagrange, pour un choix quelconque des variables wy, par la
méthode adaptée du simplexe dans les réseaux, nous obtenons une solution arbre optimale
associée a chaque produit k (voir Ahuja, Magnanti et Orlin [1993] chap. 11.) Cette
solution arbre correspond en fait & une base B* du systtme Ax* =r*. nous pouvons alors
€tendre ces bases 2 une base globale B comme I'indique la Figure II.1, la matrice identité
dans le coin supérieur gauche correspond aux variables d’écart s;- Notons que pour la
solution associée a la base B: (1) chaque variable flot x* est égale a la solution y* du sous-
probleme de Lagrange et (2) chaque variable s; est donnée par s; = b; — Zk yg . Si toutes

les variables s; sont non négatives, la base est réalisable, sinon elle est irréalisable. Dans

un cas comme dans ’autre, on peut appliquer les méthodes standard de la programmation

linéaire pour résoudre le probléme en question.

Contraintes hi coefficients des e
de coup]age variables flot. i
Produit 1 B

) =B
Produit 2 B
Produit K Bk

Figure IL.1 Base initiale formée des bases individuelles des sous-problemes.

Bixby [1991] utilise une variante de cette approche pour résoudre des problémes de
multiflots de trés grande taille. Sur un plan pratique, son expérience montre qu’en utilisant
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une bonne base initiale, pouvant étre en I’occurrence une bonne approximation de la
solution optimale, la méthode du simplexe pouvait réaliser de trés bonnes performances.

I1.1.2.1.2. Technique de génération de colonnes

Cette technique sera illustrée i partir de la formulation arcs-chemins (1.2). Remarquons
alors que le nombre de colonnes de ce programme linéaire, correspond au nombre total de
chemins pour tous les produits, entre chaque paire de sommets source-destination. Ce
nombre souvent énorme peut alors inhiber I’application d’une quelconque méthode de
programmation linéaire. La technique de génération de colonnes permet de surmonter cet
inconvénient en mettant en ceuvre I’idée que toutes les colonnes ne doivent pas &tre
complétement explicitées, mais générées au fur et 3 mesure de leur “utilité”. La méthode

révisée du simplexe apparait alors comme la méthode Ia plus adaptée pour ce type de
stratégie. Dans ce cadre, la méthode révisée du simplexe met 2 jour les variables duales Wy

et 0%, de fagon a ce que le colit réduit de chaque variable en base soit égal a zéro. Par

conséquent, si un chemin P, connectant pour le produit & les sommets source-destination
oW __ [N , . k . k
S, €t 1, est en base, alors ¢g™” =0, ou de maniére équivalente Z(mep(cﬁ tw;)=0"

Notons que chaque base contient K + M variables et que par conséquent chaque base
donnera lieu & K + M équations de la forme:

. (ci+w,)=0", pour chaque chemin P dans la base.
G, jyep ™Y v p dde

Ces équations contiennent K + M variables dont M variables prix w; et K variables

distances ¢* correspondant a des plus courts chemins. La condition d’optimalité (II.4c)
impose que c¢;” f(P) =0 pour tout chemin P du résean. Comme chaque chemin P de la

base vérifie cette condition, nous pouvons lui faire véhiculer n "importe quel montant de
flot sans violer la condition (IL.4c). Si la variable S [Z Zpepk i (P)f(P)— ] n’est
pas en base, s; = 0 et la condition (I1.4a) est satisfaite. D’un autre cH1é si la variable s; est
en base, son cofit réduit (0— w;) est nul et la solution satisfait (I1.4a). Reste donc la

condition (I1.4b) & vérifier: le coiit réduit de chaque variable est positif ou nul, autrement

dit, pour chaque produit &:

w k k k
= o L) - >
D (Ch W) =020 VPeP,

ou de maniére équivalente,
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: k k
ftw. )2
I;)ellg 2((:” +w;)2 0"
(i.j)eP
Pour vérifier cette condition, nous pouvons résoudre un probléme de plus court chemin
pour chaque produit k. Si pour tous les produits , la longueur du plus court chemin est au
moins égale 3 ¢*, nous sommes 3 Poptimum. Dans le cas contraire, il existe au moins un

produit k pour lequel Q représente le plus court chemin relativement aux cofits modifiés
(cl.f +w; ), tel que la longueur de ce chemin soit inférieure 2 o*. 11 vient alors:

"= ) (ck+w,)-0c" <.
iy g

(i.j)eQ

En termes de programmation linéaire, le chemin Q a un cofit réduit négatif, il peut donc
remplacer un des chemins P déja en base. Le changement de base qui s’ensuit s’effectue
alors de la méme maniére que dans 1’application classique du simplexe. D’autres schémas
d’implémentation sont également possibles, par exemple le pivotage sur toutes les
colonnes favorables & chaque étape, ou encore la sauvegarde des colonnes devenant non
basiques, au cas ol leur coit réduit deviendrait négatif ultérieurement. Une illustration de

ce schéma est décrite en détails par Bazaraa et Jarvis [1977].

Avant de finir, précisons que cette technique de génération de colonnes offre un avantage
intéressant par rapport a la relaxation lagrangienne. En effet, soit g la valeur optimale de
la fonction objective du probleme (1.2) et soit g? la valeur de la fonction objective a une
¢étape de résolution du méme probléme, par la méthode du simplexe. Comme g”
correspond a une solution réalisable de (1.2), g" < g”. Par ailleurs comme nous I’avons
mentionné précédemment, pour un choix quelconque des variables w;, la valeur optimale
L(w) du sous-probléme de Lagrange, représente une borne inférieure pour g*. Du moment

que nous calculons a chaque étape les plus courts chemins relatifs aux xcouts modifiés
(c,} +w;; ), nous mettons a jour pour chaque produit £, les plus petites distances I*(w). La

valeur de L est alors donnée par:

L(w) = Zl"(w)- > wb,,

(i,j)EE
et par la théorie de la relaxation lagrangienne,

Lw)<g <g?.
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Ainsj nous pouvons a chaque étape juger de la qualité de la solution courante,v de facon a
pouvoir interrompre les itérations pour une différence relative entre g” et L(w) jugée
satisfaisante. Remarquons pour conclure que si la borne supérieure g¥' ne peut pas croitre
strictement, la borne inférieure, quant a elle, tend 2 osciller de facon trés variable. 11 serait
donc plus judicieux de prendre comme borne inférieure, la plus grande valeur de L(w)
pour avoir la meilleure borne 4 chaque étape.

Pour donner un caractére un peu plus général 2 cette présentation nous allons tout
simplement reconsidérer les questions de bornes supérieures sur les flots individuels et
I'unicité des sources et des destinations pour les différents produits. Nous nous
apercevons alors que ces hypothéses sont trés faciles & mettre en ceuvre. En effet, elles
interviennent uniquement au niveau des sous-problémes qui ne sont plus en I’occurrence
des problemes de plus court chemin, mais des problémes de flot simple de cofit minimum.
Rappelons a]o%s que ces probleémes de flot simple peuvent étre résolus de maniére efficace,
par de nombreuses techniques que 1’on peut trouver dans Srinivasan et Thompson [1973],
Glover, Karney, Klingman et Napier [1974], Langley, Kennington et Shetty [1974],
Aashtiani et Magnanti [1976], Bradley, Brown et Graves [1977], Mulvey [1978],
Kennington et Helgason [1980], ou plus récemment encore, Grigoriadis [1986], Bertsekas
et Tseng [1988a], Chang et Chen [1989] et Bazaraa, Jarvis et Sherali [1990].

Pour la note historique, Ford et Fulkerson [1958] ont été les premiers a proposer cette
technique de génération de colonnes pour résoudre le probléme de muitiflot maximal. Il a
€té établi par Jewell [1966] que leur travail inspira la non moins populaire méthode de
décomposition de Dantzig-Wolfe [1960]. Cette méthode a été attractive plus d’un titre,
d’une part, pour sa mise en ceuvre d’un formalisme particulier qui a été au cceur des
€conomies planifiées et d’autre part, pour ’utilité de I'algorithme qui en a découlé et son
applicabilité dans de nombreux contextes. Nous reviendrons plus en détails sur cette
méthode dans le paragraphe suivant, pour analyser I'impact de la formulation sur
Pefficacité de cette méthode. En attendant, précisons simplement que 1’idée est la suivante:
imaginons que pour résoudre notre probléme de K flots, nous faisons appel a K décideurs
et & un élément coordinateur. Le role du coordinateur consisterait 3 résoudre le probléme de
multiflot (I1.2) en se restreignant 4 un sous-ensemble de colonnes disponibles; le probléme
ainsi tronqué sera désigné par probléme maiire. Le coordinateur transmettrait alors des
informations sous forme de prix aux K décideurs. Ces derniers vont & leur tour, soit
fournir d’autres colonnes “profitables” (en résolvant des problemes de flot simple), soit

prouver I’optimalité de la solution courante. Comparée 2 la technique de relaxation
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lagrangienne, cette méthode converge en moins d’itérations. Cependant il est beaucoup
plus coliteux en temps de mettre a jour les variables prix en résolvant un programme
lindaire, qu’en utilisant une méthode de sous-gradient, d’oit une lenteur caractéristique.
Néanmoins la méthode de décomposition de Dantzig-wolfe, a I'image de la technique de
génération de colonnes, offre le double avantage de maintenir 2 chaque itération une
solution réalisable ainsi qu’une garantie de qualité de la solution en termes de “distance” a

Poptimum.

Plus tard, Tomlin [1966a] appliqua la technique de génération de colonnes de Ford et
Fulkerson au cas du multifiot de cofit minimum, en méme temps qu’il établit une
spécialisation de la méthode de Dantzig-Wolfe dans le cas d’une formulation arcs-chemins.
Ce travail lui permettra de mettre en valeur I’équivalence entre ces deux formulations. On
retrouvera des résultats similaires dans Bradley [1965] et Jarvis [1969].

Les généralisations du probléme de multiflot de cofit minimum ont fait I’objet de
nombreuses procédures de décomposition par les prix, qu’on peut trouver dans Cremeans,
Smith et Tyndall [1970], Swoveland [1971}], Swoveland [1973], Weigel et Cremeans
[1972], Wollmer [1972] et Chen et Dewald [1974]. Ces généralisations concernent
notamment les contraintes de capacité sur les nceuds, ou la prise en compte de ressources

quelconques.

Par ailleurs précisons que nous pouvons combiner les principes de relaxation lagrangienne
et de génération de colonnes. Bazaraa (article non daté) présente 2 cet effet, une
spécialisation de la méthode de Balas [1966] pour le multiflot maximal. Les sous-
problémes engendrés sont des problémes de flot maximal et la mise & Jour des variables
duales se fait par I’intermédiaire d’un programme linéaire résolu grice a une technique de

génération de colonnes.
I1.1.2.1.3. Effet de la formulation sur la décomposition par les prix de Dantzig-Wolfe

Nous cherchons ici & mettre en évidence I'impact de la formulation d'un probléme de
multiflot sur sa résolution par la méthode de décomposition de Dantzig-Wolfe. Comme
nous I'avons vu précédemment, les problémes de multiflots peuvent se formuler de trois
manieres différentes: avec des origines et destinations spécifiques, des destinations
(origines) spécifiques et des produits spécifiques. En pratique, lorsqu'on est face a la prise
de décision concernant la formulation la plus appropriée, on choisit celle qui met en ceuvre
le plus petit nombre de flots, minimisant ainsi la taille du programme linéaire
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correspondant. Si on opte pour une résolution du probléme par la méthode de Dantzig-
Wolfe, il est clair qu'un tel choix de formulation débouche sur une réduction de la taille du
probléme maftre ainsi que du nombre de sous-problemes 4 résoudre. Jones et Lustig,
Farvolden et Powell [1993] montrent qu'une telle formulation aussi compacte soit elle,
débouche paradoxalement sur un probléme plus complexe, en impliquant cette lenteur de
convergence caractéristique de la méthode. Les motivations de cette hypothése sont de
deux types: premiérement il existe moins de points extrémes dans la formulation en
chemins que dans la formulation en arbres. Naturellement ceci dépend de la structure du
réseau, mais quand ceci est le cas, la formulation chemin, surclasse la formulation arbre.
Deuxi¢mement, la décomposition de la structure d'arbre en structure chemin permet 2 la
méthode de tenir compte d'un plus grand nombre de solutions réalisables dans le domaine
du probléme maitre; ainsi par exemple, dans un réseau quelconque, un chemin ayant un
cofit de transport faible et une grande capacité, doit vraisemblablement faire passer un flot
positif. Cepenipant si ce chemin est groupé dans une structure d'arbre, il est possible que le
flot sur ce chemin soit inhibé par quelque contrainte et le cofit de I'arbre dans sa globalité.
Cette hypothése de meilleure convergence via une formulation origine-destination
spécifique est également étayée par de nombreux tests numériques.

I1.1.2.1.3.1. Formulations et décomposition

Nous allons envisager trois formulations en fonction de trois définitions uniques des
produits. Dans la premiére formulation, un produit est défini comme étant un flot de
marchandise circulant entre une origine spécifique et une destination spécifique, ce
probleme sera noté probléme origine-destination (POD). Dans cette formulation ¥
représente le triplet (%, s, ¢), tel que k représente la marchandise (1<k<K), se8S est
l'origine spécifique et re T correspond a la destination spécifique. Le ( POD) peut
représenter un probléme d'ordonnancement d’équipage otl I'identité d'un membre k de
I’équipage doit étre maintenue pendant que l'on cherche a satisfaire les contraintes
d'origine et de destination. Dans la deuxiéme formulation, nous définissons un produit
comme €tant un flot de marchandise entre une origine spécifique et des destinations
multiples (ou de fagon symétrique, avec des origines multiples et une destination
spécifique); le produit K sera représenté par la paire (k, ¢) identifiant la marchandise k et sa
destination spécifique ¢, et le probléme associé sera appelé probléme destination spécifique
(PDS). Le (PDS) se rencontre typiquement dans les problémes d'affectation de trafic, ou
K véhicules doivent étre orientés A travers un réseau, a partir de différentes origines a une
destination commune ¢. Dans la troisieme formulation, un produit est défini comme une
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marchandise circulant entre de multiples origines et destinations. Le produit x sera
représenté par le singleton k désignant la marchandise et le probleme correspondant sera
noté (PPS): probléme produit spécifique. Le (PPS) permet de modéliser des problémes
d'allocation pour une multiflotte ot un €quipement spécifique doit pourvoir 4 un ensemble

de services de transport.

{(k5,1):d" = &% 0} = K(POD) pour (POD),
K=1{(k1):d"=d #0}=K(PDS) pour (PDS), (IL5)
{k:d* =d* =0} =K(PPS) pour (PPS).

La différence entre les formulations touche au nombre de blocs [K] et a la densité du
vecteur second membre d*; ces différences sont notées dans les formules (I1.5) ot l'on
voit que (POD) posséde potentiellement plus de blocs que (PDS) et (PPS). Le vecteur
second membre 4" varie de fagon significative 3 travers les différentes formulations. Ceci
peut se voir en examinant le nombre d'éléments différents de zéro dans chaque d*: il
existe seulement deux éléments non nuls pour (POD) correspondant 2 I'origine et la
destination spécifique du produit, contre plusieurs éléments non nuls pour les deux autres
problemes, correspondant aux multiples origines et a la destination spécifique pour (PDS),
et aux multiples origines et destinations pour (PPS). En conclusion (POD) possede
potentiellement plus de blocs que (PDS) et (PPS), mais son vecteur second membre est
nettement plus creux que celui des deux autres formulations. Cette constatation va jouer un
10le prépondérant dans la décomposition. De fait, nous en profitons ici pour donner une
description générique du probléme maitre impliqué par le schéma de décomposition de
Dantzig-Wolfe. Les trois types de problémes de multiflot sont basés sur la formulation
sommets-arcs donnée en (I.1) et donnent lieu, suite & I'analogie de la matrice des
contraintes, au méme probléme maitre. (pour plus de détails voir Talgorithine de Dantzig-
Wolfe [1961].) |

Soit J* le nombre total de colonnes dans le probléme maitre restreint associé  I'élément K,

a I’étape courante. Par conséquent le probleme maitre restreint peut s'écrire comme suit:

Minimiser 3 ((¢*)Tv¥)A% (IL.6a)
xeKJeJ*
sous les contraintes
> > A" vhAT<b, (IL6b)
xeKJjeJ*
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Hl=e, (@6
A720 VJe]J:, kek. (I1.6d)

Ot vy est le Jéme point extréme, solution du sous-probleme de flot simple d'indice .

Notons que I* est une matrice diagonale définie comme suit:

K—

i

N 1 si I'arc est couplé
0 sinon.

Le vecteur b est le vecteur capacité associé aux arcs couplés, e est un vecteur unitaire
représentant les contraintes de convexité. La matrice H est une matrice bloc-diagonale de e-

vecteurs, telle que:

(e')"
: (eZ)T

()T

le nombre d'éléments de e* est égal au nombre de colonnes J* associées au sous-
probléme k. A chaque itération de l'algorithme de décomposition de Dantzig-Wolfe un
sous-probleme de flot simple est résolu pour chaque x:

Minimiser (c* — [*w)7 v* (IL.72)

sous les contraintes
Av® =d~, (I1.7b)
V;ZO YV (i,j)eE. (IL.7¢)

Ou les €éléments w correspondent aux variables duales assocides aux contraintes de capacité
(IL.6b). La solution de ces sous-problémes de flot simple est déterminée de fagon unique
relativement & d*. Ainsi pour (POD) la solution est un plus court chemin entre une origine
s et une destination ¢ pour chaque produit k. Pour (PDS) la solution est un plus court
chemin-arbre de toutes les sources 4 la destination. Enfin pour (PPS) la solution consiste a
trouver une solution arbre (entre les multiples sources et destinations) correspondant 3 un
probléme de flot simple de coiit minimum. Par conséquent il parait assez probable que le

point extréme solution de (POD) sera plus creux que celui généré par les deux autres. Par
ailleurs comme nous I'avons vu précédemment, l'ensemble K(POD) possede
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potentiellement plus d’éléments que K(PDS) ou K(PPS). 1l s'en suit que le nombre de
sous-problémes traités et donc de colonnes rajoutées au probléme maitre est sensiblement
plus grand dans (POD) que dans les deux autres probleémes. Jones et Lustig, Farvolden et
Powell [1993] soutiennent que pour un certain type de réseau, il y aura au total moins de
points extrémes rajoutés au probléme maitre de (POD) qu'a celui des deux autres,

parcequ'il y aura moins d'itérations associées au probléme maitre. Pour montrer ceci,
définissons J; comme le nombre de points extrémes associés au produit x a I’étape . Soit

J, le nombre maximum de colonnes associées 3 l'itération t, correspondant a un

quelconque €lément x , i.e.,

3, = max{3).

xeK

Par conséquent, pour toutes les formulations, il existe potentiellement [K|x J, colonnes
dans le probléme maitre 2 I'itération z. L'hypothése suivante est alors soutenue par Jones et
Lutsig, Farvolden et Powell, pour les grands réseaux et spécialement les réseaux

dynamiques:

[K(POD)|x J;, (POD) << |K(PDS)|x J; (PDS).

T, et T, représentent le nombre d'itérations 2 I'optimalité pour (POD) et (PDS)
respectivement. Ceci peut se voir en examinant le nombre total de points extrémes dans
chaque formulation. Le petit exemple de la Figure II.2a (Farvolden [1989]) montre un
réseau dynamique avec un horizon 3 deux périodes. Ce réseau posséde 6 chemins
possibles contre 8 arbres possibles. Mais une petite extension de cet exemple, telle que
présentée dans la Figure I1.2b, montre que l'addition d'un seul nceud fait passer le nombre
de chemins de 6 4 9, pendant que le nombre d'arbres passe de 8 a 27. Il parait clair que
pour un probléme impliquant un horizon plus long et un plus grand nombre de nceuds par
période, la différence entre le nombre de chemins et d'arbres risque d'étre extrémement
importante. On voit donc que malgré un plus grand nombre de sous-problémes pour
(POD), il y aura moins de colonnes au total dans le probléme maitre correspondant, en
comparaison avec (PDS), suite 2 cet effet combinatoire de chemins et d'arbres.
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Figure IL.2 Enumération de points extrémes pour les chemins et les arbres.

- IL1.2.1.3.2. Comparaison des formulations

Pour établir ert valider les différences entre la formulation chemin de (POD) et les
formulations arbre de (PDS ) et (PPS), il faut que ces problémes soient mathématiquement
équivalents. Comme la solution globale est une combinaison convexe de points extrémes
obtenus a partir des sous-problemes, les problémes sont équivalents si les sous-problémes
le sont. Pour distinguer les différentes formulations notons x* le vecteur flot sur les arcs
décrivant la solution arbre correspondant 3 (PPS). yf représente Ia solution de plus court
chemin arbre associée 4 (PDS) et zs", le vecteur flot sur les arcs relatif 3 la solution de plus
court chemin associée & (POD). Les relations existant entre (POD) et (PDS) découlent du
lemme suivant établi par Rockaffelar [1984]:

Lemme I1.2. Si y' est réalisable pour (PDS) alors il existe des valeurs ¢ Vses,

teT et 1<k <K telles que:

yi= z (IL8).

ses§

Ce lemme exprime que les flots agrégés en structure d'arbre partant de toutes les sources
la destination, peut étre décomposé en un sous-ensemble de flots chemins partant
individuellement de ces sources 2 cette destination. Les corollaires qui suivent sont des

conséquences directes de ce lemme.

Corollaire I1.3. Si les coiits sur les arcs du réseau ne dépendent pas des contraintes
origine-destination et que z". est optimal pour (POD) alors yf défini en (IL.8) est optimal

pour (PDS).
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Corollaire 11.4. Si les coiits sur les arcs sont indépendantes des contraintes origine-
destination et si Y est optimal pour (PDS) alors une solution optimale 7", pour (POD) peut

étre construite & partir dey! en vérifiant I'équation (IL8).

Gréce a ces corollaires , on peut considérablement réduire le nombre de sous-problémes a
résoudre pour (POD). En effet, on peut résoudre seulement [K(PDS)| sous-problémes et
décomposer ensuite chaque solution optimale en solutions équivalentes pour (POD).
Notons cependant que ces résultats ne sont plus applicables entre (PDS) et (PPS). Ceci
peut étre démontré par 'exemple de la Figure I1.3 ou I'on compare la solution optimale de
(POD) et la solution (PPS). Cet exemple utilise la matrice demande (POD) suivante:

D} 3 4
1 1 0
2 0 1

Ce probleéme est résolu en envoyant 1 unité sur chacun des arcs (1,3) et (2,4) avec un coiit
total de 20. Par contre la formulation (PPS) débouche sur une solution de cofit 2, en

utilisant les arcs (1,4) et (2,3).

(10
Ox (3

1)

1y

O—25 ©

Figure IL.3 Exemple de réseau.

;
i

En récapitulation, on constate que la comparaison entre (POD) et ( PPS ) peut se faire
directement (moyennant I’hypothése de non spécificité des cofits par rapport aux diverses
origines et destinations, ce qui est une hypothése assez courante dans les problemes de
multiflots.) Par contre la comparaison entre (POD) et (PPS) est autrement plus complexe et
nécessite une transformation de la formulation (PPS) en formulation chemins; ce qui fait

I’objet du prochain paragraphe.
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11.1.2.1.3.3. Extension du probléme produit spécifique

Le graphe G=(V, E) peut étre augmenté de certains nceuds et arcs afin de créer une
formulation en chemins équivalente & (PPS ), soit (EPPS) cette formulation. Pour ce faire,
introduisons K nceuds super-sources 5:{51, ...,§K} et K nceuds super-demandes
T= {f , ...,fK} en imposant au flot k de circuler entre une source spécifique §, et une

destination spécifique 7,. Nous sommes alors en présence d’un nouveau graphe
G=(V.E) on V=vUSUT et E=Eu(9)]ses, sestu{ei|rer, fef]
(Voir Figure I1.4) :

Gy mwum™

0
©
@

Figure II.4 Exemple de réseau (EPPS).

Ce nouveau probléme est équivalent & (PPS) si le flot total ' entre §, et 1, est tel que:

d'=Yd=Yd,

seS teT

et si le flot sur les nouveaux arcs satisfait les contraintes de ravitaillement et de demande.
Notons d* et d* les quantités respectives de marchandise disponible au nceud source s et

demandée a la destination 7. On peut alors envisager le programme lin€aire suivant pour
résoudre (EPPS) :

Minimiser » c*x* (I.9a)
k
Y xi<bh, V(GjeE, (I1.9b)
k
Xs<dt Vie$ seS, 1<k<K, (1L.9¢)
xi, <d*  ViteT,iel, 1<k<K, (I1.94)
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A X5 +%% =0 VI<k<K, (I1.9¢)

Yxie=d" VI1<ksK,§ €S, (IL.9f)
=

Sxi=-d" V1<k<Kk, i ef, (I1.9¢)
=

xE20  VY(ij)eE 1<k<K, (IL.9h)
X520  V§eS seS 1<k<K, (IL9i)
xi, 20 Viel, ief, 1<k<K. (IL.9j)

. . —k -k . . .
Dans cette formulation les notations xs,. et x.i, indiquent les flots entrant respectivement

dans chaque nceud s en provenance de chaque nceud 5, € S, dans chaque nceud t.eT en

provenance de chaque nceud . Les contraintes de conservation de flot prennent alors la
forme (I1.9¢). Les contraintes de capacité sur les nouveaux arcs sont exprimées par (I1.9¢)
et (I.9d). 1l est clair qu'a l'optimum ces contraintes seront satisfaites €galité. La matrice
d'incidence sommets-arcs du graphe augmenté est représentée par les trois derniéres
€galités. Comme dans (POD), le second membre comporte deux valeurs non nulles, la
différence est due aux contraintes de bornes supérieures sur x4s et xs, .

Lors de la décomposition de (EPPS) les contraintes additionnelles peuvent €tre incorporées
soit dans le probléme maitre soit dans les sous-problemes. Si elles sont incorporées dans
les sous-problémes, la formulation du probléme maitre est identique a (II.6) pendant que
les sous-problémes imposent des bornes supérieures et inférieures sur les arcs additionnels
de fagon a ce que les flots sur ces arcs soient fixés. Dans ce cas la solution des sous-
problemes (EPPS) est identique 2 celle des sous-problemes (PPS) et par cjbnséquent iln'y
a aucun avantage a le reformuler en une formulation basée sur les chemins. D'un autre c6té
si les contraintes de flot sur les arcs ( 5,,5) et (1, ) sont prises en compte dans le probléme
maitre, la solution des sous-problémes est identique a celle de (POD), en ce sens que la
solution consiste en un chemin unique entre une super-source et une super-destination
spécifiques. Comme il n'existe pas de contraintes de capacité individuelles dans les sous-
problémes, il est important de noter que la solution est un chemin unique irréalisable pour

le probleme linéaire initial. De méme, vu qu'il existe un flot extérieur 4* au nceud super-
source §, dans les sous-problemes résolus, la solution doit nécessairement envoyer le flot

total d* de §, 2 un nceud source unique s. Ceci est un flot irréalisable dans le probléme

41



original (PPS) qui est rectifié dans le probléme maitre en forgant la réalisabilité, par les
contraintes de capacité des arcs adjacents 2 tous les nceuds super-source et super-demande.
Méme si les contraintes sur ces arcs sont prises en compte sous forme d'inégalité dans le
probléme maitre restreint de (EPPS), la procédure de décomposition les satisfait 4 égalité
(conditions sur le flot total au niveau des sous-problemes). Par conséquent sj une solution
réalisable est obtenue pour ce probleme, elle satisfait les contraintes de demande et de
ravitaillement dans la formulation (PPS ). 1 reste que la difficulté de cette formulation
réside dans l'obtention d'une solution initiale réalisable. Pour qu'une solution soit
réalisable pour chaque produit, il faut générer dans chaque sous-probléme autant de
chemins qu'il en faut pour “toucher” tous les neeuds ravitaillement-demande originaux.
Considérons, par exemple, un biflot sur un réseau i 3 nceuds ravitaillement, 3 nceuds
demande et 2 neeuds intermédiaires. La Figure IL.5 donne la solution pour le premier flot
indiquée en gras.

1

Figure I1.5 Exemple de sous-probléme (EPPS).

Cette solution est incluse dans le probléme maitre sous forme de colonne pour le chemin
§, = f,. Cette colonne contiendra deux valeurs non nulles dans les contraintes de couplage

du probléme maitre associées aux arcs (3§ 5,1) et (6,1,). Cependant, pour satisfaire toutes

les contraintes ravitaillement-demande (pour le premier produit), le probléme maitre doit
également inclure des colonnes avec des éléments non nuls associés aux arcs (§,2),
(5,3), (7, t ) et (8 t ). Pour satisfaire ces contraintes, le sous-probléme associé au produit

1, doit étre résolu au moins 3 fois pour générer les chemins:

§ 2154561,
5§, 2254571,

5§ >355-8-1.

42



Mais il existe 18 chemins susceptibles d'€tre choisis par le sous-probléme. Ceci veut dire
que le sous-probléme doit étre résolu de 3 a 18 fois, et ce seulement pour le produit 1. Par
conséquent, méme pour un petit exemple, 'obtention d'une solution initiale réalisable peut
prendre beaucoup de temps. La question qu'on se pose alors est la suivante: est ce que la
rapidité de convergence caractéristique d'une formulation basée sur les chemins suffit a
contrebalancer les difficultés dues a I'obtention d'une solution initiale réalisable La féponse
a cette question ainsi que les résultats obtenus dans le cadre de cette analyse, font 1'objet du

paragraphe suivant.
I1.1.2.1.3.4. Résultats obtenus

Des tests numériques ont été effectués par Jones et Lustig, Farvolden et Powell [1993] sur
plusieurs ensembles de problémes test issus de la littérature. Les résultats obtenus
soutiennent I'hypothese que la décomposition appliquée a des structures plus importantes
mais plus creuses, associées a des formulations basées sur les chemins telles que (POD) et
(EPPS), donne lieu a une meilleure convergence par rapport aux formulations (PDS) et
(PPS) respectivement. La reformulation de (PDS) en (POD) entraine une légere
augmentation du nombre de contraintes du probléme maitre, comparée a 'augmentation du
nombre de sous-problemes traités a chaque itération. Simplement il faut mettre l'accent sur
le fait que méme si un plus grand nombre de sous-problémes sont résolus a chaque
itération, il y a moins de points extrémes énumérés dans cette formulation. De plus les
sous-problémes sont plus faciles a résoudre en tant que problemes de plus court chemin.
D'autre part, cet inconvénient peut étre évité en résolvant les sous-problemes

correspondants en formulation arbre, puis en décomposant la solution en chemins.

La puissance des formulations en chemins est plus notable dans la formulation (EPPS).
Dans ce cas il y a un léger accroissement dans le nombre de lignes du probléme maitre avec
une complication supplémentaire due aux contraintes de capacité, le nombre de sous-
problémes restant le méme. Mais méme si cette reformulation de (PPS) entraine une
augmentation du temps requis pour obtenir une solution réalisable, la performance globale
de (EPPS) s'avere meilleure que pour (PPS).

I1.1.2.2. Décomposition par les ressources

Robacker {1956] suggére une décomposition par les ressources pour résoudre les
problemes de multiflots, sans spécifier un quelconque schéma d’implémentation. En

général cette approche consiste a déterminer une allocation de la capacité sur chaque arc,
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pour tous les flots, de fagon a ce que I’optimum du probléme global soit atteint 3 travers la
résolution de K sous-problémes de flot simple. La somme des capacités allouées a chaque
flot sur un arc doit étre inférieure ou égale 2 la capacité de cet arc. Il s’ensuit que les flots

individuels de chaque sous-probléme constituent un multiflot réalisable pour le probléme
initial. Appliquons cette approche au probléme (I.1) en allouant au produit k&, fl.f < ug

unités de la capacité b, de I’arc (i, j). I en découle le probléme suivant:

z=min ) c*x* (I.10a)
sous les contraintes k
Y fi<b, Y, j)eE, (IL.10b)
p
A =r* Vik=1 K, (I1.10c)
0<x;<ff V(i j)eE Vk=1K. (IL.10d)

i
O ¢* et x* représentent respectivement les vecteurs cofit et flot sur les arcs, pour le
produit k. Notons f=( f;) le vecteur allocation de la capacité et faisons quelques

observations sur le probléme ainsi défini.

Propriété 11.5. Le probléme (I1.10) est équivalent au probléme de multiflot original (1.1)
en ce sens que: (1) si (x, f) est une solution réalisable pour (I1.10), alors x est réalisable de
(I.1) et produit la méme valeur de la fonction objective; (2) si x est réalisable de (L1) alors
en prenant x = f, (x, f) est réalisable dans le probléme (11.10) et produit la méme valeur de

la fonction objective.

Imaginons maintenant une approche séquentielle pour résoudre le probleme (I1.10). En

effet au lieu de résoudre le probléme en choisissant f et x simultanément, on peut le faire
séquentiellement. Pour cela, fixons en premier lieu une allocation de capacité fg et

déterminons ensuite les flots x,;‘. - Désignons par z(f) la valeur optimale du probléme
(II.10) pour une valeur fixée du vecteur allocation /. et considérons le probléme

d’allocation dérivé:

Minimiser z( f) (I.11a)
sous les contraintes
Y fi<b, V(G j)eE, (IL11b)
k
O<fi<uf V(ijleE Vk=1K (I.11c)
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La fonction objective de ce probléme est connue implicitement, comme solution d’un
probleme d’optimisation en variables x,f Remarquons alors que pour des valeurs

quelconques des variables allocation f,f, le probleme (I1.10) se décompose en K sous-
problémes de flot simple de valeur z*(f*). Dans ce cas z(f) = Zk 2 (fY), avec ZX(f*)

défini comme suit:

Z5(f*) = min c*x* (I.12a)
Ax¥=rt Vik=1 K, (I1.12b)
0<x;<fi V(ij)eE Yk=1K (I.12¢)

Propriété 11.6. Le probleme (11.10) est équivalent au probleme d’allocation (I11.11) en ce
sens que: (1) si (x, f) est réalisable de (11.10) alors f est réalisable dans le probléme
d’allocation (1.11) et z(f) < cx, (2) si f est réalisable pour le probleme d’allocation (11.11)

alors il existe un vecteur x tel que (x, f) est réalisable du probléme original et cx = z(f).

Preuve. Si (x, f)=(x', x*, ..., x5, 1, f% ..., f%) est réalisable de (IL.10) alors fest
réalisable pour (II.11). De plus si x* est seulement réalisable pour chacun des sous-
problémes correspondants (I1.7), zZ'(f*)<c*x*. Par conséquent
Af)=Y, L2 zk c*x* = cx. Réciproquement si f est réalisable dans le probléme
(I1.6), alors par définition z*(f*)=c*x* pour le vecteur x*, d’ot (x', x7, ..., x¥) satisfait

la condition cx = z(f).

Les propriétés (I1.5) et (I1.6) impliquent qu’au lieu de résoudre directement le probleme de
multiflot, nous pouvons le ramener a un probléme d’allocation dont la structure des
contraintes est trés simple, mais avec une fonction objective complexe. Nous verrons
d’ailleurs que cette fonction peut étre évaluée assez simplement et de plugieurs manieres
différentes, a travers la résolution de K problémes de flot simple. Reprenons d’abord
I’écriture du probléeme (II.11) sous une forme matricielle plus compacte, en rajoutant des

variables d’écart aux contraintes (II.11b), il vient:

Minimiser z( f) = 2*(f*) (IL11'a)
k

> fr+s=b, (IL11'b)

O<f*<u* Vik=1K, (IL11'c)

520. (IL11'd)
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Avec:
Z(f*)=min {*x*|Ax* =, 0< ¥ < 7}

et par dualité, pour p*, v* variables duales associées respectivement aux contraintes de

conservation de flot et de capacité:
2(f*) = max {r",uk —f"v"lukA i<t v 0}.

Les techniques de décomposition par les ressources différent par la maniére dont le
probleme (II.11) est résolu. Plusieurs approches ont été proposées dans la littérature, nous
décrirons ici deux techniques essentielles représentées respectivement par la méthode

d’approximation tangentielle et la méthode de sous-gradient.

I1.1.2.2.1. Approximation Tangentielle

Soit R, = {y", v"' HA—VES R v >0t (uF, v*) point extréme }, alors le probléme

(I.11°) est équivalent au probléme suivant:

Minimiser » g (I1.13a)
sous les contraintes k
Bfzrtuf - % V(b )eR, k=1 K, (11.13b)
Y ff+s=b, (I.13c)
P
0<f<u* Vik=1K, (I1.13d)
s20. (I1.13e)

Supposons que O, < R, ; désignons par z(R) la valeur optimale de la fonction objective du
probleéme (I1.13) et par z(Q) la valeur optimale du méme probléme en remplagant R, par
O, dans les contraintes (I1.13b). Alors Z(Q) <z(R) est une borne inférieure pour le

probléme (I1.10). L’algorithme qui en découle prend la forme suivante:

Algorithme de décomposition par les ressources utilisant | ‘approximation tangentielle

Pas 0 : Initialisations
Posons ¢ =0 (¢, compteur d'itérations.)
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Pas 1 :

Pas 2 :

Pas 3 :

ﬁk =—c, 0, =0
Soit f, =(fL, ..., fX ), un élément de {(f‘, o fEIY i <h, 0 £ Su"}.

Résolution des sous-problémes (détermination d'une borne supérieure)

Résoudre pour chaque k=1, K, le sous-probleme de flot simple:

Z5(ff)=min ¢*x!

Axf =1 (uf)
X< fE (V)
xf>0.

Test d'optimalité
Calculer les bornes supérieure et inférieure BS et BI respectivement par:

BS=Y Z'(ff) et BI=Y B,

Si BS = BI, arréter on est a l'optimum. Sinon rajouter (4, v\) a Q, et aller au

pas 3.

Résolution du probléeme maitre
Poser ¢ = 1+ 1 et résoudre le probleme maitre:

Minimiser Zﬁk
k
sous les contraintes
Brxrtu - v v Ve, k=1 K,

fo +s=b,
k
0< fF<ut,

s20,

et revenir au pas 1.

Les K sous-problémes impliqués au pas 1 sont des problemes de flot simple et peuvent
étre résolus par de nombreuses techniques efficaces (voir Srinivasan et Thompson [1973],
Glover, Karney, Klingman et Napier [1974], Langley, Kennington et Shetty [1974],
Aashtiani et Magnanti [1976], Bradley, Brown et Graves [1977], Mulvey [1978],
Kennington et Helgason [1980], ou plus récemment encore, Grigoriadis [1986], Bertsekas
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et Tseng [1988a], Chang et Chen [1989] et Bazaraa, Jarvis et Sherali [1990]). De plus, les
seuls changements dans les opérations successives de pivotage, touchent uniquement les
bornes supérieures; il s’ensuit que ces programmes peuvent tirer avantage d’une technique
duale simplexe lors de leur réoptimisation. Par ailleurs le probléme maitre posséde une
structure bloc-angulaire pouvant étre exploitée grace & une technique spécialisée du
simplexe, connue sous le nom de Generalized upper bounding. Soweveland [1971]
implémenta cette procédure sans tenir compte de cette structure particuliére du probléme
maitre. Son code de décomposition par les ressources s’avéra alors moins performant que
son code de décomposition par les prix. De fait, une approche similaire tenant compte de
cet avantage, appliquée par Géoffrion et Graves [1974] 4 un probléme de multiflot sur la
localisation de dépbts, enregistra un plus grand succes.

I1.1.2.2.2. Méthode de sous-gradient

Une autre maniére d’interpréter la fonction z( f) serait de la considérer comme le coiit du
programme linéaire (IL.10), fonction des paramétres du second membre f. Un résultat
connu de la programmation linéaire montre alors que la fonction z( f) est une fonction
convexe linéaire par morceaux (cf. par exemple Lasdon [1970] chap. 9). Une approche
naturelle pour résoudre le probléme d’allocation serait alors d’utiliser une méthode de
sous-gradient. Pour ce faire, il faut trouver une direction de déplacement correspondant &
un sous-gradient, et un pas de déplacement permettant de maintenir la faisabilité et
d’assurer la convergence vers une allocation optimale de la capacité. L’approche adoptée
procéde en deux étapes: (1) trouver un sous-gradient y de la fonction z(f) et un pas de
déplacement assurant la convergence, (2) transformer toute nouvelle allocation f = f + ty
irréalisable (i.e. Zk f; >b; ) en une allocation réalisable. Pour ce qui est de 1’étape 1,

rappelons qu’un sous-gradient ¥ de z(f) au point f = f est un vecteur satisfaisant la

condition:
2f)zz(f)+y(f—F) pourtout £=(f', f2, ..., f¥), avec f* e F*.

Dans cette expression, F* est ’ensemble de toutes les allocations possibles associées au
produit k, pour lesquelles le probléme (II.11) est réalisable. La propriété suivante montre
que trouver un sous-gradient de la fonction z( f) revient a trouver indépendamment les

sous-gradients des fonctions constituantes z*( £*).

Propriété I1.7. Soit v* un sous-gradient de z*(f*) au point ?k pourk =1, K. Alors
Y=, v’ .. ¥ estun sous-gradient de z( f)aupoint f=(F, F', ..., ).
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Preuve. Comme 7" est un sous-gradient de z(f*) on a:
U2 F A -F) Ve P
En sommant ces expressions sur k et en utilisant le fait que z( f)=zkz"( ) et

Yf-9= Zk Y*(f* -~ F"), on démontre le résultat énoncé.

Ce résultat montre que trouver un sous-gradient de Ia fonction z en un point f, requiert des
informations sur les problémes de flot simple définis en (I1.12). Fort heureusement ces

informations sont le produit de toute procédure de résolution de ces problémes: pour
k=1, K notons v* =( v,j Jijee les variables duales associées aux contraintes x* < Vi

(tensions) a 1'optimum de (I.12), alors Ie vecteur v = (V* Je=1, ¢ €St un sous-gradient de z

en f. (Voir Lasdon [1970] ou Géoffrion [ 1970].)

Une fois la direction de déplacement choisie, on s’intéresse au pas de déplacement. Le pas

de déplacement classiquement utilisé dans les techniques de sous-gradient est:
t=p.l2(f)-2"]1/yy.

Ou p, est une série décroissante (avec 0< p.<2), Z est une borne inférieure du
probléme (IL.11) et ¥ un sous-gradient de z(f) enf. La convergence de cette procédure
est assurée lorsque 7z~ est la valeur optimale de la fonction objective. Cependant comme

cette valeur n’est généralement pas disponible, 4 priori, on utilise une valeur sous-estimée
de z". Avec tous ces éléments nous pouvons trouver la nouvelle allocation f = f + ty. Si

le vecteur fest réalisable (Zk f,.j.‘ <b;) nous adoptons ce nouveau point, sinon on
enclenche la deuxiéme étape. Dans cette étape, on essaie de trouver un point f (le plus
proche possible de f) en faisant une projection de la nouvelle allocation sur la région

. k . . . < .
réalisable { f!, ..., f¥ <b, f 20;. Mathématiquement cela revient & résoudre Ie
k q !

i

probleéme d'optimisation suivant:

Minimiser % Y (f¥ - 7;)2

k (i,j)eE
D fi<h, Vk=1K,
k

fi20 Y (i, j)eE Vk=1K.

Ce probleme se décompose en M (nombre d'arcs) programmes quadratiques indépendants
pour lesquels on détermine la solution optimale de fagon explicite, en utilisant les
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conditions de Khiin et Tucker. L'algorithme d'optimisation par la méthode de sous-
gradient prend alors la forme générale suivante:

Algorithme de décomposition par les ressources utilisant une technigue de sous-gradient

Pas 0 : Initialisations
Fixer £>0 (pour évaluer la qualité de la solution) ainsi qu'en entier 7 > 0

désignant le nombre maximum d'allocations calculer:
Déterminer une allocation réalisable f, =(f;, ..., f& ) et une borne inférieure BI

(on pourra prendre BI = Zkz"( b) en résolvant (I.12) avec f* =b).

Poser ¢ = 1 (compteur d’itérations) et z* = oo.

Pas 1 : Résolution des sous-problémes
Résoudre pour tout , le probléme de flot simple:
1

z*¥ = min {ckxk,Axk =r, 0< xF Sf"}.

Si ¥ z* <z" stocker la solution, poser 7" = >, 2" etaller au pas 2. Sinon aller au
pas 3.
Pas 2 : Test d'arrét

(z—BI)
BI

Si < g out = T arréter, sinon aller au pas 3.

Pas 3 : Nouvelle allocation
Poser r= ¢ + 1, déterminer une nouvelle allocation réalisable et retourner au pas 1.

L'idée d'appliquer un algorithme de sous-gradient pour minimaliser la fonction z(f)
apparait dans Held Wolfe et Crowder [1974] dans le cas du probléme de multiflot
maximum. La premiére mise en ceuvre de la méthode est due 2 Kennington et Shalaby

[1977] qui proposent une extension pour résoudre le probléme de multiflot de cofit
minimum. Cependant, ces auteurs se contentent d'utiliser le minorant zkz"( b), lequel

peut &tre trés €loigné de I'optimum. Une approche similaire est €galement proposée par
Gratzer et Steiglitz [1972]. Minoux [1977] présente une amélioration par rapport a
Kennington et Shalaby, en utilisant dans son algorithme un meilleur minorant (comme
solution approchée du probléme dual, obtenue €galement par une méthode de sous-
gradient). Ceci lui permet de réaliser un meilleur encadrement de la solution optimale et

d’accélérer la convergence de I'algorithme de sous-gradient. Il existe d'autres méthodes
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pour le calcul des bornes inférieures, notamment celle de Zangwill [1969a] et celle de
Gersht et Schulman [1987]. Assad [1980b] présente également une approche de
décomposition par les ressources basée sur une méthode de sous-gradient.

Avant de cloturer cette discussion, précisons que toutes ces approches utilisent une
direction de déplacement correspondant 4 un sous-gradient de la fonction z(f). Mais
toujours étant donnée la convexité de cette fonction, on pourrait tout aussi bien utiliser la
“meilleure direction”, au lieu d'un simple sous-gradient. D'un point de vue théorique ceci
peut se faire grice a4 des méthodes de montée duale (voir Grinold [1972] et Lasdon
[1970]). 1I reste que, sur un plan pratique, ces techniques peuvent induire certaines

lourdeurs au niveau de I'implémentation.
I1.1.2.3. Décomposition mixte

Les deux types de décomposition précédents ont mis en valeur le principal objectif de la
décomposition, & savoir la réduction de la taille du probleme. Mais ce n'est pas 1a le seul
objectif justifiant des recherches dans ce domaine. Effectivement, on peut évoquer la
décentralisation  la fois des informations et des décisions optimales qui doit permettre aux
sous-systeémes de préserver leur autonomie jusqu’a la solution optimale et cela, sans I’aide
d’un niveau de coordination centralisateur. En fait, les deux types de décomposition
précédents ne permettaient pas une décentralisation des sous-problémes. On entend par
décentralisation la capacité de chaque sous-systéme de calculer et d'identifier sa propre
solution optimale en résolvant les sous-problémes de flot simple avec le vecteur prix
optimal ou l'allocation optimale (respectivement pour la décomposition par les prix et la
décomposition par les ressources.) Ainsi, dans la décomposition par les prix nous avons
appliqué une méthode duale consistant 2 traiter les contraintes couplantes par relaxation
lagrangienne. En termes de programmation mathématique, le coordinateur doit donc
rechercher la solution d'un probléme dual dont la fonction objective n'est généralement pas
différentiable en w”. 1l en est de méme dans la décomposition par les ressources, ot 1'on
résout un probléme d'allocation dont la fonction objective n'est pas différentiable en f~.
Par conséquent les décisions ne peuvent pas étre totalement décentralisées par ces
méthodes. Autrement dit, les sous-systemes n’ont aucun moyen de calculer et d’identifier
la solution optimale. C’est dans ce but que sera introduit ici, un nouvel algorithme de
décomposition mixte complétement décentralisé. Mis 3 part le gain introduit par la
simplification de la coordination, 1’objectif de décentralisation a des conséquences

intéressantes sur 1’organisation du processus décisionnel, dans le cas des systémes
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€conomiques notamment (cf. Atkins [1974] et Jennergren[1973]). Ce schéma de
décomposition a été proposé par Mahey [1986] dans le cadre plus général des modeles 3

structure bloc-angulaire. Nous présentons ici, une spécialisation de cette approche au cas
des multiflots. Pour simplifier la présentation, nous supposerons uif =+eo pour tout

(i,j) € E et tout k. Réécrivons alors Je probléme (I.1) sous une forme matricielle plus

compacte:
Minimiser Z c*x* (I1.14a)
k
sous les contraintes
D Ex*<b, (I1.14b)
k
2 eV, ={x" e R¥|ax* =, x* 20} V=1, K. (IL.14c)

Otles E, sorit des matrices identité de taille M. Nous supposerons les hypothéses initiales
suivantes: A est de rang N et V, est borné pour tout k. De plus la solution optimale du
probléme (II.14) existe, est unique et non dégénérée. Ceci implique que le probléme dual
de (I1.14) posséde une solution unique et non dégénérée.

I1.1.2.3.1. Analyse de la dégénérescence des sous-problémes

On a vu que les deux types de coordination précédents ne pouvaient permettre la
décentralisation totale des décisions optimales locales. Montrons comment ce fajt est
introduit par des dégénérescences introduites dans les sous-problémes par la

décomposition.

Avec les hypothéses faites au départ, on sait que la solution optimale contient exactement
(M + KN)variables de base strictement positives. Prenons alors les sous-problémes
associés a la décomposition par les prix. Leur dimension étant N, la solution de base
constituée par les K solutions locales contiendra au plus KN variables positives. D’autre
part, comme la solution optimale globale de (I1.14) satisfait les conditions d’optimalité
locales de chaque sous-probléme on peut affirmer qu’une partie des sous-problemes (au
moins un et au plus M) possédent une infinité de solutions et par conséquent ne peuvent
étre décentralisés. On est donc en présence d’une dégénérescence duale. Dans le cas des
sous-problémes associés 2 la décomposition par les ressources, la dimension de la solution
de base constituée par les K solutions locales est (KN + KM). A I’optimum, il y aura donc
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nécessairement (K-1)M variables dégénérées (en base et nulles) et cette dégénérescence

portera sur au moins (K-/) sous-problémes.

On s’apercoit donc que, si I’on veut maintenir les problémes linéaires, un algorithme
décentralisé devra allouer exactement M contraintes dans les sous-problémes. C’est dans
ce but que nous allons introduire une partition des contraintes de couplage en K sous-
ensembles (un certain nombre de ces sous-ensembles peuvent €tre vides). L’allocation

consistera alors en une bijection entre ces K sous-ensembles disjoints et les sous-
problémes. Chaque bloc E, est partitionné en K sous-blocs, de méme pour b :

[E, [5, ]
E =E, |, b=}b,
_EKkJ _bK_J

. K . N .
Les contraintes ZH E,x* <b, seront allouées au sous-probléme k, qui recevra des

allocations de prix associées aux (K-1) blocs de contraintes restants. La preuve de
P'existence d’une partition qui méne 2 des solutions locales non dégénérées dépend du

résultat suivant:

Lemme I1.8. Etant donnée une matrice carrée non singuliére et une partition quelconque
des colonnes (reps. des lignes) de cette matrice, il existe au moins une partition des lignes

(resp. des colonnes) faisant apparaitre des blocs diagonaux non singuliersg
Pour la preuve voir Mahey [1986].
I1.1.2.3.1. Décomposition décentralisée

Etant donnée une partition des contraintes en K sous-ensembles, réécrivons le probléme
(IL.14) en rajoutant les variables f = (£, ..., f¥) telles que feRY et f*alaméme
dimension que b, :

Minimiser . c*x* (II.15a)
k
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E.x* - ff =0, (11.15b)

ff+YEx'<bh Vik=1K, (T1.15¢c)
I#k

< eV, (I.15d)

On effectue alors une relaxation lagrangienne des contraintes de couplage (I1.15¢c). On
obtient alors un lagrangien en x, w et f:

Lixwf)=Y [ckxk + wk(ZEk,x" +f* - bkﬂ.

Ik

Pour un couple (w, f), on a les sous-problémes:

p.(w, f)=min [c"xk + Zv_v;E,dx"J (I1.16a)
1k

E =7 (IL.16b)

eV, (I.16¢)

Le coordinateur doit rechercher un point-selle de 1a fonction:

K
PO, )= 3 [ v, f*)+ w, (f* = )]

k=1

P(w, f) est convexe en fet concave en w. A I’intérieur du domaine de p, on peut définir le
sous-différentiel de p en (w, J) (Rockafellar [1970], p- 374):

opw. )= 3, p(w, f)X 3 _p(w, ).

Soient X.(w, f) et IL(w, f), les ensembles de solutions optimales primales et duales de
(I0.16), on a alors:

dpp(w, f)= {—n.i + pil”i e IT(w, f)}

awkp(w,f)={zEk,xl + f* —bklxl eX,(w,f)}.

(£ 4
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On a vu que la possibilité de décentralisation requiert la non dégénérescence des sous-
problémes. Montrons qu’il existe une décomposition telle que chaque sous-probléme
(IL.12) a une solution unique non dégénérée au voisinage de I’optimum.

Théoréme I1.9. (Mahey [1986)) I existe une décomposition des contraintes de couplage
telle que chaque sous-probléeme (11.16) a une solution unique non dégénérée pour
wo=wi, Vizketf*=F on f =b, —ZI#EH?. Cette solution est égale a

(;k, ;v'k) et (w, 7) est l'unique point-selle de p(w, f).

On ne pourra donc parler de décentralisation que dans un voisinage de I’optimum ot il est
possible de caractériser une partition des contraintes favorable. Pour cela, on doit se poser

deux problémes distincts:

- Comment obtenir une telle partition?
- Une fois connue une partition favorable, comment obtenir le point-selle (W, 7)"

Répondons en premier lieu 4 la deuxiéme question: la forme particulierement symétrique
des sous-probleémes (I1.16) suggere le schéma itératif suivant: 2 I’itération 7, on résout les
sous-problemes (I1.16) séquentiellement. Appelons x/', la solution primale optimale et 7*

. . s .k s
le vecteur des multiplicateurs optimaux associé a 1’allocation f du sous-probléme k. Ces
informations sont transmises aux autres sous-problémes qui modifient leurs allocations

primales et duales par:

p— N

wi =1, I=1, ..,k
wi=n_,, I=k+2,.,K
sous - probleéme X
k+1 ?kﬂ =b, — zEkﬂ,I'xtl ( ,1
- Z Ek+l,lxxl—l
I=k+2 J

Observons que ce schéma itératif est équivalent i résoudre dp(w, f) =0 par un algorithme
de type point fixe. Plus précisément, si on considére la base optimale de (I11.14) dont les
lignes sont arrangées de manire a faire apparaitre les bases optimales de chaque sous-
probléme (I1.16) on peut en déduire que I’algorithme propos€ €quivaut a appliquer une
méthode de Gauss-Seidel par blocs & cette matrice. Sur la Figure I1.6, on a noté ELj et Ak
les parties basiques des sous-matrices E,; et A,. Par conséquent 1’algorithme converge
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vers le point-fixe (v_v, 7) si le rayon spectral de la matrice (D - E)'F est inférieur a

I'unité.
En E12 El .
1 - o uefs]
~ ~ ~ e
PRy R S8 A
21 E, E,, ; }}% b 'f,f; ;
A RIS N
(gdnngnsy
E31 E32 E33
‘ A,

Figure I1.6 Forme bloc-diagonale de la base optimale.

Le principal avantage de cette décomposition est donc I’élimination du niveau coordinateur
dans le voisinage de I’optimum ot la partition favorable des contraintes a pu étre identifiée.
Le probleme de la recherche de la partition favorable est plus difficile. Il est pourtant
crucial pour construire des algorithmes compétitifs avec les méthodes classiques
(application du théoréme I1.9 et convergence des itérations de point fixe). Une réponse
partielle a ce probléme est exposée dans Particle de Mahey [1986] ol I’introduction de
quelques régles heuristiques se sont avérées suffisantes sur les exemples numériques
traités (voir également Cohen [1980] et Morin [1993)).

11.1.3. METHODES DE PARTITIONNEMENT

Comme nous I'avons constaté au chapitre I, le probleme de multiflot est un programme
linéaire qui met en ceuvre deux types de contraintes: (1) des contraintes de conservation de
flot indépendantes pour chaque produit, (2) des contraintes couplantes, relatives au partage
de la capacité par tous les produits. C'est cette structure sous-jacente de flots dans les
réseaux qui est a la base des méthodes de partitionnement. En effet, ces méthodes sont des
spécialisations de la méthode du simplexe, ot la base courante est partitionnée de facon 2
exploiter les propriétés particuliéres des flots dans les réseaux. Nous présentons dans ce
qui suit deux formes de partitionnement, 3 savoir le partitionnement dual et le

partitionnement primal.
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I1.1.3.1. Partitionnement dual

Cette premiére approche se base sur le fait qu'en pratique, seul un sous-ensemble réduit
des contraintes de capacité est “saturé” 3 Ioptimum, de telle sorte que la plupart de ces
contraintes peuvent étre relaxées sans perte d'optimalité. Nous présenterons dans ce qui
suit une technique duale, pouvant étre interprétée comme une forme de relaxation. Pour
simplifier la présentation, nous supposerons u,.jf =40 pour tout (i, j) e E et tout k dans la
formulation (I.1). Réécrivons alors le probléme de multiflot de cofit minimum sous une

forme matricielle plus compacte en introduisant des variables d’écart:

Minimiser Zc"x" (II.17a)
k
sous les contraintes
YEx +s=b (I1.17b)
k
Ax*=r* Vk=1K, (.17¢c)
§20,x*>20 Vk=1 K. (IL.17d)

Oules E, sont des matrices identité de taille M. L'observation précédente a motivé I'idée

de diviser les contraintes de couplage en deux groupes: les contraintes courantes (&
variables d'écart nulles ou proches de zéro) et les contraintes secondaires, soit

respectivement:
ZE,fx" +5°=b°, ZE,ka +5° =b.
k k

Supposons que A soit de plein rang, et partitionnons la en [B, N] en référence aux parties
basiques et non basiques de A. Autrement dit det(B)#0 et B7'r*>0. (Si cela est
impossible le probléme original n'a pas de solution. ) Le probléme (IL.17) peut alors

s'écrire comme suit:

Minimiser ) (chxk +ckxk) (I.18a)
k
sous les contraintes
SE xk+ B x5 455 = b, (IL.18b)
k Y Ext+5 =0, (IL18c)
x5 = B_lr[;‘ -B7'Nxt  Vk=1K, (11.18d)
520, x5 >0 Vik=1 K, (IL.18e)
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520, x£20 Vk=1 K. (I.18f)

Toutes les partitions sont compatibles avec A = [B, N].

Grigoriadis et White [1972a, 1972b] proposent une procédure de relaxation ol les
contraintes (I1.18f) sont relaxées. Alors (I1.18d) peut €tre utilisé pour éliminer x,'; du

probleme (I1.18), ce qui donne lieu au probléme relaxé suivant:

Minimiser ) {c;B™'r* +(cy, ~ ckB™'N)xk } (I1.19a)
k
sous les contraintes
SUE +EB'N)xh +5°=b - Y BB, (I.19b)
k k
520, x>0 Vik=1, K, (11.19¢)

La stratégie de? base consiste alors a résoudre le probléme relaxé (I.19) en x, pour tout .

Si les contraintes relaxées sont satisfaites par la solution courante, on est & 1'optimum.
Sinon le partitionnement en variables de base et hors base est révisé de telle sorte qu'une
variable négative de x% soit remplacée par une variable positive de x). La preuve qu'un tel
€change est possible est donnée dans Rosen [1964]. Si les contraintes s >0 sont violées,
le partitionnement de E en [E°, E*] est modifié en translatant une contrainte violée de E°
dans E°. Cette procédure peut étre interprétée comme une application particuliére de la
méthode duale simplexe. Sauf que, au lieu de manipuler l'inverse de la base pour (11.17),
on se restreint a I'inverse de (I1.19b).

L'application d'une telle procédure répond 4 deux motivations principales: premiérement,
la structure de réseau est préservée, en ce sens que toutes les opérations de multiplication
par B™' sont mises 2 jour par des techniques de marquage issues de la théorie des graphes,
deuxiemement, si seulement quelques contraintes de capacité sont saturées a I'optimum,
les matrices E; auront des dimensions assez petites tout au long de la procédure. Par
conséquent les opérations de pivotage seront effectuées sur un systéme de taille réduite.
L'approche souffre cependant du fait qu'étant dualisée, la faisabilité n'est atteinte qu'a

I'optimum.
I1.1.3.2. Partitionnement primal

Tel qu’il a été€ formulé en (I.1), le probléme de multiflot de cofit minimum se présente

~

comme un programme linéaire a structure bloc-angulaire. Cette approche permet
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d’implémenter la méthode du simplexe en tirant profit de cette structure particuliére et en
exploitant certaines propriétés des flots dans les réseaux.

Considérons une base B quelconque du programme linéaire (I.1), ot chaque colonne
correspond a un flot de produit quelconque sur un des arcs du réseau, les colonnes
basiques forment donc un ensemble de sous-graphes. Chacun de ces sous-graphes est
associé a un des produits en circulation. Soit M* la sous-matrice de B correspondant au
produit k. Notons que chaque sous-matrice M* contient une base B* de la matrice
incidence sommets-arcs A. Or nous savons que toute base B* correspond 2 un arbre T*
du graphe associé au réseau (voir Ahuja, Magnanti et Orlin [1993] chap. 11). Par
conséquent les sous-graphes associés 2 une base quelconque sont composés de ces arbres
et de certains arcs additionnels. Par ailleurs le probleme de multifiot présentant une
structure bloc-angulaire, la base B reproduira cette méme structure en prenant la forme
indiquée sur la Figure I1.7(a). Plutdt que de travailler sur la base B, nous allons procéder a
un changement de variables. Le but de ce changement est de transformer la base B en une
base B’ de fagon & pouvoir faire ressortir la structure sous-jacente de flots dans les
réseaux, et ainsi accomplir les opérations du simplexe d’une maniére plus efficace. Les
contraintes de capacité sont présentées ici sous la forme (1.1 c’). Si x, représente le
vecteur des variables de base et 4 le vecteur second membre (h="', ...,h%) , on peut
ecrire le systéme Bx, = h. Remarquons au passage que les variables de base incluent 3 la

fois des variables flot et des variables d’écart.

Contraintes Contraintes

de couplage de couplage

Produit 1 Produit 1

Prodult 2 Produit 2 Bz

Prodult K /El<— Mk Produit K / B
Solution (arbre) de base Solution (arbre) de base
pour chaque produit pour chaque produit

a. b.

Figure IL.7 Partitionnement de la base pour un probleéme de multiflot:
(a) base initiale; (b) base aprés le changement de variables et le réarrangement des

colonnes.
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Pour simplifier le systtme Bx, =#h, supposons le changement de variables suivant:
Dyp = x; pour une matrice D non singuliére choisie de maniére appropriée. Par
substitution de x, dans le systtme Bx, =k, en posant B’ = BD, on obtient le systéme
B(Dyg) = (BD)y, = B'y, = h. Supposons que nous puissions faire ce changement de
fagon a ce que la matrice B’ prenne la forme particuliére indiquée sur la Figure IL7(b).
Dans cette forme, seules les variables qui correspondent a la base B* apparaissent dans les

contraintes de conservation du flot k.

Montrons donc comment s’effectue ce changement de variables Dy, = x;. Remarquons
pour cela que ce changement revient 2 éliminer toute colonne M appartenant 3 M* et non
a B* dans les contraintes de conservation du flot k. Ainsi les seules variables figurant dans

ces équations sont celles correspondant 2 B*. Par ailleurs notons que ces colonnes
. ‘s . . s k
basiques sont associées aux arcs (i, f) correspondants, lesquels forment avec 1’arbre T

un circuit uni%que. Dés lors le changement de variables peut se faire par une simple

opération de marquage. Supprimons I’indice ¥ momentanément pour ne pas surcharger la
présentation, et posons 07" égal 2+ 1 ou a0, selon que I’arc D, q) de I’arbre T appartient

ou non a ce circuit (le signe + dépend de !’orientation de I’arc (p, q) relativement  ’arc
(i,))). Pour transformer les variables, il suffit de poser x, =y, —Z6§qypq , avec la
somme portant sur les indices (7, 7) de toutes les colonnes M, destinées a étre éliminées.
Sans oublier x; = Y; pour tous les arcs (4, j) qui ne sont pas dans 1’arbre 7. En supposant

ces transformations réalisées, nous pouvons faire les remarques suivantes:

1. Comme le changement de variables correspond a des opérations sur les colonnes de
la matrice B, la non singularité est maintenue dans B’ et W est aussi non singuliére

(comme sous-matrice de B’).

2. De méme les opérations sur les colonnes ne changeant pas la solution du systéme
B = ¢4, le vecteur des multiplicateurs du simplexe est le méme que celui déterminé
par le systtme 7B’ =c, (c, et c, étant les cofts basiques avant et aprés

transformation).

A présent nous pouvons implémenter la méthode du simplexe. Pour ce faire, rappelons les

deux types d’opérations requis par cette méthode:

1. Résoudre un systéme de la forme Bx, =k ou Bxy = A; pour une colonne A, 2

introduire en base.
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2. Résoudre un systéme de la forme 7B =c 5> POUr mettre a jour les variables duales 7.

Plutdt que de faire les calculs sur la matrice B, nous utiliserons la matrice B’.
Partitionnons le vecteur 7 =(n° #', ..., z¥), ot 7° contient les variables duales
rattachées aux contraintes de couplage, et 7* celles rattachées aux contraintes de
conservation de flot pour le produit £. Soit c,, le sous-vecteur de ¢y correspondant aux
colonnes de W. Nous pouvons alors résoudre le systétme 7B’ = Cp par une procédure de
substitutions successives. Résolvons en premier lieu le sous-systéme W =c,, qui met
en jeu seulement M équations, puis substituons ces valeurs dans le systetme 7B =c,.. Le
systéme se décompose alors en sous-systémes mdependants (pour tout k) avec des cofits
modifiés ¢, . Par ailleurs, ces calculs correspondant a un calcul de varjables duales pour
un probléme de flot simple, ils sont mis & jour par des techniques classiques (Ahuja,
Magnanti et Orlin [1993] chap. 11) i travers des opérations de graphes qui permettent
d’exploiter la structure d’arbre associée a chaque base.

Le méme scénario est repris pour résoudre le systtme Bx, =h. le vecteur y, est
partitionné sous la forme y, =(y°, y', ..., y*) en correspondance avec les colonnes de W,
B, ..., B respectivement dans B’. Les sous- -systemes indépendants B*y* = 1* sont (on
le sait maintenant) des problemes de flot simple pour lesquels il existe des techmques de
résolution efficaces. En substituant par la suite les valeurs des variables y', ..., y* dans le
systeme B’y = h, on tombe sur un systme réduit de la forme Wy =b’, (b’ représente la
capacité modifiée aprés injection des variables flot dans les contraintes de capacité.) Enfin,
apres avoir résolu tous ces systémes, nous pouvons utiliser la transformation Dy, = x,

pour évaluer les variables x,.

Récapitulons a présent les simplifications réalisées par cette approche. Il est clair que toutes
les opérations du simplexe sont accomplies a partir d’une base plus compacte W, le reste
des opérations relevant de la théorie des graphes. En effet plutdt que de résoudre le
systeme Bx, =h & partir d’une matrice de taille (M+K)x(M+K), nous faisons K
calculs de flot simple et nous résolvons un systeme réduit (M x M), soit Wy° =4". D’une
manicre analogue, au lieu de résoudre un systtme (M + K)x(M+K) de la forme
7B = ¢, nous réalisons K calculs de flot simple et nous résolvons un systéme de taille
réduite (M x M), soit m,W =c,, . Le gain en temps de calcul est d’autant plus substantiel

qu’il arrive que seulement p arcs (p < M) soient assortis d’une contrainte de capacité.
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Le reste des détails pratiques rentrant dans ’implémentation du simplexe, notamment les
entrées et sorties de colonnes, est décrit en détails dans différents articles en rapport avec
les techniques de partitionnement primal. Dans ce contexte, Saigal [1967] a été le premier &
appliquer cette méthode, dite aussi méthode de représentation compacte de I’inverse de la
base, au cas des multiflots. Une approche similaire est décrite par Hartman et Lasdon
[1972]. L’algorithme qu’ils ont développé est une spécialisation d’une technique de la
programmation linéaire connue sous le nom de Generalized Upper Bounding (G.U.B.),
adaptée aux problémes 3 structure bloc-angulaire. Leur algorithme montre qu’on peut
réaliser les calculs du simplexe A partir d’une base encore plus compacte de taille
(s+1)x(s+1) (ot s représente le nombre d’arcs saturés I’étape courante). Maier [1974]
propose un autre schéma de partitionnement ol il tombe sur la méme base W. Mais
contrairement a son prédécesseur, il préconise de maintenir explicitement W™, au lieu
d’une sous-matrice de W™'. Kennington [1977] propose une spécialisation de I’algorithme
de Hartman et Lasdon pour un probléme de transport en multifiots. McCallum [1977]
présente une approche de G.U.B. pour un probleme de communication. D’autres
techniques de partitionnement sont également proposées par Graves et McBride [1974,

1976].

I1.1.4. COMPARAISON DES METHODES ET NOUVELLES

APPROCHES

Nous avons vu précédemment que le probléme de multiflot pouvait étre résolu soit
directement (en tant que programme linéaire) par des techniques de programmation
linéaire, soit par des méthodes spécialisées. A partir de la, se sont développés de
nombreux codes en rapport avec les trois approches de base que sont: la décomposition par
les prix, la décomposition par les ressources et les techniques de partitionnement, utilisées
classiquement pour résoudre des problémes de multiflots. Nous présenterons donc ces
différents codes pour donner une idée sur les méthodes les plus prometteuses, et sur leur
efficacité relative par rapport & des codes plus généraux de programmation linéaire. Puis
nous donnerons un apergu sur les nouvelles approches récemment mises au point pour

résoudre ce genre de probléme.
I1.1.4.1. Comparaison des codes de résolution

Les trois approches principales utilisées pour la résolution des problémes de multiflot sont
la décomposition par les prix, par les ressources et les méthodes de partitionnement. Nous
donnons dans le tableau suivant (Farvolden, Powell et Lustig [1993]) un résumé des
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principaux codes qui ont été€ développés, avec la taille des plus grands problémes résolus et
la méthode utilisée.

Taille du probléme  Nombre de
Nombre de Nombre de contraintes
Référence produits Lignes X colonnes de couplage

Programmation Linéaire

Ali et al., 1980 10 1.190x2.203 180

Ho et Loute, 1983 6 5.899x12.048 594
Décomposition de Dantzig-Wolfe

Aliet al., 1980 10 1.190x2.203 180

Assad, 1976 18 1.698x3.672 98

Ho et Loute, 1983 6 5.899x12.048 594
Décomposition par les ressources

Alietal., 1980 10 1.190x2.203 180

Assad, 1976 18 1.698x3.672 98

Held et al., 1974 10 1.170%8.700 8.780
Partitionnement

Ali et al., 1980 10 1.190x2.203 180

Kennington, 1977 13 507x2.704 208

McCallum, 1977 1.857 N/M N/M

Grigoriadis et White, 1972 10 309x1.078 98

Figure I1.8 Problemes de multiflots résolus par des codes spécialisés.
(Farvolden, Powell et Lustig [1993]).

Pour plus de rigueur dans la comparaison de ces différents codes, on gagnerait a utiliser
les mémes bases de données; ce travail a été réalisé par Ali, Helgason, Kemmngton et Lall
[1980] dont le groupe a mis au point trois codes classiques qui ont ensuite ete testés sur un
méme jeu de données, et comparés a des codes plus généraux de programmation linéaire.
Le premier code appelé PDD est basé sur 1la méthode de décomposition de Dantzig-Wolfe.
Les sous-problémes sont résolus par le code de Helgason et Kennington [1976]. La
procédure de réinversion de la base du probléme maitre est basée sur le travail de
Hellerman et Rarick [1971]. La solution de base réalisable initiale est mise & jour par une
méthode des deux phases (voir Orchard-Hays [1968]). Le deuxieéme code appelé RDD est
une version améliorée d'un premier code développé par Kennington et Shalaby [1977] qui
se limitait au cas des problémes de transport. Les sous problémes sont toujours résolus par
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le code de Helgason et Kennington [1976], et le pas de déplacement utilisé dans
l'algorithme est identique 2 celui développé par Held-Wolfe et Crowder [1974]. Enfin, le
troisiéme code appelé PP est une version améliorée du code développé par Kennington
[1977], comme généralisation d'un cas particulier de probléme de transport.

Les trois codes ont été écrits en Fortran et ont tourné sur un CDC Cyber 72. Certains
problemes test ont été générés aléatoirement en utilisant un code similaire 8 NETGEN de
Klingman, Napier et Stutz [1974]. Une description complete de ce générateur ainsi que des
parametres d'input peut étre trouvée dans Alj et Kennington [1977]. Comme les codes
PDD et PP sont basés sur I'algorithme du simplexe, ils héritent du méme critere d'arrét,
c'est pourquoi on dit que ces méthodes sont exactes. La méthode PDD quant a elle, ne
posseéde pas réellement de critére d'optimalité, elle est donc considérée comme une
technique heuristique. Le critére d'arrét utilisé dans ce code consiste 3 arréter si I'écart
entre la solutijgn courante et une borne inférieure calculée, est inférieure (en valeur relative)
a €. Cette borne inférieure a été calculée en relaxant les contraintes de couplage et en
résolvant des probleémes de flot simple. L’écart £ a été fixé a 10% et comme son obtention
n'est pas garantie, on a également fixé un nombre maximum d'itérations. Les résultats
obtenus par ce groupe montrent que les codes de décomposition par les prix et de
partitionnement sont presque €quivalents. Le code de décomposition par les ressources
pouvait tourner deux fois plus rapidement que les deux autres codes. Néanmoins, a
l'inverse des deux premiers, aucune garantie de convergence n'est assurée par ce dernier.

Par ailleurs Ali et al. [1984] présentent une étude sur trois modgles réels de multiflots dans
laquelle ils expérimentent un code spécialisé basé sur une technique de partitionnement
primal. Leur analyse porte sur un ensemble de problemes test dont la taille varie entre 400
a 600 lignes et 700 & 1000 colonnes. La différence majeure entre ces problémes réside
dans le nombre de contraintes de couplage en comparaison avec le nombre de contraintes
individuelles de conservation de flot, ainsi que dans I'intervalle de variation de la capacité
pour les contraintes de couplage. Leurs résultats confirment la supériorité des méthodes
spécialisées en comparaison avec les méthodes générales de programmation linéaire. En
effet, leur code s'avéra étre trois fois plus rapide que des logiciels de programmation
linéaire et ce gain de temps serait fonction du nombre de contraintes saturées 3 l'optimum.

I1.1.4.2. Nouvelles approches

Les résultats numériques exposés précédemment montrent que les méthodes classiques ne
permettent de prendre en compte qu'un nombre réduit de produits (cf. tableau I1.8), c'est
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pourquoi on assiste actuellement a la recrudescence de nouvelles approches visant
essentiellement & résoudre efficacement des problémes de multiflots impliquant un plus
grand nombre de flots. De méme que les approches de résolution classiques étaient soit des
méthodes générales de programmation linéaire, soit des méthodes spécialisées de
décomposition ou de partitionnement, les nouvelles approches comptent également des
nouvelles méthodes générales de programmation linéaire et des approches beaucoup plus
personnalisées. Ces derniéres consistent généralement soit & combiner des approches
classiques, soit a mettre en ceuvre des procédures d'optimisation non linéaires.

Ainst, les problémes de multiflots, toujours en tant que problémes linéaires, peuvent faire
appel & des méthodes de résolution basées sur le nouveau concept des algorithmes de
points intérieurs inventé par Karmarkar [1984] pour la programmation linéaire. Mais méme
si ces algorithmes sont les seuls algorithmes polynomiaux connus pour ce genre de
probléme, une implémentation efficace de ces méthodes reste encore un sujet de recherche
future. Dans ce contexte, Tardo's [1986] résout le probléme de multiflot en un temps
fortement polynomial; la meilleure borne en temps pour ce genre de probléme est due a
Vaidya [1989]. Carolan et al. [1991] présentent des résultats numériques pour plusieurs
problemes de multiflots de trés grande taille (105.127 lignes) résolus par le systéme
KORBX (Cheng et al. [1989]) et par MPSX (IBM corporation [1979]). Le systéme
KORBX est constitué par un environnement hardware de processeurs paralléles ayant un
grand potentiel mémoire, et un environnement software basé sur le principe des
algorithmes de points intérieurs. Le systéme MPSX est basé, quant a lui, sur I'algorithme
du simplexe. Ces auteurs ont trouvé, sur des problémes de multiflots, que le systéme
KORBX était plus rapide que le MPSX tournant sur un IBM 3081D. Jusqu'a présent il
parait clair que ces méthodes peuvent étre plus rapides que le simplexe sans pour autant
pouvoir rivaliser avec des méthodes spécialisées dans la résolution desi1 problémes de

multiflots. f

Parmi les nouvelles approches spécialisées dans la résolution des multiflots, on peut citer
I'approche de Farvolden, Powell et Lustig [1993] dont la motivation a été de résoudre des
problemes issus d’un systéme de distribution concernant le transport de moteurs. Ce
modele dynamique implique une origine-destination spécifique pour chaque produit, d’ou
la taille importante des programmes linéaires mis en jeu, méme sur des petits exemples.
Ainsi un exemple impliquant seulement 10 terminaux et 700 livraisons sur un horizon de
18 périodes nous met en présence d’un programme linéaire de 133.700 lignes et 490.000
colonnes. C’est pourquoi une formulation arcs-chemins est utilisée par Farvolden pour
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déboucher sur un schéma de résolution combinant les techniques de partitionnement primal
et de génération de colonnes. En attendant des tests plus rigoureux, I’expérience de
Farvolden a permis de résoudre des problémes de multiflots de taille trés importante ne
rentrant pas dans la catégorie des problémes résolus par les méthodes classiques. D’autre
part, la comparaison de son code avec des codes de programmation linéaire basés sur le
simplexe (MINOS, Murtagh et Saunders [1983]) et sur les algorithmes de points
intérieurs (OB 1, Marsten et Shanno [1991]), confirme le potentiel de cette méthode et sa
capacité a entrer en compétition avec d’autres approches spécialisées.

Gersht et Schulman [1987] proposent une nouvelle approche pour résoudre des problémes
de multiflots mettant en jeu un grand nombre de produits. Leur approche permet également
de prendre en compte certaines extensions du modéle de base, notamment les contraintes
générales de ressources, les contraintes de capacité sur les nceuds et les restrictions de
circulation des flots individuels sur des sous-graphes partiels. De plus cette approche se
généralise a des problemes de multiflots dont les contraintes de capacité ou la fonction
objective sont des fonctions non linéaires. Cette approche est basée sur les méthodes de
barrieres et de pénalités. Le probléme de muitiflot original est ainsi approximé par une
séquence de problémes de flots non linéaires, ot les contraintes de capacité sont
remplacées par des fonctions barriéres et pénalités appropriées. Ces fonctions auxiliaires
quelque peu modifiées sont définies 2 la fois & I’intérieur et & I’ extérieur du domaine de
réalisabilité associé a toutes les allocations possibles de capacité. De fait, elles se
comportent comme des fonctions barriéres & I’intérieur et des fonctions pénalités a
extérieur. Cette modification permet de combiner les avantages des méthodes barrigres et
pénalités et de construire des algorithmes plus simples et plus efficients. La méthode
débouche sur un algorithme itératif procédant en deux étapes: dans la premiére, la solution
converge vers un voisinage de 1’optimum sans que les flots ne soient évalués, dans la
seconde, les flots sont calculés sur la base de fonctions indicatrices de plus courts
chemins. Cette approche est spécialement attractive dans le cas oii le nombre de flots est
important. En effet, en reportant le calcul des flots 3 la deuxieme €tape, cette méthode
permet de réaliser un gain de temps appréciable. De plus cette méthode ne nécessite pas de
trouver une solution initiale réalisable. Les résultats numeériques obtenus montrent qu’on
peut obtenir par cette approche une bonne solution approchée pour des problémes de
multiflots de grande taille, et ce relativement rapidement. De plus, comme la solution
obtenue est une approximation de la solution optimale, Gersht et Schulman proposent un
nouvel algorithme pour calculer des bornes inférieures nécessaires 3 I’évaluation de la
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qualité de leur solution. Ces bornes inférieures sont obtenues par résolution d’un

programme lin€aire basé sur les g chemins de cofit minimum.

Pinar et Zenios [1992] développent une approche basée sur les fonctions de pénalités
linéaires quadratiques pour résoudre des problemes de multiflots de trés grande taille. Leur
approche débouche sur un schéma de décomposition avec des sous-probleémes de flot
simple et un probléme maitre non linéaire. Dans ce contexte les concepts de vectorisation et
de parallélisme peuvent étre exploités a travers des calculs d’algebre linéaire.

Enfin, d’autres approches sont également disponibles pour ce genre de probléme gréce a:
Barnbart [1988], Armstrong, Qi et Zenios [1990], Brown et al. [1990], Schultz et Meyer
[1991], Schneur [1991], McBride et Mamen [1993], et également Matsumoto, Nishizeki et
Saito [1986] qui exhibent un algorithme combinatoire pour résoudre des problémes de
multiflots sur des graphes planaires, en un temps polynomial. Les performances de ces
approches confirment, d'une part, que les approches spécialisées sont supérieures aux
approches générales de programmation linéaire sur des problémes aussi structurés que les
problémes de multiflots (notamment les approches de points intérieurs), et d'autre part,
que les techniques de résolution gagneraient 2 utiliser le principe de décomposition pour
améliorer les performances d'un simplexe plus spécialisé.

IL.2. CAS ENTIER

Comme nous l'avons précisé au premier chapitre, la contrainte d'intégralité sur les flots est
une contrainte qui intervient dans la majorité des applications de multiflots. Mais malgré
cette importance, les problémes de multiflots en nombres entiers n'ont pas suscité autant
d'effort de recherche que leurs homologues en nombres réels. Ceci est dii au fait que, dans
certains cas pratiques, la solution continue a constitué une bonne approximation de la
;
solution optimale entiére. Mais surtout au fait que les problémes de multiflots entiers sont
autrement plus compliqués a résoudre que les probleémes de multiflots continus. De fait, les
problemes de multiflot maximal et de cofit minimum sont des problemes NP-difficiles
(Even, Itai et Shamir [1976] ou encore Grotschel, Loviasz, et Schrijver [1988]). Nous
pourrions alors envisager, pour les résoudre, des méthodes générales de programmation
lin€aire en nombres entiers (telles que la méthode des coupes ou les méthodes d'évaluation
et de séparation). Cependant, il existe d'autres méthodes plus appropriées, dans ce
contexte particulier, qui consistent & approcher la solution de ces problémes de fagon plus
personnalisée. Parmi ces techniques heuristiques, nous avons retenu deux approches
essentielles. La premiére procéde par relaxations successives pour résoudre le probléme de

67



multiflot compatible, avec une extension pour le multiflot de cofit minimum. La deuxiéme
approche est une méthode d'approximation déterministe du probléme de multiflot maximal
qui a été construite & partir d'une version d'approximation probabiliste, basée sur une

technique d'arrondi aléatoire.

I1.2.1. METHODE DE RELAXATION POUR LE MULTIFLOT
COMPATIBLE ET DE COUT MINIMUM

L'étude qui va suivre a été réalisée par Minoux [1975] dans le cadre de 1'élaboration de
programmes de routages pour le réseau de télécommunication frangais (les détails de
l'application peuvent étre trouvés dans Minoux [1974].) Le graphe H =(V,U ) associé i ce
réseau est un graphe non orienté, ot les sommets représentent les centres de commutation
ou de modulation, et les arétes, les arteres de transmission entre paires de nceuds. Chaque
artére (aréte) porte des moyens de transmission (faisceau hertzien, cable coaxial, guide
d'onde...) de chpacité fixée. Les demandes entre couple de nceuds sont représentées par la
demande en circuits entre ces deux nceuds. Partant de 13, il fallait définir & court terme un
programme de routages pour 1'année & venir en partant de celui de 'année en cours et en
tenant compte des nouvelles capacités installées et des nouvelles demandes en circuits. On
appelle routage d'une demande d* entre deux sommets ;i et J» 'opération qui consiste
affecter a la demande &, d* circuits (au total) pris sur une chatne joignant i 3 Jj dans H,
pour 'uniroutage, sur plusieurs chaines pour le multiroutage. Dans ce cas on se heurte au
probleme de I'admissibilité: comment savoir s'il existe un routage compatible et comment
le mettre en évidence. Le probléme posé est un probléme de multiflot compatible avec une

contrainte d'intégralité sur les flots.
IL.2.1.1 Heuristique pour le multiflot compatible

La formulation du probléme de multiflot compatible utilisée, est équivalente 3 la
formulation arcs-chemins (I.2) du multiflot de cofit minimum, moyennant les

modifications suivantes:

- Chaque arc (7,j) est remplacée par son aréte correspondante m (m=1, M), P*
représente I'ensemble des chaines élémentaires entre s, et 7., et les chemins P sont

remplacés par des chaines élémentaires.
- les cofits sont nuls.

- on rajoute la contrainte d'intégrité sur les flots.
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Introduisons dans chaque contrainte de capacité (I.2c) une variable d'écart s, et une
variable artificielle y,, ( non négatives), et écrivons (I.2¢) sous la forme:

> Y 6.(P)f(P)+s,~y, =b,,

k PpeP*

s,, représente le nombre de circuits excédentaires sur l'aréte m et ¥,, le nombre de circuits

manquants. Dans le cas continu, un routage pour lequel la somme des variables artificielles
est nulle constitue donc une solution du probléme de 'admissibilité. Pour déterminer une
telle solution, on voit qu'il suffit de rechercher une solution optimale du programme

linéaire suivant:

Minimiser r = )"y, (I1.20a)
sous les contraintes
> N S.(P)f(P)+s,~y, =b NVm=1M, (I1.20b)
k PeP*

Y f(P)=d* V=LK, (I1.20¢)

PeP*t
f(P)=0 VPeP', Vk=1 K, (I1.20d)
Sps ¥ 20 Vm=1, M. (I1.20e)

Sila solution r* de (I1.20) est strictement positive , le réseau donné n’est pas compatible
ou admissible. L’idée est alors la suivante: minimiser la fonction r (somme des circuits
manquants), par relaxations successives, en recherchant 2 chaque €étape le meilleur routage
pour une demande d* (1<k<K), les routages des (K —1) autres demandes étant fixés.
Deux cas sont possibles: I'uniroutage et Ie multiroutage. Il est commode par souci de clarté
de commencer par I'uniroutage; on rappelle qu’un uniroutage est un routége dans lequel

chaque flot s’écoule sur une chaine unique. Si on se donne pour chaque flot &, un routage
il est facile de calculer la valeur de r correspondante. Soit b,, les capacités résiduelles des

arétes apres routage des flots 1 2 K sur les chaines (R', R, ..., R¥) alors:
b,=b, ~ Zk_R"(m)d",
r=- m/b, <0 ™’

Ol R*(m) est un identificateur aréte-chaine et 7 peut €tre considérée comme une fonction

®(R', R*, ..., R¥) des routages. Mais la recherche du minimum absolu de @ est un
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probléme trés combinatoire (méme pour un graphe de taille modérée, il existe des milliers
de chaines entre deux nceuds donnés). Par contre, il est facile de trouver e minimum de
chacune des différentes restrictions ®* de ® 2 un flot & unique .

Exemple: recherchons le minimum de ®'(R') = ®(R!, R}, ... R), R, ..., RX fixés. Les
capacités résiduelles b, aprés routage des flots 2 4 X sont:

1.4
b,=b, - R(m)d", (IL21)
k=2

et la valeur correspondante de r est Ty = —Z

m/b, <0 m"

Cherchons maintenant le meilleur routage possible pour le flot 1. Alors pour une aréte m

quelconque de H:
-sila capacité?’résiduelle b, calculée en (IL.21) est telle que b, >d" alors r = Tos
- si par contre 0< 5, < d' alors la valeur de 7, sera augmentée de la quantité (d' - b, );

-enfin si b, <0, la valeur de r, sera augmentée de d'.

Au total le routage du flot 1 sur une chaine P de P! donne:

avec:

b <d', (I11.22)

Par suite, le meilleur routage du flot 1 est celui qui minimise Zmep P, - Cest donc la plus

courte chaine de s, a 1,, les arétes de H étant munies des longueurs p, .

Algorithme de résolution (cas uniroutage)

Pas 1: Partir d’un routage initial pour chacun des flots k = ] , K
Poser ¢ = 0 (compteur d’itérations).

Pas 2: t = r+1.
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Pas 3: Pour chaque flotk = I, K
- calculer les capacités résiduelles b, pour tout m.

- calculer les longueurs p, pour tout m.
- le meilleur routage du flot  est la plus courte chaine entre s, et 1, au sens des

p m*
Pas 4: si tous les flots ont été examinés, aller au pas 5 sinon retourner au pas 3.

Pas 5: sila valeur de r a été améliorée retourner au pas 2, sinon un optimum (local) de r a

€t€ atteint, la procédure s’arréte.

On a évidemment intérét a choisir un routage de départ donnant a r une valeur aussi faible
que possible. Le choix retenu par Minoux [1975] a consisté 4 examiner les flots les uns
apres les autres dans I’ordre croissant. Chaque flot k est alors routé sur la plus courte
chaine (en nombre d’arétes) joignant s, et 1. Lorsqu’il existe deux chaines de méme
longueur, la chaine de capacité résiduelle maximale est retenue. La convergence de la
méthode est facile 4 démontrer: les capacités et les valeurs des flots étant des nombres
entiers, la fonction r est entiére  chaque itération. Il suffit alors de remarquer que r est
monotone, strictement décroissante au cours de itérations (tant que le critere d’arrét n’a pas
€té atteint) et bornée inférieurement par 0 (la solution obtenue n’est évidemment qu’un

optimum local de r).
I1.2.1.2. Fractionnement des flots et résultats obtenus

La restriction & un uniroutage est une sérieuse limitation. Ainsi au lieu de faire passer les
flots sur une seule chaine, on peut les fractionner sur plusieurs chaines (multiroutage). Le
fractionnement conduit 4 une meilleure utilisation des capacités et on peut s’ attendre par
conséquent a obtenir des meilleures valeurs de r. Deux types de fractioﬁ%ement ont été

expérimentés:

- le premier décompose un flot de valeur » en # flots de valeur 1 (résultats plus fins mais

temps de calcul accru).
- le deuxiéme est le fractionnement en puissances de 2. Il permet d’avoir moins de

fractions. Par exemple pour un flot de 25, on obtient: 1, 2, 4, 8 et 10.

Remarquons que le fractionnement n’entraine aucune modification de I’algorithme de
résolution dans le cas de 1’uniroutage: il suffit de traiter chaque fraction de flot comme un

flot indépendant.
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L’heuristique a été programmeée en FORTRAN sur un calculateur BGE 6000. Elle a été
expérimentée pour déterminer un plan de routage annuel sur le réseau interurbain francais.
Le graphe H comportait 87 nceuds, 150 arétes et 365 flots. Les principales caractéristiques
des résultats fournis sont:

- un nombre d’itérations égal 4 6 pour obtenir I’admissibilité. Plus de 95% du gain sont
obtenus dés la premiére itération.

- un pourcentage des demandes routées au plus court chemin (en nombres d’arétes) de
80%.

- un nombre de flots uniroutés: 327, biroutés: 30 et triroutés: 8.

Indépendamment des résultats obtenus sur quelques problé;nes réels, une série de 5
problémes-témoins a été construite sur un graphe comprenant 12 nceuds et 25 arétes. Les
expériences effectués avaient pour objet I’étude de la rapidité de convergence et I’influence
du fractionnement et de I’ordre d’examen des demandes sur la qualité du résultat fourni.
Pour la convergence on constate que le nombre d’itérations croit avec le fractionnement
mais que dans tous les cas ce nombre reste faible (inférieur a 10). Pour ce qui est de la
qualité de la solution, les écarts entre la solution fournie et la solution optimale en continu
sont assez faibles (voir résultats numériques sur Minoux [1975]).

I1.2.1.3. Extension aux problémes de multiflots compatibles avec coiits

a- Le principe heuristique qui a été présenté se généralise sans difficulté au cas ol 'on

attacherait plus d’importance & vérifier les contraintes de capacité sur certaines arétes que
sur d’autres. Ceci se fait en affectant a chaque aréte m, un poids 7, et en recherchant:

Minr'=-Y _ gmbh

mib,<Q’ momt

Pour cela il suffit de rechercher pour chaque flot & une plus courte chaine au sens des
longueurs (7,p, ), ot p, définien I1.22.

b- Une autre extension serait d’affecter un coft ¢, >0 de passage d’une unité de flot sur

I’aréte m, c’est le probléme de multiflot & cofit minimum. Pour ce faire, on décide de
pénaliser une capacité manquante (5 < 0), d’une certaine quantit€¢ ¢, +p (ol p est un

parametre positif) et on cherche 2 minimiser la fonction:

Minimiser 7= Y c,x,+ Y.c,x,+p(x,—b,).

m/x, Sby, m/x, >b,
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Il suffit alors de calculer, a chaque examen de flot, une plus courte chaine en fonction des
nouvelles longueurs p, . Par exemple pour le flot k = 1:

p.=c,d sib >d,
Pn=c,d +p(d ~b,) si 0<b <d',
P.=(c,+p)d' si b <O0.

Remarquons que si I’on cherche a résoudre un probléme de multiflot de coiit minimum
classique (c’est a dire sans contrainte d’intégrité) cette heuristique peut fournir une bonne

solution de départ a I’algorithme du simplexe.

I1.2.2. APPROXIMATION DETERMINISTE DU PROBLEME DE
MULTIFLOT MAXIMUM

Etant donné un graphe H = (V, U) non orienté, k paires de sommets source-puits et des
capacités positives , le probléme de multiflot maximal consiste & trouver des flots entiers
pour autant de paires de sommets source-puits que possible et tels que le flot total

transporté des sources aux puits soit maximisé. Tout en sachant que le flot total passant a
travers chaque aréte m = {i, j} appartenant & U est au plus égal a b . Introduisons des

variables x; et x, ol x} représente le flot de produit k sur l'aréte {i,j} de i vers j, et

inversement. La formulation de ce probléme se présente alors comme suit:

max Zk Z{ieV:{zk,i}eU}x‘ii _x"I:k
Dy xk<bdij}) ViijleU,
k_ k
Z{ieV:{i,j}eU} Xy = Z{iev—{sk,zk i j3ev} Xy
Vi VieV-{s.}

(11.23)

;
i

Les résultats d'approximation précédents concernaient uniquement les flots en 0-1. La
meilleure approximation est donnée, dans ce cas, par Raghavan[1987] qui met en évidence
un facteur constant et implicite d'approximation lorsque Coin = £2(l0glE]), o ¢,
représente la capacité minimale. L'algorithme d'approximation déterministe que nous
présentons ici (Srivastav et Stangier [1993b]), s'applique au cas entier général et montre
que pour une large classe d'instances du probléme, une assez bonne approximation des
multiflots entiers peut étre construite en un temps polynomial, en mettant 3 jour des
facteurs d'approximation constants et explicites.
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I1.2.2.1. Technique d'arrondi aléatoire

La solution fractionnaire fr (correspondant 2 la relaxation continue du probléme en
nombres entiers) peut étre construite €n un temps polynomial par les algorithmes non
standard de programmation linéaire (voir Gr6tschel, Lovisz et Schrijver [1988]). Nous

représentons dans ce qui suit les flots fractionnaires (et plus tard les flots entiers) par des
chemins orientés. Soit I ={P], e PS} I'ensemble des chemins, ou chaque chemin

Pel estun ( S, -,) chemin pour le produit k. A chaque chemin Pe” , On associe
A(P), un entier positif ou un nombre rationnel dans le cas des flots fractionnaires. La
valeur du flot de produit & est égale 4 la somme des A(P) pour lesquels P est un ( S -t,)
chemin. Ces chemins peuvent €tre construits en un temps polynomial grice & des méthodes
classiques (voir Malhotra, Kumar et Maheshwari [1978] ou Raghavan et Thompson
[1987)).

]
Posons I', I'ensemble des chemins représentant le produit k, on a alors I” =U,T,.
L'algorithme suivant montre que pour chaque chemin on introduit au plus O(XloglE))

variables en 0-1. Avec comme entrées: 1'ensemble des chemins I', les valeurs associées
A(P), PeT etun nombre rationnel 0 < & < L. En sortie nous récupérons les nouvelles
valeurs associées aux chemins: A(P), A (P), ..., Ayer)(P) pour chaque Per. Cette

stratégie d'arrondi judicieuse a été introduite par Srivastav et Stangier [1993c].

Algorithme VALCHEMIN ( £€)

Pas 0: Poser ¢, =200 log2|Uf],m =0
Ao(P)=A(P)=| A(P)],

Pour chaque P e I" poser:
ourchaque £ e I" poser {A(P)=A(P)—AO(P) et N(P)=0.

Pasl:m=m+1
Si b,-Y, . A(P)<c, alors:

Choisir k, Pe I, avecm e P et [A(P)]>1.
poser A(P)=A(P)-1, Z,N(PH(P):/'LN(,,)+2(P)=O.5 et N(P)=N(P)+2.

Sinon aller au pas 2.

Pas 2: Sim = M, arréter sinon retourner au pas 1.
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Cet algorithme donne une représentation du multiflot avec au plus Of [U|K|e™) valeurs de

chemins et la propriété supplémentaire que A(P) initial est décrémenté de facon a ce que

pour tout m:
- >
b’" ZmePe]"i(P) =Ce
Pour arrondir aléatoirement, on procéde comme suit:

Algorithme ARRONDI ( ¢)

(I.23)

Soient O<eg<i, Pel, A(P) et les A(P} (i=0,1, .., N(P)) générés par

VALCHEMIN ( ¢).
VPel,Vi=0,1, .., N(P), faire indépendamment:
1- Poser:
- A{(P)=1 avec la probabilité (1~ DA(P).

- AL(P)=0 avec la probabilité 1-(1-£)A.(P).

N(P)
2- VPeI poser A'(P)=A(P)+ Y A/(P).

i=0

Le flot total généré par cet algorithme est f = A'(P). Nous allons prouver que ce
p Per q

flot est réalisable (au sens de la contrainte de capacité) et que c'est une bonne
approximation du flot optimal Sop €t ce, en faisant appel a I'inégalité de Angluin-Valiant

[1979].

Lemme II.10. (McDiarmid [1989]) Soient a,, ..., a, des nombres ;éels tels que

0<a; <1 pour toutj, y,, ..., ¥, des variables aléatoires indépendantes en 0-1.

Soient p,=E(y,), §,=1-p,, w:Z}"_:lajyfj, P=+E(y), g=1-per 0<f<l.

Alorson a:
) Prob(y > (1+Bnp) < e .

(i) Prob(y <(1-f)np) < e—fiﬂ.

Le lemme suivant montre que le flot est réalisable (Srivastav et Stangier [1993b]).

75



Lemme II.11. Soit 0<e<j et supposons que c,, > 220 og2|UL]. Alors pour

chaque P e I', ARRONDI( €) trouve une valeur enti¢re du chemin A (P) telle que pour
tout m/ zmepe r A'(P)< b, et ce, avec une probabilité supérieure ou égale .

Preuve Nous arrondissons seulement une partie de chaque valeur de chemin, par
conséquent nous devons réduire les capacités sur les arétes. On définit b par:

by'=b,~ Y A(P) (I.24)
mePell
Pour chaque aréte m, on a alors la variable aléatoire suivante:
N(P)

Xu= D, DAM(P).

mePel” i=0
Le calcul de I’éspérance mathématique montre que:
E(x, )< (1-£)b.

En prenant 8 =%, en utilisant (I1.24) ainsi que I'inégalité d'Angluin-Valiant (Lemme

I1.10(i)), on obtient:

Prob(x,, > b) = Prob(y, > (1+ B)(1 - £)b ) < EIEU_I

Cette inégalité en conjonction avec (IL.24) impliquent qu'avec une probabilité de au moins
1.

7 -

YA P)= Y AP)+y,

mePel’ mePel”
< Y AP)+b
mePel
=b .

Prouvons maintenant la garantie d'approximation (Srivastav et Stangier [1993b]):

Lemme 11.12. Soit 0<e<%. Alors avec une probabilité supérieure ou égale a3
ARRONDI( €) trouve pour chaque P € I', une valeur de chemin entiére A (P) telle que
pourleflotiotal f=Y _ A'(P),ona f2(1-¢) o

Preuve Soit g, , la partie résiduelle fractionnaire du flot total définie par:
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8ra=Fr— DA (P)

Per

Définissons la variable aléatoire représentant le flot arrondi par:

N(P)

g=2 D A(P)

Pel i=0

Nous avons alors:

E(g) = (1 - %)gred'
Avec A = ./m=f-— et l'inégalité d'Angluin-Valiant (Lemme I1.10(ii)), on montre que:

Prab(g<(1—£)gm,)S%.

Ceci implique qu'avec une probabilité supérieure ou égale & 3.

f=2AP)=3AP)+g

Perr Per

Z2(1-¢€)fy

En combinant les lemmes (I1.11) et (I1.12) on a:

Théoréme II.13. Soit 0<&<%} et supposons que c,, > ﬂEZ—‘E)I’logZIUﬂ. Alors avec

une probabilité supérieure ou égale a1 ARRONDI( €) trouve un multiflot entier F, qui
respecte la capacité b et dont la valeur totale f est telle que: f = (1— ¢) S opt

11.2.2.2. Génération déterministe du flot

Nous allons maintenant donner une version déterministe du théoréme II4 Cette version
s'inspire essentiellement de la version déterministe algorithmique de l‘inégfalité d'Angluin-
Valiant. Dans le cas des multiflots en 0-1, Raghavan [1988] a déja établi une telle version
en construisant ce que I'on appelle des estimateurs pessimistes de certaines probabilités

conditionnelles.

Le principal inconvénient de cette version apparait dans le cas oil la somme des variables
de Bernouilli est pondérée par des nombres rationnels. Dans ce cas, en effet, le calcul des
estimateurs pessimistes requiert 1'exponentiation de nombres rationnels 3 des puissances

elles-mémes rationnelles, ce qui ne peut donner lieu 4 un algorithme efficace.
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AP s

Srivastav et Stangier [1993b] contournent ce probléme en construisant efficacement des
polyndmes qui constituent une nouvelle classe d'estimateurs pessimistes. Le théoréme
utilisé peut étre trouvé dans Srivastav, Stangier [1993a].

Soient X|, ..., X, n variables de Bernouilli définies par: Prob(X,=1)=% et
Prob(X; =0)=1- %, pour un nombre rationnel 0<x <1. Soient w; un ensemble de
poids rationnels, 1<i<m, 1<j<n, 0< ; <1, et notons , les vanables aléatoires

suivantes:

» ¢;=1-p, et B, un nombre rationnel tel que 0<B,<1, V1<i<m.

Soient p, = Ey)
n

Notons E; et: E; les événements respectifs:
CYSAHB)E(Y) et " y2(1-B)E(Y,) .
Et par suite posons E=E, A ... AE, , ol E, est El ou E;.

A chaque £, associons un nombre rationnel §,, 0 < 0, <1 avec la propriété que:

2
Si E, estI’événement " y > (1+B.)E(w,) " alors exp(—ﬁ—EéW—”)JS é;.

2
Si E, estI’événement " y < (1 ~B)E(y,) " alors exp(——'B—iW—")) <é..

L’inégalité d’Angluin-Valiant montre alors que I’événement E est réalisé avec une
probabilité d’au moins 1— 25 Le probléme qu’on se pose alors revient a trouver un

vecteur x €{0,1}" de fagon déterministe, en un temps polynomial, et tel que I’événement E
soit réalis€. Pour le prouver, nous construisons itérativement un vecteur (x5 ...y x,) et des
fonctions U,(x,), ..., U,(x,, ..., x,) calculables en un temps polynomial et telles que:

@) Uy(x)2U,(x,x%,)> ... 2U(x,, ..., x,)

(b) Prob(E°

X, s %) SULx, ..., x})

(©) Uy(x)<1.
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De telles fonctions sont appelées estimateurs pessimistes (Raghavan [1988]). On voit alors
que étant données ces estimateurs pessimistes, le vecteur x = (x4, ..., x,) est le vecteur

recherché, suite aux conditions (a), (b) et (c):

Prob(E‘lx,, ..., x,)<1,

par conséquent
Prob(E‘le, ey X,)=0.

Ce qui implique que x € E.

Les candidats potentiels pour de tels estimateurs sont des fonctions exponentielles qui
paraissent dans I’inégalité d’ Angluin-Valiant (voir McDiarmid [1989]) et qui prennent la

forme suivante:

Soit le vecteur (x,, ..., x,) €{0,1}'. Définissons V,(x,, ..., X,) comme suit:

Si E, est I’événement " v2(1+B)E(y,) " alors définissons si=%%¥ et

1
~Q+B)pinlns, | Dej ¥ S, 2 Mo wls, -
Vi(x,, ..., x,) = e Foen "S'ez" AR | | [pjeW’ g +1—pl.].
J=1+1

Si E, est ’événement " v<(-B)E(y,)" alors définissons s,.=% et

i
~(1-8)p:nlns. WX lns; LI
a-B)pin ns; izt "I x II pe
j=+1lt

—w; Ins;

Vix, ... x)=e +1—f)j].

On peut voir que ces fonctions ne sont pas calculables de maniére efficace. On construit
alors Uy, ..., U, en deux étapes:

1. L’étape facile consiste & montrer que les fonctions V,, ..., V, définies par
Vi=min(V/(x,, ..., x_,, 1), Vi(x,, ..., x,_;, 0)) possedent les propriétés (a), (b) et (c).

2. Le probléme principal consiste alors & approximer Vis ..., V, par des polyndmes de
faible degré et de construire les U, en utilisant ces polyndmes de facon & satisfaire les

conditions (a), (b) et (c).

Le passage de 1’aléatoire au déterministe se fait alors par le théoreme de base de Srivastav

et Stangier [1993a]:

Théoréme II1.14. Soit 1’événement E=E A ... AE, on E, dénote soit E; soit E’

(définis plus haut). Soit & un nombre rationnel tel que: 0< 9 <1 et 5+2::1 6, <1.
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Supposons que B, p, <L, Y i. Alors on peut construire un vecteur x €{0,1}" en un

temps O(mn log 5) et tel que l’événement E soit réalisé.

A partir de 13, la version déterministe du théoréme II.13 s’écrit alors:

Théoréme 1II.15. SoitO<e<1 L avec ¢, 2 G(i;‘g) l_logZIUﬂ. Alors nous pouvons, en un

temps polynomial, construire un multifiot F entier qui respecte b et dont la valeur totale f
esttelle que f 2(1-¢)f,,

Pour la preuve voir Srivastav et Stangier [ 1993b].
Etpour £ =1:

Corollaire I1.16. Soitc,, > 36]_log ZIUH alors on peut trouver en un temps fortement

polynomzal urg multiflot F entier qui respecte la capacité b et dont la valeur totale Sfesttelle

que f 2 fo,,,

IL.3. TRANSFORMATION D'UN MULTIFLOT EN FLOT SIMPLE

Nous avons vu dans les précédents développements que les opérations de pivotage du
simplexe qu'on peut effectuer directement sur des réseaux de flot simple (sans nécessité
d'inversion explicite de matrice), ne peuvent plus étre reproduites sur des réseaux de
multiflots. Par ailleurs, le probléme de multiflot en nombres entiers est NP-difficile comme
nous I'avons souligné en § I1.2. De fait, la structure totalement unimodulaire de la matrice
des contraintes (chaque sous matrice ayant un déterminant égal 4 +1, -1, ou 0) dans le cas
du flot simple, n'est pas conservée pour le multiflot, d'olt la quasi-prépondérance de
solutions non entiéres (voir Ford et Fulkerson [1962]). 11 parait donc trés avantageux de
pouvoir transformer des problémes de multiflots en problemes de flot simple afin de
pouvoir les résoudre en tant que tels. Nous présentons dans ce qui suit une condition
suffisante établie par Evans [1978], permettant de reformuler un probleme de multiflot de
cofit minimum en probléme de flot simple. Cette condition est basée sur la structure
topologique du réseau et permet d'unifier des résultats antérieurs dans une structure
théorique plus générale. Il s'agit en ’occurrence des résultats de Evans, Jarvis et Duke
[1975] qui ont montré que le probleéme de transport & 2 sources, n puits et r produits
(n22, r 22) avaient une représentation équivalente en flot simple (une extension de ces

résultats est donnée dans Evans [1976a]). Des résultats similaires pour certains problémes
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de multiflot concernant la planification de la production sur des réseaux dynamiques,

avaient été établis par Evans [1976b, 1977].
I1.3.1. CONDITION SUFFISANTE

Reprenons le graphe orienté G = (V, E) défini précédemment. Pour chaque produit & nous
avons une partition des sommets de G en trois sous-ensembles 8> 1, et T, dénotant

respectivement les sources, les nceuds intermédiaires et les destinations du flot k. Pour
i€V posons d*(i) comme le montant de produit k au nceud 7 . Il s'en suit que d*(i)>0
siiels, , d*(i)=0si iel et d*(i)<0 si i€T, . Supposons, sans perte de généralité,
que pour chaque produit, I'offre totale est égale 4 la demande totale i.c. Ziede (i)=0.

Nous pouvons alors reformuler le probléme de multifiot de la facon suivante:

Minimiser Y ¥ c*(i, j)x*(i, j) (I.252)
k (i.j)eE
sous les contraintes
(L,V)=xV,i)=d*(i) VieV,Vk, (I1.25b)
Y x*(ij)+s(i, j)=b(i,j) ¥ (ij)eE (IL.25c)
k
x*(i,7), s(1,7) =0 V(ij)eE Yk (11.25d)

Avec x*(i, V)= Zjev x*(i, J). Soit i, € V, définissons E( i,) comme I'ensemble des arcs

{( Lj)e E[ iouj= io}, E(i))=E-E( iy) et écrivons un nouveau probléme comme suit:

Minimiser » 3" c*(i, j)x*(i, j) (I1.26a)
k (ij)eE
sous les contraintes
D x g, )+ sli, )= bliyy j) ¥ (i, j) E(i,), (11.26b)
k

=2 X (i) =s(jiy)==b(j,i) ¥ (ji,) e E(iy), (I1.26¢)

k
HaV)-xH(Vi)=d"(i) VizietieV,Vk, (11.26d)

s(i, V)—S(V,i)=b(i,V)—b(V,i)—Zd"(i) VizietieV, (II.26e)
k
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x*(i,j), s(i,j)=0 VY (ij)eE, Yk (11.261)

Le probléme (I1.26) est un probléme de flot simple dans la mesure ol chaque variable
figure dans exactement deux contraintes avec des signes opposés. Par ailleurs (I1.26) est
une relaxation de (IL.25) dans la mesure ot les contraintes suivantes ne sont pas

explicitées:

DML j)+s(i j)=b(ij) (i,j) € E(iy) 11.27)
k

i, V)= (Vi) =d*(i) VY (I1.28)

1l est évident qu'une solution de (I1.26) est aussi solution de (IL2S) si et seulement si les
équations (I1.27) et (I1.28) sont satisfaites. Nous pouvons alors énoncer le théoréme

suivant: :
i

Théoréme I1.17. Une solution optimale de (11.26) résout (11.25) s'il existe une
permutation des arcs de E( i)y (4, ji)s oy (i, ],) telle que:

(1) (i, j,) est incident & un neeud dont le restant des arcs incidents est dans E( i)

uniquement et
(i) (i,,j,) estincident & un naeud dont le restant des arcs incidents estdansE(iy) U J ,

pour p=2, ..., n, o J, ={(i,j,) ¢ < p}.
Dans ce cas on dit que (11.25) et (I1.26) sont équivalents.

Pour la preuve consulter Evans [1978]. Les conditions établies dans le théoréme sont
suffisantes mais non nécessaires. Une solution du probléme (I1.26) peut satisfaire

I’équation (I1.27), I’équation (I1.28) étant toujours vérifiée pour tout k (en sommant les
€quations (IL.26d) sur tous les sommets [#i, et en utilisant I'nypothése que

Z{_evd *(i)=0), sans que les conditions (i) et (ii) ne soient vérifiées. A ce moment li la

solution optimale du probléme (I1.26) est aussi solution optimale du probleme (I1.25).
Néanmoins si les conditions (i) et (ii) ne sont pas vérifiées, les flots optimaux x"*( L,j)de

(I1.26) sont aussi solution du probléme suivant:

Minimiser ¥ 3 ¢*(i, j)x*(i, j) (1.29a)
k (ij)eE
sous les contraintes
x"(i,V)—x"(V,i)=d"(i) VieV, Vk, (11.29b)
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2 iy j)Sblio, ) Y (i, j) € E(iy), (I.29¢)

D) Sb(ji) Y (ji)e E(iy), (1.29d)
k
DEFGHSY 7)YV j)e E(iy), (I1.29)
k k
x*(i,j)20 V(ij)eE (11.291)

Ceci se rapproche des résultats de Everett [1963] concernant les multiplicateurs généralisés
de Lagrange et peut étre utilisé dans I’évaluation de l'irréalisabilité surtout dans les cas ol
les valeurs des capacités sont incertaines ou sujettes a controle.

I1.3.2. Algorithme de caractérisation

Nous pouvons facilement remarquer que les caractérisations données précédemment dans

le théoréme II.8 suggérent des transformations directes dans le cas d'un probleme de
transport avec 2 sources, n puits, r produits (Figure I1.9), ainsi que dans celui d'un
probleme de planification dynamique de la production sur un horizon  une seule période
(Figure 11.10).

Production

Stockage
Figure IL9 Réscau de transport Figure I1.10 Réseau de production
a 2 sources. dynamique 2 une seule
période

Dans le premier cas i, peut étre représenté par 'une ou l'autre des deux sources, dans le

deuxieéme cas par le sommet 0. Ceci nous améne alors & nous poser la question suivante:

comment savoir si un réseau arbitraire satisfait les conditions du théoréme II.179
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L'algorithme suivant donne alors la réponse, en offrant l'avantage d'étre facile a

implémenter.
Algorithme de caractérisation d'un multiflot en flot simple

Pas 0 : (Initialisations)
Tous les neeuds et arcs n'étant pas marqués, choisir un nceud avec le plus grand nombre
d'arcs incidents (sinon on pourra choisir un neeud quelconque), appeler ce nceud i et

marquer tous les nceuds et arcs incidents 4 ce sommet.

Pas 1 : (Itérations)

Choisir arbitrairement un sommet marqué. Si au plus un arc incident est non marqué,
marquer cet arc et le deuxi¢me nceud qui lui est incident et répéter I'itération. Si cette
condition n'est pas vérifiée choisir un autre nceud marqué et répéter. Si aucun nceud
marqué ne vérifie cette condition, arréter (les conditions du théoréme ne sont pas
satisfaites). Dans ce cas supprimer I, de la liste des sommets 4 examiner, choisir un autre
sommet parmi les sommets restants et recommencer i partir du pas 0. Toutes ces
opérations se répétent jusqu'a ce qu'un sommet vérifie les conditions du théoréme I1.17,
ou que tous les sommets aient été examinés.

Le pas O consiste & marquer tous les arcs de I'ensemble E(i,). La premiére application de

I'étape 1 recherche un arc satisfaisant la condition (1). Si aucun arc n'existe alors (i) n'est
pas satisfaite. La répétition du pas 1 correspond a la recherche d'arcs satisfaisant la
condition (ii). Nous devons juste montrer que le choix des neeuds marqués au pas 1 peut
se faire des facon arbitraire. En fait ceci découle du fait que chaque fois qu'un arc est
marqué, le nombre d'arcs non marqués incidents 3 un nceud quelconque ne peut
augmenter. Donc par induction, la procédure est justifiée.

I1.4. CONCLUSION

L]

L'importance des problémes de multiflots se confirme, encore ici, a travers la variété des
approches proposées pour les résoudre. Nous avons envisagé ces approches dans les deux
cas de figure possibles, en I'occurrence le cas continu et le cas entier. Dans le cadre des
multiflots fractionnaires, nous avons présenté les techniques classiques de résolution que
sont: 'approche de décomposition par les prix, I'approche de décomposition par les
ressources et les méthodes de partitionnement. Nous avons présenté en plus, un autre

algorithme de décomposition mixte adapté au cas particulier des multiflots. Sur un plan
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pratique, les deux approches les plus prometteuses sont représentées par les deux
approches de décomposition par les prix et de partitionnement. Les codes développées
dans le cadre des techniques spécialisées pour les multiflots peuvent étre deux i cing fois
plus rapides que les codes généraux de programmation linéaire. Précisons tout de méme
que les performances du simplexe ont été largement améliorées par l'utilisation d'une
bonne base de départ (Bixby [1991]). En dehors de ces techniques de résolution
classiques, nous avons évoqué de nouvelles approches de résolution destinées surtout
résoudre des problémes de multiflots de taille importante (impliquant un plus grand
nombre de flots de produits). Mais pendant que nous assistons 2 la recrudescence de ces
nouvelles approches, de récents développements mettent I'accent sur un autre aspect de
I'optimisation des multiflots, & savoir l'influence de la formulation sur I'efficacité de
certaines méthodes de décomposition. Ces recherches redonnent leur crédibilité aux
méthodes de décomposition, qui peuvent étre appliquées si le “bon” probléme est résolu,
en utilisant la technologie d'optimisation actuellement disponible.

Dans le cas des multiflots entiers, les techniques de résolution sont beaucoup moins
performantes. Actuellement, le meilleur algorithme d'approximation met en évidence un
facteur d'approximation déterministe de 7 pour le probléme de multiflot maximal.

Finalement, toute cette discussion a permis de confirmer le fait établi que les problemes de
multiflots sont beaucoup plus difficiles 4 résoudre que les problémes de flots simple. Ceci
a donné une bonne motivation 2 la derniére partie de ce chapitre, consacrée notamment
encourager les procédures d'identification d'un probléme de multiflot en probleéme de flot
simple, surtout si on garde 2 l'esprit I'efficacité relative des algorithmes de flot simple par
rapport aux algorithmes de multiflots.
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Chapitre III

CAS PARTICULIER : LE BIFLOT

III.0. INTRODUCTION

Le probléme de biflot constitue le cas particulier des problémes de multiflots avec
seulement deux flots indépendants. Comme application, on peut considérer le cas des
réseaux de télécommunication on le téléphone et le télex, par exemple, partagent les memes
lignes de transmission. Le flot maximum indique alors le nombre maximum de bits
d'information qui peuvent passer a travers le réseau. L'intérét du biflot réside dans le fait
que d'une part, il permet de modéliser de nombreux cas réels (on peut citer, entre autres, le
modele de biflot élaboré par Helgason, Kennington et Wong [1981], Kirby, Hager et
Wong [1982] pour un probléme d' amenagement de foréts, ou encore celui de Finke, Claus
et Gunn [1984] pour le probléme du voyageur de commerce), et que d'autre part, la
spécificité de sa structure donne lieu 3 des résultats théoriques qu'on ne peut pas toujours
étendre aux autres cas de multiflots. Ce chapitre sera donc consacré 2 letude du probléme
de biflot dans sa version non orientée puis orientée, et ce, en termes de formulations, de
méthodes de résolution et de résultats théoriques. Précisons qu'en paralléle, nous
donnerons quelques généralisations de certains de ces résultats a d'autres problémes de
multiflots, notamment sur des réseaux  structure trés particuliere.

II1.1. BIFLOT NON ORIENTE
Nous allons envisager les deux problemes d'optimisation que sont le probleme de biflot

maximal, puis de colt minimum. Nous donnerons, dans les deux cas, une formulation
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mathématique du probléme, une méthode de résolution associée et les principaux résultats
théoriques existant pour chaque probleme. Dans le cadre du biflot de cofit minimum, nous
aborderons les conditions de réalisabilité pour ce type de probleme, puis nous finirons par
quelques notions de complexité concernant e probléme de biflot en nombres entiers.

III.1.1. BIFLOT MAXIMAL
III.1.1.1. Formulation et algorithme de résolution

On définit un probléme de biflot non orienté en se donnant:

- un graphe non orienté G=(V, E) (|V|= N, |E] = M) sans arétes paralléles et sans boucles;
une aréte entre i et j est notée [i 11,

- une fonction capacité b sur les arcs (réels non négatifs); on notera Bli, j] la capacité de
l'aréte [7, ], ;

- deux sommets s, et s, (pas nécessairement distincts) appelés sources; deux sommets L
et £, (pas nécessairement distincts) appelés destinations.

Comme le graphe n'est pas orienté [i. /1=[}.{]- Cependant Ies flots et les chemins sont

orientés. On utilisera la notation (., .) pour les paires ordonnées.

Le probléme consiste alors 2 trouver deux fonctions flot réalisables, telles que le flot total

soit maximisé; soit la formulation suivante:

Maximiser d' + 42 (I.1a)

sous les contraintes
Wl +lRai)<eiil v ek, (WL 1b)
N xX,j)=0 V=12 et VieV-{s.z}. (I.1c)

eV
Avec x*(i, j) dénotant la quantité de flot k (k=1,2) passant  travers I'aréte (i, j); notons

Que sile flot passe de 2/, (1, ) > 0 et x*(j,i) = —x*(i, j) < 0. Le flot total est défini par
d*=3 *(s,j)pourk=12.

On retrouve la contrainte de capacité (IIL.1b) avec les notations ’x‘(i, j)l, ,xz( i j )‘ qui

désignent la valeur absolue du flot. En effet, dans le cas non orienté, Ie flot est de signe
quelconque et les différents flots s'ajoutent le long d'une aréte indépendamment de leur
sens de circulation. La contrainte de conservation du flot pour chaque produit k prend la
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forme (III.1c) exprimant que la somme des flots rentrants, en chaque sommet, est égale a
celle des flots sortants.

Pour maximiser d' +d”, on maximise d'abord d' indépendamment de x> (x® = 0). On
augmente ensuite d° sans changer d' (méme si x' peut changer sur certaines arétes).
L'algorithme qui en découle (Itai [1978]) s'inspire de celui de Hu [1963] et procéde en
trouvant des paires de chemins augmentants.

Pour tout (4, j) € E, on définit a(i,j):%(b[i,j]—xl(i,j)—xz(i,j)), 20(i, j) est alors la
borne supérieure sur le flot additionnel qu'on peut envoyer de i 4 j a travers l'aréte [4j]-

Un chemin "aller” est un (s, —t,) chemin simple 7, =(s, =i, ..., i =t,) tel que:
o(i, i, )>0,1=0, ..., r-1.
La capacité résiduelle d'un chemin aller est o(7,,) = min {a(i, j)/(i, j) T, }.

De la méme maniere définissons f(i, j) = %(b[i, j]—xl(i, j)+x (i j)), 23(i, j) est alors la

borne supérieure sur le flot additionnel qui peut étre envoyé de i 4 j pour x' et de j & i pour
x*. Un chemin "retour" est un ( t, = $,) chemin simple 7, =(t, =4, ..., I, =s,) tel que:

B(iyi,,)>0,1=0, ..., g—1.
La capacité résiduelle sur un chemin retour est B( 7g) = min {[3 (i,j)/(i,j)e nﬁ}.

Une paire de chemins augmentants (7, Ttz) est constituée par une paire 7, et mg de

chemins aller et retour. La capacité résiduelle d'une paire de chemins augmentants est:

Y(7,, ;) = min {a(rca), ﬂ(zrﬁ)}.

i

L'algorithme proposé trouve des paires de chemins augmentants T, et m; a travers

lesquels ¥ unités de x' sont redistribuées, permettant ainsi une augmentation du deuxiéme
flotde y unités de s, a ¢, sur chacun des chemins 7, et Tg.

Algorithme (biflot maximum)
Pas I : Poser x* =0 initialement et trouver un flot maximum x' de s at.

Pas 2 : Trouver une paire de chemins augmentants (7, 7z). Si une telle paire n'existe

pas, arréter, le biflot maximum est atteint.
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Pas 3: V(i j)e r, augmenter x' et x* de ¥ unités (dans e sens du chemin).

Pas4: ¥ (i, j)€ m, augmenter x' de ¥ unités et diminuer x* de la méme quantité.

Pas 5 : Aller au pas 2.
I11.1.1.2. Validité et propriétés de I'algorithme

Pour prouver la validité de I'algorithme, il faut montrer qu'il est fini et que le biflot trouvé
est réalisable (i.e., satisfaisant les contraintes de capacité et de conservation du flot) et
maximum. La notion de réalisabilité est exprimée par le lemme suivant:

Lemme II1.1. Si on commence par un flot réalisable, & la fin de chaque itération, le flot

résultant est réalisable.
Pour la preuve%, se référer a Itai [1978].

En supposant que 1'algorithme s'arréte, nous allons montrer que le biflot trouvé est
maximal. Pour ce faire, rappelons certaines notions de coupes minimums.

Soit un ensemble de sommets XV (X=V- X), l'ensemble des paires ordonnées
(X,Y)={(i,j)/ieX,jef, (i,j)eE} est une coupe. Sa valeur (ou sa capacité) est
KX, X)= Z(i.j)e(xy}_“b[i, J]. Une coupe est dite minimale si sa capacité est minimale.
Posons I(i,i,; j,, j,) comme étant la valeur de la coupe minimum b(X, X) qui met A A
dans X et j, j, dans X, et (i, ..., Iyi J1s +e» Jn) comme étant la valeur de Ia coupe

minimum qui sépare i, de j, (I=1,m).

Dans le cas d'un biflot (resp. d'un multiflot), une coupe est définie comme étant un sous-
ensemble C de E, pour lequel chaque chemin entre s, et ¢, contient au moins une aréte de

C, et est minimal pour cette propriété, V k=12 (resp. k=1 K).

Compte tenu des définitions précédentes, la capacité de la coupe minimale pour un
probléme de biflot correspondrait 2 v(s,, s, 1, t,). Ford et Fulkerson montrent que pour un
flot simple: flot maximum = coupe minimale, autrement dit d' = v(s,;t,). Notons qu'en
général I'(i,i,; j,, j,) 2 v(i,,i,; ji,, j,) dans la mesure ot v( b, by, Jy, J,) peut étre réalisé pour
une coupe (X, X) telle que i, j, € X et i,, j, € X. D'oil le lemme suivant:
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Lemme II1.2. (Hu [1963 1) Dans un graphe non orienté, on a:
v(s,,8,,4,1,)=min {F(sl,sz;t,,tz); I'(s,t,;5,1) }

Lemme II1.3. (Itai [1978]) Si, pour un quelconque flot réalisable(x', x*) trouvé par

l'algorithme, il n'existe pas de paires de chemins augmentants, alors:
d'+d*= V(sy,8,,8,8,).

Preuve. Considérons deux cas:

(a) Il n'existe pas de chemin aller:

Posons X={i/ie V, etil existe un chemin (5,=1y, ..., i, =i) de s, ai tel que
(i, i)>0, =1, r}.

Par définition 5, € X et comme il n'existe pas de chemin aller, #, € X. Pour tout

(i,j)e(X,X), a(i,j)=%(b[z’,j]—xl(i,j)—xz(i,j))=0. Donc i, j]=x'(i, j) + x*(i, j).

Comme 5[;, j]=[x'(, I+, J)}, alors x'(i, j), x*(i, j) = 0.

- Si x'(4,j)=0V(ij)e(X X) alors x*(i,j)=b[i,j]. Le flot total est égal 2
b(X,X)>v(s,; t,). Par conséquent, conformément au théoréme flot maximum coupe
minimum, x* est maximal (indépendamment de xet d* =v(s,;1,).

Comme J'algorithme commence avec d' maximum et que ce dernier reste inchangé tout au
long de l'algorithme, d' = v(s,;,). Donc d' +d? = V(s )+ V(s 1)) 2 T(s,, 5,51, 1,).

- Autrement, il existe une paire (i, j) e (X, X) telle que x'(;, j)> 0. Alors s, € X, teX
(autrement, pour conserver le flot, il existerait une paire (p,g)e(X,X) telle que
x'(p,g)<0). Donc d'+d* = b(X, X)2I(s,s,1,1,).

(b) Il n'existe pas de chemin retour: !
On conclut de la méme manidre que d' +d? > I'(s, 1,;s,, 4).

En combinant (a) et (b), on obtient d'+d>> min {F(sl,sz;t],tz),F(sl,tz;sz,tl)}=

V(81 85,1,,2,). Comme par ailleurs d' +d? < v(s,, s,; 1,1, ), il vient:
d'+d*= v(sy, 8,81, ).
On peut alors énoncer le corollaire suivant:

Corollaire II1.4. Quand | algorithme s'arréte le flot trouvé est maximal.
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Le dernier point concerne la convergence de l'algorithme. Revenons au pas 2 de
l'algorithme, ot il est question de trouver des chemins augmentants. Ces chemins doivent
étre convenablement choisis sinon le nombre d'itérations pourrait devenir exponentiel.
Pour ce faire, on peut opter pour la démarche de Edmonds et Karp [1972] concernant le
choix des plus courts chemins (pour le flot simple), mais la démarche de Dinic [1970],
Even et Tarjan [1975], réalise une meilleure borne sur le temps d'exécution. Grice 2 cette
démarche, I'algorithme requiert au plus O(|V[’|E]) unités de temps (pour plus de détails,
consulter Itai [1978]). Karzanov [1974] propose une autre méthode qui permet d'améliorer
l'algorithme avec un temps d'exécution en Of ]V]3 ). Nous pouvons & présent dégager les

principales propriétés de l'algorithme, 4 savoir:
(1) Le biflot maximum est atteint avec le premier flot ayant sa valeur maximale.

(2) Si les capacités sont entiéres, le flot obtenu i la fin de I'algorithme est en demi-unités
1
(par définition'de o et ).

(3) Le biflot maximum obtenu est égal 2 la coupe minimum v( 5,8, 8,t,). La preuve est
basée sur le fait qu'aprés un nombre fini d'étapes, il n'existe plus de paires de chemins
augmentants et a partir du lemume I11.3, le flot réalisé est égal 2 la coupe minimale.

(4) On peut utiliser I'algorithme de biflot maximum pour résoudre un autre probléme en
relation avec ce dernier: c'est le probléme de biflot avec besoins. Etant données deux
constantes R' et R représentant les besoins respectifs en x' et x?, le probléme revient &
trouver un biflot réalisable tel que d* > R* pour k =1,2. Pour ce faire, on rajoute deux
nouveaux sommets sources 5,, 5, et deux arétes [El,sI ], [Ez,sz] de capacités respectives
R' et R*. Le biflot maximum dans le nouveau réseau est égal & R' + R’ si et seulement i il
existe un biflot réalisable dans le réseau original tel d' > R' et d2 > R? .

Hu [1963] a ét€ le premier 2 établir les deux résultats fondamentaux pour le probléme du
biflot non orient€, 4 savoir le théoréme concernant le biflot maximum et la coupe minimale,
et celui concernant I'intégralité du biflot maximal. Il faut préciser que sa preuve (pour
I'égalité entre flot maximum et coupe minimum) est également algorithmique, mais ne
fonctionne que dans le cas ol les capacités sont entiéres ou rationnelles. L'amélioration
introduite dans la recherche des chemins augmentants a permis finalement, de généraliser
cette preuve au cas des capacités quelconques. Les deux principaux théorémes sont les

suivants:
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Théoréme IIL.5. Soient d', d*" les flots optimaux et v(sy, 8,04, t,) la capacité de la
coupe minimale pour le probléme de biflot maximal non orienté, alors:
d"+d* =v(s,5,,1,1,).

Théoréme I11.6. Si les capacités correspondant au biflot maximal non orienté sont des

entiers pairs, alors il existe un optimum entier.

Ces résultats sont redémontrés par Sakarovitch [1973] & travers la théorie de la
programmation linéaire. En méme temps, l'auteur donne un algorithme de résolution pour
le biflot maximal qui consiste essentiellement 3 appliquer deux fois l'algorithme de flot
maximum de Ford et Fulkerson [1962].

(172, 1/2)

(112, 1/2) (172, 1/2)

(172, 1/2)

Figure II1.1 Biflot maximum, avec flots fractionnaires.

(Toutes les capacités sont égales 3 1).

Il faut noter que le théoréme IIL.5 ne garantit pas l'intégralité des flots méme si
v(s;,5,51,8,), d, d*" sont des entiers. Le probléme de biflot de la Figure II.1 vérifie le
théoréme IILS, avec v(s,s,;4,1,)=2, d" =d*' =1, mais avec des flots fractionnaires

sur certaines arétes.

De plus ce théoréme ne peut étre étendu, ni au cas du biflot orienté (cf. § 1I1.2.), ni & celui
des autres multiflots (voir l'exemple de Fulkerson [1963] en Figure I11.2.)
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0,0, 1/2)

0, 172, 1/2)

(172, 0, 0) ‘ (0,0, 1/2)

0, 1/2,0) ©, 1/2,0)

Figure II1.2 Triflot maximum (toutes les capacités sont €gales 4 1.)

Le flot maximum est de 1.5, la coupe minimum est de 2.

Quelques exceptions sont & noter cependant, puisque pour K =3 Rothfarb et Frish [1969]
prouvent qu'un triflot sur un graphe non orienté, ne comportant pas de nceuds
intermédiaires (tous les nceuds sont soit des sources soit des destinations), le flot
maximum est égale a la coupe minimum. Partant de 1, ces auteurs donnent un algorithme
de flot maximum. De méme, Tang [1965] montre que la classe des réseaux "bipath" vérifie
flot maximum = coupe minimum, et ce, pour tout K. Rothfarb, Shein et Frish [1968]
présentent un algorithme pour maximiser » @*d*, oll les @* sont des poids
décroissants et tous les flots ont une destination commune. Kleitman [1971] présente un
algorithme de flot maximum lorsque chaque nceud est un puits pour tous les produits, sauf

un.
IIL.1.2. BIFLOT DE COUT MINIMUM
II1.1.2.1. Formulation et décomposition

Dans le cas non orienté, le probléme de biflot de colit minimum peut se formuler de la

facon suivante:
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Minimiser ¢'x' + ¢*x* (II1.2a)

sous les contraintes

']+ [x*<B (I.2b)
A =4 (IL.2¢)
Ax* =12 (IIL.2d)

Dans cette formulation matricielle, les deux flots sont représenté€s par les M-vecteurs x' et
x. b est un vecteur de dimension M désignant les capacités sur les différents arcs du
réseau, et A est la matrice d'incidence sommets-arcs du graphe associ€ au réseau. r' est le
vecteur ressource (de dimension N), il est égala +d' ala source, & —d' 3 la destination et
a 0 ailleurs; r* est défini de la méme maniere, mais avec le montant d42. Remarquons
qu'ici les montants d' et d? ne sont plus des variables de décision (biflot maximal) mais
sont des constantes connues d'avance, on cherche ici 3 minimiser le cofit total de transport:
c' et c* sont des M-vecteurs représentant les cofits unitaires de transport pour les deux

flots.

On retrouve la contrainte de capacité (I1.2b), la somme, en valeur absolue, des flots ne
devant pas dépasser la capacité disponible. Et les deux blocs de contraintes (II1.2¢) et
(I11.2d) correspondant & la conservation du flot pour x' et x°.

Le probléme ainsi présenté peut, par un changement de variables adéquat, se décomposer
en deux problémes de flot simple orientés 2 cofits minimaux. La substitution est proposée
par Sakarovitch [1973]:

{xl=y]+y2—b

x2=y1-y2

Le probleme (II1.2) prend alors la forme suivante:
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Minimiser (¢' + c?‘)yI +(c' - )y =c'b (111.3a)

sous les contraintes

Ay' + Ay =r'+ Ab (111.3b)
Ay' — Ay* =r* (I.3¢)
0<y'<b (I1.3d)
0<y*<b. (I.3e)

En remplagant (II1.3b) et (1I1.3c) par la somme, respectivement la différence des deux

équations, on obtient:

Minimiser (¢' +¢®)y' +(c' = c)y* - ' (I.4a)
sous les contraintes
b
Ay' = %(rl +7r% + Ab) (IIL4b)
Ay* = -zl-(r‘ —r* + Ab) (IM.4c)
0<y'<b (Il1.44d)
0<y*<b. (.4e)

Ainsi présenté, le probléme (II1.4) devient décomposable en deux problémes de flots
simples & cofits minimaux. Soient (II1.4") et (IT1.4") ces deux sous-problémes:

Minimiser (¢' + ¢?)y' (I11.4'a)

sous les contraintes
Ay' = %(r‘ +r* + Ab) (II1.4'b)
0<y'<b. (IL.4'c)
Minimiser (c' - ¢*)y* (1.4"a)

sous les contraintes
Ay* = —;-(r‘ ~r? + Ab) (I0.4"b)
0<y* <b. (IIL.4"¢c)
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Les conditions d'intégralité du biflot découlent alors directement des équations de
conservation du flot pour les deux sous-problémes de flot simple (II1.4') et (II.4™).
Rappelons que pour un probléme de flot simple, la condition d'intégralité est que les
capacités ainsi que les montants impliqués dans les vecteurs ressource soient entiers. Les
montants impliqués dans les sous- -problémes (II1.4') et (IIL.4") (L(r'+7r* + Ab)
L' —=r*+ Ab) respectivement), étant en général réels (ou en demi-unités pour des valeurs
entiéres de r', 1% et b), on introduit deux définitions avant d'énoncer les conditions

dintégralité pour un probléme de biflot non orienté de cofit minimum.

Définition IIL.7. On dit qu'un neud est pair si la somme de toutes les capacités des

arétes ayant pour extrémité ce noeud est un entier pair.

Définition II1.8. Un réseau est dit d'Euler si toutes ses capacités sont entiéres et que

ses naeuds sont tous pairs.

Remarquons que si un réseau est d'Euler alors le vecteur (Ab) a toutes ses composantes
entiéres et paires. Si de plus les montants d' et d* sont des entiers pairs, les quantités
5 Lir'+r + Ab ) et = ( r' —r* + Ab) seront enticres. Et le résultat suivant est direct:

Théoréme IIL9. (conditions suffisantes d ‘intégralité)
Soient d' et d*, deux entiers pairs et un réseau d'Euler. Si le probléme de biflot de coiit

minimum admet une solution réalisable, alors il existe un optimum entier.

La matrice A intervenant dans le probleme (II1.3) est une matrice totalement unimodulaire,
en tant que matrice d'incidence sommets-arcs (i.e., toute sous-matrice de A a un
déterminant égal 2 0 ou +1). Sakarovitch [1973] montre que si d' et d? sont les variables
de décision pour le probleme de biflot maximal, alors la matrice des contraintes est
€galement totalement unimodulaire. Le second membre étant égala 1(Ab) dans ce cas, on
peut dire que le probléme de biflot maximal admet un optimum entier si les capacités sont
des entiers pairs. Ainsi on dispose d'une autre preuve pour le théoréme I11.6 de Hu. Un
résultat équivalent serait de dire (conformément aux définitions données plus haut):

Théoreme II1.10. (Rothschild et Whinston [1966a])
Si le réseau associé au probléeme de biflot maximal non orienté est d'Euler, alors il existe

un optimum entier.

Sakarovitch [1973] montre que ce théoréme est €galement applicable dans le cas ot les
sources et les destinations ne sont pas des nceuds pairs, et donne d'autres conditions de
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réalisabilité pour le cas entier. Des conditions similaires existent €galement dans Rothschild
et Whinston [1966b].

II1.1.2.2. Conditions de réalisabilité

Il reste a savoir si, disposant des capacités du réseau, on peut faire passer les montants
voulus 2 travers les différents arcs sans en violer la capacité. Le théoréme suivant répond 2
cette question en donnant une condition nécessaire et suffisante pour avoir une solution
réalisable.

Théoréme II1.11. (Hu [1963])
Le probleme de biflot non orienté & coiit minimum posséde une solution réalisable si et
seulement si: v(s;;t,)2d', v(s,;1,)2d” et v(s,,5,:1,t,) 2 d +d°.

Dans le cas ol le nombre de flots mis en jeu est supérieur a deux, le théoréme II1.11 ne
peut plus &tre appliqué. Si on considére I'exemple présenté par Hu [1964] (cf. Figure
HL3), avec d' =4, d* =2 etd® =1, on se rend compte que les conditions du théoréme

sont satisfaites, en effet:

vis,n)=42d", V(s,,t,)=62=d?, Vs, h)=624d°,
YISyt ) =62d +d%, v(s,5,1,8)=62d" +d°, v(s, 5;01,1,)=8>d> +d° et
V(S8 83,0, 0,1) =82d' +d° + d°, pourtant on ne peut pas trouver de solution réalisable

a ce probleme.

Figure I11I.3 Multiflot 4 colit minimum.
(les capacités sont égales 2 2).
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Naniwada [1969] présente des conditions nécessaires pour le probléme général. Des
conditions nécessaires et suffisantes sont également données par Onaga [1970] mais le
temps de calcul requis pour les vérifier est prohibitif. Des conditions similaires basées sur
la dualité en programmation linéaire sont mises 2 jour par Iri [1971].

Dans le cas entier général, le probléme de biflot compatible (existence d'un biflot réalisable
en nombres entiers) est un probléme NP-complet (Even Itai et Shamir [1976]). Il en de
meéme pour les autres problémes de multiflots en nombres entiers. Cependant, il existe des
cas trés particuliers ol ces problémes peuvent &tre résolus polynomialement. Ainsi par
exemple, lorsque toutes les capacités sont égales a 1 (&2 ce moment 13, le probléme de
multifiot s'identifie au probléme de la recherche de chemins arcs-disjoints dans un graphe,
enire un ensemble de paires de sommets source-destination), que toutes les demandes sont
¢gales a 1 et que le nombre de flots est borné par un entier fixé, le probléme devient
polynomial, conformément au résultat de Robertson et Seymour [1990]. Un autre cas
particulier est celui des multiflots sur des graphes planaires, pour lesquels on a longtemps
essay€ de savoir s'il était possible de les résoudre polynomialement. Un résultat récent de
Middendorf et Pfeiffer [1990] prouvent que le probleéme est NP-complet. Cependant si le
nombre de flots est borné par un entier X fixé arbitrairement (toujours en supposant la
planarité), Sebd [1993] présente un algorithme polynomial qui permet de mettre en
évidence un multiflot compatible ou de prouver qu'il n'en existe pas. Pour K = 2, ce
probléme avait déja été étudié par Seymour [ 1981] (cf. également Lomonosov [1983] et
Sebo [1987]), et pour X = 3 par Korach [1982]. Un article de synthese est disponible
grice & Frank [1990].

III.2. BIFLOT ORIENTE

Dans sa version orientée, le flot posséde une direction et une seule: celle de l'arc qui le
véhicule. C'est pourquoi dans la version orientée on impose la contrainte de non-négativité
des flots (non contraints dans le cas précédent). Ceci se répercute sur la contrainte de
couplage dans laquelle ne figurent plus les valeurs absolues. Un biflot réalisable est alors
décrit par le systéme de contraintes suivant (conservation du flot et respect de la capacité):

Axl:__rl
Ax? =2
x+x*<b
220,220
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La contrainte de capacité (II1.2b) associée au biflot non orienté est remplacée ici par les
trois derniéres inéquations. Cette formulation va entrainer une certaine difficulté du biflot

orienté par rapport & son prédécesseur non orienté. En effet:

(1) la décomposition proposée par Sakarovitch, dans le cadre du biflot non orienté de cofit
minimum, n'est plus valable dans ce cas, suite  la contrainte de non-négativité des flots.

(2) Le théoréme stipulant flot maximum = coupe minimum n'est plus applicable dans le cas
orienté. Dans la Figure I11.4, le flot maximum est obtenu pour d' =1/2, d* =1, ce qui
est inférieur a la coupe minimale, égale 2 (toutes les capacités sont égales 4 1.)

(172, 1/2)

(©, 1/2) 0, 172)

Figure I11.4 Le flot maximum est inférieur 2 la coupe minimale.

(3) Méme si les capacités sont entidres, le biflot maximum peut étre rationnel, et pas

nécessairement en demi-unités. (Voir Figure I11.5.)

(4) Le biflot maximum n'est pas toujours réalisé pour le premier flot égal i sa valeur
maximale. Dans la Figure IlL.4 , si d' =1 alors d* =0 et d' +d° =1, ce qui est inférieur

au flot maximum.
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(0, 1/3)

(2/3, 1/3)

(0, 1/3) (0, 1/3)

Figure IIL.5 Biflot & valeurs rationnelles (les capacités sont égales 2 1.)

Précisons qu'il existe certains cas ol le multiflot maximal est €gal a la coupe minimale. Ces
cas de figure sont illustrés par le théoréme de Sakarovitch [1966]:

Théoréme I11.12. le multifiot maximum sur un graphe complétement planaire est entier

et vérifie: flot maximum = coupe minimum.

Un graphe planaire est un graphe qui peut &tre représenté sur un plan sans comporter

aucun croisement d'arétes, excepté au niveau des nceuds.

sources destinations
1

noeuds
intermédiaires

Figure II1.6 Structure requise pour un multifiot complétement planaire.
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Un graphe est complétement planaire si, I'ayant mis sous la forme présentée dans la Figure
I11.6, il constitue un graphe planaire.

Remarque: un multiflot peut vérifier flot maximum = coupe minimum sans étre entier.
L'exemple de la Figure II.7 (Sakarovitch [1966]) en est une parfaite illustration.

@P

KSeerd

Figure II1.7 Le flot maximum est réalisé pourd' =1,d*=2,1a capacité
de la coupe minimale est égale 4 3 (toutes les capacités sont
€gales a 1). Mais les flots sur les arcs sont de 0,5.

D'un point de vue complexité, dans le cas continu, le probléme de biflot ainsi que les
autres problémes de multiflots (orientés) peuvent étre considérés comme des cas
particuliers de la programmation linéaire (Ford et Fulkerson [1962]). Dans le cas entier par
contre, le probleme de biflot orienté devient NP-complet (Even, Itai et Shamir [1976]); et
C'est aussi le cas de tous les autres multiflots en nombres entiers. Des algorithmes
polynomiaux existent cependant pour des problémes trés particuliers de biflot (Nach-
Williams [1960]) ou de triflot (Ibaraki et Poljak [1991]) sur des graphes eulériens, avec
toutes les capacités égales a4 1. Les résultats concernant ce genre de problémes de
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Williams [1960]) ou de triflot (Ibaraki et Poljak [1991]) sur des graphes eulériens, avec
toutes les capacités égales A 1. Les résultats concernant ce genre de problémes de
multiflots, correspondant en I'occurrence 3 la recherche de chemins arcs-disjoints dans un
graphe, peuvent étre trouvés dans Frank [1990] et également Vygen [1992].

I1.3. CONCLUSION

Les deux résultats fondamentaux existant pour les flots simples, en 'occurrence, le
théoréme des valeurs entiéres et celui concernant le flot maximum et la coupe minimale, ne
se généralisent pas aux multiflots, sauf dans le cas trés particulier des biflots sur des
graphes non orientés, ou des graphes planaires. Le probléme de biflot, dans sa version
non orientée, reste alors plus facile a appréhender que son homologue en version orientée.
Ainsi, le probléme de biflot de colit minimum (non orienté) admet une décomposition qui
permet de le scinder en deux problémes de flot simple orientés. De cette facon, la solution
optimale de ce probléme peut étre reconstituée efficacement, a partir des deux solutions
individuelles de flot simple. Malheureusement, cette décomposition n'est plus applicable
dans le cas du biflot orienté qui peut seulement étre résolu en tant que programme linéaire.
Mais la difficulté majeure intervient lorsque I'on impose une contrainte d'intégralité sur les
flots. A ce moment 13, le probléme de biflot compatible (dans sa version orientée ou non
orientée) devient NP-complet. Et par généralisation, tous les autres problemes de multiflots

présenteront la méme complexité.

Tous ces résultats auront permis de confirmer, une fois de plus, la difficulté des problémes
de multiflots, et d'expliquer, en partie, la nature des diverses techniques mises en ceuvre

pour les résoudre.
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Chapitre IV

BIFLOT ENTIER DE COUT MINIMUM :
METHODE DE RESOLUTION P A R
DECOMPOSITION DECENTRALISEE.

IV.0. INTRODUCTION

Nous avons souligné, dans le chapitre précédent, 1'intérét suscité par le probléme du biflot,
d'une part 2 travers les résultats théoriques qu'il met en jeu, et d'autre part a travers la
possibilité qu'il offre de modéliser un certain nombre de problémes réels. Plus
précisément, nous nous intéresserons, ici, au probléme de biflot entier et de coiit
minimum. Rappelons que la contrainte d'intégralité, sur les flots, est une contrainte
quasiment implicite dans ce genre de problémes. Malheureusement, cette contrainte nous
met en présence d'un probléme NP-difficile, qui pourra étre résolu soit de maniére

heuristique en exploitant sa structure particulire, soit en utilisant des méthodes générales

{
i

de programmation en nombres entiers,

Jusqu'a présent, nous avons assisté 2 un déséquilibre énorme entre l'effort de recherche
consacre a la résolution des problémes de multiflots en continu, et leurs homologues en
nombres entiers. Ces derniers n’ayant bénéficié que de quelques rares approches plus ou
moins personnalisées. De plus, parmi les méthodes heuristiques les plus récentes, la
méthode d'approximation de Srivastav et Stangier [1993] peut induire, au pire des cas, une
déperdition du flot de 50% pour le probléme de multiflot maximal, ce qui est assez

défavorable.
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Toute cette problématique a donc motivé I'idée d'élargir le panorama des méthodes
approchées existant pour ce genre de problémes. Cette idée s'est développée dans le cadre
particulier du biflot entier de cofit minimum. Nous présenterons donc le probiéme, de
fagon détaillée, en termes de formulation et de complexité. Puis nous proposerons une
méthode de résolution basée essentiellement sur I’approche de décomposition décentralisée
développée par Mahey [1986], dans le cadre de la programmation linéaire. Il est & noter
que méme si cette approche a fait, dans ce méme cadre, 1'objet de plusieurs études et
applications (Morin [1993]), son adaptation au cas particulier du biflot entier constitue une
premiére qui confere a la méthode un caractére de pionniére. Sur un plan pratique, nous
avons développé un logiciel permettant d'une part, I'élaboration de problémes de biflot
aléatoires, et d'autre part, la mise en ceuvre de la méthode en question.

En utilisant une méthode de décomposition mixte, on évite certes le niveau de
coordination, majs d'autres difficultés sont mises a jour, notamment en ce qui concerne la
notion de conﬁvergence. Toutes ces difficultés sont mises en évidence, et partiellement
résolues dans le cadre des principales heuristiques développées. Nous présenterons, pour
finir, les résultats numériques découlant de toutes ces applications. Puis nous ferons une
analyse comparative entre les différentes heuristiques, en méme temps que nous

expliciterons quelques aspects de la convergence.

IV.1. PRESENTATION DU PROBLEME

On se donne un réseau quelconque représenté par un graphe orienté G =(V, E), avec

[V|= N et |E|= M. Pour chaque flot x* (k=1,2), nous avons une partition des sommets
de G en trois sous-ensembles S, I, et D,, dénotant respectivement, les sources, les

neeuds intermédiaires et les destinations du flot k. Pour i € V posons d*(i) comme le
montant du produit & au nceud . Il s'en suit que d*(i)>0 si ieS,, d*(i)=0si iel,, et
d*(i)<0 si i e D,. Supposons, sans perte de généralité, que 'offre totale est égale a la
demande totale et étudions le probleme de biflot de coit minimum, en nombres entiers,

suivant:
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Minimiser ¢(x' + x?) (IV.1a)

sous les contraintes

Axt =/ (IV.1b)

Ax* =r? (IV.1c)

X +x*<b (Iv.1d)

x', x* entiers non négatifs. IV.1e)

Ou x', x* sont des M-vecteurs représentant les deux flots en circulation sur le réseau,
¢ est un M-vecteur entier non négatif représentant les coits de transport sur les réseau,

r',r* sont des N-vecteurs entiers dont les composantes s'identifient aux montants d*(i)

pour i eV, respectivement pour k=12,
b est un M-vecteur entier positif représentant les capacités sur les arcs du réseau,
et A est la matrice d'incidence sommets-arcs du graphe G associé au résean.

Dans ce probléme de biflot A cofit minimum, on cherche évidemment & minimiser le cotit
total de transport (IV.1a). Mais contrairement aux formulations précédentes, nous avons
fait le choix, ici, de prendre les mémes cofits de circulation pour les deux flots, représentés
en l'occurrence par 1'unique vecteur ¢. Sur un plan pratique, ce choix peut étre largement
Justifié dans la mesure ol les cofits de transport sont assez fréquemment indépendants de la
nature du flot. Par ailleurs, ce choix rend le probléme plus compliqué en induisant une
"concurrence” plus importante entre les deux flots, quant au choix des arcs et des chemins.
On retrouve dans ce probléme de biflot les classiques contraintes de consérvation du flot
(IV.1b) et (IV.1c), respectivement pour les flots x' et x. On retrouve également la
contrainte de couplage (IV.1d) traduisant le respect des capacités, ainsi que la contrainte de
positivité sur les flots indiquant que le réseau est orienté. En plus de toutes ces contraintes
largement étudiés dans les développements précédents, nous avons introduit une contrainte
d'intégralité sur les flots x' et x*, qui nous met effectivement en présence d'un biflot
entier de colit minimum. Ainsi défini, le probléme (IV.1) est un probléme NP-difficile
(Even, Itai et Shamir [1976]).
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IV.2. METHODE DE RESOLUTION

Le probléme (IV.1) étant un probléme NP-difficile, nous avons choisi de le résoudre d'une
maniere heuristique, en lui adaptant une méthode de résolution appropriée. Cette méthode
de résolution s'inspire fondamentalement de 'approche de décomposition décentralisée
proposée par Mahey [1986], dans le cadre de la programmation linéaire (cf. chap. II, §
I1.1.2.3).

Cette approche de décomposition est une approche primalé-,;gi,uale, permettant d'une part de
faire une allocation de capacité sur certains arcs, et d'au;fe part de pénaliser une trop
grande utilisation de la capacité par I'un des deux flots, et ce, par l'intermédiaire de
variables duales (variables "prix") introduites dans la fonction objective.

Dans la formulation du biflot entier de cofit minimum, la contrainte de couplage (IV.1d) est
donc relaxée, jgen fixant itérativement un flot puis l'autre. On s'apergoit alors que dans le
cas particulief du biflot, I'allocation de capacité se fait de facon dichotomique: soit on
deécide d'allouer une partie de la capacité au premier flot, le deuxiéme ne peut alors que
disposer de la capacité résiduelle, soit on privilégie le deuxiéme flot et cette fois c'est le
premier flot qui se verra utiliser la capacité restante, les réarrangements des flots se faisant
par l'intermédiaire des transformations introduites dans la fonction objective par le biais
des variables prix. L'adaptation de cette approche de décomposition mixte au cas du biflot

débouche alors sur le schéma de résolution suivant:

Etant donnée une partition H sur les arcs (HnH=0, HUH=E), on peut décomposer
le probléme de biflot entier de cofit minimum en deux sous-problémes symétriques de flot
simple & cofit minimum. Soient (IV.1") et (IV.1") ces deux sous-problémes associés

respectivement aux flots x' et x*:
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Minimiser 3 cxj+ 3 w’x) (IV.1'a)

(i,j)eE (i,j)eH
sous les contraintes
x;.Sbij—)?; pour (i, j)e H (IV.1'b)
x; <by pour (i,j)e H (IV.1'%¢)
Axt =71 av.1'd)
x'>0. IVv.l'e)
Minimiser Y c,x;+ 3 wix2 (IV.1"a)
(i,.j)eE (i,jleH
sous les contraintes
x;Sb;—%,  pour (i,j)eH (IV.1"b)
xi? < b,.j pour (i,j)e H (IV.1"c)
Ax? =2 (Iv.1"d)
x220. (IV.1")

Les conventions de notation adoptées pour le sous-probléme (IV.1') sont les suivantes:

x; : variable de décision désignant la quantité de flot x' passant sur l'arc (i, J), (i,j)eE.

¢, :colt unitaire de circulation sur I'arc (i.j), (i,j)eE.
b; :capacité de l'arc (i, j), (i, J)€EE.
X; :quantité de flot x* circulant sur l'arc (i, j), (i, j) € E.

w; : variable duale du flot x? associée a la contrainte de capacité sur I'arc (i,j),

(i,j)eE.

L'écriture X, p* indique que ces variables (mises & jour dans le sous-probléme (IV.1")),

seront considérées comme constantes dans le sous-probleme (IV.1).
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Pour le sous-probléme (IV.1") (symétrique de (IV.1"), toutes les notations sont

maintenues. Simplement les indices sont inversés ainsi que le role de la partition.

Etant donné que X,p sont des constantes, nous sommes bien en présence de deux
problemes de flot simple a colit minimum (avec des contraintes classiques de capacité et de
conservation du flot). Ces deux problémes de flot mettent en jeu des coiits et des capacités

modifiés sur des sous-ensembles d'arcs complémentaires.

Grace a ce schéma de décomposition, la contrainte d'intégralité des flots devient implicite.
De fait, la solution au probléme de biflot initial consistera en la combinaison de deux flots
simples, entiers par définition. Rappelons que pour un flot simple, la condition suffisante
d'intégralité porte sur l'intégralité des capacités et des montants concernant les ressources
et les demandes en flot, ce qui sera toujours le cas dans les problémes (IV.1") et (IV.1").
Ce résultat se déduit de la propriété de totale-unimodularité de la matrice d'incidence
sommets-arcsiA associée au réseau (voir Magnanti, Ahuja et Orlin [1993], chap. 11, §
11.12).

Le processus de résolution sera donc itératif et consistera a osciller entre dv.thetdv.1m
avec un échange d'informations entre les deux sous-problémes (sans aucun niveau de
coordination). L'algorithme qui en découle prend la forme simplifiée suivante:

Algorithme de résolution (biflot entier de coiit minimum.)
Pas 0 : Initialisations

Définir la partition H.
Fixer T > 0 (nombre d'itérations maximum).
Poser ¢ = 0 (compteur d'itérations),

(W), =0
pour (i,j)e E.
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Pas 1 : Résolution du sous-probleme 1

Poser t=t+1.
Si ¢ > T alors arréter, sinon
résoudre (IV.1") et déterminer ( x}j )oet( w,;. ) pour (i,j)eE.
Siz=1 alors aller au pas 2, sinon
si (x;), =(x;)_, et (w, i) =(w;),_, pour (i, j) e E alors arréter, sinon

aller au pas 2.

Pas 2 : Résolution du sous-probléme 2

Résoudre (IV.1") et déterminer ( x,.jz. ) et | w; ), pour (i,j)eE.
Sit=1 alors aller au pas 1, sinon
si (x7), = (x}),, et (w}), = (w;)._, pour (i, j)e E, alors arréter, sinon

aller au pas 1.

Tel qu'il se présente, I'algorithme met en jeu un critére d'arrét classique qui consiste en
une convergence des variables primales et duales. Mais cette convergence n'étant pas
garantie, on fait intervenir un deuxiéme critére qui consiste a s'arréter au bout d'un certain
nombre T d'itérations. Incontestablement, les principales difficultés soulevées par
I'algorithme, sont le choix de la partition et la notion de convergence. En effet, nous ne
connaissons pas la bonne partition et nous ne savons pas si la méthode va diverger ou
converger, et le cas échéant, sous quelle forme. Nous aborderons ces deux questions un
peu plus en détails dans la partie heuristiques et applications (cf. § IV.4.)

IV.3. DESCRIPTION DU LOGICIEL

La méthode ainsi présentée, requiert un algorithme efficace pour la résolution des deux
sous-problemes de flot simple (IV.1") et (IV.1"). Pour cela nous avons fait appel au code
€tabli par Ahrens et Finke [ 1980]. 11 existe bien d'autres codes, notamment le code
NETFLOW développé par Kennington et Helgason [1980], ou plus récemment encore,
celui de Bertsekas et Tseng [1988a] et celui de Chang et Chen [1989], mais le code que
nous avons retenu s'avere suffisant pour une implémentation efficace de la méthode.

Partant de 14, ce code de flot simple a été enrichi par des procédures diverses permettant
soit de générer aléatoirement des problémes de biflot, soit de rentrer directement des

données réelles ou imposées, et de mettre ainsi en ceuvre la méthode présentée. Nous
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allons donc envisager une premiére partie pour présenter le logiciel de flot simple, puis une
deuxieme partie pour mettre en évidence son adaptation au probléme du biflot.

IV.3.1. OPTIMISATION DU FLOT SIMPLE

Le code utilisé est écrit en FORTRAN et consiste essentiellement en une routine NET qui
permet d'optimiser un probléme de flot simple de cofit minimum (des adaptations existent
pour d'autres problémes de flot simple, tels que le flot maximum et les problémes
d'affectation et de transport).

L'algorithme utilisé dans ce logiciel est de type primal, les détails sur l'adaptation de 1a
méthode du simplexe sont donnés dans Ahrens et Finke [1980]. Jusqu'a présent, les
résultats de Srinivasan et Thompson [1973], et indépendamment, Glover, Karney,
Klingman et Napier [1974], ont été vérifiés par nombre de chercheurs; ils ont établi que le
code primal éf;m't substantiellement plus rapide que les codes mettant en Jjeu des algorithmes
de type primal-dual ou out-of-kilter. De fait, des études récentes conduites par Grigoriadis
[1986], et Kennington et Wang [ 19901, indiquent qu'en pratique, les algorithmes de
simplexe dans les réseaux et les algorithmes de relaxation, sont les deux algorithmes les
plus rapides dont on dispose actuellement pour résoudre des problémes de flot simple a

colit minimum.

Avant d'aborder la description du logiciel, a proprement parler, nous donnons, pour
commencer, quelques notions de flot simple, indispensables a la compréhension de tous

les développements ultérieurs.
IV.3.1.1. Notions de flot simple

Reprenons le graphe orienté G=(V,E) défini précédemment avec V=N, [E|l=M. A
chaque nceud i € V, on associe un montant d; d'un certain produit. Si d, > 0, le nceud est
un point ressource, si d;, <0, le nceud est un point demande. Les nceuds pour lesquels
d; =0 sont appelés nceuds intermédiaires. Les arcs (i, j) sont munis de coiits de transport
¢; et de capacités b, entiers et positifs (les cots peuvent €tre nuls). L'objectif est de
déterminer le flot & colit minimum  travers le réseau ainsi décrit. Le probléme se formule

sous forme d'un programme linéaire, soit le probléme (IV.2):
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Minimiser Y c,x; (IV.2a)

(i, j)eE

sous les contraintes
Zx,-j—Zxﬁ =d, i€V, (IV.2b)
J J

0<x,<b.  (ij)eE. (IV.2¢c)

) g

L'équation (IV.2b) exprime la conservation du flot au niveau de chaque nceud i.
L'hypothése est faite que Y. d,=0. Si Y.4,<0, il n'y a pas de solution réalisable. Si

Z;di >0, on introduit un nceud additionnel avec une demande de —zidi et des arcs le
reliant 4 tous les points ressource. Définissons u; et w, comme €tant les variables duales
du probléme (IV.2), associées respectivement aux contraintes (IV.2b) et (IV.2¢c). Le
probléme dual de (IV.2) peut alors s'écrire comme suit:

Maximiser ) du; - Y bjw; (IV.3a)
i (i,j)eE
sous les contraintes
—u-w;sc; (,j)ekE, (IV.3b)
w, 20 (i, ))eE. (IV.3¢c)

Y

Théoréme IV.1. Une solution de base du probléme (IV.2) est associée & un arbre

maximal du graphe G associé au réseau décrit.
Pour la preuve, consulter Ahrens et Finke [1980].

A T'optimum nous avons x admissible pour (IV.2), (1, w) admissible pour (IV.3) et les

1

conditions du théoréme des écarts complémentaires satisfaites, soit - i

xij(cij—u,.+uj+w,.j)=0 av.4
w;(b; — x;)=0. (Iv.5)

En définissant les cotits réduits par
Cy=C;—u +u, (IV.6)

On peut facilement vérifier les conditions d'optimalité suivantes, pour une paire de

solutions optimales primale et duale x et u:
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0 < x; <b; implique ¢; =0, av.n
Si x; =0 alors ¢; 20, et (IV.8)
Six; =b; alors ¢; 0. Iv.9)

Ftant donnée une solution de base de (IV.2b) et (IV.2c), on peut déterminer les variables
u; a partir des équations (IV.7), i.e. ¢; =0 ou —u; =c; pour les arcs (i, j) en base.

Apres avoir attribué une valeur quelconque a I'une des variables, la solution est déterminée

de maniére unique.

Un arc hors base pour lequel:

x;=0 et ¢;<0, ou (Iv.10)

x;=b, et §,>0 (Iv.11)

est candidat a entrer en base.

Les arcs sortants sont déterminés par le cycle unique généré par l'arc entrant, introduit

dans l'arbre de base. Un arc atteignant I'une des deux bornes supérieure ou inférieure
(respectivement b; et 0) est sélectionné pour quitter la base.

IV.3.1.2. Base de données

Le réseau a entrer contient, en plus de ses sommets et arcs propres, un sommet et des arcs
artificiels introduits pour déterminer la solution arbre initiale. Le sommet artificiel est relié
aux autres sommets par les arcs artificiels. La convention adoptée est que les arcs artificiels
(au nombre des sommets propres) sont orientés du sommet artificiel vers les sommets
demande ou les sommets intermédiaires, et le contraire pour les sommets ressource. Tous
les arcs artificiels ont des cofits et des capacités infinis. De cette facon on peut identifier
une solution irréalisable par simple consultation du cofit total, infini dans ce cas. Les

premiers parameétres a saisir sont donc:
- Le nombre de sommets (y compris le sommet artificiel), soit NNODES.

- Le nombre total d'arcs (y compris les arcs artificiels), soit NARCS.
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- Le nombre de sommets 4 examiner dans 1'opération de recherche de pivots, soit
NEXAM.

- Un parametre test LARGE tel que: si lc,.j —-u;+u;| 2 LARGE, aucun sommet

supplémentaire ne soit examiné dans la recherche de pivots.

- La valeur commune de o attribuée aux coiits et aux capacités des arcs artificiels, soit
INFIN.

Comme les réseaux de flot sont rarement "denses" (i.e. ne contiennent pas tous les arcs
entre toutes les paires de sommets), les arcs existant avec leurs coits et leurs capacités sont
stockés dans des listes séparées. Les arcs sont numérotés de 1 Jusqu'a NARCS et
ordonnés par groupes de méme extrémité. Ainsi nous trouverons dans le premier groupe
tous les arcs dont I’extrémité est 1, dans le deuxiéme tous ceux dont I’ extrémité est 2, etc.,
jusqu’a NNODES (comprenant le sommet artificiel). Les listes associés aux arcs sont alors
T, C et K qui représentent respectivement, les sommets origine, les cofits et les capacités
des différents arcs. L'ordre établi sur les arcs permet de définir une premiere liste associée
aux sommets, cette fois, et permettant d'identifier les sommets extrémité des différents
groupes d'arcs, soit H. A cette liste s'ajoute la liste X des montants d; disponibles au
niveau de chaque sommet i, de dimension NNODES. La dimension de H est NNODES+1I;
si l'on appelle N, I'ensemble des arcs d'extrémités i, alors H@) = Z:IIN f’ +1 avec
H(1)=1. De cette facon, les origines des arcs de N; sont stockées entre les positions H(i)
et H(i+1)-1 de la liste T; d'otit HINNODES+1) est égal 8 NARCS+1.

L'algorithme primal procéde essentiellement en passant d'une solution de base réalisable i
une autre. Par conséquent, toute 1'information peut étre retenue sur l'arbre de base. En
sortie nous récupérons donc les listes I, H, X, P, W, D, Y et U, ot I représénte la liste des
sommets, X celle des variables flot, P celle des prédécesseurs, W celle des{successeurs, D
la liste donnant la profondeur des sommets dans l'arbre de base, Y la liste des arcs et U
celle des variables duales associées aux sommets (conservation du flot). 1 est alors facile
d'extraire la solution de base en relevant le flot X(I) sur les arcs allant de I & P() si Y(I) est
positif et le contraire si Y(I) est négatif. Quant aux variables hors base saturées, elles sont
identifiées grace 2 la liste K. En effet tout arc hors base saturé apparait dans cette liste avec
sa capacite en valeur négative. La procédure NET de ce logiciel permet donc de donner la
solution optimale & un probléme de flot simple & coit minimum ainsi que les variables

duales associées aux différents sommets.
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IV.3.2. GENERATION ALEATOIRE ET PROCEDURES ANNEXES

Cette partie sera consacrée a I'adaptation du logiciel au probléme du biflot. De fait, nous
avons introduit de nouvelles listes, de nouvelles grandeurs et de nouvelles procédures
permettant a la fois, d'implémenter la méthode proposée, et de réaliser des tests
numériques sur des problémes de biflot construits ou générés aléatoirement.

Pour la génération aléatoire, trois principales listes de paramétres sont 2 saisir. La premiere

se rapporte a des parametres de réseau et d'optimisation, nous y comptons:

- Un chiffre aléatoire : ZS (nécessaire au générateur aléatoire, compris de préférence
entre 102 et 10%).

- Le nombre de sommets du réseau : ZN.
- Le nombre d'arcs : ZA.
- Les deux paramétres de flot simple : NEXAM et LARGE.

- Trois parametres ZI, ZJ, ZJ1 représentant des grandeurs infinies, qu'on explicitera

ultérieurement.

La deuxi®me liste comprend des paramétres de réseau et des parametres propres au premier
flot:

- Le nombre de nceuds ressource : ZPOS.

- Le nombre de nceuds demande : ZNEG.

- La borne supérieure sur les cofits : ZC.

-Les bornes inférieure et supérieure sur la capacité : ZK1, ZK.

- Le flot total & transporter : ZF (qui doit étre supérieur au maximum entre le nombre
de nceuds demande et le nombre de nceuds ressource).
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Enfin la troisiéme liste met en jeu les parametres du deuxidme flot, a savoir:
- Le nombre de nceuds ressource : MPOS.
- Le nombre de nceuds demande : MNEG.
- Le flot total & transporter : MF.

La génération d’un probléme de biflot aléatoire se fait d’abord par la génération d’un
réseau al€atoire, puis par I’attribution de montants 2 transporter sur ce méme réseau, et ce
pour les deux flots. A cet effet, six listes sont mises 3 jour : T, C, K, H, X et X1. Les
trois premiéres sont dimensionnées sur le nombre d’arcs et représentent respectivement: les
origines des arcs, leurs coiits et leurs capacités. Elles sont faciles 3 générer grace au
générateur de nombres aléatoires RAN. Ce générateur aléatoire donne I'avantage au code
de regénérer le méme probléme de biflot, si tous les parametres d'input sont les mémes.

Les trois listes suivantes sont associées aux sommets du réseau et renseignent,
indirectement pour H, sur les extrémités des arcs ainsi que sur les montants 1iés aux
ressources des deux flots, pour X et X1. Leur génération se fait de facon plus élaborée
grace a la procédure ODEAL. Cette derniére utilise la fonction RAN et permet de générer
aléatoirement des montants (positifs et négatifs) dont les sommes respectives
correspondent au flot total a transporter, et ce pour chacun des deux flots. Par ailleurs, elle
permet de, judicieusement, mettre & jour H, en maintenant un ordre croissant sur les

valeurs de cette liste.

En méme temps que le réseau est généré, une troisiéme procédure EXT permettra de rendre
son appréhension plus conviviale pour I'utilisateur. En fait, cette procédure permet, par
Iintermédiaire de la liste H, de calculer les extrémités des différents{arcs. Outre la
simplicité qu’elle confere 2 la représentation du réseau, la liste des extrémités entre en jeu,
en méme temps que la liste T, dans le calcul des variables duales (associées aux arcs),

indispensables & Iapplication de la méthode.

Par la suite, et tout au long de 1’optimisation, nous travaillerons sur un réseau augmenté ol
tous les arcs artificiels ont été dupliqués. Cette opération est réalisée par la procédure
DUPLIC. Effectivement, cela revient doubler le nombre d’arcs artificiels, qui passe ainsi
du nombre de nceuds a deux fois ce nombre. Ceci vient du fait que les arcs artificiels tels
qu’ils ont €t définis initialement, donnent une forme de rigidité au réseau puisque leur

orientation change en fonction des montants impliqués pour chacun des flots. Pour pallier
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a cet inconvénient, on dédouble chacun des arcs artificiels en les orientant déns le sens
inverse 2 leur premier sens défini. Cette duplication des arcs artificiels (avec des cofits et
des capacités toujours infinis) définit le réseau définitivement et de maniére univoque,
quelque soient les montants mis en jeu par les deux flots. Ce qui nous permet de travailler
sur un réseau unique dont les parametres sont stockés dans le fichier RESALEADUP.

Les deux flots ainsi mis en jeu sont optimisés indépendamment I'un de 1'autre au sens du
cofit minimum, en utilisant la procédure NET. Dans la plupart des cas, les deux flots
simples ne sont pas réalisables. La procédure PERMUT permet alors de les rendre
admissibles (quand cela est possible), en effectuant une série de permutations sur les
montants associ€s aux sommets du réseau. Cette permutation a pour effet de changer
uniquement le cheminement des flots, le réseau restant inchangé. 11 s'en suit que la série de
permutations peut étre parfois trés longue (ou méme infini) avant 'obtention de solutions
admissibles. Pour éviter cet inconvénient, un nombre de permutations maximum peut étre
saisi par T'utilisateur. Au dela de ce nombre, une option permet de rentrer un nombre de
permutations supérieur, ou de revenir a la génération d'un nouveau réseau mieux

conditionné.

Pour finir, le résultats de cette double optimisation sont superposés puis soumis i une
confrontation (au sens des capacités conjointement utilisées), avant d'étre stockés dans des

fichiers différents, en rapport avec l'un des deux cas possibles suivants:

- Les deux flots libres ne se génent pas, et le biflot résultant est optimal. La solution est
stockée dans un fichier (BIFLOTOPT) qui pourra étre utilisé pour exhiber un biflot
"irréalisable” (au sens de optimisable), moyennant certaines modifications judicieuses des
cofits ou des capacités. Dans ce fichier, nous disposons également des arcs, 2 flot positif,
communs aux deux solutions de flot simple, avec les flots correspondants et la capacité
disponible sur ces arcs. Ce qui nous permet de modifier plus facilement le fichier

RESALEADUP et de relancer l'optimisation.

- Les deux flots se génent en dépassant la capacité sur certains arcs. La solution
correspondante ainsi que les arcs "violés" sont enregistrés dans un fichier

(CAPAVIOLES), et I'optimisation de 'exemple peut commencer.

Les mémes étapes sont observées dans le cas ol un probléme réel, ou construit, est saisi
par l'utilisateur. Toutes les données sont stockées dans le fichier RESNONALEADUP.
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Pour donner un aspect plus concret a tous ces développements, nous présentons un

exemple pour illuster la représentation conventionnelle d'un réseau quelcongque.

Exemple: soit le réseau suivant

(0,1)

( Cij,bij )

(0,0)
Figure IV.1 Exemple de biflot.

Le réseau ci dessus sera représenté par les paramétres et les listes suivantes:

NNODES = 5; NARCS =13
NEXAM = 1;LARGE =100
INFIN =1000

J T Cc) K@)

1 5 1000 1000
2 1 2 1
3 5 1000 1000
4 1 0 1 ,J
5 2 0 1 f
6 5 1000 1000
7 2 5 1
8 3 4 1
9 5 1000 1000

10 1 1000 1000

11 2 1000 1000

12 31000 1000

13 4 1000 1000
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I HD XO XI0
1 1 1 0

2 2 0 1

3 4 0 0

4 7 a1

5 10 0 0

6 14

Le sommet 5 est le sommet artificiel, il est relié 4 tous les autres sommets par deux arcs (un
arc rentrant, un autre sortant) dont les cofits et les capacités sont €gaux a INFIN=1000. La
liste T donne les origines des arcs, les extrémités peuvent se déduire de la liste H. Ainsi, le
4éme arc corrf:spond alarc 1 — 3, le 5éme i l'arc 2 — 3, etc....

Enfin, pour récapituler, nous donnons un résumé des procédures utilisées dans notre

logiciel:

- RAN : permet de générer des nombres aléatoires entre O et 1.

- ODEAL : rentre dans la génération des listes H et X et utilise ]a fonction RAN.

-EXT : permet de mettre a jour les extrémités des arcs du réseau 2 partir de la liste
H.

-NET : permet d'optimiser un probléme de flot simple, & cofit minimum en
'occurrence.

-DUPLIC  : permet de dupliquer les arcs artificiels du réseau traité afin d'optimiser le

biflot sur un réseau unique.

-PERMUT  : permet d'effectuer une permutation sur les éléments d'un vecteur, ici le

vecteur des montants associés aux sommets.

En marge de ce travail, nous avons développé un programme permettant de mettre 3 jour,
extérieurement au logiciel, la formulation (en programme linéaire) du probléme de biflot
généré aléatoirement, ou saisi par l'utilisateur. Le programme lin€aire correspondant est
ainsi stocké dans un fichier PL. Ce fichier sera destiné 3 étre optimisé par des logiciels de
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programmation linéaire, en vue de l'obtention d'une borne inférieure (en continu) pour le

probléme entier. Nous utiliserons en 'occurrence le logiciel CPLEX [1993].

Les procédures mises en jeu dans ce programme sont:

- SUPRESS  : permet de supprimer toute la construction artificielle du réseau.

-PL : permet d'écrire le programme linéaire en continu associé au biflot traité.

- CHART : rentre dans la performance de la procédure PL, en permettant le passage au

mode caractére.
IV.4. HEURISTIQUES ET APPLICATIONS

La mise en ceuvre de I'algorithme proposé pour la résolution du probléme de biflot requiert
un choix préalable de la partition H, qui reste somme toute assez difficile, puisque 1’on ne
connait pas, 2 priori, de bonne partition. Nous proposons deux idées principales pour
tester la bonne partition (Rezig et Finke [1992]). La premiére respecte I'esprit de la
méthode, en ce sens que la partition est fixée initialement et reste inchangée tout au long de
l'algorithme: c'est l'approche statique. La seconde est une innovation, du fait que la
partition est changée a chaque étape d'optimisation des sous-problémes (IV.1') et (IV.1"):
c'est I'approche dynamique. Nous verrons un peu plus loin la justification théorique d'une

telle approche.

Par souci de clarté, nous ordonnerons les flots traités en leur affectant la désignation
définitive de flotl (f1), et flot2 (f2). Nous verrons plus loin 'utilité de cela pour la
dénomination des différentes heuristiques.

IV.4.1. APPROCHE STATIQUE

Dans l'approche statique, la partition H est fixée définitivement tout au long de
l'optimisation. Nous avons fait trois choix essentiels qui ont donné lieu aux trois

applications suivantes (Rezig et Finke [1992]).

lére application

La partition a ét€ choisie comme suit: les deux flots sont optimisés indépendamment avec
les capacités réelles du réseau; si en les combinant, les capacités sont respectées, on
dispose d'un biflot optimal. Sinon on retiendra comme arcs de H les arcs sur lesquels les
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deux flots se génent. Pratiquement cela revient 4 diminuer la capacité sur les arcs dont la
capacit€ est violée, soit H, et & augmenter le coiit sur les autres arcs, et ce pour le premier
flot optimisé. Le flot suivant, comme l'indique I'algorithme, sera traité exactement 2
I'inverse. Comme nous disposons de deux flots, nous pouvons commencer par f1 ou par

f2. Ce qui donne lieu aux deux premiéres heuristiques suivantes:

- Sflcap : S, pour statique; f1, parceque I’on commence l'optimisation par le flot1 et cap,
parceque dans ce cas, on diminue la capacité sur les arcs violés, pour le premier flot

optimisé, soit f1.

- Sf2cap : définie de la méme maniére que Sflcap mais en commengant, cette fois, par le
deuxiéme flot f2. Au risque de se répéter, disons simplement que les capacités sont
diminuées sur les arcs violés, que les coiits sont augmentés sur le reste des arcs, et ce pour
f2 (alors que pour f1, nous adopterons le scénario inverse.)

1

I
i

Les cofits modifiés sont mis 2 jour de la facon sujvante:

On calcule d'abord les variables duales associées aux contraintes de capacité (sur les arcs).
Seuls les arcs hors base saturés sont assortis de variables duales w positives (nulles en cas
de dégénérescence), tous les autres arcs mettant en jeu des variables égales a zéro. Pour le
montrer, revenons aux notions de flot simple exposées au § IV.3.1.1. En effet, étant
donné le cofit réduit Cj=C;— U+ u;, on peut réécrire la contrainte (IV.3b) du probléme

dual (IV.3) comme:
w,. > —C.. Iv.12)

Par ailleurs, la fonction objective (IV.3a) étant une fonction de minimisation, et les

coefficients des variables W étant —b,.j , toute solution optimale de (VI.3) se verra attribuer

la plus petite valeur possible a w;. Cette observation, en coordination avec (IV.3c) et

(IV.12) impliquent que:

w; =max {0,-¢; }. (IV.13)

En reprenant les conditions d'optimalité pour le probléme de flot simple (IV.7) a (IV.9) et
I'équation (IV.13), on peut déduire le calcul suivant pour les variables 7%

W, =U;—U. —c, (i, j) saturé hors base
{ ’ T /) Iv.14)

w; = 0 ailleurs.

122



Les nouveaux cofits ¢’ sont alors donnés par ]a formule:

c,.; =c; tw,. (IV.15)

Ou ¢; est le colit d'optimisation, et w; est calculée a partir de la formule (IV.14), les

variables u étant directement données par le logiciel.
Sur un plan pratique, deux problémes d'ordre technique se sont posés:

(a) Le logiciel ne fonctionne pas avec des capacités nulles. Or les capacités étant
diminuées au fur et 4 mesure des itérations, on peut se retrouver avec une ou plusieurs
capacités égales a zéro. Dans ce cas, pour simuler une capacité annulée, nous avons
introduit une deuxiéme grandeur infinie appelée infin2 (en plus de 1'infini des arcs
artificiels que I'on désignera par infinl). Infin2 est une valeur assez grande qui permet,
étant attribuée comme coiit 4 un arc dont la capacité devient nulle, d'en empécher
l'utilisation tout en Iui associant sa capacité réelle (sauf si le flot n'a pas d'autre choix de
passage). Toutefois infin2 doit rester largement inférieur 3 infinl, de fagon 2 privilégier les

arcs réels par rapport aux arcs artificiels.

(b) dans le méme ordre d'idée, les coiits augmentés peuvent atteindre des proportions
infinies en dépassant infinl. Comme dans ce cas les arcs de la construction artificielle

risquent d'étre favorisés, on fait suivre le calcul des cofits augmentés par le test suivant:

Si ¢ >infin2 alors ¢; = infin2. (v.16)

Mais pour permettre une plus grande flexibilité, nous avons transformé ce test en faisant
Intervenir une troisiéme grandeur infinie (infin3):
Si ¢} >infin2 alors ¢ = infin3. (IV.17)

Nous pourrons ainsi étudier I'influence de ces parametres sur la qualité des solutions
obtenues. Remarquons au passage que le premier test est restitué en prenant infin2=infin3.

2éme application

Cette deuxie¢me application prend comme partition H, les arcs sur lesquels les flots libres
ne se génent pas par superposition. Mais pour simplifier la compréhension, nous pouvons
dire, par abus de langage, qu'elle maintient la méme partition H de la lére application,
mais en inverse simplement le role. De cette maniere, en commengcant par le flot! nous

123



pouvons définir une troisieme heuristique "duale” de Sflcap. De méme quen cdmmengant
par le flot2, nous pouvons définir une quatriéme heuristique "duale" de Sf2cap. Soient
Sflcoit et Sf2cofit ces deux heuristiques respectives:

- Sflcoit : toujours S, en référence 2 statique; f1 parceque le premier flot optimisé est le
flot1 et cofit, pour préciser que cette fois, c'est le coiit qui est augmenté sur les arcs violés,

et non la capacité qui est diminuée).

- Sf2cofit : définie d'une maniére analogue 4 Sflcoft, 4 la ‘d'iiffférence pres que le premier

flot optimisé est 2.

D'une maniére analogue, nous reprendrons les mémes remagques et calculs précédents,

sans les mentionner ici.
3éme application
i

Cette troisieme application est surtout introduite pour étudier I'influence du choix de la
partition sur la qualité de la solution. De fait la partition H est choisie ici aléatoirement. Les
quatre heuristiques précédemment définies sont ainsi mises en jeu avec une partition fixée
aléatoirement par I'utilisateur. Dans ce groupe d'heuristiques deux parametres sont a saisir:
le nombre d'arcs de la partition et les arcs eux-mémes. On retrouve donc les quatre
heuristiques précédentes avec les dénominations suivantes: AlSflcotit, AlSf2coit, etc.,
avec la désignation "Al" signifiant le choix aléatoire de la partition.

IV.4.2. APPROCHE DYNAMIQUE

Malgreé toutes les applications mises en jeu par I'approche statique, le probléme du choix
de la partition reste encore posé. D'une part les deux premiéres applications mettent en jeu
deux partitions qui ne sont pas forcément les meilleures. D'autre part la troisiéme
application ne permet d'explorer qu‘un nombre fini de partitions. Partant de 13, nous avons
voulu enrichir les choix de partitions précédents en développant une nouvelle approche:

I'approche dynamique (Rezig et Finke [1992]).

L'idée d'une telle approche vient de 1'observation suivante: les modifications de coiits
n'interviennent que sur les arcs saturés hors base, lesquels mettent en jeu des variables
prix positives (cf. § IV.4.1). Par conséquent, il parait intuitif de vouloir d'une part
pénaliser les arcs saturés (hors base), en augmentant leur colt par l'intermédiaire des
variables prix. Et d'autre part, de faire une allocation de capacité sur les arcs de base, dont
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les variables prix sont nulles, mais qui véhiculent un flot positif (nul en cas de

dégénérescence).

Ainsi en optimisant chaque sous-probléme (SP1) et (SP2), on obtient une solution de flot
simple mettant en jeu des arcs de base et des arcs hors base. Pour la construction du sous-
probléme (SP2) on prendra comme sous ensemble H I’ensemble des arcs de base, et
comme sous ensemble H ’ensemble des arcs hors base; ces arcs étant mis en évidence par
(SP1). Réciproquement, pour construire (SP1) on identifiera H aux arcs de base et H aux

arcs hors base; ces arcs étant mis en évidence par (SP2).

Comme la solution de base change au fur et 4 mesure des itérations, on s'explique bien la
dénomination de dynamique, par opposition 2 I'approche statique ot la partition reste
inchangée tout au long de l'optimisation.

Le principe de I'approche dynamique est alors simple: augmenter le cott sur les arcs hors
base (effectivement les arcs saturés), et diminuer la capacité sur les arcs de base. Comme
nhous pouvons commencer par f1 ou par f2 nous définirons les deux heuristiques

suivantes:
- Df1 : D, pour dynamique et f1 parceque le premier flot optimisé est le flot1.
- Df2 : définie de la méme maniére que DfI mais en initialisant 'optimisation par le flot2.

Ces heuristiques possédent les mémes caractéristiques que leurs homologues statiques, en

ce qui concerne le calcul et 1a mise 3 jour des cofits et des capacités.
IV.4.3. RESULTATS NUMERIQUES

Pour tester toutes ces idées d'heuristiques, nous avons généré un premffer €chantillon
aléatoire de problémes de biflot. La taille de ces problemes varie entre 12 4 100 sommets et
24 & 250 arcs. Ce premier échantillon d'exemples, de taille réduite, nous a permis, entre
autres, de faire une premiére évaluation de nos heuristiques et en méme temps de visualiser
quelques aspects de la convergence. Par ailleurs la majorité de ces exemples ont été choisis
de fagon a ne pas donner lieu 2 des solutions triviales, correspondant par exemple i l'une
des solutions de cofit minimum pour I'un des deux flots.

Pour ce qui est de l'évaluation, nous avons pu disposer d'une borne de comparaison,

correspondant a la solution du probléme en conting. Cette borne inférieure, calculée i
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partir du logiciel de programmation linéaire CPLEX, correspondrait, étant donnée
V'intégralité des flots, & la solution optimale. Précisons au passage que d'autres bornes ont
été évaluées mais non prises en compte. Il s'agit en I'occurrence de la borne correspondant
a la somme des cofits minimaux des deux flots simples optimisés indépendamment. La
deuxi€éme bome est celle associée au colit minimum, obtenu par assimilation des deux flots
a un flot simple (les deux flots sont ainsi mélangés). Dans le premier cas, la borne reste
assez €loignée de I'optimum en continuy, et dans le deuxidme cas le résultat peut étre encore
plus mauvais, dans la mesure o, si les montants des deux flots sont opposés, la borne est

tout simplement €gale 2 zéro.

Les résultats obtenus, par la mise en ceuvre de nos heuristiques, sont donnés dans le
tableau ci dessous (voir Figure IV.2). Dans ce tableau, nous indiquons pour chaque
probléme, la taille (en nombre de sommets et nombre d'arcs), ainsi que l'erreur relative par

rapport a l'optimum continu.
r,

Probleme Taille Erreur relative
(sommets-arcs)
1 (16-52) 0,043
2 (16-54) 0,002
3 (20-110) 0,013
4 (60-120) 0,002
5 (50-140) 0,007
6 (45-150) 0,002
7 (75-220) 0,007
8 (102-245) 0,004
9 (100-250) 0,009

Figure IV.2 Erreurs relatives entre solutions heuristiques et solutions continues.
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Malgré la taille des problémes traités, ces résultats permettent de dégager un optimisme
certain quant aux performances générales de la méthode . En effet, on peut constater que
l'erreur relative est assez faible (5% au pire des cas, et une moyenne d'erreur de 1%), ce

qui montre que la solution heuristique est finalement trés proche de I'optimum.

Nous pouvons passer a présent & 1'étude comparative des différents groupes
d'heuristiques. Les résultats de la Figure IV.3 mettent en confrontation I'approche
dynamique et l'approche statique. L'approche statique est représentée par les deux
derniéres colonnes sous forme d'approche statique critique et statique aléatoire. Cette
différenciation est en rapport avec les trois applications évoquées dans l'approche statique
(cf. § IV.4.1). Ainsi l'approche statique critique se rapporte aux deux premiéres
applications de 1'approche statique, mettant en jeu un sous-ensemble d'arcs critique (les
arcs de capacité violée). L'approche statique aléatoire est en rapport avec la troisiéme

application mettant en ceuvre une partition choisie aléatoirement.

Probleme Taille Approche Approche Approche
(sommets- dynamique statique statique
arcs) critique aléatoire
1 (50-140) 0,007 0,01 Jas de
2 (60-140) 0,004 optimum Jas de
3 (45-150) 0,002 0,028 0,035
4 (75-220) 0,007 0,025 g0,0l
5 (90-190) optimum 0,003 0,1
6 (102-245) 0,003 0,015 0,007
7 (102-245) 0,004 0,013 Jas de.
8 (100-250) 0,009 0,041 0,08

Figure IV.3 Comparaison des différents groupes d'heuristiques (ler échantillon).
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Les résultats exposés permettent de déduire une supériorité relative de Al'approche
dynamique par rapport a I'approche statique. Sur les 7 probleémes présentés, 6 d'entre eux
associent une meilleure solution a l'approche dynamique, et la différence peut aller jusqu'a
3%. Notons que cette supériorité se traduit €galement par I'avantage qu'offre I'approche
dynamique en exhibant en moyenne un plus grand nombre de solutions réalisables.

Par ailleurs, ces résultats nous permettent de noter I'influence de la partition sur la qualité
de la solution. Ainsi, sur le probléme 5, nous pouvons détériorer la résolution en passant
d'une solution 4 0.3% (approche statique critique) & une solution & 10% (approche statique
aléatoire). Dans le pire des cas (problemes 1, 2, 7), un simple changement de partition peut
induire I'absence totale de solutions, alors que les approches dynamique et statique critique
mettent en évidence de trés bonnes solutions. D'un autre cté, nous pouvons également
améliorer la solution en passant d'un sous-ensemble d'arcs critique a un autre sous-
ensemble d'arcs (problémes 4 et 6). Ainsi nous confirmons I'importance du choix de la
partition dans la mise en ceuvre de nos heuristiques statiques, et nous soulignons, par la
meéme, ['intérét et le succés de I'approche dynamique.

Nous allons, a présent, aborder les notions d'allocation de capacité et de convergence. En
effet, les heuristiques mettent en évidence, a travers la plupart des problémes traités, une
réelle allocation de capacité. La situation que nous avons observée est la suivante: étant
donné (sans perte de généralité) un arc saturé par les deux flots optimaux, optimisés
séparément, cet arc est toujours saturé par les deux flots dans la solution heuristique. Mais
surtout, la répartition de la capacité entre les deux flots est non triviale. Autrement dit,ilya
une réelle tendance a répartir la capacité entre les deux flots. Une autre allocation
consisterait, d'une fagon plus simple, 3 attribuer la totalité de la capacité a 1'un ou 2 I'autre
des deux flots. Les différences de cofit entre les différentes heuristiques sont souvent en
rapport avec cette différence d'allocation. De fait, lorsque les deux types d'allocation sont
mis en évidence par différentes heuristiques, le deuxiéme type d'allocation produit presque
toujours le plus grand cofit. Par ailleurs, ces aspects de saturation sur les arcs critiques
pourraient amener la conjecture suivante: étant donné un arc saturé par les deux flots
simples de cofit minimum, cet arc sera toujours saturé dans la solution du biflot optimal.
Malheureusement, on s'apercoit trés vite que cette conjecture est faussée par l'aspect
d’admissibilité de la solution, prioritaire dans ce genre de probléme par rapport a I'aspect
de minimisation du cofit. La difficulté est double: assurer la réalisabilité, puis trouver la
meilleure solution réalisable au sens du cofit minimum. Le contre exemple suivant (Figure

IV.4) en donne une parfaite illustration:
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Figure IV.4 Exemple de biflot.

Dans cet exemple, les coiits sont donnés en regard des arcs, toutes les capacités sont égales
a 1. Les demandes, indiquées en regard des sommets, sont de 1 pour les deux flots (la
notation soulignée désignant le flot2). Dans la solution de coiit minimum, le flot1 emprunte
le chemin 152 —-3—4 556, et le flot2 le chemin 7—58—-9-52-53-510.La
superposition des deux flots est donc irréalisable puisque l'arc 2 — 3 est saturé 1 par les
deux flots. La solution optimale de ce probleme consiste alors & envoyer, pour chaque flot,
une unité sur les chemins respectifs suivants: 1 —>8 -9 56 et 7—4 — 5 —10. Ces
deux chemins sont certes beaucoup plus cofiteux mais correspondent 2 la seule solution

réalisable, et I'arc 2 — 3 ne sera donc pas saturé.

En ce qui concerne la convergence, elle se manifeste sous forme d'un cycle de solutions,
de "longueur" variable. Autrement dit, la méthode ne s'arréte pas sur la solution optimale,
ou de meilleure cofit, mais y revient apres avoir parcouru un ensemblge de solutions
pouvant €tre réalisables ou non réalisables. C'est ce que l'on désignera par le cyclage (voir

exemple décrit en Figure IV.5).
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cofit 4 Il solution réalisable

Bl  solution irréalisable
50 _
40 _| /. /.
30 | \ \
~&——.cyclage —~
20
I I T 1 T T
2 4 6 8 10 12 itération

Figure IV.5 Exemple de cyclage.

Dans I'exemple de la Figure IV.5, le calcul reproduira, & partir de la 8¢me itération, les
deux mémes solutions réalisables, 1'une de coiit 30 (meilleure solution), I'autre de coiit 39.
Cette situation de reproduction des mémes solutions est appelée cyclage. Sur la totalité des
exemples traités, on observe ce cyclage, avec un diagramme en dents de scie ot le calcul
oscille entre des solutions de coiits variables, puis cycle sur un ensemble de solutions
contenant Ja solution réalisable de meilleur cofit (voir Figure IV.5). On retrouve 13, la
tendance oscillatoire des techniques de relaxation lagrangienne. Ce qui est assez
compréhensible, puisque dans la décomposition mixte, nous faisons 2 la fois de la
décomposition par les prix, et de la décomposition par les ressources. Le nombre de
solutions contenues dans un cycle peut varier en moyenne entre 4 et 15. L 'arrét sur une
solution unique (cycle contenant une seule solution) a pu étre observé dans 18% des cas.
Ce qu'il faut remarquer, c'est que dans le cycle on peut passer d'une solution de moindre
colit a une solution de cofit supérieur, ou d'une solution réalisable & une solution

irréalisable.
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Partant de 1a, nous pouvons réactualiser le critére d'arrét mis en jeu par l'algorithme du
biflot (cf. § IV.2), en faisant intervenir cette notion de cyclage. Informatiquement cela se
traduit par le stockage de la premiére solution réalisable de meilleur coft, ainsi que de
toutes les solutions intermédiaires, entre I'occurrence de cette premiére solution et le retour
a cette derniére. l'identification d'un cyclage permet alors d'arréter l'algorithme. Il s'en suit
que cette identification ne peut avoir lieu si le calcul cycle sur une solution différente de
celle ayant été stockée (cette solution serait évidemment de méme cofit). Ou encore, si le
cycle de solutions n'est pas €lémentaire. Mais & ce moment 13, on fait intervenir le critére

du nombre maximum d'itérations.

Dans un deuxiéme temps, nous avons voulu analyser ces aspects de convergence et de
performance sur des problémes test de taille beaucoup plus importante. Pour ce faire, nous
avons généré un deuxieéme échantillon d'exemples dont la taille peut aller jusqu'a 500
sommets et 7000 arcs. Dans le tableau ci dessous (Figure IV.6), nous analysons les
résultats obtenus par les différents groupes d'heuristiques, en termes d'erreur relative par
rapport a I'optimum continu. Nous remarquons que les tendances observées sur le premier
échantillon sont maintenues: les erreurs sont trés faibles (< 1%). De méme I'approche
dynamique reste quantitativemnent et qualitativement meilleure que I'approche statique (ie.
une différence pouvant aller jusqu'a 6% et une mise en jeu d'un plus grand nombre de
solutions réalisables). La sensibilité de la méthode au choix de la partition est encore
confirmé ici. Pour ce qui est de la convergence, elle se manifeste toujours par un cyclage
sur la meilleure solution, avec une moyenne de 20 itérations, et 4 & 15 solutions par cycle
(Ie nombre de solutions contenues dans le cycle est indépendant de la taille des exemples).
Les heuristiques ont donc tourné avec un nombre maximum d'itérations égal & 100, en
induisant des temps d'exécution trés faibles (suite & I'efficacité de la routine de flot

simple.)
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Probleme Taille Approche Approche Approche
(sommets- dynamique statique statique
arcs) critique aléatoire
1 (229-2145) 0,002 0,003 Jas de.
2 (321-2514) 0,002 0,010 0,013
3 (314-3214) 0,007 0,058 0,050
4 (341-4125) 0,009 0,010 0,004
5 r (420-5000) 0,009 0,042 0,068
6 (168-5874) 0,003 0,004 0,050
7 (165-6000) 0,011 0,039 0,022
8 (325-6954) 0,008 0,030 0,010
9 (500-7000) 0,013 0,035 Jas de

Figure IV.6 Comparaison des différents groupes d'heuristiques (2&me échantillon).

Pour finir, nous donnons quelques remarques concernant la sensibilité des heuristiques a
certains choix de paramétres. Ainsi, les différentes heuristiques ne semblent pas sensibles
a de petites variations des paramétres infin2 et infin3. Une bonne appréciation de infin2 se
situe dans I’intervalle suivant: [borne supérieure sur les coiits - infin1/20], infin3 est pris
€gal & infin2. Une série de tests a été effectuée en prenant comme valeur pour infin2, les
valeurs des variables duales associées aux arcs hors base saturés en optimisation libre. En
dépit de quelques essais prometteurs, on s’apercoit trés vite que la démarche est erronée,
dans la mesure ot le test sur les cofits (IV.17) peut les ramener a des valeurs inférieures a

leurs propres cofits réels.
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D’un autre coté, les heuristiques sont sensibles 2 la solution initiale, puisque commencer
par f1 ou par f2 ne donne pas toujours la méme solution finale. Ce qui s'explique aisément
par la différence des informations primales et duales, dans les deux cas.

Enfin, les essais d'amélioration, par changement de partition, sont trés fréquemment
associ€s a des partitions consistant en des combinaisons d'arcs appartenant a I'ensemble
critique. Nous avons également testé quelques variantes de nos heuristiques par rapport a
la mise & jour des nouveaux cofits. Pour ce faire, nous avons réalisé des tests en modifiant
les colits calculés, de maniére cumulative; 1a formule (IV.15) devenant alors: c,.;. =c;+ W
Dans un deuxiéme temps, nous avons supprimé le test sur les cofits (IV.17). Dans les
deux cas, les résultats ont été, la plupart du temps, beaucoup moins appréciables.

IV.5. CONCLUSION

L'utilisation d'une méthode de décomposition mixte dans le cas du biflot entier de cofit
minimum a été satisfaisante & plus d'un titres. En effet, cette méthode nous a permis de
déboucher sur un schéma de résolution efficace, mettant en jeu deux problémes de flot
simple a cofit minimum. Ce schéma de résolution se répercute directement sur le temps
d'exécution de la méthode qui reste dominé par les temps de calcul correspondant 2 la
résolution d'un probleme de flot simple (quelques secondes). Par ailleurs, les difficultés
soulevées par cette méthode, notamment Ie choix de la partition, ont suscité des analyses
intéressantes, tant sur le plan théorique que sur le plan pratique. Ces analyses nous ont
permis de développer deux approches essentielles: I'approche statique et I'approche
dynamique. Sur un plan pratique, ces approches ont prouvé leur efficacité de par les
performances réalisées sur des probleémes test aléatoires dont la taille pouvait aller jusqu'a
500 sommets et 7000 arcs. En effet, les expériences de calcul effectuées permettent
_daffirmer que les résultats fournis s'écartent trés peu (en valeur relative) des résultats
obtenus par programmation linéaire (en relaxant la contrainte d'intégrité) et par conséquent,
sont proches de 1'optimalité en nombres entiers. En termes de comparaison, nous avons
enregistré une supériorité relative de I'approche dynamique, par rapport a I'approche
statique. En effet 1'approche dynamique met en évidence des résultats quasiment meilleurs,
et offre 'avantage d'un plus grand nombre de solutions réalisables. Enfin, cette supériorité
de I'approche dynamique est, d'autant plus satisfaisante, qu'elle constitue pour nous un
véritable moyen de pallier & un des problémes majeurs de la décomposition mixte: le

probléme du choix de la partition.
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Un autre probléme demeure cependant: le probléme de la convergence. De fait, la
convergence de la méthode semble assez complexe, et jusqu'a présent, les conclusions
acquises ne sont qu'empiriques. Nous avons observé, sur la totalité des problémes test,
une convergence sous forme de cyclage sur un sous ensemble de solutions contenant la
solution de moindre cofit. Mais, méme si aucune divergence n'a été observée, nous restons
trés prudents quant aux conclusions concernant cette délicate et cruciale notion de

convergence.
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Chapitre V

VALIDATION DES HEURISTIQUES SUR UN
MODELE DE BIFLOT POUR LE PROBLEME DU
VOYAGEUR DE COMMERCE.

V.0. INTRODUCTION

Apres la validation de nos heuristiques sur des problémes de biflot purs, nous passons ici
a un modele de biflot plus structuré. Le modele en question a été proposé par Finke et al.
[1984], pour la formalisation du probléme du voyageur de commerce. Ce chapitre présente
donc une nouvelle technique de résolution pour le probléme du voyageur de comimerce,
basée sur une approche de décomposition mixte, via une formulation par les flots. Etant
donnés des cofits sur les arcs d'un graphe, le probléme du voyageur de commerce consiste
a trouver un circuit hamiltonien de cofit minimum. Les différentes applications du
probléme du voyageur de commerce, notamment dans les domaines de I'ordonnancement
et du routage, ainsi que les techniques de résolution associées, sont décrites dans de
nombreux articles et ouvrages de base. Parmi ceux 13, on peut citer, ceux de Bellmore et
Nembhauser [1968], Burkard [1979], Christofides [1979], Domschke [1982] et Lawler et
al. [1985]. Le probléme du voyageur de commerce est NP-complet. Par conséquent, la
plupart des techniques de résolution exactes consistent 2 procéder par séparation et
évaluation. Les performances de ces méthodes dépendent essentiellement de la qualité des
bornes inférieures utilisées. Ces bornes proviennent généralement des relaxations du
probléme de voyageur de commerce, en particulier les problémes d'affectation linéaire
(voir Balas et Christofides [1981], Bellmore et Malone [1971], Carpaneto et Toth [1980],
Smith, Srinivasan et Thompson [1977]), de 1-arborescences (voir Bazaraa et Goode
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[1977], Hansen et Krarup [1974], Held et Karp [1970, 1971], Smith et Thompson
[1977]), de n-plus courtes chaines, et les problemes de couplage pour le cas symétrique.

Nous aborderons ce chapitre par la présentation du modele de biflot élaboré par Finke et al.
[1984] pour formaliser le probleme de voyageur de commerce. Dans ce contexte, nous
détaillerons les deux types de relaxation qui en ont été faites. En fait, la premiére relaxation
a €té proposée par les auteurs du modele et a donné lieu a une résolution par la
programmation linéaire. Nous proposons donc une deuxieme relaxation (Rezig et Finke
[1995]) qui permet de déboucher sur un autre type d'approche, en l'occurrence, une
approche de résolution par les flots, mettant en ceuvre notre logiciel de biflot. Nous
verrons, a travers les résultats numériques obtenus, que les caractéristiques du graphe de
support du biflot peuvent étre raisonnablement exploitées pour obtenir une solution au
probléme du voyageur de commerce. De fait, nous nous sommes concentrés, par la suite,
sur la mise en évidence d'un circuit hamiltonien, & partir du graphe partiel engendré par la
solution du biflot ainsi relaxé. Pour ce faire, nous avons opté pour une méthode exacte
permettant de détecter un ou plusieurs circuits hamiltoniens dans un graphe, méthode
proposée par Martello [1983]. Tres vite on s'apercoit que la plupart des graphes de support
du flot ne contiennent quasiment pas de circuits hamiltoniens, mais plutdt une structure de
chemins et de circuits. C'est pourquoi nous proposons une méthode heuristique permettant
de construire un premier circuit 3 partir du graphe de support du flot, lequel circuit sera
ensuite €largi par des techniques d'insertion jusqu'a I'obtention d'un circuit hamiltonien. Ti
est clair que le but recherché, ici, n'est pas de rivaliser avec la technologie de résolution
actuelle du probléme de voyageur de commerce, mais essentiellement de prouver que les
techniques d'insertion classiques peuvent tirer profit de la structure du graphe de support
du flot. Une évaluation de cette stratégie d'optimisation sera réalisée, par rapport aux
techniques constructives classiques, sur un échantillon de problémes test générés
aléatoirement, 2 la fois pour le cas symétrique et le cas asymétrique.

V.1. MODELE DE BIFLOT POUR LE PROBLEME DU VOYAGEUR DE

COMMERCE

Avant d'aborder & proprement parler le modéle de biflot associé au probléme du voyageur
de commerce, nous donnons une premicre formulation du probléme 2 travers le probléme
d'affectation linéaire en vue d'établir, entre autres, une comparaison entre les deux
formulations (il existe d'autres formulations possibles, voir Padberg et Sung [19917).
Nous donnerons ensuite la formulation proposée par Finke et al. [1984] sous forme d'un
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probléme de biflot spécifique avec des contraintes d'intégralité. Ce sont ces éontraintes
d'intégralité qui rendent ce probléme de biflot difficile, restituant ainsi la complexité du
probléme de voyageur de commerce dont il est la modélisation. Par conséquent, la
résolution de ce probléme de biflot se fera a partir d'une relaxation de la formulation
exacte. Une premiére relaxation a été proposée par les auteurs du modele dans le cadre de
la programmation linéaire. En particulier, il a été établi que cette relaxation donnait lieu a
une meilleure borne inférieure que celle associée au probléme d'affectation linéaire. Par
ailleurs, il a été prouvé qu'on pouvait associer 2 toute solution du biflot ainsi relaxé, une
solution au probléme d'affectation linéaire qui satisfaisait une version relaxée des
contraintes d'€limination des sous-tours. La deuxi¢me relaxation que nous proposons
(Rezig et Finke [1995]) permet d'expérimenter une autre approche que la programmtion
linéaire, en l'occurrence notre approche par les flots basée sur un principe de

décomposition mixte (cf. chapitre Iv).
V.1.1. FORMULATION VIA L'AFFECTATION LINEAIRE

On se donne un graphe orienté G =(V, E) avec des coiits C; associ€s aux arcs (i,j)e E.
Avec n=|V], les sommets étant numérotés 1,2, .., n;et m=|E|. Le probléme d'affectation
linéaire peut étre défini de la manigre suivante (notez que toutes les sommes se font sur les

arcs existants dans G)

Minimiserz, = 3" 3 ¢, x, (V.1a)
i
sous les contraintes
dx=let Yx.=1 Viev, (V.1b)
J J

y

x20 V(ij)eE. : (V.1c¢)

Pour formuler le probléme du voyageur de commerce, il faut imposer en plus la condition

d'intégralité suivante:
x; €{01} Vv (i,j)€ E, (V.1d)
ainsi que les 2" — 2(n + 1) contraintes d'élimination des sous tours

XWV-W)=3 Yx 21, (V.1e)

ieWjeV-w
ou alors de maniére équivalente,
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(W)=Y 3 x, <|W|-1, (V.1¢')

ieWjew
et ce, pour tous les sous ensembles W ¢ V de cardinalité 2 <|W|<n-2.
V.1.2. FORMULATION PAR UN MODELE DE BIFLOT

Cette approche par le biflot (Finke et al. [1984]) peut étre considérée comme une tentative
de combiner les relaxations associées aux problémes d'affectation et de 1-arborescence. On
peut également noter un rapport avec I'approche du lagrangien réduit de Balas et
Christofides [1981]. Choisissons arbitrairement un sommet s € V. Pour chaque i eV, les
montants p; d'un flot de produit P et les montants g, d'un second flot de produit Q sont

définis comme ci dessous:

N pouri=s -N pouri=s
p; = et g, = (V.2)

-1 sinon 1 sinon

avec N=n-1. Par convention, les nombres positifs sont associés aux points
ravitaillement, les nombres négatifs aux points demande. Supposons que notre voyageur
de commerce traverse un circuit hamiltonien en démarrant du sommet s. 1l pourra
transporter avec lui les N unités de produit P, disponibles en s. Au prochain sommet du
circuit, il abandonnera une unité de P et récupérera une unité de Q. Par conséquent, il
transportera encore un flot combiné de N unités sur le prochain arc (i.e. (N —1) unités de
P et 1 unité de Q). L'échange d'une unité de chaque produit se poursuit jusqu'a ce que N
unités arrivent en s. Considérons alors le programme d'optimisation suivant;

Minimiser z,. = %Zcﬁ (x] +x2) (V.3a)
sous les contraintes

DX -Yxi=p VieV, (V.3b)

j i
in]g—Zxﬁ?:qi YieV, (V.3¢c)

7 J
d(xf+x2)=N VieV, (V.3d)

J

x; +x2e{O,N} V(i j)<E, (V.3e)
x;20,x220 V(,j)ek. (V.36)
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Les contraintes (V.3b), (V.3c) et (V.3f) définissent des flots réalisables x” , x2,
respectivement pour les produits P et Q. Les contraintes (V.3d) et (V.3e) garantissent qu'il
existe exactement un arc sortant de chaque sommet et transportant un flot combiné égal a4 N
unités. Comme les équations (V.3b) et (V.3c) ont pour somme zéro, il existe aussi
exactement un arc entrant en chaque sommet avec un flot total combiné de N unités. De
plus, il existe obligatoirement un chemin joignant s 4 tout autre sommet J» et un chemin
partant de j et arrivant sur s, suite 2 la configuration des points demande et ravitaillement.

Finalement les contraintes (V.3b) & (V. 3f) traduisent la représentation mathématique d'un
circuit hamiltonien de coiit z,., et nous sommes bien en présence d'un probléme de

voyageur de commerce.

Si on introduit des variables 0-1, on peut réécrire Ie probleéme (V.3) sous la forme standard

d'un programme en nombres entiers:

Minimiser z,. = Y ¢,x, (V.32")
sous les contraintes
(V.3b), (V.3¢), (V.3d), (V.3f) et

x; +x2=Nx; avec x, €{0,1}. (V.3¢')
V.1.2.1. Relaxation par programmation linéaire (PL)

Nous pouvons obtenir une borne inférieure au probleme du voyageur de commerce en
remplagant la condition d'intégralité (V.3e) par:

xf +x2 <N (V.3e”)

Cette contrainte devient alors redondante suite 3 la présence de la contramte (V.3d). Par

conséquent, on est en présence de la relaxation PL suivante:

Minimiser z,, = —;Zc (x] +x2) (V.3a”)

sous les contraintes
(V.3b), (V.3¢), (V.3d), (V.30).

La comparaison des bornes inférieures rattachées i ce biflot particulier, min Zpg» €L au
probléme d'affectation, min Z,4, met en évidence les résultats suivants (Finke et al.
[1984]):
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Théoréme V.1. Les deux bornes inférieures associées au probléme voyageur de
commerce satisfont l'inégalité min Zpp 2N z,. Les deux bornes coincident si les deux

produits sont confondus, P=Q.

Preuve Considérons le flot combiné par unité:

xij=(x§+xg)/N (V.4)

i

La contrainte (V.3d) est équivalente 3 ijij =1 et les contraintes (V.3b), (V.3¢)
impliquent que ijﬁ =1. Il s'en suit que x est une solution réalisable du probleme
d'affectation (V.1a) 2 (V.1c), d'ott min Zpp2Mmin z,.

Supposons maintenant que nous ayons des flots de produits P et Q identiques. Soit x une
solution entiére du probléme d'affectation. Les arcs associés aux variables x; =1 forment

une collection de circuits. Comme P et Q sont interchangeables, les montants du flot

associés & chaque sommet sont nuls. Par conséquent il est facile de trouver des nombres
x; et x2 satisfaisant xf +x2 = N lorsque x; =1 et qui remplissent les conditions (V.3b),

(V.3c) et (V.36). Il s'en suit que min z,, =min z, pour des flots P et Q identiques.

Considérons une solution réalisable x” et x2 de la relaxation PL, et définissons le graphe
de support du flot associé G* = (V, EX), on EX = {(i,j) €E/x; +x2> O}.

Théoréme V.2. Le graphe G* = (V,EX) est fortement connexe.

Preuve Soient i, j € V. Le sommet i # s est un point de ravitaillement avec un montant de
une unité, pour le produit Q. Comme le sommet s est T'unique point demande pour Q, il

existe obligatoirement un chemin dans G* entre ; et s. De fagon identique, le sommet
J # s présente une demande €gale a une unité de produit P. Le sommet s €tant I'unique

point ravitaillement pour le produit P, il existe aussi un chemin dans G¥ de saj. Par
conséquent, on obtient un chemin de i 3 J pour toutes les paires de sommets.
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Théoréeme V.3. Soient x" et x° une solution réalisable du probléme de biflot relaxé.
Alors la solution associée au probléme d affectation x = (x" +x2)/N, satisfait la version

relaxée des contraintes d'élimination des sous-tours suivante
X(W,V—-W)2min {|W| |V-W[}/N (V.5)
(W) <[W|- min {{W} [V-W[}/N (V.6)
pourtout W c V avec 2<[W|<n-2.

Preuve Soit la partition (W,V - W), et supposons que le sommet particulier se W.
L'ensemble V — W requiert |V — W] unités de produit P. Par conséquent |V — W| unités
sont envoyées de Wa V-W, ie. (W, V-W)2|V-W|/N. De fagon analogue, si
s € V- W, un montant ravitaillement total d'au moins |W| unités de produit Q doit &tre
évacué de W. Par conséquent x(W,V —W)2|W|/N. d'oil la condition (V.5). L'inégalité
(V.6) est une conséquence directe de (V.5).

Une solution optimale (entiére) du probleéme d'affectation correspond a une collection de
circuits ou sous-tours. Une propriété caractéristique de cette configuration, incluant le cas
d'un unique circuit (circuit hamiltonien), est Ia symétrie:

X(WV-W)=x(V-W,W) VYWcV. V.7)

Théoréeme V.4. La solution x=(x"+x2)/N associée au robleme d'affectation
4

présente la propriété de symétrie.

Preuve Le théoréme est vrai pour les cas triviaux ot [WI<1 et [W|2n-1. Pour les autres
Cas, on peut supposer que s € V-~ W. Il y a alors exactement |[W| unités du produit P, de
plus, arrivant 2 W, qu'il n'y en a quittant W. De la méme manidre, il y a ust exces de [W]
unités de Q quittant W. Par conséquent, nous avons la méme quantité de flot totale

circulant dans les deux sens.

Tous ces théorémes tendent & mettre en évidence une structure tres riche du graphe G* de
support du flot. Cette structure définit en (V.4) une solution (fractionnaire) au probléme
d'affectation qui contient également des I-arborescences. Le graphe G* peut
éventuellement contenir un circuit hamiltonien qui n'est pas nécessairement optimal. It
existe une certaine similitude entre ce graphe et le graphe G, construit par Balas et

Christofides [1981). Ces auteurs démarrent avec une solution optimale du probléeme
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d'affectation et générent au fur et 2 mesure un graphe fortement connexe G, en incorporant

des contraintes d'élimination de sous-tours (V.le) ou (V.1e").

Sur un plan pratique, la relaxation de ce modgle de biflot a été résolue par l'intermédiaire
d'un logiciel standard de programmation linéaire. Les résultats sont obtenus sur la base
d'un ensemble de probleémes test générés aléatoirement, et dont la taille varie de 10 a 50
villes (voir Finke et al. [1984]). Ces résultats se rapportent aux améliorations de la borne
inférieure (par rapport a la relaxation de I'affectation linéaire), ainsi qu'aux tajlles

moyennes de G* et de X (ensemble de variables non nulles). Dans le cas asymétrique, les
valeurs moyennes sont comme suit: IGX I =1,35n et |X|=2,16n. Précisons qu'en théorie la

taille du graphe support du flot G* est telle que n < |G*|<3n-2, et le nombre |X| de
variables non nulles est tel que 2n—2 <|X|<3n—2. Les configurations associées au plus
haut degré de dégénérescence, soit ]GX | =n et |X|=2n -2, caractérisent précisément des
circuits hamiéltoniens. Dans le cas symétrique, par contre, les résultats sont moins
performants puisque ’GX l =2,14n et |X|=2,63n. Il ressort de cette analyse que l'on peut
espérer trouver un "bon" circuit hamiltonien 2 partir du graphe G*, et que par conséquent,
cette approche par le biflot peut fournir une bonne solution heuristique de départ pour le
probleme du voyageur de commerce, en particulier dans le cas asymétrique.

V.1.2.2. Relaxation par le flot

De la méme maniére que précédemment, on relaxe les contraintes d'intégralité (V.3e), sous
la forme (V.3e”), soit x] +x? <N. Gréce  la condition (V.3d) ces contraintes

deviennent redondantes, mais cette condition reste elle-méme difficile & prendre en compte
dans le cadre d'une approche par les flots. C'est pourquoi nous relaxons les contraintes

(V.3d) qui prennent la forme:

Dx+xI<SN  VieV. (V.3d")
i

Les contraintes (V.3 e”) restent toujours redondantes, mais nous pouvons les considérer
comme des contraintes de capacité classiques pour le probléme de biflot ainsi relaxé. De
méme, les contraintes (V.3d’) peuvent étre €galement assimilées & des contraintes de
capacité, moyennant certaines transformations techniques du graphe. Dans le cas précis,
cela reviendrait & doubler le nombre de sommets de G et & rajouter n arcs de capacité

N =n -1, comme I'indique la figure ci dessous:
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i ity

2},x§+x§SN X +x2 <N

Figure V.1 Transformation de la contrainte de flot sur les sommets
en contrainte de capacité sur les arcs.

La contrainte de couplage est ainsi établie entre les deux flots, via la capacité N admise sur
tous les arcs du réseau ainsi augmenté. Finalement nous sommes bien en présence d'un
probléme de biflot ayant pour objectif la minimisation du cofit (V.3a), avec des contraintes
de conservation du flot (V.3b) et (V.3c), des contraintes implicites et explicites de capacité
(V.3d’), (V.3e”), en plus des contraintes de positivité (V.3f) traduisant la version

orientée du probléme.

L'inconvénient de ce schéma de relaxation réside dans le fait que tous les résultats
théoriques présentés précédemment ne sont plus valables. Entre autres, Ie graphe G* n'est
plus fortement connexe mais seulement connexe, de plus la borne inférieure associée 2
cette nouvelle relaxation est moins bonne que celle associée au probléme d'affectation.
Néanmoins le but recherché est de déboucher sur un graphe de support du flot G*
présentant une bonne configuration. La priorité étant donnée ici 4 I'utilisation potentielle du

graphe G* pour la mise  jour d'un circuit hamiltonien.

Des résultats statistiques sont obtenus dans les cas asymétrique et symétrique sur des
problemes test générés aléatoirement (voir Figures V.2 et V.3 respectivement).
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Villes Graphe du flot Variables
n Gl/n X/
10 1,36 1,80
20 1,30 1,92
30 1,39 1,96
40 1,39 1,95
50 1,42 1,97

:
Figure V.2 Approche par le biflot pour le cas asymétrique du probléme

de voyageur de commerce.
(moyennes sur 10 probleémes aléatoires, coilts c; [0,1000])

Villes Graphe du flot Variables
n IGXI/n |X|/n
10 1,65 1,88
20 1,85 1,91
30 1,84 1,94
40 1,9 1,95
50 1,83 1,97

Figure V.3 Approche par le biflot pour le cas symétrique du probléme

de voyageur de commerce.
(moyennes sur 10 problemes aléatoires, cofits ¢; € [0,1000])
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Précisons que nous générons ici des graphes complets. Toutefois, la modélisation par le
biflot permet d'envisager 2 la fois le cas des graphes complets et le cas des graphes
quelconques (moins denses).

Il ressort de ces expériences les résultats suivants (en moyenne): pour le cas asymétrique,
,GX,= 1,37n et |X|=1,92n; pour le cas symétrique, [GX,= L81n et |X|=1,93n. Ce qui
montre que, malgré une relaxation plus forte, les résultats ne sont que moyennement
altérés (avec toujours une supériorité pour le cas asymeétrique). Partant de 13, on peut
raisonnablement envisager l'exploitation de cette structure pour détecter, ou alors

construire, un circuit hamiltonien.
V.2. RECHERCHE D'UN CIRCUIT HAMILTONIEN

Cette partie sera consacrée 4 la mise en évidence d'un circuit hamiltonien dans un graphe
orienté. Le graphe en question étant le graphe de support du biflot relaxé, G*. Il apparait
en effet que ce graphe reste de taille raisonnable (cf. résultats de la partie V.2.1.2), et
s'appréte donc & l'application d'une méthode énumérative exacte pour la recherche d'un
circuit hamiltonien. Nous ferons appel a I'algorithme de Martello [1983] pour détecter un
ou plusieurs circuits hamiltoniens dans le graphe G*. Malheureusement F'occurrence de
tels circuits est trés rare, la structure de G* étant plutdt dominée par la présence de
chemins et de sous-tours. Pour pallier a cet inconvénient, nous proposons une méthode
heuristique permettant d'exploiter la structure de ce graphe et de construire, par des
techniques d'insertion de sommets, un circuit hamiltonien.

V.2.1. ALGORITHME DE MARTELLO

Reprenons le graphe orienté G=(V, E ) défini en (V.1.1) avec V = {1,2,...,n} I'ensemble
des n sommets, et E I'ensemble des m arcs (i,j) appartenant 4 G. Un circtiit hamiltonien
est une permutation (s,) des sommets telle que (s,s,,)€E pour i=1 ...n et
(s.,5,)€ E. On admet, sans perte de généralité, que (3,i)¢ E, VieV.

Le probléme qui consiste a trouver un ou plusieurs circuits hamiltoniens dans un graphe
donné, ou réciproquement 4 déterminer si ce graphe n'en contient pas, est NP-complet.
Par conséquent, les méthodes de recherche de tels circuits sont soit des méthodes
énumératives, soit des méthodes heuristiques. L'algorithme que nous allons présenter
(Martello [1983]) permet de résoudre, précisément, le probléme (P) suivant (soit de

manicre exacte, soit de maniére heuristique)
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(P) étant donné un graphe orienté G=(V,E) et une valeur h, (1Sh< o), trouver h
circuits hamiltoniens distincts de G, ou alors si G ne possede pas & circuits
hamiltoniens, trouver tous les circuits hamiltoniens de G.

La méthode la plus efficace pour résoudre (P) est celle proposée par Christofides [1975] et
Selby [1970], basée sur un schéma d'énumération de Roberts et Flores [1966].
L'algorithme de Martello est une amélioration de cette méthode essentiellement par
I'introduction de techniques heuristiques pour la détermination des branches  suivre dans
larbre de décision. Cet algorithme est basé sur une stratégie de branchement en
profondeur d'abord. Cette stratégie permet d'étendre un chemin élémentaire
S={(s,5,), (5,,5,), ..., (Se-v 5 )} (00 k dénote le niveau courant de I'arbre de
branchement pour enregistrer I'information relative 3 chaque nceud actif de I'arbre) jusqu'a
ce que l'extension ne soit plus possible ou que le chemin contienne (n—1) arcs (avec
éventuellemept la possibilité de donner un circuit hamiltonien si (s,,5,) € E). Dans les
deux cas, l'aligorithme procéde a un retour arriére consistant 3 effacer le dernier arc
(S¢_1,5,) de S. Cette opération est suivie par une opération de séparation qui consiste &
rajouter a § un nouvel arc émanant de S¢-1- A chaque séparation, une phase de réduction
€limine de E tous les arcs inutiles (arcs qui ne seront jamais dans S), et insére des arcs

impliqués dans un ensemble I (arcs qui seront tot ou tard inclus dans S). L'algorithme

sera décrit dans sa version exacte. Les notations suivantes seront utilisées:

R={j/(ij)eE};
C,={i/(ij)e E}.

Algorithme de recherche d'un ou plusieurs circuits hamiltoniens dans un graphe orienté.

Pas 0: on procede aux initialisations, [ = @, k = 1, 5, =r. Le sommet r est choisi tel que

R | soit minimum); cette

C = ”?‘f,x{lcil} (sl y a plusieurs candidats, choisir r tel que

stratégie permet d 'augmenter la probabilité de trouver un circuit hamiltonien 2 travers 1'arc
(s,, s, =r)lorsque S inclut (n—1) arcs.

Pas 1: on recherche les arcs impliqués, en examinant les nceuds ayant un unique arc
fentrant ou sortant. Soit (i, j) un arc de E tel que R, = {j} ou C; ={i}. Pour tout arc

vérifiant cela, le plus long chemin incluant (i,j) et les précédents arcs impliqués est
construit; soit 7 ce chemin. Si ’f l <n-—1, (i, j) est inséré dans I, tous les arcs émanant de ;

ou aboutissant a j, ainsi que l'arc reliant les premier et dernier sommets de I, sont
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supprimés de E, (si cette opération met a jour un sommet q tel que R, =0 ou C =, un
retour arriere (Pas 5) est effectué). Si ,I , n—1, soit un circuit hamiltonien est trouvé (si

un arc entre les premier et dernier sommets de ] existe), soit un retour arriére doit étre
effectué. Le Pas 1 est répété jusqu'a ce qu'aucun arc ne puisse plus étre rajouté a /.

Pas 2: on vérifie si un arc de I émane de 5, (soit (s,,5)el).Sis=ret k<n un retour
arriere est effectué; sinon S est étendu en posant k=k+1, s, =§ (si k=n, un circuit
hamiltonien est trouvé ou alors un retour arriere doit étre effectué). Le Pas 2 est itéré

jusqu'a ce qu'aucun autre arc impliqué ne uisse plus étre rajouté a S.
p

Pas 3: on procede 2 la phase de séparation. Le prochain arc ( S,,§) arajouter a S est choisi

choisit (s,,5) tel que

“critiques” sont insérés en priorité dans S (augmentant ainsi la probabilité d'obtenir un
circuit hamiltonien). S'il n'existe aucun arc réalisable, un retour arriére est effectué.
Autrement, tous les arcs émanant de S, et arrivant sur 5, de méme que l'arc (5,r) sont
€liminés de E, § est étendu en posant k =k +1, 5, = 5. Si cette opération a pour effet de
mettre a jour un sommet g, tel que Rq =JouC . = <, un retour arriére est effectué, sinon

on revient au Pas 1.

Pas 4: on vérifie que le nombre de circuits hamiltoniens requis est atteint, chaque fois
qu'un circuit hamiltonien est trouvé. Si oul, on arréte, sinon on procede a un retour arriére.

Pas 5: on procede a l'opération retour arriére. L'arc (Si-155,) est effacé de S. Si k=1,
toutes les possibilités ont été examinées, 1'algorithme s'arréte. Si (S.1» 5, ) € I (autrement
dit, si l'arc a été rajouté a § au Pas 2), on pose k=k~1 et on procéde de nouveau 3 un
retour arriére. Autrement, (I'arc a été rajouté a S au Pas 3) tous les arcs dffaces de E au
niveau k sont réinsérés dans E, tous les arcs insérés dans J sont retirés de , on pose
k =k ~1 et une nouvelle phase de séparation est mise en ceuvre (Pas 3).

La version heuristique de I'algorithme est obtenue en imposant une borne supérieure sur le
nombre de retours arriere effectué. L'algorithme a été implémenté en Fortran, et testé sur
des exemples dont la taille peut aller jusqu'a 250 sommets. Les détails d'implémentation
peuvent €tre trouvés dans Martello [ 1981].
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V.2.2. METHODE HEURISTIQUE

La méthode que nous proposons permet de pallier au c6té restrictif de I'algorithme de
Martello, au cas ol le graphe G* n'est pas hamiltonien. Cette méthode est une méthode
constructive qui procéde en deux étapes. La premiére étape consiste, & partir du graphe G*
de support du flot, 4 construire selon un principe heuristique un circuit initial. Si ce circuit
contient tous les sommets du graphe, on dispose d'un circuit hamiltonien. Autrement, les
sommets manquants sont annexés a ce circuit en utilisant des techniques d'insertion

classiques. On admettra ici que le graphe G est complet.

Algorithme de construction d'un circuit hamiltonien

Etape 1: Construction d'un circuit initial C, a partir de G*

Pas 1: Consgruire, en démarrant du sommet 1, un chemin élémentaire maximal, en
empruntant les arcs véhiculant le plus grand flot (combiné), et aller au Pas 2.

Pas 2: On rajoute I'arc joignant le sommet final du chemin, au sommet initial (sommet
1).Si le circuit construit, C,, contient n arcs, I'algorithme s'arréte. Sinon aller & P'étape 2.

Etape 2: Insertion des sommets mangquants

Pas 1: Prendre un sommet manquant, et élargir séquentiellement le circuit C, en insérant

ce sommet au meilleur emplacement possible (en minimisant le cofit du circuit courant).

La complexité de cette heuristique correspond 2 la compl€xité de la technique d'insertion
utilisée. Nous considérerons, ici, deux techniques d'insertion, en 'occurrence l'insertion
séquentielle selon un ordre quelconque en O(#n?), et l'insertion au moindre cofit en
O(n*logn). Cette dernidre technique consiste & examiner tous les sommets manquants 2
travers leurs différents emplacements, et 4 insérer au fur et & mesure celui qui induit le plus
petit colit. Elle est certes plus cofiteuse que les autres techniques, mais pas forcément
meilleure (voir Lawler et al. [1985]).

Pour illuster cet algorithme de construction d'un circuit hamiltonien, nous présentons deux
exemples d'application tirés de la littérature classique du probléme de voyageur de

commerce.
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Exemple 1
Considérons la matrice de distances du probleme de voyageur de commerce suivant (Murty

[1976]).

o 27 43 16 30 26
7 o 16 1 30 25
20 13 . 35 5 0
21 16 25 . 18 18
1246 27 48 o 5
23 5 5 9 5 oo

La solution optimale associée au probléme d'affectation met en évidence la matrice de cofits

réduits suivante:

o

0
13
3
0
16

~J

0008

36
0

23
11

0
0
34
42
8

o

Larésolution du biflot relaxé, par I'approche de décomposition mixte, met 3 jour le graphe

G* suivant:

(3,0)
o ‘
0, 1) (5,0)

(1,1

Figure V.4 Solution du biflot.

L'algorithme de Martello met en évidence, comme on peut le constater sur la Figure V 4,
I'absence de circuit hamiltonien. Nous passons des lors & la phase de construction d'un
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circuit hamiltonien. L'algorithme que nous proposons donne lieu (suite a l'étape 1) au
chemin {1-4—-5-6—-2}, et par extension, au circuit C=(1-4-5-6-2-1).

La deuxie¢me étape procéde i I'insertion des sommets manquants, soit le sommet 3. Le
meilleur colit correspond alors 4 I'insertion du sommet 3 en troisiéme position, ce qui
donne le circuit hamiltonien C = (1-4-3-5-6-2-1), de coiit 63. Ce circuit

correspond précisément a la tournée optimale.

Exemple 2
Cet exemple met en jeu neuf villes; il est donné par Balas et Christofides [1981]. Le graphe

G* obtenu est le suivant:
0,3)

N(1.1) 7@}(6,0)

0,2)

(4.1

Q < (1.0 *‘ (2,0)

O,1) (0,2)

Figure V.5 Graphe G*.

Le graphe obtenu n'étant pas hamiltonien, on applique notre algorithme de construction
d'un circuit hamiltonjen. L'algorithme s'arréte 2 l'issue de I'étape 1, puisqu'on obtient un

chemin contenant tous les sommets (9 sommets). De fait, en suivant la régle du flot
décroissant, on obtient le chemin {1 —-2-3-8-9-6-7—-4- 5}. Par extension, le

circuit associ€ est le circuit hamiltonien C=(1-2-3-8-9—6~7—4_5— 1) qui

correspond au circuit optimal.
V.3. DETAILS D'IMPLEMENTATION ET RESULTATS OBTENUS

Toutes les phases d'optimisation précédentes ont &été implémentées. Nous les présenterons
sous forme d'un schéma d'optimisation global, dont nous détaillerons les différentes
étapes, en termes de procédures et de paramétres de calcul. Enfin, nous présenterons une
¢valuation de ce schéma d'optimisation par le biais de résultats numeériques obtenus 2 partir

de problémes test aléatoires.
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V.3.1. DETAILS D'IMPLEMENTATION

D'une fagon globale 1a résolution du probléme du voyageur de commerce prend la forme
schématique suivante:

Choix des données n

Y

Définition du biflot associé )

Optimisation du probléme de biflot 3)

'

Recherche d'un circuit 4)
hamiltonien

Oui Si un circuit
hamiltonien

est trouvé

Construction d'un (5)
circuit hamiltonien

Nas

Figure V.6 Schéma global d'optimisation du probléme de voyageur de comimerce.
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Explicitons les différentes étapes:

* La phase (1) consiste 2 saisir les données, avec un choix préalable sur le type de
données a entrer. L'utilisateur peut opter pour le cas de données réelles (ou
rapportées), ou pour le cas d'une génération aléatoire. Dans les deux cas, l'utilisateur
doit entrer le nombre de villes N ainsi que les paramétres concernant I'optimisation
du biflot: NEXAM, LARGE, INFIN, INFIN2, INFIN3. Ces parameétres ont été
explicités dans le chapitre précédent (voir Chapitre IV, § IV.3.1.2). Dans le cas des

données réelles, on doit entrer la matrice de distances intervilles représentées par les

colits ¢;; les cofits ¢, sont e (cette valeur étant identifiée a INFIN). Dans le cas de

la génération aléatoire, l'utilisateur doit entrer un paramétre aléatoire ZS, et une borne
sup€rieure sur les cofits a générer ZC. Les cofits sont alors générés aléatoirement
gréce a la fonction RAN. Dans un cas comme dans l'autre, ces données que nous
résumons au nombre de villes et aux coiits intervilles, sont stockées dans un fichier

coiits.

* La phase (2) consiste 2 traiter les données saisies par l'utilisateur, de fagon & pouvoir
les traduire en données propres 4 notre modéle de biflot relaxé, mais également
compatibles avec notre logiciel d'optimisation de ce probléme. Deux traitements sont
envisagé€s pour tenir compte de cela. Le premier consiste a résoudre le probléme
d'affectation associé aux données initiales (N, ¢;). Ceci est réalisé par la procédure
LSAP qui permet d'obtenir les coiits réduits qui seront utilisés lors de 'optimisation
du biflot. Ces coiits réduits sont stockés dans le fichier cow.red. Le deuxiéme
traitement opéré concerne, cette fois, la structure du réseau associé a notre modele de
biflot. Rappelons en effet, qu'une modification du réseau est nécessaire pour tenir
compte de la contrainte de flot sur les sommets (V.3.d") (cf. Figure V.1). Par
ailleurs il faudra tenir compte des conventions d'optimisation du biflot, en particulier
la construction artificielle imposée par notre procédure d'optimisation (arcs et
sommet artificiels, voir Chapitre IV, § TV.3.1.2). Ce deuxidme traitement est pris en
compte dans la procédure VC qui met 2 jour les listes T, C.K, H, X, X1, préalables
a I'application de notre procédure d'optimisation du biflot (pour les définitions, voir
Chapitre IV, § IV.3.1.2). Retenons que ces listes sont stockées dans le fichier
RESALEADUP.

* La phase (3) consiste a optimiser le probléme de biflot défini a I'étape précédente.
Cette optimisation se fait par une approche de décomposition mixte via les différentes
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heuristiques que nous avons développées au chapitre IV. I est clair qu'on
retrouvera, ici, les mémes fichiers induits par cette application, de méme que les
différentes procédures d'optimisation intermédiaires que nous ne détaillerons donc
pas a ce niveau. A partir de 13, on peut dégager les caractéristiques du graphe de
support du flot, en termes de rapports lGX ] /N, [X|/N . Ceci est concrétement réalisé
par la procédure STAT. Par ailleurs, la procédure GX permet de définir les inputs
nécessaires & l'application des différents algorithmes intervenant dans les étapes

suivantes.

* La phase (4) correspond 2 la recherche d'un circuit hamiltonien par I'algorithme de
Martello. On utilise la procédure HC dont les détails d'implémentation se trouvent
dans Martello [1981]. Nous avons appliqué cette procédure dans sa version exacte,
avec une recherche de tous les circuits hamiltoniens; on retiendra le circuit
hamiltonien de cofit minimum. La procédure HC, utilisée une premiére fois sur le
graphe G*, peut étre réutilisée sur le méme graphe enrichi. Notamment dans le cas
symétrique, oli I'on peut rajouter 2 tous les arcs de G*, leurs homologues en sens

inverse.

z

* La phase (5) est enclenchée en cas d'échec de la phase (5), autrement dit si G¥ n'est
pas hamiltonien. La méthode heuristique que nous avons développée au § V.2.2 est
alors mise en jeu, 2 travers deux procédures essentielles: les procédures CHEMIN et
INSERT (IN SERT1). Les procédures sont associ€es, comme leurs noms
I'indiquent, aux étapes 1 et 2 de l'algorithme de construction d'un circuit hamiltonien
(cf. § V.2.2). Remarquons que INSERT correspond 2 une insertion séquentielle des
sommets, pendant que INSERT] correspond a une insertion au moindre cofit.

V.3.2. RESULTATS OBTENUS

L'évaluation de ce schéma d'optimisation du probléme de voyageur de commerce se fera
dans le contexte des techniques heuristiques d'insertion classiques, en particulier les
techniques d'insertion utilisées en seconde phase de notre méthode heuristique (ie.

insertion séquentielle et insertion au moindre cofit).

Pour ce faire, nous avons généré un €chantillon de problémes test dont la taille varie de 10

a 50 villes. Les résultats obtenus donnent, d'une part, le pourcentage des sommets inclus
dans le circuit initial C,, obtenu par I'algorithme de construction d'un circuit hamiltonien,

a l'issue de I'étape 1; d'autre part, on présente la variation relative entre Ia solation
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heuristique obtenue z,,, et la solution correspondant aux techniques d'insertion classiques

Z;s- Ces résultats sont représentés dans la Figure (V.7) pour le cas asymétrique.

Villes Nombre de sommets Diffé_ggnce relative*®
n inclus dans C, (%) (%)
10 _ ® Y
20 52 12,3
30 70 14,0
40 45 14,5
| 50 38 18,6

Figure V.7 Approche par le biflot pour le voyageur de commerce asymétrique.
(moyennes sur 10 problemes aléatoires, coiits ¢; & [0,1000])

*) (Zins - Zhr)/zin.y‘

Dans le cas symétrique nous obtenons les résultats suivants:

Villes Nombre de sommets | Différence relative*
n inclus dans C, (%) (%)
10 75 17,6
20 53 09,6
30 44 16,8
40 36 13,5
50 ‘ 35 13,2

Figure V.8 Approche par le biflot pour le voyageur de commerce symétrique.
(moyennes sur 10 problémes aléatoires, coiits ¢; €[0,1000])

*) (Zins - Zhr)/zinx'
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Ces résultats mettent en valeur des différences relatives éatisfaisantes, en moyehne, 15,6%
pour le cas asymétrique, et 14,1% pour le cas symétrique (an pire des cas, cette différence
peut atteindre jusqu'a 28%). Par ailleurs, le pourcentage de sommets inclus dans C, esten
moyenne de 57% et 49% pour les cas asymétrique et symétrique, respectivement. Tout
ceci nous permet de valider l'utilisation du graphe de support du flot, comme préalable aux
techniques d'insertion classiques. Ce qu'il faut mentionner en plus, et qui ne transparait
pas dans ces résultats, c'est la fréquence d'obtention d'un circuit hamiltonien par
Falgorithme de Martello. En fait, les expérimentations réalisées mettent en valeur une
occurrence de ces circuits dans 7% des cas. Toutefois, cette faible fréquence est
contrebalancée par la qualité, trés satisfaisante, des circuits obtenus. Le cas asymétrique
enregistre de meilleures performances que le cas symétrique. En l'occurrence, les circuits

optimaux, mis en évidence, sont tous associés au cas asymétrique.
V.4. CONCLUSION

A travers la relaxation du modeéle de biflot pour le probléme du voyageur de commerce, les
heuristiques, que nous avons développées, trouvent une application tout 2 fait originale.
Cette originalité se précise encore par I'exploitation brute du graphe de support du biflot
relaxé, pour détecter ou pour construire un circuit hamiltonien. En effet, ces graphes
présentent une taille moyenne tout 2 fait raisonnable quant a I'utilisation d'une méthode
exacte pour la recherche de circuits hamiltoniens. Nous avons utilisé I'algorithme de
Martello qui a permis de mettre en évidence des circuits hamiltoniens de trés bonne qualité.
Malheureusement 'occurrence de tels circuits reste tout i fait €pisodique. Pour ne pas en
rester 13, nous avons décidé de construire un circuit hamiltonien, directement a partir du
graphe de support du flot. Nous avons proposé une technique heuristique facile 2 mettre en
ceuvre, permettant de construire un circuit de départ, lequel pourra ensuite étre €largi par
des techniques classiques d'insertion de sommets. Les résultats obtenus;i permettent de
confirmer qu'il est toujours plus rentable, dans le contexte des techniques constructives
classiques, d'exploiter I'information contenue dans le graphe de support du flot.
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CONCLUSION

Le travail présenté dans cette thése a pour theme général les problémes de multiflots.
Ces problemes, qui sont une généralisation des problémes de flot simple, n’héritent
cependant pas des propriétés intéressantes de ces derniers, notamment le théoréme du flot
maximum et de la coupe minimum, ou encore le théoréme des valeurs entiéres. Par contre,
sur un plan pratique, nous avons prouvé que les problémes de multiflots bénéficiaient
d’une aussi grande popularité que leurs homologues en flot simple. En effet, nous avons
présenté une large panoplie d’applications des problémes de multiflots ol pouvaient se
cotoyer des domaines aussi variés que la communication, le management, la planification
de production, jusqu’a certaines applications militaires.

Sur le plan des techniques de résolution, nous avons envisagé le cas des multiflots
continus et celui, plus compliqué encore, des multiflots entiers. Les deux certitudes que
nous avons acquises a I’issue de cette analyse sont, d’une part, la grande difficulté des
problémes de multiflots, et d’autre part, le profond déséquilibre entre le nombre de
techniques de résolution consacrées au Cas continu, et celles relatives au cas entier. Ainsi
dans le cas continu, les problémes de multiflots bénéficient d’un large éventail de méthodes
de résolution, essentiellement représentées par les techniques de décomposition par les
prix, les techniques de décomposition par les ressources ainsi que les techniques de
partitionnement. Précisons tout de méme que certaines de ces techniques de résolution
mettent en jeu des critéres d’arrét heuristiques, illustrant encore une fois la difficulté
relative des problémes de multiflots par rapport aux problémes de flot simple. Dans le cas
entier, la situation est beaucoup moins privilégiée, aussi bien sur le plan qualitatif que sur
le plan quantitatif. De fait, la complexité des problémes de multiflots en nombres entiers,
les classe parmi les problemes NP-difficiles. Actuellement le meilleur algorithme
d’approximation peut induire, simplement pour le probléme de multiflot maximal, une

déperdition du flot pouvant atteindre jusqu’a 50%.

Enfin, pour finir sur une note optimiste, nous avons montré qu’il était parfois possible
de contourner la difficulté intrinséque des problémes de multiflots, en identifiant un réseau
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de multiflots 2 un réseau de flot simple. Il est clair que cette condition d’identification
dépend exclusivement de la structure topologique du réseau.

L’essentiel de notre contribution s’illustre par le développement d’une méthode
heuristique, particulicrement adaptée a la résolution d’un cas particulier des problémes de
multiflots : le probléme du biflot. La méthode que nous avons présentée est destinée a
résoudre précisément le probléme du biflot entier a colit minimum. Cette méthode est basée
sur une approche de décomposition mixte permettant de coupler les effets des méthodes
classiques de décomposition par les prix et de décomposition par les ressources. Cette
approche de résolution est d’autant plus appropriée qu’elle induit, dans le cas du biflot, un
principe d’allocation de ressources tout a fait dichotomique. En d’autres termes, si une
partie de la capacité est affectée au premier flot, le deuxiéme flot dispose de la capacité
restante, et réciproquement. Par ailleurs, cette approche de décomposition mixte nous a
permis de déboucher sur un schéma de résolution efficace mettant en jeu deux problémes

de flots simplés spécifiques, supprimant ainsi tout niveau de coordination.

En contrepartie de tous ces avantages, nous avons hérité des inconvénients récurrents
au théme de la décomposition mixte. Il s’agit, en ’occurrence, des notions de choix de
partitions et de convergence de la méthode. Nous avons réussi a remédier au probleme du
choix de la partition en développant des techniques heuristiques innovantes et parfaitement
efficaces sur des problémes de biflot purs. Malheureusement le probléme de la
convergence reste toujours posé sur un plan théorique, méme si empiriquement, nous
avons pu mettre en évidence une convergence sous forme d’un cyclage sur un ensemble de

solutions.

Sur un plan pratique, nous avons développé un code permettant d’une part,
I’élaboration de probleémes de biflot aléatoires, et d’autre part, I’implémentation de toutes
les heuristiques proposées. La génération aléatoire comprend la génération automatique de

réseaux et de données concernant le probléme du biflot.

Pour finir, nous avons envisagé une application particuliére de nos heuristiques sur un
modele de biflot en variables discrétes, proposé pour la formalisation du probléme de
voyageur de commerce. Nous avons résolu une relaxation de ce modele grice a notre
approche de décomposition mixte pour le probléme du biflot. Les résultats obtenus, a la
fois pour les cas symétrique et asymétrique, permettent d’illustrer, dans le contexte des
techniques d’insertion classiques, qu’il est toujours plus avantageux d’exploiter la

structure du graphe de support du flot.
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A présent, force est de constater que ce travail n’est qu’un point de départ sur plusieurs
plans. Les concepts sous-jacents et les travaux réalisés ouvrent 3 moyen et a long terme,
des perspectives intéressantes d’études théoriques, d’applications 2 d’autres problémes et
de réflexions méthodologiques. Parmi tous ces aspects, soulignons quelques directions

qu'il nous semble devoir privilégier.

* L’utilisation d’une méthode de décomposition mixte pose un probléme de
convergence. Les conclusions acquises dans ce contexte ne sont qu’empiriques. 11
serait fort intéressant d’exploiter ces conclusions, et de soumettre cette notion de
convergence a une étude théorique approfondie.

* La méthode de décomposition mixte que nous avons développée est destinée a
résoudre un cas particulier des problémes de multiflots, & savoir le probléme du
biflot. Une adaptation de cette méthode aux autres problémes de multiflots serait tres
enrichissante, aussi bien pour lui donner un caractére plus général, que pour en

€largir la classe des applications.

* Enfin, nous pensons qu’il serait judicieux de reproduire I'expérience, menée dans le
cadre du probléme du voyageur de commerce, sur une relaxation plus avantageuse du
modele de biflot. En l'occurrence, la relaxation proposée par les auteurs du modele
qui débouche sur une résolution par la programmation linéaire. L'utilisation de Ia
programmation lin€aire dans un contexte de multiflots sera alors compensée par une
structure plus riche du graphe de support du flot.
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