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TABLE DES MATIERES 1

NOTATIONS

N : processus ponctuel.

Y : processus prévisible associé.

(I'z)n : suite croissante d’ensemble de fonctions candidates.

m(n) : dimension de I',, dans les cas paramétrique et semi-paramétrique.

(1, P25+ - - ¢>m(n)) : base de I',, dans les cas paramétrique et semi-paramétrique.

0, : précision a laquelle sont codés les coefficients de la décomposition des fonctions de I',, sur
la base @1, ..., Ppm(n) dans les cas paramétrique et semi-paramétrique.

I' :limite de la suite (I'y),.

P, : loi de probabilité du processus ayant généré les données.

« : fonction d’intensité associée a la loi du processus ayant généré les données.

B : fonction d’intensité candidate.

Lp : vraisemblance basée sur la fonction 3.

H,(a) : entropie du processus.

d(a || B) : distance de Kullback entre les deux fonctions d’intensité. Redondance du code basé
sur la fonction d’intensité (.

T : fermeture de T au sens de la distance de I’entropie.

Cyn(-) : complexité d’une fonction de I',.

R,(a) : indice de résolvabilité.

dp(a, B) : distance de Hellinger entre les deux donctions d’intensité.

Dy (Ly, Lg) : distance de Hellinger entre les deux vraisemblances.







Chapitre 1

Introduction.

Une réalisation de processus ponctuel sur un intervalle [0, T'] (qu’on pourra prendre pour le
temps), peut étre considérée comme une famille de points, dont le nombre total et les coordon-
nées sur ’axe de temps, sont aléatoires. Une vaste classe de processus ponctuels comprenant
les processus de Poisson et les processus associés aux modeles de durées de vie avec censure,
peut étre représentée a l’aide du modele & intensité multiplicative (modele de Aalen). Dans
ce modele, I'intensité stochastique est de la forme A(s) = «(s)Y (s) pour tout s € [0,T], ou «
est une fonction déterministe strictement positive, et Y un processus prévisible. La recherche
d’un estimateur lisse de la fonction d’intensité s’est développée dans deux directions principales.
La premiere consiste a lisser des estimateurs discontinus de l'intégrale indéfinie de «. La se-
conde consiste a rechercher directement 1’estimateur dans un espace de fonctions lisses. Dans
cette deuxiéme direction on trouve en particulier des méthodes de projection orthogonale, et
des méthodes basées sur la fonction de vraisemblance. Cette derniére n’admettant pas de maxi-
mum dans un cadre général, ’existence d’un estimateur du maximum de vraisemblance ne peut
étre assurée que par 'imposition de contraintes, relichées au fur et & mesure que la taille de
I’échantillon croit, ou par l'introduction d’une pénalité dépendant de la lissitude des fonctions
candidates. La méthode étudiée ici peut formellement étre considérée comme la minimisation
de la somme de deux termes, ou 'un est 'opposé de la log-vraisemblance, et I’autre un terme
de pénalité, représentant la complexité de Kolmogorov de la fonction d’intensité candidate. Le
premier terme mesure I’adéquation de la fonction candidate aux données. C’est aussi la longueur

d’un code de Shannon basé sur la loi de probabilité définie par la fonction d’intensité candidate.
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Le second mesure la difficulté liée a la description de I’algorithme calculant la fonction candidate,
et peut étre considéré comme la longueur d’un code pour cette fonction. La somme des deux
termes représente ainsi la longueur d’un code défini d’une part par un préfixe codant une fonction
d’intensité, d’autre part par un code pour les réalisations d’un processus ponctuel (tronquées
a une certaine précision) défini a partir de la fonction codée dans le préfixe. Cette méthode,
proche de la méthode de description minimale développée & l'origine par Rissanen, a été étudiée
dans le cadre de I’estimation de densité par un certain nombre d’auteurs et a permis d’obtenir
des estimateurs fortement consistants. Un lien direct entre I’erreur d’estimation statistique et
la redondance du code ainsi construit peut &tre établi (voir [9]). Le principe de la méthode de
complexité minimale est de trouver un compromis entre la longueur de description des fonc-
tions candidates (i.e. la longueur des algorithmes associés & ces fonctions) et leur adéquation
aux données. Indépendamment de cet aspect inférentiel, les codes ainsi construits présentent
des propriétés remarquables du strict point de vue du codage. Les résultats d’optimalité sont
présentés a travers un indice de résolvabilité. Cette quantité que nous définissons dans le cadre
des processus ponctuels, a été utilisée par [9] dans le contexte de P'estimation de densités de
probabilité. L’indice de résolvabilité représente la redondance moyenne minimale du code dans

la famille des codes candidats.

Le chapitre 2 présente les résultats et les définitions de bases qui serviront dans la suite. Sont
ainsi exposées, afin que le document se suffise a lui-méme dans une large mesure, des notions
élémentaires de calculabilité ainsi que la complexité des fonctions réelles. Les éléments de la
théorie des processus ponctuels nécessaires a ’utilisation du modele de Aalen sont aussi fournis
dans ce chapitre, de méme que quelques éléments de la théorie du codage.

Le chapitre 3 traite du probleme du codage universel de réalisations de processus ponctuels dans
le modele de Aalen. Nous obtenons des majorations de I'indice de résolvabilité pour différents
types de familles candidates. Selon le type de famille, le code associé a une fonction sera un code
sur des entiers décrivant soit les coefficients (tronqués a une certaine précision) du développement
de la fonction sur une base, soit I'indice de la fonction au sein d’une famille finie de fonctions.
Si la fonction n’admet pas un développement fini sur la base considérée, ou si on ne connait pas
a priori un ensemble fini susceptible de la contenir, elle ne peut alors étre codée. Dans ce cas,
nous montrons qu’il existe néanmoins pour tout échantillon de taille n, un code en deux parties,

dont la longueur ne differe du code de Shannon basé sur la fonction inconnue que d’un terme de




I’ordre de log n pour un échantillon de n réalisations. Ce résultat étend la propriété d’optimalité
en moyenne des codes universels, et suggere I'utilisation du code basé sur la fonction d’intensité
estimée dans le cas ou la fonction associée a la loi du processus est inconnue, et dans celui ou elle
ne peut étre codée. Afin d’illustrer cette approche, nous proposons une application au probleme

de la compression d’images numériques par un modéle de chaine de Markov avec censure.

.L’inférence statistique est abordée au chapitre 4. Ce chapitre est consacré a ’étude des condi-
tions de consistance de 'estimateur de complexité minimale et & la détermination de vitesses de
convergence. La recherche de la fonction inconnue o dans un espace de fonctions positives per-
met d’obtenir des estimateurs presque-siirement consistants de la fonction d’intensité en distance
de Hellinger. Le premier résultat de consistance montre que si I’estimateur appartient a 'une
des familles de fonctions candidates, alors presque-siirement il existe une taille d’échantillon a
partir de laquelle ’estimateur est identiquement égal a cette fonction. Le second résultat montre
que, dans le cas le plus général, si la fonction d’intensité inconnue peut &tre approchée au sens
de ’entropie par des fonctions candidates, alors l’estimateur est presque-siirement consistant
au sens de la distance de Hellinger. Des hypothéses légerement plus fortes sur la famille des
fonctions candidates (continuité), suffisent a établir la consistance presque-siire de 1’estimateur
de complexité minimale au sens de l’entropie, et par conséquent au sens de la norme L;. Cette
étude est complétée par la détermination des vitesses de convergence, effectuée a travers l'indice
de résolvabilité. Et nous montrons en particulier que ’erreur d’estimation est presque-siirement
majorée au sens de la distance de Hellinger par 'indice de résolvabilité, ce qui établit & nouveau
un lien entre I'optimalité de ce principe de codage et la précision de l’estimation de la loi du
processus. Des versions plus fortes de ces derniers résultats sont données dans le cas de modeles
spécifiques tels que les processus de Poisson non-homogenes et les modeles de durées de vie
avec censure. Pour ces deux cas particuliers, la vitesse de convergence en distance de Kullback-
Leibler est presque-siirement majorée par une fonction de l'indice de résolvabilité. Des exemples
de vitesses de convergence sont données pour des familles de fonctions candidates particuliéres
(polynomiales, trigonométriques et splines). Au chapitre 5 des résultats de normalité asymp-
totique sont établis, et des tests exponentiels sont construits. Sous des conditions relativement
peu contraignantes, deux résultats de normalité asymptotique sont montrés dans ce chapitre. Le
premier, est de type séquentiel; le second, montre sous des hypothéses plus fortes, la normalité

asymptotique de ’estimateur obtenu sur tout lintervalle de temps, et autorise la construction




6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION.

d’intervalles de confiance. Enfin le chapitre 6 présente une étude numérique compléte et des
résultats de simulation dans le cadre des modeles de durées avec censure.

Le travail effectué ici peut étre généralisé ou affiné dans les directions suivantes :

e La plupart des résultats présentés ici dans le cas d’observations i.i.d., devraient pouvoir se
généraliser au cas de processus Markoviens. Dans ce cadre en effet, on dispose d’inégalités
de grandes déviations équivalentes a celles qui servent ici & établir les résultats de conver-

gence.

e L’étude des vitesses de convergence montre qu’elles sont majorées en distance de Hellinger
par l'indice de résolvabilité. La recherche de ’estimateur dans plusieurs familles de bases
de fonctions possédant des propriétés d’approximation différentes, peut peut-étre améliorer

I’indice de résolvabilité, et ainsi, les vitesses de convergence.

e La détermination de résultats de normalité asymptotique pour ce type d’estimateur (en
dehors du cadre de ’histogramme) quand la fonction estimée n’appartient pas a 'une des
familles candidates, demeure un probléme ouvert. Une étude peut étre menée dans ce

sens.




Chapitre 2
Définitions et résultats préliminaires.

2.1 Calculabilité et complexité

Quels probléemes admettent une solution algorithmique ? Un algorithme est une suc-
cession d’instructions, qui & partir d’un certain nombre d’éléments de base, ou d’entrée, produit
le résultat désiré. Pour donner un exemple trés simpliste : a partir d’un certain nombre
d’ingrédients, farine, sucre, oeufs (qui constituent Ientrée), et en suivant une recette (suite
d’instructions), on obtient un gateau (résultat désiré ou sortie). L’ensemble {entrée, suite
d’instructions, sortie}, donne une définition intuitive de la notion d’algorithme. La question

fondamentale qui a été a I'origine de la théorie de la calculabilité, est la suivante
“ Quels problémes peuvent étre résolus par un algorithme 7 ”

En 1931, le théoréme d’incomplétude de Gddel a permis de montrer qu’il existe dans tout systeme
formel défini par des regles d’opérations logiques et des axiomes, des propositions vraies, qui ne
peuvent pas étre démontrées a l'intérieur du systéme. Le probléme posé était de concevoir un
algorithme qui accepte une proposition en entrée, et qui aprés une suite d’opérations logiques,
indique en sortie que la proposition est vraie ou fausse. A la suite de Gddel, de nombreux
autres auteurs, dont Church, Kleene, Post, et Turing, ont découvert quantité de problemes
qui ne possédaient pas de solution algorithmique. Chacun de ces auteurs a tenté de donner
une définition plus précise du mot algorithme. Godel le définit comme étant un ensemble de
régles pour exprimer une fonction mathématique a partir de fonctions de base, dites simples.

Church utilise un formalisme appelé “ calcul lambda ”, tandis que Turing utilise une machine
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hypothétique appelée “machine de Turing”. Toutes ces définitions se sont révélées équivalentes,
et permettent chacune de caractériser I’ensemble des problémes qui admettent une solution
a partir d’une suite d’instructions propres au formalisme considéré. Les machines de Turing
constituent néanmoins le modele le plus général utilisé. Nous retiendrons donc que les problemes
qui admettent une solution algorithmique, sont ceux qui peuvent étre formalisés par une machine

de Turing.

Les machines de Turing. Une machine de Turing est un modéle de calculateur, ou d’automate,
possédant une entrée et des mémoires représentées par plusieurs rubans, une sortie constituée
d’un ruban, et un dispositif interne de fonctionnement qui en détermine les actions. Les rubans
sont composés de cases, sur lesquelles une téte de lecture-écriture permet de lire et d’écrire les
symboles d’un alphabet donné (généralement 0,1 et un séparateur noté B). Son fonctionnement
est séquentiel, et caractérisé par un ensemble d’états. Une partie de ces états provoque ’arrét
de la machine, ce sont des états terminaux. Certains états terminaux sont dits accepteurs, ils
correspondent & un déroulement “normal” ! des opérations, et d’autres sont dits non-accepteurs.
La machine peut également ne pas s’arréter?. Quand la machine s’arréte, le résultat est la chaine
de caracteres inscrite sur le ruban de sortie si ’état final est accepteur, il est indéfini sinon. La
suite des actions est spécifiée par une fonction de transition d’états, qui associe & un état donné
et & la valeur lue sur le ruban, Paction a exécuter et 1’état suivant de la machine. Pour une

définition plus précise, voir définition A.1 en annexe.

Fonctions partielles et fonctions récursives. Considérons des machines dont I’alphabet
est composé des symboles 0, 1 et du séparateur B. Les entrées et sorties de la machine de
Turing sont alors des chalnes binaires. On admettra d’autre part, qu’il est possible d’associer
une chaine binaire unique a chaque machine de Turing, qui en décrit toutes les caractéristiques.
Une telle chaine sera aussi appelée un programme. Dans la suite on identifiera donc chaque
machine de Turing a une chaine binaire. Chaque machine de Turing a p rubans d’entrée calcule
une fonction d’un domaine I € NP vers N : la fonction qui associe & chaque entrée le contenu

du ruban de sortie de la machine de Turing quand elle s’arréte dans un état accepteur, et qui

1Un déroulement est considéré normal selon ce que I'utilisateur attend du fonctionnement de la machine, c’est

une notion relative.
2C’est I’équivalent d’un programme qui entre en boucle infinie
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n’est pas définie sinon. L’ensemble de toutes les fonctions qui peuvent &tre représentées par une
machine de Turing, représente une classe de fonctions appelées fonctions partielles récursives,
ou fonctions partielles. Si la fonction s’arréte dans un état accepteur pour toute les entrées, elle

est dite récursive ou récursive totale.

Définition 2.1. (Fonction partielle récursive)

Chagque machine de Turing a p rubans d’entrée définit une fonction partielle de p-uplets d’entiers
a valeurs dans l’ensemble des entiers strictement positifs. Une telle fonction est dite partielle
récursive ou calculable. Si cette fonction est définie pour toute entrée et que la machine de

Turing s’arréte pour toutes les entrées, la fonction est dite récursive totale ou récursive.

Complexité d’une chaine binaire. Les fonctions partielles permettent de définir la com-
plexité d’une chaine binaire au sens de Kolmogorov et au sens de Chaitin. Pour ces définitions,
nous admettrons qu’il est possible d’énumérer tous les programmes de machine de Turing, et
qu’il existe des fonctions partielles A et U qui acceptent en entrée un programme p de machine
de Turing, et qui calculent la fonction représentée par le programme p. Les chaines binaires
représentant les programmes peuvent appartenir & un ensemble prefix-free (voir définition 2.2
ci-dessous). C’est le cas pour la complexité de Chaitin. A une chaine binaire , on associe alors
I’ensemble de tous les programmes de machines de Turing produisant z comme résultat d’une
exécution, et la longueur du plus petit de ces programmes au sein de cet ensemble définit la

complexité® de z.

Définition 2.2. Un ensemble de chaines est dit prefiz-free si aucune chaine n’est le préfize

d’une autre. Si x1x5 ...z, est une chaine, alors pour 1 <k < n, x1...zx n'en est pas une.
1 n ) y 1

Définition 2.3. (Complexité).

Dans les définitions suivantes p appartient ¢ un ensemble de chaines binaires, chacune repré-
sentant le codage d’une machine de Turing. On note {0,1}* l’ensemble de toutes les chaines

binaires.

®Chaque programme binaire est identifié & une chaine de caractéres et la longueur d’un programme est le

nombre d’éléments de la chaine.
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1 La complezité de Kolmogorov d’une chaine binaire z(n) € {0, 1} par rapport a une fonction
partielle récursive A : {0,1}* x N — {0,1}" est définie par
Ki(z(n}in)= min |
sl =, min10)

ot I(-) désigne la longueur de la chaine, et N est I’ensemble des entiers naturels.

2 Soit U : {0,1}" — {0,1}" une fonction partielle récursive & domaine prefiz-free. On

définit la complezité de Chaitin d’une chaine binaire x par rapport ¢ U par

Cy(z) = min I(p
(@) = min_1(2)
La complexité d’une fonction numérique f, de I C NP vers N peut &tre spécifiée de plusieurs
maniéres a partir de la définition 2.3. Une premiere approche consiste & identifier chaque fonction

entiere a son graphe, c’est a dire a I’ensemble des couples (z, f(z)), quand z varie dans 1.

Complexité d’une fonction définie par son graphe. Si f est partielle récursive, ou récur-
sive, on pourra caractériser ’ensemble des couples (z,y) tels que y = f(z). 1l existe donc une

équivalence entre le calcul de f et le calcul de la fonction indicatrice de I’ensemble :

G(f) ={(z,9) e N? XN :y = f(z)}.
Inversement, pour tout ensemble A de NP x N on a les définitions suivantes.

Définition 2.4. (Ensemble récursif ou récursivement énumérable)

A est récursivement énumérable si A est vide ou si A est I’ensemble des valeurs d’une fonction
récursive. De maniére équivalente, il existe une machine de Turing M, telle que pour tout
élément de A, M s’arréte dans un état accepteur, et pour tout élément de A, M ne s’arréte
pas ou s’arréte dans un €tat non accepteur. A est un ensemble récursif si I, est une fonction
récursive. De maniére équivalente A est récursif si A est accepté par une machine de Turing

qui s’arréte toujours.

Exemple 2.1 : Ensembles récursifs.
Les ensembles suivants sont récursifs : ’ensemble des nombres premiers, ’ensemble des multiples d’un

nombre donné. Il existe un algorithme définissant une fonction qui vaut 1 quand un nombre est dans
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’ensemble et 0 sinon. Les ensembles suivants sont récursivement énumérables : tout ensemble récursif,
I'ensemble des z tels qu’il existe y, z et n > 2, vérifiant " + y* = z”. L’ensemble des entiers i tel qu’il

existe un bloc de 1 zéros consécutifs dans le développement décimal de 7.

Remarque : Dans le cas des ensembles récursivement énumérables (mais non récursifs), on peut trouver

une fonction qui vaut 1 quand 1’élément appartient & ’ensemble, mais qui est indéfinie sinon. A un
instant donné on ne sait pas si ’élément analysé appartient & I’ensemble; ’exécution pouvant ne jamais

se terminer, il peut étre impossible de conclure sur un temps d’exécution fini.

Ces définitions permettent de déterminer la complexité d’une fonction entiere & partir de son
graphe. Les programmes considérés dans toute la suite appartiennent & un ensemble prefix-free
de programmes. Pour simplifier, on considére le cas d’une fonctions 8 de I C N vers N. Si
la fonction 3 est calculable sur le domaine I C N, alors son graphe G = {(z,8(z)),z € I} est
un ensemble récursivement énumérable. En effet si cette fonction est calculable, alors il existe
une machine de Turing M qui, & toute entrée z € I, associe en sortie, I’entier 3(z). Pour
tout couple (z,y), tel que (z,y) € I x N, il est alors possible de déterminer si y = $(z). En
énumérant récursivement l’ensemble I x N, et en faisant fonctionner la machine de Turing M
sur chaque entrée, on obtient ainsi une énumération récursive du graphe de 3. La complexité
de la fonction f sur I est alors égale a la complexité de son graphe. Si 8 est une fonction de @
dans @, on sait qu’il existe une bijection o entre N et Q. A tout couple (z,(z)) €Q x Q peut
étre associé un couple d’entiers (o(z),o(6(z)). La complexité de la fonction § sur une partie A
de I’ensemble des nombres rationnels sera (comme précédemment) égale & la complexité de la

fonction indicatrice du graphe défini par :

G ={(o(z),0(B(z)),x € A}.

Considérons maintenant le cas d’une fonction 3 d’un sous-ensemble dénombrable D de R dans
un sous-ensemble dénombrable R de R. Soit v(z,a) : D x N — R une fonction rationnelle telle

que :

Ve € D,Va € N,|y(z,a) - B(z)] £ 27¢ (2.1)
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La complexité de la fonction réelle § est alors égale a celle de la fonction rationnelle v* de
complexité minimale parmi toutes celles qui vérifient (2.1) 4,

Dans le cas le plus général, il n’existe pas de moyen de déterminer une expression, méme
approchée de ces complexités, mais si le but recherché est la transmission de données a partir d’un
code variable (resp. l'inférence statistique), il suffit de se restreindre & des ensembles particuliers,
possédant de bonnes propriétés d’approximation par rapport & un ensemble suffisamment grand,
susceptible de contenir le code recherché (resp. la fonction inconnue), et de s’intéresser au sein de
ces ensembles, non pas & la complexité intrinséque, mais & une complexité relative aux ensembles
considérés®. Supposons pour cela que la fonction f puisse &tre représentée par une chaine binaire
z(f), de telle maniére que deux fonctions différentes n’admettent pas la méme représentation.

- Si les fonctions considérées ont un domaine de définition I et sont de la forme
m
B(s) = Z,Bj¢j(3), sel,
=0
et qu’il existe une fonction calculable ¢ telle que

oi(s) = o(j,s), 1=0,...,m, s€,

a chaque fonction peut étre associée une chaine z(8) = z(¢)+z(Bo, . . -, Bm), ol £(¢) représente le
programme décrivant ¢, et z(fo, - . ., Om) est la description des coefficients de 3 sur le ruban d’une
machine de Turing. Pour que cette décomposition soit unique, il faut et il suffit que le procédé
de représentation des coefficients sur le ruban le soit également. La complexité intrinseque de
chaque fonction sera ainsi déterminée par un terme z(¢), commun a toutes les fonctions de la
famille, représentant le préfixe d’un programme décrivant la famille pour une machine de Turing,
et d’un second terme z{fy, - - -, Bm), décrivant les coefficients (tronqués a une certaine précision
par exemple dans le cas de coefficients réels) de la décomposition de la fonction dans la base.

Le processus qui permet de représenter de maniere optimale les coefficients par des chaines de

“On peut également définir la complexité d’une mesure de probabilité : la complexité d’une mesure de
probabilité P sur un espace mesurable Q est définie comme étant la complexité de la fonction réelle log1/P
restreinte 4 ’espace dénombrable 7 = Un Tn OU T, est une suite de partitions dénombrables qui générent 2. La
loi de probabilité sera dite calculable s’il existe un programme sur un ordinateur universel avec domaine prefix-free
qui énumére récursivement les ensembles de la forme {x,qa, g(z,a)}, o g(x,a) est la fonction rationnelle la plus

simple qui approxime P, pour tout z € 7, et pour toute précision a, c’est-a-dire |log 1/P(z) — g(z,a)| < 27
5Ces notions seront détaillées dans la section 3.2
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symboles sur le ruban d’une machine de Turing est appelé un codage ou une représentation des
entiers. La complexité relative de toute fonction de cette famille se réduit alors simplement a la

longueur d’un code pour un vecteur d’entiers. Ce point de vue sera explicité dans les sections

2.3.1et 3.2.

Historique La notion de complexité de Kolmogorov est due chronologiquement 3 R. J. Sol-
monoff, & A. N. Kolmogorov et G. J. Chaitin. En effet, en 1960 R. J. Solomonoff publia un
rapport de recherche sur une théorie générale de l'inférence inductive, présentant les idées de
base de la complexité algorithmique comme moyen de résoudre certains problemes résultant
de I’application de la regle de Bayes en statistique. L’intérét de Solomonoff était d’utiliser la
complexité comme un auxiliaire servant a obtenir une probabilité a priori & des fins d’inférence
statistique; les travaux de Kolmogorov par contre, se sont surtout concentrés sur la notion
de complexité. Ce dernier propose la complexité descriptive d’un objet comme définition de
Pinformation intrinseque qu’il contient et comme une mesure de son caractére aléatoire. En
1965 il démontre le théoréme d’invariance pour la complexité ainsi définie. En 1955 et 1956,
Kolmogorov introduit la notion d’e-entropie d’un ensemble de fonctions dans un espace métrique,
qui I’amena plus tard au treizieme probleme de Hilbert. C’est dans la période des années 1950
que Kolmogorov a considéré une approche de la complexité & travers les fonctions récursives.
En 1966 G. J. Chaitin propose le produit nombre d’états par nombre de symboles utilisés par
une machine de Turing comme mesure de la complexité d’un algorithme, et plus tard (en 1969)
démontre également un théoréme d’invariance. Chacune de ces trois approches a contribué a
élargir le champ d’application de la complexité algorithmique, mais ce sont incontestablement
les travaux de Kolmogorov qui ont donné une telle portée & la notion de complexité descriptive.
La notion de machine de Turing donne un modéle de calcul qui permet de caractériser I’ensemble
des fonctions calculables. Toutes ces notions générales d’'informatique théorique, ont été implé-
mentées dans différents langages de programmation. Parmi les langages évolués, le Pascal peut
servir de support a ’exposition de la théorie de la calculabilité, voir [1] par exemple. Cette
théorie a eu de nombreuses applications, entre autres la simulation de machines déterministes et
indéterministes, 'implémentation de la théorie des fonctions récursives, la dérécursification et
les théorémes du point fixe. La définition de la complexité algorithmique et la démonstration du

théoréme d’universalité sont dus a [45]. Des notions similaires apparaissent dans [71] et [20, 19].
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La notion de machine de Turing fut introduite par [74]. Indépendamment, [57, 58] introduisit
un modele semblable d’automate. De nombreux autres modéles de machine ont été proposés,
mais toutes les machines décrites se sont révélées imitables par une machine de Turing, voir
par exemple [65], [52], [23], [66], [37], [21] (Théoréme 2.2). Chaitin [22] (Théoreme 1), établit
Pexistence d’une machine de Turing universelle dont le domaine est prefix-free, et 'universalité
de la complexité ainsi définie. Les éléments de base de la théorie de la calculabilité peuvent étre

trouvés par exemple dans [66] et plus récemment [56].

2.2 Processus ponctuels

2.2.1 Processus ponctuels et martingales.

Un processus ponctuel est intuitivement une variable aléatoire dépendant du temps, et
n’évoluant que par des sauts d’amplitude unité, le nombre de sauts étant presque-siirement
fini sur [0,T]. Nous pouvons en donner la définition formelle suivante : un processus ponctuel
est un processus stochastique (N (t)):>0 adapté & une filtration (F3):»0 avec N(0) = 0, N(t) < o0
presque-siirement, et dont les trajectoires sont presque-siirement continues a droite, constantes
par morceaux, de sauts 1. Soit un espace probabilisé (2, F, P) sur lequel on définit une filtra-
tion (Fy)¢»o satisfaisant les “conditions habituelles”, et un processus ponctuel N = (N (¥))o<:<7,

adapté a (F).

Définition 2.5. (Processus vectoriel)

Un processus vectoriel k-dimensionnel (Ny, ..., Ni) est appelé processus ponctuel multivarié si :

1. Chagque N;, j =1,...,k, est un processus ponctuel.

2. La probabilité que deuz composantes sautent en méme temps est nulle.

Théoréme 2.6. Soit Ny,..., N, un processus ponctuel multivarié. Il existe k processus crois-
sants prévisibles Ay, ..., A tels que A;(0) = 0 p.s, A;j(t) < oo p.s. pour tout t > 0, et
M; = N; — A; est une martingale locale, j = 1,...,k. Si chaque A; est un processus continu
p.s.

1) < M; >= A; est l'unique processus croissant prévisible, c’est-a-dire tel que A;(0) = 0 p.s.,

A;(t) < 0o p.s., pour tout t > 0, et tel que M]2 ~ A; soit une martingale locale, j =1,..., k.
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2)Sii# g, < My, M; > (t) =0 p.s., i.e. M;M; est une martingale locale.
3) Si Uon suppose de plus :
H1 : E(N;(T)) < o0, j =1,...,k, alors M; est une martingale de carré intégrable, et M? — A;

est une martingale pour 3 = 1,2,..., k.

Une condition suffisante pour que le processus croissant A associé au processus ponctuel N dont
les instants de sauts sont notés 7,7, ... soit a trajectoires p.s. continues est que I’hypothése
suivante soit vérifiée :

H2 : Les fonctions de répartition P(7x41 — 7% < t|F5,) sont des fonctions absolument continues

de .

2.2.2 Le modele multiplicatif de Aalen .

Soit N un processus ponctuel sur [0,7] de compensateur A par rapport a (F;) et P. Sous
des conditions satisfaites dans les situations les plus fréquentes, les trajectoires de A sont des
fonctions absolument continues (voir propositions 3.1 et 3.2 de [13]). 1l existe donc un processus
adapté non-négatif A a trajectoires continues a gauche, et possédant des limites a droite en tous
points, tel que A(f) = [ A(u)du. Le processus A est appelé processus d’intensité (ou intensité
stochastique) du processus ponctuel N par rapport a ((F;), P). Le lemme suivant explicite le

lien entre A et I’évolution de NV conditionnellement au passé :

Lemme 2.7. (Aalen 1975).
Supposons que le processus d’intensité A soit majoré par une variable aléatoire intégrable,

alors les relations suivantes sont vérifiées :
a) limpo h LE (N(t+h) ~ N(t) | Fi) = A(t+).
b) limpo R~ 1P (N(E+h) — N(@) =1]F) = A(t+).
Le modéle multiplicatif de Aalen est caractérisé par la donnée d’un couple (N,Y) sur (2, (F), Pa),

ol Y est un processus non-négatif, prévisible, continu a gauche, et N un processus ponctuel

d’intensité stochastique :
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En formulation abrégée, on dit que N est un processus de Aalen admettant & comme fonction

d’intensité.

Exemple 2.2 : Modeéle multiplicatif.

Soit un processus de naissance et de mort dont la taille de la population & I'instant ¢ est X (¢). Soient
A(t) et v(t) les probabilités de naissance et de mort, et (Nx, N,) le processus bivarié comptant le nombre
de naissances et de morts dans la population. Soit (F3) la tribu engendrée par {X(s), s < t}. Le processus

(Nx, N,)) est un processus ponctuel d’intensité (A(t)X (¢), v(t)X(t)) par rapport & (F;).

En situation d’échantillonage, on suppose qu’il existe une suite de couples (NV;, Y;) sur (Q, (Fi¢), Pa)
qui sont i.i.d sous P, pour toute fonction a sur [0,T] satisfaisant les contraintes données plus

haut, et tels que N; a pour intensité stochastique relativement & (F;¢) et P, :
Ai(t) = a())Yi(8), t€[0,T).

Un choix naturel pour € consiste & prendre ’espace canonique [[2; E;, ou les E; sont les copies
d’un méme espace E. Les processus (N;,Y;) sont alors définis comme les applications projection

Q — E;. Soient :

n n n

No= Y Ni, Yo=Y, et Xa(t) = D Ait) = a(t)Va(t).

i=1 i=1 i=1
Le processus (N,,, ¥ ,) est un processus de Aalen avec pour intensité stochastique A, (par rapport
a P, et a la tribu engendrée par la réunion des (F; ;). Dans toute la suite Py désigne la probabilité
P, obtenue pour a = 1. Dans le cadre de la modélisation qui vient d’étre décrite, en situation
d’échantillon de taille n, P, restreinte & ’information associée & cet échantillon est absolument

continue par rapport 3 Fy. C’est ce que précise le résultat suivant (voir par exemple [39]).

Proposition 2.8. Soit P, la probabilité associée a la fonction d’intensité o, et Py la probabilité

associée a v =1 :

a) P, est absolument continue par rapport ¢ Py sur Ff = \/7_y F; 7 la dérivée de Radon-

Nikodym de P, par rapport a Py s’écrit :
T _ T _
dP,/dPy = exp (—f (a(s) — l)Yn(s)ds-i—/ log(oz(s))dNn(s)> , (2.2)
0 0

b) Le couple (N,,Y,) est une statistique ezhaustive pour le paraméire o étant donné les

observations (N™,Y™) = ((N1, Y1), ..., (Nn, Yn)).
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Dans toute la suite, on note L,(N™,Y") la dérivée de Radon-Nikodym dP,/dP,. Clest la
vraisemblance des observations (N™,Y") pour la valeur & du paramétre fonctionnel.

Les notions introduites dans ce paragraphe peuvent étre généralisées sans difficulté 3 une situa-
tion multivariée. On considére alors des couples (N,Y) ot N = (N1,..., N*) est un processus
ponctuel k-dimensionnel et Y = (Y!,...,Y*) un vecteur de k processus non-négatifs, continus 3
gauche et limités & droite. Chaque N* est un processus de Aalen d’intensité \'(t) = of(£)Y(t).
Nous montrons a la fin du chapitre 3 comment une telle modélisation multivariée pourrait étre
utilisée pour la description de 1’évolution d’une image. Pour les notions générales relatives
aux processus ponctuels introduites dans cette section, le lecteur intéressé pourra consulter par

exemple [41].

2.3 Codage universel

L’estimateur de complexité minimale est obtenu par la minimisation d’un critére composé de
deux termes. Le premier représente la complexité d’une fonction déterministe ou d’une mesure
de probabilité, le second (celui auquel nous nous intéressons dans ce chapitre) décrit un code de
Shannon pour les données, construit & partir de la fonction décrite dans la premiére partie. Ce
chapitre présente les éléments de la théorie du codage qui justifient cette approche, ainsi que les
principales définitions qui serviront dans la suite. La théorie mathématique de I'information a
son origine dans les travaux de Shannon [67]. L’auteur modélise les systémes de communication
par des processus aléatoires. Il donne une théorie probabiliste de 'information, et utilise des
résultats d’ergodicité afin d’obtenir des théorémes de codage et des résultats d’optimalité dans
les systemes de communication idéaux. Des multiples aspects considérés par Shannon, nous
retiendrons uniquement le codage d’une source a travers un canal non bruité. Une source
est la donnée d’un espace de base, et d’un processus aléatoire a temps discret (X,,) & valeurs
dans cet espace (dans le cadre des applications qui nous intéressent, ’espace sera R*, ou un
espace euclidien k-dimensionnel). Par hypothése, les symboles transmis & travers le canal ne
peuvent étre perdus. Dans ’étude des systéemes de compression des données, le canal est non
bruité, au sens ot le vecteur recu X, est identique au vecteur transmis X, pour tout n. Une
suite de longueurs de codes (et par abus de langage, de codes) est dite optimale si la longueur

moyenne des mots de codes (relativement 3 la taille de ’échantillon) converge vers ’entropie. La
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longueur de description excédant ’entropie est la redondance du code. Elle représente la longueur
additionnelle due au fait que le codage n’est pas effectué avec la “vraie” distribution. Les codes
universels sont des descriptions de données issues d’une source de loi inconnue, telles que les
longueurs de codes soient asymptotiquement optimales pour une large classe de distributions de
source candidates. Le codage universel de sources a été développé par Davisson [28]. Dans le cas
de codes de longueurs variables, le meilleur code en moyenne est basé sur la distribution ayant
généré les données : I’espérance de la longueur de ce code est égale a I’entropie, qui est une borne
inférieure de ’espérance de la longueur de code pour les codes les plus largement utilisés dans le
cadre qui nous intéresse, i.e les codes uniquement décodables dont nous donnons une définition
plus loin (2.3.2). Davisson propose deux méthodes pour construire des codes universels. La
premiére consiste & construire des codes de Shannon par rapport a des mélanges de distributions
[30]). La seconde méthode est basée sur des descriptions en deux blocs. Le premier décrit une
distribution estimée et le second, un code de Shannon basé sur la distribution estimée. Plutot
que coder les données avec une distribution P fixée par avance, déterminer ’estimateur B, dela
distribution permet de construire des codes adaptatifs. Dans [28] (théoréme 7), 'auteur montre
comment obtenir des codes universels pour une classe de sources stationnaires ergodiques a
alphabet fini en utilisant un code & deux blocs basé sur des histogrammes conditionnels. Le
codage universel est aussi traité par [25], [73], [32],[44], [50], [47], [29]. Les résultats du chapitre
3 montrent que I’opposé de la log-vraisemblance basé sur la loi de probabilité du processus ayant
généré les données, représente la longueur d’un code universel pour les instants de sauts d’un
processus ponctuel N, et la trajectoire d’un processus observé Y, tous discrétisés & une précision

convenable.

2.3.1 Principe et définitions de base.

Soit A un ensemble fini qu’on appellera alphabet, et A* I’ensemble des suites formées
d’éléments de A. Une suite quelconque d’éléments de A est appelée mot, et la longueur I(s) d’un
mot s, est le nombre de symboles de A contenus dans s. Soit X une variable aléatoire & valeurs
dans O, de loi P (discréte). Le couple § = (O, P) est appelé une source. Une application injec-
tive f d’un ensemble dénombrable d’objets O vers .A* est appelée un code. Les nombres entiers

I(f(z)),z € O sont appelés longueurs de code des éléments de O. Pour une source S = (O, P)
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donnée, la longueur moyenne d’un code est définie par :
I(f) =Y P(2) - 1(f(2)).

z€O
Cette quantité représente ’espérance de la longueur de code associée au code f, pour la source
O. Le but du codage universel est de déterminer des fonctions (ou codes) f, produisant les codes
les plus courts en moyenne. L’entropie d’une source § = (O, P) est définie par

H(P) = -} P(z)logy(P(2)),
ze0

ou b est le cardinal de l'alphabet A, et log; le logarithme en base b.

Exemple 2.3 : Premier exemple de codage de source.

Soit A = {0,1}, l’ensemble A* représente 1’ensemble des chaines binaires. L’ensemble O peut étre
pris égal a IN par exemple. A toute variable aléatoire X, 4 valeurs dans IN de loi de probabilité P, peut
étre associée une source § = (N, P). Un procédé de codage de N, sera défini pour cette source, par une
application injective de N vers {0, 1}*, associant & tout entier naturel une chaine binaire. Un exemple de
procédé de codage, est pour tout n € N, la représentation binaire de n. Ce procédé associe & tout entier

n, un mot de code de longueur [log,(n)] + 1.

Exemple 2.4 : Second exemple de codage de source.

Supposons que (0 soit un ensemble dénombrable de lois de probabilités associées & des processus
ponctuels observés sur [0, 7], dont la fonction d’intensité «, appartient & une famille paramétrique de
dimension m variable, et supposons que les coefficients de la décomposition de la fonction sur la base sont
tronqués & une précision maximale . L’ensemble A peut étre pris égal & {0,1}, et A*, Pensemble des
représentations binaires d’entiers. Soit P une probabilité sur O on a donc une source (@, P). Un exemple
de procédé de codage pour les éléments de O, consiste a associer & toute loi de probabilité, de fonction
d’intensité afs) = Z;-nzl a;jpi(s), s € (0,7, le vecteur @ = (m,d,@1,...,am), o0 @;,j=1,...,mest la
représentation binaire de I’entier 2° o;. Un mot de code pour @ peut étre obtenu par la concaténation de
mots de codes pour des entiers. Pour que le décodage soit possible, les différentes parties du code doivent
pouvoir étre distinguées sans avoir recours & un séparateur (du type virgule ou espace). Un tel code
associerait donc a toute loi de probabilité P,, un mot de code de longueur 2721 q(2% ;) + q(m) + ¢(6),

ou ¢ est la longueur d’un code sur les entiers, autorisant un décodage sans séparateur.
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Un code est dit & longueurs variables si les mots de code peuvent avoir des longueurs différentes.
Quand la distribution de probabilité P de la source n’est pas uniforme, le codage de longueur
variable est préférable a celui de longueur fixe, car intuitivement, les meilleurs codes en moyenne
seront ceux qui affectent les mots de code les plus longs aux symboles les moins probables.
Néanmoins les codes de longueurs variables peuvent présenter un inconvénient, la longueur
des mots de code transmis n’est pas connue a priori, et c’est un probleme lorsqu’on effectue
le décodage. L’ajout d’un séparateur indiquant au décodeur qu’un mot de code se termine,
ne résoud pas le probleme. En effet, 'introduction d’un séparateur aprés chaque mot sur un
message de longueur n augmente la longueur totale d’au moins n positions binaires. La notion
de décodabilité unique permet de résoudre ce probléme. Un code est uniquement décodable,
si un message ne peut pas étre interprété de deux manieres différentes. Deux messages codés
identiques, ont nécessairement le méme nombre de mots de code, et peuvent étre identifiés
mot & mot. Un code uniquement décodable peut néanmoins nécessiter la réception de tout le
message avant de pouvoir &étre décodé, de tels codes ne sont pas instantanés. La classe des
codes instantanés peut facilement étre caractérisée par une propriété, celle d’étre prefix-free. Si
c=121...%, est un mot de code, alors pour tout k, tel que 1 < k < n, le mot zy ...z, n’est pas
un mot de code (cf. définition 2.2). Un code est instantané ssi il est prefix-free. On résume ces

notions dans la définition suivante.

Définition 2.9. (Code uniquement décodable. Code instantané.)

a) Un code C est uniquement décodable si toute suite d’éléments de l’alphabet correspond au

plus ¢ un message.

b) Un code est dit instantané si pour tout message regu, chaque mot de code peut étre décodé

dés qu’il est regu.

Remarque : Tout code instantané est uniquement décodable, mais un code uniquement décodable n’est
pas nécessairement instantané.

<

Le théoréme suivant de Kraft [46] donne une condition nécessaire et suffisante pour I’existence
d’un code instantané. Un code b-aire, un code dont ’alphabet est constitué des chiffres compris

entre 0 et b.
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Théoréme 2.10.

1) 5i C est un code instantané b-aire de longueurs de code ly,...,1,, alors ces longueurs

doivent satisfaire l'inégalité de Kraft : % b5 < 1.

2 ) Si les nombres 1y ...l, vérifient ’inégalité de Kraft, alors il existe un code instantané

b-aire dont les mots de code ont pour longueur i, ..., 1,.

Le théoreme de Kraft énonce que si les longueurs ly, Iy, . . ., [, vérifient I'inégalité de Kraft alors il
existe un code instantané avec ces longueurs de mots de code. C’est un théoréme d’existence. Le
théoréme n’énonce pas que tout code dont les longueurs des mots de code vérifient cette propriété
est instantané. L’inégalité de Kraft est aussi une condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe un code uniquement décodable. La condition est suflisante car tout code instantané est

uniquement décodable. [55] démontre que cette inégalité est aussi une condition nécessaire.

Théoréme 2.11. 5i C = {c1,¢9,...,¢n} est un code b-aire uniquement décodable, alors les

longueurs des mots de code Iy, .. .,1, doivent satisfaire Iinégalité de Kraft : S, b5 < 1.

L’emploi conjugué des théoreémes de Kraft et de McMillan fournit le résultat suivant

Théoréme 2.12. 57l existe un code uniquement décodable dont les longueurs des mots de code

sont ly,...,1,, alors il existe aussi un code instantané dont les mots de code ont les mémes
longueurs.
En effet, s’il existe un code uniquement décodable dont les longueurs sont [y, ...,1,, alors par

le théoréme de McMillan, ces longueurs doivent satisfaire 'inégalité de Kraft. Si les longueurs
vérifient l'inégalité de Kraft, alors par le 2) du théoréme 2.10, il existe un code instantané b-aire

dont les mots de code ont pour longueurs Iy, ...,1,.

2.3.2 Codes optimaux en moyenne.

Le résultat fondamental du codage dans un canal non-bruité énoncé par Shannon, est que
la longueur moyenne minimale du code dans une famille de codes uniquement décodables est

minorée par ’entropie H(P) de la source. De plus on a le résultat suivant
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Théoréme 2.13. Il existe un code instantané dont la longueur moyenne vérifie

H(P)<L< H(P)+1.

Le résultat précédent suggere alors de définir comme mesure de Pefficacité d’un code le rapport
entre sa longueur moyenne et l’entropie de la source. Ce critére est a la base du principe

d’universalité, qui peut étre formulé de la maniére suivante :

Définition 2.14. Un code f d’un ensemble d’objets O vers un ensemble de descriptions A* est

universel, s’il existe une constante c, telle que

Teco PEUFE)) _
max{H(P),1} ~ 7

pour toute distribution P telle que 0 < H(P) < oo.

Dans [68], ’auteur propose un code affectant a tout élément = de ’espace des objets un élément
de A* de longueur [—log P(z)], ol P est la loi de probabilité de la source. Ce code vérifie
clairement la propriété d’universalité, et 'inégalité de Kraft. Le code de Shannon peut étre
construit de la maniére suivante. Soit une source & n éléments S = (O, P), et un arrangement
de ces mots correspondant & des probabilités décroissantes pi,...,pn. Soit P = :;11 p;, pour
r =1,...,n. Le code binaire de I’ensemble des n éléments vers {0, 1}* est obtenu en codant r
par un nombre binaire E(r) obtenu en tronquant le développement binaire de P, a la longueur

[(E(r)) de maniére & obtenir :
—logp, <I(E(r)) £ 1—logp,.

Le code ainsi obtenu, est le code de Shannon. Il a la propriété que les éléments hautement
probables de la source sont codés avec des mots de codes courts, et les éléments les moins

probables, avec les mots de codes les plus longs. De plus, on a :

9=UE(M) < 5, < 9~UBENHL,

Le code de I’élément d’indice r differe des codes des éléments d’indices r 4 1 a travers au moins

une position binaire, puisque pour tout : tel que r+1 <7< m,ona :

P; > P, + 270,
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et ainsi les chiffres du développement binaire de P, et P; ne peuvent &tre identiques sur I’ensemble
des I(E(r)) premiéres positions. La fonction E est donc uniquement décodable. Aucune valeur
de E n’étant le préfixe d’une autre valeur, ’ensemble des mots de codes est un ensemble prefix-
free. Le message source peut étre reconstitué séquentiellement. En posant L = 57, pl(E(r))
la longueur moyenne du code et H(P) = — 3, p,logp,. Ce qui précéde fournit les inégalités

suivantes :

- Zprlogpr < Zprl(E(r)) < Zpr(l ~logp,) =1~ Zpr log pr,

ce qui montre que

H(P)<L<1+H(P).







Chapitre 3

Compression optimale des données.

On observe sur un intervalle de temps [0, T, la réalisation de n processus ponctuels, de méme
loi, d’intensité stochastique A(s), s € [0,7]. A partir d’une partition «,, de I’intervalle de temps
[0, 77,1l est possible de construire une partition 7, de espace des réalisations du couple (N,Y),
basée sur k,, (voir section 3.1). Sur les atomes de cette partition, un code & deux parties peut
étre défini. La premieére est un code pour une fonction d’intensité, et la seconde est un code de
Shannon pour les données observées, basé sur la fonction d’intensité correspondante. Sous des
hypotheéses convenables, toute loi de probabilité Pg associée a un modele de Aalen admet une
dérivée de Radon-Nikodym par rapport & une loi donnée Fy. Pour une précision suffisamment
fine, I'opposé de la log-vraisemblance calculée sur les données discrétisées, coincide avec la lon-
gueur du code de Shannon a un terme prés ne dépendant que de la mesure de base F. Cette
approximation permet de considérer I’opposé de la log-vraisemblance comme la longueur & une
constante pres d’un code de Shannon pour les données discrétisées, et justifie le fait de définir la
longueur du code en terme de vraisemblance, et non de probabilités sur les atomes de la partition
(lemme 3.2). Les fonctions candidates sont supposées appartenir & un espace fonctionnel donné
ou a une suite croissante d’espaces. L’application qui associe a toute fonction la longueur de son
code est appelée fonction de complexité. Le choix des fonctions de complexité est soumis a des
contraintes lies a la décodabilité unique du message transmis. Ces fonctions de complexité se-
ront de deux types : algorithmiques, ou descriptionnelles. La complexité algorithmique mesure
le contenu en information d’un objet individuel, et représente la longueur minimale d’un code

pour cet objet. La complexité descriptionnelle par contre, ne cherche pas a décrire complétement
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’objet, mais cherche 3 l’identifier au sein d’un ensemble auquel il appartient. Les fonctions de
complexité seront définies soit pour des fonctions admettant une décomposition sur une base,
soit dans un espace de fonctions de cardinal fini. Dans le premier cas, le codage des coefficients
de la décomposition de la fonction dans la base considérée suffira & la décrire completement.
Dans le second cas, (purement théorique) une complexité égale au log du cardinal de ’ensemble
peut étre affectée & chaque fonction, ce qui revient & en donner l'indice au sein de ’ensemble. Si
la famille considérée fait elle-méme partie d’un ensemble de familles, il suffira d’indicer chaque

famille pour décrire complétement les fonctions de I’ensemble de toutes les familles.

Modeles de familles candidates.

Dans toute la suite la fonction d’intensité « associée a la loi P, du processus appartient a
’espace Lo des fonctions de carré intégrable sur [0,7T]. Soit (") une famille disjointe de sous-
ensembles dénombrables de Ly, et I'y = [y U '™ avec Ty = I'®). La suite (T )n est une suite

croissante d’ensembles, et on notera I' = Unzol"(n) sa limite.

Cas paramétrique et semi-paramétrique. Dans tout ce paragraphe, m(n) est considéré
comme constant dans le cas paramétrique, et comme une suite entiére croissante dans le cas
semi-paramétrique. Soient ¢1,. .., Py (y), une famille de fonctions orthonormées qui engendrent
un espace &, contenu dans Ly([0,T]); nous noterons T, le sous-ensemble des fonctions de &,
positives sur [0,7]. L’ensemble T', est alors par définition, 'ensemble obtenu en tronquant les
coefficients des fonctions de I',,, & une précision 8,. Dans I'espace T',, on définit la projection de
a par :

G = argmin [|a— B 2.
Beln

Par continuité de la norme Lo, le minimum sur T’y de || & — 8 ||z, est également le minimum sur
le sous-ensemble fermé B, = {8 € ', :|| @ — B ||2< K}, pour une constante K convenablement
choisie. Cet ensemble étant convexe et fermé, l’existence et 'unicité du minimum sont assurés.
L’ensemble I',, est dénombrable. Tout voisinage de &, au sens de la distance induite par la norme
L, contient donc un ensemble fini de fonctions de I',. L’application qui & 3 associe || a — 3 ll2,

admet dans cet ensemble un minimum qui n’est pas nécessairement unique et qui sera noté oy,.
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Par définition

of =argmin || o — .
2 =arg min @~ s

Remarque : S’il existe ng tel que o € T'y,, alors pour tout » > ng on aura également o

S *

Cas totalement non-paramétrique. Dans le cas totalement non-paramétrique, on considére
que la fonction d’intensité est bornée inférieurement, et qu’elle appartient 3 Wi, =18 :8(s) 2
a1, || B®) ||z < 00,k =1,2,...,r}, avec @ > 0. Dans ce cas, on utilise ’e-entropie H. d’un
ensemble de fonctions W, qui est le log du cardinal du plus petit réseau de fonctions ¥ tel que
pour toute fonction 3 € W il existe une fonction 4 satisfaisant || § — 7 [leo< €. Des résultats de
[12] montrent que pour tout € suffisamment petit, 1’s-entropie de la boule de Sobolev est bornée
par c(l/s)l/r ol ¢ dépend uniquement de @ et de r. Une suite ¢, décroissante permet de définir
une suite I'y(g,) de réseaux de Wy . La complexité C,(-) est par définition le logarithme du
cardinal de I's(g,). Si & € W3 |, par définition il existe au moins une fonction 7, € I'y(&,) telle

que || @ — Y5 ||oo< €n-
Définition 3.1. Dans le cas totalement non-paraméirique, on notera

~ ok
Ay = Q)

une fonction arbitraire de ', (g,,) contenue dans la boule de centre o et de rayon &,.

On suppose, et ce sera le cas dans les situations étudiées, qu’en cas de non-unicité on dispose
d’un procédé permettant de définir é&, de maniere unique.

Dans la suite on pourra étre conduits & supposer vérifiées certaines des conditions ci-dessous.

|Conditions sur I'y, et C,,.

G1 Il existe 0 < 2 < 1, et b > 0 tel que les fonctions de complexité satisfont ’inégalité :

S 270 B) <p, (3.1)
Bel,

G2 Les fonctions de complexité satisfont

Cp = o(n). (3.2)
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G3 Soit a;, = argminger, || @ — B ||2, alors :
Jim = o= 0. (33

G4 11 existe une suite croissante a, et deux constantes fy et fy telles que pour toute fonction

B € Ty, on ait 'inégalité

foaz* < B < fran. (3.4)

De méme, certains énoncés feront éventuellement appel aux hypothéses suivantes.

Hypothéses sur le modeéele.

H3 Le processus Y est borné Py-presque-siirement par une constante Dy .

Po(sng(s) <Dy)=1. (3.5)

H4 Il existe deux constantes g et 6, telles que :

0< by <EQY(s) =06a(s) <01. (3.6)

Remarque : Les conditions G1 a (G4 portent uniquement sur les fonctions candidates et les fonctions
de complexité. Il est aisé de déterminer en pratique des longueurs de codes et des ensembles de fonctions
candidates qui les vérifient. Les hypothéses H3 et H4 sont vérifiées par exemple dans le cas de processus

de Poisson avec g = 6, = 1, et Dy = 1.
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3.1 Approximation de la longueur du code de Shannon.

Soit B € I', une fonction d’intensité, Pg la probabilité associée et (N,Y) un processus

sur (@, (Fy)) muni de la probabilité Pz. Si 'on définit une partition finie ou dénombrable
m = (A;,4 € J) de Vespace des réalisations du processus (N,Y), on peut associer & (N,Y) un
processus de loi discrete (Pg(4;),i € J), et donc un code de Shannon.
En situation d’échantillonage, nous montrons sous certaines conditions qu’il est possible de
construire une suite de partitions (m,(,)) associées & des précisions (J,,(»)) de plus en plus fines
des observations sur [0, 7] telles que la log-vraisemblance log Lz(N™,Y") se comporte asymp-
totiquement comme log F5(A) — log Fo(A), ot A est 'élément de la partition 7,,(,) contenant
Pobservation (N™,Y™). Clairement ce résultat tend & justifier la démarche consistant & définir
la longueur de description de I’observation (N™, Y™) sous la probabilité Ps par le logarithme de
Iinverse de la vraisemblance du processus d’origine.

Dans la suite, nous nous restreignons & une classe de processus de la forme :
i
Y(s) = _eils, (s),
j=0

avec By = [0,t1[, By = [t, T), et pour 0 < j < g, B; = [t;,¢;+1[. § est le nombre de changements
d’états de Y. Nous supposons que Y prend ses valeurs dans un ensemble Fy de cardinal fini.
Les processus de Poisson sont dans cette classe avec § = 0, Card(Fy) = 1, et ¢g = 1. Il en est
de méme pour les processus associés aux durées censurées, on a alors § € {0,1}. Nous notons
T1,---,Ta les dates de saut du processus N.

L’approximation (N,Y)

Etant donné une précision 8,, = 2~™, nous notons (N,Y), le couple (N, Y) vu 3 la précision &,,.
p

De maniére précise, soit la partition de [0, T] en intervalles I; de longueurs 1/2™ définis par :
L =[jT/2", (j+ 1)T/2™], pour j =0,...,2™ -2,

et Iom_y = [(2™ — 1)T/2™,T]. Nous notons o (resp. of;) I'application de 1,9, = {1,...,9n}
(resp. de 1,7, ) dans 0,2™ — 1 qui, & chaque date de changement d’état de Y (resp. de N)
associe l'indice de I’intervalle I; ot il se produit.

Soient #; et 7; les dates t; et 7; tronquées & la précision 4,,. Y et N sont alors définis par

~ Y(t;)sise I, et jc ol
¥(s) = (t5) jetJ Y
Y (s) sinon ,
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et

N

J

)sisel; et j€of;

N(s) = .
N (s) sinon.

Notons quesi (N*,Y") = ((N1,Y1), ..., (Nn, ¥)) est un échantillon, et (N", }7") = ((Kfl, i), (Nn,?n))

’échantillon observé & la précision 8,,, alors N, = N, et Y,, = Y,,. Nous notons Lg(f\” 7, Y7 la

fonction
= T -
exp (_ /()T(ﬁ(s) - 1)Yn(s)ds+/0 In ﬁ(s)dNn(s)) .

La partition m,, associée & é,.

La partition 7, est définie comme la famille des ensembles de la forme

A= A(’fln,ﬂn,eo,...,egn,G?,O‘ﬁ). (37)

(N™,Y™) appartient 3 A si : N,([0,T]) = #, les points de sauts du processus cumulé N,,

sont dans les intervalles I‘fﬁ(i)’ pour j = 1,...,7,, Y, parcourt les états eg,...,ez,, et les
changements d’état de Y, ont lieu dans les intervalles Iagy (7). Clairement les ensembles A sont
mesurables, et constituent une partition de ’espace des réalisations de (N,,Y,,). Le résultat que
nous démontrons ci-dessous fera appel 4 la condition suivante :

G5 : Il existe C telle que pour tout n et tout § € I, on ait :

Va,y € [0,T],|8(z) — B(y)| < Clz —y|. (3.8)

Utilisant 1 — 1/a¢ < In(a) < a — 1 avec a = f(z)/B(y), on vérifie facilement que G4 et G5

impliquent

Va,y € [0,T],In B(z) = In B(y)| < Cay, |z — y]. (3.9

Lemme 3.2. Supposons les conditions G4 et G5 satisfaites. Soit (S (n)) = 2=m(") yne suite
de précisions dyadiques, (N™,Y™) = ((N1,Y1),-.., (Nn,Y,)) un échantillon du couple (N,Y)
et (N n,?”) le vecteur des approzimations de (N™,Y™) a la précision 6p(n). On a Pg presque-
surement

llog 1/£5 (N, ¥™) = 10g1/L5(8™, )| < Canyn(ay (Gn + ion),

o1l §, est le nombre de changements d’état de Y, et fi, = N,([0,TY).
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Preuve : Avec des notations évidentes, le processus cumulé Y, peut s’écrire sous la forme

Un
== Z e; 1 B;.z(s)
=0
et 7,1 sous la forme

Z €15 (5)

oll E;L = {fj,fj_,_l[ si B;L = [t]',tj+1[. On a alors

[:B(Nn’yn)—ex —T ) = 1)(Vn(s) = Vo (s))ds Tns_s——:s
LR ) P( /O(ﬂ() 1)(Yr(s) = Ya(s))d +/0 In B(s)d(Nyp(s) = Nn( )))-

Pour le premier terme dans ’exponentielle, on peut écrire :

T . - Jn
J; 66 =0T - Toenes < 3 [ 1= 860y 9 - 15y )
n T
< supl=BEIY [ |lap(s) ~ Tgs(6)| ds
s =0 0 7
< 2sup|l—f(s)| 6 (L + Fn)
< Capbmin (3.10)
Pour le second terme, utilisant la condition G5 on a :
T — fin
[ mBEAF () = Nu(e)| € 3 I A(5) - 1n p(r)
7=1
< Cay i |75 — 741
j=1
< Canbping (3.11)

Par 3.10 et 3.11, on obtient :

Lp(N", ¥™)

log ———
ﬁﬁ(Nn,Yn)

ce qui termine la démonstration.

[]

Le lemme ci-dessus est important pour le controle de Perreur lors du codage d’observations

mais est aussi déterminant dans la démonstration du résultat énoncé ci-dessous.
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Proposition 3.3. Supposons les conditions G4 et G satisfaites. Soit (6p(n)) = 2-m(") yne
suite de précisions dyadiques, (Tpy(n)) la suite de partitions de Q associées, (N",Y™) = ((N1, Y1),
un échantillon du couple (N,Y) et A Iélément de la partition m,,(,) contenant (N",Y™). On a

Pg presque-sturement
llog 1/ Ps(4) — log 1/ Po(A) ~ log 1/ Lo (N™, Y"))| € Catndyngr) (i + in), (3.12)

ou i, est le nombre de changements d’état de Y, et #,, = N, ([0, T]).
Sian, = O0(n%), ¢ > 0, fi, = O(n) presque-sirement, alors n'*t4 = 0(2™(")) assure la convergence

vers 0 de Uerreur d’approzimation ci-dessus.

Preuve : Observons que

|log1/Pg(A) —log1/Fo(A) — logl/Lg(N™ Y™))| <
llog 1/ P3(A) — log 1/ Po(4) — log 1/ £a(N™, 7))
+ |1og1/£ﬁ(ﬁn,?n))—1og1/£ﬁ(Nn,yn))|. (3.13)

Le lemme (3.2) nous a donné une majoration pour le 2éme terme de la partie droite de I'inégalité.

Considérons le ler terme.
Py(A) = / Ls(N™,Y™)dP,
A

= Lo 77 [

T _ =
exp (“/0 (B(s) = 1)(¥Yals) - Yn(s))d3>
T _ —=
exp (/ In B(s)d(Ny(s) - Nn(s))) b,
0

car Eﬁ(]v " Y™) est constante sur A. En reprenant le raisonnement utilisé dans la démonstration
du lemme 3.2, on obtient que I’exponentielle figurant dans l'intégrale est majorée sur A par

Candm(n) (Gn + fr). 11 s’ensuit
Ps(A) < Lo(N, 7) exp (Candm(m (n + in) ) Po(A).

Prenant le logarithme, utilisant 'inégalité 3.13 et faisant & nouveau appel au lemme 3.2 on

obtient le résultat.

cooy (N, Y)

1




3.1. Approximation de la longueur du code de Shannon. 33

Remarque : Dans le cas des processus associés & des modeles de durées, card(Ey)=2, §, < n et

N,[0,T] < n presque-sirement. Si la famille I',, vérifie G4 avec @, = n9, la convergence presque-sire

vers 0 de lerreur d’approximation (3.12) est assurée pour nl+? = o(27m(")).

Remarque : Il en est de méme dans le cas des processus de Poisson. En effet si V est un processus de
Poisson de fonction d’intensité élément de I'y,, il découle de la loi du logarithme itéré que 7, = N, ([0,T])

se comporte en O(n) presque-sirement.

Remarque : Le terme — log Eﬁ(ﬁ " Y") est & une constante prés (indépendante de ), la longueur d’un
code de Shannon pour les réalisations des processus discrétisés N™ et }7", tandis que ’opposé de la log-
vraisemblance —log Lg(N™,Y™), & partir de laquelle nous obtiendrons tous les résultats asymptotiques,
ne peut pas en toute rigueur admettre une telle interprétation, car il n’existe pas de code de longueur
finie pour les réalisations du couple (N™,Y™).

(]

Le théoreme de Shannon (théoréme du codage dans un canal non-bruité) montre que ’entropie
est une borne inférieure de ’espérance de la longueur de tout code uniquement décodable. La
longueur du code de Shannon a, par construction, une espérance égale & un bit prés & I’entropie
de la source, cette longueur est donc quasiment optimale dans la classe des codes uniquement

décodables.

2

Proposition 3.4. Soit « € T, Tm(n) Une partition de lespace Q et A, Uélément aléatoire

défini par (N,Y). On a

1. La longueur moyenne de tout code uniquement décodable I(-) défini sur la partition ., (z)

est supérieure a la longueur moyenne du code de Shannon basé sur «

Eq (I(An) —~log1/Fy(An)) 2 0.

2. Soit u, une suite telle que 3, 27" < oo, (u, = log(n) + 2loglog(n) par exemple). P,

presque-sirement, pour n suffisamment grand :

1(A,) > log1/P,(Ay) — up.
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Preuve : Soit ((4,) = 2=4n) pour tout A, € Tm(n)- Par hypothése sur [, ¢} définit une

sous-probabilité. En utilisant les propriétés du logarithme, on a :

B log (2252))] - L Rl (Z)

Q(An)\ 1
2 P (A) (1 - Xm0} —
- Agrn ( )< Pa(An))IHQ
= (1— S Q(An))ﬁ
An€nh,
> 0,

d’ot la conclusion. Pour montrer le second résultat, il suffit de remarquer, que ’on a, en utilisant

I'inégalité de Markov :

P, (I(As) < —log Pa(An) —un) = Pa(Q(An)27"" 2 Pu(Ay))

< 27,

Par hypothése cette borne est le terme général d’une série convergente, et le lemme de Borel-

Cantelli permet de conclure.

[

Les résultats des propositions 3.4 et 3.3 permettent de conclure que log1/L, constitue & une
constante prés en moyenne, mais également P, presque-sirement 3 une suite (de l’ordre de
log(n)) prés, une borne inférieure pour la longueur du code dans la famille des codes uniquement

décodables définis sur m,(,). D’oli 'optimalité de ce principe de codage.

3.2 Codage variable de réalisations de processus ponctuels

En général, la fonction d’intensité o de la loi ayant généré les données est inconnue. In-
tuitivement, un code basé sur un estimateur de cette fonction aura des longueurs sensiblement
égales 3 celles du code basé sur a. Un tel procédé de codage nécessite également le codage
de la fonction d’intensité estimée. A l'issue de la section 2.3.1, on a vu qu’un code pour une
fonction admettant une décomposition suivant une base pouvait se ramener a un code pour ses
coefficients. Le prochain paragraphe détaille la définition des longueurs de codes pour différents

types de familles candidates.
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Fonctions de complexité.

Dans la section 2.1, nous avons montré que le programme binaire z(8) pour une fonction f

admettant une décomposition sur une base (¢) est la concaténation de deux chaines

ol z(¢) est un programme pour les fonctions de base, et z(fg,...,By), un programme pour
les coefficients de la fonction 8. Si les coefficients varient dans un intervalle borné, le codage
binaire classique suffit a les représenter, mais dans le cas de coefficients variant librement dans N,
ce codage ne satisfait plus 'inégalité de Kraft. Déterminer une représentation pour des entiers
naturels qui satisfait I'inégalité de Kraft, équivaut & trouver un code uniquement décodable pour
une source dénombrable. On peut résumer en disant que le premier terme z(¢) du programme
calculant B correspond & la théorie exposée dans la section 2.1, et le second, z(Bo, ..., Bm),
correspond a la théorie de la section 2.3 pour une source dénombrable d’entiers. Certains auteurs
ont étudié les performances des codes universels pour des sources dénombrables d’entiers. Dans
[32], ’auteur construit des codes universels pour des entiers issus d’une source, sans connaissance
a priori de la loi de probabilité de la source. Plus précisément, étant donné un processus a valeur
dans ’ensemble des entiers naturels, on cherche & déterminer une suite de longueurs de codes

(L*(1),L*(2),...), qui satisfait 'inégalité de Kraft, et qui est solution du probleme minimax
min sup Z [P(:)L(2)]/H(P), (3.14)
L pep.
eN
ol P est un ensemble de probabilités.

Définition 3.5. (Suite de longueurs optimale.) Soit P = (P(1), P(2),...) une probabilité défi-

nie sur N*, qui vérifie
i) P(t) < 1 pour tout i € N, et il existe M tel que P(i) > P(i+ 1) pour tout 1 > M.

i) H(P) = =3 P(i)log P(t) = o0,

1Un tel programme consiste en fait & recopier le vecteur des coefficients inscrit sur des rubans de la machine,
(faisant office de mémoire) sur le ruban de sortie. Sa longueur est & une constante additive pres, égale 2 la longueur

de la représentation du vecteur des coefficients
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et L = (L(1),L(2),...) une suite de longueurs d’entiers qui vérifie l'inégalité de Kraft. Toute

solution du probléme

minsup lim
L p N

(_ Ly PO)L() ) , (3.15)

iy P(i) log P(i)

est appelée une suite de longueurs optimales.

Exemple 3.1 : Longueur de code optimale.

Soit log™ () = log(z)+loglog(z)+. . ., olt la somme ne comprend que des termes positifs. [49] montrent
que ), 9-1og" (k) = ¢, ol ¢ ~ 2.865064. Toute suite de longueurs telle que L(k) > log* (k) +logc, satisfait
donc I'inégalité de Kraft, de plus, de telles suites sont optimales au sens de la définition 3.5 (pour une

preuve, voir par exemple [63]).

Remarque : La vitesse de croissance des suites optimales est bornée, en effet [63] théoréme 2 montre

que toute suite optimale L vérifie :
log(k) < L(k) < log(k) +r(k),

ou r(k)/log(k) — 0, et r(k) = oo quand k — co.

Lo

Dans la suite, ces suites de longueurs optimales, (ou codes optimaux) seront notées C'(-), ou
Cp(-) si le code est autorisé a varier avec la taille de I’échantillon.

Dans le cas totalement non-paramétrique, le plus petit e-réseau associé a ’ensemble, fournit un
ensemble fini de fonctions, qui peut donc étre indexé. Un code de longueurs inférieures ou égales
au logarithme du cardinal de I’ensemble permet ainsi d’en identifier toutes les fonctions. Cette
derniére complexité est descriptionnelle, et a des liens avec ’approche métrique de I’estimation
développée entre autres par Lecam, Birgé et Yatracos. Pour des familles de fonctions para-
métriques, ou des suites de familles paramétriques dont la dimension croit avec la taille de
I’échantillon, la complexité d’une fonction se décompose en la somme de plusieurs termes, dont
'un, (codant les coefficients, tronqués & une certaine précision, de la décomposition de la fonc-
tion sur une base) représente la longueur d’un code universel pour un vecteur d’entiers, et les
autres, décrivent un ensemble de parametres liés & ’espace considéré (type de famille, dimension

de Pespace, précision, etc ...).




3.2. Codage variable de réalisations de processus ponctuels 37

1. Cas paramétrique. « appartient a une partie d’un sous-espace isomorphe & R™. On

peut définir pour tout § € ', :

Con(B) = co + C(6n) ~ mlogd, + C([4]), (3.16)

olt C([f]) est la longueur d’un code optimal pour la partie entiere des coefficients de la
décomposition de § sur la base (), ¢g est la longueur d’un code décrivant la base et C(48,)
la longueur d’un code pour la précision. Dans cet exemple, le code utilisé pour la partie
fractionnaire du vecteur des coefficients est autorisé a croitre avec la taille de ’échantillon,
puisqu’on autorise une précision dépendant de cette taille. Les coefficients des fonctions
de I, sont tronqués & une précision &, = 2~ oll d,, est une suite croissante qui représente

le nombre de positions binaires dans le développement fractionnaire du coefficient.

2. Cas semi-paramétrique. Dans ce cas, nous supposons que la fonction o peut étre
approximée au sens de la distance L, sur 'intervalle [0,T] par des fonctions de la suite

d’espaces (I'y), (i.e. condition G3). Pour tout § € I';, on définit :
Cr(B) = co + C(d,) + C(m(n)) — m(n) log 6, + C([F]), (3.17)

ou C([A]), co et C(8,) sont définis de maniére identique, C(m(n)) représentant la longueur

d’un code universel pour la dimension.

3. Cas totalement non-paramétrique. « est recherchée dans une partie finie d’un espace
de Sobolev. La complexité affectée a chaque fonction est de 'ordre du log du cardinal de
Pensemble. Cette complexité, purement descriptionnelle, revient & donner I'indice de la

fonction au sein de ’ensemble. Elle a pour expression :

Cr(B) = e(1/ea)'/", (3.18)

ol ¢ dépend des éléments a et de r intervenant dans la définition de W3 , = {8 : 8(s) >

@[ BH Iy < ook =1,2,...,r}.

Quand aucune spécification ne sera nécessaire, C,(:) désignera I'une quelconque de ces com-

plexités.
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3.2.1 Bornes supérieures de la redondance

L’équivalence 3 une constante additive prés entre la vraisemblance et les probabilités calculées
sur les atomes d’une partition, permet de déduire des résultats d’optimalité en moyenne pour
les longueurs (— log £3), qui sont approximativement les longueurs d’un code de Shannon pour
des réalisations de processus ponctuels. Aprés avoir spécifié les familles de fonctions candidates,
nous rappelons les résultats d’optimalité du code de Shannon basé sur la loi P, du processus
ayant généré les données, et nous montrons, que méme quand la fonction d’intensité associée
a cette loi, ne peut pas étre décrite par un code de longueur finie, il existe des codes obtenus
3 partir d’une suite de fonctions de T, dont la redondance converge vers zéro a une vitesse

dépendant des propriétés d’approximation de la famille de fonctions candidates.

Définition 3.6. (Complexité.) La complezité C(N",Y™) des données (N",Y™) relativement

auz fonctions de complexité Cp(-) et aux ensembles I'y, est définie par
C(N™Y") = ﬁneurn (Cn(B) +1og 1/Ls(N™,Y™)) (3.19)

ou Lg est la vraisemblance obtenue pour la probabilité associée d la fonction (.

Remarque : Etant donné n observations du processus (N,Y), la complexité stochastique est une mesure
de la qualité de la meilleure compression possible des données relativement aux fonctions Cy, et a I'y.
Cette complexité sera d’autant plus faible que la qualité de I’approximation de o par des fonctions de ',
sera bonne et que le taux de croissance des fonctions C,, sera faible.

o

L’espérance de la différence entre la longueur du code élaboré a partir de la fonction ayant
généré les données et un code basé sur une fonction d’intensité 8 quelconque (la redondance du
code), sera également utilisée comme mesure de ’erreur d’estimation. Bien que n’étant pas une
distance, cette quantité est proche de la distance L et lui est localement équivalente. Elle est
équivalente 2 la distance L, dans le cas de fonctions bornées (voir lemme 4.7), et elle domine la

distance Ly.

Définition 3.7. La distance d(c« || 8) entre deuz fonctions d’intensité o et 3 déduite de la

distance de Kullback-Leibler des vraisemblances associées est :

d(a|| B) = Eq [log (%)] (3.20)
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Un calcul direct permet de montrer que :

Proposition 3.8. La distance de Kullback-Leibler d(a || B) admet l’expression

T a(s
Al §)= g . [t oe 563 +80s) - a(9)] s,

ot 05(s) = Ea(Y (s)).

Preuve :
1og<§—;> ln2/ ()ds+12/1g< 8)&\7()
En utilisant dN(s) = a(s)Y (s)ds + dM(s) et E, (AN (s)) = a(s)E,(Y (s))ds, on obtient :

E. [log (ﬁﬁ)] - 51—2—/:(,6(3)-a(s))Ea(Y(s))ds+—1- log —) E, (dN(s))

_ % /OT [a(s) log % +B(s) - a(s)] 6u(s)ds

L’ensemble des fonctions pouvant étre approchées par des fonctions de I', au sens de ’entropie,

est la fermeture au sens de 'information que nous noterons I'.

Définition 3.9. La fermeture I de T' est I’ensemble des fonctions o pour lesquelles

inf d(a || ) = 0.

Définition 3.10. Soit un échantillon de taille n d’un processus de Aalen (N,Y) sur (Q,(Fy))
muni de la probabilité P,. La redondance R,(a || B) du code basé sur la fonction § est définie

par

Rn(a || B) = %Ea [(log(1/Ls(N™,Y™)) + Ca(f)) — log (1/La(N", Y™))].
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Il découle immédiatement de la définition ci-dessus que la redondance R, (o || 8) vérifie

Ralar]) 6) = d(a || ) + +Ca(6).

La redondance minimale parmi les codes basés sur des fonctions d’un ensemble T',, est une

quantité qui jouera un role fondamental dans la suite : l'indice de résolvabilité.

Définition 3.11. La redondance minimale entre le code basé sur o et les codes variables basés

sur des fonctions de I'y,, est appelée l'indice de résolvabilité. Elle a pour expression :

Rafa) = pin (4 8)+ 2Ca(6) )

Remarque : Si la condition G2 est vérifiée, une condition nécessaire et suffisante pour que ’indice de
résolvabilité R, («) converge vers zéro est que o appartienne a la fermeture T'.

<

La proposition suivante donne une condition suffisante pour que la complexité des fonctions

o demeure bornée, dans le cas de suites de familles paramétriques.

Proposition 3.12. Dans le cadre de suites de familles paramétriques, sila famille (¢1, . . ., Pm(n))

est orthonormale, et C,,(-) = o(n), alors Cp(a}) = o(n).

Preuve : Par définition, C,,(8) = co+C([f]) — m(n) log,,. Par hypothese, pour 3 € T' fixé, on
a Cp(B) = o(n). Cette relation implique que la partie constante de I’expression de la complexité,
co — m(n) log , se comporte également en o(n). Pour montrer que Cy(0,) = o(n), il suffit alors
de montrer que C([a}]) = o(n). Soit w une suite de longueurs optimale (cf. définition 3.5) telle

que C([#]) = Zm(?) w([B;]). On rappelle que w satisfait la contrainte w(k) < logk + r(k), ou

]:

r(k) = o(log k). Soit &, 'approximation de o dans I,.Ona:

m(n)
Cllen) = > w(lon;))
m(n)
= Z: w([8n,;]) car [Gn,;] = (o]

Z ([dn,j])2

J=1

IN




3.2. Codage variable de réalisations de processus ponctuels 41

m(n)
< Y (@n)?
7=1
= H G, ”%
< lla=an 3+ al}

Par définition de &y, || @ — &, || converge vers 0. Pour n sufisamment grand, on a donc :
Cllop) <2 «ll3-
Cette relation montre que :

Cnlal) < co+ 2 o ||z —m(n)logé,.

On rappelle que dans les cas paramétriques et semi-paramétriques, par définition,

Gn=argmin [|a =5 z.
BETn

Dans le cas totalement non-paramétrique &, = ¢ désigne une fonction arbitraire du réseau

prise dans la boule de centre « et de rayon €,, on pose u, =|| & — &, ||2-

Proposition 3.13. Supposons que a et la famille T, satisfont la condition G3, et que le modéle
vérifie Uhypothése H3. Soit &, la précision ¢ laquelle les fonctions de T',, sont considérées dans
les cas paramétrigues et semi-paramétriques, et soit ., erreur d’approzimation de o par &,.

La redondance du code optimal parmi les codes basés sur les fonctions de ', vérifie :

a) Dans le cas paramétrique :
Rn(a) =0 (62) + 0 (-n"tlogs,) . (3.21)
b) Dans le cas semi-paramétrique :
R.(a)=0 (,ui + m(n)(?i) +0 (—m(n)n~1 log 5n) . (3.22)
¢) Dans le cas totalement non-paramétrique :
Rn(0) =0 (n7'e, ™) + 0(u2), (3.23)

ol g, est le rayon des boules définissant I',,.
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Preuve : La distance de Kullback entre la fonction a et sa meilleure approximation dans I',,,
est voisine du carré de la distance Ly entre les deux fonctions.
T
dallon) = [ [ate)iog 2+ aa(s) — a(s)] als) ds
0 o, (s)
T
< /0 [a(s) <o‘j;(2) - 1) + o, (8) - oz(s)] 0a(s) ds
= [ (o) - a3
—Jo " an(s)
T
swp (23) [ (ats) - @z (9)* as,
0

0<s<T \ 05 (8)

6,(s) ds

IA

ou la premiere inégalité est une conséquence de log(z) < z — 1, appliquée a 2 = a(s)/af(s). Par
la condition G3, pour tout € < ap = infsa(s), il existe n(e) tel que aff > g — €. Pour un tel ¢
et pour n suffisamment grand, on a sup, o},(s)™! < (ap —€)~!. 1l existe donc par I’hypothése

3.6, une constante K telle que :
da]l }) < K1 [ (a(e) - a3(s))" ds.

Par définition :

Rofo) = pin (dla ] 8)+ 2Ca(6)) < d(ar] 03) + 3Ca(es)

n(a)—‘ﬁnéll’l‘}l (Oél[ n 71( — & an n 7 n/te
En tenant compte de la relation entre la distance de Kullback et la norme L, on obtient :
1 ) 1 .
Fn(e) < Ki [l @ — o, [} +=Cn(e}) < Kap + Ksm(n)d2 + = Cn(e}),

ou K7 et K3 sont également des constantes. Dans le cas paramétrique, m est fixé, et u, = 0, on

obtient ainsi :

Ro(0) = O(82)+0 (n7'Cul0}))

Dans le cas semi-paramétrique on obtient :

Ro(@) = O (u+m(n)82) +0 (n7Cn(c}))

= O (,uﬁ + m(n)&i) +0 (—@ log 5n>
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Dans le cas totalement non-paramétrique :

1 1
Rp(a) < :,;an +N721 < ;C(l/gn)l/r +T5$z

Ro(@) = 0 (n71e,17) + O(e2) (3.24)

]

Les bornes précédentes permettent de déterminer une précision pour les coefficients des fonctions
de base dans les cas paramétrique et semi-paramétrique, ainsi qu’un rayon pour les boules du
réseau dans le cas totalement non-paramétrique. Ces deux quantités ne sont pas optimales

compte tenu du fait que la minimisation s’effectue sur des majorants de I'indice de résolvabilité.

Proposition 3.14. Sous les conditions de la proposition précédente, les vitesses de convergence
de lindice de résolvabilité R,(a) fournies dans les cas paramétrique et semi-paraméirique, sont

optimisées pour une suite de précisions (6}) satisfaisant :
55 =0(n"%).

Cette suite de précisions permet d’obtenir dans le cas paramétrique

Ru(a) =0 <1°i ") , (3.25)

et dans le cas des suites de familles paramétriques :

Ra(a) =0 (ui +m(n) 1°i"> . (3.26)
Dans le cas totalement non-paramétrique, le rayon optimal des boules de Sobolev est :
;= O(n~5),
Ce rayon permet d’obtenir la borne optimale

Rn(@) = 0 (n¥+). (3.27)
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Preuve : Cas paramétrique.

Dans le cas paramétrique, m est fixé, et u, = 0, on obtient ainsi :
—0(s _m
Rn(a) =0 (82) +0 ( ~log 5n> .

En dérivant par rapport & §, dans le membre de droite, on obtient & Poptimum :

267 — ;% = 0.
Soit
5 =0 (n~%)

On obtient alors :

Cas semi-paramétrique.

Ba@) = O (42 + m(n)82) - O (-"Lffl log 5n> .

4y est solution de :

m
m(n)8, — nESZ) = 0.
On obtient également comme précision optimale :
& =0(n%).
La résolvabilité correspondante satisfait :
2 -1 log(n)

Ry(a) = O (,un + m(n)n ) + O | m(n) - (3.28)
-0 <u3 +m(n) 1—0'9%) (3.29)

Cas totalement non-paramétrique.

Ru(a) =0 (Te':; + %c(l/sn)l/r> .

En dérivant par rapport & £, optimum est solution de :

1 —1_
——&n " ! + 2¢, = 0.
n




3.2.  Codage variable de réalisations de processus ponctuels 45

Le minimum est obtenu pour :

La résolvabilité vérifie alors

R.(a) = O <(—:i + %c(l/&-n)l/r>

3.2.2 Optimalité presque-siire.

Le paragraphe précédent étudiait la moyenne de la longueur de code additionnelle, dans
la description des observations, due a 'utilisation de fonctions de I', & la place de la fonction
a. On s’intéresse maintenant au comportement, trajectoire 3 trajectoire, de cette longueur
additionnelle. Le lemme suivant est la base de la démonstration du résultat principal mais sera

également utile au chapitre 4 dans 1’étude des vitesses de convergence.

Lemme 3.15. Sila condition G3 et Uhypothese H3 sont vérifiées, alors l’espérance du rapport
entre la vraisemblance basée sur la loi ayant généré les données, et la vraisemblance basée sur

sa melleure approzimation dans I, vérifie :

E, (f:;) < exp (Knvi) ,

ol v, =|| @ — o}, ||2 et K est une constante dépendant de o et Dy .

Preuve : L’espérance du rapport admet Pécriture :

2

T a .
/ exp ( /0 T (07(5) — 20(5) + 1)Tu(s)ds + /0 log a—;(s)dNn(s)) Py

= /exp </0T(ozi',;(s) - 2a(s))7n(s)ds)
exp (/OT —g%(s)?n(s)ds - /OT (Z—j(s) - 1) Vn(s)ds>

T a2 _
exp / log % ()N (s) | Py
0 n

t
Q
S
a1
N’
I
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La fonction v, = o/} est strictement positive et bornée par hypothése sur I', et a. Soit £,,,

la vraisemblance basée sur 7.

T o? —
E, <%) = /E% (N™,Y™) exp (/0 (a;(s) - 2a(s) + &—*-(s)) Yn(s)ds) dB

T " .
< / L. (N"Y™) exp( /0 (a(s)—a;(s))zyn(s)ds> 4P,

inf; o

Par la condition G3, pour tout £ on peut trouver n sufisamment grand tel que inf, o (s) >

inf, a(s) —e = ap—¢ > 0. En utilisant Y, (s) < nDy, et en posant v, =|] a—a, |2, et K = %_Le

on obtient :

E, (é}‘;) < exp (Knv,z.b) /,C% (N™,Y™)dPy = exp (Knvfl) .

Définition 3.16. On appelle redondance ponctuelle la quantité :
1
—~[log 1/L5(N™, Y™) + Cn(f) —log 1/La(N", Y™)].

Cette quantité est la redondance de code observée pour une réalisation donnée, ramenée a la
taille de ’échantillon. On peut également la considérer comme un estimateur empirique de la
redondance. La proposition 3.18 permet de majorer cette quantité en fonction de la vitesse
d’approximation de o dans la famille des fonctions candidates, et du taux de croissance des
fonctions de complexité. Le lemme ci-dessous donne la vitesse de la redondance ponctuelle de

la meilleure approximation de la fonction o dans I'y,.

Lemme 3.17. Soit o la meilleure approzimation de o dans T'y, et v, =|| @ — o, [|2. Sila
famille T, vérifie la condition G3 et le processus Y Uhypothése H3, alors P, presque-sirement,

I’inégalité suivante est vérifiée pour n suffisamment grand :

(log1/Lax + Cnlay,) — log 1/L,) < é€n,

S|

avec g, = %ﬁl +(1+ u)lﬂiﬂ +v2, et p > 0 une constante qui peut éire choisie arbitrairement

petite.
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Preuve : Soit 0 < ¢ et A, définis par A, = {27 L0 (N", V") > L, (N, Y™)27en},

D’apres I'inégalité de Markov,

Pa(4,) < Ea(ég-)QCn(ai)—nsn‘

*
Qp

D’apres le lemme 3.15, on a

*
an

E, (fo‘ ) < exp (I&'nvi) /C%(N”,Y”)dPO = exp (Km)z) ,
ol v, =|| @ — &, |2, d’o1,
Pa(A_n) < 2Cn(a,"f‘)—nsn2Knv% (330)

Par le lemme de Borel-Cantelli, une condition suffisante pour que A, soit vérifié presque-

stirement pour n suffisamment grand est que :

Cn(at)—nen+Km2 ., _ 1
2 {a))—ne nvL g _anu’ (331)

pour 4 > 0, ot f(n) = g(n) signifie qu’il existe 0 < K; < K3 < oo tels que pour n suffisamment
grand, K; < f(n)/g(n) < K.

[

Pour établir la proposition qui suit, il suffit de remarquer que la longueur du code minimal dans
I, est par définition inférieure & celle du code basé sur «j. La borne obtenue dans le lemme

3.17 est donc également valable pour ce code.

Proposition 3.18. La redondance ponctuelle du code de longueur minimale parmi les codes

basés sur les fonctions de U, satisfait P,-presque-sirement :

i %[logl/ﬁg(N”,Yn) + Cn(B) = log 1/La(N™, Y™)]

= 0 (n‘lCn(aZD +0 (vﬁ) +0 <loin> .

Ce résultat est une conséquence immeédiate du lemme 3.17. La déviation de la redondance

ponctuelle par rapport & la redondance R,(«) se comporte donc en O(n™!logn).
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3.2.3 Chaine de Markov avec censure pour la compression d’images numé-

riques.

Dans cette section, nous montrons brievement comment le principe de description minimale
d’observations de processus ponctuels pourrait s’appliquer a la modélisation d’une image numé-
rique observée sur un intervalle de temps [0, T']. On considéere pour cette application, un modele
de chaine de Markov avec censure.

Soit E = {1,...,m} lespace fini des états d’une chaine de Markov & temps continu. Soit o/ (t) la
probabilité de transition infinitésimale entre les états i et . On suppose que toutes les fonctions
a¥ sont des fonctions de Lo, strictement positives et continues & gauche. Soit X un processus de
Markov & espace d’états E. Soit N (-) le processus comptant le nombre de transitions directes
entre les états i et 7, et Yi(t) = 1 si X(t) = 4, 0 sinon. On suppose pour i = 1,...,m, que Y’ a
des trajectoires continues a gauche. Soit IV le processus ponctuel multivarié formé par tous les

processus N% 1 < 1,5 < m, et soit N; la tribu engendrée par N.

NU() N2()... NM()... Nm() Y1i()
N()=] N() N (. Nm(y | et YO = vi()

[2] (section 5D) montre qu’on est encore dans le cadre d’un modele multiplicatif. Chaque com-
posante N(-) de N a un processus d’intensité A% = Y*(¢)a (t) par rapport & M;. Si on observe
’échantillon, (Ny,...,NN,) de processus ponctuels multivariés et (Y7,...,Ys) les processus pré-
visibles associés, ce modele permet de décrire I’évolution au cours d’une période de temps finie,
d’un ensemble de pixels (point-écran). On suppose pour cela que les états de I représentent
les états possibles d’un pixel (intensité lumineuse, couleur, niveau de gris, etc ...), codés d’une
maniére adéquate. Le processus N/, compte pour un pixel donné, le nombre de transitions de
’état ¢ vers 1’état j. Les composantes du processus multivarié Y (-), indiquent ’état dans lequel
se trouve le pixel. Les dates de changement d’état du pixel sont considérées comme des points de

sauts du processus multivarié N. Si on considére un échantillon de pixels, on aura les vecteurs
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de processus multivariés N(®) = (Ny,...,N,) et Y = (V3,.. ., Y,), de méme loi, représentant
les processus associés aux points d’un écran. On suppose que les processus sont indépendants
dans l’espace ((N;,Y;) et (IV;,Y;) sont indépendants pour ¢ # 7). Soient
. n .. n ..
V=3 Ve N =Y WY
k=1 k=1

L’échantillon admet la vraisemblance :

Le(N™ Yy ™) < exp (i (/OT(l - ﬁij(s))?(s)ds—i— /OT log (ﬂ’J(s)) dﬁij(s)>) .

1,j=1

Sur Pintervalle de temps [0, 7], le mouvement est représenté par la suite d’images prises & un
intervalle de temps régulier 6,,,, qui définit ainsi une partition de I’intervalle de temps [0, 7], que
nous pouvons comparer a la partition &, du modele général (cf. lemme 3.2). Chaque pixel peut
alors étre codé par un atome A = A(R,eq,...,es,m,05). Ce vecteur de dimension aléatoire,
représente un pixel qui a varié % fois dans I'intervalie [0, T'] en prenant successivement les valeurs
€o, - .., €x. L’entier m représente le nombre d’intervalles de la partition x,,, et 'application o2
est I’application qui associe & chaque date de changement d’état 'intervalle de la partition dans
lequel il s’est produit. Dans cet exemple, on se trouve dans des conditions moins générales que
celles du lemme 3.2. Le code variable pour ces réalisations, basé sur une fonction candidate 3,

de complexité @, (5), a pour longueur :

m
_Zl ( /O " (8 (s) - )P (5)ds - /0 " log (87(s)) ¥ (s)> +Qa(8), (3.32)
ig=

ot N et Y sont les versions discrétisées des processus N et Y (cf. 3.2). La proposition 3.4
montre que si dans I’expression 3.32, on utilise la longueur du code de Shannon basé sur la
fonction qui a généré les données, alors le code résultant est optimal dans la classe des codes
uniquement décodables. Si de plus le minimum est pris dans une suite d’ensembles possédant
de bonnes propriétés d’approximation au sens de la norme Ls, la proposition 3.18, fournit (au
facteur m pres), une borne supérieure de la longueur de code minimale. Si a est la fonction

d’intensité associée a la loi du processus multivarié,

D] [

m

. _ . i aii 12
oy = Arg min o =87 15]
Bers (i,j:l
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et
min ~llog 1/La(F™, %) +@u(8) — log1/La(N",Y")

= 0(n7'Qu(a})) +0 (me2) +0 (loin> ’

avec Qn(ay) = 25 Cn(0x¥), et C, étant une fonction de complexité du type de celles définies
en 3.16, 3.17 et 3.18.

Dans le modéle précédent, seuls les instants de sauts 71, . .., 7, et les valeurs du processus ¥ (0
ou 1) en ces instants sont codées. Le codage d’une réalisation A = (#, e, . . ., €a, m,05"), peut se

faire & partir d’un code optimal ¢ pour les entiers. Le codage de 7 et m nécessite g(7t) et g(m)

bits. Les valeurs de eq,...,e; nécessitent 7 + 1 bits, car chaque valeur est codée par 0 ou 1.
o7 représente une application d’un ensemble & 7 éléments vers un ensemble & m €léments. Le

nombre total de ces applications est C%. Le codage de 'une de ces applications nécessite alors
au plus ¢(C?) bits. La longueur de description totale de la réalisation associée a un pixel est

alors :

@+ 14 g(m) + ¢(Cr.).




Chapitre 4

Estimation d’une fonction

d’intensité.

4.1 Introduction.

Un certain nombre de méthodes ont été proposées pour traiter le probleme de 1’estimation
de la fonction d’intensité d’un procesus ponctuel. Pour en citer quelques unes, [75] proposent
des estimateurs analogues aux estimateurs & noyaux utilisés dans le cadre de ’estimation de
densités de probabilité par Parzen et Rosenblatt. Breslow [15], Kalbfleisch et Prentice [40],
proposent des estimateurs de type histogramme. Ces estimateurs ont été étudiés et généralisés
par de nombreux auteurs, voir [61], [4], [11], [72]. Aalen [2, 3] introduit la théorie des martin-
gales de carré intégrable dans I’estimation de la fonction d’intensité d’un processus ponctuel.
L’auteur se place dans un cadre particulier : le modeéle multiplicatif (dit de Aalen). Dans ce
modele, l'intensité stochastique du processus est de la forme A(s) = a(s)Y(s) out Y(-) est un
processus prévisible, et a(:) est une fonction déterministe. L’idée de base de la méthode de
Aalen consiste & faire ’analogie entre accroissement de martingale et bruit : 1’écriture formelle
caractérisant 1’évolution du processus ponctuel N, i.e. N(ds) = a(s)Y (s)ds + dM(s) indique
clairement que IN(ds) est une observation bruitée de a(s)Y (s)ds. Aalen estime l’intensité cu-
mulée t — f; (u)du. Puisqu’aucune information ne peut &tre obtenue sur I'ensemble aléatoire

ou Y s’annule (I'intensité stochastique observée est nulle) on estime en fait :

4
Ba(t) :/0 a(u)l{y(u)>0}du.
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Soit M la martingale définie par M (t) = N (t)— [ o(v)Y (u)du. Sous des hypothéses convenables,

la différence

[ (oY @) M) = [ (Lorpsr/¥ (@) dN () = Ba)

intégrale d’un processus prévisible par rapport & une martingale (ou & une martingale locale),

est aussi une martingale, d’ol l’estimateur :

Bol) = [ (Lrtasor/Y () dN u).

De nombreux articles basés sur les mémes techniques, proposent des estimateurs non-paramétriques

de la fonction d’intensité, et non de lintégrale indéfinie. [60] lisse ’estimateur de Aalen par une
méthode de noyau, [53, 54] recherchent 1’estimateur dans des espaces de fonctions orthogonales,
[42] utilise la méthode des tamis de Grenander. L’estimateur est recherché dans un espace défini
en termes de contraintes de régularité, et ces contraintes sont reldchées au fur et a mesure que la
taille de 1’échantillon croit de maniére 3 assurer la convergence de ’estimateur. Antoniadis, et
Grégoire [5] utilisent une méthode de maximum de vraisemblance pénalisé, la fonctionnelle de
pénalité étant définie par le carré de la norme de la dérivée. Antoniadis, Grégoire et McKeague
[6] proposent de lisser ’estimateur de Aalen par un noyau d’ondelettes. L’estimateur proposé
ici, est basé sur la minimisation de la longueur totale de la complexité des données observées,
ou de maniére équivalente, d’un code universel (voir chapitre 2, section 2.3), c’est le principe de
complexité minimale que nous avons développé dans les chapitres antérieurs.

Dans le cadre de lestimation paramétrique de densités de probabilité, [62, 63] utilise le prin-
cipe de description minimale pour déterminer la dimension des parametres et leurs valeurs. Il
montre dans le cas d’une famille paramétrique de dimension k, que les termes dominants de la
longueur de description totale sont (k/2)logn +log1/Ps«, olt n est la taille de I’échantillon et
6" est ’estimateur du maximum de vraisemblance. Rissanen suggere la longueur de description
minimale comme critere de sélection de modele. Un critére équivalent fut proposé d’un point de
vue bayésien par G. Schwarz dans le cadre des familles exponentielles. [8] montre la consistance
d’estimateurs non paramétriques de mesures de probabilité, en se basant sur la convergence
de tests exponentiels; [35] présentent des résultats de convergence d’un estimateur de la den-
sité de probabilité, basé sur un histogramme & noeuds équidistants, dont la complexité dépend

du nombre de classes. Les premiers résultats présentant des vitesses de convergence dans le
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cas général furent obtenus dans [9]. On peut également citer [64] qui présente des vitesses de
convergence pour ’histogramme et enfin [59] qui présentent une approche orientée théorie de la
décision de la méthode d’estimation par complexité minimale.

L’estimateur que nous présentons dans le cadre de ’estimation de la fonction d’intensité d’un
processus ponctuel est consistant et asymptotiquement normal. D’autre part, si la fonction
inconnue appartient & I'une des familles candidates, I’estimateur la découvre presque-siirement.
Enfin la méthode autorise la recherche de la fonction dans une librairie pouvant contenir une
quantité illimitée de bases de fonctions. Le probléme d’inférence peut étre formulé de la maniere
suivante : étant donné l’observafion d’une réalisation de n couples aléatoires (NV;,Y;), définis
sur (2, (F;)) muni de la probabilité P, pour laquelle ces couples sont i.i.d., on désire estimer la
fonction inconnue « par une fonction de I',, C T, ol (T',) est une suite de fonctions régulieres.
Définition 4.1. Soit (N™,Y™) = ((N1,Y1),...,(Np,Y,)) un échantillon du couple (N,Y).

L’estimateur de complexité minimale est défini par :
&, = Argmin C(N",Y"
g min C( )

= Arg min (log1/Lp(N",Y") + Cw(B)), (4.1)

En I'absence d’unicité parmi les minimiseurs de (4.1), ’estimateur est la fonction qui minimise
Cr(:), et en cas d’ex-aequo, il suffit de choisir parmi les fonctions d’intensité, celle qui a le plus

petit indice dans I', (I',, étant dénombrable).

Proposition 4.2. Il existe presque-sirement au moins une fonction, et au plus un ensemble
fini de fonctions mazimisant 2=»P)L5(N™ Y™, Ainsi Uestimateur de complexité minimale &,

existe presque-sirement.

Preuve : Soit

m(N™Y") = 3 27 LN, v (4.2)
BeT,

En effet, supposons N fixé, et soit v un réel quelconque strictement positif. Si la suite 4.2
converge, il y a dans I';, au plus un nombre fini de fonctions 8 vérifiant Q‘Cn(ﬁ)ﬁﬁ(N”, Y™) > .

La fonction réalisant le maximum se trouve donc parmi celles-ci et existe nécessairement.

L]
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Remarque : Le probléme de la maximisation de la fonction de vraisemblance n’admet pas de solution
en Pabsence de contraintes. Des estimateurs non-paramétriques du maximum de vraisemblance sont
obtenus en imposant des contraintes sur ’espace des fonctions candidates. [42] utilise des tamis définis
en bornant les fonctions candidates et leurs dérivées premiéres. [5] par contre, pénalisent la dérivée
premiére, éliminant ainsi les fonctions trop irréguliéres au sens de leurs variations. Aucune hypothése
n’est faite dans notre approche sur la lissitude des fonctions candidates. Les fonctions de complexité

doivent uniquement satisfaire ’'inégalité de Kraft

Z 2—Cn(p) S 1’

BeT,
et croitre moins vite que la taille de I’échantillon : C, = o(n). La pénalisation implique donc que
I’estimateur sera recherché parmi les fonctions qui ont la description la plus courte, et ces fonctions ne

sont pas nécessairement les plus lisses.

Nous rappelons dans la suite les conditions exigées dans le choix des fonctions de complexité,

des espaces de fonctions candidates, et les hypotheses faites sur le modéle.

Conditions sur I';, et C,,.

G1 Hexiste 0 < z < 1, et b > 0 tel que les fonctions de complexité satisfont I'inégalité

Z 2—x0n(ﬁ) S b
Beln

G2 Les fonctions de complexité satisfont

G3 Soit o, = arg minger, || & — 8 |j2, alors :
. T
Jim | o — a7 Jlo= 0.
G4 1l existe une suite croissante a,, et deux constantes fy et f; telles que pour toute fonction

B €'y, on ait I'inégalité

foaz' < B < fian.
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Rappel des hypothéses sur le modeéle utilisées dans certaines preuves.

Hypothéses sur le modéle.

H3 Le processus Y est borné Fy-presque-sirement par une constante Dy .
Po(supY(s) < Dy) =1.
)
H4 11 existe deux constantes 6 et 6; telles que :

0o < Eo(Y(8)) = 0,(s) < 8.

4.2 Résultats préliminaires

Dans cette section nous établissons des relations entre les distances obtenues entre les den-
sités, et des distances entre les fonctions d’intensité correspondantes. Sur les densités, nous

utiliserons la distance de Hellinger et la distance de Kullback-Leibler.

Définition 4.3. (Distance de Hellinger.) La distance de Hellinger entre deuz densités Lg

D%(Lp, L) = %/Q (V2o - /2,)" dBo.

et L., est définie par

La distance de Hellinger entre deux fonctions d’intensité 3 et vy est définie par :

e0)=1 [ (Vo - 50) ds

Afin d’obtenir des résultats de convergence pour la distance de Hellinger entre les fonctions
d’intensité, on établit les relations suivantes, qui lient les distances entre les densités et les

distances entre les fonctions d’intensité.
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Lemme 4.4. Supposons Uhypothése H3 vérifiée, et soit Dy la constante qui y intervient (cf.
3.5). La distance de Hellinger entre deuz densités L., et Lg, est liée a la distance de Hellinger

entre deux fonctions d’intensité v et [ par la relation :

D¥(£,,L5) < Dyd4(,5).

De plus, s’il existe une constante Do > 0 telle que Y (s) > Do Py presque-sirement, alors on a

également :
D¥(Ly,Lg) 2 1~ exp (~Dod} (7, 8)) -

Dans le cas des processus de Poisson, cette derniére condition est vérifiée avec Dy = 1.

Preuve :
D% (L., L) =1—p, od p= /Q L LsdPo.
LyLg = exp (— /OT (v(s) + B(s) - d8+/ In (7(s)B(s)) dN (s ))
= exp( /T( (s) + A(s) ds+2/ /v s)ds)
exp( 2/ (1— ()>Y( ds+2/ ln< v(s)p ()>dN(s)>

En posant ¢ = /70, en utilisant 'inégalité de Jensen on obtient :

pzfg\/afﬁdpo = /Qexp< / <\/‘ \/—> s)ds) dP;
e (A )
exp( / (F V/B(s) ) Be( s)ds)

exp (~Dy dj(7,8))

v

v

soit :

D%—I(["w[;ﬁ) =1-p < 1-exp (—Dyd%{(%ﬂ))
Dy di(v,8),

IA

d’ou le premier résultat.




4.2. Résultats préliminaires 57

Si By presque-siirement, Y (s) > Dy, on obtient :

DH(Ly,Lp) = 1—/Qexp (——;—/OT <m- M>2Y(s)ds) dP;

> 1-exp (~Dodk(1,5))

Le résultat suivant servira a établir plusieurs inégalités :

Lemme 4.5.

Po(Loa(N™ Y™ < cLg(N™,Y™) et (N",Y™) € B) <

cPs(Lo(N™,Y") < cLp(N™,Y") et (N™,Y") € B) (4.3)
Pour tout ensemble mesurable B et pour toute constante positive c. En particulier :
Po(La(N™,Y™) < eLp(N™,Y™)) < c. (4.4)
Preuve : Soit E, g = {Lo(N",Y™) < cLp(N",Y™)}.

PalLa(N™ Y™ < cLs(N",Y™) et (N,Y") ¢ B)
= [ La(vmymyaRs
BﬂEnyﬂ
< c/ La(N, Y™ dPy
BﬂEnyﬁ

= CP3(La(N™,Y™) < cLs(N™,Y™) et (N",Y") ¢ B)

o

Remarque : Les densités L étant toujours strictement positives, il s’ensuit que toutes les mesures Pg
sont équivalentes. Il suffit donc que Y soit minoré par Dy Py presque-sirement pour qu’elle le soit aussi

P presque-siirement.

Proposition 4.6. Pour tout ¢ > 0, on a

Po(Lo(N™Y™) < cLp(N™,Y™)) < V/e2 Ph(Lels) (4.5)
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Preuve : 1l est clair que

Po(La(N™,Y™) < cLg(N",¥")) = Po(\/La(N", Y7) < V/ey/La(N™, Y™))

Soit Ep g = {La(N",Y™) < cLs(N", Y™)}.

Pa(En,ﬁ) = /

Lo(N™, Y™)dP, < / Lo(N™, YY) [La(N™, Y)dPp.
Ll YR S Ve [/ La(N Y ") Lo(N, Y )dFo

En posant p = [, \/,Ca(N, Y)L3(N,Y)dPy, on obtient Py (E,g) < 1/cp™.

L’inégalité
1
Dy(Lar£o) = 5 [(VEa = [Lo)dPo= (1= p) < ~Inp

permet d’obtenir p < 2"D§J('C°‘"Cﬁ), et finalement

Po(En ) < 2 "Ph(Eaks), (4.6)

[

Lemme 4.7. La distance de Kullback-Leibler d(v || ) est localement équivalente a la norme
Ly. Pour deuz fonctions v et 8 suffisamment proches au sens de la norme Lo, il existe deux

constantes ky(v) et kqo(v) telles que :

ki) v =B l3< dw || B) < ko) v = B I3 -

Preuve : Pour toute fonctionnelle J dérivable au second ordre de Taylor on a :
. 1
J(v) = J(w) + (J(w),v—w) + (S (@) (v~ v),v —u) + o] u—v2), (4.7)

pour u et v tels que || u — v ||< 1, et pour la norme associée au produit scalaire. Soit U un

sous-ensemble de Ly ([0,71), et v € U. On définit J sur U par

1O = a1 8)= 5 [ [ 50 + 5(6) = v(3)] u(6)as.
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Il est clair que 8 — d(v || B) est deux fois différentiable au sens de Gateaux, et les dérivées

premieres et secondes dans la direction «y et v sont données respectivement par :
. T
10 = 53 [ (1-56) 108
. T
W IBm® = o5 [ (55) P06

Ainsi en utilisant 4.7 avec u = v et v = 3, les deux premiers termes du membre de droite de 4.7

sont nuls. Le troisieme terme a pour expression

ﬁlﬁ’i /OT <LT137> (v(s) - B())%6,(s)ds,

et on peut trouver deux constantes

inf; 6, (s)

k) = 2@ 220 o 1 ) = 21n(2) sup, (5)

infs v(s)

bl

telles que :

ki) v =B I3 d(v || B) < k() v = B |15 -

[]

Dans le cas ou I',;, est un ensemble de fonctions uniformément bornées, on obtient un résultat

plus fort. C’est 'objet du lemme suivant. Il nécessite ’hypothése H4 (cf. 3.6).

Lemme 4.8. Soit o la fonction d’intensité associée & la loi du processus. Supposons que
Uhypothése H4 soit vérifiée et que I' soit un ensemble de fonctions uniformément bornées par

deuz constantes 0 < fg < f1 < o0, i.e.
VBel,Vs€[0,T], fo<pB(s)<fi

Alors pour tout 8 dans T', on peut trouver deux constantes Ky et Ky indépendantes de « et (3

telles que :

Ky -de| 8) <l e~ g 13< K2 d(a || §). (4.8)

Preuve : On cherche premierement une fonction % satisfaisant

aln%—i—ﬂ —a > (e, f)a— )2




60 CHAPITRE 4. ESTIMATION D’UNE FONCTION D’INTENSITE.

o

En posant « = £, on doit trouver ¢ (a, §) majorée par la fonction :

=l

luln(u)+1-u _ —}—g(u)

B (u-1)? go
Il suffit de prendre % (¢, 8) = %inf g(u). La fonction g est strictement décroissante, et atteint
son minimum pour SuP,efo,7] (%%) < w* = fi/fo.- On prend ainsi ¢(e, ) = J}—Og(u*) pour

obtenir la relation

(06) = A& < L5 (ale) n G+ B(6) - o(s). (4.9)

On a également :
dall8) = iz [ (eo)in e +A(s) - a0)ols) ds
(s)

131_02 (a(s) In g—'—i— + 6(s) — oz(s)) ds. (4.10)

v

Finalement, de (4.9) et (4.10) on déduit :

fo In2

o= B 112" < Ko - dler | B) avee Ky = ="

La seconde partie de la preuve découle des inégalités

dollp) = gz [ (o) 5 + (o) - afe))o(s) ds

1n2/ 83 1)+ B(s) = afs )]9(8) ds.
2 1
= E/ a(s) ‘"5(3) ,—6_(_350(8)(15

1 6(s) 2
< nalgn i) f (0 -000) ae

ol la premiére inégalité est une conséquence de In(z) < z — 1 appliquée & z = «(s)/B(s).

IA

Finalement, en posant K; = g—‘l’ln 2, on a l'inégalité de gauche dans 4.8, ce qui termine la

preuve.

[

Lemme 4.9. Soit v une fonction strictement positive, et supposons lhypothése H{ (cf. 3.6)
satisfaite pour v. Si (v,) est une suite de fonctions positives vérifiant im,_sc0 d(7y || Yn) = 0,

alors on a également lim o || ¥ — 0 [1=0
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Preuve : On a

) =3 [ [ L 000 - 3] 6,0,

ou b4(s) = E4(Y(s)). En posant u, = v,/7, la derniére expression peut encore s’écrire

Al = / — () + wn — 1] 7(8)6(s)ds

= Iﬁ/o vn(8)v(s)b,(s)ds,

ol v, est une fonction positive. Puisque d(7y || v») tend vers 0, il s’ensuit que v, tend vers 0
dans L;(v0), et donc aussi dans Ly, par hypothése sur v et 6.,. D’autre part v, se comporte
comme (%, — 1)? uniformément sur [0,7]. Par suite u, tend vers 1 dans Lo, et le résultat en

découle immédiatement.

[]

4.3 Consistance de ’estimateur.

Si la fonction inconnue appartient a I', alors le prochain résultat montre que P, presque-
sirement, elle est découverte pour » suffisamment grand. Néanmoins pour une taille d’échantillon

donnée, on ne sait pas si elle a été découverte.

Théoreme 4.10. Supposons la condition G1 vérifiée, et qu’il existe Do > 0 tel que Py presque-
strement, pour tout s € [0,T], Y (s) > Dy. Soit

—_ : 2
o = Arg min d (e, B).
Ba

St a appartient ¢ T et si il existe v > 0 tel que d3; (o, ) > (14 v)n~logn, alors
P, (6, = o a partir d’un certain rang ) = 1.
Preuve : On veut montrer que
P, (&, % « infiniment souvent ) = 0.

Cela revient a montrer que

Py |liminf ) {La(N™,Y™)279E) < £ (N, Y™)27 O} [ =1,
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Si on pose 4, = m {La(N", Y™)2-Cn(B) < Lo(N™ Y™27(2)} ] alors il suffira de montrer
Beln
B#a o

par le lemme de Borel-Cantelli, que : 3, P,(4,) < co. Pour cela, on utilise respectivement le

la proposition 4.6 et le lemme 4.4.

Pa(@y) = Pu| |J (£a270®) < £p270~®)

BETn
B#a
< Y P (£a270@ < £p270)
BErn
B#a
< Z 2:2&(2;‘&(212—71D%(£a,5,3)
Beln
p#a
< Z 2_cg[ﬁ])2+cg[a])2_n(1_e..Dodfq(a,f3))
BEl
B#a
< 20%&1)2_n(1_e—D0d§J(°‘y°‘n)) Z 2_C£_l£ﬁ]
BETn
B
< 92Uy n(_ePodinen))

Une condition suffisante pour que cette borne soit le terme général d’une série convergente est

qu’on puisse trouver v > 0 arbitrairement petit tel que

2
e—DOdH(a,an))

g-n(1~ < =)
Cela est réalisé des que

1
dlzq(oz,an) > (1+v) Oin,

ce qui est vrai par hypothese.

Remarque : La condition “il existe Dy > 0 tel que P, presque-sirement, pour tout s € [0,T], Y (s) >
Dy” peut étre supprimée, en imposant une contrainte du type D% (Lq,Lq,) > (1 + v)n~tlogn sur
les vraisemblances, au lieu de I’imposer sur les fonctions d’intensité. Néanmoins, cette contrainte est
moins aisée 3 interpréter par rapport aux fonctions d’intensité. Elle est plus forte que la contrainte
d% (e, an) > (1+v)n"tlogn (cf. lemme 4.4), et donc renforce la contrainte sur la vitesse d’approximation

de a par les fonctions des espaces T, tout en affaiblissant la contrainte sur le processus Y.
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Théoréme 4.11. Si les conditions G1, G3 sont vérifiées, et s’il existe Dy tel que Y (s) > Dy
Fy presque-siirement, alors ¢, estimateur de complexité minimale de la fonction d’intensité,

converge P, p.s. au sens de la distance de Hellinger, i.e.

d% (o, &) — 0 P, presque-siirement.
D’autre part on a aussi P, presque-sirement, Cp,(&y,) = o(n).
Preuve : Soit D(d) un sous-ensemble de I'y,,

Anp ={27OLg(N™ Y™ 2 Lo(N™, Y27} et Bo(6) = () Ang-
BED(5)

Par le lemme 3.17, il existe a* tel que P, p.s pour n suffisamment grand,

1 Lo\ rin <rn 1 "
ElogZ;(N Y™ + nCn(oz ) < €.

Cette inégalité peut encore étre formulée par :
{270 () L u (NP, Y) > Lo( NP, Y™)277<) (4.11)
D’autre part si I’évenement B, (&) est réalisé, alors toute fonction g € D(8) vérifie
Lo27" > £327n(6), (4.12)

Par les relations (4.11) et (4.12), on peut conclure que si B, est réalisé, alors &, ¢ D(5). Dans
la suite nous montrons que pour D;(8) = {f : Cn(B) > né} et Dy(8) = {8 : D4 (La, L) >
6}, I’évenement B,(0) est réalisé pour n suffisamment grand. Plus précisément, on montre
que P, (lim sup B,(8) = 0), ce qui revient & montrer que 3, Py(B.(d)) < oo, la conclusion
découlant alors du lemme de Borel-Cantelli.

a)On montre que &, ¢ Dy(9).

Par ’inégalité (4.4) on a :

Pa(Ba(s ( U A,,@) >, 2o,

BeD1(6) BeDq(é)

P,(B.(8)) < Z 9=2Cn(B)g~(1-z)Cn(B)gne
BeD($)
< Z Q—mcn(,@)Q—-mS(l—a:)Qns
BED1($)
— Z Q—xcn(,@)Q—n(é(l——x)—-e)
,@€D1(5)
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Par la condition G1, on obtient 3 gep, (s5) Pa(4n,p) < p2-"(0(1-2)=¢) ]| suffit de choisir ¢ <
8(1 — z) pour s’assurer que cette série converge et que pour § € Dy(8) on a P, (liminf B,) =1,
et donc &, € D4 (9).

b)On montre que &, ¢ D2(9).

Par les l'inégalités (4.4) et (4.6),0n a

PaBa(0) € Y Paldng) < Y minf2neOn(d), g =58oniy, (4.13)
BeD2(5) BED1(8)

L’inégalité min{y, 2} < y*2*~*, valable pour u < 1 appliquée au membre de droite de (4.13) en

prenant © = 2z — 1, 0 < z < 1 fournit une majoration par
o(ne=Cn(8))(20-1) | 9(ne—Cn(B)-2n8)(1—2) (4.14)
L’exposant de (4.14) s’écrit :
(ne — Crn(B))(2z — 1) + (ne — Cr(B) — 2nd)(1 — z)
=-Cn(B)((2z = 1)+ (1 - 2)) +ne((2z — 1) + (1 — z)) — 2né(1 — 2)
= —zCyp(f) — n(26(1 — z) — ex).
Choisissant z tel que ) ger, 2=2-0n(0) < by, ce qui est possible d’aprés G1, nous obtenons

Z P({[’a(Nn’Yn)z—-ne < Eg(N",Y”)fZ_C"(ﬁ)}) < b22——n((5(1—x))—-ex).
BED,(8)

Il suffit maintenant de choisir € tel que 0 < € < ﬂ;‘—xl pour assurer que la série de terme général

P,(B,) est convergente, ce qui montre que pour n assez grand, &, ¢ D2(6). Donc
DH(LoyLay) < 6 (4.15)
Par le lemme 4.4 cette relation implique également

| = e=Dodl(ain) <

soit e~ Dodh(én) > 1§, et —Dod% (e, &) > In(1~6). On obtient alors d%; (o, é,) < —DLoln(l—

§). Puisque 6 < 1, on peut conclure que :

é
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Cette relation étant vraie pour tout 1 > & > 0, I’estimateur de complexité minimale doit donc

vérifier P,-presque-siirement :
d% (@, &) = o(1) et Cr(dy) < né.

L]

Nous montrons dans la suite que ’estimateur de complexité minimale de la fonction d’intensité
est presque-siirement consistant au sens de la distance de Kullback-Leibler. La preuve nécessite

I’hypothese suivante sur la variance du processus :

HS5 : Vary,(N(T)) < 0.

Théoréme 4.12. Si (T'),) est une famille de fonctions C' par morceauz, si les hypothéses HS3,
H{ et H5, les conditions G2, ainsi que G4 avec a, = O(n'/*~*) (avec 1 > 0 aussi petit que
Pon désire) sont vérifiées, alors Uestimateur de complezité minimale est P, presque-sirement

consistant en distance de Kullback-Letbler : i.e.

d(o |

Gy,) — 0,
P, presque-siirement.

Preuve : La distance de Kullback-Leibler d(« || &,) entre la fonction inconnue « et ’estimateur

de complexité minimale &, est d(a || &) = Huo(bn) — Ho(a) avec

T
Ha(8) = / [~a(s) In B(s) + B(s) — 1] 6. (s)ds.

0
La distance entre la fonction inconnue et ’estimateur peut étre décomposée de la maniére

suivante :
do || én) = Halén) - %bg 1/La. — Colén) + %log 1/ L. + Co(én) = Hao(c)
< Hal@n) = ~log1/La, + 1081/ Lag + = (Ca(03) = Cal6n) — Ho(a).
La derniére relation provient du fait que
log1/Ls, + Cu(bn) <logl/Lay + Crlay).

En utilisant les relations H,(o) = Hy(ak) — d{a || o), et (Ch(a}) — Cr(dn)) < C([e]) on

n n

obtient :

1
dla] én) < |[Ha(éy) — Elog 1/La,

1 1
+ | 108 1/Log = Hale)|+ C([aa]) + d(ar ] o).
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Par la condition G2 et la proposition (3.12), les deux derniers termes convergent vers zéro. Des

deux termes qui restent, on examine uniquement le premier, le second est traité de maniere
identique. En posant dM,(s) = dN,(s) — a(s)Y ,(s)ds, on obtient :

Hofd) = [ [an(s) =1 - o) n ()] 222

0 n

1
H,(én) — - logl/Ls,

ds

+

I —
;/0 In &, (s)dM,(s)

En décomposant ’expression de ’entropie, on obtient :

T
S/

1 /T -
2 / In &, (5)dMa(s)]
n Jo

Ha(é) — %log 1/Ls, ds

(a(s)In &y (s) + 1 — dn(s)) (% - Ba(s)>

Par hypothese sur I',,, cette expression est inférieure a :

Pour a, = n!/*"¥ la premitre intégrale converge vers zéro. Pour le montrer, on applique la

Y.(s) —6(s)

1T r
ds+ —/ In G, (s)dM ,(s)|.
n Jo

loi forte des grands nombres de Marcinkiewicz-Zygmund (comme dans [42], [24]) aux variables
aléatoires i.i.d. et centrées Y;(s) — 6(s). Par le théoreme de Fubini ce résultat est valable
presque-partout sur [0, 7] par rapport & la mesure de Lebesgue. Puisque Y est supposé borné,
le théoréme de convergence dominée nous permet de conclure. Pour terminer la preuve, il suffit

de borner le dernier terme :

1T —
E/o In &, (s)dM,(s)|.

En intégrant par parties, on obtient :

/Tlno“z (8)dTo(s)| = [Ma(T)In(a (T))-—/T S0 (S) 37 (s)ds
0 n n = n o dn(s) n
< Infan) 1 —n(s)|+ /OT n%g M. (s)ds
< & (s

sup \_Mn( (ln (an) +/ ) .

Pour toute fonction 8 € I',, on peut majorer I'intégrale apparaissant dans le membre de droite

()
@n(s)

nS

de D’expression précédente. Soient E+ = {s € [0,T] : f#'(s) > 0}, et E~ son complémentaire.
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obtient alors

Par hypothese sur [, il existe une suite d’intervalles I ,’f = [ak, bi[ tels que BT = |J, I,j. On
B'(s) p'(s) / B'(s)
—2\lds = ——Z>ds — ——=ds.

() E- B(s)

T
/o Bs)I  Je+ B
On borne la premiere intégrale du membre de droite, la seconde se traite de maniére identique.
B'(s) B'(s)
ds = ds
o B = 2 )i B
= > [n(B(b) — In(B(ax)))

k
< In(sup B(s)) - Ininf 5(s))
< 2lIn(a,),

P’avant derniére inégalité dans I’expression précédente, provenant de la monotonie de la fonction

In(8) sur ET. Finalement, on obtient :

/0 " 1t G (5) AT (5)

< 51n(a,) sup
$

‘M‘n(s)y.

Pour borner ce dernier terme, on utilise le théoréme A.2 de [18] :

Pour tout p > 0 il existe des constantes ¢, and C), telles que pour toute martingale M,

e Bo |[MJ?] < B

sup lMt|p} < CpEq [[M]fﬂ] .
<T
En appliquant cette inégalité avec p = 4 et I'inégalité de Markov on obtient :
an o r ne\ ™ — 4
Pu (2 owp [3T(5) > ¢) = 0 ((2) ) B |sup W, (o)
n s an s<T
ne\ 74 — 12
=0 ((Z) VEq [[Mn]T} :
La relation [M]s = N, permet d’obtenir :
—12] _ — e
E. [[Mn] T] = E. (N.(T)?).

= nVare(N(T)) + n*Eq(N(T))* = O(n?),

puisqu’on a supposé que Var,(N(T)) < oc.

P, (%— sup | M, (s)] > 6) =0 ((an)4n‘2> .
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Par le lemme de Borel-Cantelli, pour a, < nl/4* le dernier terme converge vers zéro presque-

slirement par rapport a FP,.

[

Ce théoréme est encore vrai pour la norme Lj, et sous des conditions plus fortes sur les

familles candidates, pour la norme Ly. C’est I’objet du corollaire suivant.

Corollaire 4.13. Sous les hypothéses du théoréme 4.12 on a :
a) L’estimateur de complezité minimale converge en norme L P, presque-sirement.
b) Si la famille de fonctions candidate est uniformément bornée, alors l’estimateur converge

€galement P, presque-sirement en norme La.

Preuve : La partie a) découle du lemme 4.9, et la partie b) du lemme 4.8.

4.4 Vitesses de convergence.

Le théoréme suivant montre que le meilleur compromis entre I’erreur d’estimation en distance
de Hellinger, et la complexité de 'estimateur relativement a la taille de I’échantillon est du méme

ordre que I'indice de résolvabilité, ainsi :
2 - 1 .
di (o, &) + ;Cn(an) = O(Ra(a)).

Une conséquence directe, est que I'erreur d’estimation est presque-siirement majorée par 1’indice

de résolvabilité en distance de Hellinger au carré.

Théoréme 4.14. Si les conditions G1 et G2 sont vérifiées, et qu’il existe Dy tel que Y (s) > Dy

P, presque-siirement, alors on a P,-p.s, pour n suffisamment grand :

d% (o, &n) = O(Ru(@)) et Cn(én) = O(nRp(a)).

Preuve : L’idée centrale de la preuve est de montrer que P, presque-siirement il existe des

constantes K3 et K3 telles que pour 7 assez grand , Cp,(6n) < nKoRy () et d% (e, &,) < %%Rn(a).
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Plus précisément on montre que :

.. . K . .
P, (liminf{d%(a, &) < ﬁRn(a) et Cp(n) < nKoR,(a)}) = 1.
0
Soient 0 < &n, et A, défini par 4, = {27C(*R)L,u (N", V") > L, (N",Y™)27 "}, Par le lemme
3.17, A, est réalisé F, presque-siirement pour n assez grand, avec

1
RS (4.16)

1 N |
En = 5Cn(0‘n) + (l T ,u) n

ol u est une constante qui peut &tre choisie arbitrairement petite, et v2 est ’erreur d’approximation.

Soient A, 5= {27B)Lo(N™, V™) > Lo (N™,Y™)2 ") A, le sous-ensemble de T',, défini par

An={f €Ty, : D{(LaiLp) > KzRn(a)} |J {BETn, : Cu(B) > nK:Rn(a)}, (4.17)

et

Bp= () Aunp.
BeAR

Si on montre que

P,(liminf B,) = 1,

alors F,-presque-siirement, aucune fonction dans A, ne peut maximiser le critere. Pour montrer
que P,(liminf B,,) = 1, il suffit de montrer que Y, Py(B,) < o0, la conclusion découlant alors

du lemme de Borel-Cantelli. Par union dénombrable, on a

Pa(_B—n) S Z Pa(An,ﬁ)’
BEAR

et d’apres (4.4),
P(Anﬁ) S 2n€n—-0n(ﬁ) = 2—$C"(ﬁ)“(1“$)0n(ﬁ)+n6n.

Pour les termes de la somme qui satisfont, Cy,(8) > nK2R, () on obtient :

P(Anp) < 9=2C0n(B)—(1—z)nK2Rn(a)+nen _ 2—an(ﬁ)2—n(K2Rn(a)(1_g;)_5n),

et ainsi Z P(Anp) < by 2~ (R (@) (K2(1~2))~¢n)
5 :Cn(ﬁ)>nK2Rn(a)

Cette derniere borne est le terme général d’une série convergente si on peut trouver une suite

e, telle que

en < Ky(1 — 2) Bn(a) — (1+ ) IOi". (4.18)
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Pour les termes de (4.17) satisfaisant D% (La, L) > K3Rn(c) on obtient par (4.4) et (4.6) la

borne suivante :

Pu({La(N™, Y™) 27" < Lo(N™, Y™)2-0n(0)}) < min{gnen=0n(6) 925728 -nKsFa(e)
D’aprés I’inégalité min{y, 2} < y*2z'~%, vraie pour u < 1 appliquée au membre de droite de
(4.17) en prenant u = 2z — 1, 0 < = < 1 donne la borne supérieure :

o(nen—Cn(B))(22-1) , g(nen—Cn(B)~2nKsRn())(1-2) (4.19)

Lexposant de (4.19) peut s’écrire :
(nn — Ca(B)) (26 — 1) + (nn — Ca(8) — 20K s Rn(0)) (1 - 2)
= —Cn(B)((28 = 1) + (1 - 7)) + nen((22 — 1) + (1 2)) — 2nK3Ra(0) (1 - @)
= —2C(8) — n(2K3Rn(0)(1 - 2) — £,2).

Si on choisit  tel que 3 ger, 2-2:Cn(6) < by,ce qui est possible d’aprés la condition G1, on
obtient :
Z P({ﬁa(Nn,Yn)Q_ns" < Eﬁ(Nn,Yn)Q—C"(’B)}) < b22—n((2K3Rn(a)(l—x))—xen)‘
B :d(e,8)>KsRn(a)
Une condition suffisante pour que cette borne soit le terme général d’une série convergente est

qu’il existe v > 0 tel que :

1_an(a)— 1+1/logn.

Z X n

en < 2K3 (4.20)

Il reste alors & montrer qu’on peut trouver &, satisfaisant (4.20), (4.18) et (4.16). Par (3.25),
(3.26) et (3.24), on peut toujours trouver des constantes K et K3 telles qu’on puisse trouver un
tel €,,. Pour ce choix, les événements A, et B, sont tous les deux réalisés pour n assez grand,

donc I’estimateur de complexité minimale n’appartient pas & A,. Nous avons donc établi que
D% (L4, La,) < K3sRn(a). (4.21)

La relation liant la distance entre les vraisemblances et la distance entre les fonctions d’intensité
fournie par le lemme 4.4 permet donc d’affirmer que 1 — e~Dody(eén) < K3R,(a), soit encore

d4(a, &) < —DLO In(1 — K3Rn(c)). Puisque R,(a) = o(1), on peut conclure que :

X K
d% (o, &) < —Ii—Rn(a).
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L’estimateur de complexité minimale doit donc satisfaire : P,-presque-siirement pour n suffi-

samment grand,
K3

Cn(bn) < nK2R,(0) et d3 (o, é) < D
0

R, (a).

[]

Dans le cadre du théoreme 4.14, le prochain résultat présente les vitesses de convergence

dans le cadre des familles trigonométriques, polynomiales et splines.

Corollaire 4.15. Supposons que la fonction inconnue appartienne & lespace de Sobolev W} des
fonctions a sur[0,1], telles que a'"~Y) est absolument continue, et | &) |la< oo, avec r > 2 dans
le cas d’une famille Ty, de fonctions polynomiales, 1 < r < s dans le cas des fonctions splines de

degré s—1, et r > 1 dans le cas trigonométrigue. L’estimateur de complezité minimale satisfait

. n "27255

alors

P, presque-sirement.

Preuve : Dans le cas de suites de familles paramétriques, pour des bases de fonctions poly-
nomiales, trigonométriques ou splines, la vitesse d’approximation est liée & la, dimension de la

famille par la relation
la= & |3= 0 (m(n))~).

En optimisant w, pour cette valeur dans 3.28 on obtient comme vitesse optimale pour la dimen-

sion

1
n 2r41
* = . 4.22
my =0 (logn> (4.22)

Pour cette valeur, U'indice de résolvabilité vérifie :

_2r
Rofa) =0 ()77

n

[

Remarque : La vitesse n™ THT est optimale pour P’erreur quadratique intégrée dans le cadre de I’estimation
d’une densité de probabilité possédant des normes de Sobolev bornées (voir [31],{16], et [14] chap. 2, p.

38 ). Barron et Sheu[10] montrent que cette borne est également la vitesse minimax optimale pour la
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distance de Kullback-Leibler pour la classe des log-densités possédant une norme de Sobolev bornée. Le
résultat du corollaire 4.15 et le corollaire 4.19 montrent qu’on obtient des vitesses de convergence voisines
des vitesses optimales, pour la distance de Hellinger, mais également pour la distance de Kullback-Leibler

entre les fonctions d’intensité.

Remarque : La méthode d’estimation par des fonctions splines de degré s— 1 ne peut fournir des vitesses
g p

—2s

d’approximation supérieures 4 m™2°, on ne peut atteindre la vitesse (Tc%n-)‘z’"/ (2r+1) que si s > r. Par

conséquent, pour la méthode usuelle basée sur des splines cubiques, la vitesse optimale est (bg n)—s/ S,
Le cas de D’histogramme est un cas particulier des splines, pour lequel le degré s est pris égal 4 1. Dans

- . . . -z
ce cas, par la remarque précédente, le corollaire 4.15 fournit une vitesse en (%) 5,

4.5 Etude de modeles spécifiques.

Les conditions imposées par le théoréme précédent sur le processus Y sont relativement
fortes, mais elles peuvent é&tre affaiblies en faisant des hypotheses sur le processus N. En outre
ces hypotheses vont également conduire a des résultats en termes de distances plus fortes que
la distance de Hellinger. On s’intéresse dans cette section a deux applications fréquentes du
modele multiplicatif, les modeles de durées de vie avec censure et des processus de Poisson
non-homogenes.

La proposition suivante est obtenue en utilisant ’inégalité 4.6 :
Proposition 4.16.

a) S’il existe une constante Ky telle que %;; < Ky Py presque-sturement alors :

d(a || B) < 4K1D}(La, Lg) (4.23)

b) S’il existe une constante K, telle que E, (%‘;) < Ka, alors :

D) < Dy (0 25). (4.24)
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Preuve : Afin de montrer le corollaire, il suffit d’établir des relations entre la distance de
Hellinger entre les vraisemblances D¥(Lq, Lp), et la distance Kullback-Leibler relative d(« || 8).

a) Si on note p = L, et ¢ = Lg, la relation

plogg +q-p < Pp/9)(VB - 2)* (4.25)

permet en posant u = £ de trouver 1(u) tel que h(u) > 0 ott A(u) = 9(u)(v/u — 1)® — wln(u) +
u — 1. En utilisant 'inégalité —In(u) > 1 — » on minore h par une fonction qui est nulle pour

¥(v) = (vu+ 1)%. En intégrant le membre de gauche de (4.25) on obtient :
/ [ﬂa log % 4+ £ — ﬁa} Py
Ls

- / [ca log %;] dPy = / [Iog %;} P, = d(a || B).

En intégrant le membre de droite de (4.25), on obtient :

2
/ W(LalLs)(VEa —\/Ls) dPs. (4.26)
Par hypothése sur 5 on a %g < K P, presque-siirement et on peut choisir K; > 1, de maniére

a ce que Iexpression (4.26) soit inférieure &
(VK1 + VK 1)* D} (Lo, Lg).

On obtient ainsi I'inégalité :

d(a|| 8) < 4K1D%(La, L) (4.27)

b) Pour la seconde inégalité on a :

log<\/‘ )5 Yoo /lo

 (onf5) [ o

Par I'inégalité de Schwaiz :

s (&) (| (v -yE) an)

(o]l )
4

Cette inégalité devient :

< I{ZD)%I(LOM ['ﬂ)'
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4.5.1 Processus de Poisson non-homogenes.

Les processus de Poisson peuvent &tre considérés comme des processus de Aalen pour lesquels
Y (s) = 1. L’importance de ces processus s’explique entre autres par leur simplicité, les propriétés
particulieres des trajectoires (processus & accroissements indépendants et stationnaires), et le
fait que les processus de Poisson permettent de modéliser un grand nombre de phénomenes
physiques. De nombreux auteurs traitent des problemes statistiques des processus de Poisson,
on peut citer entre autres [34], [26] plus récemment [69, 70]. Dans cette section, nous présentons
plusieurs exemples de processus de Poisson, et nous donnons des résultats d’inférence plus forts

que ceux du théoréme 4.14 au sens des distances considérées.

Corollaire 4.17. Supposons les hypothéses du théoréme 4.12 vérifiées. Dans le cas des proces-

sus de Poisson, pour n suffisamment grand, on obtient P, presque-sirement :

el ) = 0 (/Raf@))

Preuve : Par le théoreme 4.12, ’estimateur converge en norme L;. On peut donc restreindre
la recherche de ’estimateur & I’ensemble des fonctions § telles que || @ — 8 ||;< 1. D’autre part,
dans le cas des processus de Poisson, Y (s) = 1. On pose A = f(;‘r a(s)ds On a donc :
L N() o
Eo{=*) <exp(Dy a=Al) | IT ()] -
["B i=1 ﬂ
Si les familles de fonction candidates sont supposées minorées uniformément par une constante

fo, on obtient en utilisant la proposition 4.16 :

ﬁ_a Dy N(T)ﬁ .
(%) < e (150

E, <sup a)W(T)
Jfo

on s (222

oil la derniére inégalité provient du fait que N suit une loi de Poisson. En reprenant la preuve

IA

IA

du théoréme 4.14 jusqu’s la relation 4.21 et en utilisant d’autre part I'inégalité 4.24, on obtient

le résultat annoncé.

[
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4.5.2 Durées de vie.

Modeéle de durée simple. On suppose que X1, ..., X, sont des variables aléatoires réelles,
non négatives indépendantes et identiquement distribuées, de fonction de répartition F telle
que F(T) < 1 et de densité f > 0 sur [0,7]. En analyse des durées de vie, on s’intéresse 3 la
fonction de :hasard définie par a(t) = f(t)/(1 — F(t)) pour 0 <t < T. La condition F(T) < 1
est suffisante pour que « soit intégrable sur [0,7]. On suppose de plus que f est continue 3
gauche et admet des limites & droite. Soit le processus ponctuel multivarié N de composantes
N;(t) = Iix,<sy pour i = 1,...,n, et la famille de tribus F;. F définit une mesure unique sur
F, et N; a une intensité stochastique o;(t)I{x,>+) par rapport & F et P. Le lemme suivant est

démontré dans [2].

Lemme 4.18.
t
M;(t) = I{XiSl‘} - -/0 ai(u)I{Xz.Zu}du 1=1,...,n

sont des martingales orthogonales de carré intégrable par rapport ¢ F.

Posons N,(t) = %, Ni(t) et M(t) = SF, M(t) = a(t)(n — No(t™)). Le processus N, est
un processus de comptage d’intensité A(t) par rapport & P et F;. le couple (N,,Y,,) est une
statistique exhaustive pour l'estimation de @. On a ainsi un modele multiplicatif composé du

processus de comptage N, d’une fonction déterministe o, du processus Y ,(t) = n — N, (t7) et

Fi.

Modele de durées avec censure. On suppose que Xi,..., X, sont n variables aléatoires
positives i.i.d. représentant les durées de vie de n individus, et Cy,Cs,...,C,, n variables
aléatoires i.1.d. positives et indépendantes des X;,2=1,...,n représentant des dates de censure.
Les variables observées sont des triplets i.i.d. (Z;, d;,Y;) ot Z; = min(Xj;, C;) représente la durée
pendant laquelle le --eme individu est resté en observation, et 6; = I;x,<¢;}, 6; étant 'indicateur
de censure. Le processus Y;(t) = I;z>4 indique si l'individu est encore présent (ni mort, ni

censuré) a linstant t. Le processus N; associé au i-eme individu est alors défini par :

N; = I{Z{Si,&,’:l} .

Le processus ¥, compte le nombre d’individus & risque (ni morts, ni censurés) & l'instant ¢, et

N, (t) le nombre d’individus dont la mort a été observée dans l'intervalle de temps [0, ¢].
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Corollaire 4.19. On suppose que les hypothéses du théoréme 4.12 sont vérifiées. Dans le cas

des modéles de durées de vie,

a) Siles fonctions de T'y, sont uniformément bornées inférieurement, alors P, presque-sirement

d(a || én) = O(Rn(a)).

b) Pour des familles de fonctions uniformément bornées supérieurement et inférieurement,

on e P, presque-sirement :

Il & = én [I3= O(Bn(a)).

Preuve : Par le théoréme 4.12, on peut se restreindre aux fonctions qui vérifient || o — 3 {1 < 1.

%(N, Y) < exp (Dy |ae= @B |1+ sup In g(s)N(T))
8 0<s<T ﬂ

sup o

IA

exp (Dy +1In N(T)) .

La condition de la partie a) de la proposition 4.16 est donc vérifiée. En reprenant la démonstra-
tion du théoreme 4.14, jusqu’a ’inégalité 4.21, on obtient le résultat annoncé. Le second résultat

découle directement du lemme 4.8

]




Chapitre 5

Normalité asymptotique et test

exponentiels.

5.1 Normalité asymptotique.

Les estimateurs non paramétriques de la fonction d’intensité sont le plus souvent asympto-
tiquement normaux. Pour la méthode du noyau par exemple, [60] démontre que si la fonction
« est continue, et si nb, — 0o et n1/3b, tend vers 0, on a convergence de (nb,)Y/2(éy, (t) — a(t))
vers une loi normale dont la variance dépend du noyau. [42] utilise la méthode des tamis, et
obtient que n!/? f{(&n(s) — a(s))ds converge en loi vers une martingale gaussienne de fonction

de variance :
Wa(t) = /Ot o(s)/6a(s)ds, t €[0,T],

olt 04(s) = E4(Y (s)). Néanmoins, Karr suppose que la fonction inconnue appartient & 'un des
tamis, ce qui serait équivalent dans notre approche a I’existence d’un entier ng tel que a € I'y,.
McKeague (1987) montre en utilisant également la méthode des tamis que n/2 [} (&, (s) —a(s))ds
converge dans le sens des lois cylindriques de dimension finie vers une martingale gaussienne

centrée de fonction de variance :
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Ce résultat permet également d’établir des intervalles de confiance approchés pour l’intensité
intégrée, puisqu’on peut estimer G(t) par I’estimateur convergent :
T/ n n
G = [ KZY?(s)) / (ZY?@))] éun(5) ds.

0 [ \i=1 i=1
Nous démontrons un résultat analogue a celui de Karr sans faire d’hypothese particuliere sur la
famille contenant c.
Soit I', le sous-ensemble de fonctions positives généré par les m(n)+ 1 fonctions de base ¢;,j =
0,...,m(n), et dont les coefficients sont tronqués & une précision &,. Soit a*(t;-), la fonction

minimisant la fonctionnelle :

969 = [ BT a()ds = [ 10(B()dNa (o)

dans l’espace continu T,, et a*(t;6,; ), la fonction obtenue en tronquant les coefficients de
a*(t;-) a la précision 4,.

Dans ce chapitre nous supposerons pour simplifier les preuves, que les fonctions de complexité
sont de la forme C,(8) = C — m(n)logé, ou 6, représente la précision a laquelle les coefficients
sont arrondis, m(n) la dimension de I’espace Iy, et C la longueur fixe d’un code pour le vecteur

des parties entieres des coefficients de .

Théoréme 5.1. Supposons la condition G4 vérifiée. Soit &y (t;-) Uestimateur de complexité

minimale obtenu en minimisant le critére dans ’intervalle [0,t]. Pour une précision des coef-
-

ficients 6, = o(n"%an?), le processus n/2 [{ (Gn(t;s) — a(s)) ds converge en distribution vers

une martingale gaussienne de fonction de variance :

Vi(t) = /0 " a(s)/Bageyds, ¢ € [0,T]

Preuve : On introduit la fonction a*(t;-) solution de :

Arg min 9(t;5) = /0 B(e)V n(s)ds — fo “In(B(5)) AN ().

Soient o ses coefficients. L’optimum o (¢; ) est caractérisé par la relation :

/Ot ¢j(3)7n(s)ds - /(: aqij(i‘fl)dﬁn(s)
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En effectuant une combinaison linéaire de coefficients o} pour j compris entre 0 et m, puis en

intervertissant les signes somme et intégrale, on obtient :

¢ _ t _
/ o (t; 8)n(s)ds = / AV, (s) = W (D). (5.1)
0 0
De cette formule, on déduit :
— t ¢ _
N, (t) —/ a(8)Y ,(s)ds :/ (o (t;s) — afs))Y n(s)ds.
0 0
D’autre part, on a également (cf. théoreme A.3 ) :
——— t —
(v2 [Mafe) - [ a07a()ds|) s Oeossr, (5.2)
0 0<t<T
ou M;(a) est une martingale gaussienne de variation quadratique :
t
Qu(t) = imn! < M, >= / 60 (5)a(s)ds (5.3)
n 0
En utilisant la relation (5.1) on obtient :

n~1/2 [—Nn(t) - /Otoz(s)?n(s)ds] = p7i/? :/Ot a*(t; )Y (s)ds — /Ota ]

= | t(an(t 5) = &) V(s3]
+ n7Y/2 :/Ot(oz*(t; 8) — Gn(8; s))?n(s)ds] . (5.4)

Sous les hypotheses du théoréme, on vérifie que le dernier terme de 5.4 converge vers 0. Consi-
dérons la formule des accroissements finis pour les fonctionnelles appliquée au second ordre aun

point o*(¢;-) & :
9(t:8) = [ B5)Tn(s)ds — [ 1n(8(5))dNn (o)

En posant y(t;s) = o*(t; s) + 6(t)(B(s) — a*(t;s)), on obtient :

(5 8) = glt; 0" (t; ) +/ ts)) AN, (s).

Soit a*(t; 6,; ) la fonction (de I',) obtenue en tronquant a*(t; ) a la précision 6,. Par définition

de a*(t;-) et de &y, (t; ) respectivement, on a les deux inégalités :

g(t, @ (t;-) < g(t, Gnlt; ) < g(t, 0 (¢ 6n;4))-
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La premiere provient du fait que o*(t;-) réalise le minimum de la fonctionnelle g, la seconde
provient du fait que &,(¢;-) réalise le minimum de g au sein de I',. Cette derniére inégalité

provient du fait que les fonctions de I';, ont la méme complexité. De ces inégalités, on déduit :

g(t, én(t; ) — g(t, &*(t; ) < g(t, &*(t; 65 7)) — g(t, & (t; ),

soit encore :

t(Gn(t;s) — a*(t;s))? . t (a*(t; 0p, 8) — " (t;8))? ~ <
b e € [ )

oll 1 et 2 sont définies respectivement par 1 (¢;+) = a@*(¢;-) +01(¢) (Gn (85 ) = (t;-)) et ya(t; ) =
a*(t; )+ 62(2) (6 (t; 643 -) — 0*(¢54)), 01 (¢) et 62(f) étant des fonctions comprises entre 0 et 1. En

notant respectivement o (t;d,) et a(t) les coefficients de o (t;4,, <) et de o*(¢;-), on obtient :

2
/0 (o (t§5m'29) — o (t; 8))2dwn(s) =3 _21_._ (Z(a}f(t;&l) —Oz}f(t))@(ﬂ))

73 (t, ) 7 267 (5

22 tT (Z¢2 Tz +2Z¢J T Z¢l Tz))

<t 72 >
Les fonctions apparaissant dans la parentheése sont des fonctions de I',,, dont les coefficients de
la fonction de base ¢; sont respectivement ¢;(7;) et 3°)5; ¢1(7:). Compte tenu des hypotheses
de domination des fonctions de I',, on obtient finalement pour tout ¢ € [0,T], qu’il existe une

constante K telle que :

/Of (&n(t;if)f(—t O;’;(t; 5))* AN (5) < K620, 3N, (2).

En multipliant les deux membres par n™! et en utilisant la loi forte des grands nombres, on

obtient

/t (Gn(tis) = " (59))° o (5)ds =0 (62a.%) .

7%(t’ s)

Soit en tenant compte encore une fois de la domination des fonctions de I'y,

/Ot(ézn(t; s) — a*(t;8))%ds = O (62%5) . (5.5)

On obtient finalement :

vt [0 59) - nl NTlo)ds < 1 0E5) ~ dnlis) I
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_s
11 suffit alors de prendre 6, = o(n_%an ?) pour que ce terme converge vers 0. Ainsi par (5.2) on

obtient

w72 [ (@t 8) — o) T as M0, 0 <1< (55)

Par la loi des grands nombres, pour n suffisamment grand, le premier terme est de I’ordre de :

nt/? /0 (én(t;5) — 0(5))a(5)ds,

et ainsi
t
n1/2/ (Gn(t;8) — a(9))ba(s)ds =g My(t), 0<t<T,
0

ou M, (t) est la martingale de variance quadratique définie dans (5.3). On en déduit que

nl/? /()'(@n(t; s) — a(s))ds = /0 B (5) 1M, (s),

ces convergences étant au sens des lois cylindriques. Cette derniére martingale a pour variation

quadratique :
t1

A 52—0,1(5)04(3)(13 = Va(t).

L]

Le théoreme précédent est basé sur U'estimateur obtenu en minimisant la vraisemblance sur
Pintervalle de temps [0,%]. La normalité asymptotique est obtenue pour 'estimateur séquentiel
G, (t;-). Ce théoréme est valable pour tout type de famille candidate, et ne fait aucune hypo-
theése particuliere sur la fonction inconnue. Néanmoins, toute application pratique nécessiterait
le calcul de 'estimateur a chaque instant. Le prochain résultat permet de s’affranchir de cette
limitation. Il est basé sur I’estimateur obtenu dans une famille d’histogrammes et exploite une
propriété particuliere de cette famille : Destimateur obtenu sur un intervalle de temps donné
ne dépend pas des évenements extérieurs a l'intervalle. En considérant une famille candidate
d’histogrammes & intervalles de longueurs identiques dont le nombre est choisi de maniere a opti-
miser l'indice de résolvabilité, on obtient un résultat de convergence gaussienne pour 'estimateur
défini sur tout lintervalle. Un résultat comparable pour 'intensité, a été obtenu par [48]. Les

auteurs montrent que pour toute suite de points sy,...,s,, p € N* de Pintervalle [0, 1], pour
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une vitesse m(n) inférieure ou égale & nl/2 et sous des conditions appropriées, la distribution

du vecteur
(n/m(n)*(@n(s1) = &(s1), - s &n(sp) — a(sp)),

est asymptotiquement gaussienne, de variance o, ou I est la matrice unité et o le vecteur de

composantes o = a(si)/0a(sK), k=1,...,p.

Théoréme 5.2. Sous les conditions du théoréme précédent, soit &, l'estimateur de o dans la
famille des histogrammes définis sur des classes de longueurs identiques dont le nombre est choisi

1
de maniére a optimiser ’indice de résolvabilité, i.e. m*(n) = O (n/logn)?. Le processus

n/? /0 (Gn(5) — a(s))ds

converge en distribution vers une martingale gaussienne de fonction de variance définie pour

tout t € [0,T) par :

Vi(t) = /0 t ;(2) ds.

Preuve : Soit pour tout ¢ € [0,771, la fonction a*(t;-) solution de :

Arg pin 9(59) = [ BT a(s)ds = [ 1(8(6))aNa(o).
Les fonctions a*(t;-) et a*(T;-) permettent d’obtenir la décomposition :
[ @alt6) ~ @) Falohds = [ (@anltss) - o (5 ) Tals)ds + [ (@ (t15) — @”(F36) Fa(e)ds
+ /0 (0* (T 5) — én(s))Va(s)ds + fo (n(s) — a(s))Tn (s)ds.
D’apres (5.5), on a pour tout t € [0, 7],

n

(SIS

t

/ (6nt;5) — 0" (85 8))Vn(s)ds = O (3,m37%9) .
0

On obtient ainsi :

% /0 (@ (t;5) — a(s)) To(s)ds = n- /Ot(oz*(t;s)—a*(T;s))?n(s)ds

+ nT fo t(an(s) ~ a(s))Vn(s)ds + O (8,n3+57) .
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Dans la preuve du théoreme précédent, on a obtenu en (5.6) que

B

n /Ot(dan(t; s) - a(s))zn;b@ds oy Ma(t), 0<t<T.

Pour établir le résultat, il suffit alors de montrer que sous les hypothéses du théoréme, le dernier
terme vérifie :
t —
n_%/ (a*(t;8) — a*(T';5))Y n(s)ds — 0.
0

Par la relation 5.1 on a [j(a*(t;5)Yn(s)ds = N,(t) pour tout ¢ € [0,T]. On obtient en tenant

compte de cette relation :

t - _ _ T _
/ (a*(t;s) — a™(T;9))Y n(s)ds = Np(t) — N.(T) + / a* (T 8)Y n(s)ds. (5.7)
0 ¢
Soient 27, .. o b () les noeuds de l'histogramme. Soient I7, les m*(n) intervalles définissant

'histogramme, et I7 = [t;n_1,1} ], I'intervalle contenant t. On note dans la suite »(I;) le nombre

de points de sauts observés dans l'intervalle I;, et ¢(I;) = 2 Y .(s)ds. De la relation :

m)
o (T;8)= Q/}—J,II]-(S),
=1 Vi
on déduit aisément :
T . tj'n. o T —
/ o*(T;8)Y p(s)ds = /Oa*(T;s)Yn(s)ds-i— o*(T;8)Y o (s)ds
t t tig

Par (5.7) on obtient :

/Ot(oz* (t;8) — a*(T;8))Yn(s)ds = /t P o*(T;8)Y (s)ds + No(t%) — Ni(t)

v (e]) —v (1 1)).
Jo
On obtient alors la borne supérieure :

t,t7

A
v
~
33
N
!
S
—_
-
25
S

/0 “(0*(t:5) — o (T3 )) ¥ a(5)ds
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)

Pour la borne inférieure, on obtient :

/0 (04t 5) — o (T 5)) P (5)ds

v

w1\ (2PUR)
I/([t, jO}) (1#([]7:))
> ~v (i)

> —u(I}).

L’histogramme est un cas particulier de fonction spline. La vitesse de croissance optimale
(au sens de l'indice de résolvabilité) de la dimension des espaces dans le cas d’une famille

d’histogrammes (voir 4.22 dans la preuve du corollaire 4.15) a m(n) noeuds équidistants est :

m(n) = <logn>% '

Pour conclure, on utilise cette vitesse pour montrer que lim, n“%u(I %) = 0 en probabilité.

Par I'inégalité de Markov, on a :
P, (n7tv (IL) > ¢) < B (v (1)
< nzetl /I" a(s)84(s)ds

J0

= O (nFe (g -t _y))

= O n"%s'l( r )—%
logn

= 0 (n"%s'l(log n)%) .

On peut conclure que n Iy (I J’(‘)) converge vers 0 en probabilité, et par conséquent, la suite de
processus : n'/2 [I(én(s) — a(s))ds converge en distribution vers une martingale gaussienne de

fonction de variance

va) = [ t - ((Ss))ds,

pour tout ¢ € [0, T].

[

Remarque : Le résultat précédent permet de construire des procédures de tests et des intervalles de

confiance pour lintensité cumulée. En effet,

Val(t) = /0 (;:((3 ds,
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est un estimateur convergent de V,(¢). Pour une taille d’échantillon suffisante
nl/2 t
WA (0177,(8) — a(s))ds
o 2

est approximativement de loi normale centrée réduite. Soit C, défini par :
P(IN(0,1)|> Cp) <1~p,

les inégalités suivantes sont satisfaites avec une probabilité voisine de p :

/O&n(s)ds—n_l/sz [Va(t)]%g/() a(s)dsS/o an(s)ds + Y20, [Va(1)]5.

5.2 Tests exponentiels.

La définition de ’estimateur de complexité minimale se préte trés bien & la formulation de
tests exponentiels consistants. Un test est dit consistant si les probabilités d’erreur convergent
vers 0. Un test est dit exponentiellement consistant si les probabilités d’erreur sont bornées par
27" pour une constante ¢ donnée. On connait des bornes exponentielles pour de nombreux
tests dans le cas d’hypotheses simples pour des lois de probabilité Hy : “P = Py” contre
H, : “P = P,” (voir par exemple [27]). Dans le cas de familles paramétriques pour des lois
absolument continues, et densités lisses, on pourra consulter [36], [7] et [17]. Pour des ensembles
convexes avec alternatives définies par des capacités [38].

Dans cette section, nous étudions les propriétés de deux types de tests. Les risques de premiére et
de seconde espeéce seront notés respectivement r; et r9, @ et § désignant des fonctions candidates.
Nous proposons des tests du type Hf :“a = of” contre H :“a € A™”, ou A™ est un sous-

ensemble de I'),. Le premier test que nous considérons est le test de Neyman-Pearson :
H} :“a=ag”
H]?:[, . “a —_ a7ll”
Dans le cas de deux fonctions de I';,, on montre qu’on peut définir des tests consistants et méme

exponentiellement consistants, si certaines conditions liant la différence des complexités entre

les deux fonctions Cp(af) — Cn(af), et la distance d% (o, af), sont satisfaites. Si I'une des deux
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fonctions n’est pas dans I',,, on montre qu’on obtient des résultats similaires en substituant
au terme de complexité associée & la fonction de I', une suite croissante qui satisfait certaines
contraintes. Le test classique de Neyman-Pearson est uniformément le plus puissant pour un
niveau donné. Le premier test que nous étudions peut étre assimilé a un test de Neyman-Pearson
dans lequel le niveau ne serait pas arbitraire, mais égal a la différence de complexité entre les

deux fonctions.

La seconde famille de test que nous étudions, est de la forme :
Hy : “a=o3"
Hy :“d4(a,af) > 1"

oll r,, est une suite dépendant de la taille de I’échantillon. Dans toute la suite, on considére que
(N,Y) est un processus de Aalen de fonction d’intensité o et on suppose en outre qu’il existe

une constante Dy telle que : Py presque-siirement, pour tout s € [0,T], Y (s) > Do > 0.

Théoréme 5.3. Un test de I’hypothése Hy : “a = af” contre Hy : “a = o} ” de région
d’acceptation définie par W = {[,04;2“53 > Lo,27} posséde des risques de premiére et de
seconde espéce qui vérifient :
1 ]. -D, d2 n .n
—Zlogry > — (€F — &) + 1 — e~ Dodu(agel)
n g7 2 2n( 1 o)+

1 1 n n -D d2 Otn', n
—%logr22%(€0—61)+1—e odu(ag,at), (5.8)

Preuve : La zone de rejet est définie par W = {ﬁag.?“eg < LQ?Q"E?}. Le risque de premieére

espéce est donné par :

r1 = P (W> < Pap (ﬁagZ_sg < EQ?Q"C?)

—nD%(ﬁag 7‘Ca;" )

< 93(g—€T)9
_ 2—n(D%(ﬁag,ﬁa?)—ﬁ(eg—e?))
2 n N

ol la derniére inégalité provient du lemme 4.4. Le risque de seconde espéce est défini par :

ro = Pap(W) = Pap (Lap2™ < Log2™%) .
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On obtient de maniére symétrique :

r2 = Pa’f (W) < 2%(5?—53)2_7’D2}{(£a?»5a61)
o (PhCap Lap)-2(5-4))

—Dgd2, (a?,a?)
—-n(l—e H'T0 l—ﬁ(e?-—eg)

IN

La proposition suivante fournit un exemple de test.

Proposition 5.4. On suppose la condition G2 vérifide.

1)

2)

Pour tout n, soient of et of deux fonctions de 'y, et soient Cy,(af) et Cn(a}) leurs

complezités respectives. Si les deuz suites (af) et (of) vérifient pour tout n

dh (3, 08) > =5~ IC(aF]) - C{laD)

alors W = {ﬁagy-c'([aé‘]) > EQ?Q“C([O‘?])} est la région de rejet d’un test consistant de

n”

Hy :“a = af” contre Hy :“a = of” dont les risques de premiére et de seconde espéce

vérifient respectivement :
1 1 n n —Dod%, (a2 ,07)
—=logry 2 o= (C([a1]) — C([ag])) + 1 — e7 70 mi%oo1),
n 2n
1 1 n n —Dod?, (af,al)
——logry 2 o~ (C([og]) — C([o1])) + 1 — e77o%mi%o 1),
n 2n
Soit ag € I' et of € 'y, de complexité Cp(aq). Soit €}, une suite vérifiant €& = o(n) et :
|6 — Cu(a?)| < nDod (e, o),

alors W = {Lon27% > EQ?Z“C"(Q?)} est la région de rejet d’un test consistant de
Hy :“a = ag” contre Hy :“a = o} ” dont les risques de premiére et de seconde espéce

vérifient 5.8.

Preuve : On détermine une condition suffisante de convergence pour le risque de premiere

espece, la condition pour le risque de seconde espece s’en déduit par symétrie. Pour que le

risque de premiére espece converge vers 0, il suffit que :
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~Dod% (o o) 1 . n
€ HW0M) ] — —(gy — ¢
271/( 0 1)7

soit encore

1
~In(1 = —(¢§ ~ ) < Dodjy(af, o). (5.9)

La suite €f — 7 étant en o(n), en utilisant le dévelopement limité du logarithme, on obtient :

1 n n ]' n n
—In(1- %(fo —-€)) < %(50 ~€1),

une condition suffisante pour que 5.9 soit vraie, est qu’elle soit vérifiée par un majorant du

membre de gauche de (5.9), d’ou la condition suffisante :

1
Dod¥ (g, af) > 2—7;(63 —€1)-

En utilisant la symétrie des deux hypotheses, les deux conditions peuvent se résumer par :

1
Dodyy (o, 03) > 5|67 - €51.

Dans le cas de deux fonctions de Ty, la différence ¢} — €}| représente la valeur absolue de la
différence des complexités des deux fonctions, et se réduit a celle des longueurs de description
de leurs parties entiéres, car elles appartiennent au méme espace, d’ot le résultat du 1). Si I'une
des deux fonctions, of par exemple, n’appartient pas a I',, une condition suffisante pour que le

test soit convergent est qu’on puisse choisir la suite €f telle que

Crn(a®) = 2nDod4 (0, o) < € < Cr(a}) 4 2nDod%y (0, o).

[

Remarque : Dans le cas de deux fonctions de T',,, la condition de validité du test est que le carré de la
distance de Hellinger entre les deux fonctions soit plus grand que la valeur absolue de la différence entre
les deux complexités, relativement 2 la taille de I’échantillon. Intuitivement, la distance entre les deux
fonctions apparaissant dans les hypothéses doit étre suffisamment grande par rapport & la différence des
complexités pour permetire de les séparer. Dans le cas de suites constantes af = ag et of = a3, les test
obtenus sont exponentiellement consistants, compte tenu de I’hypothése de croissance sur les fonctions

de complexités C,, = o(n).
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Exemple 5.1 : Test sur la dimension.

Etant donné un échantillon de réalisations de processus ponctuel dont on connait la loi & € T, on
peut désirer déterminer si la meilleure approximation de o au vu des données observées, est dans un
sous-ensemble de I', de dimension mg ou my, et pour une précision fixée. Pour cela, on peut appliquer
le test précédent avec pour af et af respectivement, la projection au sens de la norme L, de la fonction
a dans les sous-espaces de dimension mg et m;. La réponse 3 un tel test permet alors sans recourir &

Pestimateur, d’obtenir la fonction qui réalise la meilleure compression en moyenne.

Remarque : Le test précédent peut servir & réaliser un codage variable de réalisations de processus
ponctuels, ou encore comme critére de sélection dans un algorithme adaptatif d’estimation de la fonction
d’intensité. A partir d’une solution initiale obtenue par la minimisation sans contrainte de la partie
vraisemblance du critére de complexité minimale, on peut utiliser de tels tests pour sélectionner de maniére
adaptative le sous-ensemble des fonctions de base réalisant le meilleur compromis entre approximation
et longueur de description. A chaque étape, il suffit de comparer la restriction de la solution continue au

sous-espace considéré a la solution obtenue a 1’étape précédente.

Le résultat suivant montre qu’on peut construire des tests exponentiels dans le cas d’hypotheéses
du type Ho :“a = af” contre Hy : “d%(a,af) > r,”. La preuve de ce résultat nécessite le

lemme suivant

Lemme 5.5. Soit (o), une suite de fonctions telle que v, =|| & — a ||2 converge vers 0. Soit
également r,, et 3 telles que : r, > 4V2Kwv,, et Dg(Lax,Lg) > 1. Sila condition G3 et

U’hypothése H3 sont vérifiées, alors pour toute suite positive u,, on a :
u —__.n_n2 *
Po(Lay < £p27%) < 2707 iz Pk Cen o),
pour n suffisamment grand.

Preuve : Soient Uy, ..., U,, n variables aléatoires i.i.d et E, = {3 =y U; > nu,}. Par 'inégalité

exponentielle, on a

P(E,) < 2(infyzo(=nyun+3 0, log B(c?%)))
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Appliquée a U, = log Zé%-,

Pour y = 1, on obtient :

1
- log P, (Ey)

L

I'inégalité donne :

Y
[‘“fvzo (-nvun+2?=1 log Ea ({%(MM)) >]
Zlog wa) > NUn| <2 on .

IN

IA
|
+
5} =
o o
SE
T
)
Q
215
N—
[ )
S N~———

1
2
JUn log/£a~ (1+vy) £s dF,
2 n Lo

/c ( ﬁ) dP

(5.10)

n

ol v, = 7% — 1. Analysons le second terme de cette derniére borne :
Qp .

log [ Lay (14 3) ((ﬁ

B

Lo

2
) dPy

= 102;/(1 + ) (Laz Lg)? dPo

= log [ / (LasLp)? dPy + / v (Ea;lﬁﬁ)%dPo}

— log [1 - Dy(Las o)+ [ 7 (z:a;,cﬁ)%dpo](s.n)

On développe 'intégrale apparaissant dans 5.11 :

[ v (Castp)® apy

Ik
/¥

Lo ﬁ—ﬂ/am)dPO—}—/z/[,a*dPo
Cox (Vo = \/Laz) 4Py

(il ]

2D (Las, Lp) { ]%

1
Lo Lo 2
2Dg(Lax, Lp) | Ea ((ﬁa;> ) - (5_%) T 1}

- L\
D5 (Las, Lg) | Eas ((ﬁa) ) _1
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1
2

r 2
QDH([,Q;L,,C[;) [/ﬁa; ([’ o > dFPy —1

1
ﬁa 2
= 2DH(£Q;§L,[,3) (Ea ([,—) - 1) (512)

Par le lemme 3.15, on a pour n suffisamment grand :

E, <£:; (N, Y)) < exp <Kv721) ,

oll v, =| o — a;, ||2. Cette borne permet d’obtenir par 5.12 et pour n suffisamment grand :
[ 4Lz £9)* aPy < 2D (Lor, Lo)VER vn,
Les hypotheses Dy (Lox, Lg) > rp > 4+/2K v, impliquent
2V2K v, < %DH(,ca;,cﬁ).
On obtient ainsi la majoration :
/ V2 (Lasls)? dPo < 2 D% (Las, Ls).
De 5.10 et 5.11, on peut déduire :

1 U, 1
‘T'L'logpa(En) < ’"_2"'*'10%(1—51)%{(['01%7[:/6))

Up, 1 2
< —— s B * .
s -5t 21n(2)DH(£%’£")

On a donc

Py (Lon <270 L4) < 27 8% 97 7z Pa(Cag Lo),

pour 7 suffisamment grand.

[

Théoreme 5.6. Sous les mémes hypotheses que dans le théoréme 5.3 et en supposant de plus les
conditions G1 et G3 vérifiées, soit a, = Arginfqer, d4(a,v) et r, > max(Dod% (o, @), 4V2Kvy,).
La suite de tests définie par Hy :“c = af” contre Hy :“d% (o, 0f) > 27", de région de rejet

W = {EagQ‘"E" < L4,277(8n)) posséde des erreurs de premiére et de seconde espéce vérifiant :

———71; logr; > 1 - e~ Dodg(aan) _ En/2

(5.13)
~Llogry > 1 <€n +1—e™ - %Cn(ozn)) .
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Preuve : Soit le test de zone de rejet définie par W = {L,p27"" < L, 2767(82)}, En utilisant

'inégalité (4.4) on obtient pour le risque de premiere espece :

= Pa(La27" < L4,270n ()

-
Y€l
< 3 gRen=Znl) o nDY (Layly)
Y€l

Q_n (1_e—Dod§-{(°‘»°‘") -—En/Z)

Par l'inégalité de Kraft on peut conclure que :
logry < —n (1 _ e~ Dod(enam) _ en/Q)
L’erreur de seconde espece est définie par :

rp = Pa(La,27070") < Logammen)
= P, <sup L4270 < £a32‘”5">
Y€l

< Py (Lan270M0n) < Log27men)

Afin de majorer cette probabilité, on applique le lemme 5.5 avec u, = Cp(an) — €n, et 8 = of.
Pour cela, on vérifie que les hypothéses du lemme sont satisfaites. L’hypothése r, > 4v2Kv,

est satisfaite d’aprés I’énoncé du théoréme. Il reste a vérifier que
Dy (Laps Lop) > Tn. (5.14)

Par le lemme 4.4,

DH(ﬁan,[ra{;) >1- e—Dod?q(an,aE),
donc une condition suffisante pour que I'inégalité 5.14 soit vérifiée, est que :

1 — e—Dod%(an,a(’]‘) > rn.

Une condition nécessaire pour que la seconde inégalité soit vérifiée, est que :
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Il reste & montrer que sous ’alternative H1, et les conditions du théoréme, cette derniére inégalité

est vérifide.

Sous H1, et compte tenu de 'inégalité triangulaire, on a :

21, " n
E < d%{(a,ao) < d%[(oz, o) + dfq(ozn, ag).

Par hypothese, di(a, a,) < B, d’ot %2 < I 4+ dy (o, 0f), et
T
d%{(an’ag) 2 En(;'

L’inégalité 5.14 est donc vérifiée, et on peut appliquer le lemme 5.5, pour obtenir

__________(__lntn—gn an 2_% ?’{([’agv‘can)

T S 2
< 2__71577.—02’71(&71)2_%(1_6—D0d%q(°<ny06‘))
S 2_ﬂ5n—gn§an!2_%(l_e—rn).

Cette minoration fournit pour r9, la borne :

1 1 1
-=;10g ro > 3 (En +1 -7 —~ ;Cn(an)>

]

Corollaire 5.7. Soit r, une suite vérifiant r, > max(Dod% (e, on),4Dyv,), et €, une suite

positive telle que

1
;Cn(o‘n) + rn S En S 2D0d12q(a37 an)y

alors W = {L4,277" < E&HQ_O"(&")} définit la région de rejet d’un test consistant de Hp : “a =

n 7

Qg

contre Hy : “d%(a, af) > r,” dont les risques de premiére et de seconde espéce vérifient 5.13.

Preuve : Il suffit de vérifier que les bornes données par 5.13 sont strictement positives. La

premiere borne

2 n
1 — e~ Dodiy(afian) _ ¢ /9,

est strictement positive si
En

e Dodhleden) <1222,




94 CHAPITRE 5. NORMALITE ASYMPTOTIQUE ET TESTS EXPONENTIELS.

soit encore

d%(af, an) > _Eln(l_—éﬁ)
1, e, &2
U2ty

Le terme €, /2Dy est un majorant du membre de droite de I’expression précédente. Une condition

suffisante pour que I’inégalité soit vraie, est qu’elle soit valable pour le majorant, soit :

En

dy (0, an) > 3Dy’

Pour la seconde borne
1
En+l—e"— ;C’n(an) >0,
si
1 -7
En > ECn(an) +1—e ™,

une condition suffisante est obtenue pour un majorant de 1 — e™"", soit

1

[

Remarque : Sous les hypothéses de la proposition 4.16, ce résultat est encore valable pour une distance

autre que la distance de Hellinger apparaissant dans ’hypothése alternative H1.




Chapitre 6

Algorithmes de minimisation et

simulations.

Rappelons qu’on s’intéresse & des processus (N,Y) définis sur un espace (Q, (), Py) ol P,

est absolument continue par rapport & Py et de dérivée de Radon-Nikodym donnée par :

T
% = exp (- /OT<a(s)_1)y<s>ds+ / 1n<a(s>>dN<s>)) (6.1)

= L4(N,Y). (6.2)

Si I’on observe un échantillon (&%, y™) = ((€1,41),- - -, (€n, Yn)), on note (£,,7,) le couple défini
par les cumulés £, = "%, & et J, = S, y;- Pour toute fonction candidate 3, la dérivée de
Radon-Nikodym calculée en (£", y™) a pour expression & un terme multiplicatif prés indépendant
de 3, :
T 3 T
£o(€"4™) = exp ( JRCEACEY) ms)yn(s)ds) -

Le critere pour une fonction candidate 8 s’écrit :

1 T _ T
~log Lo(E™,y") + Cu(f) = 1—5[/ in(B(5)) (o) - [ ﬂ(S)yn(S)d5}+Cn(5) (63

1 £.(T)

= 2 [— /OTﬂ(s)ﬂn(s)dSJr Z_j In(B(m))| +Cn(B), (6.4)

oll T; représente le i—eme instant de saut observé du processus &, = Y1, &,. Le terme
—log L(€™, y™) représente la longueur (& un bit prés) d’un code de Shannon pour les données

observées ((§1,y1),---, (€ ¥n)). Les fonctions B étant toutes définies sur la méme base, la
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minimisation s’effectue en réalité sur les coefficients du développement de la fonction sur la
base. Cette minimisation est délicate pour deux raisons. La premiere est la contrainte de
positivité sur les fonctions de I',,. Afin de ne pas avoir recours a des techniques de minimisation
sous contraintes, il est préférable de modifier le critére en exprimant la fonction inconnue comme
une fonctionnelle positive d’une autre fonction, qui elle, est autorisée & varier dans tout I’espace.
La seconde difficulté provient du fait que la partie complexité de 8 (i.e. Cr(B))dans le critere
n’est pas une fonction continue des coefficients du développement de la fonction sur la base. La
plupart des techniques de minimisation, basées sur les calculs de dérivées, ne pourront donc pas
étre employées sans précautions dans ce cadre. Les termes Cr(8), pour définir les longueurs
d’un code instantanément décodable doivent satisfaire 'inégalité de Kraft 52279 < 1. Les
longueurs C, doivent en outre pour des raisons liées & la convergence de I'estimateur, vérifier
la condition C), = o(n). La minimisation de la longueur de description totale s’effectue en deux
étapes. La composante continue (comme fonction des coefficients) du critere (—log L5(£",y™)),
est minimisée en utilisant une méthode de descente. Pour m fixé, on obtient une solution du
maximum de vraisemblance. En tronquant les coefficients de cette solution & diverses précisions,
on obtient des solutions é&,(m, §). Pour chacune de ces fonctions on calcule la longueur totale du
code (y compris le terme de complexité), et pour m fixé, on détermine la précision qui minimise
la longueur totale de description. En faisant varier m dans ’ensemble des précisions admissibles,

on obtient alors la solution &,. Dans la section suivante, on analyse la partie lisse du critere.

6.1 Minimisation de la partie lisse du critére.

La fonction critere 3 optimiser dépend de parametres qui varient continiment, ne figurant
que dans la vraisemblance, et d’un certains nombre de parametres discrets apparaissant dans la
fonction de complexité C,(3). De maniére pratique, on est donc conduits & fixer les parametres
discrets et & optimiser la partie vraisemblance du critére puis a changer les valeurs des parametres
discrets et & effectuer & nouveau ’optimisation de la vraisemblance et ainsi de suite.

Dans toute la suite, m étant fixé, on considére une base {¢;, j =0,...,m — 1} de fonctions
positives de I',. Pour tenir compte de la contrainte de positivité, nous avons étudié deux
méthodes. La premiere consiste  rechercher des fonctions de la forme 3(s) = ( ;-"2_01 B;é; (s))z’

ce qui garantit la positivité, et la seconde consiste a rechercher le minimum dans un voisinage
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de I'optimum tel que la contrainte de positivité soit satisfaite.

Contrainte sur la fonction d’intensité.

Pour m fixé, on cherche :

T 2 £.(T) 2
B = Argﬁ min /0 (Zﬂjqﬁj(s)) s)ds — Z In (Zﬁjgb] (1:) ) (6.5)

Qe 7ﬁm 1

Le vecteur gradient a pour j—eéme composante :

T
Vitts) = 5 =2 [ pts ds-2 [ G, (o)

L’élément H;;(B) de la matrice hessienne est donné par :

2 T
M) = gs =2 [ e +2 [ A g

A Poptimum B* on a la relation :

[ 5 (@618 (5)ds = S ).

Par combinaison linéaire de coefficients B7, on obtient en intervertissant les signes somme et

/ﬁ“ ds—/ dE, (s) = E,(T).

Le critere optimal a donc pour expression :

intégrale :

€n(T)

:—é Zln

C*

., représente la complexité minimale des données, étant donné la fonction G*.

Approximation locale.

Pour m fixé, on cherche :

0y 7:8m--

T &u(T)
g =Arg, min [ (Zﬂj%‘(S)) Ta(s)ds = 3 In 3 Biy(r). (6.6)
7 i=1 7
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On obtient pour vecteur gradient :

gy OLs _ [T Ti(s) z
Vi) =g = [ eslema(elds — [ B o
L’élément H;;(3) de la matrice hessienne est donné par :

‘ _0%Lg ¢S
Hi(6) = 5ot = [ 2020, ).

A Poptimum £* on a la relation :

T . _ Tﬂ_(fl_ s
|, esems)as = [ SESE ().

Si, de la méme maniére que précédemment, on multiplie chaque terme par 7, et si on effectue

la sommation sur j, en intervertissant les signes sommes et intégrale, on obtient :

T T _ -
| B@ueds= [ () =E).
0 0

Le critere optimal a donc pour expression :

£, (T)
Cr =&(T) - > lnf(n).

i=1

Résolution numérique.

De nombreuses méthodes d’optimisation peuvent étre utilisées pour déterminer la solution
du systeme non-linéaire. Les méthodes du gradient, du gradient conjugué, de Newton-Raphson
et du gradient & métrique variable ont été étudiées par [51]. Le gradient a été implémenté par
la méthode de la plus profonde descente, le gradient conjugué par la méthode de Fletcher et
Reeves [33], I’algorithme & métrique variable selon la méthode de Kelley [43]. Le principe de ces
méthodes est le suivant : 3 partir de la solution fB; a I’étape k, une direction de descente dj,

un coefficient Az, déterminent un vecteur :

Br+1 = Br + Axdi. (6.7)

Le tableau 6.1 donne un apergu des principales méthodes de descente qui ont été utilisées pour
résoudre ce probléeme.
Les meilleurs résultats ont été obtenus en premier lieu par lalgorithme de variance puis par

lalgorithme de Newton-Raphson (voir [51]). L’algorithme de variance nécessite une estimation
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Algorithme Evaluation de dj, ( ¢.f.6.7)
Gradient di, = V(Bk)
Gradient conjugué dr = V(Br) + Me—1di—1,k > 1
= V(o)
s = et
Métrique variable dr = MV (Br)
My >0

Mk — Mk_l _ (Mk——lyk—l)(Mk—lyk—l)T,k > 1, k 7& i+ 1

vl Mi_1yk_y

My =3 s quf(quj)—l

¢ = Bi+1— b;
yi = V(Bj+1) ~ V(5))
Newton-Raphson di = —H"(Br)V(Br)

Algorithme de variance || dy = —[E(H(8:))]™!

Figure 6.1 : Méthodes de descente.

de I’espérance de la matrice hessienne, et ne correspond pas au cadre théorique que nous avons
adopté, nous avons donc privilégié l’algorithme de Newton dans ’étude numérique. L’algorithme

de Newton-Raphson pour résoudre le systeme non-linéaire,

T¢a() T L ' )
/0 Bls) @a (s) _/0 B(s)pi(s)Un(s)ds, 0<j<m-—1

correspondant & la premiére méthode, et pour la seconde :

"5] /45] (s)ds, 0<j<m—1,

Pour obtenir une valeur 1n1t1ale relativement proche de P'optimum recherché, le principe utilisé
consiste & rechercher une approximation constante par morceaux de la fonction initiale. Pour cela
on cherche une solution §°(s) = 173 o B m o I = [iT/m, (j+ 1)T/m], j =0, ~1,
i.e. une fonction de type histogramme définie sur m intervalles de longueurs identiques. On en
déduit une fonction B!(s) = Z;'n;ol Bl¢;i(s) dont §°(s) est une interpolation et qui servira de
valeur initiale pour ’algorithme. Pour la recherche de 33, ..., 8% _;, les composantes du gradient

s’écrivent
_9Lp p(Ljm)

m , 1=0,...,m—-1,
=Vim =g
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ol p(I;m) désigne le nombre de points de sauts du processus &, dans Uintervalle I jm et Yim =

J, I; m In(s)ds. Le systeme admet alors une solution explicite donnée par :

o _ #im)

jim Gim
On détermine les coefficients de la solution initiale 8! dans la base considérée en résolvant
le systéme linéaire d’ordre m, AB' = %, la matrice A étant définie par Ar; = &i(tk), j, k=
0,...,m—1, les valeurs ¢; représentant les points milieux des intervalles définissant I’histogramme
ty = (2k+ 1)T/2m.

Pour 3! donné, ’algorithme de Newton-Raphson pour k > 1 sera :

H(g")AF = ~V(6*)
ﬂk+1 :ﬂk + Ak

Le point d’arrét de I’algorithme étant donné pour || A* ||2< ¢, pour un e prédéfini.

6.2 Prise en compte de la complexité.

A partir des procédures de la section précédente, on déduit un ’algorithme 6.2 déterminant
la solution de complexité minimale pour P familles de bases indicées par j, chaque famille
possédant un nombre maximal de fonctions de base M (j). La procédure Sollnit(m,j) permet
pour une famille j donnée et une dimension m, de calculer les coefficients de la solution initiale
B! dans la base considérée. La procédure Newton résout numériquement le systéme non-linéaire
de solution initiale 3'. La procédure MinPrec détermine la précision optimale.

Dans nos simulations, nous avons effectué la recherche de ’estimateur de complexité mini-
male au sein de trois familles. Les familles, trigonométriques polynomiales et splines. On peut
concevoir que cette recherche soit enrichie par l.’a,pport d’autres familles. Le but étant & travers
cette démarche, de trouver la fonction la plus simple, présentant la meilleure adéquation aux
données observées. Le critére de sélection dans notre méthode, est basé sur la complexité. Les
familles candidates devront étres calculables, au sens ol une complexité représentant la difficulté
liée & leur description pourra leur étre affectée. D’autre part, les procédures de minimisation
comportant des méthodes treés lentes (gradient, Newton-Raphson), il sera nécessaire de partir

d’une solution initiale suffisamment proche de ’optimum recherché. Théoriquement, on sait

que si la fonction inconnue appartient a I'une des familles, elle est presque-siirement découverte
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Debut
Repeter
Repeter
Sollnit (m, j,u)
Newton (m, j, u)
MinPrec (m, j, 4, §)
Si LCode (m, j,u,68) < Lmin Alors
Lmin « LCode jux + u
jusqu’a ((m = M (4)) ou (C(m) + C(5) > Lmin))
jusqu’a j = P.
Fin

Figure 6.2 : Algorithme de recherche.

pour n suffisamment grand, il est donc clair que ’ensemble des fonctions candidates est égale-
ment ’ensemble des fonctions susceptibles d’étre découvertes par l'estimateur. En particulier
cette famille peut contenir par exemple des splines cubiques, dont le nombre et la position des
noeuds doivent &tre déterminés par la méthode. Supposant les familles de fonctions candidates
indicées par j et C(IV) désignant la longueur d’un code pour la famille (T'%),>0, l'estimateur de
complexité minimale &, est une fonction réalisant le minimum
min {C(I‘j) -+ rnir} (log 1/L5(€™,y™) + Cn(ﬂ))} .
J Bers,

La recherche n’est pas exhaustive, car la premiere famille fournit une borne inférieure de la
longueur du code qui définit un test d’arrét de la procédure de recherche. En réalité la procédure

de minimisation précédente admet la formulation séquentielle suivante :

m :C(m)<K; \ (Bo,sBm~1)

min {C(I‘j) +  min ( min  (log1/Ls(&,, yn) + C’n(ﬁ))) } ,
J
ou K; désigne la borne inférieure de la longueur totale du code atteinte avant la famille 7 et
C(m) la complexité liée & la dimension. Si la recherche s’effectue au sein de chaque famille par

ordre de complexité croissante, il est inutile de poursuivre P’algorithme pour des dimensions de

complexité supérieure a K.
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6.3 Exemples de bases de fonctions.

6.3.1 Cas de I’histogramme.

On peut considérer par exemple, la base de fonctions {¢;, j = 1,...,m — 1} formée des °
fonctions indicatrices d’intervalles. L’estimateur de complexité minimale s’obtient alors en mi-
nimisant le nombre de classes m de I’histogramme, la position des noeuds, et la précision a
laquelle les valeurs de la fonction dans les classes sont arrondies. On peut également se pla-
cer dans le contexte de noeuds équidistants, ou de coefficients arrondis a une précision fixée a
I’avance et fonction de la taille de I’échantillon. Nous examinons tous ces cas, et nous étudions

5(e)

essentiellement trois estimateurs. Le premier, que nous noterons &’ est basé sur des noeuds
équidistants, dont le nombre est déterminé par le critére. Le second, 64%”) est basé sur des
intervalles dyadiques entre noeuds, de longueurs variables. Dans chaque cas, on peut choisir
de minimiser par rapport a la précision & laquelle les coeflicients sont arrondis. Le troisieme
estimateur 64,(17”) est défini & partir du premier comme la moyenne des estimations obtenues a
nombre d’intervalles fixé, pour une quantité M de valeurs de ce nombre d’intervalles. Soit @SSZn
(resp. an m) défini sur m intervalles de méme longueur (resp. sur m intervalles de longueur

quelconque) par :

&), =Arg  min  (log1/Ls(£",y") + Cn())

= 01"-7131‘71—1)

5 ()

Par définition, &y’ réalise le minimum :

i (10g1/£,55, (€747 +Ca(6))
et
)= 13m0
M) = =574
M Z anyj )
J=1
Ces trois estimateurs étant basés sur dg{,)m, on commence le calcul en déterminant (sans minimiser
par rapport & la précision) les valeurs des coefficients de &n, 5, sur les intervalles de I’histogramme.

Le critére & minimiser aura ainsi pour expression

ﬁg(§ v y") /T (mz: ﬂ]%(s) (8 ds_/o In Z ,6]¢J dfn s)) + —logn (6-8)
Si on pose

T
b= [ 606 = [ Tueds =0, m-1,

J
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on obtient :

. —m—lﬂ. . Tl m-—1 ¢ d_ mlogn
p= L= [ 0| X ae) | dule) + 500

Pour m fixé, le gradient aura pour expression

T ¢:m(s) = 1 -
Vi) = tim— [ ZEDE () =ty [ (o)
0 IB],m I],m lBJym
En utilisant £, = Zf;gT) dr,;, on obtient
(1,
Vi(6) = dym - L0m,
Jm
ott pu(l;m) est le nombre de sauts du processus &, sur lintervalle I;,. Ainsi on obtient
Bim = -’f%—Jm"‘—) Les estimateurs &%) et 6) sont obtenus en choisissant des intervalles I 5m va-

riables ou équidistants, et en minimisant par rapport & m, le critére (6.8) appliqué a Bm) (s) =
Z}”:—Ol B;m®;i(s), et dans le cas des intervalles de longueurs variables, en minimisant la position
des noeuds. Afin de déterminer la position optimale des noeuds, on construit une partition de
Vintervalle [0, 7] en m(n) dyadiques de longueurs &, = 2= précision 3 laquelle on arrondit
les coefficients de I’histogramme ! Pour toute dimension p, le choix de p positions parmi m(n)
nécessite C’fn(n) comparaisons. Au total, la minimisation par rapport & p nécessitera de 'ordre
de 3°,C? (n) comparaisons, soit 2, Par exemple, pour une discrétisation de [0,1] en 16 in-
tervalles, on devra effectuer de ’ordre de 65536 comparaisons; on ne peut donc pas procéder
par recherche exhaustive. On peut néanmoins résoudre le probleme en utilisant la théorie des
graphes. Soit A ’arbre binaire dont la racine R représente l'intervalle [0, 7], et pour tout som-
met [a,b], les fils gauches et droit représentent respectivement les intervalles [a, c] et [¢,b] ot
¢ = (b — a)/2 par exemple. Pour un niveau m, cet arbre contient 2™ — 1 éléments. Chaque
niveau ¢ de I’arbre contient la partition de [0, 7] en ¢ intervalles dyadiques. Pour deux éléments
(1,7) de P’arbre, on notera c(¢, j) = 0 8’il n’existe pas d’arc de ¢ vers j, et ¢(z, j) = 1 sinon. Soient
[ai, b;] l'intervalle correspondant au sommet %, et [a;,b;] I'intervalle correspondant au sommet
J. On posera ¢(i,7) = 1 si b; = a; et ¢(i,j) = 0 sinon. De plus, on définit deux sommets E et
F, représentant des intervalles fictifs tels que ¢(F,i) = 1si a; = 0 et ¢(3,F) = 1si b; = 1. Le
probléme revient alors & déterminer le plus court chemin dans un graphe dont les sommets repré-

sentent des intervalles, et les arcs, les longueurs de codes associées a ces intervalles (la longueur

T.es positions des noeuds doivent également étre codées dans ce cas de figure, afin que le décodeur puisse

reconstituer I’histogramme.
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d’un code pour les données comprises dans cet intervalle). Cette méthode a été implémentée
avec ’algorithme de recherche de plus court chemin de Dykstra. La section suivante présente

Papplication de la méthode & trois familles usuelles.

6.3.2 Fonctions trigonométriques, polynomiales et splines.

Dans cette section, nous formulons les différents résultats obtenus pour trois bases de fonc-
tions usuelles, les fonctions splines, polynomiales et trigonométriques. Nous donnons les vitesses
de convergence dans ces cas particuliers, et nous présentons quelques résultats de simulations.
Les simulations ont été effectuées a partir des trois familles de fonctions citées : les fonc-

tions splines, trigonométriques et polynomiales. On suppose que la fonction d’intensité admet

= (mi: ﬁj¢j(8)) :
7=0

Chaque fonction est codée par un préfixe désignant la famille, un ensemble de paramétres

I’écriture :

(nombre de fonctions de base, degré pour la spline etc.), un vecteur des coefficients tronqués a
une précision donnée. L’algorithme est néanmoins concu pour toute base de fonctions positives,
et peut etre enrichi & volonté par ’ajout de nouvelles bases de fonctions. Dans chaque cas, on
doit calculer les intégrales ¥;; = foT & (s)p1(s)Tn(s)ds et &; = fg #;(s)7,, (s)ds apparaissant dans
les expressions du gradient et de la hessienne (voir section 6.1.1). Comme nous nous sommes
concentrés, en ce qui concerne les expérimentations numériques, sur la situation des durées de
vie avec possibilité de censure, nous avons choisi de nous limiter dans les calculs ci-dessous a des

réalisations 7, de la forme 7,(s) = Y "7 Ijo,4;((s)-

Fonctions polynomiales. Les fonctions de base sont données par ¢;(s) = $,j=0,...,m—1.

On obtient :

n
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Fonctions trigonométriques. Pour m pair, on peut obtenir une base de m fonctions trigo-

nométriques en posant pour k=0,...,m—1:

cos(2mks) si k est pair.
$(s) =

sin(2nks) si k est impair.

Pour le calcul des fonctions £;, on distingue les cas pair et impair.

7 pair
! d Ly A
;= cos(2m7s)Y,(s)ds = — ) sin(2njA4;).
6= | coslznio(s)ds = 5. 3 sinomi A9
7 impair
T 1 X
& :/ sin(277s)7,(s)ds = ———-Z(l —cos(27jA;)).
0 27Tj =1

Pour le calcul des fonctions 9;,, on distinguera donc les cas j, ! pairs ou impairs.

7 et [ pairs.

T
Yig = / cos(2mjs) cos(2nls)y, (s)ds
0

ET-(;'TI)Z?ZI sin(27(j + 1) A;) + mz& sin(27(j — 1) A) si j # 1
87 ey SIN(ATF)A) + LR Aisij =1

7 pair et [ impair.

Vi1 = /OT cos(2njs) sin(27ls)y,(s)ds
1 & _ . o |
= HGED z'=1(1 = cos(2m(j + ) A;)) + =G =D zZ;(cos(Zﬂ-(] —0)A;) - 1).

j et [ impairs.

T
P = /sin(27rls)sin(27rjs)yn(s)ds
0

F070 Lzt (= sin(@r (i + D A)) + gy i (sin(2n (5 — D A) si j # 1
Y ((—sin(dmg)Aj) — Ai) sij=1

8y 1=

Fonctions splines. Une base de fonctions splines de degré ¢ a noeuds équidistants est donnée

par :

o =1, ¢1(3) =8,.. °7¢Q(3) = Sq’ ¢q+1 = [(3 - A)+]q> . . "¢m—1(3) = [(s - (m -1- Q)A)+]q'
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Avec A =1/(m - ¢). On a donc m — (g + 1) noeuds intérieurs et m fonctions de base. Pour le

calcul des termes 9;;, on distingue pour ¢ > 0 les cas 5,/ < g et j,{ > gq.

g=20

;0 =058l 7 #1, et si v désigne la mesure de Lebesgue, on obtient :

& = i

Splines aﬁinesw

g=1

Dans le cas de la deuxieme méthode, on distingue les cas j > get j < gq.
J < q : on obtient §; = }'“-IFIZ?=1 Af'H.
i>q:& =520 (A —tja)n
Pour la méthode 1, on distingue trois cas :
71<qgeti<yg
JERER]
Q/}J, j+1+1 Z Az’ .
J<qetl>gq
On obtient en posant t;—1 = (({ — 1)A) :

Y = Z/O s[(s — ti1)+]ds

Jj>q,1l>q,

En posant v = max(t;—1,¢;—1) on obtient :

’L)ij = Z/ S - t[_l)(s - t]'__l)ds
=1 Jv= max{t;—1,t5-1)
ti—1 51

= o) [T+ Aw o) - L

=1

(A +v) +ti—1tjoa | -
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Splines cubiques

On distingue les cas j > g et j < q.
1>4q

On obtient &= %Z?‘zl (A; — tj_3)4.

j < ¢ On obtient & = Y%, A7F!,

Pour la méthode 2 et ¢ = 3 on distinguera deux cas, le cas j < g et [ < ¢ étant identique au

premier cas de g = 1 :

J<getl>g
k13 Ai
1 Jo
ti—3
n
- y+4§
3t 4 &
+ =
J+2;
i>qetl>q

En posant v = max(t;_3,%;~3) on a :

n

A;
v = L [ o= ta) (s - ti-a)ds

=1

\I}—-

= —§3A7—v —%t13+g'3§:A6—$
7=1 =1

3 n
+ g(tl2~3 +3ti-stj—3 + 17 _3) Z(Azs )

1 n
- Z(1513_3 + 9t} _gtjz + 92_gti_s +13_5) Y (A ~ v*
=1

+  (tj-stig +3ti_sts_5 + t0_sti-3) D (A} ~°)

3 n
- §(t1_3tj_3) -3 +1-3) Y (AT —v®) + 17 1] (A - v).
=1

=1




108 CHAPITRE 6. ALGORITHMES DE MINIMISATION ET SIMULATIONS.

6.4 Estimation dans des modeéles de durées de vies avec censure.

6.4.1 Cas de ’histogramme

Les trois estimateurs basés sur I’histogramme, introduits & la section sont comparés dans le
cas des modeles de durées avec censure. Les figures présentent des résultats d’estimation pour
respectivement 200, 400 et 800 données. On peut remarquer que dans tous les cas, les meilleurs

résultats sont obtenus pour le mélange d’histogrammes 4 intervalles de mémes longueurs.

~q
L
] .
=
[
—
=
0,8 |- -
0.6 |- .
0 4 i L A 1 1 L
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Temps

Figure 6.3 : 200 processus. 130 morts observées. (1) Estimateurs a intervalles de méme

longueurs et a intervalles de longueurs variables, confondus. (2) Melange. (3) Fonction théorique.
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Intensité

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8

Temps

Figure 6.4 : 400 processus. 245 morts observées. (1) Fonction théorique. (2) Estimateur 3

intervalles de méme longueurs. (3) Estimateur a intervalles de longueurs variables. (4) Melange.
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Intensité

0,4 N 1 1 1 s 1 .
0,0 0,2 0.4 0,6 0,8 1,0

Figure 6.5 : 800 processus. 496 morts observées. (1) Fonction théorique. (2) Estimateur &

intervalles de longueurs variables. (3) Estimateur & intervalles de méme longueurs. (4) Melange.
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6.4.2 Recherche simultanée dans plusieurs familles.

------ Estimateur I

1,6 -

Intensité

N
0,4 ~

Figure 6.6 : 400 processus. 252 morts observées. (1) Estimateur (2) Fonction théorique.

N Erreur | Ecart-type | Famille | Fonction
200 | 0.27 0.11 40% 1%
400 [ 0.19 | 0.1 64% 2%
600 | 0.16 0.08 64% 4%
800 | 0.13 0.06 76% 5%

Figure 6.7 : Comportement asymptotique.
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N Erreur | Ecart-type | Famille | Fonction
200 | 0.28 | 0.29 61% 11%
400 | 0.16 0.14 62% 13%
600 | 0.15 0.1 63% 16%
800 | 0.13 0.07 65% 23%

Figure 6.8 : Comportement asymptotique dans le cas d’une fonction exponentielle de para-

metre 2.
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6.4.3 Commentaires.

Dans toutes les simulations, nous avons considéré comme censure, la fonction indicatrice de
I'intervalle {0, T}, soit pour la durée X observée, Y (s) = Linin(x,1)>s}-
Les trois estimateurs basés sur ’histogramme, ont pour avantage d’étre trés faciles & calculer,
(leurs coefficients sont solution d’une équation linéaire), par contre ils présentent un grand
inconvénient, le manque de lissitude. Les résultats obtenus pour le mélange d’histogrammes,
montrent qu’on peut obtenir de tres bonnes estimations d’une fonction continue. Ces estimateurs
semblent fournir un bon compromis entre qualité d’estimation et temps de calcul. Il serait
intéressant d’étudier plus en détail la méthode d’estimation basée sur des mélanges dont la
dimension optimale doit étre déterminée par le critére de complexité minimale et d’inclure le
cas des mélanges basés sur des intervalles de longueurs variables.
La recherche simultanée dans plusieurs familles fournit une bien meilleure qualité d’estimation,
compte tenu du fait que I’histogramme en est un cas particulier, et que I’ensemble des familles
de fonctions candidates contient des fonctions lisses. Les données du tableau de la figure 6.8 ont
été obtenues en simulant pour chaque taille d’échantillon 100 processus de méme loi, de fonction
d’intensité

y = 0.5sin(4wz) + 1.

La fonction estimée fait parti de 'une des familles (famille de fonctions trigonométriques), et
on s’attendrait d’apres les résultats théoriques, & pouvoir la découvrir exactement. Nous avons
compté dans les colonnes “famille” et “fonction”, les pourcentages respectifs d’identification de
la bonne famille, et de découverte de la fonction estimée. Dans la figure 6.8, on remarque dans
la colonne “fonction”, que le taux de découverte de la fonction estimée augmente régulierement.
En ce qui concerne le taux d’identification de la bonne famille, on remarque également une
progression, mais moins marquée entre les tailles d’échantillons 400 et 600. L’erreur d’estimation
(colonne “erreur”) décroit dans un premier temps assez rapidement de 200 & 400 données, puis
plus lentement pour des échantillons de taille 600. Nous pensons que cette irrégularité dans
la progression de la qualité des résultats est due a une forte variance. La colonne “ecart-type”
montre de grandes fluctuations dans I’erreur d’estimation. Cette forte variance est due au fait que
la seconde partie du critere, la partie complexité aura tendance a favoriser les fonctions les plus

simples du point de vue de la description (histogrammes a intervalles équidistants). Une maniere
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naturelle d’améliorer la variance, serait d’exclure pour les petits échantillons, des bases qui ne
possedent pas de bonnes qualités d’approximation, et de ne permettre la recherche dans celles-ci
qu’a partir d’une taille suffisamment grande pour que l'influence de la partie “complexité” du
critére soit faible. Enfin, il serait intéressant d’étudier le comportement de ’estimateur dans
le cas de durées de vies non-censurées, afin de mesurer l'influence de la censure, et dans le cas
des processus de Poisson, pour mesurer l'influence du nombre moyen de sauts sur la qualité de

Pestimation.
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Annexe A

Annexe.

A.0.4 Un complément sur les machines de Turing.

On peut en donner la définition formelle suivante :

Définition A.1. (Machine de Turing) Une machine de Turing est formellement décrite par

un septuple M =(Q,I",%,6,s,B,F) ot :

e () est un ensemble fini d’états.

I' est Dalphabet du ruban.

Y C T est lalphabet d’entrée (alphabet utilisé pour le mot d’entrée).

s € () est ’état initial.

F C Q est ’ensemble des états accepteurs.

o BeTl —X estle symbole “Blanc”.

§ :QxT — @ xI'x(L,R) est la fonction de transition (L et R désignant le déplacement

de la téte de lecture vers la gauche et vers la droite).

Une machine de Turing fonctionne & temps discret. Le temps ¢ est a valeurs dans ’ensemble des
entiers naturels, la machine commence & fonctionner a ¢t = 0. A cet instant, la téte de lecture est
située sur la case de départ et I'unité de contréle est dans un état particulier go. D’autre part,

toutes les cases contiennent des B sauf une suite finie de cases adjacentes s’étendant de la case
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de départ vers la droite et contenant des 0 et des 1. Cette chaine binaire est appelée I’entrée. A
chaque instant elle est dans un état interne (en mémoire) particulier; la téte de lecture-écriture
examine une & une les lettres inscrites sur le ruban. A chaque étape de ’exécution, la machine
est dans une configuration qui peut s’exprimer par le quadruplet (p,t, a, g) ol p est I’état courant
de 'unité de contrdle, ¢ est le symbole analysé, a est I’opération suivante de type écriture d’un
symbole ou déplacement de la téte, soit un élément de S = (0,1, B, L, R), et ¢ est ’état de
P’unité de controle & exécuter aprés cette étape.

La valeur lue ¢ et 1’état p déterminent une exécution ¢ et un état suivant ¢ de I'unité
de controle déterminé par la table de transition d’états. On peut résumer ce fonctionnement
séquentiel, si p,,t, représentent I’état et le symbole lu a linstant n, et a, I’opération effectuée

a linstant n, on aura

Pnt+1 = f(tnypn)a Upy1 = g(tn+lapn+l)

Si le couple (441, Pnt1) ne correspond pas a une entrée de la fonction g, alors la machine ne fait
rien, on lui permet ainsi de s’arréter. Si & l’arrét p, € F alors la fin d’exécution sera considérée
valable, ces états sont dits “accepteurs”. Si la machine se trouve a la fin de ’exécution dans un
état ¢ de F C @, le résultat sera considéré comme la sortie de I’exécution, sinon la sortie sera
indéfinie. On peut associer & chaque machine de Turing une fonction partielle de la maniére
suivante. L’entrée de la machine est un n-uplet (21,,2,) de chaines binaires concaténées en

1

une seule chaine binaire constituée de versions distinguables des z;~. L’ entier représenté par

la chaine binaire maximale bordée de symboles “Blanc” dans laquelle un élément est analysé
quand la machine s’arréte dans un état accepteur est appelé résultat de I’exécution.

A.0.5 Deux résultats relatifs aux martingales.

Le premier résultat présenté ici sert & établir le théoréeme 4.12. Il est tiré de [18], et permet

d’obtenir des majorations presques-siires pour les moments d’une martingale.

Théoréme A.2. (Burkholder (1973)) Pour tout p > 1 il existe des constantes c, et C,, telles

que pour toute martingale M,

B M) < B [3211) |Mt1p] < G, [(ME"] (A1)

'On peut séparer les mots constituant ’entrée
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En particulier pour p = 2
E |sup Mf} < K E[[M),] = KZ3E[< M >4].

<1

Le théoréme suivant est un théoréme central limite pour des suites de martingales. Il permet

d’établir le théoréme 5.1.

Théoreme A.3. Rebolledo (1978) Soit V une fonction continue sur [0, T], non-décroissante,

telle que Vo = 0, et supposons que
(a) pour tout t, < M, >~ Vi en probabilité ;

(b) il existe des constantes b, | 0 telles que
P (sup|AM[‘| < bn) — 1.
t<T

Alors, il existe une martingale M continue, centrée telle que < M >;=V;, telle que M™ —4 M
sur D[0,T], ot —4 désigne la convergence en loi. La martingale M est un processus gaussien

centré & accroissements indépendants et E[MM;] = Vips.
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Résumé

Soit un processus ponctuel observé sur un intervalle de temps fini, et admettant une intensité
stochastique conforme au modele de Aalen. La fonction d’intensité du processus est estimée
a partir d’un échantillon indépendant et identiquement distribué de paires constituées par la
réalisation du processus ponctuel et du processus prévisible associé, par la minimisation d’un
critere qui représente la longueur d’un code variable pour les données observées. L’estimateur
de complexité minimale est la fonction minimisant ce critére dans une famille de fonctions
candidates. Un choix judicieux des fonctions de complexité permet de définir ainsi des codes
universels pour des réalisations de processus ponctuels. Les estimateurs de la fonction d’intensité
obtenus par minimisation de ce critére sont presque-siirement consistants au sens de Pentropie,
et au sens de la distance de Hellinger pour des fonctions de complexité satisfaisant 'inégalité
de Kraft. L’étude des vitesses de convergence pour la distance de Hellinger montre qu’elles
sont majorées par celle de la redondance du code. Ces vitesses, sont précisées dans le cas
des familles de fonctions trigonométriques, polynomiales et splines. Dans le cas particulier
des processus de Poisson et des modeles de durées de vie avec censure, les mémes vitesses de
convergence sont obtenues pour des distances plus fortes. D’autres propriétés de I’estimateur
sont présentées, notamment la découverte exacte de la fonction inconnue dans certains cas, et
la normalité asymptotique. Des suites de tests exponentiels consistants sont également étudiées.
Le comportement numérique de ’estimateur est analysé & travers des simulations dans le cas
des modeles de durées de vie avec censure.

Mots clés : estimation non-paramétrique, processus ponctuels, fonction d’intensité,modéle
de Aalen, complexité, codage universel, longueur de description minimale, entropie.

Abstract

A counting process with stochastic intensity in the Aalen model is observed over a finite time
interval. The intensity function of the process is estimated from an independant and identically
distributed sample of pairs consisting of the point process and the related predictable process, by
minimizing a criteria which represents the length of a two-stage variable code for the observed
data. The minimum complexity estimator is the function which minimizes this criteria in a
set of candidate functions. Universal codes for the outcomes of a point process can be built
by a suitable choice of the complexity functions. For complexity functions which satisfy Kraft
inequality, the estimators of the intensity function obtained by the minimization of this criteria
are almost-surely consistant for the Hellinger distance and the Kullback-Leibler distance. The
convergence rates in Hellinger distance are showned to be bounded by the code redundancy.
These rates are specified in the case of polynomial, trigonometric and spline candidate basis
families. In the particular case of Poisson processes and censored survival lifetimes, the same
rates are seen to hold for stronger distances. Other properties of the estimator are studied,
mainly the discovery of the true function in some cases and the asymptotic normality. Consistant
sequences of exponential tests are also studied. The numerical behavior of the estimator is
analysed throughout simulations in the case of censored lifetimes.

Keywords : nonparametric estimation, point processes, intensity function, Aalen model,
complexity, universal coding, minimum description length, entropy
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