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Introduction générale et méthodologie

Introduction et méthodologie générale de la recherc he

Dans le travail de recherche que nous avons memeldacadre de notre mémoire de
DEA de didactique des mathématiques soutenu au&isité de Tunis en juin 2084nous
avons mis en évidence le fait que la logique déslipats issue des travaux de logiciens
comme Frege, Russell ou Tarski, fournit un cadreréférence permettant d'enrichir les
analyses didactiques des notions d'équations quat®ns dans l'enseignement secondaire.
Tout d’abord, nous avons montré que la théorie sémee de la vérité introduite par Frege
(1971) et Russell (1961, 1989) et développée paskid1960, 1972 & 1974) et Quine
(1972), et en particulier les notions plerase ouverte ; satisfaction d'une phrase ouvpae
un élément ; quantificatignpermettaient de mieux expliciter les notiod®galité et
d'inégalité d'une part,le statut des lettred’autre part. Dans un deuxieme temps, la partie
analytique, centrée sur l'articulation sémantiqueyritaxe, nous a permis de constater que,
bien que le point de vue sémantique soit le premiént de vue présenté dans la définition
des équations et inéquations & I'école de’pilseccupe dans les manuels une place assez
restreinte par rapport a celle des techniques sigptes de résolution. On retrouve pour partie
cette répartition dans les réponses des élevesr@ aquestionnaire, bien que la mobilisation
des aspects sémantiques se soit révélée plus eEnpoue nous ne l'avions prévu dans notre
analysea priori.

Dans ce travail de thése nous avons choisi de povesl’étude de I'articulation
sémantique / syntaxe dans l'enseignement secondaiisien, en ce qui concerne les
concepts d’équations, inéquations et fonctions.

Les travaux didactiques de Durand-Guerrier (1998)02 2003 et 2005), Durand-
Guerrier & al (2000, 2003), Dubinski (2000), SelderSelden (1995), Chellougui (2004) et
Ben Kilani (2005) ont montré la pertinence du paiatvue logique, et plus précisément d’une

théorie de la quantification, pour l'analyse dessoanements mathématiques dans une

! Suite & ce mémoire, nous avons publié en 2006rtiole dans la revue francaigetit Xintitulé: Equations et
inéquations au secondaire entre syntaxe et sérantiq
2 Léquivalent des classes de sixiéme, cinquiénteda quatriéme de I'enseignement secondaire franca
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perspective didactique. Ceci nous a conduit a aidag point de vue, et plus précisément a
nous référer, suivant sur ce point Durand-Gue(2605), a la conception sémantique de la
vérité, issue de la théorie élémentaire des moatdeBarski. Cette théorie fait en particulier

usage des notions de satisfaction d’'une phraserteupar un élément, de désignation et
d’interprétation d’'un énoncé dans un domaine drpriation.

Notre travail se fonde sur I'hypothése que l'analytogigue des concepts
mathématiques d’équation, d’'inéquation et de famgtlesquels se situent dans le champ de
l'algébre élémentaife peut enrichir de maniére significative les étuddisactiques,
nombreuses, conduites depuis un peu plus de @mestsur ce théeme. Nous nous proposons en
outre d’analyser les relations qu’entretiennentféextions algébriques avec les équations et
les inéquations au niveau de I'algébre élémentaire.

Du point de vue de la sémantique logique, les aspgmtaxiques et sémantiques
contribuent conjointement a la signification d’uexpression algébrique, d’'une équation ou
d’une inéquation.

La syntaxe fournit des regles de transformation épsations qui préservent le plus
souvent la satisfaction. Ces transformations stiflent avec des procédures de manipulation
des structures additives et multiplicatives du satps nombres réels. Cependant, au moment
de conclure sur les solutions d’une équation,it taien revenir, en toute rigueur, aux objets
et a l'univers du discours. En outre, certainessi@mations ne préservent pas la satisfaction,
ce qui nécessite un contréle sémantique qui peeitefftectué par assignation de valeurs a la
variable (ou aux variables). Plus précisément,skemble des solutions de I'équation ou de
linéquation finale peut contenir des éléments gai satisfont pas les équations ou les
inéquations de départ. Ces problémes ont été smifgar Largeault a propos de I'équivalence
extensionnelle selon laquelle deux équations squivélentes si et seulement si elles sont
satisfaites par les mémes éléments (Frege, 1971).

Du point de vue logique, une lettre de variableussimarque-place, susceptible d’'une
assignation de valeur. Ce point de vue est undiga{Durand-Guerrier & al. 2000)) mais
rentre en conflit avec les pratiques mathématiqudmaires ; il permet par contre de traiter
de maniére rigoureuse la question de larticulatemtre sémantique et syntaxe. Cette

articulation se trouve aussi chez Wittgenstein dafsactatus (Durand-Guerrier).

® Nous n’abordons pas dans ce travail les aspedssristion de fonction relevant de I'’Analyse.
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Parmi les questions fondamentales de notre traearecherche se trouve celle de la
possibilité de repérer, dans le développement desepts d'équation, dinéquation et de
fonctions des phénomeénes liés a la dialectigue sémantisyr@axe.

Pour conduire notre étude, nous commencons paétuie logique et mathématique
des objets équations, inéquations et fonctiongémence au calcul des prédicats apparu au
début du XXéme siecle ; il est I'aboutissement dlang processus dont nous retragons
guelques étapes significatives au chapitre |. laairdges que la sémantique logique peut
apporter aux notions d’équation, d’inéquation et fdection sont des reconstructions a
posteriori qui ne suffisent évidemment pas a edlades a nourrir I'analyse épistémologique
nécessaire a notre étude didactique. Nous avorts @onplété cette approche par une étude
historique circonscrite de ces notions et de leetations mutuelles dans la perspective
d’avoir une idée plus claire et plus précise sur fermation. Afin de croiser cette étude avec
notre perspective logique, nous avons égalemeayéssintegrer la dialectique sémantique /
syntaxe dans notre analyse. Ceci fait I'objet dieenchapitre II.

Ainsi, nous avons mené une revue de travaux deereltb en didactiques des
mathématiques concernant les notions d’équatiomégliation et de fonction ou plus
largement les travaux au niveau de l'algebre éléaien Ces analyses ont été réalisées en vue
de mettre en perspective notre fil conducteurykde sémantique / syntaxe, avec ces travaux.
Ceci constitue le chapitre IlI.

Une étude didactique des programmes et des manmegeens concernant les niveaux
d’enseignement pertinents pour notre objet d’étiadtel’objet du chapitre IV. Ces niveaux
d’enseignement sont la premiére année secondairdeudxiéme année secondaire section
sciences et technologies de linformatigue et laisitme année secondaire section
mathématiqués L'enseignement des équations, des inéquatiorsesfonctions se déroule
en effet au cours de ces trois années. Cette &tagdpuie sur la théorie anthropologique du
didactique et en particulier sur la notion de podagie (Chevallard, 1989, 1992), afin
d’expliciter et de décrire les savoirs exploitédaemaniére dont ils sont intégrés. Dans le
cadre proposé par Chevallard, on considere quavitgcd’'une personne se situant dans une
position bien précise a lintérieur d’une instituti peut étre décrite par différents types de
taches effectuées au moyen d’'une technique quiésset domme une certaine maniere de
faire. Le couple (tache, technique) représentealmis faire, lequel fait appel au savoir
restreint formé par une technologie justifiantdahnique qui a son tour est éclairée par une

* L'équivalent des classes de troisiéme, secongesetiére scientifique de I'enseignement secondeireais.
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théorie. Ce cadre d’étude ne prend pas expliciteemompte I'articulation entre syntaxe et
sémantique, qui releve d'un niveau métamathémat{guesens logique du terme). Nous
avons donc enrichi la catégorisation obtenue damsadre d’analyse proposé par Chevallard,
en précisant pour chaque technique si elle mobilisepoint de vue sémantique et / ou
syntaxique. Ce chapitre 1V cl6t notre premiereipart

La seconde partie de la thése est consacrée adanpation et a I'analyse des aspects
expérimentaux de notre travail. lls consistent anquestionnaire a destination d’éléves du
secondaire et de classes préparatoires aux étlidgérieurs et une situation d’enseignement
expérimentale proposée a des éléves volontairegded@ieme année secondaire section
sciences et technologies de I'informatique.

Dans le questionnaire, dont la présentation etfedyses font I'objet du chapitre |,
nous avons introduit des objets mathématiques eisart des formes fonctionnelles et
equationnelles et des résolutions graphiques efagarisant le recours a des aspects

sémantiques de résolution, afin de voir :

» quel point de vue pourrait étre mobilisé par l&s/é$ pour résoudre les exercices

Proposes ;

» si les éleves sont capables de faire certains emaeigts dans les mises en
fonctionnement des connaissances (Robert, 1998)ieaau d'un méme ou de
plusieurs registres de représentation sémiotique.

Pour analyser les copies des éléeves issues deesiapunaire, nous avons catégorisé
les différentes méthodes et procédures de résolutiathématique que nous attendions, en
nous appuyant sur nos catégorisations logiguesagéplogiques enrichies par le point de vue
de Duval (1988, 1993). Cet auteur a étudié lesitiond cognitives dans I'apprentissage des
objets mathématiques et a montré que la divertiicales représentations sémiotiques d’un
méme objet mathématique joue un role essentieivaaum de I'activité mathématique. Cette
approche, qui consiste & coordonner plusieurs tregigle représentation sémiotiqué’'un
concept mathématique, nous a permis de conclure I'quiculation entre syntaxe et
sémantique est au coeur de larticulation entre réggstres algébriques et graphiques ;
toutefois, le traitement interne dans un méme tegigeut également mobiliser les deux

points de vue. Ainsi, nous avons classé les m@&satie nos données par une catégorisation

® Registres graphiques, algébriques, analytiquebnagtiques etc.
® Ce qui revient & dire qu'il existe une liaisonreréémiosis et néosis que peut étre interprétéapaonversion
de registres.
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des difféerentes procédures de réponses des élavgseationnaire, comme par exemple des
techniques de type sémantique relevant du reqasigebrique qui se traitent graphiquement.
Pour compléter nos analyses, nous nous sommese&gppuy Robert (1998). Elle présente des
niveaux de mise en fonctionnement des connaissgrereses éleves relatifs a un niveau

scolaire donné.

Le projet initial de la situation d’enseignement eslui de I'étude de I'articulation
sémantique / syntaxe, dans la manipulation destoBjguation, inéquation et fonction, en
situation d’enseignement. Pour observer le plusnfient possible I'activité des apprenants, au
cours de I'appropriation du savoir mathématiquaysnavons choisi de nous placer dans des
conditions aussi proches que possible (compte desucontraintes diverses) des conditions
réelles d'enseignement. Nous avons donc opté pauéthodologie d’'une « mini ingénierie »
didactique, (Artigue, 1988) dans laquelle nous avoonfronté notre analysepriori et notre
analysea posteriori Nous avons pu mettre en évidence un double éntre le savoir attendu
et le savoir réellement appris par I'éléve. D'ulat,pce savoir attendu n’est pas assez clair
dans les programmes et les manuels scolaires stermegistrons un écart avec le savoir a
enseigner. D’autre part, le contenu a enseignen&me peut avoir certaines différences avec
le savoir réellement appris.

La méthodologie suivie pour la réalisation d'undleteséquence d’enseignement
consiste a s’appuyer sur I'analyse historiqgue derdaation de nos objets d’étude complétée
par les travaux des logiciens et par les analysegptbgrammes et des manuels scolaires. Ces
dernieres analyses montrent par exemple que Ldation entre les équations des courbes,
leurs représentations graphiques et le concepbruién n’est pas clairement explicitée, que
ce soit au niveau des programmes que des manwddgres Tunisiens. Dans ces derniers, on
peut voir que les courbes interviennent essentielie comme représentations graphiques des
fonctions au programme. Nous avons choisi d’inversste relation pour notre situation
d’enseignement en proposant aux éléves une adivitépermettant de rencontrer la parabole
a partir d'une définition géométrique et de metre relation la courbe obtenue avec une
fonction trinbme. Compte tenu de contraintes mellés qui ne nous ont pas permis de
conduire nos observations en situation habituadleldsse, cette situation a été proposée par
leur professeur a des éleves volontaires d'une mé@asse. Nous I'avons conduite nous-
mémes en la présence du professeur. La séquenéesati@&rement filmée par une troisieme
personne. Le film obtenu nous a permis de réafiséne analyse a posteriori. Nous I'avons
€galement projeté a un petit groupe d’enseignémis, étudiants en premiére année de Master

de didactique des mathématiques, a la suite de muas avons conduit avec chacun des
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entretiens individuels visant a recueillir le poidé vue de praticiens sur cette séance
d’enseignement. La présentation, les analgsesori eta posterioride la situation, ainsi que
les analyses des entretiens conduits avec lesgeiases font I'objet du chapitre Il qui clot la
deuxieme partie.

Nous revenons dans la conclusion sur les résutatnus, les points en discussion et

les perspectives ouvertes par ce travail.
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Chapitre |
Etude logique et mathématique des objets équation,

inéquation et fonction

Dans toutes les analyses logiques que nous alkpigcieer ci-dessous, nous avons
choisi de cerner nos objets d’étude qui, rappelensont les équations, les inéquations et les

fonctions.

|. Insuffisance du calcul propositionnel pour l'ana lyse des
discours mathématiques

La logique des prédicats analyse la propositiom, gg@position a la logique des
propositions qui prend la proposition elle-méme ow@runité inanalysée. Compte tenu de la
polysémie du term@roposition il est nécessaire d’en préciser ici le sens logique, on
appelle proposition, tout énoncé exprimant une @enmrtant un sens complet susceptible
d’étre vrai ou faux, et ceci quelque soit sa stectnterné On peut citer comme exemple de

propositions :
« Aristote est un philosophe
« Aristote est le philosophe qui a écrit L’Orgarion

La deuxieme proposition a une structure plus corgptpie la premiere; en effet, non
seulement elle articule deux propositions, maigrenom relatif « qui » renvoie au nom
propre « Aristote ». Ceci montre que I'analyse dog de cette phrase nécessite la prise en
compte du terme « Aristote ». C’est précisément degnier point dont la logique
propositionnelle ne permet pas de rendre comptestQ'’ailleurs Aristote qui le premier a
proposé une logique des termes des prédicats, mgyse les propositions de facon a en
donner la structure.

On peut donner des exemples de propositions enématiques : «1 est un nombre

réel» est une proposition singuliere, «tout nombreirdél est rationnel », est une

’ La proposition est posée comme un tout.
8 L'ensemble des traités sur I'art de raisonneremassés par les Aristotéliciens.
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proposition universelle ou ik existe des nombres irrationnels est une proposition
existentielle.

Toujours en mathématiques, I'énoncé suivant est proposition : «Jn rectangle
admet deux diagonales isométriquessous réserve que, conformément a la pratique
mathématique, I'on donne a [larticle indéfini unaleaur générique, et que, donc, I'on
considere qu’il s’agit d’'un énoncé général. Il faoter que cette acceptation ne va pas de soi
en dehors des mathématiques comme le montre leeé&nguivantsun philosophe a écrit
I'Organon versus un philosophe s’intéresse a laggwn de la vériteEt méme parfois en
mathématiques un rectangle admet deux cétés dont le rapport desumes est égal a la
racine carrée de deux.

En logique propositionnelle, la valeur de véritéré proposition complexe dépend
uniquement de la valeur de vérité des propositipiga composent. Ainsi, la valeur de vérité

de [(p C q) = r] est déterminée par les valeurs de vérité des pitipus €lémentairep, q

et r en rapport avec la définition des connecteurscdleul de la valeur de vérité se fait en
manipulant des lettres de variables propositioesellqui s’interpretent comme des
propositions, représentant les plus petits composants d'unlysnéogique. L'insuffisance
du calcul des propositions pour analyser certgmepositions complexes a conduit a élargir
le systéme relatif au calcul propositionnel et asidérer le systeme du calcul des prédicats
qui permet d’analyser la structure de la propositaut en tenant compte de la quantification.
En effet, selon Frege et Russell, la propositiosspde une forme fonctionnelle ou prédicative
qui désigne soit une propriété soit une relationsgudécompose en deux parties : 'une est
dite fermée, 'autre requérant un complément (cfeldani, 2000).

Il est évident qu’un discours mathématique, ausgple soit-il, ne peut pas en général
étre analysé par le calcul propositionnel. En effet discours mathématique parle
généralement’objets et de propriétésrelatives a ces objets, ainsi que de relationseent
objets, et met en jeu des questions de quantibicgatiLa structure de la proposition et les
rapports entre ses constituants sont donc imparfaour I'activité mathématique. Le fait que
la structure de la proposition et les rapportseess constituants sont importants pour le
mathématicien est souligné par Tarski(1960) :

«Le calcul des propositions, en lui-méme, toutefois, constitue pas une base

suffisante lorsqu’il s’agit de fonder les autresesices et, en particulier, les mathématiques ;

° Nous adoptons un point de vue sur la logique psitibanelle articulant une syntaxe et sur une séigaa (les
tables de vérité), telle qu'il est développé darntgnstein (1921). On en trouve une présentatarsdurand-
Guerrier, 2005.
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divers concepts des autres parties logiques appaesit constamment dans les définitions

mathématiques, dans les théoremes et dans les déatams» (Tarski, 1960, p.49).
Cori & Lascar (1994), partagent le méme point de vueTqueki et expliquent que

« Le travail du mathématicien est d’examiner descitmes, d’énoncer des propriétés
a leur sujet et de se demander si ces propriétés\sifiées ou nan» (Cori& Lascar, 1994,
p. 11).

C’est également le point de vue développé en dglsstdes mathématiques par
Durand-Guerrier (1996) et Durand-Guerr&rArsac (2003) qui ont montré que le modele
théorique proposé par Raymond Duval dans le caglia déométrie, est insuffisant, et par

suite devient inopérant, dans de nombreux casrétyl&&rement au niveau de I'analyse.

« Lorsqu’on aborde les démonstrations en Analysapparait tres clairement que le
cadre théorique proposé par Raymond Duval pour &oi@étrie devient inopérant dans de
nombreux cas, en particulier lorsqu’interviennergsdthéoremes existentiels(Burand-
Guerrier & Arsac, 2003, p. 298).

Il est alors nécessaire de considérer un systenwldal qui permette d’analyser la

structure des propositions.

Il. Eléments pour une théorie de la quantification
[I. 1. Fonction, argument et variable

Le calcul propositionnel forme une partie fondaraéntde la logique. Cependant,
plusieurs concepts comme, lidentité, les relationsne font pas partie du calcul
propositionnel. Contrairement a la logique des psions, qui a pour objet la transformation
de propositions au moyen des foncteurs logiqudsgigue prédicative est une logique intra-
propositionnelle permettant d’analyser la structdeda proposition tout en tenant compte de
la quantification (lorsque les expressions sonntjfiées).

Les propositions en général, et pas uniquement lgademaine des mathématiques,
ont une nature fonctionnelle, puisqu’elles sontodégosables en deux parties : 'une dite
fermée et 'autre requérant un complément. Par plelignoncé suivant : « César conquit les

Gaules » se décompose selon Frege en deux parties :

1. « César » est appefargument et peut varier puisqu’on pourrait aussi

bien dire : « Napoléon conquit les Gaules ».

2. « conquit les Gaules » est fanction que I'on peut exprimer sous la

Partie A : « Analyses épistémologiques et didaetou 15
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forme «x conquit les Gaules ».

« Ce n'est qu’'apres avoir rempli cette place par mom propre ou par une autre
expression qui représente un nom propre, qu’'on kaitre un sens fermé sur lui-méme.
J'appelle fonction la dénotation de la partie noatlgée. Dans ce cas, I'argument est ici
« César ». XFrege, 1971, p. 91).

L’expression (La phrase) x conquit les Gaules » oxl est une lettre de variable, un
marque-place que Quine appell& une phrase ouverte {Quine, 1950, 1972). Pour les
logiciens Frege et Russell, inventeurs de la logiguédicative moderne, la fonction est
ambigué et n’exprime pas un sens complet, coningint a la proposition.

Cette définition de la fonction s’applique bien slirtous les types d’énonces, y
compris bien sdr les énoncés mathématiques. Et) Bffguation «2x—-1=3 » ne recoit un
sens complet, autrement dit la phrase ouverte miermtevraie ou fausse, que si on attribue
une valeur ax. C’est d’ailleurs, I'origine de la conception féanne de la fonction. Il ne faut
pas perdre de vue que Frege est parti du concdpematique de fonction, comme étant une
expression qui contient une inconnxe pour I'appliquer a toute sorte de propositionng\

toute proposition posséde une forme fonctionnelle.

« Mon propos est de montrer que I'argument n’apipat pas a la fonction, mais que
fonction et argument, pris ensemble, constituenttaut complet. De la fonction prise
séparément, on dira qu’elle est incompléte, ayaggon d'une autre chose, ou encore

insaturée... XFrege, 1971, p. 84).
En outre, I'auteur stipule que :

« ...On peut envisager de décomposer les propositadfisnatives comme les
eéguations, les inéquationset les expressions analytiquegn deux parties dont l'une est

fermée sur soi et dont I'autre réclame un complémest insaturée... ¢Frege, 1971, p. 91).
II. 1. 1. Le concept de fonction :

Les expressions contenant des variables sont aspdis fonctions désignatives ou

descriptives que nous pouvons interpréter commeetie®es genéraux

« Ce sont des expressions qui, des qu’on y rempéscedriables par des constantes,
deviennent des désignations (« descriptions »hdse: Par exemple, I'expression :

2x+1 est une fonction descriptive» .(Tarski, 1960, p. 5).
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Celles-ci sont nommées dans le domaine des mathgresi« fonctions ». Nous nous
limitons dans notre travail aux fonctions a un segument.

En mathématiques, nous disons qu’une fonctionmsiexpression ou une formule qui
contientx. D’oll I'expression3x® +1 est une fonction de& et 3x1* +1 est une fonction de

L’interprétation, de I'expression précédente, njest suffisante pour Frege

«...en ce qu’'elle ne distingue pas la forme du contknsigne du désignéx.(Frege,
1971, p. 81).

Par la, Frege expliqgue gu’'une fonction est une esgion de la forme, par exemple :
3( )+1, qui est incomplete et a besoin d'une chose, éppelans le langage logique,
argument. L'extension du concept de fonction aewlgs catégories de propositions permet
de ne plus la confondre avec le nombre. En effemathématique, la valeur d'une fonction
est sa valeur pour un nombre. C'est ainsi quersi 8a=1, on remplacex par l'argument.,

on obtientl® =1.

« Si donc la fonction n’était rien d’autre que la a@éation d’'une expression de calcul,
elle serait un nombre et n’apporterait rien de neawu a l'arithmétique» (Frege, 1971, p.
83).

C'est ainsi que :

«Si je dis par exempl&la fonction 2x* + x", x ne doit pas étre considéré comme
appartenant a la fonction, cette lettre ne sertagimdiquer la nature du complément demandé
de la fonction, en montrant les places ou I'on doitoduire I'argument>» (Frege, 1971, p.
85).

En termes de logique, on pourra dire que, en céraid n'importe quel type de
proposition, la fonction est la partie prédicatdela phrase désignant soit yprepriété soit
unerelation. Une propriété correspond aux prédicats unairesi@oadiques qui s’applique a
un seul objet. Par exempéoir des diagonales qui se coupent en leurs miligaur les
qguadrilateres Les relations correspondent aux prédicats places (-aires) avecn=2 ou
encore polyadiques s’appliquant a plusieurs obftds.exemple étre compris entre... etest
un prédicat ternaire.

Pour récapituler, on peut rappeler ce que Fregechp aux mathématiques :

«On a I'habitude de lire 'équation ¢ = f(x) » « y est une fonction de ». C'est

commettre une double faute. Premierement, on ttaldusigne d’égalité par la copule ;
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deuxiemement, on confond la fonction avec sa valeur un argument. Ces fautes ont fait
naitre l'opinion que la fonction est un nombre, -dG€&tre un nombre variable ou
indéterminé» (Frege, 1971, p. 168-169).

Ces propos ne peuvent que nous inciter a pré@satitférences entre les concepts de

fonction en logique et en mathématiques.
Il. 1. 2. Fonctions et relations en mathématiques

Les fonctions ou les relations fonctionnelles oooee les relations univoques au sens
de Tarski constituent une catégorie particuliere dations. En effet, une fonction est une

relation tel que & chaque objetcorrespond au plus un objet'®. Par exemplex est la mére
de y est une relation fonctionnelle puisque pour chagui n’existe qu'une seule personne
X qui soit mere. En mathématiques, nous avons uaedalnce de relations fonctionnelles.
Par exemple la relatiox = y* peut s’interpréter comme une relation fonctiore@llisqu’a
chaque nombre régl nous ne pouvons faire correspondre qu’'un seul nemdel x veérifiant
'égalité donnée. En outre, les valeurs de l'argoimege cette fonction ne sont que des
nombres réels et les valeurs de la fonction, ape@sir saturée, sont des termésu des
nombres réels positifs. Ainsi, une dénotation déeeaelation fonctionnelle par le symbofe
rendra la formulex =y* sous la formex = f(y)lz. D’ou a une fonction sur un domaine

donné® on peut associer une relation binaire en inteaptétette égalité comme une phrase
ouverte (une équation a deux variables). En odars notre exemple on a les équivalences :
«x=f(y) = x=y*> « x-y?*=0 « F(x,y)=0», ol F est une fonction de deux
variables.

D’autre part, il est important de remarquer que dés les mathématiquenilitas,

nous pouvons rencontrer des relations qui ne sont pas de®ifendar exemple, la relation
x> +y? =100 n’est pas une relation fonctionnelle, puisque, & un seul et mémbrey

peuvent correspondre deux nombres différents pour lesquels la relstiisatisfaite. En effet,

au nombre8, par exemple, nous pouvons associer a laGoi$ — 6.

V1 es objetsy sont les valeurs de la fonction et léssont les valeurs de I'argument.

' Au sens logique que nous allons expliciter ci-dass
2 EvidementX et y peuvent se remplacer mutuellement.

13 Dans notre cas le domaine est 'ensemble des resmbelsIR .
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Tarski (1960) explique que :

« Il semble, toutefois, inopportun, au moins au niveédémentaire, de dénoter de
telles relations comme des fonctions, car cett®rfage tend qu'a oblitérer la différence
essentielle entre la notion de fonction et la nogxus générale de relatiom (Tarski, 1960,
p. 89).

[I. 1. 3. Terme singulier, terme général, variable

Pour pouvoir parler d’'un objet, on lui attribue mom En logique, un nom d’objet est

untermequi peut se présenter sous deux formes :

» Terme singulieou nom propre qui s’applique a un seul objet Wéhmité. En

mathématique, par exemple, chaque nombre réehdstme singulier.

» Terme générabu nom commun qui peut s’appliquer a plusieurgtshj nombre,

fonction, polygone... Ces termes désignent des datebjets.

Ainsi, si on applique un prédicat a un ou plusiei@rsnes singuliers on obtient une

proposition, appelée proposition singuliere. Panaxle :
«8 est un nombre impair » est une proposition fadsséarithmétique.

« 71 est inférieur & » est une proposition vraie dans I'ensemble dels rduni de la
relation d’ordre habituelle.

Par contre si on appliqgue un prédicat a un ternm&rg on produit une expression
dépourvue de valeur de vérité qui n'est donc pas proposition. Par exemple :x« est
inférieur ou égale 8 » est une expression vraie dans certains casussdadans d’autres

gu’on appelle fonction propositionnelle.

« Par fonction propositionnelle, nous entendons |lgue chose qui contient une
variable et exprime une proposition aussitdt qu'waeur est assignée a. C'est-a-dire
gu’elle differe d’'une proposition, par dela seul’'gle est ambigué : elle contient une
variable dont la valeur n’est pas assignéd€Russell, 1989, §2).

Russell et Tarski ont insisté sur la notion deatalg qui est 'une des notions capitales
en mathématiques. D’un point de vue logique, laakde est un marque place ; elle ne
désigne rien ; elle permet l'attribution de valepes des objets de I'univers du discours dans

une interprétation donnée :
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« Le « nombre variable x ne saurait avoir aucune propriété spécifiée, ilsairait
étre, par exemple, ni positif ni négatif ni égalzéro ; ou plutdt, les propriétés d'un tel

nombre changeraient d’'un cas a l'autre».(Tarski, 1960, p. 4).

Elle permet aussi la substitution par un terme der# Bien que le terme variable en
mathématique soit polysémique et souvent utilisésdan sens métaphorique, on l'utilise
également dans de nombreux cas avec son statqgtieode marque place, particulierement en
algébre. Le principe de substitution est par exenapl coeur de I'opération de composition

des fonctions comme dans I'exemple suivant :

Soit la fonction polyndmeP(x) qui & x associex® +2x +1; soit u la fonction delR
dansIR qui a x associecosx; la fonction composé® ou s’obtient en substituam(x) a X
dans chacune des occurrencesxdelans P; la fonction Pou est donc par définition la
fonction qui ax associe(cos’(x)+2cogx)+1). Le principe de substitution est également

constamment a I'ceuvre dans l'algébre des polynémes.

Il était alors essentiel d’introduire de nouveawnaepts afin de distinguer les
propositions des fonctions propositionnelles (Frduassell) ou encore dghrases ouvertes
au sens de Quine (1950, 19'72)ui sont dépourvues de valeur de vérité. Quisere la
notion de fonction propositionnelle aux systememfis.

Il. 2. Les phrases ouvertes et la notion de satisfa  ction

L’application d’'un prédicat a un terme général, @plusieurs termes dont I'un au
moins est un terme général, donne ce que Quinelappee phrase ouverte (cf. Durand-
Guerrier et al, 2000) ou une fonction propositidienécf. Tarski, 1960) qui n'est pas une
proposition, et n’est donc pas susceptible de @ceme valeur de veérité.

Etant donné un domaine de référence pertinent lgouariable, une phrase ouverte
peut étre transformée en un énoncé clos (une ptapyde trois maniéres :

<> En considérant sa cléture universelle : « Pour tautx est un nombre
premier ». (1)

X En considérant sa cloture existentielle : « Il #xig tel que x est nombre
premier ». (2)

X En assignant un élément du domaine de référenaevariable : «41 est un

nombre premier » (3) ; 21 est un nombre premier » (4).

14 Quine réserve la notion de fonction propositiolenpbur les énoncés des systémes formels compaanu
des variables libres.
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Dans I'ensembldN des entiers naturels (1) et (4) sont des propositiausses ; (2) et
(3) sont des propositions vraies.

Le troisiéme point correspond & la notion de sadtién d’une phrase ouveltepar un
objet qui fonde la théorie sémantique de la vé&l@&d arski.

Dans cette théorie, la sémantique permet d’étibhotion de vérité ou de satisfaction

d’une formulé®. Tarski a montré que

«... le concept de vérité est définissable a partitadeotion de satisfaction. En lui-
méme, un énoncé d'un langageL n’est ni vrai, ni faux faute de signification. Rdui
donner un sens, il faut associer aux symboles ogigulies del. une interprétation> (Rivenc,
1989, p. 173).

Dailleurs quand il (1936, 1972) introduit la natiacde satisfaction d’'une phrase

ouverte, il renvoie a I'algébre scolaire.

C'est ainsi que « .Cette présentation de la notion de satisfactionnd’'yphrase
ouverte par un élément, correspond a la concepti@@mantique » de la vérité dans les
langages formalisés dueTaarski (1936), qui, lorsqu’il I'introduit, la relie exptitement a la

notion de solution d’'une équation familiere au négttaticien» (Durand-Guerrier et al, 2000,
p. 9).

En revanche, il suffit de remplacer chaque termeg@ par un terme singulier dans la
phrase ouverte pour avoir une proposition. Corgnaént a la proposition, la phrase ouverte

est dépourvue d’une valeur de Vvérité.

« Le réle des variables dans une fonction propaosiielle a été parfois trés justement
comparé aux blancs laissés dans un questionnaieemBme que le questionnaire n'acquiert
de contenu défini qu'une fois que les blancs ord é&mplis, ainsi une fonction
propositionnelle ne devient une proposition qu'fimis que des constantes ont été substituées
aux variables. De la substitution des constantes aux variables sdame fonction
propositionnelle, des constantes identiques prertiantlace de variables identiques, peut
résulter une proposition vraie ; dans ce cas, lesses dénotées par ces constantes sont dites

satisfaire la fonction propositionnelle donnégTarski, 1960, p. 5).

On peut ainsi dire que d’'un point de vue logiquge équation ou inéquation est une
phrase ouverte et les résoudre dans un domaingetddnné (appelé en logiquemivers du

15 Fonction propositionnelle au sens de Tarski.
18 Fonction propositionnelle ou phrase ouverte.
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discours) revient a déterminer tous les objets de ce dosngu satisfont cette phrase
ouverte.

« En ce qui concerne les équations, une terminolspériale est passée dans l'usage
en mathématiques ; ainsi, les variables figuramsgsiane équation s’appellent les inconnues,
et les nombres satisfaisant a I'équation, les rasirde I'équation. Par exemple, dans
I'équation :

x* + 6 =5x

la variable «x» est I'inconnue, tandis que les nombres 2 et 3 Emracines de
I'équation.» (Tarski, 1960, p. 6).

Remarquons que parmi les phrases ouvertes qui pesegrésenter, il y a celles qui
sont vraies de tous les objets de l'univers dualiss; par exempleun nombre est divisible
par lui-méme d’autres sont fausses de tous les objets devBusidu discours x> x+1
pour tout XU IR, alors que les autres sont pour quelque(s) objetéses et fausses pour
d’autre(s). e. g. un multiple de5 est divisible par3 »

Tarski signale qu'en général nous ne différencipas facilement les termes qui

dénotent les objets dont traite une science.

«On peut présumer que bien peu sont conscients itlgdie@ des termes tel que
«équations », «inégalité », « polyndme » ou «tifoacalgébrique», qui se rencontrent
continuellement dans les manuels d’algebre élénrenta’appartiennent pas, a strictement
parler, au domaine des mathématiques ou de lajlagipuisqu’ils ne dénotent pas des objets
considérés dans ce domaine ; les équations et négalités sont certaines fonctions
propositionnelles spéciales».(Tarski, 1960, p. 28).

Ceci montre que chaque théoreme formulé dans leathemdes mathématiques,

possede une formulation logique plus correcte.

« Par exemple, le théoreme :

L’équation x> + ax+b =0 a au plus deux racines peut s’exprimer d’'une manpus

correcte comme ceci :

Il'y a au plus deux nombres x tel gué+ ax+b = 0» (Tarski, 1960, p. 28).

Dans notre travail, on s’intéresse aux équatiosetinéquations qui sont des phrases
ouvertes. Afin de se rendre compte de ces nuancds®odifférences, a partir desquelles une
phrase ouverte quelconque se transforme en uneogitiom susceptible de vérité ou de
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fausseté, Frege a introduit des termes indéfinigpecedent les prédicats, tout en donnant
une formalisation de la notion de quantité de faglee naturelle. Ces termes solgs deux

guantificateursuniversel et existentiel.

II. 3. Théorie de calcul fonctionnel

L’introduction des variables permet de formulerxiggpes d’énoncés qui contiennent
des termes indéfinis commeaut, quelque...qui permettent de construire des propositions.
Remarquons que, depuis l'antiquité, Aristote aeaitstruit son systeme propositionnel en
retenant trois termes qui sontaus, quelqueet nul. Cependant, la regle de conversion
de : «Nul A n’est B» en «Tout A est non B,>nous permet de nous limitetausetquelques
et méme a I'un des deux, car formellement chacendéex quantificateurs peut étre traduit
dans l'autre.

Les systemes modernes, en logique, ont retenu types de quantificateurs qui sont

utilisés dans le domaine mathématique. Le prensieleequantificateur universél qui se lit

« quelque soi» ou «pour tout». Un énonceé de la forme « Pour toutP(x) est vrai » dans
un univers du discours donné si la phrase oqu(té est satisfaite par tous les objets du
domaine ; elle est fausse sinon. Le second estidatiicateur existentiel qui se lit «l
existe au moins. Un énoncé de la forme « Il existe au moigel que P(x) » sert a
exprimer, s’il est vrai, I'existence d’'un objet Henivers du discours qui satisfait la phrase

ouverte P(x), sans qu’on connaisse nécessairement pour autdek objet.

«Je formulerai aujourd’hui la question d’une maniéne peu différente. Je dirais
gu’étant donné une proposition fonctionnelle, d'fsdr(x), il existe un certain nombre de
valeurs dex pour lesquelles cette fonction « a un sens »t-a'elre est vraie ou fausse. 8i
est dans ce nombre, alorfs(a) est une proposition qui est vraie ou fausse. Ers e la
substitution d’'une constante a la variabbe, il y a deux manieres de considérer une
proposition fonctionnelle : 'une est d’affirmer ‘glle est toujours vraie ; et l'autre, qu’elle
est vraie quelquefois. La fonction propositionnelkesi x est humain,x est mortel » est
toujours vraie ; la fonction propositionnelle : x est humain » est vraie quelquefois.
(Russel, 1961, p. 101-102).

En mathématiques, et particulierement au niveacahcept d’'identité ou d’égalité,
nous pouvons donner un sens précis a quelquesdosut’est a dire qu'il est possible de
donner une signification précise a certaines esmas.

Le calcul des prédicats est nécessaire pour amalysenouvelles formes pour
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lesquelles le calcul propositionnel est inopér@d.plus, le calcul des prédicats présente un
intérét philosophique. En effet, le fait de défilds quantificateurs des systemes formels en
tant que modélisateurs des notions correspondani@sangue naturelle revient a adopter le
point de vuesémantiqueen logique. Alors que le point de vagntaxique gere les regles de
fonctionnement et détermine la validité des retatisans chercher a les interpréter.

N.B. Dans ce qui suit, comme c’est le cas le ptus/ent en logique aujourd’hui, nous
utiliserons le terme de « Prédicat » pour modéliesrpropriétés et les relations, et nous
réserverons le terme de « fonction » a la notiomhéraatique, qui a un terme, associe un

nouveau terme a un terme.

lll. Syntaxe et sémantique dans la logique des préd icats

[ll. 1. La syntaxe du calcul des prédicats

Selon Carnap (1934), la syntaxe s’occupe de cedtéepde la langue qui a les
caractéristiques d’un calcul, c’'est-a-dire qu'akelimite a I'aspect formel de la langue. Elle
se donne un alphabet de signes dépourvus de ssasceptibles d’étre combinés suivant des
regles (voir par exemple Ouelbani, 1992 et Sebe$8R7). Le terme de syntaxe est utilisé
également en logigue dans un sens plus large englale qui releve de la théorie de la
démonstration au sens formel du terme, en opposdiMec la sémantique, qui prend en
compte les interprétations.

On entend pasyntaxe logique

«la formulation canonique des formes d’expressidraes regles d’inférence admises
dans un langage logique ou une langue formelle dnssque référence soit faite a la

signification des termes extra-logiques de L oelleade ses énoncés(Nadeau, 1999).
Ouelbani (1992) explique que

« Carnap parle d’'une syntaxe logique du langage gdigne. Par logique de la
science, il entend essentiellement une théorie dbemde ce langage, c'est-a-dire
I'établissement systématique des regles valant peulangage et le développement des
conséquences de ces regles. Cette théorie est llornedle ne considére donc ni la
signification des termes, ni le sens des expressiofOuelbani, 1992, p. 183).

En logique, la syntaxe d’un langage formel donnecdes regles de formation et de
transformations des énoncés du langage consiadliet permet de reconnaitre si un énonce
est bien formé ou non et si le passage d’'un énangg autre dans une démonstration de

théoréme, par exemple, est valide.
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Dans le calcul des propositions, on a un ensendierdbrable de lettres de variables
propositionnelles commep, q, r ;..., un nombre fini de connecteurs logiques [, L[,
=, < (on peut en prendre moins ou plus, mais ce sook a@pe l'on utilise en
mathématiques et des parenthé@as

L’élément minimum est la lettre de propositiongigne propositionnel).

Les régles de formations sont les suivantes :

P Une lettre de variable propositionnelle est unenfde.
P, Si F est une formulexF est une formule.
P, Si F et G sont des formulesF CG, FCLG, F=G , F =« G sont des

formules.

Rien d’autre n’est une formule.

Ceci permet de construire des formules du calapgsitionnel et aussi d’analyser des
formules complexes.

Dans le calcul des prédicats, on ajoute des enssnd#nombrables de lettres de
variables, lettres de constantes, lettres de mtjiet quand on fait des mathématiques, on
peut ajouter des lettres de fonctions (au sensémmattique du terme), qui permettent donc de
générer des termes complexes).

L’élément minimum est le terme : une lettre de alale, une lettre de constante sont
des termes ; une fonction saturée par des leteresudables et/ou des lettres de constantes est
un terme. Un terme s'’interprete comme un nom dtobje

Les régles de formation sont les suivantes :

P, Un prédicat saturé par autant de termes qu’il plalee est une formule.

P, Si F est une formulenF est une formule.

P, Si F etG sontdes formuless CG, FLG, F =G , F = Gsont des formules.
P, Si F est une formule ex une lettre de variablex F et [0 x F sont des formules.

Rien d’autre n’est une formule.

N.B. Nous ne traiterons pas ici de la théorie dedémonstration (dérivabilité

formelle), car ceci déborde largement le cadreedgue nous étudions dans ce travail.

[ll. 2. La sémantique logique
Etant donné un langage formalisé, comme le calesl prédicatsja sémantique
logique étudie les interprétations possibles des symhgifisés ainsi que les relations entre
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les diverses interprétations des formules utiliséasthéorie sémantique de la vérité due a
Tarski (1936, 1944) permet d’associer une valeuvét@é a une formule donnée dans une
interprétation donnée. Celui-ci définit la sémaméigomme étant

« ... I'ensemble des études qui traitent des conceptsequgros, expriment certaines
relations entre les expressions d’'un langage etdets et états de choses auxquels ces

expressions se référent (Tarski, 1974, p. 133).

La sémantique nécessite donc une structure intatpme®: un univers du discours, des
interprétations pour les lettres de prédicats,otetfons et éventuellement de constantes et de
fonctions.

Pour le calcul des propositions ; on a une contruaécursive de la vérité via les
tables de vérité des connecteurs : on dit qu’on aystéme vériconditionnel. Ceci n’est plus
vrai dans le calcul des prédicats. Tarski a réselprobleme en proposant une construction
récursive de la satisfaction d'une phrase ouvedejui permet de définir la vérité des phrases
closes.

La différence entre ces deux types de calcul siguplpar le fait qu'on peut absorber
la quantification dans le calcul propositionnelsique le domaine d’objets est fini. Ce qui
n'est plus le cas lorsque le domaine d’objets BBhii C’est ce que I'on retrouve le plus
souvent en mathématiques. De plus, on ne peutepairdé non plus concretement lorsque le
domaine d’objet est fini et que son cardinal ext grand.

Cette question est au cceur de l'interrogation atgsieéns, déja présente chidstote
on la retrouve chez Frege et chez Tarski (1936 ¢tpboreune conception sémantiqde la
vérité, dont il dit qu'elle est formellement coteet matériellement adéquate et qui, selon
Sinaceur (1991), articule la forme et le contenu.

« ...l s'agit en effet, compte tenu de tel ou tebkge, de construire une définition de
I'expression « proposition vraie », définition it matériellement adéquate et formellement

correcte. »(Citation de Tarski citée in Durand-Guerrier 2004)

Cette conception s’est opposée a d'autres concepttontemporaines telle que la
conception syntaxique de la vérité, qui a été difenpar Carnap dans son ouvragea«
syntaxe logique du langagede 1934.

Comme le souligne Durand-Guerrier, le point de deé arski est a mettre en relation
avec la pratique habituelle du mathématicien gamsdson travail, articule le plus souvent les
deux points de vue, en particulier lorsqu'il trédeaavec des équations.
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IV. La sémantique et la syntaxe en mathématiques
D'un point de vue logique, la signification d’'unepeession algébrique et en
particulier d’'une égalité réside a la fois au nivel® sa syntaxe, et de sa dénotation et de son

sens, c’est-a-dire de son aspect sémantique. &n fai

« La notion d’égalité propose a la réflexion quelquedmissibles, auxquelles il n’est

pas aisé de répondre.(Frege, 1971, p. 102).

Le travail que nous nous proposons accorde unertamme aux définitions et aux
exemples relatifs au sens et a la dénotation dgmesainsi qu’a ses valeurs de Vérités.

Un signe se décompose, selon Frege, en deux ékemsm sens et sa dénotation. Son
sens se refere aux différentes désignations ouo@ende donation que nous pouvons lui

associer. Quant a sa dénotation, elle est précistérrayu’il désigne. Frege dit que

«Le lien régulier entre le signe, son sens, et smotiion, est tel qu'au signe
correspond un sens déterminé et au sens une d@&motaéterminée tandis qu'une seule
dénotation (un seul objet) est susceptible de gius signe. De plus, un méme sens a dans
des langues différentes, et parfois dans la mémguke, plusieurs expressions.(Frege,
1971, p. 104).

Toutefois, Frege remarque qu’il est possible decewoir un sens a un signe sans lui
faire correspondre nécessairement une dénotations l[densons que son exemple sur « la
suite qui converge le moins rapidement » expligies lce cas. Néanmoins, il évoque la
possibilité de concevoir une représentation du esigmi peut étre interprétée comme
I «image » que le sujet se fait de ce signe.

Dans le cas de I'étude des valeurs de vérité dwoposition Frege écrit que :

«...le sens de ces propositions, c'est-a-dire la pegsé&lle exprime, entre en compte
autant que la dénotation, laquelle est la valeurwd#eité de ces propositions. 8i=b la
dénotation deb est bien la méme que celle deet la valeur de vérité da=Db est aussi la
méme que celle de = a. Toutefois, le sens de peut étre différent du sens deet par la la
pensée exprimée darss=b peut étre différente de celle daas= a. Dans ce cas, les deux
propositions n'ont pas non plus la méme valeur plauconnaissance. fFrege, 1971, p.
126).

Nous pouvons dire que Frege a étudié I'égalité émtitique en insistant sur l'idée
gue I'égalité n’est pas établie entre deux signesymboles, mais entre deux significations.

C’est-a-dire que lorsque jaffirme que=Db, j'affrme que a et b signifient la méme chose.
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Pour lui, ces deux signes ont la méme dénotatiarrétérence), mais ils n'ont pas le méme
sens, sinora = b ne serait pas différent de=a.

Frege définit la dénotation d’'une proposition cométant sa valeur de vérité, et son
sens comme étant la pensée exprimée. Par consgguamtpoint de vue extensionnelle
« Berlin est la capitale de I'Allemagne » eR« 2 =4 » sont équivalentes parce qu’elles ont
la méme valeur de vérité, bien qu’elles n'avaiemtiémment pas le méme sens.

Le concept d’équation apparait également en logiGhez Wittgenstein :

« Si jintroduis par le moyen d’une équation un weau signe & », en déterminant
gu’il doit remplacer un signe @ » déja connu, j'écris alors I'égalité. @Vittgenstein, 1993,
p. 64).

Ce sont cependant les apports de Tarski qui vamhgtere de donner une définition
non ambigué de la notion d'équation et d'inéquation

Dans le langage de l'algébre, une équation esplrese ouverte : elle comporte une
ou plusieurs variables libres. Etant donné un doendiobjets (par exemple un ensemble de
nombres, mais pas seulement), un élément de ceim®meat solution de I'équation si et
seulement si il satisfait la phrase ouverte, csi-ét seulement si la proposition obtenue en
assignant cet objet a la variable est une propositiaie dans le domaine considéré. La méme
définition vaut pour les inéquatiors

Sous ce point de vue, une lettre d’inconnue esham d'objet et on devrait plutot
parler d'équations a deux variables (Durand-Gue2@04 b). Certaines équations sont vraies
de tous les objets du domaine considéré, on a alwesidentité. Ceci est toujours lié au
domaine considére.

La syntaxe fournit des regles de transformatiorss edpiations qui préservent le plus
souvent la satisfaction. Deux équations sont édprves si et seulement si elles sont
satisfaites exactement par les mémes éléments.

De telles transformations permettent de travailssentiellement au niveau de la
syntaxe. Cependant, au moment de conclure il fieat fevenir aux objets. En outre, certaines

transformations ne préservent pas la satisfact®wui nécessite un contréle sémantique.
Conclusion du chapitre

Nous pensons avoir montré que le point de vue lmgigue nous avons développé

" Notons que Wittgenstein distingue les mathémasiglesla logique. En mathématiques, nous avongeé ai
des équations et en logique a des tautologies.
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offre un cadre unificateur pour aborder et clarifes concepts d’équations, inéquations et
fonctions sous le double aspect syntaxique et staou@n qui est constitutif de ces notions et
permet de les relier entre elles. Toutefois, spdnt de vue logique est essentiel pour les
clarifications qu’il apporte, il n’en constitue pasoins une relectura posteriori de ces
objets, qui ne correspond pas ni a leur développeimstorique, ni a ce qui est enseignée
aujourd’hui dans I'enseignement secondaire tunisien

De nombreux travaux montrent par ailleurs I'impod& d’'une étude historique sur la
genese des différents concepts mathématiques carahuele a une étude didactique. Ainsi,
avant d’aborder I'étude proprement didactique, nausns choisi de conduire une étude
épistémologique et historique, nécessairementaaritea quelques auteurs, sur I'apparition
et la formation de ces concepts, étude que nogepiens dans le chapitre suivant.
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Chapitre Il
La place de l'articulation entre syntaxe et sémanti  que

dans les travaux didactiques

Introduction

Dans le cadre de notre travail, qui se situe aganivde l'algebre élémentaire, il nous
parait nécessaire d’'analyser, au préalable, certeanaux didactiques antérieurs concernant
nos objets d’étude.

De nombreux travaux concernant les notions d’éqnoatil’'inéquation et fonction ou
plus largement les travaux au niveau de l'algebeméntaire ont été conduits en didactique
des mathématiques. Parmi ces travaux, principalecestrés sur le passage de l'arithmétique
a l'algébre, nous pouvons citer ceux de Barallok2887), Bloch (2000), Chalancon (2002),
Chevallard (1984, 1989), Coppé (2002, 2006), Carre99), Coulange (1998, 2000, 2001),
Duval (1998), Grugeon (1997), Hitt-Espinosa (1998gran (1992), Sackur (2000, 2005),
Vergnaud (1987, 1989 et 1990), Wagner & Kieran €98

Nous proposons ici une relecture appuyée par unekanalyse des textes de certains
de ces travaux didactiques qui sont dans la méraetidin que celle de notre champ d’étude ;
afin de les mettre en perspective avec notre fihdooteur, qui est la dyade

sémantique/syntaxe.

|. Gérard Vergnaud: Une rupture épistémologique en tre
arithmétique et algebre

I. 1. Analyse

Dans ses travaux didactiques relatifs au passagjematique/algébre, Vergnaud
(1987, 1989 et 1990) souligne que l'algebre camstitne rupture épistémologique importante
pour les éléves. En effet, I'arithmétique est utilale résolution de problemes en langage
naturel ayant pour objectif : la recherche d’'um@mmue par des opérations adéquates, tandis
gue l'algébre scolaire, consiste a manipuler dgsessions littérales liant des variables et des
données numériques dont le traitement consistepligapr des procédures automatiques

conduisant a la solution. Pour étre efficace, lexdgdures algébriques nécessitent de mettre
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entre parentheses momentanément la question decc@mse :

«L’algebre représente a I'évidence une rupture papport a l'arithmétique, en
particulier parce que le contréle du sens des opérns faites, ne se fait plus avec les mémes
moyens» (Vergnaud (1987), cité In Coppe, 2002, p. 28).

Dans l'analyse de ces problemes de rupture, Vergrsintéresse aux différentes
significations de I'égalité. L'égalité peut étradrprétée en tant qu’annonce d’un résultat dans
laguelle le signe « = » exprime une relation quash’ni symétrique ni transitive. Ce n’est

evidemment pas la seule signification possibleettet,
« L’algebre conduit a d’autres significations du segd’égalité :

* Egalité de nombres, sous la contrainte d’'un chodéguat des valeurs des
inconnues 5+ 3(x +6) = 7x-17.
5+3(x+6)=3x+23

* Egalité de fonctions | )
J (a+b) =a?+2ab+b?

On remarquera que, dans I'exemple antérieur, lesctions 5+3(x+6) et
7Xx—-17 ne sont pas égales, mais seulement équivalerfteéme valeur pour x
adéquatement choisi), tandis que cette fois lestifoms 5+3(x +6) et 3x+23

sont bel et bien égales (Vergnaud, 1987, p. 260).

Outre la question de 'égalité, l'auteur s’intéresaissi au statut de la lettre. En effet,
si la lettre utilisée comme inconnue ne sembleposer trop de probléemes aux éleves, il n’en
va pas de méme avec les caractéristiques fondaleeuli@ 'usage des lettres en algebre : la
nécessité d’opérer avec des lettres dans le cadrstiuctures additives et multiplicatives du
corps IR, la nécessité de manipuler des égalités entreessioins algébriques sans aucune
référence a des nombres. C’est la que réside, abapvergnaud, la rupture
arithmétique/algebre et plus particulierement auveai de [I'équation du

type «ax+b=cx+d ». En effet,

« ...c’est lorsque l'inconnue est présente des détésau signe d’égalité que, tout a
la fois, I'algebre devient efficace par rapport’arithmétique, et difficile au plan cognitif. »
(Filloy et Rojano, 1984, 1985; Vergnaud, 1985).

Enfin, notons que l'auteur mentionne que la diade&, outil-objet (Douady, 1986)
pourrait étre un cadre pertinent pour I'apprentissde I'algébre. On pourrait se demander si
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cette distinction recoupe ou non la distinction agtigue/syntaxique. De notre point de vue,
il est clair que la réponse est négative, puisguigfinition de ce qu’est une équation mobilise
le point de vue sémantique, tandis que les ouélsédolution s’appuient principalement sur
un point de vue syntaxique. Toutefois, on peut mqgigee le point de vue sémantique est
essentiel dans la dimension outil pour le contd@e résultats, tout particulierement au niveau

de la modélisation et la compréhension des cateldsifs a un domaine donné.

I. 2. Commentaire

Dans cet article, I'auteur ouvre des portes daasi@lirs directions de recherche dont
certaines peuvent étre abordées par un point déogigue, en particulier en ce qui concerne
un travail didactiqgue plus systématique sur lescepts de fonction et de variables et un
travail plus approfondi sur les mécanismes de otmtrnotamment lors de la mise en
éguation. Les catégories logiques sous-jacentaspfffent selon nous un cadre d’analyse
pertinent pour les questions abordées dans l'artyckont de fait présentes et ce bien qu’elles
ne soient pas totalement explicitées, puisqu’etiquéier, ni la notion de satisfaction d'une
phrase ouverte par un élément, ni la nécessitéedidiculation entre les aspects syntaxique et
sémantique n’apparaissent en tant que telle. Ndoasavoir ci-dessous que Chevallard

(1984, 1989), quant a lui, se place explicitememtsdcette dualité syntaxe / sémantique.

. Yves Chevallard: les rapports dialectiques ent re
arithmétique et calcul algébrique

II. 1. Analyse

Dans son article intitulé : ke passage de I'arithmétique a l'algebre I'enseigreat
des mathématiques au collégéChevallard, 1989), l'auteur, apres avoir sigral probleme
d’ingénierie curriculaire qui joue un réle fondartendans l'introduction du savoir savant
dans l'enseignement, s’intéresse en particuliercaleul arithmético-algébrique tout en
soulignant I'incontournable dialectique qui existgre I'arithmétique et le calcul algébrique

gu’il interprete comme une articulation entre upetaxe et une sémantique :

«Lorsqu’en classe de sixieme, I'enseignant passkotiservation que 2+3=5 et

3+2=5, a I'écriture de la relation général@+b=Db+a, il passe alors du calcul sur les
nombres (entier naturel) a un calcul algébriquec(@efficient entiers naturels). En d’autres
termes, un calcul algébrique, que nous ne défisineas plus précisément ici, rend manifeste
une syntaxe a laquelle le domaine de calcul assftignit une sémantique. ¢Chevallard,
1989, p. 50).
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Les difficultés des éleves sont interprétées corfialisence de mise en relation des
aspects syntaxiques (manipulation des expressigébragues) et sémantique (substitution

des valeurs dans I'expression) :

« Le rapport de I'éleve au calcul algébrique n’incorp pas l'idée d'une relation
entre manipulation algébrique de I'expression, d@dupart, et substitution des valeurs

numériques dans I'expression d’autre partChevallard 1989, p. 47).

L’auteur mobilise donc ici explicitement les catége logiques dans lesquelles nous
avons inscrit notre travail. Son analyse didactiguecurriculum le conduit d’autre part a
supposer que le travail fait au college, qui esemsellement de nature syntaxique, et
n'articule pas avec le point de vue sémantiquesevaévéler inadéquat au lycée, lorsqu’il

s’agira d'utiliser I'outil algébrique dans des sitions diverses.

«La manipulation des expressions algébriques au calrr premier apprentissage
organisé au college, en effet, n’est tendu versuadmut (mathématique) extérieur au calcul
algébrique, lequel doit alors trouver en lui-mémaesburce de ses propres exigences. Aussi
les « régles » de cette manipulation sont-ellesativées, purement formelles, s’exprimant
par des consignes elles-mémes standardisées (g@eelo factoriser, etc...). Cette
particularité apparaitra mieux, par contraste, dadses exemples d’emploi fonctionnel du
calcul algébrique lequel surgira massivement agéyaendant évident le manque d’idoinéité
du rapport au calcul algébrique officiellement itgué au colléege» (Chevallard 1989, p.
47).

Les problemes rencontrés lors de la transitioneetilege et lycée en France, école
de base et enseignement secondaire en Tunisigpgeetdonc étre, selon l'auteur, un
révélateur de cette absence d’articulation entse deux points de vue syntaxique et
sémantique. C’est une piste que nous avons chdiessplorer dans le cadre de notre partie

expérimentale.

[I. 2. Commentaire

Il nous semble que les points de vue sémantiqueyrgaxique, introduits dans ce
travail, n'ont pas été repris jusqu’a présent d@®ffiaapprofondie, que ce soit dans les travaux
de recherche ultérieurs en didactique des math@uestj ou dans I'enseignement. Nous
faisons I'hypothése, avec Durand-Guerrier (200Qg @ conception sémantique de la vérité
développée dans la théorie des modeéles de Tardki edtion de satisfaction de phrases

ouvertes offrent un cadre de référence pertinentr peprendre et explorer certaines des
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guestions soulevées dans cet article.

lll. Brigitte Grugeon: Conception et exploitation d’'une
structure multidimensionnelle en algebre élémentair e
[ll. 1. Analyse

Dans Grugeon (1997), l'auteur étudie le problémetrdesition dans le systeme
éducatif au niveau du passage arithmétique/alg8ane travail s’'inscrit dans la continuité des
travaux de Vergnaud (1987), Chevallard (1989) erd&h (1992). La notion centrale est celle
de compétence algébrique qu’elle définit comme:suit

« Les connaissances algébriques sont structurdes seux principales dimensions

non indépendantes et partiellement hiérarchiséssdimensionsutil etobjet:

e Sur le plan outil, la compétence algébrique s’éeaku travers la capacité a
produire des expressions et des relations algélesqpour traduire un probleme, a les
interpréter puis a mobiliser les outils algébriqueslaptés a sa résolution. Différents
contextes, différents domaines d’emploi metteneerna dimension outil de l'algebre aussi
bien dans des taches de résolution que de preukarjthmétique traditionnelle » n’en étant

gu’un parmi d’autres.

e Sur le plan objet, nous prenons en compte le dowdsigect syntaxique et
sémantique des expressions algébriques pour lespoian formellement en redonnant sa
juste place a la dimension technique du traitemalggébrique. La signification d’'une
expression algébrique réside a la fois dans saasymtsa dénotation, son interprétation en
liaison avec les cadres mathématiques en jeu eseses La compétence algébrique s’évalue
a travers des capacités techniques d’ordre syntaxiet des capacités interprétatives mettant

en jeu dénotation, interprétation et sens des esgioas. ° (Grugeon, 1997, p. 179).

En s’appuyant sur les recherches existantes erctitjda de l'algebre, et plus
particulierement au niveau de la rupture arithmugtiglgébre, I'auteur construit une structure
multidimensionnelle d’analyse de la compétence halgge adaptée aux niveaux
d’enseignement choisi qui est mise en ceuvre poalyser des situations d’enseignement.
Cette structure d’analyse est schématisée par geégentation arborescente extraite de
lannexe de [larticle <« onception et exploitation dune structure danalys
multidimensionnelle en algébre élémentairele Grugeon (1997) que nous présentons ci-

dessous.

18 Nous nous permettons de citer ce long passage.
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Composante Critere Valeur
Traitement
algébrique
Démarche >
Rapport
arithmétique /algébre Statut du signe = >

Statut des lettres

A 4

Gestion dans registre Statut des objets
algébrique

A 4

Articulation entre
registre algébrique et
d’'autres registres

Fonction de I'algébre

Rationalité
algébrique

Représentation arborescente de la structure d’as®ly

Elle comprend quatre criteres au niveau du rapgatttmétique / algébre donnés par
la table suivante :

Critéres Valeurs globales

Démarche arithmétique
Démarche algébrique
Signe d'annonce de résultat
Signe de relation d’équivalence
Objet (abréviation, lettre, mesure,...)

Nombre (inconnue, nombre généralisé, variable,...)

Statut des objets Expression algébrique, formule, équation, fonction
Conception au sens de Sfard Structural, procédural, pseudo — structural

Démarche de résolution

Statut du signe d’égalité

Statut des lettres

Table II. 1 : Structure d’analyse multidimensionnele

Cette structure d’analyse permet a l'auteur d'é&utks rapports personnels et de les

traduire en termes de profils des éleves. Au niwdmliétude des rapports personnels et des
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profils d’éleves, l'auteur a été amené a définipiefil de I'éleve comme une description des
principaux traits de son comportement et de sootimmnement. Dans cette description, elle a

retenu trois niveaux :

1. Niveau 1 : les compétences algébriques.
2. Niveau 2 : la cohérence de fonctionnement d’'un mélanee.

3. Niveau 3 : la flexibilité dans l'articulation entregistres.

C’est au niveau 3 que larticulation sémantiqueyiitaxe intervient. En effet, la
flexibilité réside dans les liaisons effectivesled régles de conversion entre les différents
registres au niveau desquels elle s’est intéres$@es la composante du rapport
arithmétique/algebre a laquelle sont associés guaiieres prenant des valeurs globales en
arithmétique et en algebre.

Enfin, I'auteur indique I'importance du choix detk&orie anthropologique qui selon elle :

« ...a permis de capitaliser des résultats supolectionnement des différents éléments

du systéme didactique.(&rugeon, 1997, p. 203).

et celui de la structure multidimensionnelle qut e®mplexe mais aussi trés

importante pour comprendre les phénomeénes didagiqu

I1l. 2. Commentaire

L’auteur met au coeur de son travail d’analyseitatation sémantique / syntaxe qui

permet selon elle de repérer la compétence algébsggivant I'axe objet :

«La compétence algébrique s’évalue a travers desaa#s techniques d’ordre
syntaxique et des capacités interprétatives meganjeu dénotation, interprétation et sens

des expressions. (Grugeon, 1997, p. 179).

Il nous semble cependant que dans la structurealyse multidimensionnelle, les
éléments concernant I'égalité d’'une part et leustdes lettres d’autre part, mériteraient d’étre
mieux explicités en référence aux catégories laggqu

C’est au niveau du point de vue de la relation gi¥@lence ou binaire indiquée par

'auteur que :

* Dans une équation nous pensons gu'’il est nécesdaifaire une extension de
'égalité entre deux expressions par exemf@be+5=x+8 qui pourrait étre
vérifiée ou pas suivant les valeurs associées eftres. Ceci pourrait étre traduit

en termes de phrases ouvertes sans valeurs dé &gt a dire des phrases
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insaturées. Une telle phrase donne lieu a une pitigo par attribution d’'un objet

(ici un nombre) a la variable x qui produirait wuple :

1. Leréel3 donne le couple(llll) qui satisfait la relatior2x+5=x+8.
2. Lereéel5 donnele couple(1513) qui ne satisfait pas la relation.

* Une identité de la formex+2x=3x qui permet de substitugx a x+2x sans
rien connaitre dex. Ce qui donnera & soit un statut d’élément générique pour
exprimer le fait que n’importe quelle valeur atirdie ax est solution de I'équation
soit un statut de variable liée par un quantificeteniversel. Autrement ditx est
une variable muette et on allx[ IR,(2x+x:3x). Nous pouvons dire,
également, qu’une identité peut également étreliétplar des transformations
syntaxiques. Ainsi I’identitéDxDIR,(2x+x:3x) s’établit syntaxiqguement en
utilisant les propriétés de I'addition et de la tiplication et signifie que les deux
programmes de calcul associés donnent le mémeéagguelque soit le nombre de

départ auquel ils s’appliquent.

L’auteur choisit de considérer que I'inconnue @shombre faisant partie du domaine
algébrique. De notre point de vue, l'inconnue deesia l'interface entre arithmétique et
algebre. En effet, I'inconnue en arithmétique, estgénéral un nom d’objet, c’est-a-dire ici
un terme singulier (un nombre) représentant la neediune grandeur que I'on cherche a
déterminer, donnant lieu a des énoncés singultarsjis qu'en algebre, l'inconnue est
interprétée le plus souvent comme une variable dassphrases ouvertes selon le point de
vue de Tarski. Par exemple peut-on trouver un cube dont le volume mesuré&mh est
égal a l'aire latérale mesurée eom?’ diminuée de25cn? et dont l'arréte soit mesurée en
cir par un entier»

Supposons qu’un tel cube existe. Notansla mesure encn de chacune de ses
arrétes.

c vérifie I'égalité c® = 6¢ - 25. Il y a plusieurs maniéres de résoudre en restzm
larithmétique. On peut faire des essais sachamatigiela dec® est plus grand quéc?.

On peut remarquer que2(6—c):25, donc ¢ divise 25, donc soitc® =1 soit
c® = 25 puisquec? est un carré.

On peut aussi passer a l'algebre :

c est solution de I'équation de ded3é x° -6x* +25=0.
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Comme on n'a pas actuellement de procédure syniexay niveau du college, ni

méme du lycée, il faut chercher une premiére smiugntiére, ce qui nous renvoie aux
procédures arithmétiques et au point de vue séqamtune fois qu’on a trouvé qUe  est
solution, on peut factoriser pat—5, on obtient(x—5)(x2 —x—5). Il faut encore prouver

gu’il N’y a pas d’autre solution entiére ; mais rbielr, on peut aussi résoudre $Rr tout

entier.

IV. Catherine Sackur et Maryse Maurel : Les inéquat ions en
classe de seconde

IV. 1. Analyse

Il s’agit ici d’'un travail sur la résolution deséguations en classe de seconde en
France, ce qui correspond a la deuxieme année emseignement secondaire tunisien.
L’accent est mis sur des erreurs fréquentes etésnan Algebre et en particulier : «&Kb
alors ax<bx ».

Cette recherche se fonde sur la théorie didactipe jeux de cadres de Régine
Douady d'une part, et se réfere explicitement ldgque de Frege afin de poser le probleme
de la nécessité des énoncés mathématiques d'aarrebans ce travail, Sackur & Maurel
(2000) soulignent que les connaissances mathéneatides éleves risquent de se réduire a
une liste de régles sans liens entre elles et s@mpajue le fait de connaitre la nature du
savoir mathématique peut aider les éléves a appeedploiter et méme s’intéresser aux
mathématiques. En outre, le fait d’acquérir cetirnaissance permettra, éventuellement, a

I'éleve de résoudre n'importe quel probleme mathéqua. En effet,

«Nous affirmons qu’en algebre, il ne suffit pas gikguer des regles formelles telles
les identités remarquables, qu'il y a aussi ledesglu jeu (au sens de Wittgenstein : celle qui
réglent la nature de l'activité mathématique) doécoule, entre autres choses, la nécessité
des énoncés. Il faudra certes institutionnaliserdgle formelle, mais aussi ce qui donne sens
a cette regle dans I'ensemble des mathématiquest, &'dire ce qui fait que si elle était autre,

c’est I'ensemble de I'algebre qui s’effondrait(Sackur 2000, p. 12).

Pour caractériser l'activité des éléves, les astentroduisent deux notions: la
conformité est définie comme l'accord avec les e@ggdictées par autrui (professeur qui
représente les mathématiciens...) etplrformancereprésente l'accord avec la réalité
mathématique ; que I'on peut situer au niveau itktefprétation dansin domaine de réalité

donné(par exemple I'ensemble ordonné des nombres réels)
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L’exercice proposé aux éleves était de résoudreingmguation du type = > x+2;
X

I'objectif était de voir a quel point le passagafoomité/performance est assuré. Les auteurs
notent que cette flexibilité de passage est preafgente. Autrement dit, les éléves, ayant des
connaissances locales, vont essayer de résoudfermément a la regle : « Si<b alors
ax<bx ». Par contre, d’autres vont travailler en perfance qui se traduit par la

compréhension qui releve d’une expertise mathénmatiq

IV. 2. Commentaire

Il est assez rare que des travaux de didactiquenddsmatiques adoptent un point de
vue aussi clairement appuyé sur les travaux desiéng. Toutefois, en accord avec Durand-
Guerrier, nous pensons que les travaux de Tarsigtitoent une avancée décisive dans le
traitement des questions étudiées par Frege, &mani pour le didacticien des outils
permettant de traiter I'activité mathématique oadti@. Il nous semble en effet que les notions
deconformitéet de Igperformanceutilisées dans cette recherche, peuvent se reipgrale la
dualité entre syntaxe et sémantique développéenqier cadre de la logique des prédicats.
Cependant, si la question de la nécessité des énanathématiques est de fait tout a fait
essentielle, il nous semble que d'autres questiplus élémentaires font obstacle a
'appropriation de la signification des équationsngquations, et c’est a celles-la que nous

nous intéressons dans ce travail.

V. Raymond Duval

V. 1. Analyse

Dans la plupart de ses travaux didactiques, DuMB&, 1993, 1996 et 1998) a étudié
les conditions cognitives dans I'apprentissage algsts mathématiques, qui ne devrait pas

étre confondu avec leurs représentations. En fait,

« La distinction entre objet et sa représentationdzstc un point stratégique pour la

compréhension des mathématiquegDuval, 1993, p. 37).

et la diversification des représentations sémiesgd’'un méme objet mathématique joue un

réle essentiel au niveau de I'activité mathématidireeffet,

«... ce recours a plusieurs registres semble mémeamdition nécessaire pour que
les objets mathématiques ne soient pas confondcslanrs représentations et qu’ils puissent

aussi étre reconnus dans chacune de leurs repratsems » (Duval, 1993, p. 40).

Le fait qu’on réussisse a coordonner plusieursstegs de représentation sémiotique
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d’'un concept mathématique et a le reconnaitre daasune des ses représentations, revient a
dire qu’il existe une liaison entre sémiosis etsi@Duval, 1998) qui peut étre interprétée par
la conversion de registres. De plus, Duval appeféementla transformation interne de
représentation dans un méme registre comme parpdxer la substitution de nouvelles
expressions dans des expressions données dansnerggstre. ».

Duval a travaillé sur I'articulation des registrds représentation sémiotiques. Par
exemple, il signale que plusieurs apprenants éprauvdes difficultés au niveau de
l'articulation entre le registre graphique et cehlles équations puisqu’il observe une
impossibilité de déterminer I'équation d’'une dro#tepartir de sa représentation graphique.
Néanmoins, il explique que la raison profonde dedifficultés ne réside pas au niveau des
concepts mathématiques d’applications affines srpar la méconnaissance de la congruence

sémiotique entre le registre de représentationhimap et celui des écritures algébriques.

« En I'absence d’une prise en compte des régles $&ués de correspondance, les
représentations graphiques restent des représamstaveugles pour la majorité des €éléves
de seconde et au-dela».(Duval, 1988, p. 236).

Cependant, il remarque que l'apprentissage speeifite s’effectue que dans le cas
d’'une démarche d’interprétation globale qui n'estre qu’'un passage de la représentation

graphique a I'écriture algébrique.

V. 2. Commentaire

Nous retrouvons, dans les textes de Duval, l'idésehs introduite par Frege. En fait,
le passage de la représentation a la dénotationoestnandé par la question de sens qui
aidera le sujet a traiter. Néanmoins, la distincmtre sens et dénotation, déja établie par
Frege, est nécessaire pour réussir la conversiam ré¢gistre a un autre. Par rapport a notre
cadre d’étude, qui est 'algebre élémentaire, qouss/ons dire qu’il apparait clairement que
l'articulation syntaxe / sémantique joue un rékstimportant, non seulement au niveau des

conversions de registres, mais également dangitsnents a l'intérieur d’'un méme registre.
Conclusion du chapitre

La revue de ces travaux didactiques met en luntéepertinence d’'un questionnement
s’appuyant sur l'articulation sémantique et / omtaxique au niveau de l'algebre et plus
précisément au niveau des équations et des inégeadiu premier degré a une inconnue
réelle, et montre que cet aspect, s'il est biesgtdans un certain nombre de travaux, est

cependant relativement peu développé. Nous savoad arithmétique est un domaine en
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étroite liaison avec le calcul numérique alors diadgebre, au dela du seul domaine
numérique, représente une théorie formelle et uil essentiel pour la modélisation des
systemes intra et extra mathématiques. Nous caonsisl&que le langage des calculs des
prédicats est essentiel pour traduire des propreéout systeme considéré et par la suite, |l
permettra de réaliser l'aller et le retour entre kegistres numeériques, graphiques et
algébriques ; et en plus, d’assurer le passagadre de I'algebre des fonctions.

En nous placant, pour conduire nos analyses, @analt¢ul des prédicats du premier
ordre, nous choisissons un cadre de référenceésgmigique offrant un point de vue
unificateur permettant de résoudre un certain nendtambiguités. D’'une maniere générale,

nous pouvons dire avec Durand Guerrier que :

«Le point de vue « relation entre deux expressici@eddant d’'une variable » est
unificateur, puisqu’il fonde aussi bien la notioteéguation que celle d’identité algébrique. »
(Durand-Guerrier et al, 2000, p. 77).
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Chapitre Il
Etude historique et épistémologiques des objets

équation, inéquation et fonction

Préliminaire : « L’épistémologie comme outil pour | es
analyses didactiques »

Avant d'étre admis par la communauté scientifiqles concepts d’équation,
inéquation et fonction ont subi plusieurs transfations tout au long de leur édification. La

naissance de ces concepts n’est pas sans intéréeptidacticien. En outre,

« ...toute analyse didactique doit englober un aspechature épistémologique?:.
(Dorier, 1997, p. 18).

Ainsi, une étude historiqgue des conditions de pctidno des savoirs mathématiques
mises en jeu dans notre recherche peut étre paingans la suite de nos analyses

didactiques. En effet, Dorier explique que

« ... une part importante de l'analyse didactique corsist prendre en compte
I’évolution et la constitution historique du saveomathématique dans la sphere savante et ses
rapports avec la constitution du texte du savoiseigneé » (Dorier 1997, cité In Bardini,
2003, p. 19).

Par ailleurs, I'étude historique des savoirs matitémues permet au didacticien de
localiser les erreurs, de détecter les obstacléssatonceptions erronées autour d’'une notion
bien déterminée.

En particulier, une étude historique circonscrites delations entre les concepts
d’équation, inéquation et fonction, nous permetfesvoir une idée plus claire et plus précise
sur la formation de ces objets de savoir, et nadesra a conduire notre étude didactique sur
I'élaboration de ces notions au sein du systemasdignement. En outre, plusieurs travaux
didactiques (Dorier 2000, Bloch 2002, Battie 20@8)t montré la pertinence de I'étude
historique et épistémologique du savoir mathématiguisqu’elle permet au chercheur de

prendre en compte des variables didactiques quigmeyouer un rble fondamental dans la
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partie de son travail que Dorier nomme

«le travail "de terrain" observations, expérimentats, analyses de productions
d'éleves, eto> (Dorier, 2000, p. 9).

De méme, Canguilhem souligne que

«... L'histoire d'une science ne saurait étre une singpléection de biographies, ni a
plus forte raison un tableau chronologique agréraediinecdotes. Elle doit étre aussi une
histoire de la formation, de la déformation et deréctification de concepts scientifiques.
(G. Canguilhem in Dorier, 2000, p. 15).

Pour cela, nous avons décidé de faire une étuderipise sur les objets équation,
inéquation et fonction afin de retrouver des élé&sméndicateurs qui soient pertinents pour
notre cadre d’analyse, a savoir ceux qui nous pgemtede repérer la dialectique syntaxe /
sémantique, d’un point de vue logique, au momerta dermation de ces concepts.

Nous nous inscrivons dans une perspective classigquidactique des mathématiques

défendue en particulier par Artigue (1990).

« Certes les contraintes qui gouvernent ces gengadficielles) ne sont pas
identiqgues a celles qui ont gouverné la genéseotgte, mais cette derniére reste
néanmoins, pour le didacticien, un point d'ancrage I'analyse didactique, sorte de
promontoire d'observation, quand il s'agit d'ana&ysin processus d'enseignement donné ou
une base de travail, s'il s'agit d'élaborer undgegjenese.

Ceci, pour une raison évidente, a savoir que leblgmes qui ont motivé de tel ou tel
concept comme ceux qui ont gouverné son éevolutiohcenstitutifs de la signification de ce
concept et que le didacticien, dans son analygendsessairement confronté a ce probleme
de la signification du concept(Artigue, 1990, p. 246).

En ce qui nous concerne, nous allons essayer dexmeerner la nature
epistémologique des objets de savoir a enseigesrcancepts d’équation, inéquation, et de
fonction au niveau de l'algébre élémentaire. Nos@nterons ci-dessous quelques moments
importants dans le développement de ces concepts.

Nous avons choisi de partir de l'instant ou s’affreles données pertinentes et
effectives qui nous renseignent sur nos questioenessnde départ, a savoir ceux qui nous
permettent de repérer la dialectique sémantigyatase au moment de la formation de ces
concepts mis en jeu. Pour cela, nous avons déaitigdeer, de I'antiquité jusqu’a nos jours,
les différentes méthodes de résolution des protdéatars différentes civilisations.
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Nos objets d’étude se situent au cceur de l'algatependant ils entretiennent des
liens avec l'arithmétique et la géométrie. Commedeligne Rashed (1984), il est intéressant
de savoir se situer entre algébre et arithmétiqueedpart et algébre et géométrie d’autre part,

puisque

« Seule cette perspective, en effet, nous a pedmissaisir le rdle capital et
radicalement nouveau de l'algébre dans la formatiom la rationalité mathématiques »
(Rashed, 1984, p. 9).

En outre, cette double dialectique entre arithnuétigt algebre et entre géométrie et

algébre

« ... s'est en effet progressivement imposée a nosggamme un mouvement inductif
destiné a étendre chacune de ces disciplines emdaht ses bases, en généralisant ses
concepts et ses méthodes, parfois au prix de latrodget de I'élimination de certains d’entre
eux. »(Rashed, 1984, p. 9).

Il est important de remarquer que depuis la plusten@ntiquité et jusqu'au dix-

neuvieme siecle, la résolution des équations algéds de la formeP(x) =0, ou P est un

polyndme, a constitué le cceur de l'algébre. Cetioree notre point de vue qui consiste a
étudier les premiers mouvements des mathématiaieméveau de la résolution des équations

algébriques en vue de dégager des éléments pestirdatifs a nos hypothéses de travail.

|. La résolution des équations algébriques

Dans ce qui suit nous allons étudier les difféereméehniques de résolution, a travers
différentes civilisations, a savoir les technigaeshmeétiques et algébriques qui ont conduit a
la détermination des racines et les techniques g&@mues qui ont joué un role essentiel dans
ces résolutions.

Nous n’allons pas reprendre le travail d’'un higorde mathématiques; mais nous
allons nous appuyer sur des dates qui nous sembbs@ntielles dans I'apparition des
techniques géométriques, des techniques arithnestigsh des techniques algébriques de
résolution des équations.

. 1. L'algébre géométrique chez les grecs  *°

Une contribution centrale dans les mathématiquesages, est Euclid®

¥ Dans ce paragraphe, nous nous appuierons prianigal sur 'ouvrage de Zeuthen (1902).
2 Fondateur de I'école de mathématiques de I'UnitéedAlexandrie et il recue sa formation mathémaé a
I’Académie platonique d’Athénes.
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«Nous possédons, dans ses Eléments, un traité deétyd® qui sert toujours, dans
plusieurs contrées, d'ceuvres didactiques et quiereme le corps des doctrines géométriques
élémentaires dont, encore aujourd’hui, les prinsipEssentiels sont partout, sous diverses

formes, a la base de I'enseignemen{Zeuthen, 1902, p. 11).

De plus les mathématiciens grecs comme Thalés def’MiPythagore de sanfGs
Platorf® (329-428 avant J-C), Aristote, Eudoxe, les fréMénechme et Dino strate,
Hippocrate, Euclid® (environ 300 ans avant J-C), Archiméde mort en atant J-&,
Apollonius’® (environ 200 ans avant J-C) ont pu s’employer lssr mathématiques en

s’appuyant sur la collaboration de la philosopRies précisément,

« Les mathématiciens de cette période qui nous sgdales ouvrages importants de
Mathématique pure (Géométrie) et qui ont certaineioe beaucoup dépassé les autres
mathématiciens notables de leur temps sont : Eeid8D0environ avant J-C), Archiméde
mort en 213 et Apollonius (environ 200 ans ava@).»» (Zeuthen, 1902, p. 19-20).

En particulier, les Grecs ont donné une si grangmitance a la géométrie que

«... en méme temps que I'Arpentage, et au méme latlegistique ou calcul, fut
abandonné comme non scientifique par les géomen@gzement dit : aussi les Eléments
d’Euclide font-ils aussi peu de cas de I'Arpentages des autres usages numériques des
mathématiques: (Zeuthen, 1902, p. 22-23).

En fait, ils représentaient géométriguement desdgars mais

« Sans doute les grecs ne savaient rien des quantégatives, pas plus que des
guantités imaginaires : mais, a défaut des prensicles variations de la figure peuvent en

partie présenter les mémes généralisations que wbidsnons aujourd’hui au moyen des

2L Cest lui qui a deviné I'éclipse solaire du 28 rB86 avant J-C et la plupart de ses connaissameaseht des
égyptiens. En plus, il était le fondateur de I'éphilosophique ionienne.

22 pythagore de Samos était un philosophe grec reapten dimportants développements en mathématique,
astronomie et musique. Il fonda une école philospmhet religieuse a Crotone et eut de nombreuptadeNé
vers 569 avant J-C et mort vers 494 avant J-C.

% Disciple de Socrate et fondateur de I'école appAadémiell n'a pas emprunté son go(t mathématique a
Socrate puisqu'’il s’est initié aux mathématiquea &t philosophie pythagoricienne.

% Dans se&lémentsEuclide, qui vivait vers 300 ans avant J-C, ax&lisé un traité de géométrie qui est une
ceuvre didactique renfermant le corps de la géoenéiémentaires. Il avait réalisé également une eeuvr
élémentaire intitulée d'un nom latinData et un écrit sur IDivision des figures. Son ceuvre constitue un
véritable point central des mathématiques grecques.

% Mathématicien bien considéré qui a traité dansémeiis : La sphére, le cylindre, mesure du cerds,
conoides, les sphéroides, les spirales, I'équilia® figures planes, calcul de sable, quadratura garabole
etc. En plus, il a énoncé une série de propositppeléesemmes d’Archiméde

%] a travaillé en Alexandrie et il a traité la en de I'espace, les contacts, les interrelatietrles applications
des mathématiques a I'astronomie.
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guantités négatives (Zeuthen, 1902, p. 30).

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser tadé des différentes techniques,
utilisées par les mathématiciens grecs, dans lalutésn des équations du premier et du

second degreé.
I. 1. 1. La résolution des équations du premier deg  ré

Dans le cas des équations du premier degré, ledutiéns se font a l'aide de la
manipulation des grandeurs, rationnelles ou imetédles, qui sont représentées
graphiqguement par des segments rectilignes. Plaums) toute opération d’addition et de
soustraction se fait par prolongement de I'un d=grents par I'autre ou en rapportant I'un
des segments a l'autre. En plus, le produit de dgamdeurs est représenté par des rectangles
ou des carrés dont les cbtés représentent cesegnand

La forme générale d’'une équation du premier degnéeainconnue réelle esix=Db

ou x=9, ou a, x et b sont des nombres positifs ou nuls. En plus, letetas a et x
a

représentent, pour eux, des mesures de longuelarseeineb est la mesure d’une aire.

Le probleme du premier degré, nommé par les grapplication des surfacese
résout en se basant essentiellement sur le théoddtuelide dans la proposition 44 du
premier élément sous une forme un peu plus gérRér@m part d'un segmenfAB de
longueura et d'un rectangleACDE d’aire b. Le point A étant aligné avec les poing et
E est situé entre eux. On peut donc suivre la coctsbn des pointskF, G, Het |l en
respectant les parallélismes et les alignements danfigure. L'inconnuex mesure la
longueur du c6téBH et les triangle=GH, GFD, FAB, AFC, AGI et GAE ont des aires
€gales par symétrie d'ou les rectanghfCDE et ABHI ont aussi des aires égales

respectivement égaleshaet ax.

%7 Les rectangles sont remplacés par des parallétoges & angles égaux.
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G H
1
E - = B
B
[+]
] = F

Commentaire

Nous pouvons dire que la figure a un double rolesdas résolutions des équations

chez les Grecs en effet elle permet
» d'interpréter et de démontrer une certaine égalité.
» D’indiquer I'algorithme de construction effective inconnuex.

Ceci montre la place du graphique dans la résoluiigébrique des équations du
premier degré d'une part et la capacité des grecavailler dans le cadre géométrique. Ce
gue nous pouvons interpréter comme une capacitéiculer deux points de vue dont le
premier est sémantique qui s’explique par I'intétation de I'égalité et le second se résume
par un point de vue syntaxique a travers lequelGescs exploitaient des constructions

algorithmiques pour déterminer I'inconnue.
I. 1. 2. La résolution des équations du second degr &

Les opérations effectuées, par les Grecs, sur lemtiges qu'ils représentaient
géométriquement ont un réle similaire a celui deSrations algébriques de nos jours.

Par exemple dans nos manuels d’enseignement, lardération du produit de deux
nombres entiers qui ne dépend pas de I'ordre aésuis ainsi que les identités remarquables
du second degré se font en s’appuyant sur dessBggeométrigues comme les rectangles,
carrés qui sont appelés par les grecsndesbres plansunombres carrés

Les équations du second degré ont donné lieu a gdasdeurs irrationnelles
incommensurables et le grand mérite de s’étre apguipn ne peut pas éviter ces grandeurs
revient aux Pythagoriciens. Ainsi, toute grandeeutpétre représentée en tant que longueur

d’'un segment d’'une fagon continue.
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« L’algebre géométrique, aussi bien chez Euclide cjugz d’autres, est a la base de
tant de recherches que cette fréquence méme canstile preuve de la haute antiquité que
nous lui pouvons attribuer, d'accord avec ce qu'oous rapporte de la notion
pythagoricienne de I'application des surfaces, &ffacile application a telle grandeurs que
'on veut, tant irrationnelles que rationnelles atpnséquemment, sa nature abstraite,
conviennent bien a ce que dit Eudéeme de la facon Bgthagore traitait la Géométrie,

immatériellement» (Zeuthen, 1902, p. 30).

Zeuthen (1902) présente, d’'une maniére organiséérettes techniques générales de
résolution d’équations du second degré ou il edoadifficile de voir du premier coup d’ceil
guelles sont les parties qu'il traite, non seulenedies ne sont pas annoncées mais parfois |l
est nécessaire d’explorer les éléments d’Eu@liden plus, il explique que la méthode
d’application des surfacegui consiste a représenter géomeétriquement desdemen
générales par des surfaces dont I'addition ou Usstsaction se basait sur I'attribution d’un
c6té commun, permet d’éviter I'arithmétique géorée et en particulier 'emploie de la
théorie des proportions qui reposait, af™¥siécle, sur I'usage exclusif des quantités
commensurables. En outre, il explique que

« Toutefois, les éléments d’Algébre géométrique @uit £xposés ici, embrassent
notamment des équations du second degré, c'esededierrain sur lequel s’était fait sentir
la nécessité d'une représentation autre qu’'une éepntation numérique, a cause de
l'intervention des quantités irrationnelles : potraiter ces équations on pouvait, il est vrai,
se contenter de 'emploi de rectangles et de carnésis quand I'algébre géométrique et son
application se furent développées d’avantage, eriiqudier par la théorie des sections
conigues, on I'élargit jusqu’a se servir d’autrégures.» (Zeuthen, 1902, p. 42-43).

Les difféerentes techniques de résolution des éopumtgénérales du second degré se

basaient sur I'utilisation de I'identité remarqualekprimée géométriquement par les Grecs

ab b*

%8 |es éléments explorés par Zeuthen, sont le preteideuxiéme et le sixiéme livre des Eléments.
2 Notons que les notations algébriques sur la figersont pas dues aux Grecs.
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laquelle se présentait sous deux formes.

La premiére forme correspond a [I'écriture moderne cos jours:

(a+b)’ =a?+b*+ 2ab que les Grecs I'exprimaient par

« Un rectangle, dont les c6tés sont eux-mémesalemss, est la somme de tous les

rectangles ayant pour cotés un terme de chacunsalemes données »

La deuxiéme forme correspond & celle d&+b?=(a+b)*-2ab qui est «wne

différence égale au carré de I'hypoténuse d’unrigi@ rectangle ayant pour cotéset b ».

Avant de présenter quelques exemples des technapuessolutions, il est important
de rappeler que les Grecs ont traité des équationrsecond degré qui donnent des racines
positives, étant donné gu’ils n'avaient aucune igsiéeles nombres négatifs. Par ailleurs, ils
étaient obligés de traiter différentes formes de équations qui donnent des solutions
positives. En plus, concernant les cas ou les eaadiles équations du second degré sont des
irrationnels, les Grecs n’ont pas introduit deseuad approximatives mais ils ont poursuivi
leurs calculs avec les quantités retrouvées pastaartion. C'est-a-dire qu'ils poursuivaient
leurs résolutions en s’appuyant sur les segmetrtsurges par construction.

Nous présentons ainsi deux exemples éclairantéstdution des équations du second

degré

» L’application elliptique des surfaces

La résolution des équations, qui correspondent dwise langage moderne aux
équations de typeax-x* =b?, reléve d’'un probléme appelé, chez les gregglication
elliptiques des surfac&s(cf. Zeuthen, 1902, p. 37).

Ce probleme a été énoncé sous differentes fornmresldsquelles on demande de

1) « Construire, sur un segment donid = (a), un rectangleAM égale a un carré
donné(b?), de telle sorte que la surface manquant, au rectaagleur AB, soit un
carré BM = x*. »

2) « partager un segmentABdonné en deux autres qui forment un rectangle de

surface donnée... »

30 Consiste & construire un segment donné de longaieer un rectangle d’aire égale a celle d’'un carnénéo
égale a(b)z, de telle sorte que la portion de surface mancgaamectangle d’airax sur soit un carre(:b2 - xz).
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3) « déterminer deux quantités dont on connait la seratie produit'. »

Ce type de probleme entrainait un inconvénient gjexplique par le fait que les
anciens donnaient une seule des deux solutioediesi existaient, de ce type d’équation. En

revanche, ce type d’inconvénients disparait lorsquésout I'équation de typax + x* = b?.
» L’application hyperbolique des surfaces

Les équations de la formex+ x> = b? s’expriment, pour les anciens, sous différentes

formes parmi lesquelles on a :

1) «sur un segment donnéB = (a) construire un rectangl@M égale a un carré

donné(b?) de telle sorte que la portion de surfaB& excédante soit un carrg?. »

2) « Déterminer deux quantités, connaissant leur différence eplealuit. »

Comme nous l'avons expligqué ci-dessus et du fait que les Grecs nizarageme idée
sur les quantités négatives, la solution de I'équation du dedegré est déterminée
géomeétriqguement. Dans ce cas, les anciens supposaient que le termejuoest dans notre

cas (b? ), devait étre une surface.

Euclide nous montre comment il pouvait transformer un rectangle exané sans
faire recours & la moyenne proportionnelle d’'Euddre s’appuyant sur une construction qui
repose sur les propositions (Il .5 efGjes Eléments d'aprés lesquels on représente un
rectangle sous la forme d’une différence entre deux carrés. Ainsi, le céaérduqui devrait
étre égal au coté du rectangle, se construit en s’appuyant sur le théerEytbagore.

Conclusion

Nous pouvons conclure d’'aprés cette étude des techniques de réastéstiéquations
du second degré que d’'une part les Grecs donnent une justificatinétggoe qui permet de
donner un sens, au probléeme algébrique, lequel permet de conclureisteri@e de la racine

et d’autre part, si la racine existe, une construction algorithmique gieantité cherchée qui

se fait & partir d’'un segment donné de Iongu%umt d’un carré d’airéb?, permet de résoudre

31 Zeuthen (1902) montre que d’aprés les Data d’Hadks anciens ont reconnu cette forme de probléme.

32 Une théorie qui semble & Zeuthen incompléte pigfigun’était valable que dans le cas des cotés
commensurables.

% Théoréme qui comporte immédiatement la solutiandirix problémes énoncés dans Zeuthen (1902, p)38-3
dont le premier est énoncé comme suiparager un segment donnAB en deux autres qui forment un
rectangle de surface donnéeet le deuxieme ©éterminer deux segments (AD et BD) dont on doane |

différence et le rectangle (égal au ca@) ».
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le probléme.
Ceci montre que les mathématiciens Grecs maridésnprocédures syntaxiques et
sémantiques, comme le faisait également Aristotsldas Premiers Analytiques

I. 1. 3. La résolution des inéquations par Diophant e d’Alexandrie

Nous ne pouvons pas passer sans avoir soulignédiiamce des travaux de
Diophante et ses apports dans la théorie des nemhre plus, Diophante a montré qu'il
connait les techniques de résolution des équatiorsecond degré tout en les appliquant a des
modeles d’inéquations.

Par exemple lorsqu'il veut résoudre l'inéquatidkr?® > 6x +183* il commence par la
résolution de I'équatior2x® = 6x +18 et par la suite il s'intéresse a déterminer déstisns

rationnelles en s’appuyant sur des approximation;m@nbres entiers dg45 . Diophante

trouve que6<J4_5< 7, il prend I'entier 7, comme étant la limite supérieure, qui satisfait
aux conditions du probléme et ensuite il exploite des technifpieésolutiof® grecques qui
le conduisent & prouver qu'il y a au moins trois nombres quidbsatisfaire le problénie

La résolution des inéquations ne s’est pas limitée au livre \diodghante ; mais elle

continue d'étre présente dans les livres VII, ot il a résolu dedefoinggalitéy.
Conclusion

La maitrise du systéme opératoire sur des quantités représentées géemeétniq
pour résoudre des problémes complexes relevant du domaine algébrijlieendes aspects
sémantiques (interprétations géomeétriques) et syntaxiques (utiisdidgorithmes). Ceci
confirme une de nos hypotheses qui consiste dans le fait quentelpovrue de Duval sur les
registres de représentations sémiotiques pourrait étre enrichi par latinusémantique /
syntaxe dans les résolutions puisqu’on peut articuler les ddnois e vue dans un méme
registre, ce que montrent bien les résolutions Grecques, quiemtites deux points de vue

dans le registre géométrique.

34 Consulter Ver Eecke (1959) qui montre, dans leggepd 77 & 181 du chapitre XXXIX du livre IV, la beique
de Diophante pour résoudre quelques inéquations.

% Déterminer I'inconnue revient, pour Diophante éketiminer les arithmes.

% Dont un extrait de Ver Eecke (1959)Larsque nous résolvons une pareille équation, nougtiplions la
moitié de la quantité d’arithmes par elle-méme ;qeé donne 9, et nous multiplions la quantité 2 dagés
d’arithme par 18 unités ; ce qui donne 36. Ajoutand, ce donne 45, dont la racine n’est pas plugegque 6
unités. Ajoutons la moitié de la quantité d’arittenfce qui ne donne pas moins que 10 unités, etais par la
quantité des carrés d’arithmes] ; ce qui ne donae moins que 5 unités».

3" Résolution des inéquations +60> 22k & k? +60< 24k .

Partie A : « Analyses épistémologiques et didaetou 52



Chapitre 11l

I. 2. La résolution des équations chez les arabes

Au début du IXeme siécle, Mohamed ibn Musa Al-Khammai (780-850) s'est
distingué de ses prédécesseurs Babyloniens, Gredsdiens par son intérét a justifier les
algorithmes de résolution des équations. En eiffétait le premier mathématicien a avoir
présenté une théorie des équations dans son ountigb al-Jabr wal muquabdl. Par

ailleurs,

«C’est la premiere fois dans I'histoire que se tredfagonné le mot « Algébre », et
gu’il apparait dans un titre pour désigner une dgmime ; mais I'autonomie de celle-ci n’est
pas seulement assurée par un titre qui lui soitse@né, elle est également consolidée par la
conception d’'un nouveau vocabulaire technique désta désigner les objets et les
opérations» (Rashed, 1984, p. 17).

Al-Khawarizmi a énoncé dans son projet qu’il allde fournir des méthodes de
résolution de problemes liés aux calculs d’héritalgs transactions commerciales, les
problémes d’arpentage des terres ou d’architeattre En plus, il a proposé les termes
primitifs et les concepts de I'Algébre et d’Al-Muajoala ainsi que les bases qui permettent de
ramener les problémes calculatoires a une algébet’est Abdeljaouad (2003b) qui avait

traduit ce qu’al-Khwarizmi avait écrit dans sonjptaans lequel il explique

« J'ai décrit les algorithmes exacts de résolutioe jges équations] et j'ai établi pour
chacun un diagramme qui permet de déduire la joatibn [du résultat].» (cité par
Abdeljaouad EMF, 2003 b).

En plus, Rashed (1984, 2003) explique que, datigrée d’Al-Khawarizmi, il existe
deux classes des termes primitifs. D’'une parttéesies purement algébriques qui ne sont,
pour Al-Khawarizmi, que l'inconnue et son carrét d'autre part les termes communs a
I'algebre et I'arithmétique qui sont les nombreSoranels positifs, les lois de I'arithmétique,
I'égalité etc.

« Il semble donc que, si al-Khawarizmi limite a elwsdge des termes algébriques,
cela ne tient pas a une méconnaissance des puassaupérieures de l'inconnue, mais
renvoie plutdét a toute une conception de l'algelde,son domaine et de son extension.
(Rashed, 1984, p. 22).

% Rashed montre que Al-Khawarizmi avait composés $euégne d’al-Ma’mun, son célébre ouvrage ent@ 8
et 833.

3% Rashed était surpris de lignorance d’Al Khawaiiztke la puissance cubique sachant qu'a I'époque on
extrayait la racine cubique.
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Parmi les principaux concepts et les notions magtiéues traités par Al-Khawarizmi
nous avons les équations du premier et du secogiéd dgii couvrent une classe infinie de
problémes géométriques ou arithmétiques, les bis@h&es trinbmes associés aux équations
sur lesquelles il applique les différentes lois ldgithmétigue que sont l'addition, la
soustraction, la multiplication et la division. Ea qui nous concerne, nous trouvons que les
objets traités par al-Khawarizmi se situent au cdeudomaine d’étude que nous réalisons.
Pour cela, nous allons essayer de voir de plus leegechniques de résolution de ces
equations effectuées par al-Khawarizmi.

Al-Khawarizmi retient six équations dont trois senenent au probléme du premier
degré que nous nommons aussi des équations birginhes trois dernieres a des problemes

du second degré que nous nommons par des équatidmes. Djebbar (2005) explique que

«...Il présente, en phrases et sans aucun symbolissiajx équations canoniques,
selon un ordre qui tient compte de la nature endmbre d’éléments dans les deux membres
de I'équation. Chaque type d’équation est ensliitsstré par des exemples ou l'auteur fait
varier le coefficient du premier terme en le prenégal, supérieur ou inférieur a un, puis
pour chacun des exemples, l'auteur expose l'alporé de résolution de I'équation.
(Djebbar, 2005, p. 27).

Ces six équations sont équivalentes a celles dgones qui se raménent aux formes

suivantes :
1) ax® = bx
2) ax’ =c
3) bx=c
4) ax’ +bx=c
5) ax® +c =bx

6) bx+ ¢ = ax?

Concernant la résolution de ces équations Rasle&dl(Expliqgue qu’on peut dire que
le texte d’al-Khawarizmi se distingue de ce quenl'peut trouver dans les tablettes
babyloniennes d’'une part et des Arithmétiques amBante d’autre part. En effet, il ne s’agit

plus d'une succession de problemes a résoudre, daiis exposé qui parts des termes
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primitifs dont les combinaisons doivent donner t¢es prototypes possibles, lesquels vont
constituer le véritable objet d’étude.

En plus, il exige de réduire chaque équation @tmé& normale correspondante et il
met en place les formules algorithmiques des swiatidont les preuves se basent
essentiellement sur ce qu’il appelle des figurest&@-dire au moyen de I'égalité des aires qui

s’inspire, vraisemblablement, par une connaissatesElémentsd’Euclide. Par exemple,
pour résoudre I'équation quadratique de la forxie px=q , Al-Khawarizmi explique que

la formule algorithmique en cela est que nous dewviser la racine en deux moitiés c'est-a-

2
dire g que nous la multipliant ensuite par eIIe-mémequnne(gj , on I'ajoute aqg et on

prend la racine carré du tout que nous lui retransHa moitié des racines et nous obtenons

enfin la racine carrée que nous cherchons. Cecesmond a I'exploitation de la formule

2
suivante :x = (Bj +q—£.
V 2 2

Remarguons que dans les deux autres cas d’équafimmsatiques dont les formes

sont respectivemenk® = px+q et x> +q= px il obtient respectivement, d’aprés Rashed

(1984),
s /[ j +q

> X= i(
2
2

(gj =(, la racine du carré est égale a la moitié demeacsans excédent ni

o Nlo

> X

N o

2
2 2
j -q, si (gj >(q et dans ce cas al-Khawarizmi précise que si

N o

2
diminution et dans le cas {ugj <( le probleme est impossible.

Le livre d’al Khwarizmi était considéré par ses t&wnporains comme un ouvrage
fondateur, qui pourra servir comme un outil peramttde clarifier des prémisses et
consolider des bases théoriques. Toutefois, lasvpsepragmatiques, qu’al-Khwarizmi avait
présentées, sont basées sur une lecture de diagemm n'ont pas satisfait toute la
communauté des mathématiciens arabes. En effetprfanunauté des géometres comme
pensaient que tout raisonnement doit s’appuyeri@tgrhent sur le€lémentsd’Euclide. Par
contre, la communauté des nouveaux algébristedust particulierement Al-Karaji (953-

1029), voulait que cette tutelle Euclidienne s’agpe.
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Ainsi, pour tracer de nouvelles voies et surmonts obstacles théoriques et
techniques de cette nouvelle discipline, les sismes d'al-Khawarizmi on du s’engager sur
deux courants de recherche dont les uns se soagésgur la voie de la continuité des idées
d’al-Khawarizmi c'est-a-dire I'arithmétisation dalgebre comme Al-Karaji (953-1029) et
Al- Samaw’al (1130-1174) et les autres sur la vagéel’opposition a ses idées en préferant
recourir a la géométrie grecque pour résoudre insri@robléemes comme Thabit ibn Qurra
(826-901), Abu Kamil (850-930), Ibn Turk, Al- Mahgmort vers 880) etc. Ainsi, toutes ces
recherches et particulierement celles qui ont éte&ugites par les algébristes arithméticiens,

avaient contribué au projet de I'arithmétisation’digebre.

« Il s’agit d'une part, selon les termes méme de k@s successeurs d’'al-Karaji, As
Samaw’al, « d'opérer sur les inconnues au moyertadis les instruments arithmétiques,
comme l'arithméticien opére sur les connues »d'atitre part, d’opter de plus en plus pour
les démonstrations algébriques, aux dépens des rd#rations géométriques. (Rashed,
1984, p. 27).

Dailleurs, ceci s’est bien manifesté dans I'ceudfal-Karaji qui a contribué au

développement du calcul algébrique abstrait.

« C’est toujours en vue de l'extension du calcul blggue qu’al-Karaji poursuit
'examen de I'application des opérations de l'antétique aux termes et aux expressions
irrationnels.» (Rashed, 1984, p. 34).

En plus, une des conséquences de ce grand préetjoppe par al-Karaji, était
d’étendre les concepts du Livre X deEmentsa toutes les quantités algébriques, ce qui se

justifie lorsqu’il avait écrit

«... immédiatement apres s'étre référé aux définitidisiclide, et sans transition :
« Je montre comment ces quantités [incommensuraipiatonnelles] sont transposées en
nombres» » (Rashed, 1984, p. 36).

Remarquons gu’al-Karaji a repris, d’une part, lggations canoniques traitées par al-
Khawarizmi et il a développé la résolution des éigna de degré supérieur et en plus il avait
développé I'étude des systémes linéaires traités Atmu Kamil, et, d’autre part, des
interprétations algébriques de I'arithmétique defbiante.

Nous pouvons donc supposer qu'al-Karaji, qui est gmand connaisseur de
'arithmétique de Diophante, est le véritable ineem de l'algebre puisqu’il a complété la
boite a outil algébrique a partir des définitiopsppriétés et propositions de I'arithmétique
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des entiers naturels, des fractions et aussi deleirrationnels quadratiques et en y ajoutant

un maximum d’identités algébriques. Ces propositisont :

« ...toutes démontrées géométriquement a partir desed.ivl, VIl et X des
Eléments. xXcité par Abdeljaouad EMF, 2003 b).

C'est a partir de cette période qu'on enregistredétachement de la tutelle de
géométrie par l'intégration des techniques simplesomplexes de I'arithmétigue numérique
élaborée par Diophante. En effet, cette nouvebeipline s’est développée par al-Karaji et
ses héritiers.

As Samaw’al (1130-1180) qui a poursuivi les travdiat-Karaji a savoir

« ... comment utiliser les instruments arithmétiquessdas quantités irrationnelles
(al-magadir, al summ 2 (Rashed, 1984, p. 48).

Mais aussi, il a contribué a la généralisation dedivision d’'un polynébme a

coefficients rationnels.

«Mais al-Karaji et ses successeurs n'ont pas progdeiilement dans les chapitres
d’algeébre que I'on vient de voir ; leur ceuvre siée bien d’autres domaines : la théorie des
eéguations bicarrées, I'analyse indéterminée, lestésyies d’équations linéaires.(Rashed,
1984, p. 50).

De méme, al-Khayyami (1048-1131) avait développétHéorie des équations
cubiques et c’est surtout chez son successeurafShbbin al-Tusi (1135-1213), que la

« fonction » est pensée au moyen des équatioresetadirbes puisque

« ... dans I';euvre d’al-Khayyami et surtout dans cald-Tusi, et sans entrer dans le

détail de leur démonstration, on trouve parmi bikgutres les exemples suivants :

> La méthode poursuivie pour résoudxé+ ax =b revient a résoudre simultanément

les deux équations :
2 2
(x——Ej +y? = [%gj (équation du cercle)

X = «/Ey (équation de la parabole) oidla est le double du parametre de la parabole

et 9 est le diametre du cercle.
a

» Ce qui donne I'équation ><(x3 +ax—b):0. En éliminant la solution triviale on
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obtient bien I'équation cherchée.

> La méthode poursuivie pour résoudxé = ax+b revient a résoudre simultanément

les deux équations :

x? =+/ay, équation de la parabole
b 2 . : s

x[—+ Xj = y~, équation de I'hyperbole équilatere ala est le double du
a

parameétre de la parabole eE est le diametre transversal de I'hyperbote.
a

(Rashed, 1984, p. 56).

Par ailleurs, al-Tusi avait exploité des transfdiores affines lui permettant de réduire
les équations cubiques a d’autres équations ouorinat parfaitement la méthode de

résolution. Houzel explique qu’al Tusi

«... écrit ces équations sous la forniéx)=c en rassemblant au premier membre
tous les termes de degré (ce qui traduit des coefficients négatifs, en particulietelene
- x?) et il raméne ainsi la discussion & la déterminationntaximum def (x) pour x>0 »

(Houzel, 1995, p. 244).
Rashed confirme ce point de vue et explique que

«Pour résoudre ces équations, al-Tusi étudie le maximum des sRMES
algébriques. Il prend d’'une maniére systématique, sans tosittfonommer, la dérivée
premiere de ces expressions qui s'annule, et démontre que feerdeil’équation obtenue,

substituée dans I'expression algébrique, donne le maximRashed, 1984, p. 59).

Dés qu'il détermine la racineg de I'équation cubiqueax® +bx®>+cx+d =0 il
conclut que le polyndmex® +bx? +cx+d devient divisible pax—r) et par la suite il lui
suffit de résoudre une équation du second degt@uwitil de résolution est disponible.

«C’est ainsi que I'on voit apparaitre avec ces algébristes I'eiméola dérivée au
cours de la discussion des équations algébriques et au deula résolution des équations
numériques» (Rashed, 1984, p. 59).

Cependant, la notion de dérivée

0|l s’agit ici de la dérivée au sens formel du termet non pas au sens de I'analyse moderne.
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«... fut condamnée a la discrétion par suite de lablésse du symbolisme
algébrique » (Rashed, 1984, p. 59).

Remarquons que, pour I'école maghrébine, I'algélaé@ent totalement indépendant
de la géométrie et c’est Ibn al-Banna qui a mouatré maitrise des méthodes de résolution
des équations canoniques et une expertise au nilebuwtilisation des identités remarquables

pour justifier les algorithmes utilisés. D’ailleyrsontrairement a al-Khawarizmi et ses

successeurs, il ne fait recours a aucune preuvedféigue et Abdeljaouad explique que :

« ...dans son « Kitab al-jabr wal mugabala », Ibn alRBa n’a pas recours a la
géomeétrie : il aborde directement la définition desnbres irrationnels et traite des diverses

opérations sur ces nombres(cité par Abdeljaouad EMF, 2003 b).
En plus il expligue que dans la résolution des ggus quadratiques

«lbn al-Haim commence par prévenir qu’il n'aura pescours aux justifications
géomeétriques de la tradition euclidienne, mais lqufilisera des identités remarquables, plus
commodes a comprendre par I'étudiant, méme si-&imitive- la justification ultime de ces

identités se trouve chez Euclid¢Abdeljaouad, 2003 a, p. 19).
Conclusion

Tout d’abord, il faut souligner que nous avons canog, dans notre étude des
mathématiques Arabes, a montrer la pertinence algebre qui a contribué a soulager
'imagination par l'allegement des construction®métriques assez complexes d’'une part et
de ramener l'analyse arithmétique et géométriqume eétude générale des mathématiques
plus claire et facile a manipuler d’autre part.

En plus, nous avons tenu a présenter quelquesutaleamathématiciens arabes, non
pas pour traiter des faits historiques, mais poomtmer qu’il y a eu un changement du niveau
théorique et technique dans les méthodes de ri&soldés équations, I'étude des courbes au
moyen des équations, la localisation du discrinmirams la solution des équations cubiques
qui étaient parmi les objets traités dans cettetalgrenouvelée.

C’est ainsi que I'on trouve avec ces algébristapplarition, de I'usage des techniques
algébriques purement syntaxiques qui sont exprinp@esla rhétorique. Néanmoins, ceci
pourrait nous permettre de faire I'hypothese qeent@athématiciens arabes ont travaillé dans
les deux registres algébrique et géomeétrique ottdelsniques syntaxiques sont purement
algébriques et les techniques sémantiques s'atitwdntre le registre géométrique et le

registre algébrique.
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ll. De la géométrie a I'émergence des courbes

II. 1. L'impact du passage de la rhétorique a I'écr iture symbolique
sur 'avancement des mathématiques

Les études réalisées en histoire des mathématitgyoess I’Antiquité, le moyen age et
jusqu'a la moitié du XVéme siécle, montrent quenteghématiques ont été dominées par la
pensée géométrique et méme l'avancée remarquabléAidbes, apreés leur invention de
I'algebre, a rencontrée un obstacle qui sembledg@rant pour I'avancée des traitements des
problemes. Cet obstacle réside dans le fait queuleart des problemes, quelles que soient
leurs origines, étaient abordés avec un langagke®ioutils géomeétriques. C'est-a-dire que
résoudre un probleme revenait a donner une comisinugeométrique de sa solution tout en
s’exprimant par la rhétorique.

Il faut attendre la fin du XVeme siécle et le déldut XVieme siécle pour que les
premiers avancées du systeme d’écriture symbotitatbématique chez les Arabes ainsi que
chez Viété! plus particulierement permettent des avancéesfisiives dans ce domaine
pour résoudre le probléme que posait la rhétonmue traiter des problémes de géométrie et
de calcul.

Rashed explique que

« Parfois encore I'histoire de I'algebre classique eslatée comme la succession de
trois événements séparés: la constitution de koile des équations quadratiques, la
résolution plus ou moins générale de I'équationiqub, l'introduction et le développement

du symbolisme algébrique.(Rashed, 1984, p. 43).

Cette algébre symbolique consiste a
« ... employer systématiqguement des lettres pour d&sitps variables, inconnues ou
constantes indéterminées. Notre actuel est entierement indépendant de la nature de

éléments particuliers qu'’il est censé représentdifrah, cité In Abdeljaouad, 2005, p. 8).

Ainsi la notation littérale algébrique a contribaépasser du particulier au général
puisqu’une expression de la fornax+b ne représente plus un objet particulier, mais bien

une forme générale de toute une catégorie de mped®oN de cette expression.

« Cet usage généralisé des lettres de I'alphabet eppaour la premiére fois chez
Viete et devient opératoire avec Descartes et seauiualise avec Leibniz».(Abdeljaouad,
2005, p. 8).

“! Francois Viéte (1540-1603) Son ouvrage célébredns doute son fameux traité de I'algébre intitulértem
analyticam isagog@ublié & Tours en 1591. Dans cet ouvrage il propwsecontribution originale a I'algébre
symbolique qui est sensiblement analogue a notreegiion moderne.
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Ceci a permis de résoudre le probleme que posaihdtorique pour traiter des

problemes de géométrie et de calcul. En plus,

« Cette invention de Viéte dans I'écriture symhaignathématique : la désignation
dans le calcul de ce qu’'on appela, a la suite dibhie, les constantes, fut en effet un élément

essentiel du renversement de position entre gé@aettcalcul » (Serfati, 1999, p. 148).

Par ailleurs, la pensée géométrique, qui exisigiugs I'antiquité, a continué a étre
dominante méme aprés l'apparition du systeme syigumld’écriture qui a contribué a
I'algébrisation symbolique de la géométrie ou testtremplacé par les lettres de I'alphabet.

Comme nous venons de le remarquer ci-dessus, tensyssymbolique de Viete fut
exploité par Descartes, Newton et Leibniz qui datg ce systéme dans plusieurs directions
et ils ont ouvert les champs pour une évolutiomassmarquable des mathématiques. Parmi
ces directions nous pouvons citer par exemple &oluéon algébrigue des équations

polynomiales, les équations des courbes algébrigiuiganscendantales etc. Ainsi

« était-on désormais en mesure de représenter parélgsations a coefficient
indéterminés les équations des courbegSerfati, 1999, p. 165).

Cette possibilité de déterminer les équations desbes est trés caractéristique du
travail de Descartes que I'on retrouve méme daxplession « équation cartésienne ».

Pour cela, nous avons décidé de voir de plus pedravaux de Descarfést ses
apports par rapport aux techniques de résolutienpdeblémes de I'algébre et en particulier
l'articulation courbe / équation. Puisque, rappslée I'une des hypotheses de notre travalil
consiste en la possibilité de faire émerger leshmsi algébriques a travers une approche
éguationnelle.

Dans le paragraphe suivant nous n’allons pas rdpdnute I'étude historique de tous
les travaux de Descartes mais nous allons essaymalygser de plus pres ses contributions
concernant les techniques qui lui ont permis deudie des problemes qui se ramenent a la
résolution des équations de la fornfe(x):O ainsi que celles qui lui ont permis de
caractériser des courbes géométrique particulemas les équations se ramenent a celles de

P(x, y): 0 ou P est un polynéme a coefficients réels. Ceci estuende mettre en rapport, le

cadre logique qui propose un point de vue unifizatians le traitement des objets équation,
courbe et fonction, et le cadre historique qui paitinous fournir des éléments indicateurs sur
la formation de ses objets mathématiques et Ias i@’ils entretiennent.

2|1 ne faut pas nier I'apport des autres mathérieati
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II. 2. Descartes et le passage de l'arithmétique et  de la géométrie a
I'algebre

Nous n'allons pas présenter Descdftesans avoir remarqué quil avait des
prédécesseurs qui ont contribué a [I'édification deathématiques modernes comme
Fibonacct®, Léonard de VinéP, Bombell*®, Stevirt’, Keplef®, Galiléé®, ou Cavalier® qui
étaient parmi les premiers mathématiciens ayanftewlonté d’améliorer les modéles des
ceuvres grecques.

Descartes est un auteur central dans l'histoire rdathématiques modernes. Ses
ceuvres mathématiques et philosophiques ont coagibu développement des sciences. Il a
établi ses mathématiques en s’appuyant sur latibaddes mathématiciens grecs tels
gu’Euclide, Apollonius, Pappus, Archiméde, etc. dtrre, il s’est intéressé a des problémes
particuliers qui ont conduit & de nouvelles conioeyst des objets et des démonstrations de la
géométrié®.

L'idée de ramener les courbes a des droites estdofait naturelle a la pensée
humaine, mais le point difficile, dans cette péeied méme depuis I'antiquité, était de trouver
des rapports qui permettent de déterminer les lggrisexistent entre ces droites et ces
courbes.

La contribution de Descartes a l'algébre est assearquable puisqu’il avait exploité

des notations algébriques comme par exemple

3 René Descartes est née le 31 mars 1596 a la pleyebourg entre Tours et Poitiers, mort & Stotikhie 11
février 1650. (cf. Colette, 1973-1979).

*4 Léonard de Pise (vers 1180-1250), mieux connus Eonom de Fibonacci, ou « fils de Bonaccio %tiidia
sous la direction d’'un maitre arabe et parcoumpyiiie, la Syrie, la Gréece et la Sicile. Il compesal202 son
ouvrage demeuré célébre iberabaci».

*5 Léonard de Vinci (1452-1519) est célébre en mattigmes aux sciences et pour la théorie des peispec

“6 Rafael Bombelli (vers 1526-1573) il publia ublgébrequi contribua & la solution de I'équation cubique.

" Simon Stevin (1548-1620). Ses préoccupations dereanathématique et mécanique. Il connaissait les
mathématiques d’Euclide, d’Apollonius, d’Al-Khawami et la mécanique d’Archiméde, Pappus, Léonard de
Vinci etc.

8 Johann Kepler (1571-1630). Astronome et mathéieaticallemand. Il a publié sonAstronmia nova» dans
lequel il a étudié le mouvement planétaire etdloatribué a résoudre des problémes liés a la digtetion du
genre de conique spécifié par un sommet donné.

9 Galileo Galilei (1564-1642) il a étudié avec atiem les ceuvres des grands savants de I'Antigliigpublié
deux traités contenant plusieurs points de physmuiefont appel aux mathématiques et fréquemmert au
propriétés de l'infiniment grand et de I'infinimepeétit.

Y Bonaventura Cavalieri (1598-1647)ll écrivit dev@ges sur les mathématiques, I'optique, I'astraieazh fut

en grande partie I'artisan de I'introduction degdnthmes en ltalie. Sa méthode connue en stéréienséus le
nom de « théoreme de Cavalieri » dans laquelladhée d’'aprés Collette : S deux solides ont méme hauteur
et si des sections qui sont obtenues par des garalléles aux bases et a égales distance de egillesnt
toujours dans un rapport donné, alors les volumes siolides sont aussi dans le méme rappo(Collette,
1973, p. 197)

°1 « La géométrie de Descartes est divisée en troiedivie premier traite des problémes qu’on peutstorire

en n'employant que des cercles et des lignes drdite second porte sur la nature des lignes couitaeslis que

le livre Ill couvre la construction « des problésreolides ou plus que solides»Colette, 1975, p. 8)
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« ...la symbolisation des inconnues par les dernieetisek de l'alphabetx, y, z, et

des connues par les premiéres,b, c ; les puissances en exposadt, x*... (sauf pourx?

encore écritxx) la mise en équation par I'égalité @ » (Belaval, 1960, p. 280).

Ce qui a contribué a I'économie d'un grand nombee mdots mais aussi a se
débarrasser de certains éléments qui occupentit@pmoment ou on traite plusieurs choses
a la fois.

« Descartes a toujours souhaité que son lecteurreathématicien, ou qu’il s’exerce
aux mathématiques, mais il précise aussi qu’il eese pas a la connaissance mathématique
ordinaire de I'arithmétique et de la géométrie..est' qu'il a vu dans la fagon générale avec
laguelle le mathématicien résout les problemes eorant toutes les coniques ce qu'il
nomme « une métaphysique de la géométrie » (lativiersenne du 9 janvier 1639, [5], p.
824).» (Barbin, 1996, p. 44-45).

Hoefer (1984) écrit

«... que les mathématiques étaient pour lui un démasee Ce fut vers la méme
époque qu’il inventa par le moyen d'une parabold,art de construire d’'une maniére
générale toutes sortes de problemes solides rédwitane équation trois ou quatre
dimensions>. » (Hoefer, 1874, p. 390).

Nous n'allons pas étudier dans ce qui suit toaspl®blémes traités par Descartes
mais nous essayerons d’analyser ses techniqué&saolations dans des cas de problemes qui
sont, a priori, en rapport avec le traitement actuel, dans ligngeent tunisien, des
équations, courbes et fonctions au secondaire. ékapg que Descartes a traftén nombre
assez important de problemes tant en mathémataquesdans d’autres disciplines. Descartes
a réussi a faire de la géométrie comme une sciglares de la mesure ou non seulement, la
géométrie et larithmétique sont des branches desthématiques, mais également
I'astronomie, I'optiqué®, la mécanique, lesquelles sont englobées dansmateématique
universelle.

Il s’est inspiré des travaux d’Euclide sur les snersale¥, théorie a laquelle se

*2 Descartesavait traité plusieurs problémes. Nous pouvorsr giir exemple la détermination du nombre des
racines en fonction du degré de I'équation, la mdieation des tangentes aux courbes, la factovisaties
polyndmes, les tourbillons d@escartesjui ont été inconciliables avec les lois de la amégues ... etc.

>3 «Les années 1626 et 1627 de son séjour & Parigsilemploya en grande partie & des recherche sur
I'optique » (Hoefer, 1874, p. 391)

** Euclide montre qu’étant donnée quatre droiteeessiu méme point, elles forment sur une trans\eresnée
arbitrairement dans leur plan, quatre segmentsoqtiientre eux un certain rapport constant, quekpiela
transversale.
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rattache le fameux probleme de Pappus ou il s'aiiss

« étant données plusieurs droites, de trouver le ¢iéamétrique d’'un point tel que les
perpendiculaires, ou, plus généralement, les olelégabaissées de ce point sur ces droites,
sous des angles donnés, satisfassent a la condgiele produit de certaines d’entre elles

fat dans un rapport constant avec le produit dedeues autres> (Hoefer, 1874, p. 392).

Ce probleme qui était traité par Euclide, Apollanauété repris par Descartes, qui lui a
associé le nom derobléeme de Pappus

« Ce fut probablement a cette occasion que Descac@msrairement a son dédain
habituel pour le passé, écrivait ces lignes d’uassissante justesse : « Je me persuade que
certains germes primitifs des vérités que la nar@éposé dans l'intelligence humaine, et
gue nous étouffons en nous a force de lire et diare tant d’erreurs diverses, avaient, dans
cette simple et naive antiquité, tant de vigueudesforce, que les hommes éclairés de cette
lumiéere de raison qui leurs faisait préférer la wemaux plaisirs, ’honnéte a I'utile, encore
gu’ils ne sussent pas la raison de cette préféreddgtaient fait des idées vraies de la
philosophie et des mathématiques, quoi qu’ils ngsent pas encore pousser ces sciences
jusqu'a la perfection. Or, je crois rencontrer qgeés traces des ces mathématiques
véritables dans Pappus et Diophante. » (DescarEgles pour la direction de l'esprit,
IVéme regle.» (Hoefer, 1874, p. 392).

Ce probleme, n’a été traité géométriguement, palidaiet Pappus, que dans le cas de
trois ou quatre droites et il admet comme solutgaipn Descartes, non pas seulement des
sections conigues, mais aussi la circonférence ckucie ou une ligne droite.

A partir de ce cas de problemes découle la pr@pgénérale des sections coniques :
« Quand un quadrilatére quelconque est inscrit daesconique, le produit des distances de
chaque point de la courbe a deux c6tés opposéqaatirilatere est au produit des distances
du méme point aux deux autres cotés dans un rappogtant. ». Par ailleurs, Descartes

continu la résolution de ce probleme pour un nonaBeez grand de lignes jusqu’a I'infini.

« ... 1l 'y faudra employer une ligne courbe encore d'wgr@ plus composée que la

précédente & ainsi a I'infini» (Smith, 1954, p. 24).
En plus il explique que dans le cas ou

«... toutes celles qui font d’un degré plus compogéesguvent servir, & ainsi a
linfini. » (Smith, 1954, p. 27).
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Dans notre étude, nous allons nous limiter au eastis ou quatre lignes traité par
Descartes et qui nous parait en parfait accord deecobjets d’enseignement que nous
étudions.

Descartes supposait ce cas comme étant le plusespusqu’il a écrit que

« En sorte que je pense avoir entierement satiafag que Pappus nous dit avoir été
cherché en ceci par les anciens & je tacherai diggttre la démonstration en peu de mots car

il m’ennuie de ¢a d’en tout écrire.(Smith, 1954, p. 27).

Descartes propose dans son Livre Premier une dérabos de la résolution du
probleme géométrique de Pappus ou il suppose ldgme déja résolu et il se base par la

suite sur la figure ci-dessous.

(Figure tirée du Livre Premier de Descartes danghSih954)

Ainsi, nous pouvons dire que déduire la propriééédgale des coniques qui se traduit
par le fait que

«Quand un quadrilatere quelconque est inscrit dang @onique, le produit des
distances de chaque point de la courbes a deus @jgposés du quadrilatere est au produit
des distances du méme point aux deux autres céteéssuh rapport constand. (Hoefer, 1874,
p. 393).

Descartes a fait du probleme de Pappus sa preexgteration des applications de sa
géomeétrie ou il était capable de trouver deux kgdent 'une augmente suivant que l'autre
diminue dans un rapport constant. Ce qui lui a ged®a tracer des courbes mais aussi a

exprimer ce phénomeéne d’'une facon algébrique.

«... Descartes trouva dans ces expressions tout wmé&scommode, un tableau

raccourci des propriétés manifestes d'une courbenéme temps la clef de ses propriétés les
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plus abstraites» (Hoefer, 1874, p. 397).

Aprés un long enchaineméntil arrive & démontrer que la solution du probléase

. N n
traduite par I'équation y = m—— +\/m2 +0x—P x?
z m

Ou la solution est représentée dans notre langaghématique actuel a l'une des

équations suivantes : y* = px, y?= px+pr2, y? = px—Bx2 qui représentent

d
respectivement une parabole, une ellipse et unerhgfe

A la fin de sa démonstration Descartes explique que

«Au reste a cause que les équations, qui ne montent que justpria, sont toutes
comprises en ce que je viens d’expliquer ; non seulement le prob&srenciens en 3 & 4
lignes est ici entierement achevé ; mais aussi tout ce quirgmiaa ce qu’ils nommaient la
composition des lieux solides ; & par conséquent aussi a defidieux plans a cause qu’ils
sont compris dans les solides... et si cette ligne est doniteirculaire, on la nomme un lieu
plan. Mais si c’est une parabole, ou une hyperbole, ou uiyEsel on la nomme un lieu
solide... on peut venir a une équation qui contient deux daarticonnues, & est pareille a

guelqu’une de celle que je viens de résoudrgmith, 1954, p. 81).

Nous pouvons dire ainsi qu'une courbe n’est auée, fond, qu’une solution
géométrique d'un probléme indéterminé qui a unénitéf de solutions que les anciens
appelaientieu géométriqueMéme s’ils n'ont pas pu exprimer les courbesdes eéquations,
ils étaient capables de dire que ce lieu n’'esteagtre la suite d’'une infinité de points
satisfaisant a une condition bien déterminée. Nmus/ons donner comme exemple le cercle
qui a été caractérisé comme étant le lieu de ®mpoints indiquant les sommets des angles
droits qu’on peut former sur une méme base donoiee'est autre que le diametre du cercle.

On voit bien que Descartes a affirmé la simplid& 'interprétation des lignes qui
sont du premier degré, qui correspondent actuelieangx équations du premier degré a deux
inconnues réelles, et le cercle, la parabole gtpéhbole correspondent aux équations du
second degré a deux inconnues réelles ayant I'eséodmes présentées ci-dessus.

Dans ce qui suit nous exposons en quoi consisteasagorisation des courbes
géométriques et des courbes mécaniques qui noudesparmi les facteurs essentiels qui ont

contribués, par la suite, a la genése des fonctions

% La méthode est entiérement décrite dans les livee de Smith (1954).
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II. 3. Des courbes algébriques a I'émergence des fo  nctions

Descartes a introduit les mouvements dans sa géenditi lui ont facilité de
concevoir les lignes des Géomeétres, puisqu’uneeliggt engendrée par le mouvement d’un
point. Comme nous venons de le voir dans le papagrarécédent, Descartes a traité les
problemes des sections coniques qui lui semblaiémentaires, mais il a continué a traiter

des problemes de degré supérieur a deux. Cependant,

bY

« ... il n'accede pas a l'analyse infinitésimale : sonttamétisme du temps, son
substantialisme (épistémologique) de [I'étendue uwspent la considération de
linfinitésimal. » (Belaval, 1960, p. 279).

Descartes n'a pas hésité a faire une distinctidredas courbes géomeétriques et les
courbes mécaniques. Selon lui, il faut appeler ggoques toutes les courbes ou on peut
déterminer les points par une composition de moevesn ce qui signifie qu’ils ont une
relation bien déterminée. Nous pouvons citer panele la conchoid® la cissoid?, etc.
Par contre, la cycloid® la spiralé®, dont les équations « cartésiennes » font intérdes
fonctions transcendanf8srentrent dans la classe des courbes mécaniqisgufmn ne peut
pas connaitre les rapports des mouvements qu'etigendrent. D’ou, il a rejeté les courbes
meécaniques de la géométrie puisqu’il pense qu’ekegentrent pas dans la théorie qu’il a mis

au point.

«Le modele géométrique borne l'algebre cartésiennéegalité statique : elle ne
s’étend pas a I'égalité dynamique a laquelle l'ati@onduite I'étude des séries.(Belaval,
1960, p. 289).

Apres Descartes, la construction des équations néinc@ a intéresser un grand
nombre de mathématiciens qui ont pris I'habitudeaigonner et de manipuler les équations
d’'une facon formelle. Ce qui a mis l'algebre aws®r de la géométrie. Ceci avait permit de

faciliter I'étude et la construction des courbesegbrobléme inverse qui consiste a expliciter

% D’équation cartésienney = XTXa( b% - (x - a)zj ou (x-a)? (x2 + yz)— b?x? =0.

57 D'équation cartésienney?(a-x)-x3=0.
%8 Dont I'équation paramétrée est donnée pxu::r(t —sint), y= r(l—cost) et I'équation cartésienne se déduit,

par élimination det , sous la formex=r arccoégj —y2ry-y?

%9 Qui est une courbe ayant une équation polaite f (6?) ou f est une monotone sur un intervalle non borné.
On peut citer par exemple la spirale logarithmigigguation p = aexp(cotgy) ou ¢ est I'angle tangentiel

polaire, la spirale sinusoidale d’équatjgh= 2a" co:nd ot nOIR.
0 En ce sens, il s’agit donc d’une extension deotion d’équation cartésienne.
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des constructions pour obtenir des valeurs appescldés racines d’équations. En plus, la
distinction entre courbes algébriques et courbasstrendantales fut, plus tard, modifiée par
Leibniz en les introduisant toutes dans la géométut en appelant courbes algébriques celle
gue Descartes avait appelées courbes géométriquesues transcendantes celles dont
I'équation renferme un nombre infini de termes, dees n'ayant pas fait usage de la notion

de I'infini méme s'il avait traité le probléme darcycloide.

« Deux raisons expliquent le bannissement de l'infams I'Essai. D’'une part, 'usage
de l'infini est sujet de contestation chez les r@athticiens de I'époque. Ainsi, la solution de
la quadrature de la cycloide ou Descartes approthe€ourbe par une infinité de lignes
polygonales sera contestée, et il devra fournir weeonde solution par la méthode des
indivisibles, encore que cette méthode ne soitgqoasidérée par un mathématicien tel que
Fermat comme un moyen légitime de démonstratioautt® part, comme le montre son
traitement du probléme des figures isopérimétrigilEscartes sait que I'usage de I'infini est
délicat, aussi pour assurer une certitude, préfeielimiter le champ du mathématicien. Y
compris pour les mathématiques, la volonté de togli est limitation» (Barbin, 1996, p.
50).

Il serait, peut étre, trop long de nous étendresdancadre de ce travail sur les
différents essais de Descartes. Cependant, onetesuve partiellement exposés dans la
Géométrié' qui formait la derniére des applications de sehioue.

Belaval (1960) fait I'hnypothese que Leibniz a pinspirer du systeme cartésien pour

avancer dans ses recherches et introduire le cbdedpnction. Il explique que

« Leibniz, ici encore, a dépassé Descartes. Descatéesit une courbe, dans son
systeme de coordonnées, en la mettant en équagieq (x,y)=0. Leibniz introduit, avec le
mot lui-méme, une notion désormais fondamentalaratyse, celle de fonction : y=f(x)... Si
le mot a d’abord (1673) un sens trés proche du comnfonction organique, fonction dans
une machine, etc. Il va se mathématiser a partirpdobléeme inverse des tangentes, au
moment ou Leibniz se propose de déduire de I'éguatiune courbe la loi de variation ..
(Belaval, 1960, p. 342).

Houzel (1976) précise que

« Le mot fonction avait été introduit par Leibniz dativers contextes, puis repris par

les freres Bernoulli, et I'idée de fonction comnaghé devenir familiere aux mathématiciens

®1 Smith Eugene 1954.
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vers le premier quart du XVfikiécle, mais personne avant Euler n’en avait dimitconcept

fondamental des mathématiquegHouzel, 1976, p. 130).

Et il précise la dépendance d’'une fonctignpar rapport ax peut étre, dans certains
cas, données par une équation aIgébriEr(ne y):0, ou P est un polynéme et il explique

gu’'Euler a développé les applications du concepfotetion a la géométrie ou il précise

gu’en portant les valeurs dg fonction de la variablex, qui sont portées respectivement en

ordonnées et en abscisses, on obtient une courbeiptoquement, étant donnée une courbe
on peut supposer gu’elle peut étre associée a unplusieurs fonctions. Ainsi, si nous
résumons nous pouvons dire I'équation d’'une coatbébrique doit toujours ramener a la

forme rationneIIeP(x, y)=0, ou P est un polyndme dont le degré est par définitiordte

de la courb®, mais la courbe définie pay = X', par exemple, n'admet pas d’éguation

rationnelle et doit étre considérée comme transaeted
Nous n'allons pas ici avancer plus avant sur lrstdu concept de fonction, qui ne
fait pas directement I'objet de notre travail, puie nous nous intéressons a un type bien

déterminé de fonctions algébriques, et a leurs laarec les équations algébriques.

lll. Bilan des études historiques et logiques

Nous avons montré que dans I'Antiquité et jusqa’éin du premier millénaire que les
résolutions des équations et des inéquations $e@é&vrdes méthodes arithmétiques et / ou des
méthodes géométriques. Ceci correspond a un peintied sémantique, dans la mesure ou on
ne se détache pas de la signification et / ouidietprétation des grandeurs qu’on manipule
dans un cadre purement géométrique.

On voit apparaitre chez les mathématiciens arakldshawarizmi, Al Kharaji, Ibn Al
yassamin, Al Tusi,...), des algorithmes comme méthatderésolution des équations de degré
supérieur ou égal a deux exprimées par la rhéterigatre-autre, nous avons remarqué qu’il
y avait deux courants I'un faisant recours exmitient a la géométrie euclidienne, et l'autre
manifestant une certaine volonté a ce que la dégpeedde la géométrie s’estompe. Ainsi,
nous pouvons faire I'hnypothése que les mathémascrabes ont exploité des techniques
purement syntaxiques du registre algébrique daméslalution des problemes. En outre, les
techniques sémantiques de contrble s’articulenteelat registre algébrique et le registre

géomeétrique.

%2 Une courbe d’'ordrer a une équation de la form%(x, y) =0 ou P estun polyn6me de degré.
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II faudra cependant attendre le XVI eme siécle pque le systeme d’écriture
symboligue mathématique permette des avancéesficigivies dans ce domaine qui fut
exploité par Descartes, Newton et Leibniz..., lesgjumit élargi ce systeme dans plusieurs
directions parmi lesquelles la représentation deshbes par des équations, ou les quantités a
rechercher sont désignées par des lettres indidgiatatut de I'indéterminée. Cette possibilité
de déterminer les équations des courbes et plucyl@rement les équations des lignes
droites, le cercle, la parabole, I'ellipse et I'leypole qui est un travail trés caractéristique de
Descartes qui a montré que ses objets mathématigpessentent effectivement 'ensemble
des solutions d’équations a deux inconnues paidiadg et tres simples.

Ceci montre, nous semble-t-il, que la mise en imrlaties concepts d’équation et de
fonction par le biais des relations fonctionneligspar l'intermédiaire des courbes est en
accord avec I'émergence dans I'histoire du conadptfonction, sous le point de vue
algébrique qui est le nétre.

Nous pensons ainsi, que ceci est en cohérencdes/analyses de Tarski relatives a la
notion de relations univoquesou fonctions dans laquelle réside la notion de variables
dépendantes et celle de variables indépendantesapseavons rappelés dans le chapitre | et

se traduit & travers la dualité entre 'équatiorDéscartes exprimée exedx,y)=0 et celle

de la notion de fonction introduite par LeibniZtier qui est symbolisée pgr= f(x).

Conclusion du chapitre

Dans le premier chapitre nous avons explicité édations logiques entre équation et
fonction a partir du cadre logique et en partiquli@spect sémantique de la vérité introduite
par Tarski qui propose un point de vue unificainos objets d’étude et qui consiste a faire
une relecture posterioride ces relations. En plus, I'étude historique goies avons conduit
dans ce chapitre nous a montré que la mise enoreldés concepts d’équation et de fonction
par le biais des relations fonctionnelles et patdrmédiaire des courbes est en accord avec
I'’émergence dans I'histoire du concept de fonctgys le point de vue algébrique qui est le
notre. Ceci nous a permit de retrouver une dualitée les équations de Descartes et celle de
la notion de fonction introduite par Leibniz et &ulCeci montre clairement qu’il est possible
de passer aux courbes algébriques par le biaigglestions algébriques et pas uniquement
des fonctions.
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Chapitre IV

Etude des programmes et des manuels Tunisiens

Introduction

Les objets équation, inéquation et fonction occtpe® place importante au niveau
du savoir scientifique comme outil de modélisatibi&étude logique que nous avons realisé
au chapitre 1 montre la pertinence de 'apportal®gique pour leur étude, en particulier par
la prise en compte du double aspect sémantiqugn&bxéque, qui nous a permis de donner
des définitions non ambigiies de ces objets au desniotre travail de thése.

Cette étude logico-mathématique, réalisée au aleapise situe au niveau du savoir
savant c'est-a-dire les mathématiques au seng, stricamont de la question de leur
enseignement. Elle a mis en évidence I'importaredatticulation sémantique / syntaxique
dans la définition et la manipulation de ces objets

Conformément au point de vue de Chevallard (1988 pdur continuer cette étude
didactique, il est nécessaire d’analyser ces odetavoir du point de vue de I'enseignement,
en particulier au niveau des programmes et des emsagolaires qui prescrivent le savoir a
enseigner.

La question fondamentale de notre travail est céd#lela place du sémantique par
rapport au syntaxique dans les traitements dedegmas lieés a la manipulation des équations,
inéquations et fonctions dans les programmes eh#&sriels du secondaire tunisien.

Pour pouvoir répondre a ces questions, nous noacomd dans le cadre de la
transposition didactique (Chevallard, 1991, Ardd392 & Arsac, 1994) des objets équations,

inéquations et fonctions pour des fins de I'enseingent et a travers :

1. Une étude des programmes de mathématiques dentéepeeannée secondaire,
deuxiéme année secondaire section sciences etoteghen de l'informatique et

troisitme année secondaire section mathémafitjues I'enseignement secondaire

83 « ... parler valablement de didactique des mathémesi, par exemple, suppose que l'on parle de osrtai

objets distinctifs-les mathématiques tout, d’aboet,ensuite solidairement, les éléves, les protessdes
manuels, etc. » (Chevallard, 1998 a, p. 91).
8 équivalent des classes de troisiéme, secongesetiére de I'enseignement secondaire francais.
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tunisien.

2. Une analyse succincte des manuels scolaires demé&sses niveaux du

secondaire tunisien.

Nous avons choisi ces trois niveaux de I'enseigméraecondaire parce que ce sont
les niveaux ou les objets équations, inéquation®retdtions s’articulent et s’enseignent au
secondaire tunisien.

Pour conduire cette analyse didactique, nous allomiser deux approches. L'une de
nature logique, s’appuyant sur une prise en compi®dle essentiel de la dualité sémantique /
syntaxe dans les résolutions des problemes en mappec nos objets mathématiques,
développée dans le chapitre I. L'autre de natuwtadalique, faisant référence aux praxéologies
mathématiques développées par Chevallard (1992).

Ces analyses ont pour objectifs de questionnatdag hypotheses suivantes :

» H1 La catégorisationsémantique / syntaxiquen'est pas absorbée par la
catégorisation emache, technique, technologie et thégp®posée par Chevallard,
qui par ailleurs, dans ses travaux sur l'algebreey@llard, 1984, 1989), se place
explicitement dans la dualité sémantique / syntaxigqqu’il interpréte comme
I'incontournable dialectique qui existe entre famétique et le calcul algébrique.

» H2 Les types de taches recommandées par les programtmies manuels du
secondaire tunisien favorisent peu l'articulatigmtaxique / sémantique dans les
résolutions des problemes liés a la manipulatienatgets, équations, inéquations et

fonctions.

|. Praxéologies ou organisations mathématiques

Notre étude didactique s’appuie essentiellementlagwhéorie anthropologique du
didactique développée par Chavallard (1991, 1988)us particulierement sur une étude, en
termes de praxéologies, des programmes et des tmastmaires afin d’'expliciter et de
décrire la maniére dont les savoirs sont intégaés dlenseignement secondaire tunisien.

Relativement a ce cadre on suppose que toutetactivine personne se situant dans
une position bien précise peut étre décrite endsriforganisations praxéologiques [Tijk / tijk
/ qij / Qi] : ou Tijk sont des types de taches gqant accomplies par la mise en ceuvre de
techniques bien déterminées tijk, lesquelles sasiifiees, rendues intelligibles et produites
par des technologies qij, elles-mémes justifiéeadues intelligibles et produites par des
théories, Qi.

Nous rejoignons le point de vue de Castela (200Bgxplique que
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«Dans le cas des mathématiques, nous considérormsaienla notion de praxéologie
est un outil pertinent pour décrire les ressourpesduites et utilisées dans la résolution de
problémes par les diverses communautés institugilement confrontées a cette pratique, en
particulier par les mathématiciens. Ces praxéolegent relatives a un ensemble étendu de
types de taches, depuis ce qu’il faut plutoét cagredcomme genre, celui de la résolution de
probléemes en mathématiques, jusqu’a des typesrptiists qu’on a coutume de désigner
comme des types de problemg€astela, 2008, p. 148).

L'analyse de l'activité d'étude des mathématiqdestifie alors deux catégories de
praxeologies : les praxéologies mathématiquescqaustituent l'objet de I'étude et dont les
types de taches sont mathématiques au sens stast praxéologies didactiques, qui
permettent la construction et la mise en placeatganisations mathématiques étudiées et
dont les types de taches sont didactiques, c’égtearelatives a I'étude ou a la direction
d'étude.

En ce qui nous concerne, l'analyse des programm@ssemanuels scolaires s’appuie
sur le modéle d’'analyse praxéologique ou d’une misgdion mathématique qui décrit et
analyse une organisation qui peut se construire daa classe de mathématiques.

Le bloc (tache, technique) représente le savonrefaCelui-ci fait appel au savoir
restreint formé par une technologie justifiantdahnique qui a son tour est éclairé par une
théorie ; ce qui constitue le bloc (technologi€gttie).

Nous pensons que l'enseignement et I'apprentisdagka résolution des problemes
articulant des équations, inéquations et fonctimasniveau du secondaire et en particulier
dans l'enseignement secondaire tunisien, ne prem&l (ou peu) en compte le bloc
(technologie, théorie). Pour les objets qui notgrassent, les technologies sont les théoremes
qui généralisent les propriétés des opérations ansmeérique et les regles qui gerent les
transformations dans la structure du corps des resnigels. Or nous nous intéressons a
I'articulation sémantique / syntaxique et nous das I'hypothése que le travail algébrique
auprés des éléves a ces niveaux la n’explicitest Ipa technologies et les théories qui
justifient ces techniques qui sont au coeur de édtige.

Les différents types de techniques qui accomplissertains types de taches bien
déterminées et qui sont supposées I'un des caastiwdu savoir faire, sont enrichies par la
catégorisation logique en terme de sémantiquetaggnCeci nous conduit a distinguer trois
types de techniques mobilisables : les technigaasstiques, les techniques syntaxiques et
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les techniques mixt&s
Cette analyse se fera a partir des probléemes ligsobjets d’étude qui sont des
équations, inéquations et des fonctions algébrfuesi font partie du programme du

secondaire tunisien.

ll. EIéments de transposition didactique

Dans cette section, nous allons analyser I'orgéinisades connaissances dans les
programmes officiels et les manuels scolaires ape ces programmes. En premier lieu,
notre analyse se fait au niveau des programme<ldeses de premiere année, deuxiéme
année section sciences et technologie de l'infdguatet de la troisieme année section
mathématiques de I'enseignement secondaire tuni&iensecond lieu, nous analysons les
chapitres relatifs aux équations, inéquations dumper degré et du second degré a une ou a
deux inconnues (variables) réelles et aux fonctadgébriques qui font partie du programme

de ces trois niveaux scolaires.

[I. 1. Etude des directives du programme

Nous analysons, dans l'ordre, les directives degrammes officiels des niveaux du
secondaire décrits ci-dessus.

L’analyse des programmes de chaque niveau se fiedeex étapes. La premiere est
consacrée a la description des directives relattvd'gnseignement et I'apprentissage des
objets équations, inéquations et fonctions. La olen® est consacrée a des commentaires
s’appuyant sur notre cadre logique en vue de repéréculation sémantique / syntaxe dans

ces directives.

II. 1. 1. Analyse des directives du programme de la premiere année

secondaire
Présentation

Les objectifs du programme de la premiere annéenskaire se résument a ce que les
eléves utilisent, appliquent et apprécient des émtiiques dans des situations familieres ou
non familieres, dans des contextes mathématiquesnow@pport avec I'environnement (cf.
Annexes, IV.1. p. 2-9).

% Les techniques sont supposées mixtes lorsqu'elssilisent a la fois les deux points de vue sémaetiet
syntaxique dans I'enseignement et le traitemenbbgsts équations, inéquations et fonctions.

% Les notions mathématiques sont les objets d'étOueétudie par exemple la notion de nombre, laonotie
groupe, la notion de corps, etc.). Ces notions sonstruites en prenant la forme d'une définitian ddune
construction.
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lls apprennent a :

> Pratiquer une démarche mathématique a travers alieités écrites ou orales, les
éléves développent leurs aptitudes a chercheryiexgrdter, conjecturer, ou contréler
un résultat

> Développer des raisonnements, lls produisent urunaegt pour valider une

affirmation en utilisant des inférences et des dédns, lls produisent un contre-

exemple pour montrer qu’'une assertion est fautseétifient des résultats et jugent

s’ils sont raisonnables.

Distinguer entre une implication et une équivalence

Communiquer dans un langage mathématique.

Mobiliser des algorithmes et des procédures.

YV V VYV V

Résoudre des problemes dans des contextes matheesatbu en rapport avec

I'environnement.

» Organiser et analyser l'information a travers desivés écrites ou orales et
développer leurs aptitudes a identifier, organisg&lectionner et synthétiser des
informations chiffrées ou graphiques.

» Utiliser les technologies de linformation et de dammunication a travers des
activités numériques, algébriques, géométriquesagistiques et se familiariser avec
I'outil informatique.

> Les éleves développent une méthodologie de résnlde problémes faisant appel a

un répertoire de connaissances, de techniquesodédures appropriées validant la

solution du probléme, ils procedent a une vériftcaten confrontant leur solution

avec les données du probleme.

En ce qui nous concerne, nous avons repris lestidiee recommandées par le
programme de la premiére année secondaire quesdign direct avec nos objets d’études.

Nous nous restreignons aux contenus définis etyques de taches recommandés dans
les trois sections qui se rapportent aux activitdmeériques, activités algébriques et activités
dans un repére qui se rapportent aux objets matfgraa que nous étudions.

Les contenus disciplinaires qui sont en rapport & objets de notre étude sont :

» Opérations dans IR — Ordre dans IR — Valeur absolue
> ldentités remarquables.
» Fonctions linéaires — Fonctions affines.

» Equations et inéquations linéaires du premier dagnée inconnue réelle.
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» Systémes linéaires de deux équations a deux inesméelles.

» Représentation graphique d’'une fonction linéairafbine.

En plus, dans ces sections, on suggere des aptiéudévelopper aupres des éléves.

Dans la section consacrée aux activités numérigsaggere que

1)
2)

3)

Les éléves mobilisent un algorithme ou une proc&dercalcul.

Les éléves mobilisent les regles et les technigpésatoires sur les nombres réels

pour :

» Calculer des expressions numériques en utilisambgérations de base.

» Simplifier et calculer une expression numériqueusiisant les propriétés des
puissances et de la racine carrée d’'un nombreifposit

» Trouver une quatriéme proportionnelle.

» Comparer des nombres réels et les placer sur iz déelle.

Les éleves résolvent des problemes numériques ddes situations

mathématiques ou en rapport avec leur environnendents des contextes

familiers ou non familiers.

Dans la section consacrée aux activités algébrignesiggere que

1)

2)

Les éléves mobilisent les régles et les technigeesalcul algébrique pour :

» Additionner, soustraire et multiplier des expressialgébriques.

» Calculer la valeur numérigue d’'une expressionrhft

> Développer, factoriser et simplifier des expressialgébriques en utilisant les
produits remarquables.

» Résoudre des équations et des inéquations linédirgeremier degré a une
inconnue.

» Résoudre des systemes linéaires de deux équatiopsechier degré a deux

inconnues.
Les éleves mobilisent un algorithme ou une procgdercalcul algébrique pour :

» Déterminer le signe d’'un binbme du premier degré.

» Résoudre des équations et des inéquations se ratreeid@s équations et des
inéquations du premier degré a une inconnue.

> Déterminer I'expression d’'une fonction linéaire naissant I'image d’un réel.

» Déterminer I'expression d’'une fonction affine coissant les images de deux

réels distincts.
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3)

Les éléves résolvent des problemes algébriquesdiansituations mathématiques
ou en rapport avec leur environnement dans desexiast familiers ou non

familiers. En particulier,

> Les éleves modélisent des situations réelles meaades équations, des
inéquations ou des fonctions linéaires ou affines.
> Les éléves résolvent des problemes d’optimisatiode point de rencontre de

deux mobiles.

Dans la section consacrée aux activités dans @ne&m suggere que

1)

2)

3)

Les éleves mobilisent une technique lors d’activiié@ns un repére d’'une droite

ou d'un plan pour :

> Lire graphiquement les coordonnées d’un point densepére.
» Calculer la distance entre deux points d’une dnoiteie d’'un repere.
» Calculer la distance entre deux points dans urrespghonormée.

» Déterminer les coordonnées d’un point dans un espér

Les éleves mobilisent une procédure lors d’acsvdéns un repére d’'une droite

ou d’un plan pour :

» Représenter graphiquement une fonction linéairaffoe.

» Déterminer I'expression d'une fonction linéaire affine & partir de sa
représentation graphique.

> Déterminer graphiquement le point d’intersectioaréuel de deux droites.

» Résoudre graphiqguement une inéquation du premggedeune inconnue.

» Résoudre graphiguement une inéquation du premgrededeux inconnues.
Les éleves résolvent des problemes dans un corgextbique.
En particulier,

> Les éléves modélisent des situations réelles edumant des représentations
graphiques.
> Les éleves analysent et interprétent une représamtgraphique modélisant

une situation.
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Commentaire

Les suggestions et les recommandations montrentleqgeogramme est défini en
contenus et types de taches. Celles-ci requieiagtituide des éléves a traiter des problemes
numeriques et algébriques articulant les deux palatvue sémantique et syntaxique.

En effet, le point de vue syntaxique est clairenexlicité dans les deux premieres
sections consacrées aux activités numériques ébridgie, lorsque les taches demandées
appellent a mobiliser des techniques relevant égles de calcul algébriques s’appuyant sur
le bloc (technologie, théorie) qui s’explique paxploitation de la structure du corps des
nombres réels d'une part et l'utilisations de sesppétés additives et multiplicatives
appuyées par des opération de développement erigatton pour pouvoir manipuler des
expressions algébriques d’autre part. De méme, rée®mmandations sont de nature
syntaxiques lorsque l'on attend des éléves quiilerg capables de mobiliser des algorithmes,
des techniques opératoires sur les nombres rédissgirocédures de calcul algébriques pour
résoudre des équations et des inéquations se ratreemkes équations et des inéquations du
premier degré a une inconnue d’'un c6té ; de détemmiexpression d’'une fonction linéaire
connaissant I'image d’'un réel et I'expression d’'dmection affine connaissant les images de
deux réels distincts d’'un autre coété.

Quant a I'aspect sémantique, il apparait clairendant la troisieme section consacrée
aux activités dans un repére ou les taches préaldhtitent les éleves a mobiliser des
techniques de lecture graphique, représentatigrhgrae d’une fonction linéaire ou affine et
a résoudre graphiquement une inéquation du preteigré a une inconnue, ou du premier
degré a deux inconnues. En revanche, les recomtiamslgénérales qui se situent au niveau
de l'introduction du programme de la premiére anséeondaire, et qui préconisent que
I'éleve soit capable de valider la solution d’'umieéme en procédant a des vérifications, ne
sont pas reprises explicitement. Elles sont présetgpendant implicitement dans des taches
de résolution qui sont susceptibles de mobilisatr des regles de transformations syntaxiques
gue des aspects sémantiques : traitement, intatiprtcontrdle ou vérification.

Le traitement des problémes relevant de la mod#&iséaisse ouverte la possibilité de
mobiliser des techniques relevant des points deseaentique, syntaxique ou mixtes puisque
les taches recommandées incitent I'éléve a modétiss situations réelles menant a des
éguations, des inéquations ou des fonctions liegaiou affines et produisant des
représentations graphiques.
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Enfin, remarquons que différents types de tachesrifeent l'articulation des
différents objets, équations et des inéquationgpmmier degré a une ou deux inconnues
réelles, les fonctions linéaires et affines, dams Hifférents registres algébriques et
graphiques. Ce sont celles qui invitent a utilides probléemes de modélisation qui sont
internes et / ou externes au mathématiques. Ce guiori, contribue a I'articulation des trois
objets équation / courbe / fonction et par suit€adiculation des deux points de vue

sémantique et syntaxique dans les résolutions.

II. 1. 2. Analyse des directives du programme de la deuxieme année

secondaire section sciences et technologie de l'inf ormatique
Présentation

Les objectifs du programme de la deuxieme annéenslaare section sciences et
technologie de linformatique se résument a ce tpse éléves utilisent, appliquent et
apprécient les mathématiques dans des situationgiciees ou non familieres, dans des

contextes mathématiques ou en rapport avec I'emv@ment (cf. Annexes, 111.2. p. 2-9).
lls apprendront a

> Pratiquer une démarche mathématique en développars aptitudes a chercher,
expérimenter, conjecturer, raisonner ou controterésultat.

» Communiquer dans un langage mathématique en déaiodeurs aptitudes a
expliquer ou a discuter un raisonnement, une sfietiu la solution d’'un probleme.

» Mobiliser des algorithmes et des procédures enldgpant leurs aptitudes a élaborer
une stratégie de calcul (numérique, algébriquemgdidque ou statistique).

» Résoudre des problemes en développant leurs agitad utiliser différentes
approches de recherche, a élaborer des stratégiegésdlution, a modéliser des
situations réelles.

» Organiser et analyser l'information en développbars aptitudes a identifier,
organiser, sélectionner et synthétiser des infaonafchiffrées ou graphiques.

» Utiliser les technologies de l'information et de dammunication en développant
leurs aptitudes a utiliser la calculatrice ou aggdiels dans leur travail de recherche,
de prospection, de contrdle et de communication.

> Apprécier la contribution des mathématiques au ld@pement de l'individu et de la

société, ainsi qu'a la compréhension du mondesenaévolution.
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Nous avons repris les directives recommandées egpardgramme de la deuxiéme
année secondaire qui sont en lien direct avec bjessod’études.

Nous nous restreignons aux contenus et aux typeacties recommandées dans les
guatre sections qui se rapportent aux activitésémigmes, activités algébriques, activités sur
les fonctions et activités dans un repére.

Les contenus disciplinaires exigés en rapport éagobjets de notre étude sont :

» Problémes du premier et de second degré.

» Equations et inéquations du second degré a unanuoeoréelle.

> Notion de polynémes.

» Condition de colinéarité de deux vecteurs — Equatartésienne d’une droite.
» Distance d’'un point a une droite.

» Equation cartésienne d’un cercle.

ax+b
Ccx+

IXXE A X+D.

> Fonctions du typex - [ax+b ; x> ax’ +bx+c ; x>

> Applications a des problemes d’optimisation.

En outre, dans ces sections, on suggere des astifudévelopper auprés des éleves.
Dans la section consacrée aux activités numérigaesiggéere que

1) Les éléves connaissent et utilisent les réglesab@ées sur les nombres réels
pour :

» Calculer et / ou simplifier une expression numeégiqu
» Donner une valeur approchée d’'un nombre.

2) Les éleves mobilisent une technique, un algoritbmene procédure de calcul.

3) Les éléeves résolvent des problemes numériqgues ddes situations
mathématiques ou en rapport avec leur environnendents des contextes
familiers ou non familiers.

Dans la section consacrée aux activités algébrignesiggere que

1) Les éléves mobilisent un algorithme, une technigueune procédure de calcul

algébrique pour :

» Reconnaitre un zéro d’un trinbme.

» Factoriser un trinébme.

> Développer, factoriser et simplifier des expressialyébriques en utilisant les
produits remarquables.

» Résoudre des équations et des inéquations se rameemes équations de la

forme ax+b =0 ou a des inéquations de la forme+b >0 ou ax+b<0.
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2)

» Résoudre des équations se ramenant a des equdtiosecond degré a une
inconnue.

Déterminer deux réels connaissant leur somme epleduit.

Déterminer le signe d’un trindbme de second degré.

Reconnaitre un zéro d’'un polynéme.

Factoriser un polynébme connaissant un ou plusigeises zéro.

Déterminer le signe d’'une expression algébrique.

YV V. V V V V

Résoudre des inéquations se ramenant a des ingegidti second degré a une

inconnue réelle.

Les éléves résolvent des problemes algébriquesdiansituations mathématiques

ou en rapport avec leur environnement dans desexiast familiers ou non

familiers. En particulier,

> Les éleves résolvent des problémes d’optimisation.

> Les éléves modélisent des situations réelles memales équations ou a des
inéquations.

> Les éleves résolvent le modéle mathématique.

> Les éléves exercent leur esprit critique pour judgila « raisonnabilité » des

résultats.

Dans la section consacrée aux activités sur ledifors on suggére que

1)

2)

Les éléves mobilisent une technique ou une proeédieiicalcul algébrique pour :

» Déterminer 'ensemble de définition de I'une desctions du programme.

» Déterminer 'image d’un réel par I'une des foncBatu programme.

» Déterminer le sens de variation de 'une des fonstidu programme.

» Déterminer le sommet et I'axe de symétrie d’'unabpale en utilisant la forme
réduite de la fonction qui lui est associée.

» Déterminer les asymptotes et le centre de symétriiee hyperbole en utilisant
la forme réduite de la fonction qui lui est assecié

» Représenter graphiquement I'une des fonctions dgramme.

Les éléves mobilisent une procédure lors d’acsviténs un repere pour :

» Déterminer graphiquement I'ensemble de définititan,parité, le sens de
variation d’'une fonction.

» Déterminer graphiquement les extrema et les branicli@ies d’'une fonction.

» Déterminer graphiquement les coordonnées d’un mbime courbe.

» Etudier graphiquement la position relative de deaurbes.
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3)

> Représenter graphiquement une courbe a partir i en utilisant une
application du plan dans lui méme (symétrie, tratitsh ou homothétie).

Les éleves résolvent des problemes dans des eitsaén rapport avec leur

environnement dans des contextes familiers ou aoniliers faisant appel a 'une

des fonctions du programme. En patrticulier,

> Les éléves résolvent des problémes d’optimisation.

> Les éleves modélisent des situations faisant appa&l fonctions de type

ax+b
xn—>|ax+b|;xn—>ax2+bx+c;xn—> dXI—>\/X+b.
oxX +

> Les éléves résolvent le modele mathématique.
> Les éléves exercent leur esprit critique pour judgila « raisonnabilité » des

résultats.

Dans la section consacrée aux activités dans @meem suggere que

1)

2)

3)

Les éleves mobilisent une technique lors d’activité@ns un repére pour :

» Déterminer un vecteur directeur ou le coefficientecteur d’'une droite
connaissant une de ses équations cartésiennegs @gsation réduite.

» Représenter graphiquement une droite.

Les éléves mobilisent une technique lors d’activitiédns un repere orthonormé

pour :

» Calculer la distance de deux points.

» Déterminer un vecteur normal a une droite connaissae de ses équations
cartésiennes ou son équation réduite.

» Calculer la distance d’un point a une droite.

> Déterminer I'équation d’un cercle connaissant semtre et son rayon.

» Déterminer I'équation d’un cercle passant par tpamits distincts.
> Déterminer I'ensemble des pointd (x, y) vérifiant x2 + y? + ax+by+c =0
ou a,b et ¢ sont des réels donnés.

Les éléves mobilisent une procédure lors d’activités dans un repere pour :

» Déterminer une équation cartésienne ou l'équation réduite d'une droite

connaissant deux de ses points.

» Déterminer une équation d’'une droite connaissant un de ses poiots et
vecteur directeur.

» Déterminer une équation d’une droite passant par un point et parallake a u
droite donnée.
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» Déterminer les coordonnées du point d’intersedii@eux droites sécantes.
4) Les éleves résolvent des problémes dans un corgegbique. En particulier,

> Les éléeves résolvent des problemes géométriquefaissnt appel a I'outil
analytique.

> Les éleves analysent et interprétent une repréasantgraphique modélisant
une situation.

> Les éleves modélisent des situations réelles edumant des représentations
graphiques.

> Les éleves résolvent le modéle mathématique.
Commentaire

Le programme de la deuxieme année secondaire isestiences et technologies de
linformatique défini les contenus a enseigner et Ildifférents types de taches afin
d’institutionnaliser les techniques adéquates p@soudre des exercices et des situations
problémes en rapport avec les mathématiques.

Les suggestions et les recommandations montrenequegramme incite les éleves a
acquérir I'aptitude a traiter des problemes nunusget algébriques.

Nous pouvons dire que tout au long de ces recomatiand, les deux points de vue
sémantique et syntaxique s’articulent.

D’un c6té, nous remarquons que le point de vueasymie est clairement explicité
dans les sections consacrées aux activités nune€rgflaux activités sur les fonctions.

» Pour la section consacrée aux activités numéridegsypes de taches recommandées
appellent a mobiliser des regles de transformabipératoires sur les nombres réels
pour calculer et / ou simplifier une expression Btique et des techniques s’appuyant
sur un algorithme ou une procédure de calcul quiafapel aux différentes propriétés
et opérations du corps des nombres réels.

» Pour la section consacrée aux activités sur lextifoms, les types de taches
recommandées appellent les éléves a mobiliseregbsijues qui s’appuient sur une
reconnaissance de la forme leur permettant de rditer le sommet et 'axe de
symétrie d’'une parabole, ainsi que les asymptotele €entre de symeétrie d’'une
hyperbole en utilisant la forme réduite des fonwiassociees.

D’un autre cété, la plupart des types de tachesmetandées dans les trois autres

sections relatives aux activités algébriques, sgr fbnctions et dans un repére, laissent
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ouverte la possibilité de mobiliser des techniggesfavorisent I'articulation des points de
vue sémantique, syntaxique et mixte.

» Dans la section consacrée aux activités algébrjdessdifférents types de taches
demandées appellent a mobiliser des techniquesalgesthmes ou des procédures
relevant des regles de calcul algébriques appuydms des opérations de
développement et factorisation pour pouvoir mamipuales expressions algébriques.
Parmi ces technigues nous pouvons citer cellecaousistent a reconnaitre un zéro
d’un trinbme, factoriser un trindme, déterminesigne d’'un trinbme de second degreé,
déterminer le signe d’'une expression algébrique @&s techniques appellent les
éléves a mobiliser les deux points de vue sémamiisyntaxique puisque les types
de tdches recommandées exigent des substitutiérifications relevant du point de
vue sémantique et des techniques s’appuyant suréggss de transformation qui
relevent du point de vue syntaxique. Nous clastemp/pes de taches qui consistent a
résoudre les équations et les inéquations du presatiedu second degré a une
inconnues réelles comme étant des taches qui sordrtes c'est-a-dire qu’elles
appellent a la mobilisation des techniques pousappuyer sur I'un ou les deux
points de vue sémantique et syntaxique.

» Dans la section consacrée aux activités sur lestifors les différents types de taches
appellent a mobiliser des techniques qui consisterdéterminer I'ensemble de
définition de I'une des fonctions du programme,ed@iner le sens de variation de
'une des fonctions du programme et traiter desblgraes d’optimisation. Ceci
consiste a mobiliser a la fois les deux points de sémantique et syntaxique par le
biais des interprétations et des opérations dsfwamations algébriques. D’autre part,
les techniques mobilisant des procédures pour désodes problemes dans des
situations en rapport avec l'environnement font ehpparfois au point de vue
sémantique et parfois mixtes.

» Dans la section consacrée aux activités dans waradps différents types de taches
invitent les éleves a résoudre des problémes danscamtexte graphique ou
géomeétrique en faisant appel a I'outil analytigunedélisent des situations réelles en
produisant des représentations graphiques etc.

Enfin, les types de taches qui invitent a mobildes techniques de type sémantique
apparaissent clairement dans les deux sectionsvesaaux activités sur les fonctions et aux

activités dans un repere.
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» Dans la section réservée aux activités sur ledifums; les types de taches invitent les
éleves a la capacité de mobiliser des techniquasgtent de déterminer 'image d’'un
réel par I'une des fonctions du programme, reptésegraphiquement l'une des
fonctions du programme, déterminer graphiguemesansémble de définition, la
parité, le sens de variation d’'une fonction, déteemgraphiquement les coordonnées
d’'un point d'une courbe, étudier graphiguementdaifion relative de deux courbes
etc. Ces technigues mobilisables, qui consisteneffactuer des opération de
substitution dans une expression algébrique, degregions de valeurs aux variables
dans les expressions des fonctions pour pouvcérméter les coordonnées des points
appartenant a la représentation graphique de letiéonet lire graphiquement pour
déterminer les coordonnées d'un point de la coubed’'une intersection de deux
courbes, sont du types sémantiques.

> Dans la section réservée aux activites dans umgdge différents types de taches, les
élévent sont invités a mobiliser des techniques déterminer I'équation d’'une droite
ou celle d’'un cercle par différentes méthodes, rdéter I'ensemble des points
M(x,y) vérifiant le cas particuliex’ + y* + ax+by+c=0 ou a,b et ¢ sont des
réels donnés, résoudre des problémes dans un t®mpephique en faisant appel a
I'outil analytique.

[1.L1.3. Analyse des directives du programme de la t roisieme année

secondaire section mathématiques (Programme 1998  °)

Présentation

Le programme de la troisieme année secondaireogettathématiques, tel qu’il a été
réformé en 1998, s’intéresse, dans la partie «yseab a I'’étude du calcul des limites, de la
continuité, de la dérivabilité des fonctions, ce ne fait pas partie du cadre de notre étude
puisqu’en effet nous nous intéressons a la relatjolentretiennent les objets équations
inéquations avec les fonctions algébriques. Enne&va, nous remarquons que les objets
éguations et inéquations figurent dans les recordatans de la partie consacrée a I'étude
des fonctions (cf. Annexes. IV. 3. p.19-23). Enetffl’exploitation des représentations
graphiques des fonctions pour résoudre des proBl@nerapport avec les objets équation,

inéquation, figure parmi les objectifs du programmeinvite a :

®Nous avons étudié le programme de la troisiémeesréondaire section mathématiques relatif & tarméf
1998 puisque notre investigation didactique quesnanalysons dans les prochain chapitres V et Viéséat
réalisées pendant I'année scolaire 2005 / 2006 gloe le nouveau programme de la troisieme annéadaire
section mathématiques a été mis en applicationgrgi@nnée scolaire 2006 / 2007.

Partie A : « Analyses épistémologiques et didaetou 85



Chapitre IV

» Résoudre une équation ou une inéquation ou un regstd’équations ou
d’'inéquations.
» Mener la discussion d’équations ou d’'inéquationsumetrées.

» Résoudre des problémes d’optimisation.
Commentaire

De notre point de vue, nous pensons que le progearden la troisieme année
secondaire section mathématiques recommande likaticn des points de vue sémantique et
syntaxiqgue dans les résolutions puisqu’on voit bl@mticulation des objets équation,

inéquations et fonctions d’une maniére algebridugaphique.

Conclusion de [I'étude des programmes des trois nigax du

secondaire

L’analyse des programmes officiels de I'enseignentkss mathématiques au niveau
du secondaire tunisien montre une prise en comppédite de l'articulation des deux points
de vue sémantique et syntaxique dans les résadutles problémes liés aux traitements des

éguations, inéquations et fonctions.
Il ressort de cette analyse que :

» L’articulation sémantique / syntaxe est tres app&rdans les recommandations liées
a I'exploitation des problemes de modélisationlas précisément ceux qui incitent
a exploiter des situations de la vie courante-éledite externes aux mathématiques.

> Le point de vue sémantique est omniprésent dacadele I'exploitation du registre
graphique. Par contre, les différents types de eiclecommandées dans les
traitements algébriques restent ouverts et ne pgamepas de dire clairement la
pertinence de la mobilisation du point de vue sémae dans certains cas de
situations algébriques.

> Le point de vue syntaxique est tres présent losgvecommande que 'éleve soit
capable de mobiliser un algorithme, des procédieesalcul algébrique et des regles

opératoires etc.

Il. 2. Etude des manuels tunisiens

Introduction

Les analyses que nous effectuons ci-dessous cemisiat mettre en exergue le

croisement entre la catégorisation logique en tewiee sémantique / syntaxe et les
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praxéologies mathématiques en terme de (Tache,nibpe) s’appuyant sur un appel aux
différents types de techniques mobilisables posoudre et traiter des problemes faisant
appel a la manipulation des équations, inéquatemng$onction au niveau du secondaire
tunisien.

Rappelons que ces analyses ont pour but de questides deux hypothéeses

suivantes :

» H1 La catégorisationsémantique / syntaxiquen'est pas absorbée par la
catégorisation etache, technique, technologie et thégieposée par Chevallard.

> H2 Les types de taches recommandées par les manuedsecdndaire tunisien
favorisent peu larticulation syntaxique / sémaméigdans les résolutions des
problémes liés a la manipulation des objets, égunstiinéquations et fonctions.

Tout d’abord, remarquons qu’il 'y a qu'un seul mahpour chaque section d'un
niveau bien déterminé. Nous avons choisi d’analysgermanuels destinés aux éléves des
classes de la premiére année, de la deuxieme awod®n sciences et technologies de
l'informatique®™ et de la troisiéme année section mathématiquésreignement secondaire
tunisien car nos objets d’étude s’inscrivent exidioent dans ces niveaux d’enseignement.

L’analyse des manuels se fera sur tous les chapiuie manipulent les objets ou les
notions d’équations, inéquations et fonctions. Hfeteil est clair que les équations
cartésiennes des droites qui font partie d’'un ¢hapile la géométrie du manuel de la
deuxieme année secondaire est en lien avec lesnsadiéquations du premier degré a deux
inconnues réelles et les fonctions affines et IneéaDe méme, I'équation d’'un cercle, qui est
un type trés particulier d’équations du second éegmdeux variables réelles, pourrait étre
interprétée comme la représentation graphique de fdections radicales etc.

Ceci nous a conduit a faire une analyse s’appuyantes techniques d’analyse choisies des
chapitres et des manuels de la premiere, de laigteexet de la troisieme année section

mathématique de I'enseignement secondaire Tunisien.

% A partir de septembre 2005 la deuxiéme année dagensection sciences est devenue section sci@tces
technologie de l'informatique. En fait, ces deugtsms ont été, avant septembre 2005, séparédleetigaient
deux programmes différents. Ensuite, ces deuxaectint été fusionnées en gardant I'ancien progechnla
section sciences et qui est devenu par la sufteolgramme de la deuxieme année secondaire sectances et
technologie de I'informatique.
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Ces chapitres sont subdivisés en rubriques faciienepérables. Dans ces rubriques il
y a celles qui visent a permettre aux éleves dsalmer leurs acquis, d’autres qui ont pour
but d’introduire les nouvelles notions afin de petire de construire les savoirs et les savoirs-
faire a connaitre. Pour une meilleure mémorisaties,connaissances sont écrites sous une
forme claire. D’autres rubriques contiennent deststed’autoévaluation et des exercices
d’application et enfin, une rubrique dans laquelle propose des éléments d’histoire des
mathématiques.

La méthodologie suivie dans I'analyse des chapitteschaque manuel des trois
niveaux étudiés s’appuie sur une prise en compsedeeix éléments constitutifs du bloc
praxéologique (tache, technique).

D’une part, nous nous appuyons sur le point de deieCastela (2008) pour la
catégorisation des différents types de taches rewmdées dans les manuels. En effet, elle
considére, dans le cas des mathématiques, quertdrs de types de taches est étendu et par
la suite nous pouvons reprendre ggEnres de tdches comme par exemple la résolution de
problemes en mathématiquggsqu’'a des types plus réduits qu’'on a coutume éggder
comme des types de problemes qui peuvent étre pmmés forme d'une ou plusieurs
guestions.

D’autre part, nous classons les différents typesedkniques, institutionnalisés dans
chaque chapitre étudié, suivant notre catégorisatio terme de sémantique et syntaxique.
Nous distinguons les techniques de type sémantigagechniques de type syntaxique et les
techniques de type mixte qui mobilisent, a la féés, deux points de vue sémantiques et
syntaxiques.

La maniére qui nous permet de reconnaitre le typdedhniqgue mobilisable pour

répondre a un type de tache bien déterminé sepsép

» Une technique sémantique lorsqu’elle mobilise desrations de substitution, de
contr6le, de vérification, de lecture graphique etc

» Une technique syntaxique lorsqu’elle mobilise depérations ou des
transformations s’appuyant sur des régles algébsigu geomeétriques qui exigent
une reconnaissance d’'une formule, propriété, timderetc.

» Une technique mixte lorsqu’elle mobilise a la faise interprétation, une
compréhension et des formules, des régles qui pemmale répondre, autrement
dit des technigues sémantiques et syntaxiques.

Nous analysons, ci-dessous les differents manuels différents niveaux de
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'enseignement secondaire choisis.

Pour les manuels de la premiere année et de laierexannée secondaire, notre
analyse se fera sur les différentes activitésdiiérents exercices d’application ainsi que les
exercices et les problemes proposés en s’appuyanng catégorisations des différents types
de taches demandées le long de chaque chapitr@eetdéterminations des différentes
techniques mobilisables pour traiter ces typesadids, suivant la catégorisation sémantique,
syntaxique, mixte. Nous récapitulons les différetyises de taches présentes le long de
chaque partie et nous associons les différentbsitpres correspondantes a ce type de taches.
Ces types de techniques peuvent étre sous la fdem&chniques qui ont été acquises
antérieurement ou de techniques institutionnalisiesis allons indiquer les différents types
de techniques institutionnalisées chaque fois setont explicitées, au début de I'analyse
des exercices d’application de chaque chapitre.t€dmiques vont étre classées selon notre
catégorisation logique et notée respectivement par

» Tech Sé : pour les techniques du type sémantique.
» Tech Sy : pour les techniques du type syntaxique.

» Tech Mix : pour les techniques du type mixte.
II. 2 .1. Analyse du manuel de la premiére année se condaire :
Description du manuel de la premiere année secomeaiinisien

Dans le préface de ce manuel, il est indigqué que :

« Conformément aux nouveaux programmes mis en pkack poi d’orientation de
I'éducation et de I'enseignement scolaire du 28gtiR002, ce manuel vise a permettre a tous
les éleves de développer des compétences.

lls apprendront & :

1) Pratiquer une démarche mathématique en dévelodpantapacité a chercher, a

exprimer, a conjecturer, a modéliser et a raisonner

2) Mobiliser des algorithmes et des procédures dasssdaations mathématiques.

3) Utiliser et appliquer les mathématiques pour réseudes problemes dans des

situations familieres ou non familieres, en rappavrec leur environnement.

4) Communiquer oralement ou par écrit dans un langagéhématique.

5) Utiliser les technologies de I'information et dedammunication dans leur travail

de recherche, de prospection et de contrdle ainsi gpmme moyen d’échange et
de communication.

6) Collecter, organiser et exploiter I'information.
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7) Apprécier la contribution des mathématiques au bymEement des autres

disciplines, a la compréhension des phénoménesagbrése de décision:

Ensuite, nous trouvons un sommaire dans lequeduésurs décrivent I'organisation
des différents chapitres. Ces chapitres sont daseédeux parties. La premiére partie est
consacrée aux travaux geéomeétriques contenant lapitads intitulés respectivement par
Angles, Théoreme de Thalés et sa réciproque, Reppaonométriqgues d’'un angle aigu &
Relations métriques dans un triangle rectangletedes et translations, Somme de deux
vecteurs & Vecteurs colinéaires, Activités dansrepére, Quart de tour et enfin Sections
planes d'un solide. La deuxiéme partie est consaati travaux numeériques contenant les
chapitres intitulés respectivement par Activitésm@dques |, Activités numériques I,
Activités algébriques, Fonctions linéaires, Equadi@t inéquations du premier degré a une
inconnue, Fonctions affines, Systemes de deux &msad deux inconnues réelles et enfin
Exploitation de I'information.

Nous avons choisi d’analyser les chapitres qui sontapport direct avec nos objets
d’étude que nous situons au niveau de l'algébre. @apitres se situent dans la partie du

manuel intitulée « Travaux numeériques » ; ce smsuivants :

> Activités algébriques.

» Fonctions linéaires.

> Equations et inéquations du premier degré a urenine.
» Fonctions affines.

» Systémes de deux équations a deux inconnues.
Chaque chapitre est organisé suivant les rubriguiesintes:

» La rubrique « Reprendre » : Destinée a étre traitée I'aide du professeur et qui
vise a permettre aux éleves de consolider leursiisicidentifier leurs lacunes
eventuelles, communiquer oralement et par écrit ueiisant un vocabulaire
mathématique en relation avec les notions abordiges le chapitre.

> La rubrique « Découvrir » : Destinée a étre traiédec l'aide du professeur dans
laquelle les activités proposées visent a permedtrg €leves d'une part de
développer leurs capacité a chercher, a expérimentaodéliser, a conjecturer et a
raisonner et d’autre part a construire les sawaigavoir faire a connaitre.

> La rubrigue « Retenir »: Dans cette rubrique, reeivient les résultats qu'il est
indispensable pour les éléves de connaitre.
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> La rubrique « S’auto-évaluer » : Cette rubriques\aspermettre a I'éléve de faire sa
propre évaluation.

» La rubrique « Mobiliser ses connaissances »: Cetlerique vise a utiliser
différentes approches de recherche, approfondir ¢eumpréhension des notions
étudiées, discuter la stratégie proposee, rechertbg stratégies alternatives et
élaborer et communiquer une solution au probleme.

> La rubrique « Exercices et problemes : cette ruigrigst composée de trois parties:

> Appliquer : Comporte des exercices d’applicatiorieeales du cours qui
permettront aux éleves de s’entrainer et de selifaisér avec les notions
étudiées.

» Maitriser : Les exercices et les problemes propadgsnt a permettre aux
éleves de mobiliser leurs compétences de facomaunne.

» Avec lordinateur: Dans cette partie les élévedisaetont un logiciel
numérique ou géométrique pour chercher, expérimeate contréler un

résultat.
II. 2. 1. 1. Analyse du chapitre 11 (Activités algé briques)
Description :

Le chapitre intitulé <Activités algébriques, comporte 18 activités, 6 exercices du
cours et 21 exercices et problemes.
Nous récapitulons les différents types de tachesmenandées, tout au long de ce

chapitre, dans le tableau suivant.

Désignation Type de tache ou de question Désignation Type de tache ou de question
T, Multiplier Tio Factoriser
T, additionner Ty Réduire
Ts Exprimer en fonction T Trouver
Ta Donner I'expression Tz Déduire
Ts Sans calcul T Expliquer
Ts Développer Tis Lire graphiquement
T, Calculer T Vrai ou Faux
Tg Vérifier Ty7 Recopier et compléter
Ty Montrer Tig Ecrire sous la forme

Tableau 11.2.1.1

Dans les trois tableaux ci-dessous relatifs a Regades activités des exercices du

cours et des exercices et des problemes, nous@ss@cchaque type de taches les différents
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types de techniques associées qui peuvent étreeclasiques de type sémantique (Tech Sé),

de type syntaxique (Tech Sy) ou techniques mixtesl{ Mix).
Analyse des activités

La partie «découvrir» comporte 18 activités dont les neufs premieeesapportent
aux expressions littérales. De I'activité n°10 activité n° 17 nous avons des identités
remarquables et I'activité n°18 se rapporte autitégade deux expressions.

Les techniques institutionnalisées a travers ctgités sont des

» Techniques algébriques pour articuler les exprassatgebriques.
» Technigues de reconnaissance des identités rentdegqua

» Techniques de calcul mental.

» Techniques pour montrer I'égalité de deux expressalgebriques.

L’analyse des activités et I'association des déifies types de techniques aux taches

prescrites sont récapitulées dans le tableau siedes

Activité Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
Al Ti+T+T, ook
A2 T+ T+ T+, * ko
A3 T,H+T; * *
A4 T, **
A5 T,H+T; * *
76 T, Te e *
A7 Ts+T; **
A8 T, m
A9 Ts *
Al0 Ts *x
Al1 THT; ** **
A12 T, * m
A13 Ti+Ty * =
Al4 To+Ts w* **
A15 TitTe *
A16 Tio *
Al7 Ts *
A18 Tt TiatTo ** wex *
Tableau 11.2.1.2

Analyse des exercices du cours et d’application

La partie du chapitre, intituléersobiliser ses compétencesomporte 6 exercices du

cours dont l'objectif est d’institutionnaliser léschniques indispensables pour la résolution
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des exercices de ce chapitre et qui sont explgitéas la rubrique (retenir) et qui consistent
a:

» Savoir montrer I'égalité de deux expressions aigéles.

» Manipuler, exprimer des mesures et des grandeurs.

» Savoir lire graphiquement.

Les techniques institutionnalisées et indispensabdeir la résolution des exercices de
ce chapitre sont explicitées dans la rubrique iiigteCe sont les techniques de distributivité
et des identités remarquables qui sont des techsiglgébriques purement syntaxiques.

L’analyse des situations et I'association des wiffiés types de techniques aux taches

prescrites sont récapitulées dans le tableau siedss

Mobiliser ses
compétences et Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
s’auto-évaluer
S1 Ty *
S2 Tot T, * m m
S3 T4+, * *
S4 TotTat Teo P o e
S5 TistT; * *
S6 Tie *
Tableau 11.2.1.3

Analyse des exercices et des problemes

Cette partie comprend 21 exercices et problemeymutbese.
L’'analyse des exercices et problemes et l'associaties différents types de
techniques aux taches prescrites sont récapitdbiesle tableau ci-dessous.
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Exercices et

Problemes Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
Ex 1 T *
Ex 2 To+TetTis o *
Ex 3 To *
Ex 4 T *
Ex5 T ook
Ex 6 TotTe P—
Ex 7 To P
Ex 8 To p——
Ex 9 T, e P
Ex 10 T7 *
Ex 11 TetTo o~
Ex 12 Ty * *
Ex 13 Ty i
Ex 14 Tis *
Ex 15 Ty i
Ex 16 Tt T, * o e
Ex 17 TiotTastT7 ** *
Ex 18 T, * *
Ex 19 T *
Ex 20 TigtTo+T1s * * *
Ex 21 Tit T T, * o

Tableau 11.2.1.4

Conclusion de I'analyse du chapitre « Activités élyyiques »

L’analyse en terme de catégorisation sémantiqugnfage / mixte au niveau des
techniques mobilisables pour répondre aux diffé&réyyes de taches et questions posées dans
les activités, exercices et problemes de ce cleapitmtre que :

» Au niveau des activités les techniques sémantiguks techniques syntaxiques sont
nettement plus présentes que les techniques npatesépondre aux types de taches
demandées.

» Au niveau des exercices d’application, les diffésetypes de techniques sont
présents avec une légere dominance des technigntesisues.

» Au niveau des exercices de synthese et des probjenws remarquons une
présence des techniques syntaxiques et mixtesladagsolution des exercices. En
revanche, les technique sémantiques reculent sbmteprésentes que lorsque le type
de tache reléve d’'une lecture graphique ou dany@d#fications ou des calculs par

substitution.
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II. 2. 1. 2. Analyse du chapitre 12 (Fonctions liné aires)
Description

Le chapitre intitulé &onctions linéaires>» comporte 4 activités, 5 exercices du cours
et 16 exercices et problemes de synthese.
Nous récapitulons les différents types de tachesmenandées, tout au long de ce

chapitre, dans le tableau suivant.

Désignation Type de tache ou de question Désignation Type de tache ou de question
T, Calculer I'image ou 'antécédent Ts Déterminer la fonction
T, Exprimer en fonction Ty Comparer
T, Placer le poinl(x, f (X)) Tio Construire
T, Représenter graphiqguement Ty Répondre vrai ou faux
Ts Lire graphiqguement Ty Associer
Ts Vérifier par le calcul T3 Déterminer graphiquement
T, Déterminer le coefficient Ty Interpréter
Tableau 11.2.1.5

Analyse des activités

La partie «découvrir» comporte 4 activités dont les deux premieregapportent a
l'introduction des fonctions linéaires, la troisiérse rapporte a la représentation graphique
d’une fonction linéaire et la quatrieme se rappérta lecture graphique.

Nous pouvons dire que les techniques institutioa@éas dans cette partie consistent a

permettre a I'éleve de :

» Reconnaitre une fonction linéaire.
» Représenter une fonction linéaire.

» Lire graphiquement.

L’analyse des activités et I'association des diffés types de techniques aux taches

prescrites sont récapitulées dans le tableau siedes

Activités Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
AL T+ Tyt s p * e
72 T * ¥ e
A3 T +TotTs p—
A4 T+ T+ T+ T+ T = ki
Tableau 11.2.1.6
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Analyse des exercices du cours et d’application

La partie du chapitre, intituléemobiliser ses compétencesomporte 5 exercices du
cours dont 'objectif est d’institutionnaliser Iéschniques indispensables pour la résolution
des exercices de ce chapitre et qui sont explgitéas la rubrique (retenir) et qui consistent
a:

» Déterminer graphiquement le coefficient d’'une famciinéaire.
» Résoudre un probleme de pourcentage.

» Construire un segment de longueur donnée.

L’analyse des situations et I'association des wBffiés types de techniques aux taches

prescrites sont récapitulées dans le tableau siedss

Mobiliser ses
compétences et Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
s’auto-évaluer
s1 T, ek
s2 Ty wex
S3 T, *
S4 T, **
S5 T E——
Tableau 11.2.1.7

Analyse des exercices et des problemes

Cette partie comporte 16 exercices et problemeyiulhese.
L’'analyse des exercices et problemes et l'associaties différents types de

techniques associées aux taches prescrites sapittdées dans le tableau ci-dessous.

Partie A : « Analyses épistémologiques et didaetou 96



Chapitre IV

Exercices et R i )
problémes Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix

E1 T, o * *

E2 Te *

E3 T,

E4 T * =

ES Ty *

E6 Ts ok

E7 Tyt T+T, P PO

E8 Tst+Ty * o

E9 TTs ek

E10 T4+ * *

E11 T, * >

E12 T4+Ts wohk *

E13 T+, * -

E14 T+, e * =

E15 T, * m

E1l6 T, e

Tableau 11.2.1.8

Conclusion de I'analyse du chapitre « Fonctions éaires »

L’analyse en terme catégorisation sémantique /aggnt/ mixte au niveau des
techniques mobilisables pour répondre aux diffé&réyyes de taches et questions posées dans
les activités, exercices et problémes de ce cleapitntre que :

» Au niveau des activités les techniques sémantigoas mobilisées dans toutes les
activités et s’articulent entre les registres atigles et graphiques. D’un autre cété,
les techniques syntaxiques et mixtes sont préseatesla plupart des activités.

» Dans la plupart des exercices d’application lebrigpies mobilisables sont d’'un seul
type. C'est-a-dire qu’elles sont soit du type sdigaa, soit du type syntaxique, soit
du type mixte. Ce qui pourrait étre lié au typddatshe demandée

> Les techniques syntaxiques et mixtes sont préselaies la plupart des exercices et
problemes de synthese. Par contre, les technigueargiques sont moins présentes
et l'articulation des différents registres algéhgq et graphiques est assurée dans la

mobilisation des différents types de techniques.
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II. 2. 1. 3. Analyse du chapitre 13 (Equations et i néquations du premier

degré a une inconnue)
Description

Le chapitre intitulé &quations et inéquations du premier degré a un@nnae»,
comporte 24 activités d'approche, 9 exercices diepiion du cours et 23 exercices et
problémes.

Nous avons récapitulé les différents types de gdigurant tout au long de ce

chapitre dans le tableau suivant.

Désignation Type de tache ou de question Désignation Type de tache ou de question
T, Résoudre mentalement Tz Combien
T, Trouver T Justifier
Ts Préciser Tis Regrouper et reconnaitre
T Comparer Tis Rechercher une®® proportionnelle
Ts Discuter le nombre de solutions Ty7 Mettre en équation
Ts Donner une équation de la forme Tig Déterminer
T, Déceler des erreurs et rectifier T Etudier le signe
Ts Résoudre (équation ou inéquation) Ty Déduire
To Calculer Ty Réduire
Tio Développer Ty Faire une figure
Ty Factoriser Tos Vérifier
Ty Exprimer en fonction de
Tableau 11.2.1.9

Analyse des activités ?

La partie «découvrir» comporte 24 activités dont les trois premiéeegapportent a la
définition d’'une équation du premier degré a uneoimue réelle et la méthodologie de
résolution. Dans l'activité 4 on propose aux élesesdéterminer des erreurs des problemes
proposeés. De l'activité n°5 a l'activité n° 8 ordigue la méthodologie de la recherche d’'une
guatrieme proportionnelle. Dans les activités A@ton explique la méthode de la mise en
équation d'un probléeme donné. Dans les activitéselll2 on résout des problémes
d’équations se ramenant aux équations du premgméde une inconnue. De l'activité 13 a
lactivité 16 on propose des résolutions d’équati@e ramenant a la forme’ =a. De
l'activité 17 a I'activité 22 on propose des résmns et des modélisations pour résoudre des
inéquations. Dans les deux derniéres activités apligeie la méthodologie de la

détermination du signe des expressions de la faxieb .
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Nous pouvons dire que les techniques institutioaéas dans cette partie consistent a

permettre a I'éleve de :

» S’approprier la définition et les méthodes de nétsmh d’'une équation du premier
degré a une inconnue.

» Savoir déterminer une quatrieme proportionnelle.

» Mettre un probleme en équation.

» Résoudre des équations se ramenant a des équatipnsmier degré a une inconnue
réelle.

> Résoudre les équations de la formfe= a .

» Résoudre des inéquations du premier degré a uoerine réelle.

» Déterminer le signe de I'expressiax+Db

L’analyse des activités et I'association des déifiés types de techniques aux taches

prescrites sont récapitulées dans le tableau siedes
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Activités Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix

Al Tis *

A2 Ty * *
A3 To Hex

A4 T, **
A5 Tis >
A6 Tis >
A7 Tig "
A8 Tie >
A9 Tirt T * >
Al10 T17+T1o * *
All Ts i

Al12 Tig *
Al13 T+ Ty * *
Al4 To "
A15 Tio >
Al6 Tig *

A17 Tet T2z o

A18 Tis >
A19 Ts >
A20 Tigt T * *
A21 Tis >
A22 Tis >
A23 TootT2s -

A24 Tio -

Tableau 11.2.1.10
Analyse des exercices du cours et d’application

La deuxiéme partie de ce chapitre intitulémedbiliser ses connaissancesomporte

9 situations ou exercices du cours.

Les différentes techniques institutionnaliséessement a :
» Résoudre une équation de premier degré a une ineagelle.
» Résoudre une équation se ramenant & une équatiounitpr
> Mettre en équation un probléme.

> Déterminer le signe d’'un binbme du premier degré.

L’analyse des situations et I'association des diffiés types de techniques aux taches

prescrites sont récapitulées dans le tableau siedss
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Mobiliser ses

compétences et Type de Taches Tech Sé Tech Sy TechMix

s’auto-évaluer
S1 Ts m
S2 Ts m
S3 Tg *
S4 Tg *
S5 Tu7 *
S6 Ti#Tig **
s7 Tio * **
S8 Teg+Tyy * *
S9 T1atT1t T2 e

Tableau 11.2.1.11

Analyse des exercices et des problemes

Cette partie comporte 23 exercices et problemeyuihese.
L’'analyse des exercices et problemes et l'associaties différents types de

techniques aux taches prescrites sont récapitdbiesle tableau ci-dessous.
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Exercices et )

problémes Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
E1 TetT, * P o
E2 Ts o *
E3 To * e
E4 Tio o
E5 T, *
E6 Ts Por—————
E7 To+Tg **
E8 TiotTutTs * **
E9 Te+Tio * *
E10 T *
E11 TotTatTitTas * ok
E12 T *
E13 Tis *
E14 Tig *
E15 Tig *
E16 Tg *
E17 TotTegtTig * * *
E18 Tg *
E19 Ti4+T1g * **
E20 Tis e
E21 Tigt T2 ** x>
E22 TitTigt T2 ** *
E23 Ti+Tis **

Tableau 11.2.1.12

Conclusion de I'analyse du chapitre « Equationsiagquations du premier degré a

une inconnue »

L’analyse en terme catégorisation sémantique /aggnt/ mixte au niveau des
techniques mobilisables pour répondre aux diffé&réyyes de taches et questions posées dans
les activités, exercices et problemes de ce cleapitmtre que :

» Au niveau des activités, les techniques mobilisaBlarticulent entre les techniques
syntaxiques et les techniques mixtes. En revarnelBegechniques sémantiques sont
totalement absentes.

> Au niveau des exercices d’applications les techesquurement sémantiques ne sont
présentes que dans une seule activité. Par cdefetechniques syntaxiques et
mixtes s’articulent mutuellement dans tous cesaces.

» Au niveau des exercices et des problemes les maobsimixtes et syntaxiques sont
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mobilisées dans la plupart des réponses aux ditfetgpes de tdches demandées ou
la tdche F qui consiste a résoudre les équations et les ati@ms est
remarquablement présente dans les différentesitéstiexercices et problemes
proposeés dans ce chapitre. D’autre part, les tqaksipurement sémantiques ne font

que de rares apparitions dans deux exercices fesrAB exercices proposes.
II. 2. 1. 4. Analyse du chapitre 14 (Fonctions affi nes)
Description :

Le chapitre intitulé &onctions affine», comporte 7 activités d’approche, 5 exercices
du cours et 15 exercices et probléemes.

Nous avons récapitulé les différents types de gdigurant tout au long de ce
chapitre dans le tableau suivant.

Désignation Type de tache ou de question Désignation Type de tache ou de question
Ty Représenter ou tracer Tis Colorer
T, Conijecturer Tis Placer le ou les pointé(, f (x))
Ts Déterminer la fonction affine Tis Calculer I'mage parf
Ta Donner une équation de la droite T Déterminer I'antécédent
Ts Justifier Ty Déterminer
Ts Déterminer le point d’intersection Tis Réduire
T, Déterminer graphiquement/calcul Ty Déduire
Tg Exprimer en fonction de Too Modéliser
Ty Calculer Ty Vérifier
Tio Lire graphiqguement T, Déterminer I'ensemble des points
Tt Donner une valeur approchée Ty Déterminer le coefficient directeur
T Exprimer en fonction de Ty Déterminer les coefficienta et b

Tableau 11.2.1.13
Analyse des activités

La partie «découvrir» comporte 7 activités dont 2 se rapportent &faniion d’'une
fonction affine. L'activité n°3 et n°4 se rapporten la méthode de détermination du taux
d’accroissement. Les activités n°5 et n°6 monttesttechniques de représentation d’'une
fonction affine et la derniere activité n°7 est sacrée a la lecture graphique.

Les techniques institutionnalisées a travers cegitgs consistent a

» Reconnaitre une application affine.

» Déterminer le taux d’accroissement.
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Déterminer I'image d’'un réel.
Déterminer I'antécédent d’un réel.
Déterminer une fonction affine connaissant a otiltineage d’'un réel.

Représenter graphiquement une application affine.

YV V. V VYV V

Lecture graphique (abscisse, ordonnée, ordonnéarigirie, coefficient directeur,

coordonnées des points d’intersection).

A\

Déterminer une fonction affine a partir de sa repngation graphique.

» Déterminer une équation cartésienne d’'une droite.

Remarquons que les techniques institutionnaliséesil@nt les objets fonction affine,
éguation cartésienne (algébrique) d’'une droitegtésentation graphique.
L’analyse des activités et I'association des diffés types de techniques aux taches

prescrites sont récapitulées dans le tableau siedes

Activités Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
AL TietT1er 1o e e
A2 Tgt Tzt Ty7+Tyg * ek
A3 TotT15 w
A4 Too ez
A5 Tt T, pE———
A6 T1at T+ T+ TistTog e *
A7 To P

Tableau 11.2.1.14
Analyse des exercices du cours et d’application

La deuxiéme partie de ce chapitre intitulémebiliser ses connaissancesomporte
5 situations ou exercices du cours.

Les techniques institutionnalisées a travers cescees du cours consistent a

» Déterminer une fonction affine f connaissant leages de deux nombres.
» Résoudre graphiguement une équation.

» Résoudre graphiqguement une inéquation.

L’analyse des situations et I'association des diffiés types de techniques aux taches

prescrites sont récapitulées dans le tableau siedes
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Mobiliser ses R i )
) Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix

compétences

S1 T **

S2 T3 * *

83 T15+T1+Tl3 Fkk *

sS4 TetTi+To ok *

S5 Tiot T *x *

Tableau 11.2.1.15

Analyse des exercices et des problemes

Cette partie comporte 15 exercices et problemeyuihese.
L’analyse des exercices et des problemes et I'tsmt avec les différents types de
techniques aux taches prescrites sont récapitdbaesle tableau ci-dessous.

Exercices et )
orobléme Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
El TistTis * *
E2 TogtTa+T, ** *
E3 Tio+Ta+T s ** *
E4 Toa -
E5 T, P *
E6 Ty *
E7 To **
E8 T+T; * *
E9 Te+T17 ** *
E10 Te+Tis * *
E1l Te+T1+ 1ot T1a ** xox
E12 TistTi+ T+ 1o wex * *
E13 Tt T1tTietTit Ty i * *
E14 TortTs * *
E15 Te+Ti+T2, * wrx

Tableau 11.2.1.16
Conclusion de I'analyse du chapitre « Fonctions aiés »

L’analyse en terme catégorisation sémantique /aggnt/ mixte au niveau des
techniques mobilisables pour répondre aux diffé&réyyes de taches et questions posées dans

les activités, exercices et problémes de ce cleapitntre que :

» La mobilisation des techniques sémantiques estrrprablement dominante dans les
activités, les exercices d’application et les exesx et problemes. Ces techniques

articulent les deux registres graphigues et algéks pour répondre aux différents
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types de taches proposeées.

> Les technigques mixtes ne sont présentes que danseuire activité et ne font que de
rares apparitions dans les exercices d’'applicatiatans les exercices et problemes.

> Les techniques syntaxiques son moyennement préseiates les activités, peu
présentes dans les exercices d’application et wprabhtement présentes dans les
exercices et les problémes pour répondre a uneritgéajie types de taches de nature
algébriques. Par exemple la résolution d'une éqgnatiu premier degré pour
déterminer un antécédent, détermination des caaiffie d’'une fonction affine par

une opération d’identification de forme etc.

II. 2. 1. 5. Analyse du chapitre 15 (Systeme de deu x équations a deux

inconnues)
Description :

Le chapitre intitulé &ystéme de deux équations a deux inconsuesmporte 13
activités d’approche, 7 exercices du cours et Btaoes et problémes.
Nous avons récapitulé les différents types de gdigurant tout au long de ce

chapitre dans le tableau suivant.

Désignation Type de tache ou de question Désignation Type de tache ou de question
T Déterminer la relation Tu Déterminer graphiquement
T, Dénombrer les couples T Discuter suivant les valeurs de
Ts Modéliser une situation Ty Représenter graphiqguement
Ty Déterminer Tia Résoudre le systeme
Ts Mettre en équation Tis Interpréter graphiqguement
Te Placer les points de coordonnées Tie Vérifier et interpréter
T, Remplacer Tq7 Résoudre graphiquement le systémg
Tg Déduire Tis Exprimer en fonction de
Ty Montrer T Additionner
Tio Multiplier Tao Faire une figure

Tableau 11.2.1.17
Analyse des activités

La partie découvrir comporte 13 activités dont Jraeportent a I'introduction et la
définition d’'une équation du premier degré a dewonnues. De I'activité n°3 et n°10 on
introduit les différentes méthodes de résolutiomndsysteme de deux équations du premier
degré a deux inconnues. De l'activité n°11 a latdi n°13 on montre les techniques de
l'utilisation d’'un graphique pour connaitre leswobns éventuelles d’un systeme.
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Les techniques institutionnalisées a travers cegitgs consistent a :

» Résoudre une équation du premier degré a deuxnnesréelles.

» Résoudre un systéme de deux équations a deux inesmaelles par la méthode de
substitution.

» Résoudre un systeme de deux équations a deux mesmeéelles par la méthode
d’élimination.

» Utiliser un graphique pour connaitre les solutiémentuelles d’un systeme.

L’analyse des activités et I'association des déifies types de techniques aux taches

prescrites sont récapitulées dans le tableau siedes

Activités Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
Al T+, ** **
A2 To+T, * * **
A3 Tot Tt Ts P * *
A4 Ts+T, * *
A5 Te+Tigt T+ Tg * ok
A6 TotTagtTagt T+ T, w = *
A7 Ts+T, * *
A8 Ts **
A9 Ts+Tis * *
A10 Tia *
Al1 TigtT1+ oo ** x>
A12 TigtTw **
A13 TiatTis * *

Tableau 11.2.1.18

Analyse des exercices du cours et d’application

La deuxiéme partie de ce chapitre intitulée modilises connaissances comporte 7
situations ou exercices du cours.

Les techniques institutionnalisées a travers césit@s proposées dans ce chapitre
sont décrites dans la rubriqueeteni). En effet, I'éleve est supposé capable de mabiliess
techniques suivantes :

» Modéliser un probleme par une équation du premagr@a deux inconnues réelles.
» Modéliser un probleme par un systéme d’équatiashsui inconnues réelles.

» Résoudre un probleme d’optimisation.

L’analyse des situations et I'association des diffiés types de techniques aux taches
prescrites sont récapitulées dans le tableau siedss
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Mobiliser ses .
compétences Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
S1 Tis o
S2 Ts * * -
S3 Ts+Tig+To0 * - m
S4 Tst+T14+tT16 * * *
S5 Ts+Tig * *
S6 Ts+Tig * T —
S7 TigtTartTop ok e

Tableau 11.2.1.19

Analyse des exercices et des problemes

Cette partie comporte 14 exercices et problemeyiuliese.
L’analyse des exercices et des problemes et I'esmt avec les différents types de

techniques aux taches prescrites sont récapitdbgesle tableau ci-dessous.

Exercices et ] .
problemes Type de Téches Tech Sé Tech Sy Tech Mix

El Tia *

E2 Tz *

E3 Tia *

E4 Ti4 —

E5 Ti4 m

E6 Tia -

E7 Tia —

ES8 Tia —

E9 Ti4 —

E10 Ti -

E11 Ti -

E12 Ti >

E13 Ti >

E1l4 Tia —

Tableau 11.2.1.20

Conclusion de lanalyse du chapitre « Systemes deuwd équations a deux

inconnues »

L’analyse en terme catégorisation sémantique /aggnt/ mixte au niveau des
techniques mobilisables pour répondre aux diffé&réyyes de taches et questions posées dans
les activités, exercices et problémes de ce cleapitmtre que :

> Les différents types de techniques mobilisablesir pépondre aux différents types
de taches proposés dans les activités, sont asssnps. Ce qui permet de dire que
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I'articulation des différents points de vue sémgundi et syntaxique est présente au
moment du traitement des activités.

» Les techniques mixtes sont mobilisables dans tesisekercices d’application. En
revanche, nous remarquons un recul des technigueansiques et syntaxiques qui
peut étre lié au type de tache demandé. Ceci pexplisjuer par la présence assez
remargquable des types de taches demanglébd qui consistent respectivement a
mettre en équation, interpréter et exprimer, imtit&® mobiliser, le plus souvent, les
techniques mixtes.

> Mis a part les deux premiers exercices de la tiste problemes de synthese, dont le
premier mobilise une technique syntaxique de résolalgébrique et le second une
technique sémantique de résolution graphique, Uagsexercices ou problémes de
synthese mobilisent des techniques mixtes. Ceiersrou problemes mettent tous
en jeu les deux techniques, T4, qui répondent respectivement aux deux types de

taches de mise en équation et de résolution atpébdes systémes d’équations.

[I. 2. 2. Analyse du manuel de la deuxieme année se condaire section

sciences et technologies de I'informatique :

Description du manuel

Le manuel de la deuxiéme année section sciendestetologies de l'informatique de

I'enseignement secondaire tunisien est composéde thmes. Le tome | est composé de 9

chapitres et le tome Il est composé de 10 chapitres

Dans le préface des tomes de ce manuel, il egjuadjue :

Exception faite du chapitre « Calcul dai® », chacun des chapitres comporte huit

rubriques :

Chaque chapitre est organisé suivant les rubriguiesntes:

» Pour démarrer. Aborde certains pré-requis a I'enseignementagiprentissage des
nouvelles notions.

> Explorer: Les activités ont pour objectifs un apprentisspgpgressif et graduel des
nouvelles notions. Certaines de ces activités out put de favoriser 'apprentissage
de la modélisation et de I'application des mathémat au monde réel.

> Assimiler: Comporte des exercices d’applications directesur but étant de
favoriser un apprentissage autonome de I'élevesduidfournir 'opportunité de se
familiariser avec de nouvelles notions ainsi queat@réler ses acquis de base.
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» Synthese Cette rubrique contient des résultats exigildasprogramme pour une
meilleure mémorisation des connaissances et de# $ave essentiels.

» Développer ses compétencd3ette rubrique comporte des situations dontuteeist
de permettre a I'éleve

» D’approfondir les concepts.

» De développer des raisonnements.

» Utiliser les T | C: cette rubrique est destinée a permettre auxeglée chercher,
expérimenter, conjecturer en utilisant la calcidatrou un logiciel numérique ou
géomeétrique.

> Exercices et problemed_ es exercices sont variés et sont classés enaddégories.

» Appliquer: Cette rubrique renferme des applications disecie indirectes
du cours qui permettent aux éléves de s’entrainde ese familiariser avec
les différentes notions étudiées. Ces exercices pgésentent peu de
difficultés devraient étre faits par tous.

* Maitriser: Cette partie renferme des exercices et des grwd qui
permettent aux é€léves la mobilisation de leurs daenxes, le
perfectionnement du raisonnement, la maitrise douka’initiation a la
recherche etc.

» Math et culture C’est une rubrique de culture mathématique géaéna n’est pas
toujours en relation directe avec le chapitre éudi

Nous avons choisi d’analyser les chapitres qui eantapport direct avec les objets de
notre étude que nous situons au niveau de l'algé&lme chapitres se trouvent dans les deux
tomes du manuel.

Dans le tome | nous allons étudier le

» Chapitre 2 : Problemes du premier et du secondédegr
» Chapitre 3 : Notions de polynémes.

Dans le tome Il nous allons étudier le

» Chapitre 3 : Généralités sur les fonctions.
» Chapitre 4 : Fonctions de références.

» Chapitre 6 : Géométrie analytique.
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II. 2. 2. 1. Analyse du chapitre 2 (Problemes du pr emier et problemes du

second degré) du tome |

Ce chapitre est composé de 38 activités, 15 exexcitapplications directes, 5

exercices de développement de compétences et Rfomeeet problemes.

Nous avons récapitulé les différents types de g&digurant tout au long de ce

chapitre dans le tableau suivant.

Désignation Type de tache ou de question Désignation Type de tache ou de question
Ty Déterminer T Utiliser le discriminant réduit
T, Placer les points de coordonnées Tis Calculer en fonction de
T3 Interpréter Tia Factoriser
Ty Représenter Tis Déterminer le signe de
Ts Résoudre Tie Déduire
Te Vérifier Ty Calculer
T, Montrer Tig Etudier I'existence
Tg Déterminer graphiquement Tio Montrer sans calcul
Ty Exprimer en fonction de Tao Déterminer 'ensemble des points
T1o Ecrire sous la forme canonique To Préciser
T Trouver

Tableau 11.2.2.1

Analyse des activités

La partie «découvrir» comporte 38 activités dont les 11 premiéresappartent aux

problemes du premier degré. Dans les activités ®t12°13 on introduit la définition d’'un
probléme du second degré. Dans lactivit¢ n°14 otwoduit la forme canonique de
ax’ +bx+c. De l'activité 15 a l'activité n°17 on introduialméthode géométrique d’Al
Khawarizmi pour la résolution d’une équation ducsetdegré dont la solution est positive.
Dans les activités n° 18 et n°19 on introduit lekisons d’'une équation du second degre.
Dans les activités n°20 et n°21 on introduit lecdminant réduit. De l'activité n°22 a
I'activité n°26 on introduit la somme et le proddés racines d’une équation du second degré.
Dans l'activité n°27 on introduit les équationsramenant a une équation du second degré.
Dans les activités n°28 et n°29 on introduit ledqurations du second degré. De I'activité
n°30 a l'activité n°34 on introduit la méthode @edétermination du signe d’un trinbme du
second degré. Dans l'activité n°35 on introduit teshniques du calcul du poids d'un
astronaute et de Il'activité n°36 a l'activité n°3&lles de résolutions des inéquations du

second degré a une inconnues réelles.
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Les techniques institutionnalisées a travers cegitgs consistent a :

Résoudre des problemes du premier degre.

Résoudre des problemes du second degré.

Reconnaitre la forme canonique d& +bx+c.

Reconnaitre la technique géométrique d’Al Khawarizm

Méthode de la détermination d’'une solution d’'uneatpn du second degré.
Déterminer le discriminant réduit.

Somme et produit des racines d’'une équation dunsedegreé.

Résoudre des équations se ramenant a une équatsatand degré.

Reconnaitre une inéquation du second degré.

YV V.V V V V V V V V

Déterminer le signe d’un trindbme du second degré.

L’analyse des activités et I'association des déifies types de techniques aux taches

prescrites sont récapitulées dans le tableau ciedss
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Activités Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
Al T *
A2 T, *
A3 T x
A4 T, *
A5 T, *x
A6 T, wx
A7 ToATa+Toot Ty o ok
A8 Ts n——
A9 T+, * R
A10 T+, -
All T+Ts n——
A12 T, *
A13 T, *
Ald TetTos . ek
A15 T, *
A16 Ti+To wx *
A17 TitT, * wx
A18 T+Ts * *
A19 Ts * *
A20 Tet T+ Ts * * *
A21 T, *
A22 Ty *
A23 TirtTis * *
A24 T+, ok ok
A25 Ts o o
A26 Ti+Tig wx
A27 T+Ts ok - ok
A28 T, *
A29 TrTu ok
A30 T+ Tt T+ T ok [FR—
A31 TietTs . —
A32 Te+Tis wx
A33 Tot T+ Tst+Tis * * *x
A34 Ti+Ts * *
A35 Ti+Ts ek
A36 Ts [
A37 Ts [
A38 Ti+Ts weex

Tableau 11.2.2.2

Analyse des exercices du cours et d’application

L’'analyse des exercices d'application directe de partie «Assimiler» par
I'association des différents types de techniquestaches prescrites sont récapitulées dans le

tableau ci-dessous.
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Analyse des exercices de développement des congasten

Exercices Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
E1 Ts -
E2 Ts ek
E3 Ts -
E4 Ts ek
E5 Tio ek
E6 Ts ek
E7 Ts ek
E8 Ts ek
E9 Ts ek
E10 T, ek
E1l Ts o
E12 Tug ook
E13 Ts ek
E14 Ts * ok *
E15 Ts - *

Tableau 11.2.2.3

L’analyse des exercices de développement des cenget de la partie xévelopper

ses compétencespar I'association des difféerents types de temines aux taches prescrites

sont récapitulées dans le tableau ci-dessous.

Analyse des exercices et des problemes

Cette partie comporte 26 exercices et problemeyiuliese.

L’analyse des exercices et des problemes, ainsi’'gs®ociation des différents types

Exercices Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
E1 T x
E2 T+ Tg+T, * *
E3 T+Tie wx wx
E4 Ti7 *
E5 T, wx *
Tableau 11.2.2.4

de techniques aux taches prescrites sont récagstdins le tableau ci-dessous.
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Exercices Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
E1 Ts ok *
E2 Ts ok
E3 Ts ok ok
E4 Ts * wx
E5 Tis *
E6 T, *
E7 Ts ——
E8 T x
E9 T x
E10 T x
E11 TgtTietT17 skl
E12 T x
E13 AT, ek *
E14 T+T, ek
E15 Ti7 *
E16 T, o
E17 T x
E18 TA+T, wx *
E19 Ts o
E20 Ts+Tia ek
E21 TetTigt Ty b *

E22 AT, wx *

E23 TrTietTs * wx

E24 T, *

E25 Ts *

E26 TH+T, *x
Tableau 11.2.2.5

Conclusion de I'analyse du chapitre « Problemesmhemier et du second degré »

L’analyse en terme catégorisation sémantique /aggnt/ mixte au niveau des
techniques mobilisables pour répondre aux diffé&réypies de taches et questions posées dans
les activités, exercices du cours, exercices deldppement des compétences et problemes
de synthese de ce chapitre montre que :

» Au niveau des activités les différents types danapes sont mobilisables avec une
dominance des technigues mixtes.

» Au niveau des exercices du cours et d’applicatentéchniques du type syntaxique
et mixte sont présentes. En revanche, on note marggiable recul de techniques
sémantiques, puisque nous n'avons qu’'un seul eerui exige un type de tache

mobilisateur d’une technique de résolution sémaetiq
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> Au niveau des exercices de développement des cenges, les techniques du type
sémantiques sont totalement absentes et les tegmdy type syntaxique et mixtes
sont équitablement partagées.

» Au niveau des problemes de synthese, les technigudss et syntaxiques sont les
techniques les plus mobilisables. Par contre, EEhriques sémantiques sont
présentes dans deux exercices ou le type de téemandlé est de représenter,
vérifier et sans utiliser des calculs qui corregfmr respectivement aux taches T
Te et Tio.

II. 2. 2. 2. Analyse du chapitre 3 (Notions de poly némes) du tome |

Ce chapitre est composé de 25 activités, 13 exexcitapplications directes, 3
exercices de développement de compétences et fidomseet problemes.
Nous avons récapitulé les différents types de gdigurant tout au long de ce

chapitre dans le tableau suivant.

Désignation Type de tache ou de question Désignation Type de tache ou de question
T, Déterminer Ty Vérifier
T, Exprimer en fonction de T3 Déterminer le polynéme
Ts Calculer en fonction de T Déterminer le signe
Ta Déterminer I'ensemble de définition Tis Simplifier
Ts Préciser T Calculer
Ts Déterminer en fonction de Ti7 Dresser le tableau de signe
T, Calculer I'image T Chercher
Ts Montrer T Déduire
Ty Conjecturer Too Résoudre
Tio Réduire et ordonner les polyndmes Ty Existe-t-il
Tt Factoriser les polynémes T, Discuter suivant les valeurs
Tableau 11.2.2.6

Analyse des activités

La partie «découvrir» comporte 25 activités dont les 3 premiéres ppadent a la
notion de fonction. Dans les activités n°4 et ntbintroduit la définition de la fonction
polyndme. Dans les activités n°6 et n°7 on étudigalité de deux fonctions polyndmes. Dans
I'activité n°8 on introduit la définition du degdéun polynéme. Dans les activités n°9 et n°10
on introduit les techniques opératoires sur lesctions polynédmes. De l'activité n°11l a
l'activité n°21 on introduit les techniques de détmation des racines et de la factorisation
d’'un polynédme. Dans I'activité n°22 on introduislpolyndmes symétriques de degré 3. De
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I'activité n°23 a I'activité n°25 on introduit Idenctions rationnelles.

Les techniques institutionnalisées a travers ctigités consistent a

» Reconnaitre la définition d’'une fonction.

» Reconnaitre les fonctions polynémes.

» Traiter I'égalité de deux fonctions polynémes.

» Exploiter des opérations sur les fonctions polynéme

» Factoriser un polyndme en s’appuyant sur la détetiun de ses racines.

» Reconnaitre un polynéme symétrique de degre 3.

> Exploiter les fonctions rationnelles.

L’analyse des activités et I'association des diffés types de techniques aux taches

prescrites sont récapitulées dans le tableau siedss

Activités Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
Al T wox
A2 Ts+T+T16 * * *
A3 T, -
Al TstTotTio+TietTag * * b
A5 T, —

AS TATg+To ok * .

A7 TiAT, wrx *

A8 T, J——

A9 TiotT, . ok

A10 Tio+Ts xrx

All Tis wrx

A12 T rex

A13 T *

Al4 Tu * *

A15 Tt Ti+Ts x* *

A16 Tet T+ Tog+ To ok * -

A17 Tt T+ Ty Hkk

A18 Ti*To xx *

A19 TiAT, * *

A20 To+TagtTar+Tao x* *x *

A21 Ti6+Tor * * *

A22 T+ 1+ T * *

A23 T+Tg * * *

A24 Tt Togt Tyt TistTyy * * >

A25 Ti+T1s * *
Tableau 11.2.2.7
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Analyse des exercices du cours et d’application

L’analyse des exercices d’application de la pakthessimiler» par I'association des

différents types de techniques aux taches prescsibmt récapitulées dans le tableau ci-

dessous.
Exercices Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
E1 T, ok
E2 Ti+Ty *x
E3 T, ok
E4 Tio ——
E5 T wex
E6 Tio ok
E7 Tu * *x
E8 Tt T1t Ty * *
E9 T1otToot Tag * *
E10 To0 *
E1l Too *
E12 To+To **
E13 THTy * *
Tableau 11.2.2.8

Analyse des exercices de développement des congasten

L’analyse des exercices de la partiDévelopper ses compétencepar I'association

des différents types de techniques aux tachesriesssont récapitulées dans le tableau ci-

dessous.
Exercices Type de Téches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
El T+ T2 * ok
E2 T1+T1 b
E3 Tg+T7 * ok
Tableau 11.2.2.9

Analyse des exercices et des problemes

Cette partie comporte 19 exercices et problemeyiuihese.
L’analyse des exercices et des problemes et I'egsmt des différents types de

techniques aux taches prescrites sont récapitdbiesle tableau ci-dessous.
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Exercices Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
E1l Tio —
E2 T *

E3 T *

E4 Tio ok

E5 Tio ek

E6 TiotTart Tt TastToo * * *
E7 T4tTootT1s * *x
E8 T+ T+ T+ oo ok *

E9 Tao o
E10 T *

E11 T1+Tyo * *

E12 T4+T1 .

E13 Tot T+ Ty * * *

El4 TogtT1 -

E15 TrATigH o+ Tao *x wox

E16 T *
E17 T+4T1e * *
E18 Te+To+ T+ Too * i *
E19 Ta+Tog * -

Tableau 11.2.2.10
Conclusion de I'analyse du chapitre « Notions delyptdmes »

L’analyse en terme catégorisation sémantique /aggnt/ mixte au niveau des
techniques mobilisables pour répondre aux différéypies de taches et questions posées dans
les activités, exercices du cours, exercices deldppement des compétences et problemes
de synthese de ce chapitre montre que :

» Au niveau des activités les différents types danepes sont présents.

» Au niveau des exercices d'application du courssnmemarguons une dominance des
techniques mixtes par rapport aux techniques séquastet syntaxiques.

» Au niveau des exercices de développement des cengast nous avons une absence
totale des techniques purement syntaxiques et oméndnce des techniques mixtes
par rapport aux techniques sémantiques.

» Au niveau des problemes de synthése les typesctieddes plus demandées sont
T11, T12 €t Tpo qQui correspondent respectivement a la déterminateol’ensemble de
définition des fonctions, la vérification et la oégion. Les différents types de
techniques mobilisables sont présents avec uneelédeminance du type des

technigues mixtes.
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II. 2. 2. 3. Analyse du chapitre 3 (Généralités sur

les fonctions) du tome I

Ce chapitre est composé de 16 activités, 7 exerciegplication directes, 2 exercices

de développement de compétences et 13 exercipestdéémes.

Nous avons récapitulé les différents types de gdigurant tout au long de ce

chapitre dans le tableau suivant.

Désignation Type de tache ou de question Désignation Type de tache ou de question
T, Exprimer en fonction de T Décrire les variations
T, Déterminer I'ensemble de définition Tis Etudier les variations
Ts Déterminer I'expression T Montrer
T, Placer les point£x, f(x)) Ti7 Dire si f est paire, impaire...
Ts Lire graphiqguement Tis Sans calcul...
Ts Déterminer le min ou le max T Déduire
T, Lire les images Too Construire
Tg Lire les antécédents Ty Représenter graphiqguement
To Résoudre T, Indiquer
Tio Résoudre graphiqguement Ty Déterminer les points d’intersection
Ty Vérifier Toy Calculer les images
Ty Comparer Tos Déterminer les antécédents
Tz Déduire Ty Associer ... la courbe correspondantg

Tableau 11.2.2.11

Analyse des activités

La partie découvrir comporte 16 activités dont fepremiéres se rapportent a la

représentation graphique d’une fonction. De l'at#iwn°6 a I'activité n°8 on étudie le

maximum et le minimum d’une fonction. De l'activitd9 a l'activité n°12 on étudie le sens

de variation d’une fonction. De I'activité n°13’adtivité n°16 on introduit la définition de la

parité et de la symétrie.

Les techniques institutionnalisées a travers ctgités consistent a :

» Représenter graphiquement une fonction.

» Déterminer le maximum et le minimum d’une fonction.

» Déterminer le sens de variation d’'une fonction.

> Etudier la parité et la symétrie.
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Activités Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
Al T+ T+ Togt Tut T = =
A2 Ts w
A3 T *

A4 T+ TetTotTas ek

A5 TAT,5t oo ko

A6 TotTu o *

A7 Ts o

A8 TostTe w *

A9 T Fork

Al10 T4 Fork

All TiotToa * *

Al2 T1+T1g+T1o ork

Al3 Tt TiotTigtToy * b
Al4 T1tTiot Tagt oy * *
A15 Ty ok ok
Al6 Ti7 *

Tableau 11.2.2.12
Analyse des exercices du cours et d’application

L’analyse des exercices d’application directe de partie «Assimiler» par
I'association des différents types de techniquestaches prescrites sont récapitulées dans le
tableau ci-dessous.

Exercices Type de Téches Tech Sé Tech Sy Tech Mix

El Tot+TogtTos * * *

E2 T+TgtTetTog ek

E3 T ok

E4 TigtT1s *

ES Ti5tTor * *

E6 Ti7 ok

E7 To+Toe * * *

Tableau 11.2.2.13
Analyse des exercices de développement des congasten

L’analyse des exercices de développement des cenges de la partie xévelopper
ses compétencespar I'association des difféerents types de temines aux taches prescrites

sont récapitulées dans le tableau ci-dessous.

Exercices Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
El To+TostTos ek
E2 T16+T19+T6 * Fhx

Tableau 11.2.2.14
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Analyse des exercices et des problemes

Cette partie comporte 13 exercices et problemeyulheése.
L’analyse des exercices et des probléemes et I'egsmt des différents types de

techniques aux taches prescrites sont récapitdbiesle tableau ci-dessous.

Exercices Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
E1 T, * ok
E2 Tos ek
E3 TA4T, —
E4 Tet Tt Tost o —

E5 Ti6tTis *k
E6 Ty ok

E7 Two ——

E8 TotTietTi7+T1s+Tog * ek
E9 T *x

E10 TietTis *
E1l1 Tis .

E12 Ty7 *x

E13 T+ Tie+T1at g ** * *

Tableau 11.2.2.15
Conclusion de I'analyse du chapitre « Généralitas ¢es fonctions »

L’analyse en terme catégorisation sémantique /aggnt/ mixte au niveau des
techniques mobilisables pour répondre aux différéypies de taches et questions posées dans
les activités, exercices du cours, exercices deldppement des compétences et problemes

de synthese de ce chapitre conduit aux résulteasts :

» Concernant les activités et les exercices d’apdica nous remarquons une
dominance trés remarquable de la mobilisation delniques du type sémantique,
par rapport aux techniques du type syntaxique ettemipour lintroduction du
concept de fonction ou la plupart des types degsicbcommandées sont présentes.

» Au niveau des deux exercices de développementalepétences, nous remarquons
que le premier exercice mobilise des techniquesype sémantique. Par contre, le
deuxiéme exercice mobilise des techniques syntagigtimixtes.

» Au niveau des exercices et des problemes de syntless difféerents types de
techniques sont présents. Toutefois, chaque typeettice ne mobilise qu’un seul

type de technique exception faite du dernier qugale les trois types de techniques.
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II. 2. 2. 4. Analyse du chapitre 4 (Fonctions de ré férence) du tome Il

Ce chapitre est composé de 29 activités, 8 exarcttapplications directes, 2
exercices de développement de compétences et fdiomseet problemes.
Nous avons récapitulé les différents types de g&digurant tout au long de ce

chapitre dans le tableau suivant.

Désignation Type de tache ou de question Désignation Type de tache ou de question
T, Conjecturer Tis Donner la fonction & I'aide du graphique
T, Décrire ou étudier les variations T Déterminer les points d’intersection
Ts Montrer Ty Résoudre
Ta Calculer les images Tis Déterminer le signe
Ts Calculer les antécédents T Retrouver par calcul
Ts Construire la courbe Too Comment peut-on choisir
T, Exprimer en fonction de Ty Lire graphiqguement
Ts Déduire que T, Déterminer le domaine de définition
Ty Déterminer I'axe, le sommet... Ty Résoudre graphiquement
T Vérifier Tos Déterminer I'ensemble de points
Tt Ecrire sous la forme de Tos Discuter suivant les valeurs du parameéfre
T Associer la fonction a sa courbe Ty Reconnaitre graphiquement le signe
T3 Déterminer I'équation de la parabole| Ty7 Comparer et ordonner
T Représenter Tog Préciser 'asymptote

Tableau 11.2.2.16
Analyse des activités

La partie «découvrir» comporte 29 activités dont la premiére se rappbra

lintroduction des fonctions du typef (x)=ax* +bx+c ou a#0. De lactivitt n°2 a
Iactivité n°5 on introduit les fonctions du tygéx)=ax* ot a# 0. Dans les activités n°6 et
n°7 on étudie les fonctions du typie(x)=a(x—a) ou a# 0. Dans les activités n°8 et n°9
on étudie les fonctions du typé(x): x*+ . De l'activité n°10 a I'activité n°17 on étudie
les fonctions du typef (x)=ax’ +bx+c ot a# 0. Dans les activités n°18 et n°19 on étudie

les fonctions du typef (x)=+/x+b. Dans les activités n°20 et n°21 on étudie lestions

du type f(x)=

X+ L -
a b. Dans les activités n°22 et n°23 on étudie lesctions du type
X

cx+d

f(x)=2 ot az0. Dans les activités n°24 et n°25 on étudie lesctions du type
X
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f(x)=1+,8. Dans les activités n°26 et n°27 on étudie lestions du typef (x)= —>—
X X

+a

ax+b
cx+d

ot az 0. De l'activité n°28 a I'activité n°30 on étudiesléonctions du typef (x)=

c#0.
Les techniques institutionnalisées a travers cds/itds consistent a étudier et

représenter graphiquement les fonctions du type :
1) f(x)=axtouazo.
2) f(x)=alx-a)f ouazo.
3) f(x)=x*+4.
4) f(x)=ax+bx+c ouaz0.

5) f(x)=vx+b.

6) f(x):% olazo.

7) f(x):%+,8.

8 f(x)= xfa ouaz0.

9 f(x)= Z‘;‘:g ot c20.
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Activités Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
Al T AT+ T, - ok
A2 Te+To+Ts ok * ok
A3 Tos *
A4 Tu ek
A5 TetTo+Ts *x o
A6 TotTetTiatTo * ok *
A7 To+Tig ek *
A8 TatTg+ T+ To * sk
A9 To+Tig ek
A10 TiotTuat Tot Ty o ek
A1l Tio o
A12 To *
A13 Tis ek
Al4 To+ Ty * *
A15 Ti7 * ook
A16 Tos * * *
Al7 Tos ok
A18 Tt Tor+ TogtTio e * *
A19 Tot Tt Tt Ty * o o
A20 T+ Tt Togt oy b s
A21 T o
A22 TotTs * o
A23 To+Ti+Ts ek *
A24 To+TotTs * o
A25 To+TetT16 L *
A26 Tort T+ T+ Tigt Tog * *x o
A27 Te+To+To*Tog ik *
A28 Topt Tagt Tt Tot Tt TigtTog * e *
A29 TigtTost Ty wx ek *

Tableau 11.2.2.17
Analyse des exercices du cours et d’application

L’'analyse des exercices d’'applications directes ldepartie «Assimiler» par
I'association des différents types de techniquestaches prescrites sont récapitulées dans le

tableau ci-dessous.
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Exercices Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix

E1 To -

E2 To ok

E3 To+T, * ok

E4 TotTo+Ts * * *

E5 To ek

E6 To ek

E7 To ek

E8 To ek

Tableau 11.2.2.18

Analyse des exercices de développement des congasten

L’analyse des exercices de développement des cengest de la partie xévelopper

ses compétencespar I'association des différents types de temies aux taches prescrites

sont récapitulées dans le tableau ci-dessous.

Exercices Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
E1 Tis x
E2 T3 * *

Tableau 11.2.2.19

Analyse des exercices et des problemes

Cette partie comporte 11 exercices et problemeyihese.

L’analyse des exercices et des probléemes et I'esmt des différents types de

techniques aux taches prescrites sont récapitdbiesle tableau ci-dessous.

Exercices Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
El TetTos o
E2 To ok ok
E3 TetTs o * *
E4 TetTas ——
E5 To ok ok
E6 Tr+Ta+Te+Toy * *x i
E7 Te+ T2+ Tag ok *
E8 TetTaetTos+ T h* * =
E9 TotTetTos o *
E10 TotTet Ty ek * *
E1l TortTotTis *x * *

Tableau 11.2.2.20

Conclusion de 'analyse du chapitre « Fonctions d&érence »

L’analyse en terme catégorisation sémantique /aggnt/ mixte au niveau des
techniques mobilisables pour répondre aux différéypies de taches et questions posées dans
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les activités, exercices du cours, exercices deldppement des compétences et problemes

de synthese de ce chapitre montre que :

> Les techniques mobilisables, pour répondre augmifits types de taches demandées
dans les activités, sont majoritairement de typeastique et syntaxique. Par contre
les techniques mixtes sont faiblement présentes.

» Les technigues syntaxiques mobilisables pour rémoadx différents types de taches
proposées par les exercices d’application, domiremarquablement les techniques
sémantiques et mixtes ou le type de tache le plumirthnt est celui de la
détermination de I'axe de symétrie et le sommdiadiget parabole qui s’effectue par
une reconnaissance syntaxique de la forme de letiGontrindme données et de
I'associer a la formule institutionnalisée.

> Les deux exercices de synthése proposés mobildesittechniques mixtes ou
syntaxiques.

> Les exercices et les problemes de synthése magtiilisBmarquablement des
techniques sémantiques et ce en présence des tytessde techniques qui sont
moins mobilisables. En outre, un type de tache rqeuadlement présent est ladui
consiste a construire les représentations graphidas fonctions institutionnalisées

et ensuite les taches de résolutions graphiques.
II. 2. 2. 5. Analyse du chapitre 6 (Géométrie analy tique) du tome |l

Ce chapitre est composé de 39 activités, 21 exexcttapplications directes, 7
exercices de développement de compétences et fdiomeeet problemes.

Nous avons récapitulé les différents types de gdigurant tout au long de ce
chapitre dans le tableau suivant.
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Désignation Type de tache ou de question Désignation Type de tache ou de question
T, Placer les points de coordonnées Ty7 Montrer la perpendicularité
T, Montrer que les points Tis Déterminer I'équation réduite
Ts Vérifier que les points Ty Représenter la fonction
T, Traduire ou vérifier 'appartenance Too Colorer
Ts Montrer : colinéarité ou le parallélism¢ Ty Déterminer la distance
Ts Tracer la droite Ty Justifier ou étudier I'existence
T, Retrouver le résultat géométriquement Tos Déterminer I'équation (cercle ou droite
Ts Déterminer I'ensemble des points Ty Construire (cercle ou droite)
To Montrer un parallélisme de deux droitgs Tos Déterminer : équation de tangente
Tio Déterminer les points d’intersection Ty Calculer les composantes des vecteufs
Tyt Déterminer graphiquement Ty, Déduire
Ty Retrouver par calcul Tog Résoudre l'inéquation
T3 Déterminer I'abscisse T Prouver ou montrer : égalité ou inégali{é
Montrer que les cercles passent par un
T Déterminer I'ordonnée T3
point fixe
Tis Montrer I'alignement Ta Interpréter graphiqguement
T Exprimer en fonction de Ta Associer a chaque droite son équatiop

Tableau 11.2.2.21

Dans ce chapitre nous n’allons analyser que lasitést les exercices du cours, les
exercices de synthéeses et les problémes qui simicavec les objets de savoir en rapport
avec notre travail de recherche.

Ainsi nous n’allons nous intéresser qu’a ceux qaitént les équations cartésiennes
d'une droite, condition analytique de parallélismie deux droites, condition analytique
d’orthogonalité de deux droites, les équations itédude droites, les fonctions du type

X |ax+ b|, distance d’'un point a une droite et équation aercle.

Analyse des activités

La partie «découvrir» comporte 39 activités dont la premiere se ragpar une
activité dans un repere orthonormé. Dans I'activit@ on introduit les coordonnées d’'un
barycentre. De l'activité n°3 a l'activité n°8 otudie les techniques de détermination d’'une
éguation cartésienne d’'une droite. De I'activit® a°l'activité n°12 on introduit la notion de
vecteur directeur et la condition de parallélisreeddbites. De l'activité n°13 a I'activité n°17
on introduit la condition analytique de parallélessrde deux droites. De I'activité n°18 a
l'activité n°20 on introduit la notion de vecteuormal a une droite et celle de droites
perpendiculaires. Dans I'activité n°21 on étudiectandition analytique d’orthogonalité de

deux droites. Dans l'activité n°22 on introduitdeoite d'Euler. De I'activité n°23 a l'activité
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n°27 on détermine les équations réduites de dratele coefficient directeur. Dans les

activités n°28 et n°29 on introduit les fonctionings par intervallesxn—>|ax+b|. De

l'activité n°30 a I'activité n°33 on introduit laotion de distance d’'un point a une droite. De

l'activité n°34 a I'activité n°39 on introduit I'égation d’'un cercle.

Les techniques institutionnalisées a travers ctigités consistent a

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

Savoir exploiter un repére cartésien du plan.
Déterminer les coordonnées d’un barycentre.
Déterminer I'équation cartésienne d’une droite.
Reconnaitre le vecteur directeur d’'une droite.
Reconnaitre la condition du parallélisme de droites
Déterminer la condition analytique de parallélisstieedeux droites.
Déterminer le vecteur normal a une droite.

Montrer que deux droites sont perpendiculaires.
Condition analytique d’orthogonalité de deux dreite
Reconnaitre la droite d’Euler.

Déterminer I'équation réduite d’une droite.

Déterminer le coefficient directeur d’une droite.

Etudier les fonctions affines par intervalles déolane x — |ax+ b|.

Déterminer la distance d’un point a une droite.

Déterminer I'équation d’un cercle.

En ce qui nous concerne nous allons étudier |@égtéstsuivantes :

>
>

>
>

De l'activité n°3 a I'activité n°8 (Equation cariésne d’une droite).

De l'activité n°13 a l'activité n°17 (Condition dgtique de parallélisme de deux
droites).

L’activité n°21 (Condition analytique d’orthogonalide deux droites).

De l'activité n°23 a I'activité n°39 (Equation rétud’une droite, fonction du type

X |ax+ b| distance d’'un point a une droite et équation d'arcle).
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Activités Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
A3 T+T, - *
A4 Tyt Tas * *
A5 Tt TetToy ok ok
A6 Tt Tyt Ts sk
A7 T *

A8 T1atTia+Togt T, * o

A13 TetTs - e

Al4 To*T1o o
A15 TetT1 - *

A16 TostTistTast T o i

A17 T+ oot TastTug = = =
A21 Tet Tt T, * e

A23 Tist Tt T * o

A24 Tis -
A25 Ts **

A26 TetTaotTeat Tua = * *
A27 Tir *

A28 TistTaa - *
A29 TigtTogt Toot T1e e b
A30 TietTortTa7 * * o
A31 TortTat Tort Tao okt *
A32 To+Tas -
A33 TostTo o

A34 Tyt TogtTe w s *
A35 TatTogt T2 * e

A36 TogtTigt Tost Tog > *
A37 TostTortTio * s *
A38 T, *
A39 Tost Tt Tyt Tort TogtTg = ek *

Tableau 11.2.2.22
Analyse des exercices du cours et d’application

L’analyse des exercices d’applications directetadeartie «Assimiler» se fait sur les

exercices suivants :

» Exercices n°5 et n°6.
» Exercices n°15 au n°21.
Par I'association des différents types de techmigaex taches prescrites et sont

récapitulés dans le tableau ci-dessous.
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Exercices Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix

E5 Tas ek

E6 Te ek

E15 Tis .

E16 Tir .

E17 Tio ek

E18 To ek

E19 Tos ek

E20 Tos ek

E21 T ek

Tableau 11.2.2.23

Analyse des exercices de développement des congasten

L’analyse des exercices de développement des cenget de la partie xévelopper

ses compétencespar I'association des difféerents types de temines aux taches prescrites

sont récapitulées dans le tableau ci-dessous.

Exercices Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
E4 Ts *
E6 Tiot Taot Tas b

Tableau 11.2.2.24

Analyse des exercices et des problemes

Cette partie comporte 16 exercices et problemeyiuliese.

L’analyse des exercices et des problémes et I'esmt des différents types de

techniques aux taches prescrites sont récapitdbiesle tableau ci-dessous.

Exercices Type de Taches Tech Sé Tech Sy Tech Mix
E2 TigtT1atTog * * *
E3 Tos *
E4 TigtTos * wx
E5 Te+Tio ek
E6 Tos * *
E7 Tar *

E9 LE *
E10 T x
E11l Tas x
E12 TostTos *k *
E13 TostTio * *
El4 Tas *
E15 Tas .
E16 TostTy ok

Tableau 11.2.2.25
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Conclusion de I'analyse du chapitre « Géométrie &taue »

L’analyse en terme catégorisation sémantique /aggnt/ mixte au niveau des
techniques mobilisables pour répondre aux diffé&réypies de taches et questions posées dans
les activités, exercices du cours, exercices deldppement des compétences et problemes
de synthese de ce chapitre montre que :

> Les différents types de taches proposées dansiieités mobilisent les différents
types de techniques.

> Les différents types de taches proposés dans Esieas d’application mobilisent
majoritairement des techniques syntaxiques. Lefnigques sémantiques et les
techniques mixtes ne sont mobilisables que dans ebegrcices.

> Les exercices de synthése contiennent des typetiates dont les types de
techniques mobilisables correspondantes sont aurtygte.

> Les technigues mobilisables dans les exercicegsepitoblemes de synthese sont
majoritairement du type mixte. En revanche, lehit@ques du type sémantique et
syntaxique sont peu présentes.

II. 2. 3. Analyse du manuel de la troisieme année s econdaire section
mathématiques :

Description du manuel

Le manuel de la troisieme année section mathéneatigu’enseignement secondaire
tunisien est composé de deux tomes. Le tome lagspasé de 14 chapitres et le tome Il est
composeé de 10 chapitres.

Ce manuel est conforme au programme déTé#hnée section mathématiques (Décret n°98-

1280 du 15 juin 1998).

Nous n’allons pas faire une étude exhaustive dmaeuel, puisque I'enseignement
des notions de fonctions polynomiales et ratiomsefappuie sur des outils et des techniques
qui font partie de I'analyse (limite, continuitéérivabilité, étude du sens de variations et
extrema etc.).

Nous remarquons que les problemes d’optimisatidesetésolutions graphiques des
inéquations, qui favorisent I'articulation des dbjenathématiques équations et inéquations a
deux variables, courbes et fonctions, qui d’'un pdi vue logique, favorisent I'articulation
sémantique / syntaxe, sont présents respectivedaTs la partie consacrée a I'étude des
fonctions du premier tome du manuel et plus préogssé dans deux parties des deux
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chapitres, dont le premier est consacré a I'étudesehs de variation et extrema d’une
fonction et le second est relatif a I'étude de<fmms polyné6mes du second degré.

Ainsi nous pouvons dire que la présence localeedeobjets mathématiques dans des
chapitres traitant des objets avec des outilsatealyse assure une articulation entre les objets

éguations / fonctions et courbes.
Conclusion de I'étude des manuels

L’analyse des trois manuels de mathématiques @&s niveaux de I'enseignement
secondaire tunisien montre que la prise en comgtiadiculation des deux points de vue
sémantique et syntaxique dans les résolutions ctest@s, exercices et problemes liés aux
traitements des équations, inéquations et fonctidégend du type de tache proposée.
Généralement, dans le traitement des activitéspdape dans les différents chapitres des
manuels scolaires, les difféerents points de vueaséique, syntaxique et mixte sont
mobilisables. En revanche, dans le traitement gesciees d’application et des exercices des
problemes de synthese, les techniques mobilisablesparfois d’'une dominance syntaxique
et parfois d’'une dominance mixte alors que lesnighes sémantiques sont remarquablement
moins mobilisées que les autres types de technigDes peut noter en outre que les
techniques sémantiques sont trés présents darstigges, les exercices et problemes des
deux chapitres sur les fonctions que nous avonlyss®a Ceci peut étre mis en perspective
avec ce gue dit Chevallard sur la nécessité degmomobiliser un point de vue sémantique
lors de I'étude des fonctions (cf. partie A, chagit). Enfin, en contrepoint, il faut souligner
le primat des techniques syntaxiques dans lesquisi «Développement des compétenses

des différents chapitres.
Conclusion du chapitre

L’analyse des programmes et des manuels scolaitegls nous a permit de voir
réellement l'articulation de ces objets mathémagsgdans I'enseignement tunisien et de les
confronter avec les différentes analyses logiguegpistémologiques enrichies par les
praxéologies mathématiques et en particulier lec fféche, technique). Cette analyse a
contribuée a mettre en évidence la prédominance telgsniques syntaxiques dans le
traitement des équations et des inéquations aamisgles problemes et des exercices qui sont
supposés congus pour développer les compétenceédestes. En revanche, I'introduction des

fonctions s’appuie essentiellement sur un trav@hantique ou les éleves sont appelés a faire
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des substitutions, des interprétations par la céhemsion du statut de limage et de
'antécédent etc.

D’un autre c6té, nous pensons que 'organisatiencth@pitres dans le manuel scolaire
de la deuxieme année sciences et technologie dforhhatigue montre clairement que
I'articulation entre les équations de courbes,deeprésentations graphiques et leurs rapports
avec le concept de fonction, n’est pas clairemapti@tée, dans la mesure ou les courbes
interviennent essentiellement comme représentatjaaEhiques des fonctions au programme.
Cette absence d’introduction des courbes commet @bjionome conduit les auteurs des
manuels a dénommer ces courbes uniquement pard&sipn "la courbe représentative de la

fonctionuntel'.
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Chapitre |
Etude de l'articulation syntaxe sémantique

aupres des éléves et des étudiants

Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons mispgortales objets mathématiques
d’équation, inéquation et fonction par l'interméckad’un outil logique qui consiste en
l'articulation des deux points de vue sémantiqueygitaxique au niveau du raisonnement
mathématique.

Ce faisant nous avons montré a travers cette danalyse que, d’'une part, I'aspect
syntaxique I'emporte le plus souvent sur I'aspéchantique dans les résolutions au niveau de
la transposition du savoir enseigné au savoir igner et ce, en ce qui concerne
'enseignement des équations et inéquations ettréd’apart, que I'articulation courbe /
eéguation est absente de l'introduction des fonstialgébriques au niveau du secondaire
tunisien.

Nous nous proposons a présent de poursuivre lef/sasadidactiques par la
construction d’'un questionnaire articulant les deoints de vue sémantique et syntaxique.
Notre objectif est de proposer des idées dégagéeavers l'analyse épistémologique et
didactique conduite dans la partie A, afin de ted& mieux cerner le rapport implicite des
éleves a l'articulation sémantiques et syntaxiques.

Cet objectif structure la mise en ceuvre expérimerga les analysea priori et a
posteriori du questionnaire. Ce questionnaire sepose de quatre exercices mathématiques
destinés a des éléeves du secondaire et des gagpasatoires aux études d’ingénieurs.

L'idée principale de ce questionnaire est d’intiogludes objets mathématiques,
croisant des écritures fonctionnelles et équatibesiet des résolutions graphiques, favorisant
a priori le recours a des aspects sémantiques de résoltous souhaitons ainsi pouvoir
repérer le point de vue mobilisé (sémantique outasygue) par les éleves dans leurs

résolutions d'une part et leur capacité a fairetaies changements dans les mises en
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fonctionnement des connaissances au hiveau d’'unemém de plusieurs registres de
représentation sémiotique.

En ce qui concerne la méthodologie suivie toutoeg Ide cette premiére investigation
didactique, nous avons tout d’abord justifié nosixlet notre stratégie dans I'élaboration de
ce questionnaire, en appui sur nos études de tee paret sur le point de vue de Robert
(1998). Nous avons ensuite conduit une analyseriori des difféerentes méthodes de
résolution attendues, puis une analgsposteriorides différentes réponses des éléves. Ces
analyses s’appuient essentiellement sur les caségjons logiques et praxéologiques,
enrichies par le point de vue de Duval (1988, 1968) a étudié les conditions cognitives
dans l'apprentissage. Enfin, pour savoir si la méji@n des réponses est homogene ou non
selon les classes, nous avons fait une analyse avathye des classes en fonction de la
catégorisation des différentes procédures mobgdipée les éleves.

Ce chapitre est composé essentiellement de deulegpata premiere partie est
consacrée a lI'analysepriori du questionnaire et la deuxieme partie aux anslgsaéponses

obtenues.

l. Analyse a priori du questionnaire

Préliminaire

Dans ses travaux de recherche en didactique deksématiques, Robert (1998)
propose des outils d’'analyse des notions mathénesiq enseigner au lycée et a 'université
qui sont, en quelque sorte, des réponses aux guesjilie peut se poser un chercheur sur le
niveau de connaissances, les contraintes et lasfispés en matiére des contenus, sur la
facon d’expérimenter.

Ces outils permettent au chercheur de prendre emptep dans ses analyses, la
spécificité et la complexité des notions mathém@sg a enseigner compte tenu des
programmes d’enseignement, des hypotheses sueiigresnent et 'apprentissage qu’il veut

mettre en jeu, et ce :

« ... que ce soit a des fins d’évaluation, pour demgymibstics ou d’élaboration de
séquences et de scénariogRobert, 1998, p. 142)

Dans notre travail de recherche, nous nous sompmsyés sur ces outils d’analyse
pour justifier nos choix et notre stratégie dagtaboration de notre questionnaire.

Nous allons dans un premier temps présenter briénemes outils d’'analyse que
propose Aline Robert pour éclairer certains de clogix dans I'analyse priori de notre

guestionnaire.
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Aline Robert propose des niveaux de mise en fonogment des connaissances par
les éléves relatifs a un niveau scolaire donnée Blippose que la disponibilité des
connaissances est intimement liée a l'organisati®s connaissances entre différents
registres ; ceci en accord avec des auteurs commonady (1986) ou Duval (1988,1993) et

définit trois niveaux de mise en fonctionnement.

v' Le niveau technique qui correspond a des misesoectibnnement des
applications immédiates de théoremes, propriétds)itions, formules etc.

v' Le niveau des connaissances mobilisables qui @mnes a des mises en
fonctionnements plus larges et dépassant les apipls simples des
propriétés, théoremes, définitions etc.

v' Le niveau de connaissances disponibles qui comespm fait de pouvoir
résoudre ce qui est proposé sans aucune indic&liemiveau est lié a une
familiarité importante, a la connaissance de sitnatde références variées que
I'éléve ou I'étudiant connait.

Concernant le niveau des connaissances mobilisallescrit :

«Dans tous les cas, ce niveau teste une mise etidonement ou existe un début de
juxtaposition de savoirs dans un domaine donnégwiibrganisation, il n’y a pas seulement
application simple, les caractéres outils et obje¢sivent étre concernés.(Robert, 1998, p.
166).

[. 1. Introduction

Cette étude permet de faire des hypotheses sardesels et les programmes a l'issue
d’un processus d’enseignement.

Bien que, pour une étude compléte du processusadspbsition didactique, cette
étude ne remplace pas I'étude de l'activité dedepseurs dans la classe (Chevallard &
Joshua, 1991 ; Arsac et al., 1992), nous faisdngpdithese que, en Tunisie, compte tenu en
particulier de ce qu'’il y a un seul manuel offigelur chaque niveau d’enseignement, I'étude
du savoir a enseigner nous permet de formuler gipsthéses suffisamment fondées pour

pouvoir les confronter directement aux connaissaet@ux savoir faire des éleves :

» H1 L'enseignement favorise peu le point de vue séiga@tet en conséquence le
point de vue syntaxique s’impose progressivemest giee les techniques sont

disponibles au détriment du point de vue sémantique
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» H2 Les programmes et les manuels scolaires favoripéuttt, la subordination
des courbes aux fonctions au détriment d’'une dafiicun « équation / courbe/

fonction ».

Nous essaierons de dégager dans quelle mesureeles aspects sémantique et
syntaxique cohabitent, lorsque les éleves du sem@ndont en situation de résolution de
taches liées a la manipulation des équations, atéms et fonctions.

Pour répondre a cet objectif, nous avons consirujuestionnaire composé de quatre
exercices mettant en jeu la manipulation d’écrguagébriques et plus particulierement des
éguations et des inéquations du premier et du sedegré a une et a deux variables réelles,
des fonctions linéaires, affines et trinbmes. Cestjonnaire a été présenté a deux groupes
d’éleves et étudiants

Le premier groupe est composeé d’éleves de deuxameée secondaire (16 a 17ans)
section sciences ayant étudié avec le nouveau matud’éléves de troisieme année
secondaire section mathématiques (17 a 18 ans)rudtudiés avec I'ancien manuel de la
deuxiéme année secondéire

Le deuxieme groupe est composé des étudiants dssesl préparatoires aux études
d’'ingénieurs qui ont obtenu leur baccalauréat 0626t ont passé ce questionnaire tout au
début de I'année universitaire 2006 / 2007, avaudgbut des enseignements universitaires.

En nous appuyant sur les travaux de Robert (19@8)'analyse des contenus a
enseigner et plus particulierement sur les analgsederme de niveaux de mises en
fonctionnement des connaissances par les éleves,avons pu faire une distinctianpriori,
entre les deux groupes d’éleves.

Le premier groupe d’'éléves est supposé avoiniueau techniquéqui leur permettra
de faire un calcul correct par la mise en jeu daglieations des théoremes, propriétés,
formules, etc. De plus, ces éleves sont suppogésde unniveau de connaissances
mobilisablespuisqu’ils peuventa priori, identifier un savoir a mobiliser méme s'il est
introduit dans un contexte particulier. Ce qui fignqu’il n’y a pas seulement des
applications simples mais des caracteres outil lgéto présents dans une situation de

résolution, et mobilisables par les éléves. En nelra, on peut faire I'hypothese que

% Le changement des manuels scolaires Tunisiensivaeau de la deuxiéme année secondaire a étéffeat
2003 conformément aux nouveaux programmes fixétagdar d’orientation du 23 juillet 2002.

0 «Ce motna pas a avoir a priori avec le mot « teicjue » utilisé par Y. Chevallard, 1995, pour déeries
pratiques ». (Robert, 1998, p. 165)
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'ensemble de ces éleves n'ont pas atteintniveau de connaissances disponibbps
correspond a une capacité de résolution de cestipreposé sans indications.

C’est ce dernier niveau qui fai priori, une différence entre le premier groupe
composé d’éleves du secondaire et le deuxieme greomposée d'étudiants des classes
préparatoires.

En effet, les éléves, arrivant en classes prégegatsont supposés avoir une aptitude
a aller chercher ce qui peut intervenir dans lalté®n des problemes liés a la manipulation
formelle des équations, inéquations et fonctionssqu’ils peuvent reconnaitre des situations
de références a ces problemes, tres variées.

Ce questionnaire a été réalisé dans quatre étiliggs tunisiens : Lycée Zahrouni a
Tunis, Lycée Pilote du gouvernorat de I'Ariana, égcsecondaire 7 Novembre Sakiet Sidi
Youssef au gouvernorat du Kef au nord ouest deutasie et a I'Institut Préparatoire aux
Etudes d’ingénieurs ElI Manar a I'Université TunisNEanar. Les enseignants et éléves du
secondaire, qui ont répondu a ce questionnairgenétaolontaires pour le passer hors des
séances d’enseignement, tandis que les éléves ldssex préparatoires ont passé ce
guestionnaire des la deuxieme séance de la preseenaine de 'année universitaire et au
cours d’'une séance d’enseignement du cours d’analys

Nous avons informé les enseignants de ces élevesatravail est destiné a savoir
comment les éléves tunisiens raisonnent dans asiexs d'algebre, et non pas d’évaluer les
enseignants eux-mémes.

La durée de passation était d’environ une heudemie pour tous les groupes.

Les éleves et les étudiants avaient pour consigeesravailler silencieusement et
individuellement. De plus il leur a été indiqué itje’st possible de commencer par n'importe

guelle question.

I. 2. Les objets mathématiques

L’analyse logique des objets mathématiques d’égnati’'inéquation et de fonction
gue nous avons conduite dans la premiere partiotte travail a montré que l'articulation
entre syntaxe et sémantique est également au ceellarticulation entre les registres
algébriques et graphiques (Duval, 1988, 1993 & 1996

De plus, rappelons que l'une des hypothéeses de m@vail de recherche était de
faire référence a la notion de conception sémaetide la vérité, relative a la théorie

élémentaire des modeles de Tarski (1936, 1944naous renvoie principalement aux notions
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de satisfaction d’'une phrase ouverte par un élénuentiésignation, et d’interprétation d’'un
énoncé dans un domaine de vérité.

Nos analyses des travaux de Tarski sur la distincéntre fonction a une seule
variable et relation, développées dans le chapitn@ontrent qu’'une équation traduisant une

relation de corrélation entre deux variables et eutpétre exprimée par une relation
fonctionnelle mettant en jeu une fonction ou deomcfions a deux variables que 'on peut
écrire sous la forme(x,y)=0 o&(x,y)=G(x,y) . Par contre, les analgsesnous avons

effectuées, au niveau des programmes et des masc@kEres, en terme de praxéologies
mathématiques développées par Chevallard (1989) Ed@%ppuyees par les travaux de Duval
(1988, 1993) sur la coordination des registres el@ésentations sémiotiques et par la
catégorisation logique en terme de sémantiquetasgnmontrent que I'articulation équation

/ fonction est peu exploitée et intégrée expliceem En outre, dans les programmes et les
manuels scolaires, les liens entre courbes / fonstapparaissent seulement sous la forme de
la dépendance des courbes aux fonctions, et I'oimooee pas a fortiori d’articulation entre
courbe / équation / fonction.

Les objets mathématiques que nous avons proposes leaguestionnaire sont les
éguations du premier et du second degré a unadeuwxainconnues réelles, les inéquations du
premier degré a deux inconnues réelles, les éaqusatle droites, les équations de cercles, les
fonctions trinbmes, les systemes d’inéquation demper degré a deux variables réelles, des
écritures ensemblistes, les systemes d'équatianpadant une équation du second degré, et
une équation du premier degré paramétrée ou ngartles systémes, ces objets font partie
explicitement des programmes de la deuxieme anedemseignement secondaire tunisien.
Les systémes d'équations et d’'inéquatidmaie nous avons proposés dépasaemtiori les
connaissances acquises par les éleves de la deu@gngée secondaire section sciences et
technologies de l'informatique. Par contre, ils tsoartainement connus par les éléves de

troisieme année.

I. 3. Choix des exercices

Dans ce paragraphe nous nous proposons d’explatitk justifier les choix que nous
avons faits pour construire les exercices que agaRS Proposés aux éléves. En annexe, nous
proposons une correction, a I'attention du lectderce questionnaire. Enfin, nous décrivons

le type de réponses et / ou de procédures de tiésol priori relatives aux questions

L Cependant, cet objet vivait avant dans le manadhdleuxiéme année secondaire section : Techeotmi
l'informatique qui a été mit en application durdes deux années scolaires 2004 / 2005 et 2005 6. 200
manuel ne fait plus partie des manuels de I'enssigmt secondaire depuis I'année scolaire 20067.200
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proposées dans le questionnaire.

Le premier exercice standard manipule des écrittmestionnelles et équationnelles
ou I'éléve est soumis a des déséquilibres au niwdmuses connaissances a cause des
changements de cadres et de registres, des chamgedee points de vue, des mises en
relation.

Nous avons également construit des exercices camtedes équations et des
inéquations a deux variables réelles, dont la ptugznt reconnues par les programmes et les
manuels comme les équations de droites, cerclesErtrevanche, nous avons introduit des
eénonceés qui incitent les éleves a faire certaimsmgbments dans les mises en fonctionnement
des connaissances, certaines adaptations damgtesémes, propriétés, certaines articulations
entre les connaissances, etc.

Dans ces exercices, nous supposons que ces camtaispeuvent étre reconnues par

les éleves puisqu’elles sont des extensions désnsaléja étudiées.

«On fait jouer I'hypothése, constructiviste et imtetionniste, que les éléves
donneront du sens a la notion car ils sont en pagcteurs de la construction de leurs

connaissances.» (Robert, p. 171).

De plus, il s’agit de problemes que les éleves mntrencontrer a de nombreuses
reprises dans l'année, sous différentes facettes,qui en faita priori des terrains
d’investigation familiers.

Indiqguons enfin que les exercices proposés favarise recours a des aspects
sémantiques qui peuvent faciliter les taches degesl Nous faisons I'hypothése que ceci
peut nous aider a repérer dans quelle mesure taspmantique est mobilisé par les éleves et
a voir I'effet éventuel du contrat didactique ses procédures de résolutions des éleves.

Dans ce qui suit, nous allons présenter les exas@coposeés en indiquant les grandes

lignes de nos choix didactiques et méthodologiques.

[.3. 1. Exercice 1

Le travail demandé au niveau de l'exercice N°1 hasa résoudre dandR
Iéquation : f(x)=g(x) ot f(x)=x>*-2 etg(x)=3x+2 puis de déduire les solutides
Péquation : f (x)=|g(x) .

Nous avons choisi de faire une entrée par desugesitfonctionnelles, pour amener

les éléeves a croiser les fonctions avec les équatians leurs procédures de résolution. Ceci

fait I'objet de la premiére question dans laquédke éleves sont appelés a articuler différents
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registres de représentations sémiotiques pour désographiquement et par le calcul
I'équation : f (x)= g(x) .

C’est en effet le passage des fonctions aux éqsatioi leur permettra de faire une
résolution algébrique et le passage des fonctiodsues représentations qui permet la
résolution graphique.

Nous avons introduit une nouvelle tache, dans leemimatériel des éléves, pour
répondre a la question qui consiste a résoudrdgrar méthodes, I'une par le calcul et l'autre
par le graphique, I'équation :f (x):g(x) , afin de voir s’¥®nt continuer a faire des
résolutions algébriqgues ou bien s’ils vont exploitette nouvelle tache et feront appel au
registre graphique pour entamer la résolution. €efcice est une activité tres particuliére
permettant diverses réorganisations dans laquede éleves ont une variété des
réinvestissements proposés. En effet, cet exerpieat provoquer desactivités de
décloisonnemeniRobert, 1998) mettant en jeu plusieurs cadresegistres pour une méme
notion ou plusieurs. Ceci nous permettra d’anticge le niveau de mise en fonctionnement
des connaissances nécessaires dans les résolattendues par les éleves. Les différents
types de réponses attendues peuvent nous aiddtra enéépreuve nos hypothéses de travail.
Dans les trois autres exercices, nous avons intrddférents types d’énoncés contenant des
éguations et des inéquations a deux variables falegions a deux variables, en vue de

mesurer a quel point I'outil sémantique est emplbg®s les résolutions.
1.3. 2. Exercice 2
L’exercice N°2:

« Représenter graphiquement I'ensemble des sotutiorsystéme suivant :

(S -x+3y-1<0
2x-y—-220

un énonce est diton standards’il dépassea priori largement les connaissances des
eleves.

Nous avons choisi de poser cet exercice pour \oies éléves vont faire des
changements de stratégies en tous genres et gtitswettre en relation leurs acquis sur les
fonctions affines et les notions d’équations catases de droites afin de pouvoir travailler
sur des écritures abordables, puisqu’ils sont ssggpatteindre un niveau technique leur
permettant de résoudre les systémes d’équatiopsetiiier degré a deux inconnues réelles.

Ce type de questions pourrait nous permetae,priori, d’expliquer certains
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phénomenes liés au contrat et au milieu didactieeplus nous faisons I’hypothese que nous
pourrons mesurer a quel point I'éléve peut se perenele faire une rupture du contrat
didactique et dans quelles mesures il peut expltEtenilieu dans une situation didactique et
s’efforcer a faire des changements dans la mismrtionnement de ses connaissances et
certaines adaptations a faire des articulations am@saissances dans une situation de

résolution.

[.3. 3. Exercice 3
«1) Soitd ={ M(x,y); x* +4x+y? -6y +9=0} et A={ M(x,y);4x+3y+9=0}
a) Déterminer la nature des ensemigles Aet

2+4x+y*-6y+9=0
b) Résoudre dan$R® le systén(é){x Xty ~by

4x+3y+9=0
: . 2+4x+y? -6y+9=0
2) Déterminer le nombre des solutions du sys@?{e)‘( Xty y ou ;
y=m
mOIR. »

présente un énoncé standard méme si nous avooduittdes questions qui semblent,
a premiére vue, non abordables par les élévesquars effet, nous avons présenté des
écritures ensemblistes, des systemes d'équatiahssetystemes d’équations paramétrées que
les éleves ne sont pas habitués a rencontrer.

Nous souhaitons observer si les éleves sont capatderéussir a organiser des
passages entre un cadre bien connu et un cadres rhi@n maitrisé car ceci nous semble
fondamental dans les stratégies adoptées pouivitéanathématique.

Nous avons proposé une premiére question qui derssigéterminer la nature de deux
ensembles, qui sont un cercle et une droite, aaiaés par une écriture ensembliste que les
éleves ne sont pas habitués a rencontrer. En dffes les manuels scolaires les droites et les
cercles sont introduits par leurs équations candss ou par une caractérisation littérale dans
laquelle on décrit une droite ou un cercle comnaatéin ensemble de points de coordonnées

(x,y) vérifiant une équation & deux variables bien direée. En revanche, nous pensons que

cette écriture ne perturbera pas les éleves, pisgant supposés capables de surmonter des
difficultés de traduction entre différentes écrsiqui sont généralement peu présents dans les
manuels, malgré leur pertinence pour la comprébarges notions.

Nous avons proposé cette premiére question en ‘\auwrd le champ des réponses
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relatives a la question 1.b que nous pouvons clamsdant que question provoquant des
activités de décloisonnementi sens de (Robert , 1998) qui consistent a metirgeu
plusieurs maniéres pour utiliser un outil de résotud’'un systéme d’équation que les éléves
ne sont pas habitués a résoudre, puisqu’il contimet équation du second degré a deux
variables réelles, dont une autre est bien conniggip’elle présente une équation du premier
degré a deux inconnues réelles.

Mais la encore, il s’agit d’'une organisation, queisi avons proposée, pour mettre les
eléves dans des situations de résolution afin pieree ce qu’ils vont mettre en ceuvre comme
outil pour répondre a la question.

Concernant la deuxieme question de I'exercice NfiZgnsiste a résoudre un systéeme
d’équations dont I'une est paramétrée mais aboeddbjectif de ce questionnaire ne
consistant pas a mesurer les capacités des élessasnanter certaines difficultés dans des
résolutions d’équations paramétrées complexes.

Cependant, la résolution de ce systeme d'équatexige une organisation des
connaissances ou I'éléve est appelé a changeridiedeovue ou de registre

Nous voulons voir jusqu’a quel point degré, le paia vue variabl€ est présent chez

les apprenants.
1.3 .4. Exercice 4

Pour terminer le questionnaire, nous avons proposéxercice (Exercice N°4) qui
consiste a articuler les fonctions et les équatanméquations a deux variables. Le but de cet
exercice est de déterminer I'ensemble des solutamge inéquation a deux variables réelles.

Cet exercice a été proposé aux deux catégoriegrdapes d’éleves de deux fagons
différentes.

En outre, nous pensons que le groupe d’éléves deiaiee et de troisieme année
secondaire auraient des difficultés pour résoudrérecttment I'inéquation :
(y—x)(y—x2+3x)>0. En effet, ce type de problémes exige un nivea aamnaissances
disponibles, c'est-a-dire de pouvoir résoudre ce esti proposé sans indications ; nous
pensons qu'il est peu probable que ces éléveseatria résoudre cette inéquation. Par
conséguent, nous avons introduit des questiond&upptaires pour faciliter cette résolution.

Par contre nous estimons que les éléves des clpeSearatoires sont arrivés a un

stade ou ils disposent des repéres et des acduisugs permettront de résoudre directement

2 |a capacité d'interprété dans un domaine d’'un tpdi vue logique et dans un registre d'un pointvde
didactique.
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linéquation (y - x)y - x? +3x)>0 .
Ceci nous a conduit a proposer cet exercice sawsfdemes différentes.
»  La premiére forme est adressée au groupe d’élavesabndaire comme suit :
Soient f etg les fonctions définies stR pair(x): X gled=x*-3x

Soient I'; etl"; les courbes représentativesfde g et wamspere orthonormé
direct [O, f]) .
1) Représentefl”, ef;, dansle repé&f,])

2)  Déterminer le signe da(x, y)=(y-x)y-x*+3x) dans chacun des cas ssivant

a) (xy)=(21) donc h(X,y).....covvrireiiiiieiiie,
b) (% y)=(13) donc h(x, y) .....................................
c) (xy)=(54)donc h(X,y)....ccooivrveiriiiiiiiieeee
d) (xy)=(-2-Ddonc h(X, y)..coeeviveriiiiiieiiiiiiece,
e) (xy)=(-1-2)donc h(X,y)....coorrriririirrierennn,
f) (xy)=(67)donc h(X,¥)....ccoovvirviiiiiiiiiiieine,

3) Placer, dan{o,f,]) , les poimsB,C,D,E & de coordonnées regeecti

(22), 3), (54), (-2-1), (-1-2) et(67) .

4) Déterminer, par le calcul ou graphiquement, l'erlsiemdes solutions de
linéquation : (y - x)y - x* +3x)>0 .

»  La deuxiéme forme est adressée au groupe d’éle@geslasses préparatoires de la

maniére suivante :

1) Représentel, e[, danslere e:Def])

2) Déterminer, par le calcul ou graphiquement, l'erlslemdes solutions de
linéquation(y - x)(y - x* +3x)>0 .

I. 4. Catégorisation des méthodes de résolutions ma  thématiques et
procédures des éleves
Dans cette partie nous allons décrire les diff@entméthodes de résolutions

mathématiques des exercices proposés dans leaqneste. Ensuite, nous nous proposons de
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décrire ce que nous attendons comme procédurespdases des €léves en nous appuyant
sur les analyses des programmes et des manuelstuéf dans le chapitre IV de la partie A,
qui nous permettront de pouvoir reconnaitre lesia@sances mises en jeu pour répondre aux
différentes questions proposées dans ce questiennai

L’énumeération des différentes variables didactiquektives a chague exercice, nous
permettra d’analyser les procédures de résolutattendues et de les catégoriser, suivant le
cadre théorique que nous avons choisi pour analgsgrogrammes et les manuels scolaires
tunisiens.

Nous allons exploiter les cadres théoriques suquiels nous nous sommes appuyes
pour analyser les programmes et les manuels sesla@n croisant les praxéologies
didactiques introduites par Chevallard, le pointvde logique et en particulier I'articulation
sémantique / syntaxe se basant sur la théorie atamede la vérité de Tarski et I'articulation
des différents registres de représentation sémiesigle Duval.

Ceci nous a conduit a codifier les différentes ésagle résolution de chaque exercice
en terme de technique sémantique, syntaxique, atendans un registre de représentation
sémiotique donnée.

Nous allons noter les techniques utilisées, quirespondent a des taches bien

déterminées, pat . Ces techniques vont étre indeo@ame suit 1., .4 . ;

Les indexesa,b,c,d,e etf correspondent a :

a correspond a ordonner les techniques employéesldaéasolution de I'exercice.

b correspond au numéro de I'exercice du questioanair

¢ correspond au numéro de la question dans I'ex&rcic

d correspond au type des techniques qui seront :iqiée «sé » si elle est

sémantique, gy » si elle est syntaxique et pat « i ebesest supposée mixte.

» € correspond a la classification de la technique ley#® dans un registre de
représentations sémiotiques. On notera le regisaghique par «grph  », le registre

numérique par «aunm  », le registre algébrique paig< , le segistre fonctionnel ou

analytique par «@anl  »...etc.

f correspond a une technique erronée employeeglavé.

I. 4. 1. Analyse a priori de I'exercice N1 :

Dans I'exercice N°1 :
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Soient les fonctions définies sik ~ parf (x)=x* -2  gf{K)=3x+2
1) Résoudre dan®k , par le calcul puis graphiquemé(lx): g(x)
2)  Déduire les solutions de I'équationf:(x)=|g(x)

Nous avons proposé une premiéere question qui dersisesoudre par deux méthodes, I'une
algébrique et l'autre graphique, une équation déotee f (x)=g(x) ouf(x)=x*-2 et
g(x)=3x+2.

Pour la résolution algébrique, différentes transftions algébriques conduisent a
I'équation équivalentex® -3x-4=0 . On peut ensuite faire ehppu bien au calcul du
discriminantA = (— 3)2 —4x1x (— 4): 25, qui est une technique syntaxiqu&@aot, , ...,
ou bien a la régle des coefficients qui peut étiless@e dans la résolution d’'une équation du
second degré a une inconnue réelle de la forae + bx+c=0 daret ce cas on est ramené

a deux sous cas :

1) Si a+b+c=0 alors les deux solutions de cette équation sctt” |
a
2) Si a-b+c=0 alors les deux solutions de cette équation sandt _L.
a

Cette regle est une technique syntaxique qu'orradte, , . ., -

Dans notre cas nous avors-b+c=0 ceci permet de conpligrdes racines sont
—let 4 et par suiteS, :{— 14} .

La résolution de cette équation peut étre faitdedgent soit suite a la détermination
d’'une racine remarquable, qui est une techniqueastque notéd, , , . ..., conduisant a
une forme factorisé€x +1)x—4)=0 , ce qui permet de déduirelemisolutions sont1 et
4 et par suiteSy :{—14} , Soit & une procédure qui consistlramer des valeurs a la
variablex , ce qui pourrait permettre de conclure kpresemble des solutions de I'équation
x*-3x-4=0 est Sy :{— 14} et ceci en se basant sur le fait qu'une équalu second
degré admet au plus deux solutions. Dans ce c#s petcédure est supposée comme étant
une technique semantique Notge , .. um-

L'équation f (x)=g(x) présente une égalité entre une fondtimdme d’'une part et

une fonction affine d’autre part.
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La résolution graphique de cette équation, esttaolke consistant a déterminer les

abscisses des points d’'intersection des deux mmiEfons graphiques des deux fonctidns
et g . Les représentations graphiques de ces decgkdon peuvent étre réalisées suivant trois

meéthodes ou techniques différentes qui consisteane :

1) Représentation ponctuelle par association de wal@éuda variable x  pour

déterminer la valeur correspondante ge , donnééaganction trindbme f et
de la fonction affineg qui est une droite. Nousomgtcette technique sémantique
par t5—1—1—sé—num '

2) Etude compléte des variations de la fonction trie6fn qui consiste a déterminer

son domaine de définition qui e$R et de démorgteelle est paire et par la
suite elle admet comme axe de symétrie 'axe ddenmées et de dresser son
tableau de variation ou elle sera strictement samite su[0,+oo[ et puisque
f(O): —2alors le poinS(O,—Z) est le sommet principal de la pa&ahde plus la
fonction affine g peut étre représentée par I'asgign de deux valeurs a la
variablex permettant de déterminer {e correspondaptr la suite les deux
points par lesquels passe la droite représergar@ette technique de résolution
est notée paty, ¢, oo
3) Représentation graphique de la parabole et de d#edpar leurs éléments
caractéristiques lus sur les équations. Ce quent\a dire qu’en se basant sur les
théorémes du cours du manuel de la deuxiéme arew@mdairé® on énonce

gue : « La courbe représentative dans un repehegohal de la fonction définie
sur IR par f(x) =x* -2 est une parabole ayant pour sommet e [5¢0,-2) et

pour axe de symétrie la droite d’équatier=0 ». Denméla représentation

graphique, dans un repere orthogonal, de la fomcgo est une droite de
coefficient directeur3 passant par le point de donnée:éo,z)”. Par la suite

une lecture graphiqgue permet de déterminer lestisokl de ['équation

3 La technique de représentation graphique est &eottans le manuel de la deuxiéme année sectiarcssiet
technologie de I'informatique tome Il a la page @Bnme suit : «a courbe représentative de la fonctidn

définie sur IR par f(x)=a(x-af + 4 est une parabole de sommsfa,3) et d'axe de symétrie la droite
d’équationx =a . »

™ Cette technique est énoncée dans le chapitre éesudonctions affines du manuel de la premiéraéan
secondaire Tunisien a la page 218.
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4)

f (x): g(x). Nous notons cette technique ALy —groh

Représentation graphique de la parabole et de diéedpar leurs éléments
caractéristiques lus sur les équations. Autrement eh se basant sur les
théorémes du cours du manuel de la deuxiéme arew@mdairé, on énonce
gue : « La courbe représentative dans un repehegwohal de la fonction définie
sur IR par f(x) = x* -2 est une parabole ayant pour sommet te [$40,—2) et
pour axe de symétrie la droite d'équatiarF 0 ». Cdpanh la représentation
graphique de la fonctioy  se fait par associatemnleux valeurs a la variabbe
pour pouvoir déterminer les coordonnées de deumtpalu repere par lesquels

passe la droite représentant la fonction affpe andce cas, nous notons la

technique exploitée par,_,_, g

La deuxiéme question consiste & déduire les solitie I'équatiorf (x)=|g(x) | il

s’agit d'une tache a laquelle correspondent desnigaes multiples de résolution. En effet,

réquation : f(x)=|g(x)] , qui s'écritx’ -2=|3x+2 , peut étre résolue paris méthodes

algébriques :

1)

On peut procéder par la détermination des valeassréels x pour lesquelles
x*-2>0, qui est une technique sémantiqug, , , ., . Ceci reveent
déterminer le domaine d’existence de I'équatiorb@n le domaine dans lequel
'équation a un sens que nous appelons en logidumivers du discours » qui
est dans notre cas:]—m,—ﬁjulﬁ,+m [ Ensuite nous pouvons proceder par des
transformations algébriques de type syntaxiquegendf_, , , ., . €t on a :

{xz -2=[3x+2

x>-220

. [x¥*-2=3x+20u x*-2=-3x-2 , .
eéquivalent a équivalent a
x*—220

x> -3x-4=0ou x(x+3)=0

x> =3x—-4=00u xX*+3x=0
x?-2=0

eéquivalent a
x*—220

o |x=-1loux=4o0ux=00ux=-3 | R
équivalent & |, équivalenta=-3 ou=4
x°-220

5 LLa technique de représentation graphique est é&eodans manuel de la deuxiéme année section ssiehce
technologie de l'informatique a la page 64 comnie:sulLa courbe représentative de la fonctidn définie sur

IR par f(x)=x2+ 8 estune parabole de somn®{0, 3) et d'axe de symétrie la droite d’équatior= 0. »
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2)

3)

. Ainsi 'ensemble des solutions &3, ={- 34}
Nous pouvons nous lancer dans des procedures aatiés par implication, qui

sont des techniques de resolution du tyRg., . ., , sans tompte de
I'univers du discoursD  ce qui revient a la résaintsuivante :x* —2 = |3x +2

alors (x*-2=3x+2o0ux*-2=-3x-2) alors k*-3x-4=0 ou
x2 +3x=x(x+3)=0] alors x=-3 oux=-1 oux=0 oux=4 puis par
substitution des valeurs trouvées des réels , tiamsation de départ, qui est

une technique sémantique qu’on noté&a._, . .m,» NOUS remarquons quel et
0 ne vérifient pas I'équation et par suite€3 4t  destseules solutions de
I'équation : x* -=2=[3x+2] .

Nous pouvons procéder par une étude du signe depréssion

3x+2si 3x+2=20
algébrique :3x+2 puistux+2|:{ 3+ 1220 Cette technique est

de type mixtet,y, 5y, oy Or3x+220 six= —% eBx+2<0 sj(<—§
Dans ce cas il suffit de résoudre les deux équasaivantes:
2 : 2,
X°=2=3x+2 Sl xX=2—-—:
3
x> -2=3x+2 équivalent ax*-3x—4=0 dont les solutions sont déterminées
par les méthodes décrites précédemment. Xetr1 xod r xzo—% donc
4 est I'unique solution.
2 - 2
X°=2=-3Xx-2 Sl Xx<—-—:
3
x?-2=-3x-2 implique que x?+3x=0 implique quex(x+3)=0 implique
que Xx=0 oux=-3 . Orx<—§ done-3 est 'unique solution.

Ces techniques de résolution algébriques sont aguies, puisqu’elles se basent
sur des implications et nous les notos ; , . . et lanigcie de contrdle
sémantique qui consiste a remplacer les valelils s Q@ui3 , pour déterminer
celles qui vérifient I'équation de départ, est eotg. ; ,_\ _,, -

Ainsi les solutions de I'équationx’ -2=[3x+2  sont3  dt et gaite
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Sk = {_ 3’4}'
4)  Larésolution de I'équationk’ —2=[3x+2  peut aussi étre fpiteI'exploitation

du graphique réalisé dans la premiere question.effet, la représentation

graphique effectuée dans la premiére question, gawir dans la résolution de

I'équation x? —2:|3x+2| . Dans ce cas il suffit de représentepgiquement,

dans le méme repéere orthonormé, dans lequel nowssaeprésenté les deux

fonctionsf etg , la fonctiodg| . La représentation gigpe de la fonctior‘g|

peut étre réalisée en conservant la demi-droiteésiiu dessus de la droite des
abscisses et de remplacer l'autre demi-droite pasymétrique par rapport a la

droite des abscisses. Nous classons cette méthodene& une technique

sémantique dans le registre graphidue , . .- Ensuite, la détermination des

abscisses des points d’'intersection des deux ceudpeésentatives des fonctions

f et|g| permettra de déterminer les solutions de I'dqoatx® —2=[3x+2 qui

sont -3 et4 . Cette lecture graphique est une tecknggmantique de type

t

11-1-2-sé-grph *

Apres avoir décrit les differentes méthodes mathigmes de résolution de cet
exercice, nous nous proposons d’étudier les diftéseprocédures de résolution qui peuvent
étre effectuées par les éleves.

Nous pouvons enregistrer les réponses d’éléeves ldagselles ils reprennent I'une
des techniques de résolution décrites ci-dessudegui permettront de pouvoir répondre
convenablement aux questions demandées. En ooiis, pensons que nous pouvons avoir
d’autres types de réponses qui ne méneront passa@ment au résultat qui peuvent étre
justifiées par une absence d’'un contrdle sémantigoe erreur de signe dans les opérations
de transformations additives et multiplicativese @nreur de calcul dans les substitutions, une
représentation graphique erronée, ...etc.

La tache de la résolution de la premiére questiomsrsemble abordable puisqu’
priori les éleves ont un niveau technique qui leur pdrmée mettre en jeu des applications
immédiates des théoremes, propriétés, formulesyi legrs permettront d’arriver au résultat
en exploitant 'une des techniques que nous vederd&crire ci-dessus.

Par contre, les procédures de résolution de la iélmex question peuvent étre

différentes des méthodes que nous venons de détnreus pensons enregistrer différentes
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procédures qui consistent arésoudre algébriqueéquation x> —2:|3x+ 2| par la
techniquety, , .., Ou la techniqug_,, . ., Sans avoir fait un contréle sémantique qui

correspond a la technique_, , s nm OU a celle dety, , , ., qui permettent de faire des

transformations qui ne préservent pas la satisfaatie qui conduit les éleves a avoir un
ensemble qui contient des éléments qui ne satigiast'équation de départ, donné par
{-3-104}, qui est différent de{-34} . Dans ce cas on notera mesédures par

t out

9-1-2-sy-alg-er 10-1-2-sé-alg-er *

I. 4. 2. Analyse a priori de I'exercice N2 :
L’exercice N°2 consiste a :

Représenter graphiqguement 'ensemble des soludiorsysteme suivant :

(S -x+3y-1<0
2x-y—-220

Dans cet exercice, la tache demandée aux élevedeestprésenter graphiquement

, . o,  y| —X+3y—-1<0 . R
'ensemble des solutions du systeme d’mequa(lﬁ SZx y-230 " Cette tache peut étre

effectuée de deux manieres :
1) La premiére consiste a représenter graphiguemerd da repére cartésien les
deux droites qu’on noter®, et D, d’équations respectivesx+3y-1=0 et
2x—-y-2=0. Cette représentation graphique peut étre effectp@r deux

techniques. L'une de nature sémantique qu'on notgga, . qui consiste a

substituer deux valeurs a la variablepour déterminer celles g¢e ou

inversement, pour placer les deux points de cocmélesl(x, y) dans le repere
cartésiens a partir desquels passera la premieite dd, et la technique sera la
méme pour construire la deuxiéme droi2,. La deuxieme technique de

représentation des deux droitBs et D, est mixte qu’'on note,_ , et qui

2-M-alg-grp
consiste a déterminer le vecteur directeur, dedmmées(— b, a) de chacune des
droites a partir de leurs équations cartésiennetaderme ax+by+c=0 et
ensuite on détermine la valeur gelorsquex est égale a zéro. Ce qui consiste a

placer le point dont I'ordonnée est a l'origine pule tracer la droite de méme
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direction que le vecteur directeur. Enfin, en notdnl'’ensemble des solutions de
'inéquation —x+3y-1<0 et S, I'ensemble des solutions de linéquation
2x—y-220. Si on remarque quéﬁ,O)DSl et (O,O)DSZ, qui est une technique

de contréle sémantique qu’on ndgez_séhgrph,

alors on pourra conclure qu& est
représenté par le demi-plan ouvert de b@&d ne contenant pa® et S, est
représenté par le demi-plan fermé de b&@rd, ne contenant pa®. Par suite
S=S§ n S, estreprésenté par l'intersection de ces deux-géams.

2) Ladeuxieme méthode consiste a faire des transfamsaalgébriques, gqu’on note

t qui consiste a transformer les inéquations afinsd ramener a des

4-2-sy-alg !
-x+3y-1<0
fonctions d’'une variable d’ou le systér(@ y devient équivalent a
2x-y—-220
(s) y 3 . Ceci nous amene a representer les fonctionseaffﬂﬁx)=XT
y<2x-2

et g(x)=2x-2 par des droites quon notdD, et D,et de déterminer
graphiquement les points dont les ordonnées stmfas au dessous des droites

D, et D,. On note cette procédure de représentation grapuert, , .. .-

Comme nous l'avons expliqué dans nos choix, nousnsague cet exercice dépasse
les connaissances des éleves et méme il estraita lu programme. Nous pouvons dire que
cet exercice exige un niveau de connaissances isati#<® et nous supposons que les éléves
sont capables de reconnaitre ce qu’est une équdtiopremier degré a deux (inconnues)
variables réelles, et ils peuvent procéder parédifites méthodes de résolution et en
particulier la résolution graphique qui est recomdee par les programmes et les manuels.
De plus, la résolution des systemes d’équationgsremier degré a deux inconnues réelles est
enseignée a partir de la premiere année seconefiles éleves onfa priori, acquit des
différentes techniques de résolution qui font ajpped différents registres de représentation.

Remarquons que ce type d’exercice peut étre rédgébriquement en s’appuyant sur
'étude des fonctions de deux variables qui ne fpats partie des programmes de
'enseignement secondaire et qui s’enseigne awanide premier cycle universitaire.

Ainsi, nous pouvons dire que, par rapport au nivées éleves et des étudiants qui

® Ceci a été expliqué au niveau de l'introductiorcdehapitre.
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forment notre population expérimentale, le seuil qui permet d’accéder a la bonne réponse
est du type sémantique du registre graphique.

Enfin, nous pensons que méme si cet exercice exigecertaine capacité de maitrise
des notions mathématiques, nous nous attendonsirad@s réponses utilisant des techniques
de résolution que nous venons de détailler précéan En outre nous pouvons avoir des

procédures du type :
» Des tentatives de représentations des droites afi@ms respectives x+3y-1=0
et 2x-y-2=0 qui correspondent a la technique sémantique . . Ces

tentatives peuvent s’arréter a ce stade puisqufenils ne disposent pas d’'un niveau
de connaissances disponibles.

» Des transformations algébriques qui consistentpiier x en fonction dey dans
I'une des inéquations en vue de faire une subistitutans I'autre inéquation puisque
le systéme(S) ressemble suffisamment a un ancien qui est uemsgst’équations.
Nous classons ces procédures comme des procegumtegigues erronées du type

t

5'-2-sy-alg-er *
* Nous pouvons enregistrer des procédures d’éleviesogsistent a placer des points
dans le repere dont les coordonnées vérifient ctispenent les deux équations

-x+3y-1=0 et 2x-y-2=0 sans, pour autant, avoir la solution finale. De@s

cas nous noterons ce type de procédure pac, ., -

I. 4. 3. Analyse a priori de I'exercice N3 :

Le contenu de I'exercice N°3 est le suivant :
1) Soit¢ ={M(x,y)OIR%: X2 +4x+y? —6y+9=0} et A ={M (x,y)0IR?4x + 3y +9 =0}
a) Déterminer la nature des ensemiglex A.

X* +4x+y? -6y+9=0

b)  Résoudre dantR?le systéme(S
Ax+3y+9=0

+4x+y° -6y+9=0 .
2) Déterminer le nombre des solutions du systé(@b%x x+y' -6y ; ou

mUIR.

Au niveau de la détermination de I'ensemigledes points du plan cartésien dont les
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coordonnées vérifient I'équatiox’ +4x+y* —-6y+9=0 et qui est représenté par un cercle
de centrel (— 2,3) et de rayorr =2 ; nous pouvons faire appel a deux types de techniques de
calcul qui consistent a.
1) Faire des transformations algébriques, par équivalence de I'équation:
x*+4x+y?*-6y+9=0 afin davoir une forme factorisée du type:
(x+2)° +(y-3)° = 2?qui permet de conclure la nature de I'ensemple Cette
technique est syntaxique algébrique que nous NAfONS ), -
2) Procéder par une technique purement syntaxiqueothaithe de I'algebre qu’on

note t qui consiste & mettre en lien la formé+4x+y*-6y+9= 0

2-3-la-sy-alg
avec la forme généralex® +y* +ax+fy+y=0 ol a=4,5=-6 et y=9 et

a2 ﬁZ

par la suite il suffit de vérifier que le coeffin'teT +T—y77 Soit strictement

positif  pour  déduire que ¢ est un cercle de centre

(-9 -Bl=i(-28)- (- 23) et de rayon
2 2 22
2 2 2 (_a)
r= a_+£_y:\/4_+ﬂ_9 =2. De plus nous avons choisi de la situer
4 4 4 4
comme une technique syntaxique puisqu’il 'y a g@sliscussion sur le signe de
0,2 ﬂZ

'expression T+T_y vu que les valeurs numériques des coefficients

a, ety sont données.

Concernant I'ensembl@ qui représente un ensemble de points du plansitamtéont
les coordonnées vérifient une équation du premagréla deux inconnues réelles de la forme

4x+3y+9=0 et dont la représentation graphique, dans un eegetésien, est une droite ;

sa nature peut étre déterminée par trois méthatfésedtes.

1) La premiére méthode consiste a rappeler que 'é@quatroposée fait appel a la

forme générale d’'une équation d’'une droitex+by+c=0. Cette méthode est

2 2 2
" Sinon, c'est-a-dire si% +'87 -y=0 (respectivemen% +
B

I (_%’_E) (respectivemenq serait 'ensemble vide).

ﬁz

2 -y<0) lensemble serait un point

Partie B : « Investigations didactiques » 157



Chapitre |

une technique de typg a partir de laquelle on peut conclure gueest

-3-la-sy-alg

: L . . ~[=Db -3
une droite du plan cartésien de vecteur dlrecu{tg J: v(4 ] passant par un

point A dont les coordonnées sont déterminées par sulmstitd’'une valeur a
'une des variablex ou y pour déduire I'autre. Comme par exem(ﬂb—B) dont
ces coordonnées sont déterminées aprés avoirtsigdd valeurO a la variable
x, dans I'équatiodx + 3y +9=0, pour conclure que I'ordonnég du point A
est égale a 3. Dans ce cas nous supposons que la rechercheale®inées du
vecteur directeur a partir de I'équation cartéseente la droite est purement
syntaxique et la recherche des coordonnées du peimiar substitution de la
valeur a la variable purement sémantique. Ceci gonduit a supposer que cette
technique de résolution est une technique algébrigumérique et graphique
mixte qu’on NOtety 5 1, v —aig-num-grph -
2) La deuxieme méthode consiste a effectuer des tnamafions algébriques sur

'équation 4x+3y+9=0 afin d’avoir la forme réduite de I'équation d’'udeoite
y:—%x—s ou —g représente le coefficient directeur de la droite-8 est

'ordonnée a l'origine. Don@\ est représenté par une droite passant par le point

. 4 , :
de coordonnee£0,—3) dont la pente es’chg78 et par la suite, cette technique
syntaxique de type algébrique est notge,, . .,. En outre, apres avoir obtenu

I'équation réduitey = —gx—3 de la droiteA, nous avons deux stratégies :

a) La substitution de deux ou plus des valeurs auxabkes x ou y peut encore
permettre de déterminer les coordonnées des pgmntesquels passe la droite
et par la suite nous pouvons supposer que cetteitpe est algébrique et

numérique mixte que Nous NOtoRS, 1,y _aig—num-

b) Déterminer les coordonnées d'un point dont I'ord@mrest a l'origine qui est

(0-3). Nous notons cette technique par ,, o, ;-

3) La troisieme méthode consiste a reconnaitre cergpeesente I'ensemble des

1
8 La pente serait représentée en suivant la dirediiovecteur directeur de coordonnEemJ
3

Partie B : « Investigations didactiques » 158



Chapitre |

solutions de I'equatiox+3y+9=0 en se basant sur la techniqye, ,, . .,

et de substituer deux valeurs aux variablesou y dans I'équation afin de

déterminer les deux autres valeurs conséquentedqouils dépendent) qui est
une opération purement sémantique et qui permgtiat®er deux points dans le
repére cartésien et de déduire que I'ensenmbleest représenté par la droite

passant par les deux points déterminés. Cette itpehrest de type mixte du
registre algébrique qu’on notemg ;.. v _aig-num-
La question 1 b) de la premiére partie de cet éemonsiste a résoudre le systeme

X* +4x+y? -6y+9=0

. Dans ce cas il s’agit d’'une tache qui exige un
4x+3y+9=0

d’équations (S){

niveau deconnaissances mobilisabl@®ur réussir la résolution. En outre, les techesgde
résolution sont variées et nous pensons que censgsi’équation peut étre résolu par quatre

méthodes.

1) La premiere techniqgue de résolution consiste aerefye la nature des deux
ensemblesy et A et a les construire dans une repére orthonorngiicpermet
par la suite de déterminer les coordonnées dedspdimtersection du cerclé
de centrel (— 2,3) et de rayonr =2 et de la droite et de la droite. Dans notre
cas { et A sont tangents et une lecture graphique précisengiga de

déterminer la solution du systéme d’équati()ﬁ)squi est le point de coordonnées

[_%EJ et par la suiteS_, ={[—%,§J:(‘ 3,6:L8)}- Nous notons cette

technique sémantique graphique pay_,, - gpn -

2) La deuxieme technique de résolution consiste aeopdes transformations

algébriques exprimant en fonction dey ou y en fonction dex dans I'équation

4x+3y+9=0, du systeme, qui s’exprime comme suit :
2 2 _ -
X2 +4x+y’ —6y+9=0 , ) X" +4x+y” -6y+9=0
(S équivalent a (S) 3 9
4x+3y+9=0 X=——y——
47 4
9 , 27 81

— Y+ y+—-3y-9+y’ -6y+9=0
)16y 8y 16 Y y

équivalent a (S équivalent a
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25 , 45 81 _
167 8716
(S) 3 9 Dans ce cas il suffit de résoudre ['équation
X=——y——
4y 4
5_65 2 %5y+213_61_0 qui est une équation du second degré a une ineorgalie

équivalente a25y* —90y+81=0 o0 son discriminenth =0 donc elle admet

une solution unique donnée pzyrz% et par substitution, par exemple, dans

I'équation : x = —gy—% nous obtenons = —_—;8. Ainsi le systéme(S) admet

comme solution dandR? le couple( 158,3 ( 36,],8) Cette technique

syntaxique et purement algebrique est n{ee;, . ., -

3) Une troisieme technique consiste a représentehgragment les deux ensembles
{ et A. Ensuite, une reprise des calculs algébriquesitd¢ci-dessus, dans la
deuxieme technique de résoluti(ﬁé) peut amener au résultat. Cette stratégie sera
supposée comme étant une technique mixte algébagugaphique que nous
NOtONSty 51 v aig-giph -

4) La quatrieme technique consiste a déduire que $oluton du systeme

2 2
X*+4x+y  —6y+9= o . : .
(S){ y By revient a déterminer l'intersection de la droffeet

4x+3y+9=0
le cercle{ . En outre, le graphiqgue montre geet { sont tangents et par la
suite, un calcul de la distance séparant le cehireercle{ de la droiteA, qui
est égale a2, permet de conclure. Ainsi une lecture graphiqeemet de
déterminer les coordonnées du point de tangenc& @¢ { . Nous notons cette

teChnlque patlo—s—lb—M -alg—-grph *

Concernant la deuxieme question de cet exercideansiste a déterminer le nombre

x> +4x+y*—-6y+9=0

des solutions du systeme d’ equatlc(ﬁs){ ou mUIR, les techniques

de résolution sont multiples.

Nous proposons dans ce qui suit les différentdmiqaes.
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1) La premiere technique de résolution est du typplggaie et consiste a interpréter
'équation y=m comme étant I'équation d’'une droite paralléle axé& des
abscisses et passant par le point de coordon((éaﬁ. C'est-a-dire que pour
chaque valeur associée au réel correspond une droite. En outre, I'équation
x*+4x+y*-6y+9=0 représente I'équation du cerclé, ,q . Ceci nous
conduit a procéder par une représentation graphique du cértbeit en faisant

varier la valeur du paramétme dansIR. Ceci correspond au déplacement de la

droite, parallele a I'axe des abscisses d’équatienm, suivant la direction de

I'axe des ordonnées. Cette procédure de résolution graphique permstaleser

les positions relatives de la droite d’équatipr m par rapport au cerclé et de
déduire graphiqguement les valeurs du réelpour lesquels la droite et le cercle
sont concourants en deux points d’intersection, un pointeddattion ou en
aucuns points d’intersection ce qui permet de déduire le nombreldésrs du
systeme. Ainsi une lecture sur le graphique permet de conclure que

. Si mD]l5[ alors la droite d’équatiory =m coupe le cerclef en deux points
dont leurs coordonnées représentent les deux solutions du e;(ﬁ)aret par la
suite, le systeme d’équation admet deux solutions.

. si m=1 ou m=5 alors la droite d’équatiory =1 et la droite d’équationy =5
est tangente au cercl¢€ au point de coordonnée(s— 2,1) ou au point de
coordonnéeq- 25) et par suite le systémiS) admet une solution unique pour
chaque valeur du parametre. Ainsi (S) admet une seule solution unique égale
a:(-21) sim=1eta(-25) sim=5.

. Si mD]—oo;I{D ]5,+oo[ la droite d’équationy =m ne coupe pas le cerclge d’ou
le systéme d’équations) n'admet pas de solutions.

Dans ce cas, la technique de résolution et du type sémantique geaphipra notée

t

11-3-2-sé-grph *
2) La deuxieme technique consiste a effectuer des résolutions algébriques qu

résument en une substitution de la variaplejui est égale an dans I'équation
x> +4x+y® -6y+9=0 qui devient par la suite une équation du secompéde

paramétrée enm et a une inconnue réelle. Cette transformationrddé
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syntaxique nous raméne a I'équation suivante+ 4x+m? -6m+9=0. Dans
ce cas, il sufft de procéder par un calcul du nfisiomant
A, =16-4(m? -6m+9) = ~20- 4m? + 24m = 4(~ m? + 6m-5) =[4(L- m)(m-5)]

A

ou le discriminant A, =4-m?+6m-9=-5-m?+6m= 2" (1-m)(m-5).

Ensuite, un contrble sémantique intervient a patér cette étape puisque la

reconnaissance du signe du discriminant est fondtatee dans la suite de la
résolution de I'équation x* + 4x + m* -=6m+9 = 0. En effet,

« Si A,>0 cest-adire si mOJ1H” on a deux solutions distinctes :

X:ﬂ:—2_£:—2—,/i1—miim—5iou
2 2
_4+\/_ \/_ =-2+,/L-m)(m-5). Alors le systeme(S) admet

deux solutions données par : (—2— 1-m m—5,m) et

-2+ -m)m-8).m).

. Si A, =0 c'est-a-dire sm=1 ou m=5 on a une solution uniqug=-2. Alors
le systéme(S) admet une seule solution égale ("ar:2,1) si m=1 et (— 2,5) s
m=5.

. Si A, <0 c'est-a-dire s'm[]]—oo,][ 0 ]5,+oo[ I'equation n'admet pas de solutions.

Dans ce cas de résolution nous notons cette taohipart,, ; , -, -

Ces différentes méthodes mathématiques de résolytimposées ci-dessus ne
décrivent pas nécessairement toutes les procédeareésolution que peuvent effectuer les
éléves. En effet, certaines réponses peuvent idtikaises celles que nous avons décrites ci-
dessus. En outre, nous pouvons enregistrer deagépa@ui ne meneront pas nécessairement
au résultat.

En effet, la tAche de résolution de la questionnbals semble abordable au niveau de
la détermination de la nature de I'ensemhle En revanche, les réponses, au niveau de la

détermination de la nature de I'ensemigle peuvent étre différentes de celles que nous

venons de décrire et nous pensons que nous poewoegistrer des procédures se résumant a

" puisqu’une étude du signe (ih— m)(m—5) permet de conclure ql(e— m)(m—5) <0 si mD]—oo,]{ O ]5,+00[
et que(l- m)(m-5)>0 si mD]lS[ et enfin (1-m)(m-5)=0 sim=1 ou m=5.

Partie B : « Investigations didactiques » 162



Chapitre |

des tentatives de factorisations partielles mettastvariablesx et y comme facteurs
communs dans I'équatior’ + 4x+ y* -6y +9=0 se traduisant par :

X2 +4x+y?-6y+9=0 équivaut a x(x+4)+y(y-4)-9=0 ou bien
x(x+4)+ y(y—4) =-9 et dans ce cas nous pensons que leurs procédures s’arréteront a ce
niveau puisque la factorisation ne fait plus apparaitre d’autres factaarauns. Ce type de
procédure peut s’expliquer par le fait que I'éleve essaye de se ramamefactorisation qui
le conduit & une forme « $\B=0 alors A=0 ou B =0 ». Dans ce cas nous, supposons que
leurs procedures sont de type syntaxiques erronées que noustatong ., -

Au niveau de la question 1 b) qui consiste a résoudre le syst&maeations

x> +4x+y* -6y+9=0 . . , .
(S{ y y , hous pensons que lorsque la technique algébrique de résolution

4x+3y+9=0

est employée, nous pouvons enregistrer quelques transformatiorsesropn ameneront les
éléves a trouver d'autres solutions du systeme et nous nototechegjues syntaxiques par
t8—3—1b—sy—alg—er '

Concernant la deuxiéeme question de cet exercice, nous pensons questhuprale

résolution basee sur la premiére technique sémantigye, ., .., Nous amene au bon
résultat sauf si la représentation graphique de départ des dewbkrss@énet A est erronée.

Dans ce cas, nous notons cette procéduret,par,_ En outre, si la procédure de

sé-grph-er *
résolution est basee sur la deuxieme technitue , \,_,,, une absence d’'un contrdle
sémantiqu&peut conduire les éléves & conclure que I'équatigh+4x+m? -6m+9=0

admet deux solutions données par= -2-,/(L-m)im-5) et x=-2+,/(L-m)im-5). Ce

qui rends les réponses erronées puisque le sys(ﬁ)ma admettrea priori, deux solutions
données par (—2— 1-m)m-5 ,m) et x=-2+,/(L-m)(m-5) pour toute valeur du réel

m. Ainsi, nous aurons un ensemble de solutions pouvonerdiondes éléments qui ne
satisfont pas le systén{és). Dans ce cas, hous supposons cette procédure de résolution est

une technique syntaxique algébrique erronée que nous refgns,,

-alg-er*

8 Sans tenir compte du signe du discriminApt.
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I. 4. 4. Analyse a priori de l'exercice N4 :. adres sé aux éléves du
secondaire

L'exercice N°4
« Soientf et g les fonctions définies suR par :f (x)=x et g(x)= x* - 3x.

Soient ', et I'; les courbes représentatives deet g dans un repere orthonorme
direct (Of]j
1) Représentef; etl dansle repéréo,f,ij.

2)  Déterminer le signe db(x, y)= (y - x)y - x* +3x) dans chacun des cas suivants :
a) (x,y):(2,1) donc (X, ¥) = .oveiie i
b) (x,y)=(13) donc h(X,y) = ..cevvviioeieii e,
C) (X,y)=(5,4)donc (X, Y) = oo
d) (x,y):(—2,—1)donc )
e) (x,y):(—l—z)donc h(X, Y) = oo,
f) (x,y)=(67) donc h(X,y) = ..coovveeiiiieicieiii e

3) Placer, dan{o,f,]j, les pointsA,B,C,D,E et F de coordonnées respectives :

(22). 13). (34). (-2-2). (-1-2) et (67).

4) Déterminer, par le calcul ou graphiquement, I'ensemble des solutiens d

linéquation : (y = x)y - x* +3x)>0. »,

Nous avons posé une premiére question qui consiste a représantenirdrepére
orthonorme direct, les courbes représentatiVgset I'; des fonctionsf et g définies
respectivement paf (x)=x et g(x)= x2 - 3x.

La représentation graphique est un type de tache pouvant étre effeqiaé
différentes techniques.

Concernant la représentation graphique de la fonctiorgui n’est autre qu’une
fonction linéaire, nous pensons qu’elle peut étre faite par différmtiesiques.

1) La premiere technique, notég, , . ..., consiste a représentéf comme étant
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la premiére bissectrice de I’ané@, i, ])

2) La deuxieme technique, notég_, .  .q-gon: SUPPOSE quel, représente

I'application linéaire f et par la suitd”, est une droite passant par l'origine du

—

repere (O,f,jj et par un point quelconque et différent de I'oregidont

'abscisse et I'ordonnée sont égaux.

3) La troisieme technique interpréfe, comme étant la représentation graphique
d’'une application affin® représentée par une droite passant par deux points
plus, dont les coordonnées sont obtenus par suibstitde deux ou plusieurs
valeurs différentes a la variable Nous notons cette technique pag_, o ag-gon -

4) La quatrieme technique se résume en une articalatitre équation et fonction a

partir de laquelle I'écriture fonctionnellé(x): X se transforme en une écriture
équationnelley = x ou - x+y=0 et par la suitel’, serait interprétée comme
une représentation graphique d’'une droite. Dansasesil’, est représentée par
'une des méthodes sémantiques que nous avond dédessus ; nous notons

cette technique mixte pat, ,, y_.q-gpn- EN revanche, si la technique de

représentation consistait a déterminer le vect@ecttur G(:a et de tracer la

droite ayant la méme direction quieet passant par un point dont les abscisses et
les ordonnées sont égaux. Cette technique est patesyntaxique et nous la
notons part5—4—l—M —alg—grph *

Au niveau de la représentation graphiquelge nous pensons que nous sommes en

présence de deux types de technigues :

1) L'une sémantique dans les registres algébriquagagthique, que nous notons

to-4-1-s6-aig-grpn» JUI CONSiste a représenter, point par pointplarlwe représentative
de 'y par une attribution de quelques valeurs a la labia pour déterminer son

image correspondante pgr et de placer les points de coordonnéeg(x)) dans

8 puisqu’'une application linéaire est un cas pditicaes applications affines que nous pouvong@sous la
forme : f(x) =ax+b=1x+0.
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2)

le repére orthonorm%@, f, ])

L'autre syntaxique du registre algébrique, notge,, ., .,, qui consiste a

sy-

reconnaitre que la forme, du ternggx) = x> - 3x, correspond & celui du terme

général g(x) =ax’+bx+c et qui peut sécrire sous la forme
— 2 N - .

g(x)=a(x-a)?+ B ot a et B sont deux réels et par la suite on conclut que la

représentation graphique de la fonctigest une parabole de somnﬁ(w,ﬁ) et

d’axe de symétrie la droite d'équatiorr a

La deuxieme tache dans cet exercice, qui est péepasix éleves du secondaire,

consiste a déterminer le signe de la fonction dex dariables réellet ne demandeg priori,

gu’'un seul type de technique qui consiste a sulestiies valeurs numériques proposées aux

variables. Dans ce cas nous notons cette techp@jug_, , . .,-..,- Par ailleurs, les valeurs

prises de la fonctio et leurs signes en ces points sont données par :

a)
b)
C)
d)
e)

f)

si (x,y)=(21) alorsh(x,y) = -3<0.

si (x,y)=(13) alorsh(x, y) =22>0.

si(x,y) = (54) alorsh(x, y) =6 >0.

(x y):( 2,— 1) alors h(x, y): -11<0.
si (x,y)=(~1-2) alors h(x,y)=6>0.

si (x,y)=(67) alors h(x,y)=-11<0.

En outre, la tAche demandée au niveau de la tnoésiguestion consiste a placer les

points A,B,C,D,E et F de coordonnées respectivéﬁ,l),(],B),(5,4),(— 2,—1),(—],—2) et

(67) dans le repére orthonor e()f]j Ceci exige une maitrise de la technique de

reperage des points dans le plan que nous noO{ONS . ;.-

La quatrieme question de cet exercice est uneiquaestiverte dans laquelle le type de

tdche demandé consiste a déterminer par un cag@brique ou par le graphique, I'ensemble

des solutions de linéquation(y - x)(y - x* +3x)> 0.

Pour répondre a cette question nous faisant appeleatechnique que nous notons

ti0-4-2-m-alg-gpn QUi CONSiste a considérer la droite d'équatipr x comme étant la courbe

82 Voir le manuel de la deuxiéme année secondairinsesciences et technologie de I'informatique iopage

65.

Partie B : « Investigations didactiques » 166



Chapitre |

représentativé , de la fonctionf et la parabole d’équatiory— x> +3x=0 ou y = x* —3x

et de sommeeg,—%j comme une courbe representativede la fonctiong .

Ce type de tache a été introduit dans la premiaestepn de cet exercice et ce pour
tenter d’enrichir le milieu objectif de I'éléve afqu’il s’en sert pour continuer la résolution.

Donc, I'; et se coupent en deux points dddtest I'origine du repere orthonormee
(O, f, ]) et un point de coordonnéé4,4). D’ou le plan est partagé en cing régions que nous

notonsP,, P,, P,, P, et P, (voir figure).
Sachant que la droitE,; partage le plan en deux demi plans dont le deam plivert
supérieur est celui des poirM(x, y) tels que :y - x>0 et l'intérieur de la parabolg, est

'ensemble des pointi (x, y) tels que y—x*+3x>0, Nous pouvons dresser le tableau

suivant :
Régions P, P, P, P, R
y-X . i ; ' .
y—x* +3x - + + - -
(y-) : - : - -
(y-x? +3x)

Par la suite, nous pouvons conclure que quelguéespoint M (x, y) du plan, nous avons

« (y-x)(y-x*+3x)>0 si et seulement 91 OR, O R,.
e (y-x (y—x2+3x)<0 si et seulement sV OP, 0P, O PR,.

En conclusion, 'ensemble des solutions de I'indquaconsidérée est I'ensemble des

couples(x, y) coordonnées des poinké appartenant &, O P,.
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Représentation graphique

22 { (x,y) IR h(x,y) = (y = X)(y = X +3x)> 0}

f(x)=x
g(x) = x* —3x

Figure I. 1

Nous venons de décrire la méthode mathématique&sidution de cet exercice. En
outre, NOUS Pensons que Nous pouvons enregisaetrel types de réponses d’éléeves qui ne
meéneront pas nécessairement a la bonne réponseréfesses peuvent étre erronées,
incompléetes, ... suite a une absence d'un contréieas@que, erreur de signe dans les
transformations ou les substitutions algébriques représentation graphique erronée etc.
Remarquons que cet exercice ne peut pas étre rd'smle maniere purement algébrique par
les éleves du secondaire et par des étudiantséfpuiteht leur premiére année a l'université.
En effet, ce type de résolution exige un niveaca®aissance qui permet d’étudier le signe
de la fonction de deux variablesh pour pouvoir résoudre Iinéquation
h(x,y) = (y—x)(y—x2 +3x)>0.

Nous allons essayer de décrire les procédurespd®ses qui peuvent étre suivies par
les éleves dans chaque question du questionnaire.

Ces procédures se résument en une stratégie dseaftion qui consiste a effectuer
un type de tdche non demandée qui consiste audagettude de la fonctiog. Dans ce cas

les techniques suivies seront décrites comme suit :

1) La premiére technique consiste a faire une anatiisecomportement de la

fonction g sur IR par une étude de sa monotonie se basant suriaigee du
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taux d’accroissement dans un tableau de variatiopermet d’avoir une idée sur

l'allure de la représentation graphique de la famcty et par la suite un tableau

de valeurs permet de représentBf. Nous notons cette technique par:

t6'—4—1—M —grph *
2) La deuxieme technique consiste a reprendre la premiechnique tout en

calculant les limites de la fonctiog au voisinage det « . Cette technique est

NOtEe gy 1y grpn-

3) La troisieme technique se résume en une étude dariation de la fonctiorg
par un recours au calcul de la dérivée de la fonctj appuyé par un calcul de

limites au voisinage deto . Cette étude serait suivie par un tracé de la

représentation graphique de la fonctigna partir d'un tableau de valeurs. Cette

technique est du typg._,;_y ani-aig—gron -

Remarquons que nous avons indexé le type de tamwigarM parce que nous
supposons gu’elles sont mixtes puisque la prem@menique exploite un calcul du taux de
variation qui est une technigue syntaxique du d¢atgebrique, alors qu’un calcul du de la
dérivée et des limites aux bornes est une techsiguetaxique du domaine de l'analyse. En
outre, les représentations graphiques de la famaigent la technique d’association de
guelques valeurs a la variable pour remplir une@bl de valeurs permettant de placer

quelques points d€,. Dans ce cas nous allons affecter ces technicaebimdice «er» si

'une de ces technique syntaxique employée esnéeroEn outre, ces techniques seront
affectées par l'indice inc » si la représentation graphique n’a pas été éalis

Au niveau de la deuxiéme et la troisieme questimmys pensons que les taches
demandées aux éleves sont des taches routiniéisgufune substitution, une détermination
d'un signe et un placement de points dans un repgh®mnormé, ne demandent pas des
techniques aussi avancées que I'on pense. Doncsupp®sons que la technique qui peut étre
exploitée est celle qui a été décrite ci-dessus.

Concernant la quatriéeme question, nous pensonsllguiepasse largement les
connaissances des éléves de la deuxieme annéelaigemection sciences. En revanche, elle

fait partie du programme de la troisieme annéersigioe section mathématiques et en plus
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elle figure parmi les activités élémentaires dursalu manuéf.
Nous pensons que la variable niveau est un fadteluant sur la variété des
procédures de réponses des éléves qui sont jastiigr plusieurs techniques.

1) La premiere procédure, que nous notops., . .., CONsiste a affecter le signe

de h(x,y) & chaque point de coordonnéfsy) données dans la deuxiéme
guestion (voir figure ci-dessus). Ceci peut inddireonclure le signe db dans

chaque région délimitée pér etrl.

[l

h [
g - o
s

o
SR

O
R

10-9 -8 7 -6 -5 -4 3 -2 gl

o

N

7

Fig I. 2 Representation graphique

Figure I. 2

2) La deuxieme procédure se résume a des tentativessdRition algébriques qui
consistent a développer le premier membre de Kiagqgn afin d’avoir une forme
reconnue d’'inéquations qu’ils peuvent résoudre. Naotons cette technique par
t9

+4-2-sy-alg PAICE QUe nous pensons que ce type de procéduremera pas a

priori au résultat puisque ces éléves n'ont pasiggs techniques de résolution
algébriques de ces inéquations a deux variablefoqtipartie du programme de

'enseignement universitaire.

8 Cours de I'ancien manuel de la troisiéme annéersksire qui était en application jusqu’a I'annéelaice
2006 / 2007 page 178-180.
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3) La troisieme procédure consiste a interpréter dogagment le signe des deux
expressionsy — x et y-x*+3x et de conclure a partir du produit des signes que

la région dans laquelle la I'inéquation est vérifiee RSl P,. Nous notons cette

technique patg_45_s¢ grph -

I. 4. 5. Analyse a priori de I'exercice N4 : adres sé aux étudiants des

classes préparatoires

Le contenu de I'exercice adressé aux étudiants des classes préparatoiras\esitie
Soient f et g les fonctions définies sur par :f (x)=x et g(x)= x - 3x.

Soientl’; et I'; les courbes représentatives deet g dans un repere orthonormé
direct (Of])
1) Représentef, et dansle repéréo,f,jj.

2) Déterminer, par le calcul ou graphiquement, I'ensemble des solutiens d

linéquation (y - x)y - x? +3x)>0.

Comme nous venons de le remarquer au niveau du choix de nomatijématiques,
nous estimons que les étudiants des classes préparatoires sgig armin stade ou ils
disposent des repéres et des acquis qui leurs permettront de résoudremdirect
'inéquation : (y—x)()/—x2 +3x)>0. Pour cela nous n’allons pas reprendre les analyses
priori que nous avons décrites ci-dessus et nous supposons que damglyiri de la
premiére et la quatrieme question de I'exercice N°4 proposé aux éléeves ddasere@st
similaire a celle que nous avons décrite ci dessus. Surtout queekstsogs 2) et 3) ne jouent

pas le réle d’indicateurs pour la question 4.

ll. Analyse a posteriori du questionnaire

Nous menons a présent une analygmsteriorisur un corpus constitué dd3 copies
d’éleves de deuxiéme année secondaire section sciences et technoldgiomeatique,
troisieme année secondaire section mathématiques et des classes préparatoires.

Nous avons trois classes de deuxieme année secondaire section sciEutemletyie
de l'informatique , deux d’entre elles font partie du Lycée Ezzahroaniaddirection

régionale de Tunis et du Lycée secondaire Sakyet Sidi-Youssafdigettion régionale du
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Kef au nord ouest de la Tunisie et la troisiemeuastclasse du lycée pilote de I'Ariana. Cette
classe pilote est composée d’éleves lauréats quiéassi le concours national de la neuvieme
année de I'enseignement de Basn ayant les meilleures moyennes, ce qui leurrmipe
d’étre admis dans ces lycées pilotes.

Les classes de troisieme année secondaire sectnématiques font partie des
mémes lycées secondaires d’Ezzahrouni et de S8igieYoussef.

Enfin, la classe préparatoire spécialité techneldgit partie de I'Institut Préparatoire
aux Etudes d’Ingénieurs de I'Université de Tunid/anar ou ces étudiants sont admis dans
cet institut suite & un concours d’orientation guestcalauréat avec des scores tres élevés ou
leurs moyennes générales au Baccalauréat tunigr@mt entre treize et dix sept sur vingt.

Remarquons que nous avons réussi a passer ceogueste dans ces établissements
puisque nous connaissons des collegues qui enséidars ces établissements et qui étaient
volontaires pour le faire passer aupres de ledrgeél et en dehors des heures prévues pour
I'enseignement.

Concernant le déroulement de ce questionnaireemsgignants du lycée pilote de
I'Ariana et ceux du lycée secondaire de Sakyet 3Bmlissef ont réussi a s’organiser, avec
ceux de leurs éléves volontaires, pour passer éstiqunnaire un vendredi a quatorze heure,
qui est une mi-journée de repos pour ces éléves.clatre, les enseignants du lycée
Ezzahrouni, se sont organisés avec leurs élévemtailes pour passer le questionnaire un
dimanche a onze heure du matin.

La surveillance de ce questionnaire a été assumeeqgs enseignants ; de plus les
éleves étaient répartis dans des salles de classéls sont deux par table. Nous avons
demandé aux enseignants d’expliquer aux élevessqouvaient commencer par n'importe
guelle question et que la durée du test est d’eneehtrente minutes.

Le déroulement du test auprés des éléeves du seporadate realisé aux horaires et

dates suivants:

v Le vendredi 14 avril 2006 a 14 heure pour les ééleela classe de deuxieme année
secondaire section sciences et technologie deotimdtique du lycée secondaire
Sakyet Sidi Youssef.

v’ Le vendredi 21 avril 2006 a 14 heures pour lesedléle la classe pilote de deuxieme
année secondaire section sciences et technolodiiefdematique du lycée pilote de

I’Ariana.

8 équivalent des classes de quatriéme en France.
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v Le vendredi 21 avril 2006 a 14 heures pour la elafs année secondaire section
mathématiques du lycée secondaire Sakyet Sidi fuss

v Le dimanche 23 avril 2006 a 11 heures pour leseéléles deux classes de deuxiéme
année secondaire section sciences et technologienfdematique et de troisieme
année secondaire section mathématiques du lycéeredare Ezzahrouni a Tunis.

v Le mardi 19 septembre 2006 a 13 heures et 30 nsimater les étudiants des classes
préparatoires.

Remarquons que nous avons fait passer nous-mémeestonnaire aux étudiants des
classes préparatoires. D’un coté les éléves desedale quatriéme année secontfagtaient
pris & partir de la deuxieme semaine du mois d'gar les examens du baccalauréat des
activités sportives et le bac blanc, aprés lesqielarrétent leurs cours pour entamer la
période de révision. D’'un autre cO6té, nous estimquoe le groupe éleves des classes
préparatoires est un échantillon assez homogerisqumi les étudiants ont d’assez bons
résultats.

L’'analyse des143 copies rendues du questionnairenesiée a partir des grilles
d’analyse construites dans le cadre de I'anabys®iori. Les grilles ont été préalablement
remplies apres lecture et classification des diffés types de réponses écrites dans les copies
étudiées. Précisons que nous avons exploité quelmpmes d’'une maniere progressive dans
notre rédaction, en ce sens que nous les avorgréet® dans les annexes et qu’elles seront
référées dans notre texte au cours de I'exploitapiartielle des questions. Les différentes
guestions issues de I'analysepriori organisent notre lecture et nos commentaire de ces
différents éléments.

Dans toute la suite QP2, QS2, QZ2, QS3, QZ3 et @&Signent respectivement les
guestionnaires adressés aux éleves des classesixiérde année sciences du lycée pilote de
I'Ariana, classes de deuxiéeme année sciences dee I@akyet Sidi Youssef, classes de
deuxieme année sciences du lycée Ezzahrouni, sladse troisieme année section
mathématiques du lycée Sakyet Sidi Youssef, clasdestroisieme année section
mathématiques du lycée Ezzahrouni et classes ptépar technologie de I'lPEIM de
I'Université de Tunis El Manar.

Les classes QP2, QS2, QZ2, QS3, QZ3 et QPT sostittares respectivement @&,

29, 27,17, 13 et 32 éléves.

8 L'équivalent des classes de terminales en France.
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II. 1. La méthodologie suivie dans la classificatio  n des différentes
réponses des éleves et des étudiants

Nous nous intéressons principalement aux quespiosées dans notre analygspriori
a propos de l'articulation sémantique / syntaxesdanrésolution des problemes liées a des
manipulations formelles des équations, inéquatemnfonctions au niveau de l'algébre du
secondaire.

Nous reprenons dans un premier temps, une analgsallée des différentes
procédures de résolution a partir des productiorigeé des éleves que nous associons ensuite
a la catégorisation issue de I'analgspriori du questionnaire.

En ce qui concerne la méthodologie du recueil demées, nous avons classé chaque
type de procédure correspondant a un type de tobme résolution en trois sous catégories
dans lesquelles nous précisons si une procéduredpqui est associée a une technique bien
déterminée, était exacte, incomplete ou erronée.

Or, l'objectif principal du dépouillement des réses des éléves associées aux
différentes questions du questionnaire n'est pasalyser la nature des réponses (exactes,
incomplétes ou erronées) mais de repérer le typa tzhnique mobilisée associée a chaque
type de tache demandé. Ainsi, nous avons croisipes de techniques mobilisées en termes
de sémantique, syntaxiques et mixtes avec la naeseréponses qui peuvent étre exactes,
incomplétes et erronées en vue de dégager dedatésuaiettant en rapport le type de
technique mobilisé avec la réussite ou I'échec dangeponse aux différentes questions
proposeées par le questionnaire.

Ensuite, nous avons regroupé les trois sous cadsgate réponses « exacte,
incompléte ou erronée » en un seul type de teckn@udans ce cas nous ne tenons plus
compte de la réussite dans la réponse a la questiais du type de technique dans un
registré® bien déterminé choisi par I'éléve pour répondoaaque question.

Ce regroupement nous a permis de classer les dalifffs techniques exploitées,
réellement, en treize types tout au long du questioe.

Nous avons numeéroté ces techniques de un a treileefdcon suivante :

= Technique syntaxique du registre algébriqae t, .,

= Technique sémantique du registre numérige 1t

sé-num

= Technique sémantique du registre graphig8e 1. 4n

8 Au sens de Duval (1993).
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= Technique syntaxique du registre graphigqde::t,, .,

= Technique mixt¥ du registre graphique5 : i —groh

= Technique mixte du registre algebriqué : t,, _,,

= Technique mixte des registres algébrico-graphiqtie t,,_.,,_q.n

= Technique mixte des registres algébrique, numersggeaphique 8 : ty, . rum-gpn
= Technique sémantique des registres algébriqueneémague :9 : te ,4-num

= Technique mixte des registres algébrique et numérido : t

M -alg—num

» Technique sémantique des registres algébriqueaphmgue 11 : ty ,5-gon

* Technique mixte des registres analytique et grajghid2 : ty _,,_qn

» Technique mixte des registres analytique, algébriget graphique :13:

tM —-anl-alg—grph

Les non réponses et les autres types de réponseseties qui ont été prévues dans
I'analysea priori ont été codées respectivement paret 88%.

Pour vérifier I'hnypothese que I'enseignement faserpeu le point de vue sémantique
et gu'en conséquence le point de vue syntaxiquepese progressivement dés que les
techniques sont disponibles; nous avons regrowgpéifiérents types de techniques, articulant
registres et catégorisation logique en terme deas@que et / ou syntaxique, décrites ci-
dessus, en trois composantes principales qui sonamstique, syntaxique et mixte dans les
résolutions et les traitements de nos objets d&tuehsuite, nous avons croisé notre
catégorisation logique en termes de sémantiqueéasgue et mixte avec celle des registres
de représentation sémiotique développée par Duvaiue de voir si cette derniere absorbe
totalement notre catégorisation ou pas, tout ag ldes réponses relatives aux questions
proposées dans les exercices du questionnaire.

Nous espérons, a travers ces types de regroupemamit,des éléments indicateurs
concernant les liens entre l'articulation syntakes@mantique d’'un point de vue logique et
celle de l'articulation entre les différents reggst de représentation sémiotiques (Duval,
1993).

87 Rappelons que la mobilisation des deux points de sémantique et syntaxique correspond au type de
technique mixte.

¥Des exemples d’autres types de réponses se trodaestles annexes pour chaque type de tAche duéfec
dans le questionnaire.
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Tout au long de ces questionnements nous avonsi ahianalyser led43 copies des
éléves sans tenir compte de la variable niveagldess et des étudiants auprés desquels nous
avons passeé notre expérimentation. Ceci s’expligude fait que nous voulons voir comment
ils mobilisent les deux points de vue sémantiqugyetaxique dans les résolutions sans tenir
compte du niveau.

Dans un deuxieme temps, nous avons décidé deuairegroupement des différents
types de réponses, en tenant compte de la varidbéau des éleves par rapport a la
mobilisation des techniques de résolution en terdegesémantiques et syntaxe. Ce qui nous
permet de mesurer linfluence de la variable niveau les procédures de résolution des
eléves qui peut nous fournir des éléments indicatsur la mobilisation des techniques
sémantiques et syntaxiques en avanc¢ant dans lescurs

II. 2. Analyse des différentes procédures des éleve s et des
étudiants

Le questionnaire a été réalisé auprés des élevesldsses de deuxiéme année de
'enseignement secondaire section sciences, tnogs@nnée secondaire section mathématique
et aupres des étudiants des classes préparatasedonnées recueillies sont regroupées dans
différents tableaux statistiques que nous présenttans chaque question relative a un

exercice bien déterminé.
[I. 2. 1. Outil d’analyse statistique des donnéesr ecueillies

Dans ce paragraphe, nous justifions le choix ddtil'@’analyse statistique que nous
utilisons pour analyser nos données.

Rappelons que dans I'une de nos hypotheses énoagédsbut de ce chapitréi()
nous supposons que l'enseignement favorise peuolat ple vue sémantiqgue et en
conséguence le point de vue syntaxique s'imposgr@ssivement des que les techniques sont
disponibles.

Nous faisons I'hypothése que les réponses et ¢bmitgues mobilisables de la part des
éleves et des étudiants des classes préparatoimegtve différentes le long du questionnaire.
Ainsi, nous pouvons dire que chaque éléve d’'ungseldien déterminée qui a un niveau bien
précis procedera priori, par la mobilisation de différents types de teqhes par rapport a
un autre éleve qui peut étre d'une méme ou d’'utre alasse.

Dans cette expérimentation, nous sommes en présiendeux variables qui sord,
priori indépendantes. Ces variables sont le niveau dee<ld'une part et les techniques

mobilisables que nous avons décrites dans I'analyseri d’autre part.
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En ce qui hous concerne, nous retenons les cisgedaauprés desquelles nous avons
passé ce questionnaire et qui représentent labl@nmveau d’'une part et nous classons les
techniques mobilisées, qui représentent la deuxi&ar@able, en trois sous catégories
sémantique, syntaxique et mixtes d’autre part.

Nous utilisons le test de Khi deux, intégré dankdgciel statistique SPSS, puisqu’il
est un questionnaire d'hypothése qui permet dertast relation de cause a effet entre deux
variables qualitatives, qui sont dans notre casileau et le type de procédures, dont les
données sont exprimées en termes de fréquences.

Notre objectif est de déterminer la probabilitthdépendance des 143 éleves des cing
différents niveaux d’enseignement par rapport afrémuence des types de techniques
mobilisées pour répondre a chaque question propdases le questionnaire. Nous prenons
compte, lorsqu’on interpréte le résultat du Khixjede la valeur de la sensibilité a ce qu’elle
soit inférieur a 5% pour que le lien d'indépendasod statistiquement avéeré. Ce test est
appligué a la fin des analyses descriptives etcdasmentaires que nous menons dans chaque
guestion. Enfin, remarquons que l'outii SPSS noesmet, en plus, de déterminer les
histogrammes représentant les résultats et d’irdenp graphiquement si la sensibilité est

significative ou pas.
II. 2. 2. Analyse de I'exercice N1

L’énoncé mathématique de I'exercice N°1 est le aniiv

« Soient les fonctions définies sIR par : f (x)=x? -2 et g(x)=3x+2.
1) Résoudre dan#R, par le calcul puis graphiquement (x): g(x).
2) Déduire les solutions de I'équatiorf (x)=|g(x). ».

Il faut rappeler tout d’abord que le type de taches proposées aux élevedeslalui
des directives des programmes et des manuels scolaires. En effet|ugorésdgébrique et

graphique de I'équatiorx® -2 =3x+2 sont des types de taches classiques. En plus, la
deuxiéme question, méme si elle exige un point de vue sémantigoieeau du signe de
I'expression x> -2, est une tache qui ne demande qu’'un niveau technique de mise en

fonctionnement des connaissances que nous avons détaillé dansd'araigsi.
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II. 2. 2. 1. Analyse des réponses pour la résolutio n algébrique de

I'équation x*-2=3x+2

En ce qui concerne la résolution, par le calculJaderemiere question nous avons
eénoncé, dans I'analysepriori, que nous avons quatre types de techniques detiéaadont
deux sont du type syntaxique du registre algébrajles deux autres sont du type sémantique
du registre numeérique.

L’examen des réponses db43 éléves et étudiants au sujet de cette premiergtiqne
(Q1) montre, tout d’abord, que tous les éleves@mbndus a cette premiere tache qui semble
étre une tache routiniére. Nous avons enregisGé&éponses d’éleves parmi 14¢l3, soit
environ 392% de la totalité qui exploitent la technique du tygpstaxique qui reléve du

registre algébrique, notée dans l'analgseriori par t,_,_,_ dont 50 réponses étaient

sy-alg ?
correctes, aucune réponse incompléeté eéponses qui étaient erronées (cf. Annexe. B-I. 4.
1. p.50-51).

Le deuxieme type de technique syntaxique relevanedistre algébrique, notée dans

'analysea priori par t, a été retrouvé dang9 copies d’éleves et étudiants, soit

sy-alg !
55,2% de la totalité des copies ou toutes les réponsésné exactes (cf. Annexe. B-1. 4. 1.

p.52). Par contre, le pourcentage des réponsegpdesémantique est remarquablement faible

et seuls2 réponses étaient exactes 4di3 éléves et étudiants, soit envirdd@% . Ces deux
réponses étaient du type sémantique du registrémgme, notée, ,_, .. .., (Cf. Annexe. B-

l. 4. 1. p. 53). En revanche les techniques séupaggi du registre numérique du type

t,4-senum» QUE NOUS avons développé dans I'anatypeori, étaient totalement absentes.
Notons enfin que les autres types de réponsesétaienombreb, soit 4,2% de la

totalité des copies (cf. Annexe. B-Il. 4. 1. p. 54).
Les résultats des réponses des éleves et desrdtudancernant cette question sont

présentés dans le tableau récapitulatif ci-dessous.
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Effectif Pourcentage
t1—1—1—sy—alg —exacte 50 35 ’ 0
t1—1—1—sy—alg —erronée 6 4-2
t2—1—1—sy—alg—e><acte 79 55,2
t3—1—1—sé—num—exacte 2 1,4
Autre type de réponse 6 4,2
Total 143 100,0

Tableau 2.2.1.1

Le croisement des catégories logiques de réponsedemnes de sémantique

syntaxigue et mixtes avec le type de réponses exaictcompléte ou erronée montre que les

procédures sémantiques sont toutes exactes mémlesine sont que. Par contre les

procédures syntaxiqgues dominantes étaierit3te dont 6 étaient erronées 29 correctes.

Le taux de succes des procédures syntaxiquespdasesiie nature ici a inciter les éléves a en

changer pour une procédure sémantique.

Ci-dessous des exemples illustrant notre catédimisde réponses.

Réponse :

Résolution par calcul

Technique syntaxiquet,_,_;_

sy-alg €Xacte

Réponse :

Résolution par calcul
4‘_ 1‘. - VREY]
1)
}; r 5 = } ¢ 0
‘!,t )
| ™
K 2= =il o ﬂ, i K!
:# 0. 4 / 'LJ rl‘:ﬂ
\l‘:_ i

Technique sémantiquets ;_1_csnum €Xacte
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Réponse : Réponse :
| Résolution par calcul
L Résolution par calcul
[« 24 WY %B (,1)_: DC'Z _
X Fl=y=3,, 2. ., :
(G c
20 & 2
(é mc L= o 4.
A;»('\ L
S e L OC R+ =
s T UAGPE ¥ e 6D ‘
C}w-fl) bf—,,j/ < =3
- 2 =
e sy 1254
“Yac —— = L
L= ax= O o=
Fayoses LallB
o o R
e “'_24. . U’ '} \,14 = <
= B 274
= 5, Va3 | 3 i ac - 2 -
' v e = A5 2+ {
‘;'_a_’/
s=ub 5 Us
ST o — = — - :
2 e~ Diu b
~ -2 -Ja - -
=58
Technique syntaX|quetl_l_l_Sy_alg erronee Technique syntaxiquetl_l_l_sy_alg exacte

Donc nous pouvons dire que la mobilisation des dmchniques sémantique
syntaxiqgue conduit la majorité des éléves a la bongponse. Ce qui confirme no
supposition, dans I'analysepriori, que les éleves ont un niveau technique pour dneacd ¢
type de tache.

Le regroupement des différents types de technigea®solution algébrique, décri
ci-dessus, relativement a cette premiére guestion temiis compte de I'exactitude de
réponse, nous permet d’avoir deux catégories @optdmiere ¢t celle des techniques du ty

syntaxique du registre algébrique, que nous not et la deuxieme est du ty

sy-alg !
sémantique numérique notéeg .. Nous avons ainsi35 réponses, soi®4,4% de la totalité

des éléves qui mobilisent les techniquu typet par contre2 réponse, soit 4% des

sy-alg

éleves qui mobilisent des techniques du 1ty ,m-
Les résultats des différents types de réponsegldess et étudiants relatives a ci

premiére question qui consiste a résoudre algéhmeut I'équationx® —2=3x+2 sont

exprimés dans le tableau et représentés danbngshme -dessous.
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Effectif Pourcentage
tsy_a@ 135 94,4
tsé—num 2 14
Autre type de réponse 6 4,2
Total 143 100,0

Tableau 2.2.1.3

Regroupement sé/sy/M et par Registres
100 QA,A

90
O Technique sémantique d 80
registre numérique 20

O Technique syntaxique du 60 1
registre algébrique 50
O Autre type de réponse 20

O Non réponse 30
PO 20

10 1,4 4,2 0
0
Type de technique

Figure Il. 1 : Résultats des réponses des élévesdes étudiants relatives a la résolution algébriqude

léquation X* —2=3x+ 2 de I'exercice N°1

Le regroupement des différents types de procédsisggpuyant uniquement sur les
catégorisations logiques des réponses d'élevesmnetde : « sémantique, syntaxique et
mixte » montre qu’il 'y a pas de différence avetlee que nous avons analysée, ci-dessus,
qui croise la catégorisation logique avec celle d#&rents registres et par la suite la
mobilisation des techniques syntaxiques étaiens denregistre algébrique et les techniques
sémantiques mobilisées étaient au sein du registreérique.

Le croisement de notre catégorisation articulasmtieux points de vue sémantique et
syntaxique avec les registres algébriques et ngoesiexploités dans les résolutions des
eléves et des étudiants confirme que I'aspect gigpuia mobilisé dans la résolution est au

sein du registre algébrique et 'aspect sémantigtiau sein du registre numérique.
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Algébrique | Numérique

Syntaxique 135 0

Sémantique 0 2

Tableau 2.2.1.4
Enfin, le test de khi-deux, qui consiste a croissrtrois catégorisations logiques des
différents types de procédures en termes de séjuantsyntaxique et mixte avec celui du
niveau des éléves et étudiants, montre qu’il npaa de différence significative. En effet, la
valeur de khi-deux est d&096 avec une signification asymptotique au seuil0g% >5%.
Ceci est affrmé par I'histogramme ci-dessous quintre qu’'on a une dominance des

procédures syntaxiques pour la résolution graphifguééquationx* -2 =3x+ 2.

40

301

204

10

Q1
-Syntaxique

0] |:|Sémantique
QP2 QS2 Qz2 QS3 QZ3 QPT

Effectif

CLASSE
Histogramme représentant les différents types de pr ~ océdures

suivies par chaque classe pour répondre a la questi  on notée Q1

Par rapport a cette question nous pouvons dire lgupoint de vue syntaxique
s’impose, dés que les technigues sont disponialedétriment du point de vue sémantique et
par la suite notre hypothés¢l est corroborée.

II. 2. 2. 2. Analyse des réponses pour la résolutio n graphique de

I'équation x*-2=3x+2

Dans la deuxieme partie de la question N°1, le typetache proposé aux éléves

consiste a résoudre graphiquement I’équalic(n): g(x) qui n’est autre que la résolution de

X2 -2=3x+2.

Partie B : « Investigations didactiques » 182



Chapitre |

Dans I'analyse priori, nous avons expliqué que nous sommes en présernpeatie
types de techniques de résolution dont deux santtetshniques du type mixte relevant du
registre graphique que nous avons noté respectivetne ., ., et t, - Les deux
autres sont des techniques dont I'une est du tgp®astiques du registre graphique, notée
ts11-se-gpn EL I'AULre est syntaxique du registre graphiqogeet, ., .. ;-

L’analyse détaillée des différents types de répomaentre que le nombre d’éléves
procédant par la technique du type sémantique glatre graphiques ;. n, qui consiste
a représenter les deux fonctioiset g d’'une fagon ponctuelle dans un repére orthonormé,

était de94, soit environ65,7% de la totalité des éleves, ddsit réponses étaient exact&2

réponses incompletes Et réponses qui étaient erronées (cf. Annexe. B-I2. 4. 55-57).
Les procédures des éléves employant la technigoisgue du registre graphique

t qui consiste a I'étude compléte de la fonctibnet a la représentation de la

6-1-1-sy-gph !
fonction affine g, étaient présentes méme si le pourcentage étaidtle qui représente
réponses éleves dont toutes les deux étaient ex@fteAnnexe. B-I. 4. 2. p. 58). Les deux
autres types de techniques mixtes , g, €t t; ;1 y_qn ONt €€ exploitées par les éleves
puisque nous avons enregistré d'une @aréponses d’éléves, soi3% de la totalité de la
population qui ont utilisé des techniques mixtesype t,, , ,,_..,, dont4 réponses étaient
exactes,1 réponse était incompléte dt réponses qui étaient erronées. Rappelons que cette
technique s’appuie sur une application directe ltkotéme du cours pour représenter la
fonction trinbme f , qui explique que : « La courbe représentativesdanrepere orthogonal

de la fonction définie sulR par f(x) = x* —2 est une parabole ayant pour sommet le point
S(0,-2) et pour axe de symétrie la droite d’équatior O » ensuite la représentation de la

fonction affine g, qui est une droite, est faite en s’appuyant auethnique qui consiste a
déterminer le coefficient directeur de la droitayi @st 3, et passant par le point de
coordonnée{O,Z) (cf. Annexe. B-I. 4. 2. p.59-61).

D’autre part, nous avons enregistséréponses, soit enviro85% de la totalité des
éléves, dont3 réponses qui étaient exactes Ztréponses étaient incompléetes, lesquelles

montrent qu’ils ont procéde par des techniquesyge t,_, ., ., qui utilisent la méme

procédure qud,,_, ,,_.,, Pour représenter la fonctioh mais qui consiste a représenter la
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fonction affine g par association de valeurs pour placer les paiatsoordonnée$x, g(x))

par lesquels passe la droite représentaftf. Annexe. B-I. 4. 2. p. 62-63).

Les autres types de réponses étahtsoit 154% de la totalité des copies d’éléves.

Nous illustrons ci-dessous par un exemple (cf. Aen8-I. 4. 2. p. 64-67).

Résolution graphique

i

i A /) oA
| ot ) 4 L/ AV 25 A D " i -
AgNC a ¢ r(l i & ﬂl ({L e ML e fol
f

7]

-

f

g ¥

/

Fa - l(
M e)>erLa

In

¢

Notons enfin quell éléves, soit7,7% de la totalité des éléves n’ont pas proposé de

réponses a cette question.
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Les résultats des réponses des éléves et desrdsydjai ont répondu a cette question,

sont présentés respectivement dans le tableauitidatipet I'histogramme ci-dessous

Effectif Pourcentage
ts 11 s6-grph-exacte 51 35,6
b 1 1-s6-grph-incomplete 32 22,4
ts 1 1-s6-grph-erronce 11 7,7
U6 1-1-sy- gph-exacte 2 14
b 13- -gph-exacte 4 2,8
b 1 -1-M—grph-incompléte 1 4
T 1 1-M-grph-erronce 4 2,8
b 1M —gph-exacte 3 2,1
b 13- —grph-incomplete 2 1.4
Autre type de réponse 22 15,4
Non réponse 11 7,7
Total 143 100,0

Tableau 2.2.2.1

Le croisement des catégories logiques de réponsegemnes de sémantique

syntaxique et mixte avec le type de réponses examtempléte ou erronée montre que la

mobilisation des techniques sémantiques et mixes dun méme registre graphique ne
garantit pas nécessairement I'exactitude du réseitherché. Cependant, les deux procédures

syntaxigues exactes qui étaient appliquées par d&ves, le premier faisant partie de la

classe pilote et le second d’'une des classes detre année section mathématiques du lycée

Sakyet Sidi Youssef, montrent que la maitrise detif syntaxique, dans ce type de situation,

permet d’aboutir au bon résultat.

Exacte Incomplete Erronée Total
Syntaxique 2 0 0 2
Sémantique 51 32 11 94
Mixte 7 3 4 14

Tableau 2.2.2.2
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Ci-dessous des exemples illustrant notre catégonsdéaéeponse

Résolution graphique

S < oS ae A'e 3 %(‘x\ =y (e

Lont L adoses sees o 2o PH'C :{Jln*(:‘-

secBicn *R'* L%a,uw.u A \r:_'\'r‘p~ttu) b 4L
A

| L8

[ 4

L | ) o T
Cubrguce - | =2a= 7=V, 4% [
418 | t

I

Technique sémantiqug,;_,_. 4, €Xacte

L Résolution graphique
T

o |m] 2 2 ar '
e b e
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Technique syntaxiqtie, , g, .., €xacte

| }
Résolution graphique

]
/

Technique sémantiqug ;. 4, €rronee

Résolution graphique ‘
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Technique mixte,_, ; 4., incompléete
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Lorsqu’on regroupe les différentes techniques l@e® type de tache, qui consiste a
faire une résolution graphique, en trois catégoprness enregistron82 réponses sémantiques

du registre graphique, sd7,3% de la totalité des éleveg, réponses syntaxiques du registre
graphique, soit14% des copies etl4 copies déleves dans lesquelles ils donnent des
réponses mixtes dans le registre graphique,%&% de toutes les copies.

Le tableau et I'histogramme, ci-dessous, montrestrésultats du dépouillement des
copies des éléves et des étudiants qui ont pa¥ticige questionnaire.

Effectif Pourcentage
tsé_grph 82 57,3
Ly gph 2 14
Ty —gon 14 9,8
Autre type de réponse 34 23,8
Non réponse 11 7,7
Total 143 100,0

Tableau 2.2.2.2

Regroupent sé/sy/M et par Registres

70
@ Technique sémantique du
. : 57,3
registre graphique 60
@ Technique syntaxique du 50 -
registre graphique
40 ~

m Technique mixte du registre
graphique 30

23,8
O Autre type de réponse
20 -
9,8
m Non réponse 10 7,7
1,4
0

Type de procédure

Figure Il. 2 : Résultats des réponses des éléveddes étudiants relatives a la résolution graphiqude

léquation X* —2=3X+ 2 de I'exercice N°1

Le regroupement des différents types de procédsisggpuyant uniquement sur les

catégorisations logiques des réponses d'éléveemnetde : « sémantique, syntaxique et
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mixte » montre qu’il N’y a pas de différence avetieeque nous avons analysé, ci-dessus, qui
croise la catégorisation logique et celle des diffiés registres, d’autant plus que dans cette
qguestion il n'y a eu mobilisation que d'un seul isé@, qui est le graphique. Ce qui est
confirmé par le tableau ci-dessous qui montre cuembbilisation des points de vue

sémantique et syntaxique peut étre assurée ad’seiméme registre.

Graphique
Syntaxique 02
Sémantique 82
Mixte 14

Tableau 2.2.2.4

Enfin, le test de khi-deux, qui consiste a croissrtrois catégorisations logiques des
différents types de procédures en termes de samantsyntaxique et mixte avec celui du
niveau des éléves et étudiants, montre qu’il y & différence significative dans les

procédures des trois niveaux. En effet, la valearkli-deux est de25606 avec une

signification asymptotique dd% <5%. Ceci est illustré par I'histogramme ci-dessous qu
montre cette différence entre les procédures d&geatites classes. En effet, on voit bien que
les procédures sémantiques du registre graphiqueidnt chez les éléves des classe QS2,
QZ2 et QPT par contre les procédures sémantiquesuesyntaxiques du registre graphiques

sont partagées chez ceux des classes QP2, QS3et QZ3

30

204

104 Q2
- Sémantique
-“é [ syntaxique
E 0] - Mixte

QP2 QS2 QzZ2 QS3 Qz3 QPT
CLASSE

Histogramme représentant les différents types de pr ~ océdures

suivies par chaque classe pour répondre a la questi  on notée Q2
Dans ce cas nous pouvons dire que la majorité leégsont réussi a mobiliser les

techniques sémantiques du registre graphique sudmque le type de tadche est demandé
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explicitement. En revanche, les techniques syntedctaient présentes chez les éleves de la

classe QS3 et QPT méme si c’est a un nombre a&deit. r

II. 2. 2. 3. Analyse des réponses pour la résolutio n de I"équation
x* —2=[3x+2|

Dans I'analyse priori de cette question, nous avons précisé que les@wpeuvent
étre déterminées par différents types de technigques’appuient essentiellement sur des
techniques de traitement, par implication ou pauivé&ence, algébriques ou sur des
techniques de résolution sémantiques en faisam appregistre graphique.

Nous avons choisi de supposer que la résolutiogbéalgue de I'équation par
implication suivie par une substitution des valetnmuvées comme étant une technique
syntaxique du registre algébrique qui correspondlassociation des deux techniques,

t et ty_1»cernum» QUE NOUS avons détaillées dans l'analgseriori. Ensuite, la

9-1-2-sy-alg
résolution s’appuyant sur des équivalences estosdigocomme étant une technique mixte qui
exige un travail a la fois sémantique et syntaxidaes le registre algébrique en faisant appel
a un contrble sémantique qui consiste a détermioeivers du discours ou le domaine

d’existence de I'équation et de faire des trans&tioms purement algébriques du type
syntaxique qui correspond a la technique, que @mwass noté dans l'analyse a priori par

tg1-2-m,-ag - D'AULrE part, nous avons un autre type de tecknigixte, que nous avons note
ti0-1-2-m,-aig » QUI CONSiste a etudier et interpréter le signéed@ression algebriquéx +2 sur

IR et de résoudre I'équation en fonction des domasuedesquels3x+2 est positive ou
négativ&®. Enfin, les techniques exploitant le graphiquentsdes techniques du type

sémantique du registre graphique qui ont été NE&ES, ;. » s gpn €1 ty1_1-2-se-grph-

L’analyse des copies des éléves et des étudiants montre que nous avons un total
de 127 réponses.

Les réponses du type sémantique du registre graghigotées par;,,, s¢gpn €t
t11-1-0-se-grphs SONt QU NOMbre d&8, soit 12,6% de la totalité des copies doh® réponses

correctes6 incomplétes e réponses erronées. (cf. Annexe. B-1. 4. 3. p. ®8-7

8 L'analyse didactique et la résolution mathématigart décrites respectivement dans I'anabyseiori et les
annexes.
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Les réponses du type syntaxique sont au nombréOdet représentend19% de la

totalité des réponses, dobb sont incorrectes & incomplétes (cf. Annexe. B-1. 4. 3. p. 71-
72).

Les réponses des éleves qui se sont appuyés syraeslures se basant sur des
techniques de résolutions du type mixte étaiema@ubre de28, soit environ19,6% de la
totalité des réponses. Dans cette catégorie daséppnous avons enregistré les deux types
de techniques que nous avons développé dans Isa®pyriori. Nous avonsd éleves qui ont

appliqué la technique,_;_,_, _,, SOit 35% des réponses, dodt copies etaient exactes ket
copie était erronée. En plus, nous avais éleves, soitl61% qui ont procédé par la
technique mixtet,,, , . ., OU ON @9 bonnes réponses} réponses incomplétes &0
réponses erronées (cf. Annexe. B-1. 4. 3. p.73-76).

Notons enfin que les autres types de réponsesasombmbre de21, soit14,7% de la
totalité des copies des éléves (cf. Annexe. B-13.4p. 77-80) et les non réponses sont au
nombre del6, soit11,2% des copies des éleves.

Nous illustrons ci-dessous par un exemple notrégoaisation d’'un autre type de

réponse.

2) Déduire les solutions de I’équation : f(x)= ‘g(‘c)‘

Réponse :

B R P PUI A Gl P A
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Les résultats obtenus a partir des réponses desséé des étudiants sont représentés,

respectivement, dans le tableau suivant.

Effectif Pourcentage
112 se-grph-exacte 10 7
111 2-s6-grph-exacte 6 4,2
U112 sé-grph-exacteerronéel 2 14
t9-1-2-sy-alg-incomplete 5 3,5
b9 1-»-sy-alg-erronce 55 38,4
ta 1o M, -alg-exacte 4 2,8
Ly 1-2-m,-algerronse 1 0,7
t10-1-2-M,-alg-exacte 9 6,3
4 0-1-2-M,-alg-incomplete 4 2,8
U 04-2-m,-alg-erronée 10 7
Autre type de réponse 21 14,7
Non réponse 16 11,2
Total 143 100,0

Tableau 2.2.3.1

Le regroupement des différents types de réponsass senir compte de leur
exactitude, de leur incomplétude eu de leur fagssat s’appuyant sur le croisement des
catégories logiques de sémantique et / ou synteee las différents types de registres , nous
permet d’'obtenir56 réponses du type syntaxique djstre algébrique, soi89,2%  des
éleves, 28 réponses, sdib,6%  des éleves qui mobildemntechniques mixtes du registre
algébrique et enfin, nous avori3 réponses, $8j6% s é&lkeves qui mobilisent des
techniques sémantiques du registre graphique.

Enfin, les autres types de réponses sont au nod®ra5, soit175% et les non
réponses sont au nombre #1&6  , 9diP% de la totadgéadpies des éléves.

Le croisement des catégories logiques de réponsedemnes de sémantique
syntaxigue et mixte avec le type de réponses examtempléte ou erronée montre que les
réponses étaient majoritairement syntaxiques, auo#ponse n’étant correcte. Par contre les

techniques sémantiques et mixtes comptaizht régarwmrectes parmi les 44 de ce type.
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Le tableau cdessous montre la répartiti

Exacte

Incompléte

Erronée Total

Syntaxique 0

5 55 60

Sémantique 10

6 2 18

Mixte 13

4 11 28

Tableau 2.2.3.2

Ci-dessous des exemples illustrant notre catégonsdéréponse:

o]
\\ ‘.l

|
1l

) Db s ohur e quaon: f|1)=

[ ' ‘ 1 » “ \ ‘I‘I‘ ' I
'w!‘.‘jl‘t T -.;r.‘5.2‘.\.!'!...)",‘.‘:;.‘-m.-‘y.:‘.‘x.x“M.-,-ul..4.».ﬂ,.‘.71‘|‘-‘..,.m.‘....‘.‘.‘........
f Ir'l f; |
/ ’
R
\J.M\ 'r“. wilpecte
L )

Technique sémantigut,,; » o gpn
erronée

2) Déduire les solutions de Iéquation : f (. x):|g[x)|

Réponse :

................. Eﬁ (“*LJ:]”&LK.“

K.L-Hie:.l“‘h?wg ................................................

T ot Q5301 DT, 0 § % T ki

w & A -

Technique syntaxiqug,_,_,_,. ,,, €rronee
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) Dedure oo d Pquaton: (1)<l

)

Réponse:

Technique mixtety , , y ., €Xacte

iponse :

2} Déduire les solutions de Iéguation : /() =e(x)|

Technique mixtet,,, , ,_,, €Xacte

Les résultats obtenus a partir des réponses dessébé des étudiants sont représet

respectivement, dans le tableau et I'histogrammests

Effectif Pourcentage
tsy_a|g 56 39,2
ty ~alg 28 19,6
teegron 18 12,6
Autre type de réponse 25 17,4
Non réponse 16 11,2
Total 143 100,0

Tableau 2.2.3.3
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Regroupement sé/sy/M et par Registres

45
@ Technigue sémantique du 40 | 39,2
registre graphique
. . 35
@ Technigue syntaxique du
registre algébrique 30 ~
m Technique mixte du registre| 25
algébrique 20 18,2 17,5
O Autre type de réponse 15
10 -
m Non réponse 5 |
0

Type de technique

Figure Il. 3 : Résultats des réponses des élévesdes étudiants relatives a la résolution de I'équatn

x> -2= |3X + 2| de I'exercice N°1

Le regroupement des différents types de procédsisggpuyant uniquement sur les
catégorisations logiques des réponses d'élevesmnetde : « sémantique, syntaxique et
mixte » montre qu’il N’y a pas de différence avetieeque nous avons analysé, ci-dessus, qui
croise la catégorisation logique et celle des wbfiés registres.

Le croisement de notre catégorisation articulastieux points de vue sémantique et
syntaxique avec les registres algébriques et gnapkiexploités dans les résolutions des
eléves et des étudiants confirme que les deux Esp@ttaxiques et mixtes sont mobilisés au
sein du registre algébrique et que 'aspect sémamtest mobilisé au sein du registre
graphique. Ce qui montre que l'articulation du paie vue syntaxique et mixte peut étre
assurée au sein d’'un méme registre de représaengginiotique.

Le tableau ci-dessous montre ces analyses.

Algébrique | Graphique

Syntaxique 56 0
Sémantique 0 18
Mixte 28 0

Tableau 2.2.3.4

Enfin, le test de khi-deux, qui consiste a croissrtrois catégorisations logiques des
différents types de procédures en termes de séjuantsyntaxique et mixte avec celui du

niveau des éléves et étudiants, montre qu’il y & udiifférence significative dans les

Partie B : « Investigations didactiques » 194



Chapitre |

procédures des trois niveaux. En effet, la valearkti-deux est de29,294 avec une
signification asymptotique d@1% < 5% . Ceci est illustré par I'histogramme ci-dessous qu
montre une différence trés nette entre les proesddes différents éleves des différentes

classes. En effet, on voit bien que les élévessses QS2 et QPT exploitent équitablement

les trois types de techniques par contre les tlaisses QZ2, QS3 et QZ3 n'ont exploité

aucune technique sémantique pour résoudre I’équat?o—2:|3x+2|. Les éleves de la

classe pilote QP2 ont exploité les trois types atdrtiques mais avec une dominance des
techniques syntaxiques du registre algébrique pppart aux techniques sémantiques et
mixtes.

L’histogramme montre que les techniques syntaxigi@sixtes ont été mobilisées par
les éleves et les étudiants de toutes les claBsescontre, les techniques sémantiques n’ont

été mobilisées que par les éleves et les étudiastsrois classes QP2, QS2 et QPT.

20

10+

Q3
- Syntaxique

|:| Sémantique

0] Bl vixte

QP2 QS2 QZ2 QS3 QZ3 QPT

Effectif

CLASSE
Histogramme représentant les différents types de pr ~ océdures

suivies par chaque classe pour répondre a la questi  on notée Q3
Conclusions relatives aux réponses des éléves ets détudiants concernant

I'exercice n°1

L’analyse des réponses des éleves au sujet du qremxercice concernant
I'articulation sémantique et / ou syntaxique dassrésolutions algébriques et graphiques des

deux équations met en évidence les résultats gsivan
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« Pour la résolution algébrique de I'équationx® -2 = 3x + 2

Les procédures syntaxiques du registre algébritgrapbrtent sur les techniques

sémantiques du registre, puisque la majorité soivjron 94,4% des réponses des éléves

étaient du type syntaxique du registre algébridqRer. contre, les techniques sémantiques
étaient au nombre de, soit environ 1,4%. Ainsi, nous pouvons affirmer que, dans
'ensemble, une écrasante majorité des élévestpondus a cette question en s’appuyant sur
différentes techniques syntaxiques de résolutiorsemblent étre I'outil privilégié des éleves,
puisque deux réponses parmi I/ réponses étaient du type sémantique.

Ceci confirme notre analysa priori, en terme de mise en fonctionnement des
connaissances au sens de Robert (1998), a sawleg|éléves sont SUpposEés avoir un niveau
technique leur permettant d’appliquer immeédiatenaest propriétés, des théoremes etc.

Une raison peut expliquer cette différence enrsgpsentre les différents résultats,
concernant la résolution algébrique de I'équatidn- 2 = 3x + 2, réside au niveau du type de
tache demandé aux éléves et aux étudiants quieesatdre syntaxique « résoudre daéhs

par le calcul » et favorise le recours a des tephes syntaxiques du registre algébrique.
« Pour la résolution graphique de I'équationx® -2 =3x + 2

Le milieu matériel des éleves et des étudiantemsthi par un type de tache qui les
appelle a faire recours au registre graphique €migtant a changer de registre pour faciliter
la résolution. Ce type de tache fait appel exgioiént a une mobilisation des connaissances
du registre graphique pour résoudre I'équation- 2 = 3x + 2. Cependant, nous remargquons
une certaine résistance de procédures de résoldtiagpe syntaxiques et mixtes qui s’est
manifesté par des réponses s’appuyant sur une ahadgique de la fonction trinbmeé qui
étaient présentes dans deux copies dont I'une ghezeve des classes de troisieme année
secondaire section mathématiques et I'autre che&tudiant des classes préparatoires.

En plus les réponses du type syntaxique et migergt présentes dad$ copies des
eléves et des étudiants, soit envidd?% de la totalité des copies qui nous semble étre un
pourcentage assez élevé par rapport au type de temandé. Ce qui montre que les
techniques syntaxiques sont mobilisables dés @s'slbnt disponibles.

» Pour la résolution de I'équation x*> -2 = |3x+ 2|

La résolution de cette question s’appuie esseatielht sur deux types de techniques
de résolution dont I'une est de nature algébriqu@etre de nature graphique.
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v Pour la résolution algébrique

L'interprétation du sens de I'équatiorf -2 =[3x+ 2| est un élément essentiel pour la

réussite dans la résolution de ce type d’équatioisgpe les deux membres de I'égalité
doivent étre positifs.

L’étude mathématique et didactique que nous avéfasteée dans I'analysa priori
de ce questionnaire montre que la résolution ailgébrpeut s’appuyer sur des passages par
équivalence ou on a a déterminer l'univers du dissgdomaine d’existence de I'équation) ou
bien sur des implications qui se terminent paraj@sations de vérification et de contrdle en
substituant les solutions trouvées dans I'équatmdépart.

Ce travail sémantique semble étre presque absestlesrésolutions des éléves et des
étudiants puisque leurs réponses s’appuyant sumpdssages par implication, sont toutes
incomplétes ou erronées. De plus, les résolutianeguivalences qui étaient au nombre de
28, ne contenaient qué3 réponses exactes ; I'univers du discours, quidesis ce cas
I—oo,—ﬁlulﬁ,m[, n'était pas pris en compte phb éléeves et étudiants, qui ont travaillé par
équivalence, soit envirof3,6% .

Ainsi nous pouvons dire que le contréle sémantigueniveau de la résolution
algébrique était presque absent puisque parn84eponses nous n'avons glid réponses

correctes, soit envirob5,4% des réponses.

Il nous semble que le nombre des réponses erronéesicomplétes, exploitant des
techniques algébriques, est élevé, soit envd®6% , par rapport au niveau des éléves et des
étudiants qui ont passé ce questionnaire. Cecirgibugtre lié a la question du contrat
didactique qui souleve un questionnement sur lapjissage de certaines techniques au profit
d’autres d’'une part, et sur la nature des tachesmmmandées dans les programmes et les

manuels scolaires, d’autre part.
v Pour la résolution graphique
Les réponses du type sémantique s’appuyant suedistre graphique, qui étaient
présentes dank8 copies, soit environ2,6% de la totalité, présente un nombre acceptable de

réponses exactes qui est H@ copies, soit envirorb556% . En plus, ce type de procédure

était totalement absent chez les éléves des dasgad de troisieme année secondaire section
mathématiques et les éleves d’'une classe de deexa@mée secondaire section sciences et

technologie de l'informatique. Cette remarque seellan questionnement sur le travail en
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classe de l'aspect sémantique et en particuliernagau du graphique pour assurer
I'articulation lors de la résolution des probléntiés au traitement des équations algébriques.

Cependant, nous pensons gque ce type de réponsesalérablement baissé car,
comme nous l'avons remarqué dans I'analgspriori, le milieu matériel de I'éleve a été
enrichi par la question intermédiaire qui consiateeffectuer la tdche de résolution de
I'équation x> —2=3x+2 qui facilitera la tache de la résolution graphigie I'équation
x*-2=[3x+2.

Nous pouvons faire I'hnypothése que I'exploitatioesdprocédures graphiques était
remarquablement faible suite a une absence d'waitraémantique et d’articulation des
registres algébriques et graphiques au niveau deotn de la valeur absolue d'une
expression algébrique.

En plus, nous pouvons dire que ce type de répase minoritaire, ce qui semble
montrer que les éléves répondent plutdt avec d@sas syntaxiques.

Cette derniere question souléve un questionnemgriagertinence et la place d’un
travail sur les quantificateurs existentiels etvarsels dans I'enseignement au niveau du
traitement des objets de I'algébre et en particukés résolutions des équations au secondaire.
En effet, ceci est confirmé par le pourcentage diegé des réponses incomplétes et erronées
soit environ86,6%, s’appuyant sur des raisonnements par implicaidrou par équivalence,
qui montre une absence remarquable du contrble ¢ dérification ; ce qui favorisent un
travail sur la quantification, dans les raisonnetm@emathématiques.

Enfin, nous pensons que cet exercice a mis en ogliveese réorganisations dans
lesquelles les éleves ont une variété des réipgestients qui a contribuée a provoquer des
activités de décloisonnement, mettant en jeu plusiesgistres pour une méme ou plusieurs
notions d'une part, et les résultats ont montréplEce d’'un travail sémantique et la
pertinence du contrble, de la vérification, detémprétation et du graphique dans la résolution

algébriques des équations, d’autre part.
II. 2. 3. Analyse de I'exercice N2

Dans cet exercice le type de tache proposé auxele€onsiste a représenter

graphiquement I'ensemble des solutions du systéivars :

(S -x+3y-1<0
2x-y-2=20
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Dans I'analyse priori, nous avons remarqué qu’il est possible d’effactette tache
en s’appuyant sur trois types de techniques quvgrduétre sémantiques, syntaxiques ou

mixtes associés respectivement aux techniquessQieg,, to. ., etty iy gpn-

Rappelons que la technique sémantique du regis@phgiue, notéet, , o gpn,

s’appuie essentiellement sur la représentatiofinéerprétation graphique de I'ensembfe
qui est l'intersection des deux demi-pl& St  té@sipar les droite®, dD, dontla
représentation graphique est essentiellement pelfetgue nous avons détaillé dans I'analyse

a priori. D’autre part, la technique syntaxique du regiatggbrique, notée consiste

4-2-sy-alg
a effectuer des transformations algébriques des oguations du systeme proposeé afin de
déterminer 'ensembleS . Enfin, la technique mixte régistre algébrico-graphique, notée

Ty o m-aig-grpn» S @PPUIE SUr la représentation des régiBns  S,etui sant étroitement liées a
D, et D, dont la représentation graphique s’'appuiedssrtechniques algébriques utilisant
les vecteurs directeurs dont les coordonréds a) deisdiit des équations cartésiennes
de la forme généralax+by+c=0

L’analyse détaillée des différents types de répemasesujet de la résolution graphique

. NS —x+3y-1<0 .
du systéme d’mequatlonés x—y-250 montre que les procédures s’appuyant sur des

techniques du type sémantiques notegs, .., €taient de65 qui représentend55% de la
totalité des copies, doritO réponses étaient exacte®] réponses étaient incomplétes3dt

réponses étaient erronées (cf. Annexe. B-l. 41{895.

Les analyses montrent également que les élevesseétudiants procédant par la

technique du type syntaxique du registre algébrigotéet étaient3 soit 21% des

4-2-sy-alg’
copies des éleves, dodtincompletes el procédure erronée (cf. Annexe. B-1. 4. p. 86-88).

Notons enfin que les autres types de réponsesetisoit, 56% desl43 éléves et
étudiants (cf. Annexe. B-I. 4. p. 89) et les noporises étaiend7 soit, 468% des éleves et

des étudiants.
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Nous illustrons ci-dessous notre analyse par umpied’autre type de réponse.

. Exercice N°2 :

Représenter graphiquement I’ensemble des solutions du systéme suivant :

o |~dp—1%0
(8): 2
x—-y—-220

Réponse :

Résolution graphique
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Remarquons que le type de techniques mikjes, ..., que nous avons détaille dans

I'analysea priori, n’était présent dans aucune copies des éledsEseattudiants.
Les résultats obtenus a partir des réponses dessébd des étudiants sont détaillés et

représenteés, respectivement, dans le tableau suivan

Effectif Pourcentage
t1—2—sé—grp h-exacte 10 7,0
t1—2—sé—grph—incompléte 24 16,8
t1—2—sé—grph—erronée 31 21,7
t4—2—sy—alg—incomplc‘ste 2 1,4
t4—2—sy—alg—erronée 1 0,7
Autre type de réponse 8 5,6
Non réponse 67 46,8
Total 143 100,0
Tableau 2.3.1

Figure : Résultats des réponses des éléves et desli@nts relatives a la résolution graphique du syeme

-Xx+3y-1<0 _
(S de I'exercice N°2
2x-y-220

Le croisement des catégories logiques de réponsegemnes de sémantique
syntaxique et mixte avec le type de réponses exautempléte ou erronée montre que,
relativement a cet exercice, les trois réponsesewk8é s’'appuyant sur des procédures
syntaxiques ne contenaient aucune réponse exaetguiCconfirme notre analyse priori
prévoyant que I'outil syntaxique du registre alggbe n’est pas disponible chez les éleves et
les étudiants qui constituent notre populationsguée en effet ce genre d’exercice exige des
connaissances sur I'étude des fonctions de deuablkes réelles. En revanche, nous avons
enregistré des réponses sémantiques correctesfirntent également notre analys@riori
prévoyant que l'outil sémantique du registre grgphipeut permettre d’aboutir au résultat
correct de cet exercice.

Le tableau ci-dessous montre ces analyses.

Exacte Incomplete Erronée Total
Syntaxique 0 2 1 3
Sémantique 10 24 31 65
Tableau 2.3.2
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Ci-dessous des exemples illustrant notre catégonsdéréponse:

Exercice N°2 :

Représenter graphiquement I’ensemble des solutions du systéme suivant :

Répomnse :

Résolution graphique

Technique semannquetl_z_sé_grph

exacte

Exercice N°2 :
Représenter graphiguement Pensemble des solutions du systéme suivant

gy X +3r-1<0
e |2x—yp—2=0

Réponse :

J Résolution graphique

]

Technique semanthue'[l_z_sé_glrph incompléte

Représenter graphiquement 1'en

[~x43p—1=0

220

($):4
l2x—»

Réponse :

semble d

Résolution graphique

s salutions du systéme suivant §

b3

Technique syntaxiquet

4-2-sy-alg ETTONEE
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Le regroupement des différents types de réponsess tenir compte ni de leur
exactitude, ni de leur complétude et ni de leus$até, en s’appuyant sur le croisement des
catégories logigues de sémantique et / ou synteae las différents types de registres, nous
montre que nous obtenor®  réponses du type syotaxlig registre algébrique, soit environ
21% des élevespb6 réponses, st,6% des éleves qui mafiildes techniques mixtes
du registre algébrique.

Les résultats obtenus a partir des réponses desséé des étudiants sont représentés,

respectivement, dans le tableau et I'histogrammeasts.

Effectif Pourcentage
tsy—alg 3 21
tsé—grph 65 45,5
Autre type de réponse 8 5,6
Non réponse 67 46,8
Total 143 100,0
Tableau 2.3.3
Regroupement sé/sy/M et par registres
50 455
45
@ Technique sémantique du registre 40
graphique 35
@ Technique syntaxique du registre 30
algébrique o5
O Autre type de réponse 20
. 15
@ Non réponse
10 5,6
5
0
Type de technique

Figure Il. 4 : Résultats des réponses des élevedet étudiants relatives a la résolution du systeme

-Xx+3y-1<0 _
(S de I'exercice N°2
2x-y-220

Le regroupement des différents types de procédsisggpuyant uniquement sur les
catégorisations logiques des réponses d'éléveemnetde : « sémantique, syntaxique et

mixte » montre qu’il n'y a pas de différence avetlee que nous avons analysée, ci-dessus,
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qui croise la catégorisation logique et celle défér@nts registres. Ce qui est confirmé par le

tableau ci-dessous.

Algébrique | Graphique
Syntaxique 03 0
Sémantique 0 66
Tableau 2.3.4

Le test de khi-deux, qui consiste a croiser less ticatégorisations logiques des
différents types de procédures en termes de sé&uentsyntaxique avec celui du niveau des
éléves et étudiants, montre qu’il y a une difféeesmnificative. En effet, la valeur de khi-

deux est de3,119 avec une signification asymptotique 682% >> 5% . Ceci est affirmé par

I’histogramme ci-dessous qui montre qu’il N’y a p@e différence entre les procédures, en ce
sens que la majorité des éleves des différentesadaqui ont répondus a cette question ont
opté pour des techniques sémantique de résolutiae enéme si le nombre de réponses

d’éléves est réduit &9, soit environ483% de la population.

D’un autre c6té, notre lecture de I'histogrammele€ssous montre que les procédures
du type syntaxiques étaient présentes chetéve de chaque classe dont deux étaient des
classes de deuxieme année secondaire QP2 et Q82eehautre chez ceux des classes
préparatoires QPT. Ceci corrobore notre anasygeiori dans laquelle nous avons expliqué
gue loutil syntaxique de résolution n'est pas disple chez ces éleves et étudiants de ce

niveau.

30
20

104

Q4

H - Syntaxique
0] . [ | -__ Dsémanlique

QP2 QS2 Q’ZZ Qs3 Q’Z3 QPT

Effectif

CLASSE
Histogramme représentant les différents types de pr ~ océdures

suivies par chaque classe pour répondre a la questi on notée Q4
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Conclusions relatives aux réponses des éléves etsdétudiants concernant

I'exercice n°2

L'analyse des différentes réponses des élévesseétieliants au sujet du deuxieme
. L . . R . . -x+3y-1<0
exercice concernant la résolution graphique dwsyetd’lnequatlor(s){zx_ y-220 met
en évidence les résultats suivants :

Comme nous I'avons remarqué dans I'analygeiori, cet exercice dépasse largement
les connaissances de certains éléves, puisqujkeaxi niveau de connaissances mobilisables
au sens de Robert, qui consiste a savoir résoedgeicest proposé sans aucune indication et
qui est en étroite liaison avec une familiarité aripnte et la connaissance de situations de
références variées, que I'éleve ou I'étudiant@ail connait.

Ceci explique le fait que pres de la moitié de dgylation choisie, ot67 sur 143
n’'ont pas donné de réponses.

L’analyse des/6 copies restantes montre que les techniques prédaes I'analysa
priori, n‘ont pas été totalement exploitées par les él@uisque, nous n'avons retrouvé que
des procédures exploitant des techniques sémardiguegistre graphique. Celles notées par

tio-se-grons FEPrésente le due$55%, dont 10 etaient valides24 étaient incomplétes 31
étaient incorrectes. Celles notées pas_, ., représente le duegl% dont 2 etaient

incomplétes el était erronée.

Le pourcentage trés élevé, des non réponses, feepliguer par un phénomene de
contrat didactique ou les éléves ne répondent pastgpe de question qui n'a pas été traité
en classe d'une part, et par une difficulté liéagticulation entre le registre algébrique
auquel est attaché le systeme d’inéquation etdistre graphique auquel est liée la tache de
résolution, laguelle ne peut clairement étre teaitf’'avec la seule technique du registre
graphique, que nous avons décrit dans lI'anabysariori et qui permet de surmonter la
difficulté de la résolution, puisque la techniqugéarique n’est pas disponible chez les
eléves, d’autre part.

Enfin, nous pouvons dire que parmi 1d%5% des éléydsont exploité des

procédures sémantiques, pour traiter cet exemmgs avons 10 éléves, qui représentért

de la population totale, qui sont supposés avoiniveau de connaissances disponibles au
sens de Robert. En effet, ils ont réussi a chadgeegistre et interpréter sémantiquement un
probleme du registre algébrique dont la résolugntaxique est impossible a ce niveau
d’éleves et d’étudiants.
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II. 2. 4. Analyse de I'exercice N3

Dans cet exercice on propose le contenu suivant
1) Soit ¢ ={M (x, y)}x* +4x+y? -6y +9=0} et A={M (x,y)4x+3y +9=0}
a) Déterminer la nature des ensembfest A.

X* +4x+y*-6y+9=0

b) Résoudre danR?le systeme(S
4x+3y+9=0

. : 2+4x+y? -6y+9=0 .
2) Déterminer le nombre des solutions du systé(&%x Xty y ; ou
y=m

mUIR.

Dans ce qui suit, nous allons analyser les copies des élévesétdients question

par question, en séparant pour 1) a la déterminatiah decelle deA.

II. 2. 4. 1. Analyse des réponses a la question 1) a) relative a la

détermination de I'ensemble {

Au niveau de la détermination de I'ensemkflenous avons enregistré les deux types

de techniques que nous avons décrit dans I'analyseori.

Rappelons que nous avons d'une part un type de technique mixtegdire

algébrique, notéd, ,, ,, ., qui consiste & factoriser 'expressiorf +4x+y? =  sOr la

forme (x+2) +(y—-3) =22 qui est une opération du type sémantique et qusidgie par
une procédure du type syntaxique consistant a nedoe la forme générale de I'équation

d'un cercle. D'autre part, la technique syntaxigiueregistre algébrique, notde , ;.. .
consiste a mettre en relation I'équation de dépdrt 4x+y*> =0 avec celle de la forme
généralex® + y* +ax+ By + y =0 pour conclure a partir du théoréme du cours adrghrguel

les éléves concluent directement giieest un cercle de centtd— 23) et de rayorr = 2.

L’examen des réponses des éléves et des étudiaateajuestion qui ont exploité des
techniques mixtes du registre algébrique étaiemaubre de90 soit, environ63% de la
population totale, don65 réponses étaient exactds3 réponses étaient incomplétesiét

réponses étaient erronées (cf. Annexe. B-1. 4.15.91-94).
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24

réponses, soit envirorl6,8%

des techniques employées étaient du type

syntaxiques du registre algébrique dtAatétaient exactes} étaient incomplete € étaient
erronées (cf. Annexe. B-1. 4. 5.1. p. 95-97).

Les autres types de réponses sont au nomb8 stet, environ55% (cf. Annexe. B-

l. 4. 5.1. p. 98) et le nombre des non réponsegksbit, environl4,7%.

Les résultats des réponses des éleves et desndtudbtatives a la détermination de

lensemble ¢ ={M (x, y)}x? +4x+y? -6y+9=0} sont représentés dans le tableau ci-

dessous.

Le croisement des catégories logiques de réponses en termes de sé@mantiqu

Effectif Pourcentage
t M -alg-exacte 65 45,5
tM —alg-incompléte 13 9,1
tM —alg—erronée 12 8,4
tsy—alg —exacte 14 9,8
tsy—alg —incomplete 4 2,8
tsy—alg —erronée 6 4,2
Autre type de réponse 8 55
Non réponse 21 14,7
Total 143 100,0

Tableau 2.4.1.1

syntaxique et mixte avec le type de réponses exacte, incompléte aéeemmntre que,

relativement a cet exercice, la réussite des éleves et des étudiants dsbrassepuisque 79

réponses parmi 114 réponses étaient exactes, la proportion étaetiragitirmi ceux utilisant

une technigue mixte (environ trois quart contre un peu plus deif&)no

Le tableau ci-dessous montre la répartition des réponses :

Exacte Incompléte Erronée Total
Syntaxique 14 4 6 26
Mixte 65 13 12 90

Tableau 2.4.1.2
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Ci-dessous des exemples illustrant notre catégonsdéaéeponse

Exerciee N ¢

S0 = bty -Gy 3=t = o sy

) Déenmingt et des ensembles ¢l A,

Reépanse :
’n
tfH ’\l’l;‘,}thq w;,gh MJ'"
ﬁm\-&w;’" 'tg.!.“ Al
:.’ [ ® nf)
‘L'T“' +lJ..,v.‘) +v 1‘*..9:“\
.‘:‘. Jh*w\ e

\J

Technique mixte,_, ;. ,_,, €Xxacte

Exercice N :

o M e G0l ) o Ao =0

a) Delermine anauredes ensembles ¢ 4.

Réponse A
y YH(MD)%HM “j k‘j g

1oy n B :\ I‘ i ‘+ M ( A;\ \ ‘%

OO { WL S UM ot e L .(—.‘i‘.lh.:‘j..‘.t,
n) ‘w\‘l

LT nj'l, ‘‘‘‘‘ S L —

Technique mixtet, ;. \_, €rronée

Exercice N°3 :

1) Soit £ = {M(.\:_&?):xi+ix+y3 f6j‘+():0} et A= {u‘(x.;;)-.4~:+3y@:n}

a) Déterminer la nature des ensembles et A.

Régonse
E/V(&: A J.4&..+.l{<u£’ﬁ<+<.\.e,ﬁ>g .............................
El v af b g,
..‘.-7:‘..+.:‘.mX..,.T...J,.T._Jm.h.)._ ........................................
ol Eal. M‘LW«P& de.coabe.. i H...3> v?i f‘ag@.ﬂ@ ...............

Az /'/&.g} l,.'m 4,3.34 ’} ............................................

Sk que. K A3 ﬁ} ................................................
412}.‘-?}54.‘3;@ ..............................................................

3
TSN 0 NI N NN S NSO, G 50 S
Lan B Ak ke, atiec Mo

Technique syntaxique,_;_,,
incomplete

alg

Exercice N°3 :

a) Déterminer la nuture des ensermhles S et A

Technique syntaxiqug_,_;, g, ,, €rronée
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Le regroupement des différents types de technignefeux catégories principales qui
sont les techniques syntaxiques et mixtes du mémgestre algébrique montre qu24

réponses, soit enviroi68% étaient du type syntaxique du registre algébrigte90

réponses, soit enviroB3% étaient du type mixte du registre algébrique.

Les résultats sont donnés dans le tableau etddniamme ci-dessus.

Effectif Pourcentage
Loy alg 24 16,8
ty ~alg 90 63
Autre type de réponse 8 55
Non réponse 21 14,7
Total 143 100,0

Tableau 2.4.1.3

Regroupement sé/sy/M et par Registres

70 63
@ Technigue syntaxique du 60
registre algébrique 50 |
m Technique mixte du registre
algébrique 40
O Autre type de réponse 30
m Non réponse 20 1
10
0

Type de technique

Figure 1. 5 : Résultats des réponses des élévesdes étudiants relatives a la détermination de laature de

I'ensemble ¢ de I'exercice N°3

hY

Le test de khi-deux, qui consiste a croiser less taatégorisations logiques des
différents types de procédures en termes de samantsyntaxique et mixte avec celui du
niveau des éleves et étudiants, montre qu’il yadifférence significative. En effet, la valeur
de khi-deux est d&1,377 avec une signification asymptotique 6®% <<5% qui affirme
gue la différence, dans les procédures des élévéemidiants des différentes classes est trées

significative.
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L’histogramme ci-dessous qui montre clairementecditférence entre les procédures
des différents éléves et étudiants des différeritesses. En effet, les éleves et les étudiants de
toutes les classes ont exploités les procédureéstdution mixtes ; par contre les résolutions
du type syntaxique n’étaient présentes que chez @esiclasses QS2, QZ2, QS3 et QPT.

En plus, nous remarquons que les éléeves de laectissleuxieme année secondaire
QS2 ont mobilisé d'une maniére équitable les dexohriiques syntaxiques et mixtes de
résolution. Par contre, nous n'avons enregistr@rpiseule réponse d’'un étudiant de la classe
QPT qui avait exploité une technique syntaxiquend’part et une dominance des techniques
syntaxiques de résolution, par rapport a cellesteesniques mixtes, pour les éleves de la

classe de troisieme année secondaire QS3.

30

20+

104
Q5

- Syntaxique

0 | | |:|Mixte

QP2 QS2 QZ2 QS3 QZ3 QPT

Effectif

CLASSE
Histogramme représentant les différents types de pr ~ océdures

suivies par chaque classe pour répondre a la questi  on notée Q5

II. 2. 4. 2. Analyse des réponses a la question 1) a) relative a la

détermination de 'ensemble A

Dans l'analysea priori de la questiorl) a) qui consiste a déterminer la nature de
'ensemble A, nous avons distingué quatre méthodes s’appuyantdes techniques de
résolution multiples. Ces méthodes s’appuient éidlement sur un type de technique
syntaxique du registre algébrique, une techniqudardu registre algébrique et numeérico-
graphique et deux types de techniques mixtes dstre@lgébrique.

La techniques syntaxique du registre algébriquege® consiste a ramener

-3-la-sy-alg

'équation 4x + 3y +9 =0 a la forme de I'équation réduite= —gx -3 et de conclure ce que
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A représente une droite passant par le point dorddhnée est a I'origine qui est supposée
une opération purement syntaxique. D’autre padsravons la technique

La technique du type mixte du registre algébrique neimérico-graphique
t3

31a-M-alg-num-gph»  CONSIStE @ reconnaitre, a partir de la forme, diéguation

-(—b) -(-3
4x+3y+9=0 est celle d'une droite de vecteur directauEra J: v(4 ] et passant par le

point de coordonnées, par exem(ﬂ)e—B) qui s’obtient par une opération de substitutiotede
valeur O associée & pour déterminer la valeur dgcorrespondante a savoit3.
Les techniques mixtes du registre algébrique etanigme sont au nombre de deux. La

premiere, que nous avons notge ., consiste a déterminer la pente de la droite en

-alg-num?
. . " R g 4
s’appuyant sur les transformations algébriquesrgmiénent a la forme réduitg= _§X_3

d’'une part et les coordonnées de deux points pastisution de deux valeurs a l'une des

variables pour déduire l'autre. La technique denéene type, notég, ;. . consiste

—alg-num’
a reconnaitre a partir de I'équatiofix+3y+9=0 que A représente une droite et de
déterminer les coordonnées de deux points appatténd par une substitution de deux
valeurs a la variable ou y .

Remarquons que nous avons choisi de classer leasép des éleves dans lesquelles
ils énoncent directement que « I'ensemilereprésente une droite » dans la catégorie des

techniques du type mixte du registre algébriquaushérico-graphique incompléte. D’autre
part, les opérations qui consistent a exploitéotee réduite de I'équationy = —gx—3 sans

aucune precision sont supposées du type syntaxéyueegistre algébrique qui sont
incomplétes.

L’analyse des différentes copies nous a doBiéréponses, soit enviro@58% de

procédures de types syntaxiques du registre algébiu typet dont 3 réponses

5'-3-la-sy-alg
étaient exactes €4 réponses étaient incomplétes (cf. Annexe. B-5.2. p. 99-100).

Les techniques mixtes des registres algébriquesénques et graphiques, notées
b5 -31a-M-alg-num-grpn SONt d€63, soit environ44,1% de la totalité des copies doh2 réponses
étaient exactes €1 réponses étaient incomplétes (cf. Annexe. B54.2. p.101-103).

Enfin, nous avons enregist réponses exactes, soit envirh% de la totalité des

copies qui mobilisent le type de technique mixte registre algébrigue et numérique
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ts s 1a-M,-alg-num (Cf. AnNnexe. B-1.4.5.2. p. 104). Par contre, nolevons enregistré aucune
réponse s’appuyant sur la technique de substitdifiQn, . _.q-num-

Les autres types de réponses étaienb deoit environ35% (cf. Annexe. B-Il. 4. 5.2.

p. 105) et les non réponses sont3fe soit environ25,2% de la totalité des copies.

Effectif Pourcentage
t5'—3—1::1—sy—::1lg —-exacte 3 2,1
t5‘—3—1:;1—sy—alg —incomplete 34 23,7
t3‘—3—1:;1—M —alg—-num-grph-exacte 12 8-4
t3‘—3—1&1—M —alg—num-grph-incompléte 51 35,7
tM -alg-num-exacte 2 1,4
Autre type de réponse 5 3,5
Non réponse 36 25,2
Total 143 100,0

Tableau 2.4.2.1

Le croisement des catégories logiques de réponsedemnes de sémantique
syntaxique et mixte avec le type de réponses examtemplete ou erronée montre qu’un
nombre assez élevé des réponses étaient incompiéese soit parmi les réponses de type
syntaxigue, ou de type mixte ; les éléves recosmaispar I'équation proposée que c’est une
droite mais la caractérisation détaillée dans lgsea priori manque. En revanche, nous

n‘avons enregistré aucune réponse erronée.

Le tableau ci-dessous montre les analyses quevenasis de faire.

Exacte Incompleéte Erronée Total
Syntaxique 3 34 0 37
Mixte 14 51 0 65

Tableau 2.4.2.2
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Ci-dessous des exemples illustrant notre catégonsdéaéeponse

: Exerciee N°:

Lo by ..; ......................................................................

|I)\\I[ u‘l * E*4‘T‘ ’\l' ”‘LI“ ” |_4_‘|'~_1WI‘+":2“1

1) Délerminer Jz nature des ensemblesy ¢t 4,

Reponse :
e

5{ SL 45 mp}
e 2 w) T

[

L d t‘ﬁw#{uu‘--h‘ .&.L‘r.‘..#.m.ﬁm..ﬂ‘ .......................................

‘| M;m
Ak ﬁ‘ ‘ﬁ_gya..ﬁﬁ fonda.de,
Tgiﬁﬁul«/«f.«]y rﬁj}' AW 1111 6*‘i~d~ Tl

LI

Y ‘A"f’” f— TJ 8-
“*J} ) u ( )m A foh Amunl»j)
It

I/
7 B MS 4,!_”‘ Ak 520, b Jl il ..

jak A f Ly A2

Technique mixtely 51,y _ag-num-gpn €XACtE | Technique mixte, , ., atg-numgron €XACHE

Technique Mixtets 5 1, v, -aig-num €XaCte

Tech nique mIXtas"—S—la—M —alg-num-grph
incomplete
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Le regroupement des différents types de technigmesrois catégories principales

montre que37 réponses, soit envirod58% des techniques étaient syntaxiques du registre
algébrique, 63 réponses, soit envirod41% des techniques étaient mixtes des registres
algébriques numériques et graphique egponses, soit enviroh4% qui sont du type mixte

des registre algébriques et numériques.
Les résultats sont donnés dans le tableau etddratmme ci-dessous.

Effectif Pourcentage
tsy_a|g 37 25,8
tM -alg-num-grph 63 441
tM —-alg—-num 2 114
Autre type de réponse 5 3,5
Non réponse 36 25,2
Total 143 100,0

Tableau 2.4.2.3

Regroupement sé/sy/M et par registres

@ Technique syntaxique du
registre algébrique 50 271

m Technique mixte des registres
algébrique, numérique et
graphique

O Technique mixte des registres
algébrique et numérique

O Autre type de réponse

m Non réponse 1
Type de technique

Figure Il. 6 : Résultats des réponses des élévedets étudiants relatives a la détermination de laaiure de

'ensemble A de I'exercice N°3

Le regroupement selon notre catégorisation sémantiet / ou syntaxe dans les
résolutions montre que les techniques syntaxiqoesmésentes dari/ copies, soit environ

258% de la totalité des copies et que les techniquegemisont présentes daf$ copies,

soit environ455% de la totalité des copies.
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Les résultats sont représentés dans le tabledistdgramme ci-dessous.

Effectif Pourcentage
Syntaxique 37 25,8
Mixte 65 45,5
Autre type de réponse 5 3,5
Non réponse 36 25,2
Total 143 100,0

Tableau 2.4.2.4

Regroupement sé/sy/M

50 45,4
45

40
35
30
25
20
15
10

@ Technique syntaxique

W Technique mixte

O Autre type de réponse

®m Non réponse

Type de technique

Figure Il. 7 : Résultats des réponses des élevedet étudiants relatives a la détermination de I'esemble

A de I'exercice N°3 enrichies par la catégorisatiosémantique et / ou syntaxe

Ainsi, si nous croisons la mobilisation des techei| syntaxiques et mixtes avec les
différents registres algébriques, numériques etplggaes, nous remarquons que la
mobilisation des techniques mixtes est assuréetmulant les deux registres numérique et
graphiqued’une part, et domine celle des technigggaxiques du registre algébrique,
d’autre part.

Le tableau ci-dessous illustre ces commentaires.

Algébrique | Numériqueg  Graphiqus

117

Syntaxique 37 0 0
Mixte 0 2 63
Tableau 2.4.2.5

Le test de khi-deux, qui consiste a croiser less ticatégorisations logiques des

différents types de procédures en termes de samantsyntaxique et mixte avec celui du
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niveau des éleves et étudiants, montre qu’il yadifférence significative. En effet, la valeur

de khi-deux est d&9,253 et la signification asymptotique est 2% << 5% qui affirme que

la différence, dans les procédures des élevesueiaéts des différentes classes est tres
significative. En plus, I'histogramme ci-dessousisire que les procédures syntaxiques et
mixtes sont équitablement partagées dans les répales éleves de la classe pilote QP2. Par
contre, les procédures mixtes dominent celles getasiques dans les réponses des éleves
des classes QS2, QZ2 et QS3. En revanche, lesidqaesnsyntaxiques dominent chez les

éléves et les étudiants des deux classes QZ3 et QPT

20

10+

Q6

- Syntaxique

0] l _._ || ] mixte

QP2 QS2 Qz2 QS3 QZ3 QPT

Effectif

CLASSE
Histogramme représentant les différents types de pr ~ océdures

suivies par chaque classe pour répondre a la questi  on notée Q6
II. 2. 4. 3. Analyse des réponses a la question 1)  b) relative a la résolution

X* +4x+y? -6y+9=0

du systéme d’équation (S
4x+3y+9=0

Rappelons que dans I'analyaeoriori de la questiorl) b) qui consiste a résoudre le

X* +4x+y? -6y+9=0

, hous avons distingué quatre méthodes de
4x+3y+9=0

systéme d’équation@){

résolution s’appuyant sur des techniques de rasnluhultiples. Ces méthodes s’appuient
essentiellement sur trois types de techniques. reenier est celui d’'un type de technique

sémantique du registre graphique, notée,, . 4,n, qui consiste en une lecture graphique
des coordonnées du point de tangence du cérckt de la droiteA. Le deuxieme type est
celui d'une technique syntaxique du registre alggila; notéetg_; 4, oy, QUi consiste a

résoudre algébriguement et d'une maniére syntaXxgsgsteme d’équation pour aboutir a la
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solution représentée par le cou;{legs,gj. Le troisieme type de technique est mixte et

s’appuie sur deux différentes procédures relatimes techniques notées respectivement
to-3-th-m-alg-gph €1 tio-3-b-m-ag-gpn OU l& premiere s’appuie essentiellement sur une
représentation graphique deet A et une reprise des calculs algébriques et dafeuxieme

s’appuie sur une représentation graphique suivieip&alcul de la distance séparant le centre

du cercle a la droite A qui permet de conclure que la distance est égddendesure du
rayon ded et par la suited est tangent au cercle.
L’analyse complete des différentes copies nous mnél® réponses, soit environ

4,2% de procedures de type sémantique du registre iguaghnotéet;_;_y,_o qon, dont la

moitié des réponses étaient incompletes et l'aotoitié des réponses sont erronées (cf.
Annexe. B-I. 4. 6. p. 106-108).

Le nombre de réponses des éléves mobilisant degdues qui s’appuient sur des
techniques du type syntaxique du registre algébriqtéets 5y . ., €st de99, soit
environ 69,2% de la totalité des copies des éléves et des étsdilmmt12 réponses étaient
exactes eb0 réponses étaient incompletes3t réponses qui étaient erronées (cf. Annexe.
B-1. 4. 6. p. 109-112).

Concernant les deux types de procédures s'appwsganties techniques mixtes du
registre algébrico-graphique, du tyRes iy -ag-gpn, NOUS AVONS enregistee réponses, soit
environ 28% de la totalité des copies dont une réponse étadmplete et les3 autres
erronées (cf. Annexe. B-1.4.6. p 113). D’autre pkrtdeuxieme type de technique mixte du
registre algébrico-graphique, NOt&g; 1, v -ag-gpn. €tait présent dans les copies2iéleves

et sont incompletes (cf. Annexe. B-1. 4. 6. p. 114)
Enfin, nous n’avons enregistré qu’une seule répalige autre type (cf. Annexe. B-I.

4. 6. p. 115-116) et les non réponses sont au redB6, soit 252% de la totalité des

copies.
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Les résultats sont donnés dans le tableau ci-dgessou

Effectif Pourcentage
t7—2—1b—sé—grph—incompléte 3 2-1
t7—2—1b—sé—grp h-erronée 3 2,1
t8—2—1b—sy—alg| —-exacte 12 8,4
tS—Z—]b—sy—aIg —incompléte 50 35,0
t8—2—1b—sy—alg| —erronée 37 25,8
t9—2—1b—M —alg-grph-incomplete 1 0,7
t9—2—]13—M —alg—-grph-erronée 3 211
th—2—1b—M —alg—-grph-incompléte 2 114
Autre type de réponse 1 0,7
Non réponse 31 21,7
Total 143 100,0

Tableau 2.4.3.1

Le croisement des catégories logiques de réponsedemnes de sémantique
syntaxique et mixte avec le type de réponses exaci@mpléte ou erronée montre quel@s
réponses exactes étaient pai®8 reponses des éleves et des étudiants qui S’amgmiysur
des techniques syntaxiques. Par contre, les rapsnses des éleves et des étudiants

s’appuyant sur des techniques mixtes et sémantigpiesntenaient aucune réponse exacte.

Exacte Incomplete Erronée Total
Syntaxique 12 50 37 99
Sémantique 0 3 3 6
Mixte 0 3 3 6

Tableau 2.4.3.2
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Ci-dessous des exemples illustrant notre catégonsdéaéeponse

Technique sémantique_, ;¢ oon Technique sémantique_, ,, .. .., €rronée
incompléte
Réponse : : [ 4ar g -6y49=0
: . b) Résoudre dans 2'le systéme (S); 4

e

S“NEQL’MW””‘*\\WJ ..................................................... |4r43p+9=0
i ™
A2 b

Technique syntaxiqué;_,_y, g, €Xxacte

Technique syntaxiqué;_,_y,_,., iNCOMpléte
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Le regroupement des différents types de technigmesrois catégories principales

montre que6 réponses, soit envirod,2% des techniques étaient sémantiques du registre
graphique,99 réponses, soit enviroi9,2% des techniques étaient du types syntaxique du
registre algébrique eb réeponses, soit envirod,2% qui sont du type mixte des registre
algébriques et graphiques.

Les résultats sont donnés dans le tableau etddraimme ci-dessous.

Effectif Pourcentage
tsé—grph 6 412
Loy alg 99 69,2
tM—alg—grph 6 4,2
Autre type de réponse 1 0,7
Non réponse 31 21,7
Total 143 100,0

Tableau 2.4.3.3

Regroupement sé/sy/M et par Registres
80
@ Technique sémantique du 20 69,2
registre graphique
@ Technique syntaxique du 60
registre algébrique 50
m Technique mixte des registres
e : 40 +
algébrico-graphique
O Autre type de réponse 30 21,7
20
m Non réponse 10 | 4.2 4.2
’ ’ 0’7
0
Type de technique

Figure 1. 8 : Résultats des réponses des élévesdes étudiants relatives a la résolution du systéme

s x> +4x+y?-6y+9=0
4x+3y+9=0

de I'exercice N°3

Le regroupement des différents types de procédsisggpuyant uniquement sur les
catégorisations logiques des réponses d’élévegsmnetde : « sémantique, syntaxique et
mixte » montre qu’il N’y a pas de différence avetieeque nous avons analysé, ci-dessus, qui

relie la catégorisation logique et celle des dédfés registres. Par contre, le croisement des
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catégorisations logique en termes de sémantiqueasgue et mixte avec le registres
algébriques et / ou graphique montre clairementlgsigechniques mixtes qui permettent de
répondre a la tache demandée contribue a I'artionlanter-registres.

Le tableau ci-dessous montre clairement ces conainesit

Algébrique | Graphique| Alg/ Grph

Syntaxique 99 0 0
Sémantique 0 6 0
Mixte 0 0 6

Tableau 2.4.3.4

Le test de khi-deux, qui consiste a croiser less ticatégorisations logiques des
différents types de procédures en termes de séjuantsyntaxique et mixte avec celui du
niveau des éléves et étudiants, montre qu’il y & diifférence significative dans les

procédures des trois niveaux. En effet, la valearkdi-deux est del1055 avec une
signification asymptotique d&5,3% > 5% qui affirme que la différence, dans les procédures

des éleves et étudiants des différentes classsspds significative.

L’histogramme ci-dessous montre clairement que dexcédures dominantes, des
différents éleves et étudiants, sont du type symtexdont un nombre tres faible, d’éleves et
étudiants, ont mobilisé les autres types de tecimsigémantiques et mixtes qui ne représente
que 84% de la population totale.

Dans l'analysea priori de cette question, nous avons fait I'nypothéselgugiestion
1) a pouvait favoriser le recours au registre giumh autrement dit le milieu objectif de
'éleve est enrichie par une question qui inciteh@anger de registre puisqu’elle permet
déterminer les coordonnées des points d’intergechiocercled et la droiteA avec la droite,
et par la suite de résoudre la tache proposéee®méavait fonctionné que chezéléves ou
la majorité des éléves et des étudiants avait msélis techniques syntaxiques. Ceci renforce
I'hypothése que les éléves mobilisent le point ue syntaxique des qu'il est disponible.

L’histogramme ci-dessous montre clairement cesyanal
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30

204

104 Q7
- Syntaxique
= [ semantique
]
E 0] - Mixte

QP2 QS2 QzZ2 QS3 Qz3 QPT
CLASSE

Histogramme représentant les différents types de pr ~ océdures

suivies par chaque classe pour répondre a la questi  on notée Q7

II. 2. 4. 4. Analyse des réponses a la question 2 r elative a la résolution du

systeme d’équation

La tache proposée consiste a résoudre le systemeéquation
X* +4x+y*-6y+9=0 - .
(S){ y y . Nous avons envisagé, dans I'analgseriori, deux types de
y=m

techniques dont l'une est du type sémantique etguibiun registre graphique, notée

ti1-4-2-se-gph, S @PPUYaNt sur une lecture graphique qui perneetié€erminer le nombre de

solutions pour chaqgue intervalle contenant le réell’autre type de technique est mixte du

registre algébrique, notég, , , v-.4, €t S'appuyant sur des transformations purement

algébriques suivies par un contrdle sémantique poncluré®.

Remarquons que nous avons classé les procédunessalation algébriques qui ne
sont pas suivies par un contrble sémantiques dacetégorie des réponses incomplétes, si les
opérations algébriques étaient correctes et sangdot® sémantique d’'une part et dans la
catégorie des réponses erronées si les transfomsatilgébriques étaient erronées, d’autre
part.

L’analyse compléte des différentes copies nous rmé@2 réponses, soit environ

154% de procédures de type sémantique du registre iguaghnotéet,, , s gpn, dont 7

% Les analyses didactiques et mathématiques saaitléés dans I'analyse priori.
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réponses étaient exactes,réponses étaient incomplétesldtréponses qui étaient erronées

(cf. Annexe. B-1. 4. 7. p. 117-1119).
Le nombre de réponses des éleves qui ont procédfepaechnigues du type mixte du

registre algébrique, notég_, ,_y_,, , €St de5S8, soit environ40,6% de la totalité des copies

des éleves et des étudiants dbntéponses étaient exactedy réponses étaient incomplétes
et 18 réponses étaient erronées (cf. Annexe. B-1. g. 120-123).
Les autres types de réponses sont au nombfe deit environ4,2% (cf. Annexe. B-

l. 4. 7. p. 124-125) et les non réponses goftsoit environ39,9% de la totalité des éleves et

des étudiants.
Les résultats des réponses des éleves et desndtud@atives a la résolution du

. x> +4x+y* —-6y+9=0 ) ; . ,
systeme (S sont représentés respectivement dans le tableau ci
y=m
dessous.
Effectif Pourcentage
tsé—grph—exacte 7 4-9
tsé—grph—incomplc‘ste 4 2,8
tsé—grph—erronée 11 7,7
tM —alg-exacte 5 3,5
tM —alg-incompléte 35 2415
tM —alg—-erronée 18 12,6
Autre type de réponse 6 4,2
Non réponse 57 39,9
Total 143 100,0

Tableau 2.4.4.1

Le croisement des catégories logiques de réponsegemnes de sémantique
syntaxigue et mixte avec le type de réponses exact@mpléte ou erronée montre clairement
gue les éleves et les étudiants ont mobilisé les tigpes de procédure sémantique et mixte
dont un nombre important de réponses erronées. Rutne coté on remarque que les

procédures mixtes dominent les procédures sémastiqu
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Le tableau cdessous indique les répartitic

Exacte Incomplete Erronée Total
Sémantique 7 4 11 22
Mixte 5 35 18 58

Tableau 2.4.4.2

Ci-dessous des exemples illustrant notre catégonsdéaéeponse

|\ vty —(w+‘4 i

) Déterminer le nombre des solutions du systéme (s} ol me R

\y=m

Réponse :

il Lo (02,3 .
Hh

M
Yk Hcfaiu'&\ﬁnu\ AT inu (,;@m

v s W I D s T S b A B3

Technique sémantiqug, ,_, ¢ 4, €Xacte

Technique semantiqug, ,, s 4,,n iINCOMplete
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Reponse :

Technique mixtet,, , , y_,, €Xacte Technique mixtg, , ,_,_,, erronée

Le regroupement des différents types de technigmestre que nous sommes
présence de deux catégories principales dont lagtesémantique du registre graphiqu
lautre du type mixte du registre algébrique. Ainsous vons 22 réponse, Soit environ
154% des techniques étaiedu typesémantiques du registre graphigq58 réponses, soit
environ 40,6% des techniques étaient du types syntaxique dutregikébrique

Les résultats des réponses des éleves et desnitudeatives a la résolution
X° +4x+y? -6y+9=0
y=m

systeme (S){ en terme de catégorisation sémantique et

syntaxique croisée avec les registres de représemtaémiotique sont représen

respectivement dans le tablei I'histogramme ci-dessous.
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Effectif Pourcentage
tsé—grph 22 15,4
tM -alg 58 40,6
Autre type de réponse 6 4,2
Non réponse 57 39,9
Total 143 100,0

Tableau 2.4.4.3

Regroupement sé/sy/M et par Registres
45 40,6 39,9
40 ~
@ Technique sémantique du
registre graphique 351
m Technique mixte du registre 30 1
algébrique 25
O Autre type de réponse 20
15
m Non réponse 10 -
5 .
0
Type de technique

Figure 1. 9 : Résultats des réponses des élévesdes étudiants relatives a la résolution du systéme

s x> +4x+y*-6y+9=0
y=m

de I'exercice N°3

Le regroupement des différents types de procédsisggpuyant uniquement sur les
catégorisations logiques des réponses d'élevesmnetde : « sémantique, syntaxique et
mixte » montre qu’il 'y a pas de différence avetle que nous avons analysée, ci-dessus,
qui croise la catégorisation logique et celle déférmnts registres.

Ceci est appuyé par le tableau ci-dessous dansllaqus croisons les catégorisations
logiques et le registre algébriques et graphiquéisgpe la mobilisation des techniques
sémantiques et mixtes est mono-registre.

Algébrique | Graphique

Sémantique 0 22
Mixte 58 0
Tableau 2.4.4.4
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Le test de khi-deux, qui consiste a croiser less ticatégorisations logiques des
différents types de procédures en termes de samantsyntaxique et mixte avec celui du
niveau des éleves et étudiants, montre qu'il npaa une différence significative en croisant
les niveaux des éleves et des étudiants avec le tgp procédure s’appuyant sur la
catégorisation logique. En effet, la valeur de dbix est del0l144 et la signification
asymptotique de71% > 5% ce qui affirme que la différence, dans les procgsldes éléves
et étudiants des différentes classes n’est pa#isajive.

L’histogramme ci-dessous montre clairement que dEéves et les étudiants des
différentes classes mobilisent a la fois les tephes sémantiques et les techniques mixtes
dans la résolution du systéme d’équation proposé ame dominance des techniques mixtes
par rapport a celle des techniques sémantiquestdates les classes sauf dans QP2 ou les

techniques sémantiques dépassent faiblement @sdleedhniques mixtes.

20

10+

Q8

- Sémantique

0] | | |:|Mixte

QP2 QS2 QzZ2 QS3 QZ3 QPT

Effectif

CLASSE

Histogramme représentant les différents types de pr ~ océdures

suivies par chaque classe pour répondre a la questi  on notée Q8

Conclusions relatives aux réponses des éléves ets détudiants concernant

I'exercice n°3

L’analyse des différentes réponses des élevessetteliants au sujet du troisieme

exercice met en évidence les résultats suivants :

Pour la détermination de la nature de I'ensemble’

Les deux types de techniques, sémantiques et migtes nous avons développées
dans I'analyse priori, étaient présentes dans les réponses des éléaes.cb type de tache,

les éleves et les étudiants ont montré une certamitrise des techniques algébriques qui a
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conduit 79 éleves et étudiant a la bonne réponse. Ce quirmtmpertinence des techniques

syntaxiques et mixtes dans la résolution de cezsaiiches du registre algébrique.
Pour la détermination de la nature de 'ensembleA

Les éléves et les étudiants ont mobilisé trois riegles parmi les quatre que nous
avons développées dans I'analgsgriori. Ces techniques étaient 86, soit environ63,73%
du type mixtes exploitant a la fois I'algébriqudesgraphique pour décrire I'ensemidle Par
contre, les technigues syntaxiques s'appuyant esitrdnsformations algébrique pour aboutir
a la forme réduite de I'équation de la droite paoldcrire ce que représente, étaient
présentes dan37 réponses, so86.27%.

En revanche, le nombre de réponses exactes quveldickensembleA était faible ou
un bon nombre d’éléves donnaient des réponses pletes

X* +4x+y? -6y+9=0

Pour la résolution dansiR? du systéme(S
4x+3y+9=0

Dans l'analysea priori de cette question, nous avons remarqué que la tdeh
résolution de ce systeme d’équation exige un nive@uconnaissances mobilisables qui
correspond a des mises en fonctionnements plueslagdépassant les applications simples
des propriétés, théoremes, définitions. Ce qui adiagt penser a enrichir le milieu objectif de
'éleve par la question 1) a. afin de lui condu&reexploiter le registre graphique pour

déterminer les coordonnées du point d’'interseademdeux ensembles et A.

En revanche, les réponses du type syntaxiquesnetdieminantes puisqu89, soit

environ883%6 dontl12 réponses syntaxiques exactes.

Ceci montre que ces éleves et ces éetudiants maftilieoutil syntaxique des qu’il est
disponible d’'une part, et qu’ils n’ont pas pensétarpréter le statut de ces fonctions a deux

variables ou équation du cercle et de la droiteA pour assurer l'articulation des deux
registres algébriques et graphiques, d’autre part.
Pour la détermination du nombre des solutions du stéme
s x> +4x+y* -6y+9=0
y=m
Tout d’abord, remarquons que le nombre des nomsgsoa cette question est 3&,
soit environ39,9% desl143copies. Ce nombre est élevé et il nous semble egiesst lié a la

difficulté de la question que nous avons remarques danalyse priori.
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D’une part, le systeme d’équation contient une Bgnalu second degré qui dépasse
largement les connaissances des éleves du seamdaliautre part, la notion de parameétre
est peu travaillée au début du secondaire.

La résolution de ce systeme d’équation exige ugarosation des connaissances ou
les éléves et les étudiants sont appelés a chamggefpis, de point de vue sémantique et / ou
syntaxique et de registre de représentation sémiedl. En plus, les deux types de
techniques, proposées dans I'analgseriori, dont I'une est du type sémantique du registre
graphique et l'autre est du type mixte du registggbrique étaient présentes dans les copies
des éléves et des étudiants.

Cependant, le nombre des techniques du type nuxteest de58 réponses, soit
environ 40,6% , dépasse celui des techniques sémantiques s’ampsiyale graphique qui
sont 22 réponses, soit enviratb,4% de la totalité des copies. Ceci montre la domieates
techniques syntaxiques dans les résolutions paoraa un travail sémantique au niveau du
registre graphique qui nous semble un milieu favilergui facilite la tache des éleves pour
répondre a ce type de questions puisque, I'analgsecopies montre que le nombre des
réponses exactes s’appuyant sur les techniquesnsgues, qui est de/, soit environ

3182% des réponses sémantigue, par contre les technimides (s’appuyant sur des
résolutions syntaxiques) n’étaient exactes que dangponses, soit enviror861% des

réponses mixtes.
II. 2. 5. Analyse de I'exercice N4

Avant de commencer l'analyse statistique des rétsultelatifs a I'exercice N°4,
rappelons que cet exercice a été proposeé aux aievescondaire et aux étudiants des classes
préparatoires de deux facons différentes. En efieys pensons que la résolution de

inéquation (y—x)(y—x2 +3x)>0 exige un niveau de connaissances disponibles pour les

éléves du secondaire. Par contre, les étudiants des classes préparatoirasno@au
technique leur permettant de résoudre ce type d'inéquation. Poumoek,avons choisi
d’intégrer la deuxiéme et la troisieme question comme étant des gsesttermédiaires
permettant,a priori, d’enrichir le milieu des éléves du secondaire afin de surmonter la
difficulté liée a la résolution de l'inéquation, tandis que kehéddes étudiants des classes

préparatoire consiste a répondre, directement, a la premiére et a la quatestiengu

1 Ceci est développé dans I'étude mathématiquedattigue que nous avons conduite dans I'analyseori.
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Nous rappelons, ci-dessous, les deux énoncés adresspectivement aux éleves du

secondaire et aux étudiants des classes prépagatoir
Enoncé adressé aux €léves du secondaire :

Soient f et g les fonctions définies sur par :f (x)=x et g(x)= x2 - 3x.

Soient T, et ', les courbes représentatives dleet g dans un repere orthonorme
direct (Of]j
1) Représentef, etl'; dansle repéréo,f,jj.

2)  Déterminer le signe db(x, y)= (y - x)y - x* +3x) dans chacun des cas suivants :
a) (x,y):(Z;L)donch(x,y):.....................................

b) (% y)=(@3)donc h(X, )= eveoveeeeeceee e
C) (x,y):(5,4)donc h(xy):
d)  (xy)=(2-Ddonc h(X,y)=...ccooiiiriiiiiiiiiiiie i,
e)  (xy)=(-1-2)donc h(X,y)=..coooviriiiiiiiieie,
i) (xy)=(67) donc h(X,y)=..ccceooiiiiiiiiiiiiee

3) Placer, dan{o, f, ]j les pointsA,B,C,D,E et F de coordonnées respectives :

(22). 13), (54). (-2-1). (-1-2) et (67).
4) Déterminer, par le calcul ou graphiquement, I'ensemble des solutiens d
linéquation : (y - x)y - x? +3x)>0.
Enoncé adressé aux étudiants des classes préparedsi:

Soient f et g les fonctions définies suR par :f (x)=x et g(x)= x —3x.

SoientT; et ', les courbes représentatives dleet g dans un repere orthonorme
direct (Of]j

1) Représentef; etl  dansle repéréo,f,jj.

2) Déterminer, par le calcul ou graphiguement, I'ensemble des solutiens d
linéquation (y - x)y - x? +3x)>0.
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II. 2. 5. 1. Analyse des réponses a la question 1 r elative a la

représentation graphique de T,

La tache proposée aux éleves et aux étudiantsstensprésenter dans un repere

orthonormé la courbe représentatiVe de la fonction linéairef définie sur IR par:

f(x)=x.
Nous avons envisagé, dans I'analgspriori, quatre types de technigques associées a

ce type de tache que nous avons notées respectivgmaet, , t

sé-grph* “2-4-1-sé-alg-grph’

92
t3—4—1—sé—alg—grph et t4—4—1—M —alg-grph

L’analyse complete des différentes copies nousnaélbO réponses soit enviror%
de procédures de type de technique sémantiquegikireegraphique, notée._, ou

sé-grph !
toutes les réponses étaient exactes (cf. Annexd.&1. p. 127).

Le nombre de réponses des éleves mobilisant deédqupes s’appuyant sur le premier
type de techniques semantiques des registres mjgebret graphiques, notég, ;  .i;-gpn:
est de40, soit environ27,9% de la totalité des copies des éléves et des étsdm toutes
les réponses étaient exactes (cf. Annexe. B-I. 4. B. 128).

Le deuxieme type de technique sémantique des megjiatgébriques et graphiques,

notéet, , étaient présent dand9 copies d’éleves et d’étudiants, soit environ

sé-alg-grph !
343% de la totalité des copies, dodf/ réponses étaient exactes Ztréponses étaient
erronées (cf. Annexe. B-I. 4. 8. 1. p. 129-130).

Nous avons enregistré une seule réponse exacteuyam sur la technique du type
mixte des registres algebriques et graphiquesenotg, ,,_.,,_qpn. SOIt environ0,7% de la
totalité des copies (cf. Annexe. B-1. 4. 8. 1. 1L

Les autres types de réponses sont au nombi@ dsoit environ7% (cf. Annexe. B-I.
4. 8. 1. p. 132-134) et les non réponses 83&ysoit environ231% de la totalité des éléves et

des étudiants.

92 Les analyses didactiques et mathématiques saaitléés dans I'analyse priori.
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Nous illustrons ci-dessous notre analyse par umpied’un autre type de réponse.

Exercice N°4 :

Soient f'et gles fonctions définies sur R par : /(x)=x etg(x)=x>—3x.

SoientI” et T", les courbes représentatives de f et g dans un repere orthonormé
. - —
direct [O, i,jj ,
. - —
1) Représenter I' ,et ', dans le repére (O, i,jj .

Réponse : =~ o

......................... 4098 4

................................................... _.r,e_)'

L. ) o <o T I S
S | R A

................ -=.—...f..a»...r-l-1-;..I.--...,‘l.‘--..‘.-rﬂ——-—ﬁ-a-......_.....;.......--......J.......\..»........

| &1\ 3
................................. D‘—“ﬁ[
..................................... e
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Les résultats des réponses des éleves et desndtudidatives a la représentation

graphique dd", sont représentés respectivement dans le tabldhisgigramme ci-dessous.

Effectif Pourcentage
t1—4—1—sé—grph—exacte 10 7 ) 0
t2—4—1—sé—alg| —-grph-exacte 40 27,9
t3—4—1—sé—alg| —-grph-exacte 47 32,9
t3—4—1—5:é—:;1|g —grph-erronée 2 114
t4—4—1—M —alg -grph-exacte 1 0-7
Autre type de réponse 10 7,0
Non réponse 33 23,1
Total 143 100,0

Tableau 2.5.1.1

Le croisement des catégories logiques de réponsedemnes de sémantique
syntaxigue et mixtes avec le type de réponses exaictcomplétes ou erronées montre une
réussite assez remarquable @k éleves qui ont répondus a cette question, puisqus
n‘avons enregistré que2 réponses erronées.

Exacte Incomplete Erronée Total
Sémantique 87 0 2 89
Mixte 1 0 0 1

Tableau 2.5.1.2
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Ci-dessous des exemples illustrant notre catégonsdéaéeponse

Exercice N°4 : Exercice N°4 :

Solene fergles finctiond définies s Ripatadf (x) = st (k) =2 =G, Soient /et g les fonctions définies sur B par : //(x)=x etg(x)=x"-3x.

SoientI”, et I, les courbes représentatives de f° et g dans un repére orthonormé SoientI” et T, les cowrbes représentatives de /el g dans un repére onthonormé

" f) sy
e [ s b
e | dilfxl[O.uJJ,

' A

1) Représenter T et T dans \uic]u‘:ﬂ:L(},j,_; | 1) Repré r P A IU =34

/ eprésenter I et , dans le repére L0 |

Réponse : . k 4

Réponse :

&

- ,(.(c,,,:_-l 4::‘;.,{\%:11&;&‘ de

Technique sémantiquet, ;1 c¢ 51g-grpn €Xacte | Technique mixte t, ;4 y_5ig_gpn €Xacte

Le regroupement des différents types de technigmestre que nous sommes
présence de trois catégories principales dontdmigre est sémantique du registre graphi
la deuxieme est du type sémantique des registgébridues et graphiques et la troisieme
du type mixte du registre graphiq

Nous avons, ainsilC réponses, soit envirom% des techniques sémantiques
registre graphique,89 réponse, soit environ 62,2% des techniques étaient du ty
sémantique des registreggabriques et graphiques et les techniques mixtesreigistre:
algébriques et graphiques sont représentées pasauie réponse qui représel0,7% des
copies.

Les résultats des réponses des éleves et des rdtudatives a la représentat

graphique du graphE, en terme de catégorisation sémantique et/ ou Sguxcroisée ave

les registres de représentation sémiotique soméseptés respectivement dans le table:

I’histogramme ci-dessous.
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Effectif Pourcentage
tsé—grph 10 7,0
tsé—alg—grph 89 62,2
tM—alg—grph 1 017
Autre type de réponse 10 7,0
Non réponse 33 23,1
Total 143 100,0

Tableau 2.5.1.3

Regroupement sé/sy/M et par Registres

O Technigue sémantique du
registre graphique 70

@ Technique sémantique des
registres algébrique et 50

m Technigue mixte des registres
algébrico-graphique

O Autre type de réponse

m Non réponse

60 -

62,2

40

30 A

20

10 -

0

—

0,7

Type de technique

23,1

totalité des copies.

Les résultats sont représentés dans le tabledustdbfjramme ci-dessous.

Effectif Pourcentage
Sémantique 99 69,2
Mixte 1 0,7
Autre type de réponse 10 7,0
Non réponse 33 23,1
Total 143 100,0

Tableau 2.5.1.4

Partie B : « Investigations didactiques »

Figure II. 10 : Résultats des réponses des élévesies étudiants relatives a la représentation dé

Le regroupement selon notre catégorisation sémantiet / ou syntaxe dans les
résolutions montre que les techniques du type séau@nsont présentes daf8 copies. Les

techniques de résolution du type mixtes sont ptésattans une seule copie, s6ji% de la
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Regroupement sé/sy/M

80
70 -
60
50

69,2

@ Technigue sémantique

m Technique mixte
40 ~

30
20

O Autre type de réponse

N
o
[N

m Non réponse

0,7

Type de technique

Figure Il. 11 : Résultats des réponses des élévagles étudiants relatives a la représentation grapfue de

["; enrichies par la catégorisation sémantique et / osyntaxe

Le croisement des catégories logiques en termesnaglisation des techniques
sémantique mixtes avec les registres de représmntagémiotiques graphiques et / ou
algébrigues montre que le point de vue sémantiju@xes s’articulent au sein des registres
algébriques et graphiques.

Graphique | Alg/ Grph

Sémantique 10 89
Mixte 0 1
Tableau 2.5.1.5

Le test de khi-deux, qui consiste a croiser lesstaatégorisations logiques des
différents types de procédures en termes de samantsyntaxique et mixte avec celui du
niveau des éleves et étudiants, montre qu’il yadifférence non significative entre les types
de procédures de résolution. En effet, la valeurkbedeux est de2597 avec une
signification asymptotique au seuil d6,2% >>5% qui confirme que la différence, dans les
procédures des éleves et étudiants des différelateses n’est pas significative.

L’histogramme ci-dessous qui montre clairement tpseprocédures des différents
eléves et étudiants des difféerentes classes onilisgofortement des techniques sémantiques.

Par contre, un seul étudiant de la classe QPT alis®bne technique mixte.
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30

201

Q9
- Mixte
0 || s mantique

QP2 QS2 Qz2 QS3 Qz3 QPT

Effectif

CLASSE

Histogramme représentant les différents types de pr ~ océdures

suivies par chaque classe pour répondre a la questi  on notée Q9

lI. 2. 5. 2. Analyse des réponses a la question 1 r elative a la

représentation graphique de T,

La tache proposée aux éleves et aux étudiantsstersireprésenter dans un repére

orthonormeé la courbe representatiVg de la fonction trinOmeg définie sur IR par:
g(x)=x*-3x.
Nous avons envisageé, dans l'analysepriori, deux types de techniques associées

directement a ce type de tdche que nous avons noté respectivemept,_par,,, qui

consiste a representg, point par pointet,_, qui S’appuie sur une reconnaissance du

sy-alg
théoréme du coutd Cependant, nous avons remarqué qu'il y a possibilité que dessél
répondent & un type de tache non demandée en s’appuyant sur leguescimixtes, notées
respectivement pally_,_;_v._grpns te-a-1-m,—giph €T ter—am1-m,-ani-aig—grpn dUI CONSistent a faire une
étude compléte de la fonctiog, s'appuyant sur trois méthodes différeftesfin de la

représenter.

9 Ce théoréme est énoncé dans I'anadypeiori.
% Ces techniques ont été détaillées dans I'anabygemri.
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L’analyse compléte des différentes copies nous ranél 74 réponses soit envirc
518% de procédures ou de type de technique séque du registre graphique, n
te-s-1-se-grph» AONED7 réponses étaient exact6 reponses étaient incompletesll réponses
étaient erronég&f. Annexe. kI. 4. 8. 2. p. 135-137).

Le nombre de réponses des éleves s’appuyant secHaique syntaxique du regis
algebrique, notee,_,_, . ., de 2, soit environ14% de la totalité des copies des éleve
des étudiants et quiaént incompléte (cf. Annexe. B-1. 4. 8. 2. p. 138).

Concernant les techniques mixtes que nous avordléés dans I'analysa priori,
nous n'avons enregistré que celle, NCtg. 1y, _ani-aig-gpn» dUI S'@ppuie sur une étude de
variation de la fonctiong par un recoul au calcul de la dérivée. Ce type de technique
présent dand1 copies,soit environ 7,7% de la totalité des copies dc8 réponses étaient
exactes eB réponses étaient erron (cf. Annexe. B-I. 4. 8. 2. p. 13840.

Les autres types de réponses so nombre de23, soit environl€% (cf. Annexe. B-

l. 4. 8. 2. p. 141t42) et les non réponses < de 33, soit environ231% de la totalité des

éléves et des étudiants.
Nous illustrons cdessous par un exemple d’un autre type de réf

1) Représenter T',et I', dans le repére ((')__ ."‘, 7) ‘

Réponse :
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Les résultats des réponses des éleves et desndtudidatives a la représentation

graphique dd~, sont représentés respectivement dans le tabletssous.

Effectif Pourcentage

t6-4-1-sé-grph-exacte 57 39,9
t6-4-1-sé-grph-incompléte 6 4,2
t6—4-1-se-grph-erronge 11 7,7
t7-4-1-sy-alg-incompléte 2 1,4
U5 _4-1-M,-ani-alg—grph-exacte 8 5,6
t6"_4-M,-anl-alg-grph-erronée 3 2,1
Autre type de réponse 23 16
Non réponse 33 23,1

Total 143 100,0

Tableau 2.5.2.1

Le croisement des catégories logiques de réponsedemnes de sémantique
syntaxigue et mixte avec le type de réponses exact@mpléte ou erronée montre clairement
gue les éléves et étudiants mobilisant des techrigémantiques et mixtes ont données
majoritairement des réponses exactes, 8ditéponses exactes par8b. Par contre, les deux

procédures syntaxiques étaient toutes les deuxnplates.

Exacte Incomplete Erronée Total
Syntaxique 0 2 0 2
Sémantique 57 6 11 74
Mixte 8 3 0 11

Tableau 2.5.2.2
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Ci-dessous des exemples illustrant notre catégonsdéaéeponse

5

] {oa
) Représenter T et T, dans le rcpémk(), il
/

Réponse :

Technique semantiquets 4 ;g grpn €Xacte

g
1) Représenter T et I' dans le rspére[().j_jJ.

Technique semantiquets_41_g¢_grpn iINCOMpléte

[l
1) Représenter ' et T, dans Ic:‘ep:’:rcLO, L;).

Réponse :

Technique mixte tg._s 1. _ani-aig-groh EMTONEE

B
1) Représenter 17, et I‘y dans le rcpd‘ru(('), i.jj ’

Technique mixtetg._,_1_y. _ani-aig-grpn €XACte
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Le regroupement des différents types de technigunestre que nous sommes en
présence de trois catégories principales, dont rEemigre est sémantique du registre
algébrique et graphique, la deuxieme est du typgasique du registre algébrique et la
troisieme est du type mixte articulant les regstralytiques, algébrique et graphique.

Nous avons, ainsi/4 réponses, soit enviroB18% des techniques sémantiques des
registres algébriques et graphiquésréponses, soit enviroh4% des techniques étaient du
type syntaxique du registre algébrique et les teckms mixtes articulant les registres
analytiques, algébriques et graphiques sont repi@se padl réponses qui représenter%
des copies.

Les résultats des réponses des éleves et desrdtudiatives a la représentation

graphique du graphE; en terme de catégorisation sémantique et / oasignte croisée avec

les registres de représentation sémiotique sonéseptés respectivement dans le tableau ci-

dessous.
Effectif Pourcentage

tsé—alg—grph 74 51,8

tsy—alg 2 1,4

tM —anl-alg-grph 11 7,7

Autre type de réponse 23 16

Non réponse 33 23,1
Total 143 100,0

Tableau 2.5.2.3
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Regroupement sé/sy/M et par Registres
. " . 60
@ Technique sémantique des
registres algébrique et 51,7
graphique 50 |
@ Technique syntaxique du
registre algébrique
40
W Technique mixte des registres
analytique et graphique
30 -
O Technique mixte des registres 23,1
analytique algébrique et 20
graphique 15,4
O Autre type de réponse
10 7,7
m Non réponse L 0,7
0
Type de technique

Figure Il. 12 : Résultats des réponses des élévesies étudiants relatives a la représentation dEg

Le regroupement selon notre catégorisation sémantet / ou syntaxe dans les
résolutions montre que les techniques du type sémqouansont présentes damd copies, soit

environ 51,7% de la totalité des copies. Les nombre des répoasgmpuyant sur des
techniques syntaxiques est de deux, soit envitdfo de la totalité des copies et les
techniques de résolution du type mixtes sont ptésetand2 copies, soit84% de la totalité

des copies.

Les résultats sont représentés dans le tabledustdbfjramme ci-dessous.

Effectif Pourcentage
Syntaxique 2 1,4
Sémantique 74 51,7
Mixte 12 8,4
Autre type de réponse 22 15,4
Non réponse 33 23,1
Total 143 100,0

Tableau 2.5.2.4
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Regroupement sé/sy/M
60
51,7

50
@ Technigue sémantique 40 -
@ Technigue syntaxique
® Technique mixte 30 - 23,1
O Autre type de réponse 20 154
m Non réponse

10

1,4
0
Type de technique

Figure Il. 13 : Résultats des réponses des élévagles étudiants relatives a la représentation grapfue de

rg enrichies par la catégorisation sémantique et / asyntaxe

Relativement a cette question, le croisement d&gjoesations logiques en termes de
sémantique, syntaxique et mixtes avec les différeegistres mis en jeu montre clairement
gue les points de vues sémantiques et mixtesailatit entre les différents registres

algebriques, analytiques et graphiques dans |@tdelieprésentation de la coufe

Le tableau ci-dessous montre clairement ces arglyse

Algébrique | Alg/ Grph| Anl/Alg/Grph

Syntaxique 2 0
Sémantique 0 74
Mixte 0 0 11

Tableau 2.5.2.5

Le test de khi-deux, qui consiste a croiser less taatégorisations logiques des
différents types de procédures en termes de samantsyntaxique et mixte avec celui du
niveau des éléves et étudiants, montre qu'il y a différence significative entre les trois

types de procédures de résolution. En effet, lauratle khi-deux est d20,003 avec une
signification asymptotique au seuil d&9% < 5% qui confirme que la différence, dans les

procédures des éleves et étudiants des différelateses, est tres significative.
L’histogramme ci-dessous qui montre clairementecditférence entre les procédures
des différents éleves et étudiants des différeritesses. En effet, les procédures sémantiques

étaient présentes chez les éléves et les étudiantaites les classes.
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Les éleves de la classe pilote QP2 et ceux deugielae année secondaire du lycée
Ezzahrouni QZ2 n'ont exploité que ces techniquagmeant sémantiques. Par contre, ceux
des classes QS3, QZ3 et QPT ont mobilisé, en dhstechniques mixtes de représentation
d’'une part et ceux de la QS2 ont mobilisé des tgctes syntaxiques d’autre part.

Ainsi, nous pouvons dire que relativement au typegéathe demandé, qui consiste a

représenter graphiquement la courlig, les é€leves et les étudiants ont mobilisé

majoritairement des technigques sémantiques. Ennchea les techniques syntaxiques et
mixtes qui consistent a faire une étude complétdéadi®nction g étaient présentes. Ceci
confirme notre analysa priori dans laquelle nous avons estimé qu’il y auraitype de
réponses méme si le type de tache demandé étagpdésenter et non pas d'étudier la

fonction g.

30

20

101 Q10
-Syntaxique
b Dsémanlique
|5}
2
w o -Mixte

QP2 QS2 Qz2 QS3 Qz3 QPT

CLASSE

Histogramme représentant les différents types de pr ~ océdures

suivies par chaque classe pour répondre a la questi  on notée Q10

II. 2. 5. 3. Analyse des réponses des éléves du sec ondaire a la question 2

relative a la détermination du signe de  h(x, y)= (y - x}y - x* +3x)

Le type de tache proposé au éléves du secondaire consiste a déterrmigee lde

h(x,y)=(y-x)y - x? +3x) dans chacun des cas suivants :
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a) (% y)=(21) donc h(X,¥) = ...oovvovrerieiieiieiieieieis
b) (% y)=(3) donc h(X, )= cerevoveeeie e
c)  (xy)=(4)donc h(X, ¥)=.ooiviirieiiiiiieiei,
d)  (xy)=(2-Ddonc h(X,y) = ceoeoorerireeiiieieee e,
e)  (xy)=(-1-2)donc h(X,y)=.ccoeviriiiiiiiicene e,

f) (x,y)=(6,7) donc h(X,y) = ...oeeeevieeiiiiiee i,

Cette tache est priori une tache routiniére qui ne demande qu’un niveealnique ou
I'éléve est sensé de substituer les valeurs afteibax et ay pour calculer la valeur de.

Nous n’avons qu’un seul type de technique, N®€6 ¢ »4-num: QUi €St UNe technique
sémantique des registres algébrique et numeérique.

L’analyse compléete des différentes copies nous mné@3 réponses exacte$
réponses incomplétes 48 réponses erronées (cf. Annexe. B-1. 4. 9. p. 481

Les autres types de réponses sont représentéagaeule réponse, soit enviro®%

(cf. Annexe. B-I. 4. 9. p. 146) et les non réporsas 20, soit environl8 de la totalité des
éleves du secondaire.

Les résultats des réponses des éleves du secomelaitiees a la détermination du
signe de I’expressioh(x, y)= (y— x)(y— x? +3x), selon les valeurs données, sont représentés

respectivement dans le tableau ci-dessous.

Effectif Pourcentage
t8—4—2—sé—alg—num—exacte 33 29,7
t8—4—2—sé—alg —num-incompléte 9 8,1
t8—4—2—3(’e—alg—num—erronée 48 43,2
Autre type de réponse 1 9
Non réponse 20 18,0
Total 111 100,0

Tableau 2.5.3.1

Nous avons, ainsi90 réponses, soit enviro811% des techniques sémantiques des

registres algébriques et numériques qui est le seul type de technique.
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Le tableau cdessous montre clairement que les procédures dal,calii consistent a
substituer des valeurs numériques dans I'expresdg@brique de la fonctich, donnent lieu,

pour plus de la moitié, a des réponses errot

Exacte Incompléte Erronée Total
Sémantique 33 9 48 90
Tableau 2.5.3.2

Ci-dessous des exempillustrant notre catégorisation de répon

0 Déeminerlsigede H{x. )= =1+ 3| dnschaundos s s 1) Déermine e gne d () (v—x][' ¥ +3.r) dans chacun des cas sufvants
8 (00)=(21) AL D 8) (17)=(21) done ) D (Al o Lo

) 1)=(L3) o) b S 5l e D] 10 0 1)<(13) doe ) .

C‘u [ll'}:(\”'] dorie EJ(‘I‘ C] {\'J}:[i-l) done h[”')
i l«\?}’):(‘z-*]) done h(“] ) ('.1‘,]:'):(-2,—1) dore h(m]J
L S E— )= bl o bt 1

D) =(T) T D=7 o) A

Technique sémantiquets 4-5-s¢ aig-num iNCOmpléte | Technique sémantiquets 45-s¢aig-num erronee
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2) Déterminer le signe de /(x,y)=(y- x)( pxt & 3x) dans chacun des cas suivants :

»)=(21) done h(x,y) 0. \\alg 4} 5. 4]
¥)=(1,3) done h(x,y).£.0...L h ....... J..o
Y)=(54) donc h(x,y). 30 LA 4 bz
,¥)=(-2,-1) donc h(x,y) .......... &.
(59)=(-1-2) done h(x,y). .o L. Bl ) AL
(%.y :(6,7) done h(x, y) .......... ......

Technique semantiquetg 4 »_s aig-num €rronee

Les résultats des réponses des éleves et desrdtudiatives a la représentation
graphique du graphE; en terme de catégorisation sémantique et / oasigpte croisée avec
les registres de représentation sémiotique soméseptés respectivement dans le tableau et

I’histogramme ci-dessous.

Effectif Pourcentage
tsé—alg—num 90 81,1
Autre type de réponse 1 0,9
Non réponse 20 18,0
Total 111 100,0

Tableau 2.5.3.3
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Regroupement sé/sy/M et par Registres

90 81,1
80 |

70 -

@ Technigue sémantique du
registre numérique 60 -

O Autre type de réponse 50
40

m Non réponse 30

20 -

10 | 0’9 -—
0

Type de technique

Figure Il. 14 : Résultats des réponses des élévas secondaire relatives a la détermination du signge

I'expression h(X, y): (y - X)(y -x*+ 3X) suivant des valeurs données

Le regroupement selon notre catégorisation sémantique et / caxesydans les
résolutions montre que le seul type de techniques présent estegltechniques du type

sémantique qui représentedf copies, soit enviro811% de la totalité des copies des éleves

du secondaire.

Alg / Num

Sémantique 90
Tableau 2.5.3.4

II. 2. 5. 4. Analyse des réponses des éleves a la q uestion 3 qui consiste a

placer des points dans un repére orthonormé direct

Rappelons que la question posée n'a été adressée qu’aux élevesralaiseatans
laquelle le type de tache proposé consiste a placer, dans un repéreroréhdee points
A,B,C,D,E et F de coordonnées respective@i), (13), (5,4), (— 2,—1), (—l—2) et (6,7).

Cette tache est priori une tache routiniére qui ne demande qu’un niveau technique ou I'éleve
est sensé placer des points de coordonnées données dans un réj@E@noét direct.

Rappelons que nous avons note la technique, associée a ce tgpbedeart, , , . .., qui

est une technique du type sémantique du registre graphique.
L’analyse compléte des différentes copies nous a déBmé&ponses s’appuyant sur la
technique sémantique du registre graphique, d68t réponses exactes? réponses

incomplétes et réponses qui étaient erronées (cf. Annexe. B-1. 4. 10. p. 147-150
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Les non réponses sont au nombred@e soit environ38,7% de la totalité des éleves
du secondaire.
Les résultats des réponses des éleves du secorglaiirees au placement des points

dans le repere orthonormé direct sont représeespectivement dans le tableau ci-dessous.

Effectif Pourcentage
t9—4—2—3(9—grph—exacte 62 55,8
t9—4—2—sé—grph—incompléte 2 1,8
t9—4—2—sé—grph—erronée 4 3,6
Autre type de réponse 0 0
Non réponse 43 38,7
Total 111 100,0

Tableau 2.5.4.1

Nous avons, ainsi68 réponses, soit enviro61,3% de techniques sémantiques du

registre graphique qui est le seul type de tectmiqu

Les résultats des réponses des éleves et desrgtdedatives au placement des points
dans le repéere orthonormé direct, en terme de @aségjon sémantique et/ syntaxique croisée
avec les registres de représentation sémiotiquersprésentés respectivement dans le tableau

et I'histogramme ci-dessous.

Regroupement sé/sy/M et par Registres

70

61,3
60 -
50
| Technique sémantique 40 |
m Autre type de réponse
. 30 +
W Non réponse
20 +
10 -
0 i

Type de technique

Figure II. 15 : Résultats des réponses des élévas secondaire relatives au placement des points daus repére

orthonormé direct

Le tableau ci-dessous montre une tres grande réajbei réponses exactes parmi les

réponses, qui sont toutes de type sémantique.
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Exacte Incomplete Erronée Total
Sémantique 62 2 4 70
Tableau 2.5.4.2

Ci-dessous un exemple illustrant notre catégorisation de rég

o
1) Représenter I, et T', dans l¢ repére| 0.4, |.
LY 4

Réponse :

Technique sémantiquety_,_, g o €Xacte

Le regroupement selon notre catégorisation sémantique et / caxeydans le
résolutions montre que le seul type de techniques présent estles techniques du tyg

sémantique qui représentdsft copies, soit enviro$1,3% de la totalité des copies des élé

du secondaire.

Grph
Sémantique 068
Tableau 2.5.4.3

II. 2. 5. 5. Analyse des réponses a la question 4 g ui consiste a déterminer

par le calcul ou par le graphigue I'ensemble des so lutions de l'inéquation
(y—x)(y—x2 +3x)>0

Cette question est adressée, a la fois, aux éleves du secondairecaickamts de

classes prépaeires. La tache demandée consiste a déterminer 'ensemble des sollg

'inéquation (y— x)(y— x* + 3x)> 0 par le calcul ou par le graphique.
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Nous avons détaillé, dans I'analyseriori, les difféerentes techniques de résolution de

cette question. Ces techniques sont notées resp@emt, t,, , , v _ag-gpns to-s-2-se-grphs

t9"—4—2—3y—r;1|g ’ t9"'—4—2—sé—grph .
L’analyse complete des différentes copies nous mnél@ réponses, soit environ

14% de technique mixte des registres algébriquesagthipiues, Noté€, , , \ g-gpn» dONt

la moitié des réponses étaient incomplétes etrBambitié était erronée (cf. Annexe. B-I. 4.
11. p. 151-152).
Le nombre de réponses des éléeves s’appuyant secHaique sémantique du registre

graphique, notéey_, , . qpn, €St de8, soit environ56% de la totalité des copies des éleves

et des étudiants, doft une réponse étaient incompletes et deux réponsesajent erronées
(cf. Annexe. B-1. 4. 11. p. 153-154).
Les réponses s’appuyant sur une technique du tygexsque du registre algébrique,

notéety._, , ¢, .y, SONt au Nnombre d&8, soit environ19,6% des copies, dorit6 réponses

alg !
incomplétes el2 réponses erronées (cf. Annexe. B-1. 4. 11. p. 5%

Le deuxieme type de réponse seémantique du registphique notée pae._, , e gipn

est représenté pdoO copies, soit enviro% dont 4 réponses étaient exactes et les six autres
réponses équitablement partagées par des répamsespletes et des réponses erronées (cf.
Annexe. B-I. 4. 11. p. 157-159).

Les autres types de réponses sont au hombié dsoit environ13,3% (cf. Annexe.
B-I. 4. 11. p. 160) et les non réponses sobit soit environ531% de la totalité des éleves et
des étudiants.

Nous illustrons ci-dessous par un exemple d’'uneayre de réponse.
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4) Déterminer, par le calcul ou graphiquement, I"ensemble des solutions de

P’inéquation (y - x)(}.' ~-x 4 31‘) >0,

Réponse :

........................... Ziow . ;b a0 sbe. calle_inoqunies.
. .M.(‘.".éfﬁ ....... £ TR ol opnd. ... (5. P .‘Qﬁwl‘f\" ........ AL %J =" — AN mﬁ .......
AL &::ML% MAL ... \fm ....... 3 ‘ A p L ....... r—gi . ‘x.@e-s\;:njg: .,\\/“ ......

Les résultats des réponses des éléves et desndtudBatives a la détermination, par
calcul ou par le graphique, de I'ensemble des wuistde I’inéquatior(y— x)(y— x? +3x)> 0

sont respectivement donnés dans le tableau ci-dessous.

Effectif Pourcentage
U 0-4-2-M —alg-grph-incompléte 1 0,7
1) 0-4-2-M -alg—grph-erronce 1 0,7
Ly _4->-s6-grph-incomplete 2 1,4
Ly _4-2-se-grph-erronce 6 4,2
Uy _4-2-sy-alg-incompléte 16 11,2
Uy _4-2-sy-algerronce 12 8,4
Ly _4-o-se-grph-exacte 4 2,8
Lo 42 se-grph-incomplete 3 21
Lo _4-2-se-grph-erronce 3 2,1
Autre type de réponse 19 13,3
Non réponse 76 53,1
Total 143 100,0

Tableau 2.5.5.1

Le croisement des catégories logiques en termes de techniques sémagtitaxique
et mixte avec le type de réponses exacte, incomplete et erronée montre claijeensstles
les procédures sémantiques contenaient des réponses exactes. En revanetieitpes

syntaxigues et mixtes ne contenaient que des réponses incompéteséts.
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Ceci appuie notre analya priori dans laquelle nous avons expliqué que la résol
purement algébrique n'abola pas a la bonne réponse parce céype de résolution exi
un niveau de connaissances non disponibles chegléges du secondaire faisant app:
I'étude des fonctionde deux variables réell:

Le tableau cdessous présente la répartition des répc

Exacte Incompléete | Erronée Total
Syntaxique | 0 16 12 28
Sémantique| 4 5 9 18
Mixte 0 1 1 2

Tableau 2.5.5.2

Ci-dessous des exemples illustrant notre catégonsdéréponse:

) Déteminer, par le caloul ou praphiquement, Tensemble des solutions de
et [ @5
[ meqmﬂun[r—.\'](‘r—‘\" +3x)20,

Réponse :

; ; ; A Technique sémantiquetg_s_»_cs incompléte
Technique mixte t , »_\ ag-gpn INCOMPlete q QUelgr—4-2-se-grph P

Le regroupement des différents types de techniguestre que nous sommes
présence de trois catégories princig, dont la premiére est sémantique du reg
graphique, la deuxieme est du type syntaxique distre algébrique et la troisieme est

type mixte articulant les registres algébriquerappique
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Nous avons, ainsil8 réponses, soit enviroh2,6% des techniques sémantiques du
registre graphiques28 réponses, soit envirol9,6% des techniques étaient du type

syntaxique du registre algébrique et les techniguieges articulant les registres algébriques

et graphiques sont représentées daéponses, soit enviroi4% des copies.
Les résultats des réponses des éleves et desndtudbtatives a la détermination de
'ensemble des solutions de I’inéquati(ﬁ;n—x)(y—x2 +3x)>0 en terme de catégorisation

sémantique et / ou syntaxique croisée avec les registres de représesgatiotique sont

représentés respectivement dans le tableau et I'histogramme ci-dessous.

Effectif Pourcentage
tsé—grph 18 12,6
tsy_a,g 28 19,6
tM —alg—-grph 2 1,4
Autre type de réponse 19 13,3
Non réponse 76 53,1
Total 143 100,0

Tableau 2.5.5.3

Regroupement sé/sy/M et par Registres

60

53,1

m Technique sémantique du
registre graphique 50

@ Technique syntaxique du
registre algébrique 40

m Technique mixte des registres

algébrico-graphique 30

O Autre type de réponse 20

m Non réponse 10 A

Type de technique

Figure Il. 16 : Résultats des réponses des élévesies étudiants relatives a la détermination, pard calcul

ou par le graphique, de I'ensemble des solutions denéquation (y— x)(y— x? + 3X)> 0

Le regroupement selon notre catégorisation sémantique et / syntaee les

résolutions montre que les techniques du type sémantiquergégentes dank8 copies, soit
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environ 12,6% de la totalité des copies. Les nombre des répossggpuyant sur des
techniques syntaxiques est &8, soit environ19,6% de la totalité des copies et les
techniques de résolution du type mixtes sont ptésetans? copies, soitL,4% de la totalité

des copies.
Les résultats sont représentés dans le tabledustdbfjramme ci-dessous.

Algébrique | Graphique | Alg/ Grph

Syntaxique | 28 0 0
Sémantique| 0 18 0
Mixte 0 0 2

Tableau 2.5.5.4

hY

Le test de khi-deux, qui consiste a croiser less taatégorisations logiques des
différents types de procédures en termes de samantsyntaxique et mixte avec celui du
niveau des éleves et étudiants, montre qu’il n'g pa différence significative dans les

procédures des trois niveaux. En effet, la valearkti-deux est del0421 avec une
signification asymptotique dé0,4% > 5% qui affirme que la différence, dans les procédures

des éléves et étudiants des différentes classsspds significative.

L’histogramme ci-dessous montre clairement que dEéves et les étudiants des
différentes classes mobilisent a la fois les tephes sémantiques et les techniques mixtes
dans la résolution de l'inéquation proposée mémessiéleves de la classe de la deuxieme
année secondaire du lycée Ezzahrouni QZ2 et cewtadses préparatoire ont mobilisé les
trois types de procédures. D’'un autre coté, noasarguons que les techniques syntaxiques
dominent dans les procédures des éleves et daarmBides quatre classes QP2, QS2, QS3 et
QPT. Par contre, les techniques sémantiques samindates chez ceux de la QZ2 et

égquitablement partagées avec les techniques sgotschez ceux de la classe QZ3.
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16

14

12

10

Q13

-Symaxique
% 2 I:lSémarmque
D
E 0 -Mlxte

QP2 QS2 QZ2 QS3 QZ3 QPT

CLASSE

Histogramme représentant les différents types de pr ~ océdures

suivies par chaque classe pour répondre a la questi  on notée Q13

Conclusions relatives aux réponses des éléves etsdétudiants concernant

I'exercice n°4

Dans cet exercice, les éleves et les étudiants agupelés a articuler les différentes
représentations des objets équation, inéquatiomeaou a deux variables et les fonctions en

vue de déterminer I'ensemble des solutions de dulaion a deux variables réelles
(y-x)Ny-x?+3x)>0.
Pour la représentation graphique derl,

Ce type de tache est routinier et nous avons enregistré différeategres de

représentation graphique dle qui est un objet normalement bien connu par les éléves et les

étudiants des niveaux concernés. lls se sont appuyés sur dift§pagsechniques articulant
les objets équation, fonction et courbe. En effet, le premier typeadimitjue de réponse

tse-gon €1 € deuxieme type&, ay-gpn, qUE NOUS avons décrit par deux fagons dans I'analyse

priori, consistent a faire le lien entre fonction linéaire et sa représentgtphique. Le

troisieme type de techniqug,_,,_,,, consiste a articuler le termé(x): X et I'équation
y =X qui contribue a une affectation de valeurs a I'une des variables y pour déduire
l'autre qui permettent par la suite de représenter I'objetAinsi, nous pouvons dire qu’une

bonne partie des éleves articulent les objets équation, courbe @érdimg#aire qui sont des
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objets acquis depuis la premiére année secoritaBe qui est en accord avec nos analyses
des programmes et des manuels de la premiére aenéadaire qui montre que les objets
éguation du premier degré a deux inconnues rédéasfonctions linéaires et les droites
s’articulent mutuellement.

Concernant le nombre des non réponses, nous pensdh®st un peu élevé par

rapport a la nature de l'objet en question puis@3eréponses, soit enviro31% de la

totalité étaient autrement proposées.

Pour la représentation graphique der

Les techniques exploitées par éléves et les étisdsont multiples. En effet, d’une
part, il y a ceux qui ont utilisé des techniques spnt directement liées au type de tache
demandée (4 réponses) et d’autre part, il y a ceux qui onbrglu en s’appuyant sur des
techniques, que nous avons développées dans Karelgriori, qui répondent au type de
tache demandée mais qui font appel a d’autres igobs relevant d’autres types de taches
comme par exemple I'étude complete de la fonctimdme (s’appuyant sur le calcul du taux

de variation ou sur un calcul de la dériveE3} (éponses).

Pour la détermination du signe de I'expression(y-x)(y-x?+3x) pour des
valeurs données

Ce type de tache routinier proposé aux €éléves cangaire fait appel a des techniques
de substitution des valeurs attribuées aux vamaklest y en faisant appel a des calculs
numériques afin de déterminer le signe de I'exjioesalgébrique(y - x)(y — x +3x) pour
des valeurs données aux variabkest y .

Les éleves étaient capables d’effectuer la tachisgpe 90 parmi 111, soit environ

818%, ont effectué des opérations de calcul algébriomériques. Par contre, nous n’avons
enregistré qued3 réponses exactes, soit envirdB67% des réponses. Ceci met en question

la place du calcul sur les expressions algébriqiess I'enseignement de l'algébre au

secondaire et en particulier dans les classes.

% L'équivalent de troisiéme en France.

Partie B : « Investigations didactiques » 257



Chapitre |

Pour le placement des pointsA, B,C,D,E et F

Ce type de tache qui consiste a placer des poims din repére fait partie des
connaissances et des compétences acquises pavies. &n effet, nous avons enregigitz
réponses exacteg, réponses incomplétes &tréponses erronees.

En revanche, le nombre des non réponses est aes&z phisque43 éléves, soit

38,7% n’ont pas répondu a cette question. Ceci peutiéteela contrainte du temps que nous

avons donné pour répondre a ce questionnaire.

Pour la détermination de [I'ensemble des solutions e linéquation
(y-x)Ny-x2+3x)>0

Rappelons que nous avons introduit les questions précédentesecétant des
guestions intermédiaires qu, priori, contribuent a enrichir le milieu objectif des éleves et
des étudiants pour faciliter la tdche de résolution de I’inéque@'e*rx)(y—x2 +3x)>0 dont
la résolution algébrique n’est pas disponible chez les éléves étudisants de ce niveau
d’études.

Le type de tache proposé aux éleves et aux étudiants dans cettenqoestiste a
déterminer, par un calcul ou par le graphigue, 'ensemble des selud®n’inéquation
(y-x)Ny-x?+3x)>0.

Comme nous l'avons signalé dans l'analysepriori, ce type de tache dépasse
largement les connaissances de la plupart des éléves et des étudiamtst €edirmé par les
résultats du dépouillement qui montrent gl copies, soit envirob31% de la population
n'ont pas donné de réponses. En revanche, les éléves qui ont répaette question ont
exploité les différents types de techniques ou les techniquesxigpms du registre
algébrique étaient majoritairement dominantes a@créponses parmé8. Les techniques
du type sémantique étaient au nombrel8eet les techniques du type mixtes étaient dans
deux copies d’éleves.

Les 28 réponses du type syntaxique ne contenaient aucune réponse exacte. Ceci
confirme notre analyse a priori, dans laquelle nous avons expliquéaqoecédure de
résolution syntaxique n’est pas disponible chez ces éleves et &upiasque ce type de
technique n’existe pas dans les programmes et les manuels scolaitgs ddngande une
maitrise de I'étude des fonctions de deux variables réelles qui s’enseigme niveau
universitaire assez élevé. En revanche, les réponses s’appuyant sechtégues du type

sémantique du registre graphique contenadenéponses exactes.
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Ceci montre d’'une part la pertinence du passagegigtre graphique pour résoudre
certains problémes algébriques et d’autre partdeggmportante que prend I'outil syntaxique
chez les apprenants pour résoudre des problembagmaiques.

Cette question montre qué étudiants et éleves qui ont un niveau de connzesa
mobilisables leur permettant de surmonter descditiés d’'une part, et de se détacher du
contrat didactigue en ayant la compétence d’adiclds différents registres algébrique et
graphique dans des situations problemes, d’autte pa

Enfin, la dominance de I'exploitation des techn®jde type syntaxiques de résolution
montre que la plupart des éleves et des étudiaiétsient pas capables d’interpréter
'inéquation proposée dans les différents regisalggébrique, graphique et fonctionnel d’'une
part, et I'enrichissement du milieu objectif degvéls, par les questions intermédiaite® et
3, et celui des étudiants, par la questignn’a pas été pris en compte par la plupart des

eléves, d’autre part.

II. 3. Etude du profil des classes en terme de séma  ntique syntaxe

Introduction

Dans le paragraphe précédent, nous avons analgséifférentes techniques de
réponse mobilisées par les éléeves du secondales étudiants des classes préparatoires en
nous appuyant sur la catégorisation sémantiquéasgue et mixte croisée avec différents
registre de représentation sémiotiques dévelopgpéByval.

Dans ce paragraphe, nous allons faire un récafiitdés procédures des éléves et des
étudiants, question par question, le long du qoestiré® et en tenant compte des cing
catégorisations principales en termes de sémantiyméaxique, mixtes, autre réponse et non

réponse. Nous obtenons ainsi I’histogramme suivant.

% Dans ce questionnaire nous avons 13 questionssé#® aux éléves et 11 adressées aux éléves sigsscla
préparatoires.
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Mobilisation des procédures le long du questionnair e

100%
90%
80% -
70%-
60%
50% -
40%
30%-
20%
10%+

0%-

B Non réponse
O Autre réponse
O Mixte

B Sémantique
O Syntaxique

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Numéro de la question

Nous remarquons qu’il est clair que nous ne pouyassconclure autre chose que ce
gue nous avons analysé dans le paragraphe Il. 2 moas pensons que la question de savoir
si la répartition des réponses est homogéne owselonm les classes pourrait nous €clairer sur
la disponibilité ou pas d’'un type de technique gport a I'autre et d’essayer de retrouver
des réponses sur le pourcentage élevé des nonseipehles autres types de réponses dans
certains types de taches ou de questions posésdedamestionnaire.

Pour cela nous avons décidé de voir d’'une facos phécise la mobilisation des
différents types de techniques, par les élevesse¢tudiants de chaque classe, tout au long de

11 questions du questionnaire. Nous avons en effatté&des question®11l et Q12 ne

demandent qu'une mobilisation des techniques séquest d’'une part et elles étaient
proposées, uniquement, aux éléves du secondairzaljzart.

Ainsi, nous avons repris notre grille d’analysedépart dans laquelle nous décrivons
les différentes procédures de tous les élevesseétlediants des différentes classes et nous
avons attribué a chaque groupe classe les diffesezdtégorisations obtenues par les éléves
correspondants a ces groupes.

Ces résultats sont détailles et analysés en s'appusur un regroupement des

différents histogramme®ans ces histogrammes nous notons les quesibpn®2, Q3, Q4
, @5, Q6, Q7, Q8, Q9, Q10, Q13 du gquestionnaire par 2, 3, 4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11,
Le présent paragraphe est partagé en deux pdtigs.coté nous présentons dans un

tableau récapitulatif les différents histogrammésden autre coété nous effectuons nos

analyses en nous appuyant sur ces histogrammes.
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II. 3. 1. Récapitulatif des différents histogrammes relatif a chaque classe

Nous présentons ci-dessous les histogrammes dasries différentes catégorisations
des procédures de réponses des éleves et demn&udbahaque classe (cf. Annexe, B-1. 5. 2.
1. p. 186-191). Dans ces histogrammes nous repoé@senos différentes catégorisations
logiques en termes de sémantiques, syntaxiquexéesrd’'une part et les deux catégories de
non réponse et autres types de réponses pour chizgse.

Ci-dessous un récapitulatif des différents histogrees représentant ces différentes
catégories en fonction du niveau des différentassels.

Rappelons que QP2, QS2, QZ2, QS3, QZ3 et QPT d&digaspectivement la classe
de deuxieme année section sciences du lycée pliéotdriana, la classe de deuxieme année
sciences du lycée Sakyet sidi youssef, la classeladxieme année sciences du lycée
Ezzahrouni, la classe de troisieme année sectithématiques du lycée Sakyet sidi youssef,
classes de troisieme année section mathématiquesyode Ezzahrouni et la classe

préparatoire technologie de I'lPEIM de I'Université Tunis El Manar.
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Type de technique le long du questionnaire avec les 11 Type de procédure le long des 11 questions
questions
100%
100% 1] 90%
90% .0 80%
80% || 70%
& Non réponse
T0% = = = Non réponse 60% P
g% als oAU 50% 0 Autre
utre
40% || ] i 40% 0 Mixte
O Mixte 30% .
30% l l X O Syntaxique
20% | 0 Syntaxique 20% @ Sémantique
10% || ] B Sémantique 10% :
0% 0%
Question Question
Eléves de la classe QP2 Eleves de la classe QS2

Type de procédure le long des 11 questions

100%™
90%1 |7}
80%
70%
60% B Non réponse
50% O Autre
40% O Mixte
30% .
20% o S){ﬂt&lgue
10% B Sémantique

0%

Question

Eléves de la classe QZ2

Type de procédure le long des 11 questions Type de procédure le long des 11 questions
100% 100%
90% | M | 90% i 0N
80% M | 80% [ [ f LY
0% i 0% lulnln
60% N | B Non réponse 60% I I I I mNon réponse|
50% N O Autre 50% ERERER N DAutre
40% | ] O Mixte 40% agEyn 0 Mixte
0 0/
gg;: = E O Syntaxique ggnz = = = = O Syntaxique
10% - | 8 Sémantique 10% L B Sémantique
0% 0%
Question Question
Eléves de la classe QS3 Eleves de la classe QZ3
Type de procédure le long des 11 questions
100% =
90%1 ([ ™y
8090 T
70%1 Ejijn avp ,
60%-1 l l l l l m Non réponse
50%- ] O Autre
40% | EAEgn 1 B 0 Mixte
30%1 NREEL N B @ Syntaxique
20%1 nRENNR -
10% | l l l l l | Sémantique
0%
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
Question

Eleves de la classe QPT
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II. 3. 2. Analyse des résultats par classe

Tout d’'abord, rappelons que les questian® et 3 sont relatives aux questiodil,

Q2 et Q3 (exercice N°1), la questiord est relative a la questioQ4 (exercice N°2), les
qguestion5, 6, 7 et 8 sont relatives aux questidps, Q6, Q7 et Q8 (exercice N°3) et les
guestions9, 10 et 11 sont relatives aux questio®, Q10, Q13 (exercice N°4).

La lecture des différents histogrammes relativerreant questionsl, 2 et 3 de
'exercice N°1 nous permet de confirmer les réssiltde I'analyse que nous avons conduit
dans le paragraphe 11.2. Le pourcentage des namség est assez faible et il est réparti dans
toutes les classes, méme si on remarque qu'auwndleda premiére question, seuls les éléves
des classes QP2 et QS3 ont tous donné des réponses.

En revanche, la lecture des différents histogramrakdivement a la questioa de

. . . < N : -x+3y-1<0
'exercice N°2 qui consiste a résoudre le systereeguation (S) x—y-250 nous

permet de voir d’'une part une proportion trés ingoae de non réponses chez les éléves des
classes QS2, QZ2 et QS3 et d'autre part une domende la mobilisation des techniques
sémantiques s’appuyant sur le registre graphiqae kgs éléves des trois classes QP2, QZ3 et
QPT, techniques qui seules permettaient aux él#aesver au résultat.

Nous pouvons faire I'hypothése que les non répopsesent étre liees a I'absence
d’'une technique syntaxique permettant de résouelfgrableme et a I'insuffisance du travail
d’articulation des deux registres algébrique ephigue, qui est assuré par l'interprétation des
inéquations du systén{S). Autrement dit, la non disponibilité d’une techmigsyntaxique et
'absence d’une interprétation de la part de ceged du systém(éS) peuvent avoir contribué
a enregistrer ce pourcentage assez important deéponses.

La lecture des différents histogrammes relativenaemt question, 6, 7 et 8 de
'exercice N°3 nous permet de dire qu’au niveau desx premiéres questiorts, 6, qui
consistent a déterminer les deux ensembplest A, que les techniques syntaxique et mixtes
ont été mobilisées par les éleves de toutes lessedaméme si nous avons enregistré un
pourcentage é€levé des non réponses chez les éléesadasses QZ2 et QS3. En revanche, au

niveau de la question7 qui consiste a résoudre le systéme d’équation

2 2
X°+4x+y -6y+9=0 . A o N
(S){ y oo les éleves et les étudiants ont majoritairemenbilisé des

4x+3y+9=0

techniques syntaxiques méme si nous avons faitemtative d’enrichir leur milieu objectif
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par les questions intermédiairBs 6 pour les renvoyer au registre graphique qui tecdians

ce casa priori la tache de résolution. Ceci montre que les teglas syntaxiques sont

mobilisées par les éléves et les étudiants dedleg’’'sont disponibles méme si le milieu
objectif, a priori, favorise le recours a la mobilisation des techesgsémantiques du registre
graphique. Au niveau de la résolution de la quas8¢ qui consiste a résoudre le systéeme

s x> +4x+y*-6y+9=0
y=m

nous trouvons qu'elle a été traitée avec un potace assez

élevé des étudiants des classes préparatoiregvanahe, les non réponses étaient présentes
avec un pourcentage assez élevé chez les élévascdundaire, ceci alors méme que la tache
demandée n’exige pas des connaissances autresetfjae du secondaire aux niveaux
considéreés et en plus le recours au graphique pelefaciliter la tache de la résolution.

La lecture des différents histogrammes relativenant question99, 10 et 11 de
'exercice N°4 montre clairement que les élévedadelasse pilote n'ont mobilisé que des
techniques sémantiques pour répondre aux deux tige&che qui consistent a représenter les

courbesl; et I';. Par contre, les autres éleves et étudiants ofiilis® des techniques

sémantiques, mixtes et syntaxiques, et I'on a éstrégun pourcentage assez élevé de non

réponses chez les éleves de la classe QZ2. Enfimiveeau de la derniére question qui
consiste a résoudre I’inéquatic(y—x)(y—x2 +3x)>0, Nous remarquons gue Nous avons un

pourcentage trés élevé des non réponses chez les éléves du secondaez éewasshez
ceux des classes préparatoires. Ceci pourrait s’expliquer par I'absanceutll syntaxique
disponible d’'une part, et par I'absence d’une articulation entre omttiourbe / équation. En

effet, le milieu objectif de ces éléves et étudiants a été enrichie par ¢éisrioen supposant

gu’ils puissent articuler I’inéquation(y—x)(y—x2+3x)>0 avec celle de [I'écriture

(f(x)-x)(g(x)-x* +3x)>0 en vue de conclure qu'il suffit de déterminer éaion du plan
gue nous avons représentée dans I'anadygeiori. Ce type de question montre qu’en en
absence d'un outil syntaxique ou seul I'outil sétitare est disponible pour résoudre un
certain type de tache et le pourcentage des nmmsép est assez €leve.
Pour conclure ces analyses, il ressort de notraurkeclongitudinale de chaque
histogramme relatif & chaque classe, les résudtavants :
v’ Les éleves de la classe pilote et les étudiantgldsses préparatoires ont montré une
capacité a articuler les points de vue sémantiges/ntaxiques. En effet, ils ont
mobilisé des techniques sémantiques lorsque ledgp@che favorise un recours au

graphique (voir I'exercice n°1 question n°1 résolntgraphique) d’'une part, et des
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techniques sémantiques pour interpréter certaiollgmes relevant de l'algébrique
dont la résolution purement algébrique est impdéssibce niveau d’éléves (Voir
I'exercice n°2 et I'exercice n°3 questionslb) eteP.l'exercice n°4. question 4),
d’autre part.

v’ Les éléves des classes de deuxieme année seco@@ret QZ2 ainsi que ceux de
la troisieme année secondaire QS3 et QZ3 ont mogtrds ne mobilisent
majoritairement I'outil sémantique que si le typetéiche I'exige (voir I'exercice n°1

question n°1 résolution graphique, la représemajiaphique des deux fonctioris
et g dans I'exercice n°4). Par contre, ils mobilisernbgitairement des techniques

syntaxiques et mixtes dans la résolution des tadhegsolution ouvertes. En outre,
il apparait que si I'outil syntaxique de résolutiwast pas disponible a leur niveau ils
ne donnent pas de réponses. C’est une questiomtewtea laquelle notre travail ne

permet pas d’apporter une réponse.
Conclusion de I'expérimentation

Tout au long de ce chapitre, nous avons analysguestionnaire qui était adressé a
des éléves des niveaux de deuxieme année secoséation sciences et technologie de
linformatique, troisieme année secondaire sectinathématiques et aux étudiants de
premiére année universitaire des classes prépastnix études d’'ingénieurs.

Dans ce questionnaire, nous avons articulé lestobjathématiques d’équation,
inéquation et fonction faisant partie du progranded’enseignement secondaire d’'une part,
et nous avons proposé des types de taches doésdiution fait appel parfois a plusieurs
types de techniques mobilisant les points de voweéque et / ou syntaxique et parfois des
taches qui ne peuvent se traiter, aux niveaux coésgqu’avec un seul type de technique,
d’autre part.

D’'un autre cdté, nous avons essayé d'introduire @iesstions intermédiaires qui
enrichissent le milieu objectif des éléves et dasiants les incitant a faire des changements
de registres pour pouvoir répondre au type de thobi@oseé.

L’analyse du questionnaire qui s’est appuyé essli@rtient sur notre catégorisation
logique en termes de mobilisation des points desamantiques et / ou syntaxique dans les
résolutions et qui a été croisé avec la catégaisaes registres de représentation sémiotique
de Duval nous a permis de conclure que

v Les éléves mobilisent les techniques syntaxiquesédelution des qu’elles sont

disponibles. Ceci est assez remarquable dansdesasés des éléves a la question de
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résolution de la deuxieme question de I'exercic& qui consiste a résoudre
I'équation x* —2=|3x+2 et ce méme si le milieu des éléves a été enrwiriaine
question intermédiaire faisant appel a la résatutigraphique de [I'équation
X*—-2=3x+2.

Dans le cas de certains types de taches qui néssé/@nt pas par des techniques
syntaxiques du registre algébrique mais qui fopedp un point de vue sémantique
qui consiste a l'interpréter dans un registre gigyey nous remarquons que les
éleves qui mobilisent prioritairement des techngsgntaxiques ne donnent le plus
souvent pas de réponses. Ceci est assez remarghehlées éleves des classes QS2,
QZ2, QS3 et QZ3.

L’articulation équation / fonction est remarquabérh absente au niveau de la
résolution de l'exercice n°4 alors que les questiomtermédiaires incitaient les
éleves a représenter les courbés et I'jassociées aux fonction$ et g ; la
résolution de linéquation finale(y—x)(y—x2 +3x)>0 n'a pas été interprétée
comme inéquation faisant appel a l'étude de la positivité de I'esipres
(f (x)- x)(g(x)— X2 +3x)>0 qui peut se faire en s’appuyant sur des interprétations a
la fois algébriques et graphiques et qui méneront a la bonne réponse.

Un pourcentage assez remarquable des éleves et des étudiants et@iepagux
des classes QZ2, QS3 et QZ3 ne mobilisent I'outil sémantiguésblution que si le
type de tache demandé I'impose. Sinon ils mobilisent majoritairelm@oint de vue
syntaxique s’appuyant sur des techniques du registre algébriquééB@enpene est
remarquable dans les réponses aux questions 1, 3 et 7 du queestion

La difféerence assez remarquable entre les différentes procédures mobilisédeddors
résolution des exercices du questionnaire entre les éléves du mémecoiveae la
classe pilote QP2 et les deux autres classes QS2 et QZ2 nopsrisgr qu'elle
pourrait étre liée a la pratique des enseignants en classe. Cette qusséiauverte,

et ouvre un champ de recherche a explorer.
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Chapitre Il

De la parabole a la fonction trinbme au lycée

Introduction

Nous avons explicité au chapitre | de la partieed felations logiques entre équation,
inéquation et fonction pour lesquelles nous avooesitd que le cadre logique propose un
point de vue unificateur qui consiste dans unectete a posteriori de ces différentes
relations.

Au chapitre IV de la partie A, lI'étude des prograesmet des manuels de
'enseignement secondaire tunisien a mis en évalencrecul du travail sémantique au profit
du travail syntaxique méme s'’il y a de nombreuggdieations nécessitant une articulation
entre les deux points de vue. En particulier, pmugui concerne les relations entre courbes,
éguations et fonctions, nous avons vu que la pérabst introduite en tant que courbe
représentative des fonctions trindmes et donnéerp@équation de la formg= ax® + bx+c

, ou la lettrey est le plus souvent interprétée comme nom deifonet non pas comme une

lettre de variable. La parabole apparait alors censabordonnée a la fonction trindbme et sa
construction peut se faire au moyen des techniguesment syntaxiques. En plus, I'étude
expérimentale, au chapitre | de la partie B, eméed’articulation sémantique / syntaxe des
objets équations, inéquations et fonctions, effsstauprés des éleves du secondaire et des
étudiants des classes préparatoires, a montr@mlaitt un recul de I'emploi des techniques
sémantiques en faveur des techniques syntaxiquessdieition et ce méme dans des cas ou le
type de tdche demandé est du genre sémantique/fagigue.

D’un autre c6té, I'étude historique et épistémadogi que nous avons réalisée dans le
chapitre Il de la partie A, sur la genese des tshjeathématiques équation, inéquation et
fonction, montre clairement que le concept de foncs’inscrit dans le sens d’équation
fonctionnelle et de recherche d’'une relation entte abscisse et une ordonnée qui satisfait
certaines conditions. Ceci éclaire le lien esskngietre problémes géométriqgues et
caractérisation algébrique.

Les résultats de ces analyses didactiques et éywikigiques renforcent notre
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guestionnement lié a la subordination entre coetbfenction associée. Nous pensons ainsi,
gue le passage fonctions trinbmes et parabolederdétre mieux explicité surtout qu'on a

tendance, dans [I'enseignement secondaire, a asslacireprésentation graphique des
fonctions trinémes, qui est une fonction algébrigugont la représentation graphique se

ramene a la forme relationnellh(x, y): 0 ou f est un polynbme et dont le degré est I'ordre

de la courbe, a I'objet parabole. Ce qui n’est fwagours le cas puisque I'étude logique et

historigue montre bien qu’en portant en ordonnéss/aleurs d’'une fonction trinbme de la

variable x, dont les valeurs sont portées en abscisses, tienblune courbe ; mais
inversement, si nous avons une courbe qui est datre cas une parabole, on peut la
considérer comme associée a une ou plusieurs dmsctiindmes. Ceci s’explique par le fait
que I'équation d’une courbe algébrique est déperddn systéme de coordonn®esi bien
gu’elle ne sera plus associée a la méme fonctieesi Quvre un possible reversement de la
relation entre fonction trinbme et parabole telle’elie est posée actuellement dans
I'enseignement secondaire tunisien.

L’examen des programmes tunisiens de la classeedegi@gme année secondaire
section sciences et technologie de I'informatiqaasna permis de faire I'hypothése qu’il est
possible de proposer a des éleves de ce niveauvauailtfavorisant I'articulation courbe,
éguation et fonction par une approche équationaelléobjet parabole défini par I'une de ses
caractérisations géométriques, puis de mettreggroraavec une fonction trinbme associée.

Ce présent chapitre est construit de la fagcon stevdDans un premier temps, nous
avons présenté la description de la méthodologie ladeconception de la situation
d’enseignement proposée a un groupe d'éléves diedaieme année secondaire section
sciences et technologie de I'informatique. Nousdas I’hypothese gqu’une telle situation peut
nous fournir des indicateurs sur la manipulatios dbjets mathématiques par les éleves et
leur rapport aux écritures et a ces objets. Danslauxieme temps, nous avons passé un
entretien avec des enseignants du secondaire ditud@isi en premiere année de master en
didactique des mathématiques dont I'objectif estaperer le point de vue des praticiens sur
la situation d’enseignement d’'une part et sur leaasception de la mobilisation des deux
points de vue sémantique et syntaxique, dans lesgignement d’une maniere générale, et

plus particulierement dans le traitement des esstalgébriques, d’autre part.

97 Les fonctions algébriques sont celles oul la végiatest affectée que par des opérations algétsitinies
comme l'addition, la multiplication, la divisiorigktraction de racines et plus généralement laluéso
d’équations algébriques.

% Coordonnées orthogonales ou obliques.

Partie B : « Investigations didactiques » 268



Chapitre 1l

|. Conception et mise en ceuvre de la situation d'en  seignement

Introduction

Avant d’aborder la conception de notre expérimématnous pensons qu'il est
intéressant de remarquer que Trgalova (1995) api@sine étude complete, dans laquelle
elle a situé les coniques dans le savoir mathématn indiquant les différentes phases du
développement des mathématiques et de la géoniétriplus, elle a examiné les différentes
approches purement géométriqilegéométrico-analytiqué®, géométrico-projectived' et
géométrico-cinématiqué® de ces coniques.

En ce qui nous concerne, notre objet d’étude egiaefaite liaison avec les équations

algébriques de la forme (x, y):O ou f est un polynbme de degré deux. Pour cela, nous
avons choisi de présenter la résolution mathématitgul’équation généralé(x, y) =0 avec

f(x, y) = AX’ + 2Bxy+ Cy® + 2Dx + 2Ey+ F que nous essayons de mettre en rapport avec

I'objet parabole.

D’une facon générale, une conique est caractépaeane équation du second degré a
deux variables réelles. De plus, les études algébsi montrent que toute équation
guadratique représente une conique propre ou degg€ret par la suite il y aura une
équivalence entre les équations algébriques deédibgux et les sections coniques. Ce qui
renforce notre point de vue qui consiste a renvdeseelation qui existe entre la parabole et
les fonctions trinbmes par le biais des équati@ngsiennes.

Dans le paragraphe suivant nous essayons d’expligs relations qu’entretiennent
les conique et en particulier 'objet parabole alescéquations cartésiennes du second degré a

deux variables réelles.

l. 1. Etude mathématique de I’équation
Ax® +2Bxy + Cy* + 2Dx +2Ey+F =0

Le plan P étant rapporté a un repeére orthonornié:(o;f,]j. Soit

(AB,C,D,E,F)JIR®. On considére la courbe T déquation cartésienne :

Ax? + 2Bxy+ Cy? + 2Dx+ 2Ey+ F =0.

% La théorie des coniques développée par les Gtasarticulier Apollonius. Cette géométrie egielpe
géométrie synthétique.

10 py 17™siecle qui apportée un point de vue différentscesrcourbes grace aux outils qu'offre le calcul
algébrique.

1 py 17™siecle qui permet de voir une conique comme remtésion perspective d’un cercle.

192 Qui a apportée I'idée du mouvement ol les conigoes définies comme des trajectoires d’un point en
mouvement régulier.
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Si (A B,C)=(000), I'étude del" est immédiate I est une droite, 'ensemble vide
ou le plan.
Supposons donc qu@, B,C)# (000).

On forme le discriminant réduitA = B> - AC
1) Si A#0, alors ' est une conique a centre, c'est-a-dire une ellpsene
hyperbole (éventuellement le vide, un point ou deroites sécantes). On détermine le centre

Q(xo, yo) del en résolvant le systeme de deux équations :

of of
&(Xo’yo):ol a_y(xo’YO):O
. IR L IR of o
ou et —est la dérivée
(x,y)— f(x,y)= Ax? + 2Bxy+Cy? + 2Dx+ 2Ey+F 0X

partielle premiére def par rapport ax et g_f est la dérivée partielle premiere de par
y

rapport ay.

Ayant obtean(xO,yo), on effectue un changement d’origine. On consitrepére
R =[Q;f,]) déduit de R par changement d'origine (on dit aussi: par fetio). Les
formules de changement de repére sont :

X=X, +X, y=y,+Y ou (x, y) désignent les coordonnées d’'un poiit du plan
par rapport aR et (X,Y) désignent les coordonnées e par rapport &R .

Il existe alorsF, IR tel quel" admette pour équation cartésienne déns

AX? +2BXY+CY? +F, =0.

On effectue ensuite un changement de repeére patiotot Considérons la base ortho

normale(f,jj déduite d{f, ]) par une rotation d’anglé :

| =icosd- sing . o

) j J J et le repére orthonorm& = (Q; I ,J).
J=-isin@+ jcosfd
Les formules de changement de repére sont :
{X =ucosd -vsind

_ en notant(X,Y) les coordonnées d’un poiM dans le repéere
Y =using+vcosd

R'et (u,v) les coordonnées dé dansR’.
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En reportant dans I'équation eX et Yde la conique, on obtient une équation
contenant des termes eri,uv,v>. On détermined pour que le terme eov (appelé terme
rectangle) ait un coefficient nul.

Alors, ' admet dangk’ une équation cartésienne du type :

Au®+ByV’ +F, =0.

En isolantF,, et (siF, #0) en divisant patF,, on se raméne a une équation du type :

au’ + pv? =1.

Selon les signes de, 3, on déduit la nature et les éléments caractéristiques de la
coniquel .

On montre :

Si B2 - AC<0, alorsI est du genre ellipse.

Si B> - AC >0, alorsI" est du genre hyperbole.

2) Si A=0, alorsT est du genre parabole.

Alors, Ax? + 2Bxy+ Cy? est un carré parfait, et il exis(e},e)[] IR"x IR tel que, pour

tout (x,y)JIR? : Ax? +2Bxy+Cy? = A(- xsin@ + ycos@) .

—

Considérons la base orthonorn{eﬁéjj déduite de(f, jj par la rotation d’anglé,

et le repére orthonornié = (O; fjj Les formules de changement de repére sont :

x= X cosf#-Ysind
{ ou (x, y) désignent les coordonnées d’'un poinit dansR et

y = Xsind+Y cosd
(X,Y) les coordonnées d& danskR'. On a alor¥ = -xsing + ycosd, donc I'équation

cartésienne d€ dansR est de la forme :

AY2+2aX +2B8Y +y=0 00 A0IR",a,8,y0IR.

En regroupant les termes atf et Y pour débuter un carré et en regroupant ensuite
les termes enX et constantes, un changement de repere par changeborigine permet

d’obtenir pourl” une équation réduite du typ@ = 2uu et doncl est une parabole.
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Ainsi, les coniques peuvent étre considérées codendieux géometriques des points
du plan qui vérifient une relation géométrique étnmque donnée. Ces définitions s’appuient
en général sur les propriétés focales des conijues

Cette etude mathématique montre clairement les bigiexistent entre les coniques et

leurs équations cartésiennes au niveau du sawmansaEn particulier, I'objet parabole avec

son équation cartésienne  associée AX’ +2Bxy+Cy* +2Dx+2Ey+F =0  ou

A =B?-AC=0. Ceci soutient notre investigation didactique de départ quitn@aune
certaine problématique liée a une subordination entre courbe et fonutisque la
caractérisation institutionnelle du passage entre fonction trinbnegaige efface le fait que
'équation d’'une courbe algébrique est dépendante du systéme deroo@ed qui ne sera
plus associée a la méme fonction.

Pour cela, nous avons envisagé de construire une situationeigie@ment qui
consiste, a partir d’'une définition géométrique de la parabole en tetémesdistance a une

droite et a un point donné pour déterminer son équation, aatdgegnction associée.

I. 2 Choix didactiques et objectifs
I. 2. 1. La construction et le choix du contenu de la situation

d’enseignement

Nous avons envisagé une situation qui rend possible un tregaiantique lié a
'équation cartésienne associée a la parabole, a savoir qu'elle estmitdesdes points du

plan dont les coordonnées vérifient I'équation du second degréxanconnues réelles.

193 Etant donnés un poirfE et une droiteD , une conique est définie comme lieu des poMtsdu plan tels que
: . . . MF .
le rapport des distances du poMt au pointF et la droiteD est constant, c'est—a-dm =e, H étantle

projeté orthogonal d&1 sur la droiteD . Le point F est appelé foyer, la droitB est appelée directrice et le
nombree excentricité de la conique. Si la droife ne passe pas par le poift et I'excentricitée est
strictement positive, on obtient les trois cas anis :

v Si O<% <1 alors la conique est une ellipse.
. MF .
v Si YT =1 alors la conique est une parabole.

v Si % >1 alors la conique est une hyperbole.

Si FOD etsie=1 alors la conique est réduite a la perpendicukaieedirectriceD passant par le poirft

qui est le cas dégénéré d’une parabole.

Si FOD ete>1c’est une hyperbole dégénérée qui n'est autreejuad de deux droites sécantes au peint
Si FOD ete<1lon obtient trivialement le poinE et méme si I'excentricité tend vers zéro alors la distance
des pointsM a F tends vers zéro et par la suite le lieu des poiatsontient qu’un seul point qui n’est autre
que le foyelF , ainsi il n'existe pas de définition du cercle fgs coniques.
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Cette situation est basée sur une analyse desapnoggs et des manuels scolaires
tunisiens de la deuxiéeme année secondaire seatience appuyée par une catégorisation
syntaxigue et sémantique des différentes praxésatjdactiques développées par Chevallard
d’'une part et sur les analyses épistémologiquda denese et la fonction de I'objet équation
et les différents liens qu’il entretient avec ldsjeds géométriques, en particulier, I'objet
parabole d'autre part. Ces analyses ont permisegérer une certaine incohérence des
programmes par rapport aux mathématiques savatesifet, les éléves rencontrent, pour la
premiere fois, I'objet parabole par une approcheement fonctionnelle puisqu’il est
interprété en tant que représentation graphiqué denction trinbme. Par contre, I'étude
historique et épistémologique, sur la genese deobgt, montre que la parabole est
caractérisée, en premier lieu, par son aspect gégome ensuite par son aspect algébrique et
en particulier une caractérisation cartésiennedbaséune écriture équationnelle.

Or Robert (1998) souligne que ceci nécessite degégtes spécifiques pour le
chercheur qui doit explorer et analyser les lieagespondants que peuvent entretenir les
notions mathématiques a introduire et celles dageignées et construite en partie par les
eléves.

Cette dimension d’analyse nous a servi comme élémditateur sur le saut que les
éleves ont a franchir pour aller aux connaissamisges et par la suite, nous avons pu mieux
préciser la maniére d’introduire et de mettre emcfion différentes notions avec nos objets
mathématique d’étude.

Pour construire le contenu de la séquence d’ensgignt, nous nous appuyons sur le
point de vue de Robert (1998) qui propose quatract&res qui ne sont pas nécessairement
indépendants mais qui nous montre les différemipads entre I'objet d’étude et les notions
antérieures.

Ces caracteres sont :

v' Le degré de généralisation de la notion par rapgottnotions antérieures déja
présentées aux éléves.

v' Le degré de formalisation attaché a la notion.

(\

Le caractere unificateur de la notion par rappaerdaines notions antérieures.
v' La fonction que remplit la notion dans les mathéguats dont disposent les

éléeves.
Ces analyses du statut des notions mathématiqueseigner nous permettent de
concevoir de quelle maniere nous pouvons les iatrecen classe et plus particulierement

dans I'élaboration d’'un probleme non standard etsalequel nous incitons les éléves a faire
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certains changements de mise en fonctionnementategissances et certaines adaptations
avec les théorémes, les propriétés ou les défisitinilisées.

Notre objectif est de partir d’'une propriété géamée de I'objet parabole pour
dégager la fonction associée. Or, 'approche géoguét de I'objet parabole s’appuie sur une
définition qui n’'est pas familiére aux éléves duesiu considéré*: mais son exploitation
dans le registre algébrique en terme de calculistarste d’'un point a un autre d’'une part et
d’'un point a une droite d’autre part soatpriori, deux notions mathématiques antérieures
déja présentées aux €éléeves, compte tenu des progset des manuels actuels. Ainsi, nous
avons supposé que les éléves ont une certaine temspépour pouvoir genéraliser et aborder
le probléeme avec des connaissances antérieureargagliils sont capables de calculer une
distance entre un poiril (x, y) dont les coordonnées sont variables et un autre po d’'un
repére orthonormé de coordonnées données d’'unetpdetcalculer la distance entre le point

M (x, y) et une droiteD d’équation donnée d’autre part.

L’'accés a la caractérisation équationnelle de éblparabole se déduit par une
traduction de I'équidistance a travers un formatissigébrique qui ne nécessite d’'introduire
aucune nouveauté et se traduit par une équatiopedond degré a deux variables réelles
exprimant I'égalité des deux distances calculépsiavant.

Cette caractérisation équationnelle du second degi€ux variables réelles peut étre
introduite comme une extension de notions d’éguatidu premier degré a deux inconnues
réelles déja introduites. Robert (1998) ajoute qee peut étre supposé comme étant une
réponse a de nouveaux problemes précis que lesséfuvent comprendre mais qu’ils ne
peuvent pas résoudre completement, tel le casqiediéns du second degré a deux variables
ou inconnues réelles. Pour cela, nous pensons g@pproche ponctuelle de notre objet a un
caractére unificateur par rapport aux notions dadigns du premier et du second degré a
deux inconnues réelles que les éleves peuvent mianigans un contexte de substitution de

certaines valeurs numériques a la variablpour déduirey et d’autres a la variablg pour

déduirex.
Ainsi, nous supposons que les éléves sarpriori, capables d’effectuer les taches

suivantes :
v' Reconnaitre la construction d’'une droite a paiisdn équation cartésienne.

v' Placer des points dans un repere orthonormé.

104 Cette caractérisation géométrique fait parti cagpgmme de la quatriéme année secondaire section
mathématique qui est I'équivalent de la terminalergifique en France.
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v" Mobiliser des connaissances pour calculer la distantre deux points ainsi

gue la distance d’un point a une droite.

v’ Interpréter certaines écritures algébriques etnestre en rapport avec des

notions antérieures.
v" Montrer des égalités entre des expressions algédsiq

v" Placer des points dans un repére orthonormé empugapt sur une relation

entre deux variables.
v'Interpréter graphiquement certains objets mathiéuomes.

En conclusion, ces analyses du statut des notioessaigner nous a permit de
conclure qu’il est possible d’'introduire, auprés ddeves des classes de deuxieme année
secondaire section sciences, les paraboles padrike de la propriété de I'équidistance par
rapport a une droite et un point n‘appartenant ga®tte droite pour aboutir a I'équation
cartésienne correspondante et par la suite a tidontrinbme.

Dans le paragraphe suivant, nous allons préciseplgectifs visés par la situation

proposée aux éleves de la deuxiéme année secoadeiii@n sciences.
I. 2. 2. Les objectifs visés a travers la situation d’enseignement

La situation d’enseignement que nous avons congoeua objectif général de faire
une approche des représentations géométriqguesgébrigiues de I'objet parabole pour
dégager la fonction trinbme associée.

L’objet parabole peut étre défini par la propri6d@damentale des foyers et de la
directrice, que nous appelons définitimono-focale comme étant un lieu des points du plan
équidistants par rapport a un point et une droitende. Ce qui correspond au cas ou
I'excentricité de la parabole est égale a un. Cééfnition, que nous comptons exploiter
algébriqguement, permet d’avoir des écritures aigébs en relation avec les équations du
second degré a deux variables réelles particulieteles éleves peuvent étre soumis a des
déséquilibres au niveau de leurs connaissances.

Nous rejoignons le point de vue de Robert (1998) eyplique que ceci permet
d’avancer dans une construction plus élaborée egiddes changements de points de vue,
certaines adaptations, certaines articulationseda connaissances et des mises en relation
de ces écritures algébriques méme si les connassaont partiellement disponibles.

Les objectifs visés dans cette situation d’enseiggre consistent a :
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v' Tester un milieu pour I'articulation sémantiqueitaxe.

<\

Repérer le statut des lettres et des variableslebedeves.

v' Repérer le statut, la signification et la manipolatd’'une équation a deux
variables chez les éléves.

v" Voir, de plus prés, comment les éleves articulest différents registres de
représentations sémiotiques lorsqu’ils traitent degets mathématiques
exploitant un aspect équationnel.

v' Aider les éléeves a faire des changements de misa®lation de certaines
écritures algébriques.

v Faire rencontrer aux éléves l'objet courbe, quidests notre cas une parabole,
a partir d'une relation entre une abscisse etardennée sans faire appel a
I'aspect fonctionnel.

v" Voir a quel point le point de vue sémantique esbitisable par rapport au
point de vue syntaxigue dans les résolutions.

v Voir ce que les éléves mobilisent pour faire larespondance entre I'équation
générale de la droite et le cas particulier tragté,s’appuyant sur les cadre
d’analyse de Robert (1998) en terme de mise entitomement des
connaissances.

v Voir le niveau de généralisation chez les éléves.

Cette mise au point des objectifs nous permet @ades outils pour analyser le
déroulement de la situation d’enseignement et de &oquel point les éleves peuvent
mobiliser la représentation de I'ensemble des gwlstd’une équation a deux variables pour
dégager la fonction trindme d’une part et commeaettra en relation les aspects équationnel
et fonctionnel dans les raisonnements mathématidjaesre part.

L’expérimentation esta priori, une des premieres occasions, dans laquelledgs<|
manipulent, au méme temps, des équations du setmgré a deux variables réelles et des

représentations graphiques des fonctions trinébmes.

ll. Analyse a priori de la séquence d’enseignement

Introduction

Le choix du contexte de notre expérimentation &rd@hé le niveau des éleves que
nous avons choisi pour réaliser la séquence expétate. En Tunisie, les équations du
premier degré a deux variables réelles s’enseigneattir de la premiere année secondaire et

les équations cartésiennes des droites et la ndtiocalcul de la distance d’'un point a une
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droite s’enseignent officiellement au niveau dediuxiéme année secondaire. De méme,
I'enseignement des fonctions trinbmes est assaeérdéme niveau.

Pour cela nous avons décidé de travailler avec é&leges de deuxieme année
secondaire qui ont étudié ces objets mathématiques.

[I. 1. Méthodologie suivie dans la classification d es différentes
stratégies du groupe des éleves

Cette activité vise d’'une part a mettre en relafiorterprétation géométrique et le
calcul algébrique et d’autre part, a montrer awvet que les coniques, et en particulier les
paraboles, qui peuvent étre interprétées en tamtrgprésentations graphiques des fonctions
trinbmes et rationnelles, peuvent étre aussi inéd#p en tant que représentations graphiques
de I'ensemble des solutions d’équations a dewalibas.

Il va donc falloir analyser les taches d’une mamigrécise pour pouvoir anticiper au
mieux les mises en fonctionnement des connaissaleseéleves et leur interdépendance avec
les notions mathématiques mises en ceuvre.

Pour cela, nous avons choisi, dans notre anaygpeori, de nous appuyer sur la
technique d’analyse des taches et d’activités d@pele par Robert (1998) qui propose quatre
axes d’analyse de taches pour mieux cerner ce @quedemandons effectivement aux éléves.

Elle explique que

« ... pour nous les taches sont associées a des énoriegsraices (activités,
problemes), elles tendent de rendre compte d’uctimmement qui est décrit sur le mode
mathématique. Les activités sont associées a cdomqudes €léves pour résoudre une tache

(la distinction n’est pas toujours facile a faire) (Robert, 1998, p. 174).

En outre, elle précise que les axes partent durgéagé particulier et servent a une
analyse compléte d’'un énonceé proposé aux éleves.

La méthodologie d’analyse se base sur une desmriple la situation globale dans
laquelle s’'inserent deux axes, dont le premier istas caractériser le contexte mathématique
et le savoir mathématique mit en fonctionnementeesecond sert a décrire le scénario
didactique propose.

Dans les deux autres axes, nous analysons lest@gn®ri d’'une part et les activités
éleves attendues d’autre part.

Dans la situation que nous allons proposer auxeéléwous avons des questions qui
sont tout a fait en accord avec leurs acquis sggdsn effet, le calcul d’'une distance d’'un

point & une droite, le calcul d'une distance ed@ex points, la manipulation des expressions
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a deux variables, I'exploitation du graphique, lésultats numériques sont supposés comme
des notions acquises.

Le contenu de l'activité est le suivant :

« On consideéere un plaR muni d’un repére orthonormé direlGt= (O, i ])
1) Tracer, dang], la droiteD:y=-1.
2) Placer le poinF(O,—%) dansl].

3) Soit M (x,y) dans(] .

a) Déterminer la distancd séparant le point de la droiteD .

b) Déterminer la distanc®F séparant le poinM du pointF .

4) SoitT ={M (x, y)OP;MF 2 =d?}.
a) Montrer queM OT si et seulement si® — y—% =0.

b) Remplir le tableau suivant sachant gueet y représentent les coordonnées du

point M del .
X 0

N

N
NlO

c) Placer ces points dans.
5) Déduire et décrire ce que représente».
Cette activité contient des questions qui sonsligeec des étapes intermédiaires ou
les productions demandées aux éleves sont des lEgraudéterminer, des démonstrations a
faire, des résultats numériques a calculer et dphique a exploiter.
Cette activité commence par une tacheriori routiniere, qui consiste a représenter la

directrice de la parabole, d’équatioly = -1, dans un repere orthonormé direct.

La production demandée est un graphique dont ledégies de construction sont
multiples. En effet, les éléves peuvent constrardroite D parallele & I'axe des abscisses et

passant par le point de coordonn@sl) en s’appuyant sur différentes stratégies :

v’ Stratégie 1

L’interprétation de I'équation de la droit® leur permet de reconnaitre la
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propriété du cours de la premiére année secondair€onsiste a énoncer que
«Dans un repére(O,I,J), la représentation graphique de la fonction affine
f :x— ax+b est la droite d’équationy =ax+b... sia=0 et b#0 alors la
représentation graphique est la droite paralléléaadroite (OI), passant par le
point de coordonnée@, b) » que nous pouvons traduire logiquement par ke fai
que XU IR y = —1. Ensuite une substitution sémantique qui consisissocier

une ou deux valeurs a la variablepermet de construire la droife.
v’ Stratégie 2
Appliquer des transformations algébriques d’ordgmtaxique qui consiste a

ramener I'équation de la droite a la forme algékeid@ :0x+y+1=0 afin de

pouvoir identifier les coefficients de l'équatiorergrale d’'une droite qui se

raméne a la formax+by+c =0. Ensuite, les connaissances disponibles chez les
i o (=b)_ (-1} .
éleves peuvent les conduire a rechercher un vedtmateuru =u 0 qui

a

indique la direction de la droite. Enfin, un comrfpar association d’'une valeur a
la variablex permet de déterminer les coordonnées d’un point klmrdonnée est

a l'origine, par exemple, et par la suite, de trdaealroite D .

v’ Stratégie 3

Appliquer des transformations algébriques d’ordsataxique qui ramenent
I'équation de la droite & la form® :0x+y+1=0 et par la suite, les éleves
peuvent la mettre en rapport avec I'équation géadta la formeax+by+c=0.

Ensuite, un simple contréle sémantique se tradusa@nune substitution de deux

valeurs aux variablex ou y permet de déterminer les coordonnées de deux

points par lesquels passe la drdite

La deuxiéme question qui consiste a placer le pﬁrﬁﬂ,—%} dans le repére

orthonormé direct] est un type de tache qai,priori, ne pose aucun probléme puisque ces
eléves sont supposés avoir un niveau techniqueagrespond a une mise en fonctionnement
d’une application de contextualisation simple saagail préliminaire.

La troisieme question comprend deux questions 8) a) b).

La question 3) a) consiste & déterminer la distathceéparant un poinM (x,y) de
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coordonnées variables et la droide
Rappelons tout d’abord que la distande d'un point M(x, y) a une droiteD

d’équationaX +bY +c =0, peut étre interprétée comme étant une fonctioteds variables

d:IRxIR - IR,

réelles définie par: ax+ by+c| ; ceci permet de déterminer la distande

|
X,
x.y)m o
quelque soit le statut des coordonnées du gdif, y).

En revanche, les éleves du secondaire, en paeticcdiux des classes de deuxiéme
année secondaire, n'ont pagpriori acceés a ces fonctions. Toutefois, ils ont une étemnce
leur permettant de calculer la distance d’'un paiat coordonnées données a une droite
d’équation cartésienne donnée qui consiste a amglida formule du cours donnant

I'expression analytique de la distance :
«Le plan est muni d’un repére orthonorEnxéf,]J. Soit D la droite d’équation

_ |ax, +byg +d N

vaZ +b?

ax+by+c=0. La distance d'un point(x,,y,) & la droite D est d(A,D)

qui se démontre en s’appuyant sur la techniqueastav.

Dans(o,f,fj on se donne le poirk(x,,y,) et la droiteD : ax+by+c =0 ainsi que
-(a .
le vecteur normah(bj de la droiteD .

Alors pour tout point du plaid (xH , yH) projeté orthogonal du poinA sur la droite

D ona:

-

a - - -
1) n(bj et AH sont colinéaires et par suite il existe un rédkel que AH =kn et

par suite la distanc&H est donnée paAH = |kva® +b* .

2) Comme HOD alors on prouve facilement que
a(x, —x,)+b(y, —y,)=-(ax, +by, +c) et en déduit que

_|ax, +by, +

K| @2 +b?)=|ax, +by, +d et par suiteAH
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On voit bien que le type de tache demandée daies aetivité oblige a mobiliser les
deux points de vue syntaxique et sémantique, @optdmier consiste a appliquer la formule
directe du cours et le deuxiéme consiste a assodestatut de variables et non pas de
nombres déterminés a I'expression recherchée.

Ainsi, le type de raisonnement demandé met en jeuaisonnement logique qui
consiste a faire une analyse-synthése permettantodelure que le résultat n'est pas
numérique mais il dépend des coordonnées du pdirgt donc des variables et y. Dans
ce cas, les éleves sont supposés avoir un niveaonh@issances mobilisables qui correspond
a des mises en fonctionnements plus larges dépgdsgalication simple d’'une propriété. En
effet, le fait de ne pas avoir des coordonnées émmdu poinM nécessite un changement de
point de vue pour pouvoir appliquer la formule adgsig du calcul de distance du poMt a
la droite D. Ce changement de point de vue consiste a faieejuxtaposition entre des
coordonnées connues et des coordonnées variables.

Pour déterminer cette distance nous envisageons tges de stratégies: une
stratégie basée sur une lecture sur la figureetwtre basée sur un calcul algébrique.

v’ Stratégie 1

Les éléves sont supposés avoir un niveau de caamaiss mobilisables pour étre
capables d’appliquer des méthodes non prévuesrpanangement de point de vue et par la
suite ils peuvent se contenter du registre graghppur placer un pointl quelconque dans
un repére orthonormdR de coordonnéedx,y) et déduire que, comme la droi@ est
parallele a I'axe des abscisses, la distamhceerait facile a déterminer puisque le pdimt et
son projeté orthogonaH sur la droiteD ont la méme abscisse quelque soit la position du
point M dans le repérél et par la suite la distance serait |y, —y,|=|y+1.

Cette méthode est purement sémantique et s'appuieng interprétation graphique
de la distance d’'un point a une droite paralldlexe des abscisses d’'une part et a reconnaitre
la possibilité de généraliser le résultat avec amtpde coordonnées variables, d’autre part.
En plus, dans ce cas les éléves doivent prendrandedives pour nommer le poinH

projeté orthogonal du poi¥l sur la droiteD .
v’ Stratégie 2

Les éléves ont un nivea