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CHAPITRE 1

Introduction

Les systemes dynamiques hybrides (s.d.h.) peuvent étre définis comme des
systemes ou dynamiques continues et discretes interagissent. De nombreux
auteurs venant de différents horizons scientifiques comme de l'automatique,
des mathématiques appliquées ou encore de l'informatique, ont introduit et
formalisé cette notion de s.d.h. [67], [80], [85].

L’intérét porté a ce type de systemes a grandi ces dernieres années du fait de
leur présence dans un nombre important de domaines d’application comme,
par exemple, ceux de I'aéronautique et spatial [9], de la thermique [18], [45],
des systemes de transport [12], [77], de la robotique [8], [16] ou encore de la
biologie [1]...

Nos travaux portent plus particulierement sur une classe de systemes hybrides
a commutations autonomes, ces dernieres étant engendrées par un phénomene

d’hystérésis.

Systemes
dynamiques
hybrides

Systemes
affines par
morceaux

commutations
autonomes

Systemes

a sauts ou
commutations

contrdlés

11



12 Chapitre 1. Introduction

1.1 Motivations

Les systemes dynamiques hybrides ouvrent de nombreuses pistes de re-
cherche. Les principaux themes, généralement étudiés, sont répertoriés sur le

schéma suivant.

Automates
Réseaux hybrides
de Petri
hybrides

Equations
aux
dérivées
Modélisation partielles Simulation

Systemes
d’équations
différentielles

ou aux
différences

Systemes
dynamiques
hybrides Robuste

Robustesse Stabilisante

Bifurcations
et chaos

Analyse Commande

Optimisante

Atteigna-

bilité Stabilité

Controle
de chaos

Equation Identification
BN Prédictive

de cycles

Les bulles dans lesquelles le texte est blanc correspondent aux différents points
que nous aborderons dans ce mémoire.

En effet, nous considérons ici des s.d.h. de dimension N, N > 1, régis par un
systeme d’équations différentielles ou la variable discrete, qui suit un phénomene
d’hystérésis, apparait dans la matrice du systéeme homogene et/ou dans le se-
cond membre du systeme différentiel.

Ce modele est tout d’abord intéressant du point de vue des applications. En
effet, non seulement il modélise des systemes réels existant dans différents do-
maines (thermique, électronique, automobile...) mais surtout il présente 1’avan-

tage de posséder des applications de toute dimension (deés la dimension un).
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Ainsi, ceci nous donne la possibilité d’augmenter progressivement la complexité
du systeme (en ajoutant une dimension a chaque fois) et également d’établir
des résultats pour les systemes de petite dimension (un ou deux) en espérant
pouvoir les généraliser a ceux de plus grande dimension.

De plus, trouver des phénomenes relativement complexes, comme des multi-
cycles, des bifurcations ou encore du chaos, n’était a priori pas garanti du
fait de la ”simplicité” du modele. C’est pourquoi cette démarche présentait
un intérét. Pour ce faire, les méthodes numériques et de simulation proposées
dans [10], [84], [86] ont été utilisées. D’autres ont été mises en place et sont
exposées dans ce mémoire. Aussi, pour approfondir cette étude, des résultats
théoriques ont également été apportés.

Enfin, ce modele et surtout ses applications nous incitent a nous poser certains
problemes d’optimisation paramétrique (et de commande optimale appliquée
a 'optimisation) présentant non seulement un intérét mathématique mais sur-
tout un intérét industriel pour, notamment, I’économie d’énergie.

Ainsi, cette classe particuliere de s.d.h., bien qu’ayant un modele relativement
simple, souleve des questions dans les principaux themes de recherche liés aux
s.d.h. (modélisation, analyse, simulation, optimisation) et permet alors une

étude relativement complete.

1.2 Principaux résultats

De tels systemes, globalement non linéaires, peuvent admettre des cycles
comme solutions [33], [86]. Grace a notre modele relativement simple, leur
détermination est réduite a la résolution d'un systeme d’équations implicites
a solution souvent unique ce qui donne l'existence de cycles de période 1
[63]. Mais, parfois, ces systémes peuvent également admettre simultanément
deux solutions ou plus ce qui se traduit généralement par 'existence de cycles
de période supérieure a 1 [61]. Dans le but de généraliser ces résultats, une
méthode, différente de celle proposée dans [86], est donnée pour déterminer les
équations de cycles de période k, k > 1 [57] (paragraphe 2.2.1). Elle présente
I’avantage de fournir des équations qui sont plus rapides a manipuler que celles
de [86] avec le calcul formel et notamment le logiciel Maple.

De plus, des conditions sur les parametres du systeme sont établies dans le
but de pouvoir choisir des valeurs numériques garantissant 1’existence de com-

mutations sur les seuils (paragraphe 2.4). Elles ne s’appliquent pour 'instant
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qu’aux systemes de dimensions un (et deux en cours) mais les résultats obtenus
semblent (par simulation numérique) pouvoir se généraliser a n’importe quelle
dimension N, N > 1.

Puis, dans la partie bifurcations et chaos (paragraphe 3.2), nous nous
intéressons plus particulierement au phénomene de bifurcation de type double-
ment de période (passage d'un cycle de période 1 a un cycle de période 2 a ’aide
de la variation d’'un parametre du systéme). Pour prouver de fagon théorique
I'existence de ce type de bifurcation, une généralisation du théoreme de [65],
introduit pour les systemes unidimensionnels, est réalisée pour les systemes
de dimension quelconque N, N > 1 [60]. La démonstration du théoreme est
également donnée en s’apuyant sur les indices fournis dans un exercice proposé
dans [65]. Ce résultat est nouveau, la recherche bibliographique approfondie
que nous avons menée n’ayant rien donné. Il permet ainsi de compléter ’étude
sur les bifurcations qui n’est généralement basée que sur des outils graphiques
(diagramme de bifurcations) [10], [53], [86]. Ce théoreme, appliqué ici & deux
systemes [57], pourrait également permettre, par la suite, de prévoir la (ou les)
valeur(s) du parametre variable pour laquelle (lesquelles) il existe ce type de

bifurcation.

Enfin, concernant la partie optimisation paramétrique et plus particuliement
la partie commande optimale appliquée a 'optimisation, nous retrouvons les
résultats de [15] sur le probleme d’optimisation des surfaces de commutation
pour les s.d.h. a 'aide d'une autre méthode basée sur le calcul variationnel
[17]. Cette derniere présente I'avantage, par rapport a celle de [15], de mon-
trer clairement la signification de I'état adjoint dans le cadre de la commande
optimale et également d’étendre les résultats aux surfaces de commutation mo-
biles. Ainsi, elle permet d’obtenir un algorithme d’optimisation des surfaces de
commutations fixes ou mobiles [42] (paragraphe 4.3). Ce dernier est intéressant
puisqu’il permet de résoudre des problemes de différentes natures comme par
exemple, le "design” par optimisation des cycles limites pour un thermostat a
résistance d’anticipation, I'optimisation des temps de commutations pour une
voiture devant se rendre a deux endroits successivement et ce, dans un mini-
mum de temps, ou encore, 'optimisation des regles de commutation pour un

robot devant éviter un obstacle mobile pour atteindre une cible fixe [58].
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1.3 Plan du mémoire

Le chapitre 2 présente 'analyse de la classe de s.d.h. étudiée. Le modele
mathématique étant introduit et les applications présentées (paragraphe 2.1),
une méthode de détermination des équations de cycles de période k, k > 1 est
proposée et appliquée aux exemples du thermostat a résistance d’anticipation
et a celui du convertisseur statique (paragraphe 2.2). Puis, deux méthodes
équivalentes pour ’étude de la stabilité des cycles sont données (paragraphe
2.3). Il s’agit de la méthode des transformations ponctuelles d’Andronov [49]
et de celle de 'application de Poincaré adaptée aux systemes hybrides [54],
[33]. Enfin, des conditions d’existence de commutations sur les parametres du
systeme sont établies pour le modele en dimension un. Leur généralisation
semble possible pour le modele de dimension deux (paragraphe 2.4).

Le chapitre 3 s’intéresse a deux types de bifurcation : bifurcations noeud
selle et bifurcations doublement de période [10], [65], [86] (paragraphes 3.1 et
3.2). De plus, l'existence de propriétés caractéristiques des systemes chaotiques
comme la sensibilité aux conditions initiales est mise en avant (paragraphe 3.3).

La chapitre 4 est consacré a I'optimisation paramétrique et a la commande
optimale appliquée a l'optimisation [17], [20], [78]. Apres avoir optimisé la
puissance délivrée par la résistance d’anticipation (paragraphe 4.1) et les seuils
de commutation du thermostat (paragraphe 4.2), un algorithme est proposé
pour l'optimisation des surfaces de commutation fixes ou mobiles (paragraphe
4.3) et appliqué a trois exemples de natures différentes.

Enfin, le chapitre 5 conclut ce mémoire (paragraphe 5.1) et propose quelques
pistes de recherche (paragraphe 5.2).
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CHAPITRE 2

Analyse d’une classe
particuliere de s.d.h. a
commutations autonomes

2.1 Présentation du modele mathématique étudié

2.1.1 Présentation générale

Dans R¥, nous considérons une base qui est en pratique, soit la base ca-
nonique, soit une base de vecteurs propres généralisés ou non. Relativement a
cette base, nous considérons le systeme dynamique hybride (s.d.h.) d’ordre N

suivant :

(2.1) { X(t) = Ag(€)X () +V(a(£(1)).

E(t) = este —WX(1),

ou A est une matrice carrée d’ordre N, V et X sont des matrices colonnes
d’ordre N et W est une matrice ligne d’ordre N, toutes ces matrices étant
supposées a valeurs réelles. Enfin, cste est une constante appartenant a R.
De plus, nous supposons que la matrice A possede uniquement des valeurs
propres dont la partie réelle est strictement négative et que X et donc £ sont
continues.

Dans ce modele, la variable discrete est ¢, qui peut prendre deux valeurs uq, us
selon £ en suivant un phénomene d’hystérésis décrit sur la figure 2.1 tracée dans
un repere quelconque. Si ¢ atteint son seuil inférieur S par valeur décroissante

alors ¢ passe de la valeur u; a la valeur us. De méme, si £ atteint son seuil

17
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supérieur Sy par valeur croissante alors ¢ passe de la valeur uy a la valeur u;.

Dans ces conditions, la multifonction ¢(£) est donnée explicitement par :

q(&(t)) = uy si &(t7) = Sy et q(§(17)) = ug
(2:2) q(§(t)) = ug si £(t7) = Si et q(€(t7)) = w
q(&(t)) = q(&(t7)) sinon.

u; _—

up t+

S[ SZ é

Fic. 2.1 — Phénomene d’hystérésis suivi par la variable discrete ¢

Dans les deux premiers cas de (2.2), t est appelé instant de commutation et par
la méme, S; et Sy sont respectivement appelés plus précisément seuil inférieur

et seuil supérieur de commutation.

2.1.2 Exemples étudiés

A. Thermostat a résistance d’anticipation

La premiere application que nous considérerons tout au long de 'exposé
de notre travail est celle d'un thermostat a résistance d’anticipation qui com-
mande un convecteur situé dans une méme piece [18]. Le processus thermique
est présenté sur la figure 2.2 (& gauche) et la représentation de ce systéme en
circuit électrique est donnée par la figure 2.3.

Nous noterons z la température du thermostat, y, celle de la piece et z, celle
du convecteur. Le principe de fonctionnement d’un tel thermostat est le sui-
vant : les puissances P. du convecteur et P, du thermostat sont actives quand
qg = 1 et inactives quand ¢ = 0. Si initialement nous chauffons, c’est-a-dire

q = 1, du fait que la puissance du thermostat P, est active, la température
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Température

/\< Ad
1
extérieure : 6,

Température du
Température de thermostat : x
la piece : y Puissance : Py,
Température du [~ 0

convecteur: z [l ’

Puissance: P, ™" 6 f é 92 f

F1G. 2.2 — Processus thermique étudié et phénomene d’hystérésis pour le ther-
mostat

désirée est atteinte d’abord par la température du thermostat x avant la
température de la piece y ce qui fait passer ¢ de 1 a 0. Ainsi, amplitude
de variation de la température de la piece se trouve réduite avec l'introduction
de la résistance d’anticipation dans le thermostat. Cependant, la température
peut éventuellement continuer de monter du fait de l'inertie thermique du
fluide de la piece. Ce phénomene est illustré sur la figure 2.4 ; ceci présente un
intérét du point de vue économie d’énergie.

La loi de Fourier et un bilan de puissance [66] donnent le systeme différentiel

suivant de dimension trois :

my, Copt = _%—:3 +q(z) P
. -z —z —0e
(2.3) Ml =~ ~ " TR

m.Cez = =4 +q(x) P,

ou les coefficients Ry, R., R,, (exprimés en K.W_l) sont les résistances ther-
miques, Cy,, Cp, C. (exprimés en J kg 1. K™!) sont les chaleurs massiques et
Mun, My, M (exprimés en kg) sont les masses selon les indices th, p, ¢ et m
qui correspondent respectivement au thermostat, a la piece, au convecteur et
au mur de la maison. De plus, Py, et P. (exprimés en W) représentent respec-
tivement les puissances du thermostat et du convecteur et 6, (exprimé en K)
correspond a la température extérieure.

Le systeme (2.3) est donc de la forme de (2.1) puisqu’il peut s’écrire de la fagon

suivante :

{ X(t) = AX(t) + (&) B+ C,

24
0 §(t) = LX (1),
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-a a 0
q A= ( e -(b+d+e) b )

0 c -

(100)

F1G. 2.3 — Circuit électrique équivalent au modele du thermostat a résistance
d’anticipation

avec A qui ne dépend pas ici de ¢(£(t)), V(q(€(t))) = q(€(t))B + C, B et
C' étant deux matrices colonnes de dimension trois, cste = 0, W = —L. Les

matrices A, B, C' et L sont alors données par :

—a a 0 Dih 0 1 T
A= e —(+d+e) b |,B=|0 |,c=[d6. |,L=1| 0
0 c —c Pe 0 0
_ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _
et a = mynCen Rep? b= mpCpRe? ¢ = meCeRe? d = mpCpRm’ €= mpCpRyep’ Pen =

Pth p — c
mpCen 7 £€ meCe*

Ici, la variable discrete g suit plus précisément le phénomene d’hystérésis décrit
sur la figure 2.2 (a droite) ot uy = 0, ug = 1, Sy = 61, Sy = 09 par rapport a
la figure 2.1.

Remarque 2.1.1

Notons ici que nous avons considéré, pour ce modele de dimension trois,

une homogénéité de la température de ’air de la piece et un convecteur de

type "radiateur électrique a accumulation”.
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Simulation : piéce (*) Simulation : thermostat (x), piece (*)

205} 205
29451 29451
2944 2041

52935 §20sf

Tempé:
m

293 293

2925

l m/\ M\ M\ \/\ d\ M\ M\ J\ M\ M\ \/\ M\ M\\

. . . . . . . . . . .
8 82 84 86 88 9 92 94 96 98 10
Temps (s) <10t Temps (s}

6
x 10"

FiG. 2.4 — Simulations avec les mémes valeurs numériques pour le cas du ther-
mostat seul (a gauche) et le thermostat a résistance d’anticipation (a droite).
Les variations de la température de la piece sont plus faibles (environ 0.5 K)
avec la résistance que sans (plus de 1.5 K)

B. Convertisseur statique DC/DC

La seconde application étudiée, plus classique, est celle d'un convertisseur
statique DC/DC [86], [46]. Le circuit électrique équivalent au systéme étudié
est donné par la figure 2.5.

Ce circuit comporte un convertisseur a générateur de tension continue et deux
filtres LC (un d’entrée et un de sortie). La tension de sortie du circuit, donnée
par oU;, 0 < 0 < 1, avec o le gain du capteur, va étre comparée au signal de
référence U,.s (en V). La différence de ces deux quantités, notée { = U,y —olU;
et appelée signal de déviation, est appliquée a 1’élément de relais a hystérésis
décrit sur la figure 2.6 pour former des créneaux dans le but de controler les
éléments de commutation du convertisseur.

Ici, uy =1, ug = —1, S1 = —Xo0, S2 = Xo-

Remarque 2.1.2

Comme expliqué dans [86], nous notons que dans la plupart des cas, le
retour inclura un circuit correcteur comme par exemple un compensateur PI
(proportionnel intégral) ou un compensateur PID (proportionnel intégral
dérivé) afin de satisfaire des conditions de précision mais que la figure 2.5

montre seulement un exemple de convertisseur a retour proportionnel.

A partir de la, les lois de 1'électronique (lois des noeuds, lois des mailles)



22 Chapitre 2. Analyse de s.d.h. & commutations autonomes

__|:”|_rW\ ra §§%__|_|_NY\L
_XT[

convertisseur
semi-conducteur

q)

F1G. 2.5 — Circuit équivalent au convertisseur statique DC/DC étudié

donnent le systeme différentiel suivant :

(

CoUO —|— iTC — ’io

Loio + Roio + Uy = F,
(2.5) .
ClUl_'_g_i :’il

L1Z'.1 + Rty + Uy = Urc,

\
ou les coefficients Lo et L; (exprimés en H) sont les valeurs d’auto-inductance
des bobines d’inductance, Cy et Cy (exprimés en F) sont les capacités des
condensateurs, Ry, Ry et Ry (exprimés en ) sont les résistances. De plus, g
et iy (exprimés en A) sont les courants qui passent respectivement dans les
bobines d’inductance & coefficients Ly et L. Les valeurs Uy et U; (exprimées
en V) sont les tensions aux bornes des condensateurs de capacités Cy et C4
respectivement selon les indices 0 et 1 qui représentent respectivement les
éléments du filtre d’entrée et du filtre de sortie. Enfin, £y (en V) est la tension
d’entrée.

Ici, nous avons aussi :

_J Upysig= . Jusig=1
%C_{Oﬁq et ”C_{ogq:—L

d’ou :
Ure = 5{1+ a(€())Uh et irc = 5(1 +a(€()i
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F1G. 2.6 — Phénomene d’hystérésis pour I’application du convertisseur statique

A partir de ces relations, le systeme (2.5) devient :

( ’LO = —@ZO — _UO + EO
7o 1, 1+ (£(t))
UO = C—OZQ gCo
<2.6) S 1+Q(§(t))U Ry, U
U= "1, 0~ 7,°¢ 1
T 1. 1
L U1 = C—lll — —C1RLU1'

Puis, introduisons comme dans [86] les notations suivantes :

o Ryig Uy Roh Uy

T B , Lo = E*7 - E* y Lg = E*7

ou F* est une tension qui nous permet de travailler avec des variables adimen-
sionnelles ; nous la choisirons ici égale a un.
En utilisant ces nouvelles notations dans le systeme (2.6), nous obtenons le

systeme différentiel final suivant :

(=21(t) — 22(t) +©)
= y(@1(t) = 31+ q(§(1))2s(1))

14 q(&(t)))a2(t) — vas(t) — paa(t)
x3(t) z4(t)>’

7 (¢
Zalt

(2.7) "
(

)
)
) =
)

Ta(t
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N _ Ro __ Ey _ 1 _ Ro _ R _ 1 _ Rp _ Ro
Oun_L_OaQ_ﬁaﬂ)/_CORoalu_L_laV_L_la)‘_ClR*aﬁ_R*aoé_R* avec

R* qui joue le role de résistance de normalisation et qui sera choisi ici égale a

un.
Le systeme (2.7) est bien de la forme de (2.1) puisqu’il peut s’écrire de la fagon

suivante :

29 { X = A(q(€@) X (t) +V,

E(t) = Urer —UX(1),
ot V ne dépend plus de q(£(t)), W = U, cste = Uyey. Les matrices A(q(£(2))),

V et U sont données par :

- 0 0 n< 0\’
_| 7 0 —3(+q 0 | o ]l o
Al =1 S Bt E S B R B
0 0 2 -3 0 cE*

2.1.3 Autres applications possibles

La liste des autres applications possibles pour ce systeme général (2.1) n’est
bien stur pas exhaustive. Cependant, elle donne un apercu global de la grande

richesse d’applications possibles et ce, dans diverses dimensions.

A. Convecteur seul

Une application de dimension un pour notre systeme général (2.1) est celle
d’'un convecteur seul en échange thermique direct avec le fluide extérieur. La
température du convecteur est notée z (et est exprimée en Kelvin (K)) et la
température extérieure est notée . (en K).

Cet exemple n’est pas tres réaliste mais a ’avantage d’étre tres simple pour
déterminer des conditions de commutation sur les seuils et son cas sera traité
de facon détaillée dans le paragraphe 2.4.1.

De méeme que pour I'application du thermostat a résistance d’anticipation, un
bilan de puissance et la loi de Fourier conduisent a I’équation différentielle

suivante :
—1 0.

(2.9) meCei(t) = 7-2(t) +a() e+ &

qui s’écrit sous la forme de (2.1) de la fagon suivante :

5(t) = —az(t) + q(=()b+ ¢,
(2.10) {f(t) RO
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avec a = m, b = %, c = %, R, (en K.W™') étant la résistance
du convecteur, m, (en kg) étant sa masse, C. (en J.kg '.W™!) représentant sa
chaleur massique et enfin P. (en W) sa puissance.

La figure 2.7 est une simulation de 1’évolution de la température du convecteur
par rapport au temps réalisée avec Matlab pour un ensemble de parametres
fixés. Ici, il apparait une suite (infinie) de commutations et nous verrons dans

le paragraphe 2.4.1 que ce n’est pas toujours le cas.

Simulation : convecteur (+)

334.21-
334

333.8

(
@
@
@
o

T

33341

Températures (K)

333.21

333

332.8

I I I I I I I I
4600 4800 5000 5200 5400 5600 5800 6000
Temps (s)

Fic. 2.7 — Exemple de comportement de la température du convecteur dans
le cas en dimension 1 d’un convecteur seul

B. Thermostat et convecteur seuls

Une application possible en dimension deux pour le systeme général (2.1)

est celle d'un thermostat seul (sans résistance d’anticipation) commandant un
convecteur. La température de la piece est notée y et celle du convecteur est
notée z.
Le principe de fonctionnement est le suivant : la puissance du convecteur P,
est active quand ¢ = 1 (c’est-a-dire jusqu’a ce que la température de la piece
atteigne le seuil supérieur du thermostat) et inactive quand ¢ = 0 (jusqu’a ce
que la température de la piece atteigne le seuil inférieur du thermostat).

Toujours de la méme fagon, un bilan de puissance et la loi de Fourier donnent
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le systeme différentiel de dimension deux suivant :

. —z —0e
L s
chCZ" = _% + Q(y)Pca

qui s’écrit sous la forme de (2.1) de la fagon suivante :

0 (2)= (0 L) (1) e (8)+ (40).

§(t) = LX (1)
avecb:m,c:m,dzm,pCI%,L:(lO)etoﬁles

coefficients R, R, (en K.-W™') sont les résistances thermiques, C,, C, (en
JXkg ' K™') sont les chaleurs massiques et m., m, (en kg) sont les masses
selon les indices ¢, p, m qui représentent respectivement le convecteur, la piece
et le mur de la maison. De plus, P. (en W) est la puissance du convecteur et
0. (en K) est la température extérieure.

La figure 2.8 est une simulation des températures de la piece et du convecteur
réalisée a ’'aide du logiciel Matlab, les grandes variations représentant les va-
riations de la température du convecteur et les petites celles de la température
de la piece.

Simulations : Convecteur et piece
330

325
320 |

315

Températures (K)
@
o

[}
=}
a

~ JWWMWWMWNMWWWWWVWVWVWWWW

285
0

I I I I I
6 7 8 9 10

I I I I
1 2 3 4 5
Temps (s) 4

Fic. 2.8 — Exemple de comportement des températures du convecteur et de la
piece dans le cas en dimension 2 d’un thermostat seul
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Comme pour le cas de la dimension 1 présenté ci-avant, nous verrons dans le
paragraphe 2.4, que pour certaines valeurs de parametres, il n’existe qu’une

seule ou aucune commutation sur les seuils.

C. Thermostat a résistance d’anticipation contrélant un convecteur
situé dans une autre piece

En plus du systéeme du convertisseur statique présenté au paragraphe 2.1.2,
une deuxieme application possible en dimension quatre est celle d’'un thermo-
stat a résistance d’anticipation (température x), qui est situé dans une autre
piece (notée piece n°2 et dont la température est notée x5) que le convecteur
(température x4) qu'il controle . De plus, le fluide de cette piece n'2 échange
de la chaleur a travers une cloison de séparation (résistance thermique Ry)
avec le fluide de la piece n’l (température z3) ou se situe le convecteur. Nous
noterons également que les deux pieces sont aussi en échange thermique avec
I'extérieur par un mur (résistances thermiques R,,, et R,,,). Une représentation
du modele physique est donnée par la figure 2.9.

Rs
R Thermjostat x
m1
D Rin
8 - | 8.
Piéce n°1 Piéce n°2
Convecteur x4 X3 X2
Rc Rm2

Fi1a. 2.9 — Représentation du thermostat a résistance d’anticipation qui com-
mande un convecteur situé dans une autre piece

Le systeme différentiel qui régit ce modele physique est alors :

: _ r1—X
muy Coay = =52 + q(x1) Py,

s _xo—my _ xp—0e _ xa—x3
mPQCPTIQ - Rip, Ring R

. x3—0e  x3—T2  x3—4
My, Cp, T3 = R, R Re

mcccl:ll = _M‘R—_fg + q(x1>Pca
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qui s’écrit sous la forme de (2.1) de la fagon suivante :

T —a a 0 0 1 Dth 0
2o o d —(b+c+d c 0 T 0 b.0,
@ | T o e —(e+f+g9) f S (GO I Rl (s
Ty 0 0 h —h Ty Pe 0
_ 1 — 1 — 1 — 1 — 1
avec a = RipminCip? b Rimympy Cpy ? ¢ Rsmp,Cpy? d Ripmp, Cpy ! € Rsmp Cpy
1 1 _ 1 Py,

F' = it 9= Ry Gy Romete Pin = Gy O Pe = g Les
coefficients Ry, R, Ry, Rs, R (en K.W™1) sont les résistances thermiques,
Ciny, Cpyy Cpyy Ce (en Jkg ' K™') sont les chaleurs massiques et mgy,, my,,
Myp,, M. (en kg) sont les masses selon les indices th, my, ma, s, p1, p2, ¢ qui
représentent respectivement le thermostat, le mur séparant la piece n’l de
Pextérieur, le mur séparant la piece n'2 de 'extérieur, la piece n’1, la piece n'2
et le convecteur. Les puissances du thermostat, du convecteur et la température
extérieure sont, comme l’exemple en dimension trois, notées respectivement
Ptha PC et (96.

La figure 2.10, obtenue a ’aide de Matlab, nous donne un exemple de compor-
tement des différentes températures pour un jeu de valeurs de parametres. Sur
cette figure, les grandes variations représentent les variations de la température
du convecteur, les variations tracées en gras représentent les variations de la
température de la piece n’1, les variations tracées avec un trait fin sont celles
de la température de la piece n"2 et les autres sont celles de la température du

thermostat.

Simulations : thermostat, convecteur, piéce n°1, piéce n°2 Simulations (zoom) : thermostat, piece n°1, piece n°2
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2 22 24 26 28 3 225 23

235
<10t Temps (s) <10t

F1G. 2.10 — Simulations des températures du convecteur, du thermostat et des
deux pieces avec un zoom sur les trois dernieres a droite
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D. Chaudiére individuelle

La derniere application du systeme général (2.1) introduite dans ce para-
graphe est celle d'une chaudiere individuelle classique au fioul qui permet de
chauffer 'eau qui passe dans les radiateurs d’une maison. Le modele est aussi
de dimension quatre et nous nous appuyons ici sur [45]. La figure 2.11 donne

une représentation du modele physique étudié.

Arnivée eau froide

«—
5
Pe=re —
Circuit aller
Pe=n

Echappement | ~TE}

Reservoir d'eau

sorlie dleau -'
salation
chaude / Chaudiére Radiateur
] S By Jaquette <

Circuit retour

2
| | Arrivée fioul Braleur
]

=
Fia. 2.11 — Représentation d'une chaudiere individuelle au fioul
Les principaux composants d'une telle chaudiere, qui sont mis en évidence sur

la figure 2.11 a gauche, sont détaillés ci-dessous :

— un brileur ou le fioul est briilé pour faire de la chaleur,

un tunnel le long duquel la flamme perd de la chaleur et refroidit,

— une carcasse intérieure qui sépare la flamme des réservoirs d’eau,

— des réservoirs d’eau ou 'eau est chauffée,

— une carcasse extérieure qui isole I'eau de la température ambiante,

— du matériel d’isolation et une jaquette qui recouvre le tout.
Le principe de fonctionnement de cette chaudiere est le suivant : un aquas-
tat, qui mesure la température de ’eau située a l'intérieur des réservoirs, va
déclencher la mise en marche (¢ = 1) ou l'arrét (¢ = 0) du brileur selon cette
température d’eau voulue.
Ici, nous nous retreignons, comme dans [45] au fonctionnement de la chaudiere
seule mais une autre application en dimension six cette fois-ci du modele
général (2.1) pourrait étre par exemple, celle d’'une chaudiere située dans un
sous-sol qui chaufferait ’eau destinée a aller dans un radiateur situé dans une
autre piece de la maison. Les deux variables supplémentaires seraient alors

la température du radiateur et celle de la piece avec une seconde variable
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d’hystérésis qui pourrait commander le robinet thermostatique du radiateur
selon la température de la piece chauffée.

Le systeme différentiel qui modélise le fonctionnement de la chaudiere seule

est :
meiCeity = =872 + q(22) By
mecel:2 = _QC2R—_CZQCl - % - mcepe(Tes - Tee)
mceccel:?) - _% - %R;Cjzl
mZC'Zx4 = —MR;::S — MR%;TO

qui s’écrit de la forme de (2.1) de la fagon suivante :

Ty —a a 0 0 T D
T2 | _ b —(b+c¢) c 0 To () 0 n
.1:3 0 d —(d + 6) e T3 0
7y 0 0 f —(f+9) Ty 0
_ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1
avec a = Reime; Cci ’ b o Reime Ce’ ¢ = RemeCe? d o RemeeCee’ ¢ = ReemeeCee?
- 1 - 1 __ MCepPe _ Py .
f= om0 9 = TG h = e D= b Les variables x1, xo, x3 et x4

représentent respectivement les températures de la carcasse intérieure, de 1’eau
des réservoirs, de la carcasse extérieure et du couple isolation + jaquette. Les
coefficients R, Re, Ree, R; (en K.Wfl) sont les résistances thermiques, C,;,
C., Cee, C; (en J.kg " K™') sont les chaleurs massiques, m;, Me, Mee, m; (en
kg) sont les masses selon les indices ci, €, ce, i qui correspondent respective-
ment a la carcasse intérieure, a ’eau des réservoirs, a la carcasse extérieure et
au couple isolation + jaquette. De plus, ¢, (en Jm™>.K™), p, (en m3kg™")
représentent respectivement la chaleur volumique et le volume massique de
I'eau, m (en kg.s™!) est le débit de Deau, T.y, Tie, Ty (en K) sont respective-
ment les températures du circuit aller, du circuit retour et de la piece ou est
située la chaudiere.

Une illustration des variations des différentes températures pour un certain jeu
de valeurs des parametres est donnée par la figure 2.12. Les variations de la
température la plus basse, tracées d’un trait épais, représentent les variations
de la température de l'isolation, celles de la deuxieme température la plus
basse, tracées d'un trait plus fin, sont celles de la température de la carcasse
extérieure. Enfin, les deux températures qui sont tres proches I'une de I'autre
sur la figure 2.12 correspondent aux variations de la température de la carcasse
intérieure (trait fin sur la figure agrandie) et de I'eau qui est située dans les

réservoirs (trait gras sur la figure agrandie).

o O

g1y
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Simulations : carcasses intérieure et extérieure, eau et isolation Simulations : zoom

. . . . . . . , ) j ) j } - )
0 02 o4 0608 2 4 e 8 2 9300 9400 9500 9600 9700 9800 9900
emps (s) x10 Temps (s)

F1G. 2.12 — Simulations des températures de la carcasse intérieure, de l'eau,
de la carcasse extérieure et de l'isolation pour I'exemple de la chaudiere indi-
viduelle

2.2 Détermination des équations de cycles

En partant du systeme général (2.1), comme nous avons &(t,) = S; ou Sy
(t, étant le n-itme instant de commutation en supposant qu'’il existe, S; et
S, correspondant respectivement aux seuils inférieur et supérieur de commu-
tation), la trajectoire tend vers un cycle par construction. Il est alors naturel
de se poser la question de I'existence de cycles limites pour le systeme général.
De plus, cette idée est renforcée par le fait que de tels systemes, globalement
non linéaires, peuvent admettre des cycles limites comme solutions comme cela

a été montré dans [86], [33] entre autres.

2.2.1 Equations de cycles de période k, k > 1

Nous généralisons ici le travail commencé dans [63], [61] en donnant une
méthode générale pour obtenir les équations de cycles de toute période k,
k > 1 pour le systeme (2.1). Notons que cette méthode est différente de celle
proposée dans [86], bien que conduisant aux mémes résultats bien str, et qu’elle
possede 'avantage, par rapport a cette derniere, d’obtenir des équations plus
”simples” a manipuler avec le calcul formel. Ainsi, par exemple, elle demande
moins de temps de calcul; pour donner un ordre d’idée, il faut environ 12
minutes a Maple, avec cette méthode, pour tracer les surfaces correspondant

aux équations de cycles et il lui en faut environ 21 pour le faire avec celle de
86].
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Considérons ty un instant initial donné et t| <ty < ... <t, <t,1 <...la
suite croissante d’'instants de commutation successifs sur [tg, +00[, nécessairement
distincts puisque la définition de ¢(§(t)) implique &(¢,,) # &(tn—1).

Hypothese 2.2.1

Supposons que l'instant t,, de la n-ieme commutation existe et soit fini.

Pour simplifier par la suite les notations, posons ¢, = ¢(£(t,)) et nous avons
q(£(t)) = g, sur lintervalle [t,, t,.1[. De la méme maniere, posons &, = £(t,),
A, £ Alqn), Vi, = V(g,). Une intégration classique du systéme différentiel

général (2.1) donne alors sur l'intervalle [t,, t,1] :
(2.11) X(t) = e=tAnT, — AN,

ou I', € RV correspondent aux constantes d’intégration, fonctions de n.

De la, en introduisant la notation o, = t, —t,—1 > 0, Vn > 1, (0, corres-
pond alors & la durée entre deux instants de commutation successifs) et en
considérant ’hypothese de continuité de I’état a I'instant de commutation ¢,,,

nous obtenons :
(2.12) Vn>1,T, =e 1T, + AV, — AL V.

De plus, la constante I'y est donnée par 1'équation (2.11) pour le cas oun = 0

et t = ty, par I'expression suivante :
(2.13) Lo = X(to) + Ay 'Vp.

Posons Vn > 1, &, = f(S1, 5%, ¢n_1,qn), o1 f est une fonction de R* & valeurs
dans R qui traduit le fait qu’a tout instant de commutation t,,, &, est soit égal
au seuil inférieur de commutation Si, soit égal au seuil supérieur de commu-
tation Sy selon la variable d’hystérésis q. Nous avons également par définition,
Vn >1,&, = cste—WX(t,) = cste—W(T,, — A, 'V,). En combinant ces deux

relations pour &,, nous obtenons finalement I’équation suivante :
(2.14) vn > 1, cste — W (T, — A,'V,) — f(S1, S2, qn-1,qn) = 0.

La résolution du systeme (2.1), (2.2) aux inconnues X (t), (,)nen €st ramenée
a celle du systeme (2.12), (2.14) aux inconnues (I',)n>1, (05)n>1. Si nous savons
calculer o, en fonction de I',,_; a partir de (2.14) (apres substitution de I,
donné par (2.12) dans (2.14)), alors I’équation (2.12) donne I',, en fonction de
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[';,—1. Cependant, il est en général difficile de résoudre explicitement (2.14) de
fagon théorique, voir [41], [86]. Nous nous contenterons donc par la suite d’une
résolution numérique.
De plus, de tels systemes globalement non linéaires, peuvent admettre aucune
(dans le cas ou I'hypotheése 2.2.1 n’est pas satisfaite), une ou plusieurs solu-
tions. Comme nous l’avons expliqué dans le paragraphe d’introduction de cette
partie, ’équation &, = Sy ou S, suggere de chercher des solutions éventuelles
sous forme de cycles correspondant donc a des suites (9, ['an, 02n11, L'2nt1)nen
périodiques de période k, k > 1. Par exemple, un cycle de période 1, caractérisé
par l'existence de deux durées différentes entre les instants de commutation suc-
cessifs, correspond a une suite (o9, oy, 0oni1, ['2n11) constante. En revanche,
un cycle de période 2, caractérisé par l'existence de quatre durées entre les
instants de commutation, correspond a une suite (oa,, 2y, 0241, [2ns1) qui
alterne entre deux quadruplets possibles différents.

A partir des équations (2.12), (2.14), nous allons pouvoir proposer une
méthode pour déterminer les équations de cycles de toute période k£ > 1. Pour

cela, introduisons la notation suivante pour toute suite (U, )nen :

(2.15) Ul =Upnyi, n>0,

pour ¢ = 1,...,2k avec k € N* qui correspond a la période du cycle.

La suite des instants de commutation successifs est notée (o}, 02, ..., 02kt o2k)
et celle des constantes d’intégration est notée (IL T2, ... T2k=1 T2F) . Po-
sons alors :

(2.16) R, 2 (o}, TL ... o2k T2K).

Le systeme d’équations (2.12), (2.14), Vn > 1 est équivalent au systeme
H(R,,Rys1) =0,Vn >0, 0ot H = (Hy,...,Hy)" est une fonction que nous
définissons pour ¢ = 1,...,2k par :
(2.17) |
{ Hi( Ry Ruy1) = Ty — o7 AmaDit - A7 ALV, =0,
Hopii(Ro, Rogr) = cste = W(T .y — A7'WVi) = £(S1, 82, 6i-1,4:) = 0,

avecr =n sii=1,r=mn+1sinon, ['0 = '*,

A — Ag si i est pair | Vi siiest pair ~_J qosiiest pair
1 A sidest impair Vi si i est impair 77 ¢1 si 1 est impair.
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Supposons maintenant que R, ait une limite R = (o, T, ..., 0% T2*). Dans
ces conditions, R est solution du systeme (2.17) c’est-a-dire satisfait V i =
1,...,2k:

(2.18) Hi(R,R) =T — e A= — A7V, 4 AZL Vi =0,
' Hoyi(R, R) = cste — W(I' = A7'V;) — f(S1, S, qi-1,41) = 0,

avec I'0 = 'k,

A partir de chacune des 2k premieres équations H;, i = 1,...,2k de (2.17) et
en utilisant les 2k — 1 premieres équations restantes, nous pouvons déterminer,
a laide d’une récurrence, les I'Y, i = 1, ..., 2k, uniquement en fonction des o,

1=1,...,2k. Cela se fait de la facon suivante :

Fi — eo’[’i]Ai_IP[i—l] + A;lx/; . A;_ll‘/;_l _ eo-[i]Ai_lea[i—l]Ai_QP[i_Q]
+(Iy — A (AT — AT Vi) = -

o eg[i]AifleU[i_l]Ai*Q o eo-[i—(Qk—l)]Ai72k1“[i72k‘] _1__ (-[N o eo‘[i]Ai,1 + eU[i]AifleU[i_ﬂAi72

_ 7 . i—1 X i—(2k—2) X _ _
I (_1)2k 160[],42,180[ ]Az—Q . 'eg[l ]A,Li(Qk,l))(Ai 1‘/; . Aijl‘/;—l)

— eJ[Z] Ai*

1eg[i—1]Ai o eo-[i—(Qk—l)]AiF[i72k’} + (IN _ eo‘[i]Ai,1 + ea[i]AifleU[i_l]Ai

1 oA Sli—l4, li—(2k—2)] 4. 1 1
o (1) H e Mg A oo A=) (AT, — AT V),

puisque Aoy = Agp_g == Ay =Ag et Agp1 = Agp_3=---= A3 = A;.
Remarque 2.2.2

Pour réduire les notations, nous avons utilisé ici [j|] = j mod (2k). De

plus, si [j] = 0, nous admettons que 'Vl = I'% et que ol = 5.

Nous obtenons alors finalement :

(2.19)
2% %1 2%—j
"= ([N_H D(iferl)mod(Qk))il(]N"'_Z(_1)J( H Dii—i41ymod(zr)) ) (A; 'Vi— A Visy),
me1 =1 =1

o™ A

avec D,, =e? “m-1 . m=1,...,2k et en posant Dy = Dyy.

Remarque 2.2.3

Notons que si les matrices A,,, m = 1,...,2k commutent entre elles alors :
k k
an:l D(i7m+1)mod(2k) = anzl D,.

En remplacant les ¥, i = 1, ..., 2k ainsi obtenus dans les 2k derniéres équations

Hopryy © = 1,...,2k du systeme (2.18), nous pouvons déduire, pour ¢ =
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1,...,2k, le systeme suivant de 2k équations pour 2k inconnues, les 2k in-
connues étant les o, i =1,...,2k :
(2.20)

Fy = =W ((Ix = TTo_y Dimmstmodcam) " Iy + S0 (=1 (T Dt tymod2i)))
(A7 — AT Vi) — A7) — f(S1, S2, gim1, @) + cste = 0.

Comme dans [63], nous avons alors le théoreme suivant :
Théoréme 2.2.4

Soit qy € {uy;us} fixé. Supposons que le systéme (2.20) admette une ou
plusieurs solutions (a!,. .., 0%). Soit 6! = t|, — t, un paramétre arbitraire
positif non nul, soient I'', T'2,..., T?*~1 T'% des constantes données par
(2.19) et soit la constante T'o(c') définie a laide de (2.12) et donnée par :

(2.21) To(6') = e 74T — (A7) — Ag'Vp).

La suite (T',)pen telle que Ty = To(6') et T,y = T, sin = 2kl +1, | € N,
i=1,...,2k et la suite (0,,),>1 telle que oy = &' et o, = o', n = 2kl +1,
Il € N,i=1,...,2k (sauf éventuellement pour n = 1 si o' # ¢! = 0y)

définissent par rapport a I’équation (2.11) et en considérant t,, = o, +t,_1,
une trajectoire X (t) du s.d.h. (2.1) qui est un cycle de période k - ou orbite
périodique de période k - pour t > t; = tg + 01 ; ce cycle est précédé par
une portion de trajectoire définie sur I'intervalle [to, t1] avec pour condition

initiale X (ty) la fonction paramétrée par ' > 0 et donnée par :

(2.22) X(to) =To(0") — Ay Vh.

Pour les deux applications détaillées qui vont suivre, le systeme (2.20) sera
résolu de facon uniquement numérique, soit par une méthode originale basée
sur l'utilisation conjointe du calcul formel et plus particulierement du logi-
ciel Maple et de 'analyse par intervalles avec le logiciel Proj2D, soit par une

méthode classique utilisant un algorithme de Newton et le logiciel Matlab.

2.2.2 Application Numérique : Thermostat a résistance
d’anticipation

Nous reprenons le modele du thermostat a résistance d’anticipation intro-

duit au paragraphe 2.1.2 et nous nous restreignons aux cas particuliers des
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cycles de période 1 et 2. Adaptons pour cela les notations utilisées dans le cas
général a cet exemple thermique :
-Viel,..., 2k, A, = A,_; = A car dans ce modele, la variable d’hystérésis
q n’apparait pas dans la matrice de ’équation homogene et donc A est
une matrice a valeurs réelles constantes,
-Viel,....2k, Vi=q¢B+C,q¢ =q =1—qsiiest impair et ¢; = qq si
1 est pair,
—cste=0, —W =L,
— f(51, 8%, qi—1, @) = f(01,02,qi-1, @) = b + qi—102.
Le systeme (2.20) est alors équivalent, Vi =1,...,2k a:

F L(IN - Hiffl D(z m~+1)mod(2k) ) 1((I ZQk 1( )J(Hzﬁ;] D(i*lJrl)mOd(Qk)))
(A" YgB+C)— A Y q;1B+C)) — A Y g B+ C)) — qibh — qi—162 = 0,

soit, écrit autrement Vi =1,...,2k :
(2.23)

Fz‘ = AC]z‘L(IN - Hif:1 D(i—m+1)mod(2k)) (]N + sz 1( ) (Hl%f D(z I+1 mod(%)))
A'B — LAil(qlB + C) — qzé’l — qi_lé’g =0.

Or, Ag; = ¢ — gi-1 = £1 = =Agi1 = (=1)’Agio = ... = (—1)" ' Aqy.

Nous obtenons alors finalement comme systeme pour un cycle de période 1 :

Fi(o',0%) = Aq L(Iy — e+~ ([y — e M A™'B
—LA N 1B+ C) — q161 — qob2 = 0

Fy(o',0%) = =Aq LIy — el )41 ([y — e A-1B
—LA (q@B + C) — qoth — 102 = 0.

(2.24)

Nous préférerons pour I'étude numérique qui suit, le systeme équivalent a (2.24)

suivant, obtenu en posant K; = Fl, Ky=F — F, (au facteur Ag pres) :

Ki(o',0?) = AqL(Iy — e o)1 (Iy — e YA™IB
—LA Y (@B +C) — q161 — qob2 = 0

Ky(ot,0%) = L(Iy — e o)) 11y — e A)(Iy — e A™'B
—|—(92 91 = 0

(2.25)
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De la méme fagon, a partir de (2.23), nous obtenons pour un cycle de période

2 le systeme :

(2.26)

( Fl(al, 0%, 0%, 0%) = AqL(In — e(”1+02+‘73+"4)A)*1(IN — 7' A 4 lot o)A
—e(@ 4N AIB _ LAYy B+ C) — 16y — qobly = 0

Fy(0',0%,0%, 0%) = —Aq L(Iy — el +o*+0 +a D) =11y — 7?4 4 olol 4094
—el TN AIB — LA (qoB + C) — qoby — 162 =0

Fy(0',0%,0%, %) = AqiL(Iy — e@ +o* 40D A) =1 ([ — ¢4 4 plr* oA
—el TN AR _ LAY (B +C) — 16y — qobly = 0

f;w4(01’ o2, o3, 04) = —AqL(Iy — e(al+02+03+o4)A)—1(IN _ootA + eld®+ah)A

—e("2+"3+04)A)A_1B — LA_l(qOB + C) — q091 — q192 = 0,

\

et nous étudierons dans I'application numérique suivante, un systeme équivalent
a ce dernier systeme (2.26) obtenu en posant K; = Fy—Fy), Ky = F3 — I,
Ky=F,—Fy, K, = F} (au facteur Agy pres) :
(2.27)
( Kl(O'l, 0.2’ 0.3’ 0.4) — L(IN _ e(al+02+03+a4)A)fl(IN _ eolA)
(IN _ eU4A 4 e(¢73+U4)A _ 6(02+03+04)A)A713 +AO=0
KQ(O'I, 0.2’ 0.3’ 0'4) — L([N . e(01+02+03+a4)A>—1(IN . ea3A>
(IN _ eO'QA 4 8(0'1+0‘2)A _ e(al+02+o4)A)Ale +AO=0
Ks(o, 02,03, 0%) = L(Iy — e(01+02+03+04)z4>—1(ea2A([N _ oA e(01+a4)A)
_eU4A([N _ easA 4 e(02+03)A))A—lB =0
K4(O‘1, 0.2’ 0.3’ 0.4) — AChL(IN _ e(al+02+o3+a4)A)fl(IN _ eolA 4 e(al+a4)A
—e(@ I AR (1 — o) LA'B — LA™'C — (1 — qo)61
\ —qoth = 0.

Cycles de période 1

Intéressons nous d’abord aux cycles de période 1 et résolvons pour cela le
systeme (2.25) pour les valeurs numériques des parametres données dans le
tableau 2.1, du méme ordre de grandeur que celles proposées dans [18].

Nous fixons les trois valeurs initiales des températures a 283 K et celle de ¢y a 1
(donc nous commengons par mettre en marche le thermostat). Une simulation

a l'aide du logiciel Matlab donne la figure 2.13 (temps en abscisses (en s)
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Rth Rc Rm ch Qc Qp Pth Pc ee 91 92
2 0.5 |0.2 |200 | 1500 | 18000} 1 75 283 | 293 | 294

TAB. 2.1 — Valeurs numériques pour un cycle de période 1 pour I'application
thermique avec les R;, i = th,c,m en KW, les Q; = m;Cy, i = th,c¢,m en
JK™ les P,i=th,cen W, 6, i=¢€,1,2en K

et températures en ordonnées (en K)). Les petites variations représentent les
variations de la température de la piece, les moyennes représentent celles de
la température du thermostat et les grandes sont celles de la température du

convecteur.

Simulations : thermostat (x), convecteur (+), piéce (*) Simulations (zoom) : thermostat (x), piéce (*)
330} 2942~

325

VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY

. . . . . .
54 56 58 6 6.2 6.4
Temps (s) < 10°

Fic. 2.13 — Illustration d’un cycle de période 1 pour ’application du thermo-
stat a résistance d’anticipation

La figure 2.14 est le portrait de phase dans l'espace de dimension trois (z,y, z).
Le systeme ici ne fait qu'une seule rotation pour revenir au point initial et se
répéter identique a lui-méme. Ces deux figures confirment ainsi, de maniere
graphique, 'existence de cycles de période 1 pour cette application thermique.
Pour résoudre de facon numérique le systéme (2.25) aux deux inconnues o!
et o2, nous utilisons une méthode originale basée conjointement sur les outils
graphiques de Maple et sur ’analyse par intervalles. Le principe est le suivant :
— Premiere étape : D’abord, avec le logiciel Maple, nous tragons dans
'espace des coordonnées (o', 02, 2), les deux surfaces z = K;(o',0?),

z = Ky(o',0?%). Puis, en faisant varier la fenétre, nous recherchons le

point d’intersection de ces deux surfaces avec le plan z = 0. Ceci permet
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Portrait de phase d'un cycle de période 1

292.5
292.4 2945

292.3 2935
2922 283

292.5
y (K) 292.1 292 X (K)

F1a. 2.14 — Portrait de phase dans le plan (z,y, z) pour un cycle de période 1
pour 'application thermique

alors de trouver des valeurs limites d’un rectangle [0, 03] X [02, 03] qui

contient la solution recherchée.

Cette étape permet également de conclure sur 'existence ou non de so-
lutions et de prévoir aussi leur nombre grace a la régularité des surfaces
explorées graphiquement.

La figure 2.15 donne une illustration de la premiere partie de la méthode
que nous venons d’expliquer. La surface en noir correspond & z = K (o', 0?),
celle en gris clair correspond & z = Ky(o!,0?) et le plan 2z = 0 est tracé

en blanc.

603.56

1603.5598

16035596

1603.5594

1603.5592

603.559

1603.5588

1603.5586

381.3632 381.3633 381.3634 381.3635 381.3636
¥y

Fic. 2.15 — Hlustration de la premiere étape graphique de la méthode de
résolution du systeme pour les cycles de période 1

— Seconde étape : Puis, nous utilisons le rectangle obtenu comme inter-
valles de départ pour le logiciel d’analyse par intervalles Proj2D. Cet outil
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numérique nous donne la possibilité d’affiner le résultat jusqu’a obtenir
les premieres décimales de la solution avec une bonne précision (pour
cet exemple, douze chiffes apres la virgule). En effet, I’analyse par inter-
valles sert ici a déterminer I’ensemble des points dont les images par K,
1 =1, 2 sont nulles. Le logiciel Proj2D utilise pour cela trois couleurs : le
bleu pour les boites ne contenant pas de solution, le rouge pour les boites
contenant des solutions certaines et le jaune pour les boites contenant
des solutions possibles.

Ici, nous n’obtenons que des boites jaunes (en gris clair sur la figure 2.16)
et bleues (en gris foncé sur la figure) mais la premiere étape réalisée avec
Maple permet de garantir les résultats trouvés.

Fic. 2.16 — Illustration de la seconde étape graphique de la méthode de
résolution du systeme pour les cycles de période 1

Remarque 2.2.5

Comparée a [33], aprés étre revenus a X (to) par (2.22), cette approche
formelle rend plus facile la recherche de conditions initiales proches d’un

cycle limite que la recherche de bonnes conditions initiales par simulation

avec Matlab par exemple.

Pour les valeurs du tableau 2.1, nous obtenons par la méthode qui vient
d’étre présentée, les valeurs suivantes pour les deux inconnues du systeme
(2.25) ol et 02 :

o' ~ 603.559315507893, o? ~ 381.3634413489532.

A Paide de ces deux valeurs, nous pouvons alors calculer les valeurs numériques
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pour les T, i = 1,2 a laide de (2.19) ce qui donne :

13.014 —8.449
I~ 3.567 |, IP?~ | —2.821
—5.581 4.070

Enfin, a partir de (2.11), nous pouvons calculer les valeurs de cycles X,y
(valeurs minimales des températures obtenues aux instants de commutation
pairs) et X, (valeurs maximales des températures obtenues aux instants de

commutation impairs) :

293 294
Xy~ | 292316 |, X, ~ | 292.359
309.385 320.659

Ces valeurs de cycle sont en accord avec celles obtenues de facon indépendante

par simulation sous Matlab. En effet, nous obtenions par simulation pour ces

valeurs :
293 294
Xing ~ 292316 |, Xap™ 292.358
309.386 320.661

Remarque 2.2.6

Il faut souligner ici que la méthode utilisée (Maple+Proj2D) n’est pas ga-
rantie. En effet, Proj2D ne calcule pas les exponentielles de fagcon garantie.
1l est ainsi arrivé que Maple indique l'existence d’une solution mais que
Proj2D ne la trouve pas. Cette limitation est liée a la version de Proj2D

utilisée puisqu’il est possible en théorie de calculer ces exponentielles de

fagon ”garantie”, c¢’est-a-dire marge d’erreur comprise.

Cycles de période 2

Etudions maintenant la possibilité d’existence de cycles de période 2 pour
cette application du thermostat a résistance d’anticipation. Pour cela, choisis-
sons les valeurs numériques des parametres présentées dans le tableau 2.2 qui
permettent d’obtenir par simulation sous Matlab (figure 2.17) un comporte-
ment qui semble étre un cycle de période 2.

Nous choisissons comme températures initiales pour le thermostat, la piece et

le convecteur, 292 K et comme valeur initiale pour ¢, 1.
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Rth Rc Rm ch Qc Qp Pth Pc ee 91 02
1.5 |2 1 50 800 | 5000 | 0.8 | 50 281 | 293 | 294

TAB. 2.2 — Valeurs numériques choisies pour un cycle de période 2 pour I’ap-
plication thermique

Simulations : thermostat (x), convecteur (+), piéce (*) Simulations (zoom) : thermostat (x), convecteur (+), piece (*)

3401

320
330
3151

300
2951
N NS NP N A 4 NP 6 N 1 N RN N 1 Y 4 Nl 4 A AV 4 N
| A A R AR SR A SR B A A A A AR

2901
2901 L L L L

. . . . . . . . . .
[ 05 1 15 2 25 09 1 1.1 12 13 14 15 16 17
Temps (s) <10t Temps (s) < 10°

Fi1Gc. 2.17 — Illustration d’un cycle de période 2 pour 'application du thermo-
stat

Le portrait de phase dans l'espace (z,y, z) présenté sur la figure 2.18 semble
confirmer 'existence de cycles de période 2. En effet, le systeme doit effectuer
deux tours complets avant de se répéter ce qui est la caractéristique des points
2-périodiques.

Vu que le systéme a résoudre (2.27) est un systeme de quatre équations pour
quatre inconnues o', 02, 03, 04, la méthode utilisée pour les cycles de période 1
n’est plus utilisable dans la mesure ol nous ne pourrons pas tracer les surfaces
dans un espace de dimension cinq (o', 0%, 03, 0%, 2).

Nous utilisons alors dans ce cas une méthode plus classique faisant intervenir
un algorithme de Newton avec gradient (qui pourra étre calculé a I'aide du
calcul formel par Maple) [24]. Les simulations & I'aide de Matlab permettent
de déterminer une approximation des durées o', 02, 03, 0*, ce qui nous donne
des valeurs initiales pour ’algorithme suffisamment proches de la solution pour
attendre une convergence plus ou moins rapide selon la précision requise. Ici,
la condition d’arrét choisie est KTK < 107 K = (K, Ky, K3, K;)T et le
nombre d’itérations maximal est fixé a 1000.

La seule restriction de cette méthode par rapport a la méthode utilisant le
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Portrait de phase d’un cycle de période 2

321
320
319
318
317

<316

a5
314
313
312

311
293.05

2945

293
293.5

¥ (K) 29295 2925 X (K)

Fic. 2.18 — Portrait de phase pour un cycle de période 2 pour I’application
thermique

calcul formel et 'analyse par intervalles vient du fait que nous ne pouvons pas
ici prévoir le nombre de solutions, ce qui était possible avec 1’étude graphique
et Proj2D. *

Pour les valeurs du tableau 2.2, I'algorithme de Newton converge au bout
de quatre itérations pour nous donner finalement les valeurs numériques sui-

vantes :
ol ~ 139.574990621150s, o2~ 563.561226066455s,

o3 ~ 146.356308575764s, o* ~ 360.388097618754s.

De la méme fagon que pour les cycles de période 1, a 'aide de ces résultats
numériques et de I'équation (2.19), nous calculons les valeurs pour I, i =
1,....4:

16.1185 —50.5320

Mo~ 10284 |, T2~ -12116 |,
—4.1469 11.7436
15.8950 —50.2475

Mo 10434 |, T4~ -12040 |,
—3.9384 11.4515

LCette restriction finalement n’en est plus une puisque la derniere version de Proj2D
accepte maintenant quatre équations et il est donc possible, grace a ce logiciel, de localiser
les différentes solutions possibles pour le systeme.
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et a l'aide de (2.11), nous obtenons les valeurs de cycles suivantes :

293 293
Xing = | 2929735 |, Xinp >~ | 2929790 |,
312.5562 314.2227
294 294
Koupr = | 2929999 |, Xgup, = | 2929757 |,
320.8019 319.5850

qui sont en accord avec celles de la simulation de la figure 2.17 obtenues de

fagon indépendante avec Matlab.

2.2.3 Application Numérique : Convertisseur statique

Nous reprenons dans cette section le modele électronique introduit au para-
graphe 2.1.2. De méme que pour ’application au thermostat a résistance d’an-
ticipation, seuls les cyles de périodes 1 et 2 feront I'objet de I’étude numérique
qui suit. Adaptons cette fois-ci les notations du modele général (2.1) a cet

exemple du convertisseur statique :
Ap = A(qo) si i est pair,

SViel 2k A= Alg) = { Ay = A(q) sii est impair,
- Viel,..., 2k, V; =V, =V car dans ce modele, la variable d’hystérésis
g n’apparait que dans la matrice de I’équation homogene A(q) et V' est
une matrice colonne de dimension quatre a valeurs réelles constantes,
— cste = Uyep, W = U,
= f(51,82,4i-1.¢) = [ (=X0: X0: i1, @) =
inO) = %A%Xo-
Le systeme (2.20) est alors équivalent Vi =1,...,2k a :
(2.28)
Ki = =U((Ix =TTy D-t1moaczr) " (In + 255 (=1 (TT7577 Dt 1ymoacan)))
(A7'V = AL V) = A7) — LAGx0 4 Upep = 0.

$(qi-181 +4:%2) = 3(—gimixo +

Or, A¢;=q —q1=42=-A¢;_1 = (—1)?Ag; 5 = ... = (=1)"1Aq. Nous
obtenons finalement le systeme suivant pour un cycle de période 1 :
(2.29)

Ki(01,0%) = Upes — U((Iy — e e A1) 1 ([y — e D) (A7 — AgH)V — ATV

Ky(0',0%) = Upey — U((Iy — 7 A1e7 40) " Iy — A1) (Ay — ATHV — A;'V)
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De maniere identique, & partir de (2.28), nous obtenons le systeme suivant a
résoudre pour un cycle de période 2

(2.30)
( K1(0.17 0.27 0.37 0.4) — Uref _ U((IN _ ealeeo4Aleo3Aoe¢72A1)fl
(IN o eole + ealeea4A1 o ealeea4A1eUSA2)(Al—1 . Aal)v o A1_1V)
—3(q1 — q0)x0 =0,

Ky(o!,02,0%,0%) = Upey — U((Iy — €7 M1e7 Aoo" Ao o)1
IN —e° 2 A, + e’ Aleale o 602A1801A0604A1)(A61 . Al—l)v o AO_1V)
—%(CJO —q1)Xo =0,

Ks(0",0%,0%, 0%) = Upey — U((Iy — e A0 417 Aoer A1) —1
Iy —e° 3A0 4 oo A0gr? AL _ 603A0602A1601A0>(AI1 _ Agl)V _ Aflv)
—%(% - CJO)XO =0,
K4(01, 027 037 04) _ Uref i U((IN i ea4Alea3Aoea2Aleale)—1
(]N o eJ4A1 + eU4Alea3Ao o ea4AleU3Aoe¢72A1)(Aal N Afl)v B Aalv)
\ _%(QO —q1)xo = 0.

—~

~—~

L’utilisation des outils graphiques et du calcul formel a 'aide du logiciel
Maple pour les deux systemes obtenus (2.29) et (2.30) est rendue plus difficile
que dans le cas du thermostat a résistance d’anticipation. En effet, pour I’ap-
plication thermique, il suffit de choisir une base de vecteurs propres pour la
matrice A, de calculer tous les éléments dans cette nouvelle base et alors, les
matrices A, A™! et surtout eA"i, 1 =1,...,2k qui pouvaient poser probleme,

deviennent des matrices diagonales qu’il est tres simple d’utiliser.

En revanche, pour le cas du convertisseur statique, il existe deux matrices Ay et
A qui ne possedent pas, bien sur, les mémes éléments propres et qui, de plus,
sont non commutatives. Pour simplifier quand méme certains calculs, nous
nous plagons dans une base de vecteurs propres de Ay. Cependant, méme avec
cette nouvelle base, les calculs formels de matrices comme 419", i = 1,..., 2k,
prennent du temps et, par exemple, en utilisant la méme méthode pour les
cycles de période 1 que pour le thermostat (Maple+Proj2D), le temps de
calcul pour tracer les surfaces z = Ki(o!,0%), 2 = Ky(o',0?) dans 'espace

(0!, 02, 2) est long. Malgré tout, notons que les temps de calcul, méme longs
(environ 12 minutes), sont beaucoup plus rapides que ceux que nous obtenons

pour les équations de cycles présentées dans [86] (environ 21 minutes).
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Cycles de période 1

Traitons d’abord le cas des cycles de période 1 et pour cela, résolvons le
systeme (2.29) pour les valeurs numériques des parametres données dans le
tableau 2.3.

Rl RL RO R L() L1 CO 01 E() B Uref g X0

21 |80 105 |1 1074 0.8 [3.107925.107°/200 |1 |24 |0.1 [0.25

TAB. 2.3 — Valeurs numériques pour un cycle de période 1 pour I’application
électronique avec les R;, i =1,L,0,xen Q,les L;; i =0,1en H, les C;, 1 = 0,1
en F et Uyer, By, E*, xo en V

Nous fixons a 5, 20, 5 et 20 (sans unité par définition des x;, i = 1,...,4)
les valeurs initiales respectivement pour i, xs, T3 et x4 et la variable ¢ est
initialisée a gy = —1. Une simulation a 1’aide de Matlab donne le comportement
du signal de déviation & = U,y — UX sur la figure 2.19 (temps en abscisses
(s), tension du signal de déviation en ordonnée (V')) et une autre donne le
comportement des quatre variables d’état x; en fonction du temps (figure 2.20).
Les courbes tracées d’un trait fin, d’un trait gras, en pointillés et avec des tirets
correspondent respectivement aux variations de xq, de x5 de x3 et de x4. Le
fait que les variations soient plus importantes sur la figure 2.19 qu’elles ne
devraient (c’est-a-dire d’amplitude supérieure a |S; — Sa| = |2x0|), doit étre
di a l'inertie du systeme.

Pour résoudre de facon numérique le systeme (2.29) aux deux inconnues o' et
o2, nous utilisons la seconde méthode proposée dans le paragraphe 2.2.2 qui
fait intervenir un algorithme de Newton classique. Nous abandonnons ici I'idée
d’utiliser la premieére méthode (Maple + Proj2D). En effet, les expressions
de K; et de K5 sont tellement longues méme numériquement, qu’il est plus
compliqué de vouloir les rentrer dans un fichier texte pour lancer le logiciel
Proj2D que d’utiliser un algorithme de Newton directement.

Déja, la premiere étape graphique avec Maple qui donne la figure 2.21 est
obtenue apres plusieurs minutes de calcul. Cette figure est malgré tout utile ici
puisqu’elle nous donne la possibilité de conclure sur 'existence et 'unicité de
la solution (toujours grace a la régularité des surfaces explorées) et constitue
une autre méthode que la simulation pour obtenir des valeurs initiales pour
I’algorithme de Newton suffisamment proches de la solution recherchée. Notons

que la surface noire représente z = K;(o', 0?), la surface tracée en gris clair
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Simulation : signal de déviation

0.2

[N}

=)
T

I I I I I I I I
0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18
Temps (s)

F1G. 2.19 — lllustration d’'un cycle de période 1 pour le convertisseur statique :
simulation du signal de déviation

correspond & z = Ky(a', %), et le plan 2z = 0 est tracé en blanc.

Avec les mémes conditions d’arrét pour 'algorithme que dans le paragraphe
2.2.2, en choisissant o! = 0.00845 s et 0 = 0.00146 s comme valeurs initiales
obtenues par la figure de droite 2.21, I'algorithme de Newton converge au bout

de sept itérations pour donner finalement les valeurs numériques suivantes,
solutions de (2.29) :

o' ~0.0084730503, o* ~ 0.0014703221.

A Taide de ces valeurs et de 1’équation (2.19), nous déduisons les valeurs pour
I, i=1,2:

—1.2104 0.1141

mo | 12108 p o | —0-1339
~| —11w7 |0 7 T | 02651
—172.2046 64.45

Enfin, avec (2.11), nous obtenons les valeurs de cycles des z;, i = 1,..4 :

0.000206 0.11407
199.99982 199.86611
Xing =1 010302 o X =1 06515 ’

21.450 26.450
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200

Simulations du comportement de x1, x2, x3 et x4

X1, %2, X3, x4
3
8
T

a
g
T

x1 etx3

L
0.48

L L L L L
05 0.505 051 0515 052

temps (s)

L L L
0485 049 0495

L
0.525

-0.05

Simulations (zoom) du comportement de x1 et de x3

L L L L L L L L L L L
0.025 003 0035 004 0045 005 0055 006 0065 007 0.075

Temps (s)

Fia. 2.20 — Hlustration d'un cycle de période 1 pour le convertisseur statique :
simulation des quatre variables x; ¢ = 1, ..4 avec a droite un zoom sur x; et x3
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0.00855

0.0085

0.00845

0.0084

0.00835

0.0083

0.0014

000142 0.00144  0.00146 0.00148
x2

0.0015 000152 0.00154

F1G. 2.21 — Surfaces z = K (0!, 0?%) et 2 = Ky(o?, 0?) tracées a 'aide de Maple
pour la premiere étape de résolution du systeme (2.29)

qui sont en accord avec les valeurs obtenues de fagon indépendante par simu-

lation.

Cycles de période 2

Résolvons a présent le systeme (2.30) obtenu pour les cycles de période 2.

Fixons pour cela toutes les valeurs des parametres du systeme avec les valeurs

numériques présentées dans le tableau 2.4 :

Les figures 2.22, 2.23 présentent respectivement les simulations du comporte-

ment du signal de déviation U,y —UX et celles des quatre différentes variables

d’état x;, 2 =1,...,4. Sur la figure 2.23 située a gauche, les variations tracées
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Ry Ry | Ry | R* | Lo Ly Co Cy Ey E* Uref o X0

2 80 | 5 1 (02 [0.08]3107925.107°200 |1 |24 [0.1 [0.25

TAB. 2.4 — Valeurs numériques pour un cycle de période 2 pour I'application
électronique

en gras représentent les variations de x4, celles tracées d’un trait fin sont les

variations de x3 et les autres sont les variations de xy.

Simulation : signal de déviation

Uref-UX

temps (s)

Fi1G. 2.22 — Illustration d'un cycle de période 2 pour ’application électronique :
simulation du signal de déviation

Nous résolvons le systeme (2.30) a l'aide d'un algorithme de Newton comme
pour les cycles de période 1. Les simulations a I'aide de Matlab nous donnent
des valeurs pour x;, ¢« = 1,...,4 pour initialiser I'algorithme suffisamment
proche de la solution. Apres 94 itérations, ’algorithme de Newton converge

vers les valeurs suivantes des 0%, i = 1,...,4:

ol ~0.0028334655, 0% ~ 0.0027644440
o® ~0.0034944624, o* ~ 0.0018815105.

De la méme facon que pour les cycles de période 1, a l'aide de ces valeurs

numdériques et de 1’équation (2.19), nous pouvons déduire les valeurs des I',
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Simulations du comportement de x1, x3 et x4 Simulation du comportement de x2

400

300

200

100

-100

. . . . . . . . . . . . . . . .
1.22 1.225 1.23 1.235 124 1.245 1.25 1.15 1.16 117 1.18 119 1.2 121 1.22 123
temps (s) temps (s)

Fia. 2.23 — Illustration d’un cycle de période 2 pour I'application électronique :
simulation de z1, z3, x4 (& gauche) et de z5 (& droite)

1=1,...,4 qui sont alors :

—16.174 3.981

Il ~ 37.100 2 ~ —50.208
—12.545 ’ 9.029 ’
—162.408 26.50
—13.132 3.986

5 ~ —171.294 I~ —146.541
—13.758 ’ 5.471 ’
—162.408 26.500

et a l'aide de (2.11), nous obtenons les valeurs de cycles suivantes :

—4.680 —1.638
225.606 17.211

King, = ~1.051 | King 2264 |’
21.500 21.500
3.981 3.986
149.792 53.459

Xeupr = |9 029 o Kewpe = | sy |
26.500 26.500

qui sont en accord avec les valeurs obtenues, de facon indépendante, a chaque

commutation par simulation avec Matlab.
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2.3 Etude de la stabilité des cycles limites

Deux méthodes pour étudier la stabilité des cycles limites pour le systeme
dynamique hybride considéré sont présentées de facon détaillée dans ce cha-
pitre : il s’agit de la méthode des transformations ponctuelles d’Andronov [5]
et de la méthode, version hybride, de I'application de Poincaré [39], [74]. De
plus, une application de ces deux méthodes aux cycles limites de périodes 1
et 2 trouvés pour les deux exemples thermique et électronique introduits aux
paragraphes 2.2.2 et 2.2.3 est également proposée.

2.3.1 Présentation de la méthode des transformations
ponctuelles d’Andronov

La méthode des transformations ponctuelles d’Andronov, relativement an-
cienne et exposée dans [49], est une des possibilités pour étudier la stabilité
des cycles limites pour les systemes dynamiques hybrides. Donnons le principe
de cette méthode pour un cycle de période k quelconque.

D’un point de vue analytique, une trajectoire est caractérisée par le fait que
le systeme, en amorcant son mouvement a partir d’une certaine surface de

I’espace de phases, revient régulierement sur cette méme surface aux instants
)
1

ny

t1, ta,. .. t,... Soient o, = (« , ") les m composantes de a,, qui définissent
la position du point a la surface de ’espace des phases a l'instant t,,. De plus,
supposons qu’il existe une relation connue entre ces coordonnées «,, et celles

— 1 S 1% .
Qni1 = (Qp g, ..., 00 ) alinstant ¢4 :

(2.31) filog, . .,al ah g, ) =0, i=1,...,m.

n’

Un m-cycle correspond au cas particulier ou :

(2.32) o =a=al ., Vi=1,...,m,

donc (2.31) devient alors :
(2.33) fila,...,a™at, ..., a™) =0, i=1,...,m.

Ce systeme permet de calculer les parametres du cycle. Il reste alors a étudier
sa stabilité. Pour cela, il faut étudier le comportement de «,, a 'infini. Dans le
but de linéariser le systeme (2.31), nous supposons que «, ne differe de o que

d’une petite quantité (3, ce qui se traduit par :

B, =, — a.
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Le principe de stabilité est alors le suivant : si 3, tend vers 0 quand n tend
vers I'infini, alors le cycle est stable. Dans le cas contraire, le cycle ne peut étre
stable.

Supposons a présent que les fonctions f;, ¢ = 1,...,m soient suffisamment
régulieres et qu'un théoreme de conditions de linéarisation comme celui de

Hartman-Grobman [36] puisse s’appliquer ici. Alors, le développement en série

de Taylor des f;, ¢ =1,...,m a l'ordre 1 au voisinage de a donne pour i, j =
,....m:
(2.34)
filag, ..o ol g, am ) = filel, .o amal, o a™)
af; Ofi
+Z] 1 aaf oznfoﬂ oz 7oﬂﬁ] + Z] 1 aaf |oz%70ﬂ oz ,aﬂﬁiwrl + O(B7HBTZ+1) 0.

A partir de (2.33), en introduisant les notations suivantes, et si 'on admet que

la condition de stabilité est préservée par approximation au premier ordre,

nous avons :
(2'35) aan|a% a]a 1= —=ad al]’ a n+1|0¢n oﬂa 1= =al T sz’
I'équation (2.34) devient alors pour i,7 =1,...,m:
(2.36) Z az‘]ﬂﬂ; + Z bij £+1 =+ O(BTH ﬁnJrl) =0
=1 j=1

De 14, en considérant les 3/ comme les échantillons de la fonction (37[n] et en

utilisant la transformation discrete en z, I’équation (2.36) peut alors s’écrire :

Zawﬁg—f-ZZbU(ﬁg—BJ[O])+O(BZ) :O, izl,...,m,
i=1 j=1
c’est-a-dire :

m

(2.37) > (2 +by) B = waﬁ +0(3.), i=1,...,m,

=1
avec 37 représentant la transformée en z de 3’[n].

L’équation (2.37) peut également s’écrire sous forme matricielle de la fagon

suivante :
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avec
zlay +bn 27 lap b oo 27 lagm + b
2 lagy + by 27 lagy +boy ... 27 lagm + bay
M = ,
27 a1 4+ by 2 Yy 4 bma oo 2 mm + Do
bll b12 “ e blm 1 1
0
b21 b22 P b2m ﬁ'z /8 .l: ]
N = ) ﬁz = : s 5[0] = :
bt brs - b Bz A™0]

En supposant que la matrice M soit inversible, nous obtenons :

com™ M.N.3[0] + o(8.),

b= det M
puis en posant detM = A, com™ M.N = S = (s;5), et A; = 37", 5;50[0], nous
avons alors :

(2.38) Bl==L
Rappelons ici que la condition de stabilité du cycle est :

(2.39) B[n] — 0 quand n — oo.

Finalement, pour que cette condition (2.39) soit satisfaite, il faut et il suffit

que 'équation caractéristique :
(2.40) A=0

ait toutes ses racines a l'intérieur du disque unité ouvert.

2.3.2 Présentation de la méthode de D’application de
Poincaré étendue aux systemes hybrides

La seconde méthode proposée utilise 'idée classique de 'application de
Poincaré étendue aux systemes dynamiques hybrides [39], [33], [74]. Son prin-
cipe est le suivant : I’étude de la stabilité d’un cycle revient, avec cette méthode,
a chercher les valeurs propres de la matrice jacobienne de ’application de Poin-
caré dans le cas d'un cycle de période 1 et de la matrice jacobienne de la
composée de 'application de Poincaré avec elle-méme dans le cas d'un cycle
de période 2. Notons J cette matrice jacobienne. Il faut ensuite appliquer le

théoreme suivant [33] :
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Théoréme 2.3.1

Soient Aj, j = 1,..., N les valeurs propres de J, matrice évaluée en un

point fixe :
— si pour tout j € 1,..., N, |\;| <1 alors le cycle est stable,
— sl existe 5’ € 1,..., N tel que |\;| > 1 alors le cycle n’est pas stable,
— sl existe j' € 1,..., N tel que |\j/| =1 et pour tout j # j', |\;| <1,
alors nous ne pouvons pas conclure quant a la stabilité du cycle.

Remarque 2.3.2

Le cas limite |A\y/| = 1, |\;| < 1, Vj # j', n’apparait pas dans la premiere
méthode exposée au paragraphe 2.3.1 du fait de I’hypothese d’équivalence

par approximation au premier ordre.

Rappel : Application de Poincaré pour les systéemes dynamiques

Soit v une orbite périodique de période k£ du systeme dynamique de dimen-
sion N régi par le systeme différentiel suivant & = f(z). Soit W un hyperplan
transverse a y au point xp. L’application de Poincaré ou application de premier
retour associée a W et a xp est une application notée P qui a tout z € W au
voisinage de xr fait correspondre P(z), premiére intersection de la trajectoire
avec ’hyperplan W. La figure 2.24 illustre le principe.

Notons également que dans ce cas, le résultat énoncé dans le théoreme 2.3.1 est
indépendant du choix de 'application de Poincaré, c¢’est-a-dire que le résultat

ne dépend ni de ’hyperplan (variété) transverse W ni du point x7.

Application de Poincaré hybride associée au systéme (2.1)

Définissons 'application de Poincaré associée a notre systeme dynamique
hybride général (2.1).
Pour cela, considérons d’abord les deux écritures différentes suivantes pour

£(tn) = &, données par le systeme suivant :

fn = f(Sla 827 Gn—1, qn)7
&, = cste — WX(t7) = cste — W(eonAn1T, | — A1V, )

et qui conduisent a 1’équation :

(2.41) cste — W (e T,y — AL V1) — f(S1, 52, Gno1, Gn) = 0.
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F1c. 2.24 — Application de Poincaré pour un systeme dynamique

Sous ’hypothese 2.2.1, la durée o,,, n > 1, implicitement donnée par 1’équation
obtenue (2.41), définit, pour n > 1, une fonction v, de I';,_; telle que :

(2.42) 0n = by, (Tat), ¥n>1.

De plus, 'équation (2.12), introduite au paragraphe 2.2, définit pour n > 1

une fonction g,, de o, et de I';,_; telle que :
(2.43) L'y =94 (00, Tho1), V> 1

Posons a présent :

(2.44) { WL G() 2 g, (0,0,

vn Z 27 hQn é GCIn © G(In—l(‘)'
Comme ¢, = qp si n est pair et ¢, = ¢ si n est impair, nous obtenons alors
hy, = hg, sin est pair et hy, = h,, sin est impair (n > 2). Notons alors la
fonction :
h:RYN — RV
(2.45) hy(T') si n est pair
I'—
hy, (T) si n est impair.
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La fonction h ainsi définie par (2.45) correspond a Iapplication de Poincaré
associée a notre systeme hybride. Les cycles de période 1 sont ainsi construits
a partir des points fixes I'? pour h,, et T'' pour h,,. Un cycle de période 2
correspondra alors & un point 2-périodique T'* pour h,, et T pour h, ca-
ractérisés par hg,(I') = T2, he (T') = T? et hgy 0 heo(I'*) = h2 (T) = T,
By, © hy, (TY) = hgl =TIt

Remarque 2.3.3

Dans ce dernier cas, I'? et I'® sont aussi des points 2-périodiques respecti-

vement pour hy, et hy, .

Donnons ici, en utilisant les notations générales, I’expression de la matrice
jacobienne de A, (I';,_2). Nous pourrons alors, dans les paragraphes qui suivent,
I’appliquer plus particulierement aux exemples du thermostat a résistance
d’anticipation et du convertisseur statique.

La matrice jacobienne de h,, (I'h—2) = Gy, 0 Gy, (I'n—2) en I';,_5 est donnée

dn—1
par :
Dhqn (Fn*Q) = Dan (GQn—l(Fn*2))DGQn—1 (Fn72>

(2.46)
= Dan (Fn71>Dan—1 (Fn72)'

Il faut donc exprimer DG,, (I',,—1). Par définition (2.44) de Iapplication G,

la jacobienne de Gy, en I';,_; est donnée par :

ann
aF n—1

ag‘]n
811n—1

(247) DG, (D) = Doy 1)

80n (Una Fn71>-

(1) +

Les calculs de %Zf” (04, Tpq) et de 8?%: (0, 1) s'obtiennent facilement en

dérivant le second membre de 1'équation (2.12) respectivement par rapport a
on, et al, 1 ce qui donne :

don

a?g:’jl (0, Ty) = eon A1,

99 nAn—
{ o (O-ny Fn—l) = An—leg ) R

De plus, le calcul de aartqfl (T',—1) est obtenu en différentiant I’équation implicite
donnée par (2.41) par rapport a I',,_; avec o, = v, (I';,—1), ce qui donne :

—W A, 41T,
1€ 1 aFn—l

(1) — Weonn-t = 0.
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Si —WA,_1e’»*1T, | # 0, ce que nous supposons, alors nous pouvons

déduire :

677an _WeUnAn—l
(Fn—l) - 1 .
811n—1 WAn—lean nflrn—l

(2.48)

Nous pouvons finalement écrire :

Ani UnAn—lrni W
(2.49) DG, (T ) = ( Iy e . >ean,4n1’

WAn_leJ"A"*1PR_1

et en déduire I'expression de Dh,, (I';,—2) par (2.46).
Remarque 2.3.4

D’apres I'équation (2.14) que nous rappelons ci-dessous :
cste — W(Fn - A:len) - f(Sla 527 qn—1, Qn> = 07

nous avons —W DT, =0 i.e. -WDG,, (I',—1) = 0, par définition de G,.
Ceci signifie donc que —W est un vecteur propre a gauche de DG, (I';,—1)

associé a la valeur propre 0 et donc également de Dh,, (I',_2). Ainsi, la

valeur 0 est toujours valeur propre de Dhg,(I'?) et aussi alors de Dh? (I'?).

2.3.3 Equivalence des deux méthodes

Le systeme H(R,,, R,+1) = 0 donné par (2.17) est déduit du systeme suivant
(2.50) construit a partir de (2.12) et de (2.41) :
(2.50) |
{ Hy(Ry, Rpy1) =T, — €T Tt — A7V, + AL Vi = 0,

ng-l—i(Rna R, 1) = cste — W(GU;“A“lrffl — A7 Vi) — £(S1, 89,61, qi) = 0,

avec r =nsii=1,r =n+1sinon, ", =T?" . Cela se fait par la trans-
formation linéaire donnée par Vi = 1,...,2k, Hi(Ryn, Rny1) = Hi(Rn, Ros1),
Hopvi(Ry, Rpy1) = PNI%H(Rn, Roi1) — WPIZ-(Rn, R, 41). Ainsi, la linéarisation
de H(R,, R,41) au voisinage de (R, R) est équivalente & celle de H(R,, Rpt1).-
En supposant que les hypotheses du théoreme des fonctions implicites soient
satisfaites en (R, R), les équations implicites ﬁng(Rn, Ro.i1),i=1,...,2k,
de (2.50) donnent au voisinage de I''"!, ¢ = 1,...,2k, ob,; = 1, (I avec

g, Sl 7 est pair,
Vg = { o

i ; 0 2k
. . . ,r=mnsit=1r=mn+1sinon, I =TI
g, si ¢ est impair ’ ’ Ll n+1
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Ceci est obtenu sous I’hypothese :

aHQkJri
1
adn-i—l

(2.51) (R,R) = —WA;_1e” 41T £ 0.

En incluant les expressions pour o’ ainsi obtenues dans H;(R,, Rn+1), @ =

1,...,2k du systeme (2.50), nous avons, avec les notations (2.44) :
(2'52) [j[i(Rna RnH) = Fiwrl - qu(rqifl) =0

| Gy, sitest pair, o . . 0 _ 2k
avec Gy, = { G, si i est impair ° r=mnsii=1r=mn+1snon, I') ; =T77%,,

et alors, nous obtenons :

(253)  Thpy =Gy oGy (TIEAIG) = p (DlE-2med)
hg, si i est pair, . .
wee g =, sidest impair © | O 0T Lou 2, r=mn+1 sinon,
@
F%H = F?ﬁu-

De plus, pour le calcul des différentielles de G,, le théoreme des fonctions
implicites renvoie a la linéarisation de ]fIQHZ-(Rn, R,),i=1,...,2k au voisinage
de (R, R). En conséquence, sous I’hypothese (2.51), la linéarisation du systeme
H(R,, R,11) =0 (2.17) au voisinage de (R, R) est équivalente a celle de (2.53)
au voisinage de ['(=2med(Zk) ; — 1 9k Cette derniere conduit précisément
a I’étude de la stabilité par la méthode de 'application de Poincaré hybride
présentée au paragraphe 2.3.2. De 1a, il y a donc bien équivalence entre cette
méthode de Poincaré et la convergence de la suite (R,)n,en vers R pour le
probleme linéarisé (2.34) qui correspond a la méthode des transformations

ponctuelles d’Andronov.

2.3.4 Application aux cycles de périodes 1 et 2 pour le
thermostat a résistance d’anticipation

Appliquons a présent les deux méthodes, présentées aux paragraphes précé-
dents, aux cycles de périodes 1 et 2 trouvés pour 'exemple du thermostat a
résistance d’anticipation. Commencons par exemple par utiliser la méthode

des transformations ponctuelles d’Andronov.
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Application de la méthode des transformations ponctuelles d’Andro-
nov

Soit R, = (o}, TL ... 02 T'?k) le 4k-uplet qui définit les parametres du
cycle. Le systeme (2.31) a linéariser au voisinage de R donné par R = (¢!, T'!, 0%, T'?)
pour un cycle de période 1 et R = (¢, T, 02, T2, 03, T3, 0%, T) pour un cycle
de période 2, correspond au systeme (2.17), qui pour cet exemple thermique

s’écrit pour i =1,...,2k :
(254 { Hi(Rp, Ryy1) =T, —'e"il+1Aanfl + (~1)'AqAT'B =0,

Hopyi( Ry, Rur) = L(Thy — A™H (@B 4 C)) — ¢t — ¢i-102 = 0,
avecr =nsii=1,r=n+1sinon, ¢, = qg sit est pair, ¢ = ¢ = 1—¢qg si ¢ est
impair. La linéarisation de ce systeme (2.54) au voisinage de (R, R) donne :

OH OH

(2.55) Sh (B BB = R) 5o (R ) (R = R) = 0.

Posons maintenant U; £ E?THn(R’ R) et Uy = agirl (R,R), T, =R,— R, T,,;1 =
R, 11— R. En appliquant la transformée en z sur (2.55), nous obtenons U;T* +
2Us(T* —Tp) = 0 avec T™* qui représente la transformée en z de la suite (7}, )nen
et donc T* = (271U, + Uy) ~1ULT,.

L’équation caractéristique A introduite au paragraphe 2.3.1 par (2.40) devient
dans cet exemple A £ [27'U; + Uy ce qui donne également A £ 7 |Uy 4 2Us |
W =2k(N + 1), k étant la période du cycle et N la dimension du systeme.

Pour un cycle de période 1, nous obtenons :

—2Ae”AT2 Iy 0 —eo'A
v 0l 0 —2e%° A 2 Ae? AT zIn
+ 20| =
P 0 oL 0 0
0 0 0 zL
d’ou finalement :
Ae”'AT?2 Iy 0 —eo'A
o2A ocZA1
Uy + 2] = 2V43 . ! T AT
(2.56) 0 L 0 0
0 0 0 L
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De méme, pour un cycle de période 2, nous avons :

ZM2 Z[N 0 0 0 0 0 M1

0 ZMg ZM4 ZIN 0 0 0 0
0 0 0 ZM5 ZM6 ZIN 0 0
0 0 0 0 0 zM; zMsg =zly
‘Ul + ZU2| =
0 zL 0 0 0 0 0 0
0 0 0 zL 0 0 0 0
0 0 0 0 0 zL 0 0
0 0 0 0 0 0 0 zL

1 1 2 2
avec My = —e” 4, My = —Ae” AT, My = —e” 4, My = —Ae” AT, M; =

—e7 A Mg = —Ae” T2, My = —e7' 4, My = —Ae” AT et donc finalement

(2.57)
My, In O 0 0 0 0 M
0 M; My Iy O 0 0 0
0 0 0 M Mg Iy 0 0

Uy + 2Ty = 2555 0 0 0 0 0 M; Mg =zIy
0O L 0 0 0 0 0 0
0 0 0O L 0 0 0 0
0 0 0 0 0O L 0 0
0 0 0 0 0 0 0 L
_ 3N+5A2

La valeur 0 est donc racine de |U; + zUs|. Il reste donc a chercher les racines de
A et de A? pour conclure sur la stabilité ou non des cycles limites trouvés selon
I’appartenance de ces racines au disque unité ouvert. D’abord, remarquons que
les coefficients associés a 2V dans A! et A? sont nuls donc A' et A? sont des
polynomes de degré au plus N — 1.

Pour le cycle de période 1 présenté au paragraphe 2.2.2 avec les valeurs
numériques du tableau 2.1, nous obtenons pour A! une racine conjuguée

212 =~ —0.056679 £ 0.361446 7. Toutes ces racines ont clairement des modules
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strictement inférieurs a un donc nous pouvons alors conclure que ce cycle de
période 1 est stable.

De la méme fagon, pour le cycle de période 2 présenté au paragraphe 2.2.2
avec les valeurs numériques du tableau 2.2, nous obtenons pour A? comme
racines z; ~ 0.774463 et zy >~ 0.002573 qui sont également toutes a l'intérieur
du disque unité ouvert (tout comme 0, autre racine de |U; + zUs|). Ce cycle de
période 2 est donc stable d’apres la méthode des transformations ponctuelles

d’Andronov.

Application de la méthode de ’application de Poincaré hybride

Pour mettre en ccuvre la méthode de I'application de Poincaré hybride, il
faut appliquer l'expression générale de la jacobienne de h,, (I';,—2), introduite
au paragraphe 2.3.2, a '’exemple du thermostat a résistance d’anticipation.

L’équation (2.49) devient alors :

Ac™ AT, L
(2.58) DG, (Tp1) = <13 ¢ ! >e<’"A,

~ LAeonAT,,

ce qui donne plus particulierement pour un cycle de période 1 :

DGqO(Fl) _ (]3 i Ae”QAF1L> e02A

LAev?AT1

Dqu (FQ) _ (]3 i Ae”lAFQL) eolA7

LAeotAT2

et pour un cycle de période 2 :

;

2
_ Ae?TATIL o
I3 LAeO'QAF1> ¢

LAeo?AT3

[§]

( B
DGqO (FB) _ <]3 . Ae”4AF3L) ea4A
( B

I — Ae"SAFQL o
37 LAec®Ar2

DGy, () = (I = AL50L) o4,

\ LAeotAT4

Ainsi, I'équation (2.46) devient pour un cycle de période 1 :

Dhqo(r2) _ <[3 _ Ae”gAF1L> eagA ([3 o Ae”lAF2L> ealA

LAco2AT1 LAcotAT?
(2.59) ou

Dhql (Fl) _ <[3 o Ae”lAF2L> ealA ([3 o AeUQAFlL) eO'QA’

LAeotAT2 LAeo?AT1
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et pour un cycle de période 2 :

(

ou
(2.60) ou
ou

Comme nous l'avons remarqué précédemment, un cycle de période 2 corres-
pond & quatre points 2-périodiques T'? et T'* pour hy, T'' et T pour h,,
tels que hy(T?) = T4, hy(T1) = T2 hy (T1) = T3, by (I3) = T et donc
hgo © hao(T%) = T2, gy © hgo(T') =T, hgy 0 hg, (T") = T, hg, 0 Iy, (T?) = T°.
Ainsi, il faut rechercher pour un cycle de période 2, les valeurs propres des

jacobiennes de hy, o hgy = hZ et de hg, 0 hg, = h? , matrices qui sont données

q1’

par :
Dh (T?) = Dhgy(hgy (T?)) Dhgy (%) = Dhyo(T'*) Dhgy (T?)
DR2 (I*) = Diy (1) Diy (I
Dhgl (Pl) - Dh(h (F3)DhQ1 (Pl)

Dhg1 (T®) = Dhy, (TY)Dh,, (T?).
Le nombre de jacobiennes a étudier pour les valeurs propres peut étre réduit
de moitié grace au lemme suivant :
Lemme 2.3.5

Soient u, v des endomorphismes de E. Alors uw o v et v o u ont mémes

valeurs propres.

Numériquement, nous obtenons, pour le cycle de période 1 présenté au
paragraphe 2.2.2, pour les valeurs numériques du tableau 2.1, les mémes valeurs
propres pour Dhy,(T'?) et Dh, (T'') qui sont les suivantes : z; = 0 (d’apres
la remarque 2.3.4), 203 ~ —0.056679 + 0.361446 ¢ ayant toutes un module
strictement inférieur & 1. Notons que nous obtenons effectivement les mémes
valeurs pour les valeurs propres de Dh,, que pour les racines de A donné par
la méthode des transformations ponctuelles d’Andronov. Ceci confirme ainsi

numériquement 1’équivalence des deux méthodes.
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De méme, nous obtenons pour le cycle de période 2 présenté au paragraphe
2.2.2 pour les valeurs numériques du tableau 2.2, les mémes valeurs propres
pour DhZ (I'?), DhZ (I'*), DhZ (T''), DhZ (I'®) asavoir z; = 0 (remarque 2.3.4),
zo ~ 0.774463, z3 ~ 0.002573. Ces valeurs propres ont toutes des modules
strictement inférieurs a 1 ce qui confirme la stabilité de ce cycle de période
2. Nous remarquons que nous avons exactement les mémes valeurs pour les
valeurs propres de Dhg0 et de Dhg . que pour les racines de A? obtenues par la
méthode des transformations ponctuelles d’Andronov. Ceci confirme de fagon
numérique l'équivalence des deux méthodes pour I'étude de la stabilité des

cycles limites.

2.3.5 Application aux cycles de périodes 1 et 2 pour le
convertisseur statique

Appliquons maintenant les deux méthodes aux cycles de périodes 1 et 2
trouvés pour 'exemple du convertisseur statique. Reprenons le méme schéma
que précédemment et appliquons d’abord la méthode des transformations ponc-

tuelles d’Andronov.

Application de la méthode des transformations ponctuelles d’Andro-
nov

Soit R, le 4k-uplet défini comme précédemment. Le systeme (2.31) a linéariser
au voisinage de R (R = (o!,T!, 0% T?) pour un cycle de période 1 et R =
(eh, T, ..., 0% T?) pour un cycle de période 2 correspond au systeme (2.17)
qui s’exprime pour ¢ = 1,...,2k de la fagon suivante pour le cas du convertis-

seur statique :

Hi Rn, RTL — FZ _ eU;+1Ai—1F’i—1 _ A‘fl o Ail V _ 0’
(2.61) { ( +1) n+1 L (4; )

H2k+i(Rn7 RnJrl) = Uref - U(F%Jrl - A;lv) - %AQZXO = 07

0 =T, ¢;=qosiiest pairet ¢ = ¢

avecr =nsii=1,r =n+1sinon, I'
si ¢ est impair.

La linéarisation de ce systeme (2.61) au voisinage de (R, R) et le passage a
la transformée en z s’exécutent de facon identique a ce qui a été présenté au
paragraphe 2.3.4 pour 'application du thermostat a résistance d’anticipation.
En utilisant les mémes notations introduites au paragraphe 2.3.4, I'étude de
la stabilité des cycles limites a I’aide de la méthode des transformations ponc-

tuelles d’Andronov revient a chercher les racines de I’équation caractéristique
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Uy + 2Uy| (U & gTHn(R’ R), Uy & agil(R, R)) donnée pour un cycle de

période 1 par :

(2.62)
—Age” AT [y 0 —e7' Ao
0 Ry B ) L o
Uy + 2Us| = 2N+ .
0 —U 0 0
0 0 0 —U
= NH3AL

et pour un cycle de période 2 par :

(2.63)
My Iy 0 0 0 0 0 M
0 M; M, Iy O 0 0 0
0 0 0 Ms Mg Iy O 0
Uy + 2Us| = 23V+5 . 0 0 0 0 0 M M zy
0 -U 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -U 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -U 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -U
_ BNTHAZ,
avec My = —e 40, My, = —Age” T4 My = —e7 4 My = —Aje” 41T

My = —e" 40 Mg = —Ape” T2 M, = —e® 41 Mg = —Aje” M3,

La valeur 0 est également toujours racine de |U; + zUs|. Il reste donc a chercher

les racines des équations caractéristiques Al et A? qui sont, pour la méme

raison qu’au paragraphe précédent, des polynomes de degré au plus N — 1.
Pour le cycle de période 1 présenté au paragraphe 2.29, pour les valeurs

numériques du tableau 2.3, nous obtenons comme racines pour Al, z; ~

0.0067439, zo ~ 0.0003799 et z3 ~ 0. Toutes ces racines ont clairement des

modules strictement inférieurs a un donc nous pouvons conclure que ce cycle

de période 1 est stable.

Numériquement, pour le cycle de période 2 présenté au paragraphe 2.2.2 pour

les valeurs numériques du tableau 2.4, les racines de A2 sont z; ~ 0.00416706,
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z93 =~ 0.05852533 £ 0.75537726 ¢ qui sont bien toutes a I'intérieur du disque

unité ouvert. Ce cycle est donc également stable.

Application de la méthode de ’application de Poincaré hybride

Le but ici pour appliquer cette méthode de I'application de Poincaré hy-
bride, est de calculer les jacobiennes de hg, et de h,, pour le cycle de période
1 et celles de hgo = hg, 0 hy, et de hgl = hg, o hg, pour le cycle de période 2.
Pour cela, reprenons 'expression de la jacobienne de G, n > 1, trouvée pour

le systeme général (2.1) au paragraphe 2.3.4, et donnée par I’équation (2.49) :

Ap_yem D, W
DGy, (Tn) = (IN -~ Caott : >e""A"—1.

WAn,le‘T" An—1 |

Appliquons a présent cette équation au cas du convertisseur statique. L’équation
(2.49) devient alors :

An_le“”Anflljn_lU A
2.64 D 1) =1{Iy— Infin—1
(2.64) Gn(To) (N )

ce qui donne plus particulierement pour un cycle de période 1 :

DGy, (1) = (I = A0 ) oo™

UAleUQAll—‘1

DG (1) = (I — A 2or) oo

UA()eU1 AoT2

et pour un cycle de période 2 :

(D7) = (11 )
DG = (1= i)
DG (1) = (11~ )

| D60 (1) = (1= 55

Ainsi, les jacobiennes de h,, et de h,, respectivement appliquées aux points

2, T4 et 'Y, T3, sont alors données pour un cycle de période 1 par :

2 1
D 2\ o Are? A1ply 02 A _ Ape? Ao2y UlAO
frqo (%) = <[4 UAer2Art ) © Ly UAcr Aor2 ) ©

(2.65) 1 2
DhQ1 (Fl) = <[4 - M) 601’40 ([4 — M) 602’41,

U A 4012 UAjeo*A1T1
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et pour un cycle de période 2 par :

( g*A 3 a” A 2
2\ __ Ate 1T ot Age or o3 Ao
Dhag,(I7) = (Ll UA1e04A1F3) © (Ll UAerSAoFQ) ©
o A1F1 Ape® A0F4
Dh, (T = (I, — A Mty e’ A1 ([, — Aoe” TV ) o' Ao
(2.66) a(l) 47 Uit 47 UAerTAord
| Dhyy (I) = (I, — AsZ200 ) o0 ([, e MDY o
@ 47 UAger®Aor2 47 Uaer?ATt
3\ _ Age” Aorty) ot Areet A3y gt
\ Dhg (T%) = <[4 e Aors ) © fa— UAreriAirs ) ©

De plus, la méthode de I'application de Poincaré hybride conclut sur la stabilité
des cycles de période 2 en étudiant les valeurs propres de la jacobienne de
la composée de l'application de Poincaré par elle-méme car ces cycles sont

construits a partir de points 2-périodiques. Cette jacobienne est donnée par :

Dh? (T?) = D(hg, © hgy)(I'?) = Dhgy(I'*) Dhg, (I'?)
Dh? (T'*) = Dhgy(I?) Dhg, (T'*)
Dh? (T') = Dhg, (I*) Dhg, (T')
Dh? (I'*) = Dhg, (') Dhyg, (%)

Ainsi, pour I'’étude numérique de la stabilité du cycle de période 1 du
paragraphe 2.29 pour les valeurs numériques du tableau 2.3, nous trouvons
les mémes valeurs propres pour Dhy, (I'?) et Dh,, (T'') (lemme 2.3.5) & savoir
z1 ~ 0.0067439, z ~ 0.0003799, z3 ~ 0 et z4 = 0 (remarque 2.3.4). Ces
racines, qui appartiennent au disque unité ouvert, confirment par la méthode
de Poincaré cette fois-ci, que ce cycle de période 1 est stable. L’équivalence
des deux méthodes pour I'étude de la stabilité est la encore mise en avant
numériquement puisque nous obtenons une fois de plus les mémes valeurs pour
les valeurs propres de Dhy, et Dh,, (méthode de I'application de Poincaré) que
pour les racines de A' (méthode des transformations ponctuelles d’Andronov).

De méme, pour le cycle de période 2 du paragraphe 2.2.2, I'application de la
méthode de Poincaré nous permet de retrouver les mémes valeurs pour les
valeurs propres de thm et de Dhg1 et pour les racines de A? obtenues par
la méthode d’Andronov (z; ~ 0.00416706, 223 ~ 0.0585233 £ 0.75537726 1,
z4 = 0). Ceci permet de converger vers la méme conclusion & savoir que ce

cycle de période 2 est stable.
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2.4 Détermination de conditions d’existence
des commutations

2.4.1 Cas de la dimension un

Nous reprenons ici le modele unidimensionnel du convecteur seul en rela-
tion directe avec le fluide extérieur de la piece, modele qui a été introduit au
paragraphe 2.1.3.

Comme nous 'avions évoqué alors, pour certaines valeurs de parametres, il y
a parfois absence de commutation. En effet, a partir de certaines conditions
initiales, la température du convecteur ne parvient pas a atteindre son seuil
supérieur ou inférieur de commutation (voir figure 2.25 a gauche). De plus,
dans certains cas, une seule commutation a lieu c’est-a-dire que la température
du convecteur atteint une premiere fois son seuil supérieur (ou inférieur) de
commutation mais sans jamais par la suite pouvoir atteindre son seuil inférieur

(ou supérieur) (voir la figure 2.25 de droite).

Simulation : convecteur seul Simulation : convecteur seul

F1a. 2.25 — Illustration dans le cas de la dimension 1 de la possibilité d’absence
de commutation (a gauche pour les valeurs R, = 10, Q. = 100, 8, = 273, P. =
5; 6, = 320, 6, = 330, z(ty) = 280) et de 'existence d'une seule commutation
(a droite pour les valeurs R, = 8, Q. = 1000, 6. = 293, P. = 9, 6, = 290,

La suite de ce paragraphe a pour objectif de dégager certaines conditions sur les
seuils et les parametres pour éviter les deux cas que nous venons de présenter
et ainsi pour garantir 'existence de commutations.

En dimension un, et en posant L =1, A= —a, B=b,C =c¢, I',, = v,, le
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systeme (2.17) est équivalent pour n >0 a :

(

Va1 — e_(w’ll“%% + Agia='b =0,

2 —ao? 1 —1
— e Yn+1 — Aqa b =0,
(267) PYn—f—l PYn—f—l q1
Vo1 T a (@b + ) — @b — goba = 0,

Yapr +a  (qob+¢) — @by — 162 = 0.

\

Les commutations existent si la premieére commutation et les o} 41 o2 41, >0,
durées entre les différents instants de commutation, existent.

Etudions d’abord les conditions sur Uexistence des o?,;, i = 1,2, n > 0. A
partir des deux premieres équations du systeme (2.67), nous pouvons déduire

: : 1 2 .
les expressions suivantes pour o, et 0, :

1 -1
1 _ 1 Va1 tTAGa™"b
Ont1 = — 4 In ( v2
2 —A 71b
qia
o2, = —L1p (20 7).
n+1 a Vn+1

1 2 . . ~ . 7
Nous pouvons alors conclure que o, _; et o, ,, qui doivent étre des quantités

strictement positives, existent si :

0 < JnzatAaa”'b

<1
V2 ’
(2.68) ) »
0 < w <1
’yn+1

En utilisant alors les relations pour ;. ,, 72,; données par les deux dernieres

équations du systeme (2.67), le systeme (2.68) devient ainsi :

—a” " (qob+c)+q161+q002

0< —a~1(qob+c)+qob1+q102 <1
—a" (q1b+c)+qob1+q162

0< —a~Y(q1b+c)+q101+g0b2 <1

ce qui peut également s’écrire :

Aqy(01—02)

a=1(gob+c)+qob1+q102 <1

0<1+—

(2.69)

. Agy(01—02)
0<1 —a~—1(g1b4+c)+q101+g002 <1

Distinguons a partir de la les deux cas possibles :
—Casl:q=1,¢=0,Aq¢ =-1<0,
~Cas2:q=0,y=1,A¢q; =1>0.
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1. Cas 1
Le systeme (2.69) devient alors :
02—0
—1 < —=mgre <0
(2.70) (6a—t)
-1 < =50, <0
— Vu que 6y — 6; > 0, pour que les hypotheses % < 0 et
:59217;?19)2 < 0 soient vérifiées, il faut que :
0, <at(b+c)
0y > a e
— Alors, vu que 6y — 0; > 0 et qu'il faut que —a (b +¢) + 60, < 0,
I’hypothese % > —1 est vérifiée si :
ail(b—i— C) — 01 > 92 — (91
autrement dit si :
02 < a_l(b + C).
— Enfin, vu que —(6y — ;) < 0 et qu’il faut que —a~'c + 6, > 0, 'hy-
pothese % > —1 est vérifiée si :
—a_lc + 02 > 02 — Ql,
autrement dit :
0, > a le.
2. Cas 2

Le systeme (2.69) devient dans ce cas particulier :

a—lc+0s

—(01—62)
—1< 7a_1(;)+c)2+91

—1< B <0
(2.71) { -

< 0.

Ce systeme est le méme que (2.70) du premier cas donc la conclusion est

identique.

Ces conditions sont des conditions nécessaires pour l'existence des o, , i =

1,2, n > 0. Il reste maintenant a rechercher des conditions pour garantir

I'existence de la premiere commutation.
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La premiere commutation existe si et seulement si ¢; existe et autrement
dit si et seulement si 0y = t; — ¢( existe. Or, d’apres les équations (2.12) et

(2.14) appliquées en n = 1 et pour le cas de la dimension un, nous avons :

{ 11 =e " — Aga b

(2.72) 1
1= —a" (@b +¢) + @101 + qobs.

De plus, la constante d’intégration 7, est donnée par I'équation (2.13) qui

s’écrit dans le cas de la dimension un :
(2.73) Y =20 —a ' (qob + ),

ou zp est la valeur au temps ¢y de la température du convecteur.
A partir de (2.72), nous obtenons :

1 n <_a_1(QOb +c) + @b + QOQQ)

=Ty 2o — a1 (qob + ¢)

La durée o; existe si :

—a" " (qob + ¢) + @161 + qob2
20 — a"(qob + ¢)

(2.74) 0< <L

Distinguons encore les deux mémes cas que précédemment.

1. Cas 1

La condition (2.74) devient dans ce cas :

—a ' (b+c)+ 6,

1.
20— a1 (b+c) =

(2.75) 0<

En prenant en compte les conditions trouvées précédemment a~'c < 6y,
0y < a~(b+ c) pour l'existence des athl, 1= 1,2, n >0, nous concluons

que (2.75) est vérifiée si :

20 < 0y < a_l(b+c).

2. Cas 2
La condition (2.74) devient dans ce cas :
—ag 1 Iz
(2.76) 0< L R
Zo—a~lc

qui est satisfaite si :
20 >0, >a e
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Finalement, si la condition nécessaire pour l'existence de o 0 0= 1,2
n > 0 asavoir a lc < 0; < 6y < a (b + c) est satisfaite et si de plus, la

condition de premiere commutation donnée par :
g=1letz<bOy<a'(b+c)oug=0cetz >0 >a'c

est aussi satisfaite, alors le systeme hybride 2(t) = —az(t) + ¢b+ ¢, ¢ = q(2(t))
défini par (2.2), a pour unique solution un cycle. L’examen du raisonnement
suivi montre que les conditions nécessaires trouvées sont également suffisantes.

A présent, illustrons numériquement ce qui vient d’étre montré théoriquement.
Pour cela, reprenons les valeurs numériques de la figure 2.25 de gauche par

exemple que nous plagons dans le tableau 2.5.

Rc Qc Pc 06 91 02 20 q0
10 100 5 273 320 330 280 1

TAB. 2.5 — Valeurs numériques de la figure 2.25 de gauche pour illustrer ’ab-
sence de commutation

Pour ces valeurs, nous avons vu par simulation avec Matlab qu’il n’y avait pas
de commutation. Cela se traduit de facon analytique par le fait qu’il n’existe
aucune solution pour le systéme (2.25) appliqué en dimension un comme le
confirme graphiquement la figure 2.26 sur laquelle sont tracées les surfaces
y= Ki(c!,0?), y = Ky(c',0?) et le plan y = 0 respectivement en gris, en noir
et en blanc.

De plus, les calculs de a'c et de a= (b + ¢) qui donnent numériquement :
ale=273, a'(b+c) =323,

montrent que la condition d’existence des o, 41, 1=1,2,n >0 et la condition
de premiere commutation ne sont pas satisfaites puisque 6y = 330 > a1 (b+c).
Pour garantir 'existence de commutations, choisissons alors pour ces mémes
valeurs numériques un seuil supérieur # qui satisfasse simultanément les deux
conditions comme par exemple : #5 = 322 K.

Une simulation sous Matlab (voir la figure 2.27 a gauche) confirme maintenant
I’existence de commutations qui se traduit par le fait qu’il existe une solution
au systeme (2.25) (voir la figure 2.27 a droite).

Nous pouvons également constater que pour 6y = 323 K ou 6; = 273 K, le

systeme ne commute pas. De méme, si nous choisissons par exemple 0y = 322 K
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F1G. 2.26 — Illustration graphique de I'absence de commutation qui correspond
4 une absence de solution du systeme K;(c!,0?%) =0, Ky(o',0?) =0

qui satisfait xg < 6 < a”'(b+ ¢) et ; = 271 K qui ne satisfait pas §; > a™'c,
alors on est dans le cas ou il n’existe qu'une seule commutation (ce qui ce
confirme par le fait que la condition d’existence de la premiere commutation
est vérifiée mais pas celle de I'existence des o', +1, 4 =1,2,n > 0). Tous ces
résultats numériques confirment les conditions d’existence de commutations

explicitées ci-avant.

2.4.2 Cas de la dimension deux

Ici, nous nous placons en dimension deux et pour cela, nous considérons le
systeme du thermostat seul que nous avons introduit au paragraphe 2.1.3.

Comme pour le cas de la dimension un, pour certaines valeurs de pa-
rametres, le systéme ne commute pas (voir figure 2.28 a gauche) ce qui se
traduit ici par le fait que la température de la piece n’atteint jamais le seuil
supérieur (ou inférieur selon la valeur de qp) de commutation. Pour d’autres
valeurs numériques, le systeme peut ne commuter qu’'une seule fois (voir figure
2.28 a droite), ce qui illustre le fait que la température de la piece atteint une
premiére fois son seuil supérieur (ou inférieur) de commutation mais qu’ensuite,
elle n’atteint jamais son seuil inférieur (ou supérieur).

La démarche pour déterminer des conditions sur les seuils et les parametres
est identique a celle expliquée au paragraphe 2.4.1. La seule différence qui
introduit plus de difficultés, vient du fait que chaque composante de I', e

1 =1,2, n > 0, notée Ffljﬂ, 7 = 1,2, ne peut plus étre exprimée uniquement
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Simulation : convecteur

Température (K)

iR
i

| 1 1 1 . I . .
2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
Temps (s)

F1G. 2.27 — Illustration du fait que quand toutes les conditions sont satisfaites
alors il y a bien commutations. A droite, les surfaces y = K;(o',0?), y =
Ky(o!,0?) et le plan y = 0 tracés respectivement en gris, en noir et en blanc

en fonction des parametres du systeme contrairement a la dimension un.
Soit 1V, une base de vecteurs propres de la matrice A. La matrice de passage
P et son inverse P! sont données par :

c+ A 1 c _ ct+Ar

_ -1 _ A1—As A1—As
P = ( i c ) > P = _ ctAy (c+A1)(c+A2) )

c+Az A1—Ay c(A1—A2)

avec A;, i = 1,2, qui correspondent aux valeurs propres de A, A; = —%(b +
c+d—VA) <0, Ay =—L(b+c+d+VA) <0, A= (b+c+d)? —4ed. Dans
cette base, le systéme en dimension deux d’écrit : X = AX + ¢B + C' avec

—pc(ct+A2
(8 0). e (2)- (25
0 A, By 0(1141_142;]’0

C cdfe
C:(CL)Z<M>7L=(% 1) = (L Ly).

A—A;
Le systeme (2.18) s’écrit alors de fagon explicite de la fagon suivante :
(2.77)
(T _ eAlalrm o AQ1Ale1 —0

2 — 202 — Agy Ay By = 0

T2 — Mo T 4 AqA;'By =0

22 _ eA202F12 + AQ1A;182 -0

LT Lol — ATy (r By + Cy) = Ay ' Lo(qu Ba + Co) — 161 — gobly = 0
( LaD? + Lol? — AT Ly (o By + C1) = A3 La(go B + Cs) — gobh — q16a = 0.
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Simulation : convecteur et piéce

380

360

atures (K)

Tempér

320

280

300! V

Stop

5
Temps (s)

Simulation : convecteur et piéce

Fia. 2.28 — Illustration dans le cas de la dimension deux de la possibilité

d’absence de commutation (a gauche pour les valeurs R,

Q. = 1000, Q, = 1000, F.

=30, 0, =

283, 0, =

282, 0y =

311, Xo =

=2, R, = 0.9,
[300; 300])

et de lexistence d’une seule commutation (a droite pour les mémes valeurs de

parametres avec 05 = 309)

A partir des quatre premieres équations de (2.77), nous pouvons écrire :

Nous concluons alors que les ¢°,

(2.78)

B

0
0
0
0

o

e

In ot

r2— Aq Ay 1By
In ( T2

2y Agi A 'By
In ( T

(rlLAqlAlel

12

In <F22+AQ1A Ba

)
)
)
)

1= 1,2 existent si :

A AT By

121

M2_AqA;'By

122

F21+Aq1A;131

i1

224 Aq1 Ay ' Bo

T12

<1
<1

<1

< 1.

Seize possibilités se dégagent alors en combinant tous les cas possibles suivants :

Llrll
la
Llrll

— AqlLlAlel > O,
LiT# >0,
— AqlLlAl_lBl < L1F21,

Llrll _

AqLiAT'B; <0,

oulb{ LiT# <0,

LT —

AqlLlAl_lBl > L1F21,
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LT — Aqi Ly Ay ' By > 0, Lol — Aqi Ly A7 ' By < 0,

2a ¢ LoI'?? >0, ou2b{ LI <0,
LoT"? — ALy Ay ' By < Lo, Lol = Aq Lo Ay "By > LT,
L1F21 + AqlLlAl_lBl > 0, L1FQ1 + AQILlAl_lBl <0,

3a Llrll > O, ou 3b Llfll < O,
L,T2 4 AqlLlAle1 < LI, LT% 4+ AqlLlAlel > [T
LoT2 + Aqi Ly Ay ' By > 0, LoT + AquLy Ay ' By <0,

4a Lgrm > 0, ou 4b L2F12 < 0,
L2P22 + Aq1L2A2_132 < L2F127 L2F22 + Aq1L2A2_lBQ > L2F12.

Pour simplifier, restreignons la rédaction au cas ¢y = 1, ¢ = 0. Le cas gy = 0,
q1 = 1 est traité de facon similaire et donne exactement les mémes résultats.
Sur les seize combinaisons, certaines ne sont pas possibles. Détaillons cela.
D’abord, montrons que les cas la et 2a ne pourront jamais se présenter en-

semble. En effet, d’apres le cas 1a, nous avons :
0< LiT" + LiAT'B, < LiT?
De méme, a partir du cas 2a, nous pouvons écrire :
0 < Lol + Ly A By < LI
ce qui nous permet de conclure que :
LT + Lol + LA By + Ly Ay By < LT LI

A partir de 1, en utilisant les deux dernieres équations du systeme (2.77), nous

obtenons :
LA™Y B+ C)+ 6y < LAY (B + O) + 6y, soit 6, < 0,

ce qui est impossible compte tenu que 05 est le seuil supérieur de commutation.
En raisonnant de la méme fagon, nous obtenons également cette contradiction
en couplant les cas 3b et 4b, les cas 1a et 4b ainsi que les cas 2a et 3b.

De plus, les cas 1a et 3a sont également incompatibles puisque la troisieme

inéquation de la est en contradiction avec celle de 3a. Les mémes remarques
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4a 4b 4a 4b 4a 4b 4a 4b 4a 4b 4a 4b 4a 4b 4a

peuvent étre faites avec les cas 2a et 4a, les cas 1b et 3b ainsi qu’avec les cas
2b et 4b.
Ainsi, en retirant toutes ces incompatibilités, nous pouvons éliminer treize
des seize possibilités de combinaison et sa schématisation sous forme d’arbre
devient :
avec les combinaisons en gris qui représentent des combinaisons impossibles et
celles en noir les combinaisons possibles. Il ne reste alors que trois possibilités
données par :

— la-2b-3b-4a,

— 1b-2a-3a-4b,

— 1b-2b-3a-4a.
Ces remarques ont été réalisées indépendamment des valeurs des parametres

du systeme. Pour continuer a restreindre le nombre de combinaisons possibles

entre ces différents cas, montrons que By = —L;B; < 0. Rappelons que By =
%. Nous savons déja que C(AlijQ) > 0, donc, il reste a étudier le

signe de (c+ Ay)(c+ As) :
(c+ A)(c+ Ag) = & + (A + Ay) + A As.
Or :
AAy = i((b+c+d)2 —A)=cdet Ay +Ay=—(b+c+d).
D’ou finalement :

(c+ Ay)(c+ Ay) = —c(b+d) + cd = —bc
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ce qui permet de conclure que By < 0.
A partir de 13, le cas 1a implique L't > —LlAl_lBl = LgAl_lBg > 0 donc le
cas 3b n’est pas compatible avec le cas 1a (car ce dernier implique L' < 0).
De méme, le cas 2b implique LoI'"? < —L,A;'B; < 0 donc ce cas n'est pas
compatible avec le cas 4a (car ce dernier donne L,I''? > 0).
Ces deux dernieres remarques nous permettent alors de supprimer encore deux
combinaisons pour ne nous donner, finalement, qu’une seule combinaison pos-
sible qui est 1b-2a-3a-4b.

A partir de cette combinaison, il semblerait que 'on retrouve les mémes
conditions de commutation que celles trouvées pour la dimension un, c’est-a-

dire :
go=1let LXy <0y < LA (B+C)ougqgy=0et LXy>60 >—-LA'C
pour la condition de premiere commutation et :
—~LAT'C <0, <0, < —LAY(B+0),

pour l'existence des U;H, 1=1,2,n>0.
Cependant, cette conclusion n’est pas directe. Il faut encore, pour y aboutir,

considérer des sous-cas. C’est l'objectif de notre recherche actuelle.
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CHAPITRE 3

Bifurcations et chaos

L’étude des cycles de période 1 et 2 ainsi que celle de leur stabilité sont des
résultats indispensables pour I'analyse des bifurcations.

De nombreux auteurs (voir notamment [86], [65], [10], [35], [43]) se sont

intéressés a ces phénomenes mais la plupart s’est arrétée a une analyse numérique
et graphique.
Ici, en considérant les résultats déja trouvés au chapitre précédent, nous propo-
sons d’apporter quelques éléments théoriques. Ainsi, par exemple, la démonstra-
tion de la non existence de bifurcation pour le modele de dimension deux
du thermostat seul est établie. Ce résultat permet de compléter I'analyse du
systeme dans cette dimension déja réalisée (équations de cycles, conditions de
commutation). En particulier, par le calcul explicite et littéral des deux valeurs
propres de la jacobienne de I'application de Poincaré associée au systeme, il
permet également de conclure, de maniere générale, sur la stabilité des cycles.
De plus, une généralisation a la dimension N quelconque, N > 1, du théoreme
de bifurcation doublement de période, introduit dans [65] pour les systemes
de dimension un, est proposée et démontrée. C’est une des contributions de
ce mémoire, aucune référence présentant déja ce résultat n’ayant été trouvée.
Ce théoreme donne la possibilité de prouver, de facon théorique, I'existence de
bifurcations doublement de période et constitue donc un élément d’étude plus
fort que la simple observation du phénomene sur un diagramme de bifurcation.
Il semblerait enfin que ce résultat puisse nous aider a déterminer les valeurs
de parametres pour lesquelles ce type de phénomene apparait.

Pour ce chapitre, nous étudions la dynamique d’un systeme différentiel a
un parametre variable, proche d'un cycle limite en considérant son application
de Poincaré notée f,(z) = f(x,pn), avec p € Ret z € RN, N > 1.

79
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3.1 Bifurcations de type noeud selle

3.1.1 Présentation générale

La variation d'un parametre p peut mettre graphiquement en évidence
I'existence d’'une bifurcation nceud selle. Cette derniere apparait en (zg, o)
lorsque :

— d’un coté du plan p1 = 9, il n’y a pas de point fixe pour f,, c’est-a-dire

qu’il n’existe pas de cycle solution,

— de l'autre coté de p = po, il existe deux points fixes pour f,, I'un attractif,

I’autre répulsif, ce qui se traduit par I'existence de deux cycles solutions,
I'un stable et 'autre instable.
De plus, au point xg pour la valeur u = pg, la matrice jacobienne de ’applica-
tion de Poincaré D f, (x() a une valeur propre égale a 1. La figure 3.1 illustre

ce phénomene.

Stable

- Instable

-
-

Ho M

FiG. 3.1 — Schéma représentant une bifurcation nceud selle

3.1.2 Théoréme de bifurcation noeud selle

Les auteurs de [65] ont présenté et démontré en dimension N, N > 1 quel-
conque, un théoreme permettant de prévoir et de conclure de fagon théorique

a P'existence d'une bifurcation de type noeud selle (théoreme 3.1.1).
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Théoreme 3.1.1
Soit f: RY xR — R¥, une fonction de classe C*. Posons f,(z) = f(x, )

et supposons que f, satisfasse les conditions suivantes :

1. 1I existe une valeur po du parametre p pour laquelle f,, a un point

fixe xq c’est-a-dire f(xo, po) = o,

2. La matrice jacobienne de f,, en xy notée D f, (zo) a pour valeurs
propres \y = 1 et A\;, j =2,..., N telles que |\;| # 1.
De plus, soient v' et w! les vecteurs propres a droite et a gauche

respectivement de D f,(xo) associés a la valeur propre \; = 1,

3. La dérivée seconde de w'f,, dans la direction v' est non nulle i.e. :
wH[D*(fo (20)) (0", v1)] # 0,

4. La dérivée partielle par rapport au parameétre p de w' f,, est non nulle

1.€. :

w' (g—i(%aﬂo)) # 0.

Alors, il existe une bifurcation de type nceud selle en (xg, j1). Plus parti-
culiérement, il est possible de paramétrer ;i = m(s) et x = h(s) tels que
m(0) = o, h(0) = xo, K'(0) = ' et f(h(s), m(s)) = h(s).

La démonstration de ce théoreme est donnée de fagon détaillée dans [65] avec
deux méthodes possibles : la premiere utilise une variété centrale alors que
la seconde se fait par la méthode de Lyapunov Schmidt et I'utilisation du
théoreme des fonctions implicites.

3.1.3 Exemple en dimension un

Pour illustrer ce théoreme de fagon simple, étudions ’application de Poin-

caré de dimension un suivante :

fulw) = [z, p) = p+ x(1 = ).

Pour cela, regardons les points fixes donnés par x = +£,/u. Nous concluons
que :
— pour u < 0, il n’existe pas de point fixe pour f,,

— pour p = 0, il existe un unique point fixe xy = 0,
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— pour p > 0, il existe deux points fixes 2o = £,/p, I'un stable, I'autre
instable (puisque D f,,(zo) = 1 £ 2,\/1).
Considérons alors g = 0 et g = 0 et appliquons le théoreme 3.1.1 en dimen-

sion un :
1. La premiere condition est clairement satisfaite : f(0,0) = 0,
2. Calculons ensuite f), (zo) @ fl,(r0) = 1 —2z9 = 1 ce qui vérifie la
deuxieme condition,
3. Puis, f7,,(x0) = —2#0,
4. g—/’:(xo,,uo) =1#0.

Les quatre conditions du théoreme sont satisfaites donc il existe bien une bi-
furcation de type noeud selle en (zo, po)-
La figure 3.2 illustre graphiquement ce qui vient d’étre démontré de fagon

théorique.

Diagramme de bifurcation noeud selle

F1G. 3.2 — Diagramme de bifurcation noeud selle pour 'exemple en dimension
un f(z,p) = p+a(l—2)

3.1.4 Non existence de bifurcation noeud selle pour I’exemple
du thermostat de dimension deux

L’objectif de ce paragraphe est de montrer qu’il n’existe pas de bifurcation

de type noeud selle pour le modele du thermostat seul, présenté au paragraphe
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2.1.3. Pour cela, commengons par donner une formule explicite des valeurs
propres de la matrice jacobienne de I'application de Poincaré h,, associée a
notre systeme, application que nous avons introduite au paragraphe 2.3.2.

Restreignons-nous a I’étude de h,, dans le cas ou n est pair puisque, d’apres
le lemme 2.3.5 énoncé au paragraphe 2.3.4, Dh,,(I'?) et Dhgy, (I'') possedent
les mémes valeurs propres. Notons la matrice jacobienne Dhg,(I'?) de la fagon

suivante : ot ot
ar;llol (1*\2) apngl (FQ)

Dh‘JO(P2) - a/:; 8/:2_
8F3iol (T'2) arigfl (I'2)

Nous avons alors :

det(Dhgy(I?) — 2Iy) = 2% — 2Tr(Dhgy (I'?)) + det(Dhy, (T%)).
La remarque 2.3.4 du paragraphe 2.3.2, appliquée ici au modele du thermostat
seul, montre que 0 est toujours valeur propre de Dh,,(I'?). La deuxieme valeur

propre est ainsi donnée par z = Tr(Dh,, (I'?)). Donnons en alors une expression

littérale explicite. Nous savons que :

2. 9G! 0GI
2\\ __ q0 1 q1 2
(3.1) Tr(Dhgy, (I?)) = E FTRE (T )8F$j_1 ().

ij=1
De méme qu’au paragraphe 2.4.2, plagons-nous dans une base de vecteurs
propres de A et optons également pour les mémes notations a savoir :
X=AX +¢B+C
{ ¢E=LX,
avec :

(A0 [ B e B
(B0 () e (G b

Les jacobiennes DG, (I'") et DG, (I'?) ont été explicitement calculées au pa-

. . el
ragraphe 2.3.2. Elles nous permettent d’obtenir les expressions de orls (Th) et
n
el o .
de 8F2;“1 (%), 4,5 = 1,2, suivantes :
-
1
( BG‘IO (Fl) _ eAlo_Q 1 N A1F11L16A102
argll L1F11A16A1”2 +L2F12A26A202
BG‘IIO (Fl) _ A1F11L26(A1+A2)o’2
(3 2) ori? LT AjeA102 { [oT12 AgeAao?
8G§O (Fl) _ A2F12L16(A1+A2)o’2
argll L1F11A16A102+L2F12A26A202
8G§O (Fl) _ eAQUQ 1 N A2F12L26A20-2
\ aF}LQ L1F11A16A102+L2F12A26A202
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Nous obtenons, par symétrie, les expressions de (Fz) , 7 = 1,2, en rem-

plagant dans (3.2) o2 par ¢! et o! par o2

De plus, les expressions des I'', I'* j = 1,2, sont fournies par la relation (2.19)

du paragraphe 2.2.1. Elles donnent plus particulierement ici :

(

Ul
=1~ QCJO)mBl(lieA1 :

(1_eA1(01+02))

Iz = (1-— 26]0)432(1*‘3’42“1)

Ap(1—eA2 (7 T+o7)

By (1—e417”
Ph=—1- 2qo)A1(11£eAf<all+c32>)

(3.3)

2

22 = —(1 — 2¢y)—22l=e?2?)

\ Ag(1—eA2(7l+09))”

Ainsi, en remplagant ', T'* i = 1,2 par les expressions (3.3) dans (3.2), nous

avons finalement :

(34) 2 1 1, 2
4 qo (Fl) Bnge(A1+A2)U (176‘42“ )(176‘41(0 +o ))
FH - BlLleAlaQ(1_eA101)(1_eA2(01+02))+B2L26A202(1_eA201)(1_eA1(01+02))7
0Gy, () = By LyeA1+42)7° (1 o417 ) (1 _cA2(o' +0%)
o B1L1eA1°'2(17eA1°'1)(17eA2(“1+(’2))+BgL2eA2°' (1— eAQ(’l)(lfeAl(”l*“Q))’
(Fl) ByLie(A1+42)0% (142" )(1_cA1 (o' +0%)
8F11 B1L16A1”2(l—eAlffl)(1—eA2(01+02))+B2L26A202(1_eA201)(1_eA1(01+02)) )
Gl (T = By Lyel4142)7% (1—eA1o!) (1—eA2(e +o?))
L 8F12 BlLleAl(’Q(1—eA1”1)(1—eA2(‘71+”2))+BngeA2‘72(1—eA2‘71)(1—eA1(”1+‘72)) :

Ici également, nous obtenons par symétrie les expressions de 81“27 (Fz) 5, ] =

1,2 en remplagant dans (3.4) o2 par o' et o! par o2

En considérant (3.1) et (3.4), nous obtenons pour la trace de Dh,,(T'?) :

B%L%e(Al +A2)(o'1+o'2) (1_eA20'1 )(1_eA20'2)(1_eA2 (o‘l+o'2))2

2 _
TI'(Dth(F )) - ViVa
i BlBngLge(A1+A2)(al+02)(17eA1f71)(17eA202)(17eA1(01+02))(1,eA2(01+02))
ViVa
(35) 1, 2 1 2 1, 2 1, 2
+3132L1L26(A1+A2)(0 +o )(1_eA2f7 )(1_eA1<f )(1_eA1(U +o ))(1_eA2(U +o ))
ViVa
+B%L%G(A1+A2)(Jl+0_2)(1761410_1)(176A102)(176A1(0_1+o’2))2
ViVa ’
avec :

Vi = BiLieM7 (1 — e ) (1 — 420" +0%)) 4 By Lyef20” (1 — ef207) (1 — el +0%))
Vo = BiLieh7 (1 — eMo)(1 — /20 49%)) 4 By Lyef2e (1 — e/207) (1 — el +9%)),
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7pc(C+A2) )
A1—Ag

—LyBs et en factorisant le numérateur, la relation (3.5) devient, apres simpli-

En remarquant que, dans la base de vecteurs propres, L1 B; = ('“LCA1 )(

fications :

Ti(ot, o) Ty(o!, 0?)
3.6 Tr(Dhyy(T2)) = e+l +o®) [ Z1 !
(3.6) r(Dhe(I7)) =e Ty(ot, 02)Ty(0,0%) )’
avec
((Ti(0',0%) = —(1 — eM7")(1 — e20"+0%)) (1 — e

(1 ehiet o)
(1 - oo o)

( ) )
(07,0%) = —(1 M) — e 45) 1 (1 — o
T3(01’ 02) _ _eAwl(l _ eA1‘72)(1 eA2(0! +02)) + eAWl(l eA20” )(1— eA1(01+02))
( ) (

Or, nous avons :

T1(01’ ‘72) = —4€AIT01€A2(J;H ) smh(Ala )Sinh(M)
OO i ) sin (112522
— 4 e i () sinh (222
+e*A220 smh(AQ" )sinh(%“’)))

(A1+49) (o1 +02)

=de = (- sinh(w)(smh(m” ) cosh(A“’ )
— sinh(A12‘71 ) sinh(AlT"Q)) + sinh(%)(smh(&” ) cosh(AQ" )

— sinh(4270) sinh(422%))),

2

et :

2 1 2
1 A1o® Ag(o +407)
Ts(o!,0?) = —deM7 e™2 e 2

A20'2 Al(o'1+o'2)

+4eM27 e TE e 2 sinh(A2—"2) sinh(w)

(A1+A2>(o 4o2) Aot

7 sinh (4122 sinh (42242

sinh(AlT‘#) sinh(4A2(a;+02) )

= 4e

(—e
Agol o2 A1 (ot 402)
+e~ 2 sinh(#42%) sinh (212 1))

(141Jr142)(J +o2

(— smh(w)(smh(m” )cosh(A“’ )
Aol sinh (A1) + sinh (21747 ) (sinh (427 ) cosh (422 )
(

4200y inh (427 )))

+ sinh(

+ sinh(

— _eA102(1 o eAlal)(l o eA2(0‘1+0' ) 4 eA202 1 — Ago )(1 o eA1(01+0‘2)>.
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D’ot, nous pouvons conclure :

(A1+42)(c1+0?)

Ti(o!,02) + Ty(ct, 02) = de 22— (— Smh(fbvfw)) Smh(%«ﬂ))

+ sinh (22057 sinh (A1) = o,

et ainsi montrer que : Ti(c!, 0?) = —Ts(c?, 0?).
De la méme facon, nous obtenons également : Ty(c!, 0%) = —Ty(ct, o?).

Finalement, la relation (3.6) donne pour la seconde valeur propre de Dh,, (I'?) :

A1+A2) (ot +0?)

z:e(

avec (o', 0?%) € RT* x RT™

De plus, la matrice A étant supposée stable, nous avons A; < 0, A; < 0 donc
sur R™ x R, nous concluons finalement que 0 < z < 1.

Ainsi, la jacobienne Dh,,(T'?) posséde deux valeurs propres connues, a savoir ()

et e(A1+A2)(01+‘72)

, toutes deux appartenant au disque unité ouvert, quelles que
soient les valeurs des parametres du systeme. Ceci nous permet de conclure, a
I’aide du théoreme 2.3.1 énoncé au paragraphe 2.3.2, que pour cette application
du thermostat et du convecteur seuls, il n’existe que des cycles limites stables
i.e. tout point fixe de 'application de Poincaré h,, est attractif.

Or, une bifurcation de type nceud selle implique, entre autre, 'existence de
deux points fixes, I'un attractif et I’autre répulsif.

L’application de Poincaré associée a notre modele n’ayant pas de point fixe
répulsif, il ne peut exister de bifurcation de type nceud selle pour cette appli-
cation en dimension deux du thermostat et du convecteur seuls.

Remarque 3.1.2

Il semblerait également qu’il n’existe pas de bifurcation de type nceud selle
pour le modeéle en dimension trois du thermostat a résistance d’anticipation.
En utilisant les mémes notations et la méme démarche que précédemment,
cette hypothése serait confirmée si :

Ohqy, Ohag,

Ohqy, Ohay,

fot,0%) = Tr(Dhe(I?)) — arzl (%) or?2 (') = orztL | (FQ) ar23, | ()
dhq dhq dhq dhq dhq dhq
—grzzs (%) grat (D7) + ot (02) o (%) + grast (0°) grar (%)

o () g (I2) = 140V (0',0%) € RY X R¥™,

L’étude de cette fonction a deux variables présente quelques difficultés

puisque contrairement au cas de la dimension deux, nous n’avons pas d’in-
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dication précise sur les relations de grandeur entre les trois valeurs propres
A;,i=1,...,3 de A ou encore entre les trois quantités L;B;, i = 1,...,3.
Ainsi, de nombreux cas sont a envisager.

Le travail réalisé pour l'instant montre que :

lim ol 0?) = lim ot %) =—1
ol —+o0, o2eR+* f( ! ) 02400, ol ER+* f( ) ) )

i I 52 : 12
0'1_’04117?26]1%‘“ f(a ad ) < 07 02—>0P,I?16R+* f(O' 0 ) < O

Il reste alors a étudier les points singuliers de la fonction f en calculant
son gradient. Si cette derniere n’a pas de point singulier ou si tous ses
points singuliers sont strictement négatifs alors nous pourrons conclure de
fagon théorique sur la non existence de cette bifurcation nceud selle pour
le modele du thermostat a résistance d’anticipation.

Ce dernier point est relativement complexe puisque I'expression littérale
de la fonction f est trés longue et donc le calcul du gradient ainsi que sa

réduction pour pouvoir conclure posent pour l'instant quelques problemes.

Remarque 3.1.3

Dans le paragraphe qui suit, nous nous intéressons aux bifurcations de type
doublement de période qui apparaissent lors de la perte de stabilité d’un
cycle de période k, k > 1 et I'apparition d’un cycle stable de période 2k,
k > 1 lors de la variation d’un parametre. La encore, les cycles pour ’appli-
cation du thermostat et du convecteur seuls étant stables pour n’importe

quelles valeurs des parameéetres, il ne peut exister de bifurcations de type

doublement de période pour ce systeme.

3.2 Bifurcation de type doublement de période

3.2.1 Présentation générale

Lorsqu’un cycle de période k, k > 1, stable pour les valeurs du parametre
w variable p < pg, perd sa stabilité en p = o (une des valeurs propres de la
jacobienne de I'application de Poincaré associée au systeme est égale a —1) et
lorsqu’un cycle de période 2k, k > 1 stable apparait en = g, alors on parle

de bifurcation de type doublement de période ou bifurcation de type fourche.
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La variation du seul parametre p du systeme sur un intervalle plus grand peut
mettre en évidence ce phénomene plusieurs fois de suite : c¢’est ce qu’on appelle
alors une cascade de bifurcations de type doublement de période.

La figure 3.3 représente des diagrammes de bifurcation et illustre ce type de

bifurcations.

8-cycle

2-cycle

1-cycle

\
\

g g

FiGc. 3.3 — Illustration d’une bifurcation doublement de période avec le pas-
sage d'un l-cycle a un 2-cycle (a gauche) et d'une cascade de bifurcations
doublement de période (a droite)

3.2.2 Théoreme de bifurcation doublement de période
pour des systémes unidimensionnels

Comme pour les bifurcations de type noeud selle, les auteurs de [65] ont
proposé et démontré en dimension un un théoreme de bifurcation doublement
de période qui permet de démontrer et de prévoir ce phénomene pour des

systemes unidimensionnels. Reprenons ce résultat :

Théoreme 3.2.1
Soit f : RxR — R une fonction de classe C?, p > 3, telle que f satisfasse

les conditions suivantes. De plus, posons f,(z) = f(z, p).
1. Le point zy est un point fixe pour u = pq i.e. f(xo, o) = Xo.

2. La dérivée de f,, appliquée au point zy est égale a —1i.e. f; . (xo) =
—1. Puisque cette dérivée n’est pas égale a 1, il existe une courbe de
points fixes notée x(u) pour u proche de pi.

3. La dérivée de f; (x(n)) par rapport au parametre p est non nulle (la
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dérivée varie le long de la famille de points fixes) i.e. :

_ 9 1of o2 f
o= Oz (2o, po) + 5@(:100, Mo)@(%, tio) # 0.

/ / 2 . .,
4. La composée de f,, par f,, notée f. a son coeflicient associé au
terme cubique non nul i.e. :

103 10° ’
g = ga—xé(xoaﬂo) + (ia—xé(xo’/m)) 7# 0.

Alors, il existe une bifurcation de type doublement de période en (xq, jig).
Plus particulierement, il existe une courbe différentiable de points fixes
x(p), passant par xo en p0 et la stabilité de ces points fixes change en piy
(le coté du plan = py pour lequel le cycle est stable dépend du signe de
a). De plus, il existe une courbe différentiable v passant par (xo, po) telle
que Y\{(xo, o)} soit I'union des cycles de période 2. Cette courbe 7 est
tangente a la droite R x {x¢} en (zq, po) donc + est le graphe d’une fonction
de x, i = m(z) avec m'(zg) = 0 et m”(xy) = —2§ # 0. La stabilité ou la

non stabilité de ces cycles de période 2 dépend du signe de [3.

La démonstration de ce théoréme est également donnée dans [65].

3.2.3 Exemple en dimension un : la fonction logistique

Un exemple classique en dimension un est la fonction logistique donnée

par :

(3.7) f($n) = Tp4+1 = rxn(l - :En),

oux, € [0,1], 7 > 0. Il fut introduit par Pierre Frangois Verhulst [81] comme un
modele démographique puisqu’ici, x,, représente la population durant ’année
n, xo représente la population initiale et r est une quantité prenant en compte
le taux de fécondité et de mortalité (maladies, famine...).

Meéme si cet exemple est classique puisqu’employé par de nombreux scienti-
fiques (voir notamment [86], [10], [71], [84]), il est intéressant ici de I’étudier
pour une application simple du théoreme.

D’abord, déterminons une valeur du parametre r pour laquelle il y a possibilité

d’existence de bifurcation doublement de période. Pour cela, recherchons les
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points fixes de la fonction f :

—1
flz,) =z, ©re,(1 —x,) =2, & x, = ! ou z, = 0.
r

Remarque 3.2.2

Ici, nous recherchons une bifurcation doublement de période avec le passage
d’un cycle de période 1 a un cycle de période 2. Cependant, nous aurions
pu rechercher une bifurcation doublement de période avec le passage d’un
cycle de période 2 a un cycle de période 4 ou encore avec le passage d’un
cycle de période 4 a un cycle de période 8... Pour cela, il faudrait chercher

les points fixes de fo f = f2oude fo fofof=f%

De plus, nous savons qu’au point de bifurcation doublement de période, la
dérivée de f par rapport a la variable d’état est égale a —1. Cette condition
nous permet de repérer alors une valeur possible, en considérant zy = %1 En
effet :

fwo)=—-1er—2reg=—-1r—-2r—1)=-1<r=3.
Nous avons alors le point (%, 3) qui satisfait les deux premieres conditions du

théoréeme 3.2.1. Vérifions les deux derniéres :

1. Troisieme hypothese
1
a=(1—-2x)+ §(x0(1 —x0)(—2r)) =—-1#0.
2. Quatrieme hypothese
1 2
B = (5(-=20)* =9 £0,

La fonction f vérifie au point (%, 3) toutes les conditions du théoreme 3.2.1
ce qui prouve de fagon théorique I'existence d’une bifurcation doublement de
période en ce point.

La figure 3.4 illustre l'existence de cette bifurcation et montre également une
cascade de bifurcations doublement de période. Tous ces points de bifurcation
peuvent étre facilement retrouvés avant de faire la simulation numérique a

I’aide du théoreme et de la méthode que nous venons d’employer.



3.2. Bifurcation de type doublement de période 91

08 -

08

07

06

05 -

04

03 F

02

01 F

L L L 1 L ' L
24 28 28 3 3.2 34 38 38

Fia. 3.4 — Diagramme de bifurcation associé¢ a la fonction logistique

3.2.4 Généralisation du théoréeme du bifurcation dou-
blement de période en dimension N, N > 1

Dans [65], le théoreme de bifurcation doublement de période est limité
puisqu’il ne s’applique qu’a des systemes unidimensionnels. Dans le but de
prévoir et de démontrer de facon théorique I'existence de bifurcations de type
doublement de période pour nos applications thermique de dimension trois
et électronique de dimension quatre, nous proposons une généralisation du
théoreme 3.2.1 en dimension N quelconque N > 1, ainsi que sa démonstration.

Pour cela, nous nous aidons des indices fournis dans un exercice de [65].

Théoréme 3.2.3

Soit f : RY x R — R une fonction de classe C", r > 3. Nous écrirons

fulz) = f(x, ). Supposons que f satisfasse les conditions suivantes :

1. Le point x( est un point fixe de f,, pour la valeur du parameétre ji = fig
i.e f(xo, o) = fuo(0) = 0.

2. La jacobienne de f,, en xy que I'on notera D f,,(x¢), a pour valeurs
propres A\i(po) = —1 et N\j(po), 7 =2,..., N avec |\;(uo)| # 1.

Soit v' un vecteur propre a droite de D f,,(xo) associé a la valeur

' > Soient v2,...,v™, N — 1 vec-

propre A(p). Posons F =< v
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teurs qui forment une base de E’, somme directe des sous-espaces ca-
ractéristiques (a droite) de D f,,(zo) autres que F. Nous avons alors
notamment F @ E' = RY.

3. Soit x(p) la courbe de points fixes de f,, au voisinage de (). Notons
Ai(p), 7 =1,...,N, les valeurs propres de la matrice des dérivées
premiéres de f, par rapport a x, 0, f,(x(p)). Nous avons :

d
0 = Ml # 0.

4. Soit :
(3.8)
B = 2w D3, (20) (v}, v}, v1) + 2wt D2 £, (20) (01, (D fuy + Idgn)U)
3w D? fo (20) (01, D? foe (w0) (v, 01)) # 0,

avec

0
U= ) o ,
< - [(HDfMO(:co) (v2...0N)) fIdE/} TI(D f,, (20) + Idan ) D2 fy (z0) (0", 01 )

et I qui correspond & la projection de RN sur B/ =< v?...0" >

parallélement a F =< v >,

Alors, il existe une bifurcation de type doublement de période en (x, fi).
Plus précisément, il existe une courbe de points fixes x(j1), passant par x
en py telle que la stabilité du point fixe change en o (dépend du signe de
«). De plus, il existe aussi une courbe différentiable vy passant par (zo, fuo)
telle que v\(zo, po) est I'union des orbites de période 2. La courbe 7 est
tangente a < v* > x{uo} en (o, o) donc v est le graphe d’une fonction
de x, n = m(x) avec m/(xg) = 0 et m” (xy) = _72/3 # 0. Enfin, les orbites de
période 2 sont d’un seul coté de p = g et leur stabilité dépend du signe

de (3.

Remarque 3.2.4

Lorsque le parametre pu est fixé a puo, la fonction f,, ne dépend alors unique-
ment que de x. C’est pourquoi, nous nous permettons la notation D f, (z)
et nous appelons cette matrice, jacobienne de f,,.

En revanche, si p n’est pas fixé, nous préférerons noter 0, f,(x) et appeler

cette matrice, matrice des dérivées premieres de f,, par rapport a x.
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Démonstration: Par hypothese, la jacobienne de f,, en xg, notée D f,,(zo)
n’a pas la valeur 1 comme valeur propre donc, en appliquant le théoreme des
fonctions implicites, nous pouvons résoudre t(z, u) = f(x, ) —x = 0 en z au
voisinage de (xg, 110) ce qui donne l'existence de x(u), ensemble des points
fixes de f,, proches de (9 avec plus particulierement x(p9) = xg. De plus, en
différentiant ¢, nous obtenons :

0
(Oufula) = o) do -+ G (o, =0,

ce qui nous permet alors de calculer z/(u) = T ()

(3.9) (1) = — (On fulw) — Idgn) " %(zc,u).

Plutot que d’utiliser par la suite une variété centrale pour réduire le
probléme a une dimension, nous choisissons d’utiliser pour cette démonstration
le théoreme des fonctions implicites et plus précisément une méthode appelée
réduction de Lyapunov-Schmidt.

Soit v!(x) un vecteur propre a droite de 9 f,(x(u)) associé a la valeur
propre A (1) avec plus particulierement v! = v!(ug) associé & Ay = A1 (o) =
—1. Posons F(u) =< vl(u) > et E'(u) la somme directe des sous-espaces
caractéristiques de 0, f,,(z(u)) autres que F'(u). Soit B, = (Vi) .., 0N (1)
une base de E'(u) adaptée a sa décomposition. Nous avons donc RY =
F(u)@® E'(p) et B, = (v'(u),...,v" (1)) est une base de RY. Enfin, soient
II(u) la projection sur E'(u) parallelement & F'(u) et p(u) = I(u) o Jiggr -
Nous notons plus particulierement v2(ug) = v2, ..., vV (ug) = v, F(u) =
F, E'(po) = E', (o) = IT et p(p0) = p.

La matrice des dérivées premieres de f, par rapport a x s’écrit alors relati-
vement dans cette base B, de la facon suivante :

)\1 (,U,) 0. 0
0
Mats, Qeful@) = |
0 w

En effet, soit {wj(,u)}j:l,___,N la base duale de {vj(,u)}j:l,___’]v. Pour RV,
I’espace dual peut étre vu comme ’espace des vecteurs lignes et nous avons
par définition [26] :

1sit=7j
0 sinon.

)03 0) = w1 ) = 3y = {

Ainsi, w'(u) représente ici un vecteur propre a gauche pour 9, f,(z(u)) as-
socié a la valeur propre A;(u) (ainsi, w'(p)d,fu(x(p)) = Mi(p)w'(w)) et
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w'(u) € E'(u)*. Nous avons donc :

w' (1)
Matg, (9, fu(x(1))) = : O fula(p) ((vHp) ... vN(n))
w™ (1)
A (p)w! (p)o! (1) A (p)w () o™ (1)
| et w? (1) 9y fr(x (1)) (1)
AL (p)w™ ()vt (i) W™ (1) 0 fu (1) o™ (1)
Finalement, nous avons :
0 W () fule(u)o* (1) .. w()dy fu(w())v™ (1)
Matg, (0 fu(z (1)) =
0 wN()efulz(u)o? (1) ... wN ()0 frulz(p))o™ (1)
Ar(p) 0 0
_ 0
Mat g, (II(1) D fu(x(p)))
0

Par la suite, nous appellerons z, la matrice colonne du vecteur z¢ = x(uo)
éerite dans la base B = By, avec zo; = (2, ..., 20,)" = (w'...w™N)Txg
et x5, (1) la matrice colonne du vecteur z(u) écrite dans la base B, avec
g, (1) = (g, (1), g, () = (wi(p)...w" (W) 2(p) ot zy et x(u)
sont considérés relativement & la base canonique.

T
De méme, nous noterons f%u = ( fﬁB fﬁ; ) , la matrice colonne du
W w

vecteur f, = (fﬁ e fliV)T écrite dans la base B, et nous avons aussi fy,; =
(w' (1) .. wN ()" fo
Ensuite, définissons la fonction ¥ suivante :

TRV xR — RVN-!

(3.10) )

(@, p) — L) (fi(z) — ),
avec fﬁ qui correspond a la composée de f,, par elle-méme. Nous avons alors,
au voisinage de u = po, ¥(z(pn), u) = 0 car, par hypothese, x(u) est l'en-
semble des points fixes de f,, au voisinage de pu = po.
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De plus :

ﬁ (z(p), )
By

B

of af, 0...0
= II(p) <axg *ff;g ( (u))) (azg %Zg ( (“))> _< In_1 > ]
u " B, u 0 By N By
d’ou :
2
5T of2 ... fN
(311) (). ) = (H(UC(M)) — Ldp()-
xBu....%'Bu xB,'L'..xB,u, B’

Comme \;(pp) # 1 Vj > 2, nous pouvons donc conclure que, dans un voisi-
nage de o, (%2‘97\1’90]\,(30(#), 1) est une matrice inversible. De 1a, pour p fixé
%, Th

dans ce voisinage, le théoreme des fonctions implicites s’applique au voisi-
nage de z(u) et nous pouvons résoudre ¥(z,u) = 0 en termes de xgu. En

effet, il existe alors une fonction ¢, définie au voisinage de :c%gl (1) telle que :

PR — E'(n)

:c%.;H — (:c%;u, o 7(15'?“)31“
et :
(0 -+ o) =y, (0, = (7R, (ob,) - 0l ()T,
avec
(3.12) U((@5, Pug, (5,))B 1) = 0.
De plus, notons que :
(3.13)
ov ov &PM 1 _ _ 1 1
590%% (xvu) + axQBM .” xgu (xvu) axlBu (xBu) =0,enz = (xB;N (‘OMBL (xBu))Bu’
et que :
ov 0
ax—%‘t(x(ﬂ),ﬂ) = 8x—%# (L) (fu(fu(a(p) — x(p)))
1
af 0
= T0(1) | | Dafis, () 5 () = |
xBH :
0 B,
o o A (w)
o 0
= (0 H(x(u») | = 0.
B, LB,
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en utilisant ’écriture de 0, f,(z(n)) dans la base B,,.

%287‘1’#\,(36(”), ) est inversible au voisinage de g, nous pou-
By B

vons déduire a 'aide de (3.13) :

Ainsi, comme

Par la suite, dans le but d’obtenir 0 comme point fixe au voisinage de tout
i, nous introduisons, dans la base B, la fonction ¢, suivante au voisinage

de (0, po) :

g, (1) +y
3.14 W(y) = .
10 ould) ( oulzg, (1) +y) >3

Nous avons alors :

{ Pu(0) = (p)
(3.15)

¢ 1
% (0) = v (1),
A présent, introduisons la fonction g de la fagon suivante :

(3.16) 9y, 1) = w' (1) [fu(d () — ()]

Nous avons alors :

9(0, 1) = w' (1) [fu(6u(0)) = 6u(0)] = w' (1) [fu(a(p)) — x(p)] = 0,

car z(p) est un point fixe de f, et ¢,(0) = x(u).
Puisque :
9y _ a1 Oy
5y (0,9) = w' (1) (Op fu(z(p)) — Idgn) Z54(0)
= w! (1) 0 fu(w())v" (1) — w' (o' (1) = M (p) = 1,
le calcul de %(0, w) permet d’étudier le changement de stabilité des points

fixes le long de la courbe des points fixes. En effet, nous avons au voisinage
de po :

Py
Oudy

dA
(0,p) = d—l(u) # 0 d’apres la troisieme hypothese du théoreme,
w

ce qui confirme que le signe de o = %(,uo) détermine de quel coté du plan
i = o, le point fixe va étre attractif (v < 0) ou au contraire répulsif (o > 0).

Soit la fonction A définie par :

(3.17) h(y, 1) = w' () [f2(6u(¥) — du(v)] ,



3.2. Bifurcation de type doublement de période 97

ol fi correspond a la composée de f,, par elle-méme. Notons que nous avons :

70, 1) = w' (1) [fu © fulx(w)) — 2(w)] = w' (1) [fu(a(p)) — x(w)] =0,

car ¢,(0) = z(n) et x(p) est un point fixe de f,.

Nous cherchons ici ¥y non nul solution de h(y,u) = 0 ce qui nous donnera
un point fixe ¢, (y) autre que ¢,(0) = () pour f2. En effet, f2(¢.(y)) =
¢, (y) découle de (3.17) (projection sur E'(u)t) et de (3.12) qui s'écrit ici
(1) (f2(du(y)) — duly)) = 0 (projection sur E'(u)). Pour cela, introduisons
la fonction M de la fagon suivante :

h(?’?’j”) siy#0

(3.18) M(y,p) =
lim,, .o hlyw) g—Z(O, w) siy=0.

Calculons M (0, po) =0 :

MO.1) = G209 = 0! (6) [0 Sula())? — Taz] S200)

= A ()w" (105 fu(@(p)v" (1) — w' (o' (1) = A () = 1.
Ceci permet de conclure que M (0, ) = 0 car A\(pg) = —1 d’apres la
deuxieéme hypothese du théoréme.
Calculons ensuite les dérivées partielles de M.
1. Calculons d’abord M, (0, o) = %—]\j(o,uo) :

(3.19)
M0, 10) = 2 (0,1l = 25 (00 1) = =252 1) 20

d’apres la troisieme hypotheése du théoreme 3.2.3.
2. Puis, intéressons nous a My (0, f19) = %—]\;(0, o). Notons que, par définition
de la dérivée partielle considérée et compte tenu de (3.19) :
_ h(y, po)
M, = lim —=—=.
Y (0’ :U'O) yli% yg
De plus, un développement limité de h au voisinage de y = 0 donne :
oh 1 0%h
h(y, to) = h(0, — (0, ———(0, 10)y* + O(y*),
(¥, o) = h(0, po) + ay( Ho)y + 5 ayQ( 1)y~ + O(y°)

donc finalement au voisinage de y = 0, nous avons :

1 0%h
h = ———(0, u0)y* + O(y*
(yvlu'O) 91 ayg( 7:U'0)y + (y )7
ce qui nous permet de conclure :

19%h

My(0, po) = 58—3/2(0’ 1o)-



98

Chapitre 3. Bifurcations et chaos

Il reste alors a calculer la dérivée seconde de h par rapport a y. Déja,
nous savons :

G 010) = 0 (D GG (D)D) — Td] 5120,

De la, nous pouvons déduire en dérivant h une seconde fois par rapport
a y et en appliquant en y =0 :
(3.20)

3%’21(07#0) = w' ay [D fuuo (fro (D10 (9)))] ‘yZODfuo(xO)vl

+0 Dy (20) 2 [D fug (S0 ()] y=00" + w0 (D frg (0))* T80 (0) — w! L2280 (0),

car ¢,,(0) = o, agzo (0) = v1(v0ir(3.15)) et fuy(du(0)) = fuo(wo) =

ZQ-

De plus :

82
wl(DfMO(xO))z azgo (0)—’[1)1 8y2 (O):wl ayQ (0)—’[1) ayQ (0)207

car w! est un vecteur & gauche de D f,, (o) associé a —1.
De méme, nous avons :

W' 55 [D Fruo (Frio (D10 (9))] ly=0D fuug (0) 0" +w" D fug (20) g [D frao (b0 (1))] ly=00"
= —w' D? fy, (20) (D fuq (wo)v', v") — w' D% fy4 (w0) (v", v1)

= w!' D[y (w0) (v}, v") — w' D2 fyy (z0) (v", v1) = 0.

Ceci nous permet de conclure que 227};(0, to) = 0 et donc finalement

que M, (0, o) = 0.

Puisque M,,(0, o) # 0, le théoreme des fonctions implicites s’applique, ce
qui nous donne alors l'existence d’une fonction différentiable p = m(y), po =
m(0) telle que M (y, m(y)) = 0 au voisinage de (0, pip). Ainsi, ¢y, (y)(y) est un
point fixe de période 2 de f,. En différentiant la fonction M, nous obtenons :

My(o’ :U’O) + MH(Oa NO)m/(O) =0,

et donc :
(3.21) m'(0) = ——+"— =0,

car M, (0, o) = 0.

Ainsi, la courbe de m, que nous noterons v, est tangente a < v! > x{pg} en
(o, o). Enfin, comme :
(3.22)

= m(y) = m(0) +m'(0)y + %m 0)y> +O(y*) = po + %m (0)y* + O (),
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nous concluons alors qu’une condition suffisante pour que - ne soit que d’un
seul coté du plan p = po est que m”(0) # 0. Pour calculer la dérivée se-
conde de m(y) en 0, différentions une nouvelle fois I’équation M, (y,m(y)) +
M,,(y,m(y))m’(y) = 0. Nous obtenons alors :

Myy (y, m(y))+2Muy (y, m(y))m/ () + My (y, m(y)) (m' ())* + M (y, m(y))m” (y) = 0.

En évaluant cette derniere relation en y = 0 et en utilisant le calcul précédent
pour m/(0) (3.21), nous avons finalement pour la dérivée seconde de m en 0 :

Myy(OaHO)
MH«(O’ NO)

Le dénominateur ayant été calculé précédemment avec (3.19), il ne reste plus
qu’a calculer le numérateur. Pour cela, donnons le développement limité a
Pordre 3 de h(y, po) au voisinage de y =0 :

2 3
h(y, ko) = h(0, ko) + Z2(0, 10}y + 57 G (0, 10)y® + 5 58 (0, po)y® + O(y*)

3
= 31550, 10)y® + O(y*)

(3.23) m”(0) = —

et :
1
M(y, j1o) = M (0, o) +My(0, p10)y+; Myy(O 10)y*+0(y%) = 5:Myy(0, 110)y*+0(y"),
dot :
103h
(3.24) Myy(OaNO) 3 dy 2.3 (0, o).

Or, nous avons trouvé précédemment :
¢
3—’;@, po) = w' R(y, to) 55> ()
Py, o) = w' B2y, 110) 202 () + w' R(y, o) 50 (y),

avec R(yalio) =D fu, (fuo (Duo (y)))Dfuo (¢uo (y)) — Idgn.

Ainsi, en dérivant giy’; (y, o) par rapport a y une nouvelle fois et en appliquant
en y = 0, nous obtenons :

o) 92
200, 10) = w' 2220, o) 2422 (0) + 2w 220, o) 42 (0)

(3.25)
+w!lR(0, Mo)a Y10 ().

Pour alléger les écritures, étudions chacun des trois termes de %Q(O,uo)
donnés dans (3.25) séparément. Calculons d’abord le premier terme, & savoir :

w? G (0, po)vt =

W 5 [ D i o 0)) (Do (10 (1)) 5 (), Do (60 )0 )
0 2 [ D B (Do ) D? o (6100 (w)) (25220, 0")]
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avec la convention pour toute fonction f et tout vecteur uj et ug € RY :D? f(x)(uq, ug) =
0° 0 Ty
DQf(fI,')(’U,Q7’U,1) = ZZ,] Wafaﬂ(x)uiu% D’ou :

W G0, 10)0" = w0 D3 i (w0) (D fia (0) %522 (0), D fg (10) 2522 (0), D fy (o))

0 D2 f(w0) (Do 0) (%52 (0), %42 (0)) , Df (o))

‘HUlszuo(xO) (Dfuo(xO)aad)gO( )s D fuo (xO)Ul>

201 D 1 (20) (D f (20) %522 (0), D2 fy (o) (%5220, 01 ) )

01 D fg (20) D fg (0) (25220, %522 0), 0*)

01 D fy (0) D2 fg (0) ( S5 (0), 01 )

ce qui donne :

a—R(O po)v' = wD? fuo (z0) (—v', =o', —v') + 3w D? f4 (x0) (v, D fug(20) (v',01))

+w1D2fuo (xo0) (Dfu0 (z0) 82?;‘2‘0 (0), —v1> — wngfMO (xo) (vl, vl,vl)
—w D2 fyq o) (T (0, o). 1)

Finalement, nous obtenons :

(3.26)
W ZB (0, ig )t = —2u D? f (w0) (v, 0% 01) — B D2 (20) (1, D2 (0) (0, 01))

0! D2 fy (w0) (01, (D g (w0) + I ) 2252(0) ).

Puis étudions le deuxiéme terme de (3.25) :

820, 1) Z5g8 (0) = ' D2 g (0) (D oo (0) 2522 (0), D g (w0) Z522.0))

—w! D2 f (o) ((2522(0), Z522(0))

ce qui donne :

W (0, 1) 5282(0) = —wL D2 (w0) (01 D fny 20) it 0))

(3.27) )
—w D2 fy (o) (v, e (0)) -

Enfin, calculons le dernier terme de (3.25) :

(3.28)
3 buy 3 b P puq P b
w' R(0, o) 9y —5(0) = wl((Dfuo(:vo))z—l)a—yg‘(O) = wla—yg‘(O)—wla—yg‘(O) =0,
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car wH(D f,,(20))? = w!, w! étant un vecteur propre a gauche de D f,,(zo)
associé a la valeur propre —1.

Finalement, en regroupant les trois expressions pour les termes de (3.25)
données par (3.26), (3.27) et (3.28), nous concluons :
(3.29)

810, pg) = —20" D? f (o) (v',0",0") = 3w D2y () (01, D f (o) (v, 0"))

=30 D2 g (w0) (01, (D g (w0) + Idg) 5252(0))

L'objectif & présent est d’écrire My, (0, o) = % 8y h (0, o) uniquement en

fonction de f,,(zo), c’est-a-dire, il faut trouver une relation entre 82(;550 (0)
et fu,(xo). Pour cela, différentions une seconde fois la fonction ¥ donnée par
(3.10) par rapport a xB Nous obtenons :

(3.30)

2
0*w fok\ Oou (,.1 Fok\ O (.1
(9:)3%2“ (:C’ M) + 28méu8x%#...mgu ('T ,U,) Oz - (:CBH) + (8m25u"'$gu)2 (:C’ M) <8a}18‘; (xBH)>

82
g (2, 1) 28 (2 ) = 0,

oxrs ..x 12
B By BxBH

en z satisfaisant ¥ (z, u) = 0, c’est-a-dire x = (:c%_;u, - (‘T}D’H))Bu'
o

Appliquée en (zg, po), la relation (3.30) devient :

0% ov ¢
pe (o, 1o) + m(%,uo) e 1/20 (x5,) = 0.
Comme nous ’avons noté précédemment, %(mo, i), donnée par (3.11),

2
est une matrice inversible donc il reste & calculer o f; (0, f10). Nous avons :
B

0% 0 0
Sop o) = oz 1 (DAl 3 @)
0 0 0?
=11 | D2atro) (G0, G o)) + Do) T2 <xo>]

=1 [D Fua0) (0, 01) + D fp (w0) 5228 M = L [(Dfuq (o) + Idsn) D2y (20) (0", 01)]

2
car, par définition, f;fl‘;o (z0) = D? fuy(z0) (v1, vh).
B

Ceci nous permet d’écrire finalement :

(3.31)
2% 1y _
8:)3;520 (‘TOB) -

- [(HDf,m(xo)(v? LoN))? - IdE/] (D fog (0) + Tdgw ) D2 o (20) (01, 01).
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P ug
0y?

Finalement, nous pouvons trouver une expression de (0) uniquement en

fonction de f,,(zo) a savoir :

0
82¢,uo 8290
——=(0) = avec 0 (2} ) donnée par (3.31).
2 ( 02 12 \"0s
Oy 8;230 (0,5) T

Nous concluons ainsi, a ’aide de (3.8) et de (3.29), que g%’;(o, po) = 3Myy (0, po) =
—128 # 0 (d’apres la quatrieme et derniere hypotheése du théoreme) et donc
que :

Myy(o’ 1) —43

(3.32) m”(0) = — AN R —2§ £0,

ce qui confirme que -y, courbe des points fixes 2-périodiques, ne soit que d’un
seul coté p = uyp.

Il ne reste plus qu’a étudier la stabilité du cycle de période 2. Pour cela, il
faut étudier la fonction g—Z(y,m(y)) au voisinage de y = 0 et de pu = pyo.

Utilisons alors le développement limité de g—Z(y, m(y)) :

) (g, m(y)) = 920, 110) + 550, o)y + 2t (0, o) (1t — o)
+31 5540, 10)y* + O(®) + O((1 — 110)?) + Oy (1t — pao))-

Nous savons déja que :

(520, 110) = 0,

327}5(07#0) =0

L8 (0, 10) = Myu(0, p10) = —2%2 () = —2a,

3
[ G0 10) = 38My (0, o) = ~125.

Nous avons également :
By (0, 0) (m(y) = m(0)) = My (0, o) (5m” (0)y + O(y”)
= — 1M, (0, o) (S8 ) o2 + O(*) = 26y° + O(y)).
Ainsi, 'expression (3.33) devient :

O mly)) = 2By — 68y + OWP)) = —4By> + OWP).

Ay
Ceci confirme la derniere donnée du théoreme c’est-a-dire que la stabilité du
cycle de période 2 dépend du signe de [ (si 5 > 0 alors le cycle est stable et
si 3 < 0 le cycle est instable). [ |
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Appliquons a présent ce théoreme, dans un premier temps, a I'application
de Poincaré associée au systeme du thermostat a résistance d’anticipation et,
dans un second temps, a celle associée au systeme du convertisseur statique.
Ceci permettra de démontrer de facon théorique l'existence de bifurcations
doublement de période pour ces systemes et ainsi d’aller plus loin que la seule

observation de ces bifurcations sur les diagrammes de bifurcation.

3.2.5 Application du théoreme doublement de période
au modele du thermostat a résistance d’anticipa-
tion

Le but de cette partie est de prouver théoriquement, a ’aide du théoreme
doublement de période pour les systémes en dimension N, N > 1 (théoreme
3.2.3), lexistence d’une bifurcation de type doublement de période pour les
valeurs numériques des parametres fixes du tableau 3.1 lorsque nous faisons

varier le parametre R, résistance du convecteur [60], [57].

Rt Rm ch Qc Qp Pth Pc ee 91 92
1.5 1 50 800 | 5000 | 0.8 50 281 293 | 294

TAB. 3.1 — Valeurs numériques choisies pour illustrer le doublement de période
pour le modele du thermostat a résistance d’anticipation, R, étant le parametre
variable

Alinsi, cette application du théoreme doublement de période permettra également
de confirmer les observations réalisées sur le diagramme de bifurcation de la
figure 3.5.

Cette derniere a été obtenue a 1’aide du logiciel Matlab de la facon suivante :

1. Pour chaque valeur du parametre variable R., nous lancons un algorithme
de Newton classique [69] pour résoudre le systeme de quatre équations
A quatre inconnues of, i = 1,...,4 donné par (2.20) et appliqué au
modele du thermostat, que nous avons obtenu au paragraphe 2.2.1 pour

la détermination des équations de cycles de période 2,

2. Puis, dans un plan o1 R, est sur 'axe des abscisses et 02 et o* sont sur
I’axe des ordonnées, nous tragons apres chaque convergence de l'algo-
rithme de Newton, les valeurs de o2 et o# correspondantes & la valeur de

R.. 11 est naturel, d’apres les définitions des o, i = 1,...,4, de dire que
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600 -

550 -

400 -

350 -

Fic. 3.5 — Diagramme de bifurcation lors de la variation du parametre R, pour
le modele du thermostat a résistance d’anticipation

si 02 et ot d'une part et ol et 0% d’autre part, ont des valeurs égales,
alors l'algorithme de Newton converge vers un cycle de période 1. Sinon,

il converge vers un cycle de période 2.

Remarque 3.2.5

— Nous choisissons ici de tracer les valeurs de o

2 et de o* qui corres-

pondent aux durées entre une commutation impaire et une commu-
tation paire successives. Nous aurions pu tout aussi bien opter pour
les valeurs de o' et 0® (durées entre une commutation paire et une
commutation impaire successives). Le choix a été fait ainsi pour ob-
tenir une meilleure visibilité de la bifurcation sur la figure car pour
ces valeurs de paramétres en effet, la différence |0 — 0| est beau-
coup plus importante que celle |o! — o3| quand les cycles de période
2 apparaissent.

Nous avons également fait le choix de tracer cette figure 3.5 en gar-
dant les valeurs des o', i = 1,...,4 alors que généralement dans la
littérature [10], [86], [84], les diagrammes de bifurcation font interve-
nir en ordonnée les variables d’état (ici x, y et z). Nous aurions pu

revenir a ces valeurs des variables d’état comme nous ’avons expliqué
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au paragraphe 2.2.2 a I'aide de I’équation (2.19) pour obtenir les va-
leurs correspondantes des T, i =1,...,4 et de (2.11) pour remonter

aux valeurs des variables d’état.

C’est & partir de la valeur R, = R., ~ 1.5453923 que o2 et 0% commencent &
prendre des valeurs numériques différentes et donc que 'algorithme de Newton
commence a converger vers des cycles de période 2 alors que pour R, < R,,, il
convergeait vers des cycles de période 1. La figure 3.6 illustre ce phénomene a
'aide des simulations réalisées avec Matlab, 'une (a gauche), pour une valeur
de R. < R, et Pautre (& droite), pour une valeur de R. > R,,.

Simulations : thermostat (x), convecteur (+), piéce (*) Simulations : thermostat (x), convecteur (+), piéce (*)
320
308
306 3151

298}
2961

B AN N AN AN AN N AN Y A A A AR R A AR ALK A AA AL

292

N

. .
21 22 23 24 25 26 27 28 29 3 32 34 36 38 4
Temps (s) Y 10° Temps (s) K10°

Fia. 3.6 — Différents comportements selon la valeur R, pour les températures
du thermostat (variations moyennes), de la piece (petites variations) et du
convecteur (grandes variations) : un cycle de période 1 (a gauche) pour R, <
R, et un cycle de période 2 pour R, > R., (a droite).

Pour TI'application du théoreme de bifurcation doublement de période, nous
avons besoin des valeurs numériques de ¢ et de I, i = 1,2 pour R. = R,,.
Les durées 0%, i = 1,2 sont donc calculées a I'aide de I'algorithme de Newton
et du systeme (2.20) et les constantes d’intégration I, ¢ = 1,2, sont calculées

a partir des o, i = 1,2 et de I'équation (2.19). Nous avons ainsi :
ol ~ 144.473853, o? ~ 466.851260,
15.172083 —47.749927

' = 1.049091 2= —1.221632
—3.221174 8.971559
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A partir de ces valeurs, nous pouvons appliquer le théoreme 3.2.3 a I’application
de Poincaré associée au systeme du thermostat a résistance d’anticipation et

donnée par :

hg, : RV x R — RV

he (T2 | R.) =h
Fn— 7Rc qo\~- n—1» ~%c q
( ? )}—>{ th(P’Il’Lfl’RC) :hq

on, (T2_,) si n est pair

1 . . .
In, (T'},_1) si n est impair.

Remarque 3.2.6

Nous considérons dans ce paragraphe des notations légérement différentes

pour I'application de Poincaré de celles utilisées au paragraphe 2.3.2 puisque

R. devient ici variable de cette application.

Nous restreignons ici 'application du théoreme au cas ou n est pair c¢’est-a-
. N 2 . . s . . /A N 1

dire & hyq, (T'2_). Le cas n impair et 'application du théoreme a ha, (T,-1)

donnent les mémes résultats. Vérifions alors les quatre conditions du théoreme

de bifurcation doublement de période.

Premiere condition
Par construction de l’application de Poincaré introduite au paragraphe
2.3.4, T'? est un point fixe pour R, = R,,. En effet :
h (') = Gy, ©G
o

wp,,

Dp,, (Pz) = quRco

ce qui satisfait la premiere condition.

Deuxieme condition

Pour vérifier cette seconde condition, le parametre R, est ici fixé a R, et ne
joue plus aucun role. C’est pourquoi, dans le but d’alléger les notations, nous
I'omettrons pour la vérification de cette condition. A partir de la, I'application
de Poincaré peut étre vue comme une fonction uniquement de I'?_; ce qui nous
ramene alors aux notations du paragraphe 2.3.2.
Ainsi, nous pouvons appeler & nouveau jacobienne de thRcO (%) = hy(T?), la
matrice Dhy,(I'?) = Oz h (I'?) et rappeler les expressions de DG, (I',—1),

1 qORCO

n > 1, obtenues au paragraphe 2.3.4 par (2.58) a savoir :

AeanAFn_1L> oA

DG, (T, 1) = (I - ———n1%
n(Tn1) (3 LAe™AT,,_,
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Comme Dh,,(T'?) = DG, (T"')DG,, (I'?), nous avons dans la base de vecteurs
propres de A :

A ALY Ae”AT2LY
2\ oA ot A
Dhay(I7) = <I3 - LAeff?Aﬂ) “ BT Taeare )¢
Numériquement, nous obtenons :

—1.8419626299  0.4499899352 —0.8182826401
Dh,(T?) ~ [ —0.0011184622 0.0097398043  0.0174088456 ,
1.8430810922  —0.4597297396  0.8008737945

qui possede les trois valeurs propres suivantes :
)\1 = —1, )\2 = 0, )\3 ~ —0.031348.

La jacobienne Dh,,(T'?) a bien une valeur propre égale a —1 et les deux autres
valeurs propres ont un module différent de 1. Ainsi, la deuxieme condition du

théoreme doublement de période est également vérifiée.

Troisieme condition

Soit z¢(R.), la courbe des points fixes de hao (qui existe car, d’apres la
deuxieme hypothese, la jacobienne DthRCO (') n’a pas 1 comme valeur propre)
avec, en particulier, z¢(R.,) = I'2. La matrice des dérivées premieres de thRC

par rapport a I'2_; en z;(R,) prend alors la forme suivante ¥n > 1 :

8hf10 ay az as

Re

330 Ol (a(R)) = | =5 (ar(R.) = oty |,
n—1 i,j=1,...,3 €1 Cy C3

ou Fi{l, j=1,...,3 représente la j-itme composante du vecteur I'2_; et hzORc,

@ =1,...,3 représente la i-eme composante de hgy, . Notons que les a;, b;, ¢;,

1 =1,...,3 sont choisis pour alléger les notations.

Ainsi, pour trouver les valeurs propres de dr2 gy, (27(Rc)), nous résolvons

I’équation suivante :

Aet(Br_ Dy, (7(Re)) = 215) = =X+ N(Te(0ks_ g, (25(R.))

1 QORC 1 QORC

—XTe(com (D, gy, (2(Re)))) + det(Dr_ g, (27(Re))) = 0,

1 "40R,

o nous avons utilisé la notation, pour toute matrice M, com(M) qui corres-

pond a la comatrice de la matrice M.
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Or, d’apres la remarque 2.3.4 énoncée au paragraphe 2.3.2, zéro est toujours
valeur propre de Oz hy, , donc det(Op2_ hy,  (z5(Rc))) = 0. Ainsi, il reste
a résoudre pour obtenir les deux autres valeurs propres :

(3.35) =A%+ A(Tx(Trz_ h,, (zf(Re)))) — Tr(com(Opz_ gy, (4(Re)))) =0,

avec :

Tr(Or2_ heo, (zp(Re))) = a1+ az + as,
Tr(com(apgl hy (xf(Re)))) = bacg — bca + arcz — ager + arby — aghy.

—1 qORC

Si A1(R.) (avec A\i(R.,) = —1) est valeur propre de Iz Dy, (x7(R.)), alors
A1 (R.) vérifie I'équation (3.35), c’est-a-dire :

(3.36)

—A(Re) + M (Re)(Te(Orz_ hy,, (2(Re)))) —Tr(com(Orz _ hy,,, (27(Re)))) = 0.

1 quc 1 quc
De 14, en dérivant (3.36) par rapport au parametre R, puis en appliquant cette

dérivée en R. = R,,, nous obtenons :

=21 (Reg )M (Reg) + Ay (Reg ) (Tr(Orz hg,, (7))

1 QORCO

+)\1(RCO)8LRC(T1~(8F31 h ($f(Rc))))|Rc:Rco

—1 qORc
_Bi&(Tr(com(arifthORc (xf(Rc)))))\Rccho =0

Il vient alors pour I’expression de M (R,,) = “L(R,,) :

= 4R.
(3.37)
3
wA <Tr((7pi o (2(R2))) + Tr(com(dpe_ hy,, (2 f(RC))))) |
N (R,,) = fe= oo
1 Co 9 )
(2 + Tr(Op2 By, (T )))
n CO
avec :
( 2\) _
Tr(ariflhquco (F )) - al\RC:RCO + b2\Rc: o + Cg\RC:RCO
o) (T ) / /
= (Tr(Or2 h zr(R, ) =a +b +c
OR. ( Fn—l (IORC( f( C))) ‘RC:RCO 1‘Rc=Rc0 Q‘RC:RCO B‘RC:RCO
le] T N /
= (Tr(com(dr2 h (R ) =b c + b c
s (Te(com@ry by, (o BOD) =t e b
—b c — b, c + ad b +a .
3‘Rc:RcO Q‘RC:RCO B‘Rc:RCO 2‘Rc:Rco 1‘RC:RCO Q‘RC:RCO 1‘Rc:RcO 2‘RC:RCO
/ / / /
—a —a a c a C
2 Re=Re, YRe=Rey 2 Re=Re, YRe=Rey + YRe=Re, 3 Re=Rey + YRe=Rey 31 Re=Req
/ /
—a c — c )
3‘Rc:RCO 1‘RC:RCO 3‘RC:RCO 1‘Rc:RCO
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) N NE ) s 212 ’
Les dérivées premieres de hquco par rapport a I'” | ayant déja été calculées lors

de la vérification de la seconde condition, il reste ainsi a calculer les dérivées

%

1o}
R p— (xf(R.)), ¢ = 1,...,3 par rapport au parametre R. (i.e a;, b}, c,,
-1

oz,
1= 1,.. ,3). Notons alors que pour i,j =1,...,3, n > 1:
(3.38) |
ohi 9%hi,, 5 2hl, G, dk
(e <xf<Rc>>) - )+ T s () SR,
|Re=Re, S
ou zi(R.), k =1,...,3 représente la k-itme composante de xs(R.).
De plus, pour caleuler 2s(R,,) = ZLRJ:(RCO), reprenons le méme raisonnement

que celui expliqué au début de la démonstration du théoreme 3.2.3. Puisque
Dhy,,, (Fz) n’a pas 1 comme valeur propre (d’apres la deuxieme condition), le
theoreme des fonctions implicites s’applique et permet de résoudre t(I'2_|, R,) =
hgop, (Tn1) —Th_1 = 0 en T _; au voisinage de (I, R,) ce qui donne I'exis-
tence de x(R.), courbe de points fixes de h,, pour R. proche de R,, et :

~1 Ohy,
(3.39) 2 (Rey) = (Dhquco (T?) — 13> aj%fc (r2).

Re=Rc

Remarque 3.2.7

Pour alléger la rédaction pour I’application du théoreme de bifurcation dou-

. o *hio *hao
blement de période, le détail des calculs de ng&(xf(}%c)), W&%{l(xf(}%c))

et qORC (xf(R.)), 4,j,k =1,...,3, nécessaires ici pour obtenir la valeur de

A’l(RCO), est donné dans I'annexe B.

Finalement, & partir des calculs de Dhy,  (T'?) donné par (2.59) au paragraphe
)
2.3.4 (qui permet d’obtenir les valeurs de a;, b;, ¢;, i = 1,...,3 en R. = Ry,),

92ht

de 7';(R.,) donné par (3.39), de ﬁﬁgil (T%),4,5 =1,...,3 explicité au
Re=Req
?hl, oR
paragraphe B.1 de I'annexe B, de W(FQ), 1,5,k =1,...,3, explicité au

paragraphe B.2 de I’annexe B et de (') donné au paragraphe B.3

Re=Re

de 'annexe B (qui permettent d’obtenir des valeurs pour a}, b, ¢, 1 =1,...,3

en R. = R,,), 'équation (3.37) donne numériquement :

d\

3.40 N (Ry) = —
( ) 1( O) dRc

(R.,) ~ 16.9072 # 0,
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ce qui vérifie la troisieme condition du théoreme 3.2.3.

Quatrieme condition

Pour vérifier la quatrieme et derniere condition du théoreme 3.2.3, il faut
calculer § donné dans le théoreme de bifurcation doublement de période par
(3.8). Comme pour la deuxieme condition, nous omettrons volontairement dans
les expressions qui suivent le parametre R, et sa valeur au point de bifurcation
R., puisqu’il ne joue aucun role dans la vérification de cette ultime condition.
Pour cela, le calcul des dérivées seconde et troisieme de hfl st =1,...,3 est
nécessaire. Dans cette partie, nous ne rentrerons pas dans le détail des calculs
puisque nous les présentons explicitement dans I’annexe B mais nous donnons

la formule générale de ces dérivées en fonction des dérivées seconde et troisieme

de G;O, Gﬁh, 1=1,...,3. Nous avons au premier ordre, Vi, j =1,...,3:
ohi ’L0G!, oG*
o (T2 G, (T2 I
() = 3 e G D 0
D’ou, au second ordre, nous obtenons Vi, j, [ =1,...,3:

(3.41)

8%hi 892Gl

W;&il(riq) =i <Z§n:l e (G (D5 ))apzz =I5 )) or% =(T51)

oG, 092Gk
+ 2 gt (G (T D g g (Ta)-

Et finalement, au troisieme ordre, nous avons V¢, j, [, p=1,...,3:
(3.42)
-
2 J hzo 27 (F2 1) =
or;P | or2_ory AN

3G

St (St (S0 rporpitorys (Gan(T20) i (T21) ) gt (T31)) 2ot

82Gi o2Gm

mlWWMGaﬁmggﬁjmJﬁw<mn

+Zk 1

(231 ot

oG, ;

+ 0 (T ottt (G (T2 gt (T20) ) g (T3)
0°G

(=

3 3 °G.
+Zk:1 m=1 aF}lm%O}f (qu(rz ))aFQZl >8F2L1 2 F )

G G F 83G§1 F2
+ Zk 1 8F ( ( )) ariﬁ_lar%l_larij_l ( nfl)'

(rz_

1)
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Puis, pour la deuxieme condition, nous avons montré que Dh,,(T'?) possede
trois valeurs propres distinctes notées \;, ¢ = 1,...,3. Ainsi, nous choisissons
une base de vecteurs propres a droite de Dh,(T'?), (v! v?* %) telle que v
soit associé & \;, i = 1,...,3 avec, en particulier, v! associé & la valeur propre

—1. Nous avons numériquement :
(3.43)

1 1.037479 — 0.297064+ ) 0.870614 — 0.0669421
ol [ 0018670 |02~ [ 0811752 -0.2324315 |, 03 ~ [ 1.816933 — 0.139705i | .
—1.018670 —1.849231 + 0.529494: —0.960593 4 0.073860¢
De méme, nous prenons comme base duale {w’};—; 3 de {v/};-1__3, les vec-
teurs propres a gauche de la matrice Dh,,(I'?, R,,) associés respectivement aux
trois valeurs propres \;, i = 1,...,3 tels que wiv/ = 1sii = j et wo/ =0

sinon. Nous obtenons ainsi numériquement :
(3.44)

1.885527 —1.237960 — 0.3544684 ) 0.575651 + 0.0442621
wh~ | —0.448237 |, w? ~ | —0.049794 —0.014257i |, w® ~ [ 0.575651 + 0.044262i | .

0.861079 —1.216183 — 0.3482321 0.575651 + 0.0442621
Le calcul de [ est alors possible en utilisant les expressions données dans
I'annexe B, les équations (3.41), (3.42) ainsi que les valeurs numériques des

vecteurs v', w®, i = 1,...,3. Nous obtenons alors :
(3.45) 5~ 0.7049 # 0,

ce qui vérifie enfin la quatrieme et derniere condition du théoreme.

Ces quatre conditions prouvent alors, d’apres le théoreme doublement de période
3.2.3, qu’il existe pour R, ~ R, ~ 1.5453923 et les valeurs numériques du ta-
bleau 3.1, une bifurcation doublement de période qui met en évidence au point
de bifurcation, la perte de stabilité d'un cycle de période 1 stable et 'apparition

d'un cycle de période 2 stable.

3.2.6 Application du théoreme doublement de période
au modele du convertisseur statique

Plusieurs auteurs (voir [86], [46]) se sont intéressés au probleme des bifurca-
tions doublement de période pour cette application électronique. En revanche,
souvent, seuls des diagrammes de bifurcation sont venus appuyer la possibilité
d’existence de tels phénomenes.

Ici, nous proposons également un diagramme de bifurcation pour mettre

graphiquement en évidence le passage d’un cycle de période 1 a un cycle de
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période 2 en faisant varier un parametre. De plus, une de nos principales contri-
butions ici est de démontrer de facon théorique, I'existence de ce type de bi-
furcation en appliquant, comme nous venons de le faire pour le systeme du
thermostat a résistance d’anticipation, le théoreme de bifurcation doublement
de période 3.2.3 en dimension 4 [57].

Nous choisissons pour le systeme du convertisseur statique présenté au para-
graphe 2.1.2, les valeurs numériques du tableau 3.2 pour les parametres fixes

du systeme.

Ry Ry Ry Ly Co Cy Uref o Xo Ey
2 5 80 0.09 |3.107% |2.10™° |24 0.1 0.25 | 200

TAB. 3.2 — Valeurs numériques choisies pour l'application du théoreme dou-
blement de période pour le cas du convertisseur statique

La méme méthode que celle employée pour le systeme du thermostat a résistance
d’anticipation est appliquée. En effet, 1'utilisation d’un algorithme de Newton
classique pour résoudre le systeme (2.30) pour un cycle de période 2 en faisant
varier la valeur d’inductance du filtre d’entrée Lo apres chaque convergence,

nous permet d’obtenir le diagramme de bifurcation de la figure 3.7.

«10° Diagramme de bifurcation

3.2

261 *
*
*
X4l -
s *
o " ** %
2.2 . ** *
* *x
* *
2 **

I I I I I I I I I I I
0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18 0.19 0.2 0.21 0.22 0.23
Lo

Fic. 3.7 — Diagramme de bifurcation pour le modele du convertisseur statique
en faisant varier le parametre Ly

C’est & partir de la valeur Ly ~ Lo, ~ 0.1888073 que o2 et o, qui représentent
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les durées entre une commutation impaire et une commutation paire successives
(c’est-a~dire les intervalles de temps pendant lesquels ¢ = 1), commencent a
prendre des valeurs différentes. La figure 3.8 illustre le fait qu’en choisissant
une valeur pour Ly inférieure a Lg,, 'algorithme de Newton converge vers
un cycle de période 1 alors qu’en choisissant une valeur Ly supérieure a Ly,,

I’algorithme converge vers un cycle de période 2.

Simulation : Signal de déviation Simulation : Signal de déviation

ux
Uref - UX
'

. . . I I 1 I 1 I . 1 I I . . . . . . . I .
0395 04 0405 041 0415 042 0425 043 0435 044 0445 0735 074 0745 075 075 076 0765 077 0775 078 0785
temps(s) temps (s)

Fic. 3.8 — Différents comportements possibles selon les valeurs de Ly pour
le signal de déviation U,.; — oU; : un cycle de période 1 (a gauche) pour
Ly < 0.1888073 et un cycle de période 2 (a droite) pour Ly > 0.1888073

Pour I'application du théoreme, il faut les valeurs numériques de o? et de I'?,
i = 1,2 pour Ly = Lg,. Comme pour I'application thermique, les 0%, i = 1,2
sont calculés a l'aide de l'algorithme de Newton et du systeme (2.30), et les
constantes d’intégration I'Y, i = 1,2 sont calculées & partir des valeurs de o,

i =1,2 et de I’équation (2.19). Nous avons :

ol ~0.0030227, o2 ~ 0.0023804,

7.690463 4 1.156466¢ —2.266522 + 0.741791:

o —54.176424 — 386.422063¢ r2 _ —38.350035 + 113.343947%
| 6.198726 + 3.877207i | —3.089738 + 0.286197:
—81.201023 — 55.028682: 13.249970 + 39.465776¢

A partir de la, regardons si les quatre conditions du théoreme 3.2.3 sont

vérifiées pour I'application de Poincaré associée a notre systeme hy, (comme
0

pour 'application thermique, nous vérifierons les conditions pour le cas n pair,

le cas n impair donnant les mémes résultats).
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Premieéere condition
Comme pour le cas du thermostat a résistance d’anticipation, la premiere
condition est vérifiée par construction de ’application de Poincaré associée a

notre systeme définie par (2.45).

Deuxiéme condition

Comme pour 'application thermique, pour cette condition, le parametre L
est fixé a Ly, et ne joue donc aucun role dans la vérification. Aussi, I’application
de Poincaré peut & nouveau étre vue uniquement comme une fonction de I'2_.
A TDaide des valeurs numériques du tableau 3.2 et de celles de o° et de I',
i = 1,2, nous calculons numériquement la matrice jacobienne de hg, en I'? et

Ly, donnée par (2.65) et nous avons :

0.49640 + 0.1299: 0.0091 4 0.0046¢  —0.3067 — 0.0494: —0.0126 — 0.0194¢

—0.3194 — 0.29217  0.0048 — 0.0027% 0.1451 — 0.0027¢ 0.0165 — 0.0074¢
4.2869 — 5.386517 0.1065 — 0.0865¢  —2.2699 + 3.4955¢ —0.3067 + 0.4939¢

2 12.0276 + 6.8908; —0.3194 +0.2921i  8.0084 + 9.1076;  0.0673 + 1.1643i
Dh,(I'*) ~

Cette matrice possede quatre valeurs propres distinctes Ay = —1, Ay = 0,
A3 >~ 0.079202 et Ay >~ —0.331416. Une de ces valeurs est bien égale a —1 et
les autres ont toutes des modules strictement inférieurs a 1, donc la deuxieme

condition est satisfaite.

Troisieme condition
Soit z;(Lo) la courbe des points fixes de hy, . La matrice des dérivées
0
premieres de thL0 par rapport & I'2_; en z¢(Lg) s’écrit alors pour le systéme

du convertisseur statique :

a1 as az G4

Oh!
. qOLO . bl b2 b3 b4
O Py, (35(Lo)) = ( o <xf<Lo>>> B I
i,7=1,...,4 dl dg d3 d4
Nous adoptons ici les mémes notations a;, b;, ¢;, d;, 2 = 1,...,4 que celles uti-

lisées pour l'application thermique, toujours dans le but d’alléger les écritures.

an
dLg

pour calculer A (R,,) de I'application thermique. En effet, nous développons

Puis, pour calculer X (Lg,) = 9%+ (Lo, ), nous procédons de la méme fagon que

la encore I'équation det(dpz_ hy,, (7(Lo)) —Als) = 0 et nous la simplifions en
n— 0

utilisant le fait que zéro soit toujours valeur propre de dp2  hy,  (z7(Lo)) (voir
n—1 Lo

remarque 2.3.4). En supposant que \;(Lg) avec, en particulier, A;(Lg,) = —1,
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soit valeur propre de Op2 _1hf10L0 (zf(Lyp)), nous obtenons :
A (Lo) = AH(Lo)(Tr(Or2_ by, (24(Lo)))) + Aa(Lo)Mi(Lo)

—Tr(com(drz_ hyy, (2¢(Lo)))) =0,

1901

(3.46)

avec :
( Tr(apiilhq%o (xf(Lo))) = a1 +by+c5+dy
M, (L) = a1by — aghy + arcs — agey + ardy — agdy + bacs — bsca + bady
—bydy + c3dy — c4ds
Tr(com(@ri_lhq%o (xf(Lp)))) = arbacs + ar1bady + aycsdy + bacsdy + bycads
+bycads 4 asbady + aszbicy 4 azcady 4 asbidy + ascids + asbsey — aibads

—alc4d3 — albgCQ — b2C4d3 — b362d4 — b4C3d2 — a301d4 — a4bgd1 — a403d1

\ —a3b201 — a2b103 — a2b1d4.

La dérivée de (3.46) par rapport au parametre Ly donne, en Ly = Ly, I'ex-
pression suivante pour \j(Lg,) :

(3.47)

oLy (ﬂ(ar%—lhqoLO (@5 (Lo)))+ M (Lo)+Tr(com(@r2  hqo, (xf(LO))))) lLo=Lo
0

)‘/1 (LOO) =

(3+2TI‘(8F2 thL (F2))+M1 (Loo))
n—1 ()

Ainsi, comme pour I'application thermique, le calcul de \j(Lg,) ne nécessite
on,

OLO 2 .
ue les valeurs de — (T i.e de a; b; C; ;
d ‘9F72i7_1 ( ) ( Z‘LOZLOO’ Z‘LOZLOO’ Z‘LOZLOO’ Z‘LOZLOO’
8 7
. 0, .. .
i=1,...,4) et celles de 8%0 < BFQjOO (x(Lo)) y i, =1,...,4 (i.e de
n—1
lLg=Lg
0
/ / / / s
a ,bl-‘ , € ,di‘ yi=1,...,4).
Lo=Loy Lo=Lo, Lo=Lo, Lo=Lo,

Les premieres sont données par (2.65) au paragraphe 2.3.5. Enfin, les secondes
sont calculées a partir des formules explicitées dans I'annexe B et adaptées
aux notations du convertisseur statique. Plus précisément, le paragraphe B.1
?h,
Lo

m’ (T?), 4,5 =1,...,4, le paragraphe B.2 per-

permet le calcul de

Lo=Lq
02%hi
q

met celui de WZL&L(W), i,j,k = 1,...,4. Enfin, la valeur de 2;(Lo,) est

obtenue en adaptant la formule (3.39) de 'application thermique, a savoir :
-1 3thLO
0Ly }

(348)  @j(Lo,) = (Dhy,, (%)~ 1) (),

Lo=Lg,
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oh
avec aL§° } (I'?) fourni dans 'annexe B au paragraphe B.3.

Lo=Lg,

Ces calculs étant effectués, nous obtenons numériquement :
(3.49) N (Lo, ) =~ 376.77 + 48.851 # 0,

ce qui satisfait donc la troisieme condition du théoreme 3.2.3.

Quatrieme condition

Pour vérifier la derniere condition du théoreme 3.2.3, il faut calculer 3
donné par (3.8). Pour cela, nous utilisons les expressions des dérivées premiere,
seconde et troisieme de h i =1,...,4 données respectivement par (2.65),

qop,
(3.41) et (3.42). Les expressions (3.41) et (3.42) ayant été présentées pour le
modele thermique, nous les adaptons au modele du convertisseur en sommant,
non plus de £k = 1 a 3 mais de k = 1 a 4. De plus, nous utiliserons les résultats

obtenus dans 'annexe B en dimension quatre.

Ainsi, il ne reste plus ici qu’a donner une base de vecteurs propres a droite

et a gauche de Dhy, (T%). Pour la base de vecteurs propres & droite, nous
0o

choisissons (vl v? v? v?) avec v' associé a \;, i = 1,...,4 avec, en particulier,
A1 = —1. Nous obtenons numériquement, :
(3.50)
1 0.5166742 — 0.788248721
ol ~ —11.442836 + 48.851737: 02~ 17.01036378 + 44.123144201
- —0.426519 — 1.3490744 B 0.65810329 — 0.22792681:
—18.867917 — 2.085051¢ 9.27738581 + 1.11320087%
0.01119889 — 0.01608901: 0.01627771 — 0.18549512:
0 ~ 0.52509800 + 0.08316542: o~ 2.81524460 + 8.90855146¢
| 0.01236110 4 0.00503187% |~ — | 0.05802415 + 0.01511695:
0.12880400 — 0.12438117: 0.50027614 — 0.629985841

..........

5 2 y -
teurs propres a gauche de DhqoL0 (I"*) associés aux valeurs propres \;, i =
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1,...,4 avec w'v? = 15sii=j et w'v? = 0 sinon. Nous avons numériquement :
(3.51)
—6.00780496 + 3.31230746¢ 0
wl ~ —0.10257727 — 0.09040793¢ w? ~ 0
B —0.65155347 — 1.401225977 |’ 0.45187014 + 0.888981721
—0.10158624 + 0.054283121 0.04698337 — 0.05759709:
—0.15269597 — 0.97827008: 50.68797524 — 15.97723598:
WP ~ —0.007293202 — 0.018336457 W~ 1.02351719 4 0.272776221
o 0.44704526 + 0.830194841 ’ B 0.82854165 — 35.60644916¢
—0.026511494 4 0.06508790: —0.93039774 + 2.486285171

Finalement, nous trouvons comme valeur de (3 :
(3.52) 6 ~0.076 —0.13: # 0,

ce qui vérifie alors la derniere condition.

Les quatre conditions du théoreme 3.2.3 étant satisfaites, ce dernier s’ap-
plique et permet de démontrer l'existence d’un point de bifurcation pour
Lo = Ly,. Il confirme ainsi les observations réalisées sur le diagramme de
bifurcation de la figure 3.7.

Remarque 3.2.8

1l est parfois difficile de trouver des valeurs numériques des parameétres
pour lesquelles il existe une bifurcation de type doublement de période.
Par exemple, 'utilisation de simulations numériques en faisant varier cer-
taines valeurs de paramétres et en observant le comportement du systeme
est une possibilité pour trouver une bifurcation de type doublement de
période. Cependant, la "méthode” n’est pas garantie et la recherche peut
étre longue.

Pour se donner plus de chance, au moins deux autres moyens peuvent
etre employés. Donnons-en le principe en se basant sur ’application du

thermostat a résistance d’anticipation :

1. Une méthode graphique avec la variation de deux paramétres (ici,
la résistance du convecteur R, et sa puissance P.) : nous langons un
algorithme de Newton pour résoudre le systeme (2.27) d’équations de

cycles de période 2, initialisé avec les conditions initiales trouvées par

simulation. Puis, nous tragons, dans le plan (P,., R.), en gris foncé les

’
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valeurs de R, et de P, pour lesquelles I'algorithme converge vers un
cycle de période 1 et en gris clair, celles pour lesquelles I'algorithme
de Newton converge vers un cycle de période 2. Nous obtenons ici la
figure 3.9.

En prenant les valeurs de R, et de P. a la limite d’une zone en gris
clair et gris foncé, nous obtenons une approximation pour le passage
d’un cycle de période 1 a un cycle de période 2. Ceci peut nous aider

dans la recherche de bifurcations doublement de période.

Une méthode par résolution d’équations : nous prenons en compte
le fait que s’il y a une bifurcation de type doublement de période,
alors nous savons que la jacobienne de I’application de Poincaré hy,
posséde —1 comme valeur propre. Ainsi, en développant I'expression
det(apiilthRc (T'%) — z13), en la simplifiant du fait que 0 est toujours
valeur propre (voir au paragraphe 2.3.2) et enfin, en remplagant z
par —1, nous obtenons une équation a deux inconnues I'? et R.. Or,

1 2

comme T'? est fonction de ol et de o* avec (2.19), nous avons une

1. 0% et R.. Pour obtenir un systéme

équation a trois inconnues o
résolvable, nous ajoutons a cette équation le systéme (2.25), obtenu
au paragraphe 2.2.2 en faisant apparaitre R. comme une variable. Ce
systeme ainsi obtenu de trois équations a trois inconnues ne peut étre
résolu que numériquement. Pour cela, nous utilisons un algorithme
de Broyden. La limite de cette méthode vient du fait que pour que
l’algorithme converge, il faut l'initialiser trés proche de la solution re-
cherchée. Pour éviter ce probleme, il serait intéressant d’abord d’uti-
liser I'analyse par intervalles et le logiciel Proj2D pour localiser les

intervalles de solutions possibles.

Une fois le systéeme résolu, il ne resterait plus qu’a appliquer le théoreme

3.2.3 en vérifiant les autres conditions.

L’enchainement répété de bifurcations doublement de période est une des

fagons pour un systeme dynamique a transiter vers un régime chaotique [25].

3.3 En route vers le chaos

Il est difficile de donner une définition exacte du terme chaos [10], [84],

[38], [70], [53]. Cependant, cet état particulier du systeme possede des ca-
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Variation de deux paramétres
181
1681
1.7
16}
1561

Re

141

131

121
il

40 42 M 46 43 a0 482 &4 66 88 &0
Pc

Fic. 3.9 — Variations de deux parametres et illustration des comportements
du systeme (en gris clair, les cycles de période 2, en gris foncé, ceux de période

1)

ractéristiques bien précises (voir [10], [34], [84], [86]) comme :

— la présence d’'un nombre infini d’orbites périodiques instables,

— Dexistence de trajectoires qui bougent apparemment aléatoirement entre
ces orbites sans jamais étre capables de s’installer de facon permanente
sur I'une d’entre elles (ergodicité ou transitivité),

— la sensibilité aux conditions initiales.

Les systemes pouvant présenter, pour un certain jeu de valeurs de parametres,
des mouvements chaotiques sont fréquents et interviennent dans de nombreux
domaines [50], [34], comme :

— la météorologie : il est impossible de prévoir le temps a plus de six ou
sept jours [72],

— la finance et I’économie avec la bourse [34],

— lastrophysique du systeme solaire [54] et Iexistence de mouvements
chaotiques pour les cometes, les astéroides et les planetes,

— la médecine : par exemple, R. Cohen [75], cardiologue et physicien,
en réalisant sur ordinateur une simulation des rythmes cardiaques, a

découvert que le doublement de période est la clé de I'apparition d’une

crise cardiaque. De plus, d’autres études, sur les comportements épileptiques

notamment, font intervenir des applications chaotiques dans le but de di-
minuer le risque de crises,

— la biologie : par exemple, la création de systemes nerveux artificiels pour
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simuler le comportement du cerveau [2].

Le but ici est de montrer que le modele étudié en dimension trois, avec I'ap-
plication du thermostat a résistance d’anticipation, possede des caractéristiques
de systemes chaotiques. Ainsi, cela confirmerait qu’'une grande complexité peut
apparaitre a partir de systemes relativement simples.

Nous étudions dans ce paragraphe l'application thermique en ”délaissant”
le systeme du convertisseur statique car la dimension est plus petite pour
le thermostat et le modele est donc plus simple. De plus, pour 'applica-
tion électronique, 'existence de comportements chaotiques a déja été mise
en évidence par plusieurs auteurs [46], [86].

Etudions alors ici la sensibilité aux conditions initiales du systeme, de deux

facons différentes :

1. a l'aide d'une méthode graphique qui souligne que les variations des
conditions initiales conduisent le systeme a adopter des comportements
différents,

2. a l'aide du calcul du plus grand exposant de Lyapunov, qui mesure le
taux de convergence ou de divergence de deux trajectoires possédant des
conditions initiales tres proches. La positivité de cet exposant caractérise

la sensibilité aux conditions initiales du systeme.

3.3.1 Mise en évidence graphique de la sensibilité aux
conditions initiales du systeme

Considérons ici le modele en dimension trois du thermostat a résistance
d’anticipation présenté au paragraphe 2.1.2. A partir du systeme (2.27), définissant
les équations d'un cycle de période 2, nous pouvons émettre deux remarques :

1. Si nous intervertissons les valeurs de o! et de o® d’une part, et celles de

o2 et de o d’autre part, le systeme (2.27) reste inchangé a la valeur pres
de I’état discret initial qq.
De la, reprenons les valeurs numériques du tableau 2.2, choisies pour
illustrer 'existence de cycles de période 2 pour ’application thermique au
paragraphe 2.2.2. Nous concluons que o! ~ 146.35631, 0 ~ 360.38810,
0% ~ 139.57499, o* ~ 563.56122 représentent aussi une solution du
systeme (2.27). Notons que cette solution décrit, dans le portrait de
phases, le méme cycle de période 2 stable que la solution proposée au
paragraphe 2.2.2.
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1 4

2. De plus, si maintenant, nous posons o' = ¢® d’une part, et 02 = o
d’autre part, le systeme (2.27) est réduit a deux équations K; = 0, Ky =
0 pour deux inconnues o', o (puisque K, devient la méme équation
que K et Kj est réduite a zéro). La résolution de K3 = 0, K4y = 0
donne o! = 0% ~ 142.27154, 02 = 0% ~ 459.83169, qui est donc aussi
une solution du systeme (2.27). Notons ici que cette solution décrit un
cycle de période 1. L’étude de sa stabilité par les méthodes proposées
au paragraphe 2.3, montre que ce cycle de période 1 est instable (par
exemple avec la méthode des transformations ponctuelles d’Andronov,

les racines de A sont A\; ~ —1.0567, Ay ~ —0.0472).

Comme nous 'avons démontré au paragraphe 3.2.5, en gardant les mémes
valeurs numériques que celles du tableau 2.2 et en ne faisant varier que le
parametre R, il y a un doublement de période en R., ~ 1.5453923, avec du
coté droit du plan R. = R

de cycles de période 1 instables. Les deux remarques précédentes confirment

s l'existence de cycles de période 2 stables et
également ce phénomene.

Ainsi, avec les conditions initiales choisies au paragraphe 2.2.2, I'algorithme de
Newton converge vers une des solutions du systeme (2.27) qui décrit le cycle
de période 2 stable. Néanmoins, avec d’autres conditions initiales, 1’algorithme
peut converger vers I'une ou l'autre des autres solutions présentées ci-avant de
ce systeme.

C’est cette sensibilité aux conditions initiales que nous allons a présent mettre
en valeur de fagon graphique [86], [10]. Pour cela, il est intéressant de loca-
liser toutes les valeurs initiales 0%, i = 1,...,4 pour lesquelles I’algorithme
de Newton converge vers un méme zéro du systeme (2.27). Nous utilisons ici
le logiciel Matlab et nous choisissons de tracer avec la méme couleur tous les
points initiaux pour lesquels I'algorithme converge vers un méme zéro. Pour
une question de temps de calcul et de représentation graphique, nous fixons
les valeurs initiales de o' et de o pour ne faire varier que celles de o2 et de o*.
Nous obtenons ainsi dans le plan (0%, ¢*) les figures 3.10 obtenues pour deux
valeurs initiales différentes de o

Les ensembles gris clair et noir représentent tous les points initiaux pour o2 et
o* conduisant, au bout de quelques itérations, a la convergence de I’algorithme
de Newton vers le cycle de période 2. Notons que nous avons distingué le zéro
ol ~139.57499, 0% ~ 563.56122, 03 ~ 146.35631, o ~ 360.38810 (gris clair),
du zéro o' ~ 146.35631, 02 ~ 360.38810, 03 ~ 139.57499, o* ~ 563.56122
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F1c. 3.10 — Illustration de la sensibilité aux conditions initiales pour les valeurs
initiales fixes o' = 03 = 142 (a gauche) et o' = 130, ¢® = 142 (& droite)

(noir). Enfin, I’ensemble des points en gris foncé correspond aux valeurs ini-
tiales de o2 et o pour lesquelles I’algorithme de Newton converge vers le cycle
de période 1. Ces deux figures mettent ainsi en évidence les différents bassins
d’attraction et la sensibilité aux conditions initiales du systeme principalement

a la frontiere de ces différents bassins, appelée séparatrice.

De plus, & partir des valeurs des durées o?, i = 1,...,4, nous pouvons, & I'aide
de (2.19) et de (2.11), calculer les valeurs de cycle pour le cycle de période 1
et pour le cycle de période 2. En choisissant par la suite ces dernieres comme
conditions initiales pour les trois températures x, y et z, nous obtenons la
figure 3.11 avec a gauche, la simulation de la température du convecteur en
partant des valeurs de cycle du cycle de période 1 et a droite, celle en partant
des valeurs de cycle du cycle de période 2. A gauche, nous remarquons que le
systeme suit le cycle de période 1 jusqu’a un certain temps ¢ puis, a cause de
I'instabilité de ce dernier, se replace progressivement sur le cycle de période 2
stable.

3.3.2 Calcul du plus grand exposant de Lyapunov

Les exposants de Lyapunov mesurent le taux de convergence ou de di-
vergence exponentielle de deux trajectoires initialement tres proches I'une de
l'autre [10], [46], [40], [84]... Un systéme de dimension N possede N expo-
sants de Lyapunov et chacun d’entre eux mesure le taux de convergence ou de

divergence suivant un des axes du systeme.
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Simulation : convecteur (+) Simulation : convecteur (+)

. . . . . .
. . . . . . .
0 2 4 o 8 1 2 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
emps (s) x 10 Temps (s)

FiG. 3.11 — Simulation de la température du convecteur en partant des valeurs
de cycle du cycle de période 1 (a gauche) et en partant des valeurs de cycle du
cycle de période 2 (a droite)

Si nous considérons le systeme de dimension N suivant :
(3.53) X = f(X),

et si nous notons F'(X) = Df(X), la jacobienne de la fonction f, alors les N

exposants de Lyapunov X;, i = 1,..., N sont donnés [46] par :

1
Ai = limy oo (? ln(/‘]pz)) )

ot les vp;, i =1,..., N correspondent aux valeurs propres de la matrice e ()¢,

Le calcul du plus grand exposant de Lyapunov est le plus intéressant ici a
effectuer. En effet, une valeur strictement positive pour cette quantité est
généralement signe d’existence de chaos [10], [51], [86]...

Au moins trois méthodes existent pour calculer cet exposant : la méthode
des séries temporelles utilisant des suites de points obtenues par mesures
expérimentales, la méthode de la différence calculant deux trajectoires par
intégration numérique et la méthode variationnelle prenant en compte une pe-
tite perturbation pour une trajectoire initiale. Dans [46], une comparaison de
ces trois méthodes est réalisée et conclut que pour des systemes présentant des
discontinuités, la méthode variationnelle est la plus adaptée. Introduisons ici
cette méthode.

Pour cela, appliquons au systeme (3.53) une petite perturbation qui donne :

jt(x +6X) = f(X) + F(X)5X.
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En considérant (3.53), il vient :

d
(3.54) E((;X) = F(X)dX.
Ceci linéarise f(X) en chaque point le long de la trajectoire de référence X (t).
Apres un temps T suffisamment long, le plus grand exposant de Lyapunov

prend la forme :

L (X (D]
(355) )\maz ~ —In (7 )

7" 16X 0)]
ou ||.|| représente la norme 2 pour un vecteur.

La méthode ici consiste a résoudre simultanément les systemes (3.53) et (3.54)

en formant le systeme augmenté suivant de dimension 2N :

d [ X f(X)
(3.56) dt ( X ) N ( F(X)5X ) '

Enfin, de nombreux auteurs ont proposé des algorithmes visant a calculer le
plus grand exposant de Lyapunov [27], [40], [73], [83] mais en ne considérant
que des systemes lisses. Dans [51], un algorithme de calcul de cet exposant pour
des systemes dynamiques non linéaires avec des discontinuités est présenté. Il
fait intervenir a chaque itération de l'algorithme une condition de transition
sur I’état prenant en compte les discontinuités.

C’est donc ici cet algorithme de Miiller que nous allons pouvoir appliquer au

modele hybride du thermostat a résistance d’anticipation.

A. Présentation de ’algorithme de Newton

Nous nous appuyons ici sur les travaux [51] repris par [46]. Le principe est
d’appliquer une méthode variationnelle au systeme (3.56) en considérant les
discontinuités du systeme a l’aide d’une condition de transition. C’est cette
derniere que nous allons présenter ici.

Pour cela, nous considérons un systeme dynamique non linéaire avec des dis-
continuités [31]. Nous supposons que le systéme subit une discontinuité a I’ins-
tant ¢ = t; et les équations du systeme peuvent alors étre écrites de la fagon

suivante :

(3.57) (to It <ty: X =fi(X), X)) =X, JfeC



3.3. En route vers le chaos 125

(3.58) t=t,: 0=h(X(t)), hec,
(3.59) X(t) = g(X(t)), gec,
(3.60) th<t: X=fX), Xt)=Xt), fecl

Les signes — et + indiquent les valeurs respectives juste avant et apres l'ap-
parition de la discontinuité. Nous supposons qu’entre deux instants ou il y a
discontinuité, le systeme est lisse. La fonction A est appelée fonction indica-
trice et définit, a I'aide de (3.58), I'instant ou intervient la discontinuité. La
condition de transition du systéme en ¢ = ¢; est donnée par la relation (3.59).
Le détail de la démarche aboutissant a 1’algorithme est exposé dans [51]. Nous
ne donnerons ici que la version finale. Soit H(X) = Dh(X) la jacobienne de
la fonction h et G(X) = Dg(X), celle de la fonction g. Comme dans [46],
I’algorithme de Miiller peut étre résumé de la fagon suivante :

Algorithme de Miiller
Le but ici est de résoudre le systeme (3.56) en considérant les relations
(3.57), (3.58), (3.59), (3.60) et donc les discontinuités existantes. Pour cela, il

faut :
1. détecter les occurences des discontinuités a 1’aide de la fonction h(X),
2. localiser l'instant ¢; précis pour lequel h(X) = 0,

3. trouver les valeurs du vecteur d’état X~ et du vecteur de perturbation
0X ent;,

4. résoudre I'équation suivante dans le but d’obtenir la valeur de 4t :
(3.61) H(X)[0X™ + f1(X7)dot] =0,

5. calculer X & partir de :
(3.62) SXT=G(X7)0X ™ +[GX ) (X)) — fo( X))

L’application de cet algorithme pour un temps suffisamment long, permet de

calculer finalement le plus grand exposant de Lyapunov.



126 Chapitre 3. Bifurcations et chaos

B. Application de I’algorithme de Miiller au modele du thermostat
a résistance d’anticipation

Pour utiliser 'algorithme de Miiller dans le but de calculer le plus grand ex-
posant de Lyapunov pour I'application thermique, nous choisissons les valeurs

numériques du tableau 3.3.

Rth Rc Rm ch Qc Qp Pth Pc 06 01 02

107* 10.01 [0.01 |5 700 10.02 |0.1 1430 | 280 | 293 | 294

TAB. 3.3 — Valeurs numériques choisies pour le calcul du plus grand exposant
de Lyapunov pour le modele thermique

La figure 3.12 présente une simulation des trois températures (a gauche, la
température du thermostat et du convecteur, a droite, la température de la
piece) toutes initialisées a 292 K. Il semble ici que la trajectoire se comporte

de maniere aléatoire.

Simulation : piece (*)
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F1c. 3.12 — Simulations des températures du thermostat (la plus petite), du
convecteur (a gauche) et de la piece (a droite)

La figure 3.13 confirme cette observation. En effet, cette derniere représente la
superposition des variations de la température du convecteur pour des condi-
tions initiales différentes mais tres proches les unes des autres : 292 K pour
x, y, z pour la courbe en gras et 292 + 107! pour z, y, 2z pour la courbe
tracée d'un trait fin. Nous remarquons que cette infime différence au début de
la simulation entraine, malgré tout, le systeme a se comporter de fagon tres

différente.
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Remarque 3.3.1

Nous nous limitons ici, pour la superposition des deux courbes, aux va-
riations de la température du convecteur et sur un intervalle de temps

restreint. Ceci a été choisi dans le but d’obtenir une meilleure visibilité sur

la figure et en prenant soin de zoomer aprés un temps assez conséquent.

308
307.5

307

Simulation : convecteur

€
5 30651
8

Températu:
5
8

3055

3051

3045

L L L L L L L L L
2920 2940 2960 2980 3000 3020 3040 3060 3080
s)

Fic. 3.13 — Simulation des variations de la température du convecteur pour
des conditions initiales égales a 292 K pour les trois températures (courbe en
gras) et égales & 292 + 1071° K (courbe tracée d’un trait fin)

Nous allons a présent pouvoir appliquer 'algorithme de Miiller. Le systeme
(3.56) devient pour 'application thermique :

T —ax + ay + qps,
Y ex — (b+d+e)y+bz+0.
(3.63) < X ) - s
X oz —adx + ady
oy edx — (b+d+e)oy + boz
0z coy — ¢z

Les discontinuités apparaissent dans ce modele lors des commutations sur les
deux seuils du thermostat. Il y a ici deux seuils donc deux fonctions indicatrices

signalant 1’occurence d’une commutation :

hl(X) — LX - (92,
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Les vecteurs g; et go correspondants sont donnés par :

{ g1(X) = (02 y 2)"
92(X) = (01 y 2)".

Nous pouvons alors calculer leurs jacobiennes et obtenir :

H =(100), Hy=(100),
000 000

Gi=1010], Ga=[010
001 001

La résolution de ’équation (3.61) permet de fournir une expression pour 0t :

ot = #ﬁ/_ﬂ)m pour la fonction indicatrice hq
(3.64) B
ot = % pour la fonction indicatrice ho.
y

A partir de la, Pexpression de § Xt donnée par (3.62) s’écrit :
(3.65)

( —(—ax + ay)dt
0Xt = oy~ pour la fonction indicatrice hy
02~ + p.ot
—(—az + ay + pwm)dt
0Xt = oy~ pour la fonction indicatrice hs.
0z~ — pot

\

La résolution du systeme (3.63) se fait a 'aide de Matlab en considérant (3.64)
et (3.65). La figure 3.14 donne le calcul du plus grand exposant de Lyapunov en
fonction du temps. Pour un temps ¢ assez grand, cette quantité tend clairement
vers une valeur strictement positive.

La sensibilité aux conditions initiales du systeme thermique est également ici
mise en avant. Tous ces résultats sont donc encourageants dans l'idée qu’il
existerait bien des phénomenes chaotiques pour notre modele relativement
simple du thermostat a résistance d’anticipation.

Remarque 3.3.2

Pour vérifier de fagon expérimentale la bonne application de I'algorithme

de Miiller, nous ’appliquons pour un autre jeu de valeurs qui conduisent a
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Plus grand exposant de Lyapunov

2 25
Temps (s)

Fic. 3.14 — Comportement du plus grand exposant de Lyapunov pour le
modele du thermostat a résistance d’anticipation et les valeurs du tableau
3.3

un cycle de période 1. Nous savons que le plus grand exposant de Lyapunov
pour un cycle limite est égal a zéro [51]. La figure 3.15 confirme que nous
trouvons bien pour cet exposant une valeur qui tend vers zéro au fur et a

mesure du temps.

3
TTTTT (s)

Fic. 3.15 — Plus grand exposant de Lyapunov pour un cycle limite

L’existence de certains phénomenes comme les bifurcations de type dou-
blement de période et la vérification de certaines propriétés caractéristiques
des systemes chaotiques ont été établies dans ce chapitre. Ces travaux laissent
ainsi penser qu’il exsiterait bien du chaos pour ce systeme de dimension trois,
relativement simple, du thermostat a résistance d’anticipation. Pour conclure,
il faudrait approfondir notre étude en vérifiant notamment que notre systeme
satisfasse d’autres propriétés comme l'ergodicité et la transitivité. Ceci sera

une de nos pistes de recherche pour le futur.
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A Annexe : classification des points singuliers
dans le plan

L’étude de la dimension deux va nous permettre de définir les cas et le
vocabulaire utilisés pour les systemes d’équations différentielles non linéaires

[23]. Considérons le systeme de dimension deux suivant :

(z):X:Ax

Le point (0, 0) est solution et point d’équilibre du systéme. Nous allons étudier
a présent le comportement des trajectoires autour de ce point dans le plan de

phases. Pour cela, considérons le polynome caractéristique de la matrice A :
Py(A) = A2 — Tr(A) + det(A),

ou Tr(A) et det(A) correspondent respectivement a la trace et au déterminant
de la matrice A. Son discriminant est Tr(A)? — 4 det(A). Les différentes possi-
bilités sont les suivantes :

Tr(A)#0 Tr(A)=0
2 v.p. réelles de signes contraires. 2 v.p. imaginaires pures
Det(A) <0 Det(A) >0
J L‘_ point col
ou centre
_W (—'_ point selle
Tr(A)? 2 4det(A) Tr(A)? < 4det(A)
2 v.p. de méme signe que Tr(A) 2 v.p. complexes de partie réelle Tr(A)/2 et
de
Tr(A)<0 Tr(A)>0 Tr(A)<0 Tr(A)>0
Det(A) >0
Nceud attractif Nceud répulsif Foyer attractif Foyer répulsif
Det(A) =0 Tr(A) # 0 : Neeud col ou noeud selle

v.p. : valeur propre

Dans le plan (Tr(A),det(A)), les différents cas possibles sont représentés par :
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det(A)
A

Foyer attractif Foyer répulsif
Im Im

Tr(a)’=4det(A)

B Annexe : détail des calculs pour ’applica-
tion du théoreme de bifurcation doublement
de période

Cette annexe a pour but de détailler tous les calculs utilisés dans les para-
graphes 3.2.5 et 3.2.6 pour I’application du théoreme de bifurcation doublement
de période 3.2.3 a I'exemple du thermostat a résistance d’anticipation et a celui

du convertisseur statique.

Les deux principales différences pour ces deux applications viennent de la di-
mension (trois pour le thermostat a résistance d’anticipation et quatre pour
le convertisseur statique) et de la notation du parametre variable (R, pour
le thermostat a résistance d’anticipation et Ly pour le convertisseur statique).
Ainsi, pour éviter les répétitions inutiles, nous donnerons les formules générales
pour des systemes en dimension N, N > 1, qui possedent une application de
Poincar¢ hy, , n > 1 (hqoH quand n est pair et hq,lH quand n est impair) avec
un point fixe I' (I'? quand n est pair et I'' quand n est impair) pour la valeur

du parametre variable u, p = .

Commencons ici par détailler le seul calcul non effectué aux paragraphes

3.2.5 et 3.2.6 pour conclure dans la vérification de la troisieme condition du
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Ohay,, ,
théoreme 3.2.3, c’est-a-dire le calcul de - T (xp(p)) ,j=1...,N

lu=no

donné par (3.38).

271

0
90, 2 .
B.1 Calcmdem (r*),i,5=1,...,N

n=pQ
Ces dérivées d’ordre deux interviennent dans la vérification de la troisieme
condition du théoreme de bifurcation doublement de période. Nous avons par
: ; A : : . pi 2y _
construction et en faisant apparaitre le parametre variable p : e, (r,_,) =
7 2 ,_. EBN . .
quu o Gy, (I'h_1). Alors, en dérivant une premicre fois cette expression par

rapportafijl,jzl,...,N, nous obtenons Vi,j =1,..., N :

oh! N OG" oG*

CIOH QO,L 2 qlu 2
. = r
366) (i) = D0 G, () g ()

et ainsi, nous avons finalement en dérivant par rapport au parametre p et en

appliquant en I et py, Vi,j =1,...,N :

(3.67)
0? tiloH qOu Fl 2 14;1” FQ
auarij_l } ( ) Zk 1 8F1k ( )auarij_l ’ ( )
IS) K=H0
82(? 1 N aQ(quuo 1 8(?21H 5 8(;§1uo 5
+Zk; 1 aparlk’ T+ ATITAT R () Em } (') o, (I').
n=pg H=HO0

7 7

aGQOHO 1 aGQluo 1 ..
1. Calculs de o0l (I'') et de e (ry,4,j=1,...,N

Les jacobiennes de Gy, (') et de Gy, (I'?) ont déja été calculées au pa-
ragraphe 2.3.2 et sont données par (2.58) pour le modele du thermostat a
résistance d’anticipation et par (2.64) pour le modele du convertisseur sta-
tique.

7 7

= . =
2. Calculs de —; (I') et de —;

} } (r*),i,5=1,...,N
n=po n=pQ
D’apres la relation (2.43) et en faisant apparaitre le parametre variable ,

la fonction qu’ n > 1, est donnée par :

(368) GQnH (Pn_l) = g(ZnH (anu (Pn_l)’ Pn—l) V n Z 1
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Ainsi
(3.69)
aG(]nu agCInu agCIn# ann#

8u (anl>: 8u (quu(rnfl)arnfl)_'_ do,, (quu(rnfl)arnfl) 8u (anl)a
ce qui donne plus particulierement pour Gy,

0Gq, 9940 9940 g

3.70 W 1‘\1 — w 2 Pl Lo 2 Pl — 740 Fl )

B0 T =T et )
H=kQ H=HQ H=k0

La dérivée de aC;il“ (%) est déduite directement de 1'équation (3.70) en

[ mro
remplagant I'' par T, o7 par o), 0 par ', gg,, Dar gy, et Vg, Par ¥y, .

Pour poursuivre les calculs, rappelons que la fonction ¢y, , n > 1, a été
construite au paragraphe 2.3.2 en appliquant le théoreme des fonctions im-
plicites a 1’équation :

(3.71)

Hy (0, Tn1, ) = Ct—W(M)(eJnAnil(M)Fn—l_A;il(M)Vn—l(ﬂ))_f(sla 82, Gn—1,qn) = 0,

et que la fonction gg, , n > 1, est donnée par :

Fn = g(Inu (JTL’ Fn*1> = g(Inu (’l/}(Inu (anl), anl)

(3.72) o B o
= e T Iy + An (/‘L)Vn(lu’) - Anfl(lu)vn—l(u)

Ainsi, nous obtenons a partir de (3.72) :

(3.73)
ag(:;u (00, Tn1) = Ay (p)en A1 00T,,
a anp / o —1 — / / —
%u (O'n’ FTL*1> = Anfl(:u)ane nn (M)anl + Anl(/’L)(Vn(:u) - An(:u)Anlvn(:u))
— AL () (Va_y (1) = Ay () AL L (1) Vi (1),

ou A" et V' représentent respectivement les dérivées de A et de V par rapport
a L.
De plus, en dérivant I'équation H, (¢, (I'n-1), -1, 1) donnée par (3.71) par

rapport a g, nous avons :

oH, OH, g,
3.74 a n,Fn, ) a naan ) - an —07
(374 STt ) + G0 Do) 5 (D)
ce qui implique :
aqu# agf (O'n, Lo, M)

(3.75) 5 (Tn1) = =5 ,

Do, (Una anla M)
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avec :

(3.76)

8gtn (0, D1y ) = =W () (741 0T oy — AT (1) Viea ()

—W (1) (A7, (1) ane A1 00T g+ AL (1) (A () ALy () Vi (1) = VaZi (1))

e (0, Tney, ) = _W(N)Anfl(N)eanAnfl(M)anl-

don

Pour T'application du thermostat a résistance d’anticipation, nous nous

placons dans une base de vecteurs propres de la matrice A. Le systeme s’écrit

alors : '
X=AX+4+¢B+C
£=LX,
avec
Al 0 0 Bl Cl
A: 0 A2 O ,B: BQ ,CI 02 ,LI(LngLg).
0 0 Ag Bg C(3

Le systeme (3.72) devient :

8 an
i fe (Una Fn71> = A(Rc)eanA(Rc)anl

don,

(377) agg];;fc (Una Fn—l) = A/(Rc)aneanA(Rc)Fn—l

+Aan71(RC)(B/(RC) - AI(RC)Ail(Rc)B(RC)) )

ou A’, B’ correspondent aux dérivées de A et de B par rapport a R..
Plus particulierement, nous avons :
(

9a
o (02,T1) = A(R

2
002

094 5
(378) e (0'27 Fl) = A/(Rco)o-QeJ A(RCO)Fl

OR.
Re=Reg

—Aq AT (Re,)(B'(Rey) — A'(Reg) A~ (Rey) B(Rey)).

)eUQA(RCO)Fl

co

\

Nous déduisons ces mémes dérivées pour la fonction gy, , a partir de (3.78) en

remplacant o2 par o', I't par I'?, —Aq; par Ag.

De méme, le systeme (3.76) devient :

(3.79)
(2 (g, Ty, Re) = L(R:)A(R,)e™ AT,

ggz (UTH Ly, RC) = L/(RC)(QURA(RC)Fn—l - Ail(Rc)(Qn—lB(RC) + C(RC)))

+L(RC)(A/(Rc)gneonA(Rc)Fn—l + Ail(RC)A/(RC)Ail(Rc)(Qn—lB(RC) + C(RC)))

_L(Rc)Ail (RC)(QTL—IB/(RC) + C/(Rc))a
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ce qui implique plus particulierement :

Omg, oy BT R
Mol ., TR
avec
(3.80)
( OHyp 0_27F17 Co) :L(RCO)A(RCO)GU2A(RCO)P1

(
G2 (0% T Rey) = L' (Re ) (€7 AH)T — A7 (Re, ) (1 B(Rey) + C(Roy)))
(A'(Rey)o*e” ABROT! + A7 (Rey ) A'(Rey ) A (Rey ) (01 B(Rey) + C(Rey)))
ATY (R, ) (@1 B'(Rey) + C'(Rey )

(
L _L(RCO

A partir de 13, il ne reste plus qua effectuer les calculs de A’ = A’ (R.), de
B = B'(R.), de C" = C"(R,), et de L' = L'(R,). Ces dérivées sont données
plus précisément par :

(3.81)
A0 0 B c
A= o0 A o |,B=|B |, c=|c, |, L=(L,L).
0 0 A B, cl

Les expressions littérales des A;, i = 1, ..., 3 sont tres longues a écrire explicite-
ment. C’est pourquoi, pour le calcul de leurs dérivées par rapport au parametre
R., nous préférons utiliser le calcul formel a ’aide du logiciel Maple. A partir
de ces valeurs notamment, nous pouvons ensuite donner les expressions des B,
cl,L,i=1,..3.

Pour cela, considérons la matrice de passage P(R,) suivante :

1 1 1
P ( Rc) = a+aA . a+aA2 a+aA3

cla+A1)  cla+A2) c(at+A3)
a(c+A1)  a(c+A2)  a(c+Az)

et son inverse donné par :

_ (a+A2)(a+A3)(c+A1) a(c+A1) a(c+As)(c+A2)(c+A1)
(a—c)(Az—A1)(A2—Ay) (A3—A1)(A2—A1) c(a—c)(Az—A1)(A2—Aq)

Pil(R ) - (a+A3)(a+A1)(c+A2) . a(c+A2) . a(ct+Asz)(c+A2)(c+ A1)
¢/ (a—c)(Az—A2)(A2—Ar) (A3—A2)(A2—A1) c(a—c)(Az—A2)(A2—Ay)

_ (a+Az)(a+A1)(ct+A3) a(c+Asz) a(c+As)(c+A2)(c+Aq)

(a—0)(A3s—A2)(As—A1)  (As—Az)(As—A7) c(a—c)(A3—Az)(A3—A1)
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Alors, dans cette base de vecteurs propres de A, nous avons :

(c+A1)(ape(ct+A2)(c+As)—cpn(atAz)(atAs))

Bl (RC) c(a—c)(A3—A1)(A2—Ay)
ct+Az)(cpen(atAi)(atAz))—ape(ct+Ar)(c+A
B(R.) = | Bs:(R.) = (e+A2)( pthc((a—c)l(zig—Aznggli/(h) 1)(c+As) ’
B3(RC) (c+A3)(apc(c+Ar)(c+A2)—cpin(a+Ai)(at+A2))

c(a—c)(Az—A2)(A3—A1)

a.d.@e(c—l—Al)

CI(RC) (Az—A1)(A2—A1)

o o a.d.0c(c+Az)
C(R)=| CAR) | = | ~m@manmay |-

Cs(R.) a.d.0c (c+As)

(A3—A2)(Az—Aq)

Ainsi, en dérivant par rapport au parametre R, les expressions pour B, C et

L, nous obtenons :

By
(3.82) B(R.)=| B, |,
By
avec :
( B — B, [ <M (C'(a*%)(As*Al)(A2*Al)+C(a*0)[(A'3*A'1)(A2*A1)+(A3*A1)(A’2*A’1)])
1= 21 A cla—c)(As—A1)(Az—Ay)

(c-A41) (apel(¢'+Ap) e+ As)+ (e A) (¢ +AR) |~ penatAz) (at-As)—cpen[ A (at-As)+ Al (a+A2)] )
+ c(a—c)(A3—A1)(A2—A1)

B — o[ fran (2000 A0 (A - A) te(a—)l(A5 A (A2 A1) (A~ 42)(4; - A41)])
2 7 P2\ A, cla—c)(Az—Az)(Az—A7)

(c+A2) (—apc [(/+A)) (c+A3)+(c+ A1) (! +AL)]+ pep (atA1) (a+ A3 )+cpep [A] (a+Az)+ AL (a+ Ay )])
+ c(a—c)(Az—A2)(A2—A1)

B _B <c’+Ag (a’(a—2c><A3—A2><A3—A1>+c<a—c>[(Ag—A;XAs—A1>+<A3—A2><Ae,—Am))
3 — 3

c+As c(afc)(Angg)(Angl)

(c-A3) (apel(¢+44) e+ Az)+(c A1) (€ +AR) | —pen(atAr) (at-A2)—cpen[A] (at-A2)+ A (atAr)] )
+ c(a—c)(Az—A2)(As—A1)

\

(3.83)
a.d.Oc ((AS*Al)(A2*A1)(C/+A'1)*[(Aé*Aﬁ)(A2*A1)+(A3*A1)(A'2*A'1)](C+A1))
(A3—A1)2(A2—A1)?
CI(RC) _ B a.d.fc ((Ag—AQ)(Az—Al)(c/+A’2)—[(A/3—A’2)(A2—A1)+(A3—A2)(A/2_A/l)}(c_i_AQ))

(A3—A2)2(A2—A1)?

a.d.fe ((As—A2)(A3—Al)(C’+A§,)—[(Aé—A'z)(As—A1)+(A3—A2)(Aé—A’l)](C+A3))
(A3—A2)2(Az—A1)?




B. Annexe : calculs 137

car a, d, 8, ne dépendent pas de R, et avec ¢ = —%, Qe = m.C,. et les Al
t=1,...,3 donnés par Maple.

Enfin, nous avons :

(3.84) L'=(000).

Remarque B.1

Nous avons volontairement omis les R, entre parenthéses pour alléger les

notations.

Finalement, les systemes (3.78) et (3.80) permettent, a l’aide de (3.70), le calcul

b
de (,;;fc (T'') pour l'exemple thermique et donc aussi par symétrie, le
Re=Re

9Gqy
calcul de ——fe (T'2).

OR.
Re=Reg

Remarque B.2

Pour ne pas alourdir cette annexe, nous ne détaillerons les calculs que pour
I'exemple du thermostat a résistance d’anticipation, ceux pour I’exemple du

convertisseur statique ayant été obtenus exactement de la méme maniére.

G, . 2G| o
3. Calculs de 8M8F%j} (T, de W’ (r*)),i,5=1,...,N
Hu=ng

B=HQ

. Gan ;
Pour ces calculs, reprenons I'expression de ;—M“(Fn,l) donnée par (3.69) et
dérivons-la par Fi_l, j=1,...,N. Nous obtenons V7,7 =1,..., N :

82Gin 82gin
auarf%lfl ( nfl) = auar?{:l (Una Fn71>
82gin 82gin aw n aw "
(385) + qua:(ana anl) + 8(0—:)‘5(0’"’ anl) a(;# (anl) 8FZ_#1 (anl)
g an, 994, g,
m(ana anl)#(rnfl) + a(q,: (Una anl)a‘ualjz:l (anl)a
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ce qui donne plus particulierement pour quu et appliqué en T'', g, V i,j =
1,....,N:

82Gi 82gi
wa—?ﬁ’ (Fl):wa—?ﬁ}’ (0%,T)
H=po H=H0
2gi d%gl o ol
(3.86) + ﬁ} (0%, T") + 58 (02, 1) 8‘Z)u} (01| Lo (1)
n=po r=ko
%gl o 94 9%y
oo 0 T 5| (1) + 2 o o gty ()
H=p10 K=H0

De la méme fagon que précédemment, nous pouvons déduire de (3.86), la valeur
21

de a/J,anQIJH ’ (F2)7 1,7 =1,..., N en remplacant g0, PAT Ggy 5 wqou par ¢Q1u’
p=pg
I' par I'?, ¢! par o2...
o N
Les expressions de wq;“ (Ty_1) et de gq"“ (gn, (Tn-1),To1) ayant déja été

données par (3.75) et par la premiere relatlon de (3. 73) il reste alors a calculer

82 an 8 an 8 an
a,iT,:(quu(rn— ) Lo l)a aZ )‘5 (quu( ) 1171—1)7 apyg > (¢Qnu( - ) 1171—1)7

Oy, gy, .
ST e G (D) = L

Déja, a partir de (3.73), nous avons :

82 qan o
st (0, D) = (A3 (1) + A1 ()AL ()0 )eon A 10T,

8 an (og —1
(387) { (0, Tnt) = Aj_y ()eon 10T,

?9qn ,
8Fn_i8uan (0‘”’ Fn—l) = An—l(,Uz)e "A"—l(l‘).

De plus, en dérivant 'équation H,, (¢, (I'n—1, 1t), ['n—1, pt) donnée par (3.71) par
rapport a I',,_1, nous obtenons :

(3.88) 8al“iln1 (00 Tty ) + %(Jm T, 1, )a;/}:nul (Th 1) =0,
ce qui implique :
(3.89) W, (Toy) = — T u)’
Ot 8 (0, T, 1)
avec :
(3.90) { Do, Ty, pt) = —W (ju)en An1 09
%(UW Loty p) = =W () Ap_y(p)eonAn—10T,
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BQan 7. N .
Enfin, pour le calcul de ST (I'n—1), dérivons (3.88) par rapport a p ce qui
donne :
s (0, Tt 1) + 5t (0, T, 12) 25 (D)
Aol _1 nyLn—1, W 00Ol y—_1 nyln—1, U B n—1
52H, 92H,, OYqp gy,
+ (8/“30” (O'n, anla ,u) + _a(on)Q (O'na anla M) auu (anl> apn_#l (anl>
0%,
OH an
+ 80: (Una Fn—la /'L) auarn/jl (Pn—l) = 0.
Nous obtenons ainsi :
82 Hp 82 Hp an
ARG S i T A T
Ty \F n— G (07, T1,12)
(3.91) . . Pam, Pbam,
(3“857; (O'nyrnflau)“l‘a—(anglg (O'n,rnflyu) Em (anl)) T, 1 (anl)
B B (g T 1,41) :
avec :
(3.92)

( 2
G2l (g, Dy, 1) = — (W (1) + W (1) Ay ()07 ) An1 1)

2
o2l (g, Ty, 1) = =W (1) Ay ()7 An=1 )

g:g;; (On, Ty 1) =
(W' () Ap—a (i) + W (1) A7,y (1) + W (1) Ana () A7,y () 0 e A= W0T

| 2 (0 Dty 1) = =W () A2 ()41 00T,

8¢q'n ann
et —5, 4 (T'h_q) et o

Pour I'application thermique, le systeme (3.73) devient :

(I',,—1) respectivement donnés par (3.75) et (3.89).

8291111 B}
rpes(on, Tno1) = (A'(Re) + A(Re)A'(Re)oy )e AT,
82 an
(3.93) %(% T, 1) = A%(R,)e" AT,
8291111 o
b (0, Ty) = A(Rc)eonAe),
De méme, I’expression pour %(Fn_l) donnée par (3.89) devient également :
(3 94) aquRc (F ) _ B?ijl (Jna | S Rc)
. arn,l n—1) — a@f: (Jn’ Fnil’ RC) I
avec :
(3.95) (. Do, ) = L(RO)em A0
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Enfin, le systeme (3.92) s’adapte au modele du thermostat a résistance d’an-

ticipation de la fagon suivante :

(3.96)
(e (0, T, Be) = (L/(R) 4 L(R) AR e A0
802?911{:_1 (Jna L, RC) = L(RC)A(RC)eUnA(RC)

stz (00 Dt Re) = (L/(Bo)A(R.) + L(R)(A'(Re) + A(R)A'(Re)o,) e AT,

| 2 (00, T, Re) = L(Re) A (Re)em AT,

Ainsi, les systemes (3.93), (3.95) et (3.96) ainsi que (3.75) et (3.73) permettent,
092G
a l'aide de (3.85) le calcul de e (Tp_y), 4,7 =1,...,3,n>1ct donc de

OR:OT!
8G:L;'{OR 1 8G2’!1R 2 ..
FTWE (T'!) et de SRS (r?),d,5=1,...,3.
Re=Reg Re=Re
” éou 1 82Gélu 2
0 ) 1 —
4. Calculs de aFljaF?k(F ) et de W(F ), ’L,j,]{]— 1,...,N
n n n— n—
Pour le calcul des hessiennes de GﬁIO et de Gﬁh ,2=1,..., N, dérivons une
) w w
premiere fois par rapport a IV, j = 1,..., N, la fonction Gg,, donnée par

(3.68). Nous avons ainsi pour i,j7 =1,..., N :

oG!
ar.;]_li (Fn*1> =
(3.97) 5 ; o o
[ 9an n
ar;:'l_“l (quu (anl)a Fn%) + az: (quu (Fn—l)a Fn—l) QF‘Z: (anl)'
Puis, en dérivant (3.97) par I'* ,, k = 1,..., N, nous obtenons alors pour
i,5,k=1,...,N:
82Gin 8291'”
m(rn—l) = anrz,l(%w (I'n-1), Tn1)
?gi. Mgr,
+8Fz'1:1150n (77Z)qnH (Fn—l)a Fn—l) Wx (Fn—l)
g4, Otap,
(3.98) +ﬁ(@/}qw (Fn-1), Tn1) BFZ: (I'n-1)

+ a(gi)g (qu# (Tn1),Tnt) 81‘%_‘1 (Tho1) émz_“l (Tho1)

g (Vi (Cnm1): ) g g— (L)

n—1
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g g4 o
Les calculs de ﬁ(amfn_l) et ﬁ(amfn_l), i,j = 1,..., N, sont

respectivement donnés par la deuxieme et troisieme équations du systeme

(3.87), agf';;“ (0n, 1) est donné par la premiere relation de (3.73) et enfin,

81?‘1,?“ (Tho1), E=1,..., N, a été calculé par (3.89) et (3.90).
n—1
(92 i 2
Il reste alors a calculer ﬁ(an, ) et %(Fn,l), i,j,k=1,...,N.
n—1 n—1 n—1 n—1

(g, Tpq) = enAn-10) nous concluons

Déja, comme nous savons que arq -
e

alorsVi,5,k=1,...,N:

( 1jn—l) =0.

Enfin, en dérivant ’équation (3 88) par rapport a I'* |k = 1,..., N, nous
obtenons V j,k=1,...,N :

(3.99)
,8 Hy (O' T ) + a2Hn (O' r )31/1qnu (P )
BFJ BFZ ] nyln—1, BF],laan nyln-1, 8Fii,1 n—1
+ <8FZ,180n (Uny Fn—l; ,LL) + ( )2 (Un, Fn 1, M)ﬁ(rn_l)> BFZj; (Fn—l)
Y,
+50 <%Fn71au>aw7;;;1(ml> =0,
ce qui nous permet finalement d’écrire V j,k=1,..., N :
(3.100)
8% Hp 9% Hp
M(F ) . W(Un:rnflyu)'f' or_ oom (on,Tn— 1,u) ark ”1(1“”,1)
8F] 8F]fl ) n—1) — %f,? on T 1at)

2 52 e oy
(522 (0P b)+ 2288 (0 D) S () ) S ()

. arﬁilaan 31*51 1 BZL L
%I:: (Unvrn—l7/>"’) !
2 A o%H _ 8%H
avec pour j,k = 1,..., N, m(%,rn—hﬂ) = 0, m(an,rn—l,ﬂ)

et E?(JH) (0, o1, ) calculés respectivement par la deuxieme et la derniere

relations du systeme (3.92). De plus, 8?;1”” (T'n-1), 7 =1,..., N est donné par
1
(3.89) et (3.90).
Pour l'exemple du thermostat a résistance d’anticipation, les systemes

(3.93) (3.77), (3.94) et (3.96) nous donnent la possibilité d’obtenir numériquement
22G 092Gl

Rc J Re . .
W(Fl) et par symétrie W(Fl), i, k=1,...,3.

Finalement, les quatre points traités au cours de ce paragraphe B.1 conduisent
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02h!
g, .. s, ,
aux valeurs de W(F %), 4,7 =1,...,3 et par symétrie, également aux va-
¥t n—1
02h?

quCO 1 . .
leurs de SRaTD (', 4,j=1,...,3.

271

B.2 Calcul de W(F2) i,j.k=1,...,N

i

oh
(T2 ), 4,5 = 1,..., N donné par (3.66) par rapport a

En dérivant

ory’
%k k=1,...,N, nous obtenons V i, 5,k =1,..., N :
2 20 2 N aGflo 2 : £11 2
TR - T T
arililarill (Fn—1> =1 81"7111 (G(Ilu (Fn—1>> arillariﬁl (Fn—1>
(3.101)
2 m 1

N N 0°G oG oG
0 | S et (G, (D)) g (Do) | 5 (T3).

Les dérivées premicres et secondes de G, et de Gy, étant données par (2.49)
O2ht

et (3.98), le calcul de W;(’l‘:gil(r?), 1,5,k =1,..., N est possible sans calcul

supplémentaire.

0
B.3 Calcul de ZL:“ (T'2)

n=pg
La dérivée de hg,, (T7_1) = Gy, 0 Gy, (Th ) en (T%, o) s'écrit
Ohg, 0Gy, oG
3.102) — )= _—o M) + DG, (Ih)—2= r?).
@10) e ()= () DG, (M ()
H=H0 H=kQ H=H0

Le calcul des dérivées premicres de G, , n > 1 étant donné par (2.49) et

oG
celui de aq:“ (I'n-1), n > 1 par (3.69), nous pouvons alors calculer, pour les

s, . 8hCIO
modeles du thermostat et du convertisseur, les valeurs de —z" (%) et
C
Rc:RcO

h
qOLO
dLo }

(T’®). Ainsi, nous calculons, & I'aide de (3.9), les valeurs de 4 (Re,)
Lo=Lo,
pour le systeme thermique et 2;(Lq,) pour le systeme électronique.

270

Finalement, les valeurs de auar?g; ’ (T'?), 4,5 = 1,..., N, dans la par-
n—1

n=pQ
92ht

tie B.1, de qu?%—l(r2)’ i,j,k = 1,..., N, dans la partie B.2 et enfin de
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Oh
%“’ (I'?), dans la partie B.3, nous donnent la possibilité de conclure sur
H=pg )
h
la valeur de % (%(w f(,u))> , utilisée pour la vérification de la troisieme
n—1
lu=n0

condition du théoreme 3.2.3.

Poursuivons cette annexe en détaillant les calculs nécessaires pour la vérification

de la derniere condition du théoreme 3.2.3. Rappelons d’abord :

wh2h
w'D?h,, (T (v' ') = Z ,7%‘”(112)1}”1}”“.
G0 ) — arij_larik_l

Remarque B.3

La valeur du parametre p étant fixée a po pour la vérification de cette
condition, la fonction hqouo peut a nouveau étre considérée uniquement
en fonction de T'2_,. C’est pourquoi nous nous autorisons a reprendre les

notations DhqouO pour la jacobienne et D?h pour la hessienne de cette

0,

application.

’ éouo
ar_ arzk |
tie B.2, et celles de w! et de v! ayant été calculées pour chaque application aux
paragraphes 3.2.5 et 3.2.6, le calcul de wlD2hqou0 (T%) (v, Dthouo (T?) (vt v1))

devient alors possible.

Les valeurs de (T%),4,5,k =1,..., N, ayant été obtenues dans la par-

De plus, la jacobienne de hg,, , Dh‘louo (%), est donnée par (2.49) et les va-
leurs de w’, v%, i = 1,..., N sont données numériquement par (3.43), (3.44)
pour le thermostat a résistance d’anticipation, et par (3.50), (3.51) pour le
convertisseur statique. Ainsi, nous obtenons le calcul du vecteur U, donné
dans le théoreme 3.2.3. Ceci permet également de calculer numériquement

WDy, (T, (Dhyy, (T2) + Ix)U).

Pour conclure sur la valeur de [ donnée par (3.8), il reste alors a calculer
wlD3hqou0 (T%) (v, vt vh).
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B.4 Calcul de w'D’hy, (I?)(v',0',0")

Par définition, nous avons :

1: 93 1,%
(3.103)  w!D%hy, (0! 0h o) = 3 — O i (D)0t
ro i,9,k,1 arnjflarikflarilfl

Il reste alors a donner une expression des dérivées d’ordre trois de hﬁm“ , 1=
0
82 i
1,..., N. Pour cela nous dérivons W%(F%_l), i,j,k=1,..., N, exprimé
par (3.101), par rapport a I'? |/ [ = 1,..., N. Nous obtenons V i,j k,I| =
1,...,N:

(3.104)
aghflouo )
arillargglaritl(rw) -
Gy oGy Foleld oG
N N N a a a q
Zmzl (Zpl (Zrl QF}LWQFE;OQF}LT (Fl) ar%}ff (Pz)) ng(rz)) arf}ff (FQ)

2 2 P m

G 0°G oG
N N q q q
+ Zm:l (szl ap}lmaofﬂ(:llp (Pl) 3{*3112181;%71 (1‘\2)) ﬁ(rz)

n—1

092Gt oGY 9?2Gm
N N gl q q
_'_ Zm:l (Zp:l 81—%7”80;0#7 (Fl) 81—3}{? (FQ)) W(F2)

82Gi aGP BQGm
N N q q q
_'_ Zm:l (Zp:l 81—%7”80;0#7 (Fl) 8112;”0 (F2)> Wgﬁ%ﬁ_l(rﬂ

n—1
aGi 3m
N q q
+ Zm:l 81‘71(?720 (Fl) ari]'_larikl_ioaril_l (FQ)

Les dérivées premieres et secondes de quuo et de qu#0 étant données par

(2.49) et (3.98), il faut a présent calculer leurs dérivées d’ordre trois.

3 Gi 83 Gi

40 a1 ..
Calculs de W}ﬁw(rl) et de BF?L@F%’Q%F%H (r2), i,5,k,l=1,...,N
83 T
D’une fagon plus générale, calculons s (Tno1),4,4,k,l=1,...,N,

ard _ erk_ art |
n > 1. Pour cela, dérivons I'expression (3.98) une nouvelle fois par rapport a
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It 1=1,...,N. Nous aboutissons, pour i,j,k,l =1,..., Netn>1, a:
Gy, i
o7 ok or! (Tn1) = R l(qu# (Tn-1), Tn1)

n—1

s Mg,
+m(¢qnu (Fn1), To1) g (1)

83gin aw .
+m(¢qnu (Fn1), T g ()

9an 9qn N,
+ﬁ(quu( n— 1)7Fn71>8FZL—‘1 (anl)ﬁlfl(rnfﬁ

990 0 an
+8F’ o (¢q"u( -1); P”—l)ark 2F7

n—1

(Fn—l)

+apga+a%(¢qn”( n— 1)’F”‘1)8FZ: (Tn1)

+81“717q;)2(quu( ne1)s Paet) g (Do1) 57 (D)

n—1

gi. 9%
ork qé;n(qu“( n— 1)7anl>ﬁ

n—1

(Fn71>

+W(quu( n=1)s To1) e (Pn) g7 (Dna)

83g? " OYgn, OYqn, OYgn,
+a( 4 (quu( n— 1)7 Fn%)@pz_ul (anl)apg_‘i (anl)apz_ul (Fn71>

g4, g, Ian
+a(g—i)‘§(quu (Fnz1), anl>ngﬂé_l(anl) QFZ: (Fno1)

0294, Oy, gy,
oo d(on o (¢Qnu( n— 1)7 Fn—l)apg_‘i (Fn—l)arj71;F% . (Fn—l)

8 g 821)0 n
o (W (T ). Do) ()

gq, Ian 8%¢gn
ooz d(on o (¢Qnu( n— 1)7 Fn—l)apifl (Fn—l)ark712F%71 (Fn—l)

89 83w
2 (P ), o) it (),

n—1

g4y, . .
Comme W(%,an) =0, 14,5,k =1,...,N, nous concluons directe-

n— 1

ment,‘v’i,j,k:l 1,....,N:

%94, (G0, T 1) = 0
. o 1) =
ord _jork_jort AT ’
83gq
np —
oot o0, (On: Tn-1) = 0.

n—1

(3.105)

De plus, les dérivées premicre et seconde de 1), par rapport a I',_; sont res-

pectivement données par (3.94) et (3.100). Enfin, nous connaissons également
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gq,

A(on)?

@
gCInH
Oon,

les expressions de (o0, Trz1),

5 (on, Ino1) et de 52—

8292'
q
n—199n

Fn—1)7

i,j = 1,..., N grace respectivement a la premiere relation de (3.73), a la

deuxieme et a la troisieme relations du systeme (3.87).

e
Gan,

ar_ 9(on)?

*gq,

Il reste alors & calculer

83quH
ors _,ork_ort |

(Una Pn—l)a (0n)3

aggqnu

H (Un

) Fn—l) et

(Tp-1), 4,9, k,0=1,..., N. A partir de (3.87), nous concluons :

_ P9y _ A2 OnAn—1()
Oly,_10(0n)? (Un’ Pn—l) - Anfl(:u)e )
(3.106) o
Yan o _
5o (0ns Tnt) = A%y ()emn 10T, .
Enfin, la dérivation de I’équation (3.99) conduit, ¥V 7, k, Il =1,...,N a:
3 3¢ n 3¢ n
%(Oﬁa anla M)ap%fl(rnfﬁa%nfl(rnfl)
82H, *VPqn,, OH, 03 H,,
+8Fi,180n (O-na Fn—l) ,LL) 3F%—13F7’2_1 (Fn—l) + Do (Un, Fn—l; ,LL) 8115171811271811;71 (O'n, Pn—l; ,LL)
+%(O—na anla ,u)arl—:_‘;(rnfl)ﬁ(rnfl)
3 OYgy, Mgy,
+%(O—na anla M)Wg(rnfl)ﬁ(rnfl)
2 82w n 8'@[1 n
_'_88(0—]:;2(0-”’ Pn—la M)m(rn—l) 8FZJL1 (Pn—l)
+%(O—na anla :u)arl—:_‘;(rnfl)ﬁ(rnfl)arz_i (anl)
2 2 8¢ n BQw n
+ (a2 (o Toctos) + 280 Do % (Tamt) ) =it (Ta)
2 821)0 n
+<9F(ngan (@, Ty 1) arg’l_lgr;:’g_l (Fn-1)
2 gy 9%,
+§(J—I;I;l2(0-na 1jn—la M)BFZ—:(P”_I)W;I%H(P”_l) = 07
. BSHn o BSHn . . .
puisque 8FZ;,18F£2,18F£L,1(U”’F”_I’M) =0, a7 Tk oon (on, Ty, pp) =0,V 4, k1 =
1,...,N. Il vient alors pour j,k,l=1,...,N :
(3.107)

2
83Hn 31/"111“ aquu 32Hn o quﬂ
3 ] 7 k i T E
g qu“ Z‘)Fil_li‘)(o'n)2 8Fn—l 81—‘n—l Bri_laon 81—‘n—lal—‘n—l
J & 1 - OHp
81—‘717181—‘717181—‘7171 don
2
93 Hp Banu 93 Hp c’)qu# 92 Hp o an# 93 Hp an# anu quzu
ork_jo(ep)2 orl_, " orl _jo(en)2 ork | " a(en)? orl _jork | " a(en)3 ol ork | Jord |
+ oH
don
2 2, A 824 2 %y 2y OW 8%y
( 9“Hp 9“Hp dny, ) any 9“Hp dny 9“Hp any any
E 2 57k 7 T 7 2 50l 7
I Ty _19on  d(on)2 ory 4 Jorl ord | or, ,00n or) ork | " 8(en)2or, , or! ork |
OH, .

don
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Remarque B.4

En omettant (oy, -1, 1) pour Hy, et (I'n_1) pour 1y, dans (3.107), nous
avons fait un abus de notation volontaire dans le but d’alléger I'écriture

D3thqy, .
s g g D), Gk =1, Non > 1.

pour

Dans (3.107), les dérivées d’ordres un et deux de Yg,,» n = 1, par rapport a

I',,—1 sont connues (voir (3.94) et (3.100)). De plus, les dérivées %(an, Lhq, ),

g;ﬁnl (On, Tty 0), 7 =1,...,Net 88(20—55’2(0”, [',,—1, i) sont respectivement données

par (3.76) et (3.92). Enfin :

g OnAn—
#g&n)?(gnarn—lyﬂ) = _W(M)Ai_l(u)e Ap—1(p)

(3.108) . , )
<9(0—n)nS(an7anla,U) = —W(u) A,y (u)e7 =1, _y.

Pour I'application thermique, le systeme (3.106) devient, pour n > 1 :

3
0 ganc
Ol'p—10(on )2

3 gqn
B(gjn;gc (Una Fn71> = AB(RC>GJ"A(RC)FTL,1.

(Una Fn—l) - AQ(RC)QJ"A(RC)
(3.109)

De méme, le systeme (3.108), adapté au thermostat a résistance d’anticipation,
s’écrit :

3
781“21[;(71%)2 (on, Tt ) = LA2(RC)e0nA(Rc)

(3.110) 3
%(UTM Pn—l, M) = LA?’(RC)QJHA(RC)FR_I.

Ceci permet alors le calcul final de w'D%hy,, (I'?)(v',v',v") pour les deux
applications et par la meéme, le calcul final de (3. Ce calcul vérifiera alors la

derniére condition du théoréme 3.2.3.
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CHAPITRE 4

Optimisation paramétrique

Ce chapitre est consacré a l'optimisation de certains parametres du systeme.
En effet, les applications liées au modele mathématique étudié, comme le
thermostat a résistance d’anticipation, se prétent a la résolution de certains
problemes d’optimisation d’intérét industriel et notamment d’'un point de vue
économie d’énergie. Il est ainsi intéressant, par exemple, d’optimiser certains
parametres du systeme comme la puissance délivrée par la résistance d’an-
ticipation ou les seuils de commutation pour obtenir une température de la
piece la plus proche possible de celle désirée. Pour étendre nos résultats, des
problemes liés a des applications d’autres natures (transport, robotique) sont

également traités.

Dans ce chapitre, nous négligerons dans le modele du thermostat a résistance

d’anticipation (paragraphe 2.1.2), le terme e = qui représente la cha-

leur que le thermostat dégage dans la piece a chaﬁ%frg;c%ette quantité est donc
petite (environ dix a cent fois plus petite que les valeurs des autres termes
a, b, ¢, d pour 'exemple numérique traité au paragraphe 2.2.2). Plus parti-
culierement, dans le cas ou I'état converge vers un cycle limite de période 1
(ce que nous supposerons tout au long de cette partie), elle ne modifie pas le

comportement du systeme.

En effet, par exemple, reprenons les valeurs numériques du tableau 2.1, choisies
pour illustrer les 1-cycles pour le modele thermique (paragraphe 2.2.2). La
figure 4.1 montre que le comportement du systeme avec le terme e (a gauche)

et sans le terme e (a droite) est le méme.

149
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Simulations : thermostat (x), convecteur (+), piece (*) Simulations : thermostat (x), convecteur (+), piéce (*)

325 3251
320 320
315 315

Z310F 2310}

m
Températures (K)

305} 3051

300 300 (|

Fic. 4.1 — Variations des températures du convecteur, du thermostat et de la
piece en considérant le terme e (& gauche) et en le négligeant (& droite)

De plus, nous avions obtenu comme valeurs de cycle avec le terme e :

293 204
Xinp~ | 292316 |, X~ | 292359 |,
309.385 320.659

et nous avons sans le terme e :

293 294
Xing ~ | 292.306 |, Keup = | 292.347 |,
309.631 320.904

ce qui confirme que les valeurs de cycle sont tres proches les unes des autres.
Enfin, ce choix de négliger le terme e nous permet alors de travailler avec des
expressions littérales pour les racines de A beaucoup plus simples et ainsi de
mener jusqu’'au bout des calculs dont nous aurons besoin de fagon explicite,

sans avoir a utiliser le logiciel Maple. En effet, A devient :

qui possede comme valeurs propres :

Alz—a
A= 8 _(bc—f—d) _bc AQZ—%(b—i—c—i—d—\/K)
Ay =—L(b+c+d+VA),

avec A = (b+ ¢+ d)? — 4ed.
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Remarque 4.0.5

Températures (K)

F1

Nous pouvons ici nous permettre de négliger le terme e car nous nous
intéressons au comportement standard du systéeme (quand celui-ci suit un
cycle de période 1). En revanche, quand nous étudions des comportements
plus complexes, comme nous ’avons fait au chapitre précédent, avec I’ap-
parition de cycles de période 2 notamment, le terme e ne peut plus étre
négligé car il joue un role sur la réponse du systeme.

En effet, par exemple, prenons les valeurs numériques du tableau suivant.

Rc ch Qc Qp
1.35 50 732.5] 5000

Ry,
1.5

Ry,
0.9

B
0.8

P
50

Oc
281

2
293

02
294

La figure 4.2 donne la simulation des températures du convecteur, du ther-
mostat et de la piéce en considérant le terme e (a gauche) et en le négligeant
(a droite).

Nous constatons qu’ici, le systeme se comporte diftéremment selon la prise
en compte ou non du terme e. En effet, en négligeant le terme e (figure 4.2
a droite), nous obtenons un cycle de période 2 alors qu’en le considérant
(figure 4.2 a gauche), nous avons un cycle de période 1.

(C’est pourquoi, nous avons pris soin, tout au long de ce chapitre, de vérifier,

avec les valeurs numériques choisies, que le fait de négliger le terme e n’a

pas de conséquence sur le comportement du systeme.

Simulations : thermostat (x), convecteur (+), piéce (*) Simulations : thermostat (x), convecteur (+), piéce (*)

320

Températures (K)

295

295

/\gLWLM70&m&t&M;KKK&KW&KM&T&MKWMKM&WY&M&KM&MKW&KKMr

%MKM&MMKM&MMMMMMMMM

0.5 1 15 25 3

290

2
Temps (s)

G. 4.2 — Variations des températures du convecteur, du thermostat et de la

piece en considérant le terme e (a gauche) et en le négligeant (a droite)
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4.1 Optimisation de la valeur de la puissance
délivrée par la résistance d’anticipation

4.1.1 Méthode générale et principe

Nous reprenons ici le modele du thermostat a résistance d’anticipation in-
troduit au paragraphe 2.1.2 en négligeant le terme e. Nous nous placons dans
le cadre d’une réponse standard pour ce s.d.h., c’est-a-dire, dans le cas ou I'état
converge vers un cycle limite de période 1.

Le premier probleme d’optimisation auquel nous nous intéressons est directe-
ment lié & ce systeme thermique [62]. En effet, nous pouvons considérer que ce
dernier a pour entrées les deux seuils de commutation du thermostat et la puis-
sance délivrée par la résistance d’anticipation, et pour sortie, la température
de la piece [18], [19].

Comme nous ’avons précisé au paragraphe 2.1.2, si initialement ¢ = 1, du fait
de la présence de la puissance Py, délivrée par la résistance d’anticipation, le
seuil supérieur de commutation 6, est atteint par la température du thermostat
x avant celle de la piece y, ce qui fait passer ¢ de la valeur 1 a la valeur 0.
Cependant, la température de la piece y peut éventuellement continuer de
croitre (du fait de l'inertie thermique du convecteur) pendant un temps s
jusqu’a une température désirée 6, puis décroit. Ainsi, 0, est ici un maximum
pour la température y.

De la, la question d’intérét industriel qui se pose est de savoir comment nous
pouvons commander ce maximum 6,. Puisque la différence entre les deux seuils
de commutation Af = 0 — 0 est généralement fixée par la technologie [21],
deux parametres de commande sont possibles : le seuil inférieur de commuta-
tion 6; et la puissance Py, délivrée par la résistance d’anticipation. De plus,
le seuil #, étant le parametre que 'utilisateur aura a ajuster pour réguler la
température de la piece, il est pratique de supposer que 6; est une fonction
connue de 6,, par exemple ¢y = 0, + cste. Ainsi, considérons P, comme le
parametre de commande du maximum 6, de y.

En revanche, au voisinage de ce maximum, le seuil supérieur 6, venant d’étre
atteint, la puissance délivrée par la résistance d’aniticipation est inactive et
donc, le probleme est plus complexe. Ainsi, nous préférons par la suite étudier
le probléme contraire pour lequel Py, est active (¢ = 1) c’est-a-dire le probleme

de trouver la durée s et la puissance Py, qui déterminent le minimum 6, pour
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la température de la piece.

Pour cette application, le systeme (2.3) est considéré dans une base initiale
notée B;. Nous faisons donc I’hypothese suivante :

Hypothese 4.1.1

Le systéeme (2.3) a pour réponse un cycle de période 1 dont la composante

y, qui correspond a la température de la piéce, atteint son minimum 6y aux
instants 1, €|t,_1,t,[, définis par 'une ou l'autre des conditions suivantes :

1. il existe s', 0 < s! < o1, tel que les instants T, soient donnés pour n

impair et 7, = t,_1 + s',

2. il existe 5%, 0 < 5% < 02, tel que les instants T, soient donnés pour n

pair et 7, = t,,_1 + s°.

Il résulte de la régularité de y sur |t,,_1, t,[ que 7, vérifie les conditions nécessaires

suivantes :

(A1) { Y(7a) = b4,

y(1n) = 0.

Nous verrons également en (4.23) que (4.1) donne des conditions suffisantes
de température minimale pour y sur |¢,_1,t,[. Nous nous limitons par la suite
au cas n impair. Le cas ou n est pair pourra étre directement déduit du cas n
impair par symétrie des notations.

Commencons par donner une expression de (¢, 1 + s') = 0.

Pour simplifier les calculs, nous choisissons une base B, de R3 qui diagonalise
la matrice A de (2.4) en négligeant le terme e. Tous les éléments de B; écrits
dans B, garderont les mémes notations mais avec un soulignement en plus.
Par exemple, A devient A, B devient B... La matrice de passage de B; a B,

est donnée par :
e(c,0) e(c,—6)

1 e(a,d) e(a,—0d)
P=1 0 e(cd) elc,=d) |
0 1 1

ott 0 = VA avec A = (b+c+d)? —4ded = (¢ — d)? + b + 2b(c + d) > 0,
e(c,£0) =1 —ED e(a,46) =1 — 2ED ot u(6) = L(b+c+d—5) > 0.

Nous pouvons également calculer le déterminant et 'inverse de la matrice P
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ce qui donne :

[ det(P) = ¢,
e(;,gsl);(iz/i)@ ae(a,zS)l;(a,fzS)
Pt=10 S —se(c, —0)
\ 0 —5 Se(c, 0)

Ainsi, nous obtenons dans la nouvelle base B, : A = P"'AP, B = P7'B,
C =P1C, L =LP, X =P 'X. De plus, si D est une matrice diagonale
quelconque dans la base ﬁf notée D = diag(D,, Dy, Ds), alors D s’écrit D

relativement & la base B;, a I'aide de la relation D = PDP~!, c’est-a-dire :

Dy Dz D3
(4.2) 0 Dy Do

0 D3 Ds3
Pour la suite, seules les expressions de D3 et de D33 seront utiles. Explicitons-
les :
(4.3) { Doz = —5e(c, d)e(c, =0)(Dy — Ds) = 2(22 — Dy)

Dyy = —£(e(c, —6)D, — e(c, 6)Dy).
)

Puis, posons Y = (0 1 0) relativement a la base initiale B;. D’apres le systeme
(2.4), §(t,—1 + s') = 0 est équivalent & :

(4.4) YAX(ty—1 +s') +df. = 0.

A Taide de (2.15) et de (2.11), I'équation (4.4) devient :
(4.5) YA AT? — A (qoB + C)) + db. = 0.
A partir de la, pour simplifier les notations, posons :

(4.6)
S ot 0%) £ Agy(Is — el ) (I — o7 4) — gy

S2(0!,0%) £ —Aq (I3 — TN T (I — o7 ) — ol
33 (0!, 02) = X0, 02) — ¥2(0!,02) = Agy (I3 — e HoIN T ([; — e ) (I5 — 7 4).
Ainsi, les équations des systemes (2.24) et (2.25) s’écrivent, en utilisant (4.6) :
Ji(o,0?) & LYY (0!, 0)A™'B — LA™'C — q10, — qobfy = 0,
(4.7) Jo(ot,0%) & LY (0!, 0?)A™IB — LA7'C — qob, — 1602 = 0,
J3(ot,0%) & L3 (0!, 0?) A1 B+ AqAO = 0,
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avec Aqp = q1 — qp et A0 = 0, — 0.
Egalement, avec ces mémes notations et en utilisant (2.19) adapté au modele

tridimensionnel du thermostat, I'! et I'? s’écrivent :

(4.8) { (o', 0%) 2 (240", 0%) + qi]5)A™'B

I2(o!,02) £ (32(0', 02) + qol3) A~ B.
De 14, a l'aide de I'expression de I'? fournie par (4.8) et compte tenu de YC' =
df., I'équation (4.5) devient :

(4.9) Y S*B =0,

avec :
(4.10)
52 é (22 + QO]3)651A — q0[3 = —Aql ([3 — e(01+‘72)A)_1([3 — eUQA)651A — qug.

Si nous écrivons la matrice S? dans la base B #, alors cette derniere est diagonale
et de la forme S* £ diag(S7, S5, S3). Ainsi, avec (4.2) et (4.3), nous calculons

b
(4.11) Y$*B = peSiy = pes (S5 — S5),

olt S35 correspond & 1’élément situé sur la deuxiéme ligne et la troisitme colonne
de S2.

Ainsi, (4.9) donne la condition suivante, équivalente a §(t,_; +s') =0 :
(4.12) Sz, =0, clest-a-dire S; = S3.

De la méme fagon, la deuxieme condition y(t, 1 + s') = 04, i.e. YX(t, 1+
s') = 6,, donne, a I'aide des expressions (4.8), (2.11) et (4.10) :

(4.13) YAT'S?’B-YA'C =0,

Notons que dans la base initiale B;, 'inverse de la matrice A est donnée par :

1 _1 _b

a d cd

1 1 b
A= 0 =3 —&
0o -1 _ (b+d)

d cd

Ainsi, avec (4.2) et (4.3), nous concluons :

1 b
85223 + _S:?B)pc + 06'

Yltar+5) = —(5S% + —
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Avec (4.12), nous déduisons :

b
(414) y(tn—l + 51) = _apcﬁg + 06 = Qd,
ce qui donne finalement :

cd
(4.15) S3 =53 = —b—(ed —0.).

c

De plus, I'expression (4.10) relativement a la base By, s’écrit :
oA diag(—as', —p(0)s', —u(=0)s") = (2 + qols) " (S* + qols).

Les deuxieme et troisieme éléments diagonaux de cette relation entre matrices
diagonales donnent deux expressions pour s' & partir desquelles nous pouvons
déduire les conditions suivantes, équivalentes a (4.15) :

b+c+d

d 2 22 +q 5
4.16) Jo 2 (234 0) (Z2+g0) — ( —— (00— 6 S -
(4.16) Jo = (X3+qo)(X3+q0) ( bpc( a— )+ o 32+ qo .

Comme les durées entre les instants de commutation o' et o2 sont positives et

que la matrice A est diagonale avec des valeurs propres strictement négatives,
la relation (4.6) montre que X3+ qo et X3+ qo appartiennent a 'intervalle ]0, 1].
Ainsi, d’apres 1'équation (4.17), s! existe si :
b
4.18 0y < 0, —.
(4.18) d + GoPe 5
Posons a présent :
e(c,—0) [ce(c,d) ¢ b b 1 p(=9)
E(9) = - Zele.)+2) =2 .
(¥) —0 (a e(a,d) * de(c, )+ d (5(ae(a, ) T )
Le caleul LA™'C = LA™'C = —6, et larelation LA"'DB = LA~ DB ol nous

remplagons successivement D, donné par (4.2), par 2!, X2, 323 conduisent pour

Ji, Jo, J3 définies par (4.7), aux expressions :
(4.19)

Jy=— (pm + gmpc) ZL p(E(6)SL + E(—6)2L) — ¢160y — qoba + 0,

a

2
Ja=— (pth e e) 2 = bl BT+ B(-0)Z3) — aofr — i + 0

3
J3 = — (pth + %Wwpc> Zl - pc(E(5)Z§ + E(_(S)Zg) _'_ AQlAe

a



4.1. Optimisation de la valeur de la puissance P, 157

Le calcul de Ky = Z%Jg — Z%Jl permet d’éliminer p;;, et donne :

(4.20)
Ko = (0 — qob1 — 102)2] — (0 — @161 — qo02) 27 + pE(6) (X385 — ¥1X3)

+p.E(—0) (2785 — 1%3).

Enfin, la relation J3 = 0 permet de déduire ’expression suivante pour py, :

a b »3 »3
4.21 = A A0— — p. — paE(0)=2 — paE(—6)=.
( ) pth Q1 ng p 6((1,5)6(0,7 _5) p a ( )ng p a ( )Zi‘}

Le systeme formé des équations (4.20), (4.21) est équivalent au systeme Ky = 0,
Ky = 0 donné par (2.25) pour la détermination des équations de cycles de
période 1.

Ainsi, la résolution du systeme Jy = 0 (4.16), Ky = 0 (4.20) permet de calculer
les durées o' et o2. Puis, & partir de ces valeurs, nous pouvons calculer les
valeurs de s' & I'aide de (4.17) sous la condition (4.18) et py, a I'aide de (4.21)
pour déduire par la suite Py, = Qupwn. Tout ceci n’a de sens que si toutes ces
valeurs sont positives et si, de plus, s' < o'.

Pour renforcer les conditions (4.1), étudions le signe de la dérivée seconde
(7). Pour cela, restons dans le cas n impair. En considérant le systeme (2.4),

nous avons :
§(m) =YX (ty1+5") = YAX (t,_1+5") = YA X (t,_1+s') +q@Y AB+Y AC.

Nous savons alors que YA = (0 — (b+d) b), YAB = bp., Y AC = —(b+d)db.,
YA? = (0 (b+d)>+bc —b(b+c+d)). Comme a cet instant, y(7,,) = 64, nous

pouvons écrire :
(422) §(7) = (b )+ be) (@0 -+ 016o) —b(b-+ ¢+ d)=(7) + dobpe — (b-+ d) ..
Comme, d’apres (2.3), nous avons :

(1) = —(b+ dy(1,) + bz(7) + dbe,

nous concluons avec (4.1) :

d
Z(Tn) = Qd + E(Hd — 95)-
Ainsi, la relation (4.22) devient apres simplifications :
(4.23) (7)) = qopeb — cd (04 — 0.).

La condition (4.18) permet de conclure g(7,) > 0 et donc que (4.1) donne

également des conditions suffisantes de température minimale pour y sur |t,,_1, t,[.
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Remarque 4.1.2

Les résultats ont tous été obtenus pour n impair. Ceux pour n pair peuvent
étre déduits de la méme fagon en gardant les expressions pour Ky et py,
puis en remplacant respectivement s', qo, 1, 2° par s%, q1, qo, ' dans les
expressions (4.16), (4.17) et (4.23) de Jy, s' et 4(7,).

4.1.2 Application numérique

[lustrons cette méthode d’optimisation de la puissance P, pour les valeurs

numériques des parametres du tableau 4.1.

Rth Rc Rm ch Qc Qp q0 Pc 06 01 02

2 0.5 0.2 200 | 300 | 16600| 1 120 | 283 | 293 | 294

TAB. 4.1 — Valeurs numériques choisies pour 'optimisation de la puissance Py,

Le but de cette application est de calculer la valeur Py, pour laquelle la
température de la piece y a comme minimum fixe 6, choisi ici égal a 291 K.
Nous vérifions d’abord que cette valeur de 6, satisfait la condition d’existence
de s' (4.18) (64 est effectivement ici strictement inférieur & 6, + gop. % = 307).
Puis, nous calculons, a ’aide des méthodes introduites au paragraphe 2.2.2 et

des équations (4.16), (4.20), les valeurs de o' et de . Nous obtenons ainsi :

ol = 83.904625547816,
o? = 166.397392972872.

Remarque 4.1.3

Nous prenons soin ici de donner une grande précision pour les valeurs de o'
2

et de o° car ces dernieres sont utilisées par la suite pour d’autres calculs.

A partir de ces valeurs et de la relation (4.17), nous pouvons alors calculer la

valeur de s' et trouver :

(4.24) st = 31.9677168890229,

qui satisfait bien s' < o!'. De méme, avec (4.21), nous avons :
pen, = 0.0181849797399928,

et ainsi :

(4.25) Py, = Qunpiy, = 3.63699594799856.
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Avec ces valeurs et en considérant les relations (2.19) et (2.11), nous déduisons

les valeurs des températures de cycle :

293 294
Xing >~ | 2910177 |, Xgp~ | 291.0384
301.4975 322.7106

Nous choisissons ici d’arrondir a quatre chiffres apres la virgule, la précision
étant suffisamment significative. Notons aussi que le cycle décrit par ces va-
leurs est stable (par exemple, avec la méthode des transformations ponctuelles
d’Andronov introduite au paragraphe 2.3.1, Al a pour racines \; ~ 0.2467 et
Ay >~ 0.6741).

De plus, la relation (4.23) donne §j(7,) ~ 3,2.107°. De la, ; est bien un
minimum pour y et n est nécessairement impair (le premier instant pour lequel
le minimum 6, peut éventuellement étre atteint, est sur 'intervalle ]to, t3]).
La figure 4.3 est une simulation de la température de la piece avec les valeurs
du tableau 4.1 et la valeur de Py, donnée par (4.25). Les points sur la courbe
marquent les valeurs de y aux instants de commutation. Cette derniere est en

accord avec les résultats trouvés.

Simulation : piéce (*)

291.15

A

290.95

tures (K)

Temp

Temps (s) 10t

Fi1c. 4.3 — Variations de la température de la piece avec Py, calculé pour lui
donner un minimum #; = 291

De plus, par simulation, nous obtenons, apres seulement quelques commuta-
tions :

ol ~83.984, &%~ 166.695,
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et en zoomant fortement sur chaque courbe, nous avons :

293 294
Xing =~ | 2910044 |, X~ | 291.0815 |, s'=~31.
301.4574 322.6560

Toutes ces valeurs sont relativement proches de celles obtenues par le calcul.
En conclusion, cette méthode est satisfaisante car il y a une bonne harmonie
entre la méthode théorique (et les résultats calculés a partir de celle-ci) et la

simulation (et les valeurs numériques obtenues avec cette derniere).

Remarque 4.1.4

Nous ne pouvons pas ici comparer nos résultats avec ceux obtenus dans
[18], [19] puisque leurs données numériques de départ ne satisfont pas la
condition (4.1).

Il reste a considérer le cas ou les instants 7, auxquels y atteint son minimum
64 sont des instants de commutation i.e 7, = t, 1 avec n toujours pair ou n
toujours impair. Supposons par exemple n impair. La considération de s! et
de (4.12) qui définit s' n’ont alors pu lieu d’étre. La relation y(t,_1) = 04 sous
la forme (4.14) est conservée. Il apparait que py, n'intervient pas dans cette
expression. Ainsi, dans ce cas, py, n’est pas un parametre de commande pour

y(7,) = 04 et le probleme posé n’a pas de sens.

4.2 Optimisation de cycles limites

Le deuxiéme probléeme d’optimisation que nous allons résoudre ici [59],
s’'inspire d'un résultat assez récent de commande optimale des surfaces de
commutation d'un s.d.h. proposé dans [16]. Il s’agit ici d’étendre ce résultat et
de proposer une méthode d’optimisation du ”design” des cycles limites. Plus
précisément, nous montrons comment une composante de 1’état du systeme
obéissant a un phénomene d’hystérésis peut étre choisie pour qu’une autre
composante du systeme approche au mieux des valeurs limites désirées.

Tout ceci est, comme dans 4.1, directement lié¢ a I'application du thermostat a
résistance d’anticipation introduite au paragraphe 2.1.2. La encore, nous nous
placons dans le cadre d'une réponse standard pour ce s.d.h., ¢’est-a-dire dans
le cas ou I'état converge vers un cycle de période 1 et nous négligeons le terme

e présent dans la matrice A.
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4.2.1 Présentation et résolution du probleme

Le probleme considéré est le suivant : les seuils 6, 6, de commutation du
thermostat n’étant plus fixés a priori (et donc leur écart également), comment
les choisir pour qu’aux instants de commutation, la température de la piece soit
la plus proche possible des températures 6 (seuil inférieur), 6, (seuil supérieur)
désirées ?

De plus, nous imposons la contrainte suivante, nécessaire sur le plan technolo-

gique :
(4.26) Oy — 01 > 6,

ou 0 est une constante positive non nulle.
Le critere a minimiser par rapport a ¢, et 65, pour résoudre ce probleme, est

alors le suivant :

4K
1
(427) J(ela 92) = Q_K g (yn — ﬁn)Q, avec ﬁn = qnel + anleua
n=2K-+1

et ou y, = y(t,) correspond a la température de la piece au temps de com-
mutation ¢,. Notons que l'entier K est choisi suffisamment grand pour que
les valeurs de ¥, soient considérées proches de celles du cycle limite. Si par
exemple, gy = 1, c’est-a-dire, si initialement nous chauffons, le critere J de-

vient plus précisément :

1 2K
J = 2K Z ((Y2n — 00)° + (y2n—1 — 0)%).
n=K+1

De plus, la surface de commutation peut étre exprimée de la fagon suivante :
gn(X) = LX — ay,, avec oy, = @by + ¢n_162.

En posant X,, = X(¢,), nous avons donc g, (X, ) = 0. Maintenant, si nous sup-
posons t,_1, Gn—1, Xn—1 = X(t,—1) donnés, I'état X,, est fonction de l'instant
t,, qui est lui-méme fonction du parametre «a,,. Nous avons alors, en regardant

J comme une fonction des a,,, n >1:

{ %andt_n+ Ogn =0
)

X dtn danp dan
9J __ _9J dXn din

(4.28)

day, ~ 0Xy dtn day’
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autrement dit :

L(AX, +an + C)dt—n ~1=0,
(4.29)

9L — (0 W) 0)(AX, + g, B + O) e,

Oan,

De plus, admettons que la trajectoire X () ne soit jamais tangente a la surface

gn(X) =0, i.e. gi)?cg: = L(AX, + @B+ C) #0. En posant : Y = (0 10),

nous pouvons ainsi déduire :

oJ 1 Y(AX, + ¢, B+ C)

(4:30) do, - K T TAR, T BT O

Comme dJ = Zn 9K 41 aa L dov,,, day, = ¢,df; +q,—1d0 et en tenant compte que
In = Qn-2 = qo OU ¢, avec (go,q1) = (1,0) ou (0, 1), nous trouvons finalement

pour le gradient du critere :

( (AX2,+q0B+C)

= o Yon i1 (Yon — O) TEETRES

(AX2,—14+q91B+C)
+Q1K Zn K+1(y2" 1= (91) L(AX2n-1+q1B4+C)’
o _ 1 _ Y(AXon+q0B+C)
005 a1 K Zn:K—f—l(yQ” HU) L(AX2n+qoB+C)
0 )Y(AXQn—1+fI1B+C)

L(AXon—1+q1 B+C) *

(4.31)

L +QOK Zn K+1(y2n 1=

Ces résultats sont obtenus en supposant que l'instant ¢,, de la n-ieme commu-
tation existe et soit fini et sous 'hypothese L(AX,, + ¢,B + C) # 0 pour les
indices n concernés.

A partir du gradient du critere (4.31), nous pouvons appliquer une méthode
de descente [55] pour déterminer une solution optimale des valeurs des seuils

6, et 6y, sous la contrainte linéaire (4.26).

4.2.2 Application numérique

Pour l'application au modele du thermostat a résistance d’anticipation,

nous choisissons les valeurs des parametres du tableau 4.2.

Rth Rc Rm ch Qc Qp Pth Pc ee
1 0.5 0.19 | 1000 | 860 | 7104.2 |1 150 | 273

TAB. 4.2 — Valeurs numériques choisies pour 1'optimisation des cycles limites
pour I'application du thermostat a résistance d’anticipation
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De plus, nous prenons comme valeurs initiales pour les variables d’état Xy, =
(290 290 290)7 et nous initialisons les deux seuils avec #; = 291.5 K et §, = 292
K. La figure 4.4 correspond a la simulation des variations de la température du
thermostat (courbe en gras) et de la température de la piece (courbe tracée d'un
trait fin) pour ces valeurs numériques. Notons que les signes + et * marquent
respectivement les valeurs de la température du thermostat et de celle de la

piece aux instants de commutation.

Simulation avant optimisation : thermostat (x), piece (*)

296

SN

‘“e lIII.III.II!.III.III.III.III.III.III.III.III.

e

N
]
£

290

2881

286

. . . . . . .
05 1 15 2 25 3 35
Temps (5) 10°

F1G. 4.4 — Variations de la température du thermostat (en gras) et de la piece
pour les valeurs numériques du tableau 4.2, #; = 291.5 K, 6, = 292 K avant
optimisation

De plus, nous choisissons §; = 291.5, 6, = 292 ainsi qu’'une valeur de K égale
a 10 et nous imposons la contrainte linéaire 6 = 0, — 6; = 0.1.

A partir de la, I'emploi de la fonction fmincon de Matlab avec pour valeurs
initiales (01, 60s) = (291.5,292), aboutit, au bout de quatorze itérations, a la
sortie de la boucle d’optimisation. Nous obtenons ainsi la figure 4.5 et les

valeurs optimales suivantes :

(61, 05) = (292.7954, 292.8954),
J = 2.1708,

9 o)
(a_é]l’ a—é> = (—3.6921, 3.3243).

La comparaison des figures 4.4 et 4.5 permet de visualiser le résultat d’optimi-
sation. De plus, la simulation avant optimisation donnait comme valeurs pour

la température de la piece aux instants de commutation y(tors1) = 296.2736
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Simulation aprés optimisation : thermostat (+), piece (*)
298

296

286
0

F1G. 4.5 — Variations de la température du thermostat (en gras) et de la piece
apres optimisation pour 6, = 291.5 K et 6, = 292 K

K, y(tar) = 288.5243 K, k > 1. Apres optimisation, nous avons y(tori1) =
204.5316 K, y(tar) = 289.9918 K, & > 1, ce qui met en évidence que l'al-
gorithme d’optimisation nous a permis d’obtenir une température de la piece,
aux instants de commutation, plus proche des valeurs 6, = 291.5 K et 6, = 292
K désirées.

Nous remarquons également ici que la valeur optimale trouvée rend la contrainte
linéaire 61 +6 = 0, active ce qui semble intuitif du fait de 'importance de I’am-
plitude des variations de la température de la piece au regard de la différence
entre 0, et 07 qui est seulement de 0.5 K (voir figure 4.4) pour ces valeurs de
0, et de 0,.

En revanche, un autre choix de #; et de 6, peut conduire a une conclusion
différente. Par exemple, si nous voulons que la température de la piece, aux
instants de commutation pairs, se rapproche du mieux possible de la valeur
0, = 288 K, et aux instants de commutations impairs, de la valeur 6, = 296 K,
alors l'algorithme d’optimisation fournit apres treize itérations la figure 4.6 et

les valeurs optimales suivantes :
(01, 05) = (292.5243,293.5530),
J =3.1073,

<§—é}u 37") = (1.46.107°,2.33.1078).

Dans ce cas, les valeurs de la température de la piece aux différents instants de
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Simulation aprés optimisation : thermostat (+), piece (*)
298~

eu 296

U R

. . . . .
05 1 15 2 25 3 35 4
Temps (s) w10

F1G. 4.6 — Variations de la température du thermostat (en gras) et de la piece
apres optimisation pour 6, = 288 K et 0, = 296 K

commutation, atteignent bien les valeurs désirées 6, et 6,,. De plus, la contrainte

01 + 6 = 05 n’est pas active pour la valeur optimale (6, 6) trouvée.

4.2.3 Conclusion

Pour I'application numérique, les valeurs choisies sont d’un réalisme limité.
En effet, comme nous I’avons mis en avant au paragraphe 2.1.2, les variations
de la température de la piece sont en réalité d’'une amplitude inférieure a celle
du thermostat du fait de la présence de la résistance d’anticipation. Cependant,
ce choix a été fait dans un but illustratif et pour une meilleure visibilité des
contraintes sur les figures.

Il est intéressant de comparer ce résultat d’optimisation avec celui du para-
graphe 4.1 précédent. On voit sur les figures 4.5 et 4.6 que les températures de
la piece minimisées aux instants de commutation inférieurs ne sont effective-
ment pas les températures minimales de cycle. C’est ce que nous avons appelé
effet d’inertie thermique.

L’idée d’optimiser un critere par rapport a des surfaces de commutation
paramétrées pour un s.d.h. vient du résultat proposé dans [16]. Toutefois, leurs

auteurs considerent un critere différent du notre, de la forme :

J = /OTE(X)dt.

Le calcul du gradient, sensiblement plus complexe que celui que nous avons
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présenté ici, passe par la résolution d'un systeme adjoint. L’application considérée
pour illustrer leur résultat est d’ordre académique.

Sans chercher la plus grande généralité, nous avons développé nos calculs sur
I’exemple du thermostat a résistance d’anticipation, d’intérét industriel, et
pour lequel nous disposons de quelques éléments d’analyse qualitative (réponse
standard de type cycle limite de période 1), cruciaux pour guider le choix
du critere a optimiser. Une présentation plus globale gagnerait a intégrer
les résultats de [16]. Par exemple, pour notre application thermique, il serait

intéressant de prendre en compte le critere suivant :

(432) s =7 [ " - v,

T

ol yg représente la température moyenne désirée pour la piece, T est un instant
choisi, 0, = %(91 + 05) avec un écart AQ = 0y — 67 > 0 fixé. Toutefois, la
minimisation de ce critere d’une seule variable 6,, n’en fait pas un exemple
représentatif de la théorie développée. Ce serait par contre le cas d’un critere
combinant les expressions (4.27) et (4.32). C’est ce que nous avons considéré
dans une étude de synthese ultérieure [42], [58] et c’est ce qui sera présenté

dans la partie suivante.

4.3 Commande optimale appliquée a ’optimi-
sation des surfaces de commutation fixes
ou mobiles d’un s.d.h.

En se basant sur [17], nous retrouvons par une méthode différente et généra-
-lisons les résultats proposés dans [16] pour 'optimisation des surfaces de com-
mutation d’un s.d.h. [42].

La méthode que nous employons ici utilise le calcul variationnel avec un
critére augmenté. Nos résultats sont plus généraux que ceux obtenus dans [16],
puisqu’ils prennent en compte la mobilité des surfaces de commutation et les
termes spécifiques aux instants de commutation dans le critere.

Cependant, contrairement & [16] ou la démonstration est donnée dans un
cadre rigoureux et se rapproche dans I’esprit de celle du principe du maximum
établi par [56], nous ne donnons pas, pas plus que dans [17], de conditions
précises de régularité du probleme pour la validité des résultats trouvés (voir

le paragraphe 4.3.6 pour une illustration de cette limitation). Une approche
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proposée dans [44] pourrait alors étre mieux adaptée. C’est ce que nous pour-
rons étudier dans un prochain travail.

Nous allons donc, dans un premier temps, poser le probleme et introduire
les notations dont nous aurons besoin par la suite. Puis, nous rappellerons le
calcul des variations dans le cas sans commutation [17]. Enfin, nous traite-
rons le cas général en faisant intervenir des commutations et en présentant
une détermination originale des expressions connues du Hamiltonien et des
sauts de I'état adjoint. Ceci fournira une méthode pour le calcul du gradient
du critere et un algorithme de plus forte descente pourra étre alors appliqué
pour résoudre le probleme. Trois applications viendront, a la fin, illustrer ces
résultats théoriques [58].

4.3.1 Présentation du probleme d’optimisation

Soient tg, g = x(tp) € R™ un instant et un état initiaux donnés. Soit
t1,...,tn,ty11 une suite croissante d’instants dont le processus de détermination
sera donné plus loin, spécialement par I’hypothese 4.3.1 ci-apres. Le s.d.h.
considéré subit des commutations telles que, pourz=1,..., N +1, I'état z; =

x(t;) appartient a une surface mobile, paramétrée par a; € R" d’équation :
(4.33) Vi(wi, ti,a;) =0,

avec ¢; de classe C! a valeurs dans R.

De plus, l'instant ¢y, correspond a linstant final et ¥y,1, a la contrainte
finale. Pour déterminer un élément a 'instant final, nous utiliserons soit I'indice
N + 1, soit l'indice F'. Par exemple, ty11 = tp, Yny1 = Yp, anyy1 = ap ...
Notons également que sur Uintervalle [t; 1,%;], i = 1,..., N + 1, Iétat z(t)
satisfait le systeme différentiel :

(4.34) &= fi(z,1),

avec f;, i =1,..., N+ 1 de classe C! & valeurs dans R". Puis, faisons les deux

hypotheses suivantes :

Hypothese 4.3.1
Pourtv=1,..., N+1, si les parametres aq, . . ., a;_, sont fixés alors t; est le
plus petit instant t, t > t;_1 tel que @(t) = fi(x(t),t) et ¥;(x(t),t,a;) = 0.
Ceci définit t; comme une fonction de ay, ..., a;. De plus, nous supposons
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qu’une telle suite ty, ..., tyy1 existe pour tout (N + 1)-uplet (a1, ...,an1)

appartenant a un ensemble ouvert de R™ x ... x RN+,

Hypothese 4.3.2

Pour i = 1,...,N + 1, si les paramétres aq,...,a;_1 sont fixés alors t;,

vu comme une fonction partielle de a;, est de classe C' et obtenu par
application du théoréeme des fonctions implicites aux contraintes i(t;) =
filz(t), i), ¥i(x(t;), t;, a;) = 0. La différentielle de 1; donne :

O i O

0 wl afL’Z i + 8752 ’ + aai s

avec dxr; = fi\t dt;. Ainsi, en particulier, nous avons :
T

1
(4.35) Ot; _(a@/)z‘ a@/)z‘) i

Oa; B 8—:Ez~fi‘ti + at; da;’

N 0vY;
ou 5y, fu, + %, 7 0.

Remarque 4.3.3

Pour les hypotheses 4.3.1 et 4.3.2, le cas ou v; = t; — cste est possible.

Notation 4.3.4

1. Dans la relation (4.35), le terme fi, »i=1,...,N+1, correspond a
la valeur de f; en z(t;) et t; soit f;(x(t;),t;). Cette notation est moins

ambigiie que celle qui consiste a noter f;(t;).

2. Comme les intervalles [t; 1,t;],1=1,..., N+1 sont variables avec les
parameétres a;, il serait plus approprié de noter x;(t) ou x(t,1) plutét
que z(t), une solution du s.d.h. & = f;(xz,t),i=1,...,N + 1 comme
dans [13]. Cependant ici, nous choisissons d’utiliser x; pour désigner
soit une variable libre, soit z(t;) selon le contexte dans lequel nous

nous trouverons.

Le critere JY & optimiser est alors de la forme :
N+1
JO = Jo(l'o, cey xNJrl’tO’ e ,tNJrl, A1y ... ,a/NJrl) = Z J?(l’ifl,l'i,tifl, ti, ai),
i=1
N t; :
ou J?(xi,l,xi,ti,l,ti,ai) = qﬁi(:ci,ti,ai) + ftifl Ll(l',t)dt, avec (bz et Li, 1 =
1,...,N + 1, fonctions de classe C!.
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Le probleme d’optimisation considéré est le suivant : en supposant les hy-
potheses 4.3.1, 4.3.2 satisfaites, considérons t;, = 1,..., N 4+ 1, comme une
fonction des parametres aq,...,a;, ¢ = 1,..., N + 1. La trajectoire = et, en
particulier xy,...,zn41, est alors déterminée par (4.33) et (4.34). L’objectif
est de trouver les valeurs de ay,...,ay41 qui optimisent le critere J°.

Par la suite, nous nous restreignons a la recherche d’une méthode de calcul
pour la variation dJ° = Zf\zl ‘Z—‘Lfdai. Ici, la notation %, 1=1,...,N +1,

prend en compte de facon directe, la variation de J° par rapport & a;, a savoir

g—f, mais aussi, de fagon indirecte, les variations de J? par rapport a t; et a
x; = x(tj), j =1,...,N+1. L'utilisation d’un algorithme classique de descente

[55], permet de poursuivre la résolution.

4.3.2 Rappel du calcul des variations dans le cas ou il
n’existe pas de commutation

Dans le cas sans commutation (N = 0), le calcul de % est assez direct.
C’est ce que nous montrerons plus loin par la méthode directe, c’est-a-dire sans
introduction du critere augmenté.

Cependant, pour préparer le cas général avec commutations que nous trai-
terons dans le prochain paragraphe, et en suivant [17], nous allons introduire
les parametres de controle Ap(t) et vp. Ainsi, il s’agit ici de faire un calcul de
variations pour le critere augmenté correspondant afin d’obtenir une expression
pour dJ. Cette derniere correspondra a celle donnée par la formule (2.8.8) de
la page 87 de [17] a la différence pres qu’une erreur aura été corrigée (le terme
—L Fl,, dt manquait), que le controle u apparaissant dans le systeme a résoudre
en temps croissant et dans le Lagrangien aura été supprimé et qu’enfin, un
parametre arp € R™F aura été ajouté dans la contrainte finale (qui prend alors
la forme Yp(xp, tp,ar) = 0.

Soient :

(4.36) { Ar(E)
Hp = Lp+ Mo fr,

I’état adjoint et le Hamiltonien du systeme. Avec vr € R, nous définissons le

cout final augmenté @5 de la fagon suivante :
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Par la suite, dans le but d’alléger les notations, l'indice F' sera omis dans les
termes de (4.36), de (4.37) et pour ap, en les conservant cependant pour tp et

xp. Ainsi, les contraintes (4.33), (4.34) prennent la forme :

(438) w(xFatFaa) = 07

(4.39) i = f(x,1).

Puisque nous sommes dans le cas N = 0, cette simplification est aussi valable
(voir paragraphes 4.3.1 et 4.3.3) pour J2 = J°, JL = J! et le critere augmenté
Jr = J définis par :

J? = ¢(xp,tp,a +ft (z,t)dt,
J'=vip(ap,tp, a) +LZF N (f(x,t) — @)dt,
J=J%+ JL

Nous pouvons récrire plus précisément :

tp
(4.40) J=®(xp, tp,a,v) +/ (H(z,t,\) — \Td)dt.

to

d‘] . Pour cela, considérons t, et xg

Calculons a présent, de facon directe,
donnés. La résolution du systeme (4.39) donne xp = x(tr). A l'aide de cette
valeur, la relation (4.38) permet de trouver implicitement ¢y = t(a). Nous

pouvons alors déduire :

A _do | dir 06 (000w 06\ dir
da  da 'r"da ~ Oa Orp Otp  Otp oy da’

et donc, en considérant (4.35), il vient :

dJ° 9 ¢ b N ov\ " oy
aay G (fep D) (2yi2) %

Notons que si tg est fixé, i.e. ©» = tp — cste, la relation (4.41) devient :

dJj’  do 0¢
4.42 = _c_ -
( ) da da  Oa

Cette méthode directe est donc rapide pour obtenir le calcul de %. Cependant,

elle ne pourra pas se généraliser au cas avec commutations. C’est pourquoi ici,
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. . . . 0
nous introduisons un autre raisonnement pour retrouver ’expression de %

(4.41). Pour cela, calculons d.J. A partir des contraintes (4.38), (4.39) et pour

les variations dx, 04 = ox L dty, dtp, dzy, dtp (tg, T variables a priori), nous

calculons :
(4.43)
0D 0P 0D tr (OH
dJ = d dt dap+Li dtp—L, dt —— bz — N6 ) dt.
J orp !EF-I—atF F+8ap ap+L),, dtp—L), o-l—/tO (830 T x)

Dans [17], nous avons dxp = drp — @(tp)dtr ce qui signifie que la variation
totale dxp résulte des variations de trajectoire dx et du temps final dtr sous la
contrainte (4.39). En intégrant par parties I'intégrale de (4.43), nous trouvons :

r (OH Ts. T OOH g T 1tr
/to (%&c—)\ 5:c)dt—/to (g—k)\)éxdt—[)\ o]yl

et ainsi :
(4.44)

—(L + AT f)),, dto + ft';p (%—fj + >\T> Sxdt.

Puis, contraignons A(t) a suivre le systeme dynamique :

oH

(4.45) o

+ AT =0,

et A(tp), v, a travers @, a satisfaire la condition limite suivante :
0P
4.46 — =) =0

De plus, si la contrainte finale (4.38) correspond a un probleme avec un instant

final non fixé, i.e. si Y # tp — cste, alors choisissons aussi la condition :

(4.47) (aq) + H)t = 0.

Otp

'Remarque : cette précision signifie que la variation di n’est pas libre mais contrainte
par la relation suivante, déduite de la linéarisation de (4.34) :

0fi
ox

5z =

(z,t)0x.
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Sinon, si ¢ = tg — cste, comme dtp = 0, il n’y a pas besoin de choisir la
condition (4.47). Dans ce cas, nous choisirons a la place v = 0 comme condition
(4.47). Par ce choix, la relation (4.37) devient ® = ¢ et donne un critere J
dont la variation est en accord avec la relation (4.44).

Remarque 4.3.5

Notons que si tg, xo ne sont pas fixés, a partir de la relation (4.44), nous
avons :
oJ
4.48 = =)\t
( ) al'o o ( 0)7
oJ
4.49 — =-H, .
( ) Oty It o

Si maintenant, nous fixons ¢y et o, les choix (4.45), (4.46) et éventuellement
(4.48) si tp est libre, conduisent a :
od

4.50 dJ = —da.
(4.50) 5 0

A présent, nous allons expliquer comment le calcul de la variation dJ (4.50)
dJo

permet de retrouver I'expression obtenue (4.41) pour dam-

Si ty, o et a sont fixés, les (2n + 2) inconnues z(t), A\(t), v, tp (2n inconnues
x(t), A(t) si tp est fixé) sont généralement données par les 2n équations des
systemes (4.39), (4.45) auxquelles nous adjoignons les 2n conditions aux bornes
issues de (4.46), to, zo donnés et par les deux conditions (4.38), (4.47) (que
nous n’ajoutons pas si tp est fixé).

Ainsi, nous pouvons résoudre ce systeme de (2n + 2) équations a (2n + 2)
inconnues (ou de 2n équations a 2n inconnues), qui inclut les contraintes, de
la fagon suivante. D’abord, a partir des conditions intiales données ty, xg, le
systeme (4.39) peut étre résolu en temps croissant, ce qui nous permet d’obtenir
x(t). Les conditions finales ¢, xp peuvent étre calculées a I’aide de la relation
(4.38). Puis, les équations (4.46) et (4.47) fournissent les valeurs de v et de
A(tr). De la, nous pouvons résoudre en temps décroissant le systeme (4.45),
qui donne A(t).

Les conditions, qui rendent ces calculs possibles, correspondent a la notion de

controlabilité [17]. Pour nous, elles prennent la forme des hypotheses 4.3.1 et
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4.3.2. En outre, comme nous sommes en train de le voir, l’absence de terme
de controle instantané u(t) avant le temps final nous permet d’améliorer cet
algorithme en calculant v et A(tp).

Supposons que tr n'est pas fixé. Une combinaison des relations (4.46), (4.47)

0P 0P
—= _)\T - +H =

c’est-a-dire, en sachant que H = L + AT f :

donne :

Comme ¢ = ¢ + 1), nous obtenons :

D¢ D¢ oY o B
(%H%JFL)W T <—f+—)|w "

Sous les hypotheses (4.3.1), (4.3.2), il vient :

B O O o o\
as v (Zre ar) (i)

Les relations (4.46) et (4.51) donnent :
—1
(452)  AT(tr) = 22 _<a¢ P +L) <3¢f+ 81/1) 2
ltp

83:F 83:F 8tF c%cF 8tF 83:F

\tF
Remarquons que, quand tp est fixé, la relation (4.46) avec ® = ¢, c’est-a-dire
v = 0, donne explicitement A(tz) sans aucune autre condition de controlabilité
que I’hypothese 4.3.1. Ceci veut simplement dire que l'instant ¢y est atteignable
pour le systeme (’hypothese 4.3.2 est également satisfaite).

Grace a I’équation (4.52), nous pouvons retrouver l'expression (4.41) de %.
Pour cela, posons F(x(t),t) = f(x(t),t) — @(t). Les contraintes (4.38), (4.39)
donnent v = 0, dyp = 0, FF = 0, dFF = 0. Nous pouvons alors déduire la
variation de J! = v1) + LZF N Fdt

tp
1 T T T T
dJ' =dvp+vdp + N F, dip — A" F}, dio —i—/t (dN"F — \'dF)dt = 0.
0
De 1a, nous avons dJ° = dJ — dJ' = dJ. Pour des conditions initiales tq, x
données, la variation dJ est donnée par (4.50). Donc, nous avons ici dJ° =
‘g—fda, avec :

o0 _ 00 v o 00 o

%_%—Faa 8a_8a+]/8a'
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Ainsi, si tp n’est pas fixé, la relation pour v (4.51) donne :

dJ° 9 Y Y o o\ Oy

Si tp est fixé, avec v = 0, & = ¢, la relation (4.53) devient :

(4.54) d—JO = %

da  Oa
Ainsi, nous avons retrouvé la relation (4.41). Méme si la méthode utilisée ici
qui conduit a la relation (4.41) est plus compliquée que la méthode directe
que nous avions employée avant, c¢’est par ce moyen que nous pouvons trouver
une généralisation pour le cas avec commutations. Notons que, lorsqu’il n’y a
pas de commutation (N = 0), la détermination de ’état adjoint A(f) par la
résolution de (4.45), (4.52) n’est pas nécessaire pour obtenir (4.53). Ce ne sera

pas le cas lorsqu’il y a des commutations.

Remarque 4.3.6

La condition :

4y

4.55 — =0
(4.55) - =,

explicitée par (4.41), est une condition nécessaire d’optimalité. Cependant,
trouver tp, xr, a avec les relations (4.38), (4.55) et le systeme (4.39), to, o
étant donnés, est une tache difficile en général. C’est pourquoi une méthode

d’optimisation est proposée ici.

4.3.3 Calcul des variations dans le cas général avec com-
mutations

Pouri =1,..., N+1, nous définissons le critere augmenté J; = J;(x;_1, z;, t;_1,t;, a;)
par J; = J? + J! ou J? et J} sont donnés de la méme fagon qu’au paragraphe
précédent 4.3.2 en remplacant respectivement f, v, L, ¢, X\, v, H, ® par f;, ¢,

L;, ¢iy iy viy Hyy @i et to, te, xog = x(to), xp = x(tp) par t;_q, t;, x;1 = x(t;_1),
x; = x(t;). Le critere augmenté s’écrit :

t;
(456) Ji(xifla Ti, ti*la tia ai) = (I)z(xla tia ai) + / (HZ - )\;T.fll')dt,
ti—1
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ou z; et t; sont tous les deux liés a la fois a x;_1 et a t;_; par la contrainte
T = fi(x,t) sur [t;_q1,t].

Nous définissons le critere augmenté global J par J = ZN+1 J;. De méme,
nous avons JO = S0 gt = STV L e qui donne alors J = JO + J.
L’intégration de la contrainte & = f;(x,t) sur [t;_1,¢;] avec W;(x;,t;,a;) = 0
définit, sous les hypotheses 4.3.1 et 4.3.2, les valeurs finales z; = x(t;), t; comme

des fonctions de z;_1, t;_1, a;, soit :
(457) ZT; —ZL‘Z(ZL'Z 1>tz 1,Q ) t —t (xi_l,ti_l,ai).

Ainsi, J; donné par (4.56) est aussi une fonction de x;_i, t;_1, a;, que nous

notons :

t;
Ji(@ica, tion, a;) = @i(wi (251, tica, ai), ti(@ioa, tio, a5), ag) +/ (H; — \Ti)dt.
ti—1

Remarque 4.3.7

Nous omettons, dans la premiere partie de ce paragraphe, les parametres

ai,...,an+1 qui ne jouent aucun role dans les prochains calculs.

Pour i = 1,..., N + 1, définissons L(xi,l,xi,ti,l,ti) = ~i*(xi,1,tl-,1) par les

relations de récurrence décroissante suivantes :

(4.58) Inr(en, engn, i tvg) = In(en, Tyt ),

etVi<n:

(450) { {(xz 1, T tict, N) Ji(xi1, iy tiq, )‘i‘JZH(%, i),
JH i, tiq) = Ji(mimg, m tiog, t).

De plus, introduisons P, pour i =1,..., N + 1, de la fagon suivante :

L’équations (4.56) peut se récrire

t;
(4.60) Ji(@i 1, i, i1, t) = Oy, t )+/ (H; — \'i)dt.
ti—1
De 13, l'application de (4.48), (4.49) & J;,, sur [t;,t;11] donne les relations
sulvantes :
T a i+1

ox;
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0t

(462) HiJrl\ti - at

Notons que la considération de J;1; au lieu de J; | n’aurait pas permis de tenir
compte de la dépendance de z;,1, t;11 en z;, t; pour ces dérivées partielles.

Remarque 4.3.8

Si t; est fixé alors nous obtenons la méme conclusion mais sans la relation

(4.62).

De plus, les relations (4.45), (4.46), (4.47), dans le cas particulier i+1 = N +1,

appliquées a jN+1 = Jnu1 sur [ty, tyy1], conduisent & :

OH .
(4.63) 8];“ + )‘%H =0, pour ty <t <tyy1,
(4.64) OPyi1 _yr =0,
3$N+1 |
tN+1
(4.65) 01 =0.
aiENJrl |
tN+1

Comme nous 'avons noté au paragraphe précédent, la derniere relation (4.65)
est remplacée par vy = 0 (4.65) si ty4q est fixé.

De la méme facon, les relations (4.45), (4.46), (4.47), appliquées a J; sur
[ti—1,t;], compte tenu de (4.60), donnent :

H. .
(4.66) L +A'=0, pour t;_, <t <t
or
oD, oD, oJ;
4. ANt = 225 (s 1) = — (s 1 L (et
(167) (1) = Gy (an ) = Gt (o t) + 5 ),
P, 0P, o.J
468 Hz = —— i tz = — : i tz - il i tz .
(1.68) L = et =~ 5 ) - St

Puis, la comparaison de (4.61), (4.67) d'une part et de (4.62), (4.68) d’autre

part, conduit aux relations suivantes :

00,
(4.69) A () = A () + %(% ti),
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09,

(4.70) H; =

= Hipy, — (@i, ti),

It;

pourz=1,..., N.

Notons également que si ¢; est donné alors les relations (4.68), (4.70) sont
remplacées par v; = 0 (4.70).

Les formules (4.69), (4.70) ainsi obtenues, posent toutefois un probleme. En
effet, considérons (4.66), (4.67), (4.68) a l'ordre supérieur qui donne A;;; sur
[ti,t;11] par application de (4.45), (4.46), (4.47) & Jiy1. Cela définit A4y (t;),
Hiﬂ‘ti que nous ne pouvons pas identifier de facon nécessaire aux expressions
correspondantes données par (4.61), (4.62). En effet, ces dernieres ont été obte-
nues par application de (4.48) et de (4.49) sur [t;, t;11] & un critere J;,, différent
de jl-+1. C’est pourquoi faire coincider ces deux expressions est un postulat, et
non pas un résultat. Mais ce postulat a du sens puisqu’il repose sur le résultat
d’existence et d’unicité pour le probleme de Cauchy associé a une équation
différentielle avec une condition au bord fixée [64]. Cela motive la définition
suivante de 1’état et des parametres adjoints :

Définition 4.3.9

Nous considérons le probleme d’optimisation posé au paragraphe 4.3.1.

Soient ay,...,any1 des parameétres fixés et ty, o des conditions initiales
données.
Nous définissons I'état adjoint \; sur Iintervalle [t;_q,t;],i=1,...,N +1,

et les paramétres adjoints v;, i = 1,..., N + 1 de la facon suivante :

1. Nous résolvons le systéme en temps croissant (4.34) pouri = 1,..., N+
1. Dans le méme temps, les suitest;, x;,1 = 1,..., N+1, sont calculées

par les contraintes (4.33).

2. Puis, a partir de ty.1, xny1 Obtenus, le systéme formé des équations
(4.63), (4.66) est résolu en temps décroissant pour i = N,...,1. En
méme temps, les suites v;, \i(t;), i = N+1,...,1, données par (4.64),
(4.65) et par les conditions de saut (4.69), (4.70) peuvent étre cal-

culées.

Cette définition est conforme aux expressions données dans [17], [28]. Ici, I'ori-
ginalité est l'interprétation récursive du résultat classique exposé au para-
graphe 4.3.2 qui permet l'introduction a priori des conditions de saut (4.69),
(4.70).

A présent, pour montrer clairement l'intérét de la définition 4.3.9 pour la
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résolution de notre probleme d’optimisation, explicitons la variation dJ° =
ZN+1 8J°

(3 1 a

Pour cela, considérons to et xg des conditions initiales données. Les mémes
calculs que ceux présentés dans le cas sans commutation au paragraphe 4.3.2
donnent dJ! = 0 et donc dJ° = dJ — dJ* = dJ.

En adaptant I’équation (4.44) au cas pour lequel il existe des commutations,

nous obtenons l'expression suivante de la variation d.J en z(t), donnée par la
définition 4.3.9 :

dl =T al= TG - A7) deet (Gt H) it + Garday

AN (tima)daig — Hy,  dtia+ f:ll <% + )\ZT> dxdt]

- (o) (3 ) B 1
+ ZZ o <)\H_1( i)drv; — Hiy, dt) = M (to)dzo — Hl\zo dto

+ 2 (Walt) = AT (@) +
+ ftt ( BHZ + AD)oxdt) + (gfﬁﬁ - )‘%+1(tN+1)) donir + <£Ni11 + HN’Ll‘tNH) At

+ [ (e AT )t

D, o 0P,
(9:)31') dl’l — <Hi+1\t~ — Hi\t~ — <9_tZ> dtz + da; dal-

A partir de 13, en prenant en compte les relations (4.63), (4.64), (4.65) et
(4.66), (4.69), (4.70), il vient :

N+1

daJ’ d D,
(4.71) =dJ = Z dal, et donc : S _ 4 _ 9%

dai _%_ 8az~’

ou la dérivée d%_ est a comprendre au sens précisé a la fin du paragraphe 4.3.1.
De la, puisque ®; = ¢; +v;1;, i =1,..., N+ 1 et a l'aide de (4.33), nous avons
pouri=1,....N+1:

dJO B Ekbz V@@Z)Z dl/li/} 8gbl Ty awl
dai - 8ai Z@ai dai ' 8 Zaal

L’existence des suites v;, \;(t;), i = 1,..., N +1 dans la définition 4.3.9 est liée
aux conditions de controlabilité citées au paragraphe 4.3.2. Comme mentionné

dans [17], la détermination de ces suites est essentielle pour assurer Uefficacité
de I'algorithme donné dans 4.3.9 ce qui est une difficulté en général. Dans notre

cas, I’absence de terme de controle instantané u(t), en dehors des instants de
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commutation, nous permet d’obtenir v;, \;(¢;),7 = N+1,...,1 et les conditions
de controlabilité et donc, rend 'algorithme efficace.

Pour vny1, Anvy1(tns1), les mémes calculs que ceux effectués au paragraphe
4.3.2 donnent les relations suivantes. Si ¢y, n’est pas fixé, i.e. ¥ny1 # tyi1—
cste, alors, nous avons :

(4.72)

0 0
Upil = — On+1 fne1 + On+1 + Ly
Or N1 Ot N4t

En revanche, si ¢ty est fixé, i.e. Y11 = tny1 — cste, alors nous remplacons
(4.72) par vy+1 = 0 (4.72). Dans tous les cas, An41(tn+1) est donné par (4.64),

A Savoir :

(a@/)NH

‘tN-',-l

(4-73) )‘N+1(tN+l) =

De plus, pour i = N, ..., 1, une combinaison des relations (4.69), (4.70) en ;,
x; = x(t;), donne :

0P,

ot;

0P;
A fi— —)\ZTH Z_Hi+1+%fi+
Puisque [’IZ = LZ + )\@sza (I)Z = (bl + Viwia il vient :

L; — L1 + )\g:rl(fi — fix1) + ¢ fz ?;fl (3% fi+ aa@fz) =0.

Sous les hypotheses 4.3.1, 4.3.2, nous pouvons déduire pour i = N, ..., 1:
(4.74)

_ (L 00 08N (O Ow\Th
Vi = — (Lz Livi + A (fi = fz+1)+a—xifz+ E%Z-) (8xz~fl+ E%Z-) en ti, Ti.

Cette expression est valable pour t; libre i.e. 1); # t; — cste. Sinon, si t; est
fixé, i.e. 1; =1t; — cste, alors (4.74) est remplacé par v; = 0 (4.74). Dans tous
les cas, A;(t;) est donné par (4.69), a savoir, pour i = N,...,1:

+ Z .
ox; o0x;
Ainsi, les relations (4.72), (4.73), (4.74), (4.75) et une récurrence décroissante,
nous permettent de déterminer v;, A7 (¢;), 7 = N+1, ..1 en utilisant (4.66) pour

(4.75) Ai () = A (t) +

calculer A\, (¢;) & chaque itération. Tout ceci est obtenu sous les hypotheéses
4.3.1, 4.3.2 qui sont des conditions suffisantes de controlabilité.

Nous concluons finalement :
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Théoréme 4.3.10

Nous considérons le probleme d’optimisation posé au paragraphe 4.3.1.

Soient ay,...,any1 des paramétres initialisés et ty, x¢ des conditions ini-
tiales données. Supposons également les hypotheses 4.3.1, 4.3.2 satisfaites.

L’algorithme de calcul pour la variation :

N+1
dJ°
dJ = da;

en ay,...,an+1, ou le symbole % indique qu’il faut tenir compte des
1

dépendances directes et indirectes, est le suivant. Nous obtenons x(t),
A(t) avec la définition 4.3.9. Dans cette résolution, les suites t;, z;, i =
1,...,N + 1 des états et instants de commutation sont calculées et la
détermination des suites v;, A\;(t;), i = N +1,...,1 est rendue plus fa-
cile si les relations (4.72), (4.73), (4.74), (4.75) sont utilisées. Alors, nous

pouvons déduire :

4’ ¢ O

dai aai g !

aai ’ ’

(4.76) SN+ 1.

Enfin, a I'aide de ce gradient du critere, nous appliquons une méthode de

descente pour obtenir les résultats optimaux.

Ce résultat, obtenu en s’appuyant sur [17], généralise ce qui est donné dans
[16] o les auteurs n’ont traité que le cas © = fi(z), ¥i(xs,a;) = 0, J? =
ftiil L;(x)dt et ou I'interprétation de ’état adjoint A(t) n’était pas clairement
donnée en terme de controle (le critere augmenté J n’est pas considéré).

De plus, ce résultat est intéressant dans la mesure ou une grande diversité
d’applications peut venir illustrer cette théorie.

Par la suite, nous proposons trois applications plus ou moins classiques [58] :

1. Toptimisation de cycles limites pour le thermostat a résistance d’antici-

pation introduit au paragraphe 2.1.2,

2. l'optimisation d’instants de commutation pour un probleme de minimi-

sation de temps pour une voiture a deux rapports de transmission [32],

[37],

3. 'optimisation de regles de commutation pour un probleme d’obstacle

mobile a éviter pour un robot [8], [28].



4.3. Optimisation des surfaces de commutation 181

4.3.4 Optimisation de cycles limites : application au
modele du thermostat a résistance d’anticipation

A. Présentation du probleme d’optimisation

Pour I'application de I'algorithme du théoreme 4.3.10, nous choisissons les

valeurs numériques du tableau 4.3 en négligeant toujours le terme e de la

matrice A.
1 — 1 1 — 1 _ P _ P
a= Rtthh b _ Rch c= Rch d _ Rme pth — ﬁ pc — @ ee
1073 2.81.107% | 11.1073 2.107° 3.5.1073 10~1 274

TAB. 4.3 — Valeurs numériques choisies pour l'application de l'algorithme
donné dans le théoréme 4.3.10 au modele du thermostat a résistance d’an-
ticipation

Ici, nous considérons deux modes de chauffage : par exemple, un de jour et un
de nuit. Chacun de ces modes possede son propre seuil inférieur (6; pour le
jour, 05 pour la nuit) et son propre seuil supérieur (6, pour le jour, 6, pour la

nuit). Le passage du mode jour au mode nuit s’effectue au temps ¢ = 20000 s.

La figure 4.7 correspond a la simulation des variations de la température du
thermostat (les plus grandes) et de la température de la piece. Elle a été obte-
nue a 'aide de Matlab, pour tg = 0, et pour les valeurs initiales des variables
d’état X (tg) = (288 288 288)T et des seuils de commutation 6, = 293 K,
0y =294 K, 03 =290 K, 6, = 291 K.

Le probleme d’optimisation est le suivant : comment peut-on choisir les seuils
de commutation du thermostat (supposés non fixés) 6;, ¢ = 1,...,4 pour ob-

tenir :

1. aux instants de commutation impairs (représentés par les étoiles les plus
hautes sur la figure 4.7), une température pour la piece la plus proche
possible des températures désirées 6, = 293 K (pour le jour), 6, = 290.5
K (pour la nuit),

2. dans le méme temps, une température moyenne pour la piece aussi proche
que possible de la température moyenne désirée 6;, = 292.5 K (pour le
jour), 64, =290 K (pour la nuit) ?
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Simulation avant optimisation : thermostat (+), piece (*)

n

©

r
T

D>
c
=

n
©
=)

=

Température

. du thermostat

r

@

)
T

Température /'

de la piéce

Températures (K)
n
<

290

289

288
0

x 10"

F1G. 4.7 — Simulation de la température du thermostat et de la piece pour les
valeurs du tableau 4.3 avant optimisation

B. Calcul du gradient - Minimisation du critere

Ici, d’apres I'analyse réalisée dans la partie 2.2 et la figure 4.7, la trajectoire
X (t) semble converger vers un cycle limite. De plus, en utilisant les notations
du paragraphe précédent, nous considérons le critere augmenté suivant J =
SOV J; avec

o
N +1

t;
Ji =q (YXi—06,,)* + ViN:— 1(DXZ~ — a;) + tNlﬂ /t 1(H¢ — MX5)dt,
ou :
— q; = 0 si 7 est pair et ¢; = 1 si ¢ est impair,
- D=(100),Y=(010),
0, siest pairet j =1
Oy si ¢ est impair et j = 1
i = 03 si i est pair et j = 2
04 si i est impair et j = 2
~ Hi=Li+ X fion Ly = B(YX; — 64,), fi = AX; + ¢;B + C,
—a+08=1a>0,0>0,
— 7 =1sit; <20000 et j =2 sit; > 20000.
Ainsi, J est vu comme une fonction des seuils 61, 05, 03, 6,. Nous pouvons, a
partir de la, appliquer 'algorithme du théoreme 4.3.10 :
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1. Dans un premier temps, nous résolvons, en temps croissant, le systeme
différentiel X = f(X,t) donné au paragraphe 2.1.2 par (2.3). En méme
temps, nous calculons les instants de commutation ¢;, les valeurs des
variables d’état en t;, ainsi que le temps et ’état finaux.

2. Puis, nous résolvons le systeme (4.66) en temps décroissant donné expli-
citement ici, pour v =N +1,...,1, par :

N o= =ATA = (028(YX; —6,) 0),
avec j = 1 si t; < 20000 et 5 = 2 si t; > 20000. Dans le méme temps,
nous pouvons définir v;, \;(t;), i = N+1,...,1, al’aide de (4.72), (4.73),
(4.74), (4.75) qui correspondent ici & :

( UNy1 = —D]\;]tl (QN+1]\?—11(YXN+1 - 9uj)YfN+1 + Y Xy — de)z)

+1

vy = =BV Xi = 04,)* = (YXi1 — 04,)%) + Ny (fi = fin)
+qu2—j_ll(YXz - euj)Yfz)a

M (tvin) = avin 5 (Y X v — 04)Y + v i

A () =N (t) + a2 (VX = 0,,)Y + 75D,

\
ol k =1 sit;11 < 20000, k = 2 sinon.
3. De la, a partir de (4.76), nous pouvons calculer :

dJO V;

=— =1, N+1
do,  Ny1 T oot

En regroupant ces termes selon les valeurs des instants de commutation
ti; it = 1,...,N et selon la parité de ¢, nous obtenons le gradient du
critere. Ceci nous donne alors la possibilité d’appliquer une méthode de

descente pour déterminer une solution optimale a notre probleme.

L’utilisation de Matlab, et plus particulierement de la fonction fmincon, pour
appliquer notre algorithme en partant des valeurs initiales « = 3 = 0.5, 6, =
293 K, 05 = 294 K, 03 = 290 K, 6, = 291 K, donne a la sortie de la boucle

d’optimisation, apres treize itérations, les valeurs optimales suivantes :
(01, 04,03,0,) = (292.32,293.744,290.149, 291.249),
{ JO = 18.5046.
La figure 4.8 met en évidence les variations des températures du thermostat

(les plus grandes) et de la piece apres optimisation.

Initialement (figure 4.7), nous avions :
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Simulation apres optimisation : thermostat (+), piece (*)
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Fi1G. 4.8 — Simulation des températures du thermostat et de la piece apres
optimisation

- |YX; —0,,| ~0.2872, |YX; — 6,,] ~0.1378,

— |0, — 04,| ~0.4371, |0,,, — 04,| ~ 0.0132,
avec 0,,, et 0,,, qui correspondent respectivement aux moyennes de la température
de la piece pour ¢ < 20000 et pour ¢t > 20000.
Apres optimisation (figure 4.8), nous obtenons :

- |YX; —0,,| ~0.0222, |YX; — 60,,] ~ 0.0865,

— |0, — 04, | ~ 0.0362, |0,,, — Oa,| ~ 0.2058.
Seul ce dernier résultat n’est pas amélioré, ce qui peut s’expliquer par le fait
qu’il y a deux demandes pour 'optimisation, I'une portant sur la température
de la piece aux instants de commutation impairs, et I'autre portant sur sa
moyenne. Ainsi, 'amélioration d’une de ces demandes peut se faire au détriment
de l'autre.
De plus ici, numériquement, avec les simulations, nous n’avons pas rencontré de
probleme de discontinuité au moment du passage du mode de chauffage de jour
a celui de nuit. Cependant, il faudrait peut-étre étudier de plus pres ce qu’il
se produit vraiment, de fagon théorique, a cet instant [31]. En effet, la faible
amélioration ici de l'objectif est peut-étre liée a la discontinuité et le résultat
peut alors étre faussé. C’est pourquoi il serait intéressant de comparer cet
exemple avec celui oll nous ne considérerons plus qu’un seul mode de chauffage.

Ceci pourra étre fait lors de prochains travaux.
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4.3.5 Optimisation des instants de commutation. Appli-
cation au modele d’une voiture a deux rapports de
transmission

A. Présentation du probleme d’optimisation

Pour cette application plus classique, nous nous appuyons sur [37] et considérons

le modele d’'une voiture a deux rapports de transmission régi par le systeme

suivant :
.I"l = T2

(4.77) iy = L (—cxy + kas)
Ty = —wo%lu,

ou ¢ = 1,2. Dans [37], les auteurs montrent que le probleme pour trouver
laccélération optimale u € [—0.1,1.1] est essentiellement un modele de type
bang-bang, ce que nous supposons ici. Nous choisissons ainsi u € {—0.1,1.1}.
De plus, les trois états continus du systeme représentent respectivement la
position de la voiture (z7), la vitesse de la voiture (x2) et le déplacement
angulaire de son arbre de transmission (z3). La fonction g,, tracée sur la figure
4.9, correspond a lefficacité de la vitesse ¢. Enfin, les constantes m (masse de
la voiture), ¢ (amortissement du aux frottements) et k (constante de I’arbre

de transmission) sont prises égales a 1 sans perte de généralité.

Values of g1 and g2

F1G. 4.9 — Comportements de g; (trait plein) et de go

Le probleme d’optimisation que nous voulons résoudre, est ici le suivant.
D’abord, contrairement a [37], nous imposons des régles naturelles pour 1’évolution

de la voiture qui sont répertoriées dans le tableau ci-apres.



186 Chapitre 4. Optimisation paramétrique

[to, t1] [t1,to] [t 3] [t3,t4]
[t4, t5] (s, tol [te, tal [t7, ts]
Action Accélération | Accélération Freinage Freinage
Vitesse 1ére 2nde 2nde 1 ere
Ici, l'objectif est d’optimiser les temps de commutation ¢;, ¢ = 1,...,7 et

le temps final g pour, dans un premier temps, arréter la voiture aussi pres
que possible d’'une premiere destination choisie (z; = 0), puis, dans un se-
cond temps, apres un nouveau démarrage, pour arréter la voiture aussi pres
que possible d'une seconde destination choisie (z; = 5) et ce, dans un temps

minimum.

B. Calcul du gradient - Minimisation du critere

iy Cs . N+1
Nous considérons le critere augmenté J = ZZ:J{ Ji, N =17, avec :

2 ti —a h '
A (ﬂ—%) TR +/ (H; — \TX)dt,
ti—1

N+1\6 N+1

avec :

— 0 = 50 est 'amplitude de changement tolérable,
0.8 pour 2z =1,5

1.2 pour ¢ = 2,6

- Vg = 9 .
0.2 pour i = 3,7
0 pour ¢z =4,8
ou les vy, i = 1,...,8 correspondent aux vitesses recommandées pour

passer de la premiere a la seconde ou de la seconde a la premiere.
—a;=t;,1=1,...,8,
— Hi =L+ X' fiou L; = B(z3(t) + 23(t)), i = 1,...,4, Ly = B((z1(¢) —
5)2 4+ 23(t)),i=5,...,8, fi = AX; avec :

0 1 0
A= 0 -1 1
0 —gqu O

avec v = 1.1 pour ¢ =1,2,5,6, w = —0.1 pour © = 3,4, 7,8, g, = g1 pour
1=1,4,5,8, 9, = g2 pour i = 2,3,6,7,
—a+p=1a 3>0.
Ainsi, comme pour le probleme lié au thermostat a résistance d’anticipation,

nous appliquons l'algorithme du théoreme 4.3.10.
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1. Dans un premier temps, nous résolvons le systeme (4.77) pour définir les

états et les instants de commutation ainsi que 1’état et I'instant finaux.

2. Puis, nous résolvons en temps décroissant, a partir de tg, le systeme

adjoint (4.66) qui est donné plus précisément ici par :
A = =ATA = (26(x1(t) — d) 2625(1) 0),

outé€ [tir1,t{,d=0pouri=1,...,4,d=5pouri=>5,...,8.

Dans le méme temps, nous calculons les suites v;, A\;(t;) données par
(4.72), (4.73), (4.74), (4.75), ce qui donne ici pour i = N,...,1:

e

vvir = =8 (0 (255 — ) 0)fvsr + Bl (twsr) = 5)° + 2B(tw))

v = =8(B((@1(t) — d) + a3 (t:) — (21(tisn) — do)?® — a3 (i)
T (i = firn) + (0 §(552 = vg,) 0):)

Mo (tva) = (0 § (255 — vg,,,) 0)

L AT (1) = M () + (0 § (2252 = vg,) 0),

oud=0pours=1,....4,d = 5 pour v = 5,...,8, do = 0 pour
1=1,...,3,dy=>5pouri=4,... 7.

3. Alors, nous pouvons déduire, a I’aide de (4.76) :

dJZO . V;
dal- - 8’

qui est le gradient du critere.

De la, nous appliquons une méthode de descente pour déterminer la solution
optimale. Nous utilisons la encore Matlab et la fonction fmincon avec les valeurs

initiales @ = 3 = 0.5 et les valeurs des ¢;, i = 1,...,8 du tableau ci-apres.

ti ta |tz ta |ts |te |tz |ts
1.6 |44 |64 |85 |106 |13.1] 143|158

L’algorithme converge apres dix-sept itérations et donne finalement les valeurs

optimales suivantes :

t to ts ty ts te ts ts JY
1.26 |4.77 [6.43 |8.28 [10.09]13.21| 14.32| 15.81| 71.358
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Trajectoires de la voiture

trajectoire
optimisée

Vitesse

trajectoire
initiale

Distance parcourue

F1a. 4.10 — Trajectoire optimale (trait plein) et trajectroire initiale pour la
voiture a deux rapports de transmission

La figure 4.10 montre la trajectoire de la voiture dans le plan de phases de
x1 et de x9 avant optimisation (courbe tracée en pointillés) et apres optimi-
sation (courbe tracée d’un trait plein). Les étoiles indiquent les instants de

commutation et 'instant final.

Le temps ici n’est pas réduit par rapport au temps final initial mais I’optimisa-
tion permet, pour un laps de temps similaire, d’emmener la voiture plus proche
des deux destinations x; = 0, x; = 5 souhaitées. En effet, avant optimisation,
la voiture s’arréte une premiere fois en x; = —0.128 (|04 0.128| = 0.128), puis
une seconde fois en x; = 4.587 (|5 — 4.587| = 0.413). Apres optimisation, la
voiture s’arréte une premiere fois en ;7 = —0.042 (|0 + 0.042| = 0.042) et une
seconde fois en 27 = 5.303 (|5 — 5.303| = 0.303).

Outre I’hypothese que nous avons faite qui simplfie le probleme a propos
du controle u de type bang-bang, cet algorithme est numériquement moins

couteux que celui utilisé dans [37].
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4.3.6 Optimisation de regles de commutation. Applica-
tion a la robotique

A. Présentation du probleme d’optimisation
Nous nous appuyons ici sur [16] et considérons le systéme :
& = wvcos()
(4.78) § = vsin(Q2)
Q=w,
ou (z,y) est la position du robot, {2 est son orientation, w et v sont respective-
ment les vitesses angulaire et de translation controlées. De plus, nous supposons
que le robot peut bouger selon deux modes : un, que nous appelerons le mode

”approche de la cible” (Mode 1), 'autre que nous appelerons le mode ”obstacle

a éviter” (Mode 2). Ces deux modes sont respectivement donnés par :

v=1
Mode 1 :
ode { w=Cr(S - 9), avee O, = arctan (122 )

v=1

w = Cy(2 —Q,), avec ), = arctan <M) )

To—T

Mode 2 : {

Le point (z.,y.) définit la position de la cible que le robot doit atteindre et
(20, Yo) définit la position de I'obstacle que le robot doit éviter. Ici, contraire-

ment & [16], nous choisissons un obstacle mobile qui suit le cercle d’équation :
(2o = 1)" + (o — 1)* = (0.3)* = 0,
ou z, et y, sont donnés en fonction du temps par :

zo(t) = 0.3 cos(t) + 1
{ Yo(t) = 0.3sin(t) + 1.

Le passage entre les deux modes se fait en définissant, pour chaque position

de l'obstacle, deux surfaces de commutation d’équations :
@/)z‘(%yaaz‘) = (IE - xo)2 + (y — y0)2 - a?, 1=1,2.

D’abord, le robot évolue en mode 1 jusqu'a ce qu’il atteigne la surface de
commutation de rayon a;. Alors, il passe en mode 2. Il suit ce mode jusqu’a

ce qu’il franchisse la surface de rayon as et la, revient en mode 1.



190 Chapitre 4. Optimisation paramétrique

Le probleme d’optimisation a résoudre est alors le suivant : comment pouvons-
nous choisir les rayons a;, ay pour que le robot atteigne la cible fixe en mini-

misant la distance parcourue tout en évitant ’obstacle ?

B. Calcul du gradient - Minimisation du critéere

N+1 g

Toujours en suivant [16], nous considérons le critere augmenté J = > .77 J;

N =2, avec :
t; .
Ji=la = n - = a)+ [ (H= A
ti—1

ot H; = L; + M\I'f; avec L; = (v, — )% + (ye — y)* + Be—ol(@o=)*+(yo—y)*)
fi = (vcos(R2) vsin(N2) w)T.

De plus, nous choisissons les valeurs numériques suivantes : a = g = 10,
Cy=1.2,Cy=0.5, (z,y.) = (3.5,2.5).

A partir de la, comme pour le modele du thermostat a résistance d’anticipation
et pour celui de la voiture a deux rapports de transmission, nous pouvons

appliquer l'algorithme du théoreme 4.3.10.

1. Premierement, résolvons en temps croissant le systeme (4.78) pour déterminer

les états et les instants de commutation ainsi que ’état et I'instant finaux.

2. Puis, résolvons le systeme adjoint (4.66) en temps décroissant qui est

- af; oL; 0L;
T _ _\T (. 7 7
A=A 0X (890 dy O)

donné ici par :

avec :
% — (e — ) + Bz, — )e- oo Ho)
G = 2((y = ) + af(y, — y)elrem e HemD),

ou, si le robot opere en mode 1 :

Ye—y T
0 0 Gy
af’t _ 0 O C Le=T
oxX T o=+ (ye—v)? ’
—vsin(2) wvcos(Q) -

et si le robot suit le mode 2 :

_ Yo—Y
0 0 02 (To—)2+(yo—y)?
afl _ 0 0 C Lo—X
ox 2(@o—2)2+(yo—y)?
—vusin(§2) v cos(2) Cy
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Dans le méme temps, calculons les suites v;, A\;i(t;), i = 3,...,1, données

par (4.72), (4.73), (4.74), (4.75). Nous obtenons :

(v3 = —((ze — 23)% + (Yo — y3)? + Be((@o(ta)=a)* +(vo(ta)=y3)))

(2v cos(Qs) (23 — 2o(ts)) + 20sin(An+1)(ys — Yo(ts))) !

Vi=1,2, v = —((xc — 2:)? + (ye — y;)? + Be~(@o(ti) =) +(yo (t:)=v:)*)

—(ze — 30i+1)2 — (ye — yi+1)2 — 5e*a((wo(ti+1)*$i+1)2+(yo(ti+1)*yi+1)2)

X (fi = figr).

{(2vcos(%) (i — 2o (ti)) + 2vsin(Q) (yi — Yo(ti)) — 2(x — o), (t:) — 2(y — Yo)yo(t:) 1,

A§ (t3) = 2vs((z3 — 2o(t3)) (y3 — Yol(ts)) 0)

L Vi = 1,2, AT (t:) = My (8) + 2vi((2 — 20(t:)) (3 — yo(t:)) 0).

3. Enfin, I’équation (4.76) conduit ici a :
dJy?
da;

qui est le gradient du critere.

= —2v;a;,

De la, nous appliquons une méthode de descente pour déterminer la solution
optimale a notre probleme. Nous initialisons a; et as respectivement a 1.08
et 1.30. Apres trente-deux itérations, l'algorithme converge vers la solution

optimale et donne finalement :

a; = 1.1227
ag = 1.3227
JO = 22.9423.

Les figures 4.11 illustrent, a gauche, la trajectoire du robot avant optimisation
et a droite, la trajectoire du robot apres optimisation. L’algorithme a permis
de rapprocher le robot de la cible. Numériquement, nous obtenons comme
ordonnée finale pour le robot y(t3) = 2.6476 avant optimisation et y(t3) =
2.5895 apres optimisation.

La mobilité de I'obstacle nous empéche de comparer nos résultats a ceux de
[16]. Par la suite, il serait intéressant, pour cette application par exemple, de
considérer une trajectoire plus complexe pour I'obstacle et également, d’étudier

le cas ou la cible n’est plus fixe mais est aussi mobile.

C. Remarque

Cette application a la robotique est 'occasion de souligner une limitation

théorique pour I'algorithme proposé dans le théoreme 4.3.10. En effet, celui-
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, Trajectoire du robot avant optimisation Trajectoire du robot aprés optimisation
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Fi1a. 4.11 — Trajectoires initiale (a gauche) et optimale (a droite) du robot
devant éviter un obstacle mobile pour atteindre une cible fixe

ci a été obtenu sous ’hypothese 4.3.2 qui suppose %‘f f% + %\ZZ’ # 0, ce qui
revient a dire que la trajectoire z(t), solution de (4.34) ne tangente pas la
surface mobile (4.33) a 'instant du contact. Cette situation correspond a une
discontinuité du critere relative a la séquence des commutations considérées.

En effet, d'un point de vue numérique, une commutation peut étre "manquée” :
la trajectoire x(t) qui tangente W, = 0 peut "traverser” cette surface de fagon
fortuite, par exemple, par dépassement de la précision numérique retenue, ce

qui revient a ne pas détecter la condition de commutation.

L’algorithme d’optimisation des surfaces de commutations fixes ou mobiles
et l'utilisation d’une méthode de descente ont permis d’obtenir des résultats
relativement satisfaisants pour nos problemes. Cependant, I'usage de méthodes
de tir et d’algorithmes dits de ”détection” [47] pourrait nous donner la possi-
bilité d’améliorer encore l'efficacité algorithmique et la précision.

Aussi, la comparaison des deux méthodes numériques et ’application de métho-

des de tir sont des pistes de recherche pour la suite.
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Conclusion et perspectives

5.1 Conclusion

Les paragraphes 2.1.2 et 2.1.3 ont eu pour but de répertorier, de facon non
exhaustive, quelques applications liées au modele mathématique général étudié
et présenté au paragraphe 2.1.1. Ils soulignent ainsi la richesse des applications
existant dans différents domaines industriels (thermique, électronique) et sur-
tout étendus a plusieurs dimensions (ici, de la dimension un a la dimension
six par exemple). Nous avons choisi, tout au long de I'exposé, 'application,
assez originale et de dimension trois, du thermostat a résistance d’anticipa-
tion et celle, plus classique et de dimension quatre, du convertisseur statique.
L’analyse de cette classe particuliere de s.d.h. a été réalisée suivant le schéma
5.1.

Ainsi, apres avoir introduit le modele mathématique général, une méthode,
différente de celle de [86], a été proposée pour la détermination des équations
de cycles de n’importe quelle période k, k > 1 (paragraphe 2.2.1). Elle semble
posséder 'avantage, sur la méthode présentée en [86], de prendre moins de
temps avec le calcul formel et le logiciel Maple.

De plus, deux méthodes équivalentes (paragraphe 2.3.3) pour l'étude de la
stabilité des cycles ont été présentées : la méthode de ’application de Poincaré
adaptée aux systemes hybrides, qui revient a calculer les valeurs propres de
la matrice jacobienne de I'application de Poincaré [23], [33] (paragraphe 2.3.2)
et la méthode des transformations ponctuelles d’Andronov [49], qui revient,
quant a elle, a calculer les racines d'un polynéme (paragraphe 2.3.1).

A partir de la, deux directions différentes ont été étudiées : d’une part celle

des bifurcations et du chaos (chapitre 3), d’autre part, celle de 'optimisation

193



194 Chapitre 5. Conclusion et perspectives

Modéle mathématique général
+ exemples d’applications

Détermination des équations
de cycles de période k, k 21

Etude de la stabilité des cycles
de périodes 1 et 2

Recherche de bifurcations
Etude des comportements chaotiques

ey e

Optimisation paramétrique

Bifurcation Bifurcation Propriétés Optimisation de la | [ Optimisation Optimisation
nceud-selle doublement || des systémes pU'SSIa”f{e ,d?"Vree des cycles des surfaces de
Ari : par la résistance limites :
de période chaotiques ' anticipation commutation

F1G. 5.1 — Schéma suivi lors de I’étude de la classe de s.d.h. régis par le systeme
différentiel (2.1)

paramétrique (chapitre 4).

La premiere a permis de souligner I'existence de bifurcations pour le modele
mathématique étudié (paragraphes 3.1, 3.2) et aussi de vérifier certaines pro-
priétés des systemes chaotiques (paragraphe 3.3) comme la sensibilité aux
conditions initiales (paragraphes 3.3.1 et 3.3.2).

La seconde nous a donné la possibilité de résoudre des problemes d’optimisa-
tion d’intérét industriel. Ainsi, une recherche des valeurs optimales de la puis-
sance délivrée par la résistance d’anticipation (paragraphe 4.1) et des seuils de
commutation du thermostat (paragraphe 4.2) a été réalisée. De plus, un algo-
rithme d’optimisation de parametres de controle de surfaces fixes ou mobiles a
été développé (paragraphe 4.3). Il a ensuite pu étre appliqué a I'optimisation
des seuils du thermostat pour un mode de jour et un mode de nuit (para-

graphe 4.3.4), a optimisation des temps de commutation pour une voiture a
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deux rapports de transmission devant atteindre deux destinations différentes a
la suite, en s’arrétant a chaque fois, et ce en un minimum de temps (paragraphe
4.3.5). Enfin, la derniere application concerne I'optimisation des rayons d'un
cercle, ce dernier étant la trajectoire d'un obstacle qu'un robot doit éviter en
vue d’atteindre une cible fixe (paragraphe 4.3.6).

Ces travaux montrent donc l'intérét de ’étude de cette classe particuliere de
s.d.h. en pointant le fait que, malgré une certaine simplicité du modele, le
systeme peut avoir des caractéristiques de systemes chaotiques et également,
faire I'objet de nombreux problemes d’optimisation, intéressants d’un point
de vue industriel et notamment, d’un point de vue économie d’énergie. Ces

travaux offrent également de nombreuses pistes de recherche.

5.2 Perspectives

— Concernant la partie analyse, les conditions d’existence de commu-
tation sur les seuils (paragraphe 2.4) semblent pouvoir étre généralisées
aux systemes de dimension N, N > 2. Ceci permettrait de choisir, avant
toute simulation, des valeurs numériques appropriées pour les parametres
et les seuils. De plus, il serait intéressant par la suite, de rechercher des
cycles possédant une période supérieure a deux pour trouver, par exemple
et si elles existent, des cascades de bifurcations de type doublement de
période qui conduiraient le systeme a transiter vers une régime chaotique.
Nous pourrions également réaliser une étude plus approfondie des bifur-
cations (par exemple, la recherche d’un troisieme type de bifurcation,
celle de Hopf-Andronov pourrait étre faite) et du chaos (par exemple,
certaines caractéristiques du systeme comme la transitivité ou l'ergodi-
cité pourraient étre mises en avant). Enfin, il serait aussi intéressant de
confronter le systeme étudié, et en particulier celui du thermostat, a la
réalité pratique en considérant cette fois-ci des perturbations et des in-
certitudes paramétriques (par exemple, une température extérieure non
constante, des incertitudes sur les résistances).

— Concernant la partie optimisation paramétrique, en ce qui concerne
I'optimisation des surfaces de commutation mobiles et son application au
thermostat (paragraphe 4.3.4), il faudrait s’intéresser, de fagon théorique,
a la discontinuité a droite qui apparait lors du passage du mode de chauf-

fage de jour a celui de nuit et qui ne présente a priori pas de probleme
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avec la simulation numérique. Ceci pourrait étre fait en s’appuyant sur
les travaux de [31]. Pour I'application du robot devant éviter un obstacle
(paragraphe 4.3.6), 'algorithme d’optimisation pourrait étre relancé mais
cette fois-ci, en considérant une trajectoire plus complexe que celle d’un
cercle pour l'obstacle et une cible, non plus fixée, mais également mo-
bile. De plus, refaire le travail d’optimisation en utilisant cette fois-ci
des algorithmes dits de ”détection” [47] et des méthodes de tir pour-
raient permettre de comparer l'efficacité de chacune des méthodes et
ainsi d’améliorer la précision des résultats. Enfin, d’autres problemes de
controle optimal pourront étre posés comme par exemple, le controle de
chaos [70], et un supplément de théorie pourrait étre apporté en se pen-
chant notamment sur les travaux de [44], [52] et en adaptant les versions

hybrides du principe du maximum de [4], [76] & nos problemes.

Tous ces résultats et ceux présentés tout au long de cet exposé pourront trou-

ver application sur d’autres systemes industriels plus complexes que ceux du

thermostat ou du convertisseur statique comme par exemple, le modele du

moteur pas a pas [3].
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