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Préface

La physique des solides suscite beaucoup d’intér̂et en offrant la possibilit́e d’étudier des effets

quantiques de manière exṕerimentale et th́eorique. Ce domaine a connu uneévolution dynamique

et aujourd’hui il existe une grande variét́e de ḿethodes exṕerimentales permettant d’analyser les

propríet́es de ces matériaux. Du ĉoté th́eorique, la description de la matière condenśee par des

électrons fortement corrélés constitue un problème de grande complexité dont le traitement par des

méthodes analytiques et surtout numériques a fait des progrès importants dans les deux dernières

décennies.

Les travaux pŕesent́es dans ce manuscrit de thèse traitent de systèmes magńetiques de basse di-

mensionalit́e sous champ magnétique. Plus pŕeciśement, nous cherchonsà d́eriver des hamilto-

niens effectifs qui d́ecrivent les propríet́es essentielles de la physique de basseénergie de systèmes

de dim̀eres coupĺes que nous considérons. Dans le chapitre I, nous motivons cetteétude par une

présentation de composés qui sont des exemples d’aimants quantiques unidimensionnels et bidi-

mensionnels. En particulier, nous mettons un accent sur desexṕeriences montrant des plateaux

d’aimantation lors du processus d’aimantation. Une introduction des notions indispensables de la

mod́elisation de la matière condenśee sert̀a faciliter la compŕehension et interprétation des ŕesultats

exṕerimentaux. Dans le chapitre II, nous consolidons la modélisation th́eorique en introduisant une

repŕesentation de dim̀eres qui trouve une correspondance dans d’autres modèles, comme celui des

bosons de cœur dur. Grâceà la correspondance entre ces modèles, nous sommes capables de discu-

ter un probl̀eme en utilisant diff́erentes perspectives. Nous abordons la physique en une dimension

qui se distingue de celle en deux dimensions puisqu’en une dimension les quasi-particules du li-

quide de Fermi ne peuvent pas exister et on observe des excitations collectives. La discussion de la

théorie inclutégalement la d́erivation de la courbe d’aimantation d’un systèmeà partir de sońetat

fondamental et une revue de certaines phases que l’on trouvedans le mod̀ele de bosons de cœur

dur en deux dimensions.

Les ḿethodes nuḿeriques appliqúees dans cette thèse sont introduites dans le chapitre III.

Cette partie technique traite de la diagonalisation exacte,une ḿethode tr̀es puissante qui permet

d’acćederà toutes les observables d’un système. Son d́esavantage est la limitatioǹa des relati-

vement petits systèmes, ce qui motive la dérivation de mod̀eles effectifs en utilisant la ḿethode

« Contractor Renormalization (CORE)» que nous discutons en détails. Cette ḿethode non pertur-

bative peut̂etre appliqúeeà une grande variét́e de syst̀emes, unidimensionnels ou bidimensionnels,
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frustŕes ou non, que l’on ne peut pas traiter avec certaines autres méthodes nuḿeriques perfor-

mantes.

Les ŕesultats de notréetude se trouvent dans les chapitres IV, V, VI et VII. L’échelle de

spin sous champ magnétique, que nous considérons dans le chapitre IV, est un système quasi-

unidimensionnel tr̀es connu et bieńetudíe, qui nous sert̀a tester l’approche CORE. Nous discutons

la fiabilité et la convergence de CORE pour cet exemple et trouvons un critère alternatif afin de

sélectionner leśetats qui forment la base de CORE. Ceci est effectué en d́erivant la courbe d’ai-

mantation de l’́echelle de spin frustrée et en analysant l’existence de plateaux d’aimantation. La

bicouche de Heisenberg sous champ magnétique, que nous abordons dans le chapitre V, est un

syst̀eme bidimensionnel qui permet une approche CORE d’une certaine similarit́e par rapport̀a

l’approcheà l’échelle de spin. Nous considérons des termes de saut et d’interaction de particules

du mod̀ele effectif dans le contexte d’une transition entre une phase superfluide et une phase solide

et donnons des arguments pour l’existence d’une phase supersolide. Le chapitre VI est consacré à

l’ étude de la chaı̂ne de dim̀eres orthogonaux sous champ magnétique qui permet la d́erivation d’un

mod̀ele effectif classique pour des aimantations inférieures̀a un demi de la valeur saturée. Avec

son mod̀ele effectif, l’approche CORE explique la série infinie de plateaux que l’on trouve pour

ce mod̀ele. Enfin, le chapitre VIÍetudie le ŕeseau de Shastry-Sutherland sous champ magnétique.

Nous pŕesentons des travaux théoriques qui visent̀a expliquer les exṕeriences sur le composé

SrCu2(BO3)2, une ŕealisation du ŕeseau de Shastry-Sutherland, révélant plusieurs plateaux d’ai-

mantation qui sont vivement discutés. Notre approche CORE pour ce problème permet de d́eriver

des mod̀eles effectifs avec des termes de saut et d’interaction de particules que nous comparons

avec d’autres approches théoriques. Nous comparons nos prédiction faitesà partir d’un mod̀ele

effectif à des exṕeriences ŕecentes.
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Chapitre I

Contexte exp érimental et th éorique

Ce chapitre introduit le contexte théorique et exṕerimental d’aimants quantiques sous champ

magńetique. Dans la section 1, nous illustrons les notions indispensables deśelectrons forte-

ment corŕelés et pŕesentons les modèles th́eoriques correspondants. Nous discutonségalement

des th́eor̀emes importants dans le contexte de la physique de basse dimensionalit́e en absence ou

présence d’un champ magnétique. Ces notions serventà faciliter la compŕehension des expériences

avec des composés ŕeels sous champ magnétique qui motivent cette thèse et que nous présentons

dans la section 2. L’accent est mis sur des composés, d́ecrits avec des modèles unidimensionnels

et bidimensionnels, qui montrent des plateaux d’aimantation.

1 Repr ésentation des électrons fortement corr élés

Dans la description des propriét́es électroniques des solides, le liquide de Fermi est un modèle

qui a connu beaucoup de succès malgŕe sa simplicit́e. Introduit par Landau [1–3], le liquide de

Fermiétablit que les propriét́es physiques d’un grand nombre d’électrons interagissants sont qua-

litativement les m̂emes que celles du gaz d’électrons sans interaction dont les paramètres sont

renormaliśes par les interactions. Le fait que ce modèle soit capable de bien décrire les propríet́es

macroscopiques de la majorité des ḿetaux est tout̀a fait remarquable.

Dans cette th́eorie, les excitationśelémentaires sont des quasi-particules qui correspondentà des

électrons avec des propriét́es renormaliśees par les interactions. Leur vecteur d’ondek et leur

énergieE(k) = k2/(2m∗) sont bien d́efinis avec une masse effectivem∗ qui est ǵeńeralement

plus grande que la masse d’unélectron libre. Contrairement au gaz d’électrons libres, la fonction

spectrale d’une quasi-particule n’est pas un picδ, mais plut̂ot un pic lorentzien. Il est centré sur

ω = E(k) et sa largeur est proportionnelleà (E −EF )2 oùEF est l’énergie de Fermi qui est typi-

quement de l’ordre de quelques eV dans les solides. Comme l’énergie 1eV correspond̀a peu pr̀es

à une temṕerature de104K, les propríet́es thermodynamiques sont essentiellement contrôlées par

les excitations de basseénergie autour du niveau de Fermi. Remarquons, par contre, que le mod̀ele

du liquide de Fermi est limité à des syst̀emes de dimensionD ≥ 2 et échoue en une dimension.
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Chapitre I. Contexte expérimental et th́eorique

Comme nous le discutons dans la section 3 du chapitre II, en unedimension, il n’existe pas de

quasi-particules et les excitations sont des modescollectifsde charge et de spin.

L’int ér̂et dans les systèmes de basse dimensionalité s’explique, outre une modélisation relativement

simple du ĉoté th́eorique, par l’importance accrue des fluctuations quantiques. Gr̂ace au th́eor̀eme

de Mermin-Wagner [4, 5] on sait que les fluctuations quantiques emp̂echent la formation d’un

ordreà longue distance quelle que soit la température en une dimension età temṕerature finie en

deux dimensions. Autrement dit, en une dimension, il ne peutpas exister de brisure de symétrie

continue dans des systèmes quantiques avec interactionsà courte port́ee et en dimension deux,

ceci n’est le cas qu’à temṕerature finie. Un vrai ordre, comme unétat Ńeel [6] qui brise la syḿetrie

continue SU(2) de rotation de spin, n’est donc pas possible en une dimension ainsi qu’en deux di-

mensions pour T6=0. Dans des systèmes de basse dimensionalité, on observe donc une compétition

entre diff́erentsétats possibles avec un diagramme de phase riche en phases conventionnelles et

exotiques.

Le modèle de Hubbard

Le mod̀ele le pluśelémentaire dans la théorie de la matìere condenśee pour d́ecrire les corŕelations

électroniques est le modèle de Hubbard [7–11] qui est exactement soluble en une dimension [12],

mais pas en deux ou trois dimensions. Puisque le principe de Pauli est respecté, il existe quatre

états|0〉, |↑〉, |↓〉 et |↑↓〉 sur une site. Dans les solides, on observe que l’interactioncoulombienne

estécrant́ee et d́ecrôıt avec la distance. Dans le modèle de Hubbard, cet effet est pris en compte

avec une seule interactionU > 0 entre deśelectrons sur le m̂eme site en ńegligeant les interactions

à plus longue distance. En plus, on a l’intégrale de transfertt qui décrit un saut d’uńelectron d’un

site à un autre site premier voisin. Avec ces deux termes, le modèle de Hubbard̀a une bande se

présente comme suit :

H = −t
∑

〈i,j〉, σ

(

c†j,σci,σ + c†i,σcj,σ
)

+ U
∑

i

ni,↑ni,↓, (I.1)

où c†j,σ (cj,σ) est l’oṕerateur de cŕeation (d’annihilation) d’uńelectron de spinσ =↑, ↓ au sitej.

L’opérateurni,σ = c†i,σci,σ = 0, 1 décrit la densit́e électronique dans l’étatσ sur le sitei. Ce mod̀ele

permet facilement d’inclure des interactionsà plus longue distance, comme dans le modèle de

Hubbardétendu, ou de ǵeńeraliserà plusieurs bandes.

On remarque la syḿetrie U(1) du mod̀ele de Hubbard, c’est-à-dire la conservation du nombre total

de particulesN = N↑ +N↓. Le spin totalS estégalement conservé et le mod̀ele est invariant par

rapportà la rotation du spin. Cette symétrie SU(2) implique en particulier la conservation du spin

selon la direction~z, doncN↑−N↓ est conserv́e. Le moment total est conservé gr̂aceà l’invariance

du mod̀ele envers des translations du réseau. Nous remarquonségalement que dans le cas d’un

réseau bipartite, l’énergie de l’́etat fondamental ne dépend pas du signe du terme de sautt en

raison d’une syḿetrie particule-trou.

Consid́erons le mod̀ele de Hubbard au demi-remplissage : en une dimension, le système est isolant

2



1. Repŕesentation deśelectrons fortement corrélés

dès queU > 0, et en dimensionD ≥ 2, on observe une transition de Mott [13–15] entre un

phase ḿetallique pour une faible interactionU et une phase isolante pourU ≫ t. Dans la limite

de forte interactionU ≫ t et en utilisant la th́eorie des perturbations, on peut montrer l’existence

d’une interaction effective entre deuxélectrons du type HeisenbergJ Si · Sj avec un couplage

antiferromagńetiqueJ = 4t2/U > 0.

Le modèle de Heisenberg

Le mod̀ele de Heisenberg antiferromagnétique [6, 11] d́ecrit donc un isolant de Mott avec le ha-

miltonien

H = J
∑

〈i,j〉

Si · Sj = J
∑

〈i,j〉

1

2

(

S+
i S

−
j + S−

i S
+
j

)

+ Sz
i S

z
j où J > 0, (I.2)

et les oṕerateurs de spinsSi = c†isσs,s′cis avec les matrices de Pauliσ. Dans la section 1 du

chapitre II, nous rappelons que lesétats propres̀a deux sites de l’interaction de Heisenberg sont un

singulet
(

|↑↓〉 − |↓↑〉
)

/
√

2 et les triplets
{(

|↑↓〉 + |↓↑〉
)

/
√

2, |↑↑〉 et |↓↓〉
}

. Comme le mod̀ele

de Hubbard, ce modèle n’est soluble exactement qu’en une dimension [16, 17]. Nous remarquons

les contributions diagonales d’IsingSz
i S

z
j qui ont tendancèa aligner les spins dans des directions

oppośees, comme dans l’état Ńeel|↑↓↑↓ · · · ↑↓〉 [6]. Pourtant, ce n’est pas unétat propre du mod̀ele

de Heisenberg en raison des fluctuations quantiques, issuesde la contribution de spin-flipS+
i S

−
j +

S−
i S

+
j qui renverse le spin selon l’axe~z. En outre, en une dimension, l’état Ńeel ne peut pas exister

comme le stipule le th́eor̀eme de Mermin-Wagner [4, 5].

Pour l’exemple de l’́energie du singulet, la contribution du terme Ising est−J
4

tandis que celle du

spin-flip est−J
2
. Ceci nous indique que les fluctuations quantiques abaissentl’ énergie du système

en favorisant le singulet, ou de manièreéquivalente des dim̀eres, entre deux sites. Dans ce contexte,

nous notons que l’approche d’Anderson [11, 18, 19] aux systèmes antiferromagnétiques dont la

fonction d’onde de l’́etat fondamental est considéŕee comme une superposition de pavages de

dimères a connu beaucoup de succès.

Outre le th́eor̀eme de Mermin-Wagner [4, 5], le théor̀eme de Lieb-Schultz-Mattis [20] est de

grande importance pour le modèle de Heisenberg en une dimension. Il stipule que les chaı̂nes

de spins demi-entiers ont soit unétat fondamental non-déǵeńeŕe avec un continuum d’excitations,

soit un gap qui est ńecessairement associée avec une d́eǵeńerescence et une brisure spontanée

de la syḿetrie de translation. Pour des chaı̂nes de spins entiers, en revanche, on peut avoir un

gap et unétat fondamental non-déǵeńeŕe [21–23]. Ceci se retrouvéegalement dans le théor̀eme

Yamanaka-Oshikawa-Affleck [24] qui se base sur les considérations du th́eor̀eme de Lieb-Schultz-

Mattis et traite des commensurabilités d’un syst̀eme unidimensionnel. Enfin, nous remarquons

qu’une ǵeńeralisation du Lieb-Schultz-Mattis [20] existe en deux dimensions [25].

Dans le contexte d’aimants quantiques sous champ magnétique, le th́eor̀eme d’Oshikawa-

Yamanaka-Affleck [26] est crucial puisqu’il examine les conditions d’existence de plateaux d’ai-

mantation.́Egalement baśe sur le th́eor̀eme de Lieb-Schultz-Mattis [20], il démontre qu’une chaı̂ne
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Chapitre I. Contexte expérimental et th́eorique

de spin peut avoir un plateau d’aimantation par sitemsite si la mailleélémentaire inclutn spinsS

et que

n(S −msite) ∈ Z. (I.3)

Des plateaux d’aimantation du systèmem = msite

S
pour des fractions0 < m < 1, que nous expri-

mons par rapport̀a la valeur saturéemsat, sont donc líesà la brisure de la syḿetrie de translation

du syst̀eme.

Avec ces notions de la description desélectrons fortement corrélés, nous pŕesentons dans ce qui

suit des compośes ŕeels correspondants et leur comportement sous champ magnétique.

2 Revue exp érimentale de syst èmes sous champ

magn étique

Pendant les dix dernières anńees, de nombreux composés de dim̀eres coupĺes ont́et́e synth́etiśes et

analyśes avec diff́erentes ḿethodes exṕerimentales. Ces composés sont clasśes selon leur dimen-

sionalit́e puisque la physique est souvent dominée et captuŕee par une structure unidimensionnelle

ou bidimensionnelle qui est suffisamment isolée d’autres structures du même type. Ainsi, pour

certains compośes, on utilise un mod̀ele unidimensionnel afin de décrire les degŕes de libert́e per-

tinents puisque le composé consiste de chaı̂nes bien isoĺees les unes des autres et avec lesquelles

une bonne description des propriét́es physiques est déjà possible. Nous présentons des réalisations

de mod̀eles unidimensionnels, comme la chaı̂ne de spin ou l’́echelle de spin dans la section 2.1.

En deux dimensions, il existe de nombreux modèles, comme les réseaux carŕe, damier, triangu-

laire, hexagonal ou bien le réseau Kagoḿe. Dans la section 2.2 nous illustrons certains exemples

de compośes caract́eriśes par un mod̀ele bidimensionnel comme la bicouche de Heisenberg ou le

réseau de Shastry-Sutherland.

Nous nous int́eressons en particulierà la ŕeponse des composésà un champ magńetique externe

et discutons des courbes d’aimantation pour les composés pour lesquels les expériences corres-

pondantes ont́et́e effectúees. Des exṕeriences de résonance magnétique nucĺeaire (RMN) nous

donnent́egalement des informations précieuses en mesurant le gap de spin qui estégal au plateau

d’aimantation pourm = 0.

2.1 Syst èmes quasi-unidimensionnels sous champ magn étique

Haldane [22] a conjecturé que les châınes Heisenberg de spin-S ont un gap d’́energie de l’́etat

fondamental̀a unétat excit́e pour des spin-S entiers. Par contre, les chaı̂nes de Heisenberg n’ont

pas de gap pour des spin-S demi-entiers, c’est-à-dire qu’il existe des excitations arbitrairement

basses dans la limite thermodynamique.
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2. Revue exṕerimentale de systèmes sous champ magnétique

En vue des chaı̂nes de spin-1 avec des couplages antiferromagnétiques et alterńes se pose donc la

question s’il y a un gap ou non. SiJ indique le couplage entre les spinsSi sur les sitesi etδ indique

l’alternance du couplage avec0 ≤ δ ≤ 1, ces châınes sont d́ecrites par le hamiltonien [27] :

H = J
∑

i

(

1− (−1)iδ
)

Si · Si+1. (I.4)

Selon Singh et Gelfand [28] une transition de phase a lieu pour un param̀etre d’alternance critique

δc = 0.25. Pour des liens faiblement alternés, on observe la phase de Haldane avec un gap de

spin tandis que pour des valeursδ > δc, on observe une phase de singulets de dimères qui est

aussi gapṕee. En plus, on peut prendre en compte le critère d’Oshikawa, Yamanaka et Affleck [26]

de l’équation (I.3) qui s’applique aux chaı̂nes diḿeriśees. Pour le système de l’́equation (I.4), ce

critère autorise des plateaux non seulement pour des valeurs d’aimantationm = 0 et1, mais aussi

pourm = 1
2

par rapport̀a la valeur saturée.

Le compośe [Ni2(Medpt)2(µ-ox)(µ-N3)]ClO4 · 0.5 H2O (avec Medpt = methyl-bis(3-

aminopropyl)amine) est un représentant des chaı̂nes de spin-1 avec des couplages antiferro-

magńetiques et alterńees. La figure I.1 illustre la structure du composé et montre la courbe d’ai-

mantation qui áet́e mesuŕee par Narumiet al. [29]. Cette courbe confirme les prédictions d’Oshi-

kawaet al. (I.3) puisqu’on observe un gap de spin et donc un plateau pourm = 0 ainsi qu’un

plateau pourm = 1
2
. En plus, Narumiet al. [29] ont trouv́e un param̀etre d’alternance des liens

δ ∼ 0.7
1.3
≃ 0.54 et en conśequence, l’́etat fondamental de ce matériau est dans la phase de sin-

gulets de dim̀eres. En outre, ils notent une lég̀ere interaction du type Dzyaloshinskii-Moriya [30]

deD/J = 0.08 en comparant leurs données exṕerimentales avec des calculs de diagonalisation

exacte. Nous illustrons cette interaction plus loin dans lafigure I.13 dans le contexte d’un composé

bidimensionnel.

Un autre type de système quasi-unidimensionnel sont les matériaux dits châınes zigzag qui

consistent en deux chaı̂nes coupĺees. La section III.2.5 est consacrée à un exemple simple de

l’application de la ḿethode COREà cette ǵeoḿetrie. Elle est, par ailleurs,́equivalenteà la

châıneJ1 − J2 avec une interaction entre premiers voisinsJ1 et une interaction frustrante entre

deuxìemes voisinsJ2. Pour le syst̀eme avecJ2/J1 = 0.5, Majumdar et Ghosh [31, 32] ont trouvé

un état fondamental exact qui est deux fois déǵeńeŕe. En outre, ce système est non gappé pour

J2/J1 <
(

J2/J1

)

c
≈ 0.2411 et gapṕe pourJ2/J1 >

(

J2/J1

)

c
[33–35].À temṕerature ambiante,

le compośe NH4CuCl3 et les compośes XCuCl3, où X=(K, Tl) ont la même structure et sont des

exemples de chaı̂nes zigzag, comme le montre la figure I.2, ou de chaı̂nesJ1 − J2. Shiramuraet

al. [36] ont étudíe NH4CuCl3 qui est un syst̀eme de spin-1
2

de Heisenberg. Bien que la structure

de NH4CuCl3 soit identiquèa celle de KCuCl3 et TlCuCl3, sonétat fondamental est magnétique

et non gapṕe, contrairement̀a l’état fondamental des deux autres composés qui est gapṕe et de

type de singulets de dim̀eres. La courbe d’aimantation,également montrée dans la figure I.2, est

très int́eressante puisqu’on trouve des plateaux pourm = 1
4

et 3
4

ce qui pose des difficultés pour

les différentes approches théoriques. Le crit̀ere d’Oshikawaet al. [26] donńe par l’Eq. (I.3), as-
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Chapitre I. Contexte expérimental et th́eorique

FIG. I.1: À gauche : (a) Structure schématique du composé [Ni2(Medpt)2(µ-ox)(µ-N3)]ClO4 · 0.5
H2O qui est une chaı̂ne de spin-1 avec des liens alternés. (b) Coordination atomique

autour des sites de Ni (cercles noirs).À droite : courbe d’aimantation de ce composé avec

un plateau pourm = 0 et 1
2

par rapport̀a la valeur saturée. D’apr̀es Narumiet al. [29].
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2. Revue exṕerimentale de systèmes sous champ magnétique

socie des plateaux̀a une ṕeriodicit́e du syst̀eme et peut expliquer ces plateaux avec une maille

élémentaire qui est composée den = 8 sites. Par exemple, le plateaum = 1
4

est ŕealiśe avec

quatre dim̀eres, chacun forḿe par les sitesAi etBi, où un dim̀ere sur quatre est occupé par un tri-

plet polariśe et les trois autres par des singulets.Évidemment, ce critère rend́egalement possibles

les plateauxm = 0 etm = 1
2

où le dernier correspond au scénario suivant : chaque deuxième

dimère est occuṕe par un triplet polariśe et ces dim̀eres sont śepaŕes par des dim̀eres occuṕes par

des singulets. Cette alternance de singulets et de triplets polariśes sur les dim̀eres d́ecrit l’image du

plateaum = 1
2

que l’on a pour toute sorte d’échelle frustŕee. Rappelons par contre que le critère

d’Oshikawa est seulement un critère ńecessaire et non suffisant et ces deux plateaux ne sont pas

observ́es dans les expériences. En plus, notons que ce critère est peu prédictif puisque l’on peut

peut en principe expliquer des plateaux pour toutes les valeurs p
q

commensurables et imaginablesà

condition que la mailléelémentaire contienneq sites. Ńeanmoins, Matsumoto [37] peut expliquer

les plateaux observés pourm = 1
4

etm = 3
4

en proposant un modèle avec trois sous-réseaux de

dimères diff́erents. Une autre approche pour ce problème aét́e effectúee par Totsuka [38] en utili-

sant une technique de bosonisation. Il a trouvé un plateau pourm = 1
2
, ce qui est en contradiction

avec les exṕeriences et ne peut pas expliquer les plateaux pourm = 1
4

etm = 3
4
. Afin d’expli-

quer ces deux plateaux, Shiramuraet al. [36] argumentent qu’un effet de distorsion provoque ce

comportement inattendu par la théorie. Pour des basses températures, une transition structurelle a

lieu : à temṕerature ambiante, on observe une structure cristalline de groupe de syḿetrieP21/c

tandis qu’̀a basse temṕerature, la structure cristalline est caractériśe par le groupe de syḿetrie

P 1̄ [39, 40]. Ceci entrâıne états fondamentaux différents en fonction du champ magnétique, en

particulier unétat fondamental gappé pour les deux régions avec un plateau d’aimantation. En re-

vanche, pour les régions òu l’aimantation augmente de façon continue avec le champ magnétique,

l’ état fondamental est non gappé.

La châıne de diamant est aussi un exemple d’un système quasi-unidimensionnel, mais elle est dif-

ficile à étudier exṕerimentalement̀a cause de l’absence de matériaux correspondants. Néanmoins,

il existe des mat́eriaux similaires, notamment les chaı̂nes de diamant d́eformées. Kikuchiet

al. [42, 43] ont mesuŕe la courbe d’aimantation, la susceptibilité magńetique ainsi que la cha-

leur sṕecifique d’un tel compośe de spin-1
2
, à savoir l’azurite (Cu3(CO3)2(OH)2). Comme illustŕe

dans la figure I.3, cette structure trimériśee est caractériśee par trois interactions différentes et on

observe un plateau pourm/msat = 1
3

qui est en accord avec le critère d’Oshikawaet al. [26] (I.3)

pourS = 1
2
, n = 3 etmsite = 1

6
. Les donńees exṕerimentales ŕevèlent une anisotropie puisque le

plateau le long de l’axe cristallographique~b est plus petit que pour des directions perpendiculaires

à~b.

Pour un autre composé du type de chaı̂ne de diamant d́eformée, il existeégalement quelques

résultats exṕerimentaux, notamment pour Cu3Cl6(H2O)2 · 2H8C4SO2. Il s’agit d’un syst̀eme de

spin-1
2

pour lequel Ishiiet al. [44] ont trouv́e un gap de spin∆s ≈ 5.2K puisque l’aimantation
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Chapitre I. Contexte expérimental et th́eorique

FIG. I.2: À gauche : (a) La structure des composés de XCuCl3, où X=(K, Tl, NH4) révèle une

châıne zigzag avec les interactions illustrées dans (b). D’après Takatsuet al. [41]. À

droite, dans la courbe d’aimantatation de NH4CuCl3 le long l’axe cristallographique~a,

on observe des plateaux pourm = 1
4

et 3
4
. D’après Shiramuraet al. [36].
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2. Revue exṕerimentale de systèmes sous champ magnétique

FIG. I.3: À gauche : la ǵeoḿetrie d’une châıne de diamant d́eformée avec les couplagesJ1, J2

et J3 et la structure sch́ematique de l’azurite (Cu3(CO3)2(OH)2) qui correspond̀a cette

géoḿetrie le long de l’axe cristallographique~b. À droite : courbes d’aimantation de l’azu-

rite pour des basses températures le long de~b (en haut) et perpendiculaireà~b (en bas) qui

révèlent une anisotropie. D’après Kikuchiet al. [42].
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Chapitre I. Contexte expérimental et th́eorique

reste nulle pour des champs magnétiques inf́erieursà un champ critiqueHc ≈ 3.9T1. Malheureuse-

ment, la courbe d’aimantation n’est pas complètement accessiblèa cause des champs magnétiques

nécessaires troṕelev́es. Par exemple, pour le champ magnétique le plus fort de58T, on se trouve

environàm = 1
3

et l’observation du plateau pourm = 1
3

nécessite des champs plus forts. Ainsi, on

ne peut pas encore vérifier les pŕedictions de Tonegawaet al. [45] et de Honecker et L̈auchli [46]

pour des plateaux pourm = 1
3

et 2
3
.

La châıne de diamant est reliéeà un autre type de chaı̂ne qui est consid́eŕe avec la ḿethode CORE

dans le chapitre VI. Il s’agit de la chaı̂ne de dim̀eres orthogonaux qui présente une série infinie de

plateaux d’aimantation sous champ magnétique [47].

Après les châınes de spin sous des différentes formes, comme les chaı̂nes zigzag ou les chaı̂nes

de diamant d́eformées, abordons maintenant une autre géoḿetrie quasi-unidimensionnelle,à savoir

leséchelles de spin. Elles sont très int́eressantes non seulement puisqu’il existe plusieurs composés

qui ont une structure d’échelle de spin, mais aussi puisqu’elles permettent d’étudier la transition

entre des systèmes unidimensionnels et des systèmes bidimensionnels, comme le discutent Dagotto

et Rice [48]. Ceci est rendu possible avec l’augmentation du nombre des montants de l’échelle :

pour deśechelles̀a seulement deux montants, on s’attend plutôt à une physique unidimensionnelle

et pour deśechelles avec un grand nombre de montants, on s’attend plutôt à une physique bidi-

mensionnelle.

Leséchelles de spin sont traitées en grand d́etail dans le chapitre IV òu elle nous servent̀a étudier

quelques aspects techniques de la méthode CORE.

Une famille d’́echelles de spin-1
2
, repŕesent́ee par la formule ǵeńerique Srn−1Cun+1O2n, fut

découverte en 1991 par Hiroiet al. [49]. Comme le montre la figure I.4̀a gauche, le nombre de

montants de l’́echelle est relíe àn de la façon suivante :n = 3 (échelleà deux montants),5 (trois

montants),7 (quatre montants),. . . Azumaet al. [50] ont mesuŕe la susceptibilit́e magńetiqueχ en

fonction de la temṕeratureT pour l’échelleà deux montants ainsi que pour celleà trois montants

et trouvent les courbes montrées dans la figure I.4̀a droite. Elles permettent d’en tirer l’existence

et la taille d’un gap de spin∆s, qui correspond̀a un plateau d’aimantation pourm = 0, en utilisant

l’ équation trouv́ee par Troyeret al. [51] :

χ(T ) ∝ 1√
T
e−∆s/kBT . (I.5)

Ainsi, on trouve que l’́echelleà deux montants a un gap de spin de∆s = 420K tandis que l’́echelle

à trois montants est non gappée. L’existence d’un gap de spin pour uneéchelle de spiǹa deux

montants se comprend de façon intuitive : si l’interactionsur les barreaux domine, alors la physique

1Rappelons quelques relations simples et pratiques afin de convertir desénergies typiques : entre l’énergie (en

électronvolt, eV) et la temṕerature (en Kelvin, K), on trouve1eV
kB

= 11605K, soit à peu pr̀es1eV ≃ 104K. Entre le

champ magńetique (en Tesla, T) et la température (en Kelvin, K), on trouve1T·g ·µB = 1.16×10−4eV = 1.34K,

donc1T≃ 1K. Les abŕeviations sont : la constante de BoltzmannkB , le facteur de Land́eg et le magńeton de Bohr

µB .
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2. Revue exṕerimentale de systèmes sous champ magnétique

FIG. I.4: À gauche : structure deśechelles Srn−1Cun+1O2n pour n = 3 (2 montants) etn = 5

(3 montants), d’apr̀es Rice [53].À droite : les susceptibilit́es exṕerimentales montrent

l’existence d’un gap de spin pour deux montants et son absence pour trois montants. Les

contributions de type loi de Curie des impuretés ontét́e soustraites pour obtenir le signal

en trait plein. D’apr̀es Azumaet al. [50].

de basséenergie est d́ecrite par des singulets isolés sur les barreaux avec des triplets commeétats

excit́es. La diff́erence d’́energie entre les deux́etats correspond̀a l’interaction sur le barreau et au

gap du spin∆s en m̂eme temps. Les expériences d’Azumaet al. [50] démontrent l’existence ou

l’absence d’un gap de spin en fonction de la structure de l’échelle, ce qui confirme les prédictions

de Gopalanet al.[52]. Ils ont montŕe que leśechelles de spin du type Srn−1Cun+1O2n sont gapṕees

pour un nombre pair de montants (ce qui correspondà n = 3, 7, 11, ...) et non gapṕees pour un

nombre impair de montants (n = 5, 9, 13, ...).

Un autre compośe dont la structure contient deséchelles de spin-1
2

est La6Ca8Cu24O41 où on trouve

non seulement des plans d’échelles de spin, mais aussi des plans de chaı̂nes de spin, comme le

montre la figure I.5. Ce composé aét́e analyśe par Matsudaet al. [54, 55] avec des expériences

de diffraction de neutrons qui indiquent un gap de spin. En outre, Matsudaet al.montrent qu’il y

a aussi une interaction cycliqueà quatre spins en comparant les données exṕerimentales avec des

calculs de diagonalisation exacte. Cette interaction cyclique est de l’ordre deJ�/J⊥ = 0.1 par

rapport au couplage du barreauJ⊥.
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Chapitre I. Contexte expérimental et th́eorique

FIG. I.5: Le mat́eriau La6Ca8Cu24O41 fait partie de la famille de composés de Sr14Cu24O41 dont la

figure (a) montre la structure le long de l’axe cristallographique~c. La structure contient

des plans avec deséchelles et d’autres avec des chaı̂nes. D’apr̀es Gozar et Blumberg [56].

Comme illustŕe dans la figure I.6, le matériau Cu2(C5H12N2)2Cl4 est aussi unéechelle de spin-
1
2
. Avec des exṕeriences de résonance magnétique nucĺeaire (RMN), Chaboussantet al. [57–59]

ont trouv́e un gap de spin pour des basses températures. En plus, il y a un régime òu ce mat́eriau

est un syst̀eme tridimensionnel et une autre ou il est caractériśe comme un liquide de Tomonaga-

Luttinger [60, 61], c’est-̀a-dire un syst̀eme unidimensionnel avec des interactions entre les spins

(cf. la section II.4). Cĺemanceyet al. [62] ont aussi effectúe des exṕeriences qu’ils ont com-

paŕees avec des calculs de DMRG et arriventà un bon accord en introduisant une interaction

Dzyaloshinskii-Moriya [30] deD/J⊥ = 0.05 où J⊥ l’interaction sur un barreau de l’échelle.

Ensuite Capponi et Poilblanc [63] reprennent cette idée afin d’expliquer le comportement de la

chaleur sṕecifique sous champ magnétiqueà basse temṕerature. En utilisant la diagonalisation

exacte, ils calculent la courbe d’aimantation montrée dans la figure I.7 et confirment la valeur de

l’interaction Dzyaloshinskii-Moriya trouv́ee par Cĺemanceyet al..

Un compośe tr̀es int́eressant est l’échelle de spin-1
2

CuBr4(C5H12N)2 qui aét́e analyśe par Klanǰsek

et al. [65] avec des exṕeriences de résonance magnétique nucĺeaire (RMN). La figure I.8 montre

non seulement la structure du composé, mais aussi la courbe d’aimantation qui aét́e mesuŕeeà

très basse température,à savoirà T = 40mK. Cette courbe ŕevèle que le système est dans un

régime unidimensionnel sauf près des champs critiques où il est dans un ŕegime tridimension-

nel. Cela est reconnaissable puisque l’aimantation est une fonction lińeaire du champ magnétique

près des champs critiques non de racine carrée comme pour les systèmes unidimensionnels [66].

Les exṕeriences de RMN montrent queJ⊥/J‖ = 3.6, c’est-̀a-dire l’interaction sur les barreaux
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2. Revue exṕerimentale de systèmes sous champ magnétique

FIG. I.6: À gauche, structure de l’échelle de spin Cu2(C5H12N2)2Cl4, d’apr̀es Cĺemanceyet

al. [62]. À droite, diagramme de phase de ce composé organique sous champ magnétique

en fonction de la temṕerature. D’apr̀es Chaboussantet al. [59].
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FIG. I.7: Courbe d’aimantation du composé Cu2(C5H12N2)2Cl4 (cf. figure I.6) : les donńees

exṕerimentales de Haywardet al. [64] sont compaŕees avec des calculs pour uneéchelle

de Heisenberg avec une interaction Dzyaloshinskii-MoriyaD. On observe un bon accord

pourD ≃ 0.05J⊥. D’après Capponi et Poilblanc [63].
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FIG. I.8: À gauche : (a) La structure du composé CuBr4(C5H12N)2 montre que les Cu2+ forment

une échelle de spin. (b) En fonction du champ magnétique, on voit les param̀etres de

Luttinger K(H) et u(H) (calcuĺes avec le DMRG).À droite, courbe d’aimantation

exṕerimentale pour ce composé, mesuŕee à T = 40mK. Les donńees exṕerimentales

sont compaŕees avec des calculs théoriques et de DMRG pourJ⊥/J‖ = 3.6. D’après

Klanǰseket al. [65].

domine celle le long de l’échelle. En plus, en effectuant des calculs de DMRG basés sur ces

résultats exṕerimentaux, on peut dériver les param̀etres de Luttingeru etK en fonction du champ

magńetique pour ce composé (cf. la figure I.8 (b)). Nous brièvement discutons le modèle de

Luttinger-Tomonaga [60, 61] de fermions interagissants enune dimension dans la section 3 du

chapitre II et notons que ce système permet de directement contrôler les param̀etres de Luttinger

en fonction du champ magnétique ce qui est tout̀a fait remarquable et très utile afin d’́etudier les

diff érentes propriét́es de ce type de système.

2.2 Syst èmes quasi-bidimensionnels sous champ magn étique

Le pigment de« pourpre de Han» (« Han purple» en anglais) est connu depuis longtemps et

constitue pourtant un composé qui a suscit́e beaucoup d’int́er̂et ŕecemment. Ce matériau de for-

mule chimique BaCuSi2O6 est un syst̀eme de spin-1
2

où des dim̀eres coupĺes sont arranǵes selon

la géoḿetrie de la bicouche de Heisenberg, comme le montre la figure I.9 qualitativement. Ces

dimères peuvent̂etre occuṕes par des singulets pour des faibles champs magnétiques et par des

triplets polariśes le long du champ magnétique lorsque celui-ci est plus fort. Il y a une faible in-

teraction entre les couches qui est frustrante ce qui rend bien śepaŕees les couches l’une de l’autre

et par conśequent, il s’agit d’un système quasi-bidimensionnel. Jaimeet al. [67] ont mesuŕe la

susceptibilit́e magńetique ainsi que la courbe d’aimantation et trouvent un gap de spin pour des
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2. Revue exṕerimentale de systèmes sous champ magnétique

FIG. I.9: À gauche : un plan de dim̀eres de Cu2+ dans le mat́eriau BaCuSi2O6, connu comme

« pourpre de Han». Les dim̀eres sont arrangés dans un ŕeseau carŕe que l’on appelle

bicouche de Heisenberg puisque il s’agit des couplagesJ etJ ′ de Heisenberg.̀A droite :

la courbe d’aimantation de BaCuSi2O6 avec un gap de spin, mesurée à T = 1.5K. La

région grise indique la phase où l’on observe un condensat de Bose-Einstein. D’après

Jaimeet al. [67].

basses temṕeratures. Il est tr̀es excitant qu’ils trouvent en plus une phase de condensation de Bose-

Einstein des triplets qui se sont formés sous champ magnétique. Comme illustŕe par la figure I.9,

la comparaison des données exṕerimentales avec des calculs de Monte Carlo Quantique donne un

très bon accord et confirme le modèle de la bicouche de Heisenberg ainsi que l’existence d’un

condensat de Bose-Einstein pour ce composé.

Du côté th́eorique, la ǵeoḿetrie de la bicouche de Heisenberg a aussiét́e étudíee, par exemple par

Ng et Lee [68] ainsi que par Laflorencie et Mila [69]. Avec des calculs de Monte Carlo Quantique2,

ils ont trouv́e une phase supersolide pour une anisotropie3 . ∆ . 4 de la composante de spinSz

dans les interactions entre les dimères. Remarquonśegalement l’́etude de Sengupta et Batista [70]

qui montre une phase supersolide dans la bicouche de spin-1 de Heisenberg frustrée et isotrope.

Néanmoins, une telle phase n’a pas encoreét́e trouv́ee exṕerimentalement.

Le chapitre V est d́edíeà uneétude de la bicouche de Heisenberg en utilisant la méthode CORE. Le

mod̀ele effectif que nous d́erivons pour le cas anisotrope inclut aussi une phase supersolide, comme

le montre Piconet al. [71] dans unéetude ŕecente. Outre le cas anisotrope, nous considérons aussi

le cas de la bicouche isotrope et frustrée.

Un autre repŕesentant des systèmes bidimensionnels est le matériau La2CuO4 qui aét́e étudíe par

2Des calculs de Monte Carlo Quantique sont faisables pour cetexemple puisqu’il s’agit d’un système non-frustŕe

et par conśequent, il n’y a pas de termes hors-diagonaux positifs. Dansl’algorithme du Monte Carlo Quantique,

ceux-ci entrâınent des grandes difficultés avec l’apparition de probabilités ńegatives.
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Chapitre I. Contexte expérimental et th́eorique
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FIG. I.10: À gauche : Mailléelémentaire du composé La2CuO4. Au centre : on reconnaı̂t un ŕeseau

carŕe dans la structure d’un plan de Cu+2 et O−2 qui est perpendiculairèa l’axe cristal-

lographique~c de ce compośe. D’apr̀es Leeet al. [74]. À droite : dispersion d’onde de

spin de La2CuO4. Le mod̀ele th́eorique avećechange cycliquèa quatre spins [73] (ligne

continue) donne un bon accord avec les données exṕerimentales de Coldeaet al. [72]

(triangles et extrapolation comme ligne pointillée). D’apr̀es Kataninet al. [73].

Coldeaet al.[72] avec des exṕeriences de diffraction de neutrons. La figure I.10 montre lastructure

de ce compośe qui est non gapṕe et d́ecrit par le mod̀ele bidimensionnel de Heisenberg avec un

échange cycliquèa quatre spinsJ�. L’existence de cette interaction a déjà ét́e trouv́ee par Coldea

et al.ainsi et ensuite, Katanin et Kampf [73] ont corrigé la valeur̀aJ�/J = 0.24 en effectuant des

calculs baśes sur la th́eorie des ondes de spin.

La méthode CORE permet aussi de dériver un mod̀ele effectif pour le mod̀ele bidimensionnel de

Heisenberg avec uńechange cyclique ce qui représente une autre application intéressante de cette

méthode.

Un compośe qui a attiŕe beaucoup d’attention pendant les dix dernières anńees est le ćelèbre

SrCu2(BO3)2 qui est mod́elisé par le ŕeseau de Shastry-Sutherland [75–77]. Il s’agit d’un système

de spins -1
2

qui forment des dim̀eres coupĺes. La figure I.11 montre la structure et la géoḿetrie ainsi

que la courbe d’aimantation. Les plateaux d’aimantation pourm = 1
4

etm = 1
8

ont ét́e d́ecouverts

par Kageyamaet al. [78] et ensuite Onizukaet al. [79] ont mesuŕe le plateau pourm = 1
3
. Ko-

damaet al. [80, 81] ont analyśe la structure du plateaum = 1
8

avec des exṕeriences de résonance

magńetique nucĺeaire (RMN) et trouv́e une mailleélémentaire de 16 spins arrangés dans un pa-

rallélogramme qui est aussi illustrée dans la figure I.12,à gauche.

Plus ŕecemment, des plateaux supplémentaires en dessous du plateaum = 1
4

et pour des valeurs
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2. Revue exṕerimentale de systèmes sous champ magnétique

FIG. I.11: À gauche : en haut, la structure du composé SrCu2(BO3)2 le long de l’axe cristallo-

graphique~c où le cadre indique la mailléelémentaire. En bas, le réseau de Shastry-

Sutherland correspond au réseau des ions Cu2+ dans SrCu2(BO3)2. D’après Kodamaet

al. [80]. À droite : la courbe d’aimantation de ce matériau manifeste un gap de spin et

plusieurs plateaux d’aimantation. D’après Onizukaet al. [79].
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Chapitre I. Contexte expérimental et th́eorique

FIG. I.12: Pour le compośe SrCu2(BO3)2 (cf. figure I.11),à gauche : la mailléelémentaire de 16

spins pour le plateaum = 1
8
. Les valeurs moyennes de la composante du spin〈Sz〉

d’un site sont indiqúees par la couleur des points (rouge=négative, bleu=positive) et

leurs tailles. D’apr̀es Kodamaet al. [80]. À droite : la courbe d’aimantation, mesurée

par Sebastianet al. [82] : en dessous du plateaum = 1
4

se trouve encore une variét́e de

plateaux indiqúes par la susceptibilité inversedH
dM

(en rouge).

plus exotiques ont́et́e d́etect́es par Sebastianet al. [82]. En consid́erant la susceptibilité inverse
dH
dM

dans la courbe d’aimantation, ils trouvent des plateaux pour m = 1
q

avec4 ≤ q ≤ 9 ainsi

que pourm = 2
9
, comme illustŕe dans la figure I.12 (à droite). La stabilit́e thermodynamique de

certains de ces plateaux est, par contre, contestée par Levyet al. [83] qui attribuent les plateaux

m = 1
9

et 1
7

à un mauvais calibrage du champ magnétique ou aux conditions expérimentales des

champs magńetiques pulśes qui sont des expériences horśequilibre. En outre, Levyet al. [83]

et Takigawaet al. [84] trouvent une nouvelle phase qui est située ĺeg̀erement au-dessus du pla-

teaum = 1
8
. Dans cette phase, ils constatent la présence du param̀etre d’ordre d’une phase solide

puisqu’ils observent la cristallisation des triplets commedans le plateaum = 1
8
. Et en plus, des pro-

priét́es d’une phase superfluide sont trouvées puisque l’aimantation peut augmenter avec le champ

magńetique dans cette phase. Toutefois, l’existence d’une phase supersolide qui contient les deux

param̀etres d’ordre de la phase solide et superfluide est exclue parla pŕesence d’une interaction

Dzyaloshinskii-Moriya.

Consid́erons cette interaction plus en détail dans ce qui suit. Dans le composé SrCu2(BO3)2, l’in-

teraction Dzyaloshinskii-Moriya affecte le couplage intra-dimèreJ [30, 85, 86] ainsi que le cou-

plage inter-dim̀ereJ ′ [87]. Tandis que le couplage inter-dimère Dzyaloshinskii-Moriya ŕesulte dans
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2. Revue exṕerimentale de systèmes sous champ magnétique

une consolidation du terme de saut des triplets, le couplageintra-dimère Dzyaloshinskii-Moriya

entrâıne une diff́erence importante entre l’aimantation longitudinalemz (qui est aligńee avec le

champ magńetiquehz) et l’aimantation transversaleMs (⊥ hz) [83]. Nous limitons donc notre

discussion de l’interaction Dzyaloshinskii-Moriya au terme affectant le couplage intra-dimèreJ et

nous illustrons ce couplage ainsi que la différence entremz etMs dans la figure I.13.

La figure I.13,à gauche, montre une illustration de ce couplage qui est caractériśe par un vecteur

D et qui apporte une contributionD · Si × Sj au hamiltonien du système sous champ magnétique

hz. Ce terme brise la syḿetrie SU(2) et en plus, cette interaction brise la symétrie de ŕeflexion

par rapport au plan du réseau de Shastry-Sutherland [89]. En considérant la figure I.13,̀a gauche,

on s’aperçoit que la minimisation de l’énergie avec la contribution de l’interaction intra-dimère

Dzyaloshinskii-Moriya sous champ magnétiquehz favorise une inclinaison des spins vers le plan

de dim̀eres du ŕeseau de Shastry-Sutherland. Cette inclinaison des spins sous champ magńetique

hz résulte dans une aimantation transverse alternée (« staggered» en anglais)Ms dans le plan

x − y de dim̀eres que l’on peut mesurer avec la résonance magnétique nucĺeaire (RMN) [86]. En

plus,à un ordre suṕerieur enD/J , une aimantation transverse uniformeMu apparâıt qui est acces-

sible avec des expériences de coupleτ en fonction du champ magnétique [83, 88]. Enfin, on peut

acćederà l’aimantation longitudinalemz avec des exṕeriences de RMN et en mesurant la force

dans un champ magnétique inhomog̀ene selonFz = −mz
∂hz

∂z
.

Dans les exṕeriences avec SrCu2(BO3)2 [83], les courbes d’aimantation transverse alternéeMs

d’une part et d’aimantation longitudinalemz d’autre part montrent des différences importantes

pour des faibles aimantationsm ≤ 1
8
, illustrées dans la figure I.13,à droite : la courbe demz in-

dique tr̀es clairement un grand gap de spin de∆s ≈ 18T, contrairement̀a la courbe deMs où l’on

observe une aimantation finie pour des champs magnétiques5T≤ h ≤ 18T. Comme l’expliquent

Levy et al. [83], cette diff́erence peut directementêtre attribúee à l’interaction Dzyaloshinskii-

Moriya sur les liens intra-dim̀eresJ . Ces observations expérimentales nous montrent que l’inter-

action Dzyaloshinskii-Moriya peut avoir des conséquences importantes sur le processus d’aiman-

tation, surtout pour des faibles aimantationsm ≤ 1
8
.

Les nombreux ŕesultats exṕerimentaux pour le composé SrCu2(BO3)2 suscitent aussi l’int́er̂et des

théoriciens qui cherchent une compréhension des processus microscopiques. Une approche pro-

metteuse est la dérivation de hamiltoniens effectifs qui a récemment́et́e effectúee par Dorieret

al. [90] en utilisant la th́eorie des perturbations. La méthode CORE áet́e appliqúee au ŕeseau de

Shastry-Sutherland pour le même but et la publication [91] ainsi que le chapitre VII discutent les

résultats en grand détail. Remarquons qu’en raison de la brisure de symétrie de spin, l’interaction

Dzyaloshinskii-Moriya rend plus difficile les approches théoriques et dans notre approche CORE

au ŕeseau de Shastry-Sutherland, par exemple, nous avons dans un premier temps ńegligé ce terme.

La recherche autour du composé SrCu2(BO3)2 reste donc tr̀es active ce qui est aussi illustré par

Haravifardet al. [92] qui trouvent des excitations dans le gap de spin pour le compośe doṕe

SrCu2−xMgx(BO3)2.
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Chapitre I. Contexte expérimental et th́eorique

FIG. I.13: Pour le compośe SrCu2(BO3)2 (cf. figure I.11) :

À gauche : la structure schématique des dim̀eres forḿes par les ions Cu2+ (cercles noirs).

Le lien d’un dim̀ere de deux spinsSi et Sj, qui sont orient́es suivant↑ ou ↓ dans l’axe

cristallographique~c = ~z, a « la direction» i → j, indiqúee par une fl̀eche noire. Pour

une interaction intra-dim̀ere Dzyaloshinskii-Moriya finie (vecteurD et flèche verte),

une contribution supplémentaireD · Si × Sj émerge dans le hamiltonien. Sous champ

magńetiquehz qui est diriǵe vers~z, la minimisation de l’́energie du système favorise

une inclinaison des spinsSi et Sj vers la direction±~x pour les dim̀eres horizontaux et

vers la direction±~y pour les dim̀eres verticaux. Pour des aimantationsmz ≤ 1
8
, les spins

inclinés vers le planx−y engendrent une aimantation transverse alternée (« staggered»

en anglais)Ms (flèche bleue) par rapport au champ magnétique appliqúehz.

À droite : courbe d’aimantation transverse alternéeMs et courbe d’aimantation longitu-

dinalemz, mesuŕees avec la résonance magnétique nucĺeaire (RMN). Afin de comparer

et vérifier,mz estégalement d́erivée en mesurant la force dans un champ magnétique in-

homog̀ene selonFz = −mz
∂hz

∂z
. En plus, l’aimantation transverse alternée est comparée

avec des ŕesultats de coupleτ en fonction du champ magnétique. Le coupleτ permet de

détecter une aimantation transverse uniformeMu qui apparâıt à un ordre suṕerieur en

D/J par rapport̀a l’aimantation transverse alternéeMs [88]. D’après Levyet al. [83].
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3. Conclusion partielle

FIG. I.14: À gauche : mailléelémentaire du matériau Yb2Pt2Pb. Au centre : ŕeseau de Shastry-

Sutherland dans la structure des Yb dans les couches« Yb Layer1» en haut et« Yb

Layer2» en bas.̀A droite : pour ce composé, l’inverse de la susceptibilité magńetique en

fonction de la temṕerature d́evie de la loi de Curie-Weiss et montre une forte anisotropie.

D’après Kimet al. [93].

La géoḿetrie du ŕeseau de Shastry-Sutherland se retrouve dans un certain nombre d’autres com-

pośes, comme par exemple dans Yb2Pt2Pb. Kim et al. [93] ont synth́etiśe ce compośe et effectúe

entre autres des expériences d’aimantation et de chaleur spécifique. La figure I.14 montre leurs

résultats pour la susceptibilité magńetique avec une très forte anisotropie ainsi que la structure.

Un groupe de composés de borides de terres rares XB4, où X=(Tb, Er, Tm), est caractériśe par le

réseau de Shastry-Sutherland avec un spin plusélev́e. Des exṕeriences montrent des plateaux d’ai-

mantationm = 1
4
, 1

3
et 1

2
pour TbB4 [94], un plateau d’aimantationm = 1

2
pour ErB4 [95] et enfin

des plateaux d’aimantationm = 1
8

et 1
2

pour TmB4 [96, 97]. Le spińelev́e de ces composés motive

uneétude th́eorique tr̀es ŕecente de Molineret al. [98] du ŕeseau de Shastry-Sutherlandclassique

(c’est-̀a-dire le spinS → ∞) qui révèle un quasi-plateaum = 1
3

pour un rapport des couplages

intra-dimèreJ et inter-dim̀ereJ ′ deJ ′/J = 0.5.

Notons enfin que le réseau de Shastry-Sutherland avec un spinélev́e estégalement ŕealiśe dans le

compośe Nd2BaZnO5 [99].

3 Conclusion partielle

Comme nous l’avons vu dans ce chapitre, il existe de nombreux compośes de basse dimensionalité

qui ont des diagrammes de phase et des comportements sous champ magńetique int́eressants. Les
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Chapitre I. Contexte expérimental et th́eorique

exṕeriences avec les systèmes quasi-unidimensionnels identifient des composés gapṕes, comme

certaineśechelles de spin, ainsi que l’existence de plateaux d’aimantation avecm 6= 0 pour des

syst̀emes frustŕes, comme certaines chaı̂nes zigzag ou chaı̂nes tordues. En deux dimensions, la phy-

sique est tr̀es riche avec diff́erentes phases conventionnelles ou exotiques et on observeégalement

une varíet́e de compośes frustŕes qui montrent plusieurs plateaux d’aimantation.

Grâceà la synth̀ese de nouveaux composés et aux bobines supraconductrices et résistives, et aux

champs magńetiques pulśes qui permettent d’examiner les composés sous champs magnétiques de

plus en plus forts, ce domaine de la physique promet de continuer sońevolution dynamique.
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Chapitre II

Notions sur les aimants quantiques en
une et deux dimensions

Dans ce chapitre nous illustrons le fondement de la physiquede syst̀emes de dim̀eres coupĺes an-

tiferromagńetiquement en une et deux dimensions. Pour les modèles correspondant aux composés

présent́es dans les sections 2.1 et 2.2 du chapitre I, nous introduisons des formulations et des outils

pratiques. Ceci nous permet d’interpréter plus facilement et de mieux comprendre les quantités

et propríet́es les plus importantes des systèmes sous champ magnétiques que nouśetudions dans

les chapitres IV̀a VII avec des ḿethodes nuḿeriques et surtout avec la méthode de Contractor

Renormalization (CORE), discutée dans la section 2 du chapitre III.

Ce chapitre est structuré comme suit : dans la section 1, nous introduisons les modèles qui d́ecrivent

la physique de basséenergie d’un dim̀ere sous champ magnétique. Ceci est appliqué à l’exemple

de l’échelle de spin pour laquelle nous présentonśegalement des résultats th́eoriques du processus

d’aimantation qui montre des plateaux d’aimantation. De façon ǵeńerale et pour des systèmes phy-

siques quelconques, nous précisons dans la section 2 la dérivation du processus d’aimantation et

de la courbe d’aimantatioǹa partir de l’́energie de l’́etat fondamental sous champ magnétique. En

utilisant la correspondance entre les différents mod̀eles que nous utilisons pour l’interprétation de

la physique, nous expliquonségalement les phases qui correspondentà un certain comportement

de la courbe d’aimantation. Dans la section 3, nous illustrons les aspects les plus importants de

la physique en une dimension en présentant une brève introductioǹa la transformation de Jordan-

Wigner [100] et au mod̀ele de Tomonaga-Luttinger [60, 61]. En particulier, nous analysons le

diagramme de phase avec une phase isolante et gappée qui correspond aux aimants quantiques

unidimensionnels. Enfin, la section 4 est consacrée à une discussion d’aimants quantiques bidi-

mensionnels que nous effectuons en analysant les phases du modèle de Bose-Hubbard d’un réseau

carŕe sous champ magnétique. Avec l’exemple du réseau de Shastry-Sutherland, nous traitons

également une version bidimensionnelle de la transformation de Jordan-Wigner afin de calculer

la courbe d’aimantation correspondante.
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FIG. II.1: L’ échelle de spin avec le couplageJ⊥ sur les barreaux,Jx sur les liens le long de l’échelle

etJd sur les liens diagonaux. Dans notreétudeJ⊥ = 1.

1 Description des dim ères sous champ magn étique avec

l’exemple de l’ échelle de spin

Afin d’ étudier le comportement de systèmes magńetiques quantiques sous champ magnétique,

nous consid́erons le mod̀ele de spin-1
2

de Heisenberg qui s’avèreêtre un mod̀ele simple qui capture

l’essentiel de la physique. Dans notre travail, nous nous intéressons en particulierà des compośes

de dim̀eres coupĺes dont l’́echelle de spin-1
2

de Heisenberg̀a deux montants est un bon exemple

pédagogique. Ce modèle se retrouve dans différents compośes, comme discuté dans la section I.2.1

(cf. les figures I.4, I.5 et I.6). Nous discutons l’application de notre ḿethode de Contractor Renor-

malization aux́echelles en d́etail dans le chapitre IV. Considérons dans ce qui suit uneéchelle de

spin frustŕee [101, 102], dont le hamiltonien est défini comme suit :

H = J⊥

L
∑

r=1

Sr,1 · Sr,2 + Jx

L
∑

r=1

2
∑

i=1

Sr,i · Sr+1,i + (II.1)

+ Jd

L
∑

r=1

(

Sr,1 · Sr+1,2 + Sr,2 · Sr+1,1

)

− h
L

∑

r=1

2
∑

i=1

Sz
r,i.

Comme le montre la figure II.1, l’indicer = 1, · · · , L indique lesL barreaux de l’́echelle et

i = 1, 2 définit les deux châınes qui constituent l’échelle. Les spinsS =↑, ↓ sur chaque site sont

coupĺes de façon suivante : l’interactionJ⊥ = 1 définit les barreaux qui sont des dimères, ensuite,

le couplageJx agit le long des deux chaı̂nes qui constituent l’échelle et enfin, le couplageJd est une

interaction diagonale frustrante. Remarquons la symétrie qui nous permet d’échanger les couplages

Jx et Jd. Enfin, le dernier terme de l’équation (II.1) d́ecrit le couplage au champ magnétiqueh.

Dans le chapitre IV, nous présentons des courbes d’aimantation et le diagramme de phase(cf.

les figures IV.1 et IV.2 (b)), calculées pour des tailles finiesà partir du mod̀ele microscopique en

utilisant la diagonalisation exacte (cf. la section 1 du chapitre III).

Consid́erons le cas sṕecial d’uneéchelle de spin dont tous les couplages saufJ⊥ = 1 sont nuls ce

qui nous donne des dim̀eres isoĺes sur les barreaux. Un de ces dimères consiste de deux spin-1
2
,

et en conśequence, son espace de Hilbert est composé de quatréetats,à savoir un singulet|s〉 de

parit́e impaire avec spin totalS = 0 et la composante du spinSz = 0 ainsi que troiśetats d’un

triplet de parit́e paire avecS = 1 etSz = −1, 0 et +1. Si dans la configuration|σ1σ2〉, le spinσ1
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1. Description des dim̀eres sous champ magnétique avec l’exemple de l’échelle de spin
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FIG. II.2: Énergies deśetats d’un dim̀ere coupĺe par une interactionJ en fonction d’un champ

magńetiqueh. Pour notre exemple (cf.équation (II.2),J = J⊥.

(σ2) se trouve sur la chaı̂ne1 (2), on a :

|s〉 =
1√
2

(

|↑↓〉 − |↓↑〉
)

et E|s〉 = −3

4
J⊥,

|t−1〉 = |↓↓〉 et E|t−1〉 =
1

4
J⊥ + h, (II.2)

|t0〉 =
1√
2

(

|↑↓〉+ |↓↑〉
)

et E|t0〉 =
1

4
J⊥,

|t+1〉 = |↑↑〉 et E|t+1〉 =
1

4
J⊥ − h.

Comme le montre la figure II.2, en absence d’un champ magnétiqueh, on observe un spectre

gapṕe et le premieŕetat excit́e, qui correspond aux triplets, avec uneénergie pluśelev́ee deJ⊥ par

rapportà l’état fondamental singulet. La déǵeńerescence des triplets est ensuite levée sous champ

magńetiqueh, connu comme splitting de Zeeman. En plus, on note que pour lechamp magńetique

h = J⊥, l’ état fondamental d’un dim̀ere change du singulet|s〉 au triplet polariśe |t+1〉 et que

l’aimantation du syst̀eme saute de nulà saturation de manière discontinue.

Si les couplagesJx etJd ont des valeurs finies, mais petites par rapport au couplage d’un barreau

J⊥, cette transition n’a plus lieu pour le champ magnétique pŕecishc = J⊥, mais plut̂ot dans une

région entreh1
c eth2

c , où la grandeur de (h2
c − h1

c) est d́etermińee par le plus grand couplage parmi

Jx etJd. Afin de mieux comprendre le comportement du système entreh1
c ≤ h ≤ h2

c dans la limite

0 < |Jx|, |Jd| ≪ |J⊥|, nous divisons le hamiltonien (II.1) en deux parties :

H = H0 +H1,

H0 = J⊥

L
∑

r=1

Sr,1 · Sr,2 − hc

L
∑

r=1

2
∑

i=1

Sz
r,i, (II.3)

H1 = Jx

L
∑

r=1

2
∑

i=1

Sr,i · Sr+1,i + Jd

L
∑

r=1

(

Sr,1 · Sr+1,2 + Sr,2 · Sr+1,1

)

− (h− hc)
L

∑

r=1

2
∑

i=1

Sz
r,i.
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Chapitre II. Notions sur les aimants quantiques en une et deuxdimensions

Comme chaque barreau peutêtre dans l’́etat |s〉 ou |t+1〉, l’ état fondamental deH0 est2L fois

déǵeńeŕe et le premieŕetat excit́e a unéenergieJ⊥. La d́eǵeńerescence de l’état fondamental est

levée parH1, et on peut d́eriver un hamiltonien effectif en utilisant la théorie des perturbations. En

suivant Mila [101], nous introduisons les opérateursσr qui sont des oṕerateurs de pseudo-spin-1
2

agissants sur les deuxétats|s〉r et |t+1〉r du barreaur selon :

σz
r |s〉r = −1

2
|s〉r σz

r |t+1〉r =
1

2
|t+1〉r,

σ+
r |s〉r = |t+1〉r, σ+

r |t+1〉r = 0 (II.4)

σ−
r |s〉r = 0, σ−

r |t+1〉r = |s〉r.

En ńegligeant une constante, le hamiltonien effectif au premier ordre est d́efini comme suit :

Heff =
L

∑

r=1

[

Jeff
xy

(

σx
rσ

x
r+1 + σy

rσ
y
r+1

)

+ Jeff
z σz

rσ
z
r+1

]

− heff

L
∑

r=1

σz
r , (II.5)

où les param̀etres sont donńes par :

Jeff
xy = Jx − Jd,

Jeff
z =

Jx

2
+
Jd

2
, (II.6)

heff = h− J⊥ −
Jx

2
− Jd

2
.

Le hamiltonien de l’́equation (II.5) est aussi connu comme modèle de spin XXZ dans un champ

magńetique longitudinal [66, 103–105] dont on connaı̂t les différentes propriét́es, comme les fonc-

tions de corŕelation.

Afin de faciliter la discussion suivante, nous effectuons une transformation de Jordan-Wigner [100,

106] pour le mod̀ele effectif. Comme nous discutons dans la section 3 de ce chapitre, cette trans-

formation est donńee par l’́equation (II.22) et ŕesulte dans un modèle t − V unidimensionnel de

fermions sans spin interagissants :

HSF = t
L

∑

r=1

(

c†rcr+1 + crc
†
r+1

)

+ V
L

∑

r=1

nrnr+1 + µ
L

∑

r=1

nr. (II.7)

Ici, l’opérateurc†r (cr) crée (annihile) un fermion sans spin sur le site effectifr de sorte que le

termet décrit le saut d’un tel fermion d’un sitèa un site voisin. Ensuite,V est l’interaction entre

deux fermions voisins etµ est le potentiel chimique. Notons que cette transformations’applique

à des syst̀emes unidimensionnels et afin d’effectuer une telle transformation en deux dimensions,

on a besoin d’introduire un champ magnétique fictif [107, 108], comme nous discutons dans la

section 4 de ce chapitre.

Remarquons dans ce contexte la correspondance entre le modèle de pseudo-spin-1
2

avec les
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1. Description des dim̀eres sous champ magnétique avec l’exemple de l’échelle de spin

Sous-espace ŕeel Modèle de pseudo-spin-1
2

Bosons de cœur dur

triplet polariśe |t+1〉 spin upσ =↑ site occuṕe•
singulet|s〉 spin downσ =↓ site vide◦

champ magńetiqueh champ magńetiqueheff potentiel chimiqueµ

composante du spinSz composante du spinσz nombre de particulesn

Phases observables et param̀etres d’ordre correspondants

aimantation transversemtrans phase superfluide

aimantation longitudinalemlong phase solide, cristalline

etmtrans etmlong phase supersolide

TAB . II.1: Correspondance entre les différents langages utilisés dans l’́equation (II.1) pour le

mod̀ele de spin-1
2

dans le sous-espace réel, dans l’́equation (II.5) pour le mod̀ele de

pseudo-spinσ = 1
2

et dans l’́equation (II.7) pour le mod̀ele de bosons de cœur dur.

opérateursσ+
r et σ−

r d’une part et le mod̀ele de bosons de cœur avec les opérateurs de création

b†r et d’annilihationbr d’autre part [109] :

σ+
r ←→ b†r, σ−

r ←→ br avec nr = b†rbr = σz
r −

1

2
=







1

0
. (II.8)

En conclusion, comme nous montrons dans le tableau II.1, un barreau de l’́echelle de spin occupé

par un triplet polariśe |t+1〉 se traduit en site effectif occupé par un boson de cœur dur (noté comme

•) [38, 110]. En revanche, un barreau occupé par un singulet|s〉 correspond̀a un site effectif vide

(not́e comme◦) et un boson est donc absent sur ce site.

En utilisant les param̀etres de l’́equation (II.6), nous pouvons exprimer les termest, V et µ de

l’ équation (II.7) avec les couplages de l’échelle de spin :

t =
Jeff

xy

2
=
Jx − Jd

2
,

V = Jeff
z =

Jx + Jd

2
, (II.9)

µ = −heff − Jeff
z = J⊥ − h.

Les champs magnétiques critiquesh1
c et h2

c peuvent enfinêtre calcuĺes au premier ordre en

consid́erant le potentiel chimique d’un bosonµ dans un système vide ou bien le potentiel chimique

d’un trouµh dans un système compl̀etement rempli. Avec2|t| = µ pourh1
c et 2|t| = µh pourh2

c ,

on peut exprimer les deux champs magnétiques critiques en termes des couplages de l’échelle de

spin :

h1
c = J⊥ − Jx + Jd et h2

c = J⊥ + 2Jx. (II.10)
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Chapitre II. Notions sur les aimants quantiques en une et deuxdimensions

Notons que ces valeurs sont en bon accord avec les expériences pour le composé

Cu2(C5H12N2)2Cl4 [57].

Consid́erons maintenant deux cas différents pour l’́echelle de spin : premièrement, l’́echelle non

frustŕee avecJd = 0 ce qui impliqueJeff
xy = 2Jeff

z = Jx. Il s’agit d’un syst̀eme non gapṕe qui se

trouve dans la classe d’universalité XY du mod̀ele anisotrope de Heisenberg et qui est décrit par

le mod̀ele du liquide de Luttinger [66]. Ce modèle qui traite des fermions interagissants dans une

dimension est brièvement discuté dans la section 3. Et deuxièmement, nous considérons l’́echelle

frustŕee avecJx 6= 0 etJd 6= 0. Pour des relativement petites valeurs deJx, ce syst̀eme se trouvèa

nouveau dans la classe d’universalité XY. En revanche, une transition de premier ordreà la classe

d’universalit́e Ising a lieu lorsqueJeff
xy = Jeff

z ce qui se traduit par

Jd = Jx/3 (II.11)

en termes de couplages de l’échelle de spin et̀a

V/|t| = 2 (II.12)

dans le langage de fermions sans spin (et de façonéquivalente de bosons de cœur dur). Dans la li-

mite d’Ising pour un couplageV relativement fort, le système est demi-rempli et isolant [111]

et l’échelle de spin correspondante possède un plateau d’aimantation en fonction du champ

magńetiqueh pourm = 1
2

par rapport̀a la valeur saturée. En analysant l’échelle de spin de façon

syst́ematique [102, 112], on trouve les différentes propriét́es deśechelles de spin, et nous montrons

les courbes d’aimantation et le diagramme de phase d’uneéchelle de spin frustrée avecJx = Jd

dans la figure II.3.

Nous retrouvons le critère (II.12) pour le plateau d’aimantationm = 1
2

d’uneéchelle de spin dans

la section 1 du chapitre IV òu nous comparons nos résultats analytiques de l’application de la

méthode de CORÈa port́ee 2 avec les résultats perturbatifs. En considérant la figure IV.2, on note

que l’approche perturbative marche bien pour des petites valeurs deJx etJd, mais a des difficult́es

pour des valeurs pluśelev́ees que l’on ne peut plus traiter comme une perturbation.

Discutons dans ce qui suit la dérivation de courbes d’aimantationà partir de la connaissance de

l’ état fondamental et les phases le plus importantes que l’on peut trouver dans des systèmes de

dimères coupĺes.

2 Courbe d’aimantation et phases correspondantes

Pour des champs magnétiques externesh (aussi d́enot́es parB) de différentes amplitudes, des

syst̀emes de spin de Heisenberg antiferromagnétiques ŕeagissent en montrant différents comporte-

ments typiques. Afin d’étudier ces effets comme des gaps de spin ou des plateaux d’aimantation,
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2. Courbe d’aimantation et phases correspondantes
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FIG. II.3: (a) courbes d’aimantation et (b) diagramme de phase de l’échelle de spin frustrée de

l’ équation (II.1) avec la notationJ = Jx = Jd etJ ′ = J⊥. Dans (b), les ligneśepaisses

indiquent des transitions de premier ordre, les lignes finesde deuxìeme ordre. D’apr̀es

Honeckeret al. [102]. Voir aussi la figure IV.2.

consid́erons l’exemple du mod̀ele bidimensionnel de spin-1
2

de Heisenberg sur un réseau carré :

H = J
∑

〈i,j〉

Si · Sj − h
∑

i

Sz
i , (II.13)

où la notation〈i, j〉 indique des proches voisins et nous nous intéressons en particulier au processus

d’aimantation de ce système. Ceci nous facilitera la compréhension du processus d’aimantation

dans les systèmes de dim̀eres coupĺes que nous analysons dans les chapitres IVà VII. Avec les

correspondances du tableau II.1, nous notons que la courbe d’aimantationm(h) estéquivalente au

nombre de particules en fonction du potentiel chimiquen(µ) dans le langage des bosons de cœur

dur.

À temṕerature nulle et en absence d’un champ magnétique, le mod̀ele bidimensionnel de Hei-

senberg est diviśe en deux sous-réseaux avec des aimantations partielles opposées qui s’an-

nulent [113, 114]. En appliquant un champ magnétiqueh et en augmentant son amplitude, l’ai-

mantation partielle des deux sous-réseaux va tourner et a tendanceà s’aligner avec le champ

magńetique appliqúe. Comme le montrent les figures II.4 (a) - (d), ce processus s’arrête lorsque

le champ magńetique d́epasse une valeur critiquehsat (ou bienBsat) et l’aimantation totale atteint

saturation.

Afin de calculer la courbe d’aimantationm(h), nous d́efinissons l’́energie par sitee(m) =

E(m)/N du syst̀eme, qui est une fonction de l’aimantation normaliséem = M
Msat

. Pour un champ

magńetiqueh donńe, nous minimisons la somme de l’énergie par site et la contribution du champ

magńetique par rapport̀a l’aimantationm :

∂
(

e(m)−mh
)

∂m
!
= 0 (II.14)
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Chapitre II. Notions sur les aimants quantiques en une et deuxdimensions

FIG. II.4: Courbes de l’́energie par sitee = E/N en fonction de l’aimantationm = 2S/N (en

haut) et courbes d’aimantationm correspondantes en fonction du champ magnétiqueh

(ouB) (en bas). Les comportements d’aimantation typiques sont illustrés : (a) courbe

linéaire, (b) gap de spin, (c) plateau d’aimantation et (d) sautd’aimantation. D’apr̀es

Lhuillier et Misguich [113, 114].
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2. Courbe d’aimantation et phases correspondantes

et on ah = ∂e(m)
∂m

. Nous effectuons donc une transformation de Legendre afin decalculer la courbe

d’aimantationm(h) à partir de l’́energiee(m). Pour l’exemple d’un ŕeseau carŕe du mod̀ele de

Heisenberg antiferromagnétique (cf. l’́equation (II.13)) nous trouvons que l’énergiee(m) = m2

2χ0

est quasiment quadratique et comme le montre la figure II.4 (a) cela ŕesulte dans une courbe d’ai-

mantation presque lińeaire.

Pour des systèmes plus complexes, on peut aussi trouver des plateaux d’aimantation et nous

consid́erons l’́energie par sitee(m) afin de les expliquer. Comme le montre la figure II.4 (b),

un gap de spin∆s implique l’existence d’un plateau d’aimantation pourm = 0 pour des champs

magńetiques inf́erieursà un champ critiqueh1 (ou bienB1). Un gap de spin apparaı̂t si l’ énergie

par sitee(m) a une pente strictement positiveà aimantation nulle, et plus préciśement, sa taille se

calcule comme suit :∂e(m)
∂m

∣

∣

m=0
= ∆s ∼ h1. Dans le langage des bosons de cœur dur, le gap de

spin∆s et le champ magńetiqueh1 correspondent au potentiel chimiqueµ1 à partir duquel la bande

commencèa se remplir. Cette transition peutêtre critique et de premier ordre, comme par exemple

en une dimension òu on trouvem ∼
√
δh en consid́erant des magnons interagissants d’une chaı̂ne

de spins entiers [115]. Comme nous l’avons vu dans la section préćedente, pour un dim̀ere qui

consiste de deux spin-1
2

de Heisenberg et en absence d’un champ magnétique, le couplageJ entre

les deux spins est́egal à l’énergie entre l’́etat fondamental et le premierétat excit́e, c’est-̀a-dire

le couplageJ correspond au gap de spin. Ceci est aussi le cas pour deséchelles de spin dont les

barreaux sont faiblement couplés et la physique est dominée par des dim̀eres isoĺes.

Des plateaux d’aimantation avec des valeurs d’aimantationfinies, comme le montre la fi-

gure II.4 (c), peuvent apparaı̂tre pour des systèmes frustŕes [116]. Ce sont des systèmes anti-

ferromagńetiques, souvent avec des couplages entre premiers et deuxièmes voisins qui sont en

comṕetition. Ce sćenario est ŕealiśe dans de nombreux modèles, parmi lesquels on trouve en une

dimension la châıne zigzag (cf. la section I.2.1) et leséchelles de spin frustrées que nous abordons

dans le chapitre IV. En deux dimensions, le modèle de Heisenberg sur un réseau triangulaire, du

type Kagoḿe ou de ǵeoḿetrie en damier en sont des exemples ainsi que le réseau de Shastry-

Sutherland, que nouśetudions dans le chapitre VII. Comme le montre la figure II.4 (c), un plateau

d’aimantation correspond̀a une discontinuit́e de∂e(m)
∂m

qui saute d’une valeurB1 àB2. La situation

est comparable au gap de spin puisque des excitations magnétiques qui augmentent ou diminuent

l’aimantation totale sont gappées entre les champs magnétiquesB1 etB2 et l’aimantationm(h)

reste constante. Comme pour le gap de spin, on peutégalement trouver des comportements cri-

tiques aux bords du plateau. Nous allons discuter les plateaux d’aimantation en grand détail pour

diff érents syst̀emes dans les chapitres IV̀a VII puisqu’ils sont au cœur de cette thèse. Rappelons

dans ce contexte que le critère pour l’existence de plateaux d’Oshikawa, Yamanaka et Affleck [26]

a d́ejà ét́e pŕesent́e dans la section I.1. Concrétisons les plateaux d’aimantation en considérant

l’exemple d’uneéchelle de spin frustrée, pour laquelle on observe un plateau pourm = 1
2

dont la

taille est relíee au couplage frustrant. La physique correspondante est décrite par la configuration

où chaque deuxième barreau est occupé par un triplet polariśe |t+1〉 (c’est-̀a-dire une particule dans
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Chapitre II. Notions sur les aimants quantiques en une et deuxdimensions

le langage des bosons de cœur dur) et les barreaux restants par des singulets|s〉 (des sites vides).

Ensuite, la taille du plateau se calcule avec le coût d’énergie afin d’enlever ou d’ajouter une parti-

cule.

Enfin, la figure II.4 (d) montre une transition métamagńetique qui est caractériśee par un saut d’ai-

mantation d̂u à une courbee(m) concave. Comme le discutent Lhuillier et Misguich [113, 114],

ce comportement peut apparaı̂tre dans des aimants quantiques pour des systèmes frustŕes avec

des configurations qui correspondentà desétats quasi-d́eǵeńeŕes appartenant̀a différentes phases

avec diff́erentes brisures de la symétrie spatial. Une autre explication sont des impuretés dans les

compośes magńetiques.

Consid́erons maintenant la courbe d’aimantation dans le contexte de la correspondance entre le

mod̀ele de Heisenberg microscopique pour les dimères et le langage des bosons de cœur dur [109,

115, 117, 118] qui est récapituĺe dans le tableau II.1 de la section préćedente.

– Nous remarquons qu’une phase superfluide pour les bosons decœur dur correspond̀a l’absence

d’un plateau d’aimantation, plus préciśementà une courbem(h) continue et strictement crois-

sante. On observe en outre que le système poss̀ede une compressibilité finie et que la syḿetrie

de jauge U(1) est brisée pour des systèmes de dimensionD > 1. Dans cette phase, les particules

peuvent se d́eplacer et sauter d’un siteà un autre et en conséquence, il s’agit d’un gaz de bosons

interagissants qui sont géńeralement dans l’état de condensation de Bose [38, 110, 115, 119].

– En revanche, un plateau d’aimantation correspondà une phase solide avec la cristallisation des

particules de manière commensurable, aménaǵees dans un cristal de Wigner [26, 78, 80, 119] qui

brise la syḿetrie de translation. Les particules cristallisées ne peuvent pas se déplacer en raison

d’un terme de sautt trop faible (V ≥ 2|t|, cf. l’ équation (II.12)) par rapport au couplageV .

Dans le langage de bosons de cœur dur, cette cristallisationde particules correspondà une onde

de densit́e de charge et on note en plus que le système est incompressible [110]. Remarquons

que la transition entre une phase superfluide et une phase solide correspond̀a la transition de

Mott [13–15] entre une phase métallique et une phase isolante dans le langage de fermions sans

spin.

– Et enfin, une phase supersolide [109, 117], qui réunit les param̀etres d’ordre de ces deux

phases [68, 69, 71, 120–122] et qui briseà la fois la syḿetrie de jauge U(1) et la syḿetrie de

translation, est caractériśee par une courbem(h) continue et strictement croissante comme dans

la phase superfluide. En utilisant une image qualitative de cette phase, on note des particules

qui sautent d’un sitèa un autre et en plus, des particules cristallisées et fix́ees entre lesquelles

se d́eplacent d’autres particules en sautant. Remarquons, par contre, qu’il s’agit d’une phase

exotique qui n’a jamaiśet́e observ́ee dans des expériences.

Nous faisons ŕeférenceà la section 4 de ce chapitre où nous discutons en profondeur le modèle

de Bose-Hubbard en deux dimensions et les différentes phases que l’on peut trouver dans ce

mod̀ele et l’existence de la phase supersolide, en particulier.Dans les chapitres IV̀a VII, nous

allons discuter la phase superfluide et la phase solide enétudiant les courbes d’aimantation et
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3. Syst̀emes unidimensionnels

plus pŕeciśement l’existence de plateaux d’aimantation pour différents syst̀emes. En outre, nous

dérivons des mod̀eles effectifs pour deux modèles bidimensionnels,̀a savoir la bicouche de Hei-

senberg dans le chapitre V et le réseau de Shastry-Sutherland dans le chapitre VII. Nos modèles

effectifs d́ecrivent des bosons de cœur dur et contiennent des termes de saut corŕelé diagonal qui

peuvent favoriser une phase supersolide [123]. Pour le modèle de la bicouche de Heisenberg une

phase supersolidèa ét́e trouv́ee nuḿeriquement en utilisant la ḿethode de Monte Carlo Quan-

tique (QMC) [68, 69], mais tr̀es ŕecemment aussi par Piconet al. [71] en étudiant notre mod̀ele

effectif [124]. Une telle phase est aussi soupçonnée au-dessus du plateaum = 1
8

dans le compośe

SrCu2(BO3)2 [83] qui est d́ecrit par le ŕeseau de Shastry-Sutherland.

Discutons dans les deux sections suivantes quelques aspects th́eoriques de la physique de systèmes

interagissants en une et deux dimensions.

3 Syst èmes unidimensionnels

Le paradigme du liquide de Fermi, discuté dans la section 1 du chapitre I a connu beaucoup de

succ̀es dans la description de systèmes interagissants, mais ne s’applique qu’en dimensionD ≥ 2.

Cette descriptiońechoue en une dimension où les excitations sont des modes collectifs et la phy-

sique de systèmes non gapṕes est d́ecrite par le liquide de Luttinger [61]. Dans ce qui suit, nous

présentons une très br̀eve introduction qui est inspirée de diff́erents travaux et revues importants

de ce domaine [66, 103, 125] ainsi que de thèses [126–128].

Nous consid́erons avec plus de détails la correspondance traitée dans la section 1 de ce chapitre,à

savoir celle entre les pseudo-spins-1
2

du mod̀ele XXZ de l’équation (II.5) d’une part, et le modèle

de fermions sans spin interagissants, décrit par le mod̀elet−V unidimensionnel de l’́equation (II.7)

d’autre part. Dans ce but, nous retraçons la bosonisation d’opérateurs fermioniques qui nous sert

à trouver le mod̀ele de Tomonaga-Luttinger [60, 61], une formulation du hamiltonien qui est qua-

dratique en terme d’oṕerateurs bosoniques et donc soluble. Nous discutons enfin lediagramme de

phase et l’apparition d’un gap de spin en fonction des paramètres du mod̀ele XXZ qui se traduit en

transition de Mott pour les fermions sans spin interagissants du mod̀elet− V .

Fermions sans spin

À basseénergie, la relation de dispersion desélectrons dans un modèle de liaison forte peut

être approxiḿee au voisinage des points de Fermi en introduisant le modèle de Tomonaga-

Luttinger [60, 61]. Si le potentiel chimique se trouve vers le milieu de la bande, on peut introduire

deux sortes de fermions avec une dispersion linéaire : les fermions« droits » (R) se propagent

avec une impulsionk et les fermions« gauches» (L) avec une impulsion−k. En conśequence,

la dispersion sinusoı̈dale initiale est diviśee en deux branches linéaires en d́ecrivant la pente de la

dispersioǹa l’impulsion de Fermik = kF (R) etk = −kF (L) pour les deux sortes de fermions

qui se d́eplacent avecvF = ±2t sin(kF ). En utilisant les oṕerateurs de création (d’annihilation)

33



Chapitre II. Notions sur les aimants quantiques en une et deuxdimensions

des deux sortes de fermionsc†r,k (cr,k), la partie cińetique du mod̀ele t − V de l’équation (II.7) se

présente comme suit :

H0 = vF

∑

k, r=R,L

(ǫrk − kF )c†r,kcr,k, (II.15)

où ǫr=R,L = ±1. On d́efinit les oṕerateurs de densité de fermions« droits» ρR et « gauches» ρL

pour des impulsionsp > 0 :

ρr(q) =
∑

k

c†r,k+qcr,k où r = R,L (II.16)

et on note que l’oṕerateurρR(p) crée une pairéelectron-trou« droite» si k < kF et k + p > kF

en d́eplaçant uńelectron de l’́etatk à l’étatk + p tandis que l’oṕerateurρL(−p) crée une paire

électron-trou« gauche» pour−kF < k et k − p < −kF . En plus, on remarque queρ†R et ρ†L
commutent ainsi queρ†(q) = ρ(−q). Les commutateurs de ces opérateurs bosoniques avec le

hamiltonien cińetique nous permettent de reformuler la partie cinétique du hamiltonien pour une

châıne de longueurLchaine comme suit :

H0 =
2πvF

Lchaine

∑

q>0

[

ρR(q)ρR(−q) + ρL(q)ρL(−q)
]

. (II.17)

Le passagèa la repŕesentation en termes d’opérateurs de densité est exact et permet de simpli-

fier le traitement d’interactions qui sont du type densité-densit́e, c’est-̀a-dire quadratique dans

les oṕerateurs de densité. On a donc trouv́e une formulation du hamiltonien cinétique qui est

quadratique en terme d’opérateurs de bosons et par conséquent soluble, exactement comme

les termes d’interactions. Quant aux interactions, on se limite souventà des interactions vers

l’avant g2 : (kF ;−kF ) → (kF ;−kF ) et g4 : (kF ; kF ) → (kF ; kF ) qui respectent le fait que les

opérateurs des fermions« droit » et « gauche» sont ind́ependants et commutent. Par contre,

on ńeglige des interactions vers l’arrièreg1 : (kF ;−kF ) → (−kF ; kF ) ou des termes d’umklapp

g3 : (kF ; kF ) → (−kF ;−kF ) pour lesquels des fermions« droits » se transforment en fermions

« gauches» et vice versa.

En prenant en compte le terme cinétique ainsi que le terme d’interaction, on obtient le hamilto-

nien global qui repŕesente le mod̀ele de Tomonaga-Luttinger. Puisqu’il est quadratique en terme

d’opérateurs bosoniques, il peutêtre ŕesolu par une transformation de Bogoliubov.

En revanche, afin de calculer des fonctions de corrélations, il est ńecessaire d’exprimer les

opérateurs fermioniques en fonctions d’opérateurs bosoniques. On doit donc effectuer la procédure

debosonisationet dans ce but, nous introduisons deux champs bosoniquesφ(x) et θ(x) :

∇φ(x) = −π[ρR(x) + ρL(x)], ∇θ(x) = +π[ρR(x)− ρL(x)]. (II.18)

La densit́e de particules (droites et gauches) est décrite par− 1
π
∇φ(x) tandis queΠ(x) = 1

π
∇θ(x)

correspond au courant vers la droite des particules. Les opérateursΠ(x) = 1
π
∇θ(x) et φ(x) sont

conjugúes et on peut montrer qu’ils obéissent la relation de commutation
[

θ(x′),Π(x)
]

= iπδ(x− x′). (II.19)
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3. Syst̀emes unidimensionnels

Cela nous permet de formuler le hamiltonien géńerique qui d́ecrit des termes d’énergie cińetique

et d’énergie d’interaction :

H =

∫

dx

2π

[

uK
(

πΠ(x)
)2

+
u

K

(

∇φ(x)
)2

]

. (II.20)

Ce hamiltonien est caractériśe par les deux param̀etres du Luttinger :u etK, où u a la dimension

d’une vitesse etK est sans dimension. Par exemple,K = 1 et u vaut la vitesse de FermivF

pour des fermions libres, tandis que pour des bosons libres,u vaut la vitesse du son etK = ∞.

Nous rappelons dans ce contexte les expériences avec le composé CuBr4(C5H12N)2 [65], discut́ees

dans la section 2.1 du chapitre I. Pour ce composé, les deux param̀etres de Luttinger peuventêtre

contr̂oles par un champ magnétique, comme illustŕe dans la figure I.8. En outre, on remarque que le

hamiltonien de l’́equation (II.20) d́ecrit une châıneélastique dont les modes propres correspondent

aux modes collectifs d’onde de densité de charge du liquide de fermions. Comme nous allons

discuter plus loin, il n’existe pas d’excitationsà une particule en une dimension tandis que des

excitations collectives sont possibles.

Bosonisation des spins-1
2

Nous consid́erons le hamiltonien XXZ pour des spins-1
2

qui est d́efini comme suit :

HXXZ =
Jxy

2

L
∑

r=1

(

S+
r+1S

−
r + S−

r+1S
+
r

)

+ Jz

L
∑

r=1

Sz
r+1S

z
r . (II.21)

Nous rappelons l’́equivalence du mod̀ele de pseudo-spins-1
2
σ de l’équation (II.5) avec les fermions

sans spin interagissants et les bosons de cœur dur, discutée dans la section 1 de ce chapitre.À partir

du mod̀ele XXZ, on retrouve le mod̀ele des fermions sans spin interagissants, c’est-à-dire le mod̀ele

t − V de l’équation (II.7), avec les paramètrest = Jxy

2
etV = Jz. Ceci est possible en effectuant

une transformation canonique,à savoir la transformation de Jordan et Wigner [100] :

Sz
r = nr −

1

2
, S+

r = c†r exp
(

iπ
∑

s<r

ns

)

, S−
r = exp

(

− iπ
∑

s<r

ns

)

cr, (II.22)

où nr = c†rcr. Les oṕerateursSr peuvent̂etre expriḿes par des champs bosoniquesφ(x) etθ(x) en

passant̀a la description dans le continu :

Sz(x) = − 1

π
∇φ(x) +

(−1)x

πα
cos(2φ(x)),

S+(x) =
e−iθ(x)

√
2πα

[

(−1)x + cos(2φ(x))
]

. (II.23)

Ici, Sz correspond̀a la densit́e de spins et par conséquentà l’aimantation locale. En plus, le

champφ est relíe à la projection du spin selonz tandis que le champθ est relíe à la partie du

spin dans le planx − y [66]. Les deux expressions deSz(x) et S+(x) nous donnent accès aux

fonctions de corŕelation et sont de grande importance afin d’interpréter les ŕesultats exṕerimentaux
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Chapitre II. Notions sur les aimants quantiques en une et deuxdimensions

FIG. II.5: Diagramme de phase d’une chaı̂ne XXZ. n est le remplissage de fermions sans spin

(l’aimantation estm = n − 1/2) et ∆ = Jz/Jxy est l’anisotropie (et non le gap, voir

texte) du mod̀ele XXZ de l’équation (II.21). Les lignes de niveau indiquent le champ

magńetiqueh (à gauche) et l’inverse du paramètre de LuttingerK−1 = exp(−2ϕ) (à

droite). D’apr̀es Haldane [103].

ou nuḿeriques.

La bosonisation de la chaı̂ne XXZ de l’équation (II.21) ŕesulte dans un hamiltonien quadratique

et en prenant en compte non seulement les interactions vers l’avant, mais aussi les processus

d’umklapp, on peut observer l’ouverture d’un gap de spin∆s. Pourm = 0, le syst̀eme est demi

rempli et le gap s’ouvre pourK < 1
2

ce qui correspond̀a V/|t| > 2 pour le mod̀ele t − V

de l’équation (II.7). Les param̀etres Luttingeru et K du hamiltonien de Tomonaga-Luttinger

peuvent̂etre calcuĺes pour le mod̀ele XXZ en utilisant l’ansatz de Bethe [16, 17, 129]. Au demi-

remplissage, ce calcul est analytique et pour un remplissage quelconque, on obtient des résultats

numériques [103], illustŕes dans la figure II.5.

En consid́erant la figure II.5, on note que pour une anisotropie∆ = Jz/Jxy ≥ 1 du mod̀ele

XXZ, le syst̀eme est ferromagnétique1 et ne peut paŝetre d́ecrit comme liquide de Luttinger.

Par conśequent, le param̀etre de LuttingerK diverge (K−1 → 0) dans cette ŕegion. D’autre

points sṕeciaux incluent∆ = Jz/Jxy = 0 qui décrit des fermions libres avecK = 1. Pour

∆ = Jz/Jxy = −1 le syst̀eme est antiferromagnétique et isotrope et on observe des corrections lo-

garithmiques aux fonctions de corrélation. On trouve le liquide de Luttinger pour∆ = Jz/Jxy < 1,

sauf sur la lignen = 1
2

(cela correspond̀a l’aimantationm = 0) et ∆ = Jz

Jxy
< −1 où l’on ob-

serve l’ouverture d’un gap de spin∆s etK < 1
2
. Ceci correspond̀a une transition de Mott dans le

langage de fermions sans spin et on observe que le système gapṕe se trouve dans phase ordonnée

antiferromagńetique. En plus, on remarque une transition commensurable-incommensurable au-

1Dans la notation de Haldane [103] et la figure II.5, les couplagesJxy et Jz ne sont pas d́efinis de m̂eme façon :

Jxy < 0 est ferromagńetique tandis queJz > 0 est ferromagńetique. Ainsi l’anisotropie∆ = Jz/Jxy ≥ 1 avec

Jxy < 0 etJz < 0 résulte dans un systèmeferromagńetique. Pour∆ = Jz/Jxy = −1 avecJz > 0 etJxy < 0 le

syst̀eme estisotropeetantiferromagńetique.
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3. Syst̀emes unidimensionnels

k

n(k)

0 kF

FIG. II.6: Facteur d’occupation deśetatsn(k) à temṕerature nulle dans les liquides de Fermi (à

gauche, d’apr̀es Roux [128]) et de Luttinger (à droite, d’apr̀es Giamarchi [66]) :̀a la

diff érence du liquide de Fermi, celui de Luttinger n’a pas de discontinuit́e au niveau de

Fermi mais une singularité.

tour de cette ligne et l’aimantation varie selonm ∼
√
h−∆s.

Comme d́ejà discut́e dans les sections 1 et 2 de ce chapitre, le gap de spin∆s de la châıne XXZ

de l’équation (II.5) pourK < 1
2

se traduit en plateau d’aimantationm = 1
2

d’un syst̀eme de

dimères coupĺes, comme nous les considérons dans les chapitres IV̀a VII. Le critère correspon-

dantV/|t| = 2 de l’équation (II.12) afin de trouver la transition entre une phase quasi-superfluide

et une phase solide dans le modèlet − V de fermions sans spin interagissants est donc de grande

importance pour nos considérations.

Nous rappelons que le liquide de Luttinger caractérise des systèmesunidimensionnels et interagis-

santspour lesquels le paradigme du liquide de Fermiéchoue. Cela se manifeste, par exemple, dans

le facteur d’occupation deśetatsn(k) que nous illustrons dans la figure II.6. Pour le liquide de

Fermi qui d́ecrit des syst̀emes interagissants de dimensionD ≥ 2, le facteur d’occupationn(k)

a une discontinuit́e à k = kF dont la taille correspond au poids de quasi-particules. Cette dis-

continuit́e n’existe pas pour le liquide de Luttinger indiquant ainsi l’absence de quasi-particules.

Plutôt, le syst̀eme est caractériśe par des excitationscollectiveset par des fonctions de corrélations

algébriquesavec des lois de puissance dont les exposants ne dépendent que du paramètre de Lut-

tingerK. Dans notre discussion, nous n’avons pas traité la bosonisation de fermions avec spin

qui joue un r̂ole important dans les conducteurs unidimensionnels [66, 127, 130]. Ces systèmes

montrent la śeparation spin-charge, une particularité remarquable de la physique en une dimen-

sion, et on observe deux modes collectifs bosoniques. Ce sontles excitations de charge, appelée

holon, et de spin, appelée spinon, qui se propagent avec des vitesses différentesvholon 6= vspinon.

Évidemment, le liquide de Luttinger offre encore beaucoup plus de physique intéressante, mais

nous nous limitons̀a un bref rappel des propriét́es les plus importantes dans le contexte de cette

thèse. Pour plus de détails, le livre de Giamarchi [66] est fortement recommandé.
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Chapitre II. Notions sur les aimants quantiques en une et deuxdimensions

4 Syst èmes bidimensionnels

Afin d’interpréter des systèmes de dim̀eres bidimensionnels sous champ magnétique, il est sou-

vent avantageux d’utiliser la représentation de spins-1
2

comme des bosons de cœur dur. Dans cette

section nous discutons par conséquent le mod̀ele de Bose-Hubbard qui peut avoir un diagramme

de phase riche en fonction des termes que l’on inclut. Comme nous avons vu dans la section

préćedente, en une dimension, la transformation de Jordan-Wigner [100] de l’́equation (II.22) est

une correspondanceexacteentre fermions sans spin interagissants avec un modèle t − V d’une

part, et le mod̀ele XXZ de pseudo-spins-1
2

d’autre part. En deux dimensions, la transformation de

Jordan-Wigner n’est plus exacte, mais en introduisant des fermions qui portent un flux statistique,

une transformation correspondante en deux dimensions est possible, comme nous illustrons plus

loin.

Le modèle de Bose-Hubbard en deux dimensions et des phases observables

Afin d’ étudier la stabilit́e de diff́erentes phases en fonction de différents processus d’interaction et

de saut de bosons, nous considérons dans ce qui suit un modèle sur ŕeseau de bosons de cœur mou

en deux dimensions. Plusieurs bosons sur le même site sont donc permis en prenant en compte une

interactionV0 entre ces bosons. Le modèle est compĺet́e par un potentiel chimiqueµ et un terme

de sautt. Ce mod̀ele est en fait un cas particulier du modèle de Bose-Hubbard qui est défini en

utilisant des oṕerateurs de créationa†i (d’annihilationai) bosoniques :

HBH = −t
∑

〈i,j〉

(a†iaj + a†jai)− µ
∑

i

ni + V0

∑

i

n2
i + V1

∑

〈i,j〉

ninj + V2

∑

≪i,k≫

nink. (II.24)

Pour le moment, les interactions entre premiers voisinsV1 et deuxìemes voisinsV2 sont ńegligées

et nous pŕesentons le diagramme de phase correspondant dans la figure II.7. On observe une phase

superfluide pour des relativement grands termes de saut tandis que pour des petites valeurs du

terme de saut, le système devient instable vers une phase isolante de Mott. La particularité de

bosons de cœur mou entraı̂ne plusieurs phases isolantes avec un remplissage commensurable òu

chaque site est occupé par un nombre entier de bosons. Les phases isolantes sont incompressibles

et en plus caractériśees par un gap fini pour les excitations de plus basseénergie,à savoir une

excitation particule-trou.

Remarquons que l’on retrouve le modèle de bosons de cœur durà partir du mod̀ele des bosons de

cœur mou de l’́equation (II.24) dans la limiteV0 →∞. En revanche, en utilisant la transformation

de Matsubara-Matsuda [109] (que nous discutons plus loin dans l’équation (II.28)), on peut mon-

trer que le mod̀ele de bosons de cœur dur estéquivalent au mod̀ele de spin-1
2

suivant [131, 132] :

H = −t
∑

〈i,j〉

(S+
i S

−
j + S−

i S
+
j ) + V1

∑

〈i,j〉

Sz
i S

z
j + V2

∑

≪i,k≫

Sz
i S

z
k − hz

∑

i

Sz
i , (II.25)

où le champ magńetiquehz = µ − 2V1 − 2V2 et nous supposonst = 1. PourV2 = 0, ce mod̀ele

est équivalent au mod̀ele XXZ de spin-1
2
, présent́e dans l’́equation (II.5). Discutons dans ce qui
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4. Syst̀emes bidimensionnels

FIG. II.7: Diagramme de phase du modèle de Bose-Hubbard de l’équation (II.24) avec des bosons

interagissants̀a temṕerature nulle. Ici, les interaction entre bosons voisins (V1 = V2 = 0)

sont absentes,µ est le potentiel chimique etJ le terme de saut, par rapportà l’interaction

entre bosons sur le m̂eme siteV , respectivement. Pour des nombres entiers de bosons

par siteN et pour un petit terme de saut, la phase superfluide (SF) est instable vers une

phase isolante de Mott (MI). D’après Fisheret al. [118].

suit, le diagramme de phase du modèle de Bose-Hubbard de bosons de cœur dur,équivalentà

l’ équation (II.25), en présence d’interactions̀a plus longue distanceV1 etV2. L’image physique se

présente pour un réseau carŕe comme suit [132] : au demi-remplissage et pourV1 6= 0 etV2 = 0,

chaque deuxième site est occupé par un boson qui est repoussé du premier voisin parV1. Pour une

faible interactionV1 et à basse temṕerature, les bosons sont mobiles et condensent en une phase

superfluide. En revanche, pour une forte interactionV1, le syst̀eme g̀ele et montre des ondes de

densit́e en forme de damier où les sites conśecutifs sont vides et occupés. Or, pour une interaction

V1 intermédiaire et exactement au demi-remplissage, les deux scénarios s’excluent. Seulement en

ajoutant ou en enlevant un boson du système, le d́efaut bosonique résultant pourrait montrer une

condensation de Bose en sautant entre les bosons gelés dans l’ordre du damier : le résultat se-

rait une phase supersolide. Cette phase porte son nom en raison de la coexistence des paramètres

d’ordre de la phase solide et la phase superfluide [120–122].Si, par contre, l’interactionV2 est

dominante, les bosons sont gelés dans un ordre de rayures et la compétition de l’interactionV2

avec un terme de saut peutégalement ŕesulter dans une phase supersolide, cette fois avec un ordre

de rayures. Remarquons que cette interprétation est qualitative en raison de la nature quantique et

indiscernable des bosons. Plutôt, les bosons participent au deux processus en même temps.

Plus quantitativement, on trouve les diagrammes de phase dumod̀ele de Bose-Hubbard de bosons

de cœur dur que nous présentons dans la figure II.8. Dans le diagramme de phase du modèle pour

un remplissageρ lég̀erement au-dessus du demi-remplissage, illustré dans la figure II.8,̀a gauche,
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FIG. II.8: À gauche : diagramme de phase du modèle de Bose-Hubbard avec des bosons de cœur

dur (cf. l’équation (II.24) avecV0 → ∞ et l’équation (II.25)), ĺeg̀erement au-dessus du

demi-remplissage (ρ = 0.563) et en fonction de l’interaction entre premiers voisinsV1

et deuxìemes voisinsV2. D’après Batrouniet al. [131]. À droite : courbe du remplissage

ρ en fonction du potentiel chimiqueµ du mod̀ele de Bose-Hubbard avec des bosons de

cœur dur, pourV1 = 0. On voit également le diagramme de phase pourV1 = 0 avec une

phase supersolidek = (0, π) entre la phase solidek = (π, 0) et la phase superfluide.

D’après Batrouni et Scalettar [132].
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on trouve une phase solide de damier de Bose avec un vecteur d’ordrek = (π, π) qui correspond

à unétat de Ńeel. En plus, on observe un ordre ferromagnétique dans le plan X-Y qui correspond

à une phase superfluide et on remarque la stabilisation d’unephase supersolide par l’interaction

à plus longue distanceV2 6= 0, même si l’interaction au premier voisinV1 est nulle. La physique

du mod̀ele de Bose-Hubbard avec des bosons de cœur dur est encore préciśee dans la figure II.8,

à droite, qui montre pourV1 = 0 le remplissageρ du syst̀eme en fonction du potentiel chimique

µ. Comme le montre le diagramme de phase pourV1 = 0 dans la m̂eme figure, une phase so-

lide k = (π, 0), qui correspond au plateau de demi-remplissage (ρ(µ) = 0.5), est entouŕee de

deux phases supersolidesk = (0, π) pour des interactionsV2 ≥ 2t. Notons que dans un modèle

de dim̀eres coupĺes sous champ magnétique, la courbeρ(µ) et le plateau de demi-remplissage du

mod̀ele bosonique correspondentà la courbe d’aimantationm(h) avec un plateau d’aimantation

pourm = 1
2
.

Ces ŕesultats nous indiquent l’importance de l’interaction au deuxìeme voisinV2 pour la stabilit́e

d’une phase supersolidek = (0, π) avec un ordre de densité de bosons de rayures. Comme discuté

au-dessus, en absence deV2 et seulement avec une interaction entre premiers voisinsV1, une phase

supersolide pourrait aussi exister avec un ordre de densité de bosons de damier. Mais les calculs

de QMC [132, 133] indiquent l’instabilité de cette phase et on observe plutôt une śeparation de

phases. Par conséquent, un simple modèle t − V (cf. l’ équation (II.7)) avec un terme de saut et

une interaction entre premiers voisins ne montre pas de phase supersolide [134]. En outre, dans

le mod̀ele de Bose-Hubbard avec des bosons de cœur mou, on observe l’absence d’une phase su-

persolide pour demi-remplissage tandis que pour des remplissages0.5 < ρ . 0.675 une phase

supersolide peut exister [131, 135].

Notons l’existence d’un autre processus qui stabilise une phase supersolide dans un modèle bi-

dimensionnel de bosons de cœur dur,à savoir un terme de saut corrélé [123]. Le hamiltonien

correspondant est similaire au hamiltonien de Bose-Hubbardde l’équation (II.24) pour des bosons

de cœur dur (V0 →∞) :

H = −t
∑

〈i,j〉

(a†iaj + a†jai)− µ
∑

i

ni + +V1

∑

〈i,j〉

ninj −

−t′
∑

i

∑

δ=±x,δ′=±y

ni

(

a†i+δai+δ′ + ai+δa
†
i+δ′

)

. (II.26)

On note que l’interaction au deuxième voisinV2 n’est pas incluse. Afin de visualiser le saut corrélé

t′, consid́erons une plaquette de quatre sites dont au moins deux sont occuṕes : un boson effectue

un saut diagonal d’un sitèa son deuxìeme voisin en pŕesence d’un autre boson voire deux bosons.

Comme le montrent Schmidtet al. [123], une phase supersolide est stable pour des amplitudes

finies de saut corrélé, m̂eme en l’absence de l’interactionV2.

Enfin, on observe encore deux autres modèles qui peuvent montrer une phase supersolide et dans

ce but, nous considérons la bicouche de Heisenberg. Nous présentons des résultats exṕerimentaux

dans la figure I.9 dans la section 2.2 du chapitre I et des résultats nuḿeriques obtenus avec la
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méthode CORE dans le chapitre V. Desétudes th́eoriques ŕevèlent la stabilit́e d’une phase super-

solide dans un mod̀ele avec des interactions anisotropes [68, 69, 71, 124] etégalement dans un

mod̀ele avec des interactions frustrantes et isotropes [70].

Correspondance entre le probl̀eme de spin-1
2

et le mod̀ele de bosons de cœur dur

Dans les sections 1 et 3 de ce chapitre, nous avons vu que grâceà une transformation de Jordan-

Wigner [100] (cf. l’équation (II.22)), le mod̀ele de bosons de cœur dur et le modèle de fermions

sans spin interagissants sontéquivalents en une dimension. En deux dimensions, cetteéquivalence

n’est plus valable car la transformation n’est plus exacte,mais dans ce qui suit, nous discutons une

méthode qui nous permet d’établir une relation entre les deux modèles.

Dans ce but, nous considérons un mod̀ele de Heisenberg antiferromagnétique,à savoir le ŕeseau

de Shastry-Sutherland pour des dimères coupĺes sous champ magnétiqueh. Le hamiltonien cor-

respondant est défini comme suit :

H =
∑

<i,j>

Jij Si · Sj − h
∑

i

Sz
i , (II.27)

où lesSi sont des oṕerateurs de spin-1
2

tandis que l’interaction intra-dim̀ere est d́ecrite parJij = J

et l’interaction entre dim̀eres parJij = J ′. Nous rappelons que le composé SrCu2(BO3)2 est une

réalisation de ce modèle avec un rapport des couplagesJ ′/J ≈ 0.65 [136, 137] et montre plusieurs

plateaux d’aimantation sous champ magnétique [78, 79], comme nous discutons dans la section 2.2

du chapitre I (cf. les figures I.11 et I.12).

Comme le montrent Misguichet al. [107], les oṕerateursSi de spin-1
2

peuvent̂etre transforḿes en

opérateurs de boson de cœur dur selon la transformation de Matsubara-Matsuda [109] :

H = Hxy +Hz, avec

Hxy =
1

2

∑

〈i,j〉

Jij

(

a†iaj + a†jai

)

, (II.28)

Hz =
∑

〈i,j〉

Jz
ij

(

ni −
1

2

)(

nj −
1

2

)

− hfict

∑

i

(

ni −
1

2

)

,

où ni = Sz
i + 1

2
est le nombre d’occupation du sitei. Les bosons de cœur dur peuventêtre

interpŕet́es comme des fermions auxquels sont attachés une tube de flux quantique d’un champ

magńetiquefictif hfict [107, 108]. Il s’agit d’une transformationexacteentre un probl̀eme de spin

(cf. l’ équation (II.27)) et des fermions sans spin qui interagissent avec un champ de jauge statis-

tique de Chern-Simons [138–140]. Avec une approche de champ moyen, on remplace ces tubes

de flux par une distribution homogène du champ magnétique fictif. Le fluxφ par plaquette carrée

est relíe à la densit́e de fermions et par conséquent,̀a l’aimantation (ŕeelle)m du syst̀eme de spins

initial :
φ

2π
= 〈n〉 =

(

〈Sz〉+
1

2

)

= m+
1

2
. (II.29)
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4. Syst̀emes bidimensionnels

FIG. II.9: Pour le ŕeseau de Shastry-Sutherland : spectre deHxy (cf. l’ équation (II.28)) qui est

un spectre de Hofstadter en fonction du fluxφ pour J ′/J = 1 (à gauche). Les lignes

épaisses inf́erieures (suṕerieures) indiquent le niveau de Fermi (l’état vide avec la plus

basséenergie). Des saut du niveau de Fermi en fonction de l’aimantation correspondent

directement aux plateaux d’aimantation et entraı̂nent une discontinuité de la pente de

l’ énergie en fonction de l’aimantation.À droite : courbe d’aimantation correspondante,

calcuĺee avec l’approche de champ moyen (ligne continue) avecJ ′/J = 0.4 et mesuŕee

pour le compośe SrCu2(BO3)2 par Onizukaet al. [79] avecJ ′/J ≃ 0.65 (ligne tiret́ee).

D’après Misguichet al. [107].

Comme le soulignent Misguichet al. [107], l’expression pourHz dans l’́equation (II.28) montre

que le champ magnétique (ŕeel)h correspond̀a un potentiel chimique pour les fermions auxquels

sont joints des tubes de flux. Pourtant, le champ magnétiqueh n’affecte pas le fluxstatistique.

En choisissant une aimantationm du ŕeseau de Shastry-Sutherland, l’équation (II.29) permet donc

de calculer le fluxφ et le nombre de fermions pour lesquels Misguichet al. calculent le spectre

Exy(m) du hamiltonienHxy de l’équation (II.28). Comme illustré dans la figure II.9,̀a gauche,

Exy(m) montre un spectre de Hofstadter [141] où les sauts de l’énergie de Fermi en fonction de

l’aimantationm correspondent aux plateaux d’aimantation. En conséquence, le spectre de Hof-

stadter pour le hamiltonienHxy reflète les plateaux dans la courbe d’aimantation du système. Cette

courbe peut enfin̂etre calcuĺee en ajoutant au spectreExy(m) la contribution du hamiltonienHz,

qui est calcuĺee avec une deuxième approche de champ moyen. On obtient l’énergie totaleE(m),

et la minimisation du termeE(m)−hm par rapport̀a l’aimantationm (cf. l’ équation (II.14)) nous

donne enfin la courbe d’aimantation que nous présentons dans la figure II.9,à droite.

On voit que la courbe th́eorique est en bon accord avec la courbe expérimentale [79], m̂eme si le
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résultat th́eorique se fonde sur un rapport des couplagesJ ′/J = 0.4 qui ne correspond pas exacte-

mentà la valeur exṕerimentaleJ ′/J ≃ 0.65 du compośe SrCu2(BO3)2. Le plateaum = 1
4

est bien

reproduit et le d́ebut du plateaum = 1
3

est calcuĺe correctement. En revanche, on remarque des

diff érences quant au gap de spin et pour faible aimantation où des exṕeriences montrent un plateau

pourm = 1
8

[78, 83] voire plusieurs plateaux : comme le discutent Sebastian et al. [82], une śerie

de plateaux pourm = 1
q

avec4 ≤ q ≤ 9 ainsi que pourm = 2
9

(comme illustŕe dans la figure I.12),

pourrait correspondrèa un spectre de Hofstadter que l’on observe dans le composé SrCu2(BO3)2.

Pourtant, la śerie de plateaux est contestée [83] et demande plus d’études. Nous discutons ce com-

pośe ainsi que le ŕeseau de Shastry-Sutherland en profondeur dans le chapitreVII.

Outre la comparaison aux résultats exṕerimentaux, Misguichet al. [107] pŕedisentégalement un

large plateau pourm = 1
2

qui n’est pas encore accessible aux expériences en raison des champs

magńetiques troṕelev́es.

5 Conclusion partielle

Dans ce chapitre, nous avons discuté le comportement de dim̀eres sous champ magnétique et

présent́e la correspondance entre ce modèle et le mod̀ele de bosons de cœur dur. En plus, nous

montrons la correspondance de ces deux modèles avec les fermions sans spin interagissants qui est

exacte en une dimension. Ceci constitue un outil pratique et maniable afin d’interpŕeter la physique

des aimants quantiques et en particulier des systèmes de dim̀eres coupĺes. Nous exploitons cette

correspondance pour l’analyse de dimères sous champ magnétique, plus pŕeciśement l’́etude de

gaps de spin et de plateaux d’aimantation, d’une part, et l’étude de mod̀eles de bosons de cœur dur

qui ont souvent des diagrammes de phase riches, d’autre part.

Les notions th́eoriques pŕesent́ees vont nous aider̀a mieux comprendre et interpréter les ŕesultats

de nos approches aux différents mod̀eles dans les chapitres IV̀a VII.
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Chapitre III

Méthodes num ériques

Dans le domaine de la matière condenśee, intimement líe au probl̀emeà N -corps quantique, il

existe tr̀es peu d’exemples de systèmes dont on sait calculer analytiquement les propriét́es de

basseénergie. Ńeanmoins, la th́eorie de la matìere condenśee, et en particulier le domaine des

fermions fortement corrélés, a connu beaucoup de succès dans la description et la modélisation de

mat́eriaux exṕerimentaux, notamment grâceà des ḿethodes nuḿeriques qui permettent d’accéder

à des grandes tailles de systèmes tout eńetant moins biaiśees que l’approche purement analytique.

Parmi les ḿethodes les plus célèbres dans ce domaine, on compte la diagonalisation exacte qui

viseà diagonaliser le hamiltonien microscopique pour un système consid́eŕe. Cela rend toutes les

observables directement accessibles, mais en revanche la taille des syst̀emes est limit́eeà 40 sites

environ puisque l’espace de Hilbert, et en même temps la taille de la matriceà diagonaliser, crôıt

de façon exponentielle avec le nombre de sites. La section 1de ce chapitre est consacréeà cette

méthode et pŕesente deux algorithmes de diagonalisation exacte qui sontlargement utiliśes, no-

tamment ceux de Lanczos et de Davidson.

Dans la section 2 de ce chapitre, nous abordons une techniquede renormalisation dans l’espace

réel qui est moins connue et moins utilisée, mais qui est d’une importance cruciale pour cette thèse.

Il s’agit de la ḿethode de« Contractor Renormalization (CORE)» qui a pour but de construire

un hamiltonien effectif̀a partir d’un hamiltonien microscopique. Cette approche chercheà bien

décrire la physique de basseénergie en ŕeduisant la complexité, ce qui permet d’accéderà des

plus grands systèmes que ceux disponibles en diagonalisation exacte. Contrairement au groupe de

renormalisation de la matrice densité (DMRG), CORE n’est pas restreinteà des syst̀emes unidi-

mensionnels et permetégalement d’́etudier des systèmes frustŕes ce qui n’est pas possible avec la

méthode de Monte Carlo Quantique (QMC).

Ces deux ḿethodes brìevement mentionńes, à savoir le DMRG et le QMC, complètent les ap-

proches les plus utiliśees pour des problèmes de magńetisme quantique et ne sont pas décrites en

détail dans cette th̀ese. Ŕesumons-les en quelques mots : comme la méthode CORE, le DMRG

est une technique de renormalisation dans l’espace réel qui diagonalise de façon exacte de petits

syst̀emes. Ensuite, la taille est agrandie itérativement et pendant chaque itération on se concentre

sur lesétats les plus pertinents quantà la description de la physique de basseénergie. Ceci permet
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d’augmenter la taille des systèmes accessibles d’un facteur10 ce qui est consid́erable. Sans aucun

doute, les plus grandes tailles sont abordables avec le QMC qui ne consid̀ere pas tous leśetats

de l’espace de Hilbert. Plutôt, pour calculer une quantité, onévalue des valeurs moyennes basées

sur un petit ensemble d’états qui sont les plus pertinents dans la statistique du système. Outre des

grandes tailles accessibles jusqu’à 10.000 sites, un grand avantage du QMC est la possibilité de

calculer des quantitésà des temṕeratures finies. D’un autre côté, on essaye de remédier au fameux

probl̀eme de signe qui limite l’application du QMC̀a des hamiltoniens non frustrés.

Dans ce qui suit, on va donc discuter la diagonalisation exacte ainsi que la ḿethode CORE. Toutes

les deux sont utiliśees pour calculer l’état fondamental de différents syst̀emes afin d’en tirer le com-

portement sous champ magnétique. Notre int́er̂et est en particulier dans la courbe d’aimantation et

l’existence ou l’absence de plateaux d’aimantation.

1 Diagonalisation exacte

Cette ḿethode indispensable pour une grande variét́e de calculs dans des différents domaines de la

physique est d́etaillée dans une revue de Dagotto [142] ainsi que dans d’autres articles [143, 144]

et th̀eses [126, 128, 145]. L’introduction suivante est basée sur ces travaux.

Afin de trouver leśenergies et valeurs propres d’un système consid́eŕe, la diagonalisation exacte

propose de diagonaliser le hamiltonienH correspondant. Puisque cette méthode est limit́ee par la

taille de l’espace de Hilbert du hamiltonien, il est essentiel d’utiliser les syḿetries du syst̀eme, ce

qui permet de travailler dans un sous-espace qui est plus petit.

Très ǵeńeralement, la diagonalisation exacte est fondée sur l’id́ee d’appliquer le hamiltonienH
sur unétat initial |x〉 qui est choisi de façon aléatoire. L’́energieE(x) de cetétat est suṕerieure ou

égaleà l’énergieE0 de l’état fondamental du hamiltonien selon le principe variationel

E(x) =
〈x|H|x〉
〈x|x〉 ≥ E0. (III.1)

Pour se rapprocher de l’énergie fondamentale, on a pour but de construire un sous-espace de l’es-

pace de Hilbert qui contienne des vecteurs qui se rapprochent de plus en plus du fondamental. On

suit la direction du gradient

∇E(x) =
2

〈x|x〉
(

H|x〉 − E(x)|x〉
)

(III.2)

et on trouve alors ńecessairement deśenergiesE(x) plus petites dans ce sous-espace pour des

hamiltoniensH hermitiens. En appliquant le hamiltonienH n fois, on construit le sous-espace

{|x〉,H|x〉,H2|x〉, . . . ,Hn|x〉} dont la ḿethode des puissances ne considère que le dernieŕetat,

notamment(H − cste)n|x〉, décaĺe vers le bas par une constante pour que le poids de l’état fon-

damental domine. On trouve que la méthode converge exponentiellement vite avec le nombren
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d’it érations̀a condition que le vecteur initial|x〉 soit non orthogonal̀a l’état fondamental.

Dans ce qui suit, deux algorithmes avec une convergence plusrapide sont pŕesent́es, notamment

ceux de Lanczos et de Davidson.

1.1 Algorithme de Lanczos

La convergence de l’algorithme de Lanczos [146] vers l’état fondamental est exponentielle avec

le nombre d’it́erationsn et plus rapide que celle de la méthode des puissances. Cet algorithme

construit it́erativement une base orthonormée dans laquelle le hamiltonien a une représentation

tridiagonale. Le principe de l’algorithme se présente comme suit :

On part d’un vecteur aléatoire norḿe |ψ1〉 et on lui applique le hamiltonienH pour calculerH|ψ1〉.
On obtient|ψ′

2〉 = H|ψ1〉 − a1|ψ1〉 qui est orthogonal̀a |ψ1〉 si on choisita1 = 〈ψ1|H|ψ1〉. La

normalisation de|ψ′
2〉 avecb21 = 〈ψ2|ψ2〉 résulte en|ψ2〉 = 1

b1
|ψ′

2〉. Ainsi, on trouve :

H|ψ1〉 = a1|ψ1〉+ b1|ψ2〉. (III.3)

Ensuite, on ŕeitère afin de construire|ψ′
3〉 = H|ψ2〉 − b1|ψ1〉 − a2|ψ2〉 qui est orthogonal̀a |ψ1〉 et

|ψ2〉 aveca2 = 〈ψ2|H|ψ2〉. Après normalisation du vecteur|ψ′
3〉, on a :

H|ψ2〉 = b1|ψ1〉+ a2|ψ2〉+ b2|ψ3〉. (III.4)

Maintenant, on peut ǵeńeraliser pour trouver une suite de coefficientsai et bi :

H|ψi〉 = bi−1|ψi−1〉+ ai|ψi〉+ bi|ψi+1〉. (III.5)

où |ψi+1〉 est norḿe et orthogonal̀a tous les vecteurs préćedents|ψj〉 avecj = 0, . . . , i. On peut

donc exprimer le hamiltonien dans le sous-espace qui est engendŕe par lesn itérations. Dans cette

base tronqúee, les(ai) constituent leśeléments diagonaux et les(bi) constituent leśeléments co-

diagonaux tel que le hamiltonien s’écrit sous la forme tridiagonale suivante :

Hn =



















a1 b1 0 . . . 0

b1 a2 b2
. . .

...

0 b2
. . . . . . 0

...
. . . . . . an−1 bn−1

0 . . . 0 bn−1 an



















. (III.6)

Comme la dimension du hamiltonien dans la représentation initialeNH peut atteindre des ordres

de grandeur de109 et plus, la repŕesentation du hamiltonien dans cette base tronquée est bien ŝur

plus facileà traiter. En particulier, pour un nombre d’itérationsn ≃ 100 on observe que l’énergie

de l’état fondamentalEn
0 est d́ejà converǵee vers l’́energie exacteE0 à la pŕecision de la machine
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(10−15). En outre, pour chaque itération on a besoin de seulement trois vecteurs de dimensionNH

afin de calculer les (ai, bi).

L’algorithme de Lanczos permet non seulement de calculer demanìere tr̀es efficace les valeurs

propres d’une matrice, c’est-à-dire lesénergies propres d’un système physique, mais aussi les

vecteurs propres et donc les fonctions d’onde correspondantes. Toutefois, pendant l’exécution de

l’algorithme, seuls les (ai, bi) et le vecteur propre du dernier pas d’itération|ψn
0 〉 =

∑n
i=1 αi|i〉,

exprimé dans la base tronquée, sont stocḱes afin de minimiser le besoin de mémoire. Pour calculer

l’ état fondamental expriḿe dans la bonne base, il est donc nécessaire de recalculer lesétats in-

termédiaires|i〉 =
∑NH

c=1 γ
i
c|c〉, où {|c〉}NH

est la base de l’espace de Hilbert. Repartant du même

vecteur initial|ψ1〉, on a :

|ψ0〉 =

NH
∑

c=1

( i
∑

i=1

αiγ
i
c

)

|c〉. (III.7)

La fonction d’onde de l’́etat fondamental rend accessible les corrélations statiques (cf. section 1.3

de ce chapitre) et dynamiques et constitue par conséquent une quantité de grande importance. Ce

proćed́e permet en principe aussi de calculer les fonctions d’onde desétats excit́es de basséenergie

dont on a besoin pour la ḿethode de« Contractor Renormalization» qui est pŕesent́ee dans la

section 2 de ce chapitre. Pourtant, d’autres algorithmes sont favoriśes dans ce but, car notamment

l’algorithme de Lanczos engendre desétats fant̂omes dits« ghosts» et ne ŕesout pas correctement

les d́eǵeńerescences comme discuté dans la section 1.5 de ce chapitre.

1.2 Algorithme de Davidson

L’algorithme de Davidson [147] permet de calculer de manière fiable les plus bassesénergies

propres et les vecteurs propres correspondants enévitant deśetats fant̂omes de l’algorithme de

Lanczos. Puisqu’il est capable de bien résoudre des d́eǵeńerescences, l’algorithme de Davidson

est particulìerement avantageux si on s’intéresse aux́etats excit́es bien que la consommation de

mémoire soit pluśelev́ee qu’avec l’algorithme de Lanczos. Dans ce qui suit, quelques diff́erences

entre les deux algorithmes sont discutées ce qui permet de plus facilement aborder le procéd́e de

l’algorithme de Davidson.

Dans l’algorithme de Lanczos, aprèsi itérations on obtient une représentation approximative de

l’ état fondamental|ψi
0〉 ainsi qu’une valeur variationnelle pour l’énergie propre correspondante

Ei
0 ≥ E0. Dans le cas òu |ψi

0〉 repŕesente le vraíetat fondamental, le vecteur résiduel

|Ri〉 = H|ψi
0〉 − E0|ψi

0〉 (III.8)

est nul. Ǵeńeralement ce n’est pas le cas et on peut montrer que l’algorithme de Lanczos váetendre

le sous-espace variationnel selon la composante du vecteurH|ψi
0〉 − Ei

0|ψi
0〉 ≃ |Ri〉 qui est ortho-

gonalà ce sous-espace.
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L’approche de l’algorithme de Davidson viseà aḿeliorer la construction du vecteur résiduel par

rapportà l’algorithme de Lanczos. Dans ce but, notons que le vrai vecteur ŕesiduel|R〉 s’écrit

|R〉 = |ψ0〉 − |ψi
0〉 (III.9)

où |ψ0〉 est l’état fondamental exact. Par conséquent

(H− E01)|R〉 = −|Ri〉. (III.10)

Or, on ignore l’́energie de l’́etat fondamental exact ce qui rend impossible l’application de cet

équation dans l’algorithme. En outre, cette relation serait très difficile à inverser nuḿeriquement

afin d’en tirer le vecteur résiduel|R〉. Par contre, si on approximeH par sa partie diagonaleD et

on remplace l’́energie exacteE0 parEi
0 ≃ E0, on peut aiśement calculer le vecteur

|R̃〉 = −(D − Ei
01)−1|Ri〉 (III.11)

qui s’av̀ere souvent̂etre un meilleur vecteur résiduel que|Ri〉 pour étendre le sous-espace. On

note aussi que l’on retrouve l’algorithme de Lanczos si on choisit D = 1. Enfin, le proćed́e de

l’algorithme de Davison pour calculer unétat propre|ψk〉 avec l’́energie propre correspondanteEk

se pŕesente comme suit :

1. On part d’un sous-espace contenantl ≥ k vecteurs orthonorḿes{|v1〉, . . . , |vl〉} et on appelle

B la matrice rectangulaire qui contient ces vecteurs comme colonnes etH la matrice des

vecteurs{H|v1〉, . . . ,H|vl〉}.
2. On diagonalise la matrice〈vi|H|vj〉 pour en d́eterminer la valeur propreEl

k et le vecteur

propre|ψl
k〉 correspondant (obtenus avecl vecteurs).

3. Pour v́erifier la convergence, on construit le vecteur

|εl〉 = (H − El
kB)|ψl

k〉 (III.12)

et on calcule sa norme. Si elle est inférieureà ε (un crit̀ere que l’on se fixe) on arrête et on

consid̀ere que|ψl
k〉 donne une bonne représentation de l’́etat viśe. Sinon, on agrandit la base.

4. Pour agrandir la base, on calcule le vecteur résiduel

|Rl〉 = (D − El
k1)−1|ψl

k〉 (III.13)

et on l’orthonormalise par rapport aux vecteurs préćedents{|v1〉, . . . , |vl〉}. Il en sort le nou-

veau vecteur|vl+1〉 que l’on rajoutèa la matriceB. On est alors ramené au premier pas du

proćed́e avecl→ l + 1.

Pŕecisons enfin qu’en pratique, afin de limiter l’espace mémoire utiliśe, on part d’un petit nombre

de vecteurs aléatoires{|v1〉, . . . , |vl〉} que l’on orthonormalise et on fait quelques itérations jusqu’̀a

un nombre de vecteurs maximal fixé par avance. Si la convergence n’est pas atteinte, on reprend
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alors l’algorithme au d́ebut mais en se servant cette fois du résultat de la première śerie d’itérations.

En raison de sa fiabilité quant aux fonctions d’onde desétats excit́es, l’algorithme de Davidson est

préféŕe à l’algorithme de Lanczos pour certains cas. Notamment, le groupe de renormalisation de

la matrice densit́e (DMRG) introduit par Whiteet.al[148–150] s’en sert. En outre, dans la méthode

de Contractor Renormalization (CORE, cf. section 2 de ce chapitre), l’algorithme de Davidson est

avantageux pour des systèmes de tailles moyennes qui ne sont plus accessibles avec les librairies

d’algèbre lińeaire BLAS/LAPACK.

1.3 Calcul d’observables

Observables d́erivées du calcul de l’́energie

L’ énergie est directement accessible avec la diagonalisation exacte et peut nous servirà d́eriver

d’autres quantit́es. Dans ce but, on profite des différents secteurs de symétrie comme les secteurs

de spin, charge ou impulsion. Considérons, par exemple, une chaı̂ne de longueurL et analysons

les gaps.

La connaissance de l’énergie de l’́etat fondamental et des excitations nous permettent de calculer

les gaps de spin singulet et triplet ainsi que les gaps de charge à une ou plusieurs particules. En

outre, une d́eǵeńerescence associéeà un gap dans un certain secteur de l’impulsion indique une

brisure de syḿetrie de translation. Un outil très pratique qui est aussi fondé sur leśenergies sont

les tours d’́etats [114] pour lesquelles on trace lesénergies en fonction du spinS(S + 1). Cet outil

peut aussîetre appliqúe au mod̀ele de Heisenberg bidimensionnel avecéchange cycliquèa quatre

spins.Également, on peut calculer la courbe de l’énergie en fonction de particulesE(N) ou du spin

E(Sz). Dans ce cas, on en déduit la courbe d’aimantation qui est probablement la quantité la plus

importante de cette thèse. Les deux quantitésE(N) etE(Sz) ainsi que leurs d́erivées contiennent

de l’information sur les gaps et les phases du système consid́eŕe. Pour la charge, on trouve pour le

potentiel chimique et la compressibilité inverse

µ =
∂E0

∂N
et κ−1 = L

∂2E0

∂N2
, (III.14)

et pour le spin on trouve le champ magnétique et la susceptibilité

H =
∂E0

∂M
et χ =

1

L

∂2E0

∂M2
. (III.15)

Afin de compĺeter les analogies, on trace les relations de dispersionE(k) en fonction de l’im-

pulsion. Cela permet d’étudier les modes et branches d’excitations et pour l’exemple d’un mode

linéaire avec l’impulsion, sa vitesse est donnée par

v =
∂E0

∂k
. (III.16)
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La dérivation de nombreuses quantités sont encore envisageable dont l’énergie d’un spinon dans

une châıne diḿeriśee ou le courant̀a partir d’un flux φ comme d́emontŕe dans la th̀ese de

Roux [128].

Observables d́erivées du calcul de l’́etat fondamental

Avec la fonction d’onde du fondamental|ψ0〉, calcuĺee avec la diagonalisation exacte, on peut cal-

culer la valeur moyenne d’une observable statiqueà temṕerature nulle. En analysant les différents

termes du hamiltonien on peut, par exemple, comparer la contribution de l’́energie cińetique avec

celle de l’́energie potentielle d’interaction.Également, on a accèsà des param̀etres d’ordre locaux

ou des fonctions de corrélationsà tempśegaux, comme nous le discutons dans la section 3 du cha-

pitre VII où nous pŕesentons des corrélations charge-charge pour le réseau de Shastry-Sutherland.

Notons que si on obtient une erreur relativeε sur l’énergie apr̀esn itérations, l’erreur sur les coef-

ficients du fondamental et donc sur les observables tirées du fondamental est d’ordre
√
ε. Le calcul

des fonctions de corrélationsà tempśegaux est effectúe soit dans l’espace direct, soit dans l’espace

réciproque

C(i− j) = 〈ψ0|A†
jAi|ψ0〉 ou C(k) = 〈ψ0|A†

k
Ak|ψ0〉, (III.17)

où la proćedure d́epend de l’espace choisi. Pour calculer les corrélations dans l’espace réel, comme

par exempleSz
jS

z
i ouc†jci, il est avantageux d’appliquer l’opérateurA†

jAi directement sur l’́etat fon-

damental avant de reprojeter sur|ψ0〉. Afin de calculer des corrélations dans l’espace réciproque,

comme pour l’exemple deS†
k
Sk, il faut d’abord construire l’espace de Hilbert du secteurk si on

suppose que le fondamental est dans le secteurk = 0. Après avoir cŕeé le vecteur interḿediare

|ψ1〉 = Ak|ψ0〉, on calculeC(k) = 〈ψ1|ψ1〉.
Une quantit́e de grande importance qui est accessible par ce procéd́e est notamment la matrice

densit́e ŕeduite qui est d́efinie comme matrice densité d’un petit syst̀eme ou bloc encadré dans un

plus grand« super-bloc». Elle joue un r̂ole crucial dans le ćelèbre groupe de renormalisation de

la matrice densit́e (DMRG) introduit par Whiteet.al [148, 149]. Dans la ḿethode de Contractor

Renormalization (CORE) qui est présent́ee dans la section 2.3 de ce chapitre, le poids de la ma-

trice densit́e ŕeduite peut servir comme critère alternatif qui permet de mieux sélectionner leśetats

importants d’un petit bloc encadré dans un plus grand système [124, 151].

Afin de d́efinir la matrice densité ŕeduite, consid́erons un sous-systèmeA qui est inclus dans un

plus grand systèmeB. Si le syst̀eme completB est dans l’́etat|Ψ〉, par exemple sońetat fondamen-

tal, la fonction d’onde peut̂etre expriḿee comme :

|Ψ〉 =
∑

a,b

ψa,b|a〉 ⊗ |b〉. (III.18)

Ici, l’indice a note la somme sur tous lesétats du systèmeA etb note la somme sur tous lesétats du

syst̀emeB \ A. La matrice densité, qui est de façon géńerale d́efinieà temṕerature nulle comme :

ρ = |Ψ〉〈Ψ| , (III.19)
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FIG. III.1: Les plus petits ŕeseaux carŕes en deux dimensions avec un nombre pair de sites. D’après

Dorneich [145].

nous permet ensuite d’évaluer la matrice densité ŕeduiteρA du syst̀emeA :

ρAa,a′ = TrB\A ρ =
∑

b

ψa,bψ
∗
a′,b. (III.20)

L’int ér̂et pour la ḿethode CORE consiste dans les valeurs propres de la matrice densité ŕeduite

ρA qui caract́erisent la probabilit́e de trouver uńetat |a〉 dans le syst̀emeA en supposant que

le syst̀eme complet soit dans l’état |Ψ〉. Cela permet de sélectionner leśetats pertinents ayant

beaucoup de poids de la matrice densité ŕeduite. De cette façon, on viseà bien d́ecrire la physique

du bloc tout en ŕeduisant la taille de l’espace de Hilbert et donc sa complexité. Comme discuté dans

la section 2.3 de ce chapitre, cette méthode peut donc servirà remplacer le crit̀ere de l’́energie afin

de śelectionner leśetats sur lesquels CORE est basée.

1.4 Notions sur une impl émentation efficace

Réseaux utiliśes

Les ŕeseaux des systèmes quasi-unidimensionnels comme les chaı̂nes et leśechelles sont faciles

à traiter puisque l’on peut aisément ŕealiser des ŕeseaux d’une certaine taille souhaitée. Avec la

connaissance de résultats analytiques, on peut ensuite effectuer le passageà la limite thermodyna-

mique comme discuté dans la section 1.5 de ce chapitre.

Pour les ŕeseaux bidimensionnels, seulement certaines tailles permettent une ǵeometrie carŕee avec

un nombre de sites pair. Comme illustré dans la figure III.1, on utilise des réseaux pench́es avec

n2 +m2 sites, òu n,m sont des entiers. En outre la compréhension des effets de taille finie est une
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tâche difficile ce qui complique d’effectuer des extrapolations sur le comportement dans la limite

thermodynamique.

Codage deśetats

Dans le langage de la seconde quantification, unétat |ψ〉 de n électrons est construit par l’ap-

plication den opérateurs de créationc†i,σ sur l’état du vide|0〉 où pour des spin-1
2

du mod̀ele de

Heisenberg chaque opérateur cŕee unélectron de spinσ =↑, ↓ sur le sitei. On exprime la configu-

rationélectronique correspondante|c〉 par des groupements de bits et on associe un nombre entier

N (|c〉). Pour des spin-1
2

du mod̀ele de Heisenberg, un seul bit est suffisant afin de coder unétat

électronique d’un site en sorte que pour quatreélectrons, on a :

|ψ〉 = c†1,↑c
†
2,↓c

†
3,↓c

†
4,↑|0〉 = |↑, ↓, ↓, ↑〉 ⇔ N (|c〉) = N (|1001〉) = 9. (III.21)

Pour des fermions, les opérateurs anticommutent et il faut définir une convention de l’ordre des

opérateurs si les fermions peuvent s’échanger. Chaque permutation de deux opérateurs de création

(de annihilation) entrâıne donc un facteur de−1 de sorte que l’on obtient enfin un préfacteur de

±1 dit « signe fermionique».

Des mod̀eles avec plus de deuxétats par site, comme par exemple le modèle de Hubbard ou des

mod̀eles effectifs d́erivés avec la ḿethode CORE, nous obligent de prévoir plus d’un seul bit afin

de coder uńetatélectronique. Les quatréetats par site du modèle de Hubbard (cf. l’́equation (I.1)),

par exemple, peuventêtre stocḱes avec deux bits comme :|0〉 = |00〉, |↑〉 = |10〉, |↓〉 = |01〉 et

|↑↓〉 = |11〉. Par contre, un mod̀ele effectif que l’on peut d́eriver avec CORE, peut atteindre jusqu’à

10 états par site voire plus et en conséquence, le stockage de ce modèle ńecessite quatre bits ou

plus. Consid́erons un exemple de l’équation (IV.8) de la section 2 du chapitre IV où l’on a sixétats

par site, dont deux́etats singulets (|SA〉 et |SB〉) avec spinS = Sz = 0, troisétats triplets polariśes

(|TA〉, |TB〉 et |TC〉) avecS = 1 et Sz = +1 et unétat quintet complètement polariśe (|Q〉) avec

S = 2 etSz = +2. Afin de stocker ces six́etats, on les nuḿerote en commençant avec0 et ensuite

on prend le nuḿero de l’́etat dans la base binaire ce qui nécessite trois bits. Ainsi, on a pour les

deuxétats singuletSA = |000〉 etSA = |001〉, les trois triplets sont stockés commeTA = |010〉,
TB = |011〉 etTC = |100〉 et enfin le quintet|Q〉 = |101〉. Dans ce but, on doit́egalement stocker

des informations supplémentaires pour chaqueétat, comme le spinS ou la composanteSz ou bien

la charge.

Utilisation des syḿetries

Les hamiltoniens que l’ońetudie et que l’on aimerait diagonaliser possèdent souvent un grand

nombre de syḿetries qui sont líeesà des quantit́es conserv́ees. En fonction du système consid́eŕe,

on observe par exemple la symétrie du groupe de translation où pour un secteur de symétrie

l’impulsion est conserv́ee. Les autres syḿetries incluent l’invariance de rotation du système, la

symétrieU(1) comme la rotation autour une directionz (Stot
z conserv́e), l’invariance de jauge glo-

bale (nombre de particules conservé) et la syḿetrie de rotation du spinSU(2) (spin total conserv́e).

Une utilisation astucieuse des symétries permet de diagonaliser le hamiltonien par bloc où chaque
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FIG. III.2: Sch́ema de ŕeseaux diff́erents avec le couplage au premier voisin noté parJ1 (ou seule-

mentJ), le couplage au deuxième voisin not́e parJ2 et δ comme diḿerisation. (a) Le

réseau carré de
√

32 ×
√

32 sites, (b) la boucle diḿeriśee, (c) la boucle frustrée. Cf.

figure III.1. D’apr̀es Laflorencie et Poilblanc [144].

bloc correspond̀a une repŕesentation irŕeductible d’un groupe de syḿetrie. Comme les tailles de

ces blocs sont plus petites que la taille de l’espace de Hilbert complet, la t̂ache de la diagonalisation

est rendue beaucoup plus facile comme le montre le tableau III.1 pour quelques exemples. Pour

une impĺementation efficace il est donc indispensable de profiter au maximum des syḿetries car

la consommation de ḿemoire ainsi que de temps de calcul sont diminués consid́erablement ce qui

permet d’acćederà des plus grands systèmes.

Modèle Taille du Groupe de Taille typique de

r éseau symétrie l’espace de Hilbert réduit

2D Isotrope 6× 6 T36 ⊗ C4v ⊗ I2 9 075 135 300/576

1D J1 − J2 32× 1 T32 ⊗ C2 ⊗ I2 601 080 390/128

1D J1 − J2 − δ 32× 1 T16 ⊗ I2 601 080 390/32

TAB . III.1: Groupe de syḿetrie et taille typique de l’espace de Hilbert réduit, calcuĺee comme

taille de l’espace int́egral dans le secteurSz = 0 divisée par le nombre de symétries,

pour trois mod̀eles antiferromagńetiques de spin-1
2

de Heisenberg (cf. figure III.2). Les

symétries not́ees sont :TN pour le groupe de translationT , I2 pour l’inversion de spin

SZ
x
→ −SZ

x
etCN pour le groupe cyclique. D’après Laflorencie et Poilblanc [144].

Afin de minimiser la consommation de mémoire pendant la diagonalisation exacte d’un hamilto-

nien, différentes techniques sont utilisées en profitant de ces symétries. Notamment, on ne stocke

que lesétats ou configurations dits« repŕesentatifs», c’est-̀a-dire des configurations qui ne sont

pas mutuellement reliées en appliquant les symétries d’espace. Ensuite, parmi un nombre de confi-

gurations qui sont líees par des syḿetries d’espace, on choisit comme configuration représentative

pour des raisons pratiques le plus petit nombre entier correspondant, selon l’équation (III.21).

Comme expliqúe par Laflorencie et Poilblanc [144] ainsi que dans les thèses de Dorneich [145] et
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FIG. III.3: Convergence de l’algorithme de Lanczos.À gauche, la convergence du spectre de basse

énergie de la matrice tridiagonale vers le spectre exact calculé ind́ependamment. Les

cercles indiquent leśenergies douteuses associéesà l’apparition de vecteurs fantômes,

dits« ghosts». À droite, l’erreur relative
∣

∣Ek
lanczos(i)− Ek

exact

∣

∣/
∣

∣Ek
exact

∣

∣ apr̀esi itérations

pour lesk = 1, . . . , 10 plus petites valeurs propres. La convergence est sensiblement

exponentielle jusqu’à la pŕecision de la machine. D’après Roux [128].

Roux [128], il y a encore beaucoup d’autres moyens pour optimiser la performance de l’algorithme

de la diagonalisation exacte tout en tenant compte de déǵeńerescence potentielles [152]. Le lecteur

est príe de s’adresser aux références donńees pour plus de détails car ces points techniques ne sont

pas au cœur de cette thèse.

1.5 Convergence et effets de taille finie

L’efficacité de la diagonalisation exacte dépend fortement d’une utilisation des symétries astu-

cieuse, d’une implémentation optimiśee du produitH|ψ〉 et d’une bonne performance de l’al-

gorithme choisi. Notamment, pour l’algorithme de Lanczos,on observe une convergence expo-

nentielle comme le montre l’exemple dans la figure III.3. On note que la convergence sur unétat

propre est d’autant plus rapide qu’il est bien sépaŕe en termes d’énergie. L’utilisation des syḿetries

ne sert donc pas seulementà minimiser le besoin de ḿemoire afin de stocker l’espace de Hilbert,

mais aussìa rendre plus rapide la convergence puisque la densité du spectrèa basséenergie est

diminuée. Comme discuté dans la section 1.3, une erreur relativeε sur l’énergie du fondamental

entrâıne une erreur relative d’ordre
√
ε sur les observables tirées du fondamental. Par conséquent,

le nombre d’it́erations doit̂etre augmenté pour les calculs d’observables comme les fonctions de

corŕelations, comme le montre la figure III.4.

À côté de son plus grand avantage, notamment la convergence exponentielle, la figure III.3 ŕevèle
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FIG. III.4: Convergence de l’algorithme de Lanczos pour une mesure locale qui traduit la conver-

gence de la représentation du fondamental plus lente que celle de l’énergie. D’apr̀es

Roux [128].

aussi le plus grand désavantage de l’algorithme de Lanczos. Pendant l’exécution de l’algorithme

des erreurs d’arrondis apparaissent après un certain nombre d’itérations ce qui provoque l’appari-

tion de vecteurs fantômes avec des valeurs propres de basseénergie douteuses. Avec un plus grand

nombre d’it́erations ces vecteurs convergent vers l’état propre d’́energie plus basse le plus proche

ce qui engendre des déǵeńerescences non physiques dans le spectre de basseénergie. Cela ne gêne

pas le calcul de l’́energie de l’́etat fondamental, mais rendévidemment douteux le calcul desétats

excit́es comme le montre le tableau III.2. Dans le calcul utilisantl’algorithme de Lanczos on re-

Algorithme iter 1er 2e 3e 4e

Exact -5.0315434037424 -4.7773893337012 -4.5693744108054 -4.5693744108054

Davidson 105 -5.0315434037424 -4.7773893337012 -4.5693744108054 -4.5693744108054

Lanczos 58 -5.0315434037424 -4.7773893337012 -4.5693744108054 -4.2976885465600

59 -5.0315434037424 -4.7773893337012 -4.5693744108054 -4.3442335795376

60 -5.1643305416143 -5.0315434037424 -4.7773893337012 -4.5693744108054

TAB . III.2: Gestion des d́eǵeńerescences exactes lorsque toutes les symétries ne sont pas utilisées

sur les 4 premierśetats excit́es. Le Lanczos ne donne pas les déǵeńerescences exactes

(et en donne certaines absurdes dues aux vecteurs fantômes) alors que le Davidson les

résout correctement au prix d’un plus grand nombre d’itérations. D’apr̀es Roux [128].

connâıt la mauvaise gestion des déǵeńerescences exactes due aux vecteurs fantômes. L’algorithme

de Davidson offre des avantages enévitant les vecteurs fantômes ce qui rend cet algorithme fiable
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quant aux d́eǵeńerescences et auxétats excit́es. En revanche, pour des nombreux systèmes l’algo-

rithme de Davidson converge plus lentement que l’algorithmede Lanczos.

Une autre limitation de la diagonalisation exacte sont les tailles des ŕeseaux accessibles qui, avec

40 sites au maximum, sont relativement petites comparées avec des autres méthodes nuḿeriques

comme le DMRG ou le Monte Carlo Quantique (QMC). Grâceà des ŕesultats analytiques, on peut

dans quelques cas toutefois dériver des quantités dans la limite thermodynamique, en particulier

pour des systèmes unidimensionnels.

Par contre, en deux dimensions, la compréhension des effets de taille finie n’est pas facile. En outre,

seulement peu de tailles de système avec une ǵeoḿetrie carŕee et un nombre de sites pair sont ac-

cessibles, comme le montre la figure III.1. Cela rend très difficile d’effectuer des extrapolations sur

le comportement dans la limite thermodynamique.

2 La méthode de « Contractor Renormalization (CORE) »

Introduite par Morningstar et Weinstein en 1994 [153, 154],la méthode de« Contractor Renorma-

lization (CORE)» est une technique de renormalisation dans l’espace réel, conçue afin d’étudier

la physique de th́eories de champ quantique sur réseau. Cette approche non perturbative permet

d’étudier des systèmes magńetiques [151, 155–159] et dopés [160, 161] en construisant un hamil-

tonien effectifà partir d’un hamiltonien microscopique sur réseau comme par exemple du modèle

d’Ising, Heisenberg ou Hubbard. Le hamiltonien dérivé ŕeduit la complexit́e du syst̀eme consid́eŕe

car il agit dans un espace Hilbert réduit tout en reproduisant la physique de basseénergie. En

conśequence, le mod̀ele microscopique initial est remplacé par un mod̀ele effectif avec moins

d’états et un hamiltonien plus complexeà condition que leśetats sur lesquels CORE est basé aient

une projection suffisante sur lesétats propres de plus basseénergie du mod̀ele initial. Le mod̀ele ef-

fectif peut ensuitêetreétudíe en d́eduisant des quantités qui caract́erisent sa physique, comme des

interactions̀a différentes distances et des termes de saut de particules. On peut également́etudier le

mod̀ele effectif avec des ḿethodes nuḿeriques, comme la diagonalisation exacte, le Monte Carlo

Quantique, etc.

Afin de mieux comprendre la ḿethode CORE, nous allons d’abord traiter dans la section 2.1 de

ce chapitre le groupe de renormalisation dans l’espace réel dit« näıf » d’apr̀es Wilson [162, 163].

Malgré ses succ̀es, cette approche a des limitations duesà une description insuffisante des interac-

tions et les autres techniques de renormalisation dans l’espace ŕeel ont pour but d’aḿeliorer cette

défaillance.

Une aḿelioration prometteuse est l’introduction des interactions effectives qui peuvent̂etre

dérivées en se fondant sur la théorie des hamiltoniens effectifs de Bloch [164] ou de desCloi-

zeaux [165], par exemple. Par conséquent, la section 2.2 est consacréeà une formulation efficace

de la th́eorie des hamiltoniens effectifs ainsi qu’à une ḿethode de renormalisation dans l’espace

réel qui y recourt.

57



Chapitre III. Méthodes nuḿeriques

L’id ée des hamiltoniens effectifs est aussi utilisée dans la ḿethode CORE de Morningstar et Wein-

stein [153, 154] dont la section 2.3 de ce chapitre présente le proćed́e d́etaillé. Dans le reste de ce

chapitre, la ḿethode CORE est expliquée de façon plus approfondie : dans la section 2.4, quelques

commentaires précisent le proćed́e en discutant quelques points techniques et dans la section2.5,

l’application de CORE est illustrée avec deux exemples simples qui montrent son utilité et qui

permettent une meilleure compréhension. Ensuite, la ḿethode CORE est appliquée à différents

mod̀eles dans les chapitres IV̀a VII, où le chapitre IV, qui traite deśechelles de spin, est plutôt

pédagogique en d́etaillant des points techniques de la méthode.

La description d́etaillée de la ḿethode CORE est largement fondée sur les articles initiaux de Mor-

ningstar et Weinstein [153, 154] et un article pédagogique d’Altman et Auerbach [160]. Il s’agit

en conśequence, d’une description de l’idée initiale de la ḿethode et les d́eveloppements récents,

comme par exemple une approche géńeraliśee dite Extended Contractor Renormalization (EN-

CORE) d’Albuquerqueet al. [166, 167] ainsi qu’une approche de CORE lég̀erement modifíee par

Siu et Weinstein [168], ne sont pas pris en compte. Par contre, une approche de Capponiet al.[151]

qui utilise aussi le poids de la matrice densité ŕeduite et non seulement l’énergie pour justifier le

choix d’états vâetre pŕesent́ee en profondeur.

2.1 Le groupe de renormalisation dans l’espace r éel « naı̈f »

Une formulation efficace et puissante du groupe de renormalisation dans l’espace réel (RSRG),

aussi dit« näıf », fut présent́ee par Wilson [162, 163]. Cette approche est applicable aux modèles

quantiques sur réseau et tr̀es utile afin d’́etudier des transitions de phase continues et en parti-

culier le probl̀eme de Kondo [169]. L’id́ee de base de ce processus itératif est de consid́erer un

petit syst̀eme dans l’espace réel et lors de chaque itération d’agrandir la taille du système tout en

réduisant les degrés de libert́e. Plus pŕeciśement, l’approche du groupe de renormalisation naı̈f

dans l’espace réel se pŕesente comme suit :

– Premìerement, le système consid́eŕe est subdiviśe en des petits blocs de tailleL, en notant

H0 le hamiltonien de ce bloćelémentaire etV0 le hamiltonien du système entre deux blocs

élémentaires voisins.

– Ensuite, on diagonaliseH0 et on ne prend en compte que lesM états de plus basseénergie parmi

tous lesN états propres. CesM états constituent l’espace réduit de basséenergie de l’espace de

Hilbert du hamiltonien complet du bloćelémentaire. Puis, on appelleH0,trunc la projection de

H0 sur l’espace ŕeduit d’un blocélémentaire et, de façon analogue,V0,trunc la projection deV0

sur l’espace ŕeduit du syst̀eme entre deux blocśelémentaires.

– Comme le montre la figure III.5, lors de la prochaine itération, les blocs initiaux sont remplacés

par des sites, dits« super-sites». Le hamiltonien tronqúe H0,trunc caract́erise les degŕes de

liberté d’un nouveau site dans le nouveau réseau etV0,trunc caract́erise le hamiltonien entre deux

super-sites.
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A)

B)

FIG. III.5: Renormalisation d’un système uni-dimensionnel : (A) D’après Wilson [162, 163] la

châıne est subdiviśee en blocs de trois sites et chaque bloc renormalisé constitue un

nouveau site. (B) Par contre, cet exemple du DMRG n’ajoute qu’un site par it́eration.

D’après Siu et Weinstein [170].

– La proćedure continue en identifiant un nouveau blocélémentaire qui consiste deL super-sites

et dont le hamiltonien estH1.

– Enfin, cette it́eration est complét́ee par la troncation du hamiltonien d’un nouveau bloc

élémentaireH1 et du hamiltonien caractérisant le syst̀eme entre deux nouveaux blocs

élémentairesV1.

De cette manìere, pendant chaque itérationn on construitHn+1 etVn+1 à partir deHn etVn, res-

pectivement.̀A partir d’un petit bloc, on agrandit le système peùa peu et on se concentre sur les

états de basséenergie pour chaque système interḿediaire. Ainsi leśetats excit́es de hautéenergie

sont tronqúes et suppriḿes et le proćed́e cible l’état fondamental et quelquesétats excit́es de basse

énergie du système infini. Enfin, ce processus est convergé quand les hamiltoniens obtenus ne

changent que de façon négligeable lors d’une itération.

Malgré ces succ̀es, ce proćed́e a aussi des limitations. Notamment, il implique que l’état fonda-

mental du syst̀eme infini est bien d́ecrit par l’́etat fondamental des petits blocélémentaires dont

consiste le système infini. Cette hypoth̀ese n’est pas toujours bien justifiée car il est possible que

desétats excit́es d’un petit bloc contribuentà l’état fondamental du système infini.

L’un des probl̀emes les plus connus de cette approche est la particule libresur une châıne de taille

finie. La fonction d’onde a un profil sinusoı̈dal et s’́etend sur toute la chaı̂ne comme illustŕee dans

la Fig. III.6. Or, le groupe de renormalisation naı̈f subdivise la châıne en petits blocs dont fonctions

d’onde sont nulles aux bords de chaque bloc ce qui rend impossible de trouver la bonne fonction

d’onde. Cette difficult́e de l’approche naı̈ve est reḿedíee dans des ḿethodes de groupe de renorma-

lisation plus ŕecents comme la ḿethode de Contractor Renormalisation ainsi que le célèbre groupe

de renormalisation de la matrice densité (DMRG) introduit par Whiteet al. [148, 149] dont la

Fig. III.5 montre un sch́ema simple. Avant de présenter la ḿethode CORE, considérons d’abord

une approche similaire qui estégalement capable d’éviter les probl̀emes de l’approche naı̈ve.
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RG DMRG

FIG. III.6: Probl̀eme d’une particule libre sur une chaı̂ne :à gauche, leśetats propres de plus basse

énergie d’un bloćelémentaire selon le groupe de renormalisation« näıve » ne sont

pas une bonne base afin de décrire la fonction d’onde du système complet.̀A droite, le

DMRG démontre des grands avantages. D’après Roux [128].

2.2 Le groupe de renormalisation dans l’espace r éel avec des

interactions effectives

Le groupe de renormalisation naı̈f a un point faible dans la prise en compte des interactions entre

les blocs et il y a diff́erentes stratégies pour mieux capturer la physique de basseénergie d’un

syst̀eme quantique sur réseau. Une approche prometteuse est l’introduction d’interactions effec-

tives entre les blocs dans la technique du groupe de renormalisation. Ceci peut̂etre effectúe en

utilisant la th́eorie des perturbations quasi-déǵeńeŕees, comme le proposent Lepetit et Manousa-

kis [171] ou bien en utilisant la th́eorie des hamiltoniens effectifs de Bloch [164, 165], comme

propośe par Malrieu et Guih́ery [172].

Par rapport au RSRG naı̈f, ces deux id́ees sont capables d’améliorer consid́erablement la précision

des calculs et notamment les hamiltoniens effectifs ontét́e appliqúes avec succ̀es dans diff́erents

domaines [173, 174] comme la physique et la chimie quantique, la physique nucléaire et relati-

viste. C’est pourquoi, outre la similarité avec la ḿethode CORE, nous discutons dans ce qui suit le

proćed́e de Malrieu et Guih́ery [172, 175] en quelques détails. Revoyons d’abord les idées fonda-

mentales des hamiltoniens effectifs afin de faciliter la compréhension de la discussion suivante.

Les hamiltoniens effectifs

Le but de cette approche est de trouver un hamiltonien effectif Heff qui contienne le spectre de basse

énergie du hamiltonien exactH et dont les vecteurs propres soient représentatifs. Les solutions du

hamiltonien exact engendrent un espace de Hilbert qui est divisé dans le sous-espaceS que nous

cherchons et un espace orthogonalS⊥. On associe les projecteursP au sous-espaceS et Q au

sous-espaceS⊥ et on a :

P 2 = P, Q2 = Q, P +Q = 1. (III.22)
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FIG. III.7: À gauche : le hamiltonien exactH, le hamiltonien transforḿeH = U−1HU et le ha-

miltonien effectifHeff = P−1
0 HP0 ont les m̂emesénergies dans les sous-espaceS et

l’espace mod̀eleS0, respectivement.̀A droite : repŕesentation du hamiltonien exact (a),

du hamiltonien transforḿe (b), et du hamiltonien effectif (c) dans l’espace modèleS0

(avec le projecteurP0) et le sous-espace orthogonal (avec le projecteurQ0). D’après

Durand [173].

On peutégalement diviser l’espace de Hilbert dans un sous-espace nommé espace mod̀eleS0 qui

contient les solutions approximatives de basseénergie du hamiltonien exact d’une part et l’espace

orthogonaleS⊥ d’autre part. De façon analogue, on associe les projecteursP0 au sous-espaceS0

etQ0 au sous-espaceS⊥, comme illustŕe dans la figure III.7̀a gauche, et on a :

P 2
0 = P0, Q2

0 = Q0, P0 +Q0 = 1. (III.23)

Pour trouver des hamiltonien effectifsà partir du hamiltonien exactH, on consid̀ere d’abord la

relation d’́equivalence suivante qui nous donne le hamiltonien transforméH :

H = U−1HU. (III.24)

La transformationU doit être inversible, mais par forcement unitaire et sertà d́ecouplerH dans

les deux sous-espacesS0 etS⊥ :

H = P0HP0 +Q0HQ0 où Heff = P0HP0. (III.25)

La figure III.7 à droite illustre l’effet de la transformationU sur le hamiltonien exactH. On y

voit que le hamiltonien effectifHeff correspond̀a la partie du hamiltonien transforméH qui est

engendŕe par le projecteurP0 sur l’espace mod̀eleS0. Comme le montre Durand [173], on peut
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choisir une autre transformationU plus ǵeńerale qui permet de déduire d’autres transformations

connues. Elle est définie comme suit :

U = P (P0PP0)
−ν +Q(Q0QQ0)

−ν . (III.26)

Ce choix de transformation s’avèreêtre tr̀es adroit et puissant puisque, si les projecteurs sont bien

définis, on peut choisir diff́erentes valeurs pour l’exposantν ≥ 0. Ainsi, on trouve les hamiltoniens

effectifs d’Ôkubo [176]Heff,Ô, de Bloch [164]Heff,B et de desCloizeaux [165]Heff,dC :

ν = 0 : Heff,Ô = (P0PP0)
−1PHP0,

ν = 1 : Heff,B = P0HP (P0PP0)
−1 où Heff,B = H†

eff,Ô
, (III.27)

ν =
1

2
: Heff,dC = (P0PP0)

− 1
2PHP (P0PP0)

− 1
2 .

La transformationU permet donc de d́eriver des hamiltoniens effectifs directementà partir du

hamiltonien exact et par conséquent, cette approche constitue une méthode rapide et de grande

transparence, comme le souligne Durand [173]. Quand même, on doit v́erifier qu’il y ait une cor-

respondance entre l’espace modèleS0 et le sous-espace exactS ce qui n’est pas le cas, par exemple,

lors de l’apparition d’́etats intrus dans l’espace modèle [173, 174].

Application des hamiltoniens effectifs dans une ḿethode de renormalisation dans l’espace

r éel

La théorie des hamiltoniens effectifs de Bloch [164] trouve son application dans une ḿethode de

renormalisation dans l’espace réel qui aét́e propośee par Malrieu et Guih́ery [172]. Cette approche

chercheà trouver un hamiltonien effectif dans un sous-espace de l’espace de Hilbert exact et se

présente en d́etail comme suit.

Pour commencer, on divise un super-bloc deNT sites de spin-1
2

enNB blocs qui contiennent

chacun un nombre impair de sites. La taille du super-bloc estlimit ée puisqu’on calcule un nombre

Nm d’états propres|Ψ0
m〉 du super-bloc en utilisant des méthodes de diagonalisation exacte (voir

les sections 1.1 et 1.2 de ce chapitre)à partir de :

H(0)
SB|Ψ(0)

m 〉 = E(0)
m |Ψ(0)

m 〉, (III.28)

où l’exposant(0) indique le nombre de l’it́eration. LesNm états sont choisis selon leur pertinence

pour la quantit́e physiquèa laquelle on s’int́eresse ce qui constitue un pas important du procéd́e

puisqu’ensuite toute autre information est perdue. Ils définissent l’espace cibleS = {|Ψ(0)
m 〉} au-

quel on associe le projecteur :

PS =
Nm
∑

m=1

|Ψ(0)
m 〉〈Ψ(0)

m |. (III.29)

Avec l’espace cible d́efini, on cherche l’espace modèle que l’on construit̀a partir des blocs qui

constituent le super-bloc. Pour un seul bloc avec le hamiltonien correspondantH(0)
bloc, on calcule

lesétats propres|φ(0)
i 〉 de plus basséenergie :

H(0)
bloc|φ

(0)
i 〉 = e

(0)
i |φ(0)

i 〉. (III.30)

62
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Pour chaque bloc, lesNi états de plus basseénergie sont gard́es et ensuite l’espace modèleS0 est

construit comme le produit tensoriel desNi états de chaque bloc. Ainsi,S0 = {|Φ(0)
k 〉} = {|φ(0)

1 〉}⊗
· · · ⊗ {|φ(0)

Nbloc
〉} repŕesente un espace de Hilbert réduit pour le super-bloc avec un isomorphisme

entre l’espace mod̀eleS0 et l’espace cibleS ce qui implique que

dim(S0) = NNbloc
i = Nm = dim(S). (III.31)

Comme projecteur associé à l’espace mod̀eleS0, on a

P0 =
Nm
∑

k=1

|Φ(0)
k 〉〈Φ

(0)
k | (III.32)

et on peut ensuitéevaluer la projection du vecteur propre|Ψ(0)
m 〉 du super-bloc sur l’espace modèle

S0 selon|Ψ̃(0)
m 〉 = P0|Ψ(0)

m 〉.
Il est important de noter que le succès de la ḿethode d́epend du choix deśetats|Ψ(0)

m 〉 du super-bloc

et de leurs projections sur l’espace modèle. Plus les normes des projections|Ψ̃(0)
m 〉 desétats|Ψ(0)

m 〉
sur l’espace mod̀ele sont grandes, plus l’espace modèleS0 et l’espace cibleS sont en correspon-

dance. On a donc fort intér̂et à choisir leśetats|Ψ(0)
m 〉 tels que leurs projections sur l’espace modèle

soient importantes.

À partir de ces ŕesultats pŕeparatoires, on construit le hamiltonien de la première it́erationH(1)
SB de

la manìere suivante. Comme on prend en compte une interaction effective entre les blocs qui sont

les super-sites de la prochaine itération, le hamiltonienH(1)
SB et le hamiltonien effectifHeff (1) sont

de m̂eme forme. Bien que la procédure permette d’inclure des interactions effectivesà plusieurs

blocs, on se limitèa des interactions de couples de blocs :

Heff (1) =

NB
∑

i=1

Heff (1)
i +

∑

〈i,j〉

Heff (1)
i,j + · · · . (III.33)

Dans le premier terme leśenergies propres des blocs contribuent au hamiltonien effectif et dans

le deuxìeme terme tous les couples de blocs interagissants y contribuent. Plus pŕeciśement, le

premier terme du hamiltonien est une matrice diagonale dontles énergies propres sont lesNm

énergies propres exactes du hamiltonien exactHSB et dont les vecteurs propres sont les projections

des vecteurs exactes|Ψ〉(0)m sur l’espace mod̀eleS0 :

Heff (1)|Ψ̃(0)
m 〉 = E(0)

m |Ψ̃(0)
m 〉. (III.34)

Le deuxìeme terme de l’́equation (III.33) contient les interactions effectives entre deux blocs qui

s’évaluent dans la base des vecteurs|Φ(0)
m 〉 qui engendrent l’espace modèleS0 :

〈Φ(0)
k |Heff (1)|Φ(0)

l 〉 =
∑

m

〈Φ(0)
k |Ψ̃(0)

m 〉 E(0)
m 〈(Ψ̃(0)

m )⊥|Φ(0)
l 〉. (III.35)

Ici, |(Ψ̃(0)
m )⊥〉 indique les vecteurs qui sont biorthogonaux aux vecteurs|Ψ̃(0)

m 〉 (cf. [172] pour plus

de d́etails).
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Après ces manipulations, le réseau consiste deNT super-sites quíetaient les blocs de l’itération0 et

le hamiltonien est un hamiltonien effectif renormalisé qui inclut des interactions effectives entre les

super-sites. Ainsi, on peut continuer l’itération en repartant du premier pas de la procédureà condi-

tion que le hamiltonien après une it́eration soit isomorphe au hamiltonien de départ. Ǵeńeralement,

ce n’est pas le cas puisque lors d’une itération, le hamiltonien initial peut se transformer en hamil-

tonien de variables différentes ou bien le réseau initial ne se retrouve pas dans le réseau des super-

sites et les interactions effectives ne correspondent pas aux interactions initiales.́Evidemment,

l’absence d’un isomorphisme entre le hamiltonien initial et effectif nous emp̂eche d’it́erer facile-

ment.

L’utilit é et le potentiel de la ḿethode sont illustŕesà l’aide de quelques calculs de test pour des re-

lativement petits ŕeseaux. Avec tr̀es peu d’effort nuḿerique, cette approche nous donne déjà pour

le plus petit syst̀eme,à savoir deux blocs̀a trois sites chacun, des résultats raisonnables pour des

exemples de diff́erentes châınes de Heisenberg, comme la chaı̂ne isotrope, diḿeriśee ou la châıne

zigzag. En particulier pour la chaı̂ne de spin-1
2

de Heisenberg, on retrouve les résultats exacts̀a

0.1% près avec deux blocs de 11 sites chacun. En outre, la valeur critique
(

J2/J1

)

c
≈ 0.2411 [33–

35] de la châıne zigzag, qui est́equivalentèa la châıneJ1-J2 (cf. la section 2.1 du chapitre I), est

calcuĺee avec une erreur relative de seulement0.3%.

Discutons maintenant la ḿethode CORE qui partage quelques idées avec la ḿethode de Malrieu et

Guihéry [172], mais se distingue dans la construction du hamiltonien effectif.

2.3 Le proc édé de CORE

Comme une ḿethode de renormalisation dans l’espace réel, la ḿethode de Contractor Renorma-

lisation (CORE) s’applique aux systèmes sur ŕeseaux. Cette approche est basée sur le groupe de

renormalisation« näıf » d’apr̀es Wilson [162, 163], mais grâceà des aḿeliorations importantes

quantà la description des interactions entre les blocs, elle arrive à éviter certaines difficult́es de

l’approche näıve. En d́etail, afin de construire nuḿeriquement un hamiltonien effectif, le procéd́e

de CORE se pŕesente comme suit :

1. On choisit un bloćelémentaire et on diagonalise le hamiltonienH correspondant afin de

trouver seśenergies propres et vecteurs propres.

2. Un nombreM d’états de basséenergie{|α〉}M1 est gard́e en ńegligeant leśetats restants de

plus hautéenergie. Il est aussi imaginable de sélectionner leśetats non selon leurśenergies,

mais plut̂ot selon leurs poids de la matrice densité ŕeduite pŕesent́ee dans la section 1.3 de

ce chapitre, comme le proposent Capponiet al. [151]. En tout cas, l’espace de Hilbert réduit

deN blocsélémentaires est ensuite construit comme le produit tensoriel desétats gard́es du

bloc élémentaire|α1, . . . , αN〉.
3. Le hamiltonien renormaliséHren d’un syst̀eme deN blocsélémentaires connexes est défini

dans l’espace de Hilbert réduit de dimensionM = MN . On diagonalise le hamiltonien
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H de ce syst̀eme afin de trouver lesM états propres de plus basseénergie|n〉 et leurs

énergies propresǫn avecn = 1, . . . ,M. Les fonctions d’ondeψn sont ensuite projetées sur

l’espace de Hilbert ŕeduit et on obtient leurs composantes dans la base desétats gard́es du

bloc élémentaire|α1, . . . , αN〉. Après, leśetats projet́es sont orthonormalisés par le proćed́e

de Gram-Schmidt, en commençant par l’état fondamental :

|ψ̃〉 =
1

Zn

(

|ψ〉 −
∑

m<n

|ψ̃m〉〈ψ̃m|ψn〉
)

, (III.36)

où Zn est un facteur de normalisation. Dans certains cas, on doit calculer plus deMN états

de basséenergie puisqu’il est possible que certainsétats aient une petite projection ou une

projection nulle sur l’espace de Hilbert réduit ou bien disparaissent après l’orthogonalisation.

Le hamiltonien renormaliśe d’un syst̀eme deN blocsélémentaires connexes est défini par :

Hren =
M
∑

n=1

ǫn|ψ̃n〉〈ψ̃n| (III.37)

et il est construit de sorte qu’il reproduise lesM états propres de plus basseénergie.

4. On d́efinit le hamiltonien connexèa port́eeN qui contient les interactions connexes deN

points comme suit :

Hcon
i1,...,iN

= Hren
〈i1,...,iN 〉 −

∑

〈i1,...,iN′ 〉

Hcon
i1,...,iN′

, (III.38)

oùN ′ ≤ N−1. Ainsi, le hamiltonien connexe d’un seul blocélémentaireHcon
i estéquivalent

au hamiltonien renormalisé d’un blocélémentaire. Ensuite,Hcon
〈i,j〉 caract́erise l’interaction

des plus proches voisins et les corrections aux termes d’un seul blocélémentaire. L’inter-

actionà trois sites et les corrections aux tailles inférieures sont d́efinies parHcon
〈i,j,k〉, etc. Par

conśequent,Hcon
i1,...,iN

qualifie une interactioǹa port́eeN bien que la distance entre deux sites

ne soit paśegaleàN , maisàN − 1.

Par exemple, le hamiltonien connexeà port́ee 2, qui se d́erive avec deux blocśelémentaires

voisinsBi etBi+1, est d́efini comme suit [154] :

Hcon
〈i,i+1〉 ≡ Hcon

2 (Bi, Bi+1) = Hren
2 (Bi, Bi+1)−Hcon

1 (Bi)−Hcon
1 (Bi+1). (III.39)

De manìere analogue, on obtient pour le hamiltonien connexeà port́ee 3 de trois blocs

élémentaires voisinsBi,Bi+1 etBi+2 :

Hcon
〈i,i+1,i+2〉 ≡ Hcon

3 (Bi, Bi+1, Bi+2) =

= Hren
3 (Bi, Bi+1, Bi+2)−Hcon

2 (Bi, Bi+1)−Hcon
2 (Bi+1, Bi+2)−

−Hcon
1 (Bi)−Hcon

1 (Bi+1)−Hcon
1 (Bi+2). (III.40)
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5. Enfin le hamiltonien effectif peutêtre expriḿe comme la somme des contributions des inter-

actions connexes :

Heff =
∑

i

Hcon
i +

∑

〈i,j〉

Hcon
i,j +

∑

〈i,j,k〉

Hcon
i,j,k + · · · . (III.41)

Géńeralement, avec un bon choix du blocélémentaire et deśetats gard́es, les interactions

connexes deN points diminuent suffisamment vite avec la portéeN . On peut donc tronquer

le développement de l’équation (III.41) parce que la physique de basseénergie est bien

décrite par un hamiltonien effectif̀a relativement courte portée, par exemple portée3 si on

ne prend en compte que trois blocsélémentaires. Toutefois, il est indispensable de vérifier

que les interactions connexes soient négligeables̀a partir d’une port́ee donńee.

La méthode initiale d’apr̀es Morningstar et Weinstein est conçue comme un processus itératif avec

un mod̀ele effectif que l’on obtient après la premìere it́eration et que l’on utilise comme modèle

initial de la deuxìeme it́eration. Par conśequent, les blocs de la première it́eration servent comme

super-site dans la deuxième it́eration. Pour une séquence d’it́erations, on observe un flux du hamil-

tonien renormaliśe et des interactions connexes vers un point fixe et le processus peut̂etre arr̂et́e.

Comme d́ejà discut́e pour les autres ḿethodes de renormalisation dans l’espace réel, des telles

itérations ne sont pas toujours faciles :à partir d’un mod̀ele initial qui consiste en un réseau et

un hamiltonien initial, CORE d́erive un mod̀ele effectif, c’est-̀a-dire un hamiltonien effectif et un

réseau effectif qui peuvent différer du mod̀ele initial de façon importante. Cela rend difficile d’ef-

fectuer une it́eration ult́erieure de la m̂eme façon parce que la physique du modèle initial ne se

retrouve pas dans le modèle effectif ce qui peut impliquer que le blocélémentaire ou bien le choix

d’étatsà garder changent et doiventêtre adapt́es. Dans cette thèse, on n’effectue qu’une seule

itération du proćed́e de CORE surtout afin de ne pas perdre en précision, mais aussi parce qu’on

pense qu’une it́eration nous donne accèsà des nouvelles tailles et qu’elle suffità bien d́ecrire la

physique.

2.4 Quelques pr écisions sur le proc édé

L’id ée ǵeńerale du proćed́e mérite quelques commentaires plus spécifiques ainsi que des explica-

tionsà propos de ses points cruciaux et de ses limitations. L’application syst́ematique aux́echelles

de spin et quelques points techniques sont discutés de manìere ṕedagogique dans le chapitre IV.

– Au début du proćed́e, on divise le système consid́eŕe dans blocśelémentaires. Le but est

de pŕeserver un maximum de symétries du ŕeseau initial sachant que la division en blocs

élémentaires brise toujours des symétries de translation [177]. Un choix optimal conserve les

symétries initiales de rotation, comme des plaquettes dans un réseau de plaquettes, des triangles

dans le ŕeseau de Kagoḿe ou des t́etràedres dans le réseau pyrochlore.

– Il y a deux cas limites pour lesquels CORE converge vers le modèle initial : (i) Tous leśetats

d’un blocélémentaire sont gardés et aucun n’est négligé. Pour cette oṕeration triviale, le mod̀ele
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effectif obtenu avec CORE est identique au modèle initial formuĺe dans une base différente et il

n’y a aucune ŕeduction de la complexité du syst̀eme. (ii) Si le d́eveloppement de contributions

d’interactions connexes de l’équation (III.41) est effectúe jusqu’̀a l’infini, le syst̀eme effectif

cöıncide avec le système initial exactement̀a basséenergie.

– On effectue la diagonalisation du système initialàN blocsélémentaires afin de trouver le spectre

de basséenergie et les vecteurs propres en utilisant les routines deLAPACK pour des tailles

d’espaces de Hilbert inférieuresà environ10.000. Ceci est faisable de façon confortable tout

en étant raisonnable quant au temps de calcul età la consommation de ḿemoire. Par contre,

comme l’espace de Hilbert croı̂t de manìere exponentielle, on atteint les limites de LAPACK

pour des port́ees de CORE pluśelev́ees et la diagonalisation exacte avec l’algorithme de David-

son (cf. section 1.2 de ce chapitre) est préférable puisqu’elle est moins gourmande en espace de

mémoire.

– Avec la ḿethode CORE, il est non seulement possible de reproduire le spectre de basséenergie

d’un syst̀eme, mais en principe aussi de calculer des fonctions de corrélation d’un oṕerateur mi-

croscopique. Dans ce but, Altman et Auerbach [160] introduisent un oṕerateur sous forme d’une

perturbation lińeaire et arrivent̀a d́eriver une expression qui permet de calculer des fonctions de

corŕelationà deux points.

– A priori, on ne peut pas estimer l’erreur quantitative dueà la troncation. Pourtant, la valeur des

interactions connexes deN points donne une indication sur la longueur de cohérence des degrés

de libert́e locaux qui sont représent́es dans le choix deśetats gard́es pour la ḿethode CORE. Si

l’ordre de grandeur des interactions connexes diminue viteavecN , la longueur de coh́erence

est petite et une troncation après peu de contributions d’interactions connexes est bien justifiée.

Pour la fiabilit́e de la ḿethode, cela doit̂etre v́erifié pour chaque application de CORE.

– Après ou m̂eme avant l’orthogonalisation de Gram-Schmidt de l’équation (III.36), certainśetats

d’un syst̀eme consid́eŕe peuvent avoir une petite projection sur l’espace de Hilbert réduit qui

est le produit tensoriel deśetats gard́es du bloćelémentaire. Afin de d́ecider si uńetat est gard́e

ou ńegligé lors de la proćedure, une norme minimale de la projection doitêtre d́efinie et dans

nos calculs, nous fixons cette normeà 10−6. Ce choix semble bien justifié et raisonnable puis-

qu’avant l’orthogonalisation de Gram-Schmidt, nous observons que les normes d’états sont soit

de l’ordre de la pŕecision de la machine au carré (typiquement10−28 à 10−30), soit suṕerieures

à 10−6. Dans ce cas, leśetats sont bien sépaŕes et la śelection d’́etats serait simple. Par contre,

nous observons qu’après l’orthogonalisation de Gram-Schmidt, ce n’est plus le cas et les normes

peuvent́egalement avoir des valeurs entre10−6 et 10−14. S’il existe beaucoup d’états avec une

norme ĺeg̀erement au-dessus ou au-dessous du seuil fixé, une adaption de la valeur du seuil ou

bien du choix du bloćelémentaire et d’́etats gard́es peut s’av́erer opportune.
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2.5 Exemples simples de l’application de CORE

Quelques exemples de l’application de CORE pour des systèmes physiques simples incluent la

châıne zigzag de Heisenberg et la chaı̂ne de Hubbard ainsi que la chaı̂ne de Hubbard au demi-

remplissage. Ces deux systèmes permettent de choisir un blocélémentaire qui consiste en seule-

ment deux sites et de ne garder qu’un seulétat pour ce bloćelémentaire. Par conséquent, les

hamiltoniens connexes, renormalisés et effectifs ne sont que de nombres scalaires et le procéd́e de

CORE est tr̀es facileà effectuer.

Avant de discuter les deux exemples en détail, notons que parmi d’autres exemples plutôt

pédagogiques afin d’étudier la ḿethode CORE, on peut aussi compter le modèle d’Ising dans une

dimension avec un champ magnétique transverse [178]. Et enfin, le chapitre IV est consacrée à

l’ échelle de spin qui permetégalement de faciliter la compréhension de la ḿethode CORE, surtout

la discussion de l’approchèa port́ee 2 discut́ee dans la section 1 de ce chapitre.

La châıne zigzag de spin-1
2

de Heisenberg

Consid́erons d’abord la chaı̂ne zigzag de Heisenberg qui estéquivalentèa la châıneJ1-J2, comme

discut́e dans la section 2.1 du chapitre I. Cette géoḿetrie se retrouve dans les composés XCuCl3,

où X=(K, Tl, NH4) et nous rappelons que la courbe d’aimantation du composé NH4CuCl3 présente

des plateaux pourm = 1
4

et 3
4
.

Le hamiltonien de la chaı̂ne zigzag de Heisenberg est décrit avec des oṕerateursSi de spin-1
2

sur les

site i. Si on suppose que l’interaction au premier voisin estégaleà 1 et l’interaction au deuxième

voisin estégaleàJ , le hamiltonien de la chaı̂ne zigzag de spin-1
2

de Heisenberg est donné par :

H =
∑

i

Si · Si+i + J
∑

i

Si · Si+2. (III.42)

Afin de calculer l’́energie de l’́etat fondamental avec CORE, on choisit un blocélémentaire qui

consiste en seulement deux spins et on ne garde qu’unétat,à savoir le singulet fondamental, donc

M = 1. Si on effectue une seule itération de CORE, on obtient les contributions connexes en

fonction de la port́eer [179] :

Hcon
1 = Hren

1

Hcon
2 = Hren

2 − 2Hcon
1 (III.43)

Hcon
3 = Hren

3 − 2Hcon
2 − 3Hcon

1

Hcon
4 = Hren

4 − 2Hcon
3 − 3Hcon

2 − 4Hcon
1 .

Géńeralement, lesHren
r etHcon

r sont des matrices de dimensionM = M r, mais pour cet exemple

avecM = 1, ce sont des nombres scalaires ce qui rend ce calcul très facile. Enfin, l’́energie par

spin de l’́etat fondamental est calculée avec le hamiltonien effectifà port́eer qui est la somme des

premiersr termes deHcon
r .

Les ŕesultats sont illustŕes dans la figure III.8 et montrent une convergence rapide de CORE pour
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FIG. III.8: Énergie par spin de l’état fondamentalE/N en fonction de la portéer de l’approche de

CORE et de l’interaction au deuxième voisinJ pour la châıne zigzag de Heisenberg.

D’après Cichyet al. [179].

0 ≤ J . 1. Lesénergies calculéesà port́ee 1 ne d́ependent pas de l’interactionJ avec le deuxìeme

voisin puisqu’on ne consid̀ere qu’un seul bloc.̀A portée 2, on observe déjà une bonne convergence

puisque les portées pluśelev́ees n’aḿeliorent le calcul que de façon négligeable. Par exemple,

pour le point Majumdar-Gosh [31, 32] où J = 0.5, les calculs̀a port́ee 1 nous donnent déjà le

bon ŕesultat parce qu’il s’agit d’uńetat fondamental exactementégal au produit des singulets. Cela

explique pourquoi les contributions des portées pluśelev́ees sont nulles et le résultat ne change pas

avec la port́ee.

Si on consid̀ere un autre cas spécial, notamment la limite de la chaı̂ne de Heisenberg où J = 0, on

note que les ŕesultats de CORÈa port́ee 6 (cf. [179]),Er=6
0 /N = −0.442028 sont seulement0.25%

tropélev́es et donc en bon accord avec le résultat exact de Bethe [129] et Hulthén [180]Eexact
0 /N =

1
4
− ln 2 = −0.443147. La méthode de renormalisationà l’aide d’interactions effectives de Malrieu

et Guih́ery [172] (cf. la section 2.2 de ce chapitre) donne des résultats qui sont aussi en très bon

accord avec les résultats exacts,̀a savoir, leur d́eduction pour le système infini avec une erreur

relative de seulement0.01%. En outre, leurs calculs basés sur des tr̀es petits systèmes permettent

déjà une bonne estimation du résultat exact. Enfin, aussi en appliquant la méthode CORÈa port́ee

6, Weinstein [156] d́erive un ŕesultat avec une erreur relative de seulement10−5 en utilisant les

approximants de Padé. La pŕecision de ce calcul est remarquable puisque d’autres approches de

renormalisation ou d’ondes de spin n’arrivent pasà ce degŕe de pŕecision.

Néanmoins on doit constater que lesénergies des différentes port́ees de CORE divergent pour

J & 1 et que cette approche de CORE est donc limitéeà des valeursJ . 1. Cela s’explique avec

le choix du blocélémentaire : la physique du système change parce que l’état fondamental n’est

plus unétat de dim̀eres forḿes par des spins qui sont premiers voisins. Par conséquent, le bloc

élémentaire ainsi que le choix d’états gard́es dans le proćed́e de CORE doivent̂etre adapt́es.
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-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

-4 -2  0  2  4

E
/N

U/t

exact

r=3

r=2

r=1

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-1 -0.5  0  0.5  1

E
/N

U/t

FIG. III.9: Énergie par spin de l’état fondamentalE/N en fonction de l’interactionU/t pour la

châıne de Hubbard. Comparaison du résultat exact de Lieb et Wu [12] avec le résultat

de CORE pour des différentes port́eesr. D’après Cichyet al. [179].

La châıne de spin-1
2

de Hubbard à demi-remplissage

Consid́erons maintenant la chaı̂ne de Hubbard̀a demi-remplissage comme deuxième exemple

simple de l’application de la ḿethode CORE. Le hamiltonien, qui contient un terme de sautt

et une interactionU d’électrons sur le m̂eme sitei, s’écrit de façon suivante :

H = −t
∑

〈i,j〉

(

c†i,σcj,σ + h.c.
)

+ U
∑

i

ni,↑, ni,↓ (III.44)

Ici, c†i,σ (cj,σ) indique l’oṕerateur de cŕeation (d’annihilation) d’uńelectron de spinσ =↑, ↓ sur

le site i. L’opérateur de densité électronique dans l’état σ est donńe parni,σ = c†i,σ ci,σ et la

notation〈i, j〉 indique des premiers voisins.

On choisit un blocélémentaire de l’approche de CORE de seulement deux sites et on ne

garde qu’un seuĺetat comme pour l’exemple préćedent de la chaı̂ne zigzag de Heisenberg. En

conśequence, les hamiltoniens renormalisés et connexes sont des nombres scalaires et se calculent

de m̂eme façon, donńee dans l’Eq. (III.43). La Fig. III.9 montre l’énergie par spin de l’état fonda-

mental, calcuĺee avec la ḿethode CORÈa des diff́erentes port́eesr ainsi que les ŕesultats exacts de

Lieb et Wu [12]. On note qu’une approche très simple de portée 2 ou 3 nous donne déjà de bons

résultats. Notamment, CORÈa port́ee 3 est̀a1% du ŕesultat exact dans la région−5 ≤ U/t ≤ 5 et

en plus, cette approche està0.5% du ŕesultat exact pour une forte attraction de Hubbard (U ≤ −2)

pour laquelle on observe la formation de paires d’électrons. Dans ce cas, un petit blocélémentaire

et un petit syst̀eme connexe sont déjà suffisants pour bien décrire la physique tandis que pour le

cas de comṕetition entre localisation et délocalisation deśelectrons (U ≈ t), on a besoin d’un plus

grand syst̀eme connexe afin de diminuer les erreurs relatives.
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3 Conclusion partielle

Dans les chapitres qui suivent nous allons appliquer les méthodes nuḿeriques pŕesent́ees dans ce

chapitre aux diff́erents mod̀eles et ŕeseaux sous champ magnétique. En ŕeduisant la complexité

d’un mod̀ele, la ḿethode CORE visèa trouver un hamiltonien effectif capable de reproduire la

physique de basséenergie d’un système. La diagonalisation exacte nous permet d’analyser des

mod̀eles ind́ependamment de la ḿethode CORE et nous aideà contr̂oler sa convergence et sa fiabi-

lit é. En plus, eńetudiant les mod̀eles effectifs CORE avec la diagonalisation exacte, nous sommes

capables de comparer quantitativement et préciśement les quantités que nous calculonsà partir du

mod̀ele effectif ou du mod̀ele microscopique. Enfin, nous utilisons la diagonalisation exacte pour

calculer la matrice densité ŕeduite qui est un critère alternatif afin de sélectionner leśetats formant

la base de l’approche CORE.

L’int ér̂et de la ḿethode CORE est qu’avec la réduction de la taille de l’espace de Hilbert, des plus

grands syst̀emes peuvent̂etre abord́es. Ceci constitue une amélioration importante par rapportà la

diagonalisation exacte qui a sa limitation la plus sévère dans la taille restreinte de systèmes acces-

sibles. En plus, l’interpŕetation des mod̀eles effectifs d́erivés nous donne la possibilité d’étudier un

probl̀emeà partir d’un nouveau point de vue.

Nous remarquons, par contre, que le hamiltonien effectif est obtenu sous une forme purement

numérique, ce qui interdit l’utilisation de certaines méthodes analytiques de résolution, comme le

champ moyen pour des spins, par exemple.
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Chapitre IV

L’ échelle de spin- 1

2
de Heisenberg sous

champ magn étique

Comme mentionńe dans la section 2.1 du chapitre I, l’échelle de spin-1
2

de Heisenberg modélise un

certain nombre de composés (cf. les figures I.4, I.5 et I.6). En plus, dans la section 1 du chapitre II,

nous discutons le modèle microscopique qui est présent́e dans l’́equation (II.1) et illustŕe dans la

figure II.1. Rappelons que les couplages antiferromagnétiques sont d́efinis comme suit : l’interac-

tion J⊥ = 1 agit sur les barreaux de l’échelle et ces barreaux constituent des dimères coupĺes. Le

long des deux chaı̂nes qui forment l’́echelle, les spins sont couplés parJx et enfin l’interactionJd

est un couplage frustrant reliant des spins qui sont deuxièmes voisins. Les deux derniers couplages

peuvent̂etreéchanǵes en raison d’une syḿetrie.

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’́echelle de spin avec la ḿethode de CORÈa différentes

port́ees,également en utilisant différents blocśelémentaires. Cettéetude est structurée comme

suit : dans la section 1, nous considérons en d́etail l’approche la plus simple de COREà l’échelle

de spin qui consiste dans l’identification d’un barreau commebloc élémentaire et dans le choix

du singulet|s〉 et du triplet polariśe |t+1〉 comme base de CORE. Nousétudions le mod̀ele effectif

de COREà port́ee 2 analytiquement ainsi que numériquement et discutons les limitations de cette

approche simple. D̂u à ces limitations, nous modifions notre approche COREà l’échelle de spin

dans la section 2 en choisissant différentsétats comme base de CORE et en changeant de bloc

élémentaire dans notre approche. Enfin, nous discutons les avantages de ces modifications et nous

présentons nos conclusions dans la section 3.

La discussion de l’approche de COREà l’échelle de spin dans ce chapitre est basée sur notre

article : Abendschein et Capponi [124].

Avant de commencer l’étude de l’́echelle de spin avec la ḿethode CORE, notons qu’afin de ju-

ger la qualit́e de notre approche, nous comparons avec des résultats exacts que nous calculons

avec la diagonalisation exacte (cf. la section 1 du chapitreIII) du modèle microscopique pour des

tailles finies. Dans la figure IV.1, nous présentons une courbe d’aimantation pourJx = 0.7 et
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FIG. IV.1: (a) Courbe d’aimantation d’unéechelle de2 × 16 sites pourJx = 0.7 et Jd = 0.5,

calcuĺee avec la diagonalisation exacte du modèle microscopique. (b) Extrapolation de

la taille du plateaum = 1
2

vers la limite thermodynamique pour deux exemples, calculés

avec la diagonalisation exacte du modèle microscopique. La figure IV.2 (b) montre une

récapitulation et un diagramme de phase résultant.

Jd = 0.5 d’uneéchelle avec 16 barreaux1 qui montre un gap de spin ainsi qu’un plateaum = 1
2
.

Pour l’exemple d’unéechelle frustŕee avecJ⊥ = 1, Jx = 0.55 et Jd = 0.7, on peutégalement

observer un saut d’aimantation en dessous de la saturation [181] qui est d̂u à la modification de

l’ état fondamental : d’abord, les dimères sont occuṕes par des singulets|s〉 et des triplets polariśes

|t+1〉, ensuite, on observe un mélange de triplets|t0〉 et |t+1〉. En outre, la figure IV.1 montre l’ex-

trapolation de la taille du plateaum = 1
2

vers la limite thermodynamique que nous effectuons en

calculant sa taille pour des différentes tailles finies d’échelles. Les ŕesultats correspondants pour

une multitude de couplagesJx etJd sont montŕes plus loin, dans la figure IV.2 (b).

1 L’approche CORE la plus simple

Dans ce qui suit, nous concrétisons le proćed́e de CORE en d́erivant un hamiltonien effectif̀a

port́ee2 pour l’exemple de l’́echelle Heisenberg de spin-1
2
. Nous supposons que le couplage sur les

barreaux de l’́echelleJ⊥ = 1 soit le plus important avecJ⊥ ≥ Jd, Jx et en conśequence, nous choi-

sissons un dim̀ere sur un barreau comme blocélémentaire. Comme montré dans l’́equation (II.2)

et la figure II.2, le singulet|s〉 et le triplet polariśe |t+1〉 sont les deux́etats qui caractérisent la phy-

sique de basséenergie sous champ magnétiqueh. Remarquons dans ce contexte la parité différente

1Remarquons que la diagonalisation exacte d’un système de taille finie deN dimères nous ne donne pas de courbe

d’aimantation avec une pente continue, mais plutôt une courbe d’incŕements finism = 0, 1

N
, 2

N
, · · · , 1 par rapport

à la valeur saturée. La pente continue dans la courbe de la figure IV.1 se forme en connectant les milieux de chaque

plateau sauf les plateauxm = 0, 1

2
et1.
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des deux́etats : le singulet|s〉 a une parit́e impaire tandis que le triplet polarisé |t+1〉 a une parit́e

paire. Comme la th́eorie des perturbations [101] que nous présentons dans la section II.1, nous fon-

dons donc notre approche sur ces deuxétats ce qui constitue l’approche de CORE la plus simpleà

l’ échelle de spin. Nous remarquons que nous nous attondonsà des difficult́es d̀es que d’autreśetats,

comme le triplet non polarisé |t0〉, deviennent pertinents afin de décrire la physique du système.

Le proćed́e de CORE, d́ecrit dans la śection III.2.3, se pŕesente donc pour cet exemple de façon

suivante :

1. Comme premier pas du procéd́e, on choisit le barreau de l’échelle comme bloćelémentaire

avec leśetats propres donnés dans l’́equation (II.2).

2. On garde deux́etats de basséenergie, doncM = 2, à savoir le singulet|s〉 ainsi que le triplet

polariśe |t+1〉 et on ńeglige les deux́etats du triplet|t0〉 et |t−1〉 qui ont uneénergie plus

élev́ee sous champ magnétique. Par conśequent, l’espace de Hilbert est réduit par un facteur

2.

3. Pour d́eriver le hamiltonien renormalisé à port́eeN = 2, on diagonalise ensuite deux bar-

reaux avec les conditions aux bords ouvertes et on trouve les16 états propres avec les

énergies correspondantes. Ensuite, en débutant avec l’́etat fondamental et ensuite lesétats

aux énergies pluśelev́ees, on calcule la projection desétats propres de deux barreaux sur

le produit tensoriel de la base réduite du bloćelémentaire qui consiste du singulet|s〉 et du

triplet polariśe |t+1〉. On garde uńetat si sa projection sur la base tensorielle est suffisante,

soit en pratique suṕerieureà10−6. Après, en commençant par lesétats de plus basseénergie,

lesétats gard́es sont orthonormalisés par le proćed́e de Gram-Schmidt et enfin acceptés si la

projection reste toujours suffisante afin de construire le hamiltonien renormaliśe de dimen-

sionMN = 4. Cela veut dire que l’on cherche quatreétats sur16 qui aient une projection

suffisante sur la base tensorielle après avoirét́e orthonormaliśes. Avec les quatréetats or-

thonormaliśes |ψ̃n〉 et lesénergies propres correspondantesǫn, on calcule le hamiltonien

renormaliśeHren =
∑4

n=1 ǫn|ψ̃n〉〈ψ̃n| selon l’́equation (III.37).

4. Le hamiltonien connexe et les interactions connexes sontcalcuĺes en utilisant

l’ équation (III.38). Notons que le hamiltonien connexeà un bloc ne consiste que de deux

éléments pour le singulet|s〉 et le triplet polariśe |t+1〉 ainsi que leśenergies correspon-

dantes. Pour notre exemple d’uneéchelle de spin avec un barreau comme blocélémentaire,

l’interaction connexe de deux blocsélémentaires se calcule avec le hamiltonien renormalisé

Hren que l’on connâıt, corriǵe en soustrayant les deux contributions d’un blocélémentaire.

5. Les interactions connexes sont détermińees avec l’exemple trivial du hamiltonien connexe

à un bloc qui ne consiste que de deuxéléments pour le singulet|s〉 et le triplet polariśe

|t+1〉 ainsi que leśenergies correspondantes. Selon l’équation (III.39), l’interaction connexe

de deux blocśelémentaires est́egale au hamiltonien renormaliséHren calcuĺe dans le pas

préćedent, mais corriǵe par la soustraction des deux contributionsà un blocélémentaire.
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6. Enfin, on calcule le hamiltonien effectif selon l’équation (III.41) en sommant toutes les

contributions connexes jusqu’à la port́ee souhait́ee. En fin de compte, avec des conditions

de bords ouvertes pour le système connexe, on obtient pour leséchelles de spiǹa port́ee2 :

Heff =
∑

i

Hcon
i +

∑

〈i,j〉

Hcon
i,j = Hren

1 ⊗ 1 +Hren
1,2 −Hren

1 ⊗ 1− 1⊗Hren
2 =

= Hren
1,2 −Hren

1 ⊗ 1. (IV.1)

Le calcul du hamiltonien effectif et du hamiltonien connexedépendent fortement de la géoḿetrie,

par exemple du choix du bloćelémentaire ou, bien sûr, de la dimension du système. Nous montrons

diff érents exemples qui diffèrent non seulement dans la géoḿetrie, mais aussi dans le choix de la

base de CORE.

Avec le choix d’un barreau d’unéechelle comme bloćelémentaire, le ŕeseau effectif est une chaı̂ne

et nous nous limitons̀a effectuer une seule itération de la ḿethode CORE afin de dériver un

mod̀ele effectif. Ce mod̀ele effectif utilise la m̂eme base que la théorie des perturbations [101]

et par conśequent, le hamiltonien effectif̀a port́ee 2 peut̂etre expriḿe avec un mod̀ele t − V (cf.

l’ équation (II.7)). En utilisant la correspondance entre le modèle microscopique avec la notation

|ss〉 pour indiquer deux singulets sur les deux dimères d’une part et le langage de bosons de cœur

dur avec la notation (•) pour un site occuṕe et (◦) pour un site vide (cf. le tableau II.1) d’autre part,

nous trouvons̀a port́ee 2 :

















|ss〉 |st+1〉 |t+1s〉 |t+1t+1〉
|ss〉 E|ss〉 0 0 0

|st+1〉 0 −J⊥

2
− h Jx−Jd

2
0

|t+1s〉 0 Jx−Jd

2
−J⊥

2
− h 0

|t+1t+1〉 0 0 0 J⊥+Jx+Jd

2
− 2h

















⇐⇒

⇐⇒

















(◦◦) (◦•) (•◦) (••)
(◦◦) C 0 0 0

(◦•) 0 C + µ t 0

(•◦) 0 t C + µ 0

(••) 0 0 0 C + 2µ+ V

















. (IV.2)

Ceci nous permet de calculer les paramètrest, V et µ qui diffèrent des ŕesultats perturbatifs de

l’ équation (II.9) :

t =
Jx − Jd

2
,

V = E|ss〉 +
3

2
J⊥ +

Jx + Jd

2
, (IV.3)

µ = −E|ss〉 −
J⊥
2
− h,
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1. L’approche CORE la plus simple

oùE|ss〉 est l’énergie exacte de l’état fondamental d’une plaquette qui consiste de deux dimères :

E|ss〉 = −J⊥
2
− Jx + Jd

2
−

√

J2
⊥ + J2

x + J2
d − JxJd − J⊥(Jx + Jd). (IV.4)

Pourêtre complet, notons que les champs critiquesh1
c eth2

c , entre lesquels l’aimantation du système

prend des valeurs finies0 < m < 1, se calculent avec l’approche COREà port́ee 2 comme

suit [182] :

h1
c = −E|ss〉 −

J⊥
2
− Jx + Jd et h2

c = −E|ss〉 −
J⊥
2

+ 2Jx. (IV.5)

Comme pour les ŕesultats perturbatifs de l’équation (II.10), on consid̀ere un boson dans un système

vide pourh1
c afin d’obtenir2|t| = µ et un trou dans un système compl̀etement rempli pourh2

c afin

d’obtenir2|t| = µh.

Nous notonśegalement que le critèreV/|t| > 2 de l’équation (II.12) pour l’existence d’un plateau

d’aimantationm = 1
2

se traduit pour l’approche de COREà port́ee 2 en

1

3− Jx/J⊥
<
Jd

Jx

<
3

1 + Jx/J⊥
. (IV.6)

Dans la figure IV.2 (a) nous illustrons ce critère en montrant les bords de la région òu l’on s’attend

à un plateaum = 1
2

en fonction des couplagesJx et Jd. En plus, nous montrons le résultat per-

turbatif 3Jx > Jd > Jx/3 de l’équation (II.11). Nous comparons ces résultats th́eoriques avec des

donńees nuḿeriques que nous avons calculées avec la diagonalisation exacte (cf. la section 1 du

chapitre III) du mod̀ele microscopique, présent́ees dans la figure IV.2 (b). Il s’agit de l’extrapola-

tion du plateaum = 1
2

vers la limite thermodynamique dont la figure IV.1 montre deux exemples.

Nous voyons que l’approche perturbative et l’approche COREà port́ee 2 sont en bon accord avec

les ŕesultats exacts pour des couplagesJx, Jd ≤ 0.3. En revanche, pour des couplagesJx etJd plus

forts, on constate que CORE décrit mieux le bord de la région d’un plateaum = 1
2
. La th́eorie des

perturbations manque de précision pour des couplages qui sont trop importants pourêtre trait́es

comme une perturbation du système domińe par le couplage sur les barreauxJ⊥ = 1. Remarquons

aussi que notre approche COREà port́ee 2 est tr̀es simple et peut̂etre effectúe analytiquement en

résolvant une plaquette de2× 2 sites. Pourtant cette approche augmente la précision par rapport̀a

la théorie des perturbations.

Le proćed́e de CORE, d́ecrit dans la section 2.3 du chapitre III, définit le hamiltonieǹa une certaine

port́eer comme la somme des contributions des interactions connexes(cf. l’ équation (III.41)).A

priori , cette somme est infinie avec des contributionsà une port́ee qui est de plus en plusélev́ee.

Néanmoins, on constate que le modèle effectif à une certaine portéer est d́ejà capable de bien

reproduire la physique de basseénergie du système et le d́eveloppement de l’équation (III.41) peut

être tronqúe à partir d’une certaine portéer. Ceci nous indiquéegalement que les contributions

à plus longue portée sont ńegligeables. Pour notre exemple de l’échelle de spin, nous dérivons le

hamiltonien effectif jusqu’̀a port́ee 8 et nous illustrons donc, dans la figure IV.3 (a), la norme2 du

2Nous d́efinissons la norme d’un hamiltonien comme la valeur absoluedu plus grand́elément de matrice.
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FIG. IV.2: (a) Diagramme de phase, calculé avec la th́eorie des perturbations (cf. l’équation (II.11))

et COREà port́ee 2 (cf. l’́equation (IV.6)). La ligne bleue indique un critère de poids de

matrice densit́e ŕeduite (voir la section 2 de ce chapitre). (b) Taille du plateaum = 1
2
,

calcuĺee avec une extrapolation vers la limite thermodynamique. Deséchelles de spin

avec2 × L sites ont́et́e analyśees avec la diagonalisation exacte du modèle microsco-

pique, òuL ≤ 20. Voir aussi la figure II.3.

hamiltonien connexeHcon en fonction de la portéer pour deux exemples de couplages. On re-

marque que la norme deHcon décrôıt très vite avec la portéer pourJx = 0.4 et Jd = 0.2 ce qui

nous permet de tronquer et de limiter le développement̀a une relativement courte portée. Ceci est

illustré par la comparaison entre la courbe d’aimantation exacte dumod̀ele microscopique et les

courbes obtenues par la diagonalisation exacte de notre modèle effectifà port́eer = 2 et r = 5

dans la figure IV.3 (b) : pourr = 2 on observe un très bon accord̀a l’exception du gap de spin et

pourr = 5, la courbe de notre modèle effectif et la courbe exacte coı̈ncident.

En revanche, la figure IV.3 (a) démontréegalement l’́echec de notre approche CORE pour les cou-

plagesJx = 0.8 et Jd = 0.7 puisque la norme du hamiltonien connexe correspondant reste tr̀es

grande, m̂eme si la port́ee est augmentée jusqu’̀a port́ee 8. Pour des couplagesJx ∼ Jd ≥ 0.7, on

observe non seulement que les normes du hamiltonien connexene d́ecroissent pas en augmentant la

port́ee de notre approche, mais aussi que notre approche CORE, qui est l’approche la plus simple,

n’arrive pasà reproduire l’absence du plateaum = 1
2
. Ceci s’explique avec des considérations de

symétrie : pour le cas sṕecial òu Jx = Jd, le hamiltonien poss̀ede des syḿetries suppĺementaires,

parmi lesquelles on compte l’échange de deux spins sur un barreauquelconquede l’échelle. En

conśequence, tous les termes de sauts effectifst sont strictement nuls̀a toutes les portées de notre

approche CORE ce qui implique une phase isolante et gappée au demi-remplissage, c’est-à-dire

un plateau pourm = 1
2
.

Pour que l’algorithme de CORE soit fiable, il est nécessaire que l’état fondamental ait une projec-

tion suffisante sur la base tensorielle de CORE et pourJx = Jd ≥ 0.8, on observe que cette pro-

jection est nulle. Cet argument n’est plus strictement applicable pour des couplagesJx ∼ Jd ≥ 0.7
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FIG. IV.3: (a) Norme du hamiltonien connexeHcon en fonction de la portéer pour les couplages

(Jx = 0.4, Jd = 0.2) et (Jx = 0.8, Jd = 0.7). (b) Pour(Jx = 0.4, Jd = 0.2) : en

augmentant la portée de CORE, les courbes d’aimantation correspondantes convergent

vers la courbe exacte. Calculée avec unéechelle de spin de2× 14 sites pour le mod̀ele

microscopique et avec une chaı̂ne de14 sites pour le mod̀ele effectif CORÈa différentes

port́ees.

où Jx 6= Jd, mais nous constatons pourtant que beaucoup de projectionssur la base tensorielle de

CORE sont tr̀es petites. Ceci implique que les résultats de notre approche ne sont pas très pŕecis,

même si on inclut des interactionsà une port́ee de plus en plus longue. Avec le mauvais choix de

la base de CORE, on remarque par conséquent que le d́eveloppement de contributions d’interac-

tions connexes de l’équation (III.41) ne donne pas le résultat exact m̂eme s’il est effectúe jusqu’̀a

l’infini ! Dans ce cas, l’approche CORE perd son utilité ce qui souligne l’importance du choix de

la base de CORE.

La section suivante est donc consacréeà une discussion approfondie du choix de la base de CORE.

2 Le choix de la base de CORE

Dans la section 2.3 du chapitre III, nous avons présent́e le proćed́e de la ḿethode CORE avec

le critère de l’́energie afin de śelectionner lesétats sur lesquels l’algorithme est fondé. Par

contre, comme le montre la figure IV.3 (a), une convergence dudéveloppement de CORE (cf.

l’ équation (III.41)) en augmentant la portée n’est pas toujours atteinte et une implémentation ef-

ficace de l’algorithme n’est pas possible. Dans ce cas, le choix initial de la base de CORE est

probĺematique et doit̂etre adapt́e. Il y a trois approches principales afin de changer la base :

– On peut construire la base de CORE en gardant d’autresétats pour le m̂eme bloćelémentaire.

– Pour le m̂eme blocélémentaire, on peut augmenter le nombre d’états gard́es afin de construire

la base de CORE.
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FIG. IV.4: Poids de la matrice densité ŕeduite des quatréetats d’un barreau d’unéechelle de spin-1
2

de Heisenberg. Pour aimantation demi-saturée, les calculs sont effectués avec la diago-

nalisation exacte d’unéechelle de2 × 12 sites en fonction des couplages(Jx, Jd) qui

forment un chemin dans le diagramme de phase.

– On peut changer le bloćelémentaire.

Afin de śelectionner leśetats de la base de CORE, nous proposons de remplacer le critère de

l’ énergie par le crit̀ere du poids de la matrice densité ŕeduite [124, 151, 183]. Puisque des rela-

tivement petits systèmes suffisent afin d’obtenir des résultats fiables, ce calcul est facileà effec-

tuer et en plus, il est ind́ependant de la ḿethode CORE. Notons en outre la similarité de cette

approche avec le groupe de renormalisation de la matrice densité (DMRG) [148–150] qui nous

permet de choisir le bon nombre d’états et qui nous indique si le choix d’un blocélémentaire

est probĺematique. Le poids de la matrice densité ŕeduite peut̂etre calcuĺe avec la diagonalisation

exacte selon l’́equation (III.20) et nous effectuons ce calcul pour uneéchelle de spin-1
2

de Heisen-

bergà demi aimantation (m = 1
2
). Pour unéechelle de2× 12 sites, la figure IV.4 illustre les poids

correspondants des quatreétats d’un barreau, définis dans l’́equation (II.2).

Les poids sont pŕesent́es le long du chemin suivant dans le diagramme de phase de figure IV.2 : on

commence avecJx = Jd = 0 et suit la diagonale jusqu’aux couplagesJx = Jd = 1 (premier tiers).

EnsuiteJd est diminúe deJd = 1 à Jd = 0 pendant queJx reste fix́e à Jx = 1 (deuxìeme tiers)

et enfinJx est diminúe deJx = 1 à Jx = 0 pendant queJd reste fix́e à Jd = 0 (troisième tiers).

Nous remarquons que le poids du singulet|s〉 est tr̀es petit pour des couplagesJx ∼ Jd ≥ 0.7,

c’est-̀a-dire la ŕegion òu CORE n’arrive pas̀a reproduire l’absence du plateaum = 1
2

de la phase

de Haldane. On observe pour des tels couplages que l’état fondamental a une très petite projection

sur la base tensorielle de CORE si cette base est constituée du singulet|s〉 et du triplet polariśe

|t+1〉. Nous avons noté la ŕegion òu le poids du singulet|s〉 devient plus petit que celui du triplet

non polariśe |t0〉 comme ligne bleue dans la figure IV.2. Dans cette région, notre approchéechoue

à cause d’un mauvais choix de la base de CORE qui ne représente que55% du poids total.
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CORE baśee sur les deux triplets|t0〉 et |t+1〉 d’un barreau de l’ échelle

Comme le montre la figure IV.4, pour des couplagesJx ∼ Jd ≥ 0.7, les deux triplets|t0〉 et |t+1〉
réunissent une large fraction du poids de la matrice densité ŕeduite pour un barreau comme bloc

élémentaire de CORE,à savoir95% du poids total pour0.8 ≤ (Jx = Jd) ≤ 1. De ce point de vue, il

semble raisonnable de fonder notre approche sur ces deuxétats qui n’ont pas la plus basseénergie.

Ce choix est donc en contradiction avec le critère du proćed́e de CORE comme Morningstar et

Weinstein [153, 154] l’ont proposé. Rappelons que la déǵeńerescence des deuxétats est lev́ee

sous champ magnétique, comme illustŕe dans la figure II.2 et en négligeant le singulet|s〉, nous

choisissons donc les deuxétats avec le plus grand poidsà demi aimantation comme base de notre

approche CORE. Pour cette base et une approcheà port́ee 2, nous pouvonśegalement d́eriver un

mod̀elet− V pour des fermions sans spin interagissants (cf. l’équation (II.7)) et nous trouvons les

param̀etres suivants :

t =
Jx + Jd

2
,

V =







E|ss〉 + −J⊥+Jx+Jd

2
si Jx 6= Jd

−t si Jx = Jd

. (IV.7)

Compaŕe avec les param̀etres perturbatifs de l’équation (II.9) et ceux de l’approche de CORE avec

la base du singulet|s〉 et du triplet polariśe |t+1〉 de l’équation (IV.3), nous notons une différence

cruciale : pour la base de deux triplets d’un barreau, le termede saut effectift de triplets polariśes

n’est pas nul pourJx = Jd, mais a plut̂ot des valeurs finies. Ceci implique directement queV/t < 2

et par conśequent, pour cette approche, le plateaum = 1
2

est absent, comme indiqué par des

résultats de diagonalisation exacte du modèle microscopique (cf. la figure IV.2). Ainsi, pour des

couplagesJx ∼ Jd ≥ 0.7, cette base constitue une amélioration par rapport̀a l’approche la plus

simple de CORE, basée sur le singulet|s〉 et le triplet polariśe |t+1〉.
Nous effectuons cette approche de CORE jusqu’à la port́eer = 5 et dans la figure IV.5 (a), nous

illustrons nos ŕesultats en comparant des courbes de l’énergie en fonction de l’aimantation. Les

résultats exacts indiquent l’énergie d’unéechelle de2 × 14 sites et les courbes CORE ontét́e

dérivées pour une chaı̂ne effective de14 sites. Dans cette figure, nous considérons le casJx =

Jd = 1(= J⊥) qui est tr̀es loin des couplages que l’on peut traiter comme des perturbations.

On remarque une convergences des résultats de CORE vers la courbe exacte en augmentant la

port́ee de l’approche. Pourtant, surtoutà faible aimantation, on est obligé de prendre en compte

des interactions̀a plus longue portée. On constate que l’accord entre la courbe de COREà port́ee

5 et la courbe exacte n’est pas satisfaisant.

CORE baśee sur le singulet|s〉 et les deux triplets|t0〉 et |t+1〉 d’un barreau de l’ échelle

L’approche de CORÈa l’échelle de spin-1
2

de Heisenberg marche bien pour des faibles couplages

Jx etJd si CORE est baśee sur le singulet|s〉 et le triplet polariśe |t+1〉 d’un barreau comme bloc

élémentaire. En plus, nous avons vu que pour des couplagesJx ∼ Jd ∼ J⊥ non perturbatifs et
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FIG. IV.5: Comparaison de l’énergie en fonction de l’aimantation, calculée avec unéechelle de

spin de2×14 sites pour le mod̀ele microscopique et avec une chaı̂ne de14 sites pour le

mod̀ele effectif de CORÈa différentes port́ees. (a) PourJx = Jd = 1 : CORE est baśee

sur les deux triplets|t0〉 et |t+1〉 d’un barreau. (b) PourJx = 0.8 et Jd = 0.7 : CORE

est baśee sur le singulet|s〉 et les deux triplets|t0〉 et |t+1〉 d’un barreau.

du même ordre, les deux triplets|t0〉 et |t+1〉 repŕesentent une très grande fraction du poids total

de la matrice densité ŕeduite. Par contre, les deux approches ont des difficultés qui sont dues au

faible poids de matrice densité ŕeduite deśetats gard́es pour la première approche et au fait de

garder deśetats qui n’ont pas la plus basseénergie pour la deuxième approche. Nous essayons

par conśequent de combiner ces deux bases en fondant une nouvelle approche de CORE avec les

trois états suivants d’un barreau de l’échelle : le singulet|s〉 et les deux triplets|t0〉 et |t+1〉. Ceci

implique que nous gardons tous lesétats d’un barreau sauf le triplet|t−1〉 en esṕerant aḿeliorer

l’accord avec les ŕesultats exacts. En revanche, l’espace réduit de notre mod̀ele effectif est plus

grand ce qui nous limitèa des ŕeseaux effectifs de moins grandes tailles par rapportà l’approche

baśee sur deux́etats d’un barreau. Notons aussi que le modèle effectif correspondant n’est plus de

type XXZ out− V puisque nous gardons troisétats par site.

Dans la figure IV.5 (b), nous montrons les résultats de cette approche en illustrant l’énergie en

fonction de l’aimantation pour une chaı̂ne de14 sites effectifs avec l’approche CORE, comparée

avec le calcul du mod̀ele microscopique d’unéechelle de2×14 sites. Nous remarquons que CORE

prédit l’absence de plateaux pourJx = 0.8 etJd = 0.7 ce qui est en accord le résultat exact, mais

nous constatonśegalement une lente convergence des courbes de CORE pour des plus grandes

port́ees vers la courbe exacte. Pour des faibles aimantations, cette approche de CORE nous donne

toujours des ŕesultats insatisfaisants. Ceci s’explique en partie avec lepoids du singulet|s〉 qui est

nul dans la ŕegionJx = Jd ≥ 0.8 ce qui implique que les résultats de CORE sont identiques si on

base l’approche sur deux triplets (|t0〉 et |t+1〉) ou le singulet|s〉 et ces deux triplets.
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2. Le choix de la base de CORE

En conclusion pour l’approche basée sur un barreau de l’échelle, nous proposons qu’une

implémentation efficace de CORE doit garder lesM états de plus basséenergie de ce bloc tel

que le poids de la matrice densité ŕeduite de ceśetats soit« grand». Dans ce but, nous avons gardé

une large fraction de l’espace de Hilbert pour quelques exemples, ce qui limite les simulations sur

des ŕeseaux effectifs et ce qui complique l’étude analytique du modèle effectif. Pour ces raisons,

nous proposons de changer le blocélémentaire pour l’approche de COREà l’échelle de spin-1
2

de

Heisenberg sous champ magnétique.

CORE baśee sur le singulet|s〉 et le triplet |t+1〉 d’un dim ère horizontal de l’échelle

Dans le ŕegime fortement frustré, l’approche baśee sur les barreaux de l’échelle n’est pas satisfai-

sante et nous choisissons donc un blocélémentaire diff́erent,̀a savoir les dim̀ere horizontaux (d’une

échelle horizontale) qui sont constitués par deux sites, liés avec le couplageJx. Puisque nous gar-

dons le singulet|s〉 et le triplet polariśe |t+1〉 de ce nouveau bloćelémentaire, le mod̀ele effectif

peutégalement̂etre interpŕet́e en termes de pseudo-spinsσ, ainsi qu’en termes de fermions sans

spin interagissants ou bien en termes de bosons de cœur dur. Notonségalement que le modèle ef-

fectif pour ce mod̀ele a par conśequent la ǵeoḿetrie d’unéechelle de spin qui d́ecrit des interactions

effectives et nous d́erivons les hamiltoniens connexes et effectifs en négligeant les contributions

d’une silhouette« L ». En principe, on doit sommer toutes les interactions, avec les contribu-

tions de silhouette« L » incluses. Mais puisqu’une de ces contributions n’apparaı̂t que dans un

seul bloc rectangulaire, toutes les contributions d’une silhouette« L » dans le d́eveloppement de

l’ équation (III.41) s’annulent exactement [184].

Nous illustrons le poids de matrice densité ŕeduite des quatréetats d’un dim̀ere horizontal dans

la figure IV.6 (a). Nous notons que la base de CORE (le singulet|s〉 et le triplet polariśe |t+1〉
d’un dimère horizontal) représente une grande fraction du poids total de la matrice densité ŕeduite,

surtout dans le ŕegime fortement frustré avecJx ∼ Jd ∼ 1 où l’approche baśee sur les barreaux

a des difficult́es. Nous calculons les interactions effectives en considérant jusqu’̀a 6 dim̀eres hori-

zontaux et nous comparons les résultats de notre approcheà port́ee 4 et 6 pourJx = Jd = 1(= J⊥)

avec des donńees exactes dans la figure IV.6 (b). Les courbes de l’énergie en fonction de l’ai-

mantation de l’approche de CORE basée sur les dim̀eres horizontaux sont en bon accord avec les

courbes exactes, en particulier, on observe une bonne convergence vers les données exactes si des

interactions̀a plus longue portées sont incluses. Pour cette approche, nous obtenons des courbes

d’aimantation avec une pente continue qui nous indique l’absence d’un plateaum = 1
2

comme

observ́e dans les courbes exactes. Dans la figure IV.6 (b), nous montronségalement la courbe de

l’approche baśe sur le singulet|s〉 et le triplet polariśe |t+1〉 d’un barreau de l’́echelle qui indique

une courbe d’aimantation qui consiste de trois plateaux pour m = 0, 1
2

et 1. Comme discut́e au-

dessus, cette approcheéchoueà toutesles port́ees, m̂eme si on incluait des interactionsà port́ee

infinie.

En conclusion pour les approches CORE qui sont basées sur des dim̀eres de deux sites (soit les

barreaux d’unéechelle, soit des dim̀eres horizontaux comme discuté), nous sommes capables de
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FIG. IV.6: (a) Poids de la matrice densité ŕeduite des quatréetats d’un dim̀ere horizontal d’une

échelle. Pour aimantation demi-saturée, les calculs sont effectués avec la diagonalisation

exacte d’unéechelle de2 × 12 sites en fonction des couplages(Jx, Jd) qui forment

un chemin dans le diagramme de phase. (b) Comparaison de l’énergie en fonction de

l’aimantation pourJx = Jd = 1, calcuĺee avec unéechelle de spin de2× 12 sites pour

le mod̀ele microscopique et avec uneéchelle de2 × 6 sites pour le mod̀ele effectif de

CORE baśee sur un dim̀ere horizontal. Pour comparaison : la courbe correspondante de

l’approche de CORE basée sur un barreau (« vertical CORE») à port́eer quelconque,

c’est-̀a-direr = 2, 3, · · · ,∞.
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2. Le choix de la base de CORE

reproduire de manière qualitative le diagramme de phase complet pour des couplagesJx etJd entre

0 etJ⊥ = 1. Ceci confirme notre conception de l’approche de CORE,à savoir que CORE peutêtre

utilisée afin de ŕeduire la complexit́e d’un mod̀ele microscopique quelconque et nous donner une

description correcte des propriét́es physiques en présence d’un champ magnétique. Rappelons que

nos mod̀eles effectifs peuvent̂etre calcuĺes avec la diagonalisation exacte pour des réseaux avec

une tailledoubĺeepar rapport̀a la diagonalisation exacte du modèle microscopique. Profitons dans

ce qui suit, de la liberté du choix du bloćelémentaire de CORE et considérons une approche basée

sur une plaquette qui consiste de deux barreaux, soit quatresites d’unéechelle.

CORE baśee sur une plaquette comme bloćelémentaire

Une autre possibilit́e de diviser l’́echelle dans des petits blocs afin de définir le blocélémentaire de

l’approche de CORE consiste dans des plaquettes de deux barreaux. Les quatre spins peuvent donc

se trouver dans16 états : deux singulets, trois triplets et un quintuplet. Sous champ magńetique

suffisamment fort, seuls leśetats polariśes sont pertinents et nous fondons donc notre approche

sur les quatréetats suivants : le quintuplet complètement polariśe |Q〉 et les trois triplets polariśes

|TA〉, |TB〉 et |TC〉. Outre ces quatréetats polariśes, nous prenons en compte les deux singulets|SA〉
et |SB〉 qui peuvent tous les deux jouer un rôle important dans la description de la physique de

basséenergie. Nous d́efinissons ces six́etats en termes d’états d’un barreau (cf. l’équation (II.2)),

où la notation|st+1〉 indique un singulet|s〉 sur le premier barreau et un triplet polarisé |t+1〉 sur le

deuxìeme. Pour notre nouvelle approche de CORE, nous considérons donc les six́etats suivants.

Le quintuplet polariśe |S = 2, Sz = 2〉 :

|Q〉 = |t+1t+1〉 E|Q〉 =
1

2

(

J⊥ + Jx + Jd

)

,

les triplets polariśes|S = 1, Sz = 1〉 :

|TA〉 =
1√
2

(

|t0t+1〉 − |t+1t0〉
)

E|TA〉 =
1

2

(

J⊥ − Jx − Jd

)

,

|TB〉 =
1√
2

(

|st+1〉 − |t+1s〉
)

E|TB〉 =
1

2

(

J⊥ − Jx + Jd

)

,

|TC〉 =
1√
2

(

|st+1〉+ |t+1s〉
)

E|TC〉 =
1

2

(

J⊥ + Jx − Jd

)

, (IV.8)

et les singulets|S = 0, Sz = 0〉 :

|SA〉 = |ss〉 E|SA〉 = −1

2

(

J⊥ + Jx + Jd

)

− γ,

|SB〉 =
1√
3

(

|t+1t−1〉+ |t−1t+1〉 − |t0t0〉
)

E|SB〉 = −1

2

(

J⊥ + Jx + Jd

)

+ γ,

avec γ =
√

J2
⊥ + J2

x + J2
d − J⊥Jx − J⊥Jd − JxJd.

Remarquons que le champ magnétique est ńegligé dans le calcul deśenergies des six́etats qui sont

aussi illustŕees dans la figure IV.7 (a) pour un chemin dans le diagramme de phase.
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FIG. IV.7: (a) Énergie des sixétats d’une plaquette sur unéechelle de spin, d́efinis dans

l’ équation (IV.8), en fonction des couplages(Jx, Jd) pourh = 0. (b) Poids de la matrice

densit́e ŕeduite des m̂emes six́etats d’une plaquette. Les calculs sont effectués avec la

diagonalisation exacte d’unéechelle de2× 12 sites en fonction des couplages(Jx, Jd)

qui forment un chemin dans le diagramme de phase. Voir texte pour plus de d́etails sur

(b) et (c).

Comme nous avons discuté au-dessus, le poids de la matrice densité ŕeduite est de grande impor-

tance afin de juger la pertinence d’unétat pour l’́etat fondamental et afin de décider combien d’́etats

nous devons considérer pour la construction d’une base de CORE. En appliquant la diagonalisa-

tion exacteà uneéchelle de2 × 12 sites nous avons donc calculé le poids de la matrice densité

réduite pour les six́etats de l’́equation (IV.8)à partir du mod̀ele microscopique. La figure IV.7

(b) montre les ŕesultats de manière suivante : pour chaqueétat et pour toutes les aimantationsm,

nous calculons le poids et nous montrons seule la plus grandevaleur du poids pour toutes les

aimantations. Une petite valeur pour unétat nous indique par conséquent, que cet́etat n’est pas

pertinent afin de d́ecrire l’état fondamental pendanttout le processus d’aimantation, c’est-à-dire

pour tous les champs magnétiques. Ces donnés nous indiquent que pour quelques valeurs des cou-

plagesJx et Jd, il y a desétats avec un poids maximal de moins de5% du poids total et nous

pouvons donc ńegliger ceśetats. Ainsi, pour des valeurs des couplagesJx et Jd précises, nous

sommes capables de tronquer la base de CORE de sixétatsà trois (unétat dans chaque secteur de

Sz) tout en conservant une large fraction du poids total. Notons que la troncation de la base et par

conśequent la ŕeduction de l’espace de Hilbert de façon importante, nous permettent d’acćederà

des plus grands systèmes lors de la diagonalisation exacte de notre modèle effectif comme nous

discutons en-dessous.

La figure IV.7 (c) nous permet de vérifier si notre approche représente assez de poids de la matrice

densit́e ŕeduite puisqu’elle montre les poids des sixétats de l’́equation (IV.8) unis comme suit :

pour toutes les valeurs d’aimantation, nous avons calculé et somḿe les poids des six́etats et nous
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2. Le choix de la base de CORE

montrons le minimum de cette somme par rapportà l’aimantation. Comme le poids représent́e par

les sixétats est suṕerieurà60% du poids total dans le diagramme de phase complet, nous nous at-

tendons̀a un succ̀es d’une approche basé sur ceśetats. En conśequence, les contributions connexes

devraient diminuer vite si la portée de l’approche est augmentée.

Nous pouvons ensuite résoudre les mod̀eles effectifs sur des réseaux effectifs et nous montrons

dans les figures IV.8 (a) - (d) les résultats de la diagonalisation exacte d’uneéchelle de2 × 14

pour le mod̀ele microscopique et d’une chaı̂ne de7 sites pour le mod̀ele effectif de CORE. On

observe un bon accord entre les courbes exactes et les courbes obtenues avec le modèle effectif de

CORE. On constatéegalement que les courbes de CORE convergent vers les courbes exactes si la

port́ee est augmentée de sorte que l’approcheà port́ee 4 donne des résultats tr̀es pŕecis. Pour les

exemples (a), (b) et (c) de la figure IV.8, nous ne gardons que trois états sur 16, notamment ceux

avec le plus grand poids de la matrice densité ŕeduite. Nous remarquons que ces troisétats ne sont

pas forćement leśetats de plus basseénergie, comme dans l’exemple (b)Jx = 0.8 et Jd = 0.7 :

l’approche qui est basée sur leśetats du plus grand poids (à savoir|SB〉, |TA〉 et |Q〉) résulte dans

une plus grande précision que l’approche qui est basée sur leśetats de plus basséenergie dans

chaque secteur deSz, à savoir|SA〉, |TB〉 ou/et |TC〉 (qui sont d́eǵeńeŕes) et|Q〉. C’est-̀a-dire, si

les deux crit̀eres afin de śelectionner leśetats de la base de CORE,à savoir le crit̀ere de l’́energie

(comme propośe par Morningstar et Weinstein [153, 154]) et le critère du poids de la matrice

densit́e ŕeduite, sont en d́esaccord, le critère du poids deśetats donne le meilleur résultat. Cette

observation est importante et constitue une amélioration consid́erable de l’approche de CORE.

Outre l’importance pour l’algorithme de CORE, nous notons l’aspect pratique du fait de ne garder

que troisétats afin de construire la base de CORE d’une plaquette : pour ladiagonalisation exacte

d’uneéchelle de2×14 sites, la dimension du plus grand espace de Hilbert par rapport à la compo-

sante du spin totalStotal
z est40× 106 pour le mod̀ele microscopique comparé avec seulement393

états dans le sous-espace de CORE qui est basé sur troisétats d’une plaquette. Ceci nous permet

d’étudier des ŕeseaux effectifs jusqu’à18 sites effectifs pour une base de troisétats d’une plaquette

ce qui correspond̀a 72 sites du mod̀ele microscopique. Pour une base de sixétats d’une plaquette

on atteint des ŕeseaux effectifs jusqu’à11 sites effectifs, soit44 sites du mod̀ele microscopique.

Afin d’illustrer la pŕecision de notre approche CORE ainsi que les plus grandes tailles accessibles,

nous montrons la courbe d’aimantation pour deux exemples. Pour Jx = 1 et Jd = 0 le plateau

m = 1
2

est absent comme le montre la figure IV.9 (a) en illustrant lesrésultats exacts d’unéechelle

de spin de2 × 14 sites, compaŕes avec l’approche de CORÈa port́ee 4 qui est basée sur trois

états d’une plaquette et appliquéeà une châıne de18 sites effectifs. La figure IV.9 (b) montre des

courbes avec un plateaum = 1
2

pourJx = 0.7 et Jd = 0.5 : le mod̀ele microscopique est résolu

sur uneéchelle de spin de2 × 14 sites, le mod̀ele effectif de CORÈa port́ee 4, baśee sur six́etats

d’une plaquette sur une chaı̂ne de11 sites effectifs.

Notons le tr̀es bon accord entre la courbe exacte et les courbes de l’approche CORE qui nous

donnent une ŕesolution plus d́etaillé du processus d’aimantation en raison d’une incrémentation
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FIG. IV.8: Comparaison de l’énergie en fonction de l’aimantation, calculée avec unéechelle de

spin de2 × 14 sites pour le mod̀ele microscopique et avec une chaı̂ne de7 sites pour

le mod̀ele effectif de CORÈa différentes port́ees sur une chaı̂ne de14 sites. Pour (a)

avecJx = 1 et Jd = 0, (b) avecJx = 0.8 et Jd = 0.7 et (c) avecJx = Jd = 1, nous

ne gardons que les troisétats de plus grands poids de la matrice densité ŕeduite (cf. la

figure IV.7 (b)), pour (d) avecJx = 0.7 etJd = 0.5 nous gardons six́etats, d́efinis dans

l’ équation (IV.8).
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FIG. IV.9: Courbes d’aimantation pour (a)Jx = 1 etJd = 0 et (b)Jx = 0.7 etJd = 0.5. La courbe

exacte est calculée avec unéechelle de spin de2 × 14 sites, les courbes de l’approche

de CORE avec une chaı̂ne de (a)18 ou (b)11 sites effectifs ce qui correspondà 72 ou

44 sites du mod̀ele microscopique, respectivement. Le modèle effectif de (a) est calculé

à port́ee 3, de (b)̀a port́ee 4.

plus fine.

3 Conclusion partielle

Avec l’exemple de l’́echelle de spin-1
2

de Heisenberg, nous avons vu que la méthode CORE peut

être utiliśee afin de ŕeduire la complexit́e d’un mod̀ele microscopique quelconque et nous donner

une description correcte des propriét́es physiques en présence d’un champ magnétique. Si l’inter-

actionJ⊥ sur le barreau est dominante, nous notons que l’approche simpliste de CORE, qui se base

sur les deux́etats de basséenergie d’un barreau sous champ magnétique, est satisfaisante. Pour le

cas òu les trois interactionsJ⊥, Jx etJd de l’échelle de spin sont du m̂eme ordre de grandeur, cette

approche a des difficultés qui sont indiqúees par un faible poids de matrice densité ŕeduite de la

base de CORE. Ainsi, le poids de matrice densité ŕeduite s’av̀ere un outil efficace et fiable afin de

juger la pertinence deśetats et de mieux choisir la base de l’approche CORE. Néanmoins, avec

l’approche CORE basée sur des dim̀eres, nous sommes capables de reproduire de manière qualita-

tive le diagramme de phase complet pour des couplagesJx etJd entre0 etJ⊥ = 1.

Nous remarquons que géńeralement, leśetats de basséenergie sont́egalement ceux considéŕes per-

tinents par le poids de matrice densité ŕeduite, mais lorsque ces deux critères sont contradictoires,

le critère de matrice densité ŕeduite donne des meilleurs résultats. Cette observation est confirmée

par l’approche baśee sur des plaquettes où nous sommes capables, grâceà ce nouveau critère,

de ŕeduire consid́erablement la taille de l’espace de Hilbert lors de l’approche CORE. Ceci nous

89



Chapitre IV. L’échelle de spin-1
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permet de ŕesoudre des grands réseaux effectifs qui restent inaccessibles avec la diagonalisation

exacte du mod̀ele microscopique. En outre, nous notons la grande précision de cette approche.
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Chapitre V

La bicouche de Heisenberg

Comme le montre la figure I.9,à gauche, la bicouche de Heisenberg est un système bidimension-

nel de dim̀eres coupĺes antiferromagńetiquement. Dans la section 2.2 du chapitre I, nous discu-

tons des exṕeriences avec le composé BaCuSi2O6 [67], qui est une ŕealisation de la bicouche de

Heisenberg et qui est connu depuis longtemps comme« pourpre de Han» (« Han purple» en an-

glais). Différentes approches théoriques de la bicouche de Heisenberg anisotrope ont révélé qu’elle

poss̀ede un diagramme de phase très riche avec une phase supersolide [68, 69, 71].

Dans ce chapitre, nous considérons dans la section 1 la bicouche anisotrope en dérivant un mod̀ele

effectif avec la ḿethode CORE. Notre approche de CORE est très simple puisqu’elle est basée

sur le singulet|s〉 et le triplet polariśe |t+1〉 d’un dimère et nous comparons l’approcheà port́ee 2

avec la th́eorie des perturbations. Nous dérivonségalement un mod̀ele effectif plus complexe en

augmentant la portée et nous discutons ce modèle dans le contexte d’une potentielle phase solide

et supersolide. La section 2 est consacrée au mod̀ele isotrope, mais frustré et donc une extension

de l’échelle de spin. Pour ce modèle, nous d́erivonségalement un mod̀ele effectifà port́ee 2 et 4

en utilisant la m̂eme approche de CORE comme dans le cas anisotrope.

La discussion de l’approche de COREà la bicouche de Heisenberg dans ce chapitre est basée sur

notre article : Abendschein et Capponi [124].

1 La bicouche de Heisenberg anisotrope

Dans ce qui suit, nouśetudions la bicouche de spin-1
2

de Heisenberg anisotrope dont le hamiltonien

est de forme d’un mod̀ele de spin XXZ. Il est d́efini comme suit :

HXXZ = J
∑

i

S1,i · S2,i + J ′
∑

α,〈i,j〉

(

Sx
α,iS

x
α,j + Sy

α,iS
y
α,j + ∆Sz

α,iS
z
α,j

)

− h
∑

α,i

Sz
α,i. (V.1)

L’interaction dominanteJ = 1 couple deux spins-1
2
, S1,i etS2,i, en formant un dim̀ere dont un spin

fait partie de l’une des deux couchesα = 1, 2 et l’autre spin de l’autre couche. Ces dimères sont
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Chapitre V. La bicouche de Heisenberg

FIG. V.1: Diagramme de phase de la bicouche de Heisenberg en fonction de l’anisotropie∆ et du

champ magńetiqueh pourJ ′/J = 0.29 : on voit des phases superfluides (SFI et SFII),

une phase supersolide (SS), une phase solide (QS) et une phase compl̀etement polariśee.

D’après Ng et Lee [68].

coupĺes avec une interactionJ ′ qui agit dans le plan des couches et on note une anisotropie∆ dans

la composanteSz du spin pour ce couplage. Pour∆ = 1, on retrouve la bicouche de Heisenberg

isotrope et la syḿetrie SU(2) est conservée. Cette syḿetrie est, bien ŝur, briśee pour des valeurs

∆ 6= 1. Enfin, le dernier terme du hamiltonien décrit le couplage du système au champ magnétique

h qui lui aussi brise la syḿetrie SU(2).

Desétudes nuḿeriques [68, 69] de la bicouche de Heisenberg sous champ magnétique ont ŕevélé

la stabilit́e d’une phase supersolide, comme illustré dans le diagramme de phase de l’état fonda-

mental, pŕesent́e dans la figure V.1. En fonction du champ magnétiqueh, on trouve cette phase

pour des anisotropies3.1 ≤ ∆/J ≤ 4 et en plus, on trouve des phases superfluides et solides.

Nous rappelons l’introduction de ces phases dans les sections 1 et 2 du chapitre II, et en particulier

dans le tableau II.1.

De manìere analoguèa l’application de la th́eorie des perturbationsà l’échelle de spin dans la sec-

tion II.1 (cf. l’ équation (II.7)), nous effectuons d’abord une approche perturbative. Dans ce but,

nous consid́erons le singulet|s〉 et le triplet polariśe |t+1〉 d’un dimère afin de d́ecrire la bicouche

de Heisenberg sous champ magnétique. Par conśequent, nous obtenons un modèle effectif qui est

un mod̀elet− V bidimensionnel de bosons de cœur dur :

Ht−V = t
∑

〈i,j〉

(

b†ibj + bib
†
j) + V

∑

〈i,j〉

ninj + µ
∑

i

ni. (V.2)

La notation〈i, j〉 indique des premiers voisins et l’opérateurb†i (bi) crée (annihile) un boson de

cœur dur sur le sitei. Avec la th́eorie des perturbations on trouve les expressions suivantes pour le

terme de sautt, l’interaction entre deux particules voisinesV et le potentiel chimiqueµ :

t =
J ′

2
, V =

J ′∆

2
, µ = J − h. (V.3)
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1. La bicouche de Heisenberg anisotrope

Ceci nous indique avec le critère de l’́equation (II.12) que la transition entre la phase superfluide

et la phase solide a lieu pour
V

|t| = ∆ > ∆c = 2, (V.4)

ce qui est́equivalentà l’apparition d’un plateaum = 1
2

pour∆ > 2, indépendamment des cou-

plagesJ ′/J . Comme nous le discutons plus loin, ce résultat n’est pas en bon accord avec les

résultats du QMC de Ng et Lee [68].

Dans notre approche la plus simple de la méthode CORE, nous utilisons le même bloćelémentaire,

à savoir un dim̀ere de la bicouche, et nous basons notre approche sur les mêmes deux́etats : le sin-

gulet |s〉 et le triplet polariśe |t+1〉. Avec l’approcheà port́ee 2, qui est identiquèa l’approche

de CORE la plus simple pour l’échelle de spin de la section 1 du chapitre IV, nous dérivons le

même mod̀ele effectift− V que la th́eorie des perturbations dans l’équation (V.2). Avec un calcul

similaireà l’équation (IV.2) pour l’́echelle de spin, nous trouvons pour les paramètres :

t =
J ′

2
, V =

J ′∆

2
+ EGS +

3J

2
, µ = −J

2
− EGS − h, (V.5)

où EGS est l’énergie exacte de l’état fondamental de deux dimères. Afin de v́erifier que notre

approche soit bien justifíee, nous calculons le poids de la matrice densité ŕeduite des quatréetats

d’un dimère pour un système de4 × 4 dimères. Ce calcul est effectué pour le syst̀emeà demi

saturation de l’aimantation (m = 1
2
) en utilisant la diagonalisation exacte selon l’équation (III.20).

Les ŕesultats indiquent que la base de notre approche de CORE représente plus de90% du poids

total dans la ŕegion0 ≤ J ′/J ≤ 0.5 et 0 ≤ ∆ ≤ 4 et comme le montre la figure V.2 (a) pour

J ′/J = 0.3, les poids deśetats sont presque indépendants de l’anisotropie∆. Sans montrer les

résultats correspondants, nous observons en plus que les poids restent assez stables lorsque le

couplageJ ′/J change.

Notre approche CORE nous permetégalement de d́eriver le crit̀ere de la transition entre la phase

superfluide et la phase solide et nous trouvons :

V

|t| = 2 = ∆c +
2EGS + 3J

J ′
. (V.6)

Pour CORÈa port́ee 2, la position de la transition dépend donc des couplagesJ ′/J , contrairement

au ŕesultat perturbatif de l’équation (V.4) que nous ne retrouvons que pour le casJ ′/J = 0. Nous

illustrons ce ŕesultat dans la figure V.2 (b) et nous remarquons que l’anisotropie critique∆c, qui

indique la transition entre une phase superfluide (pour∆ < ∆c) et une phase solide (pour∆ > ∆c),

augmente strictement avec le rapport des couplagesJ ′/J . Nous comparons le résultat perturbatif

et notre ŕesultat avec le diagramme de phase de Ng et Lee [68] de la figureV.1 qui indique une

phase solide (QS), c’est-à-dire un plateaum = 1
2
, pourJ ′/J = 0.29 et∆ > 3.2. Comme le montre

la figure V.3 (a), notre approche indique la transitionà∆c = 2.8 pourJ ′/J = 0.3 ce qui est d́ejà en

bon accord avec les calculs de QMC de Ng et Lee, contrairementà la th́eorie des perturbations qui

trouve∆c = 2 pour toutes les valeurs deJ ′/J . Remarquons dans ce contexte que notre approche,
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FIG. V.2: Pour la bicouche de Heisenberg anisotrope : (a) Poids de la matrice densité ŕeduite des

quatreétats d’un dim̀ere, calcuĺe avec la diagonalisation exacte d’un système de4 × 4

dimèresà demi-aimantation pourJ ′/J = 0.3. (b) Anisotropie critique∆c en fonction

du couplageJ ′ (avecJ = 1) à partir laquelle un plateau d’aimantationm = 1
2

apparâıt

dans les diff́erentes approches : la théorie des perturbations de l’équation (V.4), CORÈa

port́ee 2 de l’́equation (V.6), et enfin le pointJ ′/J = 0.29 et ∆c = 3.2 du QMC de Ng

et Lee [68].

baśee sur seulement deux dimères, est tr̀es simplèa effectuer et s’av̀ere un bon outil afin de d́etecter

la transition de phase entre une phase solide et superfluide.

Outre une phase solide, Ng et Lee [68] trouvent une phase supersolide qui est sitúee pr̀es de la phase

solide. Par contre, nous notons que le modèle effectift− V de l’équation (V.2) ne possède pas de

phase supersolide. Plutôt, ce mod̀ele montre une śeparation de phase [132], comme brièvement

mentionńe dans la section 4 du chapitre II. Il serait quand-même tr̀es int́eressant d’́etudier des

mod̀eles effectifs de bosons de cœur dur qui aient un diagramme dephase de grande richesse et

qui incluentéventuellement une phase solide. Il est connu que des termesde saut corŕelé favorisent

une phase supersolide [123, 185] et afin de dériver un mod̀ele effectif de CORE qui soit capable

d’inclure de tels processus, nous sommes donc obligés d’augmenter la portée de notre approche

de COREà port́ee 4. Dans ce but, nous considérons un système de2× 2 dimères dans ce qui suit.

Comme expliqúe dans la section 2 du chapitre IV, nous pouvons négliger les contributions d’une

silhouette« L » dans le calcul du hamiltonien connexe et effectif [160]. Nous obtenons ensuite un

mod̀ele effectif de bosons de cœur dur qui décrit tous les processus permis par des considérations
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FIG. V.3: (a) Énergie cińetique (́equivalente au terme de sautt) et interactionV en fonction de

l’anisotropie∆ pour J ′/J = 0.3, calcuĺees avec l’approche de COREà port́ee 2 (cf.

les équations (V.2) et (V.5)). Pour∆ < 2.8, une phase superfluide est observée, pour

∆ > 2.8 une phase solide (onde de densité de charge, CDW). Pour comparaison : le

point de transition∆c = 3.2 selon le QMC de Ng et Lee [68]. (b) Pour COREà port́ee

2 et 4 (cf. l’équation (V.7)), les termes de saut et les interactions dominants sont illustŕes

en fonction de l’anisotropie∆ pourJ ′/J = 0.3.

de syḿetrie, comme la conservation du nombre de particules, par exemple :

H =
∑

l
i�

k
j

[

C

N
+
µ

4

(

∑

i

ni

)

+
t
(1)
1

2
(b†ibj+ 	 +h.c.) + t

(2)
1 (b†ibk + b†l bj + h.c.)

+t
(1)
2 (b†l b

†
kbibj + h.c.) + t

(2)
2 (b†l b

†
jbibk+ 	 +h.c.)

+t
(3)
1

(

b†ib
†
l (nj + nk − 2njnk)+ 	 +h.c.

)

+ t
(4)
1

(

b†ib
†
k(nj + nl − 2njnl)+ 	 +h.c.

)

+
V

(1)
2

2
(ninj+ 	) + V

(2)
2 (nink + njnl) + V

(1)
3

(

ninj(nk + nl − 2nknl)+ 	
)

+t
(5)
1 (b†ibjnknl+ 	) + t

(6)
1 (b†ibknjnl+ 	) + V4ninjnknl

]

. (V.7)

Nous utilisons la notation suivante : la somme
∑

l
i�

k
j

concerne les quatre sites d’une plaquette et

le cercle	 indique que toutes les contributions d’un type doiventêtre incluses en effectuant des

rotations et des permutations, comme par exemple :
∑

l
i�

k
j

( t
(1)
1

2
(b†ibj+ 	)

)

=
t
(1)
1

2
(b†ibj + b†jbk +

b†kbl + b†l bi).

Dans la ŕegion que nous considérons,̀a savoir0 ≤ ∆ ≤ 4 etJ ′/J = 0.3, nous observons que tous

les termes de l’́equation (V.7) sont non nuls, mais nous constatons que les termes suivants sont

dominants : les termes de saut au premier et deuxième voisint(1)1 et t(2)1 = −t(6)1 ainsi que les inter-

actions entre deux particules qui sont premiers et deuxièmes voisinsV (1)
2 etV (2)

2 . Nous illustrons
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Chapitre V. La bicouche de Heisenberg

ces termes dans la figure V.3 (b), ensemble avec les termest etV de l’approche de CORÈa port́ee

2 (cf. l’ équation (V.2)), en fonction de l’anisotropie∆.

La pŕesence d’un grand nombre de termes rend difficile une interprétation directe de ce modèle ef-

fectif. Par exemple, il n’y a pas de critère simple pour l’existence d’une phase d’un plateau, comme

l’ équation (V.2) pour le mod̀ele effectif t − V . Néanmoins, uniquement basé sur nos ŕesultats,

un plateaum = 1
2

pour des grandes valeurs d’anisotropie∆ semble probable : premièrement,

la phase solide est gappée et plut̂ot robuste envers de petites interactions supplémentaires. Et

deuxìemement, les interactions dominantesà plus longue distance, comme l’interaction attrac-

tive V (2)
2 (cf. la figure V.3 (b)), par exemple, ont tendanceà stabiliser la phase solide.

En outre, une phase supersolide pourrait exister en raison de l’apparition de termes de saut dia-

gonal [135] et des termes de saut corrélé [123, 185]. En particulier, si onenl̀eveune particule du

syst̀eme demi rempli et gappé, on cŕee un trou qui peut se propager grâce au terme de saut diago-

nal. Ce sćenario ŕesulte dans un paramètre d’ordre superfluide qui coexiste avec celui de la phase

solide ce qui est la d́efinition de la phase supersolide. En revanche, si onajouteune particule au

syst̀eme demi rempli et gappé, le hamiltonieǹa port́ee 4 (cf. l’́equation (V.7)) ne permet pas de

saut diagonal en raison de l’annulation des termest
(2)
1 et t(6)1 = −t(2)1 . Nous nous attendons donc,

à une phase supersolide qui est stable (instable) pour des remplissages inf́erieurs (suṕerieurs)à 1
2

ce qui est en accord avec les résultats de Ng et Lee [68].

Dans unéetude ŕecente, Piconet al. [71] ont vérifié nos id́ees sur les termes de saut et de saut

corŕelé quant̀a une phases solide et une phases supersolide. Afin d’étudier la bicouche de Heisen-

berg anisotrope en grand détail, ils d́erivent un mod̀ele effectif en utilisant la ḿethode CORE ainsi

qu’une ḿethode de transformations perturbatives, continues et unitaires (PCUTs) que nous discu-

tons dans le contexte du réseau de Shastry-Sutherland (cf. le chapitre VII). Les modèles effectifs

sont ensuite analysés avec une approche de champ moyen ou bien du QMC.

Comme nous, ils ont d́erivé un mod̀ele effectif avec une approche de CORE, basée sur le singu-

let |s〉 et le triplet polariśe |t+1〉 d’un dimère. Ils ont consid́eŕe un bloc de2 × 2 dimères (notre

port́ee 4), mais aussi un bloc de trois dimères aligńes. Comme illustŕe dans les figures V.4 (a) et

(b), ceci leur permet d’étudier le terme de saut corrélé diagonal d’un trou avec le bloc (a) et un

terme de saut corrélé d’un trou au troisìeme voisin en pŕesence d’une particule au milieu avec le

bloc (b).Également un processus appelé « leapfrog» (voir la figure V.4 (c)) est possible et nous

notons que Piconet al.expliquent que ce processus favorise une phase supersolideen permettant

la délocalisation de trous (singulets) supplémentaires. Le modèle effectif est ensuite traité avec une

approche de champ moyen afin de dériver des diff́erentes quantités, comme des paramètres d’ordre

et la courbe d’aimantation, pour des blocs de taille finie. Enfonction du champ magnétiqueh, ils

trouvent une phase superfluide (SF), ensuite une phase supersolide (SS) qui se trouve juste en des-

sous d’une large phase solide (CBS) et enfin de nouveau une phasesuperfluide (SF), comme le

montre la figure V.4 (b).

En conclusion, une phase supersolide est bienétablie pour la bicouche de Heisenberg anisotrope.
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FIG. V.4: Termes de saut corrélé de trous (singulets), dérivés sur un bloc de (a)2 × 2 dimères

et (b) 3 dim̀eres aligńes. (c) Le processus« leapfrog» favorise une phase supersolide.

(d) et (e) pour∆ = 3.3 et J ′/J = 0.29 : les param̀etres d’ordre en fonction du champ

magńetiqueh indiquant une śequence de phases. Dans la phase supersolide (SS), les

param̀etres d’ordre de la phase superfluide (SF) et solide (CBS) coexistent. Les ŕesultats

sont calcuĺes avec une ḿethode de champ moyen appliqué au mod̀ele effectif de CORE.

D’après Piconet al. [71].
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Chapitre V. La bicouche de Heisenberg

Par contre, quant̀a des exṕeriences avec des composés ŕeels, la grande amplitude de l’anisotropie

∆ > 3 de la composante du spinSz du couplageJ ′ entre les dim̀eres pourrait poser problème.

Une anisotropie d’une telle grandeur pourraitêtre difficileà ŕealiser dans des composés ŕeels. Ceci

motive notréetude de la bicouche de Heisenberg frustrée dans la section suivante.

2 La bicouche de Heisenberg frustr ée

Nous consid́erons la bicouche de spin-1
2

de Heisenberg sans anisotropie (∆ = 1), mais avec une

interaction frustranteJd qui agit entre les deux couches. Ce modèle conserve la syḿetrie SU(2)

et constitue une ǵeńeralisation de l’́echelle de spin frustrée en deux dimensions. Par conséquent,

nous adoptons la notation de l’échelle de spin dans ce qui suit. Nous rappelons que la section 1

du chapitre II pŕesente des considérations th́eoriques de l’́echelle de spin et que nous discutons

l’application de la ḿethode CORÈa ce mod̀ele dans le chapitre IV.

Le hamiltonien de la bicouche de Heisenberg frustrée sous champ magnétique est d́efinit comme

suit :

H = J⊥
∑

i

S1,i · S2,i + Jx

∑

〈i,j〉,α

Sα,i · Sα,j + Jd

∑

〈i,j〉

(

S1,i · S2,j + S2,i · S1,j

)

− h
∑

α,i

Sz
α,i. (V.8)

Notre approche de CORE se base comme dans les exemples pour la bicouche de Heisenberg ani-

sotrope et l’́echelle de spin sur le singulet|s〉 et le triplet polariśe |t+1〉 d’un dimère. Dans la

figure V.5 nous pŕesentons le poids de la matrice densité ŕeduite pour les quatréetats d’un dim̀ere

de la bicouche de Heisenberg frustrée, calcuĺes avec la diagonalisation exacte d’un système de4×4

dimèresà demi-aimantation. Nous notons que la base de CORE réunit une tr̀es grande fraction du

poids total pour des faibles interactionsJx et Jd
1 : pourJx, Jd < 0.4, le singulet|s〉 et le triplet

polariśe |t+1〉 repŕesentent plus de95% du poids total.

Avec notre approche de CORÈa port́ee 2, nous d́erivons le m̂eme mod̀ele effectif que pour le

cas anisotrope,̀a savoir le mod̀ele t − V bidimensionnel de bosons de dœur dur, donné dans

l’ équation (V.2). Les param̀etrest, V et µ se calculent selon l’équation (IV.3) que nous avons

dérivées lors de l’approche de COREà l’échelle de spin. Nous illustrons le terme de saut et l’in-

teraction entre deux particules voisines dans la figure V.6 (a) en fonction du couplageJd avec

Jx = 0.3. Le critère de l’́equation (II.12) pour la transition entre une phase superfluide (SF) et une

phase solide (CDW) indique la transition pourJd = 0.11 si Jx = 0.3 reste fix́e. Nous nous atten-

dons donc,̀a une phase avec un plateaum = 1
2

comparablèa celle de l’́echelle de spin, montrée

dans la figure IV.2 (a).

Nous d́erivonségalement un mod̀ele effectifà port́ee 4, qui est basé sur un bloc de2× 2 dimères.

Le hamiltonien effectif est d́efini dans l’́equation (V.7) et contrairement au cas anisotrope, nous

trouvons seulement deux termes dominants. Ce sont des termesà courte distance : le terme de saut
1Nous utilisons toujoursJ⊥ = 1.

98



2. La bicouche de Heisenberg frustrée

(0,0) (0.5,0.5) (1,1) (1,0.5) (1,0) (0.5,0) (0,0)
Combination of interaction (J

x
, J

d
)

0

0.25

0.5

0.75

1

D
en

si
ty

 m
at

rix
 w

ei
gh

t o
f s

ta
te

Singlet |s>
Triplet |t

-1
>

Triplet |t
0
>

Triplet |t
+1

>

FIG. V.5: Poids de la matrice densité ŕeduite des quatréetats d’un dim̀ere de la bicouche de Hei-

senberg frustŕee, calcuĺe avec la diagonalisation exacte d’un système de4× 4 dimèresà

demi-aimantation le long d’un chemin dans le diagramme de phase.
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FIG. V.6: (a) Énergie cińetique (́equivalente au terme de sautt) et interactionV en fonction du

couplageJd pour Jx = 0.3, calcuĺees avec l’approche de CORÈa port́ee 2 (cf. les

équations (V.2) et (IV.3)). AvecJx = 0.3, une phase superfluide est observée pour

Jd < 0.11 et une phase solide (onde de densité de charge, CDW) pourJd > 0.11.

(b) Pour CORÈa port́ee 2 et 4 (cf. l’́equation (V.7)), les termes de saut et les interactions

dominants sont illustŕes en fonction du couplageJd pourJx = 0.3.
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Chapitre V. La bicouche de Heisenberg

au premier voisint(1)1 et l’interaction entre deux particules qui sont premières voisinesV (1)
2 sont

un ordre de grandeur plus grand que les autres termes du hamiltonien. Nous illustrons ces deux

termes dans la figure V.6 (b), ensemble avec le résultat de la portée 2 et nous remarquons que les

termes̀a port́ee 2 et 4 sont pratiquement identiques pourJd ≤ 0.4 avecJx = 0.3. Ce ŕesultat nous

montre que notre approche de CORE est déjà bien converǵeeà port́ee 2 ce qui n’est paśetonnant

vu le tr̀es grand poids de matrice densité ŕeduite de la base de CORE.

En fonction des couplagesJx et Jd, nous trouvons que des termes d’ordre plusélev́e émergent.

De manìere analoguèa la bicouche anisotrope de la section préćedente, ces termes vont proba-

blement aider̀a stabiliser une phase supersolide près d’une phase solide dans une bicouche de

Heisenberg frustrée. Uneétude approfondie de ce modèle effectif à port́ee 4 ouà port́ee plus

élev́ee avec la ḿethode du QMC ou une ḿethode comparable serait souhaitable afin de confirmer

notre pŕediction. Puisque des composés frustŕes sont plus faciles̀a synth́etiser que des composés

avec des interactions fortement anisotropes, une telleétude pourrait nous donner des informations

intéressantes. Dans ce contexte, l’étude th́eorique de la bicouche de Heisenberg frustrée et isotrope

de spin-1 sous champ magnétique de Sengupta et Batista [70] est très int́eressante : ils trouvent une

phase supersolide etévoquent qu’une phase supersolide pourraitêtre observ́ee dans un composé

frustŕe correspondant.

3 Conclusion partielle

Avec un effort modeste, nous dérivons des mod̀eles effectifs pour la bicouche de Heisenberg ani-

sotrope ainsi que pour le modèle isotrope, mais frustré. Le mod̀ele effectifà port́ee 2 montre une

transition entre une phase superfluide (qui correspondà une courbe d’aimantation avec une pente

non nulle pour le mod̀ele initial) et une phase solide (correspondantà un plateau d’aimantation).

Ce calcul qui est tr̀es simplèa effectuer, est pourtant une amélioration par rapport au résultat cor-

respondant de la théorie des perturbations, surtout pour le modèle anisotrope.

En augmentant la portée de notre approche, nous pouvonségalement d́eriver des termes plus com-

plexes qui sont connus pour leur tendanceà favoriser des phases exotiques, comme une phase

supersolide. Dans ce contexte, nous proposons des expériences avec une bicouche de Heisenberg

frustŕee, ce qui correspond̀a des interactions plus réalistes.
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Chapitre VI

La chaı̂ne de dim ères orthogonaux
sous champ magn étique

Dans ce chapitre, nous présentons la chaı̂ne de dim̀eres orthogonaux qui est la réalisation unidi-

mensionnelle du réseau de Shastry-Sutherland. Les considérations de ce chapitre ont donc pour

but de faciliter la compŕehension et de préparer la discussion de ce modèle bidimensionnel que

nous discutons dans le chapitre VII. Nous remarquons que la châıne de dim̀eres orthogonaux n’a

pas encore de réalisation exṕerimentale, mais la ǵeoḿetrie est similairèa des châınes de diamant

déformées que nous illustrons dans la section 2.1 du chapitre I, plus pŕeciśement pour l’exemple

d’azurite (Cu3(CO3)2(OH)2) dans la figure I.3.

Nous pŕesentons dans la section 1 les résultats th́eoriques pour la chaı̂ne de dim̀eres orthogonaux

sous champ magnétique qui poss̀ede une śerie infinie de plateaux [47]. Dans la section 2, nous

présentons l’application de CORÈa ce mod̀ele et nous choisissons le singulet|s〉 et le triplet

polariśe |t+1〉 d’un dimère comme base de CORE. Nous discutons les différences importantes entre

des dim̀eres verticaux et horizontaux qui permettent de dériver un mod̀ele effectif simple puisqu’il

est classique. Enfin nous montrons la correspondance entre la portée de notre approche et des

interactions̀a une certaine distance qui rendent accessibles une partie des plateaux d’aimantation

de la śerie infinie. Nous pŕesentons nos conclusions pour ce modèle dans la section 3.

1 Le mod èle microscopique

La châıne de dim̀eres orthogonaux [116, 186, 187] est un système unidimensionnel qui décrit des

spins-1
2

coupĺes antiferromagńetiquement. Le hamiltonien du système sous champ magnétiqueh

est d́efini comme suit :

H = J
∑

<i,j>

Si · Sj + J ′
∑

≪i,j≫

Si · Sj − h
∑

i

Sz
i . (VI.1)
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Chapitre VI. La châıne de dim̀eres orthogonaux sous champ magnétique

v v v

v v v

v v v v v vJ

J ′

FIG. VI.1: La châıne de dim̀eres orthogonaux : deux spins, couplés avec une interactionJ , forment

un dimère. Les dim̀eres sont couplés avec l’interactionJ ′.

Des dim̀eres sont forḿes par deux spinsSi etSj qui sont des plus proches voisins et couplés avec

une interactionJ = 1 et les dim̀eres sont couplés par une interactionJ ′. Comme le montre la

figure VI.1, il s’agit de la ŕealisation unidimensionnelle du réseau de Shastry-Sutherland que nous

abordons et́etudions en d́etail dans le chapitre VII.

Il est connu que la chaı̂ne de dim̀eres orthogonaux a une transition de phase de premier ordre pour

J ′/J =
(

J ′/J
)

c
= 0.81900 [188]. Pour des faibles couplagesJ ′/J , le syst̀eme a uńetat fonda-

mental exact de dim̀eres et pourJ ′/J >
(

J ′/J
)

c
l’ état fondamental est décrit par des plaquettes de

quatre spins. En outre, sous champ magnétique, ce système poss̀ede un comportement intéressant,

à savoir des plateaux d’aimantation pourm = 1
2

etm = 1
4

[188, 189]. Schulenburg et Richter [47],

montrent en plus l’existence de plateaux supplémentaires en d́erivant une śerie infinie de plateaux

au-dessous du plateaum = 1
2
. Ces plateaux sont stables pour des aimantations

msat

4
≤ m =

k

2k + 2
<
msat

2
, k ∈ Z (VI.2)

et la figure VI.2 illustre le d́ebut de cette śerie. Outre un gap de spin et un large plateaum = 1
2
, le

calcul de DMRG pour une chaı̂ne de 48 dim̀eres montre les plateauxm = 1
4

pourk = 1, m = 1
3

(k = 2) et m = 3
8

(k = 3) tandis que le calcul de diagonalisation exacte d’une chaı̂ne de 12

dimères ne montre que les plateauxm = 1
4

etm = 1
3

en raison de la taille finie plus petite par

rapport au système consid́eŕe avec le DMRG. Qualitativement, ces plateaux sont caractériśes par

des groupes dek dimères verticaux consécutifs (pour une chaı̂ne horizontale, comme illustrée dans

la figure VI.1) qui sont tous occupés par des triplets polarisés|t+1〉. Remarquons que les dimères

horizontaux sont occupés par des singulets et par conséquent ces dim̀eres ne sont pas considéŕes

plus en d́etails. Les groupes dek triplets polariśes sur des dim̀eres verticaux (que l’on appelle frag-

ments) couvrent la chaı̂ne de façon ṕeriodique et sont śepaŕes l’un de l’autre par un dim̀ere vertical

qui est occuṕe par un singulet|s〉. Nous notons qu’un singulet|s〉 sur un dim̀ere vertical coupe

exactement la chaı̂ne en formant des fragments de dimères verticaux consécutifs qui sont tous oc-

cuṕes par des triplets polarisés |t+1〉. On v́erifie facilement que cette périodicit́e ob́eit le crit̀ere

d’Oshikawa, Yamanaka et Affleck [26] de l’équation (I.3) pour l’existence de plateaux d’aimanta-

tion.

Pŕecisons la physique des plateaux qui forment cette série en suivant la discussion de Schulen-

burg et Richter [47]. Nous notons que la chaı̂ne est exactement coupée par des singulets|s〉 sur un

dimère vertical qui d́efinissent les fragments. Le premier plateau respectant cette r̀egle est le pla-
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1. Le mod̀ele microscopique
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FIG. VI.2: Courbe d’aimantation de la chaı̂ne de dim̀eres orthogonaux pourJ ′/J = 0.65, calcuĺee

avec la diagonalisation exacte de 12 dimères et le DMRG de 48 dim̀eres. La ŕesolution

du calcul de DMRG est meilleure en raison d’une taille de système plus grande.

teaum = 1
4

qui est caract́eriśe par unétat fondamental qui est le produit de fragments identiques

de longueurk = 1, c’est-̀a-dire une alternance de triplets polarisés|t+1〉 et de singulets|s〉 sur les

dimères verticaux. Les fragments ont une aimantationSz
k=1 = 1 et l’aimantation de la chaı̂ne qui

consiste deN spins-1
2

est doncSz
châine

= Sz
kN/(4k+4) = N/8. Afin d’augmenter l’aimantation du

syst̀eme, un fragment dek = 2 avecSz
k=2 = 2 est introduit et nous notons que les prochainsétats

propres avec une aimantation plusélev́ee sont atteints si on remplace successivement les fragments

dek = 1 par des fragments dek = 2. Comme leśetats fondamentaux sont des produits des frag-

ments, ce processus nécessite unéenergie constante pour chaque remplacement. Par conséquent,

l’ énergie est une fonction linéaire de l’aimantation ce qui correspondà un plateau d’aimantation

(cf. la section 2 du chapitre II et la figure II.4).

Le champ critique pour quitter le plateaum = 1
4

et afin d’atteindre le prochain plateau de la série,

m = 1
3

avecSz
châine

= SkN/(4k + 4) = N/6, est atteint si tous les fragments dek = 1 ont ét́e

remplaćes par des fragments dek = 2. Pour des aimantations plusélev́ees, on doit donc remplacer

des fragments dek = 2 par des fragments dek = 3 ce qui va côuter plus d’́energie par rapport̀a

l’introduction ant́erieure des fragments dek = 2. La courbe de l’́energie en fonction de l’aimanta-

tion a d́esormais une pente plus inclinée ce qui implique une aimantation plusélev́ee. Cette pente

reste constante lors du remplacement des fragments dek = 2 par des fragments dek = 3 et d́efinit

donc la taille du plateaum = 1
3
.

On remarque que les plateaux ultérieurs avec une aimantation plusélev́ee s’expliquent de façon

suivante : les fragments dek = 2 sont remplaćes par des fragments dek = 3, et ensuite les frag-

ments dek = 3 sont remplaćes par des fragments dek = 4, etc. Enfin, une image qualitative du

plateaum = 1
2
, consiste de la configuration où tous les dim̀eres verticaux sont occupés par des

triplets polariśes|t+1〉 et tous les dim̀eres horizontaux par des singulets|s〉.
Après ces consid́erations pŕeparatoires, nous discutons dans la section suivante l’application de la
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Chapitre VI. La châıne de dim̀eres orthogonaux sous champ magnétique

méthode CORÈa la châıne de dim̀eres orthogonaux.

2 L’approche de CORE à diff érentes port ées

Comme discut́e au-dessus, pour des aimantationsm ≤ 1
2

et des faibles couplagesJ ′/J <
(

J ′/J
)

c
,

la physique de la chaı̂ne de dim̀eres orthogonaux sous champ magnétique est d́etermińee par les

dimères verticaux de la chaı̂ne (qui est horizontale) et les dimères horizontaux peuventêtre ńegligés

parce qu’ils sont toujours occupés par des singulets|s〉. Ce fait est illustŕe par nos calculs du poids

de la matrice densité ŕeduite que nous montrons dans les figures VI.3 (a) - (e). Ces calculs ontét́e

effectúes en utilisant la diagonalisation exacte selon l’équation (III.20) pour une chaı̂ne de sept

dimères, soit14 sites.

La figure VI.3 (a) montre le système pour aimantation nulle (m = 0) et nous notons que le poids

est compl̀etement concentré sur les singulets des deux sortes de dimères jusqu’̀aJ ′/J = 0.8. Nos

calculs sont en bon accord avec le résultatJ ′/J =
(

J ′/J
)

c
= 0.81900 de Kogaet al. [188] parce

que nous observons que la physique de l’état fondamental change pour des couplagesJ ′/J > 0.8

et tout le poids des dim̀eres verticaux se retrouve désormais dans les triplets qui sont déǵeńeŕes. Le

singulet du dim̀ere vertical, par contre, ne représente plus aucun poids. Le changement est moins

dramatique pour les dim̀eres horizontaux, mais on observe aussi que le poids du singulet tombe

pourJ ′/J > 0.8 et que les triplets sont déǵeńeŕes. Dans la figure VI.3 (b) nous illustrons les poids

desétats lorsque le système est̀a demi aimantation par rapportà la valeur saturée. Nous constatons

que l’aimantation du système est domińee par les triplets polarisés|t+1〉 des dim̀eres verticaux qui

repŕesente plus de90% du poids total d’un dim̀ere vertical pourJ ′/J ≤ 0.6 et plus de84% pour

0.6 < J ′/J ≤ 0.8. Les triplet polariśes |t+1〉 des dim̀eres horizontaux sont plutôt négligeable,

surtout pour des faibles valeurs deJ ′/J : pourJ ′/J < 0.6 cet état repŕesente moins de10% du

poids total d’un dim̀ere horizontal.

Pourêtre complet, nous présentonśegalement le comportement du système lors du processus d’ai-

mantation que nous illustrons dans les figures VI.3 (c) pourJ ′/J = 0.1, (d) pourJ ′/J = 0.8 <
(

J ′/J
)

c
et (e) pourJ ′/J = 0.85 >

(

J ′/J
)

c
. Les figures VI.3 (c) et (d) soulignent l’importance du

singulet|s〉 et du triplet polariśe |t+1〉 d’un dimère vertical pour des aimantationsm ≤ 1
2

: les sin-

gulets|s〉 se transforment en triplets polarisés|t+1〉 si l’aimantation du système augmente. Pour des

aimantationsm > 1
2
, les dim̀eres horizontaux deviennent importants et des triplets polariśes|t+1〉

se forment sur ces dim̀eres. Enfin, la figure VI.3 (e) montre la limite de notre approche puisque

pourJ ′/J = 0.85 >
(

J ′/J
)

c
, c’est-̀a-dire directement au-dessus de la transition de phase, la phy-

sique du processus change de manière importante, surtout pour des faibles aimantationsm ≤ 1
4
.

Ces ŕesultats, ensemble avec les considérations de Schulenburg et Richter [47], sont une très bonne

justification du choix de notre base de CORE, qui est formée par le singulet|s〉 et le triplet polariśe

|t+1〉 d’un dimère. Cette approche nous permet de calculer un modèle effectif qui a la ǵeoḿetrie

d’une châıne avec des sites inéquivalents alternants où une sorte de sites effectifs correspondà
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2. L’approche de CORÈa différentes port́ees
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FIG. VI.3: Poids de la matrice densité ŕeduite deśetats sur les dim̀eres verticaux et horizontaux

en fonction des couplagesJ ′/J pour (a)m = 0 et (b)m = 1
2
. Les figures (c) - (e)

montrent ce poids en fonction de l’aimantationm pour (c)J ′/J = 0.1, (d) J ′/J = 0.8

directement en-dessous de la transition de phase et (e)J ′/J = 0.85 directement au-

dessus de la transition de phase qui a lieu pour
(

J ′/J
)

c
= 0.81900 [188].
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Chapitre VI. La châıne de dim̀eres orthogonaux sous champ magnétique
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FIG. VI.4: (a) Potentiel chimique des dim̀eres verticaux et horizontaux, calculés avec l’ap-

proche de CORÈa port́ee 2 et 8. (b) Courbe d’aimantation du modèle classique de

l’ équation (VI.3).∆m indique la taille du plateau d’aimantationm, expriḿee par rap-

port à la châıne compl̀ete qui inclut les deux sous-réseaux des dim̀eres verticaux et

horizontaux.

un dimère vertical et l’autrèa un dim̀ere horizontal. On peut ensuite formuler un modèle t − V

de bosons de cœur dur en identifiant un singulet|s〉 sur un dim̀ere comme un site vide et triplet

polariśe |t+1〉 comme un site occupé par une particule (cf. le tableau II.1). Dans la figure VI.4 (a),

nous illustrons le potentiel chimiqueµ pour les dim̀eres verticaux et horizontaux que nous calcu-

lons avec notre approche aux portées 2 jusqu’̀a 8. En accord avec les considérations du poids de la

matrice densit́e ŕeduite et celles de Schulenburg et Richter [47], nous constatons pour des valeurs

finies deJ ′/J que le potentiel chimiqueµ des dim̀eres horizontaux est pluśelev́e que celui des

dimères verticaux. Par conséquent, lorsque l’aimantation du système augmente dem = 0 àm = 1
2
,

les singulets des dim̀eres verticaux sont remplacés par des triplets polarisés et la configuration des

dimères horizontaux ne change pas. Puisque nous nous intéressons au processus d’aimantation

jusqu’̀a demi saturation, ceci nous indique que les dimères horizontaux peuventêtre ńegligés. Afin

de construire un mod̀ele effectif simple,nous ne consid́erons que le sous-réseau des dim̀eres ver-

ticaux en ńegligeant compl̀etement le sous-réseau des dim̀eres horizontaux. En outre, nos ŕesultats

de CORE indiquent l’existence de termes de saut corrélé comme seuls termes hors-diagonaux.

Lors d’un tel processus, une particule saute d’un dimère horizontal̀a un autre dim̀ere horizontal

en pŕesence d’une particule sur un dimère vertical qui se trouve au milieu des deux dimères hori-

zontaux. Pour des aimantationsm ≤ 1
2
, ces processus ne jouent donc aucun rôle et nous obtenons

un mod̀ele effectif de bosons de cœur durpurement classique. Il contient le potentiel chimique

d’un dimère verticalµ, et des interactionsVn entren particules qui occupent des dimères verticaux

conśecutifs :

Heff =
∑

i

µni + V2(nini+1) + V3(nini+1ni+2) + V4(nini+1ni+2ni+3) + · · · . (VI.3)
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2. L’approche de CORÈa différentes port́ees

La courbe d’aimantation de ce modèle est montŕee dans la figure VI.4 (b) pour des valeurs arbi-

traires : le potentiel chimiqueµ = 1.5 détermine la taille du gap de spin, l’interaction entre deux

particules voisinesV2 = 1 indique la taille du plateaum = 1
4

par rapport̀a la châıne compl̀ete qui

inclut les deux sous-réseaux des dim̀eres verticaux et horizontaux. Le sous-réseau de dim̀eres ver-

ticaux est demi-rempli avec une alternance de sites vides etsites occuṕes par des particules qui se

repoussent avec l’interactionV2. Ensuite l’interaction entre trois particules consécutivesV3 = 0.75

indique la taille du plateaum = 1
3

avec un sous-réseau de dim̀eres verticaux qui est remplià deux

tiers : des fragments dek = 2 particules voisines se forment, sépaŕes par des sites vides. Enfin,

le plateaum = 3
8

apparâıt dû à l’interaction entre quatre particules consécutifsV4 = 0.4. Ici, des

fragments dek = 3 particules conśecutifs se forment, etc.

Le mod̀ele effectif de l’́equation (VI.3) que nous trouvons avec notre approche de CORE reproduit

donc la śerie infinie de plateaux d’aimantation de Schulenburg et Richter [47]. Afin d’obtenir la

série infinie, des interactions avec de plus en plus de particules sont ńecessaires : nous notons que

les interactionsVn sont équivalentes aux tailles des plateauxm = k
2k+2

avec des fragments de

k = n− 1 particules conśecutifs sur les dim̀eres verticaux.

Comparons dans ce qui suit nos résultats nuḿeriques de CORE avec la théorie des perturbations

au deuxìeme ordre qui nous permet de calculer le potentiel chimiqueµ et l’interactionV2 selon :

µ =
1

2

(

3−
√

1 + 4(J ′/J)2
)

et V2 = −1 +
√

1 + (J ′/J)2. (VI.4)

La figure VI.5 (a) montre la comparaison et indique que la théorie des perturbations est en bon

accord avec les résultats de CORE pour des couplagesJ ′/J ≤ 0.2. Pour des plus grandes valeurs

de J ′/J les ŕesultats s’́ecartent. Dans la figure VI.5 (b), nous illustrons l’évolution du potentiel

chimiqueµ et des interactionV2, V3 etV4 avec la port́ee de notre approche que nous calculons pour

J ′/J = 0.8. L’interactionVn entren particules surn dimères verticaux consécutifs est accessible

pour des approches de CORE qui est basée sur une chaı̂ne avec au moins2n−1 dimères (verticaux

et horizontaux). Nous remarquons que la portée la plus petite afin de calculer l’une des interactions

donne d́ejà une bonne estimation de la valeur convergée et que le calcul de l’interactionVn est

exact pour CORE basée sur2n + 1 dimères. Enfin, dans la figure VI.5 (c), nous illustrons les

interactions en fonction des couplagesJ ′/J et nous utilisons les résultats de l’approche de CORE

à plus longue portée,à savoir port́ee 8. On note que le potentiel chimique et l’interactionà courte

distance dominent.

Nous rappelons que les interactionsVn sontéquivalentes aux tailles des plateauxm = k
2k+2

avec

des fragments dek = n− 1 particules conśecutifs sur les dim̀eres verticaux. En outre, l’approche

CORE afin de calculer l’interactionVn doit êtreà port́ee2n − 1 ou plus. Ces considérations sont

confirmées dans la figure VI.6 qui montre les résultats de la diagonalisation exacte de notre modèle

effectif à différentes port́ees pour une chaı̂ne de 24 sites effectifs, comparés avec les ŕesultats du

DMRG pour 48 dim̀eres. Nous notons que COREà port́ee 2 donne d́ejà une bonne estimation du

gap de spin, mais puisque cette approche ne peut pas accéderà l’interactionV2, le plateaum = 1
4
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Chapitre VI. La châıne de dim̀eres orthogonaux sous champ magnétique

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
J’/J

0

0.25

0.5

0.75

1

V/J

µ  Perturbation theory
µ  range-2 CORE
µ  range-8 CORE
V

2
  Perturbation theory

V
2
  range-3 CORE

V
2
  range-8 CORE

(a)

2 3 4 5 6 7 8
CORE range-r

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

V/J
µ
V

2
V

3
V

4

(b)   J’/J=0.8

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
J’/J

0

0.25

0.5

0.75

1

V/J

µ = ∆0
V

2
 = ∆1/4

V
3
 = ∆1/3

V
4
 = ∆3/8

(c)   range-8 CORE

FIG. VI.5: (a) Potentiel chimiqueµ et interactionV2, calcuĺes avec la th́eorie des perturbations de

l’ équation (VI.4) et des approches de CORE. (b)Évolution deµ et les interactionsVn

en fonction de la portée de l’approche de CORE. (c)µ et les interactionsVn en fonction

des couplagesJ ′/J , calcuĺes avec CORÈa port́ee 8.
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FIG. VI.6: Courbe d’aimantation de la chaı̂ne de dim̀eres orthogonaux pourJ ′/J = 0.65, calcuĺee

avec le DMRG de 48 dim̀eres et la diagonalisation exacte de notre modèle effectif à

diff érentes port́ee pour 24 sites effectifs. La figure (b) montre un extrait de la figure (a)

pour 1
4
≤ m ≤ 1

2
.

reste inaccessible. La première approche qui puisse reproduire ce plateau est celleà port́ee 3 en

raison de la possibilité de calculerV2. La port́ee 4 corrige ensuite la taille du plateaum = 1
4
,

mais ne rend pas accessible de plateaux supplémentaire. Le prochain plateaum = 1
3

est reproduit

pour la premìere fois par CORÈa port́ee 5 gr̂ace au calcul de l’interactionV3 et ensuite la portée

6 corrige la taille de ce plateau. Enfin, nous atteignons le dernier plateau de la série infinie de

l’ équation (VI.2) qui soit encore accessible avec notre approche de CORE : la portée 7 permet de

calculer l’interactionV4 et nous observons le plateaum = 3
8
. La port́ee 8 corrige la taille de ce

plateau.

Nous remarquons que nous pourrions calculer des plateaux supplémentaires de la série infinie

en augmentant la portée de CORE, mais nous nous limitonsà port́ee 8 en raison de limitations

numériques et puisque notre approche nous a déjà permis de comprendre la physique du processus

d’aimantation du système.

3 Conclusion partielle

La châıne de dim̀eres orthogonaux sous champ magnétique est un exemple intéressant d’une ap-

plication de la ḿethode CORE. Pour des aimantationsm ≤ 1
2
, nous trouvons un modèle effectif

classiqueen fondant notre approche sur la base la plus simple,à savoir un singulet et le triplet

polariśe d’un dim̀ere. Le processus d’aimantation est très bien capturé par cette approche, comme

illustrent nos ŕesultats de matrice densité ŕeduite. En variant la portée du mod̀ele effectif CORE,

nous pouvons calculer des interactionsà plus longue distance entre triplets sur des dimères verti-

caux conśecutifs. Nous sommes donc capables de trouver les premiers plateaux d’une śerie infinie
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de plateaux pour des aimantations1
4
≤ m ≤ 1

2
.

Ces ŕesultats servent́egalement̀a pŕeparer la discussion du réseau de Shastry-Sutherland sous

champ magńetique que nous abordons dans le chapitre suivant. Ce réseaúetant la ǵeńeralisation

bidimensionnelle de la chaı̂ne de dim̀eres orthogonaux, nous allons voir que la physique des deux

syst̀emes est pourtant très diff́erente.
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Chapitre VII

Le r éseau de Shastry-Sutherland sous
champ magn étique

Dans ce chapitre nous discutons en détail le ŕeseau de Shastry-Sutherland et sa réalisation dans

le compośe SrCu2(BO3)2 sous champ magnétique [77]. Dans notréetude du ŕeseau de Shastry-

Sutherland avec la ḿethode CORE, nous avons comme but de trouver un modèle effectif qui soit

capable d’expliquer dans une approche microscopique les plateaux d’aimantation que l’on ob-

serve pour le composé SrCu2(BO3)2. Nous rappelons que les résultats exṕerimentaux ainsi que la

structure atomique de ce composé formé de dim̀eres coupĺes sont illustŕes dans la section 2.2 du

chapitre I.

Ce chapitre est structuré comme suit : nous présentons dans la section 1 les différentes approches

théoriques pour ce modèle qui sont en majorité des ḿethodes perturbatives et qui visentégalement

à d́eriver un mod̀ele effectif. Dans la section 2, nous détaillons le mod̀ele effectif que nous trouvons

avec l’approche de CORÈa différentes port́ees et pour des différents couplages. Nous discutons

également la validit́e de notre approche et comparons nos résultats aux ŕesultats perturbatifs. La

section 3 est consacrée à des ŕesultats de diagonalisation exacte (cf. la section III.1) du mod̀ele

microscopique ou du modèle effectif de CORÈa différentes port́ees. En comparant les courbes

d’aimantation correspondantes, nous trouvons que l’approche de CORÈa port́ee 9 est tr̀es fiable.

Pour cette approche, nous analysons les tailles et les positions exactes de différents plateaux en

fonction du couplage en comparant avec les résultats exacts et considérons la stabilit́e des plateaux

dans la limite thermodynamique. En plus, nousétudions la structure des plateauxm = 1
4

et 1
3

en calculant pour ces deux exemples la corrélation statique particule-particule avec notre modèle

effectif. Ce chapitre est enfin clôtuŕe avec les conclusions partielles présent́ees dans la section 4.

Les ŕesultats les plus importants de notreétude du ŕeseau de Shastry-Sutherland sous champ

magńetique se trouvent́egalement dans notre article : Abendschein et Capponi [91].
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Chapitre VII. Le ŕeseau de Shastry-Sutherland sous champ magnétique

FIG. VII.1: Le réseau de Shastry-Sutherland avec le couplageJ sur un dim̀ere, etJ ′ entre les

dimères.

1 Le mod èle microscopique et des r ésultats th éoriques

pour le compos é SrCu 2(BO3)2

Le réseau de Shastry-Sutherland [75, 76] décrit un syst̀eme bidimensionnel, caractériśe par des

spin-1
2

coupĺes antiferromagńetiquement qui forment des dimères coupĺes. Le hamiltonien sous

champ magńetiqueh est d́efini comme suit :

H = J
∑

<i,j>

Si · Sj + J ′
∑

≪i,j≫

Si · Sj − h
∑

i

Sz
i . (VII.1)

Comme illustŕe dans la figure VII.1, les spinsSi sur les sitesi ont une interactionJ avec leurs plus

proches voisins et une interaction frustranteJ ′ avec leurs deuxièmes voisins.

Consid́erons d’abord les deux cas limites suivants du réseau de Shastry-Sutherland de

l’ équation (VII.1) en supposantJ = 1 : premìerement pour des grandes valeurs négatives du

couplageJ ′, l’ état fondamental est ferromagnétique et compl̀etement polariśe. Et deuxìemement

pour des grandes valeurs positives deJ ′, l’ état fondamental correspondà l’état fondamental de

Néel du mod̀ele de Heisenberg bidimensionnel de spin-1 qui est ordonné [190] et dont diff́erentes

quantit́es, comme l’́energie de l’́etat fondamental et des susceptibilités, sont connues [191]. Entre

ces cas limites et pour des couplagesJ etJ ′ antiferromagńetiques, se trouve la phase dimériśee de

singulets du ŕeseau de Shastry-Sutherland que nous abordons dans ce qui suit.

Si tous les dim̀eres forḿes par les liensJ sont occuṕes par des singulets, le système est dans un

état propre exact, qui est en plus l’état fondamental pour des valeursJ ′/J . 0.7 [192, 193]. En

outre, pour des valeursJ ′/J . 0.7, le syst̀eme se trouve dans une phase gappée. En revanche, pour

J ′/J & 0.7, on observe un ordre antiferromagnétique de Ńeel à longue distance et le système est

non gapṕe [193]. Entre ces deux phases, des phases supplémentaires [194–197] pourraient exister,

comme une phase de singulets de plaquettes, par exemple.

Comme d́ejà discut́e dans la section I.2.2, le composé SrCu2(BO3)2 correspond au réseau de
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1. Le mod̀ele microscopique et des résultats th́eoriques pour le composé SrCu2(BO3)2

Shastry-Sutherland et on observe un rapport des couplages dominantsJ ′/J ≈ 0.65 [136, 137].

En outre, on trouve un faible couplage entre les couches bidimensionnelles [78] ainsi qu’une faible

interaction du type Dzyaloshinskii-Moriya [30, 85, 86] et nous notons que ces deux couplages

ne sont pas capturés notre mod̀ele. Nous illustrons l’interaction Dzyaloshinskii-Moriya, qui brise

la syḿetrie SU(2), dans la figure I.13 et nous notons que cette interaction est plut̂ot petite par

rapport aux couplagesJ et J ′. Néanmoins, elle peut jouer un rôle important pour des faibles ai-

mantationsm ≤ 1
8
, comme le discutent Levyet al. [83]. En raison de leurs relativement petites

amplitudes, nous ńegligeons le couplage entre les couches bidimensionnellesainsi que l’interac-

tion Dzyaloshinskii-Moriya et nous décrivons le compośe SrCu2(BO3)2 par le ŕeseau de Shastry-

Sutherland avecJ ′/J ≈ 0.65. Par conśequent, le système se trouve au-dessous, mais près du

point de transition de phase(J ′/J)crit ≈ 0.7 [192, 193] et on observe uńetat fondamental de

singulets de dim̀eres avec un gap de spin∆s = 30K [78]. Le grand int́er̂et que ce composé a

suscit́e dans les dix dernières anńees est expliqúe par le comportement sous champ magnétique,

à savoir les plateaux d’aimantation pourm = 1
4

etm = 1
8

[78] ainsi quem = 1
3

[79] (cf. la fi-

gure I.11). Du ĉoté exṕerimental, il y a des indications récentes [82] de plateaux supplémentaires

pour m = 1
q

avec4 ≤ q ≤ 9 ainsi que pourm = 2
9
, comme illustŕe dans la figure I.12.

Ces exṕeriences demandent une confirmation et théorique et exṕerimentale, comme elles sont

contest́ees exṕerimentalement [83].

Diff érentes approches théoriques ont donćet́e entreprises afin d’expliquer le processus d’aiman-

tation de SrCu2(BO3)2 à l’échelle microscopique. Une bonne description de la physique de basse

énergie consiste dans un modèle effectif qui est baśe sur deux́etats d’un dim̀ere,à savoir sur un

singulet|s〉 et un triplet polariśe |t+1〉. Comme discut́e dans la section 1 du chapitre II, on peut

ensuite utiliser un mod̀ele effectif dans lequel un singulet correspondà un site vide et un triplet

polariśe à un site occuṕe par un boson de cœur dur, c’est-à-dire une particule [38, 109, 110].

Dans le contexte de la discussion du réseau de Shastry-Sutherland, nous remarquons deuxétudes

théoriques ŕecentes : Premièrement, pour spin-1
2
, Meng et Wessel [198]́etudient le ŕeseau de

Shastry-Sutherland avec un couplage transverse ferromagnétique sous champ magnétique. Il s’agit

donc d’un mod̀ele XXZ (cf. l’ équation (II.5) dans la section 1 du chapitre II) qui, en absence du

couplage transverse, se réduit en mod̀ele antiferromagńetique d’Ising avec un ordre de Néel. Pour

un couplage transverse ferromagnétique fini, on observe une phase de dimères qui est śepaŕee de

la phase de Ńeel ordonńee par une phase superfluide. Dans le régime quantique, ils trouvent un

plateaum = 1
2

ainsi qu’un plateaum = 1
3

qui persiste dans la limite Ising.

Et deuxìemement, comme le discutent Molineret al. [98], le réseau de Shastry-Sutherland clas-

sique pour spinS → ∞ montre un quasi-plateaum = 1
3

à basse temṕerature T6=0 et pour un

rapport des couplagesJ ′/J = 0.5. PourT = 0, ce plateau n’est pas stable en raison de la

comṕetition de diff́erentes configurations de mêmeénergie, tandis que pour basse température

finie etJ ′/J = 0.5, la configuration colińeaire UUD de spins résulte dans un plateaum = 1
3
. Cette

configuration est śelectionńee en raison de considérations d’entropie et consiste de deux spin↑ (U)
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Chapitre VII. Le ŕeseau de Shastry-Sutherland sous champ magnétique

et un spin↓ (D) sur chaque triangle du réseau. Pour des couplagesJ ′/J = 0.5 ± ε (où ε est un

petit nombre), on observéegalement un plateaum = 1
3

avec une configuration de spins de type

« parapluie» (« umbrella» en anglais) pour basse température (T6=0) et la configuration UUD

pour des temṕeratures interḿediaires.

1.1 La th éorie des perturbations jusqu’au quatri ème ordre

En appliquant la th́eorie des perturbations, on peut dériver un mod̀ele effectif qui contient diff́erents

termes, comme les opérateurs de créationb†i (d’annihilation bi) de particules òu le nombre de

particules est donńe parni = b†ibi. Si les dim̀eres verticaux (horizontaux) du réseau de Shastry-

Sutherland constituent le sous-réseauA (B), le sitei ∈ A est un dim̀ere vertical et l’indexi +

ex (i + ey) indique le dim̀ere voisin horizontal̀a droite (au-dessus) de celui-ci. Par exemple, au

deuxìeme ordre de perturbations [110], on trouve le hamiltonien suivant :

H =

(

J − h− J ′2

J

)

∑

i

ni +

(

J ′

2
+
J ′2

2J

)

∑

〈i,j〉

ninj +

+
J ′2

4J

∑

i∈A

[

[b†i (bi+ey − bi−ey) + h.c.](ni−ex − ni−ex) + (VII.2)

+ 2ni+ex(1− ni)ni−ex + (b†i+ey
bi−ey + h.c.)ni

]

+
J ′2

4J

∑

i∈B

[

ey ↔ ex

]

.

Avec la th́eorie des perturbations au deuxième ordre et̀a des ordres pluśelev́es, on peut d́eriver

des quantit́es comme des interactions entre deux particulesà différentes distances ainsi que des

termes de saut de particules, comme illustré sch́ematiquement dans la figure VII.2. Au quatrième

ordre [192], on trouve pour le potentiel chimiqueµ, qui correspond au gap de spin :

µ

J
= 1−

(

J ′

J

)2

− 1

2

(

J ′

J

)3

− 1

8

(

J ′

J

)4

, (VII.3)

ce qui indique que le composé SrCu2(BO3)2 est gapṕe puisqueµ > 0 pour des couplagesJ ′/J .

0.8 selon cettéequation. Pour les interactions entre deux particules, définies dans la figure VII.2

(a), on trouve au troisième ordre [110, 199, 200] :

V1

J
=

1

2

J ′

J
+

1

2

(

J ′

J

)2

− 1

8

(

J ′

J

)3

,

V2

J
=

1

4

(

J ′

J

)3

, (VII.4)

V3

J
=

1

2

(

J ′

J

)2

+
3

4

(

J ′

J

)3

et
V ′

3

J
= 0.

Notons que l’interactionV1 entre les plus proches voisins est l’interaction la plus importante. En-

semble avec l’interaction entre troisièmes voisinsV3, V1 domine les autres interactions pour des
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1. Le mod̀ele microscopique et des résultats th́eoriques pour le composé SrCu2(BO3)2

FIG. VII.2: Le réseau de Shastry-Sutherland et des définitions d’interactions effectives et de sauts

effectifs : (a) interactioǹa deux corps entre une particule sur le dimère rouge et une

particule sur l’un des dim̀eres indiqúes, (b)-(d) des processus de saut corrélé.

couplagesJ ′/J . 0.7 et en conśequence aussi pour le composé SrCu2(BO3)2. Le fait que l’in-

teraction entre troisièmes voisinsV ′
3 soit nulle en perturbation au troisième ordre montre que la

géoḿetrie des interactions est cruciale dans le réseau de Shastry-Sutherland.

Enfin, la th́eorie de perturbations au troisième ordre [110, 200] indique l’absence de termes de saut

d’une seule particule isolée. Pour de tels termes de saut, on trouve une contribution ausixième

ordre [192], qui est en conséquence tr̀es petite. Ceci ŕesulte dans une excitation d’un triplet presque

localiśee ce qui est confirḿe dans les exṕeriences avec le composé SrCu2(BO3)2 [192, 201]. En

revanche, des termes de saut corrélé, illustŕes dans les figures VII.2 (b) - (d), peuventêtre im-

portants. Ce sont des processus d’un saut d’une particule surun dimère voisin en pŕesence d’une

deuxìeme particule (voire plusieurs particules) dans le voisinage qui peuvent favoriser une phase

supersolide [123]. Au troisième ordre [110, 200], on dérive les expressions suivantes :

ta1v

J
= 0 =

ta2

J
et

ta1h

J
=

1

4

(

J ′

J

)2

+
5

16

(

J ′

J

)3

,

où
ta′1h

J
=

ta1h

J
× (−1)#réflexions× (−1)#rotations, (VII.5)

ta3

J
=

1

4

(

J ′

J

)2

+
3

8

(

J ′

J

)3

.

On voit que le processus dominant est décrit par le termeta3 et qu’il est important de noter la

diff érence entre les deux termes de saut corrélé au plus proche dim̀ereta1v etta1h qui est duèa leur

géoḿetrie différente. Tandis queta1h est un terme important,ta1v est nul et de façońequivalente,

tous les processus dérivés deta1v par une rotation de90◦ ou par une ŕeflexion verticale ou hori-

zontale sont nuls.

L’absence d’un terme de saut d’un triplet isolé a pour conśequence que la physique des plateaux
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Chapitre VII. Le ŕeseau de Shastry-Sutherland sous champ magnétique

d’aimantation est domińee par les interactions entre les triplets qui sont des particules massives.

Pour les plateaux, on s’attendà une cristallisation de triplets qui forment des cristaux de Wi-

gner [38, 110, 200, 202, 203], ce qui està l’origine des plateaux.

1.2 Des approches th éoriques alternatives

D’autres approches ont essayé d’aḿeliorer la compŕehension du processus d’aimantation du

compośe SrCu2(BO3)2, et parmi celles-ci, on compte l’étude d’un ŕeseau de Shastry-Sutherland

géńeraliśe [203] avec un couplage supplémentaire au troisième voisin. Une autre approche vise

à transformer le mod̀ele initial en probl̀eme de bosons de cœur dur qui est ensuite transformé en

syst̀eme de fermions sans spin, couplésà un champ de jauge de Chern-Simons [107, 108]. Comme

discut́e dans la section 4 du chapitre II, elle dérive le spectre de Hofstadter [141], où des sauts de

l’ énergie de Fermi se traduisent en plateaux d’aimantation. De cette façon, on trouve des plateaux

pourm = 1
4
, 1

3
et 1

2
, en revanche, on n’observe pas de plateaux au-dessus du plateaum = 1

2
ou

au-dessous du plateaum = 1
4
. Rappelons que Sebastianet al. [82] ont aussi mesuré des plateaux

pourm < 1
4

dans le compośe SrCu2(BO3)2. Afin d’expliquer une śerie de plateaux, mesurée pour

m = 1
q

avec4 ≤ q ≤ 9 ainsi que pourm = 2
9
, ils effectuent un calcul analogueà celui de Misguich

et al. [107, 108] et trouvent un spectre de Hofstadter. Comme ils expliquent, ce spectre théorique

inclut de nombreux plateaux̀a faible aimantation qui sont observés dans leurs expériences.

Les exṕeriences ŕecentes de Sebastianet al.[82], mais aussi l’absence d’une bonne compréhension

théorique du processus d’aimantation dans le réseau de Shastry-Sutherland et le composé

SrCu2(BO3)2 en particulier, ont suscité deux approches récentes qui utilisent l’interprétation des

triplets polariśes comme bosons de cœur dur. La première ḿethode est celle de Dorieret al. [90]

qui consiste en transformations perturbatives, continueset unitaires (PCUTs) qui sont combinées

avec une analyse du modèle effectif de bosons de cœur dur. La deuxième est la ḿethode CORE qui

nous sert́egalement̀a d́eriver un mod̀ele effectif de bosons de cœur dur qui est ensuite diagonalisé

sur des ŕeseaux effectifs de taille finie [91] en utilisant la diagonalisation exacte, discutée dans la

section III.1. Avant de discuter notre approche en détail et avant de comparer les résultats des deux

méthodes dans les sections suivantes de ce chapitre, considérons dans ce qui suit l’approche de

PCUTs de Dorieret al..

À partir du ŕeseau de Shastry-Sutherland, la méthode de transformations perturbatives, conti-

nues et unitaires (PCUTs) [204] dérive un mod̀ele effectif qui conserve le nombre de triplets

élémentaires [205]. Ensuite, l’interprétation des triplets polarisés comme des bosons de cœur dur

est appliqúee. Ceci est justifíe puisque la physique sous champ magnétique est bien d́ecrite par des

processus qui ont un spin total maximal et une composanteSz maximal. En conśequence, la forme

géńerale du hamiltonien effectif que l’on dérive avec PCUTs est définie par :

Heff =
∑

n=2,4,6,···

∑

r1,··· ,rn

Cr1,··· ,rnb
†
r1
· · · b†rn/2

brn/2+1
· · · brn , (VII.6)
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FIG. VII.3: À gauche : le ŕeseau de Shastry-Sutherland et des définitions d’interactions effectives̀a

deux corps entre une particule sur le dimèreépais et une particule sur l’un des dimères

indiqués. (par rapport̀a figure VII.2 des interactions̀a plus longue distance sont in-

clues).À droite : les coefficients correspondants en fonction du rapport des couplages

J ′/J . D’après Dorieret al. [90].

où lesri indiquent les sites du réseau carŕe effectif, forḿe par les dim̀eres avec le couplageJ . Les

b†r (br) indiquent les oṕerateurs des bosons de cœur dur qui créent (annihilent) un triplet polarisé

|t+1〉 sur le siter et les coefficientsCr1,r2,··· ,rn décrivent l’amplitude des diff́erents processus, par

exemple l’interactioǹa deux corps qui est illustrée dans la figure VII.3. Enfin, l’équation (VII.6)

inclut également des interactionsà plusieurs particules ainsi que des termes de saut et des termes

de saut corŕelé qui favorisent une phase supersolide [123]. La figure VII.4, à gauche, montre les

processus les plus importants de chaque type pourJ ′/J = 0.5. On voit que les interactions̀a deux

corps sont dominantes pour des faibles densités de particules et parmi celles-ci, les interactions

à courte distance sont plus importantes que cellesà plus longue distance. En outre, puisque les

termes de saut d’une seule particule sont négligeables, on s’attend̀a une courbe d’aimantation qui

consiste de plateaux, sépaŕes par des sauts d’aimantation ou des phases intermédiaireśetroites.

Dans ce proćed́e, afin de d́ecrire l’interactioǹa deux corps, tous les termes qui apparaissent pour la

premìere foisà ordre 10 ou moins sont considéŕes (ordre 8 pour des termes avec trois opérateurs de

création et d’annihilation ou des termes d’interactionà quatre corps). Les coefficientsCr1,r2,··· ,rn

sont calcuĺes au 15ième ordre pour les interactions̀a deux corps et̀a 12ième ordre pour celles̀a plu-

sieurs corps ce qui résulte dans un hamiltonien qui contient environ 15000 processus.

Puisque ce hamiltonien contient des termes hors-diagonauxpositifs et ńegatifs, la ḿethode du

Quantum Monte Carlo (QMC) n’est pas applicable. Afin de déduire le diagramme de phase du ha-

miltonien, la repŕesentation de Matsubara-Matsuda [109] est appliquée aux bosons de cœur dur qui

sont ensuite traités comme des spins-1
2
. Avec une approximation classique des spins-1

2
, l’ énergie est
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Chapitre VII. Le ŕeseau de Shastry-Sutherland sous champ magnétique

FIG. VII.4: À gauche : les processus dominants de chaque type pourJ ′/J = 0.5 selon Dorieret

al. [90]. À droite : des plateaux d’aimantation convergés en fonction du potentiel chi-

miqueµ et deJ ′/J . La densit́e de bosonsn estéquivalentèa l’aimantationm/msat, et

µ correspond au champ magnétiqueh. D’après Dorieret al. [90].

minimisée pour diff́erentes mailleśelémentaires. Enfin, le diagramme de phase résultant est d́erivé

et nous le montrons dans la figure VII.4,à droite. On voit (outre le plateau pourm = 1
2

qui n’est

pas montŕe) que le plateaum = 1
3

est d́ejà tr̀es grand pour des petits valeurs deJ ′/J , et on constate

le fait remarquable de l’absence des plateauxm = 1
4

etm = 1
8
. Dorieret al. [90] argumentent que

l’absence de ces plateaux, qui sont pourtant observés dans les expériences [78, 79], pourrait̂etre

dû à des couplages supplémentaires dans le composé SrCu2(BO3)2, par exemple des couplages du

type Dzyaloshinskii-Moriya ou des interactions entre les couches bidimensionnelles ou bien des

interactions̀a plus longue portée. En revanche, d’autres plateaux avec une faible aimantation font

leur apparition progressivement avecJ ′/J : ce sont les plateauxm = 2
9
,m = 1

6
,m = 1

9
etm = 2

15
.

En consid́erant ces plateaux de faible aimantation avecm < 1
3
, on remarque que le plateaum = 1

6

est plus grand que les autres plateaux pourJ ′/J & 0.4. À l’exception du plateaum = 2
15

, dont

on n’a pas consid́eŕe une mailleélémentaire correspondante, ces plateaux sont aussi trouvés par

Sebastianet al. [82] bien que le plateaum = 1
5

de Sebastianet al.puissêetre exclu selon Dorieret

al..

Discutons maintenant, dans le reste du chapitre, la méthode CORE appliqúee au ŕeseau de Shastry-

Sutherland sous champ magnétique. Des comparaisons avec les résultats de Dorieret al. [90] sont

faites puisque le mod̀ele effectif et les courbes d’aimantation théoriques sont faciles̀a comparer.
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2. L’approche de CORÈa différentes port́ees

2 L’approche de CORE à diff érentes port ées

Comme dans les exemples d’application préćedents, notre approche non-perturbative de la

méthode de Contractor Renormalization (CORE, cf. la section 2 du chapitre III) au ŕeseau de

Shastry-Sutherland sous champ magnétique (cf. l’́equation (VII.1)) est fond́ee sur des dim̀eres,

c’est-̀a-dire deux spins couplés par une interactionJ . Nous d́erivons un mod̀ele effectif pour

le triplet polariśe |t+1〉 et plus pŕeciśement, notre approche est basée sur le singulet|s〉 et ce

triplet polariśe |t+1〉 d’un dimère. Cette base est aussi utilisée dans la th́eorie des perturba-

tions [90, 110, 192, 199, 200], discutée dans la section 1.1 ainsi que dans l’approche de Dorier

et al. [90], discut́ee dans la section 1.2 de ce chapitre.

Puisque CORE d́eveloppe un hamiltonien effectifHeff comme une śerie de contributions de blocs

de différentes tailles, l’amplitude de processus locaux peut déjà être tiŕee de relativement petits

blocs. Nous consid́erons des blocs jusqu’une taille de3 × 3 dimères et pour le d́eveloppement de

la śerie, on a aussi besoin des blocs bidimensionnels de2× 2 et3× 2. Même s’il n’est pas requis

pour la śerie, nous calculons aussi les contributions d’un bloc de4× 2 dimères ce qui nous donne

des informations supplémentaires.

Notons que, nuḿeriquement, la taille maximale accessible d’un bloc de la série est de3×3 dimères,

soit 18 sites parce que ce bloc doitêtre diagonaliśe exactement de façon numérique afin de trouver

ses valeurs propresetses vecteurs propres. Puisque le hamiltonien microscopique est diagonal par

blocs de la composante du spinSz en raison de sa syḿetrie SU(2), cette tâche est́equivalentèa

la diagonalisation exacte d’une matrice creuse de48620 × 48620 (=18!/(9!9!)) pourSz = 0, et

de 43758 × 43758 (= 18!/(10!8!)) pourSz = 1, . . . . Par contre, seulement une petite fraction

(typiquement jusqu’̀a quelques centaines) d’états de basséenergie est cherchée. D̂u à desétats

« fantômes», la diagonalisation exacte n’est pas effectuée avec le tr̀es performant algorithme de

Lanczos (cf. la section III.1.1). On utilise plutôt les librairies d’alg̀ebre lińeaire BLAS/LAPACK

pour des tailles de blocs moyennes ou bien l’algorithme de Davidson (cf. la section III.1.2) pour

des grands blocs ce qui limite la taille maximaleà3× 3 dimères.

Dans ce qui suit, nous allons aborder la validité de notre approche et ensuite discuter en grand

détail l’évolution des processus avec la portée de notre approche. Ces résultats sont́egalement com-

paŕes avec les ŕesultats perturbatifs jusqu’au quatrième ordre [110, 192, 199, 200] ainsi qu’avec

l’approche jusqu’au 15ième ordre de Dorieret al. [90]. Ensuite, dans la section suivante, nous

présentons et discutons des courbes d’aimantation qui ontét́e d́erivées avec la diagonalisation

exacte de notre modèle effectif que nous comparons avec les courbes correspondantes que l’on

obtientà partir du mod̀ele microscopique.
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FIG. VII.5: (a) Lesénergies du fondamental pourSz = 0 etSz = 1. L’ état gard́e par CORE pour

Sz = 0 (ligne tiret́ee) est en d́esaccord avec les résultats exacts pourJ ′/J ≥ 0.8. (b)

Projection de l’́etat fondamental sur la base tensorielle de CORE pourSz = 0. Jusqu’̀a

J ′/J = 0.75, sa projection est suffisante (critère :> 10−6) et l’état fondamental est

accept́e. (c) Nombre d’́etats de basséenergie ńegligés avant que CORE accepte le

premierétat : p. ex. pourJ ′/J = 0.8, le troisìemeétat de plus basseénergie est accepté.

Résultats (a) - (c) sont calculés avec3 × 3 dimères. (d) Poids de la matrice densité

réduite pour leśetats d’un dim̀ere, calcuĺe avec 8 dim̀eres pourJ ′/J = 0.65.

2.1 Sur la validit é de notre approche de CORE

Dans les figures VII.5 (a) - (c), différentes quantités caract́eristiques d’un bloc de3 × 3 dimères

sont montŕees afin de faciliter la discussion de validité de notre approche de CORE, par exemple,

dans (a) nous présentons leśenergies deśetats fondamentaux dans les secteursSz = 0 etSz = 1.

On voit que notre approche de COREà port́ee 9 garde pour toutes les valeurs deJ ′/J un état

de singulets sur les 9 dim̀eres avec unéenergie deECORE
Sz=0 = 9 × (−3

4
)J = −6.75J commeétat

fondamental. Ceci s’explique avec le choix de deuxétats gard́es pour un dim̀ere,à savoir le singu-

let |s〉 et le triplet polariśe |t+1〉. Ce choix ne pose aucun problème pour des valeursJ ′/J < 0.8

puisque pour3 × 3 dimères, cet́etat est le vraíetat fondamental et la projection de cetétat sur la

base tensorielle de CORE est très grande, comme le montre la figure VII.5 (b). La figure VII.5 (d)

souligne la fiabilit́e de notre approche de CORE : elle montre les poids de la matrice densit́e ŕeduite

des quatréetats d’un dim̀ere, calcuĺes avec la diagonalisation exacte selon l’équation (III.20) d’un

réseau de Shastry-Sutherland de 8 dimères pourJ ′/J = 0.65. On voit que la base de CORE,

le singulet|s〉 et le triplet polariśe |t+1〉 réunissent plus de85% du poids total lors du processus

d’aimantation et que la base de CORE représente par conséquent leśetats pertinents afin de cap-

turer la physique du système. Pourtant, nous remarquons que le triplet|t0〉 repŕesente environ la
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2. L’approche de CORÈa différentes port́ees

moitié du poids de la matrice densité ŕeduite du triplet polariśe |t+1〉 pour des aimantationsm ≤ 1
4

et que le triplet|t0〉 peut s’av́erer important dans la description de certains aspects du réseau de

Shastry-Sutherland [88, 206]. Néanmoins, nous fondons notre approche sur le singulet|s〉 et le

triplet polariśe |t+1〉, qui constituent́egalement la base de l’approche perturbative et permettent

une interpŕetation dans le langage de bosons de cœur dur.

Quant aux poids de la matrice densité ŕeduite pour des plus petites valeurs deJ ′/J , nous notons

que la situation est similaire avec celle illustrée dans la figure VII.5 (d) pourJ ′/J = 0.65, mais de-

vrait changer de façon importante pour des valeurs plusélev́ees. Comme le montre les figures VII.5

(a) et (b), pourJ ′/J ≥ 0.8, l’ état fondamental est différent avec une plus basseénergie et puisque

sa projection sur la base tensorielle de CORE devient très petite, cet́etat est ńegligé dans le proćed́e

de CORE. En conśequent, notre approche de CORE n’est pas capable de capturer cechangement

de la physique et on obtient un gap négatif avec CORE. Cela montre que cette approche de CORE

ne marche certainement pas pourJ ′/J ≥ 0.8, et avec la connaissance du point de transition de

phase(J ′/J)crit ≈ 0.71 [192, 193], on peut conclure que l’approche de COREà port́ee 9 n’est pas

fiable pour des valeursJ ′/J ≥ 0.7, mais marche de manière fiable jusqu’̀aJ ′/J ≃ 0.65.

Comme d́ejà discut́e dans la section 1 de ce chapitre, les interactions effectivesà longue distance

jouent un r̂ole important, et parmi les termes de saut corrélé, le saut au troisième voisin est le

terme dominant. En conséquence, notre approche de CORE doitêtre fond́ee sur un bloc assez

large afin d’̂etre capable de reproduire des tels processus. Ceci estégalement indiqúe par le calcul

de l’annulation du gap de spin pour les différentes port́ees de CORE dans la section suivante et

explique pourquoi notre approche de COREà port́ee 4 (soit2 × 2 dimères) ne peut pas marcher

correctement et on a en conséquence besoin d’un grand bloc de3× 3 dimères afin de bien d́ecrire

le réseau de Shastry-Sutherland. Avec les portées interḿediaires 6 (3 × 2 dimères) et 8 (4 × 2

dimères), on peut aussi dériver des processus̀a plus longue distance, mais il faut pourtantêtre

prudent avec les résultats correspondants puisque ce sont des blocs rectangulaires. Ils pourraient

également refĺeter une physique entre une et deux dimensions puisqu’il s’agit d’une double châıne

de dim̀eres orthogonaux et on note une similarité avec l’exemple deśechelles de spiǹa deux ou

plusieurs montants [48] qui s’impose.

La validité de notre approchèa port́ee 9 (soit3 × 3 dimères) est encore consolidée avec des

résultats qui sont présent́es dans les sections suivantes, par exemple la comparaison d’amplitudes

des diff́erents processus avec les résultats avec la th́eorie des perturbations, comme discuté dans

la section 2.2. L’argument le plus fort est sans doute le très bon accord entre les résultats de la

diagonalisation exacte de notre modèle effectif avec ceux du modèle microscopique, présent́e dans

la section 3.

1La différence entre les deux valeurs pour le point de transition de phase est duèa la taille finie de notre bloc de3×3

dimères.
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2.2 Évolution d’amplitudes de processus avec la port ée de CORE

Les différentes tailles de blocs, et donc les différentes port́ees de notre approche de CORE, per-

mettent de retracer l’évolution des amplitudes des différents processus en fonction de la portée de

l’approche de CORE. Ces processus incluent, par exemple, le potentiel chimiqueµ ou les interac-

tionsà deux ou trois corps̀a différentes distances, comme illustré dans les figures VII.2 (a) et VII.3.

Cetteévolution peut́egalement̂etreétudíee pour les termes de saut corrélé qui sont illustŕes dans

les m̂emes figures. Par contre, en raison de leurs contributions négligeables, les termes de saut

d’une seule particule isolée ne sont pas pris en considération dans cette discussion bien qu’ils

soient calcuĺes et inclus dans le hamiltonien effectif.

Comme toutes les autres quantités que nouśetudions dans ce qui suit, le potentiel chimiqueµ2, est

calcuĺe avec une approche de COREà port́ee 4 (c’est-̀a-dire un bloc de2 × 2 dimères),à port́ee

6 (3 × 2 dimères),à port́ee 8 (4 × 2 dimères) et̀a port́ee 9 (3 × 3 dimères). Les ŕesultats sont

montŕes dans les figures VII.6 (a) ainsi que VII.7 (e) et (f) qui incluentégalement une comparai-

son avec la th́eorie des perturbations au quatrième ordre [192] (cf. l’́equation (VII.3)). Les figures

montrent un tr̀es bon accord entre les résultats de CORE et la théorie des perturbations jusqu’à

J ′/J ≈ 0.6. Pour ces couplages, nous obtenons déjà une bonne valeur avec l’approcheà port́ee 4

qui est presque identique avec le résultat perturbatif et les approches de COREà des plus grandes

port́ees n’apportent pas de changement important pour le calcul du potentiel chimique.

En revanche, pour des couplagesJ ′/J > 0.6, les différentes port́ees de CORE peuvent se dis-

tinguer de façon importante du résultat perturbatif au quatrième ordre. D’abord, on remarque que

COREà port́ee 4 est toujours en bon accord avec la théorie des perturbations, par exemple,µ est

nul pourJ ′/J = 0.82 dans le calcul perturbatif contreJ ′/J = 0.81 dans le calcul de CORÈa

port́ee 4. CORÈa port́ee 6 et̀a port́ee 8 s’́ecartent des résultats perturbatifs̀a partir deJ ′/J = 0.7.

Pour les port́ees 6 et 8, on notéegalement une différence entre les dim̀eres horizontaux et verti-

caux que nous discutons dans ce qui suit. Dans ce cas, nous calculons le potentiel chimique en

moyennant les deux contributions des dimères horizontaux et verticaux. Et finalement, desécarts

importants entre CORÈa port́ee 9 et les ŕesultats perturbatifs apparaissentà partir deJ ′/J = 0.6.

En consid́erant l’annulation du gap en fonction du couplageJ ′/J (c’est-̀a-direµ(J ′/J) = 0), nous

notons que les résultats de CORE s’approchent du résultat exact(J ′/J)crit ≈ 0.7 [192, 193] si

on augmente la portée de CORE : le gap s’annule (c’est-à-direµ(J ′/J) = 0) pourJ ′/J = 0.82

dans le calcul perturbatif contreJ ′/J = 0.81 (COREà port́ee 4),J ′/J = 0.78 (COREà port́ee 6),

J ′/J = 0.75 (COREà port́ee 8) et enfinJ ′/J = 0.73 (COREà port́ee 9). Ceci confirme la validité

de notre approchèa plus grande portée,à savoir port́ee 9.

Notons que le potentiel chimique est différent pour les dim̀eres verticaux et horizontaux si le bloc

est rectangulaire comme pour les exemples de portée 6 (3×2) etr = 8 (4×2). Cela fait penser̀a la

réalisation unidimensionnelle du modèle Shastry-Sutherland,à savoir la châıne de dim̀eres ortho-

2Le gap de spin∆s correspond̀a unétat líe à deux magnons, donc∆s < µ.
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gonaux, trait́ee dans le chapitre VI. Pour ce système, la diff́erence entre les dim̀eres horizontaux

et verticaux est cruciale puisque, jusqu’à demi-aimantation, seulement une sorte des deux dimères

est peupĺee par des particules tandis que l’autre reste vide. Par ailleurs, les hamiltoniens̀a port́ee

4, 6 et 8 permettent́egalement l’́etude de la double chaı̂ne de dim̀eres orthogonaux. Par contre, si

notre approche au réseau de Shastry-Sutherland est basée sur des blocs carrés commer = 4 (2×2)

et r = 9 (3× 3), il n’y a pas de diff́erence entre les deux sortes de dimères.

Les interactions̀a différentes distances sont définies dans les figures VII.2 (a) et VII.3 et les fi-

gures VII.6 (b)-(e), VII.7 (a)-(f) et VII.8 (a) et (b) montrent nos ŕesultats pour ces quantités. En

raison de la diff́erence du potentiel chimique pour les dimères horizontaux et verticaux pour les

port́ees 6 et 8, les interactions diffèrent aussi pour les deux sortes de dimères, comme on le voit

dans les figures VII.6 (b)-(e). Par ailleurs, pourV3 etV ′
3 seulement l’une des deux contributions est

montŕee puisque l’autre est inaccessible en raison de la géoḿetrie. Dans les figure VII.7 (b) et (c),

par contre, la valeur moyenne est prise en compte pour les comparaisons.

En consid́erant les figures VII.6 (b)-(e), on remarque le très bon accord entre la théorie des pertur-

bations au troisìeme ordre [110, 199, 200] (cf. l’équation (VII.4)) et les ŕesultats de CORE pour

les interactions dominantesV1 etV3 lors queJ ′/J ≤ 0.5. Pourtant, les ŕesultats de CORÈa port́ee

9 indiquent queV1 atteint son maximum pourJ ′/J = 0.5 et V3 le sien pourJ ′/J = 0.6 ce qui

est en contradiction avec les résultats perturbatifs. En outre, les interactionsV1 etV3 sont ńegatives

et donc attractives pour des plus grandes valeurs deJ ′/J , mais ceci n’implique pas forcement la

formation de groupes de particules en raison d’autres interactions ŕepulsives̀a plusieurs corps. No-

tons aussi que, parmi les différentes port́ees de CORE, les approchesà plus courtes portées sont

géńeralement en meilleur accord avec les résultats perturbatifs au troisième ordre que l’approchèa

port́ee 9. Enfin, les figures VII.6 (c) et (e) montrent que les interactionsV2 et surtoutV ′
3 sont beau-

coup moins importantes queV1 et V3. Soulignons le fait que les calculs perturbatifs au troisième

ordre est en tr̀es bon accord avec les calculs CORE pour des valeursJ ′/J ≤ 0.5. Seulement, ils

sous-estimentV2 par rapport̀a CORE et indiquentV ′
3 = 0, contrairement au calculs de CORE aux

port́ees asseźelev́ees.

Les interactions sont encore plus détaillées dans les figures VII.7 (a)-(d) avec deséchelles logarith-

miques pour chaque portée de CORE avec un bloc bidimensionnel :r = 4 (bloc de2×2 dimères),

r = 6 (3 × 2 dimères),r = 8 (4 × 2 dimères) etr = 9 (3 × 3 dimères).Évidemment, les petites

port́ees ne permettent pas de calculer les interactionsà des longues distances. On remarque que

parmi toutes les interactions, la différence entre la th́eorie des perturbations au troisième ordre et

les approches de CORE est la plus prononcée pour l’interactionV2.

Enfin, les figures VII.7 (e) et (f) résument toutes les interactions discutéesà deux corps en utilisant

uneéchelle lińeaire et soulignent visiblement l’importance des termesV1 etV3. Pour l’approchèa

port́ee 9, nous montrons aussi deux processusà trois corps,̀a savoirV 3p
3 etV ′3p

3 , qui ont la m̂eme

géoḿetrie que les interactionsV3 et V ′
3 , mais avec une particule supplémentaire sur le dim̀ere au

centre.V 3p
3 illustre le r̂ole important que peuvent jouer les interactionsà plusieurs corps, m̂eme
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FIG. VII.6: Évolution (a) du potentiel chimiqueµ et (b)-(e) des interactions̀a deux corps̀a

diff érentes distances en fonction de la portéer de CORE et du rapport des couplages

J ′/J : r = 4 (bloc de2×2 dimères),r = 6 (3×2), r = 8 (4×2) etr = 9 (3×3). Pour

les blocs rectangulaires (r = 6, 8) µ d’un dimère horizontal n’est paśegalà celui d’un

dimère vertical. Ceci explique les différences des interactions pour les blocs rectan-

gulaires. Les ŕesultats perturbatifs jusqu’au quatrième ordre (cf. leśequations (VII.3)

et (VII.4)) sont donńes pour comparition.
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(c)   CORE range-8 (4x2 dimers)
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FIG. VII.7: Évolution des interactions̀a deux corps en fonction du rapport des couplagesJ ′/J et

de la port́eer de CORE : (a) bloc de2× 2 dimères (r = 4), (b) 3× 2 (r = 6), (c) 4× 2

(r = 8) et (d) 3 × 3 (r = 9). Les petits blocs permettent seulement des interactions

à courte distance. Pour les blocs rectangulaires (r = 6, 8), les valeurs deV1 et V2

sont moyenńees (Vhor +Vvert/2) afin de faciliter la comparaison. Pourr = 8 (e) et pour

r = 9 (f), une vue globale des interactions est donnée. (f) inclut aussi des interactionsà

trois corps (V 3p
3 etV ′3p

3 ). Les lignes tiret́ees indiquent les résultats perturbatifs jusqu’au

quatrìeme ordre (cf. leśequations (VII.3) et (VII.4)).
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FIG. VII.8: Les interactions̀a deux corps en fonction du rapport des couplagesJ ′/J : comparaison

des ŕesultats de notre approche de COREà port́ee 9 (bloc de3× 3 dimères) avec ceux

de l’approche perturbative PCUTs de Dorieret al. [90] (lignes tiret́ees). (b) est un

extrait de la figure (a) montrant les faibles interactionsV ′
3 , V5, V6 etV7.

si elles ne sont pas incluses dans notre discussion en raisonde leur tr̀es grand nombre dans le

hamiltonien effectif. Ici, nous nous limitons̀a une discussion des interactionsà deux corps en rai-

son de leur importance pour le système faiblement aimanté, mais nous notons que d’autres termes

apparaissent et deviennent pertinents pour des aimantations plusélev́ees. Dans la section 3 de

ce chapitre, nouśetudions donc notre modèle effectif avec la diagonalisation exacte qui prend en

compte toutes les contributionsà une ou plusieurs particules dérivées avec la ḿethode CORE. Cela

permet de comparer nos résultats avec des résultats exacts et non seulement perturbatifs.

Terminons la discussion des interactions avec la comparaison de nos ŕesultats avec ceux de l’ap-

proche PCUTs de Dorieret al. [90], illustrée dans la figure VII.8 (a) et (b). Premièrement, on

remarque la m̂eme híerarchie des interactions, qui est notammentV1 > V3 > V2 > V4 > V ′
3 >(V5

et V7)> V6. Ceci montre de façon géńerale l’importance des interactionsà courte distance parmi

les interactions̀a deux corps. Deuxièmement, on note le très bon accord des deux approches pour

les interactionsV1, V4, V5 etV7 pour un rapport des couplagesJ ′/J ≤ 0.5 et pour quelques inter-

actions au-delà de cette valeur. PourV3 on note une petite d́eviationà partir deJ ′/J = 0.3 alors

que des relativement grandsécarts sont visibles pour les interactionsV2, V3 et surtoutV6. Remar-

quons que CPUTssur-estimeV2 par rapport̀a notre approche de CORE tandis que la théorie des

perturbations au troisième ordre [110, 199, 200]sous-estime cette interaction par rapportà nos

résultats. Ńeanmoins, la diff́erence la plus importante entre les deux approches est certainement la

chute deV1 à partir deJ ′/J = 0.5 avec des valeurs négatives pourJ ′/J > 0.6 qui sont calcuĺees

avec l’approche de CORÈa port́ee 9. Les ŕesultats de PCUTs indiquent queV1 devrait plut̂ot être

stabiliśeeà partir deJ ′/J = 0.5.

En conclusion, notre approche de COREà port́ee 9 et les calculs de PCUTs de Dorieret al. [90]

donnent des résultats tr̀es similaires pour les interactionsà deux corps ce qui est rassurant pour les
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2. L’approche de CORÈa différentes port́ees

deux puisqu’elles approchent le réseau de Shastry-Sutherland différemment et ind́ependamment.

En outre, le tr̀es bon accord des deux approches avec la théorie des perturbations au troisième ordre

pourJ ′/J ≤ 0.5 est toutà fait remarquable.

Après les termes diagonaux du hamiltonien effectif, abordons dans ce qui suit les termes hors-

diagonaux, et plus préciśement les termes de saut corrélé. Les figures VII.2 (b) - (d) en montrent

des illustrations sch́ematiques et les résultats correspondants de nos calculs de CORE sont montrés

dans les figures VII.9 (a) - (f). Comme pour les interactionsà deux corps, nous comparons nos

résultats avec les calculs de la théorie des perturbations au troisième ordre [110, 200], donnés dans

l’ équation (VII.5). Rappelons que les processus de saut d’une seule particule isoĺee sont ńegligés

dans les calculs perturbatifs. Nos résultats confirment que ces processus sont au moins un ordre de

grandeur plus petits que les termes de saut corrélé et en conśequence ces premiers sont négligés

dans notre discussion.

Tandis que les figures VII.9 (a) - (e) montrent l’évolution avec la portée de CORE de chaque terme

que nous discutons, la figure (f) montre une vue géńerale des diff́erents termes. En considérant

cette dernìere, on remarque que les processus dominants sont les termesta3 et ta1h. Comme pour

les termes d’interaction, on observe que les termes de saut corrélé peuvent fortement dépendre

de la ǵeoḿetrie : les deux termesta′3 et ta1v sont largement domińes parta3 et ta1h, les termes

correspondants̀a même distance, mais avec une géoḿetrie différente. On note en outre que,à l’ex-

ception deta1v et ta1h, tous les termes de saut corrélé que nous considérons sont bien capturés par

la théorie des perturbations au troisième ordre pour des couplagesJ ′/J ≤ 0.5. Par ailleurs, la va-

leur de PCUTs de Dorieret al. [90] pour le processus dominant,taPCUTs
3 = 0.09 pour le couplage

J ′/J = 0.5, est en bon accord avec nos résultats aux diff́erentes port́eesr : tar=6
3 = tar=9

3 = 0.09

et tar=8
3 = 0.08 et aussi en relativement bon accord avec le résultat perturbatif au troisième ordre

ta3ième
3 = 0.11, pour le m̂eme couplage respectivement. En revanche, pourta1v et ta1h, les cal-

culs de CORE s’́ecartent des calculs perturbatifs au troisième ordrèa partir deJ ′/J = 0.3. Pour

J ′/J ≤ 0.5, il est remarquable que nos calculsà port́ees 4, 6 et 8 sont en bon accord avec les

calculs de PCUTs, c’est-à-dire une approche perturbative au15
ième ordre, tandis que nos résultats

à port́ee 9 sont bien d́ecrits par la th́eorie des perturbations audeuxìemeordre [110, 200].

D’un point de vue ǵeńeral, on constate pour les termes de saut corrélé que les ŕesultats des

diff érentes port́ees de CORE coı̈ncident pourJ ′/J ≤ 0.5 et desécarts importants peuvent ap-

parâıtre à partir deJ ′/J = 0.55. Ceci nous indique que pourJ ′/J ≥ 0.55 notre discussion des

processus de saut corrélé reste insuffisante et on peut donner deux explications potentielles, m̂eme

si des ŕesultats exacts ne sont pas disponible afin de résoudre ce problème. Premìerement, notre

approche de CORE ne marche pas bien et ces processus nécessitent une approche de COREà

plus longue port́ee. Afin de v́erifier cette hypoth̀ese nouśetudions notre mod̀ele effectif dans la

section suivante avec la diagonalisation exacte et comparons les ŕesultats avec des résultats de dia-

gonalisation exacte du modèle microscopique de Shastry-Sutherland. Deuxièmement,̀a partir de

J ′/J = 0.55, de nouveaux processusémergent et ces processus sont déjà inclus dans notre ha-
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FIG. VII.9: (a)-(e) :Évolution des sauts corrélésà différentes distances en fonction de bloc de base

(et ainsi de la port́eer) de CORE et du rapport des couplagesJ ′/J : r = 4 (bloc de

2× 2 dimères),r = 6 (3× 2 dimères),r = 8 (4× 2 dimères) etr = 9 (3× 3 dimères).

Les ŕesultats perturbatifs jusqu’au troisième ordre (cf. l’́equation (VII.5)) sont donńes

afin de comparer. Les termesta1v, ta2 etta′3 sont nuls dans cette approche perturbative.

(f) donne une vue globale des termes de saut corrélés pourr = 9. Pour le termeta1h

les ŕesultats perturbatifs au deuxième et au 15ième (de Dorieret al. [90]) ordre sont

donńes.
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3. Résultats de diagonalisation exacte du modèle effectif

miltonien effectif, mais ils ne sont pas discutés en d́etail ici en raison de leur complexité et leur

potentiellement grand nombre. Pour ce cas, les calculs comparatifs avec la diagonalisation exacte

de la section suivante nous indiqueront que notre modèle effectif est capable de décrire le ŕeseau

de Shastry-Sutherland sous champ magnétique pourJ ′/J = 0.65.

3 Résultats de diagonalisation exacte du mod èle effectif

En appliquant la ḿethode CORE, nous avons formulé un mod̀ele effectif pour le ŕeseau de Shastry-

Sutherland sous champ magnétique ce qui nous permet de dériver la courbe d’aimantation corres-

pondante. Dans ce but, nous considérons diff́erentes tailles de systèmes effectifs et diagonalisons le

hamiltonien effectif correspondant avec l’algorithme de Lanczos (cf. section III.1.1) pour chaque

secteur de la composante du spinSz. Ceci nous donne l’énergie de l’́etat fondamental pour les

diff érentes valeurs deSz et la courbe d’aimantation peut enêtre tiŕee, comme discuté dans la sec-

tion 2 du chapitre II. En outre, nous avons calculé la corŕelation particule-particulèa partir du

mod̀ele effectif de CORÈa port́ee 9 pour deux exemples d’un plateau d’aimantation ce qui nous

donne des informations supplémentaires sur la structure de ces plateaux. Outre ces calculs d’une

corŕelation statique, nous présentons dans ce qui suit des courbes d’aimantation obtenues avec la

diagonalisation exacte du modèle effectifà différentes port́ees. Nous comparons nos résultats avec

les ŕesultats exacts correspondants pour le modèle microscopique afin de pouvoir juger la qualité

de nos approches aux différentes port́ees et discutons des différences entre nos résultats et ceux

de Dorieret al. [90]. Nousétudionségalement la stabilité des diff́erents plateaux dans la limite

thermodynamique.

Les figures VII.10 (a) - (d) illustrent pour différents couplagesJ ′/J les courbes d’aimantation

de différents mod̀eles. Le mod̀ele microscopique est considéŕe sur un bloc de
√

32 ×
√

32 sites,

soit 16 dim̀eres et des modèles effectifs de CORE sur un bloc de4 × 4 sites effectifs qui corres-

pondentà 16 dim̀eres. Notons d’abord que nousétudions des blocs de taille finie deN dimères

et par conśequent, nous n’obtenons pas de courbe d’aimantation avec une pente continue, mais

plutôt une courbe d’incŕements finism = 0, 1
N
, 2

N
, · · · , 1 par rapportà la valeur saturée. Dans

notreétude, nous considérons les mod̀eles effectifs suivants : CORÈa port́ee 4, baśe sur un bloc

de2× 2 dimères, CORÈa port́ee 6 (3× 2 dimères) et CORÈa port́ee 9 (3× 3 dimères). En outre,

nous consid́erons le cas sṕecial de CORÈa port́ee« r4 ext » (port́ee 4,étendue) qui est fondée

sur un bloc de2 × 2 dimères avec les contributions supplémentaires au troisième voisin dans la

direction horizontale et verticale. Cette approche se base donc sur 6 dim̀eres ((2 × 2) + 1 + 1)

au lieu de 4 seulement. Enfin, la portée« r6 ext» (port́ee 6,élargie) est une approche utilisant la

port́ee 6 horizontalement (3×2 dimères) et verticalement (3×2 dimères) et couvre donc 8 dim̀eres

((3× 2) + 2).

En consid́erant les ŕesultats exacts dans les figures VII.10 (a) - (d), on note des plateaux pour
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FIG. VII.10: En fonction du couplageJ ′/J , (a) - (d) montrent les courbes d’aimantation obtenues

à partir du mod̀ele microscopique de Shastry-Sutherland pourN = 32 sites et du

mod̀ele effectif de CORÈa différentes port́ees pourNeff = 16 sites effectifs qui

correspondent́egalement̀a 32 sites. Des plateaux d’aimantation pourm = 1
2
, 1

4
et 1

8

sont permis dans ce réseau.
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3. Résultats de diagonalisation exacte du modèle effectif

m = 0, 1
4
, 1

2
et 3

4
dont la position et la taille d́ependent du rapportJ ′/J . On remarque que l’ap-

proche de CORÈa port́ee 4 donne une bonne valeur pour la taille du plateaum = 0 qui ne

correspond pas directement au gap de spin en raison d’états líes de deux triplets [137, 207]. En

revanche, cette approche n’est pas capable de décrire le processus d’aimantation puisque la courbe

correspondante s’écarte consid́erablement de la courbe exacte dans les 4 exemples montrés. Il est

intéressant de voir que l’approcheà port́ee« 4 ext», par contre, est d́ejà une grande aḿelioration

par rapportà l’approcheà port́ee 4. Surtout pour des petites valeurs deJ ′/J et des valeurs in-

termédiaires deJ ′/J , ainsi que pour des faibles aimantations (m ≤ 1
2
), la port́ee« 4 ext» donne

de tr̀es bons ŕesultats. M̂eme si elle sous-estime très nettement le plateaum = 1
2

pour des valeurs

intermédiaires et des plus grandes valeurs deJ ′/J , cette approche simpliste donne des résultats

d’une qualit́e étonnante.

L’analyse des ŕesultats̀a port́ee 6 et« 6 ext», en revanche, est moinsévidente : comme la portée 4,

la port́ee 6échouèa retracer la courbe exacte, et comme la portée 4, elle donne une bonne valeur

pour le plateaum = 0. Mais la port́ee« 6 ext» n’arrive pasà aḿeliorer les ŕesultats de la portée

6 de façon fiable. Pour deux exemples (J ′/J = 0.2 et 0.5, voir les figures VII.10 (a) et (c)), les

résultats baśes sur CORÈa port́ee« 6 ext » sont en bon voire très bon accord avec les résultats

exacts, mais pour les deux autres exemples (J ′/J = 0.4 et0.65, voir les figures VII.10 (b) et (d)),

lesécarts sont importants et la méthodéechoue.

Parmi les diff́erentes port́ees de CORE, les résultats de l’approche de COREà port́ee 9, enfin,

donnent le meilleur accord avec les courbes exactes, surtout pour des petites valeurs et des valeurs

intermédiaires du couplageJ ′/J : pourJ ′/J = 0.2 (cf. figure VII.10 (a)), on remarque que les

résultats exacts et ceux de COREà port́ee 9 sont pratiquement identiques ce qui est aussi le cas

pourJ ′/J = 0.4 (cf. figure VII.10 (b)) pour une faible aimantation. En revanche, pour des valeurs

d’aimantationm > 1
2
, qui sont moins importantes pour nous, on note des différences entre les

deux approches. Aussi pourJ ′/J = 0.5 (cf. figure VII.10 (c)), cette approche de CORE donne de

bons ŕesultats jusqu’̀am = 1
2
, mais sous-estime le plateaum = 1

2
de façon non ńegligeable. Pour

m > 1
2
, des grandśecarts avec la courbe exacte sont visible et finalement, pourJ ′/J = 0.65 (cf.

figure VII.10 (d)) on doit constater que cette approche a des grandes difficult́es : pour le plateau

m = 0, qui est bien reproduit par les autres portées de CORE, les résultats de portée 9 montrent

une tr̀es large d́eviation des ŕesultats exacts. Non seulement le comportementà forte aimantation,

mais aussi celuìa faible aimantation est mal-décrit avec des tr̀es larges plateaux pourm = 1
4

et 1
2

ce qui ne correspond pas aux résultats exacts.

En conclusion, la comparaison des courbes d’aimantation des différentes approches de CORE

avec la courbe exacte révèle que CORE doit̂etre appliqúee au ŕeseau de Shastry-Sutherlandà plus

longue port́ee possible. L’approchèa port́ee 9 est capable de bien décrire le processus d’aimanta-

tion jusqu’̀a des valeurs interḿediaires deJ ′/J , mais a visiblement des difficultés pour les rapports

du couplagéelev́es commeJ ′/J = 0.65, la valeur qui correspond au composé SrCu2(BO3)2. Pour-

tant, CORÈa port́ee 9 permet d’approcher cette valeur et on peut néanmoins tirer des conclusions
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Chapitre VII. Le ŕeseau de Shastry-Sutherland sous champ magnétique

sur la physique de ce composé. Dans ce contexte, le succès de notre approcheà port́ee« 4 ext» est

tout à fait remarquable puisqu’il s’agit d’une approche minimaliste qui inclut le potentiel chimique

µ et qui d́ecrit les interactionsV1, V2 ainsi que les termes de saut corrélé ta1h, ta1h et ta2 (cf. les

figures VII.2 et VII.3 pour la d́efinition de ces termes). Avec la contribution au troisième voisin

(qui lui apporte l’ajout« ext », soit « élargie»), on tient aussi compte deV3 et V ′
3 ainsi que de

ta3 et ta′3. Il s’agit d’une premìere estimation calculée avec une chaı̂ne de seulement trois dim̀eres

orthogonaux et pourtant, ces contributions font visiblement la différence. Rappelons aussi que les

interactionsà plus longue distanceV6 et V7 ne sont d́ecrites ni avec cette approcheà port́ee« 4

ext» ni avec l’approchèa port́ee 9.

Après avoir justifíe le choix de l’approchèa port́ee 9 parmi les diff́erentes port́ees de CORE, nous

effectuons dans ce qui suit une analyse quantitative de cette approche en la comparant avec des

résultats exacts. Dans les figures VII.11 (a) et (c), nous montrons des courbes d’aimantation qui

ont ét́e calcuĺees pour le mod̀ele microscopique de Shastry-Sutherland avecJ ′/J = 0.5 pour un

réseau carŕe deN = 32 etN = 36 sites (soit 16 et 18 dim̀eres), respectivement. Ces deux figures

incluentégalement nos résultats pourN = 32 etN = 36 sites, calcuĺesà port́ee 9 de CORE, qui

permettent de comparer directement les deux approches. Lesdiagrammes de phase correspondants

sont illustŕes dans les figures VII.11 (b) et (d) et indiquent différents plateaux d’aimantation en

fonction du couplageJ ′/J . Notons que le ŕeseauN = 32 peut accommoder des plateaux pour

m = 1
2
, 1

4
et 1

8
et le ŕeseauN = 36 pourm = 1

2
, 1

3
, 2

9
, 1

6
, et 1

9
. En outre, dans les figures VII.11

(a) et (c), nous pŕesentons une partie de la courbe d’aimantation qui est calculée pour 32 et 36

sites effectifs ce qui correspondà 64 et 72 sites du modèle microscopique. Le fait que ces tailles

du ŕeseau effectif soient accessibles constitue une amélioration importante qui est rendue possible

grâceà la ŕeduction de l’espace de Hilbert du modèle effectif de CORE. Pourtant, nous ne pouvons

pas calculer la courbe d’aimantation complète du syst̀eme de 32 ou 36 sites effectifs parce que pour

des aimantations moyennesm ∼ 1
2
, l’espace de Hilbert est très grand. Nous ne pouvons résoudre

le mod̀ele effectif que pour faible aimantation (m . 1
3
) ou bien pour aimantatiońelev́ee (m & 2

3
).

Comme d́ejà discut́e au-dessus, pourJ ′/J = 0.5 etN = 32 on observe un bon accord entre les cal-

culs de CORÈa port́ee 9 et les calculs exacts, surtout pour faible aimantation,c’est-̀a-direm ≤ 1
2
.

Nous confirmons ces résultats avec un calcul pour un réseau effectif̀a taille doubĺee (N = 64)

que nous effectuons pour faible aimantation et pour aimantation élev́ee : d̂u à la tr̀es grande taille

de l’espace de Hilbert, nous ne pouvons pas accéderà des aimantations moyennesm ∼ 1
2
. Les

résultats pourJ ′/J = 0.5 etN = 36 montrentégalement un très bon accord entre les deux ap-

proches òu la courbe du mod̀ele effectif est encore confirḿee pour des faibles aimantations par des

calculs pour un ŕeseau effectif̀a taille doubĺee (N = 72). Le très bon accord entre les deux ap-

proches se retrouve aussi dans les diagrammes de phase, montrés dans les figures VII.11 (b) et (d) :

pourN = 32 (figure VII.11 (b)), on trouve un accord remarquable entre notre approche de CORE

et les ŕesultats exacts non seulement pour la taille des plateauxm = 1
2
, 1

4
et 1

8
, mais aussi pour leurs

positions exactes, c’est-à-dire leurs d́ebuts et leurs fins en fonction du couplageJ ′/J . Seulement
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FIG. VII.11: (a) Courbes d’aimantation obtenuesà partir du mod̀ele microscopique de Shastry-

Sutherland et du modèle effectif de CORÈa port́ee 9, pour un ŕeseau deN = 32

sites ainsi que les résultats de CORE pourN = 64. (b) Diagramme de phase pour

N = 32 en fonction du couplageJ ′/J et du champ magńetiqueh/J : les ŕesultats

exacts (points) et de CORE (lignes tiretées) montrent un bon accord pour la position

des plateaux d’aimantation pourm = 1
2
, 1

4
et 1

8
qui sont permis dans ce réseau. (c) et

(d) correspondent̀a (a) et (b) pourN = 36 etN = 72. PourN = 36, des plateaux

pourm = 1
2
, 1

3
, 2

9
, 1

6
, et 1

9
sont possibles. Le plateaum = 1

4
, par contre, n’est pas

accessible avecN = 36 et pourN = 72, cette structure n’est pas stable en raison de

la géoḿetrie du ŕeseau.
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Chapitre VII. Le ŕeseau de Shastry-Sutherland sous champ magnétique

des petites d́eviations entre les calculs de CORE et les calculs exacts sont visibles pour le plateau

m = 1
2

lors deJ ′/J ≥ 0.475. La situation est similaire pourN = 36 (figure VII.11 (d)), òu le

très bon accord entre les deux méthodes est confirḿe. Les positions exactes des plateauxm = 1
2
,

1
3
, 2

9
, 1

6
, calcuĺees avec les deux approches, coı̈ncident de façon impressionnanteà l’exception du

plateaum = 1
2

pourJ ′/J ≥ 0.45. Ceci souligne la grande qualité de notre approche de COREà

port́ee 9 au ŕeseau de Shastry-Sutherland sous champ magnétique.

En conclusion, les deux exemples montrent très nettement et sans laisser de doute que notre ap-

procheà port́ee 9 est bien justifíee afin de calculer le processus d’aimantation du réseau de Shastry-

Sutherland jusqu’à demi-saturation et pour des couplagesJ ′/J . 0.5. Elle est capable de calculer

de manìere fiable la position précise des plateaux accommodables sur un réseau de taille finie. Ceci

est encore concrétiśe avec la discussion suivant de la taille des différents plateaux et leur pertinence

dans la limite thermodynamique que l’on calcule en utilisant notre approche CORE et celle de de

Dorieret al. [90]

Rappelons le diagramme de phase de Dorieret al. [90], obtenus avec la ḿethode de PCUTs et

montŕe dans la figure VII.4̀a droite : comme Sebastianet al. [82], ils ont trouv́e des plateaux pour

m = 1
2

et 1
3

et une śerie de plateaux pourm = 1
9
, 2

15
, 1

6
, et 2

9
. En revanche, contrairement au résultats

de Sebastianet al.et aux autreśetudes exṕerimentales [78, 79], Dorieret al.constatent l’absence

des plateauxm = 1
8
, 1

4
dans leurs ŕesultats. Comme le montre la figure VII.12 pourJ ′/J = 0.5,

notreétude CORE indique clairement la stabilité des plateauxm = 1
2
, 1

3
1
4

puisque l’extrapola-

tion de la taille de ces plateaux nous donne des valeurs finiesdans la limite thermodynamique. En

outre, notre approche de CORE arriveà calculer de manière pŕecise le plateaum = 0 qui diffère

du gap de spiǹa cause d’́etats líes de deux triplets [137, 207]. En plus, des plateaux, qui sont plus

petits maiśegalement stables, sont visible dans nos résultats pourm = 2
9
, 1

6
, 1

8
et 1

9
avec des tailles

typiques entre0.01J et0.05J .

Les contradictions entre les approches théoriques et les résultats exṕerimentauxà propos de

quelques plateaux d’aimantation demandent certainement plus d’études des deux côtés. Pourtant,

conforḿement aux exṕeriences [78, 79] et en contradiction avec les résultats de PCUTs, les pla-

teauxm = 1
4

et 1
8

sont tr̀es stables dans nos calculs puisque leurs tailles restent constantes lorsqu’on

double la taille de notre réseau effectif deN = 32 àN = 64 sites. Par ailleurs, l’absence de ces

deux plateaux dans les calculs de PCUTs pourraitélargir le plateaum = 1
6

qui a une taillèa peu

près doubĺee par rapport̀a nos calculs. Le cas est plus difficile pour les plateaux de plus basse ai-

mantation qui ńecessitent une grande précision des calculs théoriques. Notons dans ce contexte que

notre approche nous permet de calculer l’énergie de l’́etat fondamental pourJ ′/J = 0.5, N = 32

etm = 1
8

avec une erreur relative de0.3% et que notre mod̀ele effectif est́etudíe de manìere non

biaiśee en utilisant la diagonalisation exacte. Enfin, le fait quenous n’observons pas de plateaux

m = 2
15

(observ́e avec PCUTs [90]) oum = 1
7

etm = 1
5

(mesuŕes par Sebastianet al.[82] est d̂u au

choix des tailles de réseaux effectifs pour notréetude. Par exemple, la limitation des tailles acces-

sibles avec les ḿethodes nuḿeriques rend impossible de calculer la taille du plateau d’aimantation
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0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
1/N

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
P

la
te

au
 w

id
th

m=1/3
m=1/4
m=2/9
m=1/6
m=1/8
m=1/9
m=0

(a)

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
1/N

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

P
la

te
au

 w
id

th

m=2/9
m=1/6
m=1/8
m=1/9

(b)

FIG. VII.12: Stabilit́e des plateaux d’aimantation pourm < 1
2

dans la limite thermodynamique :

pourJ ′/J = 0.5, les tailles des plateaux sont calculées avec le mod̀ele microscopique

(symboles vides) et avec le modèle effectif de CORÈa port́ee 9 (symboles pleins)

pour différentes tailles de réseaux finies.

m = 2
15

puisqu’une plus grande mailléelémentaire est requise.

Nous terminons notre discussion du réseau de Shastry-Sutherland avec une analyse approfondie

des plateaux d’aimantationm = 1
4

et m = 1
3
. Dans ce but, nous appliquons l’algorithme de

Lanczos (cf. les sections 1.1 et 1.3 du chapitre III) au modèle effectif de CORÈa port́ee 9 pour

des ŕeseaux effectifs deNeff = 32 etNeff = 36 ce qui correspond au réseau de Shastry-Sutherland

avec 64 et 72 sites, respectivement. Nous montrons les résultats de ce calcul dans les figures VII.13

et VII.14.

Consid́erons d’abord la figure VII.13, qui montre la structure du plateaum = 1
4

pour un ŕeseau

effectif deN =
√

32 ×
√

32 sites. Nous utilisons les conditions aux bords périodiques et par

conśequent, les sites aux quatre coins du cadre sontéquivalents. Les cercles bleues montrent la

corŕelation entre le site du cercle et une particule au coin du réseau effectif et indiquent donc la

présence ou l’absence d’une particule sur ce site. Sauf aux quatre coins, on observéegalement des

particules aux milieux des quatre côtés et au centre du réseau. Cette structure s’explique comme

suit : pour le plateaum = 1
4
, on observe des bandes remplies par des particules qui se trouvent

au long de deux ĉotés oppośees du ŕeseau effectif, par exempleà droite et̀a gauche, noté comme
�

�

�

�

�

�

�

�
. On trouve une bande supplémentaire milieu de ces deux bandes et on observe par conséquent

que le ŕeseau effectif deNeff =
√

32 ×
√

32 sites est couvert par des bandes de particules qui

sont śepaŕees l’une de l’autre par trois bandes vides. Notre calcul indique que l’́etat fondamental

n’est pas d́eǵeńeŕe et pour des tailles finies on conserve donc la symétrie de rotation. Ceci explique

l’existence de trois bandes décrites et de trois bandes que l’on trouve en effectuant une rotation de

90◦ = π
2
. Ainsi, les deux autres côtés du ŕeseau effectif sont couvertes par des bandes de particules,

à savoir en haut et en bas du réseau�
�

�
�

�
�

�
�, avec une bande supplémentaire au milieu entre ces deux
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Chapitre VII. Le ŕeseau de Shastry-Sutherland sous champ magnétique

FIG. VII.13: Corŕelation statique particule-particule du modèle Shastry-Sutherland pour le plateau

m = 1
4
. Nos calculs sont basés sur le mod̀ele effecif à port́ee 9 et effectúes pour

un ŕeseau effectif deNeff =
√

32 ×
√

32 sites, indiqúe par le cadre. En raison des

conditions aux bords ṕeriodiques, les sites aux quatre coins du réseau effectif sont

équivalents. La taille des cercles bleues indique la grandeur de la corŕelation entre

une particule sur le site du cercle avec la particule situéeà l’origine (cercle vide aux

coins) du ŕeseau. Plus de détails sont discutés dans le texte.
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3. Résultats de diagonalisation exacte du modèle effectif

FIG. VII.14: Corŕelationà tempśegaux particule-particule du modèle Shastry-Sutherland pour le

plateaum = 1
3
. À gauche, des résultats baśes sur le mod̀ele effectifà port́ee 9 pour un

réseau effectif deNeff = 6×6 sites, indiqúe par le cadre. En raison des conditions aux

bords ṕeriodiques, les sites aux quatre coins du réseau effectif sont́equivalents. La

taille des cercles bleues indique la grandeur de la corrélation entre une particule sur le

site du cercle avec la particule situéeà l’origine (cercle vide aux coins) du réseau.̀A

droite, la structure de ce plateau selon Momoi et Totsuka [110], où des particules sont

indiquées par les liens noirs, montre un bon accord avec nos résultats. On remarque

une bande diagonale occupée qui est śepaŕee de la prochaine bande occupée par deux

bandes vides.

bandes. Le ŕesultat est la superposition des deux configurations
�

�

�

�

�

�

�

�
+ �

�
�
�

�
�

�
�qui est invariante par

rapportà une rotation deπ
2
. On observe une distribution de particules qui est plusélev́ee si des

bandes orthogonales se croisent, comme au milieu des côtés et au milieu du ŕeseau. Les autres

sites appartenantà une seule bande de particules ont par conséquent des cercles dont la taille est

plus petite que celles de deux bandes croisées. En outre, on remarque que hors des bandes décrites,

il existe des petits cercles̀a ĉoté des points de croisement qui ne devraient pasêtre pŕesents dans

un état purement statique.

La situation pour le plateaum = 1
3

se pŕesente diff́eremment, comme nous illustrons dans la

figure VII.14. À gauche, nous montrons la structure du plateaum = 1
3

pour un ŕeseau effectif

deNeff = 6 × 6 sites. Comme pour le plateaum = 1
4
, on trouve que la structure du plateau est

caract́eriśee par des bandes diagonales de particules qui sont sépaŕees par deux bandes vides. Par

exemple, une telle bande peutêtre observ́ee entre le coin du réseau effectif en bas,à gauche et le

coin en haut,̀a droite. Il est important de noter que les autres deux coins du réseau ne sont pas liés

avec une bande de particules ce qui nous indique clairement la brisure de la syḿetrie de rotation.

Les calculs baśes sur le mod̀ele effectifà port́ee 9 ŕesultent dans uńetat fondamentalexactement
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Chapitre VII. Le ŕeseau de Shastry-Sutherland sous champ magnétique

déǵeńeŕe qui brise la syḿetrie de rotation. Nous obtenons donc des bandes parallèles de particules,

comme illustŕe dans la figure VII.14,̀a droite.

Géńeralement, pour une telle configuration, les spins sont couplés au ŕeseau, ce qui résulte dans une

déformation de ce dernier. Cet effet est mesurable en analysant la structure de la mailléelémentaire

avec des exṕeriences de résonance magnétique nucĺeaire (RMN), par exemple. Kodamaet al. [80]

ont effectúe uneétude RMN pour le plateaum = 1
8

du compośe SrCu2(BO3)2 et nous rappelons

que la figure I.12 en montre les résultats (cf. la section 2.2 du chapitre I). Uneétude RMN du

plateaum = 1
3

serait souhaitable, or des telles expériences ne sont pas encore envisageable en

raison du besoin de champs magnétiques statiques troṕelev́es.

4 Conclusion partielle

Dans ce chapitre, nous avons présent́e une discussion détaillée du ŕeseau de Shastry-Sutherland, en

particulier pour des valeurs d’interactions qui caractérisent le compośe SrCu2(BO3)2. L’approche

CORE que nous utilisons afin de dériver des mod̀eles effectifs se base sur le singulet et le triplet

polariśe et constitue par conséquent l’approche CORE la plus simple. Néanmoins, cette approche

est bien justifíee et valable pour des couplages non perturbatifs qui sont proches de la valeur que

l’on trouve pour le compośe SrCu2(BO3)2. Nous comparons les modèles effectifs ŕesultants avec

d’autres approches théoriques et ǵeńeralement, nous trouvons un bon accord avec une approche

perturbative qui inclut des termes jusqu’au 15ième ordre. Une analyse quantitative qui compare des

termes d’interaction entre deux particules montre que ces deux approches ind́ependantes trouvent

des mod̀eles effectifs similaires. En plus, nous résolvons des réseaux effectifs avec la diagonalisa-

tion exacte, une approche non biaisée, et nous montrons la stabilité de plusieurs plateaux d’aiman-

tation,à savoir des grands plateaux pourm = 1
2
, 1

3
et 1

4
. Notre analyse quantitative révèleégalement

des plus petits plateaux stables pourm = 2
9
, 1

6
, 1

8
et 1

9
. La comparaison avec des données exactes

souligne la validit́e ainsi que la pŕecision de notre approche. Ces résultats sont tr̀es int́eressants

dans le contexte d’expériences contradictoires quantà la stabilit́e de diff́erents plateaux pour le

compośe SrCu2(BO3)2. Nous remarquons que les différences entre les approches théoriques de-

mandent unéetude non biaiśee et syst́ematique qui combine les idées du champ moyen avec celles

de la diagonalisation exacte. Ceci permettrait d’accéder aux ŕeseaux ńecessaires afin de discuter la

stabilit́e relative de plateaux̀a faible aimantation, commem = 2
15

. Enfin, nous illustrons la struc-

ture des deux plateauxm = 1
4

etm = 1
3

en calculant la corrélation statique particule-particule

à partir du mod̀ele effectif et trouvons un excellent accord avec les structures propośees dans la

litt érature.
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Conclusion g énérale et perspectives

Les aimants quantiques sous champ magnétique offrent une physique particulièrement riche en

montrant une multitude de phases conventionnelles et exotiques. Pourtant l’étude de ces matériaux

est difficile à effectuer et nous proposons la dérivation de hamiltoniens effectifs afin de capturer

les propríet́es essentielles de basseénergie du système. Dans ce but, nous utilisons la méthode

non perturbative« Contractor Renormalization (CORE)» qui permet de ŕeduire la complexit́e du

probl̀eme en tronquant son espace de Hilbert.

Après avoir introduit les notions indispensables des aimants quantiques sous champ magnétique,

nousétudions diff́erents syst̀emes de dim̀eres coupĺes en appliquant la ḿethode CORE. Avec l’ex-

ception du cas d’unéechelle de spin avec trois interactions du même ordre de grandeur, l’approche

CORE se base sur deuxétats d’un dim̀ere,à savoir le singulet et le triplet polarisé qui sont les

degŕes de basséenergie d’un dim̀ere sous champ magnétique. Cette base intuitive est aussi uti-

lisée pour diff́erentes approches perturbatives et nous permet de dériver un mod̀ele effectif qui

s’interpr̀ete comme mod̀ele de bosons de cœur dur. Par contre, l’approche perturbative est souvent

limit éeà des mod̀eles avec une interaction largement dominante par rapportà d’autres interactions,

tandis que l’approche CORÉetant non perturbative montre des améliorations importantes pour des

syst̀emes avec plusieurs interactions en compétition. Les mod̀eles de l’́echelle de spin, la bicouche

de Heisenberg anisotrope et le réseau de Shastry-Sutherland que nous traitons dans cette thèse en

sont des exemples.

Grâce aux mod̀eles effectifs que nous dérivons dans cette thèse, nous effectuons une analyse

précise de l’existence de plateaux d’aimantation. En analysant le comportement deśechelles de

spin fortement frustŕes sous champ magnétique, nous testons un critère alternatif afin de choisir la

base de CORE. En cas de doute, le critère alternatif, qui est le poids de la matrice densité ŕeduite,

s’avère plus fiable que le critère initial qui consid̀ere leśenergies deśetats en question. Dans le cas

de la châıne de dim̀eres orthogonaux pour des aimantationsm ≤ 1
2
, nous sommes capables de re-

tracer une śerie infinie de plateaux d’aimantation et pour la bicouche deHeisenberg nous trouvons

un plateaum = 1
2

avec des moyens très modestes. En plus, pour ce dernier système, le mod̀ele

effectif à port́ee 4, qui se fonde sur une plaquette de quatre dimères, d́ecrit des processus favorisant

une phase supersolide. Enfin, notreétude du ŕeseau de Shastry-Sutherland montre la stabilité de

plusieurs plateaux̀a faible aimantation. Ces résultats sont de grande pertinence dans le contexte

des exṕeriences sur le composé SrCu2(BO3)2. En raison de la ŕeduction de l’espace de Hilbert,
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Conclusion ǵeńerale et perspectives

nous effectuons des calculs pour des grands réseaux effectifs qui nous permettent de déduire quan-

titativement la stabilit́e de plateaux dans la limite thermodynamique. Pour ces réseaux effectifs,

qui sont trop grands pourêtre trait́es avec la diagonalisation exacte, nous effectuonségalement une

analyse de la structure des plateauxm = 1
4

etm = 1
3

montrant un bon accord avec les structures

propośees dans la litt́erature.

Plusieurs mod̀eles que nous abordons dans cette thèse ne sont pas accessiblesà certaines des

méthodes nuḿeriques qui constituent l’état de l’art dans le domaine des fermions fortement

corŕelés. Par exemple, la bicouche de Heisenberg et le réseau de Shastry-Sutherlandétant des

syst̀emes bidimensionnels ne peuvent pasêtre trait́es avec le DMRG. En plus, avec l’exception de

la bicouche de Heisenberg anisotrope, les modèles consid́eŕes sont ǵeńeralement frustŕes ce qui ex-

clut l’application du QMC. L’approche CORE s’avère tr̀es utile dans ce contexte en permettant de

traiter des systèmes unidimensionnels et bidimensionnels, en présence d’interactions frustrantes et

également en leur absence. Dans certains cas, ceci permet dedériver un mod̀ele effectif non frustŕe

que l’on peut́etudier avec le QMC.

Pourtant, CORE n’est probablement pas capable de remplacer les méthodeśetablies. Comme une

bonne connaissance de la physique du système est ńecessaire pour un bon choix de la base de

CORE, il s’agit plut̂ot d’une ḿethode compĺementaire. Ńeanmoins, d’autres modèles peuvent̂etre

étudíes avec cette approche, comme d’autres systèmes de dim̀eres coupĺes en pŕesence ou absence

d’un champ magńetique, par exemple. Il estégalement envisageable de dériver des mod̀eles effec-

tifs avec diff́erents types de bosons pour le réseau carré de Heisenberg avec unéchange cycliquèa

quatre spins.
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écoles d’́et́e et conf́erences. Cela m’a permis de nombreuses discussions intéressantes avec Marion,
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Résum é

Cette th̀ese aborde des questions relativesà la physique d’aimants quantiques unidimension-

nels et bidimensionnels sous champ magnétique. En utilisant des ḿethodes nuḿeriques, nous

consid́erons des systèmes de dim̀eres coupĺes, d́ecrits avec des modèles d’́electrons fortement

corŕelés que sont l’́echelle de spin, la chaı̂ne de dim̀eres orthogonaux en une dimension ainsi

que la bicouche de Heisenberg et le réseau de Shastry-Sutherland en deux dimensions. L’ob-

jectif étant de d́eriver des hamiltoniens effectifs, nous nous servons de la méthode« Contrac-

tor Renormalization (CORE)», une technique non perturbative de renormalisation dans l’es-

pace ŕeel qui est capable de reproduire les propriét́es de basséenergie du système tout en

réduisant sa complexité. L’examen du mod̀ele effectif, soit par des moyens analytiques soit

numériquement en résolvant des systèmes effectifs avec la diagonalisation exacte, nous per-

met de conclure sur la physique du système, en particulier l’existence de plateaux d’aiman-

tation. Nos ŕesultats sont comparés avec l’́etude nuḿerique exacte du modèle microscopique

d’une part et avec d’autres approches théoriques d’autre part. Grâce au fait que nouśetudions

des mod̀eles caract́erisant des composés ŕeels, nous discutonśegalement nos résultats en rap-

port avec des données exṕerimentales. Par exemple, nous proposons la stabilité de nouveaux pla-

teaux d’aimantation sur le réseau de Shastry-Sutherland, ce qui motive sonétude exṕerimentale.

Abstract

This thesis deals with the physics of one- and two-dimensional quantum magnets in a magnetic

field. Using numerical methods, we consider coupled dimer systems which are described with

models of strongly correlated electrons: namely, the spin ladder and the orthogonal dimer chain

in one dimension as well as the Heisenberg bilayer and the Shastry-Sutherland lattice in two

dimensions. In order to derive effective hamiltonians, we apply the method of ”Contractor

Renormalization (CORE)” which is a non-perturbative real-space renormalization technique

capable of reproducing the low-energy physics of a system while reducing its complexity.

The analysis of the effective model – either with analyticalmeans or numerically by solving

effective systems with exact diagonalisation – allows us toconclude on the physics of the

system and in particular on the existence of magnetization plateaux. We compare our results

both with exact numerical studies of the microscopic model and with other theoretical ap-

proaches. Since we study models characterizing real compounds, we also discuss our results

in the light of experimental data. For example, we suggest the stability of new magneti-

zation plateaux for the Shastry-Sutherland lattice which asks for experimental clarification.


