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Préface

La physique des solides suscite beaucoup éffatten offrant la possibil@ d’étudier des effets
guantiques de magie ex@rimentale et thoriqgue. Ce domaine a connu ugelution dynamique
et aujourd’hui il existe une grande va# de neéthodes ex@rimentales permettant d’analyser les
proprietes de ces matiaux. Du ©té theorique, la description de la mate conderee par des
electrons fortement caglés constitue un probime de grande compleg&itlont le traitement par des
méthodes analytiques et surtout nemgues a fait des progs importants dans les deux demais
décennies.

Les travaux pesenés dans ce manuscrit decle traitent de sy&ines magetiques de basse di-
mensionalié sous champ magtique. Plus grcisement, nous cherchorsderiver des hamilto-
niens effectifs qui dcrivent les propétes essentielles de la physique de ba&ssrgie de sysmes
de dineres coups que nous congdons. Dans le chapitre I, nous motivons cétiede par une
présentation de compes qui sont des exemples d’aimants quantiques unidimerad®et bidi-
mensionnels. En particulier, nous mettons un accent suexi@siences montrant des plateaux
d’aimantation lors du processus d’aimantation. Une intohidn des notions indispensables de la
mocklisation de la madire conderee sert faciliter la compéehension et intergtation desé@sultats
experimentaux. Dans le chapitre I, nous consolidons la@fisdtion tleorique en introduisant une
repesentation de diBres qui trouve une correspondance dans d’'autregle®comme celui des
bosons de coeur dur. &rea la correspondance entre ces led, nous sommes capables de discu-
ter un probéme en utilisant difrentes perspectives. Nous abordons la physique en unagione
qui se distingue de celle en deux dimensions puisqu’en unergion les quasi-particules du li-
quide de Fermi ne peuvent pas exister et on observe destextstaollectives. La discussion de la
théorie inclutegalement la @rivation de la courbe d’aimantation d’un sistea partir de soretat
fondamental et une revue de certaines phases que I'on toangle modle de bosons de cceur
dur en deux dimensions.

Les nethodes nurriques appligees dans cette ése sont introduites dans le chapitre lIl.
Cette partie technique traite de la diagonalisation exarte,nmethode tés puissante qui permet
d’accedera toutes les observables d’'un syse. Son @savantage est la limitatica des relati-
vement petits systmes, ce qui motive laé&divation de modles effectifs en utilisant la @éthode

« Contractor Renormalization (CORE)que nous discutons eretails. Cette rathode non pertur-
bative peugtre appligéea une grande vagie de systmes, unidimensionnels ou bidimensionnels,



frustrés ou non, que I'on ne peut pas traiter avec certaines augdsdes nurm@riques perfor-
mantes.

Les resultats de notreetude se trouvent dans les chapitres IV, V, VI et Viléthelle de
spin sous champ magtique, que nous congtbns dans le chapitre 1V, est un s quasi-
unidimensionnel &s connu et bieatudg, qui nous se tester 'approche CORE. Nous discutons
la fiabilité et la convergence de CORE pour cet exemple et trouvons @necalternatif afin de
selectionner legtats qui forment la base de CORE. Ceci est effeetn cérivant la courbe d’ai-
mantation de Bchelle de spin frusbe et en analysant I'existence de plateaux d’aimantatian. L
bicouche de Heisenberg sous champ natignie, que nous abordons dans le chapitre V, est un
syseme bidimensionnel qui permet une approche CORE d’'une cersiinilari€ par rapporg
I'approchea I'echelle de spin. Nous consitbns des termes de saut et d’'interaction de particules
du mockle effectif dans le contexte d’une transition entre unesplsaiperfluide et une phase solide
et donnons des arguments pour I'existence d’'une phasessliper Le chapitre VI est consa&a

I étude de la cliae de dinéres orthogonaux sous champ meétigiue qui permet la&tivation d'un
mockle effectif classique pour des aimantation€riduresa un demi de la valeur satg. Avec
son moele effectif, 'approche CORE explique l&rée infinie de plateaux que 'on trouve pour
ce moele. Enfin, le chapitre Vletudie le éseau de Shastry-Sutherland sous champ étagre.
Nous pésentons des travauxétriques qui visend expliquer les exgriences sur le compes
SrCw(BOs),, une Ealisation du &éseau de Shastry-Sutherlan@y&lant plusieurs plateaux d’ai-
mantation qui sont vivement dis@s. Notre approche CORE pour ce pghe permet deétiver
des moeles effectifs avec des termes de saut et d’'interaction dieplas que nous comparons
avec d’autres approcheséttriques. Nous comparons noggiction faitesa partir d’'un moele
effectif a des expriencesé&centes.
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Chapitre |

Contexte exp érimental et th éorique

Ce chapitre introduit le contexte @brique et ex@rimental d’aimants quantiques sous champ
magretique. Dans la section 1, nous illustrons les notions pefisables degélectrons forte-
ment corélés et pesentons les mades tleoriques correspondants. Nous discutégalement
des tleoemes importants dans le contexte de la physique de bassegiimalie en absence ou
présence d’'un champ magtique. Ces notions servenfaciliter la compehension des egpiences
avec des comp@s Eels sous champ magiique qui motivent cette #se et que nous @sentons
dans la section 2. L'accent est mis sur des corapogcrits avec des mades unidimensionnels
et bidimensionnels, qui montrent des plateaux d’aimaortati

1 Représentation des électrons fortement corr élés

Dans la description des proptés électroniques des solides, le liquide de Fermi est unateod
qui a connu beaucoup de sescmalge sa simplicié. Introduit par Landau [1-3], le liquide de
Fermiétablit que les propétés physiques d’'un grand nombreetictrons interagissants sont qua-
litativement les mes que celles du gazétéctrons sans interaction dont les pagaes sont
renormali€s par les interactions. Le fait que ce ratedsoit capable de bieredrire les propétes
macroscopiques de la majdritles netaux est toua fait remarquable.

Dans cette thorie, les excitationglementaires sont des quasi-particules qui corresporaddas
électrons avec des proptes renormaliges par les interactions. Leur vecteur d’oridet leur
énergieE(k) = k*/(2m*) sont bien @finis avec une masse effective’ qui est gréralement
plus grande que la masse d’&tectron libre. Contrairement au gaztéctrons libres, la fonction
spectrale d’'une quasi-particule n’est pas undimais pludt un pic lorentzien. Il est cerérsur
w = E(k) et sa largeur est proportionnelié £ — E)? ol Er est I'eénergie de Fermi qui est typi-
guement de I'ordre de quelques eV dans les solides. Con@nerjie 1eV corresporapeu pes

a une temprature del0*K, les propretes thermodynamiques sont essentiellement dtirgs par
les excitations de basgeergie autour du niveau de Fermi. Remarquons, par contdeguockle
du liquide de Fermi est limia des systmes de dimensiof® > 2 et echoue en une dimension.



Chapitre I. Contexte exgrimental et teorique

Comme nous le discutons dans la section 3 du chapitre Il, erdiamension, il n’existe pas de
guasi-particules et les excitations sont des maddlsctifsde charge et de spin.

L'int érét dans les systnes de basse dimensionabtexplique, outre une métisation relativement
simple du &té theorique, par I'importance accrue des fluctuations quaetigGace au teoeme
de Mermin-Wagner [4, 5] on sait que les fluctuations quaesgemg@chent la formation d’'un
ordrea longue distance quelle que soit la té&rgture en une dimension @temgerature finie en
deux dimensions. Autrement dit, en une dimension, il ne pastexister de brisure de sgirie
continue dans des sgshes quantiques avec interactiansourte pogée et en dimension deux,
cecin'est le cas ga'tempgrature finie. Un vrai ordre, comme @état Neel [6] qui brise la syratrie
continue SU(2) de rotation de spin, n’est donc pas possiblene dimension ainsi qu’en deux di-
mensions pour 0. Dans des sy8imes de basse dimensionalibn observe donc une coatjtion
entre diferentsétats possibles avec un diagramme de phase riche en phasestannelles et
exotiques.

Le modele de Hubbard

Le mockle le pluslementaire dans la&orie de la maéire conderee pour é@crire les corlations
électroniques est le meté de Hubbard [7—11] qui est exactement soluble en une dioefil2],
mais pas en deux ou trois dimensions. Puisque le principeadi €st respeét il existe quatre
états|0), 1), |1) et|T]) sur une site. Dans les solides, on observe que l'interactbotombienne
estécranée et @crdt avec la distance. Dans le m&ld de Hubbard, cet effet est pris en compte
avec une seule interactiéh > 0 entre de€lectrons sur le Bme site en@gligeant les interactions
a plus longue distance. En plus, on a Egtale de transfertqui decrit un saut d’'urélectron d’'un
sitea un autre site premier voisin. Avec ces deux termes, leeteode Hubbaré une bande se
présente comme suit :

H=—t Y (clotiotcloeio) +U D nigniy, (1.1)

<i7j>? o

ou c;p (¢;») est 'operateur de @&ation (d’annihilation) d’urélectron de spiw =T, | au sitej.
Lopérateum; , = c}vgcl-,c, = 0, 1 déecrit la densi €électronique dansétato sur le sitei. Ce moele
permet facilement d’inclure des interactioaglus longue distance, comme dans le sledle
Hubbardétendu, ou de@réralisera plusieurs bandes.

On remarque la sy#trie U(1) du moéle de Hubbard, c’esi-dire la conservation du nombre total
de particulesV = N; + N,. Le spin totalS estégalement consegwet le moéle est invariant par
rapporta la rotation du spin. Cette sytrie SU(2) implique en particulier la conservation du spin
selon la directior, doncN; — N, est conser®. Le moment total est consérgiacea l'invariance
du mockle envers des translations deseau. Nous remarquoigalement que dans le cas d’un
réseau bipartite, &nergie de Etat fondamental negbend pas du signe du terme de saen
raison d’une syretrie particule-trou.

Consicerons le modle de Hubbard au demi-remplissage : en une dimension, tiesgest isolant



1. Repeésentation de@lectrons fortement cazlés

des queU > 0, et en dimensiorD > 2, on observe une transition de Mott [13-15] entre un
phase ratallique pour une faible interactidi et une phase isolante polr>> ¢. Dans la limite

de forte interactiort/ > t et en utilisant la teorie des perturbations, on peut montrer I'existence
d’'une interaction effective entre de@ectrons du type HeisenberS; - S; avec un couplage
antiferromagastiqueJ = 4t2/U > 0.

Le modele de Heisenberg
Le mockle de Heisenberg antiferromagique [6, 11] @crit donc un isolant de Mott avec le ha-
miltonien

1
H=J) Si-S;=1J) (SIS +878])+5i5; on J>0, (1.2)
(i) (i)

et les ojrateurs de spinS; = 0180875/015 avec les matrices de Paufi. Dans la section 1 du
chapitre Il, nous rappelons que kesits proprea deux sites de I'interaction de Heisenberg sont un
singulet([11) — [11))/v2 etles triplets{ ( |T]) + |T))/v2, [11) et|]|) }. Comme le modle

de Hubbard, ce made n’est soluble exactement qu’en une dimension [16, 1@lisNemarquons
les contributions diagonales d'Isirfff S qui ont tendanca aligner les spins dans des directions
oppoges, comme dangitat Neel|T| 1| - -- T]) [6]. Pourtant, ce n'est pas @tat propre du masle

de Heisenberg en raison des fluctuations quantiques, idsuasontribution de spin-fliﬁij* +
S;Sj qui renverse le spin selon I'axe En outre, en une dimensionétat Neel ne peut pas exister
comme le stipule le #oeme de Mermin-Wagner [4, 5].

Pour 'exemple de Energie du singulet, la contribution du terme Isingeéttandis que celle du
spin-flip est—%. Ceci nous indigue que les fluctuations quantiques abaib&eirgie du sysime

en favorisant le singulet, ou de mareéquivalente des diares, entre deux sites. Dans ce contexte,
nous notons que l'approche d’Anderson [11, 18, 19] auxesyet antiferromagatiques dont la
fonction d’onde de Etat fondamental est congiée comme une superposition de pavages de
dimeres a connu beaucoup de s&c

Outre le tleoeme de Mermin-Wagner [4, 5], le @beme de Lieb-Schultz-Mattis [20] est de
grande importance pour le melé de Heisenberg en une dimension. Il stipule que letnheka
de spins demi-entiers ont soit état fondamental nonéggreré avec un continuum d’excitations,
soit un gap qui estétessairement asséei avec une &grérescence et une brisure spoian
de la synétrie de translation. Pour des ¢hes de spins entiers, en revanche, on peut avoir un
gap et urétat fondamental nonégdgreré [21-23]. Ceci se retrouvegalement dans le éoeme
Yamanaka-Oshikawa-Affleck [24] qui se base sur les camnatibns du thoeme de Lieb-Schultz-
Mattis et traite des commensural@kt d’'un systme unidimensionnel. Enfin, nous remarquons
gu’'une gereralisation du Lieb-Schultz-Mattis [20] existe en deux disiens [25].

Dans le contexte d’aimants quantiques sous champ atiage, le tkoeme d'Oshikawa-
Yamanaka-Affleck [26] est crucial puisqu’il examine les ditions d’existence de plateaux d’ai-
mantation Egalement bassur le tieome de Lieb-Schultz-Mattis [20], il@nontre qu’une chiae



Chapitre I. Contexte exgrimental et teorique

de spin peut avoir un plateau d’aimantation par sitg. si la mailleélémentaire inclut. spinsS
et que
n(S — mgie) € Z. (1.3)

Des plateaux d’aimantation du sgstermn = = pour des fractions < m < 1, que nous expri-
mons par rappor la valeur sat@wem,,;, sont donc isa la brisure de la syatrie de translation
du syséme.

Avec ces notions de la description dasctrons fortement cagles, nous gFsentons dans ce qui
suit des compdss €els correspondants et leur comportement sous champétigug

2 Revue exp érimentale de syst emes sous champ
magn étique

Pendant les dix derares anaes, de nombreux compEssde dineres coup@s ontete syntletises et
analy®s avec diftrentes rathodes ex@rimentales. Ces compas sont clags selon leur dimen-
sionali€ puisque la physique est souvent doeeiret captuere par une structure unidimensionnelle
ou bidimensionnelle qui est suffisamment &mwld’autres structures duéme type. Ainsi, pour
certains compdss, on utilise un magle unidimensionnel afin deedrire les deges de liber per-
tinents puisque le compesonsiste de chiaes bien is@es les unes des autres et avec lesquelles
une bonne description des pragés physiques eségh possible. Nous gsentons degalisations

de moeles unidimensionnels, comme la @f&ade spin ou Echelle de spin dans la section 2.1.
En deux dimensions, il existe de nombreux mled, comme leseseaux caf, damier, triangu-
laire, hexagonal ou bien l&seau Kagog Dans la section 2.2 nous illustrons certains exemples
de composs carad@rises par un moéle bidimensionnel comme la bicouche de Heisenberg ou le
réseau de Shastry-Sutherland.

Nous nous iréressons en particuli@rla Bponse des compéesa un champ magtique externe

et discutons des courbes d’aimantation pour les coggpsur lesquels les epences corres-
pondantes ongte effectiees. Des exgriences deasonance ma@tique nucdaire (RMN) nous
donnenttgalement des informationsgmieuses en mesurant le gap de spin quegat au plateau
d’aimantation pourm = 0.

2.1 Systemes quasi-unidimensionnels sous champ magn  étique

Haldane [22] a conjectarque les chaes Heisenberg de spi#-ont un gap denergie de Etat
fondamentah unétat excié pour des spirt entiers. Par contre, les dnas de Heisenberg n’ont
pas de gap pour des spthdemi-entiers, c’esk-dire qu'il existe des excitations arbitrairement
basses dans la limite thermodynamique.



2. Revue exprimentale de sy8mes sous champ magtique

En vue des cHaes de spiri- avec des couplages antiferromatjgues et alter@s se pose donc la
guestion s’ily a un gap ou non. 3iindique le couplage entre les sp®issur les sites etd indique
I'alternance du couplage avec< ¢ < 1, ces ch@nes sont dcrites par le hamiltonien [27] :

H=7) (1-(=1)'0)S;-Si1. (1.4)

Selon Singh et Gelfand [28] une transition de phase a lieu poyarangtre d’alternance critique

0. = 0.25. Pour des liens faiblement alt&s on observe la phase de Haldane avec un gap de
spin tandis que pour des valeurs> 4., on observe une phase de singulets deedas qui est
aussi gapge. En plus, on peut prendre en compte leeceitd’ Oshikawa, Yamanaka et Affleck [26]
de I'equation (1.3) qui s’applique aux cimes dinérises. Pour le sy8te de lequation (1.4), ce
critere autorise des plateaux non seulement pour des valeursadi@tionm = 0 et 1, mais aussi
pourm = % par rapport la valeur satw@e.

Le compog [Nix(Medpt)h(u-0x)(u-N3)]CIO, - 0.5 H,O (avec Medpt = methyl-bis(3-
aminopropyl)amine) est un regsentant des chraes de spin- avec des couplages antiferro-
magretiques et alter@es. La figure 1.1 illustre la structure du comg@ad montre la courbe d’ai-
mantation qui &t mesuée par Narumet al. [29]. Cette courbe confirme lesgatictions d’Oshi-
kawaet al. (1.3) puisqu’on observe un gap de spin et donc un plateau pouf 0 ainsi qu’'un
plateau pourmn = % En plus, Narumkt al. [29] ont trouve un pararatre d’'alternance des liens

0 ~ % ~ (.54 et en consquence, Btat fondamental de ce néatau est dans la phase de sin-
gulets de dimares. En outre, ils notent unegere interaction du type Dzyaloshinskii-Moriya [30]
de D/J = 0.08 en comparant leurs doaas exprimentales avec des calculs de diagonalisation
exacte. Nous illustrons cette interaction plus loin dariglare 1.13 dans le contexte d’'un comj@os
bidimensionnel.

Un autre type de syste quasi-unidimensionnel sont les araux dits chines zigzag qui
consistent en deux chrees couptes. La section I11.2.5 est consaera un exemple simple de
I'application de la nrethode COREa cette @onttrie. Elle est, par ailleursgquivalentea la
chdane J; — J, avec une interaction entre premiers voisilset une interaction frustrante entre
deuximes voising/,. Pour le systme avec/,/.J; = 0.5, Majumdar et Ghosh [31, 32] ont troé@v
un état fondamental exact qui est deux foisgeinere. En outre, ce sy8ine est non gagppour
Jo) 1 < (J2/J1), = 0.2411 et gapge pour.)y/J; > (Jo/J1), [33—-35].A tempeérature ambiante,
le compog& NH,CuCk et les compass XCuCl, ou X=(K, Tl) ont la méme structure et sont des
exemples de chaes zigzag, comme le montre la figure 1.2, ou deimdés/; — J,. Shiramuraet
al. [36] ont étudié NH,CuCk qui est un systme de spin; de Heisenberg. Bien que la structure
de NH,CuCk soit identiquea celle de KCuCl et TICuCk, sonétat fondamental est magtique
et non gapp, contrairemena I'état fondamental des deux autres con@sogui est gappet de
type de singulets de di@nes. La courbe d’aimantatioagalement monée dans la figure 1.2, est
tres ineéressante puisqu’on trouve des plateaux poue % et% ce qui pose des difficids pour
les differentes approchesébriques. Le crire d’Oshikaweet al. [26] donré par I'Eq. (I.3), as-
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2.5 e T

~ °  experiment A

2 ol calculation (T=0K)

= |

= T w=025
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FiG. 1.1: A gauche : (a) Structure sematique du comp@sNi,(Medpt),(1-0X)(14-N3)]CIO, - 0.5
H,O qui est une cHae de spint avec des liens alteés. (b) Coordination atomique
autour des sites de Ni (cercles noi)droite : courbe d’aimantation de ce compas/ec
un plateau poum = 0 et% par rapporg la valeur sat@e. D’apes Narumiet al.[29].
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socie des plateaua une @riodicitt du systme et peut expliquer ces plateaux avec une maille
élementaire qui est compes den = 8 sites. Par exemple, le plateau = ; est @ali® avec
guatre dingres, chacun forpar les sites|; et B;, ou un dinere sur quatre est occeipar un tri-
plet polari€ et les trois autres par des singul&sidemment, ce critre rendegalement possibles
les plateauxn = 0 etm = 3 ou le dernier correspond au&tario suivant : chaque deéxne
dimere est occup par un triplet polaris et ces dirares sont@&pagés par des digres occups par
des singulets. Cette alternance de singulets et de trippasges sur les dirares écrit I'image du
plateaun = % gue I'on a pour toute sorte &helle frustee. Rappelons par contre que le @&mit
d’'Oshikawa est seulement un énié recessaire et non suffisant et ces deux plateaux ne sont pas
obsenes dans les exgiences. En plus, notons que ceeandt est peu @dictif puisque I'on peut
peut en principe expliquer des plateaux pour toutes Iem&igecommensurables et imaginabkes
condition que la maill&lementaire contienngsites. N\anmoins, Matsumoto [37] peut expliquer
les plateaux obsees pourm = i etm = %1 en proposant un mate avec trois sougseaux de
dimeres diferents. Une autre approche pour ce peold sét€ effectiee par Totsuka [38] en utili-
sant une technique de bosonisation. Il a téuwn plateau pourn = % ce qui est en contradiction
avec les expriences et ne peut pas expliquer les plateaux pous % etm = % Afin d’expli-
quer ces deux plateaux, Shiramataal. [36] argumentent qu’un effet de distorsion provoque ce
comportement inattendu par laétbrie. Pour des basses teangitures, une transition structurelle a
lieu : a temg@rature ambiante, on observe une structure cristallineraigpg de syratrie P2, /c
tandis qua basse ten@ature, la structure cristalline est caéate par le groupe de syétrie

P1 [39, 40]. Ceci entrime états fondamentaux défents en fonction du champ magigue, en
particulier unétat fondamental gapggpour les deuxégions avec un plateau d’aimantation. En re-
vanche, pour lesagions @ I'aimantation augmente de fagon continue avec le changnetigue,

I' état fondamental est non gapp

La chane de diamant est aussi un exemple d’'uné&ys quasi-unidimensionnel, mais elle est dif-
ficile aétudier exprimentalemena cause de I'absence de @@aux correspondants.ddnmoins,

il existe des madriaux similaires, notamment les ¢has de diamant &ormées. Kikuchiet

al. [42, 43] ont mesw# la courbe d’aimantation, la susceptil@linag®@tique ainsi que la cha-
leur sgecifique d’un tel compdsde spinz, a savoir I'azurite (Cg(COy)2(OH),). Comme illusté
dans la figure 1.3, cette structure ténisee est caraétisee par trois interactions défentes et on
observe un plateau pout/m,. = 3 qui est en accord avec le é&ie d’Oshikawaet al. [26] (1.3)
pourS = % n = 3 etmgie = % Les doniees exprimentalesé&welent une anisotropie puisque le
plateau le long de I'axe cristallographiqﬁest plus petit que pour des directions perpendiculaires
ab.

Pour un autre compésdu type de cHae de diamant &formee, il existeégalement quelques
résultats exprimentaux, notamment pour §Cis(H,0), - 2H;C,SO,. Il s’agit d’'un syséme de
spin-% pour lequel Ishiiet al. [44] ont troue un gap de spid\, ~ 5.2K puisque I'aimantation
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NH,CuCl,
H//a 4.2K

FIG. 1.2: A gauche : (a) La structure des compssde XCuGJ, ol X=(K, TI, NH,) révéle une
chdne zigzag avec les interactions illists dans (b). D'ags Takatstet al. [41]. A
droite, dans la courbe d’aimantatation de J)ddCk le long I'axe cristallographiqué,
on observe des plateaux pour= ;11 et % D’apres Shiramurat al. [36].
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FiG. 1.3: A gauche : la gonétrie d'une chine de diamant &ormée avec les couplages, J»
et J; et la structure s@matique de I'azurite (GUCO;)-(OH),) qui correspondh cette
geonetrie le long de I'axe cristallographiqll;eA droite : courbes d’aimantation de I'azu-
rite pour des basses tegmatures le long dé(en haut) et perpendiculaifﬁ(en bas) qui
réwvelent une anisotropie. D’aps Kikuchiet al.[42].
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reste nulle pour des champs matiques inérieursa un champ critiqué/, ~ 3.9T*. Malheureuse-
ment, la courbe d’aimantation n’est pas coatpinent accessibéecause des champs magiques
nécessaires tropleves. Par exemple, pour le champ matique le plus fort d&8T, on se trouve
environam = : et I'observation du plateau pour = ; nécessite des champs plus forts. Ainsi, on
ne peut pas encorexifier les pedictions de Tonegawet al. [45] et de Honecker etduchli [46]
pour des plateaux poun = % et 2.

La chdne de diamant est réea un autre type de chrge qui est consiele avec la rathode CORE
dans le chapitre VI. Il s'agit de la chree de dinéres orthogonaux qui @sente une&sie infinie de
plateaux d’aimantation sous champ matijgue [47].

Apres les chimes de spin sous des difentes formes, comme les @hes zigzag ou les chees
de diamant @formées, abordons maintenant une au@ergetrie quasi-unidimensionnella savoir
leséchelles de spin. Elles songéfrineressantes non seulement puisqu'’il existe plusieurs csgspo
gui ont une structure échelle de spin, mais aussi puisqu’elles permettegtudier la transition
entre des sygtmes unidimensionnels et des gyses bidimensionnels, comme le discutent Dagotto
et Rice [48]. Ceci est rendu possible avec I'augmentation daobme des montants deskhelle :
pour de€chellesa seulement deux montants, on s’attendqdlatune physique unidimensionnelle
et pour deschelles avec un grand nombre de montants, on s’attendt plutne physique bidi-
mensionnelle.

Leséchelles de spin sont traés en grandé&tail dans le chapitre IVwoelle nous serverit étudier
guelques aspects techniques de &hode CORE.

Une famille déchelles de spi%—, repésenke par la formule grérique Sf_,Cu, ;0,,, fut
découverte en 1991 par Hiret al. [49]. Comme le montre la figure 1.4 gauche, le nombre de
montants de Echelle est reian de la fagon suivanten = 3 (échellea deux montants} (trois
montants)y (quatre montants), . Azumaet al.[50] ont mesug la susceptibilé magretiquey en
fonction de la temeraturel” pour I'eéchellea deux montants ainsi que pour cellérois montants
et trouvent les courbes moats dans la figure 1.4 droite. Elles permettent d’en tirer I'existence
et la taille d’'un gap de spif,, qui correspon@ un plateau d’aimantation pour = 0, en utilisant

I’ équation trou@e par Troyeet al.[51] :

1
T) ox —=e 2s/k5T, 1.5
x(T) Nis (1.5)
Ainsi, on trouve que Echelled deux montants a un gap de spinle= 420K tandis que léchelle
a trois montants est non gamm L'existence d’'un gap de spin pour ueehelle de spira deux
montants se comprend de facgon intuitive : sil'interacganles barreaux domine, alors la physique

1Rappelons quelques relations simples et pratiques afin okedo desénergies typiques : entreéhergie (en
électronvolt, eV) et la ten@rature (en Kelvin, K), on trouvé,% = 11605K, soita peu pesleV ~ 10*K. Entre le
champ magétique (en Tesla, T) et la teragture (en Kelvin, K), on trouveT g - up = 1.16 x 10~%eV = 1.34K,
donclT= 1K. Les abgviations sont : la constante de Boltzmang le facteur de Langlg et le mag@ton de Bohr

KB-

10
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FIG. 1.4: A gauche : structure deschelles Sr_1Cu,10,, pourn = 3 (2 montants) et = 5
(3 montants), d’aprs Rice [53].A droite : les susceptibilits ex@rimentales montrent
I'existence d’un gap de spin pour deux montants et son abgemar trois montants. Les
contributions de type loi de Curie des imp@wgbntéte soustraites pour obtenir le signal
en trait plein. D’apes Azumeet al. [50].

de bassé&nergie est &crite par des singulets igd sur les barreaux avec des triplets con&tags
excites. La diference denergie entre les dewtats correspond l'interaction sur le barreau et au
gap du spinA, en néme temps. Les e@piences d’Azumat al. [50] demontrent I'existence ou
I'absence d’'un gap de spin en fonction de la structure&gzhklle, ce qui confirme lesgutictions
de Gopalaret al.[52]. lls ont monté que le€chelles de spin du type,Sr Cu, .1 0,, sont gappes
pour un nombre pair de montants (ce qui corresppnd= 3,7,11,...) et non gappes pour un
nombre impair de montanta & 5,9, 13, ...).

Un autre compasdont la structure contient deshelles de spié—est LaCaCu,,O,; ou ontrouve
non seulement des plansedhelles de spin, mais aussi des plans dénegsade spin, comme le
montre la figure 1.5. Ce compeséte analyg par Matsudat al. [54, 55] avec des exiences
de diffraction de neutrons qui indiquent un gap de spin. BnepiMatsudaet al. montrent qu’il y
a aussi une interaction cycliqg@gequatre spins en comparant les dees exgrimentales avec des
calculs de diagonalisation exacte. Cette interaction gyeliest de 'ordre dgn/J, = 0.1 par
rapport au couplage du barredu.

11
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FIG. I.5: Le maériau LgCaCu,, 0Oy, fait partie de la famille de compés de Syr;Cu,,O,; dont la
figure (a) montre la structure le long de I'axe cristallodnigpec. La structure contient
des plans avec déshelles et d’autres avec des trfes. D’apes Gozar et Blumberg [56].

Comme illusté dans la figure 1.6, le matiau Cy(CsH;5N,),Cl, est aussi unéchelle de spin-

5. Avec des exgpriences degsonance magtique nuckaire (RMN), Chaboussaet al. [57-59]
ont trouve un gap de spin pour des basses teratures. En plus, il y a uregime @i ce maériau
est un systme tridimensionnel et une autre ou il est caesgt comme un liquide de Tomonaga-
Luttinger [60, 61], c’esta-dire un systme unidimensionnel avec des interactions entre les spins
(cf. la section I1.4). Gdmanceyet al. [62] ont aussi effecte des expriences qu’ils ont com-
patees avec des calculs de DMRG et arrivantin bon accord en introduisant une interaction
Dzyaloshinskii-Moriya [30] deD/.J, = 0.05 ou J, linteraction sur un barreau deékhelle.
Ensuite Capponi et Poilblanc [63] reprennent cetteidfin d’expliquer le comportement de la
chaleur sgcifiqgue sous champ magtiquea basse tengrature. En utilisant la diagonalisation
exacte, ils calculent la courbe d’aimantation méetdans la figure 1.7 et confirment la valeur de
I'interaction Dzyaloshinskii-Moriya trouse par G¢manceyet al..

Un compos tres ineressant estéchelle de spirg— CuBry(CsH12N), qui aéte analyg par Klanjek
et al. [65] avec des exgriences deasonance magtique nuckaire (RMN). La figure 1.8 montre
non seulement la structure du com@pmais aussi la courbe d’aimantation quéta mesuee a
tres basse teng@pature,a savoira ' = 40mK. Cette courbeé&wle que le sysime est dans un
regime unidimensionnel saufgs des champs critiquesl @ est dans unéagime tridimension-
nel. Cela est reconnaissable puisque I'aimantation estan@ibn lintaire du champ magtique
pres des champs critiques non de racine@amomme pour les syshes unidimensionnels [66].
Les exg@riences de RMN montrent qui /J; = 3.6, c’esta-dire l'interaction sur les barreaux

12
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FiG. 1.6: A gauche, structure dedthelle de spin G{CsH;2N,),Cl,, d’apes Cemanceyet
al. [62]. A droite, diagramme de phase de ce congpagianique sous champ magigue
en fonction de la temgrature. D’apes Chaboussast al.[59].
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FIG. I.7: Courbe d’aimantation du compdLu(CsH2N3).Cl, (cf. figure 1.6) : les donees
experimentales de Haywart al. [64] sont compages avec des calculs pour umehelle
de Heisenberg avec une interaction Dzyaloshinskii-Mofiy&n observe un bon accord
pour D ~ 0.05J, . D’apres Capponi et Poilblanc [63].
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FiG. 1.8: A gauche : (a) La structure du com@o€uBr,(CsH;2N), montre que les Cd forment
une eéchelle de spin. (b) En fonction du champ matigue, on voit les paraetres de
Luttinger K (H) et u(H) (calcubs avec le DMRG)A droite, courbe d’aimantation
experimentale pour ce compesmesueea ' = 40mK. Les don@es exprimentales
sont compaes avec des calculsériques et de DMRG pouf, /J; = 3.6. D’'apres
Klanjsek et al. [65].

domine celle le long de &chelle. En plus, en effectuant des calculs de DMRG$dasir ces
résultats exprimentaux, on peutétiver les paramtres de Luttinger et K en fonction du champ
magretique pour ce compés(cf. la figure 1.8 (b)). Nous b&vement discutons le mete de
Luttinger-Tomonaga [60, 61] de fermions interagissantsie® dimension dans la section 3 du
chapitre Il et notons que ce sgste permet de directement caiér les pararatres de Luttinger
en fonction du champ magtique ce qui est towt fait remarquable etés utile afin detudier les
différentes propétes de ce type de syshe.

2.2 Systemes quasi-bidimensionnels sous champ magn  étique

Le pigment de« pourpre de Han (« Han purple» en anglais) est connu depuis longtemps et
constitue pourtant un compds|ui a suscé beaucoup d'irret recemment. Ce méatiau de for-
mule chimique BaCu$0Os est un systme de spin; ol des dinéres coup#s sont arrarigs selon

la géonetrie de la bicouche de Heisenberg, comme le montre la fig@rgualitativement. Ces
dimeres peuvenétre occups par des singulets pour des faibles champs Btagres et par des
triplets polarigs le long du champ magtique lorsque celui-ci est plus fort. Il y a une faible in-
teraction entre les couches qui est frustrante ce qui reerdspages les couches I'une de l'autre
et par consquent, il s'agit d'un sysime quasi-bidimensionnel. Jaime al. [67] ont mesue la
susceptibilie magmtique ainsi que la courbe d’aimantation et trouvent un gagpin pour des
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FiG. 1.9: A gauche : un plan de diéres de Cl" dans le mariau BaCuSiOg, connu comme
« pourpre de Han. Les dineres sont arrargg dans unéseau caé que I'on appelle
bicouche de Heisenberg puisque il s’agit des couplagets/’ de Heisenberg@\ droite :
la courbe d’aimantation de BaCuSi avec un gap de spin, mega@a 7 = 1.5K. La
region grise indique la phasaid'on observe un condensat de Bose-Einstein. Bapr
Jaimeet al.[67].

basses tenmgratures. |l est &s excitant qu’ils trouvent en plus une phase de condensdd¢i®ose-
Einstein des triplets qui se sont foesisous champ magtique. Comme illusé par la figure 1.9,

la comparaison des do@es exprimentales avec des calculs de Monte Carlo Quantique danne u
tres bon accord et confirme le n#ld de la bicouche de Heisenberg ainsi que I'existence d’'un
condensat de Bose-Einstein pour ce congpos

Du coté theorique, la @onetrie de la bicouche de Heisenberg a aé#sétudiee, par exemple par
Ng et Lee [68] ainsi que par Laflorencie et Mila [69]. Avec dakals de Monte Carlo Quantigtie

ils ont trouve une phase supersolide pour une anisotrdgieA < 4 de la composante de spi
dans les interactions entre les @&iras. Remarquoregalement Btude de Sengupta et Batista [70]
gui montre une phase supersolide dans la bicouche del g@nHeisenberg fruste et isotrope.
Néanmoins, une telle phase n’a pas en&drouee exg@grimentalement.

Le chapitre V est@ddie a uneétude de la bicouche de Heisenberg en utilisantdthode CORE. Le
mockle effectif que nousé&tivons pour le cas anisotrope inclut aussi une phase sljlerscomme

le montre Picoret al.[71] dans uneétude Ecente. Outre le cas anisotrope, nous carsias aussi

le cas de la bicouche isotrope et fréstr

Un autre repesentant des sy@nes bidimensionnels est le reaau LaCuO, qui aéte étudi par

2Des calculs de Monte Carlo Quantique sont faisables pousaanple puisqu'il s'agit d’un sydme non-frust
et par conéquent, il n'y a pas de termes hors-diagonaux positifs. Dalgorithme du Monte Carlo Quantique,
ceux-ci entrenent des grandes difficél avec I'apparition de probabés regatives.
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FIG. 1.10: A gauche : Mailleclementaire du compéd.a,CuQ,. Au centre : on reconfieun reseau
caré dans la structure d’'un plan de Cet O2 qui est perpendiculaira I'axe cristal-
lographique? de ce compds D’apies Leeet al.[74]. A droite : dispersion d’onde de
spin de LaCuOQ,. Le mockle tteorique ave&change cycliqua quatre spins [73] (ligne
continue) donne un bon accord avec les dmmexprimentales de Coldest al. [72]
(triangles et extrapolation comme ligne poir@éd). D’apes Kataniret al.[73].

Coldeaet al.[72] avec des exriences de diffraction de neutrons. La figure 1.10 montsérlacture

de ce compas qui est non gappet cecrit par le modle bidimensionnel de Heisenberg avec un
echange cycliqua quatre spingm. L'existence de cette interaction &@jd éte trouvee par Coldea
et al.ainsi et ensuite, Katanin et Kampf [73] ont cog&it valeura Jo/J = 0.24 en effectuant des
calculs bass sur la tkorie des ondes de spin.

La méthode CORE permet aussi derver un moeéle effectif pour le moéle bidimensionnel de
Heisenberg avec uechange cyclique ce qui réggente une autre applicationénéssante de cette
méthode.

Un compog qui a attie beaucoup d’attention pendant les dix deres anées est le @ebre
SrCw,(BOs), qui est moélise par le seau de Shastry-Sutherland [75-77]. Il s’agit d’'unésyst
de spins { qui forment des diréres coui#s. La figure 1.11 montre la structure et Eogrétrie ainsi
que la courbe d’aimantation. Les plateaux d’aimantatiampo = ; etm = % ontéte decouverts
par Kageyamaet al. [78] et ensuite Onizukat al. [79] ont mesug le plateau poum = % Ko-
damaet al. [80, 81] ont analys la structure du plateauw = é avec des exgriences de@sonance
magretique nuckaire (RMN) et troué une mailleelementaire de 16 spins arra@ygdans un pa-
rallelogramme qui est aussi illuét dans la figure .12, gauche.

Plus Ecemment, des plateaux sugplentaires en dessous du plateau= }l et pour des valeurs
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FiG. 1.11: A gauche : en haut, la structure du comp& Cuy(BOs), le long de I'axe cristallo-
graphiquec ou le cadre indique la maillélementaire. En bas, l&seau de Shastry-
Sutherland correspond aéseau des ions Gtidans SrCyBOs),. D’aprés Kodamaet
al. [80]. A droite : la courbe d’aimantation de ce ragfu manifeste un gap de spin et
plusieurs plateaux d’aimantation. D'&srOnizukaet al.[79].

17



Chapitre I. Contexte exgrimental et teorique

0 dH/dM
114- —_— = - 1/4
6'7 SrCu.(BO,)
2/9 ’ 219
115 et e A T
a8 v . ©
116- o\ A S 118
I b .
"7 : . 17
\ N .\o 1/8 = v T 118
/ .”/1‘. 19 /2 Ultrashort pulse — 19
\ i :\. 3\ J 1/3 Torque-thick — g
6 it } ‘1.4 cantiever &—  Pulse E
/ ./é /7 / 28 mK “5 (Jorge &1 al) i ]
8 '." 1/8 Torque-thin o
5\ g\ ‘ \ 0 ~ captilover | " J
., AAAAAA 3 /2/ ______ 4v / 0 P | ..IA_..I‘..l.;.lxx.OAL.Ale .140..1.6(.] 1‘8.0
1 B,ﬁ <. 19 291 23 25 27 29 3t 33 35 37 3 4

" N % uH (T)

FIG. 1.12: Pour le compds SrCy(BOs), (cf. figure 1.11),a gauche : la maill@lémentaire de 16
spins pour le plateatn = % Les valeurs moyennes de la composante du &gih
d’'un site sont indiqées par la couleur des points (rougégative, bleu=positive) et
leurs tailles. D’apes Kodameet al. [80]. A droite : la courbe d’aimantation, meer
par Sebastiast al. [82] : en dessous du plateau = }L se trouve encore une vat de
plateaux indigés par la susceptibiétinversej—ﬁ (en rouge).

plus exotiques onéte detecés par Sebastiagt al. [82]. En consi@rant la susceptibilt inverse
j—ﬁ dans la courbe d’aimantation, ils trouvent des plateaux pou= % avec4 < g < 9 ainsi
que pourm = g comme illuste dans la figure 1.12&(droite). La stabilé thermodynamique de
certains de ces plateaux est, par contre, comtgsar Levyet al. [83] qui attribuent les plateaux
m = % et% a un mauvais calibrage du champ méatigue ou aux conditions egpmentales des
champs maggtiques pulés qui sont des expiences horgquilibre. En outre, Levyet al. [83]

et Takigawaet al. [84] trouvent une nouvelle phase qui est 8guegerement au-dessus du pla-
teaum = % Dans cette phase, ils constatent lagance du paragtre d’ordre d’une phase solide
puisqu’ils observent la cristallisation des triplets condaas le plateatn = % Eten plus, des pro-
priétes d’une phase superfluide sont tréas puisque I'aimantation peut augmenter avec le champ
magretigue dans cette phase. Toutefois, I'existence d’'unegpbiagersolide qui contient les deux
parangtres d’ordre de la phase solide et superfluide est exclulagaesence d’'une interaction
Dzyaloshinskii-Moriya.

Consicerons cette interaction plus eetdil dans ce qui suit. Dans le compdSrCy(B0Os),, I'in-
teraction Dzyaloshinskii-Moriya affecte le couplage @ttimere J [30, 85, 86] ainsi que le cou-
plage inter-dingre.J’ [87]. Tandis que le couplage inter-déme Dzyaloshinskii-Moriyaé@sulte dans
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2. Revue exprimentale de sy8mes sous champ magtique

une consolidation du terme de saut des triplets, le couptdagedimere Dzyaloshinskii-Moriya
entrdne une diféerence importante entre I'aimantation longitudinale (qui est aligee avec le
champ magatiqueh.) et 'aimantation transversal&/, (L &.) [83]. Nous limitons donc notre
discussion de I'interaction Dzyaloshinskii-Moriya aurter affectant le couplage intra-dére.J et
nous illustrons ce couplage ainsi que la&iféfince entre, et M, dans la figure 1.13.

La figure 1.13,a gauche, montre une illustration de ce couplage qui esttéais® par un vecteur
D et qui apporte une contributidd - S; x S; au hamiltonien du sy8tme sous champ magtique
h.. Ce terme brise la syetrie SU(2) et en plus, cette interaction brise la étyme de &flexion
par rapport au plan dweseau de Shastry-Sutherland [89]. En comsidt la figure 1.13a gauche,
on s’apercoit que la minimisation deehiergie avec la contribution de I'interaction intra-éira
Dzyaloshinskii-Moriya sous champ magqueh, favorise une inclinaison des spins vers le plan
de dineres du éseau de Shastry-Sutherland. Cette inclinaison des spisschamp maggtique

h, résulte dans une aimantation transverse & staggered en anglais)V/, dans le plan

x — y de dimeres que I'on peut mesurer avec ésonance mag@tique nucdaire (RMN) [86]. En
plus,a un ordre su@rieur enD/.J, une aimantation transverse uniforfg appard qui est acces-
sible avec des exgriences de couple en fonction du champ magtique [83, 88]. Enfin, on peut
accédera I'aimantation longitudinalen, avec des exg@riences de RMN et en mesurant la force
dans un champ mag@tique inhomogne selor¥’, = —m, %h;.
Dans les exgriences avec SrG(BOs), [83], les courbes d’aimantation transverse akern/,

d’'une part et d’aimantation longitudinate. d’autre part montrent des déffences importantes
pour des faibles aimantatioms < % illustrées dans la figure 1.13, droite : la courbe de. in-

dique tes clairement un grand gap de spindle~ 18T, contrairemend la courbe dé/, ou I'on
observe une aimantation finie pour des champs mgguessT< h < 18T. Comme I'expliquent
Levy et al. [83], cette diference peut directemegtre attrib@e a l'interaction Dzyaloshinskii-
Moriya sur les liens intra-digres.J. Ces observations eggmentales nous montrent que l'inter-
action Dzyaloshinskii-Moriya peut avoir des céqgsiences importantes sur le processus d’aiman-
tation, surtout pour des faibles aimantations< ;.

Les nombreux@sultats ex@rimentaux pour le compésSrCuy(BO;), suscitent aussi l'irérét des
théoriciens qui cherchent une corépension des processus microscopiques. Une approche pro-
metteuse est laativation de hamiltoniens effectifs qui @aaemmengte effectiee par Dorieret

al. [90] en utilisant la teorie des perturbations. Laéthhode CORE &t appliquee au eseau de
Shastry-Sutherland pour leéme but et la publication [91] ainsi que le chapitre VII disou les
résultats en grandétiail. Remarquons qu’en raison de la brisure de&yimde spin, l'interaction
Dzyaloshinskii-Moriya rend plus difficile les approchegadhiques et dans notre approche CORE
au reseau de Shastry-Sutherland, par exemple, nous avonsrdpresnier tempsé&gligé ce terme.

La recherche autour du com@oSrCu(BO;), reste donc &s active ce qui est aussi illustpar
Haravifard et al. [92] qui trouvent des excitations dans le gap de spin pounlapp®€ dofe
SrCu-,Mg,(BO;3)s.
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Chapitre I. Contexte exgrimental et teorique

Cu?*dimer

FIG. 1.13: Pour le compdsSrCuy(BOs;), (cf. figure 1.11) :
A gauche : la structure sématique des digres fornés par les ions Ct (cercles noirs).
Le lien d’un dinere de deux spinS; etS;, qui sont oriergs suivant| ou | dans l'axe
cristallographique’ = Z, a « la direction» i — j, indiquée par une 8che noire. Pour
une interaction intra-digre Dzyaloshinskii-Moriya finie (vecteud et fleche verte),
une contribution suppimentaireD - S; x S; @merge dans le hamiltonien. Sous champ
magretiqueh, qui est dirige versz, la minimisation de Energie du syeme favorise
une inclinaison des spirf; etS; vers la directiontz pour les dinéres horizontaux et
vers la directionty pour les dingres verticaux. Pour des aimantatians < % les spins
inclinés vers le plan — y engendrent une aimantation transverse adtefnstaggered
en anglais)/, (fleche bleue) par rapport au champ mtigue appliqé ..
A droite : courbe d’aimantation transverse altsi/, et courbe d’aimantation longitu-
dinalem., mesuees avec lagsonance magtique nuckaire (RMN). Afin de comparer
et verifier,m_ estégalement drivee en mesurant la force dans un champ rééigoe in-
homogene selort, = —m,, %’l;. En plus, 'aimantation transverse altéenest compé&e
avec des@sultats de couple en fonction du champ magtique. Le couple permet de
detecter une aimantation transverse uniforiig qui apparé a un ordre su@rieur en
D/ J par rapport 'aimantation transverse alt&®a)/, [88]. D’apres Levyet al.[83].
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3. Conclusion partielle
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FIG. 1.14: A gauche : mailleelementaire du matiau YhPtPb. Au centre : @&seau de Shastry-
Sutherland dans la structure des Yb dans les couchéds Layerl» en haut et Yb
Layer2» en basA droite : pour ce compds I'inverse de la susceptibiiitnagietique en
fonction de latem@rature évie de la loi de Curie-Weiss et montre une forte anisotropie.
D’apres Kimet al.[93].

La géonetrie du Eseau de Shastry-Sutherland se retrouve dans un certabr@oautres com-
po¥s, comme par exemple dans,PtiyPb. Kimet al. [93] ont syntletiss ce compos et effecté
entre autres des e&pences d’aimantation et de chaleuésifique. La figure 1.14 montre leurs
résultats pour la susceptibédimag®tique avec une s forte anisotropie ainsi que la structure.
Un groupe de compe@és de borides de terres rares XBu X=(Tb, Er, Tm), est caraétis par le
réseau de Shastry-Sutherland avec un spinglli&. Des expriences montrent des plateaux d’ai-
mantationn = 1, £ et pour TbB, [94], un plateau d’aimantatiom = 1 pour ErB, [95] et enfin
des plateaux d’aimantation = % et% pour TmB; [96, 97]. Le spireleve de ces compés motive
uneétude tkeorigue tes Ecente de Molineet al. [98] du réseau de Shastry-Sutherlaridssique
(c’esta-dire le spinS — oo) qui révele un quasi-plateaw = % pour un rapport des couplages
intra-dimére J et inter-dineéreJ' de J'/J = 0.5.

Notons enfin que leéseau de Shastry-Sutherland avec un gf@# estegalementé&ali€ dans le
compo€ Nd,BaznQ; [99].

3 Conclusion partielle

Comme nous I'avons vu dans ce chapitre, il existe de nombremmpogs de basse dimensionalit
qui ont des diagrammes de phase et des comportements sous ctagetique inéressants. Les
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Chapitre I. Contexte exgrimental et teorique

expériences avec les sgshes quasi-unidimensionnels identifient des corepampps, comme
certaineschelles de spin, ainsi que I'existence de plateaux d’'dati@m avecn = 0 pour des
sysemes frusis, comme certaines dhas zigzag ou chiaes tordues. En deux dimensions, la phy-
sique est &s riche avec difirentes phases conventionnelles ou exotiques et on olisgalement
une varéte de compass frustes qui montrent plusieurs plateaux d’aimantation.

Gracea la syntlese de nouveaux compsset aux bobines supraconductriceseststives, et aux
champs maggtiques pulés qui permettent d’examiner les compssous champs maggues de
plus en plus forts, ce domaine de la physique promet de a@rtsonevolution dynamique.
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Chapitre |l

Notions sur les aimants gquantiques en
une et deux dimensions

Dans ce chapitre nous illustrons le fondement de la physigugystmes de dirares coups an-
tiferromagreétiquement en une et deux dimensions. Pour lesatesccorrespondant aux compes
présengs dans les sections 2.1 et 2.2 du chapitre I, nous intragsid®s formulations et des outils
pratiques. Ceci nous permet d'integper plus facilement et de mieux comprendre les guamtit
et proprétés les plus importantes des ®ses sous champ magigues que noustudions dans
les chapitres IVa VIl avec des rathodes nuiriques et surtout avec lagthode de Contractor
Renormalization (CORE), discegt dans la section 2 du chapitre IlI.

Ce chapitre est structeicomme suit : dans la section 1, nous introduisons lestasdjui @crivent

la physique de bass@mnergie d'un direre sous champ magtique. Ceci est appli@a I'exemple

de I'échelle de spin pour laquelle nougpentonggalement desesultats teoriques du processus
d’aimantation qui montre des plateaux d’aimantation. Refegerérale et pour des syshes phy-
siques quelconques, nougpisons dans la section 2 larivation du processus d’aimantation et
de la courbe d’aimantatiod partir de Ienergie de Etat fondamental sous champ matigue. En
utilisant la correspondance entre les &liints modles que nous utilisons pour I'integiation de

la physique, nous expliquoregalement les phases qui correspond@eni certain comportement
de la courbe d’aimantation. Dans la section 3, nous illnstles aspects les plus importants de
la physique en une dimension erépentant une Bre introductiora la transformation de Jordan-
Wigner [100] et au moele de Tomonaga-Luttinger [60, 61]. En particulier, noualgsons le
diagramme de phase avec une phase isolante eeégag correspond aux aimants quantiques
unidimensionnels. Enfin, la section 4 est consaér une discussion d’aimants quantiques bidi-
mensionnels que nous effectuons en analysant les phasesddierde Bose-Hubbard d'uéseau
care sous champ magtique. Avec I'exemple duéseau de Shastry-Sutherland, nous traitons
eégalement une version bidimensionnelle de la transfoomate Jordan-Wigner afin de calculer
la courbe d’aimantation correspondante.
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Chapitre 1. Notions sur les aimants quantiques en une et deosnsions

Jo| o
1 B

FIG. I.1: L' échelle de spin avec le couplagesur les barreaux], sur les liens le long deéchelle
et J; sur les liens diagonaux. Dans noétide/, = 1.

1 Description des dim éres sous champ magn étique avec
I'exemple de I' échelle de spin

Afin d’étudier le comportement de sgsies magetiques quantiques sous champ negue,
nous consiérons le modle de spini de Heisenberg qui s'@veétre un moéle simple qui capture
I'essentiel de la physigue. Dans notre travail, nous notéséssons en particuli@rdes compds

de dineres coums dont leéchelle de spiri— de Heisenberg deux montants est un bon exemple
pédagogique. Ce madk se retrouve dans diffents compdss, comme discétdans la section 1.2.1
(cf. les figures 1.4, 1.5 et 1.6). Nous discutons 'applicatide notre rathode de Contractor Renor-
malization auxéchelles en étail dans le chapitre IV. Con®dons dans ce qui suit uigehelle de
spin frustée [101, 102], dont le hamiltonien egifthi comme suit :

L L 2
H o= JiY S-S+l > Y S-St (11.1)
r=1

r=1 i=1
L

L 2
+ Jid> (Se1Sri2+Sm2-Seun) —h Y Y SE

r=1 r=1 =1
Comme le montre la figure 1I.1, l'indice = 1,---, L indique lesL barreaux de Echelle et
i = 1,2 définit les deux chimes qui constituent&chelle. Les spinS =7, | sur chaque site sont
coupks de facon suivante : I'interactioh = 1 définit les barreaux qui sont des dines, ensuite,
le couplage/, agit le long des deux ciirges qui constituent&chelle et enfin, le couplagk est une
interaction diagonale frustrante. Remarquons la&tyiequi nous permet dchanger les couplages
J, et Jy. Enfin, le dernier terme deéuation (I1.1) @crit le couplage au champ magiueh.
Dans le chapitre IV, nous psentons des courbes d’aimantation et le diagramme de fitfase
les figures V.1 et IV.2 (b)), calcéks pour des tailles finiégspartir du modle microscopique en
utilisant la diagonalisation exacte (cf. la section 1 dupdtne III).
Consicerons le cas @ial d’'uneéchelle de spin dont tous les couplages sauf 1 sont nuls ce
qui nous donne des dignes isads sur les barreaux. Un de ces dies consiste de deux spin-
et en conéquence, son espace de Hilbert est corapiesquatreétats,a savoir un singulefs) de
parite impaire avec spin totel = 0 et la composante du spi#, = 0 ainsi que troistats d’'un
triplet de parié paire avecS = 1 etS, = —1,0 et+1. Si dans la configuratiofw02), le spino,
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1. Description des digres sous champ magtique avec 'exemple dedthelle de spin
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FIG. I1.2: Energies degtats d'un dindre coupd par une interactiof en fonction d'un champ
magretiqueh. Pour notre exemple (ckéquation (11.2),J = J,.

(02) se trouve sur la chiael (2),0na:

9= (M) =I0) et By =10,

=) et Buy=gJith (1.2)
o) = <= (I +IL1) et By = 10

) =11 et By =gl —h

Comme le montre la figure 1.2, en absence d’'un champ @tégure 7, on observe un spectre
gapre et le premieétat excié, qui correspond aux triplets, avec warergie plu€levee deJ, par
rapporta I'état fondamental singulet. L&gerérescence des triplets est ensuit&egous champ
magretiqgueh, connu comme splitting de Zeeman. En plus, on note que paiaep magatique

h = J., I'état fondamental d’'un digre change du singulét) au triplet polarig¢ |t ;) et que
I'aimantation du systme saute de nal saturation de magie discontinue.

Si les couplaged, et.J, ont des valeurs finies, mais petites par rapport au couplagedadrreau

J |, cette transition n’a plus lieu pour le champ matigue pécish. = J,, mais plubt dans une
région entreh. eth?, ol la grandeur del¢ — h!) est cetermiree par le plus grand couplage parmi
J, et.J;. Afin de mieux comprendre le comportement du &gt entréi) < i < k2 dans la limite

0 < |Je|, |[Ja| < |J1|, nous divisons le hamiltonien (I.1) en deux parties :

H = Ho+ H,
L L 2
Ho = Jiy Sea-Swa—hey > S (I-3)
r=1 r=1 i=1

L L 2

L 2
Hi = JoY D Sri-Seni+ i (S Seiia+Sm2-Sen) = (h—ho) Y > 82,

r=1 =1 r=1 r=1 =1

25



Chapitre 1. Notions sur les aimants quantiques en une et deosnsions

Comme chaque barreau pedtte dans Btat|s) ou |t,,), I'état fondamental d@{, est2” fois
decereré et le premieitat excié a uneénergie/, . La degerérescence deétat fondamental est
levee parH,, et on peut @river un hamiltonien effectif en utilisant lagbrie des perturbations. En
suivant Mila [101], nous introduisons les&pateurss, qui sont des orateurs de pseudo-spin-
agissants sur les deétats|s),. et|t ), du barreau selon :

z 1 z 1
orls)y = D) S)r orlti)r = §’t+1>r7
ofls)y = ts)r, o) ti)r =0 (1.4)
o, |s)r =0, o, [ti1)r = |8)

En regligeant une constante, le hamiltonien effectif au prewoviére est éfini comme suit :

L

L
Heg = Z [Ty (orotn +otoly) + Totor | — bt Z o (11.5)
r=1

r=1

ou les pararatres sont dorgs par :

Jig - JI_Jd7
J. J,
eff z d
_ I,
- = (11.6)
J. Jy
et = p—Jg -2 -2
=573

Le hamiltonien de Bquation (I1.5) est aussi connu comme raledde spin XXZ dans un champ
magretique longitudinal [66, 103—105] dont on cofiiias differentes propétes, comme les fonc-
tions de corelation.

Afin de faciliter la discussion suivante, nous effectuons wansformation de Jordan-Wigner [100,
106] pour le modle effectif. Comme nous discutons dans la section 3 de cetahagette trans-
formation est don@e par lIéquation (11.22) et&sulte dans un meéde ¢ — V' unidimensionnel de
fermions sans spin interagissants :

L L L
7_(SF = tz (CICT-H + CTCj‘—i-l) +V Z NpMypy1 + [ Z . (”7)
r=1

r=1 r=1

Ici, 'opérateurc] (c.) crée (annihile) un fermion sans spin sur le site effectdfe sorte que le
termet décrit le saut d’un tel fermion d’un sit@ un site voisin. Ensuité; est l'interaction entre
deux fermions voisins et est le potentiel chimique. Notons que cette transformatiapplique

a des systmes unidimensionnels et afin d’effectuer une telle transition en deux dimensions,
on a besoin d'introduire un champ maggigue fictif [107, 108], comme nous discutons dans la
section 4 de ce chapitre.

Remarquons dans ce contexte la correspondance entre lelande pseudo-spiﬁ-u-avec les
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1. Description des digres sous champ magtique avec 'exemple dedthelle de spin

Sous-espaceéel \ Modele de pseudo-spin} \ Bosons de coeur dur
triplet polari® |t1) spin upo =1 site occug e
singulet|s) spin downo =| site video

champ magatiqueh champ magatiqueh*® potentiel chimiqueu

composante du spifi, composante du spis’ nombre de particules

Phases observables et paraétres d’ordre correspondants
aimantation transverse;, . s phase superfluide
aimantation longitudinale,,, | phase solide, cristalling
et Myrans €1 Miong phase supersolide

TAB. I.1: Correspondance entre les @ifénts langages utibs dans Equation (11.1) pour le
mockle de spin; dans le sous-espacéel, dans Bquation (I1.5) pour le magle de
pseudo-spitr = % et dans lequation (11.7) pour le magle de bosons de cceur dur.

opérateurss;” eto,” d’'une part et le moele de bosons de coeur avec leémgpeurs de éation
bl et d’annilihationb, d’autre part [109] :

o «— b, o, «——b, avec ny = bib, = 07 — = = . (1.8)

T T 2

En conclusion, comme nous montrons dans le tableau Il.1atnedu de Echelle de spin occép
par un triplet polarig |t ;) se traduit en site effectif occégpar un boson de cceur dur (e@bmme
e) [38, 110]. En revanche, un barreau oceygar un singulefts) correspondh un site effectif vide
(note commep) et un boson est donc absent sur ce site.

En utilisant les paragtres de Equation (11.6), nous pouvons exprimer les termgs et u de
I’ équation (11.7) avec les couplages dedhelle de spin :

= Jgg: Ja:_Jd

2 2
Vo= JEH:Jx;Jd, (11.9)
p o= —hT gt =g —h

Les champs magdatiques critiquesh! et h? peuvent enfinétre calcués au premier ordre en
consicerant le potentiel chimique d’un bosprdans un sygime vide ou bien le potentiel chimique
d’un trouy;, dans un systme compdtement rempli. Ave@|t| = u pourh! et2|t| = pu;, pourh?,
on peut exprimer les deux champs matigques critiques en termes des couplageséathélle de
spin :

hl=J —J,+Jg et hi=J +2J,. (11.10)
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Chapitre 1. Notions sur les aimants quantiques en une et deosnsions

Notons que ces valeurs sont en bon accord avec legriexges pour le compes
Cuy(C5H12N,).Cly [57].

Consicerons maintenant deux cas éifénts pour Echelle de spin : premarement, léchelle non
frustree avec/, = 0 ce qui impliqueJgi = 2J¢% = J,. Il s’agit d'un syséme non gappqui se
trouve dans la classe d’universaliKY du mockle anisotrope de Heisenberg et qui estrit par

le mockle du liquide de Luttinger [66]. Ce mebk qui traite des fermions interagissants dans une
dimension est beivement disc@ dans la section 3. Et de@mnement, nous congdons |échelle
frustree avec/, # 0 et.J; # 0. Pour des relativement petites valeurs/gece syseme se trouva
nouveau dans la classe d’'univergaltY. En revanche, une transition de premier ordta classe
d’universalie Ising a lieu lorsqudl = J¢ ce qui se traduit par

Jy=J,/3 (1.11)
en termes de couplages dédhelle de spin et
V/[t| =2 (11.12)

dans le langage de fermions sans spin (et de féguoivalente de bosons de cceur dur). Dans la li-
mite d’Ising pour un couplag® relativement fort, le sysme est demi-rempli et isolant [111]
et I'échelle de spin correspondante mais un plateau d’aimantation en fonction du champ
magretiqgueh pourm = % par rapport la valeur sat@e. En analysantéchelle de spin de facon
sysématique [102, 112], on trouve les difentes propéites de€chelles de spin, et nous montrons
les courbes d’aimantation et le diagramme de phase dohelle de spin frustée avec/, = J,;
dans la figure 11.3.

Nous retrouvons le citre (11.12) pour le plateau d’aimantation = 1 d’'uneéchelle de spin dans
la section 1 du chapitre IVionous comparons nogsultats analytiques de I'application de la
méthode de CORE porte 2 avec lesasultats perturbatifs. En consicnt la figure IV.2, on note
gue I'approche perturbative marche bien pour des petitesissade/, et.J;, mais a des difficuéis
pour des valeurs plusewees que I'on ne peut plus traiter comme une perturbation.

Discutons dans ce qui suit l&dvation de courbes d’aimantati@npartir de la connaissance de
I etat fondamental et les phases le plus importantes que €ahtpouver dans des sgshes de
diméres coupds.

2 Courbe d’aimantation et phases correspondantes

Pour des champs magtigues externes (aussi @nogs parB) de differentes amplitudes, des
sysemes de spin de Heisenberg antiferron&gpues eagissent en montrant déffents comporte-
ments typiques. Afin @&tudier ces effets comme des gaps de spin ou des plateamadiaition,
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2. Courbe d’aimantation et phases correspondantes

polarized " <M>=1 '

singlet-triplet
<M>=1/2

3/4
<M> 172 | s=1
L gapless

singlet
<M>=0

1.2 14 1.6 18 2 2.2
J1

FIG. 11.3: (a) courbes d’aimantation et (b) diagramme de phasééathelle de spin fruste de
I’ équation (Il.1) avec la notation = J, = J; etJ’ = J,. Dans (b), les ligneépaisses
indiquent des transitions de premier ordre, les lignes fileedeuxéme ordre. D’apgs
Honeckeret al.[102]. Voir aussi la figure 1V.2.

consicerons I'exemple du made bidimensionnel de spigde Heisenberg sur useau caf :
H=7J) Si-S;—h) S, (1.13)

ou la notation(, j) indique des proches voisins et nous nousressons en particulier au processus
d’aimantation de ce sy&me. Ceci nous facilitera la con@drension du processus d’aimantation
dans les sysimes de dirares coups que nous analysons dans les chapitrea M. Avec les
correspondances du tableau 11.1, nous notons que la colaipeaahtationm (k) estéquivalente au
nombre de particules en fonction du potentiel chimig(e) dans le langage des bosons de cceur
dur.

A température nulle et en absence d’'un champ nédigae, le modle bidimensionnel de Hei-
senberg est divis en deux sousseaux avec des aimantations partielles oppejui s'an-
nulent [113, 114]. En appliquant un champ matiqueh et en augmentant son amplitude, I'ai-
mantation partielle des deux sousseaux va tourner et a tendarees’aligner avec le champ
magretiqgue appligé. Comme le montrent les figures 1.4 (a) - (d), ce processugsalorsque

le champ magétique @passe une valeur critique,; (ou bienB,,;) et 'aimantation totale atteint
saturation.

Afin de calculer la courbe d’aimantatiom(h), nous @finissons Energie par sitee(m) =
E(m)/N du syseme, qui est une fonction de I'aimantation norntsgis: = %f Pour un champ
magretigueh donre, nous minimisons la somme dériergie par site et la contribution du champ
magretique par rappor’ I'aimantationm :

d(e(m) — mh)

0 =0 (I1.14)
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0 m=2S/N 1 0 m=2S/N 1 0 m=2S/N 1 0 m=2S/N 1

FIG. Il.4: Courbes de Bnergie par site = E/N en fonction de I'aimantatiom» = 2S5/N (en
haut) et courbes d’aimantation correspondantes en fonction du champ néigyue/
(ou B) (en bas). Les comportements d’aimantation typiques $loistres : (a) courbe
linéaire, (b) gap de spin, (c) plateau d’aimantation et (d) daitmantation. D'apés
Lhuillier et Misguich [113, 114].
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2. Courbe d’aimantation et phases correspondantes

etonah = 8‘2(7’:). Nous effectuons donc une transformation de Legendre afialdaler la courbe
d’aimantationm(h) & partir de |energiee(m). Pour I'exemple d'uné&seau ca& du moele de
Heisenberg antiferromagtique (cf. Iéquation (11.13)) nous trouvons quefiergiec(m) = S

est quasiment quadratique et comme le montre la figure Ij.defa €sulte dans une courbe d’ai-
mantation presque laaire.

Pour des sysimes plus complexes, on peut aussi trouver des plateauxatigation et nous
consicerons lénergie par site(m) afin de les expliquer. Comme le montre la figure 11.4 (b),
un gap de spin\, implique I'existence d’'un plateau d’aimantation pour= 0 pour des champs
magretiques inérieursa un champ critiqué; (ou bienB;). Un gap de spin appaditssi I'énergie
par sitee(m) a une pente strictement positizeaimantation nulle, et plus gciment, sa taille se
calcule comme suit%\mzo = A, ~ hy. Dans le langage des bosons de cceur dur, le gap de
spinA, et le champ maggtiqueh; correspondent au potentiel chimiquga partir duquel la bande
commence se remplir. Cette transition pegire critique et de premier ordre, comme par exemple
en une dimensiontoon trouvem ~ \/dh en consiérant des magnons interagissants d’unéreha
de spins entiers [115]. Comme nous I'avons vu dans la sectiegegente, pour un digre qui
consiste de deux spigde Heisenberg et en absence d’'un champ ratgue, le couplagéd entre
les deux spins estgala I'énergie entre Etat fondamental et le premiétat excié, c’esta-dire

le couplage/ correspond au gap de spin. Ceci est aussi le cas powatetles de spin dont les
barreaux sont faiblement co@sl et la physique est don&e par des digres isaks.

Des plateaux d’aimantation avec des valeurs d’aimantafiimes, comme le montre la fi-
gure 1.4 (c), peuvent appdtee pour des sysmmes frustes [116]. Ce sont des sgshes anti-
ferromagietiques, souvent avec des couplages entre premiers etedesivoisins qui sont en
competition. Ce sénario est@ali® dans de nombreux mekts, parmi lesquels on trouve en une
dimension la chime zigzag (cf. la section 1.2.1) et Iéshelles de spin frugtes que nous abordons
dans le chapitre IV. En deux dimensions, le raledde Heisenberg sur uaseau triangulaire, du
type Kagong ou de gonetrie en damier en sont des exemples ainsi qué&deau de Shastry-
Sutherland, que nowtudions dans le chapitre VII. Comme le montre la figure I1)4 o plateau
d’aimantation corresporaune discontinug deaeaﬂ’j;) qui saute d’'une valeuB; a B,. La situation
est comparable au gap de spin puisque des excitationsatiq@es qui augmentent ou diminuent
I'aimantation totale sont gages entre les champs ma&diquesB; et B, et 'aimantationm(h)
reste constante. Comme pour le gap de spin, on @galement trouver des comportements cri-
tiques aux bords du plateau. Nous allons discuter les piatéd@aimantation en grandedail pour
difféerents systmes dans les chapitres B/VII puisqu’ils sont au cceur de cetteee. Rappelons
dans ce contexte que le @it pour I'existence de plateaux d’'Oshikawa, Yamanakafitkf[26]

a ckja ete peseng dans la section I.1. Coratisons les plateaux d’aimantation en coesaht
I'exemple d’'uneéchelle de spin fruske, pour laquelle on observe un plateau pout % dont la
taille est relee au couplage frustrant. La physique correspondanteeestedpar la configuration
ou chaque deugime barreau est occeipar un triplet polaris|t ) (c’est-a-dire une particule dans
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le langage des bosons de cceur dur) et les barreaux restadisspginguletss) (des sites vides).
Ensuite, la taille du plateau se calcule avec letabenergie afin d’enlever ou d’ajouter une parti-
cule.

Enfin, la figure 11.4 (d) montre une transitionatamage@tique qui est caraetise par un saut d’ai-
mantation @ a une courbe(m) concave. Comme le discutent Lhuillier et Misguich [113, 114]
ce comportement peut apptra dans des aimants quantiques pour deryss frusies avec
des configurations qui correspond@niesétats quasi-egereres appartenarit differentes phases
avec difeérentes brisures de la sgtnie spatial. Une autre explication sont des impesatans les
compogs magatiques.

Consicerons maintenant la courbe d’aimantation dans le contextie dorrespondance entre le
mockle de Heisenberg microscopique pour leséties et le langage des bosons de coeur dur [109,
115, 117, 118] qui esecapitué dans le tableau Il.1 de la sectioregrdente.

— Nous remarquons qu’une phase superfluide pour les bosausaedur corresporal’absence
d’'un plateau d’aimantation, pluséei€menta une courben(h) continue et strictement crois-
sante. On observe en outre que le 8yt posdde une compressibiitfinie et que la sy#trie
de jauge U(1) est bréee pour des sysies de dimensioR > 1. Dans cette phase, les particules
peuvent se @placer et sauter d’'un sigeun autre et en coaguence, il s’agit d’'un gaz de bosons
interagissants qui sonégéralement dansétat de condensation de Bose [38, 110, 115, 119].

— En revanche, un plateau d’aimantation corresppnde phase solide avec la cristallisation des
particules de magre commensurable, @mages dans un cristal de Wigner [26, 78, 80, 119] qui
brise la syrétrie de translation. Les particules crista@ks ne peuvent pas sepdacer en raison
d’'un terme de saut trop faible (/' > 2|¢|, cf. I'équation (11.12)) par rapport au couplaye
Dans le langage de bosons de cceur dur, cette cristallissiparticules corresporadune onde
de densi de charge et on note en plus que le &ys est incompressible [110]. Remarquons
gue la transition entre une phase superfluide et une phade sofrespona la transition de
Mott [13—-15] entre une phaseatallique et une phase isolante dans le langage de fermaoiss s
spin.

— Et enfin, une phase supersolide [109, 117], dquinit les paramtres d’'ordre de ces deux
phases [68, 69, 71, 120-122] et qui bréséa fois la syngtrie de jauge U(1) et la sy&trie de
translation, est cara@tisee par une courbe (k) continue et strictement croissante comme dans
la phase superfluide. En utilisant une image qualitativeedte hase, on note des particules
qui sautent d’un sit@ un autre et en plus, des particules cristadis et fiees entre lesquelles
se cebplacent d’'autres particules en sautant. Remarquons, p&ecqu’il s'agit d’'une phase
exotique qui n'a jamaiéte obseree dans des egpiences.

Nous faisonsé&férencea la section 4 de ce chapitrél mous discutons en profondeur le natel

de Bose-Hubbard en deux dimensions et lesediifites phases que I'on peut trouver dans ce

mockle et I'existence de la phase supersolide, en particibians les chapitres I\a VII, nous

allons discuter la phase superfluide et la phase solidetwstiant les courbes d’aimantation et
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plus péciment I'existence de plateaux d’aimantation pourédéhts systmes. En outre, nous
dérivons des magles effectifs pour deux meétes bidimensionnels, savoir la bicouche de Hei-
senberg dans le chapitre V et keseau de Shastry-Sutherland dans le chapitre VII. Noslasd
effectifs cecrivent des bosons de cceur dur et contiennent des termasitdensélé diagonal qui
peuvent favoriser une phase supersolide [123]. Pour leefeatk la bicouche de Heisenberg une
phase supersolida éte trouee nungriguement en utilisant la @hode de Monte Carlo Quan-
tique (QMC) [68, 69], mais &s Ecemment aussi par Pice al. [71] en étudiant notre maele
effectif [124]. Une telle phase est aussi soup@mau-dessus du plateau= % dans le compds
SrCw,(BOs)-, [83] qui est ecrit par le eseau de Shastry-Sutherland.

Discutons dans les deux sections suivantes quelques ariques de la physique de Sstes
interagissants en une et deux dimensions.

3 Systémes unidimensionnels

Le paradigme du liquide de Fermi, diseudans la section 1 du chapitre | a connu beaucoup de
suc@s dans la description de sgstes interagissants, mais ne s’applique qu’en dimeriion2.
Cette descriptioechoue en une dimensio tes excitations sont des modes collectifs et la phy-
sigue de sysimes non ga@s est dcrite par le liquide de Luttinger [61]. Dans ce qui suit, siou
présentons uneés beve introduction qui est insg@e de diferents travaux et revues importants
de ce domaine [66, 103, 125] ainsi que desis [126—-128].

Nous consiérons avec plus deathils la correspondance tiét dans la section 1 de ce chapige,
savoir celle entre les pseudo-spiiistu modkle XXZ de I'equation (11.5) d’'une part, et le mete

de fermions sans spin interagissanégrit par le moélet—V unidimensionnel de &quation (11.7)
d’autre part. Dans ce but, nous retracons la bosonisatapecdateurs fermioniques qui nous sert
a trouver le modle de Tomonaga-Luttinger [60, 61], une formulation du Hemmien qui est qua-
dratique en terme d’dgateurs bosoniques et donc soluble. Nous discutons emfiageamme de
phase et I'apparition d’'un gap de spin en fonction des pataes du moéle XXZ qui se traduit en
transition de Mott pour les fermions sans spin interagissdn moelet — V.

Fermions sans spin

A basseénergie, la relation de dispersion delectrons dans un mete de liaison forte peut
étre approxirge au voisinage des points de Fermi en introduisant leeleode Tomonaga-
Luttinger [60, 61]. Si le potentiel chimique se trouve vaersrlilieu de la bande, on peut introduire
deux sortes de fermions avec une dispersio@dire : les fermions droits » (R) se propagent
avec une impulsiort et les fermions« gauches: (L) avec une impulsion-k. En congquence,
la dispersion sinugdale initiale est diviee en deux branches éaires en écrivant la pente de la
dispersiora I'impulsion de Fermk = kr (R) etk = —kr (L) pour les deux sortes de fermions
qui se eplacent avecr = +2¢sin(kp). En utilisant les oprateurs de é&ation (d’annihilation)
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des deux sortes de fermioafgc (¢r.x), la partie ciretique du modlet — V' de I'equation (11.7) se
présente comme suit :

Ho=vr Y (&k —kp)cl i, (11.15)
k, r=R,L

ol ¢,—p = 1. On cefinit les ogerateurs de denséitde fermionsc droits » pr et « gauches py,
pour des impulsiong > 0 :
pr(q) = ci,k,Jrqc,.,k ou r=R,L (11.16)
k
et on note que 'oprateurpr(p) crée une pair€lectron-trow droite » Sik < kr etk +p > kg
en ceplacant urélectron de Btatk a I'étatk + p tandis que I'ograteurp,(—p) crée une paire
électron-trou« gauche» pour —kr < k etk — p < —kp. En plus, on remarque qué{ et pTL
commutent ainsi que’(q) = p(—q). Les commutateurs de cesépteurs bosoniques avec le
hamiltonien cietique nous permettent de reformuler la partieetigue du hamiltonien pour une
chdne de longueur..;,i,. cOmme suit :
2mup
Ho = > [pr(@)pr(=q) + pr(@)pr(—q)]. (1.17)

chaine 4>0

Le passage la repésentation en termes d'efateurs de densgitest exact et permet de simpli-
fier le traitement d’interactions qui sont du type demsiensig, c’esta-dire quadratique dans
les ogerateurs de dengit On a donc tro une formulation du hamiltonien @tique qui est
guadratiqgue en terme d'épateurs de bosons et par cegsent soluble, exactement comme
les termes d'interactions. Quant aux interactions, on redtdi souventa des interactions vers
lavant go : (kp; —kr) — (kp;—kr) €tgs @ (kr;kr) — (kp; kp) qui respectent le fait que les
opérateurs des fermions droit » et « gauche» sont independants et commutent. Par contre,
on réglige des interactions vers l'agre g, : (krp; —kr) — (—kp; kr) ou des termes dimklapp

93 . (kr;kr) — (—kp; —kp) pour lesquels des fermionsdroits » se transforment en fermions
« gauches et vice versa.

En prenant en compte le terme &figue ainsi que le terme d’interaction, on obtient le heonil
nien global qui regrsente le moele de Tomonaga-Luttinger. Puisqu'il est quadratiqgue emée
d’opérateurs bosoniques, il peétre Esolu par une transformation de Bogoliubov.

En revanche, afin de calculer des fonctions de &ations, il est acessaire d’exprimer les
opérateurs fermioniques en fonctions daspteurs bosoniques. On doit donc effectuer laguoce
debosonisatioret dans ce but, nous introduisons deux champs bosoniqugetf(x) :

Vo(r) = —rlpr(r) + pr()], VO(x) = +rlpr(x) — pr(z)]. (1.18)

La densié de particules (droites et gauches) éstrite par—1V¢(z) tandis qudlI(z) = 1vo(z)

T

correspond au courant vers la droite des particules. LestgurdI(z) = Vo(z) et ¢(x) sont

o

conjugtes et on peut montrer qu'ils éissent la relation de commutation

[6(2"), 11(z)] = imd(z — ). (1.19)
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Cela nous permet de formuler le hamiltonieangrique qui @crit des termes énergie cigtique
et d'énergie d’interaction :

H = /g—:_[uK(ﬂ'H(x)f—i—%(ng(x)f . (11.20)

Ce hamiltonien est caramis par les deux parasres du Luttinger © et K, ou u a la dimension
d’'une vitesse ef{ est sans dimension. Par exemplé,= 1 et v vaut la vitesse de Fermig
pour des fermions libres, tandis que pour des bosons libreayt la vitesse du son & = cc.
Nous rappelons dans ce contexte lesagignces avec le compd€uBr(CsH;>N), [65], discutes
dans la section 2.1 du chapitre I. Pour ce comgptess deux paraétires de Luttinger peuvebtre
contdles par un champ magtique, comme illusé dans la figure 1.8. En outre, on remarque que le
hamiltonien de Equation (I1.20) écrit une chineélastique dont les modes propres correspondent
aux modes collectifs d’'onde de demsile charge du liquide de fermions. Comme nous allons
discuter plus loin, il n’existe pas d’excitatiodsune particule en une dimension tandis que des
excitations collectives sont possibles.

Bosonisation des spins:
Nous consiérons le hamiltonien XXZ pour des spiésqui est @fini comme suit :

oy & L
Hxxz = 5 Y (S5aS; +5788) +.1. ) SHsy. (11.21)
r=1

r=1
Nous rappelons &quivalence du made de pseudo-spinse de I'equation (11.5) avec les fermions
sans spin interagissants et les bosons de coeur dur,@bstans la section 1 de ce chapifkeartir
du mockle XXZ, on retrouve le magle des fermions sans spin interagissants, éedite le moeéle
t — V de I'équation (I1.7), avec les paranest = % etV = J.. Ceci est possible en effectuant
une transformation canoniqué savoir la transformation de Jordan et Wigner [100] :

SZ=n, — 3 St =cl exp <z'7rz<:ns>, ST =exp ( — z'7r2<:n3>cr, (1.22)

oun, = clc,. Les oferateursS, peuventgtre expringés par des champs bosoniqygs) etd(x) en
passand la description dans le continu :

@) = —2ota) + Tl cos(20(r),
efie(x)
St(z) = m[(—lf”—i—cos(?ﬂm))}. (11.23)

Ici, S* corresponda la densi de spins et par coaquenta I'aimantation locale. En plus, le
champg est relé a la projection du spin selon tandis que le champ est relé a la partie du
spin dans le plam — y [66]. Les deux expressions d&(z) et S™(x) nous donnent aés aux
fonctions de coglation et sont de grande importance afin d’'intéter les esultats exprimentaux
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FiG. I1.5: Diagramme de phase d'une ¢ha XXZ. n est le remplissage de fermions sans spin
(raimantation estn = n — 1/2) etA = J,/J,, est l'anisotropie (et non le gap, voir
texte) du moéle XXZ de I'equation (1.21). Les lignes de niveau indiquent le champ
magrétique’ (& gauche) et l'inverse du paratne de Luttingerk ! = exp(—2¢) (@
droite). D’apes Haldane [103].

ou nuneriques.

La bosonisation de la cfree XXZ de I'equation (11.21) eésulte dans un hamiltonien quadratique
et en prenant en compte non seulement les interactions "e@eni, mais aussi les processus
d’umklapp on peut observer I'ouverture d’'un gap de spin Pourm = 0, le syseme est demi
rempli et le gap s'ouvre pouk < 3 ce qui corresponé V/|t| > 2 pour le moele¢ — V

de I'équation (11.7). Les paraatres Luttingeru et K du hamiltonien de Tomonaga-Luttinger
peuventétre calcuds pour le modle XXZ en utilisant I'ansatz de Bethe [16, 17, 129]. Au demi-
remplissage, ce calcul est analytique et pour un rempksgaglconque, on obtient dessultats
numériques [103], illustes dans la figure 11.5.

En consiérant la figure I.5, on note que pour une anisotraptie= J./J,, > 1 du mockle
XXZ, le syseme est ferromadique’ et ne peut pagtre decrit comme liquide de Luttinger.
Par conéquent, le paragtre de Luttingerk diverge (<! — 0) dans cette @gion. D’autre
points sg@ciaux incluentA = J,/J,, = 0 qui décrit des fermions libres avek = 1. Pour

A =J,/J,, = —1le syskme est antiferromagtique et isotrope et on observe des corrections lo-
garithmiques aux fonctions de céfation. On trouve le liquide de Luttinger patyr= J,/.J,, < 1,
sauf sur la ligner = % (cela correspond I'aimantationm = 0) et A = JJ—y < —1 ou I'on ob-
serve I'ouverture d’'un gap de spik, et K < % Ceci correspond une transition de Mott dans le
langage de fermions sans spin et on observe que lermgsgapp se trouve dans phase ordéen
antiferromagitique. En plus, on remarque une transition commensurabterimensurable au-

!Dans la notation de Haldane [103] et la figure 11.5, les cougal,.,, et .J, ne sont pas &finis de néme fagon :
Jzy < 0 est ferromagatique tandis qud, > 0 est ferromagatique. Ainsi l'anisotropieA = J./J,, > 1 avec
Jzy < 0 etJ, < 0résulte dans un sysmneferromagréetique PourA = J,/J,, = —1 avecJ, > 0etJ,, < 0le
syseme estsotropeet antiferromagetique
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FIG. 11.6: Facteur d’occupation destatsn(k) a temgrature nulle dans les liquides de Feri (
gauche, d’'apgrs Roux [128]) et de Luttinge@a(droite, d'apes Giamarchi [66]) a la
difféerence du liquide de Fermi, celui de Luttinger n’a pas deatiSouite au niveau de
Fermi mais une singulaét

tour de cette ligne et 'aimantation varie selan~ /h — A,.

Comme @ja discué dans les sections 1 et 2 de ce chapitre, le gap defspde la chine XXZ

de l'équation (I1.5) pourk < % se traduit en plateau d’aimantation = % d’'un syseme de
dimeres coups, comme nous les conéins dans les chapitres B/VII. Le critere correspon-
dantV/|t| = 2 de I'équation (I1.12) afin de trouver la transition entre une ptasasi-superfluide

et une phase solide dans le netelt — V' de fermions sans spin interagissants est donc de grande
importance pour nos congichtions.

Nous rappelons que le liquide de Luttinger cagaise des systmesunidimensionnels et interagis-
santspour lesquels le paradigme du liquide de Feegtioue. Cela se manifeste, par exemple, dans
le facteur d’occupation destatsn (k) que nous illustrons dans la figure 11.6. Pour le liquide de
Fermi qui cecrit des systmes interagissants de dimensiBbn> 2, le facteur d’occupatiom (k)

a une discontinuta £ = kr dont la taille correspond au poids de quasi-particules.eQ#it-
continui#é n’existe pas pour le liquide de Luttinger indiquant aifed$ence de quasi-particules.
Plutdt, le syseme est caraetis par des excitatiorsllectiveset par des fonctions de cétations
algébriquesavec des lois de puissance dont les exposant&pertient que du paratne de Lut-
tinger K. Dans notre discussion, nous n'avons pasérkitbosonisation de fermions avec spin
qui joue un dle important dans les conducteurs unidimensionnels [88, 130]. Ces sysimes
montrent la éparation spin-charge, une particulanemarquable de la physique en une dimen-
sion, et on observe deux modes collectifs bosoniques. Cdespicitations de charge, apgel
holon, et de spin, appad spinon, qui se propagent avec des vitesseseiftesy,ion # Vspinon-
Evidemment, le liquide de Luttinger offre encore beaucolys ple physique iressante, mais
nous nous limitons un bref rappel des progtes les plus importantes dans le contexte de cette
thése. Pour plus deéthils, le livre de Giamarchi [66] est fortement recomn&nd
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4 Systemes bidimensionnels

Afin d’interpréter des sysimes de dirares bidimensionnels sous champ n&tgyue, il est sou-
vent avantageux d'utiliser la reggsentation de spin§comme des bosons de coeur dur. Dans cette
section nous discutons par cégsient le moéle de Bose-Hubbard qui peut avoir un diagramme
de phase riche en fonction des termes que I'on inclut. Comnos agons vu dans la section
précdente, en une dimension, la transformation de Jordan&N{@00] de leéquation (I1.22) est
une correspondan@xacteentre fermions sans spin interagissants avec unelead- 1 d’une
part, et le modle XXZ de pseudo-spin§d’autre part. En deux dimensions, la transformation de
Jordan-Wigner n’est plus exacte, mais en introduisantelesiéns qui portent un flux statistique,
une transformation correspondante en deux dimensionsesifyle, comme nous illustrons plus
loin.

Le modele de Bose-Hubbard en deux dimensions et des phases obseteab

Afin d’étudier la stabilié de diferentes phases en fonction de @liféfints processus d’interaction et
de saut de bosons, nous comsiths dans ce qui suit un meld sur eseau de bosons de cceur mou
en deux dimensions. Plusieurs bosons surden@ site sont donc permis en prenant en compte une
interactionl, entre ces bosons. Le melé est com@té par un potentiel chimique et un terme

de sautt. Ce moele est en fait un cas particulier du nédel de Bose-Hubbard qui eséfthi en
utilisant des oprateurs de érationaj (d’annihilationa;) bosoniques :

Hpu = —tZ(aZaj + a}ai) - uZni + W an +W anj + Vs Z nng. (11.24)
(4.4) i i (4,5) <, k>
Pour le moment, les interactions entre premiers voiginst deuxemes voisind’; sont regligées
et nous pesentons le diagramme de phase correspondant dans la figuf@r observe une phase
superfluide pour des relativement grands termes de saustqud pour des petites valeurs du
terme de saut, le sy&ne devient instable vers une phase isolante de Mott. Laplarite de
bosons de coeur mou eritta plusieurs phases isolantes avec un remplissage comrablesal
chaque site est occagar un nombre entier de bosons. Les phases isolantes somtgressibles
et en plus caraétisees par un gap fini pour les excitations de plus b&ssggie,a savoir une
excitation particule-trou.
Remarquons que I'on retrouve le mad de bosons de cceur cupartir du modle des bosons de
cceur mou de Equation (11.24) dans la limit&, — oo. En revanche, en utilisant la transformation
de Matsubara-Matsuda [109] (que nous discutons plus lais Hagquation (11.28)), on peut mon-
trer que le modle de bosons de coeur dur éguivalent au mogle de spin; suivant [131, 132] :

H=—t> (SFS;+S78H)+Vid SiS;+Va > S8iS;—h.y S, (11.25)

(i) (i.) i, k> i

ou le champ maggtiqueh, = u — 2V, — 2V5 et nous supposons= 1. PourV, = 0, ce moele
estéquivalent au mogle XXZ de spini, préseng dans lequation (I1.5). Discutons dans ce qui
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FIG. I.7: Diagramme de phase du nild de Bose-Hubbard deefjuation (11.24) avec des bosons
interagissanta temgrature nulle. Ici, les interaction entre bosons voisins£ 15 = 0)
sont absenteg, est le potentiel chimique etle terme de saut, par rappa@rt’interaction
entre bosons sur le @me sitel/, respectivement. Pour des nombres entiers de bosons
par siteN et pour un petit terme de saut, la phase superfluide (SF)sabie vers une
phase isolante de Mott (MI). D’aps Fisheet al.[118].

suit, le diagramme de phase du metelde Bose-Hubbard de bosons de cceur &gmjvalenta

I’ équation (11.25), en @sence d'interactiores plus longue distandg et V5. L'image physique se
présente pour uréseau cag comme suit [132] : au demi-remplissage et poues 0 et 1V, = 0,
chaque deuxime site est occ@par un boson qui est repoésdu premier voisin par;. Pour une
faible interactionV; et a basse ten@rature, les bosons sont mobiles et condensent en une phase
superfluide. En revanche, pour une forte interaclipnle syseme @le et montre des ondes de
densié en forme de damiendes sites corécutifs sont vides et occép. Or, pour une interaction

V1 intermédiaire et exactement au demi-remplissage, les deanasios s'excluent. Seulement en
ajoutant ou en enlevant un boson du éyst, le @faut bosoniqueésultant pourrait montrer une
condensation de Bose en sautant entre les bosoas dahs 'ordre du damier : I&sultat se-

rait une phase supersolide. Cette phase porte son nom en d&ida coexistence des paraines
d’ordre de la phase solide et la phase superfluide [120-E22par contre, I'interactiorV, est
dominante, les bosons sont geldans un ordre de rayures et la cétitppn de I'interactionV;

avec un terme de saut peagalementé&sulter dans une phase supersolide, cette fois avec un ordre
de rayures. Remarquons que cette intetgtion est qualitative en raison de la nature quantique et
indiscernable des bosons. Fiytles bosons participent au deux processus @mettemps.

Plus quantitativement, on trouve les diagrammes de phas®dile de Bose-Hubbard de bosons
de coeur dur que nousgsentons dans la figure 11.8. Dans le diagramme de phase delenmulir

un remplissage légerement au-dessus du demi-remplissage, iBusans la figure 11.8a gauche,
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FIG. 11.8: A gauche : diagramme de phase du mledde Bose-Hubbard avec des bosons de cceur
dur (cf. 'équation (11.24) aved, — oo et I'équation (I1.25)), égerement au-dessus du
demi-remplissagep(= 0.563) et en fonction de I'interaction entre premiers voisins
et deuxemes voisind/,. D’apres Batrounet al.[131]. A droite : courbe du remplissage
p en fonction du potentiel chimique du modtle de Bose-Hubbard avec des bosons de
ceeur dur, pouf; = 0. On voitégalement le diagramme de phase pdus 0 avec une
phase supersolide = (0, 7) entre la phase solide = (7, 0) et la phase superfluide.
D’apres Batrouni et Scalettar [132].
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on trouve une phase solide de damier de Bose avec un vectedreko= (7, ) qui correspond

a unétat de Neel. En plus, on observe un ordre ferrométigiue dans le plan X-Y qui correspond
a une phase superfluide et on remarque la stabilisation gihase supersolide par I'interaction
a plus longue distanck, # 0, méme si I'interaction au premier voisiri est nulle. La physique
du mockle de Bose-Hubbard avec des bosons de cceur dur est eneciegdans la figure 11.8,
a droite, qui montre pouvr; = 0 le remplissage du syséme en fonction du potentiel chimique
1. Comme le montre le diagramme de phase pggue 0 dans la @me figure, une phase so-
lide k = (7,0), qui correspond au plateau de demi-remplissage)(= 0.5), est entouge de
deux phases supersolidkes= (0, ) pour des interactiong, > 2¢. Notons que dans un mek
de dineres coug#s sous champ magtique, la courbe(y) et le plateau de demi-remplissage du
modele bosonique correspondenta courbe d’aimantatiom(h) avec un plateau d’aimantation
pourm = 1.

Ces Esultats nous indiquent I'importance de l'interaction auxieme voisinl;, pour la stabilie
d’une phase supersolide= (0, 7) avec un ordre de densitle bosons de rayures. Comme diécut
au-dessus, en absenceldeet seulement avec une interaction entre premiers voiginse phase
supersolide pourrait aussi exister avec un ordre de dedsibosons de damier. Mais les calculs
de QMC [132, 133] indiquent l'instabit de cette phase et on observe @luine €paration de
phases. Par coaquent, un simple madet — V' (cf. I'équation (11.7)) avec un terme de saut et
une interaction entre premiers voisins ne montre pas deephgsersolide [134]. En outre, dans
le mockle de Bose-Hubbard avec des bosons de coeur mou, on obsbsenta d’'une phase su-
persolide pour demi-remplissage tandis que pour des resagles).5 < p < 0.675 une phase
supersolide peut exister [131, 135].

Notons I'existence d’'un autre processus qui stabilise ures@ supersolide dans un natel bi-
dimensionnel de bosons de cceur dusavoir un terme de saut cel [123]. Le hamiltonien
correspondant est similaire au hamiltonien de Bose-Hubtaf@&quation (11.24) pour des bosons
de coeur durify — o) :

H = —t Z(aiaj + a}ai) — ,uZn,- +4+W anj -
(i.9) i (i.3)
—t Z Z n; (aLéaHy + ai+5a;r+5,). (11.26)
i d=ta,'=%y
On note que l'interaction au dewtne voisinl; n'est pas incluse. Afin de visualiser le saut édar
t’, consigerons une plaquette de quatre sites dont au moins deux smresc un boson effectue
un saut diagonal d’un sit& son deuxme voisin en @sence d’un autre boson voire deux bosons.
Comme le montrent Schmidt al. [123], une phase supersolide est stable pour des amplitudes
finies de saut coele, méme en I'absence de I'interactidf.
Enfin, on observe encore deux autres gled qui peuvent montrer une phase supersolide et dans
ce but, nous consatons la bicouche de Heisenberg. Noussgntons de€sultats exprimentaux
dans la figure 1.9 dans la section 2.2 du chapitre | et éssltats nurariques obtenus avec la
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méthode CORE dans le chapitre V. Datsides tBoriques ewelent la stabilié d’'une phase super-
solide dans un made avec des interactions anisotropes [68, 69, 71, 12éyaiement dans un
mockle avec des interactions frustrantes et isotropes [70].

Correspondance entre le probéme de spin% et le mockle de bosons de coeur dur

Dans les sections 1 et 3 de ce chapitre, nous avons vu gaegyune transformation de Jordan-
Wigner [100] (cf. I'equation (11.22)), le mogle de bosons de coeur dur et le raledde fermions
sans spin interagissants s@gjuivalents en une dimension. En deux dimensions, éqtizvalence
n'est plus valable car la transformation n’est plus exaotEs dans ce qui suit, nous discutons une
méthode qui nous permetétablir une relation entre les deux nabels.

Dans ce but, nous cong&ibns un modle de Heisenberg antiferromagique,a savoir le eseau
de Shastry-Sutherland pour des dimas coups sous champ magtiqueh. Le hamiltonien cor-
respondant estadini comme suit :

M= J;S:i-S;—h> S (1.27)

<i,j> i

ol lesS; sont des orateurs de spig-tandis que I'interaction intra-diéte est écrite parJ;; = J

et l'interaction entre dirares par/;; = J'. Nous rappelons que le com@SrCuy(BOs), est une
réalisation de ce made avec un rapport des couplagésJ/ ~ 0.65 [136, 137] et montre plusieurs
plateaux d’aimantation sous champ matjgque [78, 79], comme nous discutons dans la section 2.2
du chapitre | (cf. les figures .11 et 1.12).

Comme le montrent Misguicét al.[107], les ograteursS; de spin% peuventtre transforras en
opérateurs de boson de cceur dur selon la transformation deibéaits Matsuda [109] :

H = H,y+H., avec

1
Hay = 52 Ji(ale; +djas), (11.28)
(i)

H, = Zg@—%) (nj—%) —hﬁctz<ni—%),

)

oun; = S+ % est le nombre d’occupation du site Les bosons de coeur dur peuvétite
interpretes comme des fermions auxquels sont attaalne tube de flux quantique d’'un champ
magretiquefictif hg., [107, 108]. Il s’agit d’une transformatioexacteentre un prol#me de spin
(cf. I'equation (11.27)) et des fermions sans spin qui interagisaeec un champ de jauge statis-
tigue de Chern-Simons [138-140]. Avec une approche de chamyprmon remplace ces tubes
de flux par une distribution homege du champ magtique fictif. Le flux¢ par plaquette caee
est rele a la densi de fermions et par coaquenta I'aimantation (eelle)m du syseme de spins
initial :

= (p)= (<SZ>+1) :m—l—%. (11.29)

42



4. Sysémes bidimensionnels

T 1T T 1 T T T 171 T T T T T T 17T T 1T T 1T T
C ] 3/4
2 b -
1 7 1/2
S . 7
L 4 =
S b |
M= ] = 1/3
- : 1/4
*1 ? —
kg;‘\I\l‘lll\l\\ll‘\lll‘l\\l\? 0 “—! ’)‘/J““‘ Lo |
0 0.1 02 03 04 05 0 20 40 60 80
é/(2m) B (Tesla)

FiG. I1.9: Pour le Eseau de Shastry-Sutherland : spectrég (cf. I'équation (11.28)) qui est
un spectre de Hofstadter en fonction du fliypour J’/J = 1 (& gauche). Les lignes
épaisses irdrieures (sug@rieures) indiquent le niveau de Fermigthat vide avec la plus
bassenergie). Des saut du niveau de Fermi en fonction de I'aiatemt correspondent
directement aux plateaux d’aimantation et eimeat une discontinét de la pente de
' énergie en fonction de I'aimantatioA.droite : courbe d’aimantation correspondante,
calcuke avec I'approche de champ moyen (ligne continue) die€ = 0.4 et mesuee
pour le compos SrCuy(BO;), par Onizukeet al.[79] avec.J’/J ~ 0.65 (ligne tire&e).
D’apres Misguichet al.[107].

Comme le soulignent Misguicét al. [107], 'expression pouf, dans Iequation (I1.28) montre
gue le champ magatique (eel) h corresponda un potentiel chimique pour les fermions auxquels
sont joints des tubes de flux. Pourtant, le champ ratigue/ n’affecte pas le flustatistique

En choisissant une aimantationdu reseau de Shastry-Sutherlanéguation (11.29) permet donc
de calculer le fluxp et le nombre de fermions pour lesquels Misguathal. calculent le spectre
E.,(m) du hamiltonienH,, de I'equation (11.28). Comme illustrdans la figure 11.9a gauche,
E,,(m) montre un spectre de Hofstadter [141] les sauts de &nergie de Fermi en fonction de
I'aimantationm correspondent aux plateaux d’aimantation. En égangnce, le spectre de Hof-
stadter pour le hamiltonieH ,, reflete les plateaux dans la courbe d’aimantation duesyst Cette
courbe peut enfitre calcube en ajoutant au spectk, (m) la contribution du hamiltonieft .,
qui est calcude avec une deudine approche de champ moyen. On obtieamérgie totale”(m),

et la minimisation du termé&(m) — hm par rapporg I'aimantationm (cf. I’ équation (11.14)) nous
donne enfin la courbe d’aimantation que nousspntons dans la figure 11.8 droite.

On voit que la courbe #orique est en bon accord avec la courbecexpentale [79], rdme si le
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résultat torique se fonde sur un rapport des couplagés = 0.4 qui ne correspond pas exacte-
menta la valeur exprimentale/’/.J ~ 0.65 du compog SrCu(BOs),. Le plateaun = ; est bien
reproduit et le ébut du plateaun = % est calcué correctement. En revanche, on remarque des
différences quant au gap de spin et pour faible aimantatiates exgriences montrent un plateau
pourm = % [78, 83] voire plusieurs plateaux : comme le discutent Sidoast al. [82], une €rie

de plateaux pout = % avecd < ¢ < 9ainsi que poufn = g (comme illusté dans la figure 1.12),
pourrait correspondra un spectre de Hofstadter que I'on observe dans le caanpsuy (BO;);.
Pourtant, la érie de plateaux est contést[83] et demande plus&tudes. Nous discutons ce com-
po< ainsi que le@seau de Shastry-Sutherland en profondeur dans le chépitre

Outre la comparaison auesultats exprimentaux, Misguictet al. [107] prédisentegalement un
large plateau poumn = % qui n'est pas encore accessible auxéargnces en raison des champs
magretiques trogelewes.

5 Conclusion partielle

Dans ce chapitre, nous avons diglg comportement de dines sous champ magfique et
préseng la correspondance entre ce raledet le modle de bosons de cceur dur. En plus, nous
montrons la correspondance de ces deuxeatesdavec les fermions sans spin interagissants qui est
exacte en une dimension. Ceci constitue un outil pratique eiahke afin d’interpéter la physique

des aimants quantiques et en particulier desesyss de dirares coup#s. Nous exploitons cette
correspondance pour I'analyse de dies sous champ magfique, plus pEciement |etude de
gaps de spin et de plateaux d’aimantation, d'une partétide de moeles de bosons de coeur dur
qui ont souvent des diagrammes de phase riches, d’autre part

Les notions tkoriques pesenges vont nous aideér mieux comprendre et integder les esultats

de nos approches aux difients modles dans les chapitres B/VII.
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Chapitre Il

Méthodes num érigues

Dans le domaine de la mate conderee, intimement & au probdmea N-corps quantique, il
existe tes peu d’exemples de sgstes dont on sait calculer analytiquement les pétgside
basseénergie. Nanmoins, la thorie de la maéire conderese, et en particulier le domaine des
fermions fortement coglés, a connu beaucoup de sesdans la description et la nigibation de
maeriaux ex@rimentaux, notammentagcea des néthodes num@riques qui permettent d’aeder

a des grandes tailles de systes tout etant moins biaises que I'approche purement analytique.
Parmi les nethodes les plusétebres dans ce domaine, on compte la diagonalisation exacte q
vise a diagonaliser le hamiltonien microscopique pour unesyst consiére. Cela rend toutes les
observables directement accessibles, mais en revanchiddales systmes est liméea 40 sites
environ puisque I'espace de Hilbert, et e@mme temps la taille de la matriéediagonaliser, ciib

de facon exponentielle avec le nombre de sites. La sectim de chapitre est consaera cette
méthode et psente deux algorithmes de diagonalisation exacte quilam@ment utilis, no-
tamment ceux de Lanczos et de Davidson.

Dans la section 2 de ce chapitre, nous abordons une techdéjrenormalisation dans I'espace
réel qui est moins connue et moins uks mais qui est d’une importance cruciale pour cetiegh

Il s’agit de la méthode de« Contractor Renormalization (CORE)qui a pour but de construire
un hamiltonien effectifa partir d’'un hamiltonien microscopique. Cette approcheatiesa bien
décrire la physique de basgaergie ené&duisant la complex ce qui permet d’aétlera des
plus grands syetmes que ceux disponibles en diagonalisation exacte. Gentent au groupe de
renormalisation de la matrice ders{DMRG), CORE n’est pas restreindedes systmes unidi-
mensionnels et permégalement dtudier des sysimes frusis ce qui n'est pas possible avec la
méthode de Monte Carlo Quantique (QMC).

Ces deux rathodes bavement mentiorés, a savoir le DMRG et le QMC, comglent les ap-
proches les plus utilees pour des probines de magsisme quantique et ne sont pa&cdtes en
détail dans cette trse. Rsumons-les en quelques mots : comme &hode CORE, le DMRG
est une technique de renormalisation dans I'espaekqui diagonalise de fagon exacte de petits
sysemes. Ensuite, la taille est agrandierétivement et pendant chaquerétion on se concentre
sur lesétats les plus pertinents quanta description de la physique de baésergie. Ceci permet
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d’augmenter la taille des syshes accessibles d’un factdirce qui est consigrable. Sans aucun
doute, les plus grandes tailles sont abordables avec le QM@eajconsiére pas tous lestats
de I'espace de Hilbert. Plot, pour calculer une quargitonévalue des valeurs moyennes &es
sur un petit ensemble €fats qui sont les plus pertinents dans la statistique derags Outre des
grandes tailles accessibles jusgu.000 sites, un grand avantage du QMC est la possibdit
calculer des quanéisa des temeratures finies. D'un autrét, on essaye de ré@dier au fameux
probleme de signe qui limite I'application du QM&des hamiltoniens non frués.

Dans ce qui suit, on va donc discuter la diagonalisationtexaasi que la rethode CORE. Toutes
les deux sont utilisées pour calculer&tat fondamental de défents systmes afin d’en tirer le com-
portement sous champ magigue. Notre irdrét est en particulier dans la courbe d’aimantation et
I'existence ou I'absence de plateaux d’aimantation.

1 Diagonalisation exacte

Cette neéthode indispensable pour une grandeétarie calculs dans des difents domaines de la
physique est etaillee dans une revue de Dagotto [142] ainsi que dans d’autieleaitl43, 144]
et theses [126, 128, 145]. Lintroduction suivante estégasur ces travaux.

Afin de trouver le€nergies et valeurs propres d’'un gyse considré, la diagonalisation exacte
propose de diagonaliser le hamiltonighcorrespondant. Puisque cettétimode est limée par la
taille de I'espace de Hilbert du hamiltonien, il est essgrdiutiliser les syngtries du systme, ce
qui permet de travailler dans un sous-espace qui est pliis pet

Tres gereralement, la diagonalisation exacte est fmdur I'icke d’appliquer le hamiltonief{
sur unétat initial |z) qui est choisi de fagon @htoire. LenergieE (z) de cetétat est su@rieure ou
egalea I'énergieF), de I'etat fondamental du hamiltonien selon le principe varratlio

M) S g (I11.1)

(z]z)
Pour se rapprocher deehergie fondamentale, on a pour but de construire un sqecesle I'es-
pace de Hilbert qui contienne des vecteurs qui se rapprodegoius en plus du fondamental. On
suit la direction du gradient

E(x) =

2
VE(z) = H|z) — E(x)|x) (1n.2)
(alay )
et on trouve alors &cessairement dénergiest(x) plus petites dans ce sous-espace pour des
hamiltoniensH hermitiens. En appliquant le hamiltoniéd » fois, on construit le sous-espace
{lx), H|x), H?|z), ..., H"|z)} dont la néthode des puissances ne coasidque le derniegtat,
notamment{’H — cste)"|z), decak vers le bas par une constante pour que le poidsétit ffon-

damental domine. On trouve que la&thode converge exponentiellement vite avec le nhombre
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d’itérationsa condition que le vecteur initigt) soit non orthogonaa I'état fondamental.
Dans ce qui suit, deux algorithmes avec une convergencegbige sont gesenés, notamment
ceux de Lanczos et de Davidson.

1.1 Algorithme de Lanczos

La convergence de l'algorithme de Lanczos [146] veesal fondamental est exponentielle avec
le nombre d’ierationsn et plus rapide que celle de laétihode des puissances. Cet algorithme
construit ierativement une base orthon@endans laquelle le hamiltonien a une ég@ntation
tridiagonale. Le principe de I'algorithme seggente comme suit :

On part d’'un vecteur éhtoire norrd |1, ) et on lui applique le hamiltonieR pour calculefH v ).

On obtient|y,) = H|y1) — ai|v1) qui est orthogonad [¢),) si on choisita; = (Y1 |H|¢1). La
normalisation dév,) avech? = (1x]1),) résulte eni,) = %|¢§>. Ainsi, on trouve :

Hlb1) = ar|pr) + bifaba). (11.3)

Ensuite, on &itere afin de construirg)}) = H|a) — b1 |t1) — as|1p2) qui est orthogona |y, ) et
|1y) avecas = (o|H|1p2). Apres normalisation du vecteltps), on a :

Hla) = by|th1) + aalia) + ba|ts). (11.4)

Maintenant, on peutéaréraliser pour trouver une suite de coefficientstb; :

Hwi) = bi1|iz1) + ai|i) + bilisa). (111.5)

ou |¢;4+1) est norné et orthogona tous les vecteurs @edentsy;) avecj = 0,...,i. On peut
donc exprimer le hamiltonien dans le sous-espace qui eshéigpar les: itérations. Dans cette
base trongée, les(a;) constituent le€léments diagonaux et l¢;) constituent le€léments co-
diagonaux tel que le hamiltonieregrit sous la forme tridiagonale suivante :

ap by 0 ... 0
by as by
Ho=] 0 b . . 0 | (111.6)
S Qp—1 bn_1
0O ... 0 b1 ay

Comme la dimension du hamiltonien dans la esgntation initialeV,, peut atteindre des ordres
de grandeur de0° et plus, la repesentation du hamiltonien dans cette base tréamst bien
plus facilea traiter. En particulier, pour un nombre &ititionsn ~ 100 on observe que &nergie
de I'état fondamentaly] est ceja conver@e vers lénergie exacté, a la peécision de la machine
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(10~'%). En outre, pour chaquegitation on a besoin de seulement trois vecteurs de dimensjon
afin de calculer lesa(, b;).

L'algorithme de Lanczos permet non seulement de calculanaeere tes efficace les valeurs
propres d’une matrice, c’'est-dire lesénergies propres d’'un sgshe physique, mais aussi les
vecteurs propres et donc les fonctions d’onde correspaeslaioutefois, pendant I'ékution de
I'algorithme, seuls lesd(, b;) et le vecteur propre du dernier pas @ittion|yf) = > 1, ali),
exprimé dans la base tronga, sont stodks afin de minimiser le besoin deemoire. Pour calculer
I état fondamental expriendans la bonne base, il est dor&ecassaire de recalculer legats in-
termédiaires|i) = S ~i|c), ol {|c)} n,, est la base de I'espace de Hilbert. Repartant @mm

vecteur initial|y);), on a:
Ny i

o) =) (:1 amﬁ) c). (I11.7)

c=1

La fonction d’onde de Btat fondamental rend accessible les elations statiques (cf. section 1.3
de ce chapitre) et dynamiques et constitue par@gmsnt une quanétde grande importance. Ce
procace permet en principe aussi de calculer les fonctions d’oedétdts excits de bassenergie
dont on a besoin pour la&hode de« Contractor Renormalizatiom qui est pesenée dans la
section 2 de ce chapitre. Pourtant, d’autres algorithmesfaworis dans ce but, car notamment
I'algorithme de Lanczos engendre deats fanbmes dits« ghosts» et ne Esout pas correctement
les cegererescences comme disewtans la section 1.5 de ce chapitre.

1.2 Algorithme de Davidson

L'algorithme de Davidson [147] permet de calculer de raamifiable les plus bassémergies
propres et les vecteurs propres correspondan@&sviant desttats fanbmes de l'algorithme de
Lanczos. Puisqu’il est capable de biesoudre deséatgrerescences, I'algorithme de Davidson
est particukérement avantageux si on s@émesse augtats exciés bien que la consommation de
mémoire soit pluglevee qu'avec I'algorithme de Lanczos. Dans ce qui suit, quedglifferences
entre les deux algorithmes sont digees ce qui permet de plus facilement aborder legmocde
I'algorithme de Davidson.

Dans l'algorithme de Lanczos, & itérations on obtient une regsentation approximative de
I" état fondamentak)y) ainsi qu'une valeur variationnelle poughergie propre correspondante
E} > E,. Dans le caso|¢))) repesente le vragtat fondamental, le vectelsiduel

|R') = H[vh) — Eolv) (111.8)

est nul. @réralement ce n’est pas le cas et on peut montrer que I'atgoeide Lanczos viatendre
le sous-espace variationnel selon la composante du velte\ys — E;|v) ~ |R') qui est ortho-
gonala ce sous-espace.
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L'approche de I'algorithme de Davidson vigeareliorer la construction du vecteuesiduel par
rapporta I'algorithme de Lanczos. Dans ce but, notons que le vraeuedsiduel| R) s’écrit

|R) = [vo) — |v) (11.9)
ou |¢y) est 'eétat fondamental exact. Par cénsient
(H — Eo1)|R) = —|RY). (111.10)

Or, on ignore lénergie de Etat fondamental exact ce qui rend impossible I'applicatie cet
equation dans l'algorithme. En outre, cette relation seres difficile a inverser nurariquement
afin d’en tirer le vecteurésiduel| R). Par contre, si on approxinfé par sa partie diagonale et
on remplace Bnergie exacté, par £} ~ FE,, on peut aisment calculer le vecteur

IR) = —(D — Ei1)"RY) (11.11)

qui s’awere souvenetre un meilleur vecteurésiduel que R') pour étendre le sous-espace. On
note aussi que I'on retrouve l'algorithme de Lanczos si onisihD = 1. Enfin, le proédce de
I'algorithme de Davison pour calculer @tat propré,) avec I'energie propre correspondarite

se pesente comme suit :

1. On partd’un sous-espace conteriantk vecteurs orthonor@s{|v,), ..., |v;)} eton appelle
B la matrice rectangulaire qui contient ces vecteurs comntennes etH la matrice des
vecteurs{H|v), ..., Hlu)}.

2. On diagonalise la matric@;|H|v;) pour en éterminer la valeur propré&’, et le vecteur
propre|!) correspondant (obtenus aviegecteurs).

3. Pour \erifier la convergence, on construit le vecteur
l l l
) = (H — Ey.B)[¢y) (1n.12)
et on calcule sa norme. Si elle estérieurea s (un critere que I'on se fixe) on &te et on

consickre quet) donne une bonne regsentation de &tat vi€. Sinon, on agrandit la base.

4. Pour agrandir la base, on calcule le vectésiduel
[R') = (D — E1) [ (111.13)

et on I'orthonormalise par rapport aux vecteur8g@dents{|v;), ..., |v) }. Il en sort le nou-
veau vecteufv,. 1) que 'on rajoutea la matriceB. On est alors raménau premier pas du
procede aved — [ + 1.

Précisons enfin qu’en pratique, afin de limiter 'espadamoire utili€, on part d’'un petit nombre
de vecteurs &atoires||v;), . .., |v;) } que I'on orthonormalise et on fait quelquesrétions jusqué
un nombre de vecteurs maximalé&ipar avance. Si la convergence n’est pas atteinte, on epren
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alors 'algorithme au @but mais en se servant cette fois dsultat de la prerere €rie d'itérations.
En raison de sa fiabiBtquant aux fonctions d’onde détats excigs, I'algorithme de Davidson est
préferé a I'algorithme de Lanczos pour certains cas. Notammentdee de renormalisation de
la matrice densét (DMRG) introduit par Whitet.al[148—-150] s’en sert. En outre, dans létimode
de Contractor Renormalization (CORE, cf. section 2 de ce clegpitlgorithme de Davidson est
avantageux pour des sgsates de tailles moyennes qui ne sont plus accessibles avidoréeries
d’algebre lireaire BLAS/LAPACK.

1.3 Calcul d'observables

Observables erivées du calcul de Energie

L’ énergie est directement accessible avec la diagonalisexacte et peut nous serarderiver
d’autres quantés. Dans ce but, on profite des difénts secteurs de sgtnie comme les secteurs
de spin, charge ou impulsion. Considns, par exemple, une é¢ha de longueur. et analysons
les gaps.

La connaissance deghergie de Btat fondamental et des excitations nous permettent delealc
les gaps de spin singulet et triplet ainsi que les gaps deyelanne ou plusieurs particules. En
outre, une dgererescence ass@ea un gap dans un certain secteur de I'impulsion indique une
brisure de syratrie de translation. Un outilés pratique qui est aussi famdur lestnergies sont
les tours détats [114] pour lesquelles on trace &gergies en fonction du spi(S + 1). Cet outil
peut aussetre appligé au moéle de Heisenberg bidimensionnel agahange cycliqua quatre
spins.Egalement, on peut calculer la courbe dmErgie en fonction de particulég N') ou du spin
E(S.). Dans ce cas, on ereduit la courbe d’aimantation qui est probablement la gt&ata plus
importante de cette #se. Les deux quargg E(N) et E(S,) ainsi que leurs @rivées contiennent
de l'information sur les gaps et les phases duayst considré. Pour la charge, on trouve pour le
potentiel chimique et la compressib@iinverse

_ 0F L 0K
et pour le spin on trouve le champ magigque et la susceptibiét
0Ey 1 0*E,

Afin de compéter les analogies, on trace les relations de disper®idn en fonction de I'im-
pulsion. Cela permet é@tudier les modes et branches d’excitations et pour I'exemjpin mode
linéaire avec I'impulsion, sa vitesse est deampar

 OF,

= (111.16)
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La dérivation de nombreuses quaatitsont encore envisageable doahkrgie d’un spinon dans
une chéne dinerisce ou le courant partir d'un flux ¢ comme @monté dans la thse de
Roux [128].

Observables erivées du calcul de etat fondamental
Avec la fonction d’onde du fondamental,), calcuEe avec la diagonalisation exacte, on peut cal-
culer la valeur moyenne d’'une observable statiggem@rature nulle. En analysant les @ifénts
termes du hamiltonien on peut, par exemple, comparer laibatiobn de I'energie cigtique avec
celle de [energie potentielle d'interactioizgalement, on a aésa des paragtres d’ordre locaux
ou des fonctions de carlationsa temps£gaux, comme nous le discutons dans la section 3 du cha-
pitre VII ou nous pesentons des cdlations charge-charge pour Eseau de Shastry-Sutherland.
Notons que si on obtient une erreur relativeur 'énergie apesn itérations, I'erreur sur les coef-
ficients du fondamental et donc sur les observabléssidu fondamental est d’ordy&. Le calcul
des fonctions de cagtationsa tempsegaux est effectusoit dans I'espace direct, soit dans I'espace
réciproque

Cli = j) = (ol AT Ailo)  ou  C(k) = (vol AfAxlvo), (I11.17)

ou la pro@dure @pend de I'espace choisi. Pour calculer les@ations dans I'espacéel, comme
par exemples? Sy ou c;r-c,-, il est avantageux d’appliquer I’@pateum}Ai directement sur état fon-
damental avant de reprojeter sug). Afin de calculer des cogtations dans I'espacéciproque,
comme pour I'exemple d§] S, il faut d’abord construire I'espace de Hilbert du sectieusi on
suppose que le fondamental est dans le sedtedr0. Apres avoir ceé le vecteur interriadiare
|Y1) = Akl|o), on calculeC (k) = (11]v1).

Une quantié de grande importance qui est accessible par ceedeoest notamment la matrice
densié reduite qui est dfinie comme matrice densitl’'un petit systme ou bloc encaérdans un
plus grand« super-bloc». Elle joue un dle crucial dans le&ebre groupe de renormalisation de
la matrice dens# (DMRG) introduit par Whiteet.al [148, 149]. Dans la @thode de Contractor
Renormalization (CORE) qui estgsenée dans la section 2.3 de ce chapitre, le poids de la ma-
trice densié reduite peut servir comme cgite alternatif qui permet de mieuglectionner legtats
importants d’un petit bloc encagldans un plus grand sgshe [124, 151].

Afin de cefinir la matrice densi reduite, considrons un sous-sy&ine A qui est inclus dans un
plus grand sysimeB. Si le syseme compleB est dans ktat| V), par exemple soatat fondamen-
tal, la fonction d’onde pel&tre exprinée comme :

(U) = thupla) @ b). (111.18)
a,b

Ici, 'indice a note la somme sur tous légats du sysime.A etb note la somme sur tous légats du
sysemeB3 \ A. La matrice dens#t, qui est de facon&érale @finiea temggrature nulle comme :

p =T\ | (I11.19)
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FiG. lll.1: Les plus petits@seaux caés en deux dimensions avec un nombre pair de sites. &apr
Dorneich [145].

nous permet ensuite @aluer la matrice densitéduitep” du sysemeA :
Prw =Trpa p =Y bapliny (111.20)
b

L'intérét pour la nethode CORE consiste dans les valeurs propres de la matrisgedéaluite
p* qui carackrisent la probabilié de trouver urétat|a) dans le sygtme .4 en supposant que
le syseme complet soit dansétat |V). Cela permet deé&ectionner lestats pertinents ayant
beaucoup de poids de la matrice demgiduite. De cette facon, on visebien acrire la physique
du bloc tout en&duisant la taille de I'espace de Hilbert et donc sa comi@e€iomme discé@dans
la section 2.3 de ce chapitre, cettétimode peut donc sendrremplacer le critre de Iénergie afin
de flectionner legtats sur lesquels CORE est bas

1.4 Notions sur une impl émentation efficace

Réseaux utilies

Les reseaux des sy&@tes quasi-unidimensionnels comme lesings et leechelles sont faciles
a traiter puisque I'on peut @ment ealiser deséseaux d’'une certaine taille soulegt Avec la
connaissance désultats analytiques, on peut ensuite effectuer le passkgénite thermodyna-
mique comme discétdans la section 1.5 de ce chapitre.

Pour les eseaux bidimensionnels, seulement certaines tailles pemhane @ometrie cage avec
un nombre de sites pair. Comme illislans la figure 111.1, on utilise deéseaux pend@s avec
n? +m? sites, @l n, m sont des entiers. En outre la corépension des effets de taille finie est une
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tache difficile ce qui complique d’effectuer des extrapolasi sur le comportement dans la limite
thermodynamique.

Codage destats

Dans le langage de la seconde quantificationétat |:)) de n électrons est construit par I'ap-
plication den opérateurs de ('aationcjva sur I'état du vide|0) ou pour des spin} du mockle de
Heisenberg chaque émteur cee unélectron de spia =7, | sur le sitei. On exprime la configu-
rationélectronique correspondante par des groupements de bits et on associe un nombre entier
N(|c)). Pour des spid-du mockle de Heisenberg, un seul bit est suffisant afin de codétatn
electronique d’un site en sorte que pour quateztrons, on a :

) = cf e yeh ehi10) = [T, 1, 1, 1) & N(Je) = N([1001)) = 9. (I1.21)

Pour des fermions, les épateurs anticommutent et il fauéfihir une convention de I'ordre des
opérateurs si les fermions peuventéshanger. Chaque permutation de deugrafeurs de éation
(de annihilation) entfiae donc un facteur de 1 de sorte que I'on obtient enfin ungfacteur de
+1 dit « signe fermionique.

Des moeles avec plus de dewetats par site, comme par exemple le @ledde Hubbard ou des
mockles effectifs @rivés avec la rathode CORE, nous obligent degpoir plus d’un seul bit afin
de coder urétatélectronique. Les quatétats par site du meéde de Hubbard (cf. €quation (1.1)),
par exemple, peuverdire stocks avec deux bits commegQ) = |00),|T) = |10),|]) = |01) et
|T1) = |11). Par contre, un mase effectif que I'on peutériver avec CORE, peut atteindre jusgu’
10 états par site voire plus et en céqgsience, le stockage de ce merécessite quatre bits ou
plus. Consiérons un exemple dedguation (1V.8) de la section 2 du chapitre I bon a sixétats
par site, dont deugtats singulets 1) et|Sg)) avec spinS = S, = 0, trois états triplets polaréss
(IT4), |Tp) et|T¢)) avecS = 1 etS, = +1 et unétat quintet comgtement polaris (|Q)) avec
S =2etS, = +2. Afin de stocker ces si&tats, on les nugrote en commencant avéet ensuite
on prend le nuraro de létat dans la base binaire ce q@cessite trois bits. Ainsi, on a pour les
deuxétats singule, = |000) et.S, = |001), les trois triplets sont stoéls commel’y = [010),
Tp = |011) etT = |100) et enfin le quintet®) = |101). Dans ce but, on do#galement stocker
des informations suppmentaires pour chagéat, comme le spif ou la composants, ou bien
la charge.

Utilisation des synetries

Les hamiltoniens que I'o@tudie et que I'on aimerait diagonaliser pgdsnt souvent un grand
nombre de syi@tries qui sont Besa des quantits conser@es. En fonction du sy&tne consiéré,
on observe par exemple la sgirie du groupe de translationigour un secteur de syatrie
I'impulsion est conse®e. Les autres sy@tries incluent I'invariance de rotation du Sste, la
symétrieU (1) comme la rotation autour une directior§S’** consere), I'invariance de jauge glo-
bale (nombre de particules conse)et la synétrie de rotation du spifiU(2) (spin total conse®).
Une utilisation astucieuse des sgiries permet de diagonaliser le hamiltonien par bioclaque
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FIG. lll.2: Schema de eseaux diferents avec le couplage au premier voisirernudr./; (ou seule-
ment.J), le couplage au deugime voisin nat par.J, eté comme dingrisation. (a) Le
réseau caér dev/32 x /32 sites, (b) la boucle digrisee, (c) la boucle frusée. Cf.
figure 11l.1. D’apres Laflorencie et Poilblanc [144].

bloc correspon@ une repesentation iductible d’'un groupe de syatrie. Comme les tailles de
ces blocs sont plus petites que la taille de I'espace de Hitbenplet, la&che de la diagonalisation
est rendue beaucoup plus facile comme le montre le tablédupbbur quelques exemples. Pour
une impementation efficace il est donc indispensable de profiter aimum des syrmtries car
la consommation de @moire ainsi que de temps de calcul sont direaonsiérablement ce qui
permet d’acédera des plus grands syshes.

Modele Taille du Groupe de Taille typique de
réseau symeétrie I'espace de Hilbert réduit
2D Isotrope 6 x6 T3 @ Cupy ® I 9 075 135 300/576
1D J, — J, 32x1 | T5®@Cy® I 601 080 390/128
IDJ,—Jo—06| 32x1 Tie ® Iy 601 080 390/32

TAB. llIl.1: Groupe de syratrie et taille typique de I'espace de Hilbe#&duit, calcube comme
taille de I'espace iritgral dans le secteut, = 0 divisée par le nombre de syatries,
pour trois moeéles antiferromaggtiques de spi@—de Heisenberg (cf. figure 111.2). Les
symetries nokes sont 7y pour le groupe de translatidh, /; pour I'inversion de spin
SZ — —SZ etCy pour le groupe cyclique. D’aps Laflorencie et Poilblanc [144].

Afin de minimiser la consommation deémoire pendant la diagonalisation exacte d’'un hamilto-
nien, differentes techniques sont utliess en profitant de ces sgitries. Notamment, on ne stocke
gue lesétats ou configurations ditsrepesentatifsy, c’esta-dire des configurations qui ne sont
pas mutuellement ré@es en appliquant les sytnies d’espace. Ensuite, parmi un nombre de confi-
gurations qui sont éies par des sy@tries d’espace, on choisit comme configuration&spntative
pour des raisons pratiques le plus petit nombre entier sporedant, selon &quation (111.21).
Comme expligé par Laflorencie et Poilblanc [144] ainsi que dans lésés de Dorneich [145] et
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FiG. I11.3: Convergence de I'algorithme de Lanczésgauche, la convergence du spectre de basse
énergie de la matrice tridiagonale vers le spectre exactlgaindependamment. Les
cercles indiquent leénergies douteuses as$m®sa I'apparition de vecteurs fabines,
dits « ghosts». A droite, I'erreur relativel Ef,odi) — Elacl /| Elac] apsi itérations

pour lesk = 1,...,10 plus petites valeurs propres. La convergence est senghtem
exponentielle jusq la pécision de la machine. D’aps Roux [128].

Roux [128], il y a encore beaucoup d’autres moyens pour opéinta performance de I'algorithme
de la diagonalisation exacte tout en tenant compteederérescence potentielles [152]. Le lecteur
est pré de s’adresser augférences dorges pour plus dealails car ces points techniques ne sont
pas au cceur de cettese.

1.5 Convergence et effets de taille finie

L'efficacité de la diagonalisation exactémend fortement d’'une utilisation des sstmes astu-
cieuse, d'une im@mentation optimise du produitH|y) et d’'une bonne performance de l'al-
gorithme choisi. Notamment, pour l'algorithme de Lanczams,observe une convergence expo-
nentielle comme le montre I'exemple dans la figure I1.3. @tergue la convergence sur atat
propre est d’autant plus rapide gu'il est bi@pag en termes @nergie. L'utilisation des syatries

ne sert donc pas seulemenminimiser le besoin de @moire afin de stocker I'espace de Hilbert,
mais aussa rendre plus rapide la convergence puisque la dedsitspectré basseenergie est
diminuée. Comme discétdans la section 1.3, une erreur relativeur I'énergie du fondamental
entrdne une erreur relative d’ordrge sur les observables ées du fondamental. Par céagient,

le nombre d'ierations doi®tre augmer& pour les calculs d’observables comme les fonctions de
corrélations, comme le montre la figure I1.4.

A coté de son plus grand avantage, notamment la convergenceemstjmle, la figure 111.3 evéle
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FIG. 1ll.4: Convergence de l'algorithme de Lanczos pour une meekacale qui traduit la conver-
gence de la repsentation du fondamental plus lente que celle éedigie. D’'apgs
Roux [128].

aussi le plus grandéasavantage de I'algorithme de Lanczos. Pendanétetion de I'algorithme
des erreurs d’arrondis apparaissengapin certain nombre détations ce qui provoque 'appari-
tion de vecteurs fadmes avec des valeurs propres de bassegie douteuses. Avec un plus grand
nombre d’irations ces vecteurs convergent veesat propre energie plus basse le plus proche
ce qui engendre degdererescences non physiques dans le spectre de dasgge. Cela neape
pas le calcul de €nergie de Btat fondamental, mais re@idemment douteux le calcul dégats
excitts comme le montre le tableau 111.2. Dans le calcul utilidatgorithme de Lanczos on re-

Algorithme\ iter \ 1¢ 2° 3 \ 4°

Exact -5.0315434037424 -4.7773893337012 -4.5693744108054 -4.5693744108054
Davidson | 105 | -5.0315434037424 -4.7773893337012 -4.5693744108054 -4.5693744108054
Lanczos 58 | -5.0315434037424 -4.7773893337012 -4.5693744108054 -4.297688546560(

59 | -5.0315434037424 -4.7773893337012 -4.5693744108054 -4.3442335795376
60 | -5.1643305416143 -5.0315434037424 -4.7773893337012 -4.5693744108054

TAB. Il.2: Gestion des @gererescences exactes lorsque toutes lesyas ne sont pas utibes
sur les 4 premiergtats exciés Le Lanczos ne donne pas lesgdrérescences exactes
(et en donne certaines absurdes dues aux vecteugsrfag} alors que le Davidson les
résout correctement au prix d’un plus grand nombrediitions. D’apes Roux [128].

connat la mauvaise gestion deggererescences exactes due aux vecteur®faes. L'algorithme
de Davidson offre des avantages@&itant les vecteurs fabitnes ce qui rend cet algorithme fiable
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guant aux @gerérescences et a@tats exciés. En revanche, pour des nombreux &ysts I'algo-
rithme de Davidson converge plus lentement que I'algoritdemé&anczos.

Une autre limitation de la diagonalisation exacte sontdéies des &seaux accessibles qui, avec
40 sites au maximum, sont relativement petites coggmavec des autresthodes nu@riques
comme le DMRG ou le Monte Carlo Quantique (QMC)aGea des esultats analytiques, on peut
dans quelques cas toutefoigriver des quan#s dans la limite thermodynamique, en particulier
pour des systmes unidimensionnels.

Par contre, en deux dimensions, la coatmnsion des effets de taille finie n’est pas facile. En gutre
seulement peu de tailles de ®#ste avec uneé&pnetrie carée et un nombre de sites pair sont ac-
cessibles, comme le montre la figure 111.1. Cela reid tifficile d’effectuer des extrapolations sur
le comportement dans la limite thermodynamique.

2 La méthode de « Contractor Renormalization (CORE) »

Introduite par Morningstar et Weinstein en 1994 [153, 1&jnéthode de« Contractor Renorma-
lization (CORE)» est une technique de renormalisation dans I'espaek concue afin étudier

la physique de thories de champ quantique séseau. Cette approche non perturbative permet
d’étudier des sysmes mageatiques [151, 155-159] et dép [160, 161] en construisant un hamil-
tonien effectifa partir d’'un hamiltonien microscopique s@seau comme par exemple du raled
d’Ising, Heisenberg ou Hubbard. Le hamiltoniegrigé réduit la complexié du systme consiéré

car il agit dans un espace Hilbe&duit tout en reproduisant la physique de bassergie. En
congquence, le mage microscopique initial est rempkgar un modle effectif avec moins
d’états et un hamiltonien plus complexeondition que leétats sur lesquels CORE est asent
une projection suffisante sur letats propres de plus baggeergie du mogle initial. Le moele ef-
fectif peut ensuit@&treétudié en c&duisant des quangi$ qui caraérisent sa physique, comme des
interactionsa differentes distances et des termes de saut de particules. Chgpamenétudier le
mockle effectif avec des athodes nurm@riques, comme la diagonalisation exacte, le Monte Carlo
Quantique, etc.

Afin de mieux comprendre la @hode CORE, nous allons d’abord traiter dans la section 2.1 de
ce chapitre le groupe de renormalisation dans I'espaeledit « naf » d’apres Wilson [162, 163].
Malgré ses suazs, cette approche a des limitations daese description insuffisante des interac-
tions et les autres techniques de renormalisation dansaloesgéel ont pour but d’amliorer cette
défaillance.

Une anglioration prometteuse est l'introduction des interawdiceffectives qui peuvengtre
déerivées en se fondant sur laéibrie des hamiltoniens effectifs de Bloch [164] ou de desCloi-
zeaux [165], par exemple. Par céasient, la section 2.2 est congsea une formulation efficace
de la tteorie des hamiltoniens effectifs ainsi guine néthode de renormalisation dans I'espace
réel quiy recourt.
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L'id ée des hamiltoniens effectifs est aussi #ifislans la ®@thode CORE de Morningstar et Wein-
stein [153, 154] dont la section 2.3 de ce chapit&spnte le praace cetaille. Dans le reste de ce
chapitre, la rethode CORE est explige de facon plus approfondie : dans la section 2.4, quelques
commentaires @cisent le proeceé en discutant quelques points techniques et dans la s@cipn
I'application de CORE est illuste avec deux exemples simples qui montrent sonéauglitqui
permettent une meilleure con@drension. Ensuite, la @hode CORE est applige a differents
mockles dans les chapitres &/VII, ou le chapitre IV, qui traite degchelles de spin, est phit
pédagogique enétaillant des points techniques de la@timode.

La description étaillee de la rathode CORE est largement farasur les articles initiaux de Mor-
ningstar et Weinstein [153, 154] et un articledagogique d’Altman et Auerbach [160]. Il s’agit
en congquence, d’'une description de Ed initiale de la rathode et les @eloppementscents,
comme par exemple une approchengralige dite Extended Contractor Renormalization (EN-
CORE) d’Albuquerqueet al.[166, 167] ainsi qu’'une approche de CORIgdrement modiée par
Siu et Weinstein [168], ne sont pas pris en compte. Par cantezapproche de Cappaatial. [151]

qui utilise aussi le poids de la matrice deasiduite et non seulemenghergie pour justifier le
choix d’états veétre pésenée en profondeur.

2.1 Le groupe de renormalisation dans I'espacer  éel « naif »

Une formulation efficace et puissante du groupe de renosatain dans I'espaceel (RSRG),
aussi dit« naf », fut presenée par Wilson [162, 163]. Cette approche est applicable auwdeles
guantiques suréseau et &s utile afin detudier des transitions de phase continues et en parti-
culier le probéme de Kondo [169]. L'ide de base de ce process@satif est de consiter un
petit syseme dans I'espacéel et lors de chaquegitation d’agrandir la taille du sy&te tout en
reduisant les de@s de libe. Plus peci€ment, I'approche du groupe de renormalisatioif na
dans I'espacegel se pesente comme suit :

— Premerement, le sysime consiéré est subdivie en des petits blocs de taille, en notant
H, le hamiltonien de ce bloélementaire el}, le hamiltonien du sysime entre deux blocs
élementaires voisins.

— Ensuite, on diagonalisé, et on ne prend en compte que Igsétats de plus basémergie parmi
tous les/V états propres. Cell états constituent I'espaceduit de bassenergie de I'espace de
Hilbert du hamiltonien complet du blagémentaire. Puis, on appellé, ;... |a projection de
H, sur I'espaceé&duit d’'un blocélémentaire et, de fagon analoglg,, ... 1a projection delj
sur I'espaceé&duit du systme entre deux blo@émentaires.

— Comme le montre la figure 111.5, lors de la prochairgation, les blocs initiaux sont rempésc
par des sites, dits super-sites». Le hamiltonien tronq@ Hy ;... caracérise les de@s de
liberté d’'un nouveau site dans le nouveaseau ety ;... caracérise le hamiltonien entre deux
super-sites.
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FIG. 1Il.5: Renormalisation d’'un sy8tne uni-dimensionnel : (A) D’aps Wilson [162, 163] la
chdne est subdivise en blocs de trois sites et chaque bloc renoréaanstitue un
nouveau site. (B) Par contre, cet exemple du DMRG n’ajoutergsite par i€ration.
D’apres Siu et Weinstein [170].

— La pro@&dure continue en identifiant un nouveau bEmentaire qui consiste desuper-sites
et dont le hamiltonien est;.

— Enfin, cette #ration est comglee par la troncation du hamiltonien d’'un nouveau bloc
élementaire H; et du hamiltonien caragtisant le sy&tme entre deux nouveaux blocs
elementaired/;.

De cette marire, pendant chaqueiationn on construitH,, ., etV,,; a partir deH,, etV,, res-

pectivementA partir d’un petit bloc, on agrandit le syshe pel& peu et on se concentre sur les

etats de basgenergie pour chaque sgshe internediaire. Ainsi lestats exciés de hauténergie
sont trongés et supprires et le proeck cible I'etat fondamental et quelquéekats exciks de basse
energie du sysime infini. Enfin, ce processus est congeguand les hamiltoniens obtenus ne
changent que de facoregligeable lors d’'une &ration.

Malgré ces suags, ce proece a aussi des limitations. Notamment, il implique quadt fonda-

mental du systme infini est bien @crit par I'eétat fondamental des petits bleementaires dont

consiste le sysime infini. Cette hypotise n’est pas toujours bien jugti car il est possible que
desétats excits d’'un petit bloc contribueri I'état fondamental du sysne infini.

L'un des probémes les plus connus de cette approche est la particuleslibtene chime de taille

finie. La fonction d’onde a un profil sinuial et sétend sur toute la cirae comme illustee dans

la Fig. 111.6. Or, le groupe de renormalisationifsubdivise la chime en petits blocs dont fonctions
d’onde sont nulles aux bords de chaque bloc ce qui rend iripesie trouver la bonne fonction
d’'onde. Cette difficult de I'approche rige est reradieée dans des @thodes de groupe de renorma-
lisation plus ecents comme la @thode de Contractor Renormalisation ainsi quelelre groupe
de renormalisation de la matrice deBs{DMRG) introduit par Whiteet al. [148, 149] dont la

Fig. Ill.5 montre un scéma simple. Avant de psenter la rethode CORE, consailons d’abord

une approche similaire qui esgalement capable @viter les prol®mes de I'approche nze.
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DMRG

FIG. 111.6: Probleme d’une particule libre sur une Gha :a gauche, leétats propres de plus basse
énergie d’'un bloclémentaire selon le groupe de renormalisationaive » ne sont
pas une bonne base afin decdre la fonction d’'onde du sy&mne completA droite, le
DMRG demontre des grands avantages. DesRoux [128].

2.2 Le groupe de renormalisation dans I'espacer  éel avec des
interactions effectives

Le groupe de renormalisationiifia un point faible dans la prise en compte des interactionee
les blocs et il y a diferentes strégies pour mieux capturer la physique de bassergie d’'un
syséme quantique suéseau. Une approche prometteuse est I'introduction ddot®ns effec-
tives entre les blocs dans la technique du groupe de renisatiah. Ceci peuétre effecté en
utilisant la treorie des perturbations quaggdrérees, comme le proposent Lepetit et Manousa-
kis [171] ou bien en utilisant la #orie des hamiltoniens effectifs de Bloch [164, 165], comme
propo® par Malrieu et Guiéry [172].

Par rapport au RSRG ffaces deux i@es sont capables d'@&horer consiérablement la f@cision
des calculs et notamment les hamiltoniens effectifsatmappliq@es avec sues dans difrents
domaines [173, 174] comme la physique et la chimie quantiguphysique nuéaire et relati-
viste. C’est pourquoi, outre la similagitivec la rathode CORE, nous discutons dans ce qui suit le
procece de Malrieu et Guiéry [172, 175] en quelguesthils. Revoyons d’abord leséds fonda-
mentales des hamiltoniens effectifs afin de faciliter la p@hension de la discussion suivante.

Les hamiltoniens effectifs

Le but de cette approche est de trouver un hamiltonien dffégt qui contienne le spectre de basse
énergie du hamiltonien exaéf et dont les vecteurs propres soient Bsgantatifs. Les solutions du
hamiltonien exact engendrent un espace de Hilbert qui esedians le sous-espasSeque nous
cherchons et un espace orthogofal. On associe les projecteufs au sous-espacg et ) au
sous-espacg- etona:

P?=P, Q* = Q, P+Q=1. (111.22)

60



2. La nméthode de« Contractor Renormalization (CORE)

Py Qo
Po RXR| O
ENERGIES
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J— —— A
st sd H X
— —_— (a) (b)
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So So
H P/ Heff a
EXACT TRANSFORMED  EFFECTIVE eff
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FiG. Il.7: A gauche : le hamiltonien exaéf, le hamiltonien transforn = U~'HU et le ha-
miltonien effectif H.s = P, ' HP, ont les némesénergies dans les sous-espacet
'espace modle S, respectivementﬁ.\ droite : repésentation du hamiltonien exact (a),
du hamiltonien transforén (b), et du hamiltonien effectif (c) dans I'espace raled,
(avec le projecteul,) et le sous-espace orthogonal (avec le projectg)r D'apres
Durand [173].

On peutégalement diviser I'espace de Hilbert dans un sous-espane® espace made S, qui
contient les solutions approximatives de ba&sergie du hamiltonien exact d’une part et I'espace
orthogonaleS+ d’autre part. De fagcon analogue, on associe les projecféuau sous-espacs
ety au sous-espace", comme illusté dans la figure 11l.4 gauche, eton a :

P}=P, Q=Qy, R+Q=1 (111.23)

Pour trouver des hamiltonien effectidspartir du hamiltonien exadt, on consiére d’'abord la
relation dequivalence suivante qui nous donne le hamiltonien tram&é{ :

H=U'HU. (111.24)

La transformatiorl/ doit étre inversible, mais par forcement unitaire et sedecoupler dans
les deux sous-espacget S+ :

H=DBHP + QoHQo ot Her = PyHP. (I11.25)

La figure Il.7 a droite illustre I'effet de la transformatiofi sur le hamiltonien exack/. On y
voit que le hamiltonien effectit{.z correspond la partie du hamiltonien transfoatH qui est
engende par le projecteuf, sur I'espace magle S,. Comme le montre Durand [173], on peut
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choisir une autre transformatidn plus ¢erérale qui permet deédiuire d’autres transformations
connues. Elle estélinie comme suit :

U=P(PP)™" +Q(QuRRQ0) ™. (11.26)

Ce choix de transformation s’axeétre tes adroit et puissant puisque, si les projecteurs sont bien
définis, on peut choisir diffrentes valeurs pour I'exposant> 0. Ainsi, on trouve les hamiltoniens
effectifs d'Okubo [176]H ¢ o, de Bloch [164]H.q 5 et de desCloizeaux [163] . ac :

v=20: H657©:(P0PP0)71PHP0’

v=1: Mgp=PHPPPR)" ot Hap=H ., (11.27)
1
v=g: Maac= (PyPPy) 2 PHP(PyPPy) 2.

La transformation/ permet donc de &tiver des hamiltoniens effectifs directemenpartir du
hamiltonien exact et par cobguent, cette approche constitue unetide rapide et de grande
transparence, comme le souligne Durand [173]. Qua@che) on doit @rifier qu’il y ait une cor-
respondance entre I'espace ret&d, et le sous-espace exatte quin’est pas le cas, par exemple,
lors de I'apparition cetats intrus dans I'espace nmad [173, 174].

Application des hamiltoniens effectifs dans une rathode de renormalisation dans I'espace
reel

La théorie des hamiltoniens effectifs de Bloch [164] trouve sopliaption dans une é&thode de
renormalisation dans I'espadeal qui aéte propoge par Malrieu et Guidry [172]. Cette approche
cherchea trouver un hamiltonien effectif dans un sous-espace dpdee de Hilbert exact et se
présente enétail comme suit.

Pour commencer, on divise un super-bloc e sites de spiré— en Np blocs qui contiennent
chacun un nombre impair de sites. La taille du super-bloireg€&e puisqu’on calcule un nombre
N,, d’'états propres?? ) du super-bloc en utilisant desétinodes de diagonalisation exacte (voir
les sections 1.1 et 1.2 de ce chapitig)artir de :

HDTO) = ED |00, (111.28)

ou I'exposant® indique le nombre de I'ération. LesV,, états sont choisis selon leur pertinence
pour la quantié physiquea laquelle on s'irtresse ce qui constitue un pas important du éuec
puisqu’ensuite toute autre information est perdue. #8nissent I'espace ciblé = {|\I/§2)>} au-
guel on associe le projecteur :

Nm
Pg=>_[W) (T, (111.29)
m=1

Avec I'espace cible &fini, on cherche I'espace melé que I'on construit partir des blocs qui
constituent le super-bloc. Pour un seul bloc avec le haniﬁmcorrespondar?tifﬁc),c, on calcule
lesétats propre$¢§°)> de plus bassénergie :

Himel01”) = eV |61"). (111.30)
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Pour chaque bloc, |e¥; états de plus bas@mergie sont gaib et ensuite I'espace meld S, est
construit comme le produit tensoriel d¥sétats de chaque bloc. Aingly = {|2\")} = {|¢\")}®

e ® {|¢§33l0c>} repesente un espace de Hilbeetluit pour le super-bloc avec un isomorphisme
entre I'espace made S, et I'espace cibles ce qui implique que

dim(Sy) = NVvee = N, = dim(9). (11.32)

Comme projecteur ass@a I'espace moele Sy, on a
No,
Py =Y |8 (@) (111.32)
k=1

et on peut ensuitevaluer la projection du vecteur propm(ﬂ)} du super-bloc sur I'espace mald
So selon| Uy = Py| Uiy,

Il estimportant de noter que le sscde la rethode @pend du choix d@atshlfﬁ,?)) du super-bloc
et de leurs projections sur I'espace retad Plus les normes des projectiq@é?)) des’etats|\11$2)>
sur 'espace mogle sont grandes, plus I'espace rat&lS, et I'espace cibleés sont en correspon-
dance. On a donc fort iatéta choisir Iesétats|\11$3)) tels que leurs projections sur I'espace raled
soient importantes.

A partir de ces@sultats peparatoires, on construit le hamiltonien de la pmmiiérationHég de
la mangere suivante. Comme on prend en compte une interactionieéfesitre les blocs qui sont
les super-sites de la prochainerdtion, le hamiltonieﬂ-lég et le hamiltonien effectif¢*® ) sont
de méme forme. Bien que la prédure permette d’inclure des interactions effecti@gdusieurs
blocs, on se limité des interactions de couples de blocs :

Np
et (1) :ZH§H(1)+ZH§§<1>+... _ (11.33)
i=1 (4,5)

Dans le premier terme lénergies propres des blocs contribuent au hamiltoniectéfét dans

le deuxeme terme tous les couples de blocs interagissants y coetibPlus pgcigment, le
premier terme du hamiltonien est une matrice diagonale Esrénergies propres sont 16§,
energies propres exactes du hamiltonien exagtet dont les vecteurs propres sont les projections
des vecteurs exactey)fg) sur 'espace mogle S, :

et (1)|q,52)> _ E(0>|@(0)>‘ (1.34)

m m

Le deuxeme terme de &quation (l11.33) contient les interactions effectivesrerdeux blocs qui
s’évaluent dans la base des vecte}mf%)> qui engendrent I'espace mel@ S :

<(I)](€0)|Heff (1)|(I>z(0)> _ Z<‘D1§0)|‘i’$)> EO <(@7(2))i|q>l(0)>. (111.35)

m

Ici, |(\TJ,(2))L> indique les vecteurs qui sont biorthogonaux aux vecthh%) (cf. [172] pour plus
de cktails).
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Apres ces manipulations, Iéseau consiste dé, super-sites guétaient les blocs de I&ration0 et

le hamiltonien est un hamiltonien effectif renormélcgui inclut des interactions effectives entre les
super-sites. Ainsi, on peut continuer&ration en repartant du premier pas de la pdrea condi-
tion que le hamiltonien aps une iération soit isomorphe au hamiltonien depdrt. G&réralement,
ce n'est pas le cas puisque lors d'ur@dttion, le hamiltonien initial peut se transformer en Hami
tonien de variables diffrentes ou bien leeseau initial ne se retrouve pas dan$keau des super-
sites et les interactions effectives ne correspondent pasnéeractions initialesEvidemment,
I'absence d’'un isomorphisme entre le hamiltonien inittag#ectif nous empche d'ierer facile-
ment.

L'utilit & et le potentiel de la &thode sont illusérsa I'aide de quelques calculs de test pour des re-
lativement petits&seaux. Avec &s peu d'effort nurarique, cette approche nous donregadoour

le plus petit sysgtme,a savoir deux bloca trois sites chacun, degsultats raisonnables pour des
exemples de diéfrentes chiaes de Heisenberg, comme la ti@isotrope, dirarisee ou la chie
zigzag. En particulier pour la chree de spin; de Heisenberg, on retrouve lesultats exacta
0.1% pres avec deux blocs de 11 sites chacun. En outre, la valeiquer(t]g/Jl)C ~ (0.2411 [33—
35] de la chine zigzag, qui estquivalentea la chéne J;-J; (cf. la section 2.1 du chapitre 1), est
calcuke avec une erreur relative de seulentesi.

Discutons maintenant la@hode CORE qui partage quelquesed avec la gthode de Malrieu et
Guihéry [172], mais se distingue dans la construction du haméto effectif.

2.3 Le proc édé de CORE

Comme une rathode de renormalisation dans I'espagel rla nethode de Contractor Renorma-
lisation (CORE) s’applique aux syshes suré&seaux. Cette approche estdmsur le groupe de
renormalisatiork naf » d’apres Wilson [162, 163], mais gcea des aréliorations importantes
guanta la description des interactions entre les blocs, ellea&éviter certaines difficuéts de
I'approche néve. En cetail, afin de construire nuaniquement un hamiltonien effectif, le pexe
de CORE se @sente comme suit :

1. On choisit un blo&lementaire et on diagonalise le hamiltoniencorrespondant afin de
trouver se€nergies propres et vecteurs propres.

2. Un nombre)M d'états de bassenergie{|a)} est garé en regligeant letats restants de
plus hauteenergie. Il est aussi imaginable ddectionner legtats non selon leugnergies,
mais plubt selon leurs poids de la matrice deasiduite pesenée dans la section 1.3 de
ce chapitre, comme le proposent Cappetral. [151]. En tout cas, I'espace de Hilbe&duit
de N blocsélementaires est ensuite construit comme le produit tenstasetats garés du
blocélementairday, . .., ay).

3. Le hamiltonien renormaksH ™ d’'un syseéme de/N blocsélémentaires connexes esfihi
dans I'espace de Hilberéduit de dimensionM = M?¥. On diagonalise le hamiltonien
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H de ce systme afin de trouver ledA états propres de plus basseergie|n) et leurs
énergies propres, avecn = 1,..., M. Les fonctions d’onde),, sont ensuite projées sur
I'espace de Hilbertaduit et on obtient leurs composantes dans la basétdés gards du
bloc élementairgay, ..., ay). Apres, lesttats projets sont orthonormaks par le proede

de Gram-Schmidt, en commencant patdt fondamental :

) = Zin(\w - wm><zﬁmwn>>, (111.36)

m<n

ol Z, est un facteur de normalisation. Dans certains cas, on dicitiler plus de\/" états
de bass@nergie puisqu'il est possible que certag@iats aient une petite projection ou une
projection nulle sur I'espace de Hilbe&duit ou bien disparaissent &gi’orthogonalisation.
Le hamiltonien renormalésd’un syseme deN blocsélémentaires connexes e€fiti par :

M

H =) enlthn) (Un] (111.37)

n=1
et il est construit de sorte qu'il reproduise &% états propres de plus bassgergie.

. On cefinit le hamiltonien connexa porée N qui contient les interactions connexes e
points comme sulit :

H i =W = D R (111.38)
ou N’ < N —1. Ainsi, le hamiltonien connexe d’un seul blefementairg;°" estéquivalent
au hamiltonien renormaksd’un blocélementaire. Ensuite{;, caracérise l'interaction
des plus proches voisins et les corrections aux termes @&uhldoc élementaire. Linter-
actiona trois sites et les corrections aux taillestinéures sontéfinies parH;’;,,, etc. Par
congquentHi" ; qualifie une interactioa porée N bien que la distance entre deux sites
ne soit paggalea N, maisa N — 1.
Par exemple, le hamiltonien connexg@oree 2, qui se @rive avec deux blooslementaires
voisins B; et B, 1, est &fini comme suit [154] :

(i) = H3™(Bi, Biya) = Hy™ (Bi, Biga) = HY™(Bi) — Hi™ (Bita). (111.39)

De manere analogue, on obtient pour le hamiltonien connaxgorée 3 de trois blocs
élementaires voisin®;, B; | et B, :

Gitlive) = H5™(Bi, Biy1, Bit2) =
= Hy"(Bi, Biy1, Biy2) — H(Bi, Biy1) — HS™ (Biy1, Bija) —
—H"(Bi) — H*(Bi+1) — H{™(Bit2). (111.40)
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5. Enfin le hamiltonien effectif pe@tre exprin@ comme la somme des contributions des inter-
actions connexes :

HE =D H+ Y HIT A+ D> H (I11.41)
(4,9 (i,5,k)

Géreéralement, avec un bon choix du blelementaire et deétats garés, les interactions
connexes dé&V points diminuent suffisamment vite avec la jgardv. On peut donc tronquer
le developpement de &quation (111.41) parce que la physique de baseergie est bien
déecrite par un hamiltonien effecté# relativement courte p@e, par exemple p@&e3 si on
ne prend en compte que trois blagémentaires. Toutefois, il est indispensable édfier
gue les interactions connexes soiedgligeables partir d'une poée donge.

i

La méthode initiale d’ap¥s Morningstar et Weinstein est congue comme un procegsatfiavec
un mockle effectif que I'on obtient agss la premgre i€ration et que I'on utilise comme melé
initial de la deuxéme ieration. Par coréqjuent, les blocs de la preené i€ration servent comme
super-site dans la dewitne ieration. Pour uneggjuence d’érations, on observe un flux du hamil-
tonien renormalig et des interactions connexes vers un point fixe et le prosgstre aréte.
Comme @ja discué pour les autres @thodes de renormalisation dans I'espa®el,rdes telles
itérations ne sont pas toujours faciled partir d’'un moele initial qui consiste en ureseau et
un hamiltonien initial, CORE &rive un moele effectif, c’esta-dire un hamiltonien effectif et un
reseau effectif qui peuvent difer du moéle initial de facon importante. Cela rend difficile d’ef-
fectuer une iration ulérieure de la rame facon parce que la physique du mednitial ne se
retrouve pas dans le mela effectif ce qui peut impliquer que le bléEmentaire ou bien le choix
d’étatsa garder changent et doiveatre adagis. Dans cette &se, on n'effectue qu’une seule
itération du proede de CORE surtout afin de ne pas perdre @&tigion, mais aussi parce qu’on
pense qu’une @ration nous donne agsa des nouvelles tailles et qu’elle suflitbien dcrire la
physique.

2.4 Quelques pr écisions sur le proc édé

L'id ee gerérale du proece mérite quelgques commentaires plugsiiques ainsi que des explica-

tionsa propos de ses points cruciaux et de ses limitations. Liggtn sysématique auechelles

de spin et quelques points techniques sont déscdé mardire gedagogique dans le chapitre V.

— Au début du proéce, on divise le sygtme considré dans bloc€lementaires. Le but est
de peéserver un maximum de swtries du eseau initial sachant que la division en blocs
elementaires brise toujours des Stmes de translation [177]. Un choix optimal conserve les
synetries initiales de rotation, comme des plaquettes dangseau de plaquettes, des triangles
dans le eseau de Kagoeou desétradres dans leaseau pyrochlore.

— Il'y a deux cas limites pour lesquels CORE converge vers leshedditial : (i) Tous lesttats
d’un blocélementaire sont gaed et aucun n’estagligé. Pour cette ggration triviale, le modle
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effectif obtenu avec CORE est identique au mlednitial formuk dans une base diifente et il
n'y a aucune &duction de la complexdtdu systme. (ii) Si le @veloppement de contributions
d’interactions connexes degljuation (111.41) est effectujusqua I'infini, le syseme effectif
coincide avec le sysime initial exactemer#t bass&nergie.

On effectue la diagonalisation du sste initiala NV blocsélémentaires afin de trouver le spectre
de basse&nergie et les vecteurs propres en utilisant les routindsARACK pour des tailles
d’espaces de Hilbert igfieuresa environ10.000. Ceci est faisable de facon confortable tout
en étant raisonnable quant au temps de calcul & consommation de @moire. Par contre,
comme l'espace de Hilbert dtocde manére exponentielle, on atteint les limites de LAPACK
pour des podes de CORE plusle\ees et la diagonalisation exacte avec I'algorithme de David
son (cf. section 1.2 de ce chapitre) esfprable puisqu’elle est moins gourmande en espace de
mémoire.

Avec la methode CORE, il est non seulement possible de reproduire térepe bassenergie
d’'un syséme, mais en principe aussi de calculer des fonctions delatan d’'un o@rateur mi-
croscopique. Dans ce but, Altman et Auerbach [160] intreell un oprateur sous forme d’'une
perturbation lieaire et arriven& dériver une expression qui permet de calculer des fonctiens d
correlationa deux points.

A priori, on ne peut pas estimer I'erreur quantitative due troncation. Pourtant, la valeur des
interactions connexes dé points donne une indication sur la longueur deéarence des degs

de libere locaux qui sont repsenés dans le choix destats garés pour la rathode CORE. Si
I'ordre de grandeur des interactions connexes diminueaviex NV, la longueur de cdrence
est petite et une troncation &srpeu de contributions d’interactions connexes est bifige.
Pour la fiabilie de la néthode, cela doitre \érifié pour chaque application de CORE.

Apres ou néme avant I'orthogonalisation de Gram-Schmidt éguiation (111.36), certainétats
d’'un syséme considré peuvent avoir une petite projection sur I'espace de Hiltatuit qui
est le produit tensoriel dedats garéds du bloclementaire. Afin de &cider si uretat est garé

ou regligeé lors de la proedure, une norme minimale de la projection ddie ckfinie et dans
nos calculs, nous fixons cette nor@é0—°. Ce choix semble bien justifiet raisonnable puis-
gu’avant I'orthogonalisation de Gram-Schmidt, nous obses que les normes&tats sont soit
de I'ordre de la pzcision de la machine au carftypiqguement 02 a 10~3%), soit sugrieures
a10-%. Dans ce cas, lestats sont bien&pagés et la glection détats serait simple. Par contre,
nous observons qu’ags I'orthogonalisation de Gram-Schmidt, ce n’est plus teatdes normes
peuventégalement avoir des valeurs ente® et 10-!4. S'il existe beaucoup états avec une
norme Bgerement au-dessus ou au-dessous du seail time adaption de la valeur du seuil ou
bien du choix du blo&élémentaire et dtats garés peut s’agrer opportune.
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2.5 Exemples simples de I'application de CORE

Quelques exemples de I'application de CORE pour deses physiques simples incluent la
chdne zigzag de Heisenberg et la @@ de Hubbard ainsi que la dha de Hubbard au demi-
remplissage. Ces deux sgsies permettent de choisir un blelémentaire qui consiste en seule-
ment deux sites et de ne garder qu’'un setat pour ce blo@&lementaire. Par coguent, les
hamiltoniens connexes, renormakset effectifs ne sont que de nombres scalaires et |€grate
CORE est tes facilea effectuer.

Avant de discuter les deux exemples egtail, notons que parmi d’autres exemples @lut
pédagogiques afin dtudier la néthode CORE, on peut aussi compter le gledi’lsing dans une
dimension avec un champ magigue transverse [178]. Et enfin, le chapitre IV est coresaar

I échelle de spin qui permégalement de faciliter la comgension de la Bthode CORE, surtout
la discussion de I'approcteeporee 2 discute dans la section 1 de ce chapitre.

La chaine zigzag de spin% de Heisenberg

Consicerons d’abord la chiae zigzag de Heisenberg qui @sfuivalente la chéne J;-.J,, comme
discugé dans la section 2.1 du chapitre |. Cetéogetrie se retrouve dans les compesXCuCl,
ou X=(K, TI, NH,) et nous rappelons que la courbe d’aimantation du cogpbt CuCk presente
des plateaux poun = ; et3.

Le hamiltonien de la ciae zigzag de Heisenberg e&tlit avec des dgrateurss; de spin% surles
sitei. Si on suppose que l'interaction au premier voisinéggtlea 1 et I'interaction au deuxme
voisin estégalea J, le hamiltonien de la ctine zigzag de spig-de Heisenberg est doamar :

H=> Si-Sui+J Y Si-Sipa. (111.42)

Afin de calculer [energie de Etat fondamental avec CORE, on choisit un bdd&mentaire qui
consiste en seulement deux spins et on ne garde @aira savoir le singulet fondamental, donc
M = 1. Si on effectue une seuletitation de CORE, on obtient les contributions connexes en
fonction de la pogéer [179] :

e = e
HEm = M — YHn (111.43)
HEm = I — 2H™ — HE

HEm = I — IHE — FHE™ — 4AH,

Géreralement, le${’" et H:*" sont des matrices de dimensian = A", mais pour cet exemple
avecM = 1, ce sont des nombres scalaires ce qui rend ce caksifdcile. Enfin, Energie par
spin de letat fondamental est cal@d avec le hamiltonien effectif poréer qui est la somme des
premiers- termes deHo".

Les résultats sont illusés dans la figure 111.8 et montrent une convergence rapide deE3@ur
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FiG. I11.8: Energie par spin deétat fondamentak /N en fonction de la poéer de 'approche de
CORE et de l'interaction au dewine voisinJ pour la chéne zigzag de Heisenberg.
D’apres Cichyet al.[179].

0 < J < 1. Lesénergies calcélesa porée 1 ne épendent pas de l'interactiohavec le deux@me
voisin puisqu’on ne consée qu’un seul blocA portée 2, on observeajh une bonne convergence
puisque les poées plustlevees n'argliorent le calcul que de facorégligeable. Par exemple,
pour le point Majumdar-Gosh [31, 32Juo/ = 0.5, les calculsa porée 1 nous donnentégh le
bon Esultat parce qu'il s’agit d'uétat fondamental exactemesgal au produit des singulets. Cela
explique pourguoi les contributions des @@ plugleees sont nulles et I€sultat ne change pas
avec la porke.

Si on consiére un autre cas épial, notamment la limite de la cime de Heisenbergin/ = 0, on
note que lesasultats de CORE porée 6 (cf. [179]),E;=% /N = —0.442028 sont seulemertt25%
tropélewes et donc en bon accord avecésultat exact de Bethe [129] et HWth[180] 5! /N =

1 —In2 = —0.443147. La méthode de renormalisatian’aide d'interactions effectives de Malrieu
et Guitery [172] (cf. la section 2.2 de ce chapitre) donne desiltats qui sont aussi eresrbon
accord avec lesésultats exactsa savoir, leur dduction pour le sygmme infini avec une erreur
relative de seulemerit01%. En outre, leurs calculs bas sur des &s petits systmes permettent
déja une bonne estimation dasultat exact. Enfin, aussi en appliquant kthode CORE porée

6, Weinstein [156] drive un Esultat avec une erreur relative de seulem@nt en utilisant les
approximants de P&d La pgcision de ce calcul est remarquable puisque d’autres elpgsade
renormalisation ou d’ondes de spin n'arrivent pae dege de pécision.

Néanmoins on doit constater que kesergies des difirentes poées de CORE divergent pour
J 2 1 et que cette approche de CORE est donc éeitdes valeurd < 1. Cela s’explique avec
le choix du blocélementaire : la physique du sgste change parce qué&tat fondamental n’est
plus unétat de dingéres fornés par des spins qui sont premiers voisins. Paréuument, le bloc
elementaire ainsi que le choixé&tats gards dans le praak de CORE doivergtre adais.
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FiG. I11.9: Energie par spin ded&tat fondamental’/N en fonction de l'interactiori//¢ pour la
chdne de Hubbard. Comparaison désultat exact de Lieb et Wu [12] avec kesultat
de CORE pour des défentes po&esr. D'apres Cichyet al.[179].

La chaine de spin—é de Hubbard a demi-remplissage

Consicerons maintenant la chree de Hubbarch demi-remplissage comme degéixie exemple
simple de I'application de la &thode CORE. Le hamiltonien, qui contient un terme de saut
et une interactio/ d’électrons sur le @me sitei, s'écrit de fagcon suivante :

H=-t> (cl,cjot+hc)+UD nigni (11.44)
(i.3) i

Ici, cj.,a (¢;») indique I'operateur de @&ation (d’annihilation) d’urélectron de spir =T, | sur

le sitei. Lopérateur de dengtélectronique dansétato est done parn,, = CZU ¢io etla
notation(, j) indique des premiers voisins.

On choisit un blocélementaire de l'approche de CORE de seulement deux sites et on ne
garde qu’un seuétat comme pour I'exemple @edent de la cHae zigzag de Heisenberg. En
congquence, les hamiltoniens renormati®t connexes sont des nombres scalaires et se calculent
de néme facon, dorge dans I'Eq. (I11.43). La Fig. Ill.9 montreéhergie par spin deétat fonda-
mental, calcide avec la rathode CORE des diferentes po&esr ainsi que les@sultats exacts de
Lieb et Wu [12]. On note qu’'une approchesrsimple de poee 2 ou 3 nous donneej de bons
résultats. Notamment, COREporée 3 esh 1% du résultat exact dans légion—5 < U/t < 5 et

en plus, cette approche &d1.5% du résultat exact pour une forte attraction de Hubbard{( —2)

pour laquelle on observe la formation de pairesettrons. Dans ce cas, un petit bedementaire

et un petit sysime connexe sontgh suffisants pour bienédrire la physique tandis que pour le
cas de comgtition entre localisation etalocalisation deglectrons {/ ~ t), on a besoin d’un plus
grand systme connexe afin de diminuer les erreurs relatives.
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3 Conclusion partielle

Dans les chapitres qui suivent nous allons appliquer lethades nur@riques pesenges dans ce
chapitre aux diftrents modles et eseaux sous champ magdigue. En eduisant la complext
d’'un mockle, la nethode CORE visa trouver un hamiltonien effectif capable de reproduire la
physique de bassenergie d’'un sysime. La diagonalisation exacte nous permet d’analyser des
mockles inéépendamment de laéthode CORE et nous aidecontbler sa convergence et sa fiabi-
lité. En plus, ergtudiant les mogles effectifs CORE avec la diagonalisation exacte, nous gsmm
capables de comparer quantitativement étfgement les quantis que nous calculorspartir du
mockle effectif ou du moéle microscopique. Enfin, nous utilisons la diagonalisaéracte pour
calculer la matrice den&tréduite qui est un crétre alternatif afin de&dectionner legtats formant

la base de I'approche CORE.

L'intéerét de la néthode CORE est qu’avec laduction de la taille de I'espace de Hilbert, des plus
grands sysimes peuverétre aborés. Ceci constitue une @lioration importante par rappatla
diagonalisation exacte qui a sa limitation la pléstese dans la taille restreinte de ®stes acces-
sibles. En plus, I'interf@tation des mogles effectifs érivés nous donne la possibdit’étudier un
problemea partir d’'un nouveau point de vue.

Nous remarquons, par contre, que le hamiltonien effectiiobgenu sous une forme purement
numérique, ce qui interdit I'utilisation de certaine€thodes analytiques dégsolution, comme le
champ moyen pour des spins, par exemple.
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Chapitre IV

L’ échelle de spin- % de Heisenberg sous
champ magn étique

Comme mentionadans la section 2.1 du chapitre &dhelle de spi@—de Heisenberg maise un
certain nombre de compes (cf. les figures 1.4, 1.5 et 1.6). En plus, dans la section thehpitre I,
nous discutons le maie microscopique qui estg@sengé dans lequation (11.1) et illuste dans la
figure Il.1. Rappelons que les couplages antiferroretignes sont efinis comme suit : I'interac-
tion J, = 1 agit sur les barreaux degkchelle et ces barreaux constituent desaiegs cous. Le
long des deux chiaes qui forment Echelle, les spins sont co@gl par.J,. et enfin l'interaction/,

est un couplage frustrant reliant des spins qui sont @®oes voisins. Les deux derniers couplages
peuventreéchan@s en raison d’'une sytrie.

Ce chapitre est consdca I'étude de Echelle de spin avec lagthode de CORE differentes
portees,également en utilisant défents blocelementaires. Cettétude est structée comme

suit : dans la section 1, nous corisidns en étail I'approche la plus simple de CORH’échelle

de spin qui consiste dans l'identification d’un barreau conimoe élementaire et dans le choix

du singulets) et du triplet polarig |t;) comme base de CORE. Nog&gidions le moéle effectif

de COREa poree 2 analytiguement ainsi que nérnigquement et discutons les limitations de cette
approche simple. Da ces limitations, nous modifions notre approche C@REchelle de spin
dans la section 2 en choisissant éitntsetats comme base de CORE et en changeant de bloc
elementaire dans notre approche. Enfin, nous discutons letages de ces modifications et nous
présentons nos conclusions dans la section 3.

La discussion de I'approche de CORH’échelle de spin dans ce chapitre estéeasur notre
article : Abendschein et Capponi [124].

Avant de commenceré&tude de Echelle de spin avec laéthode CORE, notons qu’afin de ju-
ger la qualié de notre approche, nous comparons avec g&gtats exacts que nous calculons
avec la diagonalisation exacte (cf. la section 1 du chapljrdu modele microscopique pour des
tailles finies. Dans la figure IV.1, nousgsentons une courbe d’aimantation poyur= 0.7 et
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FiG. IV.1: (a) Courbe d’aimantation d’unechelle de2 x 16 sites pourJ, = 0.7 et J; = 0.5,
calcuke avec la diagonalisation exacte du mledmicroscopique. (b) Extrapolation de
la taille du plateaun = % vers la limite thermodynamique pour deux exemples, cakul
avec la diagonalisation exacte du netelmicroscopique. La figure IV.2 (b) montre une
récapitulation et un diagramme de phassultant.

Ja = 0.5 d'uneéchelle avec 16 barreatigui montre un gap de spin ainsi qu’un plateau= 1.
Pour I'exemple d’'unéechelle frustee avec/, = 1, J, = 0.55 et J; = 0.7, on peutégalement
observer un saut d’aimantation en dessous de la saturdidng §ui est @ a la modification de

I' état fondamental : d’abord, les démes sont occugs par des singulets) et des triplets polarés
|t41), ensuite, on observe unaiange de triplet§,) et|t, ;). En outre, la figure V.1 montre I'ex-
trapolation de la taille du platean = % vers la limite thermodynamique que nous effectuons en
calculant sa taille pour des diffentes tailles finies éthelles. Lesésultats correspondants pour
une multitude de couplagek et.J; sont montés plus loin, dans la figure 1V.2 (b).

1 Lapproche CORE la plus simple

Dans ce qui suit, nous cor@tisons le proece de CORE en &ivant un hamiltonien effecti
portee2 pour I'exemple de Echelle Heisenberg de sp%nNous supposons que le couplage sur les
barreaux de Bchelle/, = 1 soit le plus important ave¢, > J;, J, et en congéquence, nous choi-
sissons un di@re sur un barreau comme blelémentaire. Comme momtidans Iéquation (11.2)

et lafigure 1.2, le singulefs) et le triplet polarig |t 1) sont les deuktats qui caraérisent la phy-
sique de bassenergie sous champ magiqueh. Remarquons dans ce contexte la @edifferente

IRemarquons que la diagonalisation exacte d’unésystde taille finie déV diméres nous ne donne pas de courbe
d’aimantation avec une pente continue, maisgiluhe courbe d'in@ments finisn = 0, %, %7 ---, 1 par rapport
ala valeur sat@e. La pente continue dans la courbe de la figure 1V.1 se fonmgemnectant les milieux de chaque

_ 1
plateau sauf les plateaux = 0, 5 et1.
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des deuxétats : le singulelts) a une parié impaire tandis que le triplet polagi§ . ;) a une pari
paire. Comme la tkorie des perturbations [101] que nouggentons dans la section II.1, nous fon-
dons donc notre approche sur ces déetats ce qui constitue I'approche de CORE la plus siraple
I’ échelle de spin. Nous remarquons que nous nous attoadtessdifficulés s que d’autrestats,
comme le triplet non polarés|t,), deviennent pertinents afin dédtire la physique du sy&te.

Le proe&dce de CORE, dcrit dans la action 111.2.3, se pgsente donc pour cet exemple de fagon
suivante :

1. Comme premier pas du pied, on choisit le barreau deekhelle comme bloélementaire
avec lesetats propres do@s dans Equation (11.2).

2. On garde deugtats de bassmergie, dond/ = 2, a savoir le singulefts) ainsi que le triplet
polari |t,,) et on reglige les dewsétats du triplett,) et |t_;) qui ont uneénergie plus
élevee sous champ magtique. Par coregjuent, I'espace de Hilbert estduit par un facteur
2.

3. Pour @river le hamiltonien renormabsa porée N = 2, on diagonalise ensuite deux bar-
reaux avec les conditions aux bords ouvertes et on trouvétedats propres avec les
énergies correspondantes. Ensuite, ebutiant avec état fondamental et ensuite letats
aux énergies pluglewees, on calcule la projection défats propres de deux barreaux sur
le produit tensoriel de la baséduite du blo&lémentaire qui consiste du singujet et du
triplet polari€ |t,,). On garde urétat si sa projection sur la base tensorielle est suffisante,
soit en pratique suggieurea10-¢. Aprés, en commencant par lests de plus basémergie,
lesétats garés sont orthonormaks par le proece de Gram-Schmidt et enfin accepfsi la
projection reste toujours suffisante afin de construire teilbanien renormalig de dimen-
sion MY = 4. Cela veut dire que I'on cherche quafats surl6 qui aient une projection
suffisante sur la base tensorielle epavoiréte orthonormaligs. Avec les quatrétats or-
thonormali€s |¢),,) et lesénergies propres correspondanigson calcule le hamiltonien
renormali&€ 7" = 3" _ ¢, |1,) (.| selon Iequation (111.37).

4. Le hamiltonien connexe et les interactions connexes gmaltuEes en utilisant

I’ équation (111.38). Notons que le hamiltonien connexan bloc ne consiste que de deux
élements pour le singulet) et le triplet polarig |t,,) ainsi que le€nergies correspon-
dantes. Pour notre exemple d’uaehelle de spin avec un barreau comme i@iémentaire,
I'interaction connexe de deux bloétementaires se calcule avec le hamiltonien renormalis

H™™ que I'on connd, corrige en soustrayant les deux contributions d’un t@&mentaire.

5. Les interactions connexes soi@termirees avec I'exemple trivial du hamiltonien connexe
a un bloc qui ne consiste que de dedlgments pour le singulet) et le triplet polarig¢
|t41) ainsi que le€nergies correspondantes. Sel@guation (111.39), I'interaction connexe
de deux bloc€lementaires egtgale au hamiltonien renormadig{*" calcuke dans le pas
précdent, mais corrig par la soustraction des deux contributiang blocélementaire.
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6. Enfin, on calcule le hamiltonien effectif seloreduation (l11.41) en sommant toutes les
contributions connexes jusqula porée souhaée. En fin de compte, avec des conditions
de bords ouvertes pour le sgate connexe, on obtient pour keshelles de spia porée2 :

HE = Y HT Y HF =H" I+ HG -H" 01— 10 H" =
‘ (i.7)

fg . Hien ® 1. (lVl)

Le calcul du hamiltonien effectif et du hamiltonien connelgpendent fortement de l&gnétrie,
par exemple du choix du bl@émentaire ou, bierls, de la dimension du sy&ne. Nous montrons
differents exemples qui dédfent non seulement dans laaygretrie, mais aussi dans le choix de la
base de CORE.

Avec le choix d'un barreau d’unechelle comme bloelémentaire, le@seau effectif est une cime

et nous nous limitons effectuer une seuleéitation de la rathode CORE afin deédiver un
mockle effectif. Ce modle effectif utilise la néme base que la &orie des perturbations [101]
et par conéquent, le hamiltonien effect# porée 2 peuétre expring avec un moglet — V' (cf.

I’ équation (11.7)). En utilisant la correspondance entre lel@® microscopique avec la notation
|ss) pour indiquer deux singulets sur les deux dies d’une part et le langage de bosons de coeur
dur avec la notations) pour un site occupet ©) pour un site vide (cf. le tableau I1.1) d’autre part,
nous trouvons porée 2 :

5 Iste)  ltas)  tata)
|SS> E|SS> 0 0 0
sty) | 0 —LL—h Ll 0 =
tyas) | 0 g L p 0
[tyity) | O 0 0 Atdetda _op
(co)  (oe) (e0) (ow)
(c0) | C 0 0 0
< | (c@)| 0 CHp t 0 . (IV.2)
(e0) | 0 t CH+p 0
(e@) | 0O 0 0 CH+2u+V

Ceci nous permet de calculer les pagdrast, V' et . qui different des&sultats perturbatifs de
I’ équation (11.9) :

;o Jx—Jd’
2
3 Je 4+ J,
V = E|ss)+§JJ_+ 9 d> (IV3)
J
no= _E\ss>__L_h7

2
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ou Ej,, estI'energie exacte dedtat fondamental d’une plagquette qui consiste de deugmisn:
Joo Je+Ja
2 2
Pourétre complet, notons que les champs criticilest 12, entre lesquels I'aimantation du sgste
prend des valeurs finied < m < 1, se calculent avec I'approche COREporee 2 comme
suit [182] :

Ejsy = — T e = T ), (IV.4)

hi - _E\ss> —— —Jot+Ja et h? - _E|55> B % + 2/, (IV.5)

Comme pour lesasultats perturbatifs dedguation (11.10), on conséte un boson dans un sgate
vide pourh! afin d’obtenir2|t| = . et un trou dans un sy&te compitement rempli pouk? afin
d’obtenir2|t| = .

Nous notong€galement que le céteV'/|t| > 2 de I'équation (11.12) pour I'existence d’un plateau
d’aimantationmn = % se traduit pour I'approche de COREporee 2 en

1 Jq 3
3= T JL  Jy 1+ oIy

Dans la figure IV.2 (a) nous illustrons ce efié en montrant les bords de &gion ai I'on s’attend
a un plateaun = % en fonction des couplagek et J;. En plus, nous montrons I€sultat per-
turbatif3.J, > J; > J,/3 de I'équation (11.11). Nous comparons césultats teoriques avec des
donrées nurrigues que nous avons calees avec la diagonalisation exacte (cf. la section 1 du
chapitre IIl) du moéle microscopique, psenges dans la figure V.2 (b). Il s’agit de I'extrapola-
tion du plateaun = % vers la limite thermodynamique dont la figure IV.1 montrexdekemples.
Nous voyons que I'approche perturbative et I'approche C@Rrée 2 sont en bon accord avec
les esultats exacts pour des couplades/,; < 0.3. En revanche, pour des couplagest J; plus
forts, on constate que COREctit mieux le bord de laégion d’'un plateaun = % La théorie des
perturbations manque de&mision pour des couplages qui sont trop importants ptnar traieés
comme une perturbation du sgste domig par le couplage sur les barrealix= 1. Remarquons
aussi que notre approche CORBporee 2 est s simple et pelgtre effecté analytiquement en
résolvant une plaquette dex 2 sites. Pourtant cette approche augmenteéaipion par rappoi
la théorie des perturbations.
Le pro&ce de CORE, dcrit dans la section 2.3 du chapitre lI&fahit le hamiltoniera une certaine
poreer comme la somme des contributions des interactions conrfekdsequation (111.41)).A
priori, cette somme est infinie avec des contributianme porée qui est de plus en plateee.
Néanmoins, on constate que le retal effectifa une certaine pdrer est ceja capable de bien
reproduire la physique de bassgergie du sysime et le dveloppement dedquation (111.41) peut
étre trongé a partir d’'une certaine pa@ér. Ceci nous indiqué&galement que les contributions
a plus longue poéte sont agligeables. Pour notre exemple dechelle de spin, nousedvons le
hamiltonien effectif jusqui porée 8 et nous illustrons donc, dans la figure V.3 (a), la néraue

(IV.6)

2Nous cfinissons la norme d’un hamiltonien comme la valeur abstluglus grandtlement de matrice.
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FIG. IV.2: (a) Diagramme de phase, caleavec la teorie des perturbations (cfélquation (11.11))
et COREa poree 2 (cf. I'equation (1V.6)). La ligne bleue indique un énie de poids de
matrice densé reéduite (voir la section 2 de ce chapitre). (b) Taille du @ate: = %
calcuke avec une extrapolation vers la limite thermodynamiques.édhelles de spin
avec2 x L sites ontete analyges avec la diagonalisation exacte du lednicrosco-
pique, a1 L < 20. Voir aussi la figure 11.3.

hamiltonien connex&{“* en fonction de la poéer pour deux exemples de couplages. On re-
marque que la norme dg«" décrdt tres vite avec la poger pourJ, = 0.4 et J; = 0.2 ce qui
nous permet de tronquer et de limiter ievéloppemena une relativement courte péd. Ceci est
illustré par la comparaison entre la courbe d’aimantation exacteat&le microscopique et les
courbes obtenues par la diagonalisation exacte de notreleetfectifa poreer = 2 etr = 5
dans la figure IV.3 (b) : pour = 2 on observe un &s bon accorad I'exception du gap de spin et
pourr = 5, la courbe de notre medk effectif et la courbe exacteioaident.

En revanche, la figure V.3 (agthontreegalement Echec de notre approche CORE pour les cou-
plagesJ, = 0.8 et J; = 0.7 puisque la norme du hamiltonien connexe correspondaré nest
grande, rdme si la poke est augmeae jusqua poréee 8. Pour des couplagds ~ J; > 0.7, on
observe non seulement que les normes du hamiltonien coneakeroissent pas en augmentant la
portee de notre approche, mais aussi que notre approche CORE{ tappsoche la plus simple,
n'arrive pasa reproduire I'absence du plateau= % Ceci s’explique avec des considtions de
symetrie : pour le cas gxial a1 J, = J,, le hamiltonien possde des sy#&tries sup@mentaires,
parmi lesquelles on compteethange de deux spins sur un barrgaelconquede I'echelle. En
congquence, tous les termes de sauts effecsfant strictement nula toutes les poges de notre
approche CORE ce qui impligue une phase isolante etegapp demi-remplissage, c’estdire

un plateau poum = ;.

Pour que l'algorithme de CORE soit fiable, il egtoessaire quedtat fondamental ait une projec-
tion suffisante sur la base tensorielle de CORE et pout J; > 0.8, on observe que cette pro-
jection est nulle. Cet argument n’est plus strictement apple pour des couplagds ~ J; > 0.7
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FIG. IV.3: (2) Norme du hamiltonien connegg" en fonction de la po&er pour les couplages
(J. =04,J; =02)et(J, = 08,J; = 0.7). (b) Pour(J, = 0.4,J;, = 0.2) : en
augmentant la poee de CORE, les courbes d’aimantation correspondantes gemer
vers la courbe exacte. Caléa avec unéchelle de spin d2 x 14 sites pour le moele
microscopique et avec une ¢ha del4 sites pour le mogle effectif COREa differentes
portees.

ou J, # Jy, mais nous constatons pourtant que beaucoup de projestioihe base tensorielle de
CORE sont tes petites. Ceci implique que lessultats de notre approche ne sont pas frecis,
méme si on inclut des interactioasune pore de plus en plus longue. Avec le mauvais choix de
la base de CORE, on remarque par @mqngent que le &veloppement de contributions d’interac-
tions connexes deédquation (111.41) ne donne pas lesultat exact me s'il est effecté jusqua
I'infini! Dans ce cas, I'approche CORE perd son uéilde qui souligne I'importance du choix de

la base de CORE.

La section suivante est donc consa une discussion approfondie du choix de la base de CORE.

2 Le choix de la base de CORE

Dans la section 2.3 du chapitre Ill, nous avonggené le proéde de la nethode CORE avec
le critere de Iénergie afin de &ectionner lesttats sur lesquels I'algorithme est f@dPar
contre, comme le montre la figure V.3 (a), une convergenceéheloppement de CORE (cf.
I’ eéquation (I11.41)) en augmentant la peetn’est pas toujours atteinte et une iérpentation ef-
ficace de I'algorithme n’est pas possible. Dans ce cas, lexcéhitial de la base de CORE est
probematique et doiétre adag#. Il y a trois approches principales afin de changer la base :

— On peut construire la base de CORE en gardant d’aétets pour le rdme blocglémentaire.

— Pour le n@me bloceélementaire, on peut augmenter le nombretak's garéls afin de construire

la base de CORE.
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FIG. IV.4: Poids de la matrice densitéduite des quatrétats d’un barreau d’urichelle de spin:-
de Heisenberg. Pour aimantation demi-sagytes calculs sont effeés avec la diago-
nalisation exacte d’'unéchelle de2 x 12 sites en fonction des couplagés,, J;) qui
forment un chemin dans le diagramme de phase.

— On peut changer le blddémentaire.

Afin de lectionner lestats de la base de CORE, nous proposons de remplacerdee ali
I’ énergie par le criire du poids de la matrice dergsieduite [124, 151, 183]. Puisque des rela-
tivement petits sysimes suffisent afin d’obtenir dessultats fiables, ce calcul est facilesffec-
tuer et en plus, il est irfgpendant de la athode CORE. Notons en outre la similaride cette
approche avec le groupe de renormalisation de la matriceitdgiDMRG) [148-150] qui nous
permet de choisir le bon nombreétiats et qui nous indique si le choix d’'un blétementaire
est probématique. Le poids de la matrice deasiduite peugtre calcug avec la diagonalisation
exacte selon &quation (111.20) et nous effectuons ce calcul pour aokelle de spirg- de Heisen-
berga demi aimantation{ = %). Pour uneechelle de x 12 sites, la figure V.4 illustre les poids
correspondants des quaéats d’'un barreau &inis dans Equation (11.2).

Les poids sont @senés le long du chemin suivant dans le diagramme de phase de fgQr. on
commence aveg, = J; = 0 et suit la diagonale jusqu’aux couplagés= J; = 1 (premier tiers).
EnsuiteJ; est dimin& de.J; = 1 a.J; = 0 pendant que/, reste fixea J, = 1 (deuxeme tiers)
et enfinJ, est dimine deJ, = 1 aJ, = 0 pendant que/, reste fixe a J; = 0 (troisieme tiers).
Nous remarquons que le poids du singylgtest tes petit pour des couplagds ~ J; > 0.7,
c’esta-dire la Bgion a1 CORE n'arrive pas reproduire I'absence du plateau= 1 de la phase
de Haldane. On observe pour des tels couplages gtat fondamental a uness petite projection
sur la base tensorielle de CORE si cette base est castitu singulets) et du triplet polarié
|t41). Nous avons nétla fegion ai le poids du singulelts) devient plus petit que celui du triplet
non polari& |t,) comme ligne bleue dans la figure 1V.2. Dans ceéfgion, notre approchechoue
a cause d’'un mauvais choix de la base de CORE qui nésepte qués% du poids total.
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2. Le choix de la base de CORE

CORE baste sur les deux tripletslty) et [t 1) d’'un barreau de I' échelle

Comme le montre la figure 1V.4, pour des couplades- J,; > 0.7, les deux tripletsty) et |t ;)
reunissent une large fraction du poids de la matrice demsituite pour un barreau comme bloc
élementaire de CORB,savoi5% du poids total poud.8 < (J, = J;) < 1. De ce point de vue, il
semble raisonnable de fonder notre approche sur cesadatsxqui n’ont pas la plus basseergie.
Ce choix est donc en contradiction avec leanétdu proeéde de CORE comme Morningstar et
Weinstein [153, 154] I'ont prop@& Rappelons que laédererescence des dewtats est lege
sous champ mag@tique, comme illusé dans la figure 11.2 et enégligeant le singulelts), nous
choisissons donc les deéxats avec le plus grand poidglemi aimantation comme base de notre
approche CORE. Pour cette base et une appragi@ée 2, nous pouvorsgalement ériver un
mocklet — V' pour des fermions sans spin interagissants (@fuation (I1.7)) et nous trouvons les
parangtres suivants :

P I+ Ja
— =
By + ==t i g, £,
Vo= T 2 7 (IV.7)
—t si Jl« = Jd

Compat avec les paragtres perturbatifs dedquation (11.9) et ceux de I'approche de CORE avec
la base du singulét) et du triplet polarig |t ;) de I'équation (IV.3), nous notons une dfence
cruciale : pour la base de deux triplets d’'un barreau, le tetengaut effectit de triplets polarigs
n’est pas nul pow’,. = J;, mais a plubt des valeurs finies. Ceci implique directement gyée < 2

et par conéquent, pour cette approche, le plateau= % est absent, comme indiguoar des
résultats de diagonalisation exacte du gledmicroscopique (cf. la figure IV.2). Ainsi, pour des
couplages/, ~ J; > 0.7, cette base constitue une @imration par rappora I'approche la plus
simple de CORE, b&= sur le singules) et le triplet polarig |t 1).

Nous effectuons cette approche de CORE juada’poreer = 5 et dans la figure V.5 (a), nous
illustrons nos @ésultats en comparant des courbes @adrgie en fonction de I'aimantation. Les
résultats exacts indiquenthergie d’'uneéchelle de2 x 14 sites et les courbes CORE ogie
déerivées pour une chiae effective del4 sites. Dans cette figure, nous corggiohs le cas/, =

Js = 1(= J,) qui est tes loin des couplages que l'on peut traiter comme des paittarts.
On remarque une convergences desuitats de CORE vers la courbe exacte en augmentant la
portee de I'approche. Pourtant, surt@ufaible aimantation, on est obéigde prendre en compte
des interactiona plus longue poéte. On constate que I'accord entre la courbe de CAR&ree

5 et la courbe exacte n’est pas satisfaisant.

CORE ba<te sur le singulets) et les deux triplets|to) et [t 1) d’'un barreau de I' échelle
L'approche de CORE I'échelle de spiri— de Heisenberg marche bien pour des faibles couplages
J. et.J; si CORE est ba=e sur le singulefts) et le triplet polarig¢ |¢,) d’'un barreau comme bloc
elementaire. En plus, nous avons vu que pour des couplages J; ~ J, non perturbatifs et
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FiG. IV.5: Comparaison de &nergie en fonction de I'aimantation, calealavec uné&chelle de
spin de2 x 14 sites pour le mogle microscopique et avec une aineadel4 sites pour le
mockle effectif de CORE differentes poées. (a) Pouy, = J; = 1 : CORE est ba=e
sur les deux triplet$,) et|t,,) d’'un barreau. (b) Pow, = 0.8 et.J, = 0.7 : CORE
est bage sur le singulgts) et les deux triplet$) et|t,,) d'un barreau.

du méme ordre, les deux triplets)) et |t ;) repesentent une &s grande fraction du poids total
de la matrice dengtréduite. Par contre, les deux approches ont des difisujtii sont dues au
faible poids de matrice densitéduite desttats gards pour la pren@re approche et au fait de
garder destats qui n'ont pas la plus baseeergie pour la deug&me approche. Nous essayons
par congquent de combiner ces deux bases en fondant une nouveltechpple CORE avec les
trois états suivants d’un barreau dédhelle : le singulefs) et les deux triplet$t,) et|t;). Ceci
impliqgue que nous gardons tous kesits d’'un barreau sauf le triplgt ) en esgrant amgliorer
I'accord avec lesésultats exacts. En revanche, I'espaegduit de notre magle effectif est plus
grand ce qui nous limita des eseaux effectifs de moins grandes tailles par rappdetpproche
base sur deuetats d’'un barreau. Notons aussi que le glecffectif correspondant n’est plus de
type XXZ out — V puisque nous gardons trasats par site.

Dans la figure IV.5 (b), nous montrons lessultats de cette approche en illustraghirgie en
fonction de I'aimantation pour une cime del4 sites effectifs avec I'approche CORE, comgmr
avec le calcul du magle microscopique d’'unechelle d& x 14 sites. Nous remarquons que CORE
prédit 'absence de plateaux pouiy = 0.8 et.J; = 0.7 ce qui est en accord I@sultat exact, mais
nous constatonsgalement une lente convergence des courbes de CORE poundegahdes
portees vers la courbe exacte. Pour des faibles aimantatidtes apgroche de CORE nous donne
toujours desésultats insatisfaisants. Ceci s’explique en partie avpoils du singulets) qui est
nul dans laggionJ, = J; > 0.8 ce qui implique que lesgssultats de CORE sont identiques si on
base I'approche sur deux tripletsyf et|t.;)) ou le singulets) et ces deux triplets.
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2. Le choix de la base de CORE

En conclusion pour I'approche ks sur un barreau deéthelle, nous proposons qu’une
implémentation efficace de CORE doit garder ldsétats de plus basgnergie de ce bloc tel
gue le poids de la matrice derési€duite de cestats soik grandy. Dans ce but, nous avons gard
une large fraction de I'espace de Hilbert pour quelques elesnce qui limite les simulations sur
des eseaux effectifs et ce qui compliquétiide analytique du metke effectif. Pour ces raisons,
nous proposons de changer le bédementaire pour I'approche de CORHE échelle de spi@- de
Heisenberg sous champ magique.

CORE ba<te sur le singulets) et le triplet |t ;) d’un dim ére horizontal de I'echelle

Dans le egime fortement frusty, I'approche bae sur les barreaux deethelle n’est pas satisfai-
sante et nous choisissons donc un [@igenentaire diftrent,a savoir les dirare horizontaux (d’'une
echelle horizontale) qui sont consgéipar deux sites @s avec le couplagé.. Puisque nous gar-
dons le singulets) et le triplet polarig |t,,) de ce nouveau bloelementaire, le magle effectif
peutégalemengtre interpéte en termes de pseudo-spinsainsi qu’en termes de fermions sans
spin interagissants ou bien en termes de bosons de cceuradandéigalement que le metk ef-
fectif pour ce moéle a par corequent la @onretrie d’'uneéchelle de spin qui&trit des interactions
effectives et nousé&tivons les hamiltoniens connexes et effectifs égligeant les contributions
d’'une silhouette« L ». En principe, on doit sommer toutes les interactions, aesccbntribu-
tions de silhouetter L » incluses. Mais puisqu’une de ces contributions n’appap@e dans un
seul bloc rectangulaire, toutes les contributions d’urteosiétte« L » dans le éveloppement de
I’ équation (111.41) s’annulent exactement [184].

Nous illustrons le poids de matrice deisiéduite des quatrétats d’'un dinere horizontal dans
la figure IV.6 (a). Nous notons que la base de CORE (le singsijett le triplet polarig |t ;)
d’'un dimere horizontal) re@sente une grande fraction du poids total de la matrice tdaBsduite,
surtout dans leéggime fortement fruséravec/, ~ J; ~ 1 ou I'approche base sur les barreaux
a des difficules. Nous calculons les interactions effectives en cénait jusqua 6 dineres hori-
zontaux et nous comparons lé€sultats de notre approcheorée 4 et 6 pour, = J; = 1(= J,)
avec des dorges exactes dans la figure IV.6 (b). Les courbes @eefgie en fonction de l'ai-
mantation de I'approche de CORE Bassur les dirares horizontaux sont en bon accord avec les
courbes exactes, en particulier, on observe une bonne rgameae vers les dodes exactes si des
interactionsa plus longue poées sont incluses. Pour cette approche, nous obtenons uteeso
d’aimantation avec une pente continue qui nous indiqueséabe d’'un plateath = 1 comme
obsene dans les courbes exactes. Dans la figure IV.6 (b), nous arw@galement la courbe de
I'approche bas sur le singulets) et le triplet polarig¢ |t..;) d’'un barreau de &chelle qui indique
une courbe d’aimantation qui consiste de trois plateaux pow= 0, 1 et 1. Comme discié au-
dessus, cette approcbehouea toutesles porées, néme si on incluait des interactioasporée
infinie.

En conclusion pour les approches CORE qui sonébssur des diares de deux sites (soit les
barreaux d’uné&chelle, soit des digres horizontaux comme disé)it nous sommes capables de
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FIG. IV.6: (a) Poids de la matrice densiteduite des quatrétats d’un dingre horizontal d’'une
échelle. Pour aimantation demi-saer les calculs sont effe@s avec la diagonalisation
exacte d'uneéchelle de2 x 12 sites en fonction des couplagés,, J;) qui forment
un chemin dans le diagramme de phase. (b) Comparaisoremerdie en fonction de
'aimantation pour/, = J; = 1, calcuke avec unéchelle de spin d2 x 12 sites pour
le mockle microscopique et avec uBehelle de2 x 6 sites pour le moele effectif de
CORE baée sur un dirare horizontal. Pour comparaison : la courbe correspoaadbnt
I'approche de CORE bas sur un barreaw (vertical CORE») a poréer quelconque
c'esta-direr =2,3,--- , o0.
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2. Le choix de la base de CORE

reproduire de magere qualitative le diagramme de phase complet pour desagesl, et.J; entre

0 etJ, = 1. Ceci confirme notre conception de I'approche de CO&R&gvoir que CORE peétre
utilisee afin de @duire la complexé d’'un moele microscopique quelconque et nous donner une
description correcte des prop#s physiques en gsence d’'un champ magpique. Rappelons que
nos moeles effectifs peuveritre calcugés avec la diagonalisation exacte pour deseaux avec
une tailledoubEepar rapport la diagonalisation exacte du n&de microscopique. Profitons dans
ce qui suit, de la libeé du choix du blo&lémentaire de CORE et conéins une approche lizes

sur une plaquette qui consiste de deux barreaux, soit gsiteged’uneechelle.

CORE baste sur une plaquette comme bloélementaire

Une autre possibilé de diviser lechelle dans des petits blocs afin éinir le blocélémentaire de
I'approche de CORE consiste dans des plaquettes de deuxibartea quatre spins peuvent donc
se trouver dang6 états : deux singulets, trois triplets et un quintuplet. Sclblamp maggtique
suffisamment fort, seuls letats polarigs sont pertinents et nous fondons donc notre approche
sur les quatrétats suivants : le quintuplet conepément polaris|Q) et les trois triplets polarés
|T4), |Ts) et|T¢). Outre ces quatretats polarigs, nous prenons en compte les deux singutets
et|Sp) qui peuvent tous les deux jouer udle important dans la description de la physique de
basseenergie. Nous &finissons ces si&tats en termes états d’'un barreau (cf.&quation (11.2)),

ou la notation|st. 1) indique un singulefs) sur le premier barreau et un triplet pol&ris, ;) surle
deuxieme. Pour notre nouvelle approche de CORE, nous certid donc les sigtats suivants.

Le quintuplet polarig |S = 2,5, = 2) :

1
Q) = [ts1ts1) Eg) = §(JL + Jp + ),
les triplets polarigs|S = 1,5, = 1) :
1 1
Ta) = E(\totH) — |t11to)) B,y = E(JJ_ —Jo — Ju),
1 1
Tp) = ﬁ(|5t+1> — |ti19)) Eiryy = 5(& — Jo 4+ Ja),
1 1
|ﬂ0=;§wuﬁ+ﬁﬂﬂ) Blrey = 5(J1 + Jo = Ja). (IV.8)
etles singulet$S = 0,5, =0) :
1
|SA>:|SS> E\SA>— §(JL+J +Jd)
1
|SB) = 7(’t+1t 1) + [toati) — |t0t0>) Eisyy = —E(JL + J. + Jd) + 1,

avee =\ J2 T2 TE— T T~ Tudi— Jud

Remarguons que le champ métique est agligé dans le calcul demnergies des si@tats qui sont
aussi illustées dans la figure IV.7 (a) pour un chemin dans le diagramméatep
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FIG. IV.7: (@) Energie des sixetats d’une plaquette sur urichelle de spin, &finis dans
I’ équation (1V.8), en fonction des coupladés, J;) pourh = 0. (b) Poids de la matrice
densié reduite des r@mes sixetats d’une plaquette. Les calculs sont efféestavec la
diagonalisation exacte d'urgzhelle de x 12 sites en fonction des couplages., J;)
qui forment un chemin dans le diagramme de phase. \oir tete plus de étails sur

(b) et (c).

Comme nous avons dis&au-dessus, le poids de la matrice déng&tuite est de grande impor-
tance afin de juger la pertinence d'etat pour |etat fondamental et afin dédider combien dtats
nous devons conséder pour la construction d’'une base de CORE. En appliquanatpdalisa-
tion exactea uneéchelle de2 x 12 sites nous avons donc caléuke poids de la matrice densit
reduite pour les sietats de lequation (IV.8)a partir du moéle microscopique. La figure V.7
(b) montre les &sultats de maare suivante : pour chaq@tat et pour toutes les aimantations
nous calculons le poids et nous montrons seule la plus grealder du poids pour toutes les
aimantations. Une petite valeur pour état nous indique par coeguent, que cettat n’est pas
pertinent afin de @crire I'etat fondamental pendatdut le processus d’aimantation, c’estdire
pour tous les champs magfigues. Ces dom@s nous indiquent que pour quelques valeurs des cou-
plagesJ, et J;, il y a desétats avec un poids maximal de moinsi¥é du poids total et nous
pouvons donc @gliger cesetats. Ainsi, pour des valeurs des couplade®t J; précises, nous
sommes capables de tronquer la base de CORE d#atba trois (unétat dans chaque secteur de
S.) tout en conservant une large fraction du poids total. Neture la troncation de la base et par
congquent la eduction de I'espace de Hilbert de fagon importante, naumpttent d’acedera
des plus grands sy@nes lors de la diagonalisation exacte de notreatgodffectif comme nous
discutons en-dessous.

La figure IV.7 (c) nous permet deevifier si notre approche reggente assez de poids de la matrice
densié reéduite puisqu’elle montre les poids des états de Equation (IV.8) unis comme suit :
pour toutes les valeurs d’aimantation, nous avons caletilsomra les poids des sigtats et nous
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2. Le choix de la base de CORE

montrons le minimum de cette somme par rappdiaimantation. Comme le poids réggeng par
les sixétats est sugrieura 60% du poids total dans le diagramme de phase complet, nous tious a
tendonsa un suces d’'une approche basur cegtats. En corequence, les contributions connexes
devraient diminuer vite si la paré de I'approche est augméat

Nous pouvons ensuit&@soudre les mares effectifs sur de€seaux effectifs et nous montrons
dans les figures IV.8 (a) - (d) legsultats de la diagonalisation exacte d'@uhelle de2 x 14
pour le mo@le microscopique et d'une cime de7 sites pour le moele effectif de CORE. On
observe un bon accord entre les courbes exactes et les smlmtamues avec le mek effectif de
CORE. On constategalement que les courbes de CORE convergent vers les condmssesi la
portte est augmeae de sorte que I'approcléeporée 4 donne des€sultats tes pecis. Pour les
exemples (a), (b) et (c) de la figure 1V.8, nous ne gardons iqieétats sur 16, notamment ceux
avec le plus grand poids de la matrice demgduite. Nous remarquons que ces télets ne sont
pas forément lesttats de plus bas@nergie, comme dans I'exemple (B) = 0.8 et J; = 0.7 :
I'approche qui est b&e sur legtats du plus grand poida éavoir|Sg), |T4) et|Q)) résulte dans
une plus grande pcision que I'approche qui est lE@ssur lestats de plus basgmnergie dans
chaque secteur d&,, a savoir|Sa4), |Ts) oulet|T:) (qui sont dgeréres) et|Q). C'esta-dire, si
les deux criéres afin de&lectionner legtats de la base de COR& savoir le criére de [Energie
(comme propos par Morningstar et Weinstein [153, 154]) et le @r& du poids de la matrice
densié réduite, sont en&@saccord, le critre du poids deétats donne le meilleugésultat. Cette
observation est importante et constitue uneeonation consiérable de I'approche de CORE.
Outre I'importance pour I'algorithme de CORE, nous notonsgect pratique du fait de ne garder
gue troisétats afin de construire la base de CORE d’une plaquette : pdiaganalisation exacte
d’'uneéchelle de x 14 sites, la dimension du plus grand espace de Hilbert par rapjecompo-
sante du spin totaf**a! est40 x 10° pour le moele microscopique comp@avec seulemend3
états dans le sous-espace de CORE qui e& sastroisétats d’'une plaquette. Ceci nous permet
d’étudier desé&seaux effectifs jusga’l8 sites effectifs pour une base de trétats d’'une plaquette
ce qui correspond 72 sites du modle microscopique. Pour une base de&tiats d’'une plaquette
on atteint des@seaux effectifs jusqa’l 1 sites effectifs, soit4 sites du modle microscopique.
Afin d'illustrer la précision de notre approche CORE ainsi que les plus grandesstadtessibles,
nous montrons la courbe d’aimantation pour deux exemplast P, = 1 et .J;, = 0 le plateau
m = % est absent comme le montre la figure IV.9 (@) en illustrantdealtats exacts d’'urechelle
de spin de2 x 14 sites, compdrs avec I'approche de COREporée 4 qui est ba&se sur trois
états d’'une plaquette et appliega une chine dels sites effectifs. La figure V.9 (b) montre des
courbes avec un plateau = % pour.J, = 0.7 etJ; = 0.5 : le mockle microscopique esésolu
sur uneéchelle de spin d x 14 sites, le modle effectif de CORE porée 4, base sur sixétats
d’'une plaquette sur une cime del 1 sites effectifs.

Notons le tes bon accord entre la courbe exacte et les courbes de IEEOORE qui nous
donnent uneésolution plus étaille du processus d’aimantation en raison d’'uneé&@nentation
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FiG. IV.8: Comparaison de &nergie en fonction de I'aimantation, calealavec uné&chelle de
spin de2 x 14 sites pour le mogle microscopique et avec une @hedeT sites pour
le mockle effectif de COREa differentes poées sur une chiae del4 sites. Pour (a)
avecJ, = letJ; =0, (b) avecJ, = 0.8 et.J, = 0.7 et (c) avecJ, = J; = 1, nous
ne gardons que les trogtats de plus grands poids de la matrice déngiuite (cf. la
figure IV.7 (b)), pour (d) aved, = 0.7 et J; = 0.5 nous gardons sigtats, @finis dans
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3. Conclusion partielle
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FiG. IV.9: Courbes d’aimantation pour (d) = 1 et.J; = 0 et (b).J, = 0.7 et.J; = 0.5. La courbe
exacte est calcak avec unéchelle de spin de x 14 sites, les courbes de I'approche
de CORE avec une chree de (a)18 ou (b) 11 sites effectifs ce qui correspordr2 ou
44 sites du modle microscopique, respectivement. Le raledeffectif de (a) est calcall
a porée 3, de (bj porke 4.

plus fine.

3 Conclusion partielle

Avec I'exemple de Echelle de spiri— de Heisenberg, nous avons vu que lathode CORE peut
étre utilie afin de@duire la complexé d’'un moale microscopique quelconque et nous donner
une description correcte des pragieis physiques en @sence d’'un champ magtique. Si l'inter-
action/, surle barreau est dominante, nous notons que lI'approcheisiengg¢é CORE, qui se base
sur les deuxtats de bassenergie d’'un barreau sous champ métigue, est satisfaisante. Pour le
cas a les trois interactiond  , J, et.J; de I'échelle de spin sont duéme ordre de grandeur, cette
approche a des diffic@s qui sont indigées par un faible poids de matrice de@séduite de la
base de CORE. Ainsi, le poids de matrice deng&tuite s’aere un outil efficace et fiable afin de
juger la pertinence destats et de mieux choisir la base de I'approche COR&ar¥hoins, avec
I'approche CORE bdse sur des digres, nous sommes capables de reproduire desneamiialita-
tive le diagramme de phase complet pour des coupldges./,; entre0 etJ, = 1.

Nous remarquons que&geralement, legtats de bassnergie sonégalement ceux congees per-
tinents par le poids de matrice deisiéduite, mais lorsque ces deux erés sont contradictoires,
le critere de matrice densitéduite donne des meilleurgsultats. Cette observation est confiem
par I'approche bas sur des plaquettesi mous sommes capablesagea ce nouveau cete,
de réduire considrablement la taille de I'espace de Hilbert lors de 'app€ORE. Ceci nous
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permet de &soudre des grandéseaux effectifs qui restent inaccessibles avec la didigatian
exacte du moele microscopique. En outre, nous notons la granéeigion de cette approche.
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Chapitre V

La bicouche de Heisenberg

Comme le montre la figure 1. gauche, la bicouche de Heisenberg est ureaystidimension-
nel de dineres coups antiferromagetiquement. Dans la section 2.2 du chapitre I, nous discu-
tons des ex@riences avec le compp8aCuSjO; [67], qui est une &alisation de la bicouche de
Heisenberg et qui est connu depuis longtemps compeurpre de Ham (« Han purple» en an-
glais). Differentes approchesgbriques de la bicouche de Heisenberg anisotropecoglerqu’elle
pos&de un diagramme de phasedrriche avec une phase supersolide [68, 69, 71].

Dans ce chapitre, nous consrdns dans la section 1 la bicouche anisotropesenvaht un moéle
effectif avec la ndthode CORE. Notre approche de CORE ex$ 8imple puisqu’elle est baes
sur le singulets) et le triplet polarié |t;) d’un dimére et nous comparons I'approch@orée 2
avec la tieorie des perturbations. Nougrdronségalement un maze effectif plus complexe en
augmentant la poge et nous discutons ce nid dans le contexte d’une potentielle phase solide
et supersolide. La section 2 est congacau modle isotrope, mais frugtret donc une extension
de I'echelle de spin. Pour ce m&lé, nous drivonségalement un maxde effectifa porée 2 et 4

en utilisant la neme approche de CORE comme dans le cas anisotrope.

La discussion de I'approche de CORHa bicouche de Heisenberg dans ce chapitre egelmg
notre article : Abendschein et Capponi [124].

1 La bicouche de Heisenberg anisotrope

Dans ce qui suit, noustudions la bicouche de spgwde Heisenberg anisotrope dont le hamiltonien
est de forme d’'un maele de spin XXZ. Il est éfini comme suit :

Mxxz=JY Sui-Soi+J Y (2,50, +S,8%,+AS82,82)—hY Sa,. (V)

o, (6,)

L'interaction dominante/ = 1 couple deux spin%—, S1. etSy;, en formant un dirare dont un spin
fait partie de I'une des deux couches= 1, 2 et I'autre spin de I'autre couche. Ces @ras sont
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Chapitre V. La bicouche de Heisenberg

Ofully |
/,® polarized

|
33 4

FIG. V.1: Diagramme de phase de la bicouche de Heisenberg etidomle I'anisotropieA et du
champ magéatiqueh pour.J’/J = 0.29 : on voit des phases superfluides (SFI et SFlI),
une phase supersolide (SS), une phase solide (QS) et ureeqaimapétement polarise.
D’apres Ng et Lee [68].

coupEs avec une interactiofi qui agit dans le plan des couches et on note une anisotfogans

la composant&, du spin pour ce couplage. Podr= 1, on retrouve la bicouche de Heisenberg
isotrope et la syr@trie SU(2) est conseee. Cette syi@irie est, bien &, brisse pour des valeurs
A # 1. Enfin, le dernier terme du hamiltoniegdt it le couplage du sy&ste au champ magtique

h qui lui aussi brise la syétrie SU(2).

Desétudes nurariques [68, 69] de la bicouche de Heisenberg sous champéatiqge ont evelé

la stabilie d’'une phase supersolide, comme illastians le diagramme de phase dddt fonda-
mental, pesené dans la figure V.1. En fonction du champ matigueh, on trouve cette phase
pour des anisotropies1 < A/J < 4 et en plus, on trouve des phases superfluides et solides.
Nous rappelons I'introduction de ces phases dans les ssdtiet 2 du chapitre Il, et en particulier
dans le tableau II.1.

De manere analogua I'application de la thorie des perturbatiorgsl’échelle de spin dans la sec-
tion 11.1 (cf. I'equation (11.7)), nous effectuons d’abord une approchéupaative. Dans ce but,
nous considrons le singulefs) et le triplet polarig |t,) d’'un dimere afin de dcrire la bicouche
de Heisenberg sous champ méatique. Par coréxjuent, nous obtenons un nébel effectif qui est
un mocklet — V' bidimensionnel de bosons de cceur dur :

Heoy =t (blb; + b)) + V' “ngnj + 1) . (V.2)
(i.4) (i.4) i

La notation(z, j) indique des premiers voisins et I’épateurbj (b;) crée (annihile) un boson de
coeur dur sur le site Avec la theorie des perturbations on trouve les expressions sus/aoiga le
terme de saut, I'interaction entre deux particules voisingset le potentiel chimique :

J/
==

!
A
V:J

5 5 p=J—nh (V.3)
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1. La bicouche de Heisenberg anisotrope

Ceci nous indique avec le atite de lequation (11.12) que la transition entre la phase supe#dluid
et la phase solide a lieu pour

%:A>AC:2, (V.4)

ce qui estequivalenta I'apparition d’un plateawn = § pour A > 2, independamment des cou-
plages.J’/J. Comme nous le discutons plus loin, @&sultat n’est pas en bon accord avec les
résultats du QMC de Ng et Lee [68].
Dans notre approche la plus simple de kthode CORE, nous utilisons leame bloléementaire,
a savoir un dirare de la bicouche, et nous basons notre approche suélegsdeuktats : le sin-
gulet |s) et le triplet polarig¢ |t.,). Avec I'approchea porée 2, qui est identiqua I'approche
de CORE la plus simple pouréthelle de spin de la section 1 du chapitre 1V, no@swvbns le
méme moele effectift — V' que la tleorie des perturbations dangduation (V.2). Avec un calcul
similairea I'équation (IV.2) pour Echelle de spin, nous trouvons pour les parass :

/ /

t:%, V:J2A+EGS+%, u:—%—EGS—h, (V.5)
ou Egs est I'energie exacte dedtat fondamental de deux déres. Afin de @rifier que notre
approche soit bien justéie, nous calculons le poids de la matrice déngitluite des quatrétats
d’'un dimere pour un sysime de4 x 4 dimeres. Ce calcul est effe@your le systmea demi
saturation de l'aimantatiom{ = %) en utilisant la diagonalisation exacte selagluation (111.20).
Les esultats indiquent que la base de notre approche de COR&segpe plus de0% du poids
total dans la&gion0 < J'/J < 0.5et0 < A < 4 et comme le montre la figure V.2 (a) pour
J'/J = 0.3, les poids deg&tats sont presque iBdendants de I'anisotropi&. Sans montrer les
résultats correspondants, nous observons en plus que l@s q@sitent assez stables lorsque le
couplage/’/J change.

Notre approche CORE nous perngégfalement deé&tiver le criere de la transition entre la phase
superfluide et la phase solide et nous trouvons :

Vv 2Fqs +3J
Lo A e T
i AT

(V.6)

Pour COREA por€e 2, la position de la transitioigdend donc des couplagés J, contrairement

au resultat perturbatif de &quation (V.4) que nous ne retrouvons que pour leftag = 0. Nous
illustrons ce esultat dans la figure V.2 (b) et nous remarquons que I'aigi& critiqueA.., qui
indique la transition entre une phase superfluide (four A.) et une phase solide (poty > A,),
augmente strictement avec le rapport des coupldfes Nous comparons leesultat perturbatif

et notre ésultat avec le diagramme de phase de Ng et Lee [68] de la figlrgui indique une
phase solide (QS), c’estdire un plateaw = 1, pour.J’/J = 0.29 etA > 3.2. Comme le montre

la figure V.3 (a), notre approche indique la transitéoh,. = 2.8 pour.J’/.J = 0.3 ce qui est dja en

bon accord avec les calculs de QMC de Ng et Lee, contrairealartteorie des perturbations qui
trouve A. = 2 pour toutes les valeurs dB/.J. Remarquons dans ce contexte que notre approche,
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FIG. V.2: Pour la bicouche de Heisenberg anisotrope : (a) Pada dhatrice dengitreduite des
quatreétats d’un dingre, calcud avec la diagonalisation exacte d’'un gyse det x 4
dimeresa demi-aimantation pour’/J = 0.3. (b) Anisotropie critiqueA. en fonction
du couplage/’ (avecJ = 1) a partir laquelle un plateau d’aimantation= % appard
dans les diférentes approches : lagthrie des perturbations dé&tjuation (V.4), CORER
portee 2 de lequation (V.6), et enfin le point'/J = 0.29 et A, = 3.2 du QMC de Ng
et Lee [68].

base sur seulement deux dimes, est &rs simplex effectuer et s’adre un bon outil afin deatecter
la transition de phase entre une phase solide et superfluide.

Outre une phase solide, Ng et Lee [68] trouvent une phasesljoe qui est sitee pes de la phase
solide. Par contre, nous notons que le gledceffectift — V' de I'équation (V.2) ne possle pas de
phase supersolide. P@it ce mo@le montre uneé&paration de phase [132], commedwement
mentionré dans la section 4 du chapitre Il. Il serait quanérme tes ineressant dtudier des
mockles effectifs de bosons de coeur dur qui aient un diagrammpbake de grande richesse et
qui incluenteventuellement une phase solide. Il est connu que des telerszait cogle favorisent
une phase supersolide [123, 185] et afin davitr un moele effectif de CORE qui soit capable
d’inclure de tels processus, nous sommes donc ebldjaugmenter la pdré de notre approche
de COREa poree 4. Dans ce but, nous considns un systme de2 x 2 dimeres dans ce qui sulit.
Comme expligé dans la section 2 du chapitre 1V, nous pouvoégliger les contributions d'une
silhouette« L » dans le calcul du hamiltonien connexe et effectif [160]. Blobtenons ensuite un
mockle effectif de bosons de coeur dur gécdt tous les processus permis par des c@mnaiibns

94



1. La bicouche de Heisenberg anisotrope
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FIG. V.3: (a) Energie ciletique €quivalente au terme de safitet interactionl” en fonction de
I'anisotropie A pour J'/J = 0.3, calcukes avec I'approche de COREporée 2 (cf.
les équations (V.2) et (V.5)). Pouh < 2.8, une phase superfluide est obsarypour
A > 2.8 une phase solide (onde de de@adie charge, CDW). Pour comparaison : le
point de transitiom\. = 3.2 selon le QMC de Ng et Lee [68]. (b) Pour COREporee
2 et 4 (cf. I'equation (V.7)), les termes de saut et les interactions di@nt$ sont illusés
en fonction de I'anisotropié\ pour.J’/J = 0.3.

de synetrie, comme la conservation du nombre de particules, panpbe :

(1)

t

H=>_ N+§(Z}@+~%@%+O+h@+ﬂ%@@+@@+h@

L ‘
50 (bl bib; + hec.) + 57 (0]bibib+ © +h.c.)

+t§3) (b;-rblT(nj + g — 2nymy)+ O +hec) + t§4) (bjb;(nj +n — 2nyn)+ O +h.c.)

V(l)

-2
* 2

C

(nnj+ O) + V2(2) (ning +njng) + Vg,(l) (nmj(nk +np — 2nny)+ O )

+t§5)(bjbjnknl+ O) + t@(bjbknjnl—% O) + Vangnjngn | . (V.7)
Nous utilisons la notation suivante : la somine. concerne les quatre sites d’'une plaquette et
g

le cercleO indique que toutes les contributions d’'un type doiveine incluses en effectuant des
. . (1) (1)

rotations et des permutations, comme par exemPRc: (“5-(bb;+ ©)) = 5-(blb; + blby, +

bib, + blb;).

Dans la egion que nous congédons a savoir) < A < 4 et.J’/J = 0.3, nous observons que tous

les termes de &quation (V.7) sont non nuls, mais nous constatons que eggesuivants sont

dominants : les termes de saut au premier et (mnezivoisintgl) ettﬁz) = —t§6) ainsi que les inter-

actions entre deux particules qui sont premiers et denes voisiné/z(l) et 1/2(2). Nous illustrons
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Chapitre V. La bicouche de Heisenberg

ces termes dans la figure V.3 (b), ensemble avec les terai@sde I'approche de CORE poree

2 (cf. I'equation (V.2)), en fonction de I'anisotrople

La présence d’'un grand nombre de termes rend difficile une iréton directe de ce mete ef-
fectif. Par exemple, il n'y a pas de @tk simple pour I'existence d’'une phase d’un plateau, comme
I’ équation (V.2) pour le maxe effectift — V. Neanmoins, uniquement E&asur nos ésultats,

un plateaun = % pour des grandes valeurs d’anisotropiesemble probable : pregiement,

la phase solide est gap et plubt robuste envers de petites interactions seim@ntaires. Et
deuxemement, les interactions dominanteplus longue distance, comme l'interaction attrac-
tive V2(2) (cf. la figure V.3 (b)), par exemple, ont tendaricstabiliser la phase solide.

En outre, une phase supersolide pourrait exister en raisdiagparition de termes de saut dia-
gonal [135] et des termes de saut éti#r[123, 185]. En particulier, si oanleveune particule du
syseéme demi rempli et ga@p on cée un trou qui peut se propageage au terme de saut diago-
nal. Ce sénario Esulte dans un paratre d’ordre superfluide qui coexiste avec celui de la phase
solide ce qui est la&finition de la phase supersolide. En revanche, sajoaoteune particule au
syseéme demi rempli et gag@p le hamiltoniera porée 4 (cf. l'equation (V.7)) ne permet pas de
saut diagonal en raison de I'annulation des tertﬁ?ésettgﬁ) = —tf). Nous nous attendons donc,

a une phase supersolide qui est stable (instable) pour ngdissages iréfrieurs (suprieurs)a 5

ce qui est en accord avec lesultats de Ng et Lee [68].

Dans uneetude ecente, Picoret al. [71] ont \€rifié nos ic&es sur les termes de saut et de saut
corréle quant une phases solide et une phases supersolide. Afindier la bicouche de Heisen-
berg anisotrope en granéil, ils cerivent un moele effectif en utilisant la @thode CORE ainsi
gu’une nethode de transformations perturbatives, continues #ites (PCUTS) que nous discu-
tons dans le contexte déseau de Shastry-Sutherland (cf. le chapitre VII). Lesatexdeffectifs
sont ensuite analgs avec une approche de champ moyen ou bien du QMC.

Comme nous, ils onté&tive un moele effectif avec une approche de CORE,dmasur le singu-
let |s) et le triplet polarig |t,,) d’un dimere. lls ont consiéé un bloc d& x 2 diméres (notre
portee 4), mais aussi un bloc de trois dires aliges. Comme illusé dans les figures V.4 (a) et
(b), ceci leur permet @tudier le terme de saut céle diagonal d’'un trou avec le bloc (a) et un
terme de saut cogte d’'un trou au troigme voisin en @rsence d’une particule au milieu avec le
bloc (b). Egalement un processus ampelleapfrog» (voir la figure V.4 (c)) est possible et nous
notons que Picoet al. expliquent que ce processus favorise une phase superealigermettant
la delocalisation de trous (singulets) supmplentaires. Le made effectif est ensuite tréitavec une
approche de champ moyen afin daider des diferentes quanéis, comme des paratnes d’ordre
et la courbe d’aimantation, pour des blocs de taille finiefdfrction du champ maggtiqueh, ils
trouvent une phase superfluide (SF), ensuite une phasessliger(SS) qui se trouve juste en des-
sous d’une large phase solide (CBS) et enfin de nouveau une piyaseluide (SF), comme le
montre la figure V.4 (b).

En conclusion, une phase supersolide est btablie pour la bicouche de Heisenberg anisotrope.
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1. La bicouche de Heisenberg anisotrope
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FIG. V.4: Termes de saut ca@ié de trous (singulets),édives sur un bloc de (&) x 2 dimeres
et (b) 3 dineres aligés. (c) Le processusleapfrog» favorise une phase supersolide.
(d) et (e) pourA = 3.3 etJ'/J = 0.29 : les pararatres d’ordre en fonction du champ
magretique i indiquant une squence de phases. Dans la phase supersolide (SS), les
parangtres d’ordre de la phase superfluide (SF) et solide (CBS) steerti Les &sultats
sont calcués avec une Bthode de champ moyen applegau moele effectif de CORE.
D’apres Picoret al.[71].
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Chapitre V. La bicouche de Heisenberg

Par contre, quardt des expriences avec des comgsséels, la grande amplitude de I'anisotropie
A > 3 de la composante du spi# du couplage/’ entre les direres pourrait poser praihe.
Une anisotropie d’une telle grandeur pourgie difficilea réaliser dans des compssgéels. Ceci
motive notreétude de la bicouche de Heisenberg freéstdans la section suivante.

2 La bicouche de Heisenberg frustr ée

Nous consiérons la bicouche de spéqde Heisenberg sans anisotropi® £ 1), mais avec une
interaction frustrante/, qui agit entre les deux couches. Ce raledconserve la syatrie SU(2)

et constitue une@réralisation de Echelle de spin fruste en deux dimensions. Par céqaent,
nous adoptons la notation dé&thelle de spin dans ce qui suit. Nous rappelons que la Bettio
du chapitre Il pesente des con®dations tkoriques de Bchelle de spin et que nous discutons
I'application de la ndthode COREa ce moeéle dans le chapitre IV.

Le hamiltonien de la bicouche de Heisenberg festsous champ magtique est dfinit comme
suit :

H=J0) S1i-Sai+Jo ¥ Sai-Saj+Jsd (S1i-Sa;+S2i-Siy)—h> Si. (V.8)
‘ (i,4),a (,5) o

Notre approche de CORE se base comme dans les exemples paioueha de Heisenberg ani-

sotrope et Echelle de spin sur le singulét) et le triplet polarigé |¢,,) d’'un dimére. Dans la

figure V.5 nous psentons le poids de la matrice de@s#duite pour les quatretats d’'un dingére

de la bicouche de Heisenberg frigstr calcuds avec la diagonalisation exacte d’'un éys¢ det x 4

dimeresa demi-aimantation. Nous notons que la base de C@REitrune tés grande fraction du

poids total pour des faibles interactiods et J;* : pour J,, J; < 0.4, le singulet|s) et le triplet

polari |t,1) repesentent plus d&5% du poids total.

Avec notre approche de COREporee 2, nous @rivons le néme moele effectif que pour le

cas anisotropea savoir le modle t — V' bidimensionnel de bosons de doeur dur, dodans

I’équation (V.2). Les para¢trest, V' et u se calculent selon &quation (IV.3) que nous avons

dérivees lors de I'approche de CORH'echelle de spin. Nous illustrons le terme de saut et I'in-

teraction entre deux particules voisines dans la figure &6 fonction du couplagé,; avec

J. = 0.3. Le critere de lequation (11.12) pour la transition entre une phase supdefl(SF) et une

phase solide (CDW) indique la transition palyr= 0.11 si J, = 0.3 reste fiXe. Nous nous atten-

dons donca une phase avec un plateau= 3 comparablex celle de lechelle de spin, morée

dans la figure V.2 (a).

Nous cerivonségalement un maxe effectifa poree 4, qui est bassur un bloc d& x 2 dimeres.

Le hamiltonien effectif est&fini dans lequation (V.7) et contrairement au cas anisotrope, nous

trouvons seulement deux termes dominants. Ce sont des tarcoeste distance : le terme de saut

INous utilisons toujourg | = 1.
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2. La bicouche de Heisenberg friestr
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FIG. V.5: Poids de la matrice densiteduite des quatréetats d’'un dinére de la bicouche de Hei-
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senberg frusée, calcugd avec la diagonalisation exacte d’'un gyse del x 4 dimeresa
demi-aimantation le long d’'un chemin dans le diagramme @ds@h

FIG. V.6: (a) Energie cigtique equivalente au terme de saitet interactionV en fonction du

couplageJ, pour J, = 0.3, calcukes avec I'approche de COREporge 2 (cf. les
equations (V.2) et (IV.3)). Aved, = 0.3, une phase superfluide est obssr\vpour

Jg < 0.11 et une phase solide (onde de demgie charge, CDW) pouy; > 0.11.

(b) Pour COREA porte 2 et 4 (cf. lequation (V.7)), les termes de saut et les interactions
dominants sont illusés en fonction du couplagg pour.J, = 0.3.
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Chapitre V. La bicouche de Heisenberg

au premier voisirtgl) et I'interaction entre deux particules qui sont preras voisinesVz(l) sont

un ordre de grandeur plus grand que les autres termes duttwaier. Nous illustrons ces deux
termes dans la figure V.6 (b), ensemble ave@hiltat de la poée 2 et nous remarquons que les
termesa porée 2 et 4 sont pratiguement identiques pduK 0.4 avec.J, = 0.3. Ce esultat nous
montre que notre approche de CORE agadbien convergea poree 2 ce qui n’est pastonnant

vu le tres grand poids de matrice degsitduite de la base de CORE.

En fonction des couplages, et J;, nous trouvons que des termes d’ordre p@#lesé émergent.

De manere analogu& la bicouche anisotrope de la sectiogg@dente, ces termes vont proba-
blement aider stabiliser une phase supersolidespd’une phase solide dans une bicouche de
Heisenberg frusée. Uneétude approfondie de ce meld effectifa porée 4 oua porée plus
eleee avec la rathode du QMC ou une @thode comparable serait souhaitable afin de confirmer
notre pediction. Puisque des compassfrustés sont plus facilea synttetiser que des compes
avec des interactions fortement anisotropes, uneéalide pourrait nous donner des informations
interessantes. Dans ce contextetude tleorique de la bicouche de Heisenberg frestet isotrope

de spini sous champ magtique de Sengupta et Batista [70] esstinéressante : ils trouvent une
phase supersolide évoquent qu'une phase supersolide pou&ai obserge dans un compés
frustré correspondant.

3 Conclusion partielle

Avec un effort modeste, nougdvons des magles effectifs pour la bicouche de Heisenberg ani-
sotrope ainsi que pour le meld isotrope, mais frusr Le moele effectifa porée 2 montre une
transition entre une phase superfluide (qui corresgoude courbe d’aimantation avec une pente
non nulle pour le moele initial) et une phase solide (correspondanin plateau d’aimantation).

Ce calcul qui est &rs simplea effectuer, est pourtant une alioration par rapport alesultat cor-
respondant de la @worie des perturbations, surtout pour le mledanisotrope.

En augmentant la pa@é de notre approche, nous pouvégalement ériver des termes plus com-
plexes qui sont connus pour leur tenda@céavoriser des phases exotiques, comme une phase
supersolide. Dans ce contexte, nous proposons dé&sierpes avec une bicouche de Heisenberg
frustrée, ce qui corresporaldes interactions plugalistes.
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Chapitre VI

La chaine de dim eres orthogonaux
Sous champ magn étique

Dans ce chapitre, nousésentons la clfiae de dingres orthogonaux qui est laalisation unidi-
mensionnelle duéseau de Shastry-Sutherland. Les cdrsitions de ce chapitre ont donc pour
but de faciliter la com@hension et de pparer la discussion de ce n&del bidimensionnel que
nous discutons dans le chapitre VII. Nous remarquons quiedae de dingéres orthogonaux n'a
pas encore deealisation exprimentale, mais la&pnetrie est similaireéa des chimes de diamant
déeformées que nous illustrons dans la section 2.1 du chapitre 3, plciement pour 'exemple
d’azurite (Cy(C0Os)2(OH),) dans la figure 1.3.

Nous pésentons dans la section 1 Iésultats teoriques pour la cline de dingéres orthogonaux
sous champ mag@tique qui possde une @&rie infinie de plateaux [47]. Dans la section 2, nous
présentons I'application de COR& ce moeéle et nous choisissons le singule} et le triplet
polari€ |t ) d’'un dimére comme base de CORE. Nous discutons lesreiffices importantes entre
des dineres verticaux et horizontaux qui permettent deweer un moele effectif simple puisqu'’il
estclassique Enfin nous montrons la correspondance entre lagpode notre approche et des
interactionsa une certaine distance qui rendent accessibles une pastiglateaux d’aimantation
de la €rie infinie. Nous pgsentons nos conclusions pour ce gledlans la section 3.

1 Le mod éle microscopique

La chdne de dinéres orthogonaux [116, 186, 187] est un égst unidimensionnel quiedrit des
spins-% coupks antiferromagetiquement. Le hamiltonien du sgshe sous champ magtqueh
est cefini comme suit :

H=J> Si-S;+J > S;i-S;—h) S (VI.1)

<1,5> <4,
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Chapitre VI. La chéne de dingres orthogonaux sous champ métigue

FIG. VI.1: La chdne de dingres orthogonaux : deux spins, caegpavec une interactiof forment
un dimere. Les dimdres sont coupk avec l'interaction/’.

Des dineres sont forras par deux spinS; etS; qui sont des plus proches voisins et c@gphivec
une interaction/ = 1 et les dingres sont coupk par une interactior’. Comme le montre la
figure V1.1, il s’agit de la ealisation unidimensionnelle daéseau de Shastry-Sutherland que nous
abordons eétudions en étail dans le chapitre VII.
Il est connu que la chiae de dingres orthogonaux a une transition de phase de premier ardre p
J')J = (J’/J)C = 0.81900 [188]. Pour des faibles couplagd¥/J, le syseme a uretat fonda-
mental exact de digres et pour’/.J > (J//J)c I’ état fondamental esédrit par des plaquettes de
guatre spins. En outre, sous champ n&gue, ce sysime possde un comportement itessant,
a savoir des plateaux d’aimantation pour= % etm = % [188, 189]. Schulenburg et Richter [47],
montrent en plus I'existence de plateaux séppentaires enaivant une 8rie infinie de plateaux
au-dessous du plateau= % Ces plateaux sont stables pour des aimantations

Mesat k Mesat

<m— 7 V1.2
; ST < g FE (Vi.2)

et la figure V1.2 illustre le d@but de cette&ie. Outre un gap de spin et un large plateas: 2, le
1

calcul de DMRG pour une ciiee de 48 direres montre les plateaux = i pourk =1, m = 3
(k=2 etm = g (k = 3) tandis que le calcul de diagonalisation exacte d’'unérehde 12
dimeres ne montre que les plateawx= i etm = % en raison de la taille finie plus petite par
rapport au systme considré avec le DMRG. Qualitativement, ces plateaux sont caraes par
des groupes dedimeres verticaux cotesutifs (pour une chime horizontale, comme illugte dans

la figure VI.1) qui sont tous occégs par des triplets polaés|t, ;). Remarquons que les dares
horizontaux sont occ@s par des singulets et par cégaent ces digres ne sont pas consiés
plus en @tails. Les groupes detriplets polari€s sur des digres verticaux (que I'on appelle frag-
ments) couvrent la cliae de facon griodique et sontépagés I'un de I'autre par un digre vertical
qui est occup par un singulets). Nous notons qu’un singulét) sur un dingere vertical coupe
exactement la chiae en formant des fragments de @iras verticaux cogutifs qui sont tous oc-
cupes par des triplets polaés|t. ;). On \eérifie facilement que cetteépodicitt olgit le critere
d’Oshikawa, Yamanaka et Affleck [26] deefjuation (1.3) pour I'existence de plateaux d’aimanta-
tion.

Precisons la physique des plateaux qui forment ceitee€n suivant la discussion de Schulen-
burg et Richter [47]. Nous notons que la thaest exactement coe par des singulets) sur un

dimere vertical qui éfinissent les fragments. Le premier plateau respectatet iegfie est le pla-
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1. Le moale microscopique
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FIG. VI.2: Courbe d’aimantation de la chree de din@éres orthogonaux pou¥ /.J = 0.65, calcuke
avec la diagonalisation exacte de 12 dmes et le DMRG de 48 diames. La esolution
du calcul de DMRG est meilleure en raison d’une taille deesyst plus grande.

teaum = ;11 qui est cara@rise par unétat fondamental qui est le produit de fragments identiques
de longueurk = 1, c’esta-dire une alternance de triplets polég§ , ;) et de singuletss) sur les
diméres verticaux. Les fragments ont une aimantatipn = 1 et I'aimantation de la cliae qui
consiste deV spins; estdoncs? . = S;N/(4k+4) = N/8. Afin d’augmenter I'aimantation du
syseme, un fragment de = 2 avecS;_, = 2 est introduit et nous notons que les prochdaitets
propres avec une aimantation plewee sont atteints si on remplace successivement les fragment
dek = 1 par des fragments de= 2. Comme lestats fondamentaux sont des produits des frag-
ments, ce processugcessite unénergie constante pour chaque remplacement. Paegoest,
I'énergie est une fonction Baire de I'aimantation ce qui correspoadin plateau d’aimantation
(cf. la section 2 du chapitre Il et la figure 11.4).

Le champ critique pour quitter le plateau= }l et afin d’atteindre le prochain plateau de éais,

m = g avecsS? . = SpN/(4k +4) = N/6, est atteint si tous les fragments kde= 1 ontéte
rempla@&s par des fragments @de= 2. Pour des aimantations plége\ees, on doit donc remplacer
des fragments de = 2 par des fragments de= 3 ce qui va cater plus dénergie par rappog
I'introduction anérieure des fragments de= 2. La courbe de Energie en fonction de I'aimanta-
tion a cesormais une pente plus indi@ ce qui implique une aimantation pleie\ee. Cette pente
reste constante lors du remplacement des fragmerits-de par des fragments de= 3 et cefinit
donc la taille du plateat = 3.

On remarque que les plateauxéileurs avec une aimantation pleeee s’expliquent de fagon
suivante : les fragments de= 2 sont remplaés par des fragments de= 3, et ensuite les frag-
ments dek = 3 sont remplaés par des fragments de= 4, etc. Enfin, une image qualitative du
plateaum = % consiste de la configurationudous les dimres verticaux sont occap par des
triplets polarigs|t,,) et tous les dirares horizontaux par des singulets

Apres ces consifrations peparatoires, nous discutons dans la section suivantditagipn de la
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Chapitre VI. La chéne de dingres orthogonaux sous champ métigue

méthode CORE la chéne de dingéres orthogonaux.

2 Lapproche de CORE a diff érentes port ées

Comme discw au-dessus, pour des aimantations. ; et des faibles couplage®/.J < (.J'/J)_,

la physique de la cliae de dingres orthogonaux sous champ métigue est dtermirée par les
dimeres verticaux de la cirae (qui est horizontale) et les déares horizontaux peuveétre regligés
parce gu'ils sont toujours occép par des singulets). Ce fait est illuste par nos calculs du poids
de la matrice dengtreduite que nous montrons dans les figures V1.3 (a) - (e). Ceslsaintéte
effectltes en utilisant la diagonalisation exacte sel@agtiation (111.20) pour une cfiee de sept
dimeres, soifl4 sites.

La figure V1.3 (a) montre le sy8te pour aimantation nullen( = 0) et nous notons que le poids
est compktement concergérsur les singulets des deux sortes deadtans jusqua J'/J = 0.8. Nos
calculs sont en bon accord avec ésultat/’'/J = (J’/J)C = 0.81900 de Kogaet al.[188] parce
gue nous observons que la physique é¢lf fondamental change pour des couplages > 0.8

et tout le poids des diares verticaux se retrouvésbrmais dans les triplets qui sogtdrerés. Le
singulet du dirgre vertical, par contre, ne r&@ente plus aucun poids. Le changement est moins
dramatique pour les diames horizontaux, mais on observe aussi que le poids dulstrtgmbe
pour.J’/J > 0.8 et que les triplets son&dgrérés. Dans la figure V1.3 (b) nous illustrons les poids
desétats lorsque le sy&sine esh demi aimantation par rappa@ria valeur satie. Nous constatons
que l'aimantation du sy8tne est domiee par les triplets polagés|t, ) des dineéres verticaux qui
repesente plus de0% du poids total d’'un dirare vertical pout/’/J < 0.6 et plus de84% pour
0.6 < J'/J < 0.8. Les triplet polariés |t,,) des dingres horizontaux sont phit négligeable,
surtout pour des faibles valeurs d&J : pourJ’/J < 0.6 cetétat repesente moins dé0% du
poids total d’'un dingére horizontal.

Pourétre complet, nous psentonggalement le comportement du gse lors du processus d’ai-
mantation que nous illustrons dans les figures VI.3 (c) pByd = 0.1, (d) pourJ’/J = 0.8 <
(J’/J)C et (e) pourJ’'/J = 0.85 > (J’/J)C. Les figures VI.3 (c) et (d) soulignent I'importance du
singulet|s) et du triplet polarig |¢.1) d’'un dimére vertical pour des aimantations< 1 : les sin-
gulets|s) se transforment en triplets pole&st, ;) sil'aimantation du systme augmente. Pour des
aimantationsn > % les dineres horizontaux deviennent importants et des tripletsriseb|t_ ;)

se forment sur ces dienes. Enfin, la figure V1.3 (e) montre la limite de notre appmgpuisque
pourJ’'/J = 0.85 > (J’/J)c, c’esta-dire directement au-dessus de la transition de phaskyia p
sique du processus change de mamimportante, surtout pour des faibles aimantatians ;11

Ces Esultats, ensemble avec les cosadions de Schulenburg et Richter [47], sont uge bonne
justification du choix de notre base de CORE, qui est &wpar le singulet) et le triplet polarig¢
|t41) d’un dimére. Cette approche nous permet de calculer uneteceffectif qui a la goneétrie
d’'une chane avec des sites@quivalents alternantsuaune sorte de sites effectifs correspand
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2. L'approche de CORAE différentes poées
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FIG. VI.3: Poids de la matrice densitéduite destats sur les digres verticaux et horizontaux
en fonction des couplageB/.J pour (&)m = 0 et (b)m = % Les figures (c) - (e)
montrent ce poids en fonction de I'aimantati@npour (c).J’/J = 0.1, (d) J'/J = 0.8
directement en-dessous de la transition de phase et (¢) = 0.85 directement au-
dessus de la transition de phase qui a lieu fotif.J) = 0.81900 [188].
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FIG. VI.4: (a) Potentiel chimique des dares verticaux et horizontaux, calésal avec I'ap-
proche de CORE poree 2 et 8. (b) Courbe d’aimantation du nédsl classique de
I'équation (VI.3).A,, indique la taille du plateau d’aimantation, exprinée par rap-
port a la chdne compéte qui inclut les deux sougseaux des digres verticaux et
horizontaux.

un dimere vertical et I'autréx un dinmere horizontal. On peut ensuite formuler un raledt — V'

de bosons de cceur dur en identifiant un singlesur un dinére comme un site vide et triplet
polari |t,;) comme un site occ@par une particule (cf. le tableau I1.1). Dans la figure Va3 (
nous illustrons le potentiel chimiquepour les dingres verticaux et horizontaux que nous calcu-
lons avec notre approche aux s 2 jusqud 8. En accord avec les congidtions du poids de la
matrice densé reduite et celles de Schulenburg et Richter [47], nous canstgiour des valeurs
finies deJ’/J que le potentiel chimique des dingéres horizontaux est pludeve que celui des
dimeres verticaux. Par coeguent, lorsque I'aimantation du sgste augmente de = 0 am = 3,

les singulets des diémes verticaux sont remples par des triplets polaés et la configuration des
dimeres horizontaux ne change pas. Puisque nous noare$sbns au processus d’aimantation
jusqua demi saturation, ceci nous indique que lesetids horizontaux peuveatre regliges. Afin

de construire un maxe effectif simplenous ne consigtons que le souseseau des digres ver-
ticaux en regligeant comgtement le souseseau des digres horizontauxen outre, nosésultats
de CORE indiquent I'existence de termes de sauté®rtomme seuls termes hors-diagonaux.
Lors d’'un tel processus, une particule saute d’'unedarhorizontab un autre dirare horizontal
en pesence d’une particule sur un dine vertical qui se trouve au milieu des deux dies hori-
zontaux. Pour des aimantatioms< % ces processus ne jouent donc audila et nous obtenons
un mockle effectif de bosons de cceur durement classiquél contient le potentiel chimique
d’un dimere verticalu, et des interactiong,, entren particules qui occupent des dimes verticaux
congcutifs :

Heg = Z pn; + Va(ninier) + Va(ninipinige) + Va(ninganiongges) + -+ - . (VI.3)

7
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2. L'approche de CORAE différentes poées

La courbe d’aimantation de ce m&ld est mong&e dans la figure VI.4 (b) pour des valeurs arbi-
traires : le potentiel chimique = 1.5 détermine la taille du gap de spin, l'interaction entre deux
particules voisine¥; = 1 indique la taille du plateatn = % par rappor@ la chane compéte qui
inclut les deux souséseaux des digres verticaux et horizontaux. Le so@seau de digres ver-
ticaux est demi-rempli avec une alternance de sites vidgtestoccups par des particules qui se
repoussent avec l'interactidn. Ensuite I'interaction entre trois particules cénativesl; = 0.75
indique la taille du plateam = 3 avec un souséseau de digres verticaux qui est remglideux
tiers : des fragments de = 2 particules voisines se formengmagés par des sites vides. Enfin,
le plateaun = % appar#@ di a I'interaction entre quatre particules cénatifsV, = 0.4. Ici, des
fragments dé& = 3 particules coriscutifs se forment, etc.

Le mockle effectif de lequation (VI.3) que nous trouvons avec notre approche de Cepaduit
donc la €rie infinie de plateaux d’aimantation de Schulenburg et teicj47]. Afin d’obtenir la
serie infinie, des interactions avec de plus en plus de p#taont Bcessaires : nous notons que
les interactions/,, sontéquivalentes aux tailles des plateaux= ﬁ avec des fragments de
k = n — 1 particules conscutifs sur les dirares verticaux.

Comparons dans ce qui suit n@sultats nurerigues de CORE avec laébrie des perturbations
au deuxeme ordre qui nous permet de calculer le potentiel chimjgetl'interactionV; selon :

o= 1(3 —V1+4(J))2) et Vo=-—1++/14(J/J])> (V1.4)

2

La figure V1.5 (a) montre la comparaison et indique que Eotfe des perturbations est en bon
accord avec lessultats de CORE pour des couplagés/ < 0.2. Pour des plus grandes valeurs
de J'/J les tesultats fcartent. Dans la figure V1.5 (b), nous illustrongvblution du potentiel
chimiquey et des interactioft;, V3 etV avec la poree de notre approche que nous calculons pour
J'/J = 0.8. LinteractionV,, entren particules sur. dimeres verticaux coggutifs est accessible
pour des approches de CORE qui esEeesur une clime avec au moingdn — 1 dimeres (verticaux

et horizontaux). Nous remarquons que la pefa plus petite afin de calculer I'une des interactions
donne @&ja une bonne estimation de la valeur coneerg@t que le calcul de l'interactiorj, est
exact pour CORE b&e sur2n + 1 dimeres. Enfin, dans la figure VL5 (c), nous illustrons les
interactions en fonction des couplaggg.J et nous utilisons lessultats de I'approche de CORE
a plus longue poée,a savoir porte 8. On note que le potentiel chimique et I'interactiotourte
distance dominent.

Nous rappelons que les interactidrissontéquivalentes aux tailles des plateaux= ﬁ avec
des fragments de = n — 1 particules conscutifs sur les dirares verticaux. En outre, I'approche
CORE afin de calculer l'interactiovi, doit étrea porée2n — 1 ou plus. Ces consatations sont
confirmées dans la figure V1.6 qui montre l&sultats de la diagonalisation exacte de notreéteod
effectif a differentes poées pour une chiae de 24 sites effectifs, com@aravec lesésultats du
DMRG pour 48 dingres. Nous notons que COREporee 2 donne gja une bonne estimation du
gap de spin, mais puisque cette approche ne peut padereclinteractionls, le plateaun = %
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Chapitre VI. La chéne de dingres orthogonaux sous champ métigue
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3. Conclusion partielle
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FIG. VI.6: Courbe d’aimantation de la cimee de dinéres orthogonaux pout'/J = 0.65, calcuke
avec le DMRG de 48 digres et la diagonalisation exacte de notre eedeffectifa
differentes poée pour 24 sites effectifs. La figure (b) montre un extraitadiggure (a)
pourl <m < 1.

reste inaccessible. La preené approche qui puisse reproduire ce plateau est agitmée 3 en
raison de la possibiit de calculei;,. La poree 4 corrige ensuite la taille du plateau = i
mais ne rend pas accessible de plateaux &mpghtaire. Le prochain plateau = % est reproduit
pour la premere fois par COREa porée 5 gace au calcul de l'interactiov et ensuite la poéte

6 corrige la taille de ce plateau. Enfin, nous atteignons taideplateau de la&ie infinie de
I’ équation (VI.2) qui soit encore accessible avec notre aphygrde CORE : la poge 7 permet de
calculer l'interactionV;, et nous observons le plateau = g La porée 8 corrige la taille de ce
plateau.

Nous remarquons que nous pourrions calculer des plateqptesuentaires de laésie infinie
en augmentant la p@¢ de CORE, mais nous nous limitoagporée 8 en raison de limitations
numériques et puisque notre approche nousja gdermis de comprendre la physique du processus

d’aimantation du sysime.

3 Conclusion partielle

La chdne de dingéres orthogonaux sous champ métigue est un exemple irtessant d’'une ap-
plication de la nethode CORE. Pour des aimantations< 3, nous trouvons un mede effectif
classigueen fondant notre approche sur la base la plus singkgvoir un singulet et le triplet
polari d’'un dimere. Le processus d’aimantation esfstbien captu par cette approche, comme
illustrent nos ésultats de matrice densiteduite. En variant la paee du modle effectif CORE,
nous pouvons calculer des interacti@nplus longue distance entre triplets sur desedas verti-
caux conécutifs. Nous sommes donc capables de trouver les prentéesmpx d’'une &rie infinie
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Chapitre VI. La chéne de dingres orthogonaux sous champ métigue

de plateaux pour des aimantations: m < 1.

Ces Esultats servenégalement pieparer la discussion dieseau de Shastry-Sutherland sous
champ magetique que nous abordons dans le chapitre suivante§garetant la @réralisation
bidimensionnelle de la clae de dingéres orthogonaux, nous allons voir que la physique des deux
sysemes est pourtantds differente.
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Chapitre VII

Le réseau de Shastry-Sutherland sous
champ magn étique

Dans ce chapitre nous discutons ertadl le eseau de Shastry-Sutherland et &alisation dans
le compog SrCu(BO3), sous champ magtique [77]. Dans notrétude du #seau de Shastry-
Sutherland avec la @thode CORE, nous avons comme but de trouver uneheceffectif qui soit
capable d’expliquer dans une approche microscopique &sauix d’aimantation que I'on ob-
serve pour le comp@sSrCuy(BOs),. Nous rappelons que legsultats exerimentaux ainsi que la
structure atomique de ce compderme de dingres coupds sont illustes dans la section 2.2 du
chapitre 1.

Ce chapitre est structeiicomme suit : nous psentons dans la section 1 les @iéintes approches
théoriques pour ce made qui sont en majoitdes neéthodes perturbatives et qui visé&gfalement

a ceriver un moele effectif. Dans la section 2, noustdillons le moéle effectif que nous trouvons
avec I'approche de CORE& differentes pogées et pour des défents couplages. Nous discutons
également la validé de notre approche et comparons nesultats auxé@sultats perturbatifs. La
section 3 est consa a des ésultats de diagonalisation exacte (cf. la section Il )ntbckle
microscopique ou du mede effectif de CORE differentes po#es. En comparant les courbes
d’aimantation correspondantes, nous trouvons que I'ajiygradle COREa porge 9 est #&s fiable.
Pour cette approche, nous analysons les tailles et lesqmssixactes de défents plateaux en
fonction du couplage en comparant avec Esuitats exacts et congibns la stabilé des plateaux
dans la limite thermodynamique. En plus, na@iadions la structure des plateaux = i et%

en calculant pour ces deux exemples la glation statique particule-particule avec notre gled
effectif. Ce chapitre est enfin@uré avec les conclusions partielle€penges dans la section 4.

Les resultats les plus importants de noftude du éseau de Shastry-Sutherland sous champ
magretique se trouveri#également dans notre article : Abendschein et Capponi [91].
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Chapitre VII. Le Eéseau de Shastry-Sutherland sous champ étagre
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FIG. VII.1: Le réseau de Shastry-Sutherland avec le couplager un dinere, etJ’ entre les
dimeres.

1 Le mod ele microscopique et des r ésultats th éoriques
pour le compos é SrCu,(BO3),

Le réseau de Shastry-Sutherland [75, 76¢t un systme bidimensionnel, car&tse par des
spin-; coupks antiferromaggtiquement qui forment des déres cougs. Le hamiltonien sous
champ magatiqueh est t&fini comme suit :

H=J> S-S;+J > Si-S;—h) S (VIL.1)
<i,j> <L,7> 7
Comme illusté dans la figure VII.1, les spirg sur les sites ont une interactiory avec leurs plus
proches voisins et une interaction frustramtavec leurs deugimes voisins.
Consicerons d’'abord les deux cas limites suivants daseau de Shastry-Sutherland de
I’ équation (VII.1) en supposant = 1 : premerement pour des grandes valeuegatives du
couplage/’, I' état fondamental est ferromaafique et comgltement polaris. Et deuxémement
pour des grandes valeurs positives Hel’ état fondamental correspordl’état fondamental de
Néel du moele de Heisenberg bidimensionnel de spin-1 qui est orel¢h®0] et dont diferentes
guanties, comme Energie de Btat fondamental et des susceptib#it sont connues [191]. Entre
ces cas limites et pour des couplagest J' antiferromagitiques, se trouve la phase drit e de
singulets du&seau de Shastry-Sutherland que nous abordons dans cé.qui su
Si tous les dimeres forngs par les lieng/ sont occups par des singulets, le sgste est dans un
état propre exact, qui est en plustht fondamental pour des valeursJ < 0.7 [192, 193]. En
outre, pour des valeutg/.J < 0.7, le syseme se trouve dans une phase @sgpen revanche, pour
J'/J = 0.7, on observe un ordre antiferromagigue de Nela longue distance et le sgshe est
non gapp [193]. Entre ces deux phases, des phases@mgpitaires [194—197] pourraient exister,
comme une phase de singulets de plaquettes, par exemple.
Comme @ja discué dans la section 1.2.2, le com@$rCy(BOs), correspond auéseau de
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1. Le moakle microscopique et deésultats tboriques pour le compésSrCy(BO;),

Shastry-Sutherland et on observe un rapport des couplagemaints./’'/J ~ 0.65 [136, 137].
En outre, on trouve un faible couplage entre les couchesbiasionnelles [78] ainsi qu’une faible
interaction du type Dzyaloshinskii-Moriya [30, 85, 86] eius notons que ces deux couplages
ne sont pas captés notre modle. Nous illustrons I'interaction Dzyaloshinskii-Moayqui brise

la symétrie SU(2), dans la figure 1.13 et nous notons que cetteactien est pluit petite par
rapport aux couplages et J’. Néeanmoins, elle peut jouer udle important pour des faibles ai-
mantationsn < % comme le discutent Levgt al. [83]. En raison de leurs relativement petites
amplitudes, nouségligeons le couplage entre les couches bidimensionreities que l'interac-
tion Dzyaloshinskii-Moriya et nousétrivons le compds SrCuy(BOs), par le Eseau de Shastry-
Sutherland aved’/J ~ 0.65. Par conéquent, le systme se trouve au-dessous, maisspdu
point de transition de phade’/J)...: ~ 0.7 [192, 193] et on observe ugtat fondamental de
singulets de dirares avec un gap de spik, = 30K [78]. Le grand inérét que ce comp@sa
suscié dans les dix derares anaes est expligel par le comportement sous champ n&tgjue,

a savoir les plateaux d’aimantation pour= ; etm = ¢ [78] ainsi quem = 3 [79] (cf. la fi-
gure 1.11). Du 6té exgerimental, il y a des indicationg€centes [82] de plateaux suppientaires
pour m = % avec4 < ¢ < 9 ainsi que poum = % comme illuste dans la figure 1.12.
Ces expriences demandent une confirmation eotiique et exprimentale, comme elles sont
conteskes exprimentalement [83].

Diff erentes approchesébriques ont donéte entreprises afin d’expliquer le processus d’aiman-
tation de SrCy(BOs), a I'échelle microscopique. Une bonne description de la phegsigubasse
énergie consiste dans un nabel effectif qui est bassur deuxétats d’'un dingre,a savoir sur un
singulet|s) et un triplet polarié |t,;). Comme disci# dans la section 1 du chapitre Il, on peut
ensuite utiliser un maele effectif dans lequel un singulet corresp@ndn site vide et un triplet
polari€ a un site occu@ par un boson de coeur dur, c’'@stlire une particule [38, 109, 110].

Dans le contexte de la discussion é@seau de Shastry-Sutherland, nous remarquonsétades
théoriques &centes : Prerdrement, pour spig; Meng et Wessel [198tudient le éseau de
Shastry-Sutherland avec un couplage transverse ferratigqga sous champ magtique. Il s’agit
donc d’'un moele XXZ (cf. I'equation (I1.5) dans la section 1 du chapitre 1l) qui, en absedu
couplage transverse, seduit en moeéle antiferromagetique d’Ising avec un ordre deédl. Pour

un couplage transverse ferromégjque fini, on observe une phase de éigs qui est&paée de

la phase de Bel ordonie par une phase superfluide. Dansélgime quantique, ils trouvent un
plateaun = 3 ainsi qu'un plateaun = 3 qui persiste dans la limite Ising.

Et deuxemement, comme le discutent Molingtral. [98], le reseau de Shastry-Sutherland clas-
sique pour spinfS — oo montre un quasi-plateaw = % a basse termgrature F£0 et pour un
rapport des couplage$’/J = 0.5. PourT = 0, ce plateau n’est pas stable en raison de la
competition de diferentes configurations deéme énergie, tandis que pour basse té@ngbure
finieetJ’/J = 0.5, la configuration coligaire UUD de spinsasulte dans un plateau = % Cette
configuration esté&ectionree en raison de conghtions d’entropie et consiste de deux sp{)
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Chapitre VII. Le Eéseau de Shastry-Sutherland sous champ étagre

et un spin| (D) sur chaque triangle deseau. Pour des couplag€g./ = 0.5 + ¢ (ou ¢ est un
petit nombre), on observegalement un plateauw = % avec une configuration de spins de type
« parapluie» (« umbrella» en anglais) pour basse teérpture (F£0) et la configuration UUD
pour des tem@ratures interi@diaires.

1.1 Lathéorie des perturbations jusqu’au quatri  éme ordre

En appliquant la teorie des perturbations, on peétriver un moéle effectif qui contient difrents
termes, comme les épateurs de @ation b} (d’annihilation b;) de particules 0 le nombre de
particules est dorenparn; = bj.bl-. Si les dineres verticaux (horizontaux) déseau de Shastry-
Sutherland constituent le sousseauA (B), le sitei € A est un dingre vertical et I'indexi +

e, (1 + e,) indique le dinere voisin horizonta& droite (au-dessus) de celui-ci. Par exemple, au
deuxieme ordre de perturbations [110], on trouve le hamiltonigvest :

J/2 J/ J/Z
H = (J—h—7>zni+ (5‘1—5);%1%]4—
¥ ’L7j

J/Q

4

{[b}(bﬁey —bie,) + hec)(Nie, —Mi_e,) + (VI.2)
€A

J/Q
+ 2”1'—5—61»(1 — ni)ni_ex + (bj+eybi—ey + hc)nz] + E Z |:6y — 6x:| .
1€B

Avec la theorie des perturbations au deéixie ordre ed des ordres pluslewes, on peut @river
des quanti#és comme des interactions entre deux particalégferentes distances ainsi que des
termes de saut de particules, comme ill@siclematiquement dans la figure VII.2. Au quatrie
ordre [192], on trouve pour le potentiel chimigugequi correspond au gap de spin :

2 3 4
A (A N A N
“y (J) 2(J> 8(J), (ViL.3)
ce qui indique que le compessrCu(BO;), est gapp puisque: > 0 pour des couplage$ /J <

0.8 selon cetteequation. Pour les interactions entre deux particuleinigs dans la figure VII.2
(a), on trouve au troisime ordre [110, 199, 200] :

Vi L) LN LT
J 2J  2\J s\ J )"’
1/J\°
% = Z(%)’ (VIl.4)
Vs 10N\ 3/JY° Vi
7" 5(7) +1<7) & =0

Notons que linteractiorV; entre les plus proches voisins est I'interaction la plusdrtgnte. En-
semble avec l'interaction entre trasnes voisind/j, V; domine les autres interactions pour des
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1. Le moakle microscopique et deésultats tboriques pour le compésSrCy(BO;),
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FIG. VII.2: Le réseau de Shastry-Sutherland et defsnitions d’interactions effectives et de sauts
effectifs : (a) interactiora deux corps entre une particule sur le dimrouge et une
particule sur I'un des digres indigés, (b)-(d) des processus de saut&etr

couplages/’/J < 0.7 et en conggquence aussi pour le compoSrCy(BOs),. Le fait que I'in-
teraction entre troigimes voisind/; soit nulle en perturbation au troésne ordre montre que la
géonetrie des interactions est cruciale dansigerau de Shastry-Sutherland.

Enfin, la treorie de perturbations au traésne ordre [110, 200] indigue I'absence de termes de saut
d’'une seule particule iseé. Pour de tels termes de saut, on trouve une contributiGixeme
ordre [192], qui est en coaguence &s petite. Ceci@sulte dans une excitation d’un triplet presque
localisse ce qui est confirendans les exXgriences avec le compd$SrCuy(BO;), [192, 201]. En
revanche, des termes de saut ét@rillustres dans les figures VII.2 (b) - (d), peuvegtte im-
portants. Ce sont des processus d’'un saut d'une particulensdimere voisin en g¥sence d’'une
deuxieme particule (voire plusieurs particules) dans le voggnqui peuvent favoriser une phase
supersolide [123]. Au troisime ordre [110, 200], orédive les expressions suivantes :

ta, _ gt taw _LOJNT 5 (TN
J J J 4\ J 16\ J

/
tay, tayp

ol 7 — 7 % (_1)#réflexions>< (_1)#rotations7 (V||.5)

tas 1 (J’>2 L3 (J’)3

J 4\ J 8\J /)
On voit que le processus dominant egtudt par le termeas et qu'il est important de noter la
différence entre les deux termes de sautad@au plus proche diareta;, etta;;, qui est due leur
géonetrie differente. Tandis qui:,, est un terme importantq;, est nul et de fagcogquivalente,
tous les processusdvés deta,, par une rotation dé0° ou par une &flexion verticale ou hori-

zontale sont nuls.
L'absence d’'un terme de saut d’un triplet 8@ pour consguence que la physique des plateaux

115



Chapitre VII. Le Eéseau de Shastry-Sutherland sous champ étagre

d’aimantation est dom@e par les interactions entre les triplets qui sont desqudes massives.
Pour les plateaux, on s’atteradune cristallisation de triplets qui forment des cristaexWi-
gner [38, 110, 200, 202, 203], ce qui edtorigine des plateaux.

1.2 Des approches th éoriques alternatives

D’autres approches ont esg&ag’antliorer la compehension du processus d’aimantation du
compo& SrCuy(BOs),, et parmi celles-ci, on comptegfude d’'un éseau de Shastry-Sutherland
gérérali® [203] avec un couplage sugphentaire au troisime voisin. Une autre approche vise
a transformer le magle initial en probkme de bosons de cceur dur qui est ensuite tranéferm
syseme de fermions sans spin, coegh un champ de jauge de Chern-Simons [107, 108]. Comme
discue dans la section 4 du chapitre I, ellerie le spectre de Hofstadter [141]) des sauts de

I’ énergie de Fermi se traduisent en plateaux d’aimantatierceite facon, on trouve des plateaux
pourm = 1, ; et , en revanche, on n'observe pas de plateaux au-dessus dawplat= 3 ou
au-dessous du plateau = i Rappelons que Sebastianal. [82] ont aussi mes@érdes plateaux
pourm < % dans le compdasSrCuy(BOs),. Afin d’expliquer une érie de plateaux, meseg pour

m = % avecd < ¢ < 9ainsi que pourn = % ils effectuent un calcul analogaecelui de Misguich

et al.[107, 108] et trouvent un spectre de Hofstadter. Comme ilfigagnt, ce spectre @orique
inclut de nombreux plateauxfaible aimantation qui sont obséssdans leurs exiences.

Les exgeriences&centes de Sebastiahal.[82], mais aussi I'absence d’une bonne coatpansion
théorique du processus d’aimantation dans éseau de Shastry-Sutherland et le corépos
SrCw(BOs), en particulier, ont sus@tdeux approche€centes qui utilisent l'intergtation des
triplets polari€s comme bosons de cceur dur. La peminethode est celle de Doriet al.[90]

qui consiste en transformations perturbatives, contietiemitaires (PCUTS) qui sont comiies
avec une analyse du mele effectif de bosons de cceur dur. La démxé est la rethode CORE qui
nous serégalemend ceriver un moele effectif de bosons de ccoeur dur qui est ensuite diagénalis
sur des eseaux effectifs de taille finie [91] en utilisant la diaglisetion exacte, discée dans la
section Ill.1. Avant de discuter notre approche éted et avant de comparer léssultats des deux
méthodes dans les sections suivantes de ce chapitre, eomssddans ce qui suit I'approche de
PCUTs de Dorieket al.

A partir du eseau de Shastry-Sutherland, l&thode de transformations perturbatives, conti-
nues et unitaires (PCUTSs) [204Edve un moeéle effectif qui conserve le nombre de triplets
elementaires [205]. Ensuite, I'intei@ation des triplets polags comme des bosons de cceur dur
est appligée. Ceci est justifi puisque la physique sous champ nttgue est bien&krite par des
processus qui ont un spin total maximal et une composameaximal. En consquence, la forme
gérérale du hamiltonien effectif que I'oredive avec PCUTs esgfinie par :

Hor= Y, Y, Copbl bl by 0oy, (VI1.6)

TL:2,4,6,"- T1,yTn
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FIG. VIL.3: A gauche : leéseau de Shastry-Sutherland et definitions d’interactions effectives
deux corps entre une particule sur le di@epais et une particule sur I'un des dires
indiqués. (par rappora figure VII.2 des interactiona plus longue distance sont in-
cIues).A droite : les coefficients correspondants en fonction dpoapdes couplages
J'/J. D'aprés Dorieret al.[90].

ou lesr; indiquent les sites diweseau ca# effectif, forne par les dimeres avec le couplagk Les

bl (b,) indiquent les oprateurs des bosons de cceur dur géent (annihilent) un triplet polaés
|t+1) sur le siter et les coefficients),, ., ... ., décrivent I'amplitude des diffrents processus, par
exemple linteractiora deux corps qui est illugte dans la figure VII.3. Enfin,&quation (VI1.6)
inclut également des interactioaglusieurs particules ainsi que des termes de saut et desster
de saut coglé qui favorisent une phase supersolide [123]. La figure YH.4auche, montre les
processus les plus importants de chaque type gpoufr = 0.5. On voit que les interactiorssdeux
corps sont dominantes pour des faibles déssite particules et parmi celles-ci, les interactions
a courte distance sont plus importantes que céllptus longue distance. En outre, puisque les
termes de saut d'une seule particule sagligeables, on s’atterelune courbe d’aimantation qui
consiste de plateauxépagés par des sauts d’aimantation ou des phases iatbamesetroites.

Dans ce proeck, afin de écrire 'interactiora deux corps, tous les termes qui apparaissent pour la
premere foisa ordre 10 ou moins sont conéiés (ordre 8 pour des termes avec troiémpeurs de
création et d’annihilation ou des termes d’interact@éoguatre corps). Les coefficients, ., ... .,
sont calcuds au 15™¢ ordre pour les interactiorssdeux corps et 12°™¢ ordre pour celles plu-
sieurs corps ce quésulte dans un hamiltonien qui contient environ 15000 Eare

Puisque ce hamiltonien contient des termes hors-diagopasitifs et regatifs, la néthode du
Quantum Monte Carlo (QMC) n’est pas applicable. Afin éduire le diagramme de phase du ha-
miltonien, la repesentation de Matsubara-Matsuda [109] est appkaqux bosons de cceur dur qui
sont ensuite trais comme des spin}s-Avec une approximation classique des spjnéénergie est
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Le éseau de Shastry-Sutherland sous champ étagre
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FIG. VII.4: A gauche : les processus dominants de chaque type.pour= 0.5 selon Dorieet
al. [90]. A droite : des plateaux d’aimantation convesgen fonction du potentiel chi-
miqueyp et deJ’/J. La densié de bosons estéquivalente I'aimantationm /m,,, et
u correspond au champ magigueh. D’apres Dorieret al.[90].

minimisée pour diferentes mailleglementaires. Enfin, le diagramme de phasailtant est@rivé

et nous le montrons dans la figure Vlladroite. On voit (outre le plateau pouir = % qui n’est
pas monte) que le plateatn = % est cja tres grand pour des petits valeursdeJ/, et on constate
le fait remarquable de I'absence des plateaws¢ }1 etm = % Dorieret al.[90] argumentent que
I'absence de ces plateaux, qui sont pourtant olésedans les exgsiences [78, 79], pourradtre

di a des couplages suggphentaires dans le com@SrCuy(B0Os),, par exemple des couplages du
type Dzyaloshinskii-Moriya ou des interactions entre leaahes bidimensionnelles ou bien des
interactionsa plus longue poée. En revanche, d’autres plateaux avec une faible ainamfant

" , . _2 o _ 1 . _1 _ 2
leur apparition progressivement avég.J : ce sontles plateaux = 5, m = g, m = ;5 etm =

=.
En consi@&rant ces plateaux de faible aimantation avee % on remarque que le plateau:%
est plus grand que les autres plateaux pfud 2> 0.4. A I'exception du plateaun = 115 dont
on n'a pas consie une mailleélementaire correspondante, ces plateaux sont aussesqar
Sebastiaret al.[82] bien que le plateaw = % de Sebastiant al. puisseetre exclu selon Doriest
al..

Discutons maintenant, dans le reste du chapitre ginode CORE applicge au eéseau de Shastry-
Sutherland sous champ magigue. Des comparaisons avec lesultats de Doriegt al.[90] sont

faites puisque le maxe effectif et les courbes d’aimantatioretitiques sont facile& comparer.
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2. L'approche de CORAE différentes poées

2 Lapproche de CORE a diff érentes port ées

Comme dans les exemples d’applicatioregdents, notre approche non-perturbative de la
méthode de Contractor Renormalization (CORE, cf. la section 2hdpitre Ill) au Eseau de
Shastry-Sutherland sous champ matigue (cf. Iequation (VII.1)) est fonele sur des digres,
c’est-a-dire deux spins coups par une interactiod. Nous crivons un modle effectif pour

le triplet polari€ |t. ;) et plus peci€ment, notre approche est bassur le singulets) et ce
triplet polari® |t.;) d'un dimére. Cette base est aussi uéksdans la thorie des perturba-
tions [90, 110, 192, 199, 200], disé# dans la section 1.1 ainsi que dans I'approche de Dorier
et al.[90], discu€e dans la section 1.2 de ce chapitre.

Puisque CORE &veloppe un hamiltonien effectii{.x comme une@&rie de contributions de blocs
de differentes tailles, 'amplitude de processus locaux péji &tre tiee de relativement petits
blocs. Nous consietons des blocs jusqu’une taille 8e< 3 dimeres et pour le @eloppement de
la serie, on a aussi besoin des blocs bidimensionnelsxl@ et3 x 2. Méme s'il n’est pas requis
pour la €rie, nous calculons aussi les contributions d’un blod ge2 dimeres ce qui nous donne
des informations suppimentaires.

Notons que, nu@riquement, la taille maximale accessible d’'un bloc détesst d& x 3 dimeres,
soit 18 sites parce que ce bloc deite diagonalis exactement de facon nénique afin de trouver
ses valeurs propres ses vecteurs propres. Puisque le hamiltonien microsceggudiagonal par
blocs de la composante du s en raison de sa sy@rie SU(2), cetteéche esequivalentea

la diagonalisation exacte d’'une matrice creusel&20 x 48620 (=18!/(9!9!)) pour S, = 0, et

de 43758 x 43758 (= 18!/(10!8!)) pour S, = 1, .... Par contre, seulement une petite fraction
(typiquement jusg@ quelques centaines)é&ats de bassenergie est cherée. [ a desétats

« fantdmesy, la diagonalisation exacte n'est pas efféeavec le &s performant algorithme de
Lanczos (cf. la section I11.1.1). On utilise phitles librairies d’algbre lireaire BLAS/LAPACK
pour des tailles de blocs moyennes ou bien I'algorithme d@d3an (cf. la section 111.1.2) pour
des grands blocs ce qui limite la taille maximalg x 3 dimeres.

Dans ce qui suit, nous allons aborder la vaéidite notre approche et ensuite discuter en grand
détail I'évolution des processus avec la pertle notre approche. Cé&sultats sorédgalement com-
pates avec lesésultats perturbatifs jusqu’au quatme ordre [110, 192, 199, 200] ainsi qu’avec
I'approche jusqu’au 18" ordre de Dorieret al. [90]. Ensuite, dans la section suivante, nous
présentons et discutons des courbes d’aimantation qué®nterivees avec la diagonalisation
exacte de notre made effectif que nous comparons avec les courbes correaptaglque I'on
obtienta partir du modle microscopique.
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Chapitre VII. Le Eéseau de Shastry-Sutherland sous champ étagre
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FiG. VII.5: (a) Lesénergies du fondamental pofly = 0 et.S, = 1. L’ état garé par CORE pour
S, = 0 (ligne tire€e) est en @saccord avec legsultats exacts pour'/J > 0.8. (b)
Projection de état fondamental sur la base tensorielle de CORE fout 0. Jusqua
J'/J = 0.75, sa projection est suffisante (&nie :> 107%) et I'état fondamental est
accepé. (c) Nombre cetats de bassenergie ggliges avant que CORE accepte le
premierétat : p. ex. poud’/J = 0.8, le troisemeétat de plus bas$mergie est accept
Résultats (a) - (c) sont cal@s avec3 x 3 dimeres. (d) Poids de la matrice demsit
réduite pour le€tats d’un dinére, calcud avec 8 dirgres pout/’/.J = 0.65.

2.1 Sur la validit é de notre approche de CORE

Dans les figures VIL5 (a) - (c), défentes quanéts caradristiques d’un bloc d8 x 3 dimeres
sont montees afin de faciliter la discussion de vakdie notre approche de CORE, par exemple,
dans (a) nous gsentons leénergies deétats fondamentaux dans les sectefiyrs= 0 et S, = 1.
On voit que notre approche de COREporée 9 garde pour toutes les valeurs 8¢/ un état
de singulets sur les 9 dines avec unénergie de?§2%F = 9 x (—2)J = —6.75J commeétat
fondamental. Ceci s’explique avec le choix de déta¢s gards pour un dirare,a savoir le singu-
let |s) et le triplet polarié |t,,). Ce choix ne pose aucun prébhe pour des valeuts/J < 0.8
puisque pouB x 3 dimeres, cettat est le vraétat fondamental et la projection de &t sur la
base tensorielle de CORE estdrgrande, comme le montre la figure VIL5 (b). La figure VI (
souligne la fiabilié de notre approche de CORE : elle montre les poids de la magnsigdeduite
des quatretats d'un dingre, calcuds avec la diagonalisation exacte sel@ugtiation (111.20) d’'un
réseau de Shastry-Sutherland de 8&li@s pourJ’/J = 0.65. On voit que la base de CORE,
le singulet|s) et le triplet polarig |t,,) réunissent plus d&5% du poids total lors du processus
d’aimantation et que la base de CORE ésamte par colsjuent lesetats pertinents afin de cap-
turer la physique du sy&te. Pourtant, nous remarquons que le triglgtrepésente environ la
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2. L'approche de CORAE différentes poées

moitié du poids de la matrice dertsieduite du triplet polaris|¢_;) pour des aimantations <

et que le triplett,) peut s’aerer important dans la description de certains aspectéskau de
Shastry-Sutherland [88, 206].&8nmoins, nous fondons notre approche sur le singuledt le
triplet polari® |t,,), qui constituenegalement la base de I'approche perturbative et permettent
une interpétation dans le langage de bosons de coeur dur.

Quant aux poids de la matrice deisiéduite pour des plus petites valeurs.d¢./, nous notons
que la situation est similaire avec celle illétrdans la figure VII.5 (d) pouwF /J = 0.65, mais de-
vrait changer de facon importante pour des valeursgli&es. Comme le montre les figures VII.5
(a) et (b), poury’/J > 0.8, I' état fondamental est défent avec une plus basseergie et puisque
sa projection sur la base tensorielle de CORE devientietite, cettat est Bgligé dans le proede

de CORE. En coregjuent, notre approche de CORE n’est pas capable de captutesragement
de la physique et on obtient un gapgatif avec CORE. Cela montre que cette approche de CORE
ne marche certainement pas pollfJ > 0.8, et avec la connaissance du point de transition de
phaseJ'/J)..« ~ 0.7 [192, 193], on peut conclure que I'approche de CQRibree 9 n'est pas
fiable pour des valeur$'/J > 0.7, mais marche de magrie fiable jusqud .J’/J ~ 0.65.

Comme @ja discué dans la section 1 de ce chapitre, les interactions efés@ilongue distance
jouent un dle important, et parmi les termes de saut el&rle saut au troisime voisin est le
terme dominant. En cogguence, notre approche de CORE dxie fonde sur un bloc assez
large afin détre capable de reproduire des tels processus. Ceajament indige par le calcul

de I'annulation du gap de spin pour les éiféntes podes de CORE dans la section suivante et
expliqgue pourquoi notre approche de CORIporee 4 (soit2 x 2 dimeres) ne peut pas marcher
correctement et on a en c@tglience besoin d’'un grand bloc 8le 3 dimeres afin de biené&trire

le réseau de Shastry-Sutherland. Avec lesgestinterradiaires 6 § x 2 dimeres) et 84 x 2
dimeres), on peut aussédver des processus plus longue distance, mais il faut pourtétie
prudent avec lesesultats correspondants puisque ce sont des blocs relgmagulls pourraient
egalement rediter une physique entre une et deux dimensions puisqujitsiaine double chime

de dimeres orthogonaux et on note une simikdvec I'exemple deschelles de spia deux ou
plusieurs montants [48] qui S'impose.

La validité de notre approcha porée 9 (soit3 x 3 dimeres) est encore consabe avec des
résultats qui sont pisenés dans les sections suivantes, par exemple la comparassuopldudes
des diferents processus avec I&sultats avec la #orie des perturbations, comme digcdans

la section 2.2. L'argument le plus fort est sans douteds bon accord entre legsultats de la
diagonalisation exacte de notre nédeleffectif avec ceux du metk microscopique, pseng dans

la section 3.

!La difference entre les deux valeurs pour le point de transitiomésepest dua la taille finie de notre bloc d&x 3
dimeres.
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2.2 Evolution d’amplitudes de processus avec la port ée de CORE

Les differentes tailles de blocs, et donc les @liéfntes poées de notre approche de CORE, per-
mettent de retracerdvolution des amplitudes des @fents processus en fonction de la pertie
I'approche de CORE. Ces processus incluent, par exemple,datpdtchimiquey. ou les interac-
tionsa deux ou trois corpa differentes distances, comme illisttans les figures VI1.2 (a) et VII.3.
Cetteévolution peuggalemenétreétudiée pour les termes de saut @erqui sont illustes dans
les mémes figures. Par contre, en raison de leurs contributiégigeables, les termes de saut
d’'une seule particule iseé ne sont pas pris en considtion dans cette discussion bien qu'ils
soient calcués et inclus dans le hamiltonien effectif.

Comme toutes les autres quagdigue noustudions dans ce qui suit, le potentiel chimigifeest
calcuk avec une approche de CORporee 4 (c’esta-dire un bloc d& x 2 dimeres),a porée

6 (3 x 2 dimeres),a porée 8 {1 x 2 dimeres) eta poree 9 8 x 3 dimeres). Les &sultats sont
monttes dans les figures VII.6 (a) ainsi que VII.7 (e) et (f) qui uenitégalement une comparai-
son avec la teorie des perturbations au quatrie ordre [192] (cf. BEquation (VI1.3)). Les figures
montrent un t&s bon accord entre leésultats de CORE et la&brie des perturbations jusgu’
J'/J =~ 0.6. Pour ces couplages, nous obteno@g dine bonne valeur avec I'approch@orée 4
qui est presque identigue avec &sultat perturbatif et les approches de CORies plus grandes
portees n'apportent pas de changement important pour le calqubntiel chimique.

En revanche, pour des couplag€g/ > 0.6, les differentes poéies de CORE peuvent se dis-
tinguer de facon importante désultat perturbatif au quagétine ordre. D’abord, on remarque que
COREa por€e 4 est toujours en bon accord avec kottie des perturbations, par exemplegst
nul pour.J’/J = 0.82 dans le calcul perturbatif contrt€/J = 0.81 dans le calcul de CORE
portte 4. COREa porée 6 eta porée 8 sécartent desasultats perturbatifa partir deJ’/J = 0.7.
Pour les poies 6 et 8, on notegalement une di#rence entre les dienes horizontaux et verti-
caux gue nous discutons dans ce qui suit. Dans ce cas, nausocal le potentiel chimique en
moyennant les deux contributions des dmes horizontaux et verticaux. Et finalement, dearts
importants entre CORE porée 9 et lesésultats perturbatifs apparaissargartir deJ’/J = 0.6.

En consi@rant 'annulation du gap en fonction du couplatje/ (c’esta-direu(J’/J) = 0), nous
notons que lesésultats de CORE s’approchent desultat exactJ'/J) ... ~ 0.7 [192, 193] si
on augmente la page de CORE : le gap s’annule (c’&stdireu(J'/J) = 0) pourJ'/J = 0.82
dans le calcul perturbatif contr®/.J = 0.81 (COREa poree 4),J'/J = 0.78 (COREa porge 6),
J'/J =0.75 (COREa porée 8) etenfiy’/J = 0.73 (COREa porée 9). Ceci confirme la validit
de notre approcha plus grande poge,a savoir poree 9.

Notons que le potentiel chimique est éifént pour les dimres verticaux et horizontaux si le bloc
est rectangulaire comme pour les exemples deepd@} x 2) etr = 8 (4 x 2). Cela fait pense la
réalisation unidimensionnelle du m&ld Shastry-Sutherland,savoir la chime de dingéres ortho-

2Le gap de spin\, correspond unétat lié & deux magnons, donk, < .
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gonaux, traiée dans le chapitre VI. Pour ce Syste, la diference entre les dienes horizontaux
et verticaux est cruciale puisque, jusgaemi-aimantation, seulement une sorte des deuzreisn
est peupte par des particules tandis que I'autre reste vide. Pauesll les hamiltoniena porée

4, 6 et 8 permetterégalement Btude de la double civee de dingéres orthogonaux. Par contre, si
notre approche agseau de Shastry-Sutherland es€leasur des blocs cé&@s comme: = 4 (2 x 2)
etr =9 (3 x 3), il n’y a pas de diféerence entre les deux sortes de &lies.

Les interactions differentes distances sorgfthies dans les figures VII.2 (a) et VII.3 et les fi-
gures VI.6 (b)-(e), VII.7 (a)-(f) et VII.8 (a) et (b) montné nos Esultats pour ces quarig. En
raison de la diftrence du potentiel chimique pour les @imas horizontaux et verticaux pour les
portees 6 et 8, les interactions difent aussi pour les deux sortes de @lies, comme on le voit
dans les figures VI1.6 (b)-(e). Par ailleurs, pdgret V5 seulement 'une des deux contributions est
montiee puisque l'autre est inaccessible en raison dédergtrie. Dans les figure VII.7 (b) et (c),
par contre, la valeur moyenne est prise en compte pour lepa@isons.

En consi@rant les figures VI1.6 (b)-(e), on remarque lestbon accord entre laébrie des pertur-
bations au troigime ordre [110, 199, 200] (cf.dguation (VII.4)) et lesésultats de CORE pour
les interactions dominanté3 etV; lors queJ’/J < 0.5. Pourtant, lesé@sultats de CORE porée

9 indiquent qué/; atteint son maximum pouf’/J = 0.5 et V3 le sien pourJ’/J = 0.6 ce qui
est en contradiction avec lessultats perturbatifs. En outre, les interactibhgt V5 sont regatives
et donc attractives pour des plus grandes valeur$ dé, mais ceci n'implique pas forcement la
formation de groupes de particules en raison d’autresdatiens epulsivesa plusieurs corps. No-
tons aussi que, parmi les difentes podes de CORE, les approcheglus courtes paees sont
géréralement en meilleur accord avec lésultats perturbatifs au troésne ordre que I'approctee
portee 9. Enfin, les figures VI1.6 (c) et (e) montrent que les irtéoasV; et surtoutl’y sont beau-
coup moins importantes qué et V5. Soulignons le fait que les calculs perturbatifs au teorse
ordre est en &s bon accord avec les calculs CORE pour des valgyts < 0.5. Seulement, ils
sous-estimeni;, par rapports CORE et indiquenit; = 0, contrairement au calculs de CORE aux
portees assegleees.

Les interactions sont encore plustdillees dans les figures VII.7 (a)-(d) avec éebkelles logarith-
miques pour chaque pég de CORE avec un bloc bidimensionnel= 4 (bloc de2 x 2 dimeres),

r =6 (3 x 2 dimeéres);s = 8 (4 x 2 diméres) et = 9 (3 x 3 dimeéres).Evidemment, les petites
portees ne permettent pas de calculer les interactiodss longues distances. On remarque que
parmi toutes les interactions, la difence entre la #orie des perturbations au tr@sie ordre et
les approches de CORE est la plus pror@@ngour I'interactiorl/s.

Enfin, les figures VII.7 (e) et (flasument toutes les interactions digaea deux corps en utilisant
uneéchelle liréaire et soulignent visiblement I'importance des terfiest V3. Pour I'approche
portee 9, nous montrons aussi deux processtisis corpsa savoir\/}f’p et Vg’?’p, qui ont la néme
géometrie que les interactionis; et V3, mais avec une particule supphentaire sur le digre au
centre.Vf’” illustre le Ble important que peuvent jouer les interacti@nglusieurs corps, éme
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FiG. VII.6: Evolution () du potentiel chimique et (b)-(e) des interactiona deux corpsa
differentes distances en fonction de la pert de CORE et du rapport des couplages
J'/J:r =4 (blocde2x2dimeres);y =6 (3x2),r=_8(4x2)etr =9 (3x3). Pour
les blocs rectangulaires & 6, 8) . d’un dimere horizontal n’est pasgala celui d’'un
dimere vertical. Ceci explique les dffences des interactions pour les blocs rectan-
gulaires. Les@&sultats perturbatifs jusqu’au quatme ordre (cf. legquations (VII.3)
et (VII.4)) sont donis pour comparition.
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FiIG. VII.7: Evolution des interactionad deux corps en fonction du rapport des couplages et

de la poréer de CORE : (a) bloc d& x 2 dimeéres ¢ = 4), (b)3 x 2 (r = 6), (C) 4 x 2

(r =8)et(d)3 x 3 (r = 9). Les petits blocs permettent seulement des interactions

a courte distance. Pour les blocs rectangulaires-(6, 8), les valeurs déd/; et V5

sont moyenaes {hor + Viert /2) afin de faciliter la comparaison. Pour= 8 (e) et pour
r = 9 (), une vue globale des interactions est dea(f) inclut aussi des interactioas
trois corps (/33" et Vg’?’p). Les lignes tiregtes indiquent lesssultats perturbatifs jusqu’au
quatreme ordre (cf. legquations (VII.3) et (VIl.4)).
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FIG. VII.8: Les interactions deux corps en fonction du rapport des couplafj¢és : comparaison
des Esultats de notre approche de CORporee 9 (bloc d& x 3 dimeres) avec ceux
de I'approche perturbative PCUTs de Dorgdral. [90] (lignes tireges). (b) est un
extrait de la figure (a) montrant les faibles interactidfisVs, Vs et V7.

si elles ne sont pas incluses dans notre discussion en rdésteur tés grand nombre dans le
hamiltonien effectif. Ici, nous nous limitordssune discussion des interactiandeux corps en rai-
son de leur importance pour le syste faiblement aima@t mais nous notons que d’autres termes
apparaissent et deviennent pertinents pour des aimarggbiosélevees. Dans la section 3 de
ce chapitre, noustudions donc notre metk effectif avec la diagonalisation exacte qui prend en
compte toutes les contributioasuine ou plusieurs particuleérivees avec la gthode CORE. Cela
permet de comparer noggultats avec degsultats exacts et non seulement perturbatifs.
Terminons la discussion des interactions avec la comparaie nos &sultats avec ceux de I'ap-
proche PCUTs de Doriegt al. [90], illustrée dans la figure VII.8 (a) et (b). Preenément, on
remarque la r@me hérarchie des interactions, qui est notamnmignt- V3 > V5 > Vy > Vi >(V;
etV7)> V4. Ceci montre de faconégérale I'importance des interactioascourte distance parmi
les interactions deux corps. Deugimement, on note leés bon accord des deux approches pour
les interactiond/;, Vy, Vs et Vz pour un rapport des couplagdy'J < 0.5 et pour quelques inter-
actions au-dél de cette valeur. Poli; on note une petite&Vviationa partir de.J’/J = 0.3 alors
gue des relativement granésarts sont visibles pour les interactidris V3 et surtoutl;. Remar-
guons que CPUTsur-estimel; par rapporta notre approche de CORE tandis que kotlie des
perturbations au troiéme ordre [110, 199, 20Gousestime cette interaction par rapparinos
résultats. Manmoins, la diffrence la plus importante entre les deux approches esinegntant la
chute del; a partir deJ’/J = 0.5 avec des valeursagatives pour/’/.J > 0.6 qui sont calcludes
avec I'approche de COR& poree 9. Lesésultats de PCUTSs indiquent gife devrait plubt étre
stabili®ea partir deJ’/J = 0.5.

En conclusion, notre approche de CORIporge 9 et les calculs de PCUTs de Dorégral. [90]
donnent deséasultats tes similaires pour les interactioagleux corps ce qui est rassurant pour les
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2. L'approche de CORAE différentes poées

deux puisqu’elles approchent leseau de Shastry-Sutherland @imment et inedpendamment.
En outre, le tes bon accord des deux approches avedarth des perturbations au tr@isie ordre
pour.J’/J < 0.5 est touta fait remarquable.

Apres les termes diagonaux du hamiltonien effectif, abord@ms ate qui suit les termes hors-
diagonaux, et plus pci€ment les termes de saut d@er. Les figures VII.2 (b) - (d) en montrent
des illustrations s@matiques et le€sultats correspondants de nos calculs de CORE sont@sontr
dans les figures VII.9 (a) - (f). Comme pour les interactiandeux corps, nous comparons nos
résultats avec les calculs de |&thmie des perturbations au tr@sie ordre [110, 200], dogés dans

I’ équation (VII.5). Rappelons que les processus de saut dawle particule is@e sont Bgligés
dans les calculs perturbatifs. N@sultats confirment que ces processus sont au moins un @dre d
grandeur plus petits que les termes de saué&tet en consquence ces premiers sorghiges
dans notre discussion.

Tandis que les figures VI1.9 (a) - (e) montrer&Jblution avec la poee de CORE de chaque terme
gue nous discutons, la figure (f) montre une véeggale des diffrents termes. En consgidint
cette derrgére, on remarque que les processus dominants sont les termetga;,. Comme pour
les termes d’interaction, on observe que les termes de sa@é peuvent fortementépendre
de la geonetrie : les deux termesi et ta,, sont largement domés partas etta,p, les termes
correspondantd méme distance, mais avec uneogetrie differente. On note en outre quel, ex-
ception déea,, ettayy, tous les termes de saut oeler que nous consetons sont bien captes par

la theorie des perturbations au tr@gsie ordre pour des couplagég.J < 0.5. Par ailleurs, la va-
leur de PCUTSs de Doriegt al.[90] pour le processus dominant; ™ = 0.09 pour le couplage
J'/J = 0.5, est en bon accord avec n@&sultats aux diffrentes po#esr : ta} =% = tat=" = 0.09
etta;=® = 0.08 et aussi en relativement bon accord ave&kuitat perturbatif au troisime ordre
ta3i®me = .11, pour le néme couplage respectivement. En revanche, payret tay;, les cal-
culs de CORE €cartent des calculs perturbatifs au tr@ise ordrea partir deJ’/.J = 0.3. Pour
J'/J < 0.5, il est remarquable que nos calcalgporees 4, 6 et 8 sont en bon accord avec les
calculs de PCUTSs, c’est-dire une approche perturbative aif°™¢ ordre, tandis que nogsultats

a poree 9 sont biengkrits par la tBorie des perturbations aeuxemeordre [110, 200].

D’un point de vue @réral, on constate pour les termes de saut&®rque les &sultats des
différentes poétes de CORE dncident pourJ’/J < 0.5 et desécarts importants peuvent ap-
pardtre a partir deJ’/J = 0.55. Ceci nous indique que pou¥/J > 0.55 notre discussion des
processus de saut céle reste insuffisante et on peut donner deux explicationspelies, néme

si des esultats exacts ne sont pas disponible afinéd®udre ce probme. Premidrement, notre
approche de CORE ne marche pas bien et ces proceésassitent une approche de CORE
plus longue poée. Afin de ‘erifier cette hypotese nougtudions notre magle effectif dans la
section suivante avec la diagonalisation exacte et compdes esultats avec degsultats de dia-
gonalisation exacte du mekk microscopique de Shastry-Sutherland. Demrémenta partir de
J'/J = 0.55, de nouveaux processésnergent et ces processus sogidnclus dans notre ha-
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FiG. VIL.9: (a)-(e) : Evolution des sauts ca@ésa differentes distances en fonction de bloc de base
(et ainsi de la poéer) de CORE et du rapport des couplagég./ : » = 4 (bloc de
2 x 2 dimeres); = 6 (3 x 2 dimeres); = 8 (4 x 2 dimeres) et = 9 (3 x 3 dimeres).
Les esultats perturbatifs jusqu’au traésne ordre (cf. Bquation (VII1.5)) sont dors
afin de comparer. Les termés,, ta, etta; sont nuls dans cette approche perturbative.
(f) donne une vue globale des termes de saué@&spourr = 9. Pour le terméayy,
les ©sultats perturbatifs au deéxne et au 15" (de Dorieret al. [90]) ordre sont
donres.
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3. Résultats de diagonalisation exacte du eleceffectif

miltonien effectif, mais ils ne sont pas diséaten @étail ici en raison de leur complegitet leur
potentiellement grand nombre. Pour ce cas, les calculs aatifs avec la diagonalisation exacte
de la section suivante nous indiqueront que notre atedffectif est capable deedrire le Eseau
de Shastry-Sutherland sous champ néigue pour/’/J = 0.65.

3 Résultats de diagonalisation exacte du mod  é€le effectif

En appliquant la rethode CORE, nous avons forrauwlin moale effectif pour le gseau de Shastry-
Sutherland sous champ maggigue ce qui nous permet dérizer la courbe d’aimantation corres-
pondante. Dans ce but, nous comsihs diferentes tailles de sysnes effectifs et diagonalisons le
hamiltonien effectif correspondant avec I'algorithme dmtzos (cf. section 111.1.1) pour chaque
secteur de la composante du spin Ceci nous donne &nergie de Btat fondamental pour les
difféerentes valeurs dg, et la courbe d’aimantation peut étre tite, comme discatdans la sec-
tion 2 du chapitre Il. En outre, nous avons caécld corélation particule-particul@ partir du
mockle effectif de COREa porée 9 pour deux exemples d’un plateau d’aimantation ce qus nou
donne des informations sug@phentaires sur la structure de ces plateaux. Outre ced<dlone
corrélation statique, nous @sentons dans ce qui suit des courbes d’aimantation olsevee la
diagonalisation exacte du melé effectifa differentes poées. Nous comparons na@sultats avec
les esultats exacts correspondants pour le @@dnicroscopique afin de pouvoir juger la gualit
de nos approches aux difentes po#es et discutons des difences entre nogsultats et ceux
de Dorieret al. [90]. Nousétudionsegalement la stabikt des diferents plateaux dans la limite
thermodynamique.

Les figures VII.10 (a) - (d) illustrent pour défents couplaged’/J les courbes d’aimantation
de differents modles. Le modle microscopique est congié sur un bloc da/32 x /32 sites,
soit 16 dineres et des mades effectifs de CORE sur un bloc dex 4 sites effectifs qui corres-
pondenta 16 dineres. Notons d’abord que noétudions des blocs de taille finie dé dimeres
et par congéquent, nous n’obtenons pas de courbe d’aimantation awe@eme continue, mais
plutdt une courbe d'ind@ments finisn = 0, +, %,---,1 par rapporta la valeur satie. Dans
notre étude, nous considons les moéles effectifs suivants : COR& porée 4, bas sur un bloc
de2 x 2 dimeres, COREa poree 6 8 x 2 dimeres) et CORE porée 9 8 x 3 dimeres). En outre,
nous consiérons le cas frial de COREa porée « r4 ext» (portee 4,étendue) qui est forg
sur un bloc de& x 2 dimeres avec les contributions suppientaires au troisme voisin dans la
direction horizontale et verticale. Cette approche se base dur 6 dineres (2 x 2) + 1 + 1)

au lieu de 4 seulement. Enfin, la peet« r6 ext» (portee 6,€largie) est une approche utilisant la
portee 6 horizontalemens (x 2 dimeres) et verticalemens & 2 dimeres) et couvre donc 8 dares
((3x2)+2).

En consi@rant les esultats exacts dans les figures VII.10 (a) - (d), on note tEsgux pour
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FiIG. VII.10: En fonction du couplagd’/J, (a) - (d) montrent les courbes d’aimantation obtenues
a partir du moéle microscopique de Shastry-Sutherland pdure= 32 sites et du
mockle effectif de COREa differentes po&es pourN.s = 16 sites effectifs qui
correspondenégalement 32 sites. Des plateaux d’aimantation poue= 1, et
sont permis dans céseau.
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3. Résultats de diagonalisation exacte du eleceffectif

m = 0, 1, 3 et2 dont la position et |a taille @endent du rappott'/J. On remarque que I'ap-
proche de CORE porée 4 donne une bonne valeur pour la taille du platead= 0 qui ne
correspond pas directement au gap de spin en raigtatd’les de deux triplets [137, 207]. En
revanche, cette approche n’est pas capablederé le processus d’aimantation puisque la courbe
correspondante starte consigrablement de la courbe exacte dans les 4 exemples&sotitest
intéressant de voir que I'approcheporée« 4 exty», par contre, est&a une grande agtioration

par rapporta I'approchea porée 4. Surtout pour des petites valeursJdg/ et des valeurs in-
termédiaires de/’/.J, ainsi que pour des faibles aimantations € 1), la porée« 4 ext» donne

de tes bons&sultats. Mme si elle sous-estimees nettement le plateau = % pour des valeurs
intermédiaires et des plus grandes valeursjdéJ, cette approche simpliste donne désuitats
d’'une qualié étonnante.

L'analyse des@&sultats porée 6 et« 6 exty», en revanche, est moigsidente : comme la pae 4,

la poree 6échouea retracer la courbe exacte, et comme lagm®#, elle donne une bonne valeur
pour le plateaun = 0. Mais la porée « 6 ext» n'arrive pasa antliorer les esultats de la poge

6 de facon fiable. Pour deux exemplel/(J = 0.2 et 0.5, voir les figures VII.10 (a) et (c)), les
resultats bass sur COREa porke « 6 ext» sont en bon voire &s bon accord avec legsultats
exacts, mais pour les deux autres exemplés = 0.4 et0.65, voir les figures VII.10 (b) et (d)),
lesécarts sont importants et lagthodeéchoue.

Parmi les diferentes podes de CORE, le€sultats de I'approche de COREporge 9, enfin,
donnent le meilleur accord avec les courbes exactes, synvou des petites valeurs et des valeurs
intermédiaires du couplagé’/J : pour.J’/J = 0.2 (cf. figure VII.10 (a)), on remarque que les
résultats exacts et ceux de CORBporee 9 sont pratiquement identiques ce qui est aussi le cas
pour.J’/J = 0.4 (cf. figure VII.10 (b)) pour une faible aimantation. En reghg, pour des valeurs
d’aimantationm > % qui sont moins importantes pour nous, on note de®miffces entre les
deux approches. Aussi pouf/.J = 0.5 (cf. figure VII.10 (c)), cette approche de CORE donne de
bons Esultats jusquim = 3, mais sous-estime le plateau= £ de fagon non égligeable. Pour
m > 3, des grandgcarts avec la courbe exacte sont visible et finalement, pgur = 0.65 (cf.
figure VI1.10 (d)) on doit constater que cette approche a dasdgs difficulés : pour le plateau
m = 0, qui est bien reproduit par les autres ped de CORE, le€sultats de poge 9 montrent
une tes large @viation desésultats exacts. Non seulement le comporteradotte aimantation,
mais aussi celua faible aimantation est makdrit avec des &s larges plateaux pouwt = % et%

ce qui ne correspond pas awsultats exacts.

En conclusion, la comparaison des courbes d’aimantatisnddterentes approches de CORE
avec la courbe exactévele que CORE doigtre appligée au eseau de Shastry-Sutherlaaglus
longue porée possible. L'approché porée 9 est capable de biebdire le processus d’aimanta-
tion jusqua des valeurs interediaires de/’/J, mais a visiblement des difficél$ pour les rapports
du couplage&leves comme/’/J = 0.65, la valeur qui correspond au comjdSrCy(B0Os),. Pour-
tant, COREa poree 9 permet d’approcher cette valeur et on p&ainmoins tirer des conclusions
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sur la physique de ce compmodPans ce contexte, le siscde notre approclieporée« 4 ext» est
touta fait remarquable puisqu’il s’agit d’'une approche miniistal qui inclut le potentiel chimique
1 et qui cecrit les interactiond;, V5 ainsi que les termes de saut @ertayy,, tay, ettasy (cf. les
figures VII.2 et VII.3 pour la éfinition de ces termes). Avec la contribution au tr@mse voisin
(qui lui apporte 'ajout« ext », soit « élargie»), on tient aussi compte dig et V; ainsi que de
tas ettas. Il s’agit d’'une premére estimation calcék avec une cliae de seulement trois dares
orthogonaux et pourtant, ces contributions font visibletie difference. Rappelons aussi que les
interactionsa plus longue distancg; et V; ne sont écrites ni avec cette approcheporée « 4
ext» ni avec I'approche poree 9.

Apres avoir justife le choix de I'approcha porée 9 parmi les diffrentes podes de CORE, nous
effectuons dans ce qui suit une analyse quantitative de apfiroche en la comparant avec des
résultats exacts. Dans les figures VII.11 (a) et (c), nous rapstdes courbes d’aimantation qui
ont éte calcukes pour le mogle microscopique de Shastry-Sutherland a¥gd = 0.5 pour un
réeseau cagrdeN = 32 et N = 36 sites (soit 16 et 18 digres), respectivement. Ces deux figures
incluentégalement nosasultats poulN = 32 et N = 36 sites, calcidsa porée 9 de CORE, qui
permettent de comparer directement les deux approchedidgreammes de phase correspondants
sont illustés dans les figures VII.11 (b) et (d) et indiguent &iénts plateaux d’aimantation en
fonction du couplage/’/J. Notons que leéseauN = 32 peut accommoder des plateaux pour
m = 1,1 et etleseauN = 36 pourm = 1, i, 2, £, et:. En outre, dans les figures VII.11
(a) et (c), nous f@sentons une partie de la courbe d’aimantation qui estlégqour 32 et 36
sites effectifs ce qui correspord64 et 72 sites du metk microscopique. Le fait que ces tailles
du reseau effectif soient accessibles constitue ungiamtion importante qui est rendue possible
gracea la 'eduction de I'espace de Hilbert du nedd effectif de CORE. Pourtant, nous ne pouvons
pas calculer la courbe d’aimantation coktel du systme de 32 ou 36 sites effectifs parce que pour
des aimantations moyenngs ~ % I'espace de Hilbert estés grand. Nous ne pouvorisoudre

le mockle effectif que pour faible aimantatiom(< %) ou bien pour aimantatiogleee (n 2> %).
Comme @ja discué au-dessus, pouf/.J = 0.5 et N = 32 on observe un bon accord entre les cal-
culs de COREa poree 9 et les calculs exacts, surtout pour faible aimantatiest-a-direm < %
Nous confirmons ce$sultats avec un calcul pour uaseau effectifr taille doubke (V = 64)
gue nous effectuons pour faible aimantation et pour ainiantéle\ée : di a la tres grande taille
de I'espace de Hilbert, nous ne pouvons pasdeca des aimantations moyennes ~ % Les
résultats pour/’/J = 0.5 et N = 36 montrentégalement un &s bon accord entre les deux ap-
proches a la courbe du maogle effectif est encore confie pour des faibles aimantations par des
calculs pour unéseau effectif taille doubke (V = 72). Le trés bon accord entre les deux ap-
proches se retrouve aussi dans les diagrammes de phasgsmants les figures VII.11 (b) et (d) :
pour N = 32 (figure VII.11 (b)), on trouve un accord remarquable entrieenapproche de CORE
et les esultats exacts non seulement pour la taille des plabezaux%, }l et%, mais aussi pour leurs
positions exactes, c’estdire leurs @buts et leurs fins en fonction du couplage¢./. Seulement
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FIG. VII.11: (a) Courbes d’aimantation obtenuagartir du moéle microscopique de Shastry-

Sutherland et du made effectif de COREa porge 9, pour unéseau deV = 32
sites ainsi que lesesultats de CORE pou¥ = 64. (b) Diagramme de phase pour
N = 32 en fonction du couplagé’/J et du champ maggtiqueh/J : les esultats
exacts (points) et de CORE (lignes t&es) montrent un bon accord pour la position
des plateaux d'aimantation pour = 3, ; et+ qui sont permis dans céseau. (c) et
(d) corresponderd (a) et (b) poutN = 36 et N = 72. PourN = 36, des plateaux
pourm = 3, 3, 2, &, et sont possibles. Le plateau = ;, par contre, n'est pas
accessible aved = 36 et pourN = 72, cette structure n’est pas stable en raison de
la géonetrie du Eseau.
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Chapitre VII. Le Eéseau de Shastry-Sutherland sous champ étagre

des petites @viations entre les calculs de CORE et les calculs exacts sibtes pour le plateau
m = 3 lors deJ'/J > 0.475. La situation est similaire pou¥ = 36 (figure VII.11 (d)), ai le
trés bon accord entre les deuxthodes est confirén Les positions exactes des plateaux= 2,
%, % % calcukes avec les deux approchesincident de fagon impressionnaritd’exception du
plateaum = £ pour.J’/J > 0.45. Ceci souligne la grande qudlitle notre approche de CORE
portee 9 au éseau de Shastry-Sutherland sous champ atagre.

En conclusion, les deux exemples montreastnettement et sans laisser de doute que notre ap-
prochea porée 9 est bien justifie afin de calculer le processus d’aimantationesheau de Shastry-
Sutherland jusqal demi-saturation et pour des couplagés/ < 0.5. Elle est capable de calculer

de manere fiable la position @cise des plateaux accommodables suégpau de taille finie. Ceci

est encore conétis avec la discussion suivant de la taille desaléhts plateaux et leur pertinence
dans la limite thermodynamique que I'on calcule en utilisasire approche CORE et celle de de
Dorieret al.[90]

Rappelons le diagramme de phase de Dagteal. [90], obtenus avec la athode de PCUTs et
montte dans la figure VIl.4 droite : comme Sebastiatal. [82], ils ont trou\e des plateaux pour
m = 5 et3 etune érie de plateaux poun = 3, 2, £, et2. Enrevanche, contrairement a@sultats
de Sebastiart al. et aux autregtudes ex@rimentales [78, 79], Doriezt al. constatent 'absence
des plateauxn = &, % dans leursésultats. Comme le montre la figure VI1.12 poldy J = 0.5,
notre étude CORE indique clairement la stal@ldes plateaux: = % % i puisque I'extrapola-
tion de la taille de ces plateaux nous donne des valeurs fiales la limite thermodynamique. En
outre, notre approche de CORE arrivealculer de masgre peécise le plateaw = 0 qui differe

du gap de spid cause dtats Ieés de deux triplets [137, 207]. En plus, des plateaux, quigos
petits maisegalement stables, sont visible dans résittats poum = 2, £, 1 et avec des tailles
typiques entr@.01.J et0.05.J.

Les contradictions entre les approcheédtiques et lesésultats ex@rimentauxa propos de
guelques plateaux d’aimantation demandent certainenhesdfetudes des dewotés. Pourtant,
conformement aux ex@riences [78, 79] et en contradiction avec lesultats de PCUTSs, les pla-
teauxm = % et% sont tes stables dans nos calculs puisque leurs tailles restestaces lorsqu’on
double la taille de notreéseau effectif déV = 32 a N = 64 sites. Par ailleurs, 'absence de ces
deux plateaux dans les calculs de PCUTSs poueélaitir le plateaun = % qui a une taillea peu
pres doubde par rappord nos calculs. Le cas est plus difficile pour les plateaux de Iphsse ai-
mantation qui Bcessitent une grandeggision des calculs @oriques. Notons dans ce contexte que
notre approche nous permet de calculenérgie de Btat fondamental pouf’/J = 0.5, N = 32
etm = % avec une erreur relative de3% et que notre mogle effectif esetudié de marére non
biaisee en utilisant la diagonalisation exacte. Enfin, le fait goas n’observons pas de plateaux
m = & (obsené avec PCUTs [90]) otn = £ etm = + (mesués par Sebastiaat al.[82] est di au
choix des tailles deaseaux effectifs pour notétude. Par exemple, la limitation des tailles acces-

sibles avec les Bthodes nur@riques rend impossible de calculer la taille du plateaurdiatation
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FIG. VII.12: Stabilitt des plateaux d’aimantation pour < % dans la limite thermodynamique :
pourJ’/J = 0.5, les tailles des plateaux sont cakees avec le made microscopique
(symboles vides) et avec le mald effectif de COREa poree 9 (symboles pleins)
pour differentes tailles deéseaux finies.

2 - y . pa . .
m = 5z puisqu’une plus grande mail&dementaire est requise.

Nous terminons notre discussion deseau de Shastry-Sutherland avec une analyse approfondie
des plateaux d’aimantatiom = ; etm = % Dans ce but, nous appliquons l'algorithme de
Lanczos (cf. les sections 1.1 et 1.3 du chapitre Ill) au emeffectif de COREa porée 9 pour

des Eseaux effectifs d&/.4 = 32 et Nz = 36 ce qui correspond agseau de Shastry-Sutherland
avec 64 et 72 sites, respectivement. Nous montronggestats de ce calcul dans les figures VI1.13
et VIl.14.

Consicerons d’abord la figure VII.13, qui montre la structure dutgdaim = ;11 pour un Eseau
effectif de N = /32 x /32 sites. Nous utilisons les conditions aux bordsipdiques et par
congquent, les sites aux quatre coins du cadre éqnoivalents. Les cercles bleues montrent la
corrélation entre le site du cercle et une particule au coinédeau effectif et indiquent donc la
présence ou I'absence d’une particule sur ce site. Sauf aurequ@ns, on observegalement des
particules aux milieux des quatrétés et au centre dieseau. Cette structure s’explique comme
suit : pour le plateaun = i on observe des bandes remplies par des particules quitsemto

au long de deux@és opposées du eseau effectif, par exempéedroite eta gauche, nécomme

(J(J. On trouve une bande sug@phentaire milieu de ces deux bandes et on observe paequoest

que le Eseau effectif déV,s = /32 x /32 sites est couvert par des bandes de particules qui
sont €pakées l'une de l'autre par trois bandes vides. Notre calcufum que Ietat fondamental
n'est pas @gerere et pour des tailles finies on conserve donc la&yim de rotation. Ceci explique
I'existence de trois bandegdrites et de trois bandes que I'on trouve en effectuantatagion de

90° = 7. Ainsi, les deux autresites du eseau effectif sont couvertes par des bandes de particules,

a savoir en haut et en bas deseau=, avec une bande su@whentaire au milieu entre ces deux

135



Chapitre VII. Le Eéseau de Shastry-Sutherland sous champ étagre

FIG. VII.13: Corrélation statique particule-particule du nédel Shastry-Sutherland pour le plateau
m = 1. Nos calculs sont bés sur le moéle effecifa porée 9 et effectas pour
un reseau effectif deV,z = /32 x /32 sites, indiq@ par le cadre. En raison des
conditions aux bordségriodiques, les sites aux quatre coins éseaau effectif sont
équivalents. La taille des cercles bleues indique la gnande la corelation entre
une particule sur le site du cercle avec la particuleegitul’origine (cercle vide aux
coins) du eseau. Plus deadhils sont disc@s dans le texte.
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FIG. VII.14: Cortélationa tempsegaux particule-particule du mele Shastry-Sutherland pour le
plateaun = % A gauche, desasultats bass sur le modlle effectifa porée 9 pour un
reseau effectif d&V.q4 = 6 x 6 sites, indiq@ par le cadre. En raison des conditions aux
bords fgriodiques, les sites aux quatre coins dasegau effectif sonéquivalents. La
taille des cercles bleues indique la grandeur de lg&tation entre une particule sur le
site du cercle avec la particule & I'origine (cercle vide aux coins) dé@seauA
droite, la structure de ce plateau selon Momoi et Totsuk@][1dli des particules sont
indiquées par les liens noirs, montre un bon accord avec émsdtats. On remarque
une bande diagonale oc@gqui est8pake de la prochaine bande océepar deux
bandes vides.

bandes. Le&sultat est la superposition des deux configuratipfis- = qui est invariante par
rapporta une rotation d€. On observe une distribution de particules qui est @liesée si des
bandes orthogonales se croisent, comme au milieu @kés et au milieu duéseau. Les autres
sites appartenarit une seule bande de particules ont par équent des cercles dont la taille est
plus petite que celles de deux bandes &ess En outre, on remarque que hors des barelzgeks,

il existe des petits cerclesdté des points de croisement qui ne devraientgies pesents dans
un état purement statique.

La situation pour le plateath = % se pesente diftfremment, comme nous illustrons dans la
figure VII.14. A gauche, nous montrons la structure du plateau= % pour un Eseau effectif
de N.g = 6 x 6 sites. Comme pour le plateau = }1 on trouve que la structure du plateau est
caracérisce par des bandes diagonales de particules qui 8paégs par deux bandes vides. Par
exemple, une telle bande petite obserge entre le coin dueseau effectif en bag,gauche et le
coin en hauta droite. Il est important de noter que les autres deux cainéskau ne sont pag§
avec une bande de particules ce qui nous indique clairemdmidure de la sy#&trie de rotation.
Les calculs baass sur le modle effectifa poree 9 Esultent dans uatat fondamentaéxactement
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degereré qui brise la syratrie de rotation. Nous obtenons donc des bandes pkeslie particules,
comme illusté dans la figure VII.14a droite.

Géreralement, pour une telle configuration, les spins sontléswgu €seau, ce quesulte dans une
déformation de ce dernier. Cet effet est mesurable en analigssinucture de la maillelementaire
avec des exgriences degsonance mag@tique nuckaire (RMN), par exemple. Kodanetal. [80]

ont effecte uneétude RMN pour le plateaw = % du compogé SrCy(BOs), et nous rappelons
gue la figure 1.12 en montre legsultats (cf. la section 2.2 du chapitre 1). Ugteide RMN du
plateaum = % serait souhaitable, or des telles érpnces ne sont pas encore envisageable en
raison du besoin de champs méagjgues statiques traglees.

4 Conclusion partielle

Dans ce chapitre, nous avongpeng une discussiondaaillee du éseau de Shastry-Sutherland, en
particulier pour des valeurs d’interactions qui cagaisent le compasSrCu(BO;),. L'approche
CORE que nous utilisons afin dériver des moéles effectifs se base sur le singulet et le triplet
polarig et constitue par coéguent I'approche CORE la plus simplee&hmoins, cette approche
est bien justifee et valable pour des couplages non perturbatifs qui soohps de la valeur que
I'on trouve pour le compasSrCuy(BO;),. Nous comparons les mekks effectifs esultants avec
d’autres approches goriques et gréralement, nous trouvons un bon accord avec une approche
perturbative qui inclut des termes jusqu’ai*T5ordre. Une analyse quantitative qui compare des
termes d'interaction entre deux particules montre que eas dpproches ir@pendantes trouvent
des moeles effectifs similaires. En plus, noussolvons desaseaux effectifs avec la diagonalisa-
tion exacte, une approche non bésgset nous montrons la stat#lidle plusieurs plateaux d’aiman-
tation,a savoir des grands plateaux paur= % % et%. Notre analyse quantitativéweleégalement

des plus petits plateaux stables poeur= 2, 1, £ et . La comparaison avec des déws exactes
souligne la validié ainsi que la pcision de notre approche. Ceésultats sont &s ineressants
dans le contexte d’exgriences contradictoires quaita stabilieé de diferents plateaux pour le
compog SrCuy(BO3),. Nous remarquons que les d@fences entre les approchegdtiques de-
mandent unétude non biaise et sygmatique qui combine leségs du champ moyen avec celles
de la diagonalisation exacte. Ceci permettrait deatsr aux @seaux acessaires afin de discuter la
stabilite relative de plateau faible aimantation, comme = % Enfin, nous illustrons la struc-
ture des deux plateaux = § etm = % en calculant la coalation statique particule-particule
a partir du modle effectif et trouvons un excellent accord avec les strest proposes dans la
littérature.

138



Conclusion g énérale et perspectives

Les aimants quantiques sous champ nétigne offrent une physique partiottement riche en
montrant une multitude de phases conventionnelles etgpiexi Pourtant&tude de ces matiaux
est difficile a effectuer et nous proposons laration de hamiltoniens effectifs afin de capturer
les propréetes essentielles de basseergie du sysime. Dans ce but, nous utilisons l&tmode
non perturbative« Contractor Renormalization (CORE)qui permet deé&duire la complexé du
probeme en tronquant son espace de Hilbert.

Apres avoir introduit les notions indispensables des aimamstigues sous champ maagigue,
nousétudions diferents systmes de dirares coups en appliquant la @thode CORE. Avec I'ex-
ception du cas d’unechelle de spin avec trois interactions déme ordre de grandeur, I'approche
CORE se base sur dewtats d’'un dingre,a savoir le singulet et le triplet polag@gjui sont les
deges de bassénergie d’'un dimere sous champ magtique. Cette base intuitive est aussi uti-
lisee pour diferentes approches perturbatives et nous permetdeed un moele effectif qui
s’interpete comme magle de bosons de cceur dur. Par contre, I'approche pertetesi souvent
limitéea des modles avec une interaction largement dominante par rapgbautres interactions,
tandis que I'approche COR&Eant non perturbative montre des&mrations importantes pour des
sysemes avec plusieurs interactions en cétitjpn. Les moeéles de [échelle de spin, la bicouche
de Heisenberg anisotrope et Bseau de Shastry-Sutherland que nous traitons dans astedh
sont des exemples.

Grace aux modles effectifs que nousédivons dans cette ése, nous effectuons une analyse
précise de I'existence de plateaux d’aimantation. En anatylsacomportement deschelles de
spin fortement frusés sous champ magtique, nous testons un @&ie alternatif afin de choisir la
base de CORE. En cas de doute, leetatalternatif, qui est le poids de la matrice deéngtuite,
s’awvere plus fiable que le céte initial qui considre lesenergies deétats en question. Dans le cas
de la chéne de dingres orthogonaux pour des aimantations< 3, nous sommes capables de re-
tracer une érie infinie de plateaux d’aimantation et pour la bicouchéldisenberg nous trouvons
un plateaun = % avec des moyenséds modestes. En plus, pour ce dernier@yst, le modle
effectif a porée 4, qui se fonde sur une plaquette de quatre&dks) é@crit des processus favorisant
une phase supersolide. Enfin, noétede du @seau de Shastry-Sutherland montre la stabilé
plusieurs plateaur faible aimantation. Ce€sultats sont de grande pertinence dans le contexte
des exgriences sur le compesSrCy(BO;),. En raison de lagduction de I'espace de Hilbert,
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nous effectuons des calculs pour des gragdsaux effectifs qui nous permettent @eldire quan-
titativement la stabilé de plateaux dans la limite thermodynamique. Pour essaux effectifs,
qui sont trop grands po@tre trai€s avec la diagonalisation exacte, nous effectégasement une
analyse de la structure des plateaux= | etm = % montrant un bon accord avec les structures
propoges dans la liftrature.

Plusieurs modles que nous abordons dans cetteséhne sont pas accessibkesertaines des
méthodes nu@riques qui constituentétat de l'art dans le domaine des fermions fortement
correles. Par exemple, la bicouche de Heisenberg eédeau de Shastry-Sutherlagthnt des
sysemes bidimensionnels ne peuvent pae trai€s avec le DMRG. En plus, avec I'exception de
la bicouche de Heisenberg anisotrope, les eéheglconsidrés sont @réralement frusés ce qui ex-
clut I'application du QMC. L'approche CORE s'ake tes utile dans ce contexte en permettant de
traiter des sygimes unidimensionnels et bidimensionnels, @s@nce d’interactions frustrantes et
egalement en leur absence. Dans certains cas, ceci peragiviee un moeéle effectif non frusté
gue I'on peutetudier avec le QMC.

Pourtant, CORE n’est probablement pas capable de remplaceetbode$tablies. Comme une
bonne connaissance de la physique duesyst est Bcessaire pour un bon choix de la base de
CORE, il s’agit plubt d'une methode comg@mentaire. Banmoins, d’autres metes peuvengtre
etudies avec cette approche, comme d’autresesyes de dirares cous en pesence ou absence
d’'un champ maggtique, par exemple. Il eéggalement envisageable derier des modles effec-
tifs avec diferents types de bosons pouréseau caé de Heisenberg avec éehange cycliqua
guatre spins.
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Résum é

Cette these aborde des questions relatigesa physique d’aimants quantiques unidimension-
nels et bidimensionnels sous champ nm&tgue. En utilisant des @thodes nurriques, nous
consicerons des sysmes de dirares cous, dcrits avec des medes délectrons fortement
correles que sont &chelle de spin, la cliee de dingéres orthogonaux en une dimension ainsi
gue la bicouche de Heisenberg et &seau de Shastry-Sutherland en deux dimensions. L'ob-
jectif étant de @river des hamiltoniens effectifs, nous nous servons ded@thade« Contrac-

tor Renormalization (CORE), une technique non perturbative de renormalisation dass I
pace eel qui est capable de reproduire les pres de bass&nergie du sysme tout en
réduisant sa compledt Lexamen du mogle effectif, soit par des moyens analytiques soit
numériguement enéasolvant des sysines effectifs avec la diagonalisation exacte, nous per-
met de conclure sur la physique du syse, en particulier I'existence de plateaux d’aiman-
tation. Nos esultats sont compas avec ktude nurgrique exacte du mate microscopique
d'une part et avec d’'autres approchesédhiques d’autre part. @ce au fait que noustudions
des moeéles caraérisant des compés Eels, nous discutonsgalement nosésultats en rap-
port avec des doraes exprimentales. Par exemple, nous proposons la s&abléitnouveaux pla-
teaux d’aimantation sur leeseau de Shastry-Sutherland, ce qui motive&tade exgrimentale.

Abstract

This thesis deals with the physics of one- and two-dimerdignantum magnets in a magnetic
field. Using numerical methods, we consider coupled dimstesys which are described with
models of strongly correlated electrons: namely, the spildér and the orthogonal dimer chain
in one dimension as well as the Heisenberg bilayer and thst§h&utherland lattice in two
dimensions. In order to derive effective hamiltonians, vppla the method of "Contractor
Renormalization (CORE)” which is a non-perturbative realegpaenormalization technique
capable of reproducing the low-energy physics of a systeniewleducing its complexity.
The analysis of the effective model — either with analytioceans or numerically by solving
effective systems with exact diagonalisation — allows usaaclude on the physics of the
system and in particular on the existence of magnetizatlategux. We compare our results
both with exact numerical studies of the microscopic moded avith other theoretical ap-
proaches. Since we study models characterizing real congspwe also discuss our results
in the light of experimental data. For example, we suggest dtability of new magneti-
zation plateaux for the Shastry-Sutherland lattice whisksafor experimental clarification.




