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Introdu
tion générale
La paramétrisation et la 
ompréhension de l'e�et des petites é
helles �non résolues par les modèles numériques � sur les grandes é
helles de la
ir
ulation o
éanique est un problème important, tant d'un point de vuepratique que théorique.D'une part, l'énergie des �u
tuations de vitesse peut être transférée versles grandes é
helles (horizontales) de la 
ir
ulation o
éanique, et s'organiseren stru
tures 
ohérentes. Dans 
e 
adre, nous nous demanderons d'abord sides modèles simples d'o
éans peuvent rendre 
ompte de 
ette organisationà grande é
helle. D'autre part, la strati�
ation verti
ale globale des o
éansdépend d'événements de mélanges lo
aux, que nous tenterons de modéliseren nous appuyant sur une appro
he phénoménologique.Dans les deux 
as, le nombre de degrés de liberté est très élevé. La stru
-ture �ne de 
es é
oulements ne peut être prédite en détail. Cela in
ite àétudier 
es deux problèmes par une appro
he statistique.De manière générale, l'étude des é
oulements o
éaniques peut être abor-dée par : i) les observations, in situ ou par satellites, ii) les modèles nu-mériques �réalistes� de 
ir
ulation générale, iii) les idéalisations expérimen-tales, théoriques ou numériques de pro
essus physiques 
iblés, pris indépen-damment des autres mé
anismes. C'est 
e dernier point de vue que nousavons 
hoisi d'adopter. Dans 
e 
adre, un petit nombre de paramètres estisolé. Les modèles étudiés donnent alors une image très simpli�ée de la réa-lité. Dans 
ertains 
as, des ingrédients essentiels de la dynamique o
éaniquesont délibérément omis. Mais 
ette simpli�
ation est requise si nous voulons
omprendre le système en détail. 1



0. Introdu
tion générale

Fig. 0.1: Carte des 
ourants o
éaniques de surfa
e [1℄L'organisation des 
ourants o
éaniques en stru
tures
ohérentes à grande é
helleLe fait qu'il soit possible de tra
er des 
artes de 
ourants o
éaniques desurfa
e implique que 
es é
oulements sont organisés en stru
tures 
ohérentesà grande é
helle (voir �gure 0.1). Malgré une importante variabilité1, 
etteorganisation est robuste sur des é
helles temporelles supérieures à la 
en-taine d'années. On dispose par exemple de 
artes du Gulf Stream dessinéespar Franklin au XVIIIe siè
le. Aux moyennes latitudes, une parti
ularitéremarquable de 
ette organisation est l'existen
e de jets intenses (
'est-à-dire lo
alisés et forts) de milieu de bassin dirigés vers l'est : 
'estle 
as du Gulf Stream, du Kuroshio, et du 
ourant antar
tique 
ir
umpo-laire.Prenons par exemple le Gulf Stream, dans l'Atlantique nord (voir �gure0.2), ou le Kuroshio, dans le Pa
i�que nord. Ce sont des 
ourants 
on�nésdans la partie supérieure des o
éans, sur une profondeur H ∼ 1000 m. Ilssont 
ara
térisés par une longueur L ∼ 2000 km, une largeur R ∼ 50km, etdes vitesses de l'ordre de U ∼ 1 m.s−1.1L'énergie des 
ourants moyens est inférieure à l'énergie des �u
tuations autour de
es 
ourants.2



a)

INERTIAL

SVERDRUP

b)

~1000 km

Fig. 0.2: a) Champ de température de surfa
e (
onsidéré i
i 
omme étant représentatifde l'é
oulement) dans l'Atlantique nord, visualisé par imagerie satellite [2℄. On distingue
lairement un jet dirigé vers l'est (le Gulf Stream), et une forte variabilité autour de
e jet (�lamentations, méandres et anneaux). b) lignes de 
ourant moyennée sur un an,pour un modèle numérique de 
omplexité �intermédiaire� [3℄. On distingue deux régions(imbriquées) : b-i) les gyres subtropi
ales et subpolaires, où l'équilibre de Sverdrup estbien véri�é b-ii) une zone inertielle, 
ara
térisée un 
ourant fort dirigé vers l'est. Dans
ette zone, l'équilibre de Sverdrup n'est pas véri�é. Les 
adres en �tirets� représentent lamême région géographique sur les �gures a) et b). 3



0. Introdu
tion généraleEstimons le débit de 
es 
ourants : D = UHR ∼ 50 Sv. Nous 
onsidé-rons i
i le Sverdrup 
omme unité de mesure des débits : 1 Sv = 106 m3.s−1.Pour 
omparaison, l'ensemble des rivières et �euves du monde se jetantdans l'o
éan a un débit de 1Sv. On voit que le débit de 
es jets versl'est est très élevé. Ces stru
tures jouent de fait un r�le important dansla 
ir
ulation o
éanique globale, et dans les pro
essus d'intera
tion ave
l'atmosphère.Ces é
oulements sont turbulents : si l'on 
onsidère que la dis-tan
e 
ara
téristique de 
es é
oulements est donnée par la largeur du GulfStream (et du Kuroshio) ∼ 50km, on obtient un nombre de Reynolds
Re = RU/ν ∼ 1010. L'observation de la dynamique �ne de 
es é
oule-ments révèle toute une variété de stru
tures inertielles (i.e. ne dépendantpas du forçage et de la dissipation) : on distingue sur la �gure 0.2-a) la
réation de �laments à petite é
helle, la formation de méandres autour dujet, et d'anneaux d'environ 200 km de diamètre. Les é
helles de temps 
a-ra
téristiques de 
es stru
tures sont de l'ordre de la semaine ou du mois.On représente �gure 0.2-b les 
ourants de surfa
e dans l'Atlantique nord,moyennés sur un an, obtenus par des simulations numériques d'un modèled'o
éan quasi-géostrophique à trois 
ou
hes, for
é par les vents en surfa
e.Nous reviendrons ultérieurement sur la signi�
ation de 
es modèles. Ondistingue 
lairement une zone inertielle où le Gulf Stream se déta
he dubord ouest, sous la forme d'un jet intense dirigé vers l'est (
adre en tiretsintitulé �Inertial�).De part et d'autre du Gulf Stream (et du Kuroshio), il existe de grandesstru
tures de 
ir
ulation refermées sur elles-mêmes : le gyre subtropi
al (unmonopole anti
y
lonique) et le gyre subpolaire (un monopole 
y
lonique).Ces gyres ont des extensions horizontales de l'ordre de ∼ 5000 km, et sontfortement asymétriques (
adre en tirets intitulé �Sverdrup�). Prenons parexemple le gyre subtropi
al : les vitesses sont faibles (∼ 1 cms−1), prin-
ipalement dirigées vers le sud, sauf le long du bord ouest de l'o
éan, oùa lieu la majeure partie de la re
ir
ulation vers le nord sous la forme d'un
ourant intense. De même, le gyre subpolaire est 
ara
térisé par des vitessesdirigées vers le nord, sauf le long du bord ouest où se trouve un fort 
ourantde re
ir
ulation dirigé vers le sud.L'existen
e des gyres est bien expliquée par les appro
hes �
lassiques�de la 
ir
ulation o
éanique [91, 89℄, qui ne 
onsidèrent que l'e�et du forçage4



par les vents (par un équilibre de Sverdrup) et de la dissipation.En revan
he, la partie inertielle du 
ourant ne peut être dé
rite dans le
adre de 
es appro
hes, qui négligent les termes non-linéaires des équationsdu mouvement, et qui ne prennent don
 pas en 
ompte la nature turbulentedes o
éans.C'est pré
isément 
ette partie inertielle des 
ourants qui nousintéressera dans la première partie de 
ette thèse : nous néglige-rons l'e�et du forçage et de la dissipation. La motivation prin
ipalede 
ette appro
he est la des
ription des jets intenses dirigés versl'est, et de la dynamique qui leur est asso
iée.Pré
isons que les 
ourants o
éaniques de surfa
e, i.e. d'épaisseur
H ∼ 1000m, sont quasi-horizontaux. Les vitesses 
ara
téristiques verti-
ales de 
es 
ourants w ∼ 1.10−3m.s−1 sont bien plus faibles que les vitesseshorizontales des stru
tures que nous venons de présenter. Cela est dû à plu-sieurs e�ets :1. La strati�
ation stable qui limite les mouvements verti
aux et
on�ne l'é
oulement en 
ou
hes horizontales. On représente �gure 0.3un pro�l verti
al de densité, 
ara
téristique de la partie supérieuredes o
éans, issu d'observations in situ, et un s
héma de la stru
tureverti
ale des o
éans �gure 0.4.2. Le faible rapport d'aspe
t entre les longueurs 
ara
téristiques ver-ti
ales et horizontales des 
ourants. Par exemple, on distingue �gure0.4 la 
ou
he mélange (entre 10 et 300 m), la thermo
line (qui désigneune variation de la densité due à une diminution de la température,autour de 1000 m), et l'o
éan profond (∼ 4 km). Ces longueurs sont à
omparer ave
 l'extension latérale des 
ourants représentés �gure 0.1.3. La forte rotation. À grande é
helle les é
oulements o
éaniques sontdominés par la for
e de Coriolis, qui est 
ompensée par un gradient ho-rizontal de pression (équilibre géostrophique). Ce
i tend à 
orréler ver-ti
alement les mouvements des di�érentes 
ou
hes (e�et Proudman-Taylor).En�n, le nombre de degrés de liberté de 
es é
oulements est trèsélevé : le rapport entre les plus grandes é
helles de l'é
oulement ∼ 1000kmet les é
helles de dissipation visqueuse ou de di�usivité molé
ulaire ∼ 1mmest de l'ordre de 109. Si l'on 
onsidère naïvement que 
e rapport donne la5



0. Introdu
tion généraletaille de 
ellules élémentaires évoluant par une dynamique inertielle quasibidimensionnelle, on obtient un nombre de degré de liberté ∼ 1018.L'existen
e de stru
tures 
ohérentes à grande é
helle (i.e. la partie�inertielle� des jets dirigés vers l'est), de 
ertaines propriétés de mélange
onférées par la turbulen
e, et d'un grand nombre de degrés de liberté,in
ite à étudier 
es problèmes du point de vue de la physique statis-tique.
Une appro
he par la mé
anique statistiqueD'après 
e qui pré
ède, les é
oulements o
éaniques de surfa
es qui nousintéressent peuvent être 
onsidérés à l'ordre le plus bas 
omme étant quasi2-D. Or les é
oulements 2-D turbulents ont la propriété de s'organiser spon-tanément en stru
tures 
ohérentes à grandes é
helles, tout en 
réantdes �laments de plus en plus �ns à petite é
helle. Il est dès lors possiblede distinguer un 
hamp ma
ros
opique dé
rivant le 
ourant à grandeé
helle, d'un 
hamp mi
ros
opique dé
rivant la stru
ture �ne de l'é
ou-lement. Étant donné le nombre élevé de degrés de liberté, il serait illusoirede 
her
her à dé
rire la dynamique du 
hamp mi
ros
opique.Il existe en revan
he une théorie statistique, proposée par Robert etSommeria [99℄, et indépendamment par Miller [81℄, qui explique et préditl'organisation des grandes é
helles (i.e, de l'état ma
ros
opique) d'un é
ou-lement 2-D en stru
tures 
ohérentes. Il s'agit d'une mé
anique statistiquedu mélange de la vorti
ité2.La spé
i�
ité d'une telle appro
he est de réduire un problème initiale-ment 
ompliqué (la dynamique turbulente d'un é
oulement) à l'étude d'unpetit nombre de paramètres qui gouvernent la stru
ture des grandes é
hellesde l'é
oulement.Le premier 
hamp d'appli
ation de 
es idées fut l'organisation de l'atmo-sphère jovienne. En parti
ulier, la forme de la tâ
he rouge de Jupiter [19℄,et sa position dans l'hémisphère sud [123℄ ont été expliquées ave
 su

ès parla mé
anique statistique d'équilibre.2ou de la vorti
ité potentielle dans le 
ontexte des é
oulements géophysiques6



L'appli
ation de 
ette théorie aux é
oulements o
éaniques 
onstitue unenjeu majeur dans 
e domaine. Comme le Gulf Stream et le Kuroshio sontdominés par la dynamique inertielle (dans la zone où 
es 
ourants sont desjets intenses dirigés vers l'est), il est pertinent de se demander s'ils peuventêtre interprétés 
omme des états d'équilibre statistique de la théorie Robert-Sommeria-Miller.Une étape préalable à 
ette étude est de trouver des solutions inertiellesqui présentent un jet intense de milieu de bassin dirigé vers l'est.L'étude de 
ertaines solutions stationnaires de modèles simples inertielsremonte à Fofono�, en 1954, indépendamment du 
ontexte de la mé-
anique statistique [51℄. Ces solutions ont joué un r�le historique dans 
edomaine, et sont présentées dans de nombreux livres d'o
éanographie [89℄.Nous les présenterons plus en détail au 
hapitre suivant. Mentionnons sim-plement que les é
oulements dé
rits par Fofono� sont 
ara
térisés par un
ourant faible et dirigé vers l'ouest à l'intérieur du bassin o
éanique, et desjets de re
ir
ulation dirigés vers l'est le long des frontières nord et sud dubassin. La stru
ture de 
es é
oulements est don
 très di�érente des 
ourantsinertiels observés dans l'o
éan.La solution de Fofono� est obtenue dans un 
as parti
ulier (limite desfaibles énergies, pour une relation linéaire entre vorti
ité potentielle et fon
-tion 
ourant). De manière surprenante, il n'existe à notre 
onnais-san
e pas d'étude ayant 
her
hé à généraliser 
e type de solutions,notamment pour des relations non-linéaires entre la vorti
ité potentielle etla fon
tion 
ourant.L'obje
tif de la première partie de 
ette thèse sera i) de déterminers'il existe des solutions inertielles présentant un jet dirigé versl'est ii) d'étudier la stabilité et la dynamique de 
es solutions iii)de déterminer si 
e sont des états d'équilibre statistique.Intérêt de la mé
anique statistique pour paramétrerl'e�et des petites é
hellesL'énergie 
inétique des 
ourants o
éaniques de surfa
e est dominée parla variabilité autour des 
ourants moyens : 
ette énergie est en e�et �portée�par les stru
tures méso-é
helles, dont les é
helle 
ara
téristiques de longueur7



0. Introdu
tion générale

Fig. 0.3: Coupe verti
ale de la partie supérieure de l'o
éan pa
i�que (
ampagne demesure spi
e), le long du méridien 140W [47℄. On distingue la 
ou
he supérieure demélange (∼ 100m) au dessus de la thermo
line, plus strati�ée (1 dbar = 1 m). Les lignesblan
hes droites représentent les isobares à 50 et 200 dbar. Les lignes noires épaissessont les isopy
nes à 24.8 et 25.5kg/m3. Les lignes blan
hes épaisses sont des mesures dedensité potentielle (
'est-à-dire la densité ramenée à une hauteur de référen
e) le long de
es deux isopy
nes.varient entre 20 km et 200 km.Or 
ette variabilité ne peut être dé
rite dans le 
adre de la mé
aniquestatistique d'équilibre : 
ette théorie prédit l'organisation des é
oulementsà grande é
helle, mais ne donne pas d'indi
ation sur la dynamique à petiteé
helle. L'intérêt de la mé
anique statistique d'équilibre des é
oulements2-D réside dès lors plus dans la 
ompréhension des mé
anismes physiquesliés à l'organisation inertielle de 
es é
oulements à grande é
helle que dansles paramétrisations qu'elle pourrait suggérer pour des modèles réalistes.En revan
he, les idées de mé
anique statistique à l'équilibre ont inspiréesdes modèles phénoménologiques hors équilibre. Par exemple, Robertet Sommeria ont proposé des équations de relaxation vers l'équilibre pourles é
oulement 2-D [100℄. Ces équations maximisent la produ
tion d'entro-pie du système, tout en 
onservant les 
ontraintes de la dynamique nonvisqueuse. Cette appro
he a été appliquée dans le 
ontexte o
éanique par8
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Fig. 0.4: Représentation s
hématique des pro
essus de mélange dans l'o
éan, d'après[77℄. On distingue trois régions dans le pro�l de densité σ : i) la 
ou
he de mélange, ho-mogène et turbulente, dont l'épaisseur varie en fon
tion des forçage (vent, 
onve
tion...)ii) la thermo
line, 
ara
térisée par une brusque variation de la température iii) l'o
éanprofond.Kazantsev et al [66℄. L'intérêt d'une des
ription statistique pour dé
rire l'ef-fet des stru
tures méso-é
helles sur l'organisation des é
oulements à grandeé
helle avait auparavant été souligné par Holloway [58℄. Puisque 
es stru
-tures méso-é
helles sont de mieux en mieux résolues par les modèles numé-riques d'o
éans, leur paramétrisation présente désormais moins d'intérêt.Toutefois, 
es appro
hes statistiques phénoménologiques pour-raient être appliquées à la des
ription du mélange turbulent (àpetite é
helle) des masses d'eau de densités di�érentes. Il ne s'agitplus i
i de dé
rire l'organisation de la vorti
ité potentielle dans un é
ou-lement 2-D, mais de s'intéresser à la stru
ture verti
ale des 
ou
hes demélange o
éanique, en dé
rivant les distributions de densité du �uideà di�érentes profondeurs. C'est 
e qui a motivé les travaux de la se
ondepartie de 
ette thèse.Mélange dans les �uides strati�ésComme les é
helles de temps (entre la se
onde et quelques jours) etd'espa
e (entre le millimètre et la 
entaine de mètres) asso
iées aux pro
es-9



0. Introdu
tion généralesus de mi
ro-mélange sont bien plus petites que les résolutions des modèlesréalistes de 
ir
ulation o
éanique, il est né
essaire de les paramétrer. À 
esé
helles, les événements de mélange sont asso
iés à des régimes turbulentstridimensionnels, provoqués par divers types de forçages présentés �gure0.4.Dans la se
onde partie de 
ette thèse, nous nous intéresserons à des 
asidéalisés de mélange dans les �uides strati�és. Par exemple, nous suppo-serons que les é
oulements sont statistiquement homogènes dans les planshorizontaux, et nous 
onsidérerons des 
on�gurations de mélange turbulenten l'absen
e de mouvement moyen.L'obje
tif sera d'obtenir une équation d'évolution temporellepour la distribution de probabilité (PDF) de densité du �uide àune profondeur donnée.Nous supposerons dans un premier temps que la densité du �uide estpurement adve
tée par l'é
oulement turbulent. Cela nous permettra de faireune analogie ave
 le mélange de la vorti
ité (potentielle) en turbulen
e 2-D.Nous nous appuierons sur 
ette analogie pour proposer des équations derelaxation des PDF de la densité similaires à 
elles obtenues par Robert etSommeria dans le 
ontexte des �uides 2-D.Dans les é
oulements réels, la di�usivité3 de la densité est non nulle.L'e�et 
ombiné des 
as
ades turbulentes vers les petites é
helles et de 
ettedi�usivité tend à lisser les �u
tuations de densité à petite é
helle. Il seradon
 né
essaire de modéliser 
et e�et et de l'in
orporer aux équations derelaxations obtenues dans un 
as non visqueux.Indépendamment des problèmes liés à la modélisation, la 
ompréhensiondu mélange turbulent est un aspe
t important de la dynamique des 
ou
heso
éaniques supérieures. Ces pro
essus de mélange modi�ent l'énergie poten-tielle des é
oulements o
éaniques. Or 
ette énergie potentielle domine d'unfa
teur 100 l'énergie 
inétique des 
ourants de surfa
e (y 
ompris l'énergie
inétique des stru
tures méso-é
helles) [139℄. Même dans le 
adre de mo-dèles simples d'o
éans (où la dynamique de l'é
oulement ne modi�e pasla strati�
ation qui est �xée une fois pour toute), les é
helles 
ara
téris-3Il 'agit de la di�usivité thermique quand la densité est gouvernée par les variationsde température, et de la di�usivité molé
ulaire quand la densité est gouvernée par lesvariations de salinité.10



tiques des é
oulements à grande é
helles dépendent de la strati�
ation (viale rayon de déformation baro
line de Rossby). En 
e sens, mélange àpetite é
helle (de 10 cm à 10 m) et 
ir
ulation à grande é
helle (de
50 km à 5000 km) sont intimement liés.Plan de la thèseDans le premier 
hapitre, nous présenterons les équations quasi-géostrophiquesà une 
ou
he et demie. C'est le modèle d'o
éan le plus simple qui prenden 
ompte l'e�et de la strati�
ation verti
ale. Nous reviendrons sur lesé
oulements inertiels de Fofono� et sur les modèles for
és et dissipés detype �Sverdrup�. Nous introduirons ensuite la théorie statistique Robert-Sommeria-Miller (RSM), qui prédit et explique l'organisation inertielle desé
oulements bidimensionnels turbulents.Nous dé
rirons au se
ond 
hapitre une 
lasse de solutions inertiellesqui, 
ontrairement aux é
oulements de Fofono�, présentent un jet intensedirigé vers l'est au milieu d'un bassin o
éanique fermé, pour un modèled'o
éan équivalent barotrope : les équations quasi-géostrophiques à une
ou
he et demi. Il s'agit d'un résultat important pour l'étude des modèlesinertiels d'o
éans. En e�et, une fois 
es solutions obtenues, de nombreusesappro
hes théoriques (ou numériques) sont possibles : études de stabilité,des
ription de l'évolution des perturbations... Le fait de dé
rire un étatmoyen permet de réduire grandement la 
omplexité du problème initial, etd'envisager des études autour de quelques paramètres.Nous montrerons que 
es solutions ne sont pas des états d'équilibrestatistique de la théorie RSM : 
ela n'avait jamais été démontré.Ces résultats motiveront l'étude de modèles plus 
ompliqués, baro
lines :les équations quasi-géostrophiques à deux 
ou
hes. Contrairement au 
as desmodèles à une 
ou
he et demie, 
e modèle autorise les transferts d'énergieentre les 
ou
hes inférieures et supérieures des o
éans. On peut dès lors sedemander si 
es transferts d'énergie induisent l'existen
e d'états d'équilibredi�érents de 
eux observés pour le modèle à une 
ou
he et demi.Nous verrons que les états d'équilibres statistiques de 
es modèles sonten général dominés par la 
omposante barotrope (la moyenne verti
ale) del'é
oulement. Cette barotropisation de l'é
oulement montre que les trans-ferts d'énergie entre les 
ou
hes inférieures et supérieures des o
éans jouent11



0. Introdu
tion généraleun r�le important dans la stru
ture des états d'équilibre statistique.Nous montrerons que la barotropisation des é
oulements est in
omplète :la 
omposante baro
line (la di�éren
e de vitesse entre les 
ou
hes inférieureset supérieures) peut dans 
ertains 
as présenter un jet intense dirigé versl'est. Cependant, 
e jet baro
line reste négligeable par rapport à la 
ompo-sante barotrope, dirigée vers l'ouest. Il s'agit là aussi d'un résultat nouveau.Le fait que les jets intenses dirigés vers l'est ne soient pas des étatsd'équilibre statistique ne signi�e pas pour autant que 
es solutions sontinstables dynamiquement. La dis
ussion de la stabilité de 
es jets intensesest un problème stimulant dans la mesure où les 
ritères �
lassiques� destabilité ne s'appliquent pas à 
es solutions. Le troisième 
hapitre sera
onsa
ré au 
as parti
ulier d'un jet intense dirigé vers l'est, dans un 
anald'extension zonale in�nie (sans frontière à l'est et à l'ouest). Cette étudeest un préalable à des travaux plus 
ompliqués qui prendraient en 
omptele r�le des frontières à l'ouest.Nous montrerons que 
es jets sont linéairement stables, et nous dé
rironsl'évolution des perturbations. La méthode utilisée dans 
e 
hapitre a unintérêt en soi, 
ar elle permet de 
on
lure à la stabilité dans un 
as où les
ritères 
lassiques de stabilité ne sont pas satisfaits.Nous montrerons que les solutions qui présentent un jet intense sont despoints selles d'une fon
tionnelle �énergie-Casimir�. Les 
ritères 
lassiquespermettent de 
on
lure à la stabilité quand les solutions sont des extremade 
ette fon
tionnelle [38℄. Cependant, nous verrons que la prise en 
omptede 
ontraintes supplémentaires, fournies par les invariants de la dynamique,permet de 
on
lure à la stabilité. D'un point de vue théorique, nous rédui-rons l'étude de stabilité à la re
her
he du maximum d'un problème varia-tionnel quadratique sous 
ontrainte linéaire.Les é
oulements 2-D font partie d'une grande 
lasse de systèmes 
ara
-térisés par des intera
tions non intégrables4. Qualitativement, 
ela signi�eque les intera
tions ne sont pas lo
ales. La mé
anique statistique d'équi-libre des systèmes à intera
tion à longue portée a justement fait l'objet denombreuses études 
es dernières années, en raison des propriétés physiquesremarquables de 
e type de systèmes. Contrairement à 
e que la mé
anique4Le potentiel d'intera
tion entre parti
ules �uides est logarithmique pour les é
oule-ments 2-D12



statistique usuelle montre pour les systèmes à 
ourte portée, il est possibled'observer dans les systèmes à intera
tion à longue portée des 
apa
itésthermiques négatives (l'énergie diminue quand la température augmente !).De plus, les di�érents ensembles statistiques (mi
ro
anoniques, 
anoniques)ne sont pas toujours équivalents. On verra au quatrième 
hapitre quel'étude des états d'équilibre statistique RSM se révélera parti
ulièrementfé
onde dans 
e 
ontexte.D'une part, l'usage de méthodes théoriques 
lassiques dans 
e domainenous permettra de 
al
uler dire
tement les solutions du problème variation-nel fourni par la théorie statistique RSM (les états d'équilibres maximisentune entropie de mélange sous 
ontraintes). Ces méthodes théoriques nouspermettront en outre de prouver la stabilité non linéaire d'une grande partiedes états d'équilibres statistique dé
rits. Il n'existe en e�et pas de preuvegénérale de la stabilité des états d'équilibres statistiques ; il s'agit d'un pro-blème théorique important.D'autre part, nous montrerons que les états d'équilibres statistiquesRSM sont 
ara
térisés par les propriétés thermodynamiques propres auxsystèmes à intera
tion à longue portée : nous dé
rirons l'existen
e d'unezone d'inéquivalen
e entre les ensembles, et de transitions de phase dire
te-ment liées à 
ette inéquivalen
e. Nous verrons que 
es transitions de phase
orrespondent à des 
hangements importants dans la stru
ture de l'é
ou-lement. Nous mettrons en éviden
e 
ertaines parti
ularités thermodyna-miques (points bi
ritiques, azéotropie) qui étaient prédites, mais n'avaienten
ore jamais été observées dans un système physique à longue portée.Les états que nous dé
rirons sont 
ara
térisés par une relation linéaireentre vorti
ité et fon
tion 
ourant ; ils in
luent don
 les é
oulements de Fo-fono�. Ces é
oulements de Fofono� sont des états à basse énergie. Nousmontrerons qu'à haute énergie, les é
oulements peuvent avoir une stru
turetrès di�érente de 
elle dé
rite par Fofono�.Nous introduirons au 
inquième 
hapitre une autre 
lasse de pro-blèmes pour lesquels une appro
he statistique pourrait être intéressante : lamélange dans les �uides strati�és. Nous présenterons les observations expé-rimentales et les appro
hes phénoménologiques antérieures, et montreronsqu'il est né
essaire de modéliser l'évolution temporelle des �u
tuations dedensité pour dé
rire 
orre
tement 
ertains aspe
ts du mélange.Avant d'étudier les �uides strati�és, nous nous intéresserons au mélange13



0. Introdu
tion généraled'un tra
eur qui n'interagit pas ave
 l'é
oulement : le sixième 
hapitresera 
onsa
ré au problème du s
alaire passif. Il s'agira de dé
rire par uneappro
he phénoménologique l'évolution temporelle de la distribution d'untra
eur mélangé par un é
oulement turbulent à nombre de Reynolds modéré.Qualitativement, les �u
tuations du tra
eur sont transférées vers les petitesé
helles par les pro
essus de 
as
ade turbulente, jusqu'à atteindre l'é
hellede di�usion molé
ulaire, qui lisse 
es �u
tuations. La distribution du tra
eurtend vers un pi
 étroit 
entré autour de la moyenne, qui 
orrespond à l'étatmélangé.Nous proposerons un modèle d'évolution de la distribution du tra
eurfondé sur un mé
anisme d'auto-
onvolution de 
ette distribution. Nous 
om-parerons 
ette appro
he à d'autres modèles, et testerons les hypothèses sous-ja
entes grâ
e à des expérien
es de laboratoire. Ces expérien
es 
onsistentsimplement à mesurer les distributions de 
on
entration d'un 
olorant ad-ve
té par un é
oulement turbulent dans une 
onduite.Nous appliquerons 
es idées au 
as du mélange d'un �uide strati�é dansle septième 
hapitre. Dans 
e 
as, le tra
eur est la densité du �uide, quiinteragit ave
 l'é
oulement (via la poussée d'Ar
himède). A partir d'uneanalogie ave
 le mélange de la vorti
ité en turbulen
e 2-D, nous propose-rons un modèle d'évolution temporelle de la distribution de la densité du�uide qui 
omprendra i) un terme de di�usion turbulente ii) un terme desédimentation iii) un modèle de mélange par les e�ets de 
as
ade turbulente.Les modèles �
lassiques� de di�usion turbulente ne prennent pas en
ompte le r�le des �u
tuations de densité du �uide. Les termes de sédi-mentation des parti
ules �uides de densité di�érentes et la dissipation des�u
tuations autour de la moyenne (par le modèle d'auto-
onvolution) sontdon
 des aspe
ts nouveaux qui n'ont jamais été intégrés dans la modélisa-tion des �uides strati�és.

14
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Chapitre 1Introdu
tion
A�n de 
omprendre 
ertains aspe
ts de la dyna-mique inertielle des jets dirigés vers l'est aux moyenneslatitudes, nous étudierons des modèles idéalisés d'o
éans.Ces modèles sont trop simples pour dé
rire un o
éanréel, mais permettent de 
omprendre l'organisationdes é
oulements 2-D par des arguments théoriques,des appro
hes analytiques, ou des 
al
uls numériquespeu 
oûteux en temps.Nous présenterons dans la première se
tion de 
e 
hapitre les modèlesd'o
éans quasi-géostrophiques (QG) à une 
ou
he et demi. Ce sontles modèles les plus simples qui prennent en 
ompte l'e�et 
ombiné de lastrati�
ation des o
éans et de la for
e de Coriolis.La se
onde se
tion sera 
onsa
rée aux études antérieures des solutionsde 
es modèles d'o
éans. On distinguera deux appro
hes, qui 
orrespondentà deux limites opposées dans les équations du mouvement :� l'étude d'une 
lasse de solutions stationnaires inertielles (où le forçageet la dissipation sont négligés), par Fofono�.� les études de solutions stationnaires en présen
e de forçage et dis-sipation (où les termes d'adve
tion non-linéaires sont négligés), parSverdrup, Stommel et Munk.D'une part, les modèles de type Sverdrup ne peuvent rendre 
omptede la formation de jets intenses, et d'autre part, les solutions inertielles17



1. Introdu
tionde Fofono� ne présentent pas de jet dirigé vers l'est au 
entre d'un bassino
éanique.Nous expliquerons que les é
oulements de Fofono� sont un 
as parti
u-lier de solutions inertielles parmi toute une variété de possibilités, qui n'ontà notre 
onnaissan
e pas été explorées. Ce
i motivera la première étape denotre étude : existe-t-il des solutions inertielles présentant un jet intensedirigé vers l'est ?Nous introduirons dans la troisième se
tion la mé
anique statistiquede Robert-Sommeria-Miller (RSM), qui prédit l'organisation des grandesé
helles pour 
es modèles simples d'o
éans turbulents et bidimensionnels.Cette théorie �séle
tionne� une des solutions stationnaires inertielles, etdonne une expli
ation pour l'émergen
e de 
ette solution.Cela motivera la se
onde étape de notre étude : les jets intenses dirigésvers l'est sont-ils des états d'équilibre statistique ?Ce 
hapitre ne 
ontient pas de résultats nouveaux, il pré
ise le 
ontexteet les enjeux des travaux présentés par la suite.
1.1 Modèles quasi-géostrophiquesLes é
oulements o
éaniques sont dominés par l'équilibre géostrophique :dans les équations du mouvement, le terme dominant est la for
e de Coriolis,
ompensée par un gradient horizontal de pression. Cet équilibre lie la vitesseaux quantités thermodynamiques (
hamp de densité et de pression), mais nedonne au
une indi
ation sur la dynamique. A�n de dé
rire 
ette dynamique,il faut étudier l'évolution temporelle de petites perturbations autour del'équilibre géostrophique.On obtient ainsi les équation quasi-géostrophiques, qui peuvent s'é
riresous la forme d'une adve
tion d'un s
alaire, la vorti
ité potentielle. Nousverrons que 
es équations sont valables dans la limite d'un faible nombrede Rossby, qui 
ompare l'e�et des termes d'adve
tion non-linéaires à 
euxde la rotation.18



Modèles quasi-géostrophiquesLes forçages de la 
ir
ulation o
éaniqueAvant de présenter les équations quasi-géostrophiques, pré
isons la na-ture des 
ourants que l'on dé
rit, et leur lien ave
 les deux types de forçagesde la 
ir
ulation o
éanique : i) Le forçage en densité, par la di�éren
e detempérature entre les p�les et l'équateur et ii) le forçage par l'a
tion duvent à la surfa
e de l'eau.Ces deux forçages jouent un r�le important dans la 
ir
ulation o
éaniqueà grande é
helle. Cependant, les 
ourants de surfa
e peuvent en premièreapproximation être dé
rits en 
onsidérant seulement l'a
tion du vent [20,139℄.Le forçage en densité intervient prin
ipalement dans le pro
essus dutapis roulant. C'est une 
ir
ulation tridimensionnelle globale qui traversetous les bassins o
éaniques. Les 
ourants de surfa
e sont parti
ulièrementa�e
tés par 
ette 
ir
ulation dans l'o
éan Atlantique, où l'on remarque unedéviation du Gulf Stream vers le Nord. Le forçage par les vents joue aussiun r�le important dans 
es pro
essus [139℄.Les 
auses et les impli
ations de 
es e�ets sont un sujet a
tif de re-
her
he, tant du point de vue des mesures in situ, que des appro
hes théo-riques, expérimentales et numériques [97℄.Dans les modèles numériques réalistes de 
ir
ulation générale, les temps
ara
téristiques tc né
essaires pour que l'o
éan atteigne un équilibre ave
les di�érents forçages varient 
onsidérablement suivant les quantités 
onsi-dérées :� Les variables thermodynamiques �xant la strati�
ation atteignent unétat d'équilibre ave
 les forçages en un temps tc ∼ 1000 ans� Les 
hamps de vitesse de surfa
e atteignent un état d'équilibre ave
les forçages en un temps tc ∼ 50 ans.Il existe don
 une nette séparation d'é
helle de temps entre les mé
a-nismes qui modi�ent la strati�
ation, et les mé
anismes qui modi�ent l'or-ganisation des 
ourants en surfa
e. Cela justi�e qualitativement le 
hoix de
onsidérer des modèles simples d'o
éan à strati�
ation �xée. En 
onsé-quen
e, l'e�et du forçage en densité ne sera pas abordé par lasuite.La seule sour
e d'énergie de 
es é
oulements provient du forçage parles vents, et l'on suppose que les 
ourants ainsi 
réés ne modi�ent pas lastrati�
ation. 19



1. Introdu
tion
zy
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y

DFig. 1.1: Idéalisation de la géométrie et approximation de plan bêta aux moyenneslatitudesApproximations et équationsOn trouvera une dérivation systématique des équations QG dans le livrede Pedlosky [89℄. On rappelle dans les paragraphes suivants les di�érentesétapes de 
al
uls et approximations menant au système �nal d'équations.Le système d'équation �nal est résumé à la �n de 
ette sous-se
tion.Nous supposons i
i que le forçage et la dissipation sont négligeablesen tout point de l'é
oulement, puisque nous voulons étudier l'organisationinertielle des é
oulements o
éaniques.Cette hypothèse est indépendante des approximations du modèle quasi-géostrophiques. Nous y reviendrons lors de la présentation des modèles deSverdrup-Stommel-Munk.La dynamique des é
oulements est dé
rite par les équations d'Euler enprésen
e de rotation :
∂tv + v∇v + 2Ω × v = −1

ρ
∇P + gÉquilibre hydrostatique et géostrophique. Nous avons expliqué dansl'introdu
tion que les 
ourants o
éaniques de surfa
e peuvent être représen-tés par une 
ou
he a
tive dans laquelle l'é
oulement est horizontal, uniformesur toute la profondeur de la 
ou
he, en raison de la strati�
ation stable, de20



Modèles quasi-géostrophiquesla forte rotation, et du faible rapport d'aspe
t entre les dimensions verti
aleset horizontales.De fait, les vitesses verti
ales observées dans l'o
éan sont très faibles, etl'équilibre hydrostatique est bien véri�é :
∂zP = −ρg (1.1)où l'axe z est dé�ni par la verti
ale (dirigé vers le haut) en un point donnéde la sphère. On suppose à 
e stade que la partie verti
ale de la for
e deCoriolis est négligeable par rapport aux gradients verti
aux de pression.Les mouvements horizontaux sont dominés par la for
e de Coriolis, équi-librés par les gradients de pression, dans dans la limite des faiblesnombres de Rossby Ro = U/LΩ sin θ. Ce nombre 
ompare l'e�et destermes d'adve
tion non-linéaires à la for
e de Coriolis. Dans le Gulf Streamet le Kuroshio, Ro = 0.1 (ave
 R = 105 m, U = 1 ms−1 et Ω sin θ ∼ 10−4 s−1). La proje
tion des équations du mouvement sur l'horizontale donne alors

2 (Ω × v) · ez = −∇HP (1.2)où ∇H désigne les gradients horizontaux. Cela dé�nit la vitesse géostro-phique. La rotation de la terre n'intervient que par sa proje
tion sur laverti
ale, notée f = Ω sin θ, où θ est la latitude moyenne du bassin o
éa-nique étudié (on prendra θ ∼ 45�).L'équilibre géostrophique est valable su�samment loin de la surfa
elibre. L'a
tion des vent intervient dire
tement dans la 
ou
he limite d'Ek-man , dont l'épaisseur est estimée entre 50 et 100 m [91℄, alors que les
ourants géostrophiques de surfa
e sont 
ara
térisés par une épaisseur va-riant entre 500 et 1000 m. L'estimation des débits liés à 
es deux e�etsmontre que l'é
oulement est dominé par le �ux géostrophique.L'approximation de plan bêta. Les é
helles verti
ales (autour de 500m)et horizontales (autour de 1000 km pour la zone inertielle du Gulf Stream)des é
oulements o
éaniques sont petites par rapport au rayon de la terre
rt ∼ 6000 km. On suppose que la 
ir
ulation se fait dans un plan tangent àun point de référen
e de latitude moyenne θ0 ∼ 45�. Le repère 
artésien 
or-respondant est représenté �gure 1.1. A l'ordre le plus bas, on a une relationlinéaire entre la latitude θ et la 
oordonnée 
artésienne y = (θ − θ0)rt diri-gées vers le nord. La sphéri
ité de la terre intervient seulement via le terme
f = Ω sin θ, qui exprime la variation de la proje
tion de la for
e de Coriolis21



1. Introdu
tion
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Fig. 1.2: Représentation s
hématique de deux modèles QG à une 
ou
he a
tive a)
H ≈ 4 km, η est donnée par la bathymétrie b) H ≈ 500 m, la 
ou
he inférieure estsupposée animée d'un mouvement stationnaire 
onnu, qui peut être nul.sur la verti
ale ave
 la latitude. On linéarise f autour de θ0, à l'ordre le plusbas :

f ≈ 2Ω sin θ0 +
2Ω cos θ0
RT

y = f0 + βcy (1.3)C'est l'approximation de plan bêta, initialement proposée par Rossby[101℄, valable tant que βcy ≪ f0 . Comme f0 ≈ 1 10−4 s−1 et βc ≈ 1.6 10−11

m−1s−1, la des
ription de 
ourants d'extension ∼ 1000 km est raisonnabledans le 
adre de 
ette approximation.Modèles à une 
ou
he a
tive. On suppose que les 
ourants de surfa
esont lo
alisés dans une 
ou
he de densité homogène ρ, d'épaisseur moyenne
H . La surfa
e libre se trouve à une altitude µ(x, y, t) ≪ H . En l'absen
e demouvement, l'interfa
e est horizontale (µ = 0). On distingue deux types demodèles à une 
ou
he a
tive, représentés sur la �gure 1.2 :� Le modèle barotrope (1 
ou
he) : la 
ou
he a
tive représente latotalité de l'o
éan : H = 4 km. Les e�ets dus à la strati�
ations sontomis. Cela revient à 
onsidérer la 
omposante barotrope de l'é
oule-ment, 
'est-à-dire la vitesse moyennée sur toute la hauteur. L'interfa
einférieure de la 
ou
he a
tive, d'altitude −H+η, est �xée par la topo-graphie du fond o
éanique (la bathymétrie), que l'on a 
hoisie telle que

〈η〉 = 0, où 〈·〉 représente une moyenne sur tout le domaine(nous utiliserons souvent 
ette notation dans la suite du 
hapitre).22



Modèles quasi-géostrophiquesOn suppose de plus η ≪ H . La 
onservation de la masse impose alors
〈µ〉 = 0.� Le modèle équivalent barotrope (1-1/2 
ou
he) : La 
ou
hea
tive est restreinte à une épaisseur H ∼ 500 m (qui 
orrespond e�e
-tivement à l'épaisseur des 
ourants de surfa
e observés dans l'o
éan).Cette 
ou
he a
tive est séparée d'une 
ou
he d'eau profonde que l'onsuppose aussi homogène, de densité ρ + ∆ρ. C'est la manière la plussimple de prendre en 
ompte la strati�
ation de l'o
éan. L'ordre degrandeur de l'é
art relatif de densité est ∆ρ/ρ ∼ 0.5% . L'interfa
eentre les deux 
ou
hes se situe à l'altitude −H + η, ave
 η ≪ H . La
onservation de la masse impose 〈µ−η〉 = 0. On suppose que la 
ou
heinférieure est soit au repos, soit animée d'un mouvement stationnaire
onnu et indépendant de la 
ou
he supérieure.Dans la 
ou
he a
tive, l'équilibre hydrostatique (1.1) donne la pression Pque l'on inje
te dans l'expression de la vitesse géostrophique (1.2).

v = ez ×∇ψ ave
 ψ =
g

f0

µ (1.4)où l'on a négligé les gradients horizontaux de pression atmosphérique P0. Lafon
tion 
ourant ψ(x, y, t) de la 
ou
he a
tive est don
 indépendante de z,proportionnelle à la hauteur de la surfa
e libre. Cette propriété est utiliséepour visualiser les 
ourants de surfa
e par imagerie satellite. Dans le 
asdu modèle QG à 1-1/2 
ou
he, on 
al
ule de même la pression P , puis lavitesse géostrophique de la 
ou
he inférieure :
vb = ez ×∇ψb ave
 ψb =

g

f0
µ+

g′

f0
η où g′ =

∆ρ

ρ
g (1.5)La dynamique quasi-géostrophique. L'équilibre géostrophique lie le
hamp de vitesse v aux variations horizontales du 
hamp de pression P . Cesvariations horizontale ne dépendent pas de z dans une 
ou
he donnée. Pourdéterminer la dynamique de v, il est né
essaire de 
onsidérer l'évolutiontemporelle d'une petite perturbation agéostrophique. On 
onsidère à 
ete�et le rotationnel de l'équation (1.1), que l'on projette sur l'axe verti
al

Oz : on élimine ainsi les termes dominants de l'équilibre géostrophique, enne gardant que les termes d'ordre le plus bas. Cela fournit une équation23



1. Introdu
tiondynamique :
∂tq + v∇q = 0 (1.6)

q = ∆ψ + βcy +
f0

H
η (1.7)La quantité q est appelée vorti
ité potentielle, 
ar elle 
ontient un termeprovenant de la vorti
ité relative (∆ψez = ∇×u), un terme dû à la variationde la vorti
ité planétaire (βcy), et un terme d'étirement de la 
olonne de�uide (via les variations de hauteur η). Il s'agit d'une quantité 
entrale dansles travaux que nous présenterons. Il est remarquable que la dynamique de
es modèles simples s'exprime sous la forme d'une équation de transportd'un s
alaire, purement adve
té par le 
hamp de vitesse. Soulignons que 
es
alaire, la vorti
ité potentielle, est a
tif : on détermine la fon
tion 
ourant(et don
 le 
hamp de vitesse) en inversant l'équation (1.7). On distinguedeux 
as selon le modèle :� modèle barotrope (1 
ou
he) : η est la bathymétrie, supposée
onnue.� modèle équivalent barotrope (1-1/2 
ou
he) : d'après (1.4) et(1.5), η = f0 (ψ2 − ψb) /g

′. On suppose que le 
ourant de la 
ou
heprofonde (donné par ψb) est 
onnu. Ce 
ourant a l'e�et d'une topo-graphie. La vorti
ité potentielle s'é
rit alors
q = ∆ψ − ψ

R2
+ βcy +

ψb
R2

où R =

√
g′H

f0
(1.8)On remarque qu'une distan
e 
ara
téristique (R =

√
g′H/f0) apparaîtdans 
es équations. Il s'agit du rayon de déformation de Rossby in-terne (ou baro
line). C'est une dimension 
ara
téristique des déforma-tions de l'interfa
e η, et don
 de l'é
oulement ψ dans la 
ou
he a
tive. Ilvarie entre 20 et 80km aux moyennes latitudes. Comme ψ �xe ensuite lesvariations de hauteur de surfa
e libre µ, il su�t de regarder 
ette quantitésur des images satellites d'o
éans pour remarquer l'existen
e de 
ette é
helleet estimer son ordre de grandeur. Le rayon de déformation de Rossby 
a-ra
térise la 
ompétition entre les e�ets de gravité, qui tendent à ramenerles é
arts d'interfa
e vers l'horizontale, et les e�ets de rotation, qui tendentà in
urver l'interfa
e en présen
e d'un 
ourant à 
ause de l'équilibre géo-strophique.24



Modèles quasi-géostrophiquesDans 
e qui pré
ède, on a négligé l'e�et des variations de hauteur dela surfa
e libre dans l'évolution des perturbations agéostrophiques. C'estl'approximation de toit rigide. Les variations de la surfa
e libre auraientapporté une 
ontribution supplémentaire f0/Hµ = ψ/R2
bt dans l'équation(1.7), où Rbt =

√
Hg/f0 est une autre é
helle 
ara
téristique d'é
rantage,le rayon de déformation de Rossby barotrope. Dans le 
adre du modèle ba-rotrope (H = 4 km), on évalue sa valeur à Rbt ≈ 2000 km. Comme 
ettelongueur d'é
rantage est supérieure à la taille du domaine lui-même, on né-glige 
e terme. Dans le 
adre du modèle équivalent barotrope (H ∼ 500 m),on évalue Rbt ≈ 500 km. Dans la mesure où 
ette longueur 
ara
téristiqueest bien plus grande que le rayon de déformation de Rossby baro
line in-troduit pré
édemment, on néglige là aussi les variations de la surfa
e libre.Conservation de la masse. Dans le 
as du modèle à 1-1/2 
ou
he, la
onservation de la masse donne ∫ ψdxdy = 〈ψ〉 = 0. En e�et, la fon
tion
ourant est proportionnelle à η, qui doit être de moyenne nulle si l'on a faitl'approximation de �toit rigide�. Dans le 
as du modèle barotrope, la 
onser-vation de la masse ne fournit pas de 
ontrainte si l'on a fait l'approximationde �toit rigide�.Conditions aux bords. Les bassins o
éaniques étudiés dans les 
hapitressuivants sont des domaines fermés quel
onques ou des �
anaux� d'extensionin�nie suivant x et limités par des frontières nord et sud. Nous 
onsidéreronsla 
ondition d'imperméabilité aux bords du domaine : v · n = 0, où ndésigne la normale aux frontières ∂D. Dire que la vitesse est tangente à lafrontière du domaine revient à dire que la frontière est une ligne de 
ourant :la 
ondition aux bords 
onsiste don
 à 
onsidérer ψ 
onstante sur ∂D. Le
hamp de vitesse ne dépend pas du 
hoix de 
ette 
onstante. Pour le modèle1-1/2 
ou
he, la 
ontrainte de 
onservation de la masse impose néanmoinsla 
ondition 〈ψ〉 = 0, qui �xe la valeur de la fon
tion 
ourant aux bords.Ce 
hoix restant arbitraire pour le modèle à une 
ou
he, on gardera la
ontrainte 〈ψ〉 = 0.R�le des 
ou
hes limites. Dans un é
oulement réel , la vis
osité ν in-tervient pro
he des bords du domaine, sur une é
helle proportionnelle à

ν1/2. Tant que 
ette 
ou
he limite reste le long des bords, elle n'in�uen
epas l'é
oulement inertiel à l'intérieur du domaine. En revan
he, des études25



1. Introdu
tionnumériques à nombres de Reynolds modérés (∼ 2000) ont montré que 
es
ou
hes limites se dé
ollent parfois, inje
tant de la vorti
ité dans l'é
oule-ment 
entral inertiel [29℄ [30℄ : la paroi se 
omporte alors 
omme une sour
ede vorti
ité. Le 
omportement de 
es 
ou
hes limites pour des nombres deReynolds plus élevés n'est 
ependant pas 
onnu.Résumé :les modèles inertiels QG s'é
rivent sous la forme d'une équation de trans-port pour la vorti
ité potentielle (PV) dans un domaine D :
∂tq + v.∇q = 0 (1.9)

q = ∆ψ − ψ

R2
+ h(x, y) (1.10)

v = ez ×∇ψ
ψ = ψfr sur ∂D, 〈ψ〉 = 0 (1.11)Le 
as h = 0, R = +∞ 
orrespond aux équations d'Euler bidimension-nelles, que l'on obtient indépendamment des é
oulements géostrophiques.Invariants du modèle QGLes équations (1.9) d'évolution temporelle des é
oulements 2D admettentune in�nité d'invariants, que nous présentons dans les paragraphes suivants.Nous verrons ensuite que l'existen
e de 
es invariants joue un r�le importantdans l'organisation des é
oulements 2-D en stru
tures 
ohérentes à grandeé
helle.Conservation de l'énergie L'énergie 
inétique et potentielle de la 
ou
hea
tive s'é
rivent

Ec =
ρH

2

∫

D
v2dr (1.12)

Ep = ∆ρg

∫

D

(∫ η

0

zdz

)
dr =

g′ρ

2

∫

D
η2dr (1.13)L'énergie potentielle est 
al
ulée en retran
hant l'énergie potentielle depesanteur de la 
ou
he a
tive supposée �au repos� à 
elle de la 
ou
he a
tive26



Modèles quasi-géostrophiques�en mouvement�. A�n de simpli�er les notations, on introduit l'énergie totalepar unité de masse, E = (Ec + Ep)/mtot, où mtot = ρH|D|. C'est unequantité 
onservée par l'équation de transport (1.9). A l'aide des équations(1.4) et (1.5), on montre qu'elle s'é
rit sous la forme
E =

1

2

〈
(∇ψ)2 +

ψ2

R2

〉
= −1

2
〈(ψ − ψfr) (q − h)〉 (1.14)Conservation des Casimirs En plus de l'énergie, l'équation de trans-port (1.9) 
onserve une in�nité de fon
tionnelles Casimirs, dé�nies par

Cf [q] =

∫

D
f(q)dr = 〈f(q)〉 , (1.15)où f est n'importe quelle fon
tion 
ontinue. La 
ir
ulation Γ et l'enstrophie

Z sont des exemples de Casimirs :
Γ =

∫

∂D
vdl = 〈q〉 Z =

1

2

〈
q2
〉 (1.16)Comme le 
hamp de vorti
ité potentielle q(r, t) est adve
té par un 
hampde vitesse à divergen
e nulle, l'aire g(σ) asso
iée à 
haque niveau de vorti
itépotentielle σ est 
onservée au 
ours de l'évolution temporelle de l'é
oule-ment. On 
al
ule aisément 
ette aire pour un 
hamp 
onnu de vorti
itépotentielle :

g(σ) =

∫

D
δ (q(r, t) − σ) dr . (1.17)La 
onservation de g(σ) est équivalente à la 
onservation des Casimirs.Selon l'usage que l'on souhaitera faire de 
es invariants, il sera parfois utilede 
onsidérer les lois de 
onservation sous une forme plut�t qu'une autre.Invariants supplémentaires Quand le domaine D possède des symé-tries parti
ulières, il faut 
onsidérer des quantités 
onservées additionnelles.Hormis 
es 
ontraintes géométriques, les seules quantités 
onservées sontl'énergie et les Casimirs. 27



1. Introdu
tionEtats stationnaires du modèle QG : relation q − ψUn 
al
ul rapide montre que les solutions stationnaires du modèle QGsont les états où les lignes de niveau de vorti
ité potentielle q sont aussi deslignes de 
ourant (i.e. des lignes de niveau de la fon
tion 
ourant ψ) :
∂tq = 0 ⇔ v∇q = 0 ⇔ ∇ψ ×∇q = 0 (1.18)En parti
ulier, tout état dé�ni par une relation

q = f(ψ) (1.19)est une solution stationnaire de l'équation QG. Ces états sont dégénérés :il en existe une in�nité, paramétrés par l'ensemble des fon
tions f . Il esten outre possible que plusieurs solutions stationnaires 
orrespondent à lamême fon
tion f .On peut à 
e stade pré
iser la motivation de notre étude : il s'agira detrouver une relation q = f(ψ) telle qu'il existe une solution 
ara
tériséepar un jet intense dirigé vers l'est. Il faudra ensuite justi�er l'émergen
e de
ette solution. On dispose à 
et e�et de plusieurs 
ritères : 
et état sera-t-ilun équilibre statistique ? Sera-t-il stable ou instable ?1.2 Études antérieures des modèles d'o
éansQGAvant d'introduire la mé
anique statistique des équations QG, présen-tons deux modèles �historiques� d'o
éan : l'é
oulement inertiel de Fofono�,et les é
oulements for
és par les vents de Sverdrup, Stommel et Munk.La solution stationnaire inertielle de Fofono�Fofono� est le premier à s'être intéressé à la limite inertielle des équa-tions QG que nous venons de présenter [51℄. Il a 
al
ulé une solution station-naire de 
es modèles, qui est maintenant dé
rite dans de nombreux livresd'o
éanographie [89℄.Des
ription de la solution (voir �gure 1.3). Fofono� suppose � parsimpli
ité � que la relation entre la vorti
ité potentielle q et fon
tion 
ou-28



Études antérieures des modèles d'o
éans QG

Fig. 1.3: Solution de Fofono�. Les �è
hes donnent la dire
tion et la valeur dela vitesse. Les 
ouleurs 
haudes et froides 
orrespondent respe
tivement aux valeurspositives et négatives de la fon
tion 
ourant ψ(x, y).rant ψ est linéaire, pour trouver une solution inertielle du modèle quasigéostrophique à une 
ou
he a
tive :
q = aψ − b = ∆ψ − ψ

R2
+ βcyIl fait de plus l'hypothèse a+ 1

R2 ≫ 1, 
e qui revient à 
onsidérer une li-mite de faible énergie (la solution tend vers 0). Le Lapla
ien est négligeableloin des bords, au-delà d'une distan
e lc ∼ (a+R−2)
−1/2. La fon
tion 
ou-rant est alors donnée par

ψ =
βcy + b

a+R−2Ainsi, la fon
tion 
ourant ne dépend pas de x en dehors des 
ou
hes limites ;la vitesse est purement zonale (vy = 0), 
onstante, faible, et dirigée versl'ouest (vx = −∂yψ). On peut 
al
uler la solution dans les 
ou
hes limites,29



1. Introdu
tionet montrer l'existen
e de jets de re
ir
ulation dirigés vers l'est aux frontièresnord et sud.Intérêt historique de 
ette solution. Les é
oulements de Fofono�ont joué un r�le important dans l'étude des modèles idéalisés de 
ir
ula-tion o
éanique, en raison, notamment, des travaux de Salmon-Holloway-Hendershott [106, 57℄. Ces auteurs ont généralisé aux modèles barotropesd'o
éan la mé
anique statistique proposée par Krai
hnan dans le 
adre deséquations d'Euler tronquées [70℄.Ils prédisent l'organisation de l'é
oulement en un état stationnaire dé�nipar une relation linéaire entre vorti
ité potentielle et fon
tion 
ourant, pourune tron
ature spe
trale des modèles QG. Cela justi�e l'émergen
e d'é
ou-lements de Fofono�. Ce type d'é
oulements ont e�e
tivement été observésdans des simulations numériques de [135, 66℄.Cependant, la dynamique de 
es modèles tronqués ne 
onserve quel'énergie et l'enstrophie parmi l'in�nité d'invariants de la dynamique nontronquée. Nous présenterons dans la se
tion suivante une autre appro
he,la théorie statistique Robert-Sommeria-Miller (RSM), qui prend en 
omptetous les invariants de la dynamique (non tronquée). La théorie requiertla 
onnaissan
e de la distribution initiale des niveaux de vorti
ité g(σ), etde l'énergie E. Elle séle
tionne ensuite la solution stationnaire d'entropiemaximale, étant données 
es 
ontraintes, et fournit la forme de la relation
q = f(ψ).Nous verrons qu'il existe en fait une grande variété de relations q − ψasso
iées à 
es états d'équilibre statistique. Nous 
on
luons que le 
hoix �apriori� d'une relation q − ψ linéaire n'a pas de justi�
ation physique. Il estdon
 pertinent de se demander s'il existe des états d'équilibre statistique quiont une stru
ture très di�érente des solutions de Fofono�, quand la relation
q − ψ est non-linéaire.L'appro
he �
lassique� : les modèles for
és et dissipésLes appro
hes 
lassiques de la 
ir
ulation o
éanique 
onsistent à prendreen 
ompte la forçage et la dissipation dans les équation QG (1.9), quis'é
rivent alors [91, 89℄ :

∂tq + v∇q =
1

ρH
∇× τ +Dissipation (1.20)30



Études antérieures des modèles d'o
éans QGoù H est la profondeur de la 
ou
he a
tive, ρ la densité de l'eau, et τreprésente la fri
tion des vents à la surfa
e. Ce terme peut être grossièrementapproximé par un forçage �double gyre� (τ ≈ τ sin(2πy/Lgyre)ez, où τ ∼
0.1 N.m−1 et Lgyre ∼ 5000km).L'e�et du frottement du vent à la surfa
e des o
éans a d'abord été ob-servé, puis expliqué qualitativement par Nansen, en 1898, et dé
rit plusquantitativement en 1902 par Ekman. Celui-
i a montré le r�le joué parla rotation terrestre en 
onsidérant un modèle simple d'o
éan. Qualitative-ment, l'é
oulement pro
he de l'interfa
e est donné par un équilibre entrefor
es de fri
tion (dans la dire
tion du vent), et for
es de Coriolis (perpen-di
ulaires à la vitesse), le tout étant 
ompensé par un gradient horizontalde pression. Loin de l'interfa
e, seul subsiste l'équilibre géostrophique entrevitesse et gradients horizontaux de pression. Après 
es travaux, plusieursmodèles simples d'o
éans ont été proposés (voir le livre de Pond et Pi
kard[91℄ pour une présentation qualitative de 
es modèles). Donnons une brève
hronologie des prin
ipales 
ontributions :� Sverdrup (1947 [117℄) propose une estimation de la vitesse mé-ridionale 1 vy en 
onsidérant un équilibre entre le forçage dû auxvents, et le terme provenant de la variation de la for
e de Coriolisave
 la latitude (
e qui revient à prendre ∂tq = 0, Dissipation = 0 et

v∇q = vy∂y(βcy)) dans l'équation pré
édente) :
βcvy =

1

ρH
∇× τ .Ce modèle prédit une organisation des 
ourants raisonnable à l'inté-rieur des bassins o
éaniques, mais n'explique pas les 
ourant forts dere
ir
ulation sur les bords ouest des o
éans, 
omme le Kuroshio lelong du Japon ou le Gulf Stream le long de la Floride.� Stommel (1948 [116℄) explique l'intensi�
ation de bord ouest des
ourants aux moyennes latitudes, par des simulations numériques dumodèle de Sverdrup auquel il ajoute un terme de fri
tion de Rayleigh(un terme linéaire en la vitesse dans l'équation d'Euler) justi�é par lepompage d'Ekman sur le fond o
éanique. A l'équilibre,

βv =
1

ρH
∇× τ +Dissipation1Dans la dire
tion nord-sud 31



1. Introdu
tion� Munk (1950 [83℄) propose une des
ription quantitative de la 
ir
u-lation de surfa
e à partir des données du vent moyen, et de résultatsanalytiques, en utilisant les arguments pré
édents, mais en introdui-sant une autre fri
tion, de type vis
osité turbulente latérale.Considérons par exemple le gyre subtropi
al, situé au sud du Gulf Stream.Dans 
ette région, l'équilibre de Sverdrup donne un ordre de grandeur de lala vitesse méridionale vy ∼ 0.5 cm.s−1, dirigée vers le sud. Si l'on 
onsidèreque l'extension zonale 2 de l'o
éan est L ∼ 5000 km, que la hauteur desde la 
ou
he de surfa
e est H ∼ 1 km, le �ux 
orrespondant est de l'ordre
∼ 25Sv, 
e qui est en a

ord ave
 les mesures in situ dans 
es gyres. Lare
ir
ulation vers le Nord s'e�e
tue le long du bord ouest des o
éans. Ledébit mesuré au large de la Floride (avant la séparation du Gulf Stream sesépare du bord ouest) est e�e
tivement de l'ordre de 25 Sv.Malgré les prédi
tions qualitatives et parfois quantitatives données par
es modèles simples de 
ir
ulation, des désa

ords importants ave
 lesobservations persistent :� Ces modèles ne prévoient pas le déta
hement des 
ourants fortsde bord ouest en un jet intense dirigé vers l'est.� Ils ne peuvent don
 rendre 
ompte de la forte augmentation dudébit, qui double dans 
ette zone inertielle.Nous 
on
luons qu'en présen
e de 
ourants forts, il est né-
essaire de 
onsidérer l'e�et des termes d'adve
tion non-linéaires.Cela est aussi justi�é par les é
helles de temps asso
iées aux di�érents pro-
essus : dans les simulations numériques de 
es modèles QG simples for
éset dissipés, le temps 
ara
téristique au-delà duquel la solution est en équi-libre ave
 les forçage est de l'ordre de 4 ans. Rappelons pour 
omparaisonque l'é
helle de temps 
ara
téristique de la dynamique inertielle (formationdes méandres et des anneaux) varie entre la semaine et le mois.Les travaux numériques deVeronis [133℄ et Bryan [22℄ ont illustré l'im-portan
e des termes d'adve
tion non-linéaires, en in
orporant 
es 
ontribu-tions aux modèles de type �Sverdrup�. La stru
ture des é
oulements obser-vés est très di�érente de 
elle prédite par les appro
hes pré
édentes : pour
ertain paramètres, un jet fort dirigé vers l'est est observé. Cependant, lesnombres de Reynolds utilisés dans 
es simulations restent très faibles, en2Dans la dire
tion est-ouest32



Mé
anique statistique des é
oulements quasi-géostrophiquesraison des 
apa
ités numériques limitées de l'époque. L'é
oulement dé
ritest dominé par la dissipation, 
ontrairement aux o
éans réels. En parti
u-lier, la dynamique inertielle (formation d'anneaux, de méandres) propre auxjets n'est pas observée.Les études ultérieures de 
e type de modèles, réalisées dans le 
ontextedes systèmes dynamiques, ont révélé toute une variété de 
omportementsasso
iés à des bifur
ations pour des nombres de Reynolds de plus en plusélevés. Par exemple, 
es modèles simples ont des propriétés de variabilitébasse fréquen
e similaires à 
elles observées dans les o
éans réels. L'étudenumérique et théorique de 
es modèles simples for
és et dissipés reste unsujet de re
her
he a
tif [37℄.Pré
isons qu'il existe par ailleurs toute une hiérar
hie de modèles entreles équations quasi-géostrophiques et les équations primitives3 utilisées dansles modèles �réalistes� d'o
éans.Pour 
on
lure, la formation de jets intenses dirigés vers l'est dans uno
éan turbulent n'est pas dé
rite de manière satisfaisante par les appro
hesque nous venons de présenter. Pour 
ette raison, nous avons 
hoisi d'aborderle problème d'un point de vue di�érent : nous allons négliger le forçage etla dissipation, et étudier l'e�et des termes inertiels à l'ordre dominant.La théorie statistique que nous présentons dans la se
tion suivante per-met permet de réduire la des
ription des é
oulements turbulents à quelquesparamètres, quand le forçage et la dissipation sont négligés. Elle fournitdon
 un 
adre théorique intéressant et pertinent pour étudier les jets in-tenses dirigés vers l'est.1.3 Mé
anique statistique des é
oulementsquasi-géostrophiquesOrganisation des grandes é
helles en stru
tures 
ohérentes. Ona vu dans l'introdu
tion de 
ette partie que les grandes é
helles des é
ou-lements o
éaniques de surfa
e peuvent être 
onsidérées 
omme bidimen-sionnelles (2-D) et turbulentes. Or les é
oulements 2-D et turbulents ontla propriété de s'organiser en stru
tures 
ohérentes à grande é
helle. Les3Ce type de modèle sera dé
rit plus en détail dans la sous-se
tion "Qu'en est-il desmodèles réalistes", dans le 
hapitre d'introdu
tion de la se
onde partie 33



1. Introdu
tion

Fig. 1.4: D'après Welander, Tellus 1955anneaux du Gulf Stream, les jets de la 
ir
ulation 
ir
umpolaire, la ta
herouge de Jupiter sont autant d'exemples géophysiques de 
e phénomèned'auto-organisation.Filamentation aux petites é
helles. Les é
oulements turbulents bidi-mensionnels ont aussi la propriété de 
réer des �laments aux petites é
helles.L'expérien
e de Welander présentée �gure 1.4 illustre 
et e�et : une ta
hede 
olorant est adve
tée par un é
oulement quasi 2D en rotation. Cetteta
he peut être qualitativement assimilée à une parti
ule �uide portant une
ertaine valeur de vorti
ité potentielle. Au 
ours du temps, elle est étirée etrepliée, jusqu'à former une stru
ture 
omplexe de �laments de plus en plus�ns et en
hevêtrés. Remarquons 
ependant que la ta
he de 
olorant est pas-sive (elle n'interagit pas ave
 l'é
oulement), alors que la ta
he de vorti
itépotentielle est a
tive (on peut déterminer le 
hamp de vitesse 
onnaissantle 
hamp de vorti
ité potentielle).La 
ontribution d'Onsager. La séparation entre une dynamique 
om-pliquée de �laments en
hevêtrés à petite é
helle, et l'émergen
e de stru
-tures 
ohérentes à grande é
helle a été remarquée par Onsager, qui a, le pre-mier, proposé une appro
he par la mé
anique statistique : �The formationof large, isolated vorti
es is an extremely 
ommon, yet spe
ta
ular pheno-menon in unsteady �ow. Its ubiquity suggests an explanation on statisti
algrounds� [85℄4.4Voir l'arti
le de revue [45℄ pour une présentation des travaux d'Onsager sur laturbulen
e, et leur développements ultérieurs34



Mé
anique statistique des é
oulements quasi-géostrophiquesOnsager a donné des arguments pour l'émergen
e de stru
tures 
ohé-rentes dans un é
oulement de points vortex. Dans le 
adre de 
e modèle, le
hamp de vorti
ité est 
omposé de fon
tions Dira
 de poids di�érents (lespoints vortex) qui évoluent dans un fond irrotationnel. Onsager supposeque 
e système de points vortex atteint un maximum d'entropie, en raisondes propriétés de mélange de l'é
oulement 
réé par les points vortex eux-mêmes. Sans 
ontraintes données par la dynamique, 
e maximum d'entropieserait atteint par un état uniformément mélangé. Cependant, la dynamiquedes points vortex 
onserve l'énergie, empê
hant ainsi le mélange uniforme.Cela justi�e l'agrégation des vortex de même signe à haute énergie, et don
l'émergen
e d'une stru
ture 
ohérente.La théorie Robert-Sommeria-Miller (RSM)La mé
anique statistique de la vorti
ité dans le 
adre des équations
ontinues d'Euler a été proposée par Robert [98℄ puis Robert et Sommeria[99℄, et indépendamment par Miller [81℄. On trouvera une présentation plusgénérale de 
ette théorie dans le 
ours [114℄ donné aux Hou
hes. Pré
isonsd'abord 
e que nous entendons par état ma
ros
opiques et mi
ros
opiquespour 
es systèmes.États mi
ros
opiques. On dé�nit l'état mi
ros
opique du système parle 
hamp de vorti
ité q(r, t) de l'é
oulement étudié. Nous avons représenté 
e
hamp mi
ros
opique sur la partie a) de la �gure 1.5, pour le 
as parti
ulierd'un système à deux niveaux (où la vorti
ité potentielle ne peut prendreque deux valeurs).Etats ma
ros
opiques. Il serait illusoire de 
her
her à prédire l'évolu-tion des stru
tures �nes des 
on�gurations mi
ros
opiques, transférées versdes é
helles de plus en plus petites. En revan
he, il est possible de déterminerquelle sera la probabilité ρ(r, σ) de mesurer une 
ertaine valeur de vorti
itépotentielle σ au voisinage d'un point r, pour des temps su�samment longs.Connaissant ρ on obtient la vorti
ité potentielle �ma
ros
opique�, par larelation :
q(r) =

∫
ρ(r, σ)σdσ (1.21)35



1. Introdu
tionC'est 
e que l'on a représenté s
hématiquement sur la partie b) de la�gure 1.5. Un état dé�nit par ρ(r, σ) 
orrespond à plusieurs états mi
ros
o-piques.Prin
ipe de l'appro
he statistique L'appro
he statistique 
onsiste à
her
her l'état ma
ros
opique le plus probable, 
'est-à-dire le 
hamp ρ asso-
ié au plus grand nombre d'états mi
ros
opiques satisfaisant les 
ontraintesdu problème. Ces 
ontraintes sont données par les invariants mi
ros
opiquesdes équations QG, qui s'expriment aussi en fon
tion du 
hamp ma
ros
o-pique ρ :� L'énergie. On peut négliger l'énergie des �u
tuations en remplaçantdire
tement q par q dans l'équation (1.14) [99℄. L'énergie ma
ros
o-pique s'é
rit alors
E [ρ] = −〈

(
ψ − ψfr

)
(q − h)〉 (1.22)est 
onservée par la dynamique. Rappelons que la notation 〈·〉 estutilisée pour une intégration sur tout la domaine. La fon
tion 
ourantma
ros
opique ψ est 
al
ulée en inversant la relation (1.10).� Les Casimirs. Nous avons déjà mentionné le fait que la 
onservationdes Casimirs (1.15) est équivalente à la 
onservation de l'aire g(σ)des niveaux de vorti
ité potentielle (1.17). On peut interpréter g(σ)
omme la distribution de probabilité de σ dans le domaine, et ρ(σ, r)
omme la densité de probabilité de mesurer σ dans le voisinage d'unpoint r du domaine. On a alors la relation :

A[ρ] =

∫

D
ρ(r, σ)dr = g(σ) (1.23)À 
ela s'ajoute la 
ondition de normalisation de la probabilité ρ entout point :

N [ρ] =

∫
ρ(r, σ)dσ = 1 (1.24)Ergodi
ité. On suppose qu'un é
oulement d'énergie E et de distribution

g(σ) passe au 
ours du temps dans le voisinage (aussi petit que l'on veut)de 
haque état admissible. Les états admissibles sont l'ensemble des étatsayant une énergie E une distribution de vorti
ité g(σ). C'est l'appro
he36
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anique statistique des é
oulements quasi-géostrophiques

ρ

σ

σ
b)

ga)

ρ

σFig. 1.5: Représentation s
hématique de l'organisation aux temps longs d'un é
oule-ment initialement 
omposé de ta
hes homogènes de vorti
ité potentielles dans un fondirrotationnel. a) Con�guration mi
ros
opique : les ta
hes de vorti
ité potentiellesont étirées et repliées vers des é
helles de plus en plus petites, tout en 
onservant leuraire totale, donnée par g(σ). b) État ma
ros
opique. On ne dé
rit plus la stru
ture�ne de l'é
oulement, mais seulement la probabilité ρ d'observer le niveau de vorti
itépotentielle σ en un point donné.
mi
ro
anonique usuelle en physique statistique. Qualitativement, on s'at-tend à 
e que la turbulen
e 
réée par l'é
oulement lui-même assure unetelle propriété. Cependant, 
ette hypothèse d'ergodi
ité n'est pas démon-trée. Dans 
ertaines 
ir
onstan
es parti
ulières, elle est mise en défaut5 (voirpar exemple la formation d'un 
ristal dans les expérien
es de plasmas nonneutres [110℄). On s'attend tout de même à 
e qu'une large 
lasse de 
ondi-tions initiales d'un é
oulement non visqueux tende vers l'état prédit par lathéorie statistique.5Pré
isons que l'ergodi
ité est une propriété su�sante, mais pas né
essaire, pour quele système relaxe vers l'équilibre statistique. En physique statistique 
lassique, elle estaussi parfois mise en défaut. 37



1. Introdu
tionProblème variationnel Comme en thermodynamique 
lassique, on maxi-mise l'entropie de mélange (ou de Boltzmann-Gibbs),
SBG[q] = −

∫

D

∫
ρ(r, σ) ln ρ(r, σ)dσdr (1.25)asso
iée à l'état ma
ros
opique ρ, tout en imposant les 
ontraintes (1.22-1.23-1.24) données par les quantités 
onservées par la dynamique. L'entropiede mélange 
ompte le nombre d'états mi
ros
opiques asso
iés à une 
on�-guration ρ. Plus pré
isément, on peut montrer qu'elle est proportionnelle aulogarithme du nombre de 
on�gurations mi
ros
opiques asso
iées à l'étatma
ros
opique ρ. On obtient alors un problème variationnel, dont la solu-tion est l'entropie d'équilibre SRSM(E, g) :

SRSM(E, g) = max
{ρ | N [ρ]=1}

{S[ρ] | A[ρ] = g(σ) & E [ρ] = E} (1.26)L'état ρ asso
ié à l'entropie d'équilibre S(E, g) est l'état �ma
ros
opi-que� le plus probable. Une é
rasante majorité de 
on�gurations mi
ros
o-piques est lo
alisée autour de 
et état ma
ros
opique [79℄.Séle
tion de la relation q-ψ. On 
al
ule les points 
ritiques du pro-blème variationnel en annulant les variations premières de l'entropie sous
ontraintes
δS − βδE −

∫
µ(σ)δAdσ = 0 (1.27)où l'on a introduit les multipli
ateurs de Lagrange :� β, la �température inverse� asso
iée à la 
onservation de l'énergie.� µ(σ), les �potentiels 
himiques� asso
iés à la 
onservation des niveauxde vorti
itéLes appellations �température� et � potentiels 
himiques� sont à prendreave
 pré
aution. Ces termes désignent les propriétés d'un 
hamp de vorti
itéà l'équilibre statistique. Ils n'ont au
un lien ave
 les propriétés intrinsèquesdu �uide 
onsidéré, dé
rites par les lois thermodynamiques usuelles.On obtient l'expression de ρ à partir de (1.27) :

ρ = Neβσψ−µ(σ) (1.28)où N(r) est une 
onstante de normalisation. Les valeurs de β et µ(σ) sont
al
ulées en utilisant les 
ontraintes (1.22) et (1.23) asso
iées aux lois de38



Mé
anique statistique des é
oulements quasi-géostrophiques
onservation (énergie et Casimirs) . En utilisant les relations (1.28) et (1.21),on 
al
ule aisément la relation
q = f(ψ) = N

∫
dσσeβσψ−µ(σ) . (1.29)Ce résultat montre que la théorie statistique séle
tionne une relation f entrevorti
ité potentielle et fon
tion 
ourant ma
ros
opiques. Un 
al
ul dire
tmontre que 
ette relation est 
roissante si β > 0, et dé
roissante si β < 0.Une 
on�guration mi
ros
opique 
omposée de deux niveaux de PV donnelieu à une relation q−ψ en tanh (voir l'expression (1.29) pour ρ(r, σ)), alorsqu'une 
on�guration mi
ros
opique 
omposée de trois niveaux de vorti
itépotentielle donne lieu à une relation q − ψ en sinh (dans la limite où lesniveaux extrêmes sont dilués). Dans tous les 
as, la limite de fort mélange(β → 0) donne lieu à une relation q − ψ linéaire.Existen
e de températures négatives aux hautes énergies Sans
ontrainte sur l'énergie (β = 0), l'état d'équilibre (1.29) serait un 
hamp devorti
ité potentielle homogène en espa
e.Considérons maintenant la 
ontrainte sur l'énergie E. Pour des valeursélevées de E, les ta
hes de vorti
ité de même signe doivent se regrouperpour satisfaire la 
ontrainte. Cela a pour e�et une diminution de l'entropie(qualitativement, l'attra
tion entre vortex �trie� le 
hamp de vorti
ité) :dans 
e 
as, une augmentation d'énergie implique une diminution d'entropie(β < 0). D'où l'existen
e de températures négatives, une propriété peu
ourante en thermodynamique usuelle, remarquée par Onsager lorsqu'il aétudié le modèle des points vortex.Cal
ul des états d'équilibre. La théorie RSM est prédi
tive pour l'or-ganisation de l'é
oulement à grande é
helle, quelle que soit la 
onditioninitiale, pourvu que l'on soit 
apable de 
al
uler les solutions du problèmevariationnel (1.26), qui implique un nombre in�ni de 
ontraintes. Il seraitillusoire de 
her
her dire
tement la solution d'un tel problème, numérique-ment ou analytiquement. Il existe 
ependant des méthodes générales quipermettent de 
al
uler des solutions de 
e type de problèmes en �relaxant�les 
ontraintes. Nous présenterons plus en détail 
es méthodes au 
hapitre5 sur l'inéquivalen
e d'ensemble. Dans le 
ontexte des é
oulements 2D, plu-sieurs méthodes numériques ont été proposées : 39



1. Introdu
tion� Des équations de relaxation qui maximisent la produ
tion d'entro-pie tout en 
onservant les 
ontraintes du problèmes. Ces équations ga-rantissent ainsi la 
onvergen
e vers des états d'équilibre lo
aux [100℄.� L'algorithme numérique de Turkington et Whitaker [124℄, qui per-met de résoudre le problème variationnel de la théorie RSM en linéa-risant les 
ontraintes. C'est une méthode e�
a
e pour le 
al
ul desétats d'équilibre lo
aux.� Les méthodes 
lassiques de 
ontinuation, qui 
onsistent à suivreune bran
he de solutions à partir d'un état stationnaire 
onnu, puisà déte
ter les bifur
ations éventuelles [111℄. Bien que 
es méthodessoient utiles pour 
al
uler et 
lassi�er les états stationnaires, il n'esta priori pas évident de trouver la bran
he de solutions 
orrespondantaux équilibres statistiques.Ces méthodes ont été utilisées pour 
al
uler, 
lassi�er, et dé
rire lesétats d'équilibres RSM de modèles à une 
ou
he (ou tout simplement del'équation d'Euler), parmi les solutions de f(ψ) = ∆ψ − ψ
R2 + h(x, y) [124,120, 27, 65, 107℄. La stru
ture de 
es état d'équilibre dépend de plusieursparamètres :1. La géométrie du domaine2. la 
ir
ulation Γ = 〈f(ψ)〉3. La forme de la relation q = f(ψ) (linéaire, pro
he d'un sinh ou pro
hed'un tanh, symétrique, asymétrique)4. La topographie (en général un plan bêta h = βcy)5. Le rayon de déformation de Rossby RAu
une de 
es études n'a rapporté l'existen
e de solutions présentantun jet dirigé vers l'est au 
entre du domaine de l'é
oulement.1.4 Motivations et méthode pour l'étude desjets inertiels dirigés vers l'estNous avons introduit les équations quasi-géostrophiques pour des mo-dèles d'o
éans équivalents barotropes (à une 
ou
he et demi).Notre but est de déterminer s'il existe des solutions inertielles station-naires de 
es modèles qui présentent des jets intenses dirigés vers l'est. Pré
i-40



Motivations et méthode pour l'étude des jets inertiels dirigés vers l'est

Fig. 1.6: Champs instantanés de la fon
tion 
ourant, de la vitesse, et de la vorti
itépotentielle (et relative) dans la 
ou
he supérieure d'un modèle QG sur un plan bêta, àtrois 
ou
hes, dans un domaine fermé, for
é en surfa
e par les vents (d'après [4, 15℄). Lesvaleurs positives de vorti
ité (potentielle) et de fon
tion 
ourant sont en rouge.sons que l'on ne 
her
he pas à dé
rire les gyres subpolaires et subtropi
aux,situés de part et d'autre de 
es jets. Dans 
es grands gyres, l'équilibre deSverdrup est bien véri�é (qualitativement). Seule la région inertielle de 
es
ourants nous intéresse dans le 
adre des travaux présentés dans 
ette thèse(voir �gure 0.2-b dans l'introdu
tion).Nous avons montré que les états inertiels stationnaires des modèles QG41



1. Introdu
tionsont 
ara
térisés par une relation q = f(ψ) entre vorti
ité potentielle etfon
tion 
ourant.Nous avons présenté la solution de Fofono�, obtenue pour une relation
q − ψ linéaire, dans la limite des faibles énergies. Nous montrerons au 
ha-pitre 4 que 
es é
oulements sont des états d'équilibre statistique RSM, etque les solutions à haute énergie peuvent avoir une stru
ture très di�érentedes é
oulements dé
rits par Fofono�. Dans tous les 
as, 
es solutions neprésentent pas de jet dirigé vers l'est au 
entre d'un bassin o
éanique fermé.De fait, les 
hamps de fon
tion 
ourant et de vorti
ité potentielle ob-servés dans des simulations numériques d'é
oulements quasi-géostrophiquessont très di�érents des é
oulements de Fofono�.Considérons par exemple les simulations numériques de P. Berlo� [4, 15℄,réalisées pour un modèle à trois 
ou
hes, dans le 
as d'un forçage �double-gyre� 
lassique6, mais pour des nombres de Reynolds Re ∼ 2000 supérieursaux valeurs traditionnellement 
onsidérées dans 
e type de 
al
uls numé-riques. Les di�érents 
hamps représentés sont 
eux de la 
ou
he supérieure.On observe 
lairement un front de vorti
ité potentielle asso
ié auxjets dirigés vers l'est, séparant deux zones où la vorti
ité potentielle estquasiment homogène.Cela indique qu'il serait pertinent de 
onsidérer relation q − ψ pro
hed'une fon
tion de Heaviside (q = 1 pour ψ < 0 et q = −1 pour ψ > 0),lors de la re
her
he de solution stationnaires inertielles 
ara
térisées par unjet dirigé vers l'est. Nous montrerons que de telles solutions existent e�e
-tivement dans un domaine fermé (
hapitre 2), et dans un 
anal d'extensionzonale in�nie (sans frontière à l'est et à l'ouest).Le fait de dé
rire 
es é
oulements est une première étape importante.Cela permet ensuite d'étudier les propriétés inertielles des jets intensesen détail : 
es solutions sont-elles des équilibres statistiques ? Sont-ellesstables ? Quelle est la dynamique des petites perturbations ?Nous montrerons dans un premier temps que 
es solutions ne sont pasdes états d'équilibre statistique. L'étape suivante 
onsistera à dis
uter leurstabilité. La réponse à 
ette question n'est pas évidente : d'une part, les jets6Voir la sous-se
tion �l'appro
he 
lassique : les modèles for
és et dissipés�, dans 
e
hapitre.42



Motivations et méthode pour l'étude des jets inertiels dirigés vers l'estsont des stru
tures robustes, mais de l'autre, leur dynamique présente unevariabilité importante (formation d'anneaux, de méandres, os
illations dujet...).Nous étudierons le 
as le plus simple : un jet intense dans un 
anal d'ex-tension zonale in�nie (sans frontières à l'est et à l'ouest). Nous dé
rironsl'évolution des perturbations, et montrerons que 
es solutions sont linéaire-ment stables (
hapitre 2).On remarque sur la �gure 1.6 l'existen
e d'une asymétrie est-ouest dansla stru
ture de l'é
oulement. Cela montre que la présen
e de frontières ouestet est dans le bassin o
éanique joue un r�le dans la des
ription qualitativede 
es é
oulement. On s'attend don
 à 
e que la dis
ussion de la stabilité(ou de l'instabilité) soit di�érente du 
as d'un 
anal. Ce 
as plus 
ompliquésera évoqué à la �n du 
hapitre 2.
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Chapitre 2Jets intenses dirigés vers l'estdans un domaine fermé
Ce 
hapitre sera 
onsa
ré à l'étude d'états d'équi-libre statistiques des modèles quasi-géostrophiques.Nous répondrons aux questions suivantes :1) Les jets intenses dirigés vers l'est sont-ils desétats d'équilibre statistique du modèle quasi-géostrophiqueéquivalent barotrope ?2) Les états d'équilibre statistique de modèles plus
ompliqués (i.e. les équations quasi-géostrophiques baro
lines, à deux 
ou
hes)sont-ils 
ara
térisés par des propriétés di�érentes du modèle équivalent ba-rotrope ?2.1 Jets intenses pour un modèle équivalentbarotropeOn 
onsidère dans 
ette se
tion le modèle quasi-géostrophique à 1.5
ou
he. Rappelons l'expression de la vorti
ité potentielle :
q = ∆ψ − ψ

R2
+ βcy, (2.1)où ψ = ψfr aux frontières du domaine ∂D, ave
 〈ψ〉 = 0. Hormis l'e�etbêta, nous ne 
onsidérons pas de topographie.45



2. Jets intenses dirigés vers l'est dans un domaine fermé
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Fig. 2.1: Jet dirigé vers l'est. Le 
hamp de vorti
ité potentielle est q = 1 pour y > 0, et
q = −1 pour y < 0. ( R = 0.1, βc = 0.5, Ly = Lx = 1). La vitesse zonale est vx = −∂yψ.La norme de la vitesse varie entre 0 (blan
) et R (noir).Des
ription d'une solution stationnaire qui présente unjet intense dirigé vers l'estNous avons vu dans l'introdu
tion que les états d'équilibre statistiquessont 
ara
térisés par une relation q = f(ψ) donnée. Nous avons aussi ob-servé (�gure 1.6) que les 
hamps de vorti
ité potentielle issus de simula-tions numériques des équations quasi-géostrophiques (pour un modèle àtrois 
ou
hes, for
é par les vents en surfa
e, dans un régime turbulent)indiquent la présen
e de deux zones distin
tes où la vorti
ité potentielle(moyennée) est quasiment homogène. Ces valeurs de vorti
ité potentielle46



Jets intenses pour un modèle équivalent barotropepeuvent dans une bonne approximation être 
onsidérées 
omme opposées
q = ±σ dans les deux zones. on remarque que dans 
haque zone, la fon
tion
ourant est de signe opposé à 
elui de la vorti
ité potentielle.Cela indique qu'il est pertinent de 
her
her un état stationnaire 
ara
té-risées par q = σ−2σH(ψ), où H est la fon
tion de Heaviside. En parti
ulier,l'état qui nous intéresse est 
elui où la vorti
ité potentielle positive est lo-
alisée dans la moitié nord du domaine : q = σ > 0 pour y > 0, et q = −σpour tout y < 0.Dans la suite de 
ette se
tion, nous 
hoisissons d'adimensionner les uni-tés de temps et longueur de sorte à avoir σ = 1 et Ly = 2, où Ly estl'extension nord-sud du bassin o
éanique.Pour montrer qu'il existe une solution 
ara
térisée par deux zones homo-gènes de vorti
ité potentielle séparées par un front zonal, et par la relation
q = 1 − 2H(ψ), il faut véri�er que l'on a bien ψ < 0 pour y > 0, et ψ > 0pour y < 0.Dans la limite R → 0, nous pouvons faire une approximation de 
ou
helimite pour résoudre expli
itement l'équation (2.1). Su�samment loin desfrontières et de l'interfa
e entre les deux sous-domaines de vorti
ité po-tentielle homogène, le lapla
ien est négligeable, et la fon
tion 
ourant estsimplement donnée par

ψ = R2 (βcy − 1) pour y > 0 ψ = R2 (βcy + 1) pour y < 0 . (2.2)La vitesse 
orrespondante est purement zonale (vy = ∂xψ = 0), dirigéevers l'ouest : vx = −∂yψ = −R2βc.Lors du passage de l'interfa
e en y = 0, la fon
tion 
ourant varie brus-quement de −R2 à R2. Les 
ou
hes limites étant 
ara
térisées par une épais-seur R, la vitesse (zonale) le long de 
ette interfa
e est vx = −∂yψ ∼ −2R,dirigée vers l'est. Le rapport entre les vitesses du jet et les vitesses à l'in-térieur des domaines est d'ordre 1/R. Il s'agit bien d'un jet intense.Le 
al
ul expli
ite de 
ette 
ou
he limite est fait dans l'annexe A, pour unun 
as plus général où le front de vorti
ité potentielle entre les deux zonesest dé�ni par une interfa
e d'équation l(x) (voir �gure 2.2). Par ailleurs,il existe aussi une 
ou
he limite d'épaisseur R le long des bords du bas-sin, de manière à ra

order la solution (2.2) aux 
onditions aux limites47



2. Jets intenses dirigés vers l'est dans un domaine fermé
l(x)

D
+

D
− x

y

0
Ly

LxFig. 2.2: Le domaine D est séparé en deux sous-domaines D+ et D− par une interfa
e
l(x).
ψ = ψfr aux frontières du bassin. Remarquons que dans le 
as symétrique
q(x, y) = −q(x,−y), la 
ondition 〈ψ〉 = 0 donne dire
tement ψfr = 0.D'après l'équation (2.2), l'hypothèse q = 1−2H(ψ) est véri�ée si βc < 1(en unités adimensionnées). Nous reviendrons sur 
ette 
ondition (et sur lesvaleurs des paramètres asso
iés au Gulf Stream) au 
hapitre suivant, lors del'étude du même type de solutions dans un 
anal d'extension zonale in�nie.Nous avons 
al
ulé numériquement 
es solutions, que nous présentonssur la �gure �gure 2.1. Nous traçons le 
hamp de fon
tion 
ourant et dela norme de la vitesse, ainsi qu'un pro�l méridional (nord-sud) de fon
tion
ourant et de vitesse zonale vx = −∂yψ. On distingue nettement un jetdirigé vers l'est lo
alisé au 
entre du domaine, et une faible re
ir
ulationvers l'ouest dans le reste du domaine. La re
ir
ulation sur les bords estd'autant plus importante que l'e�et bêta est faible.Le 
al
ul numérique a été réalisé par un algorithme de 
ontinuation.Remarquons qu'il su�t d'utiliser un solveur aux di�éren
es �nies pour ré-soudre l'équation de Helmoltz (2.1), 
ar le 
hamp q(x, y) est 
onnu a prioridans le 
as présenté �gure 2.1. Cependant, l'avantage de l'algorithme de
ontinuation est qu'il a ensuite été possible d'étudier l'existen
e de 
ettesolution pour une 
lasse plus large de relations q − ψ. Par exemple, nousavons pu �suivre� la bran
he des solutions qui présentent un jet intense,pour une relation q = tanh(Cψ/R2). La valeur C → −∞ 
orrespondNotre but est maintenant de déterminer si la solution obtenue est unétat d'équilibre statistique RSM.48



Jets intenses pour un modèle équivalent barotropeLes jets intenses sont des points 
ritiques du problèmevariationnel RSMAvant de déterminer si les solutions qui présentent un jet intense dirigévers l'est sont des maxima d'entropie, montrons que 
es états sont des points
ritiques du problème variationnel (1.26) de la théorie statistique RSM, 
'està dire qu'ils annulent les variations premières de l'entropie sous 
ontraintes.La première étape est de trouver des 
on�gurations mi
ros
opiques qui
orrespondent aux états ma
ros
opiques que l'on a dé
rit. Nous pourronsensuite 
al
uler les points 
ritiques du problème variationnel de la théoriestatistique dans l'ensemble des 
on�gurations mi
ros
opiques permises.La solution �jet intense� est 
ara
térisée par deux zones homogènes devorti
ité potentielle±1. Nous allons don
 
onsidérer le 
as de 
on�gurationsmi
ros
opiques où la vorti
ité potentielle ne peut prendre que 
es deuxvaleurs q = ±1, et montrer que l'on obtient bien dans 
ertains 
as despoints 
ritiques 
ara
térisés par une relation q = 1 − 2H(ψ).A�n de 
al
uler l'état ma
ros
opique le plus probable, on introduit laprobabilité p(x, y) de mesurer le niveau 1 en un point de l'é
oulement.Le 
hamp ma
ros
opique de vorti
ité est dire
tement lié à 
e 
hamp deprobabilité :
q = p− (1 − p) = 2p− 1 .L'entropie de mélange (1.25) est dans 
e 
as parti
ulier

SBG = −〈(p ln p+ (1 − p) ln (1 − p))〉 , (2.3)où 〈·〉 désigne une moyenne sur tout le domaine de l'é
oulement. Dansle 
as d'un système à deux niveaux, la 
ontrainte sur la 
ir
ulation �xel'aire g(±1) des niveaux de vorti
ité potentielle, et est ainsi équivalente àla 
onservation de tous les Casimirs. Le problème variationnel (1.26) dela théorie statistique n'implique don
 que deux 
ontraintes données par la
onservation de l'énergie (1.22) et de la 
ir
ulation C[p] = 2 〈p〉 − 1 :
SRSM(E,Γ) = max

{p}
{SBG[p] | E [p] = E & C[p] = Γ} (2.4)Nous introduisons les multipli
ateurs de Lagrange 1 C/R2 et γ a�n de 
al-1En mé
anique statistique, le paramètre de Lagrange asso
ié à la 
onservation del'énergie est traditionnellement noté β. Nous avons 
hoisi d'utiliser i
i la notation C/R2pour ne pas 
onfondre 
e terme ave
 le paramètre βc introduit lors de l'approximation49



2. Jets intenses dirigés vers l'est dans un domaine fermé
uler les points 
ritiques de 
e problème variationnel :
δSBG − C

R2
δE − γδC = 0 , ave


δSBG =

〈
ln

(
1 − p

p

)
δp

〉
, δE = −2

〈(
ψ − ψfr

)
δp
〉
, δC = 2 〈δp〉 .On obtient alors l'expression de p puis 
elle de

q = tanh

(
C

R2

(
ψ − ψfr

)
− γ

)
.La vorti
ité potentielle ma
ros
opique peut don
 varier 
ontinuement entredeux valeurs extrêmes qui 
orrespondent aux deux niveaux mi
ros
opiques

±σ. Les deux paramètres C et γ dépendent des 
ontraintes sur l'énergie Eet la 
ir
ulation Γ. Les états d'équilibre asso
iés à 
es 
on�gurations mi-
ros
opiques 
omposées de deux niveaux ont fait l'objet d'études dans le
ontexte de l'atmosphère jovienne [19℄, et des o
éans [107℄. Nous revien-drons ultérieurement sur les résultats de 
es études.Considérons le 
as C → −∞, et supposons que ψ est d'ordre R2. Lerelation q − ψ tend vers une fon
tion de Heaviside q = 1 − 2H(ψ − ψc),ave
 ψc = Cψfr/R
2 − γ. Dans le 
as de la solution dé
rite au paragraphepré
édent, ψfr = γ = ψc = 0. On véri�e de plus que la fon
tion ψ donnéepar l'expression (2.2) est bien d'ordre R2. Nous 
on
luons que l'étatstationnaire qui présente un jet intense dirigé vers l'est est unpoint 
ritique du problème variationnel de la théorie RSM.Ces états ne sont pas des maxima d'entropieA�n de déterminer si la solution qui présente un jet intense dirigé versl'est est un maximum lo
al d'entropie, on utilise un résultat 
lassique pourl'étude des problèmes variationnels sous 
ontraintes : un point 
ritique duproblème variationnel (2.4) est un maximum lo
al d'entropie si et seulementsi toute perturbation qui satisfait les 
ontraintes au premier ordre (δE = 0et δC = 0) véri�e

δ2S − C

R2
δ2E − γδ2C < 0 (2.5)de plan bêta. Le 
hoix d'un préfa
teur en 1/R2 sera justi�é a posteriori, quand nous
onsidérerons la limite R→ 0.50



Jets intenses pour un modèle équivalent barotropeL'état qui nous intéresse est 
ara
térisé par C
R2 → −∞, et la 
ir
ulation estune 
ontrainte linéaire (δ2C = 0). La 
ondition pré
édente devient don
 :

δ2E ≤ 0 ave
 δC = 0 et δE = 0 (2.6)Ainsi, montrer que le point 
ritique est un maximum lo
al d'entropierevient à montrer que 
'est un maximum lo
al d'énergie pour des perturba-tions qui 
onservent la 
ir
ulation totale.Nous 
al
ulons dans l'annexe A l'énergie des états représentés s
héma-tiquement �gure 2.2, obtenus en perturbant le front zonal de vorti
ité po-tentielle, dé�ni par l(x) (le 
as l = 0 
orrespond à la solution stationnaireétudiée). La perturbation l(x) est 
hoisie de manière à 
onserver l'aire dessous-domaines où la vorti
ité potentielle est homogène : ∫ Lx
0

l(x)dx = 0.Nous montrons dans l'annexe A qu'il existe toute une 
lasse de perturba-tions l(x) qui augmentent l'énergie de la solution stationnaire l(x) = 0. Cetétat n'est don
 pas un maximum d'énergie. Nous 
on
luons que les so-lutions asso
iées à un jet intense dirigé vers l'est ne sont pas desétats d'équilibre statistique lo
aux, et a fortiori globaux.Lien ave
 les études antérieures et 
on
lusionLes états d'équilibre statistique de systèmes à deux niveaux mi
ros
o-piques de vorti
ité potentielle ont été étudiés juste avant le début de 
ettethèse par Ni
olas Sauvage, lors de son stage de Master 2 en
adré par FreddyBou
het [107℄.À l'aide de 
al
uls numériques et analytiques, ils ont étudié l'e�et desdi�érents paramètres (
ir
ulation, e�et bêta...) sur la stru
ture des maximad'entropie.Nous présentons dans les paragraphes suivants les 
on
lusions de 
etteétude liées à l'existen
e (ou non) de jets intenses, sans les détailler, et en yin
luant les résultats présentés dans les paragraphes pré
édents. L'ensembleest résumé sur la �gure 2.3.En l'absen
e d'e�et bêta (�gure 2.3-a-b), les 
on�gurations qui 
or-respondent à un jet zonal dirigé vers l'ouest et vers l'est sont desmaxima lo
aux d'entropie. Ce peut être montré par le 
al
ul numériquedes maxima d'énergie et par le même type d'arguments théoriques qui nous51



2. Jets intenses dirigés vers l'est dans un domaine fermé
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Fig. 2.3: Jets zonaux dans un domaine fermé. Représentation s
hématique desolutions stationnaires asso
iées à deux zones homogènes de vorti
ité potentielle (q = ±1)dans deux 
on�gurations opposées : jet dirigé vers l'est (a-
-e) ou vers l'ouest (b-d-f),pour des valeurs 
roissantes de l'e�et bêta βc = 0 (a-b), βc < 1 (
-d) et βc ≫ 1 (e-f).Nous avons 
onsidéré un domaine d'aire unité. Nous verrons au 
hapitre suivant que lavaleur �réelle� de βc (en unités adimensionnées) est située autour de 1.
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Jets intenses pour un modèle équivalent barotropeont permis de 
on
lure que les jets zonaux dirigés vers l'est ne sont pas desmaxima lo
aux d'entropie2 en présen
e de l'e�et bêta.Dans 
ertaines 
on�gurations, 
omme par exemple un domaine su�sam-ment étiré dans la dire
tion nord-sud, 
es états sont des maxima globauxd'entropie.Dans le 
as limite opposé, où l'e�et bêta domine les autres termesde l'équation ∆ψ − ψ/R2 = q − βcy, on retrouve la solution de Fofo-no� ψ ∼ R2βcy : il n'y a plus de jet intense (hormis des re
ir
ulations lelong des frontières nord et sud), et la seule 
on�guration possible est 
elleoù la vorti
ité potentielle négative est lo
alisée au nord, 
omme représenté�gure 2.3-f. En e�et, une zone de vorti
ité potentielle négative au nord, oùla fon
tion 
ourant est positive, serait in
ompatible ave
 l'hypothèse d'unerelation q = 1 − 2H(ψ).Dans la sous-se
tion pré
édente, nous avons montré qu'il existe une so-lution où toute la vorti
ité potentielle positive est au nord quand βc < 1. Ce
as est représenté �gure 2.3-
. Nous avons montré que 
et état n'est pas unmaximum lo
al d'entropie si βc est stri
tement positif, indépendant de R.Le même type d'arguments peut être utilisé pour montrer que la solutionasso
iée à un jet dirigé vers l'ouest est un maximum lo
al d'entro-pie. La solution 
orrespondante est représentée �gure 2.3-d. Comme dansle 
as βc = 0, il existe des 
on�gurations où 
ette solution est aussi unmaximum global d'entropie (par exemple un domaine su�samment étirédans la dire
tion nord-sud).Dans l'o
éan �réel�, l'e�et bêta n'est pas négligeable par rapport auxvaleurs de vorti
ité potentielle observées dans les 
ou
hes supérieures. Nous
on
luons que les équilibres statistiques de modèles quasi-géostrophiques àune 
ou
he ne présentent pas de jet intense dirigé vers l'est pour des para-mètres réalistes. Au 
ontraire, les états dominés par l'e�et bêta présententun 
ourant dirigé vers l'ouest.A 
e stade, nous pouvons envisager deux types d'études. La premièrepossibilité est de s'intéresser à la stabilité et la dynamique autour des solu-2Dans notre 
as, la 
on
lusion était fondée sur le fait que βc > 0 était �xé, indépen-damment de R 53



2. Jets intenses dirigés vers l'est dans un domaine fermé
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ρ+∆ρFig. 2.4: Stru
ture verti
ale du modèle à deux 
ou
hestions que nous avons dé
rites au début de 
e 
hapitre, pour déterminer si
ertaines propriétés des jets inertiels dirigés vers l'est sont bien représentéespar 
es modèles simples d'é
oulement. Cela fera l'objet du 
hapitre suivant.La suite de 
e 
hapitre sera 
onsa
rée à la se
onde possibilité, qui 
onsisteà étudier les équilibres statistiques d'un modèle d'o
éan un peu plus 
om-plexe : les équations quasi-géostrophiques à deux 
ou
hes. On peut en e�etse demander si 
e �degré� supérieur de 
omplexité permet d'obtenir desétats d'équilibres di�érents de 
eux dé
rits dans la se
tion pré
édente.Les modèles à deux 
ou
hes permettent de prendre en 
ompte les trans-ferts verti
aux d'énergie dans l'o
éan. On distinguera un mode barotropes(une moyenne verti
ale sur les deux 
ou
hes) et un mode baro
line (une dif-féren
e entre les deux 
ou
hes). L'énergie 
inétique des 
ourants o
éaniques�réels� est prin
ipalement lo
alisée dans la 
ou
he supérieure des o
éans, 
equi signi�e que l'é
oulement est dominé par la 
omposante baro
line. Celaest-il 
ompatible ave
 l'existen
e d'un état d'équilibre statistique ? Existe-t-il des 
on�gurations où 
es états présentent des jets intenses dirigés versl'est, prin
ipalement lo
alisés dans la 
ou
he supérieure, 
omme le GulfStream et le Kuroshio ?2.2 Équilibres statistiques pour un modèle àdeux 
ou
hes.ModèleNous avons introduit au premier 
hapitre les modèles quasi-géostrophiqueséquivalents barotropes. Nous avons supposé que l'é
oulement de la 
ou
he54



Équilibres statistiques pour un modèle à deux 
ou
hes.inférieure était �xé, et que la dynamique était restreinte à une 
ou
he desurfa
e a
tive. Nous 
onsidérons maintenant que 
ette 
ou
he inférieureest aussi a
tive, et qu'elle interagit ave
 la 
ou
he supérieure. La stru
tureverti
ale est représentée �gure 2.4. La 
ou
he supérieure a une épaisseurmoyenne H1 = δH , où H est la hauteur totale et δ une 
onstante entre 0et 1. En pratique, nous 
onsidérerons δ = 0.2 : la 
ou
he supérieure repré-sente la thermo
line, d'épaisseur ∼ 1000m, et surmonte la 
ou
he profonded'épaisseur H2 = (1 − δ)H ∼ 4000m.La dynamique de l'é
oulement s'é
rit sous la forme d' équations d'ad-ve
tion de la vorti
ité potentielle dans 
haque 
ou
he :
∂qi
∂t

+ ui·∇qi = 0 , ui = ez ×∇ψi , (2.7)
q1 = ∆ψ1 −

ψ1 − ψ2

R2δ
+ βcy , (2.8)

q2 = ∆ψ2 −
ψ2 − ψ1

R2 (1 − δ)
+ βcy , (2.9)où R =

√
g′H/f0, 
omme dans le 
adre du modèle équivalent barotrope.Les di�érentes étapes pour obtenir 
es équations sont les mêmes que pourle modèle à une 
ou
he (voir 
hapitre 1). Une présentation plus détaillée de
e modèle est disponible dans le livre de Pedlosky [88℄..Modes barotropes et baro
lines. Il sera 
ommode d'é
rire les équa-tions pré
édentes sous la forme de modes barotropes et baro
lines. La 
om-posante barotrope de l'é
oulement est la moyenne verti
ale des fon
tions
ourant pondérées par la hauteur des 
ou
hes :

ψt = δψ1 + (1 − δ)ψ2Le 
omposante baro
line de l'é
oulement est la di�éren
e des fon
tions 
ou-rant dans les deux 
ou
hes :
ψc = ψ1 − ψ2On utilise les équations (2.8) et (2.9) pour déterminer 
es deux modes :

∆ψt = δq1 + (1 − δ) q2 − βcy (2.10)55



2. Jets intenses dirigés vers l'est dans un domaine fermé
∆ψc −

ψc
δ (1 − δ)R2

= q1 − q2 (2.11)Il est remarquable que la longueur R n'intervienne pas dans la dé�nitionde la 
omposante barotrope. En revan
he, la longueur R√δ (1 − δ) est unelongueur 
ara
téristique d'é
rantage dans l'équation de la 
omposante baro-
line. C'est le (premier) rayon interne de déformation de Rossby3. Comme
ette distan
e 
ara
téristique est de l'ordre de 50 km, 
'est à dire négli-geable par rapport aux dimensions du bassin o
éanique, il sera pertinent de
onsidérer la limite R→ 0 pour les 
al
uls théoriques.Remarquons en outre que l'e�et bêta n'intervient expli
itement quedans l'équation (2.10) qui dé�ni le 
hamp de fon
tion 
ourant barotrope.Si l'é
oulement est dominé par la 
omposante baro
line, 
et e�et bêta n'in-terviendra pas dans l'organisation de l'é
oulement à grande é
helle. En re-van
he, si l'é
oulement est dominé par la 
omposante barotrope, la répar-tition des 
hamps q1 et q2 dépendra de l'e�et bêta.Conditions aux limites. Comme pour le modèle à une 
ou
he, nous
onsidérons que la vitesse est tangentielle aux frontières du domaine. Celasigni�e que la frontière est elle même une ligne de 
ourant : ψi = ψifr sur
∂D. La valeur ψifr de la fon
tion 
ourant aux bords est 
ontrainte par la
onservation de la masse. Nous avons en e�et vu au premier 
hapitre quel'interfa
e entre les deux 
ou
hes est proportionnelle à ψ1 − ψ2. La 
onser-vation de la masse impose alors 〈ψ1 − ψ2〉 = 〈ψc〉 = 0. Nous ne disposonspas de 
ontraintes supplémentaire (dans de 
adre de l'approximation de toitrigide), 
e qui laisse un degré de liberté pour le 
hoix des valeurs de ψ1fret ψ2fr. Nous 
hoisissons d'imposer 
es valeurs de sorte à 
e que la fon
tion
ourant barotrope s'annule le long des frontières : ψtfr = 0 sur D.Quantités 
onservées Comme dans le 
as à une 
ou
he, les Casimirs
Cg,i[qi] =

∫
D g(qi)dr asso
iés aux équations de transport (2.7) dans 
haque
ou
hes sont 
onservés (g est n'importe quelle fon
tion dérivable sur D).Par exemple, les 
ir
ulations Γi =

∫
D qidr de 
ha
une des 
ou
hes sont
onservées.3Nous utiliserons abusivement 
ette terminologie pour R lui même.56



Équilibres statistiques pour un modèle à deux 
ou
hes.Un 
al
ul dire
t montre que l'énergie totale est aussi une quantité 
onser-vée
E =

1

2

∫

D

(
δ (∇ψ1)

2 + (1 − δ) (∇ψ2)
2 +

(ψ1 − ψ2)
2

R2
dr

) (2.12)Les deux premiers termes représentent l'énergie 
inétique des deux 
ou
hes,et le dernier terme représente l'énergie potentielle. Comme dans le modèle àune 
ou
he, l'énergie potentielle est proportionnelle à η2/R2, où η = ψ1−ψ2est l'é
art de l'interfa
e entre les deux 
ou
hes par rapport à la position derepos.L'énergie (2.12) peut aussi s'exprimer en fon
tion des 
omposantes ba-rotropes et baro
lines : E = Ec + Et + Ep, ave
 :Energie 
inétique barotrope Et =
1

2

∫

D
(∇ψt)

2 dr (2.13)Energie 
inétique baro
line Ec =
δ (1 − δ)

2

∫

D
(∇ψc)

2 dr (2.14)Energie potentielle baro
line Ep =
1

2

∫

D

ψ2
c

R2
dr (2.15)Comme pour le modèle à une 
ou
he, la théorie statistique prédit l'étatd'équilibre du modèle, qui maximise une entropie de mélange pour uneénergie, et une distribution des niveaux de vorti
ité mi
ros
opiques (
e quiest équivalent à la 
onnaissan
e des Casimirs) �xées. La théorie donne laforme de la relation qi = fi(ψi) (i = 1, 2) entre vorti
ité potentielle etfon
tion 
ourant dans 
ha
une des deux 
ou
hes.Etats d'équilibre statistique : système à deux niveauxNous voulons 
al
uler les états d'équilibre statistique du modèle à deux
ou
hes, pour une 
on�guration mi
ros
opique où la vorti
ité potentielle nepeut prendre que deux niveaux σ±

i dans 
ha
une des 
ou
hes (i = 1, 2). Nousfaisons 
e 
hoix par simpli
ité, mais la prise en 
ompte d'un 
ontinuum deniveaux de vorti
ité mi
ros
opiques pro
he de la distribution à deux niveauxne 
hangerait pas les résultats (au moins qualitativement) [66℄.Nous supposerons de plus que 
es niveaux sont opposés (σ+
i = −σ−

i =
σi), et nous 
onsidérerons le 
as où les aires g(±σi) asso
iées à 
ha
un de57



2. Jets intenses dirigés vers l'est dans un domaine fermé
es niveaux mi
ros
opiques sont égales. La raison est la même que dans le
as du modèle à une 
ou
he : les simulations numériques de 
es modèlesquasi-géostrophiques indiquent que la vorti
ité potentielle est répartie demanière antisymétrique par rapport à l'axe y = 0, au milieu du bassin (voir�gure 1.6).Soit pi(r) la probabilité de mesurer le niveau de vorti
ité potentielle σiau point r. Le 
hamp de vorti
ité ma
ros
opique s'é
rit alors
qi = σi (2pi − 1) .L'entropie du système est

SBG = −
∑

i={1,2}
〈pi ln pi + (1 − pi) ln (1 − pi)〉 , (2.16)où 〈·〉 représente une intégration sur tout le domaine D de l'é
oulement,d'aire unité. Comme dans le 
as d'un système à deux niveaux pour le modèleà une 
ou
he, la 
onservation de tous les Casimirs est simplement donnéepar la 
onservation de la 
ir
ulation totale Ci[pi] = 2σi 〈pi〉−σi. Le problèmevariationnel de la théorie statistique se réduit alors à un problème à trois
ontraintes :

SRSM(E,Γ) = max
{p}

{SBG[p] | E [p] = E & C1[p] = Γ1 & C2[p] = Γ2}(2.17)A�n de 
al
uler les points 
ritiques de 
e problèmes, il est 
ommode deré
rire l'énergie (2.12), après une intégration par parties :
E = −1

2

∑

i=1,2

〈(qi − βcy) (ψi − ψifr)〉On introduit les multipli
ateurs de Lagrange C/R2, γ1 and γ2 asso
iés res-pe
tivement à l'énergie E et aux 
ir
ulations Γ1 et Γ2. Un 
al
ul dire
t de
δSBG − C

R2 δE −∑i γiδCi donne le 
hamp de probabilité pi, puis le 
hampde vorti
ité potentielle
q1 = σ1 tanh

(
C

R2
δ (ψ1 − ψ1c)

) (2.18)
q2 = σ2 tanh

(
C

R2
(1 − δ) (ψ2 − ψ2c)

)
, (2.19)58
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ou
hes.
ψ

2c

ψ
1c σ1

−σ1

σ2

−σ2

LAYER 1 LAYER 2Fig. 2.5: Maxima d'énergie : on suppose que le 
hamp de vorti
ité potentielle est
omposé de deux sous domaines où la vorti
ité est homogène. D'après l'équation (2.20),la frontière entre 
es sous-domaines est la ligne de 
ourant ψi = ψic.où ψ1c = ψ1fr − γ1R
2/δC et ψ2c = ψ2fr − γ2R

2/ (1 − δ)C.Pour des niveaux de vorti
ité σi donnés et une valeur donnée de l'épais-seur relative de la 
ou
he supérieure δ = H1/(H1 +H2), les relations qi−ψidépendent de trois paramètres (C, ψ1c et ψ2c), qu'il faut déterminer enutilisant les 
ontraintes sur E, Γ1 and Γ2.ButNous avons déjà expliqué qu'il est pertinent de 
onsidérer la limite desfaibles rayons de déformation de Rossby (R → 0) dans le 
ontexte o
éa-nique. Cela nous permettra d'étudier analytiquement deux 
as limites :� i) le 
as d'une fon
tion de Heaviside entre vorti
ité potentielle et fon
-tion 
ourant qi = σi (1 − 2H(ψi)) (C → −∞).� ii) le 
as d'une relation qi − ψi linéaire (Cψi → 0).Le 
as intermédiaire sera étudié numériquement.Maxima d'énergieUn raisonnement similaire à 
elui énon
é dans les équations (2.5) et(2.6) de la première se
tion de 
e 
hapitre montre que les états d'équilibred'énergie maximale sont 
ara
térisés par C → −∞. Dans 
ette limite, sila fon
tion 
ourant ψi est d'ordre R (
e qui sera e�e
tivement le 
as), les59



2. Jets intenses dirigés vers l'est dans un domaine fermérelations qi − ψi (2.18) et (2.19) sont des fon
tions de Heaviside :
qi =

{
σi si ψi < ψic

−σi si ψi > ψic
(2.20)Nous supposons que les 
hamps de vorti
ité de 
es états à haute énergiesont 
onstitués de deux sous-domaines où la vorti
ité potentielle est homo-gène, représentés s
hématiquement �gure 2.5. Ces hypothèses doivent êtrevéri�ées a posteriori. Des arguments similaires à 
eux utilisés dans l'annexeA de 
e 
hapitre permettent dans 
ertains 
as de montrer analytiquementque les états obtenus sont bien des maxima globaux d'énergie. Dans des 
asplus 
ompliqués, il est né
essaire de re
ourir à des 
al
uls numériques quidéterminent la 
on�guration d'énergie maximale (voir la �n de l'annexe B).Ordre de grandeur des di�érentes 
ontributions de l'énergieNous voulons déterminer l'ordre de grandeur de l'énergie 
inétique ba-rotrope (2.13), de l'énergie 
inétique baro
line (2.14), et de l'énergie poten-tielle (2.15), pour les états maxima d'énergie.Intéressons-nous dans un premier temps à la fon
tion 
ourant baro
line,donnée par l'équation (2.11). Les 
hamps de vorti
ité potentielle q1 et q2sont 
onstitués de deux sous-domaines où leur valeur est 
onstante, 
ommesur la �gure 2.5. Le terme q1 − q2 qui apparaît dans le membre de droitede l'équation (2.11) est don
 
onstant dans quatre sous-domaines de l'é
ou-lement, notés Dc,i, i = 1, 2, 3, 4, où q1 − q2 = ±(σ1 ± σ2). Pour simpli�erle 
al
ul d'ordre de grandeur, on utilisera la notation σ pour désigner lesvaleurs ±(σ1 ± σ2).Dans la limite des faibles rayons de déformation de Rossby (R → 0),il est possible de faire une approximation de 
ou
he limite dans l'équation(2.11) : su�samment loin des frontières des sous-domaines Dc,i, le lapla
ienest négligeable, et ψc = R2δ (1 − δ) (q1 − q2). Le long des frontières de 
essous-domaines, le lapla
ien n'est plus négligeable, et ψc varie sur une é
helle
ara
téristique R, passant brusquement d'une valeur de q1− q2 à une autre.Appelons ∆σ le saut de vorti
ité potentielle baro
line q1−q2 lors du passaged'une zone à l'autre. La vitesse asso
iée à la brusque variation de fon
tion
ourant est alors vc ∼ R2∆σ/R.60



Équilibres statistiques pour un modèle à deux 
ou
hes.L'énergie 
inétique baro
line (2.14) est lo
alisée le long des frontières dessous-domaines Dc,i, sur une épaisseur R. Puisque 
es sous-domaines sont del'ordre de grandeur du domaine total D (d'aire unité), la longueur des fron-tières est d'ordre L ∼ 1. Ainsi, l'énergie 
inétique baro
line est donnée parle 
arré des vitesses le long des jets (v2
c ∼ R∆2σ2) multiplié par la surfa
e

LR. On estime don
 l'énergie 
inétique baro
line totale à Ec ∼ ∆σ2R3L.L'énergie potentielle (2.15) est donnée par l'intégrale de ψ2
c/R

2 sur toutle domaine. Comme ψc ∼ σR2 dans les di�érents sous-domaines, l'ordre degrandeur de l'énergie potentielle est don
 estimé à Ep ∼ σ2L2R2.Pour estimer la 
ontribution de l'énergie barotrope (2.13), nous 
onsidé-rons l'équation (2.10) pour la 
omposante ψt de la fon
tion 
ourant. Commeau
une é
helle d'é
rantage n'apparaît dans 
ette équation, les é
helles 
ara
-téristiques de variations de ψt sont de l'ordre de la longueur L du domaine.En estimant l'ordre de grandeurs des termes de droite et de gau
he dansl'équation (2.10), on obtient ψt/L2 ∼ (σ + βcL). L'ordre de grandeur dela vitesse barotrope est don
 v ∼ ψt/L ∼ L (σ + βcL). On estime alorsl'énergie (2.13) à Et ∼ L3 (σ + βcL).Pour 
on
lure, les ordres de grandeur des di�érentes 
ontributions àl'énergie sont :
Ec ∼ σ2R3 Et ∼ L3(σ + βcL)2 Ep ∼ σ2LR2 , (2.21)dans la limite des faibles rayons de déformation (R → 0). On a supposé queles sauts de vorti
ité potentielle sont de l'ordre de la vorti
ité potentielleelle-même (∆σ ∼ σ).L'énergie est don
 dominée par la 
ontribution barotrope. On s'attendalors à 
e que l'é
oulement dans 
haque 
ou
he soit dominé par la 
ompo-sante barotrope : ψ1 ≈ ψ2 ≈ ψt, ave
 seulement de faibles 
orre
tions.Stru
ture de l'é
oulement.Nous venons de montrer qu'à l'ordre le plus bas, les fon
tions 
ourantssont les mêmes dans les deux 
ou
hes. Nous avons pour 
ela supposé que le
hamp de vorti
ité potentielle de 
es états est 
omposé dans 
haque 
ou
hesde deux sous-domaines où la vorti
ité potentielle est homogène. D'aprèsl'équation (2.20), les frontières de 
es sous-domaines sont données par lesligne de 
ourant ψ1 = ψ1c et ψ2 = ψ2c : pour ψi > ψic, la vorti
ité est61



2. Jets intenses dirigés vers l'est dans un domaine fermé
q = −σi. Si nous supposons en outre que les aires des sous-domaines sontégales dans une 
ou
he donnée (
e qui revient à �xer la 
ir
ulation à 0),nous avons né
essairement ψ2c ≈ ψ1c ≈ ψtc.La re
her
he des états d'équilibre est alors réduite à un problème plussimple, qui 
onsiste à trouver l'état d'énergie maximale pour un modèlebarotrope (à une 
ou
he), 
omposé de deux niveaux de vorti
ité potentielle :

∆ψt =

{
σt + βcy si ψt < ψtc

−σt + βcy si ψt > ψtc
(2.22)ave
 σt = σ1 + (1 − δ)σ2.Remarquons que dans le 
as où les aires des sous-domaines asso
iées à

qi = ±σi sont di�érentes, nous aurions obtenu le même résultat, sauf quele 
hamp de vorti
ité potentielle barotrope serait 
omposé de trois sous-domaines 
ara
térisés par des valeurs di�érentes de vorti
ité potentielle (
arnous aurions alors ψ1c 6= ψ2c).Une fois que la répartition de la vorti
ité barotrope qt = δq1 +(1 − δ) q2est déterminée par la maximisation de l'énergie barotrope, la répartitiondes niveaux σi est 
onnue dans 
haque 
ou
he (puisque ψt ≈ ψ1 ≈ ψ2).Cela signi�e que la répartition spatiale de la vorti
ité baro
line
qc = q1 − q2 est 
omplètement déterminée pas 
elle de vorti
itépotentielle barotrope. Comme les 
hamps de vorti
ité potentielle sont
omposés de sous-domaines où la vorti
ité potentielle est uniforme, on endéduit que la 
omposante baro
line des vitesse est lo
alisée le long des fron-tières, sur une épaisseur R.Dans la limite où le terme βcy est très supérieur aux niveaux de vorti
itépotentielle barotropes σt, et dans la 
as d'une 
ir
ulation nulle dans 
haque
ou
he, la fon
tion 
ourant est négative pour y < 0 et positive pour y > 0.Les niveaux positifs (σ1 et σ2) et négatifs (−σ1 et −σ2) de vorti
ité poten-tielle sont don
 lo
alisés respe
tivement au nord (y > 0) et au sud (y < 0).La frontière (y = 0) entre 
es deux sous-domaines 
orrespond à unjet intense zonal de milieu de bassin. La dire
tion du jet dépend dusigne de σ1 − σ2. Si σ1 > σ2, alors la vorti
ité potentielle baro
line q1 − q2est positive au nord et négative au sud : le jet est dirigé vers l'ouest. Si
σ1 < σ2, le jet est dirigé vers l'est. Remarquons que le 
as pertinent pourles o
éans est σ1 > σ2 : on s'attend à 
e que la 
ou
he supérieure soit 
a-62



Équilibres statistiques pour un modèle à deux 
ou
hes.ra
térisées par des 
hamps de vorti
ité potentielle plus forts que 
eux de la
ou
he inférieure. Dans tous les 
as, 
es jets baro
lines restent négligeablespar rapport à la 
omposante barotrope, dirigés vers l'ouest.Nous ne présentons pas i
i une étude systématique des di�érents para-mètres : e�et de la 
ir
ulation quand βcy n'est plus le terme dominant, e�etde la géométrie du domaine...Les états maxima d'énergie d'un système àdeux niveaux ont été 
al
ulés, dé
rits et 
lassi�és par N. Sauvage dans le
as d'un modèle équivalent barotrope, ave
 R → 0 : ∆ψt−ψt/R2 = ±σt−βcy[107℄. La limite R → 0 permet de prédire la forme de l'état d'énergie maxi-male par des 
al
uls analytiques. Au
une des 
on�gurations obtenues neprésente de jet dirigé vers l'est. Dans notre 
as, l'équation pour la 
om-posante barotrope (2.22) ne dépend pas de R, mais les 
al
uls numériquesde 
es états n'ont pas montré une organisation qualitativement di�érentedu 
hamp de vorti
ité potentielle barotrope par rapport au 
as équivalentbarotrope. Nous 
hoisissons de limiter la présentation de 
es résultats à desparamètres pertinents dans le 
ontexte o
éanique.Cal
ul numérique des états d'équilibreNous présentons i
i le 
al
ul numériques des états d'équilibres statis-tiques dans le 
as où :� Γ1 = Γ2 = 0 : la 
ir
ulation est nulle dans 
haque 
ou
he.� δ = 0.2 : la 
ou
he supérieure est plus �ne que la 
ou
he inférieure.� σ1 = 1, σ2 = 0.8 : les niveaux de vorti
ité mi
ros
opiques sont supé-rieurs dans la 
ou
he de surfa
e.Nous avons adimensionné les unités de temps et de longueur de sorteà avoir Ly = 2 et βc = 1. Le 
hoix σ1 = 1 est motivé par le fait qu'enprésen
e d'un front de vorti
ité potentielle dans la 
ou
he supérieure, onretrouverait un jet baro
line ave
 des vitesses de l'ordre du mètre (en unitédimensionnées) dans le 
as où l'é
oulement dans le 
ou
he inférieure seraitnégligeable par rapport à 
elle de la 
ou
he supérieure4 La valeur σ2 = 0.8est arbitraire. Nous dis
uterons des modi�
ations induites par des varia-4Nous verrons que 
e ne sera pas le 
as (à l'équilibre, 
'est la 
omposante barotropequi dominera), mais 
es paramètres ont été 
hoisi de sorte à obtenir des valeurs réalistespour la vitesse du jet baro
line, s'il existe. 63



2. Jets intenses dirigés vers l'est dans un domaine fermé

2
C

/R
−

Fig. 2.6: Courbe 
alorique C
R2 = ∂S

∂E
en fon
tion de l'énergieE. Les relations q−ψ rougeset vertes 
orrespondent aux 
ou
hes supérieures et inférieures. La 
omposante barotrope

ψt est toujours dominante, et présente un 
ourant dirigé vers l'ouest. On distingue desjets baro
lines à haute énergie (les �è
hes indiquent la dire
tion de l'é
oulement). Cesjets sont dirigés vers l'ouest pour les énergies maximales, mais aussi vers l'est pour desénergies plus faibles. Les états à basse énergie sont les solutions de Fofono�.64



Équilibres statistiques pour un modèle à deux 
ou
hes.tions de 
e paramètre.Nous avons utilisé utilisé l'algorithme de Turkington-Whitaker a�nde résoudre le problème variationnel (2.17). La di�
ulté du 
al
ul des étatsd'équilibre vient de la 
ontrainte quadratique (due à l'énergie) dans le pro-blème variationnel. L'idée de l'algorithme est de pro
éder par itérationssu

essives, en linéarisant la 
ontrainte à 
haque pas de temps. Le problèmevariationnel linéarisé admet alors une unique solution, qu'il est possible de
al
uler numériquement. L'algorithme est présenté plus en détails dans l'an-nexe B de 
e 
hapitre.Les résultats sont présentés �gure 2.6, où les fon
tions 
ourant baro-tropes et baro
lines sont tra
ées pour des états d'énergie di�érentes (les
ouleurs 
haudes et froides 
orrespondent respe
tivement aux valeurs posi-tives et négatives de fon
tion 
ourant). On donne en outre la forme de larelation qi − ψi 
orrespondante, dans les deux 
ou
hes.A�n de véri�er la 
ohéren
e de l'algorithme, nous avons représenté la
ourbe 
alorique C
R2 (en fon
tion de E), 
al
ulée de deux manières di�é-rentes : i) la ligne bleue est tra
ée en prenant dire
tement les valeurs del'algorithme de Turkington-Whitaker ii) les 
er
les bleues sont obtenus entraçant ∂S

∂E
, où l'entropie d'équilibre S et l'énergie E sont 
al
ulées à partirdes états d'équilibre donnés par l'algorithme.À faible énergie, l'é
oulement a la stru
ture des solutions de Fofono� :un 
ourant faible dirigé vers l'ouest et des 
ourants forts de re
ir
ulation lelong des frontières nord et sud.À haute énergie, les é
oulements sont dominés par la 
omposantebarotrope, 
e qui est 
ohérent ave
 l'analyse de la sous-se
tion pré
édente.Cette 
omposante présente un 
ourant dirigé vers l'ouest à l'intérieur dudomaine. Il existe une 
omposante baro
line (négligeable), qui présente unjet de milieu de bassin dirigé vers l'ouest. Si nous avions 
hoisi σ1 < σ2 lejet aurait été dirigé vers l'est.Remarquons l'existen
e d'une zone d'énergie (pro
he de la valeur maxi-male) où il existe un jet intense baro
line dirigé vers l'est. Ce jetest toujours négligeable par rapport à la 
omposante barotrope, mais 
elaindique que la barotropisation de l'é
oulement est in
omplète. L'existen
ed'un tel jet dirigé vers l'est s'explique par un argument simple sur les pentesdes relations q − ψ. A haute énergie (des valeurs de C ≪ −1, mais �nies),65



2. Jets intenses dirigés vers l'est dans un domaine ferméles 
hamps de vorti
ité potentielle sont �xées pas la 
omposante barotrope
q1 > 0 pour y < 0 et q2 < 0 pour y > 0. En y = 0, les vorti
ités poten-tielles sont nulles dans les deux 
ou
hes. Le sens du jet baro
line dépenddon
 de la di�éren
e des pentes dq1/dψ1|0 − dq2/dψ2|0. Si 
ette di�éren
eest positive, le jet baro
line est dirigé vers l'est. Cela fournit la 
ondition
δσ1 < (1 − δ)σ2, d'après les équations (2.18) et (2.19).Les états d'énergies intermédiaires et de faibles énergies sont
ara
térisés par une relation linéaire entre vorti
ité potentielleet fon
tion 
ourant. De manière générale (
'est-à-dire quelques soientles paramètres : topographie, 
ir
ulations...), les relations qi − ψi (2.18) et(2.19) deviennent linéaires dans la limite Cψ → 0 :

q1 = σ1δ
C

R2
ψ1 + Γ1 (2.23)

q2 = σ2 (1 − δ)
C

R2
ψ2 + Γ2 (2.24)Relations q − ψ linéairesNous 
onsidérons maintenant les relations linéaires qi − ψi données parles équations (2.23) et (2.24). En inje
tant 
es expressions dans les équa-tions (2.8) et (2.9), on obtient un système linéaire en ψ1 and ψ2 qui peutêtre diagonalisé expli
itement. On trouve alors deux modes indépendants,qui satisfont 
ha
un à une équation de type �QG équivalent barotrope�. Ce
al
ul général ne présente pas d'intérêt pour notre propos. Nous 
onsidére-rons dans les pro
hains paragraphes deux 
as limites, plus simples à traiteret à interpréter :� i) La limite C ∼ R2 → 0 : nous montrerons que les modes barotropeset baro
lines sont indépendants, et que l'é
oulement est dominé parla 
omposante barotrope.� ii) La limite C → −∞, R → 0. Il s'agira d'une limite de faible éner-gie. Nous verrons que les é
oulements sont indépendants dans 
haque
ou
he, et ont la stru
ture des modes de Fofono�.i) Limite C ∼ R2 On inje
te les expressions (2.23) et (2.24) dans l'équa-tion (2.11) pour la 
omposante baro
line. On suppose de plus que ψc estd'ordre R2, et que ψt est d'ordre C/R2 (don
 ψ1 ≈ ψ2 ≈ ψt à l'ordre le plus66



Équilibres statistiques pour un modèle à deux 
ou
hes.bas). L'équation (2.11) s'é
rit alors
∆ψc −

ψc
δ (1 − δ)R2

= Γ1 − Γ2 (2.25)On véri�e que ψc est bien d'ordre R2. Considérons maintenant l'équation(2.11) pour la 
omposante barotrope, qui s'é
rit dans 
ette limite sous laforme :
∆ψt + βcy = β̃ψt + Γ̃ (2.26)ave
 β̃ = C

R2

(
σ1δ

2 + σ2 (1 − δ)2) et Γ̃ = δΓ1 + (1 − δ) Γ2. On véri�e que la
omposante barotrope ψt ∼ C/R2 ∼ 1 domine bien la 
omposante baro
line
ψc ∼ R2. Cela est 
ohérent ave
 les hypothèses initiales.La 
omposante barotrope ψt satisfait à une équation de type "QG àune 
ou
he", pour une relation linéaire entre vorti
ité potentielle et fon
-tion 
ourant. L'ensemble des états d'équilibre statistique asso
iés à 
e typed'équations est 
al
ulé et dé
rit au 
hapitre 4, où nous 
on
luons que 
esétats d'équilibre peuvent avoir une forme di�érente de la solution de Fofo-no�, mais ne présentent pas de jet dirigé vers l'est.Limite (C → −∞, R → 0). Nous supposons que Cψi ∼ R2. Les termes
(ψ1−ψ2)/R

2 sont négligeables par rapport aux termes C
R2ψ1,2 dans les équa-tions (2.8) et (2.9). Les deux 
ou
hes sont don
 indépendantes, à l'ordre leplus bas en 1/C :

∆ψ1 = δσ1
C

R2
ψ1 + Γ1 − βcy (2.27)

∆ψ2 = c (1 − δ) σ2
C

R2
ψ2 + Γ2 − βcy (2.28)Nous pouvons alors faire une approximation de 
ou
he limite, et montrerque 
es é
oulements ont la stru
ture des solutions de Fofono�. Nous véri�onsde plus que l'on a bien Cψi ∼ βcR

2 → 0, 
e qui est 
ohérent ave
 l'hypothèseinitiale.Dis
ussionLa 
on
lusion prin
ipale de l'étude pré
édente est l'existen
e d'une�barotropisation� des états d'équilibre statistique du modèle à deux67



2. Jets intenses dirigés vers l'est dans un domaine fermé
ou
hes, dans la limite R → 0. Les états obtenus sont don
 di�érents de
eux prédits par la modèle équivalent barotrope (une 
ou
he et demie).En e�et, la stru
ture des états du modèles équivalent barotrope dépend del'é
helle R, alors que 
ette é
helle n'intervient pas dans la stru
tures de la
omposante barotrope du modèle à deux 
ou
hes.Dans le 
ontexte de la turbulen
e géostrophique des modèles à deux
ou
hes, l'image �
lassique� (due à Salmon [105℄) des transferts d'énergieprédit une 
as
ade inverse de l'énergie barotrope vers les grandes é
helles,et une 
as
ade dire
te de l'énergie baro
line vers les petites é
helles (pourdes é
helles supérieures au rayon de déformation Rossby R).Les résultats obtenus dans 
ette se
tion montrent e�e
tivement une
on
entration de l'énergie dans la 
omposante barotrope des états d'équi-libres.Pré
isons 
ependant que dans les é
oulements que nous avons présen-tés, la barotropisation est in
omplète : à 
ause de la 
ontrainte de
onservation de l'aire des niveaux de vorti
ité potentielle, l'é
oulement pos-sède toujours une 
omposante baro
line (par exemple les jets de frontièresentre les sous-domaines de vorti
ité potentielle homogènes, dans la limitedes hautes énergies).Par ailleurs, les états à haute énergie ont une stru
ture di�érente de lasolution de Fofono� : il existe toujours un gyre 
y
lonique au sud et un gyreanti
y
lonique au nord, mais 
ontrairement aux é
oulements de Fofono�, iln'y a plus de séparation entre un 
ourant faible à l'intérieur du domaine etdes jets de re
ir
ulation aux frontières nord et sud. En 
e sens, nos résul-tats di�èrent des prédi
tions de la théorie statistique de Salmon-Holloway-Henders
hott (pour une tron
ature des équations quasi-géostrophiques dumodèle à deux 
ou
hes) [106℄, qui dé
rivent bien une barotropisation del'é
oulement, mais qui prédisent uniquement l'émergen
e d'é
oulements deFofono�.2.3 Con
lusion et perspe
tivesNous avons dé
rit des solutions stationnaires qui présentent un jet in-tense dirigé vers l'est au milieu d'un bassin o
éanique fermé, pour le mo-dèle quasi-géostrophique équivalent barotrope. L'obtention de 
es solution
onstituait une étape préliminaire importante, qui a permis ensuite uneétude théorique détaillée de 
es états : nous avons démontré dans 
e 
ha-68



Con
lusion et perspe
tivespitre que 
es solutions ne sont pas des maxima d'entropie (même lo
aux). Le
hapitre suivant sera 
onsa
ré à la dis
ussion de la stabilité de 
es solutions.Nous avons ensuite étudié les états d'équilibre statistique du modèlequasi-géostrophique à deux 
ou
hes. Ces états sont dominés par leur 
om-posante barotrope, 
e qui est 
ohérent ave
 les résultats 
lassiques sur lestransferts d'énergie dans 
e type de systèmes. Cependant, nous avons vuque 
ette barotropisation est in
omplète : la 
omposante baro
line est nonnulle, et peut dans 
ertain 
as présenter un jet intense dirigé vers l'est.Nous avons restreint l'étude de 
e modèle baro
line à la présentationsdes équilibres statistiques globaux, dans 
ertaines 
on�gurations. La pro-longation de 
e travail né
essiterait une étude systématique de l'e�et desdi�érents paramètres, ainsi que la des
ription de la stru
tures des maximad'entropie lo
aux.
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2. Jets intenses dirigés vers l'est dans un domaine fermé2.A Annexe : 
al
ul des perturbations du jetNous 
al
ulons dans 
ette se
tion la fon
tion 
ourant et l'énergie desé
oulements 
ara
térisés par le 
hamp de vorti
ité potentielle présenté s
hé-matiquement �gure 2.2, dans la limite R → 0.On 
onsidère le domaine re
tangulaireD de 
�tés Ly et Lx. Une interfa
e
Ljet (le jet intense) sépare 
e domaine en deux sous-domaines D+ et D−où la vorti
ité potentielle est homogène, respe
tivement q = 1 et q = −1.L'interfa
e sera paramétrée par la 
ourbe l(x). Le 
as l = 0 
orrespond àla solution stationnaire tra
ée �gure 2.1, qui présente un jet zonal intensedirigé vers l'est au 
entre du domaine.Nous ne 
onsidérons que les perturbations l telles que l(0) = l(Lx) = 0 :les frontières L+ = ∂D∩∂D+ et L− = ∂D∩∂D− sont �xées. Leur longueurest égale à Lx + Ly.Nous supposons que la fon
tion 
ourant s'annule aux frontières du do-maine (ψfr = 0) : nous verrons que la fon
tion 
ourant 
al
ulée véri�erabien la 
ondition 〈ψ〉 = 0.Les 
al
uls des fon
tions 
ourant et de l'énergie 
orrespondante ont étée�e
tués de manière plus générale par Sauvage et Bou
het [107℄ (
ir
ulationnon nulle, frontières L+ et L− non �xées...). Nous présentons 
es 
al
ulsdans un 
as parti
ulier, 
ar notre but est simplement de montrer qu'il existedes perturbations qui augmentent l'énergie de la 
on�guration "jet intensezonal� (
ara
térisée par l(x) = 0).Cal
ul de la fon
tion 
ourantDans la limite R → 0, nous pouvons faire une approximation de 
ou
helimite pour 
al
uler la fon
tion 
ourant.Loin des frontières, le lapla
ien est négligeable dans l'équation (2.1) :
∆ψ − ψ

R2 = q − βcy. On obtient alors l'expression des fon
tions 
ourants
ψ±
surf à l'intérieur des sous-domaines D± :

ψ+
surf = R2 (βcy − 1) et ψ−

surf = R2 (βcy + 1) (2.29)Le long des frontières des deux sous-domaines ∂D±, le lapla
ien n'est plusnégligeable. Nous paramétrons 
es frontières par la 
oordonnée 
urviligne
s, et la dire
tion orthogonale à la frontière par ζ , dirigée vers l'intérieur du70



Annexe : 
al
ul des perturbations du jetsous-domaine 
onsidéré. L'équation (2.1) s'é
rit alors :
d2ψ±

dζ2
− ψ±

R2
= ±1 + βcy au voisinage de ∂D±On distingue les 
ou
hes limites le long des bords du domaine D, et lelong du jet Ljet . Il ne 
e sera pas né
essaire de 
al
uler expli
itement lafon
tion 
ourant ψ±

bord le long des bords du domaine D, 
ar 
ette partie del'é
oulement est in
hangée par les perturbations de l'interfa
e Ljet.Cal
ulons la fon
tion 
ourant le long de l'interfa
e Ljet , en utilisant la
ondition de 
ontinuité de la fon
tion 
ourant ψ+
jet(s, 0) = ψ−

jet(s, 0) (et enne gardant que la partie non divergente de la solution, pour ζ → +∞) :
ψ±
jet(s, ζ) = ±R2e−ζ/R +R2 (βcy ∓ 1)Dans la limite ζ → +∞, on retrouve bien la solution ψ±

surf .Cal
ul de l'énergieL'énergie totale de l'é
oulement (1.22) s'é
rit dans notre 
as (ψfr = 0)
E = −1

2
〈(q − βcy)ψ〉 = Esurf + Ebord + Ejet .L'énergie Esurf 
orrespond à la 
ontribution apportée par l'intérieur dudomaine, où la fon
tion 
ourant est ψ ≈ ψ±

surf :
Esurf = R2

∫ Lx

0

∫ Ly/2

l(x)

(1 − βcy)
2 dydx+R2

∫ Lx

0

∫ l(x)

−Ly/2
(1 + βcy)

2 dydx .(2.30)L'énergie des 
ou
hes limites Ebord 
orrespond à la 
ontribution desbords du domaine D, où ψ = ψ±
bord. Comme les perturbations que l'on 
onsi-dère ne modi�ent pas le 
hamp de vorti
ité le long de ∂D, nous n'avons pasbesoin de 
al
uler expli
itement 
ette 
ontribution.L'énergie de l'interfa
e Ejet est 
al
ulée ave
 ψ±

jet − ψ±
sur :

Ejet = −
∫

Ljet

∫ +∞

0

2R2e−ζ/R (1 − βcy) − 2R2e−ζ/R (−1 − βcy) dsdζ ,(2.31)Les 
ontributions proportionnelles à βc se 
ompensent de part et d'autre dujet, et l'expression de l'énergie du jet se simpli�e : 71



2. Jets intenses dirigés vers l'est dans un domaine fermé
Ejet = −4LjetR

3 (2.32)où l'on a introduit la longueur de l'interfa
e entre les sous-domaines
Ljet =

∫

Ljet
ds =

∫ Lx

0

√

1 +

(
dl

dx

)2

dx (2.33)Appli
ation : le jet vers l'est n'est pas un maximum d'énergieSoit E0 l'énergie totale de la solution non perturbée, i.e. de la solutionstationnaire qui présente un jet dirigé vers l'est (
ara
térisée par l(x) =
0 pour tout x). On veut 
al
uler la di�éren
e d'énergie induite par uneperturbation l 6= 0 :

∆E = Esurf − E0
surf + Ejet −E0

jet + Ebord − E0
bord .Nous avons déjà mentionné que l'énergie des bords ne varie pas pour lesperturbations 
onsidérées. Cal
ulons la di�éren
e d'énergie Esurf −E0

surf àpartir de l'équation (2.30), :
∆Esurf = R2

∫ Lx

0

∫ l(x)

0

(1 − βcy)
2 dydx+R2

∫ Lx

0

∫ l(x)

0

(1 + βcy)
2 dydx .qui se simpli�e en

Esurf − E0
surf = 2R2βc

∫ Lx

0

l2(x)dx . (2.34)Ainsi, les perturbations de l'interfa
e augmentent l'énergie de surfa
e.La di�éren
e d'énergie due à la variation de l'interfa
e s'obtient dire
-tement ave
 l'équation (2.32) :
∆Ejet = −4R3(Ljet − Lx) . (2.35)Ainsi, l'augmentation de la longueur du jet �
oûte� de l'énergie.Pour montrer qu'il existe des perturbations telles que ∆E > 0, à 
ir-
ulation Γ �xée, 
onsidérons la 
as parti
ulier où l(x) = Asin(kπx/Lx) (72



Annexe : 
al
ul des perturbations du jet
k ≥ 1 est un entier). La moyenne ∫ Lx

O
l(x) = 0 est nulle : les aires des sous-domaines sont 
onservées. On utilise les expressions (2.34), (2.35) et (2.35)pour é
rire la di�éren
e d'énergie totale

∆E = 2βcR
2

∫ Lx

0

sin2

(
kπx

Lx

)
dx−4R3

∫ Lx

0

(√
1 + k2A2 sin2

(
kπx

Lx

)
− 1

)
dxOn fait l'approximation de faible amplitude Ak2 ≪ 1, 
e qui donne àl'ordre le plus bas :

∆E = A2LxR
2

(
βc − R

π2k2

L2
x

)Comme βc ne dépend pas de R, et 
omme R → 0, 
es perturbationsaugmentent l'énergie, pour toute valeur de k : ∆E > 0.Nous avons don
 trouvé une 
lasse de perturbations qui augmententl'énergie de la solution stationnaire "jet intense dirigé vers l'est", 
ara
téri-sée par l(x) = 0 pour tout x. Nous 
on
luons que 
ette solution n'estpas un maximum lo
al d'énergie.
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2. Jets intenses dirigés vers l'est dans un domaine fermé2.B Annexe : l'algorithme de Turkington etWhitakerLes résultats de la �gures 2.6 sont obtenus en implémentant l'algorithmede Turkington et Whitaker [124℄. En pratique, nous avons adapté au modèleà deux 
ou
he le 
ode é
rit par N. Sauvage lors de son stage de M2 sur lesétats d'équilibre du modèles QG à 1.5 
ou
hes [107℄.Dé
rivons la pro
édure pour le 
al
ul des états d'équilibre statistiqueRSM. Dans le 
as du système à deux 
ou
hes 
omposées 
ha
une de deuxniveaux de vorti
ité potentielle ±σ1 (pour la 
ou
he supérieure) et ±σ1(pour la 
ou
he inférieure) , on 
her
he l'état q1(x, y), q2(x, y)� maximisant l'entropie (
on
ave) de mélange SBG[q1, q2], donnéepar l'équation (2.16), ave
 pi = (qi − 1)/2σi.� ave
 deux 
ontraintes linéaires C[qi=1,2] = Γi=1,2, les 
ir
ulationsdans 
haque 
ou
he �xant la proportion relative des niveaux de vor-ti
ité,� et une 
ontrainte quadratique E [q1, q2] = E. C'est 
ette 
ontrainteque rend le problème di�
ile.Le prin
ipe de l'algorithme est de pro
éder par itérations su

essives enlinéarisant la 
ontrainte sur l'énergie. En pratique, l'algorithme 
al
ule unesu

ession d'états qk = {qk1 , qk2} qui 
onvergent vers l'état d'équilibre. L'état
qk+1 est la solution d'un problème variationnel où la 
ontrainte sur l'énergieest linéarisée autour de la solution qk au pas pré
édent :
max
{q1,q2}

{
SBG[q1, q2] | C[q1,2] = Γ1,2 & E [qk] +

∫ ∑

i

δE
δqi

∣∣∣∣
qk

(
qi − qki

)
dxdy = E

}Le fait de ramener le problème initial à la re
her
he du maximum d'unefon
tion 
on
ave, sous 
ontrainte linéaire est très intéressant : le problèmeadmet une solution unique, qu'il est possible de 
al
uler en relaxant la
ontrainte linéaire.Par ailleurs, on peut montrer que l'entropie 
roit à 
haque pas , et quel'énergie E est atteinte par valeur supérieure :
SBG[qk+1

1 , qk+1
2 ] > SBG[qk1 , q

k
2 ] E [qk+1

1 , qk+1
2 ] ≥ EL'entropie étant majorée (par 
elle de l'état totalement mélangé), la 
onver-gen
e de l'algorithme est assurée pour les états à température négative74



Annexe : l'algorithme de Turkington et Whitaker(C < 0), si l'état initial q0
1 , q

0
2 a une énergie supérieure à la 
ontrainte E. Ilest à 
et e�et utile de 
al
uler au préalable les états maxima d'énergie pourinitialiser l'algorithme. En outre, les états à température positive (C > 0)sont uniques.Implémentation de l'algorithmeLes points 
ritiques du problème variationnel pré
édent sont les points
ritiques du Lagrangien

Lk[q1, q2](γ1, γ2, C) = −SBG[q1, q2] +
∑

i

γi (C[qi] − Γi)

+
C

R2

(
E [qk] +

∫ ∑

i

δE
δqi

∣∣
qk

(
qi − qki

)
dxdy − E

)On 
her
he les valeurs de γk+1
1 , γk+1

2 et Ck+1 asso
iées à la solutiondu problème variationnel pré
édent. Le 
al
ul des points 
ritique donne le
hamp de vorti
ité potentielle 
orrespondant
qk+1
i = σi tanh

(
Ck+1
i

(
ψk+1
i − ψk+1

ifr

)
− γk+1

i

) (2.36)ave
 Ck+1
1 = δCk+1, Ck+1

2 = (1 − δ)Ck+1. On peut montrer que les pa-ramètres de Lagrange γk+1
1 , γk+1

2 et Ck+1 sont l'unique maximum de lafon
tion
L∗
k(γ1, γ2, C) = min

q1,q2
{Lk[q1, q2](γ1, γ2, C)}] = Lk[q

k+1
1 , qk+1

2 ](γ1, γ2, C)On obtient l'expression de qk+1
1 , qk+1

2 , en utilisant l'équation (2.36), et lesexpressions de ψk+1
1 , ψk+1

2 obtenues en inversant les équations (2.8) et (2.8)pour qi = qki . Le problème est alors ramené à la re
her
he numérique dupoint où les dérivées premières de L∗
k(γ1, γ2, C) s'annulent. Un 
ritère de
onvergen
e numérique est utilisé pour déterminer si la pro
édure doit êtreréitérée ou non.Cal
ul numérique des maxima d'énergieLes états maxima d'énergie sont 
ara
térisés par C → −∞ : pour unsystème à deux niveaux, la relation q−ψ est une fon
tion de Heaviside dans
haque 
ou
he, d'après (2.36) : 75



2. Jets intenses dirigés vers l'est dans un domaine fermé
qi =

{
σ+
i if ψi < ψic = R2γi/C + ψifr

−σ−
i if ψi > ψic = R2γi/C + ψifr

(2.37)Cher
her les maxima d'énergie à 
ir
ulation �xée revient à trouver le maxi-mum de
Lk[q1, q2](ψ1c, ψ2c) = E [q1, q2] −

∑

i

µi (C[qi] − Γi)où µi = limC→−∞ (R2γi/C). La pro
édure pour le 
al
ul des maxima estalors :� Connaissant qk1,2, on 
al
ule le 
hamp de fon
tion 
ourant ψk+1
1,2 (x, y)en inversant les équations (2.8) et (2.8).� On 
her
he ensuite les valeurs ψk+1

c1,c2 qui maximisent Lk[q1, q2](ψ1c, ψ2c)(le maximum existe et est unique)� Le 
hamp de vorti
ité qk+1
1,2 est ensuite 
al
ulé en appliquant la pro
é-dure 2.37 au 
hamp ψk+1

1,2 (x, y)� la pro
édure est réitérée jusqu'à 
e qu'un 
ritère numérique de 
onver-gen
e soit atteint.
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Chapitre 3Critères de stabilité :appli
ation aux jets dirigés versl'est
Dans le 
hapitre pré
édent, nous avons dé
rit des

q+  qδq

solutions stationnaires qui présentent un 
ourant fortet lo
alisé dirigé vers l'est (
omme le Gulf Streamet le Kuroshio), dans le 
adre de modèles quasi-géostrophiques(QG) �équivalents barotropes� (une 
ou
he). Nous avons
on
lu qu'il existe des états purement inertiels qui reproduisent 
ertainsaspe
ts de la 
ir
ulation e�e
tivement observés dans les o
éans. L'étapesuivante a 
onsisté à déterminer si 
es états inertiels sont des états préditspar la mé
anique statistique. Nous avons montré que 
e n'est pas le 
as.Nous voulons maintenant dis
uter la stabilité de 
ette solution, et dé
rirel'évolution des perturbations.Nous montrerons dans 
e 
hapitre qu'en l'absen
e de frontières à l'ouestet à l'est d'un domaine re
tangulaire, les jets intenses dé
rits dans la partiepré
édente sont linéairement stables. En pratique, on rempla
e la 
onditiond'imperméabilité aux bords ouest et est du domaine par des 
onditionspériodiques. Le résultat est aussi valable pour un 
anal1 d'extension zonalein�nie (ou périodique).La méthode utilisée a un intérêt en soi, 
ar elle permet de 
on
lure à la1Il s'agit d'un domaine sans frontières à l'est et à l'ouest.77



3. Critères de stabilité : appli
ation aux jets dirigés versl'eststabilité dans un 
as où les 
ritères 
lassiques ne peuvent être appliqués.Plan du 
hapitreLa première se
tion sera 
onsa
rée au rappel des 
ritères 
lassiquesde stabilité pour un domaine fermé ou pour un 
anal, et à la des
riptionde quelques extensions de 
es 
ritères. Nous montrerons dans la deuxièmese
tion que les 
ritères 
lassiques ne permettent pas de 
on
lure à la stabi-lité linéaire des jets dirigés vers l'est, mais qu'il est en revan
he possible dele faire en appliquant les extensions de 
es 
ritères. Nous donnerons dansla troisième se
tion une présentation de l'évolution temporelle des per-turbations de la position d'un front de vorti
ité potentielle qui illustrera demanière qualitative les résultats pré
édents.La suite du 
hapitre est rédigée en anglais. Il s'agit d'une partie d'unarti
le en préparation, é
rit en 
ollaboration ave
 F. Bou
het et E. Simon-net.3.1 Classi
al 
riteria for stability, with anextensionWe dis
uss in this se
tion the di�erent existing 
riteria in order to provethe stability of a �ow. Let us 
onsider the 
ase of the equivalent barotropi
,quasi-geostrophi
 equations in an arbitrary domain D :
∂tq + J(ψ, q) = 0 with J(ψ, q) = ∂xψ∂yq − ∂yψ∂xq , (3.1)

q = ∆ψ − ψ

R2
+ βcy , (3.2)with boundary 
onditions ψ = ψfr on ∂D : there is no normal �ow a
rossthe boundary of the domain in whi
h the �ow takes pla
e. To simplify thedis
ussion, we will 
onsider ψfr = 0, but this hypothesis 
an easily berelaxed. Similarly, all the results obtained in this subse
tion apply also fora �ow taking pla
e in a periodi
 domain, or in a 
hannel (with a no normal�ow 
ondition on one side, and a periodi
 
ondition on the other side).Our aim is here to dis
uss the stability of a stationary solution q, ψ.Any state of the �ow is fully 
hara
terized by its streamfun
tion ψ and its78
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q+  qδq

Fig. 3.1: Formal stability. We represent the isolines of a fun
tional 
onserved by thedynami
, in the 
on�guration spa
e (any point 
orresponds to a state q(x, y)). Thefun
tional has been 
hosen su
h that the stationary state q is one of its extremizers. Asthe fun
tional is 
onserved by the dynami
s, any su�
iently small perturbation around
q is 
on�ned on one of the 
lose isolines.potential vorti
ity �eld q. It is stationary (∂tq = 0) if and only if the isolinesof the potential vorti
ity q are also streamlines (isolines of ψ).This se
tion is organized as follows : we �rst present the di�erent 
on
eptsof stability, then give more pre
isely the Arnold 
riteria for the nonlinearstability and propose an extension of the se
ond 
riteria. Lastly, we reviewthe 
lassi
al 
riteria for linear stability when the �ow takes pla
e in a 
han-nel (with north and south boundaries, but no boundaries in the west or inthe east), and give an extension of those 
riteria, following the same methodas for the nonlinear stability.Nonlinear, formal and linear stabilityWe pre
ise in this subse
tion the di�erent stability properties for a dy-nami
al system, around a stationary solution written q. One 
an �nd morepre
ise de�nitions and dis
ussions of those 
on
epts in [59℄.Let us 
onsider an arbitrary potential vorti
ity �eld q = q + δq, whi
his related to the streamfun
tion ψ = ψ + δψ by 79
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ation aux jets dirigés versl'est
q = ∆ψ − ψ

R2
+ βcy (3.3)

δq = ∆δψ − δψ

R2
(3.4)The nonlinear stability of the solution q means that any perturbation

q = q+ δq remains bounded during its temporal evolution by the dynami
s(3.1), whi
h 
an be expressed in terms of a temporal evolution for δq
∂tδq + J

(
ψ, δq

)
+ J (δψ, q) + J (δψ, δq) = 0 ,To show nonlinear stability, one has �rst to de�ne a norm, and to showthat any perturbation δq remains bounded for this norm during its tempo-ral evolution through the nonlinear dynami
s.The linear stability of the solution q means that any perturbation

q = q+ δq remains bounded during its temporal evolution by the linearizeddynami
s
∂tδq + J

(
ψ, δq

)
+ J (δψ, q) = 0 , (3.5)As for the nonlinear stability, one has to de�ne a norm and to show thatthe perturbation is bounded for this norm during its evolution trough thelinearized dynami
s.The formal stability of the solution q means that there exists a 
onser-ved quantity (a fun
tional F [q]) whose �rst variation δF vanishe for q = q,and whose se
ond variations δ2F are de�nite positive (or negative) for q = q.It 
an be shown that the se
ond variations of F are 
onserved by thelinearized dynami
s, and then that formal stability implies linear stability.We will present the expli
it 
omputation later, in our 
ase of interest.Qualitatively, the isolines of δ2F are 
losed around its minimum, namelythe stationary solution q, as in �gure 3.1. Sin
e δ2F is 
onserved by the li-nearized dynami
s, any perturbation δq of the stationary solution q remainson one of these 
losed isolines during its evolution through the linearizeddynami
s.In �nite dimension, formal stability implies also nonlinear stability. Inour 
ase of interest (in�nite dimension), formal stability does not ne
essarilyimplies nonlinear stability.80



Classi
al 
riteria for stability, with an extensionThe Arnold 
riteriaIn this subse
tion, we re
all the Arnold 
riteria for nonlinear stability.We then give an extension of these 
riteria, whi
h provides a lower boundfor nonlinear stability.Let us 
onsider �rst a stationary solution 
hara
terized by a single re-lation q = f(ψ). Let us then introdu
e the energy-Casimir fun
tional
HC [q] =

∫

D

(
(∇ψ)2

2
+

ψ2

2R2
+ s(q)

)
dxdy , (3.6)where ψ is (at least formally) obtained by inverting equation (3.2). Sin
ethe fun
tional HC [q] is the sum of the energy and of a Casimir fun
tional,it is 
onserved by the non-linear dynami
s.First variations. Let us 
ompute the �rst variations of HC

δHC =

∫

D

(
∇ψ∇δψ +

ψδψ

R2
+ s′ (q) δq

)
dxdy = −

∫

D
(ψ − s′(q)) δqdxdy ,where the se
ond equality is obtained after integrating by part the �rst termof the integral.The �rst variations of HC vanish when ψ = s′(q). The fun
tion s(q) 
analways be 
hosen su
h that the �rst variations of HC vanish for q = q. Sin
ewe have the relation q = f(ψ), we 
on
lude that when the derivative of s isthe inverse of the fun
tion f , the stationary solution q is a 
riti
al point ofthe energy-Casimir fun
tional.First 
riterion. By using the fa
t that the �rst variations of HC vanishat q = q, we have ∫D ψδqdxdy =

∫
D s

′ (q)) δqdxdy and s′′ (q) = 1/f ′ (ψ
) .We obtain then

HC [q+δq]−Hc[q] =

∫ (
(∇δψ)2

2
+

(δψ)2

2R2
+ s (q + δq) − s (q) − δq

f ′
(
ψ
)
)
dxdyLet us suppose that f ′(ψ) > 0, and let then 
onsider the quadrati
fun
tional

Q1[δq] =
1

2

∫

D

(
(∇δψ)2 +

(δψ)2

R2
+

(δq)2

max
{
f ′
(
ψ
)}
)
dxdy . (3.7)81



3. Critères de stabilité : appli
ation aux jets dirigés versl'estBy integrating twi
e the inequality s′ (q) ≥ 1/max
{
f ′ (ψ

)}, we showeasily that (s(q + δq) − s(q) − s′(q)δq) ≥ (δq)2/
(
2 max

{
f ′(ψ)

}). We ob-tain therefore the inequality
Q1[δq] ≤ HC [q + δq] −HC [q] . (3.8)Noti
e that this equation is valid whatever the perturbation δq,whi
h is not ne
essarily small.A su�
ient 
ondition for stability is that Q1[δq] is de�nite positive. Inthat 
ase, it de�nes a norm for the perturbation δq. This norm is ne
essarilybounded, sin
e the fun
tional HC is 
onserved by the dynami
s :

∀t , Q1[δqt] ≤ HC [q + δq0] −HC [q] , (3.9)where δqt is the perturbation at a given time t, and δq0 is the initial per-turbation.We see from equation (3.7) that Q1 is positive de�nite if f ′ (ψ
)
> 0everywhere. We 
on
lude that the stationary solution is always non-linearly stable if the potential vorti
ity q is a stri
tly in
reasingfun
tion of the streamfun
tion ψ. This is the �rst Arnold 
riterion.Se
ond 
riterion. Let us now 
onsider the 
ase f ′ (ψ

)
≤ 0 everywhere.Let us then 
onsider the quadrati
 fun
tional

Q2[δq] = −1

2

∫

D

(
(∇δψ)2 +

(δψ)2

R2
+

(δq)2

min
{
f ′
(
ψ
)}
)
dxdy . (3.10)By using the same arguments than in the previous paragraph, we obtain�rst the inequality

Q2[δq] ≤ HC [q] −HC [q + δq0] , (3.11)and then 
on
lude that the solution q is stable if Q2 is positive de�nite.We then introdu
e the orthonormal basis of Lapla
ian eigenmodes −∆ei =
λiei, with eigenvalues {λi}i≥1 in in
reasing order. The perturbation 
an bede
omposed on this basis : δq =

∑
i≥1 δqiei, and the relation δq = ∆δψ −

R−2δψ gives δqi = − (λi +R−2) δψi. Finally, the quadrati
 form Q2 
an bewritten :82



Classi
al 
riteria for stability, with an extension
Q2 = −1

2

∑

i≥1

(
1

λi +R−2
+

1

β̃

)
δq2
i with β̃ = min

{
f ′ (ψ

)} (3.12)We see that this quadrati
 form is positive de�nite when its smallesteigenvalue is stri
tly positive, whi
h provides then the 
ondition
−
(

1

λi +R−2
+

1

β̃

)
> 0 ⇒ β̃ > −

(
λ1 +R−2

)We 
ould have obtained similarly this result by using the Poin
aréinequality ((∆δψ)2 > λ1 (∇δψ)2 ) . However, it will 
onvenient to 
onsiderthe previous de
omposition to extend this se
ond 
riterion.We 
on
lude that Q2 is positive de�nite if − (λ1 +R−2) < f ′ (ψ
)
≤ 0everywhere. This is the se
ond Arnold 
riterion for nonlinear stability : the�ow is stable if the potential vorti
ity q is a de
reasing fun
tionof the stream fun
tion ψ, with the 
ondition f ′ > − (λ1 +R−2). Wenoti
e that the presen
e of a �nite Rossby radius of deformation R makesthis 
riterion less restri
tive than the barotropi
 
ase (R = +∞). In thelimit R → 0, there is stability of the �ow, if f ′ (ψ

) is negative and �niteeverywhere. The Rossby radius of deformation has thus a stabilizinge�e
t.An extension of the se
ond 
riterionTo obtain the Arnold 
riterion, we have taken advantage of the 
onser-vation of an energy-Casimir fun
tional HC . There exists an in�nit numberof additional 
onserved quantities, namely the other Casimir fun
tionals.The perturbation δqt at a given time is then 
onstrained by the values ofthe Casimir fun
tional pres
ribed by the initial perturbation δq0.By using one of those additional 
onstraints, it is shown in thefollowing that it is possible to lower the bound for f ′ in the se
ondArnold 
riterion.Let us give �rst a qualitative pi
ture of the proof for stability. Let us
onsider for instan
e a s
hemati
 representation of the isolines of HC , pro-je
ted on the plane δq1, δq2, the 
ontribution of the two smallest Lapla
ianeigenmodes. In the 
ase presented on �gure 3.1, HC is a saddle for δq = 0.83
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Fig. 3.2: S
hemati
 representation of isolines of the fun
tional HC : the stationarystate (δq = 0) is a saddle. However, if one restri
t the admissible range of PV �eldsduring the evolution of the perturbation δq, this saddle be
omes an extremum : this isthe 
ase when for instan
e the the perturbations are 
onstrained to follow the dashedpurple line (whi
h does not ne
essarily pass through 0).The �Arnold type� 
riterion 
annot then be used dire
tly to prove stabi-lity. However, if the 
onservation of the other Casimir fun
tionals imposesa 
ondition on the perturbations δq, the saddle 
an be
ome an extremum.For instan
e, if the perturbation has to lie on a straight line (the dashedpurple line on the �gure, whi
h does not ne
essary 
ross the saddle) thenthe fun
tional HC admits an extremum along this line.Let us 
onsider the quadrati
 fun
tional Q2 given by equation (3.12). Itwill be 
onvenient to distinguish a subset {e′i}i≥1 on whi
h the Lapla
ianeigenmodes are zero (〈e′i〉 = 0), and a subset {e′′i }i≥1 on whi
h they are notzero (〈e′′i 〉 6= 0). The 
orresponding Lapla
ian eigenvalues λ′′i and λ′i are inin
reasing order in both subsets. We have
Q2[δq] = −

∑

i≥1

Λ′
iδq

′
i
2 −

∑

i≥1

Λ′′
i δq

′′
i
2
, with (3.13)

Λ′
i =

1

λ′i +R−2
+

1

β̃
, Λ′′

i =
1

λ′′i +R−2
+

1

β̃
, β̃ = min

{
f ′ (ψ

)}
.The 
onservation of the total 
ir
ulation (C [q + δq] = 〈q + δq〉) of the84



Classi
al 
riteria for stability, with an extension�ow by the dynami
s provides the 
onstraint
〈δq〉 = δq =

∑

i≥1

δq′′i 〈e′′i 〉 = 〈δqt=0〉 = δΓ0 .We use then this 
onstraint to express one 
oordinate in term of theothers :
δq1 =

1

〈e′′1〉

(
δΓ0 −

+∞∑

i=1

δqi 〈e′′i 〉
)

,where we have used two properties of the smallest Lapla
ian eigenmode
e1 : i) it is always non degenerate ii) it has always a non-zero mean value(〈e1〉 6= 0). The quadrati
 fun
tional Q2 given by equation (3.12) be
omesthen
Q2[δq] = −

∑

i≥2,j≥2

(
δi,jΛ

′′
i +

〈e′′i 〉
〈
e′′j
〉

〈e′′1〉2
Λ′′

1

)
δq′′i δq

′′
j−
∑

i≥1

Λ′
iδq

′
i
2
+linear termswhere δi,j is the Krone
ker symbol.To show that this fun
tional is de�nite positive, one has to diagonalizeit, and to show that it smallest eigenvalue is stri
tly positive.In the subspa
e of zero-mean Lapla
ian eigenvalues, Q2[δq] is diagonal,and its smallest eigenvalue is positive if β̃ > − (λ′1 +R−2).In the subspa
e of non zero-mean Lapla
ian eigenvalues, the fun
tional

Q2[δq] is not diagonal, but it will not be ne
essary to diagonalize it expli-
itly. We want solely to know the 
riti
al value of β̃ for whi
h the smallesteigenvalue in this subspa
e is zero. For this 
riti
al value, one has
∀i ≥ 2 , Λ′′

i δq
′′
i +

∑

j≥2

〈e′′i 〉
〈
e′′j
〉

〈e′′1〉2
Λ′′

1δq
′′
j = 0By multiplying this equation by 〈e′′i 〉 /Λ′′

i , summing over i ≥ 2, anddividing the whole sum by ∑j≥2

〈
e′′j
〉, we obtain the 
ondition

∑

i

〈e′′i 〉2

(λ′′i +R−2)−1 + β̃−1
= 0 (3.14)Let us 
all − (λ∗1 +R−2) the greatest value of β̃ su
h that the previousequality is satis�ed. This 
orresponds to the 
riti
al value of β̃, below whi
h85
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ation aux jets dirigés versl'estthe fun
tional Q2 is no more positive de�nite in the subspa
e of non-zeromean Lapla
ian eigenmodes.Remembering that β̃ = min
{
f ′ (ψ

)}, we 
on
lude that when taking intoa

ount the 
onstraint given by the 
ir
ulation 
onservation, the fun
tional
Q2 is positive de�nite, and thus the �ow is nonlinearly stable if :

min
{
f ′ (ψ

)}
> −

(
min {λ′1, λ∗1} +

1

R2

). Let us show that this 
riterion lowers the bound given by the se
ond Ar-nold 
riterion. It has already been said that the lowest Lapla
ian eigenmodeis always asso
iated to a non zero-mean eigenmode, and is non-degenerate :
λ′′1 = λ1. It implies λ′′1 < λ′1. Furthermore, a dire
t analysis of (3.14) showsthat λ′′1 < λ∗1. Finally, we have (min {λ′1, λ∗1} +R−2) > (λ1 +R−2). Noti
ethat the subset of zero-mean Lapla
ian eigenmodes is generi
ally empty ifthe domain geometry admits no parti
ular symmetry axis. In that 
ase, the
riterion for stability be
omes simply min {f ′} > − (λ∗1 +R−2).To 
on
lude, taking into 
onsideration the 
onstraints givenby the 
onservation laws of the dynami
s allows to improve thestability 
riteria based on the energy-Casimir fun
tional method.This result is parti
ularly interesting in the 
ontext of the Robert-Sommeria-Miller statisti
al theory for the potential vorti
ity, in non vis
oustwo-dimensional and geophysi
al �ows : those theories predi
t a �nal (atsu�
iently large time) organization of the �ow, 
hara
terized by a mono-toni
 q − ψ relation. It is an important issue to determine whether thosestates are nonlinearly stable or not. Thanks to the se
ond Arnold 
riterion,this was proven for a large 
lass of statisti
al equilibria. Our result extendthe proof of nonlinear stability to an even larger 
lass of equilibria. It is stillan open question to prove this result for all the statisti
al equilibria.Link with linear and formal stabilityWe have explained earlier that nonlinear stability implies formal stabi-lity and linear stability. The link with formal stability be
omes 
lear when
omputing the se
ond variations of HC :

δ2HC [δq] =
1

2

∫

D

(
(∇δψ)2 +

(δψ)2

R2
+

(δq)2

f ′(ψ)

)
dxdy . (3.15)86



Classi
al 
riteria for stability, with an extensionThere is formal stability if δ2HC is positive (or negative) de�nite. To makeexpli
it the link between formal and linear stability, let integrate by partthe previous equation. We obtain then the expression
δ2HC [δq] =

1

2
〈δqHδq〉 where H = −

(
∆ − 1

R2

)−1

+
1

f ′
(
ψ
) (3.16)It is then straightforward to 
he
k that the linear dynami
s (3.5) 
an bewritten on the form

∂tδq = J(Hδq, q) , (3.17)and then to show that the fun
tional δ2HC , sometimes referred as pseudo-energy, is 
onserved by the linearized dynami
s. From the previous analysis,two 
riteria for linear stability 
an readily been stated :� 
riterion (i) If f ′ (ψ
)
> 0 everywhere, then δ2HC [δq] ≥ Q1[δq],where Q1 is given by equation (3.7). This means that δ2HC is positivede�nite if Q1 is positive de�nite, whi
h is true if min

{
f ′ (ψ

)}
> 0.� 
riterion (ii) Similarly, if f ′ (ψ

)
< 0 everywhere, then −δ2HC [δq] ≥

Q2[δq], where Q2 is given by equation (3.10). This means that −δ2HCis positive de�nite ifQ2 is positive de�nite, whi
h is true ifmin
{
f ′ (ψ

)}
>

−
(
min {λ′1, λ∗1} + 1

R2

).In both 
ase, ±δ2HC de�nes a norm for the perturbation, and is 
onser-ved by the linearized dynami
s : it provides thus the linear stability of thesolution q when the previous 
riteria are ful�lled.Re�nement of the 
riteria for linear stabilityNoti
e that in 
ase ii), the inequality−δ2HC [δq] ≥ Q2[δq] is not optimal.As far as −δ2HC [δq] is itself a quadrati
 fun
tional, one 
an obtain a better
riterion for linear stability by diagonalizing it dire
tly. To that purpose, wefollow the method proposed by Ghil and Wolansky [138, 137℄, by 
onsideringthe generalized eigenvalue problem
∆φ− φ

R2
+ µ

φ

f ′
(
ψ
) = 0 , (3.18)whi
h has the familiar form of a S
hrödinger equation for an energy levelequal to zero. Sin
e −f ′ (ψ

)
> 0, the generalized eigenvalue problem hasa 
omplete set of eigenfun
tion {φi}i≥1, orthonormal with respe
t to the87



3. Critères de stabilité : appli
ation aux jets dirigés versl'estmeasure −dxdy/f ′ (ψ
), and asso
iated to positive eigenvalues 0 < µ1 ≤

.. ≤ µi → ∞. By using (3.16), it is then straightforward to show that Hei =
−λiei/f ′ (ψ

), with ei = −f ′ (ψ
)
φi and λi = 1 − 1/µi. By de
omposing theperturbation on this basis, we then obtain

−δ2HC =
∑

i≥1

λiδq
2
i with δq =

∑

i≥1

δqiei(x, y) (3.19)Without 
onstraint on the perturbation δq, we see dire
tly thatthis fun
tional if positive de�nite if λ1 > 0. In the following, thiswill be referred as 
riterion (ii-a).The previous 
ase is the analogous of the se
ond Arnold 
riterion. Byfollowing the same kind of 
omputations than for the extension of the se
ondArnold 
riterion (see previous subse
tion), one 
an take advantage of the
onservation of the quantity 〈δq〉 = δΓ0 by the linearized dynami
s (3.5) inorder to obtain a larger 
riterion for stability. The 
omputation is 
arriedin annex A, where it is shown that the solution q is formally (and thenlinearly) stable when
min {λ′1 , λ∗1 } > 0 , (3.20)where λ′1 is the smallest generalized eigenvalues of H asso
iated to azero-mean eigenmode2 (〈e′1〉 = 0)), and where λ∗1 is the smallest zero of

f(x) =
〈e1〉2
λ1

+
∑

i≥2

〈ei〉2
λi − x

. (3.21)Sin
e the smallest generalized eigenve
tor of H is always non-degenerate,with a non-zero mean value, we have ne
essarily λ′′1 = λ1 < λ′1. In addition,a dire
t analysis of equation (3.21) gives λ1 < λ∗1. This 
riterion, thatwill be referred as (ii-b) in the following, is thus less restri
tivethan the 
riterion (ii-a).In pra
ti
e, the dis
ussion for the stability will require the 
omputationof the solutions of the generalized eigenvalue problem (3.18).2Noti
e that this eigenmode does not exist generi
ally if the domain has no symmetryaxis. In that 
ase, one 
an 
onsider λ′1 = +∞.88



Classi
al 
riteria for stability, with an extensionThe 
ase of a 
hannelBe
ause of its 
onsiderable simpli�
ation for analyti
al and numeri
al
omputations, the 
ase of 
hannel �ows have been widely studied in theliterature (see for instan
e [129, 38, 137, 138℄). We 
onsider here the 
aseof either a periodi
 (ψ(x+ L, y) = ψ(x, y)) or of an in�nite 
hannel in thezonal (x) dire
tion, with north (y = 1) and south (y = −1) boundaries,whi
h provide the 
onditions ψ(1) = ψfr and ψ(−1) = ψ−fr. Noti
e thatthe 
onstant ψ±fr 
an a priori be di�erent on both boundaries.We 
onsider in the following the parti
ular 
ase of a parallel stationary�ow 
hara
terized by its potential vorti
ity q(y) or its stream fun
tion ψ(y).There is no meridional velo
ity (uy = ∂xψ = 0), but only a zonal 
omponent
ux = −∂yψ. Let us �rst present the 
lassi
al 
riteria for the linear stabilityof su
h �ows, then re
all the link between those 
riteria and the formalstability, and �nally give an extension of those 
riteria.The (
lassi
al) Rayleigh-Kuo-Fjortoft 
riteriaThe Rayleigh 
riterion (1880) was originally proposed in the 
ontextof the Euler equation (R = +∞ and βc = 0). It states that any stationaryzonal solution is stable if the potential vorti
ity q(y) is a monotonefun
tion of y. The Kuo 
riterion (1949) is the same, ex
ept that it in-
ludes the e�e
t of a beta plane (βc 6= 0). Those 
riteria are also un
hangedwhen one 
onsiders a �nite value for R.The Fjortoft Criterion (1950) is more general : it states that anystationary zonal solution is stable if (ux − Us) dq/dy > 0, for any va-lue of y, where Us is a 
onstant that 
an be 
hosen arbitrarily. This 
riterionis more general than the previous one : if one 
hooses Us > maxy{u(y)} (or
Us < miny{u(y)}), then this su�
ient 
ondition be
omes dq/dy < 0 (or
dq/dy > 0).To obtain the Fjortoft 
riterion, one must �rst noti
e that in the 
aseof a 
hannel �ow, the problem is Galilean invariant in the x dire
tion : thevelo
ity is then de�ned by ux(x, y) = −∂yψ + Us, where Us is a 
onstantthan 
an be 
hosen arbitrarily.Let us now 
onsider the fun
tional (3.22), written slightly di�erently :89
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δ2HC [δq] =

1

2

∫

D

(
(∇δψ)2 +

(δψ)2

R2
+
dψ/dy

dq/dy
(δq)2

)
dxdy . (3.22)This fun
tional is de�nite positive, 
onserved by linearized dynami
s :the �ow is therefore formally stable if (dψ/dy) / (dq/dy) > 0, whi
h givesthen the su�
ient 
ondition − (ux − Us) / (dq/dy) > 0, whatever Us : were
over the Fjortoft 
riterion for linear stability.Noti
e that it is not ne
essary to assume that there is a single relation

q = f
(
ψ
) in the whole domain to derive su
h 
ondition for stability.The previous 
riteria are obtained by �nding a 
ondition to have δ2HCpositive de�nite, like for the �rst Arnold 
riterion (i). Let us now giveanother 
riterion, by �nding a 
ondition to have δ2HC negative de�nite,like in the 
ase of the se
ond Arnold 
riterion (ii) and of its extension (ii-a) and (ii-b). The translational invarian
e of the problem in the 
ase of a
hannel �ow will allow to improve the 
riterion (ii-b) given by (3.20) .An extension of the 
riteria for stability in a 
hannelLet us de
ompose the perturbation on Fourier modes in the x dire
tion :

δq(x, y) =
+∞∑

k=−∞
δqk(y) exp

(
2iπk

x

L

)By proje
ting the equations (3.5) for the linearized dynami
s on theFourier modes (in the x dire
tion), one �nds that for ea
h value of k,
∂tδqk =

2iπk

L
J (Hkδqk, q) with Hk = −

(
d2

dy2
− 4k2π2

L2
− 1

R2

)−1

+
1

f ′
(
ψ
) ,(3.23)where i refers to the imaginary unit, and where δqk is a fun
tion of y andtime t only. To show the linear stability of the stationary solution q, it isthen su�
ient to show the linear stability of the perturbation δqk, for anyvalue of k, sin
e ea
h 
omponent evolves independently of the others.To that purpose, the formal stability of the solution 
an be shown by
onsidering the fun
tional −δ2HC,k = 〈δqkHkδqk〉, where the notation 〈·〉90



Classi
al 
riteria for stability, with an extensionstands now for an average in the y dire
tion. This fun
tional is quadrati
and 
onserved by the linearized dynami
s (3.23).It is therefore su�
ient to give a 
ondition for this fun
tional to be posi-tive de�nite. Sin
e the demonstration follows step by step the one presentedon the sub-subse
tion "Re�nement of the 
riteria for stability", we give onlythe result.Let us 
all {µk,i}i≥1 the set of solutions of the generalized eigenvalueproblem
d2φk,i
dy2

−
(

4π2k2

L2
+

1

R2

)
φk,i = −µk,if ′ (ψC

)
φk,i . (3.24)where the {φk,i}i≥1 de�nes a 
omplete basis, orthonormal with respe
t tothe measure −dyf ′ (ψ

). It is straightforward to show that −δ2HC,k =
∑

i ≥
λk,iδq

2
k,i, where

λk,i = 1 − 1

µk,i
, qk =

∑

i≥1

δqk,iek,i with ek,i(y) = −f ′ (ψ
)
φk,i(y).If λi,k > 0 whatever the values of i and k, then the �ow is stable.This 
riterion is exa
tly the same as the 
riterion (ii-a). In that 
ase, thestationary solution is an extremum of the energy-Casimir fun
tional.However, it will now be possible to obtain a better 
riterion than (ii-b)by noti
ing that the quantity 〈δqk〉 is 
onserved by the linearized dynami
s(3.23) for ea
h given value of k. It provides then an in�nite numberof 
onstraints (one for ea
h value of k) that 
an be taken intoa

ount. We obtain then the following 
riterion (ii-b-
hannel) : the �owis stable when

∀k, min
{
λ′k,1 , λ

∗
k,1

}
> 0 , (3.25)where the λ′k,i is the smallest eigenvalue among {λk,i}i≥1, asso
iated toa zero mean eigenmode (〈ek,i〉 = 0), and where λ∗1 is the smallest zero ofthe fun
tion

fk(x) =
〈ek,1〉2
λk,1

+
∑

i≥2

〈ek,i〉2
λk,i − x

. (3.26)Noti
e that 
riterion is better than (3.20). Suppose for instan
e thatwhatever the value of k, λk,1 is negative, while all the other eigenvaluesare positive : the energy Casimir fun
tional admits an in�nite number91



3. Critères de stabilité : appli
ation aux jets dirigés versl'estof unstable dire
tion (the eigenmodes ek,1(y)). Taking into a

ount the
onstraints, whi
h provides the 
riterion (3.25), this saddle point be
omesin some 
ases an extremum, whi
h then provides the proof of the linearstability of the �ow.3.2 Appli
ation : linear stability of aneastward jet in a 
hannelIn this se
tion, we show the linear stability of an intense eastward jet
hara
terized by a single q − ψ relation in the whole domain. The interestis twofold : i) su
h �ow does exist in mid latitude o
eans ; this point will bedis
ussed at the end of this se
tion, and ii) this is a 
ase where none of theprevious 
riteria but the extension (3.25) 
an be used to show the stabilityof the �ow.On the Boundary 
onditionsIn the following, we 
onsider the 
ase a 
hannel with the boundary
onditions ψ(−1) = ψ(1) = ψfr. Be
ause we look for a symmetri
 solu-tion (ψ(y) = −ψ(−y)), we 
hoose ψfr = 0. We 
ould have 
hosen a prioridi�erent values of ψfr at north and south boundaries to satisfy the imper-meability 
onstraint. However, if those north and south boundaries were
onne
ted by east or west boundaries, those values would have to be equal.This 
hoi
e has thus to be interpreted as a �rst step toward the more 
om-pli
ated 
ase of the stability of an eastward jet in a 
losed domain.On the q − ψ relationNoti
e that a 
lass of inertial solutions presenting an eastward jet ina 
hannel have already been des
ribed in former studies [50, 49℄. In thosestudies, the streamfun
tion pro�le ψ(y) was �rst �xed, with the requiredproperties, namely a strong and lo
alized eastward jet around y = 0 (∂yψ <
0 for −yc < y < yc, with yc ∼ R) and an uniform westward re
ir
ulation inthe whole domain (∂yψ > 0 for −y < yc and for y > yc). This is for instan
erealized by the 
hoi
e

ψ(y) = − tanh
( y
R

)
+ y tanh

(
1

R

)
,92



Appli
ation : linear stability of an eastward jet in a 
hannelThen the vorti
ity q(y) = ψ
′′ − ψ/R2 + βcy 
an be 
omputed. It is easy toshow that for su�
iently high values of βc, q(y) is monotoni
, and then thejet is linearly stable, by using the Kuo 
riterion [88℄.However, this solution 
ould not been studied in the 
ase of a 
losed do-main (by 
onsidering east and west boundaries) : to ea
h streamline above

yc (or below −yc) 
orresponds a single streamline between 0 and yc. If theywere east and west boundaries, those streamlines should be 
onne
ted atboundaries, to satisfy the impermeability 
onstraint, and thus be 
hara
te-rized by the same value of the potential vorti
ity q, in order to be 
onsistentwith the fa
t that iso-lines of the potential vorti
ity are also streamlines forstationary �ows. In the example given above, this is not the 
ase.Our point of view will be here rather to 
onsider a given and uniquerelation q = ψ, to show that there exists a stationary solution with therequired properties, and then to show the stability of the �ow. The stabilityof those kind of �ows is not an obvious issue : let 
onsider any 
ontinuous,monotoni
 q − ψ relation, and a stationary pro�le ψ(y). Be
ause of theboundary 
onditions in the 
hannel (ψ(±1) = 0), we have q(−1) = q(1).The potential vorti
ity q(y) is not a stri
tly monotoni
 fun
tion of y, andthe Kuo 
riterion does not apply for su
h states. It means that we need togo further this 
riterion to prove linear stability of the states we des
ribe.Des
ription of a stationary solution presenting aneastward jetWe 
ompute and des
ribe in this subse
tion a stationary state presentingan eastward jet, in the 
ase of the relation q = 1 − 2H(ψ), where H is theHeaviside fun
tion (H(ψ) = 1 if ψ > 0, 0 else). We 
onsider a 
ase wherethere is as mu
h positive as negative PV in the 
hannel. We expe
t to havean eastward jet if all the positive PV is in the north (y > 0), and all thenegative PV is in the south (y < 0). Let us �rst 
ompute the streamfun
tion,by inverting the relation
∆ψ − ψ

R2
= 2H (y) − 1 − βcy . (3.27)This equation 
an be dire
tly solved. For y > 0, the solution is given by

ψ = R2 cosh
y

R
+R2

(
1 − βc − cosh

1

R

)
sinh y

R

sinh 1
R

+R2 (βcy − 1) , (3.28)93



3. Critères de stabilité : appli
ation aux jets dirigés versl'estand is antisymmetri
 : ψ (−y) = −ψ (y). The form of the streamfun
tionis presented �gure 3.2, for R = 0.05 and βc = 0.5. The 
orrespondingvelo
ity �eld is purely zonal. A strong eastward jet is distinguished at themiddle of the domain, where ψ is de
reasing, and a westward re
ir
ulationtaking pla
e in the whole domain, where ψ is in
reasing. In the limit ofsmall Radius of deformation R → 0, the jet width, de�ned by the distan
ebetween the extrema of ψ, is of order R, and the velo
ity at the middle ofthe eastward jet (in y = 0) is of order R :
u0
x = −dψ

dy

∣∣∣∣
y=0

= R − βcR
2 + o

(
βcR

2
) (3.29)Two limit 
ases for the westward re
ir
ulation are distinguished, a

ordingto the value of βc :� if βc → 0, the westward re
ir
ulation of the �ow is mostly 
on�ned atthe north and south boundaries, as strong jets of 
hara
teristi
 width

R.� if βc → 1, the westward re
ir
ulation takes pla
e in the whole 
hannel,as a weak 
urrent of 
hara
teristi
 length 1.The 
ase presented on �gure 3.2 is an intermediate situation between thosetwo 
ases.Noti
e that this solution exists if and only if the streamfun
tion ψ(y)remains negative for any y ∈ [0 1]. If the sign of the streamfun
tion 
hangesin y ∈ [0 1], then the sign of the PV �eld also 
hanges, as q = 1 − 2H(ψ),whi
h is not 
onsistent with the initial assumption that q(y) > 0 for y > 0.Taking the limit R → 0, one �nds that the 
ondition for the existen
e ofthe solution with an eastward jet is then βc < 1.Be
ause q(y) is not a stri
tly in
reasing fun
tion of y (dq/dy = 0 eve-rywhere but on the boundaries), the Rayleigh-Kuo-Fjortoft 
riteria do notapply. This 
ase is singular be
ause we have 
onsidered a non-
ontinuous
q−ψ relation. We then 
hoose qC = − tanh

(
C
R2ψC

), and will take at the endof our analysis the limit ψ → +∞ in order to re
over a step fun
tion. Howe-ver, we have seen in the previous subse
tion that the Rayleigh-Kuo-Fjortoft
riteria do not apply for zonal �ow 
hara
terized by a 
ontinuous q − ψ re-lation in a 
hannel (with the boundary 
ondition ψ(1) = ψ(−1) = cst). Itwill then be ne
essary to go further those 
riteria.94



Appli
ation : linear stability of an eastward jet in a 
hannelThe �rst step is to 
he
k that the stationary solution (3.28) obtained forthe step fun
tion still exists in the 
ase qC = − tanh
(
C
R2ψC

), for C ≫ 1. Bydoing an asymptoti
 expansion of the solution in R2/C, it is shown in annexB that this solution exists indeed. Its form is given by equation (3.28), withadditional small 
orre
tions of order o (R2/C). We dis
uss in the followingthe stability of su
h a solution in the limit C → +∞ and R → 0. The 
ase�C,R �nite� will be dis
ussed later by the mean of numeri
al 
omputation.Linear stability of the eastward jetTo dis
uss the stability of the �ow, it will be ne
essary to 
ompute theeigenvalues λk,i related to the generalized eigenvalues µk,i of (3.24) by λk,i =
1−1/µk,i. It is shown in annex C that in the 
ase of the stationary solution
ψC (3.28), whi
h pres
ribes the �potential� f ′

C (represented on �gure 3.2),these eigenvalues are
∀k, λk,1 = −βcR + o

(
R2
)

+ o

(
1

C

) and ∀i ≥ 2, λk,i = 1 + o

(
1

C

)(3.30)For a given k, the smallest eigenvalue λk,1 is negative, while the otherseigenvalues are stri
tly positive. It means that the stationary solution isa saddle for the fun
tional δ2HC given by (3.19), and the 
riterion (ii-a)
annot been ful�lled.However, it is shown in the following that the 
riterion (ii-b-
hannel)given by (3.25) is ful�lled.Noti
e �rst that for a given k, only the smallest eigenvalue λk,1 is ne-gative. Let us show that this eigenvalue is asso
iated to an eigenmode ofnon-zero mean, with 〈ek,1〉 ∼ 1.The eigenmode φk,1(y) = −ek,1(y)/f ′ (ψC
) represented on �gure 3.4 hasbeen 
omputed in annex C, see equations (3.40) and (3.46). It is a symme-tri
 de
reasing exponential lo
alized on the jet, on a 
hara
teristi
 width ∼

1/
√
R−2 + k2. This eigenmode is normalized su
h that − 〈φ2

k,1/f
′ (ψ
)〉

= 1.In the limit C → +∞, this normalization 
ondition gives φk,1(0) = 1. Wehave then 〈ek,1〉 = −
〈
φ1,kf

′ (ψC
)〉

= 1, for C → ∞.Sin
e λk,1 is always asso
iated to a non zero-mean eigenmode, and is theonly negative eigenvalue for a given k, we 
on
lude that all the eigenvalues95
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Fig. 3.3: Above : the q − ψ relation is a step fun
tion, with zero 
ir
ulation, in the
ase where all the positive PV is in the north (see se
tion 1). Below : 
orrespondingpotential when qC = fC(ψC) = − tanh
(

C
R2ψC

) with C → +∞ (see se
tion 3)96



Appli
ation : linear stability of an eastward jet in a 
hannel

Fig. 3.4: The eigenmode φk,i = −ek,1/f
′(ψ) is a symmetri
, de
reasing exponentiallo
alized around the jet (y = 0), of 
hara
teristi
 width r = 1/

√
R−2 + k2, see equation(3.40).asso
iated to a zero-mean eigenmode are stri
tly positive, and in parti
ular

λ′k,1 > 0.We have then to 
he
k that the smallest zero of the fun
tion fk(x) givenby (3.26) is stri
tly positive, for any given value of k. We give a s
hemati
representation of the two terms of this fun
tion fk(x) on �gure 3.2. The blue(plain) line 
orresponds to the term∑
i≥2 〈ek,i〉

2 /(λk,i− x) as a fun
tion of
x, while the red (plain) line 
orresponds to the term 〈ek,1〉2 /λk,1, whi
hdoes not depend on x and is negative. The zeros of f(x) are lo
ated at the
rossing between the two 
urves.It the s
hemati
 
ase presented �gure 3.2, all the 
rossing points arelo
ated in the area x > 0 : the 
riterion for stability is then ful�lled. Let usshow that is is indeed the 
ase for the solution presenting an eastward jet.Let us inje
t the expressions (3.30) of λk,i in (3.26), whi
h gives 97
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Fig. 3.5: S
hemati
 representation of the 
riterion for stability : The λk,i are theeigenvalues of Gk, with λk,1 < 0 and λk,i > 0 for i ≥ 2. The zeros of f(x) are lo
atedat the 
rossing between the red and blue 
urves, see equation (3.26). There is formalstability if the smallest zero is positive. In our 
ase of interest (R ≪ 1 and C ≫ 1), allthe λk,i, i ≥ 2 tend to 1, and 〈ek,1〉 /λ1 tend to in�nity, so the smallest zero of f tendalso to one.
∀j ≥ 1 , x = 1 − βcR

〈ek,1〉2
∑

i≥2

〈ek,i〉2 + o (1/C) + o
(
R2
)
.Sin
e ∑i≥1 〈ek,i〉

2 = 1 and 〈ek,1〉2 is of order 1, we 
on
lude that x, andthen all the zeros λ∗k,j of the fun
tion fk given by (3.26) tend to 1 :
∀j ≥ 1 λ∗k,j = 1 + o (1/C) + o (R) .In parti
ular, the minimum min

{
λ∗k,j, i ≥ 1

} tends to 1.Finally, the 
riterion ii-b-
hannel given by (3.25) is ful�lled : the �owpresenting an eastward jet is then linearly stable.Estimation of the parameters in o
eani
 
ontextIn mid-latitudes o
eans, the inertial part of the eastward jets su
h arethe Gulf Stream or the Kuroshio are 
hara
terized by typi
al velo
ities
U∗ ∼ 1 ms−1 and a typi
al width given by the Rossby radius of deforma-tion R∗ ∼ 50 kms−1. The notation �*� is here used to indi
ate that we98



Propagation of a PV front
onsider the quantities in dimensional units. The jet is asso
iated to a frontof potential vorti
ity ∆q∗ = U∗/R∗. The meridional (north-south) extensionof the re
ir
ulating �ow around this inertial jet is given by L∗
y ∼ 1000 km.In the previous analysis, time and length units have been adimensionnalizedsu
h that the jump of the potential vorti
ity a
ross the front is ∆q = 2,and su
h that the meridional extension (in the y dire
tion) of the 
hannel is

Ly = 2. With this length unit, the Rossby radius of deformation is R ≈ 0.1.Our 
hoi
e to take R ≪ 1 is justi�ed by the s
ale separation with the do-main size.The parameter βc 
an be expressed in terms of dimensional quantities :
βc = β∗

cR
∗L∗

y/U
∗. By taking the order of magnitude of the di�erent quan-tities given previously, and β∗

c = 1.610−11m−1s−1), one obtains βc ≈ 0.8.Remember that the 
ondition for the existen
e of the eastward jet asso
ia-ted to the front of potential vorti
ity on the 
hannel was βc < 1.3.3 Propagation of a PV frontThe eastward jet des
ribed in the previous se
tion is asso
iated to azonal front of potential vorti
ity. We present in this se
tion the evolution ofsmall perturbations of su
h fronts. While the result obtained in the previousse
tion is more general (the linear stability is shown for any perturbation ofthe solution, not only for the perturbation of the zonal front), this se
tiongives a qualitative understanding of the evolution of the perturbations.To that purpose, we �rst study qualitatively the evolution of any PVfront, be it zonal or not, and then give a more quantitative study, whi
h isfo
used on the evolution of small perturbations around a zonal PV front.The results presented in this se
tion are not new, sin
e su
h an approa
h hasbeen studied numeri
ally and theoreti
ally in the 80ties, mainly by Prattet al [94, 93, 34℄.Des
ription of some limit 
asesLet us 
onsider here an arbitrary domain 
omposed of two sub-domainsof uniform PV, di�ering by their sign. Let us 
all γ(s) the parametri
 
urve
orresponding to the front between the sub-domains, where s is the ar
length of this front. At a given point s of this front, the 
urvature of the99
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−Fig. 3.6: PV front without beta e�e
t. At time t, the velo
ity on point A depends onlyon the PV �eld inside the 
ir
le of radius R, as the intera
tions are s
reened at this lengths
ale. a) The 
urvature Cv of the front is low 
ompared to R−1 (Cv ≪ R−1) : at lowestorder, the front is a stream line. b) Same 
ase, with an additional perturbation ofamplitude and wavelength smaller than R : the perturbation is purely adve
tedalong the front.front is given by Cv = d2γ(s)/ds2 (this is the inverse of the radius of theos
ulating 
ir
le at this point).Our aim is to determine the evolution of the front in di�erent 
ases, inthe limit of small Rossby radius of deformation. To determine the velo
ityof the front, one needs to invert the equation ∆ψ − ψ/R2 = q − βcy on thefront. For that purpose, we introdu
e the Green operator, solution of
∆G− G

R2
= δ (x− x′) δ (y − y′) (3.31)Let us 
onsider the boundary 
ondition G(y, x, 0, 0) = 0 on the domainboundaries ∂D. As the parameter R a
ts as a s
reening length for theintera
tions, and as we will 
onsider the limit R → 0, the 
omputationof the velo
ity �eld at a given point of the PV front will depend only onthe lo
al distribution of the PV �eld. Let us be more pre
ise. Far from theboundaries, equation (3.31) is invariant by rotation, so G depends only on

r =

√
(x− x′)2 + (y − y′)2.The equation (3.31) be
omes ∂r′(r′∂r′G) − r′G = δ(r′)/π, where r′ = r/R.� For r ≫ R, the solution of this equation is G ∼ e−r/R with additionalsmall 
orre
tions.100



Propagation of a PV front� For r ≪ R, the solution of this equation is G ∼ ln r as in the twodimensional Euler equations.One then obtains the expression of the streamfun
tion in term of this ope-rator :
ψ(x, y) =

∫
(q(x′, y′) − βcy

′)G(r/R)dx′dy′ (3.32)As far as the �eld q is supposed to be known at a given time, one 
anuse the linearity of the previous equation to distinguish two independent
ontributions for the streamfun
tion : ψ = ψq + ψβc . The �rst term 
omesfrom the �eld q itself, while the se
ond one 
omes from the beta e�e
t βy.One then obtains a velo
ity �eld de
omposed into those two 
ontributions :
u = uq + uβc .Term due to the beta e�e
t (βcy). Let us 
onsider �rst q = 0 in(3.32). After a 
hange of variable (Y = y − y′) in this equation, and astraightforward 
omputation, one obtains ψβc = −βcyR2 + cst. Then, thevariation of the Coriolis for
e with latitude implies a 
onstant westwarddrift of any �uid parti
le, with velo
ity uβc = −βcR2ex.Term due the PV �eld q in the limit of a PV front having a small
urvature Cv ≪ R−1, see �gure 3.6-a). We now 
onsider βc = 0 in(3.32). At lowest order in RCv, the PV front 
an be lo
ally 
onsidered asa plane. Let us 
onsider that the jump of PV is equal to one. At a givenpoint of the front, we de�ne a lo
al 
oordinate ζ in a dire
tion normal tothe interfa
e. The streamfun
tion 
an then be easily 
omputed : ψ(ζ) =
1 − exp (−ζ/R) for ζ > 0. It means that the velo
ity of ea
h point of thefront is (at lowest order) tangent to the front, equal to R. The front is thusleft un
hanged by the asso
iated �ow. Noti
e that if the 
urvature of thefront is 
onstant, whatever its value 
ompared to R, the same analysis 
anbe 
arried : at lowest order in the variation of the 
urvature, the velo
ityon the front is tangent to the front. One 
an shows that the magnitude ofthe velo
ity varies between 0 (when Cv ≫ R−1) and R (when Cv ≪ R−1).Adve
tion of small perturbations on the PV front (�gure 3.6-b).We still 
onsider the limit of small 
urvature RCv ≪ 1 for the PV front, and
βc = 0, but with small additional perturbations on the front, of amplitude
l ≪ R and wavelength λ≪ R. The streamfun
tion is given by (3.32). In this101



3. Critères de stabilité : appli
ation aux jets dirigés versl'estexpression, the e�e
t of the term G(r/R) is to smooth out the �u
tuationsof the PV �eld of typi
al length s
ales smaller than R. This term 
an beinterpreted as a �ltering operator of typi
al length s
ale R. It means thatthe small perturbation (of typi
al length r ≪ R) will have no e�e
t onthe velo
ity �eld, at least to lowest order. We 
on
lude that these smallperturbations are purely adve
ted along the PV front.Appli
ation in o
eanographi
 
ontextWe show here that the previous analysis might be relevant to explainsome qualitative features of the inertial eastward jets at mid-latitudes, asthe Gulf stream or the Kuroshio.Evolution of an isolated pat
h of uniform PV in a ba
kground ofPV with the opposite sign (�gure 3.7-a). On almost any satelliteobservation of the Gulf Stream, one 
an noti
e the existen
e of isolatedpat
hes almost 
ir
ular, that are 
reated by the o

urren
e of unstabilitieson the jet, and that are then drifted westward. This o

urs either at thenorth of the jet (the isolated pat
h have then negative values of PV), orat the south of the jet (the isolated pat
h has then positive values of PV).Their 
hara
teristi
 radius varies between 80 and 300 km, their westwardvelo
ities vary between and ms−1, and the velo
ity along the PV front isof the order of the velo
ity of the jet ∼ 1 ms−1.One 
an model those stru
tures as isolated pat
h with uniform PV va-lues, evolving in a ba
kground of uniform PV having an opposite sign.Following the previous analysis, if the PV front has a 
urvature su
h that
Cv ≪ R−1, or if its shape is 
losed to a 
ir
le (we negle
t the variationsof Cv), then the isolated pat
h is drifted westward, at velo
ity βcR2, whilekeeping its shape. Meanwhile, there is a �ow of velo
ity ∼ R at the interfa
e(in non dimensional unit, this also 
orresponds to the jet velo
ity). This is
onsistent with the observations reported.Evolution of perturbations on zonal front (see �gure 3.7) : We now
onsider that the PV front is 
lose to a zonal line, whi
h is the 
on�gurationof interest for this 
hapter, to study the stability of su
h front. We areinterested in the des
ription of the evolution of perturbations having a smallamplitude. This 
ase will be investigated more quantitatively in the next102



Propagation of a PV frontsubse
tion, and the 
omparison with observations will be further developed.Let us just brie�y mentioned that perturbation of the zonal jet havinglong wavelength are known to propagate westward, �against� the jet, whileperturbation of small wavelength are propagating eastward, almost purelyadve
ted by the jet [89℄. Our previous analysis is 
onsistent with this :we predi
t a westward drift of the long wavelength (for waves numbers
k ≪ R−1) at a velo
ity ∼ R2βc, and an eastward adve
tion of the smallwavelength at the velo
ity of the jet∼ R. We make these arguments morepre
ise in the next subse
tion.Analyti
al approa
h in the 
ase of small perturbationsof a zonal PV frontWe fo
us on this subse
tion on the linearized evolution of small pertur-bations of a zonal PV front 
orresponding to an eastward jet, in a 
hannelof in�nite extension in the zonal dire
tion. We obtain �rst a dynami
alequation for the front l(x, t). We then linearize this equation around thestationary state l = 0, and �nd that small perturbations are stable. Weobtain a dispersion relation in agreement with the previous qualitative ana-lysis.Dynami
al equation for the PV front asso
iated to an eastwardjetAt a given point of abs
issa x, there is positive PV if y > l(x, t), andnegative PV if y < l(x, t). The PV �eld is then fully pres
ribed by theknowledge of l :

q = 2H (y − l (x, t)) − 1 ,where H is the Heaviside fun
tion. When l is known, one 
an 
ompute thevelo
ity �eld ux(x, l), uy(x, l) on the front. Our problem is thus redu
ed tothe study of the dynami
 of this front. We inje
t the previous expression of
q in the adve
tion equation ∂tq+u∇q A straightforward 
omputation gives

∂tl + ux∂xl = uy (3.33)The front is adve
ted by the zonal 
omponent ux = ux (x, l(x, t)), andthe meridional 
omponent uy = uy (x, l(x, t)) a
ts as a sour
e term for l. Thevelo
ity 
omponents depend on l ; the dynami
 for l is thus autonomous.103



3. Critères de stabilité : appli
ation aux jets dirigés versl'est
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Fig. 3.7: a) isolated pat
h drifted westward by the beta e�e
t b) perturbation of azonal PV front 
orresponding to an eastward jet
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Propagation of a PV frontThe streamfun
tion of the �ow 
an be de
omposed into a mean 
omponent
ψ(y), 
orresponding to the state l = 0, and a perturbation δψl(x, y, t) :
ψ = ψ + δψl.Perturbation around the stationary stateThe mean state ψ(y) has been already 
omputed and des
ribed in the�rst se
tion of this 
hapter, see equation (3.28). Remember that this so-lution present an eastward jet that has a 
hara
teristi
 width ∼ R and a
hara
teristi
 velo
ity ∼ R, with a weak westward re
ir
ulating �ow in thedomain bulk. By using the equations (3.2) and (3.27), one �nds that theperturbation satis�es the equation

(
∆ − 1

R2

)
δψl = 2 (H (y − l) −H (y))To solve it, we 
onsider the Green operator, introdu
ed in equation(3.31) : ∆G − G/R2 = δ(x − x′)δ(y − y′). Be
ause of the translationalinvarian
e in the x dire
tion, we 
onsider that G = G (x− x′, y, y′). Theboundary 
ondition also provides G (x− x′,±1, y′) = 0. The perturbed partof the streamfun
tion 
an then be expressed in term of G :

δψl = 2

∫ +∞

−∞
dx′
∫ +∞

−∞
dy′ [H (y − l(x′)) −H (y)]G (x− x′, y, y′) (3.34)From this expression, one 
an dedu
e the 
orresponding velo
ity 
om-ponents : δul,x = −∂yδψl and δul,y = ∂xδψl.Linearization of the dynami
sBy using the relations ux(x, l) = ux(x, l)+ δul,x and uy = δul,y it is thenpossible to expand those quantities in series of l, and to keep only the lowestorder terms in the dynami
al equation (3.33). We then proje
t this equa-tion on Fourier modes. Due to translational invarian
e, it is expe
ted, (andshown in annex D) that ea
h of these Fourier modes evolves independentlyon the others :

∀k, ∂tlk + iωklk = 0 with ωk = k

(
u0
x −

tanh
(√

R−2 + k2
)

√
R−2 + k2

) 105



3. Critères de stabilité : appli
ation aux jets dirigés versl'estThe term u0
x is the maximal (purely zonal, lo
ated on y = 0) velo
ity ofthe unperturbed jet, given by equation (3.29). One then obtains an expli
itexpression of the PV front, as a superposition of propagating waves :

l(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
l0ke

i(kx−ωkt)dk .We see that any initial perturbation of the zonal PV front do not diverge(for the linearized dynami
s). Ea
h Fourier 
omponent of the initial per-turbation is propagated with a phase (or group) velo
ity 
onstant in time,depending only on the wave number k, while the amplitude of those Fourier
omponents remains 
onstant in time.Dispersion relationLet us study the dispersion relation in the limit of small Rossby radius ofdeformation : R≪ 1. The zonal velo
ity on the jet is u0
x = R−βcR2+o(R2),as obtained in equation (3.29). For wave numbers su
h that k ≪ R−1, thedispersion relation is

ωk = −kR2

(
βc −

1

2
k2R

)
+ o(R3) .The phase velo
ity vφ(k) = ωk/k and the group velo
ity vg(k) = ∂kωkare presented on �gure (3.3). In any 
ase, a small wavelength 
orrespondsto eastward propagation, and a large wavelength 
orresponds to westwardpropagation, 
onsistently with the analysis 
arried at the beginning of thisse
tion. Both phase and group velo
ities are 0 at a 
riti
al wave number oforder of magnitude ∼

√
βc/R : at this value, the adve
tion of the pertur-bation by the jet is 
ompensated by the westward drift. It de�nes a 
ha-ra
teristi
 length LR =
√
βc/R known as the Rhines s
ale (in dimensionalunit, this s
ale is L∗

R =
√
β∗
c/U

∗).Comparison with observationsObservations by satellite have made possible to 
hara
terize the varia-bility of the Gulf-Stream. In parti
ular, analysis of the meanders of theeastward jet have been proposed [72, 71℄. Qualitatively, long wavelength(∼ 1500 km ) are propagating westward with a phase velo
ity∼ 5 km.day−1(≈ 6 cm.s−1), while short wavelength are propagating eastward. The fastest106



Propagation of a PV front
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(2β/R)1/2Fig. 3.8: ω(k) : dispersion relation ; vφ = ω/k : phase velo
ity of the perturbations ;
vg = dω/dk : group velo
ity of the perturbations. Negative values of velo
ities 
orres-ponds to eastward propagation.propagating meanders have a typi
al wavelength λ ∼ 250km with a phasevelo
ity ∼ 40 km.day−1 (≈ 0.5 m.s−1). The 
riti
al, stationary waves havea typi
al length around 500 km.From the previous paragraph on the dispersion relation, we expe
t :� a westward propagation (in dimensional unit) of the order of β∗R∗2 ≈

4 cms−1 for large wavelength. This is 
onsistent with the reportedobservations. Noti
e that the westward drift of the Gulf Stream ringsare of the same order of magnitude.� an eastward propagation in
reasing of the order of the jet velo
ity
U∗2 ≈ 1 ms−1 for the smallest wavelength. This value is greater thanthe reported observations, but note that our analysis gives an upperbound for the eastward propagation, supposed to be rea
hed for a107



3. Critères de stabilité : appli
ation aux jets dirigés versl'estwavelength that tends to zero, while the reported �small� wavelengthare ∼ 100km.� We predi
t a 
riti
al value for the stationary wavelength, at the or-der of the Rhines s
ale LR ∼ 250km. This underestimates the valuereported from observations, but it gives a 
orre
t order of magnitude.Noti
e that the rings of the Gulf Stream have a typi
al diameter of theorder of the Rhines s
ale. It is tempting to interpret them as stru
turesemerging from unstabilities taking pla
e at a s
ale pres
ribed by the statio-nary wavelength. It would however require numeri
al and theoreti
al nonlinear analysis that are not done in this work.The formation of those ring is often referred as the pin
h o� pro
ess. Inreal �ows, the destabilization of the jet 
an a priori 
ome from barotropi
e�e
ts (due to horizontal shear), or baro
lini
 e�e
ts (due to interplay bet-ween verti
al shear and earth rotation). This last e�e
t has been shown tobe an important pro
ess in the 
ase of this pin
h o� pro
ess [48℄. However,our study is here fo
used to the 1-1/2 QG model, whi
h does not take intoa

ount su
h e�e
t. Our aim is not to des
ribe the nonlinear dynami
s ofthe perturbations, it is rather to study the linearized dynami
s in the limitof small perturbations, around a zonal jet.3.4 Con
lusionNous avons montré la stabilité linéaire de n'importe quelle perturbationautour d'un jet zonal dirigé vers l'est, 
ara
térisé par une relation q =
− tanh

(
C
R2ψ

), ave
 C → +∞. Ce travail 
onstitue une partie d'un arti
leen préparation, é
rit ave
 F. Bou
het et E. Simonnet, où d'autres résultatssont présentés :� deux autres preuves de la stabilité linéaire, pour une fon
tion de Hea-viside entre q et ψ. Une de 
es preuves est une appli
ation d'une mé-thode ré
ente proposée par Lin [73℄. L'autre preuve est fondée sur uneétude dire
te de la transformée de Lapla
e de la dynamique linéarisée.� Une étude numérique de la stabilité de 
es solutions, par la méthodede Nyquist, en 
onsidérant que C est �ni.Les 
ritères �
lassiques� (d'Arnold, pour la stabilité non-linéaire, ou deRayleigh-Fjortoft-Kuo pour la stabilité linéaire ) sont fondés sur la re
her
he108



Con
lusiond'une quantité 
onservée (la fon
tionnelle �énergie-Casimir�, ou pseudo-énergie) par la dynamique, dé�nie positive [88℄. Nous avons pu 
on
lureà la stabilité dans un 
as où 
ette fon
tionnelle énergie-Casimir n'est pasdé�ni positive. Nous avons pour 
ela 
onsidéré un invariant supplémentairede la dynamique (la 
ontrainte �linéaire � sur la 
ir
ulation).Bien que nous ne l'ayons appliquée que dans un 
as parti
ulier (la sta-bilité du jet dirigé vers l'est), nous pensons que 
ette méthode a un intérêtplus général, 
ar elle permet de 
on
lure à la stabilité dans des situationsoù la fon
tionnelle d'énergie-Casimir est un point selle.En parti
ulier, nous étudierons au 
hapitre suivant le problème varia-tionnel de la théorie RSM en utilisant une méthode similaire.Perspe
tivesPlusieurs extensions de 
e travail sont envisageables :Le 
as d'un modèle baro
line. Les modèles à une 
ou
he ne peuventrendre 
ompte que de l'instabilité barotrope, qui est liée au 
isaillementhorizontal. Les modèles à deux 
ou
hes permettent de prendre en 
ompteun mé
anisme supplémentaire, i.e. l'instabilité baro
line, qui est liée à untransfert de l'énergie potentielle disponible vers l'énergie 
inétique. Cer-taines études indiquent que 
e se
ond type d'instabilité joue un r�le impor-tant dans la dynamique des jets dirigés vers l'est aux moyennes latitudes[48, 49℄. La généralisation des solutions que l'on a présentées dans 
e 
ha-pitre pour le 
as baro
line serait don
 une étape importante. Il s'agit d'untravail en 
ours.Le 
as d'un domaine fermé. Nous n'avons pour l'instant pu 
on
lureni à la stabilité, ni à l'instabilité de la solution qui présente un jet intensedirigé vers l'est dans un domaine fermé, pour le modèle équivalent barotrope(voir 
hapitre pré
édent). Qualitativement, le fait que les perturbations degrande longueur d'onde du front de vorti
ité potentielle se dépla
ent versl'ouest suggère une a

umulation d'énergie sur la frontière ouest, 
réant uneasymétrie est-ouest.Le fait de briser l'invarian
e par translation en ajoutant des frontièresest-ouest augmente 
onsidérablement la 
omplexité du problème, 
ar les109



3. Critères de stabilité : appli
ation aux jets dirigés versl'estmodes de Fourier des perturbations n'évoluent plus indépendamment lesuns des autres [112℄.L'évolution non linéaire de fronts de vorti
ité potentielle. L'appli-
ation des 
ritères de stabilité pré
édents a permis l'obtention de résultatspour la stabilité linéaire du jet vers dirigé vers l'est. L'étude numérique del'évolution non-linaire des fronts de vorti
ité potentielle, de la formationd'anneaux, et de l'intera
tion entre 
es fronts et les anneaux est un sujeta
tif de re
her
he [130℄. Les outils de mé
anique statistique pourraient êtreutilisés dans 
e 
ontexte, pour 
omprendre l'e�et de la turbulen
e dans 
espro
essus.
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Annex : diagonalization of δ2HC with the linear 
onstraint3.A Annex : diagonalization of δ2HC with thelinear 
onstraintWe 
onsider the quadrati
 fun
tional −δ2HC [δq] =
∑

ige1 λiδq
2
i , wherethe perturbation δq =

∑
i δqiei(x, y) is proje
ted on the 
omplete basis

{ei}i≥1 of eigenmodes of the operator H given by (3.16), with eigenvalues
λi in in
reasing order.The aim of this annex is to diagonalize δ2HC when the 
onstraint∑i≥1 δqi 〈ei〉 =
δΓ0 (whi
h is 
onserved by the linearized dynami
s) is taken into a

ount.We introdu
e the subset {e′i}i≥1 of zero mean eigenmodes (〈e′i〉 = 0), andthe subset {e′′i }i≥1 of non-zero mean eigenmodes (〈e′′i 〉 6= 0). The 
onstraint
an be used to express q′1 =

(
δΓ0 −

∑
i≥2 q

′′
i 〈e′′i 〉

)
/ 〈e′′1〉, and then

−δ2HC =
∑

ige1

λ′iδq
′
i
2
+
∑

i≥2

∑

j≥2

(
λ′′i δi,j + λ′′1

〈e′′i 〉
〈
e′′j
〉

〈e′′1〉2

)
δq′′i δq

′′
j + lin. termsIn the subspa
e {e′i}i≥1, −δ2HC is positive de�nite if and only if λ′1 > 0.In the subspa
e {e′′i }i≥1, it is ne
essary to diagonalize the purely quadra-ti
 part of−δ2HC . Let us 
onsider the set of eigenve
tors {ak =
∑

i≥2 ak,ie
′′
i

}
k≥1

,with eigenvalues λ∗k in in
reasing order of this quadrati
 part. By de�nitionof those eigenve
tors, we have
∀j ≥ 2,

∑

i≥2

(
λ′′i δi,j + λ′′1

〈e′′i 〉
〈
e′′j
〉

〈e′′1〉2

)
ak,i = λ∗kak,j .Finally, multiplying this last equation by 〈e′′j〉 / (λ′′i − λ∗k), summing over

j ≥ 2, and dividing by ∑j≥2

〈
e′′j
〉
ak,j, one �nds that the set of eigenvalues

{λ∗k}k≥1 are given by the the zeros of the fun
tion :
f(x) =

〈e′′1〉2
λ′′1

+
∑

i≥2

〈e′′i 〉2
λ′′i − x

. (3.35)The fun
tional −δ2HC is positive de�nite in the subset of non zero meaneigenmodes if the smallest zero of (3.35) (λ∗1 ) is positive.To 
on
lude, −δ2HC is positive de�nite if and only if min {λ′1 , λ∗1} > 0.111



3. Critères de stabilité : appli
ation aux jets dirigés versl'est3.B Annex : asymptoti
 expansion of thestationary solutionOur aim is here to show the existen
e of a stationary solution presentingan eastward jet in the 
ase qC = fC(ψC) = − tanh
(
C
R2ψC

) with C → +∞.We also 
onsider the limit of small radius of deformation R → 0.Let us suppose that qC = qC(y) (
ase of a parallel �ow), and that is ispositive for y ∈ [0 1] and negative for y ∈ [−1 0], with qC(y) = −qC(−y).The 
orresponding streamfun
tion is then expe
ted to be invariant in the
x dire
tion, and antisymmetri
, with ψC < 0 for y ∈ [0 1]. In the following,the 
ase y > 0 is 
onsidered. The streamfun
tion ψC satis�es the equation

d2ψ

dy2
− ψ

R2
+ βcy = fC(ψC) with ψC(0) = ψC(1) = 0 . (3.36)Di�erent asymptoti
 areas are distinguished, and then mat
hed toge-ther, in order to prove the existen
e of the solution presenting an eastwardjet.Area a) Let us 
onsider �rst the area where | C

R2ψC | ≫ 1. We expe
tthis to happen in the domain bulk. In this area, we have − tanh
(
C
R2ψC

)
=

−1+e−( C
R2
ψC +o

(
e−( C

R2
ψC
). Let us write the streamfun
tion ψC = ψa+ψac,where

ψa = A cosh
y

R
+B sinh

y

R
+R2 (βcy − 1) (3.37)is the solution of d2ψa/dy

2−ψa/R2+βcy = 1. By using (3.36), one �nds thatthe 
orre
tion ψac satis�es the equation d2ψac/dy
2−ψac/R2 = O

(
e−( C

R2
ψa
) ;its order of magnitude is therefore ψac ∼ e−Cψa .Area b) Let us 
onsider another region, where −ψC +βcy ≪ fC(ψC). Weexpe
t this to happen around y = 0. Let us write ψC = ψb + ψbc , with

d2ψb
d2y

= − tanh(
C

R2
ψb) = −R

2

C

d log
(
cosh

(
C
R2ψb

))

dψb
.This equation has the familiar form of a parti
le in a potential, where y and

ψb would be respe
tively the temporal and the spatial 
oordinates. Theenergy is a 
onserved quantity :112



Annex : asymptoti
 expansion of the stationary solution
Eb =

1

2

(
dψb
dy

)2

+
R2

C
log

(
cosh

(
C

R2
ψb

))
. (3.38)Mat
hing between areas a) and b) Let us mat
h the solutions inthe di�erent asymptoti
 areas. Let us for that purpose 
onsider a parti
ularpoint yc su
h that ψ(yc) = −R2/Cα with 0 < α < 1. Obviously, | C

R2ψC | ≫ 1,and this point is in area a). Let us suppose that this point is also in areab), and that Eb is of order one. By using (3.38), one �nds
yc =

∫ 0

−R2/Cα

dy

dψC
dψC =

∫ 0

−R2/Cα

dψC√
2Eb − 2R2 log

(
cosh

(
CψC/R

2
))
/C

,whi
h gives yc = 0
(
R2

Cα
1

(2Eb)
1/2

). Sin
e yc is also in area a), one 
an inje
tits previous expression in (3.37) : sin
e yc/R ≪ 1, this expression 
an bedeveloped at �rst order in yc/R. It gives then
A = −R2 + 0

(
R2

C

)
.A similar reasoning at the north boundary (around y = 1) would provide

B = R2

(
1 − βc − cosh

1

R

)
/ sinh

1

R
+O

(
R2

C

)
.The energy Eb 
an then be 
omputed in area a), at lowest order in C :

Eb = 1
2
+O (R2/C), whi
h is of order one in C, 
onsistently with the initialstatement.The other initial hypothesis, namely −ψCβcy ≪ fC(ψC), is also ful�lledin the area y ≤ yc, for su�
iently high value of C/R2.To 
on
lude, the di�erent asymptoti
 areas mat
h together. The sta-tionary solution ψC is �nally given by equation (3.28) with 
orre
tions oforder R2/C.
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3. Critères de stabilité : appli
ation aux jets dirigés versl'est3.C Annex : 
omputation of the(generalized) eigenvalues of HkThe aim of this annex is to 
ompute λk,i = 1 − 1/µk,i for a given k,where the µi,k are the solutions of
(
d2

dy2
− 1

R2
− k2

)
φ = −µf ′

C

(
ψC
)
φ , with f ′ (ψC

)
=

− C
R2

cosh2
(
C
R2ψC

) ,(3.39)for f ′ (ψC
)

= −C/
(
R2 cosh

(
CψC/R

2
)) and ψC given by equation (3.28)(with additional 
orre
tions of order O (R2/C).Let us �rst suppose that there exits one of the eigenvalues µ whi
h doesnot diverge with C. Two di�erent area �a� and �b� are distinguished andthen mat
hed together to 
ompute the asso
iated eigenmode φ.Area a) This area is de�ned by the region where |CψC/R2| ≫ 1, wehave the relation f ′

C(ψC) = O
(

2C

R2eCψC/R
2

) and equation (3.39) be
omes (atlowest order in C)
φ = φa +O

(
C

eCψC

) where (
d2

dy2
− 1

R2
− k2

)
φa = 0where the solution 
an be expli
itly 
omputed :

φa = A±ey
√
R−2+k2

+B±e−y
√
R−2+k2 for y ≷ 0 . (3.40)area b) This area is de�ned by the region where |y| < yC, with yc ∼ R2/Cis given by equation (??), where it was 
hosen su
h that yc also belongs toarea a. An integration of (3.39) between 0 and y gives at lowest order

φ = φb with dφb
dy

=
µφb(0)

ux
0 tanhCψC + o (y) (3.41)where it has been supposed that φb = φb(0) + o(y). As far as yc is 
hosensu
h that is it also in area a), we have the relation

A± +B± = φb(0) + o

(
1

C

)
. (3.42)114



Annex : 
omputation of the (generalized) eigenvalues of HkIn addition, equation (3.41) provides two 
onditions :
A± − B± =

(
A± +B±) µ

u0
x

√
R−2 + k2

+ o

(
1

C

) (3.43)A similar reasoning at the north and south boundaries would provide the
onditions
A±e±

√
R−2+k2

+B±e∓
√
R−2+k2

= o

(
1

C

)
, (3.44)By using (3.42), (3.43) and (3.44), one �nds

µ =
u0
x

R

√
R−2 + k2

tanh
√
R−2 + k2

+ o

(
1

C

)
, (3.45)

B+ = −A+e2
√
R−2+k2

A− = −A+e2
√
R−2+k2

B− = A+ , (3.46)with additional small 
orre
tions of order o (C−1). The 
onstant A+ is de-termined by the normalization 
ondition −
〈
φ2f ′ (ψC

)〉
= 1. The initialhypothesis that µ has to be of order one is ful�lled. We see in addition thatthis eigenvalue is unique (for a given k). It is then ne
essary the smallestone, referred as µk,1. In the limit of a small Rossby radius of deformation(R ≪ 1), one �nd its expression by using equations (3.29) and (3.45) :

µk,1 = (1 − βcR) + o

(
1

C

)
.The 
orresponding eigenmode φk,1 is a symmetri
 de
reasing exponential,lo
alized in the jet. Its analyti
 expression is given by inje
ting the valuesof the 
onstants A± and B± (3.46) in the expression (3.40).Sin
e we know that for a given k i) there exists an in�nite number ofeigenvalues µk,i, with 0 < µ1 ≤ .. ≤ µi → ∞ (see [137, 138℄), ii) thatonly the smallest one (µk,1) does not diverge with C (following the previousanalysis), we 
on
lude that all the other eigenvalues diverge with C :

∀i ≥ 1 , lim
C→+∞

µk,i = +∞ .Finally, in the limit of large C and small R, we have
∀k, λk,1 = −βcR + o

(
R2
)

+ o

(
1

C

) and ∀i ≥ 2, λk,i = 1 + o

(
1

C

)
.115



3. Critères de stabilité : appli
ation aux jets dirigés versl'est3.D Annex : linearized evolution of the PVfrontThe streamfun
tion on the PV front 
hara
terized by y = l(x, t) iswritten
ψ(x, l) = ψ(l) + δψl(x, l)where ψ(y) is given by (3.28) and δψl(x, l) is the part of the streamfun
tiondue to the perturbation of the PV front, given by (3.34). Let us supposethat l ≪ 1. At �rst order in l, we have

δψl(x, l) = −2

∫ +∞

−∞
dx′G (x− x′, 0, 0) l(x′, t) ,It is then possible to 
ompute the velo
ity 
omponents (ux = −∂yψ and

uy = ∂xψ. At lowest order in the dynami
al equation (3.33) for the PVfront, we obtain :
∂tl + u0

x∂xl = −2

∫ +∞

−∞
dx′∂xG (x− x′, 0, 0) l(x′, t) ,where u0

x is given by (3.29). Let us introdu
e the Fourier modes of the PVfront and of the Green fun
tion
lk(t) =

∫ +∞

−∞
l(x, t)e−ikxdx Gk(y, y

′) =

∫ +∞

−∞
G(x, y, y′)e−ikxdx .Ea
h Fourier mode of the PV front evolves independently to the other :

∂tlk + ik
(
u0
x + 2G0

k

)
lk = 0 with G0

k = Gk(0, 0) .Let us 
ompute G0
k. The �rst step is to determine the solution of

d2Gk

dy2
− ΛkGk = δ(y − y′) with Λk =

1

R2
+ k2 .One 
an show that Gk(y, 0) = (sign(y) sinhΛky − tanhΛk cosh Λky) /2Λk,and �nally, by inje
ting the expression of Λk in the previous equation, oneget : G0

k = − tanh
√
R−2 + k2/

√
R−2 + k2. To 
on
lude, the linearized evo-lution of the Fourier 
omponents of the perturbation is :

∂tlk + ik

(
u0
x − 2

tanh
√
R−2 + k2

√
R−2 + k2

)
lk = 0116



Chapitre 4Inéquivalen
e d'ensemble ettransitions de phases dans lesé
oulements bidimensionnels
Ce 
hapitre est 
onsa
ré à l'étude d'équilibres sta-tistiques d'é
oulements bidimensionnels, dans le 
ontextede la mé
anique statistique des systèmes à in-tera
tion à longue portée. L'obje
tif est double :� Utiliser des méthodes développées dans 
e domaine pour résoudre leproblème variationnel de la théorie Robert-Sommeria-Miller (RSM),et 
al
uler ainsi les états d'équilibre 
orrespondants. Nous étudions i
ile 
as d'une relation linéaire entre vorti
ité potentielle et fon
-tion 
ourant, pour une large 
lasse de modèles in
luant les équationsquasi-géostrophiques à une ou plusieurs 
ou
hes et l'équation d'Euler,quels que soient les paramètres et la géométrie du domaine 
onsidéré.� Faire le lien entre les é
oulements obtenus et 
ertaines propriétésthermodynamiques étonnantes, propres aux systèmes à intera
-tions à longue portée : sauts de température lorsque l'énergie varie,
apa
ités thermiques négatives... Ces propriétés sont asso
iées à l'exis-ten
e de zones d'inéquivalen
e entre di�érents ensembles sta-tistiques. 117



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnels4.1 Thermodynamique des systèmes àintera
tion à longue portéeLes systèmes à intera
tion à longue portéeLes systèmes étudiés en thermodynamique usuelle ont des intera
tions à
ourte portée. Considérons un système isolé, et séparons-le en deux sous-systèmes. Dans la limite thermodynamique (lorsque le nombre N de degrésde liberté et le volume V tendent vers l'in�ni), la somme de l'énergie dessous-systèmes est égale à l'énergie du système total : E1 + E2 = E. Celaest dû au fait que les 
ontributions de l'interfa
e 
réée par la séparationdes deux sous-systèmes sont négligeables par rapport à la 
ontribution del'énergie volumique, puisque les intera
tions sont lo
ales. L'additivité del'énergie de 
es systèmes permet ensuite de montrer que les ensemblesstatistiques mi
ro
anoniques (où l'énergie est �xée), et 
anoniques(où la température est �xée par un �bain� 
ouplé au système étudié) sontéquivalents : 
haque état du système réalisé dans un des ensembles peutl'être dans l'autre. D'autres propriétés, 
omme la 
on
avité de l'entropieen fon
tion de l'énergie, sont une 
onséquen
e dire
te de l'additivité del'énergie. C'est le 
as par exemple du gaz parfait, ou des systèmes de spin
ara
térisés par des intera
tions entre pro
hes voisins.Il existe 
ependant toute une 
lasse de systèmes physiques 
ara
téri-sés par des intera
tions non lo
ales : la somme de l'énergie des sous-systèmes pris isolément n'est plus égale à l'énergie des sous-systèmesréunis. En parti
ulier, tous les systèmes 
ara
térisés par un potentiel d'in-tera
tion dé
roissant en 1/rα, où α est plus petit que la dimension spatialedu système, sont des systèmes à intera
tion à longue portée : dans 
e 
as,la longue portée vient de la non-intégrabilité du potentiel d'intera
tion. Ci-tons par exemple i) les systèmes auto-gravitants 3D (voir la revue dePadmanabhan [86℄), 
ara
térisés par une intera
tion attra
tive en 1/r ii)les é
oulements bidimensionnels (équation d'Euler en 2 dimensions),où le potentiel d'intera
tion entre parti
ules �uides est logarithmique.Remarquons que 
ertains systèmes sont 
ara
térisés par plusieurs para-mètres internes. C'est le 
as des é
oulements bidimensionnels, qui admettentune in�nité d'invariants (l'énergie et les Casimirs). Il est a priori possibled'observer des propriétés liées à la longue portée pour 
ha
un de 
es para-mètres supplémentaires.118



Thermodynamique des systèmes à intera
tion à longue portée
y

x
0

1

y
x

−1

0

−1

E1

E2

E1 E2

E
+

y

x

1

+
+

+

E > +Fig. 4.1: Non additivité de l'énergie dans les é
oulements 2D. Cas de l'équationd'Euler dans un 
anal, pour un 
hamp de vorti
ité potentielle homogène, de valeur 1.L'énergie du système total (à gau
he) est E = 1, l'énergie de 
haque sous-système est
E1 = E2 = 1/4.Exemple : un é
oulement dans un 
analNous illustrons sur la �gure 4.1 la non additivité de l'énergie dans un 
assimple : l'équation d'Euler dans un 
anal d'extension zonale in�nie, ave
 desfrontières au nord (y = 1) et au sud (y = −1), pour un 
hamp de vorti
itépotentielle homogène q = 1 :

∆ψ = 1 ψ = 0 sur y = ±1 , ux = −∂yψ, uy = ∂xψUn 
al
ul rapide donne le 
hamp de vitesse ux = −y, uy = 0, puis l'énergietotale (par unité de longueur) E = 1
2

∫ 1

−1
u2
xdy = 1.Séparons 
e système en deux sous-systèmes. Cela né
essite la 
réationd'une nouvelle frontière. Nous pouvons par exemple 
hoisir d'ajouter unefrontière en y = 0, 
omme sur la �gure 4.1. Nous avons maintenant deuxsous-systèmes identiques, d'énergies E1 = E2 = 1/4.Il apparaît dès lors 
lairement que l'énergie du système to-tal est supérieure à la somme des énergies des sous-systèmes :

E > E1+E2. L'hypothèse d'additivité de l'énergie ne peut don
 être utiliséedans le 
adre de la mé
anique statistique de 
e type de systèmes physiques.119



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelsRemarquons qu'en présen
e d'un rayon de déformation de Rossby etd'un 
hamp de vorti
ité potentielle plus général(d2ψ/dy2 −ψ/R2 = f(ψ)−
h(x, y), l'inégalité entre les énergies est toujours véri�ée, mais tend vers uneégalité dans la limite R → 0. En e�et, l'intera
tion devient alors à 
ourteportée, puisque la longueur R d'é
rantage des intera
tions tend vers 0.
L'inéquivalen
e d'ensembleDe nombreux résultats de thermodynamique �usuelle� obtenus dans le
ontexte des systèmes à intera
tion à 
ourte portée sont mis en défautquand les paramètres internes du système (énergie, 
ir
ulation, ...) ne sontplus additifs :� les ensembles statistiques liés à la 
onservation ou non de 
es pa-ramètres internes ne sont pas né
essairement équivalents : pour uneénergie Γ donnée, il est possible que les états d'équilibre mi
ro
ano-nique ne soient pas des états d'équilibre 
anonique.� il existe des sauts de la température T (Γ) = 1/γ, où γ = dS/dΓ estla dérivée de l'entropie du système par rapport à l'énergie interne Γ.Il s'agit de transitions mi
ro
anoniques du premier ordre.� la 
apa
ité thermique peut être négative (dΓ/dT < 0) : une aug-mentation de l'énergie Γ est alors asso
iée à une diminution de latempérature T . Une 
apa
ité thermique négative pour une énergie

Γ donnée est équivalente à une entropie S(Γ) 
onvexe en 
e point,puisque dΓ/dT = 1/(dT/dΓ) = −γ2/(d2S/dΓ2) .C'est d'abord dans le 
ontexte des systèmes auto-gravitants que detelles propriétés ont été mises en éviden
e, grâ
e aux travaux de LyndenBell [74, 55, 56℄. Ces phénomènes ont ensuite été prédits ou observés dansdes domaines très di�érents, 
omme la turbulen
e bidimensionnelle [23,113, 44℄, la physique des plasmas non é
rantés [113, 68℄, les systèmesde spins ou les modèles jouets [12, 8, 32, 121℄, ainsi que pour des systèmesauto-gravitants dans des situations di�érentes du premier 
as : [26, 80, 143,115, 54, 119, 31℄. On trouvera une des
ription détaillée de 
es di�érentspoints dans [17℄.120



Thermodynamique des systèmes à intera
tion à longue portéeInéquivalen
e d'ensemble et simpli�
ation de problèmesvariationnelsConsidérons un système 
ara
térisé par une 
on�guration ma
ros
opique
q, et un problème mi
ro
anonique qui 
onsiste à maximiser une fon
tionnelle
g(q) à 
ontrainte c(q) �xée

S(C) = max
q

{S(q) | C(q) = Γ} . (4.1)On suppose que l'on peut appliquer la règle des multipli
ateurs de Lagrange,et on introduit le paramètre de Lagrange γ (appelé aussi variable duale)asso
ié à la 
ontrainte C. On introduit un problème variationnel relaxé(appelé aussi dual, ou 
anonique), qui admet les mêmes points 
ritiques(
'est-à-dire les points q tels que δg−γδc = 0), mais qui n'est pas 
ontraint :
F (γ) = min

q
{−S(q) + γC(q)} (4.2)On peut énon
er des résultats généraux liant les di�érents problèmes.� 1) Toute solution qγ du problème relaxé (4.2) est aussi une solutiondu problème 
ontraint (4.1) pour la 
ontrainte Γ = C(qγ).� 2) Une solution qΓ du problème 
ontraint (4.1) est un point 
ritiquedu problème relaxé (4.2), mais ne 
orrespond pas toujours à un maxi-mum : 2-i) qΓ est solution du problème relaxé (4.2) si et seulementsi S(Γ) 
oïn
ide ave
 son enveloppe 
on
ave au point Γ. Il y a alorséquivalen
e entre les deux ensembles. 2-ii) Sinon, il y a inéqui-valen
e entre le problème 
ontraint (4.1) et relaxé (4.2), pour 
ettevaleur de Γ.On trouvera la démonstration de 
es résultats dans un 
adre général[43℄, ainsi qu'une dis
ussion détaillée dans [17℄.Soulignons que le point 2i) donne une 
ara
térisation de l'inéquivalen
ed'ensemble : pour une valeur donnée de la 
ontrainte Γ, les en-sembles mi
ro
anonique et 
anonique sont équivalents si et seule-ment si la 
ourbe S(Γ) 
oïn
ide ave
 son enveloppe 
on
ave.Remarquons en outre que la plupart des études thermodynamiques dessystèmes à intera
tion à longue portée (dont les é
oulements 2-D) se ré-duisent -rigoureusement- à l'étude de problème variationnels ayant la mêmestru
ture que (4.1) et (4.2). 121



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelsEn plus de leur intérêt pour la des
ription théorique des propriétés ther-modynamiques des systèmes à intera
tion à longue portée, les points 1) et2) donnent une méthode de résolution des problèmes variationnels sous
ontraintes, qui sera utile par la suite :� La solution d'un problème variationnel �relaxé� est toujours solutiond'un problème variationnel dual 
ontraint, pour une 
ertaine valeurde la 
ontrainte. En pratique, trouver la solution d'un problème moins
ontraint est plus simple. On 
her
hera don
 les solutions du problème�relaxé�, et on 
al
ulera la valeurs des 
ontraintes 
orrespondant à 
essolutions.� Si 
ertaines valeurs admissibles des 
ontraintes ne sont pas atteintespar les solutions du problème �relaxé�, il y a inéquivalen
e entre 
eproblème et le problème 
ontraint. Pour 
es valeurs des 
ontraintes,on est obligé de résoudre dire
tement le problème plus 
ontraint.Soulignons qu'en dehors des aspe
ts thermodynamiques, la résolutiondes problèmes variationnels pré
édents revêt un intérêt parti
ulier pourmontrer des propriétés de stabilité des systèmes étudiés. En ef-fet, les études de stabilités se réduisent souvent à la re
her
he d'une fon
-tionnelle 
onservée par la dynamique, admettant un maximum au pointdé�nissant l'état dont on souhaite étudier la stabilité [59℄. Ainsi, toutes lesméthodes de 
al
ul développées dans le 
ontexte de la thermodynamiqueauront un intérêt dans l'étude de la dynamique 
es systèmes. Par exemple,nous présentons dans 
e 
hapitre une méthode de résolution des problèmesvariationnels de la théorie statistique RSM, que nous avons appliquée dansle 
hapitre 3 sur la stabilité linéaire d'un jet dirigé vers l'est.Exemple pour un modèle �jouet�Illustrons l'inéquivalen
e d'ensemble dans un 
as simple, dont nous ver-rons qu'il présente 
ertaines similarités ave
 le problème des é
oulements2-D. Considérons un système dont l'état est dé�ni par deux 
oordonnées
q1, q2. Soit le problème variationnel �mi
ro
anonique�

Se(Γ) = max
q

{Se(q) | C(q) = Γ} ,122



Thermodynamique des systèmes à intera
tion à longue portée

Fig. 4.2: Lignes de niveau des fon
tions Sλ et Fλ. Les 
ouleurs 
haudes et froides 
or-respondent respe
tivement aux valeurs positives et négatives de 
es fon
tions. Les pointsnoirs représententles extrema globaux de 
es fon
tions. Les lignes en pointillé rouges re-présentent l'ensemble de 
es extrema. La 
ontrainte mi
ro
anonique est représenté parun trait gras noir. 123



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelsoù Se(q) = −q4
1 − q4

2 + eq2
1 + 0.4eq2

2 − 4q2
1q

2
2 et C(q) = q1 .L'entropie d'équilibre Se(Γ) dépend d'un paramètre externe e, et d'unparamètre interne Γ qui fournit une 
ontrainte sur les valeurs admissiblesde q = (q1, q2).Les lignes de niveau de la fon
tion Se(q) sont représentées en haut de la�gure 4.1. Pour e < 0 (à gau
he), la fon
tion Se(q) est stri
tement 
on
ave(et admet don
 un unique maximum), alors que pour e > 0, la fon
tion Se(q)admet deux maxima (lo
alisés sur l'axe q1) et deux points selles (lo
aliséssur l'axe q2).Solutions mi
ro
anoniques. Nous voulons déterminer l'entropie d'équi-libre Se(Γ), pour e donné et Γ variant entre ±∞. La 
ontrainte q1 = Γ estreprésentée par un trait noir gras. Pour une valeur donnée de Γ, l'entropie

Se(Γ) est le maximum de Se(q) le long de 
ette ligne noire. L'ensemble desmaxima globaux d'entropie est représenté pas la ligne en tirets rouge, tra
éeen faisant varier la valeur de la 
ontrainte Γ.Dans le premier 
as (e < 0), le maximum d'entropie est toujours uniqueet lo
alisé sur l'axe q1, quelque soit la valeur de Γ. L'entropie Se(Γ) est don
simplement donnée par la 
oupe de la fon
tion Se(q) le long de l'axe q1 : 
'estune fon
tion 
on
ave (voir la représentation s
hématique sur la �gure 4.1-b).Le se
ond 
as (e > 0) est un peu plus 
ompliqué. Considérons d'abordque la 
ontrainte q1 = Γ est lo
alisée à gau
he du point B ou à droite dupoint B′. Dans 
ette région, la fon
tion Se(q) est 
on
ave, et l'entropie Se(Γ)est simplement donnée par la 
oupe de Se(q) le long de l'axe q1. Pour 
ettegamme de paramètres, l'entropie Se(Γ) est 
on
ave.Le point B 
orrespond à une transition de phase : au-delà de 
e point(lorsque l'on varie la valeur de Γ), le maximum de la fon
tion Se(q) le longde la 
ontrainte se s
inde en deux maxima symétriques par rapport à l'axe
q1. On peut montrer que 
ette transition 
orrespond e�e
tivement à unedis
ontinuité de la dérivée se
onde de l'entropie ∂2Se/∂Γ

2, et notamment àun 
hangement de 
on
avité. Ce 
hangement de 
on
avité s'observe sur la�gure 4.1 : lors du passage du point B au point C, l'entropie dé
roît le long124



Thermodynamique des systèmes à intera
tion à longue portéedes tirets rouges, et les ligne de niveau sont de plus en plus espa
ées, 
equi indique que Se(Γ) est 
onvexe dans 
ette région : la 
apa
ité thermique
−γ2/(∂2Se/∂Γ

2)a est négativeRemarquons que la fon
tion Se(q) est symétrique par rapport à q1, etdon
 que l'entropie Se(Γ) est symétrique par rapport à Γ, et que son maxi-mum est atteint aux points A et A′. La 
ourbe 
orrespondante est repré-sentée s
hématiquement sur la �gure 4.1-b.Solutions 
anoniques. Considérons le problème 
anonique (sans 
ontrainte,ou �relaxé�).
Fe(γ) = min

q
{Fe(q) = −Se(q) + γC(q) = −Se(q) + γq1} .La fon
tion Fe(q) est l'opposé de l'entropie à laquelle nous ajoutons la
ontribution d'un plan γq1.Considérons d'abord le 
as e < 0. Quand γ = 0, le minimum de Fe(q)est simplement le maximum de Se(q). Quand γ > 0, 
e minimum est trans-laté vers la gau
he. Quand γ < 0, 
e minimum est translaté vers la droite.C'est 
e 
as qui est représenté �gure 4.1-a, où γ est 
hoisi tel que le mini-mum de Fe soit atteint au même point que le maximum de Se pour unevaleur donnée de la 
ontrainte Γ. Nous 
on
luons que problèmes mi
ro
ano-niques et 
anoniques sont équivalents pour toute valeur de Γ, lorsque e estnégatif. Compte tenu des résultats généraux énon
és dans la sous-se
tionpré
édente, 
ette observation n'est pas étonnante : deux ensembles �duals�(i
i mi
ro
anonique et 
anoniques) sont équivalents lorsque l'entropie Se(Γ)est 
onfondue ave
 son enveloppe 
on
ave.Considérons maintenant le 
as e < 0. Quand γ = 0, le minimum globalde Fe(q) = −Se(q) ne 
orrespond pas à une unique solution : il est atteintaux points A et A′. Lorsque γ > 0, 
es deux minima sont dé
alés vers lagau
he, et le minimum 
orrespondant au point A devient un (unique) mi-nimum global. Lorsque γ > 0, 
'est le minimum 
orrespondant au point A′qui devient l'unique solution (et qui est dé
alé vers la droite).Finalement, les solutions du problème 
anonique sont toutes lo
aliséessur l'axe q1, à gau
he du point A et à droite du point A′. En
ore une fois,
ela est 
ohérent ave
 le fait que l'entropie Se(Γ) n'est pas 
onfondue ave
125



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelssont enveloppe 
on
ave dans la zone lo
alisée entre 
es points : les ensemblesmi
ro
anoniques et 
anoniques n'y sont pas équivalents.Remarquons que l'existen
e de la zone d'inéquivalen
e d'en-semble est liée à l'existen
e d'une transition 
anonique du premierordre : lorsque l'on varie 
ontinûment le paramètre γ, on passe brusquementde la �phase� 
orrespondant un minimum A à la �phase "
orrespondant" auminimum A′ en γ = 0, ave
 
oexisten
e des deux états en 
e point.Nous avons résumé le diagramme de phase (pour les paramètres e et
Γ) de 
e système dans la partie gau
he de la �gure 4.1-b. La zone d'in-équivalen
e d'ensemble est lo
alisée à l'intérieur de la 
ourbe en trait bleu.Nous remarquons une autre propriété intéressante : lors de la variation duparamètre e, l'apparition d'une zone d'existen
e d'inéquivalen
e d'ensembledans la 
ourbe Se(Γ) s'a

ompagne de l'émergen
e simultanée de deux tran-sitions de phases mi
ro
anoniques du se
ond ordre (la 
ourbe verte en traitsdoubles plein-tirets).Ainsi, l'inéquivalen
e d'ensemble est dire
tement asso
iée à un 
hange-ment d'état du système étudié. Étudier l'inéquivalen
e d'ensemble estdon
 intéressant pour 
omprendre la thermodynamique des sys-tèmes à intera
tion à longue portée.Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phaseL'exemple pré
édent fournit un exemple de passage d'une situation d'équi-valen
e d'ensemble (pour e < 0 )à une situation d'inéquivalen
e d'ensemble(pour e > 0). Cette brisure de l'équivalen
e d'ensemble est asso
iée àune phénoménologie parti
ulière dans l'ensemble mi
ro
anonique : dansl'exemple pré
édent, on a observé un point d'azéotropie du se
ond ordre,qui est par dé�nition le lieu où apparaissent simultanément deux transitionsde phase du se
ond ordre.Bien que l'inéquivalen
e d'ensemble soit toujours asso
iée à une transi-tion de phase du premier ordre dans l'ensemble 
anonique, il existe diversestransitions de phases mi
ro
anoniques asso
iées à la brisure de l'inéquiva-len
e d'ensemble.L'ensemble de 
es phénoménologies ont été répertoriées par Bou
hetet Barré [17℄. Ils ont 
lassi�é �à la Landau� les di�érentes transitions dephases envisageables dans les systèmes à intera
tion à longue portée, et fait126



Thermodynamique des systèmes à intera
tion à longue portéele lien entre 
ertaines de 
es transitions et l'apparition de l'inéquivalen
ed'ensemble.Toutes les transitions de phases et toutes les brisures d'équivalen
e d'en-semble re
ensées dans la littérature trouvent leur pla
e dans 
ette 
lassi-�
ation. En revan
he, 
ertaines phénoménologies n'ont en
ore jamais étéobservées dans un système physique spé
i�que. C'est le 
as par exemple del'azéotropie du se
ond ordre que nous avons présenté dans l'exemple pré
é-dent. Nous montrerons que les diagrammes de phase des états d'équilibresd'é
oulements 2D présentent 
ertaines de 
es transitions de phase qui ontbien été prédites dans la 
lassi�
ation, mais qui n'ont en
ore jamais étéobservées dans un système physique.
Interprétation physiqueDans le 
adre de la mé
anique statistique des systèmes à 
ourte porté,il est souvent naturel d'étudier les systèmes dans l'ensemble 
anonique :d'un point de vue théorique, les 
al
uls sont souvent plus simples que dansl'ensemble mi
ro
anonique, et d'un point de vue expérimental, le systèmeétudié est souvent 
ouplé à un �bain� extérieur, �xant la température.La signi�
ation d'un tel bain est souvent ambiguë pour un système àintera
tions à longue portée. Par exemple, les é
oulements 2-D 
onservent ladistribution de vorti
ité dans tout l'é
oulement (les Casimirs). Il est di�
iled'imaginer un �bain� pour 
ette distribution de vorti
ité.L'introdu
tion de problèmes duaux moins 
ontraints reste néanmoinstrès utile pour 
al
uler les états d'équilibres du problème mi
ro
anoniqueinitial : il est toujours plus fa
ile de résoudre un problème variationnel moins
ontraint.De plus, l'étude de 
es problèmes variationnels permet de montrer 
er-taines propriétés physiques d'un système donné, 
omme sa stabilité, oul'existen
e de transitions de phases qui 
hangent de manière radi
ale l'étatdu système. 127



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnels
a) b) c)

β β γ

EE ΓFig. 4.3: Observations numériques antérieures de l'inéquivalen
e d'ensemble a) dansle modèle de points vortex [113℄, où E est l'énergie, et β = ∂S/∂E, ave
 S l'entropied'équilibre ; b,
) dans le modèle des équations QG [44℄. Γ est la 
ir
ulation, et γ = ∂S/∂Γ.Dans les �gures a) et b), la température 1/β est une fon
tion dé
roissante de l'énergieau-delà d'une valeur 
ritique : la 
apa
ité thermique est négative dans 
ette zone.4.2 Résultats antérieurs et obje
tifsObservation de l'inéquivalen
e d'ensemble dans lesé
oulements 2DLa possible existen
e de l'inéquivalen
e d'ensemble dans les é
oulementsbidimensionnels a été prédite mathématiquement [23℄, sans exemple expli-
ite, puis observée numériquement (voir �gure 4.2) :� dans le modèle des points vortex [113℄� dans les équations quasi-géostrophiques [44℄ appliquées à la des
rip-tion de l'atmosphère jovienne, pour une relation q−ψ faiblement nonlinéaire.Notre 
ontribution sera de montrer analytiquement l'existen
e génériqued'une zone d'inéquivalen
e d'ensemble pour une large gamme de paramètreset d'é
oulements bidimensionnels. Nous expliquerons que 
ette zone d'in-équivalen
e est asso
iée à des transitions de phase dans la stru
ture del'é
oulement.Transitions de phases dans Euler 2DL'étude des diagrammes de phase des é
oulements prédits par la théoriestatistique RSM a fait l'objet de plusieurs 
ontributions dans les années 90,128



Résultats antérieurs et obje
tifs

Fig. 4.4: Fon
tion 
ourant des états d'équilibres RSM, dans un domaine re
tangulaire,pour une 
ir
ulation donnée (rouge : positif ; bleu : négatif). Cas i) rapport d'aspe
t
τ = 1.1. Cas ii) rapport d'aspe
t τ = 1.8. On observe dans 
e 
as une dis
ontinuité de
∂β/∂E, où β = ∂S/∂E est la température inverse. Cela 
orrespond à une transition dephase du se
ond ordre (voir [27℄).indépendamment du 
ontexte de la mé
anique statistique des systèmes àintera
tion à longue portée [120, 65, 27℄.Il s'agissait de 
omprendre et de 
lassi�er les di�érents types d'organisa-tion des é
oulements prédits par 
ette théorie. En étudiant analytiquementles états d'équilibres 
ara
térisés par une relation q − ψ linéaire, Chavaniset Sommeria ont montré l'existen
e de transitions de phases parti
ulières àhaute énergie (voir �gure 4.4).Ces auteurs ont obtenu un 
ritère sur la géométrie du domaine pourdéterminer le type de diagrammes des équilibres statistiques. Pour une 
ir-
ulation �xée, le 
ritère séle
tionne une de 
es deux possibilités :� i) L'é
oulement est un monopole quelle que soit son énergie. C'est 
equi est observé dans un domaine 
arré.� ii) L'é
oulement est un monopole pour des énergies inférieures à unevaleur 
ritique. Au-delà de 
ette valeur, il y a une transition du mono-pole vers un dip�le. À haute énergie, le dip�le domine l'é
oulement.C'est 
e qui est observé dans un domaine re
tangulaire de rapportd'aspe
t supérieur à 1.12. 129



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelsObje
tifsNous allons 
al
uler expli
itement les états d'équilibre du problème va-riationnel de la théorie RSM, dans le 
as où 
es états sont dé�nis par unerelation linéaire entre vorti
ité et fon
tion 
ourant.Cela permettra de retrouver, et généraliser les résultats de Chavanis etSommeria, puis de 
lari�er la nature des transitions de phases qu'ils ontdé
rites auparavant. Nous montrerons que 
es transitions sont la signatured'une zone d'inéquivalen
e d'ensemble, et dé
rirons les propriétés thermo-dynamiques asso
iées à 
ette inéquivalen
e d'ensemble.Nous montrerons en parti
ulier que 
ertaines des propriétés dé
ritesétaient prédites par la 
lassi�
ation de Bou
het et Barré [17℄, mais n'avaienten
ore jamais été observées dans un système physique spé
i�que.La méthode utilisée a l'avantage d'être appli
able à une large 
lassede modèles d'é
oulements bidimensionnels, in
luant les équations QG en
ou
hes et l'équation d'Euler, voire même à d'autres systèmes physiques.Nous appliquerons 
es résultats à l'étude des é
oulements de Fofono�.4.3 Thermodynami
s of two-dimensional andFofono� �owsLa suite de 
e 
hapitre est rédigée en anglais. Il s'agit d'un arti
le enpréparation pour Journal of Statisti
al Physi
s, é
rit en 
ollaboration ave
F. Bou
het. L'introdu
tion et la première partie de l'arti
le reprennent laplupart des résultats et motivations que nous venons de présenter. Uneversion 
ourte de 
et arti
le est soumise à Physi
al Review Letter.
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Thermodynami
s of two-dimensional andFofono� FlowsAntoine Venaille and Freddy Bou
het2008LEGI, UJF, INPG, CNRS ; BP 53, 38041 Grenoble, Fran
e and INLN,CNRS, UNSA, 1361 route des lu
ioles, 06 560 Valbonne - Sophia Antipolis,Fran
e05.20.-y, 05.70.Fh, 47.32.-yIntrodu
tionIn two dimensional and geophysi
al turbulen
e, the �ow dynami
s isnot governed by lo
al intera
tions. More pre
isely, the intera
tion potentialbetween �uid parti
les is not integrable. This property is found in many dif-ferent �elds of physi
s : self gravitating systems [24, 62℄, uns
reened plasmasor models des
ribing intera
tions between waves and parti
les [75℄. It 
anlead to strange or unexpe
ted behavior [36℄. Re
ently, a new light was shedon the equilibrium statisti
al me
hani
s of su
h systems with long-rangeintera
tions : there has been a mathemati
al 
hara
terization of ensembleinequivalen
e [43℄, a study of several simple models [12, 33℄, a full 
lassi�-
ation of phase transitions and ensemble inequivalen
e [17℄ and appearan
eof a very useful te
hnique, namely the large deviation theory [11℄.One of the striking features of the thermodynami
s of systems withlong range intera
tions is the generi
 existen
e of negative spe
i�
 heat :temperature de
reases when energy in
reases. This was �rst predi
ted inthe 
ontext of astrophysi
s [74℄. This strange phenomenon is possible as a
onsequen
e of the la
k of additivity of the energy and is related to the131



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelsinequivalen
e between the mi
ro
anoni
al and 
anoni
al ensembles of sta-tisti
al physi
s. Ensemble inequivalen
e means that a solution exists in astatisti
al ensemble while it does not in the others. For two dimensional�ows, existen
e of su
h inequivalen
e has been mathemati
ally proven forpoint vorti
es [23℄, numeri
ally observed in Quasi-Geostrophi
 (QG) mo-dels [44℄, and in a Monte Carlo study of point vorti
es in a disk [113℄.In this paper, we predi
t su
h an ensemble inequivalen
e for a large 
lassof models of two-dimensional and geophysi
al �ows, whatever the domaingeometry, in the 
ase of a linear relation between (potential) vorti
ity andstreamfun
tion.We use exa
t theoreti
al 
omputations, whi
h allow for a 
lear explana-tion of the o

urren
e of ensemble inequivalen
e, and relate it to previouslyobserved phase transitions, 
omputed in the Euler equation 
ontext by Cha-vanis and Sommeria. We will show that the thermodynami
al properties ofthese transitions are intimately related to the existen
e of an ensemble in-equivalen
e region in phase diagram.When varying an external parameter, there are di�erent routes leadingto ensemble inequivalen
e. These routes 
orrespond to di�erent transitionsin the mi
ro
anoni
al ensemble. All possible routes to ensemble inequi-valen
e and all possible phenomenologies in the di�erent ensembles havebeen 
lassi�ed and linked together, for systems with long range intera
tions[17℄. Some of the transitions predi
ted have never been observed, neither inmodels, nor in real physi
al systems. In this paper, we report the �ndingof two su
h unobserved phase transitions, linked with the existen
e of anensemble inequivalen
e area : bi
riti
al points (a bifur
ation from a �rstorder towards two se
ond order phase transitions) and se
ond order azeo-tropy (the simultaneous appearan
e of two se
ond order phase transitions).These phase transitions are governed by the domain geometry. We explainhow to 
ompute the transition points for any domain geometry.Besides the detailed 
omputations and dis
ussions of the results pre-sented in [131℄, this paper provides an appli
ation of these results to ana
ademi
 o
ean and atmosphere model, and a dis
ussion on possible expe-riments. The study of geophysi
al �ows is a promising �eld of appli
ation forstatisti
al me
hani
s of systems with long range intera
tions. For instan
e,the stru
ture of Jupiter's troposphere has been su

essfully explained byusing the Robert-Sommeria-Miller (RSM) equilibrium theory : the GreatRed Spot has been pre
isely and quantitatively modelled [19℄ and its po-sition in the South hemisphere explained [123℄. One of the major s
opes132



Thermodynami
s of two-dimensional and Fofono� �owsof this �eld is to go towards Earth's o
ean appli
ations. All textbooks ino
eanography present the Fofono� �ows whi
h have played an importanthistori
al role [89, 51℄. We propose a theoreti
al des
ription of su
h �owsin the 
ontext of statisti
al theory whi
h, for the �rst time, relates theirproperties to phase transitions, negative spe
i�
 heat and ensemble inequi-valen
e.The paper is organized as follows : i) We present a 
lass of models fortwo dimensional and geophysi
al �ows, as well as the statisti
al me
hani
sof su
h �ows. ii) Then we brie�y review 
lassi
al results on ensemble inequi-valen
e and the study of variational problems in the 
ontext of long rangeintera
ting systems. iii) We 
ompute and des
ribe phase diagrams asso
ia-ted to any �ow 
hara
terized by a linear relation between potential vorti
ityand stream fun
tion q − ψ. We observe the generi
 existen
e of ensembleinequivalen
e, and des
ribe phase transitions in the �ow stru
ture asso
ia-ted to it. We then show the existen
e of new phase transitions predi
tedin the 
lassi�
ation [17℄ (bi
riti
al points and se
ond order azeotropy). iv)We apply these results to the des
ription of Fofono� �ows, to the proof ofnonlinear stability of a large 
lass of RSM equilibria (in a situation whereArnold's stability 
riteria do not hold) and dis
uss possible experimentalobservation of ensemble inequivalen
e.Equilibrium states of two dimensional �owsIn this se
tion we review 
lassi
al models of two-dimensional �ows, andthe equilibrium statisti
al me
hani
s of su
h systems.Models : Euler and quasi-geostrophi
 equationsWe 
onsider a 
lass of models, in whi
h a s
alar quantity, the potentialvorti
ity (PV) q(x, y), is purely adve
ted by a non divergent velo
ity �eld :
∂tq + u · ∇q = 0 ,

u =

(
−∂ψ
∂y

,
∂ψ

∂x

)
,

q = ∆ψ − ψ

R2
+ h. (4.3)133



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelsWe have introdu
ed the streamfun
tion ψ. The parameter R is 
alledeither the Rossby radius of deformation, in geophysi
al 
ontext [89℄, or theDebye length s
ale in the 
ontext of plasma physi
s. This is a 
hara
teristi
length s
ale above whi
h the intera
tions are s
reened. The �eld h(x, y) issupposed to be known. In geophysi
al 
ontext, it is often taken to be h = by,to a

ount for the variation of the Coriolis for
e with latitude. It 
an also beinterpreted as a topography above whi
h the �ow takes pla
e. The 
ase h =
0, R = +∞ 
orresponds to the Euler equation. The topography is 
hosensu
h that 〈h〉 = 0, where 〈·〉 stands for an average over the whole domain.In this study, the 
ase of an arbitrary 
losed domain D is 
onsidered, butthe generalization to other kinds of domains (
hannel, doubly periodi
...)is straightforward. The boundary 
ondition is given by an impermeability
onstraint n · u = 0, where n is a ve
tor normal to ∂D. This 
onditionis equivalent to saying that the streamfun
tion is 
onstant on the domainboundary : ψ = ψfr on ∂D. The velo
ity �eld does not depend on the
onstant ψfr. One 
an always 
hoose

ψ = 0 on ∂D .Other ways to express the impermeability 
onstraint will be dis
ussedlater.Conserved quantities. The transport equation 
onserves an in�nite num-ber of quantities, whi
h are the energy
E [q] =

1

2

〈
(∇ψ)2 +

ψ2

R2

〉
= −1

2
〈(q − h)ψ〉 , (4.4)and the Casimirs

Cf [q] = 〈g(q)〉 ,where g is any 
ontinuous fun
tion on D. A parti
ular Casimir is the 
ir
u-lation
C[q] = 〈q〉 . (4.5)If the domain has parti
ular symmetries, for instan
e a 
hannel (transla-tional invarian
e), or a 
ir
le (rotational invarian
e), then additional 
onser-ved quantities have to be taken into a

ount.134



Thermodynami
s of two-dimensional and Fofono� �owsStatisti
al me
hani
s of 2D �owsThe 
lass of models we study (Euler or QG equations) are known to de-velop 
omplex vorti
ity �laments at �ner and �ner s
ales. This makes almostimpossible any attempt to have a deterministi
 approa
h of these systems.Rather than des
ribing the �ne-grained stru
tures, equilibrium statisti
altheories of two dimensional turbulent �ows, assuming ergodi
ity, predi
t�nal organization of the �ow on a 
oarse grained level [99, 100, 81℄. To keeptra
k of the 
onservation laws of the transport equation, it is ne
essary tointrodu
e the density of probability ρ(x, y, σ) of �nding the PV level σ in asmall neighborhood of the position (x, y), where N [ρ] =
∫
D ρ(x, y, σ)dσ = 1.The vorti
ity distribution D[ρ](σ) =

∫
D ρ(x, y, σ)dxdy is 
onserved by the�ow. The knowledge of this distribution is equivalent to the knowledgeof the in�nite number of Casimir 
onstraints. The equilibrium statisti
altheory provides a variational problem. One has to maximize a mixing en-tropy S[ρ] = −

∫
D ρ ln ρdxdydσ, taking into a

ount the 
onstraints on theenergy E, and on the vorti
ity distribution d(σ) :

SRSM (E, d) = max
{ρ|N [ρ]=1}

{S[ρ] | E [ρ] = E & D[ρ] = d} (4.6)Be
ause this variational problem takes into a

ount all the invariantsof the dynami
s, we 
all it full mi
ro
anoni
al ensemble in this paper :an isolated 2D turbulent �ow would evolve towards the state predi
tedby this theory, whi
h gives the ma
ros
opi
 �eld ρ(x, y, σ), and then thema
ros
opi
, or 
oarse-grained vorti
ity �eld q(x, y) =
∫
σρ(x, y, σ)dσ. Anoverwhelming number of mi
ros
opi
 states (given by the �ne-grained PV�eld) 
orresponds to the ma
ros
opi
 state q(x, y).However, 
omputing the solutions of the variational problem (4.6) wouldrequire the knowledge of the in�nity of Casimir 
onstraints. This is a hugepra
ti
al limitation to apply this theory. Re
ently, many e�orts have beendevoted to �nd alternative approa
hes whi
h 
ould lead to pra
ti
al andmathemati
al simpli�
ations of this problem.Simpli�
ation of 
onstrained variational problemsThe study of 
onstrained variational problems is ubiquitous in the 
ontextof thermodynami
s of systems with long range intera
tions. There is a gene-ral method to solve su
h problems, based on the fa
t that dealing with un-135



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnels
onstrained variational problems is mu
h easier than dealing with 
onstrai-ned ones.Let us for instan
e 
onsider a variational problem with one 
onstraint :
G(C) = maxq {g(q) | c(q) = C}. We suppose that the Lagrange multiplierrules apply, and we introdu
e the Lagrange parameter γ (also 
alled dual va-riable) asso
iated to the 
onstraint C. We introdu
e a relaxed (or dual) va-riational problem, having the same 
riti
al points (i.e. the points q su
h that
δg − γδc = 0), but being less 
onstrained : F (γ) = minq {−g(q) + γc(q)}.The solutions of both variational problems are related to ea
h other. Inparti
ular :� Ea
h solution qγ of the un
onstrained variational problem is also asolution of the 
onstrained variational problem, for a 
onstraint C =

c(qγ).� Ea
h solution qC of the 
onstrained variational problem is a solutionof the un
onstrained variational problem if and only if G(C) 
oin-
ide with its 
on
ave envelop at point C. If this is the 
ase, there isensemble equivalen
e for this parameter C. If not, there is ensembleinequivalen
e for this parameter C.One 
an �nd a demonstration of these results in [43℄, and a more detaileddis
ussion in [17℄.Appli
ation to the variational problem of the RSM theoryFollowing this idea presented in the previous paragraph, it has been pro-posed to treat the Casimir invariants 
anoni
ally to 
ompute RSM equilibria[16℄, by studying the following variational problem :
S(E,Γ) = max

q
{S[q] = 〈s(q)〉 | E [q] = E & C[q] = Γ} . (4.7)We have introdu
ed a fun
tion s(q), supposedly 
on
ave, and the Casimirfun
tional S[q] =

∫
D s(q)dr. Any solution to (4.7) is a RSM equilibrium(4.6), but the 
onverse may be wrong. A proof and a wider explanationof this statement is developed in [16℄. Be
ause two 
onstraints are kept,namely on energy and on 
ir
ulation, we 
all this problem mi
ro
anoni
alby analogy with usual problems in thermodynami
s, involving a 
onstrainton the energy, and on the number of parti
le.All the solutions to the mi
ro
anoni
al variational problem (4.6) willbe �nally interpreted as RSM equilibrium states. It is important to stress136



Thermodynami
s of two-dimensional and Fofono� �owsthat only the full mi
ro
anoni
al ensemble has a physi
al meaning, in thesense that it is obtained by maximization of a mixing entropy, taking intoa

ount all the 
onstraints of the dynami
s.We will see that the introdu
tion of this mi
ro
anoni
al ensemble leadsto 
onsiderable simpli�
ation of the 
omputation of the equilibrium states.In parti
ular, we will be able to solve it dire
tly for a large 
lass of �ows : wewill 
ompute all the statisti
al equilibria asso
iated to a linear q−ψ relation.In addition, the 
omputations in this ensemble make possible a proof of thenon linear stability of its solutions, even for a range of parameters for whi
hArnold's 
riteria for stability are not satis�ed.Noti
e that it exists an alternative interpretation of the mi
ro
anoni
alvariational problem (4.7), in terms of a prior distribution or generalizedentropy [25, 44℄. The prior distribution Π (σ) is a Lagrange parameter as-so
iated to the 
onstraint on the Casimirs, and the fun
tion s appearing inthe generalized entropy S =
∫
s(q)dxdy is the Legendre-Fen
hel transformof Π (σ).Criti
al points. We now explain how the q−ψ relation predi
ted by theRSM statisti
al theory is related to the fun
tion s introdu
ed in the varia-tional problem (4.7). For this purpose, let us 
ompute the 
riti
al pointsof this variational problem. We introdu
e two Lagrange multipliers β and

γ asso
iated respe
tively with the energy and the 
ir
ulation 
onservation.They are interpreted respe
tively as an inverse temperature and as a fuga-
ity, by analogy with usual thermodynami
s. These 
riti
al points satisfy
δS − βδE − γδΓ = 0, whi
h yields q = s′−1 (−βψ + γ), where s′−1 is theinverse of the derivative of s. We 
on
lude that the 
riti
al points of (4.7)are stationary states 
hara
terized by the q − ψ relation

f (ψ) = s′−1 (−βψ + γ) . (4.8)In the following, we shall study the 
ase of a quadrati
 fun
tion (theopposite of the enstrophy)
S[q] = −1

2

〈
q2
〉
, (4.9)where we have 
hosen s(q) = −1

2
q2, whi
h 
orresponds to a linear q − ψrelation

f (ψ) = βψ − γ . 137



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelsThe values of β and γ are pres
ribed by the 
onstraints on E and Γ. Sin
e allthe solutions to the variational problem (4.7) are RSM statisti
al equilibria,we will 
ompute all the statisti
al equilibria asso
iated to a linear q − ψrelation if we are able to solve the problem (4.7) for any admissible valueof E and Γ.
Linear q−ψ relations. Note that a linear relation is always expe
ted inthe limit of low energies. In the formalism of [44℄, the linear q − ψ relationis obtained for a Gaussian prior distribution (as noted before by [82, 27℄).In the 
ontext of the Euler equation (R = +∞, h = 0), Chavanis andSommeria have 
omputed and 
lassi�ed RSM equilibrium states 
orrespon-ding to a linear q − ψ relation, in an arbitrary 
losed domain [27℄. For agiven 
ir
ulation Γ, and a varying energy E, a 
riterion depending on thedomain geometry was found : i) if the 
riterion is not ful�lled, the �ow isa monopole whatever its energy. This is for instan
e the 
ase of a square ;ii) if the 
riterion is ful�lled, there is a transition from a monopole to adipole state while in
reasing the energy. This is the 
ase for a re
tangulardomain of aspe
t ratio larger than 1.12. In 
ase i), for a given energy and avarying 
ir
ulation, another transition is observed. At Γ = 0, there are twoequilibrium states, having the stru
ture of a monopole, with opposite signs.When the 
ir
ulation is slightly 
hanged, one of the monopoles be
omesmetastable while the other remains the only equilibrium state.In [27℄, the (analyti
) 
omputations were 
arried out in the limit ofstrong mixing, whi
h lead to a linear q − ψ relation. Stationary solutionswere 
omputed, as well as their entropy (also expanded in the limit ofstrong mixing), in order to sele
t the equilibrium states. This method leadto 
ompli
ated dis
ussions to �nd the entropy maxima.In the present study, we treat 
anoni
ally the 
onstraints on the Casi-mirs, whi
h allows for a 
lear explanation of the link between the variationalproblem (4.7) studied here, and the variational problem of the RSM theory.Our 
ontribution here generalizes the results of [27℄ to a larger 
lass of two-dimensional �ows, 
lari�es the nature of the observed phase transitions, andlinks their pe
uliar properties with the o

urren
e of inequivalen
e betweendi�erent statisti
al ensembles.138



Thermodynami
s of two-dimensional and Fofono� �owsComputation of equilibrium states, phase transitionsand ensemble inequivalen
eWe present in this se
tion the 
omputation of the variational problems(4.7), that will provide any RSM equilibrium state asso
iated to a linear
q − ψ relation, 
lassi�ed a

ording to its energy and 
ir
ulation.To solve the mi
ro
anoni
al problem (4.7), we will apply the same stra-tegy that has been used previously to simplify the variational problem of theRSM theory (see paragraph "Simpli�
ation of 
onstrained variational pro-blems") : instead of 
onsidering dire
tly the problem with two 
onstraints
E and Γ, we will introdu
e and solve relaxed variational problems, and then
he
k if all the possible values of the 
onstraints are rea
hed by solutionsto the relaxed variational problems.De
omposition on Lapla
ian eigenmodesIn order to 
ompute the solutions to the variational problem (4.7), itwill be 
onvenient to proje
t the di�erent �elds (q, h and ψ) on Lapla
ianeigenmodes, sin
e the q − ψ relation is linear. We introdu
e the 
omplete,orthonormal basis {ei(x, y)}i∈N

of Lapla
ian eigenmodes on the domain D

(
∆ − 1

R2

)
ei = −λiei .The λi are all positive, in in
reasing order. They 
orrespond to the Lapla
ianeigenvalues shifted by −1/R2.Potential vorti
ity and topography 
an be de
omposed on this basis,as well as the streamfun
tion, 
omputed by inverting the relation q − h =

∆ψ − ψ/R2 :
q =

∑

i

qiei h =
∑

i

hiei ψ =
∑

i

hi − qi
λi

ei .The fun
tionals S (4.9), E (4.4) and C (4.5) involved in the mi
ro
anoni
alvariational problems (4.7) 
an then be expressed in terms of the proje
tions
{qi} : 139



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelsentropy S[q] = −1

2

∑

i

q2
i , (4.10)energy E [q] =

1

2

∑

i

1

λi
(qi − hi)

2 , (4.11)
ir
ulation C[q] =
∑

i

qi 〈ei〉 , (4.12)where 〈ei〉 =
∫
D ei(x, y)dxdy .Following the notations of [27℄, we introdu
e two independent sub-spa
es : the subspa
es of the Lapla
ian eigenmodes having zero mean value (

〈e′i(x, y)〉 = 0, i ∈ N
∗) and the subspa
e of the Lapla
ian eigenmodes havingnon-zero mean value ( 〈e′′i (x, y)〉 6= 0, i ∈ N

∗). The notation �prime� and�double prime� will be used to distinguish (when ne
essary) one subspa
efrom the other : for instan
e, the Lapla
ian eigenvalues will be written λ′ior λ′′i .Noti
e �rst that it is a 
lassi
al result that the smallest Lapla
ian ei-genvalue is not degenerate, and that the asso
iated Lapla
ian eigenmode
an always be 
hosen to be positive everywhere. It is thus an eigenmodeof non-zero mean value : e1 = e′′1, and λ1 = λ′′1. Then, we have ne
essarily
λ′′ < λ′1.Noti
e also that we expe
t the subspa
e of zero mean Lapla
ian eigen-mode {e′i} to be generi
ally empty when the domain geometry D admitsno parti
ular symmetry : a small perturbation of the domain 
hanges themean value of the eigenmode. If, by 
ontrast, one imposes a symmetry axisin the domain geometry, then it exits generi
ally eigenmodes having a zeromean (these eigenmodes are antisymmetri
 with respe
t to the symmetryaxis). This is for instan
e the 
ase for a re
tangular domain, for whi
h theeigenmodes and eigenvalues are given in Annexe C.Solution for the grand 
anoni
al problemSin
e problems without 
onstraints are easier to solve, we �rst look atthe solutions in the grand 
anoni
al ensemble, where both 
onstraints on140



Thermodynami
s of two-dimensional and Fofono� �owsthe energy and 
ir
ulation are relaxed, by 
onsidering the thermodynami
alpotential :
J(β, γ) = min

q
{J [q] = −S[q] + β E [q] + γC [q]} . (4.13)Using expressions (4.10), (4.11) and (4.12) for entropy, energy and 
ir-
ulation fun
tionals, we �nd :

J [q] =
1

2

∑

i≥1

(
1 +

β

λi

)
q2
i +

∑

i≥1

(
− β

λi
hi + γ〈ei〉

)
qi . (4.14)We have thus to �nd the minimum of a quadrati
 fun
tional, with apossible linear part. Let Q and L be the linear operators asso
iated res-pe
tively to the purely quadrati
 part and to the purely linear part of thisfun
tional. Then we have three 
ases :� Case 1. The smallest eigenvalue of Q is positive : the minimum existsand is a
hieved by an unique minimizer.� Case 2. At least one eigenvalue of Q is stri
tly negative. There is nominimum.� Case 3. The smallest eigenvalue of Q is zero (with eigenfun
tion e0).If L[e0] = 0 (
ase 3a), the minimum exists, and ea
h state of theneutral dire
tion {αe0} is a minimizer. If L[e0] 6= 0 (
ase 3b), then nominimum exists.Sin
e the quadrati
 part of J is diagonal in the Lapla
ian eigenmodebasis, we 
an immediately see that there is a unique solution to the varia-tional problem if and only if β > −λ1 (
ase 1. above), whatever the value of

γ. If β < λ1 (
ase 2. above), there is no solution to the variational problem.If β = −λ1, then Q[e1] = 0 (
ase 3. above) and there is a neutral dire
tionif and only if L[e1] = 0, whi
h yields γ = h1/ 〈e1〉.We 
ompute the energy and the 
ir
ulation of all those states in Ap-pendix A. We prove that there is a unique 
anoni
al solution at ea
h pointin the diagram (E,Γ) below the parabola Eλ1
(Γ) given by equation (4.26)in Appendix A, and above the parabola E∞(Γ) given by equation (4.27) inAppendix A. 141



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelsWe note that energies lo
ated above the parabola Eλ1
(Γ) are not a
hie-ved by grand 
anoni
al solutions (the values lo
ated below E∞(Γ) are notadmissible).Be
ause it exists a range of admissible energies and 
ir
ulations notrea
hed by grand 
anoni
al solutions, we are in a situation of ensembleinequivalen
e. We then turn to the more 
onstrained 
anoni
al problem to�nd solutions in this area.Solution for the 
anoni
al problemWe now 
onsider the 
anoni
al problem, obtained by keeping only the
is
ulation 
onstraint, and by 
onsidering the free energy

F (β,Γ) = min
q

{F [q] = −S[q] + β E [q] | C[q] = Γ} . (4.15)It is possible to transform this 
onstrained problem into an un
onstrai-ned variational problem. A
tually, the 
ir
ulation 
onstraint is linear : one
oordinate 
an be expressed in terms of the others : q1 =
(
Γ −∑i≥2 qi 〈ei〉

)
/ 〈e1〉(re
all 〈e1〉 6= 0).This expression is then inje
ted into the fun
tional F = −S + βE :

F [q] =
1

2

∑

i≥2

(
1 +

β

λ′i

)
q′i

2 −
∑

i≥2

β

λ′i
h′iq

′
i

+
1

2

∑

i,j≥2

(
δij

(
1 +

β

λ′′i

)
+

(
1 +

β

λ′′1

) 〈e′′i 〉〈e′′j 〉
〈e′′1〉2

)
q′′i q

′′
j

−
∑

i≥2

(
Γ
〈e′′i 〉
〈e′′1〉2

(
1 +

β

λ′′1

)
− β

λ′′i
h′′i +

〈e′′i 〉
〈e′′1〉

β

λ′′1
h′′1

)
q′′i (4.16)where we have made the distin
tion between the two (independent) sub-spa
es of Lapla
ian eigenmodes, having a zero mean value or not. Theproblem is now to �nd the minimizer {qi}i≥2 of this fun
tional, with no
onstraint.To �nd the solutions to this problem, we use the same method as in thegrand 
anoni
al 
ase. We 
all Q and L the linear operators asso
iated tothe purely quadrati
 and linear parts of F .142



Thermodynami
s of two-dimensional and Fofono� �owsIn the subspa
e of zero-mean Lapla
ian eigenmodes, Q is diagonal. Itssmallest eigenvalue is stri
tly positive if and only if β > −λ′1.In the subspa
e of non zero-mean Lapla
ian eigenmodes, Q is not dia-gonal, so this 
ase requires more 
omputations. We look for the value of βsu
h that the smallest eigenvalue of Q is zero in this subspa
e (that 
orres-ponds to 
ase 3 above). Let us 
all −λ∗ this value, and e∗ =
∑

i≥2 e
∗
i ei the
orresponding eigenmode. Be
ause Q[e∗] = 0, (remember that Q is the li-near operator asso
iated to the purely quadrati
 part of F given by (4.16)),we have :

∀i ≥ 2,

(
1 +

λ∗

λi

)
e∗i +

〈ei〉
〈e1〉2

(
1 +

λ∗

λ1

)∑

j≥2

〈ej〉e∗j = 0 (4.17)We dedu
e from this expression that∑j≥2〈ej〉e∗j 6= 0 : if not, ea
h term
e∗i is zero. Multiplying (4.17) by 〈ei〉/ (1 + λ∗/λi) and summing on i ≥ 2,we �nd that −λ∗ is the smallest zero of the fun
tion 1

f(x) =
∑

i≥1

λi〈ei〉2
λi + x

. (4.18)Thus, when β = −λ∗, the smallest eigenvalue of Q (in the subspa
e of nonzero-mean Lapla
ian eigenmodes) is zero.We 
on
lude that whatever the value of Γ, there is a single solution tothe variational problem if and only if β > −min {λ∗, λ′1} (
ase 1. above).When β < −min {λ∗, λ′1}, there is no solution to the variational problem(
ase 2. above). When β = −min {λ∗, λ′1} (
ase 3. above), we have to 
onsi-der two 
ases depending on the sign of λ∗ − λ′1 :� if β = −λ∗ > −λ′1. A minimizer exists (
ase 3a above) if L[e∗] = 0.This leads to
∑

i≥2

(
Γ
〈ei〉
〈e1〉2

(
1 +

β

λ1

)
− β

λi
hi +

〈ei〉
〈e1〉

β

λ1

h1

)
e∗i = 01By using the identity∑i≥1

〈ei〉2 = 1, we re
over fun
tion 3.8 obtained in [27℄, wherea dis
ussion on the properties of this fun
tion is provided. 143



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelsBy (4.17), it yields the 
ondition
Γ∗ = λ∗

∑

i≥1

〈ei〉hi
λ∗ − λi

. (4.19)For Γ 6= Γ∗, there is no minimizer (
ase 3b).� if β = −λ′1 > −λ∗. A minimizer exists (
ase 3a above) if L[e′1] = 0.This gives the 
ondition h′1 = 0. If h′1 6= 0, there is no minimizer (
ase3b).The solutions 
orresponding to all those 
ases, as well as their energyand 
ir
ulation, are 
omputed in Appendix B. In any 
ase we �nd that alladmissible values of 
ir
ulation Γ and energy E are rea
hed by 
anoni
alsolutions.We 
on
lude that mi
ro
anoni
al and 
anoni
al ensembles are equiva-lent : all mi
ro
anoni
al solutions, 
hara
terized by a given energy and
ir
ulation, are also 
anoni
al solutions.From the previous analysis, we are able to 
ompute and des
ribe all thethermodynami
al properties of the phases diagrams in the plane (E,Γ), asdone in Appendix B, where it is explained that only three types of phasediagram exist :� 
ase i (λ∗ < λ′1) : there is a �rst order transition line, de�ned by
(Γ = Γ∗, E > E∗), where Γ∗ is given by equation (4.19). How to
ompute E∗ is explained in appendix B.� 
ase ii (λ∗ < λ′1 and h′1 = 0) : there is a se
ond order transition line,de�ned by the parabola Eλ′

1
given by equation (4.29).� 
ase iii (λ∗ < λ′1 and h′1 6= 0) : there is no phase transition.In any 
ase, there exists an ensemble inequivalen
e area above the para-bola Eλ1

(Γ), given by equation (4.26), and all phase transitions o

ur insidethis area.Be
ause the previous study is very abstra
t, we restri
t ourself in thefollowing to the 
ase of the Euler equation (h = 0,R → +∞), to present thephase diagrams and to des
ribe the striking features asso
iated to it. We144



Thermodynami
s of two-dimensional and Fofono� �owsthen explain the 
hanges indu
ed by the addition of a topography h(x, y)and of the parameter R.Phase diagrams for the Euler equationThe Euler equation 
orresponds to q = ∆ψ. Sin
e h = 0, there are onlytwo types of phase diagrams, 
orresponding either to 
ase i) (λ∗ < λ′1) orto 
ase ii) ( λ∗ < λ′1) above. We �rst explain that this 
riterion is governedonly by the geometry of the domain. We then des
ribe the thermodynami
sof the phase diagram, and explain how it is related to 
hanges in the �owstru
ture. We �nally report the existen
e of a bi
riti
al point, when varyingthe domain geometry at �xed energy.Geometry governed 
riterionAs seen previously, The 
riterion for 
ase i) or 
ase ii) diagrams is thesign of λ′1 − λ∗. This depends only on the Lapla
ian eigenvalues. Theythemselves depend only on the domain geometry.If the domain admits no symmetry axis, only 
ase i) is possible. As wealready noti
ed, there is generi
ally no zero-mean Lapla
ian eigenmodes forthis 
lass of domains.If the domain admits a symmetry axis, the sign of λ′1 − λ∗ must be
omputed. In the 
ase of a re
tangular domain, there is a 
riti
al aspe
tratio τc ≃ 1.12 (de�ned by Lx/Ly, with Lx and Ly the lengths of there
tangular domain), as already observed in [27℄. For aspe
t ratios smallerthan τc, the phase diagram is in 
ase i). For aspe
t ratios greater than τc,the phase diagram is in 
ase ii).It is expe
ted (but not proven) that any domain geometry admittinga symmetry axis, and su�
iently stret
hed in a dire
tion perpendi
ular tothis axis, be in 
ase ii).Thermodynami
 properties of the phase diagramsFrom the knowledge of the Lapla
ian eigenvalues, one is able to draw theequilibrium entropy S(E,Γ) in terms of the internal parameters E and Γ,using the 
omputations 
arried out in appendi
es A and B (the expressionof the entropy in terms of the proje
tions qi is given by (4.9), and theexpressions of these proje
tions qi are given by equations (4.21) and (4.28)).145



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnels

Fig. 4.5: Phase diagram in 
ase i (for a re
tangular domain of aspe
t ratio τ =
1.1 < τc). Examples of �ow stru
tures are given on panel b. The ensemble inequivalen
earea is lo
ated above the blue parabola Eλ1

(Γ). The red line at Γ = 0 is a �rst ordertransition line, asso
iated to a positive jump of γ.We present su
h plot of S(E,Γ) on �gures 4.5-
 (for 
ase i) and 4.6-
(for 
ase ii). All the thermodynami
al properties of the phase diagrams 
anbe dedu
ed from those plots.Ensemble inequivalen
e area. The most striking feature appearing on�gures 4.5-
 and 4.6-
 is the existen
e of a region of parameters E,Γ forwhi
h S(E,Γ) and its 
on
ave envelope do not 
oin
ide. We have explainedbefore that this property implies ensemble inequivalen
e for those parame-ters.146
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Fig. 4.6: Phase diagram in 
ase ii (for a re
tangular domain of aspe
t ratio τ =
1.8 > τc). Examples of �ow stru
tures are given on panel b. The ensemble inequivalen
earea is lo
ated above the blue parabola Eλ1

(Γ). The Green dashed parabola Eλ′

1
(Γ) is ase
ond order transition line. Inside this parabola, ∂2S/∂Γ2 > 0This area of ensemble inequivalen
e has been shown to be lo
ated abovethe parabola

Eλ1
(Γ) =

1

2λ1〈e1〉
Γ2 ,obtained by taking h = 0 in equation (4.26), in Appendix A. This parabolais represented as a blue line on �gures 4.5-a and 4.6-a.Noti
e that this result holds for any domain geometry. This is to ourknowledge the �rst analyti
al des
ription of su
h a generi
 o

urren
e ofensemble inequivalen
e in 2D �ows.We des
ribe in the following pe
uliar mi
ro
anoni
al phase transitionsasso
iated to the existen
e of su
h ensemble inequivalen
e. 147



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelsPhase transitions for 
ase i. It is shown in appendix B that thereexits a �rst order transition line de�ned by (Γ = Γ∗ = 0, E > E∗ = 0),represented in red in �gure 4.5-a.We 
an see 
learly that there is a dis
ontinuity of the entropy S(E,Γ)a
ross the line Γ = 0, E > 0, on the �gure 4.5-
.We see also on �gure 4.5-e that this �rst order phase transition is asso-
iated to a positive jump of γ. Su
h a thermodynami
al pe
uliarity wouldnot be possible in an ensemble equivalen
e area : a positive jump of thederivative of the entropy (∂S/∂Γ) 
an only o

ur in a region where theentropy S(E,Γ) and its 
on
ave envelope do not 
oin
ide.Phase transitions for 
ase ii. We show in appendix B that the parabola
Eλ′

1
(Γ) =

(
1

2 (f(λ′1))
2

∑

i≥1

λi〈ei〉2
(λi − λ′1)

2

)
Γ2is a se
ond order transition line. We have written here the equation ofthis parabola by taking h = 0 in (4.29). This se
ond order transition line isrepresented as a green parabola on �gure 4.6-b.When the parabola Eλ′

1
(Γ) is 
rossed, there is a dis
ontinuity of ∂2S/∂Γ2and of ∂2S/∂E2, as observed on �gures 4.6-
,e. This indi
ates 
learly theo

urren
e of a se
ond order mi
ro
anoni
al phase transition.Noti
e the existen
e of positive values of ∂2S/∂Γ2 in �gure 4.6. This lastproperty is similar to negative spe
i�
 heat, but for the parameter Γ ratherthan for the energy E. This 
orresponds to a region of parameters E,Γ forwhi
h the entropy S(E,Γ) is 
onvex : it does not then 
oin
ide with its
on
ave envelope. We 
on
lude that su
h a pe
uliarity 
an o

ur only inthe ensemble inequivalen
e area.Changes in �ow stru
ture asso
iated to phase transitionsThe transitions des
ribed above are asso
iated to drasti
 
hanges inthe stru
ture of the �ow for the equilibrium states, that we present in thefollowing.Case i. Whatever the values of the energy E and of the 
ir
ulation Γ,there is a single equilibrium state, having the stru
ture of a monopole, as148



Thermodynami
s of two-dimensional and Fofono� �owsrepresented at low and high energies on �gure 4.5-d, ex
ept on the �rstorder transition line, represented in red on �gure 4.5-a.When the �rst order transition line is 
rossed, the �ow stru
ture 
hangesfrom a monopole of a given sign to a similar monopole with the oppositesign, with 
oexisten
e of both states on the transition line.Noti
e that the high energy states tend to a solution dominated byeigenmode e∗ (when β → −λ∗), given by equation (4.17). The stru
ture ofthis eigenmode 
an be 
omputed numeri
ally. In the 
ase of a re
tangulardomain of aspe
t ratio τ < 1.12, it is always a monopole.Case ii. Below the parabola Eλ′
1
(Γ), there is a unique equilibrium stateasso
iated to ea
h point (E,Γ). Those low energy states have the stru
tureof a monopole.Above Eλ′

1
(Γ), ea
h point 
orresponds to two equilibrium states. For agiven 
ir
ulation, the di�erent states above the parabola di�er only by thevalue of their proje
tion on e′1(a dipole). The 
hoi
e of one state among thetwo possibilities above the parabola breaks the system's symmetry. At highenergy, this 
ontribution dominates : the �ow is therefore a dipole.For a �xed 
ir
ulation, there is thus a transition from a monopole (atlow energy) to a dipole (at high energy).Bi
riti
al pointLet us �x the energy and vary the aspe
t ratio in the 
ase of a re
tangu-lar domain. The phase diagram (Γ, τ) is presented �gure 4.7. Our previousanalysis predi
ts a bifur
ation from a mi
ro
anoni
al �rst order transitionline (
orresponding to the red line on �gure 4.5) to two se
ond-order tran-sition lines (
orresponding to the green line on �gure 4.6), at the point

τc = 1.12,Γ = 0. Above this 
riti
al aspe
t ratio, there is a
tually a swit
hfrom 
ase i) to 
ase ii) phase diagrams.Su
h a bifur
ation is referred to as a bi
riti
al point. Bi
riti
al pointshave already been observed in the 
ontext of short range intera
ting sys-tems (see [17℄ and referen
e therein). However, there is to our knowledgeno example of su
h bifur
ations for systems with long range intera
tions,while their possible existen
e was predi
ted in [17℄.Small inserts on �gure 4.7 are s
hemati
 representations of the gene-ralized entropy S[q]. The two dire
tions 
orrespond to the eigenmode e∗149
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e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnels

Fig. 4.7: Bi
riti
al point : bifur
ation from a �rst order phase transition line (in red)to two se
ond order phase transitions lines (in green). Case of a re
tangular domain, forthe 2-D Euler equation. The aspe
t ratio τ is taken as an external parameter, the 
ir
u-lation Γ as an internal parameter, and the energy is �xed. Small inserts are s
hemati
representations of the entropy S[q] in whi
h the two dire
tions 
orrespond to the eigen-modes e∗(horizontal) and e′1 (verti
al). M, m and s stand respe
tively for Maximum,minimum and saddleasso
iated to λ∗ (horizontal) and to the eigenmode e′1 asso
iated to λ′1 (ver-ti
al).Below the green dashed line (
orresponding to β = −λ′1 > −λ∗) themaxima have no 
ontribution on e′1.Let us 
onsider the line Γ = 0. If τ < τc, there are two equilibrium statesproportional to e∗, 
hara
terized by β = −λ∗ > −λ′1.If τ > τc, there are two maxima proportional to e′1, 
hara
terized by
β = −λ′1 > −λ∗. The bi
riti
al point 
orresponds to a 
rossing between theeigenvalues λ′1 and λ∗. The maxima are then degenerate at this point.When the line Γ = 0 is 
rossed for τ < τc, one of the two maxima150



Thermodynami
s of two-dimensional and Fofono� �owsbe
omes metastable.When the line Γ = 0 is 
rossed for τ > τc, ea
h maximum (proportionalto e∗) is split into a metastable state and another global maximum, havingboth a 
ontribution on e∗.For �xed 
ir
ulation, when the green dashed line is 
rossed with in
rea-sing τ , the maxima are split into two new maxima, whi
h di�er from thesign of their 
ontribution on e′1.Addition of a topographyLet us now 
onsider the 
ase q = ∆ψ + h (this 
orresponds to R =
+∞ in equation (4.3)). The eigenvalues {λi} are un
hanged 
ompared tothe previous 
ase. We explain in the following how the phase diagramspresented on the �gures 4.5 (
ase i) and 4.6 (
ase ii) are 
hanged. The maindi�eren
e with the 2D Euler equation is the o

urren
e of a new 
lass ofphase diagrams (
ase iii in Appendix B) (for λ′1 < λ∗ and h′1 6= 0).Ensemble inequivalen
e Whatever the 
ase (referred to as i, ii or iiiin Appendix B), there is still an ensemble inequivalen
e area, above theparabola Eλ1

(Γ), given by equation (4.26). For h 6= 0, the minimum of thisparabola is no more lo
ated on (E = 0, Γ = 0, but its 
urvature radius isleft un
hanged.Thermodynami
al properties It is now ne
essary to distinguish bet-ween three 
ases for the phase diagrams (the 
omputations are 
arried outin Appendix B) :i) (λ∗ > λ′1). There is still a �rst order mi
ro
anoni
al transition half line,but the minimum of this line (the point Γ∗, E∗, 
omputed in appendixB) is lo
ated stri
tly above the parabola Eλ1
(Γ).ii) (λ′1 > λ∗ and h′1 = 0). This 
ase 
orresponds to �gure 4.8. There is stilla se
ond order transition line, the parabola Eλ′

1
(Γ), given by equation(4.29). The 
urvature radius of the parabola does not depend on h,but the minimum of the parabola is no more (E = 0,Γ = 0) : it islo
ated stri
tly above Eλ1

(Γ).iii) (λ′1 > λ∗ and h′1 6= 0). There is no mi
ro
anoni
al phase transitionabove Eλ1
(Γ). 151



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelsChanges in the �ow stru
ture At low energy (β → +∞), the equili-brium states are given by ψ = −h/β + γ/β in the domain bulk, be
ausethe Lapla
ian term be
omes negligible in equation ∆ψ − h(x, y) = βψ− γ.Then the stru
ture of the �ow depends mu
h on the topography.Let us now dis
uss the stru
ture of the high energy statesi) (λ∗ > λ′1). As in the Euler 
ase, the �ow is dominated by the 
ontributionfrom the eigenmode e∗ (a monopole for a re
tangular domain of aspe
tration τ < 1.12) when β → −λ∗ : the topography does not in�uen
ethe high energy state.ii) (λ′1 > λ∗ and h′1 = 0). At high energy, the �ow is dominated by thedipole e′1, above the se
ond order transition line, as in the Euler 
ase.The 
hoi
e of sign of the 
ontribution of this dipole breaks the systemssymmetry. On
e again, the high energy state is not in�uen
ed by thepresen
e of a topography in that 
ase.iii) (λ′1 > λ∗ and h′1 6= 0). At high energy (β → −λ′1), the �ow is domi-nated by its 
omponent on e′1 (a dipole) . Contrary to the previous
ase, there is no symmetry breaking, as the sign asso
iated to thisdipole is pres
ribed by the sign of h′1. This is the only 
ase where thetopography in�uen
es the stru
ture of the high energy state.Se
ond order azeotropy In 
ase ii) above, if we 
onsider the energy asan external parameter, we have the simultaneous appearan
e of two se
ondorder phase transitions in the mi
ro
anoni
al ensemble (see point A �gure4.8-a).The possible existen
e of this phenomenology was predi
ted by [17℄ butnever observed in any spe
i�
 physi
al system. It was referred to as se
ond-order azeotropy, by analogy with similar transitions in binary mixtures,whi
h are short range intera
ting systems.Noti
e that the se
ond order azeotropy o

urs inside the ensemble in-equivalen
e area.Addition of a Rossby radius of deformationThe existen
e and stru
ture of the phase diagrams i), ii) and iii) are leftun
hanged when one 
onsiders any �nite value for the Rossby radius of de-formation (or Debye length s
ale), R. Only the eigenvalues λi are 
hanged :152
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Fig. 4.8: Se
ond order azeotropy : simultaneous appearan
e of two se
ond orderphase transition (at point A). Case of a re
tangular domain of aspe
t ratio τ = Lx/Ly >
1.12 with h = sin(πy/Ly).they are simply translated by the 
onstant −1/R2, whi
h implies that the
riterion λ′1 − λ∗ for the phase diagram does not depend on R.Noti
e however that the 
urvature of the parabola Eλ1

(Γ) (the boundaryof ensemble inequivalen
e) and of the parabola Eλ′′
1
(Γ) (the line of se
ondorder phase transition) tend to in�nity when R → 0.Boundary 
onditionsRather than taking arbitrarily ψfr = 0 on ∂D, a more relevant wayof pres
ribing the 
onstant ψfr (in the 
ontext of geophysi
al �ows) is to
onsider the 
onstraint 〈ψ〉 = 0. This 
omes from the masss 
onservation,153



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelsas ψ is related to the height of the interfa
e with a lower layer, in thequasi-geostrophi
 model. The equation to be solved is now
q − h = ∆ϕ− ϕ− 〈ϕ〉

R2
= O[ϕ] (4.20)

ψ = ϕ− 〈ϕ〉 and ϕ = 0 on ∂D = 0Noti
e that the linear operatorO is symmetri
 and negative de�nite. It isinverted by 
onsidering the boundary 
ondition ϕ = 0 on ∂D : ψ = O−1[q−
h]. This operator 
an be diagonalized, with eigenvalues and eigenmodesexpressed in terms of Lapla
ian properties. The di�erent phase diagrams
an then be 
omputed, and are found to be the same as in the previous
ase. More astonishingly, the 
riterion for phase diagram i, ii or iii does notdepend on the 
hoi
e of this boundary 
ondition.Appli
ationsWe now apply the results obtained to the des
ription of Fofono� �ows, tothe proof of nonlinear stability of some RSM states, and we dis
uss possibleexperimental observations of ensemble inequivalen
e.The 
ase of an idealized o
ean model : the Fofono� �owsFofono� �ows are stationary solutions of the quasi-geostrophi
 equationsfor a barotropi
 o
ean in a 
losed domain D, with h = −by, and q = βψ−γ(see [89℄ for a more pre
ise des
ription of this model) :

∆ψ − βψ = by − γwith ψ = 0 on ∂D .Fofono� 
omputed and des
ribed the solutions of these equations inde-pendently of statisti
al theories, assuming β ≫ 1 [51℄. Within this approxi-mation, the 
ontribution of the Lapla
ian term is negligible in the domainbulk :
ψ =

b

β
y − γ

βIt 
orresponds to a weak westward 
urrent (vx = −∂yψ = −b/β) takingpla
e in the whole domain. At boundaries, there are re
ir
ulating eastwardjets.154
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Fig. 4.9: Fofono� �ows, for the three possible phase diagrams i), ii) and iii)The 
ir
ulation is �xed, slightly greater than zero, and h = by. The streamfun
tion isrepresented in a re
tangular domain with di�erent aspe
t ratios (
old and hot 
olors arerespe
tively negative and positive values). At low energy, the �ow is always the usualFofono� mode, with a weak westward �ow in the domain bulk, and strong re
ir
ulatingjets at the boundaries. If the domain is not stret
hed enough (
ase i), the high energystate is a monopole. If the domain is su�
iently stret
hed in the East-West dire
tion(
ase ii), there is a se
ond order phase transition : the high energy state is one dipole inthe East-West dire
tion. The 
hoi
e of sign of this dipole breaks the system symmetry.If the domain is su�
iently stret
hed in the North-South dire
tion (
ase iii) , thereis no phase transition. The high energy state is a dipole displaying the Fofono� modestru
ture, but without strong jets 
on�ned at the boundaries.
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4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelsThese solutions are presented in many books about o
eani
 
ir
ulation,see for instan
e [89℄. The emergen
e of su
h state in numeri
al simulationswith small for
ing and dissipation has been dis
ussed ([135, 39℄).As far as spe
trally trun
ated equilibrium states of the energy-enstrophystatisti
al theory of Krai
hnan [69℄ 
orresponds to a linear relation betweenpotential vorti
ity and streamfun
tion, Fofono� �ows have been widely stu-died in this 
ontext, after the work of Salmon-Holloway-Hendershott [106℄.The results presented in the previous paragraph make possible a dire
t
omputation of all RSM equilibrium states of this model, whatever theirenergy and 
ir
ulation. The interest is twofolds :� Firstly, we show dire
tly that Fofono� �ows are RSM equilibria, andthat they are lo
ated in the ensemble equivalen
e area : the states
hara
terized by β ≫ 1 are low energy states 
orresponding to grand
anoni
al solutions of (4.13).� Se
ondly, we 
ompute also high energy states, and �nd that su
hstates 
an have a �ow stru
ture very di�erent from the 
lassi
al Fo-fono� solution, when they are lo
ated in the ensemble inequivalen
earea, see �gure 4.9.Su
h states 
ould not be obtained in the 
ontext of trun
ated equili-brium statisti
al theory be
ause there is no 
onstraint on the 
ir
ulationin this theory [106℄ : we have shown here that it is ne
essary to take intoa

ount this 
onstraint to 
ompute RSM equilibrium states in the ensembleinequivalen
e area.In addition, all the phenomenology related to phase transitions and en-semble inequivalen
e applies for those models : a

ording to the domaingeometry, one 
an obtain the phase diagram 
orresponding to 
ase i, ii oriii des
ribed in the previous se
tions (see �gure 4.9).In parti
ular, any domain that admits a symmetry axis in the y dire
tion,and that is su�
iently stret
hed perpendi
ularly to this axis, 
orrespondsto the phase diagram presented �gure 4.8, for whi
h there is se
ond orderazeotropy.This shows the interest of a
ademi
 o
ean models in the 
ontext oflong range intera
ting systems. Although the Jovian great red spot is oftenmentioned as an appli
ation of statisti
al me
hani
s of 2D �ows, the studyof other simple geophysi
al �ows, as a
ademi
 o
ean models have not been
onsidered so far in this 
ontext, to our knowledge.156
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s of two-dimensional and Fofono� �owsStabilityAnother appli
ation of the previous 
omputation of the variational pro-blems is the proof of nonlinear stability for a large 
lass of equilibrium states
omputed previously, even when Arnold's 
riteria for nonlinear stability donot apply.The nonlinear stability of equilibrium states has been shown previouslyfor any β > −λ1. This was proved for the Euler equation, where λ1 isthe smallest Lapla
ian eigenvalue [98, 99℄, but it is straightforward to ex-tend this result to quasi-geostrophi
 �ows (where λ1 is then the smallestLapla
ian eigenvalue translated by 1/R2). We now extend this result to
β > −min{λ∗, λ′1}, when the q − ψ relation is linear.We have shown that in that 
ase, whatever the value of β asso
iatedto an equilibrium state, there is a fun
tional 
onserved by the dynami
(the fun
tional F [q] given by (4.16)), and that the equilibrium states areminimizers of this fun
tional. In addition F [q] was shown to be positive-de�nite for β > −min{λ∗, λ′1}.Calling qβ the 
orresponding equilibrium state, and δq a perturbation ofthis equilibrium, we 
an then de�ne a norm for the perturbations : N [δq] =
F [qβ+δq]. Sin
e this norm is 
onserved by the dynami
s, this proves dire
tlythe nonlinear stability of the 
orresponding equilibrium state qβ .Possible experimental realization of ensemble inequivalen
eWe have reported the generi
 existen
e of ensemble inequivalen
e and ofpe
uliar phase transitions in a large 
lass of 2D �ows. The phase transitionsthat we have des
ribed indu
e huge physi
al 
hanges in the �ow stru
ture,for instan
e a 
hange from a monopole to a dipole.One of the present 
hallenging problems in physi
s of long range intera
-ting systems is to �nd experimental setups for whi
h ensemble inequivalen
eproperties su
h as negative spe
i�
 heat 
ould be observed in laboratories.So far, no physi
al system has been proposed to realize su
h an experiment.The results presented in this paper indi
ate that 2D �ows are serious 
an-didates to �rst observe ensemble inequivalen
e.Phase transitions asso
iated to the existen
e of ensemble inequivalen
eare predi
ted in the mi
ro
anoni
al ensemble. This ensemble 
an show up157



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelsif the time s
ale for inertial organization of the �ow is mu
h smaller thanthe for
ing and dissipation time s
ales.When su
h separation of time s
ales does not exist, it is more relevantto in
lude e�e
ts of for
ing and dissipation. The understanding of the phasetransitions taking pla
e at equilibrium is then a starting point for studiesout of equilibrium [18℄.We thank J. Barré, P.H. Chavanis, Ana Carolina Ribeiro-Teixeira andJ. Sommeria for interesting dis
ussions. This work was supported by theANR program STATFLOW ( ANR-06-JCJC-0037-01 ).Appendix A : grand 
anoni
al solutionWe 
ompute here the values of energy and 
ir
ulation a
hieved by thesolutions of the grand 
anoni
al problem (4.13).We have shown that whatever the value of γ, there is a single solution
q(β, γ) of the variational problem for β > −λ1. As these solutions are 
riti
alpoints of the fun
tional J given by equation (4.14), a dire
t 
omputationof su
h 
riti
al points yields :

qi(β, γ) =
−1

λi + β
(γλi〈ei〉 + βhi) . (4.21)A straightforward 
omputation gives their 
ir
ulation Γ =

∑
i qi 〈ei〉 :

Γ = γf(β) + β
∑

i≥1

〈ei〉hi
λi + β

, (4.22)where
f(β) =

∑

i≥1

λi〈ei〉2
λi + β

, (4.23)and their energy E = 1
2

∑
i (qi − hi)

2 /λi :
Eβ(γ) =

(
∑

i≥1

λih
2
i

2 (λi + β)2

)
+ γ

(
∑

i≥1

λihi〈ei〉
(λi + β)2

)
+ γ2

(
∑

i≥1

λi〈ei〉2
2 (λi + β)2

)
.(4.24)158



Thermodynami
s of two-dimensional and Fofono� �owsUsing expression (4.22) that gives γ as a fun
tion of Γ, one obtains theexpression of the energy in terms of the 
ir
ulation :
Eβ(Γ) = Aβ[h] + Bβ [h]Γ +

(
1

2 (f(β))2

∑

i≥1

λi〈ei〉2
(λi + β)2

)
Γ2 . (4.25)Noti
e that Aβ[h] = Bβ[h] = 0 when h = 0, whatever the value of β.When β = −λ1, we have shown that there are solutions (an in�nitenumber, 
orresponding to a neutral dire
tion) if and only if γ = −h1/〈e1〉.The solutions of this neutral dire
tion 
orrespond to the limit 
ase β →

−λ1 in (4.21) and (4.23). Then, ea
h solution of the neutral dire
tion isparameterized by a value of Γ, and 
orresponds to a point of the parabola
Eλ1

(Γ) = Aλ1
[h] + Bλ1

[h]Γ +
1

2λ1〈e1〉
Γ2 , (4.26)obtained by taking the limit β → −λ1 in (4.25).We 
on
lude that ea
h point of the phase diagram (E,Γ) lo
ated on theset of parabolae {Eβ(Γ) | β > −λ1} 
orresponds to a unique grand 
anoni-
al solution.Noti
e that the 
urvature of the parabola Eβ(Γ) does not depend on thetopography h, and is a de
reasing fun
tion of β.Noti
e also that the lower bound for the (admissible) energies is obtainedfor β → +∞. This 
orresponds to the parabola

E∞(Γ) = A∞[h] + B∞[h]Γ +
1

2

(
∑

i≥1

λi〈ei〉2
)−1

Γ2 . (4.27)This parabola tends to the line E = 0 in the 
ase of a re
tangular do-main, for h = 0.Finally, the grand 
anoni
al solutions 
over the whole area above theparabola E∞(Γ) , given by (4.27) and below the parabola Eλ1
(Γ) given by(4.26).Appendix B : 
anoni
al solutionsWe 
ompute here the values of energy and 
ir
ulation a
hieved by thesolutions of the 
anoni
al problem (4.15). 159



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelsWe have shown that whatever the value of Γ, there is a single solution
q(β,Γ) for ea
h value of β > −min{λ′1, λ∗}. Using equation (4.22), one 
anexpress γ as a fun
tion of Γ, and substitute it into equation (4.21) to obtainthe expression of q(β,Γ). The 
orresponding energy is given by (4.25).We 
on
lude that there is a single 
anoni
al solution at ea
h point ofthe region spanned by the set of parabolae {Eβ(Γ) | β > −min {λ′1, λ∗}}.Sin
e min {λ′1, λ∗} > λ1, and sin
e the 
urvature of these parabolae isa de
reasing fun
tion of β, we 
an see that the set of grand 
anoni
al solu-tions is in
luded in this one.We have shown (see se
tion �Canoni
al solutions� in the text) that when
β = −min{λ′1, λ∗} , there are two 
ases for whi
h a neutral dire
tion exists :either λ∗ < λ′1, or λ′1 < λ∗ and h′1 = 0. We now explain that these two 
ases
orrespond to two di�erent phase diagrams, that we des
ribe. We thendis
uss the remaining 
ase (λ′1 < λ∗ and h′1 6= 0), for whi
h there exists noneutral dire
tion.Case i ( λ∗ < λ′1).There is a neutral dire
tion for β = −λ∗ > −λ′1 if and only if Γ = Γ∗(where Γ∗ is given by equation (4.19)).The expression of the solutions is obtained by taking β = −λ∗ in (4.21) :the solutions obtained are then parameterized by γ. The 
orrespondingenergies are given by equation (4.24). The value of the energy varies froma minimum value E∗ to +∞. The value E∗ is obtained by taking β → λ∗and Γ = Γ∗ in equation (4.25). For ea
h point Γ∗, E > E∗, there are twostates parameterized by two di�erent values of γ. In the Euler 
ase (h = 0),
E∗ = 0 (take γ = 0 in equation (4.24)).Noti
e that if Γ 6= Γ∗, then the energy of the minimizers obtained in the
ase β > λ∗ diverges when β → λ∗. The set of parabolae {Eβ(Γ) | β > −λ∗}hen
e 
overs the half planeE,Γ above E∞(Γ), ex
ept the half line (Γ = Γ∗, E > E∗),whi
h 
orresponds to β = −λ∗ previously des
ribed.At ea
h point of this line, there are two 
anoni
al solutions, di�ering onlyby the 
ontribution of the eigenmode e∗ 
omputed above. Let us 
onsider�rst a �xed energy E > E∗ and a varying 
ir
ulation Γ. There is a dis
on-160



Thermodynami
s of two-dimensional and Fofono� �owstinuity of γ(Γ) at Γ = Γ∗, as seen in equation (4.22) : as γ = ∂S/∂Γ, we
on
lude that there is a �rst-order transition when this lines is 
rossed at�xed energy. By 
onsidering the sign of f(β) around a point of this line,one 
an see that the dis
ontinuity 
orresponds to a positive jump of γ.Let us then 
onsider Γ = Γ∗, and a varying energy E. For E > E∗,
β = −λ∗ so ∂E/∂β = 0. By 
ontrast, a dire
t 
omputation of (4.25) gives
∂E/∂β 6= 0 when β → −λ∗ , i.e. when E < E∗.To 
on
lude, for a �xed 
ir
ulation Γ = Γ∗ and a varying energy, thereis a se
ond-order phase transition when the point E = E∗ is 
rossed as faras ∂2S/∂E2 = ∂β/∂E is dis
ontinuous.Case ii (λ′1 < λ∗ and h′1 = 0).There is a neutral dire
tion whatever the value of Γ, when β = −λ′1.The solutions of this neutral dire
tion 
an be obtained by 
omputing the
riti
al points of J (see equation (4.14)) for this value of β.By doing this, we �nd that the solutions are

q = q(−λ′1,Γ) + αe′1, α ∈ R , (4.28)and have an energy
E = Eλ′

1
(Γ) +

1

2λ′1
α2 ,where q(λ′1) and Eλ′

1
(Γ) are obtained by taking β → −λ′1 in (4.21) and(4.25) :

Eλ′
1
(Γ) = Aλ′

1
[h] + Bλ′

1
[h]Γ +

(
1

2 (f(λ′1))
2

∑

i≥1

λi〈ei〉2
(λi − λ′1)

2

)
Γ2 (4.29)The set of parabolae {Eβ(Γ) | β > −λ′1} spans the whole range of para-meters (E,Γ) lo
ated above E∞(Γ) and below Eλ′

1
(Γ). The 
anoni
al solu-tions of the neutral dire
tion, parameterized by Γ and α = q′1, are lo
atedon the set of parabolae {Eλ′

1
(Γ) + α2/(2λ′1) | α ∈ R

}, whi
h 
overs the halfplane above Eλ′
1
(Γ).To ea
h point (E,Γ) lo
ated above Eλ′

1
(Γ) 
orrespond two minimizers

q, parameterized by α, the value of their proje
tion on e′1. This value is zero161



4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnelson the parabola Eλ′
1
(Γ), and tends to in�nity with in
reasing energy. Highenergy states are thus dominated by the eigenmode e′1, whi
h is a dipole.Let us 
onsider a �xed 
ir
ulation. When E > Eλ′

1
, β = −λ′1 and then

∂E/∂β = 0. By 
ontrast, ∂E/∂β 6= 0 for β → −λ1 , by a dire
t 
omputationfrom equation (4.25). Thus, there is a dis
ontinuity of ∂2S/∂E2 = ∂β/∂Ewhen the parabola Eλ′
1
(Γ) is 
rossed.Let us then 
onsider a �xed energy and a varying 
ir
ulation Γ . Fromequation (4.22), one �nds that in the interior of the parabola Eλ′

1
(Γ) (where

β = −λ′1), ∂γ/∂Γ = −1/f(λ′1) is 
onstant (positive), and ∂γ/∂Γ 6= −1/f(λ′1)when the 
ir
ulation tend to the parabola from the outside. There is thusa dis
ontinuity of ∂2S/∂γ2 when the parabola Eλ′
1
(Γ) is 
rossed.To 
on
lude, Eλ′

1
(Γ) is a se
ond order transition line. When it is 
rossed,the system 
hooses one among the two possible states di�ering by the valueof their proje
tion on e′1 (a dipole), whi
h breaks the system symmetry.Case iii ( λ′1 < λ∗ and h′1 6= 0).In that 
ase, there is no neutral dire
tion. One 
an easily show that theenergy of the minimizers obtained in the 
ase β > λ∗ diverges when β → λ∗.The set of parabolae {Eβ(Γ) | β > −λ′1} 
overs the whole half planeabove E∞(Γ). There is no phase transition.Equivalen
e with the mi
ro
anoni
al problemIn any 
ase, there exist 
anoni
al solutions at ea
h point of the diagram

(E,Γ) above the parabola E∞(Γ), whi
h is the boundary of admissibleenergies. There is thus equivalen
e with the mi
ro
anoni
al ensemble.Appendix C Lapla
ian eigenvalues of a re
tangulardomainWe present here the Lapla
ian eigenmodes (∆ei = −λiei) in a re
tan-gular domain. Instead of indexing the eigenmodes of the Lapla
ian by i,we use two indi
es m,n 
orresponding to the wave number in the x-and ydire
tions, for the eigenmodes162
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emn = 2 sin

(
πnx/

√
τ
)
sin
(
πmy

√
τ
)
,where τ = Lx/Ly and the domain is supposed to be of area unity (LyLx =

1). The 
orresponding eigenvalues are
λmn = π2

(
n

τ

2

+ τm2

)
,and 〈emn〉 = 8/ (nmπ2) for n and m odd, 〈emn〉 = 0 for n or m even. Tomake the link with the previous notation, the eigenmode asso
iated with thegreatest eigenvalue λ1 is e1 = e11 and the zero-mean eigenmode asso
iatedwith the greatest eigenvalue λ′1 is e′1 = e1 2 (if τ > 1). We see by 
onsideringequation (4.27) that in this 
ase, E∞(Γ) is the line E = 0 in the plane (E,Γ)
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4. Inéquivalen
e d'ensemble et transitions de phases dansles é
oulements bidimensionnels4.4 Con
lusionNous avons montré que les solutions de Fofono� sont des équi-libres statistiques RSM de basse énergie. À haute énergie, il existedes transitions de phase dans la stru
ture de l'é
oulement : les étatsd'équilibre peuvent dans 
e 
as être très di�érents des solutions de Fofono�.La méthode utilisée pour 
al
uler expli
itement 
es états d'équilibre apermis de montrer aussi la stabilité non-linéaire d'une grande partiede 
es états, dans un 
as où le 
ritère �
lassique� de stabilité d'Arnold nepeut s'appliquer. Remarquons que la stabilité non-linéaire des états d'équi-libres statistiques est un problème théorique important : il n'existe à notre
onnaissan
e pas de preuve générale de 
e résultat (voir le 
hapitre 3).Nous avons en outre mis en éviden
e dans 
es modèles simples d'o
éansdes transitions de phase asso
iées à des propriétés thermodynamiques re-marquables, propres aux systèmes à intera
tions à longue portée : entropiesnon 
on
aves, inéquivalen
e entre les ensembles statistiques, 
apa
itéthermique négative...A notre 
onnaissan
e, il s'agit de la première démonstration par des 
al-
uls analytiques expli
ites de l'existen
e d'une zone d'inéquivalen
e d'en-semble dans les é
oulements 2-D. L'intérêt de 
ette étude est d'avoir fait lelien entre des transitions de phase dans la stru
ture de l'é
oulement et 
etteinéquivalen
e. Ces résultats indiquent que les é
oulements 2-D sont de bons
andidats à la mise en ÷uvre d'expérien
es de laboratoire qui permettraientd'observer 
ertaines propriétés liées à l'inéquivalen
e d'ensemble. Il s'agitd'un enjeu majeur dans 
e domaine.Les résultats que nous avons présentés sont obtenus pour une relationlinéaire entre vorti
ité potentielle et fon
tion 
ourant. L'extension de 
esrésultats au 
as de relations q − ψ faiblement non-linéaires 
onstitue unprolongement naturel de 
e travail.
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Chapitre 5Introdu
tion
Le mélange turbulent de �uides strati�és de ma-nière stable est une situation 
ourante dans l'o
éan.On distingue deux régimes de mélange, suivant lemode de produ
tion de la turbulen
e :� i) dans la 
ou
he de mélange, for
ée en surfa
e de diverses manières(vent, vagues, instabilités 
onve
tives...).� ii) à l'intérieur de l'o
éan, for
é par des instabilités de 
isaillement,par le déferlement d'ondes internes et par la double di�usion.Nous nous intéresserons prin
ipalement au mélange turbulent dans la
ou
he de mélange o
éanique. Nous avons montré dans l'introdution (�gure0.3) un exemple d'observation de 
ette 
ou
he de mélange. La turbulen
eproduite en surfa
e par des instabilités de 
onve
tion ou par le 
isaillementdu vent est rapidement di�usée dans la partie supérieure de l'o
éan (voir�gure 0.4). La présen
e d'une interfa
e très nette qui sépare 
ette 
ou
hemélangée des eaux plus denses au repos bloque la di�usion de turbulen
e,
ar l'énergie 
inétique n'est pas su�sante pour briser l'interfa
e de den-sité. Quand le forçage augmente, l'énergie 
inétique disponible à l'interfa
eaugmente, et de l'eau dense située sous l'interfa
e est peu à peu in
orpo-rée à la 
ou
he supérieure, où elle est rapidement mélangée aux eaux pluslégères. Cet e�et augmente l'épaisseur de la 
ou
he mélangée, qui varie engénéral entre 10 et 100m. Paramétrer 
ette variation requiert la 
ompréhen-sion des divers mé
anismes physiques en jeux. À 
et e�et, de nombreusesexpérien
es de laboratoire ont été proposées [46, 126℄ : elles isolent un phé-167



5. Introdu
tionnomène parti
ulier parmi les nombreux pro
essus physiques en jeux dansl'o
éan.Nous donnerons d'abord une brève synthèse de résultats antérieurs, ex-périmentaux et théoriques, puis nous pré
iserons la nature des phénomènesphysiques que l'on souhaite modéliser.Notation : densité réduite et �ottabilité Dans 
e qui suit, et dansles 
hapitres à venir, nous appliquerons l'approximation de Boussinesq :les variations de densité sont supposées n'intervenir que dans le terme degravité.
∂tv + v∇v = −∇P ∗ − σez + F +D ave
 σ = g

̺− ̺0

̺0où P ∗ est l'é
art à la pression hydrostatique, g est la 
onstante de gravité(l'axe 0z pointe vers le haut), et F+D représente le forçage et la dissipation.La densité ̺ varie autour de ̺0 (de l'ordre de 1000kg.m−3). On voit sur la�gure 0.3 (présentée dans l'introdu
tion générale) que la variation relativede densité dans la 
ou
he supérieure de l'o
éan est e�e
tivement très faible :
(̺− ̺0) /̺0 ≈ 2.10−3. On appellera �densité réduite� la quantité σ.C'est l'opposé de la �ottabilité. On désignera par σ(z) le pro�l verti
almoyen de densité réduite. En général, les variations de densité réduite sontdues à des variations de température ou de salinité dans l'é
oulement.5.1 Résultats expérimentaux antérieursLes nombreuses expérien
es de laboratoire qui ont été réalisées [46, 126℄ont permis de 
lassi�er di�érents régimes de mélange. Les expérien
es va-rient suivant le type de strati�
ation (
ontinue, ou en 
ou
hes), de forçage(par une grille horizontale ou verti
ale, par un 
isaillement), et de géo-métrie (
uve de se
tion re
tangulaire, annulaire). Dans 
e qui suit, nousne présenterons que des situations où le forçage est tridimensionnel, sans
isaillement, et où l'é
oulement n'a pas de mouvement moyen. Lavitesse 
ara
téristique de 
es é
oulements est de l'ordre de grandeur dela ra
ine 
arrée de l'énergie 
inétique turbulente : u ∼ e1/2. On notera ll'é
helle 
ara
téristique de l'é
oulement.168



Résultats expérimentaux antérieursNombres adimensionnels Les mé
anismes de mélange turbulent ne dé-pendent pas (à l'ordre le plus bas) du nombre de Reynolds Re = le1/2/νet de Pe
let Pe = le1/2/κσ (où κσ est la di�usivité de la densité réduite1)tant que leurs valeurs sont su�samment élevées. En parti
ulier, il faut quele nombre de Reynolds soit tel que l'é
oulement soit turbulent. Cette 
ondi-tion est en général satisfaite pour Re > 500.En revan
he, les propriétés de mélange dépendent de manière 
ru
ialedu nombre de Ri
hardson :� externe Rie = ∆σl/e, pour un �uide 
omposé de deux 
ou
hes, dontla di�éren
e en densité réduite est ∆σ.� interne Rii = −∂zσl2/e, pour un �uide strati�é de manière 
ontinue.Le 
as d'un forçage lo
al a fait l'objet de nombreuses études expéri-mentales, en raison de la similarités de 
es 
on�gurations ave
 le mélangedans la 
ou
he supérieure des o
éans. La turbulen
e est produite par unegrille horizontale os
illant verti
alement, 
réant une 
ou
he turbulente de�uide de densité homogène. La plupart des études portent sur le mélanged'un �uide bi
ou
he. Les propriétés de la turbulen
e ont d'abord été étu-diées dans un 
as homogène, sans strati�
ation [61℄ : l'énergie 
inétiqueturbulente varie en z−2, où z est la distan
e à la grille, et l'é
helle intégralede la turbulen
e varie linéairement ave
 z. La grille peut indi�éremment êtrepla
ée dans la 
ou
he supérieure ou dans la 
ou
he inférieure. La turbulen
edi�use rapidement dans la 
ou
he où se trouve la grille, est bloquée par l'in-terfa
e qui avan
e lentement, par in
orporation de �laments de la 
ou
heau repos. Ces expérien
es ont permis de déterminer di�érentes quantités :� la vitesse de l'interfa
e Ue, appelée aussi vitesse d'entraînement estune fon
tion dé
roissante du nombre de Ri
hardson quand 
elui 
i estsu�samment élevé. Les résultats expérimentaux peuvent être dé
ritspar des lois de puissan
e Ue = Ri−ne [46℄. Les valeurs mesurées de nvarient entre 1 et 2 , selon la géométrie de l'é
oulement (re
ir
ulationà grande é
helle, 
onditions aux bords, parti
ularités liées à la grilleutilisée... ), et selon la nature de la strati�
ation (en salinité ou entempérature).� Selon les résultats expérimentaux de E et Hop�nger l'épaisseur del'interfa
e h entre les deux 
ou
hes s'exprime en fon
tion de l'épais-1Il s'agit de la di�usivité thermique si la densité réduite est liée à la température, oude la di�usivité molé
ulaire si la di�usivité thermique est liée à la salinité 169
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tion
a)

D

h

b) c)

d) e) f)

Fig. 5.1: Pro�ls verti
aux de densité (pro�l initial en bleu) dans diverses 
on�gura-tions expérimentales a) une grille os
illante dans un �uide bi
ou
he [142℄ b) deux grillesos
illantes dans un �uide bi
ou
he [125℄ 
) une grille os
illante en présen
e d'un �ux de
haleur [60℄ ; la formation d'une interfa
e empê
hant les é
hanges ave
 la 
ou
he infé-rieure n'est observée que dans une 
ertaine gamme de paramètres d) une barre ou unegrille os
illant verti
alement dans un �uide faiblement strati�é, en 
ou
he [136℄ d) mêmeforçage dans une strati�
ation linéaire faible [13℄ : mélange aux bords f) même forçagepour une strati�
ation linéaire plus forte : formation de 
ou
hes [102℄ [87℄
seur de la 
ou
he turbulente et du nombre de Ri
hardson, : h =
D (a+ b/Ri) [142℄. Cependant, 
e résultat est 
ontroversé : d'autresexpérien
es suggèrent plut�t que l'interfa
e garde une épaisseur 
onstante,proportionnelle à l'é
helle 
ara
téristique de l'é
oulement [78℄.Le taux d'entraînement ne 
hange pas quand une grille os
ille dans 
ha-
une des 
ou
hes (�gure 5.1) [125℄. Dans 
e 
as, l'interfa
e reste à la mêmealtitude, et la vitesse d'entraînement est mesurée par les variations de ladensité réduite moyenne dans 
ha
une des deux 
ou
hes.170



Résultats expérimentaux antérieursLe 
as d'un forçage global implique une évolution qualitativement dif-férente du pro�l mélangé de densité réduite. Le mélange est produit parallers et retours su

essifs d'une grille ou de barres verti
ales on distinguedeux régimes de mélange.� Pour de faibles nombres de Ri
hardson, Dans le 
as d'un pro�l ini-tial 
omposé de deux 
ou
hes, l'interfa
e entre les deux 
ou
hes s'élar-git peu à peu jusqu'à homogénéisation de l'é
oulement [136℄ (s
hémad).Dans le 
as d'un pro�l initial linéaire, deux zones mélangées se formentaux extrémités supérieures et inférieures de la 
uve, remplissant peuà peu l'intérieur, jusqu'à 
e que le mélange 
omplet soit atteint [13℄(�gure 5.1-e). Simultanément, le gradient de densité réduite diminueà l'intérieur du domaine.� Pour des nombres de Ri
hardson su�samment élevés, un pro�linitialement linéaire évolue en une su

ession de �mar
hes� de densitéshomogènes, séparées par des interfa
es de l'ordre du 
entimètre [87,102℄ (�gure 5.1-f). Ces mar
hes sont quasi-stationnaires (mais leurnombre diminue au 
ours du temps) ; les é
arts de densité entre lesmar
hes diminuent jusqu'à homogénéisation de l'é
oulement.
Con
lusion La diversité des régimes qualitatifs observés, et la variabi-lité des mesures quantitatives réalisées dans des dispositifs expérimentauxsimilaires font du mélange dans les �uides strati�és un problème en
oremal 
ompris. Du point de vue de la modélisation de 
es é
oulements, lesappro
hes adoptées sont pour la plupart phénoménologiques. Elles ne s'ap-pliquent souvent qu'à un nombre restreint de 
on�gurations. On présentedans la partie suivante deux appro
hes antérieures : i) les modèles d'évo-lutions de quantités moyennes, dont l'approximation prin
ipale 
onsiste àexprimer les �ux turbulents en fon
tions de quantités lo
ales ii) les modèlesd'évolution sto
hastiques, qui dé
rivent l'évolution d'un pro�l verti
al dedensité réduite et de vitesse en prenant en 
ompte les e�ets non lo
aux.171



5. Introdu
tion5.2 Appro
hes phénoménologiques dumélange en �uide strati�éLes modèles de di�usion turbulentePrenons le 
as d'un �uide strati�é, 
ara
térisé par un pro�l moyen dedensité réduite σ(z, t). Cette quantité peut être interprétée 
omme unemoyenne dans le plan horizontal. En l'absen
e de mouvement moyen, l'équa-tion de 
onservation de la densité réduite s'é
rit
∂tσ = −∂zF (5.1)où F représente le �ux turbulent de densité réduite . L'approximation dedi�usion turbulente 
onsiste à supposer que 
e �ux est proportionnel augradient de densité réduite :

∂tσ = ∂z
(
le1/2∂zσ

) (5.2)Le 
oe�
ient de di�usion turbulente le1/2 est interprété 
omme le pro-duit d'une longueur 
ara
téristique du mélange par la vitesse 
ara
téristiquede l'é
oulement (i
i donnée par la ra
ine 
arrée de l'énergie 
inétique tur-bulente). Quand 
e 
oe�
ient ne dépend pas de z, on retrouve une simpleéquation de di�usion de 
haleur. Dans un �uide strati�é, le gradient de den-sité modi�e les propriétés de la turbulen
e et des é
helles 
ara
téristiques.Un exemple de paramétrisation est donné �gure 5.2 : on représente le �uxde densité réduite F en fon
tion du gradient de densité réduite −∂zσ. Ondistingue plusieurs zones :� Dans la zone A, le gradient de densité réduite est petit ; 
ela 
or-respond à de faibles nombres de Ri
hardson. On s'attend à 
e que ladensité réduite se 
omporte 
omme un tra
eur passif : le 
oe�
ientde di�usion turbulente le1/2 ne dépend pas du gradient de densité.� Dans la zone B, le �ux est une fon
tion dé
roissante du gradientde densité. Cela est 
ohérent ave
 les résultats expérimentaux de mé-lange d'un �uide bi
ou
he par une grille horizontale os
illante : letaux d'entraînement, don
 le �ux turbulent de densité réduite à l'in-terfa
e , varie en R−n
i ave
 n > 1, pour des nombres de Ri
hardsonsu�samment élevés.� Dans la zone C, 
ertains modèles prévoient une augmentation du�ux ave
 le gradient de densité réduite, d'autres un prolongement du
omportement de la zone B.172
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hes phénoménologiques du mélange en �uide strati�é

−d   /dzσ

A B C

B

t t+dt

A

A

b)a)

zF

σFig. 5.2: a) �ux en fon
tion du gradient de densité réduite. b) exemple d'évolutiond'un pro�l de densité réduite.Considérons le pro�l de densité réduite σ(z) représenté en trait plein bleu�gure 5.2-b. Supposons que l'évolution temporelle de 
e pro�l est donnéepar l'équation de di�usion (5.1), et que le �ux F = le1/2∂zσ est donné par la
ourbe en trait plein sur la �gure 5.2. Les gradients de densité réduite situésdans la zone A s'amenuisent, alors que les gradients de densité situés dansla zone B se renfor
ent, 
réant ainsi une interfa
e �ne entre deux 
ou
heshomogènes. Un tel modèle a été proposé indépendamment par Phillips etPosmentier [90, 92℄ pour expliquer la formation de 
ou
hes, avant que
elles 
i ne soient observées en laboratoire par [87, 102℄.Une première limite du modèle vient de 
e qu'il prédit une interfa
ede plus en plus �ne, alors que les expérien
es de laboratoire présentent desinterfa
es de l'ordre du 
entimètre. Balmforth et al proposent une expli
a-tion pour l'épaisseur �nie de 
es interfa
es en justi�ant une forme de �N�pour le �ux turbulent (en pointillés dans la zone C). Ils 
ouplent à 
et e�etl'équation de di�usion pour la densité réduite à une équation de di�usionpour l'énergie 
inétique, une paramétrisation de l'é
helle de mélange l, etun modèle pour le terme de produ
tion d'énergie P :
∂te = ae∂z

(
le1/2∂ze

)
− le1/2∂zσ + P − aǫl

−1/2e−3/2 (5.3)
l =

lfe
1/2

e1/2 + aσlf
√
∂zσ

(5.4)173



5. Introdu
tionoù ae, aǫ aσ sont des 
onstantes à déterminer. Nous reviendrons sur 
etteéquation au 
hapitre 7. Pré
isons simplement que pour une paramétrisa-tion parti
ulière du terme de produ
tion d'énergie P, le �ux turbu-lent F est une fon
tion 
roissante du gradient de densité réduite dans la zoneC de la �gure 5.2. L'expli
ation pour la formation de 
ou
hes d'épaisseur�nie repose entièrement sur la manière dont le forçage P est paramétrisé.Une autre limite, plus fondamentale, des modèles de Phillips , Posmen-tier ou Balmforth et al, vient de 
e que l'approximation lo
ale de �uxturbulent n'est plus valable au delà d'un 
ertain nombre de Ri-
hardson (
'est à dire au-delà d'une 
ertaine valeur de −∂zσ dans la �gure5.2). Holford et Linden ont observé expérimentalement que les 
ou
hes seforment par des instabilité à grande é
helle, quand les �ux sont en
ore desfon
tions 
roissantes du nombre de Ri
hardson (
omme dans la zone A).Une fois 
es 
ou
hes 
réées, le �ux turbulent 
orrespond bien à 
elui dessinédans la zone B de la �gure 5.2. Ces résultats suggèrent qu'une loi de Fi
k�lo
ale� liant le �ux F au gradient moyen de densité réduite ∂zσ n'est plusvalide dans les zone B et C de la �gure 5.2.Pour 
on
lure, 
es modèles de di�usion turbulente fournissent une expli-
ation pour la formation de 
ou
he, mais la réalité physique des mé
anismesinvoqués est toujours en débat. De plus, 
ette appro
he néglige l'e�et des�u
tuations de densité réduite. Seules les quantités moyennées lo
alementinterviennent. Or les �u
tuations de densité réduite sont souvent impor-tantes dans les expérien
es de laboratoire.Modèles sto
hastiques de turbulen
e en une dimension(ODT)Nous avons mentionné au 
hapitre pré
édent l'importan
e des modèlesd'évolution de la PDF dans le 
adre du mélange turbulent de �uides réa
tifs.Certaines idées issues de 
e domaine ont naturellement été proposées pourdé
rire le mélange de �uides strati�és. C'est le 
as du modèle sto
hastiquede turbulen
e à une dimension proposé par Kernstein [67℄. L'idée du modèleest de représenter les e�ets d'étirement et de repliement de la turbulen
epar une appli
ation f qui transforme une partie du pro�l verti
al de vitesse174



Appro
hes phénoménologiques du mélange en �uide strati�é(w(z, t) → w(z, t + dt) = w(f [z], t)) et de la densité réduite σ(z, t) →
σ(z, t+ dt) = σ(f [z], t).En pratique, une é
helle l et une hauteur z0 sont tirées aléatoirementà 
haque pas de temps dt. Cela dé�nit la lo
alisation et l'extension d'unpossible événement de mélange à 
e pas de temps. Un autre tirage aléatoiredétermine ensuite si 
et événement de mélange a e�e
tivement lieu pour
e pas de temps, 
ette é
helle et 
ette hauteur. La probabilité d'o

urren
ede 
et événement de mélange est donnée par un pro
essus de Poisson detemps 
ara
téristique τ . C'est un temps de retournement 
al
ulé à partirdes valeurs de vitesse et de densité réduite dans le segment ]z0 z0 + l[ dupro�l. Si le tirage aléatoire est négatif, au
un pro
essus de mélange n'estmodélisé à 
e pas de temps. C'est le 
as pour la plupart des événements
ar le temps 
ara
téristique τ est en général bien plus élevé que dt. Si letirage est positif, le pro�l de densité réduite lo
alisé sur le segment ]z0 z0+ l[subit une transformation préservant la proportion relative de 
haque niveaude densité réduite, 
omme 
elle présentée �gure 5.3. Le 
hamps de vitessesubit une transformation du même type, 
hoisie de façon à 
e que l'énergie∫ z0+l

z0

(
1
2
w2 + σz

)
dz soit 
onservée. Les lois de probabilité utilisées pour tirer

z0 et l sont respe
tivement une loi uniforme et une loi en Bl−2.Ce modèle a été appliqué à des situations très di�érentes : 
onve
tion[141℄, ou formation de 
ou
hes dans les �uides strati�és de manière stable[140℄.
z0+l

z0

z0+l

z0

σσFig. 5.3: Transformation du pro�l de densité réduite lorsqu'un événement de mélanged'extension l à l'altitude z0 intervient au pas de temps dt : sur le segment ]z0 z0 + l[, lenouveau pro�l est la su

ession de trois répliques de l'an
ien, 
ontra
té d'un fa
teur 3,
elui du milieu étant retourné pour assurer la 
ontinuité. Le pro�l reste in
hangé horsde ]z0 z0 + l[. 175



5. Introdu
tionQu'en est-il des modèles de 
ir
ulation généraleo
éanique ?Nous venons de présenter deux appro
hes phénoménologiques di�érentespour le mélange dans les �uides strati�és. Ces appro
hes sont des modèlesutilisés par les physi
iens pour dé
rire les di�érents mé
anismes possiblesde mélange.Dé
rivons brièvement la manière plus simple dont est traité le mélangedans le moteur o
éanique NEMO [76℄ fondé sur le modèle OPA (o
éanparallélisé), et utilisé par l'équipe MEOM du LEGI. Il s'agit d'un modèleaux équations primitives, à savoir i) l'équation de Navier-Stokes in
om-pressible, ii) une équation non-linéaire d'état 
ouplant température etsalinité à la vitesse du �uide et iii) une su

ession d'approximations propresaux é
oulements o
éaniques [76℄ :� l'hypothèse de Boussinesq : les variations de densité n'interviennentque par la for
e d'Ar
himède (�ottabilité).� l'approximation hydrostatique : la proje
tion des équations dumouvement sur la verti
ale est réduite à l'équilibre entre gravité etfor
es de pressions. La 
onve
tion n'est don
 pas résolue dire
tementpar 
es modèles : 
et e�et est paramétré.� une relation de fermeture pour les �ux turbulents : les �u
-tuations de vitesses aux petites é
helles (non résolues par la grillede 
al
ul) peuvent induire des modi�
ations importantes aux grandesé
helles. Cet e�et joue un r�le non négligeable tant pour l'organisationdes 
ourants que pour la strati�
ation globale. Il doit don
 aussi êtreparamétré.Ces modèles sont régionaux ou globaux, formulés en 
oordonnées z ouisopy
nales.La grille verti
ale a une résolution d'environ 10m dans les 
ou
hes supé-rieures (2̃00m) et inférieures (2̃0m) o
éaniques, et une résolution d'environ
4̃00 mètres dans l'o
éan profond, 
es paramètres pouvant être modi�és. Unegrille verti
ale 
ara
téristique des simulations de 
es modèles 
omporteautotal entre 30 et 40 
ou
hes.Le mélange verti
al est dé
rit par une équation d'évolution de type �dif-fusion turbulente�, ayant la forme (5.2), 
ouplée à un modèle pour l'é
helle
ara
téristique de l'é
oulement, et à une équation pour l'énergie 
inétique(similaire à 5.3, où P est modélisé par la produ
tion d'énergie due au 
i-saillement), et où l'é
helle 
ara
téristique l intervenant dans la dissipation176



Obje
tifs et méthoded'énergie n'est pas né
essairement la même que 
elle intervenant dans le
oe�
ient de di�usion.Le 
oe�
ient de di�usion le1/2 dépend alors des propriétés lo
ales (gra-dient de densité, énergie...). Dans les situations stables (∂zσ < 0), son ordrede grandeur varie entre 10−6 et 10−4m2s−1. Pour 
omparaison, les di�usivi-tés molé
ulaires de la température et du sel dans l'eau sont respe
tivement
10−7 et 10−9m2s−1. Dans les situations instables (∂zσ > 0), 
e 
oe�
ientest augmenté de manière importante, a�n de lisser rapidement le gradientde densité dans la zone instable. Ce modèle surestime le mélange des massesd'eau par instabilité 
onve
tive, mais reste un moyen e�
a
e et peu 
oûteuxen temps de 
al
ul pour paramétriser 
et e�et [122, 76℄.5.3 Obje
tifs et méthodeLes deux appro
hes que nous venons de présenter sont fondées sur despoints de vue di�érents :� un modèle de di�usion turbulente, dé
rivant l'évolution de quantitésmoyennées, 
ensées ne dépendre que des propriétés de l'é
oulementlo
alement moyennées. Il est utilisé en pratique dans les modèles réa-listes d'o
éans.� un modèle sto
hastique, dé
rivant l'évolution d'un pro�l 1D donné,qui reproduit l'e�et de transfert vers les petites é
helles par la turbu-len
e tout en 
onservant l'énergie totale de l'é
oulement. Ce modèle,bien qu'intéressant, est très di�érent des appro
hes utilisées dans dessituations pratiques.Notre obje
tif est d'obtenir un modèle intermédiaire entre 
es deux ap-pro
hes. Nous 
her
hons à modéliser par une équation déterministe l'évolu-tion des distributions de probabilité (PDF) de mesurer une 
ertaine densitéréduite à une altitude donnée. Nous souhaitons d'une part retrouver lesmodèles de di�usion 
lassiques pour les quantité moyennes, et de l'autremodéliser l'e�et des pro
essus de 
as
ade turbulente sur l'évolution de laPDF.Connaître la forme de la distribution de densité réduite (salinité outempérature) est important pour dé
rire qualitativement des mé
anismesphysiques où les �u
tions de densité jouent un r�le non néglieable :� la restrati�
ation : Prenons une situation initiale où des masses177



5. Introdu
tiond'eau de densité réduite di�érentes sont réparties en proportions égalesdans les plans horizontaux, quelle que soit l'altitude, sans pour autantêtre mélangées aux é
helles mi
ros
opiques. Cela peut arriver à 
aused'une instabilité 
onve
tive, ou à la suite d'un épisode de forçage mé-
anique intense. Le pro�l moyen est uniforme sur la verti
ale, maisles �u
tuations autour de 
ette valeur moyenne sont importantes. Sile mélange mi
ros
opique n'est pas immédiat, les masses d'eau sédi-mentent, 
réant au fur et à mesure un gradient de densité stable. Unmodèle de di�usion de type (5.2) ne prédit au
une évolution pourle pro�l de densité moyen initialement uniforme. Il est né
essaire deprendre en 
ompte les �u
tuations pour dé
rire les e�ets de sédimen-tation.� l'entraînement �inverse�, une 
ara
téristique des 
ourants degravité dans un milieu strati�é : à une altitude donnée, les parti-
ules �uides du 
ourant de gravité qui possèdent une densité réduite
orrespondant à 
elle du milieu ambiant restent autour de 
ette posi-tion d'équilibre. Au fur et à mesure de la progression du 
ourant degravité sur une pente des
endante, 
elui-
i �perd� les parti
ules �uidesles plus légères.Nous n'aborderons pas dans 
ette thèse les problèmes liés aux 
ourantsde gravité : notre objet est le 
as le plus simple, à savoir le mélange turbulentdans la dire
tion verti
ale, en l'absen
e de mouvement moyen.Pré
isons qu'à l'instar des modèles présentés dans 
ette introdu
tion,notre appro
he n'est pas dérivée des équations de Navier-Stokes, mais ob-tenue grâ
e à des 
onsidérations phénoménologiques.Le 
hapitre 6 est 
onsa
ré à l'étude des e�ets des 
as
ades turbu-lentes qui dissipent les �u
tuations de densité réduite. Le but du 
hapitre7 est de proposer un modèle d'évolution temporelle pour la distribution dedensité réduite, en prenant en 
ompte :� i) les e�ets de di�usion turbulente similaires à 
eux des modèlesprésentés auparavant� ii) les e�ets de sédimentation des parti
ules �uides, qui n'existentpas dans un modèle où les �u
tuations de densité réduite sont négli-gées.� iii) les e�ets de 
as
ade turbulentes étudiés au 
hapitre 6.
178



Chapitre 6Le mélange turbulent 
ommeun pro
essusd'auto-
onvolution
Ce 
hapitre est 
onsa
ré à l'étude du r�le de laturbulen
e dans l'évolution temporelle de la distribu-tion de probabilité (PDF) d'un tra
eur, mesuré à unerésolution �xée (pixel, taille du 
apteur...). Le but estde modéliser les e�ets de 
as
ade turbulente,pris indépendamment des autres pro
essus en jeux� Le tra
eur est supposé passif ; il marque une parti
ule �uide, etn'interagit pas ave
 l'é
oulement.� Le tra
eur est supposé réparti de manière statistiquement homogène.Les e�ets de transport turbulent sont négligés.Considérons un 
hamp de tra
eur 
onstitué de ta
he noires dans unfond blan
. La PDF 
orrespondante est une double fon
tion delta, dont lahauteur des pi
s est proportionnelle aux surfa
es noires et blan
hes. Unobservateur mesure 
e 
hamp à une résolution �xée, par exemple l'é
helle
ara
téristique du pixel de la 
améra. Dans le 
as où les ta
hes de tra-
eur sont initialement très grandes par rapport à 
ette résolution, la PDFmesurée reste pro
he d'une double fon
tion delta. On s'attend à 
e qu'uné
oulement turbulent homogénéise 
e 
hamp, en étirant les stru
tures initia-179



6. Le mélange turbulent 
omme un pro
essusd'auto-
onvolutionlement à grande é
helles, transférant ainsi les �u
tuations vers des é
hellesde plus en plus petites. Lorsque l'é
helle spatiale de 
es �u
tuations esttrès inférieure à 
elle de l'instrument de mesure, l'é
oulement observé esthomogène (i
i gris). La PDF est dans 
e 
as une simple fon
tion delta.Quelle est la séquen
e de PDF 
orrespondant aux étapes intermédiairesdu mélange, i.e. d'une double fon
tion delta vers un pi
 
entré autour de lamoyenne ? Nous abordons 
e problème d'un point de vue phénoménologique.Nous proposons un modèle de mélange où la PDF du 
hamp �ltré à l'é
helle
l évolue par auto-
onvolution.Plan du 
hapitreNous présentons dans un premier temps di�érentes appro
hes phéno-ménologiques du mélange d'un tra
eur par un é
oulement turbulent. Notre
ontribution est de proposer une équation 
ontinue pour dé
rire un pro-
essus de mélange par auto-
onvolution. Nous 
omparons 
ette appro
heà d'autres modèles de mélange. Nous dis
utons ensuite de l'intérêt de 
esmodèles et des hypothèses sous-ja
entes, en nous appuyant sur des résultatsexpérimentaux.6.1 ModèlesUn modèle pour l'évolution temporelle de la PDF d'un tra
eur mélangépar des pro
essus de 
as
ades turbulentes doit au moins satisfaire aux pro-priétés suivantes :� i) 
onservation de la norme et de la moyenne.� ii) 
onservation des bornes inférieures et supérieures des valeurs de
on
on
entrations du 
hamps mi
ros
opique.Dans le 
adre de nos études phénoménologiques, nous souhaitons de plusque l'équation d'évolution de la PDF satisfasse aux propriétés suivantes� iii) dé
roissan
e temporelle de la varian
e.� iv) 
onvergen
e aux temps longs vers une gaussienne 
entrée autourde la moyenne.Le 
hoix d'une 
onvergen
e vers une gaussienne est une hypothèse 
orrobo-rée par 
ertaines observations expérimentales [64℄ et numériques [127℄, mais180



Modèles
'est un sujet 
ontroversé.Une première 
lasse de modèles, très utilisée dans un 
ontexte industriel,est fondée sur une des
ription du mélange �par intera
tion ave
 la moyenne�(IEM) [63℄, aussi appelée �Linear mean square estimate� (LMSE) [84℄. Cesmodèles satisfont aux 
ritères i-ii-iii, mais pas au 
ritère iv : la PDF ne tendpas vers une gaussienne. Il existe une appro
he alternative : les modèles detype 
oales
en
e-dispersion (CD), initiés par les travaux de Curl [95℄, visantà dé
rire l'intera
tion entre les gouttes dans un système à deux �uides.� Coales
en
e : deux gouttes de même volume, portant des 
on
en-trations indépendantes d'un tra
eur passif σ0 et σ′

0, dé
rites par lamême loi de probabilité ρ0 (σ) , forment une nouvelle goutte portantla 
on
entration moyenne σ = (σ0 + σ
′

0)/2.� Dispersion : 
ette goutte se sépare immédiatement en deux nouvellesgouttes qui portent 
ha
une la 
on
entration σ.La PDF ρ de mesurer une 
ertaine valeur de tra
eur après la dispersionest la 
onvolution de la PDF ρ0 avant la 
oales
en
e, ave
 un fa
teur de
ontra
tion :
ρ (σ) = 2

∫
ρ0 (2σ − σ0) ρ0 (σ0) dσ0Dans 
e qui suit, nous proposons une appli
ation de 
ette idée à lades
ription du mélange par les e�ets de 
as
ade turbulente, que nous 
om-parons à d'autres appro
hes.Un modèle pour la 
as
ade turbulenteNous proposons dans 
ette partie un modèle basé sur le pro
essus de
onvolution de type 
oales
en
e-dispersion dé
rit 
i-dessus. Le but est d'ob-tenir une équation d'évolution temporelle pour la PDF du 
hamp de tra-
eur �ltré à une é
helle l, 
orrespondant à la résolution de l'observateur(pixel, taille du 
apteur...). Les e�ets de di�usion molé
ulaire du tra
eursont négligés. On se pla
e dans la limite des grands nombres de S
hmidt

Sc = ν/K où K est la di�usivité du tra
eur. Plus pré
isément, on supposeque l'é
helle de Bat
helor lb = ηSc−1/2, à partir de laquelle les e�ets di�usifsinterviennent, est très inférieure à l'é
helle de résolution l, où η = (ν3/ǫ)
1/4est l'é
helle de Kolmogorov.Intéressons-nous dans un premier temps à la stru
ture spatiale du 
hampde tra
eur. La déformation par la turbulen
e de lignes et de surfa
es ma-181



6. Le mélange turbulent 
omme un pro
essusd'auto-
onvolutiontérielles, ainsi que l'évolution d'une petite ta
he, initialement sphérique,adve
tée par l'é
oulement, ont été étudiées expérimentalement [14℄, nu-mériquement [53℄, et analytiquement dans le 
adre de modèles simpli�ésd'é
oulements [41℄. Cette dernière étude montre qu'une sphère de tra
eurinitialement petite est rapidement transformée en un ruban. Dans la suite,nous supposerons que le 
hamp de s
alaire est lo
alement dé
ritpar une su

ession de feuillets ou de rubans, 
ontra
tés dans unedire
tion . On néglige don
 la formation de stru
tures en �
igare� 
rééeslorsqu'il existe deux dire
tions de 
ontra
tion en un point donné. Soit r(t)l'épaisseur du feuillet dans la dire
tion 
ontra
tée, et s(t) le taux de 
ontra
-tion :
dr

dt
= −s(t)r ⇔ r(t) =

r0
f(t)

ave
 f(t) = exp

(∫ t

O

s(t′)dt′
)On dé
rit un é
oulement turbulent simpli�é, en faisant deux hypothèses :� i) A l'é
helle l, le taux de 
ontra
tion s(t) est le même pourtous les feuillets à un instant donné. Dans un é
oulement réel,
es variations sont liées à l'intermitten
e de la turbulen
e.� ii) Deux feuillets séparés d'une distan
e l sont supposés indépen-dants : l'é
oulement turbulent asso
ie de manière aléatoiredes éléments du �uides provenant de régions séparées initia-lement par une distan
e supérieure à l'é
helle de 
orrélationdu 
hamp de tra
eur.Supposons que la probabilité ρl(σ, t) de mesurer une 
ertaine 
on
entra-tion σ à l'é
helle l au temps t soit 
onnue. D'après l'hypothèse i), quandl'épaisseur l d'un feuillet est divisée par 2, 
elle des autres feuillets l'estaussi. Soit τ2 l'intervalle de temps qui 
orrespond à une telle 
ontra
tion.D'après l'hypothèse ii), deux feuillets adja
ents au temps t+ τ2 sont indé-pendants. On retrouve alors un pro
essus de type 
oales
en
e dispersion,illustré �gure 6.1. La PDF au temps t+ τ2 est la 
onvolution de la PDF àl'instant initial, ave
 un fa
teur de 
ontra
tion :

ρl(σ, t+ τ2) = 2

∫
ρl(σ1, t)ρl(2σ − σ1, t)dσ1182



ModèlesCe produit de 
onvolution s'exprime 
omme un produit des transformées deLapla
e (la 
on
entration σ est supposée positive ; on peut toujours revenirà 
e 
as en 
hangeant σ en σ −min(σ)) :
σ,

σ+σ,

2
σ+σ,

2
t+τ2

σ

l
DispersionCoalescence

l/2

l

t

Fig. 6.1: On 
onsidère deux éléments de �uides de taille l, portant des
on
entrations σ et σ′. Dans l'intervalle de temps τ2, 
es éléments sont
ontra
tés d'un fa
teur deux et assemblés l'un à l'autre, le volume totalétant 
onservé.
ρ̂l(κ, t+ τ2) = [ρ̂l(κ/2, t)]

2 ave
 ρ̂l(κ) =

∫ +∞

0

ρl(σ)e−κσdσ (6.1)En faisant un raisonnement similaire pour des temps τn tels que la lar-geur des feuillets est divisée par un fa
teur n, on trouve :
ρ̂l(κ, t+ τn) = [ρ̂l(κ/n, t)]

n (6.2)A�n d'obtenir un pro
essus 
ontinu asso
ié à 
ette évolution dis
rète, on
onsidère n = 1+ǫ, ave
 ǫ = s(t)dt dans (6.2). On trouve alors ρ̂l(κ+ǫκ, t+
dt) = [ρ̂l(κ, t)]

1+ǫ . On prends ensuite la limite dt ֌ 0, et on obtient uneéquation dynamique pour ρ̂l :
∂tρ̂l = s(t)[ρ̂l ln ρ̂l − κ∂κρ̂l] (6.3)On véri�e que la norme et la moyenne sont 
onservées, et que la solutionest donnée par 183



6. Le mélange turbulent 
omme un pro
essusd'auto-
onvolution
ρ̂l(κ, t) =

[
ρ̂l

(
κ

f(t)
, 0

)]f(t) (6.4)Pour les valeurs entières de f(t), on retrouve bien l'expression (6.2). Ona don
 obtenu un pro
essus 
ontinu qui 
orrespond à la des
ription dis
rètedu mélange par 
onvolutions su

essives de feuillets. La varian
e dé
roît en
c2 = c02/f . Cette relation peut être utilisée pour déterminer la fon
tion f .L'équation (6.3) et sa solution (6.4) dé
rivent un pro
essus de 
onvergen
evers une gaussienne prédite par le théorème de la limite 
entrale. On véri�e
ela en 
al
ulant les 
umulants cm(t) = (−∂κ)m ln(ρl(κ, t))

∣∣
κ=0

à partir de(6.4) :
∀ m ≥ 1 cm(t) =

c0m
[f(t)]m−1 (6.5)Les trois premiers 
umulants 
orrespondent aux trois premiers moments
entrés. La valeur relative des 
umulants d'ordre m ≥ 3 par rapport au
umulant d'ordre 2 (la varian
e) dé
roît ave
 le temps (cm(t)/[c2(t)]

m/2 ∼
f(t)−(m/2−1)). Ainsi, n'importe quelle distribution initiale 
onverge vers unegaussienne, 
ara
térisée par des 
umulants d'ordre supérieurs à 2 nuls.Dis
ussion des hypothèsesi) Taux d'étirement s(t) 
onstant en espa
e On a négligé les �u
tua-tions du taux d'étirement en 
onsidérant que tous les feuillets sont 
ontra
-tés ave
 le même rapport en tout point de l'é
oulement. Dans un é
oulementréel, 
e taux de 
ontra
tion, et la dire
tion asso
iée, varient dans l'espa
e.On s'attend à 
e que 
et e�et soit très important en présen
e de stru
tures
ohérentes : 
onsidérons la 
on
entration au 
entre d'une stru
ture tour-billonnaire, où l'étirement est très faible ; si 
e tourbillon persiste durant lemélange, la 
on
entration en tra
eur à l'intérieur de 
ette stru
ture évoluelentement par rapport au reste de l'é
oulement où la tra
eur est rapide-ment mélangé. On voit que les �u
tuations de taux d'étirement induisentune 
orrélation entre le 
hamp de vitesse et la 
on
entration en tra
eur.Cette 
orrélation n'est pas prise en 
ompte par le modèle de 
as
ade tur-bulente.ii) Indépendan
e des feuillets Une autre limite du modèle vient del'hypothèse selon laquelle deux feuillets d'épaisseur l (donnée par l'é
helle184



Modèlesde mesure) juxtaposés les uns aux autres ont des 
on
entrations indépen-dantes. Dans le 
as d'un 
hamp de tra
eur 
omposé de ta
hes noires dansun fond blan
, 
ette hypothèse impose une 
ondition très 
ontraignanteà la nature du 
hamp de tra
eur : l'é
helle 
ara
téristique des stru
turesblan
hes et noires doit être plus petite que l. Cela est toujours justi�é auxtemps longs, en absen
e de sour
e, mais est in
ompatible ave
 
ertaines
onditions initiales. En parti
ulier, le modèle ne dé
rit pas 
orre
tementl'évolution initiale d'une PDF du 
hamp de tra
eur �ltré à l'é
helle l 
om-posée de deux pi
s distin
ts. Le modèle prévoit la formation d'un troisièmepi
 
entral aux premiers stades du mélange. Cela n'est jamais observé ex-périmentalement. A�n de 
omprendre en quoi la présen
e de plusieurs pi
sdans la PDF initiale du 
hamp �ltré 
ontredit l'hypothèse ii, regardons les
ara
téristiques du 
hamp de tra
eur asso
ié à 
ette PDF. Prenons poursimpli�er le 
as d'un 
hamp en deux dimensions. Un pi
 très étroit autourd'une 
on
entration c 
orrespond né
essairement à l'existen
e de surfa
esde tra
eur de 
on
entration homogène c et d'é
helle 
ara
téristique très su-périeure à l. D'où la 
ontradi
tion ave
 l'indépendan
e des feuillets de taille
l aux temps 
ourts.Con
lusion. L'hypothèse d'indépendan
e est la plus forte et la moinsréaliste. Elle n'est valable que si le 
hamp de tra
eur ne 
omporte pas destru
tures de tailles très supérieures à la résolution l de la mesure. Celasigni�e que le modèle est valide pour un 
hamp de tra
eur déjà su�sammentmélangé.L'appro
he de CurlL'idée d'appliquer le s
héma de 
oales
en
e-dispersion au mélange tur-bulent n'est pas nouvelle. Elle fut initialement proposée par Curl [95℄, puis�t l'objet de nombreuses études, ave
 notamment les 
ontributions de Pope[103, 108℄. On obtient une équation dynamique en supposant que la PDFau temps t+ dt est une interpolation linéaire entre la PDF au temps t et sa
onvolution, le �poids� relatif ǫ = 2s(t)dt de la 
onvolution étant d'autantplus élevé que le taux de mélange turbulent s(t) est important (Le fa
teur 2dans l'expression de ǫ a été introduit de manière à 
e que s(t) soit interprété
omme le taux de dé
roissan
e de la varian
e des PDF).

ρ̂l(κ, t+ dt) = ǫ ρ̂2
l (κ/2, t) + (1 − ǫ) ρ̂l(κ, t) (6.6)185



6. Le mélange turbulent 
omme un pro
essusd'auto-
onvolutionSi l'on 
onsidère un pro
essus d'évolution dis
ret en prenant ǫ = 1, onobtient une des
ription du mélange par auto-
onvolution, 
orrespondant aumodèle de 
as
ade turbulente présenté pré
édemment (la PDF tend alorsvers une gaussienne). Ce pro
essus dis
ret a été utilisé par Pumir et al [6℄.Si l'on prend la limite dt→ 0, on obtient une équation d'évolution pour latransformée de Lapla
e de la PDF
∂tρ̂(κ) = 2s(t) [ρ̂(κ/2) − ρ̂(κ)] (6.7)Cette équation, parfois appelée modèle de Curl, satisfait aux 
ritèresi-ii-iii-iv énon
és en début de 
hapitre : la norme et la moyenne sont 
onser-vées, la varian
e dé
roît en ∂tc2 = −sc2, d'où c2 = c02/f(t) , ave
 f(t) =

exp
(∫ t

0
s(t′)dt′

). Au temps long, 
e modèle prévoit la relaxation de n'im-porte quelle 
ondition initiale en un pi
 
entré autour de la moyenne. Autourde 
e pi
, la PDF a une forme de 
lo
he, mais n'est pas gaussienne. En par-ti
ulier, le fa
teur de ��atness� (σ − σ)4/(σ − σ)2
2 tend vers l'in�ni [108℄.D'un point de vue pratique, 
ette équation d'évolution reste inté-ressante : son implémentation numérique est plus aisée que 
elledes autres modèles d'évolution. Cependant, la 
onvolution est 
oûteuseen temps de 
al
ul. Pope propose un xmodèle sto
hastique asso
iée à 
etteéquation déterministe, plus e�
a
e en terme de temps de 
al
ul.L'appro
he IEM/LMSELe modèle d'intera
tion ave
 la moyenne IEM/LMSE, mentionné dansl'introdu
tion, peut être obtenu 
omme un 
as limite des modèles de type
oales
en
e-dispersion. Soit un feuillet de 
on
entration σ′ au temps t, dedistribution ρ(σ′, t). On 
onsidère qu'au temps t + dt, la 
on
entration σde 
e même feuillet est donné par σ = (1 − ǫ)σ′ + ǫσ′′, où ǫ = s(t)dt/2. La
on
entration σ′′ est supposée indépendante de σ′, et dé
rite par la mêmedistribution. Cela revient à supposer que le feuillet initial a été mélangé àune petite partie d'un autre feuillet, le mélange étant d'autant plus e�
a
eque l'intensité s(t) de la turbulen
e est importante. Le fa
teur 2 dans l'ex-pression de ǫ a été introduit de manière à 
e que s(t) soit interprété 
ommele taux de dé
roissan
e de la varian
e des PDF. On obtient alors

ρ(σ, t+ dt) =
1

1 − ǫ

∫
ρ (σ′′, t) ρ

(
σ − ǫσ′

1 − ǫ
, t

)
dσ′′186



ModèlesEn prenant la limite dt→ 0, on retrouve l'équation du modèle IEM/LSME[63, 84℄, qui fut initialement proposée indépendamment du 
ontexte des mo-dèles de 
oales
en
e-dispersion :
∂tρ =

1

2
s(t)∂σ [ρ (σ − σ)] (6.8)où σ est la 
on
entration moyenne de tra
eur. La varian
e dé
roît en

∂tc2 = −sc2. De manière à 
omparer la stru
ture de 
e modèle aux autresappro
hes, on peut é
rire 
ette équation sous la forme ∂tρ̂ = s [−κρ̂ − κ∂κρ̂] /2.Il existe une solution expli
ite, ne dépendant que de la 
ondition initiale etde f(t) = exp
(∫ t

0
s(t′)dt′

) :
ρ (σ, t) = ρ (σ′ + σ, t) = f 1/2ρ

(
f 1/2σ′ + σ, 0

) (6.9)où l'on a dé
omposé σ = σ′ + σ en une partie moyenne et une partie�u
tuante. On véri�e que la gaussienne est bien une solution autosimilaire.En revan
he, 
e n'est pas une solution attra
tive. Le modèle IEM/LMSEprédit une séquen
e de PDF se 
ontra
tant autour de la moyenne, tout en
onservant la forme de la PDF initiale : l'e�et de la 
as
ade turbulenteest dé
rit par une simple 
ontra
tion de la PDF, dépendant d'unseul paramètre. Deux pi
s initialement distin
ts le restent, tout en serappro
hant autour de la moyenne (voir par exemple la �gure 6.2), 
e qui est
ontraire aux observations expérimentales [64℄. Plusieurs améliorations desmodèles IEM/LMSE ont été proposées pour essayer de résoudre 
e problème[109, 96, 104, 128, 35℄. Nous évoquerons 
ertaines de 
es appro
hes dans leparagraphe �Tests des modèles�.L'appro
he de Villermaux et DuplatPlus ré
emment, un modèle de mélange par agrégation de feuillets detra
eurs a été proposé par Villermaux et Duplat [42℄, à la faveur de l'étudeexpérimentale de divers aspe
ts et 
on�gurations du mélange d'un tra
eur[40℄.Bien que 
e modèle soit lui aussi fondé sur un pro
essus de 
onvolution,le point de vue est di�érent : il s'agit de dé
rire le mélange d'une ta
he de
olorant dans un fond uniforme.Le modèle distingue deux mé
anismes 
on
omitants dans le mélanged'un tra
eur. L'un de 
es mé
anisme dé
rit l'intera
tion di�usive entre deux187



6. Le mélange turbulent 
omme un pro
essusd'auto-
onvolutionfeuillets de tra
eurs dont l'épaisseur est �xée par l'é
helle de Bat
helor. Cesdeux feuillets, de 
on
entration σ′ et σ′′ indépendantes, dé
rits par la mêmedistribution ρ0, en 
réent un troisième, dont la 
on
entration est donnée parl'addition σ = σ′ + σ′′ des 
on
entrations des feuillets initiaux. La PDFde la 
on
entration en tra
eur du feuillet ainsi 
réé est
ρ(σ) =

∫
ρ0(σ

′)ρ0(σ − σ′)dσ′La transformée de Lapla
e de 
ette équation donne
ρ̂(κ) = ρ̂2(κ)On retrouve ainsi l'équation (6.1) obtenue dans le 
adre du modèle de 
as-
ade turbulente, sans le fa
teur de 
ontra
tion 1/2 dans l'argument de ρ0.De fait, 
e mé
anisme a des similarités ave
 le pro
essus de 
oales
en
e-dispersion de Curl, mais se distingue de 
e dernier par le point de vueadopté : l'intera
tion entre les feuillets est réalisée par un pro
essus de dif-fusion, le r�le de la turbulen
e étant de réunir 
�te à 
�te deux feuilletsindépendants. Ce pro
essus, pris isolément, ne 
onserve pas la moyenne entra
eur. D'où le r�le d'un se
ond mé
anisme, lié à l'évolution d'un feuilletindépendamment des autres. Cette évolution dépend de l'histoire des étire-ments subit par le feuillet. Qualitativement, la 
ontra
tion du feuillet parle 
hamp de vitesse est 
ompensée par la di�usion molé
ulaire, l'équilibreentre les deux e�ets �xant la largeur du feuillet à l'é
helle de Bat
helor. Cemé
anisme a pour e�et de diminuer la 
on
entration du feuillet. Dans 
e quisuit, nous donnons les di�érentes étapes menant à une équation d'évolutionpour la PDF, en suivant la présentation de Duplat et al [40℄.A�n de représenter un pro
essus 
ontinu rendant 
ompte du premiermé
anisme, à savoir l'intera
tion entre feuillets, deux appro
hes li-mites peuvent être retenues. Une première possibilité est de 
onsidérer uneinterpolation entre la PDF initiale et la PDF 
onvoluée, le poids de la PDF
onvoluée ǫ = s(t)dt dépendant de l'intensité du mélange :

ρ̂(κ, t+ dt) = ǫ ρ̂2(κ, t) + (1 − ǫ) ρ̂(κ, t) ⇒ ∂tρ̂ = s
(
ρ̂2 − ρ̂

)dont la solution asymptotique est une exponentielle ρ ∼ exp (−σ/f(t)).Cela revient à adopter le point de vue de Curl (6.7) dans le 
adre d'une188



Modèlesintera
tion di�usive entre feuillets (
'est à dire sans le fa
teur de 
ontra
tion
1/2 dans l'argument de la PDF 
onvoluée). Une autre possibilité est de
onsidérer que la PDF initiale est 
onvoluée à l'ordre 1+ ǫ pour ǫ = s(t)dt :

ρ̂ (κ, t+ dt) = ρ̂1+ǫ (κ, t) ⇒ ∂tρ̂ = sρ̂ ln ρ̂dont la solution est ρ̂(κ, t) = ρ̂f(t)(κ, 0) . Cela revient à adopter le pointde vue du modèle de 
as
ade turbulente (6.3). Ces deux possibilités 
or-respondent à deux 
as limites du modèle de Villermaux et Duplat pourl'intera
tion entre feuillets, donné par [42℄ :
∂tρ̂ = s(t)f(t)

(
ρ̂1+1/f − ρ̂

) ave
 f = exp

(∫ t

0

s(t′)dt′
)Dans la limite f → 1 (étape initiale du mélange), on retrouve l'équationde type Curl, et dans la limite f → +∞ (étapes �nales du mélange), onretrouve l'équation de type 
as
ade turbulente.Le se
ond mé
anisme, dé
rivant la diminution de la 
on
entra-tion d'un feuillet isolé due à l'équilibre entre pro
essus d'étirement et dedi�usion dans la dire
tion de 
ontra
tion, est dé
rit par ρ(σ + δσ, t+ dt) =

ρ(σ, t), où δσ/σ = −s(t)dt, 
e qui donne
∂tρ = s(t)∂σ (σρ) ⇔ ∂tρ̂ = − s(t)κ∂κρ̂Finalement, l'équation d'évolution de la PDF est donnée par l'additiondes deux mé
anismes présentés 
i dessus :
∂tρ̂ = s(t)

[
f(t)

[
ρ̂1+1/f − ρ̂

]
− κ∂κρ̂

]
, (6.10)On véri�e que la moyenne et la norme sont 
onservées et la varian
edé
roît en ∂tc2 = −s(t) [c2 − σ/f(t)].Dis
ussionCe modèle prédit la 
onvergen
e d'une distribution initiale arbitrairevers une forme universelle, les gamma PDF (dans le 
as où σ 6= 0). Cetteséquen
e de gamma PDF 
onverge elle-même vers une gaussienne autour189
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Fig. 6.2: Résultats expérimentaux de Villermaux et Duplat [42℄ (dispositif similaire à
elui présenté dans la partie " tests expérimentaux� ). Les PDF sont ajustées ave
 unesu

ession de Gamma PDF de même varian
e. La �gure de droite représente l'inverse dela varian
e en fon
tion du temps ; .de la moyenne tout en restant asymétrique. Ces distributions dé
rivent ef-fe
tivement la su

ession de PDF mesurées par Villermaux et Duplat [42℄,reproduites �gure 6.2.En étudiant le r�le de l'inje
tion dans des expérien
es similaires, nousmontrerons que 
ette 
onvergen
e n'est pas observée dans tous les 
as. Lesséquen
es de PDF ne semblent pas être universelles, tout au moins dans lesrégimes intermédiaires étudiés.Le modèle d'agrégation de �laments a un sens pour dé
rire le mélanged'une ta
he initiale de 
olorant (de 
on
entration σ) rapidement trans-formée en un en
hevêtrements de �laments de tra
eur dans un milieu de
on
entration 0. En pratique, il ne peut pas être appliqué à des 
on�gura-tions plus générales. En parti
ulier, l'équation de dé
roissan
e de la varian
e
∂tc2 = −s(t) [c2 − σ/f(t)], où σ est la 
on
entration moyenne en tra
eur,n'est pas invariante par une translation σ → σ+ cst. Remarquons toutefoisque dans la limite diluée (σ → 0), l'évolution de la varian
e ne dépend pasde la moyenne de 
on
entration en tra
eur.190



ModèlesRemarquons 
ependant que l'appli
ation du modèle au 
as du mélanged'une PDF initialement symétrique, 
omposée de deux pi
s, dé
rit 
orre
-tement la séquen
e de PDF par un mi
ro-mélangeur 
haotique [134℄. Pourautant, l'appli
ation du modèle dépend là aussi de la 
onvention 
hoisiepour l'origine de la 
on
entration. De plus, il n'est pas montré que le mo-dèle d'agrégation donne une meilleure prédi
tion qu'une simple évolutionpar auto-
onvolution.Résumé� Le modèle d'agrégation de �laments est équivalent à un simple pro
es-sus de 
onvolution aux temps longs, mais prédit une évolution initialedi�érente. L'idée d'in
lure un pro
essus autre que la 
onvolution pourles premières étapes du mélange est intéressante (et né
essaire), mais� il n'est pas montré que les étapes initiales du mélange sont bien dé-
rites par 
e modèle.� L'intérêt de 
ette appro
he est de donner une expli
ation physiquepour l'évolution des PDF, que ne fournissent pas les modèles IEM/LSME,ou le modèle de Curl. Cependant, le modèle d'agrégation ne se gé-néralise pas dans un 
ontexte pratique : les équations ne sont pasinvariantes par translation de la 
on
entration.Lien ave
 les appro
hes �rigoureuses� du s
alaire passifLes modèles présentés pré
édemments sont des appro
hes phénoméno-logiques. Le problème du s
alaire passif a aussi fait l'objet de nombreuses
ontributions théoriques [9℄, dans le 
adre de modèles simpli�és d'é
oule-ments. Citons par exemple le modèle de Krai
hnan, où le 
hamp de vitesseest aléatoire, delta 
orrélé en temps L'idée de 
es appro
hes est que les PDFdu tra
eur ne dépendent pas de la stru
ture pré
ise de la turbulen
e, maissont asso
iées à 
ertaines propriétés statistiques �universelles�.Ces modèles �jouets�, pertinents pour dé
rire des propriétés de la turbu-len
e à haut nombre de Reynolds, ont été développés suite à l'observationde propriétés d'intermitten
e très nettes pour les in
réments du tra
eur.Les in
réments sont dé�nis par la di�éren
e des 
on
entrations en tra
eurmesurées à deux points séparés d'une distan
e r. Nous dé�nissons i
i l'in-termitten
e 
omme l'é
art à une distribution gaussienne. Plus la distan
e191



6. Le mélange turbulent 
omme un pro
essusd'auto-
onvolutionde mesure r entre les in
réments est petite, plus l'intermitten
e augmente.Au-delà de l'é
helle intégrale de l'é
oulement, la PDF des in
réments estpro
he d'une gaussienne. L'attention a surtout été fo
alisée sur les in
ré-ments, 
ar les PDF du tra
eur lui-même sont pro
hes d'une gaussienne (pourun tra
eur su�samment mélangé, à haut nombre de Reynolds). Toutefois,en présen
e d'un gradient moyen en tra
eur, la queue des PDF observéess'appro
he d'une exponentielle.De nombreux résultats rigoureux ont été obtenus dans 
e 
ontexte du-rant les 20 dernières années [52℄. Les résultats théoriques prédisent les ex-posants des di�érents moments des PDF des in
réments, bien observés ex-périmentalement [5℄.Cependant, 
es modèles ne peuvent êtres utilisés dans les 
as pratiquesqui nous intéressent i
i pour deux raisons : i) les é
oulements que l'on veutdé
rire n'ont pas les propriétés des modèles de Krai
hnan (on étudie desé
oulements à nombre de Reynolds modérés) ii) les appro
hes �rigoureuses�ne permettent pas de dé
rire dire
tement l'évolution temporelle de la formeglobale des PDF.6.2 Tests des modèlesNous présentons dans 
ette partie les résultats de deux études menéesen vue de tester le modèle d'évolution par auto-
onvolution [7, 132℄. Enpremier lieu, nous 
omparons 
e modèle et l'appro
he IEM/LMSE, à partirde résultats de simulations numériques dire
tes d'Eswaran et Pope [127℄.en se
ond lieu, nous proposons une étude expérimentale du mélange, à par-tir d'un dispositif similaire à 
elui de Villermaux et Duplat, la nouveautévenant de l'étude du r�le du type d'inje
teur utilisé.Comparaison ave
 une DNSNous 
onsidérons les résultats de simulations numériques dire
tes (DNS)d'Eswaran et Pope [127℄. Ils observent la 
onvergen
e d'une distribution ini-tialement bimodale vers une gaussienne de varian
e dé
roissante, le tra
eurétant inje
té dans un é
oulement turbulent isotrope.On 
ompare �gure 6.2 le modèle d'évolution par auto-
onvolution (6.4)et le modèle IEM-LMSE (6.9) aux résultats de la DNS [127℄. Les deuxmodèles né
essitent en entrée la forme de la PDF initiale. On ne prend pas192



Tests des modèles
omme 
ondition initiale la PDF de la DNS au temps t = 0. On a expliquéau paragraphe �dis
ussion des hypothèses� (se
tion 1) que 
elui-
i ne peutrendre 
ompte 
orre
tement du mélange initial quand la PDF 
ontient deuxpi
s étroits. On 
hoisit don
 de prendre 
omme 
ondition initiale la PDFau temps suivant (en rouge sur la �gure 6.2) ; 
ette distribution 
ontientdeux pi
s moins étroits que la pré
édente. Connaissant la varian
e initiale
c02 asso
iée à 
ette PDF, et la varian
e c2(t) au temps pour lequel on souhaitedéterminer la forme de la PDF, on 
al
ule f(t) = c02/c2(t)) et on applique lessolutions des modèles d'évolution par auto-
onvolution (6.4) et des modèlesIEM-LMSE (6.8), représentés respe
tivement �gure 6.2-b et 6.2-
.

−1. 0. 1.
0    

0.5

1.

1.5

σ

ρ(
σ)

f−1/2=0.76

f−1/2=0.54

f−1/2=0.38

f−1/2=0.27

−1. 0  1.
0   

0.5

1

1.5

σ

ρ(
σ)

DNS Eswaran&Pope

Convolution IEM/LMSE

Fig. 6.3: On a reproduit la �gure 10 d'Eswaran et Pope [127℄. La PDF enrouge 
orrespond à la 
ondition initiale pour les modèles étudiés.On s'intéresse dans un premier temps au modèle par auto-
onvolution.Comme dans la DNS de [108℄, les deux pi
s initiaux se dépla
ent initia-193



6. Le mélange turbulent 
omme un pro
essusd'auto-
onvolutionlement vers la valeur moyenne, leur intensité diminue jusqu'à 
e qu'ils neforment plus qu'un pi
 autour de la moyenne. Bien que le modèle n'aitau
un paramètre ajustable, hormis la varian
e de la PDF, les prédi
tionsrestent qualitativement pro
hes des résultats de la simulation numérique.On note 
ependant l'existen
e d'un pi
 anormalement étroit autour de lamoyenne, au 
entre de la 
ourbe en forme de 
lo
he. Cette anomalie a étéexpliquée au paragraphe sur les limites du modèle, elle est due à l'indépen-dan
e des feuillets de tra
eur �moyennés� à l'é
helle de mesure l donnée i
ipar le pas de grille de la DNS.On a vu auparavant que le modèle IEM/LMSE prévoit une 
ontra
tionde la PDF autour de la moyenne, représentée �gure 6.2. La séquen
e dePDF ainsi prédite est très di�érentes des PDF données par la DNS. Citonsdeux 
ontributions 
onsa
rées à l'amélioration du modèle IEM, les résultatsde 
es études étant 
omparées aux mêmes DNS :� Sabelnikov et al proposent de 
onsidérer un pro
essus sto
hastiquepour l'é
helle de temps 1/s(t) [128℄. Cela améliore la prédi
tion desPDF, mais les deux pi
s initiaux persistent plus longtemps que dansla DNS [127℄, et la PDF ne 
onverge pas vers une gaussienne.� L'addition d'un terme supplémentaire Ac2∂σσρ dans le membre dedroite de l'équation 6.8 permet de dé
rire la relaxation de n'importequelle 
ondition initiale vers une gaussienne [108℄. L'ajout de 
e termeinduit un problème important : les bornes initiales des 
on
entrationsen tra
eur ne sont plus 
onservées. Pour pallier 
et e�et, plusieursmodèles de fermeture pour la PDF jointe des vitesses et du tra
euront été proposés. C'est la 
as du modèle de Fox [96℄. Les résultats ob-tenus sont très pro
hes de la DNS [127℄, sauf pour l'évolution initialequi prédit des pi
s anormalement élevés pour les valeurs de 
on
en-trations extrémales. Remarquons 
ependant que l'addition d'un termede di�usion dans l'équation pour la PDF ajoute un paramètre sup-plémentaire.Comparaison ave
 des expérien
es en laboratoireL'arti
le qui suit est une étude expérimentale du mélange. Un 
olo-rant �uores
ent est inje
té dans une 
onduite de se
tion re
tangulaire. Le
olorant est simultanément adve
té et mélangé par l'é
oulement dans la
onduite. Le nombre de Reynolds (Re ∼ 104) est tel qu'un régime turbulent�modéré� est établi. Les PDF de 
on
entrations en 
olorant sont mesurées à194



Tests des modèlesdes distan
es 
roissantes de l'inje
tion. Au fur et à mesure que l'on s'éloignede l'inje
teur, la PDF devient de plus en plus étroite et 
entrée autour dela moyenne. Une 
onvergen
e vers une su

ession de gamma-PDF avaitété auparavant observée dans un dispositif similaire [42℄. Nous montronsqu'une telle 
onvergen
e n'est pas universelles, au sens où la séquen
e desPDF mesurées dépend du type d'inje
tion (par une ligne, ou par un pointsour
e). Nous déterminons ensuite les 
onditions d'appli
ation des modèlesd'évolution par auto-
onvolution.
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Is Turbulent Mixing a Self-Convolution Process?
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Experimental results for the evolution of the probability distribution function (PDF) of a scalar mixed

by a turbulent flow in a channel are presented. The sequence of PDF from an initial skewed distribution to

a sharp Gaussian is found to be nonuniversal. The route toward homogeneization depends on the ratio

between the cross sections of the dye injector and the channel. In connection with this observation,

advantages, shortcomings, and applicability of models for the PDF evolution based on a self-convolution

mechanism are discussed.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.100.234506 PACS numbers: 47.51.+a

Predicting the temporal evolution of the probability

distribution function (PDF) of a tracer is of wide interest,

in particular, for the dynamics of density stratified fluids or

for reactive flows [1]. The scope of existing phenomeno-

logical approaches is to provide simple, efficient models to

describe the evolution of the PDF, from an arbitrary initial

condition to a sharp peak centered around the mean, rep-

resenting the late stage of mixing.

One of the simplest and widely used models is the linear

mean square estimate, also called interaction by exchange

with the mean [2]. The main limitation of this model is that

the PDF keeps its shape while it contracts around the mean

by mixing. Many studies have been devoted to the im-

provement of this approach [3–7].

There exists an alternative class of models, based on a

self-convolution process. The first occurrence of such a

model is the coalescence dispersion (CD) mechanism of

[8], originally intended to describe drop interactions in a

two liquid system: two drops having independent scalar

values �0 and �0
0 coalesce into one drop having the aver-

age scalar value ����0��0
0�=2, which immediately

splits into two drops with the same scalar value �. The

probability � to measure a given scalar value after coales-

cence is the convolution of the same probability function

�0 before coalescence: �����2
R
�0�2�ÿ�0��0��0�d�0.

CD models with self-convolution have been widely studied

and extended to turbulent flows [9] although some of the

original underlying hypotheses become questionable [10].

Following the ideas of the CD approach, a model of

aggregation of scalar streaks has been presented in [11].

In [12], a dynamical equation based on a pure self-

convolution process is proposed for the coarse-grained

PDF at a given scale l. The key idea is that random

straining transfers scalar fluctuations toward scales smaller

than l, so that the measured fluctuations are averaged over

scale l.
The question of the PDF evolution of a passive tracer in

a turbulent flow has been addressed experimentally in

different configurations (see, for instance, [13,14]). For a

flow without a mean scalar gradient, convergence from a

very skewed PDF toward a Gaussian shape has been quali-

tatively observed, although some departure from gaussian-

ity was noticed to persist even at late stages of mixing.

Surprisingly, there seem to be only few comparisons

between phenomenological models and the laboratory ex-

periments presented above. We consider here a fluorescent

dye introduced in a channel, where it is advected by a

turbulent flow. PDFs are measured at different locations

along the channel. The PDF becomes sharper and sharper

around the mean with increasing downstream distance

from the injector. The sequence of PDF, from an initial

skewed distribution to a sharp Gaussian, is found to be

nonuniversal, depending on the injection system. Our aim

here is to discuss the capability of models based on a self-

convolution process to describe those experiments.

Models.—We consider an idealized case: the scalar field

and the turbulent flow are supposed to be statistically

homogeneous in space. We call �l��; t� the PDF of a scalar

value � at time t, measured with a probe of size l. The

scalar field measured by this probe is averaged at scale l by

a low pass filter. The self-convolution model relies on two

hypothesis: (1) it ignores fluctuations of the straining his-

tories of scalar sheets and (2) it assumes independence of

scalar values at two points separated by a distance l.
Hypothesis (1) implies that if the width of a scalar sheet,

equal to l at time t � 0, is divided by 2 at time t, then the

width of the adjacent sheets are also divided by a factor 2.

This time interval t is related to the strain rate s by the

relation exp�
R
t
0 s�t

0�dt0� � 2. The probability to measure a

given scalar value at scale l at time t is then �l��; t� �
2
R
pl��1; 2�ÿ �1; 0�d�1, where pl��1; �2; 0� is the joint

probability to measure the values �1 and �2 at two points

separated by the distance l. The hypothesis (2) of inde-

pendency gives �l��;t��2
R
�l��1;0��l�2�ÿ�1;0�d�1.

Taking the limit of continuous times for this process, a

dynamical equation for the Laplace transform of the PDF

�̂l��� �
R
�1
0 �l���e

ÿ��d� has been provided in [12]:

 @t�̂l � s�t���̂l ln�̂ÿ �@��̂l�: (1)

Note that this equation is the continuous form of the

discrete map used in [15]. The solution of (1) is
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 �̂��; t� �

�

�̂

�
�

f
; 0

��
f
; f�t� � exp

�Z t

0
s�t0�dt0

�

:

(2)

From this expression, one can obtain the temporal evo-

lution of the cumulant: cn�t� � ��@��
n ln��l��; t��j��0 �

cn�0�=f
n�1. Cumulants are equal to the centered moments

for 1 � n � 3, and related to them for higher n. The

application to the second moment yields dc2=dt �
�s�t�c2. The cascade rate of variance is therefore propor-

tional to the strain rate s.
The aggregation model provided in [11] leads to a differ-

ent dynamical equation @t�̂ � s�t�ff�t�	�̂1
1=f � �̂� �
�@��̂g. The solution approaches a sequence of � PDF at

large time: ���=h�i� � ff

��f�
�f�1

h�if�1 e
�f�=h�i.

Experimental setup.—We drive a steady flow in a water

duct of square section ls � ls � 5� 5 cm2, at a steady

volume rate Q, corresponding to a bulk velocity U �
Q=�l2s�. The duct is 150 cm long. Straight circular buffer

sections, 50 cm long and 5 cm in diameter, are fitted at both

ends to reduce perturbations from end effects.

Furthermore, the upstream buffer section is filled by a

honeycomb. The fluorescent tracer (Rhodamin 6G) is in-

troduced at 50 cm downstream from the duct inlet, and

observed until an abscissa x � 80 cm downstream, in a

region of well established duct flow. Most of the experi-

ments have been performed for U � 33 cm=s, so the cor-

responding Reynolds number Re � lsU=� is equal to

1:6� 104. This is about 8 times the Reynolds number of

transition, so that turbulence is well established. Test ex-

periments performed at lower and higher Re (still of order

104) yield very similar results.

The mean kinetic energy dissipation rate is estimated

using standard measurement on turbulent channel flows

[16]: �� 8� 10�3 m2 s�3. The corresponding dissipative

Kolmogorov scale is � � ��3=��1=4 � 0:1 mm. The veloc-

ity fluctuations can be estimated to be �3:5% of the mean

velocity U [17]. The corresponding Taylor microscale and

Reynolds numbers are, respectively, � � 0:5 mm and

Re� � 5. This indicates the absence of a multiscale energy

cascade.

The Schmidt number of the tracer is Sc � �=D� 1000,

corresponding to a very low Batchelor scale lb �

�Sc�1=2 � 4 �m. Two kinds of dye injectors have been

used. The first one is a tapped vertical tube with eight

equidistant small holes, approximating a vertical line

source with uniform flux. The second is a single tube of

diameter 2 mm, curved in the downstream direction with

dye flow rate adjusted to minimize shear with the back-

ground flow. It approximates a point source at the center of

the duct.

Using the laser induced fluorescence technique, the

scalar field is measured in a vertical plane perpendicular

to the channel cross section (see Fig. 1). The PDF of

concentration is measured as a histogram averaged over

series of 300 images made at a given distance x down-

stream from the injector. We limit the statistics to a central

band, 1=4 of the duct width, where the mean concentration

can be considered as uniform, and shearing by the mean

flow negligible. Then the variation of the PDF with down-

stream distance can be assimilated as an evolution with

time t � x=U, using the Taylor hypothesis. The spatial

resolution of the images is 50 �m. Analysis of the scalar

spectra revealed no particular power law, as well as a cutoff

at k� l�1 which corresponds to the laser sheet thickness

l� 1 mm (20 pixels). It implies that the scalar field mea-

sured is filtered at this scale l, which is also found to be a

typical value of the scalar field correlation length.

Mixing from a line source.—Concentration PDFs mea-

sured at increasing distance from the injector are shown in

Fig. 2. It has been compared to the prediction of the self-

convolution model, shown as a solid line. For that purpose

we start from the measured ‘‘initial’’ PDF at x � 36 cm,

and apply solution (2), with f�t� fitted to the measured

variance c2�t�. Strikingly, there is good agreement with the

model based on a pure convolution mechanism. We see no

tendency for the PDF to approach � PDF (dashed line).

In Fig. 2, the initial PDF �l�x0� has been obtained by

analyzing scalar fields at the resolution of the laser sheet.

What would happen if the scalar field were coarse grained

with a filtering function of length l0 > l? The PDF �l0�x0� is

expected to become sharper and sharper around its mean

value, as if the scalar field were ‘‘mixed.’’ This filtering

process therefore has the qualitative effect of a diffusivity.

The initial PDF �l�x0� is reproduced in Fig. 3. Let c2�0� be

its variance. We then compare the coarse-grained PDF

�l0�x0� with the PDF �l�x� measured at a distance x such

that their variances have the common value c2 � c2�0�=2.

We also plot the self-convolution of the initial PDF �l�x0�.

x

A

B

O

RHODAMIN

CAMERA

5 cm
LASER

a b

5 cm

FIG. 1 (color online). Experimental setup. Images (a) and (b)

correspond to points A and B.
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The PDFs shown are zoomed close to the mean value be-

cause the filtering process reduces the number of indepen-

dent events for the construction of the PDF �l�x0�. As ex-

pected, the coarse-grained evolution is qualitatively close

to the temporal evolution, with discrepancy for low scalar

value. In addition, the self-convolution of the initial PDF is

in very good agreement with the coarse-grained PDF.

The comparison between the decay of different cumu-

lants of the experimental PDF �l with the prediction of the

model reveals a limit of the self-convolution approach. In

Fig. 4 we fit the variance decay with a power law c2�x� �
x�2:5, which is consistent with experimental results of [11].

The self-convolution model predicts then a decay c3 � x�5

and c4 � x�7:5. We notice fluctuations of experimental data

around this prediction, and a slight overestimation of the

actual decay of the cumulants, growing at increasing dis-

tance from the injector.

Mixing from a point source.—The sequence of experi-

mental PDFs presented in Fig. 5 has a characteristic shape

that indicates that almost no mixing has occurred. There

are two sharp peaks: one is the background flow, with a

small mixed scalar concentration, and the other one corre-

sponds to the existence of unmixed blobs of scalar. This

second peak persists in the early evolution of the distribu-

tion. Then the peak disappears, but the PDF remains very

skewed, showing no convergence toward a � PDF. It is also

clear that the model (1) does not provide good prediction in

this case: there is a spurious peak.

Discussion.—We observe that the self-convolution

model provides good predictions in the case of the line

injector, but discrepancy clearly appears with the point

injector. We discuss here the difference between these

two cases in relation to our initial hypothesis. Since the

capability of the model to describe the time evolution of

the PDF depends on the scalar injection in the same

turbulent flow, the observed discrepancy should not be

sought in the fluctuations of f�t� (first model hypothesis).

To discuss the validity of the second hypothesis, i.e., the

independence of scalar probability functions, let us con-

sider a one-dimensional idealization of the injection sys-
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FIG. 3. Line injector. Experimental PDF at x � 36 cm and

x � 42 cm. The coarse graining is applied to the scalar field at

x � 36 cm.
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FIG. 5. Point injector. The fit with the model of pure self-

convolution is done by taking the first measured PDF (dark gray)

as the initial condition.
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tem: the scalar field is supposed to be a succession of voids

and colored segments, uncorrelated to each other. While

the corresponding PDF is a double Dirac function in both

cases, the PDF of the coarse-grained fields may be very

different. Two coarse-grained scalar concentrations, sepa-

rated by a distance l, can be considered independent only if
l � maxf�l0�t�; �l��t�g, where �l0�t� and �l��t� are typical
lengths of voids and colored segments. For both the line

and the point case, we are in a dilute limit: �l0�t� � �l��t�.
As seen in Fig. 6(b), in the case of a point injector, the

void’s length scale �l0 is larger than the probe length scale l
(20 pixels). It has been estimated more quantitatively to be

around 80 pixels by computing the statistics of voids. It is

thus not surprising that the self-convolution model does not

work in that case. By contrast, as seen in Fig. 6(a), it is not

possible to find void events in the coarse-grained scalar

field. It indicates that the typical void length scale is

smaller than the probe length scale l.
More generally, those length scales are related to the

channel and the injector properties. The ratio of their cross

section surface, respectively �rls=l
2
s and �r2=l2s for the

line and the point case, is equal to the mean scalar value

h�i 	 �l��t�=��l0�t� 
 �l��t��. The distance r� 2 mm is the

initial scalar sheet thickness (either the width of the vertical

tube or the diameter of the small cylinder). This length is

then reduced by straining effects �l��t� 	 r=f�t�, and the
random succession of scalar sheets creates void segments,

while conserving h�i. This gives an estimation of the void
length scale: �l0�t� 	 ls=f�t� for the line injector, and
�l0�t� 	 l2s=�rf�t�� for the point injector. As far as r � ls,
we see that void length scales differ by an order of magni-

tude. This is consistent with experimental observation:

void events are of the order of a few filtering scales l for
the point injector, and smaller than l for the vertical in-
jector. Note that at sufficiently large time, the condition for

independence of scalar sheets will always be realized.

Conclusion.—If a 	 PDF is initially created, our self-
convolution model predicts that it will evolve toward a

Gaussian through a succession of 	 PDF, in exact agree-
ment with [11]. Our experiments, however, provide no

evidence for a general convergence of scalar PDF toward

	 PDF, in contrast with the model prediction of [11].

Further comparisons of different injection systems would

be needed to confirm this point.

In the case of a line injector, our experiments provide

good support of the self-convolution model. In this model,

the evolution of the scalar PDF by the straining effect is

equivalent to coarse graining. We have directly checked

this equivalence in the experiments. For practical purposes,

this self-convolution model has two interesting properties:

(i) it conserves scalar bounds and mean scalar value and

(ii) it evolves toward a sharp Gaussian at large time, by

contrast with the linear mean square estimate (or interac-

tion by exchange with the mean) model.

The validity of the self-convolution model depends on

the ratio between the cross sections of the injector and the

channel. This ratio prescribes length scales for the fine

grained scalar structures (length of colored and void seg-

ments), which decrease with time by straining effects. The

model is correct when the probe length scale l is larger than
the typical scalar field length scales, to assure indepen-

dence between scalar sheets at distance l.
The model also relies on the hypothesis of weak fluctu-

ations for the straining rate. This is typically expected for

the Batchelor regime of scalar cascade or for moderate

Reynolds numbers, as in our experiments. Discrepancies

are expected to arise from intermittency in a well devel-

oped Kolmogorov cascade.
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data processing.
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FIG. 6 (color online). Typical scalar profile on an image taken

at 40 cm from the injector. The total length is 5 cm (1024 pixels).

The filtering length scale l (laser sheet thickness) is around
20 pixels.

PRL 100, 234506 (2008)
P HY S I CA L R EV I EW LE T T E R S week ending

13 JUNE 2008

234506-4



6. Le mélange turbulent 
omme un pro
essusd'auto-
onvolutionCon
lusionOn résume les modèles de mélange présentés dans 
e 
hapitre dans letableau 6.4.modèle équation d'évolution varian
ei) auto-
onvolution[7℄ ∂tρ̂ = s [ρ̂ ln ρ̂− κ∂κρ̂] ∂tc2 = −sc2ii) modèle de Curl [95℄ ∂tρ̂(κ) = 2s [ρ̂2(κ/2) − ρ̂(κ)] ∂tc2 = −sc2iii) agrégation [42℄ ∂tρ̂ = s
[
f
[
ρ̂1+1/f − ρ̂

]
− κ∂κρ̂

]
∂tc2 = −s [c2 − σ/f ]iv) IEM/LMSE [84, 63℄ ∂tρ̂ = s [−κρ̂− κ∂κρ̂] /2 ∂tc2 = −sc2Fig. 6.4: Quand 
e n'est pas spé
i�é, l'argument de la PDF est (κ, t). Onutilise la notation f(t) = exp

(∫ t
0
s(t′)dt′

). en�n, le fa
teur s est 
hoisitpour 
haque modèle de sorte à 
e que la varian
e dé
roisse en f−1 danstous les modèles. σ est la 
on
entration moyenne en tra
eur.Seuls les modèles de 
onvolution et d'agrégation tendent vers une gaus-sienne aux temps longs. Nous avons montré 
ertaines situations expérimen-tales où les PDF ne tendent pas vers une distribution gamma (qui est préditepar le modèle d'agrégation), mais sont 
orre
tement prédites par un modèled'évolution par auto-
onvolutions. Nous ne 
onnaissons pas de 
as où le mo-dèle d'agrégation prédit une séquen
e de PDF qui n'est pas 
orre
tementdé
rite par une évolution par auto-
onvolution. Remarquons 
ependant quenous avons mis en éviden
e (et 
ara
térisé) 
ertaines situations où au
undes deux modèle ne prédit 
orre
tement l'évolution des PDF.Les appro
hes de type IEM/LMSE ou de Curl sont di�
iles à justi�erphysiquement, 
ontrairement au modèle d'évolution par auto-
onvolution,qui s'appuie sur un pro
essus reproduisant simplement les e�ets de 
as
adeturbulente. Toutefois, 
es appro
hes sont simples à mettre en ÷uvre, 
e quileur 
onfère un intérêt pratique indéniable.Perspe
tivesDans les analyses d'expérien
es ou de DNS présentées pré
édemment,nous avons ajusté le taux d'étirement s sur la dé
roissan
e observée de lavarian
e de la PDF. Remarquons qu'il s'agit du seul paramètre ajustable200



Tests des modèlesde 
e modèle. Lors de la présentation du modèle, nous avions interprété 
eterme 
omme un taux de 
ontra
tion des feuillets de tra
eur. Ce taux de
ontra
tion était supposé ne pas dépendre de l'é
helle 
onsidérée, 
e qui estqualitativement 
orre
t pour une turbulen
e à nombre de Reynolds modéré.Nous avons de plus supposé que 
e taux d'étirement est spatialement ho-mogène. Cette hypothèse n'est pas véri�ée dans un é
oulement réel, où ladire
tion et la valeur de la 
ontra
tion varient dans l'espa
e. Une 
lari�
a-tion du sens de s, en lien ave
 une analyse des propriétés de la turbulen
edans les é
oulements turbulents à nombre de Reynolds modéré 
onsitue-rait une étude intéressante. On peut en parti
ulier se demander dans quellemesure de faibles �u
tuations de la dire
tion et de la valeur du taux de
ontra
tion s modi�ent la forme des PDF au 
ours du mélange, en lien ave
le modèle d'évolution par auto-
onvolution.

201





Chapitre 7Une appro
he statistique dumélange dans les �uidesstrati�és
Ce 
hapitre est 
onsa
ré à une appro
he statis-tique du mélange en �uide strati�é. Le but est de dé-
rire l'évolution temporelle de la probabilité (PDF)de la densité réduite (température ou salinité) à unealtitude donnée, sans dé
rire le détail des pro
essusphysiques en ÷uvre. La densité réduite, 
omme lavorti
ité potentielle en turbulen
e 2D, véri�e 
ertaines lois de 
onserva-tion qui, 
ombinées à des propriétés de mélange 
ausées par la turbulen
e,montrent la pertinen
e d'une appro
he par la mé
anique statistique. Bienqu'il n'existe pas de théorie statistique rigoureuse pour les �uides strati�és,l'analogie ave
 les é
oulements 2D fournit un 
adre intéressant pour uneappro
he phénoménologique du problème.Nous dé�nirons dans un premier temps 
e que nous entendons par équi-libre statistique pour les �uides strati�és, en 
onsidérant un modèle idéaliséd'é
oulement. Nous présenterons ensuite une équation de relaxation vers 
etétat d'équilibre, 
ara
térisée par une 
ompétition entre e�ets de di�usionturbulente et de sédimentation. En�n, nous ajouterons un terme de dissi-pation des �u
tuations de densité par 
as
ade turbulente en appliquant lesappro
hes présentées au 
hapitre pré
édent.203



7. Une appro
he statistique du mélange dans les fluidesstratifiés7.1 Pro�ls d'équilibre statistique pour ladensité du �uideNous proposons dans 
ette se
tion une analogie entre le mélange dede la densité réduite par la turbulen
e (3-D) et le mélange de la vorti
itépotentielle dans les é
oulements 2-D.Niveaux de densité réduite et énergie potentielleOn 
onsidère un �uide strati�é de manière stable, statistiquement ho-mogène dans les plans horizontaux 0xy.� les 
on�gurations mi
ros
opiques du système, dé
rites par le 
hampde densité réduite mi
ros
opique σm(x, y, z), et de vitesse vm(x, y, z).On suppose que les é
oulements que l'on dé
rit sont statistiquementinvariants dans les plans horizontaux On 
onsidère de plus qu'il n'ya que des �u
tuations de vitesse turbulente : à une altitude donnée,la moyenne des vitesse est nulle. Pour simpli�er la dis
ussion, on neprend en 
ompte que les �u
tuations de vitesse dans la dire
tion ver-ti
ale.� les états ma
ros
opiques, dé
rits par la probabilité ρ(σ, v, z) demesurer la densité réduite σ et la vitesse v à l'altitude z.On 
onsidère que la densité réduite σ est purement adve
téepar l'é
oulement : on néglige don
 puits et sour
es de densité réduite, enparti
ulier la di�usion molé
ulaire. Comme dans le 
as de vorti
ité poten-tielle dans les é
oulements 2D (voir 
hapitre 1), le volume asso
ié à 
haqueniveau σ est 
onservé
1

SH

∫

V
δ (σ − σ(r)) dxdydz = g(σ) (7.1)où l'on a normalisé les volumes par le volume total SH (S est l'aire de la se
-tion horizontale de l'é
oulement, et H est la hauteur totale). La distribution

g(σ) 
ara
térise 
omplètement le 
hamp mi
ros
opique de densité réduite.Elle s'exprime aussi en fon
tion du 
hamp ma
ros
opique de probabilité,204



Pro�ls d'équilibre statistique pour la densité du �uide
σ+∆σ

σ−∆σ
σ
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σ(z) σ(z)
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Fig. 7.1: Exemple d'un pro�l de densité réduite (a) et du pro�l trié 
orrespondant (b).On représente dans 
haque 
as le pro�l moyen σ(z). L'énergie potentielle ∫ σzdz ne peutêtre inférieure à 
elle du pro�l triédonnant ainsi une 
ontrainte sur les valeurs admissibles de ρ :
Hσ[ρ] =

1

H

∫ H

0

ρdz = g(σ) (7.2)L'organisation spatiale du 
hamp de densité réduite détermine l'énergiepotentielle du système. On dé�nit trois quantités di�érentes :� L'énergie potentielle totale Ep, qui est aussi l'énergie potentielledu pro�l moyen σ(z) :
Ep[ρ] =

∫
ρσzdσdz =

∫
σzdz (7.3)� L'énergie potentielle Et du pro�l trié, obtenue en plaçant lesparti
ules �uides les plus lourdes en bas de l'é
oulement (voir parexemple �gure 7.1-b) :

Et =

∫ σmax

σmin

z∗(σ)σdσ (7.4)
z∗ (σ) = H

∫ σmax

σ

g(σ′)dσ′ (7.5)Pour une distribution g(σ) donnée, l'énergie du pro�l trié est la valeurminimale des énergies potentielles que peut atteindre le système.� L'énergie potentielle disponible Ea, donnée par la di�éren
e entrel'énergie potentielle du pro�l moyen et du pro�l trié
Ea = Ep − Et (7.6)205



7. Une appro
he statistique du mélange dans les fluidesstratifiésDans 
ette se
tion, la distin
tion entre énergie potentielle totale et éner-gie potentielle disponible n'a pas d'intérêt : l'énergie potentielle du pro�l triéne varie pas au 
ours du temps, en raison de la 
onservation de la propor-tion des niveaux de densité réduite g(σ). En revan
he, 
ette distin
tion serané
essaire à la �n du 
hapitre lors de l'introdu
tion d'un modèle de mélange�irréversible�, modi�ant la proportion g(σ) des niveaux de vorti
ité.L'énergie 
inétique de l'é
oulement est
Ec[ρ] =

∫ H

0

e(z)dz =
1

2

∫ H

0

ρv2dz .En l'absen
e de forçage et de dissipation, l' énergie totale
E [ρ] = Ec[ρ] + Ep[ρ] =

∫
ρ

(
v2

2
+ σz

)
dz (7.7)est 
onservée par l'é
oulement.Etats d'équilibre statistiqueConsidérons un �uide strati�é 
ara
térisé par une distribution de densitéréduite g(σ), et une énergie totaleE. L'é
oulement est supposé su�sammentturbulent pour que toute 
on�guration mi
ros
opique admissible puisse êtreappro
hée par le système. Pour déterminer la 
on�guration ma
ros
opiquela plus probable, on maximise l'entropie de mélange

SBG = −
∫
ρ ln ρdσdvdz , (7.8)qui 
ompte le nombre de 
on�gurations mi
ros
opiques asso
iées au 
hamp

ρ, tout en prenant en 
ompte les quantités 
onservées. Ce problème estsimilaire à 
elui de l'organisation de la vorti
ité potentielle en turbulen
e2-D que nous avons présenté au 
hapitre 1. A�n de 
al
uler les points 
ri-tiques, on introduit les multipli
ateurs de Lagrange β et γ(σ) asso
iés aux
ontraintes sur l'énergie et les niveaux de densité réduite :
δSBG − βδE −

∫
γ(σ)δHσdσ = 0 (7.9)206



Pro�ls d'équilibre statistique pour la densité du �uideen utilisant l'expression de l'entropie (7.8), de l'énergie (7.7), et de l'airedes niveaux de densité (7.2), on trouve
∫ (

−1 − ln(ρ) − βv2 − βzσ
)
δρdvdσdz = 0Comme 
ette égalité est vraie pour tout δρ, on obtient alors l'expressionde la PDF :

ρ =
exp (−βv2/2 − βσz + γ(σ))∫

exp (−βv2/2 − βσz + γ(σ)) dσdv
(7.10)Les valeurs des multipli
ateurs de Lagrange β et γ sont déterminées parl'expression des 
ontraintes E [ρ] = E et Hσ[ρ] = g(σ).Remarquons que la PDF peut s'exprimer 
omme un produit d'une PDFdes vitesses ρv(v) par une PDF de densité réduite ρσ(σ, z). Vitesse et den-sité réduite sont don
 deux quantités indépendantes. De plus, la PDF desvitesses est gaussienne, et ne dépend pas de l'altitude. Le pro�l d'énergie
inétique

e =
1

2

∫
v2ρdσdv =

1

2βest don
 indépendant de z, et �xe la valeur de β, qui 
orrespond à la va-rian
e des �u
tuations de vitesse. Dans les é
oulements turbulents étudiésen laboratoire, la PDF des vitesse est e�e
tivement pro
he d'une gaussienne(
ontrairement aux in
réments de vitesse). Dans la suite de 
e 
hapitre,on ne s'intéressera qu'aux PDF de densité :
ρσ(σ, t) =

exp (−βσz + γ(σ))∫
exp (−βσz + γ(σ)) dσdv

(7.11)De manière à alléger les notations, l'indi
e σ sera omis.Exemple : système à deux niveauxSupposons pour simpli�er que l'état initial est 
omposé de deux niveauxde densité réduite (0 et σ) en proportions égales. D'après l'équation (7.11),la probabilité p de mesurer la densité réduite σ à la hauteur z est
p(z) =

e−βσ(z−H/2)

1 + e−βσ(z−H/2) (7.12)207



7. Une appro
he statistique du mélange dans les fluidesstratifiésLa probabilité de mesurer la densité réduite 0 est simplement donnée par
1 − p. On a utilisé la symétrie p(z −H/2) = 1 − p(−z +H/2) pour déter-miner le paramètre de Lagrange γ asso
ié à la 
onservation de la masse. Le
hamp de densité réduite ma
ros
opique est σ = σp. On trouve ainsi unedistribution de type �Fermi-Dira
�, représentée �gure (7.2). On distinguedeux 
as limites :� Si β → +∞ (limite des faibles énergies 
inétiques e→ 0), on retrouvele pro�l trié, à savoir la totalité des parti
ules �uides de densité réduite

σ lo
alisée sous z = H/2. Pour de faibles valeurs de e, on estimel'épaisseur de l'interfa
e à h ∼ 1/β ∼ e.� Si β = 0 (limite des hautes énergies 
inétiques e→ +∞), les niveauxde densité sont 
omplètement mélangés.

0
0

H=1

σ=1
 

 

200
20
2
0.2

β

Fig. 7.2: Pro�ls d'équilibre pour un système à deux niveaux. On représente σ(z) =
σp(z, t) où p est donné par l'équation (7.12), pour plusieurs valeurs de β.
Con
lusionL'analogie ave
 les é
oulements 2D doit être 
onsidérée ave
 pré
aution,
ar les é
oulements (3-D) que l'on dé
rit sont en fait 
onstamment for
és et208



Equations de relaxationdissipés, 
ontrairement aux é
oulements 2D dé
rits par la théorie Robert-Sommeria-Miller.Ces approximations sont néanmoins utiles pour dé�nir un état d'équi-libre pour un �uide strati�é.Cela 
onstitue une première étape, avant l'élaboration d'un modèle derelaxation vers 
es états d'équilibre statistiques. La re
her
he d'une équa-tion qui tend vers un maximum d'entropie tout en 
onservant 
ertainesquantités sera utilisée 
omme un guide pour la modélisation, et non 
ommeun prin
ipe physique.Nous présentons dans la se
tion suivante une telle équation de relaxa-tion, qui 
omprend d'une part des pro
essus de di�usion turbulente, etd'autre part des pro
essus de sédimentation.L'appro
he statistique �à l'équilibre� que nous venons de présenter estsimilaire à 
elle proposée par Tabak [118℄. Cependant, les équations de re-laxation présentées dans la se
tion suivante sont nouvelles (à notre 
onnais-san
e).7.2 Equations de relaxationOn introduit le �ux turbulent de probabilité J (σ, z, t). En l'absen
e depuits et sour
es de densité réduite, et an l'absen
e de mouvement moyen,l'évolution temporelle de la PDF ρ(σ, z, t) s'é
rit sous la forme
∂tρ+ ∂zJ = 0 (7.13)ave
 J = 0 aux frontières. Cette équation 
onserve les niveaux de vor-ti
ité : pour une valeur de σ donnée, d(∫ H

0
ρdz
)
/dt = 0.Nous supposons maintenant que l'énergie 
inétique e est �xée,
onstante en espa
e et en temps. Nous reviendrons ultérieurement sur 
ettehypothèse, que nous faisons i
i par simpli
ité : en pratique (dans les expé-rien
es de laboratoire), 
e n'est pas l'énergie 
inétique qui est �xée, maisplut�t la puissan
e inje
tée.Nous voulons que l'équation d'évolution (7.13) dé
rive une relaxationvers l'état d'équilibre statistique (7.11) 
al
ulé dans la se
tion pré
édente.Dans l'esprit des appro
hes 
lassiques de la di�usion turbulente, nousproposons d'é
rire le �ux de probabilité 
omme une fon
tion de quantités209



7. Une appro
he statistique du mélange dans les fluidesstratifiéslo
ales, sous la forme
J = −D (∂zρ− β (ρ (σ − σ))) D = a1le

1/2 , β = 1/(2e) (7.14)On véri�e que ∫ J dσ = 0, et don
 que la norme de la PDF est bien
onservée. On distingue deux 
ontributions : un terme de di�usion �
las-sique� et un terme nouveau de sédimentation, qui à notre 
onnaissan
en'apparaît pas dans les modèles existants. Avant de dis
uter le sens de 
esdeux termes, remarquons que les états stationnaires de 
ette équationsont les états d'équilibre présentés dans la se
tion pré
édente En e�et,
J = 0 implique

∂zρ = −β (ρ (σ − σ)) (7.15)On retrouve alors l'équation (7.11). Les deux 
ontributions du �ux quis'équilibrent 
orrespondent à deux mé
anismes physiques di�érents :� La di�usion turbulente. (D∂zρ). Nous avons introduit un 
oef-�
ient de di�usion turbulente D = a1le
1/2. La quantité l est uneé
helle 
ara
téristique de l'é
oulement. Nous supposons pour l'ins-tant que 
ette é
helle est �xée, 
onstante en espa
e et en temps. Nousreviendrons ultérieurement sur 
ette hypothèse. La 
onstante a1 estun paramètre ajustable, sans dimension.Ce terme de di�usion tend à homogénéiser l'é
oulement, et don
 àaugmenter l'énergie potentielle du système si l'état initial est strati�éde manière stable. Remarquons que 
ette 
ontribution inje
tée dansl'équation (7.13) donne ∂tσ = a1∂zle

1/2∂zσ : on retrouve alors le mo-dèle de di�usion turbulente énon
é dans l'introdu
tion de 
ette partie(équation 5.2).� La sédimentation (Dβρ (σ − σ)) tend à ramener les parti
ules �uidesvers leur position dans le pro�l trié. A une altitude z donnée, les par-ti
ules plus légères que σ(z, t) montent, et les parti
ules plus densesque σ(z, t) des
endent, jusqu'à 
e que 
haque parti
ule ait atteint saposition dans le pro�l trié (où σ = σ). Cet e�et pris isolément ra-mène le système vers le pro�l trié. Rappelons que 
e pro�l trié est leminimum d'énergie potentielle admissible étant donnée la 
ontrainted'in
ompressibilité (la 
onservation de la distribution g(σ) de densitéréduite).Le terme Dβ est un temps 
ara
téristique de l'é
oulement τ = Dβ =
a1l/(2e

1/2). Le 
hoix de la forme du terme de sédimentation et de la
onstante de temps τ a été motivé par le fait que l'on retrouve les étatsd'équilibre quand 
ette 
ontribution 
ompense la di�usion turbulente.210



Equations de relaxationExemple : système à deux niveaux. Dans 
e 
as, le pro�l moyen dedensité réduite σ = σp ne dépend que de la probabilité p(z, t) de mesurerle niveau σ à une altitude donnée, qui satisfait l'équation de relaxation
∂tp = ∂zzp + βσ∂z

(
p− p2

) (7.16)Comme nous supposons i
i que e et l sont �xés (don
 D et β sont �xés),nous avons adimensionné l'é
helle de temps de manière à avoir D = 1 dans(7.14).Nous présentons �gure 7.3 les résultats de l'équation de relaxation , pourtrois 
onditions initiales di�érentes :� a) un pro�l initialement mélangé à petite é
helle (p(z, 0) = 0.5 en toutpoint) : le terme de sédimentation domine dans l'évolution initiale.� b) un pro�l trié stable (p(z, 0) = 1 pour z < H/2 et p(z, 0) = 0 pour
z > H/2) : Le terme de di�usion domine dans l'évolution initiale.� 
) pro�l instable (p(z, 0) = 1 pour z < H/2 et p(z, 0) = 0 pour z >
H/2) : 
'est d'abord le terme di�usif qui élargit l'interfa
e, 
réant unesituation instable, puis le terme de sédimentation domine et 
onduità l'état d'équilibre.Dans tous les 
as, le système relaxe vers l'état d'équilibre déterminé parla valeur de β = 1/2e.Lien ave
 les équations de relaxation obtenues par un prin
ipede maximisation de la produ
tion d'entropieDans le 
adre de la mé
anique statistique des é
oulements turbulents 2D1, Robert et Sommeria [100℄ ont proposé des équations de relaxation dontla solution tend vers l'état d'équilibre statistique, à partir d'une 
onditioninitiale arbitraire ρ0(r, σ) (le 
hamp 2-D de densité de probabilité pour lesniveaux de vorti
ité potentielle σ) :

∂tρ+ u∇ρ = −∇J

J = −D
(
∇ρ− β(t)ρ (σ − σ)∇ψ

)

u = ez ×∇ψ et σ = ∆ψ1Voir le 
hapitre 1 pour une présentation de la mé
anique statistique d'équilibre desé
oulements 2D 211
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Fig. 7.3: Relaxation vers un état d'équilibre (rouge pointillé) dans le 
as d'un systèmeà deux niveaux ( 7.16), ave
 β = 20, H = σ = 1, pour trois pro�ls initiaux di�érents.Les 
ourbes bleues représentent le pro�l de densité réduite moyen à intervalle de tempsrégulier. Les 
onditions initiales sont représentées en vert gras : a) mélangé b) trié stable
) trié instable.où β(t) est 
hoisi de sorte à 
e que l'énergie totale de l'é
oulement soit
onservée.Ces équations de relaxation ont la même stru
ture que (7.13) et (7.14).Elles dé
rivent une évolution temporelle des PDF qui maximise la produ
-tion d'entropie. Bien qu'il n'y ait pas de justi�
ation physique pourla maximisation de la produ
tion d'entropie, 
ette propriété ga-rantit la 
onvergen
e vers un état maximum d'entropie. Ces équa-tions de relaxation furent initialement proposées pour 
al
uler numérique-ment les états d'équilibre statistique d'équilibre de la théorie RSM. Ce typed'appro
he s'est en outre révélé intéressant pour paramétrer les e�ets de la212



Equations de relaxationdynamique des petites é
helles � non résolues par les modèles numériques� sur l'évolution des grandes é
helles d'un é
oulement. Ces idées ont étéappliquées à l'étude des états d'équilibre de l'équation d'Euler et à la pa-ramétrisation des petites é
helles [100, 28℄, ainsi qu'à l'étude de modèlessimples d'o
éans [66℄.Les équations de relaxation pour la vorti
ité potentielle 
onservent ladistribution des niveaux de vorti
ité et l'énergie totale de l'é
oulement.Dans le 
as des équations de relaxation (7.13) et (7.14), seule la distribu-tion des niveaux de densité du �uide est 
onservée. En e�et, nous avonssupposé que l'énergie 
inétique est imposée. Or le 
al
ul des états d'équi-libre a montré que β = 1/2e est �xé par 
ette énergie 
inétique. On sortdon
 du 
adre de l'analogie ave
 les é
oulements 2-D en supposant que βest 
onstant dans les équations de relaxation.Nous reviendrons dans la dernière se
tion de 
e 
hapitre sur 
ette hypo-thèse : nous proposerons une équation d'évolution pour l'énergie 
inétique
e(z, t), de manière à 
e que l'énergie totale soit 
onservée par les équationsde relaxation, en l'absen
e de forçage et de dissipation.Pour 
lore 
ette se
tion, nous résumons dans le tableau (7.4) l'analogieentre mélange turbulent de la densité réduite en �uide strati�é et de lavorti
ité potentielle dans un é
oulement 2D .É
oulements 2D Fluides strati�és

σ Vorti
ité potentielle Densité RéduiteCon�g. mi
ro. σ(x, y, t) σ(z, x, y, t)Con�g. ma
ro. ρ(σ, x, y) ρ(σ, z)

σ ma
ro. σ =
∫
ρσdσNiveaux de σ Aσ[ρ] =

∫
ρdr = g(σ) Hσ[ρ] =

∫
ρdz = g(σ)Énergie E [ρ] =

∫
σψdr = E Ep[ρ] =

∫
σzdz = EpEntropie SBG = −

∫
ρ ln ρdσdz

∂tρ = −∂zJ , J = −D (∂zρ+ βρ (σ − σ)∇ψ) −D (∂zρ+ βρ (σ − σ))Fig. 7.4: Résumé de l'analogie entre �uide strati�é et é
oulements 2D 213



7. Une appro
he statistique du mélange dans les fluidesstratifiés7.3 Ajout d'un terme de dissipation des�u
tuations de la PDFQue 
e soit dans un �uide strati�é, ou dans un é
oulement 2D, l'hy-pothèse de 
onservation des niveaux de vorti
ité potentielle n'estpas valable dans un é
oulement réel, même si la vis
osité est trèsfaible. Dans le 
as d'é
oulements 2D, 
et e�et est mis en éviden
e parBrands et al [21℄ dans des simulations numériques de Navier-Stokes 2D ànombre de Reynolds modéré : la mé
anique statistique ne prédit pas 
orre
-tement l'organisation �nale de l'é
oulement, en partie par
e que les niveauxde densité réduite évoluent au 
ours du temps.De même, supposer que la densité du �uide est purement adve
tée parl'é
oulement est valable si le temps tκ au-delà duquel la di�usivité intervientest supérieur au temps d'organisation inertielle de l'é
oulement ti.Pour estimer 
e temps tκ, 
onsidérons que le 
hamp de densité est 
om-posé initialement de stru
tures à l'é
helle l0. Soit s un taux de 
ontra
-tion des stru
tures par l'é
oulement turbulent. On suppose que 
e taux de
ontra
tion ne dépend pas de l'é
helle 
onsidérée (
e qui est raisonnable ànombre de Reynolds modéré) : s = U/l0, où U est la vitesse 
ara
téristiquedu �uide à l'é
helle l0. La taille 
ara
téristique des stru
tures diminue ex-ponentiellement : l(t) ≈ l0e
−st. La longueur l(tκ) pour laquelle l'étirementest 
ompensé par la di�usion est atteinte quand les temps 
ara
téristiquesasso
iés à l'étirement (1/s = l0/U) et à la di�usion (l2/κ) sont du mêmeordre de grandeur : l0/U ≈ l20 exp(−2stκ). On obtient alors tκ/ti ≈ lnPe,où Pe = Ul0/κ est le nombre de Pe
let, et où l'on a supposé que le tempsd'organisation inertielle est donné par ti = l0/U .Ainsi, le rapport tκ/ti augmente seulement de manière logarithmiqueave
 le nombre de Pe
let. Il est don
 né
essaire de modéliser l'e�et de ladissipation des �u
tuations de densité en vue de l'appli
ation de 
es mo-dèles dans des situations réalistes.Qualitativement, les �u
tuations du 
hamp de densité réduite sont trans-férées par 
as
ade turbulente vers des é
helles de plus en plus petites, jus-qu'à 
e que la di�usivité molé
ulaire intervienne, modi�ant ainsi la distri-bution g(σ) des niveaux de vorti
ité au 
ours du temps. Par exemple, sil'on 
onsidère un système initialement 
omposé de deux niveaux {0, σ}, 
ete�et de dissipation des �u
tuations 
rée rapidement un troisième niveau de214



Ajout d'un terme de dissipation des �u
tuations de la PDFdensité réduite σ/2, qui lui même mélangé aux niveaux 0 et σ, formant ainsides niveaux σ/4 et 3σ/4, et ainsi de suite...On voit que les pro
essus de 
as
ade turbulent ont pour e�et qualita-tif de 
ontra
ter la PDF autour de la moyenne. Il est don
 né
essaired'ajouter un mé
anisme de dissipation des �u
tuations par mé-lange turbulent dans les équations de relaxation. Le terme de dissipationdoit en outre 
onserver la norme et la moyenne (par 
onservation de la den-sité réduite totale) de la PDF en un point donné. L'élaboration d'un telmodèle fut la motivation initiale de nos travaux sur le mélange d'un tra
eurpassif par la turbulen
e.Les di�érentes équations d'évolutions proposées dans la littérature pourmodéliser 
et e�et sont résumées à la �n du 
hapitre pré
édent. Le seulparamètre de 
es modèles est le taux de dissipation des �u
tuations s(t),qui dépend des 
ara
téristiques lo
ales de la turbulen
e (s est d'autant plusélevé que l'étirement vers les petites é
helles est important).Dans 
e qui suit, nous in
orporons 
es modèles aux équations de relaxa-tion pour le PDF dans un �uide strati�é, en 
onsidérant s ∼ l−1e1/2 (où
l et e1/2 sont respe
tivement les é
helles et vitesses 
ara
téristiques de laturbulen
e) :

∂tρ = ∂z (D (∂zρ+ β∂z (ρ (σ − σ)))) + sDcascade (7.17)
D = a1le

1/2 β = 1/(2e) s = a2e
1/2/loù Dcascade est un des modèles de dissipation présenté au 
hapitre pré-
édent (voir le tableau dans la 
on
lusion). En pratique, nous utiliserons lemodèle le plus simple à implémenter, qui est 
elui de Curl :

D̂cascade(κ) = 2 (ρ̂(κ/2) − ρ̂(κ)) D̂cascade(κ) =

∫
e−σκDcascade(σ)dσ(7.18)Nous faisons 
e 
hoix par simpli
ité. Il s'agit d'une première étape. Les mo-di�
ations apportées par l'usage d'un autre modèle de 
as
ade (IEM/LMSEou auto-
onvolution) devront être dis
utée dans des travaux futurs.Nous supposons pour l'instant que l'énergie e et l'é
helle l sont �xées,
onstantes en espa
e et en temps. Les 
oe�
ients D, s et β sont don
 des
onstantes (a1 et a2 sont deux paramètres ajustables du modèle). On peuttoujours adimensionner l'unité de temps de sorte à 
e que l'on ait D = 1. Il215



7. Une appro
he statistique du mélange dans les fluidesstratifiésn'y alors que deux paramètres indépendants : β et le temps 
ara
téristique(adimensionné) de dissipation des �u
tuations τdiss = l2a1/a2 :
∂tρ = ∂zzρ+ β∂z (ρ (σ − σ)) + τ−1

dissDcascade (7.19)On distingue quatre 
as limites suivant les temps 
ara
téristiques desdi�érents mé
anismes. On 
ompare le �temps de vie� τdiss des niveaux dedensité réduite, aux temps 
ara
téristiques (adimensionnés) de di�usionet de sédimentation, respe
tivement donnés par τdiff = L2 (où L est uneé
helle 
ara
téristique de variation du pro�l moyen de densité, qui peut êtredi�érente de l) et τsedim = β.� i) La di�usion et la sédimentation dominent la dissipation(τdiff ≪ τdiss et τsedim ≪ τdiss ). Le système relaxe vers l'état d'équi-libre statistique ave
 un temps 
ara
téristique τ = min {τdiff , τsedim}.Des niveaux de vorti
ité sont peu à peu 
réés ou détruits par le pro-
essus de dissipation. Le système passe par une su

ession d'étatsd'équilibres statistiques, jusqu'à atteindre l'état totalement mélangé,en un temps 
ara
téristique donné par τdiss.� ii) La dissipation domine la di�usion et la sédimentation (
τdiss ≪ τdiff et τdiss ≪ τsedim ). Les �u
tuations autour du pro�lmoyen sont rapidement dissipées, en un temps τdiss. Le pro�l moyenévolue ensuite suivant le seul pro
essus di�usif ∂tσ = ∂zzσ , jusqu'aumélange total, en un temps τdiff .� iii) La di�usion domine la dissipation qui domine la sédi-mentation ( τdiff ≪ τdiss ≪ τsedim ). Le pro�l moyen évolue selon leseul pro
essus di�usif ∂tσ = ∂zzσ, jusqu'à atteindre un pro�l verti
almoyen homogène, en un temps τdiff . Les �u
tuations autour de 
epro�l moyen sont ensuite dissipées en un temps τdiss.� iv) La sédimentation domine la dissipation, qui domine la dif-fusion ( τsedim ≪ τdiss ≪ τdiff ). Le système relaxe vers le pro�l triéde la 
ondition initiale en un temps τsedim. Le pro�l moyen est alorsdonné par 
e pro�l trié, qui n'admet pas de �u
tuations. Il évolue en-suite par pro
essus di�usif seul ∂tσ = ∂zzσ, jusqu'à homogénéisation
omplète, en un temps τdiff .Dans les 
as limites ii), iii) et iv), le modèle d'évolution n'a pas d'intérêtpar rapport à un simple modèle pour l'évolution temporelle de la moyenne.216
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Fig. 7.5: La 
ondition initiale est l'état d'équilibre d'un système à deux niveaux 
ara
-térisé par β = 200, τdiss = 1000. a) évolution du pro�l moyen entre t = 0 et t = 1000 b)mêmes pro�ls moyens redimensionnés en un pro�l quasi-autosimilaire (voir texte) 
) évo-lution de l'épaisseur h de l'interfa
e entre les deux 
ou
hes (voir texte pour sa dé�nition)d-e-f) évolution temporelle des PDF à di�érentes altitudes zNous présentons �gure 7.5 une situation pro
he du 
as limite i). On
onsidère les équations d'évolution (7.19) et (7.18). La 
ondition initiale estl'état d'équilibre d'un système à deux niveaux (la densité du �uide vaut 0 ou
1), pour β = 200. On 
hoisit un temps de vie des �u
tuations τdiss ∼ 1000,217



7. Une appro
he statistique du mélange dans les fluidesstratifiéstrès supérieur au temps de relaxation vers l'équilibre statistique (de l'ordrede 1).L'évolution temporelle du pro�l moyen de densité réduite est représentésur la �gure 7.5-a ; on donne l'évolution des PDF à trois altitudes z �xéessur les �gures 7.5-d-e-f. Loin de l'interfa
e (d), la PDF est un pi
 étroit. Lavaleur de densité réduite qui 
orrespond à 
e pi
 diminue peu à peu. Pluspro
he de l'interfa
e (e), la PDF est asymétrique, ave
 des �u
tuations im-portantes. En�n, au milieu de l'interfa
e (f), la PDF est symétrique, lesbornes extrémales de densité réduite diminuant peu à peu.Soulignons qu'il ne s'agit pas d'une évolution par di�usion turbulente�
lassique� : à l'ordre dominant, les pro
essus de di�usions ont équilibréspar le terme de sédimentation. Le terme de dissipation 
rée peu à peu desniveaux de densité réduite intermédiaires, 
hangeant ainsi le pro�l d'équi-libre.On représente l'évolution temporelle de l'épaisseur h de l'interfa
e �-gure 7.5-
. On dé�nit h(t) par σ(h + H)/2) = 0.8σmax. Un modèle di�usif�
lassique� prédirait une augmentation en t1/2, qui n'est pas observée i
i.On propose de représenter 
es pro�ls moyens de densité réduite sousla forme d'un pro�l autosimilaire. On s'attend à 
e que 
es pro�ls soientpro
hes des états d'équilibres statistiques de systèmes à deux niveaux, 
esdeux niveaux étant les valeurs minimales (σmin(t)) et maximales (σmax(t))de densité réduite du pro�l moyen. On déduit de l'équation (7.12) le pro�ld'équilibre
σ(z, t) =

σmax + σmin
2

− ∆σ

2
tanh (β∆σ (z −H/2)) ∆σ(t) = σmax − σminCette forme indique qu'il est pertinent de tra
er

σ′(z′) =
σ(z′, t) − (σmax + σmin)/2

∆σ
où z′ = β∆σ (z −H/2)C'est 
e qui est représenté 7.5-b. Le système passe bien par une su

es-sion de pro�ls autosimilaires. L'é
art à la forme proposée est due au faitque le système n'est pas stri
tement 
omposé de deux niveaux.218



Perspe
tive : fermeture du système ave
 une équation d'évolution pourl'énergie 
inétique7.4 Perspe
tive : fermeture du système ave
une équation d'évolution pour l'énergie
inétiqueNous avons jusque là supposé que l'énergie 
inétique e et l'é
helle 
ara
-téristique l de la turbulen
e étaient �xées. Cette hypothèse nous a permis demontrer les e�ets propres à la relaxation vers l'état d'équilibre statistique,en les disso
iant des e�ets dus à la variation des 
oe�
ients de di�usion(D = le1/2).Dans un é
oulement réel, on ne peut pas imposer l'énergie 
inétique. Leforçage impose soit la valeur de la vitesse en 
ertains points, soit la puissan
einje
tée dans le système. Il est dès lors né
essaire de 
onsidérer une équationd'évolution pour l'énergie 
inétique. Nous proposons une équation de typedi�usion turbulente :
∂te = a3∂z

(
le1/2∂ze

)
− σJ − a4l

−1e3/2 + P (7.20)où σJ est le �ux moyen de densité réduite (
al
ulé à partir de l'équation(7.14) en prenant β = 1/2e ) qui exprime le transfert entre énergies poten-tielles et 
inétiques :
σJ = −a1le

1/2 (∂zσ) +
1

2e

(
σ2 − σ2

) (7.21)Dans la limite où les �u
tuations de densité sont nulles, on retrouve lemodèle de Balmforth et al [10℄, présenté dans l'introdu
tion (équation 5.3).On distingue un terme de di�usion turbulente, un terme de dissipationturbulente (∼ l−1e3/2), et un terme de produ
tion d'énergie par forçage mé-
anique extérieur (P) qui doit être modélisé selon les 
on�gurations étudiées(sour
e pon
tuelle ou globale, vitesse ou puissan
e imposée, et
). Remar-quons que les �u
tuations de densité sont une sour
e d'énergie 
inétique viale terme 1
2e

(
σ2 − σ2

).En l'absen
e de forçage et de dissipation pour l'énergie 
inétique (a4l
−1e3/2 =

P dans l'équation (7.20)) et pour les niveaux de densité réduite (Dcascade = 0dans l'équation 7.17)), l'énergie totale E =
∫ H
0

(σz + e) dz est 
onservée parles équations (7.13) et (7.20). 219



7. Une appro
he statistique du mélange dans les fluidesstratifiésDis
utons pour �nir de l'é
helle 
ara
téristique de l'é
oulement : nousavons supposé jusque là que sa valeur ne varie pas. Dans un é
oulement réel,
e n'est pas le 
as. Par exemple, l'é
helle verti
ale de l'é
oulement est liéeau gradient verti
al de densité (l ∼ −e1/2/∂zσ), quand 
elui-
i est élevé : lesmouvements verti
aux sont inhibés par rapport aux mouvements horizon-taux. Dans un é
oulement non strati�é, l'é
helle verti
ale de l'é
oulementdépend du mode de produ
tion de la turbulen
e : l'é
helle l = lf est imposéepar le type de forçage utilisé. On reprend la paramétrisation de Balmorthet al [10℄, qui 
ouvre 
es deux 
as limites : l = lfe
1/2/

(
e1/2 + a5lf

√
−∂zσ

).Remarquons que d'autres modèles (en a

ord ave
 les 
as limites) seraientenvisageables pour l.Résumé : modèle 
ompletNous résumons i
i le modèle 
omplet 
ouplant l'évolution de l'énergie
inétique e(z, t) à 
elle des PDF de densité réduite ρ(z, σ, t) :
∂tρ = −∂zJ + a2l

−1e1/2D
J = −a1le

1/2
(
∂zρ− (2e)−1ρ (σ − σ)

)

D̂ = (ρ̂ ln ρ̂− κ∂κρ̂) D̂ =

∫
e−σκD(σ)dσ

∂te = a3∂z
(
le1/2∂ze

)
+ σJ − a4l

−1e3/2 + P

l =
lfe

1/2

e1/2 + a5lf
√
∂zσNous avons i
i modélisé le terme de dissipation des �u
tuations par le mo-dèle d'auto-
onvolution. D'autres 
hoix sont possibles (voir 
hapitre 6)Deux quantités doivent être modélisées : le terme de forçage P et l'é
helle
ara
téristique lf asso
iée à 
e forçage. On distingue en outre 5 paramètresintrinsèques :� a1 et a3 
ara
térisent la di�usivité turbulente pour la densité et pourl'énergie, respe
tivement.� a2 et a4 
ara
térisent l'e�
a
ité de la dissipation des �u
tuations dedensité réduite et de vitesse turbulente.220



Con
lusion et perspe
tives� a5 
ara
térise l'é
helle verti
ale de la turbulen
e en présen
e de fortestrati�
ation.Il reste à étudier numériquement 
e modèle, et dis
uter sa sensibilitéaux di�érents paramètres � 
ela 
onstituera l'objet d'un travail ultérieur.La 
omparaison du modèle à des expérien
es de laboratoire sera ensuiteenvisageable.7.5 Con
lusion et perspe
tivesNous avons présenté les di�érentes étapes permettant de 
onstruire unmodèle pour l'évolution temporelle des PDF de densité réduite, 
ouplé àl'évolution de l'énergie 
inétique de l'é
oulement. Le modèle obtenu satisfaitaux propriétés de 
onservation des niveaux de densité réduite et de l'énergietotale, en l'absen
e de forçage et dissipation.Une 
omparaison des prédi
tions de 
e modèle ave
 des expérien
es delaboratoire né
essiterait dans un premier temps de trouver des 
on�gura-tions simples, qui permettraient d'étudier un mé
anisme pris isolément desautres. Revenons à 
e propos sur les diverses observations expérimentalesmentionnées dans l'introdu
tion :� La formation de 
ou
hes est expliquée par les modèles de di�usionpour les quantités moyennes, pour une 
ertaine paramétrisation des
oe�
ients de di�usion. Dé
rire l'évolution des �u
tuations n'est dans
e 
as pas né
essaire.� La restrati�
ation d'un �uide suite à une instabilité (par exempleRayleigh-Taylor) ne peut être dé
rite par les modèles de di�usion
lassiques pour la quantité moyenne. Dans 
e 
as, le modèle quenous avons présenté donne une prédi
tion pour l'évolutiondu pro�l moyen (et pour le forme des PDF), là où les modèles
lassiques ne prédiraient au
une évolution (dans le 
as d'unpro�l moyen initialement uniforme pour la densité réduite).Les prédi
tions du modèle pour l'évolution des �u
tuations demande-raient à être testées dans 
e type de 
on�gurations expérimentales.� Une étude expérimentale des �u
tuations de densité à l'interfa
e d'un�uide strati�é bi
ou
he, en présen
e d'une grille os
illant verti
a-lement dans la 
ou
he inférieure est en 
ours.De nombreuses expérien
es de mélange de �uides de densité di�érentes221



7. Une appro
he statistique du mélange dans les fluidesstratifiésont été étudiées dans les années 60-90, notamment au DAMPT, à Cam-bridge par le groupe de Turner [126℄. Citons par exemples l'intrusion depana
hes denses dans la partie supérieure d'une 
uve remplie d'un �uideplus léger. Les pana
hes 
réent dans un premier temps un é
oulement tur-bulent qui mélange les pana
hes au �uide environnant, puis les di�érentsniveaux de densité réduite ainsi 
réés sédimentent jusqu'au fond de la 
uve.Il existe des lois d'é
helles expliquant qualitativement 
es observations ex-périmentales. Ces expérien
es pourraient maintenant être reproduites enutilisant les te
hniques modernes de visualisation (LIF, PIV). Cela permet-trait de mesurer la stru
ture �ne de 
es é
oulements, en parti
ulier les PDFde densité réduite.
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Con
lusion générale etperspe
tives
Nous avons abordé deux aspe
ts des é
oulements o
éaniques de surfa
e,i) la 
ir
ulation à grande é
helle, par l'étude d'équilibres statistiques de mo-dèles simples d'o
éans, et ii) le mélange à petite é
helle, par l'élaboration demodèles d'évolution temporelle pour la distribution de densité à di�érentesaltitudes.Les appro
hes suivies dans les deux 
as sont 
ertes di�érentes, maisl'idée sous-ja
ente est la même : le grand nombre de degrés de liberté enjeux dans les phénomènes dé
rits rend illusoire le 
al
ul de la dynamique�ne de 
es é
oulements. D'où l'intérêt d'une appro
he statistique, qui réduit
es problèmes à l'étude de quelques paramètres.L'obje
tif de la première partie était de déterminer si 
ertaines so-lutions inertielles de modèles simpli�és d'o
éans présentent un jet intensedirigé vers l'est (
omme le Kuroshio et le Gulf Stream), et d'étudier 
es so-lutions dans le 
ontexte des théories statistiques d'é
oulements o
éaniques.À notre 
onnaissan
e, la seule solution inertielle étudiée dans le 
ontextedes modèles idéalisés de 
ir
ulation o
éanique (pour un domaine fermé) est
elle de Fofono�, qui ne présente pas de jet intense dirigé vers l'est en milieude bassin [51℄ : 
ette solution est 
ara
térisée par un 
ourant faible dirigévers l'ouest, ave
 des jets de re
ir
ulation intenses aux frontières nord et sud.
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7. Une appro
he statistique du mélange dans les fluidesstratifiésLes jets intenses dirigés vers l'est sont des solutions inertielles demodèles simples d'o
éans. Nous avons montré dans un premier tempsqu'il existe des solutions inertielles présentant un jet intense dirigé vers l'est,dans le 
adre des modèles QG équivalents barotropes sur un plan bêta etdans la limite des faibles rayons de déformation de Rossby, d'abord pourun bassin o
éanique fermé (
hapitre 2), puis dans un 
anal périodique oud'extension zonale in�nie (
hapitre 3).Ces jets ne sont pas des états d'équilibre statistiques. Nous avonsmontré par des 
al
uls analytiques que les solutions dé
rites au paragraphepré
édent ne sont pas des maxima d'entropie de la théorie statistique Robert-Sommeria-Miller (
hapitre 2).Cela a motivé l'étude des équilibres statistiques de modèles baro
lines(à deux 
ou
hes). Nous avons montré que les états à haute énergie sontdominés par la 
omposante barotrope (la moyenne verti
ale) de 
es é
oule-ments. Le 
al
ul numérique des états d'équilibre statistiques pour des éner-gies intermédiaires a montré qu'il existe dans 
ertains 
as un jet baro
linedirigé vers l'est, mais que 
e jet est dominé par la 
omposante barotrope del'é
oulement, dirigée vers l'ouest (
hapitre 2). L'existen
e de 
es stru
turesbaro
line montre que la barotropisation des é
oulements QG du modèle àdeux 
ou
hes n'est pas 
omplète.Dans un 
anal, 
es jets sont linéairement stables. Les jets dirigésvers l'est ne sont pas des états d'équilibre statistiques, mais 
ela ne signi�epas pour autant qu'ils sont instables.Dans le 
as d'un 
anal (un domaine sans frontières à l'ouest et à l'est),nous avons montré la stabilité de 
es jets là où les 
ritères 
lassiques destabilité ne peuvent être appliqués.La des
ription qualitative de l'évolution des perturbations de faible am-plitude montre que les grandes longueurs d'ondes, adve
tées vers l'ouest,pourraient déstabiliser la solution en présen
e d'une frontière ouest. A�nde 
omprendre la dynamique de 
es jets dans un bassin o
éanique fermé, il
onviendrait d'étudier plus en détail le r�le de 
es frontières.Une étude thermodynamique des solutions �Fofono��. Nous avons
al
ulé et dé
rit l'ensemble des états d'équilibres statistiques RSM 
ara
-térisés par une relation linéaire entre vorti
ité potentielle et fon
tion 
ou-224



Con
lusion et perspe
tivesrant, pour une large 
lasse d'é
oulements 2-D (dont les équations quasi-géostrophiques).La solution 
lassique de Fofono�, obtenue dans la limite des faibles éner-gies, fait partie des états dé
rits par 
ette étude. Nous avons prouvé que 
essolutions sont des états d'équilibre statistiques RSM. De plus, nous avonsmontré l'existen
e de transitions de phases dans la stru
ture de l'é
oulementpour des énergies plus élevées. Les états dé
rits ont parfois une stru
turetrès di�érente de la solution de Fofono�.L'étude théorique de 
es solutions s'est révélée parti
ulièrement fé
ondedans le 
ontexte de la physique des systèmes à intera
tion à longue porté.En e�et, nous avons vu que de nombreux phénomènes thermodynamiquesétonnants (inéquivalen
e entre les ensembles statistiques, 
apa
ités ther-miques négatives...), propres à 
e type de systèmes, peuvent être mis enéviden
e dans les é
oulements 2-D.Nous avons dé
rit par des 
al
uls expli
ites l'existen
e de zones d'in-équivalen
e entre les ensembles statistiques (mi
ro
anonique, 
anoniques)� 
e qui n'a à notre 
onnaissan
e jamais été fait auparavant.L'intérêt de notre étude est d'avoir lié 
ette inéquivalen
e à l'existen
ede transitions de phase dans la stru
ture � fa
ilement observable � del'é
oulement.Ces résultats indiquent que les é
oulements 2-D seraient de bons 
an-didats à la mise en ÷uvre d'expérien
es de laboratoire qui permettraientd'observer 
ertaines propriétés liées à l'inéquivalen
e d'ensemble. Il s'agitd'un enjeu majeur dans 
e domaine.Les 
al
uls de 
es états d'équilibre ayant étés restreints aux solutions
ara
térisées par une relation linéaire entre vorti
ité potentielle et fon
tion
ourant, la prolongation de 
e travail serait d'étudier l'e�et de faibles non-linéarités pour 
ette relation. Il s'agit d'un travail en 
ours.Une méthode pour montrer la stabilité des solutions stationnaires.La méthode utilisée au 
hapitre 4 pour 
al
uler analytiquement les étatsd'équilibre de la théorie RSM est intéressante en soi. Nous avons réduit leproblème variationnel de la théorie statistique au 
al
ul du maximum d'unefon
tionnelle quadratique, sous 
ontrainte linéaire.Cette méthode nous a permis de montrer la stabilité non-linéaire de 
er-tains états d'équilibres statistiques RSM (
e qui n'est a priori pas évident),dans un 
as où le 
ritère d'Arnold n'est pas satisfait (début du 
hapitre 3 et225



7. Une appro
he statistique du mélange dans les fluidesstratifiés�n du 
hapitre 4). Le 
ritère d'Arnold 
onsiste à 
her
her l'extremum d'unefon
tionnelle d'énergie-Casimir ; dans la zone où les ensembles statistiquesne sont pas équivalents, les états d'équilibre statistique sont des points sellede 
ette fon
tionnelle. La prise en 
ompte de 
ontraintes supplémentaires(i.e. la 
ir
ulation, 
onservée par la dynamique) nous a permis de 
on
lureà la stabilité non-linéaire de toute une 
lasse d'é
oulements situés dans lazones d'inéquivalen
e d'ensemble.C'est la même méthode qui a été utilisée au 
hapitre 3 pour montrer lastabilité linéaire des jets dirigés ver l'est dans un 
anal, là où les 
ritères
lassiques (de Rayleigh-Kuo-Fjortoft) ne peuvent être appliqués.Relation entre vorti
ité potentielle et fon
tion 
ourant. Les résul-tats dé
rits dans les paragraphes pré
édents sont obtenus en supposant une
ertaine relation entre vorti
ité potentielle et fon
tion 
ourant. Une étudede l'existen
e (ou non) de 
es relations, et de leurs propriétés, dans le 
adrede données issues de l'altimétrie, ou de modèles réalistes de 
ir
ulation, se-rait très intéressante. Nous avons entamé une 
ollaboration en 
e sens ave
J. Le Sommer, dans l'équipe MEOM du LEGI.L'obje
tif de la se
onde partie était d'obtenir une équation d'évo-lution pour la probabilité de mesurer une 
ertaine 
on
entration en tempé-rature ou salinité à une altitude donnée, de manière à dé
rire les pro
essusde mélange dans des 
on�gurations simples de �uides strati�és.L'idée initiale était d'appliquer les idées de la mé
anique statistique de lavorti
ité potentielle (en turbulen
e 2-D) au mélange de la température ou dela salinité (par la turbulen
e 3-D). Cette analogie a guidé l'élaboration d'unmodèle d'évolution. Dans 
e 
ontexte, il est apparu né
essaire de modéliserla dissipation des �u
tuations du tra
eur par les e�ets de 
as
ade turbulente.Un modèle de dissipation des �u
tuations de la PDF d'un tra-
eur par des pro
essus de 
as
ade turbulente. Nous avons 
hoisid'aborder 
e problème en 
onsidérant dans un premier temps un 
as plussimple, où le tra
eur est passif (il n'interagit pas ave
 l'é
oulement). Nousavons proposé un modèle d'évolution par 
onvolutions su

essives, testé leslimites des hypothèses sous-ja
entes, et 
omparé les prédi
tions à des expé-rien
es de laboratoire et à d'autres appro
hes (
hapitre 6). Le point de vue226



Con
lusion et perspe
tivesadopté fait partie d'une 
lasse d'appro
hes très répandues dans le 
ontextedu mélange de �uides réa
tifs (le tra
eur est alors un 
omposé 
himiquepouvant être 
réé ou détruit, et interagir ave
 l'é
oulement en 
hangeantla température). L'é
hange d'idées entre les 
ommunautés travaillant surles �uides réa
tifs et strati�és pourrait être très produ
tive. Les travaux deKerstein vont dans 
e sens [67℄.Le modèle de dissipation des �u
tuations a aussi un intérêt dans le
ontexte de la turbulen
e 2-D. En e�et, en présen
e d'une vis
osité, mêmetrès faible, les niveaux de vorti
ité potentielle ne sont pas 
onservés par uné
oulement réel, qui mélange la vorti
ité potentielle à petite é
helle, par lespro
essus de 
as
ade turbulente. Le modèle de dissipation des �u
tuationspourrait être in
orporé aux équations (phénoménologiques) de relaxationvers l'équilibres statistique des PDF de la vorti
ité potentielle [100℄.Appli
ation au 
as d'un �uide strati�é. Nous avons proposé en paral-lèle un modèle d'évolution des PDF de la densité (température ou salinité)dans un é
oulement turbulent et strati�é (
hapitre 7).Nous avons dans un premier temps négligé les e�ets de dissipation par
as
ades turbulentes. Cela nous a permis de faire une analogie ave
 le mé-lange de la vorti
ité potentielle en turbulen
e 2-D : les �niveaux� de densitédu �uide et l'énergie totale sont 
onservés par la dynamique non visqueuse.À partir de 
ette analogie, nous avons obtenu un modèle qui dé
rit unerelaxation des PDF vers un état d'équilibre. Ce modèle 
omprend un terme
lassique de di�usion turbulente, mais aussi un terme de sédimentation.C'est 
e dernier terme qui 
onstitue l'intérêt et la nouveauté de 
ette ap-pro
he. Il est dire
tement lié à la 
ontrainte de 
onservation des di�érentsniveaux de densité du �uides.A�n de prendre en 
ompte les e�ets de mélange par 
as
ades turbulentes
3−D, nous avons ensuite in
orporé le modèle de dissipation des �u
tuationsde densité évoqué au paragraphe pré
édent.Le modèle ainsi obtenu demanderait à être testé par des expérien
es delaboratoire dans des 
on�gurations simples. L'analyse des PDF de la densitéest en 
ours, dans deux situations di�érentes :� Dans les expérien
es de mélange d'un �uide bi
ou
he par une grilleos
illantes, réalisées à Coriolis ave
 J. Sommeria� Dans les expérien
es de Taylor-Couette pour un �uide bi
ou
he réa-lisées par E. Guiez et J.B. Flor 227



7. Une appro
he statistique du mélange dans les fluidesstratifiésPour 
on
lure, nous espérons que les travaux présentés dans 
ette thèsemotiveront des études expérimentales permettant de 
lari�er la pertinen
edes appro
hes statistiques, que 
e soit pour le r�le des �u
tuations de den-sité dans les �uides strati�és, ou pour l'organisation des é
oulements enstru
tures 
ohérentes à grande é
helle dans les �uides en rotation.
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Mixing and o
eani
 
ir
ulation :a statisti
al me
hani
s approa
hAbstra
t Understanding how the small s
ales a�e
t the large s
ales ino
eans is an important issue for the des
ription of surfa
e 
urrents and ofthe verti
al stru
ture of the o
eans. The huge number of degrees of freedominvolved in those problems makes any deterministi
 approa
h illusory. By
ontrast, the traditional tools of statisti
al me
hani
s allow to redu
e thoseproblems to the study of only a few parameters. In the �rst part, the equili-brium statisti
al me
hani
s of two-dimensional �ows is applied to the studyof simple o
ean models. The se
ond part is a phenomenologi
al approa
hto turbulent mixing in strati�ed �ows ; the aim is to des
ribe the temporalevolution of the probability to measure a 
ertain value of the �uid densityat a given depth.Keywords : turbulen
e ; Gulf Stream ; eastward jets ; Fofono� �ows ;long range intera
ting systems ; Statisti
al me
hani
s ; mixing ; strati�ed�ows ; ensemble inequivalen
eMélange et 
ir
ulation o
éanique :une appro
he par la physique statistiqueRésumé La 
ompréhension de l'e�et des petites é
helles turbulentessur l'organisation des grandes é
helles des é
oulements o
éaniques est unproblème important, tant pour la des
ription des 
ourants de surfa
e quepour la stru
ture verti
ale des o
éans. Ces é
oulements sont 
ara
térisés parun nombre de degrés de liberté très élevé qui rend illusoire toute appro
hedéterministe. Les outils de mé
anique statistique permettent en revan
hede réduire 
es problèmes à l'étude de quelques paramètres. Dans la pre-mière partie, nous appliquons la mé
anique statistique d'équilibre des é
ou-lements bidimensionnels à l'étude de modèles simples d'o
éan. Il s'agit de
omprendre les phénomènes d'organisation des 
ourants à grande é
helle.La se
onde partie est une appro
he phénoménologique du mélange turbu-lent dans les �uides strati�és. Il s'agit de dé
rire l'évolution temporelle dela probabilité de mesurer une 
ertaine densité de �uide à une profondeurdonnée.Mots 
lés : turbulen
e ; Gulf Stream ; jets dirigés vers l'est ; é
oulementsde Fofono� ; systèmes à intera
tions à longue portée ; mé
anique statistique ;mélange ; �uides strati�és ; inéquivalen
e d'ensemble


