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Introduction générale

La paramétrisation et la compréhension de 'effet des petites échelles —
non résolues par les modeles numériques — sur les grandes échelles de la
circulation océanique est un probléme important, tant d’un point de vue
pratique que théorique.

D’une part, ’énergie des fluctuations de vitesse peut étre transférée vers
les grandes échelles (horizontales) de la circulation océanique, et s’organiser
en structures cohérentes. Dans ce cadre, nous nous demanderons d’abord st
des modeéles simples d’océans peuvent rendre compte de cette organisation
a grande échelle. D’autre part, la stratification verticale globale des océans
dépend d’événements de mélanges locaux, que nous tenterons de modéliser
en nous appuyant sur une approche phénoménologique.

Dans les deuz cas, le nombre de degrés de liberté est treés élevé. La struc-
ture fine de ces écoulements ne peut étre prédite en détail. Cela incite a
etudier ces deux probléemes par une approche statistique.

De maniére générale, [’étude des écoulements océaniques peut étre abor-
dée par : i) les observations, in situ ou par satellites, ii) les modéles nu-
mériques “réalistes” de circulation générale, iii) les idéalisations expérimen-
tales, théoriques ou numeériques de processus physiques ciblés, pris indépen-
damment des autres mécanismes. C’est ce dernier point de vue que nous
avons choist d’adopter. Dans ce cadre, un petit nombre de paramétres est
wsolé. Les modéles étudiés donnent alors une image trés simplifiée de la réa-
lité. Dans certains cas, des ingrédients essentiels de la dynamique océanique
sont délibérément omis. Mais cette simplification est requise st nous voulons
comprendre le systéme en détail.
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F1G. 0.1: Carte des courants océaniques de surface [1]

L’organisation des courants océaniques en structures
cohérentes a grande échelle

Le fait qu’il soit possible de tracer des cartes de courants océaniques de
surface implique que ces écoulements sont organisés en structures cohérentes
a grande échelle (voir figure 0.1). Malgré une importante variabilité!, cette
organisation est robuste sur des échelles temporelles supérieures a la cen-
taine d’années. On dispose par exemple de cartes du Gulf Stream dessinées
par Franklin au XVIIIe siécle. Aux moyennes latitudes, une particularité
remarquable de cette organisation est I'existence de jets intenses (c’est-
a-dire localisés et forts) de milieu de bassin dirigés vers 1’est : ¢’est
le cas du Gulf Stream, du Kuroshio, et du courant antarctique circumpo-
laire.

Prenons par exemple le Gulf Stream, dans I’Atlantique nord (voir figure
0.2), ou le Kuroshio, dans le Pacifique nord. Ce sont des courants confinés
dans la partie supérieure des océans, sur une profondeur H ~ 1000 m. Ils
sont caractérisés par une longueur L ~ 2000 km, une largeur R ~ 50km, et
des vitesses de l'ordre de U ~ 1 m.s™ 1.

!L’énergie des courants moyens est inférieure a 1’énergie des fluctuations autour de
ces courants.



e T T

F1G. 0.2: a) Champ de température de surface (considéré ici comme étant représentatif
de I’écoulement) dans I’Atlantique nord, visualisé par imagerie satellite [2]. On distingue
clairement un jet dirigé vers Uest (le Gulf Stream), et une forte variabilité autour de
ce jet (filamentations, méandres et anneaux). b) lignes de courant moyennée sur un an,
pour un modéle numérique de complexité “intermédiaire” [3]. On distingue deux régions
(imbriquées) : b-i) les gyres subtropicales et subpolaires, ou ’équilibre de Sverdrup est
bien vérifié b-ii) une zone inertielle, caractérisée un courant fort dirigé vers I’est. Dans
cette zone, ’équilibre de Sverdrup n’est pas vérifié. Les cadres en “tirets” représentent la
meéme région géographique sur les figures a) et b).

3



0. INTRODUCTION GENERALE

Estimons le débit de ces courants : D = UHR ~ 50 Sv. Nous considé-
rons ici le Sverdrup comme unité de mesure des débits : 1 Sv = 10° m3.s71.
Pour comparaison, I’ensemble des riviéres et fleuves du monde se jetant
dans l'océan a un débit de 1Sv. On voit que le débit de ces jets vers
Pest est trés élevé. Ces structures jouent de fait un role important dans
la circulation océanique globale, et dans les processus d’interaction avec
I’atmosphére.

Ces écoulements sont turbulents : si 'on considére que la dis-
tance caractéristique de ces écoulements est donnée par la largeur du Gulf
Stream (et du Kuroshio) ~ 50km, on obtient un nombre de Reynolds
Re = RU/v ~ 10'. L’observation de la dynamique fine de ces écoule-
ments révéle toute une variété de structures inertielles (i.e. ne dépendant
pas du forcage et de la dissipation) : on distingue sur la figure 0.2-a) la
création de filaments a petite échelle, la formation de méandres autour du
jet, et d’anneaux d’environ 200 km de diamétre. Les échelles de temps ca-
ractéristiques de ces structures sont de 'ordre de la semaine ou du mois.

On représente figure 0.2-b les courants de surface dans I’Atlantique nord,
moyennés sur un an, obtenus par des simulations numériques d’'un modéle
d’océan quasi-géostrophique a trois couches, forcé par les vents en surface.
Nous reviendrons ultérieurement sur la signification de ces modéles. On
distingue clairement une zone inertielle ou le Gulf Stream se détache du
bord ouest, sous la forme d’un jet intense dirigé vers l'est (cadre en tirets
intitulé “Inertial”).

De part et d’autre du Gulf Stream (et du Kuroshio), il existe de grandes
structures de circulation refermées sur elles-mémes : le gyre subtropical (un
monopole anticyclonique) et le gyre subpolaire (un monopole cyclonique).
Ces gyres ont des extensions horizontales de 1'ordre de ~ 5000 km, et sont
fortement asymétriques (cadre en tirets intitulé “Sverdrup”). Prenons par
exemple le gyre subtropical : les vitesses sont faibles (~ 1 cms™!), prin-
cipalement dirigées vers le sud, sauf le long du bord ouest de 1'océan, ou
a lieu la majeure partie de la recirculation vers le nord sous la forme d’un
courant intense. De méme, le gyre subpolaire est caractérisé par des vitesses
dirigées vers le nord, sauf le long du bord ouest ou se trouve un fort courant
de recirculation dirigé vers le sud.

L’existence des gyres est bien expliquée par les approches “classiques”
de la circulation océanique [91, 89|, qui ne considérent que 'effet du forcage

4



par les vents (par un équilibre de Sverdrup) et de la dissipation.

En revanche, la partie inertielle du courant ne peut étre décrite dans le
cadre de ces approches, qui négligent les termes non-linéaires des équations
du mouvement, et qui ne prennent donc pas en compte la nature turbulente
des océans.

C’est précisément cette partie inertielle des courants qui nous
intéressera dans la premiére partie de cette thése : nous néglige-
rons l’effet du forcage et de la dissipation. La motivation principale
de cette approche est la description des jets intenses dirigés vers
l’est, et de la dynamique qui leur est associée.

Précisons que les courants océaniques de surface, i.e. d’épaisseur
H ~ 1000m, sont quasi-horizontaux. Les vitesses caractéristiques verti-
cales de ces courants w ~ 1.1072m.s~! sont bien plus faibles que les vitesses
horizontales des structures que nous venons de présenter. Cela est du a plu-
sieurs effets :

1. La stratification stable qui limite les mouvements verticaux et
confine ’écoulement en couches horizontales. On représente figure 0.3
un profil vertical de densité, caractéristique de la partie supérieure
des océans, issu d’observations in situ, et un schéma de la structure
verticale des océans figure 0.4.

2. Le faible rapport d’aspect entre les longueurs caractéristiques ver-
ticales et horizontales des courants. Par exemple, on distingue figure
0.4 la couche mélange (entre 10 et 300 m), la thermocline (qui désigne
une variation de la densité due a une diminution de la température,
autour de 1000 m), et I'océan profond (~ 4 km). Ces longueurs sont a
comparer avec ’extension latérale des courants représentés figure 0.1.

3. La forte rotation. A grande échelle les écoulements océaniques sont
dominés par la force de Coriolis, qui est compensée par un gradient ho-
rizontal de pression (équilibre géostrophique). Ceci tend a corréler ver-
ticalement les mouvements des différentes couches (effet Proudman-
Taylor).

Enfin, le nombre de degrés de liberté de ces écoulements est trés
élevé : le rapport entre les plus grandes échelles de I’écoulement ~ 1000km
et les échelles de dissipation visqueuse ou de diffusivité moléculaire ~ Imm
est de l'ordre de 10°. Si I'on considére naivement que ce rapport donne la



0. INTRODUCTION GENERALE

taille de cellules élémentaires évoluant par une dynamique inertielle quasi
bidimensionnelle, on obtient un nombre de degré de liberté ~ 10%.

L’existence de structures cohérentes a grande échelle (i.e. la partie
“inertielle” des jets dirigés vers 'est), de certaines propriétés de mélange
conférées par la turbulence, et d’'un grand nombre de degrés de liberté,
incite a étudier ces problémes du point de vue de la physique statis-
tique.

Une approche par la mécanique statistique

D’aprés ce qui précéde, les écoulements océaniques de surfaces qui nous
intéressent peuvent étre considérés a l’ordre le plus bas comme étant quasi
2-D. Or les écoulements 2-D turbulents ont la propriété de s’organiser spon-
tanément en structures cohérentes a grandes échelles, tout en créant
des filaments de plus en plus fins a petite échelle. Il est dés lors possible
de distinguer un champ macroscopique décrivant le courant & grande
échelle, d’'un champ microscopique décrivant la structure fine de 1’écou-
lement. Etant donné le nombre élevé de degrés de liberté, il serait illusoire
de chercher a décrire la dynamique du champ microscopique.

Il existe en revanche une théorie statistique, proposée par Robert et
Sommeria [99], et indépendamment par Miller [81], qui explique et prédit
I'organisation des grandes échelles (i.e, de 1’état macroscopique) d’un écou-
lement 2-D en structures cohérentes. Il s’agit d’une mécanique statistique
du mélange de la vorticité?.

La spécificité d’une telle approche est de réduire un probléme initiale-
ment compliqué (la dynamique turbulente d’un écoulement) & ’étude d’un
petit nombre de parameétres qui gouvernent la structure des grandes échelles
de I’écoulement.

Le premier champ d’application de ces idées fut I'organisation de I’atmo-
sphére jovienne. En particulier, la forme de la tache rouge de Jupiter [19],
et sa position dans ’hémispheére sud [123] ont été expliquées avec succés par
la mécanique statistique d’équilibre.

2ou de la vorticité potentielle dans le contexte des écoulements géophysiques



L’application de cette théorie aux écoulements océaniques constitue un
enjeu majeur dans ce domaine. Comme le Gulf Stream et le Kuroshio sont
dominés par la dynamique inertielle (dans la zone o ces courants sont des
jets intenses dirigés vers 'est), il est pertinent de se demander s’ils peuvent
étre interprétés comme des états d’équilibre statistique de la théorie Robert-
Sommeria-Miller.

Une étape préalable a cette étude est de trouver des solutions inertielles
qui présentent un jet intense de milieu de bassin dirigé vers ’est.

L’étude de certaines solutions stationnaires de modéles simples inertiels
remonte & Fofonoff, en 1954, indépendamment du contexte de la mé-
canique statistique [51]. Ces solutions ont joué un role historique dans ce
domaine, et sont présentées dans de nombreux livres d’océanographie [89].
Nous les présenterons plus en détail au chapitre suivant. Mentionnons sim-
plement que les écoulements décrits par Fofonoff sont caractérisés par un
courant faible et dirigé vers 'ouest a l'intérieur du bassin océanique, et des
jets de recirculation dirigés vers l’est le long des frontiéres nord et sud du
bassin. La structure de ces écoulements est donc trés différente des courants
inertiels observés dans 'océan.

La solution de Fofonoff est obtenue dans un cas particulier (limite des
faibles énergies, pour une relation linéaire entre vorticité potentielle et fonc-
tion courant). De maniére surprenante, il n’existe a notre connais-
sance pas d’étude ayant cherché a généraliser ce type de solutions,
notamment pour des relations non-linéaires entre la vorticité potentielle et
la fonction courant.

L’objectif de la premiére partie de cette thése sera i) de déterminer
s’il existe des solutions inertielles présentant un jet dirigé vers
I’est ii) d’étudier la stabilité et la dynamique de ces solutions iii)
de déterminer si ce sont des états d’équilibre statistique.

Intérét de la mécanique statistique pour paramétrer
Ieffet des petites échelles

L’énergie cinétique des courants océaniques de surface est dominée par
la variabilité autour des courants moyens : cette énergie est en effet “portée”
par les structures méso-échelles, dont les échelle caractéristiques de longueur

7



0. INTRODUCTION GENERALE
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24.5 25 255 26 265
Fatential Density (kafm™)

F1G. 0.3: Coupe verticale de la partie supérieure de I'océan pacifique (campagne de
mesure spice), le long du méridien 140W [47]. On distingue la couche supérieure de
mélange (~ 100m) au dessus de la thermocline, plus stratifiée (1 dbar = 1 m). Les lignes
blanches droites représentent les isobares & 50 et 200 dbar. Les lignes noires épaisses
sont les isopycnes a 24.8 et 25.5kg/m3. Les lignes blanches épaisses sont des mesures de
densité potentielle (c’est-a-dire la densité ramenée & une hauteur de référence) le long de
ces deux isopycnes.

varient entre 20 km et 200 km.

Or cette variabilité ne peut étre décrite dans le cadre de la mécanique
statistique d’équilibre : cette théorie prédit 'organisation des écoulements
a grande échelle, mais ne donne pas d’indication sur la dynamique a petite
échelle. L’intérét de la mécanique statistique d’équilibre des écoulements
2-D réside deés lors plus dans la compréhension des mécanismes physiques
liés a 'organisation inertielle de ces écoulements a grande échelle que dans
les paramétrisations qu’elle pourrait suggérer pour des modéles réalistes.

En revanche, les idées de mécanique statistique a 1’équilibre ont inspirées
des modeéles phénoménologiques hors équilibre. Par exemple, Robert
et Sommeria ont proposé des équations de relaxation vers 1’équilibre pour
les écoulement 2-D [100]. Ces équations maximisent la production d’entro-
pie du systéme, tout en conservant les contraintes de la dynamique non
visqueuse. Cette approche a été appliquée dans le contexte océanique par
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F1G. 0.4: Représentation schématique des processus de mélange dans l’océan, d’aprés
[77]. On distingue trois régions dans le profil de densité @ : i) la couche de mélange, ho-
mogene et turbulente, dont 1’épaisseur varie en fonction des forgage (vent, convection...)
ii) la thermocline, caractérisée par une brusque variation de la température iii) ’océan
profond.

Kazantsev et al [66]. L’intérét d’une description statistique pour décrire 1'ef-
fet des structures méso-échelles sur 'organisation des écoulements a grande
échelle avait auparavant été souligné par Holloway [58]. Puisque ces struc-
tures méso-échelles sont de mieux en mieux résolues par les modéles numé-
riques d’océans, leur paramétrisation présente désormais moins d’intérét.

Toutefois, ces approches statistiques phénoménologiques pour-
raient étre appliquées a la description du mélange turbulent (a
petite échelle) des masses d’eau de densités différentes. Il ne s’agit
plus ici de décrire 'organisation de la vorticité potentielle dans un écou-
lement 2-D, mais de s’intéresser a la structure verticale des couches de
mélange océanique, en décrivant les distributions de densité du fluide
a différentes profondeurs. C’est ce qui a motivé les travaux de la seconde
partie de cette theése.

Mélange dans les fluides stratifiés

Comme les échelles de temps (entre la seconde et quelques jours) et
d’espace (entre le millimétre et la centaine de métres) associées aux proces-
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0. INTRODUCTION GENERALE

sus de micro-mélange sont bien plus petites que les résolutions des modéles
réalistes de circulation océanique, il est nécessaire de les paramétrer. A ces
échelles, les événements de mélange sont associés a des régimes turbulents
tridimensionnels, provoqués par divers types de forcages présentés figure
0.4.

Dans la seconde partie de cette thése, nous nous intéresserons a des cas
idéalisés de mélange dans les fluides stratifiés. Par exemple, nous suppo-
serons que les écoulements sont statistiquement homogénes dans les plans
horizontaux, et nous considérerons des configurations de mélange turbulent
en ’absence de mouvement moyen.

L’objectif sera d’obtenir une équation d’évolution temporelle
pour la distribution de probabilité (PDF) de densité du fluide a
une profondeur donnée.

Nous supposerons dans un premier temps que la densité du fluide est
purement advectée par I’écoulement turbulent. Cela nous permettra de faire
une analogie avec le mélange de la vorticité (potentielle) en turbulence 2-D.
Nous nous appuierons sur cette analogie pour proposer des équations de
relaxation des PDF de la densité similaires a celles obtenues par Robert et
Sommeria dans le contexte des fluides 2-D.

Dans les écoulements réels, la diffusivité® de la densité est non nulle.
L’effet combiné des cascades turbulentes vers les petites échelles et de cette
diffusivité tend a lisser les fluctuations de densité a petite échelle. Il sera
donc nécessaire de modéliser cet effet et de l'incorporer aux équations de

relaxations obtenues dans un cas non visqueux.

Indépendamment des problémes liés a la modélisation, la compréhension
du mélange turbulent est un aspect important de la dynamique des couches
océaniques supérieures. Ces processus de mélange modifient I’énergie poten-
tielle des écoulements océaniques. Or cette énergie potentielle domine d’un
facteur 100 I’énergie cinétique des courants de surface (y compris 1’énergie
cinétique des structures méso-échelles) [139]. Méme dans le cadre de mo-
déles simples d’océans (ou la dynamique de I’écoulement ne modifie pas
la stratification qui est fixée une fois pour toute), les échelles caractéris-

311 ’agit de la diffusivité thermique quand la densité est gouvernée par les variations
de température, et de la diffusivité moléculaire quand la densité est gouvernée par les
variations de salinité.
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tiques des écoulements a grande échelles dépendent de la stratification (via
le rayon de déformation barocline de Rossby). En ce sens, mélange a
petite échelle (de 10 ¢m a 10 m) et circulation & grande échelle (de
50 km & 5000 km) sont intimement liés.

Plan de la thése

Dans le premier chapitre, nous présenterons les équations quasi-géostrophiques
a une couche et demie. C’est le modéle d’océan le plus simple qui prend
en compte l'effet de la stratification verticale. Nous reviendrons sur les
écoulements inertiels de Fofonoff et sur les modeéles forcés et dissipés de
type “Sverdrup”. Nous introduirons ensuite la théorie statistique Robert-
Sommeria-Miller (RSM), qui prédit et explique l'organisation inertielle des
écoulements bidimensionnels turbulents.

Nous décrirons au second chapitre une classe de solutions inertielles
qui, contrairement aux écoulements de Fofonoff, présentent un jet intense
dirigé vers l’est au milieu d’un bassin océanique fermé, pour un modéle
d’océan équivalent barotrope : les équations quasi-géostrophiques a une
couche et demi. Il s’agit d’un résultat important pour I’étude des modéles
inertiels d’océans. En effet, une fois ces solutions obtenues, de nombreuses
approches théoriques (ou numeériques) sont possibles : études de stabilité,
description de I’évolution des perturbations... Le fait de décrire un état
moyen permet de réduire grandement la complexité du probléme initial, et
d’envisager des études autour de quelques parametres.

Nous montrerons que ces solutions ne sont pas des états d’équilibre
statistique de la théorie RSM : cela n’avait jamais été démontré.

Ces résultats motiveront I’étude de modéles plus compliqués, baroclines :
les équations quasi-géostrophiques a deux couches. Contrairement au cas des
modeles a une couche et demie, ce modéle autorise les transferts d’énergie
entre les couches inférieures et supérieures des océans. On peut deés lors se
demander si ces transferts d’énergie induisent 1’existence d’états d’équilibre
différents de ceux observés pour le modéle & une couche et demi.

Nous verrons que les états d’équilibres statistiques de ces modéles sont
en général dominés par la composante barotrope (la moyenne verticale) de
I’écoulement. Cette barotropisation de I’écoulement montre que les trans-
ferts d’énergie entre les couches inférieures et supérieures des océans jouent

11



0. INTRODUCTION GENERALE

un role important dans la structure des états d’équilibre statistique.

Nous montrerons que la barotropisation des écoulements est incompléte :
la composante barocline (la différence de vitesse entre les couches inférieures
et supérieures) peut dans certains cas présenter un jet intense dirigé vers
I’est. Cependant, ce jet barocline reste négligeable par rapport & la compo-
sante barotrope, dirigée vers ’ouest. Il s’agit 1a aussi d'un résultat nouveau.

Le fait que les jets intenses dirigés vers l’est ne soient pas des états
d’équilibre statistique ne signifie pas pour autant que ces solutions sont
instables dynamiquement. La discussion de la stabilité de ces jets intenses
est un probléme stimulant dans la mesure ou les critéres “classiques” de
stabilité ne s’appliquent pas a ces solutions. Le troisiéme chapitre sera
consacré au cas particulier d’un jet intense dirigé vers I’est, dans un canal
d’extension zonale infinie (sans frontiére a 'est et a 'ouest). Cette étude
est un préalable a des travaux plus compliqués qui prendraient en compte
le role des frontiéres a 1’ouest.

Nous montrerons que ces jets sont linéairement stables, et nous décrirons
I’évolution des perturbations. La méthode utilisée dans ce chapitre a un
intérét en soi, car elle permet de conclure a la stabilité dans un cas ou les
critéres classiques de stabilité ne sont pas satisfaits.

Nous montrerons que les solutions qui présentent un jet intense sont des
points selles d’une fonctionnelle “énergie-Casimir”. Les critéres classiques
permettent de conclure a la stabilité quand les solutions sont des extrema
de cette fonctionnelle [38|. Cependant, nous verrons que la prise en compte
de contraintes supplémentaires, fournies par les invariants de la dynamique,
permet de conclure a la stabilité. D’un point de vue théorique, nous rédui-
rons ’étude de stabilité a la recherche du maximum d’un probléme varia-
tionnel quadratique sous contrainte linéaire.

Les écoulements 2-D font partie d’une grande classe de systémes carac-
térisés par des interactions non intégrables?. Qualitativement, cela signifie
que les interactions ne sont pas locales. La mécanique statistique d’équi-
libre des systémes a interaction a longue portée a justement fait 1’objet de
nombreuses études ces derniéres années, en raison des propriétés physiques
remarquables de ce type de systémes. Contrairement a ce que la mécanique

“Le potentiel d’interaction entre particules fluides est logarithmique pour les écoule-
ments 2-D
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statistique usuelle montre pour les systémes a courte portée, il est possible
d’observer dans les systémes & interaction a longue portée des capacités
thermiques négatives (I’énergie diminue quand la température augmente!).
De plus, les différents ensembles statistiques (microcanoniques, canoniques)
ne sont pas toujours équivalents. On verra au quatriéme chapitre que
I’étude des états d’équilibre statistique RSM se révélera particuliérement
féconde dans ce contexte.

D’une part, 'usage de méthodes théoriques classiques dans ce domaine
nous permettra de calculer directement les solutions du probléme variation-
nel fourni par la théorie statistique RSM (les états d’équilibres maximisent
une entropie de mélange sous contraintes). Ces méthodes théoriques nous
permettront en outre de prouver la stabilité non linéaire d’une grande partie
des états d’équilibres statistique décrits. Il n’existe en effet pas de preuve
générale de la stabilité des états d’équilibres statistiques ; il s’agit d’un pro-
bléme théorique important.

D’autre part, nous montrerons que les états d’équilibres statistiques
RSM sont caractérisés par les propriétés thermodynamiques propres aux
systémes & interaction & longue portée : nous décrirons l'existence d’une
zone d’inéquivalence entre les ensembles, et de transitions de phase directe-
ment liées a cette inéquivalence. Nous verrons que ces transitions de phase
correspondent a des changements importants dans la structure de 1’écou-
lement. Nous mettrons en évidence certaines particularités thermodyna-
miques (points bicritiques, azéotropie) qui étaient prédites, mais n’avaient
encore jamais été observées dans un systéme physique a longue portée.

Les états que nous décrirons sont caractérisés par une relation linéaire
entre vorticité et fonction courant ; ils incluent donc les écoulements de Fo-
fonoff. Ces écoulements de Fofonoff sont des états a basse énergie. Nous
montrerons qu’a haute énergie, les écoulements peuvent avoir une structure
trés différente de celle décrite par Fofonoff.

Nous introduirons au cinquiéme chapitre une autre classe de pro-
blémes pour lesquels une approche statistique pourrait étre intéressante : la
meélange dans les fluides stratifiés. Nous présenterons les observations expé-
rimentales et les approches phénoménologiques antérieures, et montrerons
qu’il est nécessaire de modéliser I’évolution temporelle des fluctuations de
densité pour décrire correctement certains aspects du mélange.

Avant d’étudier les fluides stratifiés, nous nous intéresserons au mélange
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0. INTRODUCTION GENERALE

d’un traceur qui n’interagit pas avec I’écoulement : le sixiéme chapitre
sera consacré au probléme du scalaire passif. Il s’agira de décrire par une
approche phénoménologique I’évolution temporelle de la distribution d’un
traceur mélangé par un écoulement turbulent & nombre de Reynolds modéré.
Qualitativement, les fluctuations du traceur sont transférées vers les petites
échelles par les processus de cascade turbulente, jusqu’a atteindre ’échelle
de diffusion moléculaire, qui lisse ces fluctuations. La distribution du traceur
tend vers un pic étroit centré autour de la moyenne, qui correspond a I’état
mélangé.

Nous proposerons un modeéle d’évolution de la distribution du traceur
fondé sur un mécanisme d’auto-convolution de cette distribution. Nous com-
parerons cette approche a d’autres modéles, et testerons les hypothéses sous-
jacentes grace a des expériences de laboratoire. Ces expériences consistent
simplement & mesurer les distributions de concentration d’un colorant ad-
vecté par un écoulement turbulent dans une conduite.

Nous appliquerons ces idées au cas du mélange d’un fluide stratifié dans
le septiéme chapitre. Dans ce cas, le traceur est la densité du fluide, qui
interagit avec 1’écoulement (via la poussée d’Archiméde). A partir d’une
analogie avec le mélange de la vorticité en turbulence 2-D, nous propose-
rons un modéle d’évolution temporelle de la distribution de la densité du
fluide qui comprendra i) un terme de diffusion turbulente ii) un terme de
sédimentation iii) un modéle de mélange par les effets de cascade turbulente.

Les modéles “classiques” de diffusion turbulente ne prennent pas en
compte le role des fluctuations de densité du fluide. Les termes de sédi-
mentation des particules fluides de densité différentes et la dissipation des
fluctuations autour de la moyenne (par le modéle d’auto-convolution) sont
donc des aspects nouveaux qui n’ont jamais été intégrés dans la modélisa-
tion des fluides stratifiés.
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Mécanique statistique
d’écoulements océaniques
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Chapitre 1

Introduction

e 3 Afin de comprendre certains aspects de la dyna-
/ Y mique inertielle des jets dirigés vers l'est aux moyennes
. "'| latitudes, nous étudierons des modeéles idéalisés d’océans.
\ / Ces modéles sont trop simples pour décrire un océan
b8 /_, réel, mais permettent de comprendre ’organisation
S des écoulements 2-D par des arguments théoriques,
des approches analytiques, ou des calculs numériques
peu coliteux en temps.

Nous présenterons dans la premiére section de ce chapitre les modéles
d’océans quasi-géostrophiques (QG) a une couche et demi. Ce sont
les modéles les plus simples qui prennent en compte ’effet combiné de la
stratification des océans et de la force de Coriolis.

La seconde section sera consacrée aux études antérieures des solutions
de ces modéles d’océans. On distinguera deux approches, qui correspondent
a deux limites opposées dans les équations du mouvement :

— P’étude d’une classe de solutions stationnaires inertielles (ou le forcage

et la dissipation sont négligés), par Fofonoff.

— les études de solutions stationnaires en présence de forcage et dis-
sipation (ou les termes d’advection non-linéaires sont négligés), par
Sverdrup, Stommel et Munk.

D’une part, les modéles de type Sverdrup ne peuvent rendre compte

de la formation de jets intenses, et d’autre part, les solutions inertielles
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1. INTRODUCTION

de Fofonoff ne présentent pas de jet dirigé vers l'est au centre d’un bassin
océanique.

Nous expliquerons que les écoulements de Fofonoff sont un cas particu-
lier de solutions inertielles parmi toute une variété de possibilités, qui n’ont
a notre connaissance pas été explorées. Ceci motivera la premiére étape de
notre étude : existe-t-il des solutions inertielles présentant un jet intense
dirigé vers ’est 7

Nous introduirons dans la troisiéme section la mécanique statistique
de Robert-Sommeria-Miller (RSM), qui prédit ’organisation des grandes
échelles pour ces modéles simples d’océans turbulents et bidimensionnels.
Cette théorie “sélectionne” une des solutions stationnaires inertielles, et
donne une explication pour I’émergence de cette solution.

Cela motivera la seconde étape de notre étude : les jets intenses dirigés
vers l'est sont-ils des états d’équilibre statistique ?

Ce chapitre ne contient pas de résultats nouveaux, il précise le contexte
et les enjeux des travaux présentés par la suite.

1.1 Modeéles quasi-géostrophiques

Les écoulements océaniques sont dominés par 1’équilibre géostrophique :
dans les équations du mouvement, le terme dominant est la force de Coriolis,
compensée par un gradient horizontal de pression. Cet équilibre lie la vitesse
aux quantités thermodynamiques (champ de densité et de pression), mais ne
donne aucune indication sur la dynamique. Afin de décrire cette dynamique,
il faut étudier I’évolution temporelle de petites perturbations autour de
I’équilibre géostrophique.

On obtient ainsi les équation quasi-géostrophiques, qui peuvent s’écrire
sous la forme d’une advection d’un scalaire, la vorticité potentielle. Nous
verrons que ces équations sont valables dans la limite d’un faible nombre
de Rossby, qui compare Deffet des termes d’advection non-linéaires a ceux
de la rotation.
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Les forgages de la circulation océanique

Avant de présenter les équations quasi-géostrophiques, précisons la na-
ture des courants que I’on décrit, et leur lien avec les deux types de forcages
de la circulation océanique : i) Le forcage en densité, par la différence de
température entre les poles et ’équateur et ii) le forcage par 'action du
vent a la surface de I'eau.

Ces deux forcages jouent un role important dans la circulation océanique
a grande échelle. Cependant, les courants de surface peuvent en premiére
approximation étre décrits en considérant seulement ’action du vent |20,
139].

Le forgage en densité intervient principalement dans le processus du
tapis roulant. C’est une circulation tridimensionnelle globale qui traverse
tous les bassins océaniques. Les courants de surface sont particuliérement
affectés par cette circulation dans I'océan Atlantique, ou I'on remarque une
déviation du Gulf Stream vers le Nord. Le forcage par les vents joue aussi
un role important dans ces processus [139].

Les causes et les implications de ces effets sont un sujet actif de re-
cherche, tant du point de vue des mesures n situ, que des approches théo-
riques, expérimentales et numériques [97].

Dans les modéles numériques réalistes de circulation générale, les temps
caractéristiques t. nécessaires pour que ’océan atteigne un équilibre avec
les différents forgages varient considérablement suivant les quantités consi-
dérées :

— Les variables thermodynamiques fixant la stratification atteignent un

état d’équilibre avec les forcages en un temps t. ~ 1000 ans

— Les champs de vitesse de surface atteignent un état d’équilibre avec

les forcages en un temps t. ~ 50 ans.

Il existe donc une nette séparation d’échelle de temps entre les méca-
nismes qui modifient la stratification, et les mécanismes qui modifient I’or-
ganisation des courants en surface. Cela justifie qualitativement le choix de
considérer des modéles simples d’océan a stratification fixée. En consé-
quence, D’effet du forcage en densité ne sera pas abordé par la
suite.

La seule source d’énergie de ces écoulements provient du forcage par
les vents, et ’on suppose que les courants ainsi créés ne modifient pas la
stratification.
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Fi1G. 1.1: Idéalisation de la géométrie et approximation de plan béta aux moyennes
latitudes

Approximations et équations

On trouvera une dérivation systématique des équations QG dans le livre
de Pedlosky [89]. On rappelle dans les paragraphes suivants les différentes
étapes de calculs et approximations menant au systéme final d’équations.
Le systéeme d’équation final est résumé a la fin de cette sous-section.

Nous supposons ici que le forcage et la dissipation sont négligeables
en tout point de I’écoulement, puisque nous voulons étudier ’organisation
inertielle des écoulements océaniques.

Cette hypothése est indépendante des approximations du modéle quasi-
géostrophiques. Nous y reviendrons lors de la présentation des modéles de
Sverdrup-Stommel-Munk.

La dynamique des écoulements est décrite par les équations d’Euler en
présence de rotation :

1
Ov+vVv+2Qxv=—-VP+g
p

Equilibre hydrostatique et géostrophique. Nous avons expliqué dans
I’introduction que les courants océaniques de surface peuvent étre représen-
tés par une couche active dans laquelle ’écoulement est horizontal, uniforme
sur toute la profondeur de la couche, en raison de la stratification stable, de

20



Modeéles quasi-géostrophiques

la forte rotation, et du faible rapport d’aspect entre les dimensions verticales
et horizontales.

De fait, les vitesses verticales observées dans I’océan sont treés faibles, et
I’équilibre hydrostatique est bien vérifié :

9.P = —pg (1.1)

ou l'axe z est défini par la verticale (dirigé vers le haut) en un point donné
de la sphére. On suppose a ce stade que la partie verticale de la force de
Coriolis est négligeable par rapport aux gradients verticaux de pression.
Les mouvements horizontaux sont dominés par la force de Coriolis, équi-
librés par les gradients de pression, dans dans la limite des faibles
nombres de Rossby R, = U/L2sinf. Ce nombre compare l'effet des
termes d’advection non-linéaires a la force de Coriolis. Dans le Gulf Stream
et le Kuroshio, Ro = 0.1 (avec R =10°m, U = 1 ms™! et Qsinf ~ 1074 s7!
). La projection des équations du mouvement sur I’horizontale donne alors

2(2xv)-e,=—-VyP (1.2)

ou Vg désigne les gradients horizontaux. Cela définit la vitesse géostro-
phique. La rotation de la terre n’intervient que par sa projection sur la
verticale, notée f = Qsinf, ou # est la latitude moyenne du bassin océa-
nique étudié (on prendra 6 ~ 45%).

L’équilibre géostrophique est valable suffisamment loin de la surface
libre. L’action des vent intervient directement dans la couche limite d’Ek-
man , dont I’épaisseur est estimée entre 50 et 100 m [91], alors que les
courants géostrophiques de surface sont caractérisés par une épaisseur va-
riant entre 500 et 1000 m. L’estimation des débits liés a ces deux effets
montre que ’écoulement est dominé par le flux géostrophique.

L’approximation de plan béta. Les échelles verticales (autour de 500 m)
et horizontales (autour de 1000 km pour la zone inertielle du Gulf Stream)
des écoulements océaniques sont petites par rapport au rayon de la terre
ry ~ 6000 km. On suppose que la circulation se fait dans un plan tangent a
un point de référence de latitude moyenne 6y ~ 45°. Le repére cartésien cor-
respondant est représenté figure 1.1. A Pordre le plus bas, on a une relation
linéaire entre la latitude 6 et la coordonnée cartésienne y = (6 — 6y)r, diri-
gées vers le nord. La sphéricité de la terre intervient seulement via le terme
f = Qsin6, qui exprime la variation de la projection de la force de Coriolis
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a) 1 layer b) 1-1/2 layer

F1G. 1.2: Représentation schématique de deux modéles QG & une couche active a)
H =~ 4 km, n est donnée par la bathymétrie b) H =~ 500 m, la couche inférieure est
supposée animée d’un mouvement stationnaire connu, qui peut étre nul.

sur la verticale avec la latitude. On linéarise f autour de 6y, a I'ordre le plus
bas :

szQsinHojLMy:fojLﬂcy (1.3)
Ry
C’est 'approximation de plan béta, initialement proposée par Rossby
[101], valable tant que 8.y < fo . Comme fo~1107% s7tet 3.~ 1.6 1071
m~1s71 la description de courants d’extension ~ 1000 km est raisonnable
dans le cadre de cette approximation.

Modeéles a une couche active. On suppose que les courants de surface
sont localisés dans une couche de densité homogéne p, d’épaisseur moyenne
H. La surface libre se trouve a une altitude u(x,y,t) < H. En I'absence de
mouvement, l'interface est horizontale (x = 0). On distingue deux types de
modeéles & une couche active, représentés sur la figure 1.2 :

— Le modéle barotrope (1 couche) : la couche active représente la
totalité de 'océan : H = 4 km. Les effets dus a la stratifications sont
omis. Cela revient a considérer la composante barotrope de 1’écoule-
ment, c’est-a-dire la vitesse moyennée sur toute la hauteur. L’interface
inférieure de la couche active, d’altitude —H +n), est fixée par la topo-
graphie du fond océanique (la bathymeétrie), que ’on a choisie telle que
(n) = 0, ou (-) représente une moyenne sur tout le domaine
(nous utiliserons souvent cette notation dans la suite du chapitre).
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On suppose de plus n < H. La conservation de la masse impose alors
() = 0.

— Le modéle équivalent barotrope (1-1/2 couche) : La couche
active est restreinte a une épaisseur H ~ 500 m (qui correspond effec-
tivement & 1’épaisseur des courants de surface observés dans l'océan).
Cette couche active est séparée d’une couche d’eau profonde que l'on
suppose aussi homogéne, de densité p + Ap. C’est la maniére la plus
simple de prendre en compte la stratification de I'océan. L’ordre de
grandeur de Iécart relatif de densité est Ap/p ~ 0.5% . L’interface
entre les deux couches se situe a 'altitude —H + 7, avec n < H. La
conservation de la masse impose (z—n) = 0. On suppose que la couche
inférieure est soit au repos, soit animée d’un mouvement stationnaire
connu et indépendant de la couche supérieure.

Dans la couche active, I’équilibre hydrostatique (1.1) donne la pression P
que l'on injecte dans I'expression de la vitesse géostrophique (1.2).

v=e,x VY avec = iu (1.4)

fo
ot l'on a négligé les gradients horizontaux de pression atmosphérique Fy. La
fonction courant ¢(x,y,t) de la couche active est donc indépendante de z,
proportionnelle & la hauteur de la surface libre. Cette propriété est utilisée
pour visualiser les courants de surface par imagerie satellite. Dans le cas
du modéle QG a 1-1/2 couche, on calcule de méme la pression P, puis la
vitesse géostrophique de la couche inférieure :

! A
vy, =e, X Vi, avec 1, = %/ﬁL %n ou ¢ = 7/)g (1.5)

La dynamique quasi-géostrophique. L’équilibre géostrophique lie le
champ de vitesse v aux variations horizontales du champ de pression P. Ces
variations horizontale ne dépendent pas de z dans une couche donnée. Pour
déterminer la dynamique de v, il est nécessaire de considérer I'évolution
temporelle d'une petite perturbation agéostrophique. On considére a cet
effet le rotationnel de I’équation (1.1), que l'on projette sur l'axe vertical
Oz : on élimine ainsi les termes dominants de 1’équilibre géostrophique, en
ne gardant que les termes d’ordre le plus bas. Cela fournit une équation
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dynamique :
0q+vVg=0 (1.6)
_ fo
¢ =AY+ By + o (1.7)

La quantité ¢ est appelée vorticité potentielle, car elle contient un terme
provenant de la vorticité relative (Aye, = V xu), un terme di a la variation
de la vorticité planétaire (5.y), et un terme d’étirement de la colonne de
fluide (via les variations de hauteur 7). Il s’agit d’une quantité centrale dans
les travaux que nous présenterons. Il est remarquable que la dynamique de
ces modeéles simples s’exprime sous la forme d’une équation de transport
d’un scalaire, purement advecté par le champ de vitesse. Soulignons que ce
scalaire, la vorticité potentielle, est actif : on détermine la fonction courant
(et donc le champ de vitesse) en inversant I’équation (1.7). On distingue
deux cas selon le modéle :

— modéle barotrope (1 couche) : 7 est la bathymétrie, supposée
connue.

— modéle équivalent barotrope (1-1/2 couche) : d’aprés (1.4) et
(1.5), n = fo (2 — 1) /¢g’. On suppose que le courant de la couche
profonde (donné par 1) est connu. Ce courant a l'effet d’une topo-
graphie. La vorticité potentielle s’écrit alors

v Vs g'H
(=AY — 5+ By + 5 on R= i

(1.8)

On remarque qu’une distance caractéristique (R = +/¢’H/ f,) apparait
dans ces équations. Il s’agit du rayon de déformation de Rossby in-
terne (ou barocline). C’est une dimension caractéristique des déforma-
tions de l'interface 7, et donc de I’écoulement 1 dans la couche active. Il
varie entre 20 et 80km aux moyennes latitudes. Comme ) fixe ensuite les
variations de hauteur de surface libre p, il suffit de regarder cette quantité
sur des images satellites d’océans pour remarquer l'existence de cette échelle
et estimer son ordre de grandeur. Le rayon de déformation de Rossby ca-
ractérise la compétition entre les effets de gravité, qui tendent a ramener
les écarts d’interface vers I’horizontale, et les effets de rotation, qui tendent
a incurver l'interface en présence d'un courant a cause de 1’équilibre géo-
strophique.
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Dans ce qui précede, on a négligé l'effet des variations de hauteur de
la surface libre dans I’évolution des perturbations agéostrophiques. C’est
I’approximation de toit rigide. Les variations de la surface libre auraient
apporté une contribution supplémentaire fo/Hu = 1/ R2, dans I'équation
(1.7), ot Ry, = v/Hg/fo est une autre échelle caractéristique d’écrantage,
le rayon de déformation de Rossby barotrope. Dans le cadre du modéle ba-
rotrope (H = 4 km), on évalue sa valeur a Ry ~ 2000 km. Comme cette
longueur d’écrantage est supérieure a la taille du domaine lui-méme, on né-
glige ce terme. Dans le cadre du modéle équivalent barotrope (H ~ 500 m),
on évalue Ry =~ 500 km. Dans la mesure ou cette longueur caractéristique
est bien plus grande que le rayon de déformation de Rossby barocline in-
troduit précédemment, on néglige 1a aussi les variations de la surface libre.

Conservation de la masse. Dans le cas du modele a 1-1/2 couche, la
conservation de la masse donne [ ¢drdy = (¢) = 0. En effet, la fonction
courant est proportionnelle a 7, qui doit étre de moyenne nulle si ’on a fait
I’approximation de “toit rigide”. Dans le cas du modéle barotrope, la conser-
vation de la masse ne fournit pas de contrainte sil’on a fait ’approximation
de “toit rigide”.

Conditions aux bords. Les bassins océaniques étudiés dans les chapitres
suivants sont des domaines fermés quelconques ou des “canaux” d’extension
infinie suivant x et limités par des frontiéres nord et sud. Nous considérerons
la condition d’imperméabilité aux bords du domaine : v -n = 0, ou n
désigne la normale aux frontiéres 9D. Dire que la vitesse est tangente a la
frontiére du domaine revient a dire que la frontiére est une ligne de courant :
la condition aux bords consiste donc a considérer ¢ constante sur 0D. Le
champ de vitesse ne dépend pas du choix de cette constante. Pour le modéle
1-1/2 couche, la contrainte de conservation de la masse impose néanmoins
la condition (b)) = 0, qui fixe la valeur de la fonction courant aux bords.
Ce choix restant arbitraire pour le modéle a une couche, on gardera la
contrainte (1)) = 0.

Role des couches limites. Dans un écoulement réel , la viscosité v in-
tervient proche des bords du domaine, sur une échelle proportionnelle a
v1/2. Tant que cette couche limite reste le long des bords, elle n’influence
pas ’écoulement inertiel & l'intérieur du domaine. En revanche, des études
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numériques a nombres de Reynolds modérés (~ 2000) ont montré que ces
couches limites se décollent parfois, injectant de la vorticité dans 1’écoule-
ment central inertiel [29] [30] : la paroi se comporte alors comme une source
de vorticité. Le comportement de ces couches limites pour des nombres de
Reynolds plus élevés n’est cependant pas connu.

Résumé :

les modeéles inertiels QG s’écrivent sous la forme d’une équation de trans-
port pour la vorticité potentielle (PV) dans un domaine D :

0q+v.Vqg=0 (1.9)

q= Ay — % + h(z,y) (1.10)
v=e, x Vi

Y =g sur 0D, (YP) =0 (1.11)

Le cas h = 0, R = 400 correspond aux équations d’Euler bidimension-
nelles, que 1’on obtient indépendamment des écoulements géostrophiques.

Invariants du modéle QG

Les équations (1.9) d’évolution temporelle des écoulements 2D admettent
une infinité d’invariants, que nous présentons dans les paragraphes suivants.
Nous verrons ensuite que I’existence de ces invariants joue un role important
dans l'organisation des écoulements 2-D en structures cohérentes a grande
échelle.

Conservation de ’énergie L’énergie cinétique et potentielle de la couche
active s’écrivent

H
B, = p—/v%ir (1.12)
2 Jp

! g'p
E, = Apg/ (/ zdz) dr = =2 [ ndr (1.13)
p \Jo 2 Jp

L’énergie potentielle est calculée en retranchant 1’énergie potentielle de
pesanteur de la couche active supposée “au repos” a celle de la couche active
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“en mouvement”. Afin de simplifier les notations, on introduit I’énergie totale
par unité de masse, £ = (E. + E,)/Myo, o myy = pH|D|. C’est une
quantité conservée par 1’équation de transport (1.9). A 'aide des équations
(1.4) et (1.5), on montre qu’elle s’écrit sous la forme

1 ?

E-g (ol + ) =g -v -1 (1)

Conservation des Casimirs FEn plus de I'énergie, I’équation de trans-
port (1.9) conserve une infinité de fonctionnelles Casimirs, définies par

o) = [ i =) (1.15)

ou f est n'importe quelle fonction continue. La circulation I' et I’enstrophie
Z sont des exemples de Casimirs :

Lo
I'= /aDlez (q) Z= §<q ) (1.16)

Comme le champ de vorticité potentielle g(r, t) est advecté par un champ
de vitesse a divergence nulle, I'aire g(o) associée a chaque niveau de vorticité
potentielle o est conservée au cours de I’évolution temporelle de 1’écoule-
ment. On calcule aisément cette aire pour un champ connu de vorticité
potentielle :

g(o—):/Da(q(r,t)—a)dr. (1.17)

La conservation de g(o) est équivalente a la conservation des Casimirs.
Selon I'usage que 1’on souhaitera faire de ces invariants, il sera parfois utile
de considérer les lois de conservation sous une forme plutot qu’une autre.

Invariants supplémentaires Quand le domaine D posséde des symé-
tries particuliéres, il faut considérer des quantités conservées additionnelles.
Hormis ces contraintes géométriques, les seules quantités conservées sont
I’énergie et les Casimirs.
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Etats stationnaires du modéle QG : relation ¢ — v

Un calcul rapide montre que les solutions stationnaires du modéle QG
sont les états ou les lignes de niveau de vorticité potentielle ¢ sont aussi des
lignes de courant (i.e. des lignes de niveau de la fonction courant 1)) :

dgq=0 & vWV¢g=0 < V¢YxVg=0 (1.18)

En particulier, tout état défini par une relation

q=f(¥) (1.19)

est une solution stationnaire de I’équation QG. Ces états sont dégénérés :
il en existe une infinité, paramétrés par l’ensemble des fonctions f. Il est
en outre possible que plusieurs solutions stationnaires correspondent a la
méme fonction f.

On peut a ce stade préciser la motivation de notre étude : il s’agira de
trouver une relation ¢ = f(¢) telle qu’il existe une solution caractérisée
par un jet intense dirigé vers l'est. Il faudra ensuite justifier ’émergence de
cette solution. On dispose a cet effet de plusieurs critéres : cet état sera-t-il
un équilibre statistique 7 Sera-t-il stable ou instable ?

1.2 FEtudes antérieures des modéles d’océans
QG

Avant d’introduire la mécanique statistique des équations QG, présen-
tons deux modeéles “historiques” d’océan : I’écoulement inertiel de Fofonoff,
et les écoulements forcés par les vents de Sverdrup, Stommel et Munk.

La solution stationnaire inertielle de Fofonoff

Fofonoff est le premier & s’étre intéressé a la limite inertielle des équa-
tions QG que nous venons de présenter [51]. Il a calculé une solution station-
naire de ces modéles, qui est maintenant décrite dans de nombreux livres
d’océanographie [89).

Description de la solution (voir figure 1.3). Fofonoff suppose — par
simplicité — que la relation entre la vorticité potentielle ¢ et fonction cou-
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F1G. 1.3: Solution de Fofonoff. Les fléches donnent la direction et la valeur de
la vitesse. Les couleurs chaudes et froides correspondent respectivement aux valeurs
positives et négatives de la fonction courant ¥ (z,y).

rant 1 est linéaire, pour trouver une solution inertielle du modéle quasi
géostrophique a une couche active :

v
g=ap —b=At— -+ fey
Il fait de plus 'hypothése a + % > 1, ce qui revient a considérer une li-
mite de faible énergie (la solution tend vers 0). Le Laplacien est négligeable
loin des bords, au-dela d’une distance . ~ (a + R‘2)_1/2. La fonction cou-

rant est alors donnée par

By +b
w_a%—R—z

Alinsi, la fonction courant ne dépend pas de x en dehors des couches limites;
la vitesse est purement zonale (v, = 0), constante, faible, et dirigée vers
Vouest (v, = —0,%). On peut calculer la solution dans les couches limites,
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et montrer I’existence de jets de recirculation dirigés vers 'est aux frontiéres
nord et sud.

Intérét historique de cette solution. Les écoulements de Fofonoff
ont joué un role important dans l’étude des modéles idéalisés de circula-
tion océanique, en raison, notamment, des travaux de Salmon-Holloway-
Hendershott [106, 57]. Ces auteurs ont généralisé aux modeéles barotropes
d’océan la mécanique statistique proposée par Kraichnan dans le cadre des
équations d'Euler tronquées |70].

Ils prédisent I’'organisation de I’écoulement en un état stationnaire défini
par une relation linéaire entre vorticité potentielle et fonction courant, pour
une troncature spectrale des modeéles QG. Cela justifie ’émergence d’écou-
lements de Fofonoff. Ce type d’écoulements ont effectivement été observés
dans des simulations numériques de [135, 66].

Cependant, la dynamique de ces modéles tronqués ne conserve que
I’énergie et ’enstrophie parmi I'infinité d’invariants de la dynamique non
tronquée. Nous présenterons dans la section suivante une autre approche,
la théorie statistique Robert-Sommeria-Miller (RSM), qui prend en compte
tous les invariants de la dynamique (non tronquée). La théorie requiert
la connaissance de la distribution initiale des niveaux de vorticité g(o), et
de I'énergie E. Elle sélectionne ensuite la solution stationnaire d’entropie
maximale, étant données ces contraintes, et fournit la forme de la relation
q= f(¥).

Nous verrons qu’il existe en fait une grande variété de relations ¢ — ¢
associées a ces états d’équilibre statistique. Nous concluons que le choix “a
priori” d’une relation ¢ — v linéaire n’a pas de justification physique. Il est
donc pertinent de se demander s’il existe des états d’équilibre statistique qui
ont une structure trés différente des solutions de Fofonoff, quand la relation
q — v est non-linéaire.

L’approche “classique” : les modéles forcés et dissipés

Les approches classiques de la circulation océanique consistent a prendre
en compte la forcage et la dissipation dans les équation QG (1.9), qui
s’écrivent alors |91, 89] :

1
oq+vVqg= —HV X T + Dissipation (1.20)
p
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ou H est la profondeur de la couche active, p la densité de l'eau, et T
représente la friction des vents a la surface. Ce terme peut étre grossiérement
approximé par un forcage “double gyre” (7 ~ 7sin(2wy/Lyyre)€s, 00t T ~
0.1 N.m™t et Lgyre ~ 5000km).

L’effet du frottement du vent & la surface des océans a d’abord été ob-
servé, puis expliqué qualitativement par Nansen, en 1898, et décrit plus
quantitativement en 1902 par Ekman. Celui-ci a montré le role joué par
la rotation terrestre en considérant un modéle simple d’océan. Qualitative-
ment, I’écoulement proche de l'interface est donné par un équilibre entre
forces de friction (dans la direction du vent), et forces de Coriolis (perpen-
diculaires a la vitesse), le tout étant compensé par un gradient horizontal
de pression. Loin de I'interface, seul subsiste 1’équilibre géostrophique entre
vitesse et gradients horizontaux de pression. Aprés ces travaux, plusieurs
modéles simples d’océans ont été proposés (voir le livre de Pond et Pickard
[91] pour une présentation qualitative de ces modéles). Donnons une bréve
chronologie des principales contributions :

— Sverdrup (1947 [117]) propose une estimation de la vitesse mé-
ridionale * v, en considérant un équilibre entre le forcage du aux
vents, et le terme provenant de la variation de la force de Coriolis
avec la latitude (ce qui revient a prendre d;q = 0, Dissipation = 0 et
vVq = v,0,(B.y)) dans I'équation précédente) :

1
ﬁcvy:p—HVXT.

Ce modéle prédit une organisation des courants raisonnable a l'inté-
rieur des bassins océaniques, mais n’explique pas les courant forts de
recirculation sur les bords ouest des océans, comme le Kuroshio le
long du Japon ou le Gulf Stream le long de la Floride.

— Stommel (1948 [116]) explique l'intensification de bord ouest des
courants aux moyennes latitudes, par des simulations numériques du
modéle de Sverdrup auquel il ajoute un terme de friction de Rayleigh
(un terme linéaire en la vitesse dans I’équation d’Euler) justifié par le
pompage d’Ekman sur le fond océanique. A 1’équilibre,

1
Bv = —V x 7 + Dissipation
pH

Dans la direction nord-sud
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— Munk (1950 [83]) propose une description quantitative de la circu-
lation de surface a partir des données du vent moyen, et de résultats
analytiques, en utilisant les arguments précédents, mais en introdui-
sant une autre friction, de type viscosité turbulente latérale.

Considérons par exemple le gyre subtropical, situé au sud du Gulf Stream.

Dans cette région, I’équilibre de Sverdrup donne un ordre de grandeur de la
la vitesse méridionale v, ~ 0.5 cm.s™!, dirigée vers le sud. Si 'on considere
que l'extension zonale 2 de I'océan est L ~ 5000 km, que la hauteur des
de la couche de surface est H ~ 1 km, le flux correspondant est de 1'ordre
~ 25Sv, ce qui est en accord avec les mesures in situ dans ces gyres. La
recirculation vers le Nord s’effectue le long du bord ouest des océans. Le
débit mesuré au large de la Floride (avant la séparation du Gulf Stream se
sépare du bord ouest) est effectivement de l'ordre de 25 Sw.

Malgré les prédictions qualitatives et parfois quantitatives données par
ces modéles simples de circulation, des désaccords importants avec les
observations persistent :

— Ces modéles ne prévoient pas le détachement des courants forts

de bord ouest en un jet intense dirigé vers l’est.

— Ils ne peuvent donc rendre compte de la forte augmentation du

débit, qui double dans cette zone inertielle.

Nous concluons qu’en présence de courants forts, il est né-
cessaire de considérer 1’effet des termes d’advection non-linéaires.
Cela est aussi justifié par les échelles de temps associées aux différents pro-
cessus : dans les simulations numériques de ces modéles QG simples forcés
et dissipés, le temps caractéristique au-dela duquel la solution est en équi-
libre avec les forcage est de 'ordre de 4 ans. Rappelons pour comparaison
que P’échelle de temps caractéristique de la dynamique inertielle (formation
des méandres et des anneaux) varie entre la semaine et le mois.

Les travaux numériques de Veronis [133| et Bryan |22| ont illustré I'im-
portance des termes d’advection non-linéaires, en incorporant ces contribu-
tions aux modeéles de type “Sverdrup”. La structure des écoulements obser-
vés est trés différente de celle prédite par les approches précédentes : pour
certain paramétres, un jet fort dirigé vers I’est est observé. Cependant, les
nombres de Reynolds utilisés dans ces simulations restent tres faibles, en

2Dans la direction est-ouest
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raison des capacités numeériques limitées de ’époque. L’écoulement décrit
est dominé par la dissipation, contrairement aux océans réels. En particu-
lier, la dynamique inertielle (formation d’anneaux, de méandres) propre aux
jets n’est pas observée.

Les études ultérieures de ce type de modéles, réalisées dans le contexte
des systémes dynamiques, ont révélé toute une variété de comportements
associés a des bifurcations pour des nombres de Reynolds de plus en plus
élevés. Par exemple, ces modéles simples ont des propriétés de variabilité
basse fréquence similaires a celles observées dans les océans réels. L’étude
numérique et théorique de ces modéles simples forcés et dissipés reste un
sujet de recherche actif |37].

Précisons qu’il existe par ailleurs toute une hiérarchie de modéles entre
les équations quasi-géostrophiques et les équations primitives® utilisées dans
les modéles “réalistes” d’océans.

Pour conclure, la formation de jets intenses dirigés vers I'est dans un
océan turbulent n’est pas décrite de maniére satisfaisante par les approches
que nous venons de présenter. Pour cette raison, nous avons choisi d’aborder
le probléme d’un point de vue différent : nous allons négliger le forcage et
la dissipation, et étudier 'effet des termes inertiels a ’ordre dominant.

La théorie statistique que nous présentons dans la section suivante per-
met permet de réduire la description des écoulements turbulents & quelques
parameétres, quand le forcage et la dissipation sont négligés. Elle fournit
donc un cadre théorique intéressant et pertinent pour étudier les jets in-
tenses dirigés vers 'est.

1.3 Meécanique statistique des écoulements
quasi-géostrophiques

Organisation des grandes échelles en structures cohérentes. On
a vu dans l'introduction de cette partie que les grandes échelles des écou-
lements océaniques de surface peuvent étre considérées comme bidimen-
sionnelles (2-D) et turbulentes. Or les écoulements 2-D et turbulents ont
la propriété de s’organiser en structures cohérentes a grande échelle. Les

3Ce type de modéle sera décrit plus en détail dans la sous-section "Qu’en est-il des
modeéles réalistes", dans le chapitre d’introduction de la seconde partie
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.qf@@

F1G. 1.4: D’aprés Welander, Tellus 1955

anneaux du Gulf Stream, les jets de la circulation circumpolaire, la tache
rouge de Jupiter sont autant d’exemples géophysiques de ce phénoméne
d’auto-organisation.

Filamentation aux petites échelles. Les écoulements turbulents bidi-
mensionnels ont aussi la propriété de créer des filaments aux petites échelles.
L’expérience de Welander présentée figure 1.4 illustre cet effet : une tache
de colorant est advectée par un écoulement quasi 2D en rotation. Cette
tache peut étre qualitativement assimilée a une particule fluide portant une
certaine valeur de vorticité potentielle. Au cours du temps, elle est étirée et
repliée, jusqu’a former une structure complexe de filaments de plus en plus
fins et enchevétrés. Remarquons cependant que la tache de colorant est pas-
sive (elle n’interagit pas avec I’écoulement), alors que la tache de vorticité
potentielle est active (on peut déterminer le champ de vitesse connaissant
le champ de vorticité potentielle).

La contribution d’Onsager. La séparation entre une dynamique com-
pliquée de filaments enchevétrés a petite échelle, et ’émergence de struc-
tures cohérentes a grande échelle a été remarquée par Onsager, qui a, le pre-
mier, proposé une approche par la mécanique statistique : “The formation
of large, isolated vortices is an extremely common, yet spectacular pheno-

menon in unsteady flow. Its ubiquity suggests an explanation on statistical
grounds” |85]*.

4Voir larticle de revue [45] pour une présentation des travaux d’Onsager sur la
turbulence, et leur développements ultérieurs
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Onsager a donné des arguments pour ’émergence de structures cohé-
rentes dans un écoulement de points vortex. Dans le cadre de ce modéle, le
champ de vorticité est composé de fonctions Dirac de poids différents (les
points vortex) qui évoluent dans un fond irrotationnel. Onsager suppose
que ce systéme de points vortex atteint un maximum d’entropie, en raison
des propriétés de mélange de I’écoulement créé par les points vortex eux-
mémes. Sans contraintes données par la dynamique, ce maximum d’entropie
serait atteint par un état uniformément mélangé. Cependant, la dynamique
des points vortex conserve I’énergie, empéchant ainsi le mélange uniforme.
Cela justifie ’agrégation des vortex de méme signe a haute énergie, et donc
I’émergence d’une structure cohérente.

La théorie Robert-Sommeria-Miller (RSM)

La mécanique statistique de la vorticité dans le cadre des équations
continues d'Euler a été proposée par Robert [98] puis Robert et Sommeria
[99], et indépendamment par Miller [81]. On trouvera une présentation plus
générale de cette théorie dans le cours [114] donné aux Houches. Précisons
d’abord ce que nous entendons par état macroscopiques et microscopiques
pour ces systémes.

Etats microscopiques. On définit I’état microscopique du systéme par
le champ de vorticité ¢(r, t) de ’écoulement étudié. Nous avons représenté ce
champ microscopique sur la partie a) de la figure 1.5, pour le cas particulier
d’un systéme a deux niveaux (ou la vorticité potentielle ne peut prendre
que deux valeurs).

Etats macroscopiques. Il serait illusoire de chercher a prédire I'évolu-
tion des structures fines des configurations microscopiques, transférées vers
des échelles de plus en plus petites. En revanche, il est possible de déterminer
quelle sera la probabilité p(r, o) de mesurer une certaine valeur de vorticité
potentielle o au voisinage d’un point r, pour des temps suffisamment longs.
Connaissant p on obtient la vorticité potentielle “macroscopique”, par la
relation :

q(r) = /p(r, o)odo (1.21)
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C’est ce que 'on a représenté schématiquement sur la partie b) de la
figure 1.5. Un état définit par p(r, o) correspond a plusieurs états microsco-
piques.

Principe de P’approche statistique L’approche statistique consiste a
chercher I’état macroscopique le plus probable, ¢’est-a-dire le champ p asso-
cié au plus grand nombre d’états microscopiques satisfaisant les contraintes
du probléme. Ces contraintes sont données par les invariants microscopiques
des équations QG, qui s’expriment aussi en fonction du champ macrosco-
pique p :
— L’énergie. On peut négliger ’énergie des fluctuations en remplagant
directement ¢ par g dans ’équation (1.14) [99]. L’énergie macrosco-
pique s’écrit alors

Elpl = —{(¥ = ¥y) @~ 1)) (1.22)

est conservée par la dynamique. Rappelons que la notation (-) est
utilisée pour une intégration sur tout la domaine. La fonction courant
macroscopique v est calculée en inversant la relation (1.10).

— Les Casimirs. Nous avons déja mentionné le fait que la conservation
des Casimirs (1.15) est équivalente a la conservation de l'aire g(o)
des niveaux de vorticité potentielle (1.17). On peut interpréter g(o)
comme la distribution de probabilité de o dans le domaine, et p(o,r)
comme la densité de probabilité de mesurer o dans le voisinage d’un
point r du domaine. On a alors la relation :

Alp] = /D p(x, 0)dr = g(o) (1.23)

A cela s’ajoute la condition de normalisation de la probabilité p en
tout point :

Np] = /p(r,a)da =1 (1.24)

Ergodicité. On suppose qu'un écoulement d’énergie E et de distribution
g(0) passe au cours du temps dans le voisinage (aussi petit que 'on veut)
de chaque état admissible. Les états admissibles sont 'ensemble des états
ayant une énergie F une distribution de vorticité g(o). C’est 'approche
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F1G. 1.5: Représentation schématique de l’organisation aux temps longs d’un écoule-
ment initialement composé de taches homogénes de vorticité potentielles dans un fond
irrotationnel. a) Configuration microscopique : les taches de vorticité potentielle
sont étirées et repliées vers des échelles de plus en plus petites, tout en conservant leur
aire totale, donnée par g(c). b) Etat macroscopique. On ne décrit plus la structure
fine de ’écoulement, mais seulement la probabilité p d’observer le niveau de vorticité
potentielle ¢ en un point donné.

microcanonique usuelle en physique statistique. Qualitativement, on s’at-
tend a ce que la turbulence créée par I’écoulement lui-méme assure une
telle propriété. Cependant, cette hypothése d’ergodicité n’est pas démon-
trée. Dans certaines circonstances particuliéres, elle est mise en défaut® (voir
par exemple la formation d’un cristal dans les expériences de plasmas non
neutres [110]). On s’attend tout de méme a ce qu’une large classe de condi-
tions initiales d’un écoulement non visqueux tende vers 1’état prédit par la
théorie statistique.

SPrécisons que l'ergodicité est une propriété suffisante, mais pas nécessaire, pour que
le systéme relaxe vers 1’équilibre statistique. En physique statistique classique, elle est
aussi parfois mise en défaut.
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Probléme variationnel Comme en thermodynamique classique, on maxi-
mise l'entropie de mélange (ou de Boltzmann-Gibbs),

Seald // r,o)Inp(r,o)dodr (1.25)

associée a I’état macroscopique p, tout en imposant les contraintes (1.22-
1.23-1.24) données par les quantités conservées par la dynamique. L’entropie
de mélange compte le nombre d’états microscopiques associés a une confi-
guration p. Plus précisément, on peut montrer qu’elle est proportionnelle au
logarithme du nombre de configurations microscopiques associées a 1’état
macroscopique p. On obtient alors un probléme variationnel, dont la solu-
tion est I’entropie d’équilibre Srsa(E, g) :

Srsm(E,g) = max {S[p] | Alp] = g(0) & E[p] = £} (1.26)
{p | Nlpl=1}
L’état p associé a Ientropie d’équilibre S(FE, g) est I’état “macroscopi-
que” le plus probable. Une écrasante majorité de configurations microsco-
piques est localisée autour de cet état macroscopique |79].

Sélection de la relation ¢-i¢). On calcule les points critiques du pro-
bléme variationnel en annulant les variations premiéres de 1’entropie sous
contraintes

0S8 — Bo6€ — /,u(a)(S.Ada =0 (1.27)

ol 'on a introduit les multiplicateurs de Lagrange :

— (3, la “température inverse” associée a la conservation de ’énergie.

— (o), les “potentiels chimiques” associés a la conservation des niveaux

de vorticité

Les appellations “température” et “ potentiels chimiques” sont a prendre
avec précaution. Ces termes désignent les propriétés d’un champ de vorticité
a ’équilibre statistique. IIs n’ont aucun lien avec les propriétés intrinséques
du fluide considéré, décrites par les lois thermodynamiques usuelles.

On obtient 'expression de p a partir de (1.27) :

p = Nefrv=n@ (1.28)

ou N(r) est une constante de normalisation. Les valeurs de (3 et u(co) sont
calculées en utilisant les contraintes (1.22) et (1.23) associées aux lois de
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conservation (énergie et Casimirs) . En utilisant les relations (1.28) et (1.21),
on calcule aisément la relation

G= @) =N / dogePrP—i) (1.29)

Ce résultat montre que la théorie statistique sélectionne une relation f entre
vorticité potentielle et fonction courant macroscopiques. Un calcul direct
montre que cette relation est croissante si § > 0, et décroissante si 7 < 0.

Une configuration microscopique composée de deux niveaux de PV donne
lieu & une relation g — en tanh (voir I’expression (1.29) pour p(r, o)), alors
qu'une configuration microscopique composée de trois niveaux de vorticité
potentielle donne lieu & une relation ¢ — ¢ en sinh (dans la limite ou les
niveaux extrémes sont dilués). Dans tous les cas, la limite de fort mélange
(8 — 0) donne lieu & une relation ¢ — ¢ linéaire.

Existence de températures négatives aux hautes énergies Sans
contrainte sur I’énergie (8 = 0), ’état d’équilibre (1.29) serait un champ de
vorticité potentielle homogéne en espace.

Considérons maintenant la contrainte sur ’énergie £. Pour des valeurs
élevées de F, les taches de vorticité de méme signe doivent se regrouper
pour satisfaire la contrainte. Cela a pour effet une diminution de ’entropie
(qualitativement, l'attraction entre vortex “trie” le champ de vorticité) :
dans ce cas, une augmentation d’énergie implique une diminution d’entropie
(8 < 0). D'on l'existence de températures négatives, une propriété peu
courante en thermodynamique usuelle, remarquée par Onsager lorsqu’il a
étudié le modele des points vortex.

Calcul des états d’équilibre. La théorie RSM est prédictive pour I’or-
ganisation de I'’écoulement a grande échelle, quelle que soit la condition
initiale, pourvu que l’on soit capable de calculer les solutions du probléme
variationnel (1.26), qui implique un nombre infini de contraintes. Il serait
illusoire de chercher directement la solution d’un tel probléme, numérique-
ment ou analytiquement. Il existe cependant des méthodes générales qui
permettent de calculer des solutions de ce type de problémes en “relaxant”
les contraintes. Nous présenterons plus en détail ces méthodes au chapitre
5 sur l'inéquivalence d’ensemble. Dans le contexte des écoulements 2D, plu-
sieurs méthodes numeériques ont été proposées :
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— Des équations de relaxation qui maximisent la production d’entro-
pie tout en conservant les contraintes du problémes. Ces équations ga-
rantissent ainsi la convergence vers des états d’équilibre locaux [100].

— L’algorithme numérique de Turkington et Whitaker [124], qui per-
met de résoudre le probléme variationnel de la théorie RSM en linéa-
risant les contraintes. C’est une méthode efficace pour le calcul des
états d’équilibre locaux.

— Les méthodes classiques de continuation, qui consistent a suivre
une branche de solutions a partir d’'un état stationnaire connu, puis
a détecter les bifurcations éventuelles [111]. Bien que ces méthodes
soient utiles pour calculer et classifier les états stationnaires, il n’est
a priori pas évident de trouver la branche de solutions correspondant
aux équilibres statistiques.

Ces méthodes ont été utilisées pour calculer, classifier, et décrire les
états d’équilibres RSM de modéles a une couche (ou tout simplement de
Péquation d’Euler), parmi les solutions de f(¥) = Ay — -5 + h(z,y) [124,
120, 27, 65, 107]. La structure de ces état d’équilibre dépend de plusieurs
parametres :

1. La géométrie du domaine
2. la circulation I' = (f(¢))

3. La forme de la relation ¢ = f(¢) (linéaire, proche d’un sinh ou proche
d’un tanh, symétrique, asymétrique)

4. La topographie (en général un plan béta h = 5.y)
5. Le rayon de déformation de Rossby R

Aucune de ces études n’a rapporté 'existence de solutions présentant
un jet dirigé vers l'est au centre du domaine de 1’écoulement.

1.4 Motivations et méthode pour I’étude des
jets inertiels dirigés vers l’est

Nous avons introduit les équations quasi-géostrophiques pour des mo-
déles d’océans équivalents barotropes (& une couche et demi).

Notre but est de déterminer s’il existe des solutions inertielles station-
naires de ces modeéles qui présentent des jets intenses dirigés vers ’est. Préci-
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FI1G. 1.6: Champs instantanés de la fonction courant, de la vitesse, et de la vorticité
potentielle (et relative) dans la couche supérieure d’'un modéle QG sur un plan béta, a
trois couches, dans un domaine fermé, forcé en surface par les vents (d’aprés [4, 15]). Les
valeurs positives de vorticité (potentielle) et de fonction courant sont en rouge.

sons que 1’on ne cherche pas a décrire les gyres subpolaires et subtropicaux,
situés de part et d’autre de ces jets. Dans ces grands gyres, I’équilibre de
Sverdrup est bien vérifié (qualitativement). Seule la région inertielle de ces
courants nous intéresse dans le cadre des travaux présentés dans cette thése
(voir figure 0.2-b dans I'introduction).

Nous avons montré que les états inertiels stationnaires des modeéles QG
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sont caractérisés par une relation ¢ = f(1) entre vorticité potentielle et
fonction courant.

Nous avons présenté la solution de Fofonoff, obtenue pour une relation
q — ¢ linéaire, dans la limite des faibles énergies. Nous montrerons au cha-
pitre 4 que ces écoulements sont des états d’équilibre statistique RSM, et
que les solutions a haute énergie peuvent avoir une structure trés différente
des écoulements décrits par Fofonoff. Dans tous les cas, ces solutions ne
présentent pas de jet dirigé vers I'est au centre d’un bassin océanique fermé.

De fait, les champs de fonction courant et de vorticité potentielle ob-
servés dans des simulations numériques d’écoulements quasi-géostrophiques
sont trés différents des écoulements de Fofonoff.

Considérons par exemple les simulations numériques de P. Berloff [4, 15],
réalisées pour un modéle a trois couches, dans le cas d’'un forcage “double-
gyre” classique®, mais pour des nombres de Reynolds Re ~ 2000 supérieurs
aux valeurs traditionnellement considérées dans ce type de calculs numé-
riques. Les différents champs représentés sont ceux de la couche supérieure.

On observe clairement un front de vorticité potentielle associé aux
jets dirigés vers D’est, séparant deux zones ou la vorticité potentielle est
quasiment homogeéne.

Cela indique qu’il serait pertinent de considérer relation ¢ — 1 proche
d’une fonction de Heaviside (¢ = 1 pour ¢» < 0 et ¢ = —1 pour ¥ > 0),
lors de la recherche de solution stationnaires inertielles caractérisées par un
jet dirigé vers I’est. Nous montrerons que de telles solutions existent effec-
tivement dans un domaine fermé (chapitre 2), et dans un canal d’extension
zonale infinie (sans frontiére a l'est et a I'ouest).

Le fait de décrire ces écoulements est une premiére étape importante.
Cela permet ensuite d’étudier les propriétés inertielles des jets intenses
en détail : ces solutions sont-elles des équilibres statistiques? Sont-elles
stables 7 Quelle est la dynamique des petites perturbations ?

Nous montrerons dans un premier temps que ces solutions ne sont pas
des états d’équilibre statistique. L’étape suivante consistera a discuter leur
stabilité. La réponse a cette question n’est pas évidente : d’une part, les jets

6Voir la sous-section “I’approche classique : les modéles forcés et dissipés”, dans ce
chapitre.
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sont des structures robustes, mais de 'autre, leur dynamique présente une
variabilité importante (formation d’anneaux, de méandres, oscillations du
jet...).

Nous étudierons le cas le plus simple : un jet intense dans un canal d’ex-
tension zonale infinie (sans frontiéres a l'est et & Pouest). Nous décrirons
I’évolution des perturbations, et montrerons que ces solutions sont linéaire-
ment stables (chapitre 2).

On remarque sur la figure 1.6 l'existence d’'une asymeétrie est-ouest dans
la structure de ’écoulement. Cela montre que la présence de frontiéres ouest
et est dans le bassin océanique joue un role dans la description qualitative
de ces écoulement. On s’attend donc a ce que la discussion de la stabilité
(ou de l'instabilité) soit différente du cas d’un canal. Ce cas plus compliqué
sera évoqué a la fin du chapitre 2.
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Chapitre 2

Jets intenses dirigés vers |'est
dans un domaine fermé

Ce chapitre sera consacré a 1’étude d’états d’équi-
libre statistiques des modéles quasi-géostrophiques.
Nous répondrons aux questions suivantes :

1) Les jets intenses dirigés vers l'est sont-ils des
états d’équilibre statistique du modele quasi-géostrophique
équivalent barotrope ?

2) Les états d’équilibre statistique de modéles plus
compliqués (i.e. les équations quasi-géostrophiques baroclines, & deux couches)
sont-ils caractérisés par des propriétés différentes du modéle équivalent ba-
rotrope ?

2.1 Jets intenses pour un modéle équivalent
barotrope

On considére dans cette section le modéle quasi-géostrophique a 1.5
couche. Rappelons 'expression de la vorticité potentielle :

qg=Ay - % + Bey, (2.1)

ol ¥ = 1y, aux frontiéres du domaine 0D, avec () = 0. Hormis Deffet
béta, nous ne considérons pas de topographie.
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Stream Function Velocity |v|
Ly/2 Ly/2
y y S
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F1G. 2.1: Jet dirigé vers l’est. Le champ de vorticité potentielle est ¢ = 1 pour y > 0, et
g=—1poury<0.(R=0.1,83.=0.5,L, =L, =1). La vitesse zonale est v, = —0,v.
La norme de la vitesse varie entre 0 (blanc) et R (noir).

Description d’une solution stationnaire qui présente un
jet intense dirigé vers 'est

Nous avons vu dans l'introduction que les états d’équilibre statistiques
sont caractérisés par une relation ¢ = f(¢)) donnée. Nous avons aussi ob-
servé (figure 1.6) que les champs de vorticité potentielle issus de simula-
tions numériques des équations quasi-géostrophiques (pour un modéle a
trois couches, forcé par les vents en surface, dans un régime turbulent)
indiquent la présence de deux zones distinctes ou la vorticité potentielle
(moyennée) est quasiment homogeéne. Ces valeurs de vorticité potentielle
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peuvent dans une bonne approximation étre considérées comme opposées
q = £o dans les deux zones. on remarque que dans chaque zone, la fonction
courant est de signe opposé a celui de la vorticité potentielle.

Cela indique qu’il est pertinent de chercher un état stationnaire caracté-
risées par ¢ = 0 —20H (1), ou H est la fonction de Heaviside. En particulier,
I’état qui nous intéresse est celui ou la vorticité potentielle positive est lo-
calisée dans la moitié¢ nord du domaine : ¢ =0 > 0 pour y > 0, et ¢ = —0
pour tout y < 0.

Dans la suite de cette section, nous choisissons d’adimensionner les uni-
tés de temps et longueur de sorte a avoir 0 = 1 et L, = 2, ou L, est
I’extension nord-sud du bassin océanique.

Pour montrer qu’il existe une solution caractérisée par deux zones homo-
génes de vorticité potentielle séparées par un front zonal, et par la relation
qg=1—2H(v), il faut vérifier que ’on a bien ) < 0 pour y > 0, et ¢ > 0
pour y < 0.

Dans la limite R — 0, nous pouvons faire une approximation de couche
limite pour résoudre explicitement 1’équation (2.1). Suffisamment loin des
frontiéres et de l'interface entre les deux sous-domaines de vorticité po-
tentielle homogéne, le laplacien est négligeable, et la fonction courant est
simplement donnée par

Y =R*(By—1) poury >0 ¢ =R*(By+1) poury <0 . (2.2)

La vitesse correspondante est purement zonale (v, = 0,9 = 0), dirigée
vers louest : v, = —9,9 = —R*f..

Lors du passage de l'interface en y = 0, la fonction courant varie brus-
quement de —R? & R2. Les couches limites étant caractérisées par une épais-
seur R, la vitesse (zonale) le long de cette interface est v, = -0, ~ —2R,
dirigée vers l'est. Le rapport entre les vitesses du jet et les vitesses a 1'in-
térieur des domaines est d’ordre 1/R. Il s’agit bien d’un jet intense.
Le calcul explicite de cette couche limite est fait dans I’annexe A, pour un
un cas plus général ou le front de vorticité potentielle entre les deux zones
est défini par une interface d’équation [(z) (voir figure 2.2). Par ailleurs,
il existe aussi une couche limite d’épaisseur R le long des bords du bas-
sin, de maniére a raccorder la solution (2.2) aux conditions aux limites
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FI1G. 2.2: Le domaine D est séparé en deux sous-domaines Dt et D~ par une interface

I(x).

1 = 1y, aux frontieéres du bassin. Remarquons que dans le cas symétrique
q(z,y) = —q(z, —y), la condition (¢)) = 0 donne directement )7, = 0.
D’aprés I’équation (2.2), I'hypothése ¢ = 1 —2H (¢)) est vérifiée si §. < 1
(en unités adimensionnées). Nous reviendrons sur cette condition (et sur les
valeurs des parameétres associés au Gulf Stream) au chapitre suivant, lors de
I’étude du méme type de solutions dans un canal d’extension zonale infinie.

Nous avons calculé numériquement ces solutions, que nous présentons
sur la figure figure 2.1. Nous tracons le champ de fonction courant et de
la norme de la vitesse, ainsi qu’un profil méridional (nord-sud) de fonction
courant et de vitesse zonale v, = —3J,1. On distingue nettement un jet
dirigé vers ’est localisé au centre du domaine, et une faible recirculation
vers l'ouest dans le reste du domaine. La recirculation sur les bords est
d’autant plus importante que l'effet béta est faible.

Le calcul numérique a été réalisé par un algorithme de continuation.
Remarquons qu’il suffit d’utiliser un solveur aux différences finies pour ré-
soudre I'équation de Helmoltz (2.1), car le champ ¢(x,y) est connu a priori
dans le cas présenté figure 2.1. Cependant, 'avantage de 1’algorithme de
continuation est qu’il a ensuite été possible d’étudier ’existence de cette
solution pour une classe plus large de relations ¢ — . Par exemple, nous
avons pu “suivre” la branche des solutions qui présentent un jet intense,
pour une relation ¢ = tanh(Cvy/R?). La valeur C' — —oo correspond

Notre but est maintenant de déterminer si la solution obtenue est un
état d’équilibre statistique RSM.
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Les jets intenses sont des points critiques du probléme
variationnel RSM

Avant de déterminer si les solutions qui présentent un jet intense dirigé
vers ’est sont des maxima d’entropie, montrons que ces états sont des points
critiques du probléme variationnel (1.26) de la théorie statistique RSM, c’est
a dire qu’ils annulent les variations premiéres de ’entropie sous contraintes.

La premiére étape est de trouver des configurations microscopiques qui
correspondent aux états macroscopiques que 1’on a décrit. Nous pourrons
ensuite calculer les points critiques du probléme variationnel de la théorie
statistique dans I’ensemble des configurations microscopiques permises.

La solution “jet intense” est caractérisée par deux zones homogeénes de
vorticité potentielle £1. Nous allons donc considérer le cas de configurations
microscopiques ou la vorticité potentielle ne peut prendre que ces deux
valeurs ¢ = =1, et montrer que 'on obtient bien dans certains cas des
points critiques caractérisés par une relation g = 1 — 2H (v)).

Afin de calculer I'état macroscopique le plus probable, on introduit la
probabilité p(z,y) de mesurer le niveau 1 en un point de ’écoulement.
Le champ macroscopique de vorticité est directement lié a ce champ de
probabilité :

g=p—-(1-p)=2p-1.

L’entropie de mélange (1.25) est dans ce cas particulier

Spa = —((plnp+ (1 =p)In(1-p))) (2:3)

ou (-) désigne une moyenne sur tout le domaine de 1’écoulement. Dans
le cas d’un systéme a deux niveaux, la contrainte sur la circulation fixe
'aire g(£1) des niveaux de vorticité potentielle, et est ainsi équivalente &
la conservation de tous les Casimirs. Le probléme variationnel (1.26) de
la théorie statistique n’implique donc que deux contraintes données par la
conservation de Iénergie (1.22) et de la circulation Clp] =2 (p) — 1 :

Srsm(E,T) = nggx {Sralpl | €lp] = £ & C[p] =T} (2.4)

Nous introduisons les multiplicateurs de Lagrange ' C'//R? et v afin de cal-

!En mécanique statistique, le paramétre de Lagrange associé a la conservation de
I’énergie est traditionnellement noté 3. Nous avons choisi d’utiliser ici la notation C'/R?
pour ne pas confondre ce terme avec le paramétre (. introduit lors de "approximation

49



2. JETS INTENSES DIRIGES VERS L’EST DANS UN DOMAINE FERME

culer les points critiques de ce probléme variationnel :

C
0Spa — ﬁéé’ —v6C =0, avec

08pa = <1n <1%’> 5p> 66 =—=2((§ =) dp) , 6C=2(5p) .

On obtient alors I'expression de p puis celle de

La vorticité potentielle macroscopique peut donc varier continuement entre
deux valeurs extrémes qui correspondent aux deux niveaux microscopiques
+0. Les deux paramétres C' et 7 dépendent des contraintes sur I’énergie £
et la circulation I'. Les états d’équilibre associés a ces configurations mi-
croscopiques composées de deux niveaux ont fait 1’objet d’études dans le
contexte de l’atmosphére jovienne [19], et des océans [107|. Nous revien-
drons ultérieurement sur les résultats de ces études.

Considérons le cas C — —oo, et supposons que 1 est d’ordre R?. Le
relation ¢ — ¢ tend vers une fonction de Heaviside § = 1 — 2H (¢ — ).,
avec Y. = Cbp./R* — 7. Dans le cas de la solution décrite au paragraphe
précédent, ¢y, = v = 1b. = 0. On vérifie de plus que la fonction 1) donnée
par Pexpression (2.2) est bien d’ordre R%. Nous concluons que ’état
stationnaire qui présente un jet intense dirigé vers l’est est un
point critique du probléme variationnel de la théorie RSM.

Ces états ne sont pas des maxima d’entropie

Afin de déterminer si la solution qui présente un jet intense dirigé vers
I’est est un maximum local d’entropie, on utilise un résultat classique pour
I’étude des problémes variationnels sous contraintes : un point critique du
probléme variationnel (2.4) est un maximum local d’entropie si et seulement
si toute perturbation qui satisfait les contraintes au premier ordre (6€ =0
et 6C = 0) vérifie
C
R2

528 — — %6 —48%C < 0 (2.5)

de plan béta. Le choix d’un préfacteur en 1/R? sera justifié a posteriori, quand nous
considérerons la limite R — 0.
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Jets intenses pour un modéle équivalent barotrope

L’état qui nous intéresse est caractérisé par % — —00, et la circulation est
une contrainte linéaire (§2C = 0). La condition précédente devient donc :

26 <0 avec 8C=0 et 6E=0 (2.6)

Ainsi, montrer que le point critique est un maximum local d’entropie
revient a montrer que c’est un maximum local d’énergie pour des perturba-
tions qui conservent la circulation totale.

Nous calculons dans ’annexe A I’énergie des états représentés schéma-
tiquement figure 2.2, obtenus en perturbant le front zonal de vorticité po-
tentielle, défini par I(z) (le cas [ = 0 correspond & la solution stationnaire
étudiée). La perturbation [(z) est choisie de maniére a conserver aire des
sous-domaines ou la vorticité potentielle est homogéne : fOL”” [(z)dx = 0.
Nous montrons dans I'annexe A qu’il existe toute une classe de perturba-
tions [(x) qui augmentent 1’énergie de la solution stationnaire [(x) = 0. Cet
état n’est donc pas un maximum d’énergie. Nous concluons que les so-
lutions associées & un jet intense dirigé vers I’est ne sont pas des
états d’équilibre statistique locaux, et a fortior: globaux.

Lien avec les études antérieures et conclusion

Les états d’équilibre statistique de systémes a deux niveaux microsco-
piques de vorticité potentielle ont été étudiés juste avant le début de cette
thése par Nicolas Sauvage, lors de son stage de Master 2 encadré par Freddy
Bouchet [107].

A T’aide de calculs numériques et analytiques, ils ont étudié 'effet des
différents parameétres (circulation, effet béta...) sur la structure des maxima
d’entropie.

Nous présentons dans les paragraphes suivants les conclusions de cette
étude liées a l’existence (ou non) de jets intenses, sans les détailler, et en y
incluant les résultats présentés dans les paragraphes précédents. L’ensemble
est résumé sur la figure 2.3.

En 'absence d’effet béta (figure 2.3-a-b), les configurations qui cor-
respondent & un jet zonal dirigé vers ’ouest et vers ’est sont des
maxima locaux d’entropie. Ce peut étre montré par le calcul numérique
des maxima d’énergie et par le méme type d’arguments théoriques qui nous
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a) +— b) —

BC:O - C— | < "

LOCAL ENTROPY MAX. LOCAL ENTROPY MAX.

>_
C) + E d) _ E
> ——
4_
>_
ENTROPY MIN. LOCAL ENTROPY MAX.
e) ) ——
B>>1 T
C .
<

GLOBAL ENTROPY MAX.

FiG. 2.3: Jets zonaux dans un domaine fermé. Représentation schématique de
solutions stationnaires associées a deux zones homogenes de vorticité potentielle (g = +1)
dans deux configurations opposées : jet dirigé vers ’est (a-c-e) ou vers l'ouest (b-d-f),
pour des valeurs croissantes de l'effet béta 3. = 0 (a-b), B. < 1 (c-d) et 3. > 1 (e-f).
Nous avons considéré un domaine d’aire unité. Nous verrons au chapitre suivant que la
valeur “réelle” de (. (en unités adimensionnées) est située autour de 1.
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Jets intenses pour un modéle équivalent barotrope

ont permis de conclure que les jets zonaux dirigés vers I’est ne sont pas des
maxima locaux d’entropie? en présence de 'effet béta.

Dans certaines configurations, comme par exemple un domaine suffisam-
ment étiré dans la direction nord-sud, ces états sont des maxima globaux
d’entropie.

Dans le cas limite opposé, ou ’effet béta domine les autres termes
de I'équation Ay —¢/R? = ¢ — B.y, on retrouve la solution de Fofo-
noff ¢ ~ R%B.y : il n’y a plus de jet intense (hormis des recirculations le
long des frontiéres nord et sud), et la seule configuration possible est celle
ou la vorticité potentielle négative est localisée au nord, comme représenté
figure 2.3-f. En effet, une zone de vorticité potentielle négative au nord, ou

la fonction courant est positive, serait incompatible avec ’hypothése d'une
relation ¢ = 1 — 2H (¢).

Dans la sous-section précédente, nous avons montré qu’il existe une so-
lution ou toute la vorticité potentielle positive est au nord quand 3. < 1. Ce
cas est représenté figure 2.3-c. Nous avons montré que cet état n’est pas un
maximum local d’entropie si [, est strictement positif, indépendant de R.
Le méme type d’arguments peut étre utilisé pour montrer que la solution
associée a un jet dirigé vers 1’ouest est un maximum local d’entro-
pie. La solution correspondante est représentée figure 2.3-d. Comme dans
le cas 5. = 0, il existe des configurations ou cette solution est aussi un
maximum global d’entropie (par exemple un domaine suffisamment étiré
dans la direction nord-sud).

Dans l'océan “réel”, 'effet béta n’est pas négligeable par rapport aux
valeurs de vorticité potentielle observées dans les couches supérieures. Nous
concluons que les équilibres statistiques de modéles quasi-géostrophiques a
une couche ne présentent pas de jet intense dirigé vers l'est pour des para-
meétres réalistes. Au contraire, les états dominés par 1'effet béta présentent
un courant dirigé vers l'ouest.

A ce stade, nous pouvons envisager deux types d’études. La premiére
possibilité est de s’intéresser a la stabilité et la dynamique autour des solu-

2Dans notre cas, la conclusion était fondée sur le fait que 8. > 0 était fixé, indépen-
damment de R
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p+AP H,

F1G. 2.4: Structure verticale du modéle & deux couches

tions que nous avons décrites au début de ce chapitre, pour déterminer si
certaines propriétés des jets inertiels dirigés vers I’est sont bien représentées
par ces modéles simples d’écoulement. Cela fera ’objet du chapitre suivant.

La suite de ce chapitre sera consacrée a la seconde possibilité, qui consiste
a étudier les équilibres statistiques d’un modéle d’océan un peu plus com-
plexe : les équations quasi-géostrophiques a deux couches. On peut en effet
se demander si ce “degré” supérieur de complexité permet d’obtenir des
états d’équilibres différents de ceux décrits dans la section précédente.

Les modeéles a deux couches permettent de prendre en compte les trans-
ferts verticaux d’énergie dans ’océan. On distinguera un mode barotropes
(une moyenne verticale sur les deux couches) et un mode barocline (une dif-
férence entre les deux couches). L’énergie cinétique des courants océaniques
“réels” est principalement localisée dans la couche supérieure des océans, ce
qui signifie que 1’écoulement est dominé par la composante barocline. Cela
est-il compatible avec existence d’un état d’équilibre statistique ? Existe
-t-il des configurations ot ces états présentent des jets intenses dirigés vers
I’est, principalement localisés dans la couche supérieure, comme le Gulf
Stream et le Kuroshio ?

2.2 Equilibres statistiques pour un modéle a
deux couches.

Modéle

Nous avons introduit au premier chapitre les modéles quasi-géostrophiques
équivalents barotropes. Nous avons supposé que ’écoulement de la couche
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inférieure était fixé, et que la dynamique était restreinte & une couche de
surface active. Nous considérons maintenant que cette couche inférieure
est aussi active, et qu’elle interagit avec la couche supérieure. La structure
verticale est représentée figure 2.4. La couche supérieure a une épaisseur
moyenne H; = 0H, ou H est la hauteur totale et 0 une constante entre 0
et 1. En pratique, nous considérerons 6 = 0.2 : la couche supérieure repré-
sente la thermocline, d’épaisseur ~ 1000m, et surmonte la couche profonde
d’épaisseur Hy = (1 — 6)H ~ 4000m.

La dynamique de I’écoulement s’écrit sous la forme d’ équations d’ad-
vection de la vorticité potentielle dans chaque couche :

aaqtz —+ ui~VqZ- =0 , u;, = e, X VQ/JZ s (27)
it
@ = Ay g+ Bey (2.8)
o

ot R = \/g’H/fy, comme dans le cadre du modéle équivalent barotrope.
Les différentes étapes pour obtenir ces équations sont les mémes que pour
le modéle a une couche (voir chapitre 1). Une présentation plus détaillée de
ce modéle est disponible dans le livre de Pedlosky [88].

Modes barotropes et baroclines. Il sera commode d’écrire les équa-
tions précédentes sous la forme de modes barotropes et baroclines. La com-
posante barotrope de I’écoulement est la moyenne verticale des fonctions
courant pondérées par la hauteur des couches :

Yy = 61 + (1 — )1y

Le composante barocline de 1’écoulement est la différence des fonctions cou-
rant dans les deux couches :

djc = wl - w2
On utilise les équations (2.8) et (2.9) pour déterminer ces deux modes :
Ay = 6q1 + (1 = 9) g2 — Bey (2.10)
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Ye

A‘Z’C_m—a)}z?

Il est remarquable que la longueur R n’intervienne pas dans la définition
de la composante barotrope. En revanche, la longueur R1/6 (1 — §) est une
longueur caractéristique d’écrantage dans I’équation de la composante baro-
cline. C’est le (premier) rayon interne de déformation de Rossby®. Comme
cette distance caractéristique est de 'ordre de 50 km, c’est a dire négli-
geable par rapport aux dimensions du bassin océanique, il sera pertinent de
considérer la limite R — 0 pour les calculs théoriques.

Remarquons en outre que l'effet béta n’intervient explicitement que
dans ’équation (2.10) qui défini le champ de fonction courant barotrope.
Si I’écoulement est dominé par la composante barocline, cet effet béta n’in-
terviendra pas dans ’organisation de I’écoulement & grande échelle. En re-
vanche, si I’écoulement est dominé par la composante barotrope, la répar-
tition des champs ¢; et g dépendra de l'effet béta.

Conditions aux limites. Comme pour le modéle & une couche, nous
considérons que la vitesse est tangentielle aux frontiéres du domaine. Cela
signifie que la frontiére est elle méme une ligne de courant : ¢; = 15, sur
OD. La valeur ;4 de la fonction courant aux bords est contrainte par la
conservation de la masse. Nous avons en effet vu au premier chapitre que
I'interface entre les deux couches est proportionnelle & 11 — v,. La conser-
vation de la masse impose alors (¢ — 1s) = (¢.) = 0. Nous ne disposons
pas de contraintes supplémentaire (dans de cadre de approximation de toit
rigide), ce qui laisse un degré de liberté pour le choix des valeurs de vy,
et 1a5,. Nous choisissons d’imposer ces valeurs de sorte a ce que la fonction
courant barotrope s’annule le long des frontiéres : ¢, = 0 sur D.

Quantités conservées Comme dans le cas a une couche, les Casimirs
Cyilai] = [ 9(qi)dr associés aux équations de transport (2.7) dans chaque
couches sont conservés (g est n’importe quelle fonction dérivable sur D).
Par exemple, les circulations I'; = fD ¢;dr de chacune des couches sont
conservées.

3Nous utiliserons abusivement cette terminologie pour R lui méme.
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Equilibres statistiques pour un modéle & deux couches.

Un calcul direct montre que ’énergie totale est aussi une quantité conser-
vée
2
1 (V1 — 1s)

E = 5/D <5(w1)2 +(1—=0) (Vi) + Tdr) (2.12)

Les deux premiers termes représentent 1’énergie cinétique des deux couches,
et le dernier terme représente I’énergie potentielle. Comme dans le modéle a
une couche, I’énergie potentielle est proportionnelle & %/ R?, ot ) = ¥ — 1)y
est ’écart de 'interface entre les deux couches par rapport a la position de
repos.

L’énergie (2.12) peut aussi s’exprimer en fonction des composantes ba-
rotropes et baroclines : £ = E, + E; + I, avec :

1
Energie cinétique barotrope FE; = 5/ (V) dr (2.13)
D
d(1=9¢
Energie cinétique barocline FE, = %/ (V)  dr (2.14)
D
. . . 1[4
Energie potentielle barocline E, = 3 ﬁdr (2.15)
D

Comme pour le modéle & une couche, la théorie statistique prédit ’état
d’équilibre du modéle, qui maximise une entropie de mélange pour une
énergie, et une distribution des niveaux de vorticité microscopiques (ce qui
est équivalent a la connaissance des Casimirs) fixées. La théorie donne la
forme de la relation ¢; = fi(¢) (i = 1,2) entre vorticité potentielle et
fonction courant dans chacune des deux couches.

Etats d’équilibre statistique : systéme & deux niveaux

Nous voulons calculer les états d’équilibre statistique du modéle a deux
couches, pour une configuration microscopique ot la vorticité potentielle ne
peut prendre que deux niveaux .- dans chacune des couches (i = 1,2). Nous
faisons ce choix par simplicité, mais la prise en compte d'un continuum de
niveaux de vorticité microscopiques proche de la distribution a deux niveaux
ne changerait pas les résultats (au moins qualitativement) |66].

Nous supposerons de plus que ces niveaux sont opposés (0, = —o; =

(2 (2
i), et nous considérerons le cas ou les aires g(+o0;) associées a chacun de
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ces niveaux microscopiques sont égales. La raison est la méme que dans le
cas du modéle a une couche : les simulations numeériques de ces modéles
quasi-géostrophiques indiquent que la vorticité potentielle est répartie de
maniére antisymétrique par rapport a l’axe y = 0, au milieu du bassin (voir
figure 1.6).

Soit p;(r) la probabilité de mesurer le niveau de vorticité potentielle o;
au point r. Le champ de vorticité macroscopique s’écrit alors

q; = 0y (22%' - 1) .

L’entropie du systéme est

Spe = — Z (pilnp; + (1 —p;) In (1 —py)) , (2.16)
i={1,2}

ou () représente une intégration sur tout le domaine D de I’écoulement,
d’aire unité. Comme dans le cas d’un systéme a deux niveaux pour le modéle
a une couche, la conservation de tous les Casimirs est simplement donnée
par la conservation de la circulation totale C;[p;] = 20; (p;) —0;. Le probléme
variationnel de la théorie statistique se réduit alors & un probléme a trois
contraintes :

Srsm(E,T') = H{%X{SBG[P] | Elp] = E & Gifp] =11 & Cofp] =T}

(2.17)
Afin de calculer les points critiques de ce problémes, il est commode de
récrire I’énergie (2.12), aprés une intégration par parties :

£ =~ 3 (e~ Buw) (9 — i)

i=1,2

On introduit les multiplicateurs de Lagrange C'/R?, v, and 7, associés res-
pectivement a l'énergie F et aux circulations I'y et I';. Un calcul direct de
0SB — %55 — >, 76C; donne le champ de probabilité p;, puis le champ
de vorticité potentielle

¢ = optanh (%5(% — @ch)) (2.18)
q@2 = oytanh (% (1—=10) (2 — %c)) ) (2.19)
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FiG. 2.5: Maxima d’énergie : on suppose que le champ de vorticité potentielle est
composé de deux sous domaines ou la vorticité est homogene. D’aprés I’équation (2.20),
la frontiére entre ces sous-domaines est la ligne de courant v; = ;.

ou ,lvblc = wlfr - 71R2/6O et ¢2c = w2fr - 72R2/ (]- - 6) C.

Pour des niveaux de vorticité o; donnés et une valeur donnée de 1’épais-
seur relative de la couche supérieure § = Hy/(H; + H,), les relations ¢; — 1;
dépendent de trois paramétres (C, 1. et 1), qu’il faut déterminer en
utilisant les contraintes sur E, I'; and I's.

But

Nous avons déja expliqué qu’il est pertinent de considérer la limite des
faibles rayons de déformation de Rossby (R — 0) dans le contexte océa-
nique. Cela nous permettra d’étudier analytiquement deux cas limites :

— i) le cas d’une fonction de Heaviside entre vorticité potentielle et fonc-
tion courant ¢; = o; (1 — 2H (1)) (C — —o0).
— ii) le cas d’une relation ¢; — 1; linéaire (C; — 0).
Le cas intermédiaire sera étudié¢ numériquement.

Maxima d’énergie

Un raisonnement similaire a celui énoncé dans les équations (2.5) et
(2.6) de la premiére section de ce chapitre montre que les états d’équilibre
d’énergie maximale sont caractérisés par C' — —oo. Dans cette limite, si
la fonction courant v; est d’ordre R (ce qui sera effectivement le cas), les
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relations ¢; — v; (2.18) et (2.19) sont des fonctions de Heaviside :

_Joi si i < e
& —0; S > Y

Nous supposons que les champs de vorticité de ces états a haute énergie
sont constitués de deux sous-domaines ou la vorticité potentielle est homo-
géne, représentés schématiquement figure 2.5. Ces hypothéses doivent étre
vérifiées a posteriori. Des arguments similaires a ceux utilisés dans 'annexe
A de ce chapitre permettent dans certains cas de montrer analytiquement
que les états obtenus sont bien des maxima globaux d’énergie. Dans des cas
plus compliqués, il est nécessaire de recourir a des calculs numériques qui
déterminent la configuration d’énergie maximale (voir la fin de 'annexe B).

(2.20)

Ordre de grandeur des différentes contributions de I’énergie

Nous voulons déterminer I'ordre de grandeur de 1’énergie cinétique ba-
rotrope (2.13), de I’énergie cinétique barocline (2.14), et de I’énergie poten-
tielle (2.15), pour les états maxima d’énergie.

Intéressons-nous dans un premier temps a la fonction courant barocline,
donnée par I’équation (2.11). Les champs de vorticité potentielle ¢; et go
sont constitués de deux sous-domaines ou leur valeur est constante, comme
sur la figure 2.5. Le terme ¢; — g2 qui apparait dans le membre de droite
de I'équation (2.11) est donc constant dans quatre sous-domaines de 1’écou-
lement, notés D.;, i = 1,2,3,4, ot ¢ — ¢ = (01 £ 02). Pour simplifier
le calcul d’ordre de grandeur, on utilisera la notation o pour désigner les
valeurs £ (o £ 09).

Dans la limite des faibles rayons de déformation de Rossby (R — 0),
il est possible de faire une approximation de couche limite dans I’équation
(2.11) : suffisamment loin des frontiéres des sous-domaines D, ;, le laplacien
est négligeable, et v, = R25 (1 —§) (¢1 — ¢2). Le long des frontiéres de ces
sous-domaines, le laplacien n’est plus négligeable, et ¢/, varie sur une échelle
caractéristique R, passant brusquement d’une valeur de ¢; — g2 a une autre.
Appelons Ao le saut de vorticité potentielle barocline ¢; — g2 lors du passage
d’une zone a autre. La vitesse associée a la brusque variation de fonction
courant est alors v. ~ R*Ac/R.
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L’énergie cinétique barocline (2.14) est localisée le long des frontiéres des
sous-domaines D, ;, sur une épaisseur 2. Puisque ces sous-domaines sont de
I'ordre de grandeur du domaine total D (d’aire unité), la longueur des fron-
tieres est d’ordre L ~ 1. Ainsi, I’énergie cinétique barocline est donnée par
le carré des vitesses le long des jets (v ~ RA%0?) multiplié par la surface
LR. On estime donc 1'énergie cinétique barocline totale & £, ~ Ac?R3L.

L’énergie potentielle (2.15) est donnée par I'intégrale de 12/ R? sur tout
le domaine. Comme 1), ~ o0 R? dans les différents sous-domaines, I'ordre de
grandeur de Iénergie potentielle est donc estimé & E, ~ 0?L*R?%.

Pour estimer la contribution de I’énergie barotrope (2.13), nous considé-
rons ’équation (2.10) pour la composante v, de la fonction courant. Comme
aucune échelle d’écrantage n’apparait dans cette équation, les échelles carac-
téristiques de variations de v, sont de 'ordre de la longueur L du domaine.
En estimant ’ordre de grandeurs des termes de droite et de gauche dans
I’équation (2.10), on obtient ;/L? ~ (0 + B.L). L'ordre de grandeur de
la vitesse barotrope est donc v ~ /L ~ L(o+ 3.L). On estime alors
énergie (2.13) & By ~ L3 (o + B.L).

Pour conclure, les ordres de grandeur des différentes contributions a
I’énergie sont :

E.~d’R* E,~ L*(oc+8.L)? E,~0c’LR*, (2.21)

dans la limite des faibles rayons de déformation (R — 0). On a supposé que
les sauts de vorticité potentielle sont de 'ordre de la vorticité potentielle
elle-méme (Ao ~ o).

L’énergie est donc dominée par la contribution barotrope. On s’attend
alors a ce que I’écoulement dans chaque couche soit dominé par la compo-
sante barotrope : ¥ & 1y = 1), avec seulement de faibles corrections.

Structure de I’écoulement.

Nous venons de montrer qu’a ’ordre le plus bas, les fonctions courants
sont les mémes dans les deux couches. Nous avons pour cela supposé que le
champ de vorticité potentielle de ces états est composé dans chaque couches
de deux sous-domaines ou la vorticité potentielle est homogene. D’aprés
I'équation (2.20), les frontiéres de ces sous-domaines sont données par les
ligne de courant 1; = . et ¥y = 9. : pour ¥; > ., la vorticité est
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q = —o;. Si nous supposons en outre que les aires des sous-domaines sont
égales dans une couche donnée (ce qui revient a fixer la circulation a 0),
nous avons nécessairement o, & 1. X Yye.

La recherche des états d’équilibre est alors réduite a un probléme plus
simple, qui consiste a trouver 1’état d’énergie maximale pour un modéle
barotrope (& une couche), composé de deux niveaux de vorticité potentielle :

Ay — {0t+6cy si 4y < Yre (229

—0y + 6cy s wt > ¢tc

avec 0y = 01 + (1 — 9)os.

Remarquons que dans le cas ol les aires des sous-domaines associées a
¢; = *+o; sont différentes, nous aurions obtenu le méme résultat, sauf que
le champ de vorticité potentielle barotrope serait composé de trois sous-
domaines caractérisés par des valeurs différentes de vorticité potentielle (car
nous aurions alors ¥, # 1a.).

Une fois que la répartition de la vorticité barotrope ¢, = dq; + (1 — §) ¢o
est déterminée par la maximisation de I'énergie barotrope, la répartition
des niveaux o; est connue dans chaque couche (puisque ¥y ~ 1 = 1)9).
Cela signifie que la répartition spatiale de la vorticité barocline
¢- = ¢1 — ¢» est complétement déterminée pas celle de vorticité
potentielle barotrope. Comme les champs de vorticité potentielle sont
composés de sous-domaines ot la vorticité potentielle est uniforme, on en
déduit que la composante barocline des vitesse est localisée le long des fron-
tiéres, sur une épaisseur K.

Dans la limite ot le terme [,y est trés supérieur aux niveaux de vorticité
potentielle barotropes oy, et dans la cas d’une circulation nulle dans chaque
couche, la fonction courant est négative pour y < 0 et positive pour y > 0.
Les niveaux positifs (o et 09) et négatifs (—o; et —o9) de vorticité poten-
tielle sont donc localisés respectivement au nord (y > 0) et au sud (y < 0).
La frontiére (y = 0) entre ces deux sous-domaines correspond a un
jet intense zonal de milieu de bassin. La direction du jet dépend du
signe de o1 — 0y. Si 07 > 09, alors la vorticité potentielle barocline ¢; — ¢o
est positive au nord et négative au sud : le jet est dirigé vers 'ouest. Si
01 < 09, le jet est dirigé vers 1’est. Remarquons que le cas pertinent pour
les océans est o1 > 09 : on s’attend a ce que la couche supérieure soit ca-
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ractérisées par des champs de vorticité potentielle plus forts que ceux de la
couche inférieure. Dans tous les cas, ces jets baroclines restent négligeables
par rapport a la composante barotrope, dirigés vers 1’ouest.

Nous ne présentons pas ici une étude systématique des différents para-
meétres : effet de la circulation quand 5.y n’est plus le terme dominant, effet
de la géométrie du domaine...Les états maxima d’énergie d’'un systéme a
deux niveaux ont été calculés, décrits et classifiés par N. Sauvage dans le
cas d’un modéle équivalent barotrope, avec R — 0 : Avy—1py /R? = £0,— .y
[107|. La limite R — 0 permet de prédire la forme de I’état d’énergie maxi-
male par des calculs analytiques. Aucune des configurations obtenues ne
présente de jet dirigé vers l'est. Dans notre cas, I’équation pour la com-
posante barotrope (2.22) ne dépend pas de R, mais les calculs numériques
de ces états n’ont pas montré une organisation qualitativement différente
du champ de vorticité potentielle barotrope par rapport au cas équivalent
barotrope. Nous choisissons de limiter la présentation de ces résultats a des
parameétres pertinents dans le contexte océanique.

Calcul numérique des états d’équilibre

Nous présentons ici le calcul numériques des états d’équilibres statis-
tiques dans le cas ou :

— I't =I's; = 0 : la circulation est nulle dans chaque couche.

— 0 = 0.2 : la couche supérieure est plus fine que la couche inférieure.

— 01 =1, 09 = 0.8 : les niveaux de vorticité microscopiques sont supé-

rieurs dans la couche de surface.

Nous avons adimensionné les unités de temps et de longueur de sorte
a avoir L, = 2 et B, = 1. Le choix 0; = 1 est motivé par le fait qu’en
présence d’un front de vorticité potentielle dans la couche supérieure, on
retrouverait un jet barocline avec des vitesses de 'ordre du métre (en unité
dimensionnées) dans le cas ou ’écoulement dans le couche inférieure serait
négligeable par rapport a celle de la couche supérieure! La valeur oy = 0.8
est arbitraire. Nous discuterons des modifications induites par des varia-

4Nous verrons que ce ne sera pas le cas (& I'équilibre, c’est la composante barotrope
qui dominera), mais ces parameétres ont été choisi de sorte & obtenir des valeurs réalistes
pour la vitesse du jet barocline, s’il existe.
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F1G. 2.6: Courbe calorique % = g—lg en fonction de ’énergie E. Les relations g—1 rouges
et vertes correspondent aux couches supérieures et inférieures. La composante barotrope
1y est toujours dominante, et présente un courant dirigé vers ’ouest. On distingue des
'e%s baroclines & haute énergie (les fleches indiquent la direction de I’écoulement). Ces
h} s sont dirigés vers ’ouest pour les énergies maximales, mais aussi vers l’est pour des
énergies plus faibles. Les états a basse énergie sont les solutions de Fofonoff.
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tions de ce parameétre.

Nous avons utilisé utilisé I’algorithme de Turkington-Whitaker afin
de résoudre le probléme variationnel (2.17). La difficulté du calcul des états
d’équilibre vient de la contrainte quadratique (due a I’énergie) dans le pro-
bléme variationnel. L’idée de l’algorithme est de procéder par itérations
successives, en linéarisant la contrainte a chaque pas de temps. Le probléme
variationnel linéarisé admet alors une unique solution, qu’il est possible de
calculer numériquement. L’algorithme est présenté plus en détails dans I’an-
nexe B de ce chapitre.

Les résultats sont présentés figure 2.6, ou les fonctions courant baro-
tropes et baroclines sont tracées pour des états d’énergie différentes (les
couleurs chaudes et froides correspondent respectivement aux valeurs posi-
tives et négatives de fonction courant). On donne en outre la forme de la
relation ¢; — 1; correspondante, dans les deux couches.

Afin de vérifier la cohérence de ’algorithme, nous avons représenté la
courbe calorique 5 (en fonction de E), calculée de deux maniéres diffé-
rentes : i) la ligne bleue est tracée en prenant directement les valeurs de
I'algorithme de Turkington-Whitaker ii) les cercles bleues sont obtenus en
tracant %, ou 'entropie d’équilibre S et I’énergie E sont calculées a partir
des états d’équilibre donnés par I’algorithme.

A faible énergie, I’écoulement a la structure des solutions de Fofonoff :
un courant faible dirigé vers 'ouest et des courants forts de recirculation le
long des frontiéres nord et sud.

A haute énergie, les écoulements sont dominés par la composante
barotrope, ce qui est cohérent avec I’analyse de la sous-section précédente.
Cette composante présente un courant dirigé vers 'ouest a l'intérieur du
domaine. Il existe une composante barocline (négligeable), qui présente un
jet de milieu de bassin dirigé vers 'ouest. Si nous avions choisi 07 < o9 le
jet aurait été dirigé vers l'est.

Remarquons l'existence d’une zone d’énergie (proche de la valeur maxi-
male) ou il existe un jet intense barocline dirigé vers l’est. Ce jet
est toujours négligeable par rapport a la composante barotrope, mais cela
indique que la barotropisation de 1’écoulement est incompléte. L’existence
d’un tel jet dirigé vers I’est s’explique par un argument simple sur les pentes
des relations ¢ — ¢. A haute énergie (des valeurs de C' < —1, mais finies),
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les champs de vorticité potentielle sont fixées pas la composante barotrope
q1 > 0 pour y < 0et gg < 0 pour y > 0. En y = 0, les vorticités poten-
tielles sont nulles dans les deux couches. Le sens du jet barocline dépend
donc de la différence des pentes dgy/dwy|o — dgo/dibs|o. Si cette différence
est positive, le jet barocline est dirigé vers 'est. Cela fournit la condition
do; < (1 — d)og, d’apreés les équations (2.18) et (2.19).

Les états d’énergies intermédiaires et de faibles énergies sont
caractérisés par une relation linéaire entre vorticité potentielle
et fonction courant. De maniére générale (c’est-a-dire quelques soient
les paramétres : topographie, circulations...), les relations ¢; — ¢; (2.18) et
(2.19) deviennent linéaires dans la limite C¢ — 0 :

C
Q@ = 015ﬁ¢1+r1 (2.23)

@ = 02(1—0) 5502+ 1 (2.24)

Relations ¢ — ¢ linéaires

Nous considérons maintenant les relations linéaires ¢; — ¢); données par
les équations (2.23) et (2.24). En injectant ces expressions dans les équa-
tions (2.8) et (2.9), on obtient un systéme linéaire en ; and 9 qui peut
étre diagonalisé explicitement. On trouve alors deux modes indépendants,
qui satisfont chacun a une équation de type “QG équivalent barotrope”. Ce
calcul général ne présente pas d’intérét pour notre propos. Nous considére-
rons dans les prochains paragraphes deux cas limites, plus simples a traiter
et a interpréter :

— i) La limite C' ~ R* — 0 : nous montrerons que les modes barotropes
et baroclines sont indépendants, et que I’écoulement est dominé par
la composante barotrope.

— ii) La limite C' — —oo, R — 0. Il s’agira d’une limite de faible éner-
gie. Nous verrons que les écoulements sont indépendants dans chaque
couche, et ont la structure des modes de Fofonoff.

i) Limite C' ~ R?* On injecte les expressions (2.23) et (2.24) dans I'équa-
tion (2.11) pour la composante barocline. On suppose de plus que 1. est
d’ordre R?, et que 9; est d’ordre C'/R? (donc 1); ~ 1y = 1y a l'ordre le plus
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bas). L’équation (2.11) s’écrit alors

Ye

Aw“_(sa—(s)m

On vérifie que 9. est bien d’ordre R?. Considérons maintenant I’équation
(2.11) pour la composante barotrope, qui s’écrit dans cette limite sous la
forme :

Aty + By = Biby + T (2.26)

avec [ = < (0102 + 05 (1 - 5)2) et I' = 0Ty + (1 — §) I'y. On vérifie que la
composante barotrope 1; ~ C//R* ~ 1 domine bien la composante barocline
1, ~ R?. Cela est cohérent avec les hypothéses initiales.

La composante barotrope v, satisfait & une équation de type "QG a
une couche", pour une relation linéaire entre vorticité potentielle et fonc-
tion courant. L’ensemble des états d’équilibre statistique associés a ce type
d’équations est calculé et décrit au chapitre 4, o nous concluons que ces
états d’équilibre peuvent avoir une forme différente de la solution de Fofo-
noff, mais ne présentent pas de jet dirigé vers l’est.

Limite (C' — —oo, R — 0). Nous supposons que Ct); ~ R?. Les termes
(11 —1y)/ R? sont négligeables par rapport aux termes %wm dans les équa-
tions (2.8) et (2.9). Les deux couches sont donc indépendantes, a 1'ordre le
plus bas en 1/C :

C
Ay = 501@@01 + ' = Bey (2.27)
C
AQZJQ = C (1 — 5) Ugﬁlpg + FQ - ﬂcy (228)

Nous pouvons alors faire une approximation de couche limite, et montrer
que ces écoulements ont la structure des solutions de Fofonoff. Nous vérifions
de plus que I'on a bien C1); ~ 8.R? — 0, ce qui est cohérent avec I’hypothése
initiale.

Discussion

La conclusion principale de ’étude précédente est 1’existence d’une
“barotropisation” des états d’équilibre statistique du modéle a deux
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couches, dans la limite R — 0. Les états obtenus sont donc différents de
ceux prédits par la modéle équivalent barotrope (une couche et demie).
En effet, la structure des états du modéles équivalent barotrope dépend de
I’échelle R, alors que cette échelle n’intervient pas dans la structures de la
composante barotrope du modéle a deux couches.

Dans le contexte de la turbulence géostrophique des modéles a deux
couches, l'image “classique” (due a Salmon [105]) des transferts d’énergie
prédit une cascade inverse de 1’énergie barotrope vers les grandes échelles,
et une cascade directe de ’énergie barocline vers les petites échelles (pour
des échelles supérieures au rayon de déformation Rossby R).

Les résultats obtenus dans cette section montrent effectivement une
concentration de I’énergie dans la composante barotrope des états d’équi-
libres.

Précisons cependant que dans les écoulements que nous avons présen-
tés, la barotropisation est incompléte : a cause de la contrainte de
conservation de I’aire des niveaux de vorticité potentielle, I'’écoulement pos-
séde toujours une composante barocline (par exemple les jets de frontiéres
entre les sous-domaines de vorticité potentielle homogénes, dans la limite
des hautes énergies).

Par ailleurs, les états a haute énergie ont une structure différente de la
solution de Fofonoff : il existe toujours un gyre cyclonique au sud et un gyre
anticyclonique au nord, mais contrairement aux écoulements de Fofonoff, il
n’y a plus de séparation entre un courant faible a l'intérieur du domaine et
des jets de recirculation aux frontiéres nord et sud. En ce sens, nos résul-
tats différent des prédictions de la théorie statistique de Salmon-Holloway-
Henderschott (pour une troncature des équations quasi-géostrophiques du
modeéle a deux couches) [106], qui décrivent bien une barotropisation de

I’écoulement, mais qui prédisent uniquement 1’émergence d’écoulements de
Fofonoff.

2.3 Conclusion et perspectives

Nous avons décrit des solutions stationnaires qui présentent un jet in-
tense dirigé vers ’est au milieu d’un bassin océanique fermé, pour le mo-
déle quasi-géostrophique équivalent barotrope. L’obtention de ces solution
constituait une étape préliminaire importante, qui a permis ensuite une
étude théorique détaillée de ces états : nous avons démontré dans ce cha-
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pitre que ces solutions ne sont pas des maxima d’entropie (méme locaux). Le
chapitre suivant sera consacré a la discussion de la stabilité de ces solutions.

Nous avons ensuite étudié les états d’équilibre statistique du modéle
quasi-géostrophique a deux couches. Ces états sont dominés par leur com-
posante barotrope, ce qui est cohérent avec les résultats classiques sur les
transferts d’énergie dans ce type de systemes. Cependant, nous avons vu
que cette barotropisation est incompléte : la composante barocline est non
nulle, et peut dans certain cas présenter un jet intense dirigé vers l'est.

Nous avons restreint 1’étude de ce modeéle barocline a la présentations
des équilibres statistiques globaux, dans certaines configurations. La pro-
longation de ce travail nécessiterait une étude systématique de l'effet des
différents parameétres, ainsi que la description de la structures des maxima
d’entropie locauz.
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2.A  Annexe : calcul des perturbations du jet

Nous calculons dans cette section la fonction courant et 1’énergie des
écoulements caractérisés par le champ de vorticité potentielle présenté sché-
matiquement figure 2.2, dans la limite R — 0.

On considere le domaine rectangulaire D de cotés L, et L,. Une interface
Ljet (le jet intense) sépare ce domaine en deux sous-domaines DT et D~
ou la vorticité potentielle est homogéne, respectivement ¢ = 1 et ¢ = —1.
L’interface sera paramétrée par la courbe [(x). Le cas [ = 0 correspond a
la solution stationnaire tracée figure 2.1, qui présente un jet zonal intense
dirigé vers l'est au centre du domaine.

Nous ne considérons que les perturbations [ telles que [(0) = I(L,) =0 :
les frontiéres LT = 9DNIDT et L~ = IDNID~ sont fixées. Leur longueur
est égale & L, + L,,.

Nous supposons que la fonction courant s’annule aux frontiéres du do-
maine (¢, = 0) : nous verrons que la fonction courant calculée vérifiera
bien la condition () = 0.

Les calculs des fonctions courant et de ’énergie correspondante ont été
effectués de maniére plus générale par Sauvage et Bouchet [107| (circulation
non nulle, frontiéres £ et £~ non fixées...). Nous présentons ces calculs
dans un cas particulier, car notre but est simplement de montrer qu’il existe
des perturbations qui augmentent ’énergie de la configuration "jet intense
zonal” (caractérisée par [(z) = 0).

Calcul de la fonction courant

Dans la limite R — 0, nous pouvons faire une approximation de couche
limite pour calculer la fonction courant.

Loin des frontiéres, le laplacien est négligeable dans I’équation (2.1) :
A — % = q — [.y. On obtient alors I'expression des fonctions courants
d’iﬁ a lintérieur des sous-domaines D* :

dor =R By —1) et Y, =R (By+1) (2.29)

Le long des frontiéres des deux sous-domaines 9D, le laplacien n’est plus
négligeable. Nous paramétrons ces frontiéres par la coordonnée curviligne
s, et la direction orthogonale a la frontiére par ¢, dirigée vers 'intérieur du
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sous-domaine considéré. L’équation (2.1) s’écrit alors :

2,/,+ +
% — Qé =414 f.y au voisinage de 9D*
On distingue les couches limites le long des bords du domaine D, et le
long du jet Lje . Il ne ce sera pas nécessaire de calculer explicitement la
fonction courant ;- , le long des bords du domaine D, car cette partie de
I'écoulement est inchangée par les perturbations de l'interface L.
Calculons la fonction courant le long de 'interface L;.; , en utilisant la
condition de continuité de la fonction courant 17, (s,0) = ¥5,,(s,0) (et en
ne gardant que la partie non divergente de la solution, pour ¢ — +00) :

(8.0 =ER%e L R (By F 1)

Dans la limite ¢ — 400, on retrouve bien la solution wsmf

Calcul de I’énergie

L’énergie totale de I’écoulement (1.22) s’écrit dans notre cas (¢f, = 0)

1
E = =5 (g = By) ¥) = Esurs + Evora + Ejer .

L’énergie F,,s correspond a la contribution apportée par l'intérieur du

domaine, ou la fonction courant est ¢ ~ wsw IE

surf_R2/ / (1—B.y) dydx+R2/ / (1+ By)” dydz .

Ly/2
(2.30)
L’énergie des couches limites Fjy,-.4 correspond a la contribution des
bords du domaine D, ou ¢ = @z)g';rd. Comme les perturbations que 1’on consi-
dére ne modifient pas le champ de vorticité le long de 9D, nous n’avons pas
besoin de calculer explicitement cette contribution.

L’énergie de l'interface Ej.; est calculée avec @Z) *

jet — Psur -

“+oo
B = — / / 2R%e~/R (1 — Bay) — 2R%e™/B (-1 — B,y) dsd( |
Jet

(2.31)
Les contributions proportionnelles a (3. se compensent de part et d’autre du
jet, et I’expression de ’énergie du jet se simplifie :
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Ejet = —4L;o R® (2.32)

ot 'on a introduit la longueur de 'interface entre les sous-domaines

La di\?
Li = /ﬁ s /0 1+ (@) da (2.33)

Application : le jet vers I’est n’est pas un maximum d’énergie

Soit EY I'énergie totale de la solution non perturbée, i.e. de la solution
stationnaire qui présente un jet dirigé vers lest (caractérisée par l(z) =
0 pour tout x). On veut calculer la différence d’énergie induite par une
perturbation [ # 0 :

AFE = Esurf - Egurf + Ejet - E;‘)et + EbOT’d - El?ord :

Nous avons déja mentionné que 1’énergie des bords ne varie pas pour les
perturbations considérées. Calculons la différence d’énergie F,,; — Egmf a
partir de ’équation (2.30), :

Ly  pl(x) Ly pl(z)
ABpy — B / / (1= Buy)? dyder + R / / (14 fuy)? dyd
0 0 0 0

qui se simplifie en

surf —

Ly
Bowy — B, = 2R*3, / *(z)dx . (2.34)
0

Ainsi, les perturbations de 'interface augmentent 1’énergie de surface.
La différence d’énergie due a la variation de I'interface s’obtient direc-
tement avec I’équation (2.32) :

AEj = —4R*(Lje; — L) (2.35)

Ainsi, 'augmentation de la longueur du jet “cotite” de I’énergie.

Pour montrer qu’il existe des perturbations telles que AE > 0, a cir-
culation I' fixée, considérons la cas particulier ou I(z) = Asin(kmz/L,) (
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k > 1 est un entier). La moyenne fOL”” [(xz) = 0 est nulle : les aires des sous-
domaines sont conservées. On utilise les expressions (2.34), (2.35) et (2.35)
pour écrire la différence d’énergie totale

Lz Lz
AE = 283,R? / sin? <k’L”5”) dr—AR® / <\/ 1 + k2 A2 sin? (kL”) . 1) d
0 x 0 x

On fait Papproximation de faible amplitude Ak? < 1, ce qui donne a
I’ordre le plus bas :

2.2
a2 9 <k
AE = A°L,R (ﬁc—R 2 )
Comme (. ne dépend pas de R, et comme R — 0, ces perturbations
augmentent 1’énergie, pour toute valeur de k& : AE > 0.

Nous avons donc trouvé une classe de perturbations qui augmentent
I’énergie de la solution stationnaire "jet intense dirigé vers 1'est', caractéri-
sée par [(z) = 0 pour tout z. Nous concluons que cette solution n’est
pas un maximum local d’énergie.
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2.B  Annexe : Palgorithme de Turkington et
Whitaker

Les résultats de la figures 2.6 sont obtenus en implémentant I’algorithme
de Turkington et Whitaker [124]. En pratique, nous avons adapté au modéle
a deux couche le code écrit par N. Sauvage lors de son stage de M2 sur les
états d’équilibre du modéles QG a 1.5 couches [107].

Décrivons la procédure pour le calcul des états d’équilibre statistique
RSM. Dans le cas du systéme a deux couches composées chacune de deux
niveaux de vorticité potentielle +0; (pour la couche supérieure) et +oy
(pour la couche inférieure) , on cherche I’état ¢,(x,y), ¢2(z,y)

— maximisant ’entropie (concave) de mélange Spg|q1, ¢2], donnée

par l'équation (2.16), avec p; = (¢; — 1)/20;.

— avec deux contraintes linéaires C[gi—1 2] = 'i—1 2, les circulations
dans chaque couche fixant la proportion relative des niveaux de vor-
ticité,

— et une contrainte quadratique £[q;, ¢2] = E. C’est cette contrainte

que rend le probléme difficile.

Le principe de I’algorithme est de procéder par itérations successives en
linéarisant la contrainte sur ’énergie. En pratique, 1’algorithme calcule une
succession d’états ¢* = {¢¥, ¢5} qui convergent vers I’état d’équilibre. L’état
¢"*" est la solution d’un probléme variationnel ot la contrainte sur I’énergie
est linéarisée autour de la solution ¢* au pas précédent :

o0&
Sualar, i) | Clara] = Top & E[¢" + / —
{Iqul%:;(}{ Bala1, @) | Cla 2] 1,2 y ; 0g;

(¢: — &) dedy = E}

qk

Le fait de ramener le probléme initial a la recherche du maximum d’une
fonction concave, sous contrainte linéaire est trés intéressant : le probléme
admet une solution unique, qu’il est possible de calculer en relaxant la
contrainte linéaire.

Par ailleurs, on peut montrer que ’entropie croit a chaque pas , et que
I’énergie F est atteinte par valeur supérieure :

Spaldit, 5™ > Speldl, b]  El T > B

L’entropie étant majorée (par celle de I’état totalement mélangé), la conver-
gence de l'algorithme est assurée pour les états a température négative
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(C < 0), si létat initial ¢7, ¢) a une énergie supérieure a la contrainte E. I
est a cet effet utile de calculer au préalable les états maxima d’énergie pour
initialiser I'algorithme. En outre, les états & température positive (C' > 0)
sont uniques.

Implémentation de I’algorithme

Les points critiques du probléme variationnel précédent sont les points
critiques du Lagrangien

Lilgr, 2] (71,72, C) = _SBG[Q1>Q2]+Z% (Cla:] — Iy)

C 0E
+ s (5[61'“] +/2j:5—%\qk (¢ —ab) dxdy—E>

On cherche les valeurs de %1, 451 ot C*+1 associées a la solution

du probléme variationnel précédent. Le calcul des points critique donne le
champ de vorticité potentielle correspondant

g1 = oy tanh (CIF1 (A1 — ity — 4+1) (2.36)

avec O} = §C*1 CH = (1 — §)C*'. On peut montrer que les pa-
ramétres de Lagrange 47, 75+ et C*+! sont 'unique maximum de la

fonction
Li(71,72,C) = 51111(121 {Lilgr, 2 (71,72, OV} = Lilat ™, 5™ (1, 72, ©)

On obtient 'expression de qf“,qé““, en utilisant I’équation (2.36), et les
expressions de 1" 5T! obtenues en inversant les équations (2.8) et (2.8)
pour ¢; = qF. Le probléme est alors ramené a la recherche numérique du
point ot les dérivées premiéres de Lj (71,72, C) s’annulent. Un critére de
convergence numeérique est utilisé pour déterminer si la procédure doit étre
réitérée ou non.

Calcul numérique des maxima d’énergie

Les états maxima d’énergie sont caractérisés par C' — —oo : pour un
systéme a deux niveaux, la relation ¢ —1) est une fonction de Heaviside dans
chaque couche, d’aprés (2.36) :
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+ if = R2A. .
= {ai if ¥y < i = R?*%/C + iy (2.37)

—o; it > i = R*y/C + Yigy

Chercher les maxima d’énergie a circulation fixée revient a trouver le maxi-
mum de

Lilar, @o](¥1e:v2e) = Elan, ¢o] Z,uz [¢;] — 1)

ol ; = limg_,_o (R?*y;/C). La procédure pour le calcul des maxima est
alors :
— Connaissant ¢¥ 2, on calcule le champ de fonction courant 1/1’”1( )
en inversant les équations (2.8) et (2.8).
— On cherche ensuite les valeurs ¢/}, qui maximisent Ly[q1, ¢2) (¢1c, tac)
(le maximum existe et est unique)
— Le champ de vorticité qurl est ensuite calculé en appliquant la procé-
dure 2.37 au champ w’f“( )
— la procédure est réitérée jusqu’a ce qu’un critére numérique de conver-
gence soit atteint.
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Chapitre 3

Critéres de stabilité :
application aux jets dirigés vers
|'est

Dans le chapitre précédent, nous avons décrit des
solutions stationnaires qui présentent un courant fort
et localisé dirigé vers 'est (comme le Gulf Stream
et le Kuroshio), dans le cadre de modéles quasi-géostrophiques
(QG) “équivalents barotropes” (une couche). Nous avons
conclu qu’il existe des états purement inertiels qui reproduisent certains
aspects de la circulation effectivement observés dans les océans. L’étape
suivante a consisté a déterminer si ces états inertiels sont des états prédits
par la mécanique statistique. Nous avons montré que ce n’est pas le cas.
Nous voulons maintenant discuter la stabilité de cette solution, et décrire
I’évolution des perturbations.

Nous montrerons dans ce chapitre qu’en ’absence de frontiéres a ’'ouest
et a 'est d’'un domaine rectangulaire, les jets intenses décrits dans la partie
précédente sont linéairement stables. En pratique, on remplace la condition
d’impermeéabilité aux bords ouest et est du domaine par des conditions
périodiques. Le résultat est aussi valable pour un canal' d’extension zonale
infinie (ou périodique).

La méthode utilisée a un intérét en soi, car elle permet de conclure a la

Tl s’agit d’un domaine sans frontiéres a lest et a I'ouest.

7
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stabilité dans un cas ou les critéres classiques ne peuvent étre appliqués.

Plan du chapitre

La premiére section sera consacrée au rappel des critéres classiques
de stabilité pour un domaine fermé ou pour un canal, et a la description
de quelques extensions de ces critéres. Nous montrerons dans la deuxiéme
section que les critéres classiques ne permettent pas de conclure a la stabi-
lité linéaire des jets dirigés vers 1’est, mais qu’il est en revanche possible de
le faire en appliquant les extensions de ces critéres. Nous donnerons dans
la troisiéme section une présentation de 1I’évolution temporelle des per-
turbations de la position d’un front de vorticité potentielle qui illustrera de
maniére qualitative les résultats précédents.

La suite du chapitre est rédigée en anglais. Il s’agit d’une partie d’un
article en préparation, écrit en collaboration avec F. Bouchet et E. Simon-
net.

3.1 Classical criteria for stability, with an
extension
We discuss in this section the different existing criteria in order to prove

the stability of a flow. Let us consider the case of the equivalent barotropic,
quasi-geostrophic equations in an arbitrary domain D :

D+ T(b,q) =0 with J(,q) = Oudyq — g . (3.1)
v
0= 0= 75+ By (3.2)

with boundary conditions ¢ = 1, on dD : there is no normal flow across
the boundary of the domain in which the flow takes place. To simplify the
discussion, we will consider ¢y, = 0, but this hypothesis can easily be
relaxed. Similarly, all the results obtained in this subsection apply also for
a flow taking place in a periodic domain, or in a channel (with a no normal
flow condition on one side, and a periodic condition on the other side).

Our aim is here to discuss the stability of a stationary solution g, ).
Any state of the flow is fully characterized by its streamfunction v and its
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Classical criteria for stability, with an extension

F1G. 3.1: Formal stability. We represent the isolines of a functional conserved by the
dynamic, in the configuration space (any point corresponds to a state g(x,y)). The
functional has been chosen such that the stationary state g is one of its extremizers. As
the functional is conserved by the dynamics, any sufficiently small perturbation around
7 is confined on one of the close isolines.

potential vorticity field g. It is stationary (0,g = 0) if and only if the isolines
of the potential vorticity ¢ are also streamlines (isolines of ).

This section is organized as follows : we first present the different concepts
of stability, then give more precisely the Arnold criteria for the nonlinear
stability and propose an extension of the second criteria. Lastly, we review
the classical criteria for linear stability when the flow takes place in a chan-
nel (with north and south boundaries, but no boundaries in the west or in
the east), and give an extension of those criteria, following the same method
as for the nonlinear stability.

Nonlinear, formal and linear stability

We precise in this subsection the different stability properties for a dy-
namical system, around a stationary solution written g. One can find more
precise definitions and discussions of those concepts in [59].

Let us consider an arbitrary potential vorticity field ¢ = ¢ 4 dq, which
is related to the streamfunction ¢ = ¥ + 6¢ by
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1= AVt (3.3
)
g = Asp— R—lﬁ (3.4)

The nonlinear stability of the solution ¢ means that any perturbation
q = q -+ 0q remains bounded during its temporal evolution by the dynamics
(3.1), which can be expressed in terms of a temporal evolution for dq

Obq + J (¥, 6q) + J (6¢,q) + J (0, 89) =0 ,

To show nonlinear stability, one has first to define a norm, and to show
that any perturbation dq remains bounded for this norm during its tempo-
ral evolution through the nonlinear dynamics.

The linear stability of the solution § means that any perturbation

q = ¢+ d0q remains bounded during its temporal evolution by the linearized
dynamics

g+ J (¥,0q) + J (6¢,9) =0, (3.5)

As for the nonlinear stability, one has to define a norm and to show that
the perturbation is bounded for this norm during its evolution trough the
linearized dynamics.

The formal stability of the solution ¢ means that there exists a conser-
ved quantity (a functional F[q]) whose first variation 0 F" vanishe for ¢ = g,
and whose second variations §?F are definite positive (or negative) for ¢ = q.

It can be shown that the second variations of F' are conserved by the
linearized dynamics, and then that formal stability implies linear stability.
We will present the explicit computation later, in our case of interest.

Qualitatively, the isolines of 62F are closed around its minimum, namely
the stationary solution g, as in figure 3.1. Since §2F is conserved by the li-
nearized dynamics, any perturbation dq of the stationary solution g remains
on one of these closed isolines during its evolution through the linearized
dynamics.

In finite dimension, formal stability implies also nonlinear stability. In
our case of interest (infinite dimension), formal stability does not necessarily
implies nonlinear stability.

80



Classical criteria for stability, with an extension

The Arnold criteria

In this subsection, we recall the Arnold criteria for nonlinear stability.
We then give an extension of these criteria, which provides a lower bound
for nonlinear stability.

Let us consider first a stationary solution characterized by a single re-

lation § = f(v). Let us then introduce the energy-Casimir functional

Helq] = /D (@ + 2¢_}; + s(q)) dxdy | (3.6)

where 1 is (at least formally) obtained by inverting equation (3.2). Since
the functional H¢[g| is the sum of the energy and of a Casimir functional,
it is conserved by the non-linear dynamics.

First variations. Let us compute the first variations of Hg

st = | (wvaw TR 6q) ety =~ [ (0= 0 badsay
where the second equality is obtained after integrating by part the first term
of the integral.

The first variations of He vanish when ¢ = s'(¢). The function s(gq) can
always be chosen such that the first variations of Hs vanish for ¢ = . Since
we have the relation § = f(3)), we conclude that when the derivative of s is
the inverse of the function f, the stationary solution ¢ is a critical point of

the energy-Casimir functional.

First criterion. By using the fact that the first variations of Hs vanish

at ¢ = g, we have [ Wdégdzdy = [, (7))dqdzdy and s” (q) = 1/f" (V) .
We obtain then

Helg+0q)—H.[q] = / <(V5¢) + (61)) +5s(q+dq) — s(q) — f’i%)) dxdy

2 2R?

Let us suppose that f’(¢)) > 0, and let then consider the quadratic
functional

Qulo = ; /D ((v&@h o) +max(f;? @})dmdy. (3.7)
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By integrating twice the inequality s'(g) > 1/max {f’ ()}, we show

easily that (s(7+ dq) — s(q) — s'(q)dq) > (6¢)?/ (2max {f'(¥)}). We ob-
tain therefore the inequality

Q1[0q] < Helg+ 6q] — Helg) - (3-8)

Notice that this equation is valid whatever the perturbation dq,
which is not necessarily small.

A sufficient condition for stability is that (1[0q] is definite positive. In
that case, it defines a norm for the perturbation d¢q. This norm is necessarily
bounded, since the functional H¢ is conserved by the dynamics :

vt , Q1|0¢:] < Helg+ dq0] — Helg) (3.9)

where d¢; is the perturbation at a given time ¢, and dqp is the initial per-
turbation.

We see from equation (3.7) that @) is positive definite if f (@) >0
everywhere. We conclude that the stationary solution is always non-
linearly stable if the potential vorticity ¢ is a strictly increasing
function of the streamfunction v. This is the first Arnold criterion.

Second criterion. Let us now consider the case f’ (E) < 0 everywhere.
Let us then consider the quadratic functional

@iiod - [ ((W)u(‘ﬁﬁ +mm<{5]?}@}>my. (3.10)

By using the same arguments than in the previous paragraph, we obtain
first the inequality

Q2[0q] < Helq] — Helg + 6qo) (3.11)

and then conclude that the solution ¢ is stable if ()5 is positive definite.
We then introduce the orthonormal basis of Laplacian eigenmodes —Ae; =
Aiei, with eigenvalues {);},5; in increasing order. The perturbation can be
decomposed on this basis : d¢ = > ,-, dg;e;, and the relation dg = Adyp —
R726v gives 6q; = — (\; + R72) 6¢;. Finally, the quadratic form @, can be
written :
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1 1 1 2 . A . ! (7T
@32 <Ai TR? E) i =A@
We see that this quadratic form is positive definite when its smallest

eigenvalue is strictly positive, which provides then the condition

1 1 ~ L
(/\i+R‘2+B> >0 = >—(M+R?)

We could have obtained similarly this result by using the Poincaré
inequality ((Ad)* > A (Vd1h)® ) . However, it will convenient to consider
the previous decomposition to extend this second criterion.

We conclude that Qs is positive definite if — (A\; + R72) < f' (¢) <0
everywhere. This is the second Arnold criterion for nonlinear stability : the
flow is stable if the potential vorticity ¢ is a decreasing function
of the stream function 1), with the condition f’ > — (\; + R72). We
notice that the presence of a finite Rossby radius of deformation R makes
this criterion less restrictive than the barotropic case (R = +00). In the
limit R — 0, there is stability of the flow, if f’ (E) is negative and finite
everywhere. The Rossby radius of deformation has thus a stabilizing
effect.

An extension of the second criterion

To obtain the Arnold criterion, we have taken advantage of the conser-
vation of an energy-Casimir functional Ho. There exists an infinit number
of additional conserved quantities, namely the other Casimir functionals.
The perturbation dg; at a given time is then constrained by the values of
the Casimir functional prescribed by the initial perturbation dqq.

By using one of those additional constraints, it is shown in the
following that it is possible to lower the bound for f’ in the second
Arnold criterion.

Let us give first a qualitative picture of the proof for stability. Let us
consider for instance a schematic representation of the isolines of Hg, pro-
jected on the plane gy, dgo, the contribution of the two smallest Laplacian
eigenmodes. In the case presented on figure 3.1, H¢ is a saddle for g = 0.
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F1G. 3.2: Schematic representation of isolines of the functional H¢ : the stationary
state (0g = 0) is a saddle. However, if one restrict the admissible range of PV fields
during the evolution of the perturbation dq, this saddle becomes an extremum : this is
the case when for instance the the perturbations are constrained to follow the dashed
purple line (which does not necessarily pass through 0).

The “Arnold type” criterion cannot then be used directly to prove stabi-
lity. However, if the conservation of the other Casimir functionals imposes
a condition on the perturbations dq, the saddle can become an extremum.
For instance, if the perturbation has to lie on a straight line (the dashed
purple line on the figure, which does not necessary cross the saddle) then
the functional Ho admits an extremum along this line.

Let us consider the quadratic functional @)y given by equation (3.12). It
will be convenient to distinguish a subset {e}.., on which the Laplacian
eigenmodes are zero ({e}) = 0), and a subset {e/'},., on which they are not
zero ({e) # 0). The corresponding Laplacian eigenvalues A/ and \; are in
increasing order in both subsets. We have

Qal0q] = = > Aog* = > Al6q)* , with (3.13)
i>1 i>1
1 1 1 1 ~ —
N=xTre"5  Nowepoty o fomn{l0@))

The conservation of the total circulation (C [g+ dq] = (g + dq)) of the

84



Classical criteria for stability, with an extension

flow by the dynamics provides the constraint

(6q) = 6q =Y 6q] (¢]) = (Oqu—0) = 0T .

i>1

We use then this constraint to express one coordinate in term of the

others :
1 o=
dqi = —~ [ 0To — Z dgi (el) |,
(ef) i—1

where we have used two properties of the smallest Laplacian eigenmode
e : 1) it is always non degenerate ii) it has always a non-zero mean value
({e1) # 0). The quadratic functional Q)2 given by equation (3.12) becomes
then

1l "
Q2[0q] = — Z (52-,]-/\;' + 7<6Z> <6;]>A’1'> 5q§’5q§-’—z N5q? +linear terms

i>2,5>2 () i>1

where 6; ; is the Kronecker symbol.

To show that this functional is definite positive, one has to diagonalize
it, and to show that it smallest eigenvalue is strictly positive.

In the subspace of zero-mean Laplacian eigenvalues, Q2[d¢| is diagonal,
and its smallest eigenvalue is positive if 3 > — (X, + R~2).

In the subspace of non zero-mean Laplacian eigenvalues, the functional
()2[dq] is not diagonal, but it will not be necessary to diagonalize it expli-
citly. We want solely to know the critical value of 5 for which the smallest
eigenvalue in this subspace is zero. For this critical value, one has

‘v’i22,A§'5q Z < > //5 //_

j>2

By multiplying this equation by (e’ >/A” summing over ¢ > 2, and
dividing the whole sum by 222 <e] >, we obtain the condition

(er)’

Zi: ()\;/—I—R_2)_1 +5—1

~0 (3.14)

Let us call — (A} + R™2) the greatest value of B such that the previous
equality is satisfied. This corresponds to the critical value of (3, below which

85



3. CRITERES DE STABILITE : APPLICATION AUX JETS DIRIGES VERS
L'EST

the functional Q7 is no more positive definite in the subspace of non-zero
mean Laplacian eigenmodes.

Remembering that 5 = min {f’ (ﬂ) }, we conclude that when taking into
account the constraint given by the circulation conservation, the functional
(), is positive definite, and thus the flow is nonlinearly stable if :

min {7 @)} > - (min 04,5+ )

Let us show that this criterion lowers the bound given by the second Ar-
nold criterion. It has already been said that the lowest Laplacian eigenmode
is always associated to a non zero-mean eigenmode, and is non-degenerate :

7= A1, It implies A7 < A]. Furthermore, a direct analysis of (3.14) shows
that A{ < A}. Finally, we have (min {\}, \j} + R™?) > (\; + R™?). Notice
that the subset of zero-mean Laplacian eigenmodes is generically empty if
the domain geometry admits no particular symmetry axis. In that case, the
criterion for stability becomes simply min {f'} > — (A} + R™?).

To conclude, taking into consideration the constraints given
by the conservation laws of the dynamics allows to improve the
stability criteria based on the energy-Casimir functional method.

This result is particularly interesting in the context of the Robert-
Sommeria-Miller statistical theory for the potential vorticity, in non viscous
two-dimensional and geophysical flows : those theories predict a final (at
sufficiently large time) organization of the flow, characterized by a mono-
tonic § — v relation. It is an important issue to determine whether those
states are nonlinearly stable or not. Thanks to the second Arnold criterion,
this was proven for a large class of statistical equilibria. Our result extend
the proof of nonlinear stability to an even larger class of equilibria. It is still
an open question to prove this result for all the statistical equilibria.

Link with linear and formal stability

We have explained earlier that nonlinear stability implies formal stabi-
lity and linear stability. The link with formal stability becomes clear when
computing the second variations of H¢ :

82 He[dq) = % /D ((Ww)2 + ((2@ + S(%)) dxdy . (3.15)
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There is formal stability if 52 Hc is positive (or negative) definite. To make
explicit the link between formal and linear stability, let integrate by part
the previous equation. We obtain then the expression

1 1\ 1
2 _ - _ B -
0°Helog) = 3 (0gHdq) where H = (A R2) + @) (3.16)
It is then straightforward to check that the linear dynamics (3.5) can be
written on the form

90q = J(Hdq,q) , (3.17)

and then to show that the functional §2H ¢, sometimes referred as pseudo-
energy, is conserved by the linearized dynamics. From the previous analysis,
two criteria for linear stability can readily been stated :

— criterion (i) If f'(¢) > 0 everywhere, then 0°Hc[dg] > @Q1[dq),
where (), is given by equation (3.7). This means that 6> Hc is positive
definite if () is positive definite, which is true if min { 1! (E)} > 0.

— criterion (ii) Similarly, if f’ (1)) < 0 everywhere, then —0?H¢[dq] >
Q2[0q], where Q5 is given by equation (3.10). This means that —0>H¢
is positive definite if ()5 is positive definite, which is true if min {f’ (E) } >
— (min {\, A} + 7).

In both case, +62H¢ defines a norm for the perturbation, and is conser-

ved by the linearized dynamics : it provides thus the linear stability of the
solution § when the previous criteria are fulfilled.

Refinement of the criteria for linear stability

Notice that in case ii), the inequality —6*Hc[dq] > @Q2[dq] is not optimal.
As far as —6? H[dq] is itself a quadratic functional, one can obtain a better
criterion for linear stability by diagonalizing it directly. To that purpose, we
follow the method proposed by Ghil and Wolansky [138, 137], by considering
the generalized eigenvalue problem

¢ ¢

=5 T U=
R2 f’ (¢)
which has the familiar form of a Schrodinger equation for an energy level

equal to zero. Since — f’ (E) > (), the generalized eigenvalue problem has
a complete set of eigenfunction {¢;},.,, orthonormal with respect to the

A —

=0, (3.18)
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measure —dxdy/f' (1), and associated to positive eigenvalues 0 < py <
.. < p; — oo. By using (3.16), it is then straightforward to show that He; =
—Nei/ ' (¥), with e; = —f' (V) ¢; and A; = 1 — 1/p;. By decomposing the
perturbation on this basis, we then obtain

—8?He = Z \idg?  with g = Zéqiei(x,y) (3.19)

i>1 i>1

Without constraint on the perturbation dq, we see directly that
this functional if positive definite if \; > 0. In the following, this
will be referred as criterion (ii-a).

The previous case is the analogous of the second Arnold criterion. By
following the same kind of computations than for the extension of the second
Arnold criterion (see previous subsection), one can take advantage of the
conservation of the quantity (6q) = 6I'g by the linearized dynamics (3.5) in
order to obtain a larger criterion for stability. The computation is carried
in annex A, where it is shown that the solution g is formally (and then
linearly) stable when

min{\}; , \] } >0, (3.20)

where A} is the smallest generalized eigenvalues of H associated to a
zero-mean eigenmode? ((€}) = 0)), and where A} is the smallest zero of

@2 . (3.21)

s =YLy

Since the smallest generalized eigenvector of H is always non-degenerate,
with a non-zero mean value, we have necessarily \{ = \; < \|. In addition,
a direct analysis of equation (3.21) gives A\; < Aj. This criterion, that
will be referred as (ii-b) in the following, is thus less restrictive
than the criterion (ii-a).

In practice, the discussion for the stability will require the computation
of the solutions of the generalized eigenvalue problem (3.18).

2Notice that this eigenmode does not exist generically if the domain has no symmetry
axis. In that case, one can consider \j = +oo.
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The case of a channel

Because of its considerable simplification for analytical and numerical
computations, the case of channel flows have been widely studied in the
literature (see for instance [129, 38, 137, 138]). We consider here the case
of either a periodic (¢Y(z + L,y) = ¥ (z,y)) or of an infinite channel in the
zonal (x) direction, with north (y = 1) and south (y = —1) boundaries,
which provide the conditions (1) = vy, and ¢(—1) = ¢_,. Notice that
the constant ¢4, can a priori be different on both boundaries.

We consider in the following the particular case of a parallel stationary
flow characterized by its potential vorticity g(y) or its stream function 9 (y).
There is no meridional velocity (i, = 9,1 = 0), but only a zonal component
Uy = —@E. Let us first present the classical criteria for the linear stability
of such flows, then recall the link between those criteria and the formal
stability, and finally give an extension of those criteria.

The (classical) Rayleigh-Kuo-Fjortoft criteria

The Rayleigh criterion (1880) was originally proposed in the context
of the Euler equation (R = +o00 and 3. = 0). It states that any stationary
zonal solution is stable if the potential vorticity g(y) is a monotone
function of y. The Kuo criterion (1949) is the same, except that it in-
cludes the effect of a beta plane (3. # 0). Those criteria are also unchanged
when one considers a finite value for R.

The Fjortoft Criterion (1950) is more general : it states that any
stationary zonal solution is stable if (u, — Us) dg/dy > 0, for any va-
lue of y, where Uy is a constant that can be chosen arbitrarily. This criterion
is more general than the previous one : if one chooses Uy > max,{u(y)} (or
Us < min,{u(y)}), then this sufficient condition becomes dg/dy < 0 (or
dq/dy > 0).

To obtain the Fjortoft criterion, one must first notice that in the case
of a channel flow, the problem is Galilean invariant in the x direction : the
velocity is then defined by u,(z,y) = —0,% + Uy, where U; is a constant
than can be chosen arbitrarily.

Let us now consider the functional (3.22), written slightly differently :
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§*Heldq) = % /D ((v5¢)2+ (5;_52) +‘Z//5§ (5q)2> dxdy . (3.22)

This functional is definite positive, conserved by linearized dynamics :
the flow is therefore formally stable if (d@/ dy) / (dg/dy) > 0, which gives
then the sufficient condition — (u, — Us) / (dg/dy) > 0, whatever U : we
recover the Fjortoft criterion for linear stability.

Notice that it is not necessary to assume that there is a single relation
g=f (E) in the whole domain to derive such condition for stability.

The previous criteria are obtained by finding a condition to have 62H
positive definite, like for the first Arnold criterion (i). Let us now give
another criterion, by finding a condition to have §°H¢ negative definite,
like in the case of the second Arnold criterion (ii) and of its extension (ii-
a) and (ii-b). The translational invariance of the problem in the case of a
channel flow will allow to improve the criterion (ii-b) given by (3.20) .

An extension of the criteria for stability in a channel

Let us decompose the perturbation on Fourier modes in the = direction :
00 7
Sql,y) = Z Sau(y) exp (2imh T )

By projecting the equations (3.5) for the linearized dynamics on the
Fourier modes (in the x direction), one finds that for each value of k,

2k
8t5Qk =

2 2,2 -1
J (Hidqr, q) with Hy = — (d— AT i) +L— :
I (¥)
(3.23)
where 7 refers to the imaginary unit, and where dg, is a function of y and
time ¢ only. To show the linear stability of the stationary solution g, it is
then sufficient to show the linear stability of the perturbation dq;, for any
value of k, since each component evolves independently of the others.
To that purpose, the formal stability of the solution can be shown by

considering the functional —02Hc, = (dqpHrdqx), where the notation (-)
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stands now for an average in the y direction. This functional is quadratic
and conserved by the linearized dynamics (3.23).

It is therefore sufficient to give a condition for this functional to be posi-
tive definite. Since the demonstration follows step by step the one presented
on the sub-subsection "Refinement of the criteria for stability", we give only
the result.

Let us call {fu,};-, the set of solutions of the generalized eigenvalue
problem -

d® i A2 k?
dy? L?
where the {¢y;},., defines a complete basis, orthonormal with respect to

the measure —dy f’ (E) It is straightforward to show that —6?Hey = >, >
Ak,i0Gy ;» Where

1 S
TR ) Ori = —pif (Bc) s - (329)

1 _
, Q= 25%46/“' with e (y) = —f () dri(y).

Hki i>1

Aki=1-—

)

If \ix > 0 whatever the values of ¢ and k, then the flow is stable.
This criterion is exactly the same as the criterion (ii-a). In that case, the
stationary solution is an extremum of the energy-Casimir functional.

However, it will now be possible to obtain a better criterion than (ii-b)
by noticing that the quantity (dgx) is conserved by the linearized dynamics
(3.23) for each given value of k. It provides then an infinite number
of constraints (one for each value of k) that can be taken into
account. We obtain then the following criterion (ii-b-channel) : the flow
is stable when

Vk, min {\,;, \py } >0, (3.25)

where the A} ; is the smallest eigenvalue among {Ay;},,, associated to
a zero mean eigenmode ({exi;) = 0), and where A} is the smallest zero of
the function
ek 1 €k,i
= , 3.26
fk( )\kl +Z)\m—x ( )

i>2

Notice that criterion is better than (3.20). Suppose for instance that
whatever the value of k, A, is negative, while all the other eigenvalues
are positive : the energy Casimir functional admits an infinite number
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of unstable direction (the eigenmodes ey 1(y)). Taking into account the
constraints, which provides the criterion (3.25), this saddle point becomes
in some cases an extremum, which then provides the proof of the linear
stability of the flow.

3.2 Application : linear stability of an
eastward jet in a channel

In this section, we show the linear stability of an intense eastward jet
characterized by a single § — ¢ relation in the whole domain. The interest
is twofold : i) such flow does exist in mid latitude oceans; this point will be
discussed at the end of this section, and ii) this is a case where none of the
previous criteria but the extension (3.25) can be used to show the stability
of the flow.

On the Boundary conditions

In the following, we consider the case a channel with the boundary
conditions 1 (—1) = (1) = v,. Because we look for a symmetric solu-
tion (¥(y) = —b(—y)), we choose 1, = 0. We could have chosen a priori
different values of vf, at north and south boundaries to satisfy the imper-
meability constraint. However, if those north and south boundaries were
connected by east or west boundaries, those values would have to be equal.
This choice has thus to be interpreted as a first step toward the more com-
plicated case of the stability of an eastward jet in a closed domain.

On the ¢ — v relation

Notice that a class of inertial solutions presenting an eastward jet in
a channel have already been described in former studies [50, 49|. In those
studies, the streamfunction profile ¥(y) was first fixed, with the required
properties, namely a strong and localized eastward jet around y = 0 (@ﬂ <
0 for —y. <y < y,, with y. ~ R) and an uniform westward recirculation in
the whole domain (9,1 > 0 for —y < y,. and for y > y,). This is for instance
realized by the choice

¥(y) = — tanh (%) + ytanh <%) ,
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Then the vorticity g(y) = @// — 1/ R? + B,y can be computed. It is easy to
show that for sufficiently high values of /3., G(y) is monotonic, and then the
jet is linearly stable, by using the Kuo criterion [88§].

However, this solution could not been studied in the case of a closed do-
main (by considering east and west boundaries) : to each streamline above
Y. (or below —y,..) corresponds a single streamline between 0 and y,. If they
were east and west boundaries, those streamlines should be connected at
boundaries, to satisfy the impermeability constraint, and thus be characte-
rized by the same value of the potential vorticity g, in order to be consistent
with the fact that iso-lines of the potential vorticity are also streamlines for
stationary flows. In the example given above, this is not the case.

Our point of view will be here rather to consider a given and unique
relation § = 1, to show that there exists a stationary solution with the
required properties, and then to show the stability of the flow. The stability
of those kind of flows is not an obvious issue : let consider any continuous,
monotonic § — v relation, and a stationary profile 1)(y). Because of the
boundary conditions in the channel (1/(£1) = 0), we have g(—1) = g(1).
The potential vorticity g(y) is not a strictly monotonic function of y, and
the Kuo criterion does not apply for such states. It means that we need to
go further this criterion to prove linear stability of the states we describe.

Description of a stationary solution presenting an
eastward jet

We compute and describe in this subsection a stationary state presenting
an eastward jet, in the case of the relation § = 1 — 2H(¢), where H is the
Heaviside function (H(y)) = 1if ¢ > 0, 0 else). We consider a case where
there is as much positive as negative PV in the channel. We expect to have
an eastward jet if all the positive PV is in the north (y > 0), and all the
negative PV is in the south (y < 0). Let us first compute the streamfunction,

by inverting the relation
— (0
R?

This equation can be directly solved. For y > 0, the solution is given by

=2H (y)—1- Py . (3.27)

_ 1 sinh %
— R?cosh L + R? (1 — 8, — cosh — R4 B2 (By—1 2
Y = R*cos R—l—R ( B. — cos R)sinh%jLR(ﬂy ), (3.28)
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and is antisymmetric : ¥ (—y) = — (y). The form of the streamfunction
is presented figure 3.2, for R = 0.05 and . = 0.5. The corresponding
velocity field is purely zonal. A strong eastward jet is distinguished at the
middle of the domain, where 1) is decreasing, and a westward recirculation
taking place in the whole domain, where 1 is increasing. In the limit of
small Radius of deformation R — 0, the jet width, defined by the distance
between the extrema of 1, is of order R, and the velocity at the middle of
the eastward jet (in y = 0) is of order R :
-0 dw 2 2
uy=——| =R-[.R+0(B.R) (3.29)
dy |,
Two limit cases for the westward recirculation are distinguished, according
to the value of 3, :
— if 8. — 0, the westward recirculation of the flow is mostly confined at
the north and south boundaries, as strong jets of characteristic width
R.
— if 8. — 1, the westward recirculation takes place in the whole channel,
as a weak current of characteristic length 1.
The case presented on figure 3.2 is an intermediate situation between those
two cases.

Notice that this solution exists if and only if the streamfunction 1 (y)
remains negative for any y € [0 1]. If the sign of the streamfunction changes
in y € [0 1], then the sign of the PV field also changes, as § = 1 — 2H (v),
which is not consistent with the initial assumption that g(y) > 0 for y > 0.
Taking the limit R — 0, one finds that the condition for the existence of

the solution with an eastward jet is then 3. < 1.

Because g(y) is not a strictly increasing function of y (dg/dy = 0 eve-
rywhere but on the boundaries), the Rayleigh-Kuo-Fjortoft criteria do not
apply. This case is singular because we have considered a non-continuous
G— relation. We then choose g, = — tanh (%EC), and will take at the end
of our analysis the limit ¢y — +o00 in order to recover a step function. Howe-
ver, we have seen in the previous subsection that the Rayleigh-Kuo-Fjortoft
criteria do not apply for zonal flow characterized by a continuous § — 1) re-
lation in a channel (with the boundary condition (1) = 1(—1) = cst). It
will then be necessary to go further those criteria.
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The first step is to check that the stationary solution (3.28) obtained for
the step function still exists in the case G, = — tanh (%ﬂc), for C > 1. By
doing an asymptotic expansion of the solution in R?/C) it is shown in annex
B that this solution exists indeed. Its form is given by equation (3.28), with
additional small corrections of order o (R?/C'). We discuss in the following
the stability of such a solution in the limit C' — 400 and R — 0. The case
“C, R finite” will be discussed later by the mean of numerical computation.

Linear stability of the eastward jet

To discuss the stability of the flow, it will be necessary to compute the
eigenvalues \g ; related to the generalized eigenvalues py ; of (3.24) by A\p; =
1—1/pug ;. It is shown in annex C that in the case of the stationary solution
e (3.28), which prescribes the “potential” ff (represented on figure 3.2),
these eigenvalues are

1 1
Vk, M1 =—-B.R+o (RQ) + 0 (5) and Vi>2, MN,=1+40 (5)

(3.30)
For a given k, the smallest eigenvalue A is negative, while the others
eigenvalues are strictly positive. [t means that the stationary solution is
a saddle for the functional 6*H¢ given by (3.19), and the criterion (ii-a)
cannot been fulfilled.
However, it is shown in the following that the criterion (ii-b-channel)
given by (3.25) is fulfilled.

Notice first that for a given k, only the smallest eigenvalue A;; is ne-
gative. Let us show that this eigenvalue is associated to an eigenmode of
non-zero mean, with (eg,) ~ 1.

The eigenmode ¢y 1(y) = —ex,1(y)/f’ (¥¢) represented on figure 3.4 has
been computed in annex C, see equations (3.40) and (3.46). It is a symme-
tric decreasing exponential localized on the jet, on a characteristic width ~
1/v/R~2 + k2. This eigenmode is normalized such that — <¢i71/f’ (v)) =1.
In the limit C' — +o0, this normalization condition gives ¢, 1(0) = 1. We
have then (e, 1) = — <¢1,kf’ (EC)> =1, for C — oc.

Since Ay 1 is always associated to a non zero-mean eigenmode, and is the
only negative eigenvalue for a given k, we conclude that all the eigenvalues
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Stationary state (uc = —dy)

RZ

Voly))

IR

. coshz((_?fl —0y))

C/R?
(:05112( C(BR-1) )

e

\&

= E%
F1G. 3.3: Above : the § — v relation is a step function, with zero circulation, in the

case where all the positive PV is in the north (see section 1). Below : corresponding
potential when g = fo(¥¢) = — tanh (s529¢) with C' — 400 (see section 3)
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qsﬂ.ﬁll(y)
1

-4 0 1

Y
F1G. 3.4: The eigenmode ¢r; = —ex1/f (1) is a symmetric, decreasing exponential

localized around the jet (y = 0), of characteristic width » = 1/v/R=2 + k2, see equation
(3.40).

associated to a zero-mean eigenmode are strictly positive, and in particular
/ 0
k1 > U.

We have then to check that the smallest zero of the function fi(z) given
by (3.26) is strictly positive, for any given value of k. We give a schematic
representation of the two terms of this function fi(x) on figure 3.2. The blue
(plain) line corresponds to the term 3., (ex.s)” /(Mei — ) as a function of

x, while the red (plain) line corresponds to the term (eky1>2 /A1, which
does not depend on x and is negative. The zeros of f(z) are located at the
crossing between the two curves.

It the schematic case presented figure 3.2, all the crossing points are
located in the area x > 0 : the criterion for stability is then fulfilled. Let us
show that is is indeed the case for the solution presenting an eastward jet.

Let us inject the expressions (3.30) of A\ ; in (3.26), which gives
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F1G. 3.5: Schematic representation of the criterion for stability : The A\g,; are the
eigenvalues of Gy, with A\;1 < 0 and Ag; > 0 for ¢ > 2. The zeros of f(z) are located
at the crossing between the red and blue curves, see equation (3.26). There is formal
stability if the smallest zero is positive. In our case of interest (R < 1 and C > 1), all
the A\pq, @ > 2 tend to 1, and (ex,1) /A1 tend to infinity, so the smallest zero of f tend
also to one.

BeF Z (exs)* +0(1/C) +o0 (R?) .

Vi>1l, x=1- 5
{er.1) i>2

Since -, (ers)? =1 and (eg)” is of order 1, we conclude that z, and
then all the zeros A; ; of the function fi given by (3.26) tend to 1 :
Vi1l N,;=1+0(1/C)+0o(R) .

In particular, the minimum min {)\ZJ,’i > 1} tends to 1.
Finally, the criterion ii-b-channel given by (3.25) is fulfilled : the flow
presenting an eastward jet is then linearly stable.

Estimation of the parameters in oceanic context

In mid-latitudes oceans, the inertial part of the eastward jets such are
the Gulf Stream or the Kuroshio are characterized by typical velocities
U* ~ 1 ms~! and a typical width given by the Rossby radius of deforma-
tion R* ~ 50 kms~!. The notation “*” is here used to indicate that we
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consider the quantities in dimensional units. The jet is associated to a front
of potential vorticity Ag* = U*/R*. The meridional (north-south) extension
of the recirculating flow around this inertial jet is given by Ly ~ 1000 km.
In the previous analysis, time and length units have been adimensionnalized
such that the jump of the potential vorticity across the front is Ag = 2,
and such that the meridional extension (in the y direction) of the channel is
L, = 2. With this length unit, the Rossby radius of deformation is R ~ 0.1.
Our choice to take R < 1 is justified by the scale separation with the do-
main size.

The parameter 3. can be expressed in terms of dimensional quantities :
B. = BrR*L; /U*. By taking the order of magnitude of the different quan-
tities given previously, and 3% = 1.6107''m~1s™1) one obtains 3, ~ 0.8.
Remember that the condition for the existence of the eastward jet associa-

ted to the front of potential vorticity on the channel was 3. < 1.

3.3 Propagation of a PV front

The eastward jet described in the previous section is associated to a
zonal front of potential vorticity. We present in this section the evolution of
small perturbations of such fronts. While the result obtained in the previous
section is more general (the linear stability is shown for any perturbation of
the solution, not only for the perturbation of the zonal front), this section
gives a qualitative understanding of the evolution of the perturbations.

To that purpose, we first study qualitatively the evolution of any PV
front, be it zonal or not, and then give a more quantitative study, which is
focused on the evolution of small perturbations around a zonal PV front.
The results presented in this section are not new, since such an approach has
been studied numerically and theoretically in the 80ties, mainly by Pratt
et al [94, 93, 34].

Description of some limit cases

Let us consider here an arbitrary domain composed of two sub-domains
of uniform PV, differing by their sign. Let us call (s) the parametric curve
corresponding to the front between the sub-domains, where s is the arc
length of this front. At a given point s of this front, the curvature of the
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tdt /@.é/

F1G. 3.6: PV front without beta effect. At time ¢, the velocity on point A depends only
on the PV field inside the circle of radius R, as the interactions are screened at this length
scale. a) The curvature C, of the front is low compared to R~ (C, < R™!) : at lowest
order, the front is a stream line. b) Same case, with an additional perturbation of
amplitude and wavelength smaller than R : the perturbation is purely advected
along the front.

front is given by C, = d?y(s)/ds® (this is the inverse of the radius of the
osculating circle at this point).

Our aim is to determine the evolution of the front in different cases, in
the limit of small Rossby radius of deformation. To determine the velocity
of the front, one needs to invert the equation Ay — v /R* = g — 3.y on the
front. For that purpose, we introduce the Green operator, solution of

AG—%:(S(:L'—:B')é(y—y') (3.31)

Let us consider the boundary condition G(y,z,0,0) = 0 on the domain
boundaries 0D. As the parameter R acts as a screening length for the
interactions, and as we will consider the limit R — 0, the computation
of the velocity field at a given point of the PV front will depend only on
the local distribution of the PV field. Let us be more precise. Far from the
boundaries, equation (3.31) is invariant by rotation, so G depends only on

7"—\/ —) +(y—y)

The equation (3.31) becomes 0, (r'0G) — 'G = §(r') /7, where ' = r/R.
— For r > R, the solution of this equation is G ~ e~"/% with additional
small corrections.
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— For r < R, the solution of this equation is G ~ Inr as in the two
dimensional Euler equations.
One then obtains the expression of the streamfunction in term of this ope-
rator :

bla,y) = / (4@ o) — By') Clr/ R)d'dyf (3.32)

As far as the field ¢ is supposed to be known at a given time, one can
use the linearity of the previous equation to distinguish two independent
contributions for the streamfunction : ¥ = 9, + ¢g.. The first term comes
from the field ¢ itself, while the second one comes from the beta effect Fy.
One then obtains a velocity field decomposed into those two contributions :
u=u,;+ug,.

Term due to the beta effect (8.y). Let us consider first ¢ = 0 in
(3.32). After a change of variable (Y = y — /) in this equation, and a
straightforward computation, one obtains 15, = —B.yR? + cst. Then, the
variation of the Coriolis force with latitude implies a constant westward
drift of any fluid particle, with velocity ug, = —f3.R%e,.

Term due the PV field ¢ in the limit of a PV front having a small
curvature C, < R™!, see figure 3.6-a). We now consider 3, = 0 in
(3.32). At lowest order in RC,, the PV front can be locally considered as
a plane. Let us consider that the jump of PV is equal to one. At a given
point of the front, we define a local coordinate  in a direction normal to
the interface. The streamfunction can then be easily computed : ¥ ({) =
1 —exp (—C/R) for ¢ > 0. It means that the velocity of each point of the
front is (at lowest order) tangent to the front, equal to R. The front is thus
left unchanged by the associated flow. Notice that if the curvature of the
front is constant, whatever its value compared to R, the same analysis can
be carried : at lowest order in the variation of the curvature, the velocity
on the front is tangent to the front. One can shows that the magnitude of
the velocity varies between 0 (when C, > R™!') and R (when C, < R™!).

Advection of small perturbations on the PV front (figure 3.6-b).
We still consider the limit of small curvature RC,, < 1 for the PV front, and
8. = 0, but with small additional perturbations on the front, of amplitude
| < R and wavelength A < R. The streamfunction is given by (3.32). In this
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expression, the effect of the term G(r/R) is to smooth out the fluctuations
of the PV field of typical length scales smaller than R. This term can be
interpreted as a filtering operator of typical length scale R. It means that
the small perturbation (of typical length r < R) will have no effect on
the velocity field, at least to lowest order. We conclude that these small
perturbations are purely advected along the PV front.

Application in oceanographic context

We show here that the previous analysis might be relevant to explain
some qualitative features of the inertial eastward jets at mid-latitudes, as
the Gulf stream or the Kuroshio.

Evolution of an isolated patch of uniform PV in a background of
PV with the opposite sign (figure 3.7-a). On almost any satellite
observation of the Gulf Stream, one can notice the existence of isolated
patches almost circular, that are created by the occurrence of unstabilities
on the jet, and that are then drifted westward. This occurs either at the
north of the jet (the isolated patch have then negative values of PV), or
at the south of the jet (the isolated patch has then positive values of PV).
Their characteristic radius varies between 80 and 300 km, their westward
velocities vary between and ms™!, and the velocity along the PV front is
of the order of the velocity of the jet ~ 1 ms™?.

One can model those structures as isolated patch with uniform PV va-
lues, evolving in a background of uniform PV having an opposite sign.
Following the previous analysis, if the PV front has a curvature such that
C, < R™! or if its shape is closed to a circle (we neglect the variations
of C,), then the isolated patch is drifted westward, at velocity 3.R?, while
keeping its shape. Meanwhile, there is a flow of velocity ~ R at the interface
(in non dimensional unit, this also corresponds to the jet velocity). This is
consistent with the observations reported.

Evolution of perturbations on zonal front (see figure 3.7) :  We now
consider that the PV front is close to a zonal line, which is the configuration
of interest for this chapter, to study the stability of such front. We are
interested in the description of the evolution of perturbations having a small
amplitude. This case will be investigated more quantitatively in the next
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subsection, and the comparison with observations will be further developed.
Let us just briefly mentioned that perturbation of the zonal jet having
long wavelength are known to propagate westward, “against” the jet, while
perturbation of small wavelength are propagating eastward, almost purely
advected by the jet |89]. Our previous analysis is consistent with this :
we predict a westward drift of the long wavelength (for waves numbers
k < R7!) at a velocity ~ R?8., and an eastward advection of the small
wavelength at the velocity of the jet~ R. We make these arguments more
precise in the next subsection.

Analytical approach in the case of small perturbations
of a zonal PV front

We focus on this subsection on the linearized evolution of small pertur-
bations of a zonal PV front corresponding to an eastward jet, in a channel
of infinite extension in the zonal direction. We obtain first a dynamical
equation for the front [(x,t). We then linearize this equation around the
stationary state [ = 0, and find that small perturbations are stable. We
obtain a dispersion relation in agreement with the previous qualitative ana-
lysis.

Dynamical equation for the PV front associated to an eastward
jet

At a given point of abscissa x, there is positive PV if y > [(z,t), and
negative PV if y < [(z,t). The PV field is then fully prescribed by the

knowledge of [ :
q=2H(y—1(z1) -1,

where H is the Heaviside function. When [ is known, one can compute the
velocity field u,(z,1), uy(x,) on the front. Our problem is thus reduced to
the study of the dynamic of this front. We inject the previous expression of
q in the advection equation 0;q+uVq A straightforward computation gives

Ol + uz 0,1 = uy, (3.33)

The front is advected by the zonal component u, = wu, (x,l(z,t)), and
the meridional component u, = u, (z,[(z,t)) acts as a source term for [. The
velocity components depend on [; the dynamic for [ is thus autonomous.
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(%)

F1G. 3.7: a) isolated patch drifted westward by the beta effect b) perturbation of a
zonal PV front corresponding to an eastward jet
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The streamfunction of the flow can be decomposed into a mean component
¥ (y), corresponding to the state [ = 0, and a perturbation 0v¢;(x,y,t) :

Y =1+

Perturbation around the stationary state

The mean state 1/(y) has been already computed and described in the
first section of this chapter, see equation (3.28). Remember that this so-
lution present an eastward jet that has a characteristic width ~ R and a
characteristic velocity ~ R, with a weak westward recirculating flow in the
domain bulk. By using the equations (3.2) and (3.27), one finds that the
perturbation satisfies the equation

(8- ) o =20 G-~ H ()

To solve it, we consider the Green operator, introduced in equation
(3.31) : AG — G/R* = 6(x — 2')d(y — ). Because of the translational
invariance in the x direction, we consider that G = G (z — 2’,y,y’). The
boundary condition also provides G (x — 2/, £1,%’) = 0. The perturbed part
of the streamfunction can then be expressed in term of G :

+o0 400
sw=2 [ i [y - 1@) - HW)G e - ) (330)

From this expression, one can deduce the corresponding velocity com-
ponents : 0u;, = —0,01; and vy, = 0,0Y;.

Linearization of the dynamics

By using the relations u,(z,1) = u,(x,[) + du;, and u, = du,, it is then
possible to expand those quantities in series of [, and to keep only the lowest
order terms in the dynamical equation (3.33). We then project this equa-
tion on Fourier modes. Due to translational invariance, it is expected, (and
shown in annex D) that each of these Fourier modes evolves independently
on the others :

tanh R—2 k2
Vk, Oyl +iwgly =0 with wp=Fk (ﬂg B an\/%/?))
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The term w0 is the maximal (purely zonal, located on y = 0) velocity of
the unperturbed jet, given by equation (3.29). One then obtains an explicit
expression of the PV front, as a superposition of propagating waves :

1 [t~ .
I(z,t) = — / 1Deitke=wrt) g
’ 21 J_ o

We see that any initial perturbation of the zonal PV front do not diverge
(for the linearized dynamics). Each Fourier component of the initial per-
turbation is propagated with a phase (or group) velocity constant in time,
depending only on the wave number k, while the amplitude of those Fourier
components remains constant in time.

Dispersion relation

Let us study the dispersion relation in the limit of small Rossby radius of
deformation : R < 1. The zonal velocity on the jet is 7% = R—3.R*+0(R?),
as obtained in equation (3.29). For wave numbers such that k < R™!, the
dispersion relation is

1
wy = —kR? (50 - 51&3) +o(R) .

The phase velocity vy(k) = wi/k and the group velocity v,(k) = Oxwy
are presented on figure (3.3). In any case, a small wavelength corresponds
to eastward propagation, and a large wavelength corresponds to westward
propagation, consistently with the analysis carried at the beginning of this
section. Both phase and group velocities are 0 at a critical wave number of
order of magnitude ~ \/(3./R : at this value, the advection of the pertur-
bation by the jet is compensated by the westward drift. It defines a cha-
racteristic length Lr = /f./R known as the Rhines scale (in dimensional

unit, this scale is L}, = /3 /U*).

Comparison with observations

Observations by satellite have made possible to characterize the varia-
bility of the Gulf-Stream. In particular, analysis of the meanders of the
eastward jet have been proposed |72, 71]. Qualitatively, long wavelength
(~ 1500 km ) are propagating westward with a phase velocity ~ 5 km.day™*
(= 6 cm.s™!), while short wavelength are propagating eastward. The fastest
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F1G. 3.8: w(k) : dispersion relation ; vy = w/k : phase velocity of the perturbations ;
vg = dw/dk : group velocity of the perturbations. Negative values of velocities corres-
ponds to eastward propagation.

propagating meanders have a typical wavelength A\ ~ 250km with a phase
velocity ~ 40 km.day™' (=~ 0.5 m.s™1). The critical, stationary waves have
a typical length around 500 km.

From the previous paragraph on the dispersion relation, we expect :

— a westward propagation (in dimensional unit) of the order of 3*R** ~
4 cms~! for large wavelength. This is consistent with the reported
observations. Notice that the westward drift of the Gulf Stream rings
are of the same order of magnitude.

— an eastward propagation increasing of the order of the jet velocity
U*? ~ 1 ms~' for the smallest wavelength. This value is greater than
the reported observations, but note that our analysis gives an upper
bound for the eastward propagation, supposed to be reached for a
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wavelength that tends to zero, while the reported “small” wavelength
are ~ 100km.

— We predict a critical value for the stationary wavelength, at the or-
der of the Rhines scale Lr ~ 250km. This underestimates the value
reported from observations, but it gives a correct order of magnitude.

Notice that the rings of the Gulf Stream have a typical diameter of the

order of the Rhines scale. It is tempting to interpret them as structures
emerging from unstabilities taking place at a scale prescribed by the statio-
nary wavelength. It would however require numerical and theoretical non
linear analysis that are not done in this work.

The formation of those ring is often referred as the pinch off process. In
real flows, the destabilization of the jet can a priori come from barotropic
effects (due to horizontal shear), or baroclinic effects (due to interplay bet-
ween vertical shear and earth rotation). This last effect has been shown to
be an important process in the case of this pinch off process |48|. However,
our study is here focused to the 1-1/2 QG model, which does not take into
account such effect. Our aim is not to describe the nonlinear dynamics of
the perturbations, it is rather to study the linearized dynamics in the limit
of small perturbations, around a zonal jet.

3.4 Conclusion

Nous avons montré la stabilité linéaire de n’importe quelle perturbation
autour d’un jet zonal dirigé vers l'est, caractérisé par une relation § =
— tanh (%E), avec C' — +o00. Ce travail constitue une partie d’un article
en préparation, écrit avec F. Bouchet et E. Simonnet, ou d’autres résultats
sont présentés :

— deux autres preuves de la stabilité linéaire, pour une fonction de Hea-
viside entre ¢ et 1. Une de ces preuves est une application d’une mé-
thode récente proposée par Lin [73|. L’autre preuve est fondée sur une
étude directe de la transformée de Laplace de la dynamique linéarisée.

— Une étude numérique de la stabilité de ces solutions, par la méthode
de Nyquist, en considérant que C' est fini.

Les critéres “classiques” (d’Arnold, pour la stabilité non-linéaire, ou de
Rayleigh-Fjortoft-Kuo pour la stabilité linéaire ) sont fondés sur la recherche

108



Conclusion

d’une quantité conservée (la fonctionnelle “énergie-Casimir”, ou pseudo-
énergie) par la dynamique, définie positive [88]. Nous avons pu conclure
a la stabilité dans un cas ou cette fonctionnelle énergie-Casimir n’est pas
défini positive. Nous avons pour cela considéré un invariant supplémentaire
de la dynamique (la contrainte —linéaire — sur la circulation).

Bien que nous ne l'ayons appliquée que dans un cas particulier (la sta-
bilité du jet dirigé vers l’est), nous pensons que cette méthode a un intérét
plus général, car elle permet de conclure a la stabilité dans des situations
ou la fonctionnelle d’énergie-Casimir est un point selle.

En particulier, nous étudierons au chapitre suivant le probléme varia-
tionnel de la théorie RSM en utilisant une méthode similaire.

Perspectives

Plusieurs extensions de ce travail sont envisageables :

Le cas d’'un modéle barocline. Les modéles a une couche ne peuvent
rendre compte que de l'instabilité barotrope, qui est liée au cisaillement
horizontal. Les modéles a deux couches permettent de prendre en compte
un mécanisme supplémentaire, i.e. l'instabilité barocline, qui est liée a un
transfert de 1’énergie potentielle disponible vers 1’énergie cinétique. Cer-
taines études indiquent que ce second type d’instabilité joue un role impor-
tant dans la dynamique des jets dirigés vers I'est aux moyennes latitudes
[48, 49]. La généralisation des solutions que l'on a présentées dans ce cha-
pitre pour le cas barocline serait donc une étape importante. Il s’agit d’'un
travail en cours.

Le cas d’un domaine fermé. Nous n’avons pour l'instant pu conclure
ni a la stabilité, ni a I'instabilité de la solution qui présente un jet intense
dirigé vers I’est dans un domaine fermé, pour le modéle équivalent barotrope
(voir chapitre précédent). Qualitativement, le fait que les perturbations de
grande longueur d’onde du front de vorticité potentielle se déplacent vers
I’ouest suggére une accumulation d’énergie sur la frontiére ouest, créant une
asymétrie est-ouest.

Le fait de briser 'invariance par translation en ajoutant des frontiéres
est-ouest augmente considérablement la complexité du probléme, car les

109



3. CRITERES DE STABILITE : APPLICATION AUX JETS DIRIGES VERS
L'EST

modes de Fourier des perturbations n’évoluent plus indépendamment les
uns des autres [112].

L’évolution non linéaire de fronts de vorticité potentielle. L’appli-
cation des critéres de stabilité précédents a permis I’obtention de résultats
pour la stabilité linéaire du jet vers dirigé vers l'est. L’étude numérique de
I’évolution non-linaire des fronts de vorticité potentielle, de la formation
d’anneaux, et de l'interaction entre ces fronts et les anneaux est un sujet
actif de recherche [130]. Les outils de mécanique statistique pourraient étre
utilisés dans ce contexte, pour comprendre 'effet de la turbulence dans ces
processus.
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3.A Annex : diagonalization of §°H- with the
linear constraint

We consider the quadratic functional —0*Hcl[dq] = 37, ., Aidg;, where
the perturbation d¢ = > .d0¢ei(x,y) is projected on the complete basis
{ei},~, of eigenmodes of the operator H given by (3.16), with eigenvalues
\; in increasing order.

The aim of this annex is to diagonalize 6° Hc when the constraint Y .., d¢; (e;) =
6T (which is conserved by the linearized dynamics) is taken into account.

We introduce the subset {e}},., of zero mean eigenmodes ({e}) = 0), and
the subset {e/},~, of non-zero mean eigenmodes ((e;) # 0). The constraint

can be used to express ¢ = (0T — >0 4 (e ”)) / (e}), and then

’l

/l

—6°He = Z Nbgl? + Z Z (X'(S i+ )\” < ) >> 6q; 0q; + lin. terms
€]

igel 1>2 j>2

In the subspace {e.},.,, —6*H¢ is positive definite if and only if A} > 0.

In the subspace {€/'}..,, it is necessary to diagonalize the purely quadra-
tic part of —02H¢. Let us consider the set of eigenvectors {ak = Ei22 ag €l o1
with eigenvalues A} in increasing order of this quadratic part. By definition

of those eigenvectors, we have

Vi>2, Y (A”é i+ X’ <2 >> i = Nolp -

i>2 (e1)

Finally, multiplying this last equation by <e;-’ Y/ (X! = A;), summing over
j > 2, and dividing by >, <e;’> ay j, one finds that the set of eigenvalues
{Ak sy are given by the the zeros of the function :

f(z) = X/ +ZX/ . (3.35)

1>2

The functional —62H¢ is positive definite in the subset of non zero mean
eigenmodes if the smallest zero of (3.35) (A} ) is positive.
To conclude, —§*H¢ is positive definite if and only if min {\} , A\j} > 0.
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3.B  Annex : asymptotic expansion of the
stationary solution

Our aim is here to show the existence of a stationary solution presenting
an eastward jet in the case §o = fo(1o) = — tanh (5¢) with C — +oc.
We also consider the limit of small radius of deformation R — 0.

Let us suppose that G- = G- (y) (case of a parallel flow), and that is is
positive for y € [0 1] and negative for y € [—1 0], with §-(y) = —Go(—y).
The corresponding streamfunction is then expected to be invariant in the
x direction, and antisymmetric, with 1) < 0 for y € [0 1]. In the following,
the case y > 0 is considered. The streamfunction v satisfies the equation

7T o
W ' + By = fe(¥e) with ¢¥o(0) =¢e(1) = 0. (3.36)

Different asymptotic areas are distinguished, and then matched toge-
ther, in order to prove the existence of the solution presenting an eastward
jet.

Area a) Let us consider first the area where |5t¢o| > 1. We expect
this to happen in the domain bulk. In this area, we have —tanh (%@C) =
—1te @l (e_(%%). Let us write the streamfunction v, = ¥, +v

where

ac)

), = Acosh% + Bsinh% + R*(By — 1) (3.37)

is the solution of d*,, /dy*—,/ R*+ 3.y = 1. By using (3.36), one finds that
the correction ¢, satisfies the equation d?¢,,./dy*—,./R* = O <e_(§fw“> ;

its order of magnitude is therefore v, ~ e=Ca,

Area b) Let us consider another region, where =+ By < fo(b¢). We
expect this to happen around y = 0. Let us write ¢ = ¥, + 1. , with

d*, R? dlog (cosh (%1,))
d?y C dip, '
This equation has the familiar form of a particle in a potential, where y and

1, would be respectively the temporal and the spatial coordinates. The
energy is a conserved quantity :

C_
= —tanh(ﬁ@bb) =
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d C —
E, = 5 (diyb) + el log (cosh <ﬁ¢b)) . (3.38)

Matching between areas a) and b) Let us match the solutions in
the different asymptotic areas. Let us for that purpose consider a particular
point g, such that 1 (y.) = —R2?/C® with 0 < o < 1. Obviously, |%EC| > 1,
and this point is in area a). Let us suppose that this point is also in area
b), and that E is of order one. By using (3.38), one finds

[ e o= [ =
Yo = dpe = — ’
R2/Ce d’QZ)C —R2/C \/2Eb — 2R2 lOg (COSh (ch/R2)) /O

1
2E )1/2
its previous expression in (3.37) : since y./R < 1, this expression can be

developed at first order in y./R. It gives then

R2
A=—R? )
R+O<C)

which gives y. = 0 ( ) Since 7, is also in area a), one can inject

A similar reasoning at the north boundary (around y = 1) would provide

2
B = R? (1—6C—cosh1)/smh}1_i+0<12) :

The energy Ej can then be computed in area a), at lowest order in C' :
E, =1+ O (R*/C), which is of order one in C, consistently with the initial
statement.

The other initial hypothesis, namely —o8.y < fo(o), is also fulfilled
in the area y < y., for sufficiently high value of C'/R?.

To conclude, the different asymptotic areas match together. The sta-

tionary solution 1, is finally given by equation (3.28) with corrections of
order R?/C.
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3.C Annex : computation of the
(generalized) eigenvalues of H;

The aim of this annex is to compute A\y; = 1 — 1/, for a given k,
where the ;5 are the solutions of

1 ' . SN T
(d—?ﬂ—ﬁ—ﬁ)(?:—ﬂfc(l%)ﬁb’ with — f' (¢¢) —W ;
(3.39)
for f' (¥¢) = —C/ (R*cosh (Cc/R?)) and v¢ given by equation (3.28)

(with additional corrections of order O (R?*/C).

Let us first suppose that there exits one of the eigenvalues p which does
not diverge with C. Two different area “a” and “b” are distinguished and
then matched together to compute the associated eigenmode ¢.

Area a) This area is defined by the region where |Co/R?| > 1, we
have the relation f5 (1) = O <ch/m> and equation (3.39) becomes (at
lowest order in C')

C d? 1
¢:¢a+0< o ) where (7———14;2)@1:0

(& C

where the solution can be explicitly computed :

g = ATUVETHR L BEoWVETHR oy >0 (3.40)

area b) This area is defined by the region where |y| < y¢, with y, ~ R?/C
is given by equation (?7?), where it was chosen such that y. also belongs to
area a. An integration of (3.39) between 0 and y gives at lowest order

d 0
$=¢, with d%*’:“ii(o)

tanh Co + o (y) (3.41)

where it has been supposed that ¢, = ¢,(0) + o(y). As far as y. is chosen
such that is it also in area a), we have the relation

A* + B* = ¢,(0) + o0 (é) : (3.42)
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In addition, equation (3.41) provides two conditions :

1
A* — B* = (A* 4+ B* ++0(—) 3.43
( ) ﬂg /R_2 + kz C ( )
A similar reasoning at the north and south boundaries would provide the
conditions
AFEVITIR L BEeFVETR = (1> (3.44)
c)’ '
By using (3.42), (3.43) and (3.44), one finds

® VEIHR 1
p== +o(=], (3.45)

R tanh vV R—2 + k? C
Bt = —ATe2VRTHE f— — _ATVRTHES p- gt ’ (3.46)

with additional small corrections of order o (C~'). The constant AT is de-
termined by the normalization condition — (¢*f’ (o)) = 1. The initial
hypothesis that p has to be of order one is fulfilled. We see in addition that
this eigenvalue is unique (for a given k). It is then necessary the smallest
one, referred as p ;. In the limit of a small Rossby radius of deformation
(R < 1), one find its expression by using equations (3.29) and (3.45) :

He1 = (1 — 6CR) +o0 (é) .

The corresponding eigenmode ¢y, ; is a symmetric decreasing exponential,
localized in the jet. Its analytic expression is given by injecting the values
of the constants A* and B* (3.46) in the expression (3.40).

Since we know that for a given k i) there exists an infinite number of
eigenvalues fu;, with 0 < g3 < .. < p; — oo (see [137, 138]), ii) that
only the smallest one (y 1) does not diverge with C' (following the previous
analysis), we conclude that all the other eigenvalues diverge with C :

Vi - ’ C—1>I—|1:loo [, oo

Finally, in the limit of large C' and small R, we have

Vk, A1 =—B.R+0(R*)+o (é) and Vi>2, M;=1+40 (é) _

115



3. CRITERES DE STABILITE : APPLICATION AUX JETS DIRIGES VERS
L'EST

3.D Annex : linearized evolution of the PV
front

The streamfunction on the PV front characterized by y = I(x,t) is
written

U(z, 1) = () + dhi(x,1)
where 1)(y) is given by (3.28) and v (x, 1) is the part of the streamfunction
due to the perturbation of the PV front, given by (3.34). Let us suppose
that [ < 1. At first order in [, we have

+00
Sz, 1) = —2/ /G (z — 20,00 1(x/, 1) |
It is then possible to compute the velocity components (u, = —d,% and

u, = Oy1. At lowest order in the dynamical equation (3.33) for the PV
front, we obtain :
+o0o

Ol + 10,1 = —2/ dx'9,G (x — 2',0,0) I(2', 1) ,

—00

where w0 is given by (3.29). Let us introduce the Fourier modes of the PV

front and of the Green function
“+oo

400
() = / Uz, t)e™™de Gi(y.y) = / G(z,y,y)e ™ dx .

o0 oo

Each Fourier mode of the PV front evolves independently to the other :
Ol + ik () 4+ 2GY) l =0 with G, = G1(0,0) .
Let us compute GY. The first step is to determine the solution of
d;;k — MGr =0y —y) with Ap= % + k2.
One can show that Gi(y,0) = (sign(y)sinh Ay — tanh Ay cosh Ay) /2Ax,
and finally, by injecting the expression of A in the previous equation, one

get : GY = —tanhvR~2 + k2/v/R~2 + k2. To conclude, the linearized evo-
lution of the Fourier components of the perturbation is :

tanh v/ R—2 + k2 =0
N=rasa L
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Chapitre 4

Inéquivalence d’'ensemble et
transitions de phases dans les
écoulements bidimensionnels

Ce chapitre est consacré a ’étude d’équilibres sta-
tistiques d’écoulements bidimensionnels, dans le contexte
de la mécanique statistique des systémes a in-
teraction a longue portée. L'objectif est double :

— Utiliser des méthodes développées dans ce domaine pour résoudre le
probléme variationnel de la théorie Robert-Sommeria-Miller (RSM),
et calculer ainsi les états d’équilibre correspondants. Nous étudions ici
le cas d’une relation linéaire entre vorticité potentielle et fonc-
tion courant, pour une large classe de modéles incluant les équations
quasi-géostrophiques a une ou plusieurs couches et ’équation d’Euler,
quels que soient les parametres et la géométrie du domaine considéré.

— Faire le lien entre les écoulements obtenus et certaines propriétés
thermodynamiques étonnantes, propres aux systémes a interac-
tions a longue portée : sauts de température lorsque l'énergie varie,
capacités thermiques négatives... Ces propriétés sont associées a 1’exis-
tence de zones d’inéquivalence entre différents ensembles sta-
tistiques.
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4.1 Thermodynamique des systémes a
interaction a longue portée

Les systémes a interaction a longue portée

Les systémes étudiés en thermodynamique usuelle ont des interactions a
courte portée. Considérons un systéme isolé, et séparons-le en deux sous-
systémes. Dans la limite thermodynamique (lorsque le nombre N de degrés
de liberté et le volume V' tendent vers l'infini), la somme de ’énergie des
sous-systémes est égale a I'énergie du systéme total : £y + Fy = E. Cela
est di au fait que les contributions de l'interface créée par la séparation
des deux sous-systémes sont négligeables par rapport a la contribution de
I’énergie volumique, puisque les interactions sont locales. L’additivité de
P’énergie de ces systémes permet ensuite de montrer que les ensembles
statistiques microcanoniques (ou l'énergie est fixée), et canoniques
(ou la température est fixée par un “bain” couplé au systéme étudié) sont
équivalents : chaque état du systéme réalisé dans un des ensembles peut
I’étre dans ’autre. D’autres propriétés, comme la concavité de ’entropie
en fonction de I’énergie, sont une conséquence directe de 'additivité de
I’énergie. C’est le cas par exemple du gaz parfait, ou des systémes de spin
caractérisés par des interactions entre proches voisins.

Il existe cependant toute une classe de systémes physiques caractéri-
sés par des interactions non locales : la somme de 1’énergie des sous-
systémes pris isolément n’est plus égale a4 I’énergie des sous-systémes
réunis. En particulier, tous les systémes caractérisés par un potentiel d’in-
teraction décroissant en 1/7%, ot « est plus petit que la dimension spatiale
du systéme, sont des systémes a interaction a longue portée : dans ce cas,
la longue portée vient de la non-intégrabilité du potentiel d’interaction. Ci-
tons par exemple i) les systémes auto-gravitants 3D (voir la revue de
Padmanabhan [86]), caractérisés par une interaction attractive en 1/r ii)
les écoulements bidimensionnels (équation d’Euler en 2 dimensions),
ol le potentiel d’interaction entre particules fluides est logarithmique.

Remarquons que certains systémes sont caractérisés par plusieurs para-
meétres internes. C’est le cas des écoulements bidimensionnels, qui admettent
une infinité d’invariants (I’énergie et les Casimirs). Il est a priori possible
d’observer des propriétés liées a la longue portée pour chacun de ces para-
meétres supplémentaires.

118



Thermodynamique des systémes a interaction a longue portée

y
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FIG. 4.1: Non additivité de I’énergie dans les écoulements 2D. Cas de I’équation
d’Euler dans un canal, pour un champ de vorticité potentielle homogene, de valeur 1.
L’énergie du systéme total (& gauche) est £ = 1, I’énergie de chaque sous-systéme est
E,=F,=1/4.

Exemple : un écoulement dans un canal

Nous illustrons sur la figure 4.1 la non additivité de I’énergie dans un cas
simple : I’équation d’Euler dans un canal d’extension zonale infinie, avec des
frontiéres au nord (y = 1) et au sud (y = —1), pour un champ de vorticité
potentielle homogeéne ¢ =1 :

AYp=1 ¢Yp=0sury==x1, u,=—-0, uy, =0,

Un calcul rapide donne le champ de vitesse u, = —y, u, = 0, puis I’énergie
totale (par unité de longueur) £ = %f_ll uldy = 1.

Séparons ce systéme en deux sous-systémes. Cela nécessite la création
d’une nouvelle frontiére. Nous pouvons par exemple choisir d’ajouter une
frontiére en y = 0, comme sur la figure 4.1. Nous avons maintenant deux
sous-systémes identiques, d’énergies Fy = Ey = 1/4.

Il apparait dés lors clairement que 1’énergie du systéme to-
tal est supérieure a la somme des énergies des sous-systémes :
E > Ei+ Es. L’hypotheése d’additivité de I’énergie ne peut donc étre utilisée
dans le cadre de la mécanique statistique de ce type de systémes physiques.
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Remarquons qu’en présence d’'un rayon de déformation de Rossby et
d’un champ de vorticité potentielle plus général(d?y/dy* — ¢/ R? = f(¢) —
h(z,y), 'inégalité entre les énergies est toujours vérifiée, mais tend vers une
égalité dans la limite R — 0. En effet, 'interaction devient alors a courte
portée, puisque la longueur R d’écrantage des interactions tend vers 0.

L’inéquivalence d’ensemble

De nombreux résultats de thermodynamique “usuelle” obtenus dans le
contexte des systémes a interaction a courte portée sont mis en défaut
quand les paramétres internes du systéme (énergie, circulation, ...) ne sont
plus additifs :

— les ensembles statistiques liés a la conservation ou non de ces pa-
rameétres internes ne sont pas nécessairement équivalents : pour une
énergie I' donnée, il est possible que les états d’équilibre microcano-
nique ne soient pas des états d’équilibre canonique.

il existe des sauts de la température T'(I') = 1/, ot v = dS/dI" est
la dérivée de 'entropie du systéme par rapport a I’énergie interne I'.
Il s’agit de transitions microcanoniques du premier ordre.

la capacité thermique peut étre négative (dI'/dT < 0) : une aug-
mentation de 1’énergie I' est alors associée a une diminution de la
température 7' . Une capacité thermique négative pour une énergie
I’ donnée est équivalente a une entropie S(I') convexe en ce point,
puisque dI'/dT = 1/(dT/dT) = —~?/(d*>S/dl'?) .

C’est d’abord dans le contexte des systémes auto-gravitants que de
telles propriétés ont été mises en évidence, grace aux travaux de Lynden
Bell |74, 55, 56|. Ces phénomeénes ont ensuite été prédits ou observés dans
des domaines trés différents, comme la turbulence bidimensionnelle |23,
113, 44|, la physique des plasmas non écrantés [113, 68|, les systémes
de spins ou les modéles jouets [12, 8, 32, 121], ainsi que pour des systémes
auto-gravitants dans des situations différentes du premier cas : |26, 80, 143,
115, 54, 119, 31]. On trouvera une description détaillée de ces différents
points dans [17].
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Inéquivalence d’ensemble et simplification de problémes
variationnels

Considérons un systéme caractérisé par une configuration macroscopique
¢, et un probléme microcanonique qui consiste & maximiser une fonctionnelle
g(q) a contrainte c¢(q) fixée

S(C) = max {S(q) | C(a) =T} . (4.1)

On suppose que 'on peut appliquer la régle des multiplicateurs de Lagrange,
et on introduit le paramétre de Lagrange v (appelé aussi variable duale)
associé a la contrainte C'. On introduit un probléme variationnel relaxé
(appelé aussi dual, ou canonique), qui admet les mémes points critiques
(c’est-a-dire les points ¢ tels que dg—~ydc = 0), mais qui n’est pas contraint :

F(v) = min {-5(q) +1C(g)} (4.2)
On peut énoncer des résultats généraux liant les différents problémes.

— 1) Toute solution g, du probléme relaxé (4.2) est aussi une solution
du probléme contraint (4.1) pour la contrainte I' = C(q,).

— 2) Une solution gr du probléme contraint (4.1) est un point critique
du probléme relaxé (4.2), mais ne correspond pas toujours & un maxi-
mum : 2-i) gr est solution du probléme relaxé (4.2) si et seulement
si S(I'") coincide avec son enveloppe concave au point I'. Il y a alors
équivalence entre les deux ensembles. 2-ii) Sinon, il y a inéqui-
valence entre le probléme contraint (4.1) et relaxé (4.2), pour cette
valeur de I

On trouvera la démonstration de ces résultats dans un cadre général
|43], ainsi qu’une discussion détaillée dans |17].

Soulignons que le point 2i) donne une caractérisation de I'inéquivalence
d’ensemble : pour une valeur donnée de la contrainte I', les en-
sembles microcanonique et canonique sont équivalents si et seule-
ment si la courbe S(I') coincide avec son enveloppe concave.

Remarquons en outre que la plupart des études thermodynamiques des
systémes & interaction a longue portée (dont les écoulements 2-D) se ré-
duisent -rigoureusement- a I’étude de probléme variationnels ayant la méme
structure que (4.1) et (4.2).
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En plus de leur intérét pour la description théorique des propriétés ther-
modynamiques des systémes a interaction a longue portée, les points 1) et
2) donnent une méthode de résolution des problémes variationnels sous
contraintes, qui sera utile par la suite :

— La solution d’un probléme variationnel “relaxé” est toujours solution
d’un probléme variationnel dual contraint, pour une certaine valeur
de la contrainte. En pratique, trouver la solution d’un probléme moins
contraint est plus simple. On cherchera donc les solutions du probléme
“relaxé”, et on calculera la valeurs des contraintes correspondant a ces
solutions.

— Si certaines valeurs admissibles des contraintes ne sont pas atteintes
par les solutions du probléme “relaxé”; il y a inéquivalence entre ce
probléme et le probléme contraint. Pour ces valeurs des contraintes,
on est obligé de résoudre directement le probléme plus contraint.

Soulignons qu’en dehors des aspects thermodynamiques, la résolution
des problémes variationnels précédents revét un intérét particulier pour
montrer des propriétés de stabilité des systémes étudiés. En ef-
fet, les études de stabilités se réduisent souvent a la recherche d’une fonc-
tionnelle conservée par la dynamique, admettant un maximum au point
définissant 1’état dont on souhaite étudier la stabilité [59]. Ainsi, toutes les
méthodes de calcul développées dans le contexte de la thermodynamique
auront un intérét dans 1’étude de la dynamique ces systémes. Par exemple,
nous présentons dans ce chapitre une méthode de résolution des problémes
variationnels de la théorie statistique RSM, que nous avons appliquée dans
le chapitre 3 sur la stabilité linéaire d’un jet dirigé vers l’est.

Exemple pour un modéle “jouet”

[llustrons I'inéquivalence d’ensemble dans un cas simple, dont nous ver-
rons qu’il présente certaines similarités avec le probléme des écoulements
2-D. Considérons un systeme dont 1’état est défini par deux coordonnées
q1, 2. Soit le probléme variationnel “microcanonique”

Se(T') = max {Sc(q) | Ca) =T} ,
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G
<

-S(q@)+YC(q)

g

F1G. 4.2: Lignes de niveau des fonctions Sy et Fy. Les couleurs chaudes et froides cor-
respondent respectivement aux valeurs positives et négatives de ces fonctions. Les points
noirs représententles extrema globaux de ces fonctions. Les lignes en pointillé rouges re-
présentent ’ensemble de ces extrema. La contrainte microcanonique est représenté]p%%
un trait gras noir.
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o S.(q) =—qi — ¢ +eqi +0.4eq; —4giq5 et Clg) =aq .

L’entropie d’équilibre S,.(I") dépend d’un paramétre externe e, et d’un
parameétre interne I' qui fournit une contrainte sur les valeurs admissibles
de ¢ = (q1, ¢2).

Les lignes de niveau de la fonction S.(¢q) sont représentées en haut de la
figure 4.1. Pour e < 0 (& gauche), la fonction S.(g) est strictement concave
(et admet donc un unique maximum), alors que pour e > 0, la fonction S.(q)
admet deux maxima (localisés sur 'axe ¢;) et deux points selles (localisés
sur Paxe ¢2).

Solutions microcanoniques. Nous voulons déterminer I’entropie d’équi-

libre S.(I"), pour e donné et I' variant entre £oo. La contrainte ¢; = I" est
représentée par un trait noir gras. Pour une valeur donnée de I', ’entropie
Se(T") est le maximum de S.(q) le long de cette ligne noire. L’ensemble des
maxima globaux d’entropie est représenté pas la ligne en tirets rouge, tracée
en faisant varier la valeur de la contrainte I'.

Dans le premier cas (e < 0), le maximum d’entropie est toujours unique
et localisé sur I’axe ¢;, quelque soit la valeur de I". L’entropie S.(I") est donc
simplement donnée par la coupe de la fonction S.(¢) le long de 'axe ¢; : ¢’est
une fonction concave (voir la représentation schématique sur la figure 4.1-b).

Le second cas (e > 0) est un peu plus compliqué. Considérons d’abord
que la contrainte ¢ = I' est localisée a gauche du point B ou a droite du
point B’. Dans cette région, la fonction S.(g) est concave, et ’entropie S, (T")
est simplement donnée par la coupe de S.(q) le long de I’axe ¢;. Pour cette
gamme de paramétres, 'entropie S.(I") est concave.

Le point B correspond a une transition de phase : au-dela de ce point
(lorsque l'on varie la valeur de I'), le maximum de la fonction S.(q) le long
de la contrainte se scinde en deux maxima symeétriques par rapport a ’axe
¢1- On peut montrer que cette transition correspond effectivement a une
discontinuité de la dérivée seconde de I’entropie 9%S, /012, et notamment &
un changement de concavité. Ce changement de concavité s’observe sur la
figure 4.1 : lors du passage du point B au point C, 'entropie décroit le long
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des tirets rouges, et les ligne de niveau sont de plus en plus espacées, ce
qui indique que S, (I") est convexe dans cette région : la capacité thermique
—72/(9%S./OT?)a est négative

Remarquons que la fonction S.(q) est symétrique par rapport a q;, et
donc que 'entropie S(I") est symétrique par rapport a I', et que son maxi-
mum est atteint aux points A et A’. La courbe correspondante est repré-
sentée schématiquement sur la figure 4.1-b.

Solutions canoniques. Considérons le probléme canonique (sans contrainte,
ou “relaxé”).

F.(y) = min {Fe(q) = =Selq) +1C(q) = =Se(q) + a1} -

La fonction F.(q) est 'opposé de lentropie a laquelle nous ajoutons la
contribution d’'un plan vq;.

Considérons d’abord le cas e < 0. Quand v = 0, le minimum de F,.(q)
est simplement le maximum de S.(¢q). Quand v > 0, ce minimum est trans-
laté vers la gauche. Quand v < 0, ce minimum est translaté vers la droite.
C’est ce cas qui est représenté figure 4.1-a, ou 7y est choisi tel que le mini-
mum de F, soit atteint au méme point que le maximum de S, pour une
valeur donnée de la contrainte I'. Nous concluons que problémes microcano-
niques et canoniques sont équivalents pour toute valeur de I', lorsque e est
négatif. Compte tenu des résultats généraux énoncés dans la sous-section
précédente, cette observation n’est pas étonnante : deux ensembles "duals”
(ici microcanonique et canoniques) sont équivalents lorsque 'entropie S (I")
est confondue avec son enveloppe concave.

Considérons maintenant le cas e < 0. Quand v = 0, le minimum global
de F.(q) = —S.(q) ne correspond pas a une unique solution : il est atteint
aux points A et A’. Lorsque 7 > 0, ces deux minima sont décalés vers la
gauche, et le minimum correspondant au point A devient un (unique) mi-
nimum global. Lorsque 7 > 0, c¢’est le minimum correspondant au point A’
qui devient I'unique solution (et qui est décalé vers la droite).

Finalement, les solutions du probléme canonique sont toutes localisées

sur l'axe ¢, a gauche du point A et a droite du point A’. Encore une fois,
cela est cohérent avec le fait que Pentropie S.(I") n’est pas confondue avec
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sont enveloppe concave dans la zone localisée entre ces points : les ensembles
microcanoniques et canoniques n’'y sont pas équivalents.

Remarquons que ’existence de la zone d’inéquivalence d’en-
semble est liée a ’existence d’une transition canonique du premier
ordre : lorsque ’on varie continiiment le parameétre -, on passe brusquement
de la “phase” correspondant un minimum A a la “phase "correspondant" au
minimum A" en v = 0, avec coexistence des deux états en ce point.

Nous avons résumé le diagramme de phase (pour les paramétres e et
I') de ce systéme dans la partie gauche de la figure 4.1-b. La zone d’in-
équivalence d’ensemble est localisée a 'intérieur de la courbe en trait bleu.
Nous remarquons une autre propriété intéressante : lors de la variation du
parameétre e, 'apparition d’une zone d’existence d’inéquivalence d’ensemble
dans la courbe S, (I") s’accompagne de I’émergence simultanée de deux tran-
sitions de phases microcanoniques du second ordre (la courbe verte en traits
doubles plein-tirets).

Ainsi, I'inéquivalence d’ensemble est directement associée & un change-
ment d’état du systéme étudié. Etudier I’inéquivalence d’ensemble est
donc intéressant pour comprendre la thermodynamique des sys-
témes a interaction a longue portée.

Inéquivalence d’ensemble et transitions de phase

L’exemple précédent fournit un exemple de passage d’une situation d’équi-
valence d’ensemble (pour e < 0 )a une situation d’inéquivalence d’ensemble
(pour e > 0). Cette brisure de l'équivalence d’ensemble est associée a
une phénoménologie particuliére dans l’ensemble microcanonique : dans
I’exemple précédent, on a observé un point d’azéotropie du second ordre,
qui est par définition le lieu o apparaissent simultanément deux transitions
de phase du second ordre.

Bien que l'inéquivalence d’ensemble soit toujours associée a une transi-
tion de phase du premier ordre dans I’ensemble canonique, il existe diverses
transitions de phases microcanoniques associées a la brisure de l'inéquiva-
lence d’ensemble.

L’ensemble de ces phénoménologies ont été répertoriées par Bouchet
et Barré [17]. Ils ont classifié “a la Landau” les différentes transitions de
phases envisageables dans les systémes a interaction a longue portée, et fait
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le lien entre certaines de ces transitions et ’apparition de l'inéquivalence
d’ensemble.

Toutes les transitions de phases et toutes les brisures d’équivalence d’en-
semble recensées dans la littérature trouvent leur place dans cette classi-
fication. En revanche, certaines phénoménologies n’ont encore jamais été
observées dans un systéme physique spécifique. C’est le cas par exemple de
I’azéotropie du second ordre que nous avons présenté dans ’exemple précé-
dent. Nous montrerons que les diagrammes de phase des états d’équilibres
d’écoulements 2D présentent certaines de ces transitions de phase qui ont
bien été prédites dans la classification, mais qui n’ont encore jamais été
observées dans un systéme physique.

Interprétation physique

Dans le cadre de la mécanique statistique des systémes a courte porté,
il est souvent naturel d’étudier les systémes dans I’ensemble canonique :
d’un point de vue théorique, les calculs sont souvent plus simples que dans
I’ensemble microcanonique, et d’'un point de vue expérimental, le systéme
étudié est souvent couplé a un “bain” extérieur, fixant la température.

La signification d’un tel bain est souvent ambigué pour un systéme a
interactions a longue portée. Par exemple, les écoulements 2-D conservent la
distribution de vorticité dans tout I’écoulement (les Casimirs). Il est difficile
d’imaginer un “bain” pour cette distribution de vorticité.

L’introduction de problémes duaux moins contraints reste néanmoins
trés utile pour calculer les états d’équilibres du probléme microcanonique
initial : il est toujours plus facile de résoudre un probléme variationnel moins
contraint.

De plus, I’étude de ces problémes variationnels permet de montrer cer-
taines propriétés physiques d’un systéme donné, comme sa stabilité, ou
I’existence de transitions de phases qui changent de maniére radicale 1’état
du systeme.
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F1G. 4.3: Observations numériques antérieures de l'inéquivalence d’ensemble a) dans
le modéle de points vortex [113], ou E est 'énergie, et § = 95/0F, avec S ’entropie
d’équilibre ; b,c) dans le modéle des équations QG [44]. I' est la circulation, et v = 95/0T".
Dans les figures a) et b), la température 1/5 est une fonction décroissante de I’énergie
au-dela d’une valeur critique : la capacité thermique est négative dans cette zone.

4.2 Reésultats antérieurs et objectifs

Observation de I’'inéquivalence d’ensemble dans les
écoulements 2D

La possible existence de I'inéquivalence d’ensemble dans les écoulements
bidimensionnels a été prédite mathématiquement |23|, sans exemple expli-
cite, puis observée numériquement (voir figure 4.2) :

— dans le modéle des points vortex [113]

— dans les équations quasi-géostrophiques [44] appliquées a la descrip-
tion de atmosphére jovienne, pour une relation ¢ — ¢ faiblement non
linéaire.

Notre contribution sera de montrer analytiquement I’existence générique
d’une zone d’inéquivalence d’ensemble pour une large gamme de parametres
et d’écoulements bidimensionnels. Nous expliquerons que cette zone d’in-
équivalence est associée a des transitions de phase dans la structure de
I’écoulement.

Transitions de phases dans Euler 2D

L’étude des diagrammes de phase des écoulements prédits par la théorie
statistique RSM a fait ’objet de plusieurs contributions dans les années 90,
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F1G. 4.4: Fonction courant des états d’équilibres RSM, dans un domaine rectangulaire,
pour une circulation donnée (rouge : positif; bleu : négatif). Cas i) rapport d’aspect
7 = 1.1. Cas ii) rapport d’aspect 7 = 1.8. On observe dans ce cas une discontinuité de
0B/OE, ou 8 = JS/IF est la température inverse. Cela correspond a une transition de
phase du second ordre (voir [27]).

indépendamment du contexte de la mécanique statistique des systémes a
interaction a longue portée |120, 65, 27|.

Il s’agissait de comprendre et de classifier les différents types d’organisa-
tion des écoulements prédits par cette théorie. En étudiant analytiquement
les états d’équilibres caractérisés par une relation ¢ — v linéaire, Chavanis
et Sommeria ont montré I'existence de transitions de phases particuliéres a
haute énergie (voir figure 4.4).

Ces auteurs ont obtenu un critére sur la géométrie du domaine pour
déterminer le type de diagrammes des équilibres statistiques. Pour une cir-
culation fixée, le critére sélectionne une de ces deux possibilités :

— i) L’écoulement est un monopole quelle que soit son énergie. C’est ce

qui est observé dans un domaine carré.

— ii) L’écoulement est un monopole pour des énergies inférieures a une
valeur critique. Au-dela de cette valeur, il y a une transition du mono-
pole vers un dipole. A haute énergie, le dipole domine 1’écoulement.
C’est ce qui est observé dans un domaine rectangulaire de rapport
d’aspect supérieur a 1.12.
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Objectifs

Nous allons calculer explicitement les états d’équilibre du probléme va-
riationnel de la théorie RSM, dans le cas ou ces états sont définis par une
relation linéaire entre vorticité et fonction courant.

Cela permettra de retrouver, et généraliser les résultats de Chavanis et
Sommeria, puis de clarifier la nature des transitions de phases qu’ils ont
décrites auparavant. Nous montrerons que ces transitions sont la signature
d’une zone d’inéquivalence d’ensemble, et décrirons les propriétés thermo-
dynamiques associées a cette inéquivalence d’ensemble.

Nous montrerons en particulier que certaines des propriétés décrites
étaient prédites par la classification de Bouchet et Barré [17|, mais n’avaient
encore jamais été observées dans un systéme physique spécifique.

La méthode utilisée a l'avantage d’étre applicable a une large classe
de modéles d’écoulements bidimensionnels, incluant les équations QG en
couches et 1’équation d’Euler, voire méme a d’autres systémes physiques.
Nous appliquerons ces résultats a 1’étude des écoulements de Fofonoff.

4.3 Thermodynamics of two-dimensional and
Fofonoff flows

La suite de ce chapitre est rédigée en anglais. Il s’agit d’un article en
préparation pour Journal of Statistical Physics, écrit en collaboration avec
F. Bouchet. L’introduction et la premiére partie de I’article reprennent la
plupart des résultats et motivations que nous venons de présenter. Une
version courte de cet article est soumise a Physical Review Letter.
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Introduction

In two dimensional and geophysical turbulence, the flow dynamics is
not governed by local interactions. More precisely, the interaction potential
between fluid particles is not integrable. This property is found in many dif-
ferent fields of physics : self gravitating systems |24, 62|, unscreened plasmas
or models describing interactions between waves and particles [75]. It can
lead to strange or unexpected behavior [36]. Recently, a new light was shed
on the equilibrium statistical mechanics of such systems with long-range
interactions : there has been a mathematical characterization of ensemble
inequivalence [43], a study of several simple models |12, 33|, a full classifi-
cation of phase transitions and ensemble inequivalence [17] and appearance
of a very useful technique, namely the large deviation theory [11].

One of the striking features of the thermodynamics of systems with
long range interactions is the generic existence of negative specific heat :
temperature decreases when energy increases. This was first predicted in
the context of astrophysics [74]. This strange phenomenon is possible as a
consequence of the lack of additivity of the energy and is related to the
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inequivalence between the microcanonical and canonical ensembles of sta-
tistical physics. Ensemble inequivalence means that a solution exists in a
statistical ensemble while it does not in the others. For two dimensional
flows, existence of such inequivalence has been mathematically proven for
point vortices |23|, numerically observed in Quasi-Geostrophic (QG) mo-
dels [44], and in a Monte Carlo study of point vortices in a disk [113].
In this paper, we predict such an ensemble inequivalence for a large class
of models of two-dimensional and geophysical flows, whatever the domain
geometry, in the case of a linear relation between (potential) vorticity and
streamfunction.

We use exact theoretical computations, which allow for a clear explana-
tion of the occurrence of ensemble inequivalence, and relate it to previously
observed phase transitions, computed in the Euler equation context by Cha-
vanis and Sommeria. We will show that the thermodynamical properties of
these transitions are intimately related to the existence of an ensemble in-
equivalence region in phase diagram.

When varying an external parameter, there are different routes leading
to ensemble inequivalence. These routes correspond to different transitions
in the microcanonical ensemble. All possible routes to ensemble inequi-
valence and all possible phenomenologies in the different ensembles have
been classified and linked together, for systems with long range interactions
[17]. Some of the transitions predicted have never been observed, neither in
models, nor in real physical systems. In this paper, we report the finding
of two such unobserved phase transitions, linked with the existence of an
ensemble inequivalence area : bicritical points (a bifurcation from a first
order towards two second order phase transitions) and second order azeo-
tropy (the simultaneous appearance of two second order phase transitions).
These phase transitions are governed by the domain geometry. We explain
how to compute the transition points for any domain geometry.

Besides the detailed computations and discussions of the results pre-
sented in [131], this paper provides an application of these results to an
academic ocean and atmosphere model, and a discussion on possible expe-
riments. The study of geophysical flows is a promising field of application for
statistical mechanics of systems with long range interactions. For instance,
the structure of Jupiter’s troposphere has been successfully explained by
using the Robert-Sommeria-Miller (RSM) equilibrium theory : the Great
Red Spot has been precisely and quantitatively modelled [19] and its po-
sition in the South hemisphere explained [123]. One of the major scopes
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of this field is to go towards Earth’s ocean applications. All textbooks in
oceanography present the Fofonoff flows which have played an important
historical role [89, 51|. We propose a theoretical description of such flows
in the context of statistical theory which, for the first time, relates their
properties to phase transitions, negative specific heat and ensemble inequi-
valence.

The paper is organized as follows : i) We present a class of models for
two dimensional and geophysical flows, as well as the statistical mechanics
of such flows. ii) Then we briefly review classical results on ensemble inequi-
valence and the study of variational problems in the context of long range
interacting systems. iii) We compute and describe phase diagrams associa-
ted to any flow characterized by a linear relation between potential vorticity
and stream function ¢ — ¥. We observe the generic existence of ensemble
inequivalence, and describe phase transitions in the flow structure associa-
ted to it. We then show the existence of new phase transitions predicted
in the classification [17] (bicritical points and second order azeotropy). iv)
We apply these results to the description of Fofonoff flows, to the proof of
nonlinear stability of a large class of RSM equilibria (in a situation where
Arnold’s stability criteria do not hold) and discuss possible experimental
observation of ensemble inequivalence.

Equilibrium states of two dimensional flows

In this section we review classical models of two-dimensional flows, and
the equilibrium statistical mechanics of such systems.

Models : Euler and quasi-geostrophic equations

We consider a class of models, in which a scalar quantity, the potential
vorticity (PV) ¢(z,y), is purely advected by a non divergent velocity field :

oq+u-Vg=0,

(%)
N oy ox )’

q:Aw—%—l-h. (4.3)
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We have introduced the streamfunction . The parameter R is called
either the Rossby radius of deformation, in geophysical context [89], or the
Debye length scale in the context of plasma physics. This is a characteristic
length scale above which the interactions are screened. The field h(x,y) is
supposed to be known. In geophysical context, it is often taken to be h = by,
to account for the variation of the Coriolis force with latitude. It can also be
interpreted as a topography above which the flow takes place. The case h =
0, R = +oo corresponds to the Euler equation. The topography is chosen
such that (h) = 0, where (-) stands for an average over the whole domain.
In this study, the case of an arbitrary closed domain D is considered, but
the generalization to other kinds of domains (channel, doubly periodic...)
is straightforward. The boundary condition is given by an impermeability
constraint n - u = 0, where n is a vector normal to dD. This condition
is equivalent to saying that the streamfunction is constant on the domain
boundary : ¢ = 1y on ID. The velocity field does not depend on the
constant 1 ,. One can always choose

=0 on J0D.

Other ways to express the impermeability constraint will be discussed
later.

Conserved quantities. The transport equation conserves an infinite num-
ber of quantities, which are the energy

eldl = 5 {(Vo)* + 3 ) = =5 la =)0} (1.4

and the Casimirs
Crlgl = (9(q)) ,

where ¢ is any continuous function on D. A particular Casimir is the circu-
lation

Clal = {a) - (4.5)

If the domain has particular symmetries, for instance a channel (transla-
tional invariance), or a circle (rotational invariance), then additional conser-
ved quantities have to be taken into account.
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Statistical mechanics of 2D flows

The class of models we study (Euler or QG equations) are known to de-
velop complex vorticity filaments at finer and finer scales. This makes almost
impossible any attempt to have a deterministic approach of these systems.
Rather than describing the fine-grained structures, equilibrium statistical
theories of two dimensional turbulent flows, assuming ergodicity, predict
final organization of the flow on a coarse grained level |99, 100, 81|. To keep
track of the conservation laws of the transport equation, it is necessary to
introduce the density of probability p(z,y, o) of finding the PV level o in a
small neighborhood of the position (z,y), where N{p] = [ p(2,y,0)do = 1.
The vorticity distribution D[p](c) = [, p(x,y,0)dxdy is conserved by the
flow. The knowledge of this distribution is equivalent to the knowledge
of the infinite number of Casimir constraints. The equilibrium statistical
theory provides a variational problem. One has to maximize a mixing en-
tropy S[p] = — [, pIn pdzdydo, taking into account the constraints on the
energy E, and on the vorticity distribution d(o) :

Srsm(E,d) = max {S[p] | €[p] = E & D|p] = d} (4.6)
{pINlpl=1}

Because this variational problem takes into account all the invariants
of the dynamics, we call it full microcanonical ensemble in this paper :
an isolated 2D turbulent flow would evolve towards the state predicted
by this theory, which gives the macroscopic field p(x,y,o), and then the
macroscopic, or coarse-grained vorticity field ¢(z,y) = [op(x,y,0)do. An
overwhelming number of microscopic states (given by the fine-grained PV
field) corresponds to the macroscopic state g(x,y).

However, computing the solutions of the variational problem (4.6) would
require the knowledge of the infinity of Casimir constraints. This is a huge
practical limitation to apply this theory. Recently, many efforts have been
devoted to find alternative approaches which could lead to practical and
mathematical simplifications of this problem.

Simplification of constrained variational problems

The study of constrained variational problems is ubiquitous in the context
of thermodynamics of systems with long range interactions. There is a gene-
ral method to solve such problems, based on the fact that dealing with un-

135



4. INEQUIVALENCE D’ENSEMBLE ET TRANSITIONS DE PHASES DANS
LES ECOULEMENTS BIDIMENSIONNELS

constrained variational problems is much easier than dealing with constrai-
ned ones.

Let us for instance consider a variational problem with one constraint :
G(C) = max, {g(q) | c(q) = C'}. We suppose that the Lagrange multiplier
rules apply, and we introduce the Lagrange parameter 7 (also called dual va-
riable) associated to the constraint C'. We introduce a relaxed (or dual) va-
riational problem, having the same critical points (i.e. the points ¢ such that
dg — vdc = 0), but being less constrained : F(v) = min, {—g(q) + vc(q)}.
The solutions of both variational problems are related to each other. In
particular :

— Each solution ¢, of the unconstrained variational problem is also a
solution of the constrained variational problem, for a constraint C' =
c(gy)-

— Each solution ¢¢ of the constrained variational problem is a solution
of the unconstrained variational problem if and only if G(C') coin-
cide with its concave envelop at point C'. If this is the case, there is
ensemble equivalence for this parameter C. If not, there is ensemble
inequivalence for this parameter C.

One can find a demonstration of these results in [43], and a more detailed

discussion in [17].

Application to the variational problem of the RSM theory

Following this idea presented in the previous paragraph, it has been pro-
posed to treat the Casimir invariants canonically to compute RSM equilibria
[16], by studying the following variational problem :

S(E,T) = max (Sla] = (s(a))| €l = B & Cla) =T} . (47)

We have introduced a function s(q), supposedly concave, and the Casimir
functional S[g] = [, s(g)dr. Any solution to (4.7) is a RSM equilibrium
(4.6), but the converse may be wrong. A proof and a wider explanation
of this statement is developed in [16]. Because two constraints are kept,
namely on energy and on circulation, we call this problem microcanonical
by analogy with usual problems in thermodynamics, involving a constraint
on the energy, and on the number of particle.

All the solutions to the microcanonical variational problem (4.6) will
be finally interpreted as RSM equilibrium states. It is important to stress
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that only the full microcanonical ensemble has a physical meaning, in the
sense that it is obtained by maximization of a mixing entropy, taking into
account all the constraints of the dynamics.

We will see that the introduction of this microcanonical ensemble leads
to considerable simplification of the computation of the equilibrium states.
In particular, we will be able to solve it directly for a large class of flows : we
will compute all the statistical equilibria associated to a linear ¢—1) relation.
In addition, the computations in this ensemble make possible a proof of the
non linear stability of its solutions, even for a range of parameters for which
Arnold’s criteria for stability are not satisfied.

Notice that it exists an alternative interpretation of the microcanonical
variational problem (4.7), in terms of a prior distribution or generalized
entropy [25, 44]. The prior distribution II (¢) is a Lagrange parameter as-
sociated to the constraint on the Casimirs, and the function s appearing in
the generalized entropy S = [ s(q)dady is the Legendre-Fenchel transform
of IT (o).

Critical points. We now explain how the ¢ — v relation predicted by the
RSM statistical theory is related to the function s introduced in the varia-
tional problem (4.7). For this purpose, let us compute the critical points
of this variational problem. We introduce two Lagrange multipliers § and
v associated respectively with the energy and the circulation conservation.
They are interpreted respectively as an inverse temperature and as a fuga-
city, by analogy with usual thermodynamics. These critical points satisfy
08 — B36E — 0T = 0, which yields ¢ = s~ (=p¢ + ), where s~ is the
inverse of the derivative of s. We conclude that the critical points of (4.7)
are stationary states characterized by the ¢ — v relation

f@)=s"(=BY+7) . (4.8)

In the following, we shall study the case of a quadratic function (the
opposite of the enstrophy)

1
Sla) = =5 (¢°) (4.9)
where we have chosen s(q) = —%qz, which corresponds to a linear ¢ — 1
relation
fW)=p¢Y—~.
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The values of 3 and y are prescribed by the constraints on E and I". Since all
the solutions to the variational problem (4.7) are RSM statistical equilibria,
we will compute all the statistical equilibria associated to a linear ¢ — ¥

relation if we are able to solve the problem (4.7) for any admissible value
of £ and I'.

Linear ¢ — v relations. Note that a linear relation is always expected in
the limit of low energies. In the formalism of [44], the linear ¢ — 1 relation
is obtained for a Gaussian prior distribution (as noted before by [82, 27]).

In the context of the Euler equation (R = +o00,h = 0), Chavanis and
Sommeria have computed and classified RSM equilibrium states correspon-
ding to a linear ¢ — 1 relation, in an arbitrary closed domain [27|. For a
given circulation I', and a varying energy F, a criterion depending on the
domain geometry was found : i) if the criterion is not fulfilled, the flow is
a monopole whatever its energy. This is for instance the case of a square;
ii) if the criterion is fulfilled, there is a transition from a monopole to a
dipole state while increasing the energy. This is the case for a rectangular
domain of aspect ratio larger than 1.12. In case i), for a given energy and a
varying circulation, another transition is observed. At I' = 0, there are two
equilibrium states, having the structure of a monopole, with opposite signs.
When the circulation is slightly changed, one of the monopoles becomes
metastable while the other remains the only equilibrium state.

In [27], the (analytic) computations were carried out in the limit of
strong mixing, which lead to a linear g — ¢/ relation. Stationary solutions
were computed, as well as their entropy (also expanded in the limit of
strong mixing), in order to select the equilibrium states. This method lead
to complicated discussions to find the entropy maxima.

In the present study, we treat canonically the constraints on the Casi-
mirs, which allows for a clear explanation of the link between the variational
problem (4.7) studied here, and the variational problem of the RSM theory.
Our contribution here generalizes the results of [27] to a larger class of two-
dimensional flows, clarifies the nature of the observed phase transitions, and
links their peculiar properties with the occurrence of inequivalence between
different statistical ensembles.
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Computation of equilibrium states, phase transitions
and ensemble inequivalence

We present in this section the computation of the variational problems
(4.7), that will provide any RSM equilibrium state associated to a linear
q — v relation, classified according to its energy and circulation.

To solve the microcanonical problem (4.7), we will apply the same stra-
tegy that has been used previously to simplify the variational problem of the
RSM theory (see paragraph "Simplification of constrained variational pro-
blems") : instead of considering directly the problem with two constraints
FE and I', we will introduce and solve relaxed variational problems, and then
check if all the possible values of the constraints are reached by solutions
to the relaxed variational problems.

Decomposition on Laplacian eigenmodes

In order to compute the solutions to the variational problem (4.7), it
will be convenient to project the different fields (¢, h and 1) on Laplacian
eigenmodes, since the ¢ — 1 relation is linear. We introduce the complete,
orthonormal basis {e;(,y)},.y of Laplacian eigenmodes on the domain D

(A — %) €, = —)\iei .

The \; are all positive, in increasing order. They correspond to the Laplacian
eigenvalues shifted by —1/R2.

Potential vorticity and topography can be decomposed on this basis,
as well as the streamfunction, computed by inverting the relation ¢ — h =

A —p/R?

QZZ%Q‘ hzzhiei @D:Zhi;qiei-

The functionals S (4.9), £ (4.4) and C (4.5) involved in the microcanonical
variational problems (4.7) can then be expressed in terms of the projections

{ai} -
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1
entropy Sl =—3 > at (4.10)
11 )
energy Elq] = 3 Z x (g —hi)” (4.11)
circulation ~ Clq] = Z g (ei) (4.12)

where (e;) = [ ei(z,y)dzdy .

Following the notations of [27]|, we introduce two independent sub-
spaces : the subspaces of the Laplacian eigenmodes having zero mean value (
(ei(x,y)) = 0,i € N*) and the subspace of the Laplacian eigenmodes having
non-zero mean value ( (e} (z,y)) # 0, i € N*). The notation “prime” and
“double prime” will be used to distinguish (when necessary) one subspace

from the other : for instance, the Laplacian eigenvalues will be written
or \/.

Notice first that it is a classical result that the smallest Laplacian ei-
genvalue is not degenerate, and that the associated Laplacian eigenmode
can always be chosen to be positive everywhere. It is thus an eigenmode
of non-zero mean value : e; = €/, and A\; = A/, Then, we have necessarily

A< AL

Notice also that we expect the subspace of zero mean Laplacian eigen-
mode {e,} to be generically empty when the domain geometry D admits
no particular symmetry : a small perturbation of the domain changes the
mean value of the eigenmode. If, by contrast, one imposes a symmetry axis
in the domain geometry, then it exits generically eigenmodes having a zero
mean (these eigenmodes are antisymmetric with respect to the symmetry
axis). This is for instance the case for a rectangular domain, for which the
eigenmodes and eigenvalues are given in Annexe C.

Solution for the grand canonical problem

Since problems without constraints are easier to solve, we first look at
the solutions in the grand canonical ensemble, where both constraints on
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the energy and circulation are relaxed, by considering the thermodynamical
potential :

J(B,v) = min {Jld] = —Sla] + 5 Elgl +~Clql} - (4.13)

Using expressions (4.10), (4.11) and (4.12) for entropy, energy and cir-
culation functionals, we find :

J[q]=%2< )qﬂtZ( h; —l—’ye,>)qi. (4.14)

i>1 i>1

We have thus to find the minimum of a quadratic functional, with a
possible linear part. Let () and L be the linear operators associated res-
pectively to the purely quadratic part and to the purely linear part of this
functional. Then we have three cases :

— Case 1. The smallest eigenvalue of () is positive : the minimum exists
and is achieved by an unique minimizer.
— Case 2. At least one eigenvalue of () is strictly negative. There is no

minimum.
— Case 3. The smallest eigenvalue of @) is zero (with eigenfunction eg).
If Lleg)] = 0 (case 3a), the minimum exists, and each state of the

neutral direction {oeg} is a minimizer. If L]eg] # 0 (case 3b), then no
minimum exists.

Since the quadratic part of J is diagonal in the Laplacian eigenmode
basis, we can immediately see that there is a unique solution to the varia-
tional problem if and only if 3 > —\; (case 1. above), whatever the value of
v. If B < Ay (case 2. above), there is no solution to the variational problem.
If 3 = —M\1, then Qe;] = 0 (case 3. above) and there is a neutral direction
if and only if L[e;] = 0, which yields v = hy/ (e1).

We compute the energy and the circulation of all those states in Ap-
pendix A. We prove that there is a unique canonical solution at each point
in the diagram (E,I") below the parabola Ey, (I') given by equation (4.26)
in Appendix A, and above the parabola E.(I') given by equation (4.27) in
Appendix A.
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We note that energies located above the parabola Ej, (I') are not achie-
ved by grand canonical solutions (the values located below E (I") are not
admissible).

Because it exists a range of admissible energies and circulations not
reached by grand canonical solutions, we are in a situation of ensemble
inequivalence. We then turn to the more constrained canonical problem to
find solutions in this area.

Solution for the canonical problem

We now consider the canonical problem, obtained by keeping only the
cisculation constraint, and by considering the free energy

F(B,T) = min {F[g] = —Slg] +0 €lg] | Cla) =T} - (4.15)

It is possible to transform this constrained problem into an unconstrai-
ned variational problem. Actually, the circulation constraint is linear : one
coordinate can be expressed in terms of the others: g1 = (I' = 2, ¢; {e;)) / (ex)
(recall (e1) # 0).

This expression is then injected into the functional F = —§ + € :

Flg) = %Z (1+%) q22—2§h2q2

i>2 i>2

1 ﬁ ﬁ <€;/> <6;»,> n_n
32 (‘*j (”v)*(”z)w e
1,722

"

-3 (g (4 3g) 3+ et o (4

i>2 1 1

where we have made the distinction between the two (independent) sub-
spaces of Laplacian eigenmodes, having a zero mean value or not. The
problem is now to find the minimizer {¢;},., of this functional, with no
constraint. -

To find the solutions to this problem, we use the same method as in the

grand canonical case. We call () and L the linear operators associated to
the purely quadratic and linear parts of F.
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In the subspace of zero-mean Laplacian eigenmodes, () is diagonal. Its
smallest eigenvalue is strictly positive if and only if § > —\].

In the subspace of non zero-mean Laplacian eigenmodes, @) is not dia-
gonal, so this case requires more computations. We look for the value of 3
such that the smallest eigenvalue of @) is zero in this subspace (that corres-
ponds to case 3 above). Let us call —\* this value, and e* = )., ele; the
corresponding eigenmode. Because Q[e*] = 0, (remember that Q is the li-
near operator associated to the purely quadratic part of F given by (4.16)),
we have :

Vi > 2, (1 + i—) e*, + <<:1">>2 (1 + %) D leje; =0 (4.17)

Jj=2

We deduce from this expression that > . ,(e;)ej # 0 : if not, each term
el is zero. Multiplying (4.17) by (e;)/ (1 + A*/\;) and summing on i > 2,

(A
we find that —\* is the smallest zero of the function !

Aiei)?
f(z) = — . (4.18)
=1 >\z +x
Thus, when 5 = —\*, the smallest eigenvalue of @) (in the subspace of non

zero-mean Laplacian eigenmodes) is zero.

We conclude that whatever the value of I', there is a single solution to
the variational problem if and only if § > —min {\*, A} (case 1. above).
When 8 < —min {\*, \]}, there is no solution to the variational problem
(case 2. above). When § = —min {\*, \|} (case 3. above), we have to consi-
der two cases depending on the sign of \* — \] :

— if B = —A* > —A|. A minimizer exists (case 3a above) if L[e*] = 0.
This leads to

S (e ()~ gt i =

i>2

!By using the identity Y-, (e;)* = 1, we recover function 3.8 obtained in [27], where
a discussion on the properties of this function is provided.
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By (4.17), it yields the condition

(ei)h

"=\ — .
AF =\

1>1

(4.19)

For I # I'*, there is no minimizer (case 3b).

— if B = =X\ > —A\*. A minimizer exists (case 3a above) if L[¢|] = 0.
This gives the condition b} = 0. If b} # 0, there is no minimizer (case
3b).

The solutions corresponding to all those cases, as well as their energy
and circulation, are computed in Appendix B. In any case we find that all
admissible values of circulation I" and energy E are reached by canonical
solutions.

We conclude that microcanonical and canonical ensembles are equiva-
lent : all microcanonical solutions, characterized by a given energy and
circulation, are also canonical solutions.

From the previous analysis, we are able to compute and describe all the
thermodynamical properties of the phases diagrams in the plane (E,T'), as
done in Appendix B, where it is explained that only three types of phase
diagram exist :

— case i (A* < A]) : there is a first order transition line, defined by
(' =T, E > E*), where I'* is given by equation (4.19). How to
compute E* is explained in appendix B.

— case ii (A* < A] and A} = 0) : there is a second order transition line,
defined by the parabola Ey: given by equation (4.29).

— case iii (A\* < A\| and A} # 0) : there is no phase transition.

In any case, there exists an ensemble inequivalence area above the para-
bola E,, (I'), given by equation (4.26), and all phase transitions occur inside
this area.

Because the previous study is very abstract, we restrict ourself in the
following to the case of the Euler equation (h = 0,R — +00), to present the

phase diagrams and to describe the striking features associated to it. We
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then explain the changes induced by the addition of a topography h(z,y)
and of the parameter R.

Phase diagrams for the Euler equation

The Euler equation corresponds to ¢ = At. Since h = 0, there are only
two types of phase diagrams, corresponding either to case i) (A\* < \|) or
to case ii) ( A* < A]) above. We first explain that this criterion is governed
only by the geometry of the domain. We then describe the thermodynamics
of the phase diagram, and explain how it is related to changes in the flow
structure. We finally report the existence of a bicritical point, when varying
the domain geometry at fixed energy.

Geometry governed criterion

As seen previously, The criterion for case i) or case ii) diagrams is the
sign of | — A*. This depends only on the Laplacian eigenvalues. They
themselves depend only on the domain geometry.

If the domain admits no symmetry axis, only case i) is possible. As we
already noticed, there is generically no zero-mean Laplacian eigenmodes for
this class of domains.

If the domain admits a symmetry axis, the sign of A\] — A\* must be
computed. In the case of a rectangular domain, there is a critical aspect
ratio 7. ~ 1.12 (defined by L,/L,, with L, and L, the lengths of the
rectangular domain), as already observed in [27]. For aspect ratios smaller
than 7., the phase diagram is in case i). For aspect ratios greater than 7,
the phase diagram is in case ii).

It is expected (but not proven) that any domain geometry admitting
a symmetry axis, and sufficiently stretched in a direction perpendicular to
this axis, be in case ii).

Thermodynamic properties of the phase diagrams

From the knowledge of the Laplacian eigenvalues, one is able to draw the
equilibrium entropy S(E,I') in terms of the internal parameters £ and I,
using the computations carried out in appendices A and B (the expression
of the entropy in terms of the projections ¢; is given by (4.9), and the
expressions of these projections ¢; are given by equations (4.21) and (4.28)).
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F1G. 4.5: Phase diagram in case i (for a rectangular domain of aspect ratio 7 =
1.1 < 7). Examples of flow structures are given on panel b. The ensemble inequivalence
area is located above the blue parabola Ej, (I"). The red line at I' = 0 is a first order
transition line, associated to a positive jump of ~.

We present such plot of S(E,I') on figures 4.5-c¢ (for case i) and 4.6-c
(for case ii). All the thermodynamical properties of the phase diagrams can
be deduced from those plots.

Ensemble inequivalence area. The most striking feature appearing on
figures 4.5-c and 4.6-c is the existence of a region of parameters F,I" for
which S(E,T') and its concave envelope do not coincide. We have explained
before that this property implies ensemble inequivalence for those parame-
ters.
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b)

.02 E 0.04 0.08 =1 o 1""

F1G. 4.6: Phase diagram in case ii (for a rectangular domain of aspect ratio 7 =
1.8 > 7). Examples of flow structures are given on panel b. The ensemble inequivalence
area is located above the blue parabola Ey, (I'). The Green dashed parabola Ey, (') is a
second order transition line. Inside this parabola, 92S/9I'? > 0

This area of ensemble inequivalence has been shown to be located above

the parabola
1
Ey,, () = —-T?,
obtained by taking A = 0 in equation (4.26), in Appendix A. This parabola
is represented as a blue line on figures 4.5-a and 4.6-a.

Notice that this result holds for any domain geometry. This is to our
knowledge the first analytical description of such a generic occurrence of
ensemble inequivalence in 2D flows.

We describe in the following peculiar microcanonical phase transitions
associated to the existence of such ensemble inequivalence.
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Phase transitions for case i. It is shown in appendix B that there
exits a first order transition line defined by (I' = I'"" = 0, £ > E* = 0),
represented in red in figure 4.5-a.

We can see clearly that there is a discontinuity of the entropy S(E,T)
across the line I' = 0, £ > 0, on the figure 4.5-c.

We see also on figure 4.5-e that this first order phase transition is asso-
ciated to a positive jump of . Such a thermodynamical peculiarity would
not be possible in an ensemble equivalence area : a positive jump of the
derivative of the entropy (0S/0I') can only occur in a region where the
entropy S(E,I") and its concave envelope do not coincide.

Phase transitions for case ii. We show in appendix B that the parabola

. 1 >\i<€i>2 2
P = (2 OO 2 Aaf) '

i>1

is a second order transition line. We have written here the equation of
this parabola by taking h = 0 in (4.29). This second order transition line is
represented as a green parabola on figure 4.6-b.

When the parabola Ey (T') is crossed, there is a discontinuity of 9%5/0T"
and of 9>S/OE?, as observed on figures 4.6-c,e. This indicates clearly the
occurrence of a second order microcanonical phase transition.

Notice the existence of positive values of 925/0I'? in figure 4.6. This last
property is similar to negative specific heat, but for the parameter I" rather
than for the energy E. This corresponds to a region of parameters E, I" for
which the entropy S(F,T") is convex : it does not then coincide with its
concave envelope. We conclude that such a peculiarity can occur only in
the ensemble inequivalence area.

Changes in flow structure associated to phase transitions

The transitions described above are associated to drastic changes in
the structure of the flow for the equilibrium states, that we present in the
following.

Case i. Whatever the values of the energy E and of the circulation T,
there is a single equilibrium state, having the structure of a monopole, as
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represented at low and high energies on figure 4.5-d, except on the first
order transition line, represented in red on figure 4.5-a.

When the first order transition line is crossed, the flow structure changes
from a monopole of a given sign to a similar monopole with the opposite
sign, with coexistence of both states on the transition line.

Notice that the high energy states tend to a solution dominated by
eigenmode e* (when 5 — —\*), given by equation (4.17). The structure of
this eigenmode can be computed numerically. In the case of a rectangular
domain of aspect ratio 7 < 1.12, it is always a monopole.

Case ii. Below the parabola E,\rl(F), there is a unique equilibrium state
associated to each point (E,I). Those low energy states have the structure
of a monopole.

Above Ey (I'), each point corresponds to two equilibrium states. For a
given circulation, the different states above the parabola differ only by the
value of their projection on €] (a dipole). The choice of one state among the
two possibilities above the parabola breaks the system’s symmetry. At high
energy, this contribution dominates : the flow is therefore a dipole.

For a fixed circulation, there is thus a transition from a monopole (at
low energy) to a dipole (at high energy).

Bicritical point

Let us fix the energy and vary the aspect ratio in the case of a rectangu-
lar domain. The phase diagram (I", 7) is presented figure 4.7. Our previous
analysis predicts a bifurcation from a microcanonical first order transition
line (corresponding to the red line on figure 4.5) to two second-order tran-
sition lines (corresponding to the green line on figure 4.6), at the point
T. = 1.12,T" = 0. Above this critical aspect ratio, there is actually a switch
from case i) to case ii) phase diagrams.

Such a bifurcation is referred to as a bicritical point. Bicritical points
have already been observed in the context of short range interacting sys-
tems (see [17] and reference therein). However, there is to our knowledge
no example of such bifurcations for systems with long range interactions,
while their possible existence was predicted in [17].

Small inserts on figure 4.7 are schematic representations of the gene-
ralized entropy S[g]. The two directions correspond to the eigenmode e*
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F1G. 4.7: Bicritical point : bifurcation from a first order phase transition line (in red)
to two second order phase transitions lines (in green). Case of a rectangular domain, for
the 2-D Euler equation. The aspect ratio 7 is taken as an external parameter, the circu-
lation I' as an internal parameter, and the energy is fixed. Small inserts are schematic
representations of the entropy S[g| in which the two directions correspond to the eigen-
modes e*(horizontal) and €} (vertical). M, m and s stand respectively for Maximum,
minimum and saddle

associated to \* (horizontal) and to the eigenmode €} associated to \| (ver-
tical).

Below the green dashed line (corresponding to 8 = —\| > —\*) the
maxima have no contribution on .

Let us consider the line I' = 0. If 7 < 7, there are two equilibrium states
proportional to e*, characterized by = —A\* > —\].

If 7 > 7., there are two maxima proportional to €}, characterized by
B = —\] > —A*. The bicritical point corresponds to a crossing between the
eigenvalues A} and A*. The maxima are then degenerate at this point.

When the line I' = 0 is crossed for 7 < 7., one of the two maxima
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becomes metastable.

When the line I' = 0 is crossed for 7 > 7., each maximum (proportional
to e*) is split into a metastable state and another global maximum, having
both a contribution on e*.

For fixed circulation, when the green dashed line is crossed with increa-
sing 7, the maxima are split into two new maxima, which differ from the
sign of their contribution on €.

Addition of a topography

Let us now consider the case ¢ = Ay + h (this corresponds to R =
+00 in equation (4.3)). The eigenvalues {\;} are unchanged compared to
the previous case. We explain in the following how the phase diagrams
presented on the figures 4.5 (case i) and 4.6 (case ii) are changed. The main
difference with the 2D Euler equation is the occurrence of a new class of
phase diagrams (case iii in Appendix B) (for A} < A\* and A} # 0).

Ensemble inequivalence Whatever the case (referred to as i, ii or iii
in Appendix B), there is still an ensemble inequivalence area, above the
parabola F), ('), given by equation (4.26). For h # 0, the minimum of this
parabola is no more located on (E =0, ' = 0, but its curvature radius is
left unchanged.

Thermodynamical properties It is now necessary to distinguish bet-
ween three cases for the phase diagrams (the computations are carried out
in Appendix B) :

i) (A\* > X|). There is still a first order microcanonical transition half line,
but the minimum of this line (the point I'*, E*, computed in appendix
B) is located strictly above the parabola Fy, (I).

ii) (A} > A" and R} = 0). This case corresponds to figure 4.8. There is still
a second order transition line, the parabola Ey/ (I'), given by equation
(4.29). The curvature radius of the parabola does not depend on h,
but the minimum of the parabola is no more (£ =0,I"=0) : it is
located strictly above E), (T).

iii) (] > A* and A} # 0). There is no microcanonical phase transition
above E, (T).
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Changes in the flow structure At low energy (5 — +00), the equili-
brium states are given by ¥ = —h/3 + v/ in the domain bulk, because
the Laplacian term becomes negligible in equation Ay — h(x,y) = B — 7.
Then the structure of the flow depends much on the topography.

Let us now discuss the structure of the high energy states

i) (A* > \)). Asin the Euler case, the flow is dominated by the contribution
from the eigenmode e* (a monopole for a rectangular domain of aspect
ration 7 < 1.12) when  — —A\* : the topography does not influence
the high energy state.

ii) (] > A" and A} = 0). At high energy, the flow is dominated by the
dipole €}, above the second order transition line, as in the Euler case.
The choice of sign of the contribution of this dipole breaks the systems
symmetry. Once again, the high energy state is not influenced by the
presence of a topography in that case.

iii) (A} > A* and A} # 0). At high energy (5 — —A\}), the flow is domi-
nated by its component on €] (a dipole) . Contrary to the previous
case, there is no symmetry breaking, as the sign associated to this
dipole is prescribed by the sign of h}. This is the only case where the
topography influences the structure of the high energy state.

Second order azeotropy In case ii) above, if we consider the energy as
an external parameter, we have the simultaneous appearance of two second
order phase transitions in the microcanonical ensemble (see point A figure
4.8-a).

The possible existence of this phenomenology was predicted by [17] but
never observed in any specific physical system. It was referred to as second-
order azeotropy, by analogy with similar transitions in binary mixtures,
which are short range interacting systems.

Notice that the second order azeotropy occurs inside the ensemble in-
equivalence area.

Addition of a Rossby radius of deformation

The existence and structure of the phase diagrams i), ii) and iii) are left
unchanged when one considers any finite value for the Rossby radius of de-
formation (or Debye length scale), R. Only the eigenvalues \; are changed :
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a) 0.08

0.04

o rl
F1G. 4.8: Second order azeotropy : simultaneous appearance of two second order

phase transition (at point A). Case of a rectangular domain of aspect ratio 7 = L, /L, >
1.12 with h = sin(ny/Ly).

they are simply translated by the constant —1/R?, which implies that the
criterion A} — A* for the phase diagram does not depend on R.

Notice however that the curvature of the parabola F), (I') (the boundary
of ensemble inequivalence) and of the parabola Ey/(I') (the line of second
order phase transition) tend to infinity when R — 0.

Boundary conditions

Rather than taking arbitrarily ¢y, = 0 on 0D, a more relevant way
of prescribing the constant 1y, (in the context of geophysical flows) is to
consider the constraint (1) = 0. This comes from the masss conservation,
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as 1 is related to the height of the interface with a lower layer, in the
quasi-geostrophic model. The equation to be solved is now

g—h=Ap— W_Tﬁw = O[y] (4.20)

v=p—{(p) and =0 on 9D =0

Notice that the linear operator O is symmetric and negative definite. It is
inverted by considering the boundary condition ¢ = 0 on 9D : ¢p = O~ t[g—
h]. This operator can be diagonalized, with eigenvalues and eigenmodes
expressed in terms of Laplacian properties. The different phase diagrams
can then be computed, and are found to be the same as in the previous
case. More astonishingly, the criterion for phase diagram i, ii or iii does not
depend on the choice of this boundary condition.

Applications

We now apply the results obtained to the description of Fofonoff flows, to
the proof of nonlinear stability of some RSM states, and we discuss possible
experimental observations of ensemble inequivalence.

The case of an idealized ocean model : the Fofonoff flows

Fofonoff flows are stationary solutions of the quasi-geostrophic equations
for a barotropic ocean in a closed domain D, with h = —by, and ¢ = B¢ —~
(see [89] for a more precise description of this model) :

AY —fp=by —~
with ¢ =0 on 0D .

Fofonoff computed and described the solutions of these equations inde-
pendently of statistical theories, assuming > 1 [51|. Within this approxi-
mation, the contribution of the Laplacian term is negligible in the domain
bulk :

b v
p=2y-21
CAN
It corresponds to a weak westward current (v, = —d,9 = —b/[) taking

place in the whole domain. At boundaries, there are recirculating eastward
jets.
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1) 11) 1i1)

Low k@J —— l'\_—_@]
!
©

Energy
(-—)

High
Energy

F1G. 4.9: Fofonoff flows, for the three possible phase diagrams i), ii) and iii)
The circulation is fixed, slightly greater than zero, and h = by. The streamfunction is
represented in a rectangular domain with different aspect ratios (cold and hot colors are
respectively negative and positive values). At low energy, the flow is always the usual
Fofonoff mode, with a weak westward flow in the domain bulk, and strong recirculating
jets at the boundaries. If the domain is not stretched enough (case i), the high energy
state is a monopole. If the domain is sufficiently stretched in the East-West direction
(case ii), there is a second order phase transition : the high energy state is one dipole in
the East-West direction. The choice of sign of this dipole breaks the system symmetry.
If the domain is sufficiently stretched in the North-South direction (case iii) , there
is no phase transition. The high energy state is a dipole displaying the Fofonoff mode
structure, but without strong jets confined at the boundaries.
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These solutions are presented in many books about oceanic circulation,
see for instance [89]. The emergence of such state in numerical simulations
with small forcing and dissipation has been discussed ([135, 39]).

As far as spectrally truncated equilibrium states of the energy-enstrophy
statistical theory of Kraichnan |69] corresponds to a linear relation between
potential vorticity and streamfunction, Fofonoff flows have been widely stu-
died in this context, after the work of Salmon-Holloway-Hendershott [106].

The results presented in the previous paragraph make possible a direct
computation of all RSM equilibrium states of this model, whatever their
energy and circulation. The interest is twofolds :

— Firstly, we show directly that Fofonoff flows are RSM equilibria, and
that they are located in the ensemble equivalence area : the states
characterized by 3 > 1 are low energy states corresponding to grand
canonical solutions of (4.13).

— Secondly, we compute also high energy states, and find that such
states can have a flow structure very different from the classical Fo-
fonoff solution, when they are located in the ensemble inequivalence
area, see figure 4.9.

Such states could not be obtained in the context of truncated equili-
brium statistical theory because there is no constraint on the circulation
in this theory [106] : we have shown here that it is necessary to take into
account this constraint to compute RSM equilibrium states in the ensemble
inequivalence area.

In addition, all the phenomenology related to phase transitions and en-
semble inequivalence applies for those models : according to the domain
geometry, one can obtain the phase diagram corresponding to case i, ii or
iii described in the previous sections (see figure 4.9).

In particular, any domain that admits a symmetry axis in the y direction,
and that is sufficiently stretched perpendicularly to this axis, corresponds
to the phase diagram presented figure 4.8, for which there is second order
azeotropy.

This shows the interest of academic ocean models in the context of
long range interacting systems. Although the Jovian great red spot is often
mentioned as an application of statistical mechanics of 2D flows, the study
of other simple geophysical flows, as academic ocean models have not been
considered so far in this context, to our knowledge.
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Stability

Another application of the previous computation of the variational pro-
blems is the proof of nonlinear stability for a large class of equilibrium states
computed previously, even when Arnold’s criteria for nonlinear stability do
not apply.

The nonlinear stability of equilibrium states has been shown previously
for any 6 > —A;. This was proved for the Euler equation, where \; is
the smallest Laplacian eigenvalue [98, 99|, but it is straightforward to ex-
tend this result to quasi-geostrophic flows (where \; is then the smallest
Laplacian eigenvalue translated by 1/R?). We now extend this result to
B> —min{\*, \|}, when the ¢ — 1) relation is linear.

We have shown that in that case, whatever the value of § associated
to an equilibrium state, there is a functional conserved by the dynamic
(the functional F|q] given by (4.16)), and that the equilibrium states are
minimizers of this functional. In addition F[g] was shown to be positive-
definite for § > —min{\*, \| }.

Calling G4 the corresponding equilibrium state, and dq a perturbation of
this equilibrium, we can then define a norm for the perturbations : N'[d¢q] =
F [ﬁﬁ +dq|. Since this norm is conserved by the dynamics, this proves directly
the nonlinear stability of the corresponding equilibrium state ggs.

Possible experimental realization of ensemble inequivalence

We have reported the generic existence of ensemble inequivalence and of
peculiar phase transitions in a large class of 2D flows. The phase transitions
that we have described induce huge physical changes in the flow structure,
for instance a change from a monopole to a dipole.

One of the present challenging problems in physics of long range interac-
ting systems is to find experimental setups for which ensemble inequivalence
properties such as negative specific heat could be observed in laboratories.
So far, no physical system has been proposed to realize such an experiment.
The results presented in this paper indicate that 2D flows are serious can-
didates to first observe ensemble inequivalence.

Phase transitions associated to the existence of ensemble inequivalence
are predicted in the microcanonical ensemble. This ensemble can show up
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if the time scale for inertial organization of the flow is much smaller than
the forcing and dissipation time scales.

When such separation of time scales does not exist, it is more relevant
to include effects of forcing and dissipation. The understanding of the phase
transitions taking place at equilibrium is then a starting point for studies
out of equilibrium [18].

We thank J. Barré, P.H. Chavanis, Ana Carolina Ribeiro-Teixeira and
J. Sommeria for interesting discussions. This work was supported by the
ANR program STATFLOW ( ANR-06-JCJC-0037-01 ).

Appendix A : grand canonical solution

We compute here the values of energy and circulation achieved by the
solutions of the grand canonical problem (4.13).

We have shown that whatever the value of 7, there is a single solution
q(, ) of the variational problem for 5 > —\;. As these solutions are critical
points of the functional J given by equation (4.14), a direct computation
of such critical points yields :

; = (€ ) - 4.21
ai(5,7) N+ 3 (vAifei) + Bhi) ( )
A straightforward computation gives their circulation I' = ). ¢; (e;) :
{ei)hi
I'= E 4.22
where Al
i\Ci
= E 4.23

and their energy £ = 3> (¢; — hi)? I\

>\th2 )\zhz €; 2 >\z €; 2
Fo) = (Z 2(\ +ﬂ)2> o <Z (O +<ﬂ)>2> o (Z 2<Az-<+>6>2> |

i>1 i>1
(4.24)
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Using expression (4.22) that gives v as a function of T', one obtains the
expression of the energy in terms of the circulation :

E3(I") = Aglh] + Bs[h|I' + ( 7 Z )\ + ﬁ ) (4.25)

Notice that Ag[h] = Bg[h] = 0 when h = 0, whatever the value of (3.
When § = —A\;, we have shown that there are solutions (an infinite
number, corresponding to a neutral direction) if and only if v = —hy/(e1).
The solutions of this neutral direction correspond to the limit case § —
—A; in (4.21) and (4.23). Then, each solution of the neutral direction is
parameterized by a value of I', and corresponds to a point of the parabola

1
r?,
2)\1 <61>

obtained by taking the limit 5 — —\; in (4.25).

Ex (T) = Ax,[h] + By, [A]T + (4.26)

We conclude that each point of the phase diagram (E,T") located on the
set of parabolae {E5(I") | 8 > —A1} corresponds to a unique grand canoni-
cal solution.

Notice that the curvature of the parabola E3(I") does not depend on the
topography h, and is a decreasing function of f3.

Notice also that the lower bound for the (admissible) energies is obtained
for 3 — +oco. This corresponds to the parabola

i>1

Eoo(T) = Au[h] + Buo| (ZA &) ) r2. (4.27)

This parabola tends to the line £/ = 0 in the case of a rectangular do-
main, for h = 0.

Finally, the grand canonical solutions cover the whole area above the
parabola F.(I') , given by (4.27) and below the parabola E), (') given by
(4.26).

Appendix B : canonical solutions

We compute here the values of energy and circulation achieved by the
solutions of the canonical problem (4.15).
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We have shown that whatever the value of I', there is a single solution
q(8,T) for each value of § > —min{\], A*}. Using equation (4.22), one can
express v as a function of I', and substitute it into equation (4.21) to obtain
the expression of ¢(3,I"). The corresponding energy is given by (4.25).

We conclude that there is a single canonical solution at each point of
the region spanned by the set of parabolae {E5(I") | # > —min {\], A*}}.

Since min {\}, A*} > Ay, and since the curvature of these parabolae is
a decreasing function of 3, we can see that the set of grand canonical solu-
tions is included in this one.

We have shown (see section “Canonical solutions” in the text) that when
B = —min{\}, \*}, there are two cases for which a neutral direction exists :
either A\* < A\, or A} < A* and h] = 0. We now explain that these two cases
correspond to two different phase diagrams, that we describe. We then
discuss the remaining case (A} < A* and R} # 0), for which there exists no
neutral direction.

Case i ( A* < \)).

There is a neutral direction for § = —A* > —\| if and only if I' = I'*
(where I'* is given by equation (4.19)).

The expression of the solutions is obtained by taking § = —A* in (4.21) :
the solutions obtained are then parameterized by 7. The corresponding
energies are given by equation (4.24). The value of the energy varies from
a minimum value E* to +o00. The value E* is obtained by taking § — \*
and I' = I'* in equation (4.25). For each point I'*, E > E*, there are two
states parameterized by two different values of 7. In the Euler case (h = 0),
E* =0 (take v = 0 in equation (4.24)).

Notice that if I' # I'*, then the energy of the minimizers obtained in the
case 3 > A\* diverges when 3 — A*. The set of parabolae {Eg(I") | > —\*}
hence covers the half plane E, I" above E,(T"), except the halfline (I' =T, E > E*),
which corresponds to § = —\* previously described.

At each point of this line, there are two canonical solutions, differing only

by the contribution of the eigenmode e* computed above. Let us consider
first a fixed energy £ > E* and a varying circulation I'. There is a discon-
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tinuity of v(I') at I' = I'*, as seen in equation (4.22) : as v = 95/0I", we
conclude that there is a first-order transition when this lines is crossed at
fixed energy. By considering the sign of f(() around a point of this line,
one can see that the discontinuity corresponds to a positive jump of .

Let us then consider I' = I'*, and a varying energy E. For £ > E*,
B = —=X\*so OF/J = 0. By contrast, a direct computation of (4.25) gives
OFE /0B # 0 when § — —\* | i.e. when F < E*.

To conclude, for a fixed circulation I' = I'* and a varying energy, there
is a second-order phase transition when the point £ = E* is crossed as far
as 0?S/0OE? = 03/0F is discontinuous.

Case ii (\] < A" and A} = 0).

There is a neutral direction whatever the value of I', when g = —\].
The solutions of this neutral direction can be obtained by computing the
critical points of J (see equation (4.14)) for this value of [.

By doing this, we find that the solutions are

q=q(=\,T) +ae, a €R, (4.28)

and have an energy

1 2
E:E)\ll(r)—i‘Q—)\/lOé s

where g(\}) and Ey (I') are obtained by taking 8 — —A] in (4.21) and
(4.25) :

4., , ! Aifes)? 2
Ey () = Ay [h] + By [W]T + (2 o0 ; e Xl)2> 2 (4.29)

The set of parabolae {Eg(I") | 5 > —\|} spans the whole range of para-
meters (E,T') located above E(I') and below Ey (T'). The canonical solu-
tions of the neutral direction, parameterized by I' and a = ¢}, are located
on the set of parabolae { Ex, (I') + a?/(2X]) | @ € R}, which covers the half
plane above Ey (I').

To each point (£,I') located above Ey (I') correspond two minimizers
q, parameterized by «, the value of their projection on e}. This value is zero

161



4. INEQUIVALENCE D’ENSEMBLE ET TRANSITIONS DE PHASES DANS
LES ECOULEMENTS BIDIMENSIONNELS

on the parabola Ej (I'), and tends to infinity with increasing energy. High
energy states are thus dominated by the eigenmode ¢}, which is a dipole.

Let us consider a fixed circulation. When £ > FEy/, 8 = —\} and then
OFE /0B = 0. By contrast, 0E /9 # 0 for § — —\; , by a direct computation
from equation (4.25). Thus, there is a discontinuity of 8*S/0E* = 93/0F
when the parabola Ey (I') is crossed.

Let us then consider a fixed energy and a varying circulation I' . From
equation (4.22), one finds that in the interior of the parabola Ey, (I') (where
B =-X),0v/0 = —1/f(\)) is constant (positive), and 9y/0' # —1/f(\])
when the circulation tend to the parabola from the outside. There is thus
a discontinuity of 95/9y* when the parabola Ey (I) is crossed.

To conclude, Ey (I') is a second order transition line. When it is crossed,
the system chooses one among the two possible states differing by the value
of their projection on €} (a dipole), which breaks the system symmetry.

Case iii ( A} < A" and A} # 0).

In that case, there is no neutral direction. One can easily show that the
energy of the minimizers obtained in the case 5 > \* diverges when g — \*.

The set of parabolae {Eg(I') | 5> —\|} covers the whole half plane
above E (I"). There is no phase transition.

Equivalence with the microcanonical problem

In any case, there exist canonical solutions at each point of the diagram
(E,T') above the parabola E.(I'), which is the boundary of admissible
energies. There is thus equivalence with the microcanonical ensemble.

Appendix C Laplacian eigenvalues of a rectangular
domain

We present here the Laplacian eigenmodes (Ae; = —\;e;) in a rectan-
gular domain. Instead of indexing the eigenmodes of the Laplacian by i,

we use two indices m,n corresponding to the wave number in the z-and y
directions, for the eigenmodes
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emn = 2sin (mna/v/7) sin (Tmy/7) |

where 7 = L, /L, and the domain is supposed to be of area unity (L,L, =
1). The corresponding eigenvalues are

2
Amn = T2 <E + Tmz) ,

T

and (e;,) = 8/ (nmn?) for n and m odd, {e,,) = 0 for n or m even. To
make the link with the previous notation, the eigenmode associated with the
greatest eigenvalue \; is e; = e;; and the zero-mean eigenmode associated
with the greatest eigenvalue \| is €] = e; o (if 7 > 1). We see by considering
equation (4.27) that in this case, E (") is the line £ = 0 in the plane (E,T")
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4.4 Conclusion

Nous avons montré que les solutions de Fofonoff sont des équi-
libres statistiques RSM de basse énergie. A haute énergie, il existe
des transitions de phase dans la structure de I’écoulement : les états
d’équilibre peuvent dans ce cas étre trés différents des solutions de Fofonoff.

La méthode utilisée pour calculer explicitement ces états d’équilibre a
permis de montrer aussi la stabilité non-linéaire d’une grande partie
de ces états, dans un cas ou le critére “classique” de stabilité d’Arnold ne
peut s’appliquer. Remarquons que la stabilité non-linéaire des états d’équi-
libres statistiques est un probléme théorique important : il n’existe & notre
connaissance pas de preuve générale de ce résultat (voir le chapitre 3).

Nous avons en outre mis en évidence dans ces modeles simples d’océans
des transitions de phase associées a des propriétés thermodynamiques re-
marquables, propres aux systémes a interactions a longue portée : entropies
non concaves, inéquivalence entre les ensembles statistiques, capacité
thermique négative...

A notre connaissance, il s’agit de la premiére démonstration par des cal-
culs analytiques explicites de ’existence d’une zone d’inéquivalence d’en-
semble dans les écoulements 2-D. L'intérét de cette étude est d’avoir fait le
lien entre des transitions de phase dans la structure de ’écoulement et cette
inéquivalence. Ces résultats indiquent que les écoulements 2-D sont de bons
candidats a la mise en ceuvre d’expériences de laboratoire qui permettraient
d’observer certaines propriétés liées a 'inéquivalence d’ensemble. Il s’agit
d’un enjeu majeur dans ce domaine.

Les résultats que nous avons présentés sont obtenus pour une relation
linéaire entre vorticité potentielle et fonction courant. L’extension de ces
résultats au cas de relations g — ¢ faiblement non-linéaires constitue un
prolongement naturel de ce travail.
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Approche phénoménologique du
mélange
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Chapitre 5]

Introduction

Le mélange turbulent de fluides stratifiés de ma-
niére stable est une situation courante dans 1’océan.
On distingue deux régimes de mélange, suivant le
mode de production de la turbulence :

— i) dans la couche de mélange, forcée en surface de diverses maniéres
(vent, vagues, instabilités convectives...).

— ii) a 'intérieur de l'océan, forcé par des instabilités de cisaillement,

par le déferlement d’ondes internes et par la double diffusion.

Nous nous intéresserons principalement au mélange turbulent dans la
couche de mélange océanique. Nous avons montré dans l'introdution (figure
0.3) un exemple d’observation de cette couche de mélange. La turbulence
produite en surface par des instabilités de convection ou par le cisaillement
du vent est rapidement diffusée dans la partie supérieure de l'océan (voir
figure 0.4). La présence d’une interface trés nette qui sépare cette couche
meélangée des eaux plus denses au repos bloque la diffusion de turbulence,
car I’énergie cinétique n’est pas suffisante pour briser l'interface de den-
sité. Quand le forgage augmente, I’énergie cinétique disponible & I'interface
augmente, et de I’eau dense située sous l'interface est peu a peu incorpo-
rée & la couche supérieure, ou elle est rapidement mélangée aux eaux plus
légeres. Cet effet augmente ’épaisseur de la couche mélangée, qui varie en
général entre 10 et 100m. Paramétrer cette variation requiert la compréhen-
sion des divers mécanismes physiques en jeux. A cet effet, de nombreuses
expériences de laboratoire ont été proposées [46, 126| : elles isolent un phé-
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nomeéne particulier parmi les nombreux processus physiques en jeux dans
I’océan.

Nous donnerons d’abord une bréve synthése de résultats antérieurs, ex-
périmentaux et théoriques, puis nous préciserons la nature des phénomeénes
physiques que I’on souhaite modéliser.

Notation : densité réduite et flottabilité Dans ce qui suit, et dans
les chapitres a venir, nous appliquerons ’approximation de Boussinesq :
les variations de densité sont supposées n’intervenir que dans le terme de
gravité.

0 — 0o
)

ov+vVv=—-VP" —ge,+F+D avec o=g

ou P* est I'écart a la pression hydrostatique, g est la constante de gravité
(axe 0z pointe vers le haut), et F'+ D représente le forgage et la dissipation.
La densité o varie autour de gy (de 'ordre de 1000kg.m™=3). On voit sur la
figure 0.3 (présentée dans l'introduction générale) que la variation relative
de densité dans la couche supérieure de ’océan est effectivement trés faible :
(0— 00) /0o ~ 2.1073. On appellera “densité réduite” la quantité o.
C’est opposé de la flottabilité. On désignera par 7(z) le profil vertical
moyen de densité réduite. En général, les variations de densité réduite sont
dues a des variations de température ou de salinité dans 1’écoulement.

5.1 Reésultats expérimentaux antérieurs

Les nombreuses expériences de laboratoire qui ont été réalisées [46, 126]
ont permis de classifier différents régimes de mélange. Les expériences va-
rient suivant le type de stratification (continue, ou en couches), de forcage
(par une grille horizontale ou verticale, par un cisaillement), et de géo-
métrie (cuve de section rectangulaire, annulaire). Dans ce qui suit, nous
ne présenterons que des situations ou le forcage est tridimensionnel, sans
cisaillement, et ou I’écoulement n’a pas de mouvement moyen. La
vitesse caractéristique de ces écoulements est de 'ordre de grandeur de
la racine carrée de I’énergie cinétique turbulente : v ~ e'/2. On notera I
I’échelle caractéristique de I’écoulement.
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Nombres adimensionnels Les mécanismes de mélange turbulent ne dé-
pendent pas (a l'ordre le plus bas) du nombre de Reynolds Re = le'/? /v
et de Peclet Pe = le'/? /K, (ol K, est la diffusivité de la densité réduite’)
tant que leurs valeurs sont suffisamment élevées. En particulier, il faut que
le nombre de Reynolds soit tel que ’écoulement soit turbulent. Cette condi-
tion est en général satisfaite pour Re > 500.
En revanche, les proprié¢tés de mélange dépendent de maniére cruciale
du nombre de Richardson :
— externe Ri, = Aocl/e, pour un fluide composé de deux couches, dont
la différence en densité réduite est Ao.
— interne Ri; = —0.71?/e, pour un fluide stratifi¢ de maniére continue.

Le cas d’un forgage local a fait I’objet de nombreuses études expéri-
mentales, en raison de la similarités de ces configurations avec le mélange
dans la couche supérieure des océans. La turbulence est produite par une
grille horizontale oscillant verticalement, créant une couche turbulente de
fluide de densité homogéne. La plupart des études portent sur le mélange
d’un fluide bicouche. Les propriétés de la turbulence ont d’abord été étu-
diées dans un cas homogéne, sans stratification [61] : I'énergie cinétique
turbulente varie en 272, oil z est la distance a la grille, et I’échelle intégrale
de la turbulence varie linéairement avec z. La grille peut indifféremment étre
placée dans la couche supérieure ou dans la couche inférieure. La turbulence
diffuse rapidement dans la couche ou se trouve la grille, est bloquée par I'in-
terface qui avance lentement, par incorporation de filaments de la couche
au repos. Ces expériences ont permis de déterminer différentes quantités :
— la vitesse de l’interface U,, appelée aussi vitesse d’entrainement est
une fonction décroissante du nombre de Richardson quand celui ci est
suffisamment élevé. Les résultats expérimentaux peuvent étre décrits
par des lois de puissance U, = Ri_™ [46]. Les valeurs mesurées de n
varient entre 1 et 2 , selon la géométrie de I’écoulement (recirculation
a grande échelle, conditions aux bords, particularités liées a la grille
utilisée... ), et selon la nature de la stratification (en salinité ou en
température).
— Selon les résultats expérimentaux de E et Hopfinger ’épaisseur de
Pinterface h entre les deux couches s’exprime en fonction de I’épais-

' s’agit de la diffusivité thermique si la densité réduite est liée a la température, ou
de la diffusivité moléculaire si la diffusivité thermique est liée a la salinité
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d)

F1G. 5.1: Profils verticaux de densité (profil initial en bleu) dans diverses configura-
tions expérimentales a) une grille oscillante dans un fluide bicouche [142] b) deux grilles
oscillantes dans un fluide bicouche [125] ¢) une grille oscillante en présence d’un flux de
chaleur [60]; la formation d’une interface empéchant les échanges avec la couche infé-
rieure n’est observée que dans une certaine gamme de parameétres d) une barre ou une
grille oscillant verticalement dans un fluide faiblement stratifié, en couche [136] d) méme
forcage dans une stratification linéaire faible [13] : mélange aux bords f) méme forcage
pour une stratification linéaire plus forte : formation de couches [102] [87]

seur de la couche turbulente et du nombre de Richardson, : h =

D (a+b/R;) [142]. Cependant, ce résultat est controversé : d’autres
expériences suggerent plutot que 'interface garde une épaisseur constante,
proportionnelle & 1’échelle caractéristique de I’écoulement [78].

Le taux d’entrainement ne change pas quand une grille oscille dans cha-
cune des couches (figure 5.1) [125]. Dans ce cas, I'interface reste a la méme
altitude, et la vitesse d’entrainement est mesurée par les variations de la
densité réduite moyenne dans chacune des deux couches.
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Résultats expérimentaux antérieurs

Le cas d’un forgage global implique une évolution qualitativement dif-
férente du profil mélangé de densité réduite. Le mélange est produit par
allers et retours successifs d’une grille ou de barres verticales on distingue
deux régimes de mélange.

— Pour de faibles nombres de Richardson, Dans le cas d’un profil ini-

tial composé de deux couches, I'interface entre les deux couches s’élar-
git peu a peu jusqu’a homogénéisation de 1'écoulement [136] (schéma
d).
Dans le cas d’un profil initial linéaire, deux zones mélangées se forment
aux extrémités supérieures et inférieures de la cuve, remplissant peu
a peu l'intérieur, jusqu’a ce que le mélange complet soit atteint |13]
(figure 5.1-e). Simultanément, le gradient de densité réduite diminue
a 'intérieur du domaine.

— Pour des nombres de Richardson suffisamment élevés, un profil
initialement linéaire évolue en une succession de “marches” de densités
homogeénes, séparées par des interfaces de 'ordre du centimétre [87,
102| (figure 5.1-f). Ces marches sont quasi-stationnaires (mais leur
nombre diminue au cours du temps); les écarts de densité entre les
marches diminuent jusqu’a homogénéisation de 1’écoulement.

Conclusion La diversité des régimes qualitatifs observés, et la variabi-
lité des mesures quantitatives réalisées dans des dispositifs expérimentaux
similaires font du mélange dans les fluides stratifiés un probléme encore
mal compris. Du point de vue de la modélisation de ces écoulements, les
approches adoptées sont pour la plupart phénoménologiques. Elles ne s’ap-
pliquent souvent qu’a un nombre restreint de configurations. On présente
dans la partie suivante deux approches antérieures : i) les modéles d’évo-
lutions de quantités moyennes, dont ’approximation principale consiste a
exprimer les flux turbulents en fonctions de quantités locales ii) les modéles
d’évolution stochastiques, qui décrivent 1’évolution d’un profil vertical de
densité réduite et de vitesse en prenant en compte les effets non locaux.
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5.2 Approches phénoménologiques du
mélange en fluide stratifié

Les modéles de diffusion turbulente

Prenons le cas d'un fluide stratifié, caractérisé par un profil moyen de
densité réduite 7(z,t). Cette quantité peut étre interprétée comme une
moyenne dans le plan horizontal. En ’absence de mouvement moyen, 1’équa-
tion de conservation de la densité réduite s’écrit

o5 =—-0,F (5.1)

ot F représente le flux turbulent de densité réduite . L’approximation de
diffusion turbulente consiste & supposer que ce flux est proportionnel au
gradient de densité réduite :

0,7 = 0. (1'20,7) (5.2)

Le coefficient de diffusion turbulente le'/? est interprété comme le pro-

duit d’une longueur caractéristique du mélange par la vitesse caractéristique
de I’écoulement (ici donnée par la racine carrée de I’énergie cinétique tur-
bulente). Quand ce coefficient ne dépend pas de z, on retrouve une simple
équation de diffusion de chaleur. Dans un fluide stratifié, le gradient de den-
sité modifie les propriétés de la turbulence et des échelles caractéristiques.
Un exemple de paramétrisation est donné figure 5.2 : on représente le flux
de densité réduite F en fonction du gradient de densité réduite —0,5. On
distingue plusieurs zones :

— Dans la zone A, le gradient de densité réduite est petit; cela cor-
respond a de faibles nombres de Richardson. On s’attend a ce que la
densité réduite se comporte comme un traceur passif : le coefficient
de diffusion turbulente le'/? ne dépend pas du gradient de densité.

— Dans la zone B, le flux est une fonction décroissante du gradient
de densité. Cela est cohérent avec les résultats expérimentaux de mé-
lange d’un fluide bicouche par une grille horizontale oscillante : le
taux d’entrainement, donc le flux turbulent de densité réduite a I'in-
terface , varie en R; " avec n > 1, pour des nombres de Richardson
suffisamment élevés.

— Dans la zone C, certains modeéles prévoient une augmentation du
flux avec le gradient de densité réduite, d’autres un prolongement du
comportement de la zone B.
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a) b)
A B C

—-b /dz o

F1G. 5.2: a) flux en fonction du gradient de densité réduite. b) exemple d’évolution
d’un profil de densité réduite.

Considérons le profil de densité réduite 7(z) représenté en trait plein bleu
figure 5.2-b. Supposons que I’évolution temporelle de ce profil est donnée
par I’équation de diffusion (5.1), et que le flux F = [e'/20,7 est donné par la
courbe en trait plein sur la figure 5.2. Les gradients de densité réduite situés
dans la zone A s’amenuisent, alors que les gradients de densité situés dans
la zone B se renforcent, créant ainsi une interface fine entre deux couches
homogénes. Un tel modéle a été proposé indépendamment par Phillips et
Posmentier [90, 92| pour expliquer la formation de couches, avant que
celles ci ne soient observées en laboratoire par [87, 102].

Une premiére limite du modéle vient de ce qu’il prédit une interface
de plus en plus fine, alors que les expériences de laboratoire présentent des
interfaces de I'ordre du centimeétre. Balmforth et al proposent une explica-
tion pour I’épaisseur finie de ces interfaces en justifiant une forme de “N”
pour le flux turbulent (en pointillés dans la zone C). Ils couplent a cet effet
I’équation de diffusion pour la densité réduite & une équation de diffusion
pour I’énergie cinétique, une paramétrisation de 1’échelle de mélange [, et
un modéle pour le terme de production d’énergie P :

de = a.0. (le'20.e) — 1e20.5 +P —al Ve (5.3)
I 1/2
= (5.4)
6/ +aolf\/8z(7
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ou a., a. a, sont des constantes a déterminer. Nous reviendrons sur cette
équation au chapitre 7. Précisons simplement que pour une paramétrisa-
tion particuliére du terme de production d’énergie P, le flux turbu-
lent F est une fonction croissante du gradient de densité réduite dans la zone
C de la figure 5.2. L’explication pour la formation de couches d’épaisseur
finie repose entiérement sur la maniére dont le forcage P est paramétrisé.

Une autre limite, plus fondamentale, des modéles de Phillips , Posmen-
tier ou Balmforth et al, vient de ce que ’approximation locale de flux
turbulent n’est plus valable au dela d’un certain nombre de Ri-
chardson (c’est a dire au-dela d’une certaine valeur de —0,7 dans la figure
5.2). Holford et Linden ont observé expérimentalement que les couches se
forment par des instabilité a grande échelle, quand les flux sont encore des
fonctions croissantes du nombre de Richardson (comme dans la zone A).
Une fois ces couches créées, le flux turbulent correspond bien a celui dessiné
dans la zone B de la figure 5.2. Ces résultats suggerent qu'une loi de Fick
“locale” liant le flux F au gradient moyen de densité réduite 0, n’est plus
valide dans les zone B et C de la figure 5.2.

Pour conclure, ces modéles de diffusion turbulente fournissent une expli-
cation pour la formation de couche, mais la réalité physique des mécanismes
invoqués est toujours en débat. De plus, cette approche néglige I'effet des
fluctuations de densité réduite. Seules les quantités moyennées localement
interviennent. Or les fluctuations de densité réduite sont souvent impor-
tantes dans les expériences de laboratoire.

Modgéles stochastiques de turbulence en une dimension
(ODT)

Nous avons mentionné au chapitre précédent 'importance des modéles
d’évolution de la PDF dans le cadre du mélange turbulent de fluides réactifs.
Certaines idées issues de ce domaine ont naturellement été proposées pour
décrire le mélange de fluides stratifiés. C’est le cas du modéle stochastique
de turbulence & une dimension proposé par Kernstein [67]. L’idée du modéle
est de représenter les effets d’étirement et de repliement de la turbulence
par une application f qui transforme une partie du profil vertical de vitesse
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(w(z,t) — w(z,t +dt) = w(f[z],t)) et de la densité réduite o(z,t) —
o(z,t+dt) = o(f[z],1).

En pratique, une échelle [ et une hauteur z; sont tirées aléatoirement
a chaque pas de temps dt. Cela définit la localisation et I'extension d’un
possible événement de mélange a ce pas de temps. Un autre tirage aléatoire
détermine ensuite si cet événement de mélange a effectivement lieu pour
ce pas de temps, cette échelle et cette hauteur. La probabilité d’occurrence
de cet événement de mélange est donnée par un processus de Poisson de
temps caractéristique 7. C’est un temps de retournement calculé a partir
des valeurs de vitesse et de densité réduite dans le segment |zo zo + ([ du
profil. Si le tirage aléatoire est négatif, aucun processus de mélange n’est
modélisé a ce pas de temps. C’est le cas pour la plupart des événements
car le temps caractéristique 7 est en général bien plus élevé que dt. Si le
tirage est positif, le profil de densité réduite localisé sur le segment |zy 2o +(|
subit une transformation préservant la proportion relative de chaque niveau
de densité réduite, comme celle présentée figure 5.3. Le champs de vitesse
subit une transformation du méme type, choisie de fagon a ce que I’énergie
fZZOOH (%w2 + O'Z) dz soit conservée. Les lois de probabilité utilisées pour tirer
2 et [ sont respectivement une loi uniforme et une loi en Bl~2.

Ce modéle a été appliqué a des situations trés différentes : convection
[141], ou formation de couches dans les fluides stratifiés de maniére stable
[140].

Zo+| ZO+I

N\
Zy Zy
o o

F1G. 5.3: Transformation du profil de densité réduite lorsqu’un événement de mélange
d’extension [ & l'altitude zo intervient au pas de temps dt : sur le segment |z 2o + [, le
nouveau profil est la succession de trois répliques de 'ancien, contracté d’un facteur 3,
celui du milieu étant retourné pour assurer la continuité. Le profil reste inchangé hors
de Jz0 20 + 1.

N
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Qu’en est-il des modéles de circulation générale
océanique ?

Nous venons de présenter deux approches phénoménologiques différentes
pour le mélange dans les fluides stratifiés. Ces approches sont des modéles
utilisés par les physiciens pour décrire les différents mécanismes possibles
de mélange.

Décrivons briévement la maniére plus simple dont est traité le mélange
dans le moteur océanique NEMO [76] fondé sur le modéle OPA (océan
parallélisé), et utilisé par I’équipe MEOM du LEGI. Il s’agit d’un modéle
aux équations primitives, & savoir i) I’équation de Navier-Stokes incom-
pressible, ii) une équation non-linéaire d’état couplant température et
salinité a la vitesse du fluide et iii) une succession d’approximations propres
aux écoulements océaniques |76] :

— I’hypothése de Boussinesq : les variations de densité n’interviennent

que par la force d’Archiméde (flottabilité).

— l’approximation hydrostatique : la projection des équations du
mouvement sur la verticale est réduite a I’équilibre entre gravité et
forces de pressions. La convection n’est donc pas résolue directement
par ces modéles : cet effet est paramétré.

— une relation de fermeture pour les flux turbulents : les fluc-
tuations de vitesses aux petites échelles (non résolues par la grille
de calcul) peuvent induire des modifications importantes aux grandes
échelles. Cet effet joue un role non négligeable tant pour l'organisation
des courants que pour la stratification globale. Il doit donc aussi étre
paramétré.

Ces modeles sont régionaux ou globaux, formulés en coordonnées z ou

isopycnales.

La grille verticale a une résolution d’environ 10m dans les couches supé-
rieures (200m) et inférieures (20m) océaniques, et une résolution d’environ
400 métres dans 'océan profond, ces paramétres pouvant étre modifiés. Une
grille verticale caractéristique des simulations de ces modéles comporteau
total entre 30 et 40 couches.

Le mélange vertical est décrit par une équation d’évolution de type “dif-
fusion turbulente”, ayant la forme (5.2), couplée a un modéle pour I’échelle
caractéristique de I’écoulement, et a une équation pour 1’énergie cinétique
(similaire & 5.3, ot P est modélisé par la production d’énergie due au ci-
saillement), et ou ’échelle caractéristique [ intervenant dans la dissipation
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d’énergie n’est pas nécessairement la méme que celle intervenant dans le
coefficient de diffusion.

Le coefficient de diffusion le'/? dépend alors des propriétés locales (gra-
dient de densité, énergie...). Dans les situations stables (0, < 0), son ordre
de grandeur varie entre 107% et 107*m?2s~!. Pour comparaison, les diffusivi-
tés moléculaires de la température et du sel dans I'eau sont respectivement
1077 et 1079m?2s™!. Dans les situations instables (9,5 > 0), ce coefficient
est augmenté de maniére importante, afin de lisser rapidement le gradient
de densité dans la zone instable. Ce modéle surestime le mélange des masses
d’eau par instabilité convective, mais reste un moyen efficace et peu cotiteux
en temps de calcul pour paramétriser cet effet [122, 76].

5.3 Objectifs et méthode

Les deux approches que nous venons de présenter sont fondées sur des
points de vue différents :

— un modéle de diffusion turbulente, décrivant 1’évolution de quantités
moyennées, censées ne dépendre que des propriétés de I’écoulement
localement moyennées. Il est utilisé en pratique dans les modéles réa-
listes d’océans.

— un modéle stochastique, décrivant I’évolution d’un profil 1D donné,
qui reproduit I'effet de transfert vers les petites échelles par la turbu-
lence tout en conservant l’énergie totale de ’écoulement. Ce modéle,
bien qu’intéressant, est trés différent des approches utilisées dans des
situations pratiques.

Notre objectif est d’obtenir un modéle intermédiaire entre ces deux ap-
proches. Nous cherchons a modéliser par une équation déterministe I’évolu-
tion des distributions de probabilité (PDF) de mesurer une certaine densité
réduite a une altitude donnée. Nous souhaitons d’une part retrouver les
modeéles de diffusion classiques pour les quantité moyennes, et de 'autre
modéliser I'effet des processus de cascade turbulente sur 1’évolution de la
PDF.

Connaitre la forme de la distribution de densité réduite (salinité ou
température) est important pour décrire qualitativement des mécanismes
physiques ou les fluctions de densité jouent un role non néglieable :

— la restratification : Prenons une situation initiale ou des masses
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d’eau de densité réduite différentes sont réparties en proportions égales
dans les plans horizontaux, quelle que soit I'altitude, sans pour autant
étre mélangées aux échelles microscopiques. Cela peut arriver a cause
d’une instabilité convective, ou a la suite d’un épisode de forcage mé-
canique intense. Le profil moyen est uniforme sur la verticale, mais
les fluctuations autour de cette valeur moyenne sont importantes. Si
le mélange microscopique n’est pas immédiat, les masses d’eau sédi-
mentent, créant au fur et a mesure un gradient de densité stable. Un
modéle de diffusion de type (5.2) ne prédit aucune évolution pour
le profil de densité moyen initialement uniforme. Il est nécessaire de
prendre en compte les fluctuations pour décrire les effets de sédimen-
tation.

— P’entrainement “inverse”, une caractéristique des courants de
gravité dans un milieu stratifié : a une altitude donnée, les parti-
cules fluides du courant de gravité qui possédent une densité réduite
correspondant a celle du milieu ambiant restent autour de cette posi-
tion d’équilibre. Au fur et & mesure de la progression du courant de
gravité sur une pente descendante, celui-ci “perd” les particules fluides
les plus légéres.

Nous n’aborderons pas dans cette thése les problémes liés aux courants
de gravité : notre objet est le cas le plus simple, a savoir le mélange turbulent
dans la direction verticale, en ’absence de mouvement moyen.

Précisons qu’a l'instar des modéles présentés dans cette introduction,
notre approche n’est pas dérivée des équations de Navier-Stokes, mais ob-
tenue grace a des considérations phénoménologiques.

Le chapitre 6 est consacré a I’étude des effets des cascades turbu-
lentes qui dissipent les fluctuations de densité réduite. Le but du chapitre
7 est de proposer un modéle d’évolution temporelle pour la distribution de
densité réduite, en prenant en compte :

— 1) les effets de diffusion turbulente similaires & ceux des modéles

présentés auparavant

— ii) les effets de sédimentation des particules fluides, qui n’existent
pas dans un modéle ot les fluctuations de densité réduite sont négli-
gées.

— iii) les effets de cascade turbulentes étudiés au chapitre 6.
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Chapitre O

Le mélange turbulent comme
un processus
d’'auto-convolution

Ce chapitre est consacré a I’é¢tude du role de la
turbulence dans I’évolution temporelle de la distribu-
tion de probabilité (PDF) d’un traceur, mesuré a une
résolution fixée (pixel, taille du capteur...). Le but est
de modéliser les effets de cascade turbulente,
pris indépendamment des autres processus en jeux

— Le traceur est supposé passif ; il marque une particule fluide, et
n’interagit pas avec 1’écoulement.

— Le traceur est supposé réparti de maniére statistiquement homogéne.
Les effets de transport turbulent sont négligés.

Considérons un champ de traceur constitué de tache noires dans un
fond blanc. La PDF correspondante est une double fonction delta, dont la
hauteur des pics est proportionnelle aux surfaces noires et blanches. Un
observateur mesure ce champ a une résolution fixée, par exemple 'échelle
caractéristique du pixel de la caméra. Dans le cas ou les taches de tra-
ceur sont initialement trés grandes par rapport a cette résolution, la PDF
mesurée reste proche d’une double fonction delta. On s’attend a ce qu’un
écoulement turbulent homogénéise ce champ, en étirant les structures initia-
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6. LE MELANGE TURBULENT COMME UN PROCESSUS
D’AUTO-CONVOLUTION

lement a grande échelles, transférant ainsi les fluctuations vers des échelles
de plus en plus petites. Lorsque 1’échelle spatiale de ces fluctuations est
trés inférieure a celle de 'instrument de mesure, 1’écoulement observé est
homogene (ici gris). La PDF est dans ce cas une simple fonction delta.

Quelle est la séquence de PDF correspondant aux étapes intermédiaires
du mélange, i.e. d’une double fonction delta vers un pic centré autour de la
moyenne ? Nous abordons ce probléme d'un point de vue phénomeénologique.
Nous proposons un modéle de mélange ou la PDF du champ filtré a I’échelle
[ évolue par auto-convolution.

Plan du chapitre

Nous présentons dans un premier temps différentes approches phéno-
ménologiques du mélange d’un traceur par un écoulement turbulent. Notre
contribution est de proposer une équation continue pour décrire un pro-
cessus de mélange par auto-convolution. Nous comparons cette approche
a d’autres modeéles de mélange. Nous discutons ensuite de l'intérét de ces
modéles et des hypothéses sous-jacentes, en nous appuyant sur des résultats
expérimentaux.

6.1 Modéles

Un modéle pour I’évolution temporelle de la PDF d’un traceur mélangé
par des processus de cascades turbulentes doit au moins satisfaire aux pro-
priétés suivantes :

— i) conservation de la norme et de la moyenne.

— ii) conservation des bornes inférieures et supérieures des valeurs de
conconcentrations du champs microscopique.

Dans le cadre de nos études phénoménologiques, nous souhaitons de plus

que I'équation d’évolution de la PDF satisfasse aux propriétés suivantes

— iii) décroissance temporelle de la variance.

— iv) convergence aux temps longs vers une gaussienne centrée autour
de la moyenne.

Le choix d’une convergence vers une gaussienne est une hypotheése corrobo-
rée par certaines observations expérimentales [64] et numériques [127], mais
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c’est un sujet controversé.

Une premiére classe de modeéles, trés utilisée dans un contexte industriel,
est fondée sur une description du mélange “par interaction avec la moyenne”
(IEM) [63], aussi appelée “Linear mean square estimate” (LMSE) [84]. Ces
modéles satisfont aux critéres i-ii-iii, mais pas au critére iv : la PDF ne tend
pas vers une gaussienne. Il existe une approche alternative : les modéles de
type coalescence-dispersion (CD), initiés par les travaux de Curl [95], visant
a décrire I'interaction entre les gouttes dans un systéme a deux fluides.

— Coalescence : deux gouttes de méme volume, portant des concen-
trations indépendantes d’un traceur passif oy et O’é, décrites par la
méme loi de probabilité py () , forment une nouvelle goutte portant
la concentration moyenne o = (o + o) /2.

— Dispersion : cette goutte se sépare immédiatement en deux nouvelles
gouttes qui portent chacune la concentration o.

La PDF p de mesurer une certaine valeur de traceur apres la dispersion

est la convolution de la PDF p, avant la coalescence, avec un facteur de
contraction :

plo) = 2//70 (20 — 09) po (00) dog

Dans ce qui suit, nous proposons une application de cette idée a la
description du mélange par les effets de cascade turbulente, que nous com-
parons a d’autres approches.

Un modéle pour la cascade turbulente

Nous proposons dans cette partie un modéle basé sur le processus de
convolution de type coalescence-dispersion décrit ci-dessus. Le but est d’ob-
tenir une équation d’évolution temporelle pour la PDF du champ de tra-
ceur filtré a une échelle [, correspondant a la résolution de ’observateur
(pixel, taille du capteur...). Les effets de diffusion moléculaire du traceur
sont négligés. On se place dans la limite des grands nombres de Schmidt
Sc=v/K ou K est la diffusivité du traceur. Plus précisément, on suppose
que 1’échelle de Batchelor [, = nSc™/2, a partir de laquelle les effets diffusifs
interviennent, est trés inférieure a I’échelle de résolution [, ou n = (1/3/6)1/4
est ’échelle de Kolmogorov.

Intéressons-nous dans un premier temps a la structure spatiale du champ
de traceur. La déformation par la turbulence de lignes et de surfaces ma-

181



6. LE MELANGE TURBULENT COMME UN PROCESSUS
D’AUTO-CONVOLUTION

térielles, ainsi que I’évolution d’une petite tache, initialement sphérique,
advectée par I'écoulement, ont été étudiées expérimentalement [14], nu-
mériquement [53|, et analytiquement dans le cadre de modéles simplifiés
d’écoulements [41]. Cette derniére étude montre qu’une sphére de traceur
initialement petite est rapidement transformée en un ruban. Dans la suite,
nous supposerons que le champ de scalaire est localement décrit
par une succession de feuillets ou de rubans, contractés dans une
direction . On néglige donc la formation de structures en “cigare” créées
lorsqu’il existe deux directions de contraction en un point donné. Soit 7(t)
I’épaisseur du feuillet dans la direction contractée, et s(t) le taux de contrac-
tion :

% =—s(t)yr & r@t)= % avec  f(t) = exp (/(:s(t’)dt’)

On décrit un écoulement turbulent simplifié, en faisant deux hypothéses :

— 1) A D’échelle [, le taux de contraction s(t) est le méme pour
tous les feuillets & un instant donné. Dans un écoulement réel,
ces variations sont liées a l'intermittence de la turbulence.

— ii) Deux feuillets séparés d’'une distance [ sont supposés indépen-
dants : I’écoulement turbulent associe de maniére aléatoire
des éléments du fluides provenant de régions séparées initia-
lement par une distance supérieure a I’échelle de corrélation
du champ de traceur.

Supposons que la probabilité p;(o,t) de mesurer une certaine concentra-
tion o & I’échelle [ au temps ¢ soit connue. D’aprés ’hypothése i), quand
I’épaisseur [ d’un feuillet est divisée par 2, celle des autres feuillets Iest
aussi. Soit 75 l'intervalle de temps qui correspond a une telle contraction.
D’aprés 'hypotheése ii), deux feuillets adjacents au temps ¢ + 75 sont indé-
pendants. On retrouve alors un processus de type coalescence dispersion,
illustré figure 6.1. La PDF au temps t + 72 est la convolution de la PDF a
I’instant initial, avec un facteur de contraction :

pi(ot+ 1) = 2//)1(0'1, p(20 — o1, t)doy
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Ce produit de convolution s’exprime comme un produit des transformées de
Laplace (la concentration o est supposée positive; on peut toujours revenir
a ce cas en changeant o en 0 — min(o)) :

t+1,

— 1/2
Coalescence Dlspersmn

Fi1G. 6.1: On considére deux éléments de fluides de taille [, portant des
concentrations o et ¢’. Dans lintervalle de temps 7o, ces éléments sont
contractés d’un facteur deux et assemblés 'un a l'autre, le volume total
étant conservé.

pi(k,t+ 1) = [pi(k/2,1)]* avec pi(k) = /0 Oopl(a)e_’“da (6.1)

En faisant un raisonnement similaire pour des temps 7, tels que la lar-
geur des feuillets est divisée par un facteur n, on trouve :

Pilk,t+ 1) = [P/, )" (6.2)

Afin d’obtenir un processus continu associé a cette évolution discréte, on
considére n = 1+¢, avec € = s(t)dt dans (6.2). On trouve alors p;(k+€er, t+
dt) = [pi(k,t)]*"¢ . On prends ensuite la limite dt »— 0, et on obtient une
équation dynamique pour pj :

Orpr = s(t)[prIn pr — KO.pI] (6.3)

On vérifie que la norme et la moyenne sont conservées, et que la solution
est donnée par
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il 1) = [@(%,o)]m (6.4

Pour les valeurs entiéres de f(t), on retrouve bien 'expression (6.2). On
a donc obtenu un processus continu qui correspond a la description discréte
du mélange par convolutions successives de feuillets. La variance décroit en
co = 3/ f. Cette relation peut étre utilisée pour déterminer la fonction f.
L’équation (6.3) et sa solution (6.4) décrivent un processus de convergence
vers une gaussienne prédite par le théoréme de la limite centrale. On vérifie
Eela)en calculant les cumulants ¢,,(t) = (=09,)" In(pi(~, t))‘nzo a partir de
6.4) :

Vm>1 ¢p(t) = (6.5)

[F)™
Les trois premiers cumulants correspondent aux trois premiers moments
centrés. La valeur relative des cumulants d’ordre m > 3 par rapport au
cumulant d’ordre 2 (la variance) décroit avec le temps (¢, (t)/[ca(t)]™/? ~
f(#)~m/2=D) " Ainsi, n’importe quelle distribution initiale converge vers une
gaussienne, caractérisée par des cumulants d’ordre supérieurs a 2 nuls.

Discussion des hypothéses

i) Taux d’étirement s(¢) constant en espace On a négligé les fluctua-
tions du taux d’étirement en considérant que tous les feuillets sont contrac-
tés avec le méme rapport en tout point de I’écoulement. Dans un écoulement
réel, ce taux de contraction, et la direction associée, varient dans 1’espace.
On s’attend a ce que cet effet soit trés important en présence de structures
cohérentes : considérons la concentration au centre d’une structure tour-
billonnaire, ou I’étirement est trés faible ; si ce tourbillon persiste durant le
mélange, la concentration en traceur a l'intérieur de cette structure évolue
lentement par rapport au reste de I’écoulement ou la traceur est rapide-
ment mélangé. On voit que les fluctuations de taux d’étirement induisent
une corrélation entre le champ de vitesse et la concentration en traceur.
Cette corrélation n’est pas prise en compte par le modéle de cascade tur-
bulente.

ii) Indépendance des feuillets Une autre limite du modele vient de
I’hypotheése selon laquelle deux feuillets d’épaisseur | (donnée par ’échelle
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de mesure) juxtaposés les uns aux autres ont des concentrations indépen-
dantes. Dans le cas d’'un champ de traceur composé de taches noires dans
un fond blanc, cette hypothése impose une condition trés contraignante
a la nature du champ de traceur : I’échelle caractéristique des structures
blanches et noires doit étre plus petite que [. Cela est toujours justifié aux
temps longs, en absence de source, mais est incompatible avec certaines
conditions initiales. En particulier, le modéle ne décrit pas correctement
I’évolution initiale d’'une PDF du champ de traceur filtré a I’échelle [ com-
posée de deux pics distincts. Le modéle prévoit la formation d’un troisiéme
pic central aux premiers stades du mélange. Cela n’est jamais observé ex-
périmentalement. Afin de comprendre en quoi la présence de plusieurs pics
dans la PDF initiale du champ filtré contredit ’hypotheése ii, regardons les
caractéristiques du champ de traceur associé a cette PDF. Prenons pour
simplifier le cas d'un champ en deux dimensions. Un pic trés étroit autour
d’une concentration ¢ correspond nécessairement a l’existence de surfaces
de traceur de concentration homogeéne c et d’échelle caractéristique tres su-
périeure a [. D’ou la contradiction avec I'indépendance des feuillets de taille
[ aux temps courts.

Conclusion. L’hypothése d’indépendance est la plus forte et la moins
réaliste. Elle n’est valable que si le champ de traceur ne comporte pas de
structures de tailles trés supérieures a la résolution [ de la mesure. Cela
signifie que le modéle est valide pour un champ de traceur déja suffisamment
mélangé.

L’approche de Curl

L’idée d’appliquer le schéma de coalescence-dispersion au mélange tur-
bulent n’est pas nouvelle. Elle fut initialement proposée par Curl [95], puis
fit 'objet de nombreuses études, avec notamment les contributions de Pope
[103, 108]. On obtient une équation dynamique en supposant que la PDF
au temps t 4 dt est une interpolation linéaire entre la PDF au temps ¢ et sa
convolution, le “poids” relatif ¢ = 2s(t)dt de la convolution étant d’autant
plus élevé que le taux de mélange turbulent s(¢) est important (Le facteur 2
dans l'expression de € a été introduit de maniére a ce que s(t) soit interprété
comme le taux de décroissance de la variance des PDF).

Pk, t+dt) =€ pi(k/2,t) + (1 —€) pik,t) (6.6)
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Si ’on considére un processus d’évolution discret en prenant € = 1, on
obtient une description du mélange par auto-convolution, correspondant au
modéle de cascade turbulente présenté précédemment (la PDF tend alors
vers une gaussienne). Ce processus discret a été utilisé par Pumir et al |6].
Si 'on prend la limite dt — 0, on obtient une équation d’évolution pour la
transformée de Laplace de la PDF

Aip(k) = 25(t) [p(1/2) — ()] (6.7)

Cette équation, parfois appelée modeéle de Curl, satisfait aux critéres
i-ii-iii-iv énoncés en début de chapitre : la norme et la moyenne sont conser-
vées, la variance décroit en Ojco = —scp, Aot co = 3/ f(t) , avec f(t) =
exp <f0t s(t’)dt’). Au temps long, ce modéle prévoit la relaxation de n’im-
porte quelle condition initiale en un pic centré autour de la moyenne. Autour
de ce pic, la PDF a une forme de cloche, mais n’est pas gaussienne. En par-

ticulier, le facteur de “flatness” (0 — )" /(0 — 5)22 tend vers l'infini [108|.
D’un point de vue pratique, cette équation d’évolution reste inté-
ressante : son implémentation numérique est plus aisée que celle
des autres modéles d’évolution. Cependant, la convolution est cotiteuse
en temps de calcul. Pope propose un xmodéle stochastique associée a cette
équation déterministe, plus efficace en terme de temps de calcul.

L’approche IEM /LMSE

Le modéle d’interaction avec la moyenne IEM/LMSE, mentionné dans
I'introduction, peut étre obtenu comme un cas limite des modéles de type
coalescence-dispersion. Soit un feuillet de concentration ¢’ au temps ¢, de
distribution p(o’,t). On considére qu’au temps t + dt, la concentration o
de ce méme feuillet est donné par o = (1 — €)o’ + ea”, ou € = s(t)dt/2. La
concentration ¢” est supposée indépendante de o', et décrite par la méme
distribution. Cela revient & supposer que le feuillet initial a été mélangé a
une petite partie d'un autre feuillet, le mélange étant d’autant plus efficace
que l'intensité s(¢) de la turbulence est importante. Le facteur 2 dans I'ex-
pression de € a été introduit de maniére a ce que s(t) soit interprété comme
le taux de décroissance de la variance des PDF. On obtient alors

1 o—eo’
tdt) = —— "t t) do”
plo,t+dt) l_e/p(a,)p( 1_6,) o
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En prenant la limite dt — 0, on retrouve I’équation du modéle IEM /LSME
[63, 84], qui fut initialement proposée indépendamment du contexte des mo-
déles de coalescence-dispersion :

1 _
Oup = 55(t)0s [p (0 —0)] (6.8)
ol & est la concentration moyenne de traceur. La variance décroit en
Oicog = —scy. De maniére a comparer la structure de ce modéle aux autres

approches, on peut écrire cette équation sous la forme 0;p = s [—kp — kO, p] /2.
Il existe une solution explicite, ne dépendant que de la condition initiale et

de f(t) = exp <f5 s(t’)dt’) :

plot)=plo' +7,t) = f?p (f%' +7,0) (6.9)

ou 'on a décomposé o0 = ¢’ + & en une partie moyenne et une partie
fluctuante. On vérifie que la gaussienne est bien une solution autosimilaire.
En revanche, ce n’est pas une solution attractive. Le modéle IEM /LMSE
prédit une séquence de PDF se contractant autour de la moyenne, tout en
conservant la forme de la PDF initiale : ’effet de la cascade turbulente
est décrit par une simple contraction de la PDF, dépendant d’un
seul paramétre. Deux pics initialement distincts le restent, tout en se
rapprochant autour de la moyenne (voir par exemple la figure 6.2), ce qui est
contraire aux observations expérimentales [64]. Plusieurs améliorations des
modéles IEM /LMSE ont été proposées pour essayer de résoudre ce probléme
[109, 96, 104, 128, 35]. Nous évoquerons certaines de ces approches dans le
paragraphe “Tests des modeles”.

L’approche de Villermaux et Duplat

Plus récemment, un modéle de mélange par agrégation de feuillets de
traceurs a été proposé par Villermaux et Duplat [42], & la faveur de I’étude
expérimentale de divers aspects et configurations du mélange d'un traceur
[40].

Bien que ce modeéle soit lui aussi fondé sur un processus de convolution,
le point de vue est différent : il s’agit de décrire le mélange d’une tache de
colorant dans un fond uniforme.

Le modele distingue deux mécanismes concomitants dans le mélange
d’un traceur. L’un de ces mécanisme décrit l'interaction diffusive entre deux
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feuillets de traceurs dont I’épaisseur est fixée par I’échelle de Batchelor. Ces
deux feuillets, de concentration o’ et ¢’ indépendantes, décrits par la méme
distribution pg, en créent un troisiéme, dont la concentration est donnée par
l’addition o = ¢’ + ¢” des concentrations des feuillets initiaux. La PDF
de la concentration en traceur du feuillet ainsi créé est

plo) = [ (el = )i’
La transformée de Laplace de cette équation donne

plr) = p*(k)

On retrouve ainsi I’équation (6.1) obtenue dans le cadre du modéle de cas-
cade turbulente, sans le facteur de contraction 1/2 dans ’argument de py.
De fait, ce mécanisme a des similarités avec le processus de coalescence-
dispersion de Curl, mais se distingue de ce dernier par le point de vue
adopté : 'interaction entre les feuillets est réalisée par un processus de dif-
fusion, le role de la turbulence étant de réunir cote a cote deux feuillets
indépendants. Ce processus, pris isolément, ne conserve pas la moyenne en
traceur. D’ou le role d’un second mécanisme, lié & I’évolution d’un feuillet
indépendamment des autres. Cette évolution dépend de I'histoire des étire-
ments subit par le feuillet. Qualitativement, la contraction du feuillet par
le champ de vitesse est compensée par la diffusion moléculaire, I’équilibre
entre les deux effets fixant la largeur du feuillet a I’échelle de Batchelor. Ce
meécanisme a pour effet de diminuer la concentration du feuillet. Dans ce qui
suit, nous donnons les différentes étapes menant & une équation d’évolution
pour la PDF, en suivant la présentation de Duplat et al [40].

Afin de représenter un processus continu rendant compte du premier
mécanisme, a savoir ’interaction entre feuillets, deux approches li-
mites peuvent étre retenues. Une premiére possibilité est de considérer une
interpolation entre la PDF initiale et la PDF convoluée, le poids de la PDF
convoluée € = s(t)dt dépendant de I'intensité du mélange :

Plr.t+dt) = ¢ FP(r 1)+ (1—c) plwt) = dp=s(*~p)

dont la solution asymptotique est une exponentielle p ~ exp (—o/f(t)).
Cela revient a adopter le point de vue de Curl (6.7) dans le cadre d'une
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interaction diffusive entre feuillets (c’est a dire sans le facteur de contraction
1/2 dans largument de la PDF convoluée). Une autre possibilité est de
considérer que la PDF initiale est convoluée a I'ordre 1+ € pour € = s(t)dt :

p(k, t+dt)=p"(k,t) = Op=splnp

dont la solution est p(x,t) = p/®(k,0) . Cela revient a adopter le point
de vue du modéle de cascade turbulente (6.3). Ces deux possibilités cor-
respondent a deux cas limites du modéle de Villermaux et Duplat pour
I'interaction entre feuillets, donné par [42] :

05 = s(010) (7 =7) avee [ —esp( [ strar)
0

Dans la limite f — 1 (étape initiale du mélange), on retrouve I’équation
de type Curl, et dans la limite f — 400 (étapes finales du mélange), on
retrouve I’équation de type cascade turbulente.

Le second mécanisme, décrivant la diminution de la concentra-
tion d’un feuillet isolé due a I’équilibre entre processus d’étirement et de
diffusion dans la direction de contraction, est décrit par p(o + do,t + dt) =
p(o,t), ou do /o = —s(t)dt, ce qui donne

Op=s(t)0,(op) < Op=— s(t)kOp

Finalement, I’équation d’évolution de la PDF est donnée par ’addition
des deux mécanismes présentés ci dessus :

Op = s(t) [f(t) [P = P] — K0.p] (6.10)

On vérifie que la moyenne et la norme sont conservées et la variance
décroit en Oyco = —s(t) [ca — T/ f(1)].
Discussion

Ce modéle prédit la convergence d’une distribution initiale arbitraire
vers une forme universelle, les gamma PDF (dans le cas ou @ # 0). Cette
séquence de gamma PDF converge elle-méme vers une gaussienne autour
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1 100

{x-d)/L

F1G. 6.2: Résultats expérimentaux de Villermaux et Duplat [42] (dispositif similaire &
celui présenté dans la partie " tests expérimentaux” ). Les PDF sont ajustées avec une
succession de Gamma PDF de méme variance. La figure de droite représente I’'inverse de
la variance en fonction du temps; .

de la moyenne tout en restant asymétrique. Ces distributions décrivent ef-
fectivement la succession de PDF mesurées par Villermaux et Duplat [42],
reproduites figure 6.2.

En étudiant le role de 'injection dans des expériences similaires, nous
montrerons que cette convergence n’est pas observée dans tous les cas. Les
séquences de PDF ne semblent pas étre universelles, tout au moins dans les
régimes intermédiaires étudiés.

Le modéle d’agrégation de filaments a un sens pour décrire le mélange
d’une tache initiale de colorant (de concentration o) rapidement trans-
formée en un enchevétrements de filaments de traceur dans un milieu de
concentration 0. En pratique, il ne peut pas étre appliqué a des configura-
tions plus générales. En particulier, I’équation de décroissance de la variance
Oicg = —s(t) [ca — T/ f(t)], out T est la concentration moyenne en traceur,
n’est pas invariante par une translation o — o + c¢st. Remarquons toutefois
que dans la limite diluée (¢ — 0), I’évolution de la variance ne dépend pas
de la moyenne de concentration en traceur.
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Remarquons cependant que ’application du modéle au cas du mélange
d’une PDF initialement symétrique, composée de deux pics, décrit correc-
tement la séquence de PDF par un micro-mélangeur chaotique [134]. Pour
autant, I'application du modéle dépend la aussi de la convention choisie
pour lorigine de la concentration. De plus, il n’est pas montré que le mo-
déle d’agrégation donne une meilleure prédiction qu’une simple évolution
par auto-convolution.

Résumé

— Le modele d’agrégation de filaments est équivalent & un simple proces-
sus de convolution aux temps longs, mais prédit une évolution initiale
différente. L’idée d’inclure un processus autre que la convolution pour
les premiéres étapes du mélange est intéressante (et nécessaire), mais

— il n’est pas montré que les étapes initiales du mélange sont bien dé-
crites par ce modeéle.

— L’intérét de cette approche est de donner une explication physique
pour I’évolution des PDF, que ne fournissent pas les modéles IEM /LSME,
ou le modele de Curl. Cependant, le modéle d’agrégation ne se gé-
néralise pas dans un contexte pratique : les équations ne sont pas
invariantes par translation de la concentration.

Lien avec les approches “rigoureuses” du scalaire passif

Les modeéles présentés précédemments sont des approches phénoméno-
logiques. Le probléme du scalaire passif a aussi fait 1’objet de nombreuses
contributions théoriques [9], dans le cadre de modéles simplifiés d’écoule-
ments. Citons par exemple le modéle de Kraichnan, ot le champ de vitesse
est aléatoire, delta corrélé en temps L’idée de ces approches est que les PDF
du traceur ne dépendent pas de la structure précise de la turbulence, mais
sont associées a certaines propriétés statistiques “universelles”.

Ces modeles “jouets”, pertinents pour décrire des propriétés de la turbu-
lence & haut nombre de Reynolds, ont été développés suite a ’observation
de propriétés d’intermittence trés nettes pour les incréments du traceur.
Les incréments sont définis par la différence des concentrations en traceur
mesurées & deux points séparés d’une distance r. Nous définissons ici I'in-
termittence comme ’écart & une distribution gaussienne. Plus la distance
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de mesure r entre les incréments est petite, plus 'intermittence augmente.
Au-dela de I’échelle intégrale de I’écoulement, la PDF des incréments est
proche d’une gaussienne. L’attention a surtout été focalisée sur les incré-
ments, car les PDF du traceur lui-méme sont proches d’une gaussienne (pour
un traceur suffisamment mélangé, a haut nombre de Reynolds). Toutefois,
en présence d’un gradient moyen en traceur, la queue des PDF observées
s’approche d’une exponentielle.

De nombreux résultats rigoureux ont été obtenus dans ce contexte du-
rant les 20 derniéres années |52|. Les résultats théoriques prédisent les ex-
posants des différents moments des PDF des incréments, bien observés ex-
périmentalement [5].

Cependant, ces modéles ne peuvent étres utilisés dans les cas pratiques
qui nous intéressent ici pour deux raisons : i) les écoulements que ’on veut
décrire n’ont pas les propriétés des modéles de Kraichnan (on étudie des
écoulements a nombre de Reynolds modérés) ii) les approches “rigoureuses”
ne permettent pas de décrire directement I’évolution temporelle de la forme
globale des PDF.

6.2 Tests des modéles

Nous présentons dans cette partie les résultats de deux études menées
en vue de tester le modeéle d’évolution par auto-convolution |7, 132|. En
premier lieu, nous comparons ce modéle et 'approche IEM /LMSE, & partir
de résultats de simulations numériques directes d’Eswaran et Pope [127].
en second lieu, nous proposons une étude expérimentale du mélange, a par-
tir d’un dispositif similaire a celui de Villermaux et Duplat, la nouveauté
venant de 1’étude du role du type d’injecteur utilisé.

Comparaison avec une DNS

Nous considérons les résultats de simulations numériques directes (DNS)
d’Eswaran et Pope [127]. Ils observent la convergence d’une distribution ini-
tialement bimodale vers une gaussienne de variance décroissante, le traceur
étant injecté dans un écoulement turbulent isotrope.

On compare figure 6.2 le modele d’évolution par auto-convolution (6.4)
et le modéle IEM-LMSE (6.9) aux résultats de la DNS [127]. Les deux
modeéles nécessitent en entrée la forme de la PDF initiale. On ne prend pas
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comme condition initiale la PDF de la DNS au temps ¢ = 0. On a expliqué
au paragraphe “discussion des hypothéses” (section 1) que celui-ci ne peut
rendre compte correctement du mélange initial quand la PDF contient deux
pics étroits. On choisit donc de prendre comme condition initiale la PDF
au temps suivant (en rouge sur la figure 6.2); cette distribution contient
deux pics moins étroits que la précédente. Connaissant la variance initiale
9 associée a cette PDF, et la variance c,(t) au temps pour lequel on souhaite
déterminer la forme de la PDF, on calcule f(t) = ¢J/cy(t)) et on applique les
solutions des modéles d’évolution par auto-convolution (6.4) et des modéles

[EM-LMSE (6.8), représentés respectivement figure 6.2-b et 6.2-c.

DM&E&V%&E@LQ&EP%

Convolution
Lo A |—f=076] 15
[ - 22054
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k=t a
0.5t 0.5
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F1G. 6.3: On a reproduit la figure 10 d’Eswaran et Pope [127|. La PDF en
rouge correspond a la condition initiale pour les modeles étudiés.

On s’intéresse dans un premier temps au modeéle par auto-convolution.
Comme dans la DNS de [108], les deux pics initiaux se déplacent initia-
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lement vers la valeur moyenne, leur intensité diminue jusqu’a ce qu’ils ne
forment plus qu'un pic autour de la moyenne. Bien que le modéle n’ait
aucun paramétre ajustable, hormis la variance de la PDF, les prédictions
restent qualitativement proches des résultats de la simulation numérique.
On note cependant l'existence d’un pic anormalement étroit autour de la
moyenne, au centre de la courbe en forme de cloche. Cette anomalie a été
expliquée au paragraphe sur les limites du modéle, elle est due a I'indépen-
dance des feuillets de traceur “moyennés” a 1’échelle de mesure [ donnée ici
par le pas de grille de la DNS.

On a vu auparavant que le modéle IEM /LMSE prévoit une contraction
de la PDF autour de la moyenne, représentée figure 6.2. La séquence de
PDEF ainsi prédite est trés différentes des PDF données par la DNS. Citons
deux contributions consacrées a I’amélioration du modéle IEM, les résultats
de ces études étant comparées aux mémes DNS :

— Sabelnikov et al proposent de considérer un processus stochastique
pour ’échelle de temps 1/s(t) [128]|. Cela améliore la prédiction des
PDF, mais les deux pics initiaux persistent plus longtemps que dans
la DNS [127], et la PDF ne converge pas vers une gaussienne.

— L’addition d’un terme supplémentaire Acy0,,p dans le membre de
droite de I’équation 6.8 permet de décrire la relaxation de n’importe
quelle condition initiale vers une gaussienne [108]. L’ajout de ce terme
induit un probléme important : les bornes initiales des concentrations
en traceur ne sont plus conservées. Pour pallier cet effet, plusieurs
modeéles de fermeture pour la PDF jointe des vitesses et du traceur
ont été proposés. C’est la cas du modéle de Fox [96]. Les résultats ob-
tenus sont trés proches de la DNS [127], sauf pour I’évolution initiale
qui prédit des pics anormalement élevés pour les valeurs de concen-
trations extrémales. Remarquons cependant que ’addition d’un terme
de diffusion dans I’équation pour la PDF ajoute un parameétre sup-
plémentaire.

Comparaison avec des expériences en laboratoire

L’article qui suit est une étude expérimentale du mélange. Un colo-
rant fluorescent est injecté dans une conduite de section rectangulaire. Le
colorant est simultanément advecté et mélangé par ’écoulement dans la
conduite. Le nombre de Reynolds (Re ~ 10%) est tel qu’un régime turbulent
“modéré” est établi. Les PDF de concentrations en colorant sont mesurées a
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des distances croissantes de l'injection. Au fur et & mesure que ’on s’éloigne
de l'injecteur, la PDF devient de plus en plus étroite et centrée autour de
la moyenne. Une convergence vers une succession de gamma-PDF avait
été auparavant observée dans un dispositif similaire |[42]. Nous montrons
qu'une telle convergence n’est pas universelles, au sens ou la séquence des
PDF mesurées dépend du type d’injection (par une ligne, ou par un point
source). Nous déterminons ensuite les conditions d’application des modéles
d’évolution par auto-convolution.
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Is Turbulent Mixing a Self-Convolution Process?
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Experimental results for the evolution of the probability distribution function (PDF) of a scalar mixed
by a turbulent flow in a channel are presented. The sequence of PDF from an initial skewed distribution to
a sharp Gaussian is found to be nonuniversal. The route toward homogeneization depends on the ratio
between the cross sections of the dye injector and the channel. In connection with this observation,
advantages, shortcomings, and applicability of models for the PDF evolution based on a self-convolution

mechanism are discussed.
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Predicting the temporal evolution of the probability
distribution function (PDF) of a tracer is of wide interest,
in particular, for the dynamics of density stratified fluids or
for reactive flows [1]. The scope of existing phenomeno-
logical approaches is to provide simple, efficient models to
describe the evolution of the PDF, from an arbitrary initial
condition to a sharp peak centered around the mean, rep-
resenting the late stage of mixing.

One of the simplest and widely used models is the linear
mean square estimate, also called interaction by exchange
with the mean [2]. The main limitation of this model is that
the PDF keeps its shape while it contracts around the mean
by mixing. Many studies have been devoted to the im-
provement of this approach [3-7].

There exists an alternative class of models, based on a
self-convolution process. The first occurrence of such a
model is the coalescence dispersion (CD) mechanism of
[8], originally intended to describe drop interactions in a
two liquid system: two drops having independent scalar
values o and oy, coalesce into one drop having the aver-
age scalar value o= (0(+ 0p)/2, which immediately
splits into two drops with the same scalar value o. The
probability p to measure a given scalar value after coales-
cence is the convolution of the same probability function
po before coalescence: p(0) =2 [ py(20 — o) po(0p)do.
CD models with self-convolution have been widely studied
and extended to turbulent flows [9] although some of the
original underlying hypotheses become questionable [10].
Following the ideas of the CD approach, a model of
aggregation of scalar streaks has been presented in [11].
In [12], a dynamical equation based on a pure self-
convolution process is proposed for the coarse-grained
PDF at a given scale /. The key idea is that random
straining transfers scalar fluctuations toward scales smaller
than /, so that the measured fluctuations are averaged over
scale [.

The question of the PDF evolution of a passive tracer in
a turbulent flow has been addressed experimentally in
different configurations (see, for instance, [13,14]). For a
flow without a mean scalar gradient, convergence from a
very skewed PDF toward a Gaussian shape has been quali-
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tatively observed, although some departure from gaussian-
ity was noticed to persist even at late stages of mixing.
Surprisingly, there seem to be only few comparisons
between phenomenological models and the laboratory ex-
periments presented above. We consider here a fluorescent
dye introduced in a channel, where it is advected by a
turbulent flow. PDFs are measured at different locations
along the channel. The PDF becomes sharper and sharper
around the mean with increasing downstream distance
from the injector. The sequence of PDF, from an initial
skewed distribution to a sharp Gaussian, is found to be
nonuniversal, depending on the injection system. Our aim
here is to discuss the capability of models based on a self-
convolution process to describe those experiments.
Models.—We consider an idealized case: the scalar field
and the turbulent flow are supposed to be statistically
homogeneous in space. We call p,(o, t) the PDF of a scalar
value o at time ¢, measured with a probe of size /. The
scalar field measured by this probe is averaged at scale / by
a low pass filter. The self-convolution model relies on two
hypothesis: (1) it ignores fluctuations of the straining his-
tories of scalar sheets and (2) it assumes independence of
scalar values at two points separated by a distance /.
Hypothesis (1) implies that if the width of a scalar sheet,
equal to /[ at time ¢ = 0, is divided by 2 at time ¢, then the
width of the adjacent sheets are also divided by a factor 2.
This time interval ¢ is related to the strain rate s by the
relation exp( [ s(¢')dt’) = 2. The probability to measure a
given scalar value at scale [ at time ¢ is then p,(o, 1) =
2 [ p/(oy, 20 — 04, 0)do, where p,(o, 05, 0) is the joint
probability to measure the values o; and o, at two points
separated by the distance /. The hypothesis (2) of inde-
pendency gives p,(0,1) =2 [ p,(0,0)p,(20 — 7,0)do,.
Taking the limit of continuous times for this process, a
dynamical equation for the Laplace transform of the PDF
pi(k) = [§% pi(d)e”*“do has been provided in [12]:

301 = s([p;Inp — k3, .py]. (D

Note that this equation is the continuous form of the
discrete map used in [15]. The solution of (1) is

© 2008 The American Physical Society
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Pl 1) = [p()ij, oﬂf = exp( ﬁ) ’ s(t’)dt’).

@

From this expression, one can obtain the temporal evo-
lution of the cumulant: c,(f) = (—=d,)" In(p;(k, D)) =0 =
¢,(0)/f"~. Cumulants are equal to the centered moments
for 1 =n =3, and related to them for higher n. The
application to the second moment yields dc,/dt =
—s(f)c,. The cascade rate of variance is therefore propor-
tional to the strain rate s.

The aggregation model provided in [11] leads to a differ-
ent dynamical equation 9,p = s(){f()[p' 1/ — p]—
kd,p}. The solution approaches a sequence of y PDF at
large time: y(o/{o)) = % (;‘;—fille_f"“@.

Experimental setup.—We drive a steady flow in a water
duct of square section [, X I, =5 X 5 cm?, at a steady
volume rate Q, corresponding to a bulk velocity U =
Q/(12). The duct is 150 cm long. Straight circular buffer
sections, 50 cm long and 5 cm in diameter, are fitted at both
ends to reduce perturbations from end -effects.
Furthermore, the upstream buffer section is filled by a
honeycomb. The fluorescent tracer (Rhodamin 6G) is in-
troduced at 50 cm downstream from the duct inlet, and
observed until an abscissa x = 80 cm downstream, in a
region of well established duct flow. Most of the experi-
ments have been performed for U = 33 cm/s, so the cor-
responding Reynolds number Re = [[U/v is equal to
1.6 X 10*. This is about 8 times the Reynolds number of
transition, so that turbulence is well established. Test ex-
periments performed at lower and higher Re (still of order
10%) yield very similar results.

The mean kinetic energy dissipation rate is estimated
using standard measurement on turbulent channel flows
[16]: € ~ 8 X 1073 m?s~3. The corresponding dissipative
Kolmogorov scale is 7 = (v3/€)'/4 ~ 0.1 mm. The veloc-
ity fluctuations can be estimated to be ~3.5% of the mean
velocity U [17]. The corresponding Taylor microscale and
Reynolds numbers are, respectively, A = 0.5 mm and
Re, ~ 5. This indicates the absence of a multiscale energy
cascade.

The Schmidt number of the tracer is Sc = /D ~ 1000,
corresponding to a very low Batchelor scale [, =
1nSc™'/2 ~ 4 um. Two kinds of dye injectors have been
used. The first one is a tapped vertical tube with eight
equidistant small holes, approximating a vertical line
source with uniform flux. The second is a single tube of
diameter 2 mm, curved in the downstream direction with
dye flow rate adjusted to minimize shear with the back-
ground flow. It approximates a point source at the center of
the duct.

Using the laser induced fluorescence technique, the
scalar field is measured in a vertical plane perpendicular
to the channel cross section (see Fig. 1). The PDF of
concentration is measured as a histogram averaged over
series of 300 images made at a given distance x down-

l RHODAMIN

FIG. 1 (color online). Experimental setup. Images (a) and (b)
correspond to points A and B.

stream from the injector. We limit the statistics to a central
band, 1/4 of the duct width, where the mean concentration
can be considered as uniform, and shearing by the mean
flow negligible. Then the variation of the PDF with down-
stream distance can be assimilated as an evolution with
time ¢t = x/U, using the Taylor hypothesis. The spatial
resolution of the images is 50 uwm. Analysis of the scalar
spectra revealed no particular power law, as well as a cutoff
at k ~ [~ which corresponds to the laser sheet thickness
[ ~ 1 mm (20 pixels). It implies that the scalar field mea-
sured is filtered at this scale /, which is also found to be a
typical value of the scalar field correlation length.

Mixing from a line source.—Concentration PDFs mea-
sured at increasing distance from the injector are shown in
Fig. 2. It has been compared to the prediction of the self-
convolution model, shown as a solid line. For that purpose
we start from the measured “initial”” PDF at x = 36 cm,
and apply solution (2), with f(7) fitted to the measured
variance c,(t). Strikingly, there is good agreement with the
model based on a pure convolution mechanism. We see no
tendency for the PDF to approach y PDF (dashed line).

In Fig. 2, the initial PDF p,(x,) has been obtained by
analyzing scalar fields at the resolution of the laser sheet.
What would happen if the scalar field were coarse grained
with a filtering function of length I’ > [? The PDF py(x) is
expected to become sharper and sharper around its mean
value, as if the scalar field were “mixed.” This filtering
process therefore has the qualitative effect of a diffusivity.
The initial PDF p(x,) is reproduced in Fig. 3. Let ¢,(0) be
its variance. We then compare the coarse-grained PDF
pr(xo) with the PDF p;(x) measured at a distance x such
that their variances have the common value ¢, = ¢,(0)/2.
We also plot the self-convolution of the initial PDF p;(x).
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FIG. 2. Line injector. The experimental PDF at x = 36 cm and
variances at x = 42 cm and x = 77 cm are used for the predic-
tion of the self-convolution model. The fit with y distribution
requires only the variance value.

The PDFs shown are zoomed close to the mean value be-
cause the filtering process reduces the number of indepen-
dent events for the construction of the PDF p;(x,). As ex-
pected, the coarse-grained evolution is qualitatively close
to the temporal evolution, with discrepancy for low scalar
value. In addition, the self-convolution of the initial PDF is
in very good agreement with the coarse-grained PDFE.

The comparison between the decay of different cumu-
lants of the experimental PDF p; with the prediction of the
model reveals a limit of the self-convolution approach. In
Fig. 4 we fit the variance decay with a power law ¢,(x) ~
x~23, which is consistent with experimental results of [11].
The self-convolution model predicts then a decay c; ~ x>
and ¢4 ~ x~7>. We notice fluctuations of experimental data
around this prediction, and a slight overestimation of the
actual decay of the cumulants, growing at increasing dis-
tance from the injector.

Mixing from a point source.—The sequence of experi-
mental PDFs presented in Fig. 5 has a characteristic shape

..... coarse graining

— self-convolution

FIG. 3. Line injector. Experimental PDF at x = 36 cm and
x = 42 cm. The coarse graining is applied to the scalar field at
x =36 cm.

Line injector. Evolution of the first
cumulants. The dashed line and the dot-dashed line are predic-
tions of the self-convolution model, by supposing f ~ x¢, where
a = 2.5 is obtained from the experimental variance decay.

that indicates that almost no mixing has occurred. There
are two sharp peaks: one is the background flow, with a
small mixed scalar concentration, and the other one corre-
sponds to the existence of unmixed blobs of scalar. This
second peak persists in the early evolution of the distribu-
tion. Then the peak disappears, but the PDF remains very
skewed, showing no convergence toward a y PDF. It is also
clear that the model (1) does not provide good prediction in
this case: there is a spurious peak.

Discussion.—We observe that the self-convolution
model provides good predictions in the case of the line
injector, but discrepancy clearly appears with the point
injector. We discuss here the difference between these
two cases in relation to our initial hypothesis. Since the
capability of the model to describe the time evolution of
the PDF depends on the scalar injection in the same
turbulent flow, the observed discrepancy should not be
sought in the fluctuations of f(z) (first model hypothesis).

To discuss the validity of the second hypothesis, i.e., the
independence of scalar probability functions, let us con-
sider a one-dimensional idealization of the injection sys-

0 Experimental PDF at x=42cm,57cm,77cm7

—— self-convolution model

k"‘b“"“‘”w\wp MMWW“‘W”
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FIG. 5. Point injector. The fit with the model of pure self-
convolution is done by taking the first measured PDF (dark gray)
as the initial condition.
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tem: the scalar field is supposed to be a succession of voids
and colored segments, uncorrelated to each other. While
the corresponding PDF is a double Dirac function in both
cases, the PDF of the coarse-grained fields may be very
different. Two coarse-grained scalar concentrations, sepa-
rated by a distance /, can be considered independent only if
1> max{ly(1), [,()}, where I,(t) and I,(f) are typical
lengths of voids and colored segments. For both the line
and the point case, we are in a dilute limit: I;(r) > I.().
As seen in Fig. 6(b), in the case of a point injector, the
void’s length scale [, is larger than the probe length scale /
(20 pixels). It has been estimated more quantitatively to be
around 80 pixels by computing the statistics of voids. It is
thus not surprising that the self-convolution model does not
work in that case. By contrast, as seen in Fig. 6(a), it is not
possible to find void events in the coarse-grained scalar
field. It indicates that the typical void length scale is
smaller than the probe length scale /.

More generally, those length scales are related to the
channel and the injector properties. The ratio of their cross
section surface, respectively ~rl;/I? and ~r?/I2 for the
line and the point case, is equal to the mean scalar value
(o) = 1,(1)/(Iy(1) + I,(¢)). The distance r ~ 2 mm is the
initial scalar sheet thickness (either the width of the vertical
tube or the diameter of the small cylinder). This length is
then reduced by straining effects 1,.(f) = r/f(¢), and the
random succession of scalar sheets creates void segments,
while conserving (o). This gives an estimation of the void
length scale: I,(f) = [,/f(z) for the line injector, and
Io(1) = 2/(rf(t)) for the point injector. As far as r < [,
we see that void length scales differ by an order of magni-
tude. This is consistent with experimental observation:
void events are of the order of a few filtering scales / for
the point injector, and smaller than / for the vertical in-
jector. Note that at sufficiently large time, the condition for
independence of scalar sheets will always be realized.

Conclusion.—If a y PDF is initially created, our self-
convolution model predicts that it will evolve toward a
Gaussian through a succession of y PDF, in exact agree-
ment with [11]. Our experiments, however, provide no
evidence for a general convergence of scalar PDF toward
v PDEF, in contrast with the model prediction of [11].
Further comparisons of different injection systems would
be needed to confirm this point.

In the case of a line injector, our experiments provide
good support of the self-convolution model. In this model,
the evolution of the scalar PDF by the straining effect is
equivalent to coarse graining. We have directly checked
this equivalence in the experiments. For practical purposes,
this self-convolution model has two interesting properties:
(i) it conserves scalar bounds and mean scalar value and
(i) it evolves toward a sharp Gaussian at large time, by
contrast with the linear mean square estimate (or interac-
tion by exchange with the mean) model.

The validity of the self-convolution model depends on
the ratio between the cross sections of the injector and the

a) b) point
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FIG. 6 (color online). Typical scalar profile on an image taken
at 40 cm from the injector. The total length is 5 cm (1024 pixels).
The filtering length scale [ (laser sheet thickness) is around
20 pixels.

channel. This ratio prescribes length scales for the fine
grained scalar structures (length of colored and void seg-
ments), which decrease with time by straining effects. The
model is correct when the probe length scale [ is larger than
the typical scalar field length scales, to assure indepen-
dence between scalar sheets at distance /.

The model also relies on the hypothesis of weak fluctu-
ations for the straining rate. This is typically expected for
the Batchelor regime of scalar cascade or for moderate
Reynolds numbers, as in our experiments. Discrepancies
are expected to arise from intermittency in a well devel-
oped Kolmogorov cascade.

H. Didelle and S. Viboud have been of great help for the
setup of the experiment. We thank A. Gagnaire and P.
Kramer for their participation in the experiments and
data processing.
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Conclusion

On résume les modéles de mélange présentés dans ce chapitre dans le
tableau 6.4.

modéle équation d’évolution variance

i) auto-convolution|7| Op = s[plnp — KO Oycy = —scy

ii) modele de Curl [95] | dip(k) = 25 [p?(K/2) — p(K)] Orcy = —5Co

iii) agrégation [42] qp=s [f [,51+1/f — ﬁ] — Kﬁﬁﬁ] Oico = —S[ca — T/ f]
iv) IEM/LMSE [84, 63| | 0;p = s |—kp — kOkp] /2 Orca = —5¢

F1G. 6.4: Quand ce n’est pas spécifié, 'argument de la PDF est (k,t). On
utilise la notation f(t) = exp <f0t s(t’)dt’). enfin, le facteur s est choisit

pour chaque modéle de sorte a ce que la variance décroisse en f~1 dans
tous les modeéles. T est la concentration moyenne en traceur.

Seuls les modéles de convolution et d’agrégation tendent vers une gaus-
sienne aux temps longs. Nous avons montré certaines situations expérimen-
tales ot les PDF ne tendent pas vers une distribution gamma (qui est prédite
par le modéle d’agrégation), mais sont correctement prédites par un modéle
d’évolution par auto-convolutions. Nous ne connaissons pas de cas ot le mo-
déle d’agrégation prédit une séquence de PDF qui n’est pas correctement
décrite par une évolution par auto-convolution. Remarquons cependant que
nous avons mis en évidence (et caractérisé) certaines situations ou aucun
des deux modeéle ne prédit correctement I’évolution des PDF.

Les approches de type IEM/LMSE ou de Curl sont difficiles a justifier
physiquement, contrairement au modéle d’évolution par auto-convolution,
qui s’appuie sur un processus reproduisant simplement les effets de cascade
turbulente. Toutefois, ces approches sont simples & mettre en ceuvre, ce qui
leur confére un intérét pratique indéniable.

Perspectives

Dans les analyses d’expériences ou de DNS présentées précédemment,
nous avons ajusté le taux d’étirement s sur la décroissance observée de la
variance de la PDF. Remarquons qu’il s’agit du seul paramétre ajustable
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de ce modéle. Lors de la présentation du modéle, nous avions interprété ce
terme comme un taux de contraction des feuillets de traceur. Ce taux de
contraction était supposé ne pas dépendre de I’échelle considérée, ce qui est
qualitativement correct pour une turbulence a nombre de Reynolds modéré.
Nous avons de plus supposé que ce taux d’étirement est spatialement ho-
mogene. Cette hypothése n’est pas vérifiée dans un écoulement réel, ou la
direction et la valeur de la contraction varient dans ’espace. Une clarifica-
tion du sens de s, en lien avec une analyse des propriétés de la turbulence
dans les écoulements turbulents a nombre de Reynolds modéré consitue-
rait une étude intéressante. On peut en particulier se demander dans quelle
mesure de faibles fluctuations de la direction et de la valeur du taux de
contraction s modifient la forme des PDF au cours du mélange, en lien avec
le modéle d’évolution par auto-convolution.
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Chapitre 7

Une approche statistique du
mélange dans les fluides
stratifiés

Ce chapitre est consacré a une approche statis-
tique du mélange en fluide stratifié. Le but est de dé-
crire I’évolution temporelle de la probabilité (PDF)
de la densité réduite (température ou salinité) a une
altitude donnée, sans décrire le détail des processus
physiques en oceuvre. La densité réduite, comme la
vorticité potentielle en turbulence 2D, vérifie certaines lois de conserva-
tion qui, combinées a des propriétés de mélange causées par la turbulence,
montrent la pertinence d’une approche par la mécanique statistique. Bien
qu’il n’existe pas de théorie statistique rigoureuse pour les fluides stratifiés,
I’analogie avec les écoulements 2D fournit un cadre intéressant pour une
approche phénoménologique du probléeme.

Nous définirons dans un premier temps ce que nous entendons par équi-
libre statistique pour les fluides stratifiés, en considérant un modéle idéalisé
d’écoulement. Nous présenterons ensuite une équation de relaxation vers cet
état d’équilibre, caractérisée par une compétition entre effets de diffusion
turbulente et de sédimentation. Enfin, nous ajouterons un terme de dissi-
pation des fluctuations de densité par cascade turbulente en appliquant les
approches présentées au chapitre précédent.

203



7. UNE APPROCHE STATISTIQUE DU MELANGE DANS LES FLUIDES
STRATIFIES

7.1 Profils d’équilibre statistique pour la
densité du fluide

Nous proposons dans cette section une analogie entre le mélange de
de la densité réduite par la turbulence (3-D) et le mélange de la vorticité
potentielle dans les écoulements 2-D.

Niveaux de densité réduite et énergie potentielle

On considére un fluide stratifié de maniére stable, statistiquement ho-
mogeéne dans les plans horizontaux Ozy.

— les configurations microscopiques du systéme, décrites par le champ
de densité réduite microscopique o,,(x,y, z), et de vitesse v,,(z,y, 2).
On suppose que les écoulements que 'on décrit sont statistiquement
invariants dans les plans horizontaux On considére de plus qu’il n’y
a que des fluctuations de vitesse turbulente : & une altitude donnée,
la moyenne des vitesse est nulle. Pour simplifier la discussion, on ne
prend en compte que les fluctuations de vitesse dans la direction ver-
ticale.

— les états macroscopiques, décrits par la probabilité p(o,v,z) de
mesurer la densité réduite o et la vitesse v a 'altitude z.

On considére que la densité réduite o est purement advectée
par I’écoulement : on néglige donc puits et sources de densité réduite, en
particulier la diffusion moléculaire. Comme dans le cas de vorticité poten-
tielle dans les écoulements 2D (voir chapitre 1), le volume associé a chaque
niveau o est conservé

SLH /V(S (0 — o(r)) dedydz = g(o) (7.1)

ou 'on a normalisé les volumes par le volume total SH (S est I'aire de la sec-
tion horizontale de ’écoulement, et H est la hauteur totale). La distribution
g(0o) caractérise complétement le champ microscopique de densité réduite.
Elle s’exprime aussi en fonction du champ macroscopique de probabilité,
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o+Ao

o-Ao

b
) o-Ac L_

o

a(2) 0(2)

o
o+Ao

F1G. 7.1: Exemple d’un profil de densité réduite (a) et du profil trié correspondant (b).
On représente dans chaque cas le profil moyen 7 (z). L’énergie potentielle [ Gzdz ne peut
étre inférieure & celle du profil trié

donnant ainsi une contrainte sur les valeurs admissibles de p :

Mol =7 / pdz = g(o) (7.2)

L’organisation spatiale du champ de densité réduite détermine I’énergie

potentielle du systéme. On définit trois quantités différentes :
— L’énergie potentielle totale &,, qui est aussi ’énergie potentielle
du profil moyen 7 (z) :

Elpl = /pazdadz = /Ezdz (7.3)

— L’énergie potentielle £ du profil trié, obtenue en placant les
particules fluides les plus lourdes en bas de ’écoulement (voir par
exemple figure 7.1-b) :

7 (0)

= /me 2*(o)odo (7.4)

Omin

= H/Umw g(a')do' (7.5)

Pour une distribution ¢g(o) donnée, I’énergie du profil trié est la valeur
minimale des énergies potentielles que peut atteindre le systéme.

— L’énergie potentielle disponible &,, donnée par la différence entre
I’énergie potentielle du profil moyen et du profil trié

E.=E —& (7.6)
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Dans cette section, la distinction entre énergie potentielle totale et éner-
gie potentielle disponible n’a pas d’intérét : ’énergie potentielle du profil trié
ne varie pas au cours du temps, en raison de la conservation de la propor-
tion des niveaux de densité réduite g(o). En revanche, cette distinction sera
nécessaire a la fin du chapitre lors de I'introduction d’un modéle de mélange
“irréversible”, modifiant la proportion g(o) des niveaux de vorticité.

L’énergie cinétique de 1’écoulement est

H 1 H
Elp] = / e(z)dz = —/ pvidz .
0 2 Jo

En 'absence de forcage et de dissipation, I’ énergie totale

el =&l + &l = [ o (5 ; O'z) 2z (.7)

est conservée par 1’écoulement.

Etats d’équilibre statistique

Considérons un fluide stratifié caractérisé par une distribution de densité
réduite g(o), et une énergie totale E. L’écoulement est supposé suffisamment
turbulent pour que toute configuration microscopique admissible puisse étre
approchée par le systéme. Pour déterminer la configuration macroscopique
la plus probable, on maximise I’entropie de mélange

Spe = —/pln pdodvdz (7.8)

qui compte le nombre de configurations microscopiques associées au champ
p, tout en prenant en compte les quantités conservées. Ce probléme est
similaire & celui de ’organisation de la vorticité potentielle en turbulence
2-D que nous avons présenté au chapitre 1. Afin de calculer les points cri-
tiques, on introduit les multiplicateurs de Lagrange 3 et (o) associés aux
contraintes sur ’énergie et les niveaux de densité réduite :

5Sne — BOE — / +(0)5H,do 0 (7.9)
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en utilisant l'expression de l'entropie (7.8), de I'énergie (7.7), et de aire
des niveaux de densité (7.2), on trouve

/ (_1 —In(p) — fov* — ﬁ20> dpdvdodz =0

Comme cette égalité est vraie pour tout dp, on obtient alors I’expression
de la PDF :
B exp (—Pv?/2 — Boz + v(0))
P= [ exp (—=fv?/2 — Boz + (o)) dodv

Les valeurs des multiplicateurs de Lagrange ( et + sont déterminées par
I'expression des contraintes E[p] = E et H,[p] = g(0).

Remarquons que la PDF peut s’exprimer comme un produit d’'une PDF
des vitesses p,(v) par une PDF de densité réduite p, (o, z). Vitesse et den-
sité réduite sont donc deux quantités indépendantes. De plus, la PDF des
vitesses est gaussienne, et ne dépend pas de l'altitude. Le profil d’énergie

cinétique
1 1
e = i/vzpdadv = %

est donc indépendant de z, et fixe la valeur de 3, qui correspond & la va-
riance des fluctuations de vitesse. Dans les écoulements turbulents étudiés
en laboratoire, la PDF des vitesse est effectivement proche d’'une gaussienne
(contrairement aux incréments de vitesse). Dans la suite de ce chapitre,
on ne s’intéressera qu’aux PDF de densité :

(7.10)

_ exp(—foz+(0))
pol0t) = [ exp (—Boz+ ~(0)) dodv (7.11)

De maniére a alléger les notations, I'indice o sera omis.

Exemple : systéme & deux niveaux

Supposons pour simplifier que 1’état initial est composé de deux niveaux
de densité réduite (0 et o) en proportions égales. D’aprés 1'équation (7.11),
la probabilité p de mesurer la densité réduite o a la hauteur z est

e—ﬁa(z—H/2)
p(z) = 1+ ¢ Bo—H/2)

(7.12)
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La probabilité de mesurer la densité réduite 0 est simplement donnée par
1 —p. On a utilisé la symétrie p(z — H/2) = 1 — p(—z + H/2) pour déter-
miner le parameétre de Lagrange ~ associé a la conservation de la masse. Le
champ de densité réduite macroscopique est @ = op. On trouve ainsi une
distribution de type “Fermi-Dirac”, représentée figure (7.2). On distingue
deux cas limites :
— Si f — +oo (limite des faibles énergies cinétiques e — 0), on retrouve
le profil trié, a savoir la totalité des particules fluides de densité réduite
o localisée sous z = H/2. Pour de faibles valeurs de e, on estime
I’épaisseur de l'interface a h ~ 1/5 ~ e.

— Si 8 =0 (limite des hautes énergies cinétiques e — +00), les niveaux
de densité sont complétement mélangés.

H=1

' '
S
w

0

0 o=l

F1G. 7.2: Profils d’équilibre pour un systéme a deux niveaux. On représente 7 (z)
op(z,t) ou p est donné par I’équation (7.12), pour plusieurs valeurs de (.

Conclusion

L’analogie avec les écoulements 2D doit étre considérée avec précaution,
car les écoulements (3-D) que on décrit sont en fait constamment forcés et
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dissipés, contrairement aux écoulements 2D décrits par la théorie Robert-
Sommeria-Miller.

Ces approximations sont néanmoins utiles pour définir un état d’équi-
libre pour un fluide stratifié.

Cela constitue une premiére étape, avant 1’élaboration d’un modéle de
relaxation vers ces états d’équilibre statistiques. La recherche d’une équa-
tion qui tend vers un maximum d’entropie tout en conservant certaines
quantités sera utilisée comme un guide pour la modélisation, et non comme
un principe physique.

Nous présentons dans la section suivante une telle équation de relaxa-
tion, qui comprend d’une part des processus de diffusion turbulente, et
d’autre part des processus de sédimentation.

L’approche statistique “a 1’équilibre” que nous venons de présenter est
similaire & celle proposée par Tabak [118|. Cependant, les équations de re-
laxation présentées dans la section suivante sont nouvelles (& notre connais-
sance).

7.2 Equations de relaxation

On introduit le flux turbulent de probabilité J (o, z,t). En I’absence de
puits et sources de densité réduite, et an ’absence de mouvement moyen,
I’évolution temporelle de la PDF p(o, z,t) s’écrit sous la forme

Oip+ 0.7 =0 (7.13)

avec J = 0 aux frontiéres. Cette équation conserve les niveaux de vor-
ticité : pour une valeur de o donnée, d <f0H pdz) /dt = 0.

Nous supposons maintenant que ’énergie cinétique e est fixée,
constante en espace et en temps. Nous reviendrons ultérieurement sur cette
hypothése, que nous faisons ici par simplicité : en pratique (dans les expé-
riences de laboratoire), ce n’est pas I’énergie cinétique qui est fixée, mais
plutot la puissance injectée.

Nous voulons que I’équation d’évolution (7.13) décrive une relaxation
vers |'état d’équilibre statistique (7.11) calculé dans la section précédente.

Dans esprit des approches classiques de la diffusion turbulente, nous
proposons d’écrire le flux de probabilité comme une fonction de quantités
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locales, sous la forme
J=-D@.p—pB(plc—7)) D=ale’?, =1/ (7.14)

On vérifie que fjda = 0, et donc que la norme de la PDF est bien
conservée. On distingue deux contributions : un terme de diffusion “clas-
sique” et un terme nouveau de sédimentation, qui a notre connaissance
n’apparait pas dans les modeéles existants. Avant de discuter le sens de ces
deux termes, remarquons que les états stationnaires de cette équation
sont les états d’équilibre présentés dans la section précédente En effet,
J = 0 implique

0.p=—-B(p(0 —7)) (7.15)
On retrouve alors ’équation (7.11). Les deux contributions du flux qui
s’équilibrent correspondent a deux mécanismes physiques différents :

— La diffusion turbulente. (D0J.p). Nous avons introduit un coef-

ficient de diffusion turbulente D = aqle’/?. La quantité [ est une
échelle caractéristique de 1’écoulement. Nous supposons pour ’ins-
tant que cette échelle est fixée, constante en espace et en temps. Nous
reviendrons ultérieurement sur cette hypothése. La constante a; est
un parameétre ajustable, sans dimension.
Ce terme de diffusion tend a homogénéiser ’écoulement, et donc a
augmenter 1’énergie potentielle du systéme si I’état initial est stratifié
de maniére stable. Remarquons que cette contribution injectée dans
I’équation (7.13) donne 0,5 = a10.1e*/?0,7 : on retrouve alors le mo-
déle de diffusion turbulente énoncé dans I'introduction de cette partie
(équation 5.2).

— La sédimentation (D3p (¢ — 7)) tend a ramener les particules fluides
vers leur position dans le profil trié. A une altitude z donnée, les par-
ticules plus légéres que @(z,t) montent, et les particules plus denses
que (z,t) descendent, jusqu’a ce que chaque particule ait atteint sa
position dans le profil trié¢ (ot 0 = 7). Cet effet pris isolément ra-
meéne le systéme vers le profil trié. Rappelons que ce profil trié est le
minimum d’énergie potentielle admissible étant donnée la contrainte
d’incompressibilité (la conservation de la distribution g(o) de densité
réduite).

Le terme Df est un temps caractéristique de I’écoulement 7 = D3 =
ayl/(2€'/?). Le choix de la forme du terme de sédimentation et de la
constante de temps 7 a été motivé par le fait que ’on retrouve les états
d’équilibre quand cette contribution compense la diffusion turbulente.
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Exemple : systéme & deux niveaux. Dans ce cas, le profil moyen de
densité réduite @ = op ne dépend que de la probabilité p(z,t) de mesurer
le niveau o a une altitude donnée, qui satisfait I’équation de relaxation

Op = 0..p + P00, (p— p?) (7.16)

Comme nous supposons ici que e et [ sont fixés (donc D et [ sont fixés),
nous avons adimensionné 1’échelle de temps de maniére a avoir D = 1 dans
(7.14).

Nous présentons figure 7.3 les résultats de I’équation de relaxation , pour

trois conditions initiales différentes :

— a) un profil initialement mélangé & petite échelle (p(z,0) = 0.5 en tout
point) : le terme de sédimentation domine dans 1’évolution initiale.

— b) un profil trié stable (p(z,0) = 1 pour z < H/2 et p(z,0) = 0 pour
z > H/2) : Le terme de diffusion domine dans I’évolution initiale.

— ¢) profil instable (p(z,0) = 1 pour z < H/2 et p(z,0) = 0 pour z >
H/2) : c’est d’abord le terme diffusif qui élargit 'interface, créant une
situation instable, puis le terme de sédimentation domine et conduit
a l'état d’équilibre.

Dans tous les cas, le systéeme relaxe vers I’état d’équilibre déterminé par

la valeur de 5 = 1/2e.

Lien avec les équations de relaxation obtenues par un principe
de maximisation de la production d’entropie

Dans le cadre de la mécanique statistique des écoulements turbulents 2D
1 Robert et Sommeria [100] ont proposé des équations de relaxation dont
la solution tend vers I’état d’équilibre statistique, a partir d’une condition
initiale arbitraire p°(r, o) (le champ 2-D de densité de probabilité pour les
niveaux de vorticité potentielle o) :

op+uVp=-VT

J=-D(Vp—0B(t)p(c—7) V)
u=e,xVy et 7=A¢

1Voir le chapitre 1 pour une présentation de la mécanique statistique d’équilibre des
écoulements 2D
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a)

b)

H H

0

0

F1G. 7.3: Relaxation vers un état d’équilibre (rouge pointill¢) dans le cas d’un systéme
a deux niveaux ( 7.16), avec § = 20, H = 0 = 1, pour trois profils initiaux différents.
Les courbes bleues représentent le profil de densité réduite moyen a intervalle de temps
régulier. Les conditions initiales sont représentées en vert gras : a) mélangé b) trié stable
c) trié instable.

ou ((t) est choisi de sorte & ce que ’énergie totale de 1’écoulement soit
conservée.

Ces équations de relaxation ont la méme structure que (7.13) et (7.14).
Elles décrivent une évolution temporelle des PDF qui maximise la produc-
tion d’entropie. Bien qu’il n’y ait pas de justification physique pour
la maximisation de la production d’entropie, cette propriété ga-
rantit la convergence vers un état maximum d’entropie. Ces équa-
tions de relaxation furent initialement proposées pour calculer numérique-
ment les états d’équilibre statistique d’équilibre de la théorie RSM. Ce type
d’approche s’est en outre révélé intéressant pour paramétrer les effets de la
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dynamique des petites échelles — non résolues par les modéles numériques
— sur I’évolution des grandes échelles d’un écoulement. Ces idées ont été
appliquées a ’étude des états d’équilibre de ’équation d’Euler et a la pa-
ramétrisation des petites échelles [100, 28|, ainsi qu’a I’étude de modéles
simples d’océans [66].

Les équations de relaxation pour la vorticité potentielle conservent la
distribution des niveaux de vorticité et I’énergie totale de 1’écoulement.
Dans le cas des équations de relaxation (7.13) et (7.14), seule la distribu-
tion des niveaux de densité du fluide est conservée. En effet, nous avons
supposé que I’énergie cinétique est imposée. Or le calcul des états d’équi-
libre a montré que § = 1/2e est fixé par cette énergie cinétique. On sort
donc du cadre de ’analogie avec les écoulements 2-D en supposant que (3
est constant dans les équations de relaxation.

Nous reviendrons dans la derniére section de ce chapitre sur cette hypo-
theése : nous proposerons une équation d’évolution pour 1’énergie cinétique
e(z,t), de maniére a ce que I'énergie totale soit conservée par les équations
de relaxation, en l'absence de forcage et de dissipation.

Pour clore cette section, nous résumons dans le tableau (7.4) 'analogie
entre mélange turbulent de la densité réduite en fluide stratifié et de la
vorticité potentielle dans un écoulement 2D .

Ecoulements 2D Fluides stratifiés
o Vorticité potentielle Densité Réduite
Config. micro. o(x,y,t) o(z,z,y,t)
Config. macro. plo,z,y) p(o, 2)
0 macro. o= [ podo
Niveaux de o Aslp] = [ pdr = g(o) Ho(pl = [ pdz = g(0)
Energie Elp) = [oydr = E Elpl = [T2dz = E,
Entropie Spe = — [ plnpdodz
Op=-0.9,J = || =D (0.p+PBplc —7) V) | =D (d:p+ Bp (0 — 7))

F1G. 7.4: Résumé de I'analogie entre fluide stratifié et écoulements 2D
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7.3 Ajout d’un terme de dissipation des
fluctuations de la PDF

Que ce soit dans un fluide stratifié, ou dans un écoulement 2D, 1’hy-
pothése de conservation des niveaux de vorticité potentielle n’est
pas valable dans un écoulement réel, méme si la viscosité est trés
faible. Dans le cas d’écoulements 2D, cet effet est mis en évidence par
Brands et al |21] dans des simulations numériques de Navier-Stokes 2D a
nombre de Reynolds modéré : la mécanique statistique ne prédit pas correc-
tement ’organisation finale de ’écoulement, en partie parce que les niveaux
de densité réduite évoluent au cours du temps.

De meéme, supposer que la densité du fluide est purement advectée par
I’écoulement est valable si le temps ¢, au-dela duquel la diffusivité intervient
est supérieur au temps d’organisation inertielle de I’écoulement ¢;.

Pour estimer ce temps t,, considérons que le champ de densité est com-
posé initialement de structures a 1’échelle [y. Soit s un taux de contrac-
tion des structures par I’écoulement turbulent. On suppose que ce taux de
contraction ne dépend pas de ’échelle considérée (ce qui est raisonnable &
nombre de Reynolds modéré) : s = U/ly, ou U est la vitesse caractéristique
du fluide a I’échelle ly. La taille caractéristique des structures diminue ex-
ponentiellement : [(t) =&~ lpe **. La longueur [(t,) pour laquelle I’étirement
est compensé par la diffusion est atteinte quand les temps caractéristiques
associés a l'étirement (1/s = lo/U) et a la diffusion (I?/k) sont du méme
ordre de grandeur : ly/U = [? exp(—2st,). On obtient alors ¢, /t; ~ In Pe,
ou Pe = Uly/k est le nombre de Peclet, et ou 'on a supposé que le temps
d’organisation inertielle est donné par t; = lo/U.

Ainsi, le rapport t,/t; augmente seulement de maniére logarithmique
avec le nombre de Peclet. Il est donc nécessaire de modéliser l'effet de la
dissipation des fluctuations de densité en vue de I'application de ces mo-
déles dans des situations réalistes.

Qualitativement, les fluctuations du champ de densité réduite sont trans-
férées par cascade turbulente vers des échelles de plus en plus petites, jus-
qu’a ce que la diffusivité moléculaire intervienne, modifiant ainsi la distri-
bution g(o) des niveaux de vorticité au cours du temps. Par exemple, si
'on considére un systéme initialement composé de deux niveaux {0, 0}, cet
effet de dissipation des fluctuations crée rapidement un troisiéme niveau de

214



Ajout d’un terme de dissipation des fluctuations de la PDF

densité réduite 0 /2, qui lui méme mélangé aux niveaux 0 et o, formant ainsi
des niveaux o /4 et 30/4, et ainsi de suite...

On voit que les processus de cascade turbulent ont pour effet qualita-
tif de contracter la PDF autour de la moyenne. Il est donc nécessaire
d’ajouter un mécanisme de dissipation des fluctuations par mé-
lange turbulent dans les équations de relaxation. Le terme de dissipation
doit en outre conserver la norme et la moyenne (par conservation de la den-
sité réduite totale) de la PDF en un point donné. L’élaboration d’un tel
modéle fut la motivation initiale de nos travaux sur le mélange d’un traceur
passif par la turbulence.

Les différentes équations d’évolutions proposées dans la littérature pour
modéliser cet effet sont résumées a la fin du chapitre précédent. Le seul
paramétre de ces modéles est le taux de dissipation des fluctuations s(t),
qui dépend des caractéristiques locales de la turbulence (s est d’autant plus
élevé que I’étirement vers les petites échelles est important).

Dans ce qui suit, nous incorporons ces modeéles aux équations de relaxa-
tion pour le PDF dans un fluide stratifi¢, en considérant s ~ [~'e!/2 (o
[ et €'/? sont respectivement les échelles et vitesses caractéristiques de la
turbulence) :

Op =0, (D (0,p+ B0, (p(cd —7)))) + SDeascade (7.17)

D =ale"? f=1/(2) s=axe'?/l

oU D.yscade €8t un des modéles de dissipation présenté au chapitre pré-
cédent (voir le tableau dans la conclusion). En pratique, nous utiliserons le
modéle le plus simple & implémenter, qui est celui de Curl :

@cascade(’i) =2 (ﬁ(5/2> - /p\('%)) ﬁcascade(/'i) = /e_UHDcascade(o'>d0-

(7.18)
Nous faisons ce choix par simplicité. Il s’agit d’une premiére étape. Les mo-
difications apportées par l'usage d’un autre modéle de cascade (IEM /LMSE
ou auto-convolution) devront étre discutée dans des travaux futurs.

Nous supposons pour 'instant que ’énergie e et 1’échelle [ sont fixées,
constantes en espace et en temps. Les coefficients D, s et 5 sont donc des
constantes (a; et as sont deux paramétres ajustables du modéle). On peut
toujours adimensionner 1'unité de temps de sorte a ce que 'on ait D = 1. 11
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n’y alors que deux parameétres indépendants : [ et le temps caractéristique
(adimensionné) de dissipation des fluctuations 7455 = I2a;/as :

0up = 0z2p + 30 (p (0 = 7)) + Tgi5, Peascade (7.19)

On distingue quatre cas limites suivant les temps caractéristiques des
différents mécanismes. On compare le “temps de vie” 74 des niveaux de
densité réduite, aux temps caractéristiques (adimensionnés) de diffusion
et de sédimentation, respectivement donnés par 745, = L? (ou L est une
échelle caractéristique de variation du profil moyen de densité, qui peut étre
différente de 1) et Teqim = 0.

— i) La diffusion et la sédimentation dominent la dissipation
(Taiff < Tdiss €t Tsedim <K Taiss )- Le systéme relaxe vers 1’état d’équi-
libre statistique avec un temps caractéristique 7 = min {74 ¢ £, Tsedim }-
Des niveaux de vorticité sont peu a peu créés ou détruits par le pro-
cessus de dissipation. Le systéme passe par une succession d’états
d’équilibres statistiques, jusqu’a atteindre I'état totalement mélangé,
en un temps caractéristique donné par 74s.

— ii) La dissipation domine la diffusion et la sédimentation (
Taiss << Tdiff €6 Taiss < Tsedim ). Les fluctuations autour du profil
moyen sont rapidement dissipées, en un temps 74ss. Le profil moyen
évolue ensuite suivant le seul processus diffusif 9, = 0,.7 , jusqu’au
mélange total, en un temps 745¢.

— iii) La diffusion domine la dissipation qui domine la sédi-
mentation ( 74f < Taiss < Tseaim )- Le profil moyen évolue selon le
seul processus diffusif 0,6 = 0,.7, jusqu’a atteindre un profil vertical
moyen homogeéne, en un temps 745¢. Les fluctuations autour de ce
profil moyen sont ensuite dissipées en un temps 7Tg;ss.

— iv) La sédimentation domine la dissipation, qui domine la dif-
fusion ( Tsedim < Taiss < Taifs )- Le systéme relaxe vers le profil trié
de la condition initiale en un temps Tgegim. Le profil moyen est alors
donné par ce profil trié, qui n’admet pas de fluctuations. Il évolue en-
suite par processus diffusif seul 0,0 = 0..7, jusqu’a homogénéisation
compléte, en un temps 74;¢¢.

Dans les cas limites ii), iii) et iv), le modéle d’évolution n’a pas d’intérét
par rapport a un simple modéle pour I’évolution temporelle de la moyenne.
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Ajout d’un terme de dissipation des fluctuations de la PDF

d) , z=H

% t Tmax % o

F1G. 7.5: La condition initiale est I’état d’équilibre d’un systéme & deux niveaux carac-
térisé par 8 = 200, 7455 = 1000. a) évolution du profil moyen entre t = 0 et ¢ = 1000 b)
mémes profils moyens redimensionnés en un profil quasi-autosimilaire (voir texte) c) évo-
lution de ’épaisseur h de l'interface entre les deux couches (voir texte pour sa définition)
d-e-f) évolution temporelle des PDF & différentes altitudes z

Nous présentons figure 7.5 une situation proche du cas limite i). On
considére les équations d’évolution (7.19) et (7.18). La condition initiale est
I'état d’équilibre d’un systéme & deux niveaux (la densité du fluide vaut 0 ou
1), pour 8 = 200. On choisit un temps de vie des fluctuations 745 ~ 1000,
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trés supérieur au temps de relaxation vers 1’équilibre statistique (de 'ordre
de 1).

L’évolution temporelle du profil moyen de densité réduite est représenté
sur la figure 7.5-a; on donne I’évolution des PDF a trois altitudes z fixées
sur les figures 7.5-d-e-f. Loin de l'interface (d), la PDF est un pic étroit. La
valeur de densité réduite qui correspond a ce pic diminue peu a peu. Plus
proche de Uinterface (e), la PDF est asymétrique, avec des fluctuations im-
portantes. Enfin, au milieu de linterface (f), la PDF est symétrique, les
bornes extrémales de densité réduite diminuant peu a peu.

Soulignons qu’il ne s’agit pas d’une évolution par diffusion turbulente
“classique” : & l'ordre dominant, les processus de diffusions ont équilibrés
par le terme de sédimentation. Le terme de dissipation crée peu a peu des
niveaux de densité réduite intermédiaires, changeant ainsi le profil d’équi-
libre.

On représente 1’évolution temporelle de 1’épaisseur h de l'interface fi-
gure 7.5-c. On définit h(t) par a(h + H)/2) = 0.80,14,. Un modéle diffusif
“classique” prédirait une augmentation en ¢'/2, qui n’est pas observée ici.

On propose de représenter ces profils moyens de densité réduite sous
la forme d’un profil autosimilaire. On s’attend a ce que ces profils soient
proches des états d’équilibres statistiques de systémes a deux niveaux, ces
deux niveaux étant les valeurs minimales (0,,;,(t)) et maximales (0,4, (t))
de densité réduite du profil moyen. On déduit de ’équation (7.12) le profil
d’équilibre

Tmar = Omin _ BT o ob (B (2 — H/2))  Ac() = Omas — Ormin

— t —

Cette forme indique qu’il est pertinent de tracer

7() = o8 = (UX;”” FImin)/2 oy = pAc (= — H/2)

C’est ce qui est représenté 7.5-b. Le systéme passe bien par une succes-
sion de profils autosimilaires. L’écart a la forme proposée est due au fait
que le systéme n’est pas strictement composé de deux niveaux.
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Perspective : fermeture du systéme avec une équation d’évolution pour
I’énergie cinétique

7.4 Perspective : fermeture du systéme avec
une équation d’évolution pour 1’énergie
cinétique

Nous avons jusque la supposé que 1’énergie cinétique e et 1’échelle carac-
téristique [ de la turbulence étaient fixées. Cette hypothése nous a permis de
montrer les effets propres a la relaxation vers 1’état d’équilibre statistique,
en les dissociant des effets dus a la variation des coefficients de diffusion
(D = le'/?).

Dans un écoulement réel, on ne peut pas imposer 1’énergie cinétique. Le
forcage impose soit la valeur de la vitesse en certains points, soit la puissance
injectée dans le systéme. Il est dés lors nécessaire de considérer une équation
d’évolution pour l'énergie cinétique. Nous proposons une équation de type
diffusion turbulente :

8t€ = CL38Z (161/2&26) — ﬁ — a4l_163/2 + P (720)

oit 07 est le flux moyen de densité réduite (calculé a partir de 1’équation
(7.14) en prenant 3 = 1/2e ) qui exprime le transfert entre énergies poten-
tielles et cinétiques :

o = —arle!/? (9,5) + % (ﬁ - 52) (7.21)
Dans la limite ou les fluctuations de densité sont nulles, on retrouve le
modeéle de Balmforth et al [10], présenté dans 'introduction (équation 5.3).

On distingue un terme de diffusion turbulente, un terme de dissipation
turbulente (~ [~'¢%2), et un terme de production d’énergie par forcage mé-
canique extérieur (P) qui doit étre modélisé selon les configurations étudiées
(source ponctuelle ou globale, vitesse ou puissance imposée, etc). Remar-

quons que les fluctuations de densité sont une source d’énergie cinétique via
le terme 2—16 <? - 62>.

En I’absence de forcage et de dissipation pour I'énergie cinétique (aul~'e®? =
P dans ’équation (7.20)) et pour les niveaux de densité réduite (D yscade = 0

dans I'équation 7.17)), I’énergie totale £ = fOH (Gz + e) dz est conservée par
les équations (7.13) et (7.20).
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Discutons pour finir de I’échelle caractéristique de I’écoulement : nous
avons supposé jusque la que sa valeur ne varie pas. Dans un écoulement réel,
ce n’est pas le cas. Par exemple, I’échelle verticale de ’écoulement est liée
au gradient vertical de densité (I ~ —e'/2/0,7), quand celui-ci est élevé : les
mouvements verticaux sont inhibés par rapport aux mouvements horizon-
taux. Dans un écoulement non stratifié, I’échelle verticale de 1’écoulement
dépend du mode de production de la turbulence : I’échelle [ = [; est imposée
par le type de forcage utilisé. On reprend la paramétrisation de Balmorth
et al [10], qui couvre ces deux cas limites : [ = [ye'/?/ (e!/? + aslp/—0.0).
Remarquons que d’autres modéles (en accord avec les cas limites) seraient
envisageables pour /.

Résumé : modéle complet

Nous résumons ici le modele complet couplant I’évolution de I’énergie
cinétique e(z,t) a celle des PDF de densité réduite p(z,0,t) :

op = —0,T +al'e/?*D
J = —ayle'/? (0.p— (2¢)"'p (0 — 7))
D = (plnp—rd.p) D= / e~7"D(c)do
e = as0, (lel/zﬁze) +o0T —ad 4P
lf61/2
el/2 + a5lf\/ 0,0

Nous avons ici modélisé le terme de dissipation des fluctuations par le mo-
déle d’auto-convolution. D’autres choix sont possibles (voir chapitre 6)
Deux quantités doivent étre modélisées : le terme de forcage P et ’échelle
caractéristique [y associée a ce forcage. On distingue en outre 5 parametres
intrinséques :
— a et ag caractérisent la diffusivité turbulente pour la densité et pour
I’énergie, respectivement.
— ag et ay caractérisent efficacité de la dissipation des fluctuations de
densité réduite et de vitesse turbulente.
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— ay caractérise 1’échelle verticale de la turbulence en présence de forte
stratification.

Il reste a étudier numériquement ce modéle, et discuter sa sensibilité
aux différents paramétres — cela constituera I'objet d’un travail ultérieur.
La comparaison du modéle & des expériences de laboratoire sera ensuite
envisageable.

7.5 Conclusion et perspectives

Nous avons présenté les différentes étapes permettant de construire un
modéle pour I’évolution temporelle des PDF de densité réduite, couplé a
I’évolution de I’énergie cinétique de I’écoulement. Le modéle obtenu satisfait
aux propriétés de conservation des niveaux de densité réduite et de I’énergie
totale, en I'absence de forcage et dissipation.

Une comparaison des prédictions de ce modéle avec des expériences de
laboratoire nécessiterait dans un premier temps de trouver des configura-
tions simples, qui permettraient d’étudier un mécanisme pris isolément des
autres. Revenons a ce propos sur les diverses observations expérimentales
mentionnées dans I'introduction :

— La formation de couches est expliquée par les modéles de diffusion
pour les quantités moyennes, pour une certaine paramétrisation des
coefficients de diffusion. Décrire I’évolution des fluctuations n’est dans
ce cas pas nécessaire.

— La restratification d’un fluide suite a une instabilité (par exemple
Rayleigh-Taylor) ne peut étre décrite par les modéles de diffusion
classiques pour la quantité moyenne. Dans ce cas, le modéle que
nous avons présenté donne une prédiction pour 1’évolution
du profil moyen (et pour le forme des PDF), 14 ot1 les modéles
classiques ne prédiraient aucune évolution (dans le cas d’un
profil moyen initialement uniforme pour la densité réduite).
Les prédictions du modéle pour I’évolution des fluctuations demande-
raient a étre testées dans ce type de configurations expérimentales.

— Une étude expérimentale des fluctuations de densité a 'interface d’un
fluide stratifié bicouche, en présence d’une grille oscillant vertica-
lement dans la couche inférieure est en cours.

De nombreuses expériences de mélange de fluides de densité différentes
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ont été étudiées dans les années 60-90, notamment au DAMPT, & Cam-
bridge par le groupe de Turner [126]. Citons par exemples I'intrusion de
panaches denses dans la partie supérieure d’une cuve remplie d’'un fluide
plus léger. Les panaches créent dans un premier temps un écoulement tur-
bulent qui mélange les panaches au fluide environnant, puis les différents
niveaux de densité réduite ainsi créés sédimentent jusqu’au fond de la cuve.
Il existe des lois d’échelles expliquant qualitativement ces observations ex-
périmentales. Ces expériences pourraient maintenant étre reproduites en
utilisant les techniques modernes de visualisation (LIF, PIV). Cela permet-
trait de mesurer la structure fine de ces écoulements, en particulier les PDF
de densité réduite.
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perspectives

Nous avons abordé deux aspects des écoulements océaniques de surface,
i) la circulation a grande échelle, par I’étude d’équilibres statistiques de mo-
déles simples d’océans, et ii) le mélange a petite échelle, par I’élaboration de
modéles d’évolution temporelle pour la distribution de densité a différentes
altitudes.

Les approches suivies dans les deux cas sont certes différentes, mais
I'idée sous-jacente est la méme : le grand nombre de degrés de liberté en
jeux dans les phénoménes décrits rend illusoire le calcul de la dynamique
fine de ces écoulements. D’ou I'intérét d’une approche statistique, qui réduit
ces problémes a I’étude de quelques parameétres.

L’objectif de la premiére partie était de déterminer si certaines so-
lutions inertielles de modéles simplifiés d’océans présentent un jet intense
dirigé vers l'est (comme le Kuroshio et le Gulf Stream), et d’étudier ces so-
lutions dans le contexte des théories statistiques d’écoulements océaniques.

A notre connaissance, la seule solution inertielle étudiée dans le contexte
des modéles idéalisés de circulation océanique (pour un domaine fermé) est
celle de Fofonoff, qui ne présente pas de jet intense dirigé vers I’est en milieu
de bassin [51] : cette solution est caractérisée par un courant faible dirigé
vers ’ouest, avec des jets de recirculation intenses aux frontiéres nord et sud.
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Les jets intenses dirigés vers ’est sont des solutions inertielles de
modéles simples d’océans. Nous avons montré dans un premier temps
qu’il existe des solutions inertielles présentant un jet intense dirigé vers 1’est,
dans le cadre des modéles QG équivalents barotropes sur un plan béta et
dans la limite des faibles rayons de déformation de Rossby, d’abord pour
un bassin océanique fermé (chapitre 2), puis dans un canal périodique ou
d’extension zonale infinie (chapitre 3).

Ces jets ne sont pas des états d’équilibre statistiques. Nous avons
montré par des calculs analytiques que les solutions décrites au paragraphe
précédent ne sont pas des maxima d’entropie de la théorie statistique Robert-
Sommeria-Miller (chapitre 2).

Cela a motivé ’étude des équilibres statistiques de modéeles baroclines
(& deux couches). Nous avons montré que les états a haute énergie sont
dominés par la composante barotrope (la moyenne verticale) de ces écoule-
ments. Le calcul numérique des états d’équilibre statistiques pour des éner-
gies intermédiaires a montré qu’il existe dans certains cas un jet barocline
dirigé vers I'est, mais que ce jet est dominé par la composante barotrope de
I’écoulement, dirigée vers l'ouest (chapitre 2). L'existence de ces structures
barocline montre que la barotropisation des écoulements QG du modéle a
deux couches n’est pas compléte.

Dans un canal, ces jets sont linéairement stables. Les jets dirigés
vers I’est ne sont pas des états d’équilibre statistiques, mais cela ne signifie
pas pour autant qu’ils sont instables.

Dans le cas d’un canal (un domaine sans frontiéres a l'ouest et a l'est),
nous avons montré la stabilité de ces jets la ou les critéres classiques de
stabilité ne peuvent étre appliqués.

La description qualitative de I’évolution des perturbations de faible am-
plitude montre que les grandes longueurs d’ondes, advectées vers l'ouest,
pourraient déstabiliser la solution en présence d’une frontiére ouest. Afin
de comprendre la dynamique de ces jets dans un bassin océanique fermé, il
conviendrait d’étudier plus en détail le role de ces frontiéres.

Une étude thermodynamique des solutions “Fofonoff”. Nous avons
calculé et décrit 'ensemble des états d’équilibres statistiques RSM carac-
térisés par une relation linéaire entre vorticité potentielle et fonction cou-
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rant, pour une large classe d’écoulements 2-D (dont les équations quasi-
géostrophiques).

La solution classique de Fofonoff, obtenue dans la limite des faibles éner-
gies, fait partie des états décrits par cette étude. Nous avons prouvé que ces
solutions sont des états d’équilibre statistiques RSM. De plus, nous avons
montré I'existence de transitions de phases dans la structure de I’écoulement
pour des énergies plus élevées. Les états décrits ont parfois une structure
trés différente de la solution de Fofonoff.

L’étude théorique de ces solutions s’est révélée particuliérement féconde
dans le contexte de la physique des systémes a interaction a longue porté.
En effet, nous avons vu que de nombreux phénoménes thermodynamiques
étonnants (inéquivalence entre les ensembles statistiques, capacités ther-
miques négatives...), propres a ce type de systémes, peuvent étre mis en
évidence dans les écoulements 2-D.

Nous avons décrit par des calculs explicites 'existence de zones d’in-
équivalence entre les ensembles statistiques (microcanonique, canoniques)
— ce qui n’a a notre connaissance jamais été fait auparavant.

L’intérét de notre étude est d’avoir lié cette inéquivalence a 1’existence
de transitions de phase dans la structure — facilement observable — de
I’écoulement.

Ces résultats indiquent que les écoulements 2-D seraient de bons can-
didats a la mise en ceuvre d’expériences de laboratoire qui permettraient
d’observer certaines propriétés lices a 'inéquivalence d’ensemble. Il s’agit
d’un enjeu majeur dans ce domaine.

Les calculs de ces états d’équilibre ayant étés restreints aux solutions
caractérisées par une relation linéaire entre vorticité potentielle et fonction
courant, la prolongation de ce travail serait d’étudier ’effet de faibles non-
linéarités pour cette relation. Il s’agit d’un travail en cours.

Une méthode pour montrer la stabilité des solutions stationnaires.
La méthode utilisée au chapitre 4 pour calculer analytiquement les états
d’équilibre de la théorie RSM est intéressante en soi. Nous avons réduit le
probléme variationnel de la théorie statistique au calcul du maximum d’une
fonctionnelle quadratique, sous contrainte linéaire.

Cette méthode nous a permis de montrer la stabilité non-linéaire de cer-
tains états d’équilibres statistiques RSM (ce qui n’est a priori pas évident),
dans un cas ou le critére d’Arnold n’est pas satisfait (début du chapitre 3 et
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fin du chapitre 4). Le critére d’Arnold consiste & chercher I'extremum d’une
fonctionnelle d’énergie-Casimir ; dans la zone ou les ensembles statistiques
ne sont pas équivalents, les états d’équilibre statistique sont des points selle
de cette fonctionnelle. La prise en compte de contraintes supplémentaires
(i.e. la circulation, conservée par la dynamique) nous a permis de conclure
a la stabilité non-linéaire de toute une classe d’écoulements situés dans la
zones d’inéquivalence d’ensemble.

C’est la méme méthode qui a été utilisée au chapitre 3 pour montrer la
stabilité linéaire des jets dirigés ver ’est dans un canal, 1a ou les critéres
classiques (de Rayleigh-Kuo-Fjortoft) ne peuvent étre appliqués.

Relation entre vorticité potentielle et fonction courant. Les résul-
tats décrits dans les paragraphes précédents sont obtenus en supposant une
certaine relation entre vorticité potentielle et fonction courant. Une étude
de Dexistence (ou non) de ces relations, et de leurs propriétés, dans le cadre
de données issues de l'altimétrie, ou de modéles réalistes de circulation, se-
rait trés intéressante. Nous avons entamé une collaboration en ce sens avec
J. Le Sommer, dans I'équipe MEOM du LEGI.

L’objectif de la seconde partie était d’obtenir une équation d’évo-
lution pour la probabilité de mesurer une certaine concentration en tempé-
rature ou salinité a une altitude donnée, de maniére a décrire les processus
de mélange dans des configurations simples de fluides stratifiés.

L’idée initiale était d’appliquer les idées de la mécanique statistique de la
vorticité potentielle (en turbulence 2-D) au mélange de la température ou de
la salinité (par la turbulence 3-D). Cette analogie a guidé ’élaboration d’un
modéle d’évolution. Dans ce contexte, il est apparu nécessaire de modéliser
la dissipation des fluctuations du traceur par les effets de cascade turbulente.

Un modéle de dissipation des fluctuations de la PDF d’un tra-
ceur par des processus de cascade turbulente. Nous avons choisi
d’aborder ce probléme en considérant dans un premier temps un cas plus
simple, ot le traceur est passif (il n’interagit pas avec I’écoulement). Nous
avons proposé un modéle d’évolution par convolutions successives, testé les
limites des hypothéses sous-jacentes, et comparé les prédictions a des expé-
riences de laboratoire et a d’autres approches (chapitre 6). Le point de vue
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adopté fait partie d’une classe d’approches trés répandues dans le contexte
du mélange de fluides réactifs (le traceur est alors un composé chimique
pouvant étre créé ou détruit, et interagir avec I’écoulement en changeant
la température). L’échange d’idées entre les communautés travaillant sur
les fluides réactifs et stratifiés pourrait étre trés productive. Les travaux de
Kerstein vont dans ce sens [67].

Le modeéle de dissipation des fluctuations a aussi un intérét dans le
contexte de la turbulence 2-D. En effet, en présence d’une viscosité, méme
trés faible, les niveaux de vorticité potentielle ne sont pas conservés par un
écoulement réel, qui mélange la vorticité potentielle a petite échelle, par les
processus de cascade turbulente. Le modéle de dissipation des fluctuations
pourrait étre incorporé aux équations (phénoménologiques) de relaxation
vers 1'équilibres statistique des PDF de la vorticité potentielle [100].

Application au cas d’un fluide stratifié. Nous avons proposé en paral-
léle un modéle d’évolution des PDF de la densité (température ou salinité)
dans un écoulement turbulent et stratifié (chapitre 7).

Nous avons dans un premier temps négligé les effets de dissipation par
cascades turbulentes. Cela nous a permis de faire une analogie avec le mé-
lange de la vorticité potentielle en turbulence 2-D : les “niveaux” de densité
du fluide et I’énergie totale sont conservés par la dynamique non visqueuse.

A partir de cette analogie, nous avons obtenu un modéle qui décrit une
relaxation des PDF vers un état d’équilibre. Ce modéle comprend un terme
classique de diffusion turbulente, mais aussi un terme de sédimentation.
C’est ce dernier terme qui constitue l'intérét et la nouveauté de cette ap-
proche. Il est directement lié a la contrainte de conservation des différents
niveaux de densité du fluides.

Afin de prendre en compte les effets de mélange par cascades turbulentes
3— D, nous avons ensuite incorporé le modéle de dissipation des fluctuations
de densité évoqué au paragraphe précédent.

Le modéle ainsi obtenu demanderait a étre testé par des expériences de
laboratoire dans des configurations simples. L’analyse des PDF de la densité
est en cours, dans deux situations différentes :

— Dans les expériences de mélange d’un fluide bicouche par une grille

oscillantes, réalisées a Coriolis avec J. Sommeria

— Dans les expériences de Taylor-Couette pour un fluide bicouche réa-

lisées par E. Guiez et J.B. Flor
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Pour conclure, nous espérons que les travaux présentés dans cette these
motiveront des études expérimentales permettant de clarifier la pertinence
des approches statistiques, que ce soit pour le role des fluctuations de den-
sité dans les fluides stratifiés, ou pour 'organisation des écoulements en
structures cohérentes a grande échelle dans les fluides en rotation.
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Mixing and oceanic circulation :
a statistical mechanics approach

Abstract Understanding how the small scales affect the large scales in
oceans is an important issue for the description of surface currents and of
the vertical structure of the oceans. The huge number of degrees of freedom
involved in those problems makes any deterministic approach illusory. By
contrast, the traditional tools of statistical mechanics allow to reduce those
problems to the study of only a few parameters. In the first part, the equili-
brium statistical mechanics of two-dimensional flows is applied to the study
of simple ocean models. The second part is a phenomenological approach
to turbulent mixing in stratified flows; the aim is to describe the temporal
evolution of the probability to measure a certain value of the fluid density
at a given depth.

Keywords : turbulence; Gulf Stream ; eastward jets; Fofonoff flows;
long range interacting systems; Statistical mechanics; mixing; stratified
flows ; ensemble inequivalence

Mélange et circulation océanique :
une approche par la physique statistique

Résumé La compréhension de l'effet des petites échelles turbulentes
sur 'organisation des grandes échelles des écoulements océaniques est un
probléme important, tant pour la description des courants de surface que
pour la structure verticale des océans. Ces écoulements sont caractérisés par
un nombre de degrés de liberté trés élevé qui rend illusoire toute approche
déterministe. Les outils de mécanique statistique permettent en revanche
de réduire ces problémes a I’étude de quelques paramétres. Dans la pre-
miére partie, nous appliquons la mécanique statistique d’équilibre des écou-
lements bidimensionnels a I’étude de modéles simples d’océan. Il s’agit de
comprendre les phénomeénes d’organisation des courants a grande échelle.
La seconde partie est une approche phénoménologique du mélange turbu-
lent dans les fluides stratifiés. Il s’agit de décrire ’évolution temporelle de
la probabilité de mesurer une certaine densité de fluide a une profondeur
donnée.

Mots clés : turbulence ; Gulf Stream ; jets dirigés vers ’est ; écoulements
de Fofonoff; systémes a interactions a longue portée ; mécanique statistique ;
mélange ; fluides stratifiés ; inéquivalence d’ensemble



