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Introduction

La commande et I'estimation pour des systémes bilinéaires restent des problémes ou-
verts en automatique du fait de la nature non linéaire de ces systémes. Devant les récents
progrés techniques, la mise en ceuvre de lois de commande pour les systémes physiques
ou technologiques est un probléme qui présente un intérét croissant. Ainsi, le respect de
performances spécifiques nécessite un choix judicieux du correcteur. Pour ce faire, 'idéal
serait de disposer complétement des états et des entrées du systéme. Cependant, pour des
raisons intrinséques au systéme ou pour des cotits d’installation des capteurs trés élevés, il
est fréquent que de la mesure de ’état ne soit que partielle. De plus, les mesures peuvent
étre affectées par des bruits de mesure. La démarche consiste alors & construire un cor-
recteur performant en se basant uniquement sur des mesures partielles et bruitées. C’est
pourquoi les correcteurs proposés dans la littérature sont souvent basés sur des observa-
teurs, c’est-a-dire qu’ils intégrent un filtre estimant soit I’ensemble du vecteur d’état, soit
la partie non mesurée de ce vecteur, ou encore une combinaison linéaire des coordonnées
de celui-ci.

La synthése d'un observateur pour les systémes bilinéaires, méme si ces systéemes
semblent “proches” des systémes linéaires, nécessite une approche différente. En effet,
les entrées peuvent étre singuliére (voir 1, ce qui influe sur la synthése des observateurs.
Ces entrées doivent étre prises en compte pour la détermination de lois de commande
basées sur ces derniers. Cette spécifité du role des entrées dans les propriétés des systémes
bilinéaires nous a amené a traiter le probléme de 1’observation a partir de différentes
approches. Dans la littérature, le filtre de Kalman est souvent utilisé pour estimer 1’état des
systémes du fait de sa robustesse aux bruits blancs. Cependant, le filtre H, auquel nous
allons principalement nous intéresser dans ce mémoire, présente de nombreux avantages
par rapport au filtre de Kalman. En effet, contrairement au filtre de Kalman, le filtre H
ne nécessite pas la caractérisation statistique des bruits affectant le systéme : il suffit que
ces bruits soient a énergie bornée, le filtre H,, est donc moins sensible aux variations du
bruit. Pour obtenir un filtre H ., nous nous intéresserons principalement a deux approches,
I'une s’appuyant explicitement sur le modéle, 'autre se basant sur ’analyse structurelle
des systémes bilinéaires en exploitant différemment les parties uniformément observables
et non uniformément observables.

L’une des contributions de mon travail de recherche réside dans 1’'utilisation de I’ap-
proche LPV pour la prise en compte des entrées de commande afin de concevoir un ob-
servateur pour les systémes bilinéaires : I'observateur a grand gain, spécialement adapté
aux systémes uniformément observables, et I’'observateur fonctionnel. Des approches LMI
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permettent la synthése et/ou l'optimisation de ces filtres. Une LMI ' est un systéme
d’inégalités matricielles de la forme

N

=1

ot les matrices F; sont connues (et symétrique dans ce mémoire) et ot les scalaires x; sont
les variables inconnues & déterminer. L’observateur ou le correcteur a synthétiser est une
fonction de ces variables x;.

L’intérét des méthodes basées sur des LMI vient du fait que ces derniéres peuvent étre
résolues en utilisant la programmation convexe. Avec cette approche, on n’est plus limité
aux problémes ayant une solution analytique. En résolvant ces inégalités, on obtient un
domaine de solutions faisables, c¢’est-a-dire de solutions satisfaisant ces LMI, plus vaste
que celui généré par la recherche de solutions analytiques. En utilisant le fait qu’une in-
égalité posséde davantage de solutions qu'une égalité, il est possible d’employer les degrés
de liberté supplémentaires pour inclure d’autres objectifs que ceux initialement retenus.
Ainsi, en utilisant une approche de type Lyapunov, un nombre important de problémes
de commande et de filtrage, incluant simultanément plusieurs spécifications, peuvent se
mettre sous une forme LMI.

En s’appuyant sur les observateurs LPV 2, différentes commandes saturées basées sur
ces observateurs ont été proposées :
e la commande bang-bang,
e la commande quadratique,
e la commande linéaire,
e 'utilisation couplée de ces différentes commandes.

Une autre partie de mon travail a consisté a exploiter la structure des systémes bili-
néaires afin de relaxer le conservatisme dans le traitement des entrées lors de la synthése
d’un observateur. Nous avons ainsi con¢u des observateurs a deux étages afin de séparer
les dynamiques uniformément observables et celles qui ne le sont pas afin d’y appliquer
différents types d’observateurs LPV. Cette approche montre en outre les possibilités d’as-
sociation de divers types d’observateurs pour les systémes de grandes dimensions. En
s’appuyant sur la décomposition structurelle évoquée ci dessus, nous avons étudié le cou-
plage de divers observateurs.

Tous les filtres et les commandes basées sur un observateur proposés dans ce mémoire
sont illustrés par des exemples.

Les développements résumés ci-dessus constituent les quatre chapitres de ce mémoire.
Nous allons en décrire les principaux aspects.

Afin de faciliter la lecture de ce mémoire, certains développements extraits de la litté-
rature et utilisés dans ce mémoire sont donnés en annexe.

'LMI pour “Linear Matrix Inequality” ou Inégalité Matricielle Linéaire.
2LPV pour “Linear Parameter Variant” ou Linéaire & Paramétres Variants.



Chapitre 1 : Présentation de ’état de l’art sur les sys-
témes bilinéaires

Ce chapitre est consacré a des rappels de notions sur les systémes bilinéaires ainsi
que quelques outils permettant ’analyse des systéme linéaire & parameétres variants. Ces
notions sont utilisées tout au long de ce mémoire.
Nous avons d’abord présenté les systémes bilinéaires en donnant la forme de ceux que
nous avons étudié ainsi que deux exemples de processus pouvant étre modélisés pas des
systémes bilinéaires, un actionneur électromécanique et une suspension active.
Ensuite une étude approfondie de 1'observabilité des systémes bilinéaires, de la carac-
térisation des entrées ainsi qu’'un rappel des observateurs et de leurs méthodes de synthése
ont été présentés. Finalement les commandes utilisées dans ce rapport
e la commande bang-bang,
e les commandes quadratiques,
e la commande linéaire,

sont détaillées.

Chapitre 2 : Filtrage fonctionnel d’ordre réduit pour les
systémes linéaires

Ce chapitre est consacré au filtrage pour les systémes bilinéaires. Le filtrage & grand
gain (dont un rappel est fait en annexe C) ainsi que le filtrage fonctionnel ont été proposés.
Ce dernier est d’ordre r, c’est-a-dire d’ordre égal a la dimension de la fonctionnelle &
estimer alors que le filtre a grand gain est de la taille du systéme.

Le filtre a grand gain présenté n’a qu'un parameétre § comme degré de liberté. Une
approche LPV-LMI a été utilisée pour choisir la valeur ce parameétre pour que la stabilité
de l'erreur d’observation soit assurée tout en minimisant l'influence des perturbations.
Pour le filtre fonctionnel, une mise en forme requérant la résolution de multiples équations
de Sylvester et nécessitant I'introduction de contraintes permet de remplacer la recherche
des diverses matrices de gain du filtre en une recherche d’une seule matrice via la résolution
de LMI. Des théorémes ont été établis en se basant sur une version “descriptor” du lemme
borné réel présentée en annexe D et en transformant le systéme qui représente l'erreur
d’observation en un systeme LPV.

Des exemples illustrent les résultats obtenus dans ce chapitre et compare les différents
filtres présentés.

Chapitre 3 : Commande basée sur un observateur pour
les systémes bilinéaires

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la commande basée sur un observateur
pour les systémes bilinéaires. Afin de pouvoir utiliser les observateurs du chapitre 2,
nous traiterons principalement les commandes saturées. Pour chaque type de commande,
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présenté au premier chapitre, ’observateur a grand gain, I’observateur fonctionnel d’ordre
plein et 'observateur fonctionnel d’ordre réduit seront utilisés pour la réalisation de la
commande.

Des conditions de stabilité et des procédures de synthése seront présentées. Nous traite-
rons, dans un premier temps, la commande bang-bang basée observateur par une approche
algébrique, puis la commande quadratique par une approche analytique, ensuite la com-
mande linéaire par des approches algébrique et analytique, enfin la commande quadratique
combinée & la commande linéaire.

Chapitre 4 : Synthése d’un observateur a deux étages

Ce dernier chapitre est consacré a la synthése d’observateurs “a deux étages” pour les
systémes bilinéaires. Il s’agit d’exploiter la structure des systémes bilinéaires afin de re-
laxer le conservatisme dans le traitement des entrées lors de la synthése d’un observateur.
Les observateurs a deux étages permettent de séparer les dynamiques uniformément ob-
servables et celles qui ne le sont pas afin d’y appliquer les différents types d’observateurs
présentés au chapitre 2.

L’observateur “a deux étages” est obtenu en combinant deux observateur synthétisés
séparément sur chaque des étages. La preuve de la stabilité de I'erreur d’observation est
basée sur des travaux de Vidyasagar [Vid80a| présentés dans 'annexe E. L’efficacité de
cette approche est illustrée par un exemple.
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1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a des rappels de notions sur les systémes bilinéaires ainsi qu’a
la présentation de quelques outils permettant ’analyse des systémes linéaires a parameétres
variants dans le temps. Ces notions sont utilisées tout au long de ce mémoire.

Dans la premiére partie de ce chapitre (section 1.2), nous présentons quelques exemples
de la littérature décrivant des processus réels pouvant étre modélisés par des équations
d’état bilinéaires. Ces derniéres sont utilisées lorsque le comportement dynamique d’un
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systéme ne permet pas de le modéliser de maniére satisfaisante par un systéme linéaire.
Ensuite, nous rappelons les principaux concepts sur ’observabilité des systémes bilinéaires
ou, plus généralement, des systémes non linéaires. Contrairement aux systémes linéaires,
I'observabilité des systémes bilinéaires dépend fortement des entrées exogénes, c’est-a-
dire qu’il existe des entrées exogénes pour lesquelles le systéme bilinéaire est observable et
d’autres pour lesquelles le systéme ne I'est pas. Ces derniéres, appelées entrées singuliéres,
ne permettent pas de discerner, a partir des mesures, deux états initiaux distincts : les me-
sures générées par ces entrées singuliéres a partir de deux états initiaux distincts peuvent
donc étre confondues. Dans notre cas, seules les entrées de commande peuvent étre sin-
guliéres puisque les perturbations agissent de maniére linéaire dans 1’équation d’état et
n’influent donc pas sur 'observabilité du systéme.

La littérature sur la commande des systémes bilinéaires étant relativement vaste et
puisque ce n’est pas le théme central de ce mémoire, nous ne ferons donc pas une étude
approfondie de la commande des systémes bilinéaires. En effet, nous nous intéressons a
la commande basée sur un observateur, c¢’est-a-dire & I'influence d’un observateur dans
une structure de commande en boucle fermée. C’est pourquoi, dans ce chapitre, seule
sera présentée la littérature sur les techniques de commande des systémes bilinéaires par
retour d’état utilisées dans la suite de ce mémoire. Les commandes calculant les gains en
ligne (voir [AG94| par exemple) ne seront pas exposées. Nous traiterons trois types de
commandes qui sont bien adaptées aux systéme bilinéaires.

e La commande bang-bang proposée par Longchamp (voir [Lon80]) est une commande
ou chaque entrée peut prendre deux valeurs opposées, elle est donc discontinue et
n’est pas adaptée aux systémes ayant une partie linéaire sur la commande.

e La commande quadratique a été beaucoup étudiée de fait de sa structure particulie-
rement adaptées aux systémes bilinéaires (voir [MA73, Jac79, Gut81, GK92, Lin95]).

e Enfin, nous présenterons la commande linéaire introduite dans [DN80| qui est une
commande locale.

Différentes stabilités seront étudiées en fonction de certaines caractéristiques du sys-

téme bilinéaire, la stabilité pratique (voir [LL61, Mys92, RMO05]), asymptotique, quadra-
tique et exponentielle, locale ou globale (voir [Vid80b).

1.2 Présentation des systémes bilinéaires étudiés

Les systémes bilinéaires étudiés tout au long de ce mémoire de thése sont des systémes
pouvant s’écrire sous la forme suivante

T = on—kZu,-Aix—kRu—i—Bw (1.1a)
=1

y = Cx+ Dw (1.1b)
ou z(t) € R" est le vecteur d’é¢tat, u(t) € R™ le vecteur des commandes (mesurées),

w(t) € R? le vecteur des perturbations (non mesurées) et y(t) € R’ le vecteur des
mesures, ce sera le cas dans tout ce mémoire.
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Cette représentation englobe plusieurs types de systémes bilinéaires étudiés tout au
long de ce mémoire. Nous serons amené & nous intéresser aux systémes bilinéaires sans
entrée linéaire (partie Ru), sans perturbation...

Remarque 1.2.1 (Notations des bilinéarités). Dans toute cette thése, nous utilisons les
notations suivantes : u;(t) est la i coordonnée du vecteur des commandes u(t) et A;
est la matrice associée a la coordonnée wu,(t) dans le systéme (1.1). Ainsi la matrice A,
décrit la dynamique de la partie linéaire du systéme bilinéaire. U

De nombreux processus en biologie, en écologie et en économie [Moh73, Moh91]| (mo-
délisation d’un réacteur biologique dans [Wil77| ou d’échange commerciaux), ainsi qu’en
mécanique [Rug81, Ha¢92, ZRMD98| (modélisation d'une suspension active), et en chimie
(approximation du comportement d’une colonne a distiller dans [EL77]|) peuvent étre mo-
délisés par des systémes bilinéaires. A titre d’exemples pris dans la littérature, considérons
les cas d'un actionneur électromécanique et d’un véhicule avec une suspension semi-active.

Dans [Moh91, ZRMD98], les auteurs proposent un modéle bilinéaire pour un action-
neur électromécanique constitué par un moteur a courant continu avec un accouplement

élastique et une charge, décrit par la figure suivante.
encodeur

absolu pyoteyr
courant continu

générateur de frottements

réducteur

i)
_

encodeur relat

inertie additive

accouplement élastique

inertie fondamentale

F1G. 1.1: Actionneur électromécanique.

Ce processus peut étre modélisé par le systéme suivant

T = Apx + u Az + Ru + Bw,

avec
0 0 0 0] (0 = 0 0 0] 0 0]
0 =0 = 0 B0 000 0 -~
Ao=|0 1 0 0 0|.A=|0 0 000[,BR=0 0],
0 L 0 0 -1 0 0 000 0 0
(0 0 0 k=B (0 0 0 0 0 0 0
= -
0 m
Uy T,
B=10 , T =16, etu:[]:[la
Us U,
0 Ay
kAl | |
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ou J,, et J, sont les moments d’inertie du moteur et de la charge, F), et F, sont les
coefficients de frottements visqueux du moteur et de la charge, k, est la constante du
couple du moteur, k, est le coefficient de couplage rigide, R, et L, sont la résistance et
I'inductance du rotor.

Le vecteur d’état x(t) est composé du courant du rotor i,(t), de la vitesse de rotation de
I'arbre du moteur w,,(t), de la position angulaire de I’arbre du moteur 6,,(t), de la rotation
angulaire Ar(t) entre les arbres du moteur et de la charge, due a I’accouplement élastique,
et de la vitesse de rotation de I'arbre de la charge w,(t). Le vecteur des commandes u(t)
est composé du courant du stator i.(¢) et de la tension du rotor v,(t). La perturbation
w(t) est due a des frottements secs et aux couples de réaction de la charge.

Dans [Hac¢92|, 'auteur propose un modéle bilinéaire pour un véhicule avec une sus-
pension semi-active décrite par la figure suivante.

My |
gl

my
20

Z2
1

(t)
(t)
(t)

—>

F1G. 1.2: Suspension semi-active.

Ce processus peut étre modélisé par le systéme suivant

T = Aox + uA,x + Bw,

avec
0 1 0 O 0 0 0 O —1
Z1 — %
—k1 ko 0 0 =1 0 1 0
AO — mi mi , Al — mi m1 , B — et T = 2'2 _ Zl ,
0 -1 0 1 0 0 0 O 0 .
V4
0 0 =g - 0 i

ol m, est la masse de la roue et de la moitié de I’essieu, m, est la masse du véhicule, &, est la
constante de raideur du pneu, k, est la constante de raideur des suspensions, z(t) et z,(t)
sont les déplacements absolus de la roue et du véhicule, et zy(t) est I’élévation de la route
au point de contact avec le pneu. La commande u(t) est le coefficient d’amortissement
de la suspension controlée électroniquement. La perturbation w(t) est la variation de
I’élévation de la route.

Le lecteur trouvera une étude exhaustive des systémes bilinéaires dans [Moh73, MK80,
Rug81, Moh91].
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1.3 Outils pour analyse des systémes linéaires

Nous allons donner dans cette section une série de définitions, de lemmes et de théo-
rémes s’appliquant aux systémes linéaires qui nous seront utiles dans la suite de notre
travail, les systémes bilinéaires de la forme (1.1) pouvant étre considéré comme des sys-
temes linéaires a temps variant.

1.3.1 Stabilité quadratique

Définition 1.3.1 (Stabilité quadratique). [RCDP93] Considérons le systeme LTI décrit
par
T =A(t)z (1.2)

ou x(t) € R" est le vecteur d’état. On dit alors que le systéme est quadratiquement stable
s’il existe une matrice P = PT >0 € R"™" telle que, pour tout x(t) #0 € R" , on a

2T (PA(t) + AT(H)P)z < 0. (1.3)
A

1.3.2 Norme H,, gain L; et lemme borné réel

On considére désormais le systéme LTT décrit par

G’::{ r = Ax+ Bw

(1.4)
z = Cz+ Dw

ou z(t) € R" est le vecteur d’état, z(t) € R” le vecteur de sortie et w(t) € R™ celui de
I’entrée.

Définition 1.3.2 (Norme H.,). [Fra87] La norme H,, du systéme (1.4), stable ou in-
stable, est définie par

Gl = sup Amax (G (jw)G" (—jw)) (1.5)
we
dans le cas o le systéme (1.4) n'a pas de pole sur l’aze imaginaire. A

Définition 1.3.3. On définit l’énergie E d’un signal w(t) comme l'intégrale de sa puis-
sance :

E:Aﬂm@Ww (1.6)

En d’autres termes, la norme H,, d’une fonction de transfert représente le maximum
sur toute la bande de fréquence de la valeur singuliére maximale de la réponse fréquentielle
du systéme considéré. Elle permet de spécifier des conditions de pire cas. Cette propriété
en fait une norme trés pertinente pour traiter les problémes de robustesse.

La norme H,, est définie par (1.5), que le systéme soit stable ou instable, tant que le

N N A 9 . . . 1 _ 1 _
systéme ne posséde pas de poles sur 'axe imaginaire. En effet, ||- I HOO = || Hoo =1,

tandis que HiHm = oo. Toutefois, pour une entrée bornée, le systéme —— posséde une

s+1
sortie bornée, ce qui n’est pas vrai pour le systéme ﬁ Il est donc nécessaire de définir
le gain £,.
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Définition 1.3.4 (Gain £,). [GL95] Si le systeme (1.4) est asymptotiquement stable,
alors, w(t) € Ly implique z(t) € Lo et, pour x(0) = 0, le gain Lo du systéeme (1.4) est
donné par

=]
IGll = sup 7==, [lwll, # 0. (1.7)

)
wWELa ||wH2

A

Le gain £, sert a mesurer la quantité d’énergie transmise par le systéme. Si ce gain est
inférieur a 1, on dit que le systéme est contractif ou non expansif. Ainsi, la notion de gain
L, est utile pour quantifier la facon dont le systéme rejette les perturbations externes.

Remarque 1.3.1 (Norme H,, et gain £,). L’utilisation du théoréme de Parseval permet
d’interpréter (1.7) comme un gain fréquentiel ou temporel sur les signaux (la norme £,
d’un signal temporel est la méme que la norme £, de la transformée de Fourrirer de ce
méme signal). Ainsi, pour un systéme stable, la norme H,, de la fonction de transfert est
la norme induite £, de 'opérateur d’entrée-sortie associé au systéeme, c’est donc le gain £,
du systéme. De plus, les équations (1.5) et (1.7) permettent de considérer |G| comme
une généralisation de la norme spectrale des matrices constantes. 0

Remarque 1.3.2. D’aprés la définition 1.3.4, la norme ||G||__ est une norme induite, elle
vérifie donc I'inégalité multiplicative

G < IGINE

Cette propriété s’avére tres utile pour les problémes de robustesse. O

Le lemme borné réel est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.1 (Lemme borné réel). Les trois propositions suivantes sont équivalentes.
1. A est stable et ||G||_ < 7.
2. AX = XT > 0 telle que [Wil71, AV73, SMN90]

R=~"1,—D"D >0, (1.8)
ATX + XA+ C"C + (XB+C'D)R(XB+C"D)" <0. (1.9)

3. 33X = X" > 0 telle que [BEFBY94, Sch90]

ATX+XA XB C7
BTX  —+2I, DT| <0. (1.10)
C D -I

p

Le théoréeme 1.3.1 peut s’écrire en fonction d’'une équation algébrique de Riccati en
remplacant 3X = X7 > 0 par 3X = X7 > 0 et le symbole d’inégalité dans I'inégalité
algébrique de Riccati (1.9) par le symbole d’égalité.

Le lemme borné réel, qui fournit une majoration du gain £, entre I’entrée et la sortie
d’un systéme, peut étre utilisé pour quantifier ’atténuation des perturbations.
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1.3.3 Application aux systémes LTV

Dans le cas des systémes LTV, les matrices (A, B, C, D) dépendent du temps et on a

t = A(t)zr+ B(t)w (1.11a)
C(t)x + D(t)w (1.11b)

ou z(t) € R" est le vecteur d’état, z(t) € IR” le vecteur de sortie et w(t) € R™ celui de
I’entrée.

Ne pouvant définir de fonction de transfert pour les systémes LTV, nous ne pouvons
pas parler de norme, mais nous pouvons considérer le gain induit suivant

zZ
7= aup 2l

Y
wers W]l

Joll, # 0. (112)

Le lemme borné réel pour les systémes LTV est donné le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.2 (Lemme borné réel pour les systémes LTV). Sous l’hypothése x(0) = 0,
le systéeme LTV (1.11) vérifie J < 7 dans le cas continu, avec y > 0 donné, si et seulement
s’il existe une matrice symétrique définie positive (P = PT > 0) telle que la LMI suivante
soit vérifice

P(t) + AT(t)P(t) + P(t)A(t) P(t)B(t) CT(t)
BT(t)P(t) 2L, DT(t)| <0,V (1.13)
C(t) D(t) -1,

1.3.4 Systémes polytopiques

Définition 1.3.5 (Systéme avec incertitudes polytopiques). Considérons le systéme po-
lytopique LTI suivant

t = Ax+ Bw (1.14a)
= Co+Dw (1.14Db)

ou x(t) € R" est le vecteur d’état, z(t) € R” le vecteur de sortie et w(t) € R™ celui de
I’entrée. Les matrices A, B, C et D du systéme ne sont pas connues car incertaines, mais
elles appartiennent a un ensemble compact et convexe P défini ainsi

v

P = {(A,B,O, D)| (A B,C,D) =) 7(A,B,C,Di)imi 2 0; ) 7 = 1} . (1.15)
i=1

i=1

réme

P est un polytope convexe dont les v sommets sont connus, le 1™ sommet étant défini
par le systeme (A;, By, Cy, D;). A

11
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Du fait de la convexité, I’étude de certaines propriétés du systéme revient alors a
I’étude des différents sommets du polytope auquel il appartient. Nous pouvons aussi avoir
souvent une représentation polytopique de certains systémes LTV (voir 1.3.4.1).

Nous allons énoncer le lemme suivant pour la stabilité et la performance des systémes
polytopiques.

Lemme 1.3.1 (Stabilité quadratique des systémes polytopiques). Le systéme polytopique
(1.14) est stable avec une atténuation de perturbation v au sens de la norme H, s’il existe
une matrice P = P > 0 telle que

ATP 4+ PA, PB, CT
B'P -2, DT| <0, i=1,...,u (1.16)

K2

C, D, -I,
O

Démonstration. 11 suffit d’écrire la condition de la stabilité quadratique, pour le systéme
polytopique (1.14) et d’appliquer I’expression convexe (1.15). )

1.3.4.1 Extension a une classe de systémes LTV

Nous donnons aussi un apergu sur une classe de systémes LTV dans cette partie.
L’intérét pour nous d’introduire cette classe de systémes (méme si une étude spécifique
n'y est pas faite) réside dans le fait que les systémes bilinéaires peuvent étre vus comme
des systeémes LTV [Wil77].

Considérons le systéme linéaire LTV suivant

T = A(t)r+ B(t)w (1.17a)
= C(t)z+ D(t)w (1.17b)

ou z(t) € R" est le vecteur d’état, z(t) € IR” le vecteur de sortie et w(t) € R™ celui de
Uentrée. A(t), B(t), C(t) et D(t) sont des matrices variant dans le temps.

Le systéeme LTV (1.17) est polytopique si les matrices A(t), B(t), C(t) et D(t) peuvent
s’écrire sous la forme suivante [Ben97|

Alt) = Mﬁiquk(t) (1.18a)
B(t) = Nﬁiquk(t) (1.18b)
cit) = Rﬁiquk(t) (1.18¢)
D(t) = SﬁiSqu(t). (1.18d)
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ou les s paramétres ¢, (t) vérifient
G <@(t) <qgh k=1, s (1.19)

Le systéme (1.17) est donc un systéme linéaire polytopique car il appartient a un
polytope P ayant v sommets

7) = {(A17317017D1>7 T 7(AuaBu70uaDu)} (120)

o v = 26*Y et (A;, B;, C;, D;) représente un des sommets du polytope. Une explosion du
nombre de sommets apparait dés que le nombre de parameétres ¢, (t) augmente. Cette re-
présentation, tout en étant trés importante d’un point de vue théorique, reste limitée a des
systémes ayant peu de paramétres g, (t) (c’est-a-dire ou s est faible) pour une application
pratique. Cependant, avec I'amélioration constante de la rapidité des microprocesseurs,
la définition d'un s faible évolue, de plus rien n’empéche de ne prendre en compte quune
partie des incertitudes par cette approche.

Les v sommets du polytope peuvent ainsi étre calculés a partir des bornes des para-
meétres ¢, (t) en permutant les différentes valeurs de ¢, (t) par

A = Mo+ Mige(t) lywmgrongs k=1 seti=12--- v, (12la)

k=1

B = No+ Y Neti(®) lpgrongt> k=1 ,seti=12-- v (121b)

k=1

Ci = RO + Zquk(t) |Qk(t):q;0uqk+7 k= 1, e, S et 1 = 1, 2, HRRY 7 (121C)

k=1

Di = So+ > Suth(®) lypwgrongss k=1, seti=12- v  (1.21d)

k=1

a un probléme avec incertitudes
Les v sommets du polytope peuvent ainsi étre calculés a partir des bornes des para-
meétres ¢, (t) en permutant les différentes valeurs de ¢, (t) par

A = Mo+ Mgu(t) lywgrongs: k=1 seti=12- v, (1.22a)

k=1

B, = No+ Y Nuti(®) lyiymgrongs: k=1 ,seti=12--- v, (1.22b)

k=1

Ci = Ro+ Y Ritit) lpmgrongs: k=1, seti=12- v (1.22)

k=1

Di = So+ Y Sqilt) lpwmgrongs k=1 ,seti=12-- v (122d)
k=1
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1.4 Observabilité et observateurs des systémes bilinéaires

Un systeme est dit observable si l'observation de ses entrées et sorties pendant un
intervalle de temps fini [ ¢; ; t; | permet de retrouver 1'état initial x(¢;).

A la différence des systémes linéaires, I'observabilité des systémes bilinéaires dépend
des entrées. Ainsi, les entrées interviennent dans la synthése des observateurs des systémes
bilinéaires. C’est pourquoi, paralléelement aux définitions liées a I’observabilité, nous allons
aussi nous intéresser a la caractérisation des entrées.

Dans cette section, on considérera le systéme bilinéaire (1.1) sans perturbation, c’est-
a~dire avec w(t) = 0 : w(t) étant inconnu et intervenant linéairement dans (1.1).

1.4.1 Résolution de I’équation d’état

La matrice de transition ®,(¢,t,) donnée par

O, (t ) = exp (/ {AO + iui(T)Al} dr) (1.23)

est solution de I’équation différentielle homogéne suivante

D, (t, 1) = (AO + iui(t)Ai) ®,(t,to), (1.24)

avec ®,(ty,ty) = I, comme condition initiale et f, comme instant initial, si pour une
commande u(t) donnée et t, < 7 < ¢, la matrice ®,(7,%,) est non singuliére. En utilisant
(1.23) et (1.24), la solution de I'équation différentielle bilinéaire (1.1a) avec w(t) = 0 est
donnée par [Moh91|

2() = Bu(t, to)(to) + Dot 1) / & (. to) Ru(r) dr. (1.25)

Si nous posons

Alt) = Ay + > ui(t)A, (1.26)
=1
alors I’équation différentielle (1.24) est linéaire & temps variant et donnée par

et le systéme bilinéaire (1.1) avec w(t) = 0 peut étre décrit par un systéme linéaire a
temps variant

t = A(t)r+ Ru (1.28a)
~ Cu. (1.28b)
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1.4.2 Discernabilité et caractérisation des entrées

Lors de I’étude de I'observabilité des systémes bilinéaires, le signal de commande u(t)
peut étre caractérisé par les définitions suivantes.

Définition 1.4.1 (Discernabilit¢). [HK77, BCC88, BCCG93, Vid93] Deux états initiaux
distincts x, et xy sont dits discernables pour le systéme bilinéaire (1.1) s’il existe une
commande u(t) et un instant t tels que

y(t, z1,u) # y(t, x2, u) (1.29)

ot y(t, z;,u) pouri =1, 2 est la sortie du systéme bilinéaire obtenue avec une commande
u(t) et un état initial x(0) = x;. Si pour toutes commandes u(t), on a y(t,z,,u) =
y(t, o, u), alors les états initiaux distincts z, et x5 sont dits indiscernables. A

Cette notion de discernabilité conduit au concept d’entrée universelle.

Définition 1.4.2 (Entrée universelle). [BCC88, BCCG93] Une entrée u(t) est dite uni-
verselle pour le systéme bilinéaire (1.1) sur l'intervalle [0, t] si tout couple d’état initicux
distincts (1, ;) peut étre discerné par les sorties sur lintervalle [0, t], le systéeme étant
excité par la commande u(t). Une entrée u(t) qui n’est pas universelle est dite singuliére.

A

La matrice de transition définie par (1.23) permet de généraliser la notion de grammien
d’observabilité W, (t,t,) au systéme bilinéaire (1.1) [BCC88, BCCGI3]

t
Wu(t,to):/ ST (7,t,)CTCP,(7,1,) dr. (1.30)
to

Le grammien d’observabilité permet de définir 'indice d’observabilité v, (¢,t,) comme
étant la valeur singuliére minimale du grammien d’observabilité W, (¢, t)

Wt to) = Vul(t, to) = Amin (W (t, to)WE(t,15)) = 0. (1.31)

Les définitions du grammien et de l'indice d’observabilité permettent d’énoncer le
théoréme suivant sur les entrées universelles.

Théoréme 1.4.1 (Entrée universelle et grammien d’observabilité). [BCC88, BCCGI3]
Une entrée u(t) est universelle pour le systéme bilinéaire (1.1) sur lintervalle [0, t] si et
seulement si 7y, (t,t) > 0 ot v,(t, to) est lindice d’observabilité défini par (1.31). |

Avec la définition 1.4.2, il s’en suit qu’une entrée u(t) universelle sur U'intervalle [0, t,]
est aussi universelle sur Uintervalle [0, ¢,] si 0 < t; < t,. Par contre cette entrée n’est
pas nécessairement universelle sur Uintervalle [¢;, t;] avec 0 < t; < ¢;. Il s’en suit que
le concept d’entrée universelle n’est pas suffisant pour garantir a un observateur un bon
comportement en présence de perturbation. En effet, supposons que la commande u(t)
soit une entrée universelle sur U'intervalle [0, ¢,[, mais pas sur U'intervalle [¢;, t,]. Il existe
donc au moins un couple d’états initiaux distincts z,(¢,) et x,(¢;) qui est indiscernable.
Supposons qu’il apparaisse une perturbation lors de U'intervalle de temps [t,, t,] affectant
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Vétat z(t,z,(t,),u) et Vétat x(t, xo(t,),u) (avec x(t,x,(t1),u) # x(t, zo(t;),u)), mais pas
la mesure y(t) (c’est-a~dire y(t,z,(t,),u) = y(t, z5(t,),u), alors un observateur ne pourra
pas réagir a cette perturbation.

Ainsi, que l'entrée soit universelle ne suffit pas & garantir un bon comportement de
I'observateur en présence de perturbations. Ceci est dii au fait qu'une entrée peut étre
universelle sur un intervalle de temps, mais pas sur un autre. Il est donc nécessaire d’intro-
duire la notion d’entrée réguliérement persistante qui correspond & une entrée universelle
sur U'intervalle de temps [0, +00].

Définition 1.4.3 (Entrée réguliérement persistante). [BCC88, BCCG93] Une entrée u(t)
est dite régulicrement persistante pour le systéeme bilinéaire (1.1) sl existe T > 0, a > 0
et to > 0 tels que

T(t+T,t) > « Vit > t. (1.32)
A

La définition d’une entrée réguliérement persistante permet de garantir que cette der-
niére n’est pas “trop proche” d'une “mauvaise” entrée, c’est-a-dire d’une entrée singuliére,
elle permet aussi la prise en compte de l'effet des perturbations sur ’état estimé.

1.4.3 Observabilité des systémes bilinéaires

L’observabilité étant par définition la possibilité de déterminer, de maniére unique,
I’état initial en utilisant 'information contenue dans les mesures et dans les entrées d’un
systéme |Kal63], 'observabilité du systéme bilinéaire (1.1), c’est-a-dire la discernabilité
des états initiaux, est donc liée aux entrées (voir définitions 1.4.1 et 1.4.2).

Définition 1.4.4 (Observabilité). [HK77, BCC88, BCCG93, Vid93] Le systéme bilinéaire
(1.1) est observable pour une commande u(t) s’il ne posséde pas de paire d’état initiaux
indiscernables pour cette commande, c¢’est-a-dire si la commande u(t) est universelle. A

Cette définition conduit a celle de 'observabilité uniforme.

Définition 1.4.5 (Observabilité uniforme). [BCC88, BCCGI3, Vid93] Le systéme bili-
néaire (1.1) est uniformément observable s’il ne posséde pas d’entrée singuliére, c’est-a-
dire si toutes les entrées possibles sont universelles. A

Des formes canoniques liées aux systémes bilinéaires uniformément observables existent,
le cas monosortie est présenté dans I’annexe C. Le cas multisortie a aussi été étudié dans
[Nij81, BCCG93| et l'est encore par Liu dans [LFMH07, LFMHO0S|.

L’observabilité d’un systéme dynamique peut étre caractérisée via un critére de rang,
c’est-a-dire un critére garantissant que le sous-espace inobservable est de dimension nulle
|[Kal63].

Dans un premier temps considérons le systéme linéaire a temps variant (1.28). Les
dérivées successives de la mesure y(t) du systéme (1.28) permettent d’obtenir les relations
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suivantes
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CA(M)a(t) = (ACT) x(t)
i(t) — CA(Ru(t) — Ru(t) = (CAWR)A(t) + CA®))x(t) = (A2CT) (1),
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ou lopérateur A* est défini par
ACT =07,
ACT = AT(t)CT + %CT = A"(t)C",
APCT = %A’“”CT + AR O

Le systéme linéaire a temps variant (1.28) est observable si 1'état initial z, peut étre
déterminé de maniére unique en utilisant les informations contenues dans u(t) et y(t),
c’est-a-dire si la matrice d’observabilité O donnée par

T
O:[CT ACT ... AFCT . ]
vérifie
rang O = n.

Dans le cas des systémes linéaires a temps invariant, c’est-a-dire avec A(t) = A dans
(1.28a), l'opérateur A* se simplifie, et nous avons A*CT = (AT)*C7T et

T
o=|cr arcr . (any-cr]

qui correspond a la matrice d’observabilité de Kalman [Kal63].

En utilisant la relation (1.26) reliant le systéme linéaire a temps variant (1.28) au
systéme bilinéaire (1.1), Williamson [Wil77| a montré, pour les systémes bilinéaires, que
I'opérateur A*(u) est donné par

(Ao(u)CT =7,
T
m T d -
Au)C" = (Ao + > - w(t)A;) CT+ &CT = (AO + ;ul(t)Az) CT,  (1.33)
kA’“(u)CT = %Ak_l(u)C’T + A (u)C".

En utilisant (1.33) et en appliquant la méme approche que pour les systémes linéaires
a temps variant, les dérivées successives de la mesure y(t) du systéme bilinéaire (1.1)
permettent d’obtenir le systéme suivant

y(t) = Oz = (Bo(u)C") (1),
y(t) = Ru(t) = (A(w)C)"a(t),
ij(t) — CAy(t)Ru(t) — Ra(t) = (A*(u)CT)Tx(t),
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et donc la matrice d’observabilité O(u) du systéme bilinéaire (1.1) est donnée par [Wil77|
T
O) = [cT Aw)CT ... Ak-(u)cT] . (1.34)

L’opérateur A*(u) et la matrice d’observabilité O(u) (1.33) permettent de généraliser
le critére de rang des systémes linéaires [Kal63| et de caractériser différentes notions
d’observabilité ainsi que le montre le théoréme suivant.

Théoréme 1.4.2 (Observabilités totale, compléte et uniforme). [Wil77] Considérons la

matrice d’observabilité O(u) donnée par (1.34) avec lopérateur A*(u) défini par (1.33).

Le systéme bilinéaire (1.1) est

(i) complétement observable sur l'intervalle [to, t| si, pour toute commande u(t) définie

sur [to, t], la matrice O(u) eziste presque partout et rang O(u) = n presque partout,

(ii) totalement observable sur l'intervalle [to, t] si, pour toute commande u(t) définie sur
[to, t], la matrice O(u) existe partout et rang O(u) = n presque partout,

(1ii) uniformément observable sur l'intervalle [to, t| si, pour toute commande u(t) définie
sur [to, t], la matrice O(u) existe partout et rang O(u) = n partout.

Ce théoréme montre que ’observabilité d’un systéme bilinéaire dépend des dérivées
de la commande u(t). Une entrée u(t) est donc singuliére si ker O(u) # {0} |GKS8S].
Williamson dans [Wil77] lie la condition ker O(u) = {0} avec la structure du systéme
bilinéaire, il présente une forme canonique qui assure ker O(u) = {0} (voir annexe C).

Le systéme bilinéaire (1.1) est détectable (c’est-a-dire qu’il existe un observateur dont
la dynamique de l'erreur de reconstruction est asymptotiquement stable) si, pour toute
commande u(t) singuliére, la partie inobservable du systéme linéaire a temps variant
obtenue en appliquant cette entrée est stable [GK88|. Ainsi toutes les entrées singuliéres
emmeénent ’état du systéme a zéro.

1.4.4 Observateurs pour les systémes bilinéaires

1.4.4.1 Observateurs exponentiels sans borne sur la commande pour les sys-
témes bilinéaires non uniformément observable

L’observabilité uniforme du systéme bilinéaire (1.1) n’est pas requise pour les obser-
vateurs exponentiels décrits ci-dessous. La dynamique de l'erreur de reconstruction de
ces observateurs converge uniformément par rapport au signal de commande u(t), sans
prendre en compte de borne sur ce signal.

Un observateur dont la dynamique de I’erreur de reconstruction est linéaire a été pro-
posé par Hara et Furuta [HF76]. Cet observateur n’a pas de gain sur les bilinéarités.
Les conditions d’existence de cet observateur sont données par Dérése et Noldus [DN81].
Zasadzinski et al. [ZRMD98| ont montré que la synthése de ce type d’observateur est équi-
valente a celle d'un observateur a entrées inconnues pour un systéme linéaire particulier.

Un observateur avec des gains sur les bilinéarités a été proposé par Funahashi [Fun79|
et [TH89]. La dynamique de Ierreur de reconstruction de cet observateur vérifie une équa-
tion différentielle bilinéaire. La synthése de cet observateur étant basée sur la résolution
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de m + 1 équations de Lyapunov dont m équations avec une contrainte nulle, c¢’est-a-dire
basée sur la recherche d’une fonction de Lyapunov quadratique dont la dérivée temporelle
le long de la trajectoire de cette erreur est indépendante du signal de commande u(t), la
convergence de cet observateur est donc indépendante de u(t).

Un observateur sans gain sur les bilinéarités a été proposé par Tsinias |Tsi89] en
utilisant des contraintes liant le noyau de la matrice de mesure C' (1.1b) et le noyau
des termes bilinéaires de la dérivée temporelle d'une fonction de Lyapunov quadratique
le long de la trajectoire de 'erreur d’estimation.

1.4.4.2 Observateurs asymptotiques ou exponentiels avec une commande bor-
née pour les systémes bilinéaires non uniformément observables

Des observateurs sans gain sur les bilinéarités ont été proposés par Thau [ThaT73|,
Dérese et al. [DSN79], Raghavan et Hedrick [RH94| et Rajamani et al. [RC95, Rajo8|.
Ces observateurs sont obtenus en recopiant la partie non linéaire du systéme dans 1'ob-
servateur. La philosophie de ces observateurs est la suivante : compenser 'effet des non
linéarités sur la convergence de la dynamique de ’erreur de reconstruction en utilisant un
grand gain pour la partie linéaire de I'observateur. Ces observateurs requiérent que le sys-
téme bilinéaire soit localement Lipschitz, ce qui est le cas lorsque le signal de commande
u(t) est borné.

En se basant sur une approche similaire a celle utilisée lorsque les bornes sur la com-
mande u(f) ne sont pas prises en compte, Tsinias [Tsi89] propose un observateur expo-
nentiel uniforme sans gain sur les bilinéarités lorsque la commande u(t) est bornée.

Wang et Kao [WK91| proposent un observateur asymptotique pour le systéme bili-
néaire (1.1) avec des gains sur les bilinéarités. La convergence de l'erreur de reconstruction
est assurée en utilisant la théorie des mesures de matrices [Vid93|.

Dans [THS96|, Tibken et al. proposent un observateur pour le systéme bilinéaire (1.1)
en utilisant une fonction de Lyapunov quadratique. La synthése de cet observateur est
basée sur la résolution de deux LMI. Toujours avec une approche se basant sur la résolution
de LMI, dans [SZDRO01, SZRD02|, un filtre fonctionnel H,, d’ordre réduit a été présenté.

Besangon et Hammouri [BH95, BH96| caractérisent une classe de systémes non li-
néaires non uniformément observables pour lesquels il existe un observateur et proposent
un observateur d’ordre réduit pour ces systémes. Les auteurs montrent que cet observateur
englobe ceux proposés dans [Tha73, HF76, Fun79, RH94, RC95, Raj9s|.

A partir de la connaissance de bornes sur les entrées, Souley Ali et al. dans [SZRDOG6]
proposent de prendre en compte les bilinéarités sous la forme d’incertitude et d’utiliser une
approche LMI pour les systémes incertains afin de synthétiser un observateur fonctionnel.

1.4.4.3 Observateurs exponentiels pour les systémes bilinéaires uniformé-
ment observables

Dans [BCCS88| et [BCCGI3|, Bornard et al. ont proposé des observateurs a gain va-
riable du type Kalman pour les systémes non linéaires uniformément observables, tels les
systémes bilinéaires.
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En utilisant la forme canonique des systémes non linéaires uniformément observables,
Deza et al. [DG91, DBGR92, DBB*93| ont proposé un observateur a grand gain basé sur
une équation de Lyapunov paramétrée [DG91| ou sur une équation de Riccati paramétrée
[DBGR92, DBB*93| (voir annexe C). Le systéme doit étre Lipschitz globalement en 1'état
x(t) et uniformément vis-a-vis de la commande u(t). C’est le cas pour le systéme bilinéaire
(1.1) si la commande u(t) est bornée.

Williamson [Wil77| a proposé un observateur a gain variable du type Kalman pour
le systéme bilinéaire (1.1) si ce systéme est uniformément observable. La synthése de cet
observateur est basée sur la forme canonique observable des systémes bilinéaires.

1.5 Commandes par retour d’état des systémes bili-
néaires

La littérature sur la commande des systémes bilinéaires étant relativement vaste et
étant donné que ce n’est pas le theme central de ce mémoire, nous nous intéressons plus
particulierement & la la commande basée observateur, nous ne ferons donc pas une étude
approfondie des commandes bilinéaires. Dans cette section, nous présentons la littérature
sur la commande des systémes bilinéaires par retour d’état utilisée dans la suite de ce
mémoire. Les commandes calculant les gains en ligne (voir [AG94| par exemple) ne seront
pas présentées. La littérature présentée traite des deux systémes suivants :

[ ] :L‘ :on—i_z ALU/Z.I
1=1
° x':AOx+Z Au'r + Ru
=1
avec R=1[ry, ..., r, ], € R™
La présence ou non de la partie linéaire de l'entrée permet d’appliquer différentes
commandes.

Avant de donner les différentes commandes, nous rappelons la définition de la stabilité
quadratique.

Définition 1.5.1 (Stabilité quadratique). [RCDP93] Considérons le systéme défini par

&= F(tx)x, (1.35)

avec t € R désignant le temps, x(t) le vecteur d’état et F(.) € R" une fonction connue
et continue.

On dit alors que le systéme (1.35) est quadratiquement stable s’il existe une matrice

P =PT" >0eR"™" telle que, pour tout z(t) #0 € R", on a
2" PF(t,x)x < 0. (1.36)
A
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1.5.1 Commande bang-bang

Longchamp (voir [Lon80]) a proposé une commande bang-bang par retour d’état pour
stabiliser une classe de systémes bilinéaires. Ce type de commande dans [Lon80| est appli-
quée aux systémes bilinéaires sans entrée linéaire et sans perturbation, donc de la forme
suivante

1=1
L’hypothése suivante doit étre faite sur le systéme bilinéaire, afin de pouvoir lui ap-
pliquer cette commande.

Hypothése 1.5.1. Il existe des réels o, pour i = 1,...,m tels que Ay + Y, A, est
une matrice Hurwitz (c’est-a-dire que ses valeurs propres ont une partie réelle strictement
négative). ¢

Remarque 1.5.1. Afin d’obtenir de tels «;, on peut implémenter des boucles vérifiant la
négativité des valeurs propres de A, + Y .,  A,;. O

Théoréme 1.5.1. Si on suppose que l’hypothése 1.5.1 est vérifiée pour le systéme (1.37)
alors il existe une matrice F = FT > 0 telle que
|y | sgn(z” AT Fx)
u=— : (1.38)
|| sen(z” AT Fx)

est une commande assurant la stabilité quadratique du systéme (1.37). |

Démonstration. Pour le systéme (1.37), supposons 'existence de réels a; pouri =1,...,m,
tels que A, + 27;1 a; A; soit Hurwitz, alors il existe deux matrices F' = FT > 0 et
Q = Q7 > 0 telles que

(Ao + Y As)"F + F(Ao + ) Ajr)) = —Q. (1.39)
i=1 i=1
La fonction de Lyapunov suivante
V,=a"Fx (1.40)

a pour dérivée le long de la trajectoire du systéme (1.37) la relation suivante

Vo=a"|(Ag+ Y A,) F+F(Ag+) - Au)|

i=1 i=1

—Q—l—zm:(uz —ai)AiTF+Zm: Flu;—a;)A;
i=1

i=1

:xT

z. (1.41)
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En utilisant la commande (1.38), on obtient

V, =27 (-Q +2 Z(—|ai| sgn(a’ Al Fx) — ;) Al F)z < —a" Qu, (1.42)

=1

ce qui prouve la stabilité quadratique du systéme controlé par la commande bang-bang

(1.38). .

1.5.2 Commande quadratique

La commande quadratique par retour d’état pour stabiliser une classe de systémes
bilinéaires est étudiée depuis de nombreuses années (voir [MAT73, Jac79, Gut81, GK92,
Lin95]). Ce type de commande a été appliquée aux systémes bilinéaires non perturbés,
sans incertitude (avec ou sans entrée linéaire) donc de la forme suivante

x':on+Z Au;x + Ru (1.43)

=1

De plus, pour cette commande, selon les hypothéses prises sur le systéme (1.43), “dif-
férents types de stabilité” seront obtenus, selon que la matrice A, est quelconque ou quasi
stable.

1.5.2.1 Commande quadratique : cas général

Dans cette section, on désire construire une commande quadratique pour le systéme
(1.43) sous I’hypothése suivante (voir [Gut81]).

Hypothése 1.5.2. II existe une matrice Fjy = F] > 0 telle que

TTAFT
VZe {o#0|a"(FyA+ALF;)z >0}, : #0 (1.44)
T A, FsT

Pour ce type de commande une stabilité asymptotique ne peut pas étre obtenue si la
matrice A, n’est pas Hurwitz, on peut tout de méme parvenir a assurer la stabilité pra-
tique, la convergence de 1’état du systéme est assuré dans un voisinage de 1’origine. Cette
stabilité peut s’avérer utile et suffisante, elle a été souvent utilisée pour la stabilisation
des systémes incertains [Mys92, RMO5].

On définit ainsi une notion spéciale de stabilité, la e-stabilité

Définition 1.5.2 (e-stabilité). On considere le systéme (1.43) avec la condition initiale
suwante, x(ty) = zo. Qo est une région (nulle) stabilisable si, pour tout xy € £y et pour
tout voisinage W, de lorigine, il existe une fonction u.(t) bornée localement, t < t, et
un intervalle de temps T, tels que U'état du systéme (1.43) avec u(t) comme en entrée de
commande, satisfait la relation

x(t) eW. Vi>to+T. (1.45)
Si Qo =IR" le systéme est dit stabilisable. A
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Dans cette définition, le choix du voisinage W. “d’arrivée de I’état” détermine le choix
de Pentrée u,(t).

Lemme 1.5.1. [Gut81] Soit un systéme bilinéaire du type (1.43), si U’hypothése 1.5.2 est
vérifié alors il existe des réels positifs 3; > 0 pour i =1,...,m tels que la commande

e-stabilise le systéme. o

Dans ce lemme, le choix du parameétre § est déterminé par la sélection de la région
dans laquelle on souhaite voir I’état se stabiliser. Pour illustrer ceci, on peut redonner un
exemple déja présenté par Gutman (voir [Gut81]).

Pour le systéme suivant

) 10 01
Tr = T+
[o 1] [1 0

avec F3 = I, 'hypotheése 1.5.2 est satisfaite et les commandes w;, u, peuvent étre calculées
a partir de I’équation (1.46). De simples calculs permettent de montrer que si

U T +

-1 0
0 ] Uy (1.47)

1
g > = (1.48)
alors
x|l = 22 + 22 < 2. 1.49
1 2

Par cet exemple, on remarque bien le lien existant entre la région dans laquelle on
arrive & maintenir 1’état et le choix de la commande, £ apparaissant explicitement dans
I'entrée de commande a travers (3 et dans la définition (1.49) de la “région d’arrivée” de
I’état.

1.5.2.2 Commande quadratique : partie linéaire quasi stable

Dans cette section, nous changeons I’hypothése pour la synthése de la commande
quadratique. La matrice A, du systéme bilinéaire (1.43) satisfait I'hypothése suivante

Hypothése 1.5.3. [l existe une matrice définie positive F telle que ATF + FA, < 0
c’est-a-dire Ay a des valeurs propres a partie réelle négative ou nulle. \Y%

On définit alors les ensembles suivants (voir [Lin95])

D = {ad}  (Az+7),k=0,...,n—1,i=1,...,m} (1.50)
I, = {zeR"2"FAiz=0,k=1,...,n} (1.51)
I, = {zeR"|L, L (a"Fz)=0,YV7€Dk=0,...,n—1} (1.52)

avec la matrice F' donné par I’hypothése 1.5.3, (voir annexe A pour les définitions de
I'algébre de Lie utilisées pour les définitions de D, 1, et II,). On définit aussi I'hypothése
suivante
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Hypothése 1.5.4. II, N 11, = {0}. \Y

Aprés cette présentation des différentes hypothéses, on peut donner le théoréme suivant

basé sur les différents travaux sur la commande quadratique pour les systémes bilinéaires
quasi stables (voir [Jac79, GK92, Lin95]).

Théoréme 1.5.2. [Lin95] Soit un systéme bilinéaire du type (1.43) tel que I’hypothése
1.5.3 est vérifiée. Si Uhypothése 1.5.4 est aussi satisfaite, alors ¥ v; >0, V «a; >0, i=
1,...,m, x = 0 est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable avec la loi
de commande saturée (bornée) suivante

u;(z) = —v;sgn((Ax + r)" Fo) min(|(Az + ;)" Fz|, o). (1.53)
|

Remarque 1.5.2. Les réels v; (i = 1,...,m), seuls changements par rapport a la commande
de Lin (voir [Lin95]), ne changent pas la validité de la preuve appliquée aux systémes bili-
néaires puisqu’ils doivent étre pris strictement positifs. Ces réels permettent juste d’avoir
des degrés de liberté supplémentaires, permettant de jouer par exemple sur les bornes des
dérivées de I'entrée de commande pour un état borné. O

1.5.3 Commande linéaire

La commande linéaire du type Kz, introduite dans [DN80], est une commande locale.
Dans [MTGO02|, une approche polytopique a été présentée permettant de construire la
matrice de gain K et le polytope d’initialisation de I'état.

En effet, si on définit le polytope Q(g) C R" tel que

Qe)=[—e,e] X ... X [—¢€,¢]. (1.54)
alors, V o € R" tel que ||z]| < &, on a z € Q(e). On définit aussi 'ensemble 7 (¢) des
v = 2" sommets du polytope Q(¢)

T(e) = {5 —[0,...0,...0] e R"Vie[1,n],0 = :I:s} . (1.55)
Avant de continuer, le systéme (1.43) est réécrit sous la forme équivalente suivante
& = Ayr + N(z)u+ Ru (1.56)

avec N(z) = >_1 Nx; et out (Ny)y; = (A;)ik, avec (A);, représentant I'élément de la i-éme
ligne et k-iéme colonne de la matrice A (voir [MZD99]). On peut maintenant donner le
lemme suivant

Lemme 1.5.2. [MTG02] S’il existe des matrices P, = PF >0€ R"" et Y, € R™" et
un réel ¢, tel que V X; € T(e), on a

PAT+ AP+ YIN(X;)" + N(X,)Y; + RY; + Y"R" — (4P, < 0 (1.57)

alors la commande sutvante
u=Kzx (1.58)

avec la matrice de gain K =Y, P " stabilise le systéme bilinéaire (1.56), avec un taux de
convergence Cy, ¥ o tel que ||z < 1/%6. o

24



1.6. Conclusion

Démonstration. On reprend 'approche utilisée dans [MTGO02| permettant de lier la sta-
bilité du systéme commandé a la LMI (1.57), excepté qu’on ajoute un taux de conver-
gence exponentielle pour s’assurer que ’état reste dans le polytope Q(g), V t. En effet,

si ||z < %5 et comme |[|z|| < i“*—((;l)) ||xo|| exp(—¢it) (voir LMI (1.57)), on a

||z|| < e et par conséquent x € Q(e). o

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un tour d’horizon sur les systémes bilinéaires
en nous focalisant sur les aspects utilisés dans la suite de ce mémoire. Ce chapitre a
été consacré a des rappels de notions sur les systémes bilinéaires ainsi que sur quelques
outils permettant I’analyse des systémes linéaires a temps variant, les systémes bilinéaires
pouvant étre vus comme tels. Ces notions sont utilisées tout au long de ce mémoire.

Nous avons d’abord présenté les systéemes bilinéaires ainsi que deux exemples de pro-
cessus pouvant étre modélisés pas ces derniers : un actionneur électromécanique et une
suspension active.

Un rappel sur les outils pour I'analyse des systémes linéaires, principalement linéaire
a temps variant, a ensuite été proposé.

Ensuite une étude approfondie de 1'observabilité des systémes bilinéaires et de la ca-
ractérisation des entrées a été réalisée ce qui nous a permis de présenter les principales
classe d’observateurs pour ces systémes.

Enfin, les principes des commandes

e bang-bang,

e quadratiques,

e ct linéaire,
appliquées aux systémes bilinéaires ont été détaillées. dans la suite de ce mémoire, elles
seront associées a un observateur afin de réaliser des commandes basées sur un observateur
pour les systémes bilinéaires lorsque 'état est partiellement mesuré.
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Chapitre 2

Approche LPV pour 'observation des
systémes bilinéaires
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2.1 Introduction

Ce chapitre propose une nouvelle approche pour la synthése des filtres H., pour une
classe de systémes bilinéaires. Les systéemes bilinéaires considérés sont soumis a des per-
turbations non mesurées qui sont a énergie finie et a des entrées de commande bornées et
sont traitées comme des “paramétres variants” lors de la synthése de 1'observateur.

Williamson [Wil77] est le premier & avoir mis en évidence 1’équivalence entre I’observa-
bilité uniforme d’un systéme bilinéaire et la forme canonique associée. Plus tard, Gauthier
et al [GHO92| ont proposé un observateur a grand gain pour les systémes bilinéaires uni-
formément observables. Sur ce méme observateur, Deza et et al [DG9I1| ont démontré
la capacité de filtrage des perturbations non mesurées pour cet observateur, mais dans
[DGI1] les perturbations n’affectent que les sorties et sont des bruits blancs (comme pour
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le filtre de Kalman). L’observateur a grand gain n’a qu’un degré de liberté, c’est-a-dire
que pour un systéme donné, I'observateur est synthétisé a partir du choix d’un réel positif
généralement appelé 6. Outre ce faible nombre de variables de décision, cet observateur a
un second inconvénient : il est structurellement d’ordre plein. Il existe d’autres variantes
de cet observateur a grand gains (voir [BLM99, RHMBOS]).

Ces “faiblesses” du filtre a grand gain nous ont dirigés vers les observateurs fonctionnels
qui peuventétre d’ordre réduit car la dimension du vecteur d’état de ces filtres est la
méme que celle de la combinaison linéaire de 1’état du systéme que 'on souhaite estimer.
Le filtre obtenu est non biaisé, c¢’est-a-dire que la dynamique de l'erreur d’estimation
ne dépend pas de I'état du systéme. Une condition nécessaire et suffisante de non biais
du filtre est donnée dans la suite de ce chapitre. Alors que dans [SZDRO01, SZRDO06],
les entrées sont assimilées a des incertitudes, le probléme de filtrage fonctionnel d’ordre
réduit pour un systéme bilinéaire ayant des entrées de commande bornées est transformé
en un probléme de filtrage pour un systéme linéaire & parameétres variants. La stabilité
exponentielle de I’erreur d’observation et un niveau d’atténuation au sens £, du gain entre
les perturbations et cette erreur sont obtenue via la résolution d’'une LMI. L’atténuation
Lo est une généralisation, pour les systémes non linéaires, de la norme H,, des systémes
linéaires.

Ce chapitre sera scindé en trois parties : la premiére traitant de I’'observateur a grand
gain, la deuxiéme des filtres fonctionnels et la troisiéme dédiée a une série d’exemples
illustrant ce chapitre.

On considére les systémes bilinéaires de la forme suivante

$:on+ZAiuix+Ru+Bw

i=1
2.1
y=Czx+ Dw (21)

z= Lz
ou z(t) € R" est le vecteur d’état, u(t) = [ui(t) ... un(t)]" € R™ est le vecteur des
entrées de commande , y(t) € IR” est le vecteur des sorties mesurées et z(t) € R" est une
combinaison linéaire du vecteur d’état a estimer ot 7 < n. Le vecteur w(t) € IR? représente

le vecteur des perturbations a énergie bornée. Sans perte de généralité, la commande est
supposée continue et bornée c’est-a-dire u(t) € Q(t) C R™ ou

Q - {U it — ]Rm | Vt € ]R'+7 ui,min < uz(t) < ui,max; /vbi,min < ul(t) < /vbi,maxv 1= ]-7 cee 7m} .
Pour caractériser 'atténuation des perturbations, on introduit la définition suivante.

Définition 2.1.1 (Atténuation du gain au sens L,). Soit v > 0, l'atténuation de pertur-
bation entre e(t) et la perturbation w(t) a un gain Lo inférieur ou égal a 7y si

1= [ " (eI~ (o)) &t < 0 (2:2)

YV w(t) € L£2]0,00), et avec des conditions initiales nulles. A

Cette définition 2.1.1 peut étre vue comme une généralisation de la norme H., des
systémes linéaires (voir [van92]).

28



2.2. Filtrage a grand gain

2.2 Filtrage a grand gain

Dans cette partie, nous allons étudier 'observateur a grand gain, introduit dans
[GHO92| (on peut aussi citer [DG91, DBGR92, DBB*93, GSZD07a|). Cet observateur
est lié a la structure des systémes bilinéaires uniformément observables mise en exergue
par Williamson [Wil77|. La matrice de gain de l'observateur est donnée par la résolu-
tion d’une équation de Riccati paramétrée par un scalaire . L’existence d’un 6, tel que,
pour tout # > 6, la matrice de gain de I'observateur stabilise exponentiellement I’erreur
d’observation, a été montrée dans [GHO92|.

La méthodologie pour obtenir un # “suffisamment grand” par des majorations de 6,
valeur minimale assurant une stabilité exponentielle de ’erreur d’observation peut s’avérer
conservative. Dans [GHO92], rien ne prouve que la majoration présentée ne peut pas étre
affinée. Par la suite, nous montrons 'efficacité d’'une approche LPV pour avoir des éléments
permettant de choisir un #, on peut ajouter un critére a optimiser lors de la recherche de
ce paramétre # : I'atténuation des perturbations.

On considére le systéme (2.1), avec I'hypothése qu'il est uniformément observable, il
existe alors une matrice de changement de base @) (x, = Qx) qui permet de mettre le
systéme (2.1) sous une forme canonique (voir annexe C, la forme canonique est présentée
par le systéeme (C.2)).

On rappelle le lemme donné en annexe

Lemme 2.2.1. [DG91, DBGRY2, DBB* 93] Le systéme

= A(u)Z+Ru—S_'(0)CT(CT—y) (2.3)
avec
Aw) = Ao+ A, (2.4)
i=1
est un observateur exponentiel pour le systeme (2.1) avec S (0) = Q'S(0)Q™T ou

S (0) = gi(@) € R™" est donné par l’équation de Riccati suivante
—0S..(0) — A 5..(0) — S..(0)A+ CTC, =0, (2.5)

0 In—l
0 0

avec A =

] € R et 0 € R™" suffisamment grand. o

2.2.1 Approche LPV

On recherche désormais une valeur du parameétre 6 pour assurer soit

1. la stabilité quadratique de 'erreur d’observation e(t) = x(t) — Z ou T représente
I'état de 1'observateur (2.3),

2. simultanément la stabilité quadratique et une atténuation de perturbation inférieure
a un scalaire donné v (voir la définition (2.1.1)).

29



Chapitre 2. Approche LPV pour l’observation des systémes bilinéaires

Tout d’abord, on traitera le probléme de la stabilité quadratique de I'erreur d’ob-
servation seul. Considérons 'observateur (2.3), la dynamique de l'erreur d’observation
e(t) = z(t) — T est décrite par le systéme suivant

{ é i Ao (0, u)e (2.6)
o A (0,u) = A(u) — S, (0)""(0)C"C. (2.7)

Pour l'obtention de S, on peut se reporter au lemme 2.2.1.

Théoréme 2.2.1. Pour un paramétre 0 donné, le systeme (2.3) est un observateur qua-
dratique pour le systeme (2.1) s’il existe une matrice P = PT > 0 telle que l'inégalité
suivante est vérifiée

PA(0,u) + AL (6,u)P <0 (2.8)
ot u(t) € Q et A (0,u) est une matrice définie par ’équation (2.7).

Comme nous désirons pouvoir choisir une matrice de Lyapunov qui est fonction des
parameétres, on présente le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.2. [GSZD07a, GSZD08a] Pour un parametre 0 donné, le systéme (2.3) est
un observateur quadratique pour le systéme (2.1) s’il existe une matrice P(u) = P(u)” > 0
et une matrice F telles que "inégalité suivante est vérifiée

Plu) + FAL(0,u) + AT (0,u)FT + I, P(u) — F + A" (0,u)F"

) g <0 (2.9)

ou u(t) € Q et A (0,u) est une matrice définie par ’équation (2.7).

Démonstration. Sion applique le lemme D.1 au systéme LPV (2.6), on obtient 'inégalité
suivante

P(u)+ FA(0,u) + AL (0,u)F* P(u)— F+ AL (0,u)F* I,
x _F_FT 0 |<0 (210
k * _In

En appliquant le lemme de Schur (voir 'annexe B (B.2.1)), on remarque que les in-
égalités (2.9) et (2.10) sont équivalentes. o o

Remarque 2.2.1. On notera que l'inégalité (2.9) implique le fait que det F' # 0. 0J

Avec w # 0, la dynamique de lerreur de filtrage e(t) = x(t) — z(¢) du filtre grand gain
du lemme 2.2.1 pour le systéme bilinéaire (2.1) peut étre vu comme un systéme LPV

{ ¢ = A(0,u)e + B(O)w (2.11)
avec B(@) _p_ S;I(Q)CTD- (2.12)

On déduit du lemme D.1 le théoréme suivant.
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Théoréme 2.2.3. [GSZD07a, GSZD08a] Pour un paramétre 6 donné, le systéme (2.3) est
un observateur quadratique ou le systéme (2.1) assurant une attenuation de perturbation
inférieure a un scalaire donné ~y (voir la définition 2.1.1) s’il existe une matrice P(u) =
P(u)" > 0 et une matrice F telles que l'inégalité suivante soit satisfaite

P(u) + FAT (0, u) + AZ(0,u)FT + I, P(u)— F+ AL (0,u)FT FB(6)

* —F — FT FBO)| <0 (2.13)
* * -2,
ot u(t) € Q et A (0,u) est une matrice définie par l’équation (2.7). [

Démonstration. Sion applique le lemme D.1 au systéme LPV (2.11), on obtient 'inégalité
matricielle suivante

Pu)+FA(0,u)+ AL (0,u)F" P(u)—F+AL(0,uw)F" FB() I,
. _F_ T FB6) 0
* * -2, 0

* * * -1,

Si on applique encore le lemme de Schur, on remarque que les inégalités (2.13) et (2.14)
sont équivalentes. ° °

Les inégalités (2.9) et (2.14) ne permettent pas une résolution simple du probléme.
Puisque les entrées et leurs dérivées sont bornées et donc appartiennent & un polytope
convexe, nous allons calculer les solutions en résolvant ces inégalités sur tous les sommets
du polytope Q. Pour cela, on considére le paramétre p(t) suivant

o) | [w(®)]
_ | () | _ {um(D) 515
p(t) Pm+1(t) ul(t) ( )
| P2m (t) ] _am (t)_

L’unification de I'entrée et de sa dérivée dans un vecteur commun p(t) permet la mise
en forme LPV.
On définit

~

A(0,0) = Ay + > piA; =S HO)CTC = Ay (6, u) (2.16)

i=1
Avec ces notations, on a
pEP (2.17)
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ou P est un polytope convexe donné par
P = [ul,min7u1,max] X ... X [um,minuum,max] X [Nl,min;,ul,max] X ... X [/fl’m,minu,um,max] . (218>
L’ensemble S des sommets de P est défini par
S = {6 = [a...am]" € R*"|Vi€ [1,m],
Q; € {ui,mina ui,max} et VZ € [m + 17 zm} y O € {,ui,mina ,ui,max}} . (219)

Le cardinal de S est v = 2°™,
Pour la matrice de Lyapunov P(u), nous choisissons, vu le systéme (2.1), la structure
“bilinéaire” suivante

P(u)=Py+ > wP, (2.20)
i=1

ou P; sont des matrices constantes. Par conséquent, on a
P(u)=> P, (2.21)
=1

Avec (2.20), (2.21) et (2.15), on peut définir P(p) et P(p) comme suit

P(p) = P+ ZpiPi = P(u) (2.22a)
Plp) = > pwibr = Plu) (2.22b)

Grace a la mise en forme présentée ci-dessus, on déduit le théoréme suivant du théo-
réme 2.2.3.

Théoréme 2.2.4. [GSZD07a, GSZD08a] Pour un paramétre 6 donné, le systeme (2.3)
est un observateur quadratique pour le systéme (2.1) et a une atténuation de perturbation
inférieure a un réel donné vy (voir la définition 2.1.1) s’il existe des matrices P; = P,
P, e R"" (pouri=0,...,m), F € R"™", telles que pour j =1,...,2%™, ]S(ﬁj) >0 et

P(3) + FAL0, )+ AL(0,3)FT + 1, P(p7)— F+ AL(0,3)FT FB(0)

x _F T FBO)| <0
* * —’Yz]n
(2.23)
avec 31 € S et A(0,3) est une matrice définie par Uéquation (2.16). [

Si on résout les LMI (2.23) en minimisant vy en paralléle avec le calcul de S, () pour
un parameétre 6 donné, on obtient une courbe 7,,;, en fonction de #, ce qui permet d’ob-
tenir 7., (voir la figure 2.1 dans la section 2.4.3.1).De plus U'existence (due a l'uniforme
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observabilité) d’une valeur minimale 6, assurant la stabilité de I’erreur d’observation n’im-
plique pas la solvabilité des LMI a partir de #,. En effet, les théorémes ne donnent que des
conditions nécessaires. Cependant cette absence d’équivalence nous permet d’étre moins
conservatif pour le choix du gain #, ca recherche se fait sans majoration, juste a partir de
résolutions de LMI. De plus, cette approche permet d’optimiser la performance H., de
I’observateur a grand gain.

Remarque 2.2.2. Ce filtre a grand gain et ’approche LPV-LMI peuvent aussi étre appli-
qués aux systémes non uniformément observables. Pour ce faire, on travaille dans une base
ot la matrice de sortie C' est “sous la forme compagne [1 0 ... 0]”, on résout I’équation
(2.5) pour obtenir la matrice de gain, on utilise 'observateur (2.3) comme si le systéme
avait la forme désirer et on vérifie la stabilité de 1'observation a I’aide du théoréme 2.2.4.
L’existence d'une solution (c’est-a-dire du parameétre 6, assurant la convergence de I’erreur
d’estimation pour tout 6 > 6,) ne peut alors étre assurée qu’a partir de I'existence d’un
solution & la LMI (2.23) du théoréme 2.2.4, comme dans ’exemple de la section 3.1.4.2.1.

Remarque 2.2.3. Les théorémes restent valables pour des non linéarités de la forme x f (u),
a condition que f(u) et ses dérivées soient bornées et f(u(t)) uniformément continues. [J

2.2.2 Observateur LPV robuste a grand gain

Dans cette section, nous considérons le systéme incertain sans entrée linéaire

T = (Ag+ AAy(t))x + i(Ai + AA(t))u;(t)x + Bw

i=1 (2.24)
y=(C+AC(t))r + Dw
dont la partie nominale est uniformément observable, avec
AA;(t) = M;F(t)N; et AC(t) = McF(t)Ne (2.25a)
FO)"Ft)<I (2.25b)
FO)"MEMF(t) <. (2.25¢)

ou M;, N;, Mq, N¢s sont connus a priori.

Remarque 2.2.4. Les incertitudes AX(¢) varient dans le temps, pour simplifier les nota-
tions, la dépendance au temps sera omise. O

Remarque 2.2.5. La derniére inégalité n’est pas habituelle dans le traitement des systémes
incertains, elle introduit un conservatisme. On peut le lever en pondérant M et en rejetant
cette pondération dans Ng. En effet si les relations (2.25a) et (2.25b) sont vérifiées et
la relation (2.25¢) ne l'est pas alors en choisissant un réel po > 1 convenable, on a
AC = McF(t)Ne = %]—“(t)(chc). Si on pose Moy = ];I—CC et Non = pcNe, on a alors
toutes les relations (2.25a) a (2.25¢) qui sont vérifiée O

Deza et al dans [DG91] traitént des systémes bilinéaires uniformément observables
incertains, cependant seule une majoration de l'erreur d’observation est garantie, mais
pas la stabilité asymptotique de I’erreur d’observation.
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Nous allons, comme précédemment, rechercher le paramétre 6 optimisant ’atténuation
de perturbation (c’est-a-dire obtenir un 7 le plus petit possible, voir la définition 2.1.1)
tout en stabilisant le systéme bilinéaire incertain. Avec I'observateur suivant

7= A0, 0)F + SZ(9)CTy, (2.26)
(A (6, u) toujours défini par (2.7))la dynamique de l'erreur d’observation est donnée par
¢ = A (0,u)e + (B(0) — S (O)ACT )w

+<AA0 1" Adiu— S (0)(ACTAC+ACTC + C’TAC’))x, (2.27)

=1
on peut alors donner le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.5. [GSZD07a, GSZD08a] Soit le systéme bilinéaire incertain (2.24) asso-
cié a lobservateur (2.26) (avec 0 fixé), la dynamique de Uerreur d’observation et du sys-
teme est quadratiquement stable et posséde une atténuation de perturbation ~y entre w(t)

Pi(u) Py(u)

. >0 pour tout u(t) € €,
By (u) Pi(u)

et e(t), s’il existe une matrice P(u) = P(u)" =

F F,
F, F,
et des réels strictement positifs {0%, a;,ef|k € {1,2},i € {0,...,m},j € {z,e,&,é}}, tels
que linégalité suivante est vérifice

une matrice F' = (les matrices P; et F; sont des matrices carrées de taille n)

[ 10, I, Iy Iy s T, 0 0 0
x  Ilyy Il Iy, Il O Yy 0O 0
* x  Ilgg Iy IIss 0 0 Y3 O
* * x Iy Ihis; O O 0 7Yy
x o« % x Ilsz; 0 0 0 0 [<0 (2.28)
* * * * O —-I 0 0 O
* * * * 0 0O —I 0 0
* * * * 0 0O 0 —-I 0
| x * * * 0 0o 0 0 -1

I, = P(u)+FAw)+ AT(w)FT + ¢NINq + oCTMoMEC (2.29a)
My, = Pi(u)+ 1+ FAL0,u)+ A% (0, u)FTF (2.29b)
My, = —F —FT (2.29¢)
M, = —F—F’ (2.29d)
y; = 7D"MIMoD — 1 (2.29¢)
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2.2. Filtrage a grand gain

I, = Py(u)+FAL(6,u)+ FA(u) (2.29f)
Ly = Pi(u) — Fi+ FiA(u) (2.29¢)
I, = P(u)—F+ F3A(u) (2.29h)
I, = F\B+ F,B(0) (2.29i)
My, = P —Fy+ A% (0,u)F (2.29j)
Iy, = P —F,+ .AZO(G, u)F4T (2.29k)
s, = FyB+ F,B(6) (2.291)
M, = —F,—FF (2.29m)
,; = F\B+ F,B(0) (2.29n)
M, = EB+ FB0) (2.290)

T, = [V, F RS ONE JERSIOC Mo ViuNy .. VAN,
JIE M, ... 1/_ume1Mm} (2.30a)

ng[\/ae+25;F4S;1(9)N§ VEFSO0)CT My \fliFsM, ... \//TmF3Mm]
(2.30D)

Ty = [V T BIRSIONE ERSMNOCTMe i FM, .. iR
(2.30¢)

T4:|:\/Oéé+2(5élF4So_ol<9)Ng \/_F4 NCT" Mo /e FsMy ... \/MFB,Mm]

(2.30d)
1

¢ = Z 5 (2.31a)
j={z,e,,e} 7
1

o= > o (2.31b)
j={z,e,d,e} 7
1

= ) — (2.31c)
j={z,e,z,é} J

Moo= > eh+e; i€0,...m (2.31d)

j={z,e,z,é}
1 1 . .
pij = —+— i€0,....m jec{redé} (2.31e)
avec uy = 1 pour simplifier les notations. [
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Démonstration. De fagon similaire a la preuve du lemme D.1.1, considérons la dynamique
de I'état augmenté X =[27 ¢”]" sous la forme singuliere suivante (avec ¢ = X))

[1% 0] [X 0 I ”X Lo
= w
A —1I B
z= [(C O] I] .
K2
avec i
(A(u) +AA+ ) AAw ) 0
A(67U): m =t
(AAO + Z AAu, —Sool((‘))(AC’TAC+ACTC+CTAC)> A (6,u)
A i=1
| B
B()= .C=|o I, 0 0].
|B(0) — SHOACTD
Considérons la fonction de Lyapunov suivante
X ' X
V(X) = X"Pw)X = | . E|.
(X) (u) [X] QE] ..
= X"Q(u)EX (2.33)
avec
x
X P(u) F
X = i = . ) = )
T [X Q) 0 F
é

Pi(u)  Py(u)
Py (u)  Py(u)
FF,
F; F,

I,, 0O
0

et F'=

La dérivée temporelle de la fonction de Lyapunov V(X) le long de la trajectoire de
X(t) est donnée par

vo—xr [P Flpp g |PW v ar | PO 0])(
0 F FT T 0 0
_XTUX X1 [Pu@) o] [x
‘QH Qo1 ™% | o 0] [x]
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2.2. Filtrage a grand gain

—2 [X] Q)| . X ] + [X Plult) 0] [X] (2.34)
X - X+ A0, u)X +BO)w X 0 o | X
Nous développons le terme
% g X
X Y 2X + A)X +Buw

=2"P(u)z+e" Pl (u)i+x"Py(u)é +e"Py(u)é
+ (@TF 4 e"Fy +iTF + eF) (A(u)x

+ (@TF + T Fy+ 2T F, + 6F) (AA, + Z AAu;)x
i=1
+ (QTTFQ + GTF4 +.7.5TF2 + GTF4)(AA)$
— 2" i —e"Fyi — 3" Fya — ¢" Fya
— aTFye —e"Fié — 0" Foée — e Fyé
+ 2" FyBw + ' FyBw + ' Fy Bw + ¢ F;Bw
+ (I’TFQ + eTF4 + i'TFQ + eTF4)B(9>w
+@"F+e"Fy+ 2" Fy+ " Fy) (=S (0)ACT D)w
+ (SCTFQ + eTF4 + jJTFQ + eTF4)AOO(U)€ (235)
avec .
Ay = AAHY  AAu; =S (0)(ACTAC+ACTC + CTAC). (2.36)
=1
Nous utilisons le lemme B.1.1 pour majorer les termes contenant les incertitudes. Pour
j€{x,e,x,é} eti€{0,...,m} (on prend uy = 1), on obtient, avec les réels strictement

o). k k . , PR .
positifs &7, 07, a;, les inégalités suivantes

1
25T FyAAu gaijjTFlMiMiTFlTj + —z" N/ Nulz, (2.37a)
- 1
25" FApx < g (e57" FeM;M] F) j + —x" N Nyu;x) (2.37b)
g2
i=0 v

, - - 1
8377 S (O)CMeMICS O F j+ 550 CTM M C

1
+20,57 B S (O)NENe S O)F] j + 250" NENe, (2.37¢)
1
J

Pour obtenir une atténuation de perturbation «y entre w(t) et e(t) avec la stabilité de
notre systéme, il suffit que

Jow < /000 (e"e — y*w"w) dt + V(c0) — V(0) (2.38)
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Chapitre 2. Approche LPV pour l’observation des systémes bilinéaires

< / (eTe — yw w + V(x)) dt < 0. (2.39)
0

En introduisant les inégalités (2.37) dans (2.35), on majore V(X) donnée par (2.34).
L’insertion de cette majoration dans (2.38) puis I'application du lemme de Schur sur
l'inégalité ainsi obtenue donnent l'inégalité (2.28). .

Afin de résoudre la LMI (2.28), on réduit le domaine d’éligibilité de la matrice P(u) :
on pose Pi(u) = Py, + Y 00 Pau;, Po(u) = Py + Y1, Pou,; et Py(u) = Py + Y., Payu,.
Comme les signaux wu;(t) et u,(t) sont bornés, a partir de la définition de p(t) donnée par
(2.15), on pose les notations suivantes

Pi(p) = P01+§;pi]3“:P1(u) (2.40)
) = ipmﬂpﬂzmu) (2.41)
Byp) = &ﬁipizzg:%(u) (2.42)
Polp) = zm;pm+iazzpz<u> (2.3
Bip) - &ﬁipim:a(u) (2.44)
Plp) = zijpmmzmu» (2.45)

Pi(p) Pi(p)

. ~ . On note aussi
Pl (p) Pip)

De plus, on note P,(p) =

A(p) = Ao + Z pid; (2.46)

Aprés ces mises en forme, on peut donner le théoréme suivant permettant de résoudre
le probléme sous la forme de LMI.

Théoréme 2.2.6. [GSZD07a, GSZD08a] Le systeme (2.24) associé a l'observateur (2.26)
(a0 fixé), la dynamique de 'erreur d’observation et du systéme est quadratiquement stable
et posséde une atténuation de perturbation v entre w(t) et e(t), s’il existe une des ma-

_ Py P . Fy Fy ) , :

trices P, = Pl = , une matrice F' = et des réels strictement posi-
Py Py Fy F,

tifs {0F, a;, el lk € {1,2},1 € {0,...,m},j € {x,e,&,é}}, telles que pour j = 1,...,v,
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2.2. Filtrage a grand gain

P(3) >0 et

(I, My Thy Ty I Ty 0 0 |
x Il Ilyg Ilyy Ilhs O YTy O 0
* x Iy I3y IIgs O 0 T3 0
* * x Iy II,; O O 0 7T,
* * * x Il 0 O 0 0 |<O0 (2.47)
* * * * x —I 0 0 0
* * * * * -1 0 0
* * * * * 0 —-I 0
* * * * * 0 —I]
ot 7 €S et
I, = P,(3) +Flﬁ(ﬂ)+ /TT(ﬁj)FT + ¢NINe + 0CTMoMEC  (2.48a)
My, = Py(B)+1+FA(0,8)+A%(0,3)F" (2.48b)
M, = —F —F7 (2.48¢)
M, = —F, —F" (2.48d)
My, = 7D "MIMoD —~21 (2.48¢)
My = P(F)+EA0,u) + F A (2.48f)
My = P(F)~ B+ FRAP) (2.48g)
M, = P(f)-F+ FAP) (2.48h)
I, = F.B+ FB(0H) (2.481)
Mo = Py —F+AL(®0,3)F] (2.48j)
M, = P,—F,+AL(0,3)F" (2.48k)
M, = E,B+ FB() (2.481)
M, = —F,—F' (2.48m)
My, = FB+FB0) (2.48n)
My, = F,B+ FB(0) (2.480)
avec A.(0,3) donné par léquation (2.16).
V= |V FBRSIONE ERSIOCT M VRNBEN, . VAN,
S Fi M, \/mFle} (2.492)

2= | Vo T2IESTONE JRESTOC Mo i FMy .. i EM, |

(2.49D)
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T3:[\/Oé¢+25;FQS;01(9)N(,T* \/_Fz CTMC Vs Fi My ... MFlM
(2.49¢)

T4:[\/aé+25;F4S;(0)N$ VEFRSHOCT Mo \flieFsMy ... \flime FsM, }
(2.494)

< = > 51 (2.50a)

1
o= 3 5 (2.50b)

j={z,e,z,é}
1
S Z — (2.50¢)
j={z,e,z,e} J
Moo= > eh+el i€0,...m (2.50d)
j={xz.e,a,é}
1 1 . . .
iy = €_1+5—2 i€0,....m je{xr,eé} (2.50e)

1] 17

avec 3} = 1 pour simplifier les notations et 3] représente la i-éme composante du sommet
3. |

Démonstration. Ce théoréme est une résolution polytopique du théoréme 2.2.5. °

Nous avons présenté 'approche LPV pour 'obtention d’un filtre grand gain pour les
systémes bilinéaires uniformément observable. Cependant le filtre peut s’avérer tout aussi
efficace avec des systémes non uniformément observable, la différence principale est que
I’existence d’une solution, d'un 6, assurant la stabilité de I’erreur d’observation n’est plus
assurée.

Cet observateur n’a qu’'un degré de liberté, le parameétre 6.

2.3 Observateur fonctionnel : approche LPV

Dans cette section, nous considérons les systémes bilinéaires de la forme générale (2.1)
sans hypothése sur la structure, a la différence de la section 2.2 : I'observabilité uniforme
n’est pas requise, les entrées de commande non universelles sont donc admises. Nous
proposons le filtre fonctionnel suivant

1= Hyn+ Z Hyum + Joy + Z Jiuy + Gu

i=1 i=1

Z=n+FEy

(2.51)
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2.83. Observateur fonctionnel : approche LPV

oun € R" et 2(t) € R" est 'estimation de z(t) le vecteur a estimer, combinaison linéaire
de I’état. Nous devons donc avoir une forme de détectabilité * du systéme bilinéaire initial,
détectabilité qui dépendra de la fonctionnelle recherchée.

On définit 'erreur de filtrage comme suit

e = z—z=Lx—7
— - EDuw (2.52)
ol
e = Uz —n (2.53a)
U = L-EC. (2.53b)

A partir de (2.1) et (2.52), on peut voir que la dérivée de l'erreur e(t) est fonction
de la dérivée de la perturbation w(t). Pour éviter de faire intervenir le terme w dans la
dynamique de l'erreur, on introduit un systéme liant w & e avec la réalisation d’espace
d’état
( m
e=(Hy+ Y wH)e+ (VA — HW — Y°C — HiEC)x

i=1

+Y (WA, — HU — Y'C — HEEC)u;z + (VR — G)u
q — (2.54)
+(LB — ECB = Y,D — H,ED — > (Y,D + H,ED)u;)w

i=1

e=¢— FDw

\

avec
Y,=J, — HFEpouri=0,...,m. (2.55)

Ces équations de Sylvester représentant le non-biais (voir [GM89], [SBG97|, p. 176,
[Dar00| ou [WG98|)

doivent étre satisfaites et GG doit étre choisi tel que
G =VR. (2.57)

En l'absence de perturbation non mesurable (w = 0), les équations (2.56) et (2.57)
permettent de “découpler” I'erreur d’observation de 1’état et donc d’assurer la stabilité de
cette erreur méme si I'état z(¢) du systéme (2.1) ne converge pas vers l'origine (suivi de
trajectoire, u(t) constante non nulle & 'infini).

En utilisant (2.53b), I’équation (2.56) devient

3voir les travaux de Vidyasagar [Vid80b|, Sontag et al. [SW95] ou Hespana et al. [HM99].
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Chapitre 2. Approche LPV pour l’observation des systémes bilinéaires

On peut remarquer que I’équation (2.58) peut étre réécrite sous la forme compacte
suivante

NF=A, (2.59)
ou les matrices N/, F et A, sont donnés par
N = [E H ... H, To ... T, (2.60a)
Fro= |ap Ir o7l (2.60D)
A, = LA, (2.60c)

avec

L 0
I =

0 L

C 0
C =

0 C
Ac = CA.

L’équation (2.59) admet une solution N si et seulement si la condition de rang suivante
est satisfaite (voir [RMT71])

T
rang [A{ }"T} = rang F. (2.61)
Sous cette condition, la solution générale de (2.59) est donnée par (voir [RMT71])
N=AF +2Z(1,—-FF" (2.62)

ol Z est une matrice arbitrairement choisie de dimensions appropriées et a = p + (m +
1)(r + p) (voir [Dar00] ou [WG98|). A partir de I’équation (2.62), les matrices E, H; et
T, sont données par

E = FE, +ZE, (2.63a)
Hi - Hi,l + ZH,'Q (263b)
Ti — Ti,l _'_ ZTi’Q, (263C)
avec
E, = A F'Mg (2.64a)
H,, = ALFTMHi (2.64b)

42



2.83. Observateur fonctionnel : approche LPV

T, = AL]:TMTi (2.64(:)
E, = (I,— FF)Myg (2.64d)
H, = (I,— ffT)MHi (2.64e)
Yo = (I,—FF")Msy, (2.64f)
et
Opxcr Opxp
Ogi—1yrxr Otm-+1)rxp I,
My, = I, s My =1 Ou-iypxp |+ ME={0(mi1)rnp
Otmt1—iyrxr I, Omt1)pxp
L 0(m+1)pxr ] _O(M+1—i)po_

Ces derniéres matrices sont donc des matrices de sélection (de projection) qui per-
mettent de sélectionner & chaque fois la matrice qui nous intéresse.

Dans la suite de cette section, on considére que la condition de rang (2.61) est satisfaite.
A partir des équations (2.57) et (2.63), le systéme (2.54) peut étre réécrit comme suit

( m
e=(Hou+ZHoo+ Y wi(Hy 1+ ZH,,))e+(LB—(E, + ZEy))CB—(To,1 + ZY4,)D

i=1
m

—(Hoy + ZHoo)(Ey + ZE))D=Y ((Yin + ZYi2)D+(Hyy + ZH, ) (Ey + ZE,) D)u;)w

o

L e=¢€¢ — (El + ZEQ)DUJ

i=1 I‘f

(2.65)

On peut noter que 'expression I'; est quadratique en Z, en effet elle contient des
termes du type

ZH, 7, t1=1,....,m. (2.66)

Si on appliquait le lemme borné réel (BRL) (voir annexe E sur le systéme (2.65), cela
nous conduirait a une inégalité matricielle non linéaire, pour éviter ces non linéarités, on
introduit une contrainte supplémentaire sur les matrices du filtre. On considérera deux
cas pour cette contrainte.

2.3.1 Premier cas : construction du filtre avec la contrainte de
type 1

La matrice de gain Z a déterminer est choisie telle que
ZE,D =0, (2.67)
La solution générale de (2.67) (la contrainte de type 1) est donc donnée par
7 = 7, (I, — E,D(E,D)') , (2.68)

43



Chapitre 2. Approche LPV pour l’observation des systémes bilinéaires

ou Z, est une matrice arbitrairement choisie de dimensions appropriées (voir [SDZ06)),
ainsi I'; devient (voir (2.65))

I, =(H, + Z (I, — E;D(E,D)") H;,)E, D (2.69)

et les equations (2.63) peuvent étre réécrites comme suit

E = FEn+ZiEy (2.70a)
H, = Hin+Z,H»n (2.70b)
T, = T,u+2ZTn (2.70¢)

avec
En, = E; (2.71a)
H,,w = H;, (2.71b)
Tin = Ty (2.71c)
Ey = ®Mg (2.71d)
H,» = OMy, (2.716)
Yion = OMy, (2.71f)

ou

b = (Ia — EQD(EQD)T) (I, — ]:]:T). (2.72)

En prenant en compte la contrainte (2.67), le systéme (2.65) se réécrit comme suit

e (2.73)
e=Ce+ Dyw
ou
Aul(u) = Hyq1 + ZuiHi,ll (2.74&)
i=1
Azl(u) - H0721 + Z uiHi721 (274b>

i=1

Bu(u) = LB — E;,CB— (TOWLZ wYin + (Hou + Y u,.HLll)Ell) D (2.74c)

i=1 i=1

i=1 =1

B (U) = —-E,,CB — (To,m + Z uz’Ti,21 + (H0,21 + Z U¢Hi,21)E11) D (2-74d>

C=1 (2.74e)
D, = —FE,,D. (2.74f)

Cette mise en forme méne au théoréme suivant.
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Théoréme 2.3.1. [GSZD07b, GSZD08a] On considére que la condition de rang (2.61) est
satisfaite. Sous la contrainte (2.67), le systéeme (2.51) est un filtre pour le systéeme (2.1)
satisfaisant une atténuation de perturbation 7y s’il existe une matrice P(u) = PT(u) > 0 €
R™" (pouri=0,...,m), FEeR™ etY € R™ telles que

L1y (L2 (L3) L
(1,2)7 —F—F" (1,3)

Y

0
, ) ) .| <o, (2.75)
(1,3)"  (1,3)7 —*I, -D,

I 0 -D, -C

ol

(1,1) = P(u) + FAu(u) + YA, (u) + AL (u)F" + AT (u)Y"
(1,2) = P(u)— F + AT,(u)F" + A (u)7Y"
(1,3) = FBy(u)+YB.(u).

avec u(t) € Q. Si cette inégalité matricielle a une solution, la matrice de gain Z, est donné
par

Z, = F7Y. (2.76)
|

Démonstration. Comme la condition de rang (2.61) est supposée satisfaite, le systéme
(2.73) représente U'erreur de filtrage du filtre (2.51) puisque la contrainte (2.67) est satis-
faite. Si I'inégalité (2.75) a une solution alors F' + F7 > 0 et la matrice F' est inversible :
le gain Z; est donc calculable.

Si on ajoute la relation Y = FZ, (voir (2.76)) au lemme D.1, le systéme (2.73) est
quadratiquement stable et assure une atténuation au sens [, entre la perturbation w(t)
et I'erreur d’observation e(t) inférieure ou égale a v > 0 pour u(t) € €.

Aprés avoir calculé le gain Z;, les matrices H;, T; et E du filtre sont données par
(2.70), puis les matrices J; sont tirées de (2.55) et G de (2.57). o

L’inégalité (2.76) ne permet pas une résolution simple du probléme. Puisque les entrées
et leurs dérivées sont bornées et donc appartiennent a un polytope convexe, nous allons
calculer les solutions en résolvant ces inégalités sur tous les sommets du polytope €2. Ainsi
afin de finaliser la construction du filtre H,, (2.51), on définit les matrices suivantes, avec
p(t) défini dans (2.15)

A\pl (p) =Hy 1,0 + Z piH; 11 = Aul(u) (2.77&)
i=1
A\zl(p) =Hyo + Z pili o = Azl(u) (2.77b)

i=1

B,(p) = LB—EHCB—<T0711+Z pi i+ (Hon+Y piHMl)Eu) D=B,,(u)(2.77¢c)

i=1 i=1
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Ezl (P) =—Ly(CB— (TO,Ql +Z piTi,Ql + (H0,21 +Z Pin',zl)En) D= Bz2(u) (2-77d>

i=1 i=1

A partir des notations et des définitions (2.15), (2.22) et (2.77), le théoréme suivant
permet de construire la matrice de gain Z, du systéme (2.73) a partir d’'une LMI.

Théoréme 2.3.2. [GSZD07b, GSZD08a] On considére que la condition de rang (2.61) est
satisfaite. Sous la contrainte (2.67), le systéeme (2.51) est un filtre pour le systéme (2.1)
satisfaisant une atténuation de perturbation v s’il existe des matrices P, € R™" (pour

i=0,...,m), FER™ et Y € R™ telles que P(") = P(3)" >0 pour j=1,...,v et

L1 L2y L3y
1,27 —F—FT (1,3 0
( >_ _ (1,3) .| <o, (2.78)
(1’3)JT (173)]T _/72]q _Dl

I, 0 -D, -C

ol

(L1 = P(F)+FA,(F) + YA(F) + AL (B)FT + AT(3)YT
(1,2 = P(F)—F+AL(B)F" + A, (F)"Y"
(1,3 = FB.(#)+YB..(5).

avec 37 € S (voir (2.19)). Si cette LMI a une solution, la matrice de gain Z, est donnée
par

Z, = F7Y. (2.79)
|

Démonstration. De fagon similaire au théoréme 2.2.4, la résolution de 'inégalité matri-
cielle (2.78) sur les sommets de P (voir I’équation (2.18)) assure la stabilité quadratique
du systéme (2.73) et assure une atténuation au sens [, entre la perturbation w(t) et
Ierreur d’observation e(t) inférieure ou égale & v > 0 pour u € Q. o

Avec ces résultats, le probléme de la construction du filtre H,, se réduit a la recherche
d’une matrice de gain Z, capable de stabiliser le systéme (2.73) et de garantir une perfor-
mance H,, 7. Si la recherche est fructueuse, on peut alors conclure a la détectabilité du
systéme (2.1).

On peut noter que pour bénéficier des degrés de liberté de la matrice de gain 7,
la matrice ® (voir equation (2.72)) doit satisfaire ® # 0. Mais les degrés de liberté ne
sont pas indispensables puisqu’on peut trouver un observateur méme avec & = 0, en effet
la LMI (2.78) peut avoir une solution méme si & = 0. Dans le théoréme suivant, une
condition suffisante pour s’assurer que ® # 0 est donnée, et ainsi étre assuré de l'intérét
d’une recherche de matrices de gain.
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Théoréme 2.3.3. [GSZD07b, GSZD08a] Soit une matrice & donnée par (2.72) et q, p,
m, r, n des enliers représentant respectivement les dimensions des vecteurs w(t), y(t),

u(t), z(t) et z(t). Si

g<p+(m+1)(p+r—n), (2.80)
alors
D £ 0. (2.81)
|
Démonstration. Puisque
Im((I, — FFN") = ker(F") (2.82)
donc
dim(Im(I, — FF")) > a— (m + 1)n. (2.83)
Comme
ker(I, — (E,D(E,D)") = Im(E,D), (2.84)
on a
dim(ker(I, — (E,D(E,D)")) = rang(FE,D) < g, (2.85)

avec v =p+ (m+1)(r +p).
Sig<p+ (m+1)(p+r—n) est vérifié, alors les relations (2.83) et (2.85) ménent a

Im(I, — FF") ¢ ker (I, — EsD(E,D)"), (2.86)
ce qui implique que ® # 0. °

Remarque 2.3.1. Lorsque les conditions du théoréme ne sont pas vérifiées et pour continuer
a bénéficier des degrés de liberté a travers Z,, n, m, p et ¢ étant des données fixées en
fonction du systéme étudié, le seul moyen d’augmenter les possibilités d’avoir ® # 0 est
d’augmenter r, c’est-a-dire augmenter la dimension du filtre. U

2.3.2 Second cas : construction du filtre avec la contrainte de
type 2

Pour éviter les bilinéarités en Z (voir (2.66)), on peut remplacer la contrainte (2.67)
(de type 1) par la contrainte de type 2

ED =0, (2.87)

ainsi on obtient I'; = 0 (voir (2.65)). A partir de ED = 0 et de I’équation (2.59), on
obtient

NF=[0 A |=A4, (2.88)
00

avecF =[D FlouDT =D ]. L’équation (2.88) a une solution A si et seulement

S1

0 A = rang [D ]—"]. (2.89)

rang
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Les ensembles d’observateurs satisfaisant chaque contrainte sont disjoint, d’ou l'intérét
d’exposer les deux possibilités.
Sous cette condition, toutes les solutions A sont données par (voir [RMT71])

N=A,F +2,I,-FF) (2.90)

ol Z, est une matrice arbitraire avec des dimensions appropriées.
Les matrices F, H; et T, sont alors données par

E = En+ Z:Ey (2.91a)

Hi = Hio+ ZoH,; 2 (2.91b)

T, = YT+ 27,0 (2.91¢)

ou

B, = ZL?TME (2.92a)

H;», = ZL?TMH,; (2.92b)

Yiw = A F My (2.92¢)

By = (I, —FF )M, (2.92d)

Hi» = (I,— ??T)Mm (2.92¢)

Yios = (I,—FF )My, (2.92f)

A partir des notations (2.91), le systéme (2.65) devient

€= (A, (u) + Z,A.,(v))e + (B,,(v) + Z,B.,(u))w
_ (2.93)
e=Ce+ Dyw
ou
Ap(u) = Hopo+ Z uHi 1o, (2.94a)
i=1
As(u) = Hose+ Z wiH, o, (2.94Db)
i=1
Bug (u) = LB-— E12CB_ <T0,12+Z uiTi,12) D (294C)
i=1
B.,(u) = —E»CB-— (To,m +Z UiTmz)D (2.94d)
i=1
¢ =1 (2.94¢)
D, = 0. (2.94f)

A partir de cette mise en forme, on peut donner le théoréme suivant.
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Théoréme 2.3.4. [GSZD07b, GSZD08a] On considére que la condition de rang (2.89)
est satisfaite (donc la contrainte (2.87) est satisfaite), le systeme (2.51) est un filtre pour
le systéme (2.1) satisfaisant une atténuation de perturbation -y s’il existe une matrice
P(u)=PT(u) >0e€R"™ (pouri=0,....m), FER™ etY € R™ telles que

(1,1) (1,2) (1,3) I,

(1,2 —F—FT (1,3) 0 )
137 (1L3)T -2l D' | b (2.95)
) I '7 q 1
I, 0 -D, -C

ou

(1,1) = P(u) + FApu(u) +YA,(u) + AT (u)FT 4+ AT (u)Y”
= Pu)— F+ AL (u)F" + A,(u)"Y"
(1,3) = FBy(u)+YB.y(u).

avec u(t) € Q. Si cette inégalité a une solution, la matrice de gain Z, est donnée par

Z, = F7Y. (2.96)
[ |
Démonstration. Voir la démonstration du théoréme 2.3.1. °

Comme précédemment afin de rendre le théoréme utilisable, on donne sa version po-
lytopique en définissant d’abord les matrices suivantes

Ap(u) = Hyp+ Em: piHi 1 = Aus(u) (2.97a)
=1

An(u) = Hom+ f: piHiz = Ay(u) (2.97b)
i=1

§p2(u) = LB-FE,,CB— <T0,12+zm: piTi,m) D = B,y(u) (2.97¢)

=1
Bo(u) = —EQQCB—<TO,22+§: piTiQQ)D = B.,(u) (2.97d)
=1

On donne alors la version polytopique du théoréme (2.3.4).

Théoréme 2.3.5. [GSZD07b, GSZD08a] On considére que la condition de rang (2.89)
est satisfaite (donc la contrainte (2.87) est satisfaite), le systeme (2.51) est un filtre pour
le systeme (2.1) satisfaisant une atténuation de perturbation v s’il existe des matrices
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P, e R™ (pouri=20,...,m), FeR™ etY € R telles que ]S(ﬁj) = ]S(ﬁj)T > 0
pour j =1,... v et
L1y (L2 (13 1,
(1,27 —F—F" (1,3/ 0
(L3YT (13" 9L, -D,

I 0 -D, -C

<0, (2.98)

o
(L) = P(F) + FAF) + Y Au(F) + Ap(@)F" + ALE)Y
(1,2 = P(3)—F+AL(B)FT + A, (8)Y"
(1,3 = FBu(#)+YB.,(3).

avec 37 € S (voir (2.19)). Si cette LMI a une solution, la matrice de gain Z, est donnée
par

Z, = F7Y. (2.99)
[ |
Démonstration. Voir la démonstration du théoréme 2.3.2. °

Avec le théoréme (2.3.5), la synthése du filter H,, est équivalente & la détermination
d’une matrice Z, stabilisant le systéme (2.93) et assurant une atténuation au sens £, entre
la perturbation w(t) et 'erreur d’observation e(t) inférieure ou égale a v > 0 pour u € .

Remarque 2.3.2. Les théoremes de tout ce chapitre sont valables pour des non linéarités
de la forme x f(u(t)) dans le systéme (2.1), a condition que f(u(t)) et ses dérivées soient
bornées. 0

L’étude du systéeme incertain n’a pas été réalisée mais pourrait se faire de fagon si-
milaire & la section 2.2.2, on pourrait utiliser 'approche “commande robuste” présentée
dans [SZRDO06| ou une approche LPV-polytopique.

2.4 Les exemples

Afin d’illustrer 'approche LPV développée dans ce chapitre et de montrer I'intérét des
différents observateurs, nous allons exposer quelques exemples ayant diverses caractéris-
tiques. Dans tous ces exemples les perturbations seront des signaux trapézoidaux.

2.4.1 Exemple d’observateur a grand gain

Prenons le systéme bilinéaire instable et perturbé suivant

_ 0 1 1 0
T = T+
[—1 1] [2 —1

y = [1 0]x+w

1

uxr + w

(2.100)
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L’entrée de commande u(t) et sa dérivée (t) sont bornées comme suit

(2.101)

—1< u(t) <
< 1000 (2.102)

~1000 < a(t)

On va simuler le systéme et estimer 1’état avec ’observateur & grand gain suivant
T= (Ao +) Aiui> - S.H0)CT(CT—y). (2.103)
=1

On cherche la valeur de 8 permettant de minimiser l'influence des perturbations. Pour
cela, on applique le théoréme 2.2.4 dans une boucle sur 6 afin d’obtenir la valeur 6,,,. On
obtient la courbe suivante ot, par convention, ym,,(6) est fixé & —1 quand la LMI (2.23)
n’est pas vérifiée.
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F1G. 2.1: Courbe 7y, (6)
La courbe dans la figure 2.1 donne une valeur minimale de 7,,, pour une valeur de
0 =40,, =4.85.
Remarque 2.4.1. Pour 0 trop petit (6 < 6,), Uerreur d’observation n’est pas stable. Les
valeurs de 6 proches de la valeur minimale qui permet de stabiliser I’erreur d’observation
donnent des valeurs de v, trés grandes (7 tend vers oo quand 6 s’approche de la valeur
limite pour laquelle la LMI (2.23) a une solution ). O

Remarque 2.4.2. Le choix de 6 influe sur I'atténuation des perturbations (performance
H..) ainsi que sur la vitesse de convergence du filtre. U

Testons maintenant ’observateur pour 6 = 1, 6 = 0,,, = 4.85 et # = 10. On obtient
les résultats présentés sur les figures 2.4 (6 = 1), 2.5 et 2.6 (0 = 0, et § = 10), la
perturbation w(t) étant un signal trapézoidal.

L’entrée est donnée par la figure 2.2. Les deux états du systéme (2.100) sont représentés
sur la figure 2.3.

Les matrices de gain associées a ces différents choix de # sont les suivantes

S -l =1
o = our 6 =
1 2 P

o1
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[ 0.2062 —0.0425
S = pour 6 = 0,,, = 4.85
| -0.0425  0.0175

[ 01 —0.01
Se = pour 6 = 10.
|—0.01  0.002
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Les résultats sont conformes a ce qui est attendu. En effet, pour = 1, ’erreur d’ob-
servation diverge. De plus, l'effet de la perturbation w(t) sur erreur d’observation e(t)
est plus faible pour 6 = 6,,, que pour § = 10. On remarque aussi que la convergence de
Ierreur d’observation est plus rapide avec 6 = 10 (effet “grand gain”).

0.4

0.2

—06F

I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

temps (s)
F1G. 2.2: Entrée de commande u(t)

x10'°

15

0.5

I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80

temps (s)
F1G. 2.3: Etats z, () et z5(t) du systéme (2.100)
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Temps [sec|
F1G. 2.4: Erreur d’observation pour les états z;(t) et z,(¢) du systéme (2.100) avec 6 = 1

0.8

0.6

0.4

0.2

Temps [sec|
F1G. 2.5: Erreur d’observation pour I'état x,(¢) du systéme (2.100) avec 6 = 0,,, et § = 10
et perturbation w(t)

0 =10
!

| w@:@eﬁf . /XW*

10 20

o

temps (s)
F1G. 2.6: Erreur d’observation pour I'état x,(t) du systéme (2.100) avec 6 = 0,,, et 6 = 10
et perturbation w(t)
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2.4.2 Exemple d’observateur fonctionnel sans degré de liberté sur
le gain

Pour continuer l'illustration de nos travaux, nous allons étudier le systéme suivant

([ [-0146 0 —0.097 0.09 1 3 0.8
Tr = T+ UL + Us X+ w
—0.1763 —1.197 0.08  0.05 -1 2 0.1
- 2.104
y=11 0|z+ 0.09w ( )
z=10 1|z
( i
u(t) est borné comme suit (pour i = 1,2)
—1< u(t) <1 (2.105a)
—100 < 4,(t) < 100. (2.105Db)
Le filtre utilisé pour cet exemple est le filtre fonctionnel suivant
n = Hyn+ Z Hiuin + Joy + Z Jiwiy + Gu
— — (2.106)

Z=n+FEy

Pour le systéme (2.104), on a ® = 0 (plus précisément, on a I, — F F' = 0 avec F
défini pas I’équation (2.60)). Ainsi, on n’a aucun degré de liberté pour la synthése du
filtre fonctionnel. Le filtre (2.106) synthétisé avec la contrainte ED = 0 méne & une erreur
de filtrage instable par contre si on utilise la contrainte ZF,D = 0, les équations (2.70)
donnent les matrices suivantes, les matrices Fy, H;,, T,, pour ¢ = 0,...,2 étant nulles
(voir (2.64))

Hy = Hy,=-1197, H, =H,,=0.0091, H,=H,,=06351, FE=ZFE =0455,
Jo = Yoi1+ Ho, B = —0.6545,
J, = Y, + H E, =0.1283,
Jy = Yo, + Hy, E, = —1.1660.

Ici nous n’appliquons aucun théoréme pour obtenir les matrices de gain du filtre. On
vérifie seulement la stabilité de I'erreur de filtrage ainsi que la performance H... En effet

la nullité de ® (du fait de la nullité de I, — F F') rend inutile la recherche d’un gain Z.
Ainsi

et donc

et
PO — 18456, Pl — O — PQ, F - 18456,

et on a v = 0.8105.
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Une simulation a été réalisée. Les entrées sont données sur les figures 2.7 et 2.8, la fonc-

tionnelle z(t) et son estimation z(¢) par la figure 2.9. L’erreur de filtrage et la perturbation
w(t) (le signal trapézoidal) sont données par la figure 2.10.
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F1G. 2.8: Entrée uy(t)



2.4. Les exemples

06 L L L L I I
0 10 20 30 40 50 60 70

Temps [sec|

F1G. 2.9: Vecteur a estimer z(t) et son estimation z(t)

0.6

-04 e(t)

-0.6

Temps [sec|
F1G. 2.10: Erreur de filtrage e(t) et la perturbation

2.4.3 Comparaison des filtres

Pour continuer l'illustration de nos travaux, nous allons comparer les différents filtres
a grand gain et fonctionnels (avec les deux type de contraintes) obtenus par les différentes
méthodes présentées pour le systéme suivant

(o 1 10
T = xr+ ux
_—1 0 2 1
1 0]
z = T
L _O 1

o7
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u(t) est borné comme suit

(2.108a)
0. (2.108b)

2.4.3.1 L’observateur a grand gain

On rappelle la forme du filtre & grand gain

T= (AO + Em: Aiu,») T —SH0)CT(CT—y). (2.109)

=1

De la méme maniére que dans la section 2.4.1, on cherche la valeur de 6 permettant
de minimiser I'influence des perturbations. Pour cela, on applique le théoréme 2.2.4 dans
une boucle sur 6 afin d’obtenir la valeur 6,,,. On obtient la courbe suivante, seules sont
présentés les valeur de 6 pour lesquelles on a eu une solution a la LMI (2.23).

40 T

35

30

“Ymin

0
F1G. 2.11: Courbe de vy (0)

On a donc d’apres la figure 2.11 6, = 3.5 et Yy, = 6.4

2.4.3.2 Observateur fonctionnel avec la contrainte de type 1

Ici on applique directement le théoréme 2.3.2, ce qui donne

21.767 —5.3069 4 1 —0.1
PO: y P1 - ]_0 X 9
—5.3069 1.8337 —-0.1 0

v — 10° —45.77 —14.09 —=59.77 2493 0 -—-14.09 24.93
= X ,
—182.78 0.16 —189.43 66.65 0 0.16 66.65

9.927 —2.957
2957 1.0613]
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alors la matrice de gain Z; est la suivante

7 10° [—32.87 —0.81 —34.80 1248 0 -—-0.81 12.48]
1= X )

—108.82 —2.24 —114.81 41.04 0 —-2.24 41.04

Les matrices du filtre (2.51) sont alors les suivantes

[ 590425 04 0.0483 0
HO — 9 H = I
| —13.9582 —0.4 35626 1
[ 2537 0.3807
Jo - 7J1: ’
14.4233 3.425
0.6
E = .
_0.4]

Pour ce filtre, on obtient ~,,, = 4.225.

2.4.3.3 Observateur fonctionnel avec la contrainte de type 2

Dans cette partie nous allons rechercher ’observateur fonctionnel avec la contrainte
de type 2. Pour ce faire, nous appliquons le théoréme 2.3.5, ce qui donne

04 o 0.8051 —0.2253
—0.2253  0.0640 |’

76992 —3.7671
37671 24713 |

V- 10° x —-10.299 —-2.377 4.198 —-3.171 0 -—-2.377 -3.171
—922.420 —5.981 2.356 —2.778 0 —5.981 —2.778 |’
P 3.2741 —-1.979
—1.979 1.3876 |
alors la matrice de gain 7, est la suivante
. [—0.9362 —0.2415 0.1674 —0.1580 0 —0.2415 —0.1580]

—1.4968 —0.3876 0.2557 —0.2453 0 —0.3876 —0.2453

Les matrices du filtre (2.51) sont alors les suivantes

70353 1 —0.0006 0
HO - 9 H - bl
-8.4818 0 ~1.9121 1
[7.0353 1.0006
Jo = 7<]1: )
17.4818 3.9121
E = 0.

Avec la contrainte ED = 0, la valeur optimale d’atténuation de perturbation est la
suivante v, = 5.09.
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2.4.3.4 Les simulations

L’entrée est donnée par la figure 2.12, x,(t) et z,(t) par la figure 2.13.

Les erreurs de filtrage et la perturbation w(t) (le signal trapézoidal) sont données par
les figures 2.14, 2.16, 2.15, 2.17, 2.19 et 2.18.

0.8

0.6

0.4

08, 10 20 Y 20 50 %0 70 80
Temps [sec]
F1G. 2.12: Entrée u(t)
x 10’

5

ab

sb

2l

n

0
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b
sl
o 10 2 20 2 % % 70 80

Temps [sec|

F1G. 2.13: Les états du systéme
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0.5~

-0.5
0

L 1 L L L L L
10 20 30 40 50 60 70 80
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F1G. 2.14: Erreur de filtrage e,(t) et perturbation avec le filtre & grand gain
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F1G. 2.15: Erreur de filtrage e, (t) et perturbation avec le filtre fonctionnel et la contrainte
ZE,D =0 de type 1
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F1G. 2.16: Erreur de filtrage e, () et perturbation avec le filtre fonctionnel et la contrainte
ED =0 de type 2
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] |
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F1G. 2.17: Erreur de filtrage e,(t) et perturbation avec le filtre a grand gain
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F1G. 2.18: Erreur de filtrage e,(t) et perturbation avec le filtre fonctionnel et la contrainte
ZFE,D =0 de type 1
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F1G. 2.19: Erreur de filtrage e,(t) et perturbation avec le filtre fonctionnel et la contrainte
ED =0 de type 1
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On remarque une amélioration des performances avec le filtre fonctionnel utilisant la
contrainte de type 1 (ZE,D = 0).Sur Uerreur de filtrage e,(¢) tout d’abord, on évite le
pic présent sur la figure 2.16. De plus, pour I'estimation du deuxiéme état, on remarque
aisément que seul 'erreur de filtrage obtenue & partir du filtre fonctionnel utilisant la
contrainte de type 1 reste sous la perturbation. Tout ceci confirme les résultats obtenus.

2.4.4 Observateur fonctionnel pour les deux exemples du cha-
pitre 1

2.4.4.1 Actionneur électromécanique

Dans cette section nous allons rechercher ’observateur fonctionnel avec la contrainte
de type 1 pour l'actionneur électromécanique présenté a la section 1.2 (voir la figure 1.1).
Ce processus peut étre modélisé par le systéme suivant

= Ayx +u Ayx + Ru + Bw

y=_Cx
=X
avec
‘L’j“OOOO O‘L—’Z“OOO 0 0
0 T 0§ m 0 000 0 %
Ao=| 0 1 0 0 0|,A=(0 0 0O0O0|,R=1|0 0],
0 <~ 0 0 -1 0 0 00O 0
| 0 0 0 ‘J’i* —szc_ 00 00 0 10 |
0 "
Uy Te
Usg Vg
0 Ar
kAl | |
1 00 00
C=10 01 0 0},
00001

ou J,, = 2.4 x 107 et J, = 0.0825 sont les moments d’inertie du moteur et de la charge,
F,, =0.0032 et F. = 0.0032 sont les coefficients de frottements visqueux du moteur et de
la charge, k, = 0.156 est la constante du couple du moteur, k, = 37.7 est le coefficient de
couplage rigide, R, = 1 et L, = 0.05 sont la résistance et 'inductance du rotor, N = 20
est le rapport de réduction de vitesse.
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Ici on applique directement le théoréeme 2.3.2 avec

—10 < wi(t) <10 (2.110a)
—400 < us(t) < 400 (2.110b)
—10000 < @, (t) < 10000 (2.110c)
—10000 < () < 10000. (2.110d)
, ce qui donne
61812 0 0 0 0 |
0.0000 4.8721 0  3.8009 0.0003
P, =100%x| 0  —0.0000 6.1810 0 0
0 38009 0 91736 0.0007
| 0 00003 0  0.0007 6.1812]
14875 -0 0 0 0 |
0 01066 0 00196 0
Po= 10°x| 0 0 14875 0 0o |,
0 00196 0  1.4899 0.0001
0 0 0 0.0001 1.4875]
(05727 0 0 0 0 |
0 0027 0 00175 0
P, = 10°x | 0 0 25726 0 0,
0 00175 0 26115 0.0002
0 0 0 00002 25727

et la matrice de gain

0.0047423183
—0.0000001279
Zl - ].05 X O

0.0000000449 —0.0000000016 —1.0060028211
10057.5613645448 17.1383600412  0.0000409870
0.00004999963745 0 0

0.0000000015 —1.3009504525  —0.0000264310 —0.0000000149
i 0 0.0001957879 0.0000047758 0
—0.0000000449 0 0 0.0000000063
—10057.5613638844  0.0474141366 —785.08637817280 111.3556396760

—0.4999963745
1.3009504524
—0.0001957879

—1.0535242457
—0.0000078386
0.0000000098

—0.0000000015
0.0145927749
—0.0021873882

—0.0000000464
0.5000694460
—1.0534234228
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0.00000000011  0.0147960330 0 0 0
324.9999324785 0.0000000079 —0.0000003921 0 —0.0000001727
0 0 0 0 0
—0.0000000399  0.0000000047 0 0 0
0 0 0 0 —0.0000000013
0 0 0 0 0 1.1008491865
—0.0000091603 0 0.0000045496 0 —0.000003276 —0.0000403708
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.000000448
0 0 0 0 0 0
0 —0.0000000063 —0.0000000011 0
—0.0474141588 112.4713557495 324.9999303107 0.0000008106
0.10535242456  —0.0000000546 0 0
0.0000078386  —0.4997970893  0.0000000402 0
~0.0000000098  1.0534871903 0 0
0 0 0 0 ]
~0.0000000437 —0.0000121857 0.0000044331 —0.0000007923
0 0 0 0
0 0.0000000019 0 0
0.0000000013 0 0 0 |
Les matrices du filtre (2.51) sont alors les suivantes
[ 1.05346 0 0 0 0
0 —10064.22803 0.047414148 —7854.1667 —0.557858
H, = 0 0 —1.05352 0 0 :
0 1.32595 0 0 0
0 ~0.000196 0 0 ~1.05346 |
[ 0.01138  —93.3338 0.00419 0  —0.00039 |
686.05368  0.89695 —6.01352 0 —0.00064498
H, = 1077 | 0.00395 —0.00026 0.00743 0  0.00023 |,
—0.40044  0.04665  0.00048 0  —0.00535
| 0.0008  0.00116  0.00006 0 —0.01331 |
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[0.01156 0 0.000003 0 0.00035 |
151.27327 0 5.82517 0 23.23114
Hy, = 107°|-0.00002 0 0.01483 0 o |,
~0.03312 0 0.00089 0 —0.00484
| —0.00106 0 0.000047 0 0.00906 |
[ 5.66784 x 10°  —4.517549 x 10~* 0 |
23005 x 107 —1.01144 x 10°®  —3.57 x 10~
Jo = |—154787x 10710  3.64433 x 102 9 ,
6.80218 x 10°  1.3327 x 10~ 1
| 6.97005 x 1010 ~1.968 0 |
[0 —9.3809 x 1072 0] 0 0 0]
650 9.01519 x 10~* 0 —45%x 1072 45x 1071 0
Joo= | 0 —25636x 107 0| ,Jo= 0 0| .
0 4.6885x 10 0 0 0
|0 116309 x 10° 0 0 0|
[ 1 4.4942 % 10-% 0
2.87485 x 10~ 1.005 x 10* 0
E = |-817518 x 10™ 1 0
149513 x 10°  —1.27595 0
| 3700 x 107" 19579 x 107 1]

Pour ce filtre, on obtient v,,, = 6.6761 x 107'°. Il ne faut pas étre surpris de la petitesse
de ce 7 étant donné que dans [ZRMD98|, Zasadzinski et al. ont synthétisé un observateur
a découplage des perturbations.

Les entrées sont données par les figures 2.20 et 2.21, les états w,,(t) par la figure 2.22
et 'état Ap(t) par la figure 2.23.

Les erreurs de filtrage et la perturbation w(t) (des créneaux) sont données par les
figures 2.24, 2.25, 2.26 (nous ne donnons pas les erreurs de filtrage pour les états qui sont
aussi des sorties).
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0.5

041

0.3

Temps [sec|
F1G. 2.20: Entrée u,(t)

Temps [sec|

F1G. 2.21: Entrée uy(t)

-300
0

Temps [sec]
F1G. 2.22: w,,(t)
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Temps [sec|

F1G. 2.23: Ar(t)

Temps [sec|

F1G. 2.24: Erreur de filtrage e(t)

Temps [sec|

F1G. 2.25: Erreur de filtrage e,(t)
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15

10r

Temps [sec|

F1G. 2.26: La perturbation

2.4.4.2 Suspension active

Dans cette section nous allons rechercher ’observateur fonctionnel avec la contrainte
de type 1 pour la suspension active présentée a la section 1.2 (voir la figure 1.2). Ce
processus peut étre modélisé par le systéme suivant (voir [Sai94|)

= Aor +uA,x + Bw

y=Czx
z=2x
avec
0 1 0 -1 0 0 0
—-3.6 —0.5 0 0.5 0 —0.004 0
Ao = s Al =
0 0 0 1 0 0 0
360 0 —-3600 -5 0 004 O
[0
1 0 0
B = ) et C=10 0 0
1 01
| 0

0 21— 22

0.004 Z
, T = et

0 29 — 2
—0.04 2
0
1,
0

ou z(t) et z(t) sont les déplacements absolus de la roue et du véhicule, et z,(t) est
’élévation de la route au point de contact avec le pneu. La commande u(t) est le coefficient
d’amortissement de la suspension controlée électroniquement. La perturbation w(t) est la
variation de 1’élévation de la route.

Ici on applique directement le théoréeme 2.3.2 avec

u(t)

0<

<

10

(2.111a)
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—10 < 4(t) <10, (2.111b)
ce qui donne les matrices du filtre (2.51) suivantes

—1.023  0.2547 0.08922  —0.02931
—0.2131 —-1.0153  0.03762 0.09812

Ho =1 007037 —0.00454 —12405 001519
0.02674  0.0846 —0.009536 —0.9396
[0.6344 —6.606 —7.707 24.45 02497  —0.255  0.5946
b oo | TH2T 3982 S1TRT 632 | |-22611 10158 —165 |
1761 135  1.202 —15.54 11482 0.09502  —1.214
| 1471 025056 5473 —12.54 0.1403 —0.08463 —0.02255
6.30071553  6.612 0 0.7445  0.0001652 0
g | 218 39835 0| L | 05177 —0.0004583 0
3.915 —13.4 0 ~0.9038  —0.00033731 1
| 1341 02522 0 —0.08458 1 0

Pour ce filtre, on obtient 7., = 1.262 x 107°. Il ne faut pas étre surpris de la petitesse
de ce v car comme pour 'exemple précedent, dans [ZRMDIS|, Zasadzinski et al. ont
synthétisé un observateur a découplage des perturbations.

L’entrée est donnée par la figure 2.27, 'état 2, (¢) par la figure 2.28 et I'état z,(t) — 20(¢)
par la figure 2.29.

Les erreurs de filtrage et la perturbation w(t) sont données par les figures 2.30, 2.31,
2.32 (nous ne donnons pas les erreurs de filtrage pour les états qui sont aussi des sorties).

25

15F

05

Temps [sec|

F1G. 2.27: Entrée u,(t)
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25

Temps [sec|

Fic. 2.28: 2,(t)

Temps [sec|

Temps [sec|

F1G. 2.30: Erreur de filtrage e,(t)
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Temps [sec|

F1G. 2.31: Erreur de filtrage e,(t)

18

16

141

12

10+

Temps [sec|
F1G. 2.32: La perturbation

2.5 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la synthése de filtres H,, pour une classe de systémes bili-
néaires. Les systemes bilinéaires considérés sont soumis a des perturbations non mesurées
a énergie finie et & des commandes bornées, leur dérivée premiére pouvant aussi 1’étre.
Le filtrage a grand gain ainsi que le filtrage fonctionnel ont été proposés. Ce dernier est
d’ordre r, c’est-a-dire d’ordre égal a la dimension de la fonctionnelle a estimer alors que
le filtre & grand gain est de taille n qui est la taille du systéme.

Pour le filtre a grand gain, nous avons établi un théoréme donnant une LMI assurant
la stabilité de l’erreur d’observation a partir d'une approche LPV. Ce filtre n’a qu'un
paramétre # comme degré de liberté. L’approche LPV-LMI peut étre utilisée pour choisir
la valeur de ce paramétre afin d’assurer la stabilité de ’erreur d’observation tout en
minimisant l'influence des perturbations.
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2.5. Conclusion

Pour le filtre fonctionnel H,,, une mise en forme, nécessitant notamment I'introduction
d’une contrainte algébrique, permet de transformer la recherche des matrices du filtre en
la recherche d’une unique matrice de gain, cette derniére correspondant a un paramétrage
de toutes les solutions du probléme. Grace a I’approche LPV utilisée, ce paramétrage est
basé sur la résolution de multiples équations de Sylvester assurant le non-biais du filtre et
par l'introduction d’une contrainte : il nous a permis de convertir le probléme de stabilité
de 'erreur d’observation et d’atténuation des perturbations en une LMI a résoudre dans
un polytope convexe.

Des exemples illustrant les résultats présentés dans ce chapitre et comparant les filtres
proposés mettent en évidence 'intérét de I’approche LMI-LPV pour 'obtention de filtres
pour les systémes bilinéaires.

Ces travaux peuvent étre étendu a d’autres classes de systémes non linéaires, comme

cela a été fait dans [GSZDO08b|.
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Chapitre 3. Commande basée observateur pour les systemes bilinéaires

Introduction

L’étude de lois commandes basées sur un observateur a fait I’objet de nombreux tra-
vaux jusqu’a nos jours (voir |[KS72, ZDG96]). En effet, pour la plupart des systémes
physiques, seule une partie de ’état est accessible via des capteurs, c¢’est pourquoi 'utili-
sation d’un observateur permettant de palier le manque d’informations pour synthétiser
la commande est devenue courante. Pour les systémes linéaires, le principe de séparation
a été établi et permet de calculer séparément 1’observateur et la commande mais aussi de
choisir indépendamment leur rapidité. Pour les systémes non linéaires, ceci n’est général-
lement pas possible. Cependant Gauthier et Kupka dans [GK92| établissent le principe
de séparation pour un type particulier de systéme bilinéaire. Nous allons dans ce chapitre
établir des méthodologies permettant d’assurer la stabilité des lois de commandes basées
sur un observateur pour les systémes bilinéaires.

Ce sujet est resté plutot ouvert. Magarotto et et al. [MZD99| proposent une commande
linéaire basée observateur en imposant ’appartenance de 1’état initial et de I’erreur d’ob-
servation initiale & des ellipsoides. Dans [ZLCLO04|, Zhang et al. , quant & eux, proposent
une commande bang-bang basée sur un observateur de type “Luenberger”, ces travaux
ont été étendus a un autre type d’observateur dans [GSZD07c|. Ce chapitre se propose de
diversifier les possibilités d’association de commandes et d’observateurs (voir [GSZDO08c|).
Les différentes commandes présentées au premier chapitre ainsi que les observateurs pré-
sentés au deuxiéme chapitre seront utilisés afin de réaliser des commandes basées sur un
observateur. Des conditions de stabilité et des méthodes de synthése seront présentées,
utilisant des approches algébriques et analytiques.

Nous traiterons, dans un premier temps, la commande bang-bang basée observateur
par une approche algébrique, puis la commande quadratique par une approche analy-
tique, ensuite la commande linéaire par des approches algébrique et analytique, enfin la
commande quadratique combinée a la commande linéaire.

3.1 Commande bang-bang basée sur un observateur

3.1.1 Préliminaires

Le but de cette partie est la réalisation d’'une commande basée observateur pour un
certain type de systémes bilinéaires MIMO en se basant sur la commande bang-bang par
retour d’état (voir la section 1.5.1) et des observateurs synthétisés par 'approche LPV du
chapitre 2. Le type de systémes considérés dans cette section est le suivant :

T=Aqr+ z”’: Aux

=1

(3.1)
y=Cx

ou z(t) € R" est le vecteur d’état, u(t) = [u(t) ... un(t)]" € R™ est le vecteur des

entrées de commande , y(t) € R” est le vecteur des sorties mesurées.

L’hypothése suivante, faite pour la commande par retour d’état, est toujours néces-
saire.
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m

Hypotheése 3.1.1. [l existe des réels oy pour i = 1,...,m tels que Ay + > . o, A, est
Hurwitz, c¢’est-a-dire, il existe une matrice P = PT > 0 telle que

F(Ao+ > aA) + (Ao + Y aiA)'F <0. (3.2)
=1

¢

Quel que soit 'observateur utilisé, & grand gain, fonctionnel d’ordre plein ou d’ordre
réduit, on peut mettre le systéme avec sa commande basée sur un observateur sous la
forme suivante

é= M (u)e

7= (Ag+ > Awi(®)Z + Bu+ Mp(u(@))e = fuzle,?)

i=1

(%) (3.3)

avec M, (u) et M,(u) dépendant de 1'observateur utilisé
o Mi(u) = A(u) — S HO)CTC et My(u) = S HO)CTC pour l'observateur a grand
gain,
o M (u) =H(u) et Ms(u) = A(u) —H(u) pour 'observateur fonctionnel d’ordre plein
(L =1I.),
o M (u) = H(u) et My(u) = A(u) — 7,HL pour l'observateur fonctionnel d’ordre
réduit (L est le complémentaire de C, voir (3.29), (3.41) et (3.46)),
et  dépendant aussi de I'observateur utilisé, e = = — 7.
e 7 est I'etat de l'observateur a grand gain ((voir le lemme 2.2.1, et le théoréme 3.2.2
avec B=0et D =0),
e 7 est la sortie de I'observateur fonctionnel d’ordre plein (L = I,,) (voir le filtre (2.51)
présenté a la section 2.3 du chapitre 2 et le théoréme 3.2.3 avec B =0 et D = 0),
e 7 est une combinaison de la sortie de 'observateur et de la sortie mesuré du systéme
(3.62), pour l'observateur fonctionnel d’ordre réduit, L est le complément de C, (voir
(3.41) et (3.30) ainsi que le filtre (2.51) présenté a la section 2.3 du chapitre 2 et le
théoréme 3.2.3 avec B=0et D =0).).
L’entrée de commande u(t) aussi dépend de 1'observateur, u(t) = u(7).

3.1.2 Synthése de la commande bang-bang basée sur un observa-
teur : avec 'observateur a grand gain

Pour la commande bang-bang basé sur l'observateur a grand gain, seul le cas MISO
sera étudié, le cas MIMO peut se déduire de ces travaux ainsi que de ceux de Liu et al.
(voir [LFMHO7, LFMHOS]).

On redonne la forme de l'observateur a grand gain (voir le lemme 2.2.1).

= (AO + Zm: Aiui> T —S_10)CT(CT—y) (3.4)

i=1

avec S, calculé a 0 fixé & partir de 'équation (2.5).

7



Chapitre 3. Commande basée observateur pour les systemes bilinéaires

Afin d’obtenir notre commande basée sur un observateur pour le systéme (3.1), on
utilise la commande bang-bang (1.38) ou I'état =(t) est remplacé par Z(t) (Z(t) est I'état
de Pobservateur a grand gain), ce qui donne la commande suivante

|y | sgn(z" AT FT)
u=— : : (3.5)
|| sen(z" AT F)
ol les réels «; vérifient I’hypothése 3.1.1. Chaque commande u; est donc bornée comme
suit
—lon| < u; < oy pour i =1,...,m. (3.6)

On peut alors définir le polytope convexe
P = [—|au|, |aa]] X ... X [=|am], o] - (3.7)

De facon similaire a ce qui a été présenté au chapitre 1, nous allons considérer la
commande u(t) comme un parameétre variant dans le polytope P dont l’ensemble des
sommets est ’ensemble S suivant

S={8=18...8," e R"Wi€[Lm],5 € {~|ai, |ou]} } . (3.8)
On peut alors donner le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.1. Pour un 0 donné, si Uhypothése 3.1.1 est satisfaite et s’ il existe des
matrices P = PT >0, Q = QT >0 et FF = F' > 0 telles que les LMI suivantes sont

satisfaites pour tout j = 1,...,2™
—Q (1,2) 0
(1,27 (2,2 0 | <0 (3.9)
0 0 (3,3)
ol
(1,2) = FSZM0)CTC, (3.10)

(2,2) = (A0+Zm: BIA, — Sool(e)CTC)TPJrP(AOJer: BIA, — SZHO)CTC), (3.11)

i=1 i=1
(3,3) = (Ao+ Y A))"F+ F(A+ ) Aiy) +Q, (3.12)
=1 i=1

et ot 37 représente un élément de S (et est donc un vecteur de m composantes : de 3] a 3 )
alors la commande basée sur observateur avec la loi de commande suivante

| | sgn(zT AT F'T)
u=— : (3.13)

|, | sgn(z" AT F)

stabilise le systéme bilinéaire (3.1). |
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Démonstration. On pose comme fonction de Lyapunov la fonction suivante
V =2"FZ 4 e" Pe, (3.14)

elle a pour dérivée le long de la trajectoire du systéme (3.3), donc du systéme (3.1), associé
a lobservateur (3.4) et a la commande (3.13), la relation suivante

V =2T1L,Zx + e"Ile + 71,0 + "I T (3.15)

avec

IL = (A—Y Ae| sgn(@ ATFR)) FAFA,—>_ Ailos| sgn(@ ATFR)),  (3.16a)

=1 =1

M= (Ao + Y _wd; = S HOCTC) P+ P(Ay+ Y wA; — S, (0)CTC), (3.16b)
i=1 i=1

I,.= FSZH()CC. (3.16¢)

Si le terme (3,3) de 'inégalité (3.9) est strictement négatif, avec les mémes arguments
que dans le théoréme 1.5.1, on peut déduire

" x < —2"Qu. (3.17)

On peut noter que les éléments (—|o;|) sgn(z” AT Fz), pour ¢ = 1,...,m, correspondent
aux ¢léments de S (voir (3.8)) pour un Z(¢) donné, ce qui permet d’utiliser une approche
polytopique.

A partir des expressions (3.16) et (3.17), si I'inégalité matricielle (3.9) est vérifiée sur
les 2™ sommets du polytope convexe P, 'inégalité est donc satisfaite pour chaque élément
37 de ensemble S (voir [AGB94, AT98|), alors V < 0, ce qui conclut la preuve. )

On remarque que ce qui fait 'originalité de cette preuve est que la commande est
en partie considérée comme un parameétre variant et en partie comme définie par son
expression (3.13).

On peut alors donner la procédure a suivre pour synthétiser la commande bang-bang
basée sur un observateur.

Etape 1 : Trouver des paramétres «; tels que Ay + Z:il o; A; est Hurwitz.

Etape 2 : Trouver 6 tel que la LMI (3.9) est vérifiée sur les sommets du polytope P, avec
comme inconnues les matrices P et (), la matrice F' étant donnée par ’étape
précédente (voir 'équation (3.2)).

Remarque 3.1.1. Sila matrice A; F' est définie positive ou négative, ou semi définie positive
ou négative, on peut réduire le nombre de sommets accessibles pour I’entrée de commande
u(t). En effet, dans ce cas l'expression de u; devient (—|a;|) sgn(z” AT F'z) et prend donc
une valeur constante avec la bonne définition pour sgn(0). U
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3.1.3 Synthése de la commande bang-bang basée sur un observa-
teur : avec 'observateur fonctionnel

Nous allons maintenant associer la commande bang-bang et I'observateur fonctionnel
suivant

m m

1 = Hon+ Z Hun+ Joy + Z Juy + Gu

=1 i=1

Z=n+FEy

(3.18)

déja étudié dans la section 2.3 du chapitre 2. Nous traiterons deux cas
e lordre plein r = n, dans ce cas z = 7,
e l'ordre réduit r =n — p.

3.1.3.1 Synthése de la commande bang-bang basée sur un observateur : avec
I’observateur fonctionnel d’ordre plein

Afin d’obtenir notre commande basée sur un observateur pour le systéme (3.1), on
utilise la commande bang-bang (1.38) ou l'état z(t) est remplacé par z(t) ou Z(t) est
la sortie de l'observateur fonctionnel (2.51), avec comme fonctionnelle z(t) = x(t). De
facon similaire & ce qui a été présenté au paragraphe précédent, nous allons considérer la
commande u(t) comme un paramétre variant dans le polytope P, ce qui nous permet de
donner le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.2. [GSZD07c| Si Uhypothése 3.1.1 est vérifiée, s’il existe des matrices Z,
P=P"'>0,F=F">0eQ=Q" >0 telles que l'inégalité matricielle suivante est
vérifiée pour tout 3 € S

—Q (L2Y 0
(1,27 (2,20 0 | <0 (3.19)
0 0 (3,3)

ol

m m

(1,2) = F(Ag — Hoy + ZBZ(AZ —Hy)) — FZ(Hp + Zﬁfﬂm)a (3.20)

=1 i=1

(2,2) = (Ho + > _ B/ Hn)"P+ P(Hoy+ Y 3/ Hy)

i=1 i=1
m m

+ (Hog + Y B HL) 2P+ PZ(Ho + Y B1Hy), (3.21)

=1 i=1

(3,3) = (Ao + i Ao )"F + F(A, + Zm: A) + Q, (3.22)

i=1 =1
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3.1. Commande bang-bang basée sur un observateur

alors la commande basée sur un observateur avec la loi de commande sutvante

|y | sgn(zT AT Fx)
u=— : (3.23)

] 50 (37 AT, F7)
stabilise le systéme bilinéaire (3.1). |

Démonstration. De fagon similaire a la preuve du théoréme 3.1.1, on choisit comme fonc-
tion de Lyapunov :
V =2"FZ + " Pe. (3.24)

Pour dériver cette fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du systéme (3.3),
on a besoin de la dérivée de Z(t). Vu que (2.59) est satisfaite, on obtient 2 & partir de
I'équation (2.51)

m m

2= (Ag+ Y Aw)Z+ (Ag+ Y A, — Hy = > Huy)e (3.25)
i=1

i=1 i=1

et la dérivée de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du systéme (3.3), donc

du systéme (3.1), associé a l'observateur (3.4) et a la commande basée sur I'observateur
(3.13) devient .
V =2,z + e'Il.e + 22711, (3.26)

avec

M, = (A=Y Aila|sgn(@" AT F2))"F+F(A;— > Ala,|sgn(@" AT FZ)), (3.27a)
=1 =1

I, = (Hy— Y Hiloy|sgn(@" ATF2))" P+ P(Hy— Y _ H,|a,| sgn(2" AT F7))"(3.27b)
1=1 1=1

e = F((Ay = > Ajla,|sgn(@TATFZ)) + (Hy — Y Hi|ou| sgn(z” ATFz)). (3.27c)

i=1 i=1

Si le terme (3,3) de I'inégalité (3.19) est défini négatif, & partir des mémes arguments
que dans la démonstration du théoréme 1.5.1, on déduit

2 x < —2"Qu. (3.28)

En observant que les termes (—|o;|) sgn(z” AT FZ), pour i = 1,...,m, correspondent
aux éléments de S (voir (3.8)) quel que soit I'etat de 'observateur Z(¢), on peut utiliser une
approche polytopique pour assurer la négativité de la dérivée de la fonction de Lyapunov
(3.26).

A partir de (3.27) et (3.28), si I'inégalité (3.19) est vérifiée sur les 2" sommets du poly-
tope convexe P, cette inégalité est donc satisfaite pour chaque éléments 37 de I’ensemble
S (voir [AGB94, AT98|), alors V < 0. Ceci conclut cette démonstration. o
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Chapitre 3. Commande basée observateur pour les systemes bilinéaires

Les produits de matrices “F'Z” et “PZ”, avec les matrices F', P et Z comme matrices
inconnues, induisent des non linéarités, ceci explique que l'inégalité (3.19) méne a un
probléme non-convexe. Afin de résoudre notre probléme, on peut suivre la procédure
suivante pour synthétiser notre commande basée sur un observateur
Etape 1 : Trouver les o; tels que Ay + Zzl o; A; est Hurwitz.

Etape 2 : Trouver Y = PZ et P tels que le terme (2,2) < 0 (voir (3.21)), et en déduire
Z = P7'Y.

Etape 3 : Résoudre la LMI (3.19) sur les sommets de P, ou P, F et () sont des matrices
a déterminer et ot la matrice du gain Z est donnée par I'étape précédente.

Etape 4 : Calculer E, H;, J; a partir de (2.55) et (2.91).

3.1.3.2 Synthése de la commande bang-bang basée sur un observateur : avec
I’observateur fonctionnel d’ordre réduit

Pour obtenir, notre commande basée sur un observateur pour le systéme (3.1), plutot
que d’utiliser ’observateur fonctionnel avec L = I,,, on peut réaliser un observateur d’ordre
réduit.

Sans perte de généralité, on suppose que la matrice C' est surjective. On définit

T7=1"], (3.29)

C

L
avec la matrice L € R" ™" telle que rang L 4+ rang C' = rang [C] et que la matrice L

soit surjective, on a donc 7 est inversible.
La commande bang-bang (1.38) voit son état x(t) remplacé par

T

) =T [27(t) y"(t) ] (3.30)

ou z(t) € R"" est donné par la sortie de 'observateur fonctionnel (3.18) et est I'estimation
de z(t) = Lx(t). Grace a l'observateur réduit, on minimise la taille de l'observateur
en évitant les redondances, c’est-a-dire en évitant d’estimer tout ou partie des sorties
mesurées. De fagon similaire & ce qui a été présenté dans le début de ce chapitre, nous
allons considérer la commande u(t) comme un paramétre variant dans le polytope P, ce
qui nous permet de donner le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.3. Si Uhypothése 3.1.1 est vérifiée, si l’équation de non-biais (2.59) de
lobservateur fonctionnel est satisfaite avec z(t) = Lx(t), sl existe des matrices Z, P =
PT>0,F=F">0etQ=Q" >0 telles que l"inégalité matricielle suivante est vérifiée
pour tout 3 € S

—Q (1,27 0
(1,277 (2,27 0 | <0 (3.31)
0 0 (3,3)
(1,2 = F[T, (Yr(8")C + ECA(B)) + TCA(P)], (3.32)
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3.1. Commande bang-bang basée sur un observateur

(2,2) = (Ho + ZﬁfHﬂ)TP + P(Hy + Zﬁan)

i=1 i=1

+(Hn+ Y BHp)"Z"P+PZ(Hyn+ Y BHp), (3.33)

i=1 i=1

(3,3) = (Ao + > _A))"F + F(Ag+ ) Aiw)) + Q, (3.34)
i=1 =1
et

T = |1 T, (3.35)
Yr(u)="To+ > T, (3.36)

=1
Alu) = A+ Y A, (3.37)

=1

alors la commande basée sur un observateur avec la loi de commande sutvante

|y | sgn(zT AT F'7)
w=— : (3.38)

|v,,, | sgn(zT AL F'T)
stabilise le systéme bilinéaire (3.1). |

Démonstration. De fagon similaire a la preuve des théorémes 3.1.1 et 3.1.2, on choisit
comme fonction de Lyapunov :

V =2"F7 +¢" Pe. (3.39)

ouz(t) =T"" et e(t) = z(t) — Z(t), de plus on rappelle que z = n + ECx(t).
)

Pour dériver cette fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du systéme (3.1),
associé a l'observateur (3.4) et a la commande (3.13), on a besoin de la dérivée de z(t).
Vu qu’on considére que I’équation (2.59) est satisfaite, on obtient T a partir de 1’équation

(2.51) et en notant

H(u) = Ho+ > Hus, (3.40)
1=1

on obtient

H(u)n + J(u)Cx + ECA(u))x

T=T" E =7
CA(u)x
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Chapitre 3. Commande basée observateur pour les systemes bilinéaires

_ 7 <H(u) [In_p O(n_p)xp]T + Tc(u)) T+ Ye(u)e
CA(u)z+CA(u)e

H(u)L+Ye(u) Yol(u)| |Z (3.41)
CA)  CA(u)]| |e|’ |

-1

avec
Teo(u) =Tr(u)C + ECA(u). (3.42)
A partir de 'équation (2.59) de non biais de 'observateur, on peut écrire
H(u)L + Te(u) = LA(u). (3.43)

La dérivée de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du systéme (3.1), associé
a l'observateur (3.4) et a la commande basée (3.13) devient donc

V =2"T,7 + e"Me + 2" M,.e + "TIL 2 (3.44)
avec

I, = F[T,LA(u) + T,CA(u)] + [T, LA(u) + T,CA(u)]" F
= FA(u)+A(u)"F

= (Ay = Y Aila|sgn(@TATFZ))TF + F(Ay — Y _ Ailay| sgn(z" AT Fz)), (3.45a)

i=1 i=1

(Ho =Y Hiloy|sgn(@” ATF2))"P + P(Hy— ) Hi|oy| sgn(" AT FZ))"(3.45b)
=1 =1

e = F[I) (Yr(u)C + ECA(u)) + T,CA(u)] (3.45¢)

car

1T,

T = [71 7;] . (3.46)

Comme précédemment, si le terme (3,3) de l'inégalité (3.31) est strictement négatif,

on déduit
LT < -7 Q7. (3.47)
A partir de (3.45) et (3.47), si l'inégalité (3.19) est vérifiée sur les 2™ sommets du polytope
convexe P, cete inégalité est donc satisfaite pour chaque éléments 37 de I’ensemble S (voir
[AGB94, AT98]), alors V < 0. Ceci conclut cette démonstration. o

Les produits de matrices “F'Z” et “PZ”, avec les matrices F', P et Z comme matrices
inconnues induisent des non linéarités, ceci explique que l'inégalité (3.19) méne & un
probléme non-convexe. Afin de résoudre notre probléme, on peut suivre la procédure
suivante pour synthétiser notre commande basée sur un observateur
Etape 1 : Trouver les a; tels que Ay + Zzl o,; A; est Hurwitz.

Etape 2 : Trouver Y = PZ et P tels que le terme (2,2) < 0 (voir (3.33)), et en déduire
Z = P7lY.

Etape 3 : Résoudre la LMI (3.19) sur les sommets de P, ou P, F' et () sont des matrices
a déterminer et ou la matrice du gain Z est donnée par I'étape précédente.

Etape 4 : Calculer E, H;, J; a partir de (2.55) et (2.91).
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3.1. Commande bang-bang basée sur un observateur

3.1.4 Exemples

3.1.4.1 Premier exemple

Afin d’illustrer notre approche, nous allons effectuer la synthése d’'une commande
bang-bang basée sur un observateur LPV pour le systéme bilinéaire suivant

) -1 0 0 0 11
r= T+ U T+ U T
1 =2 11 00 (3.48)
Y= [1 O} T
ou x(t), y(t) et u(t) représentent toujours les méme signaux.
Les scalaires a; = —1 et a, = —1 satisfont I’hypothese 3.1.1.
En appliquant le théoréme 3.1.2, on obtient
| 1526 198 0 —6 0
690.2 —448.1 —683.5 —248.8 —2241.3

~107.2 56.5 246.8 6 —155
~9223.2 693.1 —447.1 —2479.8 —678.8 |’

2o L 6.06 x 10~* 9.19 x 107
1o 042]7  [9.19%x10°° 151 x 10*|

1.65 x 10~% 7.75 x 10~*
775 x 1074 8.43 x 1074|’

v _ —-305.5 396.3 0 —12 0
290 —188.3 —287.2 —1042.3 —-941.7
—2146 113 494 —12 -310.4
—03.8 2912 —187.9 —1041.9 —285.2 |

Finalement, les matrices de 1’observateur sont les suivantes

05 0 0 0 0 —47.81
Hy, = , Hy= , Hy = )
0 -2 01 2278 0

[23.9 0 48 48.81
JO - ; Jl ) J2 - y E = .
1 1 10892 0

Les entrées de commande, les états et les erreurs d’observation sont donnés dans les
figures 3.1 a 3.5.
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0.8 1

0.6 q

0.4 il

0.2 1

-0.81 1

[
N
F——
L

9.9 9.91 9.92 9.93 9.94 9.95 9.96 9.97 9.98 9.99 10
Temps [sec|

F1G. 3.1: Entrée u,(t)

9.‘91 9.‘92 9.‘93 9.‘94 9.‘95 9 ‘96 9.‘97 9.‘98 9.‘99
Temps [sec|
F1G. 3.2: Entrée uy(t)

100

-100 1

-200 1

-300 il

-400 il

500 L L L L L L L L L
0 1

Temps [sec|
F1G. 3.3: Erreur d’observation e, (t)
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1200

1000

800

600

o 1 2 s 4 5 & 7 8 s 1w
Temps [sec]
F1G. 3.4: Erreur d’observation e, (t)

Temps [sec]
F1G. 3.5: Etats x,(t) et x,(t)

3.1.4.2 Deuxiéme exemple

Afin d’illustrer notre approche, nous allons effectuer la synthése d’une commande
bang-bang basée sur un observateur LPV pour le systéme bilinéaire suivant, systéme avec
une matrice A, instable

) 1 0 0 0 11
T = T+ U+ Uy T
1 =2 11 00 (3.49)
Y= [1 0] T
ou x(t), y(t) et u(t) sont définis a la section 3.1.1.
Les scalaires a; = —1 et o, = —1 remplissent toujours I’hypothese 3.1.1.
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Chapitre 3. Commande basée observateur pour les systemes bilinéaires

3.1.4.2.1 Observateur a grand gain

Ce systéme n’est pas uniformément observable, mais en appliquant la méthodologie
expliquée dans la remarque (2.2.2), on assure l'existence d’un ¢ assurant la convergence
de l'observateur

(Tt o] fo o Ul N o
T= ([1 _2]—!— [1 1] Uy + [O O] ug)x—SOO (0)C" (Cx—y) (3.50)

par la résolution de LMI (voir la section 2.2).
En résolvant la LMI (3.9) du théoréme 3.1.1, avec § = 1.1 et donc

[ 0.9091 —0.8264

, on obtient les solutions suivantes
—0.8264 1.5026

[164.4959 64.6498]

11.8880 —2.1084
64.6498  80.3020 ’

244769 —8.3420
~92.1084 1.7665 '

—8.3420 12.0858

Les entrées de commande, les états et les erreurs d’observation sont donnés dans les
figures 3.6 a 3.10.
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F1G. 3.6: Entrée u,(t)
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F1G. 3.7: Entrée u,(t)

12

10 q

L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Temps [sec|

F1G. 3.8: Erreur d’observation e, ()

I I I I I I I
10 12 14 16 18 20

Temps [sec]

F1G. 3.9: Erreur d’observation e,(t)

s 7 8 5w
Temps [sec]
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F1G. 3.10: Etats x,(t) et zy(¢)

3.1.4.2.2 Observateur fonctionnel d’ordre plein

On synthétise d’abord 1'observateur et on obtient
—1.0820 0.0099 —0.0005 0 0.0001  0.0099
HO = ) H, = ’ H, = )
0.0125 —2.0514 0.0135 1 —0.0043 —0.0514

0 0.0105 0.9901
Jo = [0.01130.8944} J = Ly = E= .
1.0513 —0.0540 0.0514

En appliquant le théoréme 3.1.2, on obtient

P 7.2006 —2.8366 ~ 139212 —1.1163
—2.8366 4.0748 |’ ~1.1163  0.4960 |

Les entrées de commande, les états et les erreurs d’observation sont donnés dans les
figures 3.11 a 3.15. .

0.8

0.6

041

0.2

ok

-0.2[

-0.4

-0.61

-0.8[

Sk

4.‘35 4‘.4 4.115 4‘5 4."55 416 4.‘65 4‘7 4.‘75 418 4.‘85
Temps [sec|
F1G. 3.11: Entrée u,(t)
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F1G. 3.12: Entrée u,(t)

12

Temps [sec|
F1G. 3.13: Erreur d’observation e, (t)

o 2 4 & 8 10 12 14 1 18 2
Temps [sec|
F1G. 3.14: Erreur d’observation e,(t)
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F1G. 3.15: Etats x,(t) et zy(¢)

3.1.4.2.3 Observateur fonctionnel d’ordre réduit

L’observateur obtenu est le suivant

H, = —1.9307, H,=1, H,=0.0693
Jo = 1.1339, J,=0.9307, J,=0.0645 E = —0.0693

En appliquant le théoreme 3.1.3, on obtient alors

b 16.6745 —5.6337 | 84866 —3.3808
~5.6337 10.1583 |’ —3.3808  2.5667 |

Les entrées de commande, les états et les erreurs d’observation sont donnés dans les
figures 3.16 a 3.19.
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F1G. 3.16: Entrée u,(t)
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F1G. 3.17: Entrée u,(t)

Temps [sec|
F1G. 3.18: Erreur d’observation e,(t)

Temps [sec]
F1G. 3.19: Etats x,(t) et z,(t)

3.1.4.2.4 Analyse des simulations

Dans cette section nous avons présenté une solution facilement calculable par un solveur
LMI pour la synthése d'une commande bang-bang basée sur un observateur pour systémes
bilinéaires. Cette approche est illustrée par deux exemples numériques.

L’un des avantages de la commande bang-bang présentée est la stabilité globale. Un des
inconvénients de la commande bang-bang est que des effets de “chattering”, de résonnance
( voir les figures (3.3) et (3.3)) peuvent se produire. Nous allons continuer en présentant
un autre type de commande particuliérement adapté aux systémes bilinéaires.
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3.2 Commande quadratique basée sur un observateur

3.2.1 Commande quadratique adaptée pour une matrice Ay, quel-
conque

Dans cette section, on désire construire une commande quadratique saturée basée sur
un observateur pour le systéme (3.1) sous I'hypothése 1.5.2 (voir [Gut81] et les rappels de
la section 1.5.2.1).

Si la matrice A, n’est pas Hurwitz, on ne peut pas avoir de commande par retour
d’état u(x) stabilisant le systéme (3.1) si u(0) = 0. On utilise ainsi une notion spéciale de
stabilité, la e-stabilité (voir définition 1.5.2 du chapitre 1, ou cette stabilité pratique est
définie).

La commande

u; = —B;(Aix)" Fax i=0,...,m (3.51)

présentée dans [Gut81] est non-bornée, ce qui interdit ’approche LPV pour I’observation.
De plus une commande non bornée est difficilement applicable sur un systéme physique
et du coup manque de réalisme, nous ne proposerons donc pas de commande basée sur
un observateur avec la commande (3.51). Pour palier & ce probléme, on peut coupler la
commande (3.51) avec une commande bang-bang. D’un autre point de vue, associer la
commande quadratique a la commande bang-bang permet de palier aux inconvénients de
la commande bang-bang seule. Cependant cela nous oblige & ne traiter que les systémes
du type (3.1), c’est-a dire sans partie linéaire pour la commande ou autrement dit, R = 0
pour le systéme (1.1).

3.2.1.1 Synthése de la commande par retour d’état

Avant d’attaquer la synthése de la commande quadratique saturée, nous donnons ce
lemme liant les hypothéses suffisantes a la réalisation de la commande quadratique (3.51)
et de la commande bang-bang (3.5).

Lemme 3.2.1. L’hypothese 3.1.1 implique [’hypothése 1.5.2. o

Démonstration. Nous allons le prouver par ’absurde. Supposons que le lemme 3.2.1 est
faux, alors il existe au moins un cas ot I’hypothése 3.1.1 est satisfaite sans que 'hypotheése
1.5.2 ne le soit. Ainsi nous pouvons déterminer des réels «; pour i = 1,...,m tels qu’il
existe une matrice F, = F' > 0 telle que

(Ao + ) Ae))"Fu+ Fu(Ag + ) Aiy) < 0. (3.52)

i=1 =1

L’hypothése 1.5.2 n’étant pas vérifiée, pour toute matrice Fs = F;' > 0, on a
3z € {x #0 | 2" (FsA, + Af F5)x > 0}, tel que [EU“FJAlTEc“T ... TFATTT| =0.
Ainsi, avec Fy; = F,,

Jz, € {z. #0| 2l (F, A+ ALF, )z, > 0} (3.53)
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telle que
2l A F x,
: =0. (3.54)
2L A, F,x.

c

Ainsi, avec x., on obtient

m T m
xz (AO + Z Aﬂ%) Fa + Fa (AQ —+ Z AlOCZ> T,
1=1

=1

= —xf@xc

= al (AJF, + F,A) z.

qui est en contradiction avec le fait que z.(F,Ay+ALF,)x. > 0. Ainsi 'hypotheése initiale
est fausse et le lemme 3.2.1 est prouvé. °

On peut donc donner le théoréme suivant pour un systéme avec une seule entrée de
commande.

Théoréme 3.2.1. Si l’hypothése 3.1.1 est satisfaite avec o pour un systéme de la forme
(3.1) avec m = 1 alors pour tout réel &, pour toutes matrices F, telles que

(Ag+ Ay)"Fo+F (A + Aa) < 0, (3.55)
la commande
— || si —0x" A Fx < — | o
u=4q —0z"AF,x si —|a|<—0xTAF,x<|a (3.56)
| a | si —oxT A\ F,x 2| «|
e-stabilise le systéme. [

Démonstration. Comme ’hypothése 3.1.1 est vérifiée avec le réel «, il existe une matrice
F, = FI >0 telle que

(AO + Alaf)TFa + Fa(AO + Aloé) < O (357)
Par conséquent, la fonction de Lyapunov
V(z)=2"F,x (3.58)

a une dérivée négative le long de la trajectoire du systéme (3.1), associé a la commande
basée sur un observateur (3.56) si on est et hors de la boule B, de centre zéro et de rayon ¢.
La preuve de I’e-stabilité est obtenue en reprenant la démonstration donnée dans I’annexe
de [Gut81] a partir de I’équation (A.3). 3
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3.2.1.2 Test de cette commande avec un observateur fonctionnel d’ordre plein

La stabilité de la commande (3.56) basée sur un observateur n’est pas prouvée et reste
un probléme ouvert : les termes croisés du type z2711,.e (voir (3.16)) posent des problémes
encore non surmontés. Afin d’illustrer notre approche, nous allons effectuer la synthése
d’une commande bang-bang/quadratique basée sur un observateur LPV pour le systéme
bilinéaire suivant, dont une matrice A, est instable

1 0 1 1
x+ ux
1 —2] lo 0] (3.59)

yz[l O}x

€T =

ou x(t), y(t) et u(t) sont définis a la section 3.1.1.
Le scalaire a« = —1 remplit 'hypothése 3.1.1.
En appliquant le théoréeme 3.2.1, on obtient

[ 2.1820 —0.6851]

—0.6851 0.9011

Nous allons appliquer la commande (3.56) pour deux valeurs de 4.
Pour le premier cas, nous prenons § = 10.
La commande est donc

1 osi 10 (218222 4 1.49697, 7 — 0.68512) < — | a |
u= a si —1<—10(2.1822% + 1.4969x, 2, — 0.6851x3) < 1 (3.60)
1 s —10(2.18222 + 1.49692, 2, — 0.685122) > 1

avec a = —10 (2.18227 4 1.4969z, x5, — 0.6851z3).
Les entrées de commande, les états et les erreurs d’observation sont donnés dans les
figures 3.20 a 3.24.

o 2 4 & 8 10 12 1 1 18 2
Temps [sec]

F1G. 3.20: Entrée u(t) : 6 = 10
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0.7

Temps [sec]
F1G. 3.21: Erreur d’observation e, (t) : § = 10

I O A
Temps [sec|

F1G. 3.22: Erreur d’observation e,(t) : § = 10

15

101

-10
0

4 & s 10 12 1 1 18 2
Temps [sec|

F1G. 3.23: Etats x,(t) et z,(t) : 6 = 10

97



Chapitre 3. Commande basée observateur pour les systemes bilinéaires

0.6

041

021

0.2}

-0.4r

Temps [sec]
F1G. 3.24: Etats x,(t) et z,(t) : régime permanent § = 10

Nous allons maintenant traiter le deuxiéme cas avec § = 100.

La commande est donc

—1 si —100 (2.182x% + 1.4969x,x, — 0.6851x3) < — | « |
u= a si —1< —100(2.182x7 + 1.4969x,2, — 0.6851x3) < 1 (3.61)
1 si —100 (2.18227 + 1.4969z, x5 — 0.6851x3) > 1

avec a = —100 (2.1822% 4 1.4969z,x, — 0.685123).

Les entrées de commande, les états et les erreurs d’observation sont donnés dans les
figures 3.25 a 3.29.

—01}

0.2}

03}

0.4}

—05}

06}

—0.7+

08}

—09}

A
Temps [sec|

F1G. 3.25: Entrée u : 6 = 100
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0.7

Temps [sec]
F1G. 3.26: Erreur d’observation e, (t) : § = 100

o 2 P 6 s 10 12 1 16 1 20
Temps [sec|

F1G. 3.27: Erreur d’observation e,(t) : § = 100

15

101

% 2 2 s s 10 12 1 16 1 20
Temps [sec|

F1G. 3.28: Etats x,(t) et z,(t) : 6 = 100
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0.8

0.6

0.4

0.2

-0.21

-0.41

Temps [sec]
F1G. 3.29: Etats x,(t) et z,(t) : régime permanent 6 = 100

Dans cette section nous avons présenté une solution facilement calculable pour la
synthése d'une commande quadratique basée observateur pour systémes bilinéaires avec
une matrice A, quelconque. Bien que la stabilité n’ait pas été effectivement démontrée,
I'illustration par un exemple numérique met en évidence 'importance du choix du facteur
0 sur la “zone” de convergence des états du systéme. En effet, on remarque facilement, en
comparant les figures 3.24 et 3.29, 'amélioration de la convergence avec un ¢ plus grand,
sans pour autant avoir une convergence vers l’origine.

Au départ (jusque t = 6.5 secondes, la commande étant saturée pour les deux systémes,
les états, les erreurs d’observations et la commande sont strictement identiques.

Un des inconvénients de cette commande est que I'origine n’est pas un point d’équilibre
du systéme. Nous allons continuer en présentant une commande similaire particulierement
adaptée aux systémes bilinéaires ayant une matrice A, quasi-stable.

3.2.2 Commande quadratique basée sur un observateur avec une
matrice A, quasi-stable

La commande quadratique pour stabiliser une classe de systémes bilinéaires basée sur
la connaissance de tout le vecteur d’état du systéme a été présentée au chapitre 1 pour le
systeme suivant

T= on—I—Z Aux + Ru
i=1

(3.62)
y=Cx

ou z(t) € R" représente le vecteur d’état du systeme, u(t) = [uy(t) ... un(t)]" € R™
I'entrée de commande et y(t) € R’ la sortie mesurée. r; est la i™ colonne de la matrice
R. De plus, ce systéme satisfait les hypotheéses 1.5.3 et 1.5.4 (voir p. 24).

Dans un premier temps, nous rappelons que S représente ’ensemble des sommets du
polytope contenant la commande u(t).

Avant de continuer, nous donnons différents théorémes qui sont des extensions de ceux
présentés aux chapitre 2.
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3.2. Commande quadratique basée sur un observateur

Considérons le polytope convexe S donné par

S = {5 —[B.... 8. e R"Vie[l,m],B e {—szyi,ai%}} (3.63)
ol les réels v, et «; sont définis dans le théoreme 1.5.2.

Pour I'observateur & grand gain, on a le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.2. Pour un 0 donné, s’il existe une matrice P, = Pf > 0 € R™™" telle
queVj=1,...,2"

PyA(77,0) + AL(T7,0) Py + (P, < 0 (3.64)
ou T représente un sommet du polytope S (voir (3.63)), alors le systéme (3.50) est un
observateur pour le systéme (3.62) avec un tauz de convergence exponentielle C,. [

On fait de méme pour 'observateur fonctionnel.

Théoréme 3.2.3. Le systéeme (2.51) est un observateur fonctionnel a taux de convergence
exzponentielle (s pour le systeme (3.62) s’il existe des matrices Py = Pf >0 € R™™" et Ys
e R"™" telles queVj=1,...,2™

PsA (T +Y3A(77) + AL () P+ AT (7)Y + (P < 0 (3.65)

avec T € S représentant un sommet du polytope S (voir (3.63)), les matrices A, et A,
sont données par les équations (2.74) ou (2.94). [

Quel que soit 'observateur utilisé, & grand gain, fonctionnel d’ordre plein ou d’ordre
réduit, on peut mettre le systéme avec sa commande basée sur un observateur sous la
forme suivante

é= M (u)e

= z= (A0+Z Aiu)T + Ru + My(u)e = fz(e, @) (3.66)

i=1

avec M, (u) et M,(u) dépendant de 1'observateur utilisé
o Mi(u) = A(u) =S HO)CTC et My(u) = S HO)CTC pour lobservateur a grand
gain,
o M (u) =H(u) et Ms(u) = A(u) —H(u) pour 'observateur fonctionnel d’ordre plein
(L = In)v
o M (u) = H(u) et My(u) = A(u) — 7,HL pour l'observateur fonctionnel d’ordre
réduit (L est le complémentaire de C, voir (3.29), (3.41) et (3.46)),
et ¥ dépendant aussi de I'observateur utilisé, e = = — 7.
e 7 est letat de I'observateur a grand gain ((voir le lemme 2.2.1, et le théoréme 3.2.2
avec B=0et D =0),
e 7 est la sortie de I'observateur fonctionnel d’ordre plein (L = I,,) (voir le filtre (2.51)
présenté a la section 2.3 du chapitre 2 et le théoréme 3.2.3 avec B =0 et D = 0),
e T est une combinaison de la sortie de I'observateur et de la sortie mesuré du systéme
(3.62), pour l'observateur fonctionnel d’ordre réduit, L est le complément de C', (voir
(3.41) et (3.30) ainsi que le filtre (2.51) présenté a la section 2.3 du chapitre 2 et le
théoréme 3.2.3 avec B =0 et D =0).).

L’entrée de commande u(t) aussi dépend de 1'observateur, u(t) = u(7).
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3.2.2.1 Synthése de la loi de commande

Gréce a la mise en forme donnée par le systéme augmenté (3.66), on peut énoncer le
théoréme suivant (extension de [GSZD08c|).

Théoréme 3.2.4. Si les hypothéses 1.5.3 et 1.5.4 sont satisfaites, si un observateur est
obtenu pour un choix de réels v; > 0 et a; > 0 permettant de définir les bornes de l’entrée
de commande (voir théoréeme 1.5.2 du premier chapitre) alors la commande basée sur un
observateur suivante

u;(T) = —v; sgn((A, 7 + )" FZ) min(|(AZ + )" F7|, o) (3.67)
assure la stabilité semi-globale asymptotique du systéme bilinéaire (3.62). [

Démonstration. On va s’inspirer de la preuve du théoréme E.2.1 de 'annexe E appliqué
au systéme (3.66) (voir [Vid80a]) avec comme commande

u;(Z) = —v; sgn((A; T +b;)" FZ min |(A;(7+b,)" FZ|, ;) (3.68)

quel que soit 'observateur utilisé, on ne peut pas utiliser directement le théoreme E.2.1
car u dépend de 7.

On assure la stabilité globale exponentielle de 'observateur synthétisé par une ap-
proche polytopique grace a la connaissance des réels v; et a;, ¢ = 1,...,m. On peut ainsi
définir qui est 'ensemble des sommets du polytope contenant u(t)

§={8=10...8.] e R"WieLm].6 € {-aman}}.  (369)

Pour e = 0, a partir du théoréme 1.5.2, = 0 est un point d’équilibre globalement
asymptotiquement stable du systéeme

7= (Aot Aw,)Z+ Ru(T) = f+(7) (3.70)

i=1

avec u(x) défini par I’équation (3.68).

Montrons désormais que la stabilité asymptotique locale du systéme (3.66).

Commencons par montrer la stabilité uniforme du point d’équilibre [ e” 271" = [0 0]".
La commande étant saturée par définition (on peut donc utiliser explicitement les som-
mets du polytope contenant la commande u dans la synthése de 'observateur), 1'erreur
d’observation est exponentiellement stable. Soit ¢ > 0, il existe donc deux réels M, A,
tels que |le[| < M [leq| exp(—Ait), done si [[eo]| < 57 alors |lef| < e.

Pour un réel ¢ donné, la stabilité asymptotique du systéme (3.70) implique I'existence
d’une fonction de Lyapunov continue et différentiable V,(¢, ), de fonctions de classe K
(voir définition E.1.1), ¥y, 1, et 15 telles que

b([IZ]) < Va(7) < ¥(l7]) 7 € B, (3.71)

ou B, représente la boule de rayon c centré en zéro. La dérivée de la fonction de Lyapunov
V5 le long de la trajectoire du systéme (3.70) vérifie

Va,370) (%) = VaVa(@) f2(0,%) < —s(|lz]]) V7 € B (3.72)
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et
sup IVaVa(@)[| < Le. (3.73)
z||<c
De plus, on a
sup max (||V.fez(e,Z)||, [|Vafe(e,2)|) < Ro. (3.74)

llell. Izl <c

On choisit un réel €; > 0 tel que ¥,(€;) < 11(€) (on a donc €, < €) et on fixe un réel
01 > 0 tel que 9, < ¢ et
L2R261 < ¢3(€1>. (375)

On fixe ensuite un réel 6 > 0 tel que 6 = min (-,4,,¢). Supposons que [|e, < J et
|Zo/| < &, comme § < 2=, on obtient

el <6 < e < e (3.76)

La dérivée de la fonction de Lyapunov V5 le long de la trajectoire du systéme augmenté
(3.66) vérifie

‘./2,(3466) (z) = VZ(SJO)@) + VaVa(@)[ fz(e, @) — f2(0,2)]
< —s(||Z]]) + LR ||2]] V7 € B.. (3.77)

D’aprés I'équation (3.75), et si |le]] < 0, et ||Z|| > €, pour ||Z]| < ¢, on obtient

d ~
EVQ,(&G(&) (ZE) < 0.

On peut donc dire que si ||Zy]] < 0 < € alors Vo 3.66)(t,7) < 12(€r). Comme ty(€;) <
¥, (€), on peut conclure que
|Z(t)]| <€ ViE=0. (3.78)

A partir de (3.76) et (3.78), on peut affirmer que e = 0 et T = 0 est un point d’équilibre
uniformément stable.

Pour montrer que e = 0 et T = 0 est uniformément attractif, on reprend directement
la preuve de [Vid80a| & partir de la relation (I1.20), ce qui permet de conclure que e = 0
et 7 = 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable de (3.66). Tout ceci étant vrai
quel que soit ¢, la stabilité est semi-globale. °

3.2.2.2 Exemple

Afin d’illustrer notre approche, nous allons effectuer la synthése d’une commande
quadratique basée sur un observateur LPV pour le systéme bilinéaire suivant

. 0 0 10
T = T+ ux
0 —1 2 0 (3.79)
Y= [1 0} T
ou x(t), y(t) et u(t) représentent toujours les méme éléments.
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Avec F' = I,, ’hypotheése 1.5.3 est satisfaite. En effet les valeurs propres de Ay, —1 et
0, sont a partie réelle négative ou nulles. De plus, 'hypothése 1.5.4 est vérifiée. En effet,
on a

I, ={z e R"2"FAz =0,k =1,...,n} = {z € R’|z, = 0} (3.80)

D = {adiom(Aix—l—m),k::O,...,n—l,z’zl,...,m}

10 0 0
AR s

2 0
I, = {zeR"|L, L (z"Fz)=0,YV7€D,k=0,...,n—1}
= {0} (3.82)

d’ou

car LY L, (" Fz) =0 & 2x,(x, + 22,) =0
et L L. (2"Fx) =0 22,22, +2,) =0
et L L., (x"Fx) =0 2, =0.
On a bien II; N1, = {0}, I'hypothése 1.5.4 est donc vérifiée.
En appliquant le théoréme 3.2.4 avec a = v = 1 avec 'observateur fonctionnel d’ordre
plein (2.51), on obtient

0.1658 —0.9958 0 —0.3316 0 0.9958 0.1658
0.3305 —0.0018 0 —0.6611 0 0.0018 0.3305|

Finalement, les matrices de 'observateur sont les suivantes

[—0.9958 0 0.0017 0
HO = H = )

| —0.0018 —1 0.0056 0

[0.4988 0.5 0.4992
Jo = s Jl = et B = .
| 9963 1 0.9972

avec

u(F) = — sgn(F2 + 27,3,) min (|72 + 23,3, 1). (3.83)

La commande u, (t), les erreurs d’estimation et les états du systéme (3.79) sont donnés
pas les figures 3.30 a 3.32, respectivement.
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0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

-

R R R R
Temps [sec|

F1aG. 3.30: Entrée u(t)

I I I I I I I I I
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Temps [sec]

F1aG. 3.31: Erreur d’observation e, (t) et ey(t)

2‘0 4‘0 6‘0 E‘O 1(‘30 120
Temps [sec|

F1G. 3.32: Etat x,(t) et x5(t)

Dans la figure 3.32, on visualise les résultats de la simulation sur un horizon temporel
plus grand, on remarque que la convergence de I'état x,(t) est lente.

105



Chapitre 3. Commande basée observateur pour les systemes bilinéaires

Dans cette section, nous avons présenté une solution facilement calculable pour la
synthése d’une commande quadratique basée observateur pour systémes bilinéaires. Cette
approche utilisant le fait que la commande est bornée permet, une fois les bornes de la
commande connues, de synthétiser séparément I'observateur et la commande. La conver-
gence n’est pas trés rapide lorsqu’on s’approche de 'origine, la forme quadratique de la
commande impose une stabilité non exponentielle vers 0. Une commande linéaire autour
de l'origine peut alors s’avérer plus appropriée.

3.3 Commande linéaire basée sur un observateur

La commande linéaire pour stabiliser une classe de systémes bilinéaires basée sur la
connaissance de tout le vecteur d’état du systéme a été présentée au premier chapitre
pour le systéme suivant

i=1

(3.84)
y=Cx

ou z(t) € R" représente le vecteur d’état du systeme, u(t) = [uy(t) ... un(t)]” € R™
I'entrée de commande et y(t) € IR” la sortie de mesure. r; est la i colonne de la matrice
R. De plus, ce systéme satisfait les hypothéses 1.5.3 et 1.5.4 (p. 24).

De maniére analogue a ce qui est présenté au chapitre 1, le systéme (1.43) est réécrit
sous la forme équivalente suivante

& = Ayr + N(z)u+ Ru (3.85)

avec N(xz) = > Nyx; et ou (Ny)i; = (4))ir, avec (A); représentant 'élément de la
i-éme ligne et k-iéme colonne de la matrice A (voir [MZD99]).

De facon similaire & la partie 3.2.2, quel que soit I'observateur utilisé, a grand gain,
fonctionnel d’ordre plein ou d’ordre réduit, si on associe a l'etat z(¢) du systéme (3.85)
et 'erreur d’observation e(t) = z(t) — Z(t), on peut mettre le systéme avec sa commande
basée sur un observateur sous la forme suivante

(%) { ¢ = Mu)e (3.86)
t=Apx+N(x)Kz + RKx — Ke

avec M, (u) dépendant de I'observateur utilisé

o M (u) = A(u) =S HO)CTC et K(z) = (N(z)K + RK) pour l'observateur a grand
gain,

o M (u) = H(u) et K(x) = (N(z)K + RK) pour l'observateur fonctionnel d’ordre
plein (L = I,,) (voir le filtre (2.51) présenté a la section 2.3 du chapitre 2 et le
théoréme 3.2.3 avec B =0 et D = 0),

o M (u) =H(u) et K(z) = (N(z)K + RK)T, pour l'observateur fonctionnel d’ordre
réduit, L est le complémentaire de C, (voir (3.41) et (3.30) ainsi que le filtre (2.51)
présenté a la section 2.3 du chapitre 2 et le théoréme 3.2.3 avec B =0 et D = 0)

et u(t) dépendant aussi de 1'observateur utilisé
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e u = KZ pour 'observateur a grand gain,

e u= KZ, avec z = x pour l'observateur fonctionnel d’ordre plein (L = I,,),
T

o u=K(T'[Z"(t) y"(t) ] ) (voir (3.30)), our 2(t) € R""" est donné par la sortie de
I'observateur fonctionnel (2.51) et est l'estimation de z(t) = Lx(t), pour l'observa-
teur fonctionnel d’ordre réduit (L est le complément de C).
On peut utiliser une approche de Lyapunov pour assurer la stabilité de la commande
linéaire basée sur ces observateurs.
Pour un réel £ > 0 donné, on définit le polytope Q(¢)

Qe)=[—e,e] X ... X [—¢,¢€] (3.87)

et 'ensemble de ses sommets 7 (¢)
T(e) = {5 = [6,...0,...0,]" e R"|Vi € [L,n], 6, = ig} . (3.88)

Par souci de simplisfication, on a décidé de définir un polytope centré sur l'origine et
ayant tous ses sommets équidistants du centre.

3.3.1 Synthése de la commande linéaire basée sur un observa-
teur : avec 'observateur a grand gain
Nous allons utiliser une approche polytopique pour la synthése de cette commande
basée sur un observateur a grand gain (voir le lemme (2.2.1), et le théoréme 2.2.4 avec
B=0et D=0).
Si x € Q(e) alors avec T, = 0, on a e, € Q(¢), comme u = Kz = K(z — e), on peut

alors donner le théoréme suivant.

nxn

Théoréme 3.3.1. Pour un réel 0 > 0 donné, s’il existe des matrices P = PT >0 e R"™",
F=F'>0eR" € R" et K € R"™ telles que ¥ (&,&)) € T () x T(e) (voir
équation (3.88)), l'inégalité matricielle

ALBK (G = )P+ PALOK(G —D) + 6P —FINED+RK] _ oo
—(F(N(&) + R)K)" (2,2)
est vérifice avec
(2,2) = (Ao + (N(&) + R)K)"F + F(Ay + (N(&) + R)K) + ¢ F,
alors la commande basée sur un observateur suivante

u(@) = K% (3.90)

stabilise le systéme bilinéaire (3.84) avec un taur de convergence (,, ¥ x, tel que

]| < |/ R 2E)

e et en posant Ty = 0. [ |
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Démonstration. On s'intéresse au systéme augmenté (3.86) ayant pour état [ e 27 |
On considére la fonction de Lyapunov suivante

V =x"Fz + " Pe, (3.91)

dont la dérivée le long de la trajectoire du systéme (3.86) est donné par

V = 2"z + e"Mle + 2 e + eTTI7 x (3.92)
avec
I, = (Ao+ (N(z) + R)K)"F + F(Ao+ (N(z) + R)K), (3.93a)
.= A% (6,u)P + PA(0,u), (3.93h)
[I,.= —F(N(z)+ R)K. (3.93¢)

A partir des expressions (3.93), la négativité de la dérivée de la fonction de Lyapunov
(3.91) est équivalente a la validité de 'inégalité matricielle (3.89) sur les 2*" sommets du

polytope convexe Q(e) x Q(¢e) (voir [AGB94, AT9g|).
Supposons que I'inégalité matricielle (3.89) est vérifié sur les 2°" sommets du polytope

convexe Q(g) x Q(e) et que ||z < ,/%5.

En posant T, = 0, on a e, = x,. Puisque

)\min(P7 F)

3.94
HxOH < 2)\maX(P7 F) 57 ( )
. T 2 2 2 .
et puisque H[ el T || = lleoll” + |lzoll”, on obtient
€o )\min(Pa F)
<\ —===¢. 3.95
‘ ZU()] )\max(Pa F) ( )

Supposons par ’absurde 'existence d’un réel ¢, > 0 tel que

[6<t2)] ¢ () x Q(c). (3.96)

x(ty

Par continuité, il existe ¢; < t, tel que

x(t,

[e(tl)] € ir(Q(e) x Q()), (3.97)

ou fr(Q(e) x Q(e)) est la frontiere de Q(e) x Q(e)).

L’inégalité (3.89) nous permet d’établir que V' < —(,V sur Q(e) x Q(¢), ce qui permet
d’assurer un taux de convergence exponentielle (, de la fonction de Lyapunov et d’établir
que, Vit < 1,

e(t) )\max(Pa F) 60
x(t) Zo

< ol S
= Amin(Pa F)

(3.98)
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3.53. Commande linéaire basée sur un observateur

et donc en insérant (3.95) dans I'inégalité ci-dessus, on obtient

Lo
(1)

en particulier pour ¢t = ¢,, ce qui est en contradiction avec (3.97).
Ainsi 'hypothése de I'existence d’un réel t, > 0 tel que

[e<t2>

(ts)

<e (3.99)

] ¢ Q(e) x 9(¢e) (3.100)

est fausse, dou 'Vt > 0
le(t)] € O(e) x O(e) (3.101)

et donc, l'inégalité (3.89) vérifie bien la stabilité de 1'état. o

Etape 1 : Fixer un réel € > 0 permettant de définir 'ensemble des sommets 7 (¢) de Q(e).

Etape 2 : Trouver une matrice de gain K telle que le théoréme 1.5.2 est vérifié. Si on
n’obtient pas de solution, revenir a I’étape 1 en choisissant un ¢ plus petit,
sinon passer a l'étape suivante.

Etape 3 : Trouver 6 > 0 tel que I'inégalité (3.89) est vérifiée sur les sommets de 7 (g) x
7T (g), ou P et F sont des matrices & déterminer et ou la matrice du gain K
est donnée par I’étape 2. Si on n’obtient pas de solution, revenir a I’étape 1 en
choisissant un ¢ plus petit.

3.3.2 Synthése de la commande linéaire basée sur un observa-
teur : avec ’observateur fonctionnel d’ordre plein

Dans cette section, on considére que 'observateur fonctionnel avec la fonctionnelle est
z =z, (voir le filtre (2.51) présenté a la section 2.3 du chapitre 2 et le théoréme 3.2.3 avec
B=0et D=0).

Comme dans la section précédente, si € Q(e) alors avec T, = 0, on a ¢, € Q(¢),
comme u = Kz = Kz = K(x — e), on peut alors donner le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.2. S’il existe des matrices P = PT >0 € R™", Y € R™®Hmtetn) o
F=FT>0eR"" € R"" telles que V (§/,&1) € T(e) x T (¢) (voir equation (3.88)), la
LMI

—(N(&)+R)"F (Aj+ (N(&) + R)K)"F + F(Ay + (N(&) + R)K) + ¢ F
(3.102)

<0

est vérifiée avec

(L1) = (Hu + Y HaK(& — &)))"P+ P(Hy + Y _ HyK(& — &,)))

i=1 =1
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+(Hp+ Y HoK(& = &))YT+Y (Hp+ Y HoK(& - &,)1),

i=1 i=1
ot K est donné par le théoreme 1.5.2 et K (&, — &,)] représente la i-éme composante de

K(E - &), Z

alors la commande linéaire basée sur un observateur suivante
u(t) = Kx (3.103)

stabilise le systéme bilinéaire (3.84) avec un taur de convergence (;,, ¥ x, tel que

Amin (P, F P~
|0l < ﬁ(PF))g et en posant T, = 0. |
Démonstration. Similaire a la preuve du théoréme 3.3.1. °

Etape 1 : Fixer un réel ¢ > 0 permettant de définir I’ensemble des sommets 7 (¢) de Q(e)

Etape 2 : Trouver une matrice K telle que le théoréme 1.5.2 est vérifié. Si on n’obtient
pas de solution, revenir a ’étape 1 en choisissant un ¢ plus petit, sinon passer
a I’étape suivante.

Etape 3 : Trouver Y = PZ, P et F telles que la LMI (3.102) est vérifiée sur ’ensemble
de sommets 7 () x 7T (g), ((Ay,C) doit étre détectable). Si on n’obtient pas de
solution, revenir a I’étape 1 en choisissant un ¢ plus petit, sinon passer a 1’étape
suivante.

Etape 4 : Calculer E, H;, J; a partir de (2.55) et (2.91) pour finaliser la synthése de
I'observateur.

3.3.3 Synthése de la commande linéaire basée sur un observa-
teur : avec ’observateur fonctionnel d’ordre réduit
Comme dans la partie précédente, on doit donc effectuer le calcul préalable du gain

K a partir de la commande linéaire par retour d’état (voir le théoréme 1.5.2).
De facon analogue a ce qui a été fait dans la section 3.1.3.2, on définit

C
T — [ , (3.104)
L
avec une matrice L € R™ ™" telle que 7 est inversible.
Comme dans la section 3.1.3.2, on définit
T = [7; 7;] , (3.105)

et on obtient

u = Kz(t)=KT'[ y" ET]T
KT,.Cx + KT,z
= KT7T,.Cx+ KT,(Lz —e)
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3.53. Commande linéaire basée sur un observateur

= K(z — Tse), (3.106)

ot 2(t) € R"" est donné par la sortie de I'observateur fonctionnel (3.18) et est I’estimation
de z(t) = Lx(t). Grace a I'observateur réduit (estimant z(t), d’ou l'erreur d’observation,
e(t) = Lx — Z), on réduit la taille de 'observateur en évitant les redondances, c’est-a-dire
en évitant d’estimer les sorties mesurées.

Pour pouvoir borner le signal de commande, on considére que, préalablement, un

changement de base a été effectué, la sortie mesurée s’écrit alors : C' = []p O}, ainsi on
peut choisir L = [0 In,p} pour 7T soit inversible. Avec z, = Lz, on a x = [y 27 |" Ceci

permet d’assurer que si x € Q(e) en posant z = 0, alors The, € Q.(g) ou

Q.(e)=[—¢,e] X ... x [—¢,¢]. (3.107)

~ >

~
(n—p)elements

L’ensemble des sommets du polytope Q.(¢) est
T.(c) = {5 =006 T e RPNV € [Ln —p], 6 = :I:g} . (3.108)

On peut maintenant donner le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.3. S’il existe des matrices P = PT > 0 € R™, Y € R™*#Tmhrp)
et F=F'>0¢eR" € R"™" telles que ¥V (§,&2) € T.(e) x T(e) (voir les équations
(3.88)), Uinégalité matricielle

—(F(N(E&)+R)T)" (Ao + (N(&) + R)K)TF 4+ F(Ag + (N(&7) + R)K) + G F
(3.109)

<0

est vérifiée avec

(1) = (o + Y H (& — €07 P+ P(Ho + 3 Ha(K(E )

i=1

+ (Ho + ) Ho(K(& = &)))YT + Y (Hop + ) Ho(K (& = £.)7)),

i=1 i=1

ou K est donné par le théoreme 1.5.2 et K(§. —&,)
K(& =€),

alors la commande linéaire basée sur un observateur suivante

! représente la i-éme composante de

u(t) = K(Twy + 1,z) (3.110)

stabilise le systéme bilinéaire (3.84) avec un taur de convergence (,, ¥ x, tel que

]| < |/ R 2E)

e et en posant Ty = 0. [ |
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Chapitre 3. Commande basée observateur pour les systemes bilinéaires

Démonstration. On s'intéresse au systéme augmenté (3.86) ayant pour état [ e” 271" et
pour commande u = KZ(t) = KT [ 47 27 ]". Ceci donne pour la dynamique de I'état

&= Ax+N(z)Kx + RKx — (N(z) + R)K Tse. (3.111)
La fin de la preuve est similaire & celle du théoréme 3.3.1. °

Etape 1 : Fixer un réel positif € > 0 permettant de définir 7.(¢) et 7 (¢).

Etape 2 : Trouver la matrice K telle que le théoréme 1.5.2 est vérifié. Si on n’obtient pas
de solution, revenir a I’étape 1 en choisissant un ¢ plus petit, sinon passer a
I’étape suivante.

Etape 3 : Trouver Y = PZ, P et F telles que la LMI (3.109) est vérifiée sur ’ensemble
de sommets de 7;(g) x 7 (¢), ((Ay,C) doit étre détectable). Si on n’obtient pas
de solution, revenir a I’étape 1 en choisissant un ¢ plus petit, sinon passer a
I’étape suivante.

Etape 4 : Calculer E, H;, J; a partir de (2.55) et (2.91).

3.3.4 Stabilité locale de la commande linéaire basée sur un ob-
servateur

Dans le théoréme suivant, nous allons assurer l'existence d’un réel ¢ satisfaisant les
théorémes précédents sous les conditions (Ao, C') détectable et (Ag, R) stabilisable.

Gréce a la mise en forme donnée par le systéme augmenté (3.86) et en ajoutant une
saturation sur les commandes, on peut énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.4. Si un observateur est obtenu pour un choix de € donné, s’il existe des
matrices P, = PT >0 € R"™" et Y; € R™" telles que ¥ X; € T (&) (voir equation (3.88))
et si la LMI

PAT+ AP+ Y N(X;)" + N(X,)Y; + RY; + Y/ R" <0 (3.112)
est vérifiée, alors, avec la matrice du gain K = Y, Py' = [kT(t) ... KZ(t)]", la commande
basée sur un observateur suivante

u;(7) = max(k;Z, o;) i=1,...,m (3.113)
stabilise localement le systéme bilinéaire (3.84), o c; > 0 (i =1,...,m) sont réels donnés
et k; est la 1°™ de la matrice de gain K. [

Démonstration. De fagon similaire a la preuve du théoréme 3.2.4 et en appliquant la méme
démarche que dans la preuve par 'absurde du théoréme (3.3.1), on a la stabilité locale de
la commande (3.113) . o

On a bien prouvé la stabilité locale de la commande linéaire basée sur un observateur.
Cependant comme nous manquons de renseignements sur les ensembles d’initialisation de
I’état et de l'erreur d’observation permettant d’assurer la stabilité, nous allons utiliser une
approche LMI afin de définir ces ensembles.

Pour éviter le coté trop local de cette commande linéaire et palier au coté souvent lent
de la commande quadratique au voisinage de 1’origine, nous allons combiner la commande
quadratique et la commande linéaire dans la section suivante.
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3.4 Combinaison des commandes quadratique et linéaire
basée sur un observateur

3.4.1 Synthése de la loi de commande

On considére les systémes bilinéaires du type

= A0x+z Aux + Ru
=1

(3.114)
y=Cux

vérifiant les hypothéses 1.5.3 (A, quasi stable), 1.5.4 (I, N II, = {0}) et 3.4.1.

Hypothése 3.4.1. (Ao, R) est stabilisable.

Dans cette section, le but est d’étudier la stabilité de la combinaison des commandes
quadratique et linéaire basées sur un observateur pour le systéme (3.114). L’étude séparée
de la stabilité de chacune de ces deux commandes basées sur un observateur a été faite
dans les sections 3.2 et 3.3.

Le systéme (3.114), commandé par une commande quadratique, converge asymptoti-
quement vers 0 si les hypothéses 1.5.3 et 1.5.4 sont vérifiées et si A, est quasi stable mais
ne converge pas exponentiellement vers 0. C’est pourquoi, sous certaines conditions, nous
proposons de passer a une commande linéaire dés que le systéme arrive dans un voisinage
donné de 0. La synthése d'une telle commande nécessite de déterminer les conditions per-
mettant de passer d’'une commande basée sur un observateur a l'autre, tout en assurant
la stabilité du systéme commandé.

On considére qu'une borne pour |[e(0)]|, . est connue. Nous allons utiliser une com-
mande quadratique saturée, on peut donc définir ’ensemble des sommets du polytope
contenant u(t) ainsi

S = {5 = (6.8 €eR"Vie[l,m],B € {—am,am}} . (3.115)

On cherche désormais la condition de passage de la commande quadratique a la com-
mande linéaire : le théoréme suivant donne une solution a ce probléme.

Théoréme 3.4.1. Considérons que ’hypothése 3.4.1 est vérifiée, considérons aussi que
les conditions du théoreme 3.2.4 sont satisfaites, on peut donc choisir des réels «; et ~;,
Vi =1,...,m afin de définir la commande quadratique et ses bornes. Ceci nous permet
d’obtenir l’ensemble S (voir (3.115)) des sommets du polytope convere auquel appartient
la commande.

St pour cet ensemble S, il existe

i) — des réels 0, et (5, et une matrice Py, = P} > 0 satisfaisant la LMI du théoréme
3.2.2,
ou
— un réel (3 et des matrices Z,, Py; = Py, > 0, Y3, satisfaisant le théoréme 3.2.3.
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it) des matrices K, P = P" >0, F = F" > 0 ou Y vérifiant l'une des trois inégalités
matricielles suivantes

a) linégalité matricielle

Al (b2, K(&] = &) P + PA (02, K(& — &) + (P —F(N(&]) + R)K

, <0
—(F(N(&) + R)K)" (2,2)
(3.116)
avec
(2,2) = (Ao + (N(&) + R)K)'F + F(A + (N(&) + R)K) + ¢ F
et 0, donné, ¥V (&1,&) € T(e,) x T (g,),
b) Uinégalité matricielle
—(F(N(&') + R)* (2,2)
avec
(1,1) = (Ho + ZH K(§& = &))" P+ P(Hop + ZHHK(& —&)7)
+ (Ho2 + Z HpK (& = &)D)"YT + Y (Ho + Z HpK(§ —&))
et
(2,2) = (Ao + (N(&) + R)K)'F + F(Ag + (N(&) + R)K) + G F
V(&,81) € T(e.) X T(ea),
c) Uinégalité matricielle
(1,1) TP —F(N(') + R)T, ~ 0 (3.118)
—(F(N(&) + R)T)" (2,2)

avec

H01+ZH K(& —&) )TP+PH01+ZH K(& = &)])

=1

H02+ZH K(& —&) ))TYT+YH02+ZH K(& = &)),

i=1

(2,2) = (Ao + (N(&') + R)K)'F + F(Ao + (N(&') + R)K) + G F
V(&€ € T(e.) x T(ea),
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alors la combinaison des commandes quadratique et linéaire basées sur un observateur
stabilise le systéme bilinéaire (3.114) avec

1. sit <t ou ||Z|| > ey alors

u;(T) = —y; sgn((AZ +b;)" FZ min |(A;(2+h,)" FZ|, o) (3.119)

min PF
avec €y = /I max((P F)) et

2 He()H )\max(-Pil)Amax(Pu F)
t;=—1 max 3.120
e n<min(€e, VI =)\ Amin(Pia) Aain (P, F) ( )

pour i =2 oui =3 et p réel tel que 0 < p <1,
2. sit >t et||7]| < ey alors u(x) = KZ.

Démonstration. Pour la partie quadratique du controle, comme e = 0 est un point d’équi-
libre exponentiellement de I'erreur d’observation stable et comme la LMI (3.64) (ou Py,
remplace de P,) ou la LMI (3.65) (ou Ps; remplace de Pj) est satisfaite sur 'ensemble S
(S est I'ensemble des sommets du polytope contenant la commande, voir (3.115)) alors
on a

A i1 14
el < /520 fealex () 121

avec i = 2 ou 7 = 3. On pose ey, la valeur de I'erreur d’observation a un instant ¢, avec

>t et ||T(t)]| < Ey/22eBe | pour un réel p donné tel que 0 < p < 1. ¢, est

m'lX(P F) a??
lmstant du changement de la commande. Puisque les conditions du théoréme 3.2.4 sont
remplies, t, existe. Comme ¢, > t; en injectant la relation (3.120) dans la majoration
(3.121), on obtient

>\min P; F .
2| < ﬁ min(e., /1 — pe,). (3.122)
Puisque I'inégalité matricielle (3.116), (3.117) ou (3.118) assure que l'erreur d’obser-
vation vérifie
Amax (P, F)

S~ 5 o ; 3.123
lell < |/ 32 lew! (3.123)

alors 'inégalité (3.122) implique ||e|| < e, pour ¢ > ¢, (voir la preuve par 'absurde du
théoréme 3.3.1).

De plus comme ||Z|| > €, au passage a la commande linéaire basée sur un observateur,
on a pour t = t,

2 )\maX<P7 F) 2 >\max<P7 F) 2 ~ 2
ol < 2= Nl = 225 (el + 171
)\max<P7 F) mln(P7 F) 2 )\min(Pv F) 2
< 1-— =
(P, F) ( N (P, ) LTS S e
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< e (3.124)

T

avec x(ty) = Toy et T(ty) = Too.

Ainsi on s’assure d’avoir les conditions initiales adéquates pour la commande linéaire
basée observateur et donc la stabilité asymptotique de la combinaison des deux com-
mandes. °

Finalement, nous rappelons les six étapes de construction de la combinaison des com-
mandes quadratique et linéaire basée sur un observateur.

1 Vérifier les hypothéses 1.5.3, 1.5.4 et 3.4.1.

2 Synthétiser une commande quadratique par retour d’état a partir des bornes de u(t)
de I'étape 2 (voir 'item (i) du théoréme ci-dessus).

3 Synthétiser un observateur LPV & partir des bornes de u(t) de la commande qua-
dratique.

4 Trouver € > 0 permettant la synthése d'une commande linéaire par retour d’état.

5 Résoudre 'une des trois LMI de l'item (ii) du théoréme ci-dessus en utilisant le
gain K calculé a I'étape précédente. Si aucune solution n’est trouvée, recommencer
a l'étape 4 avec un e plus petit.

6 Synthétiser un observateur LPV a partir de la solution de la LMI résolue a I’étape
5.

7 Déterminer t, et €, qui sont les conditions de passage d’'une commande & ’autre.

L’existence d'un réel € choisi a ’étape 4 et permettant de validerl’étape 5 est assuré
par le théoréeme 3.3.4.

3.4.2 Exemple

Afin d’illustrer notre approche, nous allons effectuer la synthése d’une commande
quadratique basée sur un observateur LPV pour le systéme bilinéaire suivant

, 0 —1
Tr =
1 -1

y:[l O]x

11
0

1
1

T+ uxr + U

(3.125)

ou x(t), y(t) et u(t) représentent toujours les méme signaux.

Avec F' = I,, 'hypotheése 1.5.3 est satisfaite. De plus, les hypothéses 1.5.4 et 3.4.1 sont
aussi vérifiées.

La commande quadratique est, avec a; = v, = 1,

w(@) = —sgn(@? + 113, + 23,) min (|52 + 2,35 + 28], 1), . (3.126)

En appliquant le théoréme 3.2.4 avec a; = v, = 1, 'observateur fonctionnel d’ordre
plein (2.51) et (3 = 1, on obtient

P 0.0357 -1 0.0357 —0.1429 -0.0357 1 0.1071
—0.2857 —0.25 —0.2857 —0.1071 0.2857 0.25 0.3929
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et
g 4.1944 0
P =10° x . (3.127)
0 4.1944
Finalement, les matrices de 1’observateur sont les suivantes
(-1 —0.25 0 025
HO = ) le )
025 -1 —-0.25 0
[ 0.25 0.25 0.75 0.25
J-() — y Jl — y E - et G — .
10.9375 0.0625 0 1
On choisit [|eo]],.. = 10v/2 et u = 0.5.
Avec e =1 et ( = 0.5, la commande linéaire a le gain suivant
K = [-01367 0.2780) (3.128)
avec la matrice de Lyapunov associée suivante
104.7874 —23.4743
1= ; (3.129)
—23.4743  67.0349

ce qui donne i‘“‘“—((?l)) = 0.4808. On a vérifié I'inégalité matricielle (3.117) avec le gain K

et I'observateur fonctionnel d’ordre plein synthétisé dans le début de I'exemple.

On obtient alors I'instant de commutation des commandes t; = 4.5269 et une valeur
pour 'état estime de e, = v/0.5.

La commande u(t), les erreurs d’estimation et les états du systémes (3.125) sont donnés
pas les figures 3.33 a 3.37.

0.4

0.2

t1 Temps [sec]
F1G. 3.33: Entrée u(t)
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3

25

151

0.5

Temps [sec|
F1G. 3.34: Erreur d’observation e, (t)

Temps [sec]
F1G. 3.35: Erreur d’observation e,(t)

12

0 5‘ 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 30
Temps [sec]

F1G. 3.36: Etats z,(t)
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Temps [sec|
F1G. 3.37: Etats x,(t)
Si on applique la commande linéaire seule, les états divergent comme le montrent les
figures 3.38 et 3.39.

4.5X
o
35
sl
251
oL
15f
W
0.5
0
% 05 1 15 2 25 3
Temps [sec
FiG. 3.38: Etats x,(t)
ZX10259
0
s
_ak
e
e
10k
1oh
14k
16k
85 os 1 s 2 25 3

Temps [sec|

F1G. 3.39: Etats x,(t)
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Si on applique la commande quadratique seule, la convergence est légérement plus
lente que dans le cas ot on a combiné les deux commandes. Les états sont alors donnés
par les figures 3.40 et 3.41.

0 5‘ 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 30
Temps [sec|

F1G. 3.40: Etats x,(t)

é 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 30
Temps [sec|

F1G. 3.41: Etats x,(t)

Pour comparer la rapidité, on réalise le zoom suivant.

x10"
T

commande linéaire

. » ‘ Temps [sec] ‘ .
F1G. 3.42: Etats x,(t)
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3.5. Conclusion

Un autre avantage de la commande linéaire est la possibilité d’ajouter des critéres de
robustesse (voir [MTGO02|) ou d’atténuation de perturbation, ce qui est laissé en perspec-
tive.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a la commande basée sur un observateur
pour les systémes bilinéaires. Afin de pouvoir utiliser les observateurs du chapitre 2, nous
avons principalement traité des commandes saturées. Pour chaque type de commande,
I'observateur & grand gain, ’observateur fonctionnel et ’observateur fonctionnel réduit
ont été utilisés pour la réalisation de la commande basée sur un observateur.

Des conditions de stabilité et des procédures de synthése ont été présentées. Une ap-
proche algébrique pour les commande bang-bang et linéaire méne a des théorémes assurant
la stabilité des systémes bilinéaires commandés par 'intermédiaire de LMI. Un approche
analytique pour les commandes quadratique et linéaire permet, sous des conditions don-
nées, d’assurer la stabilité des systéemes bilinéaires commandés. Nous avons traité dans
I'ordre la commande ban-bang, la commande quadratique, la commande linéaire puis la
commande quadratique combinée a la commande linéaire.

Certains problemes restent ouverts, dont la stabilité de la commande quadratique
basée sur un observateur avec un systéme bilinéaire dont la matrice A, est instable.
D’autres perspectives sont possibles, telles que la réalisation de commandes basées sur un
observateur fonctionnel d’ordre réduit, mais ou, plutét que de d’avoir une fonctionnelle
constituée par le complément de la sortie mesurée par rapport a 1'état, elle peut étre
le complément de la sortie mesurée par rapport a la commande. En outre, ’association
d’autres types de commandes avec un observateur peut étre étudiée.
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Chapitre 4

Synthése d’un observateur a deux
étages
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4.1 Introduction

Dans la chapitre 2, la propriété de bornitude des commandes nous a conduit & une
approche LMI polytopique pour la recherche des gains de I'observateur a grand gain et
“fonctionnel”. Les théorémes établis ne donnent que des conditions suffisantes pour 1’ob-
tention de ces gains. Or, sous la méme condition de bornitude des commandes, I'obtention
d’un gain pour I'observateur a grand gain pour les systémes bilinéaires uniformément ob-
servables est garanti analytiquement (voir [GHO92]). Cependant 1’observabilité uniforme
est un conservatisme qu’il faut rechercher & “relacher”. En effet I’observabilité uniforme
impose qu’il n’existe pas d’entrée de commande non universelle, ce qui n’est pas toujours
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le cas. Ainsi le fait que les commandes soient supposées bornées, ce qui n’est pas trés
contraignant en soi, nous a permis de synthétiser des observateurs fonctionnels avec une
approche LMI polytopique, c’est-a-dire que certaines entrées peuvent étre singuliéres.

L’objectif est d’utiliser 'analyse structurelle des systémes bilinéaires pour mettre en
évidence les propriétés géométriques qui permettront de séparer les parties observables
des parties non observables afin de synthétiser un observateur. Cette séparation entre les
espaces observables et non observable a été initiée pour proposer un estimateur a deux
étages : chaque étage est associé a I'un de ces deux espaces permettant ainsi de relaxer les
contraintes associées a la prise en compte des bornes des commandes u; lors de la synthése
de l'estimateur.

Nous avons ainsi cong¢u des observateurs a deux étages (voir [GZSDO07a, GZSDO07b])
afin de séparer les dynamiques uniformément observables et celles qui ne le sont pas afin
d’y appliquer les différents observateurs LPV présentés au chapitre 2.

Cette approche s’appuie sur des travaux réalisés sur les systémes en cascade [MMT78|
ou de grandes dimensions [Vid80a, Vid80b, Vid80c|. Sous certaines conditions la stabilité
des systémes “déconnectés” implique la stabilité des systémes interconnectés. L’approche
présentée dans ce chapitre peut en outre permettre ’association de divers types d’observa-
teurs pour les systémes bilinéaires de grandes dimensions. En s’appuyant sur la décompo-
sition structurelle évoquée ci dessus, nous avons étudié le couplage de divers observateurs
pour les systémes bilinéaires.

Ce chapitre est scindé en quatre parties. Dans un premier temps, nous avons présenté
la structure en cascade des systémes bilinéaires étudiés. Dans la seconde partie, nous avons
développé la synthése de I'observateur a deux étages pour le cas ot le premier sous-systéme
est uniformément observable alors que, dans la troisiéme partie, nous avons développé la
synthese de I'observateur a deux étages dans le cas ou le premier sous-systéme n’est pas
uniformément observable. Enfin un exemple illustre les résultats de ce chapitre.

4.2 Presentation du systéme bilinéaire a deux étages

Dans cette partie, nous traitons uniquement de 1’observation, pour des systémes bili-
néaires sous la forme

T = Ayr + Z Aju;(t)r + Ru+ Bw

=1
4.1
y=Cx+ Dw (4.1)

z= Lz
ou z(t) € R" est le vecteur d’état, ye IR” représente les mesures,
uT = [ui(t) ... un(t)]" € R™ est le vecteur des commandes, z(t) € R est le vecteur a

estimer ot 7 < n. Le vecteur w(t) € IR? représente le vecteur des perturbations (a énergie
bornée). Les entrées sont considérées uniformément continues et bornées, u €  C R™ ou

Q = {U 't — ]Rm | Vt € ]R'+7 ui,min < uz(t) < ui,max; /vbi,min < ul(t) < /vbi,maxa 1= ]-7 cee 7m} .
(4.2)
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On suppose que le systéme (4.1) est décomposable de la fagon suivante

) _
A 0 R B
T = () c4+ | Hu+ | Huw
_Agl (U) AQQ(U) R2 BQ
C 0 D 4.3
y=|" 4 | w (4.3)
_021 CZQ -D2
| 2= L, LQ} x
ot Age(u) = A9, + ZAfdu,;(t) avec ket £ € {1,2} et £ < k.
=1
On a donc séparé les vecteurs initiaux ainsi =7 = [z], 21 |, y* = [yl, vyl | et

2z = z1 + 25, ce qui permet de réécrire le systéme initial de la fagon suivante

j:l == All(u)xl + Rlu + Blw

1 = Chry + Dyw (4.4)
2y = Lixq
et
Ty = Agi (u)x) + Age(u)y + Ryu + Byw
Y2 = Oy + Coy + Dow (4.5)
2y = Loxy

avec 11(t) € R™, z,(t) e R™ et ny +ny =n, y E R™, y, e R™ et p, +p, =p, 2 € R,
2z, € R

Comme dans le chapitre 2, Z(t) € R" représente l'estimation de z(t) et e(t) € R" sera
Perreur de filtrage, c’est-a-dire e = z — 2. De plus, on considére toujours la définition 2.1.1
pour caractériser ’atténuation des perturbations.

Probléme 4.2.1. Dans ce chapitre, nous traitons de la synthése de filtre fonctionnel H
pour les systémes de type (4.3) en considérant deux cas

1. le systeme (4.4) est uniformément observable et (4.3) ne lest pas * (voir la section

4.3).
2. les systémes (4.3) et (4.4) ne sont pas uniformément observables (voir la section
44). A

Remarque 4.2.1. Le cas ot le systéme (4.3) est uniformément observable a été étudié dans

[Nij81, BCCG93, LFMH07, LEMHOS]. O

Pour facilité la lecture, les observateurs du chapitre 2 seront succinctement exposés
succinctement.

“voir les travaux de Vidyasagar [Vid80b|, Sontag et al. [SW95] ou Hespana et al. [HM99].
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4.3 Observateur a deux étages : le premier sous-systéme
est uniformément observable

4.3.1 Synthése de l’observateur pour le sous-systéme uniformé-
ment observable

On considére dans cette section que le systéme (4.4) est uniformément observable.
D’apres [Wil77], il existe donc une matrice @ € R™™™ (avec det @ # 0) telle que le
systéme bilinéaire (4.4) se réécrit sous la forme canonique observable (voir 'annexe C) :
le changement de base 7; = Qz,, correspondant a (A}, Cy;) Py (Ai,.C), donne la forme

compagne pour (A%, C;) et la forme triangulaire inférieure pour Af, (i = 1,...,m). A
partir des travaux de Gauthier et al. [GHO92| (on peut aussi regarder [DG91, DBGR92,
DBB*93]), dans la base initiale, 'observateur a grand gain donné par

37\1 :A11<U)§7\1 +R1U—S(;1 (0)0171(01157\1 — yl) (4 6)
/Z\l = L1§5\1 .
est un observateur exponentiel pour le systéme (4.4) avec So(f) = Q'S (0)Q T et
So(0) = gi(@) e R™™™ donné par I’équation de Riccati suivante
—05..(6) — A’ Sw(6) = Suc(9) A+ CF,Cy = 0, (4.7)
A ]n—l nxn x4
avec A = 0 0 €eR"" et # € R"" suffisamment grand.

La dynamique de l'erreur d’observation peut alors se mettre sous la forme suivante
avec &1 :xl_fl et €1 :Zl_/Z\l

{ él = All,oo(u7 9)51 —+ B(Q)w (48)
€ = L1€1
ol

Ai1oo(u,0) = An(u) =S 0)CF O, (4.9)

La convergence de cet observateur peut étre assurée par une approche LPV (voir le
chapitre 2) ou analytique (voir notamment [GHO92|).

4.3.2 Synthése de I'observateur associé au deuxiéme sous-systéme

Notons que méme si la matrice L est de rang plein lignes, rien ne garantit que la matrice
L, le soit. Il s’en suit qu’en estimant z,(t), on estime alors des variables redondantes. A la
différence de I'observateur a grand gain qui est d’ordre plein, il est intéressant de prendre
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4.8. Observateur a deux étages : le premier sous-systéeme est uniformément observable

en compte cette redondance pour un observateur fonctionnel d’ordre réduit. Nous allons
donc reformuler la fonctionnelle comme suit

Zr

0

T2 2

Zo = Lng - U Ty = U - U’rzzrza (411)

ou U € R™" est une matrice inversible (voir [RM71, LT85]), la matrice U,, correspond
au r, premiéres colonnes de la matrice U, la matrice L,, € R™*"™ est de rang plein lignes
et z,, = L,,@s.

Par conséquent, afin de réduire la dimension du filtre fonctionnel, plutét que d’étudier
le sous-systéme (4.5) on étudie le sous-systéme suivant

Ty = Aoy (u)x) + Aga(u)zy + Rou + Byw
Yo = Co121 + Caoxs + Dow (4.12)

Zpy = Ly, %o

puisque dim(z,,) = rang L, < dim(z,).

Le systéme (4.12) est couplé avec le systéme (4.4) via I'état z,(t). Pour la synthese du
filtre “du deuxiéme étage” pour le systéme (4.3), nous allons remplacer le systéme (4.5)
par le sous-systéme découplé suivant (déduit du systéme (4.12))

ig — AQQ(U)TQ + RQ'LL + ng
Yo = CoyTy + Dyw (4~13>

ZTQ - Lrng

et on peut donc définir Z, = U, L,, 7.

Dans cette section, nous ne faisons pas d’hypothése sur 'observabilité uniforme du
systéme (4.13).

Puisque le vecteur des entrées u est borné, un observateur pour le systéme (4.13)
peut étre synthétisé avec une approche LPV (voir chapitre 2, [GSZD07b] ou [GSZD08al).
Dans ce chapitre, seules les principales notations utilisées dans la suite sont rappelées.
L’observateur a la forme suivante

{ /ﬁ\ = H(u)n+ J(w)y, + Gu (4.14)

zrz :ﬁ+Ey2

oun € R™ et ouz,,(t) € R représente Uestimation de z,, () et avec H(u) = H0+Z Hiu,

i=1
et j(u) = JQ + Z Jiui.
=1

L’erreur de ﬁlztrage est définie comme suit
—-%, = L,,.Ty — %,, = &,, — EDyw, (4.15)
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ol

g, = VYx,—7, (4.16a)

2

\Ij - _[/»,a2 - ECQQ. (416b)

En prenant comme contrainte “Z F,D, = 0” (voir section 2.3.1), U'erreur de filtrage est
paramétrée comme suit

£ = (Au, (u) + ZA, (W), + (Bu, (u) + Z B., (u))w
— _ (4.17)
ETQ = Cgr2 + Dlw
ol Z est la matrice de gain a calculer et
Aul(u) = Ho,n + ZuiHi,lh A21 (U) = Ho,21 + Zuz’Hin) (4.18&)

=1 =1

Bu1<u) = Lr232 — E,Cy By — <T0,11+Z uz’Ti,ll + (Ho,n + ZUiH¢,11)E11>D2,<4'18b)

=1 i=1

le(u) = —FE5,CyBy — (To,m + Z%‘Ti,m + (H0,21 + ZuiHi,Zl)EH) D27 (4-180)

i=1 i=1

6 - I’I"2 , El = _E11D2 <418d>

avec
E - E11 + ZEQl, (419&)
Hi - Hi,ll —+ ZH'L,QI- (419b)

La synthese du filtre 4.15 est détaillée dans la section 2.3.1. Si on remplace la contrainte
ZFE,D, =0 par ED = 0, la synthése du filtre est donnée dans le section 2.3.2.

4.3.3 Stabilité de observateur & deux étages

Puisque cette section est dédiée a la stabilité de 'erreur de filtrage, on s’interesse donc
a l'observateur seul : on pose w = 0. Le but de cette section est de montrer comment a
partir d’observateurs pour les sous-systémes (4.4) et (4.12), c’est-a-dire, a partir des deux
observateurs (4.6) et (4.14), on peut obtenir un observateur pour le systéme (4.3).

Pour y parvenir, puisque nous utilisons la sortie mesurée réelle y,(t) qui est notamment
fonction de I’état z,(t) et non la sortie “virtuelle” 7,(t) qui est indépendante de x,(t),
il est indispensable de compenser l'effet de x,(¢) au niveau de I'observateur (4.14). Le
couplage dii & x,(t) entre les sous-systémes (4.4) et (4.5), représenté par les matrices A,
(1 =0,...,m) et Cy, est compensé dans le théoréme suivant qui prouve la stabilité de
I'observateur a deux étages a partir de la stabilité d’un ’observateur pour chacun des deux
étages. L’approche proposée dans la démonstration est basée sur [Vid80a| (voir annexe
E), ansi que sur [GZSD07a, GZSD07b]. A la différence de ce mémoire, dans [GZSD07a,
GZSDO07b], nous avons posé z = x dans le systéme (4.1).
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Théoréme 4.3.1. Le systéme suivant

. All,oo(uy 0) 0 S;ol (0)0,1111 0 Rl
X = y+ u
2= |1, - U.ECy U |x+ |0 U.E]y
avec XT = [27 7] € R™™™ et avec 2(t) € R" une estimation de z(t) (avec Z = 2z, +

U.),
est un observateur fonctionnel a deux étages globalement exponentiellement stable pour
le systeme (4.3) si et seulement si les systemes (4.6) et (4.14) sont respectivement des
observateurs exponentiellement stables pour les sous-systémes (4.4) et (4.13). |

Démonstration. Tout d’abord, mettons la dynamique de I’erreur d’observation du systéeme
(4.3) obtenue a partir de 'observateur (4.20) sous la forme donné par I’équation (E.1).
Pour cela, on considére le systéme suivant obtenu en introduisant les termes de couplage
dans I'observateur (4.14)

n=VYA, (), + H(u)n + Gu+ J(u)(ys — Co17}) (4.21)
%\Tz =n-+ E(?/2 - 02157\1)
Dans cet observateur, on a remplacé (ﬁ,fm) par (1,z,,). On définit I'erreur d’obser-
vation e,, = z,, — Z,, en utilisant le systéme (4.21) comme un observateur pour le sous-
systéme (4.12). Puisque on a posé w = 0 dans cette section, on obtient

erz = Zrz - /Z\T2 = \I/.ZUQ - 77 - E021517 (422)
ce qui donne la dynamique suivante
éT2 = WAQl(u)gl - j(u)C21€1 - ECQlél + H(U)(GTQ + ECZlgl)- (423)

A partir de 'expression de &; donnée dans I’équation (4.8), on obtient
é,, = T(u)e, + H(u)e,, = fo(e1, €,,), (4.24)

ol

T(u) = WAy (1) — ECo(Au oo (11, 0)) — T (w)Cor + H(u) ECy. (4.25)

Afin d’étudier la stabilité de l'erreur d’observation, on définit les systémes (3,), (X;)
et (X) comme suit (voir les équations (E.1) et (E.2))

(21) D& :f1<51) = (Au,oo(ua 9))51
(3,) @ é., =/2(0,e,.,)

(E) : {51:f1(51)

érz = f2(51’ eTz)

On peut désormais appliquer le théoréme E.2.1 pour prouver la stabilité du systéme
(2), c’est-a-dire la stabilité de l'erreur d’observation. On note que
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— L’hypothése A-1 du lemme E.2.3 est satisfaite puisque, Vi € {1,...,m}, les entrées
de commandes wu;(t) sont considérées comme des fonctions continues, par conséquent
f1 et fy le sont tout autant, de plus f;(0,0) = 0.

— L’hypothése A-2 du lemme E.2.3 est aussi vérifice vu que, V i € {1,...,m}, les
entrées de commande u,;(t) sont bornées (voir (4.2)). Dans le contexte de cette
démonstration, la relation (E.4) devient

sup [V, filw)|| = sup || Ao (u, 0)]] <oo (4.26)
lws|] u(t)
T(u
sup ||V, fa(ws))|| = sup () < 00. (4.27)
ez u(t) || | H ()
Ainsi, & partir du lemme E.2.3, ¢, = 0 et e,, = 0 sont respectivement des points
d’équilibre globalement exponentiellement stables des systémes (X, ) et (2,) si et seulement

si [ el el }T = 0 est un point d’équilibre globalement exponentiellement stable de (X).

Comme z = Lyx, +U,,L,,xy et = Lz, + U,,(n+ Ey, — EC5,T,), la preuve du théoréme
4.3.1 est finie. °

4.3.4 Atténuation des perturbations avec stabilité

Dans ce paragraphe, la perturbation w(t) est prise en compte.

Théoréme 4.3.2. Si
— le systeme (4.6) est un filtre globalement exponentiellement stable pour le systéme
(4.4) avec une atténuation de perturbation inférieure a un réel donné 7,
— le systéme (4.6) est un filtre globalement exponentiellement stable pour le systéme

= Ay (u)z, + Riu+ Byw
v = Cnzy + Dyw (4.28)

2T

1

:xl

avec une atténuations de perturbations inférieure a un réel donné 7,,
— le systeme

(4.29)

éTz = (Aul (u)+Z1A21 (U))€T2+(BQO(U)+ZlB50<U))’IIJ
67-2 = Erz -+ [_EllDZ 0 ] /LD

est un systeme globalement exponentiellement stable avec une atténuation des per-
turbations inférieure a un réel donné ~y,,, ou

(—EnCouB(O) + B, (u)"

BE (u) = - 1
(Lr2 + E11022)(~A21(U))_(T0,11 + Z Tz’,llui)021 - E11021-/411,oo (Ua 9)

i=1
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Ba(u) = | EnCouB(0) + B.,(u) (2,1)],

. o T N
avec le “nouwveau” vecteur de perturbation w = [w' el |", €, = Ya, —n et ou

(2, 1) = <E21 (022./421 (U) — 021./411)00(“, 9)) — (T0,21 +Z Ti721Ui)021> et les matrices

=1
B,,(u) et B.,(u) sont données par (4.18), les matrices Y, ;1 par (2.63) et Ey par
(4.19),

alors le systeme (4.20) est un filtre a deux étages exponentiellement stable pour le systeme
(4.8) avec une atténuation des perturbations inférieure a wun réel donné -y ot

Y= \/712 +92 (L +77)/As, avee Ay = Xin(ULU,,). u

Démonstration. La stabilité exponentielle de 'erreur de filtrage avec w = 0 est démontrée
avec du théoréme 4.3.1. On suppose, pour traiter I'atténuation des perturbations que la
performance H., pour le systéme (4.4) est garantie par le théoréme 2.2.4. Comme une
perturbation sur le sous-systéme (4.4) affecte le second sous-systéme (4.5) a travers le
terme de couplage €,(t) dans (4.24), on considére ce terme ¢, (t) comme une perturbation.
Si on prend en compte la perturbation w(t) dans I’équation (4.5) de I’erreur d’observation,
a partir (4.17), (4.18) et (4.19), on obtient I'erreur de filtrage (4.29). Ensuite, en appliquant
le lemme borné réel adapté aux systémes LPV, c¢’est-a-dire le lemme D.1.1 sur le systéme
(4.29), on trouve le gain Z qui assure la stabilité de lerreur de filtrage et la performance
'H., suivante

S = [ (lentol” =22 hi(0) at <0 (@30)
= /Om(llem(t)ﬂz—vi w(®)|)? =2 ||51(t)||2) dt <0, (4.31)

YV w(t) € L£2]0,00), et avec des conditions initiales nulles.
Afin de finaliser la démonstration de ce théoréme, on doit assurer que le filtre (4.20)
garantit la performance H., suivante

T =l[wmde—www@W)ﬁ<o (4.32)

avec des conditions initiales nulles e’ = [el el |.
Si les hypothéses du théoréme 4.3.2 sont vérifiées, on a

| (e = o) ar <o (4.3)

Km@a@W—vmwww)ﬁ<a (4.34)

En utilisant (4.34), l'inégalité (4.31) se réécrit
| (leatol? =220+ 7 o)) @t <o (4.35)
0
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par conséquent, on a

[ (e - 252 o) ae <o (4.30

En additionnant ant les inégalités (4.33) et (4.36),0n obtient

[ (rewir - 2+ 25 ol ) <o (431)

ce qui conclut la démonstration. °

4.4 Observateur a deux étages : le premier sous-systéme
n’est pas uniformément observable

Pour parvenir & estimer z;(t) et & compenser l'influence de z,(t) sur le deuxiéme
T

sous systéme, nous devrions estimer [ AT AnToon LT } x,(t). Ainsi il n’est pas
pertinent, a la différence de la section 4.3 (voir (4.6)), d’estimer z,(t) via I'observateur
(4.38). C’est pourquoi,nous choisissons dans le premier étage de I'observateur : le systéme
suivant est le filtre choisi pour le premier sous-systéme

{ i =My (w)n, + Ji(wy, + Gru (4.38)

5/17\1 =m-+ E1y1

ou Z;(t) € R™ est lestimé de z,(t) avec H,(u) = H? + Z Hiu; et Jp = J + Z Jiu;.
1=1 i=1
En prenant comme contrainte “ZFE,D, = 07 (voir section 2.3.1), l'erreur de filtrage
£, = T, — T est paramétrée comme suit

(4.39)

Pour le deuxiéme sous-systéme (4.12), on peut utiliser un filtre a grand gain ou le filtre
fonctionnel. Comme ["utilisation du filtre a grand gain (4.6) peut se déduire facilement de
l'utilisation du filtre fonctionnel (4.14), nous n’utiliseront que ce dernier dans la suite de
cette section.

Remarque 4.4.1. Les résultats suivants peuvent étre appliqués dans le cadre de 1’étude
de 'observation ou du filtrage des systémes bilinéaires de grande taille. De plus, on peut
facilement utiliser un filtre de Kalman a la place du filtre & grand gain étant donné
I’analogie de leur structure. OJ
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4.4.1 Stabilité de ’observateur & deux étages

De fagon similaire a la section 4.3.3, on traite d’abord le cas sans perturbation (w = 0)
car nous nous intéressons a la stabilité. Avec w(t) = 0, si on applique le lemme E.2.3 sur
Ierreur d’observation (4.17), nous pouvons énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 4.4.1. Le systeme suivant

H, () 0 ] VAC 0 G,

G

u

)
X+ — y+
WAz (u) =T (u)Cor H(u) (VA2 (u) =T (W)Cor) By T (u)

=L~ U, BCy U] x+ (L~ U, ECa)B:, U,E]y

(4.40)

avee x(t)=[ 17T 1" "€R""? et avec A;(u) = A+ 7 A,

est un observateur fonctionnel a deux €tages globalement exponentiellement stable pour
le systeme (4.3) si et seulement si les systémes (4.14) et (4.38) sont respectivement des
observateurs exponentiellement stables pour les systemes (4.13) et

i.l == All(u)l'l -+ Rlu

v = Oy (4.41)
ZTl = T
|
Démonstration. Similaire & la preuve du théoréeme 4.3.1. °

4.4.2 Atténuation des perturbations avec stabilité

Dans cette section, on prend en compte la perturbation. De fagon similaire a I’équation
(4.16), on introduit les notations suivantes

€. = ETQ - ECngl = ET2 - E11021€1. (442)

T2

Pour le filtrage, en prenant en compte le couplage (4.4) et (4.5), on obtient I'erreur de
filtrage e,, = z,, — Z,, suivante

er — QT2 — E(DQ - 021L1E1D1)w — Q’I“g — EII(DQ - 021E1D1)w. (443)

2

qui se réécrit de maniére équivalente comme suit

erz == E’I‘z + (E11D2 - E021L1E1D1)w == ZTz - /2\7‘ (444)

Dans la suite de cette section, on présentera deux approches basées soit sur ’équation
(4.43), soit sur I'équation (4.44). Dans l'expression (4.43), le terme “—ECye,” est “inté-
gré” dans l'erreur e, et l'erreur € sera dérivée lors 'obtention du systéme (4.47). Dans
I'expression (4.44), le terme “—ECye,” est considéré comme un vecteur de perturbation,
ce qui méne au systéme (4.49).
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Chapitre 4. Synthése d’un observateur a deuz étages

Avant de donner les théorémes, nous introduisons une contrainte supplémentaire sur
la matrice de gain Z du filtre (4.14) afin d’éviter les non linéarités du méme type que celle
présentées au chapitre 2, (voir (2.66)). Nous imposons Z E,C5; = 0. Nous remplagons alors
la contrainte (2.67) de la section (2.3.1) par la contrainte suivante

ZE, [D2 021] —0 (4.45)

et la solution générale de cette équation est

7= 7, (Ia —E, [DQ 021] (E2 [02 czl])T) , (4.46)

ou Z, est une matrice arbitrairement choisie de dimensions appropriées. La suite de la
synthése du filtre est similaire a la méthodologie développée dans la section (2.3).

4.4.2.1 Atténuation des perturbations avec stabilité : premier cas

Si on prend en compte les perturbations w(t) du systéme (4.3) dans Uerreur d’ob-
servation (4.17), en utilisant I'expression de la dérivée de e, avec I’équation (4.43) pour
exprimer e,,, on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 4.4.2. Si
— le systéeme (4.38) est un filtre a stabilité exponentielle pour le systéeme (4.41) avec
une atténuation des perturbations inférieure a un réel donné Y,
— le systeme o

{ Qrz = (Au1<u)+Z2Az1 (U))QT2+(Ba1(U)+ZZBﬂ1 (u))lf) (447)

6T2 = QTQ + |:E11<D2 — CQ]_E]_D]_) Oj| 71]

est un systeme globalement exponentiellement stable avec une atténuation des per-
turbations inférieure a un réel donné y ot (voir (4.14) a (4.19))

((BviCa = Lyy,) Agy + (T (w) + Hay(u) By )Coy) By D,y

B, (u)" = +B,, — E,,CyB,,)" :
((EviCas — L) Agy + (Y1 (w) + Hay (0) By )Cor)”

((An1 — By Cyu Ay — (Toy(u) — Hoy(u) By )Coy) By Dy

B, (u)T = +B,, — ECyA,,)" :

(= By Cop Ay (1) — Ty Coy — Hoy (1) Ery)Coy)”

. o T N
avec le “nouveau” vecteur des perturbations w = [w? el ]°, et ou

m

Tn(u) = To,u + Z Ti,lluiu

i=1
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4.4. Observateur a deux étages : le premier sous-systeme n’est pas uniformément observable

Tor(u) = Yoo + Z T, o1,

i=1

H(u) = Hu(u)+ ZyHa (u),

les matrices Y, ;1 sont données par (2.63) et E;; données par (4.19),
alors le systeme (4.40) est un filtre fonctionnel a deuz étages globalement exponentielle-
ment stable pour le systéme (4.3) avec une atténuation des perturbations inférieure a un
réel donné v ou

v =2+ B+ T) (4.48)
avec 72 = 17’2/)\min<UZ;Ur2) et M= 177«1/)\min(L,{L1>' .
Démonstration. Similaire & la preuve du théoréme 4.3.2 avec 'utilisation du théoréme
D.2.1 pour obtenir 7, .

4.4.2.2 Atténuation des perturbations avec stabilité : deuxiéme cas

Si on prend en compte les perturbations w(t) du systéme (4.3) dans l'erreur d’ob-
servation (4.17), en utilisant 1’expression de la dérivée de &, avec 'équation (4.44) pour
exprimer e,,, on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 4.4.3. Si
— le systeme (4.38) est un filtre globalement exponentiellement stable pour le systéme
(4.41) avec une atténuation des perturbations inférieure a un réel donné 7w, _,
— le systeme

(4.49)

éTz = (Aul (u)+Z2A21 (u))ET2+(Baz (u)+ZQBﬁz (u))uv)
€r, = €r, + ([ —FE.Dy — E\D, Ey,Cy } w

est un systeme globalement exponentiellement stable avec une atténuation des per-
turbations inférieure a un réel donné y ot (voir (4.14) a (4.19))

B, (" — | ((BuCo = L) Aay + (Tulw) + o (w) En)Co) By + Bu)”

. ((E11022 - Lr2)A21 + (TM(U) + Hu(U)Eu)Cm)T ’
((Am - E21022A21 - (T21(u) — HQl(u)Ell)Cgl)ElDl

By, (u)" = +B., — E1Cy)" ,

(—E21022«421(U) — 15,0y — H21(U)E11)C21)T

, y T .
avec le “nouvean” vecteur des perturbations w = [w" €] ], et ou

Ti(u) = YTou+ Z T,
i=1

T21(U) = T0,21 + Z Ti,21ui7

i=1
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Chapitre 4. Synthése d’un observateur a deuz étages

H(u) = Hu(u)+ ZyHa (u),

les matrices Y, sont données par (2.63) et E;, données par (4.19),
alors le systéeme (4.40) est un filtre fonctionnel & deux étages globalement exponentielle-
ment stable pour le systéme (4.3) avec une atténuation des perturbations inférieure a un

réel donné v ou

v= \/'y% + 31 +7)
avec 72 = 77‘2/)\min([]Z;l]r;z) et fyl = 7nl/)\min(-L?-Ll)'

Démonstration. Similaire la preuve du théoréeme 4.3.2.

4.5 Exemple

Pour illustrer nos travaux, nous allons étudier le systéme suivant

Les entrées de commande sont bornées comme suit

—-0.5 <
—10000 <

0 1,700 I 0
-1 0 2 —1
r= T+
—-0.1 0] 0 1 0 0.2
-01 0/-1 0 0 0.2
10100 1
y= T |
0.1 0|1 O 0.1
04 08]—-1 1
z= x
—-04 02 1
\ L

ui(t) <
() < 10000

ULT +

0 —0.1
0 —0.1
1=1,2,
1=1,2.

0 0.1
0 O

U X +

(4.50)
m
[
0
1
I w
0.1
0
(4.51)
4.52)
4.53)

La partie correspondant a (4.4) est uniformément observable alors que le sous-systéme
correspondant & (4.13) n’est pas uniformément observable, nous appliquons donc le théo-
réme 4.3.1 afin d’obtenir un observateur pour le systéme (4.51).

Avec la méthodologie développée dans le chapitre 2, on obtient 0,,, = 2.425 avec

V1,min = 1.485 et 71,1111n =
de Lyapunov (2.5) est alors
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0.4124
—0.17 0.1402

—0.17

|

3.26. Pour l'observateur & grand gain, la solution de 1’équation

500(6)) = [



4.5. FExemple

tandis que les matrices de I'observateur fonctionnel sont les suivantes

[—0.78 0.079 —0.043 0.043
HO_ ) H - 9
391 —2.68 011 —0.11

[_0.063 —0.0071 ~1.65
H2 - 5 JO = 5
011 0011 5.05

[1.65 —0.036 —0.3
Jl = ) J2 = ) E = )
| 0.2 0.064 0.77
avec Yamin = 0.6. Par conséquent, a partir du théoréme 4.3.2, on obtient le niveau d’atté-
nuation des perturbations v = 2.53 pour le systéme complet.
Pour la simulation de cet exemple, les entrées sont données par la figure 4.1 et la

fonctionnelle z(t) du systéme (4.51) est représentée sur la figure 4.2. Les erreurs de filtrage
e1(t) = z1(t) — 21 (t) et ey(t) = 22(t) — 25(t) sont données par la figure 4.3, la perturbation

v‘ v“ v‘ ‘

40 50 60

0.5

T T T
04r
031
02r-
0.1
0
-0.1
-0.21-
-0.3F
-0.41 ' '
A i
-0.5 L
0 20 30

10

Temps [sec|
F1G. 4.1: Entrées de commande w, () et uy(t)

25

20+

151

10

sk

0

-5

-10

_151

—20F

25 L L L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Temps [sec|

F1G. 4.2: Vecteurs a estimer z,(t) et z,(t) pour le systéme (4.51)
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Temps [sec|
F1G. 4.3: Erreur de filtrage e, (t), e(t) et la perturbation

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté, un filtre & deux étages pour les systémes bi-
linéaires couplés, ces filtres sont synthétisés directement a partir de la connaissance de
filtres pour les systémes bilinéaires découplés et des matrices de couplage. La performance
'H., du systéme couplé est déduite de la performance H,, des sous-systemes. L’efficacité
de cette approche est illustrée par un exemple.

L’approche proposée dans ce chapitre peut étre vu comme une approche permettant
de traiter les systémes décentralisés ou peut étre appliquée aux systémes de grandes
dimensions notamment afin de minimiser la taille des LMI a résoudre. Dans la méme
optique, une extension de ces travaux serait de remplacer I'observateur d’ordre plein pour
le premier sous-systéme par un observateur d’ordre réduit.

De la maniére similaire & la méthodologie utilisée dans ce chapitre pour associer dif-
férents types d’observateurs pour un systéme bilinéaire, on peut proposer d’associer dif-
férents types de commandes. Ceci est laissé en perspective.
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Dans ce mémoire, nous avons traité 1’observation et la commande basée sur un obser-
vateur pour les systéme bilinéaires. Sans perte de généralité, les entrées de commande sont
supposées bornées leur dérivée premiére pouvant aussi ’étre. Les entrées de commande
sont alors considérées comme des paramétres variants dans un polytope convexe.

L’assimilation des entrées & des paramétres variants a permis 1’élaboration de méthodo-
logies de synthese de filtres H,, pour les systémes bilinéaires. La synthese de 1’observateur
a grand gain mise en ceuvre dans ce mémoire se résume a la recherche d’un parameétre réel
assurant la stabilité de ’erreur d’observation. Grace a ’approche polytopique découlant
de la bornitude des entrées, la recherche de ce paramétre est réalisée par une résolution de
LMI. Contrairement a I’approche purement analytique de ’observateur & grand gain, I’ap-
proche présentée peut s’appliquer a tout type de systémes bilinéaires, notamment lorsque
I’observabilité uniforme n’est pas vérifiée.

Cette approche polytopique basée sur les systémes & paramétres variants a été ap-
pliquée a la synthése d’observateurs fonctionnels pour les systémes bilinéaires. Le filtre
obtenu est non-biaisé : le paramétrage de la résolution des contraintes de non-biais, nous
a permis de transformer la recherche des matrices du filtre en la détermination d’une
matrice de gain unique. Le calcul de cette matrice gain via la résolution de LMI dans un
polytope convexe nous a permis de garantir la stabilité de ’erreur d’observation et un
niveau d’atténuation des perturbations.

Les observateurs de type LPV présentés dans ce mémoire ont été utilisés pour concevoir
des commande basées sur un observateur pour les systémes bilinéaires. Selon le type de
commandes mises en ceuvre, nous avons proposé des approches algébriques basées sur
la résolution de LMI ou des approches analytiques basées sur la structure du systéme
bilinéaire commandé. La stabilité du systéme bilinéaire bouclé avec une commande basée
sur un observateur est garantie via la résolution de LMI pour la commande bang-bang
ou la commande linéaire, tandis que la stabilité est prouvée via une approche analytique
lorsqu’on utilise une commande quadratique ou linéaire. Nous avons proposé de combiner
une commande quadratique avec une commande linéaire, I'intérét de cette derniéere étant
d’améliorer la vitesse de convergence vers le point d’équilibre. Les conditions de transition
de la commande quadratique & la commande linéaire ont été formulées.

Afin d’exploiter les propriétés des observateurs proposés dans ce mémoire (nécessité
ou non de 'observabilité uniforme du systéme bilinéaire), nous nous sommes intéressés
aux observateurs a deux étages : nous décomposons le systéme bilinéaire en deux parties
et nous appliquons séparément un observateur sur chaque partie en tenant compte des
propriétés géométriques de chacune d’entre elles. La synthése de ces observateurs a deux
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étages s’effectue directement a partir de la connaissance des filtres pour les systémes
bilinéaires découplés et des matrices de couplage. La stabilité de 'erreur d’observation
associée a 'observateur a deux étages est démontrée en utilisant la théorie des systémes
interconnectés. Cette approche permet de diminuer le conservatisme lié aux entrées ou a la
taille des systémes. En effet, ’observabilité uniforme peut étre vérifiée sur un sous-systéme
du systéme bilinéaire étudié sans ’étre sur le systéme total. Ainsi nous pouvons proposer
un observateur a deux étages associant un observateur spécialement adapté aux systémes
bilinéaires uniformément observables et un observateur fonctionnel ne nécessitant pas de
I'observabilité.

Tous les développements réalisés dans ce mémoire ont été illustrés par des simulations
numériques.

Perspectives

Suite aux travaux exposés dans ce mémoire, les extensions et les perspectives suivantes
nous semblent étre des pistes de recherche a approfondir :

1. sur la synthése des observateurs :
e ¢étendre I'approche LPV a d’autres types d’observateurs,

e ¢étendre 'approche LPV a la synthése de filtres robustes pour les systémes bili-
néaires incertains,

2. sur la commande basée sur un observateur :
e relaxer les conditions de stabilité des commandes basées sur un observateur,
e ¢étendre les approches présentées a la synthése de commandes robustes basées sur
un observateur
e ¢tudier I'atténuation de perturbation pour les systémes commandés,

3. sur les systémes bilinéaires a deux étages :
e associer différents types de commandes pour ces systémes bilinéaires,

Enfin, il serait intéressant de valider les résultats présentés dans ce mémoire sur des
processus réels.
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Annexe A

Définitions algébre de Lie

A.1 Crochet de Lie de deux champs de vecteurs

Soit V' une variété différentielle et X et Y deux champs de vecteurs sur V. On note
X.f la dérivée de la fonction f dans la direction du champ X. Le crochet de Lie de X et
Y est I'unique champ de vecteur, noté [X,Y], tel que, pour toute fonction f indéfiniment
dérivable,

(X, Y] f=X-(Y-[) =Y -(X-]). (A.1)

Cette définition donne pour des variétés différentielles du types Az, Bz, [ Av Bz | =
AB — BA.

Pour condenser les notations, on introduit la définition suivante.

Définition A.1.1. On peut maintenant définir inductivement, pour k =0,...,n—1
adxi(Aix—l—bi) = Aoz, adzom(Aix—i-bi)} (A.2)
avec ad)y (A +b;) = Az + b, A

A.2 Dérivées de Lie

La dérivée de Lie généralise aux variétés différentielles la notion de dérivée direction-
nelle d’une fonction numérique.

Si f est une fonction différentiable de la variété différentielle M dans R, si X est un
champ de vecteurs sur M, la dérivée de Lie de f au point p est :

Lxf(p) =X, f=df(p)[X(p)] (A.3)

Cette définition donne pour des variétés différentielles du type Az, L4,V (x) = %Am
Pour condenser les notations, on introduit la définition suivante

Définition A.2.1. Les dérivées de Lie d’ordre supérieur peuvent étre définies inductive-
ment comme suit, pour k=10,...,n—1

LIV (2) = Las (L3, V (2)), (A.4)
avec L5,V (z) =V (x). A
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Annexe B

Compléments mathématiques

B.1 Lemmes de majoration

Lemme B.1.1 (Lemme de majoration). [WXD92, XC03] Soit les matrices réelles
suivantes A, D, S, W et F de dimensions appropriées telles que VW > 0 et FTF < I. Alors
nous avons les inégalités suivantes Pour tout scalaire pu > 0 et deux vecteurs x,y € R",

20" DESy < 2" DD x + py" ST Sy. (B.1)

Lemme B.1.2. Soit a, b, s, v # s des réels positifs, on a

b b b .
0 g _ —st —rt g 7m1n(s,r)t' B.2
(a s—’r)e +—s—r6 (a+ s—'r>e (B.2)
O
Démonstration. On définit
b
L b t — _ —st —rt
Comme sign(-%) = sign(e™™" —e™*"), on a
b
L(a,b,s,r,t) =ae™ + ——(e"" —e™*") > 0.
s—r
Sir < s, alors
b
L(a,b,s,rt) < ae™™ + e "
S—r
< ( + b ) —rt
< (a e
s—r
Si s < r, alors
b
L(a,b,s,rt) < e *(a+ (et — 1)
s—r
b
< o —st
< (@ s — T)e
[ J
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B.2 Lemme de Schur

Lemme B.2.1 (Lemme de Schur). [BEFB94] Etant données trois matrices Q, R et S
(Q = Q" et S=S7), les deuz propositions suivantes sont équivalentes

(1)

Q
B.
g <0 (B.3)
(2)
S<0et@Q—RST'R" <0 (B.4)

e}

La matrice Q — RS™'R” est aussi appelée complément de Schur de S. Ce lemme reste
vérifié lorsque 1'on remplace “<” par “<”, et “>" par “2>".
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Annexe C

Forme canonique des systémes
bilinéaires uniformément observables

C.1 Forme canonique

On considére le systéme bilinéaire

Tz = Aoz + Au;(t)x + Ru
0 Zl (t) 1)
y=Cx

Dans cette section, on traite les systémes bilinéaires uniformément observables, alors
en se basant sur [Wil77|, on peut dire qu’il existe une matrice de changement de base

Q € R"™" telle que x, = Qx et le systéme (C.1) a, dans la nouvelle base, la forme
canonique suivante

. —

i
all,h 0 e 0
0 ‘ _ m i i - :
_ n—t Qo1 Qg p : : ‘
T, = T+ _ . . w;(t)xy,
“Qn-1,n —Qp_2p - —Qop =1 : . .. 0
1 1 1
QAQ™1=Ao,n _anl,h e annfl.,h ann,h_
NG ~~ g
QAQ™1=A;
+ Rh u
~—
QR=Rp
—_—
\ CQ™1=Ch

(C.2)

C.2 Observateur a grand gain

L’observateur a grand gain, introduit dans [GHO92| (on peut aussi regarder [DG91,
DBGR92, DBB*93|), est un observateur li¢ a la structure des systémes bilinéaires unifor-
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mément observables mise en exergue par Williamson [Wil77|. La matrice gain de 1'obser-
vateur est donné par la résolution d’une équation de Riccati paramétrée par un scalaire
0. L’existence d’un 6, tel que pour tout # > 6, le gain de 'observateur stabilise expo-
nentiellement 'erreur d’observation a été montrée dans [GHO92|, ce qui donne le lemme
suivant.

Lemme C.2.1. [DG91, DBGR92, DBB"* 93] Le systéme

7= A(u)Z+Ru—S_1(0)CT(CT—y) (©3)
=17 '
Alu) = Ay + zm: Ajui(t) (C4)

est un observateur exponentiel pour le systeme (C.1) avec Sy (0) = Q'S (0)QT ou
Seo(0) = gi(ﬁ) € R™™™ est donné par l’équation de Riccati suivante

—0S..(0) — A S..(0) — S.(0)A+ C*C =0, (C.5)

0 ]n—l
0

ot A =

] € R™" et § € R™ suffisamment grand. o

De plus la dérivée de I'erreur d’observation e=x — Z est donnée par

é=A.(0)(u)e (C.6)
A(0.0) = (A(u) ~S24,(6)C"C) (1)

et est borné par
le(®)ll < K(8) exp(=04/3) ||z — Tol (C.8)

ou K représente un polynome.
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Annexe D

Lemmes bornés réels

D.1 Lemme Borné Réel pour les systémes LPV

Ce lemme est basé sur les travaux [FS02, CMO04|, il se base sur I'approche descripteur
des systémes singuliers.

Lemme D.1.1. Le systéeme LPV suivant

é=A(u)e + B(u)w (D.1)
s = Ce + Dw '

avec u(t) € Q(t) C R™ ou
Q = {U’ it — Rm | \V/t € ]R'Jr? ui,min < ul(t) < ui,maxy Hi,min < ul(t) < ,ui,maxp Z = 17 s 7m} .

est quadratiquement stable et a une atténuation de perturbation inférieure a un réel donné
v si il existe des matrices P(u) = P(u)” > 0 et F telles que l’inégalité matricielle suivante

P(u)+FA(u)+A"(u)F" P(u) — F+A"(u)F'" FB(u) C7

* —F - F7 FB(u) 0
<0 (D.2)
* * —y2I DT
* * * -1
est vérifiée pour tout u appartenant a 2. o

Démonstration. Comme dans [CM04], on utilise I"“approche descripteur” pour représenter
le systéme (D.1) : (¢ = é).

[IOFZO Ie+0]w
0 Of|lo| [Aw) —I||o| |B(u) (D.3)
s = [(C O} ¢ + Dw.
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On pose comme fonction de Lyapunov la fonction V' (e) définit comme suit

p F|_—
V(e) =e"Plu)e = ‘ (w) ‘
e 0 F e
avec
— I 0
E= ,P(u) = P"(u) >0
0 ol P (u)
Si on dérive
e [Pw) F] e "TEw) o
o o I RO o1 L B L I R A B
el Lo F) T le] el [ o o]le
- T T
N P(u) F| |é e P(u) 0f |e
el Lo Fllo] |¢f | 0o o]l
- T .
o ® P(u) F é Ll P(u) 0] |e . D4
el | 0 Ff|-é+A(u)e+B(u)w é 0 0] |é

En combinant (D.3) et (D.4), et en utilisant le fait que V(0) = 0 et V(o0) > 0, avec
I'équation (2.2), on obtient 'inégalité suivante

Jow < / (s"s — v*w"w) dt + V(c0) — V(0)
0

</ (sTs—WQwTw#—V(e))dt, (D.5)
0
ce qui est équivalent a (voir (D.4))
T
e o e
J o< / " 2 ¢l |de, (D.6)
0 o, DD — 421
w w
ou
~ T .
o _ |[P@ F|[ o0 1 o I] [Pw) o CTC + P(u) 0
! 0 F||A@w —I|  |Aw) -I| | FT FT 0 0
Pw) F|[ 0 CT™D
@12 - .
| 0 F| [B(u) 0
Ainsi, si la relation suivante
© ©
R <o (D.7)
Or, D'D — 21

est satisfaite, alors on a J,,, < 0. En appliquant le lemme de Schur (voir I’annexe B (B.2))
a 'inégalité (D.7), on obtient 'inégalité (D.2). o
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D.2. Lemme Borné Réel Totalement Paramétré (LBRT)

On peut rapprocher 'approche développée dans cette démonstration avec I'article de
I 0 0 1

0 0| [Aw) —I
est bien admissible de part sa structure. la condition ETX = XFE > 0 est belle et bien
vérifiée.

)

Masubuchi [MKOS97], en effet la paire (F, A) représenté ici par [

Le but est d’éviter les produits de matrices paramétrées c’est-a-dire d’éliminer les
produits P(u(t))A(u(t)) afin de garder des LMI ot les paramétres apparaissent de fagon
linéaire.

En discret, une autre approche d’élimination des produits de matrices paramétrées a
été proposé par De Oliveira (voir [dBG99]|) pour les systémes discrets.

D.2 Lemme Borné Réel Totalement Paramétré (LBRT)

Nous donnons le lemme borné réel pour un type de systéme avec calcul d’'une matrice
de gain stabilisant le systéme

{ €. = (A, (u) + ZA,,(u))e. + (B.,(u) + ZB., (u))w D3)

e. = (C.(u) + 20, (w))e. + (D, (u) + ZD., (u))w

On peut noter que, pour ce systéme, la matrice de gain Z a la particularité d’étre dans
la dynamique et dans la sortie.

Théoréme D.2.1. Le systeme LPV (D.8) est quadratiquement stable et a une atténuation

de perturbation inférieure a un réel donné 7 si il existe des matrices P(u) = P(u)" > 0,
F etY telles que

(1,1) (1,2 (1,3) CL(u)F"+CL(u)Y™

x —F—F' (1,3) 0

<0, (D.9)
* * —v*I, —DI(uw)F" — DI (u)Y"
* * * I,

pour tout u(t) € Q ou

(1,1) = P(u)+ FA, (uv) +YA,(u) + AL (u)F" + AL (u)Y"
(1,2) = P(u)—F—}—AZTl(u)FT—{—AZTQ(u)YT
(1,3) = FB. (u)+YB.,(u),

et
(D.10)

avec B =/ Auin(FTF) et Z = F'Y. [ |
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Annexe D. Lemmes bornés réels

Démonstration. Tout d’abord, on suppose l'existence de matrices P(u), F et Y telles que
la LMI (D.9) est vérifi¢e. Si on définit comme nouvelle sortie du systéme (D.8) I’expression
suivante €, = Fe,, la LMI (D.9) assures la stabilité quadratique et une performance H.,
avec un gain « pour le systéme suivant

{ €= (A (u) + ZA, (W) + (Be, (u) + ZB., (w))w (D-11)

e, + (
€. = (FC.,(u) + YO, (u))e. + (FD.,(u) + YD, (u))w
Comme F' est invertible (car la LMI (D.9) est vérifiée), la stabilité quadratique du systéme
(D.11) assures la stabilité quadratique de (D.8). De plus, il existe un réel positif 3 tel que
Vo o Bl < |[Fzl.

Avec des conditions initiales nulles pour €, ce qui est équivalent aux conditions initiales
nulles pour e, on a

[ (0 = i) s [~ (Bl -l a<o. ©2

0 0

En divisant (D.12) par [, et si on définit 7 = %, on obtient

/ (eI 7 ooy ) dt <o, (D.13)

ce qui conclut la preuve du lemme. °
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Annexe E

Résultats sur les systémes en cascade

E.1 Systémes et hypothéses

Définition E.1.1. [Vid80a] Une fonction f : IRT — R™ est de classe K si f est continue,
strictement croissante et f(0) = 0. Si en plus, lim,_., f(o) = o0, f est de classe KR. A

On considére les systémes de grandes tailles suivants

et

Vied{l,... .0}, (%)) 3, = f;(t,0,...,0,2;(¢)) (E.2)
et les hypothéses
A-1 Les f; sont continues et f;(¢,0,...,0)=0,Vt>0, Vje{l,...,(}.

A-2 FJce R, avec w; = [a:lT ij}T, tel que :
stgg) Hi}ﬁc Hijfj(t,wj)H <oo, Vje{l,...,(}. (E.3)
A-3 Avecw; = [z ... :UJT}T, on a
st;lg)ﬁi}ﬁHwaj(t,wj)H <oo, Vje{l,... t}. (E.4)

A-4 1]l existe une fonction de Lyapunov V; et des fonctions ¢;1, ¢;» de classe KR, ¢;;5 de
classe K telles que

oin(llz]]) < Vj(t, z;) < @ja(]z]]), (E.5)
Vi) (t, ;) = %Vj(t,xj) + V, Vo, (t,2;) (2,0, ;) < —¢y5(]|x]]), Vi,V
(E.6)

V. (t.x;
i VeV (25) (7))
lzsl—oo  @ys(||z]))

= 0, uniformément en ¢ (E.7)
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Annexe E. Résultats sur les systémes en cascade

E.2 Lemmes

Lemme E.2.1. [Vid80a/ Si les hypotheses A-1 et A-2 sont satisfaites, alors x = 0 est
un point d’équilibre asymptotiquement stable de (X) si et seulement si x; = 0 est un point
d’équilibre asymptotiquement stable de (¥;) V j € {1,...,(}. o

Lemme E.2.2. [Vid80a/ Si les hypotheses A-1 et A-2 sont satisfaites, alors x = 0 est
un point d’équilibre exponentiellement stable de (X) si et seulement si x; = 0 est un point
d’équilibre exponentiellement stable de (3;) ¥V j € {1,...,(}. o

Lemme E.2.3. [Vid80a] Si les hypotheéses A-1 et A-3 sont satisfaites, alors x = 0 est
un point d’équilibre globalement exponentiellement stable de (X) si et seulement si x; =0
est un point d’équilibre globalement exponentiellement stable de (¥;) ¥V j € {1,...,¢}. o

Lemme E.2.4. [Vid80a] Si on suppose que x; est un point d’équilibre globalement asymp-
totiquement stable de (X;) V j € {1,...,¢} et que les hypotheses A-1 et A-4 sont satis-
faites et que il existe des fonctions 1; de classe K telles que

”fj(t?xlv ce 7xj)_fj(t707 ce 70717]’)” < %(

alors x = 0 est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable de (X). )

[«f ... 2l]||) Vt=0, Ve (E.8)
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Résumé

La commande et 'estimation des systémes bilinéaires restent un probléme ouvert en
automatique du fait de la nature non linéaire des systémes. Méme si ces systémes semblent
“proches” des systémes linéaires, leur étude nécessite une approche différente. En effet, les
entrées peuvent générer des singularités qui doivent étre explicitement prises en compte
dans la synthése de lois de commande et des observateurs. Cette spécifité du role des
entrées dans les propriétés des systémes bilinéaires nous a amené a traiter le probléme de
I'observation a partir de deux approches principales :

e une approche de type LPV (Linear Parameter Varying, Linéaire & Paramétres Va-

riants) s’appuyant explicitement sur le modéle,

e une approche basée sur l'analyse structurelle des systémes bilinéaires en exploi-
tant différemment les parties uniformément observables et non uniformément obser-
vables.

L’une des contributions présentées dans ce mémoire réside dans 1'utilisation de I'ap-
proche LPV pour la prise en compte des entrées de commande afin de concevoir un
observateur pour les systémes bilinéaires.

L’approche H, pour le filtrage des perturbations a été étudiée pour deux types d’ob-
servateurs, l'observateur a grand gain, spécialement adapté aux systémes uniformément
observables, et 'observateur fonctionnel. Des approches LMI permettent la synthése et/ou
I'optimisation de ces filtres. En s’appuyant sur cette approche, différentes commandes sa-
turées basées sur ces observateur ont été proposées :

e la commande bang bang,

e la commande quadratique,

e la commande linéaire,

e |'utilisation couplée de différentes commandes.

Une autre partie de mon travail a consisté a exploiter la structure des systémes bili-
néaires afin de relaxer le conservatisme dans le traitement des entrées lors de la synthése
d’un observateur. Nous avons ainsi congu des observateurs a deux étages afin de séparer
les dynamiques uniformément observables et celles qui ne le sont pas afin d’y appliquer
différents types d’observateurs LPV. Cette approche montre en outre les possibilités d’as-
sociation de divers types d’observateurs pour les systémes de grandes dimensions. En
s’appuyant sur la décomposition structurelle évoquer ci-dessus, nous avons étudié le cou-
plage de diverses commandes et divers observateurs pour les systémes bilinéaires.



Abstract

The control and the estimation of the bilinear systems remain a problem opened
in automatic because of the nonlinear nature of the systems. Even if these systems seem
“close” of the linearsystems, their study requires a different approach. Indeed, control input
can generate singularities which must be explicitly taken into account in the synthesis of
the control laws and the observers. This brought us to treat the problem of the observation
with two main approaches :

e an LPV approach (Linear Parameter Varying) leaning explicitly on the model,

e an approach based on the structural analysis of the bilinear systems by differently

exploiting the parts uniformly observable and not uniformly observable.

One of the contributions presented in this memory resides in the use of approach LPV
for the taking into account of the inputs of command in order to design an observer for
the bilinear systems.

The H,, approach for the filtering of the disturbances was studied for two kinds of
observers, the observer with with high gain, especially adapted to the uniformly observable
systems, and the functional observer. LMI approaches allow the synthesis and/or the
optimization of these filters. Thanks to this approach, various saturated control laws
based on these observers were proposed.

e the bang bang control,

e the quadratic control,

e the linear control,

e the coupled use of various controls.

Another part of my work consisted in exploiting the structure of the bilinear systems
in order to reduce conservatism in the processing of the inputs in observer synthesis. We
thus designed two-stage observers in order to separate dynamic the uniformly observable
ones and those which are not it in order to apply various types of observers LPV to it.
This approach shows moreover the possibilities of association of various types of observers
for the large-scale systems. While being based on the structural decomposition to evoke
above, we studied the coupling of various controls and various observers for the bilinear
systems.



