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Algebre linéaire
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Introduction générale

Le comportement dynamique d’un procédé peut €tre entiecrement décrit par I’évolution de ses
variables d’état. Pour la commande et la supervision d’un systeme dynamique, la connaissance
de ces variables est capitale. Or ces variables ne sont en général pas, accessibles par des me-
sures. Ce probleme peut étre résolu, sous certaines conditions, en introduisant un observateur
d’état ou un estimateur d’état dont la tiche sera de fournir une estimation (asymptotique ou
exponentielle) du vecteur d’état du systeme étudié€ en fonction des informations disponibles sur
ce systeme (les mesures d’entrée et de sortie et le modele dynamique du procédé). Les pre-
miers observateurs, dédiés a I’estimation de 1’état des systemes linéaires, ont été développés par
Luenberger dans un cadre déterministe et par Kalman dans un cadre stochastique. Ce dernier
a eu un impact considérable dans la pratique et a été¢ appliqué a de nombreux probleémes tels
la poursuite des cibles, le controle de la navigation, la détection des défauts dans 1’industrie
nucléaire et les études démographiques, etc. Ces deux observateurs, de Luenberger et Kalman
sont largement utilisés de nos jours mais, les systemes linéaires ne couvrant qu’un faible pour-
centage des procédés industriels, des solutions spécifiquement non linéaires ont rapidement été
envisagées. Parmi ces solutions, citons le filtre de Kalman étendu. Cette solution s’appuie sur la
technique de linéarisation de 1’erreur d’observation et consiste essentiellement a imiter le filtre
de Kalman pour les systemes linéaires en linéarisant, a chaque instant, le systeme étudié le long
des trajectoires estimées. Dans de nombreux cas pratiques, cette approche donne des résultats
relativement satisfaisants. Notons que malgré des conditions peu restrictives d’applicabilité, ces
approches souvent locales, souffrent cependant d’une grande sensibilité aux conditions initiales
et aux erreurs de modélisation.

Dans ce travail, nous nous intéressons aux problemes d’observation d’état des modeles algébro-
différentiels (systemes singuliers). Ces modeles représentent les phénomenes physiques dont la
dynamique ne peut pas étre décrite par des équations différentielles ordinaires. Comme leur nom



Introduction générale

I’indique, ces systemes se traduisent par un ensemble d’équations différentielles, en général non
ordinaires, et un ensemble de contraintes algébriques. L’estimation de 1’état des systemes sin-
guliers est un probleme partiellement résolu. Il a été traité par plusieurs auteurs. Dans le cas
linéaire, le filtre de Kalman généralisé est présenté comme une solution aux problemes d’es-
timation. Pour construire ce filtre, nous devons utiliser toutes les mesures disponibles. Dans
la réalité, les systemes subissent généralement des contraintes telles que : des états positifs,
des entrées bornées, une partie seulement des données est disponible, efc. Comme le filtre de
Kalman généralisé ne peut pas prendre les contraintes en compte, I’approche d’estimation a
horizon glissant (MHE, Moving Horizon Estimation) sera proposée. Dans le cas non linéaire,
malheureusement il existe tres peu de résultats du probleme d’observation des systemes sin-
guliers non linéaires. Nous nous intéressons a la classe des systemes singuliers non linéaires
composés d’une partie non linéaire satisfaisant la condition de Lipschitz et d’une partie linéaire
a parametres variant dans le temps. Le choix de ce genre de systemes est motivé par une appli-
cation a un modele d’une station d’épuration a boues activées.

Pour répondre aux normes européennes de plus en plus strictes en ce qui concerne le fonction-
nement d’une station d’épuration a boues activées, la maitrise des impacts sur le milieu naturel
et des colts de fonctionnement impose une amélioration du contrdle de ce genre de procédés.
Le controle des unités de traitement, 1’optimisation de leur fonctionnement et I’amélioration
de leur potentiel rendement passent nécessairement par une étape de modélisation adéquate.
Dans la littérature, différents types de modeles sont proposés pour la modélisation d’une sta-
tion d’épuration a boues activées. Parmi les modeles proposés, on trouve un modele complexe
appelé le modele standard ASM 1 (Activated Sludge Model N°1). Ce modele comporte treize
équations d’état non linéaires et plus de vingt parametres. La simplification de ce modele, ap-
pelé modele de référence, ayant onze équations d’état avec vingt parametres, est presque aussi
complexe que le modele standard et quasiment inutilisable pour I’estimation et la commande en
ligne. Il faut donc faire appel a des modeles plus simples. Plusieurs modeles ont été proposés
pour réduire la complexités du modele ASM 1. Parmi ces modeles, nous choisissons dans ce
travail le modele réduit présenté dans la these de B. Chachuat [35]. Ce modele réduit est non
linéaire et contient des entrées (concentrations) non mesurées. L’ objectif est de reconstruire les
variables inaccessibles a la mesure a partir des données disponibles et du modele développé.

Ce manuscrit s’organise de la facon suivante :

Le premier chapitre est consacré essentiellement a une présentation de quelques rappels indis-
pensables et nécessaires a la compréhension de ce mémoire. Nous fournissons au début de ce
chapitre un rappel sur I’observabilité des systemes linéaires et non linéaires, en temps-continu
et en temps-discret. Ensuite, nous nous intéressons a 1’estimation de 1’état et aux différents
types d’observateurs. Nous allons évoquer quelques approches d’estimation de 1’état telles que
le Filtre de Kalman Etendu (EKF), le filtre optimal des systémes singuliers en temps-discret,
I’approche d’estimation a horizon glissant et aussi une approche d’observation pour les sys-
temes non linéaires basée sur les LMIs (Linear Matrix Inequalities).

Nous consacrons le deuxieme chapitre a 1’étude du probléme de 1’estimation de 1’état des sys-
temes singuliers en utilisant I’approche d’estimation a horizon glissant (MHE). La stratégie de
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base de la méthode MHE est de transformer le probleme d’estimation en un probleme a critere
quadratique en utilisant une fenétre de taille fixe glissante. Cette fenétre est nécessaire pour
limiter la taille du probleme quadratique. L utilisation de ces algorithmes dans le passé était
souvent coliteuse au niveau du temps de calcul. Cet obstacle est surmonté grace au progres ac-
céléré des capacités de calcul et des mémoires des ordinateurs. Pour commencer, nous traitons
le probleme de I’estimation de 1’état des systemes singuliers aux sens des moindres carrés. Une
approche MHE sera présentée. Nous pouvons démontrer que la minimisation d’un critere qua-
dratique sur un horizon glissant est équivalente au filtre de Kalman pour les systemes singuliers
sous certaines hypotheses. Ensuite, et en se basant sur notre premier résultat, 1’approche de I’es-
timation a horizon glissant sera utilisée pour I’estimation de 1’état et des entrées inconnues des
systemes linéaires. Finalement, nous nous intéressons a 1’estimation a variance minimale pour
les systemes singuliers. L’analyse de la convergence de 1’estimateur MHE sera abordée.

Dans le troisieme chapitre, nous abordons le probleme de synthese d’observateurs d’état des
systeémes non linéaires singuliers a temps discret. Nous présentons un observateur de type Kal-
man étendu pour la classe des systemes non linéaires singuliers a temps discret a mesures li-
néaires proposé dans [26]. Cette approche utilise la condition d’observabilité a 1’infini du sys-
teme étudié et traite le cas ou la matrice E peut €tre rectangulaire. En paramétrant I’analyse
de la convergence de 1’observateur, grace a la technique de linéarisation "exacte" au premier
ordre, des conditions de stabilité de I’erreur d’observation ont été établies. Un réglage empi-
rique de certaines matrices de pondération a montré le role principal joué par ces matrices dans
I’amélioration des performances de 1’observateur. Une deuxieme approche d’observation pour
la classe des systemes lipschitziens a temps discret sera proposée. En supposant que la partie
linéaire de la classe de systeme choisi est variable dans le temps, le probleme de 1’estimation de
I’état d’un systeéme non linéaire sera réduit a un probléme d’estimation de 1’état d’un systeme
partiellement LPV. La condition de stabilité de 1’observateur proposé sera exprimée en termes
d’Inégalités Matricielles Linéaires (LMI). L’ objectif principal de ce chapitre est de présenter les
deux observateurs qui seront validés, dans le dernier chapitre, par une application a un modele
d’une station d’épuration a boues activées.

Le quatriéme chapitre est dédié a la modélisation des procédés de traitement a boues activées.
Nous allons valider les résultats obtenus des deux estimateurs dans le troisieme chapitre par
une application a un modele d’une station d’épuration a boues activées. Nous démontrons la
validité et I’applicabilité des deux estimateurs. Apres une breve présentation des grandes étapes
du fonctionnement d’une station d’épuration a boues activées, nous présentons un modele sim-
plifié (de référence) issu du modele biologique du modele ASM 1. Etant donné sa structure
complexe, de nombreux modeles réduits sont proposés dans la littérature afin d’obtenir un mo-
dele plus exploitable en situation réelle. Le modele réduit obtenu est un modele non linéaire
présenté par [36]. Notre objectif est d’adapter ce modele a la station d’épuration de Bleesbriick
au Luxembourg, en utilisant les capteurs en ligne existant sur la station. Etant donné que la plu-
part des concentrations incidentes ne sont généralement pas mesurées, nous sommes contraints
de les considérer comme des entrées inconnues. Pour valider nos résultats, nous disposons de
plusieurs jeux de données.
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Chapitre 1. Rappels et généralités

1.1 Introduction

Ce chapitre a essentiellement pour objectif de présenter quelques rappels indispensables et né-
cessaires a la compréhension de ce mémoire. Nous fournissons au début de ce chapitre un
rappel sur 1’observabilité des systemes linéaires et non linéaires. Ensuite, nous présentons une
introduction aux systémes singuliers et nous nous intéressons particulierement aux propriétés
structurelles des systemes singuliers telles que : résolvabilité, conditionnabilité, régularité, equi-
valences entre systemes singuliers, causalité et observabilité. Nous abordons aussi quelques
définitions d’observabilité des systemes non linéaires en temps-continu et en temps-discret.
Contrairement aux systemes linéaires, 1’observabilité des systemes non linéaires est liée aux
entrées et aux conditions initiales. Ensuite, nous rappelons la définition basée sur le concept de
non distinguabilité des états.

Dans une deuxieme partie, nous nous intéressons a I’estimation de 1’état et aux différents types
d’observateurs. Nous allons évoquer quelques approches d’estimation de 1’état, indispensables
pour comprendre la suite de ce travail, telles que le Filtre de Kalman Etendu (EKF), le filtrage
optimal des systemes singuliers en temps-discret, I’approche d’estimation a horizon glissant et
une approche d’observation pour les systemes non linéaires basée sur les LMI (Linear Matrix
Inequalities).

1.2 Rappels sur ’observabilité des systemes linéaires et non
linéaires

Cette section consiste en une introduction au probleme d’observation de 1’état des systemes
non linéaires. Nous présentons une introduction générale aux systémes singuliers, ensuite nous
rappelons quelques définitions sur la notion d’observabilité. Avant d’entamer une procédure de
conception d’un observateur pour un systeme dynamique, il est important et nécessaire de s’as-
surer que 1’état de ce dernier peut étre estimé a partir des informations sur I’entrée et la sortie.
L’ observabilité d’un systeme est la propriété qui permet de dire si 1’état peut étre déterminé
de facon unique a partir de la connaissance des signaux d’entrée et de sortie. Dans le cas des
systemes non linéaires, la notion d’observabilité est liée aux entrées et aux conditions initiales.

1.2.1 Introduction aux systemes singuliers
1.2.1.1 Introduction

La modélisation d’un processus physique complexe demande généralement le choix des va-
riables utilisées pour sa description et le choix des grandeurs permettant d’agir sur 1’évolution
du systeme. Ces variables, appelées variables d’état et de commande, sont choisies, dans la me-
sure du possible, dans le but d’avoir une signification physique (position, vitesse, accélération,
température, pression, etc). Une fois les variables choisies, les relations mathématiques les liant
sont dictées par les lois de comportement du systeme considéré. Ces relations peuvent €tre de
deux types : soit dynamiques (i.e. faisant intervenir les variations des variables au cours du
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temps), soit purement statiques. On arrive naturellement a une mise en équation de la forme
suivante :

F (@), x(2), u(t), 1)
g(x(1), y(2), u(t), 1)

0 (1.1a)
0 (1.1b)

ou f est une fonction vectorielle différentielle, g est une fonction vectorielle algébrique, x(7) €
R” est le vecteur d’état, u(t) € R?” est le vecteur des entrées, y(r) € R” est le vecteur des sorties et
t est la variable temps. La linéarisation de 1’équation (1.1) autour d’un point de fonctionnement
(par exemple par linéarisé tangent) donne 1’équation suivante :

Ex(t) Ax(t) + Bu(r) (1.2a)
y@) = Cx(@) (1.2b)

ou les matrices E, A, B et C sont réelles, constantes et de dimensions compatibles avec les
dimensions de x(7), u(t) et y(t). Notons que la matrice E n’a pas nécessairement une structure
diagonale (E est singuliere) car les dérivées de plusieurs variables d’état peuvent intervenir
dans une méme relation (det(E) = 0 si la matrice E est une matrice carrée). Il n’est pas restrictif
de supposer nul le terme de transfert direct de la commande vers la sortie. En effet, il suffit
d’augmenter le vecteur d’état, comme le montre I’équation (1.4) pour y inclure u(z) et annuler
la matrice D de transfert de u(¢) vers y(¢) dans I’équation (1.3). En effet,

Ex(t) = Ax(t) + Bu(r) (1.3a)
y(t) = Cx(t)+ Du(r) (1.3b)
peut se mettre sous la forme (1.2) en écrivant

E 0 )1 A ollx] [ B
= + u (1.4a)

0 0]|& 0 -I||¢ 1

X

o = [c D] ; (1.4b)

Dans le cas ou la matrice E est inversible, il est possible de ramener le systeme (1.2) a la
représentation d’état usuelle (standard). En prémultipliant 1’équation d’état par E~' on obtient

E7'Ax(f) + E™'Bu(t) (1.5a3)
Cx(1). (1.5b)

i)
(1)

Nous nous intéresserons donc exclusivement au cas ou E n’est pas de plein rang. On a alors
rang (E) =r <n. (1.6)

Le terme algébro-différentiel est aussi employé pour qualifier ces systemes car, lorsque la condi-
tion (1.6) est vérifiée, la relation (1.2) peut se décomposer en une équation différentielle et une
équation algébrique. Dans la littérature, plusieurs appellations désignent un systeme singulier :
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systeme implicite, systeme généralisé, algébro-différentiel, « descriptor system ». Dans de nom-
breux domaines, tels que les systemes biologiques, mécaniques et électriques, les processus
sont décrits par des équations algébriques (traduisant des lois de conservation de la matiere
et de I’énergie, des contraintes mécaniques ou des états d’équilibre) et des équations différen-
tielles. A titre d’exemple, considérons le réseau €lectrique décrit par la figure suivante.

FiGure 1.1: Réseau électrique.

La tension U étant le signal de commande et les tensions V; et V, les variables d’état. Ce réseau
électrique obéit a 1’équation algébro-différentielle suivante

Vi
v,

0 1
I 1

RC, -RC,
0 0

Vi
Vs

+ U.

-1

Avec un retour d’état par action dérivée donnée par V = U — RC,V,, nous obtenons un systéme
d’état standard (figure 1.2)

U @ % e R v,
C,

Ficure 1.2: Réseau électrique avec retour d’état par action dérivée.

10
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0
+ U.
’

Les systemes singuliers interviennent aussi lorsqu’une description complete du systeme n’est
pas disponible. En effet, il n’est pas toujours possible de disposer de n équations diftférentielles
indépendantes pour un systeme dont le vecteur d’état x est de dimension .

Vi
£

01
11

RC, -RC,
-R,C, 0

Vi
Vs

En automatique, certains problemes, tels que les dérivateurs et la commande optimale peuvent
se formuler via les systemes singuliers. En effet, le correcteur PID

1
=k{l+—+T,
)

i

est décrit par I’équation algébro-diftérentielle suivante

o 1 ol[x] [t o ol[x] o
0 0 1||&l=[01 o||x|+]|o]y
0 kT.T, kTi||xs| |0 0 —k||xs] |1

n

u=[0 7, 0]|x|.

| X3

En appelant u le vecteur des multiplicateurs de Lagrange, le probleme de commande optimale
suivant

l 00
min J(x,u) = Ef x"Ox + u" Ru dt
0

X =Ax+ Bu

u=-Kx

peut se reformuler sous la forme d’un systeme singulier

1 0 ol[az] [-A7 -0 o][x
o1 ollil=] 0 A B||x|.
00 olla] |B" 0 R||u

Il existe dans la littérature d’autres exemples des systemes singuliers. Le lecteur trouvera une
étude exhaustive des systemes singuliers linéaires dans [102], [150], [93], [38], [94], [89].

1.2.1.2 Propriétés structurelles des systemes singuliers

Avant d’aborder la théorie d’observation des systemes singuliers disponibles dans la littérature,
nous allons proposer un rappel des propriétés structurelles de ces systemes. Soit le systeme

11
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discret invariant suivant

Exk+1 = Axk+Buk, k:O,,N— 1 (173)
e = Cx (1.7b)

Dans ce paragraphe, nous supposons que la matrice E est carrée. En effet, la plupart des travaux
étudiant ces propriétés se sont surtout intéressés a ce cas particulier.

1.2.1.2.1 Résolvabilité, conditionnabilité et régularité

Le systeme (1.7) est résolvable si, pour x, donné, quel que soit i, il existe au moins une solu-
tion x;.

[’équation (1.7a) peut s’écrire sous la forme suivante :
(A -E 0 0.00 0 |[x]| [ Bu

0 A -E 0 . 0 O 0 X1 Bu1
o N N (1.8)

[0 0 0 0.0 A —E|| x| | Buys |

I’équation (1.8) est équivalente a

OX+U=0 (1.9)
ou:
(A -E 0 0 .00 O | BN | Bu,
|00 0 0.0 A -E BN | Buy., |

D’apres 1’équation (1.9), la résolvabilité et la conditionnabilité du systeéme (1.7) peuvent étre
définies comme suit :

Définition 1.1. le systeme (1.7) est résolvable si et seulement si la matrice ¢ est de rang plein
lignes quel que soit I’entier N. [

Définition 1.2. Le systeme (1.7) est conditionnable si X est unique. [

Pour un systeme carré, il faut que la matrice G (1.10) soit de rang plein colonnes

[ -E 0 0
A -E O
G=| ¢ 1 i (1.10)
0O 0 0.0 -E
0O 0 0.0 A
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Définition 1.3. (Régularité). Le faisceau matriciel (E, A) est régulier si et seulement si det(sE —
A) #0. [

Définition 1.4. Le systeme (1.7) est conditionnable si et seulement s’il existe un nombre s
complexe tel que det(sE — A) # 0. On dit que le systeme singulier a un faisceau de matrices
(sE — A) régulier. |

Pour les systémes invariants carrés, ces trois propriétés sont équivalentes :

Résolvabilité < conditionnabilité <= Régularité < det(sE — A) 0 (1.11)
Remarque 1.1. Un systeme d’état standard E = I vérifie toujours ces propriétés. [
1.2.1.2.2 Equivalence entre systemes singuliers
Généralement, le choix des variables utilisées pour décrire un processus n’est pas unique. Alors

le modele qui le décrit n’est pas unique. Il est donc intéressant de déterminer une relation d’équi-
valence entre représentations d’état modélisant un méme systeme.

Définition 1.5. (représentations équivalentes). Considérons les deux systemes singuliers définis

par
Exk+1 = Axk+Bl/lk (1123)
% = Cx (1.12b)
et
E_‘X’]H] = A)_Ck-kBﬁk (1133)

Les systemes (1.12) et (1.13) sont équivalents si et seulement si il existe deux matrices non
singulieres Q et P telles que :

QEP=E, QAP=A, QB=B et CP=C. (1.14)
et le changement de variable est donnée par x, = PXx;. [

On peut vérifier aisément que la relation ainsi définie est une relation d’équivalence. En prenant
par exemple Q = P = [,, la transitivité est prouvée en multipliant les matrices de passage et la
symétrie est assurée par 1’inversibilité des matrices de passage.

Exemple 1.1. [157] On considere le systeme singulier suivant :

Exk+1 = Axk+BMk (1153)
o = Cx; (1.15b)

13
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avec
1 0 -05 05 1 0 0 1 0
0 0 05 05 0 0 05 05 0 0100
E = LA = = C= (1.16)
1 -1 -1 1 0 0 -05 05 1 0110
I -1 -1 1 1 -1 -05 05 0
Le systéeme singulier
E}?kﬂ = A.X'k + Bﬁk (1.173)
¥ = Cx (1.17b)
avec
1 000 1 100 0
_ |01 00 - (O1 0O - (0f - (1 O 0 -1
E = A= ,B=| |,C= (1.18)
0011 0010 1 11 -1 -1
0011 0001 0

est équivalent au systeme précédent. En effet, on trouve facilement les matrices Q et P vérifiant
(1.14). Elles sont définies par :

1000 10 -1 O

0100 10 0 -1
Q: et P= s

0010 01 -1 O

0 001 01 1 O

Les deux représentations sont donc bien équivalentes.

Pour un systeme singulier (1.12), les deux formes équivalentes ont un intérét particulier et sont
souvent utilisées pour 1’analyse ou le contrdle.

La premiere forme (définition 1.6) utilise un résultat établi dans [55], énoncé dans le lemme
suivant

Lemme 1.1. Pour tout faisceau matriciel (E, A) régulier, il existe deux matrices non singulieres
Q et P telles que

I, A 0
0 1,

ou n, + n, = n et la matrice M est nilpotente. [ |

QEP = et QAP = , (1.19)

Définition 1.6. [150] Pour tout systeme (1.12), il existe deux matrices non singuliéres Q et P,
telles que (1.12) est équivalent a

Xije1 = Aixip + By (1.20a)
Mx2,k+l = X + le/tk (120b)
Vi = Cixpg+ Coxgy (1.20¢)
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ot x,; € R", x,, € R™, ny + n, = n, M est nilpotente et

A 0
I,

B,

QEP: ’QB:

b 0 QAP =
0 M|

.CP=|C, G| . P'x= {xl”‘].

2

Notons que les matrices Q et P ne sont pas uniques.

Définition 1.7. Pour toute matrice E € R™" il existe deux matrices non singulieres Q et P telles

r

que QEP = 0 . Pour tout systeme (1.12), il existe deux matrices non singulieres Q, P telles
que (1.12) est équivalent a
Xigrr = AnXie+ApXa + By (1.21a)
0 = Ayxy+Apxy + By (1.21b)
Vi = Cixp+ Coxgy (1.21¢)
ou
I, 0 Ay Ap B,
QEP = , QAP = L0B=|"".cP=|c, C)|er
O 0 A21 22 2

-1 X1k . nr
P x, = avecx1; € R, xp;, € R
X2k
|
1.2.1.2.3 Fonction de transfert et solution de I’équation d’état
La fonction de transfert associée au systeme singulier (1.7) est
F(s)=C(sE-A)"'B (1.22)

Un systeme singulier peut avoir des poles finis et infinis. Dans le dernier cas, on parle de modes
impulsionnels.

En utilisant le systeme équivalent du (1.7) donné par la définition 1.6, la solution de (1.22) est
donnée par

N-k-1
M xy — Z MiBouy.; (1.23)

i=0

k-1
Alxig+ ) AT B

i=0

1 0
xk:P +P
0 1

ou les indices 0 et N représentent les instants initiaux et finaux.
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1.2.1.2.4 Causalité

L’équation (1.23) implique la connaissance des entrées et des états futurs pour connaitre I’état
a I’instant k, d’ou un probleme de causalité.

Définition 1.8. [38] Le systéme linéaire singulier (1.7) est causal si la relation suivante
degré |sE — A| = rang (E) (1.24)
est satisfaite. [

Dans ce cas, la matrice M est nulle dans les relations (1.20b) et (1.23). Les poles infinis étant
générés par cette matrice, le systetme (1.7) est causal si et seulement si il n’y a pas de poles
infinis.

Si la matrice E n’est pas carrée et de rang plein lignes, alors le systeme (1.7) est causal. Si
la matrice E n’est pas carrée et n’est pas de rang plein lignes, alors il existe deux matrices
régulieres P et Q (voir définition 1.7), telles que

QEP = (1.25)

e =
0 0

Le systeme singulier associé a E et A est causal si et seulement si la matrice Ay, est de rang
plein lignes.

Les concepts de modes infinis (ou impulsionnels) et de causalité vont étre illustrés par deux
exemples numériques.

Exemple 1.2. [157] Reprenons I’exemple 1.1. Le rang de la matrice E et le déterminant de
sE — A sont donnés par

rang (E) =3 et |sE—A|=(s—1)*(1-2s).

Le faisceau de matrices associé a ce systeme singulier est donc régulier. Ce systeme est causal
car le degré du déterminant de (sE — A) est égal au rang de la matrice E. Il possede trois modes
finis : un mode simple égal a 0.5 et une mode double égal a 1.

Le systeme singulier (1.19), présenté dans I’exemple 1.1, est équivalent au systeme précédent.
Les matrices P et Q n’étant pas singulieres.

1 000 1 0 -1 O
0100 1 0 0 -1
Q: et P= s
0010 01 -1 O
0001 01 1 O
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Malgré les apparences, le systéme singulier décrit par les matrices E et A ne correspond pas
a la forme particuliere évoquée précédemment (les matrices P et Q sont régulieres) dans la
définition 1.6. En effet, il existe deux matrices P, et O, non singulieres tel que

1000 0.5614 —0.0823 -0.0362 0
E— 0.EP, - 0100 A= 0P, - 0 1 0 0
0010 ~0.7434 09966 0.9386 0
0000 0 0 0 1

avece
0.1164 0 0.2200 0.2200 0.0582 0 -0.7047 -0.7071
|0 14142 0 0 | 0.0582 0  -0.7047 0.7071
Q= —1.4094 0 0.3729 0.3729 = -0.9966 -0.7071 -0.0823 -0.7071
0 0 0.7071 -0.7071 09966 -0.7071 0.0823 0.7071

On peut vérifier que la matrice M est nulle.

Le systeme étant causal, la propriété associée a la relation (1.25) est vérifié en utilisant les
matrices E,, A;, P, et O, : la matrice A, de la relation (1.25) est réduite au scalaire 1. Le
polyndme caractéristique ne change pas :

ISE — A| = |sE, — A)| = (s — 1)*(1 = 25).
Exemple 1.3. [157] On considere le systeme singulier suivant

Eka:Axk, k:O,...,N—l

avec
-1 0 15 O 2 05 -15 -15
0O 05 O 0 05 05 =05
E= et A=
1 05 -1 2 1.5 -15 -25
0 -15 O -1 -0.5 0.5 1.5

Le rang de la matrice E et le déterminant de sE — A sont
rang (E) =3 et |[sE-A|l=(s—1).

Le faisceau de matrices associé a ce systeme singulier est régulier. Ce systéme n’est pas causal
car le degré du déterminant de |[sE — A| est inférieur au rang de la matrice E. Il possede un mode
double fini égal a 1 et un mode infini.

Le systeme singulier
El.xk+1:A1.xk, kZO,...,N—l
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avec
1 100 1 100
01 00 01 00
E, = Q,EP, = et A =QAP =
0 001 0 1 0
0 00O 0 001

est équivalent au systeme précédent, les matrices P, et Q, n’étant pas singulieres

1 201 1 0 01
0011 0110
0O = et P, = )
0101 1 00O
1 001 0 00O
. 0 1 :
La matrice M = est nilpotente.
00
En posant :
1 000 1 100
0100 0100
E, = Q,EP, = et A, = AP, =
0010 0 001
0 00O 0010
avec
1 010 1 2 01
0101 0011
Q2 = et P2 = )
1 00O 0101
0011 1 001

le systeme n’étant pas causal, la propriété associé a la relation (1.25) est vérifiée : la matrice M
est réduite au scalaire 0.

Le polyndme caractéristique ne change pas
ISE = Al = |SE| = Ay| = [sE; = Ay| = (s = 1)".
1.2.1.2.5 Observabilité

Dans cette section, nous allons rappeler les différents concepts intervenant dans 1’analyse de
I’observabilité des systemes singuliers linéaires. La différence entre les modes impulsionnels et
non impulsionnels conduit aux définitions suivantes pour I’observabilité et la détectabilité des
systemes singuliers linéaires. Nous indiquons ici que le probleme de causalité est lié aux modes
impulsionnels du systeme (1.7) car la solution x;, donnée par (1.23), peut €tre causale s’il y a
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des modes impulsionnels [38].

Définition 1.9 (Observabilité des modes non impulsionnels). [38] Les modes non impulsionnels
du systeme linéaire singulier (1.7) sont observables si la relation suivante

sE—A

rang =n VseC (1.26)

est satisfaite. [

Pour synthétiser un observateur, I’observabilité des modes non impulsionnels n’est pas requise.
Il faut que ces modes soient détectables.

Définition 1.10 (Détectabilité des modes non impulsionnels). [38] Les modes non impulsion-
nels du systeme linéaire singulier (1.7) sont détectables si la relation suivante

sE—A

rang =n Vs € C avec Re(s) 2 0 (1.27)

est satisfaite. [

Définition 1.11 (Observabilité a I’infini). [38] Le systeme linéaire singulier (1.7) est observable
a Uinfini si la relation suivante

E

rang =n (1.28)

est satisfaite. [

Méme si les modes impulsionnels du systeme linéaire singulier (1.7) ne sont pas observables,
il est possible de synthétiser un observateur a condition que ces modes impulsionnels soient
détectables.

Définition 1.12 (Détectabilité impulsionnelle). [38] Les modes impulsionnels du systeme li-
néaire singulier (1.7) sont détectables si la relation suivante

E A
rang|0 E|=n+rangE (1.29)
0 C
est satisfaite. [
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1.2.2 Observabilité des systemes non linéaires

Ce paragraphe consiste en une introduction au probleme d’observation de I’état des systemes
non linéaires. Nous présentons en particulier quelques définitions sur la notion d’observabilité.
Rappelons que I’observabilité d’un systeme est la propriété qui permet de dire si I’état peut étre
déterminé uniquement a partir de la connaissance des signaux d’entrée et de sortie.

Dans le cas des systemes non linéaires, la notion d’observabilité est liée aux entrées et aux
conditions initiales. Il existe plusieurs facons de définir la notion d’observabilité. En lien avec
le concept d’indiscernabilité des états, une définition tres fréquente a été établie dans Herman et
Krener [72]. Des résultats importants ont été établis dans Gauthier et Bornard [56] et Nijmeijer
et Van der Schaft [120] pour une classe particuliere de systemes affines en la commande. Pour
donner plus de détails sur les différents types de définitions sur 1’observabilité des systeémes non
linéaires, nous disposons dans la littérature de quelques références, a savoir [72], [143], [120],
[54] et [17].

1.2.2.1 Cas des systemes temps-continu

Par la suite, une définition plus précise d’observabilité sera donnée dans le cas des systemes a
temps continu de la forme

S, u), (1.30a)
h(x, u) (1.30b)

avec f : R"XR" > R"'eth : R"XR" — R?.

Définition 1.13. (indiscernabilité) Soir y'(¢) et y!(¢), (t > 0), deux signaux de sortie générés
par ’application du signal d’entrée u(t), (t > 0), au systeme (1.30) avec les conditions initiales
X" et X', respectivement. On dit que x° et x' sont indiscernables si

YW(@) = y\(t), Yt >0, pourtout entrée u.
Dans le cas contraire, on dit que x° et x' sont discernables. |

Définition 1.14. (Observabilité) Le systeme (1.30) est dit observable en x° si x° est discernable
de tout x € R". En outre, le systéme (1.30) est observable si ¥ x° € R", x" est discernable. |

Si nous supposons que u et y sont connus, les dérivées de u et y peuvent Etre évaluées. Dans
ce cas, le concept d’observabilité peut étre interprété de maniere claire. Pour un systeme SISO
«Single Input Single Output », nous définissons

yely vy . y‘”‘“]T

et

T
u’:[u i u("‘”] )
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Chaque dérivée y est une fonction de x et u, it, ..., u”, et donc aussi une fonction de x et u’ si
i<n-1.

Soit i; une fonction définie par
Y = i u).

La dérivée de y est alors donnée par

i awi(x7 I/t/) (9‘,0,’()(, u/) du’
(i+1) __ ai
=] 0x Jreew+] ou [
ce qui est, par définition, ¥,,,(x,u’) sii+ 1 < n — 1. En définissant I’opérateur linéaire M par :
[0 (x ) op(x, u')du
(Mflﬂ)(X, u) = [T]f(X, u) + [T]E
alors y’ s’écrit :
Y = w(x,u),
ol
h(x, u)
(th)(x, u)

wlx,u') = (1.31)

(MR x, )

est la matrice d’observabilité.

Si la matrice d’observabilité (1.31) est inversible, i.e : il existe w™' telle que
x= o)

alors le systeme correspondant est observable. En outre, si la jacobienne de la matrice d’obser-
vabilité,

_ Ow(x,u)

- ox

est inversible en x°, alors il existe un voisinage V,» de x° sur lequel w est inversible. Dans ce
cas, le systéme correspondant est localement observable, ce qui signifie que x° est discernable
de tous les points de V.

Q(x,u’)

Pour les systemes multi-sorties, c¢’est-a-dire y € R”, p > 1, la notion d’observabilité peut étre
investiguée d’une maniere similaire.

Soit
T
N = [nl n, .. np]
i=p
un vecteur d’entiers positifs, avec Zn,- =n.

i=1

Définissons ;
y = [yl yz e yp] ’
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et
W =[G w) mw .. ]| -
En posant
h(x, u)
) (M_,-h j)(x, u)
wi(x,u’) = i ,

n;—1
(M h,)x )
les dérivées de y/ jusqu’a I’ordre n; sont
T
. (nj) — ’
[yj Vi o Y ] = wi(x,u’).
La matrice d’observabilité pour les systeémes multi-sorties est alors définie par :

w(x,u')

wy(x, u')
wy(x,u') = ’

|, (x, 1)

S’il existe N tel que wy(x, u’) soit inversible, alors 1’état x peut etre déterminé a partir de ', y, et
les dérivées de chaque y; jusqu’a I’ordre n;. De ce fait, le systeme correspondant est observable.

1.2.2.2 Cas des systemes temps-discret

Nous étendons maintenant les concepts d’observabilité cités précédemment, a la classe des
systemes non linéaires temps-discret décrits par le couple d’équations :

X = (X wi) (1.32a)
Y = h(x) (1.32b)

ou x; € R, upy = (Uy,..., )" € R" et y, € R”. Pour tout entrée u, € R™ constante,
Ju(x) = f(x, w) est un champ de vecteur C* sur R" et les A;,i = 1,..., p composantes de
h sont des fonctions C* de R" sur R.

Désignons par U i,n-1; une séquence de N entrées admissibles :

Uy
Ups1
N
Upksn-n = . e R™ (1.33)
Upsn-1

Soit xy,, ,(k, 0, xy) la solution a I'instant k > 0 du systeme (1.32) soumis a la commande Uy ;_y
et issue de la condition initiale x, a I’instant k = O.
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Définition 1.15. ([119]) Deux états distincts x,, X, € R" sont dit discernables si, pour tout
k € IN et toute séquence d’entrées admissibles Uy _y), les trajectoires h(xy,, ,(k,0,x,)) et
X (k, 0, %) sont différentes sur leur domaine de définition commun. Dans ce cas, on dit
que Uy distingue les points x, et X,. Le systeme non linéaire (1.32) est dit observable en
xo € R", si I’ensemble des états indiscernables de x, ne contient que x,. [

Nous remarquons que la définition précédente requiert un test infini qui est irréalisable en pra-
tique. Il semble alors intéressant d’introduire le concept suivant de N—observabilité forte.

Définition 1.16 (N-observabilité forte). [119]

— Le systeme non linéaire (1.32) est dit N—fortement observable ou N—observable en temps
fini en x, € R" si, pour tout k = 0,...,N et toute séquence d’entrées admissibles U, ;_y,
h(x vy, (k, 0, x0)) = h(xy,, (&, 0,%)), X € R", implique x, = X,. Dans ce cas, on dit que
U\o.r-1) est une entrée universelle pour (1.32) sur [0, N — 1].

— Le systeme non linéaire (1.32) est dit N—localement fortement observable en x, € R" s’il
existe un voisinage V. de x, tel que pour tout X, € V,, toutk = 0, ..., N et toute séquence
d’entrées admissibles U, ), h(xy,, ,(k,0, x0)) = h(xy,, (k. 0, %)), implique x, = X,.

— Si ces propriétés sont vraies pour tout x, € R", le systeme (1.32) est dit (N—localement)

N—fortement observable.
|

Une condition d’observabilité plus forte que la N—observabilité en temps fini peut étre égale-
ment définie.

Définition 1.17 (Observabilité uniforme). [119] Le systeme dynamique (1.32) est dit N-unifor-
mément observable en x, € R" si, pour tout x, € R", toutk = 0, ..., N et toute séquence d’entrée
admissible U\, il existe un entier N € [n — 1, ) et une fonction a : R* — R* tels que :

N
D 010, 0, x0)) = B, (k. 0, Fo))]| > a (1o = Foll)
k=0

out la fonction « est continue, croissante avec a(0) = 0.

Le systeme (1.32) est N—uniformément observable s’il I’est pour tout x; € R". [
L’ observabilité du systeme (1.32) peut aussi étre vérifiée par une condition de rang tres simple :

Définition 1.18 (Observabilité au sens du rang). [119] Le systeme dynamique (1.32) est dit
observable au sens du rang en x, € R" si :

dim dO(h)(x,) = n (1.34)

ou ’espace d’observation O(h)(x,) est défini par

O(h)(-xk) = Span {hi(xk)9 hi o .ﬁnk(xk)’ ) hi o g ©0...0 ‘fuu\.(xk) | 1 S l S P’
Uy, Uy € Rm,xk S Rn} (135)
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avec

dO(h)(xo) = {dy(x0), y € O(h)

Le systeme (1.32) est observable au sens du rang s’il ’est pour tout x; € R".

Si le systeme (1.32) est observable au sens du rang en x, € R", alors il est localement fortement
observable en X, € V,, ([142]).

Si le systeme (1.32) est localement fortement observable, alors la condition d’observabilité au
sens du rang est vérifiée sur un ouvert Q de R". [

Dans le cas des systemes LTV et affines en 1’état, 1’observabilité complete uniforme et la per-
sistance régulicre des entrées sont facilement vérifiables en utilisant la notion de grammien
d’observabilité.

Définition 1.19. ([112]) Le systeme LTV, x,, = Aixy + Bixi, Yo = Cuxi ot x, € R", uy € R™,
Y« € R?, est dit uniformément complétement observable s’il existe un réel § > 0 et des entiers
N, ko > 0 tels que pour tout k >k :

k+N
Wiekn) = Z $1:Ci Cipin = B, (1.36)
i=k
avec ¢[i,k] = Ai—lAi—2 .. .Ak pouri > k, et ¢[k,k] = I,,. [ |

Définition 1.20. Considérons le systéme affine en l’état, x;,, = A(w)x, + B(uy), yi = C(uy)x;.
La séquence d’entrées Uy,.n, est dite régulierement persistante sur [k,k + N] s’il existe une
constante a > 0 telle que

Tain (i) = @ (1.37)
avec
k+N
Wy, = Z .., C) Cu)u,, (1.38)
i=k
et ¢y, = Awi)A(u) ... A(uy) pour i > k, et ¢y, = I, [ |

La classe des systémes non linéaires a temps discret U—uniformément observables -introduite
initialement par Gauthier et Kupka [57] dans le cas temps-continu - a été caractérisée par Be-
namor et al. dans ([14], [15]).

24



1.3. Estimation d’état : les différents types d’observateurs

1.3 Estimation d’état : les différents types d’observateurs

Apres la breve présentation des conditions d’observabilité pour les différents systemes utili-
sés dans ce manuscrit, nous allons citer quelques approches d’observation de 1’état évoquées
dans la littérature. Nous nous intéressons particulierement au filtre de Kalman Etendu (EKF),
au filtrage optimal des systémes singuliers temps discrets, a I’approche d’estimation a horizon
glissant et aussi aux observateurs d’état des systemes non linéaire basés sur une approche LMI.

1.3.1 Filtre de Kalman Etendu (EKF)

Le filtre de Kalman étendu est I’'une des techniques d’estimation les plus populaires et large-
ment étudiées dans le domaine d’estimation de 1’état des systemes dynamiques non linéaires.
Ce filtre étendu consiste a utiliser les équations du filtre de Kalman standard sur le modele non
linéaire linéaris€ par la formule de Taylor au premier ordre.

Ce filtre étendu a été appliqué avec succes sur différents types de procédés non linéaires. Mal-
heureusement, les preuves de stabilité et de convergence établies dans le cas des systemes li-
néaires ne peuvent étre étendues de maniere générale au cas des systemes non linéaires. Dans
un environnement déterministe, une preuve de la convergence du filtre de Kalman étendu a
été établie dans Boutayeb, ef al. [25] et Boutayeb et Aubry [23] pour la classe des systemes
non linéaires a temps discret. Cependant cette convergence n’est que locale. L’analyse de la
convergence de cet estimateur reste a I’heure actuelle un probleme ouvert. Les nombreuses re-
cherches qui ont été menées sur ce sujet ont donné naissance a de nombreuses publications et
ouvrages [37], [63], [34], [33], [141], [31], [26], [25], [4].

Avant d’introduire le filtre de Kalman étendu, nous avons besoin d’introduire I’estimateur de
Kalman standard pour les systemes linéaires a temps variant (LTV). Nous abordons les deux
cas, les systemes a temps continu et les systemes a temps discret.

— Cas des systemes LTV a temps continu :
Pour le systeme stochastique LTV de la forme

x = A(x+ Bu+ v (1) (1.39a)
y = C@)x+v(1) (1.39b)

le filtre de Kalman standard est donné par :
x=AMX + B(t)u + PC"(OR'(y — C(1)%) (1.40)

ou P est la solution symétrique et définie positive de I’équation de Riccati suivante :
P=AP+PA" + Q- PC'R'CP. (1.41)

— Cas des systemes LTV a temps-discret :
Pour le systeme stochastique LTV de la forme

Xir1 = Akxk + Bkl/lk + v, (1423)
Vi Ckxk + wy (142b)
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le filtre de Kalman standard est donné par :

X1 = Xap + Kk+l(yk+1 - Ck+l-£k+l/k); (1.43a)
-1
Py = (Pl;il/k + C/Z+1R/;+11Ck+l) 5 (1.43b)
Birie = Acli + By (1.43¢)
Py = AkPkAZ + Oy (1.43d)
-1
Kii = PuinCli(CiaPanCl, + Ri) (1.43¢)

ou Py = ul, > 0. %, et X, sont ’estimation et la prédiction de 1’état x,,,. Les matrices
P, et P, sont les covariances des erreurs d’estimation et de prédiction. O, et R,.; sont des
matrices de pondération dépendant des variables stochastiques v, et w.

Le filtre de Kalman étendu [78] est une extension directe du filtre de Kalman standard en rem-
placant les matrices d’état et de sortie, A, C du systeme linéaire (1.39) ou (1.42) par les jaco-
biennes des non-linéarités du systeme en question.

Considérons le systeme non linéaire suivant :

X = flx,u)+ () (1.44a)
y = h(x,u) + w(t) (1.44b)

L’EKF s’exprime de la maniere suivante :

= f(&u)+ PHE wR 'y — h(%,u)) (1.45a)
P = FG&uP+PFG&u) +Q— PHG, u)' R H(&, u)P (1.45b)

-

o
X=X

0
F(x,u) = a—ip(x, u)

. oh
H(X,u) = a(x, u)

x=x

Ce type d’estimateur a été utilisé dans [81]. La convergence a été établie en utilisant la théorie
de la contraction [98], [99], [153].

Dans le cas des systemes a temps discret de la forme :

X1 = (o w) + Gy (1.46a)
Yo = h(x,u) + Dewy (1.46b)

I’EKF est donné par :
et = X + Kisrn (L.47)
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ou
Py = (In - Kk+1Hk+1)Pk+1/k§ (1.48a)
Revie = (Ko we); (1.48b)
Poy = FPF+ 0y (1.48¢)
-1

K = Pk+1/kaT+1(Hk+1Pk+l/kHZ+1 + Rk+l) ; (1.48d)
€1 = Yirr — M Xeeryis Ups1)s (1.48e)

. of
Fo = F(&,u)= a(xk, ;) Ll (1.48f)

N oh
H, = HG,w) = a(xk, u) e (1.48g2)

Ol\.lP():ﬂIn>0.

Il est courant de choisir en pratique, pour 1’optimalité du filtre de Kalman étendu, Q, et R;,,
comme les matrices de covariance des bruits du systéme et des mesures, i.e :

Qk = GkGZ, Ry = Dk+1D{+1-

Ce choix est valable sous certaines conditions (rappelées dans [5]). Dans un contexte détermi-
niste, la syntheése de Q, et R,,, joue un rdle primordial dans I’amélioration des performances
du filtre de Kalman étendu. Pour plus de détails sur ce dernier point, nous invitons le lecteur a
consulter [49], [48], [31], [129] et [130].

1.3.2 Filtrage optimal des systemes singuliers temps-discret

Nous considérons le systeme singulier discret suivant :

Exk+1 = Axk + Bl/lk + Wy (1.493)
y=Cx; + v (1.49b)

ou x est le vecteur d’état, u celui des entrées mesurées et y celui des sorties mesurées, avec E

etA e R, B e R™ et C € R™. Les vecteurs w et v sont des processus stochastiques centrés
gaussiens et blancs vérifiant

T
w; w;
Vj Vi
ouod; = 1sii= jeto; = 0 sinon. L’état initial x, est indépendant des bruits w et v, et est
distribué selon une loi gaussienne de moyenne X, et de covariance P,.

T S
ST

0

ijs

T S
avec >0etR>0 (1.50)
ST R
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1.3.2.1 Filtrage optimal des systemes singuliers dans la littérature

Le filtrage optimal des systemes singuliers a été introduit par Dai [38] en se restreignant aux
hypotheses suivantes sur (1.49) : r = n et det(sE — A) # 0. Il propose un estimateur optimal
au sens des moindres carrés, le systeme (1.49) étant supposé causal. La régularité du faisceau
de matrices (sE — A) lui permet de construire les transformations P et Q définies dans (1.19) en
obtenant M = 0.

Wang and Bernhard [154] ont étendu les résultats de Dai [38] en considérant le cas ou le faisceau
de matrices (sE — A) n’est pas régulier, les matrices E et A pouvant étre rectangulaires (r # n).
Sous I’hypothese que le systeme (1.49) est causal et que

E

rang [E T] = r etrang =n. (1.51)

La définition 1.7 leur permet de décomposer (1.49) en un systeme équivalent

X1 = Fixi + Foxop + Vivyg (1.52)
Yie = Cixip + wig (1.53)
Yo = CoXyp + Xop + Woy (1.54)

En utilisant le principe de la programmation dynamique, le filtre optimal est composé de 3
étages. Une prédiction de x;,,, est obtenue a partir de I’estimation de x,; et de x,,. Cette pré-
diction et la mesure y;,,; donnent une estimation de x,,,,. Cette estimation est utilisée avec la
mesure y,,,; pour avoir une estimation de x, ;..

Dans [38] et [154], le terme de couplage S est nul et les conditions de stabilité des filtres ne
sont pas données.

Des résultats plus généraux sur le filtrage optimal des systemes singuliers, avec des conditions
d’existence moins restrictives, sont proposés par Nikoukhah et al. [123], [122]. Une estimation
optimale de x;,; au sens du maximum de vraisemblance est donnée par :

T
APAT+T -S E| |AX + Bu,
ga=[0 0 1) =S* R C|| wa (1.55)
ET C" 0 0

avec une covariance de I’erreur d’estimation P;,, obéissant a la récurrence suivante :

T
APAT+T -5 E| [0

Po==[0 0 1]| -s* R c||o (1.56)
E" C"oof|1
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ou " désigne une pseudo-inverse quelconque (A = AAA). Si le triplet (E, A, C) est détectable et

T -S
si le quadruplet (E,A,C,|-ST R |) est stabilisable, alors la séquence P,,; converge vers une
1
solution P donnée par
APAT+T -S E ' 0
P=-lo 0 1| -s R c|]o (1.57)
ET C™ 0f |I

et I’estimateur obtenu en remplacant P, et P dans (1.56) est stable.

Les équations (1.56) et (1.57) sont appelées respectivement équation de Riccati généralisée aux
différences a 3 blocs et équations de Riccati généralisée algébrique a 3 blocs.

I1 faut noter que les conditions de détectabilité et de stabilisabilité utilisées sont suffisantes mais
non nécessaires pour I’existence, 1’unicité et la stabilité de I’estimateur optimal (1.55). De plus,
si la détectabilité du triplet (E, A, C) suffit pour assurer I’existence d’un observateur stable pour
le systeme (1.49), elle ne garantit pas a elle seule la stabilité du filtre optimal.

1.3.2.2 Filtrage optimal des systemes singuliers au sens des moindres carrés
Dans [44], [41], [159] et [42], les auteurs utilisent les hypotheses suivants :
S=0 et Q0>0 (1.58)

dans I’équation (1.50). IIs ont proposé un estimateur optimal au sens des moindres carrés pour
le systeme singulier (1.49) en minimisant le critére quadratique suivant

k-1
Z ||yk+1 - Cjei+l|k||12q—l + ||E)ACi+1|k - Ajei\k - Buk”zQ—l (1.59)

i=1

N N _ 1
Jie (Rie) = §||x0|k - xo”ial + 5

En posant X, = %, le filtre optimal est donné par [44] et [159]
R = Pio (ET(Q + APATY ' (Afy + Buy) + C'R 'y (1.60)
avec la covariance de I’erreur d’estimation suivante :
Puy = (ET(Q+APATY'E+C'R7C) (1.61)

En définissant I’estimabilité pour le systeme (1.49) par la possibilité de reconstruire de maniere
unique 1’état x;, lorsque w;, = 0 et v, = 0, et en utilisant les informations contenues dans x,,
dans les mesures y; et dans les entrées u;, pour i € [0; k], [44] et [159] ont démontré que les
conditions nécessaires et suffisantes d’existence et d’unicité de cet estimateur sont la détectabi-
lité du triplet (E, A, C) pour des valeurs finies et la détectabilité a I’infini de la paire (E,C). A
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partir de cette démonstration, un lisseur optimal a point fixe a ét€ proposé dans [157].
La stabilité de I’estimateur (1.60) et la convergence de la séquence (1.61) ont été étudiées dans
[39], [41] et [43]. Des conditions nécessaires et suffisantes ont €té énoncées dans [43] en trans-

formant le systeme (1.49) de la facon suivante :

Sous I’hypothese de détectabilité a I’infini, il existe des matrices orthogonales U et V telles que

=U 1’4 (1.62)

C 0

ou ), > 0 est une matrice diagonale positive. A partir de la décomposition en valeurs singulieres
(1.62), nous définissons les matrices A, B, G, C, O, R and S

A VTA
Ul | = 2 _ (1.63a)
0 C
B 0 V'B
U’ = 2 (1.63b)
0 I G
0 VT QV V'S
U’ 0 = Z_ vy 2 _ (1.63¢)
0 R STVY R

En insérant (1.62)-(1.63c) dans les équations du filtre (1.60)-(1.61), nous obtenons I’estimateur
suivant

%1 = A% + Bug, + K, ()_’k+1 - C)Ack) (1.64a)
Pea = APAT — (APCT +5)(CPCT +R) (APCT +3) +0 (1.64b)
K= (AP,CT +3)(CP.CT +R) (1.64¢)
_ Uy - _
Uiy = et Vi = —Gliyy, (1.64d)
Vi1

dont la forme est proche de celle du filtre de Kalman prédicteur, d’ou I’appellation de filtre
de Kalman généralisé pour (1.60)-(1.61) et d’équation de Riccati généralisée aux différences
(GRDE, «Generalized Riccati Difference Equation ») pour (1.61). Définissons les matrices sui-
vantes

A'=A-SR'C et O*=Q0-SR'S’ (1.65)

Ainsi, la paire (E, C) étant détectable a I’infini et P > 0, les conditions nécessaires et suffisantes
de stabilité du filtre de Kalman généralisé pour (1.60)-(1.61) et de convergence de la solution
P,,, de la GRDE (1.61) vers I’'unique solution P de I’équation algébrique de Riccati généralisée,
appelée GARE «Generalized Algebraic Riccati Equation »,

-1

P=(E"(Q+APA") 'E+C'R'C) (1.66)
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sont directement déduites des résultats présentés dans [47] pour le filtre de Kalman et 1’équation
de Riccati

sl —A°

ran
s C

=n, VYseCetls|>1 (1.67a)

rang sl - A* Q"' =n, VseCetls|=1 (1.67b)

Lorsque r = n et det(sE — A) # 0, une version fréquentielle du filtre de Kalman généralisé
stationnaire (1.60) et (1.66) a été proposée dans [158] en utilisant les fonctions de transfert.

1.3.3 Approche d’estimation a horizon glissant

Il est bien établi que le filtre de Kalman est 1’estimateur d’état optimal pour les systemes li-
néaires sans contraintes avec des bruits entachant I’état et la mesure. De multiples systemes
physiques, cependant, présentent une dynamique non linéaire et ont des états qui subissent des
contraintes, telles que des concentrations ou des pressions non négatives. Par conséquent, le
filtre de Kalman n’est plus directement applicable. En réponse a cela, des estimateurs d’état
non linéaires de différents types ont ét€ proposés (voir Soroush [144]). Nous concentrons notre
attention dans cette sous-section sur la méthode MHE (Moving Horizon Estimation).

L’idée de la méthode MHE date du début des années quatre-vingt-dix. Le principe est de mini-
miser un critere sur une fenétre de temps, d’un instant antérieur jusqu’au temps courant, celle-ci
étant déplacée a chaque pas d’échantillonnage. Le critere est calculé a partir des mesures et de
leur simulation, les degrés de liberté de la minimisation correspondant a 1’état initial de la fe-
nétre, au minimum. Le critére est une mesure de la différence entre les sorties simulées et les
sorties réelles. En général, le critere est quadratique, et son minimum correspond aux sorties
simulées les plus proches des sorties réelles. En 1’absence de perturbations, son minimum est
nul. Par contre, lors d’une perturbation, ce n’est pas le cas généralement. Les sorties simulées
sont obtenues a partir du modele du procédé.

On minimise donc un critere sur une fenétre. Le degré de liberté correspond a la taille de 1’es-
pace d’état, au minimum, et chaque évaluation du criteére correspond a une simulation d’un
modele sur le temps correspondant a la fenétre. C’est pourquoi ces méthodes sont tres exi-
geantes en colt de calcul, elles font appel a une simulation numérique, et a la minimisation
d’une fonction dont chaque évaluation nécessite cette simulation.

Lorsque le modele est linéaire stochastique, et sous couvert de bonnes hypotheses sur les bruits
et de bien paramétrer les matrices de pondération, on peut démontrer que la minimisation d’un
critere quadratique sur un horizon glissant est équivalente au filtre de Kalman, et donc corres-
pond au maximum de vraisemblance pour les modeles gaussiens [78].

La méthode MHE est une stratégie pratique pour contourner les difficultés de calcul associées
a D’estimation basée sur I’optimisation. Elle a été traitée par plusieurs auteurs. La premicre
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application de la méthode MHE aux systemes non linéaires peut étre trouvée dans [77]. La
stratégie utilisée par les auteurs ignore les perturbations et les contraintes, et tente d’estimer
seulement 1’état initial du systeme. La méthode a horizon glissant pour les systemes linéaires
sans contraintes a été aussi discutée dans [148] et [90]. [16] a étudié la stratégie de 1’horizon
glissant pour I’estimation de 1’état comme extension logique de la commande prédictive. [88]
et [95] I'ont étudié pour la réconciliation de données non linéaires. [18] a étudié I’aspect nu-
mérique et statistique relié a 1I’optimisation basée sur la réconciliation de données non linéaires.
[107] et [19] ont étudié la stratégie multitiche pour la méthode MHE et 1’avantage d’incorporer
des contraintes dans 1’estimation. [53] a étudié la stabilité de la méthode MHE linéaire sans
contraintes avec filtrage et mise a jour lisse. La méthode MHE a été appliquée sur les systemes
hybrides par [13] et aussi sur les processus de polymérisation de la compagnie Exxon chemical
par [134]. La méthode MHE étant formulée comme un probleme d’optimisation, il est possible
de manipuler explicitement les contraintes d’inégalité. [132] et [131] ont étudié I’interprétation
probabiliste des contraintes dans I’estimation. [116] et [118] ont dérivé quelques conditions
préliminaires de stabilité de 1’estimation de I’état avec des contraintes d’inégalité. Dans [126]
et [128], deux algorithmes ont été proposés pour mettre en oeuvre la méthode MHE. En plus, la
stabilité et la convergence de ces algorithmes ont été établies.

Considérons le systeme non linéaire bruité suivant :

Xt = f (k) +wy, (1.68a)
Vo = 8(xk)+wy, (1.68b)

avec x, € Xy, v € Vi, w, € W,. Nous supposons que, pour tout k& > 0, les fonctions
fi : Xi x W, — X et g : Xy — R etles ensembles X; c R”, W, c R" et V, C R” sont
fermés avec 0 Cc W, et 0 € V,.

La solution de I’équation (1.68) a I'instant k, avec 1’état initial z a I’instant / et la séquence
de perturbations d’entrée {w;}*_, est donnée par x(k,z,[,{w;}). Notons que y(k,z,1{w;}) =
g (x (k,z,1,{w;})) indique la sortie de I’équation différentielle (1.68) a I’instant k quand 1’état
initial est a I’'instant / et la séquence de perturbation d’entrée est {w j}’]‘.zl. x(k,z,)ety(k,z,l) =
gi (x (k, z, 1)) seront utilisées pour indiquer les réponses sans bruit. Notons que la différence entre
v et y(k,z,1) est la suivante : y, est le vecteur qui indique la sortie mesurée a 1’instant &, tandis
que y (k, z, 1) indique la sortie prédite a I’instant k lorsque la condition initiale a I’instant / est z
et la séquence de perturbations est {w;}_,.

Le probleme de I’estimation avec contraintes, pour tout 7 > 0, est formulé de la facon suivante :

P\(T) @7 = r{ni}rrlf]{CDT (X0, {wi}) © (X0, {wie}) € Qr} (1.69)

ou la fonction objectif est définie par :

T-1
7 (o, {wih) = ) L wi, v) + T (x), (1.70)
k=0
avece
L W v) =l we I+ 1 vi s (1.71)
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ol les matrices R et Q sont des matrices définies positives, || x |}, .= x"Q'xet || x |5, = x"R'x.

L’ensemble des contraintes est défini par :

x(k,x0,0,{w;}) € X;, k=0,...T,
Qr =3 xo, W) : weeWw,, k=0,...(T-1), , (1.72)
e =y —y(k,x,0,{w;}) eV, k=0,...(T-1)

et vy = y — y(k, %,0, {w;}). La pénalité initiale I' (-) résume I’information a priori a I’instant
k = 0 et satisfait ' (Xy) = 0, ou X, € X, est la valeur approximative a priori de x,, et I'(x) > 0
pour x # X,. La pénalité initiale est définie par :

L(x) = (x— %) T, (x— ), (1.73)
o1 TT, est une matrice définie positive. La solution du probléme P, a I'instant 7 est la paire :
(For—1» Ohur-1)15))

a partir de cette paire optimale, nous pouvons calculer I’estimateur {&_,}|_, de la séquence {x}.
N’oublions pas que la séquence {&,r_,};_, est la solution de I’équation (1.68) avec I’estimé de
I’état initial £,;_, a I’instant k = 0 et la séquence de perturbations {Wy;_,}/_,. Afin de simplifier
les notations, nous écrivons : X; = X;,_; ou £, = X,_;. Considérons un instant 7" et supposons que
les sorties y(t), t =0,..., T — 1 sont disponibles. L’observateur a information complete (FI :
Full Information) est défini comme un estimateur d’état obtenu par la résolution du probleme P;.

Les matrices Q et R ponderent respectivement la déviation entre 1’état mesuré et 1’état pré-
dit, la sortie mesurée et la sortie prédite. Dans un raisonnement probabiliste, les deux matrices
doivent étre choisies comme des matrices de covariance des bruits w et v; I'y doit refléter la
confiance faite sur le choix de I’état initial. L’observateur FI utilise toutes les données dispo-
nibles y(¢), t = 0,..., T — 1 pour reconstruire la trajectoire de 1’état. L’utilisation de toutes
les informations disponibles est souhaitable pour 1’estimation, mais cela représente un incon-
vénient du point de vue calcul. En effet si 7 augmente, la taille du probleme d’optimisation
P, augmente aussi. Pour palier a cet inconvénient, la notion d’un horizon fixe et glissant a été
introduite. C’est dans ce contexte que la stratégie d’estimation a horizon glissant s’inscrit.

Considérons un instant de temps 7 et M € N, un horizon fixe. En utilisant la programmation
dynamique, on peut réécrire les équations (1.70) comme suit :

T-1 T-M-1
O (xo, Wiz ) s = D Awe I + vl + D Awe I + Nl ve I +
k=T-M k=0
r (-%()lT—l s AWhr-1 }Z;()l) (1.74a)

On peut vérifier facilement que la quantité

T-1
D lwe s+ 1 v I,

k=T-M
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dépend seulement de 1’état x;_y, et la séquence de perturbations {w;}/_}_,,. En exploitant les ré-

sultats de la programmation dynamique, nous pouvons établir I’équivalence entre le probleme
d’estimation a information compléete et le probleme d’estimation a fenétre de taille fixe. A partir
du principe d’optimalité, nous remplacons les équations (1.69) - (1.71) par I’expression quadra-
tique équivalente suivante :

T-1
O, = min Y (I wi B v IBe) + Zro (o) (1.75)
Xr-m AWK },Z;,l-,M =T-M

sous 1’ensemble des contraintes (1.68) et ou :

Z.(p) = min {®(xo, {wi}) : x; = p}.

xo,{wiliZy

La structure générale de I’estimation a horizon glissant est fournie par le programme mathé-
matique (1.75). Dans le premier programme (1.69) nous considérons que toutes les mesures du
processus sont disponibles, mais dans I’estimation a horizon glissant, nous prenons seulement
en compte les M dernieres mesures. Nous indiquons que la taille du probleme d’optimisation
(1.75) est bornée et que la pénalité Z;_,, est appelée colit d’arrivée. Si le systeme est linéaire
et sans contraintes, on peut calculer ce colit d’arrivée a partir de la mise a jour récursive de la
matrice de covariance du filtre de Kalman. La stratégie MHE a principalement deux degrés de
liberté : la pénalité initiale et la longueur minimale de la fenétre d’observation M. Ces deux
parametres doivent €tre ajustés pour garantir la convergence.

Le cofit d’arrivée fournit une méthode générale pour la compression des données du processus.
Pour montrer comment calculer le cotit d’arrivée, prenons le systeme linéaire suivant :

Xe+1 = Axk + GWk, Vi = ka + v

pour lequel nous ignorons les contraintes X;, W, et V,. En utilisant la formule de mise a jour de
la matrice de covariance de I’erreur d’estimation du filtre de Kalman,

I, = GOQG" + All;_ A" — All;_,C"(R + Cll;_,C")"'CIT;_, A" (1.77)
alors nous pouvons remplacer le colt d’arrivée par :
Zr(x) = (x = &) T (x — %) + @}, (1.78)

ou X7 représente I’estimateur optimal de x a I'instant T et @} est le colt optimal a I’instant T.
D’apres les arguments précédents, nous avons :

T-1
min @ (o, (wd) = min > (lwel + lve li) +

x0-{wk}{ ) xr-sn Wil Sr_y k=T—M
A 2 *
| Xr-m = Xrm ”H}lM +D7_y.

Nous pouvons retrouver le filtre de Kalman en considérant ’horizon M = 1. Cependant, nous
obtenons :

_ T p-l T -l
Or(xr_1,wr) = v Rve +wp QO wry +

A T — A
(Xr_1 — Xr_1) HTl_l (xr_1 — Xr_1) .
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Pour trouver min @y, par rapport a wy_; et x;_;, nous remplacons le résultat d’optimisation dans
I’équation du modele, apres quelques calculs, nous obtenons le filtre de Kalman :

.%7‘ = A)%T—l + L(yT - CA)/(\:T_])

L = AHT_ICT(R + CHT_]CT)_I.

Malheureusement, une expression algébrique du colit d’arrivée n’existe pas en présence de
contraintes ou si le systeme est non linéaire. Pour faire face a ce probleme, nous avons be-
soin de générer une expression algébrique approximative du cotit d’arrivée. Dans Rao [126], le
modele est approximé par la série de Taylor du premier ordre autour de la trajectoire estimée
{X}i_,- Cette stratégie rapproche le cott d’arrivée avec la formule de mise a jour de la matrice
de covariance de I’erreur d’estimation du filtre de Kalman étendu. Reconsidérons le systéme
(1.68) et prenons les approximations suivantes :
_ 0g(x)

RN
ka fCT’ ¢ 0xk )?T,

Ay

nous obtenons la matrice de covariance de ’erreur d’estimation du filtre de Kalman étendu a
partir de 1’équation :

[, = O+ Ar(IT; — II;CL(R + C,I1,C}) "' C,I1)AL. (1.81)

L utilisation du filtre de Kalman étendu pour approximer le cofit d’arrivée a plusieurs avantages.
Dans le cas ol nous n’avons pas de contraintes, 1’estimateur précédent est un filtre de Kalman
étendu.

Nous reformulons le probleme de 1’estimation a horizon glissant par la fonction quadratique
suivante :

;= min &;( (wd), (1.82)

avec les contraintes
Yot = f (X we, k) + wy, (1.83a)
Vo = g&k)+vy, (1.83b)

ou x; € Xy, vy €'V, w, € W, et la fonction objectif définie par :
T-1
Or @ twih) = ) (lwe Iy + e )+ 2= %2 1, + 5y (1.84)
k=T-M

avec : x; := x(k — (T — M), z,{wD etv, =y —y(k,z, T — M, {w}}).
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Le cofiit d’arrivée de la méthode MHE ¢:. est une approximation du cofit d’arrivée de 1’infor-
mation complete ¢; obtenu par le remplacement du cotit d’arrivée Z;_,,(z) par I’approximation
quadratique || z — 23", ”121;,1M + ®&:_, . La paire (", I1;_,) récapitule 1’information a priori a
I'instant 7 — M. Le vecteur £ = est I’estimateur d’état a horizon glissant a I’instant 7 — M et la
matrice I1;_,, est une solution de 1’équation (1.77) avec la condition initiale I1,. Pour T < M, le
probléme de I’estimation a horizon glissant est équivalent a celui de 1’estimateur a information
complete, alors (i)T = @;. La solution de (1.84) a I’'instant T est la paire unique (z*, {WZ’T?A },{:‘Tl_ M),

et a partir de cette paire optimale, nous calculons 1’état estimé {&}7_,}/_,_,,, ol

&= x(k = (T = M),z (W")). (1.85)

Cette formule de MHE a été proposée pour la premiere fois dans [116] et [133].

1.3.4 Observateurs d’état des systemes non linéaires : approche LMI

Malgré I’intérét porté, durant ces dernieres décennies, au probleme d’observation de 1’état des
systemes non linéaires, peu d’attention a été prétée aux systemes a temps discret. On ne trouve
dans la littérature qu’un nombre réduit de méthodes destinées a 1’étude de cette classe de sys-
temes. L une d’entre elles consiste en I’utilisation du filtre de Kalman étendu (EKF) [23], [130],
[28]. Nous nous intéressons dans ce paragraphe a la classe des systemes lipschitziens a temps
discret. Notons que la plupart des approches concernant la classe des systemes lipschitziens a
temps continu ne peuvent €tre transposées directement au cas des systemes a temps discret. En
effet, dans la variation de la fonction de Lyapunov, il apparait un terme additif (positif) empé-
chant de compléter la procédure de synthese. Dans cette section, nous abordons le probleme de
synthése d’observateurs d’état des systemes non linéaires lipschitziens a temps discret. Cette
approche utilise la condition de Lipschitz conjointement avec 1’inégalité classique de Lyapu-
nov. Nous constatons d’une part que plusieurs résultats sur I’observation d’état pour la classe
des systemes lipschitziens, dans le cas continu, ont été publiés (par exemple, [1], [130], [125],
[165], [124] et [29]). D’autre part, dans le cas discret, il n’y a pas beaucoup de résultats pour
cette classe de systemes (voir [6], [160] et [74]).

Considérons I’ensemble des systemes non linéaires suivant :

x(k+1) = Ax(k) + f(x(k), u(k)) (1.86a)
y(k) = Cx(k) (1.86b)

ou x € R”" est le vecteur d’état du systeme et y € R” le vecteur de sortie. A et C sont des
matrices constantes de dimensions appropriées. f : R" X R” - R" est une fonction non linéaire
lipschitzienne par rapport a x, c’est-a-dire :

1fCers 1) = f O, wll < Yl = X (1.87)

pour tout x;, x, € R" et y > 0 indépendant de u.

L’ observateur correspondant au systeme (1.86) est de type Luenberger et il s’écrit de la maniere
suivante :
Xk +1) = Ax(k) + f(x(k), u(k)) + L(y(k) — Cx(k)) (1.88)
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ou (k) est I’état estimé de x(k).

Le probleme de la synthese de I’observateur (1.88) revient a déterminer le gain constant L, as-
surant la convergence asymptotique de I’erreur d’estimation vers zéro.

Comme nous 1’avons mentionné plus haut, le probleme principal dans le cas des systémes a
temps discret est la présence d’un terme additif positif qui apparait au niveau de la variation de
la fonction de Lyapunov. Pour éviter cet obstacle, nous avons utilisé un nouvel artifice de calcul
en réécrivant la propriété de Lipschitz autrement. Ceci mene au théoréme suivant :

Théoreme 1.1. ([6]) L’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers [’ origine s’il existe
deux matrices P = P" > 0 et R de dimensions appropriées et un scalaire positif T tels que la
LMI suivante soit faisable :

~P+1y’l, ATP-C'R A"P-C'R

(%) P—1l, 0 <0 (1.89)
(%) (%) -P
et alors le gain L est donné par L = P'R”. [

1.4 Conclusion

Ce chapitre a été consacré essentiellement a quelques rappels sur I’observabilité des systemes
linéaires et non linéaires et aux différents types d’observateurs d’état cités dans la littérature.
Nous avons exhibé quelques rappels, indispensables pour comprendre la suite de ce travail, sur
les propriétés structurelles des systemes singuliers. Ensuite, 1’observabilité des systemes sin-
guliers et des systemes non linéaires a été présentée. Avant de terminer ce chapitre, un état de
I’art qui regroupe quelques méthodes de synthese d’observateurs pour les systemes linéaires et
non linéaires est abordé. Nous avons évoqué brievement : le filtre de Kalman étendu, le filtrage
optimal des systemes singuliers, I’approche MHE et la synthese d’observateur pour la classe
des systemes Lipschitziens a temps discret.
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2

Estimation a horizon glissant pour les
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Chapitre 2. Estimation a horizon glissant pour les systemes singuliers

2.1 Introduction

Les modeles algébro-différentiels représentent les phénomenes physiques dont la dynamique ne
peut pas étre décrite uniquement par des équations différentielles ordinaires. Comme leur nom
I’indique, ces systemes se traduisent par un ensemble d’équations différentielles, en général
non ordinaires, et un ensemble de contrainte algébriques. L’estimation de 1’état des systemes
algébro-différentiels est un probleme partiellement résolu. De nombreux travaux existent dans
la littérature pour résoudre le probleme de I’estimation de 1’état des systemes singuliers ou
algébro-différentiels. Pour une bonne introduction aux systemes singuliers, le lecteur intéressé
peut consulter les références cités dans les theses de Zasadzinski [157], Bassong-Onana [10] et
Marx [106].

Dans ce chapitre, nous traitons le probleme de 1’estimation de I’état des systemes singuliers
en utilisant I’approche d’estimation a horizon glissant (MHE). La stratégie de base de la mé-
thode MHE est de transformer le probleme d’estimation en un probléme a critere quadratique
en utilisant une fenétre de taille fixe glissante. Cette fenétre est nécessaire pour limiter la taille
du probleme quadratique. Dans le cadre de la méthode MHE, seulement une quantité fixe de
données de mesures est utilisée pour résoudre le probleme d’optimisation. En conséquence, un
échantillon des anciennes données est écarté des qu’un nouvel échantillon devient disponible.
Pour les systemes non linéaires, le probleme de la synthese d’observateurs de ce genre de sys-
temes a été abordé sous un angle différent en utilisant la méthode MHE par Grizzle et Moraal
[64], Michalska et Mayne [108], Moraal [113], Michalska et Mayne [109], Moraal et Grizzle
[114]. L objectif de ces méthodes consiste a fournir des solutions numériques issues des algo-
rithmes de minimisation, en transformant le probleme classique d’estimation dynamique en la
résolution, au sens des moindres carrés, d’un systeme d’équations non linéaires. L’ utilisation de
ces algorithmes dans le passé était souvent coliteux au niveau de temps de calcul. Cet obstacle
est surmonté grace au progres accéléré de capacité de calcul et de mémoires des ordinateurs.
L’intérét d’une telle approche est d’offrir un compromis entre les méthodes récursives et non
récursives, et de pouvoir utiliser les avantages de ces dernieres, en limitant le colit de calcul.

L’estimation de 1’état des systemes singuliers est un probleme partiellement résolu. Dans le cas
linéaire, le filtre de Kalman généralisé est présenté comme une solution aux problemes d’esti-
mation. Pour construire ce filtre, nous devons utiliser toutes les mesures disponibles. Dans la
réalité, les systemes subissent généralement des contraintes telles que : des états positifs, des en-
trées bornées, une partie seulement des données est disponible, ezc. Comme le filtre de Kalman
généralisé ne peut pas prendre les contraintes en compte, 1’approche MHE sera proposée. Dans
ce chapitre, nous nous intéressons au cas ou une partie seulement des données est disponible.
Nous allons proposer deux estimateurs optimaux, au sens des moindres carrés et au sens de la
variance minimale. Notons que 1’utilisation de 1I’approche MHE dans I’estimation a variance
minimale pour les systemes singuliers n’a pas €té traité dans la littérature.

La section 2.2 traite le probleme de I’estimation de 1’état des systemes singuliers aux sens des
moindres carrés. Une approche MHE est présentée. Lorsque le modele est singulier stochas-
tique, et sous couvert de bonnes hypotheses sur les bruits, et de bien paramétrer les matrices
de pondération, on peut démontrer que la minimisation d’un critere quadratique sur un horizon
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2.2. Estimation a horizon glissant au sens des moindres carrés

glissant est équivalente au filtre de Kalman pour les systemes singuliers, et donc correspond au
maximum de vraisemblance pour les modeles gaussiens.

Dans la section 2.3, en se basant sur le résultat de la section précédente, I’approche de 1’es-
timation a horizon glissant est appliquée cette fois pour I’estimation de I’état et des entrées
inconnues des systemes linéaires.

Enfin dans la section 2.4, nous nous intéressons a I’estimation a variance minimale. Le pro-
bleme de la syntheése d’observateur des systemes singuliers est abordé en utilisant la technique
d’estimation sur une fenétre glissante. L’analyse de convergence de I’estimateur MHE est abor-
dée.

2.2 Estimation a horizon glissant au sens des moindres carrés

Les systemes singuliers ont été introduits pour décrire la dynamique de certains systemes li-
néaires pour lesquels la représentation d’état standard n’est pas applicable. L’estimation de
I’état pour un systeme singulier a été traitée par plusieurs auteurs [38], [43], [44], [42], [122],
[121], [161], [162], [75] et [76]. Dans la majorité de ces articles, la solution du probleme d’esti-
mation de I’état des systemes singuliers est présentée sous forme du filtre de Kalman généralisé.
Dans cette section, nous nous sommes intéressés a 1’étude du probleme de filtrage de Kalman
dans un cadre déterministe qui est étudié, surtout, dans [43], [44], [75] et [76]. Nous proposons
une solution, basée sur I’approche MHE, au probleme de I’estimation de 1’état des systemes
singuliers dans un cadre déterministe.

Plusieurs auteurs se sont intéressés a 1’utilisation des résultats de la commande prédictive afin
d’appliquer la méthode de 1’horizon glissant dans 1’estimation de 1’état et des parametres des
systemes linéaires et non linéaires. Cette technique d’estimation utilise I’optimisation en ligne
(temps réel) d’une facon analogue a celle de la commande prédictive (MPC) [117], [133], [97],
[127], [126], [128].

2.2.1 Formulation du probléme

Nous considérons, dans un premier temps, un systeme singulier linéaire et invariant décrit par
les équations a temps discret suivantes :

E.xk+1 = ka + wy, k= O, 1,2, (213)
Hx, + v, (2.1b)

Lk

ou x;, € R" est le vecteur d’état, 7, € R™ est le vecteur de mesures, w, € R’ est le vecteur de
bruit d’état et v, € R™ est le vecteur de bruit d’observation. E € ‘R”*", dans le cas ot p = n la
matrice E est singuliere. F € R”" et H € ‘R™" sont des matrices constantes. Aucune hypothese
n’est exigée sur les bruits.
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Chapitre 2. Estimation a horizon glissant pour les systemes singuliers

Remarque 2.1. Le modele (2.1) constitue bien une représentation unifiée des systemes dyna-

miques linéaires. Cependant, plusieurs cas sont a distinguer selon le rang de la matrice E :

- Sirang(E)=r = p = n, alors E est inversible et (2.1) est un systeme linéaire "standard" ou
explicite,

- Sirang(E)=r = n < p, alors (2.1a) est décomposable en équations différentielles et en équa-
tions algébriques, et (2.1) est un systeme linéaire "standard" avec des contraintes algébriques
linéaires,

- Sirang(E)= r = p < n, alors (2.1) est un systeme linéaire "standard" a dynamiques par-
tielles.

- Sirang(E)=r, avec r < netr < p, alors (2.1) est un systeme linéaire "standard" a dyna-
miques partielles avec des contraintes algébriques linéaires.

|

Nous rappelons ici que X, est I’estimation de 1’état x; basée sur les mesures z; prises entre 1’ins-
tant O et I’instant k.

Le but de ce travail est d’appliquer la méthode MHE aux systemes singuliers linéaires. Nous
avons indiqué, dans le premier chapitre, que dans le cas de I’estimation a information complete,
I’utilisation de toutes les mesures disponibles z,, z;, ..., 2z pour reconstruire la trajec-
toire de 1’état est indispensable. L’utilisation de toutes les informations est souhaitable pour
I’estimation, mais cela représente un inconvénient du point de vue des calculs. Dans la méthode
MHE, I’état est estimé sur une fenétre comprenant les (N + 1) mesures les plus récentes. Celle-ci
est déplacée a chaque instant (pas d’échantillonnage). L’ ancienne information est incorporée en
utilisant I’estimée initiale X,_y qui est calculée a partir de I’ancien état filtré et de la matrice de
pondération P;_yy_y-.

Avant d’aborder I’estimation a information complete pour les systeémes singuliers, nous avons
besoin d’introduire les hypotheses suivantes :

E
Hypotheése 2.2.1. La matrice o est de rang plein colonnes (voir [44, 42, 122, 75]). |

2.2.2 Estimation a information complete

Dans cette section, nous allons traiter le probleme d’estimation a information complete dans le
cas déterministe. Généralement, une approche déterministe est utilisée lorsqu’aucune informa-
tion satisfaisante sur les perturbations v, et w, n’est pas disponible. Notons que dans le cas des
systemes linéaires standards, ce probleme est déja présenté dans le premier chapitre.

Le probleme général du filtrage déterministe des systémes singuliers est formulé de la facon
suivante [3] (voir p. 135)

min J, ({x0}) = x0 — %o ||12951 + |l zo — Hxo ||€/71
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pour k = 0 et
k—1 k
min J, ((x0,) =l %0 = %o B0 + Dl Exir = Fxi By + >l 2= Hx, I} (2.2)
i=0 Jj=0

sous les contraintes

wi = Expy — Fxy,

Vi = % — Hxy,

pour k > 0, ou || z |[;= z"Az. V et W sont deux matrices de pondération symétriques définies
positives. P, est une matrice de pondération, symétrique définie positive, associée a I’erreur
d’estimation de 1’état initial x;.

Avant de fournir une solution au probleme (2.2), introduisons le lemme suivant :
Lemme 2.1. [92] Considérons les matrices a, B, R et x de dimensions appropriées avec R > 0.
Le probléeme d’optimisation

mXin (@X —B)'R(aX - p) (2.3)

admet une solution unique si, et seulement si, la matrice a' Ra est non singuliére. i. ¢ X =
(a"Ra)'a"RB. (]

En se basant sur le lemme 2.1, on obtient le théoreme suivant qui fournit la solution optimale
de (2.2).

Théoreme 2.1. (Boulkroune et al. [21]) Si I’hypothése 2.2.1 est vérifiée, [’état estimé Xy qui
minimise le critere J, de I’équation (2.2) et la matrice Py, correspondant a la pondération de
U’erreur d’estimation de 1’état x;, sont donnés par

1T

I
Xige = = Er+ O &Bs (2.4a)
~
\
| S0 |
~T
I 1
B 0 B ., 0
Py = > (B + Q0 Eay (2.4b)
- -
=10 S0
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pour k>0, avec Py=(Eo+Qy)"', B,= [ zr zr, ... Z0 0 7} ]T ;
QY 0 _ 0 X Qa; Q
oo 0. T aor =m0 |1 YT | e
w0
Qo =2,Q%), Ey=0, gy=X,Q, Q= >0, X=

0o v

-F 0 ) Xo
A = , Zi= pour 1<i<k, Zy= ,
0 i )
P’ 0 1 A 0...0
QO = 0 Vfl 0 — |: H ], a; = [ \17,1_/ et Qy = O

Démonstration 2.1. Pour tout k > 0, le probleme d’optimisation min J, peut étre réécrit sous

la forme suivante

n'i.in(mkxk - B R(AeX, — By)

ou
X A 0 0 O
o . 0 O
~—_—— N——
k-1 k-1
QIk = A
0 z
0 0
Xk
. Xi—1
‘Rk = dlag(Q, ey Q, Qo), X,dk =
——
k
- xo .

La solution de (2.5) est donnée par

ik\k = (%kamk)_l m:mk%k.

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

Puisque [ " } est de rang plein colonnes, alors R, I’est aussi. Par conséquent, comme R, est

inversible, alors U, R, A, est également inversible. Ceci implique ’unicité de la solution (2.8).

Le probleme d’optimisation (2.5) a une solution unique, si et seulement si, A; R, A; est inver-
sible. Cette derniere est inversible si et seulement si la matrice 2; est de rang plein colonnes en
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sachant que la matrice R, est inversible. La condition suffisante pour que 2, soit de rang plein

E
colonnes est que la matrice [ o ] soit de rang plein colonnes. Cette condition est vérifiée par

I’hypothese 2.2.1.

Pour k = 0, d’apres le lemme 2.1, nous avons
R0 = (WRAA) AR,B,
= (259020)_1 ZgQQZO
= (& + Qo)_1 808y
et
Py = (Eo+ Qo)_l . (2.9)

L’ étape initiale est donc vérifiée.

Pour £ > 0, nous avons

A X
X = | 4 w , B = Z (2.10)
xk—llk %k—l
et
E+ O = QIJZSRI(QII{
B Ty >TQaq,
af QY B+ O + o Qo
ou &, et O, sont définies dans le théoreme 2.1. En posant
P P
E+00" = | T, Q.11
P2l k P22,k
nous obtenons
ﬁk\k _ Pll,k P12,k Z Q 0 Zk
ik—1|k Py Py Ole 8k-1 By
et donc
) [ Z
Xie = [ P, Z'Q+ P12,ka’1{Q P28 ] % ‘ (2.12)
| k-1

I1 est a noter que nous devons calculer seulement P, et P,,,. Apres quelques manipulations
algébriques, nous obtenons

P1_11,k =X Q" + (B, + Qk—l)_]aZ)_]Z,
-1
Py =-P 2 (Q_l + (B + Qk—l)_la’Z) a(E + 0
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Par conséquent, I’équation (2.12) devient :
B = (PraZ" Q + Proya Q) Zi + Priogici Bicy

ou d’une maniere équivalente

_ -1 —_ _
X = Pll,kZT(I - (971 + a’k(E/H +0i1) 10’;{) X i (Boy + Qir) 10’/{)QZI<
-1
- Pll,kZT(ST1 + a’k(Ek—l'l'Qk—l)_la{) a’k(Ek—1+Qk—1)_lgk—l%k—l-

En remplacant o, Z,_,, Oi_1, &1 et B,_, par leurs valeurs, nous obtenons

-1
R = _Pll,sz (Q_l + APll,k—lAT) ARy
# P (1= (7 + APLLAT) APLLAT)QZ,

et donc, la formule de I’estimateur %, est donnée par

P T -1 \™! N
Xk = P11,kE (Q + APll,k—lA ) (Zk - Axk—l\k—l)-
Si nous prenons P, = Py, nous retrouvons la solution (2.4b). a

Remarque 2.2. Si E =1, w, ~ N (0, W) etvp, ~ N (0, V) la solution déterministe donnée par
le théoreme 2.1 est équivalente au filtre de Kalman standard [3], [83]. [ |

La relation entre la solution du probleme déterministe donnée par le théoreme 2.1 et I’expression
du filtre de Kalman obtenue par le raisonnement stochastique est présentée dans [75, 76], en
utilisant les hypotheses stochastiques précédentes et le lemme suivant.

Lemme 2.2. [122] Soit R € R™ une matrice non singuliére et A € R"™P une matrice de
rang plein colonnes. Alors, la matrice ATR™'A est inversible et les équations suivantes sont
satisfaites :

S 0 R A 0
(A R A) = —
I, a o I,
0 T -1
. R A I,
(AR'A) AR = .
L | |AT 0 0
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2.2.3 Estimation a horizon glissant

La méthode MHE est une stratégie pratique pour éviter les difficultés de calculs associées a 1’es-
timation basée sur I’optimisation. Cette méthode est considérée comme le dual de la commande
prédictive en prenant en compte certaines hypotheses. La méthode MHE minimise I’erreur qua-
dratique des bruits de 1’équation d’état et de mesure sous les contraintes d’égalité ou d’inégalité
-sur les bruits ou sur I’état- s’il y en a.

L’estimateur a information complete présenté dans 2.2.2 utilise toutes les mesures de la sortie
de I’instant 0 a I’instant k& pour obtenir 1’état estimé a I’instant k. Remarquons que la taille du
probleme augmente dans le temps. Avec le filtre de Kalman, 1’état optimal estimé a I’instant &
est déterminé de maniere récursive a partir de I’état optimal estimé et des mesures de la sortie a
I’instant k — 1. Dans la méthode d’estimation a horizon glissant, 1’€état optimal estimé a I’instant
k est déterminé de maniere récursive a partir de 1’état optimal estimé a I’instant k — N et des
N + 1 mesures les plus récentes en utilisant la formulation des moindres carrés suivante :

k—1 k
min J, ({0} ) =l %oy = Bow 120+ D N Exi = Fxi B+ D gy =Hx [}y (2.13)

i=k—N j=k-N
sous les contraintes
€N = Xpen — Xi-n>
wi = Exp — Fxg,
Vi = Zx — ka.

La condition initiale X;_y est la solution optimale déterminée a partir des N + 1 anciennes me-
sures.

1
Ty = Py’ (Q_1 + AP k—N—lAT) (Ziew = AXioy_ipen-1) (2.14)

ou la matrice de pondération initiale P,_y est la matrice P;_y;_y donnée par le théoreme 2.1.

Dans le cas ou k < N, ’estimateur d’état est déterminé par le théoreme 2.1. Supposons que
I’hypothese 2.2.1 soit vérifiée. Alors I'unicité de la solution optimale du probleéme min J, est
assurée. La solution du probleme (2.13) est donnée par le théoreme 2.2.

Théoreme 2.2. (Boulkroune et al. [21]) Si I’hypothése 2.2.1 est vérifiée, [’état estimé Xy, qui

minimise (2.13) est donné par
T

1 — =
fu=| | (B OOY) BT (2.15)
ol
< SOy 0 Q0
BN=| |, 0= . g = O, (2.16)
0 o o/ Q gl
Zy;
Zin =S OV =Plun BV=Ply ., et Ey=0. 2.17)
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Démonstration 2.2. Nous reprenons 1’idée de la démonstration du théoréme 2.1. Pour tout
k > N, le probleme (2.13) peut étre écrit sous la forme suivante :

min (X, - BEVY R (WX, — BEN) (2.18)

ou Ay, R, et X, sont donnés par (2.6) et (2.7) sauf que I'indice 0 des matrices initiales Z,, Q, et

Xoi est remplacé par k — N avec Q;_y = P,j_‘le_N etX,_y = 1.

En utilisant ’hypothese 2.2.1 et le lemme 2.1, la solution du probléme (2.18) est donnée par
ﬁk\k = (mz%k%{k)7] mzmk%ﬁ;N.
Pour k = k — N, nous avons

XNy = (QI/Z_NERk—N%Ik—N)_l QIZ_NER/CW%I(TN
= (ZZ_NQk—NZk—N)_l ZZ_NQk—NZk—N

= Xi-n-
Pour X,_y donné par (2.14), nous pouvons réécrire X;_y;_y comme suit

Q0 H Zix }

T ~k-N-1 s
a; Q 8o Xk—-N-1jk—=N-1

T -1

1
0

Y QY Y Qa,

T T ) Yk—N-1
a, QY a;Qa, +E) + QO

Xi-Nk-N = [

ce qui est équivalent a

T

1 — _
RNy = [0 }(51 + QIT_N_I) lgf_N_l%lf_N_] (2.19)

Ceci implique que I’étape initiale est vérifice.
Pour kK — N > 0, dans I’estimation a information compléte, nous avons montré que X, donné

par (2.4a), peut étre écrit par un algorithme récursif pour tout k£ > 0. De la méme fagon nous
déduisons que

T
1 — Nl o~
Ry = [0 ] (Bv+Oy"Y) VB (2.20)

Pour obtenir (2.15), il suffit de combiner (2.19) et (2.20). a

Avant de démontrer que I’estimateur donné par I’équation (2.15) est équivalent au filtre de Kal-
man, nous présentons un lemme qui donne 1’expression de Pyy.
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Lemme 2.3. La matrice de I’équation algébrique de Riccati, Py, peut étre calculée pour tout
N >0 et k > N a partir de la formule suivante

— _1 -1
Pyl=3" (Q“ + e (Bv + OF) a§+1) 3.

Démonstration 2.3. La démonstration est obtenue par récurrence. Pour N = 0, nous avons
N |
Pu=3" Q" +a, (S + Q") o)'E. (2.21)

Nous remarquons que ce résultat est équivalent a I’équation algébrique de Riccati Py, pour tout
k > 0, donnée par [44, 42, 75].

Pour k = j + N, nous remplagons I'indice k par j + N dans I’expression du lemme 2.3 et, en
utilisant les expressions de @y, de Zy et de Q%' (voir théoréme 2.1) et en appliquant la formule

de I’'inversion d’une matrice partitionnée sur (EN + Qj;,_ 1), nous obtenons
—_— -1
-1 T -1 —_ -1 T -1
Pl = Z1Q" +an (B + Q) af)E (2.22)

avec
—. -l ~ -l -1
v (Bv+05") ol = (ETQE — 5 Qay (@ Qay + By + 0L, a;gzz) ol (2.23)
Prenons k = j + N — 1, nous avons

—. \-1 -1
P;N_W_l:zT(Q-1+aN(EN_1+QfN1) a;) ) (2.24)

En insérant (2.23) et (2.24) dans (2.22), nous obtenons

P71

T -] -1 Ty-1
NN T 2(Q +a1Pj+N—1|j+N—1a'1) 2.

On peut montrer que cette recurrence est I’équation de Riccati du filtre de Kalman en utilisant
le lemme de I’inversion matricielle, ce qui prouve le lemme 2.3. u

Dans le théoreme suivant, nous allons montrer 1’équivalence entre le filtre de Kalman et la
méthode MHE.

Théoreme 2.3. (Boulkroune et al. [21]) L’état estimé Xy, calculé dans I’équation (2.15) a partir
de la solution du probleme des moindres carrés (2.13) est identique a l’état estimé du filtre de
Kalman a linstant k. [

Démonstration 2.4. Le raisonnement se fait par récurrence. Pour N = 0, la solution du pro-
bleme des moindres carrés donnée par I’équation (2.13) donne I’estimateur d’état, pour tout
k > 0, nous avons

T
1 —~ -l
)ACk|k = [ 0 ] (E] + QI{_I) gl%l (2.25)
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en remplacant chaque matrice par sa valeur (voir les équations (2.15) — (2.17)), nous obtenons

o I TQ 0 Z:
X = .
H 011TQ 8o ﬁk—llk—l

0
En utilisant la valeur de P, du lemme 2.3 et en appliquant I’inverse des matrices partitionnées,
nous obtenons

T -1

A0 37 Qa,
a’QE a"Qa, +Ey + O

— 1 —_
A T (-1 —_ k—1\—1 —_ —1\-1  »
K = =P (Q +a1(E + O al) 1(Bo + Q) )™ oKt
—~ -1
+ Py (Q + (B + O ) 'e]) Zo
ce qui est équivalent a

-1
o T (-1 T o
Xk = Pklkz (Q + a’1pk—1|k—1a’1) (-Zk - 011Xk—1\k—1)-

Remarquons que ce résultat est équivalent a celui de [43, 75]. Notons que le filtre donné par ce
résultat est équivalent au filtre de Kalman. Si nous prenons N = M + 1, la solution de I’équation
(2.13) est donnée par

T
A 1 —- + Q’kafz _lﬁ—M—Z%k—M—Z
X = 0 =M+2 M+2 Emi2 Ouez -

Selon le lemme 2.3, nous avons

-1
-1 T (-1 - —M-2y-1 T
Py =X (Q + Wy (Ey + Oy ) CYM+2) %,

ce qui est équivalent a
-1 T (O-! r\!
Py =3 (Q" + @ Pryac]) I
En remplagant chaque variable par sa valeur et en appliquant I’inverse des matrices partitionnées
nous obtenons

-1
X = —PkuczT(grl + 2By +Q];47ﬁ72)71(¥§4+2) A2 (Eprit Q];\X{fz)fl

— -1
X BN 4 Py (Q7 + upaEi + O ) Zi (2:26)

En utilisant le résultat du lemme 2.3 et en supposant que la solution donnée par 1’équation
(2.15) est vérifiée pour un horizon M et pour tout k > M, alors I’expression précédente peut
étre simplifiée comme suit

1 -1
A 15T (-1 T N T (-1 T
X = —Pk|k2 (Q + CYlPk—nk—la’l) ) Xyt + P (Q + CllPk_1|k_1a’1) Z

Nous remarquons que cette solution est identique au filtre de Kalman pour les systémes singu-
liers (voir [43] et [75]). a

Remarque 2.3. Dans le cas o E = I et N = 0, la solution donnée par I’équation (2.15) est un
filtre de Kalman pour un systeme linéaire. [

Remarque 2.4. Pour E = 1 et N # 0, ce résultat est équivalent a celui de [117]. Cette solution
est appelée I’estimateur a horizon glissant -sans contraintes- du systeme linéaire. [
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2.2.4 Exemple numérique

Soit le systeme singulier linéaire décrit par la représentation d’état suivante [75]

Exk+1 = ka + wy, k= O, 1,2,
H.Xk + v,

Lk

10 08 0
E = [ }; F:[ }; Hz[o 2],
00 -1 05

et avec les matrices de pondération données par

1 0 3 0
PO = ’ W= . V= 0.8.
0 05 0 038

E
Nous choisissons N = 10. Puisque [ " ] est de rang plein colonnes, I’hypothese 2.2.1 est vé-

avec

rifiée. Les résultats de simulation basés sur le filtre donné par les théoremes 2.1 et 2.2 sont
présentés dans les figures 2.1 et 2.2. Dans chaque figure, nous avons présenté 1’état réel x(¢) et
I’état estimé a partir de la méthode MHE.
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-10
0

FiGure 2.1: L état x,(k) (ligne continue) et son estimée MHE (ligne discontinue).
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X2

-10

-15

FiGure 2.2: L état x,(k) (ligne continue) et son estimée MHE (ligne discontinue).

52

20

40

60
Temps (k)

100

20

40

60
Temps (k)

100



2.3. Application aux systemes linéaires a entrées inconnues

2.3 Application aux systémes linéaires a entrées inconnues

Pour les observateurs des systémes linéaires, dans tous les cas, la reconstruction de I’état se fait
a partir des entrées éventuelles et des sorties du systeme. Ces méthodes ne peuvent pas s’ap-
pliquer lorsque la dynamique du systeme est soumise a I’influence d’entrées inconnues. Ces
entrées inconnues proviennent, en général, des erreurs de modélisation, de défauts de capteurs
et d’actionneurs, ou encore de perturbations, de bruits (sur I’état ou la sortie du systeme). L.’ab-
sence de connaissances a priori sur la nature de I’entrée inconnue est supposée dans plusieurs
travaux [152], [156], [65], [73], [45] et [42]. Dans le cas ou le systeme est influencé par des
entrées inconnues, des techniques ont été mises au point pour estimer soit 1’état seul, soit 1’état
et également les entrées inconnues [42]. Les propriétés d’observabilité en utilisant un horizon
glissant en présence d’entrées inconnues pour des modeles linéaires, particuliecrement 1’aspect
géométrique, et pour des modeles non linéaires ont été présentés dans la these de Lucet Emma-
nuel [100].

Dans cette section et dans un cadre déterministe, la méthode MHE est choisi pour I’estimation
simultané de 1’état et des entrées inconnues des systemes linéaires a entrées connues.

Considérons le systeme dynamique linéaire, invariant, avec entrées inconnues sous la forme
générale suivante :

Xer1 = Axk + Bdk + wy, (2273)
. = ka + v (227b)

ol x;, € R" est le vecteur d’état du systeme, z; € R” est le vecteur de mesures du systéme,
d, € R’ est le vecteur des entrées inconnues, w, € R" est le vecteur de bruit d’état et v, € R"
est le vecteur de bruit d’observation (de mesure). Les matrices A, B et C sont des matrices
constantes de dimensions appropriées. Dans un premier temps, nous ne faisons aucune hypo-
these sur les bruits w, € R" et v, € R™.

Le probleme traité dans cette section est concentré sur I’estimation du vecteur d’état x; et du
vecteur des entrées inconnues d, € R? en utilisant I’approche MHE sans avoir aucune connais-
sance sur le vecteur d,. Cette approche sera étendue aux systémes linéaires avec entrées incon-
nues en utilisant le résultat de 1’estimation pour les systemes singuliers présenté dans la section
2.2. Généralement, pour les estimateurs des systemes linéaires a entrées inconnues, I’hypothese
suivante est toujours vérifiée :

Hypothese 2.3.1. Les conditions suivantes sont vérifiées :
i) rang (C) =m
ii) rang (B) = p
iii) p<m
iv) rang (CB) =rang (B) = p.
[

Afin d’estimer simultanément 1’état et les entrées inconnues, on met le systeme (2.27a)—(2.27b)
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sous la forme singulicre suivante

EXk+1 = FXk + wy, (2283)
% = HXi+v (2.28b)
ol
X et (2.29)
k+1 dk .
et
E=[I -B], F=[A 0], H=[C O0]. (2.30)

E
D’apres I’hypothese 2.3.1, la condition sur le rang de [ o } est satisfaite [42]. En effet,

E a:
ran = ran
8l B g»c 0
1 oll1 -B
= rang
| -c 1||Cc 0
T
= rang
| 0 CB |
= n+rang(CB)
= n+p.

2.3.1 Estimateurs des systemes linéaires a entrées inconnues

Dans cette sous-section, nous nous intéressons a I’estimation a information complete pour les
systemes linéaires a entrées inconnues. En utilisant le théoréeme 2.1, on déduit directement les
estimés de I’état X, ., et des entrées inconnues d;,; qui sont donnés respectivement par :

. T
I, _ B
Rirtsr = 0 } (Epet + Qi)™ 811 B (2.31a)
] T
0n><p
dyor = | I, | G+ Qo) 8o Bi (2.31b)
0

La matrice de pondération Py, ;. est partitionnée comme suit

Px de
_ k+1lk+1 k+1k+1
Pk+1|k+l - (232)
de Pd
k+1k+1 klk+1
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2.3. Application aux systemes linéaires a entrées inconnues

En utilisant (2.30) et (2.4b), nous obtenons
Py +C'V'C -PyB
-B"p;} B"P.'B

klk klk

Pl:llkﬂ = (2.33)
pklk =W+ AP;VCAT. (234)
En inversant la matrice P,;‘”,m (2.33) et par identification avec (2.31), on obtient

— — — — -1
Pl (P + C"V"'C - P, B(B' P,,B) ' B" Py,

_ -1
Py, = (B'C"(V+CPyC")'CB)
Pzillk-H = PZ+1|k+1P12|11<B(BTP1:|IIcB)_1

- - -1
P Py B Py (P +CTVIC)

k+1]k+1

Maintenant, nous avons montré, dans la section 2.2.2, que I’estimateur optimal (2.4a) du sys-
teme (2.28) peut étre €crit sous la forme suivante :

N -1 ~
Xivtpr1 = Pk+l\k+lzT (971 + APk\kAT) (Zk+1 - AXk\k) (2.35)

Finalement, apres quelques calculs, nous obtenons
-1
Bt = (Pl =P BY) (W"‘APﬁkAT) A + P CT V7 2
A -1 _
dyer = (P =P B) (W+APi|kAT) A + Py €TV 2

Cette solution est identique au filtre de Kalman pour les systémes linéaires a entrées inconnues
donnée par [44, 42].

2.3.2 Estimateurs a entrées inconnues a horizon glissant

Dans la suite, nous allons traiter le probleme de I’estimation de I’état et des entrées inconnues
en utilisant la méthode d’estimation a horizon glissant.

Probleme 2.3.1. Dans [’approche d’estimation a horizon glissant, I’ état optimal estimé a l’ins-
tant k est déterminé de maniere récursive a partir de l’état optimal estimé a ’instant k — N + 1
et des N + 1 mesures les plus récentes en utilisant la formule des moindres carrés suivante :

k+1

k
: k 2 2 2
min S (0050 ) = leowar 20+ > Iwilla+ > v By (236)

i=k—N+1 Jj=k—N+1
sous les contraintes
€r-N+1 = Xi-N+1 — Xi-n+1
Wi = Xy — AXy — Bd,

Vi = Z — Cxp.
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Nous avons indiqué dans la section 2.3 que le systeme (2.27a)—(2.27b) est equivalent au systeme
(2.28a)—(2.30). Par conséquent, le probleme (2.3.1) peut étre transformé sous la forme suivante :
k+1

min Ji (XY ) =l e 5, + Z lwi e+ >0 vl @237)

i=k—N+1 Jj=k—-N+1

sous les contraintes

ex-n+1 = Xi-n+1 — Xions1s
wi = EX — FX;,

Ve =k — ka.

La condition initiale X,_y,, représente la solution optimale déterminée a partir des N + 1 an-
ciennes mesures et donnée par

- -1 .
Xi vt = Py’ (Q_l + APk—NAT) (Zk—N+1 - AX1<—1\/|k—1v)~ (2.38)

Il est a noter que la matrice de pondération initiale P,_y,; est identique a la matrice Py_y,1p—n+1
donnée par (2.4b).

Nous remarquons que le probleme de I’estimation de 1’état et des entrées inconnues est ré-
duit & un probleme de I’estimation de 1’état d’un systeme singulier (2.28a)—(2.30). Notons que
dans le cas ou k + 1 < N, I’état estimé et les entrées inconnues sont déterminés a partir de
(2.31a)-(2.31b). Sous I’hypothese 2.3.1, on a montré dans la section 2.2.2 I’unicité de la solu-
tion optimale de min J;,,, et par conséquent la solution du probleme (2.3.1) est donnée par le
théoréme suivant :

Théoreme 2.4. (Boulkroune et al. [20]) Sous I’hypothese 2.3.1, les estimées optimales de 1’état,
du vecteur des entrées inconnues et de la matrice de pondération a Uinstant k + 1 ,lorsque la
mesure est connue jusqu’a l’instant k + 1, sont respectivement données par :

- T
I, _ 1
RPRTISEES 0 ] (*:‘NH + QN+1) 8N+193],i,+1\,] (2.39a)
] T
On><p
n 1
Ay = I, (~N+1 +QN+1) gN-H%f\[:\]] (2.39b)
0
- T
1 _ -1 1
Peprr = K (:‘N+1 + QN+1) 0 (2.39¢)
avec
=, Z ~ Ty 0 _ >TQ
Bo= | L 0= S N B (2.40a)
By 0 i-1 @ Q g7
RN _ _ Xi-n Ak-N - ~k-N -1
%0 - Zk—N’ Zk—N - ~ s 0 Pk Nlk-N et gO Pk—N|k—N (2.40b)
k-N-1

|
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Démonstration 2.5. Dans la section 2.2.3, nous avons prouvé que la solution de (2.37) s’écrit

T
N 1 _ — -l =
Xy 11 :{ 0 } (':*N+1 + vaﬁ) FIE . e (2.41)
ou
5 -£+ +
Xivtpes1 = Ii“k : . (2.42)
K+ 1

En reprenant I’idée proposée dans la sous section 2.3.1, on déduit directement (2.39a)—(2.40b)
et cela complete la démonstration. Q

2.3.3 Exemple numérique

Considérons le systeme linéaire a entrée inconnue suivant [42] :

Xkl = A.xk + Bdk + Wy, (2433)
% = Cxp+w (2.43b)

ou les valeurs numériques des matrices sont

0 06 0.076
110
A = 1075 0 0 , B=]1[,C= ]
011
0 0.75 0.0375
Les matrices de pondération sont données par :
10 0 O 300
12 0
P: 0 10 0 ) Pd: 109 = 0 6 O ,V: .
0 12
0 0 10 0 09
0
Onprend X, =| 0 |,dy =0et N = 10.
0

L’hypothese 2.3.1 est vérifiée. Les courbes suivantes montrent les résultats de I’estimation des
états (2.3)—(2.5) et de I’entrée inconnue (2.6). Ces courbes montrent que 1’estimateur proposé

dans le théoreme 2.4 arrive a reconstruire correctement les états et I’entrée inconnue du systeme
(2.432)-(2.43Db).
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0 20 80 100

60
Temps (k)

Ficure 2.3: L’état x,(k) (ligne continue) et son estimé (ligne discontinue).

20 40 60 80 100
Temps (k)

FiGure 2.4: L état x,(k) (ligne continue) et son estimé (ligne discontinue).
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0 20 40 60 80 100
Temps (k)

Ficure 2.5: L état x;(k) (ligne continue) et son estimé (ligne discontinue).

25

60 80 100
Temps (k)

FiGure 2.6: L’entrée inconnue d(k) (ligne continue) et I’entrée inconnue estimée (ligne discon-
tinue).
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2.4 Estimation a horizon glissant au sens de la variance mi-
nimale
Dans cette section, nous étudions le probleme de I’estimation a variance minimale pour les

systemes singuliers. En utilisant la technique d’estimation a horizon glissant, une solution est
proposée. Ensuite, nous présentons la convergence et les conditions de stabilité de cette solution.

2.4.1 Formulation du probléme

Considérons le systeme singulier décrit par les équations suivantes

E.xk+1 = Axk + Bl/lk + wy, k= 0, 1, 2, (2443)

Ve = Cxp+vy (2.44b)

ol x, € R" est le vecteur d’état, u, € R' est I’entrée du systeéme, y, € R™ est le vecteur de
mesures, w, € R" est le vecteur de bruit d’état et v, € R™ est le vecteur de bruit de mesures.
La matrice E € R”", avec p < n; dans le cas ou p = n on suppose que E est singuliere. A,

B et C sont des matrices de dimensions appropriées. Dans le cas de I’estimation de 1’état des
systemes singuliers, la condition d’existence d’une solution unique au probleme d’estimation

E
est rang [C] = n [44]. Cette hypothese est fondamentale tout au long de cette section.

Hypothese 2.4.1. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

E
=n.
C

ii) w; et v; sont des bruits blancs gaussiens, de moyennes nulles et de matrices de covariance

connues tels que
T
i i w O
V; V; 0 VV

oud;;=1sii= jetd; =0 sinon.
iii) L’état initial x, € ‘R" est une variable aléatoire de moyenne X, et de matrice de covariance
P,.

i) rang

E

Etant donné I’ensemble des observations yy, .. ., y, et I’état initial x,, le probleme de I’estimation
de x; revient a minimiser la variance de ’erreur d’estimation (x; — %;). Dans ce cas, nous
cherchons a trouver une solution optimale (estimateur optimal) qui minimise le critere suivant

J = E{(x, — &) (0 — &) - (2.45)

L’ objectif de cette section est d’appliquer la méthode MHE aux syst¢mes singuliers en mini-
misant la variance de 1’erreur d’estimation (x;, — %;;). Nous avons mentionné dans les sections
précédentes que 1’état est estimé, a partir de la méthode MHE, sur une fenétre comprenant les
N + 1 mesures les plus récentes en se basant sur I’estimée initiale x,_y et la matrice de pondéra-
tion Py_yy-y-
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2.4.2 Filtrage optimal des systemes singuliers

Par la suite, nous supposons que les conditions de I’hypothese 2.4.1 sont vérifiées. Puisque

E

rang = n, une matrice non singuliére J existe et vérifie I’égalité suivante

Ji L || E I,
_ = . (2.46)
J3 Jy C 0
~—_————

J

Premierement, nous allons expliciter 1’état actuel x; dans 1’horizon [k — N, k] en fonction de
I’état initial x,_y.

En multipliant (2.44a) par J;, nous obtenons
J_] E.xk = J_] (Axk_l + Bl/lk_l + Wk—l) (247)
En utilisant (2.47), on obtient

X = jz()’k —v) + Ji(Ax, + Bue +wi )

= Fx,_, + Bry + T\, (2.48)
ol
B=|JiB L|.1=|J L]|F=7A (2.49)
r = [”“ ) nk:[w“ ] (2.49b)
Y —Vk

Dans 1I’équation (2.48), le vecteur r; est connu, et le vecteur 7, a des propriétés statistiques
connues.

En réitérant I’opération de I'instant k — 1 jusqu’a 'instant k — N + 1, I’état x; peut étre réécrit
sous la forme suivante

Xy = ka_l + Bl’k + T]T]k
= szk,z + FBI’,H + Bi’k + FTlnk—l + Tﬂ]k

=F'x y+| F*'B F"B ... B |r+| F* F™ 1 |W, (2.50)

avec w, = T m; et

o= [ e ] (2.51a)

T
We = | Wiyn Wi - W | - (2.51b)
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Maintenant, nous allons regrouper, dans un méme vecteur, les équations de mesures, dans I’in-

tervalle [k — N, k].

A partir de I’équation (2.44b) et (2.47), nous avons
_J_4yk—N+1 = LAxi .y + LBuy + Jswiy — Javiova
I’équation (2.52) devient
Zieve = Coon + Viewn

N

ou
Zeenet = =Drieyg, D= [ LB J, ], C= LA,

T, = [ J_3 J_4 ], Viener = Dol

en utilisant (2.48), I’équation des mesures dans I’horizon [k — N, k] s’écrit

Zenet = Cxen + Views
Znsz = CFxiy + CBri_yi + CWieyi + Vienan

2 " el — — —
Znes = CF xey + CFBri_y. + CBricyio + CFWi_yi + CWiyin + Vicyas

r = QFN_l.xk_N + QFN_ZBrk_N_H + ...+ gBrk_l
+CF" Wiy + ...+ Cwy + W,

En regroupant I’ensemble des équations de mesures, nous obtenons

Zk = 6ka_N + ENFk + GNWk + ‘_/k

ou
T —_ T
Z = [ Zinet Gwsz Z/{] s Vie= [ VZ—NH V/imz V/f]
[0 0O -~ 0 0]
C )
= CB 0 0 0
_ CF _ = _
Cv=| — |, By=| CFB CB -+ 0 0
- - P
L= | CFY?B CF"?B --- CB 0
0 0 0|
C 0
Gy=| CF C 0
i QFN—z QFN—3 g O
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2.4. Estimation a horizon glissant au sens de la variance minimale

Les pseudo-bruits Gy W, et V, sont corrélés mais restent toujours blancs. En utilisant la procé-
dure habituelle de décorrélation des bruits, I’équation (2.53) peut étre réécrite comme suit

— — — 1
Zenie = CFxp_y + CBri_yu + CWieyi + Vieyio + CSR™ (21 — Zs1)
= CF'xey+ QBJV envet T CWi_yar + Viewsa-

De la méme maniere, x; s’écrit :

X = FVx_y + LiyF + Ly JW, (2.56)
avec
[0, 0| . 0
s =19 %l r=n|“ :
0V, | 0V,
o o)
0 =T ¢ T!, Fs=F-SR'C
0 v, =

B = B-SR'D, T;=T,-SR'T,
Q' = Q-SR'S", R =R, w,, =T

les matrices Q et R sont les covariances de w,,; et v;,; respectivement. On peut vérifier que les
deux matrices Q et R sont définies positives.

L’équation (2.55) devient
Z, = Cixiy + By + G W, + V, (2.57)

ou les matrices Cy, By, et G}, sont données respectivement par :

C -
— ChB’ 0
— CF* — T -
cy=| —. |, By=| CFFB* CB
CFSN*I . i : ] : ] :
L — J i ngNfZBs ngN%Bs .. ng 0 |
0 0 0|
C 0
G, =| cF C 0
i QFSN—Z ngN—3 . g O |
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L’équation (2.50) peut également se réécrire sous la forme suivante :

X = FVx_y + LiyF + Ly (W, (2.58)
avec
Ly=| F"'B F"B ... B|
Lyy=| F¥" P2 1.

L’estimée MHE de 1’état est donnée par :

X = Mx,_y + HZ, + LT, (2.59)
avece
H = |Hy Hy, ... H | (2.60a)
L = |Ly Lvi ... L | (2.60b)
M = MM,...M, (2.60c)

la condition initiale X,_y est la solution optimale déterminée a partir des N+ 1 anciennes mesures
et nommeée Xj_yyn-

L’ objectif principal consiste a déterminer les matrices M, L et H qui minimisent la variance de
I’erreur d’estimation
ey = Xy — )ACka (261)

soit minimale.
En utilisant (2.58) et (2.59), I’erreur d’estimation devient
ev = FVxiy + LinFi + Lip yW, = M3y _yy_y — HZ, — LF,
en injectant I’expression de Z, dans 1’équation précédente, on obtient
er = F™xy + L + Lip yW, = My = L — H(Chxiey + By + Gy W, + V)
= (F"xy = HC}) X,y — MSy_yyy + HV, + (Lry — HBy — L) 7, + (L y — HGy) W,
Puisque
KiNp-N = Xi-n — iy (2.62)
alors, la relation précédente devient :

N

e = (F*Y = HC)) X,y = M (xiey — en) + HV + (Lo — HBy — L) 7, + (L y — HGy) W,
= (F*Y = HC), - M) x,_y + Meyy + HV, + (L.y — HB), - L) 7y + (L, - HG\) W,
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On dit qu’un estimateur est non biaisé si I’erreur d’estimation est 2 moyenne nulle, i.e, E(e;) = 0.
Pour cela, les contraintes suivantes

M
L

F*N —HC}, (2.63a)
L.y — HB,. (2.63b)

doivent étre satisfaites.

En substituant (2.63) dans la formule de e;, nous obtenons
e = (F = HC}) e + (Liy y — HG)) W, + HV, (2.64)

Le probleme est réduit a la détermination de la matrice H qui minimise la trace de la covariance
P« = Efeie] }. Notons que Py est donnée par :

_ ~\T ~ ~ \T
Py = (F™ = HCy) Piyyn (F* = HC)) + (L — HG)) Q; (L y — HG)) + HRH
(2.65)
Le minimum de la trace de la matrice de covariance P, est donné par
H = (FVPyyn(CY) + Ly y QUG ) (ChPiowun(C) + GLQUGY +Ry) . (2.66)
la condition d’existence de H est la suivante :

(CrPinin(C" + GLOIGYT +R;) > 0

en substituant (2.66) dans (2.65), on obtient

-1 N T
W, W F?
Py = [ FsN Lon ] 1T,1 12 ( ) )
Wi, Wy, L.
ou
Wi = (C)'RY'Cy

Wi, = (C)'R)'Gy
Wy = (GY'(R)'Gy+(Q))"
R, = diag(R',...,R")

Qy = diag(Q’,..., 0.

On peut prouver facilement que la matrice H peut aussi étre écrite sous la forme suivante :

@y
G

—1
Wi+ Plyn Wi

(R; )‘1. (2.67)
wr, W, N

A ce stade, nous pouvons énoncer le théoréme suivant :
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Théoreme 2.5. (Boulkroune et al. [22]) Sous les conditions de I’hypotheése 2.4.1, I’estimée
optimale MHE de x; et sa matrice de covariance sont données par

-1

A . Wi+ Py W CO" | e
X = FSka—N\k—N +[ Y LW“',N ] o Tk N v ~1Y T (R}Yv) :
Wi, W, (Gy)
X (Z. = Cfinpen = ByFi) + LinFi. (2.68a)
-1
Wi+ P! w T
Py = [ o Lon ] 1,1 Tk—N\k—N 1,2 [ FsN Lo x ] (2.68b)
W[»Q W2,2

|
L’estimée optimale MHE (2.68a) peut étre réécrite sous la forme suivante :

Lemme 2.4. (Boulkroune et al. [22]) L’estimée optimale MHE de x;, donnée par le théoreme
2.5, s’écrit :

1
W, + P/:N‘k,N Wi,
W17:2 W2,2

|

2.4.3 Convergence et stabilité de I’estimateur

fo=| FY Loy ][

-1
P =Nk-N |
Xi-Nje—N T

0

(Cy)”
(G

R (z - Ejvfk)] + LyyF.

Avant d’étudier la convergence et la stabilité du filtre présenté ci-dessus, nous allons présenter
le lemme suivant :

Lemme 2.5. L’estimée MHE du systeme (2.44) donnée par le lemme (2.4) est équivalente au
filtre de Kalman. [91] [ |

Démonstration 2.6. Voir [91]. a

En utilisant le lemme 2.5, I’estimée MHE peut étre représentée sous la forme suivante :

)?:Mk = (FY - K]:,lg) -i’-k—l|k—l + (BY - KksilD) Iy
Py = Fst—llk—lFST + 0 - Klf—lgpk—llk—lFST (2.69)

. . N1
K., = FP_y.,C (ng_uk_lgT +R*) ,

etP0|Q:P0.
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L’équation de Riccati algébrique (RAE) associée a 1I’équation de Riccati discrete (RDE) (2.69)
est la suivante :

P = F°'PF" + Q' - K*CPF*" (2.70)
avece
T T -1
K'=FPC'(CPC" +R) .

Le probleme de la convergence et de la stabilité de I’estimateur ci-dessus peut étre traité exac-
tement comme dans le cas du filtre de Kalman, car dépendant des propriétés des équations de
Riccati discrete et algébrique standards. Nous nous référons donc aux travaux de De Souza et
al. [47] pour énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 2.6. [11]

— L’équation de Riccati algébrique (2.70), associée a I’équation de Riccati discrete (2.69), ad-
met une solution stabilisante non définie négative unique si et seulement si la paire (C, F*)
est détectable et si la paire (F°, QX%) n’admet pas de mode non atteignable sur le cercle unité.

— Si Pyy =2 0 ou Pyy > P, alors la séquence {Py,k > 0}, générée par I’équation de Riccati
(2.69), converge asymptotiquement vers [’'unique solution stabilisante de I’équation de Ric-
cati algébrique associé, si et seulement si la paire (C, F*) est détectable et si la paire (F°, QS%)
n’admet pas de mode non atteignable sur le cercle unité.

Démonstration 2.7. Les détails de la preuve sont donnés dans [47]. Q

2.4.4 Exemple numérique

Considérons le systeme singulier suivant :

E)Ck+1 :AXk+Buk+Wk, k = 0,1,2,...

Vi =Cx + v
avec
(11 1 [ 1 1 0 059
E=12 0 -1 0|, A=[0 -1 0 05 |,
(01 0 1 (1 0 1 0.09
[ 1 1 (10 0 1
B=|2 0|, C=|01 -05 0
12 00 0 1
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(06 0 0 0
06 0 0
0 02 0 0
P0: s Ww: O 0.8 0 N
0 0 05 0
0 0 07
0 0 0 07
[ 03 0 0
T
vww=| 0 03 0 |, )?0:[3 3 3 3], N=10 et k=65,
0 0 06

Les hypothéses du théoréme 2.5 sont vérifiées et les matrices J,,J,, J; et J, sont donc données
par

1 0 -3 0 2 3
o 1 3 -2 2 -1
J]— ,J2:

0 -1 0 2 0 -2

1 1 -1 | 3 0 5
_ 1 0 -3 -1 2 4
Jy = s 4=

01 2 |2 20

La figure (2.7) montre les entrées du systeme u,. Les figures (2.8)-(2.11) montrent les résultats
de I’estimation de I’état x; en se basant sur le théoréeme 2.5.

0.5F

-15 I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60
Temps (k)

Ficure 2.7: Les entrées du systeme u;.
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30 40 50 60
Temps (k)

Ficure 2.8: L état x,(k) (ligne continue) et I’estimée MHE (ligne discontinue).

-8 I I I I I I

0 10 20 40 50 60

30
Temps (k)

Ficure 2.9: L état x,(k) (ligne continue) et I’estimée MHE (ligne discontinue).
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0 10 20 0 50 60

30 4
Temps (k)

Ficure 2.10: L’ état x;(k) (ligne continue) et I’estimée MHE (ligne discontinue).

0 10 20 30 40 50 60
Temps (k)

Figure 2.11: L’ état x,(k) (ligne continue) et I’estimée MHE (ligne discontinue).
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2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité le probleme de I’estimation de 1’état des systemes singuliers.
Ce probleme est partiellement résolu et le filtre de Kalman généralisé est présenté comme une
solution. Pour construire ce filtre, nous devons utiliser toutes les mesures disponibles. Dans la
réalité, les systemes subissent généralement des contraintes telles que : des états positifs, des
entrées bornées, une partie seulement des données est disponible, etc. Comme le filtre de Kal-
man généralisé ne peut pas prendre les contraintes en compte, nous avons proposé 1I’approche
MHE. Nous nous sommes intéressés au cas ou une partie seulement des données est disponible.
Tout d’abord, nous avons présenté un estimateur optimal, au sens des moindres carrés, qui cor-
respond, sous certains hypotheses, au filtre de Kalman généralisé. En se basant sur ce premier
résultat, I’approche de I’estimation a horizon glissant est appliquée pour I’estimation simultanée
de I’état et des entrées inconnues des systemes linéaires. Ensuite, nous avons proposé un autre
estimateur optimal a variance minimale, et nous avons €tabli ses conditions de convergence et
de stabilité.
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Chapitre 3. Estimation de |’état des systemes non linéaires singuliers

3.1 Introduction

Historiquement développés en premier lieu pour I’estimation de 1I’état des systemes dynamiques
linéaires, les observateurs de Kalman ([84] et [85]) et de Luenberger [101] se sont rapidement
révélés inadaptés pour observer 1’état des systeémes non linéaires. De nombreuses méthodes ont
ainsi été proposées depuis le début des années 1970 pour y remédier.

Le filtre de Kalman étendu (FKE) ou observateur de Kalman étendu (OKE) dans un contexte
déterministe est une des techniques d’estimation de I’état des systeémes non linéaires les plus
fréquemment utilisées. Les nombreuses recherches qui ont été menées sur ce sujet ont donné
lieu a de nombreuses publications et ouvrages tels que [62], [110, 141], [136], [145, 140], [37],
[63], [34], [33], [141], [31], [26], [25] et [4], .... Cette approche est classée parmi les tech-
niques de linéarisation au premier ordre de I’erreur d’observation et consiste essentiellement a
s’inspirer du filtre de Kalman pour les systemes LTI (Linear Time Invariant) en linéarisant, a
chaque instant, le systeme étudié le long des trajectoires estimées. Il est cependant connu que
la stabilité de cet estimateur n’est généralement pas acquise et que seuls des résultats locaux
de convergence sont garantis. Comme il existe des situations ou les systemes ne sont pas ré-
guliers (existence des contraintes algébriques ou présence d’entrées inconnues), un observateur
de type de Kalman étendu pour la classe des systemes non linéaires singuliers temps discret a
mesures linéaires est proposé dans [26]. L’approche choisie utilise la condition d’observabilité
a I'infini du systeme étudié et traite le cas ou la matrice E peut €tre rectangulaire. Les condi-
tions suffisantes de stabilité de I’erreur d’observation sont établies en paramétrant I’analyse de la
convergence de 1’observateur grace a la technique de linéarisation "exacte" au premier ordre. Le
role principal joué par certaines matrices de pondération dans I’amélioration des performances
de I’observateur est bien montré avec un réglage empirique de ces matrices. Cet observateur est
présenté dans la premiere section.

Dans la deuxieme section, nous allons présenter une approche d’observation pour la classe des
systemes lipschitziens a temps discret. Notons que la plupart des approches concernant la classe
des systemes lipschitziens a temps continu (par exemple, [1], [130], [125], [165], [124] et [29])
ne peuvent €tre transposées directement au cas des systemes a temps discret. En effet, dans la
variation de la fonction de Lyapunov apparait un terme additif (positif) empéchant de complé-
ter la procédure de synthese (voir 1.3.4). En supposant que la partie linéaire de la classe de
systémes choisis est variable dans le temps, le probleéme de 1’estimation de I’état d’un systeme
non linéaire est réduit a un probleme de I’estimation de 1’état d’un systeme partiellement LPV.
La condition de stabilité de I’observateur proposé est exprimée en terme d’inégalités linéaires
matricielles (LMI).

L’objectif principal de ce chapitre est de présenter la partie théorique des deux observateurs
qui seront utilisés dans le chapitre 4 pour I’estimation de I’état du modele réduit d’une station
d’épuration a boues activées.
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3.2 Observateur pour les systemes non linéaires singuliers

Dans plusieurs situations, I’utilisation d’un modele d’état régulier ne suffit pas a représenter le
comportement dynamique d’un systeme donné. Une modélisation sous forme singuliere semble
alors appropriée. Dans le cas des systemes LTI, le probleme de la commande et de 1’observation
des systemes singuliers, comme nous avons 1’indiqué dans la section précédente, a attiré beau-
coup d’attention. A contrario, le cas non linéaire est souvent délaissé et peu de travaux traitent
le probleme de la synthese d’observateurs des systemes singuliers. Parmi ces travaux, on peut
citer [86], [30], [27], [138], [138] et [137].

Dans cette section, nous présentons un observateur pour les systemes non linéaires singuliers
temps-discret en utilisant la structure classique de I’OKE présentée dans [26] et dans la these
d’ Aubry Didier [24]. Pour montrer les performances de I’OKE, un exemple du moteur a courant
continu est présenté. Cet exemple, déja utilisé dans [26] et [24] pour le méme objectif, traite le
probleme d’estimation de 1’état et de I’entrée inconnue d’un moteur a induction a deux phases.

3.2.1 Formulation de I’observateur

Considérons le systeme non linéaire singulier temps-discret décrit par le couple d’équations :

Exe = f (e, uy) (3.1a)
i = Hx (3.1b)

ol E et H sont des matrices d’éléments réels de dimension g X n et p X n, x; € R" est le vecteur
d’état, u, € R est le vecteur des entrées et y, € R” est le vecteur des sorties a I’instant k. Nous
supposons que la fonction non linéaire f est de classe C' .

Remarque 3.1. Le modele (3.1) constitue bien une représentation unifiée des systemes non
linéaires (a mesures linéaires). Cependant, plusieurs cas sont a distinguer selon le rang de la
matrice E :

- Sirang(E)=r = q = n, alors E est inversible et (3.1) est un systeme non linéaire "standar
ou explicite,

- Si rang(E)= r = n < g, alors (3.1a) est décomposable en équations différentielles et en
equations algébriques, et (3.1) est un systeme non linéaire "standard" avec des contraintes
algébriques non linéaires,

- Sirang(E)=r = q < n, alors (3.1) est un systeme non linéaire "standard" a dynamiques
partielles.

- Si rang(E)= r, avec r < netr < g, alors (3.1) est un systéme non linéaire "standard" a
dynamiques partielles avec des contraintes algébriques non linéaires.

”n

Par la suite, nous allons construire 1’état de ce systeme a 1’aide d’un observateur de type Kalman
étendu sous une condition de rang classique dans 1’étude des systemes singuliers. L.’ observateur
de type Kalman étendu du systeme (3.1) est donné par le théoréme suivant :

1. C': classe des fonctions continiment différentiables
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Théoreme 3.1. [26] Si la condition suivante (observabilité a I’infini) est vérifiée :

E

rang =n 3.2)

alors un observateur de type de Kalman étendu (OKE) pour (3.1) est donné par :

Xir1 = Xpripe + Kiy1€441

. E I, wi) (3.3)
Xi+lk =
H Yi+1
avec , .,
Koy = Py H (HPk+1|kH +Riy1)
Pioy = AFkPkaTAT + Ok
Py = (I - Kk+1H) Pk+1|k
€1 = YVir1 — H)?k+l\k
on
0 ,
Fo = AF (o) = A 2 e t) (3.4)
0x; xe=H
T -1
E E .
A= E 3.5
H H
:
E

E
représente la pseudo-inverse de Moore-Penrose a gauche de ol Py = ul, > 0,

O, et R, sont des matrices de pondération définies positives dont la synthese sera détaillée
ultérieurement. [

Démonstration 3.1. sous la condition d’observabilité a I’infini (3.2), du systéme singulier (3.1),
le vecteur d’état x,,, se réécrit sous la forme :

- -1
Xie1 = [ET HT][li [[ET HT][fIkaH
- T !
= [ E" H' ] 5 (E"Exiyi + H' Hx.)
I
e )| B [ oa ] B (3.6)
| H | Hxpp

En substituant (3.1a) et (3.1b) dans (3.6), nous obtenons le systeme dynamique régulier suivant :
¥

E ,

Xpy = S Oy ) (3.7)
H Yi+1

Y = Hx; (3.7b)
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A ce systeme déterministe, nous associons le systeéme stochastique artificiel :

E ,

1 = S @) + Gy (3.8a)
H Yi+1

Yo = HE& + Dy (3.8b)

ou &, € R". w, € R et v, € R* sont des bruits additifs blancs, mutuellement indépendants et de
covariance unitaire. G, et D, sont les matrices dépendant du temps, de dimensions respectives
nXretpXs.

Nous cherchons désormais a construire un filtre de type Kalman étendu pour (3.8). La dyna-
mique de I’estimateur étudié est de la forme :

$k+1 = ngrl\k + Kk+1 (yk+1 - Hé}kJrl\k) (39)

ou, en utilisant le vecteur de prédiction généralisé Eékmk =f (ék uk) et ’équation de sortie
(3.8a), la prédiction g:k+l|k est calculée a partir de
+

et = £ f(é"’”")] (3.10)
H yk+1

Soient SM et $k+1|k les vecteurs d’estimation et de prédiction tels que :
Em = §k+1 - $k+l
=, = K1 H) &g — Kip1 Vi + wy (3.11)

avec

fk+1|k = fk+1 - fk+1|k

-l

=\ ]| y || e +Hryk+l>-([ E ][ ; ] (E" B + Hvia)
(E) \

=\Lemar || || E (G- £ (Eow))

= AE" (f(fk,uk) - f(‘f?k’uk))

= A(F&+ e (6080 w)) (3.12)

ou A et F, sont définies par (3.5) et (3.4) et ¢, représente les termes résiduels d’ordre supérieur
ou égal a deux en &, — & issus de la linéarisation de f en &.

En négligeant ¢, et en insérant (3.12) dans (3.11), le gain K,,, de I’estimateur (3.9) résulte la
minimisation de la matrice de covariance P, = 8{5k+1$,f+1}. Les équations obtenues sont alors
celles du filtre de Kalman étendu classique muni de la "prédiction"

£ (Ew) ]

Yi+1

E
H

k+1 —
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et de I’équation de Riccati aux différences P, = AF P F, A" + Q,. L utilisation de ce filtre en
tant qu’observateur pour le systeme déterministe (3.8) donne 1’algorithme (3.3)-(3.5). Q

[’analyse des mécanismes de convergence de 1’observateur par une approche de Lyapunov est
présentée dans [26]. Pour satisfaire les conditions de stabilité et de convergence de I’OKE, les
matrices de pondération Q, et R, sont a choisir a partir de :

O« = yejed, + €l, (3.13)
Rk+1 = /lHPk+1|kHT + 6lp (3.14)

ouy > 0etd > 0 sont des scalaires fixés par I’utilisateur et € > 0 est un parametre de synthese
suffisamment petit fixé aussi par 1’utilisateur.

3.2.2 Exemple numérique

L’exemple numérique choisi est un moteur a induction triphasé. Afin de réduire la complexité
d’une représentation triphasée, un modele a deux phases est utilisé [105]. L’application de I’ob-
servateur OKE, présenté dans la section 3.2, sur cet exemple est déja faite par [26] et [24].
L’ objectif de ce paragraphe est de présenter les performances de I’OKE avant de I’appliquer sur
le modele de la station d’épuration. Cette étape sera présentée dans le prochain chapitre. Les
mesures utilisées sont celles des courants statiques [4].

Une représentation temps-discret du modele de moteur, dans le repere fixe (a, b), est donnée
par :

K 1
Xigel = X T T =YX + Trxs,k + Knpxsxsy + E”xuk) (3.15)
1
Xog+l = Xop + T =YX + Tx4,k — Kn,xsxs; + _Lushk) (3.16)
M 1
X3pel = X3 + T Fxl,k - TXS,k - ”pxs,kx4,k) (3.17)
M 1
Xoje1 = Xap + T FXZ,k o K + np-XS,ka,k) (3.18)
n,M T, F,
Xsje1 = X5 T T Jer (X3,kxz,k - X4,kx1,k) - 71 - 7X5,k) (3.19)
et
Vik = Xig +dy (3.20)
Yok = Xok (3.21)

ou x;; et x,, représentent les courants statoriques, u,, et u,, sont les tensions statoriques, Xz et
x4, représentent des flux rotoriques, xs; est la vitesse angulaire du rotor, d, est un scalaire qui
représente 1’entrée inconnue, 7, est le nombre de paires de pole du moteur, 7; est le couple de
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charge et 7 est la période d’échantillonnage. Les indices s et r représentent le stator et le rotor.
La constante de temps 7, et les parametres o, K et y sont définis par
L. M? M R,  R.M?
T.=—, o=1-——, K= et y= +
L., oLL, oL, oL,J?

(3.22)

ou R, (R,) représente la résistance du stator (du rotor respectivement), L, et L, sont respective-
ment les auto-inductances statorique et rotorique, M est I’inductance mutuelle stator/rotor.

La valeur des différents parametres est donnée par le tableau 3.1 [105].

Le nom Terme||La valeur unités
Résistance statorique R, 0.18 Q
Résistance rotorique R, 0.15 Q
Auto-inductance statorique L, | 0.0699 H
Auto-inductance rotorique L, || 0.0699 H
Inductance mutuelle stator/rotor M 0.068 H
Moment d’inertie (charge + moteur) J 0.086 |[Nm.rad™'.S™"
Coefficient de frottement visqueux (charge + moteur)|| F, | 0.0029 |Nm.rad".S™'
Couple de charge T, 70 Nm
Nombre de paires de poles n, 2 -

TasBLE 3.1: Parameétres moteur

Dans I’objectif d’appliquer I’OKE a I’estimation simultanée de 1’état et de 1’entrées inconnue

de systemes non linéaire, le modele en temps discret du moteur peut étre écrit sous la forme
suivante

Xt = f (G di, i) (3.23a)

Vi = ka + Ndk (323b)

ol x, € R" est le vecteur d’état, d, € R? represente le vecteur des entrées inconnues et

Usak ’ 2 N
U, = est 'entrée du systeéme.
Uspk

Pour estimer simultanément 1’ état et les entrées inconnues de (3.23), nous définissons le vecteur
augmenté X; = (x; d)" e R pour retrouver la forme du systeme singulier (3.1), nous
obtenons

EXi = f (X u) (3.24a)

OWE=I, 0.]etH=[C N
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Chapitre 3. Estimation de |’état des systemes non linéaires singuliers

A partir du modele de moteur a induction (3.15)-(3.21), les matrices C et N sont données

01 00O
(x. dy)",ilest facile de réécrire (3.15)-(3.21) sous la forme singuliere (4.10) avec E = [15 OSXI]
1000 0 1
010000

1 0000 1
par l ] et { respectivement. En introduisant le vecteur d’état augmenté X, =

etH:l

Les entrées appliquées sont u;; = 350cos(0.15k) et u,;, = 300cos(0.2k). La période d’échan-
tillonnage est = 0.1ms. Nous supposons que le capteur mesurant le courant statorique x;;
devient défaillant au bout de 75ms. Les conditions initiales du systeme, de I’observateur et le
paramétrage des matrices de pondération Q, et R, sont :

T

T ~
%=(00000). d=0 X=(300 300 5 5 100 200 ) .
Py=10%, y=10° 1=10" et e=10"

Les résultats de simulation sont reportés sur les figures 3.1-3.6. La convergence de I’algorithme
est acquise au bout de 80ms comme le montre la figure 3.6.
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Ficure 3.1: L’ état x,(k) (—) et son estimé (——).
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Ficure 3.2: L’ état x,(k) (—) et son estimé (——).
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X3

X4
N

82
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3.2. Observateur pour les systemes non linéaires singuliers
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FiGure 3.6: L’entrée inconnue d, (—) et sa estimée (——)
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Chapitre 3. Estimation de |’état des systemes non linéaires singuliers

3.3 Synthese d’observateurs d’état pour les systémes non li-
néaires singuliers a temps-discret : approche LMI

Cette section est dédiée a la synthese d’observateurs d’état des systemes non linéaires singu-
liers Lipschitziens temps-discret. Cette approche utilise la condition de Lipschitz conjointement
avec I'inégalité classique de Lyapunov. Nous constatons que plusieurs résultats sur 1’observa-
tion d’état pour la classe des systemes lipschitziens, dans le cas continu, ont été établis (par
exemple, [1], [130], [125], [165], [124] et [29]). En revanche, peu de résultats existent dans
la littérature pour le cas des systemes a temps discret. (voir [6], [160] et [74]). Nous suppo-
sons que la partie linéaire de la classe de systemes choisis varie dans le temps. Le probleme de
I’estimation de I’état d’un systeéme non linéaire est réduit a un probleme d’estimation de 1’état
d’un systeme LPV. En s’inspirant des techniques [9, 7], un observateur est proposé avec des

nouvelles conditions suffisantes de convergence. Ces conditions sont exprimées sous la forme
de LML

3.3.1 Position du probleme
Considérons le systeme non linéaire singulier a temps discret décrit par les équations suivantes :

Exin = Alo)xe + f(xe, wy) (3.25a)
i = Hxy (3.25b)

ol A(oy) = Ap + 0A, et E, Ay, A, et H sont des matrices réelles de dimensions g X 71, g X 7,
g X i et p X i respectivement. o, est un paramétre évoluant dans un domaine borné, x, € R” est
le vecteur d’état, u;, € R” est le vecteur des entrées et y, € R représente la sortie du systéme.
f(x, u) est une fonction non linéaire lipschitzienne par rapport a x, c¢’est-a-dire :

L (eres i) — f (o ) || < Yllxis — x4l (3.26)

pour tout x,,x,€ R" et y > 0 indépendant de u.

Par la suite, nous supposons que la condition suivante est vérifiée [40] :

E
rank =n (3.27)
H
T -1
Par conséquent, la matrice H existe. Posons maintenant
- T -1 T
E E E
T 0|= (3.28)
| H H H

avec T et Q des matrices réelles de dimensions respectives 7 X g et i1 X p. Nous déduisons de
(3.28) :

TE + QH = I, (3.29)
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3.3. Synthese d’observateurs d’état pour les systéemes non linéaires singuliers a temps-discret

L’ observateur d’état correspondant au systeme (3.25), que nous proposons ici, est donné par

L = Nz + Loy + 8(zx, wi) (3.30a)
X = %+ O (3.30b)

ou %, représente I’estimée de 1’état x;. L’ objectif principal est de déterminer les matrices N, L
et la fonction non linéaire g (z;, u;) telles que 1’erreur

ey = X — X (3.31)
converge asymptotiquement vers 1’origine.
En substituant (3.30b) et (3.25b) dans (3.31), nous obtenons I’erreur suivante
e, =+ (QH — I;)x, (3.32)
en utilisant (3.29), I’erreur ¢, devient
e, =7 — TEx,. (3.33)

A partir de (3.30a) et (3.25a), nous avons

e = N(oder + (N(ow) + Flo)H — TA(e))xi + 8 (2 ) — T f (X, we) (3.34)
ol
F(oy) = L(ow) — N(ewQ (3.35)
En posant
N(ow) = TA(oy) — F(oH (3.36)
et

g (@ u) = T f (R, i)
=Tf (z + Oy, i) (3.37)

la dynamique de I’erreur devient

e = (TA(0Y) — F(o)H) e + TAfi (3.38)

Afe = f Qewd) = f (0, 1)

Le probleme de la synthese d’observateur (3.30) revient a déterminer le gain F'(g,), variant dans
le temps, assurant la convergence asymptotique de I’erreur d’estimation vers z€ro.
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Chapitre 3. Estimation de |’état des systemes non linéaires singuliers

3.3.2 Synthese de I’observateur

D’apres I’équation (3.38), une partie de la dynamique de I’erreur est linéaire en e;, mais a temps
variant car les matrices TA(o,) et F(o,) dépendent de g,. Par conséquent, (3.38) est un systeme
partiellement LPV dont on cherche a garantir la stabilité globale en zéro. Cette garantie peut étre
obtenue par un choix judicieux de F(o;) essentiellement guidé par la recherche d’une fonction
de Lyapunov adéquate. En s’inspirant de [8], nous pouvons choisir le gain F(o,) affine en g.
Alors, nous obtenons

F(ox) = Fo + ocFy (3.39)

ou Fy, F, sont des matrices constantes a déterminer telles que 1’erreur e, converge asymptoti-
quement vers zéro. Avant d’énoncer le théoréme ci-apres qui fournit les conditions suffisantes
de convergence de I’erreur d’estimation vers zéro, nous allons définir les parametres suivants :

0 =min(o), @ = max(o) (3.40)
A=A@ et A=AQ) (3.41)
Théoreme 3.2. L’erreur d’estimation (3.31) converge asymptotiquement vers zéro s’il existe un

scalaire T > 0 et des matrices P = P > 0 et R de dimensions appropriées tels que les inégalités
suivantes soient satisfaites :

-P+ T)/zlﬁ ATTTPT - HTROT - QHTRIT ATTTP — HTRO — QHTRI
* TTPT - 7l 0 <0 (3.42)
* % -P

~P+1y’l, AT'PT-H'RT-gH'RT A T"P—H'R,~gH'R,
) TTPT — 1l 0 <0 (343)
* * -P

Quand ces inégalités admettent une solution, les matrices de gain F, et F| sont respectivement
données par P™'R{ et P'R]. En utilisant (3.35), le gain L est calculé a partir de

L(oy) = Ly + oi L (3.44)
ou
Ly=Fy+(TA, - FyH)Q (3.45)
L =F +(TA -F/H)Q. (3.46)
|

Démonstration 3.2. Pour démontrer ce théoréme, nous introduisons la fonction de Lyapunov
quadratique suivante :

V(ey) = e, Pe, (3.47)
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3.3. Synthese d’observateurs d’état pour les systéemes non linéaires singuliers a temps-discret

ol P = P” est une matrice symétrique définie positive. La variation de la fonction de Lyapunov
est donnée par

AV = ¢ (TA(o) — F(ooH)" P(TA(oy) — F(oH) e
+2e! (TA(o) — F(o)H)" PTAf, + AfT" PT Af, — e] Pe, (3.48)

AV = V(e1) — View). (3.49)

La fonction de Lyapunov proposée garantit la stabilité asymptotique de I’erreur si :
— V(ey) > 0 pour tout ¢; # 0,
— AV < 0 pour toutes les trajectoires possibles de (3.38).

La condition V(e;) > 0 est satisfaite car la matrice P est définie positive. Donc il reste a montrer
que AV < 0.

Nous avons
AV = (TA(0) — FlooH)" P(TA(0) — F(ooH) = P (TA(0) — F(ooH)" PT 4 (3.50)
* T'PT
ou
Go=lei afl (3.51)
D’autre part, d’apres la condition de Lipschitz (3.26), nous déduisons que pour tout 7 > 0
[ =1y’ele, —TAfIAf, 20 (3.52)

par conséquent, V7 > 0 et pour tout g, € [Q, Z)], nous avons

AV <AV + 1T (3.53)
T (TA(o) — F(Qk)H)T P(TA(o) — F(o)H) = P+ 1y’L;, (TA(o) — F(Qk)H)T PT
<& -
* T"PT -1,
(3.54)

Pour satisfaire la condition AV < 0, il suffit de vérifier que

(TA(or) — FleoH)" P(TA(o)) — F(e)H) — P+ 1yl (TA(o) — F(o)H)" PT

* T"PT -1,
(3.55)
pour tout g, € [g, @]. En utilisant le complément de Schur, (3.55) est équivalente a
—P+1y’l, (TA(o) — F(o)H)" PT (TA(oy) — F(o)H)" P
* T"PT — 11, 0 <0. (3.56)

* * -P
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Nous pouvons vérifier facilement que (3.56) est affine en g;, en utilisant le principe de convexité,
I’inégalité (3.56) est vérifiée pour tout g, € [Q, @] si elle est vérifiée sur les sommets de [Q, ZJ].
En posant PF, = R} et PF, = R!, nous déduisons que I’inégalité (3.56) implique (3.42)-(3.43).
ce qui signifie que I’erreur converge asymptotiquement vers z€ro.

A partir de (3.36), la matrice N(g;) est calculée par :

N(ow) = (TAy = FoH) + o(TA, - F,H). (3.57)

Ny Ny

En utilisant (3.35), nous obtenons

Loy = F(ow) + N(0Q (3.58)
= Fo+ NoQ +or (F, + N,Q). (3.59)
——— ———
Lo L
ce qui complete la preuve du Théoreme 3.2. (.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux observateurs pour les systeémes non linéaires sin-
guliers temps-discret a mesures linéaires. Le premier est I’observateur de Kalman étendu. Il
s’applique au cas général ol E peut étre rectangulaire et s’appuie sur le formalisme du filtre de
Kalman étendu sous la condition d’observabilité a I’infini. Des conditions suffisantes de conver-
gence ont été établies. Un réglage judicieux des matrices de pondération de I’observateur a été
mentionné. Le deuxieme observateur présenté est dédié€ a la classe des systemes lipschitziens.
En supposant que la partie linéaire de la dynamique du systeme est variant dans le temps, la
dynamique de I’erreur a pris la forme d’un systeme partiellement LPV. En utilisant des tech-
niques LPV, des conditions de synthése d’observateur ont été obtenues. Ces conditions sont
exprimées sous forme de LMIs non restrictives et faciles a résoudre numériquement. Dans le
chapitre suivant, nous allons démontrer la validité et I’applicabilité de nos méthodes de synthese
d’observateurs. Les deux observateurs seront appliqués a un probleme d’observation du modele
réduit d’une station d’épuration a boues activées.
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Chapitre 4. Application a I’observation d’une station d’épuration

4.1 Introduction

Lutilisation de la simulation dynamique, basée sur des phénomenes physiques rigoureux, est
devenue courante en Génie des Procédés. Ces modeles rigoureux permettent de mieux appré-
hender le comportement dynamique de nombreux systemes, notamment dans des conditions
extrémes de fonctionnement, et sont particulicrement utiles pour la conduite des procédés. En
traitement des eaux, 1’adoption par I’Union Européenne de normes de rejets de plus en plus
séveres vis-a-vis des rejets des stations d’épuration implique une fiabilisation et un meilleur
controle de celles-ci. L'utilisation de modeles mathématiques prend alors tout son intérét pour
aider a I’élaboration de stratégies performantes, et éventuellement a la commande en temps
réel des unités de traitement. De nombreuses études portant sur la modélisation du procédé a
boues activées ont été effectuées au cours des deux dernieres décennies. Elles culminent dans
la publication par 'TAWQ ' des modeles ASM1 (Activated Sludge Process Model No.1) [69],
ASM2 [70], ASM2d [71] et ASM3 [66]. L'utilisation largement répandue de ces modeles dans
de multiples domaines d’application a permis d’éprouver leurs capacités de prédiction, mais les
nombreux parametres et variables d’état qu’ils contiennent les rendent cependant inadéquats
pour la commande en ligne du procédé.

Ce chapitre est dédié a la modélisation des procédés de traitement a boues activées. Notre ob-
jectif est d’appliquer le résultat du troisieme chapitre sur le modele réduit de la station d’épu-
ration a boues activées. Nous allons démontrer la validité et I’applicabilité des deux estima-
teurs présentés dans le troisieme chapitre. Dans ce but, nous menerons plusieurs simulations a
I’aide des données recueillies a partir d’un modele de référence défini par le benchmark 624
(www.ensic.inpl-nancy. fr/COSTWWTP/Benchmark) [2]. Le benchmark a été développé
dans le cadre d’un projet européen COST Action 624 - Optimal Management of Wastewater
Systems. II est implémenté sous le logiciel SIMBA® 3.0 qui est une application de I’environne-
ment Matlab®/Simulink.

Apres une breve présentation des grandes étapes du fonctionnement d’une station d’épuration a
boues activées, nous présentons un modele simplifié (de référence) issu du modele biologique
le plus couramment employé, le modele ASM1. Etant donné sa structure complexe, de nom-
breux modeles réduits sont proposés dans la littérature ([36], [80], [146], [61], [139] et [115])
afin d’obtenir un modele plus exploitable en situation réelle. Les différentes techniques de ré-
duction de ce modele sont donc exposées. Le modele réduit obtenu est un modele non linéaire
présenté par [36]. Notre objectif est d’adapter ce modele a la station d’épuration de Blees-
briick au Luxembourg, en utilisant les capteurs en ligne existant sur la station. Etant donné que
les concentrations incidents X}, S, Sk, et S& . ne sont généralement pas mesurées, nous
sommes contraints de les considérer comme des entrées inconnues. Pour I’estimation des va-
riables d’état et des entrées inconnues, nous appliquons les deux estimateurs présentés dans la
section 3.2 et 3.3 du chapitre précédent. Pour valider nos résultats, nous disposons de plusieurs
jeux de données. En effet, nous avons trois jeux de données issus du benchmark, mentionné
ci-dessus qui représente un temps sec, un temps pluvieux et un temps orageux.

1. International Association on water Quality, aujourd’hui International Water Association (IWA)
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4.2. Epuration des eaux usées

Cette application résulte d’un travail de collaboration avec 1’équipe « Modélisation et simula-
tion» du Laboratoire des Technologies Industrielles (LTT), Centre de Recherche Henri Tudor
(CRPHT), Esch sur Alzette, Luxembourg.

4.2 Epuration des eaux usées

4.2.1 Définition

e Ammoniaque : composé gazeux d’azote et d’hydrogene, tres soluble dans 1’eau.

e Milieu anoxique : milieu dans lequel I’oxygeéne n’est pas présent sous forme libre dissoute.

e Milieu aérobique : milieu dans lequel 1’oxygene libre est présent en quantité suffisante et
joue un certain role.

e Biomasse hétérotrophe : représente les organismes qui ne peuvent tirer de 1’énergie, pour
I’entretien de la vie, que de la décomposition des matieéres organiques, et qui ne peuvent
utiliser les composés minéraux comme seule source d’énergie ou pour effectuer la synthese
de matieres organiques.

¢ Biomasse autotrophe : représente les organismes qui peuvent utiliser le carbone minéral
comme source principale de carbone et qui peuvent tirer de 1’énergie pour I’entretien de la vie,
de I’oxydation d’éléments minéraux (chimiotrophe) ou de 1’énergie lumineuse (phototrophe).

e Demande chimique en oxygene (D.C.0) : quantité d’oxygene nécessaire a une dégradation
purement chimique des débris et résidus contenus dans une eau polluée sans intervention de
micro-organismes.

e Hydrolyse : fractionnement de grosses molécules en plus petites molécules.

o Nitrification : oxydation de I’azote ammoniacal en nitrates sous 1’action de bactéries.

e Substrat : matiere pouvant étre consommée par les micro-organismes.

4.2.2 Les grandes étapes du traitement

Le procédé de traitement est dit «a boues activées » car ’ensemble des conditions favorables a

une activité maximale des bactéries est mis en oeuvre :

— un apport en oxygene suffisant,

— un apport en nutriments si ’effluent ne contient pas tous les composés nécessaires au déve-
loppement des bactéries,

— une agitation permanente afin de favoriser le contact entre bactéries et pollution,

— une concentration élevée en bactérie pour augmenter I’efficacité du traitement.

La chaine de traitement est composée d’un bioréacteur, d’un clarificateur et d’'une boucle de

recyclage des boues (figure 4.1).

L’eau est le véhicule de transport et de dissémination idéale de nombreux agents polluants. Les
contraintes d’assainissement, de plus en plus strictes, exigent le traitement d’un nombre plus
important de polluants (matiéres organiques, minérales, pathogeénes et toxiques). Etant donné la
grande diversité de ces déchets, I’épuration d’un affluent résiduaire comporte plusieurs étapes,
chacune spécifique aux caractéristiques particulieres des éléments a traiter. Globalement, une
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Eau usée A *

Décanteur
Liqueur mixte Rejet
—
Bassin d’aération '
Recyclage des boues Extraction des boues en exces
|

FiGurE 4.1: Procédé de traitement a boues activées en bassin unique

filiere de traitement est constituée de différents modules ol les eaux brutes sont soumises a une
combinaison ou a une succession de différents processus de purification avant leur rejet :

Le pré-traitement : Le pré-traitement a pour objectif I’extraction des matieres les plus gros-
sieres (brindilles, feuilles, tissus, . ..) et des éléments susceptibles de géner les étapes ultérieures
du traitement. Il comprend :

— le dégrillage : qui a pour fonction d’éliminer les gros déchets ;

— le dessablage : pour prévenir les dépots dans les canalisations, protéger les organes méca-
niques (pompes) contre I’abrasion et éviter de perturber les autres étapes de traitement. Les
sables, recueillis généralement par raclage en fond de bassin, sont recyclés ;

— le dégraissage-déshuilage : sert a éviter I’encrassement de la station par des corps gras. Ef-
fectuée dans le méme bassin que 1’étape de dessablage, la récupération des graisses et huiles
se fait en surface. Les composés collectés sont alors incinérés (cas du traitement d’un effluent
urbain) ou recyclés pour la fabrication de savons ou détergents (cas de certains effluents in-
dustriels) en fonction de leur qualité.

Le traitement primaire : Le traitement s’effectue par voie physico-chimique avec pour but
d’extraire le maximum de matieres en suspension et de matieres organiques facilement décan-
tables. Trois voies de traitement sont possibles :

— la décantation (processus physique) : le principe de séparation solide-liquide est la pesanteur,
les matieres en suspension ou colloidales tendent a se séparer du liquide par sédimentation ;

— la flottation (processus physique) : par opposition a la décantation, la flottation est un procédé
de séparation solide-liquide ou liquide-liquide qui s’applique a des particules dont la masse
volumique réelle ou apparente (flottation assistée) est inférieure a celle du liquide qui les
contient ;

— la décantation associée a I’utilisation d’un coagulant- floculant (voie physico-chimique) : le
principe est ici de favoriser 1’agrégation des molécules en suspension grice aux techniques
de coagulation et de floculation de fagon a augmenter la sédimentation griace a 1’obtention de
flocs plus gros.
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Le traitement secondaire : Le traitement secondaire a pour objectif principal I’élimination des
composés solubles d’origine organique. Parallelement, la floculation de la biomasse permet de
piéger les matieres en suspension restant a I’issue du traitement primaire.

Le principe de ce traitement est de mettre en contact la matiere organique contenue dans les
eaux usées avec une population bactérienne. Celle-ci assimile alors la matiére organique pour
son propre développement. Ces dispositifs permettent d’intensifier et de localiser sur des sur-
faces réduites les phénomenes de transformation et de dégradation des matieres organiques tels
qu’ils se produisent en milieu naturel. Ils sont la reconstitution d’un écosysteme simplifié et
sélectionné faisant intervenir une microfaune de bactéries, de protozoaires et de métazoaires.

Les traitements tertiaires : La législation sur les seuils de rejet en milieu naturel se durcissant

régulierement, de nombreuses études sont menées afin de proposer des traitements tertiaires

permettant d’éliminer les composés restant apres le traitement secondaire. Cette étape joue un

role d’affinage dans le but soit, d’une réutilisation des eaux épurées a des fins agricoles ou

industrielles, soit d’une protection plus poussée du milieu récepteur destiné a un usage bien

spécifique. Ce traitement peut étre de nature :

— biologique pour 1I’élimination de 1’azote (nitrification-dénitrification) et du phosphore (dé-
phosphatation).

— physico-chimique pour la précipitation du phosphore (coagulation-décantation) ou 1’élimina-
tion des dernieres matieres en suspension (filtration sur lits de sable ou charbon actif).

— chimique pour la désinfection et I’élimination des risques de contamination bactériologique
(chlore ou ozone).

Le traitement des boues : Les techniques actuelles d’épuration des eaux usées domestiques
ou industrielles, ainsi que les seuils de rejet de plus en plus exigeants et les quantités a traiter
de plus en plus grandes, entrainent, au cours des différentes phases de traitement, une impor-
tante production de boue. Les boues contiennent en général 95% a 98 % d’eau. Les traitements
imposés aux boues s’effectuent classiquement en différentes étapes : épaississement, digestion
anaérobie, déshydratation, séchage et valorisation. La valorisation est soit agricole (épandage
direct ou compostage), soit énergétique (incinération, digestion anaérobie).

4.3 Modélisation des stations d’épuration

Les nombreuses études entreprises depuis le début des années 1970 pour modéliser le procédé
de traitement d’épuration a boues activées se sont soldées par 1’élaboration de modeles dyna-
miques pertinents. En 1976, Marias et Ekama [104] ont développé un modele pour la phase
aérobie en régime permanent pour 1’élimination des composants azotés et carbonés. Ce modele
exprimait déja les taux de croissance de micro-organismes par 1’équation cinétique de Monod
([111]). Des années plus tard, un modele boues activées incorporant au processus de nitrification
et dénitrification fut présenté [67]. En 1983, 'TAWQ créait un groupe de recherche internatio-
nal qui aboutissait au développement d’un modele général, et qui y intégrerait des concepts tels
que les processus d’oxydation du carbone, de nitrification et de dénitrification nommé ASM 1
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([69]). Des nouveaux apports sont toujours proposés dans la littérature scientifique plus récente
ASM?2 [70], ASM2d [71] et ASM3 [66].

La complexité des modeles du procédé des boues activées et le nombre important des para-
metres mis en jeu associés aux données ayant souvent des variations dynamiques insuffisantes,
peut aboutir a une perte d’identifiabilité théorique et pratique. Diverses méthodes permettant de
tester I’identifiabilité des modeles sous forme d’état sont présentées dans 1’ouvrage édité par
Walter [151]. Des études de I’identifiabilité structurelle et 1’identifiabilité pratiques de quatre
modeles cinétiques du procédé des boues activées sont développées par Dochain et al. dans res-
pectivement [50] et [149] en considérant le taux de consommation d’oxygene dissous comme
mesure disponible. Une autre étude de I'identifiabilité structurelle du modele ASM 1 a partir
des mesures d’ammoniaque, de nitrate et de d’oxygene dissout est présentée dans la these de
Julien [82]. Dans [35], une étude de I’'identifiabilité du modele réduit est démontrée, sous des
conditions d’aérobiose et d’anoxie, a partir des mesures en ligne des concentrations en oxygene
dissous, ammoniaque et nitrate.

La description d’un modele de référence d’une station d’épuration a boues activées basée sur le
modele ASM 1 et un modele réduit présenté par [35] font I’objet de cette section.

4.3.1 Modele de référence

Le modele ASM 1 [69] est le fruit du travail d’une équipe crée par I’association IAWQ en
1983. Cette équipe est formée pour encourager le développement et pour faciliter 1’application
des modeles mathématiques pour la conception et la gestion des stations d’épurations. L’un des
principaux objectifs de cette équipe consistait a élaborer un modele simple et apte a reproduire
de facon réaliste les processus de dégradation biologiques dans las bassins a boues activées.
Apres la publication du modele ASM 1, de nombreuses applications de ce modele ont permis
d’éprouver ses capacités de prédiction dans différents conditions opératoires [79].

Le modele ASM 1 décrit les mécanismes biologiques de dégradation des matieres organiques,
de nitrification et de dénitrification et il est essentiellement utilisé comme modele de simulation.
Il constitue un modele général capable de représenter de fagon précise le comportement du
procédé lors du traitement d’un effluent chargé en matieres azotées et carbonées. Dans cette
manuscrit, deux simplifications classiques sont apportées au modele original ([82], [79]) :

— Lalcalinité S ,;x est omise puisqu’elle n’intervient pas dans les dynamiques des autres va-

riables du modele ;
— les composés particulaires internes X; et X, ne sont pas distingués.

Nous allons présenter dans ce paragraphe un modele simplifié, issu du modele ASM 1, com-

prenant 11 variables d’état (Tab. 4.1). Notons que la lettre X est proposée pour les composés

particulaires et la lettre S pour les composés solubles. Nous pouvons classer ces variables d’état

en quatre groupes :

— Les substrats : le substrat rapidement biodégradable (S ) et le substrat lentement biodégra-
dable X..
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— Les biomasses : 1a biomasse hétérotrophe X, responsable de I’oxydation des maticres orga-
niques et de la dénitrification, et la biomasse autotrophe X34, responsable de la nitrification.
La croissance des biomasses est décrite par la loi Monod.

— Les composés azotés : sont distingués en fonction de leurs degré d’oxydation et repartis en 3
catégories :

e les formes organiques (solubles S v, et particulaires Xyp),
e les formes ammoniacales (S yy)
o les formes oxydées (S yo(nitrates-nitrites)).

— L’oxygene dissous S .

Nous constatons que certaines variables d’état correspondent a des especes chimiques existantes

(S nu> Sno» So), alors que d’autres sont au contraire plus conceptuelles et ne peuvent pas étre

directement mesurées (Xp y, Xpa).

Composé Symbole  Unité
1. Matiere organique soluble inerte S, [gDCO.m™]
2. Substrat facilement biodégradable S [gDCO.m™]
3. Matiere organique particulaire inerte X, [gDCO.m™]
4. Substrat lentement biodégradable X, [gDCO.m™]
5. biomasse active hétérotrophe Xsn [gDCO.m™]
6. biomasse active autotrophe Xsa [gDCO.m™]
7. Azote sous forme de nitrites et de nitrates S vo [gN.m™]
8. Azote sous forme d’ammoniaque S vy [gN.m™]
9. Azote organique soluble biodégradable S [gN.m™]
10. Azote organique particulaire biodégradable Xy, [gN.m™]
11. Oxygene dissous So [g0,.m™]

TaBLE 4.1: Variables d’état du modele de dégradation biologique.

Les variables d’état du modele ASMI1 sont liées par 8 processus de dégradation. Une breve
description de chacun de ces processus est donnée dans les points suivants.

— Croissance aérobie des micro-organismes hétérotrophes : une fraction de substrat facilement
biodégradable est utilisée pour la croissance de la biomasse et a I’élimination du substrat. il
est ainsi naturellement limité par 1I’épuisement du substrat S g, mais également par le manque
d’oxygene dissous et d’ammoniaque.

— Croissance anoxie des micro-organismes hétérotrophes : en 1’absence d’oxygene, les orga-
nismes hétérotrophes vont utiliser le nitrate comme récepteur terminal d’électrons, avec le
substrat S g, pour produire la biomasse et de 1’azote gazeux (dénitrification). Un changement
de I’alcalinité est associée a la réaction. L’ammoniaque sert de source d’azote pour la syn-
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thése des micro-organismes.

— Croissance aérobie des micro-organismes autotrophes : I’ammoniaque est oxydé en nitrate
(nitrification) ce qui donne comme résultat une production de biomasse autotrophe et une
augmentation de la demande d’oxygene. Il est aussi utilis€ comme source d’énergie pour la
synthese. L’effet sur la quantité de biomasse produite est tres faible. Par contre, I’alcalinité
comme la consommation d’oxygene sont fortement affectées.

— Mortalité des micro-organismes hétérotrophes et autotrophes : ces processus sont modélisés
selon I’hypothese de mortalité- regéneration ([51]). Les micro-organismes meurent a un taux
déterminé, et cette biomasse devient une combinaison des produit particulaires et de substrat
lentement biodégradable. L’azote organique associé a X, est disponible comme azote orga-
nique particulaire. La DCO n’est pas modifiée. Les taux de mortalité sont supposés invariants
en condition d’aérobie et d’anoxie.

— Ammonification de ’azote organique soluble : 1’ azote organique biodégradable est transformé
en ammonium par 1’action de la biomasse hétérotrophe active. L’alcalinité est aussi modifiée.

— Hydrolyse des matieres organique : le substrat lentement biodégradable correspondant aux
substances polluantes est décomposé par un mécanisme extracellulaire, en produisant du sub-
strat facilement biodégradable utilisable par la biomasse. Ce processus a lieu en aérobie et
en anoxie. Le taux d’hydrolyse en anoxie est réduit par un facteur 7, (<0) par rapport aux
conditions d’aérobie. Il est lié a la biomasse hétérotrophe par une fonction du premier ordre
et sature quand la concentration de substrat absorbé devient grande par rapport a la biomasse.

— Hydrolyse de I’azote organique : I’azote organique particulaire biodégradable est décomposé
en azote organique soluble a un certain taux défini par la réaction d’hydrolyse précédemment
écrite.

Dans un souci de clarté et dans la mesure du possible, les mémes notations seront utilisées pour
la suite de cette section. En particulier :

— x désigne I’état du systeme,

— Q est relatif aux différents débits,

— les exposants (ou indice selon le cas) ™, ™, "¢ et “‘sont utilisés pour désigner les grandeurs
respectivement associées a I’influent, au recyclage des boues, a I’extraction et au clarificateur.

Le tableau 4.2 permet une lecture facile des cinétiques modélisées : pour chaque composant
soluble (') ou particulaire (X) qui apparait dans le haut du tableau, les processus p; intervenant
sont signalés dans la colonne correspondante a travers les parametres stoechiométriques. Les
processus sont définis a droite du tableau, alors que les parametres stoechiométriques sont dé-
finis dans le coin inférieur gauche. Le terme de cinétique pour chaque composant i du modele
est obtenu en additionnant les produits des coeflicients stoechiométriques v;; par la cinétique
du processus p;. Alors, le taux de conversion R; de chaque composé est donné par la relation
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suivante :
8
Rj:ZVi,jpj’ i=1...11 4.1)
j=1

Le modele cinétique résultant comporte 20 parametres cinétiques et stoechiométriques, qui sont
présentés dans le tableau 4.3.1. Les valeurs par défaut définies par [69] et dans le benchmark y
sont reportées et des gammes de variations sont également données pour certains parametres.
Les équations de bilan de matiere s’écrivent :

dxi _ Qrec & xin _ Qin + Qrec

- - . }jec+ A - -, i+Ri 4.2
P R Ve e (4.2)

ou V"’ représente le volume réactionnel et x;, x/ et x", les concentrations du composé i dans le
bassin d’aération, dans le recyclage et dans I’'influent respectivement, c’est-a-dire :

xi = [Sb SS’ XI9 Xsa XB,Ha XB,A’ SNO’ SNH9 SNDa XNDa SO]T

Le bilan relatif a 1a concentration en oxygene dissous compte un terme supplémentaire k;a (S5 — S o)
correspondant a I’apport d’air extérieur dans le bassin d’aération, c’est-a-dire au fonctionnement
des aérateurs du bassin d’aération.

Remarque 4.1. Les phénomenes biologiques présents au sein des phases anoxiques et aérobies

sont simulés sous un modele unique. Ceci est possible grdce a [l'utilisation de fonctions de

commutation :

— les cinétiques ayant lieu uniquement en phase anoxique comporteront le terme
bant la réaction en phase aérobie.

— les cinétiques ayant lieu uniquement en phase aérobie comporteront le terme SL ou le
o+Kon
So

So+Koa

Ko
So+Kou

inhi-

terme inhibant la réaction en phase anoxique.
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TaBLE 4.2: Modele ASM1 modifié (Source : [69]).

Concentrations j 1. 2. | 3. 4. 5. | 6. 7. 8. 9. 10. 11. Cinéti de la réact
inétique de la réaction
i Réaction Pi Sy Ss | X; X, XB,H XB,A S~no SNH SND XND So
1./Croissance aérobie des L 1 —i ] p1=
. Y INBM Yu Ss SNH So X
hétérotrophes MHEs+Ss Runn+Snn Kon+So BH
Ss SNH
. . p - . P2 = HH

2.|Croissance anoxie des hé- --L 1 S e T R Ks+Ss Knuu+Snu
§ J Yy 2.86 Yy % K()’H SN() X
= térotrophes Kon+So Kno+Sno INO.g ABH
§ 3.|Croissance aérobie des 1 Lol 4571 = St So _x
S : Ya Ya NBM T Ya P3 = PAR a+Shn Koa+SoBA
N autotrophes
S
N . » i -
Q 4.Mortalité des hétéro- frxi|l = frxi| -1 ¥ NB>A<4 . P4 = bHXB,H
= r i
S trophes X1~ NXI
A
o .

. i -

S | |5.Mortalité des autotrophes frxill = frxr -1 NBM ps = baXpa
= Srxr Xinxi
S| |6.[Ammonification de 1 -1 06 = KaS NDXBH
'§ I’azote organique soluble
S Xs /X, So
) ) P71 = Kn ; (
~§ 7.Hydrolyse de la matiére 1 -1 Klé‘;fs / XB";NOKO’” So
= organique absorbée 'INO.h K, 1 +50 Rno+Sno ) Xb.n
/2 08 = Ki Xnp/XBH ( So
.S | |8.[Hydrolyse de I’azote or- 1 -1 Iz‘gf / Xng’NOK"*” *So
3 ganique absorbé HINOI Ky 1+S 0 Rno+Sno ) Xb.H
~
A
QL
<
<
N
=
5
O
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Paramétre Symbole| Valeur du [Valeurs par défaut| Gamme de
benchmark | 20°C 10°C | variation
Parametres stoechiométriques
Rendement de conversion des hétérotrophes Yy 0.67 0.67 0.67 |0.38-0.75
Rendement de conversion des autotrophes Y, 0.24 0.24 0.24 ]0.07-0.28
Fraction de DCO inerte issue du déces de la biomasse frx 0.08 0.08 0.08 -
Proportion d’azote dans la biomasse InBM 0.08 0.086 | 0.086 -
Proportion d’azote dans les produits de la biomasse InxI 0.06 0.06 0.06 -
Parametres cinétiques
Taux de croissance spécifique maximal des hétérotrophes Uy 4.0 6.0 3.0 10.60-13.2
Taux de mortalité des hétérotrophes by 0.30 0.62 0.20 | 0.05-1.6
Constante d’affinité en substrat des hétérotrophes K; 10 20 20 5-225
Constante d’affinité en ammoniaque des hétérotrophes Kyun 0.05 [82] -
Constante d’affinité en oxygene des hétérotrophes Kon 0.20 0.20 0.20 ]0.01-0.20
Constante d’affinité en nitrates des hétérotrophes dénitrifiants Kyo 0.50 0.50 0.50 ]0.01-0.50
Taux de croissance maximal des autotrophes Ha 0.5 0.80 030 | 0.20-1.0
Taux de mortalité des autotrophes b, 0.05 0.20 0.10 | 0.05-0.3
Constante d’affinité en ammoniaque des autotrophes Kyua 1.0 1.0 1.0 -
Constante d’affinité en oxygene des autotrophes Ko 0.40 0.40 040 | 040-2.0
Facteur de correction pour la croissance anoxie des hétérotrophes|| 7yo, 0.8 0.80 0.80 0.6-1.0
Taux d’ammonification Ky 0.05 0.08 0.04 -
Taux maximal spécifique d’hydrolyse Kp 3.0 3.0 1.0 -
Constante d’affinité en substrat particulaire pour I’hydrolyse Kx 0.1 0.03 0.01 5-225
Facteur de correction pour I’hydrolyse en phase anoxie Nnos 0.8 0.4 0.4 -

TaBLE 4.3: Parametres stoechiométriques et cinétiques du modele de dégradation ([35]).
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4.3.2 Modeéele réduit

La plupart des outils mathématiques disponibles pour la conception et la résolution des pro-
blemes d’estimation, de diagnostic et de contrdle ont besoin de modeles relativement simples
des processus. Pour les procédés a boues activées, les possibilités de contrle dans le cas pra-
tique sont tres limitées du fait de leur grande complexité. Le modele ASM 1, proposé par 1’as-
sociation IAWQ, comporte treize équations d’état non linéaires et plus de vingt parametres.
La simplification de ce modele, appelé modele de référence présenté dans 4.3.1, ayant onze
équations d’état avec vingt parametres, est presque aussi complexe que le modele standard et
quasiment intraitable pour des fins d’estimation et de commande en ligne. Il faut donc faire
appel a des modeles plus simples.

Lutilisation de modeles simplifiés de fonctionnement est fréquente en traitement des eaux par
boue activée pour I’observation de I’état, I’estimation en ligne des parametres ou encore la com-
mande des procédés (par ex. [79], [82], [96], [146], [155], [35]). La plupart de ces travaux sont
basés sur les modeles ASM 1 et ASM 2. Dans [146], un algorithme est proposé pour I’élimina-
tion des variables d’état, basé sur 1’étude de leurs dynamiques dans le temps : les dynamiques
n’appartenant pas a I’échelle de temps d’intérét sont négligées. Dans cette voie, les variables
moyennement rapides sont considérées comme irréductibles, les variables rapides atteignent ra-
pidement leur régime permanent, les variables lentes évoluent d’une facon suffisamment lente
pour étre considérées comme constantes. Dans ce cas la concentration de 1’oxygene est suppo-
sée constante ou nulle suivant la phase. Les travaux de Julien [82] sont basés sur la commande
du procédé par 1’ajout d’une source de carbone externe. Toutefois, il a pu €tre vérifié que le
modele simplifié élaboré par cet auteur n’est pas adapté au cas de la commande des séquences
d’aération du réacteur. Plus récemment, [59] et [87] ont proposé d’utiliser un modele linéaire
(basé sur le modele ASM 1) dans un schéma de commande en boucle fermée du systeme d’aé-
ration. Ce type de modeles, bien qu’attractif pour sa simplicité, ne bénéficie cependant que d’un
horizon de prédiction tres limité, en raison notamment de la forte non linéarité du procédé.

Dans cette these, nous allons utiliser le modele présenté dans [35]. Ce modele, basé sur le
modele ASM 1, est élaboré pour le procédé a boue activée en aération séquentielle, en vue
de la commande optimale du systeme d’aération. Les simplifications considérées sont de deux
types : 1) les dynamiques lentes du systeme sont identifiées au moyen d’une méthode d’homoto-
pie, puis éliminées du modele ; 2) des simplifications plus heuristiques, consistant a prendre en
compte un composé organique unique et a éliminer la concentration des composés organiques
azotés, sont ensuite appliquées. Elles conduisent a un modele simplifié de 5 variables. Il est éga-
lement vérifié que le modele proposé est observable et identifiable, sous certaines conditions, a
partir des mesures en ligne des concentrations en oxygene dissous, ammoniaque et nitrate. Le
modele réduit de [35] est choisi, parmi les autres modele réduits, car il présente toutes les pro-
priétés requises pour une future utilisation au sein de schémas de commande en boucle fermée,
en vue de la commande prédictive des stations d’épuration a boue activée.
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4.3.2.1 Simplification du modele de référence

Les hypotheses de simplifications utilisées sont inspirées de la these de Chachuat [35]. Notons
que I’objectif de ce paragraphe est de rappeler les différentes étapes de simplification effectuées
pour obtenir le modele réduit.

Simplification des dynamiques lentes : elle se base sur la séparation des dynamiques lentes
et des dynamiques rapides en utilisant la théorie des perturbations singulieres. Nous pouvons
vérifier facilement que les dynamiques des composés organiques inertes (S;) et des biomasses
hétérotrophe (Xjpy) et autotrophe (X3,) sont nettement plus lentes que celles des autres composés
du systéme, et ceci tout au long du cycle de fonctionnement. Etant donné que les dynamiques de
ces composés ont des constantes de temps de I’ordre de plusieurs jours, il apparait donc 1égitime
de considérer que les concentrations S;, Xy et X4 sont constantes durant quelques heures. En
les appliquant et en éliminant en plus la concentration en composés organiques solubles inertes
S (dont la dynamique est découplée de celle des autres composés), le nombre de variables
d’état est ainsi réduit de 11 a 7.

Simplification des composés organiques : le modele ASM 1 établit une distinction entre
les composés biodégradables solubles S, supposés directement assimilables par les micro-
organismes, et particulaires Xy, qui doivent étre préalablement hydrolysés en composés solubles
pour pouvoir étre assimilés. Ces composés jouent un réle important dans le processus de dé-
gradation de 1’azote (processus de dénitrification notamment), et doivent par conséquent faire
I’objet d’une attention particuliere. La description de ces composés est ici simplifiée par le biais
d’une variable d’état unique X, = S5 + Xy, dont la dynamique s’écrit sous la forme :

) . K 1
Xpco = D" (XZ’CO - K—iOXDCO) Y. (o1 +p2) + 6, (4.3)
D H

ou D" = ?,0 et X}, désignent respectivement le taux de dilution et la concentration des com-
posés organiques relatifs a I’influent. Les cinétiques de croissance aérobie p, et anoxie p, de la

biomasse hétérotrophe s’écrivent alors, en fonction de variables d’états, sous la forme :

Xpco So
Xpco + KpcoSo + Koy’
6, o Xpco Kon Sno
Xpco + Kpco Ko + S0 Sno + Kno

p1 =6 4.4)

P2 = (4.5)

ou les parametres spécifiques 6, et Kpco sont définis par :

0, = uy Xpu,
Kpco = K X;CO = %
S ss

Le parametre 6, ne dépend que des variables lentes du modeles ASM 1, donc ce parametre évo-
lue lentement. Les variations du parametre Kjq, conservent une valeur moyenne relativement
stable.
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La prise en compte d’un composé organique unique permet ainsi d’éliminer une variable d’état
supplémentaire et présente également 1’avantage d’éviter la description du mécanisme d’hydro-
lyse des composés particulaires en composés solubles.

Simplification des composés azotés : le modele ASM 1 distingue quatre fractions azotées
Svo» Syu Sap et Xyp. Dans la mesure ou les concentrations en azote ammoniacal Sy, et en
nitrate/nitrites S o constituent I’essentiel des rejets d’azote total et sont mesurables en ligne, il
est difficilement concevable que ces composés n’apparaissent pas dans 1’expression du modele
réduit. En revanche, les deux fractions d’azote organique soluble S y,, et particulaire Xy, dont
le role est de décrire la formation interne de S yy par les les processus d’hydrolyse et d’am-
monification, ne constituent qu’une faible partie des rejets d’azote. La simplification consiste
a découpler les dynamiques des deux composés azotés organiques, en simplifiant la descrip-
tion du mécanisme d’hydrolyse. En remarquant que iypy, < YLA et ¥, <« 4.57, les cinétiques
d’ammonification pg4 et de nitrification YiAp3 s’écrivent sous la forme suivante :

1 S e So
—p3 = 06;
Y, Svu+ KyuaSo+ Koa
Ps = 048 np
avece .
J7i
0; = ?: XB,A’
0, = K, XB,H

et les dynamiques des composés Sy, et Xyp sont découplées en simplifiant le processus pg
d’hydrolyse de 1’azote organique particulaire :

(4.6)

_ XDCO ( S o KO,H SNO )
ps = 05

+
Xpco+ Kyp \So + Kon o Kon+So0Sno+ Kyo

avec

0s =k —— Xpu
s
X
Kyp = KX);;COXB,H

S
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4.3.2.2 Expression du modele réduit

L’ application de I’ensemble des simplifications précédentes permet d’exprimer le modele réduit
sous la forme suivante :

) ‘ ‘ K 1
Xpco = D" (XZ’CO - _SXDCO) - — (1 +p) +6, (4.7a)
Kpco Yy
X in in 1 - YH 1
Svo = D"(Syo—Sno) - mpz + ?Aps (4.7b)
) o ) 1
Svu = D" (Syy—Swu)—insm (01 +p2) — 7,03 + D¢ 4.7¢)
A
Swp = D" (S ;GD —Sxp) = Ps + Ps (4.7d)
) , 1-Y, 1
So = D"S,-— dl o1 — 457 —ps+ka (S5 —So) 4.7e)
H Y,
ou
—0 Xpco So _ 9 Xpco Kon S vo
o 1XDCO + Kpco So + KO,H’ P2 1o Xpco + Kpco Ko +S0Sno + Kyo
1 S vu So
6, = - +ps), —p;=0
h = ( Srx) (ps + ps) YAP3 3SNH + Kyns So + Kox
P4 = bHXB,Ha Ps = bAXB,Aa Pe = 0,5 np
05 = 0 Xpco So +n Kon S vo
’ 5XDCO + Kyp \So + Kon noa Ko +S0Sno+ Kyo
et

X
0, = 1y XB,H, 0; = /v& XB,A’ 0, = K, XB,H, 05 = K ﬂXB,H
YA XS
Xpco K; Xpco ; Oin
K =K = —, Kvn =K X . D" ==
DCO s S, Tes ND X X, B.H Vv,

Ce modele réduit comporte cinq variables d’état (Xpco, Sno> Svus Swp €t So), 16 parametres
ainsi que le débit Q,, et les concentrations X}, S¥,, St et Sk, incidentes. Les parametres
stoechiométriques et cinétiques sont identiques a ceux définis dans le modele ASM 1 (Tab.
4.3.1). En revanche, les parametres supplémentaires 6;(i = 1, ..., 5), Kpco et Kyp sont issus
de simplifications. Les valeurs de ces parametres spécifiques sont données dans le Tableau 4.4.
On peut noter que les parametres 6, et 6, peuvent étre interprétés comme les taux maximaux
de dégradation des composés organiques et de 1’azote ammoniacal [35]. Nous précisons que la
concentration de SY,, dans le modele réduit 4.7a-4.7e, est supposée non nulle contrairement a
ce qui a été proposée dans [35]. Si T, désigne la période d’échantillonnage, une discrétisation
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TaBLE 4.4: Valeurs des parametres spécifiques

Parametre Valeur

0, 9956
0, 693
05 283
0, 124
05 480
Kpco 220
Kyp 258

Xpa 136 gpco.m™
Xsn (2489 gpco.m™
Xvp 6 gy.m™

du modele (4.7a)-(4.7¢) donne le systeme :

Xpco (k+1)

Syok+1)
Svpk+1)

Swp(k+1)
Sok+1)

K
. Xbco (k)) (p1 (k) + p2 (k)

+T.6, (4.82)
o 1- Yy, 1
Sno (0 + T, D" (S0 () = Swo () = o5y (K) + Togrmps (K)(4.8b)

Xpco (k) + T,D" (Xﬁ)"co (k) —

'2.86Yy,
S wu (k) + T,D" (S j\r;H (k) = S nu (k) — Tingy (01 (k) + ps (k)
1
—Ts7P3 (k) + T o6 (k) (4.8¢)
Sxp (k) + T,D" (S, (k) = S wp (k) — Typs (k) + T,ps5 (k) (4.8d)

. 1-Y 1
So (k) =TD"S¢o (k) - T, Y—H p1 (k) = 4.57 T, -ps (k)
A

H

+Tka (S = S, (k) (4.8¢)

4.3.3 Le simulateur

Le groupe de travail du programme européen COST 624 a proposé un simulateur complet du
traitement secondaire par boues activées d’un effluent urbain [2]. Ce simulateur a été développé
dans le but de fournir un outil objectif de comparaison des différentes stratégies de commande et
donc de stimuler les recherches sur I’optimisation des performances des procédés d’épuration.
Ce simulateur est largement utilisé comme outil de référence.

La configuration de cette station est donnée par la figure 4.2. Elle est composée d’un réacteur
et d’un clarificateur. Le réacteur étant scind€ en cinqg bassins : deux bassins anoxiques parfaite-
ment agités et trois bassins aérobies également parfaitement agités. Une boucle de recirculation
interne représente le retour de 1’effluent du dernier compartiment aérobie vers le premier com-
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4.4. Observation de l’état du modele réduit

partiment anoxique. Les boues a la sortie du clarificateur sont extraites et recyclées avec une
boucle de recirculation externe. Par la suite, seule une partie du benchmark sera utilisée. Nous

Eau usée
P Sr S g g

Boues e}&raites

Rejet
=

Ficure 4.2: Configuration hydrodynamique de la station urbaine de référence.

nous intéressons au troisieme bassin avec le clarificateur (Voir figure 4.2). Le volume de ce bas-
sin est V, = 1333 m’. Le coefficient k,a relatif au transfert d’oxygene a une valeur de 2404
et nous prenons S’ = 10mgL™"'. L’objectif de cette étude est d’appliquer les résultats de si-
mulation obtenus a partir du modele de benchmark sur la station d’épuration de Bleesbriick au
Luxembourg, en utilisant uniquement les capteurs en ligne existant sur site réel. Nous rappelons
que les concentrations mesurées en ligne sont : la concentration d’oxygene S, la concentration
d’azote sous forme de nitrite et de nitrate Sy, et la concentration d’azote sous forme d’am-
moniaque S . Les concentrations incidentes X7, S%,, S¥ et S  ne sont généralement pas
mesurées en ligne. Il sera donc important de les estimer. En utilisant le logiciel SIMBA et le
modele ASM 1, les données sont générées par 1’équipe de "Modélisation et Simulation" du la-
boratoire LTI du CRP Henri Tudor a Esch sur Alzette au Luxembourg.

4.4 Observation de I’état du modele réduit

L’observation de 1’état des bioprocédés a été largement étudiée au cours des deux dernieres
décennies. En raison de leur facilité d’utilisation et de la simplicité des concepts sous-jacents
qu’ils integrent, I’observateur de Luenberger étendu et le filtre de Kalman étendu ont fréquem-
ment été appliqués, avec succes le plus souvent, pour I’estimation des procédés de traitement
des eaux a boue activée notamment ([12], [163], [79], [82] et [46]). La mise en oeuvre d’ob-
servateur non linéaires est de plus en plus fréquente pour 1’estimation de I’état des bioprocédés
([58]; [52]). En raison de leur facilit¢ d’implémentation, les observateurs ont fait I’objet de
nombreuses applications en traitement des eaux a boue activée ([12], [135], [68]). L’intérét de
ce type d’observateur est de supposer les cinétiques réactionnelles non structurées.

Pour des raisons techniques ou économiques, les grandeurs susceptibles d’étre mesurées en
ligne sur les stations d’épuration des eaux usées a boues activées sont peu nombreuses. Hormis
la mesure de la concentration en oxygene dissout, seules les concentrations en azote ammonia-
cal et en nitrate sont accessibles en ligne. Malgré I’existence des méthodes qui nous permettent
de déterminer les concentrations des composés organiques biodégradables et azotés (dosage,
spectrométrie, etc.), les durées nécessaires pour obtenir les résultats restent rédhibitoires, dans
un contexte de commande, par rapport a la vitesse d’évolution du procédé. Nous rappelons éga-
lement que les concentrations incidentes X}, S%,, S, et S, ne sont pas observables a partir
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des mesures.

Afin d’estimer les concentrations non mesurées, il est nécessaire d’utiliser un observateur chargé
de reconstruire 1’état du systeme a partir des grandeurs mesurées en ligne. De plus, pour estimer
les concentration incidentes, nous les considérons comme des entrées inconnues. Dans la litté-
rature, nous trouvons peu de travaux qui traitent I’observation de 1’état et des entrées inconnues
du modele réduit du procédé d’épuration. Parmi eux, nous citons [164], [103], [60] et [147].
Dans le suite de ce chapitre, nous allons proposer deux observateurs pour estimer les états et les
concentrations incidentes du modele réduit (4.8a)-(4.8e).

4.4.1 Observateur de Kalman Etendu

Notre objectif dans cette partie, est d’appliquer I’OKE (3.3)-(3.5), synthétisé pour les systemes
non linéaires singuliers, a I’estimation simultanée de 1’état et des entrées inconnues de systemes
non linéaires sous la forme :

& = f(gk,u)"'Bkd_k (4.923)
w = Cé& (4.9b)

ou & € R7 est le vecteur d’état, y, € R™ est le vecteur de mesure et d;, € R représente le
vecteur des entrées inconnues.

Pour estimer simultanément I’état et les entrées inconnues de (4.9), nous définissons le vecteur
— —\T _ s .

d’état augmenté ¢, = (fk dk) e R™ de facon a transformer le systéme régulier (4.9) en la

forme singuliere :

Elo = g(u) (4.10a)
Y = Hg (4.10b)

ou E = [In —Bk], gl u) = f_(gk,u) et H= [C O,—,Lxg].

Nous considérons, a présent, le modele réduit discret (4.8a)-(4.8e), qui peut étre écrit sous la
forme suivante :

& = f(&nu) + Bidy (4.11a)
o = Cé& (4.11b)
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4.4. Observation de l’état du modele réduit

avec
T
&= [ Xpco Sxo Swu Swo So ]
T T
u= [62 kLa] = [u1 Mz]
[T, 0 0 0|
0O 7, 0 O 01 00O
B.={0 0 7T, 0f, C=10 01 00
0O 0 0 T, 00001
| 0 0 0 O |
et
1 -1,0" Klzio Yk — TSYLH (01 (k) + o2 (k) + Tu,
(1 =T, D")éyy ~ Ts;gTy;’sz (k) + TsyLAP3 (k)
f&,u) = (1-T, Din)fs,k — Tsingu (o1 (k) + s (k) — T‘vyLAps (k) + Tp6 (k) 4.12)
(1 =T, D"éyy — Typs (k) + T,ps (k)
| (1 =T, D"ési =T, 52 py (k) = 4.57 To-ps (k) + Ty (S 3" = &55) |
avec &, =& (k), i =1, ..., 5. Le vecteur de mesures et le vecteur des entrées inconnues sont

donnés par

y=[Syo Sxu Sol
d=[D"X}., D"S%, D"Su, D"Sy.1.
Avant d’appliquer I’OKE (3.3)-(3.5), nous devons vérifier que la condition

E

rang =n+rang B

est satisfaite. Cette condition est vérifiée si (voir la section 2.3, page 53)
rang CB =rang B (4.13)

Nous pouvons vérifier facilement que la condition (4.13) n’est pas vérifiée. Les deux variables
qui posent des problemes sont D"S%, et D"X}.,. Afin de surmonter cet obstacle, nous propo-
sons d’utiliser la valeur journaliere moyenne de S%,,. Ce choix est trés utilisé par les chercheurs,
car cette concentration et de la méme maniere pour les autres concentrations incidentes, n’est

généralement pas mesurée en ligne. Au lieu d’estimer directement DX}, nous proposons de
le remplacer par

DX}, = aD" + 3 (4.14)

ou « et 8 des parametres constants a estimer. Ce dernier choix est motivé par le résultat de 1’ap-
proximation aD™ + 3 qui donne un bon résultat par rapport a la valeur journaliere moyenne de
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D"X¥,. Le choix de la valeur journaliere moyenne de S, au lieu d’utiliser une approximation
du genre @, D™ + B, revient a un probléme d’observabilité constaté dans la phase de simulation.

En utilisant les propositions précédentes, le systeme (4.11) est réecrit comme suit

g/m = f(gk’ M) + Bid, (4.15a)
wo = C& (4.15b)
avec
0 o]
T, 0
0 T, 0100000
B.={0 0|, C={001000O00
0 0 00007100
0 0
B O O |
(1-71,D" KIZ‘ZO )iy — Tsi (p1 (k) + py (k) + Tyuy + T,D"Eg, + T,&5,
(1= T, D&, — To32p, (k) + Tyips (k)
(I-T, Dm)‘g:lk = Tsingu (1 (k) + p, (k) — TSyLAp:i (k) + T o6 (k)
F(&ou) = (1 = T, D"y = Tops (k) + Tops (k) + T.D"Ss,
(1= T, DMy = T, 52 p, (k) = 457 Tyi-ps (k) + Tty + Ty (S5 = &5,
&
& |
(4.16)

Le vecteur d’état, le vecteur de la sortie et le vecteur des entrées inconnues sont définies comme
suit :

é_::[XDCO Svo Sxu Swp So «@ ,B]T
y=I[Svo Swu Sol”
d= [D’”Sj(}o Di”Sj(}H]T.

— -7
En introduisant le vecteur d’état augmenté {; = [fk dk] , il est facile de réécrire (4.15) sous la

forme singuliere (4.10) avec E = [I, —B,], g(&, u) = f(ék, u) etH=[C Ol
’OKE (3.3)-(3.5) pour le systeme augmenté singulier ainsi généré est :
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Zkﬂ = Zk+1|k + Kii1€541
Pk+1 = (19 - Kk+lH) Pk+l|k
g({ka I/t)

Yi+1
Py = AFkPkaTAT + Ok

E

§k+1|k =

avece . ’
Koy = Py H (HPk+1|kH + Rk+1)

€1 = Vi1 — Hip

S o o O

0.5 4.17)

S O O O O O
S O O o O o O
S O O = O O O

0
0 0
=250 0 0 O
0 -250 0 O

b
I
o oo oo o o ~

©c oo ~ 0o o o o o
- - - - -1}

8g ({k, l/l)
A7

et Py = ulyy. Les matrices de pondération Q, et R, sont choisies a partir de (3.13)-(3.14) :

Fy = AF (§,u) = (4.18)

b=l

Qi = ye,edy + €ly (4.19)
Rk+1 = /lHPk+]|kHT + 613 (4.20)

oue, =y, — HZka—l avecy,d>0ete, 6> 0.

La période d’échantillonnage est 7'y = 4ms. Les conditions initiales du systeme, de 1’observateur
et le paramétrage des matrices de pondération (4.19) et (4.20) sont :

Z0)=[51 5 5 1 1 393 -21005 370 549]"

ZO0)=[0 0 0 0 0 350 -21050 398 660]"
Py =10"L,, y=10" €=10"7, 1=0.07, 6=10".

E
Nous constatons que la matrice { o ] est de rang plein colonne, alors la condition (3.2) est

vérifiée.
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Pour valider ce premier observateur proposé, I’OKE, nous disposons de plusieurs jeux de don-
nées. En effet, nous disposons de trois jeux de données issues du benchmark qui représentent un
temps sec, un temps pluvieux et un temps orageux. Normalement chaque campagne de mesure a
une durée de 14 jours, mais dans les simulations et dans le but montrer les performances de deux
observateurs, proposés dans ce chapitre, nous présentons seulement les résultats sur quelques
jours dans les figures suivantes.

1. Temps sec

110

Nous commencons les simulations par le jeu de données Temps sec. Les résultats de ces
simulations sont illustrés par les figures 4.3(a)-4.3(e). Les figures 4.3(a)-4.3(c) montrent
I’évolution des concentrations estimées de Xpco, S yp €t S o, alors que 1’évolution des en-
trées inconnues X}, Sk, et Sy, est présentée sur les figures 4.3(d)-4.3(e). Notons que
X}, est calculé a partir de 1’approximation (4.2). Les performances du filtre sont certai-
nement satisfaisantes puisque toutes les concentrations sont correctement estimées.

. temps pluvieux

Les résultats de simulation avec le jeu de données temps pluvieux sont reportés sur les
figures 4.4(a)-4.4(f). Les concentrations de Xpco, Snyo €t Syp sont illustrées par les fi-
gures 4.4(a)-4.4(c). Le choix de montrer le résultat d’estimation de Sy, est motivé par
I’effet de la pluie sur le modele, dans la période de 8.5-11 jours, ol les principales varia-
tions se trouvent au niveau de la concentration de S . L’évolution des entrées inconnues
X0, Ship et S, est présentée sur les figures 4.4(d)-4.4(f). Nous constatons que toutes
les concentrations sont correctement estimées tout au long de la période de simulation
malgré la présence de la pluie.

. temps orageux

Les figures 4.5(a)-4.5(f) présentent les résultats de simulation de I’OKE avec le jeu de
données remps orageux. Dans ce cas, les principales variations peuvent étre constatées
dans la concentration X ¢, illustrée par la figure 4.5(a). Les figures 4.5(b)-4.5(c) montrent
I’évolution des concentrations estimées Sy, €t S yp. L' estimation des entrées inconnues
X, S, et St est obtenue (4.5(d)-4.5(f)). Nous constatons, dans ce cas aussi, que
I’OKE a donné de bons résultats en simulation.



4.4. Observation de l’état du modele réduit

1.4
B S
S g
§ é 0.6
> “2 04
20 0.2
[ : : : 0 : : :
0 05 1 15 2 0 0.5 1 15 2
Temps (Jour) Temps (Jour)
(a) La concentration Xpco(mg/L) (b) La concentration S yp(mg/L)
140
130
120
110+
3 100
Q %
?0 § 90
“ < 7o)
60+
0.5
501
0 : : : 40 : : :
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Temps (Jour) Temps (Jour)
(c) La concentration S o(mg/L) (d) La concentration X#_,(mg/L)
9 T T T 18
16
141
~~ ~~ 12r
=~ =
?0 ?0 10
S g
=2 FERL
“ %)
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ol
1 : : : 2 : : :
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
Temps (Jour) Temps (Jour)
e) La concentration de I’entrée inconnue S ,(mg/L) La concentration de ’entrée inconnue S (mg/L)
NO 8 NH 8

FiGure 4.3: Résultats de I’estimation (Temps sec) : états simulés (bleu) et estimés (noir).
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FiGURE 4.4: Résultats de I’estimation (Temps pluvieux) : états simulés (bleu) et estimés (noir).
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FiGuRE 4.5: Résultats de I’estimation (Temps orageux) : états simulés (bleu) et estimés (noir)
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Remarque 4.2. Pour valider I’approximation , nous allons comparer les résultats de simula-
tions, en utilisant les trois jeux de données, du produit D" X}, son approximation aD" + f3 et
le produit de la valeur journaliere moyenne de X, et de D". Le résultat de comparaison est
reporté par la figure 4.6. Nous constatons facilement que le meilleur résultat de cette approxi-
mation est obtenu avec le jeu de données temps sec. Mais avec la présence de pluie dans les jeux
de données temps pluvieux et temps orageux, ['utilisation de la valeur journaliere moyenne de
X3}, donne un résultat relativement meilleur par rapport a I’approximation proposée.

in yin
DX

L L L L L L L L L
15 2 8 8.5 9 95 10 10.5 11 115 12

1
Temps (Jour) Temps (Jour)

L
0.5

(a) Temps sec (b) Temps pluvieux

in yin
D XDCO

75 é 8.‘5 é 9‘.5 10
Temps (Jour)

(c) Temps orageux
FiGure 4.6: Comparaison entre la simulation du produit D"X? ., (bleu), son approximation

aD™ + B (noir) et le produit de la valeur journaliere moyenne de X}.., et de D"
(cercle).
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4.4.2 Approche LMI

L’ objectif de cette partie est d’appliquer le résultat présenté dans la section 3.3 au modele réduit
de la station d’épuration.

Le modele réduit temps-discret (4.8a)-(4.8e) peut étre réécrit sous la forme suivante

St = J& + P&, wy) + Bdy (4.21a)
w = C& (4.21b)
avece
&= [ Xoco Sxo Sxu Swp So ]T (4.22)
u = [6,; k;al (4.23)
[ 1-T.D" K 0 0 0 0
0 1-T,D" 0 0 0
J = 0 0 1-T,D" T, 0 (4.24)
0 0 0 1-T,D"-T, 0
0 0 0 0 1-T,D" |
0 0
1 0 01000
B={0 1|, C=/00 100 (4.25)
00 00001
[ 0 0]

_Tsé (f)l (k) +p2 (k)) + Tsul + T.vDinXZlCO
T, p, (k) + T,y (K)
O, u) = —Tsingu (o1 (k) + py (k) — TJYLAP3 (k) (4.26)
T,ps (k) + T, DS,
| T, 1;:H pi1 (k) —4.57 TsY_lAP3 (k) + Ty (S3" —&sy) |

Le vecteur de la sortie et le vecteur des entrées inconnues sont définis par

y=[Swo Swu Sol
d=[T,D"Sy, T.D"Sy,l".

La fonction ¢(&;, u;) est non linéaire.
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Revenons maintenant a la matrice J. Cette derniére évolue en fonction de D™ et nous pouvons
I’écrire donc comme suit :

J=Jo+0l, = J(0) (4.27)
avec
(100 0 0] [ -T2 0 0 0
010 0 0 0 -T, 0 0
o=D", Jyo={001 T6 0| J= 0 -T, 0 | (4.28)
000 1-T#8 0 0 0 -T, 0
000 0 1] o 0 0 0 -T,

alors, le systeme (4.21) est donné par

et = J(©& + (&, w) + Bd, (4.29a)
w = C& (4.29b)

ou les matrices J(p), B et C sont données respectivement par (4.27) et (4.25).

Remarque 4.3. Les concentrations Xjy., et Sk, ne sont pas mesurées en ligne dans la station
d’épuration de Bleesbriick au Luxembourg. Par ailleurs, nous ne pouvons pas les estimer direc-
tement en raison d’un probleme d’observabilité du systeme (4.21). Nous proposons d’utiliser la
valeur journaliere moyenne de ces deux concentrations.

Remarque 4.4. Pour des raisons de simplification, nous traitons seulement le cas ou S , > 0.

Pour estimer simultanément 1’état et les entrées inconnues de (4.21), nous définissons le vecteur
d’état augmenté x;, = [&, dk]T € R™" de fagon a transformer le systeme régulier (4.21) sous la
forme :

Exir = A(0)xy + f (X, ) (4.30)
Vi = ka (431)

Otl E = [In _B]’ A(Q) = [J(Q) Onxm]’ H = [C Opxm] et f = ¢(‘§k7 uk)~
Les conditions initiales du systeme et de I’observateur sont :

x=[51 5 5 1 1 14814 2.1956]"
£%=[0 0 0 0 0 18 1.6421]".

La période d’échantillonnage est 7, = 4ms. La constante de Lipschitz de la fonction non linéaire
f esty = 0.186. Nous pouvons vérifier facilement que la condition sur le rang de la matrice
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E
[ " ] est satisfaite. A partir de (3.29), les matrices T et Q sont

(1 0 0 0 0 | (00 0 |
00 0 0 0 10 0
00 0 0 0 01 0
T={0 0o 0 1 01, 0=[00 0
0 0 0 005 00 05
0 -1 0 0 0 10 0
(0 0 -1 0 0 (01 0

Les données sont entachées d’un bruit «blanc» additif de moyenne nulle et de variance 0.01.
Nous obtenons, apres la résolution des LMIs (3.42) et (3.43), les solutions suivantes :

(133 0 0 O 0 0 0
0 352 0 0 0 0 0
O 0 352 0 0 0 0
P=l 0o 0 0 323 0 0 032/,
O 0 0 0 367 0
O 0 0 0 0 3214 0
0 0 0 032 0 0 24|

0 00 0 0 =321 O 0 0 0 0 129 0
Ry=10 0 0 -032 0 0 24 [,R,=107]10 0 0 13 0 0 96|,
000 0 0.07 0 0 000 O =73 0 0

S O O o O
S O O o o O©
oS o o O

S O o o O
S o o o o O
S o o O

0
0
0
0o |.F=10"
0
0
0

A O O O © O ©
O O b O O o ©
=
|
Pk
(@]

i
S ~r O O O O O
A O O O O O O

o O
|
—

S B~ O O O O O
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et T = 5.9473.

En utilisant les trois jeux de données temps sec, temps pluvieux et temps orageux, les résultats de
simulations sont reportés par les figures 4.7(a)-4.12(b). Les concentrations de Xpco, S yo, S vus
S np et S sont données, pour chaque jeu de données, par les figures 4.7(a)-4.7(e), 4.9(a)-4.9(e)
et 4.11(a)-4.11(e) respectivement. Les entrées inconnues ou les concentrations incidentes S,
et S, sont illustrées par les figures 4.8(a)-4.8(b) (temps sec), 4.10(a)-4.10(b) (temps pluvieux)
et 4.12(a)-4.12(b) (temps orageux). 1l est clair que 1’observateur proposé donne, avec trois jeux
de données différents, de bons résultats.
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FiGure 4.7: Les résultats de 1’estimation (temps sec) : états simulés (ligne continue) et estimés
(ligne discontinue).
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Ficure 4.8: Estimation des entrées inconnues (temps sec) : entrées inconnues réelles (ligne
continue) et estimées (ligne discontinue).
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FiGURE 4.9: Les résultats de ’estimation (Temps pluvieux) : états simulés (ligne continue) et

estimés (ligne discontinue).
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Ficure 4.10: Estimation des entrées inconnues (Temps pluvieux) :
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FiGure 4.11: Les résultats de ’estimation (Temps orageux) : états simulés (ligne continue) et

estimés (ligne discontinue).
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4.5 Conclusion

L’élaboration d’un modele de fonctionnement simplifié est nécessaire en vue de la commande
des stations d’épurations a boues activées. Issu du modele, ASM 1 de 'TAWQ, le modele pro-
posé integre deux types de simplifications : i) des simplifications tres rigoureuses, basées sur
la théorie des perturbations singulieres, afin d’éliminer les variables d’état dont les dynamiques
sont lentes ; ii) des simplifications de nature plus heuristique qui permettent de réduire davan-
tage la dimension du systeme. Il comporte 5 variables d’état Xpco, Snyo, Svu, Sap €t So, et 4
concentrations incidentes X}, S, Sy €t S,

Les concentrations incidentes ne sont généralement pas mesurées en ligne et elles sont rempla-
cées, en général, par leurs valeurs journalieres moyennes. Dans ce travail, nous avons proposé
une approximation de DX ., par aD™ + 3, ou @ et 8 sont des paramétres constants a estimer,
et la valeur journaliere moyenne de la concentration S, pour le premier observateur. Pour la
deuxieme approche d’estimation proposée, nous avons utilisé la valeur moyenne journalicre
de ces deux concentrations. Les concentrations S y, et Sy sont considérés, dans les deux ap-
proches d’estimation, comme des entrées inconnues et sont estimées conjointement avec les
états du modele réduit. Les résultats de simulations des deux observateurs sont, d’une maniere
générale, tres satisfaisants.
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Durant cette these, nous avons proposé plusieurs méthodes de synthese d’estimateurs d’état des
systemes singuliers qui permettent d’améliorer les résultats existant dans la littérature. Afin de
situer au mieux notre contribution par rapport aux travaux existants, un rappel sur la théorie de
I’observation des systemes linéaires, singuliers et non linéaires a tout d’abord été présenté. Les
contributions personnelles présentées par la suite abordent le probleme de la syntheése d’estima-
teurs d’état des systemes singuliers. L’application des observateurs non linéaires proposés a un
modele d’une station d’épuration a boues activées est également étudiée.

Nous avons consacré le chapitre 1 a un rappel sur la théorie d’observation des systemes li-
néaires et non linéaires. Ce chapitre s’articule autour de deux themes principaux. Le premier est
dédié a I’observabilité des systemes singuliers et non linéaires. Le deuxieme est consacré aux
différentes techniques d’estimation de 1’ état.

Les premieres contributions de notre travail de recherche apparaissent dans le chapitre 2 de
ce mémoire. Nous nous sommes plus particulierement intéressés a la synthese d’observateurs
des systemes singuliers linéaires en associant les techniques d’estimation a horizon glissant. Le
premier estimateur présenté est au sens des moindres carrées. L’ optimalité de cet estimateur est
prouvée. En se basant sur ce premier résultat, une application aux systemes linéaires a entrées
inconnues est réalisée. Ensuite nous avons présenté un estimateur optimal au sens de la variance
minimale. ’analyse de la convergence de cet estimateur est abordée.

Le chapitre 3 a été consacré a la synthese d’observateurs d’état des systémes singuliers non
linéaires a temps discret a mesures linéaires. En supposant que la partie linéaire de la classe de
systeme choisi est variable dans le temps, le probleme de I’estimation de I’état d’un systéme non
linéaire se réduit a un probleme de 1’estimation de 1’état d’un systeme partiellement LPV. En
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se basant sur les techniques LPV présentées dans la littérature, des conditions de stabilité sous
forme d’Inégalités Matricielles Linéaires (LMIs) ont été obtenues. Nous avons présenté aussi
un observateur de type Kalman étendu pour une classe des systemes singuliers non linéaires a
temps discret qui existe déja dans la littérature. L’ objectif principal de ce chapitre était de pré-
senter les deux observateurs qui seront validés dans le dernier chapitre par une application a un
modele d’une station d’épuration a boues activées.

Le quatriéme chapitre a été¢ dédié a 1a modélisation des procédés de traitement des eaux usées
a boues activées. Apres une breve présentation des grandes étapes du fonctionnement d’une
station d’épuration a boues activées, nous avons présenté un modele simplifié issu du modele
biologique du modele ASM 1. Etant donné sa structure complexe, nous avons choisi un modele
réduit non linéaire présenté par [36]. Nous avons essayé d’adapter ce modele réduit a la station
d’épuration de Bleesbriick au Luxembourg, en utilisant uniquement les capteurs en ligne exis-
tant sur ce site réel. Sachant que la plupart des concentrations incidentes ne sont généralement
pas mesurées, nous avons été contraints de les considérer comme des entrées inconnues. Pour
valider nos résultats, nous avons utilisé plusieurs jeux de données.

Suite aux travaux exposés dans ce mémoire, les extensions et les perspectives suivantes nous
semblent étre des pistes de recherche a approfondir :

1. Cas des systemes singuliers linéaires :
— étudier la robustesse des résultats obtenus en présence de perturbations (incertitudes).
— étendre les résultats obtenus aux techniques d’estimation a horizon glissant avec contraintes.

2. Cas des systemes singuliers non linéaires : présenter un observateur d’état des systemes
singuliers non linéaires en utilisant I’approche MHE et étudier ses conditions de conver-
gence et de stabilité.

3. Proposer une commande optimale du systeéme d’aération des précédés de traitement des
eaux usées en se basant sur le résultats obtenus dans cette these.
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Annexe A. Quelques rappels mathématiques

A.1 Théorie des Matrices

Cette annexe regroupe des rappels sur quelques notions mathématiques utilisées dans ce mé-
moire.
Définition A.1. Une matrice symétrique S € R™" est dite :

1. définie positive S >0 ssix"Sx>0pourtout x € R", x #0.

2. semi-définie positive S >0 ssi x'Sx > 0 pour tout x € R", x # 0.

3. définie négative S <0 ssix"Sx<O0pourtout x e R", x # 0.

4. semi-définie négative S >0 ssi x'Sx < 0 pour tout x € R", x # 0.

A.1.1 Complément et lemme de Schur

Ici, nous présentons brievement le complément et le lemme de Schur utilisés dans le chapitre 3.

Définition A.2. (Complément de Schur [32]) Pour une matrice A inversible, le complément de
Schur de A, dans la matrice M donnée par :

A B
M =
[C D
est la matrice D — CA™'B.
Définition A.3. (Lemme de Schur [32]) Pour A = A" et C = C7,
A B
>0
BT C

si et seulement si
C-B'A7'B>03si A>0

ou de facon équivalente, si et seulement si

A—-BC'B">0 si C>0.
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Résumé

Ce sujet de recherche revét, d’une part, un caractere théorique puisqu’il aborde le probleme
d’estimation des systemes singuliers linéaires et non linéaires a temps discret pour lesquels
tres peu de résultats sont disponibles et, d’autre part, un aspect pratique, car le modele utilisé
est d’une station d’épuration des eaux usé€es a boues activées. Dans la partie théorique, nous
nous sommes intéressés, dans un premier temps, a I’estimation d’état des systemes singuliers
linéaires en utilisant I’approche d’estimation a horizon glissant. Deux estimateurs optimaux, au
sens des moindres carrés et au sens de la variance minimale, ont été présentés. L’analyse de la
convergence et de la stabilité de ces estimateurs est traités. Ensuite, nous avons présenté une
approche pour I’observation de la classe des systemes non linéaires lipschitziens a temps dis-
cret. En supposant que la partie linéaire de cette classe de systemes est variante dans le temps,
le probleme de I’estimation d’état d’un systeéme non linéaire est transformé en un probleme
d’estimation d’état d’un systeme LPV. La condition de stabilité de 1’observateur proposé est
exprimée en terme d’inégalités matricielles linéaires (LMI). Enfin, dans la partie pratique, les
résultats obtenus sont validés par une application a un modele d’une station d’épuration des

eaux usées a boues activées.
Mots-clés : Estimation a horizon glissant, systemes singuliers, observateurs non linéaires, sta-

bilité¢ au sens de Lyapunov, systemes a temps discret, systemes LPV, LMI, station d’épuration

des eaux usées a boues activées.
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Abstract

This subject of research holds, on the one hand, a theoretical character since it tackles the state
estimation problem for linear and nonlinear singular discrete time systems for which very few
results are available and, on the other hand, a practical aspect because the used model is an acti-
vated sludge process for wastewater treatment. In the theoretical part, we were interested firstly
in the state estimation problem of linear singular systems using the moving horizon approach.
We have presented two optimal estimators with the least squares and the minimum variance
formulations. The analysis of the convergence and the stability of the estimators are derived.
Then, an observers synthesis method for nonlinear Lipschitz discrete-time systems is proposed.
By supposing that the linear part of this class of systems is time-varying, the state estimation
problem of nonlinear system is transformed into a state estimation problem for LPV system.
The stability condition of the proposed observer is derived in the form of linear matrix inequal-
ities (LMIs). Finally, in the practical part, the obtained results are validated by an application to

an activated sludge process for wastewater treatment.
Keywords : moving horizon estimation, singular systems, nonlinear observers, Lyapunov sta-

bility, discrete-time systems, LPV systems, LMI, activated sludge process for wastewater treat-

ment.
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