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Résumé

Estimation et tests en théorie des valeurs extremes

Cette these se décompose en trois parties distinctes auxquelles s’ajoute une intro-
duction. Dans un premier temps, nous nous intéressons a un test lisse d’ajustement a
la famille de Pareto. Pour cela, nous proposons une statistique de test motivée par la
théorie de LeCam sur la normalité asymptotique locale (LAN). Nous en établissons le
comportement asymptotique sous I'’hypothese que ’échantillon provient d’une distribu-
tion de Pareto et sous des alternatives locales, nous plagant ainsi dans le cadre LAN.
Des simulations sont présentées afin d’étudier le comportement de la statistique de test
a distance finie. Dans le chapitre suivant, nous nous placons dans le cadre de données
censurées aléatoirement a droite. Nous proposons alors un estimateur des parametres
de la distribution de Pareto généralisée basé sur une premiere étape de l'algorithme de
Newton-Raphson. Nous établissons la normalité asymptotique de cet estimateur. Par des
simulations, nous illustrons son comportement a distance finie et le comparons a celui
de l'estimateur du maximum de vraisemblance. Nous proposons enfin, dans un dernier
chapitre, un modele linéaire autorégressif adapté a la loi de Gumbel pour prendre en
compte la dépendance dans les maxima. Nous établissons des propriétés théoriques de
ce modele et par simulations nous illustrons son comportement a distance finie. Enfin,
comme des applications concretes en sciences du climat motivaient ce modele, nous

I’avons utilisé pour modéliser des maxima de dioxyde de carbone et de méthane.

Mots Clés : Théorie des valeurs extréemes, Tests d’ajustement, Test lisse de Ney-
man, Théorie de LeCam, Algorithme de Newton-Raphson, Censure aléatoire, Modele

autorégressif (AR).
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Abstract

Estimation and tests in extreme value theory

This thesis is divided into three parts with an additional introduction. In the first
part, we propose a smooth goodness-of-fit test for the Pareto distribution family. This
test is based on LeCam’s theory of local asymptotic normality (LAN). We establish the
behaviour of our test statistic firstly under the null hypothesis that the sample follows
a Pareto distribution and secondly under local alternatives using the LAN framework.
We also expose some simulation results in order to study the finite sample behaviour of
the test statistic. In the next chapter, we are interested in the topic of extreme value
theory under random censoring. We propose an estimator of the two parameters of the
generalized Pareto distribution based on the Newton-Raphson algorithm for which we
establish the asymptotic normality. A simulation study illustrates its behaviour and
also compares our estimator to the maximum likelihood estimator. In the last chapter,
we deal with an autoregressive model adapted to the Gumbel distribution to take the
dependence between maxima into account. We derive some theoretical properties of this
model and present some simulation results in order to assess the quality of our model
on finite samples. Finally, since this model is motivated by practical applications in

atmospheric sciences, we fit it on daily and weekly maxima of carbon dioxide and methane.

Key words : Extreme Value Theory, Goodness-of-fit test, Neyman smooth test, Le-
Cam’s theory, Newton-Raphson algorithm, Random censoring, Autoregressive (AR) mo-

del.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Domaines d’attraction

Au cours des derniéres décennies, nous avons pu observer dans le monde scientifique,
un intérét renouvelé pour la modélisation et I'analyse statistique des évenements rares.
L’étude des valeurs extrémes revient a 1’étude des queues de distributions de fonctions,
ou de facon équivalente, a I’analyse de la plus grande observation d’un échantillon. En ce
sens, nous pouvons considérer la théorie des valeurs extrémes comme la contrepartie de
la théorie statistique classique, qui est principalement basée sur 1’étude de la moyenne

d’un échantillon plutot que des observations extrémes.

L’analyse des valeurs extrémes repose principalement sur les distributions limites des
extrémes et leurs domaines d’attraction. Ces distributions apparaissent comme les seules
distributions limites possibles du maximum d’un échantillon de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées (iid) X7, ..., X,, de loi F. Plus spécifiquement,

on dit que I’ est dans le domaine d’attraction D, si et seulement si il existe deux suites
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normalisantes (a,), a, € R et (b,), b, € R telles que Vz € R :

Jim P {anl (f%‘?%x - bn) < x} — H,(2) (1.1)
ol
exp( —(1+ Wc)_%> pour tout x tel que 1 + vz > 0, si v # 0,
H,(z) =
exp( — exp(—x)) pour tout z € R, si v =0,

s’appelle la distribution des valeurs extrémes généralisées (distribution GEV).

De ce théoreme limite, il découle immédiatement que le comportement de la queue de
distribution d’une fonction est completement caractérisé par un unique parametre, noté
v, et appelé indice des valeurs extrémes. Le signe de ce parametre est un indicateur
essentiel sur la forme de la queue de distribution. Il faut donc distinguer les trois cas

possibles.

Précisons que dans toute la suite, nous noterons par 77 = sup{z € R : F(z) < 1} le point
terminal de F' et rappelons qu’une fonction ¢ est dite a variation lente si et seulement si

elle peut s’écrire de la maniere suivante :

{(z) = c(x) exp {/:6(10%“} , (z>a)

pour a > 0, ¢(.) une fonction mesurable telle que ¢(z) — ¢ € (0,00) et £(.) une fonction
telle que e(z) — 0 quand = — oo. Une des caractéristiques souvent utilisées des fonctions
a variation lente est que toute fonction mesurable sur (0, 00) satisfaisant la condition de

convergence suivante :

. A(tz)
o)

= 1, pour tout ¢ > 0

est a variation lente. Ces fonctions a variation lente sont utiles quand on veut définir la
notion de fonction a variation réguliere. On dit en effet que G est a variation réguliere

d’ordre p, noté G € R, si G(x) = z”{(x) avec ¢ une fonction a variation lente. De plus,
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comme bien souvent nous n’avons besoin que d’un équivalent asymptotique des fonctions
a variation lente, nous ne perdons rien a supposer la fonction ¢(.) constante. Dans ce cas,
nous parlerons de fonction a variation lente normalisée et alors, presque partout, nous

e(x) =zl (x)/l(x)

(cf. Bingham et al. [11], p. 15).

Nous sommes donc maintenant a méme de décrire les trois situations possibles suivantes :
- v > 0 correspond au domaine d’attraction de Fréchet. On a alors 7/ = oo et F est de
type Pareto, c’est-a-dire 1 — F(x) = 2~ Y74p(x) ot 5 est une fonction & variation lente ;
- 7 = 0 correspond au domaine d’attraction de Gumbel. Le point terminal 77 peut alors
étre fini ou non et les queues des lois appartenant a ce domaine décroissent de maniere
exponentielle ;

- v < 0 correspond au domaine d’attraction de Weibull. On a alors 70 < oo et
1 — F(z) = (17 — 2) Y Up((tF — )7") oll £r est également une fonction & variation
lente.

La Figure 1.1 ci-dessous illustre le comportement de différentes distributions GEV corres-

pondant a différentes valeurs de ~. Les Tables 1.1 a 1.3 donnent quant a elles différents

exemples de distributions standards dans ces trois domaines d’attraction.
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1.0
|

— y=2
y=1
y=0

- y=-1

—— y=—2

Hy(x)
0.6
I

04
|

0.0
|

Fi1G. 1.1 — Distributions des valeurs extrémes généralisées

Distribution 1—F(x) 0l
Burr(G,7,A), 5>0,7>0, A >0 <ﬁf$7)A /\—17
Fréchet(L), o >0 1 —exp(—z7%) 1
Loggamma(m,\), m >0, A >0 F’\—m) [Z(ogu)™ tu " du | £
Loglogistic(3,«), 3 >0, a > 1 1+Ll3xa 1
Pareto(a), a > 0 r~ =

TAB. 1.1 — Quelques distributions de type Pareto associées a un indice positif

Distribution

1— F(x)

Gamma(m, ), m € N, A >0

Amfu

Lexp(

(—u) du 0

Gumbel(“76)7 IS R7 ﬁ >0

exp (— exp <—x

) 0

Logistic

2
1+exp(z)

Lognormale(p, o), u € R, o > 0

Tz Jo wexp (—gm(logu—p)?) du | 0

Weibull(\, 7), A > 0, 7 > 0

exp(—Ax7)

TAB. 1.2 — Quelques distributions associées a un indice nul
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Distribution 1— F(x) 0

)
ReverseBurr(3, 7, A\, 7¢), 5> 0,7 >0, A >0 (ﬁ) —x

TFp—T

Uniforme(0, 1) 11—z -1

TAB. 1.3 — Quelques distributions associées a un indice négatif

Suivant la valeur de 7, une fagon de caractériser I’appartenance au domaine d’attraction

D, est la suivante.

Théoreme 1.1 :
La distribution F' appartient au domaine d’attraction D, si et seulement si il existe une

fonction mesurable positive, o(.), telle que pour tout 1 4+ vz > 0, on ait

po 1= Fltvao(t) ) (1 ya) T siy #0,
tITe 1-— F(t) N

—Z

e sty = 0.

Bien que tres utilisée en pratique, cette approche des extrémes basée sur la loi limite du
maximum d’un échantillon de variables aléatoires iid a été fortement critiquée dans la
littérature. En effet, elle ne tient compte que d’une seule observation, la plus grande. On
a donc le sentiment de perdre de I'information et notamment toute celle contenue dans
les autres grandes valeurs de ’échantillon. Une alternative a donc été proposée. Elle fait
suite aux travaux de Balkema et de Haan [4], ainsi qu’a ceux de Pickands [57]. Elle repose
sur la loi des exces au-dela d’un seuil fixe ¢ et est communément appelée ’approche « pics
au-dela d'un seuil » (approche POT, « Peaks-Over-Threshold »). L’idée est la suivante :
partant d’un échantillon X1, ..., X}, on se fixe un seuil ¢ grand. On ne considere que les
N, observations dépassant ce seuil. On note Y;, i = 1, .., V;, les exces au-dela du seuil ¢,
définis comme 1’écart entre ’observation et ¢. La fonction de répartition des exces au-dela

de t est alors donnée par

F(t+y) — F(t)
1—F(t)

F(y) =P(Y <ylX > 1) =P(X —t < y|X > 1) =
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Théoréme 1.2 (Pickands [57]) F' appartient au domaine d’attraction D, si et seulement
si il existe une fonction o(.) positive et un réel v tels que la loi des excés F; peut étre
uniformément approchée par une distribution de Pareto généralisée (GPD) notée G,
i.€.

lim sup |Fy(z) — G0 (2)| =0,

7P ze(0,rp—t)

1—(1—|—77f)_% sty #0, =20etw <=2 siy<0
ot G,n(x)=
l—exp(—%) siy=0,z2>0.
Dans la Figure 1.2 ci-dessous, nous illustrons le comportement de différentes GPD pour
o =1 et différentes valeurs de . Il est intéressant de noter que le cas v = 0 correspond
a la distribution exponentielle de moyenne o et que le cas v = —1 correspond a la loi

uniforme sur [0, o].

1.0

0.8

Gy.1(x)

0.4

0.0
I

F1G. 1.2 — Dustributions de Pareto généralisées G 1

Ces deux fagons de caractériser I'appartenance a un domaine d’attraction (approches

GEV et POT) ont en commun le probleme de l'estimation de l'indice des valeurs extrémes
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v ou du couple (v,0). Ce probleme a été longuement étudié dans la littérature et nous

présentons dans la section suivante quelques approches permettant de I'aborder.

1.2 Estimation des parametres

1.2.1 Estimateurs de I’indice des valeurs extrémes v

a. Estimateur de Hill
Parmi les estimateurs les plus répandus, on trouve 'estimateur de Hill [40] défini de la

facon suivante :

k
~(H 1
Fyg(',k),n = % Z log anjJrl,n - log ank,n

=1
avec Xi,,...,X,, les statistiques d’ordre associées a I’échantillon Xj, ..., X,,. Cet esti-

mateur est tres populaire, pour différentes raisons. En premier lieu, si on note Ej; les
exces relatifs au-dela de ¢, ie. E;; = % avec X; > t, on peut facilement vérifier que
P(E;; > z|E;; > 1) — x7%/7, quand ¢t — oo, z > 1. En formant la vraisemblance basée
sur cette distribution limite, on vérifie facilement que ’estimateur de Hill n’est rien d’autre
que 'estimateur du maximum de vraisemblance dans le cas ot le seuil ¢ = X,,_j ,,. En se-
cond lieu, un coté tres attrayant de ’estimateur de Hill est qu’il est possible de I'interpréter
graphiquement. Ceci est particulierement important pour les praticiens, qui préferent sou-
vent des interprétations graphiques a des formules mathématiques. Plus précisément, si

I’on considere le graphe de coordonnées

1
(lOg z j_ 710g an+1,n> )

appelé communément « Pareto quantile plot », dans le cas de distributions de type Pareto,
ce graphe sera approximativement linéaire, dans les points extrémes, avec une pente 7.
L’estimateur de Hill n’est alors rien d’autre qu’un estimateur naif de cette pente et donc

de 7.
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Les propriétés asymptotiques de l'estimateur de Hill ont été établies par Mason [52] et
Deheuvels et al. [25] pour la consistance et par Beirlant et Teugels [8] et Csorgo et al.
[18], entre autres, pour la normalité. Mais le principal inconvénient de cet estimateur est
qu’il n’est valable que dans le cas d’un indice positif. Différentes généralisations ont été
proposées. Parmi elles, on peut citer estimateur des moments (Dekkers et al. [26]) ou

encore 'estimateur UH (Beirlant et al. [9]) qui vont étre brievement présentés ci-dessous.

b. Estimateur des moments

Dekkers et al. [26] ont proposé une extension de 'estimateur de Hill en I'estimateur des
moments, qui lui est valable quelque soit le signe de I'indice et qui est défini comme suit :

1 NG
~(M ~(H X,kn
ot = W +1- 5 (1 - s—>

ou
L
SX kn = z Z (log Xy—jt1,, — log Xn_;w)2 . (1.2)

j=1
La normalité de cet estimateur a été établie par Dekkers et al. [26] sous des conditions
de régularité convenables. Le probleme de cet estimateur est que 'on ne peut pas,
contrairement a 'estimateur de Hill, I'interpréter graphiquement. Afin d’apporter une
solution a ce probleme, une généralisation du « Pareto quantile plot » a été proposée et

a donné lieu a l'estimateur U H présenté ci-dessous.

c. Estimateur UH

L’estimateur UH proposé par Beirlant et al. [9] est basé sur une extension du « Pareto
quantile plot » en un « quantile plot généralisé » qui peut étre décrit comme suit.

On considere la fonction UH définie par UH (z) := U(x)H (z) ou U est la fonction queue

suivante :

U(x):inf{y:F(y)Zl—é}, x> 1
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et

H(z) =E(log X —logU(x)|X > U(x)).
L’estimateur empirique de cette fonction évaluée en x = n/k est le suivant :

k
1 ~(H
UHX,km, = Xn—k:,n <E Z IOg Xn—j+1,n - lOg Xn—km,) = Xn—k,n ’yg(,k),n'

j=1

En remarquant que la fonction UH est a variation réguliere a l'infini, d’indice =, il est

naturel de considérer le « quantile plot généralisé » dont les points ont pour coordonnées

1
<log <i> ,logUHX,j,n> , J=1...,n.
J

Beirlant et al. [9] ont alors proposé 1'estimateur suivant pour v € R basé sur une approxi-

mation de la pente de ce « quantile plot généralisé » :

k
~ 1
’ngU;fIr)L =% Z logUHx j,, —log UHx 41,

j=1

Les propriétés de cet estimateur ont été par ailleurs établies dans ce méme article.

Signalons enfin qu'une étude comparative entre ces différents estimateurs en terme d’er-
reur en moyenne quadratique (MSE) a été effectuée en 2005 par Beirlant et al. [5]. Par
ailleurs, larticle de Csorgd et Viharos [19] permet quant a lui d’avoir une vue d’ensemble
des différents estimateurs de l'indice dans la littérature, parmi lesquels, outre les esti-
mateurs décrits dans cette section, d’autres estimateurs basés sur le « Pareto quantile

plot » ou encore sur la méthode des noyaux.

1.2.2 Estimateurs du couple (v, 0)

Suivant le type de problématique que l'on a, on peut avoir besoin non seulement
d’'un estimateur de 7 mais aussi d'un estimateur de o. C’est typiquement le cas par
exemple si 'on s’intéresse a l'estimation d’un quantile extréme. Afin d’estimer ce couple
(v, 0), différentes alternatives s’offrent a nous. En se rappelant le théoreme de Pickands

(Théoreme 1.2) qui nous dit que les exces au-dela d’un seuil peuvent étre uniformément
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approchés par la distribution de Pareto généralisée, on peut proposer tout simplement
d’utiliser cette distribution limite et de chercher des estimateurs des parametres de cette
distribution. Pour cela, la méthode la plus ancienne, et peut étre la plus naive, consiste

a utiliser la méthode des moments, décrite ci-dessous.

a. Estimateurs par la méthode des moments

Dans le cas d'une distribution GPD(~, o), I'estimateur des moments (cf. Hosking et Wallis

[41], Section 3.2) est basé sur le fait que

X\’ 1
EK1+7—> ]: sil—ry>0.
o 1 —ry

Il en découle I'expression des parametres en fonction des deux premiers moments i et po

1 2
7:—(1— £ 2).
2 P2 — py

En remplagant dans les expressions précédentes iy et pus par leurs versions empiriques,

nous obtenons l'estimateur des moments du couple (¢19M FMOM) défini comme suit :
—9 2
1— X 1 X
oM =X | —/——+1], M = (1 - —— ], (1.3)
27 \Xx2_X 2 X2 - X

olt X et X2 sont les estimateurs empiriques des moments d’ordre 1 et 2 de I’échantillon.

SMOM —~MOM

La normalité asymptotique du couple (7'M g MOM) peut étre établie sous la condition

v < 1/4. Pour affaiblir cette condition d’autres alternatives ont été proposées, telle la

méthode des moments pondérés (éventuellement généralisés).

b. Estimateurs par la méthode des moments pondérés

Hosking et Wallis [41] en 1987 ont également proposé d’utiliser les deux moments pondérés

1y et v suivants :

v, =E[X(1 -G, (X))*] pour s >0
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pour estimer v et 0. Le domaine de validité nécessaire a la normalité asymptotique de
ces estimateurs est encore assez restrictif : v € (—1,1/2); néanmoins, cette méthode
présente un certain nombre d’avantages tant au niveau de la facilité du calcul que des
performances a distance finie (cf. Hosking et Wallis [41]). Une généralisation de cette
méthode permettant d’étendre le domaine de validité a v € (—1,3/2) a été proposée par

Rached [59] ainsi que Diebolt et al. [27], [28].

Les estimateurs d’indice de Hill, UH et des moments (cf. Section 1.2.1) peuvent également

étre utilisés pour en déduire des estimateurs de o.

c. Estimateurs de ¢ basés sur des estimateurs de v

Dans le cas de la méthode des moments ou de la méthode U H on peut proposer 1’estima-

teur de o suivant (cf. de Haan et Rootzén [38]) :

~(.) Xn*k’” \/3(;}7&}2%)2 - SX,k,n

o =
S GYLP - (L)
VX ko P2\VX k.n

avec Sx k. définie en Equation (1.2) et avec

Y

(

1 siy>0
p(y) = o
ﬁ siy <0
;
() = 2 siy >0
e —2 _ sivy<0
| T(—27) T=Y

ol %}kn peut étre indifféremment %(M,jn ou /v\g(U,f 31

Une autre approche est possible, celle du maximum de vraisemblance, basée a nouveau
sur la distribution limite GPD. Elle présente l'intérét d’avoir de bonnes propriétés
asymptotiques, mais a le désavantage de proposer des estimateurs non explicites,

solutions d'un systeme de deux équations a deux inconnues. Ce dernier peut néanmoins
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étre résolu par des algorithmes, par exemple celui de Newton-Raphson.

d. Estimateurs par maximum de vraisemblance

Si on utilise approche POT, I'estimation du couple (v, ) devient alors naturelle, puis-
qu’elle découle de la maximisation de la fonction de log-vraisemblance. En effet, cette
derniere dans le cas d'un échantillon X = (X7,..., X,,) issu d'une distribution de Pareto

généralisée est donnée par :
1 - ol
L(X;v,0)=—-nlogo— | —+1 Zlog(l—i——Xi).
v i=1 g

En dérivant cette expression par rapport aux deux parametres d’intérét, nous obtenons
un systeme de deux équations a deux inconnues 7y et 0. C’est en résolvant ces équations
que nous obtenons les estimateurs du maximum de vraisemblance pour lesquels Smith

[66] a établi la normalité asymptotique sous la condition v > —1/2.

1.3 Présentation des travaux de recherche

Avant d’ajuster un modele sur des données, il est indispensable d’en tester ’adéquation.
C’est pour cela que nous nous sommes intéressés a un test lisse d’ajustement pour la
famille de Pareto. Cette famille a suscité une abondante littérature du fait qu’elle peut
étre utilisée pour modéliser de nombreux phénomenes physiques. Ce test lisse, initialement
proposé par Neyman [55], a été généralisé au test d’adéquation a une loi de probabilité
dépendant de parametres inconnus par Thomas et Pierce [68] en 1979. La densité supposée
sous Hy, notée f(x;3) (ou [ représente le couple de parametres & estimer dans notre cas),

est alors placée au sein d’une famille exponentielle de densité :

9s(2:0,8) = f(x; B) exp {Z 0.F (w; 8) — K(e)} (1.4)
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ot § = (0y,...0;)!, F =1~ F, avec F la fonction de répartition associée & la densité f
et K(0) une constante de normalisation.

Nous déduisons donc de (1.4) que le test d’ajustement a la distribution de Pareto
peut se ramener au test paramétrique suivant : Hy : 6 = 0 versus H; : 8 # 0. Nous
proposons alors une statistique de test motivée par la théorie de LeCam sur la normalité
asymptotique locale (LAN) pour laquelle nous établissons le comportement asymptotique
sous I’hypothese nulle que 1’échantillon provient dune distribution de Pareto. Puis
pour évaluer la puissance de notre test, nous nous intéressons a son comportement
asymptotique sous des alternatives locales, nous placant ainsi dans le cadre LAN. Des
simulations sont présentées afin d’étudier le comportement de la statistique de test a

distance finie. Ces résultats sont présentés dans le chapitre 2.

Dans le troisieme chapitre, nous ne nous plagons plus dans le cas d’une loi de Pareto
stricte, mais dans le cas général de variables aléatoires iid d'une loi quelconque. Dans
beaucoup d’applications pratiques, notamment en médecine et en assurance, les données
s’averent censurées aléatoirement a droite. Le probleme de I'analyse des valeurs extrémes
en présence de données censurées a été abordé dans la littérature tres récemment (cf.
Beirlant et al. [7], Einmahl et al. [31]); différents estimateurs d’indice ont été proposés
et leur normalité asymptotique établie. En revanche, l'estimateur du maximum de
vraisemblance résultant d'une généralisation de la vraisemblance au cadre censuré n’a
pas été a ce jour étudié. Il est important de souligner a nouveau que, comme nous
n’avons pas d’expression explicite de cet estimateur, il est tres difficile d’en établir les
propriétés asymptotiques. C’est pourquoi nous avons proposé dans ce chapitre, dans le
cadre censuré, un nouvel estimateur du couple (7,0) basé sur une premiere étape de
I’algorithme de Newton-Raphson, et pour lequel nous avons été a méme d’établir la
normalité asymptotique. De plus, par des simulations, nous avons illustré que ’estimateur

proposé a un comportement, a distance finie, tres similaire a celui du maximum de
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vraisemblance.

Les chapitres 2 et 3 reposent sur I’hypothese fondamentale que I’échantillon dont nous
disposons est un échantillon de variables indépendantes. Il est clair que, en pratique,
cette hypothese n’est pas toujours satisfaite. Aussi avons nous cherché a prendre en
compte dans le dernier chapitre la dépendance dans le cadre de séries temporelles en
s’'intéressant a 1’étude d’un modele linéaire autorégressif adapté a la distribution de
Gumbel. Nous avons établi un certain nombre de propriétés théoriques pour ce modele
et avons également procédé a une étude de simulations pour évaluer la qualité du modele
a distance finie. Enfin, comme ce modele trouvait son fondement dans des applications
concretes en sciences du climat, nous l'avons utilisé pour modéliser des maxima de

dioxyde de carbone et de méthane.

Cette these offre de nombreuses perspectives, tant sur le plan pratique que théorique ; une

liste non exhaustive sera présentée en conclusion.



Chapitre 2

Un test de type Neyman pour les

distributions de Pareto

Résumé

La distribution de Pareto est présente dans beaucoup de domaines et est notamment tres
utilisée pour modéliser des évenements extrémes. Dans 'esprit des travaux de Neyman
[55] et de Thomas et Pierce [68], nous proposons un test lisse d’ajustement pour la famille
de Pareto, lequel test est motivé par la théorie de LeCam sur la normalité asymptotique
locale (LAN). Dans un premier temps, nous établissons le comportement asymptotique
de la statistique de test proposée sous I’hypothese nulle que I’échantillon provient d’une
distribution de Pareto. Dans un second temps, nous nous intéressons a son comportement
asymptotique sous des alternatives locales, nous placant ainsi dans le cadre LAN. Enfin,

nous étudions par simulations le comportement de la statistique de test a distance finie.
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2.1 Introduction

La distribution de Pareto a été initialement introduite par Vilfredo Pareto pour décrire
la distribution des revenus des familles en Suisse. Elle a été par la suite largement
appliquée dans des domaines comme l'assurance pour modéliser les déclarations de
sinistres (Benktander [10]), en climatologie ou en hydrologie pour décrire des évenements
extrémes (Katz et al. [45]), ainsi qu’en économie (Fisk [33]), en finance (Danielsson et de
Vries [21]) ou encore en hydrogéologie (Gustafson et Fransson [36]). Pour plus de détails
sur les différentes applications possibles de la distribution de Pareto, nous renvoyons le
lecteur & Arnold [2]. Une autre raison justifiant I'intérét porté a cette distribution est que,
moyennant une paramétrisation adéquate, cette distribution peut étre considérée comme
un cas particulier de la distribution de Pareto généralisée, qui joue un role essentiel dans

I’étude des exces au-dela d’un seuil en théorie des valeurs extrémes.

Avant d’ajuster un modele sur des données, il est indispensable d’en tester ’adéquation.
Pour cela différents tests d’ajustement peuvent étre utilisés dont le test du x? de Pear-
son, premier test apparu en 1900. Depuis, différents autres tests ont été proposés (cf.
D’Agostino et Stephens [20], Rayner et Best [61]). Vu I'intérét qu’a suscité la loi de Pa-
reto, il parait naturel de chercher a construire un test d’ajustement pouvant étre utilisé
pour savoir si un échantillon de variables aléatoires indépendantes Xi,..., X, est dis-
tribué selon une distribution de Pareto ou non. Pour garder un lien avec la théorie des
valeurs extrémes, nous utilisons la paramétrisation suivante pour la densité associée a la

distribution de Pareto :

1 31

@8 == (1+22) 7 ou 8 = (5,9) € © = (0,00) x (0,00) et @ € [0, 00).
o o

Il est clair que les parametres sous-jacents au modele sont inconnus dans la plupart des

applications et doivent donc étre estimés. Différentes techniques d’estimation ont déja été
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proposées (cf. Arnold et Press [3], Castillo et Hadi [14], Davison [23], Malik [51], Smith
[65]). Suivant les domaines d’applications, certaines techniques sont plus ou moins popu-
laires : par exemple, en hydrologie, ’approche la plus utilisée est la méthode des moments
pondérés (Hosking et Wallis [41]). Cependant, tous domaines confondus, I"approche la
plus standard est sans conteste la méthode du maximum de vraisemblance qui conduit
a des estimateurs ayant de bonnes propriétés asymptotiques. Toutefois, le probleme de
ces estimateurs est le fait qu’ils n’admettent pas d’expression explicite. Nous présenterons
donc, en Section 2.3, un estimateur ayant les mémes propriétés asymptotiques que l'es-
timateur du maximum de vraisemblance mais qui présente I'avantage d’étre plus facile a
calculer.

Le probleme des tests d’ajustement a une distribution de Pareto généralisée n’a pas été
beaucoup étudié dans la littérature comme le soulignent Davison et Smith [24] en 1990.
Meéme dans le cas particulier de la distribution de Pareto, ce probleme n’a pas suscité une
abondante littérature. Porter et al. [58] ont proposé dans ce cadre des statistiques de test
basées sur la fonction de répartition empirique, sous I’hypothese que le parametre de forme
est connu et ont exhibé des valeurs critiques associées a leurs statistiques de test. Plus
récemment, Choulakian et Stephens [15] ont présenté des tests d’ajustement également
basés sur la fonction de répartition empirique cette fois-ci pour la loi de Pareto généralisée
et sous I’hypothese d’un parametre de forme éventuellement inconnu. Ces statistiques de
test basées sur la fonction de répartition empirique sont consistantes pour la plupart des
alternatives. Néanmoins, certaines études empiriques (Kopecky et Pierce [46], Miller et
Quesenberry [54], Rayner et Best [60]) ont montré que les tests lisses de type Neyman sont
plus puissants que certains tests usuels tels ces tests basés sur la fonction de répartition
empirique ou le test du y? de Pearson.

Initialement, Neyman [55] a introduit en 1937 les tests lisses d’ajustement pour tester
I'uniformité et les a développé pour améliorer le test du x? de Pearson. Depuis, de

nombreuses généralisations ont été proposées (cf. Rayner et Best [61], [62], Thomas et
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Pierce [68]). L’idée premiere est de placer la densité supposée sous Hj au sein d’une

famille exponentielle de densité :

91(x,0,0) = f(x, 5) exp {Z O.F (w, 0) — K(e)} (2.1)

o1 @ = (0y,...0;)', F =1~ F, avec F la fonction de répartition associée & la densité
f et K(#) une constante de normalisation. Nous pouvons facilement constater que K ()

dépend uniquement de # et a pour expression

K(0) = log {/01 exp (i Hsts) dt} :

. =t . o .
Notons que dans (2.1), nous aurions pu remplacer F par F*  mais nous avons choisi

d’utiliser ’expression plus simple de la fonction de survie de Pareto :

F(z, f) = (1 + E)W ot B = (3,7) € © = (0,00) x (0,00) et z € [0, 00).
o
Nous déduisons de (2.1) que le test d’ajustement a la distribution de Pareto peut se

ramener au test paramétrique suivant :

H()IQZO

versus Hy : 0 # 0.

Dans la Section 2.3, nous présenterons le comportement asymptotique sous Hy de la sta-
tistique de test proposée. Comme en pratique les parametres sont inconnus, nous aurons
besoin d’un estimateur pour (3. Nous présenterons alors un estimateur Bn plus facile a
calculer que I'estimateur du maximum de vraisemblance mais ayant les mémes propriétés
asymptotiques. Avec cet estimateur, nous obtiendrons la distribution limite de la statis-
tique de test sous Hy en utilisant des résultats dus a Pfanzagl [56]. Puis, dans la Section
2.4, nous étudierons le comportement asymptotique de la statistique de test sous des al-

ternatives locales nous plagant ainsi dans le cadre LAN. Ces dernieres sont définies de la



2.2 Notations et définitions 31

facon suivante :

Hyp:0=0, = %(1 +o(1)) (2.2)

ou § = (01,...,05)" # 0 avec §; € R, pour tout i = 1,...,J. La notation §(1 + o(1)) doit
étre interprétée comme un vecteur (6;(1+r1(n)),...,d0;(14+7;(n)))", ou les fonctions ry(n)
convergent vers 0 quand n — oo. Dans la section suivante, nous étudierons par simulations
le comportement de la statistique de test a distance finie. Enfin nous présenterons quelques
conclusions et perspectives pour ce premier chapitre. Les preuves des résultats seront

renvoyées en Section 2.7.

2.2 Notations et définitions

Nous commencons cette section en introduisant quelques notations que nous utiliserons
tout au long de ce chapitre. La famille de mesures de probabilité associée a la densité f de
Pareto est notée {Py, 3; 8 € ©}. Nous notons o (respectivement PH—“;) la convergence
en probabilité sous Hy (respectivement sous Hy ).

Définissons £0)(., 3) et £¢)(., 3) comme suit :

o) . Olog f(..8)
g()(’ﬁ)— ( ﬁ) _ do
@) |2l
2
() = Plog () pv=1,2, avec 1] = o et 5[2] = 7.

oplulos[v]
Des calculs directs nous donnent

O@p-| T (o) (4 5) (2.3)

Llog (1+22) — X2g (14 2) 7
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et

1 147 yr\~1 147 YT\ 2

(11) _ 1, (1 _) 2 (1 _) 2.4

0 (x, 6) = 031: +U +047:c +U (2.4)
1 yr\~l  1+y TN\ ?

/12) _ L (1 _> _ 2<1 _> 2.5

(2.8) = o (14 ot (14 (2.5)

2 2 11 -

()2, 3) = — = log (1 + ﬂ) + (1 + E) M (1 + ﬂ) - (26)
~3 o V20 o ~vo? o

Nous allons maintenant expliciter la matrice d’information de Fisher

((D(X, B))* (WX, B (X, 3)
Isp =By p
(WX, ) (X, 3) ((H(X, B))*

1/{o?(1+27)}  1/{e(1+)(1+27)}

H{o(T+y)(1+29)} 2/{(1+7)(1+27)}

ainsi que son inverse

. 202(1 +7) —o(l1+7)
Iog =

—o(1+7)  (1+9)
La méthodologie utilisée pour I’étude du comportement de la statistique de test sous H
est basée sur des résultats de Pfanzagl [56]. Il peut alors étre utile de rappeler quelques
définitions notamment concernant la convergence uniforme locale; ceci est proposé en
Annexe 2.8.1. L’étude sous H; , repose sur l'utilisation de la théorie LAN dont quelques

rappels sont donnés en Annexe 2.8.2.

La construction du test repose également sur la théorie LAN. L’idée est de chercher un test
capable de détecter au mieux les alternatives dites locales. Pour s’assurer que nous sommes
bien dans le cadre de la normalité asymptotique locale et connaitre la suite centrale

associée, nous commencons par calculer le logarithme du rapport de vraisemblance suivant
" g(Xi, = (1+ o(1
anlogHgJ< 17\/5< +O< ))76)
i=1 f(Xw ﬂ)

=3~ [og (s (26 1+ (1)) 8)) ~ st 05, 0]
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Via (2.1) et (2.2), L, s’exprime aussi selon

7 )
Sy S (1 ) F (X, ) -k (=0 +0(1))

=1 s=1

_Za (14 fz( 5-11)
+\/‘Z 1+75(n)) — nk (%(Hou)))

J 1
:;5(1”8 IZ(F - 1)
J 5(1+ o(1)))t OK (0
Z (141 ))_n{(( t/ﬁ( ) aé)

. 075(1+0 (H\/_ 1~|—0(1))H2>],

en utilisant un développement de Taylor a l'ordre 2 de la fonction K(.) dans la derniere

0=0
92K ()

(31 +0(1))' =0

+

DO | =
%\H

égalité.

Définissons le vecteur colonne Z,,(3) comme suit

g[ (X, 5) - Sil}

et notons que la matrice
_ OPK(0)
0%

=0
correspond a la variance de Z,((3) (cf. (2.14)). Le théoreme central limite implique que la
quantité aléatoire Z, () converge en distribution vers une gaussienne centrée de matrice

de variance-covariance I.

Comme pour s = 1,...,J, les fonctions r4(n) convergent vers 0 et
0K (0) 1
90 €=O_S+1s—1 ..... ;0

nous obtenons que

1
Ly = 8'Z,(8) = 5616 + 0z, , (). (2.7)

De plus, la quantité L,, converge en distribution vers une gaussienne d’espérance —%(VI 0 et
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de variance 0°19. D’apres les rappels de I’ Annexe 2.8.2, il est clair que nous nous inscrivons
bien dans le cadre des modeles LAN. La suite centrale Z,((3) tient une place importante
dans ce modele (cf. Strasser [67], Chapitre 13). Il s’agit de la principale quantité aléatoire
contenue dans le logarithme du rapport de vraisemblance et par conséquent la statistique
de test de Hy contre H, , devrait étre basée sur cette quantité.

Dans la prochaine section nous nous placerons sous Hy et nous étudierons le comportement

de la statistique de test.

2.3 Le comportement sous H, de la statistique de test
proposée

Nous supposons dans cette section que 1’échantillon X7, ..., X, est issu d’'une distribution
de Pareto avec parametre inconnu 3 = (0,7)" € ©. Une premiere idée serait d’utiliser ’es-
timateur du maximum de vraisemblance. Cependant cet estimateur, uniquement défini
comme la solution d’un systeme de deux équations a deux inconnues, ne possede pas d’ex-
pression explicite. Parfois méme, il ne peut pas du tout étre obtenu, comme le montrent
Hosking et Wallis [41] empiriquement. Nous proposons donc d’utiliser un estimateur de
[ ayant les mémes propriétés que celui du maximum de vraisemblance mais plus facile a
implémenter. Cet estimateur dont la structure est définie dans le théoreme 7.5.9 de Pfan-
zagl [56] rappelé en Annexe 2.8.1 sera noté En Il s’agit de mettre en oeuvre 1’algorithme
de Newton-Raphson mais de ne procéder qu’a la premiere itération. L’estimateur initial
de la procédure noté 3, doit étre v/n-consistant (localement uniformément). L’estimateur

Bn se définit alors de la fagon suivante :

=1

L’estimateur [ [; 15 est obtenu par la méthode de « plug-in » qui consiste a remplacer le pa-

nMn
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rametre 3 par son estimateur initial Bn dans la matrice I 561 En effet nous pouvons déduire
du théoreme des transformations continues une version uniforme locale (cf. Annexe 2.8.1).
L’estimateur Bn est consistant pour (3, localement uniformément sur ©, par conséquent
en appliquant la version uniforme locale du théoreme des transformations continues, nous
déduisons que 'estimateur [ fn1~n est consistant pour ] 55+ localement uniformément sur ©.
La proposition qui suit est un résultat clé pour établir le comportement sous Hy de la
statistique de test définie dans la Proposition 2.2. Elle établit la convergence en distri-

bution, localement uniformément, de 'estimateur 3,. Nous noterons la convergence en

distribution par ~».

Proposition 2.1 Sous I’hypothése Hy, nous pouvons établir que

~

V(B — ﬁﬁ \/_ Zﬁ (X, B 2900 localement uniformément sur © (2.9)

et (B, — )~ N(O, I35) localement uniformément sur ©.  (2.10)

Nous avons déja expliqué a la fin de la Section 2.2 la raison pour laquelle la statistique
de test doit dépendre de la quantité aléatoire Z,,(3). Le parametre § étant en pratique
inconnu, il est tout naturel de construire la statistique de test comme une fonction de
Zn(Bn). Cette statistique de test est appelée U2 et son expression exacte, tout comme son

comportement asymptotique sous Hy, sont donnés dans la proposition ci-dessous.

Proposition 2.2 Soient Zn(Bn) et ¥;(B) définis comme suit :

ZBn) = = 2; (1-Feai) - ]

I

s=1,...,J

uw wv(1 4+ v)(uwv + v+ (v + 1)(v + 1))
5(8) = - 5 5
(u+v+Duw+)w+1) (w+y+D(u+v+1)(u+1)2(v+1) w1, J
Sous l’hypothése Hy que X1, ..., X, sont des variables aléatoires indépendantes et iden-

tiquement distribuées issues d’une distribution de Pareto, la statistique Z,(0,) converge
en distribution vers une gaussienne de vecteur moyenne nul et de matrice de variance-

covariance Y ;(f) : Zn(gn) ~ N(0,25(8)). De plus, la statistique de test V% =
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ZZ(BH)ZEI(BH)Zn(B\n) converge en distribution vers une loi du x* a J degrés de liberté :

U2~ x%. Par conséquent I’hypothése nulle sera rejetée pour les grandes valeurs de W2,

Remarque 2.1 Quand nous cherchons a tester 8 = 0 versus 68 # 0, il existe trois tests
asymptotiquement équivalents : le test de Wald, le test du score et le test du rapport de
vraisemblance. On peut montrer que notre statistique de test est de la forme de celle du test
du score, communément utilisé dans la théorie des tests lisses d’ajustement. Dans la mise
en ceuvre du test de Neyman, ['utilisation du test du score apparait étre le plus pratique,
du fait qu’il ne nécessite pas le calcul de ’estimateur du parameétre 6 par mazimum de
vraisemblance, contrairement aux deuxr autres tests. En effet, le parametre 0 étant de
dimension J, il est pratique de me pas avoir a lestimer, d’autant plus qu’il n’a pas de

réelle interprétation dans le modéle (cf. Rayner et Best [61], pour plus de détails).

Pour la construction de 'estimateur En, il reste a choisir une méthode d’estimation pour
I’estimateur initial Bn A titre d’illustration, nous proposons l'utilisation de I’estimateur
des moments (cf. Hosking et Wallis [41], Section 3.2). Cet estimateur des moments est

basé sur le fait que

v X " 1 .
En, 5 l(l—l—T) ]:1—7“7 st 1 —ry>0.

Nous pouvons directement déduire ’expression des parametres en fonction des deux pre-

miers moments p; et fuo

En remplacant p; et ps par leurs versions empiriques, nous obtenons l'estimateur des

(1—_7—_2> , (2.11)
X2 - X

moments an = (G, Yn)" défini par

2
1— X
5n:_X<—__2+1>7 Yo =
2 \XxX?2-X

DN | —
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- 1 - 1
3 ——— ) 2 _ = 2
ouX—nZXl et X _nZX"'
=1 =1 _
La proposition suivante montre que (3, est un candidat possible pour I’estimation initiale

de 3. En effet, cette proposition montre qu’il est \/n-consistant localement uniformément

pour J3.

Proposition 2.3 Soient X1,..., X, des variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées issues d’une distribution de Pareto de parameétre (3. L’estimateur des mo-
ments En défini en (2.11) est \/n-consistant pour 3 = (o, v)', localement uniformément

sur B C © ou B = (0,00) x (0,1/4).

La condition v € (0,1/4), certes restrictive, est due a l'utilisation de la méthode d’esti-
mation par les moments. Une fagon de I'affaiblir serait de considérer d’autres estimateurs
tel Pestimateur des moments pondérés (cf. Hosking et Wallis [41], Section 3.3).

Dans les simulations de la Section 2.5, cet estimateur des moments sera choisi comme
estimateur initial. Avant cela, il convient d’étudier le comportement de la statistique de

test W% sous les alternatives locales H 1.n- Cette étude fait I'objet de la section suivante.

2.4 Le comportement sous H;, de la statistique de
test proposée

Commencons par expliciter certains résultats préliminaires nécessaires a I’étude du com-

portement de la statistique de test sous H; .

2.4.1 Résultats préliminaires

Dans ce qui suit, les variables aléatoires X1, ..., X,, sont indépendantes et identiquement
distribuées de loi de Pareto (lorsque l'on se place sous Hy) ou de densité commune g;

(lorsque l'on se place sous H ,,).
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La proposition suivante est basée sur le concept de contiguité (cf. LeCam [49]). Les ar-
guments de contiguité sont des outils permettant d’obtenir la distribution limite d’une
statistique sous des lois (ici les alternatives) a partir de la distribution sous d’autres lois

(ici celle associée a I'hypothese nulle).

P
Proposition 2.4 Pour toute statistique T,, = T'(Xy, ..., Xy; 5), T, 2970 si et seulement

T4 0. Ceci est équivalent a dire que Pr, 5 et Py, sont mutuellement contigiies.

P
st T,

La Proposition 2.4 nous apprend que lorsque nous aurons une représentation asymptotique
sous Hy, alors elle sera également valable sous Hy ,, (et inversement). Les deux propositions

suivantes sont des résultats intermédiaires indispensables pour établir le comportement

asymptotique de la statistique de test U% sous Hj .

Proposition 2.5 Notons

uv
(utv+D(u+(0+1)], 1,

(2.12)

et

Is = ((qu I+7)(u+1o (u+1+v)(u+ 1)2> wel..J

Alors nous avons sous Hy
Zn 16 I 10,
(B) N ’ 8lss
V(B — ) Iglso | \Tgaly I3

A présent une application de la méthode delta conduit au résultat suivant.

Proposition 2.6 Sous H; ,, nous avons la convergence en distribution suivante

vn (1 _ j”a> ~ N (_51& 7u2(1 +7)(1+29) ’ (1+7)%(1+ 27)) '

TnY (w143 (w+1)2 oy 7

Maintenant, afin de pouvoir évaluer la qualité de notre test, nous devons calculer sa

puissance.
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2.4.2 Puissance du test

Pour évaluer la puissance de la statistique de test U%, nous étudions le comportement
asymptotique de cette derniere sous les alternatives locales H; ,. C’est 'objet de la pro-

position suivante.

Proposition 2.7 Sous l’hypothése Hy,, : 0 = 6,, = \%(1 +0(1)) avec § défini dans (2.2),
la statistique Z,(5,) converge en distribution vers une gaussienne N'(3,(3)8,%,(8)), et
U2 = Z;(Bn)Ejl(Bn)Zn(an) converge en distribution vers une loi du x* non centrée d J

degrés de liberté avec un paramétre de décentrage égal a 0*%;(3)0.

Remarquons que ce parametre de décentrage dépend en partie de la distance entre les
alternatives et 'hypothese nulle.

Avec un risque de premiere espece «, la puissance du test est alors égale a 1 —
Xi, 5150 (8) s(T1-q) ol X?,’ 515, (8)6 correspond a la fonction de répartition de la distribution
du x? & J degrés de liberté avec un parametre de décentrage égal & 'Y ;(3)d et ot 214
correspond au quantile d’ordre 1 — o associé & la distribution du x? centré a J degrés de

liberté.

2.5 Simulations

2.5.1 Parametres et méthodes

Nous allons dans cette section étudier le comportement, a distance finie, de la statistique
de test W%, Pour cela nous avons simulé 1000 échantillons d’observations indépendantes
et identiquement distribuées de densité g; définie en (2.1). Quatre tailles d’échantillons
ont été choisies, n = 20, 50,100, 1000. Nous avons fixé les valeurs de 9;,1 < ¢ < J, a
0 =...=0;,=0€{0,0.1,2,5}. Le cas 6 = 0 correspond & I’hypothese nulle.

Soient v = 0.1 et ¢ = 1. Dans toutes nos simulations, I'estimateur Bn est construit a

partir de D'estimateur des moments 3, (défini en (2.11)). Dans le cas olt § # 0, quatre
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valeurs différentes de J ont été prises dans le but d’étudier I'impact de ce facteur. Le trait
plein correspond a J = 1, les tirets a J = 2, les pointillés a J = 3 tandis que J = 4 est
représenté par une alternance de tirets et de points.

Pour simuler des échantillons de densité g;, nous avons utilisé une méthode de rejet (cf.
Annexe 2.8.3) puisque la fonction de répartition associée était inconnue. Pour chaque
configuration, 1000 échantillons de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées ont été générés. Pour chacun de ces échantillons, nous avons mis en ceuvre le
test et obtenu le seuil de signification associé (p-valeur). Comme la p-valeur est (asympto-
tiquement, quand la taille de I’échantillon augmente) uniformément distribuée sur (0, 1)
sous ’hypothese nulle § = 0, les quantile plots ont ici été construits pour représenter
I’écart a 'uniformité. La Figure 1 représente pour chaque configuration les quantile plots
des 1000 réalisations indépendantes de la p-valeur asymptotique p = 1 — x%(¥?%) corres-
pondant & la statistique de test W%, ot x% est la fonction de répartition de la distribu-
tion du x? & J degrés de liberté. Les 1000 p-valeurs sont ordonnées sur I’axe vertical,
11000 < -+ < Prooo:1000 €t elles sont associées aux points (i/1001, pi1oeo), ¢ < 1000, sur
l'axe des abscisses. La ligne horizontale correspond au niveau 5%. Ceci se justifie par le
fait qu’une réalisation de la p-valeur inférieure a ce niveau conduit usuellement au rejet de
I’hypothese nulle. La proportion d’échantillons pour laquelle on rejette I’hypothese nulle
au risque de premicre espece 5% se lit alors a l'intersection de cette droite de niveau et

du quantile plot.

2.5.2 Résultats

Comme nous l'avons déja mentionné, la p-valeur est (asymptotiquement, quand la taille
de I’échantillon augmente) uniformément distribuée sur (0, 1) sous I’hypothese nulle § = 0.
Le quantile plot devrait donc dans ce cas étre proche de la ligne droite reliant les points

(0,0) et (1,1). Le quantile plot correspondant montre que cela est vérifié avec une légere
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n=1000,6=0

Fi1G. 2.1 — Quantile plots de 1 000 réalisations indépendantes de la p-valeur asymptotique
correspondant d la statistique de test W%. Sont fiztés v =01, 0 =1 et by = ... =d; =
d € {0,0.1,2,5}. Le trait plein correspond a J = 1, les tirets a J = 2, les pointillés a
J = 3 tandis que J = 4 est représenté par une alternance de tirets et de points. La ligne
horizontale correspond au niveau 5% et les axzes des abscisses et des ordonnées vont de 0

al.
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tendance a rejeter I'hypotheése nulle pour de tres petits échantillons (n = 20). Le risque

de premiere espece est donc bien conservé.

Par ailleurs, la puissance du test face aux alternatives locales augmente avec §. Cela se
visualise par les quantile plots de la p-valeur qui ont tendance a rester en dessous de la
ligne de niveau 5% quand la valeur de  augmente. Nous nous attendions a ce résultat
car I’écart entre ’hypothese alternative et I'hypothese nulle dépend en partie de 9. A une
taille d’échantillon fixée, plus § est grand et plus 'hypothese alternative est éloignée de
I’hypothese nulle. 11 est donc naturel de mieux détecter les alternatives associées a une

forte valeur de 4.

Nous observons également que la puissance du test augmente avec J, avec une différence
particulierement marquée pour une grande valeur de ¢ (cf. par exemple § = 5) mais pas
pour un ¢ proche de 0 (correspondant a I’hypotheése nulle). Néanmoins le probleme de la
sélection d'une valeur optimale pour ce parametre n’est pas traité dans ce chapitre. Cette
question a déja été plusieurs fois abordée dans la littérature, cf. par exemple Thomas et
Pierce [68] ou Kopecky et Pierce [46] pour des valeurs spécifiques justifiées empiriquement,
ou bien Inglot et al. [42] pour une régle de sélection de ce parametre associée a la statistique

de test.

2.6 Remarques générales et lien avec la théorie des

valeurs extrémes

Dans ce chapitre nous avons proposé un test lisse d’ajustement pour la distribution de Pa-
reto. Ce test a été motivé par la théorie LAN proposée par LeCam [49]. Cette distribution
apparaissant comme un cas particulier de la distribution de Pareto généralisée, il s’agit
d’un modele essentiel dans I’étude des évenements extrémes. En effet, elle apparait comme

la distribution limite des exces au-dela d’un seuil élevé en théorie des valeurs extrémes.
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Cette approche est communément appelée approche POT (Peaks-Over-Threshold). Par
conséquent une extension intéréssante de notre test serait de pouvoir considérer le cas « ap-
proximativement Pareto » et non « exactement Pareto ». Un autre probleme important
que 'on rencontre en théorie des valeurs extrémes est le choix du seuil. Selon Davison
et Smith [24], ce type de test pourrait étre utile dans I’élaboration d’une méthode de
sélection de seuil dans I’approche POT. C’est également ce que suggerent Choulakian et
Stephens [15] en proposant leur test. L’idée est alors de choisir un seuil initial suffisam-
ment petit puis de 'augmenter au fur et a mesure jusqu’au non-rejet de la distribution

de Pareto.

2.7 Preuve des résultats

2.7.1 Preuve de la Proposition 2.1

Cette preuve est basée sur le Théoreme 7.5.9. de Pfanzagl [56]. Elle peut étre divisée en
deux parties.

Premiere partie : Cing conditions doivent étre vérifiées. Dans le livre de Pfanzagl [56],

elles sont appelées Conditions 7.5.1, 7.5.2, 7.5.3, i) et ii) du Théoreme 7.5.5. La premiere
condition consiste a vérifier que Ep, g (6(')(){ , 6)) = 0 avec § € ©. En utilisant la trans-
formation X; = F~Y(1 - U;, 8) = %(Ui—7 — 1) avec Uy, ..., U, un échantillon de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées issu de la loi uniforme sur (0, 1), il
est évident que la Condition 7.5.1 est remplie.

Pour satisfaire la seconde, nous devons vérifier que
En, 5 ((*(X, 8)) +En, 5 ((*)(X, )(*)(X, 8)) = 0 pour p,v =1,2 et § € ©.

Cela se fait facilement avec le méme changement de variable que précédemment. La
troisieme condition nécessite que les fonctions £*)(., 3) pour v = 1,2 et 3 € O soient

linéairement Py, g-indépendantes. Pour cela, il suffit de remarquer que clf(l)(a:,ﬂ) +
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col@(z, ) = 0 pour Py, s-presque tout = implique que ¢; = ¢y = 0.
Pour la premiere partie de la preuve de cette proposition, il reste a montrer que les deux
Conditions i) et ii), rappelées ci-dessous, sont satisfaites pour tout 3, € O.
Condition i) du Théoreme 7.5.5 de Pfanzagl [56]. Nous devons vérifier qu’il existe
un voisinage U(0g,70) de [y tel que

B — (¥ (z, B) est continue sur U(cyg, 7o) pour g, v = 1,2, pour tout

et sup |[0W“(.,B))| est intégrable par rapport a la distribution de Pareto (3)
B1€U(00,70)

localement uniformément en [.

Pour établir ce dernier point, il est suffisant, d’apres I’Annexe 2.8.1, de prouver qu’il existe

n > 0 tel que

sup En, s < sup }E(‘“’)(X, 51)}1%) < 00
) (o1,m

(va)ev(o—ov'yo )EU(O—()?PYU)

Au vu de (2.4), (2.5) et (2.6), il suffit d’établir ce résultat pour /2 (X, 3;). Nous avons

1+77>

Avec le changement de variable X = %(U 7 — 1), ou U est une variable aléatoire uni-
formément distribuée sur (0, 1), il est équivalent d’étudier

0? o 1+n
sp E[  sup log f (—(U” - 1>,ﬁl)
(o,7)EV (00,70) (o1,71)€U(00,70) 871871 Y

2
= sup E sup — — log (1 — M(1 — U7)>
(o,7)€V(00,70) (o1,m)€U(00,70) T oy
2
> HUO-) 1y, (§) 0-UTP

7%011—2—‘;(1—(]_7) moi (1_%(1_(]—7))2

1+
01,71

(6,7)€V (00,70 )eU (90,70)

2

log f(X, b1)

= sup  Ep,p sup
(0,7)€V (20,%) (o1,71)€U(90,70)

0710M

Si I'on choisit n = 1, il suffit alors de considérer les termes Sup(,, . \et(so0)1(1 —

=)A= 000/ ) (L= U™, S0, )ty 108 {1 = (10/(017)) (1 = U=}
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et SUP (5, 1)et (oo o) {108{1 = (110/(017)) (1= U™)} x {(1 = U)?}/{(1 = (mo/(o17))(1 =
U™))%}}-

Tout comme o et 7, les parametres o, et y; sont dans le voisinage de oy et 7. Par

conséquent nous pouvons supposer qu'il existe € € (0, 1) tel que (y10)/(017) € (1—¢, 1+¢).

Concernant le premier terme, nous avons, pour un ¢ fixé,

4
1-U7
Cl = sup E sup ~
(O',’Y)EV(O’();\/()) (Ul,’Yl)EU(O’(),’Y()) ]- - Z'i_"/<1 - U_'V)

(fre)
< sup .
(0,7)€V (00,70) 1- (1 - 5)(1 - U_’Y)

Pour u € (0,1), posons hy . (u) :== {1 —u"7}/{1—(1—¢)(1 —u7)}. Comme 7 est positif,

hy <(.) est une fonction croissante et négative.

Utilisant le fait que ¢ € (0, 1), nous déduisons que

1-U~ : 1
sup E { — } < h4€(0) = < 0.
(o,7)EV (0,70) ( I (1 - 5)(1 -U ’Y) ) b (1 - 5)4

Concernant le second terme,

Co= sup E sup log® (1 - M(1 — U”))
(o,7)€V (00,70) (a1,71)€U(00,70) 17

< sup E (log2 (1-(14+e)(1-U"))
(o,7)€V (00,70)

= sup Eﬂ([—’ylogU—i-lOg(l"‘f(_Uijl))r)

(0,7)€V (00,70)

< sup E([—yloquLlog(l—i-s)r)

(o,7)€V(90,%)

< sup (272 + 2y log(1 + 5)) +log®(1 +¢)
(o:7)€V (00,70)

< Q.
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Concernant le troisieme terme,
Cs = sup E sup {log (1 — M(1 - U”))}
(U,’Y)EV(O’O,’Y()) (UIQ’I)EU(UOWO) 0-1’)/
(=221 - U
< sup E sup log (1 — M(1 — U”))
(077)€V(007'YO) (Ul,’Yl)EU(UO,’Y()) 0-17

X (1-U")?
sup — _ ‘
(o1,71)€U(00,70) (1 — 31_7(]‘ —-U 7))2

Alors, une application directe de 'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que

2
Cs < sup E sup log (1 — M(1 — U—V)>
(0,7)€V (00,70) (e1,m)€U(00,%) 17

X su (-0 2
\ ’ {("1771)61200,70) (1= (no/ ()1 - U‘”W} )

2
< sup E sup log <1 — M(1 — UV))
(e:7)€V(00,70) (o1,71)€U(00,70) 017

2
(1-U-p
X sup E sup —
(o,7)EV (00,70) {(01,71)€U(00,'yo) (1 - (710/(017))(1 -U ’Y))Q

Par conséquent comme C et C5 sont finis, C3 I'est aussi.

Condition ii) du Théoréme 7.5.5 de Pfanzagl [56]. Pour v = 1,2, la famille de
fonctions z +— [(™)(z, 3)]? doit étre intégrable par rapport & la distribution de Pareto de
parametre [, localement uniformément en 3y, c¢’est-a-dire que nous devons vérifier qu’il

existe n > 0 tel que,

sup By (100X, )P0 < oo,
(o:7)€V(00,70)
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Soit 7 = 1/2. Nous avons

) = g+ gt (1 ! ﬂ>_3 S (1 ’ ﬂ>

ob o ob o

3(1 + X\ !
+¥X(1+7—) .
ag ag

Avec X = (o/y)(U™" — 1), U ~ U(0,1), on obtient que [(V(X, 3)]* est aussi égal &

1 I+ 3(1+7)?

3(1+7)
B 7203

vos

(UY —1)° — (UY —1)* - (U —1).

o3 73 o3

De la méme maniere on a

@ (x, g)]° :7i log® (1 n ﬂ) 0+ ’7)3X3 <1 + ﬂ) -3

6 o o33 P

3(1 2 X\ X
+%X2 (1+L> log (1+L>
o4y o o

1 X\ X
30+ <1+v_) log? (Hv_)
g

od o

qui est avec le méme changement de variable égal a

L. 3 (1+7)°
—ﬁlog (U) + 0

3(1+7)

S0+ 1 1) bog(t) + i

v 5 (U7 — 1) 1log?(U).

U =1 -

En utilisant les inégalités de Holder nous obtenons que
L\ 2/3 1/3
E<(U7 —1)? log(U)) < (IE«:,(U7 — 1)%) X (E(log3(U)))
2/3
) -

Comme SUP , ) cy(sy0) E(UT = 1)° et sup(w)ev(awo)]E(log3(U)) sont finis, la Condition

N|w

1/3
E((UW —1) 1og2(U)) < (E(U7 - 1)3> X (E(log2
ii) est vérifiée. Ceci acheve la premiere partie de la preuve de la Proposition 2.1.

Deuxieme partie : Nous allons utiliser I’estimateur particulier Bn de [ donné dans

I'équation (2.8). Une application du Théoreme 7.5.9 de Pfanzagl [56] entraine que
~ 1 & P
VB, = 5) = 15[31% ;5(')()(}, 3) 20 0 localement uniformément en ;.

De plus, par le théoreme central limite (voir les rappels de I’Annexe 2.8.1),
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(1/v/n) S0 €9(X;, B) ~ N (0, I5) localement uniformément en 3. Nous déduisons alors

que

\/E(Bn — B) ~ N(0, ]551) localement uniformément en [j.

Comme ces deux convergences sont valables pour tout 3y dans ©, la preuve de la Propo-

sition 2.1 est achevée.

2.7.2 Preuve de la Proposition 2.2

Soient X, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de
fonction de répartition F'(., 3). Sous Hy nous avons X; = F~Y(1-U;, 8) = (¢/7)(U; " —1),
1=1,...,n,ou Uy,...,U, sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées selon une distribution uniforme sur (0, 1). Alors

o RN
Zn n) = — 1_FXZ7 n N
(8n) n < (Xi, 0 )> 5‘*‘1] s=1,....J
o) -(1_F<Xﬂ>>s‘ : +(1‘F<X'3>)S‘(1_F<Xﬁ)>s
n L K +1 o : s=1
:LG: - (v - - 20 - o ™"
Tli:l ‘ s+1 ! ! an7 ! Z =1
]
o n = s+l s=1,....]
1 i ( g ¥ AR N
+— U; +(1_Ui>(1_/\n)) _(Ui)
\/ﬁiZI I On”y s=1,...,J
n — o~ —S/an
1 o
+ — Ui_’y‘i‘ 1_Uz’_7 (1_/\” ))
= _( (-v7) (1= 22

— (Uﬂ +(1-U;") (1 —

.....

=A+B+C.

-----
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Nous allons étudier ces trois termes séparément. Le terme B peut s’écrire :

ne g3 (o (-29) - () T

gl (-3) 7

En utilisant un développement de Taylor sur une fonction de la forme f(x) = (1 + x)“ et

-----

en appliquant ensuite la loi des grands nombres, nous obtenons que

i Y ;Y\nO'
guliomp-) o
5 g .
e 1_/\” + 1
\/ﬁ< 0n7) (s+v+D(s+1) |y s OPH0»6< )

Concernant le terme C, un développement de Taylor de f(z) = (1 + ) nous conduit a

:%é_([]_u(l‘(f )<1_ZZv>)S/%_(UW+(1—U )(1—2:7))5/1

L § v (14 @y -1y (1- 2 o s (1+@wr—1 (1= 2 o
“m | (rwr-n(-29))  -w(rer-n(1-32))

1 « 5 s AnO
==Y U (1+A—1—U; (1—;1 ))
[\/ﬁz 'yn( ) Oy
(e iom(-3)

on7y
1 /An 778
%Z(Ui ;)
U’Y

RAGEI»

1 n
—/n (1 - Z”J) —Z [—Ai exp (ivlog Ui) + Zexp (fvlog U)}

n Yn Y ot gt

(o2
n’Y i—1

- exp (Ai'y log Ui> + il exp <£710g Ui)
Tn v v

+ O]P’Ho,ﬁ(l)'

En utilisant un développement de Taylor des fonctions f(x) = z exp(—zylogU;) et f(z) =

S=

.....
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exp(z), nous obtenons que

= 25 \/_<7n_ )

(s—l—l)

par la loi des grands nombres.

D’apres les développements précédents, nous pouvons écrire que

Zo(By) = [% ;(Uf - HLl) v <1 B Z:(;) (s+7 +81)(s +1)

S 1 -
(s+1)2 A_n\/ﬁ(% 7) . + 0y, 5(1)
=: [A'(s) + B'(s) + C"(8)l =y .s + 0py, 5(1)- (2.13)

Nous pouvons maintenant calculer la variance asymptotique de Z,(f3,). Dans ce qui suit,
Iespérance, la variance et la covariance asymptotiques sont respectivement notées E,,

Var, et Cov,. Nous avons

(Cova(A'(u),A/(U)>:COVa( Z( m)ﬁz( vil))

=1 =1
1

ut+v+1  (u+1)(v+1)

~ Cov, (U}, UY) =

(u+v+1)(u+1)(v+1)

Nous pouvons alors remarquer que

Cova(A'(u), A'(v))| ;= =1 (2.14)
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De facon similaire

Cove(B'(u), B'(v))

el st o s

:Vara( ! a,;)) u+7+1)(v+7u11)(u+1)(v+1)

:Var“(ﬁ< = {yan(% = >)<u+7+1><v+vuil><u+1><v+1>'

De (2.9) nous déduisons que :

\/ﬁ(%—v)=%<%(1+7)2(1+2v);(lf —1)—=-(1+9) Zlog +7))
+0p,y, (1) (2.15)
et

n

~ 1 o 9 ” o -
Viile, ~ o) = 7= ( - G2 I )+ T+ Y oa(tl) —2ne(1+ w)

+ 0y, (1) (2.16)

Par conséquent,

V0w —0) = (m—7)o) 1 1 3 o U

+ %(1 +9)(1+27) ) log(U;) — no(1+7)(1+ 27)} +op,, (1) (2.17)

=1

Des calculs directs conduisent a 1’expression suivante :

(1+7)%(1 +29) uv
2 (u+~y+Dw+y+D)(u+1)(v+1)

Covy(B'(u), B'(v)) =

Comme la variance de v/n(%, — ) est (1 + v)? selon la Proposition 2.1, nous avons

uv(1 + )3
Y2 (u+1)2(v+1)%

Cove(C'(u),C'(v)) =

Il reste a calculer les covariances entre les termes A’, B’ et C".
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Les relations (2.15) et (2.17) impliquent :

(
1 & . 1 R B s(1+7)(s—7)
Cov, (—n 2 <Ui - m) V(G = 7)) T s+ 12(s+v+1)

Ln ’" (U s i 1) Vn (1 N Z:j)) B _yi(i Y)Z()s(i:?i)’

Cov, (Vi1 (1= 22 Vit - ) = L+ i+ 29)

Nous en déduisons que :

Cov,y(A'(u), B'(v)) + Cova(A'(v), B (u))

w?v(l+7)(1 +27)
Yu+1)2?2(u+y+1D)(v+y+1)(v+1)
B vu(l + ) (1 +29)
Yo+ 1)2w+y+1D)(u+y+1)(u+1)

Cova(A'(u), C'(v)) + Covy (A (v), C'(u))

w14+ )Quu 4 u+v— 297 — 2)
AP+ ety Dy 1)

Cova(B'(u), C'(v)) + Cova(B'(v), C'(u))

)
w1+ +29)[(u+ D +y+1) + v+ D)(uty+1)
Vw+y+1)(u+y+1)(u+1)%(v+ 1) ’

ce qui permet de calculer la variance asymptotique de Z, (ﬁ ) selon

uv uv(1 +y)(uv +v + (u+1)(v + 1))

Varg(Z,(8n)) = (wrv+Du+1)+1)  (w+y+Dut+y+1)(u+ )20+ 1)

En combinant le théoréme central limite et les représentations (2.13), (2.15) et (2.17),
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nous obtenons :

Z,(Ba) ~ N(0,,5(8)).

Nous pouvons alors conclure par (2.10) et par continuité la preuve de la Proposition 2.2.

2.7.3 Preuve de la Proposition 2.3

Soit (0,7) € B C © avec B = (0,00) x (0,1/4). Posons i, = Ep, s(X") < 00,7 =1,2,3,4.

_ _o _ 20 _ 3o _ 4o
Nous avons piy = 175, fi2 = 1755l 13 = T35 M2 €t fla = 75 s

Il est possible d’exprimer 3 comme une fonction de p; et ps.
Dans ce but, nous écrivons S[v] = h,(u1, p2) avec hy @ (0,00) x (0,00) +— (0,00) et

hy : (0,00) x (0,00) +— (0,00), et obtenons

1 i
Bl =0 = hi(pu, p2) = blac 12— 122 +1

2
B2l =7 = ha(p, p2) = % (1 - MM_IM%>

avec f1o— i > 0. Pour tout couple (y1, y2) € (0,00)%(0,00), y — hy(y,y2) et y — hy(y1,y)
sont deux fonctions continues.

Comme par la loi forte des grands nombres, + 1" | X7 Y B s(X7) = pp, 7 = 1,2,
Pestimateur des moments Bn[y] =h, (130, X5, 237" X?), pour v = 1,2, définit une
suite d’estimateurs fortement consistants.

Les dérivées partielles de h; et hy existent, sont continues et H (o, "), définie comme

oh,,
Yy,

(Y1, 12) ; p,v=1,2,
20

H(o,7) =
w92)=(1% a=3i=m)

est de rang 2.
La version uniforme locale du théoreme central limite (cf. Annexe 2.8.1) implique
5 i Xi—m

% Z:'L:l Xi2 — M2

Vvn

~ N(0,%(8)) localement uniformément sur B
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avec
X fia = f1; 3 — Hapls
X(B) = Vary, g =
X? [is — fafla  fla — [
o? 403
_ (1=7)2(1-27) (1=7)2(1=27)(1-37)
403 2004 —44~o?

A=P-2)(=3) (=P (-2 (1=3)(1—5)

Nous pouvons alors appliquer la version uniforme locale de la méthode delta (cf. Annexe

2.8.1) et obtenons
V(B — B) ~ N(0, H(B)2(3)H(B)") localement uniformément sur B

avec

B=4)1-7) =51 =71 -27)?

21 =721 —2y) —5=(1—7)%(1 —29)

H(f) =

Nous en déduisons directement la y/n-consistance localement uniformément de 3, pour
Dans la suite, nous noterons la convergence en distribution sous Hy (respectivement sous

Hin
H,,) par A (respectivement par ~3").

2.7.4 Preuve de la Proposition 2.4

Ce résultat est une conséquence du premier lemme de LeCam rappelé en Annexe 2.8.2. En
utilisant les mémes notations posons dP, = [[\_, f(X;, 3) (correspondant & I’hypothese
Hy) et dQ,, = [, 9(X;, 0., ) (correspondant aux alternatives Hj ,,). Le logarithme du
rapport de vraisemblance d@,,/dP, est alors égal a L, dont une expression est donnée
dans (2.7). Nous savons que la quantité L,, converge en distribution sous Hj vers une

distribution gaussienne N'(—346'16,6'16).
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Nous pouvons alors vérifier 1'assertion iii). En effet, si logV suit une distribution
gaussienne N(—%étlé, 6'15) alors E(V) = 1. Par 1), @, est donc contiglie par rapport a

P,, ce qui est noté @, < B,.

En interchangeant dans ii) les roles de P, et de @, log U suit une distribution gaussienne

N(—%(SU{S, 6'18) impliquant que P(U > 0) = 1. Par conséquent, par i), P, <Q,,.

Les suites P, et @), sont alors mutuellement contigiies : P, <>(),,, ce qui est équivalent a

dire que T,, i 0 si et seulement si 7T,, % 0.

2.7.5 Preuve de la Proposition 2.5

Par le théoreme central limite multivarié et par la Proposition 2.1, nous obtenons que :

Zn(ﬁ) /I\—Ig 0 I IB

5 i (O(X5, 8) 0 Iy Isp

Sous H, le  logarithme du  rapport de  vraisemblance L, =
log [T—,(9s(Xi,6,,0))/(f(X;,5)) converge en distribution vers une gaussienne
N (—30'16,6'16). De plus, L, est une fonction de Z,(8) (cf. (2.7)). Par conséquent, le

vecteur

Za(53)
7 i (90X, )

n Xi79n7ﬁ
log [Ti, gJ}(f(Xi,ﬁ) :
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est asymptotiquement gaussien. Calculons les termes de covariance asymptotique associés :

Cov, (logll % Zn(ﬁ)> — Cov (5%(5) - %575, Zn(ﬁ))

= 6"Var (Z,(8)) = 61
T 95X 00, 8) 1§~ 0y
et Cov, (logH 05.0) ,\/ﬁizlf (Xz,5)>
_ t _lt L - O(x.
— Cov <5Zn(ﬁ) 2515,ﬁ;£ (XM))
s 1N 00y
= §'Cov (Zn(ﬁ),\/ﬁzzzl:f (Xuﬁ)>
— 81,

Par conséquent, nous avons

Zn(B) 0 I Iy 16
LS O(X,,8) | A N o |. |1 Iy I
n X5,0n,
log Hi:l w —%5'75 oI 5'75 SIS
Zn 1) I 1
et ) B Nito ; ’ :

en utilisant le troisieme lemme de LeCam (cf. Annexe 2.8.2).

A présent, nous rappelons que la Proposition 2.1 nous donne la représentation asympto-

tique suivante :

~

V(B — B) = Iﬁ;% S 0(Xs, B) + 0s, (1),
=1

Nous terminons alors la preuve de la Proposition 2.5 en remarquant que cette

représentation asymptotique reste valable sous Hy,, (cf. Proposition 2.4) :

ViiB =) = 133 2= 3 (X B) + on,,, (1)
=1
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2.7.6 Preuve de la Proposition 2.6

Cette preuve est basée sur la méthode delta avec la fonction h : R? +— R définie par

n|t =22,
y| 7
dont le gradient A vaut
2
N —yo /(x%y
N
y o /(x7)

La méthode delta repose sur le développement suivant.
Vi(h(Ba) = h(3)) = h(B)\/a(Bn — B) + 08, (1). (2.18)

Comme \/E(Bn — () est borné en probabilité d’apres la Proposition 2.5, cette équation

s’obtient facilement par un développement de Taylor.

> Hin _ _ "
Par conséquent, puisque v/n(3, — 3) ~ /\/’(1561125, Iﬂﬁl) (cf. Proposition 2.5), nous avons

5
=
=
|
=
=
jay
¢z

SN (R(B)' 153156, h(B)'I55h(9))

A o w1+ +2y)
\/ﬁ(l_A ) -~ N<_5 Y(u+1+7)(u+1)2

u=1,....,J v

2.7.7 Preuve de la Proposition 2.7

Selon la Proposition 2.4, la représentation asymptotique de Zn(B\n) sous M, est la méme

que celle précédemment obtenue, c¢’est-a-dire :

R (e

TnY D(s+1)|
+vn(3 )—1 > + (1) (2.19)
n\Yn — = O . .
TR G 1 . o
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En utilisant les Propositions 2.5 et 2.6, et avec I defini dans (2.12), nous obtenons

BB =10 = o D D D, (2.20)
AnO v
B (“ﬁ (-22) oo )
_ (1 +7)(1+27) 5
Yu+1+7)@+1+9)(u+ 12w+ 1),y
N _ w(4y)u-1)
et Ep,, (\/ﬁ(% 7) Ao+ 12|, J) Y(u+1+y)(u+1)2(v+1)%, - °

Des calculs directs menent a l’expression suivante pour l'espérance asymptotique de

Zn(Bn) sous Hy, :

(u+v+1)(u+1)(v+1)

Eomt,, (Zn(Ba)) =

(
wv(1 + ) (uwv 4+ v+ (u+ 1) (v + 1))
(+v+D(u+~v+1)(u+1)%(v+ 1)2

= %,(B)0. (2:21)

En combinant (2.18), (2.19) et les Propositions 2.4 et 2.5, il est trivial de remar-
quer que les termes de covariances sont identiques sous H;, et sous Hj. En effet,
en examinant le troisitme lemme de LeCam (cf. Annexe 2.8.2), nous constatons que
seuls les termes d’espérance different. Par conséquent, Var,,y, (Zn(Bn)) = Y,(B). Par
ailleurs, d’apres (2.19), la quantité Zn(ﬁn) peut étre décomposée en trois termes plus un
terme de reste. Selon les Propositions 2.5 et 2.6 et le théoreme de Slutsky, le vecteur
formé par ces trois termes est asymptotiquement gaussien sous H;,. Ainsi, sous Hj,,,
Z(B,) converge en distribution vers une gaussienne N5(3,(3)8, $,(3)). Par conséquent,
Zfl(Bn)Zjl(ﬁ)Zn(an) ESS XJ&EJ(@&, ce qui permet de déduire la Proposition 2.7 par la

Proposition 2.5 et par continuité.
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2.8 Annexes

2.8.1 Définitions d’apres Pfanzagl [56]

Soient X, X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
dont la distribution dépend d'un parametre ( € S et est notée F,. Dans cette section,
sauf mention contraire, 'espace S sera supposé localement compact. Il s’agit donc d’un
espace séparé (dit de Hausdorff) dont tout point admet un voisinage compact. Notons P,

la probabilité sous F définie sur I’espace probabilisable (X, A) et E. I'espérance associée.

Avant de donner quelques définitions et théoremes de convergence, il est important de
bien comprendre ce qu’on entend par « localement uniformément » :

« localement uniformément en (y » signifie « uniformément sur un voisinage de (y ».

« localement uniformément sur S » signifie « localement uniformément en (, pour tout

Co €S ».

Définition 2.1 Une famille de fonctions h(.,() est Pc-intégrable localement wuni-

formément en (y s’il existe un voisinage V ((y) tel que

Jim - sup Be (JA(X, Olgnex.opan) = 0.
—% eV (¢o)

Remarque 2.2 Sil existe n > 0 tel que supecy() Ec(|R(X, Q') < oo

alors h(.,C) est Pc-intégrable localement wuniformément en (o. En effet, comme

Ec(In(X, QO gnexoi-ary) < MTE(R(X, Q). il suffit que supeey ) Ec([h(X, )1H7)

soit finie avec n > 0 pour conclure.

Définition 2.2 Posons Y, = H(Xy,...,X,;(), ot la fonction H est a valeurs dans R?

et soit Q¢ la loi deY,. La suite Y,, n € IN, converge en distribution vers Q)¢ localement
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uniformément sur S si pour tout {y € S, il existe un voisinage V({y) de (o € S tel que

lim sup |Qnc(h) — Qc(h)| =0 pour tout h € C
0 CeV (o)

ou C représente la classe des fonctions bornées et continues h : R — R.

Définition 2.3 Une quantité aléatoire Q(X1,...,X,;() est \/n-consistante localement
uniformément sur S pour Q(C) si pour tout (y, il existe un voisinage V((y) de (o € S tel

que pour tout € > 0, il existe M. > 0 tel que

sup P¢ (vVnl|Q(Xi, ..., X ¢) — Q(Q)]| > M.) < & pour tout n € N

¢eV(<o)
ot || - || est la norme Euclidienne usuelle.
Remarquons également qu’une quantité aléatoire Q(X7, ..., X,;() est y/n-consistante

localement uniformément sur S pour Q(¢) si la quantité /n(Q(Xq,...,Xn; () — Q(Q))
converge en distribution localement uniformément sur & vers une loi ayant une variance

finie.

Théoreme 2.1 (Version uniforme du théoréme central limite) Soit S un espace
quelconque et f(.,C) une fonction mesurable de (X, A) dans (RY, Bra) avec Bra la tribu

des boréliens de RY telle que
Ec(f(X,€) =0 pour (€S
et pour ¢ € S, || f(.,Q)||* est uniformément Pc-intégrable sur S. Soit

2(6) = E¢(f(X, ) f(X, Q)").

Alors
n~1/? Z [(Xi, Q) ~ N(0,2(¢))  uniformément sur S.

i=1
Théoréme 2.2 (Méthode delta) Soit T un owvert de RY. Soit , € T un estimateur
tel que

\/ﬁ(z\n — ()~ N(0,3(¢)) localement uniformément en (o.
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Supposons que h : T — RP, p < q, ait ses dérivées partielles continues sur S et notons
Hi(t) = hl(j)(tl, cotg),i=1.0p, j=1,...,q, ou H((p) est de rang p.

Alors

\/ﬁ(h(gn) —h(C)) ~ N(0, HOX(O)H()")  localement uniformément en (.

P
Définition 2.4 Une quantité aléatoire Q(X,...,X,;() converge en probabilité (—C>)
localement uniformément sur S vers Q(C) si pour tout (o € S, il existe un voisinage V((p)

de (o tel que

lim sup P(||Q(Xq,...,Xn;¢) —Q(Q)] >¢) =0 pour e > 0.
70 (eV(¢o)

Nous dirons qu'une quantité aléatoire Q(X7, ..., X,;() est consistante localement uni-
formément sur S pour Q(¢) si Q(Xq,...,X,;() converge en probabilité localement uni-

formément sur S vers Q(().

Proposition 2.8 (Version uniforme locale du théoréme des transformations
continues) Soit g : R* — R™ une fonction continue en tout point de l’ensemble S
tel que P(C € §) = 1. Si En converge en probabilité vers  localement uniformément sur

S, alors g(zn) converge en probabilité vers g(¢) localement uniformément sur S.

La preuve de cette proposition est une adaptation directe de celle du Théoreme 2.3 de

van der Vaart [69].

Théoréme 2.3 (Théoréeme 7.5.9. de Pfanzagl [56]) Soit S un ouvert de R? et {P, :
¢ € 8} une famille de mesures de probabilité dominées par une mesure p o-finie. Soit
f(.,C) une densité de P. par rapport a p. Notons ((.,¢) = log f(.,(). Les premiéres et
deuziemes dérivées partielles de {(z, () sont notées £ (x, () et L0 (x, (), 0,5 =1,...,p.
Nous noterons (1) (x,¢) le vecteur colonne des £@(z,¢), i = 1,...,p. Soit L(¢) la p x p-

matrice formée des éléments :

Lij(€) = Ec (00X, O (X,0)), i,5 = 1,...,p.
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Supposons que la famille {P. : ( € S} satisfasse les conditions suivantes :

o E ((V(X,()) =0 avec ¢ € S.

E. (E(ij)(X, ()) + E; (ﬁ(i)(X, O)eV)(X, C)) =0pouri,j=1,...,pet€S.

Les fonctions (9 (., ) pouri =1,...,p et € S sont linéairement P.-indépendantes.

Il eziste un voisinage U((y) de (o tel que
(— E(ij)(x, () est continue sur U((y) pouri,j =1,...,p, pour tout x

et sup [0W(.,¢)| est P-intégrable localement uniformément en (o.
G1eU(Co)

e Pour i = 1,...,p, la famille de fonctions x +— [(D(x,()]? est Pc-intégrable,

localement uniformément en (.

Considérons maintenant une quantité aléatoire Zn € R? \/n-consistante localement uni-
formément pour ¢ en o. Soit A(Xy, ..., X,) un estimateur consistant pour A(¢) = L({)™*

localement uniformément en (y. Alors ’estimateur
~ ~ 1 & ~
n= G+ AXL LX) =) (X G 2.22
Co 1= Gu T AX, )~ Z (X, ) (222)
vérifie la représentation asymptotique suivante

\/ﬁ(En —() — A(()% ;E(')(Xi, q) e, 0 localement uniformément en (,

ainsi que la convergence en distribution suivante

V(G — ¢) ~ N(0,A(C)) localement uniformément en Co.

2.8.2 Théorie de LeCam - Normalité Asymptotique Locale

Dans la construction de la statistique de test proposée dans ce chapitre ainsi que dans
son étude de comportement asymptotique sous des alternatives locales, nous avons utilisé

le concept de normalité asymptotique locale. Les rappels donnés dans cette section sont
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principalement issus de van der Vaart [69].

Une suite de modeles statistiques est « localement asymptotiquement normale »  si
asymptotiquement le logarithme du rapport de vraisemblance associé admet un certain

développement quadratique. Une définition plus formelle est donnée ci-dessous :

Définition 2.5 La suite de modéles statistiques {P, g : 0 € ©} est localement asymp-
totiquement normale (LAN) en 0 s’il existe des matrices r, et Iy ainsi que des vecteurs

P, ,
aléatoires A, g tel que A, g oY N(0, Iy) et pour toute suite convergente h, — h

AP, g4t 1
log CZD;;M = htAn,a — §ht[9h + 0Pn,9(1>'

Sous la normalité asymptotique locale, nous avons donc

dP 0 *1h P, 0 ]_
log — 0% "7 — ZhtIyh, hiI,h ) .
Og dPnﬁ ~> N( 2 olt, 0 >

Par conséquent il va étre possible d’utiliser le premier lemme de LeCam rappelé ci-dessous
et d’en déduire que P, 9 et P, . -1, sont mutuellement contigiies (noté Pn79<1>Pn’9 ot hn)'

70+7'n

Soient P, et @, des suites de mesures de probabilité sur des espaces probabilisables

(X, AL).

Premier lemme de LeCam : Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Q. est contigiie par rapport a P,, ce qui est noté @, < P,.

(ii) Il existe une sous-suite m(n) telle que si dPpn)/dQmmn) o U, alors P(U > 0) = 1.

Pm n
(iii) Il existe une sous-suite m(n) telle que si dQum(n)/dPmn) KV, alors E(V) = 1.

(iv) Pour toute statistique T, : Q, — RF : si T}, i 0, alors T, 9.

La quatrieme assertion, la plus utilisée, est tres importante car elle assure que si une
représentation asymptotique est valable sous P, alors elle I'est aussi sous @),,.

Les arguments de contiguité sont des outils pour obtenir la distribution limite d'une suite
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de statistiques sous des lois (),, a partir de la distribution limite sous des lois P,. Le plus
souvent, P, représente I’hypothese nulle alors que @),, représente I’hypothese alternative.
Le troisieme lemme de LeCam décrit ci-dessous peut donc étre utilisé pour trouver le

comportement d’une statistique sous @, :

Troisiéme lemme de LeCam : Soit X,, : Q, — RF une suite de vecteurs aléatoires.

Supposons
X, P, L X7
0 ~ Nk+1 ’ )
n 1.2 t 2
log 75" 50 T o

alors X, B Ni(p+7,%).

Nous pouvons remarquer que la matrice de variance-covariance asymptotique de X,, reste
identique sous P, et sous @,. C’est en fait le vecteur moyenne qui differe en fonction de

la covariance asymptotique 7 entre X, et le rapport de log-vraisemblance.

2.8.3 Simulation par la méthode de rejet

Cette technique de simulation permet de simuler une loi de densité g quelconque a partir
d’une densité f facile a simuler. Cette méthode particuliere de simulation introduite par

von Neumann [70] repose sur la proposition suivante :

Proposition 2.9 Soit u une mesure positive sur R, f et g deux densités de probabilité

sur (R¥, u) telles qu’il existe une constante c vérifiant :
Vo € RY, cf(2) > g().

Soit X une variable aléatoire de densité f par rapport a p et U une variable aléatoire
de loi uniforme sur [0,1], indépendante de X. Alors la loi conditionnelle de X sachant

Uévénement (cUf(X) < g(X)) a pour densité g par rapport a p.
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L’algorithme de simulation est le suivant

Répéter
Simuler X de densité f
Simuler U de loi uniforme sur [0, 1]

jusqu’a obtenir {cUf(X) < g(X)}.

Le nombre de passages dans la boucle suit la loi géométrique G (%), d’espérance c. On aura
donc intérét a choisir f assez proche de g de sorte que la constante ¢ = max(g(z)/f(x))
soit la plus petite possible.

Pour simuler la loi de densité g; définie en (2.1), cette méthode peut étre appliquée. En
effet, si nous imposons que les §;, ¢ = 1,...,J soient égaux a une unique valeur § > 0,

nous obtenons l'inégalité suivante

exp {;Jl@fs(w,ﬁ) - K(H)} < exp (j—%) =c

ainsi, pour n, [ et 6 fixés et pour tout x € [0, 00),

gJ($7075> < Cf(xaﬁ)






Chapitre 3

Estimation en présence de censure

Résumé

Dans ce troisieme chapitre, nous nous placons dans le cadre de données censurées
aléatoirement a droite. Dans ce contexte, différents estimateurs de l'indice des valeurs
extrémes ont été proposés par Beirlant et al. [7]. Ils sont tous construits de la méme
fagon : lestimateur usuel (sans censure) est divisé par la proportion d’observations non
censurées au-dela d'un certain seuil. Récemment, Einmahl et al. [31] ont établi la norma-
lité asymptotique de tels estimateurs. Une autre facon d’aborder le probleme consiste a
utiliser 'approche POT et a adapter au contexte des données censurées la vraisemblance.
Nous pouvons ainsi obtenir des estimateurs du maximum de vraisemblance pour (71, 01,),
les parametres de la GPD. Cependant les propriétés asymptotiques de ces derniers sont
tres difficiles a obtenir. Nous proposons donc dans ce chapitre un estimateur du couple
(71, 01+) basé sur une seule étape de 'algorithme de Newton-Raphson lorsque les données
sont censurées aléatoirement a droite. Nous établissons la normalité asymptotique de ces
estimateurs et montrons par le biais de simulations que, a distance finie, ils se comportent

de facon similaire a ceux du maximum de vraisemblance.
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3.1 Introduction

Nous allons nous intéresser dans ce chapitre au probleme de l'estimation de l'indice des
valeurs extrémes et cela en présence de données censurées aléatoirement a droite. Ce
probleme est tres récent dans la littérature. Il a été mentionné dans le livre de Reiss et
Thomas [63] mais n’a été réellement abordé qu’en 2007 par Beirlant et al. [7] et I'année
suivante par Einmahl et al. [31]. Pourtant ses applications sont multiples, dont une, natu-
relle, concerne le domaine médical. Dans ce contexte, nous nous intéressons par exemple
a la durée de survie de patients tous sujets a une méme maladie. Ces patients sont suivis
pendant un certain intervalle de temps et a la fin de la période d’observation, le point
est fait sur leur état. Pour ceux décédés pendant la période d’observation, nous disposons
exactement de leur date de déces. En revanche, pour ceux toujours en vie a la fin de
I’étude, nous n’avons aucune indication sur leur future date de déces. En conséquence, ces
données sont dites censurées aléatoirement a droite. Un tel exemple a été considéré dans

Beirlant et al. [7] ainsi que dans Einmahl et al. [31].

Formellement, dire que nous sommes en présence de données censurées aléatoirement
a droite revient a dire que I’échantillon X, ..., X,, (des durées réelles de vie) n’est pas
observé mais est censuré par un deuxieme échantillon Y7, ...,Y,,. Ces deux échantillons
sont formés de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi F
et G respectivement et sont supposés indépendants entre eux. Les variables que nous
observons sont d’une part les Z; définies par Z; = X; AY;, i = 1,...,n, et d’autre part les
indicateurs de censure §; = llyx,<v;}, ¢ = 1,...,n. Autrement dit, nous savons si la donnée
observée a été censurée ou non. Il est clair que les Z; sont des variables indépendantes, de
loi H liée & F et G par la relation H(z) := 1 — H(z) = F(2)G(z). Le point terminal de

H sera noté dans toute la suite 7y = sup{z : H(z) < 1}.

Nous supposerons dans la suite I’hypothese tres générale que F' et GG sont deux distri-
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butions dans un domaine d’attraction des extrémes, d’indices respectifs v; et 5. Ceci

implique que l'indice des valeurs extrémes de H existe et il sera noté dans toute la suite

Y-

Beirlant et al. [7] ont proposé différents estimateurs de v;, I'indice des valeurs extrémes
associé a F'. Ces derniers sont tous construits de fagon similaire, a partir d'un estimateur
non adapté a la censure, par exemple 'estimateur de Hill [40], estimateur des moments
de Dekkers et al. [26] ou encore I'estimateur UH (Beirlant et al. [9]). Ces estimateurs,
basés sur les observations Z;, estiment par conséquent l'indice v de H. Il s’agit alors de
les modifier de fagon a estimer =, et non 7. Une fagon de procéder (cf. Beirlant et al. [7])
consiste a diviser ces estimateurs usuels (non adaptés a la censure) par la proportion de

données non censurées au-dela d'un seuil ¢, ¢’est-a-dire a utiliser

() T

~(¢C,.

Z,;i = n ’ (31)
3 2oim1 051z,

avec Ny le nombre d’exces au-dela de t. Plusieurs estimateurs adaptés a la censure sont

ibl (A(C,H) ~(e,M) ~(c,UH
possibles (7,7, ', ou encore 7

départ ?(Z)t Récemment, Einmahl et al. [31] ont établi, de facon unifiée, la normalité

)) selon le choix de la méthode d’estimation de

asymptotique de tout estimateur de 'indice des valeurs extrémes écrit sous la forme (3.1)

dans le cas ou le seuil choisi, ¢, est aléatoire et égal a Z,_j ,, la n — k-ieme statistique

d’ordre de I’échantillon 71, ..., Z,,.

Comme nous 'avons vu dans le chapitre d’introduction, ces estimateurs ﬁ(Z)t découlent
de la premiere caractérisation d’appartenance a un domaine d’attraction. Nous pourrions
cependant envisager d’utiliser la méthode POT pour construire de nouveaux estimateurs.
Il est alors nécessaire d’adapter la vraisemblance a la censure. Nous pouvons ainsi proposer
d’autres estimateurs, non seulement de l'indice mais également du deuxiéeme parametre
o1+ de la GPD, distribution limite des exces E; = Z; — t, sachant Z; > ¢, au-dela d'un

seuil ¢ quand ¢ — 7. Dans ce cas, la vraisemblance s’exprime selon (cf. Andersen et al.
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[1], p. 411) :

L(71, Ul,t) = H |:g'71701,t<Ej)] Y [1 - G'Vlﬂ'l,t(‘Ej)]

J=1

1—5j

(3.2)

1

N _ " 71 L2 .z
ot 1 =Gy o, (x) = <1 + o5 a:) et gy,,0,, st la densité associée.

En dérivant cette vraisemblance par rapport a ses deux parametres, nous obtenons un
systeme de deux équations a deux inconnues. Comme toujours dans ce type de contexte,
nous ne pouvons pas en déduire explicitement les estimateurs du maximum de vraisem-
blance, mais pouvons les obtenir numériquement par des méthodes de type Newton-
Raphson. Malgré ces difficultés numériques, les estimateurs du maximum de vraisem-
blance sont en général appréciés pour leurs bonnes propriétés asymptotiques. Cependant,
établir ces dernieres demeure extrémement difficile. Il s’agit d'un sujet d’actualité qui,
dans le cas ou il n’y a pas de censure, a donné lieu a plusieurs publications (cf. Smith
[66], Drees [29], Drees et al. [30]). Dans le cas censuré, cette normalité est encore plus
problématique a établir et n’a pas trouvé de solution a ce jour. Nous proposons donc,
dans ce chapitre, de nous intéresser a des estimateurs de (v, 01,) appelés estimateurs
« one-step », obtenus apres une seule itération de la procédure de Newton-Raphson, notés
(Q(ZC’;OS), G(Zf’tos)). Nous montrons également, par simulations, qu’a distance finie ces esti-

mateurs se comportent de fagon similaire a ceux du maximum de vraisemblance.

Dans la suite nous supposerons que les indices v; et v, associés respectivement a F et G
sont de meéme signe et que les points terminaux de F' et G sont identiques. Ceci donne

lieu a trois cas possibles :

cas1: v >0,7% >0,
cas2: 71 <0,7% <0, 7p =14,
cas3: N ="%=0, 1 =14
Notons que les autres cas (en particulier les mixtures entre domaines d’attraction) ne sont

pas intéressants. En effet, ils correspondent (du moins asymptotiquement) a un taux de
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censure proche de 0 et donc a la théorie existante (par exemple si y; < 0 et v > 0) ou a
un taux de censure proche de 1 (par exemple si 7, > 0 et 7, < 0) pour lequel une bonne
estimation de l'indice semble impossible. Ceci justifie donc pleinement que seuls ces trois

cas soient étudiés dans la suite du chapitre. Remarquons que dans les deux premiers cas,

Y172
Y1+72 "

il est facile de vérifier que v = Dans le dernier cas, v est nul et par convention nous

le noterons également -2
Y1+72

Le résultat principal de ce chapitre est la normalité asymptotique du vecteur
~(c,08)  ~(c,08)y/ < / . .

(v, "', 04, ") correctement renormalisé ; une démonstration en sera proposée en Sec-
tion 3.4 et les calculs techniques associés détaillés en annexe. Plusieurs exemples seront
détaillés en Section 3.3. Enfin, une étude par simulations sera présentée afin d’illustrer la
proximité entre les estimateurs « one-step » que nous proposons ici et pour lesquels nous

avons établi des résultats asymptotiques, et ceux du maximum de vraisemblance obtenus

en maximisant (3.2).

3.2 Résultat principal

Notons Up (resp. Ug) la fonction queue de F' (resp. de G) définie par Up(x) :=
F(1-2) =inf{y : F(y) > 1 — 1} (resp. Us(z) := G~ (1 —1)). Nous supposons

I'existence de deux fonctions positives ar et ag telles que

lim Ur(wu) = Ur(x) = / v 'dv =: h., (u) pour tout u >0 (3.3)
To ap(x) 1
lim Ug(au) = Ua(w) / v 'dv =: h,(u) pour tout u > 0. (3.4)
) :

Nous dirons que la fonction queue Up (resp. Ug) satisfait la condition des valeurs extrémes
C,,(ap) (resp. Cy,(ag)) si (3.3) (resp. (3.4)) est vérifiée avec la fonction ap (resp. ag).
Il s’agit 1a d’une condition du premier ordre qui n’est pas suffisante pour établir un

résultat de normalité. Pour de tels résultats, il est indispensable de supposer une condition
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du second ordre qui peut se formaliser comme suit (cf. de Haan et Stadtmiiller [39]).

Supposons pour tout u > 0 que :

Up(zu) — Up()

ap(x)

—hy(u) ~ ayp(x)kp(u), = — o0 (3.5)

Ug(zu) — Ug(x)
ag(x)

ol ay p,asc — 0 sont des fonctions a variation réguliere R

— hy(u) ~ asg(x)ke(u), = — o0 (3.6)

01> Rp, respectivement, avec

p1 < 0et py <0et

ela) = Arhoyan () 4o [0, 0

1

kol) = A hoyin(u) + o [ 1% (0

1

ou Ar, Ag, cr et cg sont des constantes convenables.

Notons que si p; (resp. p2) est strictement négatif, alors un choix approprié de ap (resp.
de ag) implique une simplification de la fonction limite kr (resp. kg) alors égale a (Ap +

prrcr) oy p (W) (tesp. (Ag + pytca) byt (1)) (cf. Proposition 3.2 de Beirlant et al. [6]).

Suivant le probleme considéré, il est parfois plus facile de travailler, non pas avec une
fonction queue, mais avec la fonction de répartition elle-méme. Dans ce cas, sous les
conditions du premier et second ordre (3.3)-(3.6) et lorsque Up et Ug sont continues, nous

pouvons dire que

Xll(t) { = fﬁt ;(7;)01,0 T (W} — Yi(v), t—7F (3.7)
x;(t) {1 - 1G ‘ ZZZ)%) - ’772@)} — talv), t—Te (3.8)
ot x1(t) = asr (Us (1), x2(t) = asc(Us®), ny(v) = (1 4 )™, h(v) =

7 (0)kp (17,1(v)) et ha(v) = 0l 2 (v)ke (15,'(v)). Nous référons le lecteur & Beirlant et

al. [6] (p. 93-94) pour plus de détails.
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Avant d’énoncer notre résultat principal, nous avons encore besoin d’introduire les prin-

cipaux termes de biais de nos estimateurs donnés par

(1 1 /TH H(x) p 11 /TH H(r) q
move H(t) Jo 1475 (@ —1) mo H(t) o (14 2 (z —1))?
-1
L1 H@ |
Bralns o) = Ul,tH(t)/t (1 +Zh(z =) ! i
1 1 TH — 1 1 TH
T——/ (ZE—t)H(:E)d:E——_—/ Hl(x)dx sty =0
( o1 H(t) Ji o H(t) Ji
et
( H'@) 1 1 [ H(x)
O i
H(t) owH(t) ), (1+

N TH H (1) '
Boy(v1,014) = o1 H(t) /t (1 x siy #

1

H@t) 1 1 [™_ N
T tamw ), P e

avecﬁl(t):IP’(Z>t,5:1):IP(t<X§Y).

Nous sommes maintenant & méme d’énoncer le résultat de normalité.

Théoreme 3.1 Supposons que Ur et Ug soient continues et satisfassent les conditions
du premier et second ordre (3.3)-(3.6). Avec Ny le nombre d’excés au-dela de t, sous
I’hypothése que la fonction a variation lente associée a F est normalisée et que, lorsque

t — 1y, les termes de biais sont tels que

VN By (71, 01,4) = 0 (3.9)
VN, Bay(y1,014) —— 0 (3.10)
et Ta — Ce€(0,1) siyy=7%=0ctT=r1q, (3.11)

O1t + 024
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1

alors, pour v > —3, NOUS avons le comportement asymptotique suivant :

~(c,08)
Tze — N 0
v/ Ny 4, 2|, quand t — Ty (3.12)
a.\(czos)
2 0
014

avec

st Y1y2 > 0 et 7p = 71¢,

C—3 _C—Q
sty =" =0 et Tr =14

- 2071

Nous allons, dans la section suivante, étudier plus en détail les hypotheses du Théoreme

3.1 sur quelques exemples de lois.

3.3 Exemples et résultats de simulations

Dans cette section, nous allons, dans un premier temps, considérer les trois exemples

suivants :

e une Burr censurée par une Burr;

e une ReverseBurr censurée par une ReverseBurr ;
e une Logistique censurée par une Logistique.

Notons que ces trois exemples couvrent les trois cas possibles considérés et permettent
de montrer ce que peuvent représenter les hypotheses (3.9), (3.10) et (3.11) du Théoreme

3.1. Dans chacun des cas, nous allons calculer explicitement les principaux termes de
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biais By +(71,01.¢) et Bai(71,014), ce qui nous amenera a trouver pour ces exemples des
conditions suffisantes pour que les hypotheses (3.9) et (3.10) du Théoreme 3.1 soient
satisfaites. Dans I'exemple du cas 3, nous montrons que la condition (3.11) est également

satisfaite.

Enfin, nous allons illustrer, par simulations, le comportement de nos estimateurs « one-
step » par rapport a ceux du maximum de vraisemblance, résultant de la maximisation

de la vraisemblance (3.2).

3.3.1 Différents exemples

e Exemple 1 : X ~ Burr(fy, 7, A1) et Y ~ Burr(fa, 72, A2), Bi, i, Ai >0, i = 1,2, et
1 7£ 1.

Dans ce cas, nous avons

s\
1-F(z) = <—1> — 2 NEN (14 ™) N 2> 0

b+ am
B\ )
t-aw) = (Gim) = s e
p
1 1 B,
1 = — = — = 1 —t (1 1 .
et alors v, I Y Tt et et o1 ’Ylt( + Tlt (1+o( )))

Des calculs assez laborieux nous conduisent aux principaux termes de biais suivants :

( _7_2 51(1—71)(1+’Y_’}/271)
V(14 ym) A +ym + 7)1 +9)(1+27)

7™ s 1 STQ
Bii(y1,010) = 4

\ o (t_TQ) siT > Ty

(v Al-m)(+9)
Y1 (147 + ) (1 +27)

sim <7y

B2,t(71> Ul,t) =

\ o (t_TZ) Sl Ty > To.
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Il en résulte qu'une condition suffisante pour (3.9) et (3.10) est :
nH(t)t™™ — 0 ou de facon équivalente \/ﬁt_T_% — 0, quand t — oo,

ourT = min(’Tl,Tg).

e Exemple 2 : X ~ ReverseBwrr (01,7, A1, 7) et Y ~ ReverseBurr (s, 7o, Ao, T ),

Bis Tis iy e >0, i =1,2.

Dans ce cas

A1 N
1= F0) = (o) = (L = a)) e <
A2 )y
160 = (G )~ (=) e <
9 N 1 1 ﬁl el
d’ou Y1 = —m,’}/ = —m et 01t = _’YI(TH — t) (1 — T_l(TH — t) (1 + 0(1))) .

Ceci nous conduit aux nouveaux termes principaux de biais suivants :

7 Sl +7)(L+7+7m) (g — )" sim <7
) <

(

2
V(1 —ym) (1 =91 +9) (1 +9)(1 + 2y
Biy(m,014) =
O((TH - t)ﬁ) sim >

7 Bl +7)(1+7)
Y 7i(1 =97+ ) (1 +27)

(g —t)™ sim <7y

B2,t(”¥1> Ul,t) =

O((TH - t>72> siT > To.
\

De fagon similaire a ’exemple précédent, nous en déduisons qu’une condition suffisante

pour (3.9) et (3.10) est
nH(t) (ty—t)” — 0 ou de facon équivalente \/E(TH—t)T_% — 0, quand t — 7q,

ourT = miH(Tl,Tg).

e Exemple 3 : X, Y ~ Logistique.
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Dans ce cas

2

1—F(a7):1—G(:17):1+—6x,

x>0

avec y1 =7 = 0 et 01, = 1. Cela implique que
]‘ —t
Biy(m,014) = 9 e " (1+o(1))

et

1
Byi(yi,014) = 3 e (1+0(1)).

Cette fois-ci nous pouvons en déduire une condition nécessaire et suffisante pour (3.9) et

(3.10), qui est
nH(t)e " — 0 ou de facon équivalente /ne ? — 0, quand t — oo.

Comme 01 = 09, = 1, (3.11) est clairement satisfaite.

3.3.2 Simulations

Afin d’illustrer ces trois exemples, nous avons simulé 300 échantillons de taille 500 issus

des distributions suivantes :
e une Burr (10,4, 1) censurée par une Burr (10,1,0.5) : v3 = 0.25,72 = 2;

e une ReverseBurr (1,8,0.5,10) censurée par une ReverseBurr (10,1,2.5,10) : v =

—0.25,7, = —0.4;

e une Logistique censurée par une autre Logistique : 73 = 75 = 0.

Ces trois choix spécifiques de parametres correspondent a trois taux différents de censure
dans la queue : 11% pour 'exemple de la Burr, 38% pour celui de la ReverseBurr et enfin
50% pour la Logistique.

Dans ces simulations, les estimateurs initiaux utilisés dans la construction des estimateurs

« one-step » sont les estimateurs des moments adaptés a la censure introduits par Beirlant
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et al. [7] et définis ci-dessous :

— ~(H -1
Ao Hy(1) sun g oL (3

et

() /3 (G212 - p2GED)

ol ?g?ﬁ%) et Sz, ne sont rien d’autres que W(Z}Qn, A(Zj\i)n et Sz k.n, définis dans le chapitre
d’introduction, quand le seuil  est fixé égal & Z,,_j,,. Quant aux quantités H,(t) et ﬁ; (1),
il s’agit des versions empiriques de H(t) et ﬁl(t) respectivement.

Nous illustrons dans la Figure 3.1 le comportement (en terme de médiane et d’erreur en
moyenne quadratique (MSE)) des estimateurs de 7, et dans la Figure 3.2 ceux du pa-
rametre d’échelle renormalisé. Les deux estimateurs adaptés a la censure considérés sont
les estimateurs « one-step » (en pointillé) et ceux du maximum de vraisemblance (trait
plein), obtenus en maximisant (3.2). La droite horizontale représente toujours la vraie
valeur du parametre. Ces graphes correspondent successivement aux trois distributions
considérées : Burr (haut), ReverseBurr (milieu) et Logistique (bas). Nous observons que
les estimateurs « one-step » ont un comportement similaire a celui des estimateurs par
maximum de vraisemblance pour lesquels nous rappelons que nous ne disposons pas du
comportement asymptotique. En particulier, si nous regardons les résultats pour la dis-
tribution de Burr(10,4,1) censurée par une distribution de Burr(10,1,0.5), il est méme
tres difficile de différencier les deux courbes. En terme de MSE, nous pouvons dire que
les deux minima de courbes sont proches I'un de 'autre, sauf dans le cas de la Logistique
pour le parametre d’échelle renormalisé ot il y a un écart significatif (également en terme
de médiane), le « one-step » étant considérablement meilleur. Ceci dit nous avons pu
constater que cela était dii au taux de censure élevé (50%) puisque si nous tragons ces
estimateurs dans le cas standard ou il n’y a pas de censure, nous retrouvons alors une tres

grande proximité entre les deux courbes, comme cela apparait sur la Figure 3.3.
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Médiane

0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Nt Nt

Médiane

T T
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Nt Nt

0.0

Médiane

0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Nt Nt

(a) (b)

Fic. 3.1 — (a) Médiane pour W(Zf’t') et (b) Uerreur en moyenne quadratique empirique pour

une Burr (10,4,1) censurée par une Burr (10,1,0.5) (en haut), pour une ReverseBurr
(1,8,0.5,10) censurée par une ReverseBurr (10,1,2.5,10) (au milieu) et pour une Logis-
tique censurée par une autre Logistique (en bas). La courbe en trait plein est l'estimateur
du maximum de vraisemblance et celle en pointillé est [’estimateur « one-step ». La droite

horizontale représente ;.
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F1G. 3.2 - (a) Médiane pour

Médiane

Médiane

Médiane

1.0

0 50 100 150 200 250
Nt

1.0

1.0

0 50 100 150 200 250
Nt

=~(c,.)

o

z
o1t

0 50 100 150 200 250

0.0
L

0 50 100 150 200 250

L et (b) lerreur en moyenne quadratique empirique pour

une Burr (10,4,1) censurée par une Burr (10,1,0.5) (en haut), pour une ReverseBurr

(1,8,0.5,10) censurée par une ReverseBurr (10,1,2.5,10) (au milieu) et pour une Logis-

tique censurée par une autre Logistique (en bas). La courbe en trait plein est l'estimateur

du maximum de vraisemblance et celle en pointillé est ’estimateur « one-step ».
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0.0

Médiane

0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

Médiane

1
0.0

T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Nt Nt

(a) (b)

F1G. 3.3 — Cas sans censure : en haut : (a) médiane pour les estimateurs de v, et (b)
Uerreur en moyenne quadratique empirique associée et en bas : (a) médiane pour les
estimateurs du parametre d’échelle renormalisé et (b) l’erreur en moyenne quadratique
empirique associée pour une distribution Logistique. La courbe en trait plein est [’estima-
teur du mazrimum de vraisemblance et celle en pointillé est [’estimateur « one-step ». La

ligne horizontale correspond a la vraie valeur du parametre estimé.
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Signalons également qu’il est bien évidemment possible de construire de la méme maniere
un estimateur « two-steps ». Cependant comme il n’y a pas une différence significative
entre I'estimateur « one-step » et le « two-steps », nous n’avons pas représenté ces graphes

ici.

3.4 Preuve du théoreme

La preuve du théoreme est dans lesprit de la théorie de Lehmann [50] et plus parti-
culierement de son Théoreme 4.2. Pour faciliter la compréhension de cette preuve, tres
technique, nous proposons de la décomposer en plusieurs étapes présentées ci-dessous et

faisant appel a des calculs donnés dans les annexes de ce chapitre.

Etape 1 : Dans lesprit du Théoréme 4.2 de Lehmann [50], nous sommes amenés a
résoudre le systeme d’équations suivant :
( c,0S ~ ~(c,M) ~(c,M ~(c,08 ~(e,M e,M) ~(e,M

(V(Zt )_V(Zt )> LY, (7(2715 )70(Z,t )> + (U(Z,t )~ ( )> L, <7( : U(Z,t )>

ce,M) ~(e,M
C (R )

(3.13)
~(c,08 ~(c,M ~(e,M) ~(c,M ~(c,08 ~(e,M ~(c,M) ~(c,M
(V(Z,t )_’Y(Z,t )) L, (’V(Z,t )7U(Z,t )> + (U(Z,t ) — (Zt )) L, (’Y(Zt )70(Z,t )>
ce,M) ~(e,M
\ = _L,2< (Zt ) U(Z,t )>
ou Li(.,.), resp. Li;(.,.), i = 1,2, = 1,2 sont les premieres, resp. secondes, derivées

(c,M)

de la log-vraisemblance et 7, ;" et O'(C M)

sont les estimateurs initiaux pour 7, et oy,
respectivement. Ici, nous avons mis les estimateurs des moments, pour rester cohérents
avec les résultats de simulations que nous avons présentés, mais bien évidemment, nous
aurions pu utiliser d’autres estimateurs comme par exemple ceux proposés en introduction

de ce chapitre.

Etape 2 : Le systeme (3.13) peut se réécrire sous la forme matricielle
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~(¢,08)  ~(¢c,M)
Yzr =~ Vzy
VN
5(c0S)  ~(e.M)
Ozt 9zt
014 O1,t
2 1
Aepn o\ (L
| AR Rl I BVa
= 5 o 5 (3.14)
U 1,t " O1,t !
(mLH) <TﬁL22> B (Tth) J1tL// 1 iy g/ Y I/
Nt 12 Nt 11 \/Nt 2
ou, pour alléger les notations, nous n’avons pas spécifié que toutes les dérivées de (3.14)
étaient évaluées en (7(Zt ) E(ZCtM)).

Etape 3 : En vertu de (3.14), des calculs directs nous donnent :

(

3
vy 1 .
2(— siy #0
1 . <%) (1+7)(1 +27)
_FLllll(VhUl,t) — X
t

\ 2C° siy; =0
)

v o1 .

— si 0

2 . 71+ 2y m#
Nt L’z’a(’Yl,Ult) -

C siyy =0
\
/ 2

0l 1 .
— siyn#0
., (%) (1+7)(1+2v)
et —Vtﬂfz(%fﬁt) —

\ C? siyp = 0.

Cependant il faut étre prudent car les convergences précédentes ne sont valides que dans
le cas ot les dérivées sont évaluées en les vraies valeurs des parametres (71, 01+). Or nous

avons besoin de ces mémes convergences lorsque ces dérivées secondes sont évaluées en

mEjjoe
1+ 2FE —

O1,t

(A(C M) ~(c,

Yzi 074 )) Toutefois il est assez facile de les déduire en observant que
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A titre d’exemple, nous avons

11 i E; 1 1 < E
N, ~(e,M A(e, M) TN 4 Mnop
N; (Zt )j g (LM)E Ntal,t 1+01tEJ
Zt
1 1 &

B 3 E; E; 1 1 1\ s E
N, 5(eM) e, 0)

S
Sy 7 ~(e,M
zt =1 | 1+ & _F L+ Ul,tE] N U(Z,t :

1 ?175 ’/7'\ N 7'1 tE ? 1 01t 1 N 1 tE'
- (= _q A_A_ E 4+ == 1| = Sty

FleM) N, 1+ 7 E;
1+TltE il UZ,t tj:l + T4 j
P

— 0,
(e, M)

N N o~ Yz 2 . ~

OU Tt = —— Tt = 77 et 71, est compris entre 714 et 7y
TLt Oz

Etape 4 : En développant le membre de droite de (3.13) autour de (v1,01,) (comme

dans la preuve du Théoreme 4.2 de Lehmann [50]) et compte tenu de (3.9) et (3.10), nous

devons maintenant établir la normalité asymptotique de

1
- IV [N L (’Yl, U1,t) - B1,t(71, al,t):|
t

O1,t

-V Ny {FL/ (71,01t) th(’Yl,Ul,t)]
t

Celle-ci, comme nous le démontrons en Annexe 2 en utilisant I'expression des dérivées

premieres de I’Annexe 1, va se déduire de la normalité asymptotique de

H,(t) = H (1)
1 ¢ M > o /TH H(x
- log |1+ —(Z;,—t) ) Nyz.op — — — dx
o I ]Zl g ( o (20 | Mz = 5 | Tz —1)
H(t) | g & 1 " ()
. 1 - 1 N (7 H{Z >t} 1 le‘
N4 +E( i —1) 01t Ji (1+gl’t(x_t))
n —1
— 0; | 1— 1 d
Z( 1+%<zj—t>> T A (R )
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dans le cas ou v # 0 et de

H,(t)— H(t)
H,(t) —H (1)
1 [1& T
W n ;t n (Z; =) iz;50) — t H(x)dx
_ /" , p
H(t) 1 |1 & H _
— |7 Z; —t)°1 — —t)H
o1, | 2n ]:1( i — 07z, /t (v —t)H(x)dz
1|1 ™
Oy [E 0;(Z; — ) iz,50 —/t H (x)dx]
: =

sinon.

Etape 5 : Nous déduisons du théoréme central limite multivarié (les couples (Z;,9;),i =
1,...,n étant indépendants) la matrice de variance-covariance asymptotique pour W dans

le cas 1 # 0, a savoir :

1 Y 4!
— v —a a
4! ) i
v v
- = = a a
1T n
2
~ T 2% b T
Ba! a! )
ﬂa a b c lc
Y 7
Y Y Y
a a —b —c¢ —‘c
94! il 4!

ota=7" (1—(1+7)"),b=7(1—-(1+7) ), etc=1-2(1+7)""+(1+2y)""

Dans le cas d'un indice v; = 0, en utilisant ’hypothese (3.11), nous obtenons la matrice
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de variance-covariance asymptotique suivante pour W :

¢ C
c
c* C?

c? C?

1 ¢ Cc o c?

02
27
303
203

3 C?
30% 203
6C* 30°

3c* 208

Il est important de signaler que le calcul de ces matrices est assez complexe. Il nécessite

de décomposer chacune des intégrales en plusieurs morceaux, et d’utiliser les résultats

de convergence (3.7) et (3.8) combinés avec le théoreme de convergence dominée afin de

pouvoir conclure. Pour illustrer ces techniques, nous avons donné, dans I’Annexe 3, deux

exemples d’intégrale, 'une dans le cas d’'un indice négatif, 'autre dans le cas d’un indice

nul, le cas d’un indice positif étant un peu plus facile a appréhender.

Derniere Etape : De I’étape précédente et des résultats de I’Annexe 2, nous déduisons

par des calculs directs que la matrice de variance-covariance asymptotique de V' dans le

cas 1 # 0 est :

’ (71) T

(%)2 (1+ 7)21 +27)

tandis qu’elle vaut, dans le cas v; = 0, la quantité suivante :

3.5 Annexes

203

02

(%) | (1+ 7)(11 +27)

v 1
v1 1+ 2y

02
C

3.5.1 Annexe 1 : Calcul des dérivées premieres et secondes

Des calculs directs conduisent aux dérivées premieres suivantes :
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( N, N,
dlog L(y1,014) 1 < 9ol I (1 nE;/o,
L(y1,004) = e T (1+—E4)—— — g | PRI
(71, 014) 97, V2 ; ) oy " ; " 1+ 0711tE
4
0log L(v1,014) 1 & 1 /1 nE;/o
L/ o — 1,01 _ 5+_ _+5 #
\ 2(71 1,t) 301,t o1y ]Zl J o1y Z " 1+ leltE

et aux dérivées secondes :

(
0%log L(vy, 0
Lllll (’yla O-l,t) = ga;;;l l,t)

N

2 1E /O'lt
lo ( +—E> <
Z o 32 +thEJ
0?log L(v1,01¢)
" ) y
Lys(n,014) = 820“
1 71E /Ult

725 1+ L F;

01,t

7

»

_ 82 log L(’)/l, Ul,t)

LI1’2(71, Ul,t)

Dans le cas ou v, = 0, ces dérivées s’écrivent :

( N¢ EZ N
o) =332 355
1.t
1 & 1 &
LIQ(O,O'lt) :__Z(Sj+TZEj
( oLt Thga

1
O Pl

aUl,ta%
_ 11y (1 b)) Bilnd 11 S
Mo S \n (1+ ‘jlltE')2 V101t
\ =

NEj/ovy)

1 N
o)

(M E;/014)°
(1+J-FEj)?

o1t

1E/01t
"1+ 2F;

O1,t
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88
et
( Nt 3 Nt 2
2 FE; 1)
L0, =—= (—J> +» 4 (—J)
1 & 2
L3,(0,014) == > 0 —— Y _E
Lt j=1 j=1
Nt 2 Nt
1 E. 1 FE;
oo =235 (B) LS5 B
12( 1t> U1,tz; O1,t Ultzl JUl,t

3.5.2 Annexe 2 : Justification de la matrice W

En utilisant 'annexe précédente, il est clair que si v # 0, nous avons

1
Nt|: L 717011:) Bl(’Yl,Ult)]

4! Y1 TH H(Z
1/ g 1 1+ —(Z;—t) | Lz,5y — — ——d
{71 ( 2- Og( 0‘17t< J )) {Z;>t} o1t Jy 1"’%(2—0 2)
1 o[ H(z)
el 1- 1 — dz
7 ( Z( L+ t>> WG ) GrEE-Dp

o 1 1 (™ H) CR S L (C)
I = ) [_ 7101,tﬁ/ Wdz i Mo H(t) /t G t))ZdZ

) Ji
11 e H(2) s
NEW0 / e }

et
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o
- Nt|: ltL/ 717011: Bz 1, Ult):|

(0T

1 o [T H(z)
e (n 2 ( 1+ 2(Z; —t)) liz-0 = oe )y T+ 22(z— t))2d2>

7j=1 O1,t

1 — 1 no [ H (z)
+ (Ejzléj (1 1+ 2 (Zj— )) H{Z >t} T lt/t ( 071 (Z_t))zdz>

O1,t

H
+
|

1

o IHEw® 11 v "
”H"(”_H(t”[mt) _Eﬁ(t)/ T2 ;-op”

n 1M H()
‘E%/t 1+ <z—t>>2d3”

O1,t

alors que dans le cas o y; = 0, nous avons

1
Ny [ ’7170115 Bl ’Ylaalt ]

1/ {0_(52 1)l /T<x—t>ﬁ<>d>

et

g
Nt|: i (71, 014) — Ba(m, Ult):|

" Vil o)

~~
S|
(]
~N
|
N
i
Y
&
|
@\q
Jay
=
=
oW
=
~—
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3.5.3 Annexe 3 : Deux exemples d’intégrale a calculer

Nous avons a calculer un certain nombre d’intégrales. Pour cela des découpages judicieux

doivent étre effectués et nous allons donner deux exemples types ci-dessous.

(a) Exemple d’intégrale dans le cas ou1 v; et 7, sont négatifs avec 7 = 7¢

Nous allons ci-dessous présenter en détail le calcul de I'intégrale suivante :

Var _no lzn:(; 1— 1 1 _l/m Hl(flf) du
Ht) [n= 7\ 1+2Z-0) 77 o U+ -0

parce que d'une part c’est la plus difficile a appréhender et d’autre part elle fait apparaitre

explicitement la condition v > —1/2 indispensable a la validité de nos résultats. D’apres

de Haan et Ferreira [37] (Théoreme 1.2.5, p. 21), si la convergence
. F@ + o1 t$) -1
lim ————"2 = (1 4 yyz) Y™

t—Tp F(t) ( mn )

a lieu pour un oy, > 0, alors elle est aussi satisfaite pour oy ; = —v,(7g — t). De ce fait,

dans toute la suite nous supposerons oy ; ainsi défini.

La variance qui nous intéresse peut donc se réécrire selon

Var _n lig 1— 1 1 [ ﬁl(iﬁ) di
Hy) (n &7\ 1+25Z-0) 7" a0+ @ —1)?
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71

1 1\ (= 1
+(TH—U) Vlﬂp( ) F(TH )

T

TH — U

(=) (i — @2} du + o(1)
_/THH(U) (1_ TH—t>2 1

— (1 — u) " du
'Yl(H )

™ T (u) T —t\’ . 1
- 1— — d 1
/t H(t)( TH—U) (tg —u) e p— u+o(1)
avec € (rHl—u> = o)

EF( 1 )TH*U

T — U

en utilisant le fait que /r est une fonction a variation
TH—U
lente normalisée. Rappelons que nous avons la convergence vers 0 de ¢ (

1
TH_U> lorsque
u — 7 (cf. Bingham et al. [11], page 15).

En effectuant un changement de variable, nous avons alors

n —1
n |1 1 mo ™ H (z)
\Y B N Uiyory —
( 70 [nZ ( T+ <Zj—t>> (>0

— d
o Ji 0+ Z@—1) D
1 o0 ﬁ _ TH—t
= —— M(l - ZL‘)Qx_ldl‘
7 J1 H(t)

_ /100 H(THF—@)THT%)@ — )%l (er— t) dx +o(1)

= Tl,t + T2,t-
H(ry — =t
Rappelons que M

0 o quand t tend vers 7y. Par ailleurs, en utilisant les

bornes de Potter (cf. Bingham et al. [11], p. 25), pour toutes constantes A > 1 et n > 0,
nous avons l'inégalité suivante :

F(TH — TH—_t)

E X
o) 4a H(THlt) < A:E%Jr", x>1
H(t) KH(TH—t)

pour tout ¢ suffisamment grand.

Par ailleurs si v > —1/2, en choisissant 7 suffisamment petit, I'intégrale suivante est finie

x%+’7(1
71 J1

— )’z da.
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Ceci nous permet d’utiliser le théoreme de convergence dominée et ainsi de déduire que

1 [ 2 1
lim 7y, = —— x%(l —z)2r dr = T1- + :
t=TH M M I+~ 142y

Concernant T, en utilisant le fait que (—) tend vers 0 quand ¢t — 7y et I'argument
précédent, nous pouvons également utiliser la convergence dominée pour déduire que 75

tend vers 0.

(b) Exemple d’intégrale dans le cas o1 7, et 7, sont nuls

De facon similaire a I'exemple précédent, nous avons choisi I'intégrale la plus complexe a

appréhender, a savoir :

Var _—L ln5 )1, t_
(it ln_f o)
:UuH / (x — t)2dH (z) — H(t) <0iﬁ—1/ x—th())

QUHt/“Ht ZH (t+omt2)
0

0 dz + o(1).

2
014

Cette derniere intégrale peut se réécrire sous la forme

ﬂ
i

T H(t+ o)

t =1
/ o g——"Cdz =
0 H(t)

: / " G dF ()

Ht) +20Ht
(u)/ zdz dF(u)

/ t+02t2)22dF(t+0-27t2)
0 F(t)

|
o\
Q
T

[\

Il
[\DIP—‘ [\DI»—*
)| QA
=

q
=
\_/v

= T34+ Ty + Tsy.

Nous allons traiter ces trois termes séparément.
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Des calculs directs conduisent a

01t
et par conséquent
2 3
20H,t 2 Hit 1
2 5,1 3 + 0( )7
it 1t

ce qui correspond au résultat attendu. Reste alors a montrer la négligeabilité des deux

autres termes.

Concernant le terme T} ;, nous avons

1 2 B (Fu o
Ty = = (&) / o M —e o1’ (ZZG_Z - zQe_z) dz
2 OH 0 F(t)

2 THZt (= 2
_ Lo\ o / Plttows) o\ (you, 35 (0w o -3t-
2 \ousr) o2t Jo F(t) 02t 024

Par conséquent

102t01t F(t"‘UltZ) _ 2.¢
T, - u ——— L —e *|x4—=(1+0(1
T < 5% = % (14 o(1)

et nous pouvons en déduire que

2‘712% 02t ?
5| Tuel <4 —=) (14+0(1)) sup S L
1t 1t Z€<0 TH7t> F(t)

Yol

lorsque t — g, en utilisant la condition (3.11).

Concernant maintenant le terme 73 ;, nous avons

ooy | ()| (B (G ) )
a3, > o) | G(t) F(t)

/szt 2 dF(ti— 0'27,52).
0 F(t)

IN

O1,t — G(t)
0,72t

B (%>2 - ‘a(ti- 024%) _ e
(o)

Comme le supremum tend vers zéro, il suffit de montrer que

o2 \? [P F(t+09,2)
Qt = — z d_—
O1t 0 F(t)
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est bornée. A cette fin, nous allons utiliser (3.7). Remarquons que

Tt

Qe = 2/ - F(tj 0—17tz)2dz
0 F(t)
Tt J— TH—t
o1,t 1 F(t + 04 tZ) B :| o1t -~
= 2% t/ 21 (2 —— —e " dz—|—2/ ze “dz
AR eyl R :

= 2x1(t) /000 fi(2)dz + 2+ o(1).

Comme f;(z) — zi1(2) lorsque t — 75 et |fi(2)] < 2z|Y1(2)| qui est intégrable, nous

déduisons que @)y — 2 par le théoreme de convergence dominée.



Chapitre 4

Un modele linéaire autorégressif

pour des maxima et applications

Résumé

Dans la plupart des applications en statistique et particulierement en sciences de
I’environnement, les données dont nous disposons et que nous cherchons a modéliser
ne sont pas toujours indépendantes. C’est pourquoi les modeles statistiques que nous
proposons doivent pouvoir prendre en compte des formes de dépendance temporelle et/ou
spatiale. Dans I'étude des séries temporelles, les processus linéaires autorégressifs sont
tres souvent utilisés. Ces derniers ont ’avantage de considérer la dépendance temporelle
entre 'observation présente et les observations passées. Cependant, il n’y a pas dans
la littérature de processus autorégressif qui soit linéaire et adapté a la distribution des
valeurs extrémes généralisée. Dans ce chapitre, nous proposons un modele autorégressif
d’ordre un adapté a la distribution de Gumbel. Pour ce modele nous déclinons un certain
nombre de propriétés théoriques. Nous illustrons ensuite par simulations les qualités,

a distance finie, du modele et de l'estimation des parametres associés. Enfin, apres
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I’avoir utilisé dans deux applications pratiques concernant la modélisation, d’une part,
de maxima journaliers et hebdomadaires de méthane (CH4) et d’autre part, de dioxyde
de carbone (CO2) mesurés a Gif-sur-Yvette (France), une extension du modele a la

distribution GEV est proposée.

4.1 Introduction

Dans les applications statistiques, il n’est pas rare que seules des données consistant
en des maxima ne soient disponibles. Les séries temporelles, constituées de ces maxima
journaliers, hebdomadaires ou annuels, présentent de fagon générale un phénomene de
persistance dans le temps dont il faut absolument tenir compte (Coles et al. [17]). En
effet, la valeur au temps présent d’un phénomene observé dépend bien souvent des valeurs
aux temps passés. C’est typiquement le cas si on s’intéresse par exemple a la température
maximale du jour j, qui clairement n’est pas indépendante de celle du jour précédent.

Rappelons que dans le chapitre d’introduction, nous avons vu que, sous I’hypothese d’ap-
partenance au domaine d’attraction des valeurs extrémes, les maxima d’échantillons ont

pour distribution limite la distribution GEV définie comme suit :

H,,0(1) :exp{— ll—i—fy (x;“ﬂ_i} (4.1)

ounp€R,o0>0,7€Retxest tel que 1 +~(x —pu)/o > 0, les parametres u, o et 7y

représentant respectivement les parametres de localisation, d’échelle et de forme. Dans le

cas ou 7y est nul, il s’agit de la distribution de Gumbel définie par

Huva(x):exp{—exp (_m—u)}’ —00 < T < +00.
o

Ce résultat de convergence est également valable pour des processus stationnaires sous

une condition peu restrictive sur la dépendance présente dans les données (cf. Leadbetter

et al. [48]). Pour gérer la dépendance entre maxima, il est possible d’utiliser une approche
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par blocs. Dans le cas ou la taille de ces blocs est suffisamment grande (maxima annuels
par exemple), on considere alors que les maxima obtenus sont indépendants entre eux
et on s’affranchit donc de tout probleme de dépendance. Seulement, il arrive souvent en
pratique que nous ayons a considérer des maxima sur de plus courtes périodes (maxima
hebdomadaires ou journaliers), afin de disposer d’'un nombre suffisant de données pour
faire de I'inférence. Il devient alors peu raisonnable de supposer que ces maxima puissent
étre indépendants entre eux. Une approche possible, illustrée par exemple dans Kysely
[47], consiste alors a utiliser un modele autorégressif d’ordre un (avec un bruit gaussien).
Cela paralt d’autant plus naturel que dans le domaine de ’analyse des séries tempo-
relles, une des approches traditionnelles consiste en l'utilisation de modeles linéaires et
particulierement des modeles autorégressifs et /ou a moyenne mobile (ARMA pour Auto
Regressive Moving Average). Toutefois, un bruit gaussien ne parait pas adapté lorsque les
données consistent en des maxima qui peuvent donc étre considérés comme issus d’une dis-
tribution GEV. Dans le cas de distributions a queues lourdes (v > 0), des modeles linéaires
de type ARMA basés sur 'utilisation de variables aléatoires a-stables ont été proposés
(cf. Embrechts et al. [32], Section 7.2 et également Mikosch et al. [53] et Samorodnitsky
et Taqqu [64], Section 7.12). Cependant, en dehors du cadre des distributions a queues
lourdes, aucun modele autorégressif linéaire permettant des données distribuées selon la
distribution GEV n’existe. La distribution GEV n’étant pas stable pour ’addition mais
pour l'opérateur max, une alternative consiste a utiliser des processus max-ARMA qui
sont des processus max-stables (cf. e.g. Davis et Resnick [22]). Cependant nous préférons
privilégier les processus linéaires dont l'interprétation est plus simple que celle des pro-
cessus max-ARMA. Plus particulierement, nous traitons dans ce chapitre le cas de la
distribution de Gumbel, d’une grande importance en théorie des valeurs extrémes. En
effet, cette distribution apparait comme la distribution limite des maxima de la plupart
des distributions standards (comme la distribution gaussienne) et est particulierement

utilisée dans un grand nombre d’applications notamment en sciences environmentales.
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Nous proposons donc un modele linéaire autorégressif adapté a la distribution de Gumbel
pour lequel nous établissons un certain nombre de propriétés théoriques. En Section 4.3,
des résultats de simulation, tant au niveau du modele que des parametres associés, sont
proposés afin d’illustrer la validité du modele. Comme ce dernier a été motivé par des
applications concretes en géoscience, nous l'appliquons dans la Section 4.4 a des maxima
de méthane (CH4) et de dioxyde de carbone (CO2). Enfin, une extension au cas de la dis-
tribution GEV est proposée en Section 4.5. Les preuves des résultats théoriques figurent

en Section 4.6.

4.2 Modele autorégressif pour la distribution de

Gumbel

4.2.1 Description du modele proposé : résultat théorique

C’est sur la base d’une relation linéaire entre la distribution de Gumbel et le logarithme
d’une variable a-stable positive que le modele proposé dans ce chapitre est construit. Si
X est une variable de loi Gumbel de parametres p et o indépendante de S, cette derniere

étant une variable a-stable positive définie par sa transformé de Laplace
E(exp(—uS)) = exp(—u®), u > 0, a € (0, 1), (4.2)

alors la somme X + olog S est aussi de loi Gumbel de parametres u et o/a.

Cette propriété a déja été utilisée, notamment dans des travaux de Fougeres et al. [35] qui
ont proposé différents modeles de mélanges basés sur ces distributions a-stables positives
pour des données extrémes. Ils étudient alors des modeles temporels basés sur des pro-
cessus linéaires stables parmi lesquels le modele autorégressif caché défini de la maniere

sulvante :

X =y + Gy + o log(H,y)
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avec G une variable de loi Gumbel(0, o) et H; = Z p'Si_i ot p € (0,1) et ou les S; sont
i=0
des variables aléatoires a-stables positives. De la définition de H; découle ’équation de

récurrence suivante qui met en exergue le modele autorégressif caché :
Hy = pH; 1 + S

De la méme maniere, le modele proposé dans ce chapitre et exposé dans la proposition
suivante est également basé sur cette relation clé entre la distribution de Gumbel et le
logarithme d’une variable a-stable positive. Il permet en outre une structure autorégressive

directement sur des variables aléatoires distribuées selon une loi de Gumbel.

Proposition 4.1 Soient S;, t € 7., des variables aléatoires indépendantes et de meme loi
que S définie en (4.2). Soit { X, t € Z} un processus stochastique défini par la relation de
récurrence suivante :

Xy =aX; 1 +aoclog Sy + p(l — «) (4.3)
ou (p,0) € R x Rf.
L’équation (4.3) a une unique solution strictement stationnaire donnée par

X,=p+o Z o’ log S (4.4)

=0

et X; suit alors une loi de Gumbel (u,0), Vt € Z.

Pour ce processus {X;,t € Z}, nous pouvons facilement calculer la covariance entre
X; et X;_j, laquelle est une fonction croissante de «; plus précisément nous avons

Cov(X;, Xy_p,) = Var(Xo)all.

La Figure 4.1 présente une simulation de X; pour ¢t = 1,...,200 et différentes valeurs
de a € {0.2,0.4,0.6} et la Figure 4.2 présente le « scatter plot » de X;,; contre X,
basé sur la méme série. Ces graphiques confirment que la dépendance a court terme est

directement liée a la valeur de « : plus « est grand et plus la dépendance est forte.
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T T 1
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Fi1c. 4.1 — Une simulation de X; pour t = 1,...,200 et différentes valeurs de o. Nous
posons =10 et o = 2.
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F1G. 4.2 — « Scatter plots » de (X, Xyy1) pourt =1,...,200 et différentes valeurs de a.

Nous posons =0 et o = 2.
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4.2.2 Estimation des parametres du modele

Trois parametres p, o et « sont présents dans le modele proposé. En pratique ils sont
inconnus et doivent donc étre estimés. Supposons que nous disposons des observations
{X1,..., Xr}. Comme nous connaissons d’apres la Proposition 4.1 la distribution de X,
il est tout a fait envisageable de considérer la méthode des moments. Comme X; suit une

loi de Gumbel, de parametres p et o, pour tout entier ¢, nous déduisons les deux équations

sulvantes :
0+/6Var(X,
p=E(Xo) — % (4.5)
X
o= GV(M‘( 0) (46)
T

ou § est la constante d’Euler. Le processus défini en (4.3) est ergodique; nous pouvons
donc calculer ses caractéristiques (moyenne, variance, fonction d’autocovariance) a partir
d’une seule trajectoire du processus, c’est-a-dire a partir d’une observation du processus.
Par conséquent, des estimateurs naturels de p et o sont ceux basés sur la méthode des

moments :

. —  0+/6s

X —
™
V6s

(4.7)

(4.8)

Concernant maintenant ’estimation de «, nous pouvons utiliser la méthode des moindres

carrés, ce qui nous conduit a nous intéresser a

- 2 S (X — EB(X0))(Xey1 — E(Xy))
arg m}ntzl ([Xep1 — E(Xp)] —r [Xi — E(Xo)])" = T1(X, — E(X,))?

En apportant une légere modification au dénominateur de fagon a faire apparaitre ex-

plicitement s? et en remplacant E(Xj) par son estimateur naturel X, nous obtenons
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I’estimateur de & suivant :

LS N X — X) (X — X)
d .

a=

(4.9)

S

Ces estimateurs sont consistants, comme l'indique la proposition suivante.

Proposition 4.2 Les estimateurs ji, 0 et & respectivement définis en (4.7), (4.8) et (4.9)

convergent presque surement vers la vraie valeur des paramétres.

Nous allons maintenant nous attacher a établir un résultat de normalité asymptotique

pour ces estimateurs renormalisés. Ceci fait I'objet de la proposition suivante.

Proposition 4.3 Le vecteur

1= p
VT o—0
a— o

est asymptotiquement gaussien d’espérance nulle et de matrice de variance-covariance

égale a
7202 1+ 12502¢(3) (1+a+a?) 116202 (1+02)  60%¢(3)(1+a+a?) 11502 (1+a?)
6 ica T2(1—a?) + oa—a?) m2(1—a2)  10(1—a2) —aod
602¢(3)(1+a+a?) 11502 (1+a?) 1102 (14+a?)
2(1_a?)  10(1—a?) 10(1—a?) ao (4.10)
—aod oo 1—a?

ot & est la constante d’Euler et ((.) la fonction de Riemann.

Notons que les termes de la matrice de variance-covariance (4.10) sont des fonctions de .
Plus précisément, les termes de variance associés aux estimateurs i et o sont des fonctions
croissantes de « alors que la variance associée a @ est une fonction décroissante de o.

Avant d’appliquer ce modele sur des données réelles, nous allons présenter d’autres
résultats théoriques concernant cette fois-ci la loi jointe du vecteur Xy, = (X4, ..., Xz n),

h > 0, ainsi que des coefficients de dépendance asymptotique.
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4.2.3 Distribution jointe du vecteur Xj, = (Xy,..., X; ), h >0

Comme la fonction caractéristique d’'un vecteur aléatoire caractérise completement sa

distribution, la proposition suivante est essentielle pour ’étude de la loi jointe du vecteur

Xh - (Xt7 e ,Xt_h)t, h > O

Lemme 4.1 Soit {X;,t € Z} défini de la méme maniére que dans la Proposition 4.1.

La fonction caractéristique de Xy, = (X3, ..., X¢—p)", h > 0, est donnée par

| | h \ Al T (1 —ioc >, uwﬂ‘*’“)
E (¢i<tXn>) = gm0t [ <1 - iaZujozh_9> 11

. g - ’
=0 j=o I (1 — 00 ) hg UkQ k+1>

D’apres cette représentation, nous retrouvons que le processus {X;,t € Z} est effective-

ment strictement stationnaire.

4.2.4 Dépendance asymptotique

En modélisation des extrémes multivariés, nous nous intéressons souvent a la dépendance
dans les queues. En particulier il convient de savoir si nous sommes dans le cas de
I'indépendance asymptotique ou non. Pour mesurer cette dépendance, nous pouvons cal-

culer deux parametres x et Y définis dans la proposition ci-dessous.

Proposition 4.4 Soit {X,;,t € Z} défini comme dans la Proposition 4.1. Alors

1. Le paramétre de dépendance de queue défini par Joe [43] en 1993 selon

1; ]P)(Xt—l > ZL'7Xt > I)
= 111m
A P(X; 1 > x)

est égal a zéro, ce qui correspond au cas de l'indépendance asymptotique.

2. Le parametre de dépendance X défini par Coles et al. [17] selon

_ . 210g]PJ(Xt,1 > .I‘)
X = lim —
z—o0 log ]P)(Xt,1 > x, Xy > .1')

vaut o/(2 — a) € (0,1). C’est une mesure qui augmente avec a et qui est donc

d’autant plus forte que la dépendance est importante.
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Notons que le parametre y est directement lié a I'indice extrémal, souvent noté 6, et que
X est lié au coefficient de dépendance de queue usuellement noté 7. Pour des précisions
sur les mesures de dépendance dans les queues, nous renvoyons le lecteur a Coles [16],

Coles et al. [17], Fougeres [34] et Joe [44] entre autres.

La Proposition 4.4 nous indique que nous sommes dans le cas de 'indépendance asymp-
totique, c’est-a~-dire que la probabilité que les deux composantes X; et X;_; soient simul-
tanément grandes est négligeable par rapport a la probabilité que I'une des composantes
soit grande. En d’autres termes, la fonction de répartition bivariée de X; et X;_; appartient
au domaine d’attraction de I'indépendance. Toutefois, il s’agit uniquement d’indépendance
asymptotique, le parametre Y indiquant une dépendance « quasi-linéaire » d’autant plus

forte que le parametre « est proche de 1.

4.3 Résultats de simulation

Afin d’étudier le comportement des estimateurs proposés 11, o et a a distance finie, nous
avons simulé 1000 échantillons de taille n = 50, 100, ...,1000 pour différentes valeurs de
a € {0.2,0.5,0.8}. Nous avons posé pn = 0 et 0 = 2. Pour chacun de ces échantillons, les
parametres ont été estimés. Comme nous avons généré 1000 échantillons, nous pouvons
calculer pour chaque parametre la moyenne des estimations mais aussi les premier et
troisieme quartiles. Les résultats sont représentés sur un méme graphe ayant comme axe
des abscisses les tailles d’échantillon. Les valeurs des moyennes y sont représentées par la
ligne en tiret et celles des premiers et troisiemes quartiles sont représentés par les lignes
en tiret-pointillé (voir Figure 4.3). Cette figure témoigne de la bonne convergence des
estimateurs. Nous observons que les estimations sont assez bonnes pour des échantillons
suffisamment grands (avec plus de 300 observations). L’estimation des deux parametres

de la Gumbel (u et o) est meilleure quand la dépendance n’est pas trop forte. Cela peut
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s’expliquer par le fait qu’alors la quantité d’information est plus importante. En effet, si «
est proche de 1 et que donc la dépendance est tres forte, X; apporte moins d’information
par rapport a X; 1 que si la dépendance est faible. Ces résultats sont par conséquent tout
a fait cohérents avec ce que I'on avait pu observer en Section 4.2.2 concernant la matrice

de variance-covariance asymptotique (4.10).

Fic. 4.3 — Moyenne (ligne en tiret), premier et troisiéme quartiles (ligne en tiret-
pointillé) des estimateurs de p, o et a (basés sur 1000 échantillons) pour différentes
tailles d’échantillons n € {50,100, ...,1000} données en abscisse. Pour ces simulations

uw=0,0=2.
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Apres avoir étudié le comportement des estimateurs en fonction de la taille de I’échantillon
(n allant de 50 a 1000), nous nous intéressons au comportement de ces derniers sur des
échantillons de tres grande taille (n = 5000). La Figure 4.4 illustre les résultats obtenus;
nous remarquons qu’ils sont également bien cohérents avec les résultats asymptotiques

décrits en Section 4.2.2.

150

100

100

50
50

F1G. 4.4 — Histogrammes et boites a moustaches basés sur 1000 échantillons correspondant
auz estimateurs des trois paramétres, [, o et a. Pour ces simulations p = 0, 0 = 2,

a = 0.5 et n=5000.

Nous allons terminer cette étude de simulations en revenant sur un probleme fréquent en
pratique qui est celui ou nous disposons d’un échantillon issu d’une loi de Gumbel. En
pratique, les modeles gaussiens sont souvent utilisés y compris pour ce type de données.
Notre but ci-dessous est d’illustrer la perte que l'utilisation du modele gaussien génere
au gain obtenu en ajustant avec un modele de Gumbel. Bien entendu, il est tout a fait
normal qu’avec ce dernier les résultats soient bien meilleurs. Ceci est illustré en Figure 4.5
ou nous comparons donc le modele de Gumbel proposé et le modele classique gaussien.
Dans les deux cas, les données sont générées selon le modele de Gumbel. Pour cela, nous
avons simulé X7, ..., Xjgo selon le modele décrit en (4.3) avec a = 0.5, u = 0 et 0 = 2
et nous nous sommes intéressés a la distribution de X;,1|X; = z, ¢ >> 1000. Nous avons

alors du générer une valeur en X; = « selon une Gumbel (u, o).
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Dans un premier temps, plagons nous dans le cas du modele de Gumbel défini en (4.3)
(Modele 1 sur la Figure 4.5). Nous estimons p, o et « selon (4.7), (4.8) et (4.9) basés sur les
simulations X7, ..., Xj900 €t nous présentons un histogramme de )?t+1|Xt = x basé sur les
1000 évaluations de )?t—i-l = ax + aclog Siy1 + (1 — @) avec Syyq une variable aléatoire
a-stable positive définie par (4.2). Sur cet histogramme, nous avons tracé la densité,
représentée en tiret sur la Figure 4.5, associée au logarithme d’une variable a-stable. Le
trait plein correspond quant a lui au vrai modele, c’est-a-dire a la densité associée au
logarithme d’une variable a-stable. En effet, lorsque les parametres sont connus, nous

avons

P(Xi11 <y|Xi =) =P(aX; + aclog Sy + pu(l — a) < y|X; = x)

= P(ax + aclog Siiy + pu(l — @) <)

y—&w+uﬂ—a»>

=P (log Sir1 <
ao
avec Sy une variable aléatoire a-stable positive définie par (4.2). La vraie densité et la
densité estimée sont tres proches I'une de I'autre et c¢’est pourquoi il est difficile de les
distinguer sur la figure correspondante.
Dans un second temps, considérons un modele gaussien (Modele 2 sur la Figure 4.5).
Comme précédemment, nous estimons « d’apres (4.9) et obtenons la méme estimation
que pour le Modele 1 car l'estimateur de « est indépendant du modele. Ensuite, nous
présentons un histogramme de )A(t+1|Xt = 1z basé sur les 1000 évaluations de )A(Hl =
azr + 0,41 + (1 — Q) avec U = X et f,,; une variable aléatoire gaussienne d’espérance
nulle et de variance o3 = (ﬁ—72) X (1—a?). Le trait plein sur I’histogramme correspond
au vrai modele, c’est-a-dire a la densité associée au logarithme d’une variable a-stable.
Cette figure illustre clairement que notre modele a le sérieux avantage de tenir compte de

I’asymétrie de la distribution ce qui n’est pas le cas du second modele basé sur I’hypothese

gaussienne classique.
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(a) Modele 1 (b) Modele 2

Fiac. 4.5 — Histogrammes conditionnels de )?tﬂ pour le modéle Gumbel (Modéle 1) et pour

le modéle gaussien (Modéle 2).

4.4 Applications aux données de méthane et de di-

oxyde de carbone

L’unité de mesure pour le méthane (CH4) est le ppb (« part per billion »), c’est-a-dire
partie par milliard et celle pour le dioxyde de carbone (CO2) est le ppm (« part per
million »), c’est-a-dire partie par million. Ces mesures représentent donc des proportions
dans I'air. Plus précisément, nous disposons de maxima journaliers et hebdomadaires de
méthane de 'année 2002 a ’année 2006 et de dioxyde de carbone de I’année 1981 a ’année
2001. Ces mesures ont été effectuées a Gif-sur-Yvette, dans I’Essonne en France. Comme
les données de dioxyde de carbone présentaient une tres nette tendance linéaire, celle-ci a

été prise en compte en ajustant une régression linéaire et en la retirant ensuite des données.
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a. Les maxima journaliers et hebdomadaires de méthane

Les maxima journaliers et hebdomadaires de méthane sont représentés sur la Figure 4.6.
Cette derniere nous permet également de visualiser la présence de valeurs manquantes

(35% des maxima journaliers et 16% des maxima hebdomadaires).
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I I |
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1800
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F1G. 4.6 — Séries des mazima journaliers (en haut) et hebdomadaires (en bas) de CH4 a

Gif-sur- Yvette avec valeurs manquantes.
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La Figure 4.7 présente quant a elle les « QQ-plots » associés aux séries de maxima
journaliers et hebdomadaires de méthane. Les parametres de la loi de Gumbel ont été
estimés selon la méthode des moments. Au vu de ces graphes, il est tout a fait raisonnable

d’ajuster aux données une telle distribution.

2600

2400

2200

2000

F1G. 4.7 — « QQplot » pour la loi de Gumbel des mazima journaliers (4 gauche) et hebdo-
madaires (a droite) de CHJ. Les paramétres correspondants sont estimés par la méthode

des moments. L’unité est le ppb.

Une caractéristique intéressante de ces données réside dans la dépendance temporelle
présente. Pour visualiser cette dépendance, nous présentons en Figure 4.8 les « scatter
plots » des données successives. Nous constatons alors que ces graphiques ne sont pas
si éloignés de ceux présentés en Figure 4.2 avec @ = 0.4 ou a = 0.6. Plus précisément,
nous pouvons calculer un estimateur de a pour ces données réelles en utilisant (4.9) et

obtenons @y, = 0.54 et Asemaine = 0.35.
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F1Gc. 4.8 — « Scatter plots » des valeurs successives, i.e. (Xy, X¢t1), correspondant aux

mazima journaliers (a gauche) et hebdomadaires (a droite) de CHY. L’unité est le ppb.

Il convient dans un premier temps de s’assurer que l'ajustement du modele proposé dans
ce chapitre et défini dans la Proposition 4.1 est raisonnable et plus adéquat que le modele
classique gaussien par exemple. C’est dans ce but que nous présentons les histogrammes en
Figure 4.9. Ceux hachurés correspondent aux données observées de maxima de méthane;
en haut, les maxima journaliers et en bas les hebdomadaires. Ensuite nous effectuons
1000 estimations de X;41|X; =z, t =1,...,T —1 selon le modele présenté en Proposition
4.1 avec z prenant tour a tour chaque valeur observée. Pour cela nous avons estimé les
parametres a partir de la totalité des données et selon (4.7), (4.8) et (4.9). Nous obtenons

ainsi les histogrammes non hachurés de la Figure 4.9 (a). De maniére analogue, nous

effectuons 1000 estimations de X;1|X; = x, t = 1,...,T — 1, selon le modele gaussien,
i.e. avec )A(Hl =ar+ 60, +7(1 —a) on ¥ = X et 0, est une variable aléatoire

— =2

gaussienne d’espérance nulle et de variance 03 = (X2 — X ') x (1 — @?). Cela conduit
alors aux histogrammes non hachurés de la Figure 4.9 (b). Au vu de ces histogrammes,
nous pouvons conclure que le modele proposé est beaucoup mieux adapté qu'un modele
gaussien classique que ce soit pour les maxima journaliers ou hebdomadaires. L’une des

raisons pour cela est la prise en compte de la structure asymétrique de la distribution des
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F1G. 4.9 — Histogrammes des prévisions a un jour des mazima journaliers (en haut)
et hebdomadaires (en bas) de CHJ selon (a) le modéle proposé et selon (b) le modele
gaussien. Les histogrammes hachurés représentent les données de maxima journaliers et

hebdomadaires de CH4.

données par notre modele.

Pour valider plus précisément le modele proposé, nous avons tout d’abord estimé les trois
parametres présents dans le modele, u, o et o sur une premiere période, soit ici de 2002
jusqu’a mi-2006. Dans un second temps, pour la seconde partie de 'année 2006, nous
avons calculé 1000 )?tﬂ = axy + aolog Si11 + (1 — @) avec z; la valeur observée au
temps ¢ et Sy une variable aléatoire a-stable positive définie par (4.2). Enfin, nous en
avons déduit les quartiles empiriques de la distribution de )A(t+1|Xt = x4. La Figure 4.10

représente la prévision de maxima journaliers (& gauche) et hebdomadaires (& droite) de
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méthane a Gif-sur-Yvette durant le second semestre de 2006. Nous pouvons sur cette figure
observer la médiane des estimations en tiret, les premier et troisieme quartiles délimitant
la zone grisée ainsi que les valeurs réellement observées en trait plein. Au premier abord,
la Figure 4.10 concernant la prévision a un jour des maxima journaliers est plutot bonne.
En revanche, celle des maxima hebdomadaires est moins satisfaisante, mais cela n’a rien
de tres surprenant : en effet, il faut garder en mémoire que les estimations des parametres
sont basées sur une taille d’échantillon assez faible (inférieure a 300) et par ailleurs, pour
les maxima hebdomadaires, la dépendance est moins forte (cf. Figure 4.8).

Quoiqu’il en soit, le message que nous avons cherché a faire passer ici, c’est que bien que
notre modele peine a prévoir les pics, il se comporte en dehors de cela plutot bien. Nous
n’avons pas la prétention d’affirmer que notre approche résout tous les problemes, mais

elle apporte une premiere solution dans un contexte ou aucune autre n’existait a ce jour.

2300
|
2300

——  Valeurs observées
Zone délimitée par les Ler et 3éme quartiles empiriques
""" Médiane

2200
2200

2100

2100

2000
2000

Maxima journaliers de CH4 (ppb)

Maxima hebdomadaires de CH4 (ppb)

1900
L
1900

1800

. 1800

Juillet 2006 Dec. 2006 uillet 2006 Décembre 2006

F1G. 4.10 — Validation de la prévision a un jour des mazima journaliers de CHJ (a gauche)

et hebdomadaires (a droite) sur le second semestre 2006.

b. Les maxima journaliers et hebdomadaires de dioxyde de carbone

Nous disposons de données sur 21 années et nous avons moins de valeurs manquantes
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que pour le CH4. Plus précisément, le pourcentage de valeurs manquantes est de 11.8%
pour les maxima journaliers et de 7.8% pour les maxima hebdomadaires. Nous pouvons
visualiser ces données sur la Figure 4.11. Au vu de la Figure 4.12, il est assez raisonnable

de supposer que ces maxima proviennent également d’une distribution de Gumbel. De

Maxima journaliers de CO2 (ppm)

1
1981 1991 2002

Maxima hebdomadaires de CO2 (ppm)
o

1981 1991 2002

Fia. 4.11 — Séries des mazima journaliers (en haut) et hebdomadaires (en bas) de CO2

a Gif-sur-Yvette avec valeurs manquantes.

plus nous sommes en présence d’une tres forte dépendance temporelle comme en témoigne
la Figure 4.13. Les histogrammes de la Figure 4.14 illustrent I’avantage de 1'utilisation du

modele proposé par rapport a un modele gaussien bien qu’ils soient moins convaincants
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F1G. 4.12 — « QQplot » pour la loi de Gumbel des maxima journaliers (a gauche) et heb-

domadaires (a droite) de CO2. Les paramétres correspondants sont estimés par la méthode

des moments. L’unité est le ppm.

6=0.64

X(t)

6=0.47

F1G. 4.13 — « Scatter plots » des valeurs successives, i.e. (Xy, Xi11), correspondant aux

mazima journaliers (a gauche) et hebdomadaires (a droite) de CO2. L’unité est le ppm.
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NN
N
]

NN

N
J

(a) Modele Gumbel (b) Modele gaussien

F1G. 4.14 — Histogrammes des prévisions a un jour des mazima journaliers (en haut)
et hebdomadaires (en bas) de CO2 selon (a) le modéle proposé et selon (b) le modele

gaussien. Les histogrammes hachurés représentent les données de maxima journaliers et

hebdomadaires de CH4.

que ceux de la Figure 4.9 obtenus dans le cas du CH4. La Figure 4.15 présente la prévision
a un jour des maxima journaliers de dioxyde de carbone alors que la Figure 4.16 présente
I’analogue pour les maxima hebdomadaires pour I’année 2001.

Il s’agit donc a nouveau ici d’'une premiere approche pour modéliser ce type de données
mais il est clair que cette Figure 4.16 souléve, comme la Figure 4.10 du CH4, un certain
nombre de difficultés, et a nouveau tout particulierement pour prédire les pics présents

dans les données.

Le modele que nous avons proposé dans ce chapitre est adapté a la distribution de Gumbel.
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Maxima journaliers de CO2 (ppm)

r 1
ler Jan. 2001 31 Dec. 2001

Fic. 4.15 — Validation de la prévision a un jour des mazima journaliers de COZ2 sur

I’année 2001. La légende est la méme que pour la Figure 4.10.

Maxima hebdomadaires de CO2 (ppm)
- .

— T T T T T T T T T T 1
ler Jan. 2001 31 Dec.2001

Fic. 4.16 — Validation de la prévision a un jour des maxima hebdomadaires de CO2 sur

I’année 2001. La légende est la méme que pour la Figure 4.10.
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Nous allons montrer dans la section suivante que nous pouvons l'étendre au cas d’une

distribution GEV.

4.5 Généralisation a la distribution GEV

Comme nous allons le voir dans la remarque suivante, un simple changement de variable
est suffisant pour étendre notre modele a tous types de maxima. Nous proposons alors un

modele de récurrence pour la distribution généralisée des valeurs extrémes (GEV).

Remarque 4.1 Soit E une variable aléatoire distribuée selon la distribution GEV de
paramétres u, o et . Si 7y est strictement négatif, alors —log(n — /v — E) suit une
distribution de Gumbel de paramétre de localisation log(—v /o) et de paramétre d’échelle
égal a —~.

De la méme maniére, siy est strictement positif, alors log(E — p+ o /7) suit une distri-

bution de Gumbel de paramétre de localisation égal a log(o /) et de paramétre d’échelle

v.
Nous sommes donc & méme d’étendre notre modele au cas d’une distribution GEV.

Proposition 4.5 Soient S;, t € Z., des variables aléatoires indépendantes et de meme loi
que S définie en (4.2). Soit {X;,t € Z} un processus défini par la relation de récurrence

suvante

e 11—«
Xt:u—ng (th—ﬂ+z> x S;7 X (E) (4.11)
Y Y Y

ot (p,0,7) € R x R} x R,.
L’équation (4.11) a une unique solution strictement stationnaire donnée par

oo i+l
Xo=p——+— [ (S (4.12)
=0

et X est distribuée selon une GEV (u,0,7), ¥Vt € Z.
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En pratique, ce modele peut étre utilisé lorsque les maxima ne sont pas distribués selon
une loi de Gumbel mais selon une distribution GEV, et de la méme maniere il sera alors

possible d’estimer les différents parametres.

4.6 Preuves des résultats

4.6.1 Preuve de la Proposition 4.1

En posant Y; = X; — (u+d0) et &, = aolog Sy — 00 (1 — ) ol ¢ est la constante d’Euler,

(4.3) peut se rééerire de la maniere suivante :
Y = aYi 1 + e (4.13)

Il s’agit la d’un modele bien connu : un processus autorégressif a temps discret d’ordre
un (AR(1)) avec des variables aléatoires €; qui sont indépendantes et identiquement dis-
tribuées d’espérance nulle et de variance a?c?c?. En effet, selon Zolotarev [71] (Section
3.6), E(log S) = 6 (1/a—1) et Var(logS) = (72/6) x (1/a? —1) =: ¢%. Si nous nous
réferons aux résultats standards concernant les processus AR(1) détaillés par exemple
dans Brockwell et Davis [13] (Section 3.1), nous avons dans le cas ou |a| < 1 et sous
I'hypothese que {Y;} est stationnaire, d'une part que

n 2
lim E (Y; - ajet_j> —0 (4.14)

Jj=0
et, d’autre part que Z?io a’e;_; est convergent en moyenne quadratique. Par conséquent,

le processus {Y;} a une unique solution stationnaire du second-ordre
[e.9]
V=) oe . (4.15)
=0

Comme il est clair que (4.15) est équivalent a (4.4), le processus {X;} défini en (4.4) est
'unique solution stationnaire du second-ordre de (4.3).

Dans le but d’obtenir la distribution de X;, nous nous sommes intéressés a la fonction
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caractéristique de log S. D’apres Zolotarev [71] (page 117), la fonction caractéristique de

log S est définie par

(11—
E u ] =2, 4.1
(explindon $)) = 5~ (4.16)
D’apres (4.14) nous avons
n 2
lim E (Xt —pu—oc Z o log Sy — (5004”“) =0, (4.17)
=0

ce qui implique que 407" (@’ log S, + doa*! converge en probabilité et donc en

distribution vers X;, quand n — oc.

Par conséquent, en utilisant le lemme du Portmanteau (cf. van der Vaart [69], Lemme

2.2)

n—oo n—o0

n
E (ez’uXt) — lim E (ez’u(waZLo ochlogSt—j-i-éJa”“)) — lim eiuueiwaa"‘*‘lE (H eiuoaj+1log5tj> .

=0

Comme les variables S;, t € Z, sont indépendantes, nous avons

n
E (eiuXt) = lim eiuueiuéaa"+1 H E (eiuaaj+1 log St—j)
n—00
Jj=0
n

_ o iuboant (1 —iuoca’
= lim ezuuezutsaa H ( )

n—o0 LT —duoadt!)
7=0
—_ (1 —duo)
— i iup _iudoa™t!
oo I'(1 — duocantt)

= e™'T(1 — iuo).

La fonction caractéristique de X; correspond donc exactement a celle d’une variable
aléatoire de loi Gumbel (y, o).

De plus, comme les variables S;, pour tout entier ¢, sont indépendantes et identiquement
distribuées, le processus X; est non seulement stationnaire du second ordre mais aussi

strictement stationnaire (cf. 4.1.1 dans Bosq et Lecoutre [12]).
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4.6.2 Preuve de la Proposition 4.2

Les estimateurs /1 et ¢ définis en (4.7) et (4.8) des parameétres p et o eux-mémes définis

en (4.5) et (4.6) sont basés sur la méthode des moments. Par le théoreme ergodique,

T
- 1 5.
X = 72X 55 B(Xo)
t=1
1 T
8= 23X = X)? 5 Var(X,).

t=1

, . s . , —~ D.S. ~ DP.S.
Par conséquent par continuité, il découle que it — p et 0 — 0.

Des arguments similaires peuvent étre utilisés pour montrer la convergence de a. En effet,

par le théoreme ergodique,

T—1

1 - <\ ps.

7 > (Xi = X)(Xip1 — X) 22 Cov(Xo, X1) = aVar(Xy).
t=1

Par conséquent, un estimateur naturel de « est :

Ay - X)X — X))
o = 82 — (.

4.6.3 Preuve de la Proposition 4.3

Soit o € (0, 1). Définissons par {Y;} le processus moyenne mobile suivant :

oo
Y; = Z ?ﬂj&g_]’ (418)
ot ¢h; = oa? ! pour j > 0 et 0 sinon. Soit &, = log St—g(l—oz) avec Sy définie comme dans
la Proposition 4.1. Nous en déduisons que les variables aléatoires ¢; sont indépendantes et

identiquement distribuées de moyenne nulle et de variance égale a 02 = (72/6) x (1/a?—1).

Pour établir la Proposition 4.3 nous allons avoir besoin du Lemme suivant, qui, combiné

avec la méthode delta nous permettra de conclure.
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Lemme 4.2 Soit {Y:} défini par (4.18). Le vecteur aléatoire
T
724 Ve
T
\/T % thl (YtZ - EYtQ) <4'19>
1 Zthl(Y}Y}H — EY;Yii1)
converge vers une distribution gaussienne de vecteur moyenne 0 et de matrice de variance-

covariance Xy €qgale a

5Oi+_a 263C(31)(14;a+a2) 203C(3)1oz(1-2‘,-a+a2)
) e
203C(31)£101+2a+a2) %&2) i—zz f—i% (1 + g(l + a2)) (4_20)

Bt 181+ 21+0a%) 2[(1+0?)(Ra? +1) +0%(3 - a?)]

1—a? 1—a? 1—-a

ou ((.)est la fonction de Riemann et & = &(k) avec &(.) la fonction d’autocovariance de

{Vi}.

Nous cherchons a établir le comportement limite de

[y
VT | 5_ 4
a—a

avec [i, 0 et a définis en (4.7), (4.8) et (4.9). Dans ce but, nous allons étudier celui de

M_
VT | 56— | avec & =

=

=2
P (Y - Y7)
% Zthl (Yt - 7)2

Pour cela nous allons combiner le Lemme 4.2 avec la méthode delta appliquée aux fonctions

61(z) =2 — 20z — 2

bo(z) = ‘/?6 29 — 22

2

¢3(2z) =%

ou Zt = (21, 29, 23).

Les dérivées partielles de ¢1, ¢ et ¢3 existent, sont continues et H(u, 0, a) défini comme



4.6 Preuves des résultats 123

suit
0
H(u,a,a):%(z) s, v=123
2 (21,22,23)=(0,E(Y'2),E(YoY1))
est égal a
—0d
1 o 0
0 % 0
— 1
0 % &

et est de rang 3.

Par conséquent nous obtenons par la méthode delta la normalité asymptotique de

1= p
VT | 5_4
a— o

avec un vecteur moyenne égal a 0 et une matrice de variance-covariance égale a
H(u,0,0)Xy H(p,0,a) oit Xy est définie dans le Lemme 4.2. Des calculs directs nous
conduisent alors a la matrice (4.10).

Par ailleurs, comme il est possible de montrer que vT(a — @) = op(1) avec & défini en

(4.9), nous déduisons par le théoreme de Slutsky que le vecteur

1= p
VT l5_4
a— o

converge vers la méme distribution limite.

Reste alors a établir le lemme.

Preuve du Lemme 4.2

Dans une premiere partie, nous allons calculer les éléments de 3y . Comme il est possible

de montrer que E(e}) = no? < oo avec

121+ a?
51— a2

n=3+
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et comme » 72 1| < oo, nous en déduisons directement la matrice de variance-
covariance asymptotique du vecteur <\/LT ZtT:1 Y72, \/LT ZtT:l Y}Y}H)t en utilisant la Pro-
position 7.3.1 dans Brockwell et Davis [13].
Par des techniques similaires, il est également possible de calculer les autres termes de la
matrice Xy . Par exemple, une application directe du lemme de Kronecker nous conduit a
' 1 1 . T I o0
jll_IEOTCOU <T ;Yt, T ;32) - Tll_{rolofo + 2; (1 — T) Sk = k:z—oofk.

Finalement, nous obtenons que

T

T 2 Vi
Jm TVar | 450y

T it V¥
> G > E(YYY) > E(YoYiYii)
k=—o00 k=—o0 k=—o0
= Z E(YoYy) (n—3)& +2 Z & (n —3)&&1 + 2 Z kit
k=—00 k=—0o0 k=—0o0
> EMYiYen) (—3)&&i+2 ) &G =3+ Y (& + &)
k=—0c0 k=—0o0 k=—0o0

Comme E(&}) = 2¢(3)(1/a®—1) et & = &al¥l, nous obtenons pour Xy Pexpression (4.20).
Dans la seconde partie de la preuve du Lemme 4.2, nous devons montrer la convergence
vers une distribution gaussienne. Pour cela, définissons la suite « tronquée » suivante :
Yot
Wt = Y, —EY?,
Yint Y1 — EYp Yo e

ou

Ym,t = Z %'Et—j (4-21)

j=—m

et ¢; défini comme précédemment.

L’idée est de montrer dans un premier temps la normalité asymptotique de

— T . . . .
T=123",_ Wy et ensuite de faire tendre m vers I'infini. Pour cela, nous devons montrer
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que toute combinaison linéaire des trois composantes de 71/2 Zthl W, est gaussienne.
Notons que pour tout A € R?, la suite {A\W,, ¢} est strictement stationnaire (2m + 1)-

dépendante. De plus

T
lim T~ 'Var (Z )\tht) =Ny A

T—o0
t=1

ol Xy est définie comme

> Gk > E(VimoYi i) > BV oY kY kt1)
k=—o0 k=—o0 k=—o0
Z E(meoyri,k) (77 - 3)67271,0 +2 Z grzn,k (77 - 3)§m,0€m,1 +2 Z Em,kgm,k—i-l
k=—o0 k=—o0 k=—o0
Z E(Ym,OYm,kYm,k+l) (77 - 3)§m,0€m,1 + 2 Z 5m,k§m,k+l (77 - 3)572n,1 =+ Z (572n7k + gm,k+1€m,k—l)
k=—o00 k=—oc0 k=—oc0

avec & = En(k) ou &, (.) est la fonction d’autocovariance de {Y,,:}.
Par conséquent, nous pouvons directement appliquer le Théoreme 6.4.2 dans Brockwell
et Davis [13] et nous obtenons que

T
T2 " XNWi - 0, avee O, ~ N (0,A' Sy, \)

t=1

pour tout vecteur A € R3 tel que M'Xy_\ > 0.

Cela implique que

T
T723 " Wing % Qu avee O ~ N(0,Zy,,). (4.22)

t=1

La derniere étape dans la preuve de ce lemme est de montrer que la normalité asymp-
totique décrite par (4.22) reste satisfaite si Wy, ¢ est remplacé par Wy défini comme

suit :
Y;

W, = Y2 - EY?

YiYipn — EYiYin
L’idée pour cela est d’établir le résultat pour Wy en faisant tendre m vers l'infini. En
utilisant principalement le théoreme de convergence dominée, il est possible de montrer
que Yy, converge vers Xy quand m tend vers l'infini, ce qui implique que €2, 40

quand m tend vers 'infini avec Q ~ N(0, Xy ).
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La preuve du lemme peut maintenant se terminer de la fagon suivante. Nous appliquons
la Proposition 6.3.9 de Brockwell et Davis [13] comme dans la preuve de leur Proposition

7.3.3. Pour cela, il faut encore vérifier une condition. D’apres la Proposition 7.3.3, pour

)

> 5) = 0. (4.23)

p=0,1, la limite
d 1
Z m, tYm Jgt+p T E(Ym tYm t+p

T
lim limsupP ( Z YiYip —E(YiYigyp))| >
t:l

m—o0 T oo

est nulle. De la méme maniere, nous devons montrer que

1
lim limsup P (\/T

T T

m—0o0 T—00

En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, nous avons que

(TW ZYM—T ZY; >€>
< e *TVar (T-l d V=T Yt>
t:{!‘ - T T T
Var (T—1 > Ym) + Var (T—l > Yt> —2Cov (T—l S VT Y;)
t=1 t=1 t=1 t=1

=T

Les limites des deux variances et de la covariance du membre de droite de l'inégalité

précédente peuvent facilement étre calculées. En effet

T T
1
lim lim TVar <T1 E Ym7t> = 7lim TVar (Tl E Y}) = fol ra
> t=1

m—o0 T—o0
t=1

et de maniere similaire, nous avons que

T T
1
lim lim TCov (T_l E Yout, T71 E Yt) = €01 ra
-«
t=1 t=1

m—o00 T —o00

m—00 T—o00

T T
lim limsupe 2TVar <T_1 Z Yot — 7! Z Y}) =0
t=1 t=1

Ceci permet de déduire (4.23) et acheve ainsi la preuve du Lemme 4.2.
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4.6.4 Preuve du Lemme 4.1

Pour tout h > 0, soient

X, "X+ 0 Yh T 0l log Sy + (1l —a) Yh ) o
X, "X +o Z;:ll ol log Sp—j + (1 — «) Z;:g ol
X,=| |=
X "R X+ o YT el log S+ (1 — a) YT ad
Xt—h Xt—h
et u = (ug, ug, ..., up)".

I1 suffit de calculer la fonction caractéristique associée a Xy, :
E(€i<U,Xh>) —E (eiUOXt'f'iulXt—l+"‘+iukXt—k+"'+7:uhXt—h)
—-K <€iu0(ahXt,h+a' Z;L;()l altllog Si_j+u(l—a) Z;L;(} aj)
+~--+iuk(och*kXt_h+a Z;:,i al~F+tllog Sy j+u(1—a) Z;L:_éc_l aj)+~~-+iuhXt_h)

(e Dhowet ) (e (St ) s ) g Shan(1-0)
h h—1
; h Ah—J . s ; J j—k+1 ) ; h (1_h—7d
:ellu’zj:()uﬂa JF 1 —ZO'§ :UjOéh j HE (eza< o & uk)logSt_J> ezuzjzou](l @ ])
J=0 J=0

. h \ k=1 T (1 —ioc Y0 ukaj_k>
— e Xm0 (1 — iaZujah_]) H , -

j=0 r (1 — 10 Zi:o Uk()zj_k+1> ‘

=0

4.6.5 Preuve de la Proposition 4.4

La quantité suivante est essentielle dans le calcul des deux parametres de dépendance x

P(X; 1 >a,Xy>2) = P(Xioy >x,aX 1 +aclog Sy + p(l —a) > )

o0 1
P (log Se > — (r—ay —p(l—a)) | X = y) dH, - (y)

/
_ /:OIP (St > exp (i (z —ay — p(l - a)))) dH,.(y)

ao



128 Chapitre 4. Un modéle linéaire autorégressif pour des maxima et applications

ou S; est une variable a—stable positive et X; une variable aléatoire de loi de Gumbel

(p, o). Par conséquent

exp(—L (z—p))
P(X; >z, Xy >2) = / P (St > zexp ( )) exp(—
0

- exp( M”) Oexp S ( ( M“)) P(S, > u)du

exp
_ — °°
= exp ( > ) i exp ( uexp < )) O<uce it 1-a) P(S; > u)du.

Notons maintenant que

1 T 00 T— N
— "~ ex )
P(X;—1 > x) P\ 7%

Dans un premier temps, nous nous intéressons au parametre de dépendance Y :

1; P(Xt—l > fL’,Xt > l’)
= 111
X T—00 P(X; 1 > x)

o T — x T —

= :Blggo exp ( — (o — 1)) /0 exp (—u exp (— > )) Hoguge%O*M P(S; > u)du
1 pR—

lim exp (—w exp (—u)) (St > we'ar ) dw.

z—oo [q g

Comme S; est une variable a—stable positive, nous avons P(S; > z) = x~*¢(z) ou £ est

une fonction a variation lente (cf. Bingham et al. [11], Section 8.3.5, page 349), ce qui

implique que

. ' r— K 1- 2oi (]
x = lim exp | —wexp [ — w Y <we (1@ ) dwe = (179,
z—00 Jo o

En effectuant un développement de Taylor, nous obtenons que

exp(—wexp(—(z — p) /o)) =1 —we ™"~ avec k € (O, 6_%), et par conséquent

1
X = (14o0(1)) lim w—az( St (1- a> oy o= 55 (1)

z—o0 [

1 ((ear 1=

- T G|
1 — o z—x e;(xf,u)(lfa)

= 0,

comme « € (0, 1), 'approximation provenant du théoreme de Karamata.
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Nous nous intéressons maintenant au parametre de dépendance y :

_ , 2log P(X;:—1 > )
X = lim —
z—oo logP(X; 1 >z, X; > x)

2(a— )/ »
T —(x—p)/(ao) + log (fooo exp (—uexp (—Z£)) Hoguge%ﬁ“—‘” P(S; > u)du>

1 ! — T—p
— lim |———2 log / exp | —wexp e P(St > weﬁ(l_o‘» dw
z—oo 200 2(x — p) 0 o

1 _ ) -1
= lim oo log / exp | —wexp TR IP’(St > weTou(l’a)> dw -1
a—o0 |2 2(x — p) 0 g

Comme précédemment, nous avons P(S; > z) = 2=*¢(z) ou £ est une fonction a variation

lente. Par conséquent, nous obtenons que
— . 1 o ! r—p -« =L (1—a)
X = lim |- ————log exp | —wexp | — w Y (we ao ) dw
a—o0 |2 2z — p) 0 g
-1
X e_z"u(l_a))} !
o o ! xr — - !
= lim |1— = — ———log / exp | —wexp | — o w™ Y <weT:(1_°‘)> dw —1
Too 2 2(z—p) 0 g

4.6.6 Preuve de la Proposition 4.5

Nous pouvons réécrire (4.11) de la manieére suivante

log (Xt -+ %) = alog (Xt_l -+ %) + aylog S; + (1 — ) log (%)

avec X; une variable aléatoire distribuée selon la distribution GEV de parametres pu, o et
vou (p,0,7) € R x Rf x R,.

En utilisant la Remarque 4.1 et en distinguant bien le cas ou v est strictement négatif
du cas ol 7y est strictement positif, nous pouvons directement déduire le résultat de cette

proposition de la méme maniere que celui de la Proposition 4.1.
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Par exemple, si 7 > 0, nous pouvons poursuivre la réécriture de (4.11) de la maniére
suivante
o
Zy = aZy 1+ aylog Sy + (1 — ) log <—>
f)/
avec Z; une variable aléatoire distribuée selon la distribution de Gumbel (log Z,~). Nous

reconnaissons ici I'équation (4.3) de la Proposition 4.1.
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Dans cette these nous avons abordé différents aspects de la théorie des valeurs extrémes
univariées allant du cas indépendant au cas dépendant en passant par la prise en compte

des données censurées.

Apres avoir dans un premier chapitre rappelé certaines des notions clés en théorie des
valeurs extrémes, nous nous sommes intéressés dans le deuxieme chapitre a 1’élaboration
d’un test d’adéquation a une loi de probabilité souvent rencontrée en théorie des valeurs
extrémes, la loi de Pareto. L’élaboration de ce test a été motivée par la théorie de LeCam
bien connue en statistique mathématique. Nous avons alors établi le comportement
asymptotique de la statistique de test proposée sous I’hypothese nulle que 1'échantillon
provient d’une distribution de Pareto. Dans un second temps, nous avons établi son
comportement asymptotique sous des alternatives locales, nous placant ainsi dans le cadre
LAN. Des simulations ont également été présentées afin d’apprécier le comportement de

la statistique de test a distance finie.

Dans le troisieme chapitre de notre these, nous nous sommes intéressés a un probleme
récent en théorie des valeurs extréemes qui est celui de la présence de données censurées.
Ce probleme est tres fréquent dans plusieurs domaines d’applications, comme en médecine
ou en actuariat, ou souvent les données dont nous disposons sont censurées aléatoirement

a droite. Plusieurs estimateurs ont déja été étudiés dans ce contexte, mais celui résultant
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d’une généralisation de la vraisemblance au cadre censuré n’avait pas été introduit malgré
les bonnes propriétés des estimateurs du maximum de vraisemblance. L’une des raisons
pour cela est sans doute que I'un des principaux défauts de ce type d’estimateurs est
le fait qu’on ne dispose pas de leurs expressions explicites. De ce fait, leurs propriétés
asymptotiques sont tres difficiles a établir. Pour palier ce probleme, nous avons proposé
dans ce chapitre, toujours dans le cadre censuré, des nouveaux estimateurs des parametres
de la distribution de Pareto généralisée basés sur une premiere étape de 1’algorithme de
Newton-Raphson. Leurs comportements asymptotiques ont été ensuite établis. Enfin,
par des simulations, nous avons illustré le fait que les estimateurs proposés avaient un

comportement, a distance finie, trés similaire a ceux du maximum de vraisemblance.

Dans les chapitres précédents, nous avons toujours supposé que les observations dont
nous disposions étaient indépendantes. Or, bien sir, dans beaucoup d’applications
pratiques, cette hypothese est mise a défaut. Nous nous sommes donc placés dans le
quatrieme chapitre de notre these dans le cadre de données dépendantes et avons cherché
a prendre en compte la dépendance dans les séries temporelles. Pour cela, nous avons
proposé un modele linéaire autorégressif adapté aux maxima et plus particulierement a
la distribution de Gumbel. Nous avons établi quelques propriétés théoriques de notre
modele et une étude par simulations nous a permis d’illustrer la qualité du modele
proposé. Enfin, comme celui-ci est issu d’une réelle problématique en sciences du cli-

mat, nous I’avons utilisé pour modéliser des maxima de dioxyde de carbone et de méthane.

Si parmi ces différents travaux de recherche, certains sont motivés par une problématique
appliquée et d’autres sont a caractere plus mathématique, tous ont en commun de
soulever des perspectives que nous envisageons d’ores et déja d’explorer. En voici une

liste non exhaustive :
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e L’un des problemes clés avec tous les estimateurs d’indice est le probleme du biais. Dans
le cadre sans censure, pour certains estimateurs (Hill, UH), des techniques de réduction
de biais ont été proposées. Elles sont basées sur des modeles de régression exponentielle.
Dans le cadre de 'approche POT, a notre connaissance, le biais des estimateurs n’a jamais
été étudié. Le Chapitre 3 donne une perspective pour atteindre cet objectif, du moins
dans le cas sans censure. En effet, il est possible dans ce cas la de remplacer les fonctions
de répartition par leurs versions empiriques, l’estimateur de v, par un estimateur débiaisé.
Reste alors le probleme de o, pour lequel nous ne disposons pas d’estimateur débiaisé.
En revanche, comme nous I’avons vu, nous avons un lien entre oy, d’une part, et v; et
le seuil ¢ d’autre part. Ce lien peut donc étre utilisé dans un premier temps et conduire
ainsi & une estimation de By (v1,01,:) et Bay(71,01,). En retranchant alors ces biais es-

timés de nos estimateurs, nous devrions obtenir des estimations a biais réduits de (y1, 014).

e Une fois les termes principaux de biais estimés, nous pouvons également nous intéresser
au probleme de la sélection du parametre k représentant le nombre de statistiques d’ordre
a utiliser dans la construction de nos estimateurs. L’idée naturelle est alors de reprendre
I'approche standard consistant a choisir & comme la valeur qui minimise ’AMSE (erreur
en moyenne quadratique asymptotique), étant donné que nous aurons estimé au préalable

le biais.

e D’un point de vue pratique, il serait également bon de pouvoir inclure dans notre
modele des covariables. En effet, il est légitime de penser que, par exemple dans les
applications médicales, il y a beaucoup de covariables qui interviennent et qu’il serait
utile d’en tenir compte. Nous pouvons par exemple raisonnablement penser qu’'un bébé
réagira de fagon différente a une méme opération qu'un adulte. Par conséquent, 1’age

devra étre pris en compte dans une telle étude statistique.
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e Le modele que nous avons développé dans le Chapitre 4 mériterait d’étre étendu au
cadre multivarié et spatial. En effet, en sciences du climat par exemple, nous disposons
souvent de mesures localisées en plusieurs endroits et il serait donc fort intéressant de

pouvoir prendre en compte 'aspect spatial dans ’analyse de nos données.

e Classiquement en géophysique, les modeles a espace d’états dont nous disposons sont

de la forme :
}/t = FtXt + &¢

Xy =G X 1+m
ou 1n; et g sont des bruits gaussiens. Si Y; est un maximum, alors il devrait étre de loi
GEV. Ceci est impossible avec un modele linéaire a espace d’états dont le bruit est gaus-
sien. Nous devons donc définir de nouveaux modeles a espace d’états admettant cette
contrainte de loi et les étudier. Une piste pour aborder ce probleme est d'utiliser les
résultats du Chapitre 4, le modele linéaire adapté aux maxima proposé pouvant étre
considéré comme 1’équation dynamique d’un modele a espace d’états. Ce travail est di-
rectement lié au probleme de I’assimilation de données en théorie des valeurs extrémes,

un champ de recherche actuellement en plein essor.
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