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THÈSE DE DOCTORAT
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Mme Marie KRATZ Rapporteur

M. Holger ROOTZÉN Rapporteur
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Résumé

Estimation et tests en théorie des valeurs extrêmes

Cette thèse se décompose en trois parties distinctes auxquelles s’ajoute une intro-

duction. Dans un premier temps, nous nous intéressons à un test lisse d’ajustement à

la famille de Pareto. Pour cela, nous proposons une statistique de test motivée par la

théorie de LeCam sur la normalité asymptotique locale (LAN). Nous en établissons le

comportement asymptotique sous l’hypothèse que l’échantillon provient d’une distribu-

tion de Pareto et sous des alternatives locales, nous plaçant ainsi dans le cadre LAN.

Des simulations sont présentées afin d’étudier le comportement de la statistique de test

à distance finie. Dans le chapitre suivant, nous nous plaçons dans le cadre de données

censurées aléatoirement à droite. Nous proposons alors un estimateur des paramètres

de la distribution de Pareto généralisée basé sur une première étape de l’algorithme de

Newton-Raphson. Nous établissons la normalité asymptotique de cet estimateur. Par des

simulations, nous illustrons son comportement à distance finie et le comparons à celui

de l’estimateur du maximum de vraisemblance. Nous proposons enfin, dans un dernier

chapitre, un modèle linéaire autorégressif adapté à la loi de Gumbel pour prendre en

compte la dépendance dans les maxima. Nous établissons des propriétés théoriques de

ce modèle et par simulations nous illustrons son comportement à distance finie. Enfin,

comme des applications concrètes en sciences du climat motivaient ce modèle, nous

l’avons utilisé pour modéliser des maxima de dioxyde de carbone et de méthane.

Mots Clés : Théorie des valeurs extrêmes, Tests d’ajustement, Test lisse de Ney-

man, Théorie de LeCam, Algorithme de Newton-Raphson, Censure aléatoire, Modèle

autorégressif (AR).



6 Abstract

Abstract

Estimation and tests in extreme value theory

This thesis is divided into three parts with an additional introduction. In the first

part, we propose a smooth goodness-of-fit test for the Pareto distribution family. This

test is based on LeCam’s theory of local asymptotic normality (LAN). We establish the

behaviour of our test statistic firstly under the null hypothesis that the sample follows

a Pareto distribution and secondly under local alternatives using the LAN framework.

We also expose some simulation results in order to study the finite sample behaviour of

the test statistic. In the next chapter, we are interested in the topic of extreme value

theory under random censoring. We propose an estimator of the two parameters of the

generalized Pareto distribution based on the Newton-Raphson algorithm for which we

establish the asymptotic normality. A simulation study illustrates its behaviour and

also compares our estimator to the maximum likelihood estimator. In the last chapter,

we deal with an autoregressive model adapted to the Gumbel distribution to take the

dependence between maxima into account. We derive some theoretical properties of this

model and present some simulation results in order to assess the quality of our model

on finite samples. Finally, since this model is motivated by practical applications in

atmospheric sciences, we fit it on daily and weekly maxima of carbon dioxide and methane.

Key words : Extreme Value Theory, Goodness-of-fit test, Neyman smooth test, Le-

Cam’s theory, Newton-Raphson algorithm, Random censoring, Autoregressive (AR) mo-

del.
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Abstract 6

Publications et Conférences 11
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Articles publiés :

[1] J. Ryan, I. Carrière, K. Ritchie, R. Stewart, G. Toulemonde, J.F. Dartigues, C. Tzourio,

M.L. Ancelin, Late-life depression and mortality : influence of gender and antidepressant

use, The British Journal of Psychiatry (2008), 192, 12-18.

[2] M. Falk, A. Guillou, G. Toulemonde, A LAN based Neyman smooth test for Pareto

distributions, Journal of Statistical Planning and Inference (2008), 138, 2867-2886.

Articles soumis :

[3] J. Beirlant, A. Guillou, G. Toulemonde, Peaks-Over-Threshold modeling under random

censoring.

[4] G. Toulemonde, A. Guillou, P. Naveau, M. Vrac, Autoregressive models for maxima

and their applications to CH4.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Domaines d’attraction

Au cours des dernières décennies, nous avons pu observer dans le monde scientifique,

un intérêt renouvelé pour la modélisation et l’analyse statistique des évènements rares.

L’étude des valeurs extrêmes revient à l’étude des queues de distributions de fonctions,

ou de façon équivalente, à l’analyse de la plus grande observation d’un échantillon. En ce

sens, nous pouvons considérer la théorie des valeurs extrêmes comme la contrepartie de

la théorie statistique classique, qui est principalement basée sur l’étude de la moyenne

d’un échantillon plutôt que des observations extrêmes.

L’analyse des valeurs extrêmes repose principalement sur les distributions limites des

extrêmes et leurs domaines d’attraction. Ces distributions apparaissent comme les seules

distributions limites possibles du maximum d’un échantillon de variables aléatoires

indépendantes et identiquement distribuées (iid) X1, ..., Xn de loi F . Plus spécifiquement,

on dit que F est dans le domaine d’attraction Dγ si et seulement si il existe deux suites
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normalisantes (an), an ∈ R+ et (bn), bn ∈ R telles que ∀x ∈ R :

lim
n→∞

P
{
a−1

n

(
max
1≤i≤n

Xi − bn

)
≤ x

}
= Hγ(x) (1.1)

où

Hγ(x) =


exp
(
− (1 + γx)−

1
γ

)
pour tout x tel que 1 + γx > 0, si γ 6= 0,

exp
(
− exp(−x)

)
pour tout x ∈ R, si γ = 0,

s’appelle la distribution des valeurs extrêmes généralisées (distribution GEV).

De ce théorème limite, il découle immédiatement que le comportement de la queue de

distribution d’une fonction est complètement caractérisé par un unique paramètre, noté

γ, et appelé indice des valeurs extrêmes. Le signe de ce paramètre est un indicateur

essentiel sur la forme de la queue de distribution. Il faut donc distinguer les trois cas

possibles.

Précisons que dans toute la suite, nous noterons par τF = sup{x ∈ R : F (x) < 1} le point

terminal de F et rappelons qu’une fonction ` est dite à variation lente si et seulement si

elle peut s’écrire de la manière suivante :

`(x) = c(x) exp

{∫ x

a

ε(u)
du

u

}
, (x ≥ a)

pour a > 0, c(.) une fonction mesurable telle que c(x) → c ∈ (0,∞) et ε(.) une fonction

telle que ε(x) → 0 quand x→∞. Une des caractéristiques souvent utilisées des fonctions

à variation lente est que toute fonction mesurable sur (0,∞) satisfaisant la condition de

convergence suivante :

lim
x→∞

`(tx)

`(x)
= 1, pour tout t > 0

est à variation lente. Ces fonctions à variation lente sont utiles quand on veut définir la

notion de fonction à variation régulière. On dit en effet que G est à variation régulière

d’ordre ρ, noté G ∈ Rρ, si G(x) = xρ`(x) avec ` une fonction à variation lente. De plus,
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comme bien souvent nous n’avons besoin que d’un équivalent asymptotique des fonctions

à variation lente, nous ne perdons rien à supposer la fonction c(.) constante. Dans ce cas,

nous parlerons de fonction à variation lente normalisée et alors, presque partout, nous

avons

ε(x) = x`′(x)/`(x)

(cf. Bingham et al. [11], p. 15).

Nous sommes donc maintenant à même de décrire les trois situations possibles suivantes :

- γ > 0 correspond au domaine d’attraction de Fréchet. On a alors τF = ∞ et F est de

type Pareto, c’est-à-dire 1− F (x) = x−1/γ`F (x) où `F est une fonction à variation lente ;

- γ = 0 correspond au domaine d’attraction de Gumbel. Le point terminal τF peut alors

être fini ou non et les queues des lois appartenant à ce domaine décroissent de manière

exponentielle ;

- γ < 0 correspond au domaine d’attraction de Weibull. On a alors τF < ∞ et

1 − F (x) = (τF − x)−1/γ`F ((τF − x)−1) où `F est également une fonction à variation

lente.

La Figure 1.1 ci-dessous illustre le comportement de différentes distributions GEV corres-

pondant à différentes valeurs de γ. Les Tables 1.1 à 1.3 donnent quant à elles différents

exemples de distributions standards dans ces trois domaines d’attraction.
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Fig. 1.1 – Distributions des valeurs extrêmes généralisées

Distribution 1− F (x) γ

Burr(β, τ, λ), β > 0, τ > 0, λ > 0
(

β
β+xτ

)λ
1

λτ

Fréchet( 1
α
), α > 0 1− exp(−x−α) 1

α

Loggamma(m,λ), m > 0, λ > 0 λm

Γ(m)

∫∞
x

(log u)m−1u−λ−1 du 1
λ

Loglogistic(β, α), β > 0, α > 1 1
1+βxα

1
α

Pareto(α), α > 0 x−α 1
α

Tab. 1.1 – Quelques distributions de type Pareto associées à un indice positif

Distribution 1− F (x) γ

Gamma(m,λ), m ∈ N, λ > 0 λm

Γ(m)

∫∞
x
um−1 exp(−λu) du 0

Gumbel(µ, β), µ ∈ R, β > 0 exp
(
− exp

(
−x−µ

β

))
0

Logistic 2
1+exp(x)

0

Lognormale(µ, σ), µ ∈ R, σ > 0 1√
2π

∫∞
x

1
u

exp
(
− 1

2σ2 (log u− µ)2
)
du 0

Weibull(λ, τ), λ > 0, τ > 0 exp(−λxτ ) 0

Tab. 1.2 – Quelques distributions associées à un indice nul



1.1 Domaines d’attraction 17

Distribution 1− F (x) γ

ReverseBurr(β, τ, λ, τF ), β > 0, τ > 0, λ > 0
(

β
β+(τF−x)−τ

)λ

− 1
λτ

Uniforme(0, 1) 1− x −1

Tab. 1.3 – Quelques distributions associées à un indice négatif

Suivant la valeur de γ, une façon de caractériser l’appartenance au domaine d’attraction

Dγ est la suivante.

Théorème 1.1 :

La distribution F appartient au domaine d’attraction Dγ si et seulement si il existe une

fonction mesurable positive, σ(.), telle que pour tout 1 + γx > 0, on ait

lim
t↑τF

1− F (t+ xσ(t))

1− F (t)
=

 (1 + γx)−1/γ si γ 6= 0,

e−x si γ = 0.

Bien que très utilisée en pratique, cette approche des extrêmes basée sur la loi limite du

maximum d’un échantillon de variables aléatoires iid a été fortement critiquée dans la

littérature. En effet, elle ne tient compte que d’une seule observation, la plus grande. On

a donc le sentiment de perdre de l’information et notamment toute celle contenue dans

les autres grandes valeurs de l’échantillon. Une alternative a donc été proposée. Elle fait

suite aux travaux de Balkema et de Haan [4], ainsi qu’à ceux de Pickands [57]. Elle repose

sur la loi des excès au-delà d’un seuil fixe t et est communément appelée l’approche « pics

au-delà d’un seuil » (approche POT, « Peaks-Over-Threshold »). L’idée est la suivante :

partant d’un échantillon X1, ..., Xn, on se fixe un seuil t grand. On ne considère que les

Nt observations dépassant ce seuil. On note Yi, i = 1, .., Nt, les excès au-delà du seuil t,

définis comme l’écart entre l’observation et t. La fonction de répartition des excès au-delà

de t est alors donnée par

Ft(y) = P(Y ≤ y|X > t) = P(X − t ≤ y|X > t) =
F (t+ y)− F (t)

1− F (t)
.
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Théorème 1.2 (Pickands [57]) F appartient au domaine d’attraction Dγ si et seulement

si il existe une fonction σ(.) positive et un réel γ tels que la loi des excès Ft peut être

uniformément approchée par une distribution de Pareto généralisée (GPD) notée Gγ,σ,

i.e.

lim
t↑τF

sup
x∈(0,τF−t)

∣∣Ft(x)−Gγ,σ(t)(x)
∣∣ = 0,

où Gγ,σ(x) =


1− (1 + γx

σ
)−

1
γ si γ 6= 0, x ≥ 0 et x < −σ

γ
si γ < 0

1− exp(−x
σ
) si γ = 0, x ≥ 0.

Dans la Figure 1.2 ci-dessous, nous illustrons le comportement de différentes GPD pour

σ = 1 et différentes valeurs de γ. Il est intéressant de noter que le cas γ = 0 correspond

à la distribution exponentielle de moyenne σ et que le cas γ = −1 correspond à la loi

uniforme sur [0, σ].
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Fig. 1.2 – Distributions de Pareto généralisées Gγ,1

Ces deux façons de caractériser l’appartenance à un domaine d’attraction (approches

GEV et POT) ont en commun le problème de l’estimation de l’indice des valeurs extrêmes
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γ ou du couple (γ, σ). Ce problème a été longuement étudié dans la littérature et nous

présentons dans la section suivante quelques approches permettant de l’aborder.

1.2 Estimation des paramètres

1.2.1 Estimateurs de l’indice des valeurs extrêmes γ

a. Estimateur de Hill

Parmi les estimateurs les plus répandus, on trouve l’estimateur de Hill [40] défini de la

façon suivante :

γ̂
(H)
X,k,n =

1

k

k∑
j=1

logXn−j+1,n − logXn−k,n

avec X1,n, . . . , Xn,n les statistiques d’ordre associées à l’échantillon X1, ..., Xn. Cet esti-

mateur est très populaire, pour différentes raisons. En premier lieu, si on note Ej,t les

excès relatifs au-delà de t, i.e. Ej,t :=
Xj

t
avec Xj > t, on peut facilement vérifier que

P(Ej,t > x|Ej,t > 1) → x−1/γ, quand t → ∞, x > 1. En formant la vraisemblance basée

sur cette distribution limite, on vérifie facilement que l’estimateur de Hill n’est rien d’autre

que l’estimateur du maximum de vraisemblance dans le cas où le seuil t = Xn−k,n. En se-

cond lieu, un coté très attrayant de l’estimateur de Hill est qu’il est possible de l’interpréter

graphiquement. Ceci est particulièrement important pour les praticiens, qui préfèrent sou-

vent des interprétations graphiques à des formules mathématiques. Plus précisément, si

l’on considère le graphe de coordonnées(
log

n+ 1

j
, logXn−j+1,n

)
,

appelé communément « Pareto quantile plot », dans le cas de distributions de type Pareto,

ce graphe sera approximativement linéaire, dans les points extrêmes, avec une pente γ.

L’estimateur de Hill n’est alors rien d’autre qu’un estimateur näıf de cette pente et donc

de γ.
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Les propriétés asymptotiques de l’estimateur de Hill ont été établies par Mason [52] et

Deheuvels et al. [25] pour la consistance et par Beirlant et Teugels [8] et Csorgö et al.

[18], entre autres, pour la normalité. Mais le principal inconvénient de cet estimateur est

qu’il n’est valable que dans le cas d’un indice positif. Différentes généralisations ont été

proposées. Parmi elles, on peut citer l’estimateur des moments (Dekkers et al. [26]) ou

encore l’estimateur UH (Beirlant et al. [9]) qui vont être brièvement présentés ci-dessous.

b. Estimateur des moments

Dekkers et al. [26] ont proposé une extension de l’estimateur de Hill en l’estimateur des

moments, qui lui est valable quelque soit le signe de l’indice et qui est défini comme suit :

γ̂
(M)
X,k,n = γ̂

(H)
X,k,n + 1− 1

2

(
1−

γ̂
(H)
X,k,n

SX,k,n

)−1

où

SX,k,n =
1

k

k∑
j=1

(logXn−j+1,n − logXn−k,n)2 . (1.2)

La normalité de cet estimateur a été établie par Dekkers et al. [26] sous des conditions

de régularité convenables. Le problème de cet estimateur est que l’on ne peut pas,

contrairement à l’estimateur de Hill, l’interpréter graphiquement. Afin d’apporter une

solution à ce problème, une généralisation du « Pareto quantile plot » a été proposée et

a donné lieu à l’estimateur UH présenté ci-dessous.

c. Estimateur UH

L’estimateur UH proposé par Beirlant et al. [9] est basé sur une extension du « Pareto

quantile plot » en un « quantile plot généralisé » qui peut être décrit comme suit.

On considère la fonction UH définie par UH(x) := U(x)H(x) où U est la fonction queue

suivante :

U(x) = inf

{
y : F (y) ≥ 1− 1

x

}
, x > 1
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et

H(x) = E(logX − logU(x)|X > U(x)).

L’estimateur empirique de cette fonction évaluée en x = n/k est le suivant :

UHX,k,n = Xn−k,n

(
1

k

k∑
j=1

logXn−j+1,n − logXn−k,n

)
= Xn−k,n γ̂

(H)
X,k,n.

En remarquant que la fonction UH est à variation régulière à l’infini, d’indice γ, il est

naturel de considérer le « quantile plot généralisé » dont les points ont pour coordonnées(
log

(
n+ 1

j

)
, logUHX,j,n

)
, j = 1, . . . , n.

Beirlant et al. [9] ont alors proposé l’estimateur suivant pour γ ∈ R basé sur une approxi-

mation de la pente de ce « quantile plot généralisé » :

γ̂
(UH)
X,k,n =

1

k

k∑
j=1

logUHX,j,n − logUHX,k+1,n.

Les propriétés de cet estimateur ont été par ailleurs établies dans ce même article.

Signalons enfin qu’une étude comparative entre ces différents estimateurs en terme d’er-

reur en moyenne quadratique (MSE) a été effectuée en 2005 par Beirlant et al. [5]. Par

ailleurs, l’article de Csörgö et Viharos [19] permet quant à lui d’avoir une vue d’ensemble

des différents estimateurs de l’indice dans la littérature, parmi lesquels, outre les esti-

mateurs décrits dans cette section, d’autres estimateurs basés sur le « Pareto quantile

plot » ou encore sur la méthode des noyaux.

1.2.2 Estimateurs du couple (γ, σ)

Suivant le type de problématique que l’on a, on peut avoir besoin non seulement

d’un estimateur de γ mais aussi d’un estimateur de σ. C’est typiquement le cas par

exemple si l’on s’intéresse à l’estimation d’un quantile extrême. Afin d’estimer ce couple

(γ, σ), différentes alternatives s’offrent à nous. En se rappelant le théorème de Pickands

(Théorème 1.2) qui nous dit que les excès au-delà d’un seuil peuvent être uniformément
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approchés par la distribution de Pareto généralisée, on peut proposer tout simplement

d’utiliser cette distribution limite et de chercher des estimateurs des paramètres de cette

distribution. Pour cela, la méthode la plus ancienne, et peut être la plus näıve, consiste

à utiliser la méthode des moments, décrite ci-dessous.

a. Estimateurs par la méthode des moments

Dans le cas d’une distribution GPD(γ, σ), l’estimateur des moments (cf. Hosking et Wallis

[41], Section 3.2) est basé sur le fait que

E
[(

1 +
γX

σ

)r ]
=

1

1− rγ
si 1− rγ > 0.

Il en découle l’expression des paramètres en fonction des deux premiers moments µ1 et µ2

σ =
1

2
µ1

(
µ2

1

µ2 − µ2
1

+ 1

)
γ =

1

2

(
1− µ2

1

µ2 − µ2
1

)
.

En remplaçant dans les expressions précédentes µ1 et µ2 par leurs versions empiriques,

nous obtenons l’estimateur des moments du couple (σ̂MOM
n , γ̂MOM

n ) défini comme suit :

σ̂MOM
n =

1

2
X

(
X

2

X2 −X
2 + 1

)
, γ̂MOM

n =
1

2

(
1− X

2

X2 −X
2

)
, (1.3)

où X et X2 sont les estimateurs empiriques des moments d’ordre 1 et 2 de l’échantillon.

La normalité asymptotique du couple (γ̂MOM
n , σ̂MOM

n ) peut être établie sous la condition

γ < 1/4. Pour affaiblir cette condition d’autres alternatives ont été proposées, telle la

méthode des moments pondérés (éventuellement généralisés).

b. Estimateurs par la méthode des moments pondérés

Hosking et Wallis [41] en 1987 ont également proposé d’utiliser les deux moments pondérés

ν0 et ν1 suivants :

νs = E[X(1−Gγ,σ(X))s ] pour s ≥ 0
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pour estimer γ et σ. Le domaine de validité nécessaire à la normalité asymptotique de

ces estimateurs est encore assez restrictif : γ ∈ (−1, 1/2) ; néanmoins, cette méthode

présente un certain nombre d’avantages tant au niveau de la facilité du calcul que des

performances à distance finie (cf. Hosking et Wallis [41]). Une généralisation de cette

méthode permettant d’étendre le domaine de validité à γ ∈ (−1, 3/2) a été proposée par

Rached [59] ainsi que Diebolt et al. [27], [28].

Les estimateurs d’indice de Hill, UH et des moments (cf. Section 1.2.1) peuvent également

être utilisés pour en déduire des estimateurs de σ.

c. Estimateurs de σ basés sur des estimateurs de γ

Dans le cas de la méthode des moments ou de la méthode UH on peut proposer l’estima-

teur de σ suivant (cf. de Haan et Rootzén [38]) :

σ̂
(.)
X,k,n =

Xn−k,n

√
3(γ̂

(H)
X,k,n)2 − SX,k,n√

3[ρ1(γ̂
(.)
X,k,n)]2 − ρ2(γ̂

(.)
X,k,n)

,

avec SX,k,n définie en Equation (1.2) et avec

ρ1(γ) =

 1 si γ ≥ 0

1
1−γ

si γ < 0

ρ2(γ) =

 2 si γ ≥ 0

2
(1−γ)(1−2γ)

si γ < 0,

où γ̂
(.)
X,k,n peut être indifféremment γ̂

(M)
X,k,n ou γ̂

(UH)
X,k,n.

Une autre approche est possible, celle du maximum de vraisemblance, basée à nouveau

sur la distribution limite GPD. Elle présente l’intérêt d’avoir de bonnes propriétés

asymptotiques, mais a le désavantage de proposer des estimateurs non explicites,

solutions d’un système de deux équations à deux inconnues. Ce dernier peut néanmoins
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être résolu par des algorithmes, par exemple celui de Newton-Raphson.

d. Estimateurs par maximum de vraisemblance

Si on utilise l’approche POT, l’estimation du couple (γ, σ) devient alors naturelle, puis-

qu’elle découle de la maximisation de la fonction de log-vraisemblance. En effet, cette

dernière dans le cas d’un échantillon X = (X1, . . . , Xn) issu d’une distribution de Pareto

généralisée est donnée par :

L(X; γ, σ) = −n log σ −
(

1

γ
+ 1

) n∑
i=1

log
(
1 +

γ

σ
Xi

)
.

En dérivant cette expression par rapport aux deux paramètres d’intérêt, nous obtenons

un système de deux équations à deux inconnues γ et σ. C’est en résolvant ces équations

que nous obtenons les estimateurs du maximum de vraisemblance pour lesquels Smith

[66] a établi la normalité asymptotique sous la condition γ > −1/2.

1.3 Présentation des travaux de recherche

Avant d’ajuster un modèle sur des données, il est indispensable d’en tester l’adéquation.

C’est pour cela que nous nous sommes intéressés à un test lisse d’ajustement pour la

famille de Pareto. Cette famille a suscité une abondante littérature du fait qu’elle peut

être utilisée pour modéliser de nombreux phénomènes physiques. Ce test lisse, initialement

proposé par Neyman [55], a été généralisé au test d’adéquation à une loi de probabilité

dépendant de paramètres inconnus par Thomas et Pierce [68] en 1979. La densité supposée

sous H0, notée f(x; β) (où β représente le couple de paramètres à estimer dans notre cas),

est alors placée au sein d’une famille exponentielle de densité :

gJ(x; θ, β) = f(x; β) exp

{
J∑

s=1

θsF
s
(x; β)−K(θ)

}
(1.4)
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où θ = (θ1, . . . θJ)t, F = 1 − F , avec F la fonction de répartition associée à la densité f

et K(θ) une constante de normalisation.

Nous déduisons donc de (1.4) que le test d’ajustement à la distribution de Pareto

peut se ramener au test paramétrique suivant : H0 : θ = 0 versus H1 : θ 6= 0. Nous

proposons alors une statistique de test motivée par la théorie de LeCam sur la normalité

asymptotique locale (LAN) pour laquelle nous établissons le comportement asymptotique

sous l’hypothèse nulle que l’échantillon provient d’une distribution de Pareto. Puis

pour évaluer la puissance de notre test, nous nous intéressons à son comportement

asymptotique sous des alternatives locales, nous plaçant ainsi dans le cadre LAN. Des

simulations sont présentées afin d’étudier le comportement de la statistique de test à

distance finie. Ces résultats sont présentés dans le chapitre 2.

Dans le troisième chapitre, nous ne nous plaçons plus dans le cas d’une loi de Pareto

stricte, mais dans le cas général de variables aléatoires iid d’une loi quelconque. Dans

beaucoup d’applications pratiques, notamment en médecine et en assurance, les données

s’avèrent censurées aléatoirement à droite. Le problème de l’analyse des valeurs extrêmes

en présence de données censurées a été abordé dans la littérature très récemment (cf.

Beirlant et al. [7], Einmahl et al. [31]) ; différents estimateurs d’indice ont été proposés

et leur normalité asymptotique établie. En revanche, l’estimateur du maximum de

vraisemblance résultant d’une généralisation de la vraisemblance au cadre censuré n’a

pas été à ce jour étudié. Il est important de souligner à nouveau que, comme nous

n’avons pas d’expression explicite de cet estimateur, il est très difficile d’en établir les

propriétés asymptotiques. C’est pourquoi nous avons proposé dans ce chapitre, dans le

cadre censuré, un nouvel estimateur du couple (γ, σ) basé sur une première étape de

l’algorithme de Newton-Raphson, et pour lequel nous avons été à même d’établir la

normalité asymptotique. De plus, par des simulations, nous avons illustré que l’estimateur

proposé a un comportement, à distance finie, très similaire à celui du maximum de
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vraisemblance.

Les chapitres 2 et 3 reposent sur l’hypothèse fondamentale que l’échantillon dont nous

disposons est un échantillon de variables indépendantes. Il est clair que, en pratique,

cette hypothèse n’est pas toujours satisfaite. Aussi avons nous cherché à prendre en

compte dans le dernier chapitre la dépendance dans le cadre de séries temporelles en

s’intéressant à l’étude d’un modèle linéaire autorégressif adapté à la distribution de

Gumbel. Nous avons établi un certain nombre de propriétés théoriques pour ce modèle

et avons également procédé à une étude de simulations pour évaluer la qualité du modèle

à distance finie. Enfin, comme ce modèle trouvait son fondement dans des applications

concrètes en sciences du climat, nous l’avons utilisé pour modéliser des maxima de

dioxyde de carbone et de méthane.

Cette thèse offre de nombreuses perspectives, tant sur le plan pratique que théorique ; une

liste non exhaustive sera présentée en conclusion.



Chapitre 2

Un test de type Neyman pour les

distributions de Pareto

Résumé

La distribution de Pareto est présente dans beaucoup de domaines et est notamment très

utilisée pour modéliser des évènements extrêmes. Dans l’esprit des travaux de Neyman

[55] et de Thomas et Pierce [68], nous proposons un test lisse d’ajustement pour la famille

de Pareto, lequel test est motivé par la théorie de LeCam sur la normalité asymptotique

locale (LAN). Dans un premier temps, nous établissons le comportement asymptotique

de la statistique de test proposée sous l’hypothèse nulle que l’échantillon provient d’une

distribution de Pareto. Dans un second temps, nous nous intéressons à son comportement

asymptotique sous des alternatives locales, nous plaçant ainsi dans le cadre LAN. Enfin,

nous étudions par simulations le comportement de la statistique de test à distance finie.
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2.1 Introduction

La distribution de Pareto a été initialement introduite par Vilfredo Pareto pour décrire

la distribution des revenus des familles en Suisse. Elle a été par la suite largement

appliquée dans des domaines comme l’assurance pour modéliser les déclarations de

sinistres (Benktander [10]), en climatologie ou en hydrologie pour décrire des évènements

extrêmes (Katz et al. [45]), ainsi qu’en économie (Fisk [33]), en finance (Danielsson et de

Vries [21]) ou encore en hydrogéologie (Gustafson et Fransson [36]). Pour plus de détails

sur les différentes applications possibles de la distribution de Pareto, nous renvoyons le

lecteur à Arnold [2]. Une autre raison justifiant l’intérêt porté à cette distribution est que,

moyennant une paramétrisation adéquate, cette distribution peut être considérée comme

un cas particulier de la distribution de Pareto généralisée, qui joue un rôle essentiel dans

l’étude des excès au-delà d’un seuil en théorie des valeurs extrêmes.

Avant d’ajuster un modèle sur des données, il est indispensable d’en tester l’adéquation.

Pour cela différents tests d’ajustement peuvent être utilisés dont le test du χ2 de Pear-

son, premier test apparu en 1900. Depuis, différents autres tests ont été proposés (cf.

D’Agostino et Stephens [20], Rayner et Best [61]). Vu l’intérêt qu’a suscité la loi de Pa-

reto, il parâıt naturel de chercher à construire un test d’ajustement pouvant être utilisé

pour savoir si un échantillon de variables aléatoires indépendantes X1, . . . , Xn est dis-

tribué selon une distribution de Pareto ou non. Pour garder un lien avec la théorie des

valeurs extrêmes, nous utilisons la paramétrisation suivante pour la densité associée à la

distribution de Pareto :

f(x, β) =
1

σ

(
1 +

γx

σ

)− 1
γ
−1

où βt = (σ, γ) ∈ Θ = (0,∞)× (0,∞) et x ∈ [0,∞).

Il est clair que les paramètres sous-jacents au modèle sont inconnus dans la plupart des

applications et doivent donc être estimés. Différentes techniques d’estimation ont déjà été
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proposées (cf. Arnold et Press [3], Castillo et Hadi [14], Davison [23], Malik [51], Smith

[65]). Suivant les domaines d’applications, certaines techniques sont plus ou moins popu-

laires : par exemple, en hydrologie, l’approche la plus utilisée est la méthode des moments

pondérés (Hosking et Wallis [41]). Cependant, tous domaines confondus, l’approche la

plus standard est sans conteste la méthode du maximum de vraisemblance qui conduit

à des estimateurs ayant de bonnes propriétés asymptotiques. Toutefois, le problème de

ces estimateurs est le fait qu’ils n’admettent pas d’expression explicite. Nous présenterons

donc, en Section 2.3, un estimateur ayant les mêmes propriétés asymptotiques que l’es-

timateur du maximum de vraisemblance mais qui présente l’avantage d’être plus facile à

calculer.

Le problème des tests d’ajustement à une distribution de Pareto généralisée n’a pas été

beaucoup étudié dans la littérature comme le soulignent Davison et Smith [24] en 1990.

Même dans le cas particulier de la distribution de Pareto, ce problème n’a pas suscité une

abondante littérature. Porter et al. [58] ont proposé dans ce cadre des statistiques de test

basées sur la fonction de répartition empirique, sous l’hypothèse que le paramètre de forme

est connu et ont exhibé des valeurs critiques associées à leurs statistiques de test. Plus

récemment, Choulakian et Stephens [15] ont présenté des tests d’ajustement également

basés sur la fonction de répartition empirique cette fois-ci pour la loi de Pareto généralisée

et sous l’hypothèse d’un paramètre de forme éventuellement inconnu. Ces statistiques de

test basées sur la fonction de répartition empirique sont consistantes pour la plupart des

alternatives. Néanmoins, certaines études empiriques (Kopecky et Pierce [46], Miller et

Quesenberry [54], Rayner et Best [60]) ont montré que les tests lisses de type Neyman sont

plus puissants que certains tests usuels tels ces tests basés sur la fonction de répartition

empirique ou le test du χ2 de Pearson.

Initialement, Neyman [55] a introduit en 1937 les tests lisses d’ajustement pour tester

l’uniformité et les a développé pour améliorer le test du χ2 de Pearson. Depuis, de

nombreuses généralisations ont été proposées (cf. Rayner et Best [61], [62], Thomas et
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Pierce [68]). L’idée première est de placer la densité supposée sous H0 au sein d’une

famille exponentielle de densité :

gJ(x, θ, β) = f(x, β) exp

{
J∑

s=1

θsF
s
(x, β)−K(θ)

}
(2.1)

où θ = (θ1, . . . θJ)t, F = 1 − F , avec F la fonction de répartition associée à la densité

f et K(θ) une constante de normalisation. Nous pouvons facilement constater que K(θ)

dépend uniquement de θ et a pour expression

K(θ) = log

{∫ 1

0

exp

(
J∑

s=1

θst
s

)
dt

}
.

Notons que dans (2.1), nous aurions pu remplacer F
s

par F s, mais nous avons choisi

d’utiliser l’expression plus simple de la fonction de survie de Pareto :

F (x, β) =
(
1 +

γx

σ

)− 1
γ

où βt = (σ, γ) ∈ Θ = (0,∞)× (0,∞) et x ∈ [0,∞).

Nous déduisons de (2.1) que le test d’ajustement à la distribution de Pareto peut se

ramener au test paramétrique suivant :

H0 : θ = 0

versus H1 : θ 6= 0.

Dans la Section 2.3, nous présenterons le comportement asymptotique sous H0 de la sta-

tistique de test proposée. Comme en pratique les paramètres sont inconnus, nous aurons

besoin d’un estimateur pour β. Nous présenterons alors un estimateur β̂n plus facile à

calculer que l’estimateur du maximum de vraisemblance mais ayant les mêmes propriétés

asymptotiques. Avec cet estimateur, nous obtiendrons la distribution limite de la statis-

tique de test sous H0 en utilisant des résultats dus à Pfanzagl [56]. Puis, dans la Section

2.4, nous étudierons le comportement asymptotique de la statistique de test sous des al-

ternatives locales nous plaçant ainsi dans le cadre LAN. Ces dernières sont définies de la
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façon suivante :

H1,n : θ = θn =
δ√
n

(1 + o(1)) (2.2)

où δ = (δ1, . . . , δJ)t 6= 0 avec δi ∈ R, pour tout i = 1, ..., J . La notation δ(1 + o(1)) doit

être interprétée comme un vecteur (δ1(1+r1(n)), . . . , δJ(1+rJ(n)))t, où les fonctions rs(n)

convergent vers 0 quand n→∞. Dans la section suivante, nous étudierons par simulations

le comportement de la statistique de test à distance finie. Enfin nous présenterons quelques

conclusions et perspectives pour ce premier chapitre. Les preuves des résultats seront

renvoyées en Section 2.7.

2.2 Notations et définitions

Nous commençons cette section en introduisant quelques notations que nous utiliserons

tout au long de ce chapitre. La famille de mesures de probabilité associée à la densité f de

Pareto est notée {PH0,β; β ∈ Θ}. Nous notons
PH0,β−→ (respectivement

PH1,n−→ ) la convergence

en probabilité sous H0 (respectivement sous H1,n).

Définissons `(.)(., β) et `(µν)(., β) comme suit :

`(.)(., β) =

`(1)(., β)

`(2)(., β)

 =

∂ log f(.,β)
∂σ

∂ log f(.,β)
∂γ



`(µν)(., β) =
∂2 log f(., β)

∂β[µ]∂β[ν]
pour µ, ν = 1, 2, avec β[1] = σ et β[2] = γ.

Des calculs directs nous donnent

`(.)(x, β) =

 − 1
σ

+ (1 + γ) x
σ2

(
1 + γx

σ

)−1

1
γ2 log

(
1 + γx

σ

)
− 1+γ

γσ
x
(
1 + γx

σ

)−1

 (2.3)
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et

`(11)(x, β) =
1

σ2
− 2

1 + γ

σ3
x
(
1 +

γx

σ

)−1

+
1 + γ

σ4
γx2

(
1 +

γx

σ

)−2

(2.4)

`(12)(x, β) =
1

σ2
x
(
1 +

γx

σ

)−1

− 1 + γ

σ3
x2
(
1 +

γx

σ

)−2

(2.5)

`(22)(x, β) = − 2

γ3
log
(
1 +

γx

σ

)
+

2

γ2σ
x
(
1 +

γx

σ

)−1

+
1 + γ

γσ2
x2
(
1 +

γx

σ

)−2

. (2.6)

Nous allons maintenant expliciter la matrice d’information de Fisher

Iββ = EH0,β

 (`(1)(X, β))2 `(1)(X, β)`(2)(X, β)

`(1)(X, β)`(2)(X, β) (`(2)(X, β))2


=

 1/{σ2(1 + 2γ)} 1/{σ(1 + γ)(1 + 2γ)}

1/{σ(1 + γ)(1 + 2γ)} 2/{(1 + γ)(1 + 2γ)}


ainsi que son inverse

I−1
ββ =

2σ2(1 + γ) −σ(1 + γ)

−σ(1 + γ) (1 + γ)2

 .

La méthodologie utilisée pour l’étude du comportement de la statistique de test sous H0

est basée sur des résultats de Pfanzagl [56]. Il peut alors être utile de rappeler quelques

définitions notamment concernant la convergence uniforme locale ; ceci est proposé en

Annexe 2.8.1. L’étude sous H1,n repose sur l’utilisation de la théorie LAN dont quelques

rappels sont donnés en Annexe 2.8.2.

La construction du test repose également sur la théorie LAN. L’idée est de chercher un test

capable de détecter au mieux les alternatives dites locales. Pour s’assurer que nous sommes

bien dans le cadre de la normalité asymptotique locale et connâıtre la suite centrale

associée, nous commençons par calculer le logarithme du rapport de vraisemblance suivant

Ln = log
n∏

i=1

gJ(Xi,
δ√
n
(1 + o(1)), β)

f(Xi, β)

=
n∑

i=1

[
log
(
gJ

(
Xi,

δ√
n

(1 + o(1)), β
))

− log(f(Xi, β))
]
.
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Via (2.1) et (2.2), Ln s’exprime aussi selon

Ln =
n∑

i=1

J∑
s=1

δs√
n

(1 + rs(n))F
s
(Xi, β)− nK

(
δ√
n

(1 + o(1))

)

=
J∑

s=1

δs(1 + rs(n))
1√
n

n∑
i=1

(
F

s
(Xi, β)− 1

s+ 1

)

+
√
n

J∑
s=1

δs
s+ 1

(1 + rs(n))− nK

(
δ√
n

(1 + o(1))

)

=
J∑

s=1

δs(1 + rs(n))
1√
n

n∑
i=1

(
F

s
(Xi, β)− 1

s+ 1

)

+
√
n

J∑
s=1

δs
s+ 1

(1 + rs(n))− n

[
(δ(1 + o(1)))t

√
n

∂K(θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

+
1

2

1√
n

(δ(1 + o(1)))t ∂
2K(θ)

∂θ∂θ

∣∣∣∣
θ=0

1√
n
δ(1 + o(1)) + o

(∥∥∥ δ√
n

(1 + o(1))
∥∥∥2)]

,

en utilisant un développement de Taylor à l’ordre 2 de la fonction K(.) dans la dernière

égalité.

Définissons le vecteur colonne Zn(β) comme suit

1√
n

n∑
i=1

[
F

s
(Xi, β)− 1

s+ 1

]∣∣∣∣∣
s=1,...,J

et notons que la matrice

I :=
∂2K(θ)

∂2θ

∣∣∣∣
θ=0

correspond à la variance de Zn(β) (cf. (2.14)). Le théorème central limite implique que la

quantité aléatoire Zn(β) converge en distribution vers une gaussienne centrée de matrice

de variance-covariance I.

Comme pour s = 1, . . . , J , les fonctions rs(n) convergent vers 0 et

∂K(θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

=
1

s+ 1

∣∣∣∣
s=1,...,J

,

nous obtenons que

Ln = δtZn(β)− 1

2
δtIδ + oPH0,β

(1). (2.7)

De plus, la quantité Ln converge en distribution vers une gaussienne d’espérance −1
2
δtIδ et
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de variance δtIδ. D’après les rappels de l’Annexe 2.8.2, il est clair que nous nous inscrivons

bien dans le cadre des modèles LAN. La suite centrale Zn(β) tient une place importante

dans ce modèle (cf. Strasser [67], Chapitre 13). Il s’agit de la principale quantité aléatoire

contenue dans le logarithme du rapport de vraisemblance et par conséquent la statistique

de test de H0 contre H1,n devrait être basée sur cette quantité.

Dans la prochaine section nous nous placerons sousH0 et nous étudierons le comportement

de la statistique de test.

2.3 Le comportement sous H0 de la statistique de test

proposée

Nous supposons dans cette section que l’échantillon X1, . . . , Xn est issu d’une distribution

de Pareto avec paramètre inconnu β = (σ, γ)t ∈ Θ. Une première idée serait d’utiliser l’es-

timateur du maximum de vraisemblance. Cependant cet estimateur, uniquement défini

comme la solution d’un système de deux équations à deux inconnues, ne possède pas d’ex-

pression explicite. Parfois même, il ne peut pas du tout être obtenu, comme le montrent

Hosking et Wallis [41] empiriquement. Nous proposons donc d’utiliser un estimateur de

β ayant les mêmes propriétés que celui du maximum de vraisemblance mais plus facile à

implémenter. Cet estimateur dont la structure est définie dans le théorème 7.5.9 de Pfan-

zagl [56] rappelé en Annexe 2.8.1 sera noté β̂n. Il s’agit de mettre en oeuvre l’algorithme

de Newton-Raphson mais de ne procéder qu’à la première itération. L’estimateur initial

de la procédure noté β̃n doit être
√
n-consistant (localement uniformément). L’estimateur

β̂n se définit alors de la façon suivante :

β̂n = β̃n + I−1

β̃nβ̃n

1

n

n∑
i=1

`(.)(Xi, β̃n). (2.8)

L’estimateur I−1

β̃nβ̃n
est obtenu par la méthode de « plug-in » qui consiste à remplacer le pa-
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ramètre β par son estimateur initial β̃n dans la matrice I−1
ββ . En effet nous pouvons déduire

du théorème des transformations continues une version uniforme locale (cf. Annexe 2.8.1).

L’estimateur β̃n est consistant pour β, localement uniformément sur Θ, par conséquent

en appliquant la version uniforme locale du théorème des transformations continues, nous

déduisons que l’estimateur I−1

β̃nβ̃n
est consistant pour I−1

ββ , localement uniformément sur Θ.

La proposition qui suit est un résultat clé pour établir le comportement sous H0 de la

statistique de test définie dans la Proposition 2.2. Elle établit la convergence en distri-

bution, localement uniformément, de l’estimateur β̂n. Nous noterons la convergence en

distribution par ;.

Proposition 2.1 Sous l’hypothèse H0, nous pouvons établir que

√
n(β̂n − β)− I−1

ββ

1√
n

n∑
i=1

`(.)(Xi, β)
PH0,β−→ 0 localement uniformément sur Θ (2.9)

et
√
n(β̂n − β) ; N (0, I−1

ββ ) localement uniformément sur Θ. (2.10)

Nous avons déjà expliqué à la fin de la Section 2.2 la raison pour laquelle la statistique

de test doit dépendre de la quantité aléatoire Zn(β). Le paramètre β étant en pratique

inconnu, il est tout naturel de construire la statistique de test comme une fonction de

Zn(β̂n). Cette statistique de test est appelée Ψ2
J et son expression exacte, tout comme son

comportement asymptotique sous H0, sont donnés dans la proposition ci-dessous.

Proposition 2.2 Soient Zn(β̂n) et ΣJ(β) définis comme suit :

Zn(β̂n) =
1√
n

n∑
i=1

[(
1− F (Xi, β̂n)

)s

− 1

s+ 1

]∣∣∣∣
s=1,...,J

,

ΣJ(β) =

[
uv

(u+ v + 1)(u+ 1)(v + 1)
− uv(1 + γ)(uv + γ + (u+ 1)(v + 1))

(v + γ + 1)(u+ γ + 1)(u+ 1)2(v + 1)2

]∣∣∣∣
u,v=1,...,J

.

Sous l’hypothèse H0 que X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires indépendantes et iden-

tiquement distribuées issues d’une distribution de Pareto, la statistique Zn(β̂n) converge

en distribution vers une gaussienne de vecteur moyenne nul et de matrice de variance-

covariance ΣJ(β) : Zn(β̂n) ; N (0,ΣJ(β)). De plus, la statistique de test Ψ2
J :=
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Zt
n(β̂n)Σ−1

J (β̂n)Zn(β̂n) converge en distribution vers une loi du χ2 à J degrés de liberté :

Ψ2
J ; χ2

J . Par conséquent l’hypothèse nulle sera rejetée pour les grandes valeurs de Ψ2
J .

Remarque 2.1 Quand nous cherchons à tester θ = 0 versus θ 6= 0, il existe trois tests

asymptotiquement équivalents : le test de Wald, le test du score et le test du rapport de

vraisemblance. On peut montrer que notre statistique de test est de la forme de celle du test

du score, communément utilisé dans la théorie des tests lisses d’ajustement. Dans la mise

en œuvre du test de Neyman, l’utilisation du test du score apparâıt être le plus pratique,

du fait qu’il ne nécessite pas le calcul de l’estimateur du paramètre θ par maximum de

vraisemblance, contrairement aux deux autres tests. En effet, le paramètre θ étant de

dimension J , il est pratique de ne pas avoir à l’estimer, d’autant plus qu’il n’a pas de

réelle interprétation dans le modèle (cf. Rayner et Best [61], pour plus de détails).

Pour la construction de l’estimateur β̂n, il reste à choisir une méthode d’estimation pour

l’estimateur initial β̃n. À titre d’illustration, nous proposons l’utilisation de l’estimateur

des moments (cf. Hosking et Wallis [41], Section 3.2). Cet estimateur des moments est

basé sur le fait que

EH0,β

[(
1 +

γX

σ

) r ]
=

1

1− rγ
si 1− rγ > 0.

Nous pouvons directement déduire l’expression des paramètres en fonction des deux pre-

miers moments µ1 et µ2

σ =
1

2
µ1

(
µ2

1

µ2 − µ2
1

+ 1

)
γ =

1

2

(
1− µ2

1

µ2 − µ2
1

)
.

En remplaçant µ1 et µ2 par leurs versions empiriques, nous obtenons l’estimateur des

moments β̃n = (σ̃n, γ̃n)t défini par

σ̃n =
1

2
X

(
X

2

X2 −X
2 + 1

)
, γ̃n =

1

2

(
1− X

2

X2 −X
2

)
, (2.11)



2.4 Le comportement sous H1,n de la statistique de test proposée 37

où X =
1

n

n∑
i=1

Xi et X2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i .

La proposition suivante montre que β̃n est un candidat possible pour l’estimation initiale

de β. En effet, cette proposition montre qu’il est
√
n-consistant localement uniformément

pour β.

Proposition 2.3 Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes et identique-

ment distribuées issues d’une distribution de Pareto de paramètre β. L’estimateur des mo-

ments β̃n défini en (2.11) est
√
n-consistant pour β = (σ, γ)t, localement uniformément

sur B ⊂ Θ où B = (0,∞)× (0, 1/4).

La condition γ ∈ (0, 1/4), certes restrictive, est due à l’utilisation de la méthode d’esti-

mation par les moments. Une façon de l’affaiblir serait de considérer d’autres estimateurs

tel l’estimateur des moments pondérés (cf. Hosking et Wallis [41], Section 3.3).

Dans les simulations de la Section 2.5, cet estimateur des moments sera choisi comme

estimateur initial. Avant cela, il convient d’étudier le comportement de la statistique de

test Ψ2
J sous les alternatives locales H1,n. Cette étude fait l’objet de la section suivante.

2.4 Le comportement sous H1,n de la statistique de

test proposée

Commençons par expliciter certains résultats préliminaires nécessaires à l’étude du com-

portement de la statistique de test sous H1,n.

2.4.1 Résultats préliminaires

Dans ce qui suit, les variables aléatoires X1, . . . , Xn sont indépendantes et identiquement

distribuées de loi de Pareto (lorsque l’on se place sous H0) ou de densité commune gJ

(lorsque l’on se place sous H1,n).
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La proposition suivante est basée sur le concept de contigüıté (cf. LeCam [49]). Les ar-

guments de contigüıté sont des outils permettant d’obtenir la distribution limite d’une

statistique sous des lois (ici les alternatives) à partir de la distribution sous d’autres lois

(ici celle associée à l’hypothèse nulle).

Proposition 2.4 Pour toute statistique Tn = T (X1, . . . , Xn; β), Tn

PH0,β→ 0 si et seulement

si Tn

PH1,n→ 0. Ceci est équivalent à dire que PH0,β et PH1,n sont mutuellement contigües.

La Proposition 2.4 nous apprend que lorsque nous aurons une représentation asymptotique

sousH0, alors elle sera également valable sousH1,n (et inversement). Les deux propositions

suivantes sont des résultats intermédiaires indispensables pour établir le comportement

asymptotique de la statistique de test Ψ2
J sous H1,n.

Proposition 2.5 Notons

I :=
uv

(u+ v + 1)(u+ 1)(v + 1)

∣∣∣∣
u,v=1,...,J

(2.12)

et

Iβ :=

(
−u

(u+ 1 + γ)(u+ 1)σ

−u
(u+ 1 + γ)(u+ 1)2

)∣∣∣∣
u=1,...,J

.

Alors nous avons sous H1,n Zn(β)

√
n(β̂n − β)

; N


 Iδ

I−1
ββ I

t
βδ

 ,

 I IβI
−1
ββ

I−1
ββ I

t
β I−1

ββ


 .

A présent une application de la méthode delta conduit au résultat suivant.

Proposition 2.6 Sous H1,n, nous avons la convergence en distribution suivante

√
n

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

)
; N

(
−δt u2(1 + γ)(1 + 2γ)

γ(u+ 1 + γ)(u+ 1)2

∣∣∣∣
u=1,...,J

,
(1 + γ)2(1 + 2γ)

γ2

)
.

Maintenant, afin de pouvoir évaluer la qualité de notre test, nous devons calculer sa

puissance.
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2.4.2 Puissance du test

Pour évaluer la puissance de la statistique de test Ψ2
J , nous étudions le comportement

asymptotique de cette dernière sous les alternatives locales H1,n. C’est l’objet de la pro-

position suivante.

Proposition 2.7 Sous l’hypothèse H1,n : θ = θn = δ√
n
(1 + o(1)) avec δ défini dans (2.2),

la statistique Zn(β̂n) converge en distribution vers une gaussienne N (ΣJ(β)δ,ΣJ(β)), et

Ψ2
J = Zt

n(β̂n)Σ−1
J (β̂n)Zn(β̂n) converge en distribution vers une loi du χ2 non centrée à J

degrés de liberté avec un paramètre de décentrage égal à δtΣJ(β)δ.

Remarquons que ce paramètre de décentrage dépend en partie de la distance entre les

alternatives et l’hypothèse nulle.

Avec un risque de première espèce α, la puissance du test est alors égale à 1 −

χ2
J,δtΣJ (β)δ(x1−α) où χ2

J,δtΣJ (β)δ correspond à la fonction de répartition de la distribution

du χ2 à J degrés de liberté avec un paramètre de décentrage égal à δtΣJ(β)δ et où x1−α

correspond au quantile d’ordre 1− α associé à la distribution du χ2 centré à J degrés de

liberté.

2.5 Simulations

2.5.1 Paramètres et méthodes

Nous allons dans cette section étudier le comportement, à distance finie, de la statistique

de test Ψ2
J . Pour cela nous avons simulé 1 000 échantillons d’observations indépendantes

et identiquement distribuées de densité gJ définie en (2.1). Quatre tailles d’échantillons

ont été choisies, n = 20, 50, 100, 1 000. Nous avons fixé les valeurs de δi, 1 ≤ i ≤ J , à

δ1 = . . . = δJ = δ ∈ {0, 0.1, 2, 5}. Le cas δ = 0 correspond à l’hypothèse nulle.

Soient γ = 0.1 et σ = 1. Dans toutes nos simulations, l’estimateur β̂n est construit à

partir de l’estimateur des moments β̃n (défini en (2.11)). Dans le cas où δ 6= 0, quatre
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valeurs différentes de J ont été prises dans le but d’étudier l’impact de ce facteur. Le trait

plein correspond à J = 1, les tirets à J = 2, les pointillés à J = 3 tandis que J = 4 est

représenté par une alternance de tirets et de points.

Pour simuler des échantillons de densité gJ , nous avons utilisé une méthode de rejet (cf.

Annexe 2.8.3) puisque la fonction de répartition associée était inconnue. Pour chaque

configuration, 1 000 échantillons de variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées ont été générés. Pour chacun de ces échantillons, nous avons mis en œuvre le

test et obtenu le seuil de signification associé (p-valeur). Comme la p-valeur est (asympto-

tiquement, quand la taille de l’échantillon augmente) uniformément distribuée sur (0, 1)

sous l’hypothèse nulle δ = 0, les quantile plots ont ici été construits pour représenter

l’écart à l’uniformité. La Figure 1 représente pour chaque configuration les quantile plots

des 1 000 réalisations indépendantes de la p-valeur asymptotique p = 1− χ2
J(Ψ2

J) corres-

pondant à la statistique de test Ψ2
J , où χ2

J est la fonction de répartition de la distribu-

tion du χ2 à J degrés de liberté. Les 1 000 p-valeurs sont ordonnées sur l’axe vertical,

p1:1000 ≤ · · · ≤ p1000:1000 et elles sont associées aux points (i/1001, pi:1000), i ≤ 1000, sur

l’axe des abscisses. La ligne horizontale correspond au niveau 5%. Ceci se justifie par le

fait qu’une réalisation de la p-valeur inférieure à ce niveau conduit usuellement au rejet de

l’hypothèse nulle. La proportion d’échantillons pour laquelle on rejette l’hypothèse nulle

au risque de première espèce 5% se lit alors à l’intersection de cette droite de niveau et

du quantile plot.

2.5.2 Résultats

Comme nous l’avons déjà mentionné, la p-valeur est (asymptotiquement, quand la taille

de l’échantillon augmente) uniformément distribuée sur (0, 1) sous l’hypothèse nulle δ = 0.

Le quantile plot devrait donc dans ce cas être proche de la ligne droite reliant les points

(0, 0) et (1, 1). Le quantile plot correspondant montre que cela est vérifié avec une légère
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n=20, δδ = 0 n=20, δδ = 0.1 n=20, δδ = 2 n=20, δδ = 5

n=50, δδ = 0 n=50, δδ = 0.1 n=50, δδ = 2 n=50, δδ = 5

n=100, δδ = 0 n=100, δδ = 0.1 n=100, δδ = 2 n=100, δδ = 5

n=1000, δδ = 0 n=1000, δδ = 0.1 n=1000, δδ = 2 n=1000, δδ = 5

Fig. 2.1 – Quantile plots de 1 000 réalisations indépendantes de la p-valeur asymptotique

correspondant à la statistique de test Ψ2
J . Sont fixés γ = 0.1, σ = 1 et δ1 = . . . = δJ =

δ ∈ {0, 0.1, 2, 5}. Le trait plein correspond à J = 1, les tirets à J = 2, les pointillés à

J = 3 tandis que J = 4 est représenté par une alternance de tirets et de points. La ligne

horizontale correspond au niveau 5% et les axes des abscisses et des ordonnées vont de 0

à 1.
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tendance à rejeter l’hypothèse nulle pour de très petits échantillons (n = 20). Le risque

de première espèce est donc bien conservé.

Par ailleurs, la puissance du test face aux alternatives locales augmente avec δ. Cela se

visualise par les quantile plots de la p-valeur qui ont tendance à rester en dessous de la

ligne de niveau 5% quand la valeur de δ augmente. Nous nous attendions à ce résultat

car l’écart entre l’hypothèse alternative et l’hypothèse nulle dépend en partie de δ. À une

taille d’échantillon fixée, plus δ est grand et plus l’hypothèse alternative est éloignée de

l’hypothèse nulle. Il est donc naturel de mieux détecter les alternatives associées à une

forte valeur de δ.

Nous observons également que la puissance du test augmente avec J , avec une différence

particulièrement marquée pour une grande valeur de δ (cf. par exemple δ = 5) mais pas

pour un δ proche de 0 (correspondant à l’hypothèse nulle). Néanmoins le problème de la

sélection d’une valeur optimale pour ce paramètre n’est pas traité dans ce chapitre. Cette

question a déjà été plusieurs fois abordée dans la littérature, cf. par exemple Thomas et

Pierce [68] ou Kopecky et Pierce [46] pour des valeurs spécifiques justifiées empiriquement,

ou bien Inglot et al. [42] pour une règle de sélection de ce paramètre associée à la statistique

de test.

2.6 Remarques générales et lien avec la théorie des

valeurs extrêmes

Dans ce chapitre nous avons proposé un test lisse d’ajustement pour la distribution de Pa-

reto. Ce test a été motivé par la théorie LAN proposée par LeCam [49]. Cette distribution

apparaissant comme un cas particulier de la distribution de Pareto généralisée, il s’agit

d’un modèle essentiel dans l’étude des évènements extrêmes. En effet, elle apparâıt comme

la distribution limite des excès au-delà d’un seuil élevé en théorie des valeurs extrêmes.
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Cette approche est communément appelée approche POT (Peaks-Over-Threshold). Par

conséquent une extension intéréssante de notre test serait de pouvoir considérer le cas « ap-

proximativement Pareto » et non « exactement Pareto ». Un autre problème important

que l’on rencontre en théorie des valeurs extrêmes est le choix du seuil. Selon Davison

et Smith [24], ce type de test pourrait être utile dans l’élaboration d’une méthode de

sélection de seuil dans l’approche POT. C’est également ce que suggèrent Choulakian et

Stephens [15] en proposant leur test. L’idée est alors de choisir un seuil initial suffisam-

ment petit puis de l’augmenter au fur et à mesure jusqu’au non-rejet de la distribution

de Pareto.

2.7 Preuve des résultats

2.7.1 Preuve de la Proposition 2.1

Cette preuve est basée sur le Théorème 7.5.9. de Pfanzagl [56]. Elle peut être divisée en

deux parties.

Première partie : Cinq conditions doivent être vérifiées. Dans le livre de Pfanzagl [56],

elles sont appelées Conditions 7.5.1, 7.5.2, 7.5.3, i) et ii) du Théorème 7.5.5. La première

condition consiste à vérifier que EH0,β

(
`(.)(X, β)

)
= 0 avec β ∈ Θ. En utilisant la trans-

formation Xi = F−1(1− Ui, β) = σ
γ
(U−γ

i − 1) avec U1, . . . , Un un échantillon de variables

aléatoires indépendantes et identiquement distribuées issu de la loi uniforme sur (0, 1), il

est évident que la Condition 7.5.1 est remplie.

Pour satisfaire la seconde, nous devons vérifier que

EH0,β

(
`(µν)(X, β)

)
+ EH0,β

(
`(µ)(X, β)`(ν)(X, β)

)
= 0 pour µ, ν = 1, 2 et β ∈ Θ.

Cela se fait facilement avec le même changement de variable que précédemment. La

troisième condition nécessite que les fonctions `(ν)(., β) pour ν = 1, 2 et β ∈ Θ soient

linéairement PH0,β-indépendantes. Pour cela, il suffit de remarquer que c1`
(1)(x, β) +
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c2`
(2)(x, β) = 0 pour PH0,β-presque tout x implique que c1 = c2 = 0.

Pour la première partie de la preuve de cette proposition, il reste à montrer que les deux

Conditions i) et ii), rappelées ci-dessous, sont satisfaites pour tout β0 ∈ Θ.

Condition i) du Théoreme 7.5.5 de Pfanzagl [56]. Nous devons vérifier qu’il existe

un voisinage U(σ0, γ0) de β0 tel que

β 7→ `(µν)(x, β) est continue sur U(σ0, γ0) pour µ, ν = 1, 2, pour tout x

et sup
β1∈U(σ0,γ0)

|`(µν)(., β1)| est intégrable par rapport à la distribution de Pareto (β)

localement uniformément en β0.

Pour établir ce dernier point, il est suffisant, d’après l’Annexe 2.8.1, de prouver qu’il existe

η > 0 tel que

sup
(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

EH0,β

(
sup

(σ1,γ1)∈U(σ0,γ0)

∣∣`(µν)(X, β1)
∣∣1+η

)
<∞.

Au vu de (2.4), (2.5) et (2.6), il suffit d’établir ce résultat pour `(22)(X, β1). Nous avons

sup
(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

EH0,β

(
sup

(σ1,γ1)∈U(σ0,γ0)

∣∣`(22)(X, β1)
∣∣1+η

)

= sup
(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

EH0,β

(
sup

(σ1,γ1)∈U(σ0,γ0)

∣∣∣∣ ∂2

∂γ1∂γ1

log f(X, β1)

∣∣∣∣1+η
)
.

Avec le changement de variable X = σ
γ
(U−γ − 1), où U est une variable aléatoire uni-

formément distribuée sur (0, 1), il est équivalent d’étudier

sup
(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

E

(
sup

(σ1,γ1)∈U(σ0,γ0)

∣∣∣∣ ∂2

∂γ1∂γ1

log f

(
σ

γ
(U−γ − 1), β1

)∣∣∣∣1+η
)

= sup
(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

E

(
sup

(σ1,γ1)∈U(σ0,γ0)

∣∣∣∣∣− 2

γ3
1

log

(
1− γ1σ

σ1γ
(1− U−γ)

)

+
2

γ2
1σ1

σ
γ
(U−γ − 1)

1− γ1σ
σ1γ

(1− U−γ)
+

1 + γ1

γ1σ2
1

(
σ
γ

)2

(1− U−γ)2(
1− γ1σ

σ1γ
(1− U−γ)

)2

∣∣∣∣∣
1+η)

.

Si l’on choisit η = 1, il suffit alors de considérer les termes sup(σ1,γ1)∈U(σ0,γ0){(1 −

U−γ)4}/{(1− (γ1σ/(σ1γ))(1− U−γ))4}, sup(σ1,γ1)∈U(σ0,γ0) log2{1− (γ1σ/(σ1γ))(1− U−γ)}
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et sup(σ1,γ1)∈U(σ0,γ0){log{1− (γ1σ/(σ1γ))(1−U−γ)}×{(1−U−γ)2}/{(1− (γ1σ/(σ1γ))(1−

U−γ))2}}.

Tout comme σ et γ, les paramètres σ1 et γ1 sont dans le voisinage de σ0 et γ0. Par

conséquent nous pouvons supposer qu’il existe ε ∈ (0, 1) tel que (γ1σ)/(σ1γ) ∈ (1−ε, 1+ε).

Concernant le premier terme, nous avons, pour un ε fixé,

C1 = sup
(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

E

 sup
(σ1,γ1)∈U(σ0,γ0)

{
1− U−γ

1− γ1σ
σ1γ

(1− U−γ)

}4


≤ sup
(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

E

({
1− U−γ

1− (1− ε)(1− U−γ)

}4
)
.

Pour u ∈ (0, 1), posons h1,ε(u) := {1− u−γ}/{1− (1− ε)(1− u−γ)}. Comme γ est positif,

h1,ε(.) est une fonction croissante et négative.

Utilisant le fait que ε ∈ (0, 1), nous déduisons que

sup
(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

E

({
1− U−γ

1− (1− ε)(1− U−γ)

}4
)
≤ h4

1,ε(0) =
1

(1− ε)4
<∞.

Concernant le second terme,

C2 = sup
(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

E

(
sup

(σ1,γ1)∈U(σ0,γ0)

log2

(
1− γ1σ

σ1γ
(1− U−γ)

))

≤ sup
(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

E
(
log2

(
1− (1 + ε)(1− U−γ)

))
= sup

(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

E
([
− γ logU + log(1 + ε(−Uγ + 1))

]2)
≤ sup

(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

E
([
− γ logU + log(1 + ε)

]2)
≤ sup

(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

(
2γ2 + 2γ log(1 + ε)

)
+ log2(1 + ε)

<∞.



46 Chapitre 2. Un test de type Neyman pour les distributions de Pareto

Concernant le troisième terme,

C3 = sup
(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

E

(
sup

(σ1,γ1)∈U(σ0,γ0)

{
log

(
1− γ1σ

σ1γ
(1− U−γ)

)}

×

{
(1− U−γ)2

(1− γ1σ
σ1γ

(1− U−γ))2

})

≤ sup
(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

E

({
sup

(σ1,γ1)∈U(σ0,γ0)

log

(
1− γ1σ

σ1γ
(1− U−γ)

)}

×

{
sup

(σ1,γ1)∈U(σ0,γ0)

(1− U−γ)2

(1− γ1σ
σ1γ

(1− U−γ))2

})
.

Alors, une application directe de l’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que

C3 ≤ sup
(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

(√√√√√E

{ sup
(σ1,γ1)∈U(σ0,γ0)

log

(
1− γ1σ

σ1γ
(1− U−γ)

)}2


×

√√√√√E

{ sup
(σ1,γ1)∈U(σ0,γ0)

(1− U−γ)2

(1− (γ1σ/(σ1γ))(1− U−γ))2

}2
)

≤

√√√√√ sup
(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

E

{ sup
(σ1,γ1)∈U(σ0,γ0)

log

(
1− γ1σ

σ1γ
(1− U−γ)

)}2


×

√√√√√ sup
(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

E

{ sup
(σ1,γ1)∈U(σ0,γ0)

(1− U−γ)2

(1− (γ1σ/(σ1γ))(1− U−γ))2

}2
.

Par conséquent comme C1 et C2 sont finis, C3 l’est aussi.

Condition ii) du Théorème 7.5.5 de Pfanzagl [56]. Pour ν = 1, 2, la famille de

fonctions x 7→ [`(ν)(x, β)]2 doit être intégrable par rapport à la distribution de Pareto de

paramètre β, localement uniformément en β0, c’est-à-dire que nous devons vérifier qu’il

existe η > 0 tel que,

sup
(σ,γ)∈V (σ0,γ0)

EH0,β

(
|`(ν)(X, β)|2(1+η)

)
<∞.
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Soit η = 1/2. Nous avons[
`(1)(X, β)

]3
=− 1

σ3
+

(1 + γ)3

σ6
X3

(
1 +

γX

σ

)−3

− 3(1 + γ)2

σ5
X2

(
1 +

γX

σ

)−2

+
3(1 + γ)

σ4
X

(
1 +

γX

σ

)−1

.

Avec X = (σ/γ)(U−γ − 1), U ∼ U(0, 1), on obtient que [`(1)(X, β)]3 est aussi égal à

− 1

σ3
− (1 + γ)3

γ3σ3
(Uγ − 1)3 − 3(1 + γ)2

γ2σ3
(Uγ − 1)2 − 3(1 + γ)

γσ3
(Uγ − 1).

De la même manière on a[
`(2)(X, β)

]3
=

1

γ6
log3

(
1 +

γX

σ

)
− (1 + γ)3

σ3γ3
X3

(
1 +

γX

σ

)−3

+
3(1 + γ)2

σ2γ4
X2

(
1 +

γX

σ

)−2

log

(
1 +

γX

σ

)
− 3(1 + γ)

σγ5
X

(
1 +

γX

σ

)−1

log2

(
1 +

γX

σ

)
qui est avec le même changement de variable égal à

− 1

γ3
log3(U) +

(1 + γ)3

γ6
(Uγ − 1)3 − 3(1 + γ)2

γ5
(Uγ − 1)2 log(U) +

3(1 + γ)

γ4
(Uγ − 1) log2(U).

En utilisant les inégalités de Hölder nous obtenons que

E
(

(Uγ − 1)2 log(U)

)
≤
(

E(Uγ − 1)2 3
2

)2/3

×
(

E(log3(U))

)1/3

E
(

(Uγ − 1) log2(U)

)
≤
(

E(Uγ − 1)3

)1/3

×
(

E(log2 3
2 (U))

)2/3

.

Comme sup(σ,γ)∈V (σ0,γ0) E(Uγ − 1)3 et sup(σ,γ)∈V (σ0,γ0) E(log3(U)) sont finis, la Condition

ii) est vérifiée. Ceci achève la première partie de la preuve de la Proposition 2.1.

Deuxième partie : Nous allons utiliser l’estimateur particulier β̂n de β donné dans

l’équation (2.8). Une application du Théorème 7.5.9 de Pfanzagl [56] entrâıne que

√
n(β̂n − β)− I−1

ββ

1√
n

n∑
i=1

`(.)(Xi, β)
PH0,β−→ 0 localement uniformément en β0.

De plus, par le théorème central limite (voir les rappels de l’Annexe 2.8.1),
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(1/
√
n)
∑n

i=1 `
(.)(Xi, β) ; N (0, Iββ) localement uniformément en β0. Nous déduisons alors

que

√
n(β̂n − β) ; N (0, I−1

ββ ) localement uniformément en β0.

Comme ces deux convergences sont valables pour tout β0 dans Θ, la preuve de la Propo-

sition 2.1 est achevée.

2.7.2 Preuve de la Proposition 2.2

Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de

fonction de répartition F (., β). Sous H0 nous avons Xi = F−1(1−Ui, β) = (σ/γ)(U−γ
i −1),

i = 1, . . . , n, où U1, . . . , Un sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées selon une distribution uniforme sur (0, 1). Alors

Zn(β̂n) =
1√
n

n∑
i=1

[(
1− F (Xi, β̂n)

)s

− 1

s+ 1

]∣∣∣∣
s=1,...,J

=
1√
n

n∑
i=1

[(
1− F (Xi, β)

)s

− 1

s+ 1
+
(
1− F (Xi, β̂n)

)s

−
(

1− F (Xi, β)

)s
]∣∣∣∣∣

s=1,...,J

=
1√
n

n∑
i=1

[
U s

i −
1

s+ 1
+

(
U−γ

i + 1− U−γ
i − γ̂nσ

σ̂nγ
(1− U−γ

i )

)−s/γ̂n

−
(
U−γ

i

)−s/γ

]∣∣∣∣∣
s=1,...,J

=
1√
n

n∑
i=1

[
U s

i −
1

s+ 1

]∣∣∣∣
s=1,...,J

+
1√
n

n∑
i=1

[(
U−γ

i + (1− U−γ
i )

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

))−s/γ

−
(
U−γ

i

)−s/γ
]∣∣∣∣∣

s=1,...,J

+
1√
n

n∑
i=1

[(
U−γ

i + (1− U−γ
i )

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

))−s/γ̂n

−
(
U−γ

i + (1− U−γ
i )

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

))−s/γ
]∣∣∣∣∣

s=1,...,J

=:A+B + C.
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Nous allons étudier ces trois termes séparément. Le terme B peut s’écrire :

B =
1√
n

n∑
i=1

[(
U−γ

i + (1− U−γ
i )

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

))−s/γ

−
(
U−γ

i

)−s/γ
]∣∣∣∣∣

s=1,...,J

=
1√
n

n∑
i=1

U s
i

[(
1 + (Uγ

i − 1)

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

))−s/γ

− 1

]∣∣∣∣∣
s=1,...,J

.

En utilisant un développement de Taylor sur une fonction de la forme f(x) = (1 + x)α et

en appliquant ensuite la loi des grands nombres, nous obtenons que

B =
1√
n

n∑
i=1

U s
i

[
s

γ
(1− Uγ

i )

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

)]∣∣∣∣
s=1,...,J

+ oPH0,β
(1)

=
√
n

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

)
s

(s+ γ + 1)(s+ 1)

∣∣∣∣
s=1,...,J

+ oPH0,β
(1).

Concernant le terme C, un développement de Taylor de f(x) = (1 + x)α nous conduit à

C =
1√
n

n∑
i=1

[(
U−γ

i + (1− U−γ
i )

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

))−s/γ̂n

−
(
U−γ

i + (1− U−γ
i )

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

))−s/γ
]∣∣∣∣∣

s=1,...,J

=
1√
n

n∑
i=1

[
U

sγ/γ̂n

i

(
1 + (Uγ

i − 1)

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

))−s/γ̂n

− U s
i

(
1 + (Uγ

i − 1)

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

))−s/γ
]∣∣∣∣∣

s=1,...,J

=

[
1√
n

n∑
i=1

U
sγ/γ̂n

i

(
1 +

s

γ̂n

(1− Uγ
i )

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

))

− 1√
n

n∑
i=1

U s
i

(
1 +

s

γ
(1− Uγ

i )

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

))]∣∣∣∣∣
s=1,...,J

+ oPH0,β
(1)

=

[
1√
n

n∑
i=1

(
U

sγ/γ̂n

i − U s
i

)
+
√
n

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

)
1

n

n∑
i=1

Uγ
i

[
− s

γ̂n

exp

(
s

γ̂n

γ logUi

)
+
s

γ
exp

(
s

γ
γ logUi

)]

−
√
n

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

)
1

n

n∑
i=1

[
− s

γ̂n

exp

(
s

γ̂n

γ logUi

)
+
s

γ
exp

(
s

γ
γ logUi

)]]∣∣∣∣∣
s=1,...,J

+ oPH0,β
(1).

En utilisant un développement de Taylor des fonctions f(x) = x exp(−xγ logUi) et f(x) =
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exp(x), nous obtenons que

C =
1√
n

n∑
i=1

[U
sγ/γ̂n

i − U s
i ]

∣∣∣∣∣
s=1,...,J

+ oPH0,β
(1)

=
1√
n

n∑
i=1

U s
i

(
U

s(γ/γ̂n−1)
i − 1

)∣∣∣∣∣
s=1,...,J

+ oPH0,β
(1)

=
1√
n

n∑
i=1

U s
i

[
exp

(
s

(
γ

γ̂n

− 1

)
log(Ui)

)
− 1

]∣∣∣∣∣
s=1,...,J

+ oPH0,β
(1)

=
√
ns

(
γ

γ̂n

− 1

)
1

n

n∑
i=1

U s
i log(Ui)

∣∣∣∣∣
s=1,...,J

+ oPH0,β
(1)

=
s

(s+ 1)2

1

γ̂n

√
n(γ̂n − γ)

∣∣∣∣
s=1,...,J

+ oPH0,β
(1)

par la loi des grands nombres.

D’après les développements précédents, nous pouvons écrire que

Zn(β̂n) =

[
1√
n

n∑
i=1

(
U s

i −
1

s+ 1

)
+
√
n

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

)
s

(s+ γ + 1)(s+ 1)

+
s

(s+ 1)2

1

γ̂n

√
n(γ̂n − γ)

]∣∣∣∣∣
s=1,...,J

+ oPH0,β
(1)

=: [A′(s) +B′(s) + C ′(s)]|s=1,...,J + oPH0,β
(1). (2.13)

Nous pouvons maintenant calculer la variance asymptotique de Zn(β̂n). Dans ce qui suit,

l’espérance, la variance et la covariance asymptotiques sont respectivement notées Ea,

Vara et Cova. Nous avons

Cova(A
′(u), A′(v)) = Cova

(
1√
n

n∑
i=1

(
Uu

i −
1

u+ 1

)
,

1√
n

n∑
i=1

(
U v

i −
1

v + 1

))

= Cova (Uu
i , U

v
i ) =

1

u+ v + 1
− 1

(u+ 1)(v + 1)

=
uv

(u+ v + 1)(u+ 1)(v + 1)
.

Nous pouvons alors remarquer que

Cova(A
′(u), A′(v))|u,v=1,...,J =

∂2K(θ)

∂θ∂θ

∣∣∣∣
θ=0

= I. (2.14)
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De façon similaire

Cova(B
′(u), B′(v))

= Cova

(√
n

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

)
u

(u+ γ + 1)(u+ 1)
,
√
n

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

)
v

(v + γ + 1)(v + 1)

)
= Vara

(√
n

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

))
uv

(u+ γ + 1)(v + γ + 1)(u+ 1)(v + 1)

= Vara

(√
n

(
γ(σ̂n − σ)− (γ̂n − γ)σ

γσ̂n

))
uv

(u+ γ + 1)(v + γ + 1)(u+ 1)(v + 1)
.

De (2.9) nous déduisons que :

√
n(γ̂n − γ) =

1√
n

(
1

γ2
(1 + γ)2(1 + 2γ)

n∑
i=1

(Uγ
i − 1)− 1

γ
(1 + γ)2

n∑
i=1

log(Ui) + n(1 + γ)

)
+ oPH0,β

(1) (2.15)

et

√
n(σ̂n − σ) =

1√
n

(
− σ

γ2
(1 + γ)2(1 + 2γ)

n∑
i=1

(Uγ
i − 1) +

σ

γ
(1 + γ)

n∑
i=1

log(Ui)− 2nσ(1 + γ)

)
+ oPH0,β

(1). (2.16)

Par conséquent,

√
n

(
γ(σ̂n − σ)− (γ̂n − γ)σ

γσ̂n

)
=

1√
n

1

γσ̂n

[
(1 + γ)3(1 + 2γ)

σ

γ2

n∑
i=1

(1− Uγ
i )

+
σ

γ
(1 + γ)(1 + 2γ)

n∑
i=1

log(Ui)− nσ(1 + γ)(1 + 2γ)

]
+ oPH0,β

(1). (2.17)

Des calculs directs conduisent à l’expression suivante :

Cova(B
′(u), B′(v)) =

(1 + γ)2(1 + 2γ)

γ2

uv

(u+ γ + 1)(v + γ + 1)(u+ 1)(v + 1)
.

Comme la variance de
√
n(γ̂n − γ) est (1 + γ)2 selon la Proposition 2.1, nous avons

Cova(C
′(u), C ′(v)) =

uv(1 + γ)2

γ2(u+ 1)2(v + 1)2
.

Il reste à calculer les covariances entre les termes A′, B′ et C ′.
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Les relations (2.15) et (2.17) impliquent :

Cova

(
1√
n

n∑
i=1

(
U s

i −
1

s+ 1

)
,
√
n(γ̂n − γ)

)
=

s(1 + γ)(s− γ)

(s+ 1)2(s+ γ + 1)
,

Cova

(
1√
n

n∑
i=1

(
U s

i −
1

s+ 1

)
,
√
n

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

))
= − s2(1 + γ)(1 + 2γ)

γ(s+ 1)2(s+ γ + 1)
,

Cova

(√
n

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

)
,
√
n(γ̂n − γ)

)
= −1

γ
(1 + γ)(1 + 2γ).

Nous en déduisons que :

Cova(A
′(u), B′(v)) + Cova(A

′(v), B′(u))

= − u2v(1 + γ)(1 + 2γ)

γ(u+ 1)2(u+ γ + 1)(v + γ + 1)(v + 1)

− v2u(1 + γ)(1 + 2γ)

γ(v + 1)2(v + γ + 1)(u+ γ + 1)(u+ 1)
,

Cova(A
′(u), C ′(v)) + Cova(A

′(v), C ′(u))

=
uv(1 + γ)(2uv + u+ v − 2γ2 − 2γ)

γ(u+ 1)2(v + 1)2(u+ γ + 1)(v + γ + 1)
,

Cova(B
′(u), C ′(v)) + Cova(B

′(v), C ′(u))

= −uv(1 + γ)(1 + 2γ)[(u+ 1)(v + γ + 1) + (v + 1)(u+ γ + 1)]

γ2(v + γ + 1)(u+ γ + 1)(u+ 1)2(v + 1)2
,

ce qui permet de calculer la variance asymptotique de Zn(β̂n) selon

Vara(Zn(β̂n)) =

[
uv

(u+ v + 1)(u+ 1)(v + 1)
− uv(1 + γ)(uv + γ + (u+ 1)(v + 1))

(v + γ + 1)(u+ γ + 1)(u+ 1)2(v + 1)2

]∣∣∣∣∣
u,v=1,...,J

.

En combinant le théorème central limite et les représentations (2.13), (2.15) et (2.17),
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nous obtenons :

Zn(β̂n) ; N (0,ΣJ(β)).

Nous pouvons alors conclure par (2.10) et par continuité la preuve de la Proposition 2.2.

2.7.3 Preuve de la Proposition 2.3

Soit (σ, γ) ∈ B ⊂ Θ avec B = (0,∞)×(0, 1/4). Posons µr = EH0,β(Xr) <∞, r = 1, 2, 3, 4.

Nous avons µ1 = σ
1−γ

, µ2 = 2σ
1−2γ

µ1, µ3 = 3σ
1−3γ

µ2 et µ4 = 4σ
1−4γ

µ3.

Il est possible d’exprimer β comme une fonction de µ1 et µ2.

Dans ce but, nous écrivons β[ν] = hν(µ1, µ2) avec h1 : (0,∞) × (0,∞) 7→ (0,∞) et

h2 : (0,∞)× (0,∞) 7→ (0,∞), et obtenons

β[1] = σ = h1(µ1, µ2) =
1

2
µ1

(
µ2

1

µ2 − µ2
1

+ 1

)
β[2] = γ = h2(µ1, µ2) =

1

2

(
1− µ2

1

µ2 − µ2
1

)
avec µ2−µ2

1 > 0. Pour tout couple (y1, y2) ∈ (0,∞)×(0,∞), y 7→ hν(y, y2) et y 7→ hν(y1, y)

sont deux fonctions continues.

Comme par la loi forte des grands nombres, 1
n

∑n
i=1X

r
i

p.s.→ EH0,β(Xr) = µr, r = 1, 2,

l’estimateur des moments β̃n[ν] = hν

(
1
n

∑n
i=1Xi,

1
n

∑n
i=1X

2
i

)
, pour ν = 1, 2, définit une

suite d’estimateurs fortement consistants.

Les dérivées partielles de h1 et h2 existent, sont continues et H(σ, γ), définie comme

H(σ, γ) =
∂hµ

∂yν

(y1, y2)

∣∣∣∣
(y1,y2)=

(
σ

1−γ
, 2σ2

(1−γ)(1−2γ)

) , µ, ν = 1, 2,

est de rang 2.

La version uniforme locale du théorème central limite (cf. Annexe 2.8.1) implique

√
n

 1
n

∑n
i=1Xi − µ1

1
n

∑n
i=1X

2
i − µ2

; N (0,Σ(β)) localement uniformément sur B
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avec

Σ(β) = VarH0,β

X

X2

 =

 µ2 − µ2
1 µ3 − µ1µ2

µ3 − µ1µ2 µ4 − µ2
2


=

 σ2

(1−γ)2(1−2γ)
4σ3

(1−γ)2(1−2γ)(1−3γ)

4σ3

(1−γ)2(1−2γ)(1−3γ)
20σ4−44γσ4

(1−γ)2(1−2γ)2(1−3γ)(1−4γ)

 .

Nous pouvons alors appliquer la version uniforme locale de la méthode delta (cf. Annexe

2.8.1) et obtenons

√
n(β̃n − β) ; N (0, H(β)Σ(β)H(β)t) localement uniformément sur B

avec

H(β) =

 (3− 4γ)(1− γ) − 1
2σ

(1− γ)(1− 2γ)2

2
σ
(1− γ)2(1− 2γ) − 1

2σ2 (1− γ)2(1− 2γ)2

 .

Nous en déduisons directement la
√
n-consistance localement uniformément de β̃n pour

β.

Dans la suite, nous noterons la convergence en distribution sous H0 (respectivement sous

H1,n) par
H0
; (respectivement par

H1,n
; ).

2.7.4 Preuve de la Proposition 2.4

Ce résultat est une conséquence du premier lemme de LeCam rappelé en Annexe 2.8.2. En

utilisant les mêmes notations posons dPn =
∏n

i=1 f(Xi, β) (correspondant à l’hypothèse

H0) et dQn =
∏n

i=1 gJ(Xi, θn, β) (correspondant aux alternatives H1,n). Le logarithme du

rapport de vraisemblance dQn/dPn est alors égal à Ln dont une expression est donnée

dans (2.7). Nous savons que la quantité Ln converge en distribution sous H0 vers une

distribution gaussienne N (−1
2
δtIδ, δtIδ).
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Nous pouvons alors vérifier l’assertion iii). En effet, si log V suit une distribution

gaussienne N (−1
2
δtIδ, δtIδ) alors E(V ) = 1. Par i), Qn est donc contigüe par rapport à

Pn, ce qui est noté Qn / Pn.

En interchangeant dans ii) les rôles de Pn et de Qn, logU suit une distribution gaussienne

N (−1
2
δtIδ, δtIδ) impliquant que P(U > 0) = 1. Par conséquent, par i), Pn / Qn.

Les suites Pn et Qn sont alors mutuellement contigües : Pn / .Qn, ce qui est équivalent à

dire que Tn
Pn→ 0 si et seulement si Tn

Qn→ 0.

2.7.5 Preuve de la Proposition 2.5

Par le théorème central limite multivarié et par la Proposition 2.1, nous obtenons que : Zn(β)

1√
n

∑n
i=1 `

(.)(Xi, β)

 H0
; N


0

0

 ,

 I Iβ

I t
β Iββ


 .

Sous H0 le logarithme du rapport de vraisemblance Ln =

log
∏n

i=1(gJ(Xi, θn, β))/(f(Xi, β)) converge en distribution vers une gaussienne

N (−1
2
δtIδ, δtIδ). De plus, Ln est une fonction de Zn(β) (cf. (2.7)). Par conséquent, le

vecteur


Zn(β)

1√
n

∑n
i=1 `

(.)(Xi, β)

log
∏n

i=1
gJ (Xi,θn,β)

f(Xi,β)
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est asymptotiquement gaussien. Calculons les termes de covariance asymptotique associés :

Cova

(
log

n∏
i=1

gJ(Xi, θn, β)

f(Xi, β)
, Zn(β)

)
= Cov

(
δtZn(β)− 1

2
δtIδ, Zn(β)

)
= δtVar (Zn(β)) = δtI

et Cova

(
log

n∏
i=1

gJ(Xi, θn, β)

f(Xi, β)
,

1√
n

n∑
i=1

`(.)(Xi, β)

)

= Cov

(
δtZn(β)− 1

2
δtIδ,

1√
n

n∑
i=1

`(.)(Xi, β)

)

= δtCov

(
Zn(β),

1√
n

n∑
i=1

`(.)(Xi, β)

)

= δtIβ.

Par conséquent, nous avons
Zn(β)

1√
n

∑n
i=1 `

(.)(Xi, β)

log
∏n

i=1
gJ (Xi,θn,β)

f(Xi,β)

 H0
; NJ+3




0

0

−1
2
δtIδ

 ,


I Iβ Iδ

I t
β Iββ I t

βδ

δtI δtIβ δtIδ




et

 Zn(β)

1√
n

∑n
i=1 `

(.)(Xi, β)

 H1,n
; NJ+2


 Iδ

I t
βδ

 ,

 I Iβ

I t
β Iββ


 ,

en utilisant le troisième lemme de LeCam (cf. Annexe 2.8.2).

À présent, nous rappelons que la Proposition 2.1 nous donne la représentation asympto-

tique suivante :

√
n(β̂n − β) = I−1

ββ

1√
n

n∑
i=1

`(.)(Xi, β) + oPH0,β
(1).

Nous terminons alors la preuve de la Proposition 2.5 en remarquant que cette

représentation asymptotique reste valable sous H1,n (cf. Proposition 2.4) :

√
n(β̂n − β) = I−1

ββ

1√
n

n∑
i=1

`(.)(Xi, β) + oPH1,n
(1).
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2.7.6 Preuve de la Proposition 2.6

Cette preuve est basée sur la méthode delta avec la fonction h : R2 7→ R définie par

h

x
y

 =
yσ

xγ
,

dont le gradient ḣ vaut

ḣ

x
y

 =

−yσ/(x2γ)

σ/(xγ)

 .

La méthode delta repose sur le développement suivant.

√
n(h(β̂n)− h(β)) = ḣ(β)t

√
n(β̂n − β) + oPH1,n

(1). (2.18)

Comme
√
n(β̂n − β) est borné en probabilité d’après la Proposition 2.5, cette équation

s’obtient facilement par un développement de Taylor.

Par conséquent, puisque
√
n(β̂n−β)

H1,n
; N (I−1

ββ I
t
βδ, I

−1
ββ ) (cf. Proposition 2.5), nous avons

√
n(h(β̂n)− h(β))

H1,n
; N

(
ḣ(β)tI−1

ββ I
t
βδ , ḣ(β)tI−1

ββ ḣ(β)
)
,

et donc

√
n

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

)
H1,n
; N

(
−δt u2(1 + γ)(1 + 2γ)

γ(u+ 1 + γ)(u+ 1)2

∣∣∣∣
u=1,...,J

,
(1 + γ)2(1 + 2γ)

γ2

)
.

2.7.7 Preuve de la Proposition 2.7

Selon la Proposition 2.4, la représentation asymptotique de Zn(β̂n) sous H1,n est la même

que celle précédemment obtenue, c’est-à-dire :

Zn(β̂n) = Zn(β) +
√
n

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

)
s

(s+ γ + 1)(s+ 1)

∣∣∣∣∣
s=1,...,J

+
√
n(γ̂n − γ)

1

γ̂n

s

(s+ 1)2

∣∣∣∣∣
s=1,...,J

+ oPH1,n
(1). (2.19)
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En utilisant les Propositions 2.5 et 2.6, et avec I defini dans (2.12), nous obtenons

EH1,n(Zn(β)) = Iδ =
uv

(u+ v + 1)(u+ 1)(v + 1)

∣∣∣∣
u,v=1,...,J

δ, (2.20)

EH1,n

(
√
n

(
1− γ̂nσ

σ̂nγ

)
v

(v + γ + 1)(v + 1)

∣∣∣∣
v=1,...,J

)

= − u2v(1 + γ)(1 + 2γ)

γ(u+ 1 + γ)(v + 1 + γ)(u+ 1)2(v + 1)

∣∣∣∣
u,v=1,...,J

δ,

et EH1,n

(
√
n(γ̂n − γ)

v

γ̂n(v + 1)2

∣∣∣∣
v=1,...,J

)
=

uv(1 + γ)(u− γ)

γ(u+ 1 + γ)(u+ 1)2(v + 1)2

∣∣∣∣
u,v=1,...,J

δ.

Des calculs directs mènent à l’expression suivante pour l’espérance asymptotique de

Zn(β̂n) sous H1,n :

Ea;H1,n(Zn(β̂n)) =

[
uv

(u+ v + 1)(u+ 1)(v + 1)

− uv(1 + γ)(uv + γ + (u+ 1)(v + 1))

(v + γ + 1)(u+ γ + 1)(u+ 1)2(v + 1)2

]∣∣∣∣∣
u,v=1,...,J

δ

= ΣJ(β)δ. (2.21)

En combinant (2.18), (2.19) et les Propositions 2.4 et 2.5, il est trivial de remar-

quer que les termes de covariances sont identiques sous H1,n et sous H0. En effet,

en examinant le troisième lemme de LeCam (cf. Annexe 2.8.2), nous constatons que

seuls les termes d’espérance diffèrent. Par conséquent, Vara;H1,n
(Zn(β̂n)) = ΣJ(β). Par

ailleurs, d’après (2.19), la quantité Zn(β̂n) peut être décomposée en trois termes plus un

terme de reste. Selon les Propositions 2.5 et 2.6 et le théorème de Slutsky, le vecteur

formé par ces trois termes est asymptotiquement gaussien sous H1,n. Ainsi, sous H1,n,

Zn(β̂n) converge en distribution vers une gaussienne NJ(ΣJ(β)δ,ΣJ(β)). Par conséquent,

Zt
n(β̂n)Σ−1

J (β)Zn(β̂n)
H1,n
; χ2

J,δtΣJ (β)δ, ce qui permet de déduire la Proposition 2.7 par la

Proposition 2.5 et par continuité.
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2.8 Annexes

2.8.1 Définitions d’après Pfanzagl [56]

Soient X,X1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

dont la distribution dépend d’un paramètre ζ ∈ S et est notée Fζ . Dans cette section,

sauf mention contraire, l’espace S sera supposé localement compact. Il s’agit donc d’un

espace séparé (dit de Hausdorff) dont tout point admet un voisinage compact. Notons Pζ

la probabilité sous Fζ définie sur l’espace probabilisable (X ,A) et Eζ l’espérance associée.

Avant de donner quelques définitions et théorèmes de convergence, il est important de

bien comprendre ce qu’on entend par « localement uniformément » :

« localement uniformément en ζ0 » signifie « uniformément sur un voisinage de ζ0 ».

« localement uniformément sur S » signifie « localement uniformément en ζ0 pour tout

ζ0 ∈ S ».

Définition 2.1 Une famille de fonctions h(., ζ) est Pζ-intégrable localement uni-

formément en ζ0 s’il existe un voisinage V (ζ0) tel que

lim
M→∞

sup
ζ∈V (ζ0)

Eζ

(
|h(X, ζ)|1{|h(X,ζ)|>M}

)
= 0.

Remarque 2.2 S’il existe η > 0 tel que supζ∈V (ζ0) Eζ(|h(X, ζ)|1+η) < ∞

alors h(., ζ) est Pζ-intégrable localement uniformément en ζ0. En effet, comme

Eζ(|h(X, ζ)|1{|h(X,ζ)|>M}) ≤ M−ηEζ(|h(X, ζ)|1+η), il suffit que supζ∈V (ζ0) Eζ(|h(X, ζ)|1+η)

soit finie avec η > 0 pour conclure.

Définition 2.2 Posons Yn = H(X1, . . . , Xn; ζ), où la fonction H est à valeurs dans Rq

et soit Qn,ζ la loi de Yn. La suite Yn, n ∈ N, converge en distribution vers Qζ localement
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uniformément sur S si pour tout ζ0 ∈ S, il existe un voisinage V (ζ0) de ζ0 ∈ S tel que

lim
n→∞

sup
ζ∈V (ζ0)

|Qn,ζ(h)−Qζ(h)| = 0 pour tout h ∈ C

où C représente la classe des fonctions bornées et continues h : Rq 7→ R.

Définition 2.3 Une quantité aléatoire Q(X1, . . . , Xn; ζ) est
√
n-consistante localement

uniformément sur S pour Q(ζ) si pour tout ζ0, il existe un voisinage V (ζ0) de ζ0 ∈ S tel

que pour tout ε > 0, il existe Mε > 0 tel que

sup
ζ∈V (ζ0)

Pζ

(√
n‖Q(X1, . . . , Xn; ζ)−Q(ζ)‖ > Mε

)
< ε pour tout n ∈ N

où ‖ · ‖ est la norme Euclidienne usuelle.

Remarquons également qu’une quantité aléatoire Q(X1, . . . , Xn; ζ) est
√
n-consistante

localement uniformément sur S pour Q(ζ) si la quantité
√
n(Q(X1, . . . , Xn; ζ) − Q(ζ))

converge en distribution localement uniformément sur S vers une loi ayant une variance

finie.

Théorème 2.1 (Version uniforme du théorème central limite) Soit S un espace

quelconque et f(., ζ) une fonction mesurable de (X ,A) dans (Rq,BRq) avec BRq la tribu

des boréliens de Rq telle que

Eζ(f(X, ζ)) = 0 pour ζ ∈ S

et pour ζ ∈ S, ‖f(., ζ)‖2 est uniformément Pζ-intégrable sur S. Soit

Σ(ζ) := Eζ(f(X, ζ)f(X, ζ)t).

Alors

n−1/2

n∑
i=1

f(Xi, ζ) ; N (0,Σ(ζ)) uniformément sur S.

Théorème 2.2 (Méthode delta) Soit T un ouvert de Rq. Soit ζ̂n ∈ T un estimateur

tel que

√
n(ζ̂n − ζ) ; N (0,Σ(ζ)) localement uniformément en ζ0.
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Supposons que h : T → Rp, p ≤ q, ait ses dérivées partielles continues sur S et notons

Hij(t) := h
(j)
i (t1, . . . , tq), i = 1 . . . , p, j = 1, . . . , q, où H(ζ0) est de rang p.

Alors

√
n(h(ζ̂n)− h(ζ)) ; N (0, H(ζ)Σ(ζ)H(ζ)t) localement uniformément en ζ0.

Définition 2.4 Une quantité aléatoire Q(X1, . . . , Xn; ζ) converge en probabilité (
Pζ−→)

localement uniformément sur S vers Q(ζ) si pour tout ζ0 ∈ S, il existe un voisinage V (ζ0)

de ζ0 tel que

lim
n→∞

sup
ζ∈V (ζ0)

Pζ(‖Q(X1, . . . , Xn; ζ)−Q(ζ)‖ > ε) = 0 pour ε > 0.

Nous dirons qu’une quantité aléatoire Q(X1, . . . , Xn; ζ) est consistante localement uni-

formément sur S pour Q(ζ) si Q(X1, . . . , Xn; ζ) converge en probabilité localement uni-

formément sur S vers Q(ζ).

Proposition 2.8 (Version uniforme locale du théorème des transformations

continues) Soit g : Rk 7→ Rm une fonction continue en tout point de l’ensemble S

tel que P(ζ ∈ S) = 1. Si ζ̂n converge en probabilité vers ζ localement uniformément sur

S, alors g(ζ̂n) converge en probabilité vers g(ζ) localement uniformément sur S.

La preuve de cette proposition est une adaptation directe de celle du Théorème 2.3 de

van der Vaart [69].

Théorème 2.3 (Théorème 7.5.9. de Pfanzagl [56]) Soit S un ouvert de Rp et {Pζ :

ζ ∈ S} une famille de mesures de probabilité dominées par une mesure µ σ-finie. Soit

f(., ζ) une densité de Pζ par rapport à µ. Notons `(., ζ) = log f(., ζ). Les premières et

deuxièmes dérivées partielles de `(x, ζ) sont notées `(i)(x, ζ) et `(ij)(x, ζ), i, j = 1, . . . , p.

Nous noterons `(.)(x, ζ) le vecteur colonne des `(i)(x, ζ), i = 1, . . . , p. Soit L(ζ) la p × p-

matrice formée des éléments :

Lij(ζ) := Eζ(`
(i)(X, ζ)`(j)(X, ζ)), i, j = 1, . . . , p.
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Supposons que la famille {Pζ : ζ ∈ S} satisfasse les conditions suivantes :

• Eζ

(
`(.)(X, ζ)

)
= 0 avec ζ ∈ S.

• Eζ

(
`(ij)(X, ζ)

)
+ Eζ

(
`(i)(X, ζ)`(j)(X, ζ)

)
= 0 pour i, j = 1, . . . , p et ζ ∈ S.

• Les fonctions `(i)(., ζ) pour i = 1, . . . , p et ζ ∈ S sont linéairement Pζ-indépendantes.

• Il existe un voisinage U(ζ0) de ζ0 tel que

ζ 7→ `(ij)(x, ζ) est continue sur U(ζ0) pour i, j = 1, . . . , p, pour tout x

et sup
ζ1∈U(ζ0)

|`(ij)(., ζ1)| est Pζ-intégrable localement uniformément en ζ0.

• Pour i = 1, . . . , p, la famille de fonctions x 7→ [`(i)(x, ζ)]2 est Pζ-intégrable,

localement uniformément en ζ0.

Considérons maintenant une quantité aléatoire ζ̃n ∈ Rp
√
n-consistante localement uni-

formément pour ζ en ζ0. Soit Λ(X1, . . . , Xn) un estimateur consistant pour Λ(ζ) = L(ζ)−1

localement uniformément en ζ0. Alors l’estimateur

ζ̂n := ζ̃n + Λ(X1, . . . , Xn)
1

n

n∑
i=1

`(.)(Xi, ζ̃n) (2.22)

vérifie la représentation asymptotique suivante

√
n(ζ̂n − ζ)− Λ(ζ)

1√
n

n∑
i=1

`(.)(Xi, ζ)
Pζ−→ 0 localement uniformément en ζ0

ainsi que la convergence en distribution suivante

√
n(ζ̂n − ζ) ; N (0,Λ(ζ)) localement uniformément en ζ0.

2.8.2 Théorie de LeCam - Normalité Asymptotique Locale

Dans la construction de la statistique de test proposée dans ce chapitre ainsi que dans

son étude de comportement asymptotique sous des alternatives locales, nous avons utilisé

le concept de normalité asymptotique locale. Les rappels donnés dans cette section sont
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principalement issus de van der Vaart [69].

Une suite de modèles statistiques est « localement asymptotiquement normale » si

asymptotiquement le logarithme du rapport de vraisemblance associé admet un certain

développement quadratique. Une définition plus formelle est donnée ci-dessous :

Définition 2.5 La suite de modèles statistiques {Pn,θ : θ ∈ Θ} est localement asymp-

totiquement normale (LAN) en θ s’il existe des matrices rn et Iθ ainsi que des vecteurs

aléatoires ∆n,θ tel que ∆n,θ

Pn,θ
; N (0, Iθ) et pour toute suite convergente hn → h

log
dPn,θ+r−1

n hn

dPn,θ

= ht∆n,θ −
1

2
htIθh+ oPn,θ

(1).

Sous la normalité asymptotique locale, nous avons donc

log
dPn,θ+r−1

n hn

dPn,θ

Pn,θ
; N

(
−1

2
htIθh, h

tIθh

)
.

Par conséquent il va être possible d’utiliser le premier lemme de LeCam rappelé ci-dessous

et d’en déduire que Pn,θ et Pn,θ+r−1
n hn

sont mutuellement contigües (noté Pn,θ/.Pn,θ+r−1
n hn

).

Soient Pn et Qn des suites de mesures de probabilité sur des espaces probabilisables

(Xn,An).

Premier lemme de LeCam : Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Qn est contigüe par rapport à Pn, ce qui est noté Qn / Pn.

(ii) Il existe une sous-suite m(n) telle que si dPm(n)/dQm(n)

Qm(n)
; U , alors P(U > 0) = 1.

(iii) Il existe une sous-suite m(n) telle que si dQm(n)/dPm(n)

Pm(n)
; V , alors E(V ) = 1.

(iv) Pour toute statistique Tn : Ωn 7→ Rk : si Tn
Pn→ 0, alors Tn

Qn→ 0.

La quatrième assertion, la plus utilisée, est très importante car elle assure que si une

représentation asymptotique est valable sous Pn alors elle l’est aussi sous Qn.

Les arguments de contigüıté sont des outils pour obtenir la distribution limite d’une suite
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de statistiques sous des lois Qn à partir de la distribution limite sous des lois Pn. Le plus

souvent, Pn représente l’hypothèse nulle alors que Qn représente l’hypothèse alternative.

Le troisième lemme de LeCam décrit ci-dessous peut donc être utilisé pour trouver le

comportement d’une statistique sous Qn :

Troisième lemme de LeCam : Soit Xn : Ωn 7→ Rk une suite de vecteurs aléatoires.

Supposons  Xn

log dQn

dPn

 Pn
; Nk+1


 µ

−1
2
σ2

 ,

Σ τ

τ t σ2


 ,

alors Xn
Qn
; Nk(µ+ τ,Σ).

Nous pouvons remarquer que la matrice de variance-covariance asymptotique de Xn reste

identique sous Pn et sous Qn. C’est en fait le vecteur moyenne qui diffère en fonction de

la covariance asymptotique τ entre Xn et le rapport de log-vraisemblance.

2.8.3 Simulation par la méthode de rejet

Cette technique de simulation permet de simuler une loi de densité g quelconque à partir

d’une densité f facile à simuler. Cette méthode particulière de simulation introduite par

von Neumann [70] repose sur la proposition suivante :

Proposition 2.9 Soit µ une mesure positive sur Rk, f et g deux densités de probabilité

sur (Rk, µ) telles qu’il existe une constante c vérifiant :

∀x ∈ Rk, cf(x) ≥ g(x).

Soit X une variable aléatoire de densité f par rapport à µ et U une variable aléatoire

de loi uniforme sur [0, 1], indépendante de X. Alors la loi conditionnelle de X sachant

l’évènement (c Uf(X) < g(X)) a pour densité g par rapport à µ.
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L’algorithme de simulation est le suivant

Répéter

Simuler X de densité f

Simuler U de loi uniforme sur [0, 1]

jusqu’à obtenir {c Uf(X) < g(X)}.

Le nombre de passages dans la boucle suit la loi géométrique G(1
c
), d’espérance c. On aura

donc intérêt à choisir f assez proche de g de sorte que la constante c = max(g(x)/f(x))

soit la plus petite possible.

Pour simuler la loi de densité gJ définie en (2.1), cette méthode peut être appliquée. En

effet, si nous imposons que les δi, i = 1, . . . , J soient égaux à une unique valeur δ > 0,

nous obtenons l’inégalité suivante

exp

{
J∑

s=1

θsF
s
(x, β)−K(θ)

}
≤ exp

(
Jδ√
n

)
= c,

ainsi, pour n, β et θ fixés et pour tout x ∈ [0,∞),

gJ(x, θ, β) ≤ c f(x, β).





Chapitre 3

Estimation en présence de censure

Résumé

Dans ce troisième chapitre, nous nous plaçons dans le cadre de données censurées

aléatoirement à droite. Dans ce contexte, différents estimateurs de l’indice des valeurs

extrêmes ont été proposés par Beirlant et al. [7]. Ils sont tous construits de la même

façon : l’estimateur usuel (sans censure) est divisé par la proportion d’observations non

censurées au-delà d’un certain seuil. Récemment, Einmahl et al. [31] ont établi la norma-

lité asymptotique de tels estimateurs. Une autre façon d’aborder le problème consiste à

utiliser l’approche POT et à adapter au contexte des données censurées la vraisemblance.

Nous pouvons ainsi obtenir des estimateurs du maximum de vraisemblance pour (γ1, σ1,t),

les paramètres de la GPD. Cependant les propriétés asymptotiques de ces derniers sont

très difficiles à obtenir. Nous proposons donc dans ce chapitre un estimateur du couple

(γ1, σ1,t) basé sur une seule étape de l’algorithme de Newton-Raphson lorsque les données

sont censurées aléatoirement à droite. Nous établissons la normalité asymptotique de ces

estimateurs et montrons par le biais de simulations que, à distance finie, ils se comportent

de façon similaire à ceux du maximum de vraisemblance.
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3.1 Introduction

Nous allons nous intéresser dans ce chapitre au problème de l’estimation de l’indice des

valeurs extrêmes et cela en présence de données censurées aléatoirement à droite. Ce

problème est très récent dans la littérature. Il a été mentionné dans le livre de Reiss et

Thomas [63] mais n’a été réellement abordé qu’en 2007 par Beirlant et al. [7] et l’année

suivante par Einmahl et al. [31]. Pourtant ses applications sont multiples, dont une, natu-

relle, concerne le domaine médical. Dans ce contexte, nous nous intéressons par exemple

à la durée de survie de patients tous sujets à une même maladie. Ces patients sont suivis

pendant un certain intervalle de temps et à la fin de la période d’observation, le point

est fait sur leur état. Pour ceux décédés pendant la période d’observation, nous disposons

exactement de leur date de décès. En revanche, pour ceux toujours en vie à la fin de

l’étude, nous n’avons aucune indication sur leur future date de décès. En conséquence, ces

données sont dites censurées aléatoirement à droite. Un tel exemple a été considéré dans

Beirlant et al. [7] ainsi que dans Einmahl et al. [31].

Formellement, dire que nous sommes en présence de données censurées aléatoirement

à droite revient à dire que l’échantillon X1, ..., Xn (des durées réelles de vie) n’est pas

observé mais est censuré par un deuxième échantillon Y1, ..., Yn. Ces deux échantillons

sont formés de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi F

et G respectivement et sont supposés indépendants entre eux. Les variables que nous

observons sont d’une part les Zi définies par Zi = Xi ∧ Yi, i = 1, ..., n, et d’autre part les

indicateurs de censure δi = 1l{Xi≤Yi}, i = 1, ..., n. Autrement dit, nous savons si la donnée

observée a été censurée ou non. Il est clair que les Zi sont des variables indépendantes, de

loi H liée à F et G par la relation H(z) := 1 −H(z) = F (z)G(z). Le point terminal de

H sera noté dans toute la suite τH = sup{x : H(x) < 1}.

Nous supposerons dans la suite l’hypothèse très générale que F et G sont deux distri-
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butions dans un domaine d’attraction des extrêmes, d’indices respectifs γ1 et γ2. Ceci

implique que l’indice des valeurs extrêmes de H existe et il sera noté dans toute la suite

γ.

Beirlant et al. [7] ont proposé différents estimateurs de γ1, l’indice des valeurs extrêmes

associé à F . Ces derniers sont tous construits de façon similaire, à partir d’un estimateur

non adapté à la censure, par exemple l’estimateur de Hill [40], l’estimateur des moments

de Dekkers et al. [26] ou encore l’estimateur UH (Beirlant et al. [9]). Ces estimateurs,

basés sur les observations Zi, estiment par conséquent l’indice γ de H. Il s’agit alors de

les modifier de façon à estimer γ1 et non γ. Une façon de procéder (cf. Beirlant et al. [7])

consiste à diviser ces estimateurs usuels (non adaptés à la censure) par la proportion de

données non censurées au-delà d’un seuil t, c’est-à-dire à utiliser

γ̂
(c,.)
Z,t :=

γ̂
(.)
Z,t

1
Nt

∑n
j=1 δj1l{Zj>t}

(3.1)

avec Nt le nombre d’excès au-delà de t. Plusieurs estimateurs adaptés à la censure sont

possibles (γ̂
(c,H)
Z,t , γ̂

(c,M)
Z,t , ou encore γ̂

(c,UH)
Z,t ) selon le choix de la méthode d’estimation de

départ γ̂
(.)
Z,t. Récemment, Einmahl et al. [31] ont établi, de façon unifiée, la normalité

asymptotique de tout estimateur de l’indice des valeurs extrêmes écrit sous la forme (3.1)

dans le cas où le seuil choisi, t, est aléatoire et égal à Zn−k,n, la n − k-ième statistique

d’ordre de l’échantillon Z1, ..., Zn.

Comme nous l’avons vu dans le chapitre d’introduction, ces estimateurs γ̂
(.)
Z,t découlent

de la première caractérisation d’appartenance à un domaine d’attraction. Nous pourrions

cependant envisager d’utiliser la méthode POT pour construire de nouveaux estimateurs.

Il est alors nécessaire d’adapter la vraisemblance à la censure. Nous pouvons ainsi proposer

d’autres estimateurs, non seulement de l’indice mais également du deuxième paramètre

σ1,t de la GPD, distribution limite des excès Ej = Zj − t, sachant Zj > t, au-delà d’un

seuil t quand t → τH . Dans ce cas, la vraisemblance s’exprime selon (cf. Andersen et al.
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[1], p. 411) :

L(γ1, σ1,t) =
Nt∏
j=1

[
gγ1,σ1,t(Ej)

]δj
[
1−Gγ1,σ1,t(Ej)

]1−δj (3.2)

où 1−Gγ1,σ1,t(x) =
(
1 + γ1

σ1,t
x
)− 1

γ1 et gγ1,σ1,t est la densité associée.

En dérivant cette vraisemblance par rapport à ses deux paramètres, nous obtenons un

système de deux équations à deux inconnues. Comme toujours dans ce type de contexte,

nous ne pouvons pas en déduire explicitement les estimateurs du maximum de vraisem-

blance, mais pouvons les obtenir numériquement par des méthodes de type Newton-

Raphson. Malgré ces difficultés numériques, les estimateurs du maximum de vraisem-

blance sont en général appréciés pour leurs bonnes propriétés asymptotiques. Cependant,

établir ces dernières demeure extrêmement difficile. Il s’agit d’un sujet d’actualité qui,

dans le cas où il n’y a pas de censure, a donné lieu à plusieurs publications (cf. Smith

[66], Drees [29], Drees et al. [30]). Dans le cas censuré, cette normalité est encore plus

problématique à établir et n’a pas trouvé de solution à ce jour. Nous proposons donc,

dans ce chapitre, de nous intéresser à des estimateurs de (γ1, σ1,t) appelés estimateurs

« one-step », obtenus après une seule itération de la procédure de Newton-Raphson, notés

(γ̂
(c,OS)
Z,t , σ̂

(c,OS)
Z,t ). Nous montrons également, par simulations, qu’à distance finie ces esti-

mateurs se comportent de façon similaire à ceux du maximum de vraisemblance.

Dans la suite nous supposerons que les indices γ1 et γ2 associés respectivement à F et G

sont de même signe et que les points terminaux de F et G sont identiques. Ceci donne

lieu à trois cas possibles :
cas 1 : γ1 > 0, γ2 > 0,

cas 2 : γ1 < 0, γ2 < 0, τF = τG,

cas 3 : γ1 = γ2 = 0, τF = τG.

Notons que les autres cas (en particulier les mixtures entre domaines d’attraction) ne sont

pas intéressants. En effet, ils correspondent (du moins asymptotiquement) à un taux de
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censure proche de 0 et donc à la théorie existante (par exemple si γ1 < 0 et γ2 > 0) ou à

un taux de censure proche de 1 (par exemple si γ1 > 0 et γ2 < 0) pour lequel une bonne

estimation de l’indice semble impossible. Ceci justifie donc pleinement que seuls ces trois

cas soient étudiés dans la suite du chapitre. Remarquons que dans les deux premiers cas,

il est facile de vérifier que γ = γ1γ2

γ1+γ2
. Dans le dernier cas, γ est nul et par convention nous

le noterons également γ1γ2

γ1+γ2
.

Le résultat principal de ce chapitre est la normalité asymptotique du vecteur

(γ̂
(c,OS)
Z,t , σ̂

(c,OS)
Z,t )

′
correctement renormalisé ; une démonstration en sera proposée en Sec-

tion 3.4 et les calculs techniques associés détaillés en annexe. Plusieurs exemples seront

détaillés en Section 3.3. Enfin, une étude par simulations sera présentée afin d’illustrer la

proximité entre les estimateurs « one-step » que nous proposons ici et pour lesquels nous

avons établi des résultats asymptotiques, et ceux du maximum de vraisemblance obtenus

en maximisant (3.2).

3.2 Résultat principal

Notons UF (resp. UG) la fonction queue de F (resp. de G) définie par UF (x) :=

F←
(
1− 1

x

)
= inf{y : F (y) ≥ 1 − 1

x
} (resp. UG(x) := G←

(
1− 1

x

)
). Nous supposons

l’existence de deux fonctions positives aF et aG telles que

lim
x→∞

UF (xu)− UF (x)

aF (x)
=

∫ u

1

vγ1−1dv =: hγ1(u) pour tout u > 0 (3.3)

lim
x→∞

UG(xu)− UG(x)

aG(x)
=

∫ u

1

vγ2−1dv =: hγ2(u) pour tout u > 0. (3.4)

Nous dirons que la fonction queue UF (resp. UG) satisfait la condition des valeurs extrêmes

Cγ1(aF ) (resp. Cγ2(aG)) si (3.3) (resp. (3.4)) est vérifiée avec la fonction aF (resp. aG).

Il s’agit là d’une condition du premier ordre qui n’est pas suffisante pour établir un

résultat de normalité. Pour de tels résultats, il est indispensable de supposer une condition
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du second ordre qui peut se formaliser comme suit (cf. de Haan et Stadtmüller [39]).

Supposons pour tout u > 0 que :

UF (xu)− UF (x)

aF (x)
− hγ1(u) ∼ a2,F (x)kF (u), x→∞ (3.5)

UG(xu)− UG(x)

aG(x)
− hγ2(u) ∼ a2,G(x)kG(u), x→∞ (3.6)

où a2,F , a2,G → 0 sont des fonctions à variation régulière Rρ1 ,Rρ2 respectivement, avec

ρ1 ≤ 0 et ρ2 ≤ 0 et

kF (u) = AF hγ1+ρ1(u) + cF

∫ u

1

tγ1−1hρ1(t) dt

kG(u) = AG hγ2+ρ2(u) + cG

∫ u

1

tγ2−1hρ2(t) dt,

où AF , AG, cF et cG sont des constantes convenables.

Notons que si ρ1 (resp. ρ2) est strictement négatif, alors un choix approprié de aF (resp.

de aG) implique une simplification de la fonction limite kF (resp. kG) alors égale à (AF +

ρ−1
1 cF )hγ1+ρ1(u) (resp. (AG + ρ−1

2 cG)hγ2+ρ2(u)) (cf. Proposition 3.2 de Beirlant et al. [6]).

Suivant le problème considéré, il est parfois plus facile de travailler, non pas avec une

fonction queue, mais avec la fonction de répartition elle-même. Dans ce cas, sous les

conditions du premier et second ordre (3.3)-(3.6) et lorsque UF et UG sont continues, nous

pouvons dire que

1

χ1(t)

{
1− F (t+ v σ1,t)

1− F (t)
− ηγ1(v)

}
−→ ψ1(v), t→ τF (3.7)

1

χ2(t)

{
1−G(t+ v σ2,t)

1−G(t)
− ηγ2(v)

}
−→ ψ2(v), t→ τG (3.8)

où χ1(t) = a2,F (U←F (t)), χ2(t) = a2,G (U←G (t)), ηγ(v) = (1 + γv)−1/γ, ψ1(v) =

η1+γ1
γ1

(v)kF

(
η−1

γ1
(v)
)

et ψ2(v) = η1+γ2
γ2

(v)kG

(
η−1

γ2
(v)
)
. Nous référons le lecteur à Beirlant et

al. [6] (p. 93-94) pour plus de détails.
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Avant d’énoncer notre résultat principal, nous avons encore besoin d’introduire les prin-

cipaux termes de biais de nos estimateurs donnés par

B1,t(γ1, σ1,t) :=



1

γ1σ1,t

1

H(t)

∫ τH

t

H(x)

1 + γ1

σ1,t
(x− t)

dx− 1

γ1σ1,t

1

H(t)

∫ τH

t

H(x)

(1 + γ1

σ1,t
(x− t))2

dx

− 1

σ1,t

1

H(t)

∫ τH

t

H
1
(x)

(1 + γ1

σ1,t
(x− t))2

dx si γ1 6= 0

1

σ2
1,t

1

H(t)

∫ τH

t

(x− t)H(x)dx− 1

σ1,t

1

H(t)

∫ τH

t

H
1
(x)dx si γ1 = 0

et

B2,t(γ1, σ1,t) :=



−H
1
(t)

H(t)
+

1

σ1,t

1

H(t)

∫ τH

t

H(x)

(1 + γ1

σ1,t
(x− t))2

dx

+
γ1

σ1,t

1

H(t)

∫ τH

t

H
1
(x)

(1 + γ1

σ1,t
(x− t))2

dx si γ1 6= 0

−H
1
(t)

H(t)
+

1

σ1,t

1

H(t)

∫ τH

t

H(x)dx si γ1 = 0

avec H
1
(t) = P (Z > t, δ = 1) = P (t < X ≤ Y ) .

Nous sommes maintenant à même d’énoncer le résultat de normalité.

Théorème 3.1 Supposons que UF et UG soient continues et satisfassent les conditions

du premier et second ordre (3.3)-(3.6). Avec Nt le nombre d’excès au-delà de t, sous

l’hypothèse que la fonction à variation lente associée à F est normalisée et que, lorsque

t→ τH , les termes de biais sont tels que√
NtB1,t(γ1, σ1,t)

P−→ 0 (3.9)√
NtB2,t(γ1, σ1,t)

P−→ 0 (3.10)

et
σ2,t

σ1,t + σ2,t

−→ C ∈ (0, 1) si γ1 = γ2 = 0 et τF = τG, (3.11)
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alors, pour γ > −1
2
, nous avons le comportement asymptotique suivant :

√
Nt


γ̂

(c,OS)
Z,t − γ1

σ̂
(c,OS)
Z,t

σ1,t

− 1

 d−→ N




0

0

 ,Σ

 , quand t→ τH (3.12)

avec

Σ :=





(
γ1

γ

)3

(1 + γ)2 −

(
γ1

γ

)2

(1 + γ)

−

(
γ1

γ

)2

(1 + γ) 2
γ1

γ
(1 + γ)


si γ1γ2 > 0 et τF = τG,

 C−3 −C−2

−C−2 2C−1

 si γ1 = γ2 = 0 et τF = τG.

Nous allons, dans la section suivante, étudier plus en détail les hypothèses du Théorème

3.1 sur quelques exemples de lois.

3.3 Exemples et résultats de simulations

Dans cette section, nous allons, dans un premier temps, considérer les trois exemples

suivants :

• une Burr censurée par une Burr ;

• une ReverseBurr censurée par une ReverseBurr ;

• une Logistique censurée par une Logistique.

Notons que ces trois exemples couvrent les trois cas possibles considérés et permettent

de montrer ce que peuvent représenter les hypothèses (3.9), (3.10) et (3.11) du Théorème

3.1. Dans chacun des cas, nous allons calculer explicitement les principaux termes de
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biais B1,t(γ1, σ1,t) et B2,t(γ1, σ1,t), ce qui nous amènera à trouver pour ces exemples des

conditions suffisantes pour que les hypothèses (3.9) et (3.10) du Théorème 3.1 soient

satisfaites. Dans l’exemple du cas 3, nous montrons que la condition (3.11) est également

satisfaite.

Enfin, nous allons illustrer, par simulations, le comportement de nos estimateurs « one-

step » par rapport à ceux du maximum de vraisemblance, résultant de la maximisation

de la vraisemblance (3.2).

3.3.1 Différents exemples

• Exemple 1 : X ∼ Burr(β1, τ1, λ1) et Y ∼ Burr(β2, τ2, λ2), βi, τi, λi > 0, i = 1, 2, et

τ1 6= 1.

Dans ce cas, nous avons

1− F (x) =

(
β1

β1 + xτ1

)λ1

= x−τ1λ1βλ1
1

(
1 + β1x

−τ1
)−λ1 , x > 0

1−G(x) =

(
β2

β2 + xτ2

)λ2

= x−τ2λ2βλ2
2

(
1 + β2x

−τ2
)−λ2 , x > 0

et alors γ1 =
1

λ1τ1
, γ =

1

λ1τ1 + λ2τ2
et σ1,t = γ1 t

(
1 +

β1

τ1
t−τ1(1 + o(1))

)
.

Des calculs assez laborieux nous conduisent aux principaux termes de biais suivants :

B1,t(γ1, σ1,t) =


−γ

2

γ2
1

β1(1− τ1)(1 + γ − γ2τ1)

τ1(1 + γτ1)(1 + γτ1 + γ)(1 + γ)(1 + 2γ)
t−τ1 si τ1 ≤ τ2

o
(
t−τ2

)
si τ1 > τ2

B2,t(γ1, σ1,t) =


− γ

γ1

β1(1− τ1)(1 + γ)

τ1(1 + γτ1 + γ)(1 + 2γ)
t−τ1 si τ1 ≤ τ2

o
(
t−τ2

)
si τ1 > τ2.
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Il en résulte qu’une condition suffisante pour (3.9) et (3.10) est :√
nH(t) t−τ −→ 0 ou de façon équivalente

√
n t−τ− 1

2γ −→ 0, quand t→∞,

où τ = min(τ1, τ2).

• Exemple 2 : X ∼ ReverseBurr (β1, τ1, λ1, τH) et Y ∼ ReverseBurr (β2, τ2, λ2, τH),

βi, τi, λi, τH > 0, i = 1, 2.

Dans ce cas

1− F (x) =

(
β1

β1 + (τH − x)−τ1

)λ1

= (τH − x)τ1λ1βλ1
1

(
1 + β1(τH − x)τ1

)−λ1

, x < τH

1−G(x) =

(
β2

β2 + (τH − x)−τ2

)λ2

= (τH − x)τ2λ2βλ2
2

(
1 + β2(τH − x)τ2

)−λ2

, x < τH

d’où γ1 = − 1

τ1λ1

, γ = − 1

τ1λ1 + τ2λ2

et σ1,t = −γ1(τH − t)

(
1− β1

τ1
(τH − t)τ1(1 + o(1))

)
.

Ceci nous conduit aux nouveaux termes principaux de biais suivants :

B1,t(γ1, σ1,t) =



γ2

γ2
1

β1(1 + τ1)(1 + γ + γ2τ1)

τ1(1− γτ1)(1− γτ1 + γ)(1 + γ)(1 + 2γ)
(τH − t)τ1 si τ1 ≤ τ2

o ((τH − t)τ2) si τ1 > τ2

B2,t(γ1, σ1,t) =



γ

γ1

β1(1 + τ1)(1 + γ)

τ1(1− γτ1 + γ)(1 + 2γ)
(τH − t)τ1 si τ1 ≤ τ2

o ((τH − t)τ2) si τ1 > τ2.

De façon similaire à l’exemple précédent, nous en déduisons qu’une condition suffisante

pour (3.9) et (3.10) est√
nH(t) (τH−t)τ −→ 0 ou de façon équivalente

√
n (τH−t)τ− 1

2γ −→ 0, quand t→ τH ,

où τ = min(τ1, τ2).

• Exemple 3 : X, Y ∼ Logistique.
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Dans ce cas

1− F (x) = 1−G(x) =
2

1 + ex
, x > 0

avec γ1 = γ = 0 et σ1,t = 1. Cela implique que

B1,t(γ1, σ1,t) =
1

9
e−t (1 + o(1))

et

B2,t(γ1, σ1,t) =
1

3
e−t (1 + o(1)).

Cette fois-ci nous pouvons en déduire une condition nécessaire et suffisante pour (3.9) et

(3.10), qui est√
nH(t) e−t −→ 0 ou de façon équivalente

√
n e−2t −→ 0, quand t→∞.

Comme σ1,t = σ2,t = 1, (3.11) est clairement satisfaite.

3.3.2 Simulations

Afin d’illustrer ces trois exemples, nous avons simulé 300 échantillons de taille 500 issus

des distributions suivantes :

• une Burr (10, 4, 1) censurée par une Burr (10, 1, 0.5) : γ1 = 0.25, γ2 = 2 ;

• une ReverseBurr (1, 8, 0.5, 10) censurée par une ReverseBurr (10, 1, 2.5, 10) : γ1 =

−0.25, γ2 = −0.4 ;

• une Logistique censurée par une autre Logistique : γ1 = γ2 = 0.

Ces trois choix spécifiques de paramètres correspondent à trois taux différents de censure

dans la queue : 11% pour l’exemple de la Burr, 38% pour celui de la ReverseBurr et enfin

50% pour la Logistique.

Dans ces simulations, les estimateurs initiaux utilisés dans la construction des estimateurs

« one-step » sont les estimateurs des moments adaptés à la censure introduits par Beirlant
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et al. [7] et définis ci-dessous :

γ̂
(c,M)
Z,t :=

Hn(t)

H
1

n(t)

(
γ̂

(H)
Z,t + 1− 1

2

(
1−

(γ̂
(H)
Z,t )2

SZ,t

)−1)
et

σ̂
(c,M)
Z,t =

Hn(t)

H
1

n(t)

t
√

3(γ̂
(H)
Z,t )2 − SZ,t√

3[ρ1(γ̂
(M)
Z,t )]2 − ρ2(γ̂

(M)
Z,t )

,

où γ̂
(H)
Z,t , γ̂

(M)
Z,t et SZ,t ne sont rien d’autres que γ̂

(H)
Z,k,n, γ̂

(M)
Z,k,n et SZ,k,n, définis dans le chapitre

d’introduction, quand le seuil t est fixé égal à Zn−k,n. Quant aux quantités Hn(t) et H
1

n(t),

il s’agit des versions empiriques de H(t) et H
1
(t) respectivement.

Nous illustrons dans la Figure 3.1 le comportement (en terme de médiane et d’erreur en

moyenne quadratique (MSE)) des estimateurs de γ1 et dans la Figure 3.2 ceux du pa-

ramètre d’échelle renormalisé. Les deux estimateurs adaptés à la censure considérés sont

les estimateurs « one-step » (en pointillé) et ceux du maximum de vraisemblance (trait

plein), obtenus en maximisant (3.2). La droite horizontale représente toujours la vraie

valeur du paramètre. Ces graphes correspondent successivement aux trois distributions

considérées : Burr (haut), ReverseBurr (milieu) et Logistique (bas). Nous observons que

les estimateurs « one-step » ont un comportement similaire à celui des estimateurs par

maximum de vraisemblance pour lesquels nous rappelons que nous ne disposons pas du

comportement asymptotique. En particulier, si nous regardons les résultats pour la dis-

tribution de Burr(10, 4, 1) censurée par une distribution de Burr(10, 1, 0.5), il est même

très difficile de différencier les deux courbes. En terme de MSE, nous pouvons dire que

les deux minima de courbes sont proches l’un de l’autre, sauf dans le cas de la Logistique

pour le paramètre d’échelle renormalisé où il y a un écart significatif (également en terme

de médiane), le « one-step » étant considérablement meilleur. Ceci dit nous avons pu

constater que cela était dû au taux de censure élevé (50%) puisque si nous traçons ces

estimateurs dans le cas standard où il n’y a pas de censure, nous retrouvons alors une très

grande proximité entre les deux courbes, comme cela apparait sur la Figure 3.3.
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Fig. 3.1 – (a) Médiane pour γ̂
(c,.)
Z,t et (b) l’erreur en moyenne quadratique empirique pour

une Burr (10, 4, 1) censurée par une Burr (10, 1, 0.5) (en haut), pour une ReverseBurr

(1, 8, 0.5, 10) censurée par une ReverseBurr (10, 1, 2.5, 10) (au milieu) et pour une Logis-

tique censurée par une autre Logistique (en bas). La courbe en trait plein est l’estimateur

du maximum de vraisemblance et celle en pointillé est l’estimateur « one-step ». La droite

horizontale représente γ1.
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Fig. 3.2 – (a) Médiane pour
σ̂

(c,.)
Z,t

σ1,t
et (b) l’erreur en moyenne quadratique empirique pour

une Burr (10, 4, 1) censurée par une Burr (10, 1, 0.5) (en haut), pour une ReverseBurr

(1, 8, 0.5, 10) censurée par une ReverseBurr (10, 1, 2.5, 10) (au milieu) et pour une Logis-

tique censurée par une autre Logistique (en bas). La courbe en trait plein est l’estimateur

du maximum de vraisemblance et celle en pointillé est l’estimateur « one-step ».
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Fig. 3.3 – Cas sans censure : en haut : (a) médiane pour les estimateurs de γ1 et (b)

l’erreur en moyenne quadratique empirique associée et en bas : (a) médiane pour les

estimateurs du paramètre d’échelle renormalisé et (b) l’erreur en moyenne quadratique

empirique associée pour une distribution Logistique. La courbe en trait plein est l’estima-

teur du maximum de vraisemblance et celle en pointillé est l’estimateur « one-step ». La

ligne horizontale correspond à la vraie valeur du paramètre estimé.
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Signalons également qu’il est bien évidemment possible de construire de la même manière

un estimateur « two-steps ». Cependant comme il n’y a pas une différence significative

entre l’estimateur « one-step » et le « two-steps », nous n’avons pas représenté ces graphes

ici.

3.4 Preuve du théorème

La preuve du théorème est dans l’esprit de la théorie de Lehmann [50] et plus parti-

culièrement de son Théorème 4.2. Pour faciliter la compréhension de cette preuve, très

technique, nous proposons de la décomposer en plusieurs étapes présentées ci-dessous et

faisant appel à des calculs donnés dans les annexes de ce chapitre.

Étape 1 : Dans l’esprit du Théorème 4.2 de Lehmann [50], nous sommes amenés à

résoudre le système d’équations suivant :

(
γ̂

(c,OS)
Z,t − γ̂

(c,M)
Z,t

)
L′′11

(
γ̂

(c,M)
Z,t , σ̂

(c,M)
Z,t

)
+
(
σ̂

(c,OS)
Z,t − σ̂

(c,M)
Z,t

)
L′′12

(
γ̂

(c,M)
Z,t , σ̂

(c,M)
Z,t

)
= −L′1

(
γ̂

(c,M)
Z,t , σ̂

(c,M)
Z,t

)
(
γ̂

(c,OS)
Z,t − γ̂

(c,M)
Z,t

)
L′′12

(
γ̂

(c,M)
Z,t , σ̂

(c,M)
Z,t

)
+
(
σ̂

(c,OS)
Z,t − σ̂

(c,M)
Z,t

)
L′′22

(
γ̂

(c,M)
Z,t , σ̂

(c,M)
Z,t

)
= −L′2

(
γ̂

(c,M)
Z,t , σ̂

(c,M)
Z,t

)
(3.13)

où L′i(., .), resp. L′′ij(., .), i = 1, 2, j = 1, 2 sont les premières, resp. secondes, derivées

de la log-vraisemblance et γ̂
(c,M)
Z,t et σ̂

(c,M)
Z,t sont les estimateurs initiaux pour γ1 et σ1,t

respectivement. Ici, nous avons mis les estimateurs des moments, pour rester cohérents

avec les résultats de simulations que nous avons présentés, mais bien évidemment, nous

aurions pu utiliser d’autres estimateurs comme par exemple ceux proposés en introduction

de ce chapitre.

Étape 2 : Le système (3.13) peut se réécrire sous la forme matricielle
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√
Nt


γ̂

(c,OS)
Z,t − γ̂

(c,M)
Z,t

σ̂
(c,OS)
Z,t

σ1,t

−
σ̂

(c,M)
Z,t

σ1,t



=
1(

1
Nt
L′′11

)(
σ2
1,t

Nt
L′′22

)
−
(

σ1,t

Nt
L′′12

)2


σ2

1,t

Nt

L′′22 −σ1,t

Nt

L′′12

−σ1,t

Nt

L′′12
1

Nt

L′′11




− 1√

Nt

L′1

− σ1,t√
Nt

L′2

 (3.14)

où, pour alléger les notations, nous n’avons pas spécifié que toutes les dérivées de (3.14)

étaient évaluées en
(
γ̂

(c,M)
Z,t , σ̂

(c,M)
Z,t

)
.

Étape 3 : En vertu de (3.14), des calculs directs nous donnent :

− 1

Nt

L′′11(γ1, σ1,t)
P−→


2

(
γ

γ1

)3
1

(1 + γ)(1 + 2γ)
si γ1 6= 0

2C3 si γ1 = 0

−
σ2

1,t

Nt

L′′22(γ1, σ1,t)
P−→



γ

γ1

1

1 + 2γ
si γ1 6= 0

C si γ1 = 0

et − σ1,t

Nt

L′′12(γ1, σ1,t)
P−→



(
γ

γ1

)2
1

(1 + γ)(1 + 2γ)
si γ1 6= 0

C2 si γ1 = 0.

Cependant il faut être prudent car les convergences précédentes ne sont valides que dans

le cas où les dérivées sont évaluées en les vraies valeurs des paramètres (γ1, σ1,t). Or nous

avons besoin de ces mêmes convergences lorsque ces dérivées secondes sont évaluées en

(γ̂
(c,M)
Z,t , σ̂

(c,M)
Z,t ). Toutefois il est assez facile de les déduire en observant que

γ1Ej/σ1,t

1 + γ1

σ1,t
Ej

≤ 1.
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À titre d’exemple, nous avons

1

Nt

1

σ̂
(c,M)
Z,t

Nt∑
j=1

Ej

1 +
γ̂
(c,M)
Z,t

σ̂
(c,M)
Z,t

Ej

− 1

Nt

1

σ1,t

Nt∑
j=1

Ej

1 + γ1

σ1,t
Ej

=
1

Nt

1

σ̂
(c,M)
Z,t

Nt∑
j=1

 Ej

1 +
γ̂
(c,M)
Z,t

σ̂
(c,M)
Z,t

Ej

− Ej

1 + γ1

σ1,t
Ej

+
1

Nt

(
1

σ̂
(c,M)
Z,t

− 1

σ1,t

)
Nt∑
j=1

Ej

1 + γ1

σ1,t
Ej

= − 1

γ̂
(c,M)
Z,t

(
τ̂1,t

τ1,t

− 1

)
τ1,t̂̂τ 1,t

τ̂1,t̂̂τ 1,t

1

Nt

Nt∑
j=1

( ̂̂τ 1,tEj

1 + ̂̂τ 1,tEj

)2

+
1

γ1

(
σ1,t

σ̂
(c,M)
Z,t

− 1

)
1

Nt

Nt∑
j=1

τ1,tEj

1 + τ1,tEj

P−→ 0,

où τ1,t =
γ1

σ1,t

, τ̂1,t =
γ̂

(c,M)
Z,t

σ̂
(c,M)
Z,t

et ̂̂τ 1,t est compris entre τ1,t et τ̂1,t.

Étape 4 : En développant le membre de droite de (3.13) autour de (γ1, σ1,t) (comme

dans la preuve du Théorème 4.2 de Lehmann [50]) et compte tenu de (3.9) et (3.10), nous

devons maintenant établir la normalité asymptotique de

V :=


−
√
Nt

[
1

Nt

L′1(γ1, σ1,t)−B1,t(γ1, σ1,t)

]

−
√
Nt

[
σ1,t

Nt

L′2(γ1, σ1,t)−B2,t(γ1, σ1,t)

]
 .

Celle-ci, comme nous le démontrons en Annexe 2 en utilisant l’expression des dérivées

premières de l’Annexe 1, va se déduire de la normalité asymptotique de

W :=

√
n

H(t)



Hn(t)−H(t)

H
1

n(t)−H
1
(t)

1

n

n∑
j=1

log

(
1 +

γ1

σ1,t

(Zj − t)

)
1l{Zj>t} −

γ1

σ1,t

∫ τH

t

H(x)

1 + γ1

σ1,t
(x− t)

dx

1

n

n∑
j=1

(
1− 1

1 + γ1

σ1,t
(Zj − t)

)
1l{Zj>t} −

γ1

σ1,t

∫ τH

t

H(x)

(1 + γ1

σ1,t
(x− t))2

dx

1

n

n∑
j=1

δj

(
1− 1

1 + γ1

σ1,t
(Zj − t)

)
1l{Zj>t} −

γ1

σ1,t

∫ τH

t

H
1
(x)

(1 + γ1

σ1,t
(x− t))2

dx
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dans le cas où γ1 6= 0 et de

W :=

√
n

H(t)



Hn(t)−H(t)

H
1

n(t)−H
1
(t)

1

σ1,t

[
1

n

n∑
j=1

(Zj − t)1l{Zj>t} −
∫ τH

t

H(x)dx

]
1

σ2
1,t

[
1

2n

n∑
j=1

(Zj − t)21l{Zj>t} −
∫ τH

t

(x− t)H(x)dx

]
1

σ1,t

[
1

n

n∑
j=1

δj(Zj − t)1l{Zj>t} −
∫ τH

t

H
1
(x)dx

]


sinon.

Étape 5 : Nous déduisons du théorème central limite multivarié (les couples (Zi, δi), i =

1, ..., n étant indépendants) la matrice de variance-covariance asymptotique pour W dans

le cas γ1 6= 0, à savoir : 

1
γ

γ1

γ
γ1

γ
a a

γ

γ1

γ

γ1

γ2

γ1

a a

γ
γ2

γ1

2γ2 b
γ

γ1

b

γ1

γ
a a b c

γ

γ1

c

a a
γ

γ1

b
γ

γ1

c
γ

γ1

c



,

où a = γγ−1
1

(
1− (1 + γ)−1

)
, b = γ

(
1− (1 + γ)−2

)
, et c = 1− 2(1 + γ)−1 + (1 + 2γ)−1.

Dans le cas d’un indice γ1 = 0, en utilisant l’hypothèse (3.11), nous obtenons la matrice
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de variance-covariance asymptotique suivante pour W :

1 C C C2 C2

C C C2 C3 C2

C C2 2C2 3C3 2C3

C2 C3 3C3 6C4 3C4

C2 C2 2C3 3C4 2C3


.

Il est important de signaler que le calcul de ces matrices est assez complexe. Il nécessite

de décomposer chacune des intégrales en plusieurs morceaux, et d’utiliser les résultats

de convergence (3.7) et (3.8) combinés avec le théorème de convergence dominée afin de

pouvoir conclure. Pour illustrer ces techniques, nous avons donné, dans l’Annexe 3, deux

exemples d’intégrale, l’une dans le cas d’un indice négatif, l’autre dans le cas d’un indice

nul, le cas d’un indice positif étant un peu plus facile à appréhender.

Dernière Étape : De l’étape précédente et des résultats de l’Annexe 2, nous déduisons

par des calculs directs que la matrice de variance-covariance asymptotique de V dans le

cas γ1 6= 0 est :
2

(
γ

γ1

)3
1

(1 + γ)(1 + 2γ)

(
γ

γ1

)2
1

(1 + γ)(1 + 2γ)

(
γ

γ1

)2
1

(1 + γ)(1 + 2γ)

γ

γ1

1

1 + 2γ


tandis qu’elle vaut, dans le cas γ1 = 0, la quantité suivante :2C3 C2

C2 C

 .

3.5 Annexes

3.5.1 Annexe 1 : Calcul des dérivées premières et secondes

Des calculs directs conduisent aux dérivées premières suivantes :
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L′1(γ1, σ1,t) :=
∂ logL(γ1, σ1,t)

∂γ1

=
1

γ2
1

Nt∑
j=1

log
(
1 +

γ1

σ1,t

Ej

)
− 1

γ1

Nt∑
j=1

(
1

γ1

+ δj

)
γ1Ej/σ1,t

1 + γ1

σ1,t
Ej

L′2(γ1, σ1,t) :=
∂ logL(γ1, σ1,t)

∂σ1,t

= − 1

σ1,t

Nt∑
j=1

δj +
1

σ1,t

Nt∑
j=1

(
1

γ1

+ δj

)
γ1Ej/σ1,t

1 + γ1

σ1,t
Ej

et aux dérivées secondes :



L′′11(γ1, σ1,t) :=
∂2 logL(γ1, σ1,t)

∂2γ1

= − 2

γ3
1

Nt∑
j=1

log
(
1 +

γ1

σ1,t

Ej

)
+

2

γ3
1

Nt∑
j=1

γ1Ej/σ1,t

1 + γ1

σ1,t
Ej

+
1

γ2
1

Nt∑
j=1

(
1

γ1

+ δj

)
(γ1Ej/σ1,t)

2

(1 + γ1

σ1,t
Ej)2

L′′22(γ1, σ1,t) :=
∂2 logL(γ1, σ1,t)

∂2σ1,t

=
1

σ2
1,t

Nt∑
j=1

δj −
2

σ2
1,t

Nt∑
j=1

(
1

γ1

+ δj

)
γ1Ej/σ1,t

1 + γ1

σ1,t
Ej

+
1

σ2
1,t

Nt∑
j=1

(
1

γ1

+ δj

)
(γ1Ej/σ1,t)

2

(1 + γ1

σ1,t
Ej)2

L′′12(γ1, σ1,t) :=
∂2 logL(γ1, σ1,t)

∂σ1,t∂γ1

= − 1

γ1

1

σ1,t

Nt∑
j=1

( 1

γ1

+ δj

) (γ1Ej/σ1,t)
2

(1 + γ1

σ1,t
Ej)2

+
1

γ1

1

σ1,t

Nt∑
j=1

δj
γ1Ej/σ1,t

1 + γ1

σ1,t
Ej

.

Dans le cas où γ1 = 0, ces dérivées s’écrivent :

L′1(0, σ1,t) :=
1

2

Nt∑
j=1

E2
j

σ2
1,t

−
Nt∑
j=1

δj
Ej

σ1,t

L′2(0, σ1,t) := − 1

σ1,t

Nt∑
j=1

δj +
1

σ2
1,t

Nt∑
j=1

Ej
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et 

L′′11(0, σ1,t) := −2

3

Nt∑
j=1

(
Ej

σ1,t

)3

+
Nt∑
j=1

δj

(
Ej

σ1,t

)2

L′′22(0, σ1,t) :=
1

σ2
1,t

Nt∑
j=1

δj −
2

σ3
1,t

Nt∑
j=1

Ej

L′′12(0, σ1,t) := − 1

σ1,t

Nt∑
j=1

(
Ej

σ1,t

)2

+
1

σ1,t

Nt∑
j=1

δj
Ej

σ1,t

.

3.5.2 Annexe 2 : Justification de la matrice W

En utilisant l’annexe précédente, il est clair que si γ1 6= 0, nous avons

−
√
Nt

[
1

Nt

L′1(γ1, σ1,t)−B1(γ1, σ1,t)

]

= −

√
H(t)

Hn(t)

√
n

H(t)

{
1

γ2
1

(
1

n

n∑
j=1

log

(
1 +

γ1

σ1,t

(Zj − t)

)
1l{Zj>t} −

γ1

σ1,t

∫ τH

t

H(z)

1 + γ1

σ1,t
(z − t)

dz

)

− 1

γ2
1

(
1

n

n∑
j=1

(
1− 1

1 + γ1

σ1,t
(Zj − t)

)
1l{Zj>t} −

γ1

σ1,t

∫ τH

t

H(z)

(1 + γ1

σ1,t
(z − t))2

dz

)

− 1

γ1

(
1

n

n∑
j=1

δj

(
1− 1

1 + γ1

σ1,t
(Zj − t)

)
1l{Zj>t} −

γ1

σ1,t

∫ τH

t

H
1
(z)

(1 + γ1

σ1,t
(z − t))2

dz

)

+[Hn(t)−H(t)]

[
− 1

γ1σ1,t

1

H(t)

∫ τH

t

H(z)

1 + γ1

σ1,t
(z − t)

dz +
1

γ1σ1,t

1

H(t)

∫ τH

t

H(z)

(1 + γ1

σ1,t
(z − t))2

dz

+
1

σ1,t

1

H(t)

∫ τH

t

H
1
(z)

(1 + γ1

σ1,t
(z − t))2

dz

]}
et
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−
√
Nt

[
σ1,t

Nt

L′2(γ1, σ1,t)−B2(γ1, σ1,t)

]

= −

√
H(t)

Hn(t)

√
n

H(t)

{
−
(
H

1

n(t)−H
1
(t)
)

+
1

γ1

(
1

n

n∑
j=1

(
1− 1

1 + γ1

σ1,t
(Zj − t)

)
1l{Zj>t} −

γ1

σ1,t

∫ τH

t

H(z)

(1 + γ1

σ1,t
(z − t))2

dz

)

+

(
1

n

n∑
j=1

δj

(
1− 1

1 + γ1

σ1,t
(Zj − t)

)
1l{Zj>t} −

γ1

σ1,t

∫ τH

t

H
1
(z)

(1 + γ1

σ1,t
(z − t))2

dz

)

+[Hn(t)−H(t)]

[
H

1
(t)

H(t)
− 1

σ1,t

1

H(t)

∫ τH

t

H(z)

(1 + γ1

σ1,t
(z − t))2

dz

− γ1

σ1,t

1

H(t)

∫ τH

t

H
1
(z)

(1 + γ1

σ1,t
(z − t))2

dz

]}
alors que dans le cas où γ1 = 0, nous avons

−
√
Nt

[
1

Nt

L′1(γ1, σ1,t)−B1(γ1, σ1,t)

]

= −

√
H(t)

Hn(t)

√
n

H(t)

{
1

σ2
1,t

(
1

2n

n∑
j=1

(Zj − t)21l{Zj>t} −
∫ τH

t

(x− t)H(x)dx

)

− 1

σ1,t

(
1

n

n∑
j=1

δj(Zj − t)1l{Zj>t} −
∫ τH

t

H
1
(x)dx

)

−
(
Hn(t)−H(t)

)( 1

σ2
1,t

1

H(t)

∫ τH

t

(x− t)H(x)dx− 1

σ1,t

1

H(t)

∫ τH

t

H
1
(x)dx

)}
et

−
√
Nt

[
σ1,t

Nt

L′2(γ1, σ1,t)−B2(γ1, σ1,t)

]

= −

√
H(t)

Hn(t)

√
n

H(t)

{
−
(
H

1

n(t)−H
1
(t)
)

+
1

σ1,t

(
1

n

n∑
j=1

(Zj − t)1l{Zj>t} −
∫ τH

t

H(x)dx

)

+
(
Hn(t)−H(t)

)(H1
(t)

H(t)
− 1

σ1,t

1

H(t)

∫ τH

t

H(x)dx

)}
.
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3.5.3 Annexe 3 : Deux exemples d’intégrale à calculer

Nous avons à calculer un certain nombre d’intégrales. Pour cela des découpages judicieux

doivent être effectués et nous allons donner deux exemples types ci-dessous.

(a) Exemple d’intégrale dans le cas où γ1 et γ2 sont négatifs avec τF = τG

Nous allons ci-dessous présenter en détail le calcul de l’intégrale suivante :

Var

(√
n

H(t)

[
1

n

n∑
j=1

δj

(
1− 1

1 + γ1

σ1,t
(Zj − t)

)
1l{Zj>t} −

γ1

σ1,t

∫ τH

t

H
1
(x)

(1 + γ1

σ1,t
(x− t))2

dx

])
parce que d’une part c’est la plus difficile à appréhender et d’autre part elle fait apparâıtre

explicitement la condition γ > −1/2 indispensable à la validité de nos résultats. D’après

de Haan et Ferreira [37] (Théorème 1.2.5, p. 21), si la convergence

lim
t→τH

F (t+ σ1,tx)

F (t)
= (1 + γ1x)

−1/γ1

a lieu pour un σ1,t > 0, alors elle est aussi satisfaite pour σ1,t = −γ1(τH − t). De ce fait,

dans toute la suite nous supposerons σ1,t ainsi défini.

La variance qui nous intéresse peut donc se réécrire selon

Var

(√
n

H(t)

[
1

n

n∑
j=1

δj

(
1− 1

1 + γ1

σ1,t
(Zj − t)

)
1l{Zj>t} −

γ1

σ1,t

∫ τH

t

H
1
(x)

(1 + γ1

σ1,t
(x− t))2

dx

])

= −
∫ τH

t

(
1− 1

1 + γ1

σ1,t
(x− t)

)2
dH

1
(x)

H(t)
−H(t)

(∫ τH

t

(
1− 1

1 + γ1

σ1,t
(x− t)

)
dH

1
(x)

H(t)

)2

= −
∫ τH

t

(
1− τH − t

τH − x

)2
dH

1
(x)

H(t)
+ o(1)

=

∫ τH

t

H
1
(x)

H(t)
d

((
1− τH − t

τH − x

)2
)

+ o(1)

= −
∫ τH

t

∫ τH

x

G(u)

H(t)
dF (u)d

((
1− τH − t

τH − x

)2
)

+ o(1)

= −
∫ τH

t

G(u)

H(t)

∫ u

t

d

((
1− τH − t

τH − x

)2
)
dF (u) + o(1)

= −
∫ τH

t

G(u)

H(t)

(
1− τH − t

τH − u

)2

dF (u) + o(1)
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= −
∫ τH

t

G(u)

H(t)

(
1− τH − t

τH − u

)2 [
1

γ1

(τH − u)
− 1

γ1
−1
`F

(
1

τH − u

)
+ (τH − u)

− 1
γ1 `F

(
1

τH − u

)
`
′
F ( 1

τH−u
)

`F ( 1
τH−u

)

1

(τH − u)2

]
du+ o(1)

= −
∫ τH

t

H(u)

H(t)

(
1− τH − t

τH − u

)2
1

γ1

(τH − u)−1du

−
∫ τH

t

H(u)

H(t)

(
1− τH − t

τH − u

)2

(τH − u)−1ε

(
1

τH − u

)
du+ o(1)

avec ε
(

1
τH−u

)
:=

`
′
F ( 1

τH−u
)

`F ( 1
τH−u

)
1

τH−u
en utilisant le fait que `F est une fonction à variation

lente normalisée. Rappelons que nous avons la convergence vers 0 de ε
(

1
τH−u

)
lorsque

u→ τH (cf. Bingham et al. [11], page 15).

En effectuant un changement de variable, nous avons alors

Var

(√
n

H(t)

[
1

n

n∑
j=1

δj

(
1− 1

1 + γ1

σ1,t
(Zj − t)

)
1l{Zj>t} −

γ1

σ1,t

∫ τH

t

H
1
(x)

(1 + γ1

σ1,t
(x− t))2

dx

])

= − 1

γ1

∫ ∞
1

H(τH − τH−t
x

)

H(t)
(1− x)2x−1dx

−
∫ ∞

1

H(τH − τH−t
x

)

H(t)
(1− x)2x−1ε

(
x

τH − t

)
dx+ o(1)

=: T1,t + T2,t.

Rappelons que
H(τH − τH−t

x
)

H(t)
→ x

1
γ quand t tend vers τH . Par ailleurs, en utilisant les

bornes de Potter (cf. Bingham et al. [11], p. 25), pour toutes constantes A > 1 et η > 0,

nous avons l’inégalité suivante :

H(τH − τH−t
x

)

H(t)
= x

1
γ

`H( x
τH−t

)

`H( 1
τH−t

)
≤ Ax

1
γ
+η, x > 1

pour tout t suffisamment grand.

Par ailleurs si γ > −1/2, en choisissant η suffisamment petit, l’intégrale suivante est finie

− 1

γ1

∫ ∞
1

x
1
γ
+η(1− x)2x−1dx.
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Ceci nous permet d’utiliser le théorème de convergence dominée et ainsi de déduire que

lim
t→τH

T1,t = − 1

γ1

∫ ∞
1

x
1
γ (1− x)2x−1dx =

γ

γ1

(
1− 2

1 + γ
+

1

1 + 2γ

)
.

Concernant T2,t, en utilisant le fait que ε
(

x
τH−t

)
tend vers 0 quand t→ τH et l’argument

précédent, nous pouvons également utiliser la convergence dominée pour déduire que T2,t

tend vers 0.

(b) Exemple d’intégrale dans le cas où γ1 et γ2 sont nuls

De façon similaire à l’exemple précédent, nous avons choisi l’intégrale la plus complexe à

appréhender, à savoir :

Var

(√
n

H(t)

1

σ1,t

[
1

n

n∑
j=1

δj(Zj − t)1lZj>t −
∫ τH

t

H
1
(x)dx

])

=
1

σ2
1,t

−1

H(t)

∫ τH

t

(x− t)2dH
1
(x)−H(t)

(
1

σ1,t

−1

H(t)

∫ τH

t

(x− t)dH
1
(x)

)2

=
2σ2

H,t

σ2
1,t

∫ τH−t

σH,t

0

z
H

1
(t+ σH,tz)

H(t)
dz + o(1).

Cette dernière intégrale peut se réécrire sous la forme∫ τH−t

σH

0

z
H

1
(t+ σH,tz)

H(t)
dz = −

∫ τH−t

σH,t

0

z

H(t)

∫ τH

t+zσH,t

G(u)dF (u)dz

= −
∫ τH

t

G(u)

H(t)

∫ u−t
σH,t

0

z dz dF (u)

= −1

2

(
σ2,t

σH,t

)2 ∫ τH−t

σ2,t

0

G(t+ σ2,tz)

G(t)
z2d

F (t+ σ2,tz)

F (t)

= −1

2

(
σ2,t

σH,t

)2
[∫ τH−t

σ2,t

0

{
G(t+ σ2,tz)

G(t)
− e−z

}
z2d

F (t+ σ2,tz)

F (t)

−
∫ τH−t

σ2,t

0

{
F (t+ σ2,tz)

F (t)
− e

−
σ2,t
σ1,t

z
}
d
(
z2 e−z

)
−
∫ τH−t

σ2,t

0

e
−

σ2,t
σ1,t

z
d
(
z2 e−z

)]
=: T3,t + T4,t + T5,t.

Nous allons traiter ces trois termes séparément.
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Des calculs directs conduisent à

T5,t =
σH,t

σ1,t

+ o(1)

et par conséquent

2σ2
H,t

σ2
1,t

T5,t =
2σ3

H,t

σ3
1,t

+ o(1),

ce qui correspond au résultat attendu. Reste alors à montrer la négligeabilité des deux

autres termes.

Concernant le terme T4,t, nous avons

T4,t =
1

2

(
σ2,t

σH,t

)2 ∫ τH−t

σ2,t

0

{
F (t+ σ2,tz)

F (t)
− e

−
σ2,t
σ1,t

z

}(
2ze−z − z2e−z

)
dz

=
1

2

(
σ2,t

σH,t

)2
σ1,t

σ2,t

∫ τH−t

σ1,t

0

{
F (t+ σ1,tz)

F (t)
− e−z

}(
2
σ1,t

σ2,t

ze
−

σ1,t
σ2,t

z −
(
σ1,t

σ2,t

)2

z2e
−

σ1,t
σ2,t

z

)
dz.

Par conséquent

|T4,t| ≤ 1

2

σ2,tσ1,t

σ2
H,t

sup

z∈
(

0,
τH−t

σ1,t

)
∣∣∣∣F (t+ σ1,tz)

F (t)
− e−z

∣∣∣∣× 4
σ2,t

σ1,t

(1 + o(1))

et nous pouvons en déduire que

2σ2
H,t

σ2
1,t

|T4,t| ≤ 4

(
σ2,t

σ1,t

)2

(1 + o(1)) sup

z∈
(

0,
τH−t

σ1,t

)
∣∣∣∣F (t+ σ1,tz)

F (t)
− e−z

∣∣∣∣ −→ 0

lorsque t→ τH , en utilisant la condition (3.11).

Concernant maintenant le terme T3,t, nous avons∣∣∣∣2 σ2
H,t

σ2
1,t

T3,t

∣∣∣∣ =

(
σ2,t

σ1,t

)2
∣∣∣∣∣
∫ τH−t

σ2,t

0

{
G(t+ σ2,tz)

G(t)
− e−z

}
z2 d

F (t+ σ2,tz)

F (t)

∣∣∣∣∣
≤ −

(
σ2,t

σ1,t

)2

sup

z∈
(

0,
τH−t

σ2,t

)
∣∣∣∣G(t+ σ2,tz)

G(t)
− e−z

∣∣∣∣ ∫ τH−t

σ2,t

0

z2 d
F (t+ σ2,tz)

F (t)
.

Comme le supremum tend vers zéro, il suffit de montrer que

Qt := −
(
σ2,t

σ1,t

)2 ∫ τH−t

σ2,t

0

z2 d
F (t+ σ2,tz)

F (t)
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est bornée. À cette fin, nous allons utiliser (3.7). Remarquons que

Qt = 2

∫ τH−t

σ1,t

0

F (t+ σ1,tz)

F (t)
zdz

= 2χ1(t)

∫ τH−t

σ1,t

0

zψ1(z)
1

ψ1(z)χ1(t)

[
F (t+ σ1,tz)

F (t)
− e−z

]
dz + 2

∫ τH−t

σ1,t

0

z e−z dz

= 2χ1(t)

∫ ∞
0

ft(z)dz + 2 + o(1).

Comme ft(z) → zψ1(z) lorsque t → τH et |ft(z)| ≤ 2 z|ψ1(z)| qui est intégrable, nous

déduisons que Qt → 2 par le théorème de convergence dominée.



Chapitre 4

Un modèle linéaire autorégressif

pour des maxima et applications

Résumé

Dans la plupart des applications en statistique et particulièrement en sciences de

l’environnement, les données dont nous disposons et que nous cherchons à modéliser

ne sont pas toujours indépendantes. C’est pourquoi les modèles statistiques que nous

proposons doivent pouvoir prendre en compte des formes de dépendance temporelle et/ou

spatiale. Dans l’étude des séries temporelles, les processus linéaires autorégressifs sont

très souvent utilisés. Ces derniers ont l’avantage de considérer la dépendance temporelle

entre l’observation présente et les observations passées. Cependant, il n’y a pas dans

la littérature de processus autorégressif qui soit linéaire et adapté à la distribution des

valeurs extrêmes généralisée. Dans ce chapitre, nous proposons un modèle autorégressif

d’ordre un adapté à la distribution de Gumbel. Pour ce modèle nous déclinons un certain

nombre de propriétés théoriques. Nous illustrons ensuite par simulations les qualités,

à distance finie, du modèle et de l’estimation des paramètres associés. Enfin, après
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l’avoir utilisé dans deux applications pratiques concernant la modélisation, d’une part,

de maxima journaliers et hebdomadaires de méthane (CH4) et d’autre part, de dioxyde

de carbone (CO2) mesurés à Gif-sur-Yvette (France), une extension du modèle à la

distribution GEV est proposée.

4.1 Introduction

Dans les applications statistiques, il n’est pas rare que seules des données consistant

en des maxima ne soient disponibles. Les séries temporelles, constituées de ces maxima

journaliers, hebdomadaires ou annuels, présentent de façon générale un phénomène de

persistance dans le temps dont il faut absolument tenir compte (Coles et al. [17]). En

effet, la valeur au temps présent d’un phénomène observé dépend bien souvent des valeurs

aux temps passés. C’est typiquement le cas si on s’intéresse par exemple à la température

maximale du jour j, qui clairement n’est pas indépendante de celle du jour précédent.

Rappelons que dans le chapitre d’introduction, nous avons vu que, sous l’hypothèse d’ap-

partenance au domaine d’attraction des valeurs extrêmes, les maxima d’échantillons ont

pour distribution limite la distribution GEV définie comme suit :

Hγ,µ,σ(x) = exp

{
−
[
1 + γ

(
x− µ

σ

)]− 1
γ

}
(4.1)

où µ ∈ R, σ > 0, γ ∈ R et x est tel que 1 + γ(x − µ)/σ > 0, les paramètres µ, σ et γ

représentant respectivement les paramètres de localisation, d’échelle et de forme. Dans le

cas où γ est nul, il s’agit de la distribution de Gumbel définie par

Hµ,σ(x) = exp

{
− exp

(
−x− µ

σ

)}
, −∞ < x < +∞.

Ce résultat de convergence est également valable pour des processus stationnaires sous

une condition peu restrictive sur la dépendance présente dans les données (cf. Leadbetter

et al. [48]). Pour gérer la dépendance entre maxima, il est possible d’utiliser une approche
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par blocs. Dans le cas où la taille de ces blocs est suffisamment grande (maxima annuels

par exemple), on considère alors que les maxima obtenus sont indépendants entre eux

et on s’affranchit donc de tout problème de dépendance. Seulement, il arrive souvent en

pratique que nous ayons à considérer des maxima sur de plus courtes périodes (maxima

hebdomadaires ou journaliers), afin de disposer d’un nombre suffisant de données pour

faire de l’inférence. Il devient alors peu raisonnable de supposer que ces maxima puissent

être indépendants entre eux. Une approche possible, illustrée par exemple dans Kysely

[47], consiste alors à utiliser un modèle autorégressif d’ordre un (avec un bruit gaussien).

Cela parâıt d’autant plus naturel que dans le domaine de l’analyse des séries tempo-

relles, une des approches traditionnelles consiste en l’utilisation de modèles linéaires et

particulièrement des modèles autorégressifs et/ou à moyenne mobile (ARMA pour Auto

Regressive Moving Average). Toutefois, un bruit gaussien ne parâıt pas adapté lorsque les

données consistent en des maxima qui peuvent donc être considérés comme issus d’une dis-

tribution GEV. Dans le cas de distributions à queues lourdes (γ > 0), des modèles linéaires

de type ARMA basés sur l’utilisation de variables aléatoires α-stables ont été proposés

(cf. Embrechts et al. [32], Section 7.2 et également Mikosch et al. [53] et Samorodnitsky

et Taqqu [64], Section 7.12). Cependant, en dehors du cadre des distributions à queues

lourdes, aucun modèle autorégressif linéaire permettant des données distribuées selon la

distribution GEV n’existe. La distribution GEV n’étant pas stable pour l’addition mais

pour l’opérateur max, une alternative consiste à utiliser des processus max-ARMA qui

sont des processus max-stables (cf. e.g. Davis et Resnick [22]). Cependant nous préférons

privilégier les processus linéaires dont l’interprétation est plus simple que celle des pro-

cessus max-ARMA. Plus particulièrement, nous traitons dans ce chapitre le cas de la

distribution de Gumbel, d’une grande importance en théorie des valeurs extrêmes. En

effet, cette distribution apparâıt comme la distribution limite des maxima de la plupart

des distributions standards (comme la distribution gaussienne) et est particulièrement

utilisée dans un grand nombre d’applications notamment en sciences environmentales.
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Nous proposons donc un modèle linéaire autorégressif adapté à la distribution de Gumbel

pour lequel nous établissons un certain nombre de propriétés théoriques. En Section 4.3,

des résultats de simulation, tant au niveau du modèle que des paramètres associés, sont

proposés afin d’illustrer la validité du modèle. Comme ce dernier a été motivé par des

applications concrètes en géoscience, nous l’appliquons dans la Section 4.4 à des maxima

de méthane (CH4) et de dioxyde de carbone (CO2). Enfin, une extension au cas de la dis-

tribution GEV est proposée en Section 4.5. Les preuves des résultats théoriques figurent

en Section 4.6.

4.2 Modèle autorégressif pour la distribution de

Gumbel

4.2.1 Description du modèle proposé : résultat théorique

C’est sur la base d’une relation linéaire entre la distribution de Gumbel et le logarithme

d’une variable α-stable positive que le modèle proposé dans ce chapitre est construit. Si

X est une variable de loi Gumbel de paramètres µ et σ indépendante de S, cette dernière

étant une variable α-stable positive définie par sa transformé de Laplace

E(exp(−uS)) = exp(−uα), u ≥ 0, α ∈ (0, 1), (4.2)

alors la somme X + σ logS est aussi de loi Gumbel de paramètres µ et σ/α.

Cette propriété a déjà été utilisée, notamment dans des travaux de Fougères et al. [35] qui

ont proposé différents modèles de mélanges basés sur ces distributions α-stables positives

pour des données extrêmes. Ils étudient alors des modèles temporels basés sur des pro-

cessus linéaires stables parmi lesquels le modèle autorégressif caché défini de la manière

suivante :

Xt = µt +Gt + σ log(Ht)
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avec Gt une variable de loi Gumbel(0, σ) et Ht =
∞∑
i=0

ρiSt−i où ρ ∈ (0, 1) et où les Si sont

des variables aléatoires α-stables positives. De la définition de Ht découle l’équation de

récurrence suivante qui met en exergue le modèle autorégressif caché :

Ht = ρHt−1 + St.

De la même manière, le modèle proposé dans ce chapitre et exposé dans la proposition

suivante est également basé sur cette relation clé entre la distribution de Gumbel et le

logarithme d’une variable α-stable positive. Il permet en outre une structure autorégressive

directement sur des variables aléatoires distribuées selon une loi de Gumbel.

Proposition 4.1 Soient St, t ∈ Z, des variables aléatoires indépendantes et de même loi

que S définie en (4.2). Soit {Xt, t ∈ Z} un processus stochastique défini par la relation de

récurrence suivante :

Xt = αXt−1 + ασ logSt + µ(1− α) (4.3)

où (µ, σ) ∈ R×R+
∗ .

L’équation (4.3) a une unique solution strictement stationnaire donnée par

Xt = µ+ σ
∞∑

j=0

αj+1 logSt−j (4.4)

et Xt suit alors une loi de Gumbel (µ, σ), ∀ t ∈ Z.

Pour ce processus {Xt, t ∈ Z}, nous pouvons facilement calculer la covariance entre

Xt et Xt−h, laquelle est une fonction croissante de α ; plus précisément nous avons

Cov(Xt, Xt−h) = Var(X0)α
|h|.

La Figure 4.1 présente une simulation de Xt pour t = 1, . . . , 200 et différentes valeurs

de α ∈ {0.2, 0.4, 0.6} et la Figure 4.2 présente le « scatter plot » de Xt+1 contre Xt,

basé sur la même série. Ces graphiques confirment que la dépendance à court terme est

directement liée à la valeur de α : plus α est grand et plus la dépendance est forte.
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Fig. 4.1 – Une simulation de Xt pour t = 1, . . . , 200 et différentes valeurs de α. Nous

posons µ = 0 et σ = 2.

● ●
●

●

●

●●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
● ●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

● ●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●
●

●●
●●

●●
●

●

●

●
●●

●

●
●

●

●

● ●

●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

● ●
●

●

●

●
●

●●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●

●

●

●

●

●

● ●
●

● ●

●
●

●●

●

●

●

●

●
●

●

●

αα = 0.2

−
5

0
5

10
15

−5 0 5 10 15

●
●

●

●
●

●

●
●●

●

●

● ●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●
●

●
●

●

● ●
●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●
●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●
●

●

●
●

●

●

●
● ●

●

●
●

●
●

●

●
●●

●

● ●

●

● ●●

●

●
●

●

●
●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

X
(t

+
1)

αα = 0.4

−5 0 5 10 15

−
5

0
5

10
15

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●●
●

●

● ●●
●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●
●

● ●●

●

●●

●
●

● ●
●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
● ●
●

●
●

●

●

●

●

●
●

●●●●
●

●

●
●

●

●

●
● ●

●
●

●●

●

●

●

●●
●●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

● ●
●

●●
●

●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●●
●

●
●

●
●

●
●

●
●

●

●
●

X
(t

+
1)

αα = 0.6

−
5

0
5

10
15

−5 0 5 10 15

Fig. 4.2 – « Scatter plots » de (Xt, Xt+1) pour t = 1, . . . , 200 et différentes valeurs de α.

Nous posons µ = 0 et σ = 2.
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4.2.2 Estimation des paramètres du modèle

Trois paramètres µ, σ et α sont présents dans le modèle proposé. En pratique ils sont

inconnus et doivent donc être estimés. Supposons que nous disposons des observations

{X1, . . . , XT}. Comme nous connaissons d’après la Proposition 4.1 la distribution de Xt,

il est tout à fait envisageable de considérer la méthode des moments. Comme Xt suit une

loi de Gumbel, de paramètres µ et σ, pour tout entier t, nous déduisons les deux équations

suivantes :

µ = E(X0)−
δ
√

6Var(X0)

π
(4.5)

σ =

√
6Var(X0)

π
(4.6)

où δ est la constante d’Euler. Le processus défini en (4.3) est ergodique ; nous pouvons

donc calculer ses caractéristiques (moyenne, variance, fonction d’autocovariance) à partir

d’une seule trajectoire du processus, c’est-à-dire à partir d’une observation du processus.

Par conséquent, des estimateurs naturels de µ et σ sont ceux basés sur la méthode des

moments :

µ̂ = X − δ
√

6s

π
(4.7)

σ̂ =

√
6s

π
(4.8)

où X =
1

T

T∑
t=1

Xt et s2 =
1

T

T∑
t=1

(Xt −X)2.

Concernant maintenant l’estimation de α, nous pouvons utiliser la méthode des moindres

carrés, ce qui nous conduit à nous intéresser à

arg min
r

T−1∑
t=1

([Xt+1 − E(X0)]− r [Xt − E(X0)])
2 =

∑T−1
t=1 (Xt − E(X0))(Xt+1 − E(X0))∑T−1

t=1 (Xt − E(X0))2
.

En apportant une légère modification au dénominateur de façon à faire apparâıtre ex-

plicitement s2 et en remplaçant E(X0) par son estimateur naturel X, nous obtenons
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l’estimateur de α̂ suivant :

α̂ =
1
T

∑T−1
t=1 (Xt −X)(Xt+1 −X)

s2
. (4.9)

Ces estimateurs sont consistants, comme l’indique la proposition suivante.

Proposition 4.2 Les estimateurs µ̂, σ̂ et α̂ respectivement définis en (4.7), (4.8) et (4.9)

convergent presque surement vers la vraie valeur des paramètres.

Nous allons maintenant nous attacher à établir un résultat de normalité asymptotique

pour ces estimateurs renormalisés. Ceci fait l’objet de la proposition suivante.

Proposition 4.3 Le vecteur

√
T


µ̂− µ

σ̂ − σ

α̂− α


est asymptotiquement gaussien d’espérance nulle et de matrice de variance-covariance

égale à
π2σ2

6
1+α
1−α

− 12δσ2ζ(3)(1+α+α2)
π2(1−α2)

+ 11δ2σ2(1+α2)
10(1−α2)

6σ2ζ(3)(1+α+α2)
π2(1−α2)

− 11δσ2(1+α2)
10(1−α2)

−ασδ
6σ2ζ(3)(1+α+α2)

π2(1−α2)
− 11δσ2(1+α2)

10(1−α2)
11σ2(1+α2)
10(1−α2)

ασ

−ασδ ασ 1− α2

 (4.10)

où δ est la constante d’Euler et ζ(.) la fonction de Riemann.

Notons que les termes de la matrice de variance-covariance (4.10) sont des fonctions de α.

Plus précisément, les termes de variance associés aux estimateurs µ̂ et σ̂ sont des fonctions

croissantes de α alors que la variance associée à α̂ est une fonction décroissante de α.

Avant d’appliquer ce modèle sur des données réelles, nous allons présenter d’autres

résultats théoriques concernant cette fois-ci la loi jointe du vecteur Xh = (Xt, . . . , Xt−h)
t,

h > 0, ainsi que des coefficients de dépendance asymptotique.
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4.2.3 Distribution jointe du vecteur Xh = (Xt, . . . , Xt−h)
t, h > 0

Comme la fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire caractérise complètement sa

distribution, la proposition suivante est essentielle pour l’étude de la loi jointe du vecteur

Xh = (Xt, . . . , Xt−h)
t, h > 0.

Lemme 4.1 Soit {Xt, t ∈ Z} défini de la même manière que dans la Proposition 4.1.

La fonction caractéristique de Xh = (Xt, . . . , Xt−h)
t, h > 0, est donnée par

E
(
ei<u,Xh>

)
= eiµ

∑h
j=0 uj Γ

(
1− iσ

h∑
j=0

ujα
h−j

)
h−1∏
j=0

Γ
(
1− iσ

∑j
k=0 ukα

j−k
)

Γ
(
1− iσ

∑j
k=0 ukαj−k+1

) .
D’après cette représentation, nous retrouvons que le processus {Xt, t ∈ Z} est effective-

ment strictement stationnaire.

4.2.4 Dépendance asymptotique

En modélisation des extrêmes multivariés, nous nous intéressons souvent à la dépendance

dans les queues. En particulier il convient de savoir si nous sommes dans le cas de

l’indépendance asymptotique ou non. Pour mesurer cette dépendance, nous pouvons cal-

culer deux paramètres χ et χ définis dans la proposition ci-dessous.

Proposition 4.4 Soit {Xt, t ∈ Z} défini comme dans la Proposition 4.1. Alors

1. Le paramètre de dépendance de queue défini par Joe [43] en 1993 selon

χ = lim
x→∞

P(Xt−1 > x,Xt > x)

P(Xt−1 > x)

est égal à zéro, ce qui correspond au cas de l’indépendance asymptotique.

2. Le paramètre de dépendance χ défini par Coles et al. [17] selon

χ = lim
x→∞

2 log P(Xt−1 > x)

log P(Xt−1 > x,Xt > x)
− 1

vaut α/(2 − α) ∈ (0, 1). C’est une mesure qui augmente avec α et qui est donc

d’autant plus forte que la dépendance est importante.
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Notons que le paramètre χ est directement lié à l’indice extrémal, souvent noté θ, et que

χ est lié au coefficient de dépendance de queue usuellement noté η. Pour des précisions

sur les mesures de dépendance dans les queues, nous renvoyons le lecteur à Coles [16],

Coles et al. [17], Fougères [34] et Joe [44] entre autres.

La Proposition 4.4 nous indique que nous sommes dans le cas de l’indépendance asymp-

totique, c’est-à-dire que la probabilité que les deux composantes Xt et Xt−1 soient simul-

tanément grandes est négligeable par rapport à la probabilité que l’une des composantes

soit grande. En d’autres termes, la fonction de répartition bivariée deXt etXt−1 appartient

au domaine d’attraction de l’indépendance. Toutefois, il s’agit uniquement d’indépendance

asymptotique, le paramètre χ indiquant une dépendance « quasi-linéaire » d’autant plus

forte que le paramètre α est proche de 1.

4.3 Résultats de simulation

Afin d’étudier le comportement des estimateurs proposés µ̂, σ̂ et α̂ à distance finie, nous

avons simulé 1000 échantillons de taille n = 50, 100, . . . , 1000 pour différentes valeurs de

α ∈ {0.2, 0.5, 0.8}. Nous avons posé µ = 0 et σ = 2. Pour chacun de ces échantillons, les

paramètres ont été estimés. Comme nous avons généré 1000 échantillons, nous pouvons

calculer pour chaque paramètre la moyenne des estimations mais aussi les premier et

troisième quartiles. Les résultats sont représentés sur un même graphe ayant comme axe

des abscisses les tailles d’échantillon. Les valeurs des moyennes y sont représentées par la

ligne en tiret et celles des premiers et troisièmes quartiles sont représentés par les lignes

en tiret-pointillé (voir Figure 4.3). Cette figure témoigne de la bonne convergence des

estimateurs. Nous observons que les estimations sont assez bonnes pour des échantillons

suffisamment grands (avec plus de 300 observations). L’estimation des deux paramètres

de la Gumbel (µ et σ) est meilleure quand la dépendance n’est pas trop forte. Cela peut
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s’expliquer par le fait qu’alors la quantité d’information est plus importante. En effet, si α

est proche de 1 et que donc la dépendance est très forte, Xt apporte moins d’information

par rapport à Xt−1 que si la dépendance est faible. Ces résultats sont par conséquent tout

à fait cohérents avec ce que l’on avait pu observer en Section 4.2.2 concernant la matrice

de variance-covariance asymptotique (4.10).
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Fig. 4.3 – Moyenne (ligne en tiret), premier et troisième quartiles (ligne en tiret-

pointillé) des estimateurs de µ, σ et α (basés sur 1000 échantillons) pour différentes

tailles d’échantillons n ∈ {50, 100, . . . , 1000} données en abscisse. Pour ces simulations

µ = 0, σ = 2.
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Après avoir étudié le comportement des estimateurs en fonction de la taille de l’échantillon

(n allant de 50 à 1000), nous nous intéressons au comportement de ces derniers sur des

échantillons de très grande taille (n = 5000). La Figure 4.4 illustre les résultats obtenus ;

nous remarquons qu’ils sont également bien cohérents avec les résultats asymptotiques

décrits en Section 4.2.2.
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Fig. 4.4 – Histogrammes et bôıtes à moustaches basés sur 1000 échantillons correspondant

aux estimateurs des trois paramètres, µ̂, σ̂ et α̂. Pour ces simulations µ = 0, σ = 2,

α = 0.5 et n=5000.

Nous allons terminer cette étude de simulations en revenant sur un problème fréquent en

pratique qui est celui où nous disposons d’un échantillon issu d’une loi de Gumbel. En

pratique, les modèles gaussiens sont souvent utilisés y compris pour ce type de données.

Notre but ci-dessous est d’illustrer la perte que l’utilisation du modèle gaussien génère

au gain obtenu en ajustant avec un modèle de Gumbel. Bien entendu, il est tout à fait

normal qu’avec ce dernier les résultats soient bien meilleurs. Ceci est illustré en Figure 4.5

où nous comparons donc le modèle de Gumbel proposé et le modèle classique gaussien.

Dans les deux cas, les données sont générées selon le modèle de Gumbel. Pour cela, nous

avons simulé X1, . . . , X1000 selon le modèle décrit en (4.3) avec α = 0.5, µ = 0 et σ = 2

et nous nous sommes intéressés à la distribution de Xt+1|Xt = x, t >> 1000. Nous avons

alors dû générer une valeur en Xt = x selon une Gumbel (µ, σ).
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Dans un premier temps, plaçons nous dans le cas du modèle de Gumbel défini en (4.3)

(Modèle 1 sur la Figure 4.5). Nous estimons µ, σ et α selon (4.7), (4.8) et (4.9) basés sur les

simulations X1, . . . , X1000 et nous présentons un histogramme de X̂t+1|Xt = x basé sur les

1000 évaluations de X̂t+1 = α̂x + α̂σ̂ logSt+1 + µ̂(1− α̂) avec St+1 une variable aléatoire

α̂-stable positive définie par (4.2). Sur cet histogramme, nous avons tracé la densité,

représentée en tiret sur la Figure 4.5, associée au logarithme d’une variable α̂-stable. Le

trait plein correspond quant à lui au vrai modèle, c’est-à-dire à la densité associée au

logarithme d’une variable α-stable. En effet, lorsque les paramètres sont connus, nous

avons

P(Xt+1 ≤ y|Xt = x) = P(αXt + ασ logSt+1 + µ(1− α) ≤ y|Xt = x)

= P(αx+ ασ logSt+1 + µ(1− α) ≤ y)

= P
(

logSt+1 ≤
y − (αx+ µ(1− α))

ασ

)
avec St+1 une variable aléatoire α-stable positive définie par (4.2). La vraie densité et la

densité estimée sont très proches l’une de l’autre et c’est pourquoi il est difficile de les

distinguer sur la figure correspondante.

Dans un second temps, considérons un modèle gaussien (Modèle 2 sur la Figure 4.5).

Comme précédemment, nous estimons α d’après (4.9) et obtenons la même estimation

que pour le Modèle 1 car l’estimateur de α est indépendant du modèle. Ensuite, nous

présentons un histogramme de X̂t+1|Xt = x basé sur les 1000 évaluations de X̂t+1 =

α̂x + θt+1 + ν̂(1 − α̂) avec ν̂ = X et θt+1 une variable aléatoire gaussienne d’espérance

nulle et de variance σ̂2
θ = (X2−X2

)×(1−α̂2). Le trait plein sur l’histogramme correspond

au vrai modèle, c’est-à-dire à la densité associée au logarithme d’une variable α-stable.

Cette figure illustre clairement que notre modèle a le sérieux avantage de tenir compte de

l’asymétrie de la distribution ce qui n’est pas le cas du second modèle basé sur l’hypothèse

gaussienne classique.
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Fig. 4.5 – Histogrammes conditionnels de X̂t+1 pour le modèle Gumbel (Modèle 1) et pour

le modèle gaussien (Modèle 2).

4.4 Applications aux données de méthane et de di-

oxyde de carbone

L’unité de mesure pour le méthane (CH4) est le ppb (« part per billion »), c’est-à-dire

partie par milliard et celle pour le dioxyde de carbone (CO2) est le ppm (« part per

million »), c’est-à-dire partie par million. Ces mesures représentent donc des proportions

dans l’air. Plus précisément, nous disposons de maxima journaliers et hebdomadaires de

méthane de l’année 2002 à l’année 2006 et de dioxyde de carbone de l’année 1981 à l’année

2001. Ces mesures ont été effectuées à Gif-sur-Yvette, dans l’Essonne en France. Comme

les données de dioxyde de carbone présentaient une très nette tendance linéaire, celle-ci a

été prise en compte en ajustant une régression linéaire et en la retirant ensuite des données.



4.4 Applications aux données de méthane et de dioxyde de carbone 109

a. Les maxima journaliers et hebdomadaires de méthane

Les maxima journaliers et hebdomadaires de méthane sont représentés sur la Figure 4.6.

Cette dernière nous permet également de visualiser la présence de valeurs manquantes

(35% des maxima journaliers et 16% des maxima hebdomadaires).
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Fig. 4.6 – Séries des maxima journaliers (en haut) et hebdomadaires (en bas) de CH4 à

Gif-sur-Yvette avec valeurs manquantes.
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La Figure 4.7 présente quant à elle les « QQ-plots » associés aux séries de maxima

journaliers et hebdomadaires de méthane. Les paramètres de la loi de Gumbel ont été

estimés selon la méthode des moments. Au vu de ces graphes, il est tout à fait raisonnable

d’ajuster aux données une telle distribution.
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Fig. 4.7 – « QQplot » pour la loi de Gumbel des maxima journaliers (à gauche) et hebdo-

madaires (à droite) de CH4. Les paramètres correspondants sont estimés par la méthode

des moments. L’unité est le ppb.

Une caractéristique intéressante de ces données réside dans la dépendance temporelle

présente. Pour visualiser cette dépendance, nous présentons en Figure 4.8 les « scatter

plots » des données successives. Nous constatons alors que ces graphiques ne sont pas

si éloignés de ceux présentés en Figure 4.2 avec α = 0.4 ou α = 0.6. Plus précisément,

nous pouvons calculer un estimateur de α pour ces données réelles en utilisant (4.9) et

obtenons α̂Jour = 0.54 et α̂Semaine = 0.35.
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Fig. 4.8 – « Scatter plots » des valeurs successives, i.e. (Xt, Xt+1), correspondant aux

maxima journaliers (à gauche) et hebdomadaires (à droite) de CH4. L’unité est le ppb.

Il convient dans un premier temps de s’assurer que l’ajustement du modèle proposé dans

ce chapitre et défini dans la Proposition 4.1 est raisonnable et plus adéquat que le modèle

classique gaussien par exemple. C’est dans ce but que nous présentons les histogrammes en

Figure 4.9. Ceux hachurés correspondent aux données observées de maxima de méthane ;

en haut, les maxima journaliers et en bas les hebdomadaires. Ensuite nous effectuons

1000 estimations de Xt+1|Xt = x, t = 1, . . . , T −1 selon le modèle présenté en Proposition

4.1 avec x prenant tour à tour chaque valeur observée. Pour cela nous avons estimé les

paramètres à partir de la totalité des données et selon (4.7), (4.8) et (4.9). Nous obtenons

ainsi les histogrammes non hachurés de la Figure 4.9 (a). De manière analogue, nous

effectuons 1000 estimations de Xt+1|Xt = x, t = 1, . . . , T − 1, selon le modèle gaussien,

i.e. avec X̂t+1 = α̂x + θt+1 + ν̂(1 − α̂) où ν̂ = X et θt+1 est une variable aléatoire

gaussienne d’espérance nulle et de variance σ̂2
θ = (X2 − X

2
) × (1 − α̂2). Cela conduit

alors aux histogrammes non hachurés de la Figure 4.9 (b). Au vu de ces histogrammes,

nous pouvons conclure que le modèle proposé est beaucoup mieux adapté qu’un modèle

gaussien classique que ce soit pour les maxima journaliers ou hebdomadaires. L’une des

raisons pour cela est la prise en compte de la structure asymétrique de la distribution des
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(a) Modèle de Gumbel
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(b) Modèle gaussien

Fig. 4.9 – Histogrammes des prévisions à un jour des maxima journaliers (en haut)

et hebdomadaires (en bas) de CH4 selon (a) le modèle proposé et selon (b) le modèle

gaussien. Les histogrammes hachurés représentent les données de maxima journaliers et

hebdomadaires de CH4.

données par notre modèle.

Pour valider plus précisément le modèle proposé, nous avons tout d’abord estimé les trois

paramètres présents dans le modèle, µ, σ et α sur une première période, soit ici de 2002

jusqu’à mi-2006. Dans un second temps, pour la seconde partie de l’année 2006, nous

avons calculé 1000 X̂t+1 = α̂xt + α̂σ̂ logSt+1 + µ̂(1 − α̂) avec xt la valeur observée au

temps t et St+1 une variable aléatoire α̂-stable positive définie par (4.2). Enfin, nous en

avons déduit les quartiles empiriques de la distribution de X̂t+1|Xt = xt. La Figure 4.10

représente la prévision de maxima journaliers (à gauche) et hebdomadaires (à droite) de



4.4 Applications aux données de méthane et de dioxyde de carbone 113

méthane à Gif-sur-Yvette durant le second semestre de 2006. Nous pouvons sur cette figure

observer la médiane des estimations en tiret, les premier et troisième quartiles délimitant

la zone grisée ainsi que les valeurs réellement observées en trait plein. Au premier abord,

la Figure 4.10 concernant la prévision à un jour des maxima journaliers est plutôt bonne.

En revanche, celle des maxima hebdomadaires est moins satisfaisante, mais cela n’a rien

de très surprenant : en effet, il faut garder en mémoire que les estimations des paramètres

sont basées sur une taille d’échantillon assez faible (inférieure à 300) et par ailleurs, pour

les maxima hebdomadaires, la dépendance est moins forte (cf. Figure 4.8).

Quoiqu’il en soit, le message que nous avons cherché à faire passer ici, c’est que bien que

notre modèle peine à prévoir les pics, il se comporte en dehors de cela plutôt bien. Nous

n’avons pas la prétention d’affirmer que notre approche résout tous les problèmes, mais

elle apporte une première solution dans un contexte où aucune autre n’existait à ce jour.
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Fig. 4.10 – Validation de la prévision à un jour des maxima journaliers de CH4 (à gauche)

et hebdomadaires (à droite) sur le second semestre 2006.

b. Les maxima journaliers et hebdomadaires de dioxyde de carbone

Nous disposons de données sur 21 années et nous avons moins de valeurs manquantes
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que pour le CH4. Plus précisément, le pourcentage de valeurs manquantes est de 11.8%

pour les maxima journaliers et de 7.8% pour les maxima hebdomadaires. Nous pouvons

visualiser ces données sur la Figure 4.11. Au vu de la Figure 4.12, il est assez raisonnable

de supposer que ces maxima proviennent également d’une distribution de Gumbel. De
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Fig. 4.11 – Séries des maxima journaliers (en haut) et hebdomadaires (en bas) de CO2

à Gif-sur-Yvette avec valeurs manquantes.

plus nous sommes en présence d’une très forte dépendance temporelle comme en témoigne

la Figure 4.13. Les histogrammes de la Figure 4.14 illustrent l’avantage de l’utilisation du

modèle proposé par rapport à un modèle gaussien bien qu’ils soient moins convaincants



4.4 Applications aux données de méthane et de dioxyde de carbone 115

● ●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●
●●●●●●●●
●●●●●●●
●●●●●●

●●●●●●●●
●●●●

●●●●
●●●

●●●●
●●

●●
●
●

●
●

●

●

●

−2 0 2 4 6 8 10

−
2

0
2

4
6

8
10

●
● ●●●

●●●●●
●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●
●●●●●●●●
●●●●●●●●

●●●●●●●
●●●●●●●

●●●●●
●●●●

●●●●●●
●●●●●

●●●
●●●●

●●●●
●

●
●

●
●

●

●

●

−2 0 2 4 6 8 10

−
2

0
2

4
6

8
10

Fig. 4.12 – « QQplot » pour la loi de Gumbel des maxima journaliers (à gauche) et heb-

domadaires (à droite) de CO2. Les paramètres correspondants sont estimés par la méthode

des moments. L’unité est le ppm.
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Fig. 4.13 – « Scatter plots » des valeurs successives, i.e. (Xt, Xt+1), correspondant aux

maxima journaliers (à gauche) et hebdomadaires (à droite) de CO2. L’unité est le ppm.
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(a) Modèle Gumbel
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(b) Modèle gaussien

Fig. 4.14 – Histogrammes des prévisions à un jour des maxima journaliers (en haut)

et hebdomadaires (en bas) de CO2 selon (a) le modèle proposé et selon (b) le modèle

gaussien. Les histogrammes hachurés représentent les données de maxima journaliers et

hebdomadaires de CH4.

que ceux de la Figure 4.9 obtenus dans le cas du CH4. La Figure 4.15 présente la prévision

à un jour des maxima journaliers de dioxyde de carbone alors que la Figure 4.16 présente

l’analogue pour les maxima hebdomadaires pour l’année 2001.

Il s’agit donc à nouveau ici d’une première approche pour modéliser ce type de données

mais il est clair que cette Figure 4.16 soulève, comme la Figure 4.10 du CH4, un certain

nombre de difficultés, et à nouveau tout particulièrement pour prédire les pics présents

dans les données.

Le modèle que nous avons proposé dans ce chapitre est adapté à la distribution de Gumbel.
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Fig. 4.15 – Validation de la prévision à un jour des maxima journaliers de CO2 sur

l’année 2001. La légende est la même que pour la Figure 4.10.
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Fig. 4.16 – Validation de la prévision à un jour des maxima hebdomadaires de CO2 sur

l’année 2001. La légende est la même que pour la Figure 4.10.
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Nous allons montrer dans la section suivante que nous pouvons l’étendre au cas d’une

distribution GEV.

4.5 Généralisation à la distribution GEV

Comme nous allons le voir dans la remarque suivante, un simple changement de variable

est suffisant pour étendre notre modèle à tous types de maxima. Nous proposons alors un

modèle de récurrence pour la distribution généralisée des valeurs extrêmes (GEV).

Remarque 4.1 Soit E une variable aléatoire distribuée selon la distribution GEV de

paramètres µ, σ et γ. Si γ est strictement négatif, alors − log(µ − σ/γ − E) suit une

distribution de Gumbel de paramètre de localisation log(−γ/σ) et de paramètre d’échelle

égal à −γ.

De la même manière, si γ est strictement positif, alors log(E − µ+ σ/γ) suit une distri-

bution de Gumbel de paramètre de localisation égal à log(σ/γ) et de paramètre d’échelle

γ.

Nous sommes donc à même d’étendre notre modèle au cas d’une distribution GEV.

Proposition 4.5 Soient St, t ∈ Z, des variables aléatoires indépendantes et de même loi

que S définie en (4.2). Soit {Xt, t ∈ Z} un processus défini par la relation de récurrence

suivante

Xt = µ− σ

γ
+

(
Xt−1 − µ+

σ

γ

)α

× Sαγ
t ×

(
σ

γ

)1−α

(4.11)

où (µ, σ, γ) ∈ R×R+
∗ ×R∗.

L’équation (4.11) a une unique solution strictement stationnaire donnée par

Xt = µ− σ

γ
+
σ

γ

∞∏
j=0

(St−j)
γαj+1

(4.12)

et Xt est distribuée selon une GEV (µ, σ, γ), ∀ t ∈ Z.
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En pratique, ce modèle peut être utilisé lorsque les maxima ne sont pas distribués selon

une loi de Gumbel mais selon une distribution GEV, et de la même manière il sera alors

possible d’estimer les différents paramètres.

4.6 Preuves des résultats

4.6.1 Preuve de la Proposition 4.1

En posant Yt = Xt − (µ+ δσ) et εt = ασ logSt − δσ(1− α) où δ est la constante d’Euler,

(4.3) peut se réécrire de la manière suivante :

Yt = αYt−1 + εt. (4.13)

Il s’agit là d’un modèle bien connu : un processus autorégressif à temps discret d’ordre

un (AR(1)) avec des variables aléatoires εt qui sont indépendantes et identiquement dis-

tribuées d’espérance nulle et de variance α2σ2σ2
ε . En effet, selon Zolotarev [71] (Section

3.6), E(logS) = δ (1/α− 1) et Var(logS) = (π2/6) × (1/α2 − 1) =: σ2
ε . Si nous nous

réfèrons aux résultats standards concernant les processus AR(1) détaillés par exemple

dans Brockwell et Davis [13] (Section 3.1), nous avons dans le cas où |α| < 1 et sous

l’hypothèse que {Yt} est stationnaire, d’une part que

lim
n→∞

E

(
Yt −

n∑
j=0

αjεt−j

)2

= 0 (4.14)

et, d’autre part que
∑∞

j=0 α
jεt−j est convergent en moyenne quadratique. Par conséquent,

le processus {Yt} a une unique solution stationnaire du second-ordre

Yt =
∞∑

j=0

αjεt−j. (4.15)

Comme il est clair que (4.15) est équivalent à (4.4), le processus {Xt} défini en (4.4) est

l’unique solution stationnaire du second-ordre de (4.3).

Dans le but d’obtenir la distribution de Xt, nous nous sommes intéressés à la fonction
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caractéristique de logS. D’après Zolotarev [71] (page 117), la fonction caractéristique de

logS est définie par

E (exp(iu logS)) =
Γ
(
1− iu

α

)
Γ(1− iu)

. (4.16)

D’après (4.14) nous avons

lim
n→∞

E

(
Xt − µ− σ

n∑
j=0

αj+1 logSt−j − δσαn+1

)2

= 0, (4.17)

ce qui implique que µ+ σ
∑n

j=0 α
j+1 logSt−j + δσαn+1 converge en probabilité et donc en

distribution vers Xt, quand n→∞.

Par conséquent, en utilisant le lemme du Portmanteau (cf. van der Vaart [69], Lemme

2.2)

E
(
eiuXt

)
= lim

n→∞
E
(
eiu(µ+σ

∑n
j=0 αj+1 log St−j+δσαn+1)

)
= lim

n→∞
eiuµeiuδσαn+1E

(
n∏

j=0

eiuσαj+1 log St−j

)
.

Comme les variables St, t ∈ Z, sont indépendantes, nous avons

E
(
eiuXt

)
= lim

n→∞
eiuµeiuδσαn+1

n∏
j=0

E
(
eiuσαj+1 log St−j

)
= lim

n→∞
eiuµeiuδσαn+1

n∏
j=0

Γ(1− iuσαj)

Γ(1− iuσαj+1)

= lim
n→∞

eiuµeiuδσαn+1 Γ(1− iuσ)

Γ(1− iuσαn+1)

= eiuµΓ(1− iuσ).

La fonction caractéristique de Xt correspond donc exactement à celle d’une variable

aléatoire de loi Gumbel (µ, σ).

De plus, comme les variables St, pour tout entier t, sont indépendantes et identiquement

distribuées, le processus Xt est non seulement stationnaire du second ordre mais aussi

strictement stationnaire (cf. 4.1.1 dans Bosq et Lecoutre [12]).
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4.6.2 Preuve de la Proposition 4.2

Les estimateurs µ̂ et σ̂ définis en (4.7) et (4.8) des paramètres µ et σ eux-mêmes définis

en (4.5) et (4.6) sont basés sur la méthode des moments. Par le théorème ergodique,

X =
1

T

T∑
t=1

Xt
p.s.−→ E(X0)

s2 =
1

T

T∑
t=1

(Xt −X)2 p.s.−→ Var(X0).

Par conséquent par continuité, il découle que µ̂
p.s.−→ µ et σ̂

p.s.−→ σ.

Des arguments similaires peuvent être utilisés pour montrer la convergence de α̂. En effet,

par le théorème ergodique,

1

T

T−1∑
t=1

(Xt −X)(Xt+1 −X)
p.s.−→ Cov(X0, X1) = αVar(X0).

Par conséquent, un estimateur naturel de α est :

α̂ =
1
T

∑T−1
t=1 (Xt −X)(Xt+1 −X)

s2

p.s.−→ α.

4.6.3 Preuve de la Proposition 4.3

Soit α ∈ (0, 1). Définissons par {Yt} le processus moyenne mobile suivant :

Yt =
∞∑

j=−∞

ψjεt−j (4.18)

où ψj = σαj+1 pour j ≥ 0 et 0 sinon. Soit εt = logSt− δ
α
(1−α) avec St définie comme dans

la Proposition 4.1. Nous en déduisons que les variables aléatoires εt sont indépendantes et

identiquement distribuées de moyenne nulle et de variance égale à σ2
ε = (π2/6)×(1/α2−1).

Pour établir la Proposition 4.3 nous allons avoir besoin du Lemme suivant, qui, combiné

avec la méthode delta nous permettra de conclure.
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Lemme 4.2 Soit {Yt} défini par (4.18). Le vecteur aléatoire

√
T


1
T

∑T
t=1 Yt

1
T

∑T
t=1(Y

2
t − EY 2

t )

1
T

∑T
t=1(YtYt+1 − EYtYt+1)

 (4.19)

converge vers une distribution gaussienne de vecteur moyenne 0 et de matrice de variance-

covariance ΣY égale à
ξ0

1+α
1−α

2σ3ζ(3)(1+α+α2)
1−α2

2σ3ζ(3)α(1+α+α2)
1−α2

2σ3ζ(3)(1+α+α2)
1−α2

22
5
ξ2
0

1+α2

1−α2

4αξ2
0

1−α2 (1 + 3
5
(1 + α2))

2σ3ζ(3)α(1+α+α2)
1−α2

4αξ2
0

1−α2 (1 + 3
5
(1 + α2))

ξ2
0

1−α2 [(1 + α2)(12
5
α2 + 1) + α2(3− α2)]

 (4.20)

où ζ(.)est la fonction de Riemann et ξk = ξ(k) avec ξ(.) la fonction d’autocovariance de

{Yt}.

Nous cherchons à établir le comportement limite de

√
T


µ̂− µ

σ̂ − σ

α̂− α


avec µ̂, σ̂ et α̂ définis en (4.7), (4.8) et (4.9). Dans ce but, nous allons étudier celui de

√
T


µ̂− µ

σ̂ − σ

α̃− α

 avec α̃ =

1
T

∑T
t=1

(
YtYt+1 − Y

2
)

1
T

∑T
t=1(Yt − Y )2

.

Pour cela nous allons combiner le Lemme 4.2 avec la méthode delta appliquée aux fonctions
φ1(z) := z1 − δ

√
6

π

√
z2 − z2

1

φ2(z) :=
√

6
π

√
z2 − z2

1

φ3(z) :=
z3−z2

1

z2−z2
1

où zt = (z1, z2, z3).

Les dérivées partielles de φ1, φ2 et φ3 existent, sont continues et H(µ, σ, α) défini comme
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suit

H(µ, σ, α) =
∂φµ

∂zν

(z)

∣∣∣∣
(z1,z2,z3)=(0,E(Y 2),E(Y0Y1))

, µ, ν = 1, 2, 3

est égal à 
1 −σδ

2ξ0
0

0 σ
2ξ0

0

0 −α
ξ0

1
ξ0


et est de rang 3.

Par conséquent nous obtenons par la méthode delta la normalité asymptotique de

√
T


µ̂− µ

σ̂ − σ

α̃− α


avec un vecteur moyenne égal à 0 et une matrice de variance-covariance égale à

H(µ, σ, α)ΣYH(µ, σ, α)t où ΣY est définie dans le Lemme 4.2. Des calculs directs nous

conduisent alors à la matrice (4.10).

Par ailleurs, comme il est possible de montrer que
√
T (α̂ − α̃) = oP(1) avec α̂ défini en

(4.9), nous déduisons par le théorème de Slutsky que le vecteur

√
T


µ̂− µ

σ̂ − σ

α̂− α


converge vers la même distribution limite.

Reste alors à établir le lemme.

Preuve du Lemme 4.2

Dans une première partie, nous allons calculer les éléments de ΣY. Comme il est possible

de montrer que E(ε4
t ) = ησ4

ε <∞ avec

η = 3 +
12

5

1 + α2

1− α2
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et comme
∑∞

j=−∞ |ψj| < ∞, nous en déduisons directement la matrice de variance-

covariance asymptotique du vecteur
(

1√
T

∑T
t=1 Y

2
t ,

1√
T

∑T
t=1 YtYt+1

)t

en utilisant la Pro-

position 7.3.1 dans Brockwell et Davis [13].

Par des techniques similaires, il est également possible de calculer les autres termes de la

matrice ΣY. Par exemple, une application directe du lemme de Kronecker nous conduit à

lim
T→∞

TCov

(
1

T

T∑
t=1

Yt,
1

T

T∑
s=1

Ys

)
= lim

T→∞
ξ0 + 2

T∑
k=1

(
1− k

T

)
ξk =

∞∑
k=−∞

ξk.

Finalement, nous obtenons que

lim
T→∞

TVar


1
T

∑T
t=1 Yt

1
T

∑T
t=1 Y

2
t

1
T

∑T
t=1 YtYt+1



=



∞∑
k=−∞

ξk

∞∑
k=−∞

E(Y0Y
2
k )

∞∑
k=−∞

E(Y0YkYk+1)

∞∑
k=−∞

E(Y0Y
2
k ) (η − 3)ξ2

0 + 2
∞∑

k=−∞

ξ2
k (η − 3)ξ0ξ1 + 2

∞∑
k=−∞

ξkξk+1

∞∑
k=−∞

E(Y0YkYk+1) (η − 3)ξ0ξ1 + 2
∞∑

k=−∞

ξkξk+1 (η − 3)ξ2
1 +

∞∑
k=−∞

(ξ2
k + ξk+1ξk−1)


.

Comme E(ε3
t ) = 2ζ(3)(1/α3−1) et ξk = ξ0α

|k|, nous obtenons pour ΣY l’expression (4.20).

Dans la seconde partie de la preuve du Lemme 4.2, nous devons montrer la convergence

vers une distribution gaussienne. Pour cela, définissons la suite « tronquée » suivante :

Wm,t =


Ym,t

Y 2
m,t − EY 2

m,t

Ym,tYm,t+1 − EYm,tYm,t+1


où

Ym,t =
m∑

j=−m

ψjεt−j (4.21)

et ψj défini comme précédemment.

L’idée est de montrer dans un premier temps la normalité asymptotique de

T−1/2
∑T

t=1 Wm,t et ensuite de faire tendre m vers l’infini. Pour cela, nous devons montrer
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que toute combinaison linéaire des trois composantes de T−1/2
∑T

t=1 Wm,t est gaussienne.

Notons que pour tout λ ∈ R3, la suite {λWm,t} est strictement stationnaire (2m + 1)-

dépendante. De plus

lim
T→∞

T−1Var

(
T∑

t=1

λtWm,t

)
= λtΣYmλ

où ΣYm est définie comme

∞∑
k=−∞

ξm,k

∞∑
k=−∞

E(Ym,0Y
2
m,k)

∞∑
k=−∞

E(Ym,0Ym,kYm,k+1)

∞∑
k=−∞

E(Ym,0Y
2
m,k) (η − 3)ξ2

m,0 + 2
∞∑

k=−∞

ξ2
m,k (η − 3)ξm,0ξm,1 + 2

∞∑
k=−∞

ξm,kξm,k+1

∞∑
k=−∞

E(Ym,0Ym,kYm,k+1) (η − 3)ξm,0ξm,1 + 2
∞∑

k=−∞

ξm,kξm,k+1 (η − 3)ξ2
m,1 +

∞∑
k=−∞

(ξ2
m,k + ξm,k+1ξm,k−1)


avec ξm,k = ξm(k) où ξm(.) est la fonction d’autocovariance de {Ym,t}.

Par conséquent, nous pouvons directement appliquer le Théorème 6.4.2 dans Brockwell

et Davis [13] et nous obtenons que

T−1/2

T∑
t=1

λtWm,t
d→ Θm avec Θm ∼ N

(
0, λtΣYmλ

)
pour tout vecteur λ ∈ R3 tel que λtΣYmλ > 0.

Cela implique que

T−1/2

T∑
t=1

Wm,t
d→ Ωm avec Ωm ∼ N (0,ΣYm). (4.22)

La dernière étape dans la preuve de ce lemme est de montrer que la normalité asymp-

totique décrite par (4.22) reste satisfaite si Wm,t est remplacé par Wt défini comme

suit :

Wt =


Yt

Y 2
t − EY 2

t

YtYt+1 − EYtYt+1

 .

L’idée pour cela est d’établir le résultat pour Wt en faisant tendre m vers l’infini. En

utilisant principalement le théorème de convergence dominée, il est possible de montrer

que ΣYm converge vers ΣY quand m tend vers l’infini, ce qui implique que Ωm
d→ Ω

quand m tend vers l’infini avec Ω ∼ N (0,ΣY).
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La preuve du lemme peut maintenant se terminer de la façon suivante. Nous appliquons

la Proposition 6.3.9 de Brockwell et Davis [13] comme dans la preuve de leur Proposition

7.3.3. Pour cela, il faut encore vérifier une condition. D’après la Proposition 7.3.3, pour

p = 0, 1, la limite

lim
m→∞

lim sup
T→∞

P

(
√
T

∣∣∣∣∣ 1T
T∑

t=1

(Ym,tYm,t+p − E(Ym,tYm,t+p))−
1

T

T∑
t=1

(YtYt+p − E(YtYt+p))

∣∣∣∣∣ > ε

)
est nulle. De la même manière, nous devons montrer que

lim
m→∞

lim sup
T→∞

P

(
√
T

∣∣∣∣∣ 1T
T∑

t=1

Ym,t −
1

T

T∑
t=1

Yt

∣∣∣∣∣ > ε

)
= 0. (4.23)

En utilisant l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, nous avons que

P

(
T 1/2

∣∣∣∣∣T−1

T∑
t=1

Ym,t − T−1

T∑
t=1

Yt

∣∣∣∣∣ > ε

)

≤ ε−2TVar

(
T−1

T∑
t=1

Ym,t − T−1

T∑
t=1

Yt

)

= ε−2T

[
Var

(
T−1

T∑
t=1

Ym,t

)
+ Var

(
T−1

T∑
t=1

Yt

)
− 2Cov

(
T−1

T∑
t=1

Ym,t, T
−1

T∑
t=1

Yt

)]
.

Les limites des deux variances et de la covariance du membre de droite de l’inégalité

précédente peuvent facilement être calculées. En effet

lim
m→∞

lim
T→∞

TVar

(
T−1

T∑
t=1

Ym,t

)
= lim

T→∞
TVar

(
T−1

T∑
t=1

Yt

)
= ξ0

1 + α

1− α

et de manière similaire, nous avons que

lim
m→∞

lim
T→∞

TCov

(
T−1

T∑
t=1

Ym,t, T
−1

T∑
t=1

Yt

)
= ξ0

1 + α

1− α

d’où

lim
m→∞

lim sup
T→∞

ε−2TVar

(
T−1

T∑
t=1

Ym,t − T−1

T∑
t=1

Yt

)
= 0.

Ceci permet de déduire (4.23) et achève ainsi la preuve du Lemme 4.2.
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4.6.4 Preuve du Lemme 4.1

Pour tout h > 0, soient

Xh =



Xt

Xt−1

...

Xt−k

...

Xt−h


=



αhXt−h + σ
∑h−1

j=0 α
j+1 logSt−j + µ(1− α)

∑h−1
j=0 α

j

αh−1Xt−h + σ
∑h−1

j=1 α
j logSt−j + µ(1− α)

∑h−2
j=0 α

j

...

αh−kXt−h + σ
∑h−1

j=k α
j−k+1 logSt−j + µ(1− α)

∑h−k−1
j=0 αj

...

Xt−h


et u = (u0, u1, . . . , uh)

t.

Il suffit de calculer la fonction caractéristique associée à Xh :

E(ei<u,Xh>) =E
(
eiu0Xt+iu1Xt−1+···+iukXt−k+···+iuhXt−h

)
=E

(
eiu0(αhXt−h+σ

∑h−1
j=0 αj+1 log St−j+µ(1−α)

∑h−1
j=0 αj)

+···+iuk(αh−kXt−h+σ
∑h−1

j=k αj−k+1 log St−j+µ(1−α)
∑h−k−1

j=0 αj)+···+iuhXt−h

)
=E

(
eiXt−h

∑h
j=0 ujαh−j

)
E
(
eiσ

∑h−1
j=0 (

∑j
k=0 αj−k+1uk) log St−j

)
eiµ

∑h
j=0 uj(1−αh−j)

=eiµ
∑h

j=0 ujαh−j

Γ

(
1− iσ

h∑
j=0

ujα
h−j

)
h−1∏
j=0

E
(
eiσ(

∑j
k=0 αj−k+1uk) log St−j

)
eiµ

∑h
j=0 uj(1−αh−j)

=eiµ
∑h

j=0 ujΓ

(
1− iσ

h∑
j=0

ujα
h−j

)
h−1∏
j=0

Γ
(
1− iσ

∑j
k=0 ukα

j−k
)

Γ
(
1− iσ

∑j
k=0 ukαj−k+1

) .
4.6.5 Preuve de la Proposition 4.4

La quantité suivante est essentielle dans le calcul des deux paramètres de dépendance χ

et χ :

P(Xt−1 > x,Xt > x) = P(Xt−1 > x, αXt−1 + ασ logSt + µ(1− α) > x)

=

∫ ∞
x

P
(

logSt >
1

ασ
(x− αy − µ(1− α)) |Xt−1 = y

)
dHµ,σ(y)

=

∫ ∞
x

P
(
St > exp

(
1

ασ
(x− αy − µ(1− α))

))
dHµ,σ(y)



128 Chapitre 4. Un modèle linéaire autorégressif pour des maxima et applications

où St est une variable α−stable positive et Xt une variable aléatoire de loi de Gumbel

(µ, σ). Par conséquent

P(Xt−1 > x,Xt > x) =

∫ exp(− 1
σ

(x−µ))

0

P
(
St > z exp

(
x− µ

ασ

))
exp(−z)dz

= exp

(
−x− µ

ασ

) ∫ exp(−x−µ
ασ

(α−1))

0

exp

(
−u exp

(
−x− µ

ασ

))
P(St > u)du

= exp

(
−x− µ

ασ

) ∫ ∞
0

exp

(
−u exp

(
−x− µ

ασ

))
1l

0≤u≤e
x−µ
ασ (1−α) P(St > u)du.

Notons maintenant que

1

P(Xt−1 > x)

x→∞∼ exp

(
x− µ

σ

)
.

Dans un premier temps, nous nous intéressons au paramètre de dépendance χ :

χ = lim
x→∞

P(Xt−1 > x,Xt > x)

P(Xt−1 > x)

= lim
x→∞

exp

(
x− µ

ασ
(α− 1)

) ∫ ∞
0

exp

(
−u exp

(
−x− µ

ασ

))
1l

0≤u≤e
x−µ
ασ (1−α) P(St > u)du

= lim
x→∞

∫ 1

0

exp

(
−ω exp

(
−x− µ

σ

))
P
(
St > ωe

x−µ
ασ

(1−α)
)
dω.

Comme St est une variable α−stable positive, nous avons P(St > x) = x−α`(x) où ` est

une fonction à variation lente (cf. Bingham et al. [11], Section 8.3.5, page 349), ce qui

implique que

χ = lim
x→∞

∫ 1

0

exp

(
−ω exp

(
−x− µ

σ

))
ω−α`

(
ωe

x−µ
ασ

(1−α)
)
dω e−

x−µ
σ

(1−α).

En effectuant un développement de Taylor, nous obtenons que

exp(−ω exp(−(x− µ)/σ)) = 1− ωe−ωκe−
x−µ

σ avec κ ∈
(
0, e−

x−µ
σ

)
, et par conséquent

χ = (1 + o(1)) lim
x→∞

∫ 1

0

ω−α`
(
ωe

x−µ
ασ

(1−α)
)
dω e−

x−µ
σ

(1−α)

∼ 1

1− α
lim

x→∞

`(e
x−µ
ασ

(1−α))

e
1
σ

(x−µ)(1−α)

= 0,

comme α ∈ (0, 1), l’approximation provenant du théorème de Karamata.
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Nous nous intéressons maintenant au paramètre de dépendance χ :

χ = lim
x→∞

2 log P(Xt−1 > x)

log P(Xt−1 > x,Xt > x)
− 1

= lim
x→∞

−2(x− µ)/σ

−(x− µ)/(ασ) + log
(∫∞

0
exp

(
−u exp

(
−x−µ

ασ

))
1l

0≤u≤e
x−µ
ασ (1−α) P(St > u)du

) − 1

= lim
x→∞

[
1

2α
− σ

2(x− µ)
log

(∫ 1

0

exp

(
−ω exp

(
−x− µ

σ

))
P
(
St > ωe

x−µ
ασ

(1−α)
)
dω

× e
x−µ
ασ

(1−α)

)]−1

− 1

= lim
x→∞

[
1

2
− σ

2(x− µ)
log

(∫ 1

0

exp

(
−ω exp

(
−x− µ

σ

))
P
(
St > ωe

x−µ
ασ

(1−α)
)
dω

)]−1

− 1.

Comme précédemment, nous avons P(St > x) = x−α`(x) où ` est une fonction à variation

lente. Par conséquent, nous obtenons que

χ = lim
x→∞

[
1

2
− σ

2(x− µ)
log

(∫ 1

0

exp

(
−ω exp

(
−x− µ

σ

))
ω−α`

(
ωe

x−µ
ασ

(1−α)
)
dω

× e−
x−µ

σ
(1−α)

)]−1

− 1

= lim
x→∞

[
1− α

2
− σ

2(x− µ)
log

(∫ 1

0

exp

(
−ω exp

(
−x− µ

σ

))
ω−α`

(
ωe

x−µ
ασ

(1−α)
)
dω

)]−1

− 1

=
[
1− α

2

]−1

− 1

=
α

2− α
.

4.6.6 Preuve de la Proposition 4.5

Nous pouvons réécrire (4.11) de la manière suivante

log

(
Xt − µ+

σ

γ

)
= α log

(
Xt−1 − µ+

σ

γ

)
+ αγ logSt + (1− α) log

(
σ

γ

)
avec Xt une variable aléatoire distribuée selon la distribution GEV de paramètres µ, σ et

γ où (µ, σ, γ) ∈ R×R+
∗ ×R∗.

En utilisant la Remarque 4.1 et en distinguant bien le cas où γ est strictement négatif

du cas où γ est strictement positif, nous pouvons directement déduire le résultat de cette

proposition de la même manière que celui de la Proposition 4.1.
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Par exemple, si γ > 0, nous pouvons poursuivre la réécriture de (4.11) de la manière

suivante

Zt = αZt−1 + αγ logSt + (1− α) log

(
σ

γ

)
avec Zt une variable aléatoire distribuée selon la distribution de Gumbel (log σ

γ
, γ). Nous

reconnaissons ici l’équation (4.3) de la Proposition 4.1.
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Dans cette thèse nous avons abordé différents aspects de la théorie des valeurs extrêmes

univariées allant du cas indépendant au cas dépendant en passant par la prise en compte

des données censurées.

Après avoir dans un premier chapitre rappelé certaines des notions clés en théorie des

valeurs extrêmes, nous nous sommes intéressés dans le deuxième chapitre à l’élaboration

d’un test d’adéquation à une loi de probabilité souvent rencontrée en théorie des valeurs

extrêmes, la loi de Pareto. L’élaboration de ce test a été motivée par la théorie de LeCam

bien connue en statistique mathématique. Nous avons alors établi le comportement

asymptotique de la statistique de test proposée sous l’hypothèse nulle que l’échantillon

provient d’une distribution de Pareto. Dans un second temps, nous avons établi son

comportement asymptotique sous des alternatives locales, nous plaçant ainsi dans le cadre

LAN. Des simulations ont également été présentées afin d’apprécier le comportement de

la statistique de test à distance finie.

Dans le troisième chapitre de notre thèse, nous nous sommes intéressés à un problème

récent en théorie des valeurs extrêmes qui est celui de la présence de données censurées.

Ce problème est très fréquent dans plusieurs domaines d’applications, comme en médecine

ou en actuariat, où souvent les données dont nous disposons sont censurées aléatoirement

à droite. Plusieurs estimateurs ont déjà été étudiés dans ce contexte, mais celui résultant
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d’une généralisation de la vraisemblance au cadre censuré n’avait pas été introduit malgré

les bonnes propriétés des estimateurs du maximum de vraisemblance. L’une des raisons

pour cela est sans doute que l’un des principaux défauts de ce type d’estimateurs est

le fait qu’on ne dispose pas de leurs expressions explicites. De ce fait, leurs propriétés

asymptotiques sont très difficiles à établir. Pour palier ce problème, nous avons proposé

dans ce chapitre, toujours dans le cadre censuré, des nouveaux estimateurs des paramètres

de la distribution de Pareto généralisée basés sur une première étape de l’algorithme de

Newton-Raphson. Leurs comportements asymptotiques ont été ensuite établis. Enfin,

par des simulations, nous avons illustré le fait que les estimateurs proposés avaient un

comportement, à distance finie, très similaire à ceux du maximum de vraisemblance.

Dans les chapitres précédents, nous avons toujours supposé que les observations dont

nous disposions étaient indépendantes. Or, bien sûr, dans beaucoup d’applications

pratiques, cette hypothèse est mise à défaut. Nous nous sommes donc placés dans le

quatrième chapitre de notre thèse dans le cadre de données dépendantes et avons cherché

à prendre en compte la dépendance dans les séries temporelles. Pour cela, nous avons

proposé un modèle linéaire autorégressif adapté aux maxima et plus particulièrement à

la distribution de Gumbel. Nous avons établi quelques propriétés théoriques de notre

modèle et une étude par simulations nous a permis d’illustrer la qualité du modèle

proposé. Enfin, comme celui-ci est issu d’une réelle problématique en sciences du cli-

mat, nous l’avons utilisé pour modéliser des maxima de dioxyde de carbone et de méthane.

Si parmi ces différents travaux de recherche, certains sont motivés par une problématique

appliquée et d’autres sont à caractère plus mathématique, tous ont en commun de

soulever des perspectives que nous envisageons d’ores et déjà d’explorer. En voici une

liste non exhaustive :
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• L’un des problèmes clés avec tous les estimateurs d’indice est le problème du biais. Dans

le cadre sans censure, pour certains estimateurs (Hill, UH), des techniques de réduction

de biais ont été proposées. Elles sont basées sur des modèles de régression exponentielle.

Dans le cadre de l’approche POT, à notre connaissance, le biais des estimateurs n’a jamais

été étudié. Le Chapitre 3 donne une perspective pour atteindre cet objectif, du moins

dans le cas sans censure. En effet, il est possible dans ce cas là de remplacer les fonctions

de répartition par leurs versions empiriques, l’estimateur de γ1 par un estimateur débiaisé.

Reste alors le problème de σ1,t pour lequel nous ne disposons pas d’estimateur débiaisé.

En revanche, comme nous l’avons vu, nous avons un lien entre σ1,t d’une part, et γ1 et

le seuil t d’autre part. Ce lien peut donc être utilisé dans un premier temps et conduire

ainsi à une estimation de B1,t(γ1, σ1,t) et B2,t(γ1, σ1,t). En retranchant alors ces biais es-

timés de nos estimateurs, nous devrions obtenir des estimations à biais réduits de (γ1, σ1,t).

• Une fois les termes principaux de biais estimés, nous pouvons également nous intéresser

au problème de la sélection du paramètre k représentant le nombre de statistiques d’ordre

à utiliser dans la construction de nos estimateurs. L’idée naturelle est alors de reprendre

l’approche standard consistant à choisir k comme la valeur qui minimise l’AMSE (erreur

en moyenne quadratique asymptotique), étant donné que nous aurons estimé au préalable

le biais.

• D’un point de vue pratique, il serait également bon de pouvoir inclure dans notre

modèle des covariables. En effet, il est légitime de penser que, par exemple dans les

applications médicales, il y a beaucoup de covariables qui interviennent et qu’il serait

utile d’en tenir compte. Nous pouvons par exemple raisonnablement penser qu’un bébé

réagira de façon différente à une même opération qu’un adulte. Par conséquent, l’âge

devra être pris en compte dans une telle étude statistique.
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• Le modèle que nous avons développé dans le Chapitre 4 mériterait d’être étendu au

cadre multivarié et spatial. En effet, en sciences du climat par exemple, nous disposons

souvent de mesures localisées en plusieurs endroits et il serait donc fort intéressant de

pouvoir prendre en compte l’aspect spatial dans l’analyse de nos données.

• Classiquement en géophysique, les modèles à espace d’états dont nous disposons sont

de la forme :  Yt = FtXt + εt

Xt = GtXt−1 + ηt

où ηt et εt sont des bruits gaussiens. Si Yt est un maximum, alors il devrait être de loi

GEV. Ceci est impossible avec un modèle linéaire à espace d’états dont le bruit est gaus-

sien. Nous devons donc définir de nouveaux modèles à espace d’états admettant cette

contrainte de loi et les étudier. Une piste pour aborder ce problème est d’utiliser les

résultats du Chapitre 4, le modèle linéaire adapté aux maxima proposé pouvant être

considéré comme l’équation dynamique d’un modèle à espace d’états. Ce travail est di-

rectement lié au problème de l’assimilation de données en théorie des valeurs extrêmes,

un champ de recherche actuellement en plein essor.
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