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Résumé

Rappelons qu’une partie de R™ est dite minimale si sa mesure de Hausdorff d-dimensionnelle
ne peut étre rendue plus petite par déformation dans une classe de compétiteurs adaptée. On
peut citer comme exemple le probléme de Plateau standard, pouvant se réécrire comme celui
de trouver un ensemble minimal pour les déformations & support relativement compact dans
un domaine, la frontiére du domaine jouant alors le réle d’une condition topologique de bord.

Un ensemble quasiminimal au sens d’Almgren n’est pas forcément minimal puisque sa me-
sure peut décroitre aprés déformation, mais seulement de maniére controlée relativement & la
mesure des points qui ont été déformés. Par exemple le graphe d’une application lipschitzienne
de R? dans R"~¢ est quasiminimal et de fagon générale, on sait (voir [A]) que les ensembles
quasiminimaux sont rectifiables. Lorsqu’on considére la réduction E* d’un ensemble quasimini-
mal E, qui consiste a prendre le support de la mesure de Hausdorff k-dimensionnelle restreinte
& F — en gros en enlevant les points dont la contribution & la mesure de E est nulle — on sait
en outre (voir [DS]) que E* contient de grandes images lipschistziennes et est uniformément
rectifiable.

Une autre propriété remarquable concerne les limites de Hausdorff de suites d’ensembles
quasiminimaux réduits. Dans ce contexte, non seulement la limite est quasiminimale et réduite,
mais en outre la mesure de Hausdorff est semi-continue inférieurement (voir par exemple [D1]),
ce qui n’est généralement pas le cas. Cette propriété fait des limites de suites minimisantes
d’ensembles quasiminimaux les candidates idéales & la résolution de problémes d’existence sous
contrainte topologique stable par déformation.

On propose ici, dans le cadre d’un probléme sur un ouvert en dimension et codimen-
sion quelconques, un premier résultat d’existence utilisant une méthode systématique pour
construire une suite minimisante d’ensembles quasiminimaux, par minimisation finie sur les
sous-faces d-dimensionnelles de grilles polyédrales adaptées. La construction de telles grilles
est assez délicate, puisqu’on s’impose & la fois de faire 'approximation polyédrale d’'un en-
semble rectifiable le long de certains plans tangents pour contréler 'augmentation de mesure
correspondante, tout en gardant un contréle uniforme sur la régularité des polyédres de fagon
a éviter qu'’ils ne soient trop plats. Des bornes uniformes sur la forme des polyédres sont en
effet utilisées lors de la discrétisation polyédrale des compétiteurs du probléme — mettant en
jeu des projections radiales successives sur la frontiére des sous-faces de dimension décroissante
de n & d — et permettent d’obtenir automatiquement une constante de quasiminimalité ne
dépendant que de n et d.

La suite d’ensembles quasiminimaux obtenue converge alors en distance de Hausdorff sur
tout compact du domaine vers un ensemble minimal — ou presque-minimal dans le cas d’une
fonctionnelle J&(F) = [ hdH? avec une fonction h continue & valeurs dans [1, M]. L’existence
de rétractions lipschitziennes sur la limite obtenue (donnée par le théoréme de Jean Taylor
dans [T] pour le cas d = 2, n = 3) devrait alors permettre d’affirmer que la limite fait encore
partie de la classe topologique initiale considérée. Le résultat d’existence pourrait encore se
généraliser & certains problémes sur des variétés sans bord, ou dans une certaine mesure a des
domaines fermés pour lesquels on connait une rétraction lipschitzienne d’un voisinage sur le

bord.

Mots-clefs : Ensembles minimaux, Ensembles quasiminimaux, Probléme de Plateau, Films de
savon, Complexes sympliciaux, Polyédres euclidiens.



A RESULT ABOUT EXISTENCE FOR MINIMAL SETS USING POLYHEDRAL
OPTIMIZATION

Abstract

Let us recall that a subset of R™ is said to be minimal if its d-dimensional Hausdorff
measure cannot be decreased by a deformation taken in a suitable class. One can give as an
example the standard Plateau problem, which can be rewritten in terms of finding a minimal
set under deformations that only move a relative compact subset of points of a given domain.
In that case the boundary of the domain acts as a topological constrainst.

An Almgren quasiminimal set can have its measure decreased by deformations, but only
in a controlled manner in regard of the measure of the points being affected. For instance,
graphs of lipschitz functions from R? into R"~? are quasiminimal, and it is known (see [A])
that quasiminimal sets are rectifiable. Furthermore (see |[DS]), cores of quasiminimal sets —
which are obtained by removing the points whose contribution to the measure of the set is null,
operation denoted as making the set reduced — contain big pieces of lipschitz graphs and are
uniformly rectifiable.

Another interesting property shows up for Hausdorff limits of reduced quasiminimal sets.
In fact, not only is the limit quasiminimal and reduced, but the Hausdorff measure is lower
semicontinuous (see for instance [D1]), which is usually not true. This property makes limits of
minimizing sequences of quasiminimal sets the ideal candidates for solving existence problems
with topological constrainst stable under deformations.

We introduce a theorem of existence, in the case of an open domain of R™ and in arbitrary
dimension and codimension, using an automatic method to build a minimizing sequence of
quasiminimal sets, by minimizing over the d-dimensional faces of polyhedral grids. Such grids
must be carefully designed, since we want to approximate a given d-rectifiable set by following
the directions of some of its approximate tangent planes to keep control on the measure increase
introduced by the approximation, while keeping uniform bounds on the shape of the polyhe-
drons to avoid making them too flat. These uniform bounds are used when approximating
other competitors using successive radial projections on decreasing dimensional polyhedrons of
the grid till dimension d, to obtain quasiminimality constants depending only on d and n.

The quasiminimal sequence we finally obtain converges on every compact subset of the
domain to a minimal set — or almost-minimal when minimizing the functional defined as
JI(E) = [ hdH? where h is continuous on the domain, with values in [1, M]. If we can find lip-
schitz retractions onto the limit (we can obtain them for instance when n = 3 and d = 2 using
Jean Taylor’s regularity theorem in [T]) we can claim that the limit is still in the topological
class we used. Our result could also be generalized in some cases of boundaryless manifolds, or
on closed domains when there exists a lipschitz retraction of a neighborhood onto the boundary.

Keywords : Minimal sets, Quasiminimal sets, Plateau problem, Soap films, Simplicial com-
plexes, Euclidean polyhedrons.
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Introduction

Un ensemble minimal est tel que sa mesure de Hausdorff ne peut étre rendue plus pe-
tite par une déformation prise dans une classe adaptée. En terme de courants, on cherche
a minimiser la taille (mesure du support) et non la masse (intégrale de la multiplicité sur
le support). Ces ensembles minimaux ressemblent alors a des films de savon, contraire-
ment aux surfaces de masse minimale. On peut donner comme exemple le probléme de
Plateau classique, qui peut se reformuler en celui de trouver un ensemble minimal pour
les déformations & support compact dans un domaine, la frontiére du domaine jouant le
role d’une condition topologique de bord.

Les surfaces minimales (en terme de masse) ont été abondamment étudiées. On peut
citer les travaux de Federer, Flemming, de Giorgi et d’autres. Dans ce cadre il s’agit
d’abord essentiellement de traduire le probléme en terme de géométrie différentielle,
et & minimiser parmi une classe donnée de courants. L’existence de solutions est alors
donnée par les bonnes propriétés de compacité et des théoréemes de convergences sur
les limites de courants intégraux. En comparaison il existe relativement peu de résultats
pour les minimiseurs de taille, en particulier en dimension et codimension élevées. Citons
toutefois les travaux de Reifenberg en 1960 dans |R], en particulier pour des surfaces
bidimensionnelles dans R? et les résultats partiels récents obtenus par T. de Pauw et R.
Hardt dans [DH] en utilisant des outils propres aux courants.

Une idée des plus naturelles qui peut venir a I'esprit pour discuter de I’existence de
solutions a un probléme d’ensemble minimaux consiste a étudier une suite minimisante
(E)) de compétiteurs convergeant vers une partie fermée E pour la distance de Hausdorff
dy;. En dimension 1, on sait d’aprés le théoréme de Golab (voir par exemple [AT]) que
la mesure de Hausdorff («longueur» dans ce cas) est semi-continue inférieurement pour
la convergence en distance de Hausdorff lorsqu’on se restreint a des parties connexes de
R™. En dimension d = 2 ou supérieure il est hélas bien connu que la mesure de Hausdorff
d-dimensionnelle H? n’est en général pas semi-continue inférieurement par rapport a dy,
or on voudrait s’assurer que

HYE) < liminf HY(E},) .

k——+o0

Il existe une condition suffisante pour que cela se produise — qui est a peu de choses
pres la propriété de concentration uniforme de G. Dal Maso, J.-M. Morel et S. Solimini
dans [DMS], introduite & l'origine pour I’étude de la fonctionnelle de Mumford-Shah.
Supposons que les ensembles Fj, sont quasiminimaux (notion analogue aux «restricted
sets» dans [A]) avec des constantes uniformes et qu’on les a réduits — opération consis-
tant & prendre le support de la restriction de H? & E;, — ce qui correspond & leur
retirer un ensemble de mesure nulle. Dans ce cas (voir [D1]) non seulement E est lui
aussi quasiminimal avec les mémes constantes et réduit, mais l'inégalité précédente est
vérifiée.

On va s’intéresser ici a 'obtention automatique de suites minimisantes d’ensembles
quasiminimaux dans le cas d’'un domaine ouvert de R™ par une méthode inspirée de
Reifenberg, faisant intervenir des pavages par des grilles quasi-dyadiques de plus en plus
fines. Si 'on suppose qu’on a pavé le domaine par une grille de cubes dyadiques, il est
facile de construire un quasiminimiseur a partir d’'un compétiteur FEj, : il suffit d’effec-
tuer une minimisation finie sur les sous-faces de dimension au plus d de la grille parmi
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les déformations de Ej, sur celle-ci, le minimum trouvé E} sera automatiquement quasi-
minimal. Une telle déformation peut par exemple étre obtenue en faisant la projection
radiale de F}, dans chaque cube de la grille sur sa frontiére par rapport & un centre situé
a 'intérieur, puis dans chaque face de cube et ainsi de suite jusqu’aux sous-faces de di-
mension d. Si l’on continue les projections radiales dans toutes les sous-faces de la grille
qui ne sont pas entiérement recouvertes — en «explosant» les trous sur la frontiére de
la sous-face — la déformation Ej obtenue n’est plus composée que d’une union finie de
sous-faces de dimension au plus d de la grille dyadique. Ainsi on sait automatiquement
que

HA(EY) < HU(E) -

Avec une grille quelconque la suite (E}) n’est en général pas minimisante, or d’aprés
I'inégalité précédente il nous suffirait pourtant de savoir que (E}) 'est pour s’assurer
qu’elle le soit. Il nous faut donc construire des grilles polyédrales plus générales, capables
de suivre approximativement la direction des plans tangents de la partie rectifiable de
E). En outre, la constante de quasiminimalité de £}’ dépendant de la forme des polyédres
utilisés pour les projections radiales, il nous faut aussi nous assurer ceux-ci ne sont pas
trop plats pour disposer de constantes uniformes.

Dans la premiére partie, une part importante de notre étude va consister & manipuler
des polyédres de R”, initialement définis en tant qu’intersection bornée de demi-espaces
affines (définition 1.1.5%); cette définition est équivalente & celle, usuelle, des polytopes
en tant qu’enveloppe convexe d'une famille finie de points. On se dotera de la termi-
nologie et des définitions nécessaires a la description d’ensembles de polyéedres vérifiant
des propriétés géométriques comparables aux grilles dyadiques : les complexes (défini-
tion 1.2.23%). Il est en effet important, pour des raisons de cohérence lors de 'utilisation
de projections radiales, d’imposer que les faces des polyédres de la grille se recollent
exactement, ainsi que les sous-faces de toutes dimensions. En particulier on établit le
théoréeme 2.3* de fusion de complexes, qui permet de relier entre elles deux grilles dya-
diques de R™ d’orientations différentes en construisant une famille de polyédres formant
un complexe plus grand. L’intérét de cette construction est qu’on donne des bornes
uniformes (ne dépendant que de n) sur les tailles et les régularités de chaque polyédre
construit — c’est a dire le rapport entre le rayon d’une boule inscrite et celui d’une
boule circonscrite — y compris les sous-faces.

La deuxiéme partie consiste & considérer une partie fermée E, H%mesurable, bor-
née et de mesure finie de R”. Le théoréme 4.3.17" offre la possibilité de construire un
complexe S et une déformation E’ de E portée par des sous-faces de dimension au plus
d de S, et dont la mesure peut étre rendue arbitrairement proche de celle de F. Sa
démonstration consiste essentiellement a presque-recouvrir la partie rectifiable de E par
des boules disjointes, centrées sur des points de E ot il y a un plan tangent, a construire
une grille dyadique a l'intérieur d’un nombre fini suffisamment grand de ces boules, et
a les relier entre elles grace au théoréme de fusion. En projetant préalablement E sur
son plan tangent dans chacune de ces grilles — opération qui ne va pas faire augmenter
sa mesure — et en effectuant des projections radiales successives dans les sous-faces de
dimension n & d du complexe total — opération qui la encore n’augmente pas la mesure
dans les grilles dyadiques, puisqu’on a préalablement projeté sur un plan tangent paral-
lele — on s’assure de pouvoir garder la mesure de E’ arbitrairement proche de celle de
E. En continuant les projections radiales dans les sous faces de dimension strictement
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plus petite que d qui ne sont pas entiérement recouvertes, on explose les «trous» sur la
frontiére des sous-faces — ce qui 1a encore n’augmente pas la mesure — et on obtient
un ensemble E’ porté par une union de sous-faces complétes de S. Il est important de
noter que cette construction peut étre faite en dimension et codimension quelconques,
et pourrait amener & généraliser un résultat établi par T. De Pauw dans [De]|, qui utilise
un lemme d’approximation semblable avec des polyédres bidimensionnels.

La troisiéme partie exploite ces résultats dans le cadre d’une suite minimisante (Ej)
a un probléme général d’ensemble minimal dans un ouvert U pour obtenir le théoréme
d’existence 6.1.7*. Le complexe S, qu’on construit pour batir ’approximation polyédrale
E, de E; — dans un ouvert borné Uy de taille croissante qui tend vers U — peut
étre complété pour recouvrir Uy tout entier. Puisqu’il est composé d’un nombre fini de
polyedres n-dimensionnels on peut minimiser parmi les déformations de Ej portées par
des sous-faces de dimension au plus d du complexe sur Uy, cette minimisation FE} est
quasiminimale dans Uy. En outre, du fait des bornes uniformes sur les régularités des
polyedres qu’on a construits, les constantes de quasiminimalité de £} ne dépendent que
de d et de n. Puisqu’on peut aussi imposer par exemple que

HYE,) < HYEL) + e

alors (E}) est une suite minimisante de quasiminimiseurs dans des ouverts croissants
dont I'union est U. Aussi en extrayant une sous-suite convergente, la limite £” de Ej/
est elle-méme quasiminimale sur U, réduite et minimisante. On en déduit que E” est
minimal, ou presque-minimal lorsqu’on a minimisé¢ une fonctionnelle J¢ définie par

JUE) = / b))

avec h continue, a valeurs dans [1, M], avec une fonction de jauge de régularité compa-
rable. L’existence de rétractions lipschitziennes sur la limite permet en outre d’établir
que celle-ci est une déformation des termes de la suite & partir d’un certain rang, par
exemple en dimension 2 dans R? ot 'on connait la structure des ensembles minimaux
grace au théoréme de Jean Taylor dans [T]. Ce premier résultat d’existence peut en-
core étre généralisé dans certaines variétés sans bord, ou dans une certaine mesure a
des domaines fermés dont on connait une rétraction lipschitzienne d’un voisinage de la
frontiére sur elle-méme.

On pourra aussi trouver en annexe des éléments de preuve informatique utilisés dans
le cadre de la démonstration du théoréeme 2.3* de fusion de grilles dyadiques.

*page 143

*page 61
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Prolégomeénes

Commencons d’abord par expliciter certaines notations — standard ou non — uti-
lisées au long du document.

Espace vectoriel euclidien

Dans ce qui suit on se placera généralement dans R™ (n > 1) muni de sa structure
d’espace vectoriel euclidien usuelle. On notera par ailleurs :

RT = [0, +00]

R~ =] — 00, 0]

R* =] — 00, 0[U]0, +00|
R =10, +o0|

R™ =] — 00, 0]

-

Direction d’un sous-espace affine H (c’est a dire le sous-espace vectoriel paralléle) : H
—

Demi-espace affine : H + RTu (avec H hyperplan affine et u ¢ H)

Produit scalaire euclidien : (z,y) = szyz (avec z = (x1,...,2p) et y = (Y1,---,Yn))

(2

Distance et norme euclidienne : d(z,y) = ||z — y|| = Z@l — z;)?
i
Distance du maximum : dyax(z,y) = || — Y||max = max |y; — x|
(2
Segment fermé : [z,y] = {tz + (1 —t)y: t € [0,1]}
Segment ouvert : |z,y[= {tz + (1 —t)y : t €]0,1[} (pour x # y)
Droite : (z,y) = {tx + (1 —t)y : t € R} (pour x # y)

Demi-droite : [z,y) = {z +t(y —x): t € RT} (pour z # y)

Géomeétrie

Pour une partie non vide A de R™ et un point = € R" on utilisera le vocabulaire
suivant :

Partie étoilée par rapport A z : Vy € A: [z,y] C A
Partie convexe : V(z,y) € A%: [z,y] C A

Enveloppe convexe : (A) = m B
BDA,B convexe

Cone de sommet z engendré par A : U (z,y)
yeA
Réciproquement, on dira que A est un cone de sommet x si Vy € A: (z,y) C A
Demi-cone de sommet = engendré par A : U [z,y)
yeA

Réciproquement, on dira que A est un demi-cone de sommet z si Vy € A: [z,y) C A
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Topologie

Dans R™ muni de sa topologie usuelle — exception faite des polyédres, pour lesquels
on considérera leur immersion dans le plus petit sous-espace affine les contenant avant
ces opérations — on notera pour une partie A :

Adhérence : A = ﬂ F

FDA,F fermée

[e]
Intérieur : A = U 0
OCA,O ouverte

o o
Frontiére : 0A = A\ A
A est relativement fermée dans B s’il existe un fermé A’ tel que A = BN A’
A est relativement ouverte dans B §'il existe un ouvert A’ tel que A = BN A’

A est relativement compact dans B si A est compact et inclus dans B

o

A CC B lorsque A est relativement compact dans B

Polyédres et complexes

Les polyédres sont d’abord introduits par la définition 1.1.5* en tant qu’intersection
bornée de demi-espaces affines, puis I’équivalence est établie avec les polytopes dans le

théoréme 1.1.19*. Les complexes sont introduits a la définition 1.2.23*. Pour un polyédre *3; 2> * <

et un complexe S (ou éventuellement une famille de polyedres quelconque) on notera :

g, 6 et 96 : voir la définition 1.1.10* *page 23
Sous-faces de § (dont § lui-méme) : F(J)

Sous-faces strictes de J : {a € F(0) : dimp/(ar) < dimyp(9)}

Sous-faces k-dimensionnelles de § : Fj(0) = {a € F(9) : dimy(a) =k}

Faces de 0 : Faim,,(5)-1(9)

Union des polyédres de S : U(S) = U o

0es
Sous-faces de S : F(5) = U F(S)
0es
Sous-faces k-dimensionnelles de S : Fy(S) = U Fi(S)

0es
Faces de la frontiére de S (si S est de dimension k) :

Fo(S)={0 € Fr_1(S) : ¥(a,B) € S%, 6 #£an B}

Squelette k-dimensionnel S’ de S : §' C F(S) et Vo € S : dimy () < k

Espaces métriques

Soient A et B deux parties non vides. Les notations suivantes sont utilisables dans
tout espace métrique, méme si on les utilisera dans la plupart des cas dans R™ muni de
la distance euclidienne.



page 95*
page 96™
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Mesure de Hausdorff : H*, voir la définition 3.1.3*

Dimension de Hausdorff : dimy, voir la définition 3.1.6*

Distance de Hausdorff : dy, voir la définition 3.1.7*

Distance a un ensemble : d(z, A) = yirelgd(x,y)

Pseudo-distance inférieure : d(A4, B) = (Ly%ggXBmin(d(x, B),d(y, A))

Pseudo-distance supérieure : d(A, B) = sup min(d(x, B),d(y, 4))
(z,y)EAXB

Boule fermée de centre x et de rayon r > 0 : B(z,r) = {y € R": d(x,y) <r}

Boule ouverte de centre x et de rayon r > 0 : B(x,r) ={y € R": d(z,y) <r}

e-Voisinage ouvert : V(A,¢e) = U B(z,¢)
x€A

Ensembles

Ensemble des parties : P(K)

Cardinal : #K

Ensemble des parties & p éléments : Pp(K) ={X € P(K) : #X =p}
Union disjointe : si AN B = () on notera AUB = AL B
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18 COMPLEXES DE POLYEDRES

1 Complexes de polyédres

Dans cette premiére partie on va donner une formalisation rigoureuse de la nature
géométrique d’une grille de polyeédres qui se «raccordent bien» entre eux. Auparavant
on va rappeler certains résultats simples plus ou moins connus sur les polyédres, et se
doter des outils nécessaires a une description efficace.

1.1 Deéfinitions et propriétés immeédiates des suspensions et po-
lyédres

Commengons par définir une notion qui va nous permettre de manipuler plus aisé-
ment des ensembles convexes : la suspension par rapport a un point.

> DEFINITION 1.1.1 (SUSPENSION D'UN ENSEMBLE)
Soit A C R™ non vide, et x € R". La suspension de A par rapport a x
(voir la figure 1) est définie par :

SAz)={te+(1—-t)y:te€[0,1] ety A} .

On peut déja immédiatement remarquer que l'opération de suspension préserve le
caractere convexe.

> PROPRIETE 1.1.2 (SUSPENSION D’UN CONVEXE)

St A C R"™ est convexe, alors

S(A,z) = (AU {z}) .

Remarquons que la suspension d’un segment [y, z] par rapport a x est le triangle
({z,y,2}), qui est convexe.

Montrons d’abord que S(A4, z) est convexe : soient y, z € S(A, z). Déja, on peut
trouver (t1,t2) € [0,1]% et (y/,2") € A? tels que
y=ty'+ (1 —t1)z et 2=t + (1 —to)x .

Donc y € S{y/, 7'}, z) € S([v/, 2], ) = ({z,v/,2'}), de méme z € ({z,v/,2'}) d’ou
on tire [y,z] € ({z,9/,2'}). En outre, A étant convexe alors [y/,2'] C A, dés lors
S([y, 7], x) = ({z, v/, 2'}) C S(A,x) et finalement [y, z] C S(A4,x).

Vérifions ensuite que S(A,x) est le plus petit convexe contenant A et x : soit
y € S(A, z). On peut trouver t € [0,1] et ¥’ € A tels que y =ty + (1 — t)x : il vient
quey € [y, z] = {y,x}) C (AU {x}). Par conséquent : S(A,z) C (AU {z}). O

ZoHHPE-HnzZo=mT]

Deux propriétés élémentaires sur la commutativité des opérations de suspensions et
la compacité de ’enveloppe convexe d’une famille finie de points suivent immédiatement.

> PROPRIETE 1.1.3 (COMMUTATIVITE DES SUSPENSIONS DE CONVEXES)
Soit A C R", conveze et x,y € R"™. Alors :

S(S(A7$)v y) = S(S(A,y),.%‘) .
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FIGURE 1 — Suspension d’un polyédre § par rapport & un point x non coplanaire.
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> PROPRIETE 1.1.4 (COMPACITE DES ENVELOPPES CONVEXES)

Soit x1,...,x,, une famille finie de points, alors :
{x1,...,2m}) = { Z wiw; s u; >0 et Zuz = 1}
1<i<m i
et ({x1,...,xm}) est compact.

Définissons a présent la notion de polyédre convexe comme intersection bornée de
demi-espaces affines. On verra juste aprés que tout polyédre au sens de cette définition
a une famille canonique de demi-espaces affines qui peut convenir, et on généralisera nos
propriétés aux polyédres de dimension inférieure & n a partir de la définition 1.1.10.

> DEFINITION 1.1.5 (POLYEDRES)

On se place dans R™ (n > 0). Un polyédre 6 de dimension n est une
partie 6 C R™ telle qu’il existe k > 0 et une famille A = {Ay,..., A} de
demi-espaces affines vérifiant :

(1) 6=1)A4:
AcA

(2) & est borné, et contient une boule de rayon non nul.

Lorsque ¢ est fixé, parmi toutes les familles A pouvant convenir pour cette définition
il en existe une minimale pour 'inclusion.

> PROPOSITION 1.1.6 (FAMILLE MINIMALE DE DEMI-ESPACES DEFINIS-
SANT UN POLYEDRE)

Soit & un polyédre de dimension n, alors il existe une famille de demi-
espaces affines {A;}1<i<m vérifiant

§=[A
et telle que pour toute famille finie de demi-espaces affines {B;}1<j<p vérifiant
aussL
5 = ﬂ Bj
J
alors {B;} D {A;}.

Nous allons devoir utiliser les deux lemmes topologiques suivants pour démontrer

rage 96* cette proposition. On pourra se reporter a la définition 3.1.6* pour la dimension de

Hausdorff dimy, on utilise essentiellement sa correspondance avec la dimension d’espace

affine et le fait qu'une partie contenant une boule k-dimensionnelle a une dimension de
Hausdorff au moins égale a k.

> LEMME 1.1.7

Soit A une partie non vide convere de R", et H le plus petit espace affine
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ZowHPra-nzo2eT)

contenant A (celui obtenu par intersection des sous-espaces affines contenant
A). Alors

dimy(A) = dim(H)

et lorsque A n’est pas réduite a un point, A contient une boule dim(H)-dimen-
stonnelle.

> LEMME 1.1.8

Soit § un convexe contenant une boule n-dimensionnelle, A un demi-espace
affine, A~ lautre demi-espace de méme frontiére que A (c’est a dire I'adhérence
de son complémentaire) et H le plus petit sous-espace affine contenant AN G
(lorsqu’il est non vide).

Dans ces conditions :

IANS =0 ou dm(H)<n—-1 = dCAoudC A .

Démontrons d’abord le lemme 1.1.7 : déja puisque A C H on sait que dimy(A) <
dimy (H) = dim(H).

Vérifions & présent I'inégalité inverse : soit xg € A, alors xg € H. Quitte a placer
lorigine en xp on peut supposer que H est un sous-espace vectoriel : H = Vect(A).
Soit k = dim(H), deux cas sont alors possibles :

o si k=0, alors A = {z0} et I'inégalité est démontrée ;

o sl k > 0, alors A contient une famille de points z1, ...,z qui engendre H :
H = Vect(xy,...,x). Notons < ., . > le produit scalaire canonique associé a
cette base, et || . || la norme correspondante. A étant convexe il contient aussi

I’enveloppe convexe des z; :

({xo,...,mk}): Z UiT5 - (uo,...,uk)ERkH et Z u; =1

0<i<k 0<i<k
= Zujxj:(ul,...,uk)eRket Zujgl
1<j<k 1<j<k
Soit maintenant y le barycentre des points xg, . ..,z et z un point de H dans

la boule de centre y et de rayon % — %H pour la norme considérée :

z = E (673478

1<i<k

avec o; =< 2,T; >=< 2 — Y, x; > + < Y, x; >=< 2 —Y,T; > —|—k—i1. Or par

; : , 11 T
construction | < z —y,x; > | < £ — 737 donc il vient

Zaigl et Vi: a; >0
et par conséquent z est dans I’enveloppe convexe des points xg, ..., Tk.

On a donc démontré que A contient une boule k-dimensionnelle, ce qui im-
plique en particulier que dimy(A) > k = dim(H ).

Démontrons & présent le lemme 1.1.8 : supposons que n > 1 (le cas n = 1 étant
trivial).
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¢ SidNIA = 0, alors soit ANG = ), soit AN = . En effet, s'il existait z € 6N A
et y € 6\ A, notons z = A N [z,y], on aurait aussi que z € § par convexiteé,
ce qui contredit ’hypothése que § N 9A = (.

¢ Sidim H < n— 1, raisonnons encore par ’absurde en supposant que ANJ # §
et AT NJ # 0 : dans ce cas on pourrait trouver deux points = et y de §
respectivement dans A et A~ qui ne soient pas situés sur JA. Notons G le
sous-espace affine H +R- 93_3)/ : G est donc de dimension au plus n— 1. Or, pour
tout point z de § N A, le point [z,y] N OA appartient aussi & J par convexité,
donc & H et par conséquent z € G. De méme, pour tout point z de §N A~ le
point [z, z] N0 A appartient aussi & ¢ par convexité, donc & H et par conséquent
z € G. En résumé si I'on suppose que AN # et A~ N6 # § alors § serait
inclus dans G (de dimension au plus n — 1), ce qui contredit ’hypothése que
& contient une boule n-dimensionnelle.

Par conséquent, pour tout demi-espace A tel que AN est vide ou contenu dans un
sous-espace affine de dimension strictement plus petite que n — 1, alors AN = 6 ou
A Ndé=A

Revenons & la démonstration de la proposition 1.1.6 : le cas n = 1 étant 1a
encore trivial, supposons que n > 1 et considérons I'’ensemble £ des familles finies
de demi-espaces affines dont l'intersection est §, qui est non vide par définition, et
soit {A; }1<i<m une telle famille. Puisque c’est une intersection finie, la frontiére de §

est donc composée de morceaux de la frontiére des A;, donc de morceaux v1,...,¥m
(éventuellement vides) des hyperplans Hy,..., H,, qui sont la frontiére des demi-
espaces A1,..., Ay, cest a dire :

¥i=H;nds et 06=|Jv .

Considérons pour chacun des ; non vides la dimension du plus petit sous-espace
affine le contenant (c’est a dire I'intersection de tous les sous-espaces affines qui le
contiennent), et ne gardons que ceux pour lesquels elle est égale & n — 1 : on obtient
alors la sous-famille des morceaux v, ...,V _,-

Il est facile de vérifier que les «;; sont convexes pour 1 < j <,y : soient = et y
deux points de 7;; et z €]x,y[. On sait déja que z € § par convexité, de plus z € H;;.
Dés lors 2 est dans 'adhérence du complémentaire de A;; (car elle contient H;;), qui
est elle-méme contenue dans I'adhérence du complémentaire de § (car A;; contient

d). En d’autres termes, puisque z est aussi dans d : z € 96 N H;; = ;.

D’apres le premier lemme, chacun des morceaux ~;; contient une boule n — 1-
dimensionnelle, par conséquent toute famille de £ contient des demi-espaces dont la
frontiere est H;,,..., H; ,. En outre, puisque § contient une boule n-dimensionnelle,
un seul des cotés de ces hyperplans est possible, donc toute famille de £ contient
effectivement {A;, }.

Vérifions & présent que la famille A4;,,..., 4; , est dans & : soit {A;} une famille
de & et supposons qu'il existe Ay € {A;}\ {4y, }. Le convexe §' = ﬂ A; (qui contient
i#k

0, donc une boule n-dimensionnelle par définition) vérifie les hypothéses du second
lemme avec le demi-espace Ay, donc on peut Iappliquer :

SNA,=0 ou fNA_=§.

Puisque &' N A, = § et que 0 contient une boule n-dimensionnelle, c’est donc le
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premier cas qui se produit, par conséquent on obtient que

5:ﬂAi.

itk

Ce raisonnement peut étre fait successivement avec tous les demi-espaces de {4;}
qui ne sont pas dans {A;, }, donc on a démontré que

(A, =6
J

en d’autres termes que {A;, } € €.

Pour tout polyédre, on peut donc trouver une famille de demi-espaces minimale
pour 'inclusion dont il est 'intersection. O

> REMARQUE 1.1.9

A partir de maintenant, pour tout polyédre § considéré dans les définitions
a venir, on désignera par A(0) la famille minimale de demi-espaces dont il est
["intersection.

Remarquons aussi que la définition d’un polyédre ¢ implique que 0 < H"(9) < +o0.
De plus, toute famille de vecteurs normaux aux hyperplans frontiéres des demi-espaces
de A(0) doit engendrer I'espace tout entier, sinon le polyédre ne serait pas borné.

La définition précédente a été donnée dans le cadre de polyédres de dimension n dans
R™, dans un souci de simplification. Rien n’empéche alors de considérer des polyédres
dans un sous-espace plongé dans un espace de dimension plus grande. On utilisera alors
la définition suivante.

> DEFINITION 1.1.10 (POLYEDRES DE DIMENSION k < n)

Soit H un sous-espace affine de dimension k (0 < k <n) de R™ (identi-
fiable a R, a une isométrie affine pres), et & un polyedre de H.

On dira que 0 est aussi un polyédre de dimension k de R™, et on notera
respectivement § et 00 lintérieur et la frontiére de § relativement a ce sous-
espace affine, plutot qu’a R™ tout entier.

On utilisera la convention qu’un singleton est un polyédre de dimension 0,
et dans ce cas qu’il est égal a son intérieur et que sa frontiere est vide.

Un polyédre ainsi défini est convexe en tant qu’intersection finie de convexes et
posséde ce qu’on va appeler des sous-faces. Soit ¢ un polyeédre donné, alors il existe
2#40) applications € : A(J) — P(R") qui vérifient :

VA€ A(6): e(A) =AoudA.

On notera £(§) 'ensemble de toutes ces applications, et avec ces notations on va définir
les sous-faces de ¢, qui sont obtenues en remplagant certains demi-espaces par leur
hyperplan frontiére dans I'intersection qui définit 9.
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> DEFINITION 1.1.11 (SOUS-FACES D'UN POLYEDRE)

Les sous-faces d’un polyédre 6 sont les ensembles (lorsqu’ils sont non

vides) :

() eA4): ec&().

A€ A()

Lorsqu’il existe un unique A € A(0) tel que €(A) = 0A, et que ¢(B) = B
pour B € A(5)\{A}, on dira que la sous-face obtenue est une face du polyédre
0.

A partir de maintenant, on notera F(5) l'ensemble des sous-faces d’un
polyedre §, et pour 1 < j <mn, on notera F;(0) l’ensemble de ses sous-faces de
page 96* dimension de Hausdorff égale a j (voir la définition 3.1.6* de la dimension de

Hausdorff).

Par convention, on notera Fo(d) l'ensemble des sous-faces de 6 qui sont
réduites a un point, qu’on appellera sommets de d, et pour alléger les notations
on confondra parfois ces singletons avec le point qu’ils contiennent. Les sous-
faces de o de dimension strictement inférieure a celle de d seront appelées les
sous-faces strictes de 6.

Comme on pouvait s’y attendre, les sous-faces d’un polyédre ainsi définies sont elles-
mémes des polyédres, comme le rappelle la proposition suivante.

> PROPOSITION 1.1.12 (CARACTERISATION DES SOUS-FACES)

Les sous-faces d’un polyédre de dimension donnée sont des polyédres de
dimension inférieure ou €égale.

De plus, les sous-faces des sous-faces d’un polyédre & sont elles-mémes des
sous-faces de §.

Soit € € £(J) qui définit une sous-face o = ﬂ e(B) et A ={B € A(9) :
BEA(S)

€(B) = B}. Notons H le plus petit espace affine contenant « (qui est non vide par

définition), | = dim(H) et B’ = BN H pour B € A. Déja, les B’ sont soit H tout

entier, soit des demi-espaces affines de H, car ils contiennent a et H est le sous-

espace affine minimal contenant a. Notons A’ le sous-ensemble des B’ qui sont des

ZowHpo-HnzZomT)

demi-espaces de H : il vient alors a = ﬂ B’. De plus, o étant un convexe, d’aprés
B'e A’
page 20* le lemme 1.1.7*, cette sous-face contient une boule [-dimensionnelle, et de plus est
bornée car § 'est. Donc, a est bien un polyédre [-dimensionnel, avec [ qui est aussi
sa dimension de Hausdorff.
Démontrons a présent le second point : plagons-nous dans le sous-espace affine
H et considérons le polyédre a.. Puisque 'on vient de voir que a = ﬂ B’ avec les
B'eA’
page 20* B’ qui sont des demi-espaces affines de H, d’aprés la proposition 1.1.6* on sait que
A(a) C A’. On a donc :

Ala)c A c{BNnH: Be A} .
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Soit alors (3 une sous-face de « : il existe par définition 7 € £(«) tel que

g= (1 nC).

CeA(a)

Définissons alors € € £(0) de la fagon suivante pour B € A(9) :
o si BNH € A(a) alors si n(BN H) = BN H on pose € (B) = B, sinon
€¢/(B) = 0B. Dans les deux cas on s’assure que n(BNH) =¢(B)N H;
o si BN H ¢ A(a) alors on pose € (B) = ¢(B).
Dans ces conditions, en remarquant que § C « et que

N e(Byc H

BEA(S): BNHEA(a)

alors (3 peut encore s’écrire :

g = ﬂ e(B) | N m ¢(B)NH

BeA(5): BNH¢A(x) BeA(5): BNHEA() BeA(5)

I
D
5

ce qui correspond exactement & la définition d’une sous-face de §. O

On donne aussi le corollaire suivant, qui confirme I'intuition que 1’on peut avoir pour
la notion de faces d’un polyédre. Ce corollaire reste vrai en dimension inférieure si on
prend les conventions de la définition 1.1.10 pour la frontiére.

> COROLLAIRE 1.1.13 (FACES ET FRONTIERE)

Les faces d’un polyédre de dimension n sont de dimension n — 1, et leur
union est la frontiére du polyédre.

D’abord constatons que la démonstration est évidente en dimension 1, donc sup-
posons que n > 1. Maintenant, pour un polyédre § et une sous-face o définie par
e € £(0) tel qu'il existe un unique B € A(¢) vérifiant ¢(B) = 0B, alors le plus
petit espace affine contenant ¢ est de dimension au plus n — 1 puisque § C IB et
dimy(0B) =n — 1.

Si l'on avait dimy(a) < n — 1, alors :

ZoHH>o-nzommT)

dimy; | (8B) N (Nl A|]<n-1.
A€ A(5),A#B
Or, on a vu dans la démonstration de la proposition 1.1.6* que si ¢a se produit, cela *page 20

contredit la minimalité de la famille des demi-espaces affines définissant 0 (voir la
remarque 1.1.9). Donc, une face est de dimension n — 1.

En outre, § étant défini par une intersection finie de demi-espaces, sa frontiére
est 'union de morceaux des frontiéres de chacun de ces demi-espaces :

ss=s\s={ () A|\[ N 4]= U [oan O B

AEA(5) AEA(5) AEA(6) BEA(S)\{A}

ce qui correspond exactement & dire que sa frontiére est I'union de ses faces. O
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> PROPRIETE 1.1.14

Soit 0 un polyédre k-dimensionnel (k < n) et H un hyperplan affine de
R* (n>1). Sil’on a :

SNHAD et SAH =0

alors 6 N H est une sous-face de 9.

Tout d’abord considérons le sous-espace affine minimal contenant ¢ : son inter-
section avec 'hyperplan H de R™ est I'un de ses hyperplans relatifs, car ¢a ne peut

[¢]
pas étre lui-méme puisqu’il contient ¢ qui est disjoint de H, ni I’ensemble vide car H
n’est pas disjoint de §. Par conséquent, quitte & se placer dans ce sous-espace affine,
on peut supposer que k = n pour effectuer la démonstration.

ZoHHPD-H0nZ0mT)

Prouvons a présent la propriété par récurrence sur n :

¢ en dimension 1, un polyédre est un segment et les seuls hyperplans affines
vérifiant les propriétés du lemme sont ses extrémités, qui sont des sous-faces ;

o pour n > 1 donné, supposons la propriété vraie au un rang n—1 et considérons
un polyédre ¢ de dimension n et un hyperplan H vérifiant les hypothéses du
lemme. Soit H’ le sous-espace affine minimal qui contient 6 N H (dés lors
H' C Het HNé=HNYJ), et notons Hy, ..., Hy, les hyperplans frontiére de
la famille minimale des demi-espaces engendrant § par intersection. On sait

d’aprés le corollaire 1.1.13 que 9§ = U H;N§, de plus par hypothése HNd = 0

donc H' Né = H' N 96, en outre d’aprés le lemme 1.1.7% on sait que H' N §
contient une boule dim(H’)-dimensionnelle B donc finalement :

BcH/mécaacUHi.

)

Puisqu’on a fait une union finie d’hyperplans affines alors par un argument
simple de convexité on peut trouver ¢ tel que B C H;, mais puisque B est une
boule dim(H’)-dimensionnelle contenue dans H’ on obtient aussi l'inclusion
H' C H;, d’ott on peut encore tirer :

Hné=HNsSC H;N§ .

Considérons alors les deux cas possibles :

* si H = H; alors par définition d N H est une face de § et on a fini;

* si H # H;, H et H; sont deux hyperplans distincts de R™, d’intersection
non vide alors H N H; est un hyperplan de H;.
Notons F' la face H; Nd de 6 — qui est un polyédre de dimension n — 1

de H; d’apres le corollaire 1.1.13 — et vérifions que ]% N H = ( (Iintérieur
étant pris ici relativement a H;, comme indiqué dans la définition 1.1.10).
Si ce n’est pas le cas alors on peut trouver une boule n — 1-dimensionnelle
B; de H; centrée sur H et incluse dans F', et puisque H; et H ne sont
pas paralléles (car leur intersection est non vide et ils ne sont pas égaux)
ont peut donc trouver deux points x et y de F' situés de chaque coté de
I’hyperplan H. Par définition § contient une boule n-dimensionnelle By, si
on note U l'enveloppe convexe des points z, y et de By :

U={z,y;UBy) C9
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[e] [¢] [¢]
alors U C 4, or par construction U contient un point de H, ce qui contredit

o

I’hypotheése que H Nd = (.

Utilisons pour finir notre hypothése de récurrence : la face F' est un polyédre
de dimension n — 1 de H;, et G = H N H; est un hyperplan de H; tel que
}07’ NG =0et FNG # (), donc FNG est une sous-face de F. En remarquant
que par construction F NG = HNH; N§d = HN4, il vient que H N § est
une sous-face d’une face de § donc d’apreés la proposition 1.1.12 c’est aussi
une sous-face de 9.

O

Définissons maintenant la notion de minimalité pour la convexité d’une famille de
points. On verra plus tard que c’est une propriété vérifiée par la famille des sommets
d’un polyédre.

> DEFINITION 1.1.15 (FAMILLE MINIMALE POUR LA CONVEXITE)

Soit (z;)1<i<m une famille de points de R™, on dira que cette famille est
minimale pour la convexité si :

Vie{l,...om}: {z;: 1<i<meti#j})# {z;: 1<i<m}) .

Ce n’est qu’une autre facon de dire qu’aucun des x; n’est dans [’enveloppe
convexe des m — 1 autres.

Le théoreme de Krein-Milman permet d’extraire d’un convexe compact une famille
de points dits extrémauzr qui ’engendrent lorsqu’on en prend l’enveloppe convexe. On
pourra en trouver une démonstration dans [KM].

> DEFINITION 1.1.16 (POINTS EXTREMAUX)

Soit C' C R™ un convexe, l’ensemble des points extrémauzr de C est donné
par

Ezxtrem(C)={zx e C: x ¢ (C\{z})} .

On va donner ici une conséquence simple lorsque les points extrémaux forment une
famille minimale pour la convexité.

> LEMME 1.1.17

Soit U une famille finie de points minimale pour la convexité, dans ce cas :

U = Extrem({U)) .

Q Soit C' un convexe fermé borné, donc compact. D’aprés le théoréme de Krein-
'é Milman il est 'enveloppe convexe de ses points extrémaux. A présent, soit U une
-E famille minimale pour la convexité dont ’enveloppe convexe est C, et x un point de
—? C. On a alors les équivalences suivantes :
0
" r € C\ Extrem(C) < 3(y,2) € C?*: z €y, 2]

— Iy, 2) e (U): z €]y, 2|

— ze(U\{z})

— ze€C\U
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On a donc montré que C'\ Extrem(C) = C'\ U. Pour finir, puisque Extrem(C) C C
et U C C'il vient :
U = Extrem(C) = Extrem((U)) .

O]

Le lemme suivant va nous étre utile pour étudier la nature des faces d'un polyédre,
en tant qu’intersections du polyédre avec un hyperplan.

> LEMME 1.1.18

Soient H un hyperplan de R™ (n>1) et A une partie non vide, convexe
et compacte de R™ dont les points extrémauxr sont en mnombre fini tels que
HNA=HNOA# 0. Considérons les trois énoncés :

(1) HNOA contient une boule n — 1-dimensionnelle ;

(2)

(3)
Alors, (1) = (2) et (2) = (3).

H est la frontiere d’un demi-espace B tel que A C B ;
Extrem(AN H) = Extrem(A)N H.

A un changement de repére prés H = {0} x R"~!, et appelons B et B~ les deux
demi-espaces affines dont la frontiére est H : Bt = Rt x R* ! et B~ =R~ x R* L.

Montrons par 'absurde que (1) = (2), c’est a dire que A C BT ou A C B~ : si

ZoH-P>I-H0nZ0mT)

ce n’était pas le cas, on pourrait trouver x € BTN A et y € BTN A, c’est a dire que
la premiére coordonnée de z est strictement positive, celle de ¥y strictement négative.
Puisque H N 0A contient une boule n — 1-dimensionnelle, on peut trouver € > 0 tel
que {0} x [—¢,€]""t € OAN H (en plagant I'origine sur le centre de la boule lors du
changement de repére). Or I'union des suspension de {0} x [—¢, €] ! par rapport & =
et z est incluse dans A, et de plus contient une boule n-dimensionnelle centrée en 0.
Ceci contredit I’hypothése qu'un voisinage de 0 relatif & H est inclus dans la frontiére
de A. Pour simplifier, on supposera par exemple que A C BT.

Montrons maintenant que (2) = (3) : déja, AN H est convexe compacte ; puisque
par définition un point extrémal de A qui appartient & H est aussi un point extrémal
de AN H il vient aussi :

Extrem(AN H) D Extrem(A)NH .

Vérifions & présent I'inclusion inverse : notons i, ..., T, les points extrémaux
de A et prenons x € Eztrem(A N H), alors puisque x € A, on peut trouver des

m
coefficients uq, . .., uy, € [0,1]™ tels que x = Zulwl et Z u; = 1. Puisque Vi : u; >

i i=1
0, et que la premiére coordonnée de x est nulle, on en déduit que u; = 0 lorsque
ml
2 . PP . ! ! < / /
x; ¢ H. Par conséquent, z peut aussi s’écrire : x = g wiz; ot {xy, ..., 1} =

J=1
/. .

H N Extrem(A) et uj = u; pour

= z;. Or Zu; = 1, et puisque z est un
J

1sij=j0
0 sinon
donc finalement que x € H N Extrem(A). Par conséquent, 'inclusion inverse est

point extrémal de H N A, on en déduit qu’il existe jg tel que u; = {
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démontrée :

Extrem(ANH) C Extrem(A)NH .
O

énoncant trois caractérisations équivalentes.

ZoHH»a-0nzo0m)

> THEOREME 1.1.19 (LIEN AVEC LES POLYTOPES)

Soit § un convexe non vide et xy,..., T, (m > 1) une famille de points.
Les trois énoncés suivants sont équivalents :

(1) & est l’enveloppe convexe des x;, et les x; forment une famille mini-
male pour la convexité ;

(2) 0 est la suspension successive d’un des x; par rapport a tous les autres,
et les x; forment une famille minimale pour la convexité ;

(3) & est un polyédre et ses sommets sont les x;.

Déja, on sait que (1) < (2). Démontrons que (3) = (1) : raisonnons par récur-
rence sur la dimension k£ du polyédre.

¢ en dimension 0, la propriété est vraie;

¢ en dimension 1, il est évident qu’un polyédre est un segment et qu’il est bien

égal & l'enveloppe convexe de ses sommets. De plus les deux extrémités du
segment forment une famille minimale pour la convexité ;

supposons maintenant que pour k£ > 1 donné, tout polyédre de dimension
k — 1 est 'enveloppe convexe de ses sommets, et que ceux-ci forment une
famille minimale pour la convexité. Soit § un polyédre de dimension k et U
I’ensemble de ses sommets. On a déja, puisque U C § et que § est convexe,
que (U) C 9.

Raisonnons par ’absurde et supposons que § ne soit pas l’enveloppe convexe
de ses sommets. Le polyédre § possédant par définition au moins un sommet
(U #0), on peut alors définir :

z €0 \(U);
yedn(U) .

Puisque (U) C § et que ces deux ensembles sont convexes, la droite (z,y) les
intersecte respectivement en deux segments, le premier inclus dans le deuxiéme.
Le point x appartient par conséquent au plus grand de ces deux segments mais
pas au plus petit. Donc il existe un point z (Iextrémité du plus grand segment
qui est du coté de x par rapport au petit segment) qui est dans 6 \ (U) N 90
(voir la figure 2). Or d’aprés le corollaire 1.1.13%, la frontiére de § est constituée
de l'union de ses faces. Donc z est sur une face &' de §. Par hypothese de
récurrence, cette face, en tant que polyédre de dimension k£ — 1 est ’enveloppe
convexe de I’ensemble U’ de ses sommets. Par définition, les sous-faces de ¢’
sont des sous-faces de 0 (car obtenues en remplagant certains demi-espaces par
leur hyperplan frontiére dans I'intersection définissant &', elle méme obtenue
selon le méme procédé a partir de §). Donc en particulier, les sommets de ¢’
(sous-faces réduites & un point) sont des sommets de 0, c’est a dire : U’ C U,
donc (U’) C (U). Par conséquent on a que z € (U), ce qui contredit donc
I’hypothése de départ.

On va pouvoir donner une description plus compléte de ce qu’est un polyédre, en

*page 25
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Il reste encore a vérifier que les sommets forment une famille minimale pour
la convexité, 14 encore en raisonnant par ’absurde : si ce n’était pas le cas,
alors il existerait un sommet zg qui est dans I'enveloppe convexe des autres
sommets. Si on fait 'intersection de ¢ avec un seul des hyperplans qui a servi
a construire ce sommet (dans la définition 1.1.11*) on obtient une face F' qui
contient xq, et qui est aussi un polyédre de dimension k — 1 dont on notera
U’ Iensemble des sommets. Soit H ’hyperplan affine de dimension k& — 1 qui
contient F'| en supposant que k = n (si ne n’est pas le cas, il suffit de se placer
dans le sous-espace affine minimal qui contient §) alors d’aprés la définition
d’une face, H est la frontiére d’un demi-espace affine A tel que § C A. Toujours
d’aprés la définition 1.1.11, les sommets de F' sont les sommets de d qui sont
dans H :

U=HNU.

En remarquant que U C § donc que U \ {zp} C A, on peut appliquer le
lemme 1.1.18 :

(U\{zo}) N H = ((U\ {zo}) N H) .

Puisque xg € H alors zg € (U \ {z0}) N H =, donc xp € (U \ {xo}) N H) =
(U"\ {z0}). Or g € U’, ce qui contredit la minimalité pour la convexité de U’
qu’on avait par hypothése de récurrence. Donc U est bien une famille minimale
pour la convexité.
Pour conclure on a bien démontré qu’'un polyédre est ’enveloppe convexe de ses
sommets, et que ses sommets forment une famille minimale pour la convexité.

Démontrons enfin que (2) = (3), cette fois ci par récurrence sur le nombre m
des x; :

o sim =1, {1} est bien par convention un polyédre;

o sim =2, S({x1},x2) = [x1,z2] est bien un polyedre;

¢ supposons maintenant que m > 2, et que la suspension successive de x; par
rapport aux points Zo,...,Z;,—1 soit un polyédre §. Soient Hf‘, . ,H,j les
demi-espaces affines définissant ce polyédre a l'intérieur du plus petit espace
affine H le contenant. Ces demi-espaces sont définis par un hyperplan affine
H,; de H et un vecteur normal u; : H;r = H; ® RTu;. On peut remarquer déja
que puisque la famille des x; est minimale pour la convexité, alors z,, ¢ §. On
veut montrer que dans ces conditions la suspension de § par rapport & x,, est
une intersection de demi-espaces affines, relativement & un sous-espace affine
& déterminer. Pour le montrer, considérons les deux cas :
* Six, € H, alors §(d, z,,) C H, donc on peut supposer pour simplifier que

H =R"

Posons :

A= <U [T, :z:l)>

I’enveloppe convexe des demi-droites d’origine x,, contenant les sommets de
0. Puisque § est fermé convexe, et x,,, ¢ J, on peut trouver un hyperplan G
de R™ qui «sépare» § de x,,. Dans ces conditions :

ANG = ({yi})

ou les y; sont les intersections des demi-droites [z, ;) avec G. Ainsi, ANG
est 'enveloppe convexe de m — 1 points (pas forcément minimaux pour la
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convexité, dans ce cas on en extrait une famille minimale), donc par hypo-
thése de récurrence un polyédre qui peut étre représenté comme l'intersec-
tion de demi-espaces affines Gﬁ de G. Si on définit les demi-espaces G; de R™
comme étant les demi-espaces dont I’hyperplan-frontiére est Affine(x,,, G}),
et qui contiennent A, alors
A=G;.
(]

Si on note (HZ’JF) la sous-famille des demi-espaces définissant § qui
contiennent x,,, alors on va vérifier que :

zz:i4r1<()fﬁ+> = ((](%) N ((]fﬁ+> = 5(6, ) .
D’abord B est convexe, et contient é et x,,, par conséquent :
S(0,z,) C B .

Pour démontrer l'inclusion inverse, prenons x € B C A. Donc, dy € §
tel que = € [zy,,y), car A est un demi-cone engendré par 6 de sommet
Zm. Considérons [T,,,y) N : c’est un segment fermé car 0 est convexe,
et disjoint de z,,. Notons z son extrémité la plus éloignée de z,, : par
conséquent z € 99, donc z est dans 'un des hyperplans H/. En outre,
puisque l'on a choisi 'orientation du demi-espace correspondant de fagon a
ce qu’il contienne @, il vient : [z, 2) NV H,T = [2,,, 2]. Puisque x € B alors
x € HT et donc x € [z, 2].

Finalement, on trouve bien que z € S(0, x,,) :

B C S(0,xm)

c’est & dire que la suspension de d par rapport & x,, est une intersection de
demi-espaces.

x Si @, ¢ H, alors on peut supposer pour simplifier que H = R"~! x {0} et
Ty, € R™1 x R*. On peut refaire la méme démonstration, on remarquera

que dans ce cas, la suspension a une dimension de plus.
Pour finir la démonstration que S(d,z,,) = ¢’ est un polyeédre, il nous reste a
vérifier que 0’ est borné. C’est évident car étant I'enveloppe convexe des x;, il est
contenu dans toute boule qui contient les x;, par conséquent §’ est bien un polyédre.

Il nous faut encore prouver que les sommets de &’ sont bien les points z;. Soient
Y1,.--,y les sommets de §. On a vu dans la démonstration de (3) = (1), que
les y; forment une famille minimale pour la convexité, et que : ({y1,...,y}) =
({x1,...,zm}), avec les ; qui sont eux aussi une famille minimale pour la convexité.
Par conséquent d’aprés le lemme 1.1.17* : m =1l et {y1,...,y;} = {x1,...,znn}. O

> LEMME 1.1.20 (FACES ET SOMMETS)

Tout sommet d’un polyédre est sommet d’au moins l'une de ses faces.

*page 27
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FIGURE 2 — Si I'on suppose que l'enveloppe convexe des sommets de § est disjointe de
0, alors il existe un point z de la frontiére de & qui n’est pas dans l’enveloppe convexe
(U) des sommets.
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Le lemme est évident si 'on se référe & la définition d’une sous-face : un sommet
est une sous-face de dimension 0 obtenue en remplagant des demi-espaces par leur
hyperplan frontiére dans 'intersection définissant le polyédre. Par conséquent, si ’on
fait l'intersection du polyédre avec un seul de ces hyperplans, on obtient une face
pour laquelle le sommet initial est une sous-face de dimension 0 selon la définition,
c’est a dire aussi un sommet. O

Zo+HPro-nzo=e)

Ce lemme se généralise sans probléme aux sous-faces, puisque celles-ci ne sont que
des faces, faces de faces, etc...

> COROLLAIRE 1.1.21 (SOUS-FACES ET SOMMETS)

Soit & un polyédre k-dimensionnel et | < k, alors tout sommet de 0 est
sommet d’au moins une sous-face l-dimensionnelle.

Raisonnons par récurrence décroissante sur [ avec k fixé pour le démontrer :
o pour | = k, le corollaire est évident, puisque la seule sous-face k-dimensionnelle
de § est § lui-méme (par définition, les autres sont de dimension au plus k—1) ;
o pour | =k — 1, la propriété a été démontrée dans le lemme 1.1.20;
¢ supposons alors le premier point du corollaire vrai pour [ > 0 donné : soit x
un sommet de §. Par hypothése de récurrence, z est aussi un sommet d’une
sous-face [-dimensionnelle «e. En appliquant le lemme 1.1.20 & «, on obtient
que = est aussi un sommet d’une face G de «, qui est elle-méme, d’apreés le
corollaire 1.1.13*, un polyédre de dimension [ — 1. Puisque d’aprés la proposi-
tion 1.1.12* 3 est aussi une sous-face de ¢, le premier point est démontré. *p. 25 et 24

O]

ZoHH>a-50nzo0m)

Le lemme suivant permet de caractériser les sous-faces de la suspension d’un poly-
édre.

> LEMME 1.1.22 (SOUS-FACES D’UNE SUSPENSION)

Les sous-faces de la suspension d’un polyédre & par rapport a un point x
sont de trois sortes :
o {z};
¢ des sous-faces de 0 ;
o des suspensions par rapport a x de sous-faces de §.
1l se peut évidemment qu’une des trois classes énoncées ci-dessus n’ait pas de
[¢]

représentant. Par exemple si x € 6, {x} n’est pas une sous-face de ({x} U?).

Commengons par considérer une face F' de §' = S(d,z). Pour simplifier la dé-
monstration, quitte a se placer dans un sous-espace affine on supposera que ¢ est de
dimension n.

Par définition FF = H N ¢, on H est un hyperplan affine tel que H N ¢ = (.
D’apreés le théoréme 1.1.19%, F' est ’enveloppe convexe de ses sommets qui forment, *page 29
d’aprés le corollaire 1.1.21, une sous-famille des sommets de ¢’ :

ZoHH»>I-0nzZo02mT)

F = (Fo(F)) .

Considérons les deux cas possibles :
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o six € Fo(F) alors Fo(F) = {x} U U, ou U est une sous-famille des sommets
de §. Si U = () alors on a fini (F = {z}), sinon remarquons que = € H, donc
qu’il vient :

F=HnN§=HNS(,z)=SWONH,z).

[¢] o
Par ailleurs, puisque HNd' = () alors HNd = ) (sinon on pourrait trouver une
o

boule dimy;(8’)-dimensionnelle incluse dans 4, centrée sur un point de H N4,
et dont la suspension par rapport a x contiendrait une boule n-dimensionnelle
incluse dans §(4, z) et centrée sur un point de H). D’aprés la propriété 1.1.14*
on sait alors que H N § est une sous-face de 4 ;

o sixz ¢ Fo(F), alors HNY' = HN§ car tous les sommets de F' sont des sommets
de 4, et 1a encore en appliquant la propriété 1.1.14 on trouve que F' est une
sous-face de §.

Pour conclure on a donc démontré le lemme pour les faces de &', reste a le dé-
montrer pour les sous-faces de dimension inférieure. Pour cela notons Hq, ..., Hys les
hyperplans frontiére de la famille minimale de demi-espaces engendrant ¢’ et consi-
dérons une sous-face F' de ¢ : par définition elle est obtenue en faisant I'intersection
de ¢ avec k hyperplans de cette famille (0 < k& < M). On va raisonner par récurrence
sur k :

o pour k=0,ona F =4¢=38(,x);

o pour k = 1 on vient de démontrer que F' = {z}, ou F = G ou encore F =

S(G,x) ou G est une sous-face de §;

o supposons que pour k € {2,..., M} donné, toute sous-face de §’ obtenue en
faisant l'intersection de k£ — 1 hyperplans de la famille est de I'une des trois
sortes énoncées précédemment. Notons I I’ensemble des indices 7 utilisés pour
définir F :

F=4n ﬂ H; .
i€l
On a que #I = k > 2, choisissons alors 79 € I et définissons :
I'=T\{ig} et G=0n()H.
iel’
G est une sous-face de &', et FF = G N H;,. Puisque #I' = k — 1 on peut
appliquer ’hypothése de récurrence & G, ce qui nous améne & considérer les
trois cas suivants :
* si G = {x} alors nécessairement F' = {z}, puisque FF # 0 et F C G;
* si G est une sous-face de § alors puisque pour tout ¢, on a vu dans la premiére
o

partie de la démonstration que 6 N H; = (), alors d’aprés la propriété 1.1.14

on sait que F' est une sous-face de §;
% si G est la suspension d’une sous-face F” de § par rapport & x alors en faisant

de nouveau la premiére partie de la démonstration en remplacant § par F’

et ¢’ par G, on trouve 1a encore que F' est de I'une des trois sortes annoncées.

O

1.2 Complexes

On s’intéresse maintenant a des familles de polyédres de méme dimension £ < n.
Lorsqu’une telle famille est composée de polyédres dont I’ensemble de toutes les sous-
faces forme une famille de polyedres d’intérieurs disjoints deux a deux, on parlera alors
de complexe k-dimensionnel.
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> DEFINITION 1.2.23 (COMPLEXES)

Soit F = {01,...,0,} une famille finie de polyédres k-dimensionnels de
R"™, avec k < n. On définit respectivement 1'union des polyéedres, [’ensemble
des sous-faces i-dimensionnelles, des sous-faces et des faces de la frontiére de

F
UF)=1Js;

6eF

Fi(F) = U]:i((S) pour i < k;

deF

F(F) =) F();

6€F
Fo(F)={0€ Fya(F): V(a,B) € F*, § £ anp} .

On dira que la famille F est un complexe k-dimensionnel de R™ si

Va,B € F(F): a#8=aNn3=10.

On rappelle que l'intérieur est pris ici relativement a la dimension de chacune
des sous-faces considérées (voir la définition 1.1.10%). On dira aussi que F est
connexe st U(F) est connexe.

On remarquera que cette définition n’interdit pas aux polyeédres formant le com-
plexe d’avoir des sous-faces communes : deux polyédres distincts peuvent se rencontrer,
a condition que leur intersection soit une sous-face commune aux deux (par exemple un
sommet ou une face), mais ils ne peuvent pas se rencontrer uniquement sur une portion
de face incompléte par exemple. En particulier, I’ensemble des sous-faces de méme di-
mension des polyedres d'un complexe vérifie cette propriété, comme ’établit la propriété
suivante.

> PROPRIETE 1.2.24

Soit S un complexe k-dimensionnel, alors pour 1 < I < k, F/(S) est
un compleze (l-dimensionnel), ainsi que toute sous-famille de S. De plus, si
a, 3 €S alors anNf est une sous-face commune a « et 3 si elle n’est pas vide.

Le premier point est évident car pour | < k, F(F;(S)) C F(S) (en effet on a vu
que les sous-faces de sous-faces sont aussi des sous-faces dans la proposition 1.1.12%).

Pour le second point, supposons que v = a N 3 # 0 et remarquons qu’en tant
qu’intersection non vide de polyédres, v est elle-méme un polyédre. Si @ = [ alors
on a fini, supposons donc que o # 3. Notons H le sous-espace affine minimal qui
contient v (il est de dimension au plus k — 1), ainsi que o/ = aNH et §/ = N H.
On a donc aussi que v = o N B De plus, @/ = H N da puisque par hypothése

ZoH-pra-Hnzo2mmT)

anB =0 et de méme # = HNB. Par conséquent o’ et 3 sont inclus dans deux
faces U et V respectivement de a et § (puisque les faces d’un polyédre forment sa
frontiére et sont dans des hyperplans affines distincts). Si U = V alors on a fini,
sinon on peut recommencer le méme raisonnement en remplagant « par U, § par V
(car U et V sont dans Fj_1(S) qui est un complexe de dimension k — 1 d’apres le
premier point) et k par k— 1 jusqu’a ce que 'on ait trouvé une sous-face F' commune
a a et B qui contienne ~. Puisque cette sous-face est commune 'inclusion inverse est
automatiquement vérifiée et donc vy =anNg=F. 0l

* page 23
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Dans la construction qui va suivre dans la partie suivante, on va utiliser un complexe
pour y projeter un ensemble selon une projection radiale par rapport & un point de
I'intérieur de chacun des polyédres. Si ceux-ci sont trop «platsy, la déformation de F
introduite par la projection va étre trop grande. Il nous faut donc introduire une quantité
permettant d’évaluer la régularité d’un polyédre ainsi que I'ampleur de cette déformation
et par suite 'augmentation de mesure correspondante.

> DEFINITION 1.2.25 (REGULARITE D'UN POLYEDRE)

Soit & un polyédre k-dimensionnel de R™, et H le plus petit sous-espace
affine le contenant.

St k=0 on pose par convention :

St k>0, on définit :
o Uinfimum des rayons des boules contenant ¢ :

R(0) = inf{r ¢ R™: Jc € R", B(c,r) D §};
o le supremum des rayons des boules k-dimensionnelles incluses dans 0 :
R(0) =sup{r e R"™: Jce€d, B(c,r)NH Cd};
o la régularité de & qui est le rapport des deux :
R==-=¢€]0,1] .
On dira que plus R(0) est proche de 1, plus § est régulier.

Pour un polyédre non réduit a un singleton, le supremum du calcul de R(6) est
atteint, ce qui nous permettra de trouver une boule de rayon R(J) dans tout polyédre.

> LEMME 1.2.26 (ORTHOCENTRE ET BOULE INSCRITE)

Soit & un polyédre k-dimensionnel avec k > 0 et H le plus petit sous-espace
affine le contenant. Alors il existe un point o € 0 tel que H N B(o, R(J)) C 0.

On dira que o est un orthocentre de §, et HN B(o, R(6)) une boule inscrite
dans 0.

Considérons une suite (¢, 'm)men telle que

Vm : B(¢m,rm) C 9 et lim r,, = R(d) .

m—0o0

ZoHHPra-HnzomT)

Puisque 6 x [0, R(0)] est compact alors on peut extraire de (¢, ) une sous-suite

convergente (c,,,7".). Notons o la limite de ¢/, (on a toujours lim 7/, = R(J)), on
m—0o0

peut méme imposer (quitte a ne garder que les termes a partir d’'un certain rang)

que

vm : d(c),,0) < R(6) .
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Remarquons que pour tous x,y, z € R" et r > 0 tels que d(x,y) < r et d(y, 2z) <
r —d(x,y) on a que d(z,2) < d(z,y) +d(y, z) < r donc

B(y,r —d(z,y)) C B(z,r) .

Posons par ailleurs
p =sup{r: B(o,r) C d} < R(9)

et choisissons = € B(o, p) : la suite 2, = 04 (1 — 1) (z — 0) de points de § converge
vers x et puisque ¢ est fermé alors x € § donc par suite B(o, p) C 6.

Notons maintenant r), = max(r, ,p+ d(c),,0)), il vient alors que
Vm: B(o,p) C B(c,,r,) et lim rl < R(J) .
Ceci démontre que p = R(J) et termine la démonstration du lemme. O

La définition des régularités peut aussi s’étendre & un complexe tout entier. On
notera ces extensions avec la lettre R ronde pour la différencier de la régularité d’un
seul polyédre, qu’on avait jusqu’ici notée avec la lettre droite R.

> DEFINITION 1.2.27 (REGULARITE D'UN COMPLEXE)

Soit S un complexe de dimension k de R"™. Soit | <k, on définit :
o les régularités l-dimensionnelles de S, qui sont les extrema des régulari-
tés de ses sous-faces l-dimensionnelles :

Ri(S)= sup R(5);
5€8.(5)

Ri(S) = 5613{3) R(0) ;

El(s): inf R(5> ’

5€8,(S)

o les régularités totales de S, qui sont les extrema de ses régularités [-
dimensionnelles :

Remarquons qu’on a pris I'infimum pour la définition de R; et R, de fagon a pouvoir
minorer la régularité du «pire» polyédre du complexe, puisque l'on va chercher par la
suite a construire des complexes les plus réguliers possible.

Comme on va le voir, dans le cas de la suspension d’'un polyédre par rapport a un
point qui n’est pas un orthocentre, on peut évaluer la régularité de la suspension.
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ZoH-PI-H0nZ0RmT)

> LEMME 1.2.28 (REGULARITE D'UNE SUSPENSION DE POLYEDRE)

Soit § un polyéedre, o un orthocentre de 6, H le plus petit sous-espace affine
contenant & et x un point distinct de o. Alors il existe des constantes a, b et

c strictement positives qui ne dépendent que de % et % telles que :

Soit H le plus petit espace affine contenant ¢ alors notons :

o 0 =8(6,x);

¢ o un orthocentre de ¢ ;

¢ B une boule inscrite dans é de centre o;

o B la boule de centre o et de rayon 2R(§) (dés lors 6 C B);

o o' un point de [z, 0].
Le probléme peut se ramener a trouver une boule B(o’,r) incluse dans S(B, z), et
une boule B(o,7) contenant S(B, x). Considérons les deux cas possibles en fonction
de la position de x par rapport & H :

o six € H (c’est adire si d(z, H) = 0) alors prenons o’ = o, clairement r = R(4)

et 7 = max(d(z,0),2R(J)) conviennent et il vient :

R(8) > R(5) et R(6) < max <2, d(a, ">> R();

R(5)
o six ¢ H, appelons C le cone de sommet x engendré par B (voir figure 3);
soit B’ la plus grande boule (n-dimensionnelle cette fois) de centre o et qui
soit contenue dans C. Son rayon R’ vaut R(d)cosa ou « est 'angle entre la

normale & H et la droite (z,0). Or cosa = i(&il)), donc R’ = R(0) ‘3((‘?[3. Les

boules images de B’ par I'homothétie de centre x et de rapport v > 0 sont
donc toutes contenues dans le cone C, en particulier la boule B” de centre
¢ obtenue avec v = % par exemple. Choisissons alors ¢/ comme le milieu du
segment [z, 0] et posons

1, 1 d(z,H) , d(z, H)
= _. = _. -R(6 t =d H) = .
fl 2 7R 2 d(:E, 0) E( ) € ZQ (0 ? ) 2
En constatant que R(§) < R(8) on remarque par ailleurs que

1 d(z,H) d(z,0)

225 d(woe) R(0) - R(0) -

Par construction B(o',r;) € C et B(d,ry) C S(H,z), donc B(d',r;) N
B(d,ry) CCNS(H,z) C &', donc r = min(ry,r5) convient, et en vérifiant que
la borne trouvée pour R dans le premier cas convient aussi on obtient :

- (d(w,H) d(z, H) d(x,o))R(é)

B d(z,0)  d(z,0) R(6)

R(&') >

R(6) < max (2, dj;%?) R(5) .

Dans les deux cas, il suffira de prendre ¢ = ¢ pour avoir la 3¢ inégalité du lemme. [J
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FIGURE 3 — Suspension d'un polyédre par rapport a un point non coplanaire, et la boule
contenue dans la suspension.
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1.3 Suspension de complexes

On suppose maintenant que n > 2. On va utiliser un nouveau type d’objet pour réa-
liser la suspensions des polyédres d'un complexe par rapport & un ensemble de points.
Ces ensembles dits graphes seront munis d’une structure connective permettant des sus-
pensions multiples de certaines sous-faces des complexes a suspendre. On limitera notre
étude (et nos définitions) a celle des graphes finis non orientés, puisque I’approche géné-
rale de la théorie des graphes n’est pas notre objet ici. Il est a noter qu’on ne considérera
pas seulement des graphes abstraits, mais 'immersion des objets unidimensionnels cor-
respondants dans R".

> DEFINITION 1.3.29 (GRAPHE)

Un graphe G = (T, A) est la donnée d’un couple formé de deux ensembles :

o un ensemble fini et non vide T de sommets, appelé support de G, qui
contient un nombre fini de points de R™ ;

o un ensemble d’arétes A C Po(T), qui contient des doublons de sommets
distincts non ordonnés, formant des segments d’intérieurs disjoints.

Si deux sommets x et y forment une aréte telle que {x,y} € A, alors on
dira que x et y sont voisins. On notera aussi une aréte |x,y| pour dénoter le
segment qui relie une paire de sommets vOLsins.

On remarquera que les arétes d’un graphe ainst défini forment un compleze
de dimension 1 (puisqu’elles sont d’intérieurs disjoints par définition), on se
réservera donc le droit d’utiliser parfois une terminologie identique pour les
deux types d’objets.

Il est intéressant de considérer la structure connective d’un tel graphe, en évaluant
localement et globalement le nombre de voisins d’'un sommet.

> DEFINITION 1.3.30 (ORDRE D’UN GRAPHE)

Soit G = (T, A) un graphe, on définit alors l’ordre d’un point x de T par :
Ox) = #y: {z,y} € A}

c’est a dire, ['ordre de x est le nombre de ses voisins. On peut alors étendre
cette définition au graphe tout entier :

O(G) =supO(x) .

zeT

On définit aussi la notion de sous-graphe en considérant sa restriction a un sous-
ensemble de sommets.

> DEFINITION 1.3.31 (SOUS-GRAPHE)

Soit G = (T, A) un graphe et T" C T une partie non vide de T. On définit
la restriction A" de A sur T' par :

A ={{z,y} € A: (2,9) €T} = ANP(T) .



1.3 - Suspension de complezes 41

On dira que le graphe G' = (1", A") est le sous-graphe de G porté par T'.
On notera P(G) l’ensemble des sous-graphes de G obtenus ainsi lorsque T'
parcourt P(T)\ 0 et Pe(G) Uensemble des sous-graphes de G a k sommets :

Pu(G) = {G' = (T',A) € P(G) : #T' =k} .

Pour manipuler plus aisément les suspensions de complexes on va se doter d'une
terminologie supplémentaire pour décrire les graphes.

> DEFINITION 1.3.32 (STRUCTURE DES GRAPHES)
Soit G = (T, A) un graphe.
o pour k > 1 on dira qu’un chemin de longueur k est un k + 1-uplet de
sommets (x1,...,70541) € TF tel que Vi < k,{xs, 1,1} € A;
o un k-cycle est un chemin de longueur k dont les deux extrémités sont
égales et dont les k — 1 autres sommets le composant sont distincts deux
a deux. Par exemple, si {x,y} € A, le triplet (z,y,x) est un 2-cycle;

o on dira que G est connexe s’il existe un chemin qui parcourt T en entier;
o on dira que G est linéaire si O(G) = 2, s’il ne posséde aucun 3-cycle et
sl est connexe ; en particulier cette définition implique que #1 > 2 ;

o on dira que G est cyclique s’il existe un cycle qui passe par tous ses

sommets ;
o on dira que G est un graphe complet si

V(z,y) €T?: a#y={r,y} € A

(c’est a dire si tous ses sommets sont voisins deux a deux). Par exemple,
un graphe réduit a un seul sommet est complet ;

o on notera P*(G) lensemble des sous-graphes complets de G et Pi(G)
l’ensemble des sous-graphes complets a k sommets de G :

Pr(G) =P (G) NPr(G) .

Par exemple si O(G) = 2, Pi(G) =0 si k > 3 (puisque dans ce cas
tout sommet de G a au plus deux voisins).

La suspension telle qu’on I’a définie précédemment avait comme support un point. Le
probléme est que lorsque 1’on suspend un complexe entier par rapport a un unique point,
les polyédres créés peuvent avoir une régularité tres faible par exemple si le complexe
est de grand diameétre par rapport a sa distance au point. On va d’abord définir la
suspension d’un complexe par rapport aux sommets d'un graphe dans le cas général,
toutefois on se contentera par la suite de 1'utiliser dans le cas d’un graphe linéaire car
elle est alors plus simple & appréhender.

> DEFINITION 1.3.33 (SUSPENSION D'UN COMPLEXE PAR RAPPORT A UN
GRAPHE)

Soit S un complezxe k-dimensionnel, G = (T, A) un graphe et p une appli-
cation de S dans T. Pour tout sous-graphe complet H = (U, B) € P*(G) avec
U={x1,...,2n} (1 <m < #T) on définit :

p'(H) = {ﬁ@: d; € S et p(o;) :xz} )
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C’est a dire, p*(H) est l’ensemble des intersections qu’il est possible de former

avec m polyéedres mis en correspondances respectivement avec les m sommets

de H par p (ces intersections sont soit vides, soit des sous-faces du complexe
page 35 d’apres la propriété 1.2.24%). A partir de la on définit ensuite :

S*(H)={(FUU): Fep(H)} .

S*(H) est l’ensemble des enveloppes convezes (ou suspensions successives) des
éléments de p*(H) avec les m sommets du sous-graphe H.

On dira alors que la suspension du complexe S de dimension k par rapport
au graphe G selon le choix p est l’ensemble des polyédres de S*(H) qui sont
de dimension k + 1 lorsque H parcourt [’ensemble des sous-graphes complets

de G :

S(5,G,p)={0€S"(H): HeP(G) et dimy (0) =k+1} .

On appellera p un choix de suspension, et lorsque S(S,G,p) est un com-
plexe on dira que p est un choix adapté a la suspension de S par rapport a

G.

Une suspension de complexe définie ainsi n’est pas forcément un complexe. Par
exemple dans R?, on peut constater que la suspension du complexe composé des deux
polyedres {1} x [0,1] et {2} x [0, 1] par rapport au point 0 n’est pas un complexe car
dans ce cas les deux suspensions ne sont pas d’intérieurs disjoints. Il nous faut donc
des conditions plus fortes sur la situation relative du complexe et du graphe pour qu’il
existe un choix adapté.

> DEFINITION 1.3.34 (OCCLUSION SIMPLE D’UN ENSEMBLE PAR RAPPORT
A UN AUTRE)

Soient A et B deux parties de R™. On dira que A est en occlusion simple
par rapport a B st :

Vee AVy € B, [z,y)NA={z} .

Comme le formalise la propriété suivante, dans le cas d’'un ouvert borné, la propriété
d’occlusion simple de la frontiére implique le caractére étoilé de 1'ouvert.

> PROPRIETE 1.3.35

Soient O un ouvert borné non vide de R™ et B une partie non vide de R™.
Si la frontiere 0O est en occlusion simple par rapport a B alors O est étoilé
par rapport a tout point de B.

Supposons que JO soit en occlusion simple par rapport & B et soient a € B
et b € O. Puisque O est un ouvert borné, la demi-droite d’origine b et de direction
ab coupe JO en un point c¢. Par hypothése d’occlusion simple, le segment [a, c[ ne
coupe donc pas dO et puisque [a,c[NO # O (car b € [a, c]) alors [a,c[C O et donc en
particulier [a,b] C O. Par conséquent O est donc étoilé par rapport a tout point de
B. O

ZorHpanzom)
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La notion d’occlusion simple peut aussi se généraliser a un complexe par rapport
a un graphe, elle nous donnera une condition nécessaire mais pas suffisante pour une
suspension adaptée.

> DEFINITION 1.3.36 (COMPLEXE EN OCCLUSION SIMPLE)

Soient S un complexe k-dimensionnel, G = (T, A) un graphe et p un choix
de suspension. On dira que S est en occlusion simple par rapport a G avec le
choixz p si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

o les polyédres de S ne rencontrent pas les arétes de G ;

o pour tout sommet x € T du graphe, U(p ' (z)) = U d est en
ses , p(d)=a

occlusion simple par rapport a x (c’est a dire que l'union des polyédres

mis en correspondance avec T par p est en occlusion simple par rapport

ax);

o pour toute aréte {x,y} € A du graphe :

* Up~(x))NU(p~(y)) est en occlusion simple par rapport au seg-
ment [x,y| (c’est a dire que 'union des sous-faces communes a
deux polyédres mis en correspondance avec deux sommets v0isins
est en occlusion simple par rapport a l’aréte formée par ces deux
sommets) ;

* SUPx) NUP ), y) UU(p(x)) est en occlusion simple
par rapport au point x (c’est a dire que l'union de la suspension
de ces sous-faces communes par rapport a y avec les polyédres qui
sont mis en correspondance avec x est en occlusion simple par
rapport a x).

On remarquera que le deuziéme point de cette définition ne peut étre vérifié
que lorsque k < n.

On va maintenant étre en mesure de donner des conditions suffisantes pour que la
suspension d’un complexe en occlusion simple par rapport & un graphe linéaire soit un
complexe.

> LEMME 1.3.37 (SUSPENSION ADAPTEE PAR RAPPORT A UN GRAPHE
LINEAIRE)

Soient S = {0; }1<i<m un compleze k-dimensionnel, G = (T, A) un graphe
linéaire et p un choix de suspension vérifiant les propriétés suivantes :

o S est en occlusion simple par rapport a G avec le choix p;

o il existe une famille (Ky)zer d’ouverts deux a deux disjoints tels que :
* VreT : x € k, et Kk, est étoilé par rapport a x ;
* U(p~(x)) C Ry (c’est a dire que les polyédres mis en correspon-
dance avec x par p sont tous inclus dans Ry ) ;
*x st x et y sont deux points wvoisins, alors en notant Ky, =
U [u,v] on a :Vz e T\{z,y}, Koy Nk, =0;

UERg ,VEKy

x si {a,b} et {c,d} sont deuzx arétes distinctes du graphe telles que



44 COMPLEXES DE POLYEDRES

{a,b} N {e,d} = 0 alors kap N kea =0 (cette condition implique
la précédente lorsque le graphe est cyclique).

Alors, p est adapté a la suspension de S par rapport a G.

Remarquons d’abord que les polyédres qui composent S(S,T,p) sont de deux
espeéces :

¢ ceux qui sont obtenus par suspension d’un polyédre de S par rapport & un
sommet de T';

ZoH-P>I-H0nZ0m)

¢ ceux qui sont obtenus par suspension d’une face de S par rapport & deux
sommets voisins de 7.

En effet, puisque G est d’ordre deux alors P} (G) = 0 si m > 3 (en effet les sous-
graphes complets de G ne peuvent avoir plus de trois éléments car un sommet de G
ne peut avoir plus de deux voisins). De plus, puisque G est linéaire par définition il
ne contient pas de 3-cycle, par conséquent Pj;(G) = () car tout sous-graphe complet
& trois sommets est le support d'un 3-cycle. Par définition de la suspension, tout
polyedre § de S(S, G, p) est obtenu comme 'enveloppe convexe de FUT” ou F est une
sous-face de S obtenue par intersection de m polyédres et T” qui est le support d’un
sous-graphe complet de G' & m éléments. D’aprés ce qu’on vient de voir, forcément
#T' < 2 et de plus dimy/(F) < k. En remarquant que dimy/(8) < dimy (F) + #T7
on constate donc que pour que § soit un polyédre k + 1-dimensionnel il faut que
dimy(F) + #T" > k + 1 cest a dire que F soit un polyédre de S et #T" = 1 ou
que F soit une face de F' et #1" = 2, ce qui correspond aux deux espéces définies
précédemment.

Il nous faut maintenant vérifier que ’ensemble des polyédres nouvellement créés
(de premiére et seconde espéce) par la suspension forme bien un complexe. Considé-
rons F' une sous-face d’un polyédre & créé aprés suspension, elle peut étre obtenue
de quatre maniéres différentes :

¢ 0 est de premiére ou seconde espéce et F' est une sous-face de S';

o ¢ est de premiére ou seconde espéce et F' = (F' U {z}) ot F’ est une sous-face
de S et x un sommet de G;

o ¢ est de seconde espéce et F' = (F' U {x,y}) o F’ est une sous-face de S et
x et y deux sommets voisins de G ;

& 0 est de seconde espéce et F' est une aréte de G.

Notons respectivement S7, S9, S3 et Sy les ensembles des sous-faces correspondant
respectivement a ces quatre sortes (les ensembles S; sont deux a deux disjoints,
puisque par construction une sous-face ne peut étre que d’une seule sorte a la fois)
ainsi :

F(S(S,G,p)) = Sy LSa iS5 LIS, .

On cherche & montrer que les polyédres de F(S(S, G, p)) sont d’intérieurs disjoints
deux & deux. Pour cela, considérons (lorsque cela est possible!) F; # G; € S; et
démontrons que

Vi, Vi, NG =0 .

1. En effet, il se peut que I'un des S; soit vide ou réduit & un seul polyédre ; ce n’est pas un probléme
puisque dans ce cas-la on obtient ce qu’on cherchait : que les polyédres de U S; sont d’intérieurs disjoints

(2
deux a deux.
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Pour étudier les différents cas on utilisera ces notations :

F est une sous-face d’un polyédre a1 de S

Fy = (FyU{z}) ou Fj est une sous face de ap € S’;
G2 = (G4 U {y}) ot Gf est une sous face de 32 € S;
Fy = (F3U{a,b}) ou Fj est une sous face de az € S;
Gs = (G3U{c,d}) ou Gj est une sous face de B3 € S';
Gy = [u,v] .

Il y a en tout seize cas & considérer (pour (i,7) € {1,2,3,4}?) mais & une permutation
des notations prés on se raméne a dix cas qu’on va considérer un par un dans le tableau

suivant :
TABLE 1: dix cas d’intersections vides & vérifier.
Cas Démonstration
If’l N é)l Fy et G1 sont d’intérieurs disjoints par définition puisque S est un com-
plexe.
Igl N G02 Remarquons d’abord que si F; est une sous-face de G%, Fi est aussi une

sous-face de G (car y n’est pas coplanaire avec G puisqu’en occlusion

simple) et donc };’1 N C?g = (). Supposons donc que Fj ne soit pas une

sous-face de G. Posons z = p(«a1) et considérons alors les deux cas :

o si z # y alors par hypotheése d’abord Fi C oy C R; et Gy C 2 C Ry
donc Gy C Ky car ky est étoilé par rapport a y. De plus puisque y ¢ &,
alors Go N 9k, C GY. Dés lors puisque ky et k. sont disjoints il vient
FiNGy = FiNE,NG2NE, = F1NG2NOkyNOk, C F1NG2NOk, C F1NGY ;

¢ si z =y, puisque par hypothése y est en occlusion simple par rapport a
(2 U Fy donc aussi par rapport a G5 U Fy alors F1 NGy = F1 NG,

Dans les deux cas, G est une sous-face stricte de G2 et puisque l'on a

supposé que Fj n’est pas une sous face de G}, alors Fy N GY est soit vide,

soit une sous-face stricte de F;. Pour conclure, F; NG est donc soit vide,
soit une sous-face stricte de Fy et Gy (donc incluse dans leur frontiére) et

o o]
par conséquent F; NGy = ().

Suite page suivante...
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Suite de la vérification de cas

FiNG;s

Remarquons d’abord que si F est une sous-face de G%, F est aussi une
sous-face de G3 (car aucun point de [c,d] n’est dans le sous-espace affine

engendré par G par hypothése d’occlusion simple) et donc }?’1 N G(')g = 0.
Supposons donc que Fj ne soit pas une sous-face de G et posons z = p(ay).
Quitte & permuter les notations, il y a deux cas a envisager au total :

o sl z # cet z # d alors de la méme fagon que pour le cas précédent on a
que G3 C Fegq et puisque [¢,d] C k. q alors GsN Ik, q C GY. Puisque par
hypothése k. g4 et &, sont disjoints alors F1NG3 = F1NE, NG3NEcq =
F1ﬂG3ﬁ8/<&zﬂa/£c,d C Fy ﬂGgﬂalﬁc,d C Fy ﬁGé;

o sl z = ¢, puisque par hypothése [c, d] est en occlusion simple par rapport
a B3 U o donc aussi par rapport & G5 U Fy alors F1 N Gs = Fy N GY.
Dans les deux cas, G est une sous-face stricte de G3 et puisque l'on a
supposé que F] n’est pas une sous-face de G alors Fy N GY% est soit vide,
soit une sous-face stricte de F;. Pour conclure, F1 N G5 est donc soit vide,
soit une sous-face stricte de Fy et G3 (donc incluse dans leur frontiére) et

o o
par conséquent Fy N G3 = 0.

FiNGy

Par hypothése d’occlusion simple, les aretes du graphe ne rencontrent pas

les polyédres du complexe donc a fortiori F1 N G4 = 0.

FyN Gy

Considérons les deux cas possibles :

o si & # y alors comme vu dans le cas (4,j) = (1,2), Fo N Ok, C Fy et
G2N 0k, C GY avec par hypothése k, Nk, = ). Par conséquent, puisque
Ky Ny =0 alors F NGy = FoNRE; NG NEy = Fo N0k, NGaNOky C
F;NGY,. Or, puisque Fj et G, sont deux sous-faces strictes de Fy et Go,
alors Fy N Gy est soit vide, soit une sous-face stricte de Fy et G (donc

incluse dans leurs frontiéres) et par conséquent 1:3'2 N C?g =0;

o stz = y alors Fy N Gy = ((F5NGY) U{z}). Remarquons ensuite que
par hypothése Fj # G4 (sinon Fy = G3), et si I (respectivement G%)
est une sous face stricte de G (respectivement F}) alors Fy (respecti-
vement G2) est une sous-face stricte de Gy (respectivement F») et alors

o (¢}

F, N Gy = (). Supposons alors que F} et G} ne soient pas sous-face de
respectivement G4 et Fj, alors Fj N G4 est soit vide, soit une sous-face
stricte de F et GY. Par conséquent, FoNG4 est une sous-face stricte de F

o o
et G, donc incluse dans leurs frontiéres et par conséquent Fr NGy = ().

Suite page suivante...




1.3 - Suspension de complezes

47

Suite de la vérification de cas

Fr,NGs

Quitte & permuter les notations, il reste deux cas a étudier :
o six # cet x # d alors comme vu dans les cas précédents, F» Nk, C F)

et G3N Ok q C GY. De plus par hypothése r; Nk g =0 dott FoNGsg =
FoNkz NG NFeg = FoNOky N Gs N Okeg C FyNGY. Or Fy et GYy
sont des sous-faces strictes de respectivement Fy et G3, par conséquent

F>NG3 est soit vide, soit une sous-face stricte de Fy et G (donc incluse
o]

dans leurs frontiéres) et finalement f?Q NG3=10;

si x = ¢ alors F, N Gy = (Fyu{z}) N (GyU{z,y}) =
(FSN (G4 U{y})) U{z}), car d’apres la derniére hypothése de la dé-
finition de l'occlusion simple d’un complexe on sait que Fjy U (G5 U {y})
est en occlusion simple par rapport & x. Par ailleurs, on sait aussi que
Fj C Ry et G C Ry N Ky, avec Ky Nky = 0 et K, qui est étoilé par
rapport a y. Il vient donc : Fj N (G5 U {y}) = F5 N G5 d’on on tire :
F, N Gs = ((F5NGYs) U{z}). Remarquons d’abord que si F est une
sous-face de G alors F; est une sous-face de G'3 et donc 13)‘2 ﬂGog = (). Sup-
posons alors que Fj ne soit pas une sous-face de G%, dans ce cas FyNGY
est soit vide, soit une sous-face stricte de I, donc ((Fy NG5) N {x})
est une sous-face stricte de Fy. Puisque c’est aussi une sous-face stricte
de G5 alors Fb N G3 est incluse dans la frontiére de Fy et G et par

o [0)
conséquent Fy N G3 = 0.

FoNGy

Remarquons que si u et v sont tous deux différents de x, puisque Fy C ’5
et que Ky N Ky = 0 alors Fy N [u,v] = () puisque [u, v] C Ky, Supposons
ensuite que u = x par exemple, et raisonnons par ’absurde en supposant
que F» N [u,v] # {u}. Dans ce cas F est la suspension de Fj par rapport
a u avec Fj C Ry. En outre k,, étant étoilé par rapport a u et v ¢ &, on
trouve que forcément [u,v] N Fj # 0, ce qui contredit 'hypothése que les
arétes du graphe ne rencontrent pas les polyédres de S.

Suite page suivante...
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Suite de la vérification de cas

F3sNG3

Puisque F3 (respectivement G3) est de seconde espéce, par définition de
la suspension d’un complexe, F} (respectivement Gf) est incluse dans 'in-
tersection de deux polyédres d; et d2 de S (respectivement 3 et d4) tels
que p(d1) = a et p(d2) = b (respectivement p(d3) = c et p(d4) = d). Re-
marquons alors que si Fj (respectivement G%) est une sous-face de G
(respectivement F3) alors parmi tous les ¢; pouvant convenir on peut choi-
sir 61 = 03 et 09 = 04 et donc {a,b} = {c,d}. Dés lors, F3 (respectivement
G3) est une sous-face de G3 (respectivement F3) et donc par conséquent

1*9’3 N CSg = ) ou F3 = G3. On supposera donc que F§ N G4 est soit vide,
soit une sous-face stricte de Fy et de Gf. Quitte & permuter les notations
il reste 1a encore trois cas & traiter séparément :

o si{a,b} N{c,d} = 0 alors par hypothése rqp N ke g = 0, de plus comme
vu dans les cas précédents, puisque Fz N dkqp C 4 et G3 N Okeq C Gh
alors F3 NGy = F3NRap NG3NEeg = F3N0kep NG3NOKkeq C F5NGY;

o sia = cetb# d, puisque par hypothése Fi C &, et G C Fq avec
kpyNkg =0, b € Ky et d € kg alors déja (F3 U {b})N (G5 U {d}) = F5NGE.
De plus kg p N kg = 0 et Kad N Ky = 0 avec F5 C Rap et G3 C Ry q donc
F3N Gy = (F3U{a,b}) N (GzU {a,d}) = (F5U{a}) N (G3U{a}) =
(FiNGY)U{a}). Or puisque b ¢ k4 et d ¢ kg alors ((F53NGY) U{a})
est une sous-face stricte de F3 et G3;

o si a = cet b = d alors puisque par hypothése [a,b] est en occlusion
simple par rapport a az U 83, F3NGs = ((F} N GY5) U [a,b]). Or F{NGY
est soit vide, soit une sous-face stricte de Fy ou G donc F3NG3 est une
sous-face stricte de F3 et Gs.

Dans les trois cas, F3 N G3 est une sous-face stricte de F3 et de Gg et par

o o
conséquent F3 N G3 = 0.

Suite page suivante...
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Suite de la vérification de cas

F3 NGy | Quitte & échanger les notations il y a trois cas & envisager :

o siu = aetv=>balors [u,v] est une sous-face de Fj et donc ﬁgﬂGozl =0;

o siu=aetwv#b, puisque F3 C Ry, alors par hypothése v ¢ F3. En
écrivant que F3 = (FyU{u,b}) = ((F;U{b})U{u}), raisonnons par
I'absurde et supposons que Ju, v[NF3 # () : puisque F3 est la suspension
de (F3 U {b}) par rapport a u et que v ¢ F3, le segment |u, v[ intersecte
alors (F5 U {b}) en au moins un point. Par hypothése, ry, N Ky = 0
avec Ky et Ky ouverts, donc on a aussi que Kup MKy = 0, en outre
(F5U{b}) C Ry car kp est étoilé par rapport & b. En résumé, en sup-
posant que Ju, v[NF3 # () on obtient quatre comparaisons ensemblistes
contradictoires :

Ju, v[C Ky ;

(F3U{b}) C Ry
Ru,v NKp = @;
Ju, v[N (F3U{b}) #0 .

Par conséquent, Ju, v[NF3 est nécessairement vide;

o siu# aetv#b alors puisque [u, v] NKqp = 0 (car [u,v] est inclus dans
Vouvert Ky €t Kyp Nkap = 0) et que Fy C Rgyp (car kq et Ky étoilés par
rapport respectivement & a et b) on obtient que [u,v] N F5 = (.

o o

Dans les trois cas, on obtient bien que F3 N G4 = (.

o] [¢] (¢}
Fy NGy | Par définition d’un graphe, ses arétes sont d’intérieurs disjoints donc Fy N

Gy =0.

Par conséquent I’ensemble de polyédres S(S, G, p) est un complexe k+1-dimensionnel,
car ses sous-faces sont d’intérieurs disjoints deux a deux. O

On pourra voir sur la figure 4 un exemple de suspension par rapport a un graphe
adapté. Dans ce qui suit, on va avoir besoin de suspendre un complexe qui forme la
frontiére d’un ouvert, de fagon a remplir de polyédres n-dimensionnel tout le volume de
cet ouvert. La notion d’occlusion totale va permettre de caractériser une situation ot le
remplissage se fait automatiquement.

> DEFINITION 1.3.38 (OCCLUSION TOTALE DE COMPLEXES)

Soient S un complexe, G = (T, A) un graphe linéaire ou réduit a un seul
sommet et p un choix de suspension. On dira que G est en occlusion totale
par rapport a S avec le choix p si p est surjectif et s’il existe un ouvert borné
conneze O et une famille d’ouverts disjoints (Ky)zer tels que :

(1) US)=|Js=00;
ses
(2) Yx €T, x € k; et Ky est étoilé par rapport & x ;

(3) Vz €T, U(p~'(x)) C Ry ;
(4) 0= #a:

zeT
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FIGURE 4 — En haut, le complexe a suspendre. En bas, sa suspension par rapport a un
graphe adapté. On obtient alors bien un nouveau complexe.
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(5) Yo,y €T, {z,y} ¢ A=k, Nk, = 0.

Le lemme suivant justifie qu’en situation d’occlusion totale, la suspension va remplir
tout I'espace vide & l'intérieur de 'ouvert O.

> LEMME 1.3.39 (SUSPENSION DE COMPLEXE EN OCCLUSION TOTALE
ADAPTEE)

Si le graphe G est en occlusion totale par rapport au complexe S avec
le choix p, et si p est un choir adapté a la suspension (on parlera alors de
situation d’occlusion totale adaptée) alors S(S,G,p) est un complexe S' qui
verifie :

OcUus) .

Si S wérifie les hypothéses du lemme 1.3.37" avec les mémes ouverts K * page 43
(qui, rappelons-le, établissent une condition nécessaire pour un choix adapté)
[inclusion inverse est elle aussi vérifiée :

0=U(s) .

D’abord on sait déja que S’ est un complexe, si de plus G est réduit a un seul
sommet, le lemme est évident. Supposons donc a présent que ce n’est pas le cas.

Rappelons qu'un graphe linéaire est tel que chaque sommet a un ou deux voisins
distincts. Par conséquent dans le second cas si x est un sommet de G avec y et z
ses deux voisins, puisque les (ky), o sont disjoints deux a deux alors Ok, = (00 N
Rz \ (Fy UR;)) U (0ky N REy) U (Ok, N Ry). De plus par hypothése on a aussi que
Ry NF; = 0 car y et z ne peuvent étre voisins (sinon (y, z, z, y) formerait un 3-cycle)
donc Ok, N Ok, = (). Cette union est par conséquent une union d’ensembles disjoints
deux & deux :

ZoHH>o-nzo02emT)

Oy = (00 NFL \ (Fy UR)) U (Oky NFz) U (0K, NEy)
De méme si x a un seul voisin y alors :
Oky = (00 NEy \ Ry) U (Oky NERy) .

A présent, prenons a € O : on peut alors trouver x € T tel que a € 7y (en effet,

O C U Kz). Il nous faut considérer 'ordre du sommet x : supposons d’abord que
z€eT
O(x) = 2 et notons y et z ses deux voisins distincts.
Si = a alors puisque p est surjectif on peut trouver § € S tel que p(d) = =,
de plus par définition (§ U {z}) € S(S,G,p) car la restriction de G & {z} forme un
sous-graphe complet donc a € U(S").

Si x # a alors puisque x,a € Ry et que k; est un ouvert borné, on peut donc
trouver b € Ok, tel que a € [b, z[. Et puisque k, est étoilé par rapport a x alors on a
aussi que |b, x] C k. Il nous faut considérer trois cas possibles :

o sib e 00NE; \ (R, UR;) alors puisque U(S) = 0O on peut trouver § € S tel que

b € §. Remarquons aussi que puisque b ¢ K, UR; alors nécessairement p(d) = x
(en effet si p(0) = y par exemple alors par hypothése on aurait que § C &, ce
qui est impossible car b € ¢). Donc (6 U{z}) € S(S,G,p), or [b,z] C (U {z})
par conséquent a € (0 U {x}) € S';
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¢ si b € Oky NE, alors notons ¢ l'intersection de la demi-droite d’origine x et de
direction yZ avec Ok,. Cette intersection existe car x, est un ouvert borné et
page 42* T € Ky, et est unique d’aprés la propriété 1.3.35" car k, est étoilé par rapport
a x. Puisque k, est étoilé par rapport a y alors nécessairement ¢ ¢ Ok, (sinon
on devrait avoir |¢, z[C Ky, ce qui n’est pas le cas car |¢, £[C k).
A présent si on note H un 2-plan affine contenant les trois points x, y et a,
puisque ¢ € H il vient :

HNOky #HNOKy NEy .
Or on a vu précédemment que :
Oky = (00 NFE; \ (Fy URZ)) U (0ky NEy) U (0K NRZ) .

Si 'on fait lintersection des membres de cette égalité avec le 2-plan H, on
obtient :
H N ok, 22()/LJfﬂ_Lle

avec
O'=HNoONE;\ (ky UR;) Fi=HNOokyNky; Fo=HNOkKk,NF; .

En résumé, en se plagant dans H on a montré que le fermé H N0k, était 'union
de O’ et de deux fermés disjoints non vides Fy et Fy, avec F| # HNOk,. Il est
facile de constater en plus que H N Ok, est connexe, puisque c’est la frontiére
de 'ouvert HNk, de H, qui est borné et étoilé par rapport a x. Par conséquent
I'intersection de O’ et de F| n’est pas vide, en d’autres termes :

D=HNok, NOO NIk, # 0 .

Notons d un élément de D, et démontrons a présent qu’il est possible de trouver
une face F' de S telle que d € F' et F' C k; N Ky

Soient S; et Sy les sous-complexes de S formés des polyeédres respectivement
inclus dans F, et &y :

Sy ={0€8:0 CRz} Sy=4{6€85:0 CrRy}.
Puisque par hypothése 00 = U(S) alors il vient :

00Nk Ny = |J dond.
5€8,,0'€S,

En outre, S; NS, = () donc par définition d’un complexe, 6 N ¢’ est soit vide,
soit une sous-face commune de 0 et §’. On remarque aussi que S; et Sy ne
sont pas vides, car ils contiennent chacun au moins un polyédre qui contient
d (puisque d € 00 NFz N Ry).

Considérons par ailleurs pour ¢ > 0, la boule ouverte B, de centre d et de
rayon €, et notons :

U= B.NoO .
Par hypothése O = U/Tt donc 00 C U/Tt, en outre d n’appartient & aucun

t t
des fermés ®; pour t ¢ {x,y}, donc il existe €y > 0 tel que pour tout € < ¢ :

Ue C Rz URy .

A présent considérons deux cas possibles :
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<

* si d n’est sommet d’aucun polyeédre de S alors il existe €1 > 0 tel que U,
ne contient aucun sommet des polyédres de S pour € < €;. Dans ce cas,
puisque d ne peut étre que sur la frontiére de tout polyédre qui le contient
(car il est dans R NFy), Ue est donc U'intersection de B, et de I'union d’une
famille finie H fr ,...,H de demi-hyperplans affines contenant d :

UE:BemUHj.
)

Chacun des H:r N Be est un morceau d’un polyédre n — 1-dimensionnel &;
inclus dans %, ou Ky, et il est clair que pour tout 7, Ok, NIk, N OO contient
H; N B. qui contient lui-méme d, H; désignant ici la frontiére du demi-
hyperplan H;r prise relativement a 'hyperplan en entier. Si on considére
par exemple le sous-espace affine Hy (de dimension n —2), F = §; N Hy est
une face de d1, et puisque S est un complexe alors F' est dans 0k, NIk, NOO
(puisqu’on vient de voir qu'une boule n — 2 dimensionnelle incluse dans F'
v est déja, si la face entiére n’y était pas cela impliquerait qu'un sommet
d’un autre polyédre de S serait dans F' privé de ses propres sommets, ce qui
contredirait le fait que S est un complexe) ;

* sid est sommet d’un polyédre de S alors il existe €2 > 0 tel que U, ne contient
aucun autre sommet de S pour € < €5. Par un raisonnement analogue sur
un point e € dk, N Oky N OO N B, distinct de d, il est possible de trouver
une face incluse dans 0k, N Ok, N OO qui contient d et e.

Dans les deux cas, on a donc trouvé une face F telle que :

de€ F CFr; NKyNOO .

Il nous reste a vérifier que le polyédre ({x,y} U F') est de dimension n : en
effet puisque s, et x, sont respectivement étoilés par rapport a x et y, et
F C RzNEy alors le sous-espace affine minimal H' de dimension n—2 contenant
F' ne contient pas x et y, et sa direction n’est pas paralléle a celle de la droite
(z,y), donc ({z}, F) est de dimension n — 1 et le sous-espace affine minimal
le contenant ne contient pas y. Puisque la restriction du graphe G a {z,y}
forme un sous-graphe complet (car x et y sont voisins), par définition de la
suspension d’'un complexe on trouve :

({z,y} U (01 Nd2)) € S(S,G,p)

avec, par construction, a € (z,y,d) C ({x,y} U (d1 NJ2)), c'est & dire que
acU(s).

si b € Ok, Nk, alors il suffit de refaire le raisonnement précédant en permutant
y etz

Si O(x) = 1 alors en notant y le voisin de z il est possible de refaire un raison-
nement semblable en remplacant x, par ().

En conclusion, dans tous les cas on a bien démontré que a € U(S’), c’est a
dire que O C U(S"). L’inclusion inverse est vérifiée si par exemple les hypothéses du
lemme lemme 1.3.37* sont vérifiées, puisque dans ce cas il est clair tous les nouveaux

polyédres créés lors de la suspension restent inclus dans U Ky -

<

<

z€eT
les polyédres de premiére espéce obtenus par suspension par rapport & un point

x sont inclus dans xy ;
ceux de seconde espéce obtenus par suspension par rapport a deux points
voisins z et y sont inclus dans x,; U k.

O

*page 43



page 43 *

page 95 *
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A présent donnons une définition pour décrire la situation ot un complexe combine
les hypothéses des lemmes 1.3.37 et 1.3.39 par rapport & un ouvert en forme de «tube»
placé autour d’un graphe linéaire, au prix d’'un découpage par des hyperplans pouvant
étre placés a € prés.

> DEFINITION 1.3.40 (COMPLEXE e-TUBULAIRE)

On se place dans R"™ (pour n > 2). Soient :

o S un complexe n — 1-dimensionnel ;

o G = (T,A) un graphe linéaire ou réduit & un seul sommet ;
o O un ouvert tel que 00 =U(S) et T C O.

Pour x et y deuzx sommets voisins du graphe et r € ]—d(“’) d(zy)

2 0 2
H(z,y,r) l’hyperplan affine perpendiculaire a et passant par le segment [x,y] a
distance r+ 224 ’y) de x, et H* (x,y,r) le demi-plan affine de frontiere H(x,y,r)
qui contient :L‘ H~ (x,y, r) Uautre demi-plan associé. Soit [ une application
anticommutative (c’est a dire telle que f(z,y) = —f(y,z)) de T? dans R telle
que V{z,y} € A, d(x’y < flz,y) < d(z’y) et x un sommet de G.

o si Ox) =1 alors notons y son voisin, et k,(f) Uadhérence de la com-
posante connexe de H (x,y, f(x,y)) N O qui contient x ;

o si O(x) = 2 alors notons y et z ses deux woisins distincts, et
ke(f) Uadhérence de la composante connexe de H™(xz,y, f(x,y)) N
Ht(x,z, f(x,2)) NO qui contient x.

On définit alors l’ensemble de polyédres n — 1-dimensionnels S(f) par :

[ notons

§eS(f) e dimy(d) =n—1 et 3 €S IweT: §=05nNk(f) .

On dira que S est e-tubulaire par rapport a G et O s’il existe € > 0 et
deuz applications f et g: T? — R anticommutatives et vérifiant, pour toute
application anticommutative h telle que min(f,g) < h < max(f,g) :

(1) Yz,ut € A (f(z.9),9(z.y) € ]— (g’y),d(z’y)[ et |f(z,y) -
g9(z,y)| > €;
(2) S(h) est un compleze;

(3) G, O et S(h) vérifient les hypothéses des lemmes 1.3.37* et 1.3.39
en utilisant Kk, = k.(h) et le choix p de suspension défini par p(d) =
TS0 C Ky

Le lemme suivant permet, lorsque le graphe et 'ouvert sont fixés, de déterminer des
constantes universelles bornant les régularités extrémes de la suspension d'un complexe
e-tubulaire.

> LEMME 1.3.41 (REGULARITES EXTREMES D’UNE SUSPENSION TUBU-
LAIRE)

Soit O un ouvert de R™ tel que H" 1 (00) < oo et dO admet un hyper-
plan tangent H" '-presque partout (voir la définition 3.1.3* de la mesure de
Hausdorff), G = (T, A) un graphe tel que T C O et f et g deuzx applications
anticommutatives de T? dans R telles que Y(z,y) € T? : (f(z,y),9(z,y)) €
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2
[—@,d(%’y)] . Notons alors 0* le sous-ensemble de 0O ou 0O admet un

hyperplan tangent et notons 1 (z) un vecteur unitaire normal & cet hyperplan
lorsque z € 0*. Notons encore § l’ensemble des applications anticommutatives
comprises entre f et g :

F=1{h: T*> = R: h anticommutative et min(f,g) < h < max(f,g)} .

Soient py > p_ >0 et € >0 tels que |f — g| > € et

2
Ha,p} € A: (f@.y) glay)) € |-2520 4 p, 258 —p |

1l existe alors trois constantes ci, co et c3 strictement positives ne dépendant

que de :
o n, et = ;
" min d(e,y) d(z,y)
min d(z, max d(z,
_ {zyleA Y _ A{zyleA y '
o a_ = et o = —— ;
erf d h y h 00
in 2, (Kz(h) UK N
R (2, (K2 (h) Uy (h)) )
° fo= ;
P+
sup d(z, (kz(h) U ky(h)) N OO)
heg {z,y}teA,z€[z,y]
< ﬁJr = ;
P+
sup H" (00 N k. (h))
heg,xeT
Y= pr ;
- —
< t),t —z>
. - < R(O.t—z>]
heg {z,y}EA z€[x,y] t€0*N(ka (h)Uky (b)) It — z||
et telles que pour tout complere n — 1-dimensionnel S vérifiant :
o 00 =U(S);
< R(S) < P45
o R(S) > p-;

o S est e-tubulaire par rapport a G et O avec les bornes f et g ;
alors on peut trouver une application h € § telle que :

(1) S"=S8(S(h),G,p) est un complexe n-dimensionnel;
(2) U(s")=0;
(3) R(S") < erR(9); R(S') > eaR(S) et R(S') > czR(S).

Commencons par nous placer dans R¥ (1 < k < n) et considérons une boule
unitaire fermée B de centre ¢ € R*. Soient z et y deux points de sa frontiére et
notons # I’angle non orienté (c’est a dire pris modulo 7) formé par les deux droites
(c,z) et (¢,y) (lorsque k = 1, on prendra 6 = 0 par convention). Soit A le demi-espace
affine de frontiére orthogonale a la droite (¢, y) et qui contient z. Lorsque 0 € [O, %[
il existe une boule fermée de rayon non nul, centrée en un point du segment [z, c] et
incluse dans BN A. On définit alors 'application ¢, comme le rayon maximal d’une

telle boule en fonction de I'angle 6 :

Zo+-pra-nzoze)

L1050 — 0]
wk'{ 49 —  Yp(0) = max{r: z € [c,z] et B(z,7) C BN A} .
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On vérifiera que ¥y, est une fonction décroissante & valeurs strictement positives sur
[0, T [ Posons maintenant :

Y = min ¥y .

1<k<n
Comme chacune des 9, ¥ est une fonction décroissante & valeurs strictement posi-
tives sur [0, T [
Soient ensuite S un complexe vérifiant les hypothéses du lemme, et 6 € F(S)
une sous-face de dimension k& d’un polyédre de S :
o si k=1 alors #F_1(5) = 2;
¢ si k > 1, par hypothése ¢ est contenu dans une boule de centre cs5 et de rayon
au plus py. Notons respectivement Uy et Vi la surface de la sphére unité et le
volume de la boule unité en dimension k. En rappelant que § est convexe et
contenu dans une boule de rayon p; centrée sur ¢ il vient que

HF1(06) < Upph!.

puisque l'on a vu que les faces de § sont disjointes et forment sa frontiére, on
a que :
H o) = > H e
a€EFk_1(0)

Puisque toutes les faces de § contiennent une boule k — 1-dimensionnelle de
rayon au moins p_ on obtient aussi :

#Fr-1(0) Vi1 p" 7t < HE1(89)

Par conséquent il vient :

Ue (p=\""
Fr_1(0) < L )
#Fi1(0) < Vi—1 <P>

Dans tous les cas, on peut donc trouver M ne dépendant que de n et Z—j tel que pour
tout sous-complexe S" C S, #Fi(S") < M#F,—1(5").

Soient maintenant x € T, y l'un de ses deux voisins et posons u =
min(f(z,y),9(x,y)) et v = max(f(z,y),9(z,y)) : par hypothése, v > u + €. Consi-
dérons le sous-complexe Si(x,y) des sous-faces de dimension k£ de S non paralléles a
et dont l'intérieur intersecte I’hyperplan affine H(z,y,w) pour w €]u,v] :

o

Sk(x,y) ={6 € Fir(S) : Jw €lu,v], 6N H(z,y,w) #Det 6 ¢ H(z,y,w)} .

Puisque tous les polyédres de S sont inclus dans une boule de rayon R(S) <
p+ et que u > 7@ +pretv < M — p+ alors d’abord les Sg(z,y) pour
{z,y} € A sont disjoints deux a deux et les polyédres de Si(z,y) sont tous inclus
dans U 0ONH (x,y,w) donc aussi dans (k;(f)Ukz(g))NOO. En particulier

u—p4+ <w<v+py
lorsque £k = n — 1 on obtient par hypothése :

H' " U(Su-1(z,9))) < H (ke (f) U ka(g)) N DO) < 29971

De plus on remarque que H™ '(U(Sp_1(x,y))) > Vno1#Sn_1(z,y)p" ", car tous
les polyédres de S sont d’intérieurs disjoints deux & deux et contiennent une boule
n — 1-dimensionnelle de rayon au moins R(S) > p_. Par conséquent #5S,,_1(z,y) <

2 o . .
v 71 = N,,_1. En utilisant ce qu’on a vu précédemment, on montre I'existence d’une
-~
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constante N = nN,,_1 M ne dépendant que de v, n et Z—f telle que pour tous sommets

r et y voisins :
k<n

Soit maintenant ¢ un polyeédre de Sk(x,y), A le plus petit sous-espace affine qui
le contient et B une boule k — 1-dimensionnelle fermée de A centrée en ¢, de rayon
R(9) et contenue dans § (par hypothése, R(6) > p_). A présent notons :

u'=inf{w €lu — py,v+ py[: H(z,y,w)N 3075 0}
’—sup{w €lu—pr,v+pi: H(z,y,w)No# D}
T(w)=H*(z,y,w) N4
(w) H (z,y,w)N§
S(6, w)={0" (w), 0~ (w)} .

Par construction H(x,y,u')N B = H(xz,y,v' YN B =0 car B C §, 6" (w) et 6§ (w)
sont deux polyeédres n — 1-dimensionnels non vides pour v’ < w < v’ et S(d,w) est
un complexe n — 1-dimensionnel. De plus il existe wy €]u’, v'[ tel que ¢ € H(x,y, wy).

Plagons-nous & présent dans le sous-espace affine A et considérons, pour w €
[u—py, v+ p4], son sous-espace affine H'(z,y, w) = H(z,y, w)NA : par construction
H’ est un hyperplan affine de A. Soient alors 2’ € 6NH (z,y,u’) ety € 6NH (x,y,v') :
on peut considérer les angles non orientés (modulo 7) 07 et 0~ formés respectivement
par les deux droites (¢, 2') et (¢,y’) avec la droite H a (voir figure 5). On remarquera
que puisque d(c,z') < 2p4 et ' € H'(z,y,u') avec d(H" (x,y,u’),c) > p_ alors
cosft > 2’2—;, donc il existe une constante Opnax < 5 ne dépendant que de Z—; telle
que 0 € [0, Omax), de méme 0~ € [0, Oax] pour tout couple (z,y) de sommets voisins
du graphe.

Envisageons les deux cas possibles :

o si k = n —1 alors dans ce cas 0 admet un hyperplan tangent sur <05 A
lui-méme ; par conséquent puisque | < [z,y] >, 7 (c)| > n il vient v/ — v’ >
p—(1 —mn); il ne cotte rien de supposer que € < 2Np_(1 —n), donc on a bien
que v/ —u' > 5% ;

o si k < n—1 alors notons I I'union des intervalles [u,v] (lorsque § parcourt
les Si(z,y) pour k <n — 1) tels que v/ — v’ < 5% :

I= U [/, 0] .

k<n—1,6€Sk(z,y)v' -/ <5%

Puisque >, _, | #Sk(x,y) < N alors il vient immédiatement :

HYI) <

l\D\m

Notons B’ = S(B,2’) US(B,y’), alors B’ C § car ¢ est convexe. Si on pose
de plus B (w) = B'N H'(z,y,w) et B~ (w) = B'N H™ (z,y,w) alors pour tout
w €]u’,v'[on a que BT (w) C §(w) et B~ (w) C § (w). Par Construction lorsque w €

Ju', wo) \ I, B*(w) contient une boule n—1-dimensionnelle de rayon - u, (OR(S) >
o7V (Omax)R(9) et de la méme fagon lorsque w € [wo, v'[\I alors B (w) contient
une boule n — 1-dimensionnelle de rayon au moins Si:i, (Omax)R (). Reéciproque-

ment, BT (w) et B~ (w) contiennent une boule de rayon au moins 1 (0max )R (8) lorsque
respectivement w €Jwg, v'[\I et w €]u’, wo[\1.
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FIGURE 5 — Découpage d’un polyédre § avec k = 2 et n = 3 par le plan H(z,y, w).
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Supposons & présent que § est tel que v’ —u' > 5% ou k =n — 1. On dispose des
bornes uniformes suivantes :

o
wo —u' € _%714(1—77)}

1
v — wo € 6(2Nn) ) p+(1 - 77)} :
Posons alors, pour w € [u, v] :

1siw<u
€ . :
'QD(S(UJ) = mw(emax) mln(|w - U,|, |w - U,D S1w G]ulv U/[

1siw>".
On a que pour w €Ju/,v'[, R(S(§,w)) > 1s(w)R(d). Si on appelle S(z,y,w) le com-
plexe obtenu a partir du découpage de S, _1(x,y) par 'hyperplan H(z,y,w) alors
pour tout w € [u,v] \ I, puisque par construction seuls les polyédres de dimension
k <n—1 tels que v' —u' > 55 sont découpés :

R(S(x,y, w)) = min Ps(w)R(0) = min Ys(w)R(S) -

T 0<k<n,0€Sk(z,y) T T 0<k<n, €Sk (z,y)
Si 'on pose, pour a,w € R et b >0

lsiw<a

a+b
2

w—asiwe]a,

Pap(w) =

. ]a+b [
b—wsiwe

b
2 )

lsiw>b

\

alors ¥s = ;- Considérons maintenant pour o > 0 la quantité :

€
5 !
ANpL qbﬁv”

C(o) = inf sup min(gq, p, (W), ..., Pay by (W)) -

(a1,man)ERN  w€[—a_pya_pi]\J
(b1,..,bN)€E€[o,4-00])
JCRH(N)<o

En remarquant que pour tout r > 0 suffisamment petit et b > o, a quelconque,
H{({w € [~0,0] : dap(w) < r}) < 2r on montre facilement que si ¢ < 2a_p, alors
il existe une constante C’ > 0 ne dépendant que de a_ et ’% telle que :

Clo)>Clo.

En prenant o = § il vient que v — u > o et par conséquent

eC’
sup R(S(z,y,w)) = R(S(z,y)) -
weE[u,v] 4Np3~

On a donc enfin démontré qu’il était possible de trouver A > 0 ne dépendant
que des constantes uniformes données et w € [u,v] tel que :

R(S(z,y,w)) = AR(S(z,y)) -
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En posant h(z,y) = w et en recommengant avec tous les couples de voisins du réseau,
il est donc possible de trouver h anticommutative telle que min(f, g) < h < max(f,g)
et R(S(h)) > AR(S). Par ailleurs remarquons que par construction R(S(h)) <
AR(S) et donc qu'il existe C > 0 vérifiant R(S(h)) > CR(S) (par exemple C' = ).

D’apreés les hypothéses du corollaire, puisque les hypothéses des lemmes 1.3.37* et

p. 43 et 51* 1.3.39" sont vérifiées pour S(h), S’ = S(S(h), G, p) est automatiquement un complexe
tel que U(S") D O. Or en constatant que U(S") = U kz(h) il vient I'inclusion inverse,
zeT

et donc U(S") = O.
Il nous reste encore & établir des relations uniformes sur les régularités. Pour cela
soit 6 € F(S’) une sous-face de S’ et rappelons que comme vu dans la démonstration
page 43* du lemme 1.3.37*, § peut étre de quatre sortes :
o si 6 € F(S(h)) alors R(6) > R(S(h)), R(6) < R(S(h)) et R(§) > R(S(h));
o si d = [u,v] ol u et v sont deux sommets voisins du graphe, alors R(4) =
R(9) € [a_R(S(h)). as R(S())] et R(5) =1 = R(S):
o sid=8(F,u) ou F € F(S(h)) est une sous-face de S(h) et u € T un sommet
du graphe, notons H le plus petit espace affine contenant F', et ¢ le barycentre

de F. D’abord u ¢ H et F C ky,(h) par conséquent (3((1;’5)) € [l,g—j et
d(u,c)

bage 37 R © [B—, B+] donc le lemme 1.2.28* nous donne les constantes voulues ;
o sid = (F,{u,v}) = S(S(F,u),v) ou F est une sous-face de S(h) et {u,v} € A
deux sommets voisins, notons F’ = S(F,u), H' le plus petit espace affine qui
contient F’ et ¢ le barycentre de F’. Par construction F C H(z,y, h(z,y)),

o
F' C ky, F'Nky =0 et dimy F < n—2. Donc en notant d = inﬁﬁ d(v, 2) alors
zeF’

d(v, H') et d(v, ') sont tous deux compris entre d et p4 54+ . Remarquons alors
%, dans ce cas on obtient que 3((1;”5)) € I,Qm].
On a vu (dans le cas précédant) qu’il existait deux constantes uniformes C' et

C’ telles que :

que d > p4

R(F') < CR(F) < Cpy
R(F')>R(F')>C'R(F)>C'p_ .

On en déduit que %Z]If,l)) € [min(ggﬁ_), %*,gj , et de nouveau le lemme 1.2.28
nous donne des constantes sur les régularités de § par rapport a celles de F’,
donc en les multipliant avec celles du cas précédant on a les constantes voulues
par rapport aux régularités du complexe S(h) tout entier.

En se souvenant qu’on avait aussi trouvé des constantes uniformes pour comparer les

page 54* régularités de S(h) a celles de S, ceci achéve la démonstration du lemme 1.3.41*. O

2 Fusion de complexes dyadiques

On s’intéresse maintenant aux complexes composés de cubes dyadiques de R™. Un
cube dyadique unitaire est un ensemble qui s’écrit, dans une base orthonormale adaptée,
comme le produit [0, 1]". Une famille de tels cubes disposés sur un pavage constitue de
facon naturelle un complexe.

> DEFINITION 2.1 (COMPLEXE DYADIQUE)

Un complexe dyadique de pas r > 0 est, dans une base orthonormale adap-
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tée et pour un sous-ensemble fini Z de 7", la famille des cubes dyadiques

S = {H[rzi,r(zi—i— D]: (21,...,20) € Z} :

=1

On appellera base canonique de S toute base qui convient pour cette défini-
tion. Lorsqu’un complexe S est dyadique de pas 1, on dira que S est unitaire.
De plus, comme pour les polyedres, quitte a se placer dans un sous-espace affine
de dimension k, on parlera de complexes dyadiques k-dimensionnels dans R™.

On imposera en plus a partir de maintenant pour simplifier que les complexes qu’on
considére sont connexes, ce qui se traduit par la condition suivante pour les complexes
dyadiques :

Ve,y € Z, Azg,..., 51 €EZ: zo=2x,21 =Y et Vi dpax(2i, zip1) = 1.

Pour la construction qui va suivre on va introduire la notion de complexe dyadique en
surface.

> DEFINITION 2.2 (COMPLEXE DYADIQUE EN SURFACE)

Un complexe dyadique en surface est un complexe S tel qu’il existe un
complexe dyadique T vérifiant :

Ve S: sNAUS)£D = 3 eT: sNAUS) =5 NaUT) .

Cela revient a dire que les sous-faces de la frontiére de S et T' (voir la défini-
tion 1.2.23°) sont les mémes : * page 35

Fo(S) = Fo(T) .

En outre, puisque lorsqu’un tel complexe T existe il est forcément unique, @
partir de maintenant on généralisera a S toutes les propriétés particuliéres aux
complezes dyadiques vérifiées par T, par exemple on dira que S est dyadique
unitaire en surface si T est dyadique unitaire.

On va a présent s’intéresser au probléme de relier entre eux deux complexes dya-
diques en surface de méme pas, sans laisser de «trous» et en préservant leur régularité.

> THEOREME 2.3 (FUSION DE COMPLEXES DYADIQUES)

On se place dans R™ (n > 2). Il existe quatre constantes universelles
strictement positives p, c1, co et c3 ne dépendant que de n telles que pour tous
complezes connexes n-dimensionnels Sy et Sy, dyadiques en surface de pas r
vérifiant :

o S1USy est un complexe;

, dU(S51),U(S2)) -

)

o OU(S1) a deux composantes connexes, dont l'une forme la frontiére d’un
ouvert conneze O tel que O NU(Sy) =0 et U(S2) C O.
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Alors il existe un complexe n-dimensionnel Ss vérifiant les conditions sui-

vantes :
(1) S;USyU S5 est un compleze ;
(2) U(S,US) =0;
(3) R(S3) < 1 max (R(S1), R(S2)) ;
(4) R(S3) > comin (R(S1),R(S2));
(5) R(S3) > czmin (R(S1),R(S)).

On notera ¢ une isométrie affine qui fait passer d’une base canonique de S; a une
base canonique de S5. Pour démontrer le théoréme, on va combler ’espace compris
entre S7 et Sy par des polyédres de fagcon a former un seul complexe plus grand. La
démonstration va se faire par récurrence sur la dimension n, mais d’abord démontrons
quelques lemmes préliminaires.

Définissons une propriété pour désigner les complexes dyadiques qui sont des sub-
divisions de complexes dyadiques plus grands.

> DEFINITION 2.4 (COMPLEXES DYADIQUES GROUPES)

Soit S un complexe dyadique k-dimensionnel de pas r, p un entier non nul
et T un autre complexe dyadique de pas pr dans la méme base. Si U(S) = U(T)
alors on dira que :

o S est P X P X ... X p-groupé;

k};is
o S estla pxpx...x p-subdivision de T ;

k };is
o T estle pxpx...x p-groupement de S.

k };is
Cette propriété de groupement est relative a l’origine de la base considérée.

On se réservera aussi parfois le droit de parler de p; X py ... X pr-groupements par
la suite (ou les p; sont des entiers pas forcément tous égaux) lorsque le complexe S s’y
préte. Pour simplifier les notations, on remplacera aussi parfois p X p x ... X p par p*.

Etant donné un complexe dyadique en surface, pour tout entier m > 1 il est possible
de lui ajouter des polyédres de facon & le rendre m*-groupé en surface, tout en gardant
un controéle sur la régularité obtenue comme le prétend le lemme suivant.

> LEMME 2.5 (SUBDIVISION)

Soit S un complexe de dimension n, dyadique en surface de pas r. Pour
tout entier m > 1 (voir la figure 6), il est possible de construire un complexe
S’ tel que :

(1) & est dyadique de pas = et m™-groupé en surface dans la méme
base ;

(2) S C S (tous les polyedres de S sont des polyédres de S') ;

(3) tout point de la frontiere de U(S") est situé a distance r de la frontiére
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de U(S) pour dpax : VY € OU(S’), dmax(x,0U(S)) =1 ;

(4) il existe trois constantes strictement positives ¢y, ¢ et ¢y ne dépen-
dant que de n et de m telles que

R(S3) < ¢ max (R(S1),R(S2))
R(S3) > ¢y min (R(S1), R(S2))
R(S3) > czmin (R(S1), R(S2)) -

Considérons 'ensemble E = {0;} des cubes dyadiques de pas r dans une base
canonique de S et de barycentres x;, qui ont au moins un point commun avec la
frontiére de S et qui sont d’intérieur disjoint avec tous les polyédres de S. EU S est
un complexe dyadique en surface de pas r, qui vérifie la propriété (3) du lemme. De
plus, la frontiére de U(E U S) est disjointe de celle de U(S).

Pour chacun des cubes §;, on considére ’ensemble F; de ses faces, et le sous-
ensemble G; de celles qui sont incluses dans la frontiére de £US. Chacun des éléments
de G; est un cube dyadique de dimension n — 1 et de pas r, on peut le subdiviser
de facon naturelle en m™~! cubes de dimension n — 1 et de pas - On notera F}
Pensemble composé des faces de F; qui ne sont pas dans G; (c’est a dire celles qui ne
sont pas sur sur la frontiére) et des m"~! - #G; faces obtenues aprés découpage des
faces de G; (celles qui sont sur la frontiére).

Zo+HPrE-Hnzo2emT)

On fait alors la suspension des cubes de F;° par rapport au point z; : tous les
polyédres obtenus sont bien de dimension n. Notons s; leur ensemble, il est facile de
vérifier qu’ils forment un complexe qui est une partition de §; car les cubes de F;*
sont tous inclus dans la frontiére de d;, qui est en occlusion simple par rapport a x;.
De plus, Usi est aussi un complexe, car on n’a subdivisé que les faces des §; qui

i
étaient sur la frontiére de £ U S, donc qui n’étaient pas communes a deux cubes.

Si on considére maintenant S’ = S U (U si>, cet ensemble de polyédres est un
i

complexe de dimension n, dyadique de pas ;- et m"-groupé en surface, qui vérifie les

propriétés géométriques annoncées. Les constantes bornant les régularités sont quant

A elles obtenues en utilisant le lemme 1.2.28*. O *page 37

Définissons maintenant une notion de rotation dans un 2-plan généralisée en dimen-
sion n.

> DEFINITION 2.6 (ROTATION D’ANGLE 0)

Soit f une application linéaire de R™ (n > 2) et 6 € R. On dira que f est
une rotation d’angle 0 si sa matrice peut s’écrire, dans une base orthonormale
adaptée :

cosf@ —sinf
sinf cosf

1
On dira alors que f est une rotation linéaire dans le 2-plan R* x {0}"2.

ﬁ
Si f est une application affine telle que f est une rotation linéaire dans
un 2-plan D, et que f(D) = D alors on dira que f est une rotation affine dans
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FIGURE 6 — Subdivision d’'un complexe bidimensionnel avec m = 4.
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le 2-plan D.

Le lemme suivant va étre utile pour la démonstration du théoréme de fusion en
dimension n > 2. En effet, une application de changement de bases entre des bases
canoniques de deux complexes dyadiques unitaires est une isométrie affine de R". Sa
partie linéaire peut alors étre décomposée en un produit de rotations dans des 2-plans
engendrés par des couples de vecteurs de la premiéere base.

> LEMME 2.7 (DECOMPOSITION D'UNE ISOMETRIE EN ROTATIONS)

Notons de fagon usuelle O(n) le groupe orthogonal de R™, c’est a dire le

groupe des isométries linéaires. Soit (uq, ..., u,) une base orthonormale de R"
alors pour toute isométrie linéaire f € O(n) il existe N = @ rotations
linéaires si,...,sn et une application r telles que :

o r = Id ou il existe © tel que r = q; — 2p; ou p; et q; sont les projec-
teurs orthogonauz sur Vect(u;) et Vect(u;)t (c’est a dire que 1 est une
réflexion par rapport a Vect(u;)*);

o Vk il existe i # j tels que si, est une rotation dans le plan Vect(u;, u;) ;

o f=s10...08yo0r.

Démontrons ce lemme par récurrence sur la dimension n. D’abord en dimension
1 le lemme est clairement vrai puisque toute isométrie est soit Id, soit —Id.

Supposons le lemme vrai en dimension n pour n > 1 fixé, et vérifions qu’il est
alors vrai en dimension n + 1 : soit f € O(n + 1). Montrons déja que pour toute
isométrie g € O(n + 1) et pour tout k < n, il est possible de trouver une rotation
linéaire s dans le plan Vect(ug,un11) telle que s o g(uny1) € Vect(uy)*t. Pour cela
plagons-nous dans le sous-espace H = Vect(uy, un+1) de dimension deux et notons p
et g respectivement les projecteurs orthogonaux sur H et H+ :

o si p(g(uny1)) = 0 alors g(ups1) € HE C Vect(uyi1)t et on a fini, il suffit de

prendre s = Id;

o si p(g(uns+1)) # 0 alors en choisissant une orientation du plan H on peut
considérer 'angle 6 formé par les deux directions p(g(un+1)) et upt1. No-
tons s la rotation linéaire d’angle —# dans le plan H, on remarque que
s(p(g(uns1))) € Veet(uns1) C Veet(ug)t done puisque ¢ et s commutent :

ZoH-pro-nzo=mmT)

5(9(un+1)) = s(p(g(uns1))) + a(s(g(un+1))) € Vect(up)® .

Constatons qu’en construisant s ainsi, si g vérifie pour ¥/ < k que g(up+1) €
Vect(ug)* alors s 0 g(uyr1) € Vect(ug )t puisque s laisse Vect(ug ) invariant si
kK # k.

En répétant ce raisonnement sur f, puis r, o f, puis r,—1 o, 0 f, etc... succes-
sivement avec les n premiers vecteurs de la base (pour 1 < k < n) on peut donc
trouver n rotations linéaires rq,...,r, telles que :

Vi <n, 110...70 f(tns1) € Vect(u;)*

et de plus par construction toutes les r; sont des rotations dans les plans
Vect(ug, unt1). Notons f’ la composée [/ = rio...r, o f : f' est donc aussi une
isométrie telle que

f'(uns1) € ﬂ Vect(up)t = Vect(uni1) -
k<n
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Par conséquent, f'(up+1) = Fupt1, mais en rajoutant éventuellement m & langle
de la rotation r; on peut se ramener au cas ou f’(up4+1) = up+1. L'application f
admet donc Vect(up4+1) comme stable (f(Aupt1) = Af(up+1) = Aupg1) or puis-
qu’elle est orthogonale, elle admet aussi son orthogonal comme stable : par consé-
quent f'|ycery, )+ est une isométrie de Vect(uni1)®, avec dim Vect(u,i1)t = n.
En lui appliquant I'hypothése de récurrence on obtient que ' = sjo...osy or
ou N = w, les s} sont des rotations linéaires dans des plans engendrés par des
couples des n premiers vecteurs de la base et r une réflexion ou I'identité. On trouve
alors :
f:T,:lo...orl_losllo...os/Nor.

En constatant que la réciproque d’une rotation est une rotation d’angle opposé dans
le méme plan, et que N +n = ("H)QM le lemme est alors démontré en dimension
n+ 1. O

Ce lemme se généralise sans probléme aux rotations affines.

> COROLLAIRE 2.8

Le lemme 2.7 reste vrai lorsque f est une isométrie affine et en prenant
des rotations affines dans les plans Vect(u;,u;) pour faire la décomposition.

Ce corollaire est une conséquence directe de la fagon dont on a démontré le
lemme : lorsque 'on a construit les différentes rotations linéaires qui interviennent
dans la décomposition on a pu remarquer que les n — 1 derniéres étaient dans des
plans Vect(ug,u,) pour k € {1,...,n — 1}. Dés lors,_>on peut écrire f = 7 ot ou

ZoHHPE-HnZoRmT)

t est une translation de vecteur x = (z1,...,z,) et f =gorjorgo...orp,_107
ot les r; sont des rotations linéaires dans Vect(u;, uy), g la composée des N —n + 1
—

premiéres rotations intervenant dans la décomposition de f donnée par le lemme,
et r une éventuelle réflexion. Pour 1 < ¢ < n, notons ¢; la translation de vecteur
r~1 (zju;), puisque r ot = ' or ot t' est une translation de vecteur r—!(z) il vient
alors I’égalité suivante :

N
fot=goriorgo...or,_jorot=gor;orgo...or,_10tjotgo...0t,0r .
De plus, t; commute avec 7; lorsque ¢ < n et ¢ # j donc on peut encore écrire :
f=go(rioti)o(rgota)o...o(rp_g0ty_9)o(rp_10tp_10t,)or.

En constatant que pour i < n—1, r;0t; est une rotation affine ainsi que r,,_10t,,_10%,
cela achéve la démonstration du corollaire. ]

2.1 Fusion en dimension 2

Traitons d’abord le cas de la fusion de deux complexes dyadiques bidimensionnels.
On verra que la construction qu’on va expliciter va aussi étre réutilisable dans la suite
de la démonstration en dimension plus grande.

> LEMME 2.1.9

page 61 Le théoreme 2.3 est vrai lorsque n = 2.
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FIGURE 7 — Deux complexes a fusionner en dimension n = 2.

];i) Supposons que n = 2, que les hypothéses du théoréme de fusion sont vérifiées,

8| et pour simplifier que Sy et Sz sont unitaires. Dans ces conditions, les portions de S

-Z et Sy qui nous intéressent sont deux graphes de points, les arétes étant les faces (ou

1| segments) qui sont respectivement dans la frontiére de O et de U(S1) (voir figure 7).

8| On va supposer qu’on dispose d'une distance assez grande entre les deux complexes
(d(U(S1),U(S2)) > p avec p assez grand) pour faire toutes les constructions dont on
va avoir besoin dans la démonstration qui suit, on verra & la fin que p peut étre borné
indépendamment des complexes considérés.

Pour commencer, considérons ’ensemble des composantes connexes de ol (.S2).
Puisque U(S2) est lui-méme connexe, il existe une composante connexe de OU(S2)
qui est la frontiére d’un ouvert connexe U tel que U(S2) C U et d(U,U(S1)) > p.
En rajoutant a Sy tous les cubes possibles dans la méme base canonique a 'intérieur
de U on obtient un complexe dyadique en surface qui vérifie aussi les hypothéses de
fusion, et dont la frontiére est connexe. Par commodité, on notera aussi ce complexe
Sy (quitte a dire a la fin que ces cubes supplémentaires étaient dans le complexe S
qu’on va construire).

Remarquons ensuite que l'isométrie ¢ qui fait passer de la base canonique de Sy
a celle de S5 peut étre décomposée en une rotation linéaire ry d’angle 8 suivie d’une
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translation 7 :
¢p=Tory .

En faisant éventuellement une permutation et / ou des inversions des vecteurs de
la base canonique de I'un des complexes, on peut aussi supposer que l'angle 6 est

compris entre —5 et 0 modulo 5. Pour tout entier p > 0, la rotation ry peut alors

étre décomposée en p rotations d’angle ¢/ = g € [—%, ()] :

ro = (rosp)" = (ro)" .

/
Enfin en posant 8” = = + £ on constate que 8 = 20” modulo Z et 1a encore a des
472 2
permutations / inversions prés des vecteurs des bases considérées, rg peut s’écrire

aussi comme le produit de 2p rotations d’angle 6" € [% — ﬁ, ﬂ Si Pon construit
successivement 2p — 1 complexes dyadiques en couronne autour de Ss (en supposant
p assez grand) dont la base canonique est I'image du complexe précédant par une
rotation d’angle 6”, le probléme de fusionner S; avec Sy se rameéne a faire fusionner
successivement deux & deux ces complexes dont la base canonique est 'image de

lautre par une rotation d’angle #” éventuellement suivie d’une translation.

De la méme fagon en posant 6” = 0" — 1+ la composée de 2p rotations d’angle

6" est une rotation d’angle égal a # modulo %, avec §” € [% — 5501 — 1p|- Puisque
lim 0" = 4 On supposera & partir de maintenant pour simplifier la démonstration
p—00
que

0 S [emin’ emax]

oll Oin < 7§ et peut étre choisi arbitrairement proche de 7 (au prix d’un nombre

de transitions p assez grand qui ne dépend pas des complexes & faire fusionner) et
Omax = Omin + % < %

page 62" Commencons par subdiviser le complexe So quatre fois en utilisant le lemme 2.5*
(on appellera aussi Sy le complexe obtenu, et on supposera qu’il est aussi unitaire
pour ne pas surcharger les notations). Chaque couple de faces distinctes incluses dans
la frontiére de U(S2) et ayant un point en commun peuvent former un angle plat,
aigu ou obtus. Considérons I’ensemble des points de coordonnées Z? + (%, %) dans
la base canonique de So (les centres des cubes de Sy en font par exemple partie), et
notons 7' le sous-ensemble de ces points qui sont a extérieur de U(S2) et a distance

% pour la distance day :

- {z c 72+ <;;) e (2, U(S3)) = ;} |

Cet ensemble de sommets peut étre muni naturellement d’une structure de graphe,
en posant que les voisins d’un point de T sont les points de 1" & distance minimale :

A={{z,y}cT: zeT, yFretVzeT\{z}, [z -z = |ly— =} .

Notons G le graphe formé du couple (T, A) et vérifions rapidement que G est linéaire
cyclique. D’abord tout point de T' a au moins deux voisins car si x € T alors 32’ €
Fo(S2) tel que 2’ € U(S2) et dmax(2/,2) = 3. On a vu que 2’ était le sommet d'un
angle plat, aigu ou obtus, et on peut trouver i’ et 2’ distincts dans Fo(S2)NOU(S2) tels
que d(z’,y’) = d(a’,2") = 1. puisque l'on a subdivisé quatre fois alors nécessairement
seul I'un des trois sommets (2,4, 2') de la frontiére du complexe peut étre le sommet
d’un angle non plat. Par conséquent on peut alors trouver y et z distincts et distincts
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de z dans Z2 + (3, 3) tels que dmax (¥, y) = 3, dmax(2', 2) = 3 et d(z,y) = d(z,2) =
1. Par conséquent = a au moins deux voisins : y et z.

Raisonnons & présent par 'absurde et supposons que x a au moins trois voisins
distincts a, b et c¢. Par construction a, b et ¢ sont & distance 1 de x donc forment
les sommets d’un triangle rectangle isocéle dont z est le milieu de 'hypoténuse et
par exemple a est 'angle droit. Considérons alors I'union U des boules fermées de
centres x, a, b et ¢ et de rayon % pour la distance dpax (il s’agit en fait de quatre
cubes dyadiques dans la base canonique de S3). puisque l'on a subdivisé Sy quatre
fois alors U(S2) N U est forcément compris d'un seul c6té de la droite (b,c), ce qui
implique soit que dmax(a,U(S2)) = 2, soit que dmax(a,U(S2)) = 0. Dans tous les
cas, on a une contradiction avec la définition des points de T'.

On vient donc de montrer que tout sommet du graphe G a exactement deux
voisins. De plus puisque 'on a supposé que 0U(S2) est connexe, G est cyclique. Et
puisque G a au minimum huit sommets (ce serait le cas si Sy n’était composé que
d’un seul cube) alors il ne contient aucun 3-cycle. Par conséquent G est bien linéaire
cyclique.

Soient u et v deux réels tels que 1 < u < v < % On définit une bande en forme
de couronne autour de Sy a distance comprise entre u et v :

Kuo={zeR": uw<d(z,U(S2)) <v}.

La frontiére de cette bande a une composante connexe «extérieure» située a distance
v de U(S2) :
Ky ={zeR": d(z,U(S2)) = v} .

V2

Lorsque v est fixé, Vu < v on peut trouver un entier p tel que ¥= < v — u, donc
en subdivisant p fois S, si § € Sy et 6 N, # 0 alors d(d,U(S2)) > u. On va alors
compléter S; en lui rajoutant tous les cubes inclus dans O, de pas 1 dans sa base
canonique et qui contiennent un point a distance au moins v de U(Ss) :

S1=5U {5: § C O et supd(z,U(S2)) > v} .
x€d

On remarquera que par construction, tous les polyédres de S} sont a distance au
moins u de U(S2), donc que OU(S]) a une composante connexe incluse dans /Cy, ,,. La
encore, pour simplifier les notations on notera encore Sy a la place de S}, puisque S}
vérifie aussi les hypothéses du théoréme avec une autre constante p.

Notons T” 'ensemble des sommets du graphe G qui sont alignés avec leurs deux
voisins. Remarquons que pour tout couple de sommets voisins du graphe (z,y) alors
x € T ouy € T’ car on avait subdivisé Sy quatre fois. Pour tout sommet x € T” soit
(d) la droite perpendiculaire a celle qu’il forme avec ses deux voisins, on notera C, le
cone de sommet x et dont les points forment un angle (non orienté) compris entre 0
et Omin avec la droite (d) :

C, = {z ER": (a,y),(d) € [o,emm]} .

Nous allons a présent discuter des différentes configurations possibles des sommets
du graphe.



70

FUSION DE COMPLEXES DYADIQUES

Cas d’un angle plat
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Soient x et y deux sommets voisins du graphe tous deux alignés avec leurs voisins
(z,y € T'). Remarquons d’abord que puisque l'on a supposé que 6 € [Qmin, ﬂ alors
051NKy,»NC;y est en occlusion simple par rapport a x (respectivement 0.51NK,, ,NC,,
par rapport a y). En outre, 051 NK,,,NC,NCy est en occlusion simple par rapport au
segment [z,y] : en effet, remarquons que les faces de S; qui sont dans cet ensemble
forment un angle compris entre O, et 7 avec la normale a la droite (x,y), donc
coupent la droite (x,y) en un point extérieur au segment [z,y| car u > 1.

En choisissant 0, assez proche de 7 il est possible d’obtenir que tan O, > %,
et en choisissant v > % + m et u < v, on obtient que K, NC; NC, est un
segment non vide paralléle a [z, y|, de longueur v > 0 qui ne dépend que de v et
Omin- On notera H) une droite perpendiculaire & ce segment, & distance A d’une de

ses extrémité (pour A € [0, v]).
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Cas d’un angle aigu
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Traitons a présent le cas des angles aigus : soit x le sommet de 'angle, et y et
z ses deux voisins. Si Oy, est suffisamment proche de 7, il est possible de trouver
une droite A paralléle a I'un des vecteurs de la base canonique de S et telle qu’elle
passe par des sommets de la frontiére de Sy, situés respectivement dans Ky, NCy et
Ku,NC.. Sion suppose qu'on a assez subdivisé S; (il suffit que son pas soit inférieur
a ﬁ par exemple) on peut aussi imposer que la droite A ne coupe pas les segments
[z,y] et [z, z] et méme, on peut trouver une constante C' > 0 ne dépendant que du

pas de subdivision et de Oy, telle qu’on puisse imposer d(z, A) > C.

Notons AT le demi-plan délimité par A qui contient x, A~ Pautre demi-plan.
On rajoute alors & S; tous les cubes qui sont dans A~ N {t € R™: d(¢,U(S2)) < v}.
On prend cette fois-ci des droites Hy et H L qui sont perpendiculaires a A et a
distance respective A et u de x, du coté respectivement de y et de z, avec par exemple

Au€[3,3]



72

FUSION DE COMPLEXES

DYADIQUES

Cas d’un angle obtus
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Traitons a présent le cas des angles obtus :

soit x le sommet de 'angle, et y et

z ses deux voisins. On va procéder quasiment de la méme fagon que pour les angles
aigus. Notons 7/ le voisin de y qui n’est pas z, 2’ celui de z qui n’est pas . Si Opin
est suffisamment proche de 7, il est possible de trouver une droite A paralléle a I'un
des vecteurs de la base canonique de Sp et telle qu’elle passe par des sommets de
la frontiére de S7, situés respectivement dans Ky, NCy N Cy et Ky NC. NCyr. Si

on suppose qu’on a assez subdivisé S (il suffit que son pas soit inférieur a

1
100 par

exemple) on peut aussi imposer que la droite A ne coupe pas les segments [x,y] et
[, z] et méme, on peut trouver une constante C' > 0 ne dépendant que du pas de
subdivision et de O, telle qu'on puisse imposer d(z, A) > C.

Notons AT le demi-plan délimité par A qui contient zz, A~ I'autre demi-plan. On
retire alors & S7 tous les cubes qui sont dans A~ N{t € R™ : d(¢t,U(S2)) > u} (cette
opération est possible sans modification des complexes initiaux si on avait supposé
p > 2 par exemple, puisque dans ce cas on ne retire que ce qu’on avait surajouté).
On prend des droites Hy et H L qui sont perpendiculaires & A et a distance respective

A et p de x, du coté respectivement de y et de z, pour A, u € [%, %] par exemple.
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Conclusion

Notons € = min (1/, %) et X le complexe composé des faces de S et Sy incluses
dans leurs frontiéres en «vis-a-visy :

{E:FGfl(SlLJSQ): FC&U(Sl) OchaU(Sg)ﬂa}.

I1 est clair que X est e-tubulaire par rapport a GG et O en utilisant les droites Hy et H),
qu’on a construites pour le découpage. Considérons les hypothéses du lemme 1.3.41%, *page 54
par construction on obtient facilement les bornes suivantes :

ar=a_ =1 OG- > g By <wv ~ < 100 N € [Sin Opmin, Sin Omax] -

Donc, toutes les constantes qui interviennent dans ses hypothéses sont déterminées
par Omin, Omax, v et v, eux-méme pouvant étre choisis indépendamment des complexes
S1 et So considérés.

Ceci achéve la démonstration du lemme 2.1.9*, donc celle du théoréme de fusion *page 66
en dimension 2. O

Cette démonstration va aussi nous servir & prouver un corollaire utile dans la suite
de la démonstration du théoréme de fusion en dimension plus grande. Auparavant défi-
nissons la notion de complexe linéaire.

> DEFINITION 2.1.10 (COMPLEXE LINEAIRE)

Plagons nous dans R? ; pour (x,y) € Z* et r € N, r > 0 on notera

Alz,y,r) = [v,x+7r] x [y,y+7];
V(A(z,y,7)) = {Ax +u,y +v,7): (u,v) € {—r,0,7}>};

V*(Ax,y,r)) = {Alx+u,y+v,7): (u,v) € {—r,0,7}* et |lu+v|=r}.

Pour un cube dyadique 6, V() est 'ensemble des cubes dyadiques voisins de 9,
V*(0) est le sous-ensemble de ces cubes qui sont tangents a 6. Ces définitions
peuvent de plus étre données dans le cadre d’une base canonique quelconque.

Soit S un complexe, on dira que S est linéaire si S est bidimensionnel,
dyadique, contient au moins deux cubes, et

VoeS: 1<#WV()nS)<2.
On dira que S est cyclique si S vérifie de plus :
VoeS: #(V(0)NnsS)=2.
Pour tout complexe bidimensionnel S, on notera
Extrem(S) ={6 € S: #(V*(§)nS) =1}

lensemble de ses extrémités. Le graphe G = (T, A) dont le support T est
l’ensemble des centres des cubes de S et dont les arétes sont définies par

{z,y} e A <<= d(z,y) =1

sera appelé le graphe canonique associé a S.
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Le corollaire suivant vient immédiatement, et dans le cas d’'un complexe connexe,
vient confirmer l'intuition qu’on peut avoir pour les notions de linéarité, cyclicité et
d’extrémités.

> COROLLAIRE 2.1.11 (STRUCTURE D'UN GRAPHE CANONIQUE)

Soit S un complexe dyadique bidimensionnel et G = (T, A) son graphe
canonique associé. On a alors :

G conneze;

G linéaire ;

G linéaire cyclique ;
#Extrem(S) =2;
Extrem(S) =0 .

S connezxe

S linéaire

S linéaire cyclique

S linéaire non cyclique
S linéaire cyclique

A

Soient (a, 3) € S? et (x,y) € T? leurs deux centres. On constate immédiatement
I’équivalence suivante :

{r,y} e A = acV'(P) <<= pfeVi(a).

ZoHHPra-0nzomT)

Ceci démontre effectivement les trois premiers points du corollaire (pour les impli-
cations gauches des 2°™¢ et 3°m¢ points, il suffit en plus de constater qu’il ne peut y
avoir de 3-cycles dans le graphe canonique d’un complexe dyadique). Les deux der-
niers points sont quant & eux évidents puisque par définition un complexe linéaire
étant connexe, il posséde donc aucune ou deux extrémités. O

De facon a simplifier les énoncés par la suite, introduisons une notion pour désigner
des complexes dyadiques bidimensionnels composés de sous-complexes linéaires en forme
de sillons qui ne peuvent se rencontrer qu’en leurs extrémités.

> DEFINITION 2.1.12 (COMPLEXE SULCIFORME)

Soit S un complexe dyadique bidimensionnel. On dira que S est un com-
plexe quasi-sulciforme s’il existe une partition (S;); de S en sous-complexes
linéaires ou réduits a un cube, et n’ayant pas de faces communes sur leur fron-
tiere hors de leurs extrémités, autrement dit s’il existe une famille S; vérifiant :

o S=||8;

o Vi :S; est linéaire ou réduit a un seul cube;

o Vi, j i #j = Fo(Si\ Extrem(S;)) N Fy(S; \ Extrem(S;)) = 0.
Dans ce cas, on dira que les complexes S; sont des sillons de S.

Si de plus les S; n'ont aucune face commune (extrémités comprises), au-
trement dit si

Vi,j: i# j= Fo(S;) N Fy(S;) =10

alors on dira que S est sulciforme. Dans ce cas, le découpage de S en complezes
linéaires est unique (car tout cube d’un complexe linéaire a au moins une face

en commun avec un autre cube). Si tous les sillons de S sont cycliques, on dira
que S est sulciforme en cycles.

Etant donné un complexe dyadique 4 x 4-groupé, le lemme suivant indique la pos-
sibilité d’y creuser des sillons (le complexe appelé T'), de sorte que les cubes qui restent
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dans le complémentaire et formant leur «talus» (les complexes appelés U; et U,) com-
posent eux aussi des sillons, éventuellement deux fois plus larges, mais qui ne peuvent
se rencontrer qu’au niveau de 1'une de leurs extrémités.

> LEMME 2.1.13 (LEMME DU LABOUREUR)

Soit S un complexe dyadique bidimensionnel 4 X 4-groupé. On peut alors
construire une partition de S par trois sous-complexes disjoints (voir la figure
8) T, Uy et Uy tels que :

< S:TUU1L|U2,'
o T est sulciforme en cycles et Fy(S) C Fo(T'), c’est a dire que les faces
de la frontiere de S sont des faces de la frontiére de T ;

o Uy est sulciforme;
o Uy est la 2 x 2-subdivision d’un complexe quasi-sulciforme UJ ;

o Vo € Up,Voo € Uy \ Extrem(Us) : 61 Ny =0, c’est a dire que seules
les extrémités des sillons de Uj peuvent toucher des cubes de U, .

A A A A A A
7
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FIGURE 8 — Sillons bidimensionnels.
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ZoHHPE-HnZo=mT)

On se place dans R? et on suppose que I'on dispose d’un complexe dyadique
unitaire S 4 x 4-groupé.

Notons D? I'ensemble des cubes dyadiques bidimensionnels unitaires (dans la
base canonique de R?), les ensembles finis de P(ID?) forment 1'ensemble des complexes
dyadiques unitaires par rapport a cette base. On notera ® ’application qui enléve a
un complexe dyadique les cubes situés sur sa frontiére :

. | PO — P®?)
{ T——DT)=T\{§eT: £V()NT) <9} .

On définit alors la suite (S,,) de complexes :

{ So=S5

Sn_l,_]_ - @(Sn) .

Notons que pour tout complexe T, #9(T) < #T, donc qu’il existe un entier N tel
que Vn > N : S, = 0.

On va chercher dans un premier temps a montrer que
VT € P(D?) : T est un complexe 4 x 4-groupé = D%(T') est 4 x 4-groupé .

Remarquons d’abord que puisque D (7") est défini & partir du 1-voisinage de chacun
des cubes de T, si T € P(D?), alors pour tous p,q € N, la restriction de ®(T) au

carré [p, q]* (cest a dire le sous-complexe D(T)[p, 42 = {0 € D(T) : 6N [p,q]* # 0},
voir la définition 2.2.16*) est connue & partir de la restriction de T a [p — 1,q + 1]? :

D(T)“p,q]z =9 (T|[p71,q+1}2) :

Par conséquent si I'on connait T[p 122 alors on peut calculer QQ(T)’[ZI()P. Dés lors,
si 'on dispose d’'une méthode pour calculer @2(T|[0712]2) pour tous les complexes T'
4 x 4-groupés possibles (par rapport a lorigine (0,0)) tels que U(T) C [0,12]%, et
vérifier que le sous-complexe obtenu restreint & [2,10]? est lui-méme 4 x 4-groupé
(par rapport a l'origine (2,2)), ceci suffira & prouver que D? conserve la propriété de
4 X 4-groupement.

Dans un second temps, définissons pour n > 0 :

Tn:Sn\SnJrl; ) T= UTQn et U= UTZnJrl .
neN neN

Si'on prouve que pour tout complexe S 4 x 4-groupé par rapport a l'origine (0, 0), les
cubes de la différence ensembliste S\ ©(S) ont chacun deux voisins tangents — ceci
peut se faire autour du carré central [4, 8], puisque S est 4 x 4-groupé — autrement
dit si :

V6 € (S\D(5)agpz : #OV(EN(S\D(5))l3,92) =2
alors on aura aussi démontré que 1" est sulciforme en cycles.

I1 suffira pour conclure d’extraire de U deux sous-complexes Uy et Us qui justifient
le lemme. Pour cela, on donnera aussi un algorithme qui permet de dresser la liste
de toutes les configurations possibles de (D(S)\ D?(5))]3,9)2 & une isométrie laissant
le carré [3,9]? invariant. On discutera ensuite des différents cas trouvés, et de la
fagon d’extraire des sous-complexes Uy et Us vérifiant les propriétés annoncées, ce
découpage pouvant étre déterminé localement par pavage.

Les algorithmes et le programme en C, ainsi que la fin de la preuve sont donnés
en annexe. [
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Pour alléger les énoncés a venir, on va généraliser la notion de sillons a des complexes
non dyadiques en définissant la notion de canalisation.

> DEFINITION 2.1.14 (CANALISATION)

Soient O un ouvert borné de R", S un complere n — 1-dimensionnel, G
une famille de graphes linéaires ou réduits a un seul sommet et € > 0. On dira
que le couple (S,G) est une e-canalisation de O si 00 =U(S) et si pour toute
composante connezxe €2 de O on peut trouver un sous-complexe > de S et un
graphe G = (T, A) de G vérifiant :

o T CQ;

o IN=UX);

o X est e-tubulaire par rapport a € et G.

On peut par exemple vérifier sans probléme que les faces de la frontiére d’un com-
plexe sulciforme et les graphes canoniques de ses sillons forment une canalisation.

On va encore établir un dernier corollaire qui va clore notre étude des complexes
dyadiques bidimensionnels. Il sera utilisé dans le cadre de la démonstration du théoréme
de fusion en dimension n > 2.

> COROLLAIRE 2.1.15 (CANALISATIONS COMPLEMENTAIRES BIDIMEN-
SIONNELLES)

Sotent Sy et Sy deuxr complexes bidimensionnels dyadiques unitaires, tels
que Sy soit 28 X 28-groupé, et qu’une base canonique de S soit ['image de celle
de Sy par une rotation affine d’angle 6 compris entre 0 et 7.

1l existe deux constantes Oy, < Omax de }O, T [, indépendantes de Si et Sy
telles que si 0 € [Omin, Omax|, €t So est situé a distance au moins 8 de Sy :

dmax(u(sl)vu(52)) > 8 ;

alors il est alors possible de construire :
o un ouvert O tel que U(S2) C O et dpmax(U(S1),0) > 1;
o un entier p > 1 ne dépendant pas de S et Sy et un complexe T dyadique
de pas % dans la méme base que Sy (on notera Oy =U(TY));
o un sous-complexe Ty 7 x T-groupé de Sy tel que Fy(Sa) C Fa(Tz) (on
notera Oy =U(T3));
o un complexe unidimensionnel ¥ «placé a e-présy (voir plus bas);

o trois familles G1, Go et Gg de graphes linéaires ou réduits a un sommet ;
vérifiant les conditions suivantes (voir la figure 9) :

(1) O,NO;=0 et OLUO, CO;

(2) Gy et un sous-compleze de Fy(T) forment une canalisation de 0\0_1 ;
(3) Gy et un sous-complexe de XU Fy(Tz) forment une canalisation de
U(S:) \ (05 VUE))

(4) Gs et un sous-compleze de Fy(11 UTy) forment une canalisation de

O\(Ol UOQ) 5
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(5) il existe des constantes universelles (ne dépendant pas de Sy et Sy)
telles que les régularités extrémes de toutes les suspension tubulaires des
canalisations mentionnées ci-dessus soient comparables aux régularités

de S; et de Ss.

Par «placé a € presy on entend qu’il existe une constante € > 0 ne dépendant
pas de Sy et Sy, telle que pour tout segment [x,y| € X, l'une de ses extrémités
peut étre déplacée a lintérieur d’une boule de rayon € sans que cela change
quoi que ce soit aux cing points exprimés plus haut.

Appliquons d’abord le lemme 2.1.13 au 7 x 7-groupement de S (qui est lui-méme
4 x 4-groupé car Sy est 28 x 28-groupé par hypothése) : on obtient les trois sous-
complexes T', Uy et Uy annoncés dans ce lemme. On notera G la famille des graphes
canoniques associés aux sillons de T' (ce sont des graphes linéaires cycliques, car T'
est sulciforme en cycles), et on définit 75 comme la 7 x 7-subdivision de T' (T% est
bien un sous-complexe de Sy car T est un sous-complexe du 7 x 7-groupement de
Sy), et I'ouvert Oy par Oy = U(T).

7 1 7

Considérons, pour r €]0,1[ et p € N tels que 7 < 3 et » < 53 le complexe

Ti(r,p) de cubes dyadiques de pas ;7) dans la méme base que Sp et les ouverts O et
01 définis par :

ZoHHPra-HnzomT)

Ti(r,p) ={6: d(6,U(T2)) < 7 et A(0,U(T2)) > 1};

O=U{s: d(0,U(S2)) <T});
071 = M(Tl(rap)) '

Soit © une composante connexe de O \ (O1(r,p) UO3z) : d’aprés les conditions sur
r et p, sa frontiére a exactement deux composantes connexes, I’'une portée par des
faces de la frontiére de T3 (r, p), Pautre par des faces de la frontiére de T' (on rappelle
que T est le 7 x T-groupement de T3). Notons respectivement ¢ et to les complexes
composés de ces faces : t1 C Fy(T1(r,p)) et to C Fp(T).

Utilisons & présent ce qu’on a vu dans la démonstration du théoréme de fusion en
dimension 2 : il est possible de choisir 0,i, et Oax de fagon & ce qu’il soit possible de
prendre v > % + m € |1, 2[ pour que tout complexe a distance au moins 7v et
de méme base que S7, suffisamment subdivisé, puisse étre complété pour former avec
to et les faces de sa frontiére en «vis-a-vis» une suspension tubulaire par rapport au
graphe utilisé dans la démonstration. On peut prendre r = %3, ce qui nous assure :

7
r>2>"7Tv et r<§.

On choisira par ailleurs p tel que ce nombre de subdivision soit suffisant (a
la fois pour que % < #,
page 66" la démonstration du lemme 2.1.9%), et on notera 7) le complexe obtenu a partir

de T (p,r) pour les valeurs correspondantes, auquel on a éventuellement ajouté les
cubes supplémentaires nécessaires a la construction du tube. Ceci termine donc la
démonstration du 4°®¢ point du corollaire (en notant Gs la famille des graphes utilisés

pour les différentes composantes connexes €2 possibles).

et pour pouvoir faire la méme construction que dans

Considérons maintenant les graphes de G et subdivisons-les naturellement sept
fois (en rajoutant cinq sommets uniformément répartis sur chaque aréte). Les graphes
obtenus sont toujours linéaires cycliques, notons Gs la famille qu’ils composent. Soit
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De gauche a droite, de bas en haut :
o S1, S1USy et Sy
o 1 Ufa(Sﬂ, TiUTs et ToUX;

o en grisé les canalisations de O \ Oy, O\ (O1 U Oy) et U(S3) \ Os.
Pour ameéliorer la lisibilité du dessin, on n’a pas respecté les échelles (en
particulier S n’est pas 28 x 28-groupé).

FIGURE 9 — Exemple de canalisations complémentaires bidimensionnelles.
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) une composante connexe de O \ O : par construction sa frontiére est portée par
un sous-complexe s de Fy(711), et il existe un graphe g € G; dont les sommets
sont dans 2. En fait, ce sous-complexe est formé par I'union des sous-complexes
qui interviennent dans les suspensions tubulaires des composantes connexes de O \
(O UO1(r,p)) (ceux qu'on a appelés t; dans le cas précédant), et les arétes du
graphe g sont situés a distance 7 d’une aréte paralléle des graphes du cas précédant,
a l'intérieur de U(S1). Il est alors facile de constater que puisque 'on a pu réaliser
une suspension tubulaire avec t; dans le cas précédant, on peut aussi le faire avec s
avec des constantes uniformes bornant la régularité optimale. Ceci termine alors la
démonstration du 2°™¢ point du corollaire.

Revenons & présent & la construction qui intervient dans la démonstration du

lemme du laboureur (qui figure en annexe) : on a découpé le complexe T \ U t
teTy
avec des segments de longueur 2 longeant un 2 x 2 cube § de U, extrémal ou isolé

(#V*(6) < 1) pour séparer les sillons de U; et Us. On notera ¥ le complexe de
dimension 1 qui contient tous ces segments : puisque de fagon évidente, le complexe
formé des faces de la frontiére d’un complexe dyadique linéaire est en situation de
suspension tubulaire par rapport a son graphe canonique, le 3°™¢ point du corollaire
est démontré en prenant pour Go la famille des graphes canoniques de Uy et UJ. 1l
est de plus tout a fait possible de découper les segments formant 3 (par exemple en
leur milieu), et il est clair qu’on peut donner € > 0 ne dépendant pas de Sy et Sy tel
qu’on puisse déplacer ces points & l'intérieur de boules de rayon € sans que cela ne
change D'existence de ces suspensions tubulaires.

Tous les autres points du corollaire sont alors vérifiés par construction (1’exis-
tence de constantes sur les régularités extrémes des suspensions tubulaires ayant été
démontrées avec le théoréme de fusion en dimension 2 pour ¥ fixé). De plus, en pre-
nant € assez petit, on peut trouver des constantes uniformes ne dépendant pas du
choix de X & € prés. ]

2.2 Fusion aprés rotation

Notre objectif est de démontrer le théoréme de fusion de complexes dyadiques par
récurrence sur la dimension n dans le cas d’une rotation planaire : en découpant les
deux complexes a faire fusionner en «tranchesy» d’épaisseur 1 et paralléles au plan de
la rotation, on fera la fusion sur les portions planaires des frontiéres de la tranche en
utilisant I'hypothése de récurrence pour construire des «couvercles», puis d’exhiber des
graphes linéaires (en dimension 2) a l'intérieur des tranches pour faire une suspension
tubulaire remplissant les «boitesy ainsi formée, et ainsi remplir tout 1’espace entre les
deux complexes. Le probléme est qu’en dimension n, contrairement a la dimension 2,
les faces de la frontiére des deux complexes en «vis-a-visy peuvent étre trés éloignées les
unes des autres (en particulier si le complexe central a de larges morceaux de frontiére
formés de cubes alignés parallélement au plan de la rotation). On n’aurait alors plus de
borne sur les régularités de ces suspensions tubulaires, car la distance des points et des
arétes du graphe au tube ne serait plus majorée indépendamment des complexes a faire
fusionner.

Pour contourner le probléeme on se propose de généraliser le corollaire des sillons
alternés bidimensionnels pour montrer qu’il est possible de creuser des canalisations
complémentaires dans les deux complexes, de facon a ce qu’en les «encastrant» 1'une
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dans l'autre, on dispose d'une borne supérieure a la distance séparant les faces en vis-
a-vis et perpendiculaires au plan de rotation des deux complexes.

Définissons a présent la notion de restriction d’un complexe a un sous-espace affine,
qui va nous étre commode pour énoncer les lemmes & venir.

> DEFINITION 2.2.16 (RESTRICTION D’UN COMPLEXE A UNE SOUS-
PARTIE)

Soit S un complexe n-dimensionnel et A une partie de R™, on définit
alors la restriction de S a A comme [’ensemble des intersections avec A des
polyedres de S dont lintérieur est non disjoint de A :

Sla={6NA: 6€8ctdnA#0}.

On peut démontrer que lorsque A est 'intersection d’une famille finie de demi-
espaces affines, cette restriction est aussi un complexe lorsqu’elle est non vide. On ne le
fera pas car on se contentera d’utiliser cette propriété dans des cas ou elle est évidente.

Réciproquement, nous allons utiliser des suspensions tubulaires bidimensionnelles
pour exhiber des suspensions n-dimensionnelles par rapport & un produit cartésien du
tube bidimensionnel, flanqué de «couvercles» orthogonaux. Le lemme suivant permet
d’évaluer les régularités extrémes obtenues lors de cette opération.

> LEMME 2.2.17 (SUSPENSION TUBULAIRE BIDIMENSIONNELLE ET PRO-
DUIT CARTESIEN)

Soit O un ouvert de R? en situation de suspension e-tubulaire par rapport
a un complexe unidimensionnel S et un graphe G. Pour r € R™ on notera S’
le compleze obtenu par produit cartésien des cubes de S par [—r,r]" 72, et O’
le produit cartésien de O par | —r,r["2 :

S ={6x[-r,r]"%: 5 S};
O =0x]|—rr[*?.

On suppose qu’il existe une famille de 2(n — 2) complezes n — 1-
dimensionnels T, ..., Tym—o) de R" et 7> 0 tels que :

o Vk e {0,....,n—3}: U(Tops1) = O X [=r,r]F x {=r} x [=r,r]"37F;

o Vk€{0,....,n—3}: U(Topr2) = O x [—r,7]* x {r} x [-r,r]" 3k,
Alors T" = S’UU T}, est un complexe en situation de suspension e-tubulaire par

k
rapport a O" et G. De plus, les constantes oy, Py, v+ et n intervenant dans

le lemme 1.3.41" ne dépendent que des constantes associées a la suspension

R(T) , R(T)

tubulaire bidimensionnelle, et des rapports — e
r

r

* page 54
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Ce lemme est évident lorsque 'on considére que les cubes qui sont dans les T}
sont tous dans des hyperplans paralléles aux arétes du graphe. Dés lors les hypothéses
de suspension tubulaire sont automatiquement vérifiées puisque les hyperplans de
découpage tubulaire n-dimensionnel sont le produit cartésien de ceux de la suspension
bidimensionnelle par R"~2 : ils sont perpendiculaires aux hyperplans contenant les
cubes des T},.

ZoHHPE-HnZo=mT)

page 54* Les bornes sur les constantes intervenant dans les hypothéses du lemme 1.3.41*
s’obtiennent aussi immédiatement en fonction des rapports mentionnés. O

Poursuivons a présent notre construction de complexes «imbriquésy en généralisant
le corollaire des canalisations complémentaires en dimension n > 3. L’idée ici est de
considérer des complexes dyadiques dans des bases ayant subi une rotation planaire
I'une par rapport a l'autre, parallelement a 2 vecteurs de ces bases. Dans ce cas, le
lemme suivant indique qu’il est possible de construire des canalisations a chaque «étage»
parallélement au 2-plan de la rotation, tout en restant suffisamment loin du complexe
«extérieur» pour se laisser la place de construire des raccordements.

> LEMME 2.2.18 (CANALISATIONS COMPLEMENTAIRES GENERALISEES EN
DIMENSION n)

Soient Sy et Sy deux complexes dyadiques n-dimensionnels (n > 2) uni-
taires, tels qu’une base canonique de Si soit l'image de celle de Sy par une
rotation affine d’angle 0 € [O, %[ dans le 2-plan R2x {0}"~2, et que Sy soit 287-
groupé. Pour simplifier on supposera qu’une base canonique de Sy est celle de
R", et pour z = (23, ...,2,) € Z"% on définit le 2-plan H, = z+R? x {%}n—2‘

1l existe deux constante Onin < Omax de }0,%[, indépendantes de S7 et S
telles que si 0 € [Ouin, Omax|, €t Sa est situé a distance au moins 8 de Sy :

d(U(51),U(S3)) > 8;

alors il est possible de construire :
o un ouvert O tel que U(S) C O et dpmax(U(S1),0) > 1;
o un entier p > 1 ne dépendant que de n et un complexe Ty dyadique de

pas % dans la méme base que Sy (on notera Oy =U(TY));

o
o un sous-complexe Ty de Sy (on notera Oy =U(T3));
o un complexe unidimensionnel ¥y «placé a e-présy (voir plus bas) ;
o une famille G de graphes linéaires ou réduits a un seul sommet ;
vérifiant les propriétés suivantes :

(1) 0_100_2:@ et O U0, C O,’
(2) Ty est 1 x 1 x p"~2-groupé ;

(3) pour tout z € Z"2 tel que ON H, # 0, il existe un sous-compleze de
(Fo(Ty UTy) UX)|g, et une sous-famille de graphes de G formant une
canalisation de (O N H,)\ (01 U0, UU(Y));

(4) il existe des constantes universelles (ne dépendant que de n) telles que
les régularités extrémes de toutes les suspension tubulaires mentionnées
ci-dessus soient comparables aux régularités de Sy et de Sy ;

Par «placé a € présy on entend qu’il existe une constante € > 0 ne dé-
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pendant pas de Sy et So, telle que pour tout segment [x,y] € X, l'une de ses
extrémités peut étre déplacée a l'intérieur d’une boule 2-dimensionnelle paral-
lele a H, et de rayon € sans que cela change quoi que ce soit aux quatre points
exprimés plus haut.

Posons Oin et Omax égales aux constantes du corollaire 2.1.15* et soient S et S *page 77
deux complexes dyadiques vérifiant les hypothéses du lemme 2.2.18. On va construire
T, et Ty étage par étage, en découpant S et So par des tranches I, (pour z €
(28Z)"2) d’épaisseur 28 autour de H, :

ZoHH>I-50nzZ0m)

I, =R? x (2 +[0,28]"2) .

Fixons z € (28Z)"2 tel que So|p, # 0 et notons Ui, ..., Usq,_g) les morceaux de
frontiére plane de I, de la forme (pour k € {1,...,n—2}) :

Uap—1 = R? x [0, 28] x {0} x [0,28]" 37

Usp = R? x [0,28]% x {28} x [0,28]"37F

Notons aussi U7, .. ., U;(nﬂ) les «milieux» de ces morceaux (il s’agit de deux 2-plans
paralléles an plan de la rotation) :

Usi 1 = B x {14)% x {0} x {14)" 7,

U, = R? x {14}F x {28} x {14}737F

Considérons (pour 1 < j < 2(n — 2)) les restrictions (F5(51))[ur et (Fa(S2))
sont deux complexes dyadiques bidimensionnels unitaires, on les notera respective-
ment S1(j) et Sa(j) :

S1(7) = (Fo(S))lur et Sa(d) = (Fa(S2))

. ce
Uj

U -

En observant que les U JT" sont des 2-plan affines paralléles, on considérera les projection
respectives S7(j) et S3(j) de S1(j) et Sa2(j) sur le 2-plan vectoriel paralléle aux U7,
qu’on identifiera & R? pour ne pas alourdir les notations. Considérons la famille de
complexes bidimensionnels de R? :

62:{15: SO\ Ss(0): KSH{L,....,2n -4} et t;«é@} .

leK 1¢K

Par construction les complexes de G5 sont dyadiques unitaires, bidimensionnels dans
la base canonique de R?, 28 x 28-groupés, disjoints deux a deux et pour tout j €
{1,...,2(n — 2)}, S5(j) est un complexe formé par une union disjointe de certains
complexes de Gy :

Vie{l,....2(n—2)}: 3G,(j) C &, S3(i) = || t.
teSa(j)

Pour j fixé, soit ¥o € S2(j) et posons ¥; = S7(j); appliquons alors le corol-
laire 2.1.15 des canalisations alternées bidimensionnelles & 1 et ¥y (respectivement
notés Sy et Sy dans ’énoncé du corollaire) : on obtient les trois complexes ©1(j, X2),
O2(7,X2) et 3(j, 22) (respectivement notés 17, Th et ¥ dans 1’énoncé du corollaire),
et les trois familles de graphes Gy (j, X2), G2(J, 2X2) et G(j, X2). On va oter de ©1(7, X2)
les cubes qui, dans la démonstration du corollaire 2.1.15 forment une couronne autour
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de Y9, c’est & dire ne garder que ceux qui sont inclus dans 'union des cubes du com-
plexe original ¥y (en d’autres termes, on ne garde que ceux qui peuvent «s’insérer»
dans les trous qu’on a creusés dans Yo dans la démonstration du corollaire) :

01(j,%2) ={0€01: 6 CU((Xa)} .

D’aprés le corollaire, on sait que Oz(j,9) est sulciforme en cycles, et que la
construction effectuée préserve les cubes qui touchent la frontiére de ©9 (Fy(X2) C
Fa(©2(j,22))). Si on considére un sillon cyclique de ©5(j, ¥2) alors d’aprés le 4°me
point du corollaire, il existe un sous-complexe de F5(01(j, X2)) qui est située en «vis-
a-visy, a l'intérieur de Xy, et dont 'union des polyedres (ici de dimension 1) forme
une courbe fermée de R? qui est la frontiére d’un ouvert borné. Si on note Q(j, ¥2)
I'union de tous ces ouverts, alors @ (j, X2) C Q(j, X2) C U(X2).

Dans ces conditions, nos complexes vérifient les propriétés suivantes :
(1) ©2(j,%2) est 7 x 7-groupé (d’aprés le corollaire en dimension 2);

(2) Gi1(4,%2) et un sous-complexe de Fy(0O1(j, X2)) forment une canalisation
de Q(]v 22) \u<@/1(]7 EQ)) )

(3) Ga2(j,%2) et un sous-complexe de X(j,¥2) U Fy(O2(j, X2)) forment une
canalisation de M(OZQ) \U(O2(7,32) UX(j,X2));
(4) G3(j,%2) et un sous-complexe de Fy(0](j,32) U O2(j,32)) forment une
canalisation de Z/{(OEQ) \ U] (4,32) UBOs(j, X2)).

En se rappelant que G4 est composée de complexes disjoints, on peut alors définir :

)= || ©1G%) 0= || ©:0.%) TG = || (.2
EQEGQ(j) EQGGQ(j) EQGGQ(j)

G = U a6 GO)= U %62 GU= U %6

YoeG2(4) $2€Ga(j) $2€62(j)

QU = |J Q0.3

32662(j)

Les trois familles ©1(j), O2(7) et 3(j) forment bien des complexes car chacun des
éléments qui intervient dans les unions qui les définissent est inclus dans un unique
U(32) € G3. Ces ensembles vérifient en plus les propriétés suivantes :
(1) ©2(j) est 7 x T-groupé, ©2() C S3(7), Fa(S3()) € Fa(©2(5) et Q)
U(S5(7));
(2) Gi1(j) et un sous-complexe de Fy(0O1(j)) forment une canalisation de Q(j)\
U©O1(5));
(3) Ga2(j) et un sous-complexe de X(j) U Fy(O2(j)) forment une canalisation

de U(53(4)) \U(O2(5) UX(H));
(4) G3(j) et un sous-complexe de F5(01(j) UO2(j)) forment une canalisation

o

de U(S3(5)) \U(O1(j) U Oa(4)).

Considérons a présent ’ensemble K (j) des frontiéres communes des sillons des
©2(4, X2), lorsque o parcourt Ga(j) :

K ={s=U(s1)NU(s2): T2 € G2(j), s # D et s1 et sy sillons de Oz(j, X2)} .
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K est composé de courbes formées de segments paralléles aux vecteurs de la base de

S5. Soient p et r les constantes qui interviennent dans la démonstration du corol-

laire 2.1.15* en dimension 2, et éventuellement en ajoutant 1 & p on s’assurera qu’il *page 77
est impair ; définissons alors le complexe composé de cubes dyadiques de pas % dans

la méme base que S}(j), situés a distance comprise entre r et 7 de U(S5(j)) :

1) ={6: r < dmax(6,U(S5(4)) < T} .

Puisque les courbes de K sont incluses dans U(S5(j)), elles ne rencontrent pas
U(O(j)). Considérons l'ensemble des extrémités de ces courbes (parmi celles qui
ne sont pas fermées) qui ne font partie d’aucune autre courbe de K, et construisons
a partir de ces points ’ensemble des segments dont 'autre extrémité est le sommet le
plus proche de U(S5(5)) : appelons ce nouvel ensemble de segments K’. Ces segments
sont d’intérieurs disjoints deux a deux et des courbes de K (car les extrémités des
segments formant les courbes de K sont au moins a distance 7 les unes des autres, et
situées a distance au plus 7 + 1 < 3 d’un sommet de S5(j)), dés lors I'ensemble des
segments de K’ et ceux formant les courbes de K (éventuellement en les découpant
aux endroits ot ils se rencontrent) forme un complexe unidimensionnel.

Notons O(j) 'ouvert dont 'adhérence est I'union des cubes dyadiques de pas %

et a distance au plus 7 de U(55(7)) :
0(j) =U({8 : dumax(6,U(S3(j))) < T}) -

Par un argument similaire a celui utilisé dans la démonstration du corollaire 2.1.15*, *page 77
quitte a rajouter/enlever quelques cubes & ©(j), on peut trouver une famille G de
graphes linéaires tel qu’elle forme avec le complexe unidimensionnel K'UF5 (0] (5))U
F5(55(5)) une canalisation de O(z) \ U(S5(7)). De plus, si 'on suppose que l'on a
subdivisé de fagon naturelle les segments de K en morceaux de longueur 1 (on notera
K" ce nouveau complexe) alors par le méme argument, il est aussi possible de trouver
une famille G’ de graphes formant avec un sous-complexe de K'UK"UF5(©)(j)) une
canalisation de O(5)\ (U(O](§))UU(K'UK")). De plus, comme dans la démonstration
du corollaire 2.1.15 il est possible de déplacer I'une des extrémités des segments de K’
et K" a lintérieur d’une boule de rayon e suffisamment petit pour que les régularités
extrémes des suspensions tubulaires restent comparables a celles de ST et S5, avec
des constantes uniformes.

Définissons encore :
O1() =e1(j)uei(y) X() =[G UK UK"
G1(7) =G VG G3(j) =Gs(j) UG .
Alors on dispose de deux complexes qui vérifient les propriétés suivantes :

(1) G1(j) et un sous-complexe de Fy(0/(j)) UX'(j) forment une canalisation
de O(j) \ U(©1(5)) UUE'(5))) :
(2) G5(j) et un sous-complexe de Fy(0Y(j) UO2(j)) forment une canalisation

de U(S3()) \U(OU()) U Os(j)-

Il est temps & présent d’utiliser toutes ces canalisations bidimensionnelles pour
construire 77 et Tb. On notera cette fois, pour 7 < r9, 2z € (282)"*2 et 5 €
{1,...,4n — 4} :

Vo, 2, 5) = z+[0,28]F x [r1, 7] x [0,28]" 37 lorsque j = 2k — 1
LI2 500 =0 2 410, 28]F % [28 — 19,28 — 1] x [0, 28] 3F lorsque j = 2k



86

FUSION DE COMPLEXES DYADIQUES

T,

T

On a simplifié le dessin en prenant un espace de dimension 1 pour représenter le
2-plan de la rotation (le dessin en dimension 3 n’aurait pas été lisible, puisque les
canalisations auraient été cachées par les portions de complexes imbriquées).

FI1GURE 10 — Canalisations complémentaires généralisées en dimension n.
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c’est a dire, les R? x V/(rq,72, 2, j) sont des «tranches» de I, a distance comprise entre
r1 et ro des portions planaires de sa frontiére. Commencons par 6ter de Sy ’ensemble
des cubes de sa frontiére qui ne sont pas dans U(O2(j)) x V (0,2, z, j) (cela revient a
enlever sur une épaisseur de deux cubes, parallélement & la frontiére de I, les cubes
dont la projection sur R? a été enlevée dans le corollaire des canalisations alternées)
en posant :

ta(z,j) ={d € SQ|R2X1/(0,27Z,]-) 20 CUO()))xV(0,2,7,2) oud € U(S5)xV(0,2,2,7)} .

On définira aussi 'ouvert O(z) par :

0(z) = JOG) x V(0,1,2,5) .

J

Soient 2’ € (28Z)"2, et j' € {1,...,4n — 4} et notons S et S’ le sous-complexe
formé des cubes de Sy ayant au moins un sommet commun avec ceux de Fy(S2),
restreint respectivement a V' (0,1, z,5) et V(0,1,2’,5"). Dans ces conditions :

!
Slv1,2,5) = S v(0,1,2) -

Considérons alors les restrictions de to(z,7) a V(0,1,2',7') et t2(2,j') 4V (0,1, 2, 5) :
puisque seules les restrictions des cubes ayant un sommet commun avec la frontiére
de S2 qui n’avaient pas de sommet commun avec la frontiére des S5 ont été enlevés
a So pour former les t5(z,7) (d’aprés le corollaire corollaire 2.1.15%), alors il vient :

S C tz(z,j) et S C tg(z/,j/)

et donc

t2(2,9) v 01,572 v 0,1,5,2) = t2(2' ) v (0,1,57,2)0v (0,1,4,2) -
Puisque t2(z,j) et ta(2', ') sont 7 x 7 x 2" 2-groupés, cette relation est aussi
vraie avec des couches d’épaisseur 2, et puisque t2(2,j)|v (0,25 = t2(z,7) et
t2(2', i) v (0,2,57,2) = t2(2',§") on trouve finalement :

t2<zvj)’V(0,2,j’,z’) = tQ(Zlvj/)|V(0,2,j,z) .

On posera alors :

Ts(z) = U ta(z,7) | U S2|R2><[2,25]”—2
1<j<2(n—2)

et d’aprés notre remarque, T5(2) est un sous-complexe de Sy tel que T: 2(2)|U; est
identique a ©2(j) si on identifie U} avec R2.

1

Définissons par ailleurs t1(z,j) comme I'ensemble des cubes dyadiques de pas 5

dans la méme base que S7 et qui sont inclus dans U(07(j)) x V(-1,1,7,2) :
ti(z,5) ={0: 6 CUO](j)) x V(-1,1,4,2)} .

Soient 2" et j’ tels que V(=1,1,7,2) = V(=1,1,7,2') et I, # I, (c’est a dire que
I, et I, ont pour frontiere commune l'un des U qui est égal & I'un des U J*-‘,). On
remarquera alors que déja, t1(s,j) est 1 x 1 x p"~2-groupé et que

t1(z,0) V1,042 = t1(Z 3D v 2105,

*page 7
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puisque ’on a utilisé pour construire ces deux complexes respectivement les restric-
tions de 51 et Sz a U; et U, qui sont égales.

Construisons maintenant ¢} (z) comme Iensemble des cubes dyadiques de pas 1%

dans la méme base que Si, inclus dans R? x [1,27]"2 et & distance comprise entre

et 7de Sy :
0(z) = 16 C B2 5 [1,27]"2 5 1 < dunan(BU(S211)) < T}

De méme on définit Pouvert O'(z) dont 'adhérence est composée des cubes situés a
distance au plus 7 :

O'(z) =U{6 C R? x [1,27]" 2 : duax(6,U(Sa]1.)) < T7}) .

page 77" Par un argument identique & celui utilisé dans la démonstration du corollaire 2.1.15%,
on peut montrer qu’il est possible, en ajoutant/supprimant quelques cubes a t}(z),
de faire des suspensions tubulaires? avec les faces en vis-a-vis de #} ()| H., et S2|m,
pour tout 2’ € z+ {1,..., 26}”72; en outre, il est possible de le faire de fagon & ce
que t(2) soit 1 x 1 x p"~2-groupé (en ajoutant/supprimant des paquets de cubes
1 x 1 x p"~2-groupés). On notera G(z) 'ensemble des graphes utilisés pour réaliser
ces suspensions tubulaires. Pour finir on pose :

Ti(2) = || tz4) | utiz) .

1<j<2(n—2)

Démontrons a présent que T1(z) et Th(z) vérifient les propriétés annoncées dans
le lemme & Dintérieur de I, : soit 2z’ € [0,27]"72, et notons v = (%, 1) eR2
Deux cas sont possibles :

o si 2/ +v € [2,26" 2 alors Ta(2)|u,, , est égal & So(2)|w,, et T1(2)|m,, ,, est
égal a T{(z) donc on peut utiliser la famille des graphes de G(z) mentionnée
plus haut pour faire une canalisation de O'(2) N H,,» \U(T1(z) U Ta(2));

o siz+4 2 +v ¢ [2,26]" 2 alors notons zmin et Zmax respectivement les coordon-
nées minimale et maximale de z’. La encore, considérons deux cas possibles :
*x 81 Zmin > 1 et zmax < 26 alors soit j tel que z + 2/ + v € V(1,2,4,2) :

on a démontré que Go(j) et un sous-complexe de X(j) U Fy(O2(j)) forment

o

une canalisation de U(S55(7)) \U(O2(j) UX(j)). Dés lors en considérant que
les graphes de Go(j) sont des graphes du 2-plan Hg, ./, et que le complexe
unidimensionnel ¥(j) est un complexe du 2-plan H,, ., alors il vient que
G2(j) et un sous-complexe de X(j)UFs(12(2)|n_, ) forment une canalisation

de U(SQ) NH, \U(TQ(Z) U Z(]))

De plus, par le méme argument que dans le cas précédant, G(z) et un sous-
complexe de Fy((T1(2) U S2)|m_, ) forment une canalisation de O'(z) N
H, i \U(T1(2) U S2). Rappelons que Fo(S2|u,, ) C Fo(T2(2)|u,, ) et on
aura démontré que G(z) UGa(7) et un sous-complexe de X(j) U Fo((T1(2) U
T5(2))|n,, ,,) forment une canalisation de O'(2) N H, 4. \U(T1(2) U Ta(2)).
On notera respectivement G'(z) et X(z) l'ensemble de tous les graphes et
I'ensemble de tous les complexes unidimensionnels ¥:(j) utilisés dans ce cas
pour faire les canalisations

2. Ici intervient le fait qu’on ait supposé p impair, pour que H, coupe les cubes de t}(z) en passant
par leur centre, et pas le long de leur frontiére.
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* 81 Zmin = 0 ou 81 2pax = 26 alors soit j tel que z + 2 +v € V(0,1,4,2) : on
peut refaire une démonstration analogue (cette fois ci en utilisant les graphes
G1(j) et G5(j)) pour exhiber des canalisations de O(z) N H,4 . \U(T1(z) U
Ty(2)). Cette fois-ci on notera respectivement G”(z) et ¥/(z) 'ensemble de
tous les graphes et ’ensemble de tous les complexes unidimensionnels ¥ ()
utilisés pour faire ces canalisations.

Il est temps de conclure en posant :

0= |J 0O(uok == |[J ZkEUude

2€(28Z)7—2 2€(28Z)72

6= |J Gz Ti= |J Nk %= | o).

2€(28Z)n—2 2€(28Z)"—2 2€(28Z)"n—2

On vient de démontrer les points (1), (2) et (3) du lemme, I'existence des constantes
mentionnées dans le point (4) a quant a elle été obtenue en appliquant le corol-
laire 2115* D *page 7

A présent, on dispose de tous les lemmes nécessaires pour démontrer que le théo-
réme 2.3* de fusion est une propriété inductive sur n pour n > 2. *page 61

> LEMME 2.2.19

Soit n > 3. St le théoréeme 2.3 est vrai en dimension n— 1, alors il est vrai
en dimension n.

On suppose que n > 2, que le théoréme de fusion est vrai en dimension n — 1 et
que S7 et Sy vérifient les hypothéses du théoréme de fusion en dimension n. D’aprés
le corollaire 2.8%, I'isométrie affine ¢ de changement de base entre les deux complexes *page 66
peut étre décomposée en N = % rotations affines successives dans des plans
engendrés par des couples de vecteurs de la base canonique de Ss par exemple, et
il n’est pas nécessaire de prendre en compte une éventuelle réflexion supplémentaire
puisque l'on peut s’en dispenser en remplacant I'un des vecteurs d’une base par son

opposé, ce qui n’a aucune importance pour les complexes dyadiques.

ZoHH>a-50nzo0m)

Il est donc possible, en ajoutant des couches de polyédres successives autour de
So et en supposant p suffisamment grand, de se ramener au cas ot ¢ est un rotation
d’angle 6 dans le plan engendré par deux vecteurs de la base canonique de Sy (voir
figure 11). Il suffira de réaliser la fusion en faisant N transitions pour démontrer le
théoréme. Et comme dans le cas de la dimension 2 il est méme possible, en insé-
rant encore les étapes intermédiaires nécessaires, de supposer que 6 € [fmin, Omax)
avec Omin < Omax deux constantes arbitraires prises dans ]O% [ Bien évidemment, le
nombre de transitions & effectuer ne dépendra que de n, et des constantes Oy et
Omax choisies. Pour simplifier I’écriture de la démonstration, en notant (uq,...,uy,)
une base canonique de So on supposera aussi, quitte & permuter ses vecteurs, que ¢
est une rotation dans le plan Vect(u, uz).

A présent supposons qu’on ait simplement subdivisé Sy vingt-huit fois grace au
lemme 2.5* puis qu’on lui rajoute tous les cubes possibles (en supposant p assez grand)
qui sont a distance dpax au plus 28 du complexe Ss initial : il est possible d’appliquer
le lemme 2.2.18" 4 S et & un complexe dyadique S5 (celui noté Se dans I’énoncé du *p. 62 et 82
lemme 2.2.18), de méme frontiére que Sy. On obtient alors les trois complexes 77,
T5 et ¥ annoncés dans le lemme. Considérons le lemme 2.2.18 : on a pu remarquer
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En haut, les deux complexes a faire
fusionner tracés séparément (& gauche
S1, & droite Sy), en bas, leurs situa-
tions relatives. Pour la lisibilité du
dessin, on n’a dessiné que la moitié
de chacun des deux complexes.

F1GURE 11 — Un exemple de situation de fusion en dimension 3
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FIGURE 12 — Un exemple de coupe dans la situation précédente. Ici, on a coupé selon
la 2°m¢ tranche de profondeur (il y en avait trois sur le dessin précédent).

dans sa démonstration que seuls les cubes qui étaient & distance au plus 2 pour
diax de la frontiére de S; n’apparaissent pas dans 75, donc si 'on suppose que p
est suffisamment grand pour qu’on ait rajouté une couche d’épaisseur 2 de cubes
autour de Sy aprés subdivision, alors on peut supposer que cette construction s’est
faite avec Sz au lieu de S} (donc que To C S2) et que les complexes T, Th et X
vérifient toujours les propriétés annoncées. Pour simplifier encore, on notera toujours
So le complexe obtenu aprés y avoir découpé les canalisations du lemme. Maintenant
considérons le complexe T} : il est de pas + donc il suffit de subdiviser p fois S; pour
le raccorder & Tp. Par commodité 14 encore on notera toujours S le complexe obtenu
aprés raccordement.

Il est temps d’utiliser notre hypothése de récurrence. Considérons la famille des
hyperplans affines (pour 1 < k < 2(n —2) et z € Z"2) :

Hy,=2z+R*xRF x {0} x R"37F

Considérons les restrictions F,—1(51)|m,, . et Fn-1(52)|m, . (voir la figure 12) : lors-
qu’elles sont non vides, ce sont deux complexes n — 1-dimensionnels qui vérifient les
hypotheéses du théoréme de fusion & ceci prés qu’ils ne sont pas forcément a distance
suffisante I'un de I'autre. Cependant on peut tout a fait supposer que I’on avait subdi-
visé préalablement S et So suffisamment pour que ce soit le cas (d’un nombre de fois
g qui ne dépend pas des complexes considérés) et qu’on a jusqu’ici travaillé sur des
q"-groupements, de fagon a ce que % > p’ ol p’ est cette distance minimale imposée
par le théoréme en dimension n —1 et p la constante donnée par le lemme 2.2.18*. En *page 82
appliquant le théoréme de fusion en dimension n — 1 on peut donc remplir toutes les
composantes connexes de O N Hy, , \ U(S2) de complexes n — 1-dimensionnels, dont
on notera © 'union.

Considérons maintenant le complexe unidimensionnel ¥, et notons ¥’ I'ensemble

. L. n—2 , .
des produits cartésiens de ses segments par [—%, %] : par une démonstration
analogue a celle du lemme 1.3.41* on peut montrer que parmi les positions & € prés *page 54

des sommets de ¥ qui peuvent étre déplacés, il est possible d’en trouver telles que les
régularités extrémes des découpages des faces de © par les polyédres de ¥/ dans les
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couches Hj, . peuvent étre bornées par des constantes multiplicatives ne dépendant
pas de S et Sy par rapport aux régularités de Sy et So.
A présent il ne reste plus qu’a utiliser les graphes de la famille G fournis par
p. 82 et 81* les lemmes 2.2.18" et 2.2.17* pour conclure : on peut faire des suspensions tubulaires
dans toutes les composantes connexes de O \ U(O U Sy U Sy U YY) et de ce fait,
remplir toute 'adhérence de O de polyédres, de fagon a obtenir un complexe n-

dimensionnel vérifiant toutes les conditions voulues, ce qui achéve la démonstration
du lemme 2.2.19. ]

2.3 Conclusion

page 66" La démonstration des deux lemmes 2.1.9* et 2.2.19 achéve donc la démonstration de
notre théoréme de fusion par récurrence.
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On se place toujours dans R™ et on va considérer une partie fermée E C R" de
dimension de Hausdorff k& (k < n), H*-mesurable et de mesure — au moins localement,
finie.

L’objectif ici est de donner dans le cas ot k est un entier, une construction d’un
complexe S de dimension n et d'une approximation £’ proche de £ — dans un sens qui
reste & préciser — portée par des sous-faces k-dimensionnelles de ce complexe, de fagon
a ce que sa mesure puisse étre rendue inférieure a celle de E plus une quantité positive
arbitrairement proche de zéro, tout en s’imposant de respecter certaines contraintes
topologiques.

3 Ensembles rectifiables et leurs propriétés géomé-
triques

On va tout d’abord devoir énoncer rapidement quelques rappels et définitions sur

les mesure, dimension et distance de Hausdorff. En particulier on aura besoin du théo-

rage 101* TémMe 3.3.18" d’existence presque partout de plans tangents approximatifs a la partie
rectifiable de E pour réaliser notre approximation polyédrale.

3.1 Rappels sur la mesure, dimension et distance de Hausdorff

Les définitions suivantes sont valables dans tout espace {2 muni d’'une métrique d,
méme si 'on supposera en général par la suite que 2 = R”. Le lecteur désireux d’en
savoir plus sur la théorie géométrique de la mesure pourra consulter les références [Fal,
[Fe], [Ma] ou encore [MS]. Les démonstrations du lemme 3.2.11" et des théorémes 3.3.15%,

p- 100,100+ 3.3.18 et 3.3.21" qu’on va énoncer pourront étre trouvées par exemple dans [Ma).

> DEFINITION 3.1.1 (DIAMETRE D'UNE PARTIE)

Soit A C Q une partie non vide. On définit le diametre de A par :

Diam(A) = sup d(z,y) .

z,y€A

Par convention, on dira que Diam(0)) = 0.

Un recouvrement A d'une partie £ C 2 est un sous-ensemble de P(2) tel que
EC U A. Dans ce qui suit, 'ensemble des recouvrements de E sera noté R(FE).
AeA

Commencons par définir deux quantités naturelles associées aux recouvrements, ou
plus généralement a toute famille de sous-parties de (2.

> DEFINITION 3.1.2 (TAILLE ET MASSE a-DIMENSIONNEL D’UN RECOU-
VREMENT)

Soit A un recouvrement. On définit respectivement, pour o > 0, la taille
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et la masse a-dimensionnels de A :

p(A) = sup Diam(A) ;
AeA

[Alo =) (Diam(A))* .

AcA
Pour une partie A de 2, sa mesure de Hausdorff a-dimensionnelle est, & une

constante de renormalisation prés, la limite inférieure des masses a-dimensionnelle de
ses recouvrements quand leur taille tend vers zéro.

> DEFINITION 3.1.3 (MESURE DE HAUSDORFF a-DIMENSIONNELLE)

La mesure de Hausdorff a-dimensionnelle d’une partie non vide E C {2
est donnée par :

H*(E) = cq liminf Z(Dz’amA)a = ¢, liminf | Al, .
AER(E) \ £ AER(E)
p(A)—0 p(A)—0

Ici, ¢, est une constante de renormalisation? telle que :

_A%(B?)
- =

Ca lorsque o € N
ou B* désigne la boule unité a-dimensionnelle, et \* la mesure de Lebesque
usuelle en dimension o € N.

On peut vérifier que I'application H® : P(Q) — R* définit une mesure extérieure
sur €2, et plus précisément une mesure sur la tribu des parties A dites H*-mesurables,
qui vérifient la formule de Carathéodory :

VB eP(Q): H*(BNA)+H*(B\A) =H*B).

Lorsque 2 = R™ on peut aussi montrer par exemple grace au critére de Carathéodory
que H® est borélienne, et coincide avec la mesure de Lebesgue A® lorsque « est entier
et E/ inclus dans un a-plan affine et est A“-mesurable.

Pour simplifier les énoncés a venir, on parlera d’a-ensembles pour désigner des en-
sembles mesurables & une partie négligeable prés, et de mesure (au moins localement)
finie.

> DEFINITION 3.1.4 (a-ENSEMBLES)

Soit E C R"™, on dira que E est un a-ensemble si :
o I est H*-mesurable ;

,n.a/2

m ce qul corres-

3. Certains auteurs (par exemple [Fa|) définissent explicitement : ¢, =

Ol( (o3

pond bien & lorsque « est entier.
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o E est de mesure localement finie (c’est a dire pour toute boule B :
HYENB) < +00).

Soit f une application borélienne de R™ & valeurs dans R, on notera par la suite
HF la fonctionnelle définie par :

X partie H”-mesurable de R" +—  H}(X) = / f(x)dH*(x) >0 .
zeX

Cette fonctionnelle définit elle aussi une mesure sur la tribu des ensembles H-
mesurables. H* vérifie par ailleurs quelques propriétés classiques immédiates.

> PROPRIETE 3.1.5

H* vérifie les propriétés suivantes :
o Si f:Q— Q est k-lipschitzienne, H*(f(E)) < k*H*(E) ;
o si E est un a-ensemble alors H*(E) = sup H*(C).

CCE
C fermé

Lorsque E est fixé, on constate que la fonction o — H(E) est décroissante, et
vérifie (pour £ C R") :

3d € [0,7] : Ha(E):{ 0 sta>d

+o0o sia<d.

> DEFINITION 3.1.6 (DIMENSION DE HAUSDORFF)

Soit E C R™ on pose alors :

dimy(F) = inf{a > 0: H*(E) =0} =sup{a > 0: HYE) = +oo} .

Dans le cas ou E est un sous-espace vectoriel ou affine de R™ et la métrique d la
distance euclidienne, cette définition coincide avec la dimension d’espace vectoriel 4, ou
la dimension topologique des variétés réguliéres.

Dans ce qui suit on notera d(x, A) — ou encore d(x, A) selon nos conventions — la
distance usuelle d’un point z & un ensemble A non vide associée & la métrique d de (2,
et d(z, A) le supremum des distances de z aux points de A :

d(a,4) = infd(r,y) et dla,4) =supd(a.y)

yeA

La semi-distance de Hausdorff entre deux ensembles est définie de fagon naturelle comme
le supremum de la distance d’un point de I’'un par rapport a ’autre.

> DEFINITION 3.1.7 (DISTANCE DE HAUSDORFF)

Soient A et B deux ensembles non vides, on définit :

z€EA r€B

dy(A, B) = max (sup d(z, B),sup d(z, A)>

page 20" 4. Voir le lemme 1.1.7* de la premiére partie.
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On posera aussi par convention :
dH<A, @) = dH(Q), A) = 400 et dH(@, (Z)) =0.

d;; est une semi-distance, mais définit une limite unique lorsqu’on la restreint a des
parties fermées. Cette définition améne aussi la propriété classique suivante.

> PROPRIETE 3.1.8 (COMPACITE POUR dy)

Si (K,d) est compact, en notant IC(K) l'ensemble des fermés de K, alors
(K(K),dy) est compact.

Pour démontrer cette propriété, il nous suffit de démontrer que toute suite (E,,)
de compacts de K admet une sous-suite convergente pour dy. Soit (E,) une telle
suite, fixons € > 0. On a :

ZoH-pra-nzo=mmT]

K C U B(x,e) .

rzeK

De ce recouvrement par des ouverts de K on peut extraire un recouvrement
fini {B(z1,¢€),...,B(xm,€)} puisque par hypothése K est compact. Posons U, =
P({zx1,...,Tm}), alors clairement ’ensemble des boules de rayon € pour dy centrées
sur un point de U, recouvrent IC(K). Ce recouvrement étant fini, par un argument
simple de diagonalisation on trouve que (E,) admet une sous-suite de Cauchy (F},),
c’est a dire que (K(K),dy) est précompact.

I1 nous reste & montrer que cette sous-suite converge, c’est a dire que (K(K), dy)
est complet. Posons :

Soit € > 0, puisque F;, est de Cauchy, on peut trouver n tel que F} soit contenu dans
I’e-voisinage de F, pour k > n. Donc par définition G, est lui aussi contenu dans
I’e-voisinage de F;, fermé, de plus F,, C G, d’ou :

dH(FmGn) <e.

Par conséquent :
dH(Fna Gn) —0.

On remarque aussi que Vn, F C G,, et K étant compact, les G, le sont aussi.
Choisissons O un voisinage ouvert de F, alors (G, \ O),, est une suite de compacts
décroissante pour l'inclusion, et d’intersection vide. Donc O contient G, & partir d’un
certain rang. Par conséquent :

dn(Gn, F) — 0
et puisque dy(F,,G,) — 0, alors finalement
dH(Fn, F) — 0

ce qui démontre notre propriété 3.1.8. 0l
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La mesure de Hausdorff n’a clairement pas de propriétés de semi-continuité inférieure
dans le cas général par rapport a la métrique de Hausdorff. En effet, étant donnés une
partie fermée quelconque F' C R™ et une suite (xy)r>o dense dans F' (par exemple en
numérotant les éléments de Q™ N F') on peut déja donner I'exemple de la suite (Ej)r>o0
de parties de R™ définie par

Dans ces conditions on a a la fois

Vd>0: HYE,) =0 et Jim dy(E, F)=0.

Lorsque F est tel que H4(F) > 0 pour d > 0 donné, ce contre-exemple illustre la non
semi-continuité inférieure de H¢.

Donnons encore un contre-exemple pour H" dans lequel la mesure des termes de la
suite tend vers une limite non nulle, mais strictement inférieure & celle de I’ensemble
limite. Soit p € N tel que p > 2, prenons par exemple le cas d’ensembles composés de
cubes dyadiques dans R", que 1’on subdivise en £™ morceaux, et dont on ne garde que
les subdivisions dont les n numéros ne sont pas des multiples de p (voir figure 13) :

K =10,1]";

1" 1 In

ae U ] Gew)
i1yenyin€{0,.. k—1}
i; #0 (mod p)

Alors, on a clairement que :
Ey — [0,1]" pour dy

mais

H (B — (7971)” < HM([0,1]") = 1.

Dans cet exemple toutefois, on constate que plus p est grand (c’est a dire plus la «den-
sité» de Ej va étre proche de 1 dans un sens qui reste a préciser), plus la limite de la
mesure de Fj, va étre proche de 1.

3.2 Propriétés de densité

Les propositions qui vont étre énoncés ici ne sont plus valables dans le cas général,
mais pour £ C 2 =R" et d qui est la distance euclidienne.

> DEFINITION 3.2.9 (DENSITE a-DIMENSIONNELLE MOYENNE DE E SUR
A)

Soit A C R™ une partie qui contient au moins deux points. On définit la
densité a-dimensionnelle moyenne de E sur A par :

_ HY(ENA)

Di(4) = co(DiamA)®
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FIGURE 13 — Un exemple de suite d’ensembles en dimension 2 qui converge vers le pavé
[0,1]* pour la distance de Hausdorff, mais dont la mesure converge vers % < 1 (les

parties hachurées correspondent a I'intérieur de I'un des termes de la suite).
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Pour r > 0, notons B(x,r) la boule fermée centrée en = de rayon r. Dans le cas ou
I’on choisit pour A un voisinage d’un point x dont la taille tend vers 0 on peut donner
deux caractérisations locales de E au voisinage de x.

> DEFINITION 3.2.10 (DENSITES SPHERIQUES SUPERIEURES ET INFE-
RIEURES)

On définit les densités sphériques supérieures et inférieures de E au point
x € R™ comme les limites supérieures et inférieures des densités moyennes de
E dans une boule de centre x dont le rayon tend vers zéro :

E;(x) = limsup D% (B(z, 7)) ;

r—0

dn(z) = lirrnﬁiglf D%(B(x,r)) .

Dans le cas d'un a-ensemble, ces densités peuvent étre bornées presque partout en
fonction de I'appartenance ou non a cet ensemble.

> LEMME 3.2.11 (BORNES SUR LES DENSITES)

Soit E un «a-ensemble, alors : 3
o pour presque tout x € E, 27* < d.(x) g_dz(x) <1;
o pour presque tout x € R*\ E, d%(z) = dy(z) = 0.

3.3 Rectifiabilité

On se place de nouveau dans R", les parties considérées sont des d-ensembles avec
d € N. Les définitions suivantes formalisent la notion intuitive d’ensembles «lissesy.

> DEFINITION 3.3.12 (IMAGE LIPSCHITZIENNE)

Une image d-lipschitzienne est l'image d’une application lipschitzienne de
[0,1]¢ dans R™.

De tels ensembles admettent un plan tangent au sens usuel presque partout. La
notion de rectifiabilité dans le cas général se définit dans R™ relativement & un entier d.

> DEFINITION 3.3.13 (RECTIFIABILITE)

On dira que E est d-rectifiable si E est un ensemble d-mesurable com-
posé d’une union finie ou dénombrable de morceauxr boréliens d’tmages d-
lipschitziennes et d’un (éventuel) ensemble He-négligeable.

A contrario, on parlera d’ensembles qui ne sont «lisses» nulle part.

> DEFINITION 3.3.14 (PURE NON RECTIFIABILITE)

On dira que E est purement non d-rectifiable si E est un d-ensemble dont
intersection avec tout ensemble d-rectifiable est H-négligeable.
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La notion de non-rectifiabilité est équivalente & une propriété de majoration globale
de la densité sphérique inférieure, ce qui donne une interprétation géométrique de celle-ci.
On pourra trouver la démonstration des trois théorémes a venir dans [Ma| par exemple.

> THEOREME 3.3.15 (RECTIFIABILITE ET DENSITE SPHERIQUE INFE-
RIEURE)
Soit E un d-ensemble, alors :
o E est d-rectifiable si et seulement si d%(x) = 1 H-presque partout;
o E est purement non d-rectifiable si et seulement si dp(z) < 1 H-
presque partout.

En outre, tout d-ensemble de mesure finie peut étre décomposé de fagon unique
(& une partie H?-négligeable prés) en sa partie rectifiable et sa partie purement non
rectifiable.

> PROPRIETE 3.3.16 (DECOMPOSITION DES d-ENSEMBLES)

Soit E un d-ensemble de mesure finie, alors il existe (Eg, E1) € (P(FE))?
tels que :

E=FErUE;

avec Er d-rectifiable et E; purement non d-rectifiable.

En outre, de telles partitions ne peuvent différer entre elles que d’une partie
H-négligeable.

Un plan tangent approximatif est une notion plus générale et plus adaptée a notre
étude qu’'un plan tangent usuel. Son existence est basée sur 1’étude de la densité sphé-
rique de I'ensemble & l'intérieur d’un cone d’angle arbitrairement petit (voir la figure
14).

> DEFINITION 3.3.17 (PLAN TANGENT APPROXIMATIF)
H est un d-plan tangent approzimatif a E en x si :
o xeH;
o dyp(x) >0,
o Vs>0:

d ) B
lim sup H'{y € ENB(z,r): d(y, H) > s|z —yl|})

=0.
r—0 Td

On vérifiera qu’un plan tangent au sens usuel est aussi un plan tangent approximatif.
Une autre caractérisation géométrique de la rectifiabilité est ’existence d’un plan tangent
approximatif presque partout.

> THEOREME 3.3.18 (RECTIFIABILITE ET EXISTENCE DE PLANS TAN-
GENTS)
Soit E un d-ensemble.
o FE est rectifiable si et seulement s’il admet un d-plan tangent approzi-
matif H? presque-partout sur E ;
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o E est purement non rectifiable si et seulement s’il n’admet pas de d-plan
tangent approzimatif H presque-partout sur E.

FIGURE 14 — Un plan tangent approximatif : on étudie la densité de 'ensemble E &
I'intérieur de l'intersection d'une boule dont le rayon tend vers 0 et d'un cone d’angle
arbitrairement petit.

A présent, sur R™ privé de 0 et pour un sous-groupe multiplicatif A C R considérons
la relation d’équivalence :
r=y <= deA:x=X\y

dont on notera R™/A 1'espace quotient. Par exemple, dans ces conditions R”/R™* muni
de la distance euclidienne sur les représentants unitaires est isométriquement isomorphe
a la sphére unité S™ munie de la distance euclidienne.

> DEFINITION 3.3.19 (COSINUS GENERALISE)

En notant (ey,...,e,) la base canonique de R™ on définit par récurrence
le cosinus généralisé ©,, :

o, { [0,1[— §?

01 — sin(mwb;)e; + cos(mhy)es

C) . [07 1[n - Sn+1
ntl (01,...,0,) — sin(76,,)0,,(01,...,0,_1) + cos(m0,) e, 1.
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L’intérét du cosinus généralisé est qu’il permet une paramétrisation lipschitzienne
(et méme bilipschitzienne sur les compacts qui ne contiennent pas les poles de la sphére)
des directions de R™. Il faut pour cela considérer par exemple la distance d’ sur le pavé
[0,1[*~! définie par :

n—1
d'(z,y) = | >_max(|z; — yil, 1 — |z — y:])? .
=1

Sur I'ensemble I’ensemble R"/R* des directions de R™ on définit la distance d” comme
la distance euclidienne minimale sur les représentants unitaires :

d"(X,Y)= min |z—y].
rzeX,yeY

l=ll=llyll=1

> PROPRIETE 3.3.20

Le cosinus généralisé réalise une paramétrisation lipschitzienne de la demsi-
sphere R™ /R* des directions de R™ munie de la distance d” par le pavé [0, 1]
muni de la distance d'. En outre, sa restriction a tout compact inclus dans
Uouvert |0, 1["! est injective, et de réciproque lipschitzienne.

Une derniére propriété géométrique de la rectifiabilité caractérise les annulations de
la mesure de la projection P, sur un hyperplan Hy, normal a une direction 6 € R"/R*.
On utilisera I’expression «pour presque toute direction» pour désigner un sous-ensemble
de directions de R"/R* dont le complémentaire est de mesure nulle pour la mesure
de Hausdorff n — 1-dimensionnelle définie & partir de la métrique d”, ce qui revient a
considérer 'image par © d’un sous-ensemble de H"~!-mesure nulle du paveé [0, 1[*~1.

> THEOREME 3.3.21 (RECTIFIABILITE ET PROJECTIONS ORTHOGONALES)

Soit E un d-ensemble.

o E est rectifiable si et seulement si HY(Py(E)) > 0 pour presque toute
direction 0 ;

o E est purement non rectifiable si et seulement si HY(Py(E)) est pure-
ment non d-rectifiable ou de mesure nulle pour presque toute direction
0. En particulier si d = n — 1, c’est le second cas (H(Pp(E)) = 0) qui
se produit pour presque toute direction.

4 Approximation polyédrale

On va a présent se doter des outils nécessaires a la construction d’approximations
d’ensembles de dimension entiére par des complexes. Il nous faudra entre autres établir le
lemme 4.1.4 de recouvrement, ainsi que quelques lemmes de raccordement d’applications
lipschitziennes qui vont nous permettre de projeter des parties rectifiables sur des faces
de cubes paralléles.
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4.1 Lemmes de recouvrement
Pour simplifier les notations, lorsque B est une boule de rayon r > 0, on notera uB,

pour u > 0, la boule de méme centre et de rayon ur. On va donner un premier lemme
de recouvrement dans le cas de boules fermées.

> LEMME 4.1.1 (PETIT LEMME DE RECOUVREMENT)

Soit B une famille de boules ouvertes de rayons non nuls et bornés de®
R™. Alors on peut extraire de B une famille B dénombrable de boules disjointes

telles que :
UBclJ4B.
BGB Beg

Pour démontrer ce lemme de facon classique, on va utiliser les deux propriétés suivantes
des boules de R".

> PROPRIETE 4.1.2

Soient B et B’ deux boules de rayons respectifs r et r' telles que :

B'NB#( et r’ >

[GVRN

r.

Alors, B C 4B'.

Si C est une famille quelconque de boules, alors on peut en extraire une
sous-famille disjointe maximale, au sens ou toute sous-famille plus grande dans
C ne peut étre disjointe.

Démontrons d’abord le premier point de la propriété : posons B = B(z,r) et
B’ = B(a/,r"). Par hypothése, 3z € BN B'. Alors, Yy € B, d(y,z) < 2r < 3r’ et
d(z,z) <7’ d’ou on trouve que d(y,x) < 4r'.

Pour le second point, choisissons (z)j une suite dense dans R™. On va construire
par induction la sous-famille de boules (By)x de C de la fagon suivante :
¢ si z1 appartient & I'union des boules B € C, on choisit By parmi celles-ci telle
que z1 € By, sinon on pose By = );
¢ si z;, appartient & 'union des boules B € C telles que BN By = () pour k' < k,
on choisit pour By I'une de ces boules qui contient z, sinon on pose By, = ().
On extrait alors la sous-famille (B;, ) de (By)j constituée de ses éléments non vides.
Ainsi, z;, € B, et si ¢ n’appartient pas & la famille des 7y, alors c’est que z; n’ap-
partient pas a l'union des boules de C qui n’intersectent pas les boules B;, pour
1 < 1.

ZoHHPE-HNnZoRmT)

Vérifions maintenant que (B;, )i est maximale : soit B une boule de C qui n’in-
tersecte pas les B;,. Comme (z,) est dense, alors on peut trouver z,, € B, et deux
cas peuvent se produire :

¢ si z, appartient déja a une boule B;, alors B n’est pas disjointe des B;, ;

¢ sinon, c’est qu’a ’étape m on a choisi By, = ), et donc B intersecte 1'union

des boules B;, pour i, < m.

5. En fait, le lemme reste vrai avec des hypothéses plus faibles : il suffit que ’espace dans lequel on
se place soit séparable.
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Dans tous les cas, on aboutit & une contradiction, donc notre famille est bien maxi-
male.

Revenons maintenant & la démonstration du lemme de recouvrement : on désigne

le rayon de la boule B par r(B). Par hypothése, les rayons des boules de C sont
majorés par une constante C' > 0. Pour tout j > 1 on définit :

BfZ{BGCI<§)a?<2d3)§<§)ﬁ40}.

Le second point de la propriété 4.1.2 nous permet d’extraire une famille disjointe
maximale B dans B;. Par récurrence, on choisit By, une famille dénombrable disjointe
maximale dans :

BeBy: VB e |J B, BnB=0
j<k—1

B=|JB. .
k

Montrons que cette famille convient : soit B € B, il faut prouver qu'il existe B’ € B
tel que B C 4B'.
© SiBe BA, le résultat est évident ;
¢ sinon, choisissons k tel que B € Bj. Puisque gk est une famille disjointe
maximale dans ’ensemble

Et pour finir, on pose :

BeB,:vB'e |J B,BnB=10
j<k—1

il y a de nouveau deux possibilités :
* soit B n’appartient pas a ce dernier ensemble, ce qui veut dire que B inter-
secte un élément de I'un des B; pour j < k;

* soit B lui appartient, mais la famille obtenue en ajoutant B a l?k n’est pas
maximale disjointe, ce qui veut dire que B intersecte un élément de gk
Dans tous les cas, B intersecte un élément B’ de U B\j, Par définition des l/g\j,

i<k
on en déduit que le rayon de B’ est au moins égal & ;T(B)’ ce qui nous permet
de conclure d’aprés le premier point de la propriété 4.1.2.
O

> DEFINITION 4.1.3 (RECOUVREMENT «FORT» DE VITALI PAR DES
BOULES)

Soit E C R™ et B une collection de boules de R™. On dira que B est un
recouvrement de Vitali de E si pour tout x € E et € > 0, on peut trouver une
boule B € B centrée en x de rayon au plus €.

Le lemme suivant permet, dans le cas d’'un a-ensemble de mesure finie, de le recou-
vrir & un ensemble de mesure négligeable prés par une famille dénombrable de boules
disjointes.
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> LEMME 4.1.4 (LEMME DE RECOUVREMENT DE VITALI)

Soient E un a-ensemble de R™ de mesure finie et B un recouvrement de
Vitali de E par des boules fermées centrées dans E.

Alors il existe une sous-famille dénombrable B C B de boules disjointes
telle que :

H*|E\||B|=0.

BeB

Notons E* I'ensemble des points de E ot la densité est comprise entre 27 % et 1 :

E*={zcF: 2% <d%(x) <dp(z) <1} .

2o+ I-H0nZ20mT)

page 100 Pour commencer, on sait d’aprés le lemme 3.2.11* que H*(E \ E*) = 0. En outre,

pour tout x € E*, il existe p(z) > 0 tel que pour tout r < p on ait par exemple :

HY(E* N B(x,r)) <9
(2r)%cq -

2—@—1 S

Notons alors B’ la sous-famille des boules B(z,r) de B centrées en un point « € E*
qui vérifient 4r < p(z) : il est clair que B’ est un recouvrement de Vitali de E*, et
on peut aussi supposer que les rayons des boules de B’ sont bornés.

Posons alors

1
U():@ et ’y:l—m<1

et raisonnons par récurrence en supposant que pour 7 > 0 donné, on a défini un fermé
Uj—1 C R" tel que :

HY(E*\Uj—1) < VT YHY(EY) |
Notons B; la sous-famille de B’ composée des boules B telles que 4BNU;—1 =0 : il
est clair que c’est encore un recouvrement de Vitali de £* \ U;_;. En appliquant le

lemme 4.1.1 & B;, on peut trouver une sous-famille dénombrable B; de boules deux
a deux disjointes de B; telles que :

U Bc | 4B.

Bij Begj

Remarquons que par construction, pour toute boule B € B’ — et en particu-
lier pour les boules de B; — notre condition sur les rayons implique les inégalités
suivantes :

H*(E* N B) > 27 !¢y (Diam(B))* et H*(E*N4B) < 2c,4%(Diam(B))* .

On en tire :
HY(E* N B) > 273 2H*(E* N4B) .

Puisque les boules de EJ sont deux a deux disjointes il vient donc :

HY | E* N U B| >2 32 | E* N U 4B
BEE]' BEE]'
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On peut donc trouver une sous-famille finie E; C Ej telle que par exemple :

HY | E* N U B| >2 33y | B*n U 4B
Bel?; Bez?;

Posons alors

Vi= || B et V=[] 4B.
BEB; BEB;

Par construction, Vj’ﬂUj,1 = () donc en posant U; = U;_; UVj on obtient, en prenant
le complémentaire dans E* \ Uj_1 :

@ * 1 @ * 1/ *

Pour conclure, posons finalement

s*>

B=|JB
i>1

alors B est une sous-famille dénombrable de B composée de boules deux a deux
disjointes, et de plus :

U= |]B et lim HYE*\U;) =0 .

J—00
i<y

BEB;

Dés lors la famille B vérifie

HY|E*\ | |B|=0
BeB

ce qui achéve la démonstration du lemme, puisqu’on a vu que H*(E'\ E*) =0. O

4.2 Raccordements lipschitziens

On va par la suite construire des applications lipschitziennes a I'intérieur de compacts
de R™, qu’on va devoir prolonger dans des ensembles plus grands tout en prenant garde
a préserver leur caractére lipschitzien. L’idée ici est de d’abord faire un prolongement
sur une couronne autour du compact, de fagon a raccorder avec I'application identité
sur la frontiére extérieure de la couronne. Le principe est similaire & celui du théoréme
de prolongement de Kirszbraun, a ceci prés qu’on souhaitera parfois avoir un controéle
plus grand sur ’endroit ot vont se retrouver les points de 'intérieur de la couronne.

Les quelques propositions suivantes permettent de construire de tels prolongements
dans différents cas particuliers, d’abord définissons la notion de support d’une applica-
tion lipschitzienne.



108 APPROXIMATION POLYEDRALE

> DEFINITION 4.2.5 (SUPPORT D’UNE APPLICATION LIPSCHITZIENNE)

Soit f une application lipschitzienne de R™ dans R™. On considere les
ensembles fermés F vérifiant :

f(F) C F et f|]Rn\F - [an\F .

Remarquons que R™ [ui-méme convient.

Le plus petit fermé vérifiant ces deux propriétés — obtenu par intersection
de tous ceux qui les vérifient — sera appelé le support de f.

Remarquons en particulier qu'une application lipschitzienne est égale a I'identité sur
la frontiére de son support. Les deux propositions suivantes sont évidentes et découlent
directement de la définition.

> PROPRIETE 4.2.6 (PROLONGEMENT AVEC L'IDENTITE)

Soit f . F' — F wune application k-lipschitzienne ou F est un fermé non
vide de R™, telle que :

flor = Idar .
Alors Uapplication g : R™ — R™ définie par :

{1 5

est max(k, 1)-lipschitzienne, de support inclus dans F.

> PROPRIETE 4.2.7 (COMPOSITION D’APPLICATIONS LIPSCHITZIENNES A
SUPPORTS DISJOINTS)

Soient [ et g deux applications respectivement u et v-lipschitziennes de R™
a supports d’intérieurs disjoints. Alors fog= go f et cette composée est une
application max(u, v, 1)-lipschitzienne dont le support est l'union des supports

de f et g.
]2 Pour démontrer la premiére proposition, considérons x et y deux points de R",
8| et étudions les trois cas :
z o si (z,y) € F? alors ||g(z) — g(y)|| = | f(x) — ()] < kllz —yl;
? o si (z,y) € (R"\ F)? alors ||g(z) — g(y)|| = |z — yl| < kllz —yll;
N o si par exemple x € F et y ¢ F alors [x,y] NJF # (). Soit donc z € [z,y] NIF,

il vient [|g(z) —g()ll < [[f(z) = f(2)[| + l9(z) —gW)Il < Ellz —z[| + [z —yl| <
max(k, 1) (o — 2| + | — yl}) = max(k, 1) & - .
Démontrons & présent la seconde proposition : notons K et K’ les supports
o]
respectifs de f et g. Il est clair que si Io( N K’ = ) les deux applications commutent
— puisqu’elles sont égales a l'identité sur le complémentaire de 'intérieur de leurs
supports respectifs — on appellera alors leur composée h. Soient x et y deux points
de R™, il y a trois cas a étudier :

<>s1x§éKUK’ety¢KUK’alorsHh() ()H—H:r—yH,
¢ si par exemple x € K ety € K’ alors puisque Kﬁ K’ = 0 il existe 2’ € OK N

[z,y] ety € 8K/ﬂ[ib ,y). Il vient alors ||h(x)—h(y)| < ||h(x)—h(z")||+||h(z")—
RO +I1R(Y) —h(y) < ulle—2[[+ 2" =y | +vlly —yll < max(u,v, 1)z -y ;
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o o

osizx e KUK ety ¢ KUK alors il existe z € [z,y] N 9(K U K') et donc
17(z) = h(y)|| < [h(z) = h(2) ||+ [[2(2) = R(y)]| < max(u,v)|z— 2]+ [z =yl <

max(u,v,l)Hx—yH.
O

A présent donnons une maniére explicite de construire un prolongement d’une ap-
plication lipschitzienne sur un compact, a l'intérieur d'un anneau d’épaisseur p autour
de ce compact. L’application II utilisée peut par exemple étre le projecteur convexe sur
le compact, si celui-ci est convexe.

> PROPRIETE 4.2.8 (PROLONGEMENT LIPSCHITZIEN EN COURONNE AU-
TOUR D'UN COMPACT)

Soit K un compact non vide de R", f : K — K wune application
k-lipschitzienne avec k > 1 et 11 : R® — K wune application telle que
H|pxy = Idsky et foll est k-lipschitzienne. Si on note, pour p > 0

K,={zxeR": d(z,K) < p}

alors pour tout p > 0 on peut trouver une application g : K, — K, telle que :
(2) glok,) = Idax,) ;

(3) g est K'-lipschitzienne avec k' =k + 1+ w.

Pour p > 0 définissons ’application g sur K, par :

g(x) = (1 - d(x[’)K)> foll(z) + d(xl;K)x :

ZoHH>o-50nzo0m)

On peut remarquer tout de suite que ¢ est continue, et vérifie les deux pre-
miers points de la proposition. Soient x et y deux points de K,, montrons que g est
lipschitzienne en étudiant les trois cas possibles :

o si (x,y) € K? alors puisque par hypothése f est k-lipschitzienne il vient

lg(x) =gl = [1f(z) = FW)I < Ellz —yll;
o si (z,y) € (K, \ K)? alors en posant 2’ = II(z) et y' = II(y) on obtient

lpf (') = pf(y) + d(z, K)(x — f(z')) —d(y, K)(y — f))]]

lg(x) — gl = 5
_ lof@) = pf W) +da K) (@ — £(a") = (y— S
o P
@, K) — dly, K9 — S
p
< p_d;mllf(x’) )+ d(“;;K)ua: —yl
Az K) = dw B) 1y, py)

p
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Puisqu’on saiﬁ que k > 1, d(z, K) < p, |f) = FO)| < kllz —y]| et [ly —
FW) < p+d(f(K),K) il vient :

<k‘p— (k—Dd(=,K) P+d(f(K),K)>

lg(z) — g(y)|| < |z =yl
< (k1 LB oy,

osize Ketye K,\ K alors en notant y =1II(y) on a :

_ Ay, K)(f(z) —y) — (p — d(y, K))(f(z) = )]l
P
< S 0) — gl + L= o) — o)
< B2 v . 1))+ bl )
< <k+1+d(f(K)’K)> |z —yll -
P
Dans tous les cas la constante ¥’ =k + 1 + w convient. ]

Inversement, la propriété suivante permet de construire un prolongement d’une ap-

plication lipschitzienne d’un compact auquel on a retiré une boule en une application
lipschitzienne sur le compact tout entier.

ZoHHPE-HnZo=mT)

> PROPRIETE 4.2.9 (PROLONGEMENT LIPSCHITZIEN A L'INTERIEUR

D’UNE BOULE)

Soit K un compact étoilé par rapport a un point x et B une boule ou-

verte de centre x et de rayon r incluse dans K, et notons K' = K \ B. Pour
toute application k-lipschitzienne f : K' — K’ et p €]0,1] il est possible de
construire une application g : K — K vérifiant :

(1) glx = fl;
(2) glpp = Id,5;
(3) g est k'-lipschitzienne avec k' qui dépend de p, Diam(K) et r.

Pour tout point y € B\ pB, il existe un unique z € [z,y) N B : notons-le II(y),

et remarquons déja que II est %—lipschitzienne. Lorsque y € B\ pB on notera :

_ M(y) — vl
r(1—p)

u(y)

€[0,1].

On définit alors I'application h : K \ pB — K \ pB :

B () sizre K\B
9(y) = { u(y)y + (1 —u(y))foll(y) siye B\ pB.

On vérifie sans probléme que h est continue, et que h|g,p = Idg,p. Soient y et z
deux points de K \ pB, et considérons les trois cas possibles :
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o si(y,2) € (K '\ B)? alors
1h(y) = b2 = 1F(y) = F(2)I < Elly — =] -
o si (y,2) € B? alors il vient :

11(y) = ()| = If o Tl(y) — f(2) +u(y)(y — foll(y)) — u(z)(z — f o 1I(2))]|
<|lfeTl(y) = foll(2)|| + [[u(y)(y — foIl(y) — 2 + f o ()|l
+ll(u(y) —u(2))(z = foll(2))]]

2k k .
< ==l +lly = 2l + Zlly = =] + Diam(K)Ju(y) — u(z)]

ik e [l = )~ [z~ 1)
- <2p +1) Iy + Diama(rey | = H1 =
% s el =2 =T +TIE)]
< (B4 1)y o+ Dien(ay =2 0
2% o = 2+ ) )|
<p+1>| I+ Diam(K) r(1—p)
2k A+ Diam(g) 1 =21+ 27y = 21l
< (B4 1)y o)+ Diam(ay =20

2k 2Diam(K)
=(1+—+—— ) lly—zl:
p(1 = p)r

o siy € K\ Betzée B on obtient :

17(y) = h(2)[l = 1F(y) = u(z)z = (1 —u(2))f o 11(z)]]
u(2)ly = 21(2) || + (1 = u(2)[[f(y) = f o T(2)]]
< |ly = z[l + klly = ()|

k
< <1+> ly — 2| -
P

On a donc montré que h est lipschitzienne, il nous suffit d’utiliser la pro-
priété 4.2.6 pour compléter dans pB, et en notant g I’application obtenue la propriété
est démontrée. O

A présent, énoncons une version simplifiée du théoréme de prolongement de Kirsz-
braun pour les applications lipschitziennes. Cet énoncé nous sera pratique pour prolonger
les projections radiales sur les faces d'un complexe (voir la définition 4.3.14*) en une ap- *rase 116
plication lipschitzienne sur R" tout entier. On pourra en trouver la démonstration dans
|Ki] pour le cas euclidien.

> THEOREME 4.2.10 (PROLONGEMENT LIPSCHITZIEN)

Soit F' une sous-partie de R™, et f une application lipschitzienne de F
dans R™. Alors on peut construire une application lipschitzienne g de R™ dans
R™ telle que g|lp = f

Un corollaire vient immédiatement, lorsque I’on dispose d’une famille d’applications
lipschitziennes, chacune définie sur un polyédre et constante sur sa frontiére.
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> COROLLAIRE 4.2.11 (PROLONGEMENT LIPSCHITZIEN AUTOUR D’UN
COMPLEXE)

Soit k€ {1,...,n} et S un complexe k-dimensionnel de R"™ dont les po-
lyedres sont inclus dans un ouvert U et tels que, pour tout 6 € S, on dispose
d’une application lipschitzienne ¢s: 5 — & vérifiant® ¢slas = Idps.

Alors il existe une application lipschitzienne ¢ : R" — R™ vérifiant :
VoeS: ¢|5 = Qb(; et ¢|]R"\U = IdR”\U .
La démonstration du corollaire va essentiellement consister a prouver que l’ap-
plication g définie sur le fermé F = U(S) U (R™\ U) par :

B x six¢U
¢S($)_{ ¢s(x) sizedes

est lipschitzienne, et & lui appliquer le théoréme.

ZoHHPD-H0nZ0mT)

D’abord constatons que la définition de g est consistante, puisque chaque poly-
édre de S est disjoint du complémentaire de U, et que s’il existe un point = € 1 N do
ou &1 et d9 sont deux polyédres disjoints de S alors par définition d’un complexe

d1 N dg C 901 U Dde done ¢, () = ¢s,(x) = x.

Supposons ensuite que pour tout polyédre & € S Dapplication ¢5 est ks-
lipschitzienne et raisonnons par récurrence sur le nombre de polyédres de S :
¢ si S est réduit a un seul polyédre 4, notons

a:mi(rsl(d(:c,R”\U)) >0 et b:magx(d(ac,R”\U)) < 400 .
[AS S

Déja g est lipschitzienne de rapport 1 sur R™ \ U et ks sur 6. Si z € R" \ U
et y € 4, remarquons que puisque ¥g(y) = ¢s(y) € J alors :

(@)~ vs@)l = e~ sl <b< “llz—y]

Donc g est bien max(1, ks, b/a)-lipschitzienne sur F.
o & présent supposons que S = 5" {0} ot S’ est un complexe non vide, et que
g est k-lipschitzienne. Soit alors = € U(S') et y € §, considérons le segment

o
[Wsr(x), ps(y)] : puisque ¢5(y) € 0 et g (x) ¢ § alors ce segment coupe 99 en
au moins un point 3, situé sur la frontiére de 6.
[¢]
Vérifions qu’on peut trouver une sous-face F' de § telle que 3y’ € F : déja
d’apres le corollaire 1.1.13* on peut trouver une face G de § qui contient 3/’

Siy € Gol alors on pose F' = G on a fini. Sinon, ¢y € 9G et donc il existe une
face G5 de G (qui est aussi une sous-face k — 2-dimensionnelle de § d’aprés
p. 25 et 24% la proposition 1.1.12%) telle que ¥’ € Gs... et ainsi de suite par récurrence, on
va trouver un rang ¢ < k et une sous-face k — i-dimensionnelle G; de § telle

[¢]
que 3y’ € G; ou iy € 9G;. Puisque les sous-faces de dimension zéro de § sont
par définition ses sommets, le processus va s’arréter au plus au rang ¢ = k —
auquel cas 3/ est un sommet de § — donc dans tous les cas on peut trouver

une sous-face F telle que y' € ]g' .

A présent notons S” le sous-complexe de S’ des polyédres qui n’intersectent
pas F', ' un polyedre de S’ qui contient tg/(x) et considérons les trois cas
possibles :

6. Ici les notions d’intérieur et d’adhérence sont prises relativement au sous-espace affine minimal
page 23* contenant le polyédre, voir la définition 1.1.10*.
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* si I est une sous-face commune a § et & au moins un polyeédre de S’ alors
Vs(y') =vs(y') = ¢s(y') =y et donc :
[¥s(@) = sl = s (z) — ds ()l
= [ls(x) = s () + llds(y') — ¢s(v)]
< (k+ks)(llz =l + lly" =yl
= (k+ks)llz -yl

x si 0’ € §” alors en posant

F)= min d(z,F)>0 et b(F)= d(z, F) €]0,1
a(F) o0, (x, F) et b(F) [ (z, F) €]0,1]

il vient :
[s(z) = bs)ll = [vs (z) — ¢s(y)l

= [lsr () = ' + l¢s () — ds(w)
< b(F) + kslly' —

< (ff(?)m) e =gl

* 81 ¢ ¢ 8" alors notons H le sous-espace affine minimal qui contient F', et G
I’ensemble des sommets communs & F et §’. Calculons le rapport minimal
entre la distance & H et la distance & G des sommets de ¢’ qui ne sont pas
dans G :

a(F) :mm{j((zzg)) i ce€Fo(d) et céd G} >0.

Il est facile de vérifier par un argument de convexité que pour tout ¢t € §' —
et en particulier pour t = ¢g/ () :

d(t, H) > a(F)d(t,G) .

Dés lors, en notant ¢ un sommet commun a F et ¢’ & distance minimale de
1¥gr(x) on obtient :

[¥s(x) = sl = [[Ys(z) — ¢s(y)]|
= |[¢sr(z) — v ()| + lps(c) — ds ()l
< (k+ks)(lz—cl+llc=yll) -

Dans le triangle zcy, en notant respectivement z, y et ¢ les angles non
orientés des sommets x, y et ¢, un résultat simple de géométrie planaire
nous donne les relations suivantes :

o=yl le—cl _ =gl
sin ¢ sin ¢ sing

I1 suffit alors de constater que le sinus de I’angle formé par les droites (z, ¢)
et (y,c) est compris entre a(F') et 1, dés lors :

siny sin &
o —cl +lle=yll = ——=llz -yl +
sin é

— [z =yl
sin €

<2 Jlz—yl
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d’ou on tire :
2(k + ks)

Js(e) ~ sl < = s

lz =yl -
Dans les trois cas, on a pu trouver une constante ¢(F,d’) telle que [|g(z) —
Ys(y)|| < e(F,d")||xz — y||. En prenant le maximum des ¢(F, ¢") pour toutes les
sous-faces F' de § et tous les polyédres &’ de S” possibles (qui sont tous deux
en nombres finis) on obtient une constante ¢ uniforme.
Dans tous les cas on a donc démontré que 9[y4(s) est lipschitzienne. Pour avoir
le résultat sur F' tout entier il suffit de reprendre le méme argument qu’au
début de la récurrence avec un seul polyedre.
Par récurrence, on vient donc de démontrer que v est lipschitzienne sur F. Pour
terminer, il suffit simplement d’appliquer le théoréme 4.2.10 & g et on obtient le
corollaire. O

La proposition suivante introduit la notion de projection p-magnétique sur un sous-
espace affine, qui n’est autre que le raccordement du projecteur orthogonal sur ce sous-
espace a l'application identité & l'extérieur d’une couronne d’épaisseur p autour d'un
compact contenant sa propre projection. La seule condition sur le compact est que ses
intersections par les sous-espaces affines orthogonaux a celui du projecteur doivent étre
vides ou convexes, pour pouvoir définir ’application II utilisée pour le prolongement.

> PROPOSITION 4.2.12 (PROJECTION p-MAGNETIQUE)

Sotent K un compact non vide de R™ et H un sous-espace affine strict de
R™ tels que, en notant p le projecteur orthogonal sur H :

o p(K)C K;

o HN K est convexe;

o pour tout x € HN K, le compact K(x) = KN (x+ ﬁi) est conveze.

Alors pour tout p > 0 il existe une application Iy , x de R™ dans H qu’on
appellera projection p-magnétique sur H a lintérieur de K vérifiant :

(1) Hppxlx =0l
(2) My, x(K, C K, (ici K,={x e R": d(z,K) < p});

(3) Mupxlrmk, = Idrm\k, ;

dlHNK,K
(4) Up i est k'-lipschitzienne avec k' =2 + g
p

Soit A un convexe compact non vide. Pour tout x € R" il existe y € A tel que
d(z,y) = d(z, A). Par un argument de convexité on montre qu'un tel point y est
unique, on lappellera le projeté de x sur le convexe A et on le notera m4(x).

Montrons rapidement que 74 est 1-lipschitzien :

o d’abord c’est le cas si A est réduit & un point ;

o si A est le segment [u,v] (avec u # v) alors notons ¢ le projecteur orthogonal
sur la droite (u,v). Pour tout € R", w4 (z) vaut ¢(z) si ¢(x) € [u,v], sinon
ma(x) est égal au point v ou v le plus proche de g(x). Considérons deux points
x et y de R", il y a quatre cas possibles & des permutations de notations prés :
x si q(z) € [u, 0] et g(y) € [u,] alors |ma(z) — ma(y)] = lla(z) — g
* si par exemple g(z) € [u,v] et ma(y) = v alors les vecteurs g(x) — v et

q(x) — q(y) sont paralléles et de méme sens donc ||m4(x) —7a(y)|| = ||g(z) —

ZoHHPra-H0nZ0m)
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oll = lla(z) — a@)ll = llg(y) = vll < llg(z) — aW)Il;
* si par exemple m4(x) = u et m4(y) = v alors de la méme fagon ||74(x) —

maW)ll = lla(z) — gl = llg(y) — vl = llg(z) —ull < llg(z) — qW)|;

* si par exemple m4(z) = u et ma(y) = w alors ||ma(x) — wa(y)|| = 0 <
lq(z) —a(y)|.

Dans tous les cas, lorsque A est un segment on a montré que 74 est 1-

lipschitzien ;

o dans le cas général, considérons deux points z et y de R™ et posons u = m4(x)
et v = ma(y). Par convexité [u,v] C A donc ||ma(z) — ma(y)|| < [|7u () —
0] () ||- Puisqu’'on vient de montrer que 7y, ,) est 1-lipschitzien, c’est donc
aussi le cas de 4.

A présent fixons p > 0 et pour x € R™ considérons son projeté g () sur
le convexe compact non vide H N K. Par hypothése, le compact K(munk(x)) =
K N (rgni(z) + HY) est convexe (puisque mgni(z) € K) et non vide (puisque
mrank (z) lul appartient), on peut donc faire de nouveau la projection de x sur ce
nouveau compact, qu’on notera II(x) :

Ve e R": H(.%') = ﬂ-K(T"HmK(x))(x) .
II(x) appartient par construction a K(mgnx(z)), par conséquent :
—
poll(z) € p(K(runk(x))) C HN (rank(z) + HY) = {munk(z)} .

Donc p o Il = mynx qui est 1-lipschitzienne, de plus on vérifie sans probléme que

g = Idg.
En utilisant successivement les extensions données dans les propriétés 4.2.8" et
4.2.6* avec p (qui est lui-méme 1-lipschitzien) la proposition est démontrée. O *p. 109 et 108

Etant donné un d-ensemble, le lemme suivant va nous donner le moyen de construire
en presque tout point de sa partie rectifiable un cone et une boule a I'intérieur desquels il

est possible de faire une projection magnétique sur un plan tangent, e-proche en mesure
de Hausdorfl.

> LEMME 4.2.13 (PROJECTION MAGNETIQUE DANS UN CONE)

Soit E un d-ensemble de H-mesure finie. Alors en H%-presque tout point
x de la partie rectifiable de E, pour tout € > 0 il est possible de trouver
Tmax > 0, p €]0,1[ et u > 0 tels qu’en notant

Clz,r,u) ={y € B(w,r): d(y, H) < uf|z —y|}
ot H est un d-plan tangent approzimatif en x on ait, pour tout r €]0, rpax|
HY Mg pr ey (BN Bz, +1p) \ C(z,7,u))) < eHYE N Bz, +1p)) .
Remarquons pour commencer que C(x,r,u) peut convenir pour le compact noté

K dans la proposition 4.2.12, et fixons € > 0, u > 0 et p €]0,1[.

Supposons d’abord que djlg(x) = 1, alors il existe 1 > 0 tel que pour tout t < r; :

ZoH-Pa-nzo2mmT]

cg(2)(1 4+ )P < HYE N B(x,t) < cq(20)4(1 +€) .
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En prenant t = r et t = r + rp dans les inégalités précédentes, pour tout r < 7 il
vient :

HYE N B(w,r+1p) \ B(x,7)) < 2%a(1 4+ €)(r+7rp)? = 2%cq(1+€)7'r?
d

< 20eq(r+rp)(1+ ) (“ ey - (r+rp)d)

< ((1+6')2— d) HYE N B(z,r+7p)) .

(1+p)

En prenant p suffisamment petit pour que (1 + p)¢ < ﬁ on obtient :

HUENB(x,r+1p)\ B(z,r)) < (1+€)? = (1 - ) YHUE N B(a,r +1p))
= 2dHYE N B(z,r+1p)) .

Supposons en plus que H est un plan tangent approximatif en x, alors il existe
ro > 0 tel que pour tout r < 7y :

HYE N B(z,r)\ C(z,r,u)) < ric
< (14 YHYE N B(x,7))
<d(1+YHYENB(z,r+1rp)) .

Par ailleurs, on a :
EnB(xz,r+rp)\C(z,r,u) = (EN B(z,r +rp)\ B(z,r))U(ENB(z,r)\ C(z,r,u)) .

Puisque g 5. c(0,ru) €5t 2+ %—lipschitzienne, il vient :
HY Ty pr () (E N B(z,m +1p) \ C(z,7,1)))

d
E 6/ 6/ 6/ d x,Tr T .
g(2+p) (2¢ + € (1+ €))HY(E N B(x,r +rp))

N d
A présent, choisissons u > 0 assez petit pour que <2 + %) < 2% 4+ ¢ on obtient

alors :

H Tt (o) (BB, r47p)\Car . w) < €20 4) (34 YHYEN Bz r47p))

En posant ryax = min (%1, 7"2), et en rappelant que sur la partie rectifiable de F, en

H%presque tout point de E la densité sphérique inférieure vaut 1 et E admet un
plan tangent, cela achéve la démonstration du lemme en prenant, pour € donné, une
valeur de ¢ suffisamment petite pour que €(2¢ + €')(3 +€) < . O

4.3 Projection radiale sur des polyédres

Par définition un polyédre est convexe, donc étoilé par rapport & tout point lui
appartenant. Toute demi-droite d’origine I'un des points de I'intérieur du polyédre coupe
sa frontiére en un unique point, ce qui légitime l'existence et 1'unicité de z dans la
définition suivante (la notion de frontiére est prise ici relativement au plus petit espace
affine contenant ¢).
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> DEFINITION 4.3.14 (PROJECTION RADIALE)

Soit § un polyedre k-dimensionnel (k < n) et x un point de 6. On définit
la projection radiale 115, sur les faces de § par :

0. d\{z} — 96
b Yy 2 € r,y)NAS .

)

Cette projection radiale est égale a I'identité sur 0d. De plus, comme l'indique le

lemme suivant, il est possible de trouver des centres dans ¢ tels qu’on puisse majorer
en fonction de la régularité de o 'augmentation de mesure de la projection radiale d’un
ensemble donné qui y est contenu.

> LEMME 4.3.15 (PROJECTION RADIALE OPTIMALE)

Pour tous entiers d et k tels que 1 < d < k < n, il existe une constante
universelle K > 0 ne dépendant que de d et k, telle que pour tout polyédre
k-dimensionnel 0 et d-ensemble E tels que EE C 9, on peut trouver une partie
X de H*-mesure non nulle vérifiant :

Vo € X : HYl;.(F)) < KR(O)"*HYE) .

Ici la quantité R(d) mesure la régularité du polyédre § et de ses sous-faces (voir
la définition 1.2.25%), elle est dans l'intervalle 10,1] et d’autant plus proche de * page 36
1 que le polyedre est «proche d’une boules.

]|:-5.) Soit B une boule k-dimensionnelle inscrite dans J, B’ une boule de rayon moitié
§ et méme centre, et H le sous-espace affine k-dimensionnel contenant 4. Pour z € 94,
E notons n(z) un vecteur unitaire Hk_l-presque partout normal & 0 en z dans H, et
41* définissons alors, pour z € B’ et z € 06 :
R
|z — ||
To(2) = et A= sup T7(2).
r | <n(z),z—x>| vEB 205
Pour tout z € 9§, d’aprés le corollaire 1.1.13* il existe une face F' telle que z € F. *page 25

Notons H’ le sous-espace affine de dimension k — 1 qui contient F'. Puisque = € B’
et que ¢ est inclus dans une boule de méme centre que B’ et de rayon 2R(d) on a :

R( —
d(z,H) > ;) et d(z,2) < 2R(9) .
Deés lors, si n(z) est un vecteur normal & H' (pris relativement au sous-espace vectoriel
=
H)ona:
_ 2=
TJJ(Z) - d(w,H’) '
On en tire : o
R(6) 4
A<Ad——=——.
~ R R(9)

Fixons un entier p > 0 et un point x € B’ et considérons ’ensemble
{F1,...,Fn} = Fr—1(6) des face de ¢ et Hy,..., Hy les sous-espaces affines de di-
mension k—1 qui les contiennent : Pour > 0 notons h, I'homothétie affine de centre
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x et de rapport r et posons (pour 0 <l <pet1<i<m):

U mE)=UJci@) et o= | m@)=Ucw.

0<r<1 !

[¢]
Puisque z € B’ C § avec § convexe, on a les égalités

o\ {a} = JCi(2) = UCi(w) =Ja()

il

~

de plus les 0;(z) sont deux a deux disjoints.

Supposons [ > 0, et remarquons déja que la restriction de Ils, a C'(x) est la
projection radiale de centre x sur H;. Par conséquent, on a déja que Ils , est lipschit-
zienne sur chacun des Cj(z), de constante au plus

P pA
Ll < 2
] max(z) < 5

Remarquons alors que la mesure de la projection radiale de F peut s’écrire :

HU(5.(E)) = Y H'(M5.(EN6))
0<i<p
=H (Mso(ENd) + Y HIMs5.(ENG)) .
1<i<p

Lorsque x € B’ \ E, puisque FE est supposé fermé alors il existe un rang p a partir
duquel ENdg = 0, et donc :

HIT,(F) = Y MO, (Ena) < ALY <€)de(Em5l).

1<l<p 1<i<p
Par ailleurs lorsque y € ¢, ||y — z|| < l“ R() < %E 9) donc on a :
dH*
HYENS) —/ dH%(y) ( ) € )d .
yeENS, yeEmal ly — ||

En remplacant dans la somme précédente on trouve alors :

dH(y)

€ENYg; ||y - de

- earey [ W)

yeE |y — $||d '

H(TL;,(F)) < 2AR() 3 /
)

1<i<p

Si 'on intégre maintenant H(Ils . (F)) par rapport & # € B’ \ E on obtient
I'inégalité suivante :

/ Hd(Hd,x(E))de(m) < (QAR((S))d/
z€B'\E

z€B\E

£(9)
2

/ dH (y)dH" (z)
yer  ly—z4

avec 1 < d < k on a aussi :

/ de(x) :/ de(x) :CE(5)k_d<—|—OO

€B\E ly — |4 en lly — x|

Puisque B’ est une boule k-dimensionnelle de rayon
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ZoHH»a-nzomT)

ot C > 0 ne dépend que de d et k. Puisque / CR(O)*ani(y) =
yek

CR(6)* HYE) < 400 (car E est par hypothése un d-ensemble inclus dans 4, donc

borné, donc de mesure finie) on peut alors appliquer le théoréme de Fubini et en

remplacant dans l'inégalité plus haut il vient :
/ HY (M5, (E))dH*(x) < (24)2CR(5)*R(5)HUE) .
z€B'\E
De plus il existe une constante D > 0 ne dépendant que de k telle que :

HE(B'\ E) = / dH"(z) = DR(5)" .

zeB’

Par conséquent, il est donc possible de trouver une partiec X C B’ \ E de H%mesure
non nulle telle que, pour tout z € X on ait par exemple :

H (s, (E))dH" (z)

HE(B')
2(2A4)4CR(5)FIR(5)?
- DR(d)*
8d+IC

< WHd(E) .

HY(5,.(E)) < 2722<E

HY(E)

Les constantes C' et D ne dépendent que de d et k, ce qui achéve la démonstration
de notre lemme. O

Dans le cas ot E est purement non rectifiable, le lemme suivant affirme en outre
qu’on peut préserver le caractére purement non rectifiable (ou méme annuler la mesure)
de sa projection radiale pour presque tout centre.

> LEMME 4.3.16 (PROJECTION RADIALE ET PURE NON RECTIFIABILITE)

Soit d un entier tels que 1 < d < k <n, d un polyédre k-dimensionnel et
E un d-ensemble purement non rectifiable tel que E C §. Dans ces conditions :

o si d =n—1 alors pour H*-presque tout centre x € & la projection radiale
5. (E) est de H*-mesure nulle;

o sid < n—1 alors pour H*-presque tout centre x € & la projection radiale
;. (E) est purement non d-rectifiable ou de He-mesure nulle.

Pour alléger les notations qui vont suivre, pour z € R et y € R”™! on notera
(z,y) le point de R™ dont la premiére coordonnée est x et les suivantes celles de y
dans le méme ordre. Plagons-nous dans R" et considérons :

o a € R" ! et deux réels a et 3 (avec a >0 et 3> 0);

o P I'hyperplan affine {1} x R"~! et p le projecteur orthogonal sur P ;

o I, la projection radiale sur P a travers le point de coordonnées (0, a);

¢ F un d-ensemble purement non rectifiable (d < 2) tel que F' soit inclus dans

le pavé

D=, 1] x [, 8" .
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On va montrer que pour presque tout a, II,(F') est purement non rectifiable ou de
mesure nulle. Pour cela définissons encore ’application ¢, :

D —R"
: 1 —
¢a (w,y) (aa+y a)
X

xT

Il est clair que I, = p o ¢4, de plus en posant (z',y") = ¢o(x,y) = (%, %) il vient :

1 a
¢a($7y) = (x?a—i_y_) = (x/,a—|—y/—x’a) .

T
Par ailleurs posons b = (1, a) et définissons les deux applications linéaires p, et f, :

R — R"
Da -

(z,0) < vt e Tt (y,a) >

z = (:E7y) 2 =\T— Y = a
16112 1+ [lal/? 1+ [lall?

£ R® — R"

“ z=(z,y) — (z,y — za) .

On remarque alors que :

faopa(l'/ay/): (qj/—x,HM / / > '

2 Y —2'a
Deés lors, en notant 7, la translation de vecteur b = (1,a) il vient :

PoTa© faopaodo(z,y) =poda(t,y) =a(z,y) .

Il est clair que f, est lipschitzienne de constante au plus 1 + ||al|, on en tire :
H([a(F)) = H(poTao faopacdo(F)) < H'(facpaodo(F)) < (1+]|al) H" (pacdo(F))

Il nous reste encore & remarquer que sur le pavé D, D'application ¢y est bi-
lipschitzienne (c’est a dire lipschitzienne, injective et de réciproque lipschitzienne),
donc que F' = ¢o(F) est lui aussi purement non rectifiable. Revenons a la définition
de p, : c’est Papplication qui & z € R™ associe z — %b, c’est a dire le projecteur
orthogonal sur I’hyperplan normal au vecteur b = (1, a).

Pour tout compact K C R"™!, Iapplication a — @ qui & a associe la direction
de R"™/R* paralléle au vecteur b = (1,a) est bi-lipschitzienne sur K (voir la défini-
tion 3.3.19* pour les distances utilisées). Par conséquent il ne reste plus qu’a appliquer

p. 102 et 108" le théoréme 3.3.21* : pour presque tout a € K, ¢,(F) est purement non d-rectifiable
ou de H%mesure nulle. Cette propriété étant vérifiée sur tout compact K C R, elle
reste vraie pour a € R?!. Il est clair en outre que cette démonstration peut étre
refaite pour des centres de projection radiale de coordonnées (z,a) avec z < 0. Par
conséquent, pour H"-presque tout centre (x,a) tel que z < 0, la projection radiale
de F sur P est purement non rectifiable ou de mesure nulle (et forcément de mesure
nulle si d =n —1).

Revenons a présent a la démonstration du lemme. Puisqu’on travaille dans le
k-plan qui contient § on peut supposer pour simplifier que k = n. Puisque E est

[¢]

supposé fermé, en tout point x € 4 \ E on peut trouver une boule B de centre x telle

o]
que B C 6 \ E. En reprenant les notations de la démonstration du lemme 4.3.15, si
on considére une face F; de ¢;, incluse dans 'hyperplan affine H; alors C'(z) N E est
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situé a une distance strictement positive de I’hyperplan paralléle & H; passant par x.
D’apreés ce qu’on vient de voir, on peut donc trouver une boule B; C B de centre x
telle que pour H¥-presque tout y € B; on ait :

H (s (ENC(y))) =0 .

En répétant cette opération pour toutes les faces de J, on peut trouver une boule
B = ﬂ B;, centrée en x telle que pour H¥-presque tout y € B’ on ait :

H (M5, (E)) =0

Puisque E est H*-négligeable (car d < k), en répétant cet argument pour tout

x € 6\ E on obtient le résultat. O

On dispose a présent de tous les éléments nécessaires pour établir un premier théo-
réeme d’approximation polyédrale.

L’idée ici est de construire un complexe dans un ouvert borné contenant un d-
ensemble E de mesure finie, et une application lipschitzienne qui déforme £ en un
ensemble £’ porté par des sous-faces d-dimensionnelles de S, tout en gardant la mesure
de E' arbitrairement proche de celle de F.

> THEOREME 4.3.17 (APPROXIMATION POLYEDRALE)

On se place dans dans R"™ et on considere un entier d tel que 0 < d < n
et une application continue h : R™ — [1, +o0l.

Dans ces conditions il existe une constante M > 0 telle que pour tout
ouvert borné U, pour tout d-ensemble E fermé inclus dans U et pour tout
€ >0, R >0 on puisse construire un complexe n-dimensionnel S dyadique en
surface de pas au plus R et une application lipschitzienne ¢ de R"™ dans R"
vérifiant :

(1) ¢|R”\U = IdR"\U et Vo €S : ¢(5) C 5,’

(2) R(S) > M (voir la définition 1.2.27* de la régularité totale d’un * page 37
complexe) ;

(3) o(E) CU(Fa(S)) et U(S) C U ;
(4) H{((E)) < (1 + e HF(E).

Pour commencer, supposons que E est d-rectifiable et h constante et égale a 1.
Fixons € > 0, R > 0 et considérons le lemme 4.2.13" : en H¢ presque tout point de E,
on peut trouver rmax(x) > 0 et p > 0 tels que pour r < rpax(z), Uinégalité indiquée
est vérifiée. Notons B la collection des boules fermées centrées en un point x de F ou

le lemme 4.2.13 s’applique, incluses dans U, et de rayon plus petit que rmex;m) : C’est

un recouvrement de Vitali de E & une partie de H%mesure prés, on peut d’aprés
le lemme 4.1.4* extraire de ce recouvrement une sous-famille dénombrable de boules *p. 115 et 105

zoH->o-nzo2mmT)

disjointes B = (B;)ien telles que :

H? <E\LZJB,~> =0.
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Pour une boule B; € B de rayon r, en notant p; et u; les constantes données par

le lemme 4.2.13 en x;, et en posant r; = ﬁ considérons le compact
K3

Ki = C(xi,r,;,ui) .

En notant H; le d-plan tangent approximatif en x;, notre condition sur les rayons des
boules implique que :

H (Mg, pir e, (B 0 By i+ ripi) \ Ki)) < eHYE O B(@i,ri +71ipi)) -

Considérons maintenant une sous-famille finie B de B telle que

HY [ E\ | B| <€HYE)

BeB

et posons :
$o = H U, rip,K; -

B;eB
Par construction, les (K;)y,, sont disjoints deux a deux car inclus dans les B;, donc les
projections magnétiques intervenant dans le produit sont de supports deux & deux dis-
joints. Par conséquent, 'inégalité obtenue grace au lemme 4.2.13* reste vraie en rem-

p. 115 et 108" placant Iy, .., Kk, Par ¢o, de plus ¢g est y-lipschitzienne d’aprés la propriété 4.2.7%,

ol 7y est le plus grand des 2 + %

Soit o > 0, et placons-nous dans I'une des boules B; de B : a condition d’avoir
an/n < r; il est possible de construire un complexe dyadique n-dimensionnel, paralléle
au d-plan H; (c’est a dire dans une base orthonormée dont d vecteurs forment une
base de H;, et dont I'origine est dans H;) et non vide de pas « dans B;. 1l existe aussi
une constante A > 0 telle qu’a condition que a < Au;r;(1 — p) on puisse méme le
faire a l'intérieur de K;. De plus, en prenant tous les cubes possibles dans Kj, il est
possible de trouver «; > 0 tel que si @ < «; alors on puisse construire un complexe
dyadique S; de pas «, paralléle a H;, dont tous les cubes sont dans K; et tel que :

HY po(E) N EK; \U(S;)) < €HYpo(E) N K;) < EHUENB) .

En posant amax = min «; alors on garantit en construisant nos complexes de pas

B,eB
a < Qpax, qUE Mg = U S; est un complexe n-dimensionnel composé d’une union
BiEE
de sous-complexes dyadiques vérifiant I'inégalité ci-dessus. Posons alors :
E,=E\|JB .  Es={zcEn J Ki: ¢olx) ¢ U(S)}
BeB B,eB
E;=En |J BI\Ki et Ei={zcEn |J K;: do(x) €U(S)} .
BiGE BiEE

Par construction F = E; U EyU E3 L Ey et H(¢o(E4)) < HY(E,), de plus on a aussi
les inégalités suivantes :

H(¢o(E1) < K{HU(EL) < €R{HY(E);

H(¢o(E2)) < k{HY(Bs) < € kK{HY(E);

H(¢o(Es) < H(Es) < HYE) .
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En sommant et en posant ¢ = ¢ (1 + 2k{) on trouve :
H(po(E1 U E> U B3)) < "HY(E) .

On pourra aussi remarquer que ¢o(Ey) C U(F4(S)).

Puisque E est compact, ainsi que OU, avec ENOU = () alors d(E,0U) > 0,
donc on peut aussi supposer qu’on a choisi « tel que o < apax, 4ay/n < d(E,9U) et
a < R. Ainsi étant donnée une base orthonormale quelconque on peut donc construire
un complexe dyadique de pas a dans cette base, a I'intérieur de U et qui recouvre Ej.
Et par exemple en supposant que 4ay/n < min %, il est possible de construire un

(]

tel complexe & l'extérieur des (K;)y,,, /2 et de fagon a ce qu'il recouvre les (/) p, \
(Ki)7r,p; /8 : On notera ¥ le complexe ainsi obtenu.

Il est temps d’utiliser le théoréme 2.3* : 1a encore en supposant qu’on a choisi « *page 61
suffisamment petit pour que les £~ soient tous au moins aussi grands que la distance
spécifiée dans le théoréme pour faire la fusion de deux complexes unitaires, il est
possible de faire fusionner les sous-complexes S; composant >y avec X1 en construi-
sant des polyédres qui achévent de recouvrir les K;. En notant S le complexe ainsi
obtenu, on a que E C U(S) C U, de plus sa régularité totale R(S) est minorée par
une constante universelles M ne dépendant que de n.

Posons Fy = ¢o(E) — on vient de voir que H%(F; U Fy U E3) < "HY(E)
et Fy C U(S) = U(F,(S)) — raisonnons par récurrence et supposons que pour
ke {l,...,n —d} donné on a trouvé une application lipschitzienne ¢,_; telle que,
en posant Fy_1 = ¢p_1(F) :
o Gr-1lE, = dolE, ;
¢ il existe une constance universelle C' > 0 ne dépendant que de d et n telle que
HY 1 (Fy U By U E3)) < CF 1" HYE);
o Fi1 CU(Fp—k+1(5)).
Pour tous les polyédres § € F,_x+1(S) on peut appliquer le lemme 4.3.15* & *page 117

Fj_1 N4, donc il existe un centre x5 € § \ F_1 tel que :
HY(s 45 (Fro1 N 0)) < KguR(S)24HY(F,_1 N 6)

ou K, est une constante ne dépendant que de d et k. Par ailleurs, par hypothése de
récurrence ¢r_1|g, = PolE,, or ¢o|g, est défini comme le projecteur orthogonal sur
H; a l'intérieur de chacun des Kj;, donc ¢p_1(Es) C U(F4(S)) C U(Fp—k(95)). Dés
lors, pour toute sous-face § € Fp,—k11(X2), dr—1(L1)NG C 94 et donc Is 44| g0 (Ey)ns =
Idg,(Ey)ns- En outre, puisque Ey C U(X2) :

V6 € Frnp41(5) : H57$6|¢0(E4)ﬂ5 = Id¢0(E4)m6 ‘

Remarquons aussi que puisque les centres cs ne sont pas dans F, il est possible de

trouver une boule n — k-dimensionnelle fermée Bs de centre x5 et incluse dans § telle
que B; N Fy_1 = (). En restreignant II; ;; a ¢ \ Bs on a une application lipschitzienne
de 0\ Bs dans 94, qu’on peut prolonger grace a la propriété 4.2.9* en une application
¢s sur J tout entier. Puisque pour tout 6 € F,,_x(S), on a que ¢slgs = Idys on peut

appliquer le corollaire 4.2.11* a la famille F,,_(S) de polyédres d’intérieurs disjoints *p. 110 et 111
deux & deux, et on notera ¢ ’application lipschitzienne ainsi obtenue.

Posons alors ¢, = ¢ o ¢p_1, et montrons que ¢y, vérifie 'hypothése de récurrence
au rang k :
o Ol = ¢ o dr_1|E, = ¢ 0 ¢o|E, or comme on vient de le voir, les Il ,, sont
égaux a 'identité sur ¢o(E4) N6, donc ¢x|p, = ¢olE, ;
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¢ on a vu que Hd(¢k(E1 U Es L E3>) < Kd,kR(S)ided((z)k_l(El U Es L Eg))
Puisque R(S) est minoré par une constante universelle D ne dépendant que
de n, en posant K = maxy, Kqj et C = KD~2? on trouve :

H(¢(Er U By U Ey)) < CR"HY(E)

¢ pour finir, puisque les projections radiales qu’on a faites sont & images dans les
faces des § € F,,_11, qui sont elles-mémes des sous-faces n—k-dimensionnelles
de S, on a bien Fy, = ¢ (F) C U(Fn—k(9)).
En faisant cette construction par récurrence jusqu’a £ = n — d, et en notant
P = ¢p_q on a déja :

HAW(E)) < HY (B U By U Es)) + H (4 (Ey))
< C"UHYE) + HY (¢o(E))
< (1+C4YHYE) .

De plus, on a bien que

V(E) CU(Fa(S)) cU

et par construction, le support de v est inclus dans U. En prenant une constante €
suffisamment petite pour que 1+ C" %" < 1 + ¢, ceci conclut la démonstration du
théoréme lorsque E est rectifiable et h = 1.

Lorsque E n’est pas rectifiable, il suffit d’utiliser un recouvrement de la partie
p. 117 et 119* rectifiable E'r. D’aprés les lemmes 4.3.15* et 4.3.16" il est possible de choisir des
centres de projections radiales qui conservent le caractére purement non rectifiable
ou annulent la mesure de E; (et qui finalement ’annulent lorsqu’on arrive aux pro-
jections radiales sur les sous-faces de dimension d) tout en conservant les inégalités
sur la mesure de la partie rectifiable. LA encore en supposant ¢ suffisamment petit
on retrouve 'inégalité recherchée.

Lorsque h n’est pas constante remarquons déja que puisqu’elle est supposée conti-
nue et U borné, il existe M’ > 1 tel que pour tout « € U : h(x) € [1, M']. En outre
si on fixe €’ > 0, pour tout € U on peut trouver p'(x) > 0 tel que sur toute boule
B de centre z € U et de rayon plus petit que p'(z) incluse dans U :

Vg€ B () S f) S (14 ()

En particulier on peut supposer que les boules utilisées dans la famille B vérifient
cette condition. En posant, pour toute partie mesurable X C U :

J(X) = / i

toutes les inégalités obtenues précédemment peuvent facilement étre adaptées :

J(po(Er)) < eM'ELI(E);
J(¢o(Ez)) < € M'k{J(E);
J(¢o(E3)) < M'J(E) .

Donc en posant cette fois ¢’ = ¢ M'(1 + 2k¢) on trouve la encore :

J(gzso(El L Fs L Eg)) < G/IJ(E) .
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En outre, notre majoration supplémentaire sur le rayon des boules du recouvrement
initial B nous donne aussi, individuellement dans chaque boule B; = B(z;,r;) € B :
J(HHiypiTiyKi (E4 N Kl)) < (1 + 6///)2h($i)Hd(HHmpi?"i,Ki (E4 N Kl))

(14 €")h(zi)yHYEs N K;)
1+ eMNI(EsNK;) .

VARRVAN

En ce qui concerne les projections radiales, on peut écrire :
J (U505 (Fr_1N0)) < KgpM'R(S) ™2 J(Fy,_1 N )
ce qui nous donne la nouvelle hypothése de récurrence :
J(or(E1 U By U E3)) < Cke"M™* J(E)
d’ott on tire une fois le raisonnement mené jusqu'a k=n —d :
JW(E)) < (1 + M+ oM™ J(E) .

En choisissant ¢ et ¢ suffisamment petits pour que (1+€”)*+Cm 4" M™% < 1+¢
on a terminé la démonstration du théoréme dans le cas ot h n’est pas constante. [

Le lemme suivant utilise une construction semblable avec des projections radiales
successives pour majorer ’augmentation de mesure de E lorsque le complexe est fixé.
En particulier, il nous sera utile pour établir la quasi-minimalité d’ensembles portés par
les sous-faces d'un complexe.

> LEMME 4.3.18 (DEFORMATION POLYEDRALE)

Soit U un ouvert borné, S un complere n-dimensionnel de R™ dyadique
en surface tel que U(S) C U et d un entier compris entre 1 et n — 1.

Il eziste alors une constante K > 0 ne dépendant que de d, n et R(S)
telle que pour tout d-ensemble fermé E C U(S) de H:-mesure finie on puisse
construire une application lipschitzienne ¢ : R — R"™ vérifiant :

(1) ¢lrmu = Idrm\y et pour toute sous-face o € F(S) : ¢(a) = v et
Glo = Idy si dim(a) < d;

(2) o(E) CU(Fa(S));
(3) HUP(E)) < KHYE) et méme pour toute sous-face o € F(S) :
HYH(ENa)) < KHYEN).

Il suffit de faire la méme construction que dans la démonstration du théo-
réme 4.3.17* qui consistait & faire des projections radiales de E successivement dans *page 121
les sous-faces de dimension n, n — 1, ..., d + 1 : en construisant de la méme fagon
des prolongements lipschitziens de ces projections sur R™ tout entier on trouve alors
une application lipschitzienne ¢ qui vérifie les contraintes topologiques requises, et
une constante K ne dépendant que de d, n et R(S) telle que :

ZoH-»o-nzomT)

O(E) CU(F4(S)) et VaeF(S): H()(ENa)) < KHYENA) .
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Dans les deux énoncés précédents, on a arrété nos projections radiales a la dimen-
sion d, et on a obtenu des ensembles portés par des sous-faces d-dimensionnelles d’un
complexe. Le lemme suivant va plus loin en faisant de nouvelles projections radiales sur
toutes les sous-faces dont l'intérieur n’est pas entiérement recouvert par E, de fagon a
agrandir les «trousy» et a projeter le reste sur la frontiére des sous-faces. Ainsi, I’ensemble
obtenu est une union de sous-faces complétes, de mesure inférieure ou égale.

> LEMME 4.3.19 (EROSION POLYEDRALE)

Soient U un ouvert de R™, S un complexe n-dimensionnel tel que U(S) C
U et E un d-ensemble (d < n) de H%-mesure finie tel que E C U(F4(S)).

1l existe alors une application lipschitzienne ¢ : R™ — R™ vérifiant :

(1) ¢lemu = Idrmy et pour toute sous-face a € F(S) : d(a) = «, et
¢la = Idy ou ¢(aNE) C Oa;

(2) il existe une famille S" C F(S) de sous-faces de S de dimension au

plus d — on appellera une telle famille un squelette d-dimensionnel de
S — telle que ¢(F) = U d;
oes’

(3) HU(¢(E)) < HY(E).

]é) Pour 1 < j < det FF C R™ définissons les deux applications ensemblistes :
M

0

S = |J 6 e SE)= (J Fns.

% 5€F;(S) SEF4(S)

Q Fro=o FRo#6

S;(F) est le sous-ensemble de E porté par des sous-faces j-dimensionnelles entiéres,
S ; (F) est le sous-ensemble de E porté par des sous-faces j-dimensionnelles ot il y a un
«trour. Lorsque F' C U(F;(9)) on vérifie que F' = S;(F)US;(F)UF" ot F' est porté
par des sous-faces j — 1-dimensionnelles de S et que S;(F) N SH(F) C U(F;-1(5)).

On va utiliser, & quelques détails prés, la méme construction utilisant des pro-
jections radiales successives que dans la démonstration du théoréme 4.3.17*. D’abord
posons ¢4 = Id et E; = E, on peut déja remarquer que puisque S est un com-
plexe, pour toutes sous-faces a et 3 de dimensions respectives j > d et d de .S, alors
an B =0, donc S;-(Ed) = () pour j > d. Raisonnons par récurrence décroissante sur
J en supposant que pour j < d donné il existe une application lipschitzienne ¢; telle
que, en notant E; = ¢;(E), HY(E;) < HY(E) et pour tout k € {j +1,...,n} on a
que S,.(E;) = 0.

Soit v une sous-face de dimension j de S telle que E; N o #0et E;N o # o (s’il
n’en existe pas alors on a fini) alors puisque E; est fermé, on peut trouver une boule
d-dimensionnelle B de centre € & contenue dans « telle que BNE; = (. 11 est
alors possible de donner un prolongement lipschitzien ¢, de la restriction I, z|o\ B
sur o d’aprés la propriété 4.2.9%, qui vérifie ¢o(E; N a) C U(F;—1(S)). De plus,
HY(po(Ej Na)) =0 < HYE; Na).

Considérons & présent une sous-face 3 de S de dimension k > j telle que an 0 #
() : puisque S est un complexe alors nécessairement o« C 93 C 3. Par hypothése de
récurrence, F; N 3 = 3 ou E; ﬂ% =0,or E;N o =+ & donc cest le second cas qui se
produit. Par conséquent, comme dans le corollaire 4.2.11* il est possible de prolonger
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les ¢ sur R™ en des extensions lipschitziennes dont les supports sont disjoints deux
a deux, et disjoints du fermé Fj \ S;(FJ)

Notons ¢ la composée de ces extensions pour toutes les sous-faces j-
dimensionnelles « possibles telles que E; Nov # (et E; Nox #* &, et posons Gj—1 = PoP;
et Ej_1 = ¢;_1(F). Par construction, puisque QS‘Fj\Sé_(Fj) = IdFj\S;.(Fj)a et ¢|S§(Fj) est
égale a une composée de projections radiales dans des sous-faces j-dimensionnelles
alors pour tout k > j—1, S} (S;(Ej-1)) = 0 et S;(Si(E;-1)) = 0. Puisque par ailleurs
on sait que Fj_1 = S;(Ej—1) U Sj(Ej—1) UL ou E' C U(F;-1(9)) alors Sy (E') =0
et finalement on obtient :

Si(Ej-1) = S(8;(Ej-1)) U Sy, (Sj(Ej-1)) U Si(E') =0 .

Par ailleurs, on a vu que les projections radiales qu’on a faites avaient diminué la
mesure de S}(E;), donc HUE;—1) < HUE).

La récurrence peut se faire jusqu’a j = 0, en notant ¢y = ¢q alors 9 est lip-
schitzienne, et pour tout k£ > 0, S;.(¢(E)) = 0, par conséquent (E) est composé
d’une union de sous-faces de dimension au plus d de S. Comme on 'a vu on a que
H(Y(E)) < HUE) et il est clair aussi que le support de 1 est inclus dans U. [
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5 Ensembles quasi-minimaux en codimension quel-
conque

Dans ce qui suit on suppose qu’on dispose d’un domaine U C R", d’un entier non
nul d < n et d’une application borélienne bornée h, définie sur U et & valeurs dans
[1, +00[. Pour toute sous-partie mesurable E C U on définit la fonctionnelle J¢ par :

J(E) = / h(x)dH () |
E
Pour commencer, on se contentera essentiellement de considérer les cas ot h est constante
égale a 1.
5.1 Ensembles minimaux et quasiminimaux
On va supposer qu’'on dispose d'une collection § de d-ensembles (voir la défini-
tion 3.1.4%) relativement fermés dans U. On va aussi supposer que § est stable par

déformation — c’est a dire que pour tout E € § alors ¢1(F) € § dés que (¢;) est une
Diam(U)-déformation «acceptabley sur U, au sens de la définition suivante.

> DEFINITION 5.1.1 (6-DEFORMATION)

Soient U C R™, (¢)iepo) une collection d’applications de U dans U, et
d > 0. On dira que (¢;) est une §-déformation sur U si :

(1) ¢po = Idy et ¢y est lipschitzienne ;
(2) Uapplication (t,x) — ¢(x) est continue de [0,1] x U dans U ;
(3) en notant

Wo, ={z €U gu(a) £a} et Wy= |J Wo Uai(Wy)

te[0,1]

alors W¢ est relativement compact dans U ;

(4) Diam(W,) < 6.

Etant données deux Diam(U)-déformations (¢;) et (¢}) sur U il est possible de les
composer de fagon naturelle en posant pour 0 <t <1 :

wt:{@t sit <

(bIthl @) (bl sit>

NI N

La famille (1);) est alors aussi une Diam(U)-déformation sur U telle que 1, = ¢} o¢1. En
fait on pourrait méme écrire que le quotient de I’ensemble des Diam(U)-déformations
sur U par la relation d’équivalence (¢;) = (¢) < 11 = ¢1 est un monoide avec cette loi
de composition compatible, I'associativité étant héritée de celle de la composition des
applications finales pour t = 1 et I’élément neutre étant la déformation (¢;) telle que
Vit Yy = Idy.

*page 95
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Avec ces définitions on s’intéresse a la recherche d’ensembles minimaux dans §.
Remarquons déja que lorsque U est supposé borné, puisque les éléments de § sont des
d-ensembles alors par définition leur mesure d-dimensionnelle est finie. La notion de
minimalité est définie ici par stationnarité en comparant une partie £ avec ses images
obtenues par déformation. Lorsque U est ouvert, la condition (3) de la définition 5.1.1
joue le role d’une contrainte de bord sur OU pour les déformations considérées : on ne
s’autorise alors pas & modifier £ sur oU.

> DEFINITION 5.1.2 (COMPETITEURS ET ENSEMBLES MINIMAUX)

Soient U C R"™ et E un d-ensemble relativement fermé dans U.

On dira que F est un compétiteur de E s’il existe une Diam(U)-
déformation (¢¢) sur U telle que F = ¢1(E).

On dira que E est minimal pour J¢ si pour toute Diam(U)-déformation
(1) sur U :
Jg(Eﬂ W¢1) < Jg(qsl(E N W¢1)) .

Une notion intermédiaire, moins forte que la minimalité est la quasi-minimalité, si-
milaire aux restricted sets d’Almgren. On autorise cette fois que la mesure de E puisse
augmenter aprés déformation, mais de maniére contrdlée. La minimalité est le cas par-
ticulier obtenu en prenant M = 1 et § = Diam(U).

> DEFINITION 5.1.3 (QUASIMINIMALITE)

Soit U C R™, pour M >0 et § > 0 on dira que E est (M, d)-quasiminimal
sur U pour J¢ (E € QM(U,J% M,5) en abrégé) si E est un d-ensemble
relativement fermé dans U tel que pour tout 6 > 0 et pour toute Diam(U)-
déformation (¢y) sur U on a :

J;f(Eﬂ de) < Mjg(¢1<Em Wd)l)) .

On peut donner comme exemples d’ensembles quasiminimaux l'intersection de U
avec le graphe d’une fonction lipschitzienne de R? dans R"~%, ou encore une sphére d-
dimensionnelle incluse dans U pourvu que § soit strictement plus petit que son rayon
par exemple.

Donnons aussi un contre-exemple simple : on se place dans R? avec d = 1 et on
considére la fonction

x— \/|z| .

Son graphe E n’est alors pas quasiminimal sur tout ouvert qui contient I'origine. Pour
le vérifier considérons une boule fermée B de rayon r suffisamment petit, centrée en
0 et incluse dans U, telle que 2B C U. La frontiére de B intersecte E en exactement
deux points I et J de coordonnées respectives (—z,y) et (z,y), avec z > 0, y = /= et
1?4+ y* = r2. Notons P le demi-plan Rx| — 00, y] et ¢ I'application égale au projecteur
orthogonal sur la droite (I, J) sur U N PN B, et égale a 'identité sur U \ (P N2B) : ¢
est 1-lipschitzienne sur U\ (P N (2B \ B)) et on peut la prolonger en une application

page 111° lipschitzienne ¢ sur U tout entier (voir par exemple le théoréme 4.2.10° de Kirszbraun)

telle que gZ(QB NP)C2BNP et $|U\(23mp) = Idin\2Bnp)- A présent posons ¢,(z) =
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ta(:c) +(1—t)z pour z € Uett € [0,1]: la famille (¢;) est une 2r-déformation sur U, et
envoie £ N B sur le segment [/, J] tout en laissant invariant £\ B, donc en particulier
ENWy, =ENBet HY(¢1(ENB)) = IJ = 2z. Par ailleurs, HY(ENB) > 10+ 0J =
2r > 2y = 2y/x. On a donc l'inégalité :

HY(ENWy,) > %Hl(qﬁl(E NWy,)) -

Puisque 0 < < r, en faisant tendre r vers 0 on a prouvé que E n’est pas quasiminimal.

De fagon plus générale il serait encore possible de refaire le méme type de calculs
avec toute fonction continue et bornée de | — 1,1[ dans R, C' par morceaux et pour
laquelle il existe un point ou la dérivée a des limites infinies de signes opposés a gauche
et a droite, ou méme en dimension plus grande en prenant le graphe d’une application
de R? dans R"~? vérifiant des propriétés similaires sur ses dérivées partielles.

Donnons encore rapidement sans démonstration quelques propriétés simples du ca-
ractére quasiminimal qui découlent directement de la définition.

> PROPRIETE 5.1.4 (PROPRIETES IMMEDIATES DE LA QUASIMINIMALITE)

Soit U C R™ et E un d-ensemble relativement fermé dans U. Dans ces
conditions :

(1) si E est (M, 0)-quasiminimal sur U alors pour toute sous-partie U' C
U et pour tous M' > M et &' <, ENU’ est (M',d")-quasiminimal sur
U';

(2) si E est minimal pour J¢ (c’est a dire H?) sur U et h est a valeurs
dans [1, M] alors E est (M, Diam(U))-quasiminimal pour J¢.

Les ensembles quasiminimaux exposent aussi de nombreuses propriétés de régularité
intéressantes. Citons en particulier I’Ahlfors-régularité et la rectifiabilité uniforme (voir
[A] ou encore [D1]) pour les ensembles quasiminimaux réduits (voir la définition 6.1.17).
Les différentes constantes qui interviennent dans ces définitions sont liées a la constante
de quasiminimalité notée M dans la définition. Deés lors, il serait pratique de dispo-
ser d’'une méthode permettant de construire des ensembles quasiminimaux avec une
constante uniforme.

5.2 Quasiminimalité et complexes

Dans ce qui va suivre, on va utiliser de maniére intensive nos trois énoncés 4.3.17%,
4.3.18" et 4.3.19* pour construire, a partir d’'un compétiteur donné, une application
lipschitzienne qui ’envoie sur un réseau polyédral. La proposition suivante permettra
en plus d’affirmer que I'image obtenue est encore un compétiteur, en construisant une
déformation adaptée de méme image finale.

> PROPRIETE 5.2.5 (CONSTRUCTION AUTOMATIQUE DE DEFORMATION)

Soit U un domaine, V une sous-partie relativement compacte, 1 une ap-
plication lipschitzienne sur R™ et (¢;) une Diam(U)-déformation sur U. Dans

*page 138

*p. 121, 125 et
126
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ces conditions, s’il existe p > 0 tel que
[ = dillee <p et V(W UWy,,p)cCU

alors la famille (¢;) définie sur U pour 0 <t <1 par
 pau(x) si>t< 2
i(z) = { (22 —2t)p1(x) 4+ (2t — D)p(z) s>t > g

est aussi une Diam(U)-déformation sur U telle que 1 = 1.

Il nous suffit seulement de vérifier que Ww est compact et inclus dans U. Pour
cela considérons x € U, trois cas sont possibles :
o six ¢ Wy, UWy, alors ona :

{¢e(x): t €[0,1]} = {u(x) : £ €[0,1]} .

o si x € Wy, alors déja pour t € [0,1/2] on a :

bi(x) = Gos(x) € W,y

Pour t > 1/2, ¢y (z) parcourt le segment [¢1(x),1(x)], lui-méme inclus dans
la boule B(¢1(x),||¢1(x) — ¢¥(x)||). Par ailleurs on sait par hypothése que
l|p1(x) — ¥ (x)|| < p donc finalement pour ¢ € [0,1] :

ZoHHPE-HnZo=mT)

¢t(95) € B(¢1($),p) C V(W¢17p) .
o si x € Wy \ Wy, on sait déja que ¢ (x) =  pour t < 1/2. De la méme fagon

que pour le cas précédent, lorsque ¢t > 1/2 on a :

Yi(x) € B((x),p) C V(Wy,p) -
Par construction on savait aussi que :
U {z: vl2) £} cWyeuWy, .
te(0,1]
Comme on I’a vu pour les trois cas précédent on a en plus :
U e (Wy,) c W uV (W UWg,,p)
te€[0,1]

On en déduit immédiatement :

Wy C Wy UV (Wy UWgy,p) CU

ce qui termine la démonstration. O

Le lemme suivant permet, a partir d’'un d-ensemble E relativement fermé dans U, de
construire automatiquement un compétiteur £” quasiminimal sur un ouvert W borné
plus petit que U tout en imposant a priori des bornes sur 'augmentation éventuelle de
mesure introduite par la construction. La restriction du compétiteur obtenu a W est
alors portée par le squelette d-dimensionnel d’'un complexe S, et décomposable en une
suite d'unions de polyedres de dimension d, d — 1, ..., 0, chacune quasiminimale pour la
dimension considérée. En outre, la constante de quasiminimalité M’ qui intervient ne
dépend que de d et n.
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ZoH-»a-nzomT)

> LEMME 5.2.6 (OPTIMISATION POLYEDRALE)

Soit U C R™ et d < n un entier non nul. Il existe une constante uniforme
M’ > 0 (ne dépendant que de d et n) telle que,

o pour toute application continue h: U — [1,M] (M >1);

o pour tout d-ensemble E relativement fermé dans U ;

o pour toute sous-partie V relativement compacte dans U et pour tout
e>0;
on puisse trouver un complexe n-dimensionnel S et une partie E" C U wvéri-
fiant :

o

(1) E" est un compétiteur de E et en notant W = U(S) on a
VaaWwWacU et E"NW est l'union des polyédres d’un squelette d-
dimensionnel de S ;

(2) JH(E") < (1+ ) J(E) ;

(3) il existe d + 1 complezes S%, ..., S° avec S' C Fy(S) et tels que, en
définissant pour d > 1> 0 :

Bl =U(S) N W Wd =W
E' =uU(sHnwt Wil = Wi\ E

alors E" N W = E*U E4L. .U EY et pour tout | € [0,d], E' €
QM (Wl,Hd,MM’,Diam(W)). En outre les E' sont optimauz au sens

ot lorsque S est fixé, ainsi que les E' pour ' > 1, tous les autres com-
pétiteurs de E vérifiant les mémes propriétés ne peuvent rendre J(E')
plus petite.

Supposons les hypothéses du lemme vérifiées. Quitte & travailler dans un voi-
sinage ouvert de V on peut en plus supposer pour simplifier ’écriture que U est
ouvert et borné (en prenant une sous-partie ouverte et bornée U’ C U telle que
V ac U, il suffirait de remplacer U par U’ et E par ENU’), dés lors on peut écrire

o o
que Hd(E) < +o0o. Dans ces conditions puisque V est borné et vérifie V. C U,
alors il existe un réel R > 0 tel que pour une base quelconque et pour tout r < R
on puisse construire un complexe dyadique T de pas r dans cette base vérifiant

V ccU(T) cC U : il suffit par exemple de prendre R = Q(ZL\/’ZV) > 0.

Fixons € > 0 et appliquons le théoréme 4.3.17* au d-ensemble fermé E NV dans
Pouvert U, avec la constante R trouvée : on construit un complexe S dyadique en
surface de pas au plus R et une application lipschitzienne 1 tels que ¥1(ENV) C
U(F4(S)), U(S) C U (doncU(S) cC U car on a supposé U ouvert) et J& (1 (ENV)) <
(1+¢€)JYFENV). En appliquant cette fois le lemme 4.3.19* 4 ¢ (ENV) et S dans
U on construit une application lipschitzienne v telle que ¢ 011 (ENV) = U(S’) ot
S € F(S) est un squelette d-dimensionnel de S, c’est a dire une famille de sous-faces

de dimension au plus d de S. En outre on a encore :
Tl by 0 1 (ENTV)) < (1 + ) JHENT) .

Remarquons encore qu’en ayant mis une couche de polyédres supplémentaire en cou-
ronne autour de S, et en supposant qu’on a arrété les projections radiales a la di-
mension n — 1 dans les faces de la frontiére avant de construire les raccordements
et Y9 on a encore

Tz 0 vn(E)) < (14 €)J(E)

*p. 121 et 126
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car dans ce cas 11 et 1o sont égales a l'identité en dehors de S et de sa couronne, et

le fait de remplacer des projections radiales par l'identité dans certaines sous-faces ne

va pas faire augmenter la mesure de 'image de E. Dans ce qui va suivre on supposera

implicitement qu’on a utilisé la méme construction lorsqu’on appliquera les lemmes
page 125" 4.3.19 et 4.3.18".

D’aprés notre condition initiale sur R, il est possible de rajouter naturellement
au complexe dyadique en surface S des cubes dyadiques de méme pas dans la méme
base autour de sa frontiére, jusqu’a ce qu’on ait :

Vaculs)acu.

On définit alors W comme lintérieur de U(S) et E' = 1y 0 11 (E). On sait aussi
p. 121 et 126* d’aprés 4.3.17* et 4.3.19* que pour tout polyédre € S :

P1(0) €8 et Ya(d) 4.

page 61* Remarquons encore que d’aprés le théoréme 2.3* de fusion de complexes dyadiques
en surface on sait qu’il existe une constante C' uniforme (ne dépendant que de n) telle
que R(S) < CR. En outre, en supposant 1a encore qu’'on a choisi R suffisamment
petit, il est possible de rajouter une couche de cubes dyadiques tout autour de S en
restant dans U. Si on appelle S’ le complexe obtenu on a :

ScsS et  US)TUS)TU.

Deés lors, en effectuant le prolongement lipschitzien des projections radiales indivi-
duelles qui ont servi a construire 1 de fagon a ce que 12(d) = § pour tout § € S’ et
en prolongeant avec l'identité sur les sous-faces de S’ qui ne sont pas des sous-faces
de S on peut supposer que :

|12 0 91 — Idgn]|ec < R(S") < CR .

Ainsi, la encore en supposant R suffisamment petit on peut appliquer la pro-
priété 5.2.5 a I’application lipschitzienne 5011, en la comparant avec la déformation
identité sur U : on trouve alors une déformation (¢;) telle que ¢1 = 13 0 91, et donc
E’ est un compétiteur de F tel que B/ \ W = E\ W.

A présent considérons I’ensemble & des sous-parties de U portées par des sque-
lettes d-dimensionnels de S auxquels on a ajouté E\ W :

S ={UT)U(E\W): T C Fa(S)U...UFo(S)}

et 'ensemble € des compétiteurs de F obtenus par une déformation & support dans
W .
C={p1(F): (¢¢) Diam(W)-déformation sur U et /V[7¢ CW}.

D’abord & N € est fini car & est, il est de plus non vide car comme on vient de le
voir, E/ € &N €. 1l est donc possible de trouver E” € & N € tel que :

HYE") = min{JYF), Fe&N¢}.
Par construction, E” vérifie déja les points (1) et (2) du lemme. Puisqu’en outre
THE") < JU(E') < (1 + ) Ji(E)

le point (4) est aussi vérifié.
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Vérifions encore que E” est aussi quasiminimal sur W : pour cela considérons
un compétiteur F' de E” obtenu par une Diam(W)-déformation (¢¢) sur W. On sait
déja par composition de déformations sur W que F' est aussi un compétiteur de E,
donc F' € €. En appliquant les lemmes 4.3.18* et 4.3.19 & F' dans le complexe S et *page 125
Pouvert U, de la méme fagon que précédemment on peut construire un compétiteur
F’ € G de F obtenu par une déformation (¢;) sur U tel que, pour toute sous-face
aecF(S):

HU($1(Fna)) < KHYFNa) .

Par ailleurs Wy, C U(S) = W par définition, et puisque E” € & est porté par

un squelette d-dimensionnel de S alors pour toute sous-face o € S de dimension
strictement plus grande que d, F N E” N & = (. Deés lors :

F\NE'"=| || Fna|u| || F\E"Na
a€F(S) a€cF(S)
dim(a)>d dim(a)<d

En constatant en outre que pour toute sous-face o de S de dimension au plus d, les
propriétés des applications lipschitziennes données par les lemmes 4.3.18" et 4.3.19" *p. 125 et 126
entrainent que 91 |o = Id, ou 91 (aN F) C da on peut encore écrire :

HU(FNE")) = | Y HU(FNa) [+] Y HU((F\E")Na)

a€F(S) a€F(S)
dim(a))>d dim(a)<d

<| > EKH'Fna)|+]| Y HAF\E)Na)
a€F(S) a€F(S)
dim(a))>d dim(a)<d

<max(K,1) >  HYF\E")Na)
a€cF(S)

= KHYF\ E") .

En outre puisque la encore F/ € & N € on sait aussi que JI(F') > JI(E") et plus
précisément en retirant les sous-faces communes a F et E” :

JH(E"\ F') < Ji(F'\ E") .

En outre F' \ E” = ¢1(F)\ E” C ¢1(F \ E"”) car par construction ¢, (E") = E”
(en effet E” est une union de sous-faces de S, et pour toute sous-face a, 9;(a) = «
d’aprés 4.3.18 et 4.3.19) donc JI(E”\ F') < J(¢1(F\ E")) d’ott on tire, en utilisant
les bornes sur h :

HYE"\ F') < MHY (¢ (F \ E"))

et par conséquent en utilisant les inégalités précédentes :

HUE"\ F') < KMHYF\ E") .



136

ENSEMBLES QUASI-MINIMAUX EN CODIMENSION QUELCONQUE

A présent considérons une sous-face § € S de dimension au moins d+1 : d’abord
1 (F N6) est inclus dans 'union des sous-faces d-dimensionnelles de §. En outre I'in-

égalité locale du lemme 4.3.18 entraine que He (11 (F N J)) < KHA(F N §). Récipro-
quement considérons une sous-face d-dimensionnelle o € F4(S) : ou bien « C E'NF’,

ou alors @ N E” N F' = () puisque E' N W et F' N W sont tous deux des unions de
sous-faces de S. Dans le premier cas, les conditions topologiques sur les projections
radiales des lemmes 4.3.18 et 4.3.19 entrainent que

a\Fcy [ |9

0eS ()

ou S(«) est 'ensemble des sous-faces de S dont « est une sous-face stricte. Par
conséquent pour toute sous-face d-dimensionnelle o« C E” N F’ :

HYa\F)<H! [an | ¢:i(FN3)
0eS ()

En faisant I'union sur toutes les sous-faces d-dimensionnelles qui composent E” N
F'NnW il vient :

HYE'"NFH)\F)= > H'(a\F)

aCE"NF’

< Y wlan |J eu(Fnd)
)

aCE"NF' 0eS(a

1| U U ane(Fnd)

aCE"NF' §€S(a)

<H'| | U aﬁwl(FOS)

aCF’ §eF(S),dim(d)>d

< #d (Ua)m U wu(Fnd)
deF(S)

aCF dim(8)>d

' (Fn | i(Fnd)
S€F(S),dim(8)>d

= H° U eu(Fns)

deF(S),dim(6)>d

< > H <¢1(F N 3))

deF(S),dim(d)>d

< Y ke (F N 3)

deF(S),dim(d)>d

— KM U Fni|=Kni(F\UFLS))
deF(S),dim(6)>d

< KHYF\ E"Y < MKHYF\ E") .
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Pour achever de prouver la quasiminimalité de E” il faut encore faire une parti-
tion de E” \ F par intersection avec F’ et avec son complémentaire :

E'\F=(E"\(FUF)U(E'"NF)Y\F)c (E"\F)YU(E"NF)\F).
En reportant les inégalités qu’on a établies précédemment, on obtient alors :
HUE"\F) <HYE"\F')+HIW(E"NF)\ F) <2MKHYF\ E") .

La constante K dépend de la régularité R(S), or d’aprés le théoréme 4.3.17* il est
possible de donner un minorant uniforme (c’est a dire ne dépendant que de d et n)
sur cette derniére. En d’autres termes on peut donc trouver une constante M’ > 1
ne dépendant que de d et n telle que :

HYE"\F) < MM'HYF\ E") .

On peut encore écrire les relations ensemblistes suivantes, qui proviennent directe-
ment de la définition de Wy, et du fait que E” \ F C Wy, et F\ E” C ¢1(Wy,) :
E'"NWy, = (E"\F)NWs ) U(E"NFNWy,)
=(E"\F)U(E"NFNWy,)
$1(E" N Wey,) = d1(E") N ((92(We,) \ E") LU (W, N E"))

= F 0 ((e1(Wy,) \ E") U(E"NWy,))
— (F\E")N61(Wy,)) L (F N E" N W,,)
=(F\E"U(FNE"NWy,).

Dans ces conditions il vient :
HYE" NWy,) = HYE" \ F) + HY{(E" N F N W,,)
< MM'HYF\ E")+HYE" N FNW,,)
< max(MM', 1) (Hd(F \E") + HYFNE"N W¢1))
= MM'HY (¢ (E" N Wy,))

ce qui termine la preuve que E” est (M M', Diam(W))-quasiminimal sur W pour H¢.

A présent considérons un squelette d-dimensionnel S’ C F(S). Définissons par
récurrence F;*(S’), pour 0 <1 < d:
F3(8") = Fa(S)n s’
Fr8) ={aeFa(S)NnS : VU > 1,V8 € Fj(S),a ¢ B} .
Les complexes F;*(S’) sont en fait 'ensemble des polyédres I-dimensionnels de S’

qui ne sont pas des sous-faces d’un autre polyeédre de S’ de dimension plus grande.
Définissons encore par récurrence :

{

_Irc
St = {T e & T U(FrL(T))) = min J,i‘l(u(ﬁil(T')))} :

S F(S): (E\W)UU(T) € € et JHU(T)) = (nin Jhan W)}

*page 121
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D’abord 8% n’est pas vide puisque le squelette qui porte E” est dans S%, et donc
par récurrence S° n’est pas vide. Sans changer ce qui a été écrit jusque-la on peut
supposer qu’on a pris E” = (E\ W) U U(S")) ot $” € S°. Dans ces conditions, en
posant pour 0 <1 <d:

St =F(S")

et en reprenant les notations du point (3) du lemme, on peut refaire la démonstration
précédente de la quasiminimalité de E” en dimension d sur W pour démontrer la
quasiminimalité de chacun des E' en dimension ! sur W' pour H!, puisqu’a chaque
fois on a minimisé sur I’ensemble des sous-faces I-dimensionnelles sur W*. Ceci conclut
alors la démonstration du lemme. O

6 Résultat d’existence pour les ensembles presque-
minimaux

Jusqu’ici notre étude s’est limitée au cas de quasi-minimiseurs avec une constante
M uniforme. On va a présent utiliser notre lemme d’optimisation polyédrale pour
construire, & partir d'une suite minimisante pour J¢ d’éléments de §, un ensemble
(M(0),6)-quasiminimal pour ¢ suffisamment petit, tel que (lsim M) =1.

—0

6.1 Limites minimisantes d’ensembles quasiminimaux

La notion de quasiminimalité étant définie & une partie de mesure nulle prés (c’est
a dire qu’on peut ajouter ou soustraire une partie de mesure nulle & un quasiminimi-
seur sans que cela change quelque chose dans la définition) on va donner une notion
supplémentaire de «minimalité» qui consiste en gros a ne garder que les points dont la
contribution & la masse de I’ensemble est non nulle.

Les bonnes propriétés de passage a la limite pour les ensembles quasiminimaux
imposent en effet de considérer leur noyau, c’est a dire le support de la mesure de
Hausdorff. La raison en est simple : la convergence en distance de Hausdorff pour les
ensembles qu’on va utiliser est une notion assez faible, on peut par exemple imaginer
une suite d’ensembles finis dont la limite est de mesure pleine en prenant les termes
d’une suite dense. Il est méme possible, en choisissant convenablement des éléments
d’une suite dense dans R™, de trouver une suite d’ensembles finis qui tendent vers une
partie fermée quelconque imposée a priori.

La notation standard du noyau d’un quasiminimiseur £ est E*, mais puisqu’on va
par la suite extraire récursivement des noyaux relativement a des dimensions décrois-
santes on va utiliser les notation suivantes ker? et ker’, pour lever les ambiguités sur les
dimensions considérées.

> DEFINITION 6.1.1 (NOYAU D'UN ENSEMBLE)

Soit E C R" et 0 < d < n. On définit le noyau d-dimensionnel ker®(E)
de E comme le support de H? sur E :

kerY(E) = {z € E: ¥r >0, HY(B(z,7) N E) >0} .
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Dans ces conditions, si kerd(E) = FE on dira que E est réduait.

Pour d > 1> 0 on définit aussi par récurrence :

kerd(E) = ker(E)

ker,(E) = ker' (E\ |_| kerZ(E))

d>1'>1

Avec cette définition on peut vérifier que les ker',(F) sont disjoints, et forment une
partition de £ :
E = I_l ker,(E) .

0<i<d

On a aussi que HY(E \ ket (E)) = 0, et ker'(E) est fermé relativement dans E. En
outre, si E est quasiminimal pour H?, il est facile de vérifier que kerd(E) est toujours
quasiminimal avec les mémes constantes.

Comme on 'a vu dans la propriété 3.1.8", la distance de Hausdorff dy définit une *page 97
topologie compacte sur les parties fermées d’'un domaine compact. Ce n’est en général
pas le cas sur un domaine non borné : on peut donner comme exemple simple une suite de
singletons dont les points divergent dans R". Puisqu’on va devoir par la suite prendre
des limites dans un ouvert non borné, on va définir une convergence légérement plus
faible, en considérant la convergence des intersections avec les compacts du domaine.

> DEFINITION 6.1.2 (DISTANCE DE HAUSDORFF LOCALE)

Pour A;B C R" et K compact on définit la distance de Hausdorff locale
sur K par :

di(A, B) = dp(K N A, KN B) .

Si (Ex)ken est une suite de sous-parties de R™, on dira que Ej, tend vers E
localement sur tout compact de U si E est relativement fermé dans U et si
pour tout compact K C U :

On le notera alors : Ej, Y E.

Dans ces conditions, tout domaine de R™ est compact pour la convergence locale sur
tout compact au sens oul on peut toujours extraire une sous-suite convergente.

> PROPRIETE 6.1.3 (COMPACITE POUR LA CONVERGENCE LOCALE SUR
TOUT COMPACT)

Soit U C R"™ et (Ex)ren une suite de sous-parties telles que Ex NU soit
relativement fermé dans U. Dans ces conditions :

o si B VB et E Y F dlors E = F;
o on peut trouver une sous-suite (E;) de (Ey) et une sous-partie E rela-

tivement fermée dans U telles que Ej, 2 E.
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Pour le premier point remarquons déja que si max(#E,#F) < 1 le résultat
est évident. Supposons alors que E et F' ne soient pas tous deux vides ou réduits
a un singleton. Dans ces conditions E ne peut étre vide sinon on pourrait trouver
un compact K C U qui contient deux points distincts = et y de F' et on aurait
alors dg(E, F) = dy(0, F N K) = Diam(F N K) > d(z,y) > 0, ce qui contredit
la convergence locale de Fj vers E et F' sur K. Donc ni F ni F' n’étant vide, s’ils
n’étaient pas égaux alors puisqu’ils sont tous deux par définition relativement fermés
dans U on pourrait trouver par exemple z € E tel que d(z,F) > 0, et donc la
encore en prenant un compact K C U tel que z € K on trouve que dg(F, F) =
dy(ENK,FNK) > d(z,F) > 0. Par conséquent lorsque min(#FE,#F) > 1 on a
forcément £ = F.

ZoHHPE-HnZo=mT)

Pour le second point considérons une exhaustion (Kj)ken de U par des compacts
inclus dans U, ordonnés de maniére croissante pour I'inclusion. En notant U’ = UNoU
on peut par exemple prendre :

K = {:c € é(O,Qk) NU: d(z,0U) > 2kd(x,U’)} .

Dans ces conditions les K} sont bien croissants pour l'inclusion, fermés, bornés et

vérifient :
U=J K.
keN
Pour [ fixé posons Fj,; = Ej, N K et vérifions rapidement que F},; est fermé : d’abord
par hypothése Ej, est relativement fermé dans U, donc il existe un fermé F C R"™ tel
que Ey = F'NU. Puisque par construction K; C U alors Fj,; = B, N K; = FN K.
K; étant fermé, Fj,; est donc bien fermé.

page 97" Pour [ = 0, en appliquant la propriété 3.1.8" & la suite de fermés (F} o)xen inclus
dans le compact Ky on peut trouver une application croissante ¢g : N — N et un
fermé Gy inclus dans K tels que :

klinolo dH(Fqbo(k),Oa Go) = kh—golo dKo(F¢o(k),07 Go) =0.

Raisonnons par récurrence et supposons qu’a un rang [ donné on a pu trouver une
application croissante ¢; : N — N et une famille de fermés Gy, ..., G; inclus respec-
tivement dans K, ..., K; tels que, pour tout I’ <1 :

k:h—>Holo d'H(Fqbl(k),l’v Gl/) = kli»n;o dKl/ (F¢l(k:),l’7 Gl/) =0 et Gl NKy = Gl/ .

Dans ces conditions, en appliquant la propriété 3.1.8 & la suite de fermés
(Fg,(k),1+1)ken inclus dans le compact K;; 1 on peut trouver une application crois-
sante ¢ : N — N telle que (F¢o¢l(k),l+1)keN converge vers un fermé Gpy1 C Ky
pour dy et donc pour dg,,,. Posons ¢j11 = ¢ o ¢y : Fy ) converge toujours
vers (G; pour dy, et puisque K; C Kjiq alors Fy  y41 N K = Fy ) N Ky et
donc Gyy1 N K; = G;. Finalement considérons I’ < [ : par hypothése de récurrence,
Fy, .\ 1),y converge toujours vers Gy et Gy = GiNKy = Gy NKNKy = G N Ky,
ce qui termine notre récurrence.

A présent considérons les parties E et E’ et la suite (E})gen définies par :
E={Ja ., E=EnU e E =Eq.
k

Par construction Ej, C Ky, E C U et pour | > 0 fixé E} N K; tend vers G; pour d,.
Pour terminer considérons un compact H C U et montrons que Ej converge vers E’
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sur H. En posant
A =limsupdy(E}, E')
k—o0
raisonnons par ’absurde et supposons que A > 0. On peut alors trouver une suite
(xx, yx) de points de (H N E)) x (H N E’) telle que par exemple :

d
Vk > 0: max (d(zx, E'), d(yk, Ex)) > (ﬂsz,yk) et limsup d(xg, yx) = B >
k—o0

2|

Puisque H est compact inclus dans U, E' N H = E N H est compact, et donc aussi

H x (H N E'). Dés lors on peut extraire une sous-suite (z,y;) convergeant vers
(x,y) € Hx (HNE') tel que :

d(z,y) =B .

Puisqu’a partir d’un certain rang on a z,y € K}, ceci contredirait que Ej, tend vers
E’ localement sur Kj. Par conséquent A = B = 0 et donc Ej converge vers E’
localement sur H. O

Le théoréme suivant est une combinaison de trois énoncés de [D1] (appelés respecti-
vement Theorem 3.4, Theorem 2.13 et Remark 3.10). L’idée est qu’une suite d’ensembles
réduits, quasiminimaux avec les mémes constantes vérifie uniformément une propriété de
concentration semblable a la propriété de concentration uniforme initialement introduite
par Dal Maso, Morel et Solimini (voir [DMS]).

> THEOREME 6.1.4 (SEMI-CONTINUITE INFERIEURE DE LA MESURE DE
HAUSDORFF ET QUASIMINIMALITE DE LA LIMITE)

Etant donnés un domaine U CR™, 0 <d <n, 6 >0 et M > 1, on suppose
qu’on dispose d’une suite (Ey) de d-ensembles relativement fermés dans U tels
que :

ker?(E},) 2 E.
Dans ces conditions, si pour tout k>0 : E, € QM (U, H¢, M, ) alors :
(1) E€QM(U,HI M,d) et E est réduit;
(2) pour tout ouvert W C U
HYENW) < liminf HY(E, N W) ;

k—+o0

(3) il existe une constante C' > 0 dépendant de M telle que pour tout
ouvert W cC U on a :

HYENW) > C ' imsup HY(E, N W) .

k—+4o00

A présent donnons une définition pour qualifier les ensembles quasiminimaux dont
la constante M tend vers 1 lorsque ¢ tend vers zéro. En quelque sorte, ces ensembles
ressemblent de plus en plus a des ensembles minimaux a mesure qu’on les observe a de
petites échelles.
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> DEFINITION 6.1.5 (PRESQUE-MINIMALITE)

Soit U un domaine de R™ et E une sous-partie relativement fermée dans
U. On dira que E est presque-minimal avec la fonction de jauge h si pour tout
d > 0 et pour toute d-déformation (¢;) sur U on a :
HYAENWy,) < (1+h(8)HY (pr(ENWy,)) avec limh(5) =0 .

6—0

Avant d’énoncer le théoréme 6.1.7 d’existence donnons une propriété classique de
semi-continuité inférieure de J¢ par rapport a H? lorsque h est elle-méme bornée et
semi-continue inférieurement.

> LEMME 6.1.6 (SEMI-CONTINUITE INFERIEURE DE J¢ PAR RAPPORT A
H)

Soit U un domaine ouwvert, 0 < d <mn, h:U — [1,M] et (Ey) une suite
de parties de U telles que, sur tout ouvert V CC U :

HYENV) < liminf HY(E,NV) .

k—+4o00

Dans ces conditions, si h est semi-continue inférieurement alors de méme
sur tout ouvert V CC U :

JHENV) <liminf J}(E, NV) .

k——+o0

Fixons un entier m > 0 et posons pour [ > 0 :
Xi={zeU: h(z)>2""}.

Puisque h est supposée semi-continue inférieurement sur I'ouvert U alors Ej est

ZoHHPrE-HnzomT)

ouvert, définissons encore pour z € U :

h(z) =27 " 1x,(2) .

>0

Cette somme étant finie car h est bornée, on a donc sur tout ouvert V cC U :

JL(ENV)=2""Y HYENX;NV)

1>0
<2™™m g llimsup'Hd(E;C NX;NV)
k
>0 Rt

= limsup J,‘fm(Ek nv).
k—-+o00

Par ailleurs on a aussi sur U :
h<hp<h+2™™
d’oll on tire :

JHE) < Ji (E) <liminf Ji (Ey) < limn inf JHEy) +2"™H

k—+o00 ——+o0

ou H = sup Hd(Ek). Deux cas peuvent alors se produire :
k
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o si H < oo alors en prenant la limite quand & — 400 on a fini;
¢ si H = oo alors la encore on a deux cas a considérer :

* si lkim inf H4(E, N V') = +o0 alors 1 encore on a fini;
——400

* sinon, on peut extraire une sous-suite (E} ) de (Ej) telle que

lim HYE,NV)=liminf HYE, NV) et supHI(E},) < +oo .
k—+o00 k—+o0 k
On est alors ramené au premier cas.
Dans tous les cas on a bien démontré le lemme. O

A présent on dispose de tous les éléments pour établir un théoréme de construction
automatique d’une suite d’ensembles quasiminimaux tendant vers un ensemble mini-
mal, ou presque-minimal selon la fonctionnelle utilisée. En particulier en minimisant
successivement les noyaux en dimension décroissante on s’assure que les parties dont
la contribution a la mesure d-dimensionnelle est nulle ne vont pas converger vers une
partie de mesure non nulle. L’intérét est qu’on peut choisir les éléments de la suite dans
une classe de contrainte topologique § stable par déformation : en effet on peut trouver
facilement des exemples ot le noyau d'un compétiteur n’est pas une déformation de ce
compétiteur (par exemple en rajoutant un point isolé dans une composante connexe
distincte du domaine considéré).

> THEOREME 6.1.7 (EXISTENCE D’ENSEMBLES PRESQUE-MINIMAUX)

Soient U un domaine ouvert, 0 < d < n, § une famille non vide de d-
ensembles relativement fermés dans U, stable par les Diam(U)-déformations
sur U et h:U — [1, M] une application continue telle que :

Va,y € U h(y) < (1+h(le - yl))h(z)
ot h : [0, Diam(U)] — R wvérifie :

lim A(r) =0 .

r—0

Il existe alors M' > 0 (ne dépendant que de d et n), une suite (Ej)
d’éléments de § et un d-ensemble E relativement fermé dans U vérifiant :

(1) B,-E

(2) pour tout ouvert V' relativement compact dans U, a partir d’un cer-
tain rang :
E, € QM(V,H*, MM’ Diam(U)) ;

(3) E est (MM’ Diam(U))-quasiminimal sur U pour H¢ ;
d < i d .
(4) Jy(E) < }%%Jh(F) ;
(5) E est presque-minimal avec la fonction de jauge hosur U.

Plus précisément, pour tout 0 <1 < d, en notant
E'=kery(E) et U =U\ || E"
d>U>1

on a les propriétés suivantes :
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(1) kerl(E,) LB
(2) pour tout ouvert V' relativement compact dans U, a partir d’un cer-
tain rang :
ker'(Ey) € QM(V,H', MM’, Diam(V)) ;
(3) E'e QM(U', H!, MM', Diam(U)) ;
(4) J(EY < inf o Ji(lery(F)):;
F\U'=E\U!

(5) E' est presque-minimal avec la fonction de jauge h sur U

Supposons les hypothéses du théoréme vérifiées et considérons (Uy)gen une suite
croissante pour l'inclusion d’ouverts bornés relativement compacts dans U tels que :

YUu=U.

keN

ZoH-PI-H0nZ0mT)

On peut par exemple prendre :
Ui = {:L" € B(0,2%): B(z,27%) ¢ U} .

Posons par exemple €, = 27%. Pour tout k& > 0 on choisit un compétiteur E, € F tel
que :
JHE, N Uy) < e + }n%Jff(F NU) .
€

page 132* Fixons k£ > 0 et appliquons le lemme 5.2.6* & E; N Uy dans U : pour tout n > 0 on
peut construire un ouvert Wy, tel que U CC Wy, CC U et un compétiteur

Ep=(Ex\UU | | EL €3
0<i<d

tel que JI(E, NUg) < (1 +n)J2(Ex NUg) et les EL sont respectivement les unions
des polyédres des complexes I-dimensionnels S. C F(Sk), et (MM’, Diam(Uy))-
quasiminimaux sur W,i relativement a leurs dimensions respectives. En prenant n =

m >0 — en effet JE(E, NUy) < MHY(E, N Uy) < +0o car U, est borné et

par hypothése Fj est un d-ensemble — il vient :

JHELNU) < e + JHENUL) < 2¢ + }nf&J,‘f(F NU) .
S

page 139" D’aprés la propriété 6.1.3* il est facile d’extraire une sous-suite de (Ej ) conver-
geant vers un fermé E C U localement sur tout compact inclus dans U. En fait, en
définissant pour [ < d
vl=u\ |J E

d>1'>1

on peut méme supposer que E}C NU' tend vers une sous-partie E' relativement fermée
dans U, localement sur tout compact inclus dans U'. 11 suffirait pour le vérifier —
ce qu’'on ne fera pas ici — de raisonner par récurrence et d’extraire & chaque fois
une sous-suite de (E,i) grace & la propriété 6.1.3. Pour résumer, une fois toutes les
sous-suites extraites on a obtenu :

l
wi<d: BB EBi= || Bl . EB-LE et E= || E.
0<i<d 0<i<d
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A présent fixons | < d, considérons un ouvert V cC U! et notons pour € > 0
donné :
W, = U B(x,€) .

z€EIUEI-1 UEHT
. o
Puisque pour tout I’ > [ on a E,lg/ ~—E" on peut trouver kg tel que

VE>k: |J ELcWe.
d>l">1

Par ailleurs puisque V cc U! et U' N EY = @) pour I! > [ alors on peut prendre e
suffisamment petit pour que V N W, = (), et donc

Vk>ko, VI >1: EENV =0.

D’aprés le lemme 5.2.6* on sait que E! est (M M’, Diam(W}))-quasiminimal sur W} *page 132
pour ‘H!, il est en particulier (MM’, Diam(U))-quasiminimal sur V N W} lorsque

k > ko. En outre, V étant compact et inclus dans U il est recouvert par les ouverts

Uk, donc en prenant un recouvrement fini on peut encore prendre kg suffisamment

grand pour que V C Uy, pour k > k.

On peut aussi supposer qu’on a imposé a priori que le diamétre maximal des
polyédres de Sy soit plus petit que € : on sait d’aprés le théoréeme 2.3* qu’il existe *page 61
une constante C' uniforme (ne dépendant que de k et n) telle que, en notant py le
pas du complexe dyadique en surface S, on ait

R(Sk) < Cpr < CRy,

ou Ry, est la constante qu’on a appelée R dans la démonstration du lemme 4.3.18%, et *page 125
, . .. . . ) L N €

qu’on pouvait choisir aussi petite qu’on le désirait. En particulier en prenant Ry < Yol

il vient :

lim R =

donc 1a encore en prenant kg assez grand, on peut supposer que pour tout k > kg on
peut extraire un sous-complexe S}, de Sy, vérifiant a la fois :

UccU(S,) et U(S,) cc W} .

Et méme, quitte a extraire une fois de plus une sous-suite on peut supposer par
exemple que R(Sk41) > 100R(Sk), donc en extrayant des sous-complexes S}, maxi-
maux vérifiant les propriétés demandées, on peut en plus s’arranger pour que pour
tout k > kg :

US}) C U(SHy) -

Supposons donc qu’on ait choisi kg suffisamment grand pour vérifier les propriétés
énoncées jusque la, posons

D=HWUF(Sy)) e D= min H(a)
a€.7:l<S,’€0)

et considérons k > ko. On veut montrer que H!(ELNV) < MM'D et que H'(ELNV) €
{0} U [%, +o00[. Déja si on note W], = U(S},), en appliquant le lemme 4.3.18 au I-
ensemble fermé ngo N E,lC dans le complexe S ,» On trouve un nouveau [-ensemble
E! obtenu par une déformation (1) de Wi, N E! telle que Wy, C Wy, € Wy, inclus
dans 'union des sous-faces I-dimensionnelles de S,’CO et vérifiant :

H(EH <D et  H{(E!) < MH(ELNW).
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La quasiminimalité de E,lC sur W, nous donne alors directement :
H(EL,NW},) < MM'HNE})) < MM'D .

Puisque par ailleurs on s’est assuré de prendre kg assez grand pour que V' C W,éo on
obtient la premiére inégalité recherchée, & savoir :

H(ELNV)<MM'D .
A présent si I'on suppose que H!(EL N W,go) < % il vient :

HY(EYY <« D' = min HY(a).
(B <D= min Mo

Par ailleurs E,’gl étant par construction inclus dans l'union des sous-faces I[-
dimensionnelles de S} , il est clair que pour toute sous-face v € F(S, ), aN El +# a.

Dés lors comme pour le lemme 4.3.19%, en faisant des projections radiales centrées
sur o \ B} lorsque a ¢ OWY}, on peut encore trouver une déformation (1) de E}
telle que Wy, C Wy C Wy et :

El' = 1(BY) CU(F-1(S,)) -

Or d’apres le lemme 5.2.6%, 'optimalité de Eli nous donne :

JHEL W) < JUE nW,) .

On en tire :

HYE, N W) < MHYE!' nW],)=0.

(o]
Puisque V C ngo on obtient la seconde propriété recherchée, a savoir :

H(E.NV)e{0}u [AZI,,Jroo[ .

En appliquant le théoréme 6.1.4* & V' et a la suite (E,lC NV )k>k, qui converge vers
E'NV on sait en plus que :
o E'NV est (MM’, Diam(U))-quasiminimal sur U et ket (E' N V) = E' NV ;
o H(E'NnV) < llcimjanl(E,i NV) < MM'D < 400 donc E' NV est un I-
— T 00

ensemble localement fermé dans V' ;
!/

_ — CD
o HY(E'NV) > Climsup H'(EL NV) € {0} U [=—=-, +00[ donc deux cas sont

k—+o0 M’
possibles :
* si H(E'NV) = 0 alors ker'(E' N V) = 0 et limsup H'(EL N'V) = 0, donc
k—+o00

a partir d’'un certain rang EL NV = () et donc E'NV = 0 = ker' (E' NV)
(puisque E,i, NV En V);
* st HI(E'NV) > 0 alors a partir d’un certain rang H!(EL NV) > % >0
donc EL NV # 0.
Du deuxiéme point on tire que kerll(El) = () pour I’ > [ et que Hd(El/) = 0 pour
1
I’ > 1. Du troisiéme on tire que E,ZCL/ ker! (EY) (et donc que ker!(E') = E') en prenant
pour V des boules centrées sur E' et relativement compactes dans U! dont le rayon
tend vers zéro. Des lors :

kel (E) L kerly(E) .
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En faisant I'union sur tous les ouverts V relativement compacts dans U! on déduit du

premier point que E' est (M M’, Diam(U))-quasiminimal sur U!. On déduit encore

d’aprés le lemme 6.1.6* : *page 142

JUE) = JHEY) <liminf JY(ES N UL) = liminf inf JY(F N U) < inf JI(F) .
~ k—+oo k—+4oo FEF — Feg

Remarquons qu’on pourrait recommencer la méme démonstration avec une suite

initiale (E}) qui vérifie toutes les propriétés qu’on a requises jusque-la, et telle que,

par exemple :

JHE NV < 26 + inf JHE NV
h( k ek)— k FG&F\Velk:E;C\VEZk h( ek)

ol Velk est obtenu en retirant I'e;-voisinage de ECUEY™1 .. B 4 U),. On s’assurerait
ainsi que :
J;ll(keré(E)) < inf J;L(keril(F)) .
Feg
F\U'=E\U!

A chaque fois on aurait des nouvelles limites EY pour I’ < [, en raisonnant par
récurrence et en les réutilisant & chaque étape pour définir un nouveau Velk on obtient
le point (4) du théoréme.

Vérifions & présent la presque-minimalité des E® : considérons une §-déformation
(fi) sur U, avec Diam(Wy,) = 6. A quelques détails prés on va utiliser la démonstra-
tion de Guy David du point (2) du théoréme 6.1.4* (Theorem 4.1 dans [D1]). Pour *page 141
ameéliorer la lisibilité on notera en gras les références tirées de [D1].

A partir de f; (notée f dans [D1]) on construit une nouvelle application g (notée
h dans [D1]) telle que W, C Wy, et a laquelle on va appliquer les inégalités obtenues
pour E;. La raison de cette construction est qu’on ne peut appliquer directement
I'argument & f, puisque celle-ci pourrait étre injective sur Ej et dans le méme temps
envoyer des morceaux distincts de E sur la méme image. On construit donc une
petite perturbation g de f; qui suit en gros son comportement et envoie des morceaux
distincts de Ej, sur la méme image lorsque f; fait de méme avec E. La constante o
qui intervient dans [4.25] pouvant étre choisie arbitrairement petite, puisque Wy,
est relativement compact dans U on peut imposer en plus que :

Q(Wf 1) ov)

52<f.

Les propriétés [4.29] et [4.30], respectivement
1fi—glloo <2 et W,=Wp

sont effectivement obtenues a partir de [4.93]. Dés lors d’apreés la propriété 5.2.5* *page 131
on peut déja construire une déformation (g;) sur U telle que g3 = g. Notons ¢’
lapplication notée hi qui est introduite en [4.94] :

g'(2) = d(2)g9(2) + (1 — ¢(2)) .

Cette nouvelle application peut étre construite de fagon a rendre ||g’ — g||oo arbitrai-
rement petit, tout en vérifiant Wy CC W,. Donc la encore d’aprés la propriété 5.2.5
on peut encore construire une déformation (g;) sur U telle que ¢} = ¢'.

Suivons ensuite la démonstration de [D1] sans rien y changer a partir de [4.94]
jusqu’aux inégalités [4.108] et [4.109], desquelles on tire, pour k suffisamment
grand :

HA(g(B}, N W) < HUFL(BL O W) + 2
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En outre, on a aussi pu obtenir pour k£ assez grand, comme indiqué juste apres
[4.109] :
HUYENW,) < HYE, N W,)+ 2.

Par ailleurs, comme on I'a vu :

JHE, N Uy) < 2¢; + }n%J;j(F NU) .
€

Lorsque M = 1, pour k assez grand on a Wy UWy, = Wy C U et méme
Wy CC Uyg. En outre ¢'(Uy) € § puisque F est supposé stable par déformation, d’ot
on tire que

H(g (B N W) = H(B}, N W) — 2ek
et finalement que

HYf1(ENWy,)) > HYENWy,) — 26, — 20 — 21

Puisque cette inégalité est valable pour tous choix de n et 11 avec k suffisamment
grand on a donc

Hd(fl(E N Wfl)) > Hd<E n Wfl)
ce qui conclut la démonstration de la minimalité de E lorsque M = 1.

Lorsque M > 1 on a Wy C Wy, C B ou B est une boule de rayon 4. On a alors
de la méme fagon, pour k assez grand

Ji(d (BN Wy)) > Ji(Ep N Wy) — 2¢x
d’ott on tire encore que
HUG (B N Wy)) = (L+ h(8)HYE, N Wy) — 26
et finalement que
HIUfL(E W) > (14 h(8)(HU(E N W) — 2, — 20 = 2m) — 265

La encore, puisque cette inégalité est valable pour tous choix de n et n; avec k
suffisamment grand il vient :

HUfUENW)) = (1L+h@O)HAEN W) .

Le raisonnement qu’on vient de faire pour prouver la presque-minimalité de E
peut étre refait de la méme facon en dimensions inférieures pour E' dans U', ce qui
conclut la démonstration du théoréme. O

6.2 Perspectives

Comme promis, on a donc établi un premier théoréme d’existence d’ensembles mi-
nimaux en dimension et codimension quelconques, dans un domaine ouvert U. En par-
ticulier, le résultat peut sans probléme se généraliser sur des domaines correspondant
a des variétés de dimension n sans bord formées d’'une union de cubes qui se recollent
(penser par exemple aux sous-faces de dimension n d’un complexe dyadique de dimen-
sion n’ > n). Dans ce cadre, le résultat d’existence paraissait difficile a obtenir par des
arguments standard utilisant des méthodes classiques telles que la théorie des courants
et BV dés qu’on est en codimension plus grande que 1.

Notre résultat ne répond toutefois pas a plusieurs questions importantes, pour les-
quelles on espére toutefois pouvoir apporter quelques éléments de réponse, du moins
partiels.
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Peut-on généraliser a des variétés sans bord quelconques ?

La principale difficulté résiderait alors dans la réécriture du théoréme 4.3.17* d’ap-
proximation polyédrale. En effet, 'un des arguments utilisés — a savoir le théoréme 2.3
de fusion de complexes dyadiques avec régularités uniformes — fait un usage intensif de
propriétés géométriques euclidiennes qui ne sont plus vraies sur une variété, par exemple
celles faisant intervenir les angles entre deux complexes dyadiques en dimension 2. Sans
compter qu’il faudrait généraliser la notion de cube dyadique, en perdant le bénéfice des
recollements automatiques qu’on avait en géométrie euclidienne.

Toutefois on pourrait déja considérer une variété topologique U de dimension n
plongée dans R™ (n/ > n), c’est a dire telle qu’en tout point z € U on puisse trouver un
voisinage ouvert homéomorphe a un ouvert de R™. Supposons en plus que pour tout € > 0
et pour tout p > 0 on peut trouver un atlas fini A4, vérifiant les propriétés suivantes :

(1) pour toute carte U de l'atlas A., 'homéomorphisme associé ¢ est tel qu’on
puisse trouver une application affine f telle que ||f — ¢||o < € sur U;

(2) pour toute carte de A, il existe un majorant N uniforme (ne dépendant pas
de €) sur le nombre de cartes qu’elle intersecte.

Dans ces conditions, pour € > 0 fixé on pourrait considérer les intersections maximales
de cartes de A, entre elles, c’est & dire les familles Uy, . . ., U, de cartes dont 'intersection
V est non vide, et telles que VNW = ) pour toute autre carte W. Dans ces conditions,
en construisant un complexe dyadique dans V' de pas suffisamment grand par rapport
a €, on pourrait en utilisant les applications de changement de cartes et en rajoutant
des couches de cubes de moins en moins déformées, se ramener & un complexe dyadique

en surface dans ﬂ U;. Puis, de la méme facon, se ramener & un complexe dyadique

i#1
en surface dans ﬂ U;, etc... jusqu’a ce qu’on l'ait fait pour tout j dans ﬂUi, puis
i£2 i#]
finalement dans toutes les sous-familles de Uj,...,U; (en utilisant le théoréme 2.3*

lorsqu’on rencontre des cubes déja construits).

A la fin on aurait donc recouvert chaque carte de I'atlas de cubes dyadiques, ou de
déformations de cubes dyadiques. Il resterait encore a vérifier s’il est possible que les
pseudo-cubes qu’on a construits puisse étre modifiés pour y inclure les raccordements
avec des cubes dyadiques paralléles a la partie rectifiable d’'un ensemble donné, comme
on l'a fait pour le théoréme 4.3.17*. Pour I'instant cette construction n’a pas encore été
réalisée, et pourrait nécessiter des conditions plus fortes sur la variété considérée que
celles évoquées plus haut.

Peut-on généraliser & un domaine fermé ?

La généralisation & un domaine fermé U sans hypothéses supplémentaires parait
difficile & obtenir par la méthode utilisée jusqu’ici. En effet, a moins de disposer de grilles
polyédrales incluses dans U qui le recouvrent complétement (ce qui revient & supposer
que le domaine est une union de polyédres) 'optimisation polyédrale introduite dans le
lemme 5.2.6" ne permet pas d’avoir un controéle sur la portion éventuelle incluse dans la
frontiére OU.

*p. 121 et 61

*page 61

*page 121

*page 132
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On pourrait toutefois supposer qu’il existe une application M-lipschitzienne ¢ définie
sur un voisinage ouvert V' de la frontiére OU et & valeurs dans OU telle que ¢|oy = Idgy .
Dans ce cas, on pourrait se placer dans 'ouvert V U U et y définir 'application A semi-
continue inférieurement ainsi :
o ):{ 1+ M? sizeV\U
1 sizeU.

Il est clair alors qu'un ensemble E réduit et minimal pour J¢ sur V serait inclus et
minimal dans U pour H?, puisqu’il suffirait de lui appliquer une déformation construite
a partir de ¢ transformant £ N (V' \ U) en une partie incluse dans oU, dont la mesure
serait multipliée par M?. Par minimalité de F pour Jg, puisque sur V' \ U on a h > M?
on en déduirait automatiquement que H4(E N (V' \ U)) = 0, et donc en supposant que
E est réduit, que £ C U et est minimal pour H?.

Toutefois le théoréme 6.1.7* fait en plus I’hypothése que h est continue, pas seulement
semi-continue inférieurement. La nécessité de '’hypothése de semi-continuité supérieure
provient de I'utilisation de la proposition 4.2.12* sur les projections magnétiques et du

P L lemme 4.3.15* de projection radiale optimale, tous deux utilisés dans le théoréme 4.3.17*.
Ces deux énoncés nécessitent des bornes supérieures et inférieures sur le poids associé a
chaque point a I'intérieur d’une boule dont le rayon peut étre choisi arbitrairement petit.
Il semblerait toutefois que des hypothéses supplémentaires sur la régularité de I’ensemble
des discontinuités de h pourrait permettre de généraliser, et de retrouver des majorations
équivalentes sur I'augmentation de mesure introduite par les projections magnétiques
et les projections radiales. Par exemple si h est continue sauf sur un hyperplan affine il
ne devrait pas étre trop difficile d’adapter les énoncés, et éventuellement de généraliser

lorsque I'ensemble des discontinuités est par exemple une surface de classe C*.

L’ensemble minimal limite est-il dans la classe topologique § 7

Pour l'instant on sait seulement que ’ensemble minimal £ dont on a prouvé 'exis-
tence est obtenu comme une limite en distance de Hausdorff sur tout compact d’une
suite de compétiteurs de §. Toutefois, dans le cas d = 2, n = 3 et U borné il est possible
de conclure en utilisant le théoréme de Jean Taylor, dont on peut trouver la démons-
tration dans [T|. Rappelons que d’aprés celui-ci, un ensemble réduit et minimal — ou
presque-minimal avec une fonction de jauge Holdérienne d’exposant au plus 1/3 — est
Cl-équivalent au voisinage de chacun de ses points & I'un des trois cones minimaux glo-
baux de dimension 2 dans R3. Pour tout point € E il est alors facile de construire une
déformation lipschitzienne sur un voisinage V' de x qui envoie V sur £ NV : d’abord
en rétractant sur le cone minimal correspondant, puis en composant avec 'application
de classe C! qui envoie le cone minimal sur V N E. Donc pour k assez grand on peut
trouver une déformation lipschitzienne qui envoie Ej sur E, et par conséquent E € §.

Des résultats récents de Guy David établissent encore dans le cas d = 2 et n > 3 une

équivalence bi-Ho6ldérienne entre les ensembles presque-minimaux avec une condition de

Dini sur la fonction de jauge et les cones minimaux de dimension 2. On peut natu-
rellement se poser la question du bien-fondé de la condition de lipschitziannité donnée

dans la définition 5.1.1%, initialement introduite par Almgren, et de savoir si le théoréme
d’existence est toujours vérifié si 'on impose seulement & nos déformations d’étre Hol-

p. 120 et 141° dériennes. Dans tout ce qu’on a écrit jusqu’au théoréme 6.1.4" rien ne devrait changer,
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il resterait encore a vérifier que les trois énoncés correspondants dans [D1] restent vrais
avec cette nouvelle définition des compétiteurs, ainsi que le morceau de démonstration
qu’on a adapté pour la presque-minimalité de la limite. Si ¢’était le cas, alors de la méme
facon dans le cas d’un domaine borné on devrait pouvoir établir que F € §.
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7 Preuve informatique du lemme du laboureur

On va a présent donner les algorithmes d’énumération de cas annoncés dans le début
de la démonstration du lemme 2.1.13".

7.1 Meéthode algorithmique

Dans les algorithmes a venir, pour tout complexe S dyadique unitaire, on va repré-
senter S92 par une matrice d’entiers M = (m; ;) de taille 12 x 12, vérifiant I'équiva-
lence suivante :

{mmzl¢$A@—Lj—LD65mmz
miJ’ = O < A(Z — 17j — 1, 1) ¢ S|[0,12}2 .

7.1.1 D? et le 4 x 4-groupement

Donnons d’abord un algorithme pour calculer #(V(A(z — 1,y — 1,1)) N .S) :

Entrée : M € Mi5({0,1}) et (z,y) € {2,...,11}?
Sortie : s=#V(A(z—-1,y—1,1))NS)
s<=0
pour tout (u,v) € {—1,0,1}? faire
si Mg4y,y+v = 1 alors
s<=s+1
fin si
fin pour

On peut alors calculer la représentation de D(.5) :

Entrée : M € M;3({0,1})
Sortie : M’ € Mi2({0,1}) telle que M’ représente D(S)p,11]2

pour tout (z,y) € {1,...,12}? faire
my, ., <=0

fin pour

pour tout (z,y) € {2,...,11}? faire
si#(V(A(x—1,y—1,1))nS) =9 alors

my , <=0

fin si

fin pour

A présent donnons un algorithme pour vérifier si S| 2,102 €st 4 x4-groupé par rapport
a lorigine (2,2) :

*page 75
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Entrée : M’ € M;2({0,1})
Sortie : vrai si 5’ li2,102 est 4 x 4-groupé, faux sinon

pour tout (u,v) € {2,6}? faire
pour tout (z,y) € {0,...,3}? faire
Si Mytu,y+o 7 My, alors
renvoyer faux
fin si
fin pour
fin pour
renvoyer vrai

Considérons I'ensemble des restrictions possibles au carré [0, 12]? de complexes uni-
taires 4 X 4-groupés par rapport a l'origine (0,0). Il est clair qu’il y en a 2° et en les
notant G; pour 0 < i < 2% on peut les paramétrer par :

Y(z,y) € {0,...,3}*, Y(u,v) € {0,1,2}*: A(3u+tx,3v+x) € G; < 2% <imod 2%+

On donne alors un algorithme pour générer la représentation de G; :

Entrée : i € {0,...,2%}
Sortie : M = G;
pour tout (u,v) € {0, 1,2} faire
pour tout (z,y) € {0,...,3}? faire
si 23Ut < mod 231U+ alors

m3u+z,3'u+y <=1
sinon

M3utaz,3v+y < 0
fin si
fin pour
fin pour

Il ne nous reste plus qu’a donner un algorithme pour vérifier si D? préserve la
propriété de 4 x 4-groupement par rapport a l'origine (2,2) :

Sortie : vrai si ©2 préserve la propriété de 4 x 4-groupement, faux
sinon
pour tout i € {0,...,2°} faire
M <=9D(M)
M <=9D(M)
si M est 4 x 4-groupé par rapport a lorigine (2,2) alors
renvoyer vrai
sinon
renvoyer faux
fin si
fin pour

7.1.2 Deécoupage en complexes linéaires

Donnons & présent un algorithme pour calculer #(V*(A(z — 1,y — 1,1)) N S) :
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Entrée : M € M12({0,1}) et (z,y) € {4,...,9}>
Sortie : s =#(V*(A(x -1,y —1,1))NYS)

s<=0
pour tout (u,v) € {—1,0,1}? tel que |u+v| =1 faire
Si My4u,y+v = 1 alors
s&=s+1
fin si
fin pour

Il existe en tout 8 isométries laissant le carré [3,9]? invariant (1'identité et la symétrie
par rapport au centre, les 2 symétries par rapport aux diagonales, les 2 symétries par
rapport aux médianes, 2 rotations d’angles 7 et —7). On les notera ¢; pour 1 <14 < 8.
On donne un algorithme pour vérifier que 2 grilles restreintes a [3, 9]? sont équivalentes

a une isométrie pres :

Entrée : M, M' € M;2({0,1})

métrie prés, faux sinon

Sortie : vrai si les 2 grilles restreintes a [3,9]? sont égales & une iso-

pour tout i € {1,...,8} faire
s <=vrai
pour tout (z,y) € {3,9}? faire
si myy # Mg, (x,y) alors
s <faux
fin si
fin pour
si s alors
renvoyer vrai
fin si
fin pour
renvoyer faux

On donne finalement un algorithme qui vérifie que pour tout complexe S 4 x 4-
groupé, (S '\ D(5))|3,92 ne contient que des cubes & 2 voisins tangents, et qui dans le
méme temps peut dresser la liste des configurations possibles de (D(S) \ D%(S5))|,0p2 :

D(9))ag2 + #V (6N (S\D(9))]i3,912) = 2, faux sinon

prés de (D(5) \@2(5))\[379}2 pour S 4 x 4-groupé

Sortie : s = vrai si pour tout complexe S 4 X 4-groupé et Vo € (T \

Sortie : L contient la liste des configurations possibles & une isométrie

L<0
s < vrai
pour tout i € {0,...,2°} faire
M’ <= M\ D(M)
sid0 e S uge: #V(A(z -1,y —1,1))NS") # 2 alors
5 < faux
fin si

M" < D(M)\ D(M)

L<Lu{M"}
fin si
fin pour

si M" ¢ L a une restriction a [3,9]% et une isométrie prés alors
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7.2 Implémentation en C

#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>
#include <assert.h>

/% Taille des groupements considérés (ici 4x4) %/
#define N 4

/* Nombre de groupements dans une grille (ici 3x3) %/
#define M 3

/+ Une grille de taille 12x12 %/
typedef int GRID[3%N][3*N];

/+ Un masque pour remplir les grilles 4x4—groupées x/
typedef int MASK[M«M] ;

/+ Le tableau des 2° masques possibles %/
MASK masks[l<<MsM) |;

/* La liste des grilles trouvées, et le nombre d’éléments qu’elle contient
*/

#define TAB GRID MAX 100

GRID tab grid [TAB GRID MAX];

int tab grid count=0;

/x Affiche une grille restreinte a [2,10]% %/
void print _big GRID (GRID g){
int x,y;
for (x=N/2;x<N*(M-1)+N/2;x++){
for (y=N/2;y<Nx(M-1)4N/2;y++)
it (glx][v])
printf("X");
else
printf(".");
printf("\n");
}
}

/* Affiche une grille restreinte a [3,9% %/
void print small GRID (GRID g){
int x,y;
for (x=N—1;x<Nx(M-1)+1;x++){
for (y=N—1;y<N*(M-1)+1;y++)

if (glx][y])
printf("X");
else
printf(".");
printf("\n");

}
}

/+ Copie la grille src dans dest =/
void copy GRID(GRID src ,GRID dest){
int x,y;
for (x=0;x<3*N;x++)
for (y=0;y<3«N;y++)
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dest [x][y]=src[x][y];

/* Remplit le tableau de masques */
void fill _masks (void){
int i,j;
for (i=0;i<l<<MsM);i++)
for (j=0;j<MsM;j++)
masks|[i][j]=(i & (1<<j))!=0;

/* Remplit une grille selon un masque */
void fill GRID (MASK m,GRID g){
int X[9]={0,N,2xN,0,N,2xN,0 ,N,2xN};
int Y[9]={0,0,0,N,N,N,2«N,2xN,2xN};

71

76

81

86

91

96

101

106

111

int i,x,y,u,v;
for (i=0;i<MM;i++){
x=X[1];
y=Y[i];
for (u=0;u<N;u++)
for (v=0;v<N;v++)
g[xtu][y+v]=m[i];

}

/x Calcul de 1 ’image de (z,y) €[0,12]> par [ homothétie Pinger */
void isometric_transform (int *x, int *y,int index)({

int z;
switch (index){
case (1):

* X=IN*M—1—xx ;

break;
case (2):

* y=IN*M—1—xy ;

break;
case (3):

* X=IN*M—1—x%x ;
*y=NxkM=1—xy ;
break;

case (4):
Z=%X ;
*X=%Y ;
KY=7 ;
break;

case (5):
Z=%X ;
* X=N*M-1—xy ;
KY=7 ;
break;

case (6):
Z=%X ;
*X=%Y ;
* y=N*M-1—7z ;
break

case (7):
Z=%X ;
* X=N* M- 1—xy ;
* y=N*M-1—7z ;
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}
}

/x Copie 1 ’image de la grille src par |’ ’homothétie Ginder dans dest %/
void copy isometric_transform GRID (GRID src ,GRID dest,int index){
int x,y,u,v;
for (x=0;x<3N;x++)
for (y=0;y<3+N;y++){
U=x;
V=Y
isometric_transform (&u,&v,index);
dest [u][v]=src[x][y];

}

/* Détermine si 2 grilles restreintes a [2,9]% sont égales a une isométrie
prés */

int compare isometric transformed GRID(GRID gl ,GRID g2){
int s,i,x,y;

GRID g;
for (1i=0;i<8;i++){
s=1;

copy isometric_transform GRID (gl,g,i);
for (x=N—1;x<Nx(M-1)+1;x++)
for (y=N—-1;y<Nx(M-1)+1;y++)
s=s &k (g[x][yl——e2[x][y]):
if (s)
return 1;
}

return 0;

}

/x Ajoute une grille a la liste si elle n’y est pas déja a une isométrie
prés */
void insert GRID (GRID g){
int i;
for (i=0;i<tab_grid count;i++)
if ( compare isometric_transformed GRID(g,tab grid[i]))
return;
assert (tab grid count<TAB GRID MAX) ;
copy GRID(g,tab grid[tab_grid count]);
tab grid count++;

}

/* Calcule #(V(A(z,y,1))NT) */
int neighbor count(int x,int y,GRID g){
int r=0,u,v;
for (u=—1lju<=1;ut+)
for (v=—1;v<=1;vt++)
it (glxru][yiv])
r+-+;
return r;

}

/+ Calcule #(V*(Az,y,1))NT) =/

int star neighbor count(int x,int y ,GRID g){
int r=0,u,v;
for (u=—lju<=l;ut+)
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for (v=—Lv<=Lvt+)
if (((u==0)"(v==0)) & (g[xtu][y+v]))
r—+-+;
return r;

}

/* Calcule D(T) +/
void dig GRID(GRID g){
int x,y;
GRID h;
copy GRID(g,h);
for (x=1;x<MxN—1;x++)
for (y=1;y<M«N—1;y++)
if (neighbor count(x,y,g)!=9)
hx|[y]=0;
copy_ GRID (h,g);
}

/x Vérifie si une grille est bien 4 x4—groupée par rapport a l’origine

(2,2) +/
void check GRID is 4 4 group(GRID g){

int u,v,x,y;

for (x=N;x<Nx(M-1);x++)

for (y=N;y<Nx(M-1);y++)

for (u=N/2;u<=N/2;u+=N)
for (v=N/2;v<=N/2;v+=N)

i (glxoul[yiv] © g[Niul[Niv])
printf("Cette_grille_n’est_pas_4—groupée:\n");
print big GRID(g);
abort () ;

¥

¥

/x Vérifie si une grille ne contient que des points d’ordre 2 %/
void check GRID is cyclic(GRID g){
int k,x,y;
for (x=N;x<Nx(M-1);x++)
for (y=N;y<Nsx(M-1);y++){
k=star neighbor count(x,y,g);
if ((k<1) & glx][v]){
printf("Ce_squelette_n’est_pas_une_restriction_d’un_squelette_
cyclique:\n");
print_small GRID(g);
abort () ;
}
}
¥

/* Différence ensembliste entre 2 grilles =/
void substract GRID (GRID gl ,GRID g2){
int x,y;
for (x=0;x<N«M;x++)
for (y=0;y<Ns«M;y++)
} g2[x][y]=e2[x][y] & !gl[x][y];

/* Fonction principale */
void main () {
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}

GRID g,h;

int i;

)

fill _masks () ;

for (i=0;i<l<<MM);i++){
fill GRID (masks[i],g);

}

copy_ GRID(g,h);
dig  GRID(g);

substract  GRID(g,h);
check GRID is_ cyeclic(h);

copy GRID(g,h);
dig GRID(g) ;
check GRID is 4 4 group(g);

substract GRID (g,h);
insert  GRID (h) ;

printf("Les_2_propriétés_testées_sont_vérifiées.\n");
printf("Il_y_a %i_grilles_dans_la_liste.\n\n",tab grid count);
for (i=0;i<tab_grid count;i++){

}

printf (" Grille_no_%i:\n

print _small GRID(tab grid[i]);

printf ("

)3
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7.3 Résultats donnés par le programme

Notre programme se compile sans message d’erreur ni d’avertissement avec une
version récente de gcc. Il s’exécute en moins d'une seconde et imprime les résultats
suivants :

Les 2 propriétés testées sont vérifiées.
I1 y a 14 grilles dans la liste.

Grille no O: Grille no 3: Grille no 6: Grille no 9: Grille no 12:
...... XX XX XX WXL,
...... XX XX XX WXL,
...... XXXX. . XXXX.. XXXXXX XXX. ..
...... XXXX.. XXXX.. XXXXXX .. XXX
............ LLXXL . .. XX D G
............ XX XX D G
Grille no 1: Grille no 4: Grille no 7: Grille no 10: Grille no 13:
...... X D G X e
...... G XL L XL. L XL e
.LXX. . L XL L XL LWJXXX e
XX XXXX.. XXXX.. XXXXXX .. XXX
............ .. XX .LXX. . LG XL
............ .LXX. . .LXX. . D G
Grille no 2: Grille no 5: Grille no 8: Grille no 11:

...... .. XX. XL XL

...... .. XX. D G D G

XXXX. XX XL . XXX

XXXX. .. XX. XL . XXX

...... .. XX. XL XL

...... .. XX. XL XL

7.4 Fin de la démonstration du lemme

On a regroupé dans le tableau suivant les quatorze différentes configurations pos-
sibles & une isométrie prés des cubes de U sur un voisinage de taille 6 X 6. Les traits
en pointillés délimitent un voisinage de taille 4 x 4 qui constitue les bords du motif de
pavage recouvrant So (puisqu’on a vu que D? préserve le 4 X 4-groupement). C'est a dire
que quel que soit le complexe original S 4 x 4-groupé, toute restriction de U a z+[—1, 5]?
pour z € (4Z)? est égale — a une isométrie prés — a l'un des motifs du tableau, et toute
restriction de U a z + [0, 4]% est égale a 'un des motifs du tableau délimité par les traits
en pointillés. La couche d’épaisseur 1 autour du carré en pointillés va étre utilisée pour
calculer le nombre de voisins des cubes dyadiques a l'intérieur des pointillés.
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..... ..... ..... ....... é .....
Dz ooz ddggwm L gl
e dmmi 4 im i

Il nous reste encore a extraire de U les deux complexes U; et Us annoncés. Considé-
rons le découpage présenté dans le tableau suivant : les hachures verticales représentent
U, les hachures verticales Us. Les traits en gras définissent une partition de Us en sillons,
ou les endroits ou des cubes de U, touchent des cubes de Uj.

1 1 1 1 1 1 1 1
i i i i i i i i
e b U |1 O . e
| 1 1 1 1 1 1 1
i i } i } i i i
i i + i + i i i
i i T i T SITTTTITS SITTTTITY i
i i i i AUELE R
i i 1 i 1 1 1 i
—————e. medimm JE R S R JE R S R JE R S -
i i i i i i i i
i i i i i i i i
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i i i i i " i i i i i
. i ST |1 T N T
| 1 1 1 1 1 1 1 | 1
i i i i i i i i i i
i i + i + i i i i i
i i T i T (I8EH i T i i
i i i i i AT i HiE i i
i i ] i ] | i | i i
J T P P N P P N JE D —edem J T
i i i i i i i i i i
i i i i i i i i i i
1 1 1 1 1 1 1 1
i i i i i i i i
N T i [ N S 111} N
| 1 1 1 1 1 1 1
i i : : i i . i
i i : : i i L i
i i i i AN i HiE
1 1 1 1 Z ‘ H l H ] ( H
i i ] ] | | i |
J T P P N P P N JE D L d.
i i i i i i i i
i i i i i i i i

Si ’on observe les restrictions de U; au carré de pavage de taille 4 x 4 matérialisé
par les traits en pointillé, on constate que U; est bien sulciforme (c’est a dire que tout
cube de U; a deux voisins tangents, éventuellement a 'extérieur du carré). En outre Us
est bien 2 x 2-groupé (par rapport a une origine placée au centre du carré du motif)
et si on observe les partitions de son 2 x 2-groupement U délimitées par les traits en
gras, on constate bien que chacun des cubes des sous-complexes a au plus deux voisins
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tangents, donc que Uj est quasi-sulciforme. De plus, les seuls cubes de U, qui touchent
des cubes de U; sont des extrémités de U} (c’est a dire qui ont au plus un voisin tangent
dans UJ)).

Une écriture formelle des explications qu’on vient de donner serait vraisemblable-
ment fastidieuse et guére plus convaincante, on en restera la et on considérera que les
trois complexes T, U; et Uy qu’on a extraits de S vérifient bien toutes les propriétés
annoncées dans le lemme 2.1.13".

*page 75
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Résumé

Les travaux présentés dans cette thése concernent 1’étude de I'existence de solutions & des
problémes d’ensemble minimaux sous contrainte topologique stable pour les déformations &
support compact dans un domaine ouvert, en particulier dans le cas du probléme de Plateau
dans R™ en dimension et codimension quelconques.

Dans la premiére partie on étudie des raccordements de grilles dyadiques sous contrainte
de régularité uniforme. La construction de telles grilles est assez délicate, puisqu’on s’impose de
relier deux grilles dyadiques entre elles tout en gardant un controle uniforme (ne dépendant que
de la dimension n considérée) sur la forme des polyédres construits de fagon a éviter qu'ils ne
soient trop plats. On prouve le théoréme de fusion qui permet de réaliser la liaison entre deux
grilles dyadiques en surface d’orientation quelconque en remplissant tout ’espace les séparant,
a condition que la distance les séparant soit suffisamment grande devant la taille des cubes
initiaux.

Dans la deuxiéme partie on étudie des approximations d’ensembles de dimension d < n par
des unions de polyédres tout en gardant un contréle sur 'augmentation de mesure éventuelle
causée par l'approximation. On commence par construire des grilles dyadiques disjointes qui
suivent un ensemble rectifiable le long de ses plans tangents. Ces grilles sont alors reliées entre
elles grace au théoréme de fusion, et permettent de faire I’approximation polyédrale d’un d-
ensemble fermé par projections radiales successives sur la frontiére des sous-faces de dimension
décroissante de n & d des polyédres de la grille. Puis, les éventuels trous restant sont encore
projetés sur la frontiére des sous-faces en dimension inférieure, jusqu’a ce que 'approximation
obtenue ne soit plus composée que d’une union finie de polyédres de dimension au plus d. 11
est en outre possible d’imposer a priori une borne arbitraire sur 'augmentation de mesure de
I’approximation obtenue, en choisissant judicieusement les grilles dyadiques initiales.

Dans la troisiéme partie on construit une suite minimisante d’ensembles quasiminimaux de
dimension d qui converge localement en distance de Hausdorff sur tout compact du domaine
considéré vers un ensemble minimal. En faisant une approximation polyédrale minimisante
d’une suite minimisante de compétiteurs du probléme on obtient une suite de grilles poly-
édrales finies sur lesquelles il est possible de minimiser parmi les compétiteurs portés par des
polyédres. La suite optimale obtenue est elle aussi minimisante, puisqu’on s’est assuré que
I’approximation polyédrale I'est, en outre il est facile d’extraire une sous-suite convergente en
distance de Hausdorff et de vérifier que ses termes sont quasiminimaux avec une constante dé-
pendant de la forme des polyédres utilisés. Les bornes uniformes sur la régularité des polyédres
construits grace au théoréme de fusion permettent alors d’obtenir des constantes de quasimi-
nimalité uniformes (ne dépendant que de d et n). Dans ce cas, la suite polyédrique optimale
converge vers un ensemble minimal, c’est notre théoréme d’existence. L’existence de rétraction
lipschitziennes sur la limite (par exemple dans le cas d = 2 et n = 3) permet d’affirmer dans
certains cas que la limite est encore dans la classe topologique initiale.

La quatriéme partie est une annexe consistant en un morceau de preuve informatique utilisé
dans la démonstration du théoréme de fusion de grilles dyadiques.

Mots-clefs : Ensembles minimaux, Ensembles quasiminimaux, Probléme de Plateau, Films de
savon, Complexes sympliciaux, Polyeédres euclidiens.






