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_̂̀àiu�dkw{�]ubg^̀ôgv�]̂�d̀ og�io�d]iubfl]� ]̂lygv�y_jyjg]_�d]iu�ojia]cc]g� ỳy_jhe]g� d̀̀ ŷ`̂ba]g�]̂�
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��������	����t�]g �̂ ĵ̂ c̀]l]ô�bodky]od̀ ô]�d]�cnj_d_]�di�h̀ò c,��
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ment Supérieur et de la Recherche Scientifique (Algérie) et le Centre Nationale des Oeuvres Universi-

taires (France), pour leur soutien financier.

Enfin, je ne saurais oublier dans mes remerciements Abdeldjalil Aissa-el-bey, mon collègue de bureau
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2.2.1 Définitions et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 36
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3.2 Développement de l’algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 66
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Acronymes

Pour des raisons de lisibilité, la signification d’une abr´eviation ou d’un acronyme n’est souvent rap-

pelée qu’à sa première apparition dans le texte. Par ailleurs, puisque nous utilisons toujours l’abréviation

la plus usuelle, il est fréquent que ce soit le terme anglaisqui est employé.

ACMA : Analytical Constant Modulus Algorithm

A-CMS : Adaptive Constant Modulus Separation

AIC : Akaike’s Information theoretic Criteria

DAB : Digital Audio Broadcast

BSS :Blind Source Separation

CDMA : Code Division Multiple Access

CMA : Constant Modulus Algorithms

DFE : Decision Feedback Equalizer

DVB : Digital Video Broadcast

EVD : Eigen Value Decomposition

FDPM : Fast Data Projection Method

FIR : Finite Impulse Response

GMSK : Gaussian Minimum Shift Keying

GRDA : Gazzah, Regalia, Delmas and Abed-Meraim

GSM : Global System for Mobile communications

GSC :Generalized Sidelobe Cancelers

HFRANS :Householder transformation based implementation of Fast Rayleigh’s

quotient-based Adaptive Noise Subspace algorithm

iid : independent identically distributed

IIR : Infinite Impulse Response

ISI : InterSymbol Interference

LPA : Linear Prediction Algorithm

LSS :Least Square Smoothing

LC : Linear Constraint

LMS : Least Mean Squares
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Acronymes

MDL : Minimum Description Length

MIMO : Multiple Input Multiple Output

MMSE : Minimum Mean Square Error

MRE : Mutually Referenced Equalizers

MSE : Mean Square Error

MVDR : Minimum Variance Distorsionless Response

OFDM : Orthogonal Frequency Division Multiplexing

OOJA :Orthogonal OJA

OPAST :Orthogonal Projection Approximation Subspace Tracking

OPDA :Outer-Product Decomposition Algorithm

PAM : Pulse Amplitude Modulation

PAST :Projection Approximation Subspace Tracking

PASTd :Projection Approximation Subspace Tracking with deflation

PSK :Phase Shift Keying

RLS :Recursive Least Squares

RMSE :Relative Mean Square Error

RSFA :Robust Subspace Fitting Algorithm

QAM : Quadrature Amplitude Modulation

QC : Quadrature Constraint

SIMO : Single Input Multiple Output

SISO :Single-Input Single-Output

SNR :Signal to Noise Ratio

SSA :Sub-Space Algorithm

SVD : Singular Value Decomposition

YAST : Yet Another Subspace Tracker

ZF : Zero Forcing
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Notations

Sauf indication, nous adoptons les conventions sémantiques (standards) suivantes :

• Les lettres en style normale (commea, A, γ, Γ, ... ) sont utilisées pour représenter des scalaires.

• Les lettres minuscules en style gras (commea, γ, ... ) sont utilisées pour représenter des vecteurs.

• Les lettres majuscules en style gras (commeA, Γ, ... ) sont utilisées pour représenter des matrices.

Aussi, nous utilisons certaines notations informelles de MATLAB, telles A(:, i : j), A(i : j, :), eig, svd,

... pour désigner, respectivement, un bloc de colonnes de la matriceA, un bloc de lignes de la matrice

A, une décomposition en valeurs/vecteurs propres, une décomposition en valeurs/vecteurs singuliers, ...

Nous avons regroupé ci-dessous les principales notationsemployées dans les différents chapitres du

document. Dans la mesure du possible, nous avons tenté de conserver les mêmes notations d’un chapitre

à l’autre.

N : L’ensemble des entiers naturels

Z : Anneau des entiers relatifs

R : Corps des ŕeels

C : Corps des complexes

(·)∗ : Conjugúe

(·)T : Transpośe

(·)H : Conjugúe transpośe

(·)# : Pseudo-inverse au sense de Moore-Penrose

| · | : Valeur absolue

‖ · ‖ : Norme euclidienne (de Frobinious)

ℜ(·) : Partie réelle

ℑ(·) : Partie imaginaire

E(·) : Esṕerance math́ematique

δ(τ) : Impulsion de Kronecker (qui estégaleà 1, pourτ = 0 et à 0 sinon)

In : Matrice unit́e de dimensionn × n

0 : Matrice nulle de dimension appropriée

0n,m : Matrice nulle de dimensionn × m

J n,m,l : Matrice de troncation d́efinie parJ n,m,l =
[

0m,n Im 0m,l

]T
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Jn : Matrice de troncation d́efinie par Jn
def
=















[

01,n−1 0

In−1 0n−1,1

]

, si n ≥ 2

0, si n = 1

avecJ0
n = In et J−1

n = JT
n , n ∈ N∗

∗ : Produit de convolution de deux signaux complexes.

x(t) ∗ y(t)
def
=

∫ +∞

−∞
x(τ)y∗(t − τ)dτ, dans le cas òu les signauxx(t) et y(t) sontà temps

continu.

x(k) ∗ y(k)
def
=
∑

i∈Z

x(i)y∗(k − i), dans le cas òu les signauxx(t) et y(t) sontà temps discret.

⊗ : Produit de Kronecker, A⊗ B
def
=















A(1, 1)B · · · A(1, j)B · · ·
...

. ..
...

A(i, 1)B · · · A(i, j)B
...

.. .















diag(·) : Matrice (bloc-) diagonale, diag(A1, · · · ,An)
def
=















A1 0 · · · 0

0 A2
...

...
. . . 0

0 · · · 0 An















O(·) : Notation de Landau, an = O(bn) ⇔ ∃k > 0,∃N > 0,∀n > N : |an| < k|bn|
vec(·) : Vecteurisation-colonne de matrices, vec

([

a1 · · · an

])

def
=
[

aT
1 · · · aT

n

]T

vec−1(·) : Opérateur inverse devec(·)
range(A) : Image de la matriceA ∈ Cn×m, range(A) = {y ∈ Cn : y = Ax, x ∈ Cm}
nulll(A) : Noyau gauche de la matriceA ∈ Cn×m, nulll(A) =

{

z ∈ Cn : zHA = 0
}

(Sous-espace vectoriel deCn, orthogonal au sous-espacerange(A))

nullr(A) : Noyau droit de la matriceA ∈ Cn×m, nullr(A) = {z ∈ Cm : Az = 0}
Dans le cas òu A est herḿetienne, nulll(A) = nullr(A) = null(A)
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Introduction

L’égalisation aveugle (autodidacte) est un processus durant lequel, une séquence de données incon-

nues à l’entrée d’un canal est récupérée uniquement àpartir des signaux recueillis à la sortie de ce canal.

De ce fait, l’égalisation aveugle est devenue un axe de recherche important en traitement numérique du

signal. En effet, les trois dernières décennies ont vu la publication d’un nombre impressionnant de tra-

vaux qui concernent directement ce problème (voir [28, 40]ainsi que les références qui s’y trouvent).

L’importance du rôle que joue un égaliseur canal dans un système de communications numériques est

bien connue et différentes approches (non-aveugles) d’optimisation et d’estimation d’égaliseurs ont été

proposées (e.g. voir [66]). Comme la majorité des systèmes de communications sont souvent soumis aux

contraintes de limitation de la bande de transmission, il est alors souhaitable d’avoir à la réception un

égaliseur canal optimal, sans pour autant occuper une partie de la bande passante du canal. En éliminant

la séquence d’apprentissage et en maximisant la capacitédu canal à transmettre l’information utile,

l’égalisation aveugle du canal présente une solution efficace pour compenser les distorsions du canal. De

même, l’égalisation aveugle trouve tout son intérêt dans certains systèmes de communications, où les

symboles de la séquence d’apprentissage ne sont pas toujours disponibles (e.g. systèmes point à multi-

points). Comparée aux approches traditionnelles (avec s´equence d’apprentissage), l’égalisation aveugle

donne lieu à de véritables défis et enjeux qui prennent de plus en plus d’ampleur.

Vu le nombre important de travaux publies, qui sont en relation avec le problème de l’égalisation

aveugle, on pensera que toutes les questions ayant trait à ce problème sont réglées. Ce qui n’est pas le

cas en réalité. Une question toute simple peut se poser :Pourquoi n’y a-t-il pas une large utilisation,

en pratique, des schémas d’́egalisation aveugle, pour ainsi en béńeficier de leur avantage majeur (com-

parés aux sch́emas d’́egalisation classiques)̀a savoir la suppression de la séquence d’apprentissage. On

pourra donner plusieurs réponses à cette question, chacune de ces réponses peut, à elle seule, constituer

un axe de recherche qui justifierait la nécessité de déployer des efforts.

On peut alors citer comme une des raisons, le fait qu’un grandnombre d’ingénieurs n’ont pas une bonne

connaissance de tous les aspects du problème. Des années durant, les travaux en égalisation aveugle sont

restés à l’intérieur du cercle limité des académiciens. Souvent, dans beaucoup de ces travaux, on met

plus l’accent sur la nouveauté des schémas proposés que sur leurs retombées en pratique. Ce qui joue

en défaveur d’une large utilisation pratique de ces schémas. Par conséquent, le premier objectif visé par
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cette étude c’est de contribuer à faire connaı̂tre ce domaine (identification / égalisation aveugle) à une

large frange de chercheurs et d’ingénieurs, notamment, ceux qui activent en traitement du signal et en

systèmes de communications.

Une autre raison fait que jusqu’à present, peu d’algorithmes d’égalisation aveugle sont répandus en pra-

tique, est la différence en performance, en complexité decalcul et en robustesse entre égaliseurs aveugles

et égaliseurs classiques. En effet, dans plusieurs applications pratiques, en particulier dans un environ-

nement mobile, une convergence rapide de l’égaliseur est nécessaire pour répondre aux variations dans

le temps des paramètres du canal. Alors que dans la plus partdes algorithmes d’égalisation aveugle

existants, un flux important de données est requis afin d’atteindre un niveau de convergence acceptable.

De même, l’implémentation de la plus part des méthodes d’égalisation aveugle est d’une complexité de

calcul supérieure à celle des méthodes classiques. En plus, les performances des égaliseurs aveugles, en

particulier ceux basés sur des statistiques d’ordre deux des signaux reçus, sont très sensibles aux erreurs

de surestimation de l’ordre du canal. Même si beaucoup de progrès ont été réalisés pour améliorer la vi-

tesse de convergence, réduire la complexité de calcul et atténuer la sensibilité des égaliseurs aveugles, ça

n’empêche que les ingénieurs ont toujours tendance à favoriser les schémas bien connus avec séquence

d’apprentissage dans leurs conceptions de nouveaux systèmes de communications.

Quoi qu’il en soit, on dira que les problèmes liés à l’égalisation aveugle sont loins d’être entièrement

résolus et que beaucoup d’efforts de recherche restent à faire, afin de pouvoir développer des égaliseurs

aveugles plus rapides, plus simples et plus robustes, et de prétendre à une réelle compétivité avec les

égaliseurs traditionnelles. Se cadrant autour de cette problématique, cette étude vient, dans un premier

temps, résumer, clarifier (si nécessaire) et évaluer un certain nombre de travaux déjà existants, et dans

un deuxième temps, proposer de nouvelles approches et identifier de nouveaux axes de recherche afin

d’améliorer les performances des systèmes d’identification / égalisation aveugle et de pallier à leurs ca-

rences.

Dans ce travail de thèse, nous développons deux techniques originales d’égalisation du type erreur

quadratique moyenne minimale (Minimum Mean Square Error, MMSE) aveugle du second ordre, pour

des systèmes multicanaux à réponse impulsionnelle finie. La première approche, destinée à des systèmes

à entrées multiples sorties multiples (Multiple Input Multiple Output, MIMO), est robuste aux erreurs

de surestimation de l’ordre du canal. Tandis que la deuxième approche, destinée à des systèmes à une

entrée plusieurs sorties (Single Input Multiple Output, SIMO), est totalement indépendante de l’ordre du

canal. Dans les deux approches, nous incluons une proceduredite àdeuxétapesqui, d’une part, permet

de compenser la baisse en performances comparée au cas non-aveugle (cette baisse est due au processus

d’estimation aveugle), d’autre part, elle permet de choisir des retards d’égalisation non nuls. De même,

nous développons, pour les deux approches, des implémentations adaptatives rapides, ayant une com-

plexité de calcul linéaire. Concernant la première approche, nous effectuons une analyse asymptotique

des performances, dont les résultats théoriques seront validés par des simulations numériques. En marge

de ces travaux, nous présentons une étude comparative d’algorithmes rapides d’estimation et de suivi de

sous-espaces.
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La première partie de ce travail est consacrée à l’état de l’art. Après une introduction générale

sur les systèmes d’identification / égalisation aveugle,on donne une description relativement détaillée

des méthodes les plus en vue d’identification / égalisation aveugle et qui ont la particularité d’être ro-

bustes aux erreurs de surestimation de l’ordre du canal et deprésenter un coût de calcul faible relative-

ment à d’autres méthodes, telles la méthode de la prédiction linéaire, la méthode de la décomposition

en produit extérieur, la méthode de lissage au sens des moindres carrés, etc. Dans la deuxième par-

tie, nous décrivons les différentes approches que nous proposons . nous présentons de façons détaillée

(développement algorithmique et discussion des résultats) une première approche d’égalisation MMSE

aveugle de systèmes MIMO, robuste aux erreurs de surestimation de l’ordre du canal, suivit d’une se-

conde approche d’égalisation MMSE aveugle de systèmes SIMO et qui a la particularité d’être totalement

indépendante de l’ordre du canal.
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Première partie

État de l’art
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Chapitre 1

Généralit és sur l’identification / égalisation

aveugle

1.1 Introduction

Dans le cadre des transmissions numériques à hauts débits, la propagation induit une dispersion des

impulsions dans le temps, en particulier par des trajets multiples de grande durée par rapport au trajet

le plus court. Dans la plupart des conditions de propagation(hormis satellite), la dispersion se traduit

par une transformation linéaire du signal émis. Si on considère le signal reçu après échantillonnage, cette

dispersion conduit à deux types d’évanouissements en temps et en fréquence. Nous nous intéressons plus

particulièrement à ces derniers qui se traduisent par desinterférences entre symboles (InterSymbol Inter-

ference, ISI) successifs que l’on modélise par un filtre linéaire invariant par décalage. Cette modélisation

suppose les conditions de propagation invariantes pendantla durée de transmission. Les détecteurs de

symboles à seuil classiques voient leurs performances dégradées au point de les rendre inutilisables. Il

faut alors introduire un traitement, l’égalisation, pour réduire l’effet des ISI ou pour ajuster le détecteur

au canal. La principale alternative au problème de l’égalisation consiste à utiliser une modulation par

répartition de fréquence (e.g. de typeOrthogonal Frequency Division Multiplexing, OFDM) qui trans-

forme les ISI en évanouissements temporels moyennant un intervalle de garde suffisant. Ces techniques

ne seront pas abordées dans le cadre de ce travail.

Quand cela est possible, le réglage de l’égaliseur est effectué à l’aide d’une séquence d’apprentissage

(parfois appelée symboles pilotes), des symboles connus d’avance du récepteur. Malheureusement ces

symboles pilotes ne sont pas toujours disponibles, en particulier dans les systèmes point à multi-points

(diffusions radio et télévision (Digital Audio Broadcast, DAB, Digital Video Broadcast, DVB), télévision

numérique câblée [41]) ou en quantité suffisante (canaux de propagation variant dans le temps dans le cas

de transmissions avec des mobiles à grandes vitesses). De plus quand elle existe, la séquence d’apprentis-
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sage occupe une part importante des données transmises (e.g. 1/5 de chaque trame pour leGlobal System

for Mobile communications, GSM). On peut alors vouloir supprimer la séquence d’apprentissage ou ten-

ter de la réduire pour gagner un débit utile. Dans tous ces cas, on veut pouvoiŕegaliser sans śequence

d’apprentissage : en aveugle. Lorsque l’on se contente de réduire la taille de la séquence d’apprentissage,

en combinant une technique aveugle et l’apprentissage classique, on parle d’égalisation semi-aveugle.

Même si l’égalisation (avec séquence d’apprentissage)de canaux de transmission a suscité une intense

activité de recherche depuis la première implémentation adaptative d’un égaliseur canal en 1965 par R.

Lucky [60, 61], le concept d’égalisation sans séquence d’apprentissage n’a eut vraiment d’échos qu’en

1975, quand Y. Sato [68] a presenté un égaliseur linéairesimple pour des signaux modulés en am-

plitude pulsé (Pulse Amplitude Modulation, PAM) dans un système discret mono-entrée mono-sortie

(SISO : Single-Input Single-Output). Néanmoins, la première percé remarquable dans le domaine de

l’égalisation aveugle a été réalisé en 1980 par A. Benvenisteet al [17], qui établissèrent les principes

d’une déconvolution aveugle pour des signaux analogiquesà l’entrée d’un canal SISO, en plus ils

généralisèrent la méthode originale de Y. Sato [68]. Letermeégalisation aveuglea étéofficiellement

introduit par A. Benveniste et M. Goursat dans leur article de 1982 [18]. Les premières méthodes pro-

posées pour l’égalisation aveugle (A. Benvenisteet al [17]), repose sur des statistiques d’ordre supérieur.

Certains algorithmes ont été développés indépendamment, dans le cadre de la déconvolution de données

ne provenant pas de communications numériques (sysmique,imagerie,...), voir [13]. A partir de 1991,

Gardner [32] et Tonget al [74] ont suggéré de suréchantillonner le signal reçu pour donner une nature

cyclique au statistiques du second ordre du signal reçu quiest équivalente à un caractère à phase minimal

du signal. Depuis 1992, de nombreuse méthodes ont été proposées qui repose sur la diversité tempo-

relle ainsi créée ou bien sur la diversité spatiale (utilisation de plusieurs capteurs en réception) qui lui est

équivalente. De façon non-exhaustive, la famille d’algorithmes du second ordre destinés à l’identification

/ égalisation du canal inclue, entre autres, les approchesbasées sur la décomposition sous-espace, celles

des moindres carrés, du maximum de vraisemblance et de la prédiction linéaire.

1.2 Formulation du problème

Afin de transmettre une information, le signal est d’abord converti en une suite de symboles{s(t)}t∈Z

(la variablet désigne un temps discret), choisis dans un alphabet fini de phase et/ou d’amplitude (Qua-

drature Amplitude Modulation, QAM, Phase Shift Keying, PSK,Pulse Amplitude Modulation, PAM etc.)

et qui sont supposés indépendants. Ces symboles sont issus d’un codeur de source, puis d’un codeur de

canal, éventuellement d’un entrelaceur et d’un convertisseur bits-symboles (code de Gray par exemple).

Nous supposons toutes ces opérations parfaitement réalisées et nous nous intéressons à la transmission

des symboles{s(t)}t∈Z.

Le signal émis autour de la fréquence porteusef0 est de la formeℜ{se(tc)e
−j2πf0tc} 1, où se(tc) =

∑

l s(l)he(tc − lTs) est l’enveloppe complexe du signal et oùhe(tc) est le filtre d’émission qui forme les

1Ici, la variable réelletc désigne un temps continu et le symbolej désigne un nombre complexe tel quej2 = −1. Pour la

suite du rapport et sauf indication, le symbolej désigne un entier.
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impulsions émises au rythme symbole1/Ts.

Après suppression de la porteuse (supposée sans résidu)et du filtre de reception, le signal complexe reçu

en bande de base s’écrit sous la forme

x(tc) = hr(tc) ∗ c(tc) ∗ se(tc) + hr(tc) ∗ b′(tc),

oùhr(tc) est le filtre de réception qui est en général choisi adapt´e au filtre d’émissionhr(tc) = h∗
e(−tc)

de manière à limiter le signal à la bande passante du signal utile. Le filtre d’émissionhe(tc) est le plus

souvent une racine de cosinus surélevé afin de respecter lacondition de Nyquist (pas d’ISI) en l’absence

de canal de propagationc(tc), voir [66] pour plus de détails. Enfin,̃b(tc) est un bruit additif supposé

blanc centré.

Après échantillonnage au rythme symbole, on obtient

x(t)
def
= x(tc)|tc=tTs =

L
∑

k=0

h(k)s(t − k) + b(t),

où

h(k)
def
= hr(tc) ∗ c(tc) ∗ he(tc)|tc=kTs

est lek-ième coefficient de la réponse impulsionnelle du filtre, appelécanal discret́equivalent, qui ras-

semble l’effet des filtres d’émission et de réception et ducanal de propagation. En général, on suppose le

canal à réponse impulsionnelle finie (Finite Impulse Response, FIR) de degréL. Cette approximation est

validée par de nombreuses expériences à condition de considérer une valeur deL suffisamment grande.

Le bruit discretb(t) est donné par

b(t)
def
= hr(tc) ∗ b′(tc)|tc=tTs .

Le problème de l’égalisation aveugle consiste à estimerla suite des symboles émis{s(t)}t∈Z à partir

de la seule connaissance de la séquence{x(t)}t∈Z et éventuellement du type de l’alphabet utilisé pour

engendrer les symboles. Aucune connaissancea priori de la séquence de symboles émis ou du canal

discret équivalent n’est disponible.

1.3 Structures d’égalisation

Dans la littérature, on trouve une multitude d’approches d’égalisation aveugle, qu’on peut classer,

comme en égalisation avec séquence d’apprentissage, en méthodes directes et méthode indirectes. Dans

une approche d’égalisation aveugle directe, le filtre égaliseur est conçu directement à partir des statis-

tiques des symboles émis et des signaux reçus observés. Dans le cas d’une démarche indirecte, on iden-

tifie d’abord la réponse impulsionnelle du canal, puis on r´ecupère les symboles émis au moyen d’une

technique d’estimation des symboles. Comme on peut le constater, en communications numériques, il

existe un lien très étroit entre les notions identification canal et égalisation canal. C’est pourquoi, dans

certaines approches (indirectes) on ne décrit que la partie proprement aveugle de l’égalisation (la partie
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identification canal). Pour les techniques d’estimation des symboles utilisées une fois le canal identifié,

on peut se référer à [66]. Il en découle de cette classification trois familles de structures (comme pour le

cas avec séquence d’apprentissage) pour résoudre le problème de l’égalisation :

– Égalisation aveugle par un filtre linéaire. Nous recherchons alors un filtrev = [v(0) · · · v(n−1)]T

tel queŝ(t) =
∑n−1

k=0 v(k)∗x(t−k) soit une bonne estimée (à une constante près) des(t− t′) où t′

est un retard de traitement arbitraire. Cette structure estpréférée dans le cas de canaux longs (plus

de dix cœfficients) et d’un bruit pas trop important.

– Égalisation aveugle par un filtre non linéaire. La forme la plus classique est celle du filtre à retour

de décision (Decision Feedback Equalizer, DFE) [12] qui est constitué de filtres linéaires et d’un

organe de décision (voir Fig.1.1). Les filtres du DFE peuvent être estimés soit directement, soit à

partir d’une estimée du canal. Cette approche peut être préférée pour des canaux courts difficiles2

et des alphabets de taille importante (QAM-16 et plus, PSK-8).

f

d

+x(t)

y(t)

s(t-t’)
+

-

FIG. 1.1 –Égaliseurà retour de d́ecision (DFE).

– Identification aveugle du canal discret équivalent, suivie d’une estimation des symboles par une

technique du type maximum de vraisemblance (algorithm de Viterbi, voir [30]). Cette méthode

est potentiellement la plus performante, mais sa complexité limite son utilisation pour des canaux

courts (quelques coefficients) et des alphabets avec peu d’´etats (PSK-2,Gaussian Minimum Shift

Keying, GMSK).

La valeur prise par les filtres intervenant dans ces différentes structures est déterminée de manière

aveugle.

1.4 Diversité spatio-temporelle

Ce n’est qu’à partir de 1993 que l’apport potentiel de la diversité spatio-temporelle a été réellement

compris, plus précisément suite aux travaux de Tonget al. [74] et de Gardner [32].

2Des canaux qui présentent des évanouissements en fréquence.
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1.4.1 Diversit́e temporelle

La diversité temporelle (suréchantillonnge du signal reçu) a été utilisée dans les systèmes de com-

munications numériques depuis les années 1970 afin d’effectuer des tâches telles que la synchronisation.

L’utilisation de la diversité temporelle pour l’égalisation avait été proposée par Macchi et Guidou [62],

puis étendue par Weinstein et Gitlin [83], sans que l’étude analytique de ses potentiels et limitations soit

effectuée. Elle est pourtant mise en œuvre dans la plupart des récepteurs aveugles existants (voir [77]).

La diversit́e temporellecorrespond à l’échantillonnage du signal reçu à une cadencene fois plus grande

que celle de la séquence d’émission, c.à.d à une fréquence 1/T ′ = ne/Ts. La séquence obtenue au

rythme1/T ′ est cyclostationnaire de périodene. Cette propriété de cyclostationnarité peut être directe-

ment utilisée pour réaliser l’égalisation aveugle au second ordre, comme on le verra plus loin. Le signal

cyclostationnaire peut également être décrit sous une forme multivariée.

En effet, considérons le cas général oùne est rationnel,ne = p/q avecp et q deux entiers naturels

s(t)

Filtre

d’emission

h
e
(t

c
)

b’(t
c
)

Filtre de

reception

h
r
(t

c
)

Canal

c(t
c
) +

x(t
c
)

x(qtT
s
)=x

1
(t)

x(qtT
s
-qT

s
/p)=x

2
(t)

x(qtT
s
-(p-1)qT

s
/p)=x

p
(t)

FIG. 1.2 –Diversit́e temporelle.

premiers entre eux et tels quep > q ≥ 1. Après suréchantillonnage du signal reçu à un pasT ′ (voir

Fig.1.2), on obtient

xi(t)
def
= x(tc)|tc=(qt−(i−1)q/p)Ts

, 1 ≤ i ≤ p

=

L
∑

k=0

q
∑

j=1

hij(k)sj(t − k) + bi(t),

avec

hij(k)
def
= hr(tc) ∗ c(tc) ∗ he(tc)|tc=(qk+j−1−(i−1)q/p)Ts

,

bi(t)
def
= hr(tc) ∗ b′(tc)tc=(qt−(i−1)q/p)Ts

,

sj(t) = s(qt − j + 1), 1 ≤ j ≤ q.

Posons

x(t) = [x1(t) · · · xp(t)]
T ,

on obtient alors

x(t) =
L
∑

k=0

H(k)s(t − k) + b(t), (1.1)
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où

H(k) =









h11(k) · · · h1q(k)
...

. . .
...

hp1(k) · · · hpq(k)









, (1.2)

s(t) = [s1(t) · · · sq(t)]
T , (1.3)

b(t) = [b1(t) · · · bp(t)]
T .

Il est immédiat de constater que le signalx(t) de dimensionp est stationnaire au sens large, c’est-à-dire

queE(x(t + α)xH (t)) ne dépend que deα. L’expression (1.1) représente ainsi un modèle de filtrage

entrées multiples sorties multiples (Multiple Input Multiple Output, MIMO), à q entrées etp sorties, au

rythme1/qTs avec un bruit additif.

1.4.2 Diversit́e spatiale

A l’aide du modèle multi-dimensionnel (1.1), on voit facilement que la diversité temporelle est

équivalente à propager à travers le canal des symboles émis parq sources différentes et à observer le

signal reçu à l’aide d’un réseau dep capteurs. Chaque capteuri reçoit une contribution d’une sourcej

filtrée parhij(z)
def
=
∑L

k=0 hij(k)z−k. On obtient ainsi l’équivalence de la diversité temporelle avec la

diversité spatiale oùq sources etp capteurs sont disposés dans des localisations différentes (voir Fig.1.3).

Bien entendu, on peut combiner la diversité spatiale et la diversité temporelle pour augmenter le facteur

de diversitép.

FIG. 1.3 –Diversit́e spatiale.
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1.5 Modèle de donńees

Dans les deux cas, diversité spatiale et/ou temporelle, lecanal discret équivalent est représenté par le

système MIMO àq entrées etp sorties (avecp > q), donné par l’équation (1.1), qu’on peut représenter

d’une manière compacte (et symbolique) en utilisant la fonction de transfert du canal (transformé en z

de la réponse impulsionnelle du canal)

x(t) = [H(z)]s(t) + b(t),

H(z) =
L
∑

k=0

H(k)z−k.

La fonction de transfertH(z) est un filtre FIR inconnu, de dimensionp × q, causal et stable. A noter

que le modèle FIR est souvent suffisant dans des applications pratiques du fait qu’un système à réponse

impulsionnelle infinie (Infinit Impulse Response, IIR) peut toujours être bien approximé par un modèle

FIR si le degréL de ce dernier est suffisamment grand. Il reste que le modèle FIR permet, comme on

le verra, des développements algorithmiques très simples pour réaliser l’égalisation aveugle. On suppose

que :

– (H1) H(z) est irréductible et à colonnes réduites, i.e.∀z ∈ C ∪ {∞} : rank(H(z)) = q etH(L)

est à rang colonne plein (rank(H(L)) = q).

– (H2) Le signal d’entrées(t) (non observable) est un vecteur aléatoire de dimensionq, supposé être

un processus indépendant identiquement distribué (iid)de moyenne nulle et de variance unité, i.e.

E(s(t + τ)sH(t)) = δ(τ)Iq .

– (H3) b(t) est un bruit additif, supposé blanc spatialement et temporellement, de varianceσ2
b (i.e.,

E(b(t)bH (t)) = σ2
b Ip) et indépendant de la séquence émise{s(t)}.

Ces hypothèses sont les principales conditions nécessaires à l’identifiabilité des cœfficients de la matrice

polynômialeH(z) à partir seulement des observations du signal reçux(t).

Le modèle de données que nous utiliserons (qui est adoptédans la plus part des méthodes d’identification

/ égalisation aveugle) est celui donné par la construction suivante :

On empileN observations successives du signal reçux(t), N (taille de la fenêtre d’observation) étant

pour l’instant un entier quelconque, il en résulte le modèle de données suivant

xN (t) = [xT (t) xT (t − 1) · · · xT (t − N + 1)]T

= HNsm(t) + bN (t), (1.4)

où xN (t) est un vecteur de dimensionn = Np, sm(t) et bN (t) deux vecteurs de dimensiond et n

respectivement, donnés par

sm(t) = [sT (t) · · · sT (t − m + 1)]T , (1.5)

bN (t) = [bT (t) · · · bT (t − N + 1)]T , (1.6)
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d = qm, m = N + L, HN est la matrice de convolution du canal de dimensionn × d, donnée par

HN =









H(0) · · · H(L) 0

. . . .. .

0 H(0) · · · H(L)









. (1.7)

La matriceHN , dite matrice de filtrage, possède une structure de Sylvestre dont les propriétés sont

exploitées par la plus part des techniques d’identification / égalisation aveugle. Une des propriétés im-

portante de la matriceHN est donnée par le lemme suivant (voir [1] pour la démonstration)

Lemme1.1 Si la taille de la fen̂etre d’observation est supérieure au degŕe du canal (N > qL), et si les

conditions de l’hypoth̀ese(H1) sont v́erifiées, alors les colonnes de la matriceHN sont lińeairement

indépendantes(HN est une matricèa rang colonne plein : rank(HN ) = d).

De même, il existe un lien directe entre les structures de Sylvestre et les opérations de multiplication de

polynômes. SoitV(z) =
∑N−1

k=0 V∗(k)z−k un polynôme matriciel de dimensionp× q auquel on associe

la matriceV = [VH(0) · · ·VH(N − 1)]H .

Dans ce cas, au polynôme

P(z) = VT (z)H(z) =

m−1
∑

k=0

P(k)z−k,

est associé la matrice

P = [P(0) · · ·P(m − 1)] = VHHN .

1.6 Exemple d’́egalisation (indirecte) aveugle du second ordre :

La méthode sous-espace

Dans ce paragraphe, nous allons présenté une des premières techniques du second ordre d’identifica-

tion / égalisation aveugle [64]. Le but étant de montrer lavalidité d’une telle démarche, ses avantages et

ses faiblesses. Pour simplifier, prenant le cas (q = 1) d’un canal à une entrée et plusieurs sorties (Single

Input Multiple Output, SIMO). Dans ce cas, les cœfficients matriciels du canalH(k), 0 ≤ k ≤ L de

dimensionp × q et le vecteur sources(t) de dimensionq, défini par les équations (1.2) et (1.3) respecti-

vement, seront remplacés par des cœfficients vectorielsh(k), 0 ≤ k ≤ L de dimensionp et le scalaire

s(t), respectivement.

1.6.1 D́ecomposition sous-espace

Soit CN la matrice d’autocorrélation associée au vecteur de donnéesxN (t), défini par l’équation

(1.4)

CN = E(xN (t)xH
N (t)), (1.8)

tenant compte des hypothèses (H2) et (H3), l’expression deCN devient

CN = HNHH
N + σ2

b In. (1.9)
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D’après l’équation (1.9), il est facile d’établir que les vecteurs propres deHNHH
N (souvent appelée partie

signal, ou bien, partie utile deCN ) sont identiques à ceux deCN . En effet, siHNHH
Nu = αu (α est une

valeur propre deHNHH
N etu un vecteur propre correspondant), alorsCNu = (α+σ2

b )u. La réciproque

étant évidente.

Supposons, maintenant, qu’on y choisiN > L, ce qui implique queNp = n > d = N +L (HN possède

plus de lignes que de colonnes). D’après leLemme1.1, HN est de rang colonne plein (rank(HN ) = d).

Soientλ1, λ2, · · · , λn les valeurs propres deCN , comme la matriceHNHH
N est à rang déficient, i.e.

rank(HNHH
N ) = d, il s’en suit que

λk > σ2
b , pour k = 1, ··, d,

λk = σ2
b , pour k = d + 1, ··, n.

Soientus
1,u

s
2, · · · ,us

d les vecteurs propres à norme-unité associés aux valeurspropresλ1, λ2, · · · , λd et

ub
1,u

b
2, · · · ,ub

d′ , d′ = n − d ceux associés àλd+1, λd+2, · · · , λn. Si on définit

Us = [us
1 · · ·us

d],

Ub = [ub
1 · · ·ub

d′ ],

alors la matrice d’autocorrélationCN s’exprime aussi par

CN = [Us Ub]diag(λ1, · · · , λn)[Us Ub]
H

= Usdiag(λ1, · · · , λd)U
H
s + σ2

bUbU
H
b . (1.10)

Les colonnes deUs génèrent ce qu’on appelle lesous-espace signal(de dimensiond), tandis que les

colonnes deUb génèrent son complément orthogonal, qu’on appellesous-espace bruit. Il est aisé de

vérifier que le sous-espace signal est isomorphe à l’imagedeHNHH
N (range(HNHH

N ) = range(HN ) :

sous-espace vectoriel généré par les colonnes deHN ). De même le sous-espace bruit est isomorphe

au noyau deHNHH
N (null(HNHH

N ) = {z ∈ Cn : HNHH
Nz = 0} = {z ∈ Cn : zHHN = 0} =

nulll(HN )), par conséquent, le sous-espace bruit est isomorphe au noyau gauche deHN .

1.6.2 Caract́erisation de la réponse impulsionnelle du canal par le sous-espace bruit

Établissons maintenant le lien entre le sous-espace bruit et la réponse impulsionnelle du canal{h(k)}0≤k≤L.

On note d’abord que pourk = 1, ··, d′, on a :CNub
k = HNHH

Nub
k + σ2

bu
b
k = σ2

bu
b
k, ce qui équivaut à

écrire

(ub
k)

HHN = 0, k = 1, ··, d′. (1.11)

Définissons le vecteurh par

h
def
=









h(0)
...

h(L)









(1.12)
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et partitionons le vecteurub
k enN sous-vecteur de dimensionp

ub
k =















ub
k(0)

ub
k(1)

...

ub
k(N − 1)















.

Le produit(ub
k)

HHN obéit à l’identité structurelle suivante (voir [64] pour démonstration)

(ub
k)HHN = hT U∗

k, k = 1, ··, d′, (1.13)

oùUk est une matrice de dimension(L + 1)p × d ayant une structure de Sylvestre, donnée par

Uk =









ub
k(0) · · · ub

k(N − 1) 0

. . .
. . .

0 ub
k(0) · · · ub

k(N − 1)









. (1.14)

D’après (1.11) et (1.13),hT U∗
k = 0, k = 1, ··, d′, ou d’une manière équivalente,hHUk = 0, k =

1, ··, d′, ce qui donne

UHh = 0 (1.15)

avecU = [U1 U2 · · ·Ud′ ].

Montrons maintenant que l’équation (1.15) caractérise de façon bi-univoque (à une constante multi-

plicative près) la réponse impulsionnelle du canal repr´esentée par le vecteurh. En effet, soith′ =

[h′(0)T h′(1)T · · ·h′(L)T ]T un vecteur appartenant au noyau droit deUH , par conséquenth′T U∗
k =

0, k = 1, ··, d′ d’où ubH
k H′

N = 0, k = 1, ··, d′, avec

H′
N =









h′(0) · · · h′(L) 0

. . . . . .

0 h′(0) · · · h′(L)









,

on obtient ainsi

UH
b H′

N = 0.

CommeUb génère le complément orthogonal de range(HN ), alors range(H′
N ) ⊂ range(HN ). D’après

le Théor̀eme2 présenté dans [64], l’image deH′
N est incluse dans l’imageHN si et seulement si

h′ = rh, r est une constante scalaire non-nulle donnée. En d’autre terme, le noyau droit deUH est

de dimension un. Noter que la constante non-nuller est une indétermination inhérente aux systèmes

d’identification aveugle SIMO, utilisant des statistiquesdu second ordre [1].

1.6.3 Algorithme d’identification. Considérations pratiques

En pratique, la matrice d’autocorrélation de l’équation(1.8) est remplacée par sa version échantillonnée,

obtenue à partir de la séquence{xN (t)}0≤t≤K−1 (K étant le nombre d’échantillons), en utilisant un es-

timateur standard

CN =
1

K

K−1
∑

t=0

xN (t)xH
N (t). (1.16)
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En théorie (en utilisant des statistiques exactes), le noyau droit de la matriceUH dans l’équation (1.15)

est de dimension un. En pratique, les erreurs d’estimation intervenant lors du calcul deCN et de ses

vecteurs propres, font queUH est une matrice à rang colonne plein. On approxime alors le noyau droit de

UH (à une constante multiplicative près) en minimisant la forme quadratiquezHQz, avecQ
def
= UUH ,

sous la contrainte norme-unité

h = arg min
‖z‖=1

(zHQz).

L’algorithme sous-espace d’identification du canal (SSA :Sub-Space Algorithm) est alors résumé comme

suit :

1. Connaissant le degré du canalL et le nombre de capteursp. ChoisirN > L et empiler

N observations successives

xN (t) =















x(t)

x(t − 1)
...

x(t − N + 1)















.

2. Estimer

CN =
1

K

N+K−2
∑

k=N−1

xN (k)xH
N (k).

3. Calculerd′ = n − d = N(p − 1) − L et determiner les vecteurs propres deCN ,

ub
k, k = 1, ··, d′, associés à sesd′ plus petites valeurs propres.

4. Pourk = 1, ··, d′, construire les matricesUk définies en (1.14) à partir des vecteursub
k

et calculer

Q =

d′
∑

k=1

UkU
H
k . (1.17)

5. Trouverh′, vecteur propre deQ, associé à sa plus petite valeur propre.

6. Partitionerh′ en(L+1) sous-vecteurs de dimensionp et identifier la réponse impulsion-

nelle du canal

h(k) =
1

r
h′(k), k = 0, ··, L, (1.18)

où r est une constante scalaire non-nulle donnée.

TAB . 1.1 –Algorithme SSA.
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1.6.4 Égalisation

Une fois la réponse impulsionnelle du canal identifiée, onpeut récupérer le signal source en utilisant,

ici, un filtre linéairevτ du type erreur quadratique moyenne minimale (Minimum Mean Square Error,

MMSE) ou bien du type forçage à zéro (Zero Forcing, ZF), de sorte quês(t − τ) = vH
τ xN (t) soit une

bonne approximation d’une réplique de retardτ du signal source.

Égaliseur MMSE

Considérons un égaliseur MMSE à retardτ ∈ {0, ··,m − 1}. Tenant compte du modèle de données

(1.4), on peut facilement montrer que le filtre égaliseur correspondant à la solution recherchée est donnée

par

vτ = arg min
v

E(|s(t − τ) − vHxN (t)|2)

= C−1
N gτ , (1.19)

oùgτ est un vecteur de dimensionn donné par

gτ
def
= E(xN (t)s∗(t − τ))

= HN (:, τ + 1). (1.20)

Noter queHN (:, τ + 1) désigne la(τ + 1)-iéme colonne de la matriceHN . En utilisant l’expression

(1.10) deCN et sachant que les colonnes deUb etHN sont orthogonales, le vecteurvτ est alors donné

par

vτ = Usdiag(λ−1
1 , · · · , λ−1

d )UH
s HN (:, τ + 1). (1.21)

Égaliseur ZF

Comme la matrice de filtrageHN est à rang colonne plein, on peut alors estimer le vecteur source

sm par une simple inversion à gauche deHN dans (1.4)

ŝm(t) = H
#
NxN (t)

= sm(t) + H
#
NbN (t),

où

H
#
N = (HH

NHN )−1HH
N

= HH
NUsdiag((λ1 − σ2

b )
−1, · · · , (λd − σ2

b )
−1)UH

s . (1.22)

Chaque lignei ∈ {1, ··,m} deH
#
N constitue un filtre égaliseur dit à forçage à zéro (car il force les ISI à

s’annuler) de retardτ = i − 1 et qui a pour expression

vτ = Usdiag((λ1 − σ2
b )

−1, · · · , (λd − σ2
b )

−1)UH
s HN (:, τ + 1). (1.23)
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Noter que le termeUsdiag((λ1−σ2
b )

−1, · · · , (λd−σ2
b )

−1)UH
s n’est autre que la matrice pseudo-inverse

de la matrice d’autocorrélation débruitéHNHH
N . En effet, tenant compte de (1.9) et de (1.10) on aura

alors

C̃N
def
= CN − σ2

b In

= HNHH
N

= Usdiag((λ1 − σ2
b ), · · · , (λd − σ2

b ))U
H
s , (1.24)

or, d’après (1.20) et (1.23), le filtre égaliseurvτ aura pour expression

vτ = C̃
#
Ngτ . (1.25)

Remarques

– Il est à noter que dans le cas d’un canal non-bruité (σ2
b = 0), les expressions des égaliseurs MMSE

et ZF sont identiques.

– Afin d’éviter une inversion matricielle lors d’une implémentation, il est préférable d’utiliser les

expressions (1.21) et (1.23). Les vecteurs propres et les valeurs propres sont déjà obtenus lors de

l’étape identification. La variance du bruit peut être estimée comme suit

σ2
b =

1

n − d

n
∑

k=d+1

λk. (1.26)

1.6.5 Simulations et discussion

On donne ici quelques exemples de simulations pour illustrer les performances de l’algorithme

présenté précédemment. De même, on fera quelques commentaires sur des éventuelles faiblesses de

cet algorithme en particulier, et ceux des systèmes d’identification / égalisation aveugle en générale.

Évaluation des performances

On considère un canal SIMO (q = 1, p = 3 etL = 4), dont Les cœfficients sont générés aléatoirement

selon une distribution gaussiènne complexe. Le signal d’entrée est une séquence iid, appartenant à un al-

phabet fini de phase et d’amplitude à quatre états QAM4 (s(t) = Aejθ, A ∈ {−1, 1} et θ ∈ {π

4
,
3π

4
})3.

Comme indice de performance, on estime l’erreur quadratique moyenne (Mean Square Error, MSE) par

MSE =
1

K

K+τ+1
∑

t=τ

|s(t − τ) − v̂H
τ xN (t)|2,

moyenné sur100 réalisations indépendantes.v̂τ étant une estimation échantillonnée (obtenue à partirde

K échantillons) du filtre égaliseurvτ (obtenu à partir de statistiques exactes). Le MSE est comparé au

MSE optimale

MSEopt = E
(

|s(t − τ) − vH
τ xN (t)|2

)

=







1 − gH
τ C−1

N gτ , égaliseur MMSE,

σ2
bg

H
τ

(

C̃
#
N

)2
gτ , égaliseur ZF.

3Ici, le symbolej désigne un nombre complexe tel quej2 = −1.
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De même, pour permettre l’évaluation de l’algorithme, l’indétermination (1.18)4 est levée en estimant

la constanter par

r = arg min
α

‖h′ − αh‖2 =
hHh′

‖h‖2
.

Le rapport signal à bruit (Signal to Noise Ratio, SNR) est donné par SNR= −20 log(σb).
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, τ=L.

FIG. 1.4 –Performances de l’algorithme sous-espace.

Dans la Fig. 1.4, le MSE est représenté en fonction du SNR, pour un nombre d’échantillonsK = 500. On

remarque qu’il y a une baisse en performance (par rapport au MSEopt), chose qui est dû à la procedure

aveugle d’estimation du canal.

Robustesse aux erreurs d’estimation de l’ordre du canal

La Fig. 1.5 illustre l’inconvénient majeur de l’approche sous-espace, à savoir sa sensibilité aux er-

reurs d’estimation de l’ordre du canalL (et par conséquent, de la dimension du sous-espace signal

d = N + L (resp. sous-espace bruitd′ = n − d = N(p − 1) − L)), qui n’est pas toujours bien

défini5. Ce qui perturbe et dégrade énormément les performancesdes méthodes type sous-espace [58].

En pratique, au lieu d’estimer l’ordre du canalL, il est préférable d’estimer directement la dimension

du sous-espace signal via des critères de la théorie de l’information, en l’occurrence le critère AIC [7,8]

4Rappelons, que cette indétermination est un problème inhérent aux systèmes d’identification aveugle SIMO utilisant des

statistiques du second ordre [1]. Voir aussi discussion ci-dessous.
5En général, on estime la borne supérieure de l’ordre du canal. C’est pourquoi, on étudie en général, la robustesseaux

erreurs de surestimation de l’ordre du canalL.
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FIG. 1.5 –Dégradation des performances de l’algorithme sous-espace,quand l’ordre du canal est sur-

estiḿe (l’ordre exacte L=4).

(Akaike’s Information theoretic Criteria) ou le critère MDL [67,69] (Minimum Description Length)

d̂ = arg min
0≤k≤n−1

Cr(k),

Cr(k) =



















−2 log

(Qn
i=k+1 λ

1/(n−k)
i

1
n−k

Pn
i=k+1 λi

)(n−k)K

+ 2k(2n − k), critère AIC,

− log

(Qn
i=k+1 λ

1/(n−k)
i

1
n−k

Pn
i=k+1 λi

)(n−k)K

+ 1
2k(2n − k) log(K), critère MDL,

oùλ1, λ2, · · · , λn sont des estimés des valeurs propres de la matrice d’autocorrélation donnée par (1.16),

K étant le nombre d’échantillons.

Complexité de calcul

L’algorithme présenté précédemment est destiné, bien entendu, à un schéma de traitement en bloc

des données qui nécessite une décomposition en valeurs singulières (Singular Value Decomposition,

SVD) ou une décomposition en valeur propre (Eigen Value Decomposition, EVD). Le coût de calcul

(nombre d’opérations) d’une SVD (ou EVD), relativement élevé (de l’ordre deO(n3) opérations,n

étant la dimension du vecteur de données), ce qui constitue un sérieux obstacle pour un traitement en

temps réel, comme dans le cas de canaux variables dans le temps, où une poursuite du sous-espace signal

et/ou du sous-espace bruit s’avère nécessaire. On y trouve en littérature un nombre assez important de

contributions qui y traite de ce problème [5,6,9–11,21,23,29,53,73,87,88]. En général on y développe

des approches adaptatives de poursuite de sous-espace, ayant un coût de calcul de l’ordre deO(nd2)
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Chapitre 1 : Généralités sur l’identification / égalisation aveugle

ou O(nd) (d étant la dimension du sous-espace). Néanmoins, cela ne suffit pas à réduire le coût de

calcul total de la procedure d’identification / égalisation aveugle. En effet, l’étape d’optimisation de

l’identification / égalisation canal s’avérer aussi coûteuse, en terme de complexité de calcul, que celle de

l’estimation du sous-espace. C’est ainsi qu’on y trouve dans la littérature pas mal de méthodes (autre que

l’approche sous-espace) [38, 39, 54–57, 86], qui y vont dansce sens, à savoir proposer des algorithmes

adaptatifs d’identification / égalisation aveugle du second ordre, dont le coût de calcul globale est moyen

ou faible (de l’ordre deO(n2) ou O(nd)). Une grande partie de ces algorithme utilise des schémas

adaptatifs classiques du type moindres carrés récursifs(Recursive Least-Squares, RLS) ou moindres

carrés moyens (Least Mean Squares, LMS). De telles approches souffrent d’un inconvénient detaille, à

savoir une convergence très lente.

Ind éterminations

À l’inverse d’un schéma classique d’identification / égalisation, dans un schéma aveugle, il est im-

possible d’identifier entièrement un système linéaireH(z), dans le cas où son entrées(t) est inconnue et

vis vers ça. Cette observation vient du fait qu’on peut trouver une infinité de modèles(H′(z), s′(t)) dont

la sortie coincide avec celle de(H(z), s(t)). En effet, soientH′(z) = H(z)R et s′(t) = R−1s(t), oùR

est une matrice non-singulière (on peut considérerR comme étant le produit d’une matrice diagonale

non-singulière et une matrice de permutation). Il est clair, dans ce cas, que[H(z)]s(t) = [H′(z)]s′(t)

et par conséquentH(z) (resp.s(t)) est identifiable à une matrice constante non-singulièreprès. Ces

indéterminations présentent un handicape de taille quand à la mise en œuvre pratique d’algorithmes

d’identification / égalisation totalement aveugle. En communications numériques, ces indéterminations

peuvent être plus ou moins compensés par l’utilisations de modulations différentielles [66], ou par l’in-

troduction d’une certaine forme d’information additionnelle. Ce qui équivaut à introduire une séquence

d’apprentissage très courte. Ce genre de méthodes qui exploitent des critères d’identification / égalisation

aveugle et des informations issues de symboles (apriori connus) forment ce qui est appelé méthodes

d’identification / égalisation semi-aveugle [25].

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d’abord donné un bref historique sur l’évolution des recherches dans le

domaine de l’identification / égalisation aveugle, suivi d’une description générale du problème d’identifi-

cation / égalisation aveugle des canaux de transmission numérique. Nous avons présenté le modèle du ca-

nal de transmission. Il s’agit d’un canal MIMO à réponse impulsionnelle finie causal et stable. De même,

nous avons présenté une description du modèle de données que nous avons adopté. La construction de

ce modèle fait apparaı̂tre une matrice de filtrage qui dépend des coefficients du canal et qui possède une

structure de Sylvestre dont les propriétés sont exploit´ees pour développer des schémas d’identification /

égalisation aveugle. Et afin que le lecteur se familiarise avec les techniques d’identification / égalisation

aveugle, nous avons présenté un exemple illustratif, désormais classique, d’identification / égalisation

aveugle à savoir la méthode sous-espace [64]. De même, cette méthode illustre bien les deux problèmes
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fondamentaux que nous traitons dans ce travail. Il s’agit dela robustesse des méthodes d’égalisation

aveugle vis à vis de la surestimation de l’ordre du canal de transmission et de leur complexité numérique.

Ces deux aspects feront l’objet de la suite de ce travail.
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Chapitre 2

Quelques ḿethodes d’identification /

égalisation aveugles robustes aux erreurs

de surestimation de l’ordre du canal

2.1 Introduction

Comme il a été montré au chapitre 1, outre leur coût de calcul élevé, l’inconvénient majeur des

méthodes type sous-espace (comme c’est d’ailleurs le cas pour la plus part des méthodes d’identification

/ égalisation aveugle), est leur sensibilité aux erreursde surestimation de l’ordre du canal. Par ailleurs,

de considérables efforts de recherche ont été déployés afin d’y remédier à cette carence. On y trouve

des approches qui tentent d’améliorer les techniques d’estimation de l’ordre du canal [35, 45, 59], alors

que d’autres se fixent pour objectif le développement de techniques d’identification / égalisation aveugle

robustes aux erreurs de surestimation de l’ordre du canal [2, 33, 34, 36–39, 43, 44, 54–57, 70–72, 75, 76,

80,84–86], parmi lesquelles nous allons présenter quelques unes, dont la mise en œuvre est relativement

simple, tout en ayant un coût de calcul moyen ou faible.

2.2 Méthode de la pŕediction linéaire

La méthode de la prediction linéaire (Linear Prediction Algorithm, LPA) a été présentée pour la

première fois, dans un contexte de diversité spatio-temporelle (cas SIMO), par D. Slock [72]. Elle a été

ensuite raffinée et étendue au cas MIMO (voir [2,44] par exemple). Depuis, un grand nombre de variantes

a été proposées [37, 39, 55, 56, 70]. Il est montré dans [2] que la méthode LPA est relativement robuste

aux erreurs de surestimation de l’ordre du canal. Nous présentons ici l’algorithme proposé par X. Li et H.

Fan [55], dans le cas d’un canal SIMO. Le choix de cet algorithme est motivé par le fait qu’il est simple

à mettre en œuvre. Il permet une égalisation directe à retard contrôlé du canal. De même, il présente une
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version adaptative à faible coût de calcul. Il s’agit, dans un premier temps, d’estimer un égaliseur ZF à

retard nulvzf
0 via une prédiction linéaire, pour ainsi en déduire des égaliseurs MMSE et ZF à retards

non-nuls à partir devzf
0 .

2.2.1 D́efinitions et notations

Soienta ∈ N∗ etJa la matrice définie par

Ja
def
=















[

01,a−1 0

Ia−1 0a−1,1

]

, si a ≥ 2,

0, si a = 1,

(2.1)

où Iβ est la matrice identité de dimensionβ × β.

Si, par convention on pose

J0
a = Ia et J−1

a = JT
a , a ∈ N∗, (2.2)

alors, les matrices d’autocorrélation du vecteurxN (t) sont données par

CN,k
def
= E(xN (t + k)xH

N (t)), k ∈ Z

= HNJk
mHH

N + σ2
bJ

k
N ⊗ Ip . (2.3)

La partie signal deCN,k est alors définie par

C̃N,k
def
= E(x̃N (t + k)x̃H

N (t)), k ∈ Z

= HNJk
mHH

N

= CN,k − σ2
bJ

k
N ⊗ Ip , (2.4)

avec

x̃N (t) = xN (t) − bN (t) = HNsm(t). (2.5)

Remarquer que souventCN,0 et C̃N,0 sont notées simplement parCN et C̃N , respectivement.

2.2.2 Égaliseurs ZF et MMSE

Rappelons que l’expression d’un égaliseur ZF d’un canal SIMO à retardτ (voir paragraphe 1.6) est

donnée par

vzf
τ = C̃

#
NHN (:, τ + 1). (2.6)

Pourτ = 0, l’égaliseur ZF à retard zéro est alors donné par

v
zf
0 = C̃

#
N [h(0)T 01×(n−p)]

T , (2.7)

commeHH
Nv

zf
0 = [1 01×(d−q)]

T , il s’en suit que

C̃N,τv
zf
0 = HNJτ

mHH
Nv

zf
0

= HN (:, τ + 1),
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d’où, vzf
τ s’exprime aussi par

vzf
τ = C̃

#
NC̃N,τv

zf
0 , (2.8)

de même, le filtre égaliseur MMSE du canal SIMO de l’équation (1.19) s’exprime aussi par

vmmse
τ = C−1

N HN (:, τ + 1)

= C−1
N C̃N,τv

zf
0 .

2.2.3 Égalisation aveugle

Pour estimervzf
0 (et par conséquentvzf

τ etvmmse
τ ), on aura besoin d’estimer̃CN eth(0). C̃N sera

obtenu par débruitage deCN . Pour estimerh(0), nous adopterons une approche de prédiction linéaire.

Considérons le problème de la prédiction linéaire suivant






min
P

J(P),

J(P) = E(‖ε̃(t)‖2),
(2.9)

ε̃(t) étant l’erreur de la prédiction, donnée par

ε̃(t) = x̃(t) −
N−1
∑

k=1

Pkx̃(t − k)

= [Ip − P]x̃N (t) (2.10)

où x̃(t) est le signal reçu débruité, i.e.x̃(t) = x(t)−b(t) =
∑L

k=0 h(k)s(t− k), et x̃N (t) est le vecteur

de données, donné par l’équation (2.5). Les matricesPk, 1 ≤ k ≤ N − 1, de dimensionp × p, sont les

cœfficients du filtre de la prédictionP = [P1 · · ·PN−1].

Théor̀eme2.1 Supposons que les conditions de l’hypothèse(H1) sont v́erifiées et queN > L. SiPopt

est une solution optimale du problème (2.9), alors

[Ip − Popt]HN = [h(0) 0p×(d−1)], (2.11)

ε̃min(t) = h(0)s(t). (2.12)

Démonstration : voir Annexe A.

Pour calculer le filtre de la prédiction linéairePopt, on exploite le fait ques(t) est orthogonal à̃x(t −
k), k ≥ 1, i.e. :E(s(t)x̃H(t − k) = 0), k ≥ 1. En effet, d’après (2.12)

E(ε̃min(t)x̃H
N−1(t − 1)) = h(0)E(s(t)x̃H

N−1(t)) = 0. (2.13)

D’autre part, d’après (2.10) et (2.13)

E(ε̃min(t)x̃H
N−1(t − 1)) = E

(

[Ip − Popt]

[

x̃(t)

x̃N−1(t − 1)

]

x̃H
N−1(t − 1)

)

= C̃′ − PoptC̃N−1 = 0,
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avec

C̃′ def
= E(x̃(t)x̃H

N−1(t − 1)) = C̃N(1 : p, p + 1 : n).

D’où l’expression

Popt = C̃′C̃
#
N−1.

Pour estimerh(0), multiplions d’abord l’équation (2.11) parHH
N , ce qui donne (vu la structure Sylvestre

deHN )

[Ip −P
opt
N−1]C̃N = [h(0)hH(0) 0p×(n−p)]. (2.14)

Si on tronque lesn − p dernières colonnes du système (2.14), on obtient

D
def
= [Ip −Popt]C̃

′′ = h(0)hH(0), (2.15)

avec

C̃′′ def
= E(x̃N (t)x̃H(t)) = C̃N (:, 1 : p). (2.16)

Alors, h(0) correspond (à une constante multiplicative scalaire non nulle près) au vecteur propre domi-

nant de la matriceD. Évidemment,vzf
0 peut être calculé en utilisant (2.7), ou encore plus simplement,

en tenant compte de (2.14),v
zf
0 s’exprime aussi par

v
zf
0 =

1

‖h(0)‖2

[

Ip − PH
opt

]H
h(0).

En supposant que l’ordre du canal et la variance du bruitσ2
b connus ou estimés via un critère du type

AIC ou MDL, et la relation (1.26) respectivement, l’algorithme d’égalisation en schéma bloc est résumé

dans la TABLE.2.1.

CN = 1
K

∑K+N−2
k=N−1 xN (k)xH

N (k), (K : nombre d’échantillons)

CN,τ = 1
K

∑K+τ+N−2
k=τ+N−1 xN (k)xH

N (k − τ)

C̃N = CN − σ2
bIn

C̃N,τ = CN,τ − σ2
bJ

τ
N ⊗ Ip

C̃′ = C̃N (1 : p, p + 1 : n)

C̃N−1 = C̃N (p + 1 : n, p + 1 : n)

Popt = C̃′C̃
#
N−1

D = [Ip − Popt]C̃N (:, 1 : p)

h = vecteur propre dominant deD

v
zf
0 =

1

‖h‖2

[

Ip − PH
opt

]H
h, (à une constante multiplicative scalaire non-nulle près)

v
zf
τ = C̃

#
NC̃N,τv

zf
0

vmmse
τ = C−1

N C̃N,τv
zf
0

TAB . 2.1 –Algorithme d’́egalisation aveugle de type prédiction lińeaire.
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2.2.4 Implémentation adaptative

Comme il apparaı̂t au paragraphe précédant (voir TABLE 2.1), l’implémentation en bloc de l’algo-

rithme d’égalisation nécessite un calcul explicite de lapseudo-inverse de la matrice d’autocorrélation

débruitéeC̃N et/ou de l’inverse de la matrice d’autocorrélationCN , ce qui est excessivement coûteux.

Dans ce qui suit, nous allons présenter une implémentation adaptative de l’algorithme, basée sur la tech-

nique du gradient descendant et qui permettra une estimation récursive du filtre égaliseur, ayant une

complexité de calcul relativement faible (de l’ordre deO(n2) opérations par itération).

Du moment que le gradient deJ(P) est donné par

∇J(P) = −[Ip − P]C̃′′′,

C̃′′′ def
= E(x̃N (t)x̃H

N−1(t − 1)) = C̃N (:, p + 1 : n),

alors,Popt(t) est mis à jour comme suit

Popt(t) = Popt(t − 1) − µ∇J(Popt(t − 1))

= Popt(t − 1) + µ[Ip − Popt(t − 1)]C̃′′′,

où µ > 0 est le pas d’adaptation, Si la matricẽC′′′ est remplacée par sa valeur instantanée avec des

signaux reçus bruités, i.e.,̃C′′′ ≈ xN (t)xH
N−1(t − 1), on aura finalement alors

Popt(t) = Popt(t − 1) + µε(t)xH
N−1(t − 1),

ε(t) = [Ip − Popt(t − 1)]xN (t).

La matriceC̃′′(t) donnée par (2.16) est estimée récursivement (avec des signaux reçus bruités) par

C̃′′(t) = βC̃′′(t − 1) + xN (t)xH(t),

β étant le facteur d’oubli. La mise à jour deD(t) est alors donnée par

D(t) = βD(t − 1) + ε(t)xH(t).

Montrons maintenant que l’égaliseur ZF à retardτ non-nul, donné par (2.8), peut être estimé par une

prédiction linéaire. Considérons le problème de la pr´ediction linéaire suivant






min
Q

J ′(Q),

J ′(Q) = E(‖ε̃′(t)‖2),
(2.17)

ε̃′(t) étant l’erreur de la prédiction, donnée par

ε̃′(t) = x̃N (t − τ) − QHx̃N (t),

Q est une matrice de projection de dimensionn × n. Dans ce cas on a le résultat suivant

Théor̀eme2.2 Si Qopt est la solution optimale du problème (2.17), alors l’́egaliseur ZFà retard τ de

(2.8), est donńe en fonction de l’́egaliseur ZFà retard źero par

vzf
τ = Qoptv

zf
0
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Démonstration : voir Annexe A

Comme le gradient deJ ′(Q) est donné par∇J ′(Q) = −C̃N,τ + C̃NQ, alors le filtreQopt est mis à

jour comme suit

Qopt(t) = Qopt(t − 1) − µ′∇J ′(Qopt(t − 1))

= Qopt(t − 1) + µ′(C̃N,τ − C̃NQopt(t − 1)),

où µ′ > 0 est le pas d’adaptation. Si les matricesC̃N et C̃N,τ sont remplacées par leurs valeurs instan-

tanées avec des signaux reçus bruités, i.e.,C̃N ≈ xN (t)xH
N (t) et C̃N,τ ≈ xN (t)xH

N (t − τ), on obtient

alors

Qopt(t) = Qopt(t − 1) + µ′xN (t)ε′H(t),

ε′(t) = xN (t − τ) −QH
opt(t − 1)xN (t).

La version adaptative de l’algorithme d’égalisation est alors donnée par la TABLE 2.2. Noter que le coût

globale de cette implémentation est de l’ordre deO(n2) par itération.

ε(t) = [Ip − Popt(t − 1)]xN (t)

Popt(t) = Popt(t − 1) + µ′ε(t)xH
N−1(t − 1)

D(t) = βD(t − 1) + ε(t)xH(t)

h(t) = vecteur propre dominant deD(t)

v
zf
0 (t) =

1

‖h(t)‖2

[

Ip − PH
opt(t)

]H
h(t), (à une constante multiplicative scalaire non-nulle près)

ε′(t) = xN (t − τ) − [Qopt(t − 1)]HxN (t)

Qopt(t) = Qopt(t − 1) + µ′xN (t)ε′H(t)

v
zf
τ (t) = Qopt(t)v

zf
0 (t)

TAB . 2.2 –Algorithme adaptatif d’́egalisation aveugle de type prédiction lińeaire.

2.3 Méthode deśegaliseurs mutuellement ŕeférenćes

Cette méthode introduite dans [38] pour le cas SIMO, estimedirectement un ensemble d’égaliseurs

ZF dits mutuellement référencés. L’existance de tels égaliseurs relève de celle de l’inverse à gauche

(pseudo-inverse) de la matrice de filtrageHN , lorsque celle-ci est à rang-colonne plein. En effet, en

l’absence du bruit (b(t) = 0) on a

H
#
NxN (t) = sm(t).

Il est clair que leième vecteur-ligne de la matriceH#
N , 1 ≤ i ≤ m, est un égaliseur ZF associé au retard

τ = i + 1. La méthode des égaliseurs mutuellement référencés (Mutually Referenced Equalizers, MRE)

exploite cette diversité de retard afin de permettre une estimation de l’ensemble des pseudo-inverses du
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canal. L’idée de la méthode MRE est alors la suivante. Considérons les égaliseurs ZFvτ et vτ+1 de

retardτ et τ + 1 respectivement, en l’absence du bruit on a

vH
τ xN (t) = s(t − τ),

vH
τ+1xN (t) = s(t − τ − 1),

il en découle

vH
τ xN (t) = vH

τ+1xN (t + 1), 0 ≤ τ ≤ m − 2, (2.18)

où les sorties des égaliseurs sont dites référencées l’une à l’autre. Il est montré dans [38], que lesm − 1

relations (2.18) suffisent pour que les filtresv0,v1, ··,vm−1 soient des égaliseurs ZF. Nous avons alors

le théorème suivant

Théor̀eme2.3 Soientv0,v1, ··,vm−1 m vecteurs v́erifiant (2.18) pour toutt. Dans ce cas on a

i) VHHN = rIm, où V
def
= [v0,v1, ··,vm−1] et r est une constante scalaire. Ce quiéquivautà

ii) vH
τ xN (t) = rs(t − τ), 0 ≤ τ ≤ m − 1.

Démonstration : voir Annexe A

En pratique (en présence du bruit additif :b(t) 6= 0), on estime la matriceV de façon à ce qu’elle soit

solution du problème d’optimisation sous contrainte suivant






min
C(V)=0

J(V), J(V) = E(‖ε(t)‖2),

ε(t) = [Im−1 0m−1,1]V
HxN (t) − [0m−1,1 Im−1]V

HxN (t + 1).
(2.19)

La contrainteC(V) = 0, peut être quadratique (e.g.C(V) = trace(VHV) − 1) ou linéaire (e.g.

C(V) = trace(UHV) − 1, où U ∈ Cn×m est une matrice arbitraire), son rôle n’est pas seulement

d’éviter la solution trivialeV = 0, mais aussi d’éviter queV soit une matrice de ’blocage’, c’est à dire

satisfaisantVHHN = 0, qui correspond àr = 0. Dans [38] des contraintes linéaires et quadratiques

sont considérées pour garder la procedure de minimisation aussi simple que possible. Les différents choix

de contraintes correspondent à différentes implémentations et différentes performances de l’algorithme

MRE.

2.3.1 Solution asymptotique du crit̀ere MRE

Dans l’équation (2.19), le critère MRE est présenté en tant que problème d’optimisation de matrice.

Néanmoins, un formalisme permettant de le transformer en un problème d’optimisation de vecteur sim-

plifiera énormément les développements algébriques etfacilitera le côté algorithmique. Si on considère

le vecteurv = vec(V), le lemme suivant [38] donne alors une expression simple, enfonction dev, du

critère MRE de l’équation (2.19).

Lemme2.1 SoientCN,0 = E(xN (t)xH
N (t)) et CN,1 = E(xN (t + 1)xH

N (t)) les matrices d’auto-

corrélation d’ordre źero et un respectivement du vecteur observé xN (t). Notons parC la matrice de
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dimensionnm × nm, donńee par

C =





















CN,0 −CH
N,1 0 · · · 0

−CN,1 2CN,0
. ..

. . .
...

0
. . . . .. 0

...
. . . 2CN,0 −CH

N,1

0 · · · 0 −CN,1 CN,0





















.

Dans ce cas la fonction coût J(V) de l’équation (2.19) est aussi donnée par

J(V) = J (v) = vHCv,

où v = vec(V) (vec(·) étant l’oṕerateur de vecteurisation-colonne d’une matrice).

Démonstration : voir Annexe A

Il s’en suit alors que la solution du problème (2.19), dans le cas où la contrainte est quadratique, est

donnée par

vopt = arg min
‖v‖=1

vHCv.

Il est bien évident quevopt n’est autre que le vecteur propre à norme unité, associé `a la plus petite valeur

propre de la matriceC.

Dans le cas où la contrainte est linéaire, résoudre le problème (2.19) revient à minimiserJ (v) sous une

contrainteuHv = 1, oùu = vec(U). La solution, bien connue à ce problème, est alors donnéepar

vopt =
C−1u

uHC−1u
.

L’algorithme d’égalisation MRE en schéma bloc est résumé par la TABLE 2.3.

CN,0 = 1
K

∑K+N−2
k=N−1 xN (k)xH

N (k), (K : nombre d’échantillons)

CN,1 = 1
K

∑K+N
k=N xN (k)xH

N (k − 1)

C = diag(1, 2, · · · , 2, 1) ⊗ CN,0 − Jm−1 ⊗ CN,1 − J−1
m−1 ⊗ CH

N,1

vopt =

{

vecteur propre mineur deC, (cas d’une contrainte quadratique)
C−1u

uHC−1u
, (cas d’une contrainte linéaire)

Vopt = vec−1(vopt)

TAB . 2.3 –Algorithme d’́egalisation aveugle de type MRE.

2.3.2 Implémentation adaptative

Pour une implémentation adaptative de l’algorithme MRE, plusieurs schémas peuvent être adoptés.

On se contentera ici de donner une solution présentée dans[38], basée sur la technique du gradient avec
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contrainte quadratique ou linéaire, cette approche est parmi les moins coûteuses en terme de complexité

de calcul. Sachant que le gradient deJ(V) est donné par

∇J(V) =
∂J(V)

∂VH
= (CN,0V [Im−1 0m−1,1]

T − CN,−1V [0m−1,1 Im−1]
T ) [Im−1 0m−1,1]

−(CN,1V [Im−1 0m−1,1]
T − CN,0V [0m−1,1 Im−1]

T ) [0m−1,1 Im−1] ,

si V(t) est une estimation de la matrice d’égalisation à l’instant t, alors en approximant la corrélation

E(xN (t+α)xN (t+β)) par sa valeur instantanée, i.e.,E(xN (t+α)xH
N (t+β)) ≃ xN (t+α)xH

N (t+β),

on obtient alors l’expression suivante du gradient

∇J(V(t)) = xN (t)εH(t) [Im−1 0m−1,1] − xN (t + 1)εH(t) [0m−1,1 Im−1] ,

avec

ε(t) = [Im−1 0m−1,1]V
H(t)xN (t) − [0m−1,1 Im−1]V

H(t)xN (t + 1).

Si µ est le pas d’adaptation, la matrice d’égalisationV(t) est alors mise à jour comme suit

Ṽ(t) = V(t − 1) − µ∇J(V(t − 1)),

V(t) =
Ṽ(t)

‖Ṽ(t)‖
, (cas d’une contrainte quadratique),

Vi,j(t) =

{

Ṽi,j(t), (i, j) 6= (1, 1)

1, i = j = 1
, (cas d’une contrainte linéaire).

La version adaptative de l’algorithme d’égalisation MRE est alors donné par la TABLE 2.4. Noter que le

coût global de cette implémentation est de l’ordre deO(mn) opérations par itération.

ε′(t) = [Im−1 0m−1,1]V
H(t − 1)xN (t − 1) − [0m−1,1 Im−1]V

H(t − 1)xN (t)

Ṽ(t) = V(t − 1) − µ(xN (t − 1)ε′(t)H [Im−1 0m−1,1]

−xN (t)ε′(t)H [0m−1,1 Im−1])

V(t) = Ṽ(t)

‖Ṽ(t)‖
, (cas d’une contrainte quadratique)

Vi,j(t) =

{

Ṽi,j(t), (i, j) 6= (1, 1)

1, i = j = 1
, (cas d’une contrainte linéaire)

TAB . 2.4 –Algorithme adaptatif d’́egalisation aveugle de type MRE.

2.4 Méthode des matrices d’autocorŕelation décaĺees

Dans cette technique, proposée par H. Gazzah etal [33, 34]1 pour le cas SIMO, on démontre qu’on

peut extraire un égaliseur ZF à retardτ ∈ {0, ··,m − 2}, du noyau d’une certaine matrice construite à

1Cette technique est souvent désignée par l’achronyme GRDA, qui fait référence à ses auteurs Gazzah, Regalia, Delmas, et

Abed-Meraim.
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partir des matrices d’autocorrélation d’ordreτ et τ + 1 respectivement, du vecteur de donnéesxN (t).

En effet, siN > L la partie signal de la matrice d’autocorrélatioñCN,k = CN,k − σ2
b Ip ⊗ Jk

N =

HNJk
mHH

N , k ∈ Z (voir définitions dans les équations (2.3) et (2.4)) est une matrice à rang déficient,

i.e., rank(C̃N,k) = m − k. Soit nulll(C̃N,k) = {z ∈ Cn : zHC̃N,k = 0}, k ∈ {0, ··,m − 1}, un sous

espace vectoriel de dimensionn − m + k (noyau gauche dẽCN,k). Dans ce cas, on a le résultat suivant

Théor̀eme2.4 SoientM1 ∈ Cn×(n−m+τ) et M2 ∈ Cn×(n−m+τ+1) deux bases orthonormales de

nulll(C̃N,τ ) et nulll(C̃N,τ+1) respectivement, etQ1
def
= MH

1 C̃N,0M2 une matrice de dimension(n −
m + τ) × (n − m + τ + 1). On supposeN > L. Dans ce cas, il existe un vecteur complexev′

τ de

dimensionn − m + τ + 1, tel que

Q1v
′
τ = 0, (2.20)

si et seulement si,vτ = M2v
′
τ est unégaliseur ZF de retardτ du syst̀eme (1.4).

Démonstration : voir Annexe A

Reste maintenant à choisir le meilleur filtrev′
τ , correspondant à l’égaliseur, et qui appartient au noyau

droit de la matriceQ1 du Théorème 2.4. Ce noyau étant un sous-espace vectorieldéfini par nullr(Q1) =

{z ∈ Cn−m+τ+1 : Q1z = 0}, de dimensionl = dim(nullr(Q1)) = max{n − 2m + τ + 1, 1}. Si W ∈
C(n−m+τ+1)×l est une base du sous-espace nullr(Q1), alorsv′

τ = Wv′′
τ , oùv′′

τ est un vecteur complexe

de dimensionl. En utilisant le critère d’égalisation par pique (EPC :Equalization Peak Criterion) [4],

on peut estimerv′′
τ parmi les vecteurs à norme unité, de sorte que l’énergie `a la sortie du filtre égaliseur

appliqué au vecteur de donnéesxN (t) soit maximale. i.e.,

v′′
τ = arg max

‖z‖=1
E
(

|(M2Wz)HxN (t)|2
)

= arg max
‖z‖=1

zHQ2z,

Q2
def
= WHMH

2 CN,0M2W.

Ainsi, la TABLE 2.5 résume l’algorithme d’égalisation par la méthode des matrices d’autocorrélation

décalées.

2.5 Méthodes d’optimisation sous contraintes

A l’origine, ces méthodes ont été développées pour desproblèmes liés au traitement d’antennes

(formateurs de voies de Capon et à réponse sans distorsionà variance minimale (Minimum Variance

Distorsionless Response, MVDR) [48]. Par la suite, elles ont été adoptées à certains problèmes en com-

munications numériques multiutilisateurs (égalisation multicanaux, récepteurs du typeCode Division

Multiple Access, CDMA) [47, 79, 80, 86]. L’idée de cette technique (en égalisation) est de minimiser la

variance à la sortie de l’égaliseur sous certaines contraintes appropriées. Le rôle de ces contraintes n’est

pas seulement d’éviter des solutions triviales, mais aussi de garantir que la composante désirée du signal

reçu ne sera pas annulée. Pour la suite de ce paragraphe, onsupposera qu’on est dans un cas SIMO. On

présentera deux approches proposées par M. K. Tsatsanis et Z. Xu [80,86].
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CN,0 = 1
K

∑K+N−2
k=N−1 xN (k)xH

N (k), (K : nombre d’échantillons)

C̃N,0 = CN,0 − σ2
bIn, (σ2

b estimée à partir de (1.26))

C̃N,τ = 1
K

∑K+N+τ−2
k=N+τ−1 xN (k)xH

N (k − τ) − σ̂2
bJ

τ
N ⊗ Ip

C̃N,τ+1 = 1
K

∑K+N+τ−1
k=N+τ xN (k)xH

N (k − τ − 1) − σ̂2
bJ

τ+1
N ⊗ Ip

(U1,E1,V1) = svd(C̃N,τ )

M1 = U1(:,m − τ + 1 : n)

(U2,E2,V2) = svd(C̃N,τ+1)

M2 = U2(:,m − τ : n)

Q1 = MH
1 C̃N,0M2

(U3,E3,V3) = svd(Q1)

l = max{n − 2m + τ + 1, 1}
W = V3(:, n − l − m + τ + 2 : n − m + τ + 1)

Q2 = WHMH
2 CN,0M2W

v′′
τ = vecteur propre dominant deQ2

vτ = M2Wv′′
τ , à une constante multiplicative scalaire non-nulle près

TAB . 2.5 –Algorithme d’́egalisation aveugle par la ḿethode des matrices d’autocorrélation d́ecaĺees.

2.5.1 Algorithme de Capon

Soit vτ ∈ Cn, un égaliseur à retardτ du système (1.4), i.e.,vH
τ xN (t) = ŝ(t − τ). Dans ce cas,

le principe du MVDR est adapté à l’égalisation, en le transformant en problème d’optimisation sous

contraint, i.e.






min
vH

τ gτ=1
J(vτ ),

J(vτ ) = E(|vH
τ xN (t)|2) = vH

τ CNvτ ,
(2.21)

où CN est la matrice d’autocorrélation associée au vecteur de donnéesxN (t) et qui est donnée par les

équations (1.8) et (1.9).gτ étant le vecteur donné par (1.20) et qui désigne la(τ +1)−iéme colonne de la

matrice de filtrageHN donnée par (1.7). La solution du problème (2.21) est bien connue, que l’on peut

obtenir en utilisant les multiplieurs de Lagrange [63]

vopt
τ = arg min

vH
τ gτ =1

vH
τ CNvτ =

C−1
N gτ

gH
τ C−1

N gτ

.

Noter que d’après [70], de meilleurs performances sont obtenues en choisissantτ ∈ {L, ··, N − 1}. Le

vecteur

gτ =



















0(τ−L)p×1

h(L)
...

h(0)

0(N−τ−1)p×1
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peut être alors linéairement paramètré en fonction descœfficients du canal. En effet, soientAa et Pτ

deux matrices de dimensionsa × a etn × (L + 1)p respectivement, définies par

Aa
def
=















0 · · · 0 1
... 1 0

0 1
...

1 0 · · · 0















,

Pτ
def
=









0(τ−L)p×(L+1)p

A(L+1)p

0(N−τ−1)p×(L+1)p









,

et h étant le vecteur donné par (1.12), contenant les cœfficients du canal. Dans ce cas, le vecteurgτ

s’exprime par

gτ = Pτh,

d’où, le vecteurvopt
τ aura pour expression

vopt
τ =

C−1
N Pτh

hHPT
τ C−1

N Pτh
.

La variance minimale à la sortie de l’égaliseur est alors donnée par

J (h) = J(vopt
τ ) = (hHPT

τ C−1
N Pτh)−1.

Le principe de l’égaliseur de Capon est d’estimer le vecteur h de façon à maximiser l’énergie du signal

désiré à la sortie de l’égaliseur après suppression des interférences. i.e.,

hopt = arg max
‖h‖=1

J (h) = arg min
‖h‖=1

hHPT
τ C−1

N Pτh.

Il est démontré dans [86], qu’à fort SNRhopt converge versh/‖h‖. Ainsi, la TABLE 2.6 résume l’algo-

rithme d’égalisation de Capon.

CN = 1
K

∑K+N−2
k=N−1 xN (k)xH

N (k), (K : nombre d’échantillons)

A = PT
τ C−1

N Pτ

hopt = vecteur propre mineur deA

v
opt
τ =

C
−1
N Pτhopt

hH
optAhopt

TAB . 2.6 –Algorithme d’́egalisation de Capon.

2.5.2 Égalisation par annulateurs de lobes secondaires généralisée

Une autre technique semblable à celle de Capon (voir paragraphe 2.5.1), inspirée elle aussi d’une

technique de traitement d’antennes, connue sous le nom de formateur de voies par annulateurs de lobes
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secondaires généralisé (Generalized Sidelobe Cancellers, GSC). Considérons le problème d’optimisation

suivant






min
P

T
τ vτ =u

J(vτ ),

J(vτ ) = E(|vH
τ xN (t)|2) = vH

τ CNvτ ,
(2.22)

où le vecteuru est un vecteur à determiner. Noter que la contrainte dans (2.22) garantit aussi la non-

suppression de la composante désirée du signal reçu. En effet

vH
τ gτ = vH

τ Pτh = uHh = constante.

D’une manière analogue que pour l’algorithme de Capon (voir paragraphe 2.5.1), la solution du problème

(2.22) est donnée par

vopt
τ = C−1

N Pτ (P
H
τ C−1

N Pτ )
−1u.

Dans ce cas la variance minimale de la sortie de l’égaliseurest donnée par

J (h) = J(vopt
τ ) = uH(PT

τ C−1
N Pτ )

−1u.

CommeJ (h) dépend du paramètreu, là aussi la même idée du min/max est applicable. i.e.,

uopt = arg max
‖u‖=1

uH(PT
τ C−1

N Pτ )−1u = arg min
‖u‖=1

uHPT
τ C−1

N Pτu.

La TABLE 2.7 résume l’algorithme d’égalisation du type GSC.

CN = 1
K

∑K+N−2
k=N−1 xN (k)xH

N (k), (K : nombre d’échantillons)

A = PT
τ C−1

N Pτ

uopt = vecteur propre mineur deA

v
opt
τ = C−1

N PτA
−1uopt

TAB . 2.7 –Algorithme d’́egalisation du type GSC.

2.5.3 Implémentation adaptative

On présentera ici deux implémentations adaptatives de l’algorithme d’égalisation GSC (décrit au

paragraphe 2.5.2). L’une basée sur la méthode du gradientstochastique, qui fut adoptée la première fois

pour ce genre de problème par O. L. Frost [31]. L’avantage decette approche est, sans conteste, son

faible coût de calcul (de l’ordre deO(n(L + 1)p) opérations par itération), tandis que son principal

inconvénient est sa faible vitesse de convergence. L’autre, basée sur la méthode des moindres carrés

récursive (Recursive Least Squares, RLS) qui est relativement coûteuse, est nettement rapide.
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Adaptation via la méthode du gradient

Le lagrangien relatif au problème (2.22) est explicitement donné par

L(vτ ,λ,u) = vH
τ CNvτ + λH(PT

τ vτ − u) + (vH
τ Pτ − uH)λ, (2.23)

où le vecteurλ correspond au multiplieur de Lagrange. En dérivant par rapport aux variablesvτ , λ etu

respectivement, on obtient les expressions suivantes des gradients deL

∇vτ L(vτ ,λ,u) =
∂L

∂vH
τ

= CNvτ + Pτλ, (2.24)

∇λL(vτ ,λ,u) =
∂L

∂λH
= PT

τ vτ − u, (2.25)

∇uL(vτ ,λ,u) =
∂L

∂uH
= −λ. (2.26)

Le but est de minimiserL par rapport àvτ et de le maximiser par rapport àu, ce qui donne les mises à

jour suivantes pourvτ etu respectivement

vτ (t) = vτ (t − 1) − µvτ ∇vτ L(vτ (t − 1),λ(t − 1),u(t − 1)), (2.27)

ũ(t) = u(t − 1) + µuΠ(t − 1)∇uL(vτ (t − 1),λ(t − 1),u(t − 1)), (2.28)

u(t) =
ũ(t)

‖ũ(t)‖ ,

Π(t) = I(L+1)p −
u(t)uH(t)

uH(t)u(t)
.

L’utilisation du projecteurΠ(t) dans (2.28) intervient pour simplifier l’expression deu(t), son introduc-

tion n’affecte en rien les performances de l’égaliseur. Lamise à jour finale des équations est obtenue en

remplaçant les gradients (2.24) et (2.26) dans les équations (2.27) et (2.28) respectivement. On determine

le vecteurλ(t − 1) en forçant la contraintePT
τ vτ (t) = u(t − 1) pour chaque itération (voir aussi [31]).

Si la matrice d’autocorrélationCN est approximée par sa valeur instantanée, i.e.,CN ≈ xN (t)xH
N (t),

on arrivera en définitif aux récursions suivantes

vτ (t) =
(

In − PτP
T
τ

) (

vτ (t − 1) − µvτ xN (t)xH
N (t)vτ (t − 1)

)

+ Pτu(t − 1),

ũ(t) = u(t − 1) +
µvτ

µu

Π(t − 1)PT
τ

(

µvτ xN (t)xH
N (t)vτ (t − 1) − vτ (t − 1)

)

.

La TABLE 2.8 résume la version adaptative, basée sur la méthode du gradient, de l’algorithme d’égalisation

du GSC. Noter que le coût global de cette implémentation est de l’ordre deO(n(L+1)p) opérations par

itération.

Adaptation via la méthode RLS

Certes, l’implémentation présentée à la TABLE 2.8 est `a faible complexité de calcul (de l’ordre de

O(n(L + 1)p) opérations par itération), néanmoins sa vitesse de convergence est faible aussi. On peut y

remédier à cette situation, moyennant un coût de calcul plus important, mais nettement inférieur à celui

de l’implémentation présentée au paragraphe 2.5.2, et ce en réduisant le coût de calcul de la matrice
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vτ (t) =
(

In − PτP
T
τ

) (

vτ (t − 1) − µvτ xN (t)xH
N (t)vτ (t − 1)

)

+ Pτu(t − 1)

ũ(t) = u(t − 1) + µvτ
µu

Π(t − 1)PT
τ

(

µvτ xN (t)xH
N (t)vτ (t − 1) − vτ (t − 1)

)

u(t) = ũ(t)
‖ũ(t)‖

Π(t) = I(L+1)p − u(t)uH (t)
uH(t)u(t)

TAB . 2.8 –Algorithme d’́egalisation adaptative du type GSC (méthode du gradient).

C−1
N dans l’implémentation de la TABLE 2.7 et qui est de l’ordre de O(n3), àO(n2). Ce qui donne un

coût global deO(n2), du moment que la matriceA = PT
τ C−1

N Pτ (voir TABLE 2.7) est de dimension

(L + 1)p × (L + 1)p, donc sa décomposition en valeurs propres/vecteurs propres et son inversion ont

une complexité de calcul de l’ordre deO((L + 1)3p3) seulement. Comme la matrice d’autocorrélation

peut être estimée récursivement parCN (t) = βCN (t − 1) + xN (t)xH
N (t), oùβ est un facteur d’oubli,

par application du lemme d’inversion matricielle [46], on aura alors

C−1
N (t) =

1

β
C−1

N (t − 1) − y(t)yH (t),

y(t) =
C−1

N (t − 1)xN (t)

β
√

1 + 1
βxH

N (t)C−1
N (t − 1)xN (t)

.

La TABLE 2.9 résume la version adaptative, basée sur la méthode RLS, de l’algorithme d’égalisation du

GSC. Noter que le coût global de cette implémentation est de l’ordre deO(n2) opérations par itération.

y(t) =
C−1

N (t−1)xN (t)

β
q

1+ 1
β
xH

N (t)C−1
N (t−1)xN (t)

C−1
N (t) = 1

βC−1
N (t − 1) − y(t)yH (t)

A(t) = PT
τ C−1

N (t)Pτ

u(t) = vecteur propre mineur deA(t)

vτ (t) = C−1
N (t)PτA

−1(t)u(t)

TAB . 2.9 –Algorithme d’́egalisation adaptative du type GSC (méthode RLS).

2.6 Méthode sous-espace robuste

Cette approche proposée par A. Gorokhovet al. [43], est une version robuste de la méthode sous-

espace décrite au paragraphe 1.6 (voir aussi [64]). Sa robustesse aux erreurs de surestimation de l’ordre

du canal est due au fait qu’elle permet conjointement de détecter l’ordre du système et de l’identifier.

Rappelons tout d’abord un résultat de base de la méthode sous-espace, qui se résume dans le lemme

suivant (voir [64] pour la démonstration) :

Lemme2.2 Soienth(z) eth′(z) deux fonctions de transfert de systèmes SIMO-FIR, de dimensionp× 1

et d’ordreL et L′ respectivement. i.e.,h(z) =
∑L

k=0 h(k)z−k et h′(z) =
∑L′

k=0 h′(k)z−k, HN et H′
N
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Chapitre 2 : Quelques méthodes d’identification / égalisation aveugles robustes aux erreurs de
surestimation de l’ordre du canal

sont les matrices de filtrage correspondant aux fonctionsh(z) eth′(z) respectivement (voir d́efinitions du

paragraphe 1.5). Dans ce cas, pourN > L′ ≥ L, les sous-espaces vectoriel géńerés par les colonnes des

matricesH′
N et HN cöıncident, si et seulement si,h′(z) = r(z)h(z), où r(z) est un polyn̂ome scalaire

de degŕesL′ − L.

Notons parh(z) la fonction de transfert du vrai système,L la valeur exacte de son ordre etL′ sa valeur es-

timée. Dans ce cas, siUb est une base orthonormale du sous-espace bruit de la matriced’autocorrélation

CN associée au vecteur de donnéesxN (t) (voir équations (1.4), (1.8) et (1.9)), et si l’ordre du canal est

connu avec exactitude, i.e.,L′ = L alors la fonctionh(z) est identifiable via l’équationUH
b HN = 0,

qui équivaut àhHQL′h = 0, oùh étant le vecteur donné par (1.12), contenant les cœfficients du canal,

QL′ étant la matrice donnée par (1.17) (ici l’indiceL′ fait référence à l’utilisation de l’ordre estimé du

canal), et qui est construite à partir des colonnes de la matrice Ub. En pratique, on estimeh en mini-

misant la forme quadratiquehHQL′h sous des contraintes, qui peuvent être linéaires ou quadratiques

(voir l’algorithme du paragraphe 1.6 et [64] pour plus de détails). Dans ce qui suit on aura besoin de plu-

sieurs estimations indépendantes du canal. Chose qu’on pourra obtenir en utilisant différentes contraintes

linéaires pour résoudre le problème de minimisation suivant

ĥ(k) = arg min
bH

k z=αk

zHQL′z

=
αkQ

−1
L′ bk

bH
k Q−1

L′ bk

, 1 ≤ k ≤ ne, (2.29)

oùbk est un vecteur-colonne etαk un scalaire non-nul,ne étant le nombre d’estimations indépendantes

deh.

2.6.1 Śelection de l’ordre du canal

Si le niveau du bruit est relativement faible, il s’en suit, et d’après leLemme2.2, que les différentes

estimées deh(z), par la méthode sous-espace, satisferontĥ(k)(z) ≈ r(k)(z)h(z), 1 ≤ k ≤ ne, les

polynômesr(k)(z) prennent des valeurs arbitraires. Dans le cas ouL′ = L, les polynômesr(k)(z) sont de

degré zéro et les estimésĥ(k)(z) tendent toutes versh(z) à une constante multiplicative arbitraire près.

Ceci s’explique aussi par le fait que le noyau de la matriceQL′ est un sous-espace de dimension un,

généré parh. Comme tous leŝh(k) appartiennent au noyauQL′ , quandσ2
b → 0 ou K → +∞ (K étant

le nombre d’échantillons), ce qui mène à conclure que dans ce cas tous leŝh(k) sont des estimations

consistantes deh. Si L′ < L ouL′ > L (qui est fréquemment le cas), lesne estimationŝh(k)(z) deh(z)

sont alors différentes, du moment que les polynômesr(k)(z) sont différents et dépendent des réalisations

du bruit. Ce qu’on peut aussi expliquer par le fait que, siL′ < L alors la matriceQL′ est de rang

plein, donc pour différentes contraintesbH
k h 6= 0 on aura des estimationŝh(k) différentes, et dans le cas

L′ > L, la matriceQL′ est à rang déficient et son noyau est de dimensionL′ − L + 1, avec la présence

du bruit, pour des contraintes linéaires différentes on obtient des estimations différentes deh. Donc, si

on considère la fonctionDL′(ĥ(1), ··, ĥ(ne)) comme étant une mesure de la proximité des estimations

ĥ(k) pour différentes valeurs deL′, e.g., pourne = 2, on peut prendre comme mesure de la proximité
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la corrélation normalisée (cosinus de l’angle entre deuxvecteurs) dêh(1) et ĥ(2), alors on sélectionne

l’ordre du canal en choisissant la valeur deL′ correspondant à la valeur maximale deDL′(ĥ(1), ··, ĥ(ne)).

2.6.2 Algorithme

Pour simplifier, considérons seulement le casne = 2. Choisissons d’abord des contraintes telles que

bH
k h 6= 0. Une solution à ce problème consiste à partitionerUb = [UT

b (0) · · ·UT
b (N − 1)]T , vu la

structure particulière de la matrice de filtrageHN , l’équationUH
b HN = 0 impliqueUH

b (0)h(0) = 0 et

UH
b (N − 1)h(L) = 0. Comme les noyaux deUb(0)U

H
b (0) et Ub(N − 1)UH

b (N − 1) sont des sous-

espaces de dimension un, il s’en suit quegH
1 h(0) 6= 0 et gH

2 h(L) 6= 0, où g1 et g2 sont les vecteurs

propres des noyaux deUb(0)U
H
b (0) et Ub(N − 1)UH

b (N − 1) respectivement. Les contraintesb1 et

b2 sont alors données parb1 = [gT
1 01×pL]T et b2 = [01×pL gT

2 ]T . Si on adopte comme mesure

de la proximité des estimationŝh(1) et ĥ(2) leur corrélation normalisée, alors la TABLE 2.10 résume

l’algorithme sous-espace robuste (Robust Subspace Fitting Algorithm, RSFA) comme suit :

1. Spécifier les valeurs minimale et maximale possible deL, notéesLmin et Lmax respec-

tivement.

2. PourL = Lmax, calculerCN , son sous-espace bruitUb et former la matriceQLmax

(comme indiqué dans l’algorithme du paragraphe 1.6).

3. Calculerg1 etg2 (comme indiqué précédemment).

4. PourL′ = Lmin : Lmax

– Calculer b1 = [gT
1 01×pL′ ]T , b2 = [01×pL′ gT

2 ]T , ĥ(1) = Q−1
L′ b1 et

ĥ(2) = Q−1
L′ b2, oùQL′ est le(L′ + 1)p × (L′ + 1)p bloc supérieur deQLmax , i.e.,

QL′ = QLmax(1 : (L′ + 1)p, 1 : (L′ + 1)p).

– Calculer

DL′(ĥ(1), ĥ(2)) =

∣

∣

∣
[ĥ(1)]H ĥ(2)

∣

∣

∣

∥

∥

∥
ĥ(1)

∥

∥

∥

∥

∥

∥
ĥ(2)

∥

∥

∥

.

5. Sélectionner l’ordre optimalLopt = arg max
L′

DL′(ĥ(1), ĥ(2)) et prendreĥ(1) qui lui

correspond comme estimation deh.

TAB . 2.10 –Algorithme RSFA.

2.7 Méthode de la d́ecomposition en produit ext́erieur

Comme on a pu constater au paragraphe 2.2, l’algorithme LPA repose d’abord sur une estimation

de l’élément matricielh(0) de la réponse impulsionnelle du canal, via une décomposition de l’équation

(2.15). Dans le cas oùh(0) est faible (ce qui est généralement le cas), les effets du bruit et de la longueur
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finie des données, rendent cette approche inefficace. C’estdans le but de pallier à cette carence que Z.

Ding [26,27] proposa une approche, basée sur les statistiques d’ordre deux, et qui permet une formulation

des coefficients du canal sous forme d’un produit extérieur, d’ou le nom d’algorithme de décomposition

en produit extérieur (Outer-Product Decomposition Algorithm, OPDA).

2.7.1 Produit ext́erieur

Définissons, dans le cas d’un canal MIMO, la matrice bloc-Hankel suivante, de dimension(L+1)p×
(L + N)q

H =















H(0) H(1) · · · H(L) 0 · · · 0

H(1) H(2) · · · 0 · · · · · · 0
...

... · · · ... · · · · · · ...

H(L) 0 · · · 0 · · · · · · 0















,

il s’en suit que

HHH =



















∑L
k=0 H(k)H(k)H

∑L−1
k=0 H(k)H(k + 1)H · · · H(0)H(L)H

∑L
k=1 H(k)H(k − 1)H

∑L
k=1 H(k)H(k + 1)H · · · H(1)H(L)H

∑L
k=2 H(k)H(k − 2)H

∑L
k=2 H(k)H(k − 2)H · · · H(2)H(L)H

...
...

. . .
...

H(L)H(0)H H(L)H(1)H · · · H(L)H(L)H



















. (2.30)

En utilisant la matrice de décalage définie par l’équation (2.1), on obtient

J
−p
(L+1)pHHH [J−p

(L+1)p]
T =



















∑L
k=1 H(k)H(k)H

∑L−1
k=1 H(k)H(k + 1)H · · · H(1)H(L)H 0

∑L
k=2 H(k)H(k − 1)H

∑L
k=2 H(k)H(k)H · · · H(2)H(L)H 0

...
...

.. .
...

...

H(L)H(1)H H(L)H(2)H · · · H(L)H(L)H 0

0 0 · · · 0 0



















. (2.31)

En soustriant l’équation (2.31) de l’équation (2.30), onobtient

∆ = HHH − J
−p
(L+1)pHHH [J−p

(L+1)p]
T

=















H(0)H(0)H H(0)H(1)H · · · H(0)H(L)H

H(1)H(0)H H(1)H(1)H · · · H(1)H(L)H

...
...

. . .
...

H(L)H(0)H H(L)H(1)H · · · H(L)H(L)H















=















H(0)

H(1)
...

H(L)















[

H(0)H H(1)H · · · H(L)H
]

= HHH ,
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oùH est la matrice contenant les coefficients du canal, définie par

H
def
=















H(0)

H(1)
...

H(L)















.

La matrice∆ constitue alors, ce qui est appeléproduit ext́erieur des paramètres de la matrice canalH.

Une matrice(L + 1)p × q dont les colonnes constituent les vecteurs propres de∆ correspondant à sesq

plus grandes valeurs propres, donne une estimation deH à une matriceq × q non-singulière près.

2.7.2 Algorithme

Le point crucial lors du développement de l’algorithme estde pouvoir estimer le produit matriciel

HHH à partir des statistiques du second ordre des signaux reçus. Si on adopte les notations et les

définitions données dans les paragraphes 1.5 et 2.2.1, et on tient compte du fait queCi,j = 0, pour

|j| > L etCi,−j = CH
i,j, il sera alors facile de vérifier que la matrice d’autocorr´elationCN,0 du vecteur

de donnéesxN (t) s’écrit comme suit

CN,0 =













































C1,0 C1,1 · · · C1,L 0 · · · 0

CH
1,1 C1,0 C1,1 · · · C1,L 0 · · · 0
...

.. . . . . . .. . . . . . .
...

. . . . .. . . . . . . 0
... C1,L

CH
1,L

...

0
.. . . . . . . . . . .

...
...

.. . . . . CH
1,1 C1,0 C1,1

0 · · · 0 CH
1,L · · · CH

1,1 C1,0













































= HNHH
N + σ2

bIn (2.32)

et que

C
def
=















C1,0 − σ2
b Ip C1,1 · · · C1,L 0 · · · 0

C1,1 C1,2 · · · 0 · · · · · · 0
...

... · · · ... · · · · · · ...

C1,L 0 · · · 0 · · · · · · 0















= HHH
N . (2.33)

Noter queHN est une matrice à rang-colonne plein, alors l’égalité suivante est vérifiée

HH
N (HNHH

N )#HN = Id,

ce qui mène à déduire une estimation deHHH à partir de

C(CN,0 − σ2
b In)#CH = HHH

N (HNHH
N )#HNHH

= HHH .

Ainsi la TABLE 2.11 résume l’algorithme OPDA.
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1. Pourτ = 0 · ·L, calculerC1,τ = 1
K

∑K+τ−1
k=τ x(k)xH(k − τ).

2. Former les matricesCN,0 etC d’après les relations (2.32) et (2.33) respectivement.

3. Calculer∆ = C(CN,0 − σ2
bIn)#CH − J

−p
(L+1)pC(CN,0 − σ2

bIn)#CH [J−p
(L+1)p]

T

4. Les colonnes de la matriceH correspondent auq vecteurs propres dominants de la ma-

trice∆.

TAB . 2.11 –Algorithme OPDA.

2.8 Méthode de lissage au sens des moindres carrés

Comme pour la technique OPDA (voir paragraphe 2.7), la technique de lissage au sens des moindres

carrés (Least Square Smoothing, LSS), proposée par L. Tong et Q. Zhao [75], estime la réponse impul-

sionnelle du canal SIMO après l’avoir exprimer sous forme d’un produit extérieur. On montre dans [75]

que l’approche LSS est applicable au cas déterministe aussi bien qu’au cas stochastique. Dans le cas

déterministe l’hypothèse qui stipule que les signaux d’entrée sont temporellement blancs peut être re-

laxer. Un autre avantage de cette approche, c’est qu’elle permet d’estimer conjointement le canal et son

ordre, ce qui lui procure une certaine robustesse vis à vis des erreurs de surestimation de l’ordre. De même

une implémentation adaptative efficace à été proposé dans le cas déterministe [76]. Nous présentons ici

la version stochastique dans le cas d’un canal SIMO.

2.8.1 Filtre de lissage

L’idée de base du lissage consiste à concevoir un estimateur linéaire du vecteur des signaux reçus

actuels à partir de données passés et futures. Commençons d’abord par former les vecteurs de données

reçus actuels, futures et passés

xa(t)
def
=















x(t)

x(t − 1)
...

x(t − L′)















; xf (t)
def
=















x(t + L′)

x(t + L′ − 1)
...

x(t + 1)















; xp(t)
def
=















x(t − L′ − 1)

x(t − L′ − 2)
...

x(t − 2L′)















,

oùL′ est la taille de la fenêtre d’observation, choisie supérieure àL. D’après les relations d’entrée/sortie

du modèle de données (voir équations (1.4), (1.5) et (1.6)), on obtient

xa(t) = xL′+1(t)

= HL′+1sL+L′+1(t) + bL′+1(t), (2.34)

xf (t) = xL′(t + L′)

= HL′sL+L′(t + L′) + bL′(t + L′), (2.35)

xp(t) = xL′(t − L′ − 1)

= HL′sL+L′(t − L′ − 1) + bL′(t − L′ − 1). (2.36)
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Le principe du lissage au sens des moindres carrés est d’estimer le vecteurxa(t) à partir des vecteurs

xf (t) etxp(t). SoitBopt =
[

B
f
opt B

p
opt

]

le filtre d’estimation linéaire donné par















Bopt = arg min
B

E(‖ε(t)‖2),

ε(t) = xa(t) − B

[

xf (t)

xp(t)

]

.
(2.37)

La solution du problème (2.37) est alors donnée par

B
f
opt = MfC

−1
L′ ; B

p
opt = MpC

−1
L′ ,

où

CL′

def
= E(xL′(t)xH

L′(t))

= HL′HH
L′ + σ2

bIL′p,

Mf
def
= E(xL′+1(t − L′)xH

L′(t))

= HL′+1J fH
H
L′ ,

Mp
def
= E(xL′+1(t)x

H
L′(t − L′ − 1))

= HL′+1J pH
H
L′ ,

J f =

[

0L×L′ IL

0(L′+1)×L′ 0(L′+1)×L

]

,

J p =

[

0(L′+1)×L 0(L′+1)×L′

IL 0L×L′

]

.

L’erreur d’estimation est alors donnée par

εmin(t) = xa(t) − B
f
optx

f (t) − B
p
optx

p(t),

tenant compte de (2.35) et de (2.36), on obtient

xa(t) = B
f
optHL′sL+L′(t + L′) + B

p
optHL′sL+L′(t − L′ − 1)

+εmin(t) + B
f
optbL′(t + L′) + B

p
optbL′(t − L′ − 1). (2.38)

D’autre part, si on partitione la matrice de filtrage bloc toeplitz HL′+1 (voir équation (1.7)) telle que

HL′+1 =
[

F ′ F F ′′
]

,
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les blocsF ′ ∈ C(L′+1)p×L, F ′′ ∈ C(L′+1)p×L etF ∈ C(L′+1)p×(L′−L+1) sont alors donnés comme suit

F ′ =



























h(0) · · · h(L − 1)

0
. ..

...
. .. h(0)

... 0
...

0 · · · 0



























,

F ′′ =



























0 · · · 0
...

0
...

h(L)
. . .

...
. . . 0

h(1) · · · h(L)



























,

F =



























h(L) 0 · · · 0
...

. . . . . .
...

h(0)
. . . 0

0
. . . h(L)

...
. . . . . .

...

0 · · · 0 h(0)



























,

il s’en suit que

xa(t) = F ′















s(t)

s(t − 1)
...

s(t − L + 1)















+ F ′′















s(t − L′ − 1)

s(t − L′ − 2)
...

s(t − L′ − L)















+ F















s(t − L)

s(t − L − 1)
...

s(t − L′)















+bL′+1(t)

=
[

0(L′+1)p×L′ F ′
]

sL+L′(t + L′) +
[

F ′′ 0(L′+1)p×L′

]

sL+L′(t − L′ − 1)

+FsL′−L+1(t − L) + bL′+1(t). (2.39)

En comparant (2.38) et (2.39), on en déduit

εmin(t) = FsL′−L+1(t − L) + bL′+1(t) − B
f
optbL′(t + L′) − B

p
optbL′(t − L′ − 1).

2.8.2 Algorithme pour l’estimation du canal et la d́etection de son ordre

SoitF la matrice de dimension(L′ + 1)p × (L′ + 1)p, définie par

F
def
= E(εmin(t)εH

min(t)) − σ2
b I(L′+1)p − σ2

bBoptB
H
opt = FFH ,
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vu la structure deF , il est clair queF est une matrice à rang déficient, i.e., rank(F) = (L′ − L + 1).

Par conséquent, le noyau deF, i.e., null(F) = {z ∈ C(L′+1)p : Fz = 0} est un sous-espace vectoriel de

dimensiond = (L′ + 1)p − (L′ − L + 1). soitU ∈ C(L′+1)p×d une matrice dont les colonnes forment

une base orthonormale de null(F), par conséquentFU = 0, ce qui implique

UHF = 0. (2.40)

Si on partitionne la matriceU enL′ + 1 blocs dep lignes et ded colonnes, i.e.,

U =
[

UT (0) UT (1) · · · UT (L′)
]T

,

alors d’après (2.40) on a l’équivalence suivante

[

UH(0) UH(1) · · · UH(L′)
]



























h(L) 0 · · · 0
...

.. .
.. .

...

h(0)
.. . 0

0
.. . h(L)

...
.. . .. .

...

0 · · · 0 h(0)



























= 0

m
UH

L h̆ = 0, (2.41)

avec

Uk =















U(0) U(1) · · · U(L′ − k)

U(1) U(2) · · · U(L′ − k + 1)
...

... · · · ...

U(k) U(k + 1) · · · U(L′)















; h̆ =















h(L)

h(L − 1)
...

h(0)















. (2.42)

En d’autres termes, les coefficients du canal vérifient l’équation linéaire homogène (2.41). Reste à

démontrer que la solution de (2.41) est unique à une constante multiplicative non-nulle près. Or le

théorème suivant (voir [75] pour la démonstration) nouspermettra d’établir un algorithme qui joint à

l’estimation du canal la détection de son ordre.

Théor̀eme2.5 SoitUk la matrice d́efinie dans (2.42) pour0 ≤ k < L′. L’équation lińeaire homog̀ene

UH
k z = 0, z ∈ C(k+1)p, (2.43)

admet une solution non-triviale unique dans le cas où k = L, cette solution correspond au coefficients

du canalh̆ (à une constante multiplicative scalaire non-nulle près), i.e.,

z = rh̆,

où r est une constante scalaire non-nulle donnée. Dans le cas òu k 6= L, l’ équation (2.43) n’admet que

des solutions triviales.

La TABLE 2.12 résume l’algorithme LSS.
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CL′ = 1
K

∑K+L′−1
k=L′−1 xL′(k)xH

L′(k), (K : Nombre d’échantillons)

Mf = 1
K

∑K+2L′

k=2L′ xL′+1(k − L′)xH
L′(k)

Mp = 1
K

∑K+2L′

k=2L′ xL′+1(k)xH
L′(k − L′ − 1)

Bopt =
[

MfC
−1
L′ MpC

−1
L′

]

εmin(t) = xL′+1(t − L′) − Bopt

[

xL′(t)

xL′(t − 2L′ − 1)

]

F = 1
K

∑K+3L′

k=3L′ εmin(k)εH
min(k) − σ2

b I(L′+1)p − σ2
bBoptB

H
opt

(E,Σ,V) = svd(F)

n′ = (L′ + 1)p

For k = 0, ··, L′ − 1 :

d′ = L′ − k + 2

U =









U(0)
...

U(L′)









= E(:, d′ : n′)

Uk =















U(0) U(1) · · · U(L′ − k)

U(1) U(2) · · · U(L′ − k + 1)
...

... · · · ...

U(k) U(k + 1) · · · U(L′)















zk = arg min
‖z‖=1

(‖UH
k z‖2)

end

L̂ = arg min
k

(‖UH
k zk‖2)

h̆ = zL̂ (à une constante multiplicative scalaire non-nulle près)

TAB . 2.12 –Algorithme LSS.
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2.9 Complexit́e de calcul

Dans ce paragraphe, nous présentons une comparaison des complexités de calcul des différentes

approches exposées ci-dessus (voir TABLE 2.13), dans le cas SIMO. Le nombre d’opérations donné pour

chaque implémentation, correspond au nombre de multiplications complexes des étapes prépondérantes

de l’algorithme. Pour les implémentations adaptatives, le coût de calcul donné correspond au nombre de

multiplications complexes par itération. Pour la versionadaptative de l’algorithme GSC, le coût de calcul

donné par la TABLE 2.13 correspond à sa version via la méthode du gradient.

Nombre total de multiplications Nombre de multiplications

Algorithme complexes complexes par iteration

(implémentation en bloc) (implémentation adaptative)

SSA (K + d + 1)n2 + dd′n′2 + O(n3) + O(n′3)

LPA 3n3 + (2K + d + p + 1)n2 − (2d + p − 3)np 3n2 + 4pn + O(p3)

+dp2 + p3 + O(n3) + O(p2)

MRE (2K + d2)n2 + nd + O(d3n3) 6nd

GRDA (3K + d′)n2 + (d′2 + d′)n + 4O(n3) + O(d′3)

Capon Kn2 + n′n + (n′ + 1)n′ + O(n3) + O(n′3)

GSC Kn2 + n′n + O(n3) + 2O(n′3) (n′ + 2)n + n′2

RSFA (K + d + 1)n2 + (2(L + 1) + dd′)n′2 + 3(L + 1)n′

+p2d′ + O(n3) + (L + 1)O(n′3) + 2O(p3)

OPDA (K + 2n′ + d + 1)n2 + 2O(n3) + O(n′2)

LSS 2K(2n + p)(n + p) + (N + 4)n3 + (5p + d + 1)n2

+p(2p + 1)n + 2O((n + p)3) + O(n3)

TAB . 2.13 –Comparaison des coûts de calcul.

On rappelle que :

• K est le nombre d’échantillons utilisés pour estimer les statistiques.

• n = Np est la taille du vecteur de donnéesxN (t), oùN est la taille de la fenêtre d’observation etp

est le nombre de capteurs.

• d = N + L est la dimension du sous-espace signal,L étant l’ordre du canal de transmission.

• d′ = n − d est la dimension du sous-espace bruit.

• n′ = (L + 1)p est la dimension du vecteur qui contient les coefficients de la réponse impulsionnelle

du canal de transmission.

2.10 Simulations

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques exemples de simulation afin d’évaluer et de comparer

les performances des différentes approches déjà présentées. Comme pour les expérimentations présentées
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au paragraphe 1.6.5, on considère un canal SIMO (q = 1, p = 3 et L = 3), dont Les cœfficients sont

générés aléatoirement selon une distribution gaussi`enne complexe. Le signal d’entrée est une séquence

iid, appartenant à un alphabet fini de phase et d’amplitude `a quatre états QAM4. Comme indice de

performance, on estime l’erreur quadratique moyenne (Mean Square Error, MSE) par

MSE =
1

K

K+τ+1
∑

t=τ

|s(t − τ) − v̂H
τ xN (t)|2,

moyenné sur100 réalisations indépendantes.v̂τ étant une estimation échantillonnée (obtenue à partirde

K échantillons) du filtre égaliseurvτ (obtenu à partir de statistiques exactes). Noter que dans le cas d’une

égalisation indirecte (comme c’est le cas des algorithmesRSFA, OPDA et LSS), et après estimation des

coefficients du canal, on calcul le filtre égaliseurvτ en utilisant, respectivement, l’expression (1.21) dans

le cas d’une égalisation MMSE, et l’expression (1.23) dansle cas d’une égalisation ZF. Le rapport signal

à bruit (SNR : Signal to Noise Ration) est défini par SNR= −20 log(σb).

La Fig. 2.1 compare les performances des différentes approches proposées. Les courbes représentent
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FIG. 2.1 –Comparaison des performances deségaliseurs.

le MSE estimé en fonction du SNR, pour un nombre d’échantillons K = 500 et une fenêtre d’ob-

servation de largeurN = 6. On prend un retard d’égalisationτ = 4 (du moment que de meilleurs

performances sont obtenues en choisissantτ dans{L,L+1, · · · , N −1}, voir [70] pour plus de détails).

Pour les approches LPA, RSFA, OPDA et LSS, nous avons représenté dans la Fig. 2.1 les performances

de l’égaliseur MMSE (des résultats semblables sont obtenues à l’aide de l’égaliseur ZF). Comme on

peut l’observer, l’approche MRE donne de meilleurs performances pour un fort SNR. Tandis que pour

un faible SNR, les algorithmes RSFA et OPDA donnent de meilleurs résultats que les autres.

Dans la Fig 2.2, on donne une comparaison des complexités decalcul pour les différentes approches
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FIG. 2.2 –Comparaison des coûts de calcul.

présentées, il est claire que l’approches MRE est la plus coûteuse, alors que les approches RSFA, OPDA,

SSA et GSC restent les moins coûteuses.

La Fig. 2.1 compare la robustesse aux erreurs de surestimation de l’ordre, des différentes approches
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FIG. 2.3 –Robustesse aux erreurs de surestimation de l’ordre, l’ordre exacteL=3, SNR=20 dB.

61
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étudiées. Les courbes représentent le MSE estimé en fonction de l’ordre surestimé du canal (l’ordre

exacte du canal étantL=3), pour un nombre d’échantillonsK = 500. On voit bien que dans ces condi-

tions, les meilleurs performances sont données par l’algorithme RSFA, qui est pratiquement insensible

aux erreurs de surestimation de l’ordre du canal, vu qu’il permet aussi de détecter l’ordre exacte du ca-

nal. Même si l’algorithme LSS permet de détecter l’ordre exacte du canal, néanmoins ses résultats sont

moins fiable que ceux de l’algorithme RSFA. Pour les autres approches (et qui n’incluent pas de proce-

dure de détection de l’ordre exacte du canal), le filtre égaliseur MMSE basé sur l’approche LPA donne

de meilleurs résultats.

2.11 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rassemblé les principales techniques d’identification / égalisation aveugle

basées sur des statistiques du second ordre et qui se veulent robustes aux erreurs de surestimation de

l’ordre du canal de transmission. Certaines de ces approches (e.g. les algorithmes LPA, MRE, GRDA,

Capon et GSC) estiment directement le filtre d’égalisation, alors que les autres approches (e.g. les al-

gorithmes RSFA, OPDA et LSS) identifient d’abord les coefficients du canal, pour construire ensuite le

filtre d’égalisation (MMSE ou ZF). Une implémentation adaptative rapide des algorithmes LPA, MRE,

Capon et GSC a été donnée. Une étude comparative, des coˆuts de calcul des implémentations en bloc et

adaptative des différentes approches étudiées a été présentée. Enfin, des exemples de simulation ont été

donnés pour évaluer les performances des différentes techniques étudiées et de tester leur robustesse aux

erreurs de surestimation de l’ordre du canal.
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Chapitre 3

Égaliseur MMSE MIMO aveugle adaptatif

rapide et robuste aux erreurs de

surestimation de l’ordre du canal

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous développons un algorithme d’égalisation adaptatif aveugle du second ordre,

qui présente deux avantages majeurs à savoir, une robustesse aux erreurs de surestimation de l’ordre et un

faible coût de calcul. Plus précisément, il sera question d’une nouvelle technique MMSE d’égalisation

directe de systèmes MIMO à réponse impulsionnelle finie,ayant une complexité de calcul de l’ordre

deO(qnd) (q étant le nombre de sources,n la dimension du vecteur de données etd la dimension du

sous-espace signal) et une faible sensibilité aux erreursde modélisation du canal. On montre que les

colonnes du filtre égaliseur matriciel à retard zéro appartiennent, simultanément, au sous-espace signal

et au noyau d’une matrice issue de la troncature de la matriced’autocorrélation. Cette propriété nous

conduit à concevoir une méthode simple pour l’estimationdu filtre égaliseur, après minimisation d’une

certaine forme quadratique soumise à des contraintes bienappropriées. On présente une implémentation

adaptative rapide de ce nouvel algorithme, incluant une procédure à deux étapes qui nous permet de com-

penser la baisse des performances comparées au cas non-aveugle, et de choisir des retards d’égalisation

non-nuls. De même, on effectue une analyse asymptotique des performances de notre méthode, qui abou-

tit à la détermination de l’expression théorique caractérisant la baisse en performances due au processus

aveugle d’égalisation.
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3.2 Développement de l’algorithme

3.2.1 Égaliseur MMSE

Considérons le modèle de données du canal MIMO décrit auparagraphe 1.5. Tenant compte des hy-

pothèses faites sur ce modèle, l’expression de la matriced’égalisation MMSE à retardτ (τ ∈ {0, 1, · · · ,m−
1}) est alors donnée par

Vτ = arg min
V

E(‖s(t − τ) − VHxN (t)‖2)

= C−1
N Gτ , (3.1)

oùCN est la matrice d’autocorrélation donnée par les équations (1.8) et (1.9),Gτ est une matricen× q

donnée par

Gτ
def
= E(xN (t)sH(t − τ))

= HNJ qτ,q,q(m−τ−1), (3.2)

J j,k,l est une matrice de troncation définie comme suit

J j,k,l
def
=









0j×k

Ik

0l×k









. (3.3)

Noter queHNJ qτ,q,q(m−τ−1) désigne une sous-matrice deHN donnée par les vecteurs-colonne dont les

indices appartiennent à l’intervalle[τq + 1, ··, (τ + 1)q]. Des équations (3.1), (1.9) et (3.2) et en utilisant

le lemme d’inversion matricielle [46], on arrive aussi à exprimer la matriceVτ par

Vτ = HNV̄τ ,

où V̄τ est une matriced × q donnée par

V̄τ =
1

σ2
b

(

Id −
1

σ4
b

(σ2
b Id + HH

NHN )−1HH
NHN

)

J qτ,q,q(m−τ−1).

Il est claire que les colonnes du filtre matriciel MMSEVτ appartiennent ausous-espace signal(i.e.

range(HN )), alors on peut écrire

Vτ = WṼτ , (3.4)

où W est une matricen × d dont les colonnes forment une base orthnormale du sous-espace signal (il

existe une matriceP de dimensiond × d telle queW = HNP) et Ṽτ est une matriced × q.

66



Chapitre 3 : Egaliseur MMSE MIMO aveugle adaptatif rapide etrobuste aux erreurs de surestimation
de l’ordre du canal

3.2.2 Égalisation aveugle

Notre objectif ici est d’arriver à une estimation aveugle de l’égaliseur MMSE à retard zéroV0. Des

équations (3.1), (3.2), (3.3) and (3.4), on peut écrireV0 = WṼ0, avec

CNWṼ0 =















H(0)

0
...

0















. (3.5)

Si on tronque lesp premières lignes du système (3.5), on obtient alors

TṼ0 = 0, (3.6)

oùT est une matrice(n − p) × d donnée par

T
def
= C̄W (3.7)

C̄ = CN (p + 1 : n, :) = J T
p,n−p,0CN . (3.8)

La matriceC̄ est une sous-matrice deC donnée par sesn − p dernières lignes. L’équation (3.6) montre

que les colonnes dẽV0 appartiennent au noyau droit deT (nullr(T) = {z ∈ Cd : Tz = 0}). Inver-

sement, on peut établir que l’équation (3.6) caractérise de façon bi-univoque l’égaliseur MMSE à retard

zéro. Dans ce cas on a le résultat suivant

Théor̀eme3.1 Tenant compte des hypothèses ci-dessus et pourN > qL + 1 la solution de l’́equation

homog̀ene

TṼ = 0, (3.9)

soumisèa la contrainte

rank(Ṽ) = q, (3.10)

est unique et correspond̀a l’ égaliseur MMSE d́esiŕe (à une matriceq × q non-singulìere pr̀es), i.e.,

Ṽ = Ṽ0R, (3.11)

R est une matriceq × q inversible donńee.

Démonstration : voir Annexe A

3.2.3 Implémentation

Le cas SIMO

Dans le cas SIMO (q = 1), La matriceṼ est remplacée par le vecteurṽ de dimensiond et l’équation

(3.9) est résolue simplement au sens des moindres carrés,sous contrainte norme unité

ṽ = arg min
‖z‖=1

zHQz, (3.12)
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oùQ est une matrice(d × d) définie par

Q
def
= THT. (3.13)

D’après (3.4) et (3.11), on obtient alors le vecteur égaliseur MMSEv0 = rv, où r est une constante

scalaire non-nulle donnée etv est un vecteur de dimensionn donné par

v = Wṽ. (3.14)

La TABLE 3.1 résume l’implémentation en schéma bloc de l’algorithme d’égalisation MMSE aveugle
pour le cas SIMO. Le coût de calcul de cette implémentationest de l’ordre de(K + d)n2 + (d − p +

1)nd − pd2 + O(dn2) + O(d3).

CN = 1
K

∑K+L−2
t=L−1 xN (t)xH

N (t), (K : Nombre d’échantillons)

(W,Λ) = eigs(CN , d), (extrait lesd principaux vecteurs propres deCN )

T = CN(p + 1 : n, :)W

Q = THT

ṽ = vecteur propre mineur deQ

v = Wṽ

TAB . 3.1 –Algorithme d’́egalisation MMSE aveugle pour un canal SIMO.

Le cas MIMO

Dans ce cas, il serait plus simple de remplacer le système (3.9) par l’expression équivalente suivante

(voir [19] pour plus de détails)

(Iq ⊗ T)vec(Ṽ) = 0. (3.15)

Dans cette situation, la contrainte quadratique sur vec(Ṽ) ne peut plus garantir la condition (3.10) dans

le Théor̀eme3.1. On y remédiera en choisissant une contrainte linéaire telle que le premier blocq × q de

la matriceṼ soit triangulaire inférieur

Ṽ(1 : q, 1 : q) =





1 · · · 0

×
. . .

...

× × 1



, (3.16)

ce qui garantira que la matricẽV sera de rang colonne pleinq.

En tenant compte de la contrainte triangulaire inférieure(3.16), l’équation (3.15) devient alors

a + Av̄ = 0, (3.17)
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où

v̄ = J T vec(Ṽ),

a = vec(TJ 0,q,d−q),

A = (Iq ⊗ T)J , (3.18)

J = diag(J 1,J 2, · · · ,J q),

J k = J k,d−k,0, k = 1, .., q.

La solution de l’équation (3.17) est donnée par

v̄ = −A#a. (3.19)

La matriceṼ, solution de l’équation (3.9), est alors donnée parṼ = vec−1(ṽ), où ṽ est obtenu à partir

de v̄ en lui rajoutant des uns et des zéros à des endroits appropriés par le bias de la relation

ṽ = J v̄ + vec(J 0,q,d−q). (3.20)

Des équations (3.4) et (3.11), on obtient la matrice d’égalisation MMSEV0 = VR−1, où R est une

matriceq × q, constante et inversible etV est une matrice(n × q) donnée par

V = WṼ. (3.21)

La TABLE 3.2 résume l’implémentation en schéma bloc de l’algorithme d’égalisation MMSE aveugle

pour le cas MIMO. Noter que la matrice constanteR est une indétermination inhérente aux systèmes

CN = 1
K

∑K+N−2
t=N−1 xN (t)xH

N (t), (K : Nombre d’échantillons)

(W,Λ) = eigs(CN , d), (extrait lesd principaux vecteurs propres deCN )

T = CN(p + 1 : n, :)W

a = vec(T(:, 1 : q))

A = (Iq ⊗ T)J

v̄ = −A#a

Ṽ = vec−1(J v̄) + J 0,q,d−q

V = WṼ

TAB . 3.2 –Algorithme d’́egalisation MMSE aveugle pour un canal MIMO.

d’identification aveugle MIMO, utilisant des statistiquesdu second ordre [1]. En général, ces indéterminations

sont levées par l’application d’algorithmes de séparation de source. Le coût globale de cette implémentation

est de l’ordre de(K + d)n2 − (p − q)nd + q2d2 + O(dn2) + O(q3d3).

3.2.4 Selection du retard de l’́egaliseur

Il est bien connu que le choix du retard de l’égaliseur affecte et d’une manière significative les

performances de l’égalisation que se soit pour des systèmes SIMO ou bien MIMO. En effet les égaliseurs
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à retard non-nul donnent de meilleurs performances comparés à ceux avec retard zéro [70]. A cet effet,

le vecteur spatio-temporel dans (1.4) peut être réécritcomme suit

xN (t) =

m−1
∑

k=0

Gks(t − k) + bN (t), (3.22)

où la matriceGk est celle définie dans (3.2). On peut observer que‖G0‖ ≤ ‖G1‖ ≤ · · · ≤ ‖GL‖ =

‖GL+1‖ = · · · = ‖GN−1‖ et ‖GN−1‖ ≥ ‖GN‖ ≥ · · · ≥ ‖Gm−1‖. En d’autre termes, les symboles

d’entrée ayant des retardsτ tels queL ≤ τ ≤ N − 1 sont multipliés par des coefficients (matriciels)

dont la norme est maximale. Par conséquent, les meilleurs retards d’égalisation sont ceux appartenant à

l’intervalle [L, ··, N − 1]. De même, on peut observer que le gain en performance des égaliseurs dont

les retards appartiennent à l’intervalle[L, ··, N − 1] par rapport à ceux avec des retards extrêmes, i.e.,

τ = 0 ou τ = m − 1, est considérable. Alors qu’en général, cette différence de gain devient négligeable

si on considère deux égaliseurs avec des retards à l’int´erieur de l’intervalle[L, ··, N − 1] (voir [70]). En

pratique, la recherche d’un retard d’égalisation optimals’avère une opération induisant un coût de calcul

supplémentaire élevé et inutile. En général, on obtient unbon retard d’égalisation en le choisissant dans

l’intervalle [L, ··, N − 1], comme c’est le cas pour nous, e.g.τ = L.

De plus, il est montré dans les paragraphes 1.6 et 3.4 que le processus aveugle d’estimation du filtre

MMSE induit une perte en performance comparée au cas non-aveugle. Pour compenser cette perte et

du coup obtenir des égaliseurs avec des retards non-nuls d’où une amélioration des performances, on

propose ici une approche àdeuxétapespour estimer l’égaliseur MMSE aveugle. Dans la première ´etape,

on estimeV0 d’après les algorithmes précédents, tandis que dans la deuxième étape, on raffine cette

estimation en exploitant la connaissance a priori de l’alphabet auquel appartiennent les symboless(t).

Ce qui revient à effectuer une décision sur les symboles qui seront par la suite utiliser pour ré-estimer

Vτ en utilisant les équations (3.1) and (3.2)1.

Plus précisément, en opérant avec le filtre égaliseurV de (3.21) (ou de (3.14) pour le cas SIMO) sur le

vecteur de données reçuxN (t) de (1.4), on obtient alors, d’après (3.11) et (3.4), une estimation du signal

émiss̃(t) = VHxN (t) = RHVH
0 xN (t), commeVH

0 xN (t) = s(t)+ ǫ(t), oùǫ(t) représente une erreur

d’estimation résiduelle (de la variance minimale) des(t), il s’en suit

s̃(t) = RHs(t) + ǫ̃(t), (3.23)

où ǫ̃(t) = RHǫ(t). Il est clair, d’après (3.23), que le signal estimés̃(t) est un mélange instantané

du signal émiss(t) affecté d’un bruit additif coloré̃ǫ(t). Ainsi, une identification deR (i.e. lever

l’indétermination) est alors nécessaire afin d’extrairele signal original. Ceci est réalisé par application

(dans le cas d’un traitement en bloc ou bien en adaptatif) d’algorithmes aveugles de séparation de sources

(Blind Sources Separation, BSS) [14, 16, 65] à la sortie de l’égaliseur (3.23), suivit d’une décision sur

les symboles. En ce qui nous concerne, on utilisera l’algorithme ACMA (Analytical Constant Modulus

Algorithm) de [81] dans le cas d’un traitement en bloc et l’algorithme A-CMS (Adaptive Constant Mo-

dulus Separation) de [15] (cf. TABLE 3.7) dans le cas adaptatif. Ceci est dû aufait que les algorithmes

1On suppose ici qu’on utilise une modulation différentielle pour ainsi se débarrasser de l’indétermination de phasequi est

inhérente au problème d’égalisation aveugle.
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du genre module constant (Constant Modulus Algorithms, CMA) ont, relativement, un faible coût de

calcul et ils sont d’une grande efficacité pour quand il s’agit de séparer des signaux (à alphabet fini) de

communications. L’algorithme aveugle d’égalisation MMSE à deux étapes est résumé dans TABLE 3.1,

TABLE 3.2 et TABLE 3.3. Il en résulte alors un coût globale de (K + d + q)n2 + Kqn − (p − q)nd +

q2d2 + O(n3) + O(dn2) + O(q3d3)

1. Estimers̃(t), en utilisantV donné par la TABLE 3.1 ou la TABLE 3.2, i.e.̃s(t) =

VHxN (t).

2. Estimer̂s(t) à partir du modèle 3.23, en utilisant un algorithme BSS (e.g. ACMA de

[81]).

3. Calculer

– Gτ = 1
K

∑K+τ−1
t=τ xN (t)̂sH(t − τ)

– Vτ = C−1
N Gτ

TAB . 3.3 –Procedure d’́egalisationà deuxétapes.

3.2.5 Robustesse

Ici on étudiera la robustesse de l’égaliseur MMSE aveugleproposé au erreurs de surestimation de

l’ordre du canal. Pour simplifier, considérons le cas SIMO où l’ordre du canal est utilisé pour déterminer

le nombre de colonnesd = L + N de la matriceW (qui, en pratique, correspond à la dimension du

sous espace dominant de la matriceCN ). Soit L′ > L l’ordre surestimé du canal, d’oùd′ = L′ + N

est le nombre de colonnes deW, i.e., on considère le sous-espace généré par lesd′ vecteurs propres

dominant deCN . On a remarqué alors, que tant que le nombre de capteursp auquel s’ajoute l’erreur de

surestimation de l’ordreL′−L est inférieur à la dimension du sous-espace bruit, i.e.,p+L′−L < n−d,

la résolution de (3.9) au sens des moindres carrés donne une estimation consistante de l’égaliseur MMSE.

Cette observation est justifiée par ce qui suit :

Noter qu’en utilisant l’équation (1.9), la matricēC définie par (3.8) s’exprime par̄C = [H′ CN−1], où

H′ est une matrice(n − p) × p. CommeCN−1 est une matrice à rang plein, il s’en suit que le noyau

droit de la matricēC : nullr(C̄) = {z ∈ Cn : C̄z = 0}, est un sous-espace de dimensionp. De même,

on peut affirmer que seulement une direction de nullr(C̄) appartient au sous-espace signal, du moment

que nullr(C̄) ∩ range(HN ) = nullr(C̄HN ) = nullr(C̄W) (cette dernière égalité vient du fait queHN

etW générent le même sous-espace signal). D’après la preuve duThéor̀eme. 3.1, dim(nullr(C̄W) = 1.

Soitb1, · · · ,bp une base de nullr(C̄) telle queb1 appartient au sous-espace signal (i.e. range(HN )). Or,

la solution de (3.9) est unique (à une constante multiplicative scalaire non-nulle près) si :

range(W) ∩ range([b1 · · ·bp]) = range(b1),

ce qui équivaut à

range(W) ∩ range([b2 · · ·bp]) = {0}.
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Les conditions ci-dessus sont vérifiées si l’intersection du sous-espace généré par les projections de

b2, · · · ,bp dans le sous-espace signal et le sous-espace généré par les L′ − L vecteurs bruit deW

introduit par l’erreur de surestimation de l’ordre est vide(à l’exception du vecteur nul). Comme ces

derniers sont introduits aléatoirement par la décomposition en valeurs / vecteurs propres deCN et comme

p + L′ −L < n− d, alors on peut s’attendre à ce que cette intersection de sous-espace soit presque tout

le temps vide.

Noter aussi que l’utilisation d’une contrainte linéaire donne une meilleure robustesse que celle obtenue

avec une contrainte quadratique. La raison est que la solution de (3.9) est, en général, une combinaison

linéaire de la solution désiréev0 (qui appartient au sous-espace signal) et des vecteurs du sous-espace

bruit (introduit par les erreurs de surestimation de l’ordre). Cependant, il a été observé que pour une taille

d’échantillons finie et pour des SNRs modérés ou élevés, la contribution de la solution désiréev0 dans

l’équation (3.9) est plus élevée que celle des vecteurs du sous-espace bruit. Ceci est dû au fait que la faible

énergie à la sortie des vecteurs du sous-espace bruit, vient de leur orthogonalité avec la matrice de filtrage

du systèmeHN (c’est une propriété structurelle, indépendante de la taille des échantillons), tandis que

l’appartenance de la solution désiréev0 au noyau dēC est due à la propriété de décorrélation des signaux

d’entrée, qui est asymptotiquement valide lorsque la taille des échantillons est large. En effet, on peut

observer (voir Fig. 3.11. du paragraphe 3.5) qu’en augmentant K (la taille des échantillons), la robustesse

de l’égaliseur avec contrainte quadratique s’améliore de façon très significative. Par conséquent, dans un

contexte où la taille des échantillons est moyenne ou faible, résoudre (3.9) au sens des moindres carrés

sous contrainte norme unité, mène à une solution qui appartient presque tout le temps au sous-espace bruit

(i.e., la partie dev0 dans la solution finale devient très faible). D’autre part,en résolvant (3.9) soumise

à une contrainte linéaire (équations (3.19) et (3.20)),on obtient une solution où le facteur linéaire dev0

est plus significatif (ce qui est due au fait que le vecteura dans (3.19) appartient à l’image de la matrice

A).

Ce raisonnement, qui toute fois n’est pas une démonstration rigoureuse de la robustesse, a été confirmé

par des résultats de simulation (voir l’exemple de simulation présenté ci-dessous, où on peut voir que

la dégradation des performance due aux erreurs de surestimation de l’ordre du canal reste relativement

limitée).

3.3 Implémentation adaptative rapide

Dans des applications de poursuite, on est intéressé par une estimation récursive à faible coût du vec-

teur égaliseur. Nous introduirons ici une implémentation adaptative rapide des algorithmes d’égalisation

aveugle proposés. La réduction du coût de calcul est réalisée en exploitant l’idée de l’approximation de

la projection [88] et la propriété du décalage-invariant des matrices d’autocorrélation des données tem-

porelles.

La matriceCN est remplacée par son estimation récursive

CN(t) =

t
∑

k=0

βt−kxN (k)xH
N (k) = βCN (t − 1) + xN (t)xH

N (t), (3.24)
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où 0 < β < 1 est le facteur d’oubli. La matriceW, correspondant aud vecteurs propres dominants

de la matriceCN , peut être estimée en utilisant un algorithme rapide d’estimation et de suivi de sous-

espace. Dans ce travail, on utilisera l’algorithme YAST (Yet Another Subspace Tracker) [11]. Le choix

de l’algorithme YAST est motivé par ses remarquables performances en poursuite comparé à d’autres

algorithmes existants de suivi de sous-espaces ayant la même complexité de calcul (PAST [88], OPAST

[5], .. ). La TABLE 3.4 résume l’algorithme YAST. Noter qu’avec YAST, seulementO(nd) opérations

par itération sont requises (au lieu deO(n3) pour une EVD complète) pour l’estimation deW(t). Le

vecteurx′
N (t) = CN (t − 1)xN (t) dans la TABLE 3.4 est calculé enO(np) opérations, en utilisant la

propriété du décalage-invariant de la matrice d’autocorrélation (voir détails dans [52]).

Par application, à l’équation (3.7), de l’approximationde la projection

CN (t)W(t) ≈ CN(t)W(t − 1),

qui est valide quand la matriceW(t) varie lentement dans le temps [5], on obtient

T(t) = βT(t − 1) + J T
p,n−p,0xN (t)yH (t), (3.25)

où le vecteurJ T
p,n−p,0xN (t) est un sous-vecteur dexN (t) donné par ses(n− p) derniers éléments et le

vecteury(t) = WH(t − 1)xN (t) est calculé par YAST (cf. TABLE 3.4).

3.3.1 Le cas SIMO

Dans ce cas, on cherche une estimation récursive du vecteurṽ de l’équation (3.12), sachant quẽv

correspond au vecteur propre de la matriceQ associé à sa plus petite valeur propre, ou d’une manière

équivalente, au vecteur propre associé à la plus grande valeur propre de son inverse2. En utilisant (3.25),

l’équation (3.13) est alors remplacé par la relation récursive suivante

Q(t) = β2Q(t − 1) − DQ(t)Γ−1
Q (t)DH

Q (t), (3.26)

oùDQ(t) est une matriced × 2 donnée par

DQ(t) =
[

βTH(t − 1)J T
p,n−p,0xN (t) y(t)

]

, (3.27)

etΓQ(t) est une matrice2 × 2 non-singulière donnée par

ΓQ(t) =

[

‖J T
p,n−p,0xN (t)‖2 −1

−1 0

]

. (3.28)

SoitF(t) la matriced × d, définie par

F(t)
def
= Q−1(t),

2Q est une matrice singulière dans le cas où les statistiquessont exactes. Quoi qu’il en soit, quand la matriceC est estimée

à partir d’un nombre finis d’échantillons, du fait des erreurs d’estimation et de l’approximation de la projection, l’estimé de la

matriceQ est presque tout le temps non-singulière.
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y(t) = WH(t − 1)xN (t)

x′
N (t) = CN (t − 1)xN (t)

y′(t) = WH(t − 1)x′
N (t)

σ(t) = (xH
N (t)xN (t) − yH(t)y(t))

1
2

h(t) = Z(t − 1)y(t)

γ(t) = (β + yH(t)h(t))−1

Z̃(t) = 1
β (Z(t − 1) − h(t)γ(t)hH(t))

α(t) = xH
N (t)xN (t)

y′′(t) = βy′(t) + y(t)α(t)

cyy(t) = βxH
N (t)x′

N (t) + α∗(t)α(t)

h′(t) = Z̃(t − 1)y′′(t)

γ′(t) = (cyy(t) − [y′′(t)]Hh′(t))−1

h′′(t) = h′(t) − y(t)

Z̃′(t) = Z̃(t) + h′′(t)γ′(t)[h′′(t)]H

g(t) = h′′(t)γ′(t)σ∗(t)

γ′′(t) = σ(t)γ′(t)σ∗(t)

Z′(t) = [Z̃′(t),−g(t);−gH (t), γ′′(t)]

(φ(t), λ(t)) = eigs(Z′(t), 1)

ϕ(t) = φ(1:d)(t)

z(t) = φ(d+1)(t)

ρ(t) = |z(t)|
θ(t) = ej arg(z(t))

f(t) = ϕ(t)θ∗(t)

f ′(t) = f(t)(1 + ρ(t))−1

y′′′(t) = y(t)σ−1(t) − f ′(t)

e(t) = x(t)σ−1(t) − W(t − 1)y′′′(t)

W(t) = W(t − 1) − e(t)fH(t)

g′(t) = g(t) + f ′(t)(γ′′(t) − θ(t)λ(t)θ∗(t))

Z(t) = Z̃′(t) + g′(t)[f ′(t)]H + f ′(t)gH (t)

TAB . 3.4 –Algorithme YAST.
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en utilisant le lemme d’inversion matricielle [46], on obtient

F(t) =
1

β2
F(t − 1) + DF (t)ΓF (t)DH

F (t),

oùDF (t) est une matriced × 2 donnée par

DF (t) =
1

β2
F(t − 1)DQ(t),

etΓF (t) est une matrice2 × 2 donnée par

ΓF (t) = (ΓQ(t) − DH
F (t)DQ(t))−1.

L’extraction du vecteur propre dominant deF(t) est obtenu en utilisant la méthode des puissance

ṽ(t) =
F(t)ṽ(t − 1)

‖F(t)ṽ(t − 1)‖ .

La TABLE 3.5 résume ainsi, l’algorithme d’égalisation MMSE adaptative aveugle dans le cas SIMO.

Noter que le processus tout entier requiert seulement3nd + 5d2 + d + O(nd) opérations par itération.

– Mise à jour deW(t) ety(t) en utilisant YAST (cf. TABLE 3.4)

x̄(t) = xN (t)(p+1:n)

ΓQ(t) =

[

‖x̄(t)‖2 −1

−1 0

]

DQ(t) = [ βTH(t − 1)x̄(t) y(t) ]

DF (t) = 1
β2 F(t − 1)DQ(t)

ΓF (t) = (ΓQ(t) − DH
F (t)DQ(t))−1

F(t) = 1
β2 F(t − 1) + DF (t)ΓF (t)DH

F (t)

ṽ(t) = F(t)ṽ(t−1)
‖F(t)ṽ(t−1)‖

v(t) = W(t)ṽ(t)

T(t) = βT(t − 1) + x̄(t)yH (t)

TAB . 3.5 –Algorithme d’́egalisation MMSE adaptative aveugle pour un canal SIMO.

3.3.2 Le cas MIMO

Ici, nous introduirons une version adaptative rapide de l’algorithme d’égalisation MMSE aveugle

dans le cas d’un canal MIMO donnée par la TABLE 3.2. Tout d’abord, notant les effets de l’approxima-

tion de la projection et de la taille finie des échantillons rendent la matriceA presque tout le temps à

rang-colonne plein, d’où

A# = (AHA)−1AH . (3.29)

Par conséquent le vecteurv̄ dans (3.19) s’exprime par

v̄(t) =
[

v̄T
1 (t) v̄T

2 (t) · · · v̄T
q (t)

]T
,
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où les vecteurs̄vk(t) pourk = 1, .., q, sont donnés par

v̄k(t) = −Fk(t) fk(t),

Fk(t) = (J T
k Q(t)J k)

−1,

fk(t) = J T
k Q(t)J k−1,1,d−k.

En utilisant (3.26) et le lemme d’inversion matricielle [46], les matricesFk(t) sont mises à jour par les

relations récursives suivantes

Fk(t) =
1

β2
Fk(t − 1) + DFk

(t)ΓFk
(t)DH

Fk
(t),

DFk
(t) =

1

β2
Fk(t − 1)J T

k DQ(t),

ΓFk
(t) = (ΓQ(t) − DH

Fk
(t)J T

k DQ(t))−1,

où les matricesDQ(t) etΓQ(t) sont données par les équations (3.27) et (3.28).

La TABLE 3.6 résume ainsi, l’algorithme d’égalisation MMSE adaptative aveugle dans le cas MIMO.

Noter que le processus tout entier requiert une complexitéde calcul de l’ordre deO(qnd) opérations par

itération.

– Mise à jour deW(t) ety(t) en utilisant YAST (cf. TABLE 3.4)

x̄(t) = xN (t)(p+1:n)

ΓQ(t) =

[

‖x̄(t)‖2 −1

−1 0

]

DQ(t) = [ βTH(t − 1)x̄(t) y(t) ]

Q(t) = β2Q(t − 1) − DQ(t)Γ−1
Q (t)DH

Q (t)

For k = 1, ··, q :

fk(t) = Q(t)(k+1:d,k)

DFk
(t) = 1

β2 Fk(t − 1)DQ(t)(k+1:d,:)

ΓFk
(t) = (ΓQ(t) − DH

Fk
(t)DQ(t)(k+1:d,:))

−1

Fk(t) = 1
β2 Fk(t − 1) + DFk

(t)ΓFk
(t)DH

Fk
(t)

v̄k(t) = −Fk(t)fk(t)

end

v̄(t) =
[

v̄T
1 (t) v̄T

2 (t) · · · v̄T
q (t)

]T

Ṽ(t) = vec−1(J v̄(t)) + J 0,q,d−q

V(t) = W(t)Ṽ(t)

T(t) = βT(t − 1) + x̄(t)yH (t)

TAB . 3.6 –Algorithme d’́egalisation MMSE adaptative aveugle pour un canal MIMO.
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3.3.3 Proćedure à deuxétapes

SoitW ∈ Cn×d une base orthonormale du sous-espace signal. CommeGτ appartient au sous-espace

signal, on peut écrire (voir [22])

Vτ = W(WHCNW)−1WHGτ . (3.30)

Cette expression deVτ est utilisée pour une implémentation adaptative rapide de l’algorithme à deux

étapes, du moment queZ = (WHCNW)−1 est déjà calculé dans YAST. L’expression récursive du

vecteurGτ est alors donnée par

Gτ (t) = βGτ (t − 1) + xN (t)̂sH(t − τ),

où ŝ(t) est une estimé des(t) obtenue par application d’algorithmes BSS aux signauxs̃(t) de l’équation

(3.23). Dans nos simulations, nous avons utilisé l’algorithme A-CMS [15] que résume la TABLE 3.7.

Pour chaque instantt :

1. Forcer le module de chaque composante du vecteurŝ(t − 1) à une constanteα (e.g.

α = 1), i.e., s̄(t) = diag(|ŝ1(t − 1)|−1, · · · , |ŝq(t − 1)|−1 )̂s(t − 1).

2. Calculer les statistiques :

– Cs̃s(t) = (1 − µ)Cs̃s(t − 1) + µs̃(t)̄sH(t).

– Css(t) = (1 − µ)Css(t − 1) + µs̄(t)̄sH(t).

µ étant une séquence décroissante et positive.

3. Calculer̂s(t) = Css(t)C
#
s̃s(t)̃s(t).

TAB . 3.7 –Algorithme A-CMS.

Ainsi, l’équation (3.30) est remplacée par la récursionsuivante

Vτ (t) = βVτ (t − 1) + z(t)̂sH (t − τ),

z(t) = W(t)Z(t)WH (t)xN (t).

Noter, qu’en choisissant un retard d’égalisation non-nul, on améliorera les performances de l’égaliseur,

comme on le verra plus bas. Ainsi, l’algorithme d’égalisation MMSE aveugle à deux-étapes est résumé

par TABLE 3.5, TABLE 3.6 et TABLE. 3.8. Le coût de calcul total de cet algorithme est de(q + 8)nd +

O(qn + qd2) opérations par itération.

3.4 Analyse asymptotique des performances

Comme il a été déjà mentionné plus haut (voir paragraphe 3.2.4), l’extraction de la matrice d’égalisation

nécessite l’utilisation d’algorithmes BSS afin de pouvoirrésoudre le problème des indéterminations qui

est inhérent aux méthodes du second ordre d’identification aveugle MIMO. Ainsi les performances de
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Pour chaque instantt :

1. Estimer̃s(t), en utilisantV(t) donné par la TABLE 3.5 ou la TABLE 3.6, i.e.̃s(t) =

VH(t)xN (t).

2. Estimer̂s(t) à partir du modèle 3.23, en utilisant l’algorithme A-CMS (cf. TABLE 3.7).

3. Mise à jour deW(t) etZ(t) en utilisant YAST (cf. TABLE 3.4)

4. Calculer

– z(t) = W(t)Z(t)WH (t)xN (t)

– Vτ (t) = βVτ (t − 1) + z(t)̂sH(t − τ)

TAB . 3.8 –Procédure d’́egalisation adaptativèa deux-́etapes.

notre algorithme d’égalisation MIMO dépendent, en partie, du choix de l’algorithme BSS, ce qui va me-

ner à des analyses asymptotiques de convergence très encombrantes. Pour simplifier, on se contentera

d’étudier l’expression asymptotique du MSE estimé de l’´egaliseur aveugle à retard nul dans le cas SIMO

seulement, où le vecteur égaliseur est obtenu à une constante multiplicative scalaire non-nul inconnue

près. Afin de pouvoir évaluer les performances de notre algorithme, une estimation de cette constante est

donnée par

r = arg min
α

‖v0 − αv‖2 =
vHv0

‖v‖2
,

oùv0 représente la valeur exacte de l’égaliseur MMSE à retardzéro etv est l’égaliseur MMSE aveugle

présenté précédemment.

3.4.1 Perte asymptotique en performances

Théoriquement, le MSE optimal est donné par

MSEopt = E(|s(t) − vH
0 xN (t)|2) = 1 − gH

0 C−1
N g0,

oùg0 est le vecteur donné par l’équation (3.2) (pourq = 1, τ = 0). Soit M̂SEopt, le MSE correspondant

à une estimation̂v0 dev0

M̂SEopt
def
= E(|s(t) − v̂H

0 xN (t)|2).

En terme de MSE, l’estimation aveugle donne lieu à une perteen performance égale à

M̂SEopt − MSEopt = trace
(

CN (v̂0 − v0)(v̂0 − v0)
H
)

.

Asymptotiquement (i.e. pour un nombre d’échantillonsK très grand), cette perte en performance est

donnée par

ε
def
= lim

K→+∞
K E(M̂SEopt − MSEopt) = trace(CNΣv),

où Σv est la matrice de covariance asymptotique du vecteurv̂0. Commev̂0 est une ’fonction’ de la

matrice d’autocorrélation échantillonnée du signal observéxN (t), notée iciĈN et donnée à partir deK
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observations, par

ĈN =
1

K

K−1
∑

t=0

xN (t)xH
N (t),

il clair queΣv dépend de la matrice de covariance asymptotique deĈN . Le lemme suivant donne l’ex-

pression explicite de la matrice de covariance asymptotique du vecteur aléatoirêcN = vec(ĈN ).

Lemme3.1 SoientCN,k les matrices d’autocorŕelation du vecteurxN (t) définies par(2.3)etcum(x1, x2, .., xr)

le cumulant d’ordrer des variables aĺeatoires(x1, x2, .., xr).

Si les hypoth̀esesH1-H3 sont v́erifiées et qu’en plus, l’entrées(t) est un processus complexe circulaire,

dont les moments d’ordre quatre sont finis (i.e.,E(s(t + τ)s(t)) = 0, E(|s(t)|4) < ∞), et le bruit ad-

ditiveb(t) est gaussien, alors la séquence d’estimateurŝcN = vec(ĈN ) est asymptotiquement normale

avec une moyennecN = vec(CN ) et une covarianceΣc. i.e.,

√
K(ĉN − cN )

L−→ N (0,Σc).

La covarianceΣc est donńee par

Σc = κc̃N c̃H
N +

m−1
∑

k=−(m−1)

CT
N,k ⊗CH

N,k, (3.31)

c̃N = vec(CN − σ2
bIn),

κs = cum(s(t), s∗(t), s(t), s∗(t)),

(On dit queκs est le kurtosis du signal d’entrées(t), dans le cas òu s(t) est soumis̀a l’hypoth̀eseH2).

Démonstration : voir [52]

Pour établir la normalité asymptotique du vecteurv̂0, on utilise ce qui est communément appelé’théor̀eme

de continuit́e’ qui stipule qu’une statistique asymptotiquement normale’transmit’ sa normalité asymp-

totique à n’importe quel autre paramètre estimé à partir de cette statistique, à condition que la relation

qui lie ce paramètre à la statistique soit suffisamment régulière sur un voisinage de la valeur exacte

(asymptotique) de la statistique. Plus précisément, on ale théorème suivant [20]

Théor̀eme3.2 :”Th éor̀eme de continuité”

SoientθK une śequence de vecteurs aléatoires, asymptotiquement normale, de moyenne asymptotiqueθ

et de matrice de covariance asymptotiqueΣθ et ω(θK) = [ ω1(θK) · · · ωnω(θK) ]T une fonction

vectorielle ŕeelle d́efinie sur un voisinage deθ, telle que chacun de seséléments a une différentielle

non-nulle au pointθ, i.e. Dωk(θ) 6= 0, k = 1, .., nω . Dans ce cas,ω(θK) est une śequence de

vecteurs aĺeatoires de dimensionnω, de moyenne asymptotiqueω(θ) et de covariance asymptotique

Σω = [Σω,i,j]1≤i,j≤nω donńee par

Σω,i,j = DωT
i (θ)ΣθDωj(θ).

Démonstration : voir [20]

L’application du théorème précèdent aux estimés dev0 mène au théorème suivant
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Théor̀eme3.3 Tenant compte des hypothèses cit́ees ci-dessus, le vecteur aléatoire v̂0 suit, asymptoti-

quement, une loi gaussiènne de moyennev0 et de covarianceΣv, i.e.

√
K(v̂0 − v0)

L−→ N (0,Σv).

L’expression deΣv est donńee par

Σv = MΣcM
H ,

où Σc est la matrice de covariance asymptotique de l’estimationéchantillonńee du vecteurcN =

vec(CN ) donńee par leLemme3.1 etM est une matrice donnée par

M = r

(

In − vvH

‖v‖2

)

[

(ṽT ⊗ In)Γ − WM2M1

]

,

Γ =









WT (:, 1) ⊗ (λ1In − CN )#

...

WT (:, d) ⊗ (λdIn − CN )#









,

M1 =
[

(CNJ p,n−p,0T)T ⊗ Id

]

Un,dΓ
∗Un,n +

[

Id ⊗ (THJ T
p,n−p,0CN )

]

Γ

+(J p,n−p,0T)T ⊗ WH + WT ⊗ (THJ T
p,n−p,0),

M2 = ṽT ⊗ Q′,

Uα,β =

α
∑

i=1

β
∑

j=1

(eα
i [eβ

j ]T ) ⊗ (eβ
j [eα

i ]T ),

Q′ =

{

Q#, dans le cas d’une contrainte quadratique

J 1(J
T
1 QJ 1)

−1J T
1 , dans le cas d’une contrainte linéaire

,

Uα,β est une matrice de permutation,el
k est lek-éme vecteur-colonne de la matriceIl et λ1 > λ2 ≥

· · · ≥ λd sont lesd principales valeurs propres de la matriceCN assocíees aux vecteurs propresW(:

, 1), · · · ,W(:, d), respectivement.

Démonstration : voir [52].

3.4.2 Validation des expressions des covariances asymptotiques

Dans ce paragraphe, on se propose de valider par des simulations numériques les expressions théoriques

obtenues dans le paragraphe précédent. On considère un canal SIMO (q = 1, p = 3, etL = 4), généré

aléatoirement en utilisant une distribution de Rayleigh.Le signal d’entrée est une séquence iid QAM4. La

largeur de la fenêtre d’observation estN = 6. Les expressions théoriques sont comparées aux estimations

empiriques obtenues sur un moyennage de 100 réalisations indépendantes. Le critère de performance uti-

lisé ici, est l’erreur quadratique moyenne relative (Relative Mean Square Error, RMSE), définie comme

étant la moyenne échantillonnée sur l’ensemble des réalisations indépendantes de l’estimation totale de

la perte en MSE, i.e.,̂MSEopt − MSEopt. Cette quantité est comparée avec son expression asymptotique

exacte divisée par le nombre d’échantillonsK, εK = 1
K ε = 1

K trace(CNΣv). Le rapport signal à bruit

est défini (en dB) par SNR= −20 log(σb).
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FIG. 3.1 –Perte asymptotique en performances : contrainte quadratique.

La Fig. 3.1a compare, dans le cas d’une contrainte quadratique, le RMSE empirique (trait continu) à son

correspondant théoriqueεK (trait discontinu) en fonction du nombre d’échantillonsK, pour un SNR

égale à 15dB. On voit que l’expression théorique du RMSE est valide même pour une cinquantaine

d’échantillons, ce qui veut dire que les conditions asymptotiques sont atteintes pour une courte taille

d’échantillons. Dans la Fig. 3.1b les RMSE empirique (trait continu) et théorique (trait discontinu) sont

tracés en fonction du SNR, pour un nombre d’échantillonsK = 500. Cette figure démontre la parfaite

concordance entre résultats théoriques et expérimentaux. Des résultats similaires sont obtenus dans le

cas d’une contrainte linéaire.

81



Chapitre 3 : Egaliseur MMSE MIMO aveugle adaptatif rapide etrobuste aux erreurs de surestimation
de l’ordre du canal

3.5 Résultats des simulations et discussion

Dans cette section nous illustrons les performances des algorithmes d’égalisation aveugle proposés

par quelques exemples de simulation. Nos testes sont baséssur des canaux SIMO et MIMO dont les coef-

ficients sont générés aléatoirement, pour chaque exécution, suivant une distribution gaussienne complexe.

Comme dans le paragraphe 1.6.5, les signaux d’entrée sont des séquences iid appartenant à un alphabet

fini de phase et d’amplitude à quatre états QAM4 (s(t) = Aejθ, A ∈ {−1, 1} etθ ∈ {π

4
,
3π

4
})3. Comme

indice de performance on estime le MSE moyen par

MSE =
1

qK

K+τ−1
∑

t=τ

‖s(t − τ) − V̂H
τ xN (t)‖2,

dans le cas d’un traitement par bloc, et le MSE instantané est estimé par

MSE(t) =
1

q
‖s(t − τ) − V̂H

τ xN (t)‖2

dans le cas d’un traitement adaptative, le tout est moyennésur une centaine de réalisations indépendantes.

V̂τ étant une estimation échantillonnée (obtenue à partirdeK échantillons) du filtre égaliseurVτ (ob-

tenu à partir de statistiques exactes). Le MSE est alors comparé au MSE optimal donné par

MSEopt =
1

q
E(‖s(t − τ) − VH

τ xN (t)‖2) =
1

q
trace(Iq − GH

τ C−1
N Gτ ).

Le rapport signal à bruit est défini par SNR= −20 log(σb).
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FIG. 3.2 –Performances de l’égaliseur, cas SIMO.

3Ici, le symbolej désigne un nombre complexe tel quej2 = −1.
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FIG. 3.3 –Performances de l’égaliseur, cas MIMO.
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FIG. 3.4 –Convergence de l’égaliseur adaptatif, cas SIMO.

3.5.1 Évaluation des performances

Dans cette expérimentation, nous allons explorer les performances de notre algorithme. Dans la Fig.

3.2 (cas SIMO avec contrainte quadratique) et la Fig. 3.3 (cas MIMO) on trace le MSE (en dB) en
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FIG. 3.5 –Convergence de l’égaliseur adaptatif, cas MIMO.

fonction du SNR (en dB) pour un nombre d’échantillonsK = 500. On peut observer la baisse en

performance du filtre MMSE à retard zéro comparé au filtre optimal, chose qui est due (comme c’est

expliquée plus haut) à la procedure d’estimation aveugle. Aussi, ça illustre l’efficacité de l’approche à

deux-étapes, qui non seulement compense la perte en performance mais aussi elle permet de choisir des

retards d’égalisation non-nuls, ce qui aide à améliorerles performances dans l’ensemble. La Fig. 3.4 (cas

SIMO avec contrainte quadratique) et la Fig. 3.5 (cas MIMO) donne une idée sur la convergence de la

version adaptative de l’algorithme et du bon fonctionnement de la procedure à deux-étapes même dans

le cas adaptatif. Le SNR étant fixé à 15 dB.
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FIG. 3.6 –Convergence de l’algorithme d’égalisation adaptatif dans le cas d’un canal variable dans le

temps.

La Fig. 3.6 compare, dans le cas où les paramètres du canal varient rapidement, les performances

en poursuite de l’algorithme adaptatif en utilisant YAST [11] et OPAST [5] (Orthogonal Projection

Approximation Subspace Tracking algorithm) respectivement, comme algorithmes suiveurs de sous-

espaces. Nous avons choisi comme modèle de canal variable dans le temps celui de la réference [78]

(cas SIMO :q = 1, p = 3 et L = 4), pour un SNR=15dB. Comme on peut l’observer, l’algorithme

d’égalisation adaptative utilisant YAST arrive à suivreles variations du canal, alors qu’il échoue à le

faire dans le cas où c’est OPAST qui est utilisé.

La Fig. 3.7 compare dans le cas SIMO (q = 1, p = 3 et L = 4) les performances de notre égaliseur

MMSE à retard zéro, dans le cas d’un traitement en bloc, , cas d’une contrainte linéaire (des résultats

similaires sont obtenus dans le cas d’une contrainte quadratique), avec ceux des algorithmes GRDA [33],

LPA [71], OPDA [27] RSFA [43], LSS [75] et MRE [38], respectivement. On rappelle que dans le cas

d’une égalisation indirecte (comme c’est le cas des algorithmes RSFA, OPDA et LSS), et après esti-

mation des coefficients du canal, on calcul le filtre égaliseur MMSEv0 en utilisant l’expression (1.21).

Les courbes représentent le MSE estimé en fonction du SNR,pour un nombre d’échantillonsK = 500.

Comme on peut l’observer, toutes ces approches donnent des résultats très proches les uns des autres,

exception faite pour l’algorithme MRE qui présente de meilleurs performances à fort SNR. En outre,

l’approche MRE est la plus coûteuse du point de vu calcul numérique, alors que notre approche présente

la plus faible complexité de calcul (voir Fig. 3.8).
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FIG. 3.7 –Comparison des performances d’égaliseurs SIMO (q = 1, p = 3, L = 4, N = 6), dans le

cas d’un traitement en bloc.
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FIG. 3.8 –Comparison des côuts de calcul d’algorithmes d’égalisation SIMO (q = 1, p = 3, L =

4, N = 6), dans le cas d’un traitement en bloc.

La Fig. 3.9 compare dans le cas SIMO (q = 1, p = 3 et L = 4) les performances, dans le cas d’un

traitement adaptatif, de notre égaliseur MMSE à retard z´ero avec ceux des algorithmes LPA [71], et MRE
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FIG. 3.9 –Comparison des performances d’égaliseurs SIMO (q = 1, p = 3, L = 4, N = 6), dans le

cas d’un traitement adaptatif.
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FIG. 3.10 –Comparison des côuts de calcul d’algorithmes d’égalisation SIMO (q = 1, p = 3, L =

4, N = 6), dans le cas d’un traitement adaptatif.

[38], respectivement. Les courbes représentent le MSE estimé en fonction du temps, pour un SNR=15

dB. Il est claire que même si les trois approches ont une complexité de calcul du même ordre (comme
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le montre bien la Fig. 3.10), néanmoins, notre approche estde loin celle qui a la plus grande vitesse de

convergence. Ceci est dû au fait que dans son implémentation, on utilise le principe de l’approximation

par projection [88]. Cette approximation accélère, de manière très significative, la convergence de notre

algorithme par rapport à des approches telles LPA ou MRE, dont l’implémentation est basée sur la

technique du gradient stochastique.

3.5.2 Robustesse aux erreurs de surestimation de l’ordre ducanal

Cette expérimentation, est dédié à l’étude de la robustesse aux erreurs de surestimation de l’ordre du

canal. La Fig. 3.11 (resp. Fig. 3.12) représente le MSE en fonction de l’ordre surestimé du canal, pour

un SNR=15dB et un nombre d’échantillonsK = 500 (resp.K = 2000). Les courbes comparent, dans

le cas SIMO (q = 1, p = 3 et l’ordre exacte du canal estL = 4), le MSE obtenu par notre algorithme

avec contrainte quadratique (Quadratic Constraint, Q.C.) et contrainte linéaire (Linear Constraint, L.C.)

respectivement, à ceux obtenus par les algorithme LPA [71], OPDA [27] RSFA [43] et LSS [75], res-

pectivement. Il est facile de constater que notre approche et l’approche RSFA ont un même niveau de

performances et qui est nettement supérieur à celui des autres approches. En effet, notre approche et l’ap-

proche RSFA sont pratiquement insensibles aux erreurs de surestimation de l’ordre du canal. Néanmoins,

il faut noter que notre approche offre de meilleurs avantages par rapport à la technique RSFA, à savoir,

que notre méthode n’a nullement besoin de connaı̂tre l’ordre du canal avec exactitude, alors que la tech-

nique RSFA (et même la technique LSS) inclue une procedure de détection de l’ordre du canal, ce qui

induit un coût de calcul supplémentaire. De même, dans lecas où le canal de transmission présente un

évanouissement en fréquence, i.e. l’hypothèseH1 donnée dans le paragraphe 1.5 n’est plus respectée4.

Même si ses performances subissent une dégradation, notre approche donne de meilleurs résultats que

ceux de la technique RSFA, comme le montre la Fig. 3.13, et quicompare les performances de notre

égaliseur à ceux obtenues par la méthode RSFA, dans le casd’un canal SIMO (q = 1, p = 3 l’ordre

exacte du canal estL = 4), présentant un évanouissement en fréquence (i.e., lespolynômes scalaires qui

forment la fonction de transfert vectoriel du canalh(z) =

L
∑

k=0

h(k)z−k ont au moins un zéro commun).

D’autre part, il est clair que l’utilisation de la contrainte linéaire améliore de façon significative la robus-

tesse aux erreurs de surestimation de l’ordre de notre filtreMMSE. Noter aussi, comme c’est expliqué

en section 3.2.5, que les résultats de notre algorithme dans le cas d’une contrainte quadratique peuvent

être améliorer d’avantage et ceci en augmentant le nombred’échantillonsK, c’est ce qu’on observe

lorsqu’on compare les résultats des Fig. 3.11 et Fig. 3.12 dans le cas d’une contrainte quadratique.

3.5.3 Robustesse aux faibles valeurs deH(0)

L’inconvénient majeur d’un égaliseur à retard nul est, en général, sa sensibilité aux faibles valeurs du

premier coefficient du canalH(0). Les figures Fig. 3.14 et Fig. 3.15, illustrent la robustessede l’algo-

4Noter que dans le cas d’un canal SIMO, l’hypothèseH1 donnée dans le paragraphe 1.5 se réduit à ce que les polynˆomes

scalaires qui forment la fonction de transfert vectoriel ducanalh(z) =

LX
k=0

h(k)z−k n’ont pas de zéros communs.
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FIG. 3.11 –Comparaison de Robustesse (aux erreurs de surestimation del’ordre du canal), l’ordre

exacte estL = 4.
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FIG. 3.12 –Comparaison de Robustesse (aux erreurs de surestimation del’ordre du canal), l’ordre

exacte estL = 4.

rithme proposé, quandH(0) prend de faibles valeurs. Plus précisément, on représente le MSE en fonction

de la variance deH(0) : σ2
H(0)

def
= E(‖H(0)‖2), dans le cas d’un canal SIMO (q = 1, p = 3 et L = 4)
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FIG. 3.13 –Comparaison de Robustesse (aux erreurs de surestimation del’ordre du canal), cas d’un

canal à évanouissement en fréquence, l’ordre exacte estL = 4.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

σ
H
2

M
S

E
(d

B
)

SNR=15 dB

1−step, τ=0
2−step, τ=L
MSE

opt
, τ=0

MSE
opt

, τ=L

FIG. 3.14 –Robustesse aux faibles valeurs deH(0), SNR=15dB.

pour un nombre d’échantillonsK = 500 et un SNR=15dB pour la Fig. 3.14 (resp. SNR=30dB pour la

Fig. 3.15). Il est clair que pour un SNR faible ou moyen, l’algorithme donne des résultats satisfaisants si

la variance deH(0) n’est pas inférieure à un certain seuil minimum (comme on le voit sur la courbe, il

90



Chapitre 3 : Egaliseur MMSE MIMO aveugle adaptatif rapide etrobuste aux erreurs de surestimation
de l’ordre du canal

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−45

−40

−35

−30

−25

−20

−15

σ
H
2

M
S

E
(d

B
)

SNR=30 dB

1−step, τ=0

2−step, τ=L

MSE
opt

, τ=0

MSE
opt

, τ=L

FIG. 3.15 –Robustesse aux faibles valeurs deH(0), SNR=30dB.

est nécessaire queσ2
H(0) ≥ 0.15). Cependant, ce seuil est encore d’avantage plus faible dans le cas d’un

fort SNR, comme le montre la Fig. 3.15

3.5.4 Influence du nombre de capteurs

Les figures Fig. 3.16 et Fig. 3.17 représentent l’évolution du MSE en fonction du nombre de capteurs

pour q = 1, K = 500 et SNR=5dB dans la Fig. 3.16 (resp. SNR=15dB dans la Fig. 3.17). On peut

observer que pour un faible SNR, l’algorithme requière un minimum de degré de liberté en terme de

nombre de capteurs (typiquementp − q doit être supérieur à2 ou 3), tandis que dans le cas d’un SNR

moyen ou fort,p peut être aussi petit queq + 1. Des résultats similaires ont été observés dans le cas

MIMO.
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FIG. 3.16 –MSE en fonction du nombre de capteurs, SNR=5dB.
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FIG. 3.17 –MSE en fonction du nombre de capteurs, SNR=15dB.

3.5.5 Discussion

Ces résultats que nous avons présenté ci-dessus, mettent en evidence les nombreux atouts dont dis-

pose notre méthode. Un de ses principaux avantages est sa faible sensibilité aux erreurs de surestimation

de l’ordre du canal. De même, quand l’ordre du canal est connu, l’algorithme proposé donne d’aussi

bons résultats que les autres approches déjà existantes, tout en ayant le plus faible coût de calcul. Un

autre point, sur lequel notre approche prend un meilleur avantage par rapport à d’autres approches, est

son faible coût de calcul et la convergence rapide de sa version adaptative. Cependant, des méthodes telles
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celles décrites plus haut, ont l’avantage d’estimer directement (en une seule étape) le filtre égaliseur à

retard non-nul, chose qui s’avérera importante dans certains cas limites, où l’égaliseur à retard zéro faille

à donner des performances satisfaisantes (voir Fig. 3.14 et Fig. 3.15).

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode originale d’égalisation aveugle du second ordre,

de systèmes multicanaux (SIMO et MIMO) à réponse impulsionnelle finie. Des implémentations en bloc

et adaptative rapide sont proposées. Une procedure dite àdeux-́etapesa été développée et qui exploite

la connaissance a priori de l’alphabet auquel appartiennent les symboles émis, afin d’obtenir des retards

d’égalisation non-nuls et du coup améliorer les performances. Une étude sur la robustesse de cette ap-

proche, aux erreurs de surestimation de l’ordre du canal, etqui a été confirmée par des simulations, a été

effectuée. De même, dans le cas SIMO, nous avons effectuéune analyse asymptotique des performances,

dont les résultats théoriques ont été validés par des simulations numériques. En fin, des expérimentations

par simulation sont présentées, afin d’illustrer les performances de cette nouvelle approche, tout en les

comparant à ceux des approches déjà existantes.
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Chapitre 4

Égaliseur aveugle ind́ependant de l’ordre

du canal

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous développons une nouvelle méthode d’égalisation MMSE aveugle du second

ordre, de systèmes SIMO à réponse impulsionnelle finie. Les principaux atouts de cette nouvelle tech-

nique sont, d’abord, sa totale indépendance de l’ordre du canal, ensuite le faible coût de calcul de sa ver-

sion adaptative tout en gardant une convergence rapide. Plus précisément, on estime d’abord l’égaliseur

à retard zéro en exploitant le fait qu’il appartient au noyau de la matrice d’autocorrélation tronqué. En

suite et de la même façon et pour les même raisons que pour la méthode présentée au chapitre 3, une

procedure à deux étape est incluse dans l’algorithme afin de permettre la compensation de la baisse en

performaces comparé au cas non-aveugle, et de choisir des retards d’égalisation non-nuls. Tirant profit

de l’idée de l’approximation de la projection [88] et de la propriété du décalage-invariant des matrices

d’autocorrélation des données temporelles, on donne uneimplémentation adaptative rapide de l’algo-

rithme pour ainsi réduire la complexité de calcul deO(n3) à O(np) (p étant le nombre de capteurs etn

la dimension du vecteur de données).

4.2 Développement de l’algorithme

Considérons le modèle de données du canal décrit au paragraphe 1.5 dans le cas SIMO (q = 1). Te-

nant compte des relations (3.1) et (3.2), l’égaliseur MMSEà retard zérov0 est alors donné implicitement
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par

CNv0 =















h(0)

0
...

0















. (4.1)

Si on tronque lesp premières lignes du système (4.1), on obtient alors

C̄v0 = 0 (4.2)

où C̄ est la matrice donnée par l’équation (3.8). Il est évident quev0 appartient au noyau droit de la

matriceC̄, alors en utilisant quelques résultats théorique rapportés dans [4], on pourra établir le lien

entre la structure du noyau droit dēC et l’égaliseur MMSE à retard zéro. Le lemme suivant permet de

caractériser la structure du noyau droit deC̄

Lemme4.1 Tenant compte des hypothèses cit́ees plus haut et pourN > L + 1, le noyau droit dēC :

nullr(C̄) = {z ∈ Cn : C̄z = 0}, est un sous-espace vectoriel de dimensionp, où seulement une seule

direction de ce sous-espace appartient au sous-espace signal.

Démonstration : voir Annexe A.

Pour extraire la direction de nullr(C̄) qui appartient au sous-espace signal (la direction dev0), on utilise

le critère d’égalisation par pique (Equalization Peak Criterion, EPC) [4], on estimev0 parmi les vecteurs

à norme unité, de sorte que l’énergie à la sortie du filtreégaliseur appliqué au vecteur de donnéesxN (t)

soit maximale. i.e.,

max
v∈nullr(C̄)

E(|vHxN (t)|2) ⇔ max
‖ṽ‖=1

(ṽHBṽ) (4.3)

oùB est une matricep×p définie parB
def
= AHCNA, la matriceA ∈ Cn×p étant une base orthonormale

de nullr(C̄) et ṽ est un vecteur de dimensionp.

En effet, sous la contrainte norme unité, la contribution du bruit dans (4.3) est à puissance constante,

ainsi la maximisation dans (4.3) concerne seulement le terme signal. D’ailleurs les autresp−1 directions

de nullr(C̄), qui sont complémentaire dev0, sont presque tout le temps dans le sous-espace bruit (du

moins à fort SNR). Par conséquent, la maximisation dans (4.3) mène essentiellement à la sélection de la

direction désirée du vecteurv0. Une implémentation par bloc de l’algorithme est résumée par la TABLE

4.1. Le coût de calcul de cette implémentation est de l’ordre de(K + p)n2 + (n + 1)p2 + np + O(n3).

Comme le processus aveugle d’estimation du filtre MMSE induit une perte en performance comparé

au cas non-aveugle (voir paragraphe 1.6 et chapitre 3), on introduit ici (comme pour l’algorithme du

chapitre 3) une approche àdeuxétapes, pour compenser cette perte et du coup obtenir des égaliseurs

avec des retards non-nuls d’où une amélioration des performances. L’algorithme d’égalisation MMSE

aveugle à deux étapes est résumé par la TABLE 4.2. Il en r´esulte alors, un coût globale de ce processus

de l’ordre de(K + p + 1)n2 + (K + p2 + p)n + p2 + 2O(n3).
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CN = 1
K

∑K+N−2
t=N−1 xN (t)xH

N (t), (K : Nombre d’échantillons)

(U,Σ,V) = svd(CN (p + 1 : n, :))

A = V(:, n − p + 1 : n)

B = AHCNA

ṽ = vecteur propre dominant deB

v = Aṽ

TAB . 4.1 –Algorithme d’́egalisation aveugle.

Estimerŝ(t), t = 0..K −1, en utilisantv donné par la TABLE 4.1, i.e.̂s(t) = vHxN (t), à une

constante multiplicative scalaire non-nulle près.

gτ = 1
K

∑K+τ−1
t=τ xN (t)ŝ(t − τ)∗

vτ = C−1
N gτ

TAB . 4.2 –Procédure d’́egalisation en deux́etapes.

4.3 Implémentation Adaptative

Dans le but de réduire la complexité de calcul globale de l’algorithme deO(n3) à O(np), une

implémentation adaptative est proposée. Les colonnes dela matriceA correspondent auxp vecteurs

propres associés auxp plus petites valeurs propres de la matriceQ de dimensionn × n définie par

Q
def
= C̄HC̄.

Tenant compte de la mise à jour récursive de la matriceCN , donnée par l’équation (3.24), la matricēC

est alors remplacée par la relation récursive suivante

C̄(t) = βC̄(t − 1) + xN−1(t − 1)xH
N (t). (4.4)

où0 < β < 1 est le facteur d’oubli. Ainsi, la matriceQ(t) est récursivement donnée par

Q(t) = β2Q(t − 1) + q1(t)q
H
1 (t) + q2(t)q

H
2 (t), (4.5)

oùq1(t) etq2(t) sont deux vecteurs de dimensionn donnés par

q1(t) = σ(t − 1)
(

βx′(t − 1) + λ(t − 1)xN (t)
)

,

q2(t) = jσ(t − 1)

(

βx′(t − 1) − 1

λ(t − 1)
xN (t)

)

,

x′(t) = C̄H(t)xN−1(t), (4.6)

σ(t) =

√

λ(t)

1 + λ(t)2
,

λ(t) =
1

2
(‖xN−1(t)‖2 +

√

4 + ‖xN−1(t)‖4).
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Il s’en suit que la matriceA(t) peut être considérée comme une base orthonormale du sous-espace mi-

neur généré par la matrice d’autocorrélationvirtuelleQ(t), de la séquence de données{q1(t),q2(t)}t∈Z.

A partir des vecteurs de donnéesq1(t) etq2(t), on peut extraire, récursivement, les colonnes de la matrice

A(t) en opérant par deux fois avec un algorithme d’estimation etde suivi de sous-espaces mineurs. Dans

ce travail on utilise l’algorithme FDPM [29] (Fast Data Projection Method) que résume la TABLE 4.3,

oùe1 = [1 01×(p−1)]
T , ν > 0 et la notation ’normalisation’ signifie, normalisation desvecteur-colonnes

de la matricêT(t). Le choix de l’algorithme FDPM est motivé par sa simplicit´e et ses remarquables per-

formances en poursuite comparé à d’autre algorithmes existants de suivi de sous-espaces mineurs ayant

la même complexité de calcul. En effet, les résultats de simulation (voir la section 4.4) ont montré que la

plus part des algorithmes rapides (d’une complexité de calcul O(np)) d’estimation et de suivi de sous-

espaces mineurs divergent immédiatement (e.g., OOJA [6])ou présentent de mauvaises performances

(e.g. PASTd [88], YAST [11], HFRANS [10],...), quand la dimension du sous-espace mineurs est très

faible devant la dimension du sous-espace total i.e.,p ≪ n (et c’est exactement la situation à laquelle on

fait face ici). Ces imperfections sont dues essentiellement au problème desminimums locaux. Noter que

l’algorithme FDPM donne de meilleurs performances (voir Fig. 4.1 ).

y(t) = AH(t − 1)q(t)

T(t) = A(t − 1) − ν
‖q(t)‖2 q(t)yH (t)

a(t) = y(t) − ‖y(t)‖e1

T̂(t) = T(t) − 1
qH(t)a(t)

[T(t)a(t)]aH(t)

A(t) = normalisation(T̂(t))

TAB . 4.3 –L’algorithme FDPM.

En utilisant l’approximation de la projectionCN(t − 1)A(t) ≈ CN(t − 1)A(t − 1), qui est valide

lorsque les variation deA(t) sont lentes [88], la matriceB(t) de dimensionp × p est mise à jour en

O(np) operations par la relation suivante

B(t) = βB(t − 1) + b(t)bH(t),

oùb(t) est le vecteur de dimensionp donné par

b(t) = AH(t)xN (t).

Finalement, l’extraction du vecteur propre dominant deB(t) est obtenu en utilisant la méthode de puis-

sance par

ṽ(t) =
B(t)ṽ(t − 1)

‖B(t)ṽ(t − 1)‖ . (4.7)

Noter que le vecteurx′(t) de (4.6) est calculé enO(np) opérations, en utilisant la propriété du décalage-

invariant da la matrice d’autocorrélation (voir détailsdans [52]). L’algorithme d’égalisation MMSE adap-

tative aveugle est donné par la TABLE 4.4, son coût de calcul est de l’ordre de15np + n + 3p2 + p

opérations par itération.
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q1(t) = σ(t − 1)(βx′(t − 1)) + λ(t − 1)xN (t))

q2(t) = jσ(t − 1)(βx′(t − 1) − 1
λ(t−1)xN (t))

A′(t) = FDPM(A(t − 1),q1(t), ν)

A(t) = FDPM(A′(t),q2(t), ν)

b(t) = AH(t)xN (t)

B(t) = βB(t − 1) + b(t)bH(t)

ṽ(t) = B(t)ṽ(t−1)
‖B(t)ṽ(t−1)‖

x′(t) = C̄H(t)xN−1(t)

v(t) = A(t)ṽ(t)

λ(t) = 1
2(‖xN−1(t)‖2 +

√

4 + ‖xN−1(t)‖4)

σ(t) =
√

λ(t)
1+λ(t)2

TAB . 4.4 –Algorithme d’́egalisation adaptative aveugle.

4.3.1 Procedure adaptativèa deuxétapes via l’algorithme du gradient stochastique nor-

malisé

Comme (3.1) décrit un problème de minimisation sans contrainte, on pourra tout simplement ap-

pliquer la technique du gradient-descendant [46] pour obtenir ainsi une estimation récursive du vecteur

égaliseur à retardτ , vτ donné par (3.1), à partir d’une estimation du signal émisŝ(t). Le gradient de

J(vτ ) = E(|s(t − τ) − vHxN (t)|2) est donné par∇J(vτ ) = CNvτ − gτ . D’où, le vecteurvτ (t) est

mis à jour par

vτ (t) = vτ (t − 1) − µ(ĈN (t)vτ (t − 1) − ĝτ (t)),

où ĈN (t) et ĝτ (t) sont des estimés à l’instantt de la matrice d’autocorrélationCN donnée par (1.8)

et le vecteurgτ donné par (3.2), respectivement. Afin de garantir la convergence de l’algorithme, le pas

d’adaptationµ est choisi tel que0 < µ ≪ 1
λ1

, oùλ1 est la plus grande valeur propre de la matriceCN .

Par conséquent, on utilise le pas d’adaptation normaliséµ = µ̄
trace(CN )

. Ainsi, en choisissant̄µ proche

de l’unité on auraµ ≪ 1
λ1

. Les estiméŝCN(t) et ĝτ (t), seront remplacés par leur valeurs instantanés,

i.e., ĈN (t) = xN (t)xH
N (t) et ĝτ (t) = xN (t)ŝ∗(t − τ), respectivement. Ce qui donne la mise à jour

suivante du filtre égaliseur

vτ (t) = vτ (t − 1) − µ̄xN (t)

‖xN (t)‖2
(xH

N (t)vτ (t − 1) − ŝ∗(t − τ)).

Ainsi, la TABLE 4.5 résume la procedure d’égalisation adaptative à deux étapes via la technique du

gradient stochastique normalisé (Normalized Stochastic Gradient, NSG), ce qui donne, dans ce cas, un

coût de calcul globale de15np + 4n + 3p2 + p.

4.3.2 Procedure adaptativèa deuxétapes via l’algorithme des moindres carŕes ŕecursif

L’avantage de l’approche décrite au paragraphe 4.3.1, estson faible coût de calcul (seulementO(n)

opérations par itération sont requises). Cependant, cette méthode souffre d’une convergence très lente.
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Estimer ŝ(t), en utilisant v(t) donné par la TABLE 4.4, i.e.̂s(t) =

vH(t)xN (t), à une constante multiplicative scalaire non-nulle près.

x′′(t) = µ̄ xN (t)
‖xN (t)‖2

vτ (t) = vτ (t − 1) − x′′(t)(xN (t)Hvτ (t − 1) − ŝ∗(t − τ))

TAB . 4.5 –Procedure d’́egalisation adaptativèa deuxétapes via la technique NSG.

Une alternative qui permet d’améliorer la vitesse de convergence, consiste à calculer le vecteurvτ de

l’équation (3.1) via la technique des moindres carrés récursive (Recursive Least Square, RLS), dont le

coût de calcul est évidement plus élevé. En utilisant lelemme d’inversion matricielle [46], la matrice

F(t)
def
= C−1

N (t) est mise à jour par

F(t) =
1

β

(

F(t − 1) − f ′(t)fH(t)
)

,

f(t) = F(t − 1)xN (t),

ρ(t) = fH(t)xN (t),

f ′(t) =
f(t)

β + ρ(t)
.

Le vecteurgτ de l’équation (3.2) est alors remplacé par la relation récursive suivante

gτ (t) = βgτ (t − 1) + xN (t)ŝ∗(t − τ).

Finalement, on abouti à l’expression récursive du filtre ´egaliseur

vτ (t) = vτ (t − 1) − f ′(t)
(

fH(t)gτ (t − 1) − ŝ∗(t − τ)
)

.

Ainsi, la TABLE 4.6 résume la procedure d’égalisation adaptative à deux étapes via la technique RLS.

Noter que cette approche requiert2n2 + 15np + 5n + 3p2 + p opérations par itération.

Estimer ŝ(t), en utilisant v(t) donné par la TABLE 4.4, i.e.̂s(t) =

vH(t)xN (t), à une constante multiplicative scalaire non-nulle près.

f(t) = F(t − 1)xN (t)

ρ(t) = fH(t)xN (t)

f ′(t) = f(t)
β+ρ(t)

vτ (t) = vτ (t − 1) − f ′(t)
(

fH(t)gτ (t − 1) − ŝ∗(t − τ)
)

F(t) = 1
β

(

F(t − 1) − f ′(t)fH(t)
)

gτ (t) = βgτ (t − 1) + xN (t)ŝ(t − τ)∗

TAB . 4.6 –Procedure d’́egalisation adaptativèa deuxétapes via la technique RLS.
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4.4 Résultats des simulations

Dans cette section nous illustrons les performances de algorithme d’égalisation aveugle proposé par

quelques exemples de simulation. Comme pour les expérimentations présentées au paragraphe 1.6.5 et

au paragraphe 2.10, nos testes sont basés sur des canaux SIMO (q = 1, p = 3 et L = 4), dont Les

cœfficients sont générés aléatoirement selon une distribution gaussiènne complexe. Le signal d’entrée

est une séquence iid, appartenant à un alphabet fini de phase et d’amplitude à quatre états QAM4. La

largeur de la fenêtre temporelle estN = 6.

4.4.1 Estimation du sous-espace mineur

Des expérimentations par simulation sont réalisées afinde comparer les performances de quelques

algorithmes d’estimation et de suivi de sous-espaces mineurs. Il s’agit des algorithmes OOJA [6] (Or-

thogonal OJA algorithm), PASTd [88] (Projection Approximation Subspace Tracking with deflational-

gorithm), YAST [11] (Yet Another Subspace Tracker algorithm), HFRANS [10] (Householder transfor-

mation based implementation of Fast Rayleigh’s quotient-based Adaptive Noise Subspace algorithm) et

FDPM [29]. La dimension du sous-espace mineur estp = 3 et la dimension du sous-espace total est

n = Np = 18. On mesure l’erreur d’estimation du sous espace par le crit`ere suivant

γ(t) =
trace(A(t)HE1E

H
1 A(t))

trace(A(t)HE2E
H
2 A(t))

, (4.8)

moyenné sur100 réalisations indépendantes, oùE1 (resp.E2) est la valeur exacte du sous-espace prin-

cipal de dimension(n− p) (resp. sous-espace mineur de dimensionp). Comme on peut le voir, en terme

d’erreur d’estimation de sous-espace, la Fig. 4.1 montre que l’algorithme FDPM donne de meilleurs

performances que les autres, alors que l’algorithme OOJA diverge immédiatement.

4.4.2 Égalisation aveugle

Comme mesure de performance, on estime le MSE moyen par

MSE =
1

K

K+τ+1
∑

t=τ

(|s(t − τ) − v̂H
τ xN (t)|2)

dans le cas d’un traitement par bloc, et le MSE instantané par

MSE(t) = |s(t − τ) − v̂τ (t)
HxN (t)|2

dans le cas d’un traitement adaptative, le tout est moyennésur100 réalisations indépendantes. Le MSE

est comparé au MSE théorique donné par

MSEopt = 1 − gH
τ C−1

N gτ .

Le rapport signal à bruit (SNR : Signal to Noise Ration) est défini par SNR= −20 log(σb).

Dans la Fig. 4.2 on trace le MSE (en dB) en fonction du SNR (en dB) pour un nombre d’échantillons
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FIG. 4.1 –Performances des algorithmes de suivi de sous-espaces mineurs.

K = 500. On peut observer la perte en performances du filtre égaliseur MMSE à retard zéro comparé

au filtre optimal (spécialement à fort SNR), chose qui est due (comme c’est expliquée plus haut) à

la procedure d’estimation aveugle. Aussi, ça illustre l’efficacité de l’approche à deux-étapes, qui non

seulement compense la perte en performance mais aussi elle permet de choisir des retards d’égalisation

non-nuls, ce qui aide à améliorer les performances dans l’ensemble. La Fig. 4.3 illustre la vitesse de

convergence de l’algorithme adaptative, pour un SNR= 15dB. La Fig. 4.4 est dédié à la robustesse aux

erreurs de surestimation de l’ordre du canal. Les courbes comparent le MSE obtenu par les algorithmes

donnés par TABLE 3.1, TABLE 3.2 et TABLE 4.1 pour un SNR=15 dBet un nombre d’échantillons

K = 500. Il est claire que l’algorithme donné par TABLE 4.1 est insensible aux erreurs de surestimation

de l’ordre du canal.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé une nouvelle technique d’égalisation aveugle du second

ordre, destinée à des système SIMO à réponse impulsionnelle finie et dont la mise en oeuvre n’a nul

besoin d’estimer l’ordre du canal. Comme pour l’approche duchapitre 3, des implémentations en bloc

et adaptative rapide sont proposées. Une procedure dite àdeux-́etapesa été développée et qui exploite

la connaissance a priori de l’alphabet auquel appartiennent les symboles émis, afin d’obtenir des re-

tards d’égalisation non-nuls et du coup améliorer les performances. Aussi nous avons présenté une

étude comparative d’algorithmes rapides d’estimation etde suivi de sous-espaces mineurs. En fin, des
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FIG. 4.2 –Performance de l’́egaliseur, K = 500.
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FIG. 4.3 –Convergence de l’égaliseur adaptatif, SNR=15dB.

expérimentations par simulation sont données afin d’illustrer les performances de cette nouvelle ap-

proche. Noter que cette technique peut être étendue au casMIMO.
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FIG. 4.4 –Robustesse aux erreurs de surestimation de l’ordre du canal, l’ordre exacteL = 4, K = 500

et SNR=15dB.
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Dans ce travail de thèse, nous avons considéré essentiellement le problème de sensibilité des égaliseurs

aveugles aux erreurs de surestimation de l’ordre du canal, de même que le problème de leur coût de cal-

cul, relativement élevé par rapport à celui des schémasclassiques d’égalisation.

Le premier volet de ce travail est un état des lieux concernant des solutions déjà existantes pour ces

problèmes. Nous avons présenté une description assez d´etaillée des principales approches ayant at-

traits à ces questions. Tandis que dans le deuxième volet,nous avons présenté deux méthodes originales

d’égalisation aveugle pour des systèmes multicanaux à réponse impulsionnelle finie, basées sur des sta-

tistiques du second ordre. Dans les deux approches, nous avons exploité le fait que le filtre égaliseur

MMSE à retard zéro appartient à la fois au sous-espace signal et au noyau d’une matrice obtenue par une

troncation appropriée de la matrice de covariance du vecteur des données reçues, pour ainsi développer

des techniques simples d’estimation du filtre MMSE à retardzéro, en minimisant une certaine forme

quadratique soumise à des contraintes bien appropriées.Dans les deux approches nous avons inclu une

procedure dite àdeuxétapesqui, d’une part, permet de compenser la baisse en performances comparée

au cas non-aveugle (cette baisse est due au processus d’estimation aveugle), d’autre part elle permet

de choisir des retards d’égalisation non-nuls, d’où une amélioration significative des performances. De

même, nous avons développé, pour les deux approches, desimplémentations adaptatives rapides, ayant

une complexité de calcul linéaire, avec une vitesse de convergence rapide comparée aux méthodes exis-

tantes.

La première approche que nous avons proposée (développ´ee dans le chapitre 3) est plus générale. Elle

est destinée à des systèmes MIMO. Sa mise en oeuvre dépend de l’ordre du canal. Néanmoins, une

étude théorique et une analyse des résultats de simulation ont montré sa faible sensibilité aux erreurs de

surestimation de l’ordre du canal. Cette sensibilité est d’autant plus faible, si la contrainte imposée est

linéaire et/ou le nombre d’échantillons est assez large.Concernant toujours la première approche, nous

avons effectué une analyse asymptotique des performances, dont les résultats théoriques sont en parfaite

concordance avec ceux obtenus par simulation. Pour ce qui est de la seconde approche (celle présentée

au chapitre 4), elle a l’avantage d’être totalement indépendante de l’ordre du canal dont l’estimation n’est

donc plus nécessaire pour son éventuelle mise en oeuvre.

D’autres résultats, obtenus en marge de cette étude, concernent quelques algorithmes rapides de pour-

suite de sous-espaces sont présentés. En effet, dans le cas où les paramètres du canal sont variables dans
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le temps, l’utilisation dans l’algorithme d’égalisation, de l’algorithme YAST [11] comme suiveur de

sous-espace dominant (sous-espace signal) donne de bien meilleurs résultats que ceux obtenus en utili-

sant OPAST [5] (Orthogonal Projection Approximation Subspace Tracking algorithm). Par ailleurs, dans

le cas d’une poursuite de sous-espace mineur, dont la dimension est faible devant celle du sous-espace

total, les résultats de simulation donnent l’avantage à l’algorithme FDPM [29].

Cependant, des méthodes telles que celles décrites dans la partieÉtat de l’art, ont l’avantage d’estimer

directement (en une seule étape) le filtre égaliseur à retard non-nul, chose qui s’avérera importante dans

certains cas limites, où l’égaliseur à retard zéro faille à donner des performances satisfaisantes.

Comme perspectives à ce travail, nous proposons de combiner ces critères d’égalisation aveugle que nous

avons établis, à des schémas d’égalisation classique (avec une séquence d’apprentissage très courte), pour

ainsi aboutir à des schémas d’égalisation semi-aveugle, et qui aurons pour avantages une simplicité dans

leur mise en oeuvre pratique et des niveaux de performances très satisfaisants. De même, on peut étudier

une éventuelle extension de ces techniques proposées au cas où les signaux émis sont corrélés tempo-

rellement, i.e., l’hypothèse qui stipule que les signaux d’entrée sont temporellement blancs peut être

relaxer.
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Annexe A

Démonstrations des lemmes et th́eorèmes

A.1 Démonstration du Théor̀eme2.1

On décomposeHN tel que

HN =

[

H

H

]

,

H = HN (1 : p, :) = [h(0) · · · h(L) 0p×(N−1)],

H = HN (p + 1 : n, :) = [0(n−p)×1 HN−1]. (A.1)

Dans ce cas

J(P) = trace
{

[Ip − P]HNHH
N [Ip − P]H

}

= trace
{

[H − PH][HH − H
H
PH ]

}

= trace
{

H HH − PHHH − HH
H
PH + PH H

H
PH
}

.

En annulant le gradient deJ(P), on obtient

∇J(P) =
∂J(P)

∂PH
= −HHH + PH H

H
= 0 ⇔ [H − PH]H

H
= 0. (A.2)

Tenant compte des relations (A.1), l’équation (A.2) équivaut àH′HH
N−1 = 0,

avecH′ = [h(1) · · · h(L) 0p×(N−1)] − PHN−1. CommeHN−1 est à rang-colonne plein, il s’en suit

queH′ = 0, d’où il convient d’écrire que siPopt est la solution optimale de (2.9), alors

[Ip − Popt]HN = H − PoptH = [h(0) H′] = [h(0) 0p×(d−1)],

ε̃min(t) = [Ip −Popt]HNsm(t) = h(0)s(t).

�
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A.2 Démonstration du Théor̀eme2.2

Qopt est obtenu en minimisant

J ′(Q) = trace(C̃N − QHC̃N,τ − C̃H
N,τQ + QHC̃NQ)

⇒ ∇J ′(Q) =
∂J ′(Q)

∂QH
= −C̃N,τ + C̃NQ = 0 ⇔ Qopt = C̃

#
NC̃N,τ ,

d’après (2.8)vzf
τ = Qoptv

zf
0 . �

A.3 Démonstration du Théor̀eme2.3

i) Les relations (2.18) peuvent être réécrites sous la forme

[Im−1 0m−1,1]V
HxN (t) = [0m−1,1 Im−1]V

HxN (t + 1),

en l’absence du bruit (b(t) = 0) et d’après (1.4), on obtient

[Im−1 0m−1,1]V
HHNsm(t) = [0m−1,1 Im−1]V

HHNsm(t + 1)

m (A.3)

[Im−1 0m−1,1]V
HHN [0m,1 Im] sm+1(t + 1) = [0m−1,1 Im−1]V

HHN [Im 0m,1] sm+1(t + 1),

comme la séquence{s(t)} fournit une excitation persistante d’un ordre d’au moinsm + 1, l’équation

(A.3) donne alors

[Im−1 0m−1,1]V
HHN [0m,1 Im] = [0m−1,1 Im−1]V

HHN [Im 0m,1]

m








0 I1,1 · · · I1,m

...
...

. . .
...

0 Im−1,1 · · · Im−1,m









=









I2,1 · · · I2,m 0
...

.. .
...

...

Im,1 · · · Im,m 0









oùIi,j est le(i, j)ème terme de la matriceI = VHHN . Il est alors facile de conclure queI = rIm, où

r est une constante scalaire.

ii) En l’absence du bruit (b(t) = 0) et tenant compte de (1.4), on peut aisément montrer quei) et ii) sont

équivalentes. �
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A.4 Démonstration du Lemme2.1

En utilisant le produit de Kronecker (voir [19] pour détails) le vecteur d’erreurε(t) est donné par

ε(t) = [Im−1 0m−1,1]V
HxN (t) − [0m−1,1 Im−1]V

HxN (t + 1),

εH(t) = xH
N (t)V [Im−1 0m−1,1]

T − xH
N (t + 1)V [0m−1,1 Im−1]

T ,

ε∗(t) =
(

[Im−1 0m−1,1] ⊗ xH
N (t) − [0m−1,1 Im−1] ⊗ xH

N (t + 1)
)

vec(V)

= Z(t)v,

avecZ(t)
def
= [Im−1 0m−1,1]⊗xH

N (t)−[0m−1,1 Im−1]⊗xH
N (t+1), ce qui donne‖ε(t)‖2 = vHZH(t)Z(t)v ⇒

J (v) = vHE
(

ZH(t)Z(t)
)

v. Si on poseC
def
= E

(

ZH(t)Z(t)
)

, alors et après quelques operations

algébriques, on obtient l’expression suivante de la matriceC

C = diag(1, 2, · · · , 2, 1) ⊗ CN,0 − Jm−1 ⊗ CN,1 − J−1
m−1 ⊗ CH

N,1,

Jm−1 étant la matrice donnée par (2.1). �

A.5 Démonstration du Théor̀eme2.4

CommeM1 et M2 sont des bases de nulll(C̃N,τ ) et nulll(C̃N,τ+1) respectivement, on peut alors

écrire

MH
1 HNJτ

mHH
N = 0,

MH
2 HNJτ+1

m HH
N = 0,

commeHN est une matrice à rang-colonne plein, cela implique

MH
1 HNJτ

m = 0,

MH
2 HNJτ+1

m = 0.

Vu les structures particulières des matricesJτ
m et Jτ+1

m (voir équations (2.1)), il existent deux matrices

A1 ∈ Cτ×(n−m+τ) etA2 ∈ C(τ+1)×(n−m+τ+1) telles que

HH
NM1 =

[

A1

0

]

, (A.4)

HH
NM2 =

[

A2

0

]

. (A.5)

Supposons que (2.20) est vérifiée, il s’en suit queMH
1 HNHH

NM2v
′
τ = 0, en utilisant (A.4) et (A.5) on

obtient
[

AH
1 0

]

[

A2v
′
τ

0

]

= 0, (A.6)
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si on poseA2v
′
τ = [α1, ··, ατ , ατ+1]

T , alors l’équation (A.6) implique

AH
1 [α1, ··, ατ ]T = 0, (A.7)

commeAH
1 est une matrice à rang-colonne plein1 (AH

1 a plus de lignes que de colonnes), alors de

l’équation (A.7) on peut conclure que[α1, ··, ατ ]T = 0. Multipliant de part et d’autre (A.5) par le vecteur

v′
τ , on obtient alors

HH
NM2v

′
τ =

[

A2v
′
τ

0m−τ−1,1

]

=









0τ,1

ατ+1

0m−τ−1,1









.

Ce qui mène à conclure que le filtrevτ = M2v
′
τ est un égaliseur ZF à retardτ .

Inversement, supposons maintenant qu’un vecteurvτ ∈ Cn soit un égaliseur ZF de retardτ du système

(1.4), i.e.,vH
τ HN = [ 01,τ 1 01,m−τ−1 ] ⇒ vH

τ C̃N,τ+1 = vH
τ HNJτ+1

m HH
N = 0, doncvτ ∈

nulll(C̃N,τ+1) ⇒ ∃v′
τ ∈ Cn−m+τ+1 : vτ = M2v

′
τ . Comme la sortie de l’égaliseurvH

τ x̃N (t) est

non-corrélée avec le vecteur de donnéesMH
1 x̃N (t), où x̃N (t) = xN (t) − bN (t) (voir la définition

dans l’équation (2.5)), alorsE
(

(MH
1 x̃N (t))∗x̃N (t)TM∗

2[v
′
τ ]∗
)

= 0 ⇒ MT
1 C̃∗

N,0M
∗
2[v

′
τ ]∗ = 0 ⇔

MH
1 C̃N,0M2v

′
τ = 0. Donc (2.20) est vérifiée. �

A.6 Démonstration du Théor̀eme3.1

D’après (1.10), la matrice de covariance s’exprime aussi par

CN = Usdiag(λ1, · · · , λd)U
H
s + σ2

bUbU
H
b .

Comme les colonnes de la matriceUs générent le sous-espace signal, alors il existe une matriceP′ de

dimensiond × d, non-singulière telle queUs = HNP′, tandis que les colonnes deUb générent son

complément orthogonal , lesous-espace bruit, i.e.,UH
b Us = 0. CommeW est une base orthonormale

du sous-espace signal, alors il existe deux matricesP et P′′ de dimensiond × d, non-singulières telles

que

W = HNP = UsP
′′,

d’où

CNW = (HNP′diag(λ1, · · · , λd)U
H
s + σ2

bUbU
H
b )UsP

′′ = HNS,

avecS = P′diag(λ1, · · · , λd)P
′′ une matrice non-singulière. Par conséquent,

T = CN (p + 1 : n, :)W = HN (p + 1 : n, :)S.

CommeHN (eq. (1.7)) est une matrice bloc-Toeplitz, il s’en suit que

HN (p + 1 : n, :) = [0(n−p)×q HN−1].

1En effet, on peut démontrer que la probabilité queAH
1 soit une matrice de rang-colonne plein est égale à un.
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La matriceHN−1 étant à rang-colonne plein, cela implique alors

dim(nullr(T)) = dim(nullr([0(n−p)×q HN−1])) = q.

Il s’en suit qu’une matriced×q à rang colonne pleiñV, solution de l’équation (3.9), peut être considérée

comme une base du noyau droit de la matriceT. Tenant compte de (3.6), les colonnes de la matriceṼ0,

qui caractérise le filtre égaliseur MMSE donné par (3.5),appartiennent à nullr(T) et sont linéairement

indépendantes, il s’en suit quẽV = Ṽ0R, oùR est une matriceq × q non-singulière. �

A.7 Démonstration du Lemme4.1

Noter d’abord que la matriceCN−1 de dimension(n−p)× (n−p) est une sous-matrice à rang plein

deC̄. Il s’en suit que dim(nullr(C̄)) = p.

Soit W ∈ Cn×m une base orthonormale du sous-espace signal. Comme range(HN ) = range(W) =

range(CNW), alors il existe une matriced × d non-singulièreR telle queCNW = HNR. par

conséquent̄CW = [0(n−p)×1 HN−1]R. commeHN−1 est à rang-colonne plein, alors dim(nullr(C̄W)) =

dim(nullr([0(n−p)×1 HN−1])) = 1, ce qui mène à conclure que seule une direction de nullr(C̄) appar-

tient au sous-espace signal. �
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ABSTRACT 

This paper presents a new algorithm for the blind equalization of 
FIR-SIMO systems. The proposed equalizer has several advan- 
tages and particular features that arc studied in this work. More 
precisely, (i) we prove its robustness against channel order over- 
estimation errors. (ii) we propose an efficierit fast adaptive imple- 
mentation of our equalizer, (iii) we derive awatistical performance 
analysis to compare the equalization performance with that of the 
optimal MMSE equalizer and finally (iv) we develop a two-stcp 
procedure to further improve the performance pain and control the 
equalization delay. Simulation results are provided to illustrate the 
effectiveness nC the proposed blind equalization algorithms. 

1. INTRODUCTION 

Adaptive channel equalization techniques have been widely used 
in communication systems. for their convenience in real time ap- 
plications. Conventional equalizer algorithms require training se- 
quences to updatc the parameters of the cqualizcr. Th i s  solution 
clearly reduces Ihe effective channel throughput and alternative 
methods have been consiidertxi using blind equalization algorithms. 
In this work, we develop a blind adaptive equalization algorithm 
based on MMSE estimation, which presents a nuniber of prop- 
erties such as robustness to channet order over-estimation errors 
and low computational complexity. This algorithm includes a two 
step-estimation procedure. which allows Us to compensate for the 
performance loss of.the equalizer. compared to the non-hlind one, 
and to obtain equalizers with controlled delays. Simulation exam- 
ples are presented to demonstrate the performance of the proposed 
algorithm and assess the validity of our theoretical study. 

2. DATAMODEL 

Consider a SlMO system of p outputs given by: 

L 

x(t) = h(k)s(b - k) + b(t) 
k=O 

where h(z) = EL=, h(k)zLk is an unknown causal FIR p x 1 
transfer function. We assume ( A l )  h(z) # 0. Vz. (A2) ~ ( b )  a 
scalar (non-observable) iid zero-mean process of power 0; and 
(A3) b(t) is an additive spatially and temporally white noise of 

0-7803-8545-4/04/$20.00 02004 LEEE 

power crl and independent of the transmitted sequence { s ( t ) ) .  
By stacking N successive samples of the received signal x ( t ) .  i.e. 

X N  ( b )  = [XT(t) X T ( b  - 1) . . . XT(t - N -I. 1)y- 

X N ( ~ )  = Hs(t) -k b N ( t )  

we obiain a n n  x 1 data-vector (n = N p )  that can be writien as: 

(2) 

where s ( t )  = [s( t )  . . . s(t - d+ 1)IT ( d  = N + L )  and H i s  the 
channeI convolution matrix o f  dimension n x d. , given by: 

h(0) ... h(L) 
H = [ ... 

0 h(0) . . .  h(L) 

3. MMSE EQUALIZER 

Consider a T-delay MMSE equalizer (T E IO, l,... , d  - l}). 
Under the above data model. one can easily show that the equalizer 
vector v, corresponding to the dcsired solution is given by: 

vT = argmin(E(lls(t - T) - v H x ~ ( t ) 1 j 2 ) )  (4) " 
= c - ' g ,  ( 5 )  

C ef E [ x ~ ( t ) x ~ ( t ) ]  (6 )  

g, ef E ( X N  ( t ) s *  (t - T)) (7) 
= o;H(:,r+ 1) (8) 

where: 

is the data covariance matrix and gr is an n x 1 vector given by: . 

where H(:, T + 1) denotes the (T f 1)-th column vector of H. 
Clearly, the MMSE filter vT belongs to the signal subspace (i.e. 
Range(H)) and thus one can write 

v, = wv, (9) 

where W is  a 7a x d m'atrix which column vectors form a basis of 
the signal subspace and Cr i s  a d-dimensional vector. 
Our objective here is to derive a blind estimate of the zero-delay 
MMSE equalizervo. From equations (5 ) ,  (7) and (9). we can write 
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Equation (10) implies that 
- 
CWGO = 0 (1 I )  

where is a submatrix of C given by its last n - p rows. Re- 
versely. we established that this equation characterizes uniquely 
the zero-delay MMSE equalizer. We have the following result: 

Theorem 1 Under the above dara assumptions und for N 2 L + 
1, the solurion of 

cwv = 0 (12) 
- 

is unique (up IO a scalar consranl) and corresponds to the desired 
MMSE equalizer; i.e. C = a?o for a given sculur cunstunt a. 

P r o d  Since Range(W) =Range(CW) =Range(H), there ex- 
ists a non-singular d x d matrix T such that: 

cw = HT. 

4. FAST ADAPTIVE IMPLEMENTATION 

- - Therefore 
C W v = O  3 HTv=O 

where is the (n - p )  x n matrix given by: 

(13) 

" .  O I H = [ ; .._ 
0 h(0) ..- h(L) 

- 

0 0  h(0) ... h(+) 

Under assumption (Al). i t  is shown in 141 that H is full column 
rank as soon as N 2-L. Therefore, the kerncl of (and conse- 
quently. the kernel of C W )  is of rank 1. Since VU. thc MMSE filter 
given by (10). belongs to Kcr(EW) and rank(Ker@W)) = 1, i t  
follows that any vector V, solution of equation (12) is equal (up to 

a a constant factor) to CO. 
In practice, equation (12) is solved i n  the least squarcs sense ac- 
cording to: 

= a g  niin ( ~ " Q v )  (141 
Ilvll=1 

where Q is a (d  x d)  matrix define by: 

Q &f W''EHEW (15)  

Thus. we obtain a batch-processing implementation of the blind 
MMSE equalization algorithm that is summarized in table 1 (we 
use here informal MATLAB notation and EVD represents the out- 
put of the eigen-decomposition with sorted (in decreasing order) 
eigenvalues). 

c = +ET=, X N ( t ) X : : ( t )  

= U1(:, 1 : d )  
= C ( p +  1 : nl:) 

(Ui ,Ai)  =EVD(C)  
w 
c - 
Q = W H E H E W  

(U2, Az) = EVD(Q) 
Go zU2( : ,d )  
vo = WCo, (up to a scalar constant) 

Table 1. Bfind MMSE equalization algorithm 

In tracking applications we are interested in estimating the equal- 
izer vector recursively. We propose here a fast adaptive implrmen- 
tation of the proposed blind MMSE equahzec The matrix C is 
replacing by its recursive version 

C ( t )  = W ( t  - 1) + X N ( t ) X $ ( t )  (16) 

where 0 < p < 1 is a forgetting factor. The weight matrix W cor- 
responding to the d dominant eigenvectors of C can bc estimated 
using a fast subspace estimation and tracking algorithm based on 
the power method. In this work, we usc the OPAST (Orthogonal 
Projection Approximation Subspace Tracking) algorithm in [Zlthat 
is summarized in table 2. Note that only O ( d )  operations are re- 
quired at each time step (instead of O(n3) for a full EVD). (see 
[2] and [5]  for morz details). The second step of our algorithm 

j initialization 

for each time step do 

y ( t )  = W H ( t  - l ) x i v ( t )  
q(t) = 12 t - l)y(t) 

= 1 + y H ( t ) q ( t )  

p(t) = r ( t ) ( x l v ( t )  - W H ( t  - l)Y(t)) 

@ ( I  

Tahle 2. OPAST algorithm 

consists of estimating recursively thc d-dimensionat vector V as 
the least eigenvector of matrix Q or equivalently as the dominant 
eigcnvector of its inverse'. 
First, equation (16) yields 

- 
C ( t )  = p q t  - 1 )  -t TtN( t )X j r : ( t )  (17) 

where % ~ ( t )  is a sub-vector of X(t) given by its last n - p ele- 
ments. Consider the matrix: 

T ( t )  'gr c(t)W(1) (18) 

applying the projection approxi mation: 
- 
C(t )W(t )  z5 C(t)W(t - 1) 

which is valid if matrix W(t) is slowly varying with t ,  and suhsti- 
tuting equation (17) into (18) yields 

T(t) = BT(t - I) t sr , ( t )yH(t )  (19) 

then equation (15) can be replaced by the following recursion 

Q(t) = PZQ(t - 1 )  - D(t)J- ' ( t )DH(t)  (20) 

IQ is  a singular matrix when dealing with the exact statistics. How- 
ever. when considering the sample avenged estimate of C and due to the 
estimation errors, the estimate o f 4  is almost surely a non-singular matrix. 
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where D(t) is the d x 2 matrix 

D(t) = [ PT"(t - l)ZiN(t) ~ ( t )  ] 
and J(t) is the 2 x 2 non-singular matrix 

Consider the d x d hermitian matrix 

R(t) = Q-'( t )  

using the matrix (Schur) inversion Iemma [3], we obtain 

1 
R(t) = ,R(t - 1) + S(t)E(t)SH(t) 

P 
where S ( t )  is the d x 2 matrix 

1 
S(t) = -R(t - 1)D(t) 

P2 
and E(t) is the 2 x 2 matrix. 

E ( t )  = ( J ( t )  - S"(t)D(t))-' 

The extraction of the dominant eigenvector o fR( t )  is obtained by 
power iteration as: 

Thus the MMSE equalizer vector is expressed (up to a scalar con- 
stant) by 

VO(t) = W ( t ) Y O ( t )  (28) 

Note that the whole processing requires only O(nd) operations. 
The complete pseudo-code for the adaptive blind MMSE equal- 
ization algorithm is given in table 3. 

5. ROBUSTNESS 

In  this section, we considcr the robustness of the proposed blind 
MMSE equalizer against channel order over-estimation errors. The 
channel order is used to determine the column dimension equal to 
d = L + N of matrix W (which corresponds. in practice. to the 
sizc of the dominant subspace of C ) .  Lct L' > L be the over- 
estimated channel order and hence d' = L' + N is the column 
dimension of W, i.e., we consider the subspace spanned by the d' 
dominant eigen-vector oP C. We argue here that. as long as the 
number of sensors p plus the over-estimation error order L' - L is 
smaller than the noise subspace dimension. i.e. p f L ' - L  < n-d,  
the least squares solution of ( I  I )  provides a consistent estimate of 
the MMSE equalizer. 

This observation comes from the following: Let XI?. 1, xP 
be a basis of Ker(c)  (the kemel o f c  is ofdimensionp, i.e. C x  = 
0 admits p linearly independent solutions) such that x1 belongs to 
the signal subspace, i.e. Range(H). According to Theorem I ,  
XI is the only basis vector that belongs to Range(H). Now, the 
solution of ( I  1) would be unique (up to a scalar constant) if: 

Range(W) n Range([xl, ' .  . , xpl )  = Range(x1) 

lni tialimtion 

OPAST inifialization (cf. I i b k  2 )  
- 
C(0) = [ O + P ) X P  I ( l W X ( T 2 - P )  1 
Vo(0) = a random unitary vector 

T(0) =E(O)W(O) 

R(0) = (TH(0)T(O))-' 

for each time step do 

update W(t) using OPAST(cf. Table 2) 

Table 3. Adaptive blind equalization algorithm 

or equivalently 

Range(W) f l  Range([x2,- . -  , x p ] )  = { O ) .  

The above condition woufd be verified i f  the intersection of the 
subspacc spanned by the projections of x?, . . . , xP onto the noise 
subspace and the subspace spanned by the L' - L noise vectors of 
W introduced by the overcstimation error is empty (except for the 
zero vector). As thc latter are randomly introduced by the EVU of 
C and since p+ L' - L < n - d ,  then one can expect this subspace 
intersection to be empty almost surely. 

T h i s  argument. eventhough not a rigorous proof of robustness, 
has been confirmed by our simulation results (see simulation ex- 
amplc given bdow where one can see that the pformance  loss 
of the equalization due to the channel order over-estimation error 
remains relatively limitcd). 

6. PERFORMANCE ANALYSiS 

We study here the asymptotic expression of the blind equalization 
MSE defined by' 

minE(ls(n) - avHx,v(n)1*). (29) 

where v is the unit-norm blind MMSE equalizer presented previ- 
ously. In particular, we show that the blind MMSE equalizer has 
a performance loss compared to the optimal (non-blind) one. This 
loss of estimation accuracy in terms of asymptotic MSE is asymp- 
totically given by 

![VollaTrace(CElr) T 

?The scalar constant Q comes from the fact that. in the blind context. 
the MMSE is estimated only up to an unknown scalar cwficient. 
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where YO is the zero-delay MMSE equalizer given by ( IO)  and ZV 
is the asymptotic error covariance matrix of the estimate of v. The 
explicit expression of E,, is given by the following lemma: 

Lemma f Under assumptions { A i ) ,  {A2), (A3) and E ( l a ( k ) [ 4 )  < 
00, rhe blind MMSE equalizer given bv Table I is asymptosicallv 
gaussiun distributed. i.e. 

@(ir - v) 5 N(0, Xu) 

where Y represenfs h e  e.racr value u f v  (i.e., when lasing exact 
statistics) and G its estimated VerSiOR from a T-sample obscrva- 
!ion. The expression ojF,,, is  given bv 

= M ~ Z ~ M ~  

diere EC is thc asyiptotic covurimzce matrix of the sample esti- 
nrate ofvec(C)  givcn in (71und 

10; 

@ being the Kronecker product, denoles the matrix p s d a -  
iiivcr,sion operutor and A[  > A2 2 . ' . 2 A,L are the eigrnvcllues 
uf c. 
Due to space limitation. we omit here the proof and work-out of 
above expression. 

!I 
\ 
I 
I 

7. TWO-STEP EQUAIJZATiON ALGORITHM 

To compensate for the above performance loss and also lo have 
a controled non-zero equalization delay, we propose here a two- 
stcp approach to estimate the blind MMSE equalizer. In the first 
step. wc estimate vo according to the prcvious algorithm, while, in 
thc second stcp, we refine this estimation by exploiting thc a pri- 
ori knowlcdge of thc finite alphabet to which belongs the symbols 
s ( t ) .  This is done by performing a hard decision on the symbols' 
that are {hen uscd to re-estimate vT according to equations ( S )  and 
(7). 

Let W E Cnxd bc an orthonormal basis of the signal sub- 
space. Since g, klongs to the signal subspace, one can write (see 
[[I): 

v, = W(WHCW)-IWHgr (301 
This expression of v, is used for the fast adaptive implcmentation 
OF this two-step algorithm since z = (w"cw)-' is already 
computed by the OPAST. The recursive expression of vector g7 is 
given by 

and thus equation (30) can be replaced by the Following recursion 

V,( t )  = W(t)Z(t)W" ( t j g r ( t )  (32) 
'We assume here the use of a differential modulation to get rid of the 

phase indeterminacy inherent to the blind equalization problem. 

Note that. by chosing a non-zero equalizer delay T, we improve the 
equalization performance as shown below. Thc two step adaptive 
blind MMSE equalization algorithm can be written as summarized 
in table 3 and table 4. The overall computational cost of this algo- 
rithm is O(Snd) flops per iteration. 

Estimate $ ( t )  (using vo(t)) 
g 4 t )  
V7(t)  = W(t)Z(t)W (t)g,(tj 

= Be4 - 1) +$.r(tlG'(t - 7) 

Table 4. n o - s t e p  equalization procedure 

8. SIMULATlON RESULTS 

We provide in this scction some simulation examples to illustrate 
the performance of the proposed blind equalizer. Wt: consider a 
y = 3 channels system of degree 1; = 4 chosen randomly at each 
run according to a complex Gaussian distribution for each channel 
cwellicient. The channeIs are excited by an iid QAM4 sequence. 
The MSE in (29) is evaluated over IO0 Monte-Carlo runs. The fig- 
ures below illustrate thc convergence rate of khe adaptive algorithm 
(Fig. I with SNK= 20dB), the performance gain of the 2-step ap- 
proach (Fig. 2 with T = 500) and the robustness to channel order 
over-estimation errors (Fig. 3 with T = 500 and SNK= 5dB), 
respcctively. 

%, I 

. . . . . . . . . . .. . . . 

- - Z-step. M a y a  
'~ 24w. dd*L 

Fig. 1. Convergence of the adaptive MMSE equalization algo- 
rithm. 

9. CONCLUSION 

This paper introduces a new blind estimation method of the MMSE 
equalizer filter for SIMO-FIR systems. Batch and fast adaptive 
implementation algorithms aft devdopped. A two-step version 
using the n priori knowledge of the source signal finite alphabet 

151 



do 
0 i o  20 30 Q 

SNR 

Fig. 2. Performance gain of the non-zero delay equalizer. - 

has been proposed in order to control the equalization delay and 
improve the estimation pcrformanctt. Robustness against channel 
order over-estimation errors and (asymptotic) estimation perfor- 
mance of proposcd equalizalion method arc studied. 
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Abstract- In this paper, we consider the problem of blind
equalization of MIMO systems. In a recent work a blind MMSE
equalizer robust to channel order over-estimation errors was
proposed for SIMO systems. In this work, we extend this
method and propose a new MMSE algorithm that presents
better robustness and better tracking performances. Moreover,
the proposed MMSE technique has been extended here to the
MIMO case. Simulation results are then given to illustrate the
effectiveness of our MMSE algorithms.

I. INTRODUCTION

Adaptive channel equalization techniques have been widely
used in communication systems for their convenience in real
time applications. Conventional equalizer algorithms require
training sequences to update the parameters of the equalizer.
This solution clearly reduces the effective channel throughput
and alternative methods have been considered using blind or
semi-blind equalization algorithms [1][2].
Recently, a blind adaptive equalization algorithm based on
MMSE estimation, which presents a number of nice properties
such as robustness to channel order over-estimation errors and
low computational complexity has been introduced in [3]. In
this paper we extend this work and propose: (i) a modified
block implementation of the MMSE equalizer that is more
robust to channel order over-estimation errors that the one
in[3], (ii) a modified adaptive implementation that has better
tracking performances especially for fast varying channels and
(iii) an extended version of the equalizer for MIMO systems.

II. DATA MODEL

Consider a MIMO system of q inputs, p outputs (p > q)
given by:

Adel Belouchrani
Electrical Engineering Department

Ecole Nationale Polytechnique (ENP)
PO Box 182, El Harrach 16200

Algiers, Algeria
Email: adel.belouchrani@enp.edu.dz

By stacking N successive samples of the received signal x(t)
into a single vector, we obtain the n-dimensional (n = Np)
vector:

XN(t) = [XT(t) XT(t - 1) ... XT(t - N + 1)]T (2)
= HSr(t) + bN(t) (3)

where Sr(t) = [ST(t) ... ST(t-r+l)]T, (r = N+L) and H
is the channel convolution matrix of dimension n x d, (d = qr),
given by:

H(O) ... H(L) 0

0 H(O) H(L) J
(4)

It is shown in [4], that if N is large enough and under
assumption (Al), matrix H is full column rank.

III. MMSE EQUALIZER

Consider a r-delay MMSE equalizer (r E {0, 1, ... , r-1}).
Under the above data model, one can easily show that the
equalizer matrix VT corresponding to the desired solution is
given by:

(5)-T= arg minE(Ils(t-r)-VHXN(t) 112)
= C-1Gr

where:
C = E[XN(t)XN(t)]

(6)

(7)

is the data covariance matrix and GT is an n x q vector given
by:

L
x(t) = E H(k)s(t - k) + b(t)

k=O
(1)

where H(z) = >k=0 H(k)z k is an unknown causal FIR pxq
transfer function. We assume (Al) H(z) : 0, Vz. (A2) The
input (non-observable) signal s(t) is a q-dimensional random
vector assumed to be iid zero-mean process of power a2Iq and
(A3) b(t) is an additive spatially and temporally white noise
of power 2Ip and independent of the transmitted sequence
{s(t)}.

(8)
(9)

GT = E(XN (t)Sq1(T)q)
a2H(:, -rq + I : (T + I)q)

where H(:, -rq + 1 : (r + I)q) denotes the sub-matrix of H
given by the column vectors of indices varying in the range
[rq + 1, -., (T + 1)q] (In this paper, we use MATLAB notation
to refer to sub-matrices selection). Clearly, the columns of
MMSE matrix filter VT belongs to the signal subspace (i.e.
Range(H)) and thus one can write

VT = WVT (10)
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where W is a n x d matrix which column vectors form a basis
of the signal subspace and VT is a d x q dimensional matrix.
Our objective here is to derive a blind estimate of the zero-
delay MMSE equalizer Vo. From equations (6), (9) and (10),
one can write

[ H(0)

0 (11)

equation (11) implies that

CWVo,,,= O

where 0 is the Kronecker product and Vec(.) is the column
vectorization operator.
It follows from equations (13) and (14) that

a + Aiv = 0 (20)
where

q

a = Z a(k)
k=l

A = [ A(i) -- A(q) ]

Vr = [ V(I)T . .. V(q)T ]T.

(21)

(22)
(23)

(12) The solution of equation (20) is then given by

where C is a submatrix of C given by its last (n - p)
rows. Reversely, we established that this equation character-
izes uniquely the zero-delay MMSE equalizer. We have the
following result (the proof is omitted due to space limitation):

Theorem 1: Under the above data assumptions and for N >
qL the solution of

CWV - 0 (13)

subject to the constraint: rank(V) = q, is unique (up to a
constant q x q non-singular matrix) and corresponds to the
desired MMSE equalizer, i.e. V = VoR for a given constant
q x q invertible matrix R.
Note that the q x q constant matrix R comes from the
inherent indeterminacies of MIMO systems blind identification
using second order statistics [4]. Usually, this indeterminacy is
solved by applying HOS (Higher Order Statistics)-based blind
source separation algorithms.
In the SIMO case (q = 1), equation (13) can be solved in
the least squares sense subject to the unit norm constraint, i.e.
the d-dimensional equalizer vector corresponds (up to a scalar
factor) to the least eigen vector of the matrix WHCHCW.
Batch and fast adaptive implementation algorithms are devel-
oped in [3]. Nevertheless, this approach can not be extended
to MIMO case (q > 1), owing to the fact that the constraint in
Theorem 1 is not satisfied. One possible solution is to impose
a linear constraint (instead of the quadratic constraint) such
as:

(14)

what will guarantee that matrix V has a full columns rank q.

Let

A = Iq 0 (CW) (15)
v = Vec(V) (16)

and for k = 17 , q

a(k) = A(:, (k-1)d + k) (17)

A(k) = A(:, (k -)d + k + 1: kd) (18)
v(k) = v((k -l)d +k+ I1: kd) (I19)

(24)
where (-) represents the matrix pseudo-inversion operator.
Finally, by defining the d x q matrix Vo as

- k(k + 1)
2 (25)

Vo(k) = Vo((k- 1)d -ikl+±1: kd--ik) (26)
Vo(:, k) = [ 0°1x(k-1) 1 VO(k)T] T (27)

for k = 1.. q, we obtain the equalizer matrix (up to a constant
invertible matrix)

VO = WVo. (28)
Thus, we obtain a block-processing implementation of the
blind MMSE equalization algorithm that is summarized in
Table I (we use here informal MATLAB notation and EVD
represents the output of the eigen-decomposition with sorted
(in decreasing order) eigenvalues).

TABLE I
BLIND MMSE EQUALIZATION ALGORITHM

Remark: The proposed MMSE equalizer is more robust
against channel order over-estimation errors than the one in
[3]. Indeed solution of (13) is, in general, a linear combination
of the desired solution Vo (that lives in the signal subspace)
and noise subspace vectors (introduced by the channel order
over-estimation errors). However, it is observed that, for a

finite sample size and for moderate and high SNRs the
contribution of the desired solution Vo in (13) is much higher

978-3-8007-2909-8/05/$20.00 ©2005 IEEE

C T= N+I t=N XN(t)XN(t), (T: sample size)
(U, A) =EVD(C)
W =U(:, 1: d)
C =C(p+ 1:n,:)
A Iq 0 (CW)

a(k) =A(:, (k-l)d + k), k =1,,q
A(k) =A(:,(k-1)d+k+1:kd), k=1,",,q

a = , 1 a(k)
A = A(1) A(q)
vo=-A#a
Zk k±(k+) k q2vo(k) -vo (k-1)d-ik_ 1 + 1: kd -ik), k = 1,q

Vo(:,k) 01x(k-1) 1 Vo(k)T T, k = l, ,q
Vo = WVo, (up to a constant invertible matrix )

-r 2CW'V 0 = O's

VO = --Pa
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than that of the noise subspace vectors. Consequently, in that
context, solving (13) in the least squares sense under unit norm
constraint, leads to a solution that lives almost in the noise
subspace (i.e. the part of Vo in the final solution becomes
negligible). On the other hand, by solving (13) subject to linear
constraint (equations (24) and (28)), one obtain a solution
where the linear factor of Vo is more significant (which is
due to the fact that vector a in (24) belongs to the signal
subspace).

IV. FAST ADAPTIVE IMPLEMENTATION

In tracking applications, we are interested in estimating the
equalizer vector recursively. We introduce here a fast adaptive
implementation of the proposed blind MMSE equalizer. For
simplicity we present only the SIMO case, the extension to
the MIMO case is straightforward but cumbersome.
The matrix C is replaced by its recursive estimate

C(t) = 3C(t -1) + XN(t)XN(t) (29)

where 0 < ,3 < 1 is a forgetting factor. The weight matrix
W corresponding to the d dominant eigenvectors of C can

be estimated using a fast subspace estimation and tracking
algorithm. In this work, we use the YAST (Yet Another
Subspace Tracker) algorithm in [5]. The choice of YAST
algorithm is motivated by its remarkable tracking performance
compared to other existing subspace tracking algorithms of
similar computational complexity (PAST[6], OPAST[7], .. ).
The YAST algorithm is summarized in Table II. Note that only
O(nd) operations are required at each time instant (instead of
O(n3) for a full EVD). The vector x'(t) = C(t- 1)XN(t) can

be computed in O(n) operations, by using the shift invariance
property of the correlation matrix, similarly to [8].

The second step of our algorithm consists of estimating
recursively the (d -1)-dimensional vector iro. From equations
(15), (21) and (22) we obtain

a(t) = C(t)w(t)
A(t) = C(t)W(t)

(30)
(31)

where w(t) is the first column of matrix W(t) and W(t) is a

sub-matrix of W(t) given its last (d - 1) columns. Equation
(29) yields

TABLE II
YAST ALGORITHM

Hence, applying approximations (33), (34) and substituting
equation (32) into (30) and (31) yields

a(t) = /a(t - 1) + P(t)XN(t)
A(t) = OA(t-1) +-RN(t)y(t)H

(35)
(36)

where the scalar AL(t) and the (d- 1)-dimensional vector y(t)
are given by

/(t) = XN(t)HW(t-1)
y(t) = W(t- 1)HxN(t)

(37)
(38)

Note that y(t) is considered sub-vector of y(t) computed in
YAST (cf. Tablell), given by its last (d - 1) elements.
Consider the (d - 1) x (d - 1) matrix

F(t) d=f A(t)HA(t) (39)
C(t) = OC(t - 1) + xN(t)XN(t) (32)

where XN (t) is a sub-vector of XN (t) given by its last (n -p)
elements. The projection approximation

C(t)W(t) C(t)W(t - 1)

which is valid if matrix W(t) is slowly varying with time [7],
implies

(33)
(34)

C(t)w(t) C(t)w(t - 1)
-C(t)W(t) I -C(t)W(t - 1).

substituting equation (36) into (39) yields

F(t) = ,32F(t - 1) - D(t)J-l(t)DH(t)

where D(t) is the (d - 1) x 2 matrix

D(t) = [ p3AH(t - 1)5N(0) y(t ]
and J(t) is the 2 x 2 non-singular matrix

J(t) - [ 1(t)fI2 -1 ]

978-3-8007-2909-8/05/$20.00 ©2005 IEEE

y(t) = WH(t -_1)XN(t)
x'(t) = C(t - 1)XN(t)
y' (t) = WH (t - 1)x'(t)
O(t) = (XN(t)HXN(t) - y(t)Hy(t))2
h(t) = Z(t - 1)y(t)
?y(t) = (3 + y(t)Hh(t))-l
Z(t) = (Z(t-1) - h(t)y(t)h(t)H)
a(t) = XN (t)HXN (t)

y"(t) = /3y'(t) + y(t)a(t)
cyy (t) = /XN (t)Hx (t) + a* (t)a(t)
h'(t) = Z(t-lI)y"(t)
y' (t) = (Cyy(t) - y" (t)Hh'(t))-
h" (t) = h'(t) - y(t)
Z'(t) = Z(t) + h//(t)-y(t)h"l(t)H
g(t) = h" (t) y' (t)a* (t)

Iy"(t) = (t)Y'(t) f*(t)
Z'(t) = [Z'(t),-_g(t); -g(t)H, -t"(t)]

(+(t), A(t)) = eigs(Z'(t), 1)
W (t) = 10(1l d) (t)
z(t) = (d±+ 1) (t)
p(t) = Iz(t)l
0(t) = ej arg(z(t))
f(t) = 90(t0*(t)

f' (t) = f(t)(1 + p(t))-
y"'..(t) = Y(Oa-~(t) -f' (t)

e(t) = x(t)-1(t) -W(t - )y"' (t)
W(t) =W(t - 1) - e(t)fH (t)
g'(t) = g(t) + f'(t)(-y"(t) - 0(t)A(t)9*(t))
Z(t) = Z'(t) + g'(t)f'(t)H + f'(t)g(t)H

(40)

(41)

(42)
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Using the matrix (Schur) inversion lemma [9], we obtain

M(t) def I

- ,g-2M(t 1) + S(t)E(t)SH(t)

where S(t) is the (d - 1) x 2 matrix

S(t) = - 1)D(t)

and (t) is the 2 x 2 matrix

E(t) = (J(t) SH(t)D(t))-1 (

which belongs the symbols s(t). This is done by performing
(in batch or adaptive way) a blind source separation and a hard

(43) decision on the symbols that are then used to re-estimate VT
(44) according to equations (6) and (9) (We assume here the use of

a differential modulation to get rid of the phase indeterminacy
inherent to the blind equalization problem).
Let W E C"'¢d be an orthonormal basis of the signal

(45) subspace. Since GT belongs to the signal subspace, one can
write (see [10]):

(46)

Finally, equation (24) can be replaced by

o0 (t) = -A(t)#a(t)
-(A(t)HA(t)) lA(t)Ha(t)
-M(t)m(t)

where

m(t) = A(t) Ha(t).

(47)
(48)
(49)

(50)
Thus the MMSE equalizer vector is expressed (up to a scalar
constant) by

vo(t) =-W(t)[ 1 v0(t)T IT (51)

Note that the whole processing requires only O(nd) opera-
tions. The complete pseudo-code for the fast adaptive blind
MMSE equalization algorithm is given in Table III.

TABLE III
ADAPTIVE BLIND MMSE EQUALIZATION ALGORITHM

VT = W(WHCW) lWHG- (52)
This expression of V, is used for the fast adaptive implemen-
tation of this two-step algorithm since Z = (WHCW)-l is
already computed by the YAST. The recursive expression of
vector Gr is given by

GT (t) =-Gr (t - 1) + XN (t)SH (t -T) (53)
and thus equation (52) can be replaced by the following
recursion

VT(t) =W (t)Z(t)WH(t)G7 (t) (54)
Note that, by choosing a non-zero equalizer delay r, we
improve the equalization performance as shown below.

VI. SIMULATION RESULTS
We provide in this section some simulation examples to

illustrate the performance of the proposed blind equalizer. Our
tests are based on SIMO (q = 1, p = 3 and L = 4) and
MIMO (q = 2, p = 3 and L = 4) channels. The channel
coefficients are chosen randomly at each run according to
a complex Gaussian distribution. The input signals are iid
QAM4 sequences. As a performance measure, we estimate
the average MSE given by

V. TWO-STEP EQUALIZATION ALGORITHM
It is shown in [3] that the blind estimation of the MMSE

filter results in a performance loss compared to the non blind
one. To compensate for this performance loss and also to
have a controlled non-zero equalization delay, we propose here
a two-step approach to estimate the blind MMSE equalizer.
In the first step, we estimate Vo according to the previous
algorithms, while, in the second step, we refine this estimation
by exploiting the a priori knowledge of the finite alphabet to

MSE = -min E(||s(t - T) -RV'RxN(t)112)
q R

(55)

over 100 Monte-Carlo runs. The MSE is compared to the
theoretical MSE given by

I HC-MSEth = Tr(Iq G$''Gi-)
q

(56)

The signal-to-noise ration (SNR) is defined by SNR -

20 log( as ).
In Fig. 1, we plot the MSE (in dB) against SNR (in dB) for
T - 500. One can observe, the performance loss of our
MMSE filter compared to the exact one due to the blind
estimation procedure.
Fig.2, illustrates the performance gain of the two-step ap-
proach (T = 500), which allows to compensate the perfor-
mance loss and choose a non-zero equalization delay.
Fig.3 compares the tracking performances of our algorithm
with those of the algorithm in [3]. The latter uses the OPAST
algorithm for subspace tracking instead of YAST. The channel
variation model is the one given in [11] and the SNR is set to
15dB. As we can observe, our algorithm succeed to track the
channel variations while the algorithm in [3] fails.
Fig.4 is dedicated to robustness study. The plots represent the

978-3-8007-2909-8/05/$20.00 ©2005 IEEE

. Update W(t) and y(t) using YAST (cf.Table II)
y(t) Y (2:d)(t)
J(t) - IIXN(t)I2 --1-1 0
D(t) = /AH(t-1)XN(t) y(t)
S(t) =-, M(t- 1)D(t)
E(t) =-(J (t) - SH (t)D(t))-

M(t) = M(t- 1) + S(t)Y(t)SH(t)
A(t) -= 3A(t - 1) +XN(t)yH(t)
,ll(t) -XN (t)HW(t - 1)
a(t) = Oa(t - 1) + A(t)xN(t)
m(t) = A(t)Ha(t)
vo (t) = -M(t)m (t)
vo(t) = W(t)[ 1 vo(t)T]T(Uptoaslrcntn)to a scalar constant)~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~
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MSE obtained by our algorithm compared to those of the
algorithm in [3]. Clearly, the use of linear constraint improves
significantly the robustness of the blind MMSE filter.
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Fig. 3. Convergence of the adaptive MMSE equalization algorithm in the
time varying channel case.

35 45

Fig. 1. Performance of the zero delay MIMO equalizer.
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Fig. 4. Robustness against channel order over-estimation errors.

Fig. 2. Performance of the non-zero delay SIMO equalizer.

VII. CONCLUSION

This paper introduces a new blind estimation method of the
MMSE equalizer filter for MIMO-FIR systems. Batch and fast
adaptive implementation algorithms are developed. A two-step
version using the a priori knowledge of the source signal finite
alphabet has been proposed in order to control the equalization
delay and improve the estimation performance. Robustness
against channel order over-estimation errors and performance
of proposed equalization method are studied.
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ABSTRACT

In this paper, we propose a new blind minimum mean square er-
ror (MMSE) equalization algorithm of noisy single-input multiple-
outputs finite impulse response (SIMO-FIR) systems, relying only
on second order statistics. This algorithm offers an important ad-
vantage, a total independence of the channel order. Exploiting
the fact that the equalizer filter belongs both, to the signal sub-
space and to the kernel of truncated data covariance matrix, the
algorithm achieves blindly a direct estimation of the zero-delay
MMSE equalizer parameters. The proposed approach has several
features that are studied in this work. More precisely, we develop
a two-step procedure to further improve the performance gain and
to control the equalization delay. We present an efficient adap-
tive implementation of our equalizer, which reduces the compu-
tational complexity from O(n3) to O(n2p), where n is the data
vector length and p is the number of sensors. Simulation results
are provided to illustrate the effectiveness of the proposed blind
equalization algorithm.

1. INTRODUCTION

Since the pioneer work of Tong et al [1], active research in blind
Identification/Equalization area has led to a variety of second-order
statistics-based algorithms (see the book [2], as well as the ref-
erences therein). Many efficient solutions (e.g. [3]) suffer from
the lack of robustness against channel order overestimation errors.
A lot of research effort has been done to either develop efficient
techniques for channel order estimation [4, 5] or to develop blind
identification/equalization methods robust to channel order esti-
mation errors. Several robust techniques have been proposed so
far [6, 7, 8], but all of them depend explicitly or implicitly on the
channel order and hence have only a relative robustness. In this pa-
per, we describe a new technique for direct design of SIMO blind
MMSE equalizer, completely independent of the channel order.
We show first that the zero-delay equalizer filter belongs simulta-
neously, to the signal subspace and to the kernel of truncated data
covariance matrix. This property is used, under some weak con-
ditions, to estimate the parameters of the equalizer by maximizing
a certain quadratic form subject to a properly chosen constraint.
We present an efficient adaptive implementation of the novel al-
gorithm, having only O(n2p) complexity. A two-step estimation
procedure is included (in batch or adaptive way), which allows us
to compensate for the performance loss of the equalizer compared
to the non-blind one and to choose a non-zero equalization delay.

2. DATA MODEL

Consider a SIMO system of p outputs, given by

x(t) =

L�
k=0

h(k)s(t − k) + b(t), (1)

where h(z) =
�L

k=0 h(k)z−k is an unknown causal FIR p × 1
transfer function. We assume (A1) h(z) �= 0, ∀z. (A2) The input
(non-observable) signal s(t) is a scalar iid zero-mean process of
power σ2

s . (A3) b(t) is an additive spatially and temporally white
noise of power σ2

bIp and independent of the transmitted sequence
{s(t)}. By stacking N successive samples of the received signal
x(t) into a single vector, we obtain the n-dimensional (n = Np)
vector

xN(t) = [x(t)T
x(t − 1)T

. . . x(t − N + 1)T ]T

= HNsm(t) + bN (t), (2)

where sm(t) = [s(t) . . . s(t−m+1)]T , (m = N +L), bN(t) =
[b(t)T . . . b(t − N + 1)T ]T and HN is the channel convolution
matrix of dimension n × m, given by

HN =

�
��

h(0) · · · h(L) 0

. . .
. . .

0 h(0) · · · h(L)

�
�� . (3)

It is shown in [9], that if N > L and under assumption (A1),
matrix HN is full column rank.

3. ALGORITHM DERIVATION

3.1. MMSE equalizer

Consider a τ -delay MMSE equalizer (τ ∈ {0, 1, · · · , m − 1}).
Under the above data model, one can show that the n−dimensional
equalizer vector vτ corresponding to the desired solution is given
by

vτ = arg min
v

E(‖s(t − τ ) − v
H
xN(t)‖2) = C

−1
N gτ , (4)

where

CN
def
= E[xN(t)xN(t)H ] = σ

2
sHNH

H
N + σ

2
b In, (5)
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is the data covariance matrix and gτ is an n × 1 vector given by

gτ
def
= E(xN(t)s(t− τ )∗) = σ

2
sHN (:, τ + 1), (6)

where HN(:, τ +1) denotes the (τ +1)-th column vector of HN
1.

Clearly, the MMSE filter vτ belongs to the signal subspace (i.e.
range(HN)).

3.2. Blind equalization

Our objective here is to derive a blind estimate of the zero-delay
MMSE equalizer v0. From equations (4) and (6), v0 is given im-
plicitly by

CNv0 = σ
2
s

�
����

h(0)
0
...
0

�
���� . (7)

If we truncate the first p rows of system (7), we obtain

C̄v0 = 0, (8)

where C̄ is an (n−p)×n sub-matrix of CN given by its last n−p

rows, i.e.: C̄ = CN (p + 1 : n, :). It is obvious that v0 belongs
to the right null space of C̄. Next, we establish a link between the
structure of the right null space of C̄ and the zero-delay MMSE
equalizer.

Lemma 1 Under the above data assumptions and for N > L+1,
the right null space of C̄: nullr(C̄) = {z ∈ Cn : C̄z = 0}, is
a p−dimensional subspace, where only one direction of it belongs
to the signal subspace.

Proof: First, notice that the (n − p) × (n − p) matrix CN−1 is
a full rank sub-matrix of C̄. It follows that dim(nullr(C̄)) = p.
Let W ∈ Cn×m be an orthonormal basis of the signal subspace.
Since range(HN) = range(W) = range(CNW), there ex-
ists a non-singular m × m matrix R such that CNW = HNR.
Therefore, C̄W = [0(n−p)×1 HN−1]R. As HN−1 is full col-
umn rank, it implies that dim(nullr(C̄W)) = 1, what carries
out to conclude that only one direction of nullr(C̄) belongs to the
signal subspace. �

To extract the direction of nullr(C̄) which belongs to the signal
subspace (the direction of v0), we use the technique proposed in
[10]. The selection of the filter v corresponding to the equalizer
v0 is obtained by choosing the one with maximum power, i.e.

max
v∈nullr(¯C)

E(‖vH
xN(t)‖2) ⇔ max

‖ṽ‖=1
(ṽH

Bṽ), (9)

where B
def
= AHCNA, matrix A ∈ Cn×p is an orthonormal ba-

sis of nullr(C̄) and ṽ is a p-dimensional vector such as v = Aṽ.
Indeed, under the unit-norm constraint, the noise contribution in
(9) is of constant power and thus the maximization in (9) con-
cerns only the signal term. Besides, the other p − 1 directions of
nullr(C̄), that are complementary to v0, are almost in the noise
subspace (at least for high signal-to-noise ratio (SNR)). Therefore,
the maximization in (9) leads essentially to the selection of the de-
sired direction of vector v0. A batch-processing implementation
of the algorithm is summarized in table 1.

1We use here some informal MATLAB notations.

CN = 1
K

�K−1
t=0 xN (t)xN(t)H , (K: sample size)

(U, Σ,V) = svd(CN(p + 1 : n, :))
A = V(:, n − p + 1 : n)
B = AHCNA

ṽ = the dominant eigenvector of B

v = Aṽ

Table 1. Blind MMSE equalization algorithm.

3.3. Selection of the equalizer delay

It is shown in [7] that the blind estimation of the zero-delay MMSE
filter results in a performance loss compared to the non-blind one.
To compensate for this performance loss and also to have a con-
trolled non-zero delay which helps to improve the performance of
the equalizer, we propose here a two-step approach to estimate the
blind MMSE equalizer. In the first step, we estimate v0 according
to the previous algorithm, while, in the second step, we refine this
estimation by exploiting the a priori knowledge of the finite alpha-
bet to which belongs the symbols s(t). This is done by performing
a hard decision on the symbols2 that are then used to re-estimate
vτ according to equations (4) and (6). The two-step blind MMSE
equalization algorithm is summarized in Table 1 and Table 2.

Estimate s(t), t = 0..K − 1, (using v given by Table 1)
gτ = 1

K

�K+τ−1
t=τ xN(t)ŝ(t − τ )∗

vτ = C−1
N gτ

Table 2. Two-step equalization procedure.

4. ADAPTIVE IMPLEMENTATION

In order to reduce the global computational complexity of the al-
gorithm, from O(n3) to O(n2p), an adaptive implementation is
proposed. The columns of matrix A correspond to the p-least

eigenvectors of matrix Q
def
= C̄HC̄. Thus A can be obtained

as an orthogonal complement of the (n − p)-dimensional major
subspace of Q. If A⊥ ∈ Cn×(n−p) is an orthonormal basis of the
major subspace of Q then AAH = In −A⊥A⊥H .
As matrix CN is recursively updated by CN(t) = βCN (t− 1)+
xN (t)xN(t)H , where 0 < β < 1 is a forgetting factor, matrix C̄

is then replaced by the recursion C̄(t) = βC̄(t− 1) + xN−1(t−
1)xN (t)H . Thus, matrix Q(t) is recursively given by

Q(t) = β
2
Q(t − 1) + y1(t)y1(t)

H + y2(t)y2(t)
H

, (10)

2We assume here the use of a differential modulation to get rid of the
phase indeterminacy inherent to the blind equalization problem.
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where y1(t) and y2(t) are two n-dimensional vectors given by

y1(t) = σ(t − 1)(βx
′(t − 1) + λ(t − 1)xN(t)),

y2(t) = jσ(t − 1)(βx
′(t − 1) − 1

λ(t − 1)
xN(t)),

λ(t) =
1

2
(‖xN−1(t)‖2 +

�
4 + ‖xN−1(t)‖4), (11)

σ(t) =

�
λ(t)

1 + λ(t)2
, x

′(t) = C̄(t)H
xN−1(t).

It follows that matrix A⊥(t) can be considered as an orthonormal
basis of a major subspace of the virtual covariance matrix Q(t)
of data sequence {y1(t),y2(t)}t∈Z. From data vectors y1(t) and
y2(t), the columns of A⊥(t) can be extracted recursively when
performing twice a fast major subspace estimating and tracking al-
gorithm. In this work, we use the OPAST (Orthogonal Projection
Approximation Subspace Tracking) algorithm [11] that is summa-
rized in Table 3, where y′(t) stands alternatively for y1(t) and
y2(t). The choice of OPAST algorithm is motivated by its sim-
plicity and its remarkable performance compared to other existing
subspace tracking algorithms of similar computational complex-
ity. Finally, the extraction of the dominant eigenvector of B(t) is

y(t) = A⊥(t − 1)Hy′(t)
q(t) = 1

β
Z(t − 1)y(t)

γ(t) = 1
1+y(t)H

q(t)

p(t) = γ(t)(y′(t) − A⊥(t − 1)y(t))
r(t) = 1

‖q(t)‖2 ( 1√
1+‖p(t)‖2

‖q(t)‖2
− 1)

p′(t) = r(t)A⊥(t − 1)q(t) + (1 + r(t)‖q(t)‖2)p(t)
Z(t) = 1

β
Z(t − 1) − γ(t)q(t)q(t)H

A⊥(t) = A⊥(t − 1) + p′(t)q(t)H

Table 3. OPAST algorithm.

obtained by power iteration as

ṽ(t) =
B(t)ṽ(t − 1)

‖B(t)ṽ(t − 1)‖ . (12)

The outline of the adaptive blind MMSE equalization algorithm is

given in Table 4. Using matrix inversion lemma, matrix F(t)
def
=

CN (t)−1 is updated recursively as

F(t) =
1

β
(F(t − 1) − f

′(t)f(t)H),

f(t) = F(t − 1)xN(t), (13)

ρ(t) = f(t)H
xN (t), f

′(t) =
f(t)

β + ρ(t)
.

Thus, the adaptive version of the two-step procedure is summa-
rized in Table 5. Note that the whole processing requires O(n2p)
operations per iteration.
Remark: It is possible to further reduce the computational com-
plexity to O(np). Matrix A(t) can be estimated directly in O(np)
operations using a fast minor subspace tracker such as FDPM (Fast
Data Projection Method) algorithm [12]. The computation of the
vector x′(t) = C̄(t)HxN−1(t) in (11) can be reduced from O(n2)
to O(np) by means of the technique described in [13], which ex-
ploits the shift invariance property of the correlation matrix. Us-
ing the projection approximation CN(t)A(t) ≈ CN (t)A(t− 1),

y1(t) = σ(t − 1)(βx′(t − 1)) + λ(t − 1)xN(t))
y2(t) = jσ(t − 1)(βx′(t − 1) − 1

λ(t−1)
xN(t))

(A′(t),Z′(t)) = OPAST(A⊥(t − 1), Z(t − 1), y1(t), β)
(A⊥(t),Z(t)) = OPAST(A′(t),Z′(t),y2(t), β)

Π(t) = In − A⊥(t)A⊥(t)H

A(t) = eigs(Π(t), p)
CN (t) = βCN(t − 1) + xN(t)xN(t)H

B(t) = A(t)HCN (t)A(t)

ṽ(t) = B(t)ṽ(t−1)
‖B(t)ṽ(t−1)‖

v(t) = A(t)ṽ(t)
C̄(t) = CN(t)(p+1:n,:)

x′(t) = C̄(t)HxN−1(t)

λ(t) = 1
2
(‖xN−1(t)‖2 +

�
4 + ‖xN−1(t)‖4)

σ(t) =
�

λ(t)

1+λ(t)2

Table 4. Adaptive blind MMSE equalization algorithm.

Table 5. Adaptive two-step equalization procedure.

Estimate ŝ(t), (using v(t) given by Table 4)
f(t) = F(t − 1)xN (t)
ρ(t) = f(t)HxN(t)

f ′(t) = f(t)
β+ρ(t)

vτ (t) = vτ (t − 1) − f ′(t)(f(t)Hgτ (t − 1) − ŝ(t − τ )∗)
F(t) = 1

β
(F(t − 1) − f ′(t)f(t)H)

gτ (t) = βgτ (t − 1) + xN(t)ŝ(t − τ )∗

which is valid if matrix A(t) is slowly varying with time [11], ma-
trix B(t) can be updated in O(np) operations. Finally the equal-
izer filtervτ (t) in the two-step procedure can be computed via nor-
malized least mean square (NLMS) algorithm only in O(np) op-
erations. However, the major disadvantage of this approach comes
from the fact that fast O(np) minor subspace tracker algorithms
suffer from local minima problem when the minor subspace’s di-
mension is much lower than that of the total subspace, i.e.: p � n

(which is exactly, the situation we are facing herein).

5. SIMULATION RESULTS

We provide in this section some simulation examples to illustrate
the performance of the proposed blind equalizer. Our tests are
based on SIMO channels (p = 3 and L = 4). The channel coef-
ficients are chosen randomly at each run according to a complex
Gaussian distribution. The input signals are iid unit-power QAM4
sequences. The width of the temporal window is N = 6. As
a performance measure, we estimate the average MSE given by
MSE = 1

K

�K+τ+1
t=τ (|s(t − τ ) − v̂H

τ xN(t)|2) (resp. MSE(t) =

|s(t− τ )− v̂τ (t)HxN(t)|2) in batch processing case (resp. adap-
tive case), over 100 Monte-Carlo runs. The MSE is compared to
the theoretical MSE given by MSEth = 1 − gH

τ C−1
N gτ . SNR

is defined by SNR = −20 log(σb). In Fig.1, we plot the MSE
(in dB) against SNR (in dB) for K = 500. One can observe the
performance loss of the zero-delay MMSE filter compared to the
optimal one (especially at high SNRs) due, as shown in [7], to
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the blind estimation procedure. Also, it illustrates the effective-
ness of the two-step approach, which allows us to compensate for
the performances loss and to choose a non-zero equalization de-
lay. Fig.2 illustrates the convergence rate of the adaptive algo-
rithm with SNR= 15dB. Fig.3 is dedicated to robustness against
overestimation errors. The plots compare the MSE obtained by
the algorithms in [7, 8] to those obtained by our algorithm (exact
order L = 4, SNR= 15dB, K = 500). Clearly, our method is
insensitive to channel order over-estimation errors.
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Fig. 1. Performance of the equalizer.
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Fig. 2. Convergence of the adaptive equalizer.
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6. CONCLUSION

In this paper we have proposed a blind equalization technique for
SIMO-FIR systems that does not need an estimate of the channel
order. Batch and adaptive implementation are developed. A two-
step approach, using the a priori knowledge of the source signal
finite alphabet, has been proposed to compensate for the perfor-
mance loss and to choose a non-zero equalization delay. Note that,
the extension of the proposed technique to MIMO case is straight-
forward.
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Copyright © 2006 Ibrahim Kacha et al. This is an open access article distributed under the Creative Commons Attribution License,
which permits unrestricted use, distribution, and reproduction in any medium, provided the original work is properly cited.

1. INTRODUCTION

1.1. Blind equalization

An elementary problem in the area of digital communica-
tions is that of intersymbol interference (ISI). ISI results from
linear amplitude and phase dispersion in the transmission
channel, mainly due to multipath propagation. To achieve
reliable communications, channel equalization is necessary
to deal with ISI.

Conventional nonblind equalization algorithms require
training sequence or a priori knowledge of the channel [1].
In the case of wireless communications these solutions are
often inappropriate, since a training sequence is usually sent
periodically, thus the effective channel throughput is consid-
erably reduced. It follows that the blind and semiblind equal-
ization of transmission channels represent a suitable alterna-
tive to traditional equalization, because they do not fully rely
on training sequence or a priori channel knowledge.

In the first contributions [2, 3], blind identification/equ-
alization (BIE) schemes were based, implicitly or explicitly
on higher- (than second-) order statistics of the observation.
However, the shortcoming of these methods is the high er-
ror variances often exhibited by higher-order statistical esti-

mates. This often translates into slow convergence for on-line
methods or unreasonable data length requirements for off-
line methods. In the pioneering work of Tong et al.[4], it has
been shown that the second-order statistics contain sufficient
information for BIE of multichannel FIR systems. Later, ac-
tive research in BIE area has led to a variety of second-order
statistics-based algorithms (see the survey paper [5], as well
as the references therein). Many efficient solutions (e.g., [6])
suffer from the lack of robustness against channel order over-
estimation errors and are also computationally expensive. A
lot of research effort has been done to either develop effi-
cient techniques for channel order estimation (e.g., [7, 8]) or
to develop BIE methods robust to channel order estimation
errors. Several robust techniques have been proposed so far
[9–13], but all of them depend explicitly or implicitly on the
channel order and hence have only a limited robustness, in
the sense that their performance degrades significantly when
the channel overestimation error is large.

1.2. Contributions

In this work, we develop a blind adaptive equalization algo-
rithm based on MMSE estimation, which presents a num-
ber of nice properties such as robustness to channel order
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overestimation errors and low computational complexity.
More precisely, this paper describes a new technique for di-
rect design of MIMO blind adaptive MMSE equalizer, hav-
ing O(qnd) complexity and relative robustness against chan-
nel order overestimation errors. We show that the columns
of the zero-delay equalizer matrix filter belongs simultane-
ously to the signal subspace and to the kernel of truncated
data covariance matrix. This property leads to a simple esti-
mation method of the equalizer filter by minimizing a cer-
tain quadratic form subject to a properly chosen constraint.
We present an efficient fast adaptive implementation of the
novel algorithm, including a two-step estimation procedure,
which allows us to compensate for the performance loss of
the equalizer, compared to the nonblind one, and to choose
a nonzero equalization delay. Also, we derive the asymptotic
performance analysis of our method which leads to a closed
form expression of the performance loss (compared to the
optimal one) due to the considered blind processing.

The rest of the paper is organized as follows. In Section 2
the system model and problem statement are developed.
Batch and adaptive implementations of the algorithm, us-
ing respectively, linear and quadratic constraints are intro-
duced in Sections 3 and 4. Section 5 is devoted to the asymp-
totic performance analysis of the proposed blind MMSE fil-
ter. Simulation examples and performances evaluation are
provided in Section 6. Finally, conclusions are drawn in
Section 7.

1.3. Notations

Most notations are standard: vectors and matrices are rep-
resented by boldface small and capital letters, respectively.
The matrix transpose, the complex conjugate, the hermi-
tian, and the Moore-Penrose pseudo-inverse are denoted by
(·)T , (·)∗, (·)H , and (·)#, respectively. In is the n × n iden-
tity matrix and 0 (resp., 0i×k) denotes the zero matrix of
appropriate dimension (resp., the zero matrix of dimension
i×k). The symbol⊗ stands for the Kronecker product; vec(·)
and vec−1(·) denote the column vectorization operator and
its inverse, respectively. E(·) is the mathematical expecta-
tion. Also, we use some informal MATLAB notations, such
as A(k, :), A(:, k), A(i, k), . . . , for the kth row, the kth column,
the (i, k)th entry of matrix A, respectively.

2. DATA MODEL

Consider a discrete time MIMO system of q inputs, p outputs
(p > q) given by

x(t) =
L∑

k=0

H(k)s(t − k) + b(t), (1)

where H(z) =∑L
k=0 H(k)z−k is an unknown causal FIR p×q

transfer function. We assume (A1) H(z) is irreducible and
column reduced, that is, rank(H(z)) = q, for all z and H(L) is
full column rank. (A2) The input (nonobservable) signal s(t)
is a q-dimensional random vector assumed to be an iid (inde-
pendently and identically distributed) zero-mean unit power

complex circular process [14], with finite fourth-order mo-
ments, that is, E(s(t+τ)sH(t)) = δ(τ)Iq, E(s(t+τ)sT(t)) = 0,
E(|si(t)|4) < ∞, i = 1, . . . , q. (A3) b(t) is an additive spatially
and temporally white Gaussian noise of power σ2

b Ip and in-
dependent of the transmitted sequence {s(t)}.1

By stacking N successive samples of the received signal
x(t) into a single vector, we obtain the n-dimensional (n =
Np) vector

xN (t) =
[

xT(t) xT(t − 1) · · · xT(t −N + 1)
]T

= HNsm(t) + bN (t),
(2)

where sm(t) = [sT(t) · · · sT(t−m+1)]T , bN (t) = [bT(t) · · ·
bT(t−N+1)]T , m = N+L and HN is the channel convolution
matrix of dimension n× d, (d = qm), given by

HN =

⎡
⎢⎢⎣

H(0) · · · H(L) 0
. . .

. . .
0 H(0) · · · H(L)

⎤
⎥⎥⎦ . (3)

It is shown in [15] that if N is large enough and under as-
sumption (A1), matrix HN is full column rank.

3. ALGORITHM DERIVATION

3.1. MMSE equalizer

Consider a τ-delay MMSE equalizer (τ ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}).
Under the above data model, one can easily show that the
equalizer matrix Vτ corresponding to the desired solution is
given by

Vτ = arg min
V

E
(∥∥s(t − τ)−VHxN (t)

∥∥2
)
= C−1Gτ , (4)

where

C
def= E

(
xN (t)xH

N (t)
) = HNHH

N + σ2
b In (5)

is the data covariance matrix and Gτ is an n× q matrix given
by

Gτ
def= E

(
xN (t)sH(t − τ)

) = HN Jqτ,q,q(m−τ−1), (6)

J j,k,l is a truncation matrix defined as follow:

J j,k,l
def=
⎡
⎢⎣

0 j×k
Ik

0l×k

⎤
⎥⎦ . (7)

Note that HN Jqτ,q,q(m−τ−1) denotes the submatrix of HN given
by the column vectors of indices varying in the range [τq +

1 Note that the column reduced condition in assumption (A1) can be re-
laxed, but that would lead to more complex notations. Similarly, the cir-
cularity and the finite value of the fourth-order moments of the input
signal in assumption (A2) and the Gaussianity of additive noise in as-
sumption (A3) are not necessary for the derivation of our algorithm, but
used only for the asymptotic performance analysis.
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1, . . . , (τ+1)q]. From (4), (5), (6) and using matrix inversion
lemma, matrix Vτ is also expressed as Vτ = HNVτ , where Vτ

is a d × q-dimensional matrix given by

Vτ = 1
σ2
b

(
Id − 1

σ4
b

(
σ2
b Id + HH

NHN
)−1

HH
NHN

)
Jqτ,q,q(m−τ−1).

(8)

Clearly, the columns of MMSE matrix filter Vτ belong to the
signal subspace (i.e., range(HN )) and thus one can write

Vτ = WṼτ , (9)

where W is an n × d matrix whose column vectors form an
orthonormal basis of the signal subspace (there exist a non-
singular d × d matrix P such that W = HNP) and Ṽτ is a
d × q-dimensional matrix.

3.2. Blind equalization

Our objective here is to derive a blind estimate of the zero-
delay MMSE equalizer V0. From (4), (6), (7), and (9), one
can write V0 = WṼ0, with

CWṼ0 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

H(0)
0
...
0

⎤
⎥⎥⎥⎦ . (10)

If we truncate the first p rows of system (10), we obtain

TṼ0 = 0, (11)

where T is an (n− p)× d matrix given by

T
def= CW, (12)

C = C(p + 1 : n, :) = JTp,n−p,0C. (13)

Matrix C is a submatrix of C given by its n−p rows. Equation
(11) shows that the columns of Ṽ0 belong to the right null
space of T(nullr(T) = {z ∈ Cd : Tz = 0}). Reversely, we
can establish that (11) characterizes uniquely the zero-delay
MMSE equalizer. We have the following result.

Theorem 1. Under the above data assumptions and for N >
qL + 1 the solution of

TṼ = 0, (14)

subject to the constraint

rank(Ṽ) = q, (15)

is unique (up to a constant q× q nonsingular matrix) and cor-
responds to the desired MMSE equalizer, that is,

Ṽ = Ṽ0R, (16)

for a given constant q × q invertible matrix R.

Proof. Let λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn denote the eigenvalues of
C. Since HN is full column rank, the signal part of the co-
variance matrix C, that is, HNHH

N has rank d, hence λk > σ2
b ,

k = 1, . . . ,d and λk = σ2
b , k = d + 1, . . . ,n. Denote the unit-

norm eigenvectors associated with the eigenvalues λ1, . . . , λd
by us(1), . . . , us(d), and those corresponding to λd+1, . . . , λn
by ub(1), . . . , ub(n − d). Also define Us = [us(1) . . .us(d)]
and Ub = [ub(1) . . .ub(n − d)]. The covariance matrix is
thus also expressed as C = Us diag(λ1, . . . , λd)UH

s + σ2
bUbUH

b .
The columns of matrix Us span the signal subspace, that
is, range(HNHH

N ) = range(HN ), there exist a nonsingular
d × d matrix P′ such that Us = HNP′, while the columns
of Ub span its orthogonal complement, the noise subspace,
that is, UH

b Us = 0. As W is an orthonormal basis of the
signal subspace, there exists nonsingular d × d matrices P
and P′′ such that W = HNP = UsP′′, hence CW =
(HNP′ diag(λ1, . . . , λd)UH

s + σ2
bUbUH

b )UsP′′ = HNS, where
S = P′ diag(λ1, . . . , λd)P′′ is nonsingular. Consequently, T =
C(p + 1 : n, :)W = HN (p + 1 : n, :)S. Since HN is block-
Toeplitz matrix (see equation (3)), HN (p + 1 : n, :) =
[0(n−p)×q HN−1]. As HN−1 is full column rank, it implies

that dim(nullr(T)) = dim(nullr([0(n−p)×q HN−1])) = q. It
follows that any full column rank d × q matrix Ṽ, solu-
tion of (14), can be considered as a basis of the right null
space of matrix T. According to (11) the columns of matrix
Ṽ0, which characterize the MMSE filter given by (10), be-
long to nullr(T) and are linearly independent, it follows that
Ṽ = Ṽ0R, where R is a nonsingular q × q matrix.

3.3. Implementation

3.3.1. The SIMO case

In the SIMO case (q = 1) matrix Ṽ is replaced by the d-
dimensional vector ṽ and (14) can be solved, simply, in the
least squares sense subject to the unit norm constraint:

ṽ = arg min
‖z‖=1

(
zHQz

)
, (17)

where Q is a (d × d) matrix defined by

Q
def= THT. (18)

Then, according to (9) and (16), we obtain the MMSE equal-
izer vector v0 = rv, where r is a given nonzero scalar and v is
the n-dimensional vector given by

v = Wṽ. (19)

A batch-processing implementation of the SIMO blind
MMSE equalization algorithm is summarized in Algorithm
1.

3.3.2. The MIMO case

In this situation, the quadratic constraint on Ṽ does not guar-
antee condition (15) in Theorem 1. One possible solution is
to choose a linear constraint (instead of the quadratic one)
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C = 1
K

K−1∑

t=0

xN (t)xH
N (t), (K : sample size)

(
W,Λ1

) = eigs(C,d), (extracts the d principal eigenvectors of C)

T = C(p + 1 : n, :)W

Q = THT

ṽ = the least eigenvector of Q

v = Wṽ

Algorithm 1: SIMO blind MMSE equalization algorithm.

such as the q × q first block of matrix Ṽ is lower triangular

Ṽ(1 : q, 1 : q) =
⎡
⎢⎣

1 · · · 0

× . . .
...

× × 1

⎤
⎥⎦ , (20)

which will guarantee that matrix Ṽ has a full column rank q.
It is clear that (14) is equivalent to (see [16] for more

details)

(
Iq ⊗ T) vec(Ṽ) = 0. (21)

Taking into account the lower triangular constraint in (20),
(21) becomes

a + Av = 0, (22)

where

v = JT vec(Ṽ),

a = vec
(

TJ0,q,d−q
)
,

A = (Iq ⊗ T
)

J,

J = diag
(

J1, J2, . . . , Jq
)
,

Jk = Jk,d−k,0, k = 1, . . . , q.

(23)

The solution of (22) is given by

v = −A#a. (24)

Matrix Ṽ, solution of (14), is then given by Ṽ = vec−1(ṽ)
where ṽ is obtained from v by adding ones and zeros at the
appropriate entries according to

ṽ = Jv + vec
(

J0,q,d−q
)
. (25)

From (9) and (16), we obtain the MMSE equalizer matrix
V0 = VR−1, where R is a constant invertible q×q matrix and
V is an (n× q) matrix given by

V = WṼ. (26)

Thus, we obtain a block-processing implementation of the
MIMO blind MMSE equalization algorithm that is summa-
rized in Algorithm 2. Note that the q × q constant matrix

R comes from the inherent indeterminacies of MIMO blind
identification systems using second-order statistics [15].
Usually, this indeterminacy is solved by applying some blind
source separation algorithms.

3.4. Selection of the equalizer delay

It is known that the choice of the equalizer delay may af-
fect significantly the equalization performance in SIMO and
MIMO systems. In particular, nonzero-delay equalizers can
have much improved performance compared to the zero-
delay ones [10]. Indeed, one can write the spatiotemporal
vector in (2) as follows:

xN (t) =
m−1∑

k=0

Gks(t − k) + bN (t), (27)

where Gk is defined in (6) and represents a submatrix of
HN given by the column vectors of indices varying in the
range [kq + 1, . . . , (k + 1)q]. One can observe that ‖G0‖ ≤
‖G1‖ ≤ · · · ≤ ‖GL‖ = ‖GL+1‖ = · · · = ‖GN−1‖ and
‖GN−1‖ ≥ ‖GN‖ ≥ · · · ≥ ‖Gd−1‖. In other words, the
input symbols with delays τ, L ≤ τ ≤ N − 1 are multi-
plied in (27) by (matrix) factors of maximum norm. Con-
sequently, the best equalizer delay belongs, in general, to the
range [L, . . . ,N − 1]. One can observe also that, the perfor-
mance gain of the nonzero equalizer with delay in the range
[L, . . . ,N − 1] can be large compared to that of equalizers
with extreme delays, that is, τ = 0 or τ = d− 1. The gain dif-
ference becomes, in general, negligible when we consider two
equalizers with delays belonging to the interval [L, . . . ,N−1]
(see [10]). Hence, in practice, the search for the optimal
equalizer delay is computationally expensive and worthless
and it is often sufficient to choose a good delay in the range
[L, . . . ,N − 1], for example, τ = L as we did in this paper.

Moreover, it is shown in Section 5 that the blind estima-
tion of the MMSE filter results in a performance loss com-
pared to the nonblind one. To compensate for this perfor-
mance loss and also to have a controlled nonzero equaliza-
tion delay which helps to improve performance of the equal-
izer, we propose here a two-step approach to estimate the
blind MMSE equalizer. In the first step, we estimate V0 ac-
cording to the previous algorithms, while, in the second step,
we refine this estimation by exploiting the a priori knowledge
of the finite alphabet to which belongs the symbols s(t). This
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C = 1
K

K−1∑

t=0

xN (t)xH
N (t), (K : sample size)

(W,Λ) = eigs(C,d), (extracts the d principal eigenvectors of C)

T = C(p + 1 : n, :)W

a = vec
(

T(:, 1 : q)
)

A = (Iq ⊗ T
)

J

v = −A#a

Ṽ = vec−1(Jv) + J0,q,d−q
V = WṼ

Algorithm 2: MIMO blind MMSE equalization algorithm.

Estimate ŝ(t), t = 0 . . . K − 1, using V given by Algorithm 1 or Algorithm 2

followed by BSS (e.g., ACMA in [17]).

Gτ = 1
K

K+τ−1∑

t=τ
xN (t)ŝH(t − τ)

Vτ = C−1Gτ

Algorithm 3: Two-step equalization procedure.

is done by performing a hard decision on the symbols that
are then used to reestimate Vτ according to (4) and (6).2

More precisely, operating with equalizer filter V in (26)
(or in (19) for the SIMO case) on the received data vector
xN (t) in (2), we obtain, according to (9) and (16), an estima-
tion of the emitted signal s̃(t) = VHxN (t) = RHVH

0 xN (t), as
VH

0 xN (t) = s(t) + ε(t), where ε(t) represents the residual es-
timation error (of minimum variance) of s(t), it follows that

s̃(t) = RHs(t) + ε̃(t), (28)

where ε̃(t) = RHε(t). It is clear from (28), that the estimated
signal s̃(t) is an instantaneous mixture of the emitted sig-
nal s(t) corrupted by an additive colored noise ε̃(t). Thus,
an identification of R (i.e., resolving the ambiguity) is then
necessary to extract the original signal and to decrease the
mean square error (MSE) towards zero. This is achieved by
applying (in batch or adaptive way) a blind source separa-
tion (BSS) algorithm to the equalizer output (28), followed
by a hard decision on the symbols. In this paper, we have
used the ACMA algorithm (analytical constant modulus al-
gorithm) in [17] for batch processing implementation and
the A-CMS algorithm (adaptive constant modulus separa-
tion) in [18] for adaptive implementation. Indeed, constant
modulus algorithms (CMA)-like algorithms (ACMA and A-
CMS) have relatively low cost and are very efficient in sepa-
rating (finite alphabet) communication signals. The two-step

2 We assume here the use of a differential modulation to get rid of the phase
indeterminacy inherent to the blind equalization problem.

blind MMSE equalization algorithms are summarized in Al-
gorithms 1, 2, and 3.

3.5. Robustness

We study here the robustness of the proposed blind MMSE
equalizer against channel order overestimation errors. Let us
consider, for simplicity, the SIMO case where the channel
order is used to determine the column dimension equal to
d = L + N of matrix W (which corresponds, in practice, to
the size of the dominant subspace of C). Let L′ > L be the
over-estimated channel order and hence d′ = L′ + N is the
column dimension of W, that is, we consider the subspace
spanned by the d′ dominant eigenvector of C. We argue here
that, as long as the number of sensors p plus the overesti-
mation error order L′ − L is smaller than the noise subspace
dimension, that is, p + L′ − L < n − d, the least squares so-
lution of (14) provides a consistent estimate of the MMSE
equalizer. This observation comes from the following.

Note that, using (5), matrix C defined in (13) is expressed
as C = [H′ C′], where H′ is an (n − p) × p-dimensional
matrix and C′ = HN−1HH

N−1 + σ2
b In−pan(n − p) × (n − p)

full-rank matrix. It follows that the right null space of C,
nullr(C) = {z ∈ Cn : Cz = 0}, is a p-dimensional subspace.
Now, one can observe that only one direction of nullr(C) be-
longs to the signal subspace since nullr(C) ∩ range(HN ) =
nullr(CHN ) = nullr(CW) (the last equality comes from the
fact that HN and W span both the same (signal) subspace).
According to the proof of Theorem 1, dim(nullr(CW)) = 1.

Let b1, . . . , bp be a basis of nullr(C) such that b1 belongs
to the signal subspace (i.e., range(HN )). Now, the solution of
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(14) would be unique (up to a scalar constant) if

range(W)∩ range
( [

b1 · · · bp

] )
= range

(
b1
)
, (29)

or equivalently

range(W)∩ range
( [

b2 · · · bp

] )
= {0}. (30)

The above condition would be verified if the intersection of
the subspace spanned by the projections of b2, . . . , bp onto
the noise subspace and the subspace spanned by the L′ − L
noise vectors of W introduced by the overestimation error is
empty (except for the zero vector). As the latter are randomly
introduced by the eigenvalue decomposition (EVD) of C and
since p + L′ − L < n − d, then one can expect this subspace
intersection to be empty almost surely.

Note also that, by using linear constraint, one obtains
better robustness than with quadratic constraint. The reason
is that the solution of (14) is, in general, a linear combination
of the desired solution v0 (that lives in the signal subspace)
and noise subspace vectors (introduced by the channel or-
der overestimation errors). However, it is observed that, for a
finite sample size and for moderate and high SNRs the con-
tribution of the desired solution v0 in (14) is much higher
than that of the noise subspace vectors. This is due to the
fact that the low energy output of the noise subspace vectors
comes from their orthogonality with the system matrix HN

(this is a structural property, independent of the sample size),
while the desired solution v0 belongs to the kernel of C due
to the decorrelation (whiteness) property of the input signal
which is valid asymptotically for large sample size. Indeed,
one can observe (see Figure 6) that when increasing K (the
sample size), the robustness of the quadratically constrained
equalizer improves significantly. Consequently, in the context
of small or moderate sample sizes, solving (14) in the least
squares sense under unit norm constraint leads to a solution
that lives almost in the noise subspace (i.e., the part of v0 in
the final solution becomes very small). On the other hand, by
solving (14) subject to linear constraints (24) and (25), one
obtains a solution where the linear factor of v0 is more sig-
nificant (which is due to the fact that vector a in (24) belongs
to the range subspace of A).

This argument, eventhough not a rigorous proof of ro-
bustness, has been confirmed by our simulation results (see
simulation example given below where one can see that the
performance loss of the equalization due to the channel order
overestimation error remains relatively limited).

4. FAST ADAPTIVE IMPLEMENTATION

In tracking applications, we are interested in estimating the
equalizer vector recursively with low computational com-
plexity. We introduce here a fast adaptive implementation
of the proposed blind MMSE equalization algorithms. The
computational reduction is achieved by exploiting the idea of
the projection approximation [19] and the shift-invariance
property of the temporal data covariance matrices [20].

Matrix C is replaced by its recursive estimate

C(t) =
t∑

k=0

βt−kxN (k)xH
N (k) = βC(t − 1) + xN (t)xH

N (t),

(31)

where 0 < β < 1 is a forgetting factor. The weight matrix
W corresponding to the d dominant eigenvectors of C can be
estimated using a fast subspace estimation and tracking algo-
rithm. In this paper, we use the YAST algorithm (yet another
subspace tracker) [21]. The choice of YAST algorithm is mo-
tivated by its remarkable tracking performance compared to
other existing subspace tracking algorithms of similar com-
putational complexity (PAST [19], OPAST [22], etc.). The
YAST algorithm is summarized in Algorithm 4. Note that
only O(nd) operations are required at each time instant (in-
stead of O(n3) for a full EVD). Vector x′(t) = C(t − 1)xN (t)
in Algorithm 4 can be computed in O(n) operations, by us-
ing the shift-invariance property of the correlation matrix, as
seen in Appendix A.

Applying, to (12), the projection approximation

C(t)W(t) ≈ C(t)W(t − 1), (32)

which is valid if matrix W(t) is slowly varying with time [22],
yields

T(t) = βT(t − 1) + JTp,n−p,0xN (t)yH(t), (33)

where vector JTp,n−p,0xN (t) is a subvector of xN (t) given by its
last (n − p) elements and vector y(t) = WH(t − 1)xN (t) is
computed by YAST (cf. Algorithm 4).

4.1. The SIMO case

In this case, our objective is to estimate recursively the d-
dimensional vector ṽ in (17) as the least eigenvector of matrix
Q or equivalently as the dominant eigenvector of its inverse.3

Using (18), (33) can be replaced by the following recursion:

Q(t) = β2Q(t − 1)−DQ(t)Γ−1
Q (t)DH

Q (t), (34)

where DQ(t) is the d × 2 matrix

DQ(t) =
[
βTH(t − 1)JTp,n−p,0xN (t) y(t)

]
, (35)

and ΓQ(t) is the 2× 2 nonsingular matrix

ΓQ(t) =
[∥∥JTp,n−p,0xN (t)

∥∥2 −1
−1 0

]
. (36)

Consider the d × d Hermitian matrix F(t)
def= Q−1(t), using

the matrix (Schur) inversion lemma [1], we obtain

F(t) = 1
β2

F(t − 1) + DF(t)ΓF(t)DH
F (t), (37)

3 Q is a singular matrix when dealing with the exact statistics. However,
when considering the sample averaged estimate of C, due to the estima-
tion errors and the projection approximation, the estimate of Q is almost
surely a nonsingular matrix.
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y(t) = WH(t − 1)xN (t)

x′(t) = C(t − 1)xN (t)

y′(t) = WH(t − 1)x′(t)

σ(t) = (xH
N (t)xN (t)− yH(t)y(t)

)1/2

h(t) = Z(t − 1)y(t)

γ(t) = (β + yH(t)h(t)
)−1

Z̃(t) = 1
β

(
Z(t − 1)− h(t)γ(t)hH(t)

)

α(t) = xH
N (t)xN (t)

y′′(t) = βy′(t) + y(t)α(t)

cyy(t) = βxH
N (t)x′(t) + α∗(t)α(t)

h′(t) = Z̃(t − 1)y′′(t)

γ′(t) =
(
cyy(t)− [y′′(t)]Hh′(t)

)−1

h′′(t) = h′(t)− y(t)

Z̃′(t) = Z̃(t) + h′′(t)γ′(t)
[

h′′(t)
]H

g(t) = h′′(t)γ′(t)σ∗(t)

γ′′(t) = σ(t)γ′(t)σ∗(t)

Z′(t) = [Z̃′(t),−g(t);−gH(t), γ′′(t)
]

(
φ(t), λ(t)

) = eigs
(

Z′(t), 1
)

ϕ(t) = φ(1:d)(t)

z(t) = φ(d+1)(t)

ρ(t) = ∣∣z(t)
∣∣

θ(t) = e j arg(z(t)), (arg stands for the phase argument)

f(t) = ϕ(t)θ∗(t)

f ′(t) = f(t)
(
1 + ρ(t)

)−1

y′′′(t) = y(t)σ−1(t)− f ′(t)

e(t) = x(t)σ−1(t)−W(t − 1)y′′′(t)

W(t) = W(t − 1)− e(t)fH(t)

g′(t) = g(t) + f ′(t)
(
γ′′(t)− θ(t)λ(t)θ∗(t)

)

Z(t) = Z̃′(t) + g′(t)
[

f ′(t)
]H

+ f ′(t)gH(t)

Algorithm 4: YAST algorithm.

where DF(t) is the d × 2 matrix

DF(t) = 1
β2

F(t − 1)DQ(t), (38)

and ΓF(t) is the 2× 2 matrix

ΓF(t) = (ΓQ(t)−DH
F (t)DQ(t)

)−1
. (39)

The extraction of the dominant eigenvector of F(t) is ob-
tained by power iteration as

ṽ(t) = F(t)ṽ(t − 1)∥∥F(t)ṽ(t − 1)
∥∥ . (40)

The complete pseudocode for the SIMO adaptive blind
MMSE equalization algorithm is given in Algorithm 5. Note
that the whole processing requires only O(nd) flops per iter-
ation.

Update W(t) and y(t) using YAST (cf. Algorithm 4)

x(t) = xN (t)(p+1:n)

ΓQ(t) =
[∥∥x(t)

∥∥2 −1
−1 0

]

DQ(t) =
[
βTH(t − 1)x(t) y(t)

]

DF(t) = 1
β2

F(t − 1)DQ(t)

ΓF(t) = (ΓQ(t)−DH
F (t)DQ(t)

)−1

F(t) = 1
β2

F(t − 1) + DF(t)ΓF(t)DH
F (t)

ṽ(t) = F(t)ṽ(t − 1)∥∥F(t)ṽ(t − 1)
∥∥

v(t) = W(t)ṽ(t)

T(t) = βT(t − 1) + x(t)yH(t)

Algorithm 5: SIMO adaptive blind equalization algorithm.

4.2. The MIMO case

Here, we introduce a fast adaptive version of the MIMO blind
MMSE equalization algorithm given in Algorithm 2. First
note that, due to the projection approximation and the fi-
nite sample size effect, matrix A is almost surely full column
rank and hence

A# = (AHA
)−1

AH. (41)

Therefore vector v in (24) can be expressed as

v(t) =
[

vT
1 (t) vT

2 (t) · · · vT
q (t)

]T
, (42)

where vectors vk(t), for k = 1, . . . , q, are given by

vk(t) = −Fk(t)fk(t),

Fk(t) = (JTk Q(t)Jk
)−1

,

fk(t) = JTk Q(t)Jk−1,1,d−k.

(43)

Using (34) and the matrix (Schur) inversion lemma [1], ma-
trix Fk(t) can be updated by the following recursion:

Fk(t) = 1
β2

Fk(t − 1) + DFk (t)ΓFk (t)DH
Fk (t),

DFk (t) =
1
β2

Fk(t − 1)JTk DQ(t),

ΓFk (t) =
(
ΓQ(t)−DH

Fk (t)JTk DQ(t)
)−1

,

(44)

where matrices DQ(t) and ΓQ(t) are given by (35) and (36).
Algorithm 6 summarizes the fast adaptive version of the

MIMO blind MMSE equalization algorithm. Note that the
whole processing requires only O(qnd) flops per iteration.

4.3. Two-step procedure

Let W ∈ Cn×d be an orthonormal basis of the signal sub-
space. Since Gτ belongs to the signal subspace, one can write
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Update W(t) and y(t) using YAST (cf. Algorithm 4)

x(t) = xN (t)(p+1:n)

ΓQ(t) =
[∥∥x(t)

∥∥2 −1
−1 0

]

DQ(t) =
[
βTH(t − 1)x(t) y(t)

]

Q(t) = β2Q(t − 1)−DQ(t)Γ−1
Q (t)DH

Q (t)

For k = 1, . . . , q :
fk(t) = Q(t)(k+1:d,k)

DFk (t) = 1
β2

Fk(t − 1)DQ(t)(k+1:d,:)

ΓFk (t) = (ΓQ(t)−DH
Fk

(t)DQ(t)(k+1:d,:)
)−1

Fk(t) = 1
β2

Fk(t − 1) + DFk (t)ΓFk (t)DH
Fk

(t)

Vk(t) = −Fk(t)fk(t)

end

V(t) =
[

V
T
1 (t) V

T
2 (t) · · · V

T
q (t)

]T

Ṽ(t) = vec−1
(

JV(t)
)

+ J0,q,d−q

V(t) = W(t)Ṽ(t)

T(t) = βT(t − 1) + x(t)yH(t)

Algorithm 6: MIMO adaptive blind MMSE equalization algo-
rithm.

(see [23])

Vτ = W
(

WHCW
)−1

WHGτ . (45)

This expression of Vτ is used for the fast adaptive implemen-
tation of the two-step algorithm since Z = (WHCW)−1 is
already computed by the YAST. The recursive expression of
vector Gτ is given by

Gτ(t) = βGτ(t − 1) + xN (t)ŝH(t − τ), (46)

where ŝ(t) is an estimate of s(t) given by applying a BSS to
s̃(t) in (28). In our simulation, we used the A-CMS algo-
rithm in [18]. Thus, (45) can be replaced by the following
recursion:

Vτ(t) = βVτ(t − 1) + z(t)ŝH(t − τ),

z(t) = W(t)Z(t)WH(t)xN (t).
(47)

Note that, by choosing a nonzero equalizer delay τ, we im-
prove the equalization performance as shown below. The
adaptive two-step blind MMSE equalization algorithm is
summarized in Algorithms 5, 6, and 7. The overall compu-
tational cost of this algorithm is (q+8)nd+O(qn+qd2) flops
per iteration.

5. PERFORMANCE ANALYSIS

As mentioned above, the extraction of the equalizer matrix
needs some blind source separation algorithms to solve the
indeterminacy problem which is inherent to second-order

Estimate ŝ(t), using V(t) given by Algorithm 5 or Algorithm 6

followed by BSS (e.g., A-CMS in [18]).

z(t) = W(t)Z(t)WH(t)xN (t)

Vτ(t) = βVτ(t − 1) + z(t)ŝH(t − τ)

Algorithm 7: Adaptive two-step equalization procedure.

MIMO blind identification methods. Thus, the performance
of our MIMO equalization algorithms depends, in part, on
the choice of the blind source separation algorithm which
leads to a very cumbersome asymptotic convergence analysis.
For simplicity, we study the asymptotic expression of the es-
timated zero-delay blind equalization MSE in the SIMO case
only, where, the equalizer vector is given up to an unknown
nonzero scalar constant. To evaluate the performance of our
algorithm, this constant is estimated according to

r = arg min
α

∥∥v0 − αv
∥∥2 = vHv0

‖v‖2
, (48)

where v0 represents the exact value of the zero-delay MMSE
equalizer and v the blind MMSE equalizer presented previ-
ously.

5.1. Asymptotic performance loss

Theoretically, the optimal MSE is given by

MSEopt = E
(∣∣s(t)− vH

0 xN (t)
∣∣2
)
= 1− gH

0 C−1g0, (49)

where vector g0 is given by (6) (for q = 1, τ = 0). Let �MSEopt

denotes the MSE reached by v̂0 the estimate of v0:

�MSEopt
def= E

(∣∣s(t)− v̂H
0 xN (t)

∣∣2
)
. (50)

In terms of MSE, the blind estimation leads to a performance
loss equal to

�MSEopt −MSEopt = trace
(

C
(

v̂0 − v0
)(

v̂0 − v0
)H)

. (51)

Asymptotically (i.e., for large sample sizes K), this perfor-
mance loss is given by

ε
def= lim

K→+∞
KE
(�MSEopt −MSEopt

) = trace
(

CΣv
)
, (52)

where Σv is the asymptotic covariance matrix of vector v̂0.
As v̂0 is a “function” of the sample covariance matrix of the
observed signal xN (t), denoted here by Ĉ and given, from K-
sample observation, by

Ĉ = 1
K

K−1∑

t=0

xN (t)xH
N (t), (53)

it is clear that Σv depends on the asymptotic covariance ma-
trix of Ĉ. The following lemma gives the explicit expression
of the asymptotic covariance matrix of the random vector
Ĉ = vec(Ĉ).
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Lemma 1. Let Cτ be the τ-lag covariance matrix of the signal
xN (t) defined by

Cτ
def= E

(
xN (t + τ)xH

N (t)
)

(54)

and let cum(x1, x2, . . . , xk) be the kth-order cumulant of the
random variables (x1, x2, . . . , xk).

Under the above data assumptions, the sequence of esti-
mates Ĉ = vec(Ĉ) is asymptotically normal with mean c =
vec(C) and covariance Σc. That is,

√
K(ĉ− c)

L−−→ N
(

0,Σc
)
. (55)

The covariance Σc is given by

Σc = κc̃ c̃H +
m−1∑

τ=−(m−1)

CT
τ ⊗ CH

τ ,

c̃ = vec
(

C− σ2
b In
)
,

κ = cum
(
s(t), s∗(t), s(t), s∗(t)

)
,

(56)

where κ is the kurtosis of the input signal s(t).

Proof. see Appendix B.

Now, to establish the asymptotic normality of vector es-
timate v̂0, we use the so-called “continuity theorem,” which
states that an asymptotically normal statistic transmits its
asymptotic normality to any parameter vector estimated
from it, as long as the mapping linking the statistic to the
parameter vector is sufficiently regular in a neighborhood of
the true (asymptotic) value of the statistic. More specifically,
we have the following theorem [24].

Theorem 2. Let θK be an asymptotically normal sequence of
random vectors, with asymptotic mean θ and asymptotic co-
variance Σθ . Let ω = [ω1 · · · ωnω]T be a real-valued vector
function defined on a neighborhood of θ such that each com-
ponent function ωk has nonzero differential at point θ, that is,
Dωk(θ) �= 0, k = 1, . . . ,nω. Then, ω(θK ) is an asymptotically
normal sequence of nω-dimensional random vectors with mean
ω(θ) and covariance Σ = [Σi, j]1≤i, j≤nω given by

Σi, j = DωT
i (θ)ΣθDωj(θ). (57)

Applying the previous theorem to the estimate of v0 leads
to the following theorem.

Theorem 3. Under the above data assumptions and in the
SIMO case (q = 1), the random vector v̂0 is asymptotically
Gaussian distributed with mean v0 and covariance Σv, that is,

√
K
(

v̂0 − v0
) L−−→ N

(
0,Σv

)
. (58)

The expression of Σv is given by

Σv = MΣcMH , (59)

where Σc is the asymptotic covariance matrix of the sample es-
timate of vector c = vec(C) given in Lemma 1 and matrix M is
given by

M = r
(

In − vvH

‖v‖2

)[(
ṽT ⊗ In

)
Γ−WM2M1

]
,

Γ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

WT(:, 1)⊗ (λ1In − C
)#

...

WT(:,d)⊗ (λdIn − C
)#

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

M1 =
[(

CJp,n−p,0T
)T⊗Id

]
Un,dΓ

∗Un,n+
[

Id⊗
(

THJTp,n−p,0C
)]
Γ

+
(

Jp,n−p,0T
)T ⊗WH + WT ⊗ (THJTp,n−p,0

)
,

M2 = ṽT ⊗Q′,

Uα,β =
α∑

i=1

β∑

j=1

(
eαi
[

e
β
j

]T)⊗
(

e
β
j

[
eαi
]T)

,

Q′ =
⎧
⎪⎨
⎪⎩

Q#, in the quadratic constraint case

J1
(

JT1 QJ1
)−1

JT1 , in the linear constraint case,
(60)

where Uα,β is a permutation matrix, elk denotes the kth column
vector of matrix Il and λ1 > λ2 ≥ · · · ≥ λd are the d princi-
pal eigenvalues of C associated to the eigenvectors W (:, 1), . . . ,
W(:,d), respectively.

Proof. see Appendix C.

5.2. Validation of the asymptotic covariance
expressions and performance evaluation

In this section, we assess the performance of the blind equal-
ization algorithm by Monte-Carlo experiments. We consider
a SIMO channel (q = 1, p = 3, and L = 4), chosen ran-
domly using Rayleigh distribution for each tap. The input
signal is an iid QAM4 sequence. The width of the temporal
window is N = 6. The theoretical expressions are compared
with empirical estimates, obtained by Monte-Carlo simula-
tions (100 independent Monte-Carlo simulations are per-
formed in each experiment). The performance criterion used
here is the relative mean square error (RMSE), defined as the
sample average, over the Monte-Carlo simulations, of the to-
tal estimation of MSE loss, that is, �MSEopt − MSEopt. This
quantity is compared with its exact asymptotic expression di-
vided by the sample size K , εK = (1/K)ε = (1/K)trace(CΣv).
The signal-to-noise ratio (SNR) is defined (in dB) by SNR =
−20 log(σb).

Figure 1(a) compares, in the quadratic constraint case,
the empirical RMSE (solid line) with the theoretical one εK
(dashed line) as a function of the sample size K . The SNR
is set to 15 dB. It is seen that the theoretical expression of
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Figure 1: Asymptotic loss of performance: quadratic constraint.

the RMSE is valid from snapshot length as short as 50 sam-
ples, this means that the asymptotic conditions are reached
for short sample size. In Figure 1(b) the empirical (solid line)
and the theoretical (dashed line) RMSEs are plotted against
the SNR. The sample size is set to K = 500 samples. This
figure demonstrates that there is a close agreement between
theoretical and experimental values. Similar results are ob-
tained when the linear constraint is used.

6. SIMULATION RESULTS AND DISCUSSION

We provide in this section some simulation examples to illus-
trate the performance of the proposed blind equalizer. Our
tests are based on SIMO and MIMO channels. The chan-
nel coefficients are chosen randomly at each run according
to a complex Gaussian distribution. The input signals are iid
QAM4 sequences. As a performance measure, we estimate
the average MSE given by

MSE = 1
q
E
(∥∥s(t − τ)− V̂H

τ xN (t)
∥∥2
)

, (61)

over 100 Monte-Carlo runs. The MSE is compared to the op-
timal MSE given by

MSEopt = 1
q

trace
(

Iq −GH
τ C−1Gτ

)
. (62)

6.1. Performance evaluation

In this experiment, we investigate the performance of our
algorithm. In Figure 2(a) (SIMO case with quadratic con-

straint) and Figure 2(b) (MIMO case) we plot the MSE (in
dB) against SNR (in dB) for K = 500. One can observe the
performance loss of the zero-delay MMSE filter compared to
the optimal one, due (as shown above) to the blind estima-
tion procedure. Also, it illustrates the effectiveness of the two-
step approach, which allows us to compensate for the perfor-
mance loss and to choose a nonzero equalization delay, that
improves the overall performance.

Figure 3(a) (SIMO case with quadratic constraint) and
Figure 3(b) (MIMO case) represent the convergence rate of
the adaptive algorithm with SNR = 15 dB. Given the low
computational cost of the algorithm, a relatively fast conver-
gence rate is observed. Figure 4 compares, in fast time vary-
ing channel case, the tracking performance of the adaptive
algorithm using respectively, YAST and OPAST as a subspace
trackers. The channel variation model is the one given in [25]
and the SNR is set to 15 dB. As we can observe, the adap-
tive equalization algorithm using YAST succeeds to track the
channel variation, while it fails when using OPAST. Figure 5
compares the performance of our zero-delay MMSE equal-
izer with those given by the algorithms in [10, 11], respec-
tively. The plot represents the estimated signal MSE versus
the SNR for K = 500. As we can observe, our method out-
performs the methods in [10, 11] for low SNRs.

6.2. Robustness to channel order overestimation errors

This experiment is dedicated to the study of the robust-
ness against channel order overestimation errors. Figure 6(a)
(resp., Figure 6(b)) represents the MSE versus the overesti-
mated channel order for SNR = 15 and K = 500 (resp.,
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Figure 2: Performance of the equalizer.
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Figure 3: Convergence of the adaptive equalizer.
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K = 1000). The plot compares, in the SIMO case, the MSE
obtained by our algorithm using linear constraint (l.c.) and
quadratic constraint (q.c.), respectively, to that obtained by
algorithm in [10] (identical results are obtained with al-
gorithm in [11]). Clearly, the use of linear constraint im-
proves significantly the robustness against channel order
overestimation errors of the blind MMSE filter. Note that, as
explained in Section 3.5, improved results are obtained with
the proposed algorithm using quadratic constraint, when the
sample size increases. This is observed by comparing the

results of the quadratic constraint method of Figure 6(b)
with those of Figure 6(a).

6.3. Robustness against small values of H(0)

In general, the main weakness of a zero-delay equalizer is
its sensitivity to small values of the first channel coeffi-
cient H(0). In Figure 7, we illustrate the robustness of the
proposed algorithm, when H(0) takes small value. More
precisely, we plot the MSE versus the variance of H(0):

σ2
H(0)

def= E(‖H(0)‖2), for q = 1, p = 3, K = 500, and
SNR = 15 in Figure 7(a) (resp., SNR = 30 in Figure 7(b)).
It is clear that for low and moderate SNRs a minimum vari-
ance of H(0) is needed (in the plot σ2

H(0) ≥ 0.2 is required) for
the algorithm to provide satisfactory results. However, this
threshold value can be quite small for high SNR as shown by
Figure 7(b).

6.4. Influence of the number of sensors

Figure 8 represents the evolution of the MSE versus the num-
ber of sensors for q = 1, K = 500, and SNR = 5 in
Figure 8(a) (resp., SNR = 15 in Figure 8(b)). One can ob-
serve that for low SNR, the algorithm requires a minimum
degree of freedom in terms of number of sensors (typically
p − q should be larger than 2 or 3), while at moderate and
large SNRs, p can be as small as q + 1. Eventhough not in-
cluded here, due to space limitation, similar results have been
observed in the MIMO case.

6.5. Discussion

These results highlight one of the main advantages of our
method which is the improved robustness against channel
order overestimation errors. Also, even when the channel or-
der is known, the proposed algorithm outperforms the algo-
rithms in [10, 11] for low SNR. Another strong advantages
of the proposed algorithm is its low computational cost and
higher convergence rate (in its adaptive version) compared to
those in [10–12]. However, the methods in [10–12] have the
advantages of allowing direct estimation (in one step) of the
nonzero-delay equalizer which is important in certain limit
cases, where the zero-delay equalizer fails to provide satisfac-
tory performance (see Figure 7).

7. CONCLUSION

In this contribution, we have presented an original method
for blind equalization of multichannel FIR filters. Batch
and fast adaptive implementation algorithms are developed.
A two-step version using the a priori knowledge of the
source signal finite alphabet has been proposed in order
to control the equalization delay and improve the estima-
tion performance. An asymptotic performance analysis of
the proposed algorithm has been carried out in the sin-
gle input case (SIMO case). Robustness against channel
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Figure 6: Robustness comparison (against channel order overestimation errors). The exact order is L = 4.
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Figure 8: Mean square error versus the number of sensors.

order overestimation errors and performance of the pro-
posed equalization method are studied.

APPENDICES

A. O(n) COMPUTATION OF x′(t) = C(t − 1)xN (t)

A technique to reduce the computation of the vector x′(t) =
C(t − 1)xN (t) from O(n2) to O(n) operations, is presented
herein. This technique was proposed in [20] for time series
data, and here we generalize it for multivariate data.

We begin by defining the (n + p)-dimensional vector

g(t)
def= C(t − 1)xN+1(t), (A.1)

where C(t) is the extended covariance matrix given by

C(t) =
t∑

k=1

βt−kxN+1(k)xH
N+1(k). (A.2)

Taking into account the fact that

xN+1(t) =
[

xT(t) xT
N (t − 1)

]T =
[

xT
N (t) xT(t −N)

]T
,

(A.3)

one can write

C(t) =
[

C1(t) C2(t)
[

C2(t)
]H

C(t − 1)

]
=
[

C(t) C3(t)
[

C3(t)
]H

C1(t −N)

]
,

(A.4)

where

C1(t) =
t∑

k=1

βt−kx(k)xH(k),

C2(t) =
t∑

k=1

βt−kx(k)xH
N (k − 1),

C3(t) =
t∑

k=1

βt−kxN (k)xH(k −N).

(A.5)

Using (A.3) and (A.4), we have

g(t) =
[

C1(t − 1)x(t) + C2(t − 1)xN (t − 1)
[

C2(t − 1)
]H

x(t) + x′(t − 1)

]
(A.6)

=
[

x′(t) + C3(t − 1)x(t −N)
[

C3(t − 1)
]H

xN (t) + C1(t −N − 1)x(t −N)

]
.

(A.7)

Equation (A.6) is used to compute g(t) and, from (A.7), x′(t)
is updated as follows:

x′(t) = g(t)(1:n) − C3(t − 1)x(t −N). (A.8)

The only other quantities that need updating are the matrices
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g(t)(1:p) = C1(t − 1)x(t) + C2(t − 1)xN (t − 1)

g(t)(p+1:n+p) =
[

C2(t − 1)
]H

x(t) + x′(t − 1)

x′(t) = g(t)(1:n) − C3(t)x(t −N)

C1(t) = βC1(t − 1) + x(t)xH(t)

C2(t) = βC2(t − 1) + x(t)xH
N (t − 1)

C3(t) = βC3(t − 1) + xN (t)xH(t −N)

Algorithm 8: Algorithm for updating x′(t) = C(t − 1)xN (t) in
O(n) operations.

in (A.4), which can be efficiently computed as

C1(t) = βC1(t − 1) + x(t)xH(t),

C2(t) = βC2(t − 1) + x(t)xH
N (t − 1),

C3(t) = βC3(t − 1) + xN (t)xH(t −N).

(A.9)

The algorithm listing is found in Algorithm 8.

B. PROOF OF LEMMA 1

Matrix Σc is defined by

Σc =
[
Σc,k,l

]
1≤k,l≤n2

def= lim
K→+∞

KE
(
(ĉ− c)(ĉ− c)H

)
, (B.1)

it follows that

Σc,k,l = lim
K→+∞

KE
((
ĉk − ck

)(
ĉl − cl

)∗)

= lim
K→+∞

KE
((
Ĉa,b − Ca,b

)(
Ĉc,d − Cc,d

)∗)
,

(B.2)

where ci (resp., Cα,β) and ĉi (resp., Ĉα,β) denote the ith (resp.,

the (α,β)th) entry of c (resp., C) and ĉ (resp., Ĉ), respectively,
which are given by

ci = Cα,β = E
(
xN ,α(t)x∗N ,β(t)

)
,

ĉi = Ĉα,β = 1
K

K−1∑

t=0

xN ,α(t)x∗N ,β(t),

α = α′ + nδ(α′), β = β′ + 1− δ(α′), 1 ≤ α, β ≤ n,
(B.3)

where xN ,i(t) is the ith entry of vector xN (t), α′ and β′ de-
note, respectively, the rest and the quotient of the Euclidian
division of i by n, and δ is the Kronecker symbol. (a, b) and
(c,d) are obtained in a similar way for k and l, respectively.

Then, after some calculation (see [15] for more details)
and using the relationship between cumulants and moments,
we obtain the following expression of Σc,k,l:

Σc,k,l = κk,l +
∑

τ∈Z
Cτ,a,cC−τ,d,b, (B.4)

where

κk,l
def=
∑

τ∈Z
cum

(
xN ,a(τ), x∗N ,b(τ), xN ,d(0), x∗N ,c(0)

)
, (B.5)

taking into account the particular structure of the data model
(2) and applying some standard properties of cumulants, the
fourth-order cumulant in (B.5) is then expressed as

cum
(
xN ,a(τ), x∗N ,b(τ), xN ,d(0), x∗N ,c(0)

)

= κ
∑

i∈Z
HN (a, i + τ)H∗

N (b, i + τ)HN (d, i)H∗
N (c, i),

(B.6)

where κ
def= cum(s(t), s∗(t), s(t), s∗(t)) is the kurtosis of the

input signal s(t), and HN (i, j) is the (i, j)th entry of HN .
Plugging this expression into (B.5) yields

κk,l = κ
∑

j

HN (a, j)H∗
N (b, j)

∑

i

HN (d, i)H∗
N (c, i)

= κ
(
Ca,b − σ2

b δ(a− b)
)(
Cc,d − σ2

b δ(c − d)
)∗
.

(B.7)

Finally, it is easy to verify from (B.4) and (B.7) that Σc is ex-
pressed by (56).

C. PROOF OF THEOREM 3

Before proceeding, we first need to recall some basic prop-
erties of column vectorizing operator and, matrices and vec-
tors differentiation (see [16] for more details). If A, B, and
C are given matrices, then vec(ABC) = (CT ⊗ A) vec(B) and
δ vec(A) = vec(δA) where δ denotes the differentiation op-
erator. If A is an α × β matrix, then vec(AT) = Uα,β vec(A)
where Uα,β is the permutation matrix defined in Theorem 3.
Let λ be an eigenvalue of an α× α matrix A, w the eigenvec-
tor corresponding to λ, the differential δw of w is given by
δw = (λIα − A)#δAw = [wT ⊗ (λIα − A)#]δ vec(A). If A is
invertible, then δA−1 = −A−1δAA−1.

Let v̂ be an estimate of the blind MMSE equalizer vector
given fromK-sample observations, then v̂0 is given according
to v̂0 = r̂v̂, where r̂ = v̂Hv0/‖v̂‖2. Replacing v̂0, v̂, and r̂ by
v0 + δv0, v + δv, and r + δr, respectively, we obtain

δv0 = r
(

In − vvH

‖v‖2

)
δv. (C.1)

As v = Wṽ, it follows that

δv = (ṽT ⊗ In
)
δ vec(W) + Wδṽ. (C.2)

Quadratic constraint case

In this case, ṽ is the least eigenvector (which correspond to
zero-eigenvalue) of matrix Q given by (12) and (18). The dif-
ferentiation of ṽ gives

δṽ = −(ṽT ⊗Q#)δ vec(Q) = −M2δ vec(Q). (C.3)
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From (12) and (18), matrix Q is written as

Q = WHCJp,n−p,0JTp,n−p,0CW. (C.4)

The differentiation of Q gives

δ vec(Q) = [(CJp,n−p,0T)T ⊗ Id
]
δ vec

(
WH

)

+
[

Id ⊗
(

THJTp,n−p,0C
)]
δ vec(W)

+
[(

Jp,n−p,0T
)T ⊗WH + WT ⊗ (THJTp,n−p,0

)]
δc.

(C.5)

As the columns of W correspond to the d dominant eigen-
vectors of C, thus δW = [δW(:, 1) · · · δW(:,d)], where
δW(:, i) = (WT(:, i)⊗(λIn−C)#)δc, i = 1, . . . ,d. This implies

δ vec(W) = Γδc, (C.6)

where Γ is defined in Theorem 3. It follows that δ vec(WH) =
Un,dδ vec(W∗) = Un,dΓ∗δ vec(C∗), as C∗ = CT , we obtain

δ vec
(

WH
) = Un,dΓ

∗Un,nδc. (C.7)

Plugging (C.6) and (C.7) in (C.5) yields

δ vec(Q) = M1δc, (C.8)

where M1 is given in Theorem 3. Finally, from (C.1), (C.2),
(C.3), (C.6), and (C.8), we obtain

δv0 = Mδc. (C.9)

Linear constraint case

In this case, we use the expression of ṽ given by (25)

ṽ = J1v + J0,1,d−1. (C.10)

From (23), (24), and (41), vector v is expressed as

v = −(JT1 QJ1
)−1

JT1 QJ0,1,d−1. (C.11)

Differentiating ṽ yields

δṽ = J1δv = J1
(

JT1 QJ1
)−1

JT1 δQJ1
(

JT1 QJ1
)−1

JT1 QJ0,1,d−1

− J1
(

JT1 QJ1
)−1

JT1 δQJ0,1,d−1

= −(ṽT ⊗Q′)δ vec(Q) = −M2M1δc,
(C.12)

where Q′ is given as in Theorem 3. From (C.1), (C.2), (C.6),
and (C.12), we obtain finally

δv0 = Mδc. (C.13)

Using (C.9) (resp., (C.13)) in the quadratic constraint case
(resp., in the linear constraint case) and Theorem 2 result
leads to the expression of Σv given in Theorem 3.
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