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Introduction

Contexte

En 2001, Fomin et Zelevinsky ont défini une nouvelle classe d’algebres, les algebres
amassées (cluster algebras) [22], [23]. Il s’agissait de donner un cadre combinatoire adéquat
pour étudier les bases canoniques et la positivité totale, deux nouveaux sujets introduits
par Lusztig en théorie de Lie algébrique [52], [54].

Par construction, une algebre amassée est un anneau commutatif muni de générateurs
privilégiés (les variables d’amas) regroupés en sous-ensembles de méme cardinal n (les
amas). Les amas ne sont pas disjoints. Au contraire, chaque amas A possede exactement
n voisins obtenus en remplacant chacune des n variables z; de A par une nouvelle variable
x}. Le nouvel amas p;(A) = A\ {z;} U {x}} s’appelle la mutation de A dans la direction
x;. De plus les mutations se traduisent toujours par des relations d’échange de la forme

/ !

ou M; et M! sont des mondmes en les variables de A autres que ;. Les axiomes im-
pliquent en outre de fortes relations de compatibilité entre les monomes apparaissant
dans les relations d’échange, lesquelles entrainent que la structure d’algebre amassée est
entierement déterminée par la donnée d’un unique amas et des relations d’échange avec
ses n voisins. C’est ce qu’on appelle une graine initiale, et en pratique on définit sou-
vent une algebre amassée en donnant une telle graine. En itérant les relations d’échange
on peut exprimer toute variable d’amas en fonction des variables de la graine initiale.
Malheureusement, a cause de cette description inductive, il est difficile d’établir certaines
propriétés apparemment élémentaires des variables d’amas. Par exemple :

Conjecture ([24, conjecture 7.2]). Les mondmes d’amas (c’est a dire les mondmes dont
toutes les variables appartiennent a un méme amas) sont linéairement indépendants.

Un exemple simple d’algebre amassée est ’anneau de coordonnées homogenes de la
Grassmannienne Gry(C™) des plans de C™. Les variables d’amas sont ici les coordonnées
de Pliicker
T1i Ty

X =
To; Ty

, 1<i<j<n),
J

et les relations d’échange sont les relations classiques
Xik:le = Xinkl + XilXjk7 (l <7< k< l)

Dans ce cas les monomes d’amas forment une base de I’anneau de coordonnées de Gry(C")
déja connue en théorie des invariants des formes binaires (voir par exemple les travaux
de Kung et Rota [49]).
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Berenstein, Fomin et Zelevinsky ont montré que, plus généralement, les anneaux de
coordonnées de nombreuses variétés algébriques attachées aux groupes de Lie semi-simples
complexes étaient munis d'une structure d’algebre amassée [4]. D’autres exemples ont été
donnés par GeiB, Leclerc et Schroer [34], [35].

Depuis leur apparition, les algebres amassées ont suscité beaucoup d’intérét, notam-
ment a cause de la découverte de liens avec de nombreux autres sujets : combinatoire (voir
par exemple [14], [21]), géométrie de Poisson [37], [38], systémes intégrables [25], espaces
de Teichmiiller [20], et surtout représentations des carquois et des algebres de dimension
finie. Dans des articles fondateurs, Marsh, Reineke, Zelevinsky [56], puis Buan, Marsh,
Reineke, Reiten, Todorov [8] et Caldero, Chapoton [9] ont montré qu'une classe impor-
tante d’algebres amassées pouvait étre modélisée au moyen de catégories construites en
termes de carquois. Cela fournit entre autres une compréhension globale (i.e. non induc-
tive) de ces algebres, et cela donne de nouveaux outils pour les étudier, qui ont conduit
par exemple & une preuve par Fu et Keller [26] de la conjecture ci-dessus pour cette famille
particuliere d’algebres amassées.

Parallelement, Geif3, Leclerc et Schroer ont étudié des algebres amassées associées a
des groupes de Lie de type A, D, E, et les ont modélisées par des catégories de modules
sur les algebres préprojectives de Gelfand-Ponomarev du méme type. Ils ont montré
que les monomes d’amas forment un sous-ensemble de la base semi-canonique duale [31]
introduite par Lusztig [51], prouvant ainsi la conjecture ci-dessus dans cet autre contexte.

Dans ces deux familles d’exemples, la graine initiale de 'algebre amassée est codée
par une matrice antisymétrique. Or la théorie de Fomin et Zelevinsky inclut des graines
plus générales données par des matrices antisymétrisables (i.e. produits d’une matrice
antisymétrique par une matrice diagonale). Par exemple, les algebres amassées associées
a des groupes de Lie de type B, ', F, G sont seulement antisymétrisables. Le but de
cette these est d’étendre les résultats de Geifl, Leclerc, Schroer et Fu, Keller au cas
antisymétrisable.

Notons que Yang [61] et Dupont [19] ont travaillé de maniere indépendante sur des
problemes analogues. Yang utilise un foncteur construit a partir du morphisme de Frobe-
nius sur un corps de caractéristique appropriée, et se limite aux catégories amassées de
type fini. L’approche de Dupont est purement combinatoire.

Actions de groupes sur des catégories

Il est commode de visualiser une matrice antisymétrique M = [mi;] € M, (Z) par un
graphe orienté () (i.e. un carquois) d’ensemble de sommets Q) = {1,2,...,n} avec my;
fleches de i vers j si m;; > 0 (resp. de j vers i si m;; < 0). Si un groupe G agit sur @,
on peut lui associer une nouvelle matrice M indexée par 1’ensemble Qy/G des orbites de
G sur Qo, en définissant mz; comme le nombre de fleches de () entre un sommet fixé j
de Porbite j et un sommet quelconque de l'orbite ¢ (comptées positivement si les fleches
vont de ¢ vers j et négativement si elles vont de j vers ). Il est facile de voir que M est
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antisymétrisable. Par exemple, si

0 0 O
~ 0 0 O
0 0 O
-1 -1 -1

O~ =

alors le carquois ) est un carquois de type Dy

il y a une fleche allant de 1 vers 'orbite de 4 donc myy = —1 et il y a trois fleches arrivant
dans 4 depuis 'orbite de 1 donc my; = 3. Finalement, la matrice

=4 o)

T===1

est de type Gy

Ainsi l'action d'un groupe G sur une matrice antisymétrique M donne une matrice

antisymétrisable M. Si M est la graine initiale d’une algebre amassée A catégorifiée
comme ci-dessus par une catégorie C, il est naturel de chercher a catégorifier I’algebre
amassée A de graine M a ’aide d’une catégorie C' construite a partir de C et du groupe G.

Ceci nous a conduit a étudier des catégories k-additives C sur lesquelles un groupe G
agit par auto-équivalences. Dans cette situation, on peut former une catégorie CG dont
les objets (X, (14)4ec) sont les objets X de C munis d'une famille d’isomorphismes 1,
vers tous leurs transformés par des éléments g de G. On demande en outre que les 1),
vérifient des conditions naturelles de compatibilité (voir section 2.1). En fait, dans le cas
ou G est fini, C est une catégorie Hom-finie, Krull-Schmidt, et ou la caractéristique du
corps k ne divise pas le cardinal de G, notre catégorie CG est équivalente a la catégorie
groupe tordue (skew group category) introduite par Riedtmann et Reiten en 1984 dans
[59]. Nous appellerons CG la catégorie G-équivariante.

Nous montrons alors des résultats utiles de transfert. Par exemple :

— si C est abélienne, CG est abélienne ;

— si C est exacte et si pour tout g € G 'auto-équivalence de C associée a g est exacte

alors CG est exacte;
— si H est un sous-groupe distingué de G alors G/H agit sur CH et on a une équiva-
lence de catégories (CH)(G/H) ~ CG.

Nous montrons aussi qu’on peut munir CG d’une action naturelle de la catégorie mod k[G]
des représentations de G sur k.

Les catégories C utilisées par Geif, Leclerc, Schroer et Fu, Keller pour modéliser des
algebres amassées ont toujours les propriétés essentielles suivantes. Ce sont des catégories
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de Frobenius (i.e. des catégories exactes avec assez d’injectifs et de projectifs, et les
injectifs et les projectifs coincident), et elles vérifient

Ext}(X,Y) ~ Extl(Y, X)*,

fonctoriellement en X et Y. Ceci revient a dire que leur catégorie stable est Calabi-Yau
de dimension 2. On dira pour résumer qu’une telle catégorie C est 2-Calabi-Yau. Dans
ce cadre, une notion centrale est celle d’objet amas-basculant, introduite par Iyama [43].
L’objet X est amas-basculant s'il est rigide, c’est a dire Extg (X, X) = 0 et si tout objet Y
vérifiant Ext(lj(X ,Y') = 0 est dans I'enveloppe additive de X. Si C catégorifie une algebre

amassée A (antisymétrique), les objets amas-basculants modélisent les amas de .Z, et
leurs facteurs directs indécomposables correspondent aux variables d’amas.

Notre principal résultat de transfert montre que si C est 2-Calabi-Yau, alors CG est
2-Calabi-Yau (proposition 2.2.27). De plus les deux foncteurs adjoints naturels reliant
C et CG induisent des bijections réciproques entre les classes d’isomorphisme d’objets
amas-basculants G-stables de C, et les classes d’isomorphisme d’objets amas-basculants
mod k[G]-stables de CG (proposition 2.2.32).

Afin de pouvoir appliquer ces résultats généraux dans les exemples étudiés par Geif3,
Leclerc et Schroer, nous calculons explicitement la catégorie équivariante CG lorsque

1. C est la catégorie des modules sur un carquois () et I'action de G sur C provient
d’'une action de G sur k@) permutant les idempotents primitifs ;

2. C est la catégorie des modules sur 'algebre préprojective A associée a () munie
d’une action de G comme dans le cas précédent ;

3. C est la catégorie des modules sur le carquois a un sommet et deux boucles o et o*
lices par la relation aa* = a*a, et G est un sous-groupe fini de SL(C?), out C? est
identifié a Ca & Ca*.

Dans le premier cas, notre calcul généralise le résultat de Reiten et Riedtmann qui concer-
nait le cas ou G est commutatif [59, §2]. On obtient que CG' ~ mod kQg ou Q¢ est un
carquois que nous décrivons explicitement (les sommets de Qg sont les couples (O, p)
formés d'une G-orbite O de sommets de @), et d’un caractere irréductible p du stabilisa-
teur Go d’un point de @). Dans le deuxiéme cas nous montrons que CG est équivalente
a la catégorie des modules sur l'algebre préprojective du carquois (). Enfin dans le troi-
sieme cas nous obtenons que CG est équivalente a la catégorie des modules sur ’algebre
préprojective du carquois affine M K(G) associé a G dans la correspondance de McKay.
Nous donnons ainsi une nouvelle preuve d’'un résultat de Reiten et Van den Bergh [60,
démonstration de la proposition 2.13] (voir aussi [16, theorem 0.1]).

Catégorification d’algebres amassées antisymétrisables

Considérons une catégorie 2-Calabi-Yau C sur laquelle agit un groupe fini GG. Pour
mener a bien notre programme de catégorification, il nous faut encore développer une
théorie des mutations des objets amas-basculants mod k[G]-stables de CG, ou, ce qui
revient au méme comme on l’a vu, des objets amas-basculants G-stables de C. Dans le
cas antisymétrique (qu’on peut voir comme le cas ou G est le groupe trivial), on sait
qu’une telle théorie est possible des qu’il existe un objet amas-basculant dont le carquois



INTRODUCTION 11

associé n’admet ni boucle, ni 2-cycle. Nous introduisons dans le cas général des notions de
mod k[G]-boucle et de mod k[G]-2-cycle pour un objet amas-basculant mod k[G]-stable.
Nous montrons alors que si CG admet un objet amas-basculant mod k[G]-stable n’ayant
ni mod k[G]-boucle ni mod k[G]-2-cycle, tous les objets amas-basculants mod k[G]-stables
ont aussi ces propriétés. Sous cette hypothese on peut définir une opération de mutation.
Plus précisément, si T' est amas-basculant mod k[G]-stable et si X est la mod k[G]-orbite
d’un facteur direct indécomposable non projectif X de T, on construit un autre objet
amas-basculant mod k[G]-stable T" obtenu en remplagant X par la mod k[G]-orbite YV
d’un objet indécomposable Y. On note alors px(7") = 7". On peut aussi associer a T' une
matrice antisymétrisable B(T') dont les lignes sont indexées par les mod k[G]-orbites X
de facteurs indécomposables de T et les colonnes par les mod k[G]-orbites X de facteurs
indécomposables non projectifs de T'. Les coefficients byy sont les nombres de fleches
dans le carquois de Gabriel de Ende(7T') entre un objet indécomposable fixé Y de Y et
un objet indécomposable quelconque X de X (les fleches de X dans Y étant comptées
positivement et celles de Y dans X étant comptées négativement). On montre alors que

B(ux(T)) = px(B(T)),

ou dans le second membre, par abus de notation, ;i désigne la mutation combinatoire des
matrices antisymétrisables définie par Fomin et Zelevinsky. A travers la bijection entre les
objets amas-basculants mod k[G]-stables de CG et les objets amas-basculants G-stables
de C, on peut associer a chaque objet amas-basculant G-stable T' de C une matrice que
'on notera aussi par abus de notation B(T).

Finalement, pour associer a C et GG une algebre amassée, nous introduisons la notion
de caractere d’amas G-équivariant. Dans le cas antisymétrique, d’apres les travaux de
Caldero, Chapoton [9], de Caldero, Keller [10], [11], de Palu [57], de Dehy, Keller [17]
et de Fu, Keller [26] on peut associer a tout objet X de C un polynéme de Laurent en
les variables d’amas d’une graine initiale de 1’algebre amassée A catégorifiée par C. Si
cette graine initiale est GG-stable, on peut identifier les variables d’amas appartenant a
une méme G-orbite. La spécialisation ainsi obtenue du polynome de Laurent associé¢ a X
ne dépend que de la G-orbite X de X, et nous la notons Ps. On déduit alors de tout ce
qui précede que si T est amas-basculant G-stable dans C, et si A est 'algebre amassée de
graine initiale la matrice antisymétrisable B(T'), alors les variables d’amas de A sont de
la forme Pg ot X est Porbite d'un facteur indécomposable d'un objet amas-basculant G-
stable de C. On peut alors généraliser le résultat de Fu, Keller et montrer que si la matrice
B(T) est de rang maximal, les monomes d’amas de A sont linéairement indépendants.

Exemples

Nous donnons pour terminer de nouvelles familles d’exemples de catégorification d’al-
gebres amassées. Soit H un groupe de Lie simple de type simplement lacé A, D, E, et
soit A I'algebre préprojective associée. Geifl, Leclerc et Schréer ont montré que des sous-
catégories appropriées de mod A induisaient des structures d’algebres amassées sur les
anneaux de coordonnées multi-homogenes des variétés de drapeaux partiels associées a
H, ainsi que sur les anneaux de coordonnées de certains sous-groupes unipotents et cel-
lules unipotentes [34], [35]. Notre travail nous permet d’étendre ces résultats aux groupes
H de type non simplement lacé B, C', F', GG. En particulier nous obtenons pour tous ces
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exemples une preuve de la conjecture d’indépendance linéaire de Fomin et Zelevinsky, et
nous complétons la classification des variétés de drapeaux dont la structure amassée de
I'anneau de coordonnées est de type fini (i.e. admet un nombre fini d’amas).

Notons que les travaux de Geif3, Leclerc et Schroer s’appuient de maniere cruciale sur
I’existence de la base semi-canonique duale de Lusztig pour ’anneau de coordonnées d’un
sous-groupe unipotent maximal de H. Or lorsque H n’est pas simplement lacé, on ne
connait pas de construction de cette base. Nos résultats peuvent étre interprétés comme
donnant une partie de la base semi-canonique duale dans le cas non simplement lacé, a
savoir le sous-ensemble formé des monomes d’amas.

Finalement, on considere 1'algebre préprojective Ak, du carquois de Kronecker. Dans
I'esprit de la correspondance de McKay, nous indiquons comment, étant donné un sous-
groupe fini G de SL(C?) contenant — Id, on peut relever les objets amas-basculants de
sous-catégories 2-Calabi-Yau de mod Ak, en des objets amas-basculants de sous-catégories
2-Calabi-Yau de mod Ay/k (), et nous l'illustrons par un exemple.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Algebres amassées

Pour plus de références sur les algebres amassées et en particulier de nombreux
exemples, voir les articles fondateurs de Fomin et Zelevinsky [22], [23].

Soient m et n deux entiers avec m > n. Soit F le corps des fonctions rationnelles en
m variables algébriquement indépendantes.

Définition 1.1.1. Une graine dans F est un couple (x,B) ou x = {z1,29,...,Zn}
est un partie de F algébriquement indépendante qui engendre F et B est une matrice
m x n a coeflicients entiers dont la partie principale B° (les n premieres lignes) est
antisymétrisable (c’est a dire qu’il existe une matrice diagonale inversible D telle que
DB° soit antisymétrique). Les variables x, 41, Zy19, ..., T, sont appelées coefficients de
la graine.

Définissons maintenant les mutations des graines :

Définition 1.1.2. Si (x, B) est une graine dans F et si i € [1,n], on définit la matrice
1;(B) comme étant la matrice de coefficients (b}z)(j7g)€[[17m]]x[[17n]] définis par

b= by i€ (5.0)
bjilbiel + bjilbie .
by = bje + silbiel 5 1slbie sinon
ou les bjp sont les coefficients de B. On définit u;(x) = {2}, 2%,..., 2]} par
T = x5 sij#i
T, = H b 4 H z;%  sinon
bg; >0 be; <0

et on note y;(x, B) = (u;(x), u;(B)). On appelle cette opération une mutation.
Rappelons maintenant ce lemme facile :
Lemme 1.1.3. Si (x, B) est une graine, alors p;(x, B) est aussi une graine. De plus

:ui(:ui(xv B)) = (X7 B)

13
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Définition 1.1.4. Si (x, B) et (x/, B') sont deux graines, elles sont dites mutation-équiva-
lentes si il existe une suite finie de mutations permettant de passer de l'une a l'autre. On
appelle classe de mutation de la graine (x, B) I’ensemble des graines mutation-équivalentes
a (x, B).

Définition 1.1.5. Si (x, B) est une graine, on appelle algebre amassée de graine (x, B)
la sous-algebre de F engendrée par toutes les variables de la classe de mutation de cette
graine. On note cette algebre A(x, B) ou encore A(B) puisqu’a automorphisme pres de
F, x n’a pas d’'influence sur A(x, B).

Définition 1.1.6. On appelle amas de A(x, B) les ensembles de variables des graines
mutation-équivalentes a (x, B). On appelle variables d’amas de A(x, B) les variables
appartenant aux amas de A(x, B). On appelle monémes d’amas de A(x, B) les monémes
formés de variables d’amas d’'un méme amas.

Citons maintenant quelques résultats importants de Fomin et Zelevinsky.

Théoréme 1.1.7 (phénomene de Laurent, [22, theorem 3.1]). Si X' est un amas de
A(x, B) alors toutes les variables d’amas de A(x, B) s’expriment comme des polynémes
de Laurent en les variables de x'.

Théoréme 1.1.8 ([23]). L’algebre A(x, B) a un nombre fini d’amas si et seulement si
il existe une graine (x', B') mutation-équivalente a (x, B) telle que la matrice carrée C

définie par
! 2 si1=7]
pour 1 < 1,7 < n soit une matrice de Cartan de type de Dynkin.

Citons aussi cette conjecture :

Conjecture 1.1.9 ([24, conjecture 7.2]). Les mondmes d’amas d’une algébre amassée
A(x, B) sont linéairement indépendants.

Fu et Keller [26] ont démontré cette conjecture dans une classe importante de cas
antisymétriques. Nous la démontrerons dans une classe similaire de cas antisymétrisables.

Exemple 1.1.10. La grassmannienne Gry(C®) des plans dans C° se plonge dans l'es-
pace projectif P (C@)) Un systeme de coordonnées projectives (plongement de Pliicker)

du plan engendré par deux vecteurs lignes de C® est donné par I’ensemble des mineurs
{Xij h<i<j<e de la matrice 2 x 6 formée par ces deux vecteurs. Chacune des coordonnées
de Pliicker peut étre codée par une diagonale ou un coté d’un hexagone dont les sommets
sont numérotés de 1 a 6 dans le sens direct.

On a alors la formule classique, si¢ < j < k <1, X; Xy = X3 X+ Xy Xk, ce qui per-
met de mettre une structure amassée sur anneau de coordonnées homogenes de Gry(C).
Chaque amas correspond a une triangulation d’un hexagone, les arétes intérieures repré-
sentant les variables d’amas que 1’on peut muter et les cotés de ’hexagone représentant les
coefficients. On peut facilement calculer le graphe des mutations de cet exemple, appelé
'associaedre (voir figure 1.1) : les mutations correspondent a des « flips », c’est-a-dire a
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F1G. 1.1 — Associaedre

changer exactement une aréte intérieure de la triangulation. En prenant comme graine
initiale

6 5
1¢ > 4
2 3
on obtient la matrice d’échange
0 -1 0
1 0 -1
0 1 0
-1 0 0
1 0 0
-1 1 0
0o -1 1
0 0 -1
0 0 1

qui est de type de Dynkin Ajz (les colonnes sont numérotées dans l'ordre 1 —3,1—4, 1 -5
et les lignes 1 —3,1—4,1-51-2,2—-3,3—-4,4—-55-6,1—06).
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1.2 Catégories

Le but de cette section est de donner des définitions et des résultats élémentaires et
souvent bien connus de la théorie des catégories qui serviront dans la suite.

1.2.1 Catégories additives Hom-finies

Définition 1.2.1 (catégorie additive). Soit A un anneau. Une catégorie C est dite A-
additive (ou simplement additive si A = Z) si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. pour X,Y € C, Hom¢(X,Y) est un A-module;

2. la composition o est bilinéaire ;

3. il y a un objet nul dans C (c’est-a-dire a la fois initial et final) ;
4.

la catégorie C admet des coproduits finis.

Remarque 1.2.2. Toute catégorie A-additive est additive. On appellera souvent une A-
catégorie une catégorie A-additive.

Lemme 1.2.3. Soient A un anneau et C une A-catégorie. Soient X,Y € C et vx :
X — X][IY, &v : Y — X][Y les morphismes canoniques de X et de Y dans leur
coproduit. Alors il ezxiste de maniére unique x : X [[Y — X et my : X[[Y = Y tels
que Txlx = Idx, TTxly = 0, TTylx = 0 et Tyly = Idy De plus, LXTx + LyTy = Idxuy
et mx et my induisent une structure de produit de X et deY sur X []Y.

Démonstration. Le morphisme mx doit faire commuter le diagramme suivant :

X

N\
AN

Lx l \\\

. N\ Idx
_ \
VAT N
« X\
0 \x\
X

par définition du coproduit, mx existe et est unique. De la méme fagon, 7y existe et est
unique.
Sip =Idxyy ousi ¥ = ixmx + tymy, le diagramme suivant commute :

A
XIIY

et comme par définition du coproduit un tel ¢ est unique, tx7x + tymy = Idx1yyv.
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Soient maintenant Z € C, f € Home(Z, X) et g € Home(Z,Y). Cherchons ¢ tel que
le diagramme suivant commute :

A

N XY —=—X
g X
\\ lwy
N
Y

D’apres ce qui précede, on doit avoir ¢ = Idx 1y ¢ = (tx7x + tyTy)p = ix [ + tyg et
il est clair d’autre part que ce ¢ convient. On a donc montré 'existence et 1'unicité de
®. [

Notation 1.2.4. Comme dans une A-catégorie, le coproduit est aussi un produit, il sera
noté @ et appelé somme directe.

Définition 1.2.5. Soit A un anneau et C une A-catégorie. Un objet X € C sera dit
indécomposable si pour tout X, X5 € C, si X ~ X; @ X, alors X1 =0 ou Xy =0 et si
X #£0.

Définition 1.2.6. Soit A un anneau et C une A-catégorie. La catégorie C sera dite Hom-
finie si quels que soient X,Y € C, Home (X, Y) est un A-module finiment engendré.

Remarque 1.2.7. Si k est un corps, tout objet d’une k-catégorie Hom-finie est une somme
directe finie d’indécomposables.

Exemple 1.2.8. 1. La catégorie des groupes abéliens est une catégorie additive.

2. La catégorie des groupes abéliens finiment engendrés est une catégorie additive
Hom-finie.

3. Si A est un anneau commutatif, la catégorie Mod A des A-modules est A-additive.

4. Si A est un anneau commutatif, la catégorie mod A des A-modules de type fini est
A-additive Hom-finie.

Définition 1.2.9 (foncteur A-additif). Si A est un anneau et si C et D sont deux
A-catégories, un foncteur F' : C — D sera dit A-additif si pour tout X,Y € C, F :
Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)) est un morphisme de A-modules.

Remarque 1.2.10. Si le contraire n’est pas précisé, le mot foncteur entre deux A-catégories
désignera un foncteur A-additif.

Définition 1.2.11. Soit A un anneau et C une A-catégorie. Soit X € C et f € Ende(X)
un idempotent (f? = Idy). Alors f sera dit scindé si il existe Y € C, g € Home (Y, X) et
h € Home(X,Y) tels que gh = f et hg = Idy.

Définition 1.2.12 (catégorie Krull-Schmidt). Une A-catégorie C sera dite Krull-Schmidt
si tout objet est une somme finie d’indécomposables et si pour tout indécomposable
X € C, Ende(X) est un anneau local.
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Exemple 1.2.13. Soit k un corps et A une k-algebre. Alors la catégorie mod A des
A-modules de dimension finie est une k-catégorie Krull-Schmidst.

Lemme 1.2.14. Soit A un anneau et C une A-catégorie Krull-Schmidt. Soient des objets
indécomposables X1, Xo,... X, et Y1,Y5,...Y, deC. i X1 Xo®--- B X,,=2Y10Yo®
— - @Y, alors m =n et il existe 0 € &, tel que pour tout i € [1,n], X; ~ Y, ).

Démonstration. Soient ¢ : X1 @ Xo® - b X, = Y1 BY,d--- DY, un isomorphisme
et 1) son inverse. Raisonnons maintenant par récurrence sur m. Si m = 0, le résultat est
immédiat. Si m # 0, on a, en utilisant des notations matricielles,

Z Y = Idx,
=1

et par conséquent, comme Ende(X;) est un anneau local et Idy, n’est pas dans 1'idéal
maximal, 'un des 11;;1 est en dehors de I'idéal maximal et est par conséquent inversible.
Quitte a permuter les indices, on peut supposer que ¢ = 1. Finalement, ¢;; est inversible
et donc X7 ~ Y. Par ailleurs,

Idy, o ... ... 0
—ompy Idy, 5
. c. c . . — ()011 *
: T §|
—omer 0 ... 0 Idy,
est inversible. Par conséquent, ¢ est inversible ce qui induit immédiatement le résultat
par récurrence. O

Lemme 1.2.15. Soit k un corps et C une k-catégorie Hom-finie.

1. Supposons que C soit Krull-Schmidt. St X € C et f € Ende(X) est un idempotent
scindé alors il existe Y, Z € C tels que Y & Z ~ X et f = Idy $05.

2. La catégorie C est Krull-Schmidt si et seulement si tous les idempotents sont scindés.

Démonstration. 1. Soient Y € C, 1t : Y — X et m: X — Y tels que m. = Idy et
v = f. Supposons que Y # 0. Soient X = P, X; et Y = EBf:l Y; des décompo-
sitions de X et de Y en somme directes d’indécomposables. Soient (¢;;), <i<ni<j<k
et (Tij) <ichi<j<n l68 coefficients matriciels de ¢ et 7. Comme 0 = Idy, Idy, =
Yo it et il existe @ € [1,n] tel que 711 est inversible car Ende(Y;) est un
anneau local. A permutation pres, on peut supposer que ¢ = 1. Soient Y] = @f:z Y;
et X{ = @?:2 X;. Comme 71411 n’est pas nilpotent, 111711 ne 'est pas non plus et
par conséquent, t1171; est inversible puisque Ende(X7) est local. Soient

o IXm 0 . Idyl —LilLH/
“= <_L1’1L1_11 Idxi) et ﬁ - ( 0 Idyll

Alors ' = auf3 est de la forme
L11 0
0 =/
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Soit 7' = B~ ra~!. Comme 7't/ = Idy, 7’ est de la forme
51_11
0 =%
et par suite, f' = /7’ est de la forme
IXm *
0 b))’

Comme [ = f’, b = b et, par récurrence, il existe B, C € C tels que X; = B& C
avec b = Idg ®0¢. Finalement,

*

IXm 0 C
=1 0 Ids 0
0 0 Oc¢

puisque f? = f’. Donc f’ est conjuguée a

Idy, 0 O
0 Idg O
0 0 O¢
d’ou le résultat comme f’ et f sont conjuguées. O

2. Supposons que C est Krull-Schmidt. Soient X € C et f € End¢(X) tels que f2 = f.
Soient X1, Xy € C tels que X = X; & X, et X; est indecomposable. Pour i € {1,2},
notons ¢; : X; — X et m; : X — X les injections et surjections canoniques. D’apres
le premier point, il revient au méme de prouver que f est scindée ou que Idx —f est
scindée. Comme Idy, = 71 ft1 +m1(Idx —f)¢1 et Ende(X;) est un anneau local, 'un
des deux termes est inversible. Quitte a remplacer f par 1 — f, on peut supposer
que 7 fuy est inversible. Si f = fu; et 7 = (w1 f11) " m [ alors w1 = Idy, et ainsi
f' =)} est scindée. En utilisant le point précédent, on peut écrire f’ sous la forme
Idy, ®0x,. Comme ff' = f'f, X; et X, sont stables par f et par conséquent f est
la somme directe d’un idempotent de Ende(X7) et d'un idempotent de Ende(Xs).
Comme f’ vaut I'identité sur X, f aussi. Une récurrence immédiate sur Xy permet
de conclure.

Réciproquement, supposons que tous les idempotents sont scindés. Soient X € C un
indécomposable et f € Ende(X). Soit P un polynéme minimal de f. Ecrivons P =
X*Q avec a € N et Q(0) # 0. Par le lemme chinois, il existe R € k[X] tel que R =0
mod X® et R =1 mod Q. Par conséquent, P divise R(R — 1) et alors f' = R(f)
est idempotent. Soient X1, Xo € Cet 11 : X1 — X, m : X = Xy, 15 : Xo — X,
m @ X — Xs tels que iy = Idx,, mate = Idy,, t1m = f' et 1om = Idx —f".
Alors (11,19) : X1 ® Xy — X et t(7?1,7r2) : X — X @ X, sont deux isomorphismes
réciproques (comme 0 = (1 — f') f' = 1amot1m1, 0 = ToLamat Tty = Waty). Puisque X
est indécomposable, soit X; = 0, soit Xy =0 :
~ Si X7 =0 alors f/ = 0 et donc P divise R; comme R et () sont premiers entre
eux et () divise P, () est constant et f est nilpotent.
— Si Xy =0 alors f' =Idx et P divise R — 1; comme R — 1 et X sont premiers
entre eux et X divise P alors a = 0 et donc f est inversible.
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Finalement, End¢(X) est local. O

Définition 1.2.16. Soient A un anneau et C une A-catégorie. Soient X,Y € C et f €
Home(X,Y'). Le morphisme f sera dit minimal a gauche si pour tout g € End¢(Y), si
gf = [ alors g est inversible. Le morphisme f sera dit minimal a droite si pour tout
g € Ende(X), si fg = f alors g est inversible.

Lemme 1.2.17. Soit k un corps et C une k-catégorie Hom-finie et Krull-Schmidt. Soient
X, Y, X' )Y e€C et feHome(X,Y), f/ € Home (X', Y).
1. Le morphisme f est minimal a droite si et seulement si il n’y a pas de décomposition
X = Xo® X telle que flx, =0 et Xy # 0.

2. Le morphisme f est minimal a gauche si et seulement si il n’y a pas de décomposition
Y =Y, ® Y telle que la corestriction de f a Yy s’annule et Yy # 0.

3. Les morphismes f et f' sont tous deur minimaux a droite (resp. a gauche) si et
seulement si f @ f' est minimal a droite (resp. a gauche).

Démonstration. 1. Si une telle décomposition existe, notons u la projection sur X;
parallelement a Xy. Alors fu = f et w n’est pas un isomorphisme car X, # 0.
Réciproquement, supposons que f ne soit pas minimal a droite, autrement dit, il
existe u € Ende(X) non inversible tel que fu = f. Soit P un polynéme minimal de
u. Posons P(T) = (T—1)*Q avec Q(1) # 0 et posons P = (Q/Q(1)—1)2**1 1. Soit
U = P(u). Pour tout n € N, f = fu" et par conséquent fu = fP(u) = P(1)f = f.
De plus, il est immédiat que Q divise P il est aussi clair que T—1 divise Q /Q(1)—1
ce qui implique que (7' —1)* divise P —1. On en déduit que P divise ﬁ(ﬁ —1). Par
suite, u? = u. Comme tous les idempotents sont scindés, X s’écrit X = X, @ X,
avec Ux, = 0 et Uy, = Idx,. Alors flx, = 0. Si Xoy = 0, u = Idy et par définition
de w, (Q/Q(1) — 1)?**(u) = 0 et u est inversible (puisque (Q/Q(1) — 1)*** et P
ne s’annulent pas tous deux en 0). C’est une contradiction.

2. C’est le méme raisonnement.

3. Supposons que f n’est pas minimal a droite. Alors il existe u € Ende(X) tel que
fu = f. 1l est ainsi facile que u@®Idy: n’est pas inversible, que (f@® f')o (u®Idy/) =
f @ f et par conséquent f @ f’ n’est pas minimal a droite.
Récipoquement, supposons que f @ f’ n’est pas minimal a droite. Il existe un facteur
direct non nul Z de X & X’ tel que (f @ f')z = 0. On peut supposer que Z est
indécomposable. Soit ¢ : Z — X @& X’ I'inclusion canonique et 7 : X & X' — Z
la projection. En particulier, 7t = Idy. Soient X = @" | X; et X' = @), X/ les
décompositions de X et X' en sommes directes d’indécomposables. Soient (¢;)1<i<m,
(t)i<i<n, (Mi)i<i<m €t (T))1<i<n leurs coefficients matriciels. Comme » 0" me; +
Yor mi; =1dy, et comme Ende(Z) est un anneau local, il y a I'un des m;¢; ou 7]
qui est inversible. Sans perte de généralité, on peut supposer que 71y est inversible.
Posons 7y = (my¢1) mry. Alors ye; = Idy et par suite ¢, 7 est un idempotent non nul
de Ende(X;). Comme X, est indécomposable et tous les idempotents sont scindés,
1 = Idx,. Solent 7 : X — Z défini par 7 = T & D], O, et ¢ la corestriction de
ta X. Alors e =1dz et ft =0 et donc f n’est pas minimal a droite. O
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Définition 1.2.18. Soit C une k-catégorie, Hom-finie et Krull-Schmidt. On notera [C] la
k-catégorie semi-simple dont les simples sont les classes d’isomorphisme d’objets indécom-
posables de C. Pour X = X1 Xo®---d X, € Cou Xy, Xy, ..., X, sont indécomposables,
on notera

(X]=[X1]®[Xo]® - D [X,)]

ou [X;] est la classe d’isomorphisme de X; (ceci est bien défini, puisque C est Krull-
Schmidt). Par ailleurs, si X € C est indécomposable, on définit

End[c]([X]) = Endc(X)/m
ou m est I'idéal maximal de End¢(X).
Lemme 1.2.19. Soient X1, X>,...,X,, € C des indécomposables non isomorphes. Alors,
pour 7;177;27 s 7in7jlaj27 s 7jn € N;

dimy(Hompe) (X7 @ X2 @ - @ X, [X{' @ XP @ - & XJ'))) = > injocy.
(=1

ot pour tout £, ¢y est le degré de l’extension
k C EIldc(Xz)/mz
avec my l'idéal mazimal de Ende(Xy).

Démonstration. C’est immédiat. O

1.2.2 Catégories abéliennes
Soit A un anneau et C une A-catégorie ayant des noyaux et des conoyaux.

Définition 1.2.20. Soient X,Y € C et f € Home(X,Y). On appelle image de f le noyau
du conoyau de f et on la note Im f. On appelle coimage de f le conoyau du noyau de f
et on la note Coim f.

Lemme 1.2.21. Soient X, Y € C et f € Home(X,Y). Il existe un unique morphisme u €
Home(Coim f,Y) et un unique vy € Home(Coim f,Im f) faisant commuter le diagramme
suwvant :

Ker f X Y Coker f

i
Coim f ——1Im f

Démonstration. L'existence et 'unicité de w viennent immédiatement de la définition
de Coim f et 'existence et 'unicité de vy viennent immédiatement de la définition de
Im f. O]

Définition 1.2.22. On dit que la catégorie C est A-abélienne si elle est A-additive et
pour tout X,Y € C et f € Home(X,Y), f possede un noyau et un conoyau et vy définie
dans le lemme précédent est un isomorphisme. On dit qu’elle est abélienne si elle est
Z-abélienne.
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Exemple 1.2.23. 1. Les catégories mod A et Mod A sont toutes deux abéliennes ;

2. La catégorie Ban des espaces de Banach sur R est R-additive, admet des noyaux
et des conoyaux mais n’est pas abélienne. En effet, si I'on note C° 'espace des
fonctions continues et bornées de R dans R muni de la norme uniforme || - || et
C'! lespace des fonctions de R dans R dérivables bornées et de dérivées continues
et bornées muni de la norme || - || ot || f||" = || f||oc + ||.f||o0, alors I'inclusion ¢ de
C! dans C° est une injection donc a 0 comme noyau. Par ailleurs, elle a aussi 0
comme conoyau. En effet, si X € Ban et g € Homgpa,(C?, X) vérifie g. = 0, alors,
g étant nulle sur C! qui est dense, g est partout nulle. Finalement, Im¢ = C? et
Coim ¢ = C*.

Lemme 1.2.24. Si k est un corps, toute k-catégorie abélienne Hom-finie est de Krull-
Schmidt.

Démonstration. 11 suffit de montrer que tout idempotent f est scindé et il est immédiat
que c’est le cas a travers ker(Id —f). O

Lemme 1.2.25. Si k est un corps, dans une k-catégorie abélienne, tout épimorphisme
est le conoyau de son noyau et tout monomorphisme est le noyau de son conoyau

Démonstration. Soit f un épimorphisme. On a alors le diagramme commutatif suivant

Ker f X ! Y Coker f =0

Coimfilmf:Y

ou par définition d'une catégorie abélienne, vy est un isomorphisme. Donc f est bien
isomorphe au conoyau de son noyau (qui est par définition sa coimage). L’autre cas se
traite de la méme facon. O]

1.2.3 Catégories exactes

La définition donnée ici est celle de Keller [47, appendix A]. La premiere proposition
relie cette définition a la définition originale de Quillen [58; §2].
Rappelons tout d’abord la définition suivante :

Définition 1.2.26. Dans une catégorie C, un carré commutatif

Xy
o gzi
y' -z

est dit cartésien (resp. cocartésien), si pour tout « et 3 faisant commuter la partie pleine
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du diagramme de gauche (resp. de droite) :

(cartésien) (cocartésien)

il existe une unique fleche h faisant commuter le diagramme.

Définition 1.2.27. Soit A un anneau et C une A-catégorie. Une suite exacte de C est
un couple (f,g) de morphismes composables de C tel que f est un noyau de g et g un
conoyau de f. Soit £ un ensemble de suites exactes de C stable par isomorphisme. On dira
qu’une suite exacte est admissible si elle appartient a £. On dira qu'un morphisme f de
C est un monomorphisme (resp. un épimorphisme) admissible si il existe un morphisme g
de C tel que (f,g) (resp. (g, f)) soit une suite exacte admissible. On dit que C munie de
€ est une A-catégorie exacte (ou exacte si A = 7Z) si les axiomes suivants sont vérifiés :

1. Le morphisme Idj est un épimorphisme admissible.
2. La composition de deux épimorphismes admissibles est un épimorphisme admissible.

3. Pour tout épimorphisme admissible g € Home (Y, Z), et tout h € Home(Z', Z), il
existe un carré cartésien

y' L7

S
Y —>7
tel que ¢’ soit un épimorphisme admissible.

4. Pour tout monomorphisme admissible f € Hom¢(X,Y), et tout h € Home (X, X'),
il existe un carré cocartésien

Xty

|

X/ > Y/

tel que f’ soit un monomorphisme admissible.

Notation 1.2.28. Si (f, g) € £, on notera cette suite exacte courte
f g
0O—-X=Y—=2—-0

ou f € Home(X,Y) et g € Home(Y, 7).

Exemple 1.2.29. 1. Si A est un anneau et si C est une A-catégorie abélienne, C est
naturellement exacte munie de 1’ensemble de ses suites exactes courtes (voir plus
loin la démonstration).
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2. Si A est un anneau et si C est une A-catégorie, elle peut étre rendue exacte en

prenant comme suites exactes courtes admissibles les suites exactes de la forme
0—-X—-X&Y —-Y —0.

Remarque 1.2.30. La plupart du temps, £ sera implicite. Cela ne signifie pas que £ est
unique quand il existe (par exemple, pour une catégorie abélienne, les deux exemples
précédents ne coincident que si la catégorie est semi-simple).

Définition 1.2.31. Soit A un anneau et soient C et C' deux A-catégories exactes. Un
foncteur F' : C — C’ sera dit A-exact si il est A-additif et si il envoie toute suite exacte
courte admissible sur une suite exacte courte admissible.

Le lemme suivant est completement élémentaire et sert surtout a comprendre les
axiomes précédents :
Lemme 1.2.32. 57 A est un anneau et C est une A-catégorie exacte,

1. Le morphisme Idy est un monomorphisme admissible.

9. Pour toute suite exacte courte admissible 0 — X LV % 7 — 0, si 2/ € C et
h € Home(Z',Z), alors il existe une suite exacte courte admissible 0 — X TN

Y' L 7' — 0 et un diagramme commutatif

ot le carré de droite est cartésien.
3. Pour toute suite exacte courte admissible 0 — X LY % 7 - 0, s1 X' €C et
h € Home(X, X'), alors il existe une suite exacte courte admissible 0 — X' TN

V'L Z — 0 et un diagramme commutatif

ot le carré de gauche est cocartésien.

4. Soient X, Y € C et f € Home(X,Y). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) la suite 0 — X LV — 0= 0 est une suite ezacte courte admissible ;

(b) le suite 0 - 0 — X LY — 0 est une suite ezacte courte admissible ;
(c) le morphisme [ est un isomorphisme.
5. La somme directe de deux suites exactes courtes admissibles est une suite exacte

courte admissible.

Démonstration. 1. C’est le noyau de I’épimorphisme admissible Idg.
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2. Le carré cartésien tel que ¢’ est un épimorphisme admissible existe par définition.
Par définition d’un carré cartésien, il existe un unique f' : X — Y’ telle que ¢'f' = 0
et W' f' = f puisque gf = 0. Il suffit maintenant de montrer que f’ est un noyau
de ¢’. Si X' € Cet f": X' — Y’ vérifient ¢'f” = 0, alors par commutativité
du diagramme, gh'f” = 0 donc, comme f est un noyau de g, il existe un unique
f: X' — X tel que W' f" = ff. On a alors h/f’fv: " et g’f’f: g f" ce qui, par
définition d'un carré cartésien, implique que f’ fv: f" ce qui montre bien que f” est
un noyau de ¢’ puisqu’on vient de voir que fest unique.

3. Ce point se prouve de maniere similaire au point précédent.

4. Tout d’abord, si f est un isomorphisme, le carré suivant est cartésien :
) b

x-t-y

|l
Id

0——>0
donc comme Idy est un épimorphisme admissible, f 'est aussi. Par ailleurs, le seul
noyau de f est alors 0 donc le deuxieme point est vérifié et par une preuve similaire,
le premier point est aussi vérifié. Par ailleurs, si la premiere (resp. la deuxieme)
assertion est vérifiée, par unicité du noyau (resp. du conoyau) de Y — 0 (resp.
0 — X), le morphisme f est forcément un isomorphisme.

5. Soient 0 - X - Y - Z —=0et 0 — X' =Y — 7' — 0 deux suites exactes
courtes admissibles. Formons le diagramme commutatif suivant ou les fleches sont
évidentes :

0O—X—YaZ—7Z672—0

;o

0 X Y A 0

Comme le carré de droite est cartésien, la premiere ligne est une suite exacte courte
admissible. De la méme facon, la premiere ligne de

0O—X —Y' @Y —20Y —0

L

0 X' Y’ zZ' 0

est une suite exacte courte admissible. Donc comme la composition de deux épi-
morphismes admissibles est un épimorphisme admissible, Y &Y' — Z & Z’ est
un épimorphisme admissible et la somme directe des deux suites exactes courtes
admissibles est bien une suite exacte courte admissible par unicité du noyau. O]

Définition 1.2.33. Une suite exacte courte admissible sera dite scindée si elle est iso-

morphe a la somme direct d'une suite exacte courte de la forme 0 — X M X 500

et d’une suite exacte courte de la forme 0 — 0 — Y Idv, Y — 0.

Dans la proposition suivante, de Keller [47, appendix A], les assertions de 3, 4, 5 et 6
étaient incluses a l'origine par Quillen dans la définition d'une catégorie exacte.
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Proposition 1.2.34 (Keller). Sont A un anneau et C une A-catégorie exacte. Alors :

1.

O

Sig:Y — Z est un épimorphisme admissible et h : Z' — Z est un morphisme et
st le carré sutvant est cartésien :

alors
)
s

est une suite exacte courte admissible.

(h g)

0—Y’ 7'aY Z — 0

Si f: X =Y est un monomorphisme admissible et h: X — X' est un morphisme

et si le carré suivant est cocartésien :

Xty

|

X/ -y’
(—h)
L

est une suite exacte courte admissible.

Pour tout X,Y € C,
Idx
0
—_—

est une suite exacte courte admissible.

alors

!/ h/
0— X X'@YMY'—%)

(0 Idy)

0— X XY Y -0

St un morphisme g admet un noyau et si il existe un morphisme g tel que gg soit
un épimorphisme admissible, alors g est un épimorphisme admissible.

Si un morphisme f admet un conoyau et si il existe un morphisme f tel que ff
soit un monomorphisme admissible, alors f est un monomorphisme admissible.

La composition de deuxr monomorphismes admissibles est un monomorphisme ad-
missible.

Démonstration. 1. Soit f: X — Y et f/: X — Y’ des noyaux de g et ¢’. On peut
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alors former le diagramme suivant :

0 Y —>F——>7 0
f g
q 74
Z/ Z/
0 0

dont le carré en haut a gauche est cocartésien et les deux lignes et les deux colonnes
sont des suites exactes courtes admissibles (tout commute sauf le triangle Y'Y E).
Comme ¢’ f" =0 et h'f' = f, et comme le carré est cocartésien il existe un unique
p:E—Z'&Y tel que

Fo(2) - ()

et comme ¢’ est un conoyau de f’ il existe un unique ¢ : Z' — FE tel que g =

fh’ — f Les morphismes ¢ et <¢ f/) sont alors des isomorphismes réciproques.

En effet, <¢ f’) of = f et <¢ ]7/> of = f donc par définition d'un carré

cocartésien, { ¢ f/ ¢ = Idg ; par ailleurs, on obtient

pihg = (%) = (IC})Z) g donc ¢y = (I%Z')

puisque ¢’ est un épimorphisme et on en déduit que ¢ (¢ f/) = Idz/gy. On obtient
alors I'isomorphisme de suites exactes courtes suivant :

00—yt g% 7 .y

0—=v' AL gay" 7

Donc la deuxieme ligne est admissible et c’est la suite décrite dans 1’énoncé (car
gg' = hg' donc gy = h puisque ¢’ est un épimorphisme).

2. Ce point est le dual du précédent.

3. C’est un cas particulier des point précédents.

4. Soit f un noyau de g. Comme gg est un épimorphisme admissible, en utilisant le
premier point, < g gfj) est aussi un épimorphisme admissible. Par conséquent,

(9 0)= (s 3) (I%Y 15@
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est aussi un épimorphisme admissible (le second facteur est un isomorphisme). On
a alors le diagramme commutatif suivant, avec mx = (IdX O) et my = (Idy 0)

Idy,/ 0
OHX@Y’J%—‘;Y@)W—ZZHO

le Wyl
T .y

0 X

7 —>0
ou la premiere ligne est une suite exacte courte admissible et le carré de gauche est
cocartésien ce qui donne le résultat d’apres le lemme précédent.

5. Ce point est le dual du précédent.

6. Soient 0 — X LV % Z — 0 une suite exacte courte admissible et Y =Y un
monomorphisme admissible. On peut alors former le carré cocartésien suivant :

donc par le deuxieme point, (’g“ f/> est un épimorphisme admissible. Par ailleurs,

comme ¢ et Idy sont des épimorphismes admissibles, Idy ¢¢g est un épimorphisme
admissible. Du coup, leur composition

(3 7) ('Y 0)=G Fo)=30ar 1)

est aussi un épimorphisme admissible. Soit maintenant h : X — Y tel que gh = 0.

Par définition d'un carré cocartésien, il existe un unique h’' : X — Y tel que
f'h = h et gh' = 0; ensuite, comme [ est un noyau de g, il existe un unique

R+ X — X tel que fh" = h'. Finalement, f'fh” = h et § admet comme noyau
f'f, puis, par le quatriéme point, g est un épimorphisme admissible et donc f'f est
un monomorphisme admissible. Il

Lemme 1.2.35. Soient k un corps et C une k-catégorie evacte Hom-finie et Krull-
Schmidt.

1. 8oit 0 — X LV % Z = 0 une suite ezacte courte admissible. Les points suivants
sont équivalents :

(a) Cette suite exacte courte admissible est scindée.
(b) 1l existe u:Y — X tel que uf = Idy.
(c) Il existe v: Z —'Y tel que gv = 1dy.

De plus, si u (resp. v) est fixé, on peut choisir v (resp. u) tel que 0 — Z =Y %5
X — 0 soit aussi une suite exacte courte admissible (scindée).
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2. Supposons que dans le diagramme commutatif suivant :

R

0 X' y' Lz 0

les deux lignes soient des suites exactes courtes admissibles et les deux morphismes
u et w soient des isomorphismes. Alors v est un isomorphisme.

3. Supposons que dans le diagramme commutatif suivant :

les deux lignes soient des suites exactes courtes admissibles et u (resp. v) soit un
isomorphisme. Alors le carré de droite (resp. de gauche) est cartésien (resp. cocar-
tésien).

Démonstration. 1. Il est immédiat que le premier point entraine les deux suivants.
Le fait que le deuxieme (ou le troisieme) implique le premier vient clairement du
fait que tous les idempotents sont scindés. Par ailleurs, le scindage de vg entraine
facilement I'existance de u tel que 0 — Z 5 Y & X — 0 soit une suite exacte
courte admissible.

2. Quitte a remplacer f’ par f'u et g par wg, on peut supposer que X' = X, 72/ = Z,
u = Idx et w = 1d,. Le carré suivant est alors cartésien :

XaoyXsy

o,

y' — 7

avec
g= (f’ v).

Il est en effet clairement commutatif et si o : Y — Y et 8 : YY" — Y’ vérifient
ga = ¢'[3, on a alors ¢’ = ga = g'va donc 8 — va = f'h de facon unique. 11 est
alors immédiat que si ’'on pose

h = <Z) "Y' S XY

alors a = 7Ty7L et B = §E, h étant unique ayant cette propriété. On peut alors former
le diagramme commutatif suivant dont les deux lignes et les deux colonnes sont des
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suites exactes courtes admissibles :

avec Id
~ [ —ldx
f‘( f )

Par le point précédent, il existe alors v/ : Y — Y tel que 0 - YV 25 X Y =5
X — 0 soit une suite exacte courte admissible et Idy: = giyv’ = vv’. Comme les
idempotents sont scindés, le diagramme commutatif de départ est isomorphe a :

0*>X*>y/ L7 —0

Z 0

0

puis, comme gls = 0, il existe a : Y — X tel que Lo = fa. Puis ffa =y fa =
Tyils = 0 donc, comme [’ est un monomorphisme, o = 0. Finalement, by = 0 donc

Y =0.

. Supposons que u est un isomorphisme. On peut alors former le diagramme commu-

//////

O Y//
0 X' Y’ Z ! 0

dont le carré en avant a droite est cartésien (I’existance de ¢ vient de la). Par le
point précédent, comme u est un isomorphisme, ¢ est aussi un isomorphisme et
donc le carré

0

est bien cartésien. OJ
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Lemme 1.2.36. Soit k un corps et C une k-catégorie exacte Krull-Schmidt et Hom-finie.
Sotent f: X =Y et f': X' =Y’ deur morphismes de C. Alors :

1. f et f" sont deur monomorphismes admissibles si et seulement si f & f' est un
monomorphisme admissible.

2. f et f' sont deux épimorphismes admissibles si et seulement si f & f' est un €épi-
morphisme admissible.

Démonstration. Les deux résultats sont duaux I'un de 'autre donc il suffit de montrer le
premier. On a déja vu que la somme directe de deux monomorphismes admissibles est
toujours un monomorphisme admissible.

Supposons que f @ f’ est un monomorphisme admissible. Il est immédiat que f et f’
sont deux monomorphismes. Formons le carré cocartésien suivant :

X@X/ﬂy@yl
ﬂxl gl
X—"r -z

ol h est un monomorphisme admissible. En particulier, il existe ¢’ : Z — Y rendant le
diagramme suivant commutatif :

X@X/&Y@Y/
le
X

Ainsi, comme ¢'(gty) = Idy, 'endomorphisme (gty )¢’ est un idempotent et il est donc
scindé car C est Krull-Schmidt et Hom-finie. Autrement dit, le carré cocartésien devient :

X@X/&Y@Y/

X l \ley @k

X Y & K’
ty f

Montrons maintentant que k' est un conoyau de f’ : tout d’abord £'f" = 0 car le carré
commute. Soit maintenant Z’ € C et u : Y/ — Z' tels que uf’ = 0. Alors le diagramme
suivant commute :

X@X/ﬂ)YEBY/

le UWyli

XxX—2 s

De plus, les deux diagrammes suivant commutent exactement pour les mémes morphismes
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v € Home(K', Z') :

fof

XX —=YaY y' ——=7'
7
ﬂ'xl Idy @k’l k’l s
X wy f UTTy/ K,/

Y& K
N
R

Comme le carré est cocartésien, la fleche pointillé de gauche existe et est unique. Notons la
vg. Il est alors aisé de voir que la fleche vot g mg convient encore donc vy = voLx Tk . Fina-
lement v existe et est unique (v = voLg) et donc k" est bien un conoyau de f’. De la méme
facon, f admet un conoyau k : Y — K. Comme ¢y f est un monomorphisme admissible
et comme f admet un conoyau alors d’apres le lemme 1.2.34, f est un monomorphisme
admissible. La méme chose est vraie pour f’. O

Z/

Maintenant, voici un lemme tres classique :

Lemme 1.2.37. Soit A un anneau et Cy une A-catégorie abélienne. Soit C une sous-A-
catégorie pleine de Cy stable par extensions. Alors, la catégorie C munie des suites exactes
courtes admissibles provenant de suites exactes courtes de Cy est une catégorie exacte.

Démonstration. Commengons par montrer que Cy toute entiere munie de toutes ses suites
exactes courtes est une catégorie exacte ; pour ceci, regardons chaque axiome :

1. Cet axiome est clairement vérifié dans C,.

2. Il est facile que la composition de deux épimorphismes est un épimorphisme.

3. Soient g : Y — Z un épimorphisme de Cy et h : Z' — Z un morphisme. Posons
alors

(Z:) Y'Y ®Z =ker(—g h)

de telle maniere que le carré suivant est cartésien :

On a vu qu’alors, puisque (— g h) est un épimorphisme,

(—g h) = coker <Z)

donc le carré est aussi cocartésien. Du coup, si ¢” : Z/ — Z” est un morphisme tel
que ¢"¢" = 0, il existe un unique " : Z — Z" tel que h"h = ¢" et h"g = 0 et comme
g est un épimorphisme, h” = 0 donc g” = 0 et finalement ¢’ est un épimorphisme.

4. C’est le dual du précédent.
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Vérifions maintenant les axiomes un par un dans C :
1. Cet axiome est clairement vérifié dans C.

9. Soient 0 » X LV %L 7Z 5 0et0— 25 224 27 - 0 deux suites exactes
courtes admissibles de C. Dans Cy, on peut alors former le diagramme commutatif
suivant :

ou le carré en haut a droite est cartésien et les deux suites horizontales et la suite
verticale sont des suites exactes courtes de Cp. Comme C est une sous-catégorie
pleine et stable par extensions de Cy, alors le diagramme entier est dans C. Il est

clair que 0 — Y’ Moy 2% 77 5 0 est une suite exacte courte de Co donc par
définition une suite exacte courte admissible de C et donc jg est un épirmorphisme
admissible.

3. So0it 0 — X LV % Z = 0 une suite exacte courte admissible de C,Z' €C et
h:Z"— Z. Formons le diagramme commutatif suivant dans Cy :

0— =X Ty Lo p 0
2
0——x 7 I.7 0

dont le carré de droite est cartésien et la premiere ligne est exacte. Comme C est
une sous-catégorie pleine de Cy stable par extension, ce diagramme est en fait dans
C et la premiere ligne est alors une suite exacte courte admissible de C.

4. C’est le dual du point précédent. n

Une sorte de proposition réciproque du lemme précédent existe. On ne le démontrera
pas ici car il ne sera pas crucial dans la suite (voir par exemple [47, appendix A]) :

Lemme 1.2.38. Toute catégorie exacte équivalente a une petite catégorie (c’est-a-dire a
une catégorie dont les objets forment un ensemble) est équivalente en tant que catégorie
exacte a une sous-catégorie pleine et stable par extensions d’une catégorie abélienne telle
que définie dans le lemme précédent.

Définition 1.2.39. Soient A un anneau et C une A-catégorie exacte. Soient 0 — X —
Y -7 —>0et0— X —Y — Z' — 0 deux suites exactes courtes admissibles. Un
morphisme f de suites exactes courtes admissibles de 0 — X — Y — Z — 0 dans
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0 — X' - Y — Z"— 0 est un triplet de morphismes (fi, fa, f3) faisant commuter le
diagramme suivant :

0 X Y Z 0

flJ/ f2l fSi
0 X' Y’ 7' 0

Lemme 1.2.40. Soient A un anneau et C une A-catégorie exacte.

1. Soient o : X — Y, B:Y — Z deux morphismes de C et g : Y' — Y un épimor-
phisme admissible avec fa = 0. Alors a est un noyau de 3 si et seulement si tout

morphisme de la forme gh vérifiant Bgh = 0 se factorise de facon unique a travers
a.

2. Soient a: X =Y, B:Y — Z deux morphismes de C et g : Y — Y’ un monomor-
phisme admissible avec o = 0. Alors 3 est un conoyau de « si et seulement si tout
morphisme de la forme hg vérifiant hga = 0 se factorise de facon unique a travers

g.

3. Si le diagramme suivant est commutatif :

0 0 0
0 x- 1oy 4.y 0
a1 a9 as
0 x Ly Loy 0
51 B2 B3
0 X// f” Y// g” Z// O
0 0 0

et si les trois colonnes ainsi que les deux premieres lignes (resp. les deux derniéres
lignes) sont des suites exactes courtes admissibles alors la troisiéme ligne (resp. la
premiére ligne) est une suite exacte courte admissible.

Démonstration. 1. Tout d’abord, si a est un noyau de 3, par définition, tout mor-
phisme de la forme gh tel que Sgh = 0 se factorise de fagon unique a travers a.
Réciproquement, supposons que tout morphisme de la forme gh tel que Bgh = 0
se factorise de fagon unique a travers . Tout d’abord, o est un monomorphisme
puisque g o 0 se factorise de maniére unique a travers «. Soit alors un morphisme
quelconque k : Y — Y tel que Bk = 0. On peut former le diagramme commutatif
suivant

0— =X, Lo xr Loy

S
0 X,y sy 0

ou le carré de droite est cartésien et dont les deux lignes sont des suites exactes
courtes admissibles. On a alors gk’ = 0 donc par hypothese, gk’ se factorise a
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travers . Soit k" : X' — X tel que gk’ = ak”. On a alors ak” f' = 0 donc k" f' =0
puisque « est un monomorphisme. Et comme ¢ est un conoyau de f’, il existe
E":Y" — X tel que K = k" ¢’. On en déduit que kg’ = gk’ = ak” ¢’ puis comme
¢’ est un épimorphisme, £k = ak” ; comme « est un monomorphisme, on a l'unicité
de k™. Le morphisme « est donc bien un noyau de (.

C’est le dual du point précédent.

. On suppose par exemple que les trois colonnes et les deux premieres lignes sont

des suites exactes courtes admissibles. Commencons par montrer, en utilisant le
premier point, que f” est un noyau de ¢”. Supposons que k : Y — Y’ soit tel que
g" B2k = 0. On a alors A3¢'k = 0 et alors il existe &' : Y — Z tel que azk’ = ¢'k.
Formons alors le diagramme commutatif suivant :

0—=X Loy Loy —s9
f g
0—X Loy —2s7—>0

dont le carré de droite est cartésien et les deux lignes des suites exactes courtes
admissibles. On a alors ¢'kg = ask’g = azgk” = ¢g'axk”. Comme f’ est un noyau
de ¢’ il existe alors h : Y — X' tel que kg — axk” = f’h. On en déduit que (kg =
Gaof'h = f"B1h. Par conséquent, f” ﬁlhf: 0 puis comme f” est un monomorphisme,
ﬂlhf: 0. Comme ¢ est un conoyau de ]?, il existe b’ : Y — X" tel que B1h = h'g.
Finalement, on a Gkg = f”h'g puis comme ¢ est un épimorphisme, G2k = f"h
ce qui est ce qu'on voulait : f” est bien un noyau de ¢”. Puis, comme ¢’3, =

(B3¢’ est un épimorphisme admissible, la derniere ligne est une suite exacte courte
admissible. N

Proposition 1.2.41. Si A est un anneau et C une A-catégorie exacte, la collection des
suites exactes courtes admissibles de C munie des morphismes définis plus haut et des
monomorphismes (resp. épimorphismes) admissibles [ tels que fi, fo et f3 soient des
monomorphismes (resp. épimorphismes) admissibles est une A-catégorie exacte.

Démonstration. Tout d’abord, si f est un morphisme tel que fi, fo, f3 soient des mo-
nomorphismes (resp. épimorphismes) admissibles, le lemme précédent montre qu’il a un
conoyau (resp. noyau) qui reste admissible selon la méme définition (les f” et ¢” du
lemme sont faciles a construire de fagon unique). Il reste & montrer que les axiomes d’une
catégorie exacte sont vérifiés :

1.
2.
3.

Le premier axiome est clairement vérifié.
Le deuxieme aussi.

En ce qui concerne le troisieéme, si 7 est un épimorphisme admissible de 0 — X’ EiR
Y’g—>Z’—>0dansO—>Xi>Yi>Z—>OetsihestunmorphismedeOH

x" Ly oz L odans0 - XLy Lz 0, on peut former le diagramme
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commutatif suivant :

dont les quatre losanges sont cartésiens et tel que 77, 7} et 75 sont des épimorphismes
admissibles, 'existence (et I'unicité) de f” et ¢”’ étant donnée justement donné par
les carrés cocartésiens. Il est ensuite facile de montrer qu’en tant que diagramme de
suites exactes courtes admissibles, ce diagramme est un carré cartésien.

4. Le quatrieme axiome est le dual du troisieme. O
Notation 1.2.42. On notera £(C) la catégorie exacte de la proposition précédente.
Lemme 1.2.43. Si C est Hom-finie et Krull-Schmidt, alors E(C) est Krull-Schmidkt.

Démonstration. Soit 0 — X — Y — Z — 0 € £(C) et soit (f,g,h) un idempotent de
cette suite exacte courte admissible. Comme C est Krull-Schmidt, f, g et h sont scindées
et la suite exacte courte admissible s’écrit

0—-X1-Y1—-21—-030(0—Xy,— Y, — Z;, —0)

avec
(f,g,h) = Ido— x,—vi— 210 P00 X5 vs— Zs—0-

En utilisant le lemme 1.2.36,0 — X; - Y] - Z; - 0et 0 —» Xy — Yy — Z3 — 0 sont
toute deux des suites exactes courtes admissibles. O

1.2.4 Foncteurs Ext

Le but de cette partie est de rappeler la définition des foncteurs Ext dans le cadre des
catégories exactes Hom-finies (ce qui simplifie un peu la situation) et leurs principales
propriétés qui nous serviront par la suite.

Soit k£ un corps et C une k-catégorie exacte et Hom-finie.

Notation 1.2.44. Le bifoncteur Home sera toujours considéré comme un bifoncteur de
C x C dans la catégorie abélienne des espaces vectoriels sur k.



1.2. CATEGORIES 37

Complexes

Définition 1.2.45. Si I est un intervalle de Z, on notera [° = [ \ {max/} si I admet
un maximum et /° = [ sinon.

Un complexe C' de C indexé par un intervalle I de Z est une famille (C;);c; d’objets
de C munie d’une famille (d;);cs- telle que pour tout i € I°, d; € Home(Cj, Cyyq) et pour
tout ¢ € IOO, di+ldi =0.

Remarque 1.2.46. On s’autorisera a noter d; pour tous les complexes, du moment qu’il
n’y a pas d’ambiguité.

Définition 1.2.47. Soient C' et D deux complexes de C indexés par un méme intervalle [
de Z. Un morphisme f de C' dans D sera par définition une famille de morphismes (f;);er
telle que f; € Home(C;, D;) et que le diagramme suivant commute pour tout ¢ € 1° :

d;
C; —— Oi+1

f@'i lfﬂ»l

D; T4 Diy1

Définition 1.2.48. Soient C', D, E trois complexes de C indexés par un méme intervalle
I de Z. Par définition, une suite exacte courte 0 — C 1. D% B — 0 est admissible si

toutes les suites exactes courtes 0 — C} ER D; 25 E; — 0 sont admissibles dans C.

Lemme 1.2.49. Soit I un intervalle de Z. Les complexes de C indexés par I munis des
morphismes cités plus haut et des suites exactes courtes admissibles définies plus haut
forment une k-catégorie exacte.

Démonstration. 1l suffit de vérifier les quatre axiomes de définition d’une catégorie exacte,
ce qui est facile. Il

Définition 1.2.50. Soit I un intervalle de Z, C et D deux complexes de C indexés par [
et f un morphisme de C' dans D. On dira que f est homotope a 0 si il existe une famille de
morphismes (h;);ere telle que h; € Home, (Cit1, D;) et pour tout i € I, f; = d;—1h;—1+hd;
(avec la convention que h; = 0sii ¢ I°).

Plus généralement, on dira que deux morphismes f et g sont homotopes si f — g est
homotope a 0.

Définition 1.2.51. Un complexe C' de C indexé par un intervalle I de Z est dit exact si
il existe une famille de suites exactes courtes admissibles de la forme :

el

avec pour tout i € I°, d; = d} ,d?, pour i =min I, dj = 0, et pour ¢ = max I, d; = 0.
Parfois, on appellera aussi un complexe exact une suite exacte longue.

Remarque 1.2.52. Si un complexe C' est exact, alors les C;, d}, d? de la définition précé-
dentes sont uniques a unique isomorphisme pres faisant commuter les diagrammes. Du
coup, on s’autorisera a utiliser ces objets sans plus de précautions.
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Définition 1.2.53. Un complexe exact C' de C indexé par un intervalle I de Z, sera dit

scindé si toutes les suites exactes courtes admissibles 0 — C; — C; — Ci;y; — 0 sont
scindées.

Homologie d’un complexe dans la catégorie des A-modules
Soit A une k-algebre.
Notation 1.2.54. On notera Mod A la catégorie des modules sur A.

Définition 1.2.55. Si [ est un intervalle de Z et C' un complexe de Mod A indexé par
I, pour i € I, on appelera homologie en degré i et on notera H;(C) = Kery,,, /Im(d;)
(avec la convention que si i ¢ I°, d; = 0). Si D est un autre complexe, un morphisme f
de C dans D induit clairement un morphisme de H,;(C') dans H;(D), morphisme que ’on
notera H;(f). Ainsi, H; est un foncteur k-additif de la catégorie des complexes de Mod A
indexés par I dans Mod A.

Remarque 1.2.56. Un complexe est exact si et seulement si son homologie est nulle.

Lemme 1.2.57. St f et g sont deur morphismes homotopes d’un complexe C' dans un
complexe D indexés par un intervalle I de Z, alors H;(f) = H;(g) pour tout i € T.

Démonstration. On peut considérer par linéarité que g = 0. Notons h I’homotopie. Soit
i€1etveC;tel qued;(v) =0.0n aalors f;(v) = di_1hi_1(v) + hid;(v) = di_1hi_1(v) €
Imd;_, donc si v est le projeté de v dans H;(C), H;(f)(v) = 0 et donc H;(f) = 0. O

Le foncteur H; n’est pas exact. La proposition suivant précise cela :

Proposition 1.2.58. 5i 0 — C 1. D % E — 0 est une suite exacte courte de com-
plexes de Mod A indexés par I, il existe une famille canonique de morphismes (0;)icre
ot §; € Homy(H;(E), Hi11(C)) telle que le complexe suivant, appelé suite exacte longue
d’homologie est exact :

H;_1(9) 0i—1
—

Hl(E)—> i+1(c) Hip1(f)

Démonstration. Dans le diagramme commutatif suivant, les lignes sont exactes :

fic1 gi—1
0 Ci—i Diy—FE_1—0
d171 difl d271
fi gi
0 C; D; E; 0
dz di dz
fit1 git+1
0 Cit1 Diyy —Ei11 —0
dit1 dit1 dit1
C fiqo D git2 E
0 i+2 iv2 = Liyo —0

Avant de construire ¢;, remarquons que le complexe est exact en H;(D) : tout d’abord,
H;(9)H;(f) = H;(gf) = 0, puis si v € Ker H;(g), notons v un représentant de v dans D;.
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On a alors que g;(v) € Imd;_; et comme g;_; est surjective, il existe w € D;_; tel que
gid;i—1(w) = di_19;—1(w) = g;(v). Par conséquent, v — d;_1(w) € Ker g; = Im f; et notons
par z un antécédent de v — d;_;(w) par f;. Par commutation du diagramme, d;(x) = 0 et
donc z se projette sur * € H;(C). Puis on a clairement v = H;(f)(Z) d’ou I'exactitude
en H;(D).

Construisons maintenant ¢; : H;(E) — H; 1(C). Pour ceci, prenons v € E; tel que
d;(v) = 0. Par surjectivité de g;, il existe w € D; tel que g;(w) = v. Par commutativité du
diagramme, d;(w) € Ker g;11 = Im f;11. Soit donc x € C;y; tel que fir1(x) = d;(w). On
a alors fiiod;1(2) = dip1 fiv1(x) = diz1d;(w) = 0 comme D est un complexe puis comme
fito est injective, d;11(x) = 0 donc x se projette dans H;,1(C) en Z. Pour montrer que
7 ne dépend que de I'image v de v dans H;(F), il suffit par linéarité de montrer que si
v est nulle alors = 'est forcément aussi. Supposons donc que v est nul, autrement dit
que v € Imd;_;. Soit v" un antécédent dans E;_; de v par d;_; et notons w’ et z’ les
éléments de D;_; et C; construits de la méme facon que w et x a partir de v’. On a
alors w — d;_1(w') € Kerg; = Im f; et notons z un antécédent de w — d;_;(w') par f;.
Par commutativité du diagramme, on a alors f;1d;(z) = d;fi(2) = d;(w — d;_1 (W) =
d;(w) = fiz1(x) puis comme f;,1 est injective, x = d;(z) donc T = 0. Le morphisme J;
défini par 6;(v) = Z est donc bien défini.

Montrons 'exactitude de la suite en H;(E) : en gardant les notations précédentes, si
v € Im H;(g;), alors on peut choisir w tel que d;(w) = 0 puis par injectivité de f;1, z = 0.
Réciproquement, si = 0, il existe y € C; tel que d;(y) = = puis par commutativité du
diagramme, d, f;(y) = fiy1(x) = d;(w) et ainsi w — f;(y) se projette dans H;(D) sur un
w. Ensuite, g;(w — fi(y)) = v donc H;(g)(w) = ¥ ce qui finit de montrer I'exactitude en
H;(E).

Il reste a montrer l'exactitude en H;;1(C'). En gardant encore les mémes notations
qu'avant, si T = 0;(v), alors fi1(x) = d;(w) donc H;(f)(z) = 0. Réciproquement, si
T € Ker Hiy1(f) alors firi(xz) € Imd; et si on note w un antécédent de f;i1(x) par
d;, gi(w) € Kerd; donc g;(w) se projette sur un certain v de H;(E) puis de maniere
immédiate, §;(v) = 7. O

Résolutions et foncteurs Ext
Ici, k désigne un corps et C une k-catégorie exacte, Hom-finie et Krull-Schmidt.

Définition 1.2.59. Un objet P € C sera dit projectif si pour tout épimorphisme admis-
sible g : Y — Z et tout morphisme h : P — Z, il existe un morphisme h:P =Y tel que

h = g}z, autrement dit si le foncteur Home (P, —) est exact.
Un objet I € C sera dit injectif si pour tout monomorphisme admissible f : X — Y et

tout morphisme h : X — I, il existe un morphisme h:Y — I tel que h = h f, autrement
dit si le foncteur Home(—, I) est exact.

Définition 1.2.60. On dira que C a assez d’injectifs si pour tout X € C, il existe une
suite exacte courte admissible 0 — X — I — Y — 0 ou [ est injectif.

On dira que C a assez de projectifs si pour tout X € C, il existe une suite exacte
courte admissible 0 - Y — P — X — 0 ou P est projectif.
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Définition 1.2.61. Soit X € C. Une résolution injective de X est par définition un

complexe exact [ indexé par N tel que pour tout ¢ € N, [; est injectif et INO ~ X.
Une résolution projective de X est par définition un complexe exact P indexé par

—N* tel que pour tout ¢ € N*, I_; est projectif et 150 ~ X.

Remarque 1.2.62. Il est immediat que tout objet de C possede une résolution injective
(resp. projective) si et seulement si C a assez d’injectifs (resp. de projectifs).

Lemme 1.2.63. SiC posséde assez d’injectifs (resp de projectifs), alors la catégorie E(C)
des suites exactes courtes admissibles de C (voir proposition 1.2.41) possede aussi assez
d’injectifs (resp. de projectifs).

Démonstration. On va le montrer dans le cas des injectifs. Soit 0 — X Ly %z 0
une suite exacte courte admissible. Comme C possede assez d’injectifs, il existe deux
monomorphismes admissibles X =5 T et Z <% I' ot I et I’ sont des injectifs. On peut
alors former le diagramme commutatif suivant :

0—-x-—J1 oy 2.7 .y
)

]

0—=T—STaz2sy7—)0

Id; EBOLg\L O‘3l
L

I g
O——I——I¢l' —1—0

le carré en haut a gauche étant cocartésien et donc la seconde ligne une suite exacte
courte admissible. Comme [ est injectif, la seconde ligne est scindée. Par ailleurs, grace
au lemme 1.2.36, Id; ©as est un monomorphisme admissible et comme le carré en haut a
gauche est cocartésien, o’ est un monomorphisme admissible. Finalement, la composé des
deux morphismes verticaux du diagramme précédent est un monomorphisme admissible
de la catégorie £(C). O

Définition 1.2.64. On dira qu'une résolution injective (resp. projective) est minimale si
tous les d; sont minimaux & gauche (resp. a droite), ou de fagon équivalente si tous les d}
(resp. les d?) sont minimaux & gauche (resp. & droite).

Lemme 1.2.65. Supposons que C posséde assez d’injectifs (resp. de projectifs). Soit
X € C. Alors X posséde une résolution injective (resp. projective) minimale unique a
isomorphisme pres et toute autre résolution injective (resp. projective) de X est iso-
morphe a la somme directe de cette résolution minimale et d’une résolution injective
(resp. projective) scindée de 0.

Démonstration. Comme les deux résultats sont duaux 1'un de 'autre, il suffit de le faire
pour une résolution injective. Montrons tout d’abord qu’X possede une unique résolution

injective minimale. Posons Iy, = X, puis supposons que la résolution est construite et
unique jusqu’au rang n — 1. Comme C a assez d’injectifs, il existe un monomorphisme

admissible fn I, I avee I un injectif. En utilisant le lemme 1.2.17, il existe une décompo-

sition I = I, ® I’ telle que
dy,
=(%)
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dans cette décomposition avec d} minimal. Comme f = d! &0 ou 0: 0 — I’, en utilisant
le lemme 1.2.36, d, est un monomorphisme admissible. Il suffit maintenant de montrer

que d} est unique & isomorphisme prés. Supposons que I’ soit un injectif et el : fn —
I’ un autre monomorphisme admissible minimal & gauche. Comme d. et e sont des
monomorphismes admissibles et I,, et I, sont des injectifs, il existe a : [, — 1], et
B : I — I, tels que e = adl et d, = Bel. On a alors d = fBad! et comme d} est
minimal a gauche, Sa est inversible. De méme a3 est inversible donc « et 3 sont deux
isomorphismes d’ou 'unicité.

Fixons maintenant une autre résolution I’ et montrons par récurrence que c’est la
somme directe de I et d’une résolution injective scindée I” de 0. Supposons que la dé-
composition soit construite jusqu’a n — 1. On a donc la situation suivante :

0 I Ln—> Ty —0
i
Sl 2
—~ ~ €y y €, ~
O—I el —1_,—>0

ou I est injectif.
Comme e est un monomorphisme admissible et I,, est injectif, il existe ag : I! — I,
tel que apel, = d}ﬂrf . Comme d} est un monomorphisme admissible et I’ est injective,
n

1

il existe 3 : I, — I, tel que Bd;, = ¢,¢; . On a alors apfd,, = agepty = dyms 12 = d,,.

Comme d} est minimal & gauche, cela implique que 0 est inversible. Posons a =
(o) ta de telle fagon que a3 = Id;, . On a alors d}ﬂrf = ael donc comme les idem-

potents sont scindés, le diagramme commutatif précédent est alors isomorphe a :

~ dy, -
0 In In ]n—l—l 0
[ [
T | /‘i”fn un ||,
\ W
~ o~ dpof) 0 €n o~
0 Iy & I In® I I 0

D’apres le lemme 1.2.36, d! et f! sont deux monomorphismes admissibles et par uni-
cité du conoyau, on obtient la décomposition cherchée f;L a2 fnﬂ ® z’{ 41~ Par ailleurs,
comme I” est injectif, la suite exacte courte admissible 0 — I — [/ — I” 41 — O est

automatiquement scindée et donc f,’{ 41 est injectif. ]

Lemme 1.2.66. Si X et Y admettent comme résolutions injectives I et I' (resp. résolu-
tions projectives P et P') et si f € Home(X,Y') alors il existe un morphisme fiI>r
(resp. [+ P — P') tel que fods = dif (resp. d*,f-1 = fd2,). De plus, deuz tels mor-
phismes sont homotopes ; plus précisément, f est homotope a 0 si et seulement si f = 0.

Démonstration. Les deux résultats étant duaux I'un de ’autre, montrons celui concernant
les résolutions injectives. Pour ceci, il suffit de construire en méme temps des morphismes
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f;-’ I — .7;’ tels que le diagramme suivant commute pour tout ¢ € [ :

~ 4 d
0 I; L L 0
0 I i iy 0

tels que fz = f. On suppose donc que fz’ est déja construit. Comme I] est injectif, ﬁ
existe. Par commutativité du diagramme, dfﬁd} = 0 donc comme d? est un conoyau de
d}, dfﬁ se factorise a travers d? donc ]?;' 4 existe.

Il est immédiat que si fest homotope a 0 on peut former le diagramme suivant pour
tout 7 € N ou hzl = dr?flhi—l et hlz = hidzl+1 (h_1 = O) .

- d L
0 I; P Li Ii 0
- 7 ‘~ 2/ =
R T fiy
Ky,
~ , ~
0 i =5 L 2 L 0

tel que les triangles de gauche et de droite commutent et f; = d'h! + h2d2, et par consé-
quent, f = ﬁ) =0 car hj =d* h_1 =0.

Pour montrer la réciproque, comme J?Z’ = f =0, on peut prendre h} = 0. Pour i < 0,
on va construire par récurrence h2, h; et hl,, dans cet ordre. On a (f; — d'hl)d} =
fid —d!f7 = 0 donc f; —d'h! se factorise par le conoyau d? de d! se qui donne I'existance
de h? tel que f; = d'h! + h2d2. Montrons alors que le triangle de droite du diagramme
précédent est commutatif. Pour ceci, il suffit de voir que d?h2d2 = d2f; = fl,,d? puis

comme d7 est un épimorphisme, d?h? = f/, . Ensuite, regardons le diagramme suivant :

i

2, dl

Iiq *i L, — I;
fi—1 /,/1_1 ]\} fi
[y —— I~ I

2
di_y di

Comme d} est un monomorphisme admissible et I]_; est injectif, il existe h; : I; — I/_; tel

que h?_; = h;d}. Posons ensuite h} = d?_,h;. On a alors hd} = d7 h;d} =d7 |hi | = ﬁ'

Ce qui montre que h} convient. ]

Définition 1.2.67. Supposons que C possede assez d’injectifs. Soient X,Y € C et I une
résolution injective de Y. Alors Hch(X , I) est un complexe indexé par N de Mod k. On
notera alors pour tout i € N, Ext’(X,Y) = H'(Home(X, I)).
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Supposons que C possede assez de projectifs. Soient X,Y € C et P une résolution
projective de X. Alors Homc(P, Y') est un complexe indexé par N de Mod k. On notera
alors pour tout i € N, Ext’»(X,Y) = H'(Home(P,Y)).

Proposition 1.2.68. Dans cette proposition, on supposera que C posséde assez d’injectifs
ou de projectifs suivant les objets dont on parle.
1. Dans la définition précédente, Extt(X,Y) (resp. Ext%(X,Y)) ne dépend pas de I
(resp. de P).
2. D’une maniére canonique, Ext'(—, —) (resp. Ext's(—, —)) est un bifoncteur, contra-
variant a gauche et covariant a droite.
3. On a un isomorphisme canonique de bifoncteurs Home(—, —) ~ Ext}(—, —) (resp.
Home(—, —) ~ Ext%(—, —)).
4. 510 — X Loy % 7 =5 0 est une suite ezacte courte admissible et si T ecC,
existe des suites exactes longues

0 — Hom(T', X) LGN Hom(7T,Y) Hom(T'9), Hom(T', Z)

ExtY(T,f) ExtY(T.,9)

Ext(T, Z)

Ext?(T.g)

— Ext}(T, X) Ext}(T,Y)

Ext?(T,f)
_—

— Ext3(T, X) Ext}(T,Y)

Hom(g,T) Hom(f,T)
—_— —_—

0 — Hom(Z,T) Hom(Y,T) Hom (X, T)

Ext}(g,T) Ext}(f,T)
R —_—

Ext;(X,T)

Ext?(f,T)

— Ext}(Z,T) Ext;(Y,T)
Ext7(9,T)

— Ext3(Z,T) Ext?(Y,T)

Hom(T,f) Hom(T',g)
- 7 _—

Hom(T, Z)

Exth(T,g
— 5

, ExtL(T, 2)

Ext%(T,g)

0 — Hom(7', X) Hom(T,Y)

Exth (T

BT, gt (T, Y)

Ext% (T, f)
_—

— Extp(T, X)

— BExt3(T, X) Ext%(T,Y)

Hom(g,T) Hom(f,T)

Hom(X,T)
Extp (f,T)
%

0 — Hom(Z,T) Hom(Y,T)

Ext(g,7)
5

Extp(X,T)
Ext} (/,T)
R

— Extp(Z,T) Extp(Y, T)

Ext3, (g.7)
—_

— Ext5(Z,T) Exth(Y,T)

5. 1l existe un isomorphisme canonique de bifoncteurs Ext; ~ Ext’p.

Démonstration. Les quatre premiers points ont a chaque fois des versions duales. On ne
les montrera donc que dans le cas injectif.
1. On a vu plus haut que la résolution injective de Y est unique a un facteur direct
scindé pres. Or il est immédiat que si I est une résolution scindée, Home (X, I) est
un complexe exact scindé d’ou le résultat.
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2. Tout d’abord, si f : X — X', il suffit de poser Ext)(f,Y) = H'(Home(f,I)) qui fait

clairement de Ext} un foncteur contravariant a gauche. Par ailleurs, si g : Y — Y7,
et si I et I’ sont des résolutions injectives de Y et Y’, on a vu plus haut que g
s’étend en un morphisme g : I — I’ unique a homotopie pres. On peut alors poser
Ext} (X, g) = H'(Home(X,§)) qui ne dépend pas de § puisque on a vu que si deux
morphismes Home (X, g) et Home (X, g') sont homotopes alors H*(Home(X,q)) =
Hi(Home(X,¢')). L'unicité de la construction donne alors immédiatement le fait
qu'ainsi Ext} (X, —) est un foncteur covariant. Le fait que Ext’ (X, g) o Ext’(f,Y) =
Ext’(f,Y) o Ext’(X, g) est immédiat.

. On a deux suites exactes courtes admissibles

dy .
0—-Y —=1I,—Y —0
et
di df
0—-YT  —1 —>Y,—0
Par exactitude de Home (X, —) & gauche, on a deux suites exactes

Home (X,d3)

Home (X, Iy) ———— Home (X, Y))

Home (X,d})
-

0 — Home(X,Y)

et
0 — Home(X, Y1) 222N, gome(x, 1) 222N, Home (X, Ya)

Ainsi, de fagon fonctorielle,

Home (X, Y) =~ Ker Home (X, d3) = Ker(Home (X, d}) o Home (X, d3))
= Ker Home (X, do) = Ext}(X,Y).

. Montrons la premiére. On a montré que la catégorie £(C) possede assez d’injectifs.

On peut donc considérer une résolution injective de la suite exacte courte admissible

0-xLyvLz o qui donne des résolutions injectives I, I & I’ et I' de X, Y
et Z. On a le diagramme commutatif suivant :

et en appliquant le foncteur Home (T, —), on trouve un diagramme dont les lignes
horizontales sont bien stir exactes puisques les suites exactes courtes admissibles
horizontales sont scindées. La suite exacte longue d’homologie induite par cette
suite exacte courte de complexes est celle recherchée.
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Montrons maintenant l’existence de la seconde suite exacte longue. Soit I une ré-
solution injective de T'. En appliquant le bifoncteur Home(—, I) & la suite exacte
courte admissible, on obtient le diagramme commutatif suivant :

0 —= Home(Z, I) — Home (Y, Iy) — Home (X, Iy) —= 0

0 — Hom¢(Z, I) — Home(Y, I;) — Home (X, 1) —0

0 — Hom¢(Z, I;) — Home (Y, I,) — Home (X, I) —=0

dont les lignes sont exactes puisque les I,, sont injectifs. La suite longue d’homologie
de cette suite exacte courte de complexes est celle recherchée.

Les deux dernieres suites exactes longues sont analogues aux deux premieres.

5. Montrons par récurrence ce résultat. C’est vrai pour ¢ = 0 par le troisieme point.

Supposons que le résultat est montré pour n. Soient X, Y € Cet 0 - Y — I —
Y’ — 0 une suite exacte courte admissible ou [ est injectif. Les premiére et troisieme
suites exactes longues du point précédent avec T = X contiennent :

Ext?(X,I) =0 — Ext}(X,Y’) — Ext}™(X)Y) — Ext}™ (X, 1) =0

et
Exth(X, 1) =0 — Extn(X,Y') — Ext’™(X,Y) — Ext™(X, 1) =0

Par hypothese de récurrence, les foncteurs Ext} et Ext, sont isomorphes ce qui
implique I'isomorphisme entre Ext?™ (X, Y) et Ext’5™(X,Y). Par ailleurs, on a vu
plus haut que la suite exacte courte admissible 0 — Y — [ — Y’ — 0 est définie
de maniere unique a un facteur de la forme 0 — 0 — I’ — I’ — 0 pres ou I’ est
injectif donc I'isomorphisme entre Ext?™(X,Y) et Ext’s"(X,Y") ne dépend pas de
la suite exacte courte admissible choisie. Soit maintenant Z € C, f : ¥ — Z et
0 — Z — I' —» Z' — 0 une suite exacte courte admissible avec I’ un injectif. Alors
il est immédiat que I'on peut rendre le diagramme suivant commutatif :

0 Y I Y’ 0

0 A I A 0

ce qui donne le diagramme commutatif suivant a ’aide de la premiere suite exacte
longue utilisée plus haut

Ext}(X,Y") —> Ext} (X, Y)
Ext?(X,f") l J/Ext’;“ (X,f)
Ext} (X, Z") —=Ext}™ (X, Z)
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ainsi que le méme pour Extp. Regadons maintenant le cube suivant :

Ext? (X, Z') Ext" (X, Z)

Ext?(X,Y”) L Ext" ™ (X,Y)

Exth (X, Z') Extp (X, Z)
EW EXW
Exth(X,Y") ExtpH (X, Y)

La face gauche est commutative car nous avons un isomorphisme de foncteur entre
Ext} et Ext par hypothese de récurrence, la face du haut et la face du bas sont
commutatives par la remarque ci-dessus, et la face avant et la face arrieres sont
commutatives par définition des fleches verticales. Il est alors immédiat, puisque
toutes les fleches horizontales et verticales sont des isomorphismes que la face de
droite est commutative. Le méme résultat est vrai pour le cube suivant, ou f : X —
X’ est un morphisme :

Ext? (X', Y") Ext? ™ (X", Y)

Ext}(X,Y") l Ext?™(X,Y)
Ext (X', Y") Ext%™(X'Y)
Ext(X,Y") Ext%™(X,Y)

Finalement I'isomorphisme construit est un isomorphisme de foncteur entre Ext?Jr1
et Ext’st O

Définition 1.2.69. En utilisant la proposition précédente, on notera Ext, = Ext! =
Ext}p (I'égalité entre les deux derniers bifoncteurs étant un isomorphisme canonique).

Définition 1.2.70. Si X,Y € C, on appelera extension de Y par X une suite exacte
courte admissible de la forme 0 — X — Z — Y — 0. On dira que deux extensions
0—-X—>27Z—-Y —>0et0— X — Z"—Y — 0 sont équivalentes si on peut rendre le
diagramme suivant commutatif :
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Remarque 1.2.71. C’est bien une équivalence car dans ce cas, on a montré que le mor-
phisme de Z dans Z’ est un isomorphisme.

Lemme 1.2.72. Si C possede assez d’injectifs ou assez de projectifs et st X,Y € C, il
existe une bijection entre Ext;(Y, X) et les classes d’équivalence d’extensions de Y par
X.

Démonstration. Supposons que C ait assez d’injectifs ('autre cas est dual).

Fixons une suite exacte courte admissible 0 — X 2% 7 %5 ¥ — 0 ol I est injectif.

On a alors la suite exacte longue suivante en y appliquant Home(Y, —) :

0 — Home (Y, X) — Home (Y, I) — Home(Y,Y') — Extp (Y, X) — Exty(Y, 1) =0

Maintenant, si 0 — X — Z — Y — 0 est une extension de Y par X, on peut former le
diagramme commutatif suivant puisque I est injectif :

0 X A Y 0
0 X 1 Y’ 0

Associons & cette extension I'image du v dans Extg (Y, X) par la suite exacte longue pré-
cédente. Cette application de 'ensemble des extensions dans de Y par X dans Ext} (Y, X)
est bien définie : en effet, si on remplace u et v par v’ et v, on a le diagramme commutatif
sulvant :

0 X A Y 0

0 X 1 Y’ 0

donc v’ — u se factorise & travers Z — Y qui est un conoyau de X — Z et par commutati-
vité du diagramme, v" — v se factorise a travers I — Y’ donc provient dans la suite exacte
longue précédente de Home (Y, I) et donc v’ et v ont la méme image dans Ext5(Y, X).
Par ailleurs, si deux extensions 0 - X — 7 —-Y —0et 0 — X — 7' — Y — 0 sont
équivalentes, on peut former le diagramme commutatif suivant :

AT
VA

donc on voit immédiatement que leur image dans Extg (Y, X) est la méme. Montrons que
I’application ainsi construite est surjective. Soit v' € Exté(Y, X)) et v un représentant de
v dans Home (Y, Y”). On peut alors construire le diagramme commutatif suivant dont le
carré de droite est cartésien et les lignes sont des suites exactes courtes admissibles :

0 X Z Y 0
0 X 1 Y’ 0
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ce qui montre le résultat.

Montrons maintenant que deux extensions qui ont la méme image dans Exté(Y, X)
sont équivalentes. Reprenons les notations utilisées plus haut. Si les deux extensions
0—=X—=Z—=Y —=0et0— X — 2 —Y — 0ont laméme image dans Ext}(Y, X), la
différence des v et v' induits par celles-ci différent d’un élément qui se factorise a travers
I — Y. On peut alors former un diagramme commutatif

0 X 7' Y 0
Ol J/ v—v’i
0 X I Y’ 0

et donc on peut remplacer v’ par v. On a alors le diagramme commutatif

0 X Z Y 0

L

0 X I Y’ 0

ol le carré de droite est cartésien donc déterminé a unique isomorphisme pres par v. [

Lemme 1.2.73. Si l'on note ® la bijection de l’ensemble des classes d’équivalence d’ex-
tensions de Y par X dans Ext;(Y, X), alors

1. 90—-X 5 Xy Y —0)=0;

2. 510 = XL Z5Y 0 est une extension de Y par X, et si A € k*, alors ®(0 —
XLZz5%y 50)=00-XL2%Y 50)=)20-X2L 2%y -0);

3. siO—>Xi>Zi>Y—>O etO—>Xf—/>Z’g—,>Y—>Osontdeuxe:ﬂtensionsdeY
par X, on peut former le diagramme suivant :

I—XaXxXLl 70727 vay —0

1,
f// 1

0—= XX zn —7 Y 0
| d
0 X agm  y 0

o

Sy = (Idx Idx) etAy:Gij

et ou le carré en bas a gauche est cocartésien et le carré en haut a droite est car-
tésien. Onaalors@(OHXf—>Z”’g—>Y—>O):<I>(O—>Xi>Z£>Y—>
0)+20—-X5 275y —0).

Démonstration. Les deux premiers points sont immédiats par définition de ®. Montrons
le dernier. Soient les trois diagrammes commutatifs suivants :

g

0—>x 1>z % 0
I
0——>X I Y0
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on a alors :
U”/ﬁfﬂ — umf”/EX — fOEX — (uf u’f’) — (u u/) O{f”
donc il existe h : Y — I tel que

(U u/) o = u”’ﬁ+hg”.
Par conséquent,

(v+0)g" = (v V)Ayg" = (v V) (g®g)a= (vg v'¢)a= (gou got')a
= g0 (u U,) a = gou///ﬁ_‘_gohgu — v”'g”’ﬂ +gohg" — U///g// —I—gohg"

puis comme ¢” est un épimorphisme, v + v = v + goh et finalement v + v’ et v" ont la

méme image dans Ext} (Y, X). O

Remarque 1.2.74. Le lemme précédent montre en particulier que si dimy Extg (Y, X) = 1
alors il y a une extension non scindée unique a isomorphisme de suites exactes courtes
admissibles pres (qui est plus faible que ’équivalence d’extensions).

1.2.5 Approximations

Dans cette partie, k sera un corps et C une k-catégorie additive Hom-finie et Krull-

Schmidt.

Définition 1.2.75. On note A00(C) la collection des sous-k-catégories additives pleines
de C stables par isomorphismes et par facteurs directs. Si F est une collection d’objets
de C, on note add(F) la plus petite catégorie contenant E dans 2400(C) pour l'inclusion.
On dira que D € 2A00(C) est finiment engendrée si il existe X € C tel que D = add(X).

Notation 1.2.76. Si F' est un foncteur de C dans une k-catégorie C’, et D € 2A00(C), on
notera F'(D) la catégorie de Ad0(C’) engendrée par les F'(X) ou X € D.

Remarque 1.2.77. Si F et G sont deux foncteurs composables, (F' o G)(D) = F(G(D))
pour tout D € A0 (C).

Définition 1.2.78. Soient D € 2A00(C) et X € C. Une D-approximation a gauche (resp.
a droite) de X est la donnée de Y € D et de f € Home(X,Y) (resp. f € Home(Y, X))
telle que pour tout Y’ € D et f' € Home(X,Y’) (resp. f' € Home(Y’, X)), il existe
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g € Home(Y,Y”) (resp. g € Home(Y',Y)) faisant commuter le diagramme de gauche
(resp. de droite) :

x-toy vy o x
|2 UL
Yy Yy’

Lemme 1.2.79. Soient X,Y, X" )Y' € C, soit T € A00(C), et soient deuxr morphismes
f € Home(X,Y) et f/ € Home (X', Y"). Alors f et f' sont toutes deux des T -approzimations

a gauche (resp. a droite) si et seulement si f @ f' est une T -approzimation a gauche (resp.
a droite).

Démonstration. On va le faire pour les approximations a droite, 'autre cas se traitant de
la méme facon. Il est tout d’abord immédiat que X, X’ € 7T si et seulement si X@ X' € 7.
Supposons que f et f’ sont toutes deux des 7 -approximations a droite. Soit T € 7T et
h € Homeg(T,Y ®Y’). Comme f et f’ sont des approximations, il existe g € Home (T, X)
et ¢ € Home (T, X') telles que myh = fg et my-h = f'g’. 1l est alors clair que

’ lxg
h=(®f) (fog’)
donc f & f’ est une 7T -approximation a droite.

Réciproquement, supposons que f @ f’ soit une 7-approximation a droite. Soit h €
Home(T,Y). Comme f @ f’ est une approximation, il existe g € Home(T, X & X') tel
que tyh = (f @ f')g et du coup, h = mytyh = 7y (f & f')g = frxg donc f est une
T -approximation a droite, et de méme pour f’. O

Lemme 1.2.80. Si 7 € A00(C) est finiment engendré et X € C, alors il existe une
T -approximation minimale a gauche (resp. a droite) de X qui est unique a isomorphisme
pres. De plus, toute T -approximation a gauche (resp. a droite) de X est isomorphe a la
somme directe de cette approximation avec un morphisme de la forme 0 — Y.

Démonstration. Soit T un générateur de 7. Alors Homg(X,T) est de dimension finie.
Soit une base {f1, fa, ..., fn} de Home (X, T). Alors

fi
f2 X =T
fn

est une 7 -approximation a gauche de X. Soit f : X — T” une 7 -approximation a gauche
quelconque de X. D’apres le lemme 1.2.17, il existe f’ : X — 7] minimale a gauche telle
que f = f® (0 — Y’). On a montré a la fois qu'une 7 -approximation minimale & gauche
existe et la derniere partie du lemme. Montrons 'unicité de celle-ci. Soit pour ceci deux
T -approximations minimales & gauche de X f : X — T et f' : X — T’. Par définition
des approximations, il existe deux fleches g et ¢’ faisant commuter le diagramme suivant :

x-—1oy

7

Y/
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On a ainsi f = ¢’gf donc par minimalité de f, ¢’g est un isomorphisme. Quitte a remplacer
g par (¢'9)"'¢’, ¢'g = Idy. De la méme facon, gg' est un isomorphisme et (gg’)* = gg'
donc g¢’ = Idy-. Cela finit la preuve. n

Lemme 1.2.81. Supposons que C soit exacte. Soient X € C et T € A00(C) tels que
T contienne une enveloppe injective (resp. une couverture projective de X ). Alors, toute
T -approximation a gauche (resp. a droite) de X est un monomorphisme (resp. épimor-
phisme) admissible.

Démonstration. Les deux cas sont symétriques 1'un de 'autre. De plus, en utilisant les
lemmes 1.2.36, 1.2.17, 1.2.79 et 'unicité de la 7-approximation minimale a gauche de X,
il suffit de trouver une 7 -approximation a gauche qui est un monomorphisme admissible.
Soit f : X — T une 7-approximation a gauche de X. Comme X admet une enveloppe
injective dans 7, il existe une suite exacte courte admissible

0-X5TI5Y —0

ou I € T est injective. On peut alors, par définition d'une catégorie exacte former le
diagramme commutatif suivant

0 X——=]——=Y 0
o
0 T-Y-U Y 0

dont le carré de gauche est cocartésien et ligne du bas une suite exacte courte admissible.
Ainsi,
u
( f) X —=1pT

(ff —u): 1T —U.

u—m<“)
=Ty f

est un monomorphisme admissible, (u, f) est aussi un monomorphisme admissible. Par
ailleurs, comme f est une 7 -approximation a gauche,

(5)

I'est aussi. O

admet comme conoyau

De plus, comme

1.2.6 Modules basculants et équivalences dérivées

Soit A une k-algebre de dimension finie. On ne parlera ici que des résultats qui seront
utilisés plus tard. Pour plus de détails, voir par exemple a [39] et [40].

Définition 1.2.82. Un A-module X est dit basculant si
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— proj.dim(X) < 1;
- Exti(X, X)=0;
— Il existe une suite exacte courte de A-modules

0—A—- X —-X9—0
ou X1, Xy € add(X).

Théoréme 1.2.83 ([40, section 1.7]). Si X est un A-module basculant alors mod A et
mod End 4(X)°P sont dérivées-équivalentes.

Théoréme 1.2.84 ([40, section 1.4]). Soient A et B deux k-algebres. Si leurs caté-
gories de modules sont dérivées-équivalentes, alors gl.dim(A) < oo si et seulement si
gl. dim(B) < oo.

1.2.7 Catégories 2-Calabi-Yau

Soient k£ un corps et C une k-catégorie exacte.

Définition 1.2.85. On dira que C est une catégorie de Frobenius si elle a assez d’injectifs,
assez de projectifs et si les injectifs et les projectifs sont les mémes objets.

Définition 1.2.86. On dira que C est une catégorie 2-Calabi-Yau si elle a assez d’injectifs
et de projectifs et s’il y a un isomorphisme de bifoncteurs

Exte(—1, —2) =~ Exte(—2, —1)*
ou —* = Homy(—, k).

Remarque 1.2.87. 1. Si C est 2-Calabi-Yau, c’est une catégorie de Frobenius.

2. Cette définition de 2-Calabi-Yau correspond a ce que 'on appelle habituellement
une catégorie stablement 2-Calabi-Yau, c¢’est-a-dire une catégorie dont la catégorie
stable (naturellement triangulée) est 2-Calabi-Yau.

Définition 1.2.88. Un objet X € C sera dit rigide si Ext}(X,X) = 0. Une catégorie
T € 2A00(C) sera dite rigide si tous ses objets sont rigides et elle sera dite rigide maximale
si pour toute catégorie 7' rigide contenant 7, 7' = 7T.

Définition 1.2.89. Une catégorie 7 € A00(C) sera dite amas-basculante si elle est rigide
et si tout Y € C tel que

VX € T,BExtp(X,Y) =0

est dans 7.

Remarque 1.2.90. Toute catégorie amas-basculante est rigide maximale.
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1.2.8 Catégorie monoidale

Soient A un anneau et C une A-catégorie.

Définition 1.2.91. La catégorie C sera dite monoidale si elle est munie de :

— un bifoncteur bi-additif ® : C x C — C;

— un isomorphisme de trifoncteurs a: (—® —) ® — = —® (— ® —);

— un objet 1 et deux isomorphismes de foncteurs A : 1® — - —et p: — @1 — —
tels que les deux diagrammes suivants soient commutatifs

(-8 e-)8- " (-e(-8-)e-—">-8(-8-)&-)

‘| g

(—®-)®(-®-) = ~-®(-®(-®-))

(1) —-—">-(1® -)

Id ®A
M\(@l

— ® —
et tels que Ay = pg.
Définition 1.2.92. Si C et D sont deux catégories monoidales, un foncteur F additif de
C dans D sera dit monoidal s’il existe un isomorphisme de foncteurs pp : F(— ® —) —

F(—) ® F(—) et un isomorphisme ¢} : F(1) — 1 tels que les diagrammes suivants
commutent :

F((-9-)®-) > F(-© —) ® F(-) — 2% (F(-) ® F(-)) @ F(-)

o |

F(-®(-® ) 5% F(-)® F(- © —) —> p(—) @ (F(-) ® F(-))

F(ﬂf)ﬂF(ﬂ)@jF() F(f@ﬂ)ﬂ'F()TF(ﬂ)
F(N) Preld F(u) Id ®¢
F(-)~——10F(-) F(-)~—"—F(-)®1

Lemme 1.2.93. Soient C et D deux catégories. Soient ® et U deux équivalences de
catégories quasi-inverses de C dans D. Soit enfin ( : V& — Ide un isomorphisme de
foncteurs. Alors il existe un isomorphisme de foncteurs n : @V — Idp tel que pour tout
X €C, O(Cx) = na(x) et pour tout Y € D, U(ny) = Cu(y).

Démonstration. 11 suffit de prendre pour tout Y € D, 1y = U ((y(y)) qui est un isomor-
phisme de foncteurs et qui vérifie clairement la seconde identité pour X € C. Remarquons
que le diagramme suivant commute puisque ( est un isomorphisme de foncteurs :

Te(¢x)

VPUP(X) UP(X)

C\I@(x)l CXJ/

TP(X) —= X
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et, comme (y est un isomorphisme, ¥®((x) = (wa(x). On a donc nex) = ¥ (Cwa(x)) =
U1 P®((x)) = P((x) ce qui termine la preuve. O

Lemme 1.2.94. Soient C et D deux catégories monoidales et ® une équivalence de
catégorie de C dans D qui est un foncteur monoidal. Alors toute équivalence quasi-inverse
de D dans C posséde une structure de foncteur monoidal.

Démonstration. Soit U une équivalence quasi-inverse de @, et soient ( : V& — Ide
et n : ®U — Idp deux isomorphismes de foncteurs vérifiant les conclusions du lemme
précédent. Si 'on prend I'isomorphisme de foncteur ¢y qui fait commuter le diagramme

Pw

U(—®-) U v

‘P(n®n)T CT
V(ps)
\If(<I)\I/ ® <I>\I/) -~ \IICID(\I/ X \I/)

Le diagramme suivant commute alors :

P

P(VU(—®—)x V)

n

QU (—® —) @ OV

n

O(V(PV ® V) ® T) 2> U (VU ®

n

n

PV ® OV L (U @ dV) @ —

(-®-)®-

Po 2 PN
P(UVP(VRV)QT) —2>dUd(VQ¥) oV —— (Ve ¥) @ dv
¢ ¢ / Yo

P o

(Ve W) ® W) (VW)@ PV (T ® OV) @ OV

(on écrit n (resp. ¢, pg) pour tous les isomorphismes faisant intervenir n (resp. ¢, pe)).

Le diagramme suivant commute aussi :

V(-®@ )R~ TO(V(—® —) @ V)

n n

YOV ® OV) ®@ U~ Ud(U(PV @ dV) © )

P 23
VO(T @ V)@V~ VO(TH(V @ V) @ D)
¢ q
(Vo)W (VR T)® D)

En combinant les deux précédents diagrammes, et en ne conservant que le bord, on voit
que le diagramme suivant commute :

(pu®lId)opy

(VPRVU)eWw

]

V(T @ T) @ U)

U(-®-)&-)
\P((C®C)®C)T

\I’(((p@®ld)0@¢) \IJ((\IJ@ ® @@) ® @@)
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et finalement, le diagramme suivant commute :

Id)o
(T Tl) W (pu®Id)opy V(-2 —)o—)
¢ (C80)90)
VO((V @ W) @) Pe@lo%) g4 o ve) @ wo)

o V() ¥ (a) V(o)
\ VOV @ (V@) —WE9e) g4 o (1o @ Ud))

N w(co(ca0)

Id o
U@ ((Uev) Ud@ew)opy UV(-® (- -))

autrement dit, la premiere condition sur ¢y est vérifiée. Soit maintenant ¢y, faisant com-
muter le diagramme

U(1) g
W(%)T c
Ud(1)
Le diagramme suivant est alors commutatif :
(A
v » T(1® )

C:‘i'(n) U(Id ®n)T
W\
IO % V(1@ v)

[ Id
)\/ vo) [ U(D(1) @ DU gl

\ )~ \II(CD\I/(I) (1) @ dw) LT \I/(CID\II 1) ® o)
\ w«)@ﬁ T T
(U 1d)
V(1 ® U) 4o ga(1) @ 0) LYW ghw1) @ v)
C\L §\L ¢
(®Id U (pg)®1d

V(1) v

et en ne conservant que le bord :

v~ Yy

AT ¢wl
1QU~—"T(1)® P

ce qui donne la deuxieme condition de définition d’un foncteur monoidal. Le troixieme se
montre de la méme fagon. O

Définition 1.2.95. Soit n € N. On appelera n-associativité un foncteur de C™ dans C
formé & partir du bifoncteur ® ainsi que de 'objet 1. Par exemple, (— ® —) ® (1 ® —) et
— ® (— ® —) sont deux 3-associativités.
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On appelera morphisme positif élémentaire de n-associativité un morphisme entre
deux n-associativités de I'une des formes suivantes :

- d®-- - IdA®Id®- - ®1d;

-~ ld®-- - @Idop®Id®---®Id;

- ld®---@ldRa®d®- - ®Id.
On appelera morphisme négatif élémentaire 1'inverse d’un morphisme positif élémentaire.
On appelera morphisme structurel de n-associativité n’importe quel composé de mor-
phismes élémentaires (positifs ou négatifs). On dira qu'un morphisme structurel est positif
s’il est composé de morphismes élémentaires positifs.

On va maintenant démontrer le théoreme suivant qui sera important en pratique dans
la suite. D’autres démontrations existent, par exemple dans [55].

Théoréme 1.2.96 (cohérence de MacLane). Il existe un unique morphisme structurel
d’une n-associativité dans une autre.

L’existence d’un tel morphisme structurel est immédiat. On va montrer I'unicité. Pour
ce faire, notons A, la n-associativité — @ (=@ (- @ (—® —)...)).

Lemme 1.2.97. Soit A une n-associativité.

1. La longueur de [’expression d’un morphisme structurel positif de A dans Ay en
terme de morphismes élémentaires positifs est majorée.

2. 1l existe un morphisme structurel positif de A dans Ay.

Démonstration. 1. Comme le nombre de n-associativité ayant un nombre borné de fois
I’'objet 1 est fini, il suffit de montrer qu’il n’existe pas de morphisme structurel positif
non nul d’une associativité A dans elle-méme. Tout d’abord, un tel morphisme
structurel positif ne peut pas contenir de [d®--- ® [d®A R [d®--- ® Id ou de
[d®-- - ®@Ildou @ Id®--- ® Id car ces morphismes élémentaires font strictement
décroitre le nombre de 1. Par ailleurs, si I'on définit récursivement ’application f
qui a une associativité associe un entier par
- f(=)=/1)=3;

— f(AL ® Ap) = f(A)T A
alors il est immediat qu’un morphisme élémentaire positif de la forme [d® .-+ ®
[d®a®Id®--- ® Id fait croitre strictement f.

2. Comme A est la seule n-associativité a laquelle on ne peut pas appliquer de mor-
phisme élémentaire positif, et par le point précédent, il suffit d’appliquer a A des
morphismes élémentaires positifs jusqu’a ce qu’on ne puisse plus. O

Définition 1.2.98. On appelera poids d'une n-associativité A le nombre maximum de
morphismes élémentaires positifs qu’il faut pour aller de A a Ajg.

Lemme 1.2.99. 1. Si ¢ et e sont deux morphismes élémentaires positifs de A vers Ay
et Ay, il existe une n-associativité As et deux morphismes structurels positifs §' et
g’ de Ay vers Az et de Ay vers Az tels que §'6 = €'e.

2. 1l y a un unique morphisme structurel positif de A dans Ag.

Démonstration. Soit N = n 4+ k ou k est le nombre de 1 intervenant dans A.
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1. Montrons le résultat par récurrence sur N. Comme § existe, A = A" ® A”. Si
0 = Ida ®dg et € = Ida ®ep (resp. 0 = §o ® Idar et € = g9 ® Idar), le résultat est
immédiat par récurrence; si 0 et ¢ commutent, il suffit de prendre ¢’ = ¢ et &’ = 4.
Voici les autres cas, a inversion pres de ¢ et ¢ :

— d=aete=p:onaledagramme commutatif

(Al @A) ®1 Al ® (A, ®1)
Id ®AT 1d ®(Id ®/\)T

(A @A) (1RL) =A@ (Ao (1e1) 2 (4 o (4,e1) 1)

(4 @A) @1
Id ®(p®Id)

p®Id aT aT (1d ®u)®1d
> a®ld -
(Al@A)e1)®1 (Al®(AL®1)®1

en utilisant les axiomes de définition d’une catégorie monoidale. En appliquant
I'isomorphisme de foncteurs p au bord de ce diagramme, on obtient le diagramme
commutatif

(Al A)R1—+A]® (4,®1)

|

Al ® A
qui permet de conclure.
—d=aete=)A®Id: le diagramme commutatif dual du précédent permet de

conclure :
1®A)®A =11 (A, A"

|

A A

—d=aete=p®Id: le second axiome de définition d'une catégorie monoidale
permet de conclure.

—d=aete=a®ld:ic, cest le premier axiome (pentagonal) qui donne la
conclusion.

— 0= Aet e =p:Vaxiome \; = p; donne immédiatement le résultat.

Il est facile de voir que I'on a epuisé tous les cas.

2. Faisons maintenant une récurrence sur le poids de A. Si ce poids est nul, alors
A = Ay et il n’y a pas de morphisme élémentaire positif applicable a A donc le
résultat est clair. Supposons le résultat montré pour toutes les n-associativités de
poids strictement inférieur a celui de A. Soient deux morphismes structurels positifs
fo et ge de A a Ay avec 6 et € des morphismes positifs élémentaires. En utilisant le
point précédent, on peut former le diagramme commutatif suivant :

%

r—n> Ay

\
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h étant un morphisme structurel positif qui existe par ce que 'on a vu plus haut,
et f = hd et g = he’ par hypothese de récurrence (A; et Ay ont par définition un
poids plus petit que celui de A). Ceci conclut la récurrence. m

Terminons maintenant la démonstration du théoreme de cohérence de Mac Lane :

Démonstration (du théoreme). Il suffit de démontrer que n’importe quel morphisme struc-
turel h d'une m-associativité A; dans une autre A, s’écrit sous la forme g~ 'f ol f est
un morphisme structurel positif de A; dans Ay et g un morphisme structurel positif de
A, dans Ay. Pour ce faire, écrivons h = g7 ' fig5 ' fa . . .gk_1 fr ou tous les f; et les g; sont
des morphismes structuraux positifs. Si k = 1, quitte a remplacer f; par un certain f fi
et g1 par figi, le résultat est évident. Supposons que k > 1 et complétons le diagramme

suivant :
Ay Al
I k-1
Al Al
Ag

ol les morphismes structuraux positifs f’ et ¢’ existent par le lemme précédent. Ce dia-
gramme commute par le lemme précédent (les deux morphismes structuraux positifs /gy
et ¢’ fr_1 sont égaux par le lemme précédent). On a fait décroitre strictement la valeur de
k ce qui donne le résultat par récurrence. Il

"
A

Notation 1.2.100. Si A; et A; sont deux n-associativités, on notera o, 4, l'unique
morphisme structurel de A; dans As, ou « s’il n'y a pas d’ambiguité (par exemple dans
un diagramme).

Exemples 1.2.101. Deux exemples de catégories monoidales importantes dans la suite :

1. Soit G un groupe. On peut former une catégorie G dont les objets simples seront
notés g pour g € GG et donc les morphismes sont engendrés par

Homg(g,h) = k%" on g¢,h € G.

Le produit tensoriel g@h = gh pour tout g, h € G avec les morphismes structuraux
évidents, en fait alors une catégorie monoidale (on note gh l'objet de G correspon-
dant a 'élément gh du groupe). On a alors bien str 1 = e ou e est I’élément neutre
du groupe. Cette catégorie est semi-simple.

2. Soit G un groupe. Alors sa catégorie mod k[G] des représentations sur k£ muni du
produit tensoriel usuel est une catégorie monoidale. De plus, si G est fini et si k a
n racines n-iemes de 1'unité distinctes ou n = #G alors mod k[G] est semi-simple.

1.2.9 Catégorie module sur une catégorie monoidale

Soit A un anneau et C une A-catégorie monoidale.
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Définition 1.2.102. Une k-catégorie additive D sera dite C-module si elle est munie d'un
bifoncteur bi-additif ® : C x D — D, d’un isomorphisme de trifoncteurs o : (— ® —)®7 —
— ® (—®7) (les variables notées — sont dans C et celles notées 7 sont dans D) et d'un
isomorphisme de foncteurs A\ : 1®7 —7 tels que les deux diagrammes suivants soient
commutatifs :

(9 -)® )@ 2L (-0 (—® )87 2> - ® ((— ® —)®7)

al Id®ai

(-©-)®(-87) - -9 (- (-87)

(—®1)R? > - (187)
Mwl
—®7

Remarque 1.2.103. On peut voir une catégorie monoidale comme une catégorie module
sur elle-méme.

Théoréeme 1.2.104 (cohérence de Mac Lane). L’analogue du théoréme de cohérence de
Mac Lane est valide pour les catégories modules.

Démonstration. La méme démonstration fonctionne.

Notation 1.2.105. Comme il n’y a pas d’ambiguité, on s’autorisera a prendre les mémes
notations pour les morphismes structuraux que dans une catégorie monoidale.

Lemme 1.2.106. 5@ D est une catégorie C-module, alors il y a un isomorphisme cano-
nique de trifoncteur de — ® (71®7s) dans —®7; & —®7s.

Démonstration. Soient X € D et Y, Z € C. Par définition de la somme directe, il existe h
et g uniques faisant commuter les diagrammes suivants :

X@ Y o2
Idx ®@my

XQYeX®Z

lWX®Z

X®Z

X®Y

TXQY

X®Y

LX®Y\L

XRYeX®Z

LX®Z

X®7Z

XY ®2)

et on a alors :

hg = hMixeyTxey + txezTxez)g = ldx @(ymy) +1dx ®(1272) = ldxgvez)
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et

gh = (LX®Y7TX®Y + LX®Z7TX®Z)gh(LX®Y7TX®Y + LX®Z7T)(®Z)
= (txey(Idx ®@7my) + txez(Idx ®7z)) o ((Idx @ty )Txey + (Idx @z)Txez)

= lxgyTxey + lxezTxez = ldxevexez

donc g et h sont deux isomorphismes réciproques. Le caractere fonctoriel de ces isomor-
phismes provient facilement de 'unicité de g et de h puisque toutes les autres fleches des
deux diagrammes précédents sont fonctorielles. O]

Remarque 1.2.107. Grace au lemme précédent, qui n’utilise pas les isomorphismes struc-
turaux, on s’autorisera a identifier X @ (Y & Z) avec X @ Y & X ® Z.

1.3 Représentations de carquois

On rappelle ici quelques définitions sur les carquois et sur leurs représentations. L’ou-
vrage de référence utilisé est [2]. Soit k& un corps.

Définition 1.3.1. Un carquois () est un graphe orienté. On notera l’ensemble de ses
sommets Qy et 'ensemble de ses fleches (1. Si g € )1, on notera s(q) la source de ¢ et
t(g) son but.

Définition 1.3.2. Si ) est un carquois, une représentation de () sur k sera la donnée
pour chaque i € (Qy d'un k-espace vectoriel V; et pour chaque ¢ € )1 d’'un morphisme
ry de Vi dans Vig). On notera cette représentation (V,z). Si (V,z) et (W,y) sont
deux représentations de @), un morphisme f de (V,x) dans (W,y) sera la donnée pour
tout ¢ € Qg d’'un morphisme f; de V; dans W; faisant commuter pour tout ¢ € () le
diagramme suivant :

Vit —= Vita
fs(q>l ft(q>i
Witg) == Viga)
Les représentations de () sur k forment une k-catégorie abélienne.

Définition 1.3.3. Si () est un carquois, et n € N, un chemin de longueur n de ) est la
donnée d’'une suite (¢;)icpi,ny €t d'un sommet 7o tels que

—sin>0,1i=s(q);

— pouri € [1,n — 1], t(¢:) = s(¢i+1)-

On notera un tel chemin ¢,q,—1...¢2¢1 sin > 0 et e;, si n = 0.

Deux chemins ¢ = (q) et ¢ = (¢') seront dit composables si t(g,,) = i;, et on notera dans
cecascdc=q,q 1. Q1 qnGn-1 - - - G2q1. Si deux chemins ¢ et ¢’ ne sont pas composables,
on notera ¢’c = 0. En étendant par linéarité cette définition, on obtient une k-algebre notée
kQ sur le k-espace vectoriel engendré par les chemins de Q).

Rappelons ce résultat classique :

Proposition 1.3.4 ([2, theorem III.1.5|). Il y a une équivalence de catégorie entre
mod kQ) et la catégorie des représentations de @ sur k.
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Définition 1.3.5. Un idéal de relations I sur () sera par définition un idéal de k@). Une
représentation de () sur k sera dite respecter les relations de [ si par ’équivalence de la
proposition précédente, elle est dans mod kQ/I. On dira que I'idéal I est admissible si il
est inclus dans I'idéal de k(@) engendré par I’ensemble des chemins de longueur au moins 2.

On rappelle les définitions suivantes :

Définition 1.3.6. Une k-algebre est dite de représentation finie si ’ensemble des classes
d’isomorphisme de ses représentations indécomposables est fini.

Définition 1.3.7. Si A est une k-algebre, un A-module X est bit basique si il n’a pas
deux facteurs directs isomorphes. L’algebre A est dite basique si elle est basique en tant
que A-module a gauche.

Théoreme 1.3.8 (Gabriel, [28]). Si Q) est un carquois connexe, kQ est de représentation
fini si et seulement si le graphe non orienté sous-jacent est un diagramme de Dynkin de
type A, D ou E. Dans ce cas, il y a une bijection entre les classes d’isomorphisme de
représentations indécomposables de () et les racines positives du diagramme de Dynkin.
Cette bijection est donnée par la dimension QQu-graduée.

Théoreme 1.3.9 (|2, theorem 1.9]). On suppose ici que k est algébriquement clos. Pour
toute k-algebre basique A de dimension finie, il existe un unique carquois () et un idéal
admissible de relations sur Q) (pas forcément unique) tels que A ~ kQ/I.

1.4 Algebre préprojective d’un carquois
Soit k un corps.

Notation 1.4.1. Soit () un carquois. On note @Q* le carquois tel que Qf = Qo, Q] =
{a"|q € @1} tel que pour tout ¢ € Q1, s(¢*) = t(q) et t(¢*) = s(q). Par extension, on
note ¢** = ¢. On note ) le carquois tel que Q, = Qp et @, = Q1 U Q7.

Définition 1.4.2. Soit ) un carquois. 911 appelle algebre préprojective de ) et on note
Ag Talgebre kQ/I ou I est I'idéal de k@ engendré par

> qq—qq.

qeQ

Proposition 1.4.3. St Q) est de Dynkin, la catégorie mod Ag est abélienne, Hom-finie,
Krull-Schmidt, Frobenius, 2-Calabi- Yau.

Démonstration. Les trois premiers points sont vrais dans n’importe quelle catégorie de
modules de dimension finie, ainsi que le fait que la catégorie ait assez de projectifs et
assez d’injectifs sur une k-algebre de dimension finie. Le fait qu’elle soit 2-Calabi-Yau est
montré dans [33, §8, theorem 3] (voir aussi [15, lemma 1]).

On va maintenant rappeler deux constructions de sous-catégories exactes, Frobenius et
2-Calabi-Yau de mod Ag. Ces constructions seront importantes dans la quatrieme partie.
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1.4.1 Les catégories Sub(@);

Soit () un carquois tel que le graphe non orienté sous-jacent soit un diagramme de
Dynkin. Soit J C @y non vide.

Définition 1.4.4. Pour j € )y, on notera @); le Ag-module injectif de socle S;. On
notera
Q =Pa;
j€J

On notera finalement Sub ) la sous-catégorie pleine de mod A dont les objets sont les
sous-modules des objets de add(Q ).

Proposition 1.4.5 ([34, 3]). La catégorie Sub Q) est une sous-catégorie exacte de mod Ag,
Hom-finie, Krull-Schmidt, Frobenius, 2-Calabi- Yau.

1.4.2 Les catégories Cy,

On suit ici les idées de [35]. Soit @ un carquois sans boucle ni 2-cycle. L’algebre kQ
s’identifiant naturellement a une sous-algebre de Ag, on note

o : mod Ag — mod kQ)
le foncteur de restriction correspondant. Il est essentiellement surjectif.

Définition 1.4.6. On dira que M € mod k() est terminal si
1. M est préinjectif;
2. Si X € mod k@ est indécomposable et Homy (M, X) # 0, alors X € add(M);
3. add(M) contient tous les k@Q-modules injectifs.

Remarque 1.4.7. Dans la définition précédente, la deuxieme condition implique la pre-
miere.

Définition 1.4.8. Soit M € mod k@) un module terminal. On notera
Cyv = Wél(add(M)).

Théoréme 1.4.9. [35, theorem 2.1] Soit M € mod kQ un module terminal. Alors la caté-
gorie Cp est une sous-catégorie exacte de mod Ay, Hom-finie, Krull-Schmidt, Frobenius,
2-Calabi- Yau.

1.5 Systeme de racines et algebre enveloppante
Soit A un diagramme de Dynkin d’ensemble de sommets ﬁo. Soit I un groupe agissant

sur A de telle facon que A ne comporte pas d’aréte entre deux sommets d’une méme orbite
sous l'action de I' (on dira que l'action est admissible).
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Définition 1.5.1. On notera A le diagramme (de Dynkin) dont I’ensemble des sommets

est Ag /T et la matrice de Cartan est définie par

(i,5)€ixj
oi1 C est la matrice de Cartan de A.

Soient G et G des groupes de Lie connexes et simplement connexes de type A et A.

Soient B (resp. B_, N, N_) et B (resp. B_, N, N_) des sous-groupes de Borel (resp. le
sous-groupe de Borel opposé, les sous-groupes unipotents maximaux correspondant) de

G et G. Soient g,.b,b_.n,n_, g, b, b, metn_ les algebres de Lie de ces groupes. On note
(€)icqo (resp. (fi)ico,) les générateurs de Chevalley de I'algebre @i (resp. i_) et (€)ico, /G
(resp. (f7)ieqo/c) ceux de n (resp. n_). On pose h; = [e;, fi] et hi = [€i, ﬁ]

Comme I' agit sur A, il agit aussi sur g en prolongeant son action sur les générateurs

de Chevalley.
Proposition 1.5.2 ([45, proposition 7.9]). Il y a un isomorphisme d’algébre de Lie g ~ g~
=D& e i o )k
i€i i€i i€l
qui se Testreint en un isomorphisme n ~ u'’.

Corollaire 1.5.3. Il y a un isomorphisme x : C[N]/I' ~ C[N], ot par définition,

C[N]/T = C[N]/I si l'on note I lidéal de C[N] engendré par les gf — f avec f € C[N]
etge@.

Démonstration. L'isomorphisme n ~ 8' induit un isomorphisme N ~ NT & travers I'ex-
ponentielle puisque n et A7 sont nilpotentes. On a alors C[N] ~ C[N'] ~ C[N]/T. O

Remarque 1.5.4. Dans le corollaire précédent, si on note, pour chaque sommet i € &],
x; le sous-groupe & un parametre de N défini par x;(t) = exp(te;), alors pour tout mot

(11,19, ...,1,) de Ay, on obtient pour tout Y E (C[N] et g €T,
(90) (i, (1) Zgin (t2) - - - Tgir, (1)) = (@i, (81)Tin (L2) - - i, (E0))

et cette propriété définit completement 1’action de I' sur (C[N |. Pour plus de détails, voir
les sections 4.1 et 4.2.

Lemme 1.5.5 ([41, proposition 4]). Soit R un systéme de racines de type A. Soit V le
réseau engendré par R. Alors Uapplication linéaire

envoie R sur un systeme de racines de type A.
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Chapitre 2

Catégories équivariantes

2.1 Catégorie équivariante

Soit G un groupe, k un corps et C une k-catégorie. On notera G la catégorie définie
dans 'exemple 1.2.101.

Définition 2.1.1. Une action de G sur C est par définition une structure de catégorie
G-module sur C.

Remarque 2.1.2. Si on considere, comme par exemple dans [59, p. 254], un morphisme
de groupes p de G dans le groupe des autofoncteurs de C, on obtient une catégorie
G-module stricte (c’est-a-dire dont les isomorphismes structuraux sont des identités) en
posant g — = p(g). Réciproquement, si C est une catégorie G-module, il est classique que
'on peut construire une catégorie stricte C’ équivalente a C (voir par exemple [46]) et donc
que 'on peut retrouver un morphisme de groupe de GG dans le groupe des autofoncteurs
de C'. Il sera souvent plus pratique de ne pas s’'imposer cette construction.

Le but de la définition suivante est de constuire une catégorie des objets G-invariants
de C. L’idée naive qui consisterait a prendre la sous-catégorie pleine de C constituée
des objets invariants par l'action de G ne fonctionne pas dans la mesure ou aucune des
propriétés désirées (en particulier I’abélianité ou I'exactitude) ne se propage de C a cette
catégorie.

Définition 2.1.3. Si C est munie d’'une action de G, la catégorie G-équivariante de C
est la catégorie dont les objets sont constitués d'un objet X de C ainsi que d’une famille
d’isomorphismes 9, : g ® X — X avec g € G tels que pour tout g,h € G, le diagramme
suivant commute :

gohoX) =2 _goXx
aT wgl
gh@X d)gh X

et Y. = X si e est I’élément neutre du groupe.
Les morphismes d'un objet (X, 1) dans un objet (Y, x) seront alors les morphismes f

65
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de C de X dans Y tels que pour tout g € GG, le diagramme suivant commute :

g®X¢g—>X

Idg®fl fl

gRY 2 oy

Notation 2.1.4. — Dans la suite, en particulier dans les diagrammes, on s’autorisera
a noter 1 toute fleche de la forme Id ®1),.
— On notera CG la catégorie G-équivariante de C.
— On notera I le foncteur d’oubli de CG dans C.

Remarque 2.1.5. Dans le cas ou C est Hom-finie et Krull-Schmidt et ou G est un groupe
fini dont 'ordre n’est pas divisible par la caractéristique de k, CG est équivalente a la
« catégorie groupe tordue » construite par Reiten et Riedtmann dans [59, p. 254]. Voir
la proposition 2.2.8.

Dans cette these, nous serons toujours dans la situation ou le groupe G est fini.
Néanmoins, la définition de CG et certaines de ses propriétés ne requierent pas cette
hypothese et on les démontrera dans le cas général.

Exemples 2.1.6. 1. SiC = mod k est la catégorie des espaces vectoriels de dimension
finie sur k, et si l'action de G sur C est triviale, CG ~ mod k[G].

2. Si A est une k-algebre et G un groupe agissant sur A (c’est-a-dire muni d’un mor-
phisme de G dans Aut(A)), le groupe G agit naturellement sur mod A en posant
pour g € Get (V,r) e mod A, g&(V,r) = (V,7') ol pour tout a € A, r, = r4-1,. On
a alors (mod A)G ~ mod(AG) ou AG est 'algebre définie dans [59]. Cet exemple

sera développé plus largement dans la suite (voir la section 2.3).

3. Si G est un groupe cyclique, on retrouve la méme définition que dans [53, chapitre
11].

La proposition suivante est une généralisation facile d’une proposition de Gabriel [27,
p. 94-95] :

Proposition 2.1.7. Si G = (go) est cyclique d’ordre n € N, si la caractéristique de k ne
divise pas n et si k posséde des racines n-iémes, alors tout X € C tel que X ~ gg ® X
admet un relévement (X, 1) dans CG.

Montrons tout d’abord ce lemme classique :

Lemme 2.1.8. Si la caractéristique de k ne divise pas n et si k possede des racines n-
iemes alors pour tout polynome P(U) non divisible par U, k[U|/(P) posséde une racine
n-ieme de U.

Démonstration. On cherche @ € k[U] tel que Q" = U mod P. Par le théoreme des
restes chinois, on peut supposer que P = (U — z)’ avec x # 0. Soit 2’ une racine n-
ieme de x (qui existe par hypothese). Cherchons @ sous la forme @ = 2’ + (U — z)R.
On raisonne par récurrence sur j : si j = 1, R = 0 convient. Supposons que 'on ait
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construit R tel que (z' + (U — 2)R)" = U mod (U — x)?. Alors, il existe y € k tel que
(2 +(U—-2)R)"=U +y(U —z)) mod (U — x)’"*. On a alors

<33’ + (U —2)R — ﬂ(U — ;U)J)n =U mod (U —z)™

nx'

ce qui termine la récurrence. O
Démonstration (de la proposition). Soit ¥y : gg ® X — X un isomorphisme. Soit x
I’endomorphisme de X faisant commuter le diagramme suivant :

X

X X

d

P P
g0®(---®(g0®X)---)*o>--~*o>X
(go est répété n fois et on écrit 1y pour gy ® (- - ® (8o ®1y) ... )). L'algebre k[x]| est alors
de la forme prescrite dans le lemme puisque x est inversible. On en déduit donc que x
posseéde une racine n-ieme yo € k[x]. Posons 9’ = X 't. Soit alors pour tout j € N, wgg
qui fait commuter le diagramme

. Yyl
gy ®X X

|
Y’ Y’

R R(gRX) ) s X

Remarquons alors que xt = ¥o(go ® x) par définition de y. Comme x,* € k[x], on
a aussi xp 1o = ¥o(go ® X5 +). Par suite, on voit immédiatement que z/zgg ne dépend que
de gJ puis que (X,) € CG. ]

Remarquons que la proposition précédente ne se généralise pas a un groupe quel-
conque :

Exemple 2.1.9. Soit A I'algebre du carquois

et G = Z/27 x 727 dont on note deux générateurs g et h. On fait agir G sur A de la
facon suivante : g échange 1 et 3 d’une part et a et v d’autre part, et il laisse le reste
stable ; h échange 2 et 4 d’'une part et 3 et 6 d’autre part, et il laisse le reste stable. D’apres
I'exemple 2.1.6, G agit sur mod A. Regardons alors la représentation X suivante :
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avec f, = (1 O), fs= (1 1), fy= (O 1), fs = (1 —1). On remarque alors qu’il y a
deux isomorphismes d’ordre 2 de g ® X dans X dont les restrictions au sommet 5 sont

(o) = (50)

et deux isomorphismes d’ordre 2 de h ® X dans X dont les restrictions au sommet 5 sont

b 5) = ()

et par conséquent, on a bien pour tout g € G, g ® X ~ X, mais on n’a pas de relevé
(X, 1) € CG puisqu’il n’existe pas de choix d’isomorphismes de g® X dans X et de h®@ X
dans X qui commutent alors que g et h commutent.

Lemme 2.1.10. 1. La catégorie CG est k-additive.
2. Si C est abélienne, alors CG l’est aussi.

3. Si C est exacte et si pour tout g € G, le foncteur g @ — : C — C est exact (on
dira dans ce cas que l'action de G sur C est exacte), alors CG est exacte en prenant

. . . f
comme suites exactes courtes admissibles les suites exactes courtes 0 — (X, 1) =

(X', ") L (X7, ") — 0 telles que 0 — X L X" 4 X" = 0 soit une suite ezacte
courte admissible dans C.

4. 51 C est Hom-finie et Krull-Schmidt alors CG est Hom-finie et Krull-Schmidt.

Démonstration. 1. Il est tout d’abord immédiat que pour (X, ), (Y, x) € CG, 'espace
Homeq ((X, ), (Y, x)) est un sous-espace vectoriel de Home(X,Y'). La bilinéarité
de la composition ainsi que l’existence d'un objet nul sont tout aussi claires. En ce
qui concerne l'existence de la somme directe, il suffit de prendre X @& Y muni pour
toutge Gde (V@B X); =9, Bx,: (80X)D(EgRY)=g0(XaY)—->XaY,
l'identification (g®@ X)® (g®Y) =g® (X ®Y) étant canonique (lemme 1.2.106).

2. Soient (X, ), (Y, x) € CG et f € Homea((X, ), (Y, x)) et soit k : K — X le noyau
de F'f. Pour tout g € GG, on a alors le diagramme commutatif suivant :

g K2 g x Bl ggy
1Y
k 7
K X Y

et on a alors fi,(g®k) = 0 donc, comme k est un noyau de f, ¥,(g®k) se factorise
de fagon unique a travers k ce qui permet de compléter le carré de gauche grace a un
morphisme ¢ . Le morphisme f a alors comme noyau & : (K,¢') — (X, ¢) (I'unicité
de chaque ¢, permet immédiatement de voir qu’il vérifie les axiomes demandés). Le
cas du conoyau se traite de la méme facon. Quant a l'isomorphisme entre 'image
et la coimage, il suffit de voir que tout morphisme de CG qui est envoyé par F' sur
un isomorphisme de C est un isomorphisme de CG.

3. Les seuls axiomes qui ne sont pas immédiats sont 'existence des carrés cartésiens
et cocartésiens. Elle se traite de la méme fagon que le cas du noyau ci-dessus.
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4. La encore, le principe de démonstration est proche : soit (X,¢) € CG et f €
Endee (X, ¥) un idempotent. Comme C est Krull-Schmidt, F'f est scindée : il existe
YelC,1:Y -5 Xetnm: X —>Y tels que Ff =r et Idy = me. Il est alors aisé de
voir que si I'on pose pour tout g € G, x, = mPy(g ® ¢) alors (Y, x) € CG et 7 et ¢
sont des morphismes de CG. n

Définition 2.1.11. Soit H un sous-groupe de G. Soit (X,v) € CH. Soient

917927"'7gn7gi7géa"-7g1ln € G7

Ay une (n+ 1)-associativité et Ap une (m+1)-associativité. On appelera isomorphisme -
structurel de A;(g1,82, ..., 8n, X) dans As(g], &5, ..., g, X) tout isomorphisme composé
de morphismes structuraux de la catégorie G-module C et de morphismes de la forme
®(¢p,) ou h € H et ®(¢h; ') out ® est un foncteur formé d’une associativité et d’objets de
G.

Lemme 2.1.12 (cohérence). Soit H un sous-groupe de G. Soit (X,¢) € CH. Soient
91,925y Gns 1y Gy - - - ghy € G Soient aussi Ay une (n+1)-associativité et As une (m+
1)-associativité. Alors tous les isomorphismes -structurauz de A1(g1,82, - - -, 8n, X ) dans
Ay(gh, gh, ..., g, X) sont égau.

Démonstration. Par inversibilité des isomorphismes 1-structuraux, on peut supposer que
A = As et que I'un des deux isomorphismes -structuraux est 'identité. Soit f un isomor-
phisme t-structurel de A;(g1,82, .- .,8n, X) dans lui-méme. En utilisant les diagrammes
commutatifs formés a partir de ceux de la forme

X 4 ho X

ai 1/} Oéi
h®h!'®X)~—h®(h'!'®he X))
o
hoXZ " he(1eX)

«

avec h € H, on peut supposer que % n’intervient que positivement. En utilisant les
diagrammes commutatifs de la forme

O, (X) = Py (h ® X) Dy (X)

k ] g

O (h®X)—5>0,(h® (h'® X)) *— &y(hh’' @ X)

ou h,h' € H et ®; et Py sont des foncteurs construits a partir d’une associativité et
d’objets de G, on peut supposer que f est de la forme a3 ®(¢y)as ot oy et oy sont des
morphismes structuraux de C et ® est un foncteur formé a partir d’une associativité et
d’objets de G et h € H. Ensuite, comme a3 ®(¢p,)as va de A1(g1,82,.-.,8n, X) dans
lui-méme, A est I’élément neutre du groupe H et comme 1), = Ax, f est un isomorphisme
structurel de C d’ou le résultat. O]
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Proposition 2.1.13. Soit H un sous-groupe distingué de G. L’action de G sur C induit
immédiatement une action de H sur C. On a alors :

1. L’action de G sur C s’étend a une action de G sur CH.

2. Pour tout h € H, il y a un isomorphisme de foncteurs de h @ — dans Id¢cy.
3. L’action de G sur CH induit une action de G/H sur CH.

4. 1l 'y a une équivalence de catégories entre (CH)(G/H) et CG.

Démonstration. 1. Soit (X,¢) € CH.Si g € G et h € H, définissons (g ® 1)), de fagon
a faire commuter le diagramme suivant :

g®X Y ¢® (g 'hg ® X)

(g®w)hT /

h®(g® X)

Pour g € G et h,h' € H, le diagramme suivant est commutatif par le lemme 2.1.12
puisque toutes ses fleches sont -structurelles :

h ’
h (I ® (g X))

|

hh' ® X

h®(g® X)
(g®¢)hl

(g®'¢))hh, g ® X

ce qui veut dire que g ® (X,?v) = (g® X,g® 1) € CH (il est immédiat que
(g @), = A). De méme, le diagramme suivant commute pour g,¢' € G et h € H :

ho(g®(g® X))(g4>®(g g (g8 ®X)
h ® (gg/ ® X) (g8’ ®@¥)n gg/ R X

donc les morphismes structuraux de C sont aussi des morphismes structuraux de
CH ce qui permet de conclure.

2. Pour h,h' € H, toujours pour les mémes raisons, le diagramme suivant commute :
WoheoX) X -neX

(h®¢)h/i wl
he X — X

et ainsi vy, est un isomorphisme de h® X dans X dans la catégorie CH. Si on prend
(Y,x) € CH et f:(X,¢) — (Y, x) un morphisme, le diagramme suivant commute :

he X 4sX

Idy ®fl fl

hetY =Y
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Finalement, si I’on note
Phy,x — Xh

pour tout (Y, x) € CH, alors ¢, est un isomorphisme du foncteur h ® — dans le
foncteur Idey.

3. Pour g € G, on notera g sa classe dans G/H. Soit Gy C G un ensemble de repré-
sentants des classes de G/H contenant I’élément neutre. Pour tout g € Gy, posons
g ® — = g ® —. Soient maintenant g, g € Gy. Il existe une unique décomposition
99" = ¢"h avec ¢" € Gy et h € H. L’isomophisme de foncteurs @ faisant commuter
le diagramme

Ph

g"®h®-)

;l :

& g//l,l ® _

munit CH d’une action de G/H. En effet, les axiomes d'une catégorie module sont
vérifiés car tous les morphismes intervenant sont 1-structuraux et donc les égalités
demandées par les axiomes sont vérifiées.

4. Soit (X,¢',¢") € (CH)(G/H). Pour g € G, il existe g9 € Gy et h € H tels que
g = goh. Soit 1, qui fait commuter le diagramme suivant :

g X —2goheX)sgoX

g
w//

X g®X

Soient maintenant ¢’ € G, g, € Go, h' € H, g € Gy et h” € H tels que ¢’ = gyh' et
99" = gyh". Le diagramme suivant est commutatif :

w/ wl/

g® (g @ (h'® X)) g® (g ®X) g X
,d}//
a g0 ®he(g® X)) —g & heX)
/%@w' '
¢”
g0 ® (h® (g, ® (h' ® X))) go ® (g ® X) g ®X
« o d)”
/! " wl /! w”
g ® (h" ® X) g ®X X

(les deux carrés du haut parce que « est fonctoriel, le carré du milieu & droite parce
que 1" est un morphisme de g{ ® (X,v’) dans (X, v’), le carré en bas a droite par
définition de 1" et le pentagone en bas a gauche parce qu’il n’est composé que de
morphismes 1’-structuraux). En ne conservant que le bord et en composant avec
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des morphismes structuraux a gauche, on trouve le diagramme commutatif suivant :

g®(geX) g X

L,

gg' @ X X

done (X,1) € CG. Posons ®(X, ¢’ ¢") = (X,4). Soient (Y, x',x") € (CH)(G/H)
un autre objet et (Y, x) = ®(Y, X, x"). Soit f € Homcmc/m (X, ¢, " Y, X', x").-
Le diagramme suivant commute :

P

g0 X —2g@hoX)-gpoX 2y

| /S

gY —2g@heY)—g oYX sy

X

et par conséquent, f € Homea((X, %), (Y, X)) et en posant ®(f) = f, ® est un
foncteur. Maintenant, si (X, ) € CG, pour h € H, posons 1, = 1y, et pour g € Gy,
Vg = thg,. Il est alors aisé de voir que (X,¢',¢") € (CH)(G/H) (tous les mor-
phismes intervenant sont -structuraux) et que ®(X,¢’,¢") = (X, ). Finalement,
® est essentiellement surjectif. Par ailleurs, il est aisé de voir que ® est pleinement
fidele (i.e. bijectif au niveau des espaces de morphismes) donc ® est une équivalence
de catégories. O

Proposition 2.1.14. [l existe une fagon naturelle de faire de CG une catégorie mod k[G]-
module.

Démonstration. Soit modg k la sous-catégorie pleine de mod k dont les objets sont ceux de
la forme k™. Soit ¥ le foncteur d’inclusion. Il est aisé de définir une structure monoidale
sur mody k : on pose k" @k" = k™" et si f € Homueq, x(K™, k™) et g € Homypoq, & (k™ k™),
f@g: k™ — k™" est défini pour 1 < i3 < m/, 1 <ipa <n/, 1< i <metl<jp<n
par
(f ®9)ij = firjrGina-

oui =iy +m(ipg—1) et j=j;+m(jo—1). Il est alors facile de constater que modg k est
une catégorie monoidale stricte (c’est-a-dire que les isomorphismes structuraux sont des
égalités).

Par ailleurs, ¥ est un foncteur monoidal. En effet, on peut définir un isomorphisme
de foncteurs ¢y : ¥(— ® —) — ¥(—) ® U(—) de la fagon suivante : pour tout m,n € N,

O km g - KM — kT (%9 k"

V; = U4y X Vig

ou les v; désignent les éléments des bases canoniques, 1 < i3 < m, 1 < iy < n et
i = i1 +m(is — 1). On définit aussi ¢y = Id,. On vérifie facilement la définition d'un
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foncteur monoidal. Soit ® un foncteur quasi-inverse de W. Alors ® est monoidal d’apres
le lemme 1.2.94 et on a clairement ®(V') = k4™V pour tout V € mod k.

On fait de C une catégorie mod k-module en posant pour tout V€ modk et X € C,
VX=XV SiV.Wemodk, X,Y €C, f € Homk(V, W) et g € Home(X,Y), on
définit fRg: Ve X =XinV) s WeY = Ydlm ) par

f®g= ((I)(f)ijg)1<i<dim(W),1<j<dim(v) :

Définissons les isomorphismes structuraux :
“A=d: k® —=—— —;
-~ SiV,W €modk et X EC aywx: (VeoW)@ X -V e (W ® X) est définie par

Idy si i=j+dim(V)(—1)
AVW.X5050 =\ 0 sinon.

oul <i<dim(VeW)=dm(V)dim(W),1<j<dim(V) et 1 <2< dim(W).
I1 est alors facile de voir que C est ainsi modg k-module puis mod k-module puisque ® est
U sont des foncteurs monoidaux.

On en déduit alors une structure de mod k[G]-module sur CG. On remarque en effet
que pour tout g € G,V € modket X € C,onag®(VeX) =gXimV = (g X)dmV =
V®(g® X) (I'égalité du milieu étant l'isomorphisme fonctoriel canonique du lemme
1.2.106). Si (V,r) € mod k[G] et (X, ) € CG, on pose (V,r)®@(X,¢) = (VR X, r®1) ou
pour g € G, (r®v), : g@(VeX) =Ve(g®X) — VX est défini par (r®1), = r,@,.
Si 'on prend maintenant aussi h € GG, on a les deux diagrammes commutatifs

. Idg
VY geheX) = egX

o

V*>V gh® X X

et en leur appliquant le bifoncteur ® : mod kxC — C, on trouve le diagramme commutatif

d (r
g®ho (Ve X)) =22 oo eX)
aT ("”®'¢’)gl

gh @ (V @ X) — 2% VeX

donc (V @ X,r ® ¢) € CG. Par ailleurs, si (V',r") € modk[G], (Y,x) € CG, [ €
Hompod kjey (Vi 7r), (V',7")) et f € Homea((X, 1), (Y, X)), les deux diagrammes suivants
commutent pour tout g € G :

vy geXxZax
fl fl Idg®f’l f/l
V/L)V/ g®YXg*>Y

ce qui montre en leur appliquant le bifoncteur ® : modk x C — C que f® f' €
Homee((V,r) @ (X, 4),(V',7") ® (Y, x)). Cela finit de prouver que CG est une catégo-
rie mod k[G]-module. O
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Remarque 2.1.15. La structure définie dans la proposition précédente ne dépend a iso-
morphisme pres pas du choix de .

Lemme 2.1.16. Avec les notations de la proposition précédente, il y a un isomorphisme
de quadrifoncteurs

Home (71 ® —1, 79 ® —3) ~71®7; ® Home(—1, —2)
ou les — désignent des variables de C et les 7 des variables de mod k.
Démonstration. Au niveau des objets, I'isomorphisme
v 77 ®7 @ Home(—1, —2) — Home (71 @ —1, 79 @ —2)

est évident a travers I’équivalence de catégorie ® définie dans la proposition précédente.
Regardons ce qui se passe au niveau des morphismes. Soient V., V', W, W’ € modk et
X X,VY'eC. Soientv: V' -V, w: W —->W,f:X — Xetg:Y — Y des
morphismes. On veut montrer que le diagramme suivant commute :

V*®@ W @ Home(X,Y) —— Home(V @ X, W ®Y)
w@w®Home (f,g)l \LHomC(U®f7w®g)
V* @ W' ® Home(X',Y") —— Home (V' @ X/, W' @ Y)
En utilisant I’équivalence de catégorie @, cela revient a montrer que

d(V)* @ ®(W) ® Home(X,Y) — Home (X dim(V), ydim(W))

t<1>(v)®¢>(w)®Homc(f,g)J( J{Homc(<1>(v)®f7<1>(w)®g)
(V)" @ ®(W') @ Home (X', Y") == Homg (X' dm(V") y7dim(W"))

commute. Par linéarité de toutes les fleches, on peut supposer que ®(v) = E;; (dans la
base des coefficients matriciels), ®(w) = Ey;. Soit e} un élément de la base canonique de
O(V)*, €}, un élément de la base canonique de ®(W), et 6 € Home(X,Y'). On a alors :

Y(('®(v) ® ®(w) @ Home(f, 9))(e; © e}y ® 0)) = (6w} @ Sywer @ gbf)

= 5ik5j/k’bi/gef7rj

ou m; : X/4m(V) s X' est la projection sur la j-itme coordonnée et 1y : Y —s Y/ dim(W)
est I'inclusion sur la i’-ieme coordonnée. De méme, on a

Home(®(v) ® f, (w) ® g)(v(ef ® € ®0)) = (P(w) @ g)uw 01 (P(v) @ [)
= Ly gL Ol fTTj = Oy Onitir O f 7
d’ou le résultat. Il
Rappelons la définition suivante :

Définition 2.1.17. Si r est une représentation de GG, on note r* et on appelle représen-
tation contragrédiente de r la représentation sur I’espace dual de celui de r définie pour
tout g € G par r; = ry-1.
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Rappelons ce lemme classique :
Lemme 2.1.18. Il y a un isomorphisme de trifoncteurs
Homumod ey (?7®7%, 7) ~ Homyed ka1 (7, 7®7)
ces deux trifoncteurs allant de (mod k[G])? dans mod k.

Démonstration. Soient (Vi,71), (Va,72), (V3,73) € mod k[G]. Soient {ej,es,...,e,} une
base de V5 et {e},el, ..., e:} sa base duale.
Pour f € Homumoa ey ((V1,71) ® (V5',75), (Vs,73)), posons

(P(f) : (‘/1,7‘1) - (‘/27T2) ® (V37T3)

UHZei(X)f(v@ef)
i=1

et pour f* € Homoaw(c)((Vi, 1), (V2,72) ® (V3,73)), posons

80/<f/> : (‘/1;7’1) ® (V;,T;) - (%7T3)
vy (y@Id)(f'(v))

¢'(f') est un morphisme de représentations. En effet, sig € G et v®@ 7y € V; @ V5,

P (f)r15(0) ® ra-1(7)) = (r29-1 @IA)(f'(r1,4(v))) = (V72,91 @ 1d) (2 @ 739) (' (v))
= (Y@ 7139)(f'(1)) = r34(y @IA)(f'(v)) = 309" (f) (v @ ).

Par ailleurs,

Zel@mp v el Zez e; @1d)(f'(v)) = f'(v)

et

¢ (e(vey) = @Id)(e(f)(v) = (y®1d) (Zez@@f v e ))

=2 e fvee) <U®Zvez ) floey)

donc ¢ et ¢ sont inverse I'un de l'autre et 1'on a automatiquement que ¢(f) est un
morphisme de représentations. Montrons que ¢’ est fonctoriel. Soient f : (V{,r]) —
(Vi,ry), f1o (Vayre) — (Va,rh), f7 + (Vs,rs) — (V3,rh) des morphismes. Il suffit de

montrer que le diagramme suivant commute :

Hommodk[G}((Vh 7“1)7 (‘/277’2) & (V},, 7’3)) LHommodk[G]((‘/larl) & (Vg*a 7“;), (Vsﬂ"s))
Hompyoq kia) (fo.f'®F") iHommod wic) (FR )

Homuodrie) (VY 71), (V3,75) @ (V3. 74)) —> Homumoasie) (VY 11) @ (V3" 157), (V4 75))
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Soient f € Homod i) (Vs 71), (Va,m2) ® (Vs,73)) et v' @ o/ € (V7)) @ (V5" 75"). Alors

Homyoa ke (f @ f, f) @ ()W @) = " (NH(f @ ') @)
= "Y' (W) @7f")

= (v @) (f(f(W)) = (vf @ (S (f ()

et
¢ (Hommearic) (f, /' ® [") ()W @) = ('@ ) [0 @7)
= (v I)((f' @ ) f(f()
= (vf' ® f)(F(F))
ce qui termine la preuve. O

Notation 2.1.19. On rappelle que 'on note F' le foncteur d’oubli de CG dans C.

Soient (X, %), (Y, x) € CG. En tant qu’espace vectoriel sur k, posons
HomCG((X7 w)v (Y7 X)) = HOmc(X, Y)

Sig e Get feHome(X,Y), définissons gf par la commutation du diagramme suivant :

x—Y .y
ng XgT
g®XIdg—®ig®Y

Sivy: (X)) — (X,¢), vy (Y,x) — (Y, X) sont des morphismes de CG, posons
Homcg(7,~') = Home (Fry, Fv').

Proposition 2.1.20. Ainsi défini, Homeg est un bifoncteur de CG x CG dans mod k[G]
contravariant en la premiere variable et covariant en la seconde qui vérifie :

1. pour X,Y,Z € CG la composition
o:Hom¢(FY,FZ)® Home(FX, FY) — Home(FX, FZ)
devient un morphisme de représentations
o: Homeg(Y, Z) ® Homeg(X,Y) — Homeg (X, Z) ;
2. il y a un isomorphisme de quadrifoncteurs
Homeg (71 ® —1, 72 ® —) ~77®7; @ Homeg(—1, —2)

ot les 7 sont des variables dans mod k|G| et les — sont des variables dans CG ;
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3. il y a un isomorphisme de quadrifoncteurs
Homeg (71 ® —1, 72 ® —2) & Hompoq ke (71®75, Homeg(—1, —2))
ot les 7 sont des variables dans mod k|G| et les — sont des variables dans CG.
Démonstration. Pour g, h € GG, le diagramme suivant commute :

D% g(hf) v

o d
Idg ®hf e®Y X

d |

N Idg ®(Id o
gho X< "gohoX) %) oo hey)® sghoy

Idgh ®f

donc g(hf) = (gh)f et on a bien une représentation de G.
Siy (X)) — (X,), 7 - (Y, x) — (Y, X)) sont des morphismes de CG, et si
f € Home(X,Y), le diagramme suivant commute pour tout g € G :

gHome (v,7')(f)

X' Y’
& ‘l
/e X Idg ® Home (v,7)(f) g®Y ~
lldg ®Y Idg ®7’T
e L L

gf

et finalement, g Home(7,7')(f) = Home(,7')(gf) donc Home(7y,4') est un morphisme
de Homee((X,v), (Y, x)) dans Homeq((X',¢), (Y',x')), morphisme que l'on notera
Home¢g(v,7) faisant ainsi de Homeg un bifoncteur.

La premiere condition demandée est immédiate. Regardons la seconde. Pour cela, il
suffit de montrer que l'isomorphisme de quadrifoncteurs v défini dans le lemme 2.1.16
reste ici un isomorphisme. Soient donc g € G et (V, 1), (V', ") € mod k[G]. Par définition
d’un isomorphisme de foncteurs, le carré du bas du diagramme suivant commute

V*® V' ® Home(X,Y) ! Home(V @ X, V' @Y)
Id®Id ®(g®—)l ig@@_
V'@ V' @ Home(g® X,g®Y) —>Home(V @ (g@ X),V' @ (g0 Y))
trg_1®r/g®Homc(wg_1,Xg)l iHomc(rgl(angl,rg@Xg)
V*® V' ® Home(X,Y) ! Home(V @ X, V' @Y)

et le carré du haut commute parce que V® (g ® X) = g® (V ® X). Cela prouve que
Yv,v x,y est un isomorphisme de représentation.
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Regardons enfin le dernier point. D’apres le lemme précédent et le point précédent,
on a

Homyed ki) (71®75, Homea(—1, —2)) ~ Homuped k) (1, 77®7 ® Homeg(—1, —2))
~ Homyeq k) (1, Homeg (71 @ —1, 72 ® —2))

donc il suffit de voir que Homyeq kg (1, Homeg(—1, —2)) ~ Homeg(—1, —2). Or ceci est
clair. 11 suffit, si f € Hompoeq e (1, Homea((X, 1), (Y, x))) de lui associer

f(1) € () Homea (X, ), (Y, x))? = Homea (X, 9), (Y, x))

geG
la derniere égalité étant la définition de Homeg((X, 9), (Y, x)). O

Corollaire 2.1.21. On a un isomorphisme de trifoncteurs
Homeg (7" ® —, —) ~ Homeg(—, 7 ® —)

ot 7 est une variable dans mod k[G] et les — dans CG. En particulier, si r € mod k|G|,
les deux foncteurs de CG dans lui-méme r ® — et r* ® — sont adjoints.

Démonstration. En utilisant la proposition précédente :

Homeq (7" ® —, —) =~ Homuyea ke (7", Homeg(—, —))
~ Homeg(—, 7 ® —)

ce qui est le résultat cherché. O]

2.2 Groupes finis

Soient k£ un corps, C une k-catégorie. Soit G un groupe fini agissant sur C.

2.2.1 Foncteurs —[G] et F
Proposition 2.2.1. Soit X € C. Posons

)?:<@g>®x

et notons, pour g € G, ¥, l'unique isomorphisme structurel de g ® X dans X. Alors
(X,1) € CG.

Démonstration. Pour g, h € G, le diagramme suivant commute

~ Idg®1/)h ~

g® (h® X) g®X
aT ¢gl
~ wgh ~
gh® X X

par unicité du morphisme structurel de g ® (h ® X ) dans X. Il
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Définition 2.2.2. Dans les conditions de la proposition précédente, on notera X[G]| =
(X, ¢).
Lemme 2.2.3. On peut étendre —|G] en un foncteur de C dans CG en posant
- (@s)
geG
pour tout morphisme f de C.
Démonstration. Tout d’abord,
geG
est un foncteur. Il suffit donc de montrer que si f : X — Y est un morphisme de C, alors
6 (@) o5
geG
est un morphisme de X |G| dans Y[G]. Soit h € G. Alors le diagramme suivant commute :

Id®(Id ®f)

h®(<€Bg€Gg>®X> h®(<€Bg€Gg>®Y>

d d

(@reo8) o X = (Byecr) ¥

puisque les isomorphismes structuraux sont fonctoriels. Il
Proposition 2.2.4. 1. Il y a un isomorphisme de foncteurs de CG dans lui-méme :
(F-)[G] ~ k[G] ® —

ot F: CG — C est le foncteur d’oubli et k|G| la représentation réguliere de G.
2. Les foncteurs F': CG — C et —[G] : C — CG sont adjoints.

Démonstration. 1. Soit (X, ) € C. Soit x tel que

(@)

Pour g, h € G, le diagramme suivant commute :

h®(g® X)“—hge X

h®'¢'gi whgl
ho X —" X
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et en sommant sur g € (G, en posant ¢’ = hg, le diagramme suivant commute :

@ ((®,8) ©X)*—~ (@,¢) © X
D,he(goX) 2 P (g X)
hed ¥, ® h®wgi EB%/i
\\ @Ah@X)L@QIX

he (@, %) 5@, X

les égalités étant celles du lemme 1.2.106, et par conséquent, € 1, est un isomor-
phisme de X[G] dans k[G] ® (X,1). Par ailleurs, si f : (X,¢) — (Y,9') est un

morphisme, le diagramme suivant commute :
(Be)af
(@,6) 5 x-S (@,5)

@wgl eawgi
EGof=6B f
&b, X b,V

la commutativité du diagramme du bas provenant du fait que f est un morphisme
dans CG. Finalement, € 1), est un isomorphisme fonctoriel.

2. Soient X € C et (Y,v) € CG. Si f € Home(X,Y), on définit

&) :PleeX) = (@g) X =Y

geG geG
par

(E(f))g =vg0 (8@ ).

Pour g, h € GG, le diagramme suivant est commutatif :

h h®1y
he (g X) ®(g®f) he(goY) Y heV
ai al %Z)hl
hg ® X hg®f hg ® Y whg Y

En le sommant sur g € GG, on trouve le diagramme commutatif suivant :

he (Dg) ®X) hoyY

Xhi whi
&)

(D)X Y

h®£(f)
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qui montre que &(f) est un morphisme de X[G] dans (Y, ). Vérifions maintenant
que & est fonctoriel. Soient X' € C et (Y',¢') € CG. Soient n : X' — X un
morphisme de C et 0 : (Y,4) — (Y’,4¢’) un morphisme de CG. Alors, pour g € G,
on a

(B o&(f)on[Gl)y="00&(f)go(g®@n) =0o0vy0(g® f)o(g®mn)
=Y, o(g®0)o(g® fn) =1, 0(g®@0fn) =E(0fn),
et ainsi, le diagramme suivant commute :

Home (777F9)

Home(X,Y)

|

HOHICG (X[G]; (Ya ¢))

Home (X', Y”)

y

Homee (X'[G], (Y, ¢'))

Homeg (n[G],0)

ce qui montre la fonctorialité de &. Si f' € Homeq(X[G], (Y, v)), posons ((f') =
FiA7L On a alors clairement ¢(£(f)) = f. D’autre part, on a

f(C(f/))g =1,0(g® (f1/1>‘71>) =1,0(g® fi)o(g® Ail)
= fyoXdiex 0o (8OAT) = fro(g@N)o(g@X ) =f

donc £ et ( sont inverses I'un de 'autre. O]

Corollaire 2.2.5. On suppose ici que la caractéristique de k ne divise pas ’ordre de G.
On suppose aussi que C est Hom-finie et Krull-Schmidt.

Soit (X,v) € CG. Alors

1. L’objet (X,v) est un facteur direct de X|G].

2. Si (X,v) est indécomposable, G agit transitivement sur les classes d’isomorphisme

d’objets indécomposables de add(X).

Démonstration. 1. D’apres la proposition précédente, X[G] ~ k[G] ® (X,1) d'ou le

résultat puisque 1 est un facteur direct de k[G].

. On a vu que (X)) est un facteur direct de X[G]. Supposons que X = @'_, X;

dans C, les X; étant indécomposables. Alors X[G] = @;_, X;[G] et comme CG est
Krull-Schmidt, (X, ) est facteur direct d’un des X;[G]. Par conséquent, add(X) C

add F (X;[G]) = add (@gec(g®Xi))' Comme X; est indécomposable et C est
Krull-Schmidt, G agit clairement transitivement sur cette sous-catégorie. Il

Rappelons maintenant une définition de Reiten et Riedtmann. Pour des raisons de

conflits de notation, on notera C x G la catégorie qu’elles notent CG.

Définition 2.2.6 ([59, p. 254]). Si G est fini et si G agit par autofoncteurs sur la catégorie
C, on note C{G} la catégorie dont les objets sont les G-uplets {X} = {g- X |g € G} et
dont les morphismes de { X} dans {Y} sont les matrices

(fg,g’)(shg’)eG2 avec  fgq € Home(¢' - X,g-Y)

telles que pour tout ¢, ¢', h € G, frgny = h(fy,4)- La composition se fait par multiplication
des matrices. La catégorie C+G est alors 'enveloppe de Karoubi (appelée aussi complétion
de Cauchy) de C{G} (voir par exemple [6, proposition 6.5.9]).
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Remarque 2.2.7. La catégorie C{G} est souvent notée C/G lorsque G agit librement sur
C (voir par exemple [12]). Un analogue de cette catégorie a été défini par Asashiba [1]
qui fonctionne méme lorsque le groupe est infini pour d’autres classes de catégories. Pour
d’autres catégories intéressantes associées a l'action d’un groupe G sur une catégorie C,
voir les travaux de Cibils et Solotar [13].

Si la structure G-module de C est donnée par g ® — = g- pour tout g € G, alors on a
la proposition suivante :

Proposition 2.2.8. St G est un groupe fini et si C est Hom-finie et Krull-Schmidt, si la
caractéristique de k ne divise pas l'ordre de G, alors il y a une équivalence de catégories

C*xG ~Ca.
Démonstration. Tout d’abord, il est immédiat qu’il y a un foncteur

o :C{G} — CG
{X} — X[G]

qui envoie chaque fonction (fgy)(g.9)ec2 € Homegey({ X}, {Y'}) sur la fonction corres-
pondant naturellement dans les décompositions en somme directe

FIXI[G) =PeaX et FY[G)=PegeaY.

geG geq

Par ailleurs, comme C est Krull-Schmidt et Hom-finie, CG est aussi Krull-Schmidt. Par
conséquent, ® se factorise a travers 'enveloppe de Karoubi C{G} — C x G. De plus, tous
les objets de CG sont facteurs d’objets de 'image de ® par le corollaire 2.2.5 donc le
foncteur de factorisation C * G — CG est essentiellement surjectif. D’autre part, il est
facile de voir que ce foncteur est pleinement fidele au niveau des objets de C{G} donc au
niveau de tous les objets. Finalement, ce foncteur de factorisation est une équivalence de
catégorie. O]

Remarque 2.2.9. Dans la proposition précédente, la condition qui dit que la caractéristique
de k ne divise pas 'ordre du groupe est nécessaire. En effet, si C = mod k£ muni de ’action
triviale d’un groupe fini G, la catégorie C{G} est équivalente a la sous-catégorie additive
pleine de mod k[G] engendrée par la représentation réguliere de GG. La catégorie C x G est
donc équivalente a la sous-catégorie additive pleine de mod k|G| engendrée par les facteurs
directs de la représentation réguliere. D’un autre coté, on a vu que CG est équivalente a
mod k[G]. En particulier, si la caractéristique de k divise l'ordre de G, C * G ne contient
pas a travers cette équivalence la représentation triviale de G.

2.2.2 Approximation

On reprend ici les notations introduites en 1.2.5.

Notation 2.2.10. Soit X € CG. Le nombre de facteurs directs indécomposables de F'.X
sera noté ¢(X). Le nombre de facteurs indécomposables deux & deux non isomorphes de
FX sera noté #X.
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Lemme 2.2.11. On suppose que C est Krull-Schmidt et Hom-finie. Soit X € CG in-
décomposable. Alors #X divise {(X). Leur rapport est le nombre de copies de chaque
indécomposable de add(FX) dans FX.

Démonstration. Soit X1, Xy deux facteurs indécomposables de F'X. Par le corollaire 2.2.5,
comme X est indécomposable, il existe g € G tel que g® X; >~ X5. De plus, g® X ~ X
donc le nombre de copies de X; et de X5 dans X est le méme. Cela permet facilement de
conclure. O]

Définition 2.2.12. Si D est une catégorie C-module et si D' € A00(D), on dira que D
est C-stable si pour tout X € Cet Y € D', X ® Y € D’ et on notera D’ € A00(D)°.

Lemme 2.2.13. On suppose ici que la caractéristique de k ne divise pas #G. Soient
T € A00(CG)™kEl XY € CG et f € Homeq(X,Y).
1. f est une T -approzimation a gauche (resp. a droite) si et seulement si F'f est une
FT -approzimation a gauche (resp. a droite).

2. f est une T -approzimation minimale & gauche (resp. a droite) si et seulement si
Ff est une FT -approzimation minimale o gauche (resp. a droite).

Démonstration. Par symétrie, on se contentera de le prouver pour les approximations a
gauche.

1. Premierement, comme 7 est mod k[G]-stable, si F'Y € FT, alors Y € 7 (et par
définition, si Y € 7, FY € FT). Comme F et —[G] sont adjoints, le diagramme
suivant est commutatif pour tout 7' € 7 :

Home (F f,FT)

Home(FY, F'T)

|

Homeq (Y, (F'T)[G])

Home(FX, FT)

|

HomCG(fv(FT) [G]) HOmCG (X, (FT) [G]>

La premiere ligne est surjective pour tout 71" si et seulement si F'f est une F'7-
approximation a gauche. Comme 7 est mod k[G]-stable, (FT)[G] = k[G]®@T € T
et donc la seconde ligne est surjective pour tout T si et seulement si f est une
T -approximation a gauche (car la caractéristique de k ne divise pas #G et donc T
est un facteur direct de (F'T)[G]).

2. Si Ff est minimale a gauche alors f est clairement minimale a gauche. Réci-
proquement, supposons que f est une 7-approximation minimale a gauche. Soit

f:FX — Y une FT-approximation minimale & gauche de FX. Posons f/ = f[G] :
(FX)[G] — Y[G]. On a alors

Ff'=@Peo

geG

Pour tout g € G, g®fest une 7 -approximation minimale & gauche puisque F'7T est
G-stable et par conséquent, en utilisant les lemmes 1.2.79 et 1.2.17, F'f’ est aussi
une F'7-approximation minimale a gauche. Donc, avec ce qui a été prouvé avant,
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f’ est une 7 -approximation minimale & gauche. Par unicité d’une 7 -approximation
minimale a gauche, et en utilisant les lemmes 1.2.79 et 1.2.17, f' ~ f & g ou
g est une 7 -approximation minimale a gauche d’un supplémentaire de X dans
(FX)[G] (on utilise ici que la caractéristique de k ne divise pas #G). Enfin, puisque
Ff = Ff @& Fg est minimal a gauche, F'f I'est aussi par le lemme 1.2.17. m

Lemme 2.2.14. On suppose que la caractéristique de k ne divise pas #G. Si C est semi-
simple alors CG est semi-simple.

Démonstration. Soient X,Y deux indécomposables de CG et f € Homeg(X,Y'). Comme
C est semi-simple, C et CG sont abéliennes. Soit k£ : K — X un noyau de f. Comme C

est semi-simple, F'k est scindée, par un h:FX - FK.Onahe Hom¢q (X, K). Posons

#ng

geG

de sorte que h est un morphisme de X dans K et que

g hk=—2>(g-h)g-k)=—5> g-(hk) > g-ldg =Tdg

#G geG #G geG #G geG #G geG
et finalement, k est scindée. Comme CG est Krull-Schmidt, K est facteur direct de X.
Finalement, comme X est indécomposable, ker f = 0 ou ker f = X. De méme, coker f = 0
ou coker f =Y et, par conséquent, f = 0 ou f est inversible ce qui montre que CG est
semi-simple. Il

Lemme 2.2.15. On suppose que la caractéristique de k ne divise pas #G. En reprenant
la définition 1.2.18,

1. laction de G sur C induit une action de G sur [C];

2. si k est algébriquement clos et si [C] n'a qu’un seul simple, [C|G ~ [CG] en tant que
catégories modules sur mod k[G].

Démonstration. Tout d’abord, a équivalence de catégorie pres, on peut supposer que
chaque classe d’isomorphismes de C contient exactement un objet.
1. Sige Get X €C, posons g® [X] = [g® X]. Si f:[X] — [X] est un morphisme,
alors f provient d'un morphisme f; : X — X. On note alors g ® f la classe de
g ® fo modulo m ou m est 'idéal maximal de End¢(g ® X). Ceci est bien défini
car si fy est nilpotent, il est immédiat que g ® fy I'est aussi. De la méme fagon, on
définit les morphismes structuraux de [C] en passant ceux de C au quotient par les
idéaux maximaux (ce qui est possible puisque C ne contient qu'un objet par classe
d’isomorphisme). Il est alors immédiat que [C] est ainsi G-module.

2. Soit Xy € C, le seul indécomposable a isomorphisme pres. Comme [C]G et [CG] sont
semi-simples et k est algébriquement clos, il suffit de voir que les simples de [C]G
sont en bijection avec ceux de [CG]. Si [(X, )] € [CG], on peut y faire correspondre
([X],¢") € [C]G en réduisant les coefficients matriciels de 1 modulo 'idéal maximal
de End¢(Xy). Réciproquement, si ([X],v') € [C]G, on peut y faire correspondre
[(X, )] ou les coefficients matriciels de 1 sont ceux de 9" multipliés par Idx,. C’est
bien stur une bijection. Le fait que ce soit une équivalence de catégories modules est
évident. O



2.2. GROUPES FINIS 85

Lemme 2.2.16. On suppose que k est algébriquement clos et que sa caractéristique ne
divise pas #G. Soient X € C indécomposable et Y € add(X|[G]) indécomposable. Alors
X[G] a exactement £(Y)/#(Y) facteurs directs indécomposables isomorphes a 'Y .

Démonstration. On va prouver cela en trois étapes.
— Si #Y = 1. Alors, quitte a se restreindre a add(FY') = add(X), on peut utiliser le
lemme précédent et

dim Homieg (Y], [H[G] © Y1) = dim Homieye (Y], k[G] @ [Y])
= dim Homye) (F[Y], F[Y]) = (V).

Par ailleurs, X[G]*Y) = k[G] ® Y de fagcon immédiate d’ot le résultat dans ce cas.

— Si #Y = #G. Dans ce cas, X[G] est indécomposable et du coup Y ~ X[G] ce qui
rend le résultat clair.

— Dans le cas général, soit Y Densemble des facteurs indécomposables de F'Y a iso-
morphisme pres. L’action de G induit alors un morphisme G — 6{/ dont le noyau
H est distingué dans G. On peut alors appliquer la proposition 2.1.13. Soit Y’ un
facteur direct indécomposable de Y vu dans CH. Comme #Y’ = 1, le premier
cas s’applique & Y. Par ailleurs, X[G] ~ X[H|[G/H] et #Y = #G/H. Du coup,
Y ~ Y'|G/H] apparait dans X[G] le nombre de fois ou Y’ apparait dans X[H],
cest-a~dire ((Y") = L(Y)/#(G/H) = L(Y)/#Y . O

2.2.3 Action sur une catégorie exacte

Le groupe G est toujours supposé fini, de cardinal non divisible par la caractéristique
du corps k. La k-catégorie C est exacte, Hom-finie et Krull-Schmidt. L’action de G sur
C est exacte. D’apres ce que 'on a vu plus haut, CG est alors naturellement k-additive
exacte.

Remarque 2.2.17. Le foncteur —[G] de C dans CG est alors exact.

Lemme 2.2.18. Si X € C est injectif (resp. projectif), alors X[G] est injectif (resp.
projectif ).

Démonstration. Supposons que X est injectif. Soit 0 — X[G] Ly % 7 0 une suite

exacte courte admissible de CG. Par définition, 0 — F(X[G]) L FY % FZ — 0 est une
suite exacte courte admissible de C. En appliquant respectivement Homeqg(—, X[G]) et
Home(—, X), on trouve les suites exactes longues

0— HOmcg(Z,X[G]) — HOl’Ilcg<Y,X[G]) — HOmcg(X[G],X[G]) — ...

0 — Home(FZ, X) — Home(FY, X) — Home(F(X[G]), X) — Ext (FZ,X) = 0.
L’isomorphisme de bifoncteurs Homeg(—, —[G]) ~ Home(F'—, —) permet alors de
conclure que Homeg (f, X[G]) : Homeg (Y, X[G]) — Homea(X|[G], X[G]) est surjective

donc la suite exacte courte admissible 0 — X[G] LY % Z — 0 est scindée. Finalement,
X|[G] est injectif. La démonstration se fait de la méme fagon pour le cas projectif. O
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Corollaire 2.2.19. SiC a assez d’injectifs (resp. de projectifs), alors CG aussi. De plus,
pour X € CG, il existe une résolution injective I, (resp. projective P,) de X telle que F1,
(resp. F'P,) soit une résolution injective (resp. projective) de FX.

Démonstration. Supposons que C ait assez d’injectifs. Soit X € CG. 1l existe une suite
exacte courte admissible 0 — FX — I — Y — 0 dans C avec I un injectif. Comme
l'action de G est exacte, cela donne une suite exacte courte admissible 0 — (FX)[G] —
I|G] — Y[G] — 0. Par ailleurs, on a vu que X est facteur direct de (FX)[G] et comme
la composée de deux monomorphismes admissibles est un monomorphisme admissible,
on en déduit un monomorphisme admissible X — I[G]. Pour la deuxiéme partie, il suffit
d’appliquer par récurrence la premiere partie puisque /[G] et F(I[G]) sont tous deux
injectifs, respectivement dans CG et C. O

On supposera désormais que C a assez d’injectifs ou assez de projectifs.

Définition 2.2.20. Pour X € CG et n € N, on notera Extg, (X, —) le foncteur dérivé
a droite de Homeg (X, —) si C a assez d’injectifs et Extj(—, X) le foncteur dérivé a
gauche de Homeg(—, X)) sinon.

Proposition 2.2.21. Le bifoncteur Extg. vérifie
1. Pour X,Y € CG, l'espace vectoriel de Ext;(X,Y) est Extg(FX,FY);

2. il y a un isomorphisme de quadrifoncteurs
Extoq (71 ® —1,72 ® —3) 2717 @ Extoq(—1, —2)

ou les 7 sont des variables dans mod k|G| et les — sont des variables dans CG ;

3. il y a un isomorphisme de quadrifoncteurs
Extog (71 ® —1,72 ® —2) ~ Homyod ki) (71®75, Extog(—1,—2))

ou les 7 sont des variables dans mod k|G| et les — sont des variables dans CG ;
4. 510 = X —Y — Z — 0 est une suite exacte courte admissible de CG et si'T € CG,
alors les deux suites exactes longues d’homologie dans mod k[G]
0— Homcg(T, X) — Homcg<T, Y) — Homcg(T, Z)
— BExt,o(T, X) — Extio(T,Y) — Extio (T, Z)
— BExt2o (T, X) — ...
et
0— HOmcg(Z, T) — Homcg(Y’, T) — Homcg(X, T)
— Extp(Z,T) — Extio (Y, T) — Extio(X,T)
— BExt2o(Z,T) — ...

se restreignent par le foncteur d’oubli (exact) de mod k[G] dans mod k en les suites
exactes longues d’homologie usuelles

0 — Home(FT, FX) — Home(FT,FY) — Home(FT, FZ)
— Bxtp(FT, FX) — Ext}(FT, FY) — Exty(FT, FZ)
— Extg(FT,FX) — ...
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0 — Home(FZ, FT) — Home(FY, FT) — Home(FX, FT)
— Ext}(FZ,FT) — Exty(FY, FT) — Ext (FX, FT)
— Ext2(FZ,FT) — ...
et si l’on applique le foncteur evact Hompeq kiey(r1 @73, —) de mod k[G] dans mod k

ou r1 et ro sont deux représentations de G, on trouve a travers l'isomorphisme de
foncteurs du point précédent les suites exactes longues d’homologie dans CG

0 — Homeg(r1 @ T, 1 ® X) — Homeg(r; @ T, 1o ® YY) — Homeg(r; @ Ty ro ® Z)
— EXtéG(Tl (024 T, T2 (024 X) — EXtéG(T’l X T, T2 & Y) — EXtéG(T’l (24 T, T2 & Z)
— Ethg(Tl ®T,T2 ®X) — ...
et
0 — Homeg(r; @ Z,7o ® T') — Homeg(r @ Y, 179 ® T') — Homeg(r @ X, ro @ T')
— Extio(rm @ Z,m@T) — Extin(r @Y, ro @T) — Extin(r @ X,ro @ T)
— EthG<T’1 ®Z,T’2®T) — ...
Démonstration. On va supposer dans cette démonstration que C, et par conséquent CG,
possedent assez d’injectifs. Soient (X, ), (Y,x) € CG et (I,£) une résolution injec-
tive de (Y, x) telle que I soit une résolution injective de Y. Si l'on applique le fonc-
teur Homeg((X, %), —) a cette résolution, on trouve un complexe de représentations

de G. L’homologie Ext;.((X, %), (Y, x)) en degré n de ce complexe est donc naturelle-
ment une représentation de G sur 'espace Ext;(X,Y). Pour g € G, comme g agit sur

HomCG((X7 ¢)7 (Ina £n>> par HOIIlc(Q/Jg_l, gng) © (g ® _)7 il aglt sur EthG«X? ¢)7 (Y7 X))
par Extg (¢, 1, x,) o (g ® —). Vérifions maintenant les quatre assertions :

1. La premiere est vraie par définition.
2. En gardant les notations précédentes,
Exteq(?1 ® —1,72 ® (Y, X)) = Homea(?1 ® —1, 72 ® (1n,&5))
~71®7 @ Homeg(—1, (1, &n))
=71®7 @ Exteg(—1, (Y, X))
Soit maintenant f : (Y,x) — (Y’,x’) un morphisme et (I’,£’) une résolution in-
jective de (Y, x) telle que I’ soit une résolution injective de Y”’. Soit alors ]? un
prolongement de f a I et I'. Le diagramme suivant commute alors :

Extlo(719—1,720f
Ext?o (71 @ —1, 7 @ (Y, X)) —be18712200)

Homcg<?1 ® 1 ?2 ® ([na gn))

|

7T®72 (29 HOII’ICG(_h (Ina gn))

Extpg (71 ® —1,72 @ (Y, X))

Homeg (?710—1,72Q fn

)HomgG(?l ® —1,72 ® (1,,,§,))

|

?T®72 & HOmCG(_h (I;w 57/1))

71 ®?2@Homeg (—1,/fn)

71 72QExtE(—1,f)

1197 ® Extég(—1, (Y, X)) @7 @ Exteg(—1, (Y, X))
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le carré du milieu commutant grace a la fonctorialité de 'isomorphisme
Homcg(?l X —1, ?2 (024 (]m §n)) ’i?T@?Q & HomCG(_17 (Im fn))

et par conséquent, on a bien un isomorphisme fonctoriel en les quatre variables.
3. Ce point se démontre de la méme fagon que le précédent.

4. 11 suffit de voir que tous les morphismes des suites exactes longues de C sont en
fait des morphismes de représentations de GG'; en reprenant la démonstration de la
proposition 1.2.58, on observe que toutes les fleches du diagramme commutatif

fiz Gi—
0 Ciq : D, . Ei 0
di_1 di—1 di—1
fi 7
0 C, D, —% s E, 0
d; d; d;

fit1 gi+1
0 Cit1 Dy Ein 0
dit1 dit1 dit1

fi i
0 Ciyo > Diyo e Eiro 0

sont ici des morphismes de représentations, ce qui permet aisément de conclure. Le
reste de l'assertion est immédiat. O]

Remarque 2.2.22. Siil y a a la fois assez d’injectifs et assez de projectifs, les deux manieres
de construire les foncteurs Ext;, donnent des foncteurs canoniquement isomorphes. Il
est en effet aisé de voire que I'isomorphisme canonique de Ext} dans Ext construit dans
la proposition 1.2.68 reste un isomorphisme.

Corollaire 2.2.23. Pour n € N, il y a un isomorphisme de trifoncteurs
Extéq (7" ® —, —) ~ Extéq(—, 7@ —)
ou ? est une variable de mod k[G] et les — sont des variables de CG.

Démonstration.

Extoq (7" ® —, —) >~ Hompmea ki) (71, Extig(—, —))
~ Extio(—,7® —)

d’apres la proposition précédente. Il
Proposition 2.2.24. Pour n € N, il y a deux isomorphismes de bifoncteurs
EthG(?[GL _> = Eth(?a F_)

Exte(—, 7[G)) = Ext?(F—,?)

ou 7 est une variable dans C et — dans CG.
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Démonstration. La encore, ¢’est le méme raisonnement que le deuxieme point de la pro-
position précédente. O

Corollaire 2.2.25. Si X € CG, X est injectif (resp. projectif) si et seulement FX est
injectif (resp. projectif).

Démonstration. Si X est injectif, pour tout Y € C,
Ext; (Y, FX) ~ Ext;(Y[G], X) =0

donc FX est injectif. Si F'X est injectif, pour tout ¥ € CG, comme Y est un facteur
direct de (FY)[G],

Extoo (Y, X) C Extog((FY)[G], X) ~ Extg(FY, FX) =0
donc X est injectif. Le raisonnement est le méme dans le cas projectif. Il

Lemme 2.2.26. Pour toute représentation r € mod k|G|, le foncteur r ® — de CG dans
CG est un foncteur exact.

Démonstration. Soit une suite exacte courte admissible 0 — X — Y — Z — 0 de CG.
Par définition, 0 - FX — FY — FZ — 0 est une suite exacte courte admissible de C.
Comme 0 —» F(r®@ X) — F(r®Y) — F(r® Z) — 0 est isomorphe & 0 — (FX)4m" —
(FY)dmr — (Fz)dmr () c’est une suite exacte courte admissible de C et donc, par
définition, 0 - r® X - r®Y — r® Z — 0 est une suite exacte courte admissible de
CG. O

2.2.4 Action sur une catégorie de Frobenius 2-Calabi-Yau

Le groupe G est toujours supposé fini, de cardinal non divisible par la caractéristique
du corps k. La k-catégorie C est exacte, Hom-finie, Krull-Schmidt, de Frobenius et 2-
Calabi-Yau. On note ¢ : Extp(—1, —2) =~ Ext}(—g, —1)* 'isomorphisme qui fait de C une
catégorie 2-Calabi-Yau.

Définition 2.2.27. On dira que l'action de G sur C est 2-Calabi-Yau si elle est exacte
et si pour tout g € G, le diagramme suivant commute :

®7
Exté(—1, —2) St Extl(g ® —1,8 ® —2)

Extg(—2, —1)* &) Exti(g ® —2, 8 ® —1)*

On supposera désormais que 'action de G sur C est 2-Calabi-Yau.

Remarque 2.2.28. La catégorie CG est une catégorie de Frobenius en utilisant le corollaire
2.2.25.

Proposition 2.2.29. 1. L’isomorphisme c se prolonge en un isomorphisme

Extig(—1, —2) ~ Extog(—2, —1)*
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2. La catégorie CG est 2-Calabi- Yau.

Démonstration. Rappelons qu’il y a un isomorphisme de foncteurs de mod k[G] dans
lui-méme :
Hommodk[G](ﬂv _) = Hommodk[G]<_> :[L)*
1. Laseule chose a voir est que pour (X, ), (Y, x) € CG, cxy est en fait un morphisme

de représentations de G' de Ext/o((X, 1), (Y, x)) dans Ext}o((Y, x), (X, ¥))*. Pour
g € G, il faut donc vérifier que le diagramme suivant commute :

CX,Y

Extg(X,Y) Exts(Y, X)*
g®l T(g@)—)*
Extl(g® X,g®Y) —— 5, Extl(g® Y, g ® X)*
Exte («pgﬁxg)l TExté (%g " xg)"
Ext(X,Y) Extg (Y, X)*

(Ie bord gauche est l'action de g sur Ext}(X,Y) et le bord droit est ’adjointe de
'action de g~ ') ; le carré du haut commute parce que I'action de G est 2-Calabi-Yau
et celui du bas commute parce que I'isomorphisme c est fonctoriel.

2. Notons ¢ I'isomorphisme de foncteurs du point précédent. Si 'on pose
c= Hommod E[G] (]]_, C)

alors ¢ est un isomorphisme de foncteurs de Homy,,q k[G](]L,ExtéG(—l, —5)) dans
Homyyoq ke (1, EXtég(—z, —1)*) d’inverse

¢! = Homy,og kia) (L, ch).

Par ailleurs, d’apres le lemme 2.2.21,

Homyoa x(c) (1, Extég(—1, —2)) =~ Extia(—1, —2)

et
Homyod k) (1, Extég(—2, —1)*) =~ Hompyed kia) (Exteg(—2, —1), 1)
~ Hompoq ke (1, Exte(—a, —1))"
~ EXtéG(_Q, —1)*
qui termine la preuve. O

Définition 2.2.30. Si 7 € A00(C)C est rigide, on dira que 7 est rigide G-stable maxi-
male si pour tout 7’ € A00(C)C rigide contenant T, 7" = 7.

Si T € A00(CG)™dHC est rigide, on dira que 7 est rigide mod k[G]-stable maximale
si pour tout 7' € Ad0(CG)™ 4+ rigide contenant 7, 7' = 7.
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Remarque 2.2.31. La propriété d’étre rigide G-stable (resp. mod k[G]-stable) maximale
est plus faible que la propriété d’étre rigide maximale et G-stable (resp. mod k[G]-stable).
Par exemple, si 'on considere le carquois

muni des relations de 1'algebre préprojective de A,, et si 'on fait agir le groupe Z/2Z en
échangeant les deux sommets, on voit immédiatement que les objets rigides maximaux ne
sont pas G-stables. Ainsi, le seul objet rigide G-stable maximal sera la somme des deux
projectifs.

Proposition 2.2.32. Les foncteurs —|G] et F induisent des bijections réciproques entre :
1. A00(C)G et A0d(CG)mdHIE]
2. les T € A00(C)C rigides et les T € Ad0(CG)™°kIC] rigides ;

3. les T € A00(C)C rigides G-stables mazimales et les T € A0d(CG)™ 4+ rigides
mod k[G]-stables mazimales ;

4. les T € A00(C)G amas-basculantes et les T € A00(CG)™ kI gmas-basculantes.

Démonstration. 1. Si D € A0d(C)F, il est immédiat que D[G] € Ad0(CG)™dHEl,
De méme, si D’ € A00(CG)™ 4G il est immédiat que FD’ € Ad0(C)E. Supposons
maintenant que X € F(D[G]). Cela veut dire que X est facteur direct d'un F(Y[G])
ouY € D. Or F(Y[G]) est la somme des g ® Y pour g € G donc F(Y[G]) € D
et finalement, X € D. Si maintenant X € D, X est un facteur direct de F(X|[G])
donc X est dans F(D[G]). Finalement, F'(D[G]) = D.

Supposons que X € F(D')[G]. Cela signifie que X est facteur direct d'un F(Y)[G] ~
E[G]®@Y ouY € D' et comme D’ est mod k[G]-stable, F(Y)[G] puis X sont dans
D'. D’autre part, si X € D', comme X est un facteur direct de F(X)[G], X est
dans F/(D’')[G]. Finalement F(D')[G] = D'.
On a bien montré que F' et —[G] induisent des bijections réciproques.

2. Supposons que 7 € Ad0(C)€ soit rigide. Soit X € T[G]. Par définition, il existe
Y eT et X' € T[G] tels que Y[G] ~ X & X’. On a alors

Extio(X, X) C Extto(Y[G],Y[G]) =~ Exts(Y, F(Y[G]))
C Ext (F(Y[G)), F(Y[G]) =0
)

puisque, comme Y € 7 et 7 est G-stable, F(Y[G]) € 7. Par conséquent, X est
rigide et donc 7 [G] est rigide.

Supposons maintenant que 7 € 200(CG)™4HC soit rigide. Soit X € F7. Par
définition, il existe Y € T et X' € FT tels que FY = X @ X’. On a alors

Exts (X, X) C Ext (FY, FY) ~ Ext}o(Y, (FY)[G])
C Extea((FY)[G], (FY)[G]) =0

puisque, comme Y € 7 et 7 est mod k[G]-stable, (FY)[G] ~ k[G]®Y € T. Par
conséquent, F'7 est rigide.
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3. Comme les deux bijections considérées sont croissantes (pour l'inclusion) et d’apres
le points précédent, c¢’est immédiat.

4. Supposons que 7 € 2A00(C)€ soit amas-basculante. Supposons que X € CG vérifie
que pour tout Y € T[G], Ext,o(X,Y) = 0. En particulier, pour tout ¥ € 7,
Exty(FX,Y) ~ Exto(X,Y[G]) = 0 donc, comme 7 est amas-basculante, FX €
7T, puis (FX)[G] € T[G] et enfin X € T[G] puisque X est un facteur direct
de (FX)[G]. Finalement, puisqu’on sait déja que 7 [G] est rigide, 7[G] est amas-
basculante.

Supposons que T € A00(CG)™°4*IC] soit amas-basculante. Supposons que X € C
vérifie que pour tout Y € FT, Ext}(X,Y) = 0. En particulier, pour tout Y €
T, Extio(X[G],Y) ~ Exti(X,FY) = 0 donc comme 7 est amas-basculante,
X[G] € T, puis F(X[G]) € FT et enfin X € FT puisque X est un facteur
direct de F(X[G]). Finalement, puisqu’on sait déja que FT est rigide, F'T est
amas-basculante. ]

2.3 Calcul de (kQ)G et de (Ag)G

Soit A une k-algebre et G un groupe fini agissant sur A. On suppose de plus que la
caractéristique de k ne divise pas le cardinal n de G et que X™ — 1 est scindé dans k ; par
conséquent, mod k[G] est semi-simple.

Notation 2.3.1. On notera rad A le radical de Jacobson de A, c’est-a-dire I'intersection
de ses idéaux maximaux a droite. On notera ind(G) un ensemble de représentants des
classes d’isomorphisme des représentations simples de G.

La définition suivante est introduite dans [59] :

Définition 2.3.2. On notera AG l'algebre (unitaire) dont I’espace vectoriel sous-jacent
est k[G] @ A et dont la multiplication (associative) est engendrée par

/

(g@a)g ®d) =99 ®g " (a)a
oug,g € Geta,a €A

Proposition 2.3.3. L’action de G sur A induit une action de G sur mod A. De plus, il
y a une équivalence de catégorie canonique entre mod(AG) et mod(A)G.

Démonstration. Si g € G et (V,r) € mod A, on note g® (V, r) la représentation (V,g®7)
de Aow,sia€ A, (gR7)q =1g-14. Si f € Hompea a((V, 1), (V',77)), on note Idg ® f = f.
En étendant cette définition par linéarité sur G tout entier, mod A est une catégorie
G-module, les isomorphismes structuraux étant les morphismes identités.

Soit maintenant (V,7,1) € mod(A)G. Pour g € G et a € A, on définit

Yo
Toga = (I
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et, comme pour ¢g,¢" € G et a,a’ € A le diagramme suivant est commutatif :

To! ¢gl

% - V V
\
Tor—1(g)=(8'®7)a Ta
m)v by i
V Vv
Yyg! lwg
v

on a r;pmr;b,@a, = r?’g@)(g,@a,) donc (V,r¥) est une représentation de AG.

Si f € Hompyoacaya((V,r,90), (V',7',4)")), il est immédiat que
fe HommOd(AG)((v7 Tw)v (V/v T/w/))

ce qui fait de (V,7,%) — (V,r¥) un foncteur de mod(A)G dans mod(AG).

Soit (V,r°) € mod(AG). Si a € A, posons r, = )y, ce qui fait immédiatement que
(V,7) € mod(A). Posons aussi, si g € G, 1y = r55,. Pour g € G et a € A le diagramme
suivant commute :

Yg
V o Vv
o \> -
P
% —V

donc 1), est un isomorphisme de g® (V. r) dans (V,r). Il est alors immédiat que (V,r,v) €
mod(A)G.
Si f € Homyoacac) (V. 0), (V',r7?)), il est clair que

f € Hommod(A)G((M T, 77Z))7 (Vl? 7”/, 77Z)/))

On voit alors que les deux foncteurs que ’on a construits sont inverses I'un de 'autre. [

Soit (2 un carquois et G un groupe fini agissant sur 'algebre k(). On suppose de plus
que G agit en permutant les e;, ou 7 € Q)p.

Notation 2.3.4. — Pour i € QQy, on note G; le sous-groupe de G stabilisant e; et O;
un ensemble de représentants des classes a gauches de GG; dans G.
~ Pour (i,7) € @3, G agit a gauche sur O; x O;. On notera Fj; un ensemble de
représentant des classes de cette action. Pour plus de simplicité, on supposera de
plus que

Fij={(g,h)|(h,g) € Fji}.

— On notera Xy un ensemble de représentants des orbites de (g sous 'action de G.
— Pour ¢,j € Q, on notera G;; = G; NG}, et

Ay = e (rad(kQ)/ rad(kQ)?) e;

muni de la structure de représentation de G;; obtenue par restriction de celle de G.
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Définition 2.3.5. On appellera Q)¢ le carquois tel que

Qco = |J {i} x ind(G)).

i€ Xo

Les fleches de (7,r) vers (j,7") dans Q¢ formeront une base de

@ HoMumod ki, (9 TG in; @ Agings (B -1 ayin,)”

(g,h)EF;

ou la représentation g - r de Gy; a pour espace vectoriel sous-jacent le méme que celui de
retol,sig €Gy=9gGigt (g:-7)y =Tg14,

Exemples 2.3.6. Voici quelques exemples illustrant la définition précédente.

Q@ G Qc
\n 7.)27. o 1/
— D= —=n —
7 N
12— —(n—1) n-
n L =2, —-—(m-1)4
1%2%.._%71_1/1 7,)27. \n
/
\n’ 1,%2,%---%(71—1),
1 21
1"—2 Z/?)Z 1<262ﬁ2£
1// Q,M
e 3
1 4y
AN 7
2\ 34+
3—~4 Z[2Z 1%2/
2’/ \3
/ N
1 4_
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Q G
1
by h S;
1 2 o(a;) = as(i
. bo U(bz) = ba(z)
[
13
1
(113a23 63
1y 2 o(ai;) =
%la” Qo (i)o(4)
13
) G
1 SL (Ca & Cp)
U type A,
B
® Gc
1 SL (Ca @ Cp)
Lﬁ) type D,
) G c
1 SL (Ca @& Cp)
Lﬁ) type Eg
) G
1 SL (Ca @& Cp)
Lﬁ) type Er
) G
1 SL (Ca & CpH)
Lﬁ) type g
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Théoréme 2.3.7. Les catégories mod(k(Q¢)) et (mod kQ)G (~ mod((kQ)G)) sont équi-
valentes.

Remarque 2.3.8. Ce théoréme est démontré dans [59] dans le cas des groupes cycliques
en utilisant Pargument que (kQ)G est héréditaire. On propose ici une preuve un peu plus
calculatoire, mais qui permettra ensuite d’étudier plus facilement le cas des relations de
I’algebre préprojective.

Tout d’abord, voici un lemme classique dont nous aurons besoin dans la preuve du

théoréme :

Lemme 2.3.9. Si H est un groupe tel que mod k[H| est semi-simple et tel que ind(H)
est fini, alors le foncteur

D Homuear(r, —) @ r
reind(H)

est isomorphe au foncteur identité.

Démonstration. On a clairement un morphisme de foncteurs f en sommant les mor-
phismes de foncteurs

Homyyod ks (1, —) @k 7 — —

a®v— a(v)

Pour ry € mod k[H], f, est isomorphe a la somme directe des f, ot r parcourt les facteurs
directs simples de 7 et il suffit donc de voir que f, est un isomorphisme quand r € ind(H)
ce qui est immédiat puisque Endmoq e (r; ') = ko' pour 7,7’ € ind(H). ]

Démonstration (du théoreme). Soit (V, z) € mod(kQ¢). On pose

=P P kGl e Vie@ir)

i€ Xo TEind(Gi)
qui vient naturellement avec une action de G. Sig € G, i € X, h € O; et v € V', on pose
(9 ® hei)v = g - mp,(mi(v))

ou m; est la projection canonique sur

@ kG @kiay (Vi @k 1)
reind(G;)

et m, la projection canonique obtenue en utilisant la décomposition naturelle en somme

directe
P kG @) Vierr) =B @ he Vie@ir).

r€ind(G;) h€O; reind(G;)

Sii' € X et i/ # 4, on a alors clairement

(g @ he;)(g @ Pex)v=0= (99 @ (¢ he;)(Wew))v = [(g @ he;)(g' @ he;)]v
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Si hg est le représentant de ¢""*h dans O;, on a alors

(9@ hei)(g' @ Weiv = g - m(mi(g" - m, (mi(v) = g - my(g" - mil(my (mi(0))))
=99+ Ty (i (7 (mi(v)))) = 99" - Th (e (i ()
_ { g9 - m(m(v)) stk =hg

0 sinon

= (99" ® (hoes)(W'e;))v = (g9’ ® (g' " he;)(R'e;) v
=[(g®he;)(g' @ We;)]v

Soient 4, j € Xy, r € ind(G;) et 1’ € ind(G}). De la facon dont on a définit Q¢, il y a
un isomorphisme

i (rad(kQg)/ 1ad(kQg)?) i
~ T
@ Hommodk[G . <(9 e, @ Aggy (o )|G§iﬁj)
puis on a une suite d’isomorphismes bifonctoriels en V; . et V; ./

Homy, (ej,r/ (rad(ng)/rad(ng)Q) e;.r, Homy(V; ., ijrz))

~ Homy, @ Homyy,oq K, ] ((Zf r)|G§iﬁj ® A~'}~zj’ h-e ) ;

A gt, gi,hj
(gah)eFij
‘/ijk'r ® ‘/jﬂ"')
P Hommara, ) (@ e, , @45, (e, ) @V 0V
b gi,hj gi,hj gl gi,
(g,h)EF;;
~ 7
@ Hommoaiia,, ;) <<g Py g, © Vie ® Ag gy (b 5 @ V}’W)
(g,h)er;
H mo <A~ T
@ Otmod kIG5 T\ 21 ks
(9,h)EF;;

Homyoaka - | (@' Mo @Vip, (b ® VJ‘T’))
gi,hj gi,hj gi,hj

le dernier isomorphisme provenant de la proposition 2.1.20 dans la catégorie

mod k[G~ | ~ (mod k)G _
gishj

gishj'

En restreignant la représentation (V) z), on a un élément de

Homy, (ej,r/ (rad(ng)/rad(ng)2) e;.r, Homg (V; ij,))
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donc par I'isomorphisme qui précede, on a un élément

fr/,r c @ Homyyoq k[Ggi,TLj} (Agiﬁj’

(9,h)EF;;

Homyodrie_ (@' Mo @Vip, (e ® Vj””'))
gi,hj gi,hj gi,hj

ri= @ revi, e = @ reov,

reind(G;) reind(Gj )

Posons

puis

f= (fT/,T)(r’,r)eind(G’j)Xind(Gi) € @ Hommodk[G ] <A§i7g]~’

i,hj
(g,h)EF;;

HOmmodk[Gzﬁﬁj} (@ﬂﬂ " (h TJ)‘G _ ))

gi,hj

Soit alors, pour (ﬁ,%) € F;, fgﬁ la projection de f sur la composante fgﬁ de telle
sorte que, pour g€ G_ -, q€ A_ - etvEg-r;,ona
gi,hj gi,hj

Lilg) @) =g f5(a)(g™ -v).

Soient alors (7, 0) € Fjj, e € Get g € Q1 telsque s(q) = evyi et t(¢q) = €. Remarquons
que pour q¢ € 1, les 7,7,7,0 vérifiant la propriété précédente sont uniques mais pas
forcément ¢.

Pour v € V', on a

(671 ® 6761’)2} S @ 57187 ® (‘/i,r b2y T) =7® @ ‘/i,r QT ="7"T1;.
réind(Gy) reind(Gy)
Si ¢’ € G, on pose alors
(¢ @qv=gc frslcq) ((7 @eve)v)

Cette définition ne dépend pas du choix de €. En effet, pour tout &’ vérifiant les mémes
propriétés que € vis a vis de ¢, on a ¢’ = eh’ avec b’ € G;; et

g fro(e™a) (€7 @ elyeiv) = geh’- fr5(W e q) (W'e™! @ evei)v)
=gl W7 fa(ea) (W (Wl @ even)o)
=g'e fra(e7'q) (e @eves)v) = (¢ ® q)v.

En gardant les mémes notations que plus haut, on a, en notant h’ le représentant de
¢''h dans Oy,

(g®hew)(g @ q)v =g m, (1 (g'c - frs(e7'q) (7' @ eyei)v)))

g-mh (g -me (frae7'a) (67 @ eren)v)))

99 - (2 7o (fr6(e7) (67" @ 2vei)v)))

{ gg'c - f5(e7 ) (7 @ eve;)v) sii' =jet g th € e0G;
= (99

sinon

g her)g)v = [(g @ hea)(g' @ q)] v.
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Puis, en posant ¢/ = g~ e,
1

(¢ @q)(g@hey)v=yge- fr5(eq) (e @ eve;) (g @ hey)v)
=g'c- fr5(e7q) ((e7 g @ (g7 eves) (hew))v)
=99 fr5( g ) (€7 1®(8761)( ein))v)
:{ g’ge'-m( “g7lg) (€7 @ (€en)v) 2 nz';:z‘et h € G,

= (g9 ® (g7 q)(hew))v = [(¢' ® q)(g © hey)]v

et finalement, les regles décrites engendrent une action de kQG sur V. Appelons ®(V, x)
cette représentation. Si (W,y) € mod kQ¢ est une autre représentation et o : (V,z) —
(W,y) un morphisme, alors

Oé = @ @ k ®k[G az,r ®k 7")
i€Xpo r€ind G;

est un morphisme de représentations de G de V' dans W’. C’est ensuite immédiat de voir
que c’est un morphisme de représentations de kQG : (g ® he;)a(v) = a((g ® he;)v) est
immédiat et (¢’ ®q)a(v) = a((¢’ ® q)v) provient du fait qu’avec les notations précédentes,
f+.5 est fonctoriel. Ainsi, ® est un foncteur.

Soit maintenant (V',2’) € mod kQG. Pour i € Xy, (1 ® e;)V’ est une représentation
de G;. Pour r € ind G;, posons donc

Vi = Homypod ke, (7, (1 @ €;)V7)

et, pour i,j € X3, r € ind(G;), v € ind(G), (ﬁ,%) € Fij,q¢e Ag@ﬁj’ veret eV, =
Hommod k[Gi](’l“, (1 ® ei)V’),

GRT )W) € (@7 V' C (1@ hey)V'

puisque (1 ® hej)( ® g 'q) = g® g 'q. Daprés le lemme on a un isomorphisme de
représentations de G fonctoriel en V' :

1@he)V'~ P Homyg ](h 7, (1@ he,)V") @ (h-7)
reind(Gjy)
~ P Homye)F(1oe)V)ew(h-7)= @ V.o h-7)
reind(G5) reind(G;)

et ainsi, on peut noter
Jo (@ 0) ® 8) =7 (GO T 9)B(v)
ou 7, désigne la projection sur V; v ® (Z -7"). Montrons maintenant que
fﬁ]z,r’,r € Hommodk[G_gviﬁ]_] <A§i,i~1j7

Homoarc_ . | <(§- Mo @Vip,(h-me  ® Vj”"')) '
gi,hj gi,hj gi,hj
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Pour g € G’g@ﬁj’

Lo GG 0) @ B) = m((G© G 99)5(v))
=m((9@DESF )G 9T D)BW)
=g 1 (G 9)BG g )
=g-f , @(G-5'97'g-v)®p)

qg,h,r'r
=g, @g7'g-v)®p)

ce qui conclut. Notons alors

fr’,r - @ ghr r

(gvh)eFij

A Paide de I’isomorphisme décrit plus haut, on obtient un élément de

Homy, (ejﬂﬂ/ (rad(k;QG)/rad(k:QG)Q) eir, Homy(V; ,, Vj’,,,))

et donc une représentation de Q¢ que nous noterons W (V' z'). Soit (W', y') € mod kQG
et f/: (V' 2') — (W' y) un morphisme. Notons

‘Ij(f/> = @ Homynoq k[Gi] (Tv fq(1®€i)v’)

(LT) eC?G,O

qui est clairement un morphisme de ¥ (V' z') dans W(W’ y') par fonctorialité de la
construction et ainsi, ¥ est un foncteur de mod kQG dans mod kQ¢.

Il suffit maintenant de voir que les deux foncteurs ® et ¥ sont quasi-inverses I'un de
l'autre. Pour (i,7) € Q¢ 0, on a une suite d’isomorphismes fonctoriels en V;,. :

Homupod ke, | 75 (1 ® €;) EB E[G] @i,y (Vir @k )

(ilzrl)EQG,O

!
~ Homyy,oq Kcgg | 7 @ V;,r’ kT = ‘/i,r'
r'€ind(G;)

En gardant les notations précédentes, avec (V' ') = &(V, x),

i @@ 0)®8) =m(F© 5 0)8())

me (97') - Fra(e™0) (€5 @G erenB() ) )
(fghq (g®ez)ﬁ( ))) carq € A
(£.5@ (5-8w))  car Bv) € (1@ eV’
(fghq (n g v)®ﬁ)>>

_7'['7,/
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ou n est I'isomorphisme fonctoriel

@ r @ Homyoea k) (1, (1 @ )V') >~ (1 @ e;)V’

reind(G;)

et donc ﬁ./ﬂ. = fy» on ce qui montre immédiatement que V(V, x) ~ (V, ), cet isomor-
phisme étant fonctoriel grace a la fonctorialité dans mod k.
De la méme fagon, dans mod k[G], on a un isomorphisme fonctoriel § de ®W (V') dans

V'

@ k[G] @k, (Homuped ey (1, (1 ® €)V') @y 1)

(1,7 E€Qa 0

o~ @ k[G] ey @ Homuod ki) (7, (1 @ €)V') @ 7

1€ Xy reind(G;)

~ @ k(G @pie (1@ e;)V') =~ @ ((1 ® Z g&)V’)
i€Xo 1€ Xo g€0;

~P (@) =V
1€Qo

Soient g € G, 7' € Xo, h € Oy, (i,7) € Qg.o, he O;, B € Hompeqa ke, (1, (1 ® €;)V')
etver:

6((9 ® hew)(h® (8 ®v))) = 6(g - m(me(h @ (5 © 0))))
= 0ir0,~0(gh @ (B @ v))
= G0, (gh ®1)B(v)
= (9@ 1)(1 ® hey)(h © 1)3(v)
= (9@ hen)f(h ® (B )

et d’autre part, si (¢, 7), (j',7') € Qgo, (7,9) € Fyjr,e,9 € Get g € @y tels que s(q) = eyi’
et t(q) = dj', et si 4’ est le représentant de ey dans Oy de tel facon que v~ 'e71v' € Gy,

B(lg @ )ie (38 0) =0 (92 fos( ™) (7 @ 2ren)fie (Ba0) )
— e (£ (7 wen i Go )

ct( T Rl (< mimdGo (o))

' €ind(G )

- 5@"1'57/% Z ge - 0 <.]?:y,5,r”,r(51Q) <€177: ® (ﬁ & U)))
")

r/eind(G,



102 CHAPITRE 2. CATEGORIES EQUIVARIANTES

6((9®q)(h® (B®0) =bub 5 > gs-e(ﬁ,a,rn,xe-lq)(e—lv'w@v)))

r€ind(G,/)

=0l y D, ged (ﬁ@f”’f(g‘lq) (r®(B® v‘ls—lw))

'’ €ind(G /)

=000 sge- 0| Y mel(v@qTleT B0 )
r’€ind(G )

=0nd_zge- (Y® e g)(v e @ 1)B(v)
= 0i1i0 ,h(gv ®7" Q)B( )

=(g® q><1 ® eveq)(h ® 1)B(v)
= (g@q)f(h® (@)

donc 6 est bien un isomorphisme de foncteur de @V dans Idmed kg, - Finalement, ® et ¥
sont bien un couple d’équivalences de catégories quasi-inverses. O

On reprendra ici les notations de la section 1.4 sur les algebres préprojectives.

Dans la suite, on identifiera rad(kQ*)/rad(kQ*)* & (rad(kQ)/rad(kQ)?*)* en asso-
ciant a chaque fleche ¢* de Q* 1’élément correspondant de la base duale de la base ) de
rad(kQ)/rad(kQ)?. On fera alors agir G sur rad(kQ*) /rad(kQ*)* = (rad(kQ)/rad(kQ)?)*

par 'action adjointe.
Lemme 2.3.10. Avec la définition précédente, G agit sur kQ.
Démonstration. 11 suffit de vérifier que pour ¢ € Q1, i € Qp et g € G,
g(qei) = (9q")(ges) et gleiq”) = (gei)(9q").
Les deux étant analogues, regardons la premiere identité. Pour ¢’ € @1, on peut écrire
g—lq/ _ Z g q//
q"€Q|s(¢")=g71s(q')t(d")=9~1t(q)

et par conséquent

1) = (@l ') = { 7 St =) ettt = o)

en particulier,

9q" C (¢ € Q1]s(q") = gs(q) et t(q") = gt(q))"
= (¢" € Q7 |t(¢"™) = gs(q) = gt(q") et s(¢") = gt(q) = gs(q"))

donc

ce qui conclut. O
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Proposition 2.3.11. 1. On peut identifier naturellement (Q)g et le carquois double
formé sur le carquois Qq.

2. Dans kQ, on a pour tout g € G les égalités

9> da=Y_qq et g-> a" = qq"

qeQ1 qeQ1 qeEQ1 q€Q1

3. 1l y a une équivalence de Morita entre l'algébre préprojective Ag, et (Ag)G.

Démonstration. 1. Dans la suite, pour ¢,j € Qo, A;; est définit comme ci-dessus pour
le carquois @), et AE:';) en est ’analogue pour Q*. Remarquons qu’avec cette notation,
Az(:kj) = A7, ou A, est la représentation contragrédiente de Aj;.

Soient (i,7),(j, ') € Qgo. Par définition, les fleches de (i,7) & (j,7’) dans Qg
forment une base de

@ Homypoq k[Ggi,hj]<<g : T)|Ggi,hj &® zgi,hjv (h ’ T/)|Ggi,hj)*

(g,h)EF;;
~ P Homuoasic,1 (9 My, @ (Agins ® Afh) (- )y,)°
(9,h)EF;;
~ @B Homumodric,n) (9 g @ Agings (T )ayn,)"
(gah)eFij
D @ Hommod k[Ghj’gi]((g : T)|Ghj7gi ® A;;j,giv (h ’ r/)|Ghj,gi)*
(h,9)EF;;
= @ HommOdk[Ggi,hj]<<g ’ T)‘Ggi,hj ® Agi,hj? (h ’ T/)’Ggi,hj)*
(g:h)EF;;
7] @ Hommodk[Gh]-,gi]«g : T)|Ghj,gi’ (h ’ T/)|Ghj,gi ® Ahjvgi)*
(h,9)€F;;
= @ HommOdk[Ggi,hj]((g ) T)|Ggi,hj ® Agiﬁjv (h ) T,)|Ggi,hj)*
(9,h)EF;;
® P Homumodr(cn, o) (- 7w, @ Anjgis (9Tl ,)
(h’g)EFij

puisque Fj; = {(h, )| (9, h) € Fj;}. Les isomorphismes étant canoniques, cela donne
le résultat immédiatement.

2. Les deux égalités étant analogues, il suffit de montrer la premiere. Pour g € G et

q € (Q1, notons
g-q= Z gqq’q/-
qEQ1
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On a alors :

9-> ¢a=Y (9-¢)g-9)

qeQ1 qeQ1
—1 *
q€Q1 \¢'€Q1 q"€Q1
q',q"€Q1 \q€Q1
= Y bpd"d =) da
q',q"€Q1 qeQ1

3. Gardons les mémes notations que dans la démonstration du théoreme. Soit (V, x) €
mod kQ. Alors ®(V,x) € mod(Ag)G si et seulement si pour tout v € V7,

d(legleq)-(1eg)(leqg)v=0

q€EQ1

puisque dans la proposition 2.3.3, r, = r{, pour a € A. Par définition de V' et par
linéarité, on peut supposer que v = go ® (vo ® wo) € k[G] @c,,) (Vigro @k 7o) avec
g € Oio, Vo € ‘/;0,7"0 et Wo € To.

Pour (i,7),(j,7") € Qao et (7,0) € Fy;, notons B une base de

0,r! T
Hommodk[GW,a]‘] (( )| 'y'L 67 ® A’W‘ 6.]7 (5 r )|Gwz (Sj)

et BMM, un analogue pour Q*. A b e l’)’7 5.0 correspond par définition une fleche

¢p de Q¢ ; on note les analogues pour QJf; avec des asterisques.

Pour ¢ € @1, notons iy, j, € X2, (74,0,) € Fij, 4 € G tels que s(q) = £,7,i, et
t(q) = €447, ; on étend naturellement cette définition aux combinaison linéaires de
fleches ayant la méme source et le méme but. On a alors :

#G Y (1eg1ed)=>Y Y (18g9)(1®gq)v

q€Q1 q€Q1 g€G

quv]yq
- Z Z €gq- ’quv gq ‘1 QQ)

qeQ1 geG
<(€;q1 ® €9q7VgqCigq)Ega ° ggg:jyzz (5g_qlgq*) ((qul ® 5gq59q€qu)v)>
=3 geg £ 9 gg)
qeQ1 geG
((8‘19‘1 ® geqati,) (98 ® S350 (e, 97 90) (97" ® g€q5q6jq)v))
=3 ge £ ) (L@ e e (510 (5 @ eidges) (g™ © 1)) )

q€Q1 geG

=D > ome Fude e ) (207 @ geadoes, )

qeQ1 geG
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=20 2 > e & O )

q€Q1 g€G r'€ind(Gjy, ) r”€ind(G,)
((5;1 ® 5615116]}1)(9_1 ® 1)“)

_ . iq:Jq —1 Jasiq —1
DD D DD DI S A Crt A Gl

q€Q1 g€G r'€ind(Gj, ) ' €ind(Gi,)

((5;19_1 ® geq04€j,)(go @ (vo @ wo)))

=D > D D G L& D e (51

q€Q1 g€G r'€ind(Gj, ) r"€ind(Gy,)

<5jqzo§goe 7 "7 90 ® (vo ® wo))

ou ¢ est le représentant de ge,d, dans O;,.

Par conséquent :

#G Y (10¢)(1®q")v

SO

D YD SIS DR SRR Al Ly

q€Q1,jq=10 gEQoGz05q ef 1y’ cind( G]q)r”Emd(qu)
(Eq 97 90 ® (vg ® wp))
—1 ig:Jq —1 Jasiq -1 _x*
)RS DD DD DI TN SRR RV O AN Co
q€Q1,jq=t0 g€Gj, r'€ind(Gj,) " €ind(Gy)

(5119_1 ® (vp ® wo))

DD DD DR S Ay SOV ) VI o

q€Q1,jq=%0 gEqu T'/Eind(qu) T//Gind(qu)
~1
(6, @ (vo ® g~ 'wp))

Yoo > > 9098, L ()

q€Q1,jq=10 gGG]'q T’Eind(qu) T”Gind(qu)

Vg @ Z Tgqe (V0) ® By~ wo ® Eq_lq*)

glaria*
pe dq>1q:7" >0

'DED DD DD DR N

4€Q1,jq=io g€G i, 1/ €ind(Gy,) ' €ind(Gy,)

0g ® Z Z Tggn Tqge (vg) ® ﬂ/(ﬁ(gflwo X 5;1(]*) ® g;lq)

1R Jqiqy*
B eB’y ,0q sl r!! ﬁEBéq 'yq'r 70
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=D 2 > )

q€Q1,jq=%0 gEqu T/Eind(qu) T//Eind(qu)

He Y Y wy.mg (v0) ® g8 (Blg T we ® e, ) ®e,Mq)
B LA,

=go ® Z Z Z Z Z

=10 ! €] . = B iq,J Jqiqs*
q€Q1,jq=t0 ' €ind(Gy, ) r"’'€ind(G;,) ﬁ/elg’ng’r, " BEB&Z,'Z],T”,TO

Taytan (00) © | 3 9B (Blg m® e, ¢ ® ;')

gequ

=go ® Z Z Z Z Z

=10 ' €i . = B ig,J Jqiqs*
TEQI o Cd(Gyy) I EAGy) et peH,

gGqu
oll 9, 3,3 € Homyog k:[qu](TO, ') est défini par
Pqp.8(wo) = F'(Bwy @ e 'q") @ e, q).

Alors, I'élément ) 4eG;, 9 a8 est G -stable, donc c’est un morphisme de rq

dans r’. En particulier, il s’annule si 1’ # r¢. Si ' = r¢, alors ¢’est un multiple de
l'identité, que I'on notera A\,(3', 3) Id,,.

Si 'on note Bq* (wo) = Bwo ® e,'q*) et B;(wo) = ['(wo ® £;'q), on a, puisque G},
agit sur Homy,q k[qu](rg, r’) par conjugaison,

tI’ Z g : ‘:Dqﬂ’ﬁ = #qu tI‘(B;Bq*) - #qu (B;|Bq*)

gEqu

ou (-|-) est le couplage de
HOmmod k[G'yqiq,éqjq] ((%, . T)|G-yqiq,6qjq7 (611 . r’)|G«,qiq,6qjq>

X HommOdk[quin‘quq] <(5q ‘ r/)|G’Yqiq75qJ'q’ (7q ’ T)|G’Yqiq75qjq>

obtenu grace a l'isomorphisme canonique w;
R RTTERRE (CIRTE RPN CORYS RPN
~ HoMumod k(G455 ((% 0 TR (R T/)|quiq,5qjq)* :
Montrons que (B;\Bq) = (', 3) si on note (-,-) le couplage de
Homuod ke, i, 5,5,] ((% )i saa © Argiardaiar (O - T/)|quiq,6qjq>

X HommOdk[quiqﬁqﬂ'q] <(6q ‘ T,)|G%1iq75qjq ® A;qiqv‘sqjq’ (ryq ’ T)|Gquq75qjq)
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obtenu grace a l'isomorphisme canonique ws
/
HommOdk[G’yqiq,éqjq] <(5q A )|G'yqiq,5qjq ® A'Yqu75qjq7 (,}/q ’ r)|G'yqiq,§qjq>

*
= HommOdk[quiq#qu'q] ((Vq ' T)|G“/qiqv5qjq ® A’ﬂ;qiqv‘sqjq’ (5‘1 ’ TI)|G“/qiqv5qjq> ’

En effet,
(BylBye) = wi(By ) (By) = wn(Bo (Id@s‘1 NG o (e, q))
= w(B)(B) x (7 q%) (e, ) = (6, ).

On a aussi,

Z g- 90‘175'7,3 - tr<>‘q(6/7 ﬁ) Idro) = Aq(ﬁ,, ﬁ) dlmk To

9€Gj,
donc 4G

M(3.0) = G (5.9)

On peut, quitte a changer la base B supposer qu’a travers 'isomorphisme

51]97(177‘”7710 ?
wo, les deux bases sont duales I'une de 'autre. Notons § — 3 la dualité.
Finalement, on a :

#G > (1eg(1lq)

q€Q1

=90 ® Z Z Z Z L Lags (v0) ® Ag(B', B)wo

q€Q1,jq=t0 r"’ €ind(G /e RYaIa platia*
’ (Zq)ﬁGB 6rr”ﬁ€ 5q’yqr 0

0o Y Y Y Y e 2@ s

q€Q1,jq=t0 v €ind(G;,) g5 Ia Jqyiq,*
a BGB q:9q:70> 7‘///6, B5q,'yq,r”,r0

Gi
:d?émk (7)“0 o ® Z Z Z xqg*xqg* (vo) ® wo

qGQl,jQZio ’I‘”Eind( lq) ,BGB iq,dq
Yq:8q:T0> 7!

Go® Y Y #aeQ|tle) = dio,s(q) = vir}

11€X0 (v,0)€F, 4

Y s, e

""cind(G; 1,50
r/’€ind( 1)ﬁ€B L
#G;
0
= go & E CqT g g (’Uo) & wo
dimy, ro .
9€Q¢,1,5(9)=(i0,m0)

#Gio

dimy, ro

ot par définition c,, = #{q € Q1|t(q) = dio,s(q) = ”yil} = dim A, 5, quand

CRS ;13’20 w5 Cqp 7 0 puisque quand A, s, est vide, B 1 5o AUSSL. Remarquons
que

cq; = Cq = dim A’Wl Sip — = dim A'yil,&'o = Cqp
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Et enfin,

#G D> (1eg(1eq) - (1®¢) (1)

qeQn

#G;
= °—gp @ Z CqTqZ o (Vo) ® wy

dimy, 7

quG,l 7S(q):(i0 77'0)

#Gi
- o @ Z CqTqZy (Vo) @ Wy

di
1My 7o qué,l,S(Q)=(io,ro)
#G;
:dimk ;090 ® Z C‘Y(qu‘f - xq*xq)(vo) & W

q€Qa,1

qui s’annule pour tout v = go ® (v ® wy) si et seulement si

Z Cq(TqTgr — Tq+Tq) (Vo)

q€Qa 1
s’annule pour tout vy € V. Donc ®(V,z) € (Ag)G si et seulement si (V,z) €
Age- O

Rappelons ce résultat démontré par McKay :

Théoréeme 2.3.12 (Correspondance de McKay). Les classes d’isomorphisme des sous-
groupes finis de SLy(C) sont indexées par les diagrammes de Dynkin affines de type ﬁ,
D et E. Plus précisément, si G est un sous-groupe fini de Sls(C), on construit son
diagramme de Dynkin en prenant comme ensemble des sommets [’ensembles des classes
d’isomorphisme de représentations irréductibles de G et comme matrice d’adjacence

(dim(c Hommod Clq) (7“1, T2 X TO))TLTzeind(G)

ot ry est la représentation canonique de G dans C2.

Proposition 2.3.13. Soit Q) le carquois

et G C SL (Ca @ Ca*) fini. Alors Q¢ s’identifie naturellement au carquois double construit
sur le diagramme de Dynkin affine correspondant a G dans la correspondance de McKay.
De plus, lalgébre (CQ/(aa™ — a*a)) G et lalgébre préprojective construite sur Qg sont
Morita-équivalentes.

Remarque 2.3.14. Ce résultat est démontré par une méthode géométrique (étude des
singularités de Klein) par Reiten et Van den Bergh [60, démonstration de la proposition
2.13] (voir aussi [16, theorem 0.1]).
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Démonstration. Remarquons que 'action de G stabilise aa® — a*a.

Supposons que G ne soit pas d’ordre 2.

Iei A = A1 = (o, a)¢. Les sommets de ()¢ sont paramétrés par les représentations
simples de GG. Les fleches de r a r’ forment une base de

Hom,,oq C[G] (7’ ® A, 7",)*

qui est de dimension 1 si r et 7’ sont voisins dans le diagramme de Dynkin affine de G
et 0 sinon. On choisit un élément g, , de cet espace si il est de dimension 1 et on note
¢r» = 0 sinon.

Soit maintenant (V,x) une représentation de mod CQq. Gardons les notations de la
démonstration du théoreme. Alors ®(V,z) € mod (CQ/(aa* — a*a)) G si et seulement si

pour tout v € V',
(I®a)(l®a)t—(1®a")(1®a)v=0.

Par linéarité, on peut supposer que v = v ® x avec v € V,. et © € r pour r € ind(G). On
a alors, en notant f = fi 1,

> (1@ ga)(1l®ga)(vex)

geG

=Y flga)(f(ga™) (v @ x))

geG

=Y _af(@)(f(@)(veg'z))

geG

:Z Z gfr’,r”(a)(fr”,r(a*)(v®g_1m))

g€G ' v €ind(G)

- Z Z gf?“’,r” (Oé) (xqmu (U) & q:,r” (g_lx ® Oé*>>

g€G ' v €ind(G)

= Z Z g<xqr//,r/ (xqm«// (U)) ® q:”,r’(q:,r” (gilx ® Oé*) ® O‘))

9€G ' v cind(G)

= Z Z xqruw (xqr,w (U)) ® gq:”,r’(q:,r” (g_lx ® Oé*) ® O‘)

g€G ' v €ind(G)
_ * * -1 *
- Z ‘KL'QT//J/ ([L'an,, (U)) ® Z QQT”,T’(qT,r” (g TR ) ® Oé)
r’,r'" €ind(G) geG
Comme dans la proposition précédente,

1

O X Z 9Gn o (Grn(g” T @ ") ® @)

geG

est un morphisme de représentation de r dans 7. Il est donc nul si r # 7’. Sinon, ¢ = A 1d,.
On a alors tr(y) = Adimr = #G tr(qn . (¢),» ® I1da)(Id, ®a* ® «). Du coup, on a

Z(l ®ga)(1® ga™)(v® )

geG

it
dim r

> (g, (g} © 1)1, 80" @ a)ay,, (5, () O
r’’€ind(G)
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et par conséquent,

#G(loa)(l®ad) - (1®a)(l®a))(ve )
= Z((l ® ga)(l1® ga™) — (1 ® ga™) (1 ® ga))(v @ x)

geG
#G
=~ dim qE%;; 1 CqTqTqr (V) ® T
cg =tr(q(¢" @1da)(ld®(a" ®@ a — a® a’)))
= tr(¢(Id ®a)¢" (Id ®a™)) — tr(q(Id ®a*)¢" (Id ®«))
= tr(¢"(Id ®a™)q¢(Id @a)) — tr(¢*(Id ®a)q(Id ®a™))

_Cq*

Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que pour ¢ € Q¢1, ¢g # 0. Solent r, 1" €
ind(QG) tels que ¢ = ¢,,». Comme a* ® a —a®@a* est G-stable, (Id®(a*@a—a®a*)) est
un morphisme (non nul) de 7’ dans " ® A ® A. Par ailleurs, (¢* ® Id4) est un morphisme
(non nul) de " ® A® A dans r ® A. Donc finalement, ¢(¢* @ Id4)(Id @(a* @ @ —a ® a*))
est un morphisme de ' dans 7/, donc comme 7’ est simple, il suffit que ce morphisme
soit non nul pour que sa trace soit non nulle. Comme ¢* est non nul, il existe, v € ' tel
que ¢*(v ® a*) # 0 ou ¢*(v ® ) # 0. Par symétrie de la situation, on peut supposer que
Fv@a*)#0.Dans " @ AR A, " @ A® a et ' @ A® «o* sont supplémentaires, donc
¢ (v@a*)@a—q¢* (vR@a)@a* est non nul. Par conséquent, (¢*®@1d4)(Id @(a*@a—a®a*))
est un morphisme non nul de " dans »r ® A. Comme r ® A ne contient qu'une copie de
', il est immédiat que ¢(¢* ® Id4)(Id ®(a* ® a — a ® «*)) est non nul d’ou le résultat.

Il ne reste plus que le cas ou G = Z/27Z a faire. Notons r_ la représentation indécom-
posable non triviale de G, de sorte que A = r_ & r_. Pour simplifier les notations, on
identifie les espaces supportant 1 et r_ a C. Soient ¢, et go+ dans Hompyeqcie) (1 ® A, 7-)
définis par ¢,(z ®@ o) =z, ¢o(z ® *) =0, ¢o+(x ® @) = 0 et go+(x ® a*) = x. De méme,
soient ¢, et ¢}. dans Hompyeqcje(r— ® A, 1) définis par ¢} (z ® a) = z, ¢u(z ® o) = 0,
for(x @ @) = 0 et go«(x ® a*) = . On a alors, en reprenant les calculs précédents; si
ver eV, @1,

(lea)(l®a)(ver)
=240 (245 (1)) @ Ga(ga(T @ @7) @ ) + 24, (245, (V) @ Ga(da- (z @ @7) @ )

+ 2 (245 (V) @ Gor (00 (7 @ @7) @ @) + 74, (T4, (V) @ o (g5 (7 @ 7) © )
=40 (g, (V) ®

Donc on a
(I®a)l®a’) = (1®a")(1®a)(v® )= (T4T¢, — Tq,.Tq)(v) @

et la relation analogue pourv®@x € V,_ ®@r_. O



Chapitre 3

Algebres amassées antisymeétrisables

Soit k un corps algébriquement clos. On suppose que C est une k-catégorie exacte
de Frobenius, Hom-finie, 2-Calabi-Yau et Krull-Schmidt et que G est un groupe fini de
cardinal non divisible par la caractéristique de k. On suppose de plus que G agit sur C
de maniere exacte.

Les quatre premieres sections sont en grande partie inspirées des travaux de Geif3,
Leclerc et Schroer, en particulier de [31] et [35]. Les suivantes sont inspirées des travaux

[17], [26], [57].

3.1 Mutation des sous-catégories rigides maximales

Lemme 3.1.1. Soient T € A00(CG)™4*C rigide et X € CG tel que k|G]|®X soit rigide.
St
0-xLrLy o

est une suite exacte courte admissible et f une T -approzimation d gauche, alors la caté-

gorie add(7T, k|G| ® YY) est rigide.

Démonstration. Si T" € T, en appliquant Homeg(—, k[G] ® T") a la suite exacte courte
admissible, on obtient la suite exacte longue

Homeg (fk[GI®T")

0— Homcg(Y, /{Z[G] & T’) — Homcg(T, k)[G] & T’)
— Extoo (Y, E[G] @ T') — Extoo(T, k[G] @ T') = 0.

HOHICG (X, l{?[G] & T/>

Puisque f est une 7-approximation a gauche, Homeg(f, k[G] ® T") est surjective, et par
conséquent, Extio (Y, k[G] @ T') = Extpq (k]G] ® Y, T') = 0. Par ailleurs, comme k[G] ® —

est un foncteur exact, 0 — k[G] @ X — k[G]®@ T LiGLEN E[G] ® Y — 0 est une suite
exacte courte admissible. Par conséquent, appliquer le foncteur Homeg (X, —) donne la
suite exacte longue

Home g (X,E[G]®g)

0 — Homeg(X, k[G] ® X) — Homeg (X, k[G] @ T)
— BExtoo (X, k[G] @ X) =0

Homcg(X, k[G] & Y)

111
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puisque k[G] ® X est rigide. Par ailleurs, en appliquant Homeg(—, k[G] ® V) a la suite
exacte courte admissible d’origine, on trouve la suite exacte longue

0 — Homeg(Y, k[G] @ Y) — Homee(T, k[G] @ Y) LomecVHEEY)

— Extio(V,E[G] ®@Y) — Extpo(T,k[G]®@Y) =0

HOIIlcg(X, k‘[G] @ Y)

Soit maintenant h € Homeq (X, k[G] ® V). Par argument précédent, h se factorise a
travers k[G|®g. Soit b’ € Homeg (X, k[G]®T) tel que h = (k[G]®g)h'. Comme k[G|RT €
7T, et comme f est une 7 -approximation a gauche, il existe ¢t € Homeq (T, k|G] ® T') tel
que b/ =tf. Ainsi, h = (k[G]®g)tf et Homea(f, k[G]®Y) est surjective. Par conséquent,
Extio (Y, k[G] ®Y) = 0 et T @ k[G] ® Y est rigide. Finalement, add(7,k[G] ® V) est
rigide. O]

Proposition 3.1.2. Soit T € A00(CG)™ I rigide, finiment engendrée et X € CG
indécomposable tel que X ¢ T, T contient tous les projectifs de CG, et add(7, k|G| ® X)
est rigide. Alors, il existe deux suites exactes courtes admissibles uniques a isomorphisme
pres
0-XL7L5y 0 e 0V LT L X0

telles que

1. f et " sont des T -approximations minimales a gauche ;
g et g sont des T -approximations minimales a droite ;
add(7,k[G] ®Y) et add(7,k[G] ® Y') sont rigides;
YE&T etY' ¢7T;
Y etY' sont indécomposables ;

add(k[G] ® X) Nadd(k[G] @ Y) = 0 et add(k[G] ® X) N add(k[G] ® Y') = 0.

S S e e

Démonstration. Par analogie, on va se contenter de montrer 'existence de la premiere
suite exacte courte admissible. D’apres le lemme 1.2.81, une 7 -approximation minimale a
gauche de X est un monomorphisme admissible ce qui donne 'existence (et I'unicité de la
suite exacte courte admissible. Le premier point est vérifié par définition. Comme X ¢ 7T,
la suite exacte courte admissible n’est pas scindée. Du coup, Y ¢ add(7, k[G] ® X) qui
est rigide ce qui montre les quatrieme et sixieme points. Par ailleurs, le lemme précédent
montre que add(7, k[G] ® Y') est rigide (le troisieme point est prouvé). Pour 77 € 7, En
appliquant Homeg (77, —) a la suite exacte courte admissible, on obtient la suite exacte
longue

0 — Homeg (7", X) — Homeg(T',Y)
— Extjo (T, X) =0

HOHICG (T,, Z)

et par conséquent, Homeq (77, g) est surjective ce qui implique que le morphisme g est
une 7 -approximation a droite.

Soit un facteur direct Ty de T' sur lequel g s’annule. Soit 7 un projecteur sur 7. Comme
gm =0 et comme f est un noyau de g, il existe f’ € Homeg(7', X) tel que 7 = ff’. Donc
ff'(Idp —m) = 0 et comme f est un monomorphisme admissible, f'(Idr —7) = 0 et du
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coup (f'f)?> = f'mf = f'f. Comme tout idempotent est scindé et X est indécomposable,
f'f =0o0u f'f =1dx. Comme la suite exacte courte admissible n’est pas scindée, f'f = 0.
Donc = ff = (ff")? = 0donc Ty = 0 et g est minimale. Le deuxiéme point est prouvé.

Supposons maintenant que Y = Y; @ Y;. Soient g; : 177 — Y et go : Ty — Y5 des
T -approximations minimales & droite. Alors ¢g; & go est une 7 -approximation minimale
a droite par les lemmes 1.2.17 et 1.2.79. Par unicité des approximations minimales, g ~
g1 D go. Par le lemme 1.2.36, g, et g, sont tous deux des épimorphismes admissibles. Ils
ont donc des noyaux f1 : X; — T} et fo : Xo — T et par unicité du noyau, f ~ f1 & f.
Par conséquent, puisque X ~ X; & X, est indécomposable, X; = 0 ou Xy = 0 puis
par minimalité de f, T} = 0 ou T, = 0 et enfin, Y7 = 0 ou Y5 = 0. Finalement, Y est
indécomposable. Le cinquieme point est démontré. O

Définition 3.1.3. Dans la proposition précédente, on notera pé (add(7, k[G] @ X)) =
add(7, k[G]®Y) et p% (add(7, k[G]® X)) = add(7T, k[G]®Y"). On appellera X-mutation
a droite u% et X-mutation a gauche p%. On appelera (X,Y) (resp. (X,Y”)) une paire
d’échange a droite (resp. a gauche) associée a 7 .

Remarque 3.1.4. Les notations de la définition précédente ne sont pas ambigues. En
effet, si 77 € A0d(CG)™°I*Cl ot X € T’ est indécomposable alors il existe un unique
T € A00(CG)™I*E tel que add(k[G] ® X)NT =0 et T' = add(7,k[G] ® X) : c’est
exactement la catégorie des objets de 7’ dont aucun facteur direct n’intervient dans
kGl ® X.

Lemme 3.1.5. Soit (X,Y) une paire d’échange (a gauche ou a droite). Alors,
1. #X =#Y et {(X) =) ;

2. si (X',Y") est une autre paire d’échange (dans la méme direction que (X,Y)) et si

X' € add(k[G] ® X), alors Y' € add(k[G] ® Y).

Démonstration. Soit 0 — X — T — Y — 0 une suite exacte courte admissible corres-
pondant a la paire d’échange. En utilisant les lemmes 1.2.79, 1.2.36, 1.2.17 et 2.2.13, on
voit que la suite exacte courte admissible 0 — FFX — FT — FY — 0 est somme directe
de suites exactes courtes admissibles telles que décrites dans la proposition 3.1.2. Ainsi,
on a immédiatement que ¢(X) = ¢(Y"). De plus, il est clair que pour deux facteurs directs
indécomposables de F'.X isomorphes, les deux facteurs directs indécomposables de F'Y
correspondant sont aussi isomorphes, et réciproquement. Par conséquent, #X = #Y.
Soit 0 — X' — T" — Y’" — 0 une suite exacte courte admissible correspondant a la paire
d’échange (X',Y”’). Si X, est un facteur direct indécomposable de F'X, alors, comme
add(k[G] ® X) = add(X([G]) = add(k[G] ® X”), X, est aussi un facteur direct de FX'.

La suite exacte courte admissible 0 — X, EX To — Yy — 0 ou f est une add(FT")-
approximation minimale a gauche apparait donc a la fois comme facteur direct de 0 —
FX - FI - FY - 0etde 0 - FX' — FT' — FY’ — 0. Finalement FY et FY’
ont comme facteur direct commun Yj ce qui prouve que Y’ € add(Y5[G]) = add(k[G] @Y
puisque Y et Y’ sont indécomposables. Il

Lemme 3.1.6. Soient X,Y € C indécomposables, avec {(X) =L(Y) et #X = #Y. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
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1. Pour tout X' € add(k[G] ® X) indécomposable,

1 st X'~ X
0 sinon

dim Ext}o (X', Y) = {

2. Pour tout Y’ € add(k[G] ® Y') indécomposable,

1 s1Y' ~Y
0 sinon

dim Extpe (X, Y') = {

Démonstration. Soit X (resp. }7) I’ensemble des classes d’isomorphismes de facteurs di-
rects indécomposables de k[G] ® X (resp. k[G] ® Y'). D’apres le lemme 2.2.16,

(X)X

W dlm EXtéG(X,, Y)

dim Ext},(FX, FY) = dim Ext} (k[G] ® X, V) = )
X'eX

(3.1)

(Y)(Y)

= dim Extio (X, k[G] @ V) = Z HY?

Y'eY

dim Extl (X, Y)

(3.2)
Si la premiere assertion est vraie, alors (3.1) entraine que
dim Ext} (FX, FY) = ((X)?/#X.

Comme dim Ext},(X,Y) = 1, le terme correspondant de (3.2) est égal a £(Y)?/#Y =
((X)?/#X et du coup, tous les autres termes s’annulent. La réciproque se traite de la
méme fagon. O]

Définition 3.1.7. Avec les notations du lemme précédent, si les deux assertions équiva-
lentes sont satisfaites, on dira que X et Y sont voisins.

Lemme 3.1.8. Si X,Y € CG, sont indécomposables avec {(X) = L(Y) et #X = #Y,
les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout Xy € add(FX) indécomposable, il existe Yy € add(FY') indécomposable
tel que pour tout Yy € add(FY') indécomposable,

1 siYy ~Y,

0 sinon

dim Extg (X, Yy) = {

2. Pour tout Yy € add(FY) indécomposable, il existe Xy € add(FX) indécomposable
tel que pour tout X{ € add(FX) indécomposable,

1 st X ~ X
0 sinon

dim Extg (X, Yo) = {

3. dimExt (FX,FY) = ((X)?/#X.

De plus, st X et'Y sont voisins, alors les conditions ci-dessus sont satisfaites.
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Démonstration. Par symétrie du lemme, il suffit de montrer que la premiere et la troisieme
sont équivalentes. Soit Xy € add(FX). Soit FX =@P;_, X; et FY =@P;_,Y; ot les X;

et les Y; sont indécomposables dans C. Soit X un ensemble de représentants des classes

d’isomorphisme des facteurs indécomposables de F'X et Y un ensemble de représentants
des classes d’isomorphisme des facteurs indécomposables de FY'.

n n X 2

dim Ext (FX, FY) = ) " dim Extg(X;,Y;) = (i;é_X)) > > dimExtg (X, Yy)
=1 =1 XpeX vjey
U(X)?

> dim Ext$(Xo, Yy)

Y ey

=i

ce qui donne le résultat.
En regardant la démonstration du lemme précédent, on voit immédiatement que si X
et Y sont voisins, alors la troisieme condition est satisfaite. Il

Proposition 3.1.9. Soient X, Y € CG des voisins tels que k[G] ® X et k|G] ® Y soient
rigides. Soit
0-xL MLy o

une suite exacte courte admissible non scindée (qui est unique da isomorphisme pres
puisque X et'Y sont voisins).

Alors add(k[G] @ (M & X)) et add(k[G]® (M &Y)) sont rigides et X,Y ¢ add(k[G]®
De plus, s'il existe T € A00(CG)™4*C telle que add(7T, k[G]®X) et add(T, k[G]®Y)
sotent rigides mod k[G]-stables mazimales, alors f est une T -approzimation a gauche
minimale et g est une T -approrimation a droite minimale.

Démonstration. Montrons que Ext}q(k[G] ® M, k[G] ® X) = 0. 1l suffit pour cela de
montrer que Extyo (M, X') = 0 pour tout X’ € add(k[G] ® X) indécomposable. Soit
X' € add(k][G] ® X) indécomposable. En appliquant Homeg(—, X’) a la suite exacte
courte admissible, on trouve la suite exacte longue suivante :

0 — Homee(Y, X') — Homeg (M, X') 222X, Homea(X, X)

2 Extbo(Y, X') = Extbo(M, X') — Extbo(X, X') =0

Si X’ ~ X alors dim Ext}(Y, X’) = 1 de telle facon qu’il suffit de prouver que § # 0, ce
qui revient a dire que Homeg(f, X') n’est pas surjective. Si elle était surjective, il existerait
g € Homeg (M, X') telle que g f soit un isomorphisme. Par conséquent, [(gf)'g]f = Idx
et la suite exacte courte admissible serait scindée, ce qui n’est pas le cas.

Si X’ et X ne sont pas isomorphes, comme X et Y sont voisins, ExtéG(Y, X')=0et
le résultat est clair. De la méme facon, Ext}o(k[G] ® M, k[G] ® Y) = 0.

Montrons que Extg,(k[G] ® M, k[G] ® M) = 0. 11 suffit pour cela de montrer que
Extio (M, k[G] ® M) = 0. L’application du foncteur Homeg(k[G] ® M, —) a la suite
exacte courte admissible induit la suite exacte longue :

Extn (k|G @ M, X) = 0 — Extq (k[G] @ M, M) — Ext;o(k[G] ® M,Y) =0
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ce qui donne le résultat.

Montrons que X ¢ add(k[G]®M). Si c’était le cas, il existerait X’ € add(k[G]®X) in-
décomposable tel que X’ € add(M). Posons M = X'©&M’. Si X’ ~ X, dim Ext}o(Y, X) =
1 et Extjo(Y, M) = 0 sont contradictoires. Supposons que X’ et X ne sont pas iso-
morphes. Alors il existe Y’ € add(k[G] ® Y) indécomposable tel que Extjo (X', Y") # 0
et, par définition des voisins, Y’ et Y ne sont pas isomorphes. En appliquant le foncteur
Homeq (Y, —) a la suite exacte courte admissible, on trouve la suite exacte longue :

Exteq(Y', X) =0 — Extee(Y, X @& M') — Exto(Y,Y) =0

la premiere égalité provenant du fait que Y’ et Y ne sont pas isomorphes et que X et Y
sont voisins. Par conséquent, le terme central s’annule, ce qui contredit 'hypothese.

Maintenant, supposons 'existence de 7. Pour T' € 7, en appliquant Homeq (7T, —),
on trouve la suite exacte longue

Extiq(T, X) = 0 — Ext}o(T, M) — Extpo(T,Y) =0

et du coup, Extjo(T, M) = 0. Donc add(7, k[G] ® (M & X))) est rigide mod k[G]-stable.
Et par conséquent, comme add(7, k[G] ® X)) est rigide mod k[G]-stable maximale, M €
add(7, k[G] ® X). Comme add(k[G] ® X)Nadd(k[G] ® M) =0, M € T. En appliquant
Homeg(—,T), on trouve la suite exacte longue

0 — Homee (Y, T) — Homeg(M, T) 222D,

— Extte (Y, T) =0

HOIIlcg<X, T)

et par conséquent, Homeg(f,T) est surjective pour tout 7" € 7, et le morphisme f est
une 7 -approximation a gauche. Si f n’était pas minimale, il y aurait une décomposition
M ~ My M, avec My # 0 telle que f = fo@ f1 ou fi = mar, f et fo = 0. Grace au lemme
1.2.36, fo et fi sont des monomorphismes admissibles. Comme Y est indécomposable,
I'un des conoyaux de fy et f; est nul. Comme coker fy = My # 0, coker f; = 0, et par
conséquent, la suite exacte courte admissible est scindée ce qui est une contradiction. De
la méme fagon, g est une 7 -approximation minimale a droite. Il

Corollaire 3.1.10. Soient T € A00(CG)™ A et X € CG indécomposable tels que
X ¢ T et add(7,k[G] ® X) soit rigide mod k[G]-stable mazimale. Alors, les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. Il eziste Y € CG indécomposable tel que 1% (add(7, k[G]® X)) = add(7, k[G]®Y)

et X et'Y sont voisins.

2. Il existe Y' € CG indécomposable tel que u% (add(7, k[G]®@ X)) = add(7T, k[G]®Y")
et X et'Y’' sont voisins.

Dans ce cas, Y ~ Y’ et si on note
px (add(7, k[G] © X)) = p%(add(T, k[G] @ X)) = p (add(T, k[G] ® X)),

alors

py (px (add(7, k[G] ® X)) = add(7, k[G] ® X).
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Démonstration. Si la premiere assertion est satisfaite, la proposition précédente induit
une suite exacte courte admissible 0 — X — 7" — Y — 0 respectant les conditions
de la proposition 3.1.2, ce qui donne la seconde assertion et le fait que Y ~ Y’. Du
coup py (ux (add(T, k[G] @ X)) = pi (u% (add(7, k[G] ® X)) = add(T, k[G] ® X). Par un
argument similaire, la seconde assertion implique la premiere. Il

Définition 3.1.11. Dans la situation du corollaire, notons px(add(7,k[G] ® X)) =
add(7,k[G] ® Y'). On appellera { X, Y} une paire d’échange associée a T'.

3.2 Quasi-approximations rigides

Définition 3.2.1. Soit X € CG (resp € C). Un épimorphisme f : X — Y sera appelé
quasi-approximation rigide a gauche de X si les conditions suivantes sont satisfaites :
~ k[G]®Y (resp. D, g ®@Y) est rigide;
— Y aune enveloppe injective dont aucun facteur non trivial n’est dans add(k[G]® X)
(resp. add <@96G g® X)) ;
~ Sik[G]® Z (resp. D, 8 ® Z) est rigide, alors tout morphisme de X dans Z dont
aucun coefficient matriciel n’est un isomorphisme factorise a travers f.

Définition 3.2.2. Soit X € CG (resp € C). Un monomorphisme f : Y < X sera appelé
quasi-approximation rigide a droite si les conditions suivantes sont satisfaites :
~ k[G]®Y (resp. D, g ®@Y) est rigide;
— Y a une couverture projective dont aucun facteur non trivial n’est dans add(k[G] ®
X) (resp. add <@geGg®X>) ;
~ Sik[G]® Z (resp. D, 8 ® Z) est rigide, alors tout morphisme de Z dans X dont
aucun coefficient matriciel n’est un isomorphisme factorise a travers f.

Remarque 3.2.3. De la méme facon que pour les approximations, on montre que les quasi-
approximations rigides minimales sont uniques a isomorphisme pres.

Le lemme suivant donne un moyen pratique d’avoir des quasi-approximations :

Lemme 3.2.4. Soit C une sous-catégorie exacte pleine et G-module d’une catégorie abé-
lienne et G-module D (éventuellement C = D). Soit P un projectif-injectif indécomposable
de C. Si
— tout monomorphisme (resp. épimorphisme) de C vers (resp. depuis) un projectif-
injectif est admissible,
— tout monomorphisme (resp. épimorphisme) de C de P dans un indécomposable
(resp. d’un indécomposable dans P) est admissible,
— P a un socle (resp. une téte) simple S dans D,
~ Dyecg®@ S est rigide dans D,
— le conoyau (resp. le noyau) de S — P (resp. de P — S) est dans C,
alors ce conoyau (resp. ce noyau) est une quasi-approximation rigide a gauche (resp. a

droite) de P dans C.
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Démonstration. Les deux cas étant similaires, on va montrer le premier. Soit donc la suite

exacte courte de D
0—-S—=P—-Q—0.

En y appliquant le foncteur Homp (@ g 8® S, —> , on trouve la suite exacte longue

0 — Homp <®g®5,5> — Homp (@g@S,P) — Homp (@g@&@)

geG geqG geqG

— Ext}, (@g@S,S) =0

geG

comme le socle de P est simple,

dimy Homyp (@g@S,P) =#{geG|lg® S~ S} =dim; Homp (@g@S,S)

geG geG

donc Homyp (@geGg ® S, Q> = 0.

En appliquant le foncteur Homp <—, &P 4G 8® Q) a la suite exacte courte admissible,

on trouve la suite exacte longue

0 — Homp (Q,@g@@) — Homp <P,@g®@> — Homp (S,@g@@)

geG geG geq
— EX’C%) (Q,@g@@) — Ext%) (P,@g@@) =0
geG geG

et comme, d’apres ce qu’on vient de montrer, Homp (S, ®g€G g® Q) =0,on a

Ext}, <Q,€Bg® Q) = 0.

geG

Soit maintenant S’ le socle (non forcément simple) de Q. Comme

Homp (@g ® S, Q) =0,

geG

S’ ne contient pas de facteur direct isomorphe & un g®S. Du coup, si l'on note a : S" — I
I’envoloppe injective de S’, I n’a pas de facteur direct de la forme g ® P. Par ailleurs,
comme [ est injectif, on peut compléter le diagramme commutatif suivant :

S/LI

v

Q
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Ensuite, £ est un monomorphisme admissible puisque I est injectif. On a donc bien montré
la deuxieme condition dans la définition d’une quasi-approximation a gauche.

Soient maintenant Z € C indécomposable et f : P — Z. Supposons que f n’est pas
un monomorphisme. Soit K — P le noyau de f dans D et soit S’ le socle de K. En
composant les deux, on a un morphisme non nul g : S — P tel que fg = 0. Comme le
socle de P est simple, S’ = S et finalement, [ est nul sur S et donc se factorise a travers
P — @ qui est le conoyau de S — P. Si f est un monomorphisme, par hypothese il est
admissible et donc scindé et finalement f = Idp puisque Z est indécomposable. On a bien
montré la troisieme condition. O]

Lemme 3.2.5. Si tous les projectifs indécomposables de C ont des quasi-approximations
rigides a gauche (resp. a droite), alors tous les projectifs indécomposables de CG ont des
quasi-approzimations rigides a gauche (resp. a droite).

Démonstration. Les deux cas se traitent de la méme facon. Traitons le cas des quasi-
approximations rigides a gauche. Soit (P,v¢) € CG un projectif indécomposable. Grace
au lemme 2.2.25, P € C est projectif. Soit f : P — X la somme directe des quasi-
approximations rigides minimales a gauche de ses facteurs directs indécomposables. C’est
aussi une quasi-approximation rigide minimale a gauche puisque

add X = add (@g ® X0>

geG

ou Py — Xy est I'une des quasi-approximations rigides minimales a gauche des facteurs
directs indécomposables de P donc € gec 8 ® X est rigide. Alors, pour tout g € G, il
existe un unique morphisme x, qui rend le diagramme suivant commutatif :

g®P*>g®f g X
o
f

P X

(L’existence vient de la définition d’une quasi-approximation rigide, I'unicité vient du fait
que f est un épimorphisme). De maniére immédiate, (X, x) € CG. 1l est alors facile de
voir que f : (P,v¢) — (X, x) est une quasi-approximation rigide a gauche. O

3.3 Endomorphismes

On supposera ici que tous les objets projectifs indécomposables de C ont des quasi-
approximations rigides a gauche. Tous les résultats de cette partie restent vrais si I’on sup-
pose a la place que tous les projectifs indécomposables de C ont des quasi-approximations
rigides a droite.

Soit 7 € Ad0(CG)™ 4G finiment engendré, mod k[G]-stable rigide maximal. Soit

T € CG basique tel que 7 = add(T), et T € FT basique tel que FT = add(f).

On note E = Endeg(T) et E = Ende(T). Si X € T est indécomposable, Sx est la
représentation simple de E correspondante, c’est-a-dire la téte du E-module projectif
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Home (X, T). De méme, si X € F7 est indécomposable, Sy est la représentation simple

de E correspondante.

Définition 3.3.1. Soient D € 2A00(CG)™4* ¢ et X € D indécomposable. Une mod k[G]-
boucle de D en X est un morphisme irréductible X — X’ de D ou X’ € add(k[G] ® X)
est indécomposable. Un mod k[G]-2-cycle de D en X est la donnée de deux morphismes
irréductibles X — Y et Y — X’ de D ou X' € add(k[G] ® X) est indécomposable.

Définition 3.3.2. Soient D € A00(C)“ et X € D indécomposable. Une G-boucle de D
en X est un morphisme irréductible X — g® X de D avec g € G. Un G-2-cycle de D en
X est la donnée de deux morphismes irréductibles X - Y etY - g X deDoug € G.

Lemme 3.3.3. Soit D € A00(CG)™°*C], Soit X € D indécomposable et X' un facteur
de FX. Alors D n’a pas de mod k[G]-boucle (resp. mod k[G]-2-cycle) en X si et seulement
si F'D n’a pas de G-boucle (resp. G-2-cycle) en X'.

Démonstration. La preuve est la méme pour les boucles et les 2-cycles. Montrons ce
résultat pour les boucles. Supposons que D n’ait pas de mod k[G]-boucle en X. Soit
f € Ende(FX). Alors f[G] € Endee((FX)[G]) ~ Endeq(k[G]®X). Comme D n’a pas de
mod k[G]-boucle en X, f[G] se factorise a travers Y € D tel que add(Y)Nadd(k[G]®@X) =
0. Donc F(f[G]) se factorise a travers F'Y. Comme add(k[G] ® X) est mod k[G]-stable,
add(FY)Nadd(F(k[G]® X)) = 0. Comme f est un facteur direct de F'(f[G]), f factorise
aussi a travers F'Y et par conséquent, F'D n’a pas de G-boucle en X'.

Réciproquement, supposons que F'D n’ait pas de G-boucle en X’. Soit f € Endeg(X).
Comme Ff € Ende(FX), Ff de factorise a travers un Y € D tel que add(Y) N

add (@gEGg@) X’) = 0. Du coup, (Ff)[G] de factorise a travers Y[G| et f, en tant

que facteur direct de (F'f)[G], se factorise aussi a travers Y [G] et enfin, puisque

add (@ g® X’) — add F(X'[G]) = add F X,

geG

on a add(Y[G]) Nadd(X) = 0. Finalement, D n’a pas de boucle en X. O

Lemme 3.3.4. Soit Ty € A00(T)™*E et (X,Y) une paire d’échange associée a Ty a
gauche (resp. a droite) telle que add(Zy, k[G] @ X) = T. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes

1. T n'a pas de mod k[G]-boucle en X ;

2. Pour tout X' € add(k[G] ® X) indécomposable, tout morphisme X de X' non
inversible se factorise a travers 1.

3. X etY sont voisins.

Démonstration. Le fait que la paire d’échange soit a gauche ou a droite ne change pas la
preuve. Elle sera donc considérée a gauche.
L’équivalence des deux premiers points est claire. Soit

O—>Xi>T—>Y—>O
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la suite exacte courte admissible d’échange correspondant a (X,Y). Soit X’ € add(k[G]®
X). En appliquant Homeg(—, X’) a la suite exacte courte admissible, on trouve la suite
exacte longue :

0 — Homea(Y; X') — Homeg(T', X') 222ee 20,

— BExtpo (Y, X') — Extjo (T, X') =0

HOIHC(;(X, X/)

Comme f est une Zg-approximation a gauche, pour un élément de Homeg (X, X'), se
factoriser a travers 7y équivaut a étre dans I'image de Homeg(f, X'). Il y a deux cas :
— si X’ ~ X alors tout morphisme de X dans X’ non inversible se factorise a travers
Ty si et seulement si Extj (Y, X') ~ k puisque, comme k est algébriquement clos,
Endeg(X)/m ~ k ot m est 'idéal maximal de Endeq(X);
— si X’ et X ne sont pas isomorphes, alors tout morphisme de X dans X' se factorise
a travers 7Ty si et seulement si Extgo (Y, X') = 0.
En combinant ces deux cas, I’équivalence entre la deuxieme et la troisieme assertion est
prouvée. O]

Proposition 3.3.5. Supposons que T n’a pas de mod k[G]-boucle. Alors

. - . <2 si T est projectif
gl.dim(E) = gl. dim(FE) { 3 sinon
Démonstration. La preuve est la méme pour E et pour E puisque T n'a pas de G-boucle

et puisque T est projectif si et seulement si T est projectif. Il suffit donc de le faire pour
E. Soit X € 7 indécomposable et Ty € A00(7)™°4*E tel que T = add(Ty, k[G] @ X)
et X ¢ 7y. Supposons que X n’est pas projectif. Il existe deux suites exactes courtes
admissibles d’échange

0XLT Sy 50 e 0Y T X —0

puisque d’apres le lemme précédent, X et Y sont voisins et d’apres le corollaire 3.1.10,
on a py(ux(7)) = 7. En appliquant Homeg(—,T') & ces deux suites, on trouve les suites
exactes longues :

0 — Homeg(Y,T) — Home(T', T) — Homeg (X, T)
— Exteq (Y, T) = Extea(Y, X') — Exteg(T,T) = 0

ou X’ est le plus grand facteur direct de T' contenu dans add(k[G] ® X) et
0 — Homeg (X, T) — Homeg(T",T) — Homea(Y, T) — Extio(X,T) =0

Comme T est basique, et puisque X’ est mod k[G]-stable, X’ contient exactement un
objet de chaque classe d’isomorphisme de add(k[G] ® X). Comme X et Y sont voisins,
dim Extp (Y, X') = 1. Du coup, Extjo(Y, X') ~ Sx comme E-module. Ainsi, en combi-
nant ces deux suites exactes longues, on trouve cette suite exacte longue de E-modules :

0— HOmcg(X, T) — HOmcg(T//, T) — Homcg(Tl, T) — HOmcg(X, T) — SX — 0
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C’est une résolution projective de Sx. Par conséquent, proj. dim(Sy) < 3. Comme X ¢
add(T"), Homg(Homeq(T",T), Sx) = 0 et du coup,

Ext®(Sx, Sx) ~ Hompg(Homeq(X, T), Sx)

est de dimension 1. Finalement, proj. dim(Sx) = 3.
Supposons maintenant que X est projectif. Montrons que proj.dim(Sy) < 2. Soit
m : X — Y une quasi-approximation rigide a gauche. Par définition, une enveloppe
injective de Y n’intersecte pas add(X’) et, en utilisant le lemme 1.2.81, il y a une suite
exacte courte admissible
0-YL1T 720

ou f est une add(7p)-approximation & gauche. En utilisant le lemme 3.1.1 et parce que
X est projectif, add(7, k[G] ® Z) est mod k[G]-stable rigide, et, comme 7 est mod k[G]-
stable rigide maximal, Z € 7. En appliquant a cette suite exacte courte admissible
Homeg(—,T) on trouve la suite exacte longue suivante :

0 — Homeq(Z, T) — Homeg (T, T) — Homeg(Y, T) — Extio(Z,T) = 0

De plus, Homeg(m,T) : Homeg(Y,T) — Homeg(X,T) est injective puisque 7 est un
épimorphisme et son conoyau a dimension 1 par définition d’une quasi-approximation
rigide a gauche : ce conoyau est Sy. On en déduit l'existence de la suite exacte longue
suivante :

0— HOmcg(Z, T) — Homcg(T/, T) — HOmcg(X, T) — SX — 0
qui est une résolution projective de Sx. Il

Proposition 3.3.6. Supposons que T’ € A00(CG)™°*E est, comme T, rigide mod k[G]-
stable maximale. Alors T' est finiment engendré. Soit T' € T' basique tel que T' =
add(71"). Posons E' = Endeg(1"). Soit F' = Homeg(T",T'). Alors F' est un module bascu-
lant sur E et

Endg(F) ~ E'°P,

En particulier, il y a une équivalence dérivée entre E et E' et T et T' contiennent le
meéme nombre de facteurs indécomposables non isomorphes.

Le résultat est aussi vrai pour T et E'.
Démonstration. En utilisant le lemme 1.2.81, il y a une suite exacte courte admissible
0Ty T LT -0 (3.3)

ou g est une 7'-approximation minimale a droite. En utilisant le lemme 3.1.1, T € 7".
Soit alors 7" € add(7") basique tel que 77,75 € add(T"). On va voir plus tard que
add(T") =T".

Par le méme raisonnement, il existe une suite exacte courte admissible

N N L RN (3.4)



3.3. ENDOMORPHISMES 123

ou f est une 7-approximation minimale a gauche et T, € 7. Appliquons le foncteur
Homea(—,T) a (3.4) pour trouver la suite exacte longue :

0 — Homeg(Ty, T) — Homeg(Ty, T) — Homeg(T', T) — Extpo(To, T) =0 (3.5)

et par conséquent, proj. dimy F' < 1. Maintenant, en appliquent le foncteur Homeg (77, —)
a (3.4), on trouve la suite exacte longue suivante :

0 — Homeg(T',T") — Homeg(T', Ty) — Homeg(T', Ty) — Extin (T, T') = 0.
L’application du foncteur Hompg(—, F') a (3.5) induit la suite exacte longue

0 — Hompg(Homeg(T',T), F) — Homg(Homeo (T, T), F') — Hompg(Homeg(Ts, T), F)
— Exty(Homeq (T, T), F) — Exty(Homeq(Ty, T), F) =0

I'égalité de la fin provenant du fait que Homeg (77, T) est projectif sur E.
Montrons que le morphisme de foncteurs de 7 dans mod E’°P

® : Homeg(T', —) — Homg(Homeg(—, T), Homeg(T7,T))
¢ — Homea(p, T)

est un isomorphisme. Par additivité et comme 7 = add(7T), il suffit de regarder ®;. Soit
¢ € Homeq(T",T). Alors &r(¢)(Idr) = ¢. Finalement, ®7 est injectif. Par ailleurs, si
¢ € Homg(Homee (T, T), Homea (T7,T')) alors @7 (¢’ (Idr)) = ¢’ donc ®p est surjectif.

Par comparaison des deux suites exactes longues précédentes, on a une suite d’iso-
morphisme de E’°P-modules.

Endg(F) ~ Homg(Homeg(T',T), F) ~ Endeg(T') = E'P
et
Exty(F, F) = Exty(Homeg(T',T), F) = 0.

En appliquant Homeg(—,T) a (3.3), on trouve la suite exacte longue
0 — Homeq (T, T) — Homeq(T], T) — Homeq(Ty, T) — Extpn(T,T) = 0

Et ainsi, F' est un F-module basculant. Du théoreme 1.2.83, on déduit que E et E’ sont
dérivés-équivalentes et que 7 et add(7”) contiennent le méme nombre d’indécomposables
non isomorphes. Il est alors immédiat que add(7”) = 7" (sinon, on aurait pu prendre 7"
plus gros). O

Pour le théoreme suivant, nous auront besoin de ce résultat d’Igusa :
Théoréme 3.3.7 ([42, 3.2, b]). Soit A une k-algébre de dimension finie et de dimension
globale finie. Soit ¢ un automorphisme de A tel qu’il existe une famille d’idempotents

primitifs de A sur laquelle ¢ agit comme une permutation. Alors, le carquois de A n’a
pas de fleche entre deux sommets d’'une méme orbite de .

Rappelons aussi le théoreme suivant d’Iyama, dans le cas qui nous intéresse :
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Théoreme 3.3.8 ([44, 5.1 (3)]). Soit T € 2A00(C) rigide contenant les objets projectifs-
injectifs de C, T' € T' basique tel que T' = add(f’), E = Endc(’f'). Si gl. dim(E’) < 3,

alors T' est amas-basculante.
Citons cette proposition de Bongartz :

Proposition 3.3.9 ([5, p. 463]). Soit Q un carquois et I un idéal admissible de kQ tel
que kQ /1 soit de dimension finie. Notons J l’idéal de kQ engendré par les fleches. Soient
1,7 € Qg. Alors

dime;(1/(1J + JI))e; = dim Ext?, 4 4.0/1(Si, S5)

ot S; et Sj sont les représentations simples de k@ correspondant aux sommets i et j.

Rappelons enfin ce théoreme de Lenzing :

Théoreme 3.3.10 ([50, 5]). Si A est une k-algébre de dimension finie et de dimension
globale finie, alors tout élément nilpotent de A est dans le sous-groupe additif [A, A]
engendré par les commutateurs.

Théoréme 3.3.11. Supposons qu’il existe une catégorie T € A00(CGE) rigide mod k|G-
stable mazximale qui n’a pas de mod k[G]-boucle.
Soit T' € A00(CG)™ ¥ rigide mod k[G]-stable mazimal, T' € T basique tel que

T' = add(T"), E' = Ende(T"), T' = FT', T' € T' basique tel que T' = add(T") et
E' = Endc(T"). Alors :

1. T" n'a pas de mod k[G]-boucle ; T’ w'a pas de G-boucle ;

=3 si T" n’est pas projectif

2. gl.dim(E') = gl.dim(E’){ o aron ;

3. T et T' sont amas-basculantes ;

4. T et T' sont rigides maximales ;

5. pour tout E'-modules simples S et S’ tels que add(k[G] ® S) = add(k[G] ® S’), on
a Exth, (S, 5") = Ext2,(S,S") = 0; pour tout E'-modules simples S et S' tels que
add (@gea g® S) = add (@QGG g® S’), on a Bxtl (5, 8) = Ext? (5,8") =0,

6. T' n'a pas de mod k|G|-2-cycle ; T’ w'a pas de G-2-cycle.

Démonstration. 1. Grace au lemme 3.3.3, il suffit de prouver que T' n'a pas de G-
boucle. Pour g € GG, montrons que T' n'a pas de (g)-boucle. Pour ce faire, on va
montrer que E’ vérifie les conditions du théoreme 3.3.7. Par la proposition 3.3.6, E
est de dimension globale finie puisque E Dest. D’apres la proposition 2.1.7, il existe

X € C(g) tel que FX ~ T". Cela induit une action de (g) sur E' ~ Homg ) (X, X).
En utilisant les proposition 2.1.7 et 2.1.13, on voit alors que l'on peut trouver une
décomposition de FX en somme directe d’indécomposables telle que (g) agisse
dessus en permutant ses facteurs. Si on prend la famille d’idempotents primitifs
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correspondant & cette décomposition, (g) agit dessus par permutation et donc le
théoreme 3.3.7 s’applique. Il est clair que 'action de g sur le carquois de E est la

méme que celle de g sur le carquois d’Auslander-Reiten de T' ce qui implique le
résultat.

2. En utilisant le point précédent, c’est une conséquence directe de la proposition 3.3.5.

3. Avec le point précédent, c’est une conséquence du théoreme 3.3.8.

4. C’est une conséquence immédiate du point précédent. Notons qu’étre rigide maximal
et mod k[G]-stable est plus fort qu’étre rigide mod k[G]-stable maximal.

5. Comme 77 (resp. 7') n’a pas de mod k[G]-bouble (resp. G-boucle), ExtL, (S, 5") =0
(resp. EXt%/(S, S') = 0). Pour Ext?, si X € 7" n’est pas projectif, Sx a la résolution
projective suivante construite dans la proposition 3.3.5 :

0— HOHIC(;(X, T) — HOchg(T”, T) — Homcg(T/, T) — HOmcg(X, T) — SX — 0

Comme add(7”) Nadd(k[G] ® X) = 0, Homg (Homee (7", T'), Sx/) = 0 et du coup
Ext2,(Sx, Sx:) = 0 pour tout indécomposable X’ € add(k[G] ® X).
Si X est projectif, on avait la résolution projective

0— HomCG(Z, T) — Homcg(T/, T) — Homcg<X, T) — SX — 0
Comme add(k[G] ® X) N add(7”) = 0, add(k[G] ® X) Nadd(Z) = 0 et par le
meéme argument que ci-dessus, Ext%/(SX, Sx/) = 0 pour un indécomposable X' €

add(k[G] ® X). Le méme argument est valable pour E.

6. Il suffit de le montrer pour 7’ grace au lemme 3.3.3. Supposons que 7’ a un
mod k[G]-2-cycle. Comme Endeg(7") ~ Homyed ke (1, Homeg (T, T7)), il existe

deux fleches @ et b dans le carquois de T’ telles que ab soit un G-2-cycle de T et ab

est un mod k[G]-2-cycle de 7" aveca =3 ,g-aetb=3 g -b. Comme ab est
nilpotent, le théoreéme 3.3.10 induit 'identité suivante dans £’ :

ab = i Ailug, i)
=1

ou pour chaque i, u; = deGg-ﬂi et v; = deag-@- ou u; et v; sont des chemins du
carquois de T'. On peut supposer que u; = a et v; = b et sans perte de généralité

que, ab et ba n’apparaissent pas comme terme des [u;, ;] pour i > 2.

Si M\ #£ 1,

= = 1 ~_ B
ab = et(a)abes(g) =71 N <_’\16t(a)ba65@) + ; et(a))\i [, vi]es@>

est une identité non triviale dans End¢(FT") (c’est-a-dire une identité fausse dans

le carquois). Elle contient ab avec un coefficient non nul dans le membre de gauche.
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Si A; = 1, comme ab est un G-2-cycle, il existe h € G tel que t(@) = h - s(b) et

eh()(h bae Z)\e.t ul,vze()

est une identité non triviale dans Ende(FT). Elle contient (g-b)a avec un coefficient
non nul dans le terme de gauche.

Dans les deux cas, on a une relation non triviale et par conséquent, en utilisant la
proposition 3.3.9, Extg(Ss@, Sy@) # 0 ou Eth(Ss(a), St(h%)) # 0 ce qui contredit le
point précédent. O

Définition 3.3.12. Soient X,Y € CG. On notera X ~ Y si add(k[G]® X) = add(k[G] ®
Y) et on dira que X et Y sont équivalents modulo mod k[G].

Récapitulons les résultats concernant la mutation :

Théoreme 3.3.13. Supposons qu’il existe une catégorie T € AdV(CG) rigide mod k[G]-
stable mazimale qui n’a pas de mod k[G]-boucle. Soit T' € A00(CG) rigide mod k[G]-stable
mazximale. Alors T' est amas-basculante (donc rigide mazimale).

Soit X € T' un indécomposable dans CG, et T, € A0d(CG)™IHC] vérifiant X ¢ T,
et add(7y,k[G] ® X) = T'. Si X est projectif, tout Y € CG indécomposable tel que
add(7y, k[G] ® Y') soit rigide mazimale est équivalent a X modulo mod k[G].

Si X' € T est équivalent modulo mod k|G| a X et si {X,Y}, {X",Y'} sont deux
paires d’échange, alors Y et Y' sont équivalents modulo mod k[G]. Si X et Y désignent
les classes d’équivalence de X et Y modulo mod k|G|, on notera alors

i (T") = add(T}, K[G] @ ).
On a ainsi px(uy(7")) = T'.

Démonstration. Tous ces résultats sont contenus dans la proposition 3.1.2, les lemmes
3.3.4 et 3.1.5, le corollaire 3.1.10 et le théoreme 3.3.11. Il

3.4 Matrices d’échange

On supposera, comme dans la section précédente, que tous les projectifs indécompo-
sables de C ont des quasi-approximations rigides a gauche. Tous les résultats de cette
partie restent vrais si I'on suppose a la place que tous les projectifs indécomposables de
C ont des quasi-approximations rigides a droite.

Comme dans la section précédente, soit 7 & QIDD(CG)I“OC“’€ [¥] finiment engendré,
mod k[G]-stable rigide maximal. On suppose de plus que 7 n’a pas de mod k[G]-boucle.

Soit 7 = F7T. Grace a la section précédente, 7 et T sont amas-basculantes. Soient
T € CG et T € C basiques tels que T = add(T) et 7 = add(T).

On note @ le carquois de Gabriel de Endeq(T) et @ celui de EndC(TV ). On a une
bijection canonique entre les ensembles o/ mod k[G] (c’est-a-dire I’ensemble des classes
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d’équivalence modulo mod k[G] comme p. 126) et Qo/G. Si X € Qo/G, on notera X~ €

Qo/ mod k[G] I'image de X par cette bijection. Notons P C Qq et P C Qq lensemble des
sommets correspondant aux projectifs.

Définition 3.4.1. Si X € (Qy \ P)/G et Z € Qy/G, notons

,_ #la€Qils(a) € Zt(q) € X}~ #{g € Qi |s(q) € X, t(q) € Z}
ZX — #7

Notons B(7) la matrice ayant ces coefficients. On 'appellera matrice d’échange de 7.

Remarques 3.4.2. — Comme 7 n’a pas de G-2-cycles, #{q € @1 |s(q) € X,t(q) €

Z} =0ou#{g € Q|s(g) € Z,1(q) € X} =0.
~ Comme T n’a pas de G-boucle, by = 0.
— On voit facilement que

#{geQi|s(a) € Z,t(q) = X} —byx = #{a € Q1] 5(q) = X, t(q) € Z}

pour tout X € X et du coup B(7) est une matrice & coefficients entiers.

Remarque 3.4.3. Si G est le groupe trivial, on retrouve les mémes mutations et les mémes
matrices que dans [31] par exemple.

Fixons maintenant les trois mutations et les trois matrices suivantes :
— psur CG est définie comme avant et B(7) comme ci-dessus;

— Ji est la méme mutation sur C que dans [31] et B(7) est la matrice d’échange
correspondant ;

— p° est la méme mutation sur CG que dans [31] et B°(T') est la matrice correspon-
dante.

Proposition 3.4.4. Soient X € (Qy \ P)/G et Z € Qy/G. Alors
1. Fux(T) = H fix' | (T) ow les Jix: commutent.
X'eX

2. Pour tout X € X, bz% = ZEZX'

zeZ
3. ux(T) = H s | (7) ot les uS commutent.
Xrex’
—o H#H7Z 0(X) .,
4. Pour tout Z € Z, byx = m _ #—XbZX.
Xex
Démonstration. 1. Soit 0 - X — T — Y — 0 la suite exacte courte admissible

de CG correspondant a la mutation py dans 7. Alors X et Y sont voisins et par
conséquent, on peut écrire X = {X;|i € [1,#X]} et Y = {Y;|i € [1,#Y]} de
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telle facon que pour tout i,j € [1,4(X)] = [1,4(Y)], on ait dim Ext}(X;,Y;) = &;;
en utilisant le lemme 3.1.8. Du coup, pour i € [1,¢(X)], il existe une suite exacte

courte admissible 0 — X; — T; — Y; — 0 de C. Comme T n'a pas de G-boucle,
aucun des X; et Y; n’est dans add(7;) et finalement, le résultat est clair.

C’est une conséquence facile de la définition.

3. C’est la méme preuve que le premier point.

4. Soient X € X et Ty € A00(CG)™kIC] tels que add(X[G]) N FTy = 0 et T =

add(7Zy, X[G]). Soit 0 - X — T — Y — 0 une suite exacte courte admissible de

C correspondant & la mutation zix. Comme T n'a pas de G-boucle, T' € add(F7y).
Par conséquent, en utilisant le lemme 2.2.13 et le corollaire 1.2.43,

0— X[G] = T[G] = Y[G] = 0~ @) [0~ X' — Ty — Yi, — 0] CV#Y

X'ex’

ot, pour tout X’ € X, 0 —» X' — T, — Y5, — 0 est une suite exacte courte
admissible correspondant a uS, en 7 et les exposants ¢(X')/#X’ proviennent du
lemme 2.2.16. Soit maintenant Z € Z . Par définition de B°(T’), le nombre de copie
de Z dans le terme du milieu du membre de droite est

(X" o (X,
Z X max(0, —b% /) = max | 0, — Z szxx

X'ex’ X'ex’

I’égalité provenant du fait que tous les %y sont de méme signe puisque 7 n’a pas
de mod k[G]-2-cycle.

De plus, le nombre de copies de Z dans le terme du milieu du membre de gauche
est ((Z)/#Z fois le nombre de copie d’un élément de Z dans T, soit

4z) Z max (0 b )= UZ) b _ < U(2) )
,—bzx) =max | 0, ———= Z byx | =max (0, ———=byx |-
# 7eZ #Z fot 477X

On en déduit 1'égalité :

X’ A
max | 0, — Z i;é—X’) 7y | = max (0,—%%){)

X'ex’

et en utilisant le méme argument pour la suite exacte courte admissible correspon-
dant a la mutation de Y vers X, on en déduit que

110.¢ 0z
max | 0, Z %b(}zx' = max (0,%%)

X'ex’

La combinaison de ces deux égalités donne le résultat. O]
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Remarque 3.4.5. Le deuxieme point de la proposition précédente est la formule proposée
par Dupont dans [19]. Le quatriéme point est une généralisation de la formule donnée par
Yang dans [61] pour les algebres amassées de type fini (pour un groupe cyclique).

Proposition 3.4.6. Soit X € 7 indécomposable non projectif dans CG. Alors
B (px(T)) = px (B(T))

ot X est lorbite de X dans Qo/ mod k[G] et i la mutation usuelle des matrices définie
par Fomin et Zelevinsky.
Démonstration. Le résultat est connu pour B(T) et ji (voir [31] par exemple). Posons

X ={X,X,,...X,}. Pour i € [1,n], notons par i’gzy les coefficients de la matrice
B <ﬁX¢ﬁXi1 . 'ﬁXI (T>) :

Alors, par une récurrence immédiate, en utilisant le fait que T wa ni G-boucle ni G-2-

cycle, on a
_iZZY:_gZYSiZ:X]’OUYsz avec 1 < j <1,
*igZY:gZySiZZXj ouY = Xj aveci < j <n;

P ~ ! EZXJ- ngY + ZZX]- EX]-Y
i+ 3 By By
j=1

En notant *b les coefficients de B (1x (7)), en utilisant la proposition précédente, pour
Y €(Qo\ P)/Get Z € Qy/G, pour Y €Y,
- *bﬁz Zn’gzy: Z(—’gzy) = —bﬁ 817270117:7;

sinon.

A4 zeZ
" bz, bx,v + bzx, [bx,v]
~ ~ zx;|10x, v +0zx.|0x v ) ) .
= Tbgy = E "bzy = E bzy + E E— 5 E— sinon. Puis, en utili-
AVA zeZ Jj=1

sant le fait que tous les ZZX], (resp. les EX].Y) sont de méme signe (puisque T n'a
pas de G-2-cycle),

Z i |EZX.|5X.Y +gzx-|gX-Y| i ‘ZZeZ bsz ijY + (Zzez bsz) |ijY|
77 i=1 ’ = ’

_ i b b,y + brxlbx,v]

’ 2

7j=1

bzx| (Z?:1 ijY> + bz |21 b,y
- 2
_ |bzxlbxy + bzxlbxy|

2

et le résultat est démontré. O
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3.5 Caracteres d’amas

Les idées développées ici sont en grande partie inspirées de [26]. En particulier, on
utilisera certains des résultats de cet article sans les redémontrer.

Soit k un corps algébriquement clos. Soit C une k-catégorie exacte 2-Calabi-Yau, Hom-
finie, Krull-Schmidt, munie d’une action d’un groupe fini G tel que la caractéristique de k
ne divise pas #G. On suppose que cette action est 2-Calabi-Yau au sens de la définition
2.2.27.

On supposera que tous les projectifs indécomposables de C ont des quasi-approxima-
tions rigides a gauche. Tous les résultats de cette partie restent vrais si 'on suppose a la
place que tous les objets projectifs indécomposables de C ont des quasi-approximations
rigides & droite. On supposera aussi qu'il existe 7 € 2A00(C)¢ rigide G-stable maximale
sans G-boucle. Soit T € C basique tel que 7 = add(T). Ainsi, 7 est amas-basculante
d’apres le théoreme 3.3.13.

On note 71, Ty, ..., T, les indécomposables de 7, les T; pour ¢ € [r + 1,n] étant les
projectifs. G permute alors [1,n]. Si i € [1,n], on note i sa classe d’équivalence modulo
G. On note I I'ensemble de ces classes d’équivalence.

Notons enfin £ = End¢(T"). Pour ¢ € [1,n], on note S; le E-module simple correspon-
dant a T; (la téte de Home (73, 7T')). On a toutes les hypotheses pour appliquer les résultats
de [26].

Notation 3.5.1 ([26]). Pour L, N € mod E, on notera
(L,N), = dimj, Homp(L, N) — dim;, ExtL(L, N) ;

3
(L,N)s => (—1) dimy, Ext}y(L, N).
=0
Remarque 3.5.2. On garde la notation (, )3 introduite dans [26], mais ici, comme la di-

mension globale de E est inférieure a 3, cette forme est la forme d’Euler (voir a ce propos
26, remark 2.4]).

Notation 3.5.3. Si L € mod E, on notera dim L son image dans Ky(E), c’est-a-dire sa
dimension graduée selon les S;.

Proposition 3.5.4 ([26, propostion 2.1]). Si L, N € mod E, alors (L, N)3 ne dépend que
de dim L et de N.

Notation 3.5.5. D’apres la proposition précédente, si L, N € mod E, on peut noter
<dimL7 N>3 = <L7 N>3

Définition 3.5.6. Pour X € C, définissons le polynéme de Laurent de Q(z;);.7

Py — (H xEHOmc(T’X)’S”T) > (X(Gre(Exté(T,X))) H;ci“’sﬁ?’)
i=1

eeNILn] i=1

ot Gr.(Ext(T, X)) désigne la variété des sous-FE-modules B de Ext}(T,X) tels que
dim B = e et x la caractéristique d’Euler-Poincaré par rapport a la cohomologie étale a
support propre.
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Autrement dit, si I’on note
e @(mi>i6[[1,n]] — @(17{‘)567
XTi = I3

la projection naturelle, Py = 7(XY%) ou X% est le polynéme de Laurent de Q(z;);c; défini
par Fu et Keller dans [26].

Lemme 3.5.7. Le polynome de Laurent Px ne dépend que de la classe de X modulo G.

Démonstration. Comme T est invariant sous l'action de G, pour tout g € G,
Home(T,g ® X) = Home(g® T,g ® X) = g ' ® Home(T, X)
ol mod E est naturellement munie de I’action de GG induite par celle sur C. Par conséquent,
(Home(T, g ® X), S;)r = (g7 @ Home (T, X), Si)» = (Home(T, X), g ® S;)~
ce qui permet de conclure en ce qui concerne le premier facteur. De la méme facon, on a
Gro(Exty(T, g ® X)) =~ Gr,.(Ext(T, X))

et
(e,8i)3 =(g-e,8® Si)3

ce qui permet de conclure pour le second facteur. Il

Notation 3.5.8. On notera

ot X est la classe de X modulo G.
Voici maintenant ’analogue de [26, theorem 2.2] :

Théoréme 3.5.9. 1. Pouri€ I, Py = ;.
2. Si X,Y < C, Py@? = PyPy
3. 5 X,Y € C et dim Exté(X, Y) = 1, et si on prend deux suites exactes courtes
admissibles non scindées

0-X—>Z->Y—0 e 0-Y -2 —-X—-0
alors Py Py = Pz + Py
Démonstration. Ce sont des conséquences immédiates de [26, theorem 2.2]. O

Corollaire 3.5.10. Les Px vérifient les formules de mutations usuelles de Fomin et Ze-
levinsky par rapport aux matrices d’échange définies dans la partie précédente. Autrement
dit, si T} € A0d(CG)™°IkC] et XV € C indécomposables sont tels que

n X7 Y ¢ 76/7

- add(7, X[G]) est rigide mod k[G]-stable mazimal,

-~ ux(T') = add(7g, Y[G]) 0i T' = add(7g, X[G]),
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alors . B
Pypf _ H Pf, T;X + H Pf, Téx

T, T.

(3 7

i€l | B(T")er—<0 €l | B(T")er—>0
€| B(T" ) g% < €| B(T ) x>

Démonstration. 1l existe Xy € X[G] et Yy € Y[G] qui sont voisins. On peut donc supposer
que Exté(X ,Y) = 1 quitte a changer Y en restant dans la méme classe d’équivalence
modulo G. Soit

0-xLz%yv o

une suite exacte courte non scindée. On a vu que dans ce cas, f est une 7;-approximation
minimale & gauche et g est 7j-approximation minimale & droite. Pour i € [1,n], le nombre
de T! apparaissant dans Z est donc

#{q € Q1 1s(q) = X, t(q) =T} }

ot Q' est le carquois d’Auslander-Reiten de 7’. Du coup, pour i € I, le nombre de 7!
avec ¢ € ¢ qui apparaissent dans Z est

#{q € Q|s(q) = X, t(q) € T}}

et, comme 7' n’a pas de G-boucle, si ce nombre est strictement positif, il est égal par
définition & —B(7')7+, ce qui permet de conclure. Le deuxieme terme se traite de la
méme fagon. m

Notons A(C, G, T) la sous-algebre de Q(;);.7 engendrée par les Py ot X parcourt
les classes modulo G d’objets (non forcément rigides) de C telles que
D x
XeX
soit rigide. Notons A(C, T) la sous-algebre de Q(z;)ic1,» engendrée par les Py (analogues
des Py dans le cas ou le groupe est trivial) ou X parcourt les objets rigides de C.
Notons Ay(C, G, T) la sous-algebre de Q(x;);-7 engendrée par les Py ot X parcourt les

)i
classes d’objets de C modulo G. Notons Ay (C, 7T) la sous-algebre de Q(z;);c1,,] engendrée
par les Py ou X parcourt C.

Corollaire 3.5.11. On a un diagramme commutatif d’inclusions

AOTT N> A(B(T))/(x; — 2;)i=j mod &
A(Cafa T)(—> -’4(67 T)/(fz - xj)izj mod G

A0<C7 G, T) = Au(C, T)/(% - Ij)z‘zj mod G

Démonstration. Tout d’abord, les deux inclusions A(B(T)) € A(C,G,T) et A(B(T)) C
A(C,T) proviennent du corollaire précédent. Le passage au quotient est immédiat. L’éga-
lité du bas est immédiate. L’inclusion horizontale du milieu provient du fait que pour

tout Py avec
D X

Xex
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rigide, X € X est rigide donc Py € A(C, 7). L’inclusion horizontale du haut provient du

fait que si Py et Py sont liés par une chaine de mutations dans A(C,G,T), alors Py et
P} le sont aussi dans A(C,7T) d’apres le lemme 3.4.4. O

Remarque 3.5.12. C’est un probleme en général difficile de savoir quelles inclusions du
diagramme précédent sont des égalités.

Lemme 3.5.13. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. la sous-matrice carrée principale de B(T) encode un diagramme de Dynkin ;

2. la sous-matrice carrée principale de B°(T) encode un diagramme de Dynkin ;
3. la sous-matrice carrée principale de E(T) encode un diagramme de Dynkin.

Démonstration. On peut facilement supposer que tous les diagrammes concernés sont
connexes.
On va montrer a ’aide de la proposition 3.4.4 que si la sous-matrice carrée principale

de B(T) encode un diagramme de Dynkin alors la sous-matrice carrée principale de B (7)
encode un diagramme de Dynkin. Le reste se fait en calculant un nombre fini de cas, ce
que 'on fera plus loin (voir le tableau page 139). Notons A le diagramme encodé par la

sous-matrice carrée principale de B(7) et A le diagramme encodé par la sous-matrice
carrée principale de B (7). Supposons que A soit un diagramme de Dynkin. Appelons

point critique de A ou A tout sommet de valuation au moins 3 ou toute aréte entre deux
sommets correspondant a des racines de longueurs différentes. On observe immédiatement

que A a au plus un point critique. Si A aun cycle, alors il induit dans A soit un cycle
soit au moins deux points critiques, donc A est un arbre. Par ailleurs, une orbite sous G
de points critiques dans A donne un point critique dans A. Il y a donc au plus une telle

orbite. Supposons qu’il y ait deux points A et B distincts dans cette orbite. Comme A
est un arbre, il y a un unique plus court chemin entre ces deux points, qui est « replié »
par 1’élément de G qui envoie A sur B. Il est alors facile de voir que le milieu de ce
chemin donne soit une boucle soit un deuxieme point critique dans A, ce qui n’est pas

possible. Finalement, A a au plus un point critique, ce qui permet, par disjonction de
cas, de conclure. O

Proposition 3.5.14. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A(B(T)) a un nombre fini de variables d’amas;

2. A(B(T)) a un nombre fini de variables d’amas ;
3. A(B°(T)) a un nombre fini de variables d’amas ;

4. C a un nombre fini de classes d’isomorphisme d’objets rigides indécomposables.

Démonstration. Tout d’abord, il est clair que si la seconde ou la troisieme assertion est
vérifiée alors la premiere I'est en utilisant la proposition 3.4.4. Maintenant, si la premiere
assertion est vérifiée, en utilisant les résultats de [23], on sait que B(7) est mutation
équivalente a une matrice dont la sous-matrice carrée principale encode un diagramme de
Dynkin. Quitte a changer 7, on peut supposer que c’est B(7). Par le lemme précédent,
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les sous-matrices carrées principales de B(T) et de B°(T) encodent des diagrammes de
Dynkin, ce qui permet immédiatement de conclure en utilisant & nouveau [23]. Il est clair
que si le quatrieme point implique les trois premiers. Si le second point est vérifié, on peut

supposer par I’argument précédent que la sous-matrice carrée principale de B (7)) encode
un diagramme de Dynkin. Par conséquent, en utilisant un théoreme de Keller et Reiten
[48], la catégorie stable de C est équivalente a une catégorie amassée, ce qui permet de
conclure. O

3.6 Indépendance linéaire des mondémes d’amas

On garde ici les mémes notations que dans la section précédente. La encore, les idées
sont principalement adaptées de [26].

Définition 3.6.1. Soient X,Y € C. On dira que X et Y sont congrus modulo G si il existe
deux décompositions en sommes directes X = X1 XoD---dX,, et Y =Y, ®YoD--- DY,
telles que pour tout ¢ € [1,m], X; et Y; sont équivalents modulo G (c’est-a-dire qu'il existe
g € G tel que g ® X; =Y;). De fagon équivalente, X et Y sont congrus modulo G si

@g@X:@g@Y.

geG geG
Si X € C, il existe une suite exacte courte admissible
0T -12 5L x>0

ou f est une 7 -approximation a droite minimale. D’apres le lemme 3.1.1 et par maximalité
de T, TS € T. On notera, en suivant [57] et [26],

indr(X) = [Tx] — [Tx] € Ko(T).

Notons aussi ind7(X) I'image de ind7(X) dans Ky(7)/G.
Le lemme suivant est inspiré de [17, lemma 2.1] :

Lemme 3.6.2. Si X est rigide et
1 h 2 f
0=-Tx =Ty =>X —0

est la suite exacte courte admissible définie ci-dessus, alors ['orbite de h sous ['action de
Aute(T%) x Aute(T%) est un ouvert dense de Home(Ty, T%).

Démonstration. Soit h' : Ty — T% un morphisme. Appliquons le foncteur Home(—, X) a
notre suite exacte courte admissible pour trouver la suite exacte longue

0 — Home(X, X) — Home(Tx, X) — Home(Ty, X) — Ext; (X, X) =0

ce qui permet de voir qu'il existe « : T% — X tel que ah = fh'. Par ailleurs, comme
f est une T-approximation a droite, il existe 3 : T% — T% tel que a = f3. On a
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alors f(Sh — 1') = 0 donc, comme h est un noyau de f, il existe v : Ty — T5 tel que
Bh — h' = hry. Autrement dit, b’ est dans 'image de

Ende(T%) x Ende(T%) — Home (T, T%)
(7, 8) = Bh — hy

qui n’est autre que la différentielle de ’application
Aute(Ts) x Aute(T%) — Home (T, Tx)
(91,92) = g2hgi !

a travers les isomorphismes naturels
Lie(Aute(Ty) x Aute(T%)) ~ Ende(Ts) x Ende(T%)

et
Lie(Home(Ty, T%)) ~ Home (T, T )

ce qui permet de conclure. Il

Le lemme suivant est inspiré de [17, lemma 2.2 :
Lemme 3.6.3. St X est rigide et
0-TLh12 L x o

est la suite exacte courte admissible définie ci-dessus, alors Tk et T% n'ont pas de facteur
mdécomposable commun.

Démonstration. Supposons que Ty ~ TY & f}( et Te ~ T ® ff( avec T # 0. D’apres
le lemme précédent, orbite de h sous l'action de Aute(T5) x Aute(T%) est un ouvert
dense de Home (T, T%). Par conséquent, quitte a faire agir Aute(T%) x Aute(T%), on

peut supposer que h s’écrit
hir Do
hor  haoo
oll hq; est un automorphisme de 7°. Puis en faisant agir

IdTO _h1_11h12 IdTO 0 ) )
(( 0 IdT)l( ) _h21h1—11 IdT)2( S AU.tc (TX) X Autc(TX)

on voit que f n’est pas minimale. Il
Le lemme suivant est directement inspiré de [26, lemma 3.2] et de [17, theorem 2.3] :
Lemme 3.6.4. Si X € C est rigide, alors la classe de congruence de X modulo G est

déterminée par ind(X). Autrement dit, si Y € C est rigide et si ind7(Y) = ind7(X),
alors X et'Y sont congrus modulo G.
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Démonstration. Soit
0—>T)1(HT)2(LX—>O et OHTXI/—>T52/f—>YHO

les suites exactes courtes admissibles de définition de ind7(X) et de ind7(Y).

D’apres le lemme précédent, T et T% d’une part et Ty et T2 d’autre part n’ont pas de
facteur indécomposables communs. Par conséquent, ind7(X) et ind7(Y") les déterminent
entierement et ind-(X) = ind(Y) déterminent leur classe de congruence modulo G. En

résumé,
@g@Tl 2@g®T¢ et GBgG@T2 z@g®T§.

geG geG geG e
Si on note T = T et T? = T%, on a alors deux suites exactes courtes admissibles

O—>@g®Tli@g®T2—>@g®X—>O

geG geqG geqG

et
0—>€Bg®T1h—/>EBg®T2—>@g®Y—>O.

geG geG geG

Comme @gegg ® X et @gegg ® Y sont rigides, en utilisant le lemme 3.6.2, h et A’
sont dans la méme orbite sous 1'action de Aute(T1) x Aute(T?) et par conséquent,

@g@X:@g@Y

gelG gelG

ce qui montre que X et Y sont congrus modulo G. Il

Adaptons maintenant le [26, corollary 3.4] :

Proposition 3.6.5. Si le rang de B(T) est mazimal alors

1. X v Px induit une injection de l’ensemble des classes de C modulo G indécompo-
sables non projectives telles que
D x

XeX
soit rigide, dans Q(z;);c7.
2. Supposons que E C A00(C)G est un multiensemble fini de catégories rigides G-
stables maximales, et que pour T' € E, X7 € T’ est un objet sans facteur direct

projectif. Si de plus les X7+ sont deux a deux non congrus modulo G, alors les PyT,
sont linéatrement indépendants.

Démonstration. Le premier point est une conséquence directe du second. Montrons le
second. Supposons qu’il y ait une relation de dépendance linéaire

CT/P* :0.
> orPx,,

T'eE
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En utilisant la preuve de [26, corollary 3.4], on en déduit la relation

S er ﬁxgindﬂxwmn 0

TeE =1
ou donc [ind7(X7) : [T;]] désigne le coefficient de [7T}] dans la décomposition de indz(X7/)

dans la base {[T}]}ecpn]-
S e Tl T g
T'eE iel
ot [T] est l'orbite de [T;] dans Ko(7)/G. D’apres le lemme précédent, les ind’-(X7) sont

distincts ce qui entraine la nullité de tous les c7. Il

Corollaire 3.6.6. Si le rang de E(T) est mazimal alors les Pg, ou X parcourt les classes
d’équivalence de C modulo G telles que

P x
XeXx

soit rigide, sont linéairement indépendants dans A(C,G,T). Les monomes d’amas sont
linéairement indépendants dans A(B(T)).

Démonstration. La deuxieme partie est une conséquence immédiate de la premiere puisque
les monomes d’amas proviennent de tels X a travers 'inclusion A(B(7)) C A(C,G,T).
Pour la seconde il suffit de remarquer que dans la décomposition

Q(zi)ier = QU@7)ier) icr ®0 QTi)ieqinr

les monomes d’amas sont de la forme Px®M ou M est un monome classique de Q(E);Eﬂ i
et X est une classe d’équivalence de C modulo G telle que

D x

XeX
soit rigide ne contenant pas de facteur projectif, ce qui permet d’appliquer la proposition
précédente. O

Remarque 3.6.7. Bien entendu, dans les deux derniers résultats, on peut remplacer 1'hy-

pothese de maximalité du rang de B (7') par une hypotheése de maximalité sur le rang de
B(T) puisque cette derniere hypothese implique la précédente.
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Chapitre 4

Applications

4.1 Sub(@; et variétés de drapeaux partiels

Cette application est inspirée de [34]. Soit @) un carquois tel que le graphe non orienté

sous-jacent A soit un diagramme de Dynkin de type A, D ou E. Soit I un groupe agissant
sur () de telle fagcon que () ne comporte pas de fleche entre deux sommets d’'une méme
orbite sous 'action de I' (on dira que l'action est admissible). Cela induit immédiatement

une action sur A. On notera Q' le carquois construit a la section 2.3. On notera Ar le
diagramme sous-jacent.

On notera A le diagramme défini a la section 1.5.

Voici la liste de tous les cas possibles, lorsque I' est non trivial et lorsque I'on interdit
qu’un élément non trivial de I' stabilise completement ().

A r A Ar
1— 2 — —n-1 ny
\ Z/2Z /
n 1—2—---—n—1:én 1—2— - —mn-—1
e o
1/ — o — ~'*(n71)/ n_
n 1_*_i2_*_i4..i(n_1)Jr
/
L o /27 L. o . \n
n’ 1. —2_ — ... — (n—1)_
1 =
N -
1 —2 7/32 1$2 L= "5
/ AN
1// 27@
3

139
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A r A Ar
s
1\ 1+\
”; 3 $ / 2
N
1\ 3 /
N o
3—4 7./2Z 1—2:@3—4 1—2
/ .
/ N

Remarque 4.1.1. On observe que tous les diagrammes de Dynkin non simplement lacés

peuvent étre réalisés comme A pour un A et un I' appropriés.

Soient G et G des groupes de Lie connexes et simplement connexes de type A et A.
Soient B (resp. B_, N, N_) et B (resp. B_, N, N_) des sous-groupes de Borel (resp. le
sous-groupe de Borel opposé, les sous-groupes unipotents maximaux correspondant) de
G et G. Soient g.b,b_,n,n_ g, b, b_, fet A les algebres de Lie de ces groupes. On
note (€;)icq, (resp. (ﬁ)ier) les générateurs de Serre de I’algebre enveloppante U(n) (resp.
U(n_)) et (e5)icqor (resp. (fi)icg, r) ceux de U(n) (resp. U(n_)). On pose h; = [e;, fi] et
hi = &, fi]

Comme I' agit sur E, il agit aussi sur U(g) en prolongeant son action sur les généra-
teurs de Chevalley.

Notation 4.1.2. Si i € )y, on notera x; le sous-groupe a un parametre de N défini par
x;(t) = exp(te;).

Soient X € modAg et i = i1%2...%, un mot sur (Jp. On notera ®x; la sous-variété
(fermée) de
Gro(X) x Gri(X) x -+ x Gr,_o(X) x Gr,_1(X)

formée des (Xo, X1,..., Xn_2, Xn_1) tels que

— pour tout j € [1,n— 1], X;_1 C X;;

— pour tout j € [1,n — 1], X;/X; 1 ~ 5 ;

- X/Xn—l ~ Szn

Le résultat suivant est obtenu par dualité a partir de construction lagrangienne de
U(n) par Lusztig [51], [52].
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Théoréme 4.1.3 ([31, §9]). Pour tout X € modAg, il existe un unique px € C[N] tel
que pour tout mot i sur Qo, et tout t € C" (ou n est la longueur de i),

ox (@, ()25, (F) - 7, (£a) = > X (Dx40) 5

acNn
ou
ca - .o . . .
-1 =2%1...011%9...12...%...1p,
—— N — N —
ay az an
a __ jaiga2 an .
7t —tth ...tnn,
—al=alas!...a,!.

Notation 4.1.4. Pour X € modAg, on note ¢x = k(¢x) ou k est défini au corollaire
1.5.3.

De l'action de I sur (), on déduit une action de I' sur k@) puis sur Ag puis sur mod Ag
(voir section 2.3). En suivant la preuve [33, theorem 3, §8], on voit facilement que le
diagramme suivant commute :

gR—

Ext), (=1, —2) Exty, (g8 ® —1,8® —2)

| |

Exty, (=2, —1)° Exty, (8 ® —2,8® —1)*

(g®—)*

oil c est I'isomorphisme de Ext} o(—1,—2) dans Ext) o (—2,—1)", autrement dit que I’action
de I' sur mod Ag est 2-Calabi-Yau au sens de la définition 2.2.27.

Lemme 4.1.5. Pour X € modAg et g €T,

¢g®X - wX-
Démonstration. On a
ta
Peax (Ti (1), (t2) . w4, (8n)) = Z X (Pgexin) ol
acNn
ta
= Z X (@ngl.ia) ;
aeNn

= (px<l’g—1_2-1 (tl)xg—l.iQ (tQ) .. .xg—l,in (tn))
d’ou le résultat. O

Notation 4.1.6. On notera
7707 = 7/))(
ol X est la -orbite de X.

Théoréme 4.1.7 ([29, lemma 7.3] et [31, theorem 9.2]). 1. SiX,Y € modAg, oxey =
PxPY -
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2. 8% XY € modAg et dim Extlle(X7 Y) = 1, et si on prend deux suites exactes
courtes admissibles non scindées

0-X—>7—-Y—0 e¢¢ 0-Y -7 —-X—=0

alors pxpy = Yz + ©z.

Corollaire 4.1.8. 1. 51 X, Y € mod Ag, V5.7 = Y5y

2.8 XY € modAg et dim Ext,le (X,Y) =1, et si on prend deux suites ezactes
courtes admissibles non scindées

0-X—>7—-Y—>0 e 0=Y—>7 —>X—=0

alors Yby = g + .

Soit maintenant J C )y non vide, stable sous I'action de I' et K = Qg \ J. La catégorie
Sub ; a été définie a la section 1.4.1.

Lemme 4.1.9. Tous les projectifs de Sub Q) ; possedent des quasi-approximations rigides
a droite.

Démonstration. Tout d’abord, pour tout Ag-module simple S,

@g@S

gel

est rigide puisque 'action de I' sur () est admissible. Par ailleurs, les injectifs L; de Sub @),
construits explicitements dans [34, 3.3] ont une téte simple. Il est alors immédiat que 1'on
peut appliquer le lemme 3.2.4. O]

Notation 4.1.10. Si ¢ € )y, on note 53 le foncteur de mod A dans lui-méme qui & un
module X associe le quotient de X par la plus grande puissance possible de S;.

Proposition 4.1.11 ([34, proposition 5.1)). Les £ satisfont les relations suivantes
1. gt =¢f;
2. 5}5} = 5}5} sl n’y a pas d’aréte entre i et j dans A ;

3. 5}5}5} = 5}8;5} si il y a une aréte entre © et j dans A.

Notation 4.1.12. Si i € Qy/T’, on note

e~ 11¢!

i€i

qui est bien défini puisque les EiT commutent. Ce foncteur envoie les objets I'-stables de
mod Ag sur des objets I'-stables.
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Notons Ag (resp. Ak) la restriction du diagramme AaK (resp. du diagramme A a
K/T'). Notons W le groupe de Weyl de A, W celui de A, W celui de Ay et Wy celui
de AK'

On note (0;)icq, (resp. (07)icq,/r) les générateurs de w (resp. W). On a alors un
morphisme injectif

qui se restreint en un morphisme de Wy dans Wg.

Proposition 4.1.13. Soit i une expression de l’élément de plus grande longueur ¢ de W
dont un facteur (a gauche) est une expression de l’élément de plus grande longueur de
Wy. Alors

n-@ee g (@] Po

m=1 ie;m iEQO

a un facteur direct T x qui est rigide mazimal et I'-stable dans Sub @) ;.

Démonstration. La seule chose qui n’est pas dans [34, proposition 7.3] est que T x est
['-stable. C’est immédiat par définition des foncteurs 2. n

Exemple 4.1.14. On suppose ici que A=A que 'on indexe de la fagon suivante :
a—b—c—0b—d

sur lequel on fait agir I' = Z/27Z de la seule fagon possible non triviale de telle sorte que
A = (5 indexé de la fagon suivante :

a—ph=——=c

On fixe J/T" = {c}. On prend alors i = (a, b, a, ¢, b, a, ¢, b, ¢) qui convient. Il est alors facile
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de calculer

/
c b a!

b/\b/ /\ s
YN AN awa y
a c ,ﬂ@ b b

N KN ¥ /N ¥ ¥/
b v’ a c

N N ¥ %

c b a

et donce

Fixons maintenant un 7' = 7 x comme dans la proposition. Posons 7 = add(T').
Lemme 4.1.15. La catégorie T n’a pas de I'-boucle ni de I'-2-cycle.

Démonstration. Par [34], T est amas-basculante et Endgy, g, (') est de dimension globale
finie et elle n’a donc pas de I'-boucle ni de I'-2-cycle d’apres le théoreme 3.3.11. n

Finalement, on a toutes les hypotheses pour utiliser les résultats de la partie 3.5 dont
on reprendra ici les notations.
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V4
b/
VA
b/
V2R
b’ c ’
AR Y N\ ¥
c b b
N/
¥ N\
c b b’
RN ¥ N\ ¥ N
c b v - a c a
N N AN #
c b b’
N
b
¥ N\
b a c
N - N £ N
c b b
N/
N
b
N

FiG. 4.1 — Carquois d’Auslander-Reiten de 7
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Exemple 4.1.16. On continue 'exemple 4.1.14. Le carquois d’Auslander-Reiten de 7°
est a la figure 4.1, les projectifs-injectifs étant les cing objets a droite. En prenant comme
paramétrage des lignes les classes de

b’ ¥ N\
¢ a’ / RN b b’
b/ N v’ ¥ /“\\ %a' 2 N\ £ N\
v, ) La ! ) y @ ¢ a
e s RO N AN #
c e % b v
c N ¥
dans cet ordre, on a alors
0 —1 1
2 0 =2
-1 1 0
B(T) 0 -1 0
-2 1 0
1 0 0

On va maintenant, en partant de [34, 9.3.2], calculer explicitement B(7). On note r
le nombre de racines positives de A et rx le nombre de racines positives de Al K/T-

On prend i et ¢ défini comme ci-dessus. Pour j € /T, on note par convention
iz = j et on note j < n pour tout n € [1,£]. On note e(i) = {n € [1,{]|Im €
[1,€],m > n et i, =i,}. Sin € e(i) UQy/T, alors on note n* = min{m € [1,¢]|m >
n et i, = i,}. Pour j € K/I', on note t; = max{t < rx|i; = j}. Pour j € J/T', on
note t; = j. On construit alors une matrice B(i, K) dont les lignes sont indexées par
(Irxe,r] Me(i)) U{t;|j € Qo/T'} et les colonnes par [rg, r] Ne(i) ainsi :

1 sim™=n
-1 sint=m

B, K)mn =1 —Ci i sin<m<nt<m®
Ci, i sim<n<mt<n®
0 sinon.

ou C est la matrice de Cartan de A.

Exemple 4.1.17. On continue 'exemple 4.1.14. On a alors e(i) = {1,2,3,4,5,7}. On a
alorsat =1, b7 =2, ¢t =4,1"=3,2"=5,3"=6,4"=7,5" =8¢t 7" =9. On a
aussi t, = 3, t, = 2 et t, = c¢. On en déduit que la matrice B(i, K) a ses lignes indexées
par {4,5,7,3,2,c} et ses colonnes indexées par {4,5,7}. La matrice de Cartan de A est

2 -1 0
cC=1-1 2 =2
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On a donc

0o -1 1

2 0 -2

. -1 1 0
B(i,K) = 0 -1 0
-2 1 0

1 0 0

Proposition 4.1.18. [I existe une indexation des I'-orbites de facteurs indécomposables
de T =T; i par (Jrg,r] Ne(d)) U{t,|n € Qo/T} telle qu’a travers cette identification

Démonstration. On note i I'image de i par la substitution

Eer/rHHz'

i€i

ol 'ordre des lettres dans le produit n'importe pas. On obtient ainsi un représentant du

mot le plus long de w.

Tout d’abord, d’apres [34, 9.3.2], B(T) = B(i, K) ot B(i, K) est Ianalogue de B(i, K)
pour 'action du groupe trivial. A n € [1,7], on associe 'ensemble n' C [1,7] ou 7 est le
nombre de racines positives de A de telle fagon que I'ensemble des lettres aux positions

n dans?proviennent de la lettre a la position n dans i a travers la substitution ci-dessus.
Pour j € Qo/T, on note 7 = 7. Finalement, pour n € [1,7] U Qo/T, on choisit n° € n'.

Ensuite, il suffit de faire le calcul suivant en utilisant la proposition 3.4.4, en notant C la
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matrice de Cartan de A :

B(T)wn= Y B(T),.=> BlK),.

mem’
4 . o~
1 simt =n°
-1 sin°t=m
:E —C. - sin® <m<n°t<m®
lmlno
~ / = . o~ ~
memt - CL . sim < n® <mt <nt
Z%’Lno
L 0 sinon.
1 simt=n
-1 sint=m
_ mem —C- ~ sin<m<nt<m®
= iz ino
o : + +
_ o sim<n<m n
Zmém’ Ciﬁino < < <
0 sinon.
/ .
1 simt=n
—1 sintT=m
_ (. : + +
= Ciin sin<m<nt<m
Ci, i sim<n<mt<nt
L 0 sinon.
ce qui est le résultat cherché. O

Corollaire 4.1.19. La matrice B(T) est de rang mazimal.

Démonstration. 1l est immédiat que pour tout indice de colonne n de la matrice B(i, K),
il existe un unique indice de ligne n~ tel que (n”)* = n. On a alors, pour tout indice
de colonne n, B(i, K),-, = 1 par définition de B(i, K). Par ailleurs, si m < n sont deux
indices de colonnes de la matrice, alors B(i, K),,-, = 0 puisque (m~)" = m < n. Cela
revient a dire que la sous-matrice de B(i, K') dont les lignes sont les n~ dans le méme
ordre que les colonnes est triangulaire inférieure de diagonale 1. O]

Proposition 4.1.20. Pour toute I'-orbite X de classes d’isomorphisme de Sub @ telle

que
P x
xXeX
soit rigide et qui est dans un amas que ['on peut atteindre par mutations a partir de T,
on a

U = Px(¥7,)icqor-
Démonstration. C’est une conséquence du théoreme 3.5.9 et du corollaire 4.1.8 par récur-
rence dans le graphe des mutations. O]

On reprend les notations de la section 3.4. Voici une réponse a une conjecture de
Fomin et Zelevinsky dans ce cas :
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Proposition 4.1.21. Les monémes d’amas de A(B(T)) sont linéairement indépendants.

Démonstration. On le déduit du corollaire 3.6.6. O]

Remarques 4.1.22. — On conjecture que pour toute I'-orbite X de classes d’isomor-
phisme de Sub @, on a

U = Px(¥7,)icqo/r-

— Si la conjecture précédente est valide, 'indépendance linéaire des Py est équivalente
a celle des ¢ ou X parcourt les I'-orbites de mod Aq telles que

D x
XeX
soit rigide. Notons qu’on avait démontré par une autre méthode l'indépendance

linéaire des ¢ dans [18, théoréme 6].

On note désormais B Kk le sous-groupe parabolique de G engendré par B et les sous-
groupes a un parametre r;(t) pour i € K et t € C. On note de méme By le sous-groupe
parabolique de GG engendré par B et les projetés dans G des sous-groupes a un parametre

;(t) pour i € K et t € C. On note NK le radical unipotent de §K. On note Nx le radical

unipotent de Bp. o
Notons A'(Sub @, T, 7) la sous-algebre de C[N] engendrée par les ¢ o X parcourt
les T'-orbites de classes d’isomorphisme de Sub @) ; telles que

D x
XeXx
soit rigide. o
Notons A, (Sub @, ', 7) la sous-algebre de C[N] engendrée par les 1 ou X parcourt

les I"-orbites de Sub @ ;. Les algebres A(Sub @, ', 7) et Ag(Sub @y, ', 7) ont été définies
dans la section 3.5.

Proposition 4.1.23. On a un diagramme commutatif

A(B(T)
S \

A(Sub QJ7F7T) = A/(Sub QJ,F,T)

Ao(Sub@Q,,T,7) = AL(SubQ,,T,7)
les deuz isomorphismes horizontaux étant soumis a la conjecture de la remarque 4.1.22.

Démonstration. C’est immédiat puisque les (7, );eq,,r sont algébriquement indépen-
dants. O

Proposition 4.1.24. On a C[Ng| ~ Aj(Sub@,,I', 7).

Démonstration. C’est la traduction immédiate de la proposition analogue [34, proposition
9.1]. 0
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Conjecture 4.1.25. On a C[Ng] ~ A(B(T)).

Lemme 4.1.26. Les amas de A(B(7)) ont

1. v — rx variables d’amas ;

2. #Qo /T coefficients.

Démonstration. Le deuxieme point se montre en utilisant [34, proposition 3.2]. Pour
montrer le premier, on reprend le plan de la preuve de [34, proposition 7.1]. Cette preuve
part du résultat dans le cas particulier ou K = (). Dans ce cas, la majoration par r se
trouve en faisant la preuve analogue de celle de [36] en comptant les composantes I'-stable
de la variété de module, en utilisant la description des racines de A du lemme 1.5.5. Pour
montrer que r est atteint, il suffit alors de voir, toujours en regardant leur preuve, que si

ce n’était pas le cas, alors ce ne serait pas non plus le cas pour A(E (7)). Or il est prouvé
que ce nombre est atteint par Geif}, Leclerc et Schréer ([34, proposition 7.3]). O]

On peut maintenant montrer le résultat suivant, dont une partie est prouvée en [34,
11.4] et la fin est conjecturée en [34, 14.2] :

Proposition 4.1.27. L’algébre A(B(T)) a un nombre fini d’amas exactement dans les
cas suivants (les sommets entourés sont ceux de J et n est le nombre de sommets) :

Type de G Type de A(B(T))
©7.7...7. AO
e — @—0—...—e@ An-2
An—l
©7©7.7...7.

n—1
©7.7...7.7© (Al)
@0 0 @—® A2n74
o —®—o— 0 — @ A2n73
@ — 0 — @—® A2TL—4

e —@—@—e Dy

@ —®—®—o Ds

@ — @ — @®—® Dy
e—0o——@—0—o D,
@—o — @ —0—eo EG
o ®—@®—o—o Eg
@—@—@®—eo—e Eq
Eg

o—o0 — @ —0—0—0o
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Type de G Type de A(B(T))
Eg
o— @9 — @ —o—0—o
Eg
oo @ o —0o—0o o
3

®
®
o—o—o/ As
\o
@®—e — —e—=——0 (Al)nil
T (A
@é:@ By = (Y
o—0e—=—u0 B3
o —0o——0 Cs

Démonstration. Tous les cas simplement lacés sont prouvés dans [34, 11.4]. Les autres cas
proviennent forcément d’'un des cas simplement lacés cités muni d’une action de groupe
d’apres la proposition 3.5.14. Il faut donc regarder les groupes d’automorphismes de
diagrammes stabilisant J. Cela donne immédiatement la liste des cinq cas non simplement
lacés. Calculons leurs types :

— Le diagramme

@7.7...7.:@0

a n sommets provient du diagramme
©7 ® — - — @ —— @

a 2n — 1 sommets muni du seul automorphisme d’ordre 2 non trivial. Son type
doit donc étre obtenu & partir de (A;)*"~2. D’apres le lemme 4.1.26, le nombre des
variables d’amas dans un amas est 7 — rx = n? — (n — 1) = 2n — 1 et si on enléve
les n coefficients, on obtient que le type doit étre de rang n — 1 d’ou le résultat.
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— Le diagramme

©7.7...7.é:.

a n sommets provient du diagramme

a n + 1 sommets muni du seul automorphisme d’ordre 2 non trivial. Son type
doit donc étre obtenu & partir de (A;)""!. D’apres le lemme 4.1.26, le nombre des
variables d’amas dans un amas est 7 — rx = n? — (n — 1)2 = 2n — 1 et si on enléve
les n coefficients, on obtient que le type doit étre de rang n — 1 d’ou le résultat.
Le diagramme

@ =<0

provient du diagramme
@©—®—@®

muni du seul automorphisme d’ordre 2 non trivial. Son type doit donc étre obtenu
a partir de As. D’apres le lemme 4.1.26, le nombre des variables d’amas dans un
amas est r — rx = 4 et si on enleve les 2 coefficients, on obtient que le type doit
étre de rang 2 d’ou le résultat.

Le diagramme

o—0o—=——0

provient du diagramme

o —— o —@—0—o

muni du seul automorphisme d’ordre 2 non trivial. Son type doit donc étre obtenu
a partir de D4. D’apres le lemme 4.1.26, le nombre des variables d’amas dans un
amas est 1 —rg = 9 —3 = 6 et si on enleve les 3 coefficients, on obtient que le type
doit étre de rang 3 d’ou le résultat.

Le diagramme

o—o%:@

provient du diagramme

muni du seul automorphisme d’ordre 2 non trivial. Son type doit donc étre obtenu
a partir de As. D’apres le lemme 4.1.26, le nombre des variables d’amas dans un
amas est 1 —rx = 9— 3 = 6 et si on enleve les 3 coefficients, on obtient que le type
doit étre de rang 3 d’ou le résultat. O]
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4.2 Catégories C); et groupes unipotents

Cette application est inspirée de [35]. Soit @) un carquois sans cycle orienté. Soit I' un
groupe agissant sur () de telle facon que () ne comporte pas de fleche entre deux sommets
d’une méme orbite sous l'action de I' (on dira que l'action est admissible). Soit M un
mod kQ-module terminal (voir la section 1.4.2) stable par I

Citons le lemme suivant de Geif3, Leclerc et Schroer :

Lemme 4.2.1 ([35, lemma 5.6]). La catégorie Cpr est une sous-catégorie de mod Ag
stable par facteurs. Autrement dit, pour X € Cpr et Y un sous-Ag-module de X, alors

Corollaire 4.2.2. Tout les projectifs de Cy; ont des quasi-approrimations rigides a gauche.

Démonstration. Pour prouver ceci, il suffit de voir que les hypotheses du lemme 3.2.4
sont vérifiées. La série de lemmes débutant [35, §8] montre que les projectifs de Cy; ont
des socles simples dans mod Ag. Par ailleurs, comme l’action de I' sur @) est admissible,
&y ger 8 ® S est rigide pour tout Ag-module simple S. Les autres hypotheses du lemme
3.2.4 sont des conséquences immédiates du lemme 4.2.1. Il

Les Ag-modules T et T); construits en [35, §7] sont amas-basculants et Ende,, (1)
et Endc,, (T};) sont de dimension globale finie. Il sont de plus stables par I' puisque M
est.

L’action de I' est 2-Calabi-Yau au sens de la définition 2.2.27 pour les mémes raisons
que dans la section précédente. On peut alors appliquer les résultats de la section 3.5
dans Cy; en posant 7 = add(Ty) et 7V = add(T})).

On note © le carquois de Gabriel de Endyg (M) auquel on ajoute une fleche x — 7(z)
pour tout sommet x tel que 7(x) correspond & un indécomposable de add(M) (ou 7 est
la translation d’Auslander-Reiten). On dira qu’un sommet de O est figé s'il est envoyé en
dehors de © par la translation d’Auslander-Reiten.

Proposition 4.2.3 ([35, 3.5]). Les matrices B(T) et B(T") sont égales, avec une in-
dexation appropriée, a la matrice d’adjacence de © a laquelle on enléve les colonnes
correspondant aux sommets figés.

Notation 4.2.4. Posons NQ° = N x Qo et NQ* = N x QP [[N x @1 munis des
applications s, ¢ : NQ* — NQg® définies par

| (n,s(q) si (n,q) € Nx QP
sn.q) = { (n+15(g) si(ng)eNxQ

t(n,q) = (n,t(q)).

On a ainsi défini un carquois NQ°P. Soit aussi O le carquois NQ°P auquel on ajoute les
fleches de la forme (n,i) — (n + 1,7) pour (n,i) € NQ".

Comme @) n’a pas de cycle, on peut fixer un ordre sur @)y de telle facon que toutes
les fleches de @) aient un but plus grand que leur source et de facon que I' agisse sur Qg
par applications croissantes. Ainsi, cet ordre induit un ordre sur o/I". On muni alors
NQ® = N x Q°P de I'ordre lexicographique.
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Il est classique que le carquois d’Auslander-Reiten de add(M) est un sous-carquois de
NQ°P et que O est un sous-carquois de (:j, la translation d’Auslander-Reiten 7 de add(M)

étant représentée par I’ensemble des fleches de la forme (n,7) — (n + 1,4) dans o.

Corollaire 4.2.5. La matrice B(T) est de rang mazimal.

Démonstration. On va utiliser la structure de ©. Pour toute I'-orbite non figée X de O,

7(X) est une ['-orbite de ©. On restreint 1'ordre sur les sommets de © en un ordre sur les
sommets de ©. On a alors pour toute I'-orbite non figée X de ©, B(T), 5 x = —1 et, si

I'on prend une seconde I'-orbite non figée Y < X de ©, B(T )T(Y)7? = 0 par construction

de Dordre sur ©. Ceci revient a dire que la sous-matrice de B(7") dont les lignes sont les

7(X) est triangulaire supérieure de diagonale —1. ]
Corollaire 4.2.6. Les monomes d’amas de A(Cpr, I, T) sont linéairement indépendants.
Démonstration. C’est une application directe du corollaire 3.6.6. Il

Proposition 4.2.7. Pour toute algébre amassée de type fini sans coefficients A, il existe
un carquois @, un groupe I' agissant sur @), un module terminal M de mod kQ et un
objet amas-basculant T de Cpy tels que l'algébre amassée A(Cp, T, T) avec coefficients
spécialisés a 1 soit isomorphe a A.

Démonstration. En utilisant la classification du début de la section 4.1, on détermine un
diagramme de Dynkin simplement lacé A et une action d’un groupe I' dessus. On choisit
ensuite une orientation () de A compatible avec I'action de I" et telle que mod k@) n’ait
pas de projectif-injectif (c’est toujours possible : il suffit, dans le cas A,,, de ne pas orienter
le carquois dans une seule direction). Ensuite, M = kQ°P & 7(kQ°P) convient. ]

Voici deux résultats qui sont des conséquences immédiates des résultats analogues de
[35].

Proposition 4.2.8. Il erxiste une suite de mutations dans A(Cy,T',T) passant de T a
Tv.

Démonstration. GeiB, Leclerc et Schroer ont décrit dans [35, §18] une suite de mutations
permettant de passer de 7 a 7V dans A(Cy, 7). 1l est facile de voir en suivant leur
algorithme que 1’on peut réordonner ces mutations de telle sorte que les mutations suivant
une méme [-orbite de C soient consécutives (il suffit de permuter des mutations qui
commutent car elles sont éloignées dans ©). Ensuite, grace a la proposition 3.4.4, on
voit immédiatement que cette suite de mutations provient d’une suite de mutations dans

A(Cp, T, T). O
Proposition 4.2.9. L’algebre A(B(7)) est un anneau de polynomes. Plus précisément,

AB(T))=C[P

[ Y]YGM

ot M est Uensemble des T-orbites de classes d’isomorphisme d’objets indécomposables de

add(M).
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Démonstration. On sait déja que A(B(7)) C A(B°(7))/I" donc en utilisant le théoreme

[35, theorem 3.4], on a déja l'inclusion A(B(7)) C C[PY]YGM' Pour 'inclusion réciproque,

on utilise la méme technique que dans [35] : tous les X € M apparaissent dans la suite
de mutation décrite dans la proposition précédente. O

Soient A le diagramme associé a ) et A le diagramme construit a partir de AetT
comme dans la section 4.1. On suppose que A est un diagramme de Dynkin. Soit G (resp.

G) le groupe de Lie connexe et simplement connexe associé a A (resp. A). On reprend
pour W, N, B, N_, B_, g, n,n_, b et b_ les mémes notations que dans la section 4.1.

On note AL I’ensemble des vecteurs dimensions des facteurs indécomposables de M.
Comme M est stable sous I'action de I, AL aussi et donc on peut appeler A}, I'image

de ZL dans un systeme de racine de type A. Comme dans [35, 3.7], il existe un unique
élément w dans le groupe de Weyl W de A tel que Al, = {a € AT |w(a) < 0} ot AT

est le sous-ensemble des racines positives de A. Soit w I'image de w dans w.
Posons alors

N(w)=NnN(w 'N_w) et N“=NnN(B_wB_);

N@)=Nn(@w'N_@) et N°=Nn(B_wB.).
Voici 'analogue du [35, theorem 3.5] :

Théoréme 4.2.10. L’algébre amassée A(B(T)) est une structure d’algébre amassée sur

C[N(w)]. L’algebre amassée A(B(T)) obenue en inversant les coefficients est une struc-
ture d’algébre amassée sur C[N™].

Démonstration. D’apres [35, theorem 3.5, A(B(Cps, 7)) est une structure d’algebre amas-

sée sur C[N(@)]. En utilisant le morphisme  (voir 1.5), on en déduit un plongement de
A(B(T)) dans C[N(w)]. En utilisant la proposition 4.2.9, on conclut, puisque par le méme
raisonnement que dans [35], C[PY]YGM est C[N(w)] tout entier.

Le méme raisonnement est valide pour C[N"]. O

Exemple 4.2.11. Dans cet exemple, on va noter () le carquois

a b c 74 a

que l'on munit de 'action non triviale évidente de I' = Z/2Z. Le carquois d’Auslander-
Reiten de mod CQ est donné a la figure 4.2. Notons M, la somme directe de tous les
CQ-modules indécomposables de telle facon que Cp;, = mod Ag. Notons M la somme
directe des CQ-modules indécomposables situés a droite de la double ligne dans la figure
4.2.

D’apres ce que l'on a vu, le groupe N, de type C5. Il peut étre réalisé comme un

sous-groupe de N , que 'on va réaliser comme le sous-groupe de GLg(C) constitué des
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°1

N

b

/ \
/

\
/

c

/
\ B C
/

N

\
/
\
y

F1G. 4.2 — carquois d’Auslander-Reiten de @)

matrices triangulaires supérieures de diagonale 1. Plus précisément, N est le sous-groupe
de GLg(C) engendré par les sous groupes a un parametre

0

O OO OO
O OO O = o+
OO O = O

Par conséquent, C[N] est un quotient de C[N].

0

OO = OO

SO = O O OO

_ s O O O O

OO OO O

1

0

o O O o

0

O OO = o+

OO = O OO

— & @

00 100000
0 0 010000
0 0 001 ¢t 00O
t 0 0001O00O0
1 0 000010
01 0 00O0O01

Dans la suite, les notations de la forme

1

désigneront les mineurs des sous-matrices formées par les points épais.
Voici la liste des I'-orbites des classes d’isomorphismes de facteurs indécomposables
X de Ty, ainsi que la réalisation de ¢x (voir la notation 4.1.4) comme mineur :
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[-orbite Vx
1 -
1 e
c 1 .
1 -
1
e o o o o 1 - °
N %a e o o o o 1 -
b\ % ® o o 0o o 1
C\ c/ e o o o o 1 -
v b% o o o o o 1 -
VRS 1 1
- e o o o 1
RN ARN 1 o o o o 1 -
N /‘\ , /C\ /a e o o o _ 1 -
b b b b e o o o 1 -
\c/ \a, ¥ N\ ¥ 1 1
\ / a c
y b 1 1

les deux dernieres orbites étant celles qui n’apparaissent pas dans T};. Un calcul simple
montre que I'élément w correspondant a l'objet M est w = o.0,0.0,0,0.05. Par consé-
quent, le groupe N(w) est le sous-groupe de N formé des matrices de la forme

— % %X %

= % % % %

* % %

et NY est la sous-variété de N formée des matrices vérifiant
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N4
b

a . a
N AN g a
b b

a Va a Va
N AN F N g
b b b

FiG. 4.3 — Partie terminale du Carquois d’Auslander-Reiten de Qx,

et

£0 et [ #£0 et £ 0.

—_
—_
—_

— @& e e

4.3 Exemple issu de la correspondance de McKay

L’objet de cette section est de présenter un exemple ou le groupe I' agissant n’est
pas commutatif en reprenant les notations de la section précédente. Pour ce faire, on va
étudier le cas des sous-groupes finis de SLy(C). On note @ le carquois

et 'y = (—1Id) € SL (Ca & Ca*). D’apres la proposition 2.3.13, Agl'y est Morita-équiva-
lente a I’algebre préprojective du carquois de Kronecker Qx,

A

a- b

.

Une partie terminale du carquois d’Auslander-Reiten de kQx, est donné a la figure 4.3.
Notons Mj le module terminal correspondant.
D’apres la section précédente, Cpy, a un objet amas basculant :
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(L+ G.p ap
V/VMV\V — \ /
b; —i

bp

NV

at

%

a_ o ap

/ \ > \ ap
by b;

ay a_ ap ap

NV LY i

b b; b_g

S

/
‘\
/f
2
\!

F1G. 4.4 — Partie terminale du carquois d’Auslander-Reiten de )’

Soit maintenant

I = <((1) _01> : (‘09 _03>> C SL (Ca @ Ca¥)

ou j = exp(2im/3). Toujours d’apres la proposition 2.3.13, AQF est Morita-équivalente &
I’algebre préprojective de carquois @)’

a+\ / b

bp%ap

a_/ \b

Une partie terminale du carquois d’Auslander-Reiten de £Q)’ est la figure 4.4.
Notons M’ I'objet terminal correspondant. D’apres la section précédente, Cp admet
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un objet amas-basculant

ay ap a_ ap
/ a- ar ey a4 N v N
TI"'="-@+®»d NY¥ OV SV D bp ¥ bp ¥
b, b; b_; \% \
a_ a+
a+ (lp (lp ll/J a__ aP (l+ a_ G/+ a_ a,p
a ay a_  a Y £ ¥ A v Y ¥ N Y LY
\f\}\\ s Vp b biMb—i bp b—z‘\ bp bp b
R L R A
V a_ ap at ap ap
ap NV ¥ \ \
by b b_

D’apres la proposition 2.1.13, le groupe I' = r /Ty >~ &3 agit sur mod Ag,,. Il est facile
de voir que cette action stabilise Cpz,. On observe par ailleurs que add(7[I']) = add(7”) ce
qui est une illustration du fait que les foncteurs adjoints F' et —[I'] induisent une bijection
entre sous-catégories amas-basculantes I'-stables de Cj;, d’une part et sous-catégories

amas basculantes mod k[I']-stables de Cy;» d’autre part.

Notons + la représentation triviale de &3, — sa représentation signature et p sa
représentation de dimension 2. Pour terminer I'illustration présentée ici, voici un tableau
récapitulant 'action de mod k[&3] sur les facteurs de 7" d’une part et le facteur de Ty
(stable sous 'action de &3) correspondant a chaque mod k[S;3]-orbite de Cy d’autre part.

+®7 -7 pR? objet de Cyy,
ay a_ ap a
a_ ay ap a
ap ap a_ @ ay @ ap a
(lp a,P a_ (l+ ap a
\ \l NV ¥ N 4
b_; b by b
ap ap a_ ay ap a
¥ v "% N
b b bp b

a_ a4 ap a_ ay ap ap ap a
NV L NV £ VB YD N
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+®°7? -®7 pR7 objet de Cyy,
a_ (L+ ap
NV ¥
bP
a+ CLP a_ (lp G.p (l+ a_ (lp a a a
N K N ¥ Y TN~ ~ v N £\ g
by by b_,; bp b; b b
v v ~_ v _— N\ K
a_ (l+ ap a
a_ (Lp H.+ (],p (lp a+ a (Lp a a a
N K N K Y TN~ v N £ N &
by by b, bp b; b b
v v Y~V _.— N K
D.+ a_ ap a
CI,+ ap
N ¥
by @
v
l),p (l+ a_ G,p (L+ a_ (Lp a_ ap a a a
S 's N N X o N £ N
b_; by i b_; bp by bp b b
Y~V . Y~V . ¥ a ¥
(lp (lp a+ a
ap a+ a_ ap
s v
b_; bp b;
\ an /
a+ a_ a,p a’P a+ a_ 0/+ (lp (lp ll/J a_ a a a a
NV VNV bV/vMbv\bv N £ N £ N g
o b; b_; by p bi —i 2 b b b
s NY X~ 7 N A
ap ap a_ ap at a a
v v N Y N £
b_; b by b
ap a+ a_ a+ a_ ap 0/+ (lp llp ll/J a_ a a a a
AN NV bV/VMbV\bY NN N g
b_; bp P b; P b; —i p b b b
N Y & X~ 7 E AN
ap ap a_ ap at a a
\i \l N Y N 4
b; b_; b, b
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+®°7

-®7

p&R?

objet de Cyy,

Vo 2N Y

b b by b

N
a__ ap a/+

NV ¥

VN <K YN Y

b b; by b

PN MP
a_ ap a+

NV ¥

NV LY
by b;

\ O s>

N £ N £ N g
b b b
NV SN

N4
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