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1 4 : Ays, A et Aqg sont algébri-
quement indépendantes.
2 3
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Soient m,n € N* avec m > n. Soit F = C(Xy, ... Xp).
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Soient m, n € N* avec m > n. Soit F = C(Xy, ... Xm).

G s
Une graine est un couple (x, B) ou
@ x={x1,...,Xm} C F est une base de
transcendance de F;
e B &€ My, n(Z) dont les n premieres lignes forment
une matrice antisymétrisable.
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Définition
Soient (x, B) une graine dans F et i € [1,n]. On
définit p;(x) = x’ ou

Xj =] sij#i
x| = 1 ( 11 X2 + 11 x[b‘”') sinon.
Xi \ by>0 by <0
On définit aussi p;(B) = B’ ou
by = —bje si i€ {j,0}
{ by = by + 2010t ; Bilbie o,

On note pi(x, B) = (ni(x), 1i(B)), (x, B) =i pi(x, B).
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o X,B)Y=(x,B)& (x,B) = ---— (X, B);
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graine. De plus pi(pi(x, B)) = (x, B).
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Lemme
Si (x, B) est une graine, alors pj(x, B) est aussi une
graine. De plus pi(pi(x, B)) = (x, B
Si (x, B) est antisymétrique, p;(x, B

(x,B)=(x,B) < (x,B) = --- — (X, B);
amas : x' tel que 3B',(x', B') = (x, B);

°
@ variable d’'amas : élément d'un amas;
°
°

'est aussi.

).
)

algebre amassée : A(x, B) = C]|variables d'amas] ;

monéme d’amas : produit d'éléments d'un amas.

Conjecture (Fomin-Zelevinsky)

Les monémes d’amas sont linéairement indépendants.
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Exemple de mutation :

= e e e
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Définitions

Soit k un corps algébriquement clos et C une
k-catégorie. Soit G un groupe fini.

Définition (catégorie G = mod Fun(G))

@ objets simples : {g|g € G};
@ morphismes : Homg(g, h) = kOeh ;
@ produit tensoriel : g ® h = gh.
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Définitions

Soit k un corps algébriquement clos et C une
k-catégorie. Soit G un groupe fini.

Définition (catégorie G = mod Fun(G))
@ objets simples : {g|g € G};
@ morphismes : Homg(g, h) = k% ;
@ produit tensoriel : g ® h = gh.

Définition (action de G sur C)
Structure de catégorie G-module sur C.
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Catégorie équivariante

On suppose désormais que C est

@ exacte,
@ Hom-finie,
o Krull-Schmidt,
@ de Frobenius.
On suppose de plus que
@ car k ne divise pas #G,

@ l'action est exacte.

200(C) = {7 C C additive, pleine, stable par
isomorphisme et par facteur direct}
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Si C est la catégorie des k-espaces vectoriels,

CG ~ mod k[G].

La catégorie équivariante CG est

@ k-additive exacte, Hom-finie,
@ Krull-Schmidt,

@ de Frobenius.

N
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Catégorie équivariante

Exemple

Si C est la catégorie des k-espaces vectoriels,

CG ~ mod k[G].

Proposition

La catégorie équivariante CG est
@ k-additive exacte, Hom-finie,
@ Krull-Schmidt,

@ de Frobenius.

Si H <1 G, il y a une équivalence de catégories

CG ~ (CH)(G/H).




Q=1-2-1 G=17/2Z
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R=1<—2->1 G=17/2Z
X avec (X, 1) € (mod kQ)G indécomposable :

, 2 2 2
lol, 2, ¥ @ N , £ X\
ya 1 v 1 i
simple 51 T
socle : §;
téte : S
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Catégorie équivariante

Définition (catégorie 2-Calabi-Yau)

Extd (X, Y) ~ Exts(Y, X)*.
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Définition (catégorie 2-Calabi-Yau)

Extd (X, Y) ~ Exts(Y, X)*.

Définition (action 2-Calabi-Yau)

g¥—

(g®—)*

Extt(g® X,g® Y)

lc

Extt(g® Y,g® X)"




Catégorification d'algebres
amassées antisymétrisables

Laurent Demonet

22 / 41

Catégorification G-équivariante

Catégorie équivariante

Définition (catégorie 2-Calabi-Yau)

Extd (X, Y) ~ Exts(Y, X)*.

Définition (action 2-Calabi-Yau)

Ext¢ (X, Y) Extt(g @ X,g® Y)

) )

Exti(Y, X)* Extt(g® Y,g® X)*

(g®—)*

Si C est 2-Calabi-Yau et si I'action de G est
2-Calabi-Yau, alors CG est 2-Calabi-Yau.




Catégorification d'algebres
amassées antisymétrisables

Laurent Demonet

Catégorie équivariante

23 / 41

Catégorification G-équivariante

Catégorie équivariante

Si @ est un carquois,

Q=QII&

{QO—QO

ou, pour g € Q1, s(g*)

t(q) et t(q*) = s(q).
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Si @ est un carquois,

Qo= Qo
Q= IQ;

ou, pour g € Q1, s(¢*) = t(q) et t(g*) = s(q).

Définition
L'algébre préprojective Ag de @ est CQ/(r) ot

r=> (99" — q*q).

qeQ
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Si @ est un carquois,

Qo= Qo
Q= IQ;

ou, pour g € Q1, s(¢*) = t(q) et t(g*) = s(q).

Définition

L'algébre préprojective Ag de @ est CQ/(r) ot

r=> (99" — q*q).

qeQ

Proposition
mod Aq est 2-Calabi-Yau.
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Catégorification G-équivariante

Catégorie équivariante

Proposition

Le foncteur d'oubli F : CG — C,(X,v) — X admet
un adjoint —[G] : C — CG tel que

F(X[G]) = Bgec8® X.
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Catégorie équivariante

Proposition

Le foncteur d'oubli F : CG — C,(X,v) — X admet
un adjoint —[G] : C — CG tel que

FIXIG]) = Bpec8 @ X. |

Pour tout i € N, on a Extp(X, FY') ~ Ext;¢(X[G], Y).
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Y indécomposable est facteur direct de (FY')[G].
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Laurent Demonet Le foncteur d'oubli F : CG — C,(X,v) — X admet
un adjoint —[G] : C — CG tel que
F(X[G]) = @gec8® X.
Pour tout i € N, on a Extl(X, FY) ~ Extbc(X[G], Y).
Y indécomposable est facteur direct de (FY')[G].

Proposition

CG est une catégorie mod k[G]-module.

Proposition

{T € Aod(C) G-stables}
%{T € A00(CG) mod k[G]-stables}
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Soit @ un carquois.
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{e,- | I € Qo}

Laurent Demonet

Qco = U {i} xirr(G;)

iEXO

(Xo = {représentants de Qy/G} G; = Stab(e;))

{(i,r) — (j,r')} = base de

@ Hompmeg k[Gg[’hj]((g : r)‘ Ggi,hj ® Agi,hjv (h ’ r/)‘ Ggi,hj)
(gvh)eFlj

(Aginj = (g — hj € Qu))
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Catégorification d'algebres
amassées antisymétrisables

Théoréme (Reiten, Riedtmann; Reiten, Van den

Laurent Demonet

Bergh; D.)
e (mod kQ)G ~ mod k(Qg) ;
e (modAQ)G ~ modAg, ;

°©5iQ= " etGCSL(CadCpP) est fini alors
@)
B
(AQ)G =~ A ol A est le diagramme de Dynkin
affine correspondant a G dans la correspondance
de McKay.
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Q=121
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Groupe agissant sur un carquois

G=17/2Z
Qe =2_—-124

X € (mod kQ)G indécomposable :

191 1
2.1d 2
2,—1d 2_
2 2 2 24
/D N N ¥
1 1/ 1
2 2,
/N LY s
1 1/ 1
2 2_
A NN N
1 1 1
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Sous-catégories rigides stables maximales

Définition (sous-catégorie rigide stable maximale)

7 € 2A00(C) (resp. € Ad0(CG)) est rigide G-stable
(resp. mod k[G]-stable) maximale si

0 VX, Y € T,Exté ) (X, Y) =0;
0 G®T =7 (resp. mod k[G]|®T =T);

@ 7 est maximale pour ces propriétés.

Proposition
{T € 2000(C) rigides G-stables maximales}
ﬁ{'f € A00(CG) rigides mod k[G]-stables max.}
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Laurent Demonet
Si 7 € 2A00(C)C,
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Catégorification d'algebres

arassees antisymetrissbles Définition (G-boucle et G-2-cycle)
Laurent Demonet
Si 7 € 2A00(C)C,

@ G-boucle : X — g® X irréductible;
@ G-2-cycle: X — Y — g® X irréductibles.

(définitions similaires dans CG)

Lemme

T € A00(CG)™ K¢l n'a pas de mod k[G]-boucle

< FT n'a pas de G-boucle.
T € A00(CG)™ K¢l n'a pas de mod k[G]-2-cycle

<F7T n’a pas de G-2-cycle.
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Mutations

On suppose que tout projectif P de C admet une
quasi-approximation rigide a gauche.
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Mutations

On suppose que tout projectif P de C admet une
quasi-approximation rigide a gauche.

Théoreme
Supposons qu'il existe Ty € 2A00(CG) (f.e.) rigide
mod k[G]-stable maximale sans mod k[G]-boucle. Alors
VT € A00(CG) rigide mod k[G]-stable maximale,

e 7 n'a ni mod k[G]-boucle, ni mod k[G]-2-cycle;

o T est rigide maximale.

Le méme résultat est vrai pour C.
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Théoreme

Soient Ty € A00(CG)™dKC] et X ¢ Ty
indécomposable non projectif tels que
add(7p, k[G] ® X) soit rigide mod k[G]-stable
maximal. 310 — X 5 T &Y = 0 telle que

@ f est une Ty-approximation minimale a gauche;
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Théoreme

Soient Ty € A00(CG)™dKC] et X ¢ Ty
indécomposable non projectif tels que
add(7p, k[G] ® X) soit rigide mod k[G]-stable
maximal. 310 — X 5 T &Y = 0 telle que

@ f est une Ty-approximation minimale a gauche;

e Y ¢ Ty est un indécomposable non projectif tel
que add(7y, k[G] ® Y) soit rigide mod k[G]-stable
maximale.
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Mutations

Définition
3 (add(T5, K[G] ® X)) = add(To, k[G] @ Y)
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Mutations

Définition
3 (add(T5, K[G] ® X)) = add(To, k[G] @ Y)

Proposition
iy {u(add(To, k[G] © X)) = add(To, K[G] & X)
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Laurent Demonet

Définition
3 (add(T5, K[G] ® X)) = add(To, k[G] @ Y)

Proposition

i (1x(add(T5, K[ G] @ X))) = add (T, k[G] @ X)

| A

Proposition

0= X—-T—-Y—=0 0-Y—->T —-X—-0

add(T) Nadd(T’) = {0}
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[FK] l l
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Caractéres d'amas

n = #{facteurs mod k[G]-stables indéc. de 7'}
3CG/ mod k[G] — C(x1,x2,...,Xn)
X — Px
telle que Py v = PPy et si
0=-X—-Z—-Y—=0 e 0=-Y—-2—-X—=0

sont des suites de mutation, alors PYPV = P7 + P?/.
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3CG/ mod k[G] — C(x1,x2,...,Xn)
telle que Py v = PPy et si
0-X—-Z—-Y—=0 e 0-Y -2 -X—=0

sont des suites de mutation, alors PYPV = P7 + P?/.

Corollaire
T — ({Px| X €ind(7T)}, B(T)) commute avec p.

Théoréme
Les monémes d’amas sont linéairement indépendants.







Catégorification G-équivariante

Caractéres d'amas

Catégorification d'algebres
amassées antisymétrisables

Laurent Demonet
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0 0 |-1
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C[N] C[N]
0 0]-1
0 0|-1 0 -2
1 1 0 1 0
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Nw)=Nn(wN_-w) et NY=NN(B_wB.)
ol N est un sous-groupe unipotent d'un groupe de Lie

de type By, C,, F4 ou G, et w un élément (adaptable)
du groupe de Weyl correspondant.

des variétés de drapeaux partiels

@ de sous-espaces isotropes pour une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée en dimension
impaire (Bp);

Applications

@ de sous-espaces isotropes pour une forme
bilinéaire antisymétrique non dégénérée (C,);

@ en type G; et Fy.
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drapeaux partiels de type d’amas fini :

Cas de type fini :

droites de C2" (type d’amas (A;)"1);

Laurent Demonet

°

e droites isotropes pour une f.b.s.n.d. de C?"*1
(type d'amas (A;)"1);

@ drapeaux isotropes complets pour une f.b.s.n.d.

de C® ou pour une f.b.a.n.d. de C* (type d’amas
B, = ();

@ sous-espaces isotropes maximaux pour une
f.b.s.n.d. de C’ (type d'amas G3);

@ sous-espaces isotropes maximaux pour une
f.b.a.n.d. de C® (type d’amas Bj).
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