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« Les choses ont une vie bien à elles, clamait le 

gitan avec un accent guttural ; il faut réveiller leur 

âme, toute la question est là. » […] « La science a 

supprimé les distances, proclamait Melquiades. 

D’ici peu, l’homme pourra voir ce qui se passe en 

n’importe quel endroit de la terre, sans même 

bouger de chez lui. » 

Gabriel Garcia Márquez, Cent ans de solitude, 1967. 
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IINNTTRROODDUUCCTTIIOONN  

 

 

Qu’elle soit véhiculée sous forme numérique ou analogique, l’information est traitée, dans 

le cas de la technologie CMOS (Complementary Metal Oxide Semiconductor), par des circuits 

à base de MOSFET (Metal Oxide Semiconductor Field Effect Transistor). Avant ou après son 

traitement, l’information doit être stockée en mémoire. Les opérations d’écriture et de lecture 

d’une mémoire RAM sont bien plus rapides que celles d’une mémoire ROM ou d’un disque 

dur, et ce pour un moindre coût. Les données n’y sont cependant conservées que tant que le 

dispositif est alimenté. La fragilité des disques durs, liée à leur partie mécanique, diminue 

fortement leur attrait pour des applications embarquées : dans ce cas, les mémoires tout 

électriques, de type ROM, sont plus adaptées. Elles peuvent être programmables (PROM), 

effaçables à l’aide d’un dispositif optique (EPROM), ou enfin effaçables électriquement 

(EEPROM). Ce type de mémoires offre malheureusement des capacités de stockage très 

limitées et des temps d’accès importants.  

Un dernier type de mémoires allie la non-volatilité des EEPROM à la rapidité d’accès des 

RAM, les mémoires flash. Très présentes dans les dispositifs embarqués, ces mémoires ont 

connu une évolution rapide de leurs performances : leur miniaturisation a permis d’améliorer 

leur capacité de stockage. Cette miniaturisation est appelée à se poursuivre, entraînant une 

dégradation de la durée de vie des composants et du temps de rétention de l’information. 

Pour conserver ces performances, des mémoires flash utilisant les propriétés des 

nanocristaux semiconducteurs sont étudiées. Les nanocristaux semiconducteurs permettent de 

créer des dispositifs novateurs tirant profit du phénomène de blocage de Coulomb. Les 

transistors à un électron, proposés pour des applications en métrologie ou en informatique 

quantique, sont aussi un exemple de tels dispositifs.  
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Types de mémoires communément utilisées en électronique. 

 

En complément des réalisations expérimentales de ces composants, des simulations basées 

sur des modèles physiques sont nécessaires. Le but de cette étude est de mettre au point un 

modèle de simulation physique des dispositifs à nanocristaux de silicium ; elle fait suite aux 

travaux de J. Sée [SEE'03a] qui ont permis de mettre en place un tel simulateur. Le dispositif 

modélisé comporte un nanocristal de silicium enrobé de silice ; des électrodes permettent le 

transfert des électrons par effet tunnel. La structure électronique du nanocristal est déterminée 

précisément et le calcul du courant dans le dispositif est effectué à partir d’un modèle de 

transport séquentiel. 

 

Cette thèse a pour but d’étudier des dispositifs comprenant un ou plusieurs nanocristaux 

avec des outils de simulation appropriés. Pour cela, il est nécessaire d’élargir le champ des 

possibilités du simulateur existant. 

Il s’agit tout d’abord de vérifier l’hypothèse de transport séquentiel en comparant les 

fréquences d’interaction électron-phonon avec les fréquences de transfert tunnel. En effet, si 

les fréquences d’interaction électron-phonon sont très supérieures aux fréquences de transfert 

tunnel, les phonons suffiront à localiser les électrons dans le nanocristal avant leur transfert 

vers une électrode. 
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L’étude du transport électronique entre deux nanocristaux doit également être conduite 

pour simuler, à terme, le courant dans un transistor à un électron comportant plusieurs 

nanocristaux et le chargement de la grille flottante d’une mémoire flash à travers plusieurs 

couches de nanocristaux. Pour modéliser précisément le transfert tunnel des électrons d’un 

nanocristal à l’autre il est nécessaire de bien considérer l’effet des interactions électron-

phonon sur l’élargissement des niveaux d’énergie. 

Ainsi, pour atteindre les deux objectifs fixés, l’interaction électron-phonon doit être 

étudiée. Les états électroniques étant déjà connus, les modes des phonons dans les 

nanocristaux semiconducteurs ont été déterminés et caractérisés au cours de cette thèse.  

 

Ce manuscrit est organisé en trois chapitres. 

Le premier chapitre expose le contexte dans lequel se déroule cette étude : les composants 

à simuler sont décrits, et quelques exemples de réalisations expérimentales sont donnés. Le 

simulateur utilisé est également présenté dans sa forme initiale. 

Le deuxième chapitre s’intéresse aux modes de phonons dans les nanocristaux de silicium. 

Après une description des modèles développés pour le calcul des modes de phonons dans les 

cristaux massifs, le calcul des modes de phonons dans les nanocristaux de silicium est exposé 

et les modes obtenus sont analysés. 

Le troisième chapitre, enfin, aborde l’interaction électron-phonon. Les fréquences 

d’interaction sont calculées et le courant dans un dispositif comportant deux nanocristaux est 

déterminé. L’influence des différents paramètres du système sur ce courant est étudiée. 
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I. INTRODUCTION 

Alors que les transistors à un électron offrent des perspectives intéressantes dans les 

domaines de la métrologie et de l’informatique quantique, les mémoires flash à nanocristaux 

(en particulier les mémoires flash à jonctions tunnel multiples) permettent d’améliorer les 

performances (durée de vie, temps de rétention de l’information) des mémoires flash 

actuelles. Ces composants utilisent le phénomène de blocage de Coulomb ; des réalisations 

expérimentales ont déjà vu le jour. La boîte quantique dans un transistor à un électron ou une 

mémoire flash peut être réalisée dans de nombreux matériaux : aluminium, silicium, 

germanium, matériaux III-V [HOCEVAR'07]… Seules les réalisations silicium seront traitées 

ici ; des réalisations dans d’autres matériaux peuvent être trouvés dans les références de 

[LEROYER'03; PALUN'03; SEE'03a]. 

En complément de ces réalisations expérimentales, des simulations ont été effectuées. 

Plusieurs modèles de dispositifs à double barrière tunnel ont été mis en place. La théorie 

orthodoxe permet, pour des dispositifs à nanocristal métallique à très faible température, 

d’obtenir facilement une relation courant-tension dans les dispositifs à double barrière. Une 

modélisation physique plus poussée est nécessaire dans le cas de nanocristaux 

semiconducteurs ; un calcul de la structure électronique de la boîte quantique est alors 

indispensable.  

Les problématiques liées à l’émergence des composants à base de nanocristaux seront 

évoquées dans la partie II. Cette partie décrira également le principe du blocage de Coulomb 

avant de montrer son effet dans les composants réalisés expérimentalement. Les différentes 

méthodes de simulation des dispositifs à double barrière seront ensuite résumées (partie II. ). 

La partie III. , enfin, mettra en lumière les problèmes posés par ces simulations et les 

méthodes qui seront mises en œuvre dans la suite de ce mémoire pour les résoudre. 
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II. LES COMPOSANTS A BASE DE NANOCRISTAUX 

L’évolution des composants en technologie CMOS menace de diminuer les performances 

des mémoires flash en termes de durée de vie et de temps de rétention de l’information. 

L’utilisation de composants à nanocristaux semiconducteurs, tirant profit du phénomène de 

blocage de Coulomb, est une solution envisagée pour conserver des mémoires performantes. 

De tels nanocristaux sont en outre utilisés pour mettre en œuvre des composants aux 

applications novatrices, les transistors à un électron.  

Après un rapide retour sur les problématiques liées à la miniaturisation des composants 

dans la technologie CMOS, une description du phénomène de blocage de Coulomb sera 

donnée. Quelques réalisations expérimentales de mémoires flash à nanocristaux seront ensuite 

présentées. Cette partie s’achèvera sur une présentation des transistors à un électron et 

d’exemples de réalisations expérimentales. 

A. La technologie CMOS 

La technologie CMOS domine actuellement le marché de la microélectronique, et la 

plupart des circuits logiques et des processeurs sont conçus dans le cadre de cette technologie. 

Les circuits intégrés analogiques sur silicium, exploitant cette technologie, sont en plein essor. 

L’information est traitée par des circuits à base de transistors MOSFET (Metal Oxide 

Semiconductor Field Effect Transistor) ; elle est mémorisée dans des mémoires, par exemple 

dans une mémoire flash. Cette dernière, grâce à sa non-volatilité, sa rapidité et ses capacités 

de stockage importantes, est très utilisée dans les dispositifs portables, tels que les cartes 

mémoire, les clés USB, les PDA, ou les lecteurs MP3. 

La miniaturisation des composants permet d’améliorer la rapidité et la puissance de calcul 

des circuits réalisés ainsi que les capacités de stockage des mémoires, tout en diminuant leur 

coût de fabrication grâce à une densité d’intégration accrue. La diminution progressive des 

dimensions des composants a été annoncée en 1965 par Gordon E. Moore (Figure 1-1) et elle 

a effectivement été suivie (Figure 1-2) : le prix des transistors a énormément baissé (des 

estimations ont montré qu’actuellement, la construction d’un transistor présentait un coût 

identique à l’impression d’un caractère dans un livre) tandis que leur nombre augmentait. 
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Figure 1-1. Dessin original de Gordon Moore (ordonnées : 

relative manufacturing cost per component, abscisses : number 

of components per integrated circuit). (www.intel.com)  

 

Figure 1-2. Illustrations de la loi de Moore : à gauche, 

évolution du prix d’un transistor au cours du temps ; à droite, 

évolution de la puissance dissipée dans une puce et du nombre 

de transistors par puce au cours du temps ( www.intel.com). 

 

Cette augmentation de densité associée à une miniaturisation poussée rend toutefois de 

plus en plus difficile le maintien d’une consommation raisonnable ; il est d’autant plus 

important de franchir cet obstacle qu’une large part du marché s’oriente vers des systèmes 

autonomes en énergie. Par ailleurs, la réduction extrême des dimensions des composants fait 

maintenant apparaître des limites physiques et technologiques qui remettent en cause la 

pérennité de cette stratégie de miniaturisation [DELEONIBUS'06; LAHMANI'04; SAINT-

MARTIN'05].  
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Du côté des transistors, la technologie CMOS conventionnelle a déjà atteint ses limites. 

Des transistors exploitant une palette plus large de matériaux (isolant high-κ, grille 

métallique, caissons SiGe) et présentant ainsi de meilleures performances ont récemment été 

commercialisées (Figure 1-3). Dans un futur proche, des changements plus radicaux, 

consistant à changer le type de substrat et à multiplier les grilles, sont envisagés [SAINT-

MARTIN'05]. A plus long terme, au-delà de l’amélioration de l’architecture des composants 

CMOS, de nombreuses recherches visent à utiliser des nanostructures pour la conception de 

dispositifs innovants auxquels il faudra certainement associer des architectures de circuits 

adaptées. Des nanostructures semiconductrices à base de carbone telles que les nanotubes de 

carbone [CAZIN D'HONINCTHUN'08; HEINZE'02; JAVEY'04] ou les nanorubans de graphène 

[LEMME'07; LI, X.'08], au sein desquelles la mobilité des porteurs est très importante, peuvent 

être insérées dans un MOSFET au niveau du canal, pour obtenir des transistors ultra-rapides. 

Du côté des mémoires flash, la réduction des dimensions des composants, en particulier la 

diminution de l’épaisseur de la couche d’isolant entre la grille flottante et le substrat, va 

dégrader les performances des composants. D’une part, les risques de claquage du composant 

sont augmentés, diminuant sa durée de vie (elle est actuellement de l’ordre de 100 000 cycles 

de programmation/remise à zéro dans une mémoire commerciale de 16 Mo [SPANSION'06]). 

 

 

Figure 1-3. Transistor de 45 nm de longueur de grille, incluant 

un isolant high-κ et une grille métallique (www.intel.com). Les 

caissons source et drain en alliage de SiGe permettent de 

contraindre le canal. 
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D’autre part, suite à la perte des données mémorisées (les charges stockées dans la grille 

flottante pouvant la quitter par effet tunnel), le temps de rétention de l’information, de l’ordre 

de 20 ans actuellement, va devenir insuffisant. A ces deux écueils majeurs s’ajoutent les fortes 

tensions nécessaires à la programmation du composant (de l’ordre de 10 V) et les longs temps 

de programmation (de l’ordre de 20 µs). 

B. Le blocage de Coulomb 

Le blocage de Coulomb apparait dans les dispositifs présentant deux barrières de potentiel 

assez fines pour permettre le transfert d’électrons par effet tunnel, entre lesquelles une 

nanostructure permet de confiner un nombre restreint et contrôlé de porteurs. Il s’agit ainsi de 

tirer profit des phénomènes quantiques plutôt que de subir leurs effets. 

Une telle structure peut être réalisée, par exemple, à partir d’un nanocristal entouré 

d’isolant, de part et d’autre duquel sont placées des électrodes ; l’épaisseur d’isolant entre les 

électrodes et le nanocristal doit être assez faible pour que les électrons puissent être transférés 

par effet tunnel. Ces barrières de faible épaisseur sont les jonctions tunnel (Figure 1-4). La 

capacité totale du système doit être assez faible pour que l’énergie électrostatique apportée par 

un électron dans l’îlot soit grande devant l’énergie thermique. 

 

 

Figure 1-4. Dispositif à double barrière. 
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1. L’escalier de Coulomb 

Dans le cas d’un nanocristal métallique, pour comprendre le principe du blocage de 

Coulomb, il faut considérer les niveaux de Fermi dans chaque partie du système [GAUTIER'97; 

GRABERT'92; LEROYER'03; SEE'03a; WASSHUBER'97]. A polarisation nulle, les niveaux de 

Fermi des électrodes gauche et droite sont alignés (Figure 1-5.a). L’effet tunnel étant 

conservatif en énergie, un électron ne peut pénétrer dans le nanocristal que si le niveau de 

Fermi de la boîte quantique est aligné avec celui de l’électrode. Pour des structures de très 

faibles dimensions, cependant, le niveau de Fermi dépend du nombre d’électrons dans la 

boîte. L’ajout d’un électron augmente le niveau de Fermi dans l’îlot de la quantité 
2e

2C
 où C 

est la capacité de la jonction tunnel [AVERIN'91a; AVERIN'91b; LIKHAREV'88]. Si un électron 

pénètre dans la boîte quantique, son énergie doit donc être égale à celle du niveau de Fermi 

plus cette quantité, soit le niveau en pointillés sur la Figure 1-5a. A polarisation nulle comme 

à faible polarisation (Figure 1-5b), le transfert d’un électron est ainsi impossible : on est en 

régime de bbllooccaaggee  ddee  CCoouulloommbb.  

Lorsque la polarisation est suffisante, le niveau de Fermi avec un électron en plus s’aligne 

avec celui de l’électrode de gauche. Un électron peut alors entrer dans la boîte (Figure 1-5c). 

L’ajout d’un second électron est alors impossible, puisque le nouveau niveau de Fermi auquel 

il faut inévitablement ajouter la quantité 
2e

2C
 est au-dessus du niveau de Fermi de l’électrode 

de gauche. Nous sommes de nouveau en régime de blocage, et ce tant que l’électron est dans 

la boîte. Il lui est tout à fait possible d’en sortir, le niveau de Fermi de l’électrode de droite 

étant bien en dessous de celui de la boîte. Dès la sortie d’un électron, un autre peut prendre sa 

place : les électrons passent ainsi un à un à travers la structure, donnant lieu à un courant. 

Lorsque l’on augmente de nouveau la polarisation, il devient possible, de la même 

manière, de faire passer les électrons deux par deux à travers la structure (Figure 1-5d). La 

caractéristique courant/tension d’une telle structure a donc la forme d’un escalier, si les 

conditions évoquées plus loin (II. B. 2. et III. B. 2. b) sont bien respectées. 
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Figure 1-5. Evolution du courant en fonction de la tension aux 

bornes du dispositif à blocage de Coulomb. (a) et (b) : régime 

de blocage de Coulomb ; (c) premier palier de Coulomb, les 

électrons passent un par un à travers la structure ; (d) 

deuxième palier de Coulomb, les électrons passent deux par 

deux à travers la structure. 

 

Dans le cas d’un nanocristal semiconducteur, les niveaux d’énergie quantifiés sont à 

considérer.  

2. Blocage de Coulomb à température non nulle 

La distribution des électrons dans les électrodes étant déterminée par la distribution de 

Fermi, à température non nulle, quelques électrons peuvent avoir une énergie supérieure à 

celle du niveau de Fermi. Ces électrons peuvent alors être transférés dans la boîte à travers la 
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barrière (Figure 1-6), même en régime de blocage de Coulomb. Cet effet « adoucit » la pente 

de l’escalier de Coulomb.  

Une haute température peut ainsi faire disparaître totalement le blocage de Coulomb : il 

suffit, pour cela, que l’énergie thermique kBT soit supérieure à l’énergie nécessaire pour 

ajouter un électron à la boîte quantique, 
2e

2C
. Pour assurer l’apparition du blocage de 

Coulomb, la capacité d’une jonction tunnel doit donc être inférieure à 
2

B

e
2k T

, ce qui limite les 

dimensions de la boîte quantique. Les dimensions appropriées de la boîte quantique 

dépendent donc de la température maximale à laquelle le dispositif doit fonctionner. 

C. Les mémoires flash à nanocristaux 

Pour augmenter la durée de vie des mémoires flash standard (Figure 1-7a), l’idée a d’abord 

été avancée de remplacer sa grille flottante par une couche de nanocristaux, ou grille flottante 

granulaire (Figure 1-7b) [DE SALVO'03; MOLAS'04; MOLAS'06; OHBA'02; TIWARI'96]. 

 

Figure 1-6. Effet de la température sur le blocage de Coulomb : 

à cause de la distribution de Fermi (courbe rouge à gauche), le 

transfert tunnel devient possible même quand le niveau de 

Fermi de l’électrode est toujours en dessous de celui du 

nanocristal. 

 

Une telle structure présente un avantage non négligeable concernant la durée de vie du 

composant : le claquage de l’isolant sous un nanocristal n’empêchera pas le composant de 

fonctionner. Le chargement de cette grille flottante granulaire a lieu par effet tunnel : les 

charges sont transférées à travers une barrière de potentiel. Dans de tels dispositifs ne 

comportant qu’une barrière, le blocage de Coulomb n’est pas exploité.  
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Tirer profit du blocage de Coulomb permet néanmoins d’accroître le temps de rétention de 

l’information. Pour cela, un dispositif comportant deux barrières de potentiel autour d’une 

nanostructure a été mis en place [DELERUYELLE'03; DELERUYELLE'04] : il s’agit de charger la 

grille flottante à travers une couche de nanocristaux (Figure 1-7c). L’ensemble grille de 

commande – nanocristaux – grille flottante est similaire à celui présenté dans la partie B. Le 

chargement, en outre, a lieu à partir de la grille de commande et non plus du canal pour 

diminuer la tension de programmation. 

(a) (b) (c) 

  
Figure 1-7. Architectures de mémoires flash. (a) architecture 

standard, avec grille flottante de polysilicium ; (b) architecture 

alternative, avec grille flottante granulaire ; (c) architecture 

alternative, avec grille flottante à chargement par la grille via 

une couche de nanocristaux. 

 

1. Mémoires flash à grille flottante granulaire 

De nombreuses réalisations expérimentales de mémoires flash à grille flottante granulaire 

ont été effectuées. Par exemple, Tiwari [TIWARI'96], De Salvo [DE SALVO'03] et plus 

récemment Molas [MOLAS'04; MOLAS'06] (dans ce dernier cas, le composant a été conçu pour 

démontrer la faisabilité de ces dispositifs et n’a pas été optimisé) ont réalisé des couches de 

nanocristaux auto-assemblés, réalisés par CVD : une couche de silice contenant un excès de 

silicium est déposée puis soumise à un recuit qui provoque une cristallisation du silicium en 

excès sous forme de nanocristaux [KOUKOS'08]. La Figure 1-8 montre les structures 

obtenues : les nanocristaux se repèrent facilement dans l’oxyde amorphe. 



Chapitre 1. Contexte de l’étude 

 

 

 30 

 (a) (b) 

Figure 1-8. Vues MET de grilles flottantes granulaires réalisées 

par (a) Tiwari (le substrat apparaît en bas de l’image) 

[TIWARI'96] ; (b) Molas (le substrat et la grille apparaissent en 

haut et en bas respectivement) [MOLAS'04; MOLAS'06]. 

(a) (b) 

 

Figure 1-9. Durée de vie des composants réalisés (a) par 

Tiwari [TIWARI'96] ; (b) par De Salvo [DE SALVO'03]. Les 

tensions de seuil lorsque la cellule est chargée (written) et la 

tension de seuil lorsque la cellule est déchargé (erased) restent 

différentes après de nombreux cycles d’écriture et de mise à 

zéro. 

 

Les tensions de seuil des composants changent bien lorsque la grille flottante granulaire est 

chargée (Figure 1-9). Au bout de 109 cycles de chargement et déchargement de la grille 

flottante, le composant fonctionne toujours, ce qui indique une durée de vie des composants 

supérieure à celle d’une mémoire flash commerciale actuelle (105 cycles pour [SPANSION'06]). 

Dans le cas de la mémoire réalisée par De Salvo, le temps de rétention de l’information atteint 
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10 ans, et la programmation requiert une tension de grille de 12 V pendant 500 µs. Ces 

performances sont du même ordre que celles des mémoires commerciales, ce qui permet 

d’envisager la commercialisation de cette technologie. 

2. Mémoires flash à jonctions tunnel multiples 

Des composants à double couche de nanocristaux ont également été étudiés. Ces 

composants stockent l’information dans une grille flottante granulaire composée de 

nanocristaux de 10 nm de diamètre, à laquelle les charges du canal ont accès à travers une 

couche de nanocristaux plus petits, de 5 nm de diamètre (Figure 1-10 a) [OHBA'02]. Des 

mémoires flash à grille flottante granulaire sans la deuxième couche de nanocristaux ont 

également été réalisées ; il apparaît que, lorsque l’on compare les performances des deux 

composants, les mémoires à double nanocristaux présentent un temps de rétention de 

l’information plus élevé (Figure 1-10 b). En effet, le blocage de Coulomb empêche, dans les 

dispositifs à double nanocristaux, les fuites de charges par effet tunnel direct. 

 

(a) (b) 

 

Figure 1-10. Mémoire flash à grille flottante granulaire 

réalisée par Ohba. (a) vue MET des double nanocristaux, entre 

le substrat et la grille de commande ; (b) temps de rétention de 

l’information pour des composants à simple nanocristal et à 

double nanocristal [OHBA'02]. 
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Par ailleurs, il a été démontré que l’ingénierie des barrières tunnel permettait d’améliorer 

les tensions et les temps de programmation des mémoires à grille flottante [LIKHAREV'98]. 

L’insertion de nanocristaux au sein de barrières permettrait ainsi, non seulement d’augmenter 

le temps de rétention de l’information, mais aussi d’améliorer les performances électriques 

des mémoires en termes de programmation. 

Deleruyelle a ainsi construit des mémoires à jonctions tunnel multiples en insérant une 

couche de nanocristaux auto-alignés de 3 nm de diamètre entre la grille flottante et la grille 

(Figure 1-11) ; la programmation a lieu, cette fois, par transfert de charges entre la grille 

flottante et la grille de contrôle [DELERUYELLE'03; DELERUYELLE'04]. Ce transfert depuis la 

grille de contrôle doit permettre d’utiliser des tensions de programmation moins élevées. 

Des tensions de programmation de 6 V pour 500 µs ont été obtenus (Figure 1-12 a). Ces 

tensions sont effectivement plus faibles que celles imposées par la mémoire de De Salvo [DE 

SALVO'03]. Les temps de rétention de l’information sont, comme ceux des cellules mémoire 

de Ohba, bien meilleurs pour le dispositif à jonctions tunnel multiples (Figure 1-12 b). Une 

simulation basée sur la théorie orthodoxe (voir III. B. ) permet d’expliquer ces bonnes 

caractéristiques par une manifestation du blocage de Coulomb : les courants de fuite sont bien 

moins élevés dans le dispositif à jonction tunnel multiples que dans un dispositif à grille 

flottante classique. Par cette simulation, il a également été prévu que l’utilisation de 

nanocristaux plus petits diminue encore les courants de fuite [DELERUYELLE'04; 

LEROYER'03]. 

Ces résultats prometteurs permettent d’envisager des architectures plus développées, 

basées sur le même concept. Pour améliorer encore le temps de rétention de l’information, la 

grille flottante pourrait être chargée à travers plusieurs couches de nanocristaux [PALUN'03]. 

Dans de telles architectures, les électrons sont transférés d’un nanocristal à l’autre et pas 

seulement entre des électrodes et un nanocristal, ce qui diffère des dispositifs 

conventionnellement étudiés.  
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Figure 1-11. Le dispositif conçu par Deleruyelle. (a) schéma du 

composant ; (b) vue MEB du dispositif ; (c) vue MET de la 

grille de commande et des nanocristaux [DELERUYELLE'03; 

DELERUYELLE'04]. 

 

(a) (b) 

Figure 1-12. Caractéristiques électriques de la mémoire à 

jonctions tunnel multiples. (a) Variation de la tension de seuil 

obtenue en fonction du temps et de la tension de 

programmation ; (b) Temps de rétention de l’information 

comparés des deux dispositifs [DELERUYELLE'04]. 
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D. Le transistor à un électron 

Les nanocristaux ne permettent pas seulement de concevoir des mémoires aux 

caractéristiques électriques intéressantes, mais aussi de créer des composants nouveaux. En 

particulier, le transistor à un électron (Single Electron Transistor, SET) propose 

théoriquement un contrôle parfait du courant. Ces composants (Figure 1-13) sont constitués 

d’un nanocristal métallique ou semiconducteur, séparé des électrodes de source et drain par 

des barrières tunnel. L’état électronique du nanocristal est contrôlé par la grille.  

Les très faibles courants mis en œuvre dans ces dispositifs permettent de minimiser les 

fuites, mais c’est cette faiblesse même qui fait du SET un composant peu adapté à des 

utilisations électroniques traditionnelles. Les SET sont en outre très sensibles aux charges 

parasites ; leur réalisation technologique est, du fait de ses très faibles dimensions, loin d’être 

des plus aisées. Enfin, le SET ne présente un fonctionnement optimal qu’à très faible 

température. 

Des applications plus éloignées de l’électronique traditionnelle ont été proposées pour les 

SET : pour des mesures de la température des électrons [HOFFMANN'07] , bit quantique 

[ELZERMAN'04], mesure de l’état de bits quantiques dans une double boîte quantique 

[GORMAN'05], source de courant [PEKOLA'08], mesure de capacité [CLARK'95]… Des circuits 

réalisant des opérations simples ont aussi été étudiés [MEENDERINCK'07; ZHANG'07]. 

 

Figure 1-13. Schéma d’un transistor à un électron faisant 

apparaitre la structure à double barrière 
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1. Fonctionnement 

Un SET (Figure 1-13) a une structure proche de celle du dispositif à double barrière tunnel 

(Figure 1-4). Il suffit d’ajouter au dispositif à double barrière tunnel une grille qui, par 

couplage capacitif, contrôle l’état du nanocristal. Le blocage de Coulomb n’a donc lieu que 

lorsque la tension entre la source et le drain (comme pour n’importe quel dispositif à double 

barrière) et la tension de grille le permettent. Ces conditions de tension, représentées en deux 

dimensions, permettent de tracer un diagramme de stabilité. 

 

 

Figure 1-14. Evolution du courant en fonction de la tension de 

grille d’un SET, à tension V fixée. Le diagramme de droite est 

le diagramme de stabilité : les zones de blocage sont en vert, les 

zones pour lesquelles un courant peut passer sont en bleu. La 

tension de grille modifie l’état électronique du nanocristal (a) 

et (c) : le transfert d’électrons est impossible ; (b) pic de 

conductance, les électrons passent à travers la structure.  
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Par exemple, pour une polarisation source-drain trop faible pour sortir du régime de 

blocage de Coulomb (Figure 1-14 a), à tension de grille nulle, le courant est nul. Si, en 

conservant la même polarisation source-drain, on augmente la tension de grille, les niveaux 

dans la boîte quantique se déplacent. Pour une polarisation de grille donnée, le passage des 

électrons devient possible et un courant traverse la structure (Figure 1-14 b). Lorsque la 

tension de grille est trop élevée, on retrouve le régime de blocage de Coulomb (Figure 1-14 

c).  

2. Réalisations expérimentales 

Dans le cas particulier des réalisations à partir de nanostructures de silicium, plusieurs 

voies ont été envisagées ces dernières années pour concevoir les transistors. Quelques 

exemples de ces réalisations sont donnés dans les pages suivantes ; la liste est loin d’être 

exhaustive ! 

a) SET à nanocristaux auto-assemblés 

Le SET réalisé par Choi en 1998 est basé sur des nanocristaux auto-assemblés [CHOI'98]. 

Des nanocristaux de dimensions variant de 8 à 10 nm ont été obtenus par LPCVD (Low 

Chemical Vapor Deposition) suivi d’un recuit à 620°C (Figure 1-15 a)  ; des électrodes 

d’aluminium ont ensuite été déposées et gravées par lithographie électronique (Figure 1-15 b 

et c).  

Les caractéristiques courant-tension de grille obtenues à 300 K font bien apparaître des 

pics de conductance (Figure 1-15 d). Une réalisation plus récente, basée elle aussi sur des 

nanocristaux de silicium auto-assemblés, a été effectuée par Tan en 2003 [TAN'03]. Les films 

réalisés contiennent des nanocristaux de silicium de tailles variant autour de 6 nm ; après 

dopage, ils ont été gravés de manière à former le SET (Figure 1-16 a). La caractéristique 

courant-tension de grille obtenue à 77 K présente des oscillations ; si le courant ne prend pas 

vraiment la forme des pics attendus, sa valeur est plus élevée que dans le dispositif de Choi. 
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Figure 1-15. SET réalisé par Choi. (a) Nanocristaux auto-

assemblés obtenus par LPCVD ; (b) Vue par AFM du dispositif 

comportant les électrodes de drain (D),de source (S) et la grille 

(G) ; Vue par AFM de la région active du dispositif ; (d) 

Caractéristiques courant-tension de grille du dispositif 

[CHOI'98]. 

 (a) 

 

 

 
Figure 1-16. SET réalisé par Tan. (a) vue TEM du film de 

nanocristaux (à gauche) et vue MEB du dispositif (à droite) ; 

(b) caractéristiques courant-tension de grille obtenues pour ce 

dispositif à 77 K [TAN'03]. 

(d) 
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b) SET obtenus par lithographie 

Des procédés de gravure ont également été testés pour la réalisation de SET. Pennelli a 

fabriqué en 2006 un SET en gravant d’abord latéralement une structure unidimensionnelle par 

lithographie électronique, puis par gravure humide avec un alignement de masques très précis 

pour obtenir un îlot de silicium relié par des jonctions très peu épaisses aux électrodes (Figure 

1-17 a) [PENNELLI'06]. La caractérisation électrique de ce composant s’est révélée délicate 

suite à une très forte sensibilité aux conditions extérieures ; la présence de marches sur la 

caractéristique courant-tension de drain suggère néanmoins la présence d’effets mono-

électroniques (Figure 1-17 b).  

(a) (b) 

 
Figure 1-17.SET réalisé par Pennelli. (a) vue MEB de la 

structure ; (b) caractéristiques courant-tension de drain 

obtenues [PENNELLI'06]. 

 
Figure 1-18. SET réalisé par Wang. (a) vue MEB du dispositif ; 

(b) Caractéristique courant-tension de drain obtenue à 2 K 

[WANG'07] 

 

(b) 
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Des techniques de gravure pour affiner les structures jusqu’à obtention d’îlots ont 

également été utilisées par Wang [WANG'07]. Le dispositif de la Figure 1-18 a été réalisé par 

lithographie électronique et caractérisé. Un début de courbe en escalier a été obtenu.  

c) SET à nanofils 

Il est également possible de créer des SET à partir de nanofils [HOFHEINZ'06; '07]. Les fils 

sont fabriqués par lithographie électronique puis gravure humide de la couche de silicium 

d’un substrat SOI, puis ils sont fortement dopés par implantation ionique, sauf dans les zones 

masquées par les espaceurs et la grille, pour créer les contacts. Les régions sous les espaceurs 

forment des barrières de potentiel tandis que la grille crée la boîte quantique dans la partie 

qu’elle surplombe (Figure 1-19 a). Ces dispositifs présentent des pics de conductance 

périodiques (Figure 1-19 b) et un diagramme de stabilité très régulier (Figure 1-19 c) à basse 

température. Les composants réalisés sont en outre très reproductibles et leurs caractéristiques 

sont peu bruitées.  

  

(c) 

 
Figure 1-19. SET de Hofheinz. (a) vue MET du dispositif, 

faisant apparaître la source (s), la boîte quantique (dot), le 

drain (d) et la grille (g) ; (b) conductance en fonction de la 

tension de grille à 0,4 mK (courbe bleue) et à 4,2 K (courbe 

noire) ; (c) diagramme de stabilité du dispositif [HOFHEINZ'07]. 

 

 

(b) 
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d) SET à barrières commandées 

Le SET de Jones utilise une boîte quantique constituée d’une zone de silicium faiblement 

dopée entourée de barrières de potentiel commandées par des électrodes [JONES'06]. 

Partant d’un substrat faiblement dopé, une implantation ionique suivie d’un recuit a permis 

de créer les électrodes du dispositif ; d’autres électrodes créées par lithographie électronique 

permettent de commander des barrières de potentiel (Figure 1-20 a). Ce dispositif comprend 

deux grilles ; deux caractéristiques courant-tension de grille ont donc été mesurées (Figure 

1-20 b) et deux diagrammes de stabilités ont été tracés (Figure 1-20 c). Les pics de courant 

sont cette fois bien marqués. 

Un dispositif comportant des barrières commandées a été réalisé récemment pour des 

applications radiofréquences [ANGUS'07; '08]. Deux électrodes, réalisées par lithographie 

électronique, contrôlent la hauteur des barrières, définissant la boîte quantique dont l’état est 

contrôlé par une électrode de grille (Figure 1-21). La conductance présente des oscillations 

périodiques et un diagramme de stabilité régulier.  

 (a) (b) (c) 

 

 

  
Figure 1-20. SET réalisé par Jones. (a) vue MEB du dispositif ; 

(b) caractéristiques courant-tension de grilles en utilisant la 

grille 1 (à gauche sur (a)) et la grille 2 (à droite sur (a)) ; (c) 

diagrammes de stabilité obtenus en utilisant la grille 2 (en 

haut) et la grille1 (en bas) [JONES'06]. 
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Figure 1-21. SET réalisé par Angus. (a) vue MEB du dispositif 

Les électrodes B1 et B2 contrôlent les hauteurs de barrière, 

l’électrode G est la grille du SET ; (b) schéma du dispositif vu 

de côté. la largeur de la boîte quantique est notée d 

[ANGUS'08] ; (c) diagramme de stabilité du dispositif 

[ANGUS'07]. 

 

e) SET contenant plusieurs boîtes quantiques 

Des transistors à un électron contenant plusieurs boîtes quantiques ont enfin été réalisés. 

L’une des premières réalisations, due elle aussi à Choi, n’était pas intentionnelle : la 

caractérisation électrique à faible température d’un SET fabriqué à partir d’un fil quantique de 

silicium montrait une modulation des pics de courant obtenus [CHOI'02]. Les auteurs ont 

attribué cette modulation à la présence accidentelle d’un second îlot quantique.  

La même année, une équipe japonaise a fabriqué un SET à partir d’un fil quantique sur 

lequel plusieurs constrictions ont permis d’obtenir plusieurs îlots [NAKAJIMA'02]. Les 

caractéristiques électriques obtenues présentent un comportement interprété par la 

propagation d’un soliton dans le dispositif ; trois ans plus tard, la même équipe a pu 

caractériser plus finement ce dispositif et montrer que le soliton s’étendait sur toute la rangée 

d’îlots [OHKURA'05]. 

Plus récemment, une réalisation à partir d’un fil comportant trois barrières commandées a 

permis d’obtenir un diagramme de stabilité en nids d’abeille [FUJIWARA'06]. L’abaissement 

(c) 
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de la barrière centrale permet de passer d’un SET comportant deux petites boîtes quantiques à 

un SET comportant une grande boîte quantique (Figure 1-22). 

Lorsque la boîte quantique est obtenue à partir d’un film de nanocristaux, plusieurs 

nanocristaux peuvent participer au courant. Une étude des diagrammes de stabilité de tels 

dispositifs a permis à une équipe anglo-japonaise de retrouver les différentes configurations 

possibles [KHALAFALLA'06] ; le diagramme en nids d’abeille correspond toujours à la 

configuration comportant deux îlots et trois barrières tunnel. Ces diagrammes ont été analysés 

à l’aide d’une simulation électrique [IKEDA'06]. 

 

Figure 1-22. Diagrammes de stabilité (ici obtenus en traçant 

les contours du courant de drain) d’un dispositif à triple 

barrière schématisé en (a). La barrière du milieu voit sa 

hauteur augmenter graduellement entre les diagrammes (b) et 

(d). Le diagramme (b), en diamants, est celui d’un SET 

comportant une grande boîte quantique, les autres, en nids 

d’abeille, sont ceux d’un SET comportant deux petites boîtes 

[FUJIWARA'06]. 
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E. Réalisations expérimentales et simulations 

Les simulations de mémoires flash à nanocristaux ont permis d’expliquer les différences 

qu’elles présentent avec les mémoires flash conventionnelles [DELERUYELLE'04; 

LEROYER'03]. Elles ont également permis de prévoir grossièrement l’évolution des 

caractéristiques des composants avec les dimensions du dispositif. 

De telles simulations sont ainsi indispensables pour prévoir le fonctionnement et aider à 

l’optimisation des mémoires telles que les mémoires à jonctions tunnel multiples, en 

particulier celles comprenant plusieurs couches de nanocristaux. 

De telles simulations ont également été effectuées pour les transistors à un électron 

[IKEDA'06; LEROYER'03; PALUN'03]. Ces simulations sont basées sur la théorie orthodoxe qui 

permet d’expliquer facilement les phénomènes ayant lieu dans les dispositifs à double 

barrière. Ces simulations sont néanmoins basées sur un modèle qui, dans le cas des 

nanocristaux semiconducteurs et à température non nulle, est de validité discutable. Il est 

donc nécessaire, pour étudier des dispositifs à nanocristaux de silicium à température non 

nulle, de développer un modèle reposant sur des bases physiques plus rigoureuses. 
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III. SIMULATION D’UN DISPOSITIF A BLOCAGE DE 

COULOMB 

Pour comprendre le comportement de composants tels que le SET ou la mémoire flash à 

nanocristaux, la simulation d’un dispositif tel que celui décrit sur la Figure 1-4 est 

indispensable. 

Il existe essentiellement deux types de modèles pour de tels dispositifs : un modèle 

électrique, qui représente la jonction tunnel par des composants électroniques passifs, et une 

approche physique, basée sur une description quantique du transfert tunnel et des états 

électroniques. Si le premier modèle présente une plus grande simplicité conceptuelle 

permettant de simuler composants et circuits, le second est susceptible d’offrir une meilleure 

précision au prix d’un temps de calcul plus long.  

A. L’effet tunnel 

La modélisation électrique ou physique des dispositifs à blocage de Coulomb repose en 

grande partie sur la modélisation de l’effet tunnel. Selon le dispositif, le transport des 

électrons par effet tunnel peut être cohérent ou séquentiel. Le traitement des transferts 

d’électrons sera effectué, dans le premier cas, à l’aide d’un formalisme quantique, et dans le 

second cas, à l’aide d’un formalisme semi-classique [FERRY'04; QUERLIOZ'08]. 

1. Transport cohérent 

Le passage d’un paquet d’ondes à travers une barrière de potentiel par effet tunnel est un 

cas d’école des situations spécifiques à la physique quantique [COHEN-TANNOUDJI'73]. 

Lorsqu’un paquet d’ondes atteint la barrière, une partie est réfléchie, tandis qu’une fraction de 

ce paquet est transmise sous la forme d’une onde évanescente. Si la barrière est assez fine, il 

est possible que l’amplitude de cette onde évanescente ne soit pas nulle de l’autre côté où elle 

reprend la forme d’un paquet d’ondes planes (Figure 1-23). On considère alors, bien que ce 

soit intuitivement difficile à appréhender, que la particule associée à l’onde est des deux côtés 

de la barrière à la fois. Les ondes initiale et finale sont cohérentes entre elles, ce qui conduit à 

désigner ce type de transfert sous le terme de ttrraannssppoorrtt  ccoohhéérreenntt. 
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Figure 1-23. Représentation schématique du passage d'un 

paquet d’ondes dont la probabilité de présence est représentée 

en bleu à travers une barrière de potentiel (traits noirs) par 

effet tunnel. 

 

Les diodes à effet tunnel résonnant (Resonant Tunneling Diode, RTD) [DATTA'97] 

exploitent le transport cohérent par effet tunnel. Bien que la RTD ait une structure proche de 

celle d’un dispositif à blocage de Coulomb, avec une double barrière tunnel, le confinement 

des porteurs n’existe que dans la direction du transport. Ce confinement plus faible que dans 

un dispositif à nanocristal permet de traiter le transport dans une RTD comme un transport 

cohérent. 

2. Transport séquentiel 

Du fait de la présence d’une onde évanescente, la probabilité de présence de l’onde 

transmise est bien plus faible que celle de l’onde incidente. Ainsi, si la barrière est assez 

épaisse, une approche perturbative peut alors être appliquée au problème. Une telle approche 

permet d’utiliser la règle d’or de Fermi pour établir la fréquence à laquelle la transition tunnel 

de l’état 1 à l’état 2 a lieu [COHEN-TANNOUDJI'73] 

 ( )2
1 2 12 2 1

2 M . E E→
π

Γ = δ −  (1-1) 

où 12M  est l’élément de matrice de l’hamiltonien décrivant la perturbation. Un tel 

traitement ne tient pas compte de la cohérence entre l’onde incidente et l’onde transmise, les 

deux fonctions d’onde étant déterminées indépendamment l’une de l’autre. Il s’agit d’un 

ttrraannssppoorrtt  ssééqquueennttiieell. C’est ce mode de transport qui est, du fait de la forte localisation des 

électrons dans les boîtes quantiques, privilégié dans les dispositifs à blocage de Coulomb. La 
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différence entre le transport cohérent et le transport séquentiel sera abordée plus en détails 

dans la partie IV. A.  

Dans le cas d’un continuum d’états de chaque côté de la barrière tunnel la fréquence de 

transfert tunnel de l’état 1 à l’état 2 s’obtient en faisant la somme des fréquences calculées 

pour chaque énergie 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
C 2

C1

2
1 2 12 1 1 2 2 1 F1 2 F2 2 1 1 2

E
E

2 M E E f E E 1 f E E E E dE dE

+∞
+∞

→

π
Γ = ρ ρ − − − δ −⎡ ⎤⎣ ⎦

⌠
⎮
⌡

∫ (1-2) 

où ( )Eρ  est la densité d’états et ( )f E  la distribution de Fermi-Dirac. La conservation de 

l’énergie, traduite par la fonction ( )2 1E Eδ −  permet de simplifier cette expression 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )C1 C 2

2
1 2 12 1 2 F1 F2

max E ,E

2 M E E f E E 1 f E E dE
+∞

→

π
Γ = ρ ρ − − −⎡ ⎤⎣ ⎦∫  (1-3) 

Dans le  cas du dispositif à double barrière (Figure 1-4), quatre fréquences de transfert, 

notées G dot→Γ , dot G→Γ , D dot→Γ  et dot D→Γ  (G désigne l’électrode de gauche, D l’électrode de 

droite et dot le nanocristal) doivent être calculées. Le courant peut ensuite être déterminé à 

partir de la méthode de l’équation maîtresse. Cette méthode permet de déterminer le courant à 

partir des fréquences de transfert tunnel [FERRY'97; GRABERT'92; SEE'03a]. Il s’agit de trouver 

la probabilité ( )nP t dt+  d’avoir n électrons dans la boîte quantique à l’instant t+dt. Pour cela, 

on ajoute la probabilité d’avoir, à l’instant t, n électrons dans la boîte et que rien ne se soit 

passé pendant la durée dt, à celle d’avoir (n-1) électrons dans la boîte et qu’un électron ait 

pénétré dans le nanocristal, à celle, enfin, d’avoir (n+1) électrons dans le nanocristal et qu’un 

en soit sorti. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

n n G dot D dot dot D dot G

n 1 G dot D dot

n 1 dot G dot D

P t dt P t 1 n dt 1 n dt 1 n dt 1 n dt

P t n 1 dt n 1 dt

P t n 1 dt n 1 dt

→ → → →

− → →

+ → →

+ = − Γ − Γ − Γ − Γ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
+ Γ − + Γ −⎡ ⎤⎣ ⎦
+ Γ + + Γ +⎡ ⎤⎣ ⎦

(1-4) 
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En négligeant les termes du second ordre en dt on trouve l’équation maîtresse1  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

n
n G dot D dot dot D dot G

n 1 G dot D dot

n 1 dot G dot D

dP t P t n n n n
dt

P t n 1 n 1

P t n 1 n 1

→ → → →

− → →

+ → →

= − Γ + Γ + Γ + Γ⎡ ⎤⎣ ⎦
+ Γ − + Γ −⎡ ⎤⎣ ⎦
+ Γ + + Γ +⎡ ⎤⎣ ⎦

 (1-5) 

Cette équation se résout matriciellement pour trouver la probabilité ( ) ( )tP t e P 0−Γ= , où Γ 

est la matrice constituée des fréquences de transfert [SEE'03a]  

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0

0

0

G dot D dot

dot G dot D
0

G dot D dot dot D dot G

1 1 0 . . . 0
. . . . .
0 n 1 n 1 n 1 . .
. . n n n . .
. . n 1 n 1 n 1 .
. . . . 0
0 . . . 0 N N

n n n
où n n n

n n n n n

−

− +

− +

− +

−

+
→ →

−
→ →

→ → → →

⎛ ⎞Γ Γ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟Γ − Γ − Γ −
⎜ ⎟

Γ = Γ Γ Γ⎜ ⎟
⎜ ⎟Γ + Γ + Γ +
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟Γ Γ⎝ ⎠

⎧Γ = Γ + Γ
⎪Γ = Γ + Γ⎨
⎪Γ = Γ + Γ + Γ + Γ⎩

 

où N est le nombre maximum d’électrons dans la boîte. Le courant prend enfin la forme  

 ( ) ( ) ( )n dot D D dot
n

I e P t n n→ →= − → ∞ Γ − Γ⎡ ⎤⎣ ⎦∑  (1-6) 

B. Théorie orthodoxe  

La théorie orthodoxe permet de modéliser un dispositif à nanocristal tel que celui de la 

Figure 1-4, moyennant l’hypothèse que la différence d’énergie entre deux niveaux est 

négligeable devant l’énergie de chargement 
2e

2C
 : le nanocristal est donc métallique 

                                                 
1 On peut démontrer (Diu, B., C. Guthmann, D. Lederer and B. Roulet (1989). Physique Statistique. 

Hermann, Paris.) que tout processus markovien stationnaire (le transfert tunnel d’un électron en est un) voit la 

probabilité de ses événements décrite par une équation maîtresse de ce type. 
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[LEROYER'03; LIKHAREV'99]. Ce modèle n’est en principe satisfaisant qu’à très faible 

température et pour des tensions appliquées faibles.  

1. La jonction tunnel 

Lors de la description rapide du phénomène de blocage de Coulomb présentée en II. B. , 

une capacité C a été introduite. Cette capacité faisait déjà référence au modèle électrique de la 

jonction tunnel. 

Les jonctions tunnel, présentes dans les dispositifs tels que celui de la Figure 1-4, sont 

composées d’une électrode, d’une fine couche d’isolant, et d’un nanocristal métallique ou 

semiconducteur. Une telle alternance de matériaux se comporte comme un condensateur et 

peut être caractérisée par sa capacité C. Contrairement à un condensateur classique pour 

lequel le courant est dû à une variation de charges puisqu’aucune charge ne peut le traverser, 

la jonction tunnel peut laisser passer des charges. Elle a donc également un comportement 

résistif et peut être caractérisée par sa résistance R (Figure 1-24). Une jonction tunnel est ainsi 

à la fois une résistance et un condensateur1 [GRABERT'92; LEROYER'03; SEE'03a; 

WASSHUBER'97]. 

 

Figure 1-24. Modèle de la jonction tunnel. Lorsqu'aucun 

électron n'est transféré (en haut), la jonction se comporte 

comme un condensateur ; lors du transfert d'un électron elle se 

comporte comme une résistance (en bas). 

 
                                                 
1 Cette « double nature » de la jonction tunnel est une conséquence de la dualité onde-corpuscule 

caractérisant l’électron : l’électron est une onde qui peut être transférée par effet tunnel, ce qui conduit à 

considérer la jonction tunnel comme une résistance, mais c’est aussi un corpuscule à l’origine de l’effet capacitif 

de la jonction. 
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Si la capacité de la jonction tunnel se retrouve aisément, le concept de résistance tunnel est 

un peu moins évident. Le courant à travers la barrière s’obtient en comptant les charges 

passant de gauche à droite et en retirant à ce résultat les charges passant de droite à gauche 

 [ ]G D D GI e → →= − Γ − Γ  (1-7) 

En insérant (1-3) dans (1-7), on trouve pour le courant  

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )CG CD

2
GD G D FG FD

max E ,E

2I e M E E f E E f E E dE
+∞π

= − ρ ρ − − −⎡ ⎤⎣ ⎦∫  (1-8) 

En considérant que le dispositif fonctionne à très faible température, les distributions de 

Fermi peuvent être considérées comme des fonctions échelon, ce qui conduit à 

 ( ) ( )
FD

FG

E
2

GD G D
E

2I e M E E dEπ
= − ρ ρ∫  (1-9) 

Si la tension appliquée aux bornes du dispositif est suffisamment faible, les densités d’états 

et l’élément de matrice varient peu sur l’intervalle d’intégration. Le courant peut donc enfin 

s’écrire  

 
( )2

GD G D FD FG

22
GD G D

2I e M E E

2I e M V

π
= − ρ ρ −

π⎡ ⎤= ρ ρ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (1-10) 

Par analogie avec la loi d’Ohm, on définit l’expression de la résistance tunnel  

 22
GD G D

R
2 e M

=
π ρ ρ

 (1-11) 

2. Etude du dispositif à blocage de Coulomb 

Intéressons-nous maintenant à la structure de la Figure 1-4, modélisée à l’aide des 

jonctions tunnel définies précédemment (Figure 1-25), à température nulle, avec, pour 

simplifier le problème, un nanocristal métallique. 
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Figure 1-25. Modèle électrique de la structure à double 

barrière tunnel. 

 

a) Conditions de transfert 

Pour déterminer dans quelles conditions un électron peut être transféré des électrodes au 

nanocristal, un bilan énergétique est nécessaire [FERRY'97; GRABERT'92; LEROYER'03; 

SEE'03a; WASSHUBER'97].  

L’énergie totale du système est la somme de l’énergie potentielle électrostatique 

( ) 1 2
P

eq

C C V² (ne)²E n
2C

+
=  où eq 1 2C C C= +  et n est le nombre d’électrons dans la boîte 

quantique, et du travail reçu par le dispositif ( ) ( )1 2 1 2 2 1
eq

eVW n , n n C n C
C

= +  où n1 

(respectivement n2) est le nombre d’électrons passant par la jonction 1 (respectivement 2). On 

trouve donc  

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 1
eq eq

1 eVE n , n C C V² (ne)² n C n C
2C C

= + + +  (1-12) 

Il suffit alors de considérer les transitions permettant de diminuer l’énergie. Par exemple, 

le passage d’un électron de l’électrode à la boîte via la jonction 1 ne peut avoir lieu que si 

( ) ( )1 2 1 2E n 1, n E n , n 0+ − <  soit [ ]2
eq

e (2n 1)e 2VC 0
2C

+ + < . Ceci permet d’écrire la 

condition 
2

eV (2n 1)
2C

< − + .  

Une étude des différentes transitions permet de montrer l’existence de seuils dépendant du 

nombre d’électrons dans la boîte 
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Figure 1-26. Zones de blocage (en rouge) en fonction de la 

tension aux bornes du dispositif et du nombre d'électrons dans 

le nanocristal. On a posé Ceq =2C1 = 2C2. 

 

 ( ) ( )S
1 2

e eV n 2n 1 min ,
2C 2C

⎛ ⎞
= + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (1-13) 

Les tensions pour lesquelles le dispositif est en régime de blocage en fonction du nombre 

d’électrons dans le nanocristal sont représentées sur la Figure 1-26.  

b) Fréquences de transfert et courant 

L’expression des fréquences de transfert est donnée par (1-3) et peut être simplifiée en 

introduisant la résistance tunnel  

 ( ) ( )1 2 F1 F22

1 f E E 1 f E E dE
e R→Γ = − − −⎡ ⎤⎣ ⎦∫  (1-14) 

En posant ( )12 F1 F2E n E EΔ = −  (la position du niveau d’énergie dans le nanocristal, qui est 

forcément 1 ou 2, dépend du nombre d’électrons dans le nanocristal), après quelques 

manipulations des exponentielles contenues dans la fonction de Fermi-Dirac, les fréquences 

de transfert s’écrivent  

 ( ) ( )
( )12 B

12
1 2 2 E n / k T

E n1n
e R 1 e→ Δ

Δ
Γ =

−
 (1-15) 
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où les différences d’énergie ( )12E nΔ  sont calculées à partir des énergies (1-12). Le 

courant est enfin déterminé grâce à la méthode de l’équation maîtresse (1-6). 

Les résistances et les capacités des deux jonctions tunnel influent fortement sur les 

caractéristiques courant/tension obtenues à partir d’un modèle simple [SEE'03a] (Figure 

1-27) : la caractéristique en marches d’escalier n’est visible que lorsque la capacité et la 

résistance de la deuxième jonction sont beaucoup plus élevées que celles de la première. Un 

tracé du courant obtenu, pour plusieurs températures, est donné en Figure 1-28. On voit 

effectivement apparaître un escalier dont les marches sont lissées lorsque la température 

augmente.  

 

Figure 1-27. Caractéristique courant/tension du dispositif de la 

Figure 1-25 pour plusieurs résistances et capacités. 
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Figure 1-28. Caractéristique courant/tension du dispositif de la 

Figure 1-25 pour plusieurs températures. Les résistances sont 

fixées à R1 = 100 MΩ, R2 = 1 MΩ, C1 = 1 aF et C2 = 0.01 aF. 

 

3. Application à la simulation d’un SET à nanocristal métallique 

La modélisation électrique permet également de tenir compte de l’électrode de grille dans 

le calcul du courant [SEE'03a]. Ce modèle, représenté sur la Figure 1-29, permet également 

d’obtenir les diagrammes de stabilité en forme de diamant largement utilisés pour caractériser 

les SET (Figure 1-19, Figure 1-20, Figure 1-21). 

 

 

Figure 1-29. Modélisation électrique d'un SET. 
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La prise en compte d’une grille de capacité CG dans le modèle impose une modification du 

bilan énergétique. L’énergie potentielle électrostatique, en notant eq 1 2 GC C C C= + + , devient 

( ) ( )2 2
1 2 1 G G 2 G G

P
eq

C C V² (ne)² C C V V C C V
E n

2C
+ + − +

=  tandis que le travail reçu par le 

dispositif prend la forme ( ) ( )( )1 2 1 2 G 2 1 G G
eq

eW n , n n C C n C V nC V
C

⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦ . L’énergie 

totale s’écrit alors  

 
( ) ( )( )

( )( )

2 2
1 2 1 2 1 G G 2 G G

eq

1 2 G 2 1 G G
eq

1E n ,n C C V² (ne)² C C V V C C V
2C

e n C C n C V nC V
C

= + + − +

⎡ ⎤+ + + −⎣ ⎦

 (1-16) 

En cherchant les transitions énergétiques qui font diminuer cette énergie on obtient les 

diagrammes de stabilité en diamants (Figure 1-30) : les zones colorées correspondent à des 

plages de tension pour lesquelles le transfert d’un électron est impossible. 

Une approche tout à fait similaire à celle mise en place pour le dispositif précédent permet 

d’obtenir le courant dans un SET (Figure 1-31). A tension V fixée, le courant prend la forme 

de pics, comme prévu (Figure 1-14).  

C. Modélisation physique 

La notion de résistance tunnel définie pour le modèle électrique n’est rigoureusement 

valable qu’à très basse température et pour de faibles tensions. Qui plus est, la théorie 

orthodoxe n’est plus valable si la différence d’énergie entre deux niveaux est non négligeable 

devant l’énergie de chargement 
2e

2C
, c’est-à-dire dans le cas d’un nanocristal semiconducteur. 

Un modèle plus élaboré, basé sur une prise en compte plus rigoureuse de l’effet tunnel et 

tenant compte des niveaux d’énergie dans les nanocristaux semiconducteurs, doit donc être 

mis en place pour simuler des dispositifs à nanocristaux dans des conditions de température et 

de tension moins strictes. 
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Figure 1-30. Diagramme de stabilité obtenu pour un SET avec 

CG = C1 = C2. Les zones colorées sont des zones de blocage, 

avec le nombre d’électrons stipulé sur la droite. On a posé 

Ceq =C1 + C2 + CG [SEE'03a]. 

 

Figure 1-31. Allure du courant dans un SET, avec R1 = R2 et 

C1 = 2.C2 = 2.Cg. On a posé Ceq =C1 + C2 + CG. 

 

Le modèle décrit ici est celui mis en place par J. Sée [SEE'03a; SEE'06b]. Il présuppose que 

le transport dans les dispositifs est purement séquentiel. Les fréquences de transfert tunnel 

sont donc obtenues à partir de (1-1). La principale inconnue dans cette expression est 
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l’élément de matrice 12M . Cet élément de matrice peut être donné par la formule de Bardeen 

[BARDEEN'61; TEKMAN'92] 

 
2

* *
12 1 2 2 1M dS

2m
⎡ ⎤= Ψ ∇Ψ − Ψ ∇Ψ⎣ ⎦∫∫∫  (1-17) 

où 1Ψ  (respectivement 2Ψ ) la fonction d’onde à l’état 1 (respectivement 2). Ceci signifie 

qu’il faut calculer les fonctions d’onde dans toutes les parties du système.  

1. Structure électronique des nanocristaux de silicium 

Le calcul des niveaux d’énergie est nécessaire pour obtenir les fréquences d’interaction à 

partir de la règle d’or de Fermi (1-1). Celui des fonctions d’onde est également un préalable 

au calcul de l’élément de matrice (1-17). La détermination de la structure électronique des 

nanocristaux de silicium a été effectuée par J. Sée.  

Cette étude a été conduite via une résolution de l’équation de Poisson 3D couplée avec 

l’équation de Schrödinger. Pour résoudre cette dernière, la méthode de Hartree, qui n’est 

rigoureusement valide que pour des nanocristaux contenant deux électrons au maximum, a été 

comparée à la DFT ; les résultats obtenus par la première sont néanmoins très proches de ceux 

obtenus par la deuxième, pour des nanocristaux contenant jusqu’à 15 électrons [SEE'02b]. 

L’erreur commise étant inférieure à 5 % et la méthode de Hartree permettant d’obtenir, outre 

les niveaux électroniques, les fonctions d’onde, les structures électroniques de nanocristaux 

de différentes tailles et formes ont été calculées en utilisant cette méthode [SEE'04]. Le calcul 

a également été conduit pour des boîtes quantiques polarisées [SEE'03b]. En parallèle, il a été 

démontré, par comparaison avec un calcul semi-empirique, que l’approximation de la masse 

effective était valable pour des nanocristaux de rayon supérieur à 1,5 nm [SEE'02a].  

En raison d’une forte interaction électron/électron, les niveaux d’énergie dépendent 

énormément du nombre d’électrons dans le nanocristal. L’ajout d’un électron  augmente 

l’énergie du niveau fondamental et des niveaux excités (Figure 1-32a et b). Dans le cas du 

silicium, chaque niveau est 12 fois dégénéré du fait des 6 vallées Δ et du spin (Figure 1-32c). 

La polarisation influence les niveaux d’énergie et décale les fonctions d’onde électroniques 

(Figure 1-33). Ce décalage de la fonction d’onde est plus flagrant dans des nanocristaux de 
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grand rayon et il prend une grande importance dans le calcul du courant dans les dispositifs 

étudiés ici. 

2. Fréquences de transfert 

Il s’agit maintenant de considérer les fréquences de transfert tunnel obtenues entre 

l’électrode de gauche (G) et le nanocristal (dot) d’une part, et le nanocristal et l’électrode de 

droite (D) d’autre part. Les énergies dans les électrodes étant continues, ces fréquences sont 

de la forme  

(a) (b) (c) 

  
Figure 1-32. Allure des niveaux d’énergie dans une boîte 

quantique non polarisée : (a) elle contient un niveau 

fondamental et plusieurs niveaux excités ; (b) l’ajout d’un 

électron décale tous les niveaux ; (c) chaque niveau est 12 fois 

dégénéré, si la boîte contient un nombre supérieur d’électrons, 

les niveaux excités se remplissent. 

 (a) (b) 

Figure 1-33. Effet de la polarisation sur la structure  

électronique d'une boîte quantique : (a) à polarisation nulle, la 

fonction d’onde du niveau fondamental est centrée au milieu du 

puits de potentiel ; (b)à polarisation non nulle, les niveaux sont 

décalés et la fonction d’onde est déformée. 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

G dot G i G i i G i
i

2

dot D D i D i i D i
i

2 M l f

2 M g 1 f

→

→

π
Γ = ε ρ ε ε ε

π ⎡ ⎤Γ = ε ρ ε ε − ε⎣ ⎦

∑

∑
 (1-18) 

où les iε  sont les niveaux d’énergie dans le nanocristal, ( )G / D iρ ε  est la densité d’états dans 

l’électrode de gauche/droite, ( )G / D if ε  la distribution de Fermi-Dirac dans l’électrode de 

gauche/droite, ( )il ε  le nombre de places libres sur le niveau i, ( )ig ε  le nombre d’électrons 

sur le niveau i. La formule de Bardeen (1-17) permet d’écrire les éléments de matrice 

 
( )

( )

2

G G dot dot G
0

2

D D dot dot D
0

M dS
2m

M dS
2m

= Ψ ∇Ψ − Ψ ∇Ψ

= Ψ ∇Ψ − Ψ ∇Ψ

∫∫

∫∫
 (1-19) 

où m0 est la masse d’un électron dans la silice, G / DΨ  la fonction d’onde d’un électron dans 

l’électrode de gauche/droite, dotΨ  la fonction d’onde d’un électron dans le nanocristal, et S  le 

vecteur définissant la surface coupant la barrière tunnel. Les fonctions d’onde dans les 

électrodes peuvent être calculées par l’approximation WKB, pour obtenir une expression 

analytique des éléments de matrice. Si on pose  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

e e
G CG D CD2 2

0 0
G 0G D 0D2 2

2m 2mk E ;k E

2m 2mE ; E

ε = ε − ε = ε −

α ε = − ε α ε = − ε

 (1-20) 

où me est la masse d’un électron dans le vide, V0G et V0D sont les valeurs du potentiel au 

milieu de la barrière tunnel, ECG et ECD sont les minima de bande de conduction dans les 

électrodes de gauche et droite (Figure 1-34), et les éléments de matrice peuvent prendre la 

forme  
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

G G

D D

2 2b22
2 G dot

G G dot2
0 G 2 2 e

G G
0

2 2b22
2 D dot

D D dot2
0 D 2 2 e

D D
0

k e2M dydz
2m dxmk

m

k e2M dydz
2m dxmk

m

−α ε

−α ε

ε⎛ ⎞ ∂Ψ⎛ ⎞ε = α ε Ψ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞⎝ ⎠

ε + α ε ⎜ ⎟
⎝ ⎠

ε⎛ ⎞ ∂Ψ⎛ ⎞ε = α ε Ψ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞⎝ ⎠

ε + α ε ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⌠⌠
⎮⎮
⌡⌡

⌠⌠
⎮⎮
⌡⌡

V

V

 (1-21) 

bG et bD sont les largeurs de barrière gauche et droite (Figure 1-34), GV  et DV  sont les 

volumes des électrodes de gauche et droite. 

3. Calcul du courant 

Une fois les fréquences de transfert obtenues, le courant peut toujours être calculé à partir 

de l’équation maîtresse. Une autre alternative est cependant possible, avec une méthode 

Monte-Carlo [SEE'03a; WASSHUBER'97]. Cette dernière permet de suivre l’évolution 

indépendante des particules dans le dispositif. 

 

Figure 1-34. Notations utilisées pour le calcul des fréquences 

de transfert tunnel.  
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Il s’agit de tirer au sort un temps de vol ti(n), connaissant les fréquences d’interaction pour 

tous les types de transfert. Le type de transfert ayant lieu au bout de ce temps de vol est lui 

aussi tiré au sort, grâce à ces mêmes fréquences. Le nombre de tirages doit être suffisant pour 

stabiliser le courant. Les temps de vol cumulés permettent de trouver les probabilités pour un 

nanocristal de contenir n électrons  

 
( )

( )
i

i
n

i
i,m

t n
P

t m
=

∑
∑

 (1-22) 

Il suffit alors d’utiliser la formule du courant (1-6). Les caractéristiques courant/tension 

obtenues font apparaître un escalier de Coulomb (Figure 1-35a) qui peut être, sous certaines 

conditions, écrasé par un effet de résistance différentielle négative (Figure 1-35b) [SEE'06a]. 

Le décalage spatial des fonctions d’onde sous l’effet de la polarisation (Figure 1-33) est 

responsable de ce phénomène. En effet, la fonction d’onde étant plus proche de l’électrode au 

potentiel le plus bas que de l’électrode au potentiel le plus haut, les éléments de matrice 

(1-21) sont modifiés : la sortie de l’électron par l’électrode au potentiel le plus bas est 

facilitée, son entrée par l’électrode au potentiel le plus haut est rendue plus difficile. Lorsque 

la boîte se vide plus vite qu’elle ne se remplit, le régime de résistance différentielle négative 

est atteint. Cet effet est d’autant plus perceptible que la fonction d’onde peut se délocaliser 

facilement : en particulier, le régime de résistance différentielle négative apparait à plus faible 

tension quand on augmente le rayon du nanocristal. 
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Figure 1-35. Caractéristiques courant/tension d’un dispositif à 

nanocristal semiconducteur [SEE'03a]. Le rayon du nanocristal 

est indiqué en haut de chaque courbe avec les épaisseurs de 

barrière d’oxyde gauche (hG) et droite (hD).  
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IV. CONCLUSION ET PROBLEMATIQUES DE LA THESE 

Les dispositifs à blocage de Coulomb tels que celui de la Figure 1-4 ont été modélisés dans 

un souci de précision et les simulations ont pu mettre en évidence des phénomènes inattendus 

[SEE'03a; SEE'06a]. Il s’agit maintenant de vérifier la validité de l’hypothèse de transport 

séquentiel ainsi que d’étudier le transport entre deux nanocristaux, qui est utile pour simuler 

des mémoires à jonctions tunnel multiples. Pour cela, une étude de l’interaction électron-

phonon est nécessaire. 

A. Transport cohérent et transport séquentiel 

L’élément de matrice (1-17) est calculé à partir de fonctions d’onde déterminées 

indépendamment les unes des autres dans les différentes parties du système. A aucun moment 

on ne tient compte d’une possible cohérence entre l’onde incidente et l’onde transmise. Ceci 

suppose que le transport est purement séquentiel dans ces dispositifs. L’électron est d’abord 

transféré de la première électrode au nanocristal par effet tunnel. Il doit ensuite, au sein du 

nanocristal, perdre sa phase ; pour cela, au moins une interaction est nécessaire. L’électron, 

qui a maintenant « perdu la mémoire » de sa provenance, est transféré à une seconde électrode 

(Figure 1-36). L’interaction, qui doit avoir lieu avant que l’électron n’ait eu le temps de 

quitter le nanocristal (et qui doit ainsi avoir une probabilité beaucoup plus élevée que le 

transfert tunnel) a pour effet d’élargir les pics de la densité d’états [BÜTTIKER'88]. Le transfert 

tunnel n’est ainsi séquentiel que si une interaction présente une fréquence d’interaction assez 

rapide pour que les fréquences de transfert tunnel soient négligeables devant elle. Il a été 

démontré que, dans le cas des RTD, un taux d’interaction entre les électrons et les phonons 

élevé pouvait conduire à une localisation des électrons sur de faibles distances, et donc à un 

transport séquentiel [QUERLIOZ'08]. Le calcul des fréquences d’interaction électron-phonon 

est donc nécessaire ; elles seront comparées aux fréquences de transfert tunnel [SEE'06a; 

SEE'06b] pour vérifier que le transport est bien essentiellement séquentiel dans les dispositifs 

simulés. 
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Figure 1-36. Transport cohérent et transport séquentiel. Dans 

le cas du transport cohérent (a), l’onde électronique est 

cohérente dans toutes les parties du système. Dans le cas du 

transport séquentiel, l’électron pénètre dans le nanocristal par 

l’une des électrodes (b), subit une interaction qui brise la 

cohérence de phase (c), avant de sortir du nanocristal (d). 

 

B. Traitement du transfert tunnel entre dots 

Certaines architectures de mémoire flash à nanocristaux proposent de charger une grille 

flottante granulaire à travers des nanocristaux. Dans ce cas, l’étude du transfert de charges 

entre deux nanocristaux est importante. Pour l’étude de SET comportant deux nanocristaux 

voire plus, ce résultat est également utile. 

Pour cela, on considèrera le dispositif comprenant deux nanocristaux de silicium noyés 

dans un oxyde. Des électrodes sont placées de part et d’autre de l’oxyde (Figure 1-37). Si l’on 

considère des niveaux d’énergie électronique discrets, il ne peut y avoir transfert d’un électron 

que si les niveaux dans les deux nanocristaux sont strictement alignés. Les niveaux d’énergie 

ont cependant une largeur finie qui permet à un électron d’être transféré d’un nanocristal à 

l’autre même si les niveaux ne sont pas strictement alignés (Figure 1-38). Il est donc impératif 

de tenir compte de cette largeur lors de la simulation de dispositifs tels que celui de la Figure 

1-37. 
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Figure 1-37. Dispositif comprenant deux nanocristaux de 

silicium. 

 

 

Figure 1-38. Transport dans un dispositif comprenant deux 

nanocristaux. A gauche, si les niveaux dans les deux 

nanocristaux ne sont pas alignés, l’électron ne peut pas être 

transféré de l’un à l’autre (a), tandis que si les niveaux sont 

alignés, le transfert tunnel est possible (b). A droite, le transfert 

est possible dans les deux cas. 
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C. L’élargissement par collision 

Ainsi que Büttiker l’a souligné [BÜTTIKER'88], les interactions que subissent les électrons 

ont pour effet d’élargir les niveaux d’énergie. Il s’agit de l’effet d’élargissement par collision, 

ou collisional broadening. L’étude de l’interaction électron-phonon qui sera conduite pour 

vérifier l’hypothèse de transport séquentiel ne peut être réaliste sans tenir compte de cette 

largeur. En effet, il a été démontré que le collisional broadening était de première importance 

dans le cas des nanocristaux [INOSHITA'96; '97; KRAL'98; SEEBECK'05; STAUBER'00]. De plus, 

cet élargissement permettra de calculer les fréquences de transfert tunnel d’un nanocristal à 

l’autre. 

L’élargissement par collision est exprimé mathématiquement par une fonction spectrale, 

qui donne la probabilité qu’a l’électron d’avoir une énergie donnée. Cette fonction se calcule 

dans le formalisme des fonctions de Green à partir de la self-energy. Aussi, pour mener à bien 

une telle étude, il importe de connaître précisément les énergies des électrons et les fréquences 

des phonons. Les énergies des électrons sont connues [SEE'04], mais pas les fréquences de 

phonons. Ces dernières seront donc déterminées dans le chapitre 2, en appliquant au cas des 

nanocristaux l’Adiabatic Bond Charge Model qui est connu pour donner d’excellents résultats 

dans le cas des cristaux massifs de type diamant. L’interaction électron-phonon ne sera pas 

abordée avant le chapitre 3, où seront considérés d’une part les fréquences d’interaction 

électron-phonon pour la validation de l’hypothèse de transport séquentiel et d’autre part le 

transfert d’électrons entre deux nanocristaux. 
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I. INTRODUCTION 

Pour étudier l’interaction électron-phonon dans les nanocristaux de silicium, il importe de 

connaître au préalable les modes de phonons dans ces nanocristaux.  

Ce chapitre présente, dans un premier temps, quelques généralités sur les phonons, dont un 

aperçu des méthodes de mesure et de calcul des dispersions de phonons, et les bases des 

théories classique et quantique des phonons. Les modes de phonons sont par la suite 

déterminés dans le cadre de la théorie classique des phonons. 

La détermination des modes de phonons dans un cristal repose également sur la 

modélisation des liaisons entre les atomes dans ce cristal. La troisième partie de ce chapitre 

sera ainsi consacrée à la présentation de quelques modèles permettant de calculer la dispersion 

des phonons dans le silicium massif. Les modèles les plus simples utilisent des ressorts et 

tirent parti des symétries du réseau pour mettre en place des formulations matricielles 

contenant un nombre de paramètres ajustables réduit. Ces modèles, à la mise en place aisée, 

n’assurent pas un résultat optimal. Des modèles plus avancés, en particulier le Bond Charge 

Model et l’Adiabatic Bond Charge Model (ABCM), permettent de tracer une dispersion se 

rapprochant de la dispersion expérimentale. L’ABCM, qui reprend les éléments les plus 

pertinents des modèles précédents, est celui qui reproduit le mieux la dispersion 

expérimentale. 

L’ABCM a été appliqué au cas des nanocristaux de silicium. L’absence de symétrie par 

translation dans les cristaux de dimensions nanométriques impose d’adapter la formulation du 

modèle. La quatrième partie de ce chapitre exposera en détails les problèmes liés à cette 

adaptation. Une fois les calculs menés à bien, la validation des résultats n’est pas aussi 

immédiate que dans le cas du silicium massif. Des outils propres, tels que ceux décrits dans la 

cinquième partie de ce chapitre, doivent être mis en place. 
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II. GENERALITES SUR LES PHONONS 

La dispersion des phonons peut être mesurée à partir d’expériences de diffraction de 

neutrons ou de spectroscopie Raman ; de telles expériences ont permis, en particulier, de 

mettre en évidence l’existence de plusieurs branches dans cette dispersion dans le cas des 

cristaux massifs. Un bref tour d’horizon de ces mesures, ainsi que des calculs de dispersion de 

phonons effectués dans les cristaux massifs et dans les nanocristaux, sera effectué en A.  

Cette dispersion peut être déterminée à partir de la théorie classique du cristal harmonique 

en établissant les équations régissant la dynamique des atomes du cristal. Il s’agit de calculer 

l’amplitude et la fréquence de vibration des atomes du cristal ; ceci permet d’expliquer 

l’apparition de différentes branches dans la dispersion d’un cristal massif. La partie B. 

donnera les bases de la théorie classique du cristal harmonique et tentera de la connecter à la 

théorie de l’élasticité, basée elle aussi sur les déplacements des atomes par rapport à leur 

position d’équilibre. 

Ces vibrations sont exprimées sous la forme d’ondes auxquelles sont associées des 

particules, les phonons. Les phonons sont issus de la théorie quantique du cristal harmonique, 

dont un bref aperçu sera donné dans la partie C.  

A. Introduction 

1. Dispersions expérimentales 

a) Dispersion des phonons dans le silicium massif 

Parmi d’autres techniques, la diffraction de neutrons est une méthode très employée pour 

déterminer la dispersion des phonons dans un cristal massif. En effet, les neutrons, dont la 

charge électrique est nulle, interagissent peu avec les électrons, mais beaucoup avec les 

noyaux des atomes. La connaissance de l’énergie et du vecteur d’onde des faisceaux de 

neutrons incident et transmis permet de déterminer l’énergie et le vecteur d’onde du phonon 

avec lequel le faisceau de neutrons a interagi [ASHCROFT'76]. 

De telles mesures de la dispersion des phonons dans le germanium ont été effectuées par 

Brockhouse en 1959 [BROCKHOUSE'59] puis par Nilsson en 1972 [NILSSON'72] qui a donné, 
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en particulier, la densité d’états (DOS) des phonons dans le germanium (Figure 2-1). La 

mesure de la dispersion des phonons dans le silicium a également été conduite par 

Brockhouse puis Dolling en 1963 [DOLLING'63]. En 1994, Kulda a obtenu un résultat plus 

précis [KULDA'94] qui est reproduit sur la Figure 2-2.  

La dispersion des phonons dans le silicium, comme dans le germanium, comporte 6 

branches (indiquées la Figure 2-2) : deux branches acoustiques transverses (TA), une branche 

acoustique longitudinale (LA), une branche optique longitudinale (LO), deux branches 

optiques transverses (TO). Les caractéristiques et les dégénérescences de ces branches seront 

décrites dans la partie I.B.  

Une particularité typique du silicium et du germanium est l’aplatissement de la branche TA 

en bord de zone de Brillouin dans la direction (1,0,0) et la direction (1,1,1). Il sera montré 

dans la partie II que cette propriété est difficile à modéliser. 

 

Figure 2-1. Densité d’états mesurée par Nilsson pour le 

germanium massif [NILSSON'72]. 
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Figure 2-2. Dispersion des phonons mesurée par diffraction de 

neutrons dans le silicium [KULDA'94] dans trois directions 

préférentielles (indiquées au sommet de chaque panneau). 

 

 

Figure 2-3. Principe de la diffusion Raman. Les flèches bleues 

correspondent à l’énergie du photon incident, les flèches 

mauves à l’énergie du photon transmis. 

 

b) Dispersion des phonons dans les nanocristaux 

Un autre outil de détermination expérimentale des fréquences de phonons est la 

spectroscopie Raman [YU'05]. Il s’agit d’éclairer le cristal à l’aide d’un rayon laser de 

fréquence νi : la majeure partie des photons est transmise sans changement de la fréquence 

(diffusion Rayleigh) tandis que quelques photons sont transmis avec une fréquence 
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légèrement différente (diffusion Raman). Dans ce dernier cas, la différence de fréquence entre 

le rayon incident et le rayon transmis est due à une interaction avec un phonon émis (Stokes) 

ou absorbé (anti-Stokes). Plus précisément, comme illustré sur la Figure 2-3, lorsqu’un 

électron sur le niveau d’énergie E0 absorbe un photon de fréquence ν, il passe sur un niveau 

virtuel d’énergie E0 + hν. Dans le cas de la diffusion Rayleigh, l’électron revient sur le niveau 

initial sans interagir avec quoi que ce soit, et ainsi l’énergie du rayon transmis est égale à 

l’énergie du photon incident. Dans le cas de la diffusion Raman Stokes, l’électron absorbe le 

photon incident puis émet un photon d’énergie plus faible avant d’émettre un phonon : 

l’énergie du rayon transmis est l’énergie du rayon incident moins l’énergie du phonon. Enfin, 

dans le cas de la diffusion Raman anti-Stokes, l’électron absorbe un phonon avant d’absorber 

le photon incident et d’émettre le photon transmis d’énergie supérieure : l’énergie du rayon 

transmis est l’énergie du rayon incident plus l’énergie du phonon. 

Cette différence d’énergie se déduit de la « fréquence » Raman donnée en cm-1 en la 

multipliant par la vitesse de la lumière. La grande différence de longueur d’onde entre les 

phonons et les photons implique que seuls les phonons de vecteur d’onde nul sont actifs dans 

la diffusion Raman. Ainsi, le spectre Raman du silicium massif n’est composé que d’une raie 

à 10 520cm
c

−ν
=  où ν0 est la fréquence optique au point Γ (vecteur d’onde nul) [PARKER'67]. 

Des expériences de diffusion Raman ont été conduites pour déterminer la dispersion des 

phonons dans les nanocristaux de silicium. Fujii a mesuré le spectre Raman des nanocristaux 

à faible fréquence : il a ainsi montré que lorsqu’on augmentait la taille du nanocristal, le pic 

observé se déplaçait vers 0 (Figure 2-4) [FUJII'96]. De la même manière, Faraci a montré 

l’évolution de la raie, observée à plus forte fréquence, lorsque le diamètre du nanocristal 

augmente : elle se déplace vers la raie observée dans le silicium massif en s’affinant pour 

atteindre la même largeur [FARACI'05]. Faraci reporte également des mesures précédentes [LI, 

G. H.'00; RICHTER'81; XIA'95] montrant la même tendance (Figure 2-5). En effet, les 

nanocristaux de grandes dimensions doivent montrer les mêmes caractéristiques vibratoires 

que le silicium massif, soit une fine raie à la fréquence optique. 
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Figure 2-4. Spectres Raman à basse fréquence mesurés par 

Fujii pour des nanocristaux de différentes tailles, en lumière 

polarisée (a) et dépolarisée (b) [FUJII'96]. 

 

 

Figure 2-5. Décalage du pic principal du spectre Raman de 

plusieurs nanocristaux par rapport au cristal massif, reportés 

par Faraci, Li, Xia et Richter en fonction du diamètre du 

nanocristal (d’après [FARACI'05]). 
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2. Dispersions calculées 

a) Dispersion des phonons dans les cristaux massifs 

De nombreux modèles ont été proposés pour le calcul de la dispersion des phonons dans 

les matériaux massifs, polaires ou non. Quelques-uns des ces modèles seront décrits dans la 

partie III.  ; la revue de Yu et Cardona (chapitre 3 de [YU'05]) constitue un bon départ pour 

comprendre les tenants et aboutissants de chaque famille de modèles.  

En ce qui concerne les cristaux de type silicium ou germanium, l’Adiabatic Bond Charge 

Model (ABCM) est celui qui semble donner les résultats les plus proches des données 

expérimentales [WEBER'77]. C’est donc ce modèle qui a été étudié et utilisé ici. 

b) Dispersion des phonons dans les nanostructures 

Quelques dispersions des phonons dans les nanostructures de divers matériaux ont été 

calculées à travers différentes approches. 

Fu et Ren ont conduit des calculs précis en adaptant respectivement aux nanocristaux de 

GaP et InAs le Valence Force Model (voir III. B. 4. ) initialement développé pour les cristaux 

massifs [FU'99; REN'01]. Ce type d’étude, bien que coûteux en temps de calcul, est précis et 

permet de mettre en évidence des phénomènes propres aux nanocristaux, comme par exemple 

les modes de surface remarqués par Fu dans le GaP. L’adaptation d’un modèle de cristal 

massif à une nanostructure a également permis d’obtenir la dispersion des phonons dans les 

nanofils de silicium, d’abord en utilisant le modèle de Keating qui est très approximatif 

[THONHAUSER'04], puis l’ABCM [HEPPLESTONE'04; '05; '06]. C’est une approche de ce type 

qui sera décrite par la suite pour les nanocristaux de silicium. 

Les nanocristaux de silicium ont été aussi considérés, mais sous d’autres angles. La 

dispersion des phonons dans les nanocristaux a été déduite de celle du silicium massif 

calculée par l’approche de la densité partielle [HU'02]. Elle a aussi été calculée à travers une 

approche de type supercell par Hepplestone [HEPPLESTONE'05; '06] : les nanocristaux sont 

répétés dans l’espace de manière à reproduire un super-réseau permettant de considérer un 

vecteur d’onde. Dans les deux cas, les résultats ont été vérifiés en comparant la DOS d’un 

nanocristal de grande taille à celle du cristal massif ; une bonne concordance a été trouvée. De 

plus, Hu (comme Fu avant lui) a développé une méthode de projection des modes du 



Chapitre 2. Modes de vibration des nanocristaux de silicium 

 

 

 76 

nanocristal sur la base des modes du cristal massif [FU'99; HU'02]. Ces deux outils de 

caractérisation des résultats obtenus ont été adaptés à notre cas et utilisés. 

Plus récemment, des calculs ab initio ont été effectués pour des nanocristaux de silicium 

hydrogénés à l’aide d’un logiciel dédié à ce type de calculs [RAO'07]. Une comparaison avec 

des spectres Raman mesurés pour de tels nanocristaux a été effectuée avec succès. Ce type de 

technique demandant un temps de calcul prohibitif pour des nanocristaux aux dimensions 

envisagées ici, nos calculs resteront semi-empiriques. Cependant, des comparaisons avec les 

données expérimentales de [FUJII'96] et [FARACI'05] seront effectuées. 

B. Théorie classique du cristal harmonique 

Rechercher la relation de dispersion des phonons dans un cristal massif revient à calculer 

les fréquences de vibration possibles dans ce cristal, pour un vecteur d’onde donné. Ceci est 

généralement traité par la théorie classique du cristal harmonique [ASHCROFT'76; BORN'54; 

BRÜECH'82; MARADUDIN'71; YU'05] qui permet de mettre en place l’équation du mouvement 

dans l’approximation harmonique. 

Les énergies propres d’un cristal parfait sont obtenues à partir d’un hamiltonien. Ce dernier 

comprend des termes concernant respectivement les électrons, les ions et les interactions entre 

ions et électrons. L’approximation de Born-Oppenheimer ou aapppprrooxxiimmaattiioonn  aaddiiaabbaattiiqquuee  

considère que, les électrons étant beaucoup plus rapides que les ions, l’hamiltonien total peut 

être exprimé comme la somme de trois termes tot ions électrons ions électronsH H H H −= + +  [YU'05]. Le 

second terme, l’hamiltonien électronique électronsH , permet de calculer les structures de bandes 

ainsi que les fonctions d’onde des électrons. Le troisième terme ions électronsH −  décrit 

l’interaction électron-phonon. Le premier terme enfin, est relatif au mouvement des ions 

autour de leurs positions d’équilibre. C’est cet hamiltonien qui permet de calculer les relations 

de dispersion de phonons. 
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Figure 2-6. Notations des vecteurs utilisés pour représenter la 

déformation d’une liaison interatomique suite aux 

déplacements des ions. 

 

En effet, les ions ne sont pas fixés sur leur site du réseau de Bravais : leur position oscille. 

De ce fait, les liaisons interatomiques se déforment ; si on note ij j iR R R= −  la liaison à 

l’équilibre entre les ions i et j, la liaison instantanée s’écrit ij ij j ir R u u= + −  avec 
ix

i iy

iz

u
u u

u

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 et 

jx

j jy

jz

u
u u

u

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (Figure 2-6). Ces déformations donnent naissance à des ondes dont l’énergie se 

quantifie : les phonons sont les quanta de cette énergie. 

1. L’équation du mouvement 

Les déplacements des ions s’obtiennent en résolvant l’équation classique du mouvement  

 
2

i
i 2

i

d u dVM
dt du

α

α

= −  (2-1) 

où V est l’énergie potentielle du cristal, Mi est la masse de l’ion i et α est une des trois 

directions x, y ou z. Il faut donc, dans un premier temps, établir l’expression de l’énergie 

potentielle V du cristal. Pour cela, on considère d’abord que l’énergie potentielle V ne dépend 

que des déplacements iu  des ions par rapport à leurs positions d’équilibre. Ces déplacements 
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sont supposés faibles par rapport aux liaisons interatomiques. On peut donc développer V en 

série de Taylor : i ij
0 i i j

i, i, j
,

V V u u u ...α α αβ α β
α

α β

= + Φ + Φ +∑ ∑  où i

i 0

V
uα

α

∂
Φ =

∂
 et 

2
ij

i j 0

V
u uαβ

α β

∂
Φ =

∂ ∂
. 

L’application de l’approximation harmonique permet de négliger les termes d’ordre 

supérieur à 2. Par définition, i
αΦ  correspond à l’opposé de la force exercée sur l’ion i dans la 

direction α. A l’équilibre, toutes les forces s’annulent : on en déduit que i 0αΦ = . Ceci conduit 

à  

 ij
0 i j

i, j
,

V V u uαβ α β

α β

= + Φ∑  (2-2) 

Les coefficients ij
αβΦ  sont appelés les ccoonnssttaanntteess  ddee  ffoorrccee  ; elles sont symétriques  

 
2 2

ij ji

i j j i0 0

V V
u u u uαβ βα

α β β α

∂ ∂
Φ = = = Φ

∂ ∂ ∂ ∂
 (2-3) 

Par ailleurs, hors équilibre, la force agissant sur l’ion i dans la direction α s’écrit 

i ij
j

j,i

VF u
uα αβ β

βα

∂
− = = Φ

∂ ∑ . Si le cristal est déplacé sans être déformé, tous les déplacements sont 

égaux : i ij

j
F N uα αβ

⎛ ⎞
− = Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . Cette opération ne pouvant modifier la force s’exerçant sur les 

ions, la seule solution possible à l’équation est 

 ij

j
0αβΦ =∑  (2-4) 

Grâce à l’expression (2-2) de l’énergie potentielle, l’équation classique du mouvement 

(2-1) peut être réécrite 

 
2

iji
i j2

j,

d uM u
dt

α
αβ β

β

= − Φ∑  (2-5) 

Pour obtenir les déplacements des ions, un système d’équations doit être résolu. Pour 

faciliter cette résolution, nous recherchons des solutions sous la forme d’ondes ayant la 
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périodicité du cristal, ou ondes de Bloch. Ainsi, l’ion k de la maille l du cristal est animé d’un 

mouvement d’expression  

 ( ) ( ) ( )kli q.R t
kl k0

k

1u t,q u q e
M

−ω=  (2-6) 

On a fait apparaître dans cette dernière expression la fréquence angulaire ω, et un vecteur 

d’onde q . q  ne sera représenté que dans la première zone de Brillouin : en une dimension par 

exemple, les vecteurs d’onde supérieurs à 2
a
π  (où a est le paramètre de maille) n’apportent 

aucune information supplémentaire sur le déplacement des ions, de sorte que les deux ondes 

représentées sur la Figure 2-7 correspondent aux mêmes déplacements d’ions [KITTEL'86]. 

L’équation du mouvement (2-5) devient alors pour un mode de vibration des ions donné 

( ) ( ) ( )kl,k ' l 'iq.R2 kl,k 'l '
k0 k '0

k 'l ', k k '

1u q e .u q
M M

−
α αβ β

β

ω = Φ∑ . En introduisant la quantité définie par 

( ) kl,k ' l 'iq.Rkk ' kl,k 'l '

l ' k k '

1D q e
M M

−
αβ αβ= Φ∑ , il vient finalement 

 ( ) ( ) ( )2 kk '
k0 k '0

k ',
u q D q u qα αβ β

β

ω = ∑  (2-7) 

 

Figure 2-7. Vecteurs d’onde et déplacement des ions. Les deux 

ondes représentées en rouge et en noir correspondent à des 

déplacements d’ions(flèches noires) identiques : il n’est donc 

pas nécessaire de tenir compte des deux à la fois. 
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L’expression (2-7) peut être exprimée sous forme matricielle 

 ( )2u D q uω =  (2-8) 

La matrice D, appelée mmaattrriiccee  ddyynnaammiiqquuee, est de dimension 3Nx3N à vecteur d’onde 

donné et pour un cristal tridimensionnel dont la maille élémentaire contient N ions. Ses 

valeurs propres sont les carrés des fréquences angulaires possibles dans le cristal et ses 

vecteurs propres sont les coordonnées des déplacements dans une base d’ondes planes. Un 

cristal ayant N atomes dans sa maille élémentaire a donc 3N modes de vibrations possibles. 

Le vecteur u , qui contient les déplacements unitaires de tous les ions de la maille élémentaire 

pour un mode donné, est quelquefois appelé vveecctteeuurr  ppoollaarriissaattiioonn. 

La symétrie des constantes de force engendre la symétrie de la matrice dynamique : 

puisque kl,k ' l ' k ' l ',kliq.R iq.Rkl,k 'l ' k 'l ',kl

k k ' k ' k

1 1e e
M M M M

− −
αβ βαΦ = Φ , on a ( ) ( )( )†kk ' k 'kD q D qαβ βα= . Elle est 

donc hermitienne : ses valeurs propres sont réelles, ce qui est cohérent avec leur interprétation 

physique. 

La détermination de la dispersion des phonons dans un cristal requiert la définition de 

l’énergie potentielle du cristal. Or, cette dernière dépend du modèle utilisé pour représenter 

les interactions entre les ions. Il s’agit donc, dans un premier temps, de définir les constantes 

de forces qui sont les dérivées partielles de l’énergie potentielle, puis de construire la matrice 

dynamique dont les valeurs propres permettent d’obtenir les fréquences de vibration du 

cristal. 

2. Cas d’école : chaîne diatomique unidimensionnelle 

Pour mieux appréhender la résolution de l’équation du mouvement (2-8), il est utile de 

s’intéresser au problème simplifié posé dans les ouvrages de référence de physique de la 

matière condensée [ASHCROFT'76; BRÜECH'82; KITTEL'86] : la recherche des modes de 

vibration d’une chaîne unidimensionnelle constituée de deux types d’atomes. 

Soit un réseau unidimensionnel contenant deux types d’atomes, notés 1 et 2 (Figure 2-8), 

de masses respectives M1 et M2. Les liaisons entre ions sont modélisées par des ressorts de 

raideurs K et G. On choisit K>G, M1>M2 et on s’attend à obtenir 2 branches. 
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Figure 2-8. Structure cristalline unidimensionnelle diatomique 

 

L’énergie potentielle du système s’écrit ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 2

K GV u n u n u n u n 1
2 2

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , 

ce qui permet d’obtenir les équations du mouvement  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1 2
1

2 2 2 1 2 1
2

VM u n K u n u n G u n u n 1
u n

VM u n K u n u n G u n u n 1
u n

∂⎧ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = − − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ∂⎪
⎨ ∂⎪ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = − − − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ∂⎩

 (2-9) 

Les solutions recherchées s’écrivent sous la forme d’ondes de Bloch 

( ) ( )

( ) ( )

i qna t
1 1

1

i qna t
2 2

2

1u n u e
M
1u n u e
M

−ω

−ω

⎧ =⎪
⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

. Les équations (2-9) deviennent ainsi 

 
( ) ( )

( ) ( )

iqa

1 1 21 12

iqa2 2

21 2

1 1K G K Ge
M M Mu u

u u1 1K Ge K G
MM M

−⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ω =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠− + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (2-10) 

La matrice dynamique apparaît dans (2-10). Ses valeurs propres correspondent aux deux 

fréquences de vibration possibles pour chaque vecteur d’onde ; celles-ci sont représentées sur 

la Figure 2-9. Si les atomes 1 et 2 sont de même nature, les ressorts sont identiques, soit 

K = G et M = M1 = M2, et une dégénérescence apparaît en bord de zone de Brillouin. 
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Figure 2-9. Dispersion des phonons la zone de Brillouin. En 

traits pleins bleu, les deux ions sont différents, en pointillés 

noirs ils sont identiques et une dégénérescence apparait. 

 

Par ailleurs, l’observation de u1 et u2 à q
a
π

= , à la fréquence correspondant à la branche 

inférieure de la relation de dispersion montre que les ions vibrent en phase (Figure 2-10a) et 

que seul le ressort K est étiré ; on parle de mmooddee  aaccoouussttiiqquuee. Dans l’autre cas, soit à la 

fréquence correspondant à la branche supérieure de la relation de dispersion, les ions vibrent 

en opposition de phase (Figure 2-10b) et seul le ressort G est étiré ; on parle de mmooddee  ooppttiiqquuee.  

En trois dimensions, les ions peuvent bouger selon l’axe du vecteur d’onde, ou selon les 

deux axes qui lui sont orthogonaux. Dans le premier cas la branche de la relation de 

dispersion correspondante est appelée lloonnggiittuuddiinnaallee, dans les autres cas il s’agit d’ondes 

ttrraannssvveerrsseess.  
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Figure 2-10. Représentation schématique d’un mode optique 

(a) et acoustique (b) pour un vecteur d’onde 
a

q π
=  Dans le 

premier cas, les ions vibrent en phase, dans le deuxième cas, en 

opposition de phase. 

 

3. Conditions aux limites périodiques 

Les cristaux réels, bien que massifs (soit de très grandes dimensions par rapport aux faibles 

déplacements des ions que nous étudions), ne sont pas de taille infinie. Pour tenir compte de 

la taille finie du cristal, les conditions aux limites périodiques de Born-von Kàrmàn peuvent 

être appliquées.  

Dans le cas d’un cristal unidimensionnel monoatomique constitué de N ions, appliquer les 

conditions aux limites périodiques revient simplement à dire que ( ) ( )u N u 0= , c’est-à-dire 

que les deux bouts de la chaîne d’ions ont le même comportement. Cette idée est souvent 

représentée (abusivement, car cette représentation introduit l’idée d’une courbure qui n’est 

pas incluse dans le modèle) par le schéma de la Figure 2-11. Les conditions aux limites 

périodiques ne sont ainsi adaptées que si N est grand, c’est-à-dire quand la longueur de la 

chaîne est très grande devant la longueur de la liaison interatomique. 
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Figure 2-11. Application des conditions aux limites périodiques 

à une chaîne monoatomique unidimensionnelle. L’ion bleu est à 

la fois le premier et le dernier de la chaîne. 

 

L’application des conditions aux limites périodiques a pour effet de limiter le nombre de 

vecteurs d’onde autorisés dans le cristal. En effet, écrire ( ) ( )u N u 0=  équivaut à écrire, 

compte tenu de l’expression des ondes de Bloch, iqNae 1= . Cette relation doit être vraie pour 

chaque instant t ; en choisissant t = 0 on peut écrire n 2q . , n
N a

π
= ∈ . La limitation du 

vecteur d’onde à la première zone de Brillouin permet de conclure  

 n
n 2q . ;n N..N
N a

π
= = −  (2-11) 

Cette relation se généralise facilement au cas tridimensionnel d’un cristal de dimensions 

Nx×Ny×Nz par  

 x y z

yx z
n ,n ,n

x y z

x x x y y y z z z

nn n2 2 2q . x . y . z
N a N a N a

n N ..N ,n N ..N ,n N ..N

π π π
= + +

= − = − = −

 (2-12) 

4. Lien avec la théorie de l’élasticité 

Comme la théorie du cristal harmonique, la théorie de l’élasticité est basée sur l’analyse de 

l’effet du déplacement des atomes. La loi de Hooke (« ut tensio sic vis »), supposant que la 

contrainte dans un solide élastique est directement proportionnelle à la force qui lui est 

appliquée, est à la base de la théorie [KITTEL'86]. 
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Dans un solide soumis à une déformation uniforme (c’est-à-dire où toutes les mailles 

élémentaires sont déformées de la même manière), le déplacement ( )R r d’un atome situé à la 

position r  dû à cette déformation s’écrit  

 ( ) ( ) ( )u ' R x v ' R y w ' R z+ +  

où x , y et z  sont des vecteurs de base du réseau non déformé. On définit alors les 

ccoommppoossaanntteess  ddee  llaa  ddééffoorrmmaattiioonn  par 

 
xx yy zz

yz zx xy

u ' v ' w 'e ; e ; e
dx dy dz
v ' w ' w ' u ' u ' v 'e ; e ; e

dz dy dx dz dy dx

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = + = +

 (2-13) 

Conformément à la loi de Hooke, les composantes de la contrainte Xx, Yy, Zz, Yz, Zx et Xy 

sont des fonctions linéaires des composantes de la déformation : 

 

x xx11 12 13 14 15 16

y yy21 22 23 24 25 26

z zz31 32 33 34 35 36

z yz41 42 43 44 45 46

x zx51 52 53 54 55 56

y xy31 62 63 64 65 66

X eC C C C C C
Y eC C C C C C
Z eC C C C C C
Y eC C C C C C
Z eC C C C C C
X eC C C C C C

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2-14) 

Les Cλμ  sont les ccoonnssttaanntteess  dd’’ééllaassttiicciittéé. La dernière grandeur à définir est la densité 

d’énergie élastique 

 
6

1
1

1U C e e
2 λμ λ μ

λ=
μ=

= ∑  (2-15) 

où 1 xx 2 yy 3 zz 4 yz 5 zx 6 xye e ,e e ,e e ,e e ,e e ,e e= = = = = = . 

Le nombre de constantes d’élasticité peut être diminué si l’on tient compte des symétries 

du cristal ; en particulier, pour un cristal cubique comme le silicium, la loi (2-14) devient 
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x xx11 12 12

y yy12 11 12

z zz12 12 11

z yz44

x zx44

y xy44

X eC C C 0 0 0
Y eC C C 0 0 0
Z eC C C 0 0 0
Y e0 0 0 C 0 0
Z e0 0 0 0 C 0
X e0 0 0 0 0 C

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

La ddiillaattaattiioonn est l’augmentation de volume dû à la déformation et s’écrit xx yy zze e eδ = + + . 

Enfin, le mmoodduullee  ddee  ccoommpprreessssiioonn B, et son inverse la ccoommpprreessssiibbiilliittéé K sont liés à la densité 

d’énergie élastique par 21U B
2

= δ . 

Les deux théories peuvent être reliées en remarquant que la densité d’énergie élastique 

(2-15) est tout simplement l’énergie potentielle définie par (2-2). Si l’on pose 

( ) j i

u '
v ' R u u
w '

⎛ ⎞
⎜ ⎟ = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 où les vecteurs iu  et ju  sont les déplacements des atomes de la Figure 2-6 

ainsi que la condition U U U 0
u ' v ' w '

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
, et si l’on écrit l’énergie potentielle V de manière 

adaptée, on peut retrouver une expression semblable à (2-15) et ainsi identifier les constantes 

d’élasticité [KEATING'66]. 

C. Théorie quantique des phonons 

1. Quantification de l’énergie 

La théorie classique du cristal harmonique permet de déterminer les modes de vibration 

des ions d’un cristal. Les phonons sont des quanta de l’énergie ω  associée à un mode. Bien 

que les phonons soient traités comme des particules, ils n’ont pas d’existence réelle. Il s’agit 

de « quasi-particules » nées d’une excitation collective des ions. 

La quantification de l’énergie associée à un mode de vibration n’est pas immédiate. Il faut 

en premier lieu s’intéresser à l’hamiltonien des ions dans l’approximation harmonique 

[ASHCROFT'76; COHEN-TANNOUDJI'73; MAHAN'87; ZIMAN'69] 
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2
q 2 2

q q
q q

P 1H M X H
2M 2

= + ω =∑ ∑  (2-16) 

où M est la masse d’un ion (on supposera que les ions sont tous identiques), ω la pulsation 

de l’ion dans le potentiel harmonique, Pq l’observable associée à l’impulsion et Xq 

l’observable associée à la position de l’ion. Pour simplifier cet hamiltonien, on définit les 

opérateurs aq et aq
†  

 
q q q

†
q q q

1 M 1a X i P
2 M

1 M 1a X i P
2 M

⎛ ⎞ω
= +⎜ ⎟⎜ ⎟ω⎝ ⎠

⎛ ⎞ω
= −⎜ ⎟⎜ ⎟ω⎝ ⎠

 (2-17) 

Pour obtenir l’hamiltonien, on calcule le produit †
q qa a . 

 ( )
2
q† 2 2

q q q q q q q

P1 1 ia a M X X P P X
2M 2 2

⎡ ⎤ω
= + ω + −⎢ ⎥

ω ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Sachant que q q q qX P P X i− = −  [COHEN-TANNOUDJI'73], et étant donné l’expression de 

l’hamiltonien (2-16), ce produit devient †
q q q

1a a H
2
ω⎡ ⎤= −⎢ ⎥ω ⎣ ⎦

. On trouve finalement  

 †
q q q

1H a a
2

⎛ ⎞= ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2-18) 

Si on pose †
q q qn a a= , les valeurs propres de cet hamiltonien sont de la forme 

nq q
1E n
2

⎛ ⎞= ω +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ce qui montre que le quantum d’énergie est ω  et l’énergie du niveau 

fondamental 0
1E
2

= ω . Si l’on change l’origine des énergies de manière à avoir 0E 0= , 

l’énergie totale du système est  

 n nq q
q q

E E n= = ω∑ ∑  (2-19) 
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2. Opérateurs de création et annihilation : phonon 

Pour simplifier le problème, limitons le système à un niveau. On a ainsi qH H= . Si on 

note n  l’état propre du système d’énergie nE , soit l’état pour lequel il y a n particules sur le 

niveau unique, on peut démontrer [COHEN-TANNOUDJI'73; ZIMAN'69] 

 
( )

1
2

1† 2

a n n n 1

a n n 1 n 1

= −

= + +
 (2-20) 

Les facteurs 
1

2n  et ( )
1

2n 1+  sont des facteurs de normalisation ; on peut donc constater 

que l’opérateur a retire une particule sur le niveau tandis que l’opérateur a† ajoute une 

particule sur ce niveau. Il s’agit donc respectivement d’opérateurs aannnniihhiillaattiioonn et ccrrééaattiioonn. 

L’observable †n a a=  donne le nombre de particules sur le niveau. Grâce à ces opérateurs, 

tous les états peuvent être définis à partir du niveau fondamental 0  (où il n’y a pas de 

particule sur le niveau) 

 ( ) ( )1 n†2n n! a 0−=  (2-21) 

Considérons maintenant un système à Q niveaux d’énergie. L’hamiltonien est de nouveau 

sous la forme (2-16) et les états propres sont notés 1 q Qn ,..., n ,..., n  (il y a nq particules sur le 

niveau q) avec une énergie q
q

E E= ∑ . Les opérateurs création et annihilation agissent sur un 

niveau à la fois : †
qa  crée une particule sur le niveau q. (2-20) devient  

 
( )

1
2

q 1 q Q q 1 q Q

1
† 2
q 1 q Q q 1 q Q

a n ,..., n ,..., n n n ,..., n 1,..., n

a n ,..., n ,..., n n 1 n ,..., n 1,..., n

= −

= + +
 (2-22) 

et (2-21) s’écrit  

 ( ) ( )
1 n†2

1 q Q q q
q

n ,..., n ,..., n n ! a 0,...,0,...,0
−

= ∏  (2-23) 

Le nombre total de particules dans le système est donné par  
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 †
q q q

q q
N n a a= =∑ ∑  (2-24) 

Les modes de vibrations collectifs du réseau étudiés ici en partant de (2-16) sont 

quantifiés : il s’agit des pphhoonnoonnss. A l’équilibre thermique le nombre de phonons devient  

 
q

B

q
k T

1n
e 1

ω=
−

 (2-25) 

Les opérateurs création et annihilation sont à la base du formalisme de la seconde 

quantification (voir annexe C), laquelle permet de définir les fonctions de Green utilisées dans 

le chapitre 3. 

D. Modélisation des interactions 

Après ce tour d’horizon des théories concernant les phonons, il s’agit d’abord de retrouver 

par le calcul la dispersion des phonons dans le silicium massif de la Figure 2-2, puis d’adapter 

ces calculs au cas des nanocristaux de silicium. Les résultats doivent reproduire les spectres 

Raman de la Figure 2-4 et de la Figure 2-5. 

De tels calculs s’effectuent dans le cadre de la théorie classique du cristal harmonique : les 

modes de phonons sont obtenus par diagonalisation de la matrice dynamique. Cette matrice 

dynamique, cependant, reste encore à exprimer. Elle est construite grâce à l’expression de 

l’énergie potentielle ; pour écrire cette énergie, il est nécessaire de modéliser les interactions 

entre les ions du cristal. De nombreux modèles ont été mis en place pour calculer la 

dispersion des phonons dans les cristaux massifs. La partie suivante de ce mémoire présente 

les principes de certains de ces modèles ; elle se terminera en définissant celui qui donne les 

résultats les plus proches de l’expérience pour le silicium massif, ce dernier s’appuyant sur les 

modèles précédents. 
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III. DISPERSION DES PHONONS DANS LE SILICIUM 

MASSIF 

La modélisation des interactions entre ions dans un cristal massif permet de construire la 

matrice dynamique à diagonaliser pour obtenir la relation de dispersion des phonons.  

Entre les années 50 et la fin des années 60, des modèles conceptuellement simples ont été 

développés. Ces modèles ne donnent pas les meilleurs résultats possibles, mais utilisent des 

notions qui ont été utiles au développement de modèles plus élaborés. La partie B donne les 

principes généraux de quatre de ces modèles simples : 

 le Force-Constant Model, qui modélise les interactions par des ressorts. Les symétries 

des réseaux de type diamant permettent de mettre en place une formulation matricielle 

simple. Les résultats ne sont cependant proches des résultats expérimentaux que si on 

tient compte d’un grand nombre d’interactions, ce qui impose l’emploi d’un grand 

nombre de paramètres ajustables. 

 Le Rigid Ion Model, qui modélise les interactions dans les cristaux ioniques par des 

ressorts et des interactions coulombiennes. Ce modèle est aussi très simple 

conceptuellement, mais ne permet pas de retrouver les grandeurs macroscopiques 

(modules d’élasticité, constante diélectrique) du cristal. 

 Le Shell Model, qui modélise les ions par un noyau chargé positivement et une 

coquille représentant les électrons de valence, chargée négativement. Ce modèle 

donne un résultat assez satisfaisant, mais impose l’emploi d’un nombre important de 

paramètres ajustables. Il repose en outre sur une modélisation peu réaliste de la liaison 

covalente. 

 Le Valence Force Model, qui modélise les liaisons par leur résistance à l’étirement et 

la torsion. Les résultats sont plus proches de l’expérience qu’avec le modèle 

précédent, mais ils restent imparfaits et le nombre de paramètres ajustables peut être 

diminué. 
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La partie C présentera plus en détail un modèle très simple, le modèle de Keating. Les 

résultats qu’il donne sont très éloignés des résultats expérimentaux, mais ce modèle est une 

base pour d’autres modèles plus élaborés. 

La partie D présentera un modèle plus élaboré et reposant sur des fondations physiques, le 

Bond Charge Model. Ce modèle réutilise des notions du Force-Constant Model et du Rigid 

Ion Model. Il donne des résultats perfectibles, mais permet d’introduire la notion de bond 

charge. 

La partie E, enfin, présentera le modèle qui donne les résultats les plus proches de 

l’expérience, l’Adiabatic Bond Charge Model. Ce modèle reprend le Bond Charge Model 

dans son ensemble, et y ajoute des principes issus du Shell Model et du modèle de Keating. Le 

résultat est optimal et permet de calculer, par exemple, la vitesse du son dans le silicium. Il 

sera en outre adapté au calcul des modes de phonons dans les nanocristaux. 

A. Notations 

Dans le cadre de la théorie classique du cristal harmonique, la liaison entre les atomes k de 

la maille l et l’atome k’ de la maille l’ ont été notées kl,k 'l 'R . Dans le cas du silicium, cette 

notation peut être simplifiée. La maille élémentaire du silicium et des autres cristaux de type 

diamant est composée de deux atomes (en vert et en mauve sur la Figure 2-12).  

 

Figure 2-12. Maille élémentaire d’un cristal de type diamant (1, 

2, 3 et 4 sont équivalents) 
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Les liaisons à l’équilibre entre l’atome du centre, noté 0, et les atomes de l’autre type qui 

lui sont liés, notés de 1 à 4, s’écrivent 01

1
aR 1
4

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 02

1
aR 1
4

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

, 03

1
aR 1
4

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

, 

04

1
aR 1
4

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Ces quatre vecteurs sont nécessaires pour écrire les constantes de force et la 

matrice dynamique. 

B. Quelques modèles simples 

1. Force Constant Model (FCM) de Born-von Kàrmàn 

a) Modélisation de la liaison 

Le FCM modélise les interactions entre les ions par des ressorts, ou forces centrales 

[BORN'54; BRÜECH'82; MARADUDIN'71]. 

Soit un potentiel central ( )rϕ , où ( )22

x,y,z x,y,z
r r R uα α α

α= α=

= = +∑ ∑  est la longueur de la 

liaison interatomique (Figure 2-6). La longueur de la liaison à l’équilibre est notée 

2
0

x,y,z
r Rα

α=

= ∑ . 

Pour trouver les constantes de force, on dérive ce potentiel par rapport aux déplacements 

des ions : 
( ) ( ) ( ) ( )

00 0 0 0
0

2 2

r rr r r r r r r rr r

r r r r r' r '' r ' r
u u u u u u u uα β α β α β α β== = = ==

⎡ ⎤∂ ϕ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥= ϕ = ϕ + ϕ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥

⎣ ⎦
. Le 

premier terme de cette dernière somme se trouve facilement :
0

0r r

rr
u r

α

α =

∂
=

∂
 et 

0
0r r

rr
u r

β

β =

∂
=

∂
. En 

ce qui concerne le deuxième terme, deux cas doivent être distingués : 

si α ≠ β  : 
0

2

3
0r r

r rr
u u r

α β

α β =

∂
= −

∂ ∂
. 



Chapitre 2. Modes de vibration des nanocristaux de silicium 

 

 

 93

si α = β  : 
0

2 22
0

2 3
0r r

r rr
u r

α

α =

−∂
=

∂
. 

Les constantes de force s’écrivent finalement : 

 ( ) ( ) ( )0 0 02
0 0 0

r r 1'' r ' r ' r
r r r
α β αβ

αβ

δ⎡ ⎤
Φ = ϕ − ϕ + ϕ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 (2-26) 

αβδ  est le symbole de Kronecker défini par 0αβδ =  si α ≠ β  et 1αβδ =  si α = β . 

b) Symétries du réseau de type diamant 

Pour les cristaux de type diamant, la liaison interatomique entre l’ion 0 et l’ion 1 est 

1

1
ar 1
4

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. La matrice des constantes de force entre les ions 0 et 1 s’écrit donc [COCHRAN'63; 

HERMAN'59] : 

 ( ) ( ) ( )01
0 0 0

0 0

1 1'' r ' r ' r
3 r r

αβ
αβ

δ⎡ ⎤
Φ = ϕ − ϕ + ϕ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 (2-27) 

La matrice de constantes de forces 01Φ  prend donc la forme 

 01

α β β⎛ ⎞
⎜ ⎟Φ = β α β⎜ ⎟
⎜ ⎟β β α⎝ ⎠

 (2-28) 

avec 
( ) ( )

( ) ( )

0
0

0

0
0

0

' r1 '' r 2
3 r

' r1 '' r
3 r

⎧ ⎡ ⎤ϕ
α = ϕ +⎪ ⎢ ⎥

⎪ ⎣ ⎦
⎨

⎡ ⎤ϕ⎪β = ϕ −⎢ ⎥⎪
⎣ ⎦⎩

.  

Le potentiel V doit être invariant si on lui applique une des symétries du cristal 

[MARADUDIN'71]. Il s’ensuit que les matrices de constantes de force sont interdépendantes. 

Plus précisément, Herman a démontré que l’on peut écrire ces matrices en fonction d’un 

nombre réduit de paramètres. Le Tableau 2-1 donne les matrices de constantes de force entre 
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l’ion noté 0 et ses plus proches voisins. Ainsi, pour modéliser ces interactions dans quatre 

matrices, deux paramètres α et β seulement sont nécessaires. Si l’on ne tient pas compte des 

interactions avec les autres ions, la matrice 00Φ  s’obtient par la relation (2-4) : 

( )00 01 02 03 04Φ = − Φ + Φ + Φ + Φ . Les termes hors de la diagonale s’annulent. 

Dans ce modèle très simplifié, la construction de la matrice dynamique est aisée et on peut 

calculer analytiquement ses valeurs propres. En particulier, le long de l’axe (1,0,0), la partie 

supérieure droite de la matrice dynamique s’écrit, en se rappelant que 

( ) ( )01 02 03 04iq.R iq.R iq.R iq.R01 01 02 03 041D q e e e e
M

− − − −= Φ + Φ + Φ + Φ  : 

 ( )01

q4 .cos 0 0
2

1 q qD q 0 4 .cos 4i .sin
M 2 2

q q0 4i .sin 4 .cos
2 2

⎛ ⎞π⎛ ⎞− α ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − α − β⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− β − α⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (2-29) 

où ( )q q 0 0= . 

La relation de dispersion obtenue à partir de cette matrice dynamique est résumée dans le 

Tableau 2-2 et représentée sur la Figure 2-13. Les branches acoustiques sont dégénérées, et 

les deux branches longitudinales offrent sans surprise une grande ressemblance avec la 

dispersion calculée dans le cas de la chaîne 1D, pour lequel des ressorts modélisaient déjà les 

interactions entre les ions. 

Herman a également introduit une notation des matrices de constantes de force pour des 

interactions allant jusqu’au 5ème plus proche voisin [HERMAN'59]. Ceci nécessite 

l’introduction d’autres paramètres. Par exemple, dans le cas des seconds plus proches voisins, 

quatre paramètres supplémentaires, notés μ, ν, λ, et δ, sont utilisés pour exprimer les 

constantes de force dans douze matrices. Quelques exemples de matrices sont donnés dans le 

Tableau 2-3 pour les atomes de la Figure 2-14.  
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01−Φ  02−Φ  03−Φ  04−Φ  00Φ  

α β β⎛ ⎞
⎜ ⎟β α β⎜ ⎟
⎜ ⎟β β α⎝ ⎠

 
α −β −β⎛ ⎞

⎜ ⎟−β α β⎜ ⎟
⎜ ⎟−β β α⎝ ⎠

 
α −β β⎛ ⎞

⎜ ⎟−β α −β⎜ ⎟
⎜ ⎟β −β α⎝ ⎠

α β −β⎛ ⎞
⎜ ⎟β α −β⎜ ⎟
⎜ ⎟−β −β α⎝ ⎠

4 0 0
0 4 0
0 0 4

α⎛ ⎞
⎜ ⎟α⎜ ⎟
⎜ ⎟α⎝ ⎠

Tableau 2-1. Matrices de constantes de force pour les plus 

proches voisins utilisées pour des liaisons de type ressort dans 

les cristaux de type diamant. 

 

Branche 
Expression analytique 

de la fréquence de vibration ω 

Deux branches transverses acoustiques 2 21 q q4 4 cos sin
M 2 2

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞α − α + β⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Longitudinale acoustique 1 q4 1 cos
M 2

⎡ ⎤π⎛ ⎞α − ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

Deux branches transverses optiques 2 21 q q4 4 cos sin
M 2 2

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞α + α + β⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Longitudinale optique 1 q4 1 cos
M 2

⎡ ⎤π⎛ ⎞α + ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

Tableau 2-2. Dispersion analytique dans la direction (1,0,0) 

obtenue pour un cristal de type diamant avec le FCM. 
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Figure 2-13. Tracé de la dispersion dans la direction (1,0,0) 

obtenue pour un cristal de type diamant avec le FCM. 

 

 

Figure 2-14. Représentation et numérotation de quelques 

seconds plus proches voisins 
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05−Φ  06−Φ  07−Φ  

λ −δ −δ⎛ ⎞
⎜ ⎟δ μ ν⎜ ⎟
⎜ ⎟δ ν μ⎝ ⎠

 
μ δ ν⎛ ⎞

⎜ ⎟−δ λ −δ⎜ ⎟
⎜ ⎟ν δ μ⎝ ⎠

 
μ ν δ⎛ ⎞

⎜ ⎟ν μ δ⎜ ⎟
⎜ ⎟−δ −δ λ⎝ ⎠

 

011−Φ  012−Φ  013−Φ  

μ −ν −δ⎛ ⎞
⎜ ⎟−ν μ δ⎜ ⎟
⎜ ⎟δ −δ λ⎝ ⎠

μ −δ −ν⎛ ⎞
⎜ ⎟δ λ −δ⎜ ⎟
⎜ ⎟−ν δ μ⎝ ⎠

λ −δ δ⎛ ⎞
⎜ ⎟−δ μ −ν⎜ ⎟
⎜ ⎟δ −ν μ⎝ ⎠

 

Tableau 2-3. Quelques matrices de constantes de force pour les 

seconds plus proches voisins utilisées pour des liaisons de type 

ressort dans les cristaux de type diamant. 

 

 

Figure 2-15. Dispersion des phonons calculée dans le 

germanium avec le DDM [NELIN'74]. 

 

c) Dispersion des phonons dans le silicium massif obtenue par le FCM 

Herman, enfin, a montré que la dispersion calculée pour le germanium par le FCM n’était 

proche des données expérimentales que si l’on considérait les cinq plus proches voisins, en 

utilisant 15 paramètres adaptables [HERMAN'59]. Ce résultat peut être étendu au silicium. Le 

force constant model est donc lourd à utiliser. 

ν 

(THz) 
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En utilisant une approche inspirée de la mécanique quantique, Tolpygo [NELIN'74; 

TOLPYGO'61] a pris en compte la déformation du nuage électronique de valence lors du 

mouvement des ions. Des dipôles apparaissent alors et le nombre de paramètres adaptables est 

limité à 9. Ce modèle, appelé Deformation Dipole Model (DDM), donne un  résultat pour le 

germanium assez proche de l’expérience sauf dans la direction Σ (1,0,0) (Figure 2-15). 

2. Rigid Ion Model (RIM) 

Le Rigid Ion Model [BORN'54; BRÜECH'82; COCHRAN'63; '71; KELLERMANN'40; 

MARADUDIN'71; SHAM'65] est employé pour calculer la relation de dispersion des phonons 

des cristaux ioniques. Bien qu’il ne soit pas utile pour effectuer de tels calculs dans le 

silicium, ses principes de base ont été repris pour établir des modèles plus élaborés qui seront 

développés dans la suite de ce chapitre. Il est donc utile de l’aborder ici. 

Le RIM propose de calculer la dispersion des phonons dans ces cristaux à l’aide d’un 

potentiel central auquel s’ajoute un potentiel coulombien. Dans l’expression du potentiel 

central, la minimisation de l’énergie totale du cristal permet de déterminer le coefficient 'ϕ , 

tandis que le coefficient ''ϕ  est adapté. La matrice dynamique totale D est alors la somme de 

la matrice coulombienne CR et de la matrice non coulombienne R. Les ions sont traités 

comme des charges ponctuelles, rigides. 

a) Traitement des interactions coulombiennes 

Dans un cristal ionique, les interactions coulombiennes agissent à longue distance et ne 

peuvent pas être approchées par des potentiels centraux. Ainsi, pour calculer les interactions 

entre un ion de type k et un ion de type k’, il faut calculer la somme des interactions entre 

chaque ion k’ et chaque ion k. 

Plus précisément, l’énergie potentielle coulombienne entre 2 ions de charge kZ  et k 'Z  

séparés par une distance r0 prend l’expression courante ( ) k k '
kk '

0 r

Z Z1r
4 r

ϕ = −
πε ε

. Les 

constantes de force coulombiennes sont obtenues en dérivant deux fois cette expression : 

0

2
lk,l 'k ' k k '

0 r r r

Z Z1
4 r r rαβ

α β =

∂
Φ = −

πε ε ∂ ∂
. Dans le cas où lk = l’k’ le potentiel ( )0ϕ  n’existe pas. 
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Pour calculer la constante de force, la propriété (2-4) est utilisée et l’on obtient : 

0

2
lk,lk k k '

l 'k ' lk0 r r r

Z Z1
4 r r rαβ

≠ α β =

∂
Φ =

πε ε ∂ ∂∑ . La matrice dynamique s’écrit enfin 

 [ ] ( )
lk ,l ' k ' lk ,l ' k ''

2 2
kk ' iq.rk k '

R kk '
l ' l 'k ''0 r k k ' r r r r

Z Z 1 1C q e
r r r r r r4 M M

−
αβ

α β α β= =

⎡ ⎤∂ ∂⎢ ⎥= − + δ
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂πε ε
⎣ ⎦
∑ ∑  (2-30) 

Chacune des deux sommes qui composent cette dernière formule comporte un terme 

divergent quand lk,l 'k 'r 0= . Ces deux termes étant égaux, la somme n’est plus divergente. 

L’écriture de l’expression (2-30) peut être allégée en introduisant la transformée de Fourier 

des constantes de force coulombiennes ( )
lk ,l ' k '

2
kk ' iq.rk k '

l '0 r r r

Z Z 1G q e
4 r r r

−
αβ

α β =

∂
= −

πε ε ∂ ∂∑ , ce qui 

conduit à  

 [ ] ( ) ( ) ( )kk ' kk ' kk ''
R kk '

k ''k k '

1C q G q G 0
M M αβ αβαβ

⎡ ⎤
= − δ⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  (2-31) 

La difficulté est maintenant de calculer la fonction G. Il s’agit d’une somme de 

contributions dues à des charges ponctuelles : une telle somme nécessite de prendre en 

compte un nombre important de termes pour obtenir un résultat précis. Pour diminuer ce 

nombre de termes, la méthode d’Ewald [BORN'54; BRÜECH'82; KITTEL'86; MARADUDIN'71] 

propose de réécrire le potentiel ( )kk ' rϕ  sous la forme d’une somme de deux potentiels 

conduisant à des fonctions G convergeant rapidement. Ces potentiels sont constitués à partir 

de distributions de gaussiennes de largeur P. Un choix judicieux de P permet d’augmenter la 

vitesse de convergence, mais le résultat final ne doit pas dépendre de ce paramètre. Les détails 

du calcul sont donnés en annexe A ; la fonction G devient dans le cas d’un cristal à symétrie 

tétraédrique 

 
( ) ( )

( )

kk ' kk 'k k '
2

0 r

kk ' k k '

0 r

q qZ Z 4G q Q q ,q 0
4 v q
Z Z 4G 0
4 3v

α β
αβ αβ

αβ αβ

⎧ ⎛ ⎞π
= − − ≠⎪ ⎜ ⎟πε ε⎪ ⎝ ⎠

⎨
π⎪ = − δ⎪ πε ε⎩

 (2-32) 
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où v est le volume de la maille élémentaire. La fonction Q qui a été introduite dans (2-32) a 

pour expression  

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22
kk '

lk ,l ' k '

q 4P i .rkk ' q 4P
22

0

iq.r3/ 2
lk,l 'k '

l '

2
2 3 2

2
3 2

q qq q4Q q e 1 e e
v q q

P H P r e

où
x x 3 2 3H x erfc x 2 exp x

x x x

1 2 1erfc x exp x
x x

− τ+α β α β τ−
αβ

τ≠

−
αβ

α β
αβ

αβ

⎡ ⎤τ + τ +π
= − − +⎢ ⎥

τ +⎢ ⎥⎣ ⎦

+

⎡ ⎤⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟⎢ ⎥π ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤

−δ + −⎢ ⎥π⎣ ⎦

∑

∑
 (2-33) 

La fonction erfc est la fonction erreur complémentaire définie par 

( ) ( )2

x

2erfc x exp s ds
∞

= −
π ∫ . 

Prendre 2
0

1P
r

≈  garantit un résultat précis avec un faible nombre de termes de la fonction 

Q. L’expression de la matrice dynamique coulombienne (2-31) est enfin 

 [ ] ( ) ( )kk ' kk 'k
R kk ' k '' k ' 2

k ''0 r k k '

q qZ 4 4C q Z Z Q q
3v v q4 M M

α β
αβ αβαβ

⎡ ⎤⎛ ⎞π π
= δ δ − −⎢ ⎥⎜ ⎟

πε ε ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  (2-34) 

 

b) Condition d’équilibre 

Le cristal n’est à l’équilibre que si l’énergie totale est minimisée. Cette énergie est 

composée de deux termes : l’énergie due aux potentiels centraux ( )n rϕ  et l’énergie due aux 

interactions coulombiennes, ou énergie de Madelung EMad(r). L’énergie totale par maille 

élémentaire s’écrit ( ) ( ) ( )n Mad
n

E r r E r= ϕ +∑ . 
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L’énergie de Madelung s’écrit ( ) k k '
Mad

k l'k ' 0k 0 r lk,l 'k '

Z Z1E r
2 4 R≠

=
πε ε

∑ ∑ . En notant la plus petite 

quantité de charge z avec k kZ z= ζ , et les distances entre atomes lk,l 'k ' lk,l 'k 'R r= ρ , cette 

énergie devient 

 ( )
2

M
Mad

0 r

zE r
4 r
α

= −
πε ε

 (2-35) 

avec la constante de Madelung Mα  définie par  

 i j
M

i, j ij

1
2

∞ ς ς
α = −

ρ∑  (2-36) 

Cette constante est généralement évaluée numériquement. 

L’énergie totale par maille élémentaire du cristal est minimale si sa dérivée est nulle quand 

r = r0. Il faut donc avoir ( )
2

' M
n 0 2

n 0 r 0

z0 r
4 r

α
= ϕ +

πε ε∑ , ce qui permet d’obtenir finalement dans 

l’hypothèse où tous les potentiels centraux sont identiques 

 ( )
2

M
0 2

0 r 0

z' r
n.4 r

α
ϕ = −

πε ε
 (2-37) 

Lors de la mise en œuvre du RIM, la constante ''ϕ  est adaptée tandis que la constante 

( )0' rϕ  est obtenue par (2-37). Ceci permet de construire la matrice non coulombienne R grâce 

à (2-27), tandis que la matrice coulombienne CR est obtenue par la méthode d’Ewald (2-34). 

Les relations de dispersion obtenues par le Rigid Ion Model sont assez proches des données 

expérimentales malgré la simplicité du modèle. Cependant, les relations entre les modules 

d’élasticité que le RIM implique, ainsi que les propriétés diélectriques des cristaux calculées à 

partir de ce modèle ne sont pas vérifiées expérimentalement : considérer les ions comme 

ponctuels en négligeant la polarisabilité est une approximation très cavalière pour les cristaux 

ioniques. Ce modèle a néanmoins servi de base pour développer des modèles plus élaborés 

qui seront présentés par la suite. 



Chapitre 2. Modes de vibration des nanocristaux de silicium 

 

 

 102 

 

Figure 2-16. Modélisation d’un ion par un noyau chargé 

positivement entouré d’une coquille chargée négativement dans 

le cadre du Shell Model. 

 

3. Shell Model (SM) 

Après cette parenthèse sur les cristaux ioniques, un retour aux cristaux covalents s’impose. 

Le nombre de paramètres à utiliser dans le cadre du modèle de Born-von Kármán est trop 

élevé pour que cette solution reste séduisante. Cochran a donc proposé le shell model, 

n’utilisant que 5 paramètres [COCHRAN'59a; b; '71; SHAM'74]. Il s’agit de remarquer que les 

atomes ne sont pas des points solides : les électrons de valence ne leur sont pas rigidement 

attachés. Ainsi le shell model, basé sur l’idée de Dick et Overhauser [BRÜECH'82; DICK'58], 

considère les ions comme des « noyaux » ioniques de charge positive autour desquels se 

trouvent des « coquilles » d’électrons de charge négative (Figure 2-16). Il faut alors tenir 

compte des interactions non coulombiennes noyau/noyau, coquille/coquille et noyau/coquille, 

qui sont modélisées par des ressorts (Figure 2-17). Ces interactions sont exprimées par des 

matrices notées respectivement R, S et T. 

La maille élémentaire d’un cristal covalent contient désormais des éléments de charges 

positives (les noyaux) et de charges négatives (les coquilles). Des interactions coulombiennes 

s’ajoutent donc aux interactions de type ressort, comme dans le cadre du RIM. Ces 

interactions sont exprimées par des matrices notées CR, CT et CS. 

L’équation du mouvement doit maintenant permettre de calculer les déplacements des 

coquilles (c) en plus des noyaux (n) : 

 ( ) ( )
( ) ( )

2
n n n R n T c

2
c c c T n S c

M u R C u T C u
M u T ' C ' u S C u

⎧ ω = + + +⎪
⎨ ω = + + +⎪⎩

 (2-38) 
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Figure 2-17. Modélisation des interactions non coulombiennes 

entre les ions dans le Shell Model. 

 

Il s’avère cependant que le nombre de degrés de liberté du système est bien trop élevé. 

L’approximation adiabatique permet de simplifier le système d’équations (2-38), en rappelant 

que les électrons sont beaucoup plus rapides que les ions. Ainsi les électrons se réarrangent 

instantanément autour des ions lorsque ces derniers bougent ; ils sont donc toujours à 

l’équilibre, ce qui revient à annuler le terme de gauche dans la seconde équation de (2-38) : 

 ( ) ( )
( ) ( )

2
n n n R n T c

T n S c

M u R C u T C u
0 T ' C ' u S C u

⎧ ω = + + +⎪
⎨ = + + +⎪⎩

 (2-39) 

Une simple manipulation matricielle permet de déterminer la nouvelle équation du 

mouvement 

 ( ) ( )( ) ( )12
n n n R T S T nM u R C T C S C T ' C ' .u−⎡ ⎤ω = + − + + +⎣ ⎦  (2-40) 

Le shell model donne un résultat satisfaisant avec 5 paramètres pour le germanium (Figure 

2-18). Ce résultat peut encore être amélioré en incluant les interactions entre second plus 

proches voisins et les dipôles apparaissant entre les noyaux et les coquilles ; ce modèle, 

appelé Shell Dipole Model (SDM) impose l’utilisation de 11 paramètres [NELIN'74; PRICE'71]. 

Ce dernier résultat est encore imparfait dans la direction Σ (1,0,0). 

Phillips a toutefois objecté que le modèle n’était pas réaliste physiquement : dans une 

liaison covalente, les électrons de valence ne sont pas tous localisés à proximité des ions mais 
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aussi sur la liaison, car cette dernière est issue de la mise en commun d’électrons 

[PHILLIPS'68]. Cette observation est confirmée par les calculs de Chelikowsky 

[CHELIKOWSKY'76]. La Figure 2-19 montre un diagramme de contour de la densité 

électronique dans le germanium ; il apparaît que la densité est plus élevée au centre de la 

liaison. 

4. Valence Force Model (VFM) 

Puisque les électrons sont plutôt localisés sur les liaisons interatomiques, un modèle peut 

être développé en considérant le comportement de ces liaisons. Le valence force model, 

inspiré de méthodes initialement développées pour la chimie [WILSON'55], considère que 

l’énergie potentielle est exprimée en fonction du comportement des liaisons face aux 

étirements, inclinaisons, torsions et autres déformations mécaniques. La formulation de 

l’énergie potentielle est alors 

 ( )VFM ij i j
ij

F r .rϕ = ∑  (2-41) 

où les Fij sont les constantes de force [BRÜECH'82; SINHA'73]. 

        

Figure 2-18. Dispersion des phonons dans le germanium 

obtenue par le SM (à gauche, [COCHRAN'59a]) et le SDM (à 

droite, [NELIN'74]). 

 

ν (THz) 
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Figure 2-19. Coupe de la densité électronique calculée dans le 

germanium en e²/v [CHELIKOWSKY'76]. Les liaisons Ge/Ge sont 

représentées en trait épais. 

 

Une première application a été suggérée par Nusimovici pour le calcul de la dispersion des 

phonons dans les cristaux de type wurtzite [NUSIMOVICI'67]. Ce modèle inclut, outre les 

déformations mécaniques des liaisons, des interactions coulombiennes, ce qui impose 

l’utilisation de 16 paramètres adaptables. Le VFM a ensuite été appliqué tel quel au diamant 

par McMurry avec 6 paramètres adaptables [MCMURRY'67], et au silicium par Solbrig, en 

faisant intervenir 6 et 9 paramètres adaptables [SOLBRIG'70], puis par Tubino avec 6 

paramètres [TUBINO'72]. Nelin a enfin calculé la dispersion des phonons pour le germanium à 

partir de 5 paramètres (Figure 2-20) [NELIN'74]. Dans tous les cas, les résultats concordent 

plutôt bien avec l’expérience. 

Cette méthode, malgré son efficacité manifeste, reste peu populaire pour les cristaux de 

type diamant du fait de son nombre relativement élevé de paramètres, et, comme le fait 

remarquer Nelin, à cause de son manque de bases quantiques. Qui plus est, l’Adiabatic Bond 

Charge Model (qui sera abordé en détails dans la section E. ) permet d’obtenir une dispersion 

plus proche de la dispersion expérimentale en utilisant un nombre plus réduit de paramètres.  

C. Mise en œuvre d’un modèle simple: le modèle de Keating 

Bien qu’ayant été établi en premier, le modèle de Keating est quelquefois considéré 

comme une simplification du VFM [YU'05]. Sa simplicité conceptuelle, ainsi que sa facilité 

d’utilisation fait de ce modèle un outil très adapté pour une découverte des calculs de 

dispersion de phonons. 
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Figure 2-20. Dispersion des phonons dans le germanium 

obtenue par le VFM [NELIN'74]. 

 

Certains aspects de ce modèle sont également réutilisés dans des modèles plus élaborés tels 

que l’adiabatic bond charge model qui sera développé par la suite. 

1. Modélisation des interactions 

L’énergie potentielle V d’un cristal de type diamant doit être invariante si on applique au 

cristal une rotation ou une translation qui laisse sa géométrie invariante. Keating 

[KEATING'66] a donc recherché les formes que pouvait prendre cette énergie, laquelle doit 

dépendre de la position des ions. La condition d’invariance par translation implique que 

l’énergie potentielle ne dépend que des liaisons interatomiques ijr , tandis que la condition 

d’invariance par rotation impose que le potentiel dépend des produits scalaires entre les 

vecteurs liaison ij i ' j'r .r . 

L’objectif de Keating étant de lier les constantes d’élasticité et les fréquences de phonons à 

faible vecteur d’onde, il s’est limité à un modèle très simple ne comportant que deux 

paramètres adaptables. Dans ce cadre, l’énergie potentielle s’écrit [WEBER'77] 

 
( ) ( )222 2

0i 0 j 0i 0 j0i 0iK K
2

i j i0i 0i 0 j

r .r R .Rr R
V

2 R 2 4R .R>

−−α β
= −∑ ∑  (2-42) 

où αK et βK sont les paramètres adaptables. 

ν (THz) 
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Figure 2-21. Modélisation des interactions dans le modèle de 

Keating. 

 

Le premier terme 
( )22 2

0i 0iK
bs 2

i 0i

r R
V

2 R
−α

= ∑  correspond à l’étirement d’une liaison (bond 

stretching) et le second terme 
( )2

0i 0 j 0i 0 jK
bb

j i 0i 0 j

r .r R .R
V

2 4R .R>

−β
= −∑  à la variation d’angle entre 

deux liaisons (bond bending), le sommet de l’angle étant l’ion noté 0 (Figure 2-21). 

Dans un cristal de type diamant, ayant donc la géométrie décrite sur la Figure 2-12, il y a 4 

termes de bond-stretching et 6 termes de bond bending : 

 BS01 BS02 BS03 BS04 BB12 BB13 BB14 BB23 BB24 BB34V V V V V V V V V V V= + + + + + + + + +  (2-43) 

2. Matrices de constantes de force 

Pour obtenir les matrices de constantes de force 01Φ , 02Φ , 03Φ  et 04Φ , il faut dériver les 

termes concernant les interactions voulues, soit : 

 

01 01 01 01 01
BS1 BB12 BB13 BB14

02 02 02 02 02
BS2 BB12 BB23 BB24

03 03 03 03 03
BS3 BB13 BB23 BB34

04 04 04 04 04
BS4 BB14 BB24 BB34

Φ = Φ + Φ + Φ + Φ

Φ = Φ + Φ + Φ + Φ

Φ = Φ + Φ + Φ + Φ

Φ = Φ + Φ + Φ + Φ

 (2-44) 

Chaque matrice inclut ainsi une interaction de bond stretching et trois bond bending. 

Finalement, après avoir dérivé l’expression (2-42), les matrices s’écrivent 
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01 K K K K

02 K K K K

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
4 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0

3 2 2 2
1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
4 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1

3 2 2 2
1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
α β β β⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Φ = − + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
− − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛

α β β β⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Φ = − − + + + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

03 K K K K

04 K K K

1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1
4 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

3 2 2 2
1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0 0 0
4 1 1 1 0 0 0 1 1 1

3 2 2
1 1 1 1 1 1 0 0 0

⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎠
− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

α β β β⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Φ = − − − + − − − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
α β β⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Φ = − − + + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

K

1 1 1
0 0 0

2
0 0 0

− −⎛ ⎞
β ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(2-45) 

Si l’on utilise un formalisme de Herman (Tableau 2-1) en ne considérant que les plus 

proches voisins on trouve  

 

K K

K K

4
3 2

4
3 2

α β
α = +

α β
β = −

 (2-46) 

La matrice dynamique s’en déduit facilement. Elle est de la forme  

 
00 01

10 11

D D
D

D D
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2-47) 

où 11 00D D=  et 0i

4† iq.R01 10 0i

i 1Si

1D D e
M =

⎡ ⎤= = Φ⎣ ⎦ ∑ . 

3. Adaptation des paramètres 

L’expression (2-42) peut être formulée en fonction des déplacements des ions, puis un 

développement limité au premier ordre donne l’équation (9) de [KEATING'66]. Il suffit ensuite 

d’utiliser (2-15) et d’introduire les composantes de la déformation (2-13) dans cette équation. 

Grâce à la condition d’équilibre du cristal U U U 0
u ' v ' w '

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
, on détermine une expression 

de u’, v’ et w’ conduisant à une expression pour l’énergie  
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 ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
11 xx yy zz 12 yy zz xx zz yy xx 44 yz zx xy

1 1U C e e e C e e e e e e C e e e
2 2

= + + + + + + + +  (2-48) 

avec 
( )

K K K K K K
11 12 44

K K

16 9 16 3 64C ;C ;C
3a 3a a 16 3

α + β α − β α β
= = =

α + β
. a est le paramètre de 

maille défini sur la Figure 2-12. Les paramètres adaptables Kα et Kβ  peuvent donc être 

exprimés à partir des constantes d’élasticité 11C  et 12C  mesurées 

 

11 12
K

11 12
K

C 3Ca
64

C Ca
12

+⎧α =⎪⎪
⎨ +⎪ β =
⎪⎩

 (2-49) 

A noter que réinjecter l’expression (2-49) dans celle de 44C  permet démontrer la relation  

 ( )
( )( )

44 11 12

11 12 11 12

2C C C
1

C C C 3C
+

=
− +

 

qui est assez bien vérifiée expérimentalement. 

 

Figure 2-22. A gauche, dispersion des phonons obtenue par le 

modèle de Keating et valeurs expérimentales de la référence 

[KULDA'94]. A droite, densité d’états obtenue à partir du 

modèle de Keating. 
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4. Relation de dispersion obtenue par le modèle de Keating 

Le modèle de Keating donne la même dispersion de phonons que le FCM, dont il reprend 

la formulation (Figure 2-22). Les grandes tendances de la dispersion expérimentale sont 

globalement reproduites, mais la courbe calculée est encore loin d’être satisfaisante. 

L’échec le plus frappant du modèle de Keating est son incapacité à reproduire 

l’aplatissement de la branche TA. La densité d’états calculée à l’aide de la méthode explicitée 

dans [SEE'03a] est également loin de la DOS expérimentale (Figure 2-1). 

Les mouvements des ions 0 et 1 au point X sont tracés sur la Figure 2-23. L’introduction 

d’ondes de Bloch (2-6) impose des variations temporelles sinusoïdales. Dans les cas des 

branches optiques, les deux ions vibrent bien en opposition de phase, alors que dans celui des 

branches acoustiques ils vibrent en phase. Les ions vibrent spatialement selon des directions 

préférentielles. Le modèle de Keating permet également, si on lui ajoute des interactions 

coulombiennes similaires à celles modélisées dans le RIM, d’obtenir des dispersions de 

phonons dans les cristaux ioniques. Un tel modèle de Keating étendu a été appliqué aux 

cristaux de type zinc-blende [MARTIN'70], et aux cristaux de type chalcopyrite 

[NOOLANDI'74]. Le but (atteint) de ces deux calculs était de retrouver les propriétés 

d’élasticité des cristaux. 
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Figure 2-23. Amplitude de la vibration, obtenue en utilisant le 

modèle de Keating, des ions 0 (en rouge) et 1 (en bleu) au point 

X. Les mouvements selon x sont en traits pleins, les mouvements 

selon y sont représentés par des croix et selon z par des 

losanges. 
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D. Le Bond Charge Model (BCM) 

Comme l’a fait remarquer Phillips [PHILLIPS'68], les électrons de valence ne sont pas 

seulement localisés sur les ions, mais aussi en partie sur les liaisons interatomiques. Il a 

également proposé de représenter ce phénomène par des bond charges (BC), c’est-à-dire des 

charges ponctuelles situées au milieu des liaisons (Figure 2-24). 

Les BC portent chacune une charge d’amplitude BZ e . Chaque ion participant à la liaison 

apporte la moitié de cette charge, soit BZ e
2

, et participe à quatre liaisons. Ainsi, chaque ion 

porte une charge de BZe 2Z e= − . 

Martin a eu l’idée d’utiliser les BC, telles que définies par Phillips, pour calculer la 

dispersion des phonons dans le silicium [MARTIN'68a; b; '69; SHAM'74; SINHA'73]. Il a 

d’abord appliqué la théorie microscopique développée par Pick, Cohen et lui-même [PICK'70] 

avant de la simplifier en remplaçant toutes les interactions non coulombiennes par un 

potentiel central. 

La prise en compte de charges positives et négatives impose de considérer les potentiels 

coulombiens au sein de cristal. En conséquence, un modèle semblable au rigid ion model doit 

être mis en place. 

 

Figure 2-24. Maille élémentaire d’un cristal avec les BC 
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Figure 2-25. Interactions prises en compte dans le BCM 

 

1. Modélisation des interactions 

Dans le cadre du bond charge model, on considère un potentiel central entre les ions et un 

potentiel coulombien ion/ion, ion/BC et BC/BC (Figure 2-25). La matrice dynamique se 

décompose en deux parties : RD R C= + , où R est la matrice non coulombienne et CR la 

matrice coulombienne. Les positions des BC sont rigidement fixées au milieu des liaisons : le 

déplacement des BC peut être déduit de celui des ions. Par exemple, la BC A située entre 

l’ion 0 (de déplacement 0u ) et l’ion 1(de déplacement 1u ) se déplacera de 0 1
A

u uu
2
+

= . 

Ainsi, lors de la construction de la matrice dynamique, la sous-matrice relative aux 

interactions entre l’ion 0 et l’ion 1 contiendra, en plus des interactions ion/ion (coulombiennes 

et non coulombiennes), les interactions ion/BC et BC/BC (toutes deux purement 

coulombiennes). 

Comme dans le cadre du rigid ion model, l’intensité des forces centrales ''ϕ  est adaptée, 

ainsi que le nombre de charges placées sur la liaison BZ , lequel n’est pas nécessairement 

entier. Le coefficient 'ϕ  est déterminé par une condition d’équilibre analogue à (2-37). Martin 

ayant montré que l’influence des seconds plus proches voisins et suivants était négligeable, 

les interactions non coulombiennes sont limitées aux interactions entre plus proches voisins et 

les constantes de force sont écrites sous la forme de matrices de Herman réduites aux plus 

proches voisins (2-27). Les interactions coulombiennes sont traitées avec la transformation 
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d’Ewald, mais nécessitent une petite adaptation due au fait que les BC ne sont pas placées sur 

des sites cristallographiques. 

2. Matrice dynamique 

a) Condition d’équilibre 

L’énergie totale par atome est la somme de l’énergie due au potentiel non coulombien et de 

l’énergie de Madelung (2-35) : 

 ( ) ( )2
M B

0 r

2 Z e
E r 2

4 r
α

= ϕ −
πε ε

 (2-50) 

La constante de Madelung Mα  a été évaluée numériquement par Martin à 4,453 

[MARTIN'69]. La condition d’équilibre (2-37) devient donc  

 ( )2
M B

2
0 r 0

Z e
'

4 .r
α

ϕ = −
πε ε

 (2-51) 

b) Matrice coulombienne 

Les BC n’étant pas placées sur des sites cristallographiques, on ne peut pas écrire la 

matrice dynamique coulombienne directement sous la forme (2-31). Pour garder ce type 

d’expression, Martin a introduit une fonction F telle que 

[ ] ( ) ( ) ( )kk ' kk ' kk ''
R kk '

k ''k k '

1C q F q F 0
M M αβ αβαβ

⎡ ⎤
= − δ⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ , soit de manière plus explicite 

 
[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] ( ) ( )

00 00 00 01
R

01 01
R

1C q F q F 0 F 0
M
1C q F q
M

αβ αβ αβαβ

αβαβ

⎧ ⎡ ⎤= − −⎪ ⎣ ⎦⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

 (2-52) 

Cette fonction peut être développée sous la forme  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )ik jk ' ik

2
iq. R R 2iq.Rkk ' jk ',ik jk,ik

i j i j kk ' i5
i, j0 r

eF q W W Z Z e G q 1 1 e G 0
4

−
αβ αβ αβ

⎡ ⎤= − − δ − δ⎢ ⎥⎣ ⎦πε ε ∑ (2-53) 
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où la fonction G est celle définie par (2-32) et peut être calculée par la transformation 

d’Ewald. Les indices i et j correspondent aux lettres A, B, C, D, et E sur la Figure 2-26. Le 

Tableau 2-4 donne les valeurs de W et Z pour les différentes valeurs de i et explicite les 

vecteurs pour k=0 et k’=1. 

3. Adaptation des paramètres 

Martin a montré qu’au point Γ les interactions coulombiennes n’intervenaient pas. La 

fréquence optique au point Γ ne dépend donc que des interactions non coulombiennes et 

s’écrit 0
8
M
α

ω = où ( ) ( )0
0

0

' r1 '' r 2
3 r

⎡ ⎤ϕ
α = ϕ +⎢ ⎥

⎣ ⎦
. La constante ( )0' rϕ  est obtenue par la 

condition d’équilibre (2-51). 

 

Figure 2-26. Numérotation des BC 

 

i A B C D E 

Wi 1/2 1/2 1/2 1/2 1 

Zi ZB ZB ZB ZB Z 

0iR  
1

1 R
2

 2
1 R
2

 3
1 R
2

 4
1 R
2

 0  

1iR  
1

1 R
2

−  2
1 R
2

−  3
1 R
2

−  4
1 R
2

−  0  

Tableau 2-4. Coefficients, charges et positions des éléments du 

BCM pour l’équation (2-53). 
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Un calcul par la transformation d’Ewald permet également de montrer que 

( )2
B

TA
0 r

Z e12,58
Mv 4

ω =
πε ε

. On peut donc obtenir les paramètres à adapter ( )0'' rϕ  et ZB en 

résolvant le système 

 
( )

2
2 2M
0 0 B3

0 r 0

2
2 2
TA B

0 r

2 e8M '' r Z
3 4 r

12.58eM Z
4 v

⎧ ⎡ ⎤α
ω = ϕ −⎪ ⎢ ⎥πε ε⎪ ⎣ ⎦

⎨
⎪ ω =⎪ πε ε⎩

 (2-54) 

La valeur de ZB est légèrement plus élevée que celle prévue par Phillips (-2.5 au lieu de -

2) : cette différence compense l’influence des seconds plus proches voisins qui a été négligée. 

Martin a calculé l’expression des fréquences aux points remarquables, ce qui permet de 

mettre en place d’autres systèmes d’équations pour adapter les deux paramètres sur d’autres 

points. 

4. Relation de dispersion obtenue par le BCM 

Avec ce modèle, la somme des fréquences à un vecteur d’onde donné est constante à 3% 

près, ce qui, d’après Rosenstock [ROSENSTOCK'63], est signe que les forces électrostatiques 

sont prédominantes dans le cristal. 

Les courbes obtenues (Figure 2-27) sont encore loin des valeurs expérimentales (10% 

d’erreur environ). Comme pour le modèle de Keating, l’aplatissement de la branche TA n’est 

pas rendu. 

Quelques années après Martin, Weber s’est penché sur le BCM et a montré que cet 

aplatissement peut être obtenu en autorisant le mouvement des BC [WEBER'74]. Le BCM est 

donc encore insuffisant pour décrire la physique du système. 
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Figure 2-27. A gauche, dispersion des phonons obtenue par le 

BCM et valeurs expérimentales de la référence [KULDA'94]. A 

droite, densité d’états obtenue à partir du BCM. 

 

E. L’Adiabatic Bond Charge Model (ABCM) 

Weber a démontré que l’échec du BCM était dû aux positions des BC rigidement fixées au 

milieu des liaisons. Il a donc proposé de permettre aux BC de bouger autour de cette position 

d’équilibre, ce qui implique de changer le choix des interactions. En effet, si les interactions 

restent les mêmes, les BC ne sont soumises qu’à des interactions coulombiennes ; dans ce cas, 

si on rapproche une charge d’un ion, la BC est attirée par l’ion. Il faut donc ajouter des forces 

qui permettront la stabilité du système, et par là même d’améliorer la modélisation de la 

liaison covalente. 

Nelin [NELIN'74], Johnson et Moore [JOHNSON'74a; JOHNSON'74b] puis Weber [WEBER'74; 

'77] ont chacun proposé des modèles permettant aux BC de se mouvoir ; dans tous les cas, 

l’approximation adiabatique a été utilisée de la même manière que dans le Shell Model (2-40) 

pour éviter de tenir compte d’un nombre de déplacements trop important. 

Johnson et Moore  n’ont utilisé que des interactions coulombiennes [JOHNSON'74a; 

JOHNSON'74b]. Le résultat n’est pas meilleur que celui de Martin avec le BCM : la liaison 

covalente ne peut donc pas être modélisée par des interactions coulombiennes seules. 
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Figure 2-28. Dispersion des phonons dans le germanium 

obtenue par le QPBCM [NELIN'74]. 

 

Par ailleurs, Nelin [NELIN'74] a introduit le Quasi-Particle Bond Charge Model (QPBCM) 

dans lequel toutes les interactions non coulombiennes ont lieu entre les ions et les BC. Son 

résultat (Figure 2-28) se rapproche de celui obtenu par le VFM, mais l’aplatissement de la 

branche TA n’est pas encore parfait. De plus, l’omission d’interactions non coulombiennes 

ion/ion éloigne le QPBCM du BCM, qui est lui-même dérivé d’un modèle plus physique 

inspiré par la théorie microscopique de Pick, Cohen et Martin [PICK'70]. 

L’Adiabatic Bond Charge Model (ABCM) de Weber est le modèle qui donne le meilleur 

résultat et dont l’interprétation est la plus aisée [WEBER'77]. Basé sur le BCM de Martin, il 

reprend les éléments significatifs du Force Constant Model, du Shell Model et du modèle de 

Keating. L’utilisation des bond charges impose la prise en compte d’interactions 

coulombiennes. Les BC sont libres de se mouvoir et leur position d’équilibre est située au 

milieu de la liaison interatomique. Leur mouvement est adiabatique, comme dans le cas du 

Shell Model, ce qui conduit à écrire la matrice dynamique sous la forme (2-40) 

 ( ) ( )( ) ( )1
R T S TD R C T C S C T ' C '−= + − + + +  (2-55) 

où R et CR contiennent les interactions respectivement non coulombiennes et 

coulombiennes ion/ion, T et CT les interactions entre les ions/BC, S et CS les interactions 

BC/BC. La maille élémentaire contenant 2 ions et 4 BC (Figure 2-24), les matrices R et CR 
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sont de dimensions 6×6, les matrices T et CT sont de dimension 6×12, S et CS sont de 

dimension 12×12. 

1. Modélisation des interactions 

L’ABCM utilise quatre types d’interactions (Figure 2-29) :  

 des interactions coulombiennes (charge d’une BC : ZB) 

 un ressort ion/ion (potentiel central iiϕ ) 

 un ressort ion/BC (potentiel central iBCϕ ) 

 une interaction type bond-bending identique à celle du modèle de Keating (paramètre 

βK) 

Les deux premiers types d’interactions sont directement issues du BCM. Le problème de 

réécriture de la matrice dynamique coulombienne (2-52) n’existe plus car, grâce au 

mouvement des BC, les interactions ion/BC et BC/BC sont calculées directement par la 

transformation d’Ewald et exprimées dans les matrices CT et CS. La matrice de constantes de 

force due au ressort ion/ion s’utilise dans R de la même manière que celle du FCM (Tableau 

2-1). 

Pour assurer la stabilité du système, c’est-à-dire pour compenser l’attraction exercée par 

les ions sur les BC, un ressort est ajouté entre les ions et les BC. Ce ressort apparaitra dans T 

et S. Enfin, conformément à la démonstration de Weber [WEBER'74], une interaction type 

bond-bending est ajoutée au système. La prise en compte de cette interaction permet d’assurer 

l’aplatissement de la branche TA en bord de zone. Cette dernière interaction intervient dans 

les matrices T et S. 

2. Matrice dynamique 

L’ABCM impose l’utilisation d’une condition d’équilibre identique à (2-51) :  

 ( )2
M B

2
0 r 0

Z e
'

4 .r
α

ϕ = −
πε ε

 (2-56) 
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Figure 2-29. Interactions prises en compte dans l’ABCM 

 

Les matrices coulombiennes s’obtiennent directement à partir des transformations d’Ewald  

 

[ ] ( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( )

2
kk ' B kk '

R kk '
k ''0 r

2
kk ' B kk '

T kk '
k ''0 r

2
kk ' B kk '

S kk '
k ''0 r

4 Z e 4C q Q q
4 3v

2 Z e 4C q Q q
4 3v

Z e 4C q Q q
4 3v

αβ αβαβ

αβ αβαβ

αβ αβαβ

⎧ π⎡ ⎤
= δ δ −⎪ ⎢ ⎥πε ε ⎣ ⎦⎪

⎪
π⎡ ⎤⎪ = − δ δ −⎨ ⎢ ⎥πε ε ⎣ ⎦⎪

⎪
π⎡ ⎤⎪ = δ δ −⎢ ⎥⎪ πε ε ⎣ ⎦⎩

∑

∑

∑

 (2-57) 

où la fonction ( )Q q  est donnée par (2-33). 

Les matrices non coulombiennes s’expriment à partir des constantes de force. Ces 

dernières sont représentées de manière analogue aux matrices d’Herman. Il est aisé de vérifier 

que le réseau des BC a les mêmes symétries que les liaisons entre seconds plus proches 

voisins du silicium : il suffit d’écrire, avec les notations de la Figure 2-12 et de la Figure 2-24, 

( )AD A0 0D 10 04 14
1 1R R R R R R
2 2

= + = + = . Les matrices de constantes de force pour les 

interactions entre BC seront donc de la forme donnée dans le Tableau 2-3 avec les 

correspondances données dans le Tableau 2-5. De même, les matrices de constantes de force 

ion/BC sont de la forme des matrices de constantes de force entre plus proches voisins 

(Tableau 2-1). Les constantes de force sont donc  
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 01 0A AD

' ' '
' ' ' ; ;
' ' '

α β β α β β μ ν δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Φ = β α β Φ = β α β Φ = ν μ δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟β β α β β α −δ −δ λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2-58) 

avec  

 

ii K Kii iBC
0

ii K K
ii iBC

0

'1 2 1' '' ''3 3 r 3 2 4; ;
'1 1 1' '' ''

3 3 r 3 2 4

ϕ⎧ β β⎧ ⎧α = ϕ + α = ϕ + μ = ν = δ =⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪
⎨ ⎨ ⎨ϕ β β⎪ ⎪ ⎪β = ϕ − β = ϕ − λ = −

⎪⎪⎪ ⎩⎩⎩

 (2-59) 

Les autres matrices se déduisent de (2-58) à l’aide du Tableau 2-1 et du Tableau 2-3. Il faut 

aussi tenir compte de la condition d’invariance par translation (2-4) qui devient ici  

 
( )
( )

00 01 02 03 04 0A 0B 0C 0D

AA AA AB AC AD A1 A2 A3 A4

Φ = − Φ + Φ + Φ + Φ + Φ + Φ + Φ + Φ

Φ = − Φ + Φ + Φ + Φ + Φ + Φ + Φ + Φ
 (2-60) 

3. Relation de dispersion obtenue par l’ABCM 

La relation de dispersion obtenue par l’ABCM avec les paramètres de Weber [WEBER'77] 

et la DOS correspondante sont représentées sur la Figure 2-30. La concordance du calcul et de 

l’expérience est excellente. 

L’ABCM a été exploité par Weber pour calculer la dispersion des phonons dans le 

silicium, le germanium, le diamant et l’étain. Dans le cas du diamant, il a fallu ajouter un 

paramètre modifiant le bond-bending car la branche TA ne s’aplatit pas. L’ABCM a aussi été 

utilisé par Rustagi et Weber pour le GaAs, le GaSb, l’InSb et le GaP [RUSTAGI'76] ; le modèle 

doit ici aussi subir une modification pour rendre compte de l’hétéropolarité de ces cristaux.  

AB AC AD BC BD CD 

0/7 0/6 0/5 0/11 0/12 0/13

Tableau 2-5 : Correspondances entres les matrices de 

constantes de force BC/BC et les matrices de seconds plus 

proches voisins ion/ion. 
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Figure 2-30. A gauche, dispersion des phonons obtenue par 

l’ABCM et valeurs expérimentales de la référence [KULDA'94]. 

A droite, densité d’états obtenue à partir de l’ABCM. 

 

Cette dernière version de l’ABCM a permis à Rajput et Browne d’obtenir la dispersion des 

phonons de cristaux II-VI [RAJPUT'96], puis à Tütüncü et Srinivastava d’effectuer les mêmes 

calculs pour une surface de GaAs [TÜTÜNCÜ'96a], d’InP [TÜTÜNCÜ'96b] puis le GaN, l’AlN 

et le BN [TÜTÜNCÜ'00]. Dans tous les cas, le résultat du calcul concorde très bien avec 

l’expérience. C’est donc ce modèle qui sera utilisé et adapté pour calculer les modes de 

phonons dans les nanocristaux de silicium. 

4. Complément : isotropie de la vitesse du son 

La relation de dispersion des phonons dans un matériau permet d’obtenir facilement la 

vitesse du son dans ce matériau : il s’agit de la dérivée à l’origine de la branche acoustique 

[COHEN-TANNOUDJI'73]. La vitesse du son dans un cristal massif est généralement considérée 

comme isotrope : cette approximation est-elle légitime ? 

Grâce à l’ABCM on peut calculer les fréquences acoustiques des phonons dans toutes les 

directions pour de très faibles valeurs du vecteur d’onde. Ceci permet de calculer les dérivées 

et de comparer les vitesses obtenues aux vitesses utilisées généralement, à savoir 9.103 m/s 

pour la branche longitudinale et 5,5.103 m/s pour la branche transverse [DOLLFUS'99; 

LANDOLT-BÖRNSTEIN'82].  
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Le vecteur d’onde a sa direction définie par ses coordonnées sphériques (Figure 2-31), son 

amplitude étant fixée à 1 2
100 a

π . Pour des raisons de symétrie, seule 1
4

 de la zone de Brillouin 

est étudiée. Sur la Figure 2-32 sont représentées les erreurs absolues sur la vitesse du son et 

les vitesses calculées dans deux plans significatifs sont données sur la Figure 2-33.  

L’erreur maximale commise avec les vitesses isotropes définies ici est de 16,6 % pour la 

première branche transverse, dans la direction φ = π/2 et θ = π/4. L’approximation isotrope 

avec ces valeurs ne peut donc être considérée comme raisonnable que si la marge d’erreur 

tolérée est grande. Les moyennes des valeurs calculées sont 8,7.103 m/s pour la branche 

longitudinale et 5,4.103 m/s pour les branches transverses. 

 

 

Figure 2-31. Définition de la direction du vecteur d’onde (en 

rouge) à l’aide des coordonnées sphériques. 
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Figure 2-32. Erreur (%) commise sur la vitesse du son en 

prenant les valeurs isotropes, pour les trois branches 

acoustiques.  
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Figure 2-33. Vitesses du son calculées (couleur) et isotrope 

(tirets noirs), en fonction de l’angle φ  pour deux valeurs fixées 

de θ. Les demi-plans dans lesquels les directions sont 

considérées sont représentés en bleu sur la droite. 
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IV. CALCUL DE LA DISPERSION DES PHONONS DANS LES 

NANOCRISTAUX DE SILICIUM 

L’ABCM permet d’obtenir une dispersion des phonons dans le silicium massif très proche 

de la dispersion expérimentale. Ce modèle a donc été utilisé pour calculer la dispersion des 

phonons dans les nanocristaux de silicium. La géométrie des nanocristaux en question sera 

présentée dans la partie A. 

L’application d’un modèle initialement développé pour le cristal massif à un cristal de 

dimensions nanométriques n’est pas immédiate. La partie B résume ces difficultés : la théorie 

classique du cristal harmonique doit être revue, ainsi que la construction de la matrice 

dynamique. L’adaptation du modèle de Keating aux nanocristaux permettra de valider cette 

construction. 

La partie C, enfin, montrera les difficultés spécialement liées à l’application de l’ABCM 

aux nanocristaux. Les interactions coulombiennes, en particulier la constante de Madelung, 

nécessitent un traitement soigneusement revu. 

A. Géométrie des nanocristaux de silicium 

Dans toute la suite, nous nous limiterons au cas du silicium. Le nombre d’atomes dans un 

nanocristal est noté Ndot, son rayon Rdot. Les déplacements des atomes seront notés U  pour 

les différencier des déplacements des ions dans les cristaux massifs u . 

Les nanocristaux de silicium étudiés sont identiques à ceux étudiés par la méthode des 

liaisons fortes dans [SEE'03a]. Ils sont créés par récurrence : on considère d’abord un atome et 

ses quatre plus proches voisins, puis les quatre plus proches voisins de ses plus proches 

voisins… A chaque étape, un nanocristal est créé (Figure 2-34). La référence [SEE'03a] 

considère des nanocristaux dont les liaisons pendantes sont passivées par des atomes 

d’hydrogène. Ces atomes ne sont pas conservés ici car la détermination des propriétés 

vibratoires des atomes ne nécessitent pas la neutralité électrique du nanocristal.  
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Figure 2-34. Construction des nanocristaux par récurrence. Les 

atomes du bord du nanocristal, qui sont ajoutés à chaque étape, 

sont en rouge. 

 

Les nanocristaux créés ne sont pas sphériques. Néanmoins il peut être utile de les identifier 

au moyen d’un « rayon », par exemple pour comparer les résultats calculés avec des données 

expérimentales, qui considèrent généralement des nanocristaux sphériques caractérisés par 

leurs rayons. Comme défini dans [SEE'03a], le rayon considéré pour nos nanocristaux est le 

rayon de la sphère de volume égal à celui du nanocristal. 

De la même manière que lors du passage du graphène au nanotube de carbone la longueur 

de la liaison est augmentée, lors du passage du silicium massif au nanocristal les liaisons 

devraient être modifiées. En particulier, la relaxation de la surface du nanocristal devrait être 

considérée. Bien que Tütüncü et Srivastava aient démontré que lorsque la relaxation de 

surface est prise en compte, certaines fréquences du nanocristal sont très légèrement 

modifiées et d’autres apparaissent [TÜTÜNCÜ'96a; b], ces effets ont ici été considérés comme 

négligeables, comme dans des travaux précédents [FU'99; ZI'96]. Les atomes de silicium sont 

ainsi placés sur les sites cristallographiques du silicium massif. 

Enfin, les nanocristaux doivent être enrobés de silice. On peut se demander quel est le 

comportement vibratoire des atomes situés à l’interface silicium/silice et dans quelle mesure 

la silice va influencer le mouvement des atomes de silicium. Devant le manque de données 

sur le sujet, nous avons choisi de ne pas modéliser la silice et de traiter deux conditions 

extrêmes pour le comportement des atomes du bord du nanocristal (en rouge sur la Figure 

2-34). 
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 CCoonnddiittiioonnss  aauuxx  lliimmiitteess  lliibbrreess : les atomes du bord du nanocristal sont complètement 

libres de leurs mouvements. 

 CCoonnddiittiioonnss  aauuxx  lliimmiitteess  ffiixxeess : les positions des atomes du bord du nanocristal sont 

rigidement fixées à leur position d’équilibre. 

B. Les phonons dans un point quantique 

1. Adaptation de la théorie classique du cristal harmonique 

La théorie classique du cristal harmonique a été développée pour des cristaux massifs 

comportant des symétries par translation, c’est-à-dire une maille élémentaire se répétant 

indéfiniment. Pour un nanocristal comportant un grand nombre d’atomes, il suffit 

théoriquement d’appliquer les conditions aux limites périodiques (2-12). Mais pour un 

nanocristal comportant un faible nombre d’atomes, cette approximation n’est plus suffisante, 

en particulier à cause de la surface dont l’effet n’est plus négligeable. Il faut donc revoir la 

théorie classique du cristal harmonique en profondeur. 

L’absence de symétrie par translation fait d’abord disparaître la notion de maille 

élémentaire. Il n’est plus possible de déterminer le comportement de la maille élémentaire et 

d’en déduire ensuite, grâce aux ondes de Bloch, le comportement de chaque ion du cristal : il 

faut déterminer directement le comportement du nanocristal entier. Pour chaque mode de 

vibration, le vecteur polarisation U  est un vecteur colonne contenant les amplitudes de 

vibration de chaque atome n ( dot1 n N≤ ≤ ) : 

 

dot

1 nx

n ny

N nz

U U
U ... , U U

U U

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (2-61) 

Les équations (2-1) à (2-5) sont toujours applicables. Les déplacements des atomes ne 

peuvent cependant plus être représentés sous la forme d’ondes de Bloch (2-6) car cette forme 

présuppose l’existence d’une symétrie par translation dans le milieu. L’absence de cette 

symétrie dans le nanocristal ajoutée au besoin de conserver des déplacements harmoniques 

conduit à réécrire (2-6) sous la forme 
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 ( ) i t

Si

1U t U.e
M

− ω=  (2-62) 

MSi est la masse de l’atome de silicium. La matrice dynamique s’écrit maintenant plus 

simplement, sans changer la définition des constantes de force  

 
Si

1D
M

= Φ  (2-63) 

Cette expression est identique à celle donnée par Fu qui considère la matrice dynamique 

définie pour le cristal massif et fixe le vecteur d’onde à 0 1 [FU'99]. Enfin, l’équation du 

mouvement devient 

 2U DUω =  (2-64) 

Au lieu de résoudre l’équation du mouvement avec une matrice dynamique de faible 

dimension un grand nombre de fois (ce nombre étant déterminé par les conditions aux limites 

périodiques), il faut résoudre une fois seulement l’équation du mouvement, avec une matrice 

de dimension plus élevée, ce qui implique des temps de calculs bien supérieurs. Ces temps de 

calculs importants sont l’inconvénient majeur de cette méthode. 

2. Adaptation de la matrice dynamique 

a) Application du modèle de Keating 

La matrice dynamique doit tenir compte des interactions entre tous les atomes du 

nanocristal. Ainsi, pour un nanocristal contenant Ndot atomes, la matrice dynamique est de 

dimension 3Ndot×3Ndot. Chaque sous-matrice de dimension 3×3 exprime les interactions entre 

deux atomes du nanocristal. Les sous-matrices de la diagonale sont obtenues grâce aux 

propriétés de symétrie des constantes de force (2-4). La forme générale de la matrice 

dynamique obtenue dans le cadre du modèle de Keating est représentée sur la Figure 2-35. 

                                                 
1 Cela revient au même mathématiquement, mais il ne s’agit pas, réellement, d’un vecteur d’onde particulier 

que l’on choisit : c’est la notion même de vecteur d’onde qui perd son sens… 
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Figure 2-35. Forme générale de la matrice dynamique obtenue 

par le modèle de Keating. 

 

On utilise, pour chaque sous-matrice, la formulation des matrices de Herman, avec 

K K4
3 2
α β

α = +  et K K4
3 2
α β

β = −  (voir (2-46)). Les constantes adaptées pour le calcul des 

modes de vibration du silicium massif Kα  et Kβ  sont conservées. En effet, les atomes 

conservant les positions d’équilibre du cristal massif, la liaison silicium/silicium doit 

conserver les mêmes caractéristiques.  

Dans le cas des conditions aux limites libres, les atomes situés à la surface du nanocristal 

ont un nombre de plus proches voisins inférieur à 4 (Figure 2-36). L'expression du bond-

bending est donc modifiée, et les matrices d’Herman à appliquer ne sont pas celles définies ci-

dessus. Il faut donc traiter les sous-matrices au cas par cas, en fonction du nombre et des 

directions des liaisons. Les matrices de Herman obtenues sont identiques à celles de (2-45). 

Dans le cas des conditions aux limites fixes, les atomes de bord doivent être immobiles. 

L'équation du (non-) mouvement devient donc pour un atome n immobilisé 

 nn ' nn '
n ' n '

n ', n ',Si

10 D U U
Mαβ β αβ β

β β

= = Φ∑ ∑  (2-65) 
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Figure 2-36. Représentation schématique des atomes à la 

surface du nanocristal. a) Exemple d’un atome avec un plus 

proche voisin dans la direction 01R  ; b) Exemple d’un atome 

avec deux plus proches voisins dans les directions 01R  et 04R .  

 

Cette équation devant être vérifiée pour chaque vecteur déplacement n 'U β , les constantes 

de force relatives à un atome immobile doivent obligatoirement être nulles. La question de 

l'adaptation du bond-bending ne se pose donc pas. 

b) Validation de l’approche 

Pour un nanocristal de Ndot atomes, on obtient 3Ndot modes de vibration possibles (Figure 

2-37). De tels ensembles de données ne peuvent être analysés en l'état, il faut leur appliquer 

un traitement spécifique. La densité d'états pour chaque nanocristal a été comparée à la DOS 

calculée avec le modèle de Keating pour le silicium massif (Figure 2-22). 

En notant n
pU  le vecteur déplacement obtenu pour un mode de vibration p et pour l’atome 

n, le calcul de la DOS des nanocristaux est donné par  

 ( ) ( )
dot3N 2p

n p
n,p 1

DOS U
=

ν = δ ν − ν∑  (2-66) 

Cette expression montre que la DOS dans les nanocristaux est discrète tandis que celle du 

silicium massif est continue. Pour un nanocristal de grande dimension, le grand nombre de 

modes permet de comparer la DOS du nanocristal avec celle du silicium massif. Par ailleurs, 

pour s’affranchir des difficultés liées aux unités, les DOS sont normalisées (l’aire sous les 

courbes vaut 1). 
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Figure 2-37. Fréquences obtenues avec le modèle de Keating. 

a) Conditions aux limites libres ; b) conditions aux limites fixes. 

 

Figure 2-38. DOS calculées pour des nanocristaux de rayon 

1 nm, 2 nm, 3 nm, avec les deux types de conditions aux limites, 

comparées à la DOS calculée pour le silicium massif avec le 

modèle de Keating. 
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Un nanocristal de grande dimension doit avoir des caractéristiques vibratoires proches de 

celles du cristal massif. Les densités d'états calculées pour des nanocristaux de diamètre 

important doivent donc se rapprocher de celle calculée pour le silicium massif. La Figure 2-38 

montre que cette condition se vérifie. L'approche consistant à construire la matrice dynamique 

à partir des matrices d’Herman atome par atome semble donc valable. 

C. Application de l’ABCM aux nanocristaux de silicium 

L'adaptation de l'ABCM repose sur les mêmes principes que l'adaptation du modèle de 

Keating. La matrice dynamique est construite à partir de sous-matrices traduisant les 

interactions entre les éléments du système. 

L’ABCM requiert l’introduction de bond charges. Les BC sont rajoutées sur chaque 

liaison entre les atomes des nanocristaux construits de la même manière que précédemment 

(Figure 2-34). Leur nombre est noté NBC.  

1. Adaptation de la matrice dynamique 

Cette fois, il faut construire 6 matrices exprimant les interactions coulombiennes et non 

coulombiennes atome/atome, atome/bond charge et bond charge/bond charge. Les 

interactions non coulombiennes ne posent pas de difficulté : elles se déduisent de celles du 

silicium massif de la même manière que dans le cas du modèle de Keating. Le bond-bending 

impose également, dans le cas des conditions aux limites libres, de traiter les atomes de 

surface au cas par cas. 

En revanche, les interactions coulombiennes requièrent un traitement complètement 

différent. L'utilisation de la transformation d'Ewald n'est pertinente que dans le cas d'une 

distribution infinie de charges ponctuelles. Dans le cas des nanocristaux, les distributions de 

charges sont finies : la transformation d'Ewald ne peut plus être appliquée. De plus, sous leur 

nouvelle forme, les matrices coulombiennes ne contiennent plus de sommes : la 

transformation d’Ewald n’est donc plus nécessaire, et les matrices dynamiques 

coulombiennes peuvent être calculées directement. Le potentiel dû à l’interaction entre les 

atomes n et n’ doit ainsi être dérivé deux fois. Il suffit d’appliquer les expressions mises en 

place pour les liaisons de type ressort en posant ( ) 1r
r

ϕ = . Les matrices dynamiques 

coulombiennes prennent donc la forme  
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[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

2
nn ' nn ', nn ',B

R 5 3
0 r nn ' nn '

2
nn ' nn ', nn ',B

T 5 3
0 r nn ' nn '

2
nn ' nn ', nn ',B

S 5 3
0 r nn ' nn '

r r4 Z e
C

4 R R

r r2 Z e
C

4 R R

r rZ e
C

4 R R

α β αβ

αβ

α β αβ
αβ

α β αβ
αβ

⎧ δ⎡ ⎤
= −⎪ ⎢ ⎥πε ε⎪ ⎣ ⎦

⎪
δ⎡ ⎤⎪ = − −⎨ ⎢ ⎥πε ε ⎣ ⎦⎪

⎪ δ⎡ ⎤⎪ = −⎢ ⎥⎪ πε ε ⎣ ⎦⎩

 (2-67) 

2. Constante de Madelung effective 

Les paramètres adaptés pour reproduire la relation de dispersion du silicium massif sont 

conservés de la même manière que précédemment, car les propriétés de la liaison Si/Si n’ont 

pas été modifiées. Cependant, la condition d’équilibre permettant d’obtenir le paramètre 

( )0' rϕ  doit être adaptée. En effet, la constante de Madelung (2-36) est définie pour un cristal 

infini ; une  ccoonnssttaannttee  ddee  MMaaddeelluunngg  eeffffeeccttiivvee a donc été introduite pour adapter cette définition 

 
Si BCN N

i jeff
M

i, j ij

1
2

+ ς ς
α = −

ρ∑  (2-68) 

 

Figure 2-39. Constante de Madelung effective par atome en 

fonction du rayon du nanocristal (symboles) comparée à la 

constante de Madelung par atome de la maille élémentaire 

calculée pour le silicium massif. 
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Cette constante a été calculée pour chaque nanocristal. Puisque l’énergie par atome du 

nanocristal doit tendre vers l’énergie par atome du cristal massif quand son rayon augmente, 

la constante de Madelung effective par atome tend vers la constante de Madelung du silicium 

massif par atome de la maille élémentaire (Figure 2-39). Cette convergence est lente, car le 

calcul de eff
Mα  requiert le calcul de sommes de termes en 1

r . 

3. Densités d’état obtenues 

L’ABCM impose l’utilisation de six matrices au lieu d’une ; la mémoire des ordinateurs 

utilisés pour effectuer les calculs étant limitée, les modes de vibration des nanocristaux n’ont 

été obtenus que pour des nanocristaux de rayons inférieurs à 2,2 nm. 

Il faut remarquer qu’avec les conditions aux limites libres et l’ABCM, quelques valeurs 

propres négatives font apparaître des fréquences imaginaires de très faibles amplitudes 

(ν < 2 THz). Fu a lui aussi obtenu des fréquences imaginaires, qu’il attribue au fait d’avoir 

négligé la relaxation de surface [FU'99]. Leur faible nombre et leur faible amplitude suggèrent 

que l’impact d’une telle approximation est minime. 

De la même manière qu’avec le modèle de Keating, les DOS dans les nanocristaux ont été 

calculées en premier lieu pour vérifier la cohérence du modèle (Figure 2-40). La DOS du 

nanocristal tend bien vers celle du cristal massif quand son rayon augmente, mais des 

différences apparaissent. Sur certaines plages de fréquence (0-2 THz et 12-13 THz en 

conditions aux limites libres, 10-11 THz en conditions aux limites fixes) le nanocristal 

présente plus de modes que le cristal massif. Sur d’autres plages (4-5 THz et 14-15 THz dans 

les deux cas) le nanocristal présente moins de modes que le cristal massif. Ces différences 

doivent donc être expliquées afin que le résultat soit pleinement validé. Une comparaison 

avec les résultats expérimentaux de spectroscopie Raman est également indispensable. 
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Figure 2-40. DOS calculées pour des nanocristaux de rayon 

1 nm, 2 nm, avec les deux types de conditions aux limites, 

comparées à la DOS calculée pour le silicium massif avec 

l’ABCM. 
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V. CARACTERISATION DES MODES DE VIBRATION DU 

NANOCRISTAL 

Les modes de vibration calculés dans les nanocristaux de silicium doivent d’abord être 

comparés à des résultats expérimentaux, les spectres Raman ont été mesurés dans des 

nanocristaux de silicium [FARACI'05; FUJII'96]. Il s’agit, pour cela, de déterminer le spectre 

Raman associé aux modes de vibration calculés. La théorie de Richter est un moyen simple et 

efficace d’y parvenir. 

Les différences observées entre les densités d’états des nanocristaux de grandes tailles et 

du silicium massif doivent également être expliquées. Pour cela, des outils de division de la 

densité d’états et de projection des modes ont été développés. Le nombre de phonons 

effectivement présents dans un nanocristal en fonction de la température a enfin été observé. 

A. Comparaison avec l’expérience 

Les principaux résultats expérimentaux concernant les phonons dans les nanocristaux sont 

des spectres Raman. Plusieurs méthodes permettent de calculer les spectres Raman à partir de 

la dispersion des phonons. Certaines sont basées sur des théories microscopiques comme le 

modèle de Cheng [CHENG'02], ou le bond polarisability model [ZI'96; ZI'98]. Les résultats 

obtenus par les différentes théories, comparées aux données expérimentales, sont représentés 

sur la Figure 2-41. Tous ces modèles donnent la bonne tendance et le bon ordre de grandeur. 

La théorie mise en place par Richter [RICHTER'81] pour calculer le spectre Raman associé à 

des nanocristaux propose de déduire les modes de phonons du nanocristal des modes de 

phonons du cristal massif en utilisant une fonction qui reproduit l’effet du confinement ; la 

fonction d’onde et la fréquence des phonons confinés permettent, à travers une fonction 

lorentzienne, de reproduire le spectre Raman. Cette théorie doit être adaptée pour intégrer des 

modes de phonons calculés pour les nanocristaux. 
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Figure 2-41. Décalage en fréquence obtenus par Faraci 

[FARACI'06], comparé aux données expérimentales, aux calculs 

de Cheng, au modèle de Richter avec fonction de confinement 

gaussienne (RWL) et au bond polarizability (BP) model. 

 

1. Théorie de Richter 

a) Calcul à partir de phonons du cristal massif 

Les phonons dans les nanocristaux sont déduits des phonons dans le cristal massif en 

confinant ces derniers : si un phonon du cristal massif a pour fonction d’onde 

( ) ( ) iq.rq, r u q, r e−Φ = , ce phonon dans le nanocristal aura pour fonction d’onde 

( ) ( ) ( )q, r W q, r u q, rΨ = . La fonction de confinement ( )W q, r  est ensuite développée en 

série de Fourier ( ) ( ) ik.rW q, r C q,k e dk= ∫ . Les coefficients de cette décomposition 

permettent d’obtenir le spectre Raman  

 ( )
( )

( )

2

2
2

0

C 0,k
I dk

q 2

ω =
Γ⎛ ⎞ω− ω +⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠

⌠
⎮
⎮
⎮
⌡

 (2-69) 

où ( )qω  est la relation de dispersion des phonons et 0Γ  l’imprécision expérimentale.  
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Tout dépend maintenant de l’expression de la fonction de confinement ( )W q, r . Des 

fonctions gaussiennes [CAMPBELL'86; RICHTER'81] ou sinus cardinal [FARACI'06; 

PAILLARD'99; ZI'97] ont été utilisées et ont permis de retrouver les grandes tendances du 

décalage en fréquence reporté par Faraci [FARACI'05]. 

b) Calcul à partir des phonons du nanocristal 

L’idée à conserver dans le modèle de Richter est de calculer le spectre Raman sous la 

forme d’une somme de lorentziennes ; la position de chaque pic est donnée par une fréquence 

de phonons, l’amplitude de chacun est donnée par un coefficient exprimant le lien entre le 

mode du cristal massif à q 0=  et le mode du nanocristal. 

Il a été démontré par Fu que les modes du nanocristal pouvaient être projetés sur la base 

constituée par les modes du cristal massif [FU'99], l’amplitude de vibration des atomes du 

nanocristal, pour le mode de vibration noté p, peut donc s’écrire, dans la base constituée par 

les vecteurs d’onde des phonons dans le silicium massif ( )bu q , 

 ( ) ( )p bp b
b,q

U C q u q= ∑  (2-70) 

Cette projection n’est possible que si l’on a appliqué les conditions aux limites périodiques 

de Born-von Kármán. La somme discrète sur les vecteurs d’onde q  est donc possible car le 

nombre de vecteurs d’onde à considérer est fini. Le coefficient ( )bpC q  est élevé si le mode de 

vibration p du nanocristal est fortement lié au mode de vibration b de vecteur d’onde q  du 

cristal massif. Le lien entre le mode du nanocristal p (p = 1…3NSi) et du cristal massif b 

(b = 1…6) de vecteur d’onde q  est exprimé par les coefficients de projection ( )bpC q définis 

en annexe B. 

Etant donné que seuls les modes de vibration de vecteur d’onde nul sont utiles pour 

l’obtention de spectres Raman, seuls les coefficients ( )bpC 0  sont pris en compte. Le spectre 

Raman (2-69) devient donc  
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 ( )
( ) 2

bp

2
2b,p 0

p

C 0
I

2

ω =
Γ⎛ ⎞⎡ ⎤ω − ω + ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠

∑  (2-71) 

0Γ  est toujours l’imprécision expérimentale ; pour comparer les spectres obtenus avec les 

données expérimentales de Faraci [FARACI'05], on conserve la même valeur 1
0 3cm−Γ = . 

2. Spectre obtenu 

On obtient bien des raies qui s’affinent et se décalent vers celle du silicium massif (Figure 

2-42). La raie optique du silicium massif est prise à 526 cm-1 qui est la fréquence calculée 

avec l’ABCM à q 0= .  

L’affinement de la raie optique est beaucoup plus rapide que celui observé 

expérimentalement. Par contre, le décalage de cette raie est très proche des données 

expérimentales (Figure 2-43), plus proche encore que les calculs précédents. La différence des 

résultats donnés par les deux types de conditions aux limites étant inférieure à la dispersion 

des valeurs expérimentales, il est impossible de dire laquelle est la plus proche de la réalité 

physique. 

 

Figure 2-42. Spectres Raman obtenus par la méthode de 

Richter adaptée, comparé à celui obtenu pour le silicium 

massif. 
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Figure 2-43. Décalage en fréquence de la raie optique du 

nanocristal en fonction de son rayon, comparé aux données 

expérimentales de [FARACI'05] (déjà reproduites sur la Figure 

2-41) . 

 

 

Figure 2-44. Décalage en fréquence de la raie acoustique du 

nanocristal en fonction de son rayon, comparé aux données 

expérimentales de [FUJII'96]. 
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Le décalage de la raie acoustique par comparaison aux données de [FUJII'96] a également 

été considéré, mais avec moins de succès (Figure 2-44). Dans le cas des conditions aux 

limites libres, le décalage est quantitativement rendu, mais pas sa tendance. Dans le cas des 

conditions aux limites fixes, la décroissance du décalage en fréquence est bien là, mais le 

décalage est trop important. On peut donc en conclure que les phonons à basse fréquences 

seraient très fortement influencés par les états de surface et que les nanocristaux fabriqués par 

Fujii présenteraient des états de surface qui ne peuvent être considérés comme libres ou fixes. 

B. Comparaisons avec les modes du silicium massif 

Le modèle donnant des résultats satisfaisants, il s’agit maintenant de comprendre le 

comportement et l’évolution des densités d’état (Figure 2-40). 

1. Modes surfaciques 

Sur certaines plages de fréquence (0-2 THz et 12-13 THz en conditions aux limites libres, 

10-11 THz en conditions aux limites fixes) le nanocristal présente plus de modes que le cristal 

massif. L’amplitude de vibration de chaque atome en fonction de son rayon a été tracée sur la 

Figure 2-45 pour des modes appartenant à ces plages de fréquence. Le nanocristal vibre 

clairement majoritairement près de sa surface. De tels modes surfaciques ont été mis en 

évidence pour d’autres matériaux : nanocristaux de GaP [FU'99], surface de GaAs et d’InP 

[TÜTÜNCÜ'96a; b]. 

Ces modes surfaciques n’apparaissent pas dans la densité d’états du silicium massif en tant 

que tels. Pour étudier de quelle manière ils sont liés à ces derniers modes, s’ils le sont, les 

coefficients de projection ( )bpC q  définis en annexe C ont été utilisés. Le coefficient ( )bpC q  

est important si le mode de vibration p du nanocristal est lié au mode de vibration b, de 

vecteur d’onde q , du cristal massif. Pour déterminer si le mode de vibration p du nanocristal 

est lié à l’ensemble des modes de vibration de vecteur d’onde q  du cristal massif, on définit 

le terme de cohérence  

 ( ) ( )p bp
b

B q C q= ∑  (2-72) 

Ce terme de cohérence est ainsi élevé si le mode p du nanocristal est fortement lié à 

l’ensemble des modes du cristal massif de vecteur d’onde q . 
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Figure 2-45. Amplitude de vibration d’un nanocristal de rayon 

R = 2 nm pour des modes surfaciques avec les deux types de 

conditions aux limites. 

 

La Figure 2-46 montre le terme de cohérence obtenu pour un nanocristal de rayon 

R = 2 nm. Il est constitué de pics plus ou moins hauts localisés aux vecteurs d’ondes définis 

par les conditions aux limites périodiques. Les modes de surface (entourés en rouge), dans les 

plages de fréquences données, font apparaître des pics sur toute la gamme de fréquence 

considérée : ils ne peuvent donc pas être reliés à un mode du cristal massif en particulier. Ces 

modes sont spécifiques au nanocristal. 
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Figure 2-46. Terme de cohérence pour un nanocristal de rayon 

R = 2 nm en fonction de la fréquence du mode du nanocristal et 

du vecteur d’onde du cristal massif, avec les deux types de 

conditions aux limites. Les modes de surface sont entourés en 

rouge. La dispersion des phonons dans le silicium massif est 

représentée en traits noirs à z=0. 

 

Dans le cas des conditions aux limites fixes, les modes spécifiques offrent une nouvelle 

caractéristique intéressante : fixer les positions des atomes de bord fait apparaître des nœuds 

et des ventres dans les vibrations. Ces nœuds et ces ventres sont plus aisément observés dans 

le cas d’un nanocristal de plus faible rayon, par exemple R = 1,3 nm (Figure 2-47). Cette 

particularité est encore plus évidente en considérant les modes obtenus à 11,7 THz avec le 

modèle de Keating : dans ce dernier cas, les vibrations au niveau des nœuds sont bien nulles. 

2. Modes volumiques 

L’analyse du terme de cohérence (Figure 2-46) permet également de montrer que les 

modes qui ne sont pas spécifiques au nanocristal sont fortement liés aux modes du cristal 

massif. Un mode de fréquence ωp est fortement lié à un mode du cristal massif de fréquence 

( )b qω  si ( )b pqω ≈ ω . Ainsi, les pics de forte amplitude du terme de cohérence se 

superposent à la dispersion des phonons dans le silicium massif. Ces modes sont donc des 

modes volumiques. 
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Figure 2-47. Amplitude de vibration d’un nanocristal de rayon 

R = 1,3 nm pour des modes spécifiques en conditions aux 

limites fixes avec l’ABCM et avec le modèle de Keating. 

 

Pour préciser la cohérence entre les modes du nanocristal et les modes du cristal massif, on 

s’intéresse à la DOS du nanocristal en ne conservant que les modes volumiques. Pour cela, on 

sépare le nanocristal en deux parties : une partie volumique et une partie surfacique. La 

séparation est arbitrairement située à 2/3 du rayon (Figure 2-48). Il suffit alors de calculer la 

DOS avec (2-66).  

Les DOS obtenues pour des nanocristaux de dimensions variables sont données sur la 

Figure 2-49. Elle tend bien vers la DOS du cristal massif, si ce n’est qu’il y a toujours moins 

de modes dans le nanocristal que dans le cristal massif sur la plage de fréquence 4-5 THz. 
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Figure 2-48. Séparation d'un nanocristal en une partie 

volumique et une partie surfacique. 

 

 

Figure 2-49. DOS des modes volumiques pour des nanocristaux 

de rayon R = 1 nm et R = 2 nm, avec les conditions aux limites 

libres. 
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3. Modes manquants 

Pour comprendre comment le nanocristal peut avoir moins de modes sur certaines plages 

de fréquence que le cristal massif, il faut considérer un nouvel outil de caractérisation issu des 

projections définies en annexe B : la localisation dans la zone de Brillouin définie par  

 

Figure 2-50. Localisation dans la zone de Brillouin dans la 

direction (1,0,0) des modes d'un nanocristal de rayon R = 2 nm, 

avec les deux types de conditions aux limites. 

 

 ( ) ( )bp
p,b

L q C q= ∑  (2-73) 

Cette variable ne dépend que du vecteur d’onde et permet de voir si, à vecteur d’onde 

donné, les modes du nanocristal dans leur ensemble dépendent d’un des 6 modes du cristal 

massif du vecteur d’onde considéré. 

La Figure 2-50, tracée pour des vecteurs d’onde dans la direction (1,0,0), montre que les 

modes du nanocristal sont liés dans leur grande majorité aux modes du centre de la zone de 

Brillouin. Or, les plages de fréquence pour lesquels le nombre de modes dans le nanocristal 

est inférieur au nombre de modes dans le cristal massif correspondent à des plages pour 

lesquelles des modes de bord de zone sont nombreux, car la branche de la relation de 

dispersion dans le cristal massif s’aplatit. En particulier, la plage de fréquence à 4-5 THz voit 

son nombre de modes augmenté par l’aplatissement de la branche TA. 



Chapitre 2. Modes de vibration des nanocristaux de silicium 

 

 

 148 

C. Nombre de phonons dans un nanocristal 

La DOS donne le nombre de modes. Pour obtenir le nombre de phonons effectivement 

présents dans un nanocristal, il faut tenir compte de la température. Les phonons étant des 

bosons, la température est considérée à travers la distribution de Bose-Einstein 

p
B

p
k T

1N
e 1

ω=
−

1. Le nombre de phonons dans un nanocristal à une température fixée est ainsi 

donné par  

 ( )p p
p

N N .DOS= ω∑  (2-74) 

La Figure 2-51 donne le nombre de phonons en fonction du rayon du nanocristal pour 

plusieurs températures. Ce nombre augmente avec le rayon du nanocristal, puisque le nombre 

de modes augmente ; il augmente également avec la température, ces modes étant de plus en 

plus peuplés. 

 

Figure 2-51. Nombre de phonons dans les nanocristaux en 

fonction de leur rayon, pour plusieurs températures. 

                                                 
1 La physique statistique permet de démontrer cette formule, et en particulier le fait que le potentiel chimique 

des phonons soit nul. 



Chapitre 2. Modes de vibration des nanocristaux de silicium 

 

 

 149

VI. CONCLUSION 

L’ABCM adapté au nanocristaux a donc permis de calculer les modes de phonons dans des 

nanocristaux de silicium de tailles variables. Un tel calcul avait été effectué auparavant dans 

le cas de réseaux de nanocristaux, mais pas dans celui de nanocristaux uniques. Pour valider 

les résultats obtenus, les spectres Raman ont été calculés à partir de modes obtenus. Ces 

spectres reproduisent de manière tout à fait satisfaisante le comportement du spectre Raman 

mesuré pour des nanocristaux de tailles variables.  

Les modes de vibration obtenus dans les nanocristaux peuvent être divisés en deux 

familles : des modes volumiques, aux caractéristiques très proches de celles du silicium 

massif, et des modes surfaciques, pour lesquels seuls les atomes situés près de la surface du 

nanocristal présentent des vibrations importantes. Le nombre de modes du nanocristal dont les 

caractéristiques sont proches de celles des modes de fort vecteur d’onde dans le cristal massif 

est négligeable. L’apparition des modes surfaciques et la disparition des modes de bord de 

zone de Brillouin expliquent les différences observées entre les densités d’états calculées dans 

le cristal massif et dans les nanocristaux de fort rayon. 

Les états des électrons et les modes de phonons sont connus dans les nanocristaux de 

silicium. Il est donc maintenant possible d’étudier l’interaction électron-phonon dans les 

nanocristaux, dans le but, d’une part, de valider l’hypothèse de transport séquentiel, et 

d’étudier, d’autre part, le transfert d’électrons entre deux nanocristaux. 
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I. INTRODUCTION 

Il est généralement admis que le transfert tunnel dans ces objets est de nature séquentielle. 

De nombreux résultats expérimentaux valident cette hypothèse. On peut toutefois la vérifier 

par la comparaison des fréquences d’interaction électron/phonon avec les fréquences de 

transfert tunnel ; pour calculer ces fréquences, une étude précise de l’interaction 

électron/phonon est nécessaire. Elle est également nécessaire pour la bonne description du 

transfert tunnel entre deux nanocristaux. 

Les niveaux d’énergie accessibles aux électrons dans les nanocristaux sont en effet 

quantifiés ; les interactions que les électrons subissent ont pour effet d’élargir ces niveaux 

[BÜTTIKER'88]. Si on néglige cet élargissement, les seuls phonons pouvant interagir avec les 

électrons sont ceux permettant à un électron sur un niveau initial de passer sur un autre 

niveau, par conservation de l’énergie. Seuls les phonons dont l’énergie correspond 

exactement à cette différence d’énergie entre niveaux peuvent donc participer au processus. 

Ce phénomène, appelé phonon bottleneck [BENISTY'95; BOCKELMANN'90; JIANG'98; 

URAYAMA'01], réduit artificiellement, en restreignant le nombre de phonons pouvant 

interagir, les fréquences d’interaction électron/phonon.  

En tenant compte des interactions entre un électron et plusieurs phonons les fréquences 

d’interaction augmentent sensiblement [INOSHITA'92]. Cet argument est cependant basé sur 

l’hypothèse que les phonons sont identiques à ceux du cristal massif et que l’interaction 

électron/phonon optique polaire, dominante dans un matériau III-V, est la seule ayant lieu. 

Dans le cas des nanocristaux de silicium, les phonons optiques ne peuvent être polaires. De 

plus, le caractère discret des énergies de phonons, telles que celles calculées au chapitre 2, 

rend pratiquement impossible de trouver un phonon dont l’énergie est rigoureusement égale à 

la différence d’énergie entre deux niveaux électroniques.  

La conservation de l’énergie pose le même problème dans le cas du transfert tunnel d’un 

électron d’un nanocristal à l’autre. Le transfert tunnel étant conservatif en énergie, il n’aura 

lieu que si les niveaux électroniques sont parfaitement alignés, ce qui limite fortement la 

probabilité de transfert tunnel. 
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Il a été démontré que le phonon bottleneck voyait son effet grandement atténué si l’on 

tenait compte de la largeur non nulle des niveaux d’énergie [INOSHITA'96; '97; KRAL'98; 

STAUBER'00]. Cet élargissement provenant des collisions entre les électrons et les phonons 

(d’où son nom de collisional broadening), apparait en liaison avec l’incertitude sur l’énergie 

induite par la durée de vie finie des électrons sur les niveaux. Pour considérer cet effet d’un 

point de vue théorique, on construit une fonction, la fonction spectrale, donnant la probabilité 

qu’un électron ait une énergie donnée. Le transfert d’un électron d’un niveau à l’autre ou d’un 

nanocristal à l’autre est ainsi possible, avec une probabilité non nulle (Figure 3-1). Le 

phénomène de phonon bottleneck n’est pas annihilé et les fréquences d’interactions sont 

toujours réduites, mais son effet n’est pas aussi drastique qu’avec des niveaux infiniment fins. 

Tenir compte de l’élargissement des niveaux d’énergie permet également de traiter 

correctement le transfert tunnel d’un nanocristal à l’autre. 

La fonction spectrale est par exemple issue du formalisme des fonctions de Green dont 

nous aurons un aperçu rapide dans la deuxième partie de ce chapitre. La troisième partie sera 

dévolue à son utilisation dans le cadre du calcul des fonctions spectrales dans les 

nanocristaux, lesquelles serviront à calculer les fréquences d’interaction électron/phonon 

(quatrième partie) et les fréquences de transfert tunnel d’un nanocristal à l’autre (cinquième 

partie). La cinquième partie présentera le calcul du courant dans un dispositif contenant deux 

nanocristaux, et montrera l’effet des différents paramètres du système sur ce courant. 
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Figure 3-1. Possibilité de transfert et collisional broadening. 

La relaxation (à gauche) et le transfert tunnel (à droite) ne 

peuvent avoir lieu que lorsque l’énergie est conservée. Lorsque 

l’on considère des niveaux d’énergie électronique infiniment 

fins (en haut), cette condition est bien plus restrictive que 

lorsque l’on tient compte du collisional broadening (en bas). 
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II. ELEMENTS DU FORMALISME DES FONCTIONS DE 

GREEN 

Le formalisme des fonctions de Green permet de considérer avec rigueur l’élargissement 

des niveaux d’énergie par le couplage électron-phonon. Cet élargissement est représenté par la 

fonction spectrale, laquelle est calculée à partir de la self-energy associée au couplage 

électorn-phonon.  

Ce formalisme, en particulier les méthodes de calcul de la self-energy, est assez rébarbatif 

au premier abord. Nous n’en donnerons que les quelques rudiments utiles au calcul des 

fonctions spectrales ; pour plus d’informations le lecteur est invité à se reporter aux ouvrages 

de référence [BRUUS'04; HAUG'96; KADANOFF'94; MAHAN'00; ZIMAN'69].  

A. Fonctions de Green  

Une fonction de Green est une fonction mathématiquement définie par  

 DG I=  (3-1) 

où D est un opérateur linéaire quelconque et I la matrice identité [BRUUS'04; DATTA'97]. 

Soit la fonction ( )0 1 1 2 2G r , t , r , t , définie comme le pprrooppaaggaatteeuurr de la particule de fonction 

d’onde ( )r, tψ  

 ( ) ( ) ( )2 2 0 1 1 2 2 1 1 1r , t G r , t , r , t r , t drψ = ψ∫  (3-2) 

La définition (3-2) est posée par analogie avec le principe de Huygens permettant de 

déterminer le champ électrique en tout point de l’espace connaissant les champs rayonnés par 

des sources secondaires ; ainsi, la fonction de Green permet d’écrire la fonction d’onde d’une 

particule en un point donné de l’espace connaissant sa fonction d’onde en tous les autres 

points [BRUUS'04; COHEN-TANNOUDJI'73].  

La notion de propagation peut être mieux appréhendée sur un exemple simple : si la 

fonction d’onde initiale ( )r, tψ  est celle d’une particule parfaitement localisée au point 0r  à 

l’instant t0, soit si ( ) ( )0r, t r rψ = δ − , la fonction d’onde à l’instant t’ au point r '  s’écrit 
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( ) ( )0 0 0r ', t ' G r , t , r ', t 'ψ = . La fonction de Green permet donc de déterminer la probabilité de 

trouver la particule en r '  à l’instant t’. 

On peut démontrer [COHEN-TANNOUDJI'73] que ( )0 1 1 2 2G r , t , r , t  satisfait à l’équation  

 [ ]0 0E H G I− =  (3-3) 

ce qui prouve que ( )0 1 1 2 2G r , t , r , t  est la fonction de Green associée à l’opérateur E-H0, où 

H0 est l’hamiltonien non perturbé du système. Cette fonction de Green peut également être 

exprimée à partir des variables d’énergie et de vecteur d’onde en appliquant la transformée de 

Fourier 

 ( ) ( ) iEt ik.r
0 0 1 1 2 2G k,E G r , t , r , t e e dtdr= ∫  (3-4) 

où 1 2 1 2r r r ; t t t= − = − . La définition (3-3) permet de comprendre que, dans le cas d’un 

électron libre de vecteur d’onde k  et d’énergie ( )0 kε , la fonction de Green prend la forme  

 
( )0

0

1G (k,E) , 0
E k i

= η →
− ε + η

 (3-5) 

Le terme imaginaire infinitésimal permet de d’assurer de la convergence de l’intégrale de 

la transformée de Fourier (3-4) Une démonstration plus rigoureuse de cette dernière 

expression, utilisant le formalisme de la seconde quantification est donnée en annexe C. 

B. La self-energy 

1. Introduction et signification physique 

La propagation des particules décrite par la fonction de Green définie par (3-3) est 

totalement libre : aucune interaction ne vient la perturber, aucun contact ne fait varier le 

nombre d’électrons. La durée de vie sur chaque niveau d’énergie ( )0 kε est donc infinie et, 

selon le principe d’incertitude d’Heisenberg, l’énergie des particules est parfaitement définie. 

Cette fonction de Green est quelquefois appelée le pprrooppaaggaatteeuurr  lliibbrree. 
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Il s’agit maintenant de tenir compte des effets perturbatifs pouvant empêcher la 

propagation libre de la particule. De la même manière que dans la théorie des perturbations, 

l’hamiltonien total est divisé en un hamiltonien non perturbé et la perturbation elle-même, 

l’hamiltonien total est écrit comme la somme de l’hamiltonien décrivant la propagation libre 

de la particule H0 et le terme décrivant ce qui va gêner cette propagation, la self-energy notée 

Σ. La définition (3-3) devient [DATTA'97] 

 ( ) 1
0G E H −= − − Σ  (3-6) 

Cette définition implique de remplacer H0 dans l’équation de Schrödinger par H0+Σ  

 ( )R
0 0 0 0 0H Hψ = ε ψ → + Σ ψ = εψ   

La self-energy n’étant pas, a priori, hermitienne, les énergies propres ε  n’ont aucune 

raison d’être réelles. En tenant compte de la self-energy, on peut considérer que l’on a 

remplacé l’énergie de niveau ( )0 kε  par ( ) ( ) ( )0k,E k k,Eε = ε − Σ . Les solutions de 

l’équation de Schrödinger dépendant du temps sont maintenant ( ) ( )i k,E tt e− ε
ψ = ψ , ou, en 

utilisant les expressions de la solution pour un électron libre ( ) ( )0i k t
0 0t e− ε

ψ = ψ , et de 

l’énergie du niveau, ( ) ( ) ( ) ( )iRe k,E t Im k,E t
0t t e e

⎡ ⎤ ⎡ ⎤Σ − Σ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ψ = ψ . La probabilité de présence sur le 

niveau n’est plus simplement ( ) 2

0 tψ  mais ( ) ( )2 2Im k,E t
0 t e

⎡ ⎤− Σ⎣ ⎦ψ  : elle décroit 

exponentiellement au cours du temps. La quantité 
( )2 Im k, E⎡ ⎤Σ⎣ ⎦

 peut être interprétée 

comme une durée de vie sur le niveau. La partie réelle de la self-energy a pour effet de décaler 

l’énergie du niveau. 

2. L’équation de Dyson 

Compte tenu de la définition de la fonction de Green des particules libres, (3-6) peut être 

réécrite ( )( ) 11
0G G

−−= − Σ , puis factorisée pour obtenir l’équation de Dyson 

 ( ) 1
0 0G G 1 G −

= − Σ  (3-7) 
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Cette expression peut être rendue plus explicite en utilisant la formulation (3-5). 

L’équation de Dyson prend donc la forme  

 
( )0

1G(k,E)
E k (k,E) i

=
− ε − Σ + η

 (3-8) 

Cette équation est essentielle dans la détermination de la fonction de Green. Elle est 

démontrée à l’aide du formalisme de la seconde quantifications dans les ouvrages de référence 

[HAUG'96; MAHAN'00]. 

C. Expression de la self-energy  

1. Approximation de Born 

La connaissance de la self-energy est indispensable pour le calcul de la fonction de Green 

et de la fonction spectrale (qui est la fonction qui nous intéresse ici). Elle ne peut, 

malheureusement, être calculée sans effectuer un certain nombre d’approximations. De 

nombreuses méthodes ont été proposées [HAUG'96; MAHAN'00], et parmi elles, 

l’approximation de Born auto-cohérente ou self-consistent Born approximation (SCBA) est la 

plus utilisée. 

Dans le cadre de cette approximation, la self-energy s’écrit [HAUG'96] 

 ( ) ( ) ( )2
q 0

q,

k,E g .D q, G k q,E d
±

Σ = ω − − ω ω⌠⎮
⌡ ∑  (3-9) 

où 2
qg  est le terme de couplage électron/phonon (soit l’élément de matrice de l’hamiltonien 

décrivant l’interaction électron/phonon) et ( ) q
0 2 2

q

2
D q, , 0

i
ω

ω = η →
ω − ω + η

 est le propagateur 

libre pour un phonon de vecteur d’onde q  ayant l’énergie qω . Les vecteurs d’onde de 

phonons sont supposés discrets en conséquence de l’application des conditions aux limites de 

Born-Von Kármán, ce qui justifie leur utilisation comme indices. La fonction de Green peut 

être exprimée grâce à l’équation de Dyson (3-8). L’équation (3-9) devient : 
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 ( ) ( ) ( )
qR 2

q 2 2
q q 0

2 1k, E g . d , 0
i E k q k q, E i

ω
Σ = × ω η →

ω − ω + η − ω − ε − − Σ − − ω + η

⌠
⎮⎮
⌡

∑ (3-10) 

Une telle expression est évidemment lourde à manipuler. Elle peut être avantageusement 

simplifiée en utilisant des fonctions de Green spéciales : les fonctions de Green de Matsubara. 

2. Fonctions de Matsubara 

Les fonctions de Matsubara sont des fonctions de Green utilisant des temps et des 

fréquences complexes it, 0τ = −β < τ < et ( )ni i 2n 1 ,nω = + π β ∈  avec 
B

1
k Tβ = . Leur 

définition est ainsi identique à ce qui a été défini plus haut au changement de variable près1 

(Tableau 3-1), mais la transformation de Fourier est modifiée en conséquence du domaine de 

définition temporel fini :  

 
( ) ( )

( ) ( )

n

n

i
n

0

i
n

n

k, i G k, e d

1G k, k, i e

β
ω τ

− ω τ

ω = τ τ

τ = ω
β

∫

∑

G

G

 (3-11) 

Cette modification a pour conséquence l’apparition d’un facteur 1
β

 dans l’expression de la 

self-energy ( ) ( ) ( )
q2

n q 2 2
,q q n 0 n

21 1k,i g .
i i k q k q,i iω

ω
Σ ω = − ×

β ω + ω ω − ω − ε − − Σ − ω − ω
∑ . 

                                                 
1 On utilise ici les unités atomiques qui permettent d’avoir 1= . 
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 Fonction de Green Fonction de Matsubara 

Propagateur 
libre 

(électrons) 
( ) ( )0

0

1G k,E , 0
E k i

= η →
− ε + η

 ( ) ( )0 n
n 0

1k, i
i k

ω =
ω − ε

G  

Propagateur 
libre 

(phonons) 
( ) q

0 2 2
q

2
D q, , 0

i
ω

ω = η →
ω − ω + η

 ( ) q
0 2 2

q

2
q,i

ω
ω = −

ω + ω
D  

Equation de 
Dyson 

( ) ( ) ( )0

1G k,E , 0
E k k,E i

= η →
− ε − Σ + η ( ) ( )n

n 0 n

1(k, i )
i k i

ω =
ω − ε − Σ ω

G

Tableau 3-1. Expression des différentes fonctions de Green et 

de Matsubara. 

 

Une méthode permettant de calculer une somme sur les fréquences pω  [MAHAN'00], 

adaptée à ce cas en particulier [KRAL'98] permet de simplifier cette expression 

 ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

q2
n q

q n 0 q n q

q

n 0 q n q

N 1 n k q1k,i g .
i k q i k q, i i

N n k q

i k q i k q, i i

⎡ + − −
⎢Σ ω = −

β ⎢ ω − ε − − ω − Σ − ω − ω⎣
⎤+ −
⎥+
⎥ω − ε − + ω − Σ − ω + ω ⎦

∑  (3-12) 

où 
qq
1N

e 1βω=
−

 est le nombre de phonons d’énergie qω  obtenu par la statistique de Bose-

Einstein et ( ) ( )k

1n k
e 1βε

=
+

 est le nombre d’électrons d’énergie ( )kε , donné par la statistique 

de Fermi-Dirac.  

L’application d’une continuité analytique permet de revenir aux temps et énergies réels. 

Plus exactement, on considère que la fonction de Matsubara est un cas particulier d’une 

fonction définie sur le plan complexe ; la fonction définie sur les énergies réelles est alors une 

restriction de cette fonction globale (Figure 3-2). Le processus consiste donc à appliquer la 

continuité analytique à la fonction de Matsubara pour retrouver la fonction définie sur le plan 

complexe ; on restreint ensuite cette fonction en faisant tendre la partie imaginaire des 

énergies complexes vers 0 [BRUUS'04; MAHAN'00]. Finalement, pour passer d’une fonction de 
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Matsubara à une fonction de Green standard, il suffit de remplacer la variable iω  par la 

variable E i , 0+ η η → . 

On trouve donc finalement : 

 ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

q2
q

q 0 q q

q

0 q q

N 1 n k q
k, E g .

E k q k q, E i

N n k q
, 0

E k q k q, E i

⎡ + − −
⎢Σ =
⎢ − ε − − ω − Σ − − ω + η⎣

⎤+ −
⎥+ η →
⎥− ε − + ω − Σ − + ω + η⎦

∑  (3-13) 

Cette dernière expression permet de trouver la self-energy par un calcul auto-cohérent. 

 

Figure 3-2. Continuité analytique. La fonction définie sur tout 

le plan complexe peut être restreinte à l’ensemble des 

imaginaires purs niω  (points) ou à l’ensemble des nombres 

complexes dont la partie imaginaire tend vers 0+ (tirets). 

 

E = Re[z] 

ω = Im[z] 
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D. Les fonctions spectrales 

L’introduction de la self-energy implique la prise en compte d’une durée de vie finie sur 

les niveaux d’énergie . Ceci revient à dire, à travers le principe d’incertitude d’Heisenberg, 

que l’énergie du niveau n’est pas parfaitement définie : il faut donc généraliser la notion de 

niveau d’énergie. 

La fonction spectrale est l’objet permettant de le faire. Elle est définie par [DATTA'97; 

KADANOFF'94] 

 R A RA i G G 2Im G⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (3-14) 

La formulation (3-8) de l’équation de Dyson permet d’obtenir  

 ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )2 2

0

2 Im k,E
A k,E

E k Re k,E Im k,E

⎡ ⎤− Σ⎣ ⎦=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ε − Σ + Σ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (3-15) 

L’expression mathématique de ( )A k,E  est celle d’une lorentzienne dont le maximum est 

fixé à ( ) ( )0E k Re k, E⎡ ⎤= ε − Σ⎣ ⎦  et de largeur ( )2 Im k, E⎡ ⎤− Σ⎣ ⎦  (Figure 3-3). Cependant, la 

self-energy dépendant de E, la forme finale de la fonction spectrale a peu de chances de 

ressembler à une lorentzienne. La propriété ( )A k,E dE 2= π∫ , propre aux fonctions 

lorentziennes, reste néanmoins vérifiée. La fonction spectrale ( )A k,E  représente, à un 

facteur 2π près, la densité de probabilité que l’électron de vecteur d’onde k  ait une énergie 

comprise entre E et E + dE.  

A k  fixé, la fonction spectrale ( )A k,E  correspond au niveau d’énergie d’une particule à 

propagation libre d’énergie ( )0 kε  « élargi ». La densité d’états s’exprime 

 ( ) ( )1DOS E A k,E dk
2

=
π ∫  (3-16) 
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Si on fait tendre la self-energy vers 0, c’est-à-dire si on élimine les interactions du système, 

la fonction spectrale tend vers une fonction ( )02 . Eπ δ − ε , soit , à un facteur 2π près, au niveau 

infiniment fin initial. 

 

Figure 3-3. Représentation schématique d'une fonction 

spectrale. 
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III. L’ELARGISSEMENT PAR COLLISION DANS LES 

BOITES QUANTIQUES 

Le collisional broadening, exprimé par les fonctions spectrales, permet de déterminer 

précisément les fréquences d’interaction électron-phonon et des fréquences de transfert tunnel 

d’un nanocristal à l’autre. Les fonctions spectrales (3-15) ont été mises en place pour un 

cristal massif. Ce formalisme doit être adapté au cas des nanocristaux de silicium. 

A. Adaptation du formalisme aux boîtes quantiques 

1. Formulation de la self-energy et des fonctions spectrales 

Dans un point quantique, la notion de vecteur d’onde n’a plus de sens. Au lieu de bandes 

d’énergie, on est en présence de niveaux d’énergie discrets. Il faut donc remplacer dans toutes 

les expressions vues précédemment les relations de dispersion ( )kε  par des niveaux discrets 

jε , et les intégrales sur les vecteurs d’onde deviennent des sommes discrètes sur les niveaux j. 

Dans le cas des phonons, la relation de dispersion discrète (suite à l’application des conditions 

aux limites de Born-Von Kármán) qω  devient une série de niveaux discrets également pω . 

Dans toute la suite on ne considèrera l’interaction possible qu’avec un phonon à la fois. Il 

n’est donc pas nécessaire de calculer une somme sur les fréquences de phonons. L’expression 

(3-13) de la self-energy devient 

 ( ) ( )

( )

p j2
p p

j j p p p

p j

j p p p

N 1 n
E g .

E E i

N n
, 0

E E i

⎡ + −
⎢Σ =

− ε − ω − Σ − ω + η⎢⎣
⎤+
⎥+ η →

− ε + ω − Σ + ω + η⎥⎦

∑  (3-17) 

Etant donné le faible nombre d’électrons dans les nanocristaux, il n’est plus possible 

d’appliquer la statistique de Fermi-Dirac pour calculer le nombre d’électrons sur le niveau j, 

jn  : ce nombre est un entier compris entre 0 et 12, du fait des dégénérescences dues aux 6 

vallées du silicium et au spin. Le nombre de phonons, lui, est toujours donné par la statistique 
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de Bose-Einstein 
pp
1N

e 1βω=
−

. Les fonctions spectrales, que nous cherchons à calculer, 

prennent la forme 

 ( )
( )

( )( ) ( )( )
pp

j 2 2

j p p

2 Im E
A E

E Re E Im E

⎡ ⎤− Σ⎣ ⎦=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ε − Σ + Σ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (3-18) 

La grandeur ( )p
jA E  représente, à un facteur 2π près, la densité de probabilité que 

l’électron sur le niveau j en présence du phonon de mode p ait une énergie comprise entre E et 

E + dE. 

2. Potentiel de déformation et couplage 

L’expression (3-17) permet de calculer la self-energy de manière auto-cohérente. Cette 

expression requiert la connaissance du couplage électron/phonon, c’est-à-dire le carré de 

l’élément de matrice décrivant l’interaction entre les électrons et les phonons. 

De tels termes de couplage sont fréquemment utilisés. Leur expression dépend du type de 

phonon (acoustique ou optique) ainsi que du mode de couplage (polaire ou non). Dans le cas 

du silicium massif, les termes de couplage (uniquement non polaires) correspondant aux 

phonons utilisent une approximation de la relation de dispersion : elle est proportionnelle au 

vecteur d’onde pour les phonons acoustiques et constante pour les phonons optiques. Ainsi, le 

terme de couplage dépend linéairement du vecteur d’onde dans le premier cas et n’en dépend 

pas dans le deuxième cas. L’absence de vecteur d’onde dans les nanocristaux conduit tout 

naturellement à choisir une expression de terme de couplage optique [MAHAN'00] : 

 
2
p2

p
p

D
g

2 V
=

ρω
 (3-19) 

où ρ est la densité du silicium (prise identique au silicium massif), V le volume du 

nanocristal et Dp le potentiel de déformation. 

Le potentiel de déformation représente la variation d’énergie due au déplacement des 

atomes sous l’influence d’un phonon [BARDEEN'50; HARRISON'56]. Il est possible de le 

calculer en déterminant, par un calcul type liaisons fortes par exemple, les énergies des 
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électrons en déplaçant les atomes. Il est aussi possible d’approcher le potentiel de déformation 

dans une nanostructure par une fonction linéaire de la fréquence [UNO'05] : un phonon de 

grande fréquence est supposé avoir des caractéristiques proches de celles d’un phonon 

optique, et donc le même potentiel de déformation. L’expression approximative du potentiel 

de déformation pour un phonon de mode p a donc été choisie comme  

 p
p opt

max

D D
ω

=
ω

 (3-20) 

avec le potentiel de déformation pour les phonons optiques dans le silicium massif égal à 

Dopt = 3,4.108 eV/cm [DOLLFUS'97].  

3. Niveaux d’énergie des électrons 

Le calcul auto-cohérent de la self-energy ne peut être effectué sans connaître les niveaux 

d’énergie non perturbée des électrons jε . Pour cela, le travail effectué par J. Sée au cours de 

sa thèse a été utilisé. La structure électronique des nanocristaux de silicium polarisés a 

précédemment été calculée par la méthode de Hartree, pour des nanocristaux de rayon 

supérieur à 1 nm (au-dessous de ce seuil, l’approximation de la masse effective n’est plus 

adéquate). La structure électronique du nanocristal, dans le cas où on tient compte d’une 

polarisation, dépend de son environnement : il faut donc effectuer le calcul, non pas pour une 

sphère seule, mais pour une sphère entourée d’oxyde, en spécifiant l’épaisseur des barrières 

tunnel. Les niveaux d’énergie obtenus dépendent de la structure du système (dimensions de la 

boîte, épaisseur des barrières d’oxyde), de la polarisation, et du nombre d’électrons dans la 

boîte [SEE'03a; SEE'03b; '04]. 

L’étude des interactions électron/phonon impose de tenir compte du niveau fondamental et 

du niveau excité dans la boîte. Les énergies de ces niveaux dans une boîte quantique non 

polarisée en fonction de son rayon, dans le cas où il n’y a qu’un électron dans la boîte, sont 

tracées sur la Figure 3-4. L’ajout d’un électron, comme le montre la Figure 3-5, se traduit par 

une simple translation des niveaux sans modifier de manière significative l’écart entre eux. La 

Figure 3-6 donne l’influence de la polarisation sur les niveaux d’énergie d’un nanocristal de 

rayon 1,7 nm entouré de barrières d’oxyde de 1,5 nm à gauche comme à droite : la 

polarisation se traduit elle aussi par une translation avec un décalage dépendant de la 

dimension du nanocristal et des épaisseurs des barrières.  
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Figure 3-4. Energies des niveaux fondamental et excité en 

fonction du rayon du nanocristal pour des boîtes quantiques 

non polarisées ne contenant qu'un électron (d’après [SEE'03a]). 

 

 

Figure 3-5. Energies des niveaux fondamental et excité en 

fonction du rayon du nanocristal pour des boîtes quantiques 

contenant 1 électron (bleu) et 2 électrons (vert). Les niveaux 

fondamentaux sont en traits pleins, les niveaux excités en 

pointillés (d’après [SEE'03a]). 
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Figure 3-6. Energies du niveau fondamental en fonction de la 

polarisation, pour une boîte quantique polarisée de rayon 3 nm 

et contenant 1, 2 ou 3 électrons. L’épaisseur des barrières 

d’oxyde est 2,4 nm [SEE'06b]. 

 

B. Fonctions spectrales obtenues 

La self-energy a été calculée pour des nanocristaux de dimensions comparables à ceux 

étudiés au chapitre 2. Dans tous les cas, on a considéré deux niveaux d’énergie (le niveau 

fondamental noté 0 et un niveau excité noté 1) entre lesquels un électron peut transiter 

( jn 0,1= ). La somme dans (3-17) ne contient donc que quatre termes, ce qui simplifie 

grandement le calcul auto-cohérent de la self-energy. 

1. Forme générale des fonctions spectrales 

La DOS obtenue en fixant arbitrairement les niveaux d’énergie à ε0 =0 meV et 

ε1 = 100 meV, la fréquence du phonon à 4 THz (soit une énergie de 16 meV), la température à 

300 K ainsi que le rayon du nanocristal à 1,4 nm est représentée sur la Figure 3-7. On voit 

apparaître six pics, au lieu des deux (un pour le niveau fondamental, un pour le niveau excité) 

attendus. Chaque fonction spectrale comporte un pic principal et plusieurs pics secondaires ou 

satellites. L’écart entre l’énergie sur laquelle ces satellites sont positionnés et l’énergie du pic 
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principal est égal à un multiple de l’énergie de phonon (Figure 3-8). Les satellites situés à des 

énergies nécessitant de compter plus d’une fois l’énergie de phonon ont une amplitude très 

faible ; ils ne sont pas visibles sur la Figure 3-8 et la Figure 3-7 mais un tracé du logarithme 

de la fonction spectrale du niveau fondamental (Figure 3-9), calculée dans les mêmes 

conditions que la Figure 3-7 permet de les mettre en évidence. De tels satellites ont été 

observés dans les résultats de calculs similaires effectués dans des matériaux III-V [KRAL'98; 

SEEBECK'05; STAUBER'00]. 

Ainsi, si un électron a initialement une énergie correspondant à celle du pic principal (soit 

approximativement celle du niveau infiniment fin ε), il a une probabilité, faible mais non 

négligeable, d’interagir avec un phonon et de passer sur un satellite. De même, un électron 

initialement sur un satellite peut passer sur un autre satellite.  

 

 

Figure 3-7. Fonctions spectrales des deux niveaux, calculées 

avec ε0 =0 meV et ε1 = 100 meV, à T = 300 K pour un 

nanocristal de rayon R = 1 nm et un phonon de fréquence 

ν = 4 THz. 
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Figure 3-8. DOS obtenue pour un nanocristal de rayon 

R = 1,4 nm, en fonction de la fréquence du phonon considéré et 

de l’énergie avec ε0 =0 meV et ε1 = 100 meV, pour une 

température prise à T = 300 K. Les points noirs indiquent les 

valeurs d’énergie et de fréquence de phonon pour lesquelles la 

DOS est supérieure à un millième de son maximum. 

 

 

Figure 3-9. Logarithme de la fonction spectrale du niveau 

fondamental calculée dans les mêmes conditions qu'à la Figure 

3-7. La fréquence du phonon est de 4 THz. 
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2. Influence des différents paramètres 

Lorsque la fréquence du phonon augmente, les satellites s’éloignent du pic principal, et 

l’élargissement du niveau décroit (Figure 3-10) car le couplage 
2
p

p
p

D
g

2 V
=

ρω
 décroit. Le 

temps de vie sur le niveau augmente donc. L’augmentation du rayon du nanocristal, et donc 

de son volume V, a le même effet sur les fonctions spectrales (Figure 3-11). La diminution de 

la température fait diminuer le nombre de phonons exprimé par 
pp
1N

e 1βω=
−

, ce qui 

provoque une augmentation de la durée de vie sur le niveau et donc un affinement de la 

fonction spectrale (Figure 3-12). 

Toutes les fonctions spectrales précédentes ont été calculées en choisissant n0 = 1 et n1 = 0, 

c’est-à-dire que l’électron est considéré comme étant sur le niveau fondamental. Le même 

tracé peut être effectué en positionnant l’électron sur le niveau excité (Figure 3-13). 

L’amplitude des satellites est alors modifiée : quel que soit le niveau sur lequel se trouve 

l’électron, il lui sera plus facile de passer sur un satellite d’énergie inférieure. Autrement dit, 

l’émission d’un phonon est plus probable que l’absorption d’un phonon. Cette propriété est 

incluse dans l’équation (3-17) dans l’emploi des facteurs Np et Np + 1 au numérateur de 

chaque fraction rationnelle. 

Les énergies propres ont dans ces exemples été arbitrairement fixées. Si l’on inclut dans le 

calcul de la self-energy les énergies obtenues par résolution des équations couplées de 

Schrödinger et Poisson (Figure 3-4), les fonctions spectrales sont plus écartées, mais leur 

forme ne change pas (Figure 3-14). L’énergie propre ne conditionne que la position de la 

fonction spectrale, pas sa forme. La fonction spectrale d’une boîte quantique polarisée est 

celle d’une boîte quantique non polarisée, décalée par cette polarisation (Figure 3-15). Il est 

donc inutile de calculer la fonction spectrale pour chaque polarisation : un calcul à 

polarisation nulle suffira, et une simple translation permettra de déduire la fonction spectrale 

polarisée de la fonction spectrale non polarisée.  
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Figure 3-10. Fonctions spectrales calculées dans les mêmes 

conditions qu'à la Figure 3-7, pour deux fréquences de phonon. 

 

Figure 3-11. Fonctions spectrales calculées dans les mêmes 

conditions qu'à la Figure 3-7, pour deux nanocristaux de 

rayons différents. 

 

Figure 3-12. Fonctions spectrales calculées dans les mêmes 

conditions qu'à la Figure 3-7, pour deux températures. 
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Figure 3-13. Fonctions spectrales calculées dans les mêmes 

conditions qu'à la Figure 3-7, en considérant que l’électron est 

sur le niveau fondamental (en haut) ou sur le niveau excité (en 

bas). 

 

 

Figure 3-14. Fonctions spectrales des deux niveaux, calculées à 

T = 300 K pour un nanocristal de rayon R = 1 nm et un phonon 

de fréquence ν = 4 THz, avec des niveaux d’énergies calculés. 
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Figure 3-15. Fonction spectrale du niveau fondamental d’un 

nanocristal de rayon R = 0,8nm, calculée à T = 300 K et un 

phonon de fréquence ν = 4 THz, à polarisation nulle (bleu) et à 

une polarisation de 100 meV (rouge). 

 

Lorsque l’on calcule la fonction spectrale pour un nanocristal de petite taille, avec un 

phonon de haute fréquence et à basse température, on obtient des pics très fins mais très 

écartés. Ceci implique d’effectuer le calcul à partir d’un maillage en énergie très fin (pour 

bien rendre compte des pics) sur une grande plage d’énergie (pour faire apparaître les deux 

pics et au moins les premiers satellites). Les fonctions obtenues devront donc être stockées 

dans des tableaux occupant une importante taille en mémoire, ce qui peut devenir très gênant 

si l’on traite un grand nombre de cas de figure. 
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IV. L’INTERACTION ELECTRON-PHONON DANS UN 

NANOCRISTAL DE SILICIUM 

Les fréquences d’interaction électron-phonon doivent être calculées et comparées aux 

fréquences de transfert tunnel pour confirmer le caractère séquentiel du transport électronique 

dans les dispositifs à nanocristal de silicium. 

De manière générale, le calcul des fréquences de transition est effectué en appliquant la 

règle d’or de Fermi. Il s’agit d’un traitement perturbatif des interactions [COHEN-

TANNOUDJI'73], pour lequel on considère que les niveaux d’énergie électronique sont 

infiniment fins. Son expression doit ainsi être adaptée. 

A. Densité spectrale 

La règle d’or de Fermi, utilisée de manière standard avec des niveaux infiniment fins, 

permet d’obtenir la fréquence à laquelle un électron passe d’un niveau initial i à un niveau 

final f, en interagissant avec un phonon de mode p : 

 ( )2
i f p p i f p

2 1 1g N h
2 2→

π ⎛ ⎞Γ = + δ ε − ε ± ν⎜ ⎟
⎝ ⎠

∓  (3-21) 

La fréquence d’interaction totale pour un électron sur le niveau initial i est déterminée en 

calculant la somme sur les états finaux des fréquences d’interactions  

 ( )2
i p p i f p

f ,p

2 1 1g N h
2 2

π ⎛ ⎞Γ = + δ ε − ε ± ν⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∓  (3-22) 

Ces relations utilisent une fonction δ pour tenir compte de la conservation de l’énergie. 

Dans notre cas, l’expression (3-22) doit être modifiée pour tenir compte de l’incertitude sur 

l’énergie. La fonction δ doit ainsi être remplacée par une densité spectrale exprimant la 

somme des probabilités de passage [KIM'87; REGGIANI'87] 

 ( ) ( )p p p
i f i f p

1K A E A E h dE
2

±
→ = ± ν

π ∫  (3-23) 
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Chaque probabilité de passage ( ) ( )p p
i f pA E A E h dE± ν  est le produit de la probabilité 

d’avoir un état sur le niveau initial à l’énergie E et un état sur le niveau final à l’énergie 

pE h± ν  (Figure 3-16). La règle d’or de Fermi modifiée que l’on utilise est donc : 

 ( ) ( )
2
p p p

i p i f p
f ,p

g 1 1N A E A E h dE
2 2

⎛ ⎞Γ = + ± ν⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∫∓  (3-24) 

On peut remarquer que cette expression autorise la prise en compte d’interactions où la 

particule ne change pas de niveau (i = f). La particule peut en effet interagir avec un phonon 

et passer du pic principal vers un satellite par exemple. 

Une autre grandeur intéressante à étudier est le temps de vie de la particule sur les niveaux. 

Il est calculé en prenant l’inverse de la somme sur les états finaux (différents des états 

initiaux) des fréquences d’interactions  

 i 2
p p

p i f
f i,p

1
g 1 1N K

2 2
±
→

≠

τ =
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∓
 (3-25) 

 

 

Figure 3-16. Principe du calcul de la densité spectrale. 
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B. Fréquences d’interactions obtenues 

Les expressions (3-24) et (3-25) permettent d’obtenir les fréquences d’interaction et les 

temps de vie sur les niveaux. Elles ont été appliquées, dans un premier temps, à un nanocristal 

fictif dans lequel les niveaux d’énergie étaient arbitrairement fixés, puis, dans un deuxième 

temps, à un cas plus réaliste dans lequel les niveaux d’énergie ont été calculés à l’aide du 

modèle de J. Sée [SEE'03a; SEE'04]. Ce second calcul nécessitant de sauvegarder une quantité 

trop importante de données, il a été simplifié. Ce calcul simplifié a permis d’obtenir les 

fréquences d’interaction voulues pour des températures variables. 

1. Avec une différence d’énergie variable 

Fixer arbitrairement la différence d’énergie permet d’observer les variations des fréquences 

d’interaction et des temps de vie sur les niveaux en fonction de cette différence d’énergie. Il 

s’agit d’un test pour le modèle : lorsque la différence d’énergie augmente, les temps de vie sur 

les niveaux doivent augmenter car si les niveaux s’éloignent l’un de l’autre, le transfert 

devient plus difficile. L’observation des temps de vie doit également établir que le niveau 

fondamental est plus stable (c’est-à-dire avec un temps de vie plus long) que le niveau excité. 

La Figure 3-17 donne les résultats en fonction de la différence d’énergie à 300 K. Les 

temps de vie sur les niveaux croissent effectivement avec la différence d’énergie. Cette 

tendance est due à la décroissance de la densité spectrale (3-23) : plus les niveaux s’éloignent, 

plus les fonctions spectrales s’éloignent et les produits à intégrer diminuent. Les temps de vie 

sont plus élevés sur le niveau fondamental que sur le niveau excité : le niveau fondamental est 

bien plus stable. 

Le modèle donne donc des résultats cohérents avec la physique du système. Par ailleurs, 

les fréquences d’interaction sont de l’ordre de 1015 s-1. 
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Figure 3-17. Fréquences d'interaction (à gauche) et temps de 

vie (à droite) sur les niveaux d’énergie en fonction de la 

différence d'énergie pour un nanocristal de rayon R = 1,4 nm, à 

300 K. 

 

2. Avec une différence d’énergie calculée 

En utilisant des niveaux d’énergie calculés, les fréquences d’interaction diminuent tout en 

restant dans le même ordre de grandeur. Les temps de vie sont toujours plus élevés sur le 

niveau fondamental que sur le niveau excité. 

La Figure 3-18 montre les fréquences d’interaction et les temps de vie calculés en fonction 

du rayon du nanocristal à 300 K. Pour des nanocristaux de très faible rayon, les fréquences 

d’interaction sont croissantes, tandis que pour des nanocristaux de plus grandes dimensions, 

elles sont décroissantes. Ceci est le résultat de deux phénomènes aux effets opposés entrant en 

concurrence : l’augmentation du nombre d’atomes Ndot dans le nanocristal entraîne une 

augmentation du nombre de modes de phonons 3Ndot, tendant à augmenter les fréquences 

d’interaction, et l’augmentation du volume se traduit par une diminution du couplage 

électron-phonon, ce qui entraîne la diminution de ces fréquences.  
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Figure 3-18. Fréquences d'interaction (à gauche) et temps de 

vie (à droite) sur les niveaux d’énergie en fonction du rayon du 

nanocristal, à 300 K. 

 

Les fréquences d’interaction sont bien plus élevées et bien moins éloignées d’un niveau à 

l’autre que l’inverse des temps de vie. Pour déterminer l’origine de ces différences, on a tracé 

sur la Figure 3-19 les fréquences d’interaction en détaillant le type de transition (le niveau 

fondamental est noté 0 et le niveau excité 1). Cette différence est due aux fréquences 

d’interaction sans changement de niveau (0 → 0 et 1 → 1) ; ces interactions sont majoritaires 

dans les nanocristaux. La symétrie des fonctions spectrales pour les deux niveaux entraîne des 

fréquences d’interactions proches pour les transitions 0 → 0 et 1 → 1; le léger écartement 

entre les fréquences d’interaction de la Figure 3-18 n’est provoqué que par l’écartement des 

fréquences d’interaction 0 → 1 et 1 → 0. Lorsque le rayon du nanocristal augmente, les 

niveaux d’énergie se rapprochent, et les fréquences d’interaction avec changement de niveau 

(0 → 1 et 1 → 0) augmentent, tout en restant faibles par rapport aux interactions sans 

changement de niveau (0 → 0 et 1 → 1).  

Ces fréquences d’interaction ont été calculées pour une température de 300 K, c’est-à-dire 

avec des fonctions spectrales relativement larges. Baisser la température a pour effet 

d’amincir les pics des fonctions spectrales (Figure 3-12). Il faut donc calculer les fonctions 

spectrales sur des plages d’énergie assez grandes pour couvrir la différence d’énergie et les 

premiers satellites, avec un maillage assez fin pour conserver plusieurs points par pic. Les 

espaces mémoires requis pour de tels calculs sont très élevés. 
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Figure 3-19. Fréquences d'interaction détaillées selon le type 

d’interaction en fonction du rayon du nanocristal, à 300 K. Le 

niveau fondamental est noté 0, le niveau excité 1. 

 

3. Simplification et étude en température 

Les fréquences d’interaction avec changement de niveau étant faibles devant les 

fréquences d’interaction sans changement de niveau, un modèle simplifié a été considéré. 

Dans ce modèle, on ne considère plus que le niveau fondamental, et la seule transition 

possible est la transition 0 → 0. Avec un seul niveau, la plage d’énergie sur laquelle les 

fonctions spectrales doivent être calculées est beaucoup plus petite, ce qui permet l’utilisation 

d’un maillage plus resserré tout en conservant des espaces mémoires relativement réduits. Les 

fréquences d’interaction obtenues avec ce modèle sont comparées avec les fréquences de 

transition 0 → 0 calculées en tenant compte du niveau excité (Figure 3-20). L’erreur commise 

est inférieure à 2,5 %. 

Les fréquences d’interaction ont été calculées avec ce modèle, pour des températures 

décroissantes (Figure 3-21). Elles décroissent avec la température, suite à la diminution du 

nombre de phonons, mais restent de l’ordre de 1015 s-1. 
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Figure 3-20. Fréquences d’interaction calculées en considérant 

un niveau fondamental et un niveau excité (symboles) et le 

niveau fondamental uniquement (pointillés). 

 

Figure 3-21. Fréquences d'interaction en fonction du rayon du 

nanocristal et de la température. 
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C. Comparaison avec les fréquences de transfert tunnel 

Les fréquences de transfert tunnel entre une électrode et une boîte quantique polarisée ont 

été calculées avec le modèle de J. Sée [SEE'06a]. Elles sont de la forme  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

G dot G i G i i G i
i

2

dot D D i D i i D i
i

2 M l f

2 M g 1 f

→

→

π
Γ = ε ρ ε ε ε

π ⎡ ⎤Γ = ε ρ ε ε − ε⎣ ⎦

∑

∑
 (3-26) 

où les éléments de matrice ( )G iM ε  et ( )D iM ε  sont donnés par (1-21). Les fréquences 

obtenues à 300 K en considérant un nanocristal de rayon 2,2 nm, entouré de barrières de 

1,5 nm d’épaisseur sont tracées sur la Figure 3-22. Elles sont bien plus faibles que les 

fréquences d’interaction électron-phonon : les phonons présentent donc un couplage avec les 

électrons largement assez fort pour briser la cohérence de phase de ces derniers avant qu’ils 

puissent quitter le nanocristal. La probabilité qu’un électron puisse quitter le nanocristal sans 

avoir subi une interaction est très faible et le transport cohérent est négligeable dans de tels 

dispositifs. 

 

Figure 3-22. Fréquences de transfert tunnel pour un dispositif 

comprenant un nanocristal de rayon 2,2 nm, entouré de 

barrières de 1,5 nm d’épaisseur, à 300 K. Dans le cas des 

fréquences Γdot→D, la boîte quantique contient initialement un 

électron ; elle est initialement vide dans le cas de la fréquence 

ΓG→dot.  
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V. TRANSFERT TUNNEL ENTRE DEUX NANOCRISTAUX 

Puisque le transport est bien séquentiel dans les dispositifs comprenant un nanocristal, le 

modèle de transport séquentiel peut être adapté pour des dispositifs comprenant deux 

nanocristaux. Pour modéliser de tels dispositifs, il est impératif de tenir compte de la largeur 

finie des niveaux d’énergie électronique. Les fonctions spectrales calculées dans la partie 

précédente ont donc été réutilisées. 

De la même manière que dans le cas des dispositifs à un nanocristal, il faut calculer dans 

un premier temps la structure électronique des nanocristaux. Il faut ensuite déterminer les 

fréquences de transfert tunnel puis les utiliser pour simuler le courant grâce à un algorithme 

mêlant une méthode de type Monte-Carlo à la méthode de l’équation maîtresse.  

Les dispositifs considérés ici contiennent deux nanocristaux de rayon R1 et R2, séparés par 

une barrière de largeur l et de hauteur Vconf. A gauche et à droite se trouvent les électrodes de 

niveaux de Fermi respectifs EFG et EFD, séparées des nanocristaux par des barrières de 

largeurs respectives b1 et b2. Les potentiels au milieu des barrières, qui sont utiles au calcul 

des fréquences, sont notés E0G et E0D (Figure 3-23). Les niveaux fondamentaux dans le 

nanocristal i contenant n électrons sont notés ( )i nε . 

A. Potentiel de polarisation  

Dans un souci de simplification, on cherche à utiliser les programmes de J. Sée permettant 

de déterminer la structure électronique des boîtes quantiques polarisées. Il faut donc 

déterminer la différence de potentiel qui est appliquée aux bornes de chaque structure 

barrière/nanocristal/barrière en fonction de la polarisation totale V du dispositif (Figure 3-23 

et Figure 3-24). 

Ces deux différences de potentiel, notées V1 et V2, sont calculées à partir du potentiel de 

polarisation Vpol du dispositif, par 
( ) ( ) ( ) ( )pol 1 pol pol pol 2

1 2

E x E l / 2 E l / 2 E x
V ;V

e e
− − −

= − = − .  
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Figure 3-23. Niveaux d'énergie dans un dispositif polarisé 

comprenant deux nanocristaux de rayon R1 et R2 et trois 

barrières tunnel d’épaisseur b1, l et b2. 

 

 

Figure 3-24. Polarisation de chaque boîte quantique en 

fonction de la polarisation totale du dispositif V. 

 



Chapitre 3. Interaction électron-phonon dans les nanocristaux de silicium 

 

 

 186 

En traitant le problème en une dimension et en notant ( )xε  la constante diélectrique en 

chaque point du dispositif ( ( ) Sixε = ε  dans les nanocristaux, ( )
2SiOxε = ε  dans l’isolant), le 

potentiel Epol(x) s’obtient en résolvant l’équation de Poisson ( ) ( )2
pol

0 2

d E x
x 0

dx
ε ε =  avec les 

conditions aux limites ( ) ( )pol 1 pol 2E x eV;E x 0= − = . 

L’expression du potentiel de polarisation dans chaque partie du dispositif est résumée dans 

le Tableau 3-2. Les différences de potentiel se trouvent ainsi facilement  

 
( ) ( )

2 2

2 2

SiO SiO
1 1 2 2

Si Si
1 2

SiO SiO
1 2 1 2 1 2 1 2

Si Si

b l 2 R b l 2 R
V V ;V V

b b l 2 R R b b l 2 R R

ε ε
+ + + +

ε ε
= =

ε ε
+ + + + + + + +

ε ε

 (3-27) 

B. Calcul des fréquences de transfert  

a) Fréquences de transfert entre les barrières et les nanocristaux 

Les expressions (3-26) s’adaptent facilement au cas avec deux nanocristaux. Les éléments 

de matrice se calculent de manière identique à [SEE'03a], compte tenu des structures 

électronique des nanocristaux calculées à l’aide des potentiels de polarisation (3-27). Seuls les 

potentiels au milieu des barrières sont à recalculer ; les expressions données dans le Tableau 

3-2 permettent de trouver  

 ( )

( )

2 2

2

2

SiO SiO
1 1 2 2

Si Si
0G

SiO
1 2 1 2

Si

2 2
0D

SiO
1 2 1 2

Si

b 2 2 1 R l / 2 2 R b
E eV

b b l 2 R R

l / 2 2R b 2E eV
b b l 2 R R

ε ε⎛ ⎞
− + − − −⎜ ⎟ε ε⎝ ⎠=

ε
+ + + +

ε
+ +

= −
ε

+ + + +
ε

 (3-28) 
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Barrière de gauche ( )
( )

2 2

2

SiO SiO
1 2 2

Si Si
pol

SiO
1 2 1 2

Si

x 2 1 R l / 2 2 R b
E x eV

b b l 2 R R

ε ε⎛ ⎞
− − − − −⎜ ⎟ε ε⎝ ⎠=

ε
+ + + +

ε

 

Nanocristal 1 ( )
( ) ( )

2 2

2

Si Si
2 2

SiO SiO
pol

Si
1 2 1 2

SiO

x 1 l / 2 2R b
E x eV

b b l 2 R R

⎛ ⎞ε ε
+ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ε ε⎝ ⎠=
ε

+ + + +
ε

 

Barrière centrale ( )
( )

2

2

SiO
2 2

Si
pol

SiO
1 2 1 2

Si

x l / 2 2 R b
E x eV

b b l 2 R R

ε
− − −

ε
=

ε
+ + + +

ε

 

Nanocristal 2 ( )
( ) ( )

2

2

Si
2 2

SiO
pol

Si
1 2 1 2

SiO

lx 2R b2
E x eV

b b l 2 R R

ε
+ − −

ε
=

ε
+ + + +

ε

 

Barrière de droite 
( )

( )2

2 2
pol

SiO
1 2 1 2

Si

x l / 2 2R bE x eV
b b l 2 R R

− − −
=

ε
+ + + +

ε

 

Tableau 3-2. Expression du potentiel de polarisation dans 

chaque partie du dispositif. 

 

b) Fréquences de transfert entre les deux nanocristaux 

Dans le cas d’un transfert entre deux nanocristaux, l’élément de matrice doit être calculé à 

partir des fonctions d’onde déterminées numériquement, en appliquant la formule de Bardeen, 

 ( )
2

12 1 2 2 1
0

M dS
2m

= Ψ ∇Ψ − Ψ ∇Ψ∫∫  (3-29) 

L’intégrale est calculée sur une surface prise au milieu de la barrière. 

En considérant des niveaux discrets dont l’épaisseur est négligée, les fréquences de 

transfert du nanocristal 1 au nanocristal 2 auraient pour expression 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

2

1 2 12 1 2 1 2 1 2
,

2 M , g l→
ε ε

π
Γ = ε ε ε ε δ ε − ε∑  (3-30) 

Pour tenir compte de la largeur des niveaux, on introduit une densité spectrale analogue à 

(3-23) 

 ( ) ( ) ( )p,p ' p p '
1 2 1 2

1K V A E A E eV dE
2→ = +

π ∫  (3-31) 

où ( )p
1A E  (respectivement ( )p

2A E ) est la fonction spectrale du niveau fondamental dans 

le nanocristal 1 (respectivement 2), en présence du phonon de mode p (Figure 3-25).  

Comme dans le cas des dispositifs à un nanocristal, le transfert à travers les niveaux excités 

a été négligé [SEE'03a]. Les fréquences de transfert s’écrivent donc  

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )
2

12 1 2p,p ' p p '
1 2 1 2 1 2

M ,
g l A E A E eV dE→

ε ε
Γ = ε ε +∫  (3-32) 

Ces fréquences dépendent du nombre d’électrons dans chaque nanocristal ainsi que de la 

tension appliquée aux bornes du dispositif. Elles dépendent enfin des modes de phonons p et 

p’ : dans un souci de simplification, dans toute la suite, les modes de phonon p et p’ seront 

arbitrairement fixés et conservés tout au long de la simulation. 

 

 

Figure 3-25. Densité spectrale dans le cas du calcul des 

fréquences de transfert tunnel entre deux nanocristaux.  
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Un tel choix n’est a priori pas susceptible de fournir un courant identique à celui qu’on 

pourrait mesurer expérimentalement, mais permettra de comprendre facilement les 

phénomènes mis en jeu ; la mise en place d’un modèle permettant de choisir de manière plus 

adéquate les phonons est la suite directe de ce travail. 

Les fréquences de transfert entre tous les éléments du système ainsi que les niveaux 

d’énergie dans ces éléments sont tracés sur la Figure 3-26. Dans le cas des fréquences Γ1→2, le 

premier nanocristal contient initialement un électron ; il est initialement vide dans le cas de la 

fréquence ΓG→1 ; de la même manière, dans le cas des fréquences Γ2→D, le second nanocristal 

contient initialement un électron ; il est initialement vide dans le cas de la fréquence Γ1→2. 

Lorsque le niveau d’énergie du premier nanocristal approche du niveau de Fermi dans 

l’électrode de gauche, les fréquences de transfert entre l’électrode de gauche et le premier 

nanocristal (ΓG→1) deviennent non négligeables. Lorsque les niveaux d’énergie des deux 

nanocristaux sont proches, les fréquences de transfert d’un nanocristal à l’autre augmentent 

également (Γ1→2). Les fréquences de transfert entre du second nanocristal à l’électrode de 

droite (Γ2→D) sont, dans le cas traité ici, les plus élevées. La croissance de Γ2→D et la 

décroissance après 1 V de ΓG→1 sont attribuées au décalage de la fonction d’onde des 

électrons dans les nanocristaux lorsque la polarisation augmente.  

C. Obtention du courant 

Le principe de l’algorithme Monte-Carlo de calcul du courant est le même que le dispositif 

contienne un ou deux nanocristaux. Le temps de vol entre deux transfert puis le type de 

transfert sont tirés au sort connaissant les fréquences d’interaction . Dans le cas du dispositif à 

deux nanocristaux, six transferts sont possibles (deux par barrière, puisqu’un électron peut 

passer dans les deux sens). 

Il suffit ensuite de cumuler les temps de vol  

 
( )

( )
i

i
n

i
i,m

t n
P

t m
=

∑
∑

 (3-33) 

et d’utiliser la formule du courant dans la méthode de l’équation maîtresse 
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(a) 

 

(b) 

 
Figure 3-26. (a) Niveaux de Fermi des électrodes et niveaux 

d’énergie des deux nanocristaux en fonction de la tension 

appliquée entre les deux électrodes. Les rayons des 

nanocristaux sont R1 =2,2 nm et R2 = 1,3 nm, les barrières ont 

toutes pour épaisseur 1,5 nm ; Les phonons ont une fréquence 

de 4 THz. (b) Fréquences de transfert tunnel entre l’électrode 

de gauche et le premier nanocristal (en bleu), entre les deux 

nanocristaux (en noir), et entre l’électrode de droite (en rouge) 

à 300 K. 

 

 ( ) ( ) ( )n ' 2 D D 2
n '

I e P t n ' n '→ →= − → ∞ Γ − Γ⎡ ⎤⎣ ⎦∑  (3-34) 

où n’ est le nombre d’électrons dans le nanocristal 2.  

Pour qu’un courant puisse traverser le dispositif de droite à gauche (c’est-à-dire pour que 

les électrons puisse passer de l’électrode de gauche à l’électrode de droite), il faut que le 

niveau de Fermi de l’électrode de gauche soit au-dessus du niveau d’énergie du nanocristal 1 
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et que le niveau de Fermi de l’électrode de droite soit en-dessous du niveau d’énergie du 

nanocristal 2 lorsque les niveaux d’énergie des deux nanocristaux sont égaux (Figure 3-27 a). 

Une telle configuration n’est possible que si le rayon du nanocristal 1 est plus grand que celui 

du nanocristal 2. 

Un exemple de courant obtenu dans un tel dispositif est donné sur la Figure 3-27 c. Le 

courant est nul pour toutes les polarisations sauf lorsque les niveaux d’énergie des deux 

nanocristaux sont presque alignés. En effet, le courant est limité par les fréquences de 

transfert les plus faibles : en dehors de la plage de tension pour laquelle les niveaux d’énergie 

des deux nanocristaux sont proches, les fréquences de transfert d’un nanocristal à l’autre 

(Γ1→2) sont presque nulles et interdisent le passage d’un courant significatif, tandis que dans 

cette plage, le courant est limité par les fréquences de transfert de l’électrode de gauche au 

premier nanocristal (ΓG→1). La décroissance des  fréquences ΓG→1 est à l’origine de la 

dissymétrie du pic de courant. 

1. Influence des fréquences de phonons 

Pour des fréquences de phonons décroissantes, les fonctions spectrales s’élargissent et leur 

maximum diminue (l’aire sous la fonction spectrale étant constante). La densité spectrale, et 

donc le courant, varient de la même manière : le courant est plus faible pour des phonons de 

faible fréquence que pour des phonons de forte fréquence, mais le transfert est possible sur 

des plages de polarisation plus grandes (Figure 3-28). 

2. Influence de la température 

Lorsque la température diminue, le pic de courant s’affine (Figure 3-29). En effet, la 

diminution de la température fait diminuer l’épaisseur des pics des fonctions spectrales. Ainsi, 

lors du calcul de la densité spectrale (3-31), les produits ( ) ( )p p '
1 2A E A E eV+  ne prennent une 

valeur non négligeable que sur une plage de tension réduite. Il s’ensuit que les fréquences de 

transfert (3-32) ne sont non négligeables que sur cette plage de tension décroissante. Dans 

cette plage, le courant est toujours limité par les fréquences de transfert de l’électrode de 

gauche au premier nanocristal, qui sont du même ordre de grandeur dans les trois cas. 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 
Figure 3-27. (a) Niveaux de Fermi des électrodes et niveaux 

d’énergie des deux nanocristaux en fonction de la tension 

appliquée entre les deux électrodes. Le nombre d’électrons 

dans chaque nanocristal sont pris de la même manière que pour 

la Figure 3-26. Les rayons des nanocristaux sont R1 =2,2 nm et 

R2 = 1,1 nm, les barrières ont toutes pour épaisseur 1,5 nm ; 

(b) Fréquences de transfert tunnel entre l’électrode de gauche 

et le premier nanocristal (en bleu) et entre les deux 

nanocristaux (en noir) à 300 K, avec un électron dans le 

nanocristal ; (c) Courant dans le dispositif. Les phonons ont 

une fréquence de 4 THz. 
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Figure 3-28. Courant dans un dispositif à deux nanocristaux en 

fonction de la tension appliquée entre les deux électrodes à 

300 K. pour deux couples de phonons. Les rayons des 

nanocristaux sont R1 =2,2 nm et R2 = 1,1 nm, les barrières ont 

toutes pour épaisseur 1,5 nm. 

 

 

Figure 3-29. Courant dans un dispositif à deux nanocristaux en 

fonction de la tension appliquée entre les deux électrodes pour 

plusieurs températures. Les rayons des nanocristaux sont 

R1 =2,2 nm et R2 = 1,1 nm, les barrières ont toutes pour 

épaisseur 1,5 nm, et les phonons ont une fréquence de 4 THz. 
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3. Influence de l’épaisseur des barrières tunnel 

Lorsque l’on augmente l’épaisseur des barrières tunnel, le courant diminue fortement 

(Figure 3-30). Ceci est dû à la diminution de l’élément de matrice ( )12 1 2M ,ε ε , pour lequel le 

produit des fonctions d’onde est plus faible. 

La largeur du pic de courant est inchangée, mais ce pic est très légèrement décalé. Ceci est 

dû à une modification de la variation des énergies dans les nanocristaux en fonction de la 

polarisation suite à la variation d’épaisseur des barrières. Cette influence reste néanmoins 

minime. 

4. Influence de la taille des nanocristaux 

Lorsque l’on diminue la taille d’un des deux nanocristaux, le pic de courant se décale 

(Figure 3-31). En effet, la variation des énergies dans un nanocristal en fonction de la 

polarisation dépend principalement de son rayon. La polarisation pour laquelle les niveaux 

d’énergie sont alignés dépend ainsi du rayon du nanocristal. La forme du courant dans le pic 

est toujours imposée par ΓG→1 : selon la position du pic de courant, la dissymétrie du pic n’est 

pas la même.  

 

Figure 3-30. Courant dans un dispositif à deux nanocristaux en 

fonction de la tension appliquée entre les deux électrodes à 

300 K. Les rayons des nanocristaux sont R1 =2,2 nm et 

R2 = 1,1 nm, et les phonons ont une fréquence de 4 THz. 
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 (a) (b) 

Figure 3-31. Fréquences de transfert et courant dans un 

dispositif à deux nanocristaux en fonction de la tension 

appliquée entre les deux électrodes à 300 K. Les barrières ont 

toutes pour épaisseur 1,5 nm, et les phonons ont une fréquence 

de 4 THz. (a) R2 = 1,3 nm ; (b) R1 = 2,2 nm. 
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VI. CONCLUSION 

Le formalisme des fonctions de Green permet de calculer les fonctions spectrales, qui 

expriment le phénomène de collisional broadening, dans les nanocristaux. Les fréquences 

d’interaction électron-phonon ont été calculées grâce à l’application de la règle d’or de Fermi, 

en tenant compte de ces fonctions spectrales. Ces fréquences sont très supérieures aux 

fréquences de transfert tunnel : ceci confirme que le transport dans les dispositifs à 

nanocristaux est bien séquentiel, et ce même pour de faibles températures. 

Les mêmes fonctions spectrales permettent d’obtenir des fréquences de transfert tunnel 

entre nanocristaux. Un courant a ensuite été calculé dans un dispositif comprenant deux 

nanocristaux. Ce courant prend la forme d’un pic dont la position et l’amplitude est 

déterminée par la géométrie du dispositif. La largeur du pic est commandée par la température 

et les fréquences de phonons. 

L’étude du chargement de la grille flottante d’une mémoire flash à travers plusieurs 

couches de nanocristaux est désormais possible et fera l’objet de travaux ultérieurs.  

 

 

 



 

 

 

 

CCOONNCCLLUUSSIIOONN  

 

 

Pour permettre une compréhension fine des phénomènes physiques mis en jeu dans les 

dispositifs à blocage de Coulomb pour un coût minimisé, la mise en place d’outils de 

simulation de ces composants est aujourd’hui cruciale. Le but de cette thèse était d’étudier 

l’effet des phonons sur le transport mono-électronique dans les dispositifs à nanocristaux 

semiconducteurs. Elle a ainsi permis de valider l’hypothèse de transport séquentiel et 

d’étudier le couplage entre deux nanocristaux.  

Nous avons donc cherché à déterminer si l’interaction électron/phonon était assez 

fréquente pour briser la cohérence de phase des porteurs avant qu’ils ne quittent le nanocristal 

par effet tunnel. Cette condition est suffisante pour s’assurer que le transport dans les 

dispositifs à nanocristaux est bien essentiellement séquentiel. Les fréquences de transfert 

tunnel ont donc été comparées aux fréquences d’interaction électron/phonon. L’étude du 

transport tunnel entre deux nanocristaux nécessite également la prise en compte des effets de 

phonons pour ne pas sous-estimer la fréquence de transfert. Ces études ont requis, dans un 

premier temps, le calcul de la dispersion des phonons dans les nanocristaux. 

 

De nombreux modèles permettent de calculer la dispersion des phonons dans les cristaux 

massifs. L’Adiabatic Bond Charge Model (ABCM) développé pour le calcul de la dispersion 

des phonons dans les cristaux de type diamant massif a été appliqué à des nanocristaux de 

silicium de dimensions variables. Ces nanocristaux doivent être enrobés de silice ; or les 

caractéristiques de l’interface silicium/silice ne sont pas connues. En conséquence, deux 

conditions aux limites extrêmes ont été appliquées : dans le premier cas, les atomes de la 

surface sont laissés totalement libres de se mouvoir (conditions aux limites libres), dans le 
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deuxième cas, leurs positions sont rigidement fixées à la position d’équilibre du silicium 

massif (conditions aux limites fixes).  

Les spectres Raman obtenus à partir de ces modes de vibration ont été calculés en adaptant 

le modèle de Richter à nos résultats. Ces spectres comportent un pic principal correspondant 

au pic du spectre Raman du silicium massif décalé. Le décalage de ce pic offre une très bonne 

concordance avec les mesures. La comparaison de la densité d’états d’un nanocristal de grand 

rayon avec celle du silicium massif a permis de mettre en évidence l’existence de modes 

spécifiques aux nanocristaux ainsi que l’absence de modes du silicium massif dans les 

nanocristaux. L’observation des amplitudes de vibration des modes spécifiques permet de 

montrer que les vibrations sont majoritairement localisées près de la surface du nanocristal ; il 

s’agit donc de modes surfaciques. De plus les modes volumiques du nanocristal sont 

principalement liés aux modes de faible vecteur d’onde du cristal massif : les modes de fort 

vecteur d’onde ne sont pas représentés dans les nanocristaux, ce qui explique l’absence de 

certains modes de la densité d’états.  

 

La deuxième étape de l’étude consistait à étudier l’interaction électron/phonon dans les 

nanocristaux de silicium. 

Cette étude a été conduite en tenant compte de l’élargissement des niveaux d’énergie induit 

par le couplage électron/phonon. Cet élargissement par collision est exprimé 

mathématiquement dans le formalisme des fonctions de Green par la fonction spectrale. Cette 

dernière est une fonction quasi-lorentzienne dont la largeur à mi-hauteur est donnée par la 

partie imaginaire de la self-energy. La self-energy dans des nanocristaux de dimensions 

variables a donc été calculée dans la Self-Consistent Born Approximation (SCBA). Les 

fonctions spectrales obtenues comportent un lobe principal et plusieurs lobes secondaires 

séparés du lobe principal par un multiple de l’énergie de phonon. 

Les fréquences d’interaction électron/phonon ont été calculées grâce à ces fonctions 

spectrales. Les fréquences d’interaction ainsi que les durées de vie sur les niveaux sont 

obtenues en calculant la somme sur les états finaux des fréquences données par la règle d’or 

de Fermi adaptée. L’interaction électron/phonon est beaucoup plus fréquente que le transfert 
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tunnel, ce qui permet d’affirmer que le transport est bien séquentiel dans un dispositif à 

nanocristal.  

Un calcul par la règle d’or de Fermi adaptée aux fonctions spectrales a également été 

conduit pour la détermination des fréquences de transfert tunnel d’un nanocristal à l’autre. 

Ces fréquences de transfert ont permis de calculer le courant dans un dispositif contenant 

deux nanocristaux. Ce courant présente un pic s’élargissant lorsque la température augmente 

ou la fréquence des phonons diminue ; la polarisation pour laquelle ce pic apparait dépend 

principalement des rayons des nanocristaux. 

 

Une étape reste à franchir pour finaliser le simulateur de dispositifs à deux nanocristaux. Il 

faut choisir les modes de phonons qui, couplés aux électrons dans les deux nanocristaux, 

permettront de déterminer la fonction spectrale et donc le courant.  

Le simulateur de dispositifs à deux nanocristaux est limité en l’état : le calcul des modes de 

vibration des nanocristaux n’a pu être conduit que pour des nanocristaux de faible rayon. Il est 

ainsi nécessaire, pour traiter un plus grand nombre de cas, de calculer ces modes de vibration 

pour des nanocristaux de plus grand rayon. Pour cela, la cohérence des modes des 

nanocristaux de grandes dimensions avec ceux du cristal massif suggère que l’application des 

conditions aux limites périodiques aux modes du cristal massif permettrait d’obtenir des 

modes peu éloignés des résultats donnés ici. Cette supposition mérite d’être vérifiée et, si le 

modèle s’y prête effectivement, appliqué aux nanocristaux de rayon supérieur à 2 nm. 

Cette étude doit être poursuivie en exploitant le simulateur (avec ou sans effets de 

phonons) sur des dispositifs de géométrie et de matériaux variés. Le modèle doit, en outre, 

permettre de simuler le chargement de la grille flottante d’une mémoire flash à jonction tunnel 

multiples. Les outils et le savoir-faire de l’équipe dans la modélisation physique de transistors 

permettront d’atteindre cet objectif rapidement. 
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A. TRANSFORMATION D’EWALD 

Lors du calcul des termes d’une matrice dynamique coulombienne dans un cristal massif, 

la transformée de Fourier des constantes de force  

 ( ) ( )
lk ,l ' k '

2
kk ' iq.r

kk '
l ' r r

G q r e
r r

−
αβ

α β =

∂
= ϕ

∂ ∂∑  (A-1) 

 où ( ) k k '
kk '

0 r

Z Z1r
4 r

ϕ = −
πε ε

 doit être prise en compte. Le calcul direct de la fonction 

( )kk 'G qαβ  imposant de tenir compte d’un très grand nombre de termes, l’opération peut être 

terriblement longue. La transformation d’Ewald est une solution élégante permettant d’obtenir 

le résultat désiré plus rapidement [BRÜECH'82; KITTEL'86; MARADUDIN'71]. 

La méthode d’Ewald repose sur l’idée simple de réécrire le potentiel ( )kk ' rϕ  sous la forme 

 ( ) ( ) ( )kk ' kk ' kk '1 2
r r r⎡ ⎤ ⎡ ⎤ϕ = ϕ + ϕ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (A-2) 

où ( )kk ' 1
r⎡ ⎤ϕ⎣ ⎦  décrit le potentiel coulombien dû à une distribution de charges gaussiennes 

(Figure ci-dessous). 

 

Division du potentiel coulombien 
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Cette opération permet de calculer, au lieu d’une somme convergeant lentement, deux 

sommes convergeant rapidement. La largeur P des gaussiennes détermine la rapidité de 

convergence et n’influence pas le résultat. La transformée de Fourier des constantes de force 

est modifiée en conséquence 

 ( ) ( ) ( )kk ' kk ' kk '

1 2
G q G q G qαβ αβ αβ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (A-3) 

1. Expression du premier potentiel 

Le premier potentiel ( )kk ' 1
r⎡ ⎤ϕ⎣ ⎦  est défini à partir de sa transformée de Fourier ( )kk ' 1

ˆ⎡ ⎤ϕ κ⎣ ⎦  

 ( )
( )

( )i .r
kk ' kk '31 1

1 ˆr e d
2

κ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ϕ = ϕ κ κ⎣ ⎦ ⎣ ⎦π ∫∫∫  (A-4) 

L’expression de ( )kk '
1G q .αβ⎡ ⎤⎣ ⎦  se déduit facilement de (A-4) :  

 ( )
( )

( )
lk ,l ' k '

2
kk ' i .r iq.r

1 kk '3 1
l ' r r

1 ˆG q . e d .e
r r2

κ −
αβ

α β =

∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ϕ κ κ⎣ ⎦⎣ ⎦ ∂ ∂π
∑ ∫∫∫  

Les symboles d’intégration et de dérivée permutent, ce qui conduit à  

 ( )
( )

( )
lk ,l ' k '

2
kk ' i .r iq.r

1 kk '3 1
l ' r r

1 ˆG q . e d .e
r r2

κ −
αβ

α β =

∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ϕ κ κ⎣ ⎦⎣ ⎦ ∂ ∂π
∑∫∫∫  

puis  

 ( )
( )

( )lk ,l ' k ' lk ,l ' k 'i .r iq.rkk '
1 kk '3 1

l '

1 ˆG q . e d .e
2

κ −
αβ α β⎡ ⎤ ⎡ ⎤= κ κ ϕ κ κ⎣ ⎦⎣ ⎦ π

∑∫∫∫  

Une petite manipulation supplémentaire permet de faire apparaître le vecteur 'llr   

 ( )
( )

( ) ( ) ( )ll ' kk 'i q .r i q .rkk '
1 kk '3 1

l '

1 ˆG q . e e d
2

κ− κ−
αβ α β⎡ ⎤ ⎡ ⎤= κ κ ϕ κ κ⎣ ⎦⎣ ⎦ π

∑∫∫∫  

Les symboles d’intégration et de la somme discrète permutent également, ce qui donne  
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 ( )
( )

( ) ( ) ( )ll ' kk 'i q .r i q .rkk '
1 kk '3 1

l '

1 ˆG q . e e d
2

κ− κ−
αβ α β

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤= κ κ ϕ κ κ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎣ ⎦ π ⎝ ⎠
∑∫∫∫  (A-5) 

Pour simplifier (A-5), on introduit la relation reliant les vecteurs du réseau réel 'llr  aux 

vecteurs du réseau réciproque τ  définis par 1 1 2 2 2 2h b h b h bτ = + +  avec 1 2 30 h ,h ,h L< <  : 

 ( )
ll '

3
iq.r

k
l '

2
e

v −τ
τ

π
= δ∑ ∑  (A-6) 

En insérant (A-6) dans (A-5), on obtient  

 ( ) ( ) ( )kk 'i q .rkk '
1 q kk ' 1

1 ˆG q . e d
v

κ−
αβ α β κ− −τ

τ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= κ κ δ ϕ κ κ⎣ ⎦⎣ ⎦ ∑∫∫∫  

L’intégration et la somme permutent une dernière fois 

 ( ) ( ) ( )kk 'i q .rkk '
1 kk ' q1

1 ˆG q . e d
v

κ−
αβ α β κ− −τ

τ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= κ κ ϕ κ δ κ⎣ ⎦⎣ ⎦ ∑∫∫∫  

Le facteur qκ− −τδ  impose q+τ=κ  

 ( ) ( ) ( ) ( ) kk 'i .rkk '
1 kk ' 1

1 ˆG q . q q q e d
v

τ
αβ α β

τ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= τ + τ + ϕ τ + κ⎣ ⎦⎣ ⎦ ∑ ∫∫∫  

Enfin, l’intégrale sur tout l’espace réciproque étant l’unité, on trouve 

 ( ) ( ) ( ) ( ) kk 'i .rkk '
1 kk ' 1

1 ˆG q . q q q e
v

τ
αβ α β

τ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= τ + τ + ϕ τ +⎣ ⎦⎣ ⎦ ∑  (A-7) 

Il faut maintenant formuler ( )kk ' 1
ˆ q⎡ ⎤ϕ τ +⎣ ⎦ . 

Le potentiel ( )kk ' 1
r⎡ ⎤ϕ⎣ ⎦  est le potentiel défini par une distribution de charges gaussiennes. 

La densité de charges autour d’un ion est donc 

 ( ) 2
3/ 2

P.r
k '

Pr Z e−⎛ ⎞ρ = ⎜ ⎟π⎝ ⎠
 (A-8) 
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La largeur P de la gaussienne doit être choisie judicieusement pour assurer une 

convergence rapide du résultat final ;le choix de 2
0

1P
r

=  convient généralement 

[MARADUDIN'71]. 

Pour trouver la transformée de Fourier du potentiel, on écrit la transformée de Fourier de 

( )rρ  : ( ) 2 2
3/ 2

P.r iq.r q 4P
k ' k '

Pˆ q Z e e dr Z e− − −⎛ ⎞ρ = =⎜ ⎟π⎝ ⎠ ∫∫∫ . L’équation de Poisson 

( ) ( )1
kk '

0 r

1r 4 r
4

Δϕ = − πρ
πε ε

, traduite en termes de transformée de Fourier, donne 

immédiatement 

 ( ) 21 q 4Pk k '
kk ' 2

0 r

4 Z Z1ˆ q e ,q 0
4 q

−π
ϕ = ≠

πε ε
 (A-9) 

(A-9) et (A-7) permettent d’écrire  

 ( ) ( ) ( )
2

kk 'q 4P i .rkk ' k k '
2.1

0 r

4 Z Z1 1G q q q e e
4 v q

− τ+ τ
αβ α β

τ

π⎡ ⎤ = τ + τ +⎣ ⎦ πε ε τ +
∑  (A-10) 

Cette dernière formule ne peut être calculée que si q 0τ + ≠ . Comme τ  est un vecteur du 

réseau réciproque et q  un vecteur de l’intérieur de la zone de Brillouin, on n’aura q 0τ + =  

que si q 0τ = = . Ce terme divergeant peut être isolé dans (A-10)  

 ( ) ( ) ( ) ( ) 22
kk 'q 4P i .rkk ' q 4Pk k '

22 2.1
00 r

q qq q q qZ ZG q e 1 e e
v q q q

− τ+α β α β α β τ−
αβ

τ≠

⎡ ⎤τ + τ +
⎡ ⎤ = + − +⎢ ⎥⎣ ⎦ ε ε τ +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ (A-11) 

Le troisième terme ne pose plus de problème, et le second admet une limite quand q 0→  : 

seul le premier terme reste problématique. Il a cependant été démontré que ce terme, analogue 

à un terme de champ macroscopique [BRÜECH'82; MARADUDIN'71], disparait quand q 0→ . 
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2. Expression du second potentiel 

Le potentiel ( ) ( ) ( )kk ' kk ' kk '2 1
r r r⎡ ⎤ ⎡ ⎤ϕ = ϕ − ϕ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  s’évalue directement à l’aide de quelques 

notions d’électrostatique, en divisant le potentiel ( )kk ' 1
r⎡ ⎤ϕ⎣ ⎦  en deux contributions : celle des 

charges situées dans la sphère de rayon r et celles situées à l’extérieur. Ceci donne  

 ( ) ( ) ( )r
k k ' k

kk ' k2
0 r 0 r

r 'Z Z Z1r r ' dr ' Z dr '
4 r r r '

+∞⎡ ⎤ρ
⎡ ⎤ϕ = − ρ −⎢ ⎥⎣ ⎦ πε ε ⎣ ⎦

∫ ∫  

Or ( )k '
0

Z r ' dr '
+∞

= ρ∫  car ( )rρ  est la densité de charges autour d’un ion de charge k 'Z . En 

remplaçant k 'Z  par cette expression, le potentiel ( )kk ' 2
r⎡ ⎤ϕ⎣ ⎦  devient 

 ( ) ( ) ( ) ( )r
k

kk ' 2
0 r 0 0 r

r 'Z 1r r ' dr ' r ' dr ' dr '
4 r r '

+∞ +∞⎡ ⎤⎛ ⎞ ρ
⎡ ⎤ϕ = ρ − ρ −⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ πε ε ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫ ∫  

soit 

 ( ) ( )k
kk ' 2

0 r r

Z 1 1r r ' dr '
4 r r '

+∞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ϕ = − ρ⎜ ⎟⎣ ⎦ πε ε ⎝ ⎠∫  (A-12) 

L’expression de ( )rρ  a déjà été donnée (A-8) d’où 

 ( ) 2
3/ 2

P.r 'k k '
kk ' 2

0 r r

Z Z P 1 1r e dr '
4 r r '

+∞
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ϕ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ πε ε π⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫  

En posant s r ' P= , un simple changement de variables donne 

 ( ) 2
3/ 2

sk k '
kk ' 2

0 r r P

Z Z P 1 1 Pr e ds
4 r sP

+∞
−⎛ ⎞⎛ ⎞⎡ ⎤ϕ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟πε ε π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫  

puis  

 ( ) 2sk k '
kk ' 2

0 r r P

Z Z 2r e ds
4 .r

+∞
−⎡ ⎤ϕ =⎣ ⎦ πε ε π ∫  
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En posant ( ) 2
2

s

x

2 1H x e ds
x x x

+∞
−

αβ
α β

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟

∂ ∂ π⎝ ⎠
∫  la seconde partie de la fonction G devient 

 ( ) ( ) lk ,l ' k 'iq.rkk ' 3 2k k '
lk,l 'k '2

l '0 r

Z ZG q P H r P e
4

−
αβ αβ⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ πε ε ∑  (A-13) 

En faisant apparaître la fonction erreur complémentaire ( ) ( )2

x

2erfc x exp s ds
∞

= −
π ∫ , on 

obtient : 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2 3 2

2
3 2

x x 3 2 3H x erfc x 2 exp x
x x x

1 2 1erfc x exp x
x x

α β
αβ

αβ

⎡ ⎤⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟⎢ ⎥π ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤

−δ + −⎢ ⎥π⎣ ⎦

 (A-14) 

On peut démontrer qu’en x = 0 [BRÜECH'82; MARADUDIN'71], ( ) 4H 0
3αβ αβ= δ

π
. 

3. Expression de la fonction G 

Puisque ( ) ( ) ( )kk ' kk ' kk '

1 2
G q G q G qαβ αβ αβ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  le résultat final s’écrit grâce à (A-11) et (A-13), 

si q 0≠  

 ( ) ( ) ( ) ( )

( )

22
kk '

lk ,l ' k '

q 4P i .rkk ' q 4Pk k '
22 2

00 r

iq.r3 2
lk,l 'k '

l '

q qq q q qZ Z 4G q e 1 e e
4 v q q q

P H r P e

− τ+α β α β α β τ−
αβ

τ≠

−
αβ

⎧ ⎡ ⎤τ + τ +π⎪= + − +⎢ ⎥⎨πε ε τ +⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩
⎫

− ⎬
⎭

∑

∑

(A-15) 

Il est commode de définir  

 ( ) ( ) ( ) ( )

( )

22
kk '

lk ,l ' k '

q 4P i .rkk ' q 4P
22

0

iq.r3/ 2
lk,l 'k '

l '

q qq q4Q q e 1 e e
v q q

P H P r e

− τ+α β α β τ−
αβ

τ≠

−
αβ

⎡ ⎤τ + τ +π
= − − +⎢ ⎥

τ +⎢ ⎥⎣ ⎦

+

∑

∑

 (A-16) 
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On peut démontrer, en généralisant le concept de champ de Lorentz [BRÜECH'82; 

MARADUDIN'71], que dans un cristal possédant une symétrie tétraédrique ( )kk ' 4Q 0
3vαβ αβ

π
= δ . 

La formulation (A-15) peut donc être étendue au cas particulier du vecteur d’onde nul et le 

résultat final est 

 
( ) ( )

( )

kk ' kk 'k k '
2

0 r

kk ' k k '

0 r

q qZ Z 4G q Q q ,q 0
4 v q
Z Z 4G 0
4 3v

α β
αβ αβ

αβ αβ

⎧ ⎛ ⎞π
= − − ≠⎪ ⎜ ⎟πε ε⎪ ⎝ ⎠

⎨
π⎪ = − δ⎪ πε ε⎩

 (A-17) 
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B. CARACTERISATION DES MODES PAR PROJECTION 

Il a été démontré que les vecteurs représentant les déplacements des atomes d’un 

nanocristal pouvaient être exprimés dans la base des vecteurs propres du cristal massif 

[FU'99]. Les vecteurs obtenus par diagonalisation de la matrice dynamique n’ayant pas le 

même nombre d’éléments dans les deux cas, la base doit être construite et le produit scalaire 

auquel cette base est associée doit être défini. Les coefficients de projection obtenus par ce 

produit scalaire permettent de caractériser les modes de vibration d’un nanocristal [HU'02]. 

1. Construction de la base de vecteurs du cristal massif 

Les vecteurs propres ( )0bu q  de la matrice dynamique dans le cristal massif ont 6 éléments 

à q  fixé . Les 3 premiers éléments représentent les déplacements des atomes de type 0 et les 3 

derniers les déplacements des atomes de type 1. L’indice b se rapporte à un mode de vibration 

parmi les 6 possibles pour le vecteur d’onde q . 

Les projections des vecteurs propres pour le nanocristal sur la base à construire seront 

effectuées par produits scalaires. Il faut donc que les vecteurs de base aient le même nombre 

d’éléments que les vecteurs propres pour les nanocristaux. Les vecteurs de base 

( )bu q , b 1...6=  sont ainsi construits en utilisant les vecteurs ( ) ( ) i.q.R
b 0bu q u q e=  pour 

chaque maille  du cristal 

 ( )

( )

( )

( ) ( )

0b

bb

N 1 b

u q
...

u qu q ,b 1...6
...

u q−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (B-1) 

Les vecteurs de base contiennent, par construction, 6N éléments, N étant choisi en fonction 

du nanocristal à caractériser. Pour effectuer une projection d’un vecteur propre de la matrice 

dynamique du nanocristal, ce vecteur doit comporter le même nombre d’éléments que les 

vecteurs de base. Un nanocristal contenant Ndot atomes présente des vecteurs propres 

contenant 3Ndot éléments. N est ainsi choisi de manière à ce que ( ) dot2 N 1 N 2N− < < , c’est-

à-dire que le nombre de mailles élémentaires considéré permet de tenir compte, dans la base, 
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d’un nombre d’atomes du cristal massif supérieur au nombre d’atomes du nanocristal. Les 

vecteurs propres du nanocristal sont également modifiés : des zéros sont ajoutés de manière à 

ce que ces vecteurs contiennent 6N éléments. 

Pour vérifier que les vecteurs définis par (B-1) forment bien une base, considérons le 

produit scalaire  

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2

N 1

b 1 b 2 b 1 b 2
0

1u q u q u q .u q
N

−

=

= ∑  (B-2) 

Développer cette expression conduit à  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2 1 2

N 1
i. q q .R

b 1 b 2 0b 1 0b 2
0

1u q u q u q .u q e
N

−
−

=

= ∑  

On utilise alors l’identité ( ) ( )1 2
N 1

i q q .R
1 2

0

e N. q q
−

−

=

= δ −∑  qui n’est vérifiée que si les vecteurs 

d’onde 1q  et 2q  sont des vecteurs du réseau réciproque obtenus par les conditions aux limites 

périodiques de Born-Von Kármán [ASHCROFT'76]. Le produit scalaire (B-2) devient donc  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2b 1 b 2 0b 1 0b 2 1 2u q u q u q .u q q q= δ −  

A q fixé, les vecteurs propres ( )0bu q  de la matrice dynamique dans le cristal massif 

forment une base orthonormée. Le produit scalaire s’écrit donc enfin  

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2b 1 b 2 1 2 1 2u q u q b b q q= δ − δ −  (B-3) 

La base (B-1) forme ainsi une base orthonormée associée au produit scalaire (B-3), en 

limitant les vecteurs du réseau réciproque obtenus par les conditions aux limites périodiques 

de Born-Von Kármán. 

2. Expression des coefficients de la projection 

Les vecteurs ( )bu q  formant bien une base orthonormée, les vecteurs propres pU  du 

nanocristal pour chaque mode p peuvent être exprimés dans cette base : 
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 ( ) ( )p bp b
q b

U C q .u q= ∑∑  (B-4) 

Les coefficients de la projection ( )bpC q  sont obtenus en appliquant le produit scalaire 

(B-2) 

 ( ) ( )bp p bC q U u q=  (B-5) 

 

 

Equation Chapter (Next) Section 1 
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C. LES FONCTIONS DE GREEN HORS D’EQUILIBRE 

Le formalisme des fonctions de Green hors d’équilibre permet de déterminer les 

propagateurs libres pour les électrons et pour les phonons utilisés dans le chapitre 3.  

Les fonctions de Green sont définies dans le formalisme de la seconde quantification, dont 

quelques éléments seront donnés. Les six fonctions de Green seront ensuite introduites, pour 

se focaliser sur l’une d’entre elles, la fonction de Green retardée, qui permet d’obtenir les 

propagateurs libres. 

1. Eléments du formalisme de la seconde quantification 

Les opérateurs d’annihilation qa  et de création †
qa  pour un boson ont été introduits dans le 

chapitre 2. En particulier, si on note 1 q Qn ,..., n ,..., n  l’ensemble de bosons contenant n1 

particules à l’état 1, nq particules à l’état q et ainsi de suite, ces opérateurs ont pour propriétés 

[MAHAN'00; ZIMAN'69] 

 
( )

1
2

q 1 q Q q 1 q Q

1
† 2
q 1 q Q q 1 q Q

a n ,..., n ,..., n n n ,..., n 1,..., n

a n ,..., n ,..., n n 1 n ,..., n 1,..., n

= −

= + +
 (C-1) 

Le nombre de bosons nq à l’état q et le nombre total de particules N s’obtiennent par  

 

†
q q q

†
q q q

q q

n a a

N n a a

=

= =∑ ∑  (C-2) 

Des opérateurs analogues pour les fermions peuvent être créés. Dans ce cas, l’opérateur de 

création †
jc  et d’annihilation jc  pour un fermion à l’état j tels que  

 
( )

1
2

j 1 j J j 1 j J

1
† 2
j 1 j J j 1 j J

c n ,..., n ,..., n n n ,..., n 1,..., n

c n ,..., n ,..., n n 1 n ,..., n 1,..., n

= −

= + +
 (C-3) 

doivent rendre compte du principe d’exclusion de Pauli et de l’antisymétrie des fonctions 

d’onde. Le principe d’exclusion de Pauli s’exprime en fixant à 0 le produit de deux opérateurs 

agissant sur le même état  
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 j j

† †
j j

c c 0

c c 0

=

=
 (C-4) 

On ne peut en effet ni créer ni annihiler deux fois une particule au même état. L’asymétrie 

des fonctions d’onde, elle, est rendue par les propriétés d’anticommutation des opérateurs : 

 

( )

j j' j' j

† † † †
j j' j' j

† †
j j' j' j

c c c c 0

c c c c 0

c c c c j j'

+ =

+ =

+ = δ −

 (C-5) 

Contrairement aux fermions, la fonction d’onde des bosons est symétrique : les opérateurs 

de création et d’annihilation pour les bosons commutent, c’est-à-dire qu’il existe pour ces 

opérateurs des propriétés analogues à (C-5), dans lesquelles il faut remplacer les signes + par 

des -.  

Le nombre total de fermions s’écrit de manière identique à (C-2)  

 

†
j j j

†
j j j

j j

n c c

N n c c

=

= =∑ ∑  (C-6) 

Le formalisme de la seconde quantification consiste à décrire le comportement de 

l’ensemble des particules par l’opérateur de champ 

 
( ) ( )

( ) ( )

j j
j

† †
j j

j

r r c

r r c

ψ = ψ

ψ = ψ

∑

∑
 (C-7) 

où les fonctions ( )j xψ  sont les fonctions d’onde des particules. 

A température non nulle on définit la moyenne d’un opérateur X à l’équilibre 

thermodynamique  

 

( )

( )

( )

( )

j j

j j

E µN
H µN

j

H µNE µN

j

j X j e Tr e X
X

Tr ee

−β −
−β −

−β −−β −

⎡ ⎤
⎣ ⎦= =
⎡ ⎤
⎣ ⎦

∑

∑
 (C-8) 
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où Tr est la trace de l’opérateur et µ le potentiel chimique. 

On peut démontrer que [ZIMAN'69] 

 ( ) ( ) ( )0 j 0 ji t i t
j jc t c e ; r, t r e− ε − ε= ψ = ψ  (C-9) 

 ( )j

†
j j j

†
j j j

1c c n
e 1

c c 1 n

β ε −μ
= =

+
= −

 (C-10) 

2. Les six fonctions de Green 

Dans le formalisme des fonctions de Green hors d’équilibre, il faut tenir compte de 

plusieurs fonctions de Green définies dans le formalisme de la seconde quantification 

[BRUUS'04; HAUG'96; MAHAN'00] :  

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

†
1 1 2 2 1 1 2 2

†
1 1 2 2 2 2 1 1

G r , t , r , t i r , t r , t

G r , t , r , t i r , t r , t

>

<

= − ψ ψ

= + ψ ψ
 (C-11) 

Ces fonctions de Green décrivent la corrélation entre les particules. Grossièrement, la 

fonction ( )1 1 2 2G r , t , r , t>  calcule la moyenne thermodynamique du nombre de fermions créés 

au point 2r  à l’instant t2 et annihilés au point 1r  à l’instant t1, ce qui décrit une propagation. 

On peut remarquer que  

 ( ) ( )G r, t, r, t i n r, t< = +  (C-12) 

On définit aussi les fonctions de Green retardée et avancée 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

R
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

A
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

G r , t , r , t t G r , t , r , t G r , t , r , t

G r , t , r , t t G r , t , r , t G r , t , r , t

> <

< >

⎡ ⎤= Θ −⎣ ⎦
⎡ ⎤= Θ − −⎣ ⎦

 (C-13) 

3. Propagateur libre pour les fermions 

Le propagateur libre pour les fermions utilisé au chapitre 3 n’est autre que la fonction GR 

pour une particule unique et libre. Explicitons GR de (C-13) : 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R † †
1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 2 2 1 1G r , t , r , t i t t r , t r , t r , t r , t⎡ ⎤= − Θ − ψ ψ + ψ ψ⎣ ⎦  

Pour une particule unique et libre, ( ) ( ) ( ) 0i tr, t c r, t c r e− εψ = = . La fonction de Green 

retardée devient alors 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2i t tR † †
0 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1G r , t , r , t i t t c r c r c r c r e− ε −⎡ ⎤= − Θ − +⎣ ⎦  

Les propriétés de commutation des opérateurs de création et annihilation permettent 

d’écrire, en posant t= t1 – t2  

 ( ) ( ) 0i tR
0 1 1 2 2G r , t , r , t i t e− ε= − Θ  (C-14) 

On applique enfin la transformée de Fourier : 

 ( ) ( ) ( )0i E tR
0 1 2G r , r ,E i t e dt−ε= − Θ∫  (C-15) 

Sachant que ( ) at i t 1t e e dt
a i

− − ωΘ =
+ ω∫ , et en ajoutant un infinitésimal η pour être sûr que 

l’intégrale (C-15) converge, on obtient : 

 ( ) ( ) ( )0i E i tR
0 1 2

0

1G r , r ,E i t e dt
E i

−ε + η= − Θ =
− ε + η∫  (C-16) 

Avec le formalisme de Matsubara à l’équation (C-14) on obtient 

 ( ) ( ) 0 niR
0 1 2 nG r , r , i e e d−ε τ ω τω = − Θ τ τ∫  (C-17) 

 ( )R
0 1 2 n

n 0

1G r , r , i
i

ω =
ω − ε

 (C-18) 
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