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���G��E#��'N�F%























∂tu+ (u.∇)u− ν∆u +∇p = 0, Ωf (t)
div u = 0, Ωf (t)
u = u∞, Γam

u · n = 0, Γlat

σ(u,p) · n = 0, Γav

�wW �

m.��'���+dK� ����U���" ��YE#���a������'N�s5�4�5��$4��e|V-�B]4T�"��5���5���0���������4!cS�3�#���$��'�����'N�25/Br��'�(L����'N�p�"��4��� ���cS���
cS���p(� ��#�"��cS����uGM
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5��.'���+xK� ����������8cS���!�w�"�$��'��
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Γlat

Γam

u∞

Γav

Γs

Ωf(t)
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s ∈ R2

������'��2 ��#���#���$��'
θ
���G������ 85��C0!��'N�" ��s5��2k� ��YEa���"4�%G(�-$����(� *4!0��$��4�+I��'N�F%

xs(x0,t) = s(t) +Q(θ(t))x0, ∀x0 ∈ Ωs
0,

�_� �
�YE��!0

Q(θ)
-$��+I�#�� ��$0��p5��2 ��#���#���$��'

Q(θ) =

(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

.
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s
���
θ
�*��'N�<5G��'�'�4��!��(3�� �*

M

(

s̈

θ̈

)

+K

(

s
θ

)

=

(

fs

fθ

)

.
��� �

>¤0!��%
M

���
K

 *�!(� *4!����'N�"�!'N��-��!�s��(�4� "�#���!�� *�e5/Br�$'G�! *���$�����s5��, ���k��$5G���"4d5��¦�w`U�w�"[�+I�#%
fs ∈ R2 -g�

θ

Ωs
0

r

e1

e2

s

Ωs(t)

Γs
0

Γs(t)
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������ + � � �;� ��	�� ��� ����	�� ���]�;������� � ��� ��� �'� � �����;� � �

 �4!�*��-��"��'N�"��5�����}~�� �0!������(�(�-��$cS��4��!�����G ,-��f0!�� �(��� *�$k���5��f���
fθ

-$�f+,��+,�!'N�����*���a0!�$4#%^���G������ �5��
0!�!'N�� ��s5��2k� "�FEa����4:5��h0��� �(G�!u&P^-$���8(� *4!0��$��4�+I��'N� � E����� ��WF���! �T%���'h�

fs =

∫

Γs(t)

fΓs dΓ, fθ = Q0 :

∫

Γs(t)

fΓs ⊗ r dΓ,

�������
fΓs ∈ R2 5�4!�*�$k�'��2-$�x5��!'��*����4s-��$'�4��$cS���:5��:}~�� *0!�s��(�(G-$�$cS��4.���� �-g�d}~ *��'N�"�$[� ��:5��C0!�� �(���% r -$�E��!0T�"���� .5��2(&�������"����'V(�-g�#0!42����0!��'N�" ��s5��2k� ��YEa���"4�%G���

Q0
5�4�'����"�s-g�x+I�#�� ��$0��p5��2 ��#���#���$��'

Q0 =

(

0 −1
1 0

)

.
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ṡ

θ̇
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vU�J-_Br��'� �4���'�����-��!��4!cS�3���"�$��'���5��C�����$5��2�T�.0��!-$-��!�85��s-g�x�w�" *��0����� ��#%L��'C��KG���$��'S���G'h(� *��K�-�[!+,�
0!����(�-$4d�!'�k�4!��+I4T�" ����sE#�� *�g��KG-$�d(&���� .-g�IE#�� *�g��K�-��ek�-$��K3�#-$�

(u,p,xs)
u�H��fk�4!��+,4��� ��$�e�!�w�pE#�� ��$��K�-$�

0F�# �-_Br�$'N�"�� *}���0��<�3�G�$5���{¤�*�� ���0T�"�� *�p4�E���-$�G�p53��'��8-��<���!+,(��!uUq<y3'V5��.0!��+,(�-$4T�"�� 
-$�.�*`a�*��[!+,�:0!����(G-$4�%
��'C��5��*���$'N��5��!��0!��'�5������$��'G��5��20!��+,(3�#���$K���-$���"4�0!�$'G4!+I�#�"��ca�G�:���C'���E��F����5��2-_Br>@1^v

u(x,t) = ẋs, x ∈ Γs(t)
� ( �

HJ�f0!��'N���$'S������4d0��$'�4T�"�$cS���d5��!�p�Tª��� *�"�p�f5�4@��|f4T�"4x��'�0!-����d�*�����p}~�� *+I�e�$'N�"4�k� "��-��e5���'��:-_Br4!cS�3���"�$��'
5��2-g�x5U`U'���+I��cS���so�cOuO�Gu
o^'h *4!�*��+I4#%3-$�:�w`U�w�"[�+I�s0!���G(�-$4p�3�G�$5���{¤�*�� ���0T�"�� *�e���*�� �4�k���(3�� 8-��:(� ���K�-$[�+I�p�*����E#��'N�!%































∂tu+ (u.∇)u− ν∆u+∇p = f , Ωf (t)
div u = 0, Ωf (t)
u = u∞, Γam

u · n = 0, Γlat

σ(u,p) · n = 0, Γav

u = ẋs, Γs(t)

� ) �

M

(

s̈

θ̈

)

+K

(

s
θ

)

=









∫

Γs(t)

σ(u,p) · n dΓ

Q0 :

∫

Γs(t)

σ(u,p) · n⊗ r dΓ









.
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(u0.∇)u0 − ν∆u0 +∇p0 = 0, Ωf

div u0 = 0, Ωf

u0 = u∞, Γam

u0 · n = 0, Γlat

σ(u,p) · n = 0, Γav

u0 = 0, Γs

k d0 = −
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σ(u,p) · n dΓ
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5��)�*`a�w�"[!+,�,0!����(G-$4,���G������ 25���-g�V0!��'Gy3k��� ��#�"����'��*�"�#�"����'�'3���� ��

(u0,p0,d0)
uJH��V�w�" ��G0��"�G ��

5���0���(� ���KG-$[!+,����(&�!0T�" ���-��!�w�s-$�$4������U�z0��������j5���-g�f+,4������U5G��5���-$��'�4F�� *�$���#�"����'/u&mp��'��2-��
0!����5���-g�j-$��'�4F�# ��$���#�"����'¦��'N�" ���'���[�cS��� � )��U% )��! �%�-��V(� ���KG-$[!+,�V��(&�!0T�" ���-�|z �4!�*����5� *���!�*�,-��

W-+



������E#��'N� *3¨R *���GE��! 
λ ∈ C

%����
(z,q,s) 6= (0,0,0)

|xE#��-$���� ��80���+,(�-$���G���8�"�!-��8cS����%














































(u0.∇)z + (z.∇)u0 − ν∆z +∇q = λ z, Ωf

div z = 0, Ωf

z = 0, Γam

z · n = 0, Γlat

σ(z,q) · n = 0, Γav

z = −λs e2 −∇u0 · s e2, Γs

λ2ms+

[

k +

(
∫

Γs

(∇σ(z,q) · e2) · n

)]

s = −

(
∫

Γs

σ(z,q) · n dΓ

)

· e2
�@WY� �

�Gu8>¤-R��BD�#k������!'G�������"�d5G�d5�4T�"�! *+I��'��! �-g��E#��-$���� �(� ���(G ��
λ1

5G�d(�-����<(&���������e(3�# *�"���2 �4!��-$-���u&P^���$�
��'C �4F�#-$�$�*�p-$�p���!�w�<�*����E#��'N� *

��vU�
<(λ1) ≥ 0

%Q-��t�w`U�w�"[�+I�z���*�V-��$'�4!���$ *�!+,�!'N�,�*���#K�-$�#%Q��'  *��Ea�$��'N�V|�-_Br4��"��(&��Wj��'
�$'�0� �4�+I��'S�"��'N�

u∞ ← u∞ + ∆u∞
u

��vU�
<(λ1) < 0

%Q-$�h�*`a�*��[!+,�)���*�V-��$'�4!���$ *�!+,�!'N�I�$'��w����K�-��j���f-g��Ea�����!�*���z0! *�����$cS���t5G�
�3���*�"�!+,�!'N���!�w��5�4����! �+,�$'G4!�

uc
∞ ← u∞

u
9<'��,�"�!-�-$��5�4�+b�# �0����b�C4T�"4,�$+,(�-$4�+I��'S��4!�����e0!��+I(3�# �4!�,|C5��!�s �4�����-����#���e���G(&4! *�$+,�!'N���#�U�)53��'��
� )��  _uSo^-$-����!Br�!�*�
�FE�4� �4!�<k�-$��K3��-$��+I��'N�^�"�#���$�w}����$����'N�"��uaM
��(L��'�53��'N�
ca�G�!-$cS�����Q5G� �,0!��-��"4��\�*��K��*�$�*���!'N�F%

� H���-$�$��'h����4!�� *�$cS���x��'N�" ���-$�b�*�"��K���-$����4e-��$'�4!���$ *�d�#�z���!'G�:5���H/`N��(&����'��YEt���:-��d(���4�'���+,[!'��
5��x�3���*�"��+I��'S�2'�BD�V(3���:4T�"4�4T����K�-��R����4!�� *�$cS����+I��'S�!uJM
�!(&�!'G53��'N�F%�-$�f0!��+,(3�� ����$�*��'j�!�*�"�����w{
0F��-�0!��-����"��'�5t|�(� *���GE��� �ca�G�e0��s-��$��'V�T�U�$�w�"��u

��M
���*�"�.+,4������a5��<���*�
5�4!5���4!�<|e-�B]4T�"��5���5����3���*�"�!+,�!'N�Q���
'��<(&�!�U�*{ �T�" *�.��(G(�-$��ca�G4!�<|e-_Br4�����5��
5/B]���G�" *�!���$'��w����KG�$-$���"4��
0!��+I+,�p-_Br�T�U�����#���$��'V(3�# 84!0��3��(G(L��+I��'S���"���� �K���-$-���'�'3���� ��#u

mp��'��<-g���������"��%O'������<��'N�" ��a5���������'G��5G�!�U�t��(�(G ��a0����!�<ca�G����'S�<(&���� �K��G�<5��s�� "�����"�� �-��2(� ���KG-$[!+,�
5��8-g���*���#K��$-����"4\5��
}�� �!��'x(G-$����k�4!'�4� "��-��
�!'���BD��ª� ���'�0��������"�#'S�\|<-g�<}~������5������N`a(L������[!�*�!��5����^(L�T�"�����!�
(L�� *�"�G �K3�#���$��'G�!%35��2-g�x�w���#���$��'G'3�� ����"4p5G�CE��!'N�p��'�0!��5��!'N������(&���GE#��'N����{�(� ����� ��L5�4����!0����! �5���ªL4! *�!'N�"�
�¤`U(&�!��5/Br�$'��w����KG�$-$���"4��8��4! *�U4�-g���w�"��ca�G�!�!u

� ��& � � % �%-��I# ��# ! �%�'& %(�&% �%) " � �!�#% ��%&� �!�*#1� �(# # � �
#1!%! % . % !�� ��% � �
H^Br4�E���-$�G���$��'�5����<���*0!��-$-g���"�$��'��Q5G�e-$�x�*�" *��0����� ��e���C�����$'C5��2-_Br4!0!����-$��+I��'S�����"+,����(��G4! ���cS���2�!�*�

-$��(L���$'N�\0!�!'N�� "��-O5���-_B]��'3�#-�`a����5����*�"��K��$-�����48��4! *�U4�-g���w�"��ca�G��uSM
��+,+,�!'N�\kN�� "�#'S���$ ^cS����-$��'���E��F�#�I5��
0!�!�8����0!��-$-$�#�"����'������� "��0!��+,(3�#���$K�-��.�FE��!0:-$����0!��'S�� "����'N�"�!�
5/B]��'N�"4!k� �����4.�T�85��:��4�0!�� *����4p5��:-_Br���GEa ���k��
53��'��<��'t�*���"�s5/Br�T�U(&�������"�$��'t���CE���'S�.5���'�'G4�%O0�Br�!�w�*{@|¥{¤5��� ��e�YE��!0e��'t(� *��y3-J5��sE��!'N�.5���'�'�4

u∞
��'

��+I��'S�\5��<-_Br��K��w����0�-$� ��>¤-O�!B]��k����Q5G�.5�4T�"�! *+I��'��! ���'I�������$-O0! *�����$cS����5��<E��!'N�
uc
%a���I5��!-$|s5G��cS���!-&-g�

�*�" *��0����� ��:(&�!�U� ���� ��p-��.�*�$[!k��.5/Br�$'��w����KG�$-$���"4��\��'�0!��+I(3���"�$KG-$�!�\�FE���0p-$���
0���'N�" "�#�$'N�"����5��p�*4!0!�G �����4.5��
-_Br���GEa "��k���u/H^Br�$'�0���+,(3�#�"��K��$-�����4p5��x0��!�:�$'G�*���#K��$-����"4���5������ ���� ��x0!�� "��0T�"4� ��$�*4!��|f-�BD�#�$5��s5/Br��'z0! *���"[� ��
ca����'N�"��y3��K�-$�.�#y3'V5��.(L���UE����� 
+,�!'��� 
��'��:4T�"��5G�p(3�� ���+I4T�" *�$cS���.�*�!-���'f-g�2Ea���"�����*�:5��.E���'N�

u∞
uG>¤-

�T�U�$�w�"�s��Ea�$5���+I+,�!'N��5��s+x��-��"�$(G-$�!�
0��������V5��e0� ����"[! *�!��(&���� �cS�3��'N�"��y3�! �0!���<��'��*�"��K��$-�����4!�!%U'���������'
(� ���(&���*��'��.5G�!�U�t|��"���� ��25/Br�T�U�!+,(�-���uO>¤-$������'N��}~��'�5�4��.�*�� <-�B]4�'��! *k��$�2+,4!0!��'��$cS���s�$'G�*���#'S�"��'�4��e5��
-g���*�� ���0T�"�� *�e53�#'���-$�:0F�#�� *�$k���5��:|���'C5��!k� �425��2-$��KL�� *�"4#%

E(t) =
1

2

[

m|ḋ(t)|2 + k|d(t)|2
] �@W ( �

WYZ
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 �
	 � �	�S��� 	d�?��	�� ��� �����=� �=� �

��m.�8}�� ����'I���*`a+,(G�"�����$cS���#%N��'�(L���G � "�20!��'�����5�4! *�! �cS�/B]�G'��<�w�" *��0����� ����!�w�
��'��*�"��K�-$�
(L���G \�G'��
Ea�����!�*���s5��:E��!'N�

u∞
5G4�y3'����2���� 

(0,+∞)
%��*��-g��-$��+I���"��5��2-_Br4!'��� �k����:5���E��! �k���%

C1(u∞)
def
= lim

t→+∞
E(t) = +∞

�@W-) �

� vU�\-_Br��'����b *�!�w�" ����$'N��|h��'�5���+I����'����"�!+,(&�� ���-QK&�� �'G4
(0,T )

%�'G�����d(&���� * ���'G�d0!��'�����5�4! *�! 
cS���2-g���w�" ��G0��"�G ��s�!�*����'��*�"��K�-$�<EU���w{¤|�{�Ea�$�85�B]��'C�������$-�0� ����"�$cS���

Sc > 0
(&���� 8��'G�2Ea���"�!�*���s5��

E��!'N�
u∞

5�4�y�'��$�2���G 
(0,T )

%��*��-_Br�$'�4�kN��-$���"4�������E#��'N�"�2�!�w�<���#�"���*}������"�#%

C2(u∞)
def
=

1

T

∫ T

0

E(t)dt ≥ Sc

�wW?U �

� A � GI9
�6X/A ��� � � �	� �
��� 
 �;�3	 � � � � ���L� ��
�� ����� ���]�;������� � �3� ��� � ���=���`������
 � � �`� �;� 	�� 
��;�����;��� � 

� ��� �Z	���� � � ��������� ��� ����� �O��� �?����� ����� 	��
� 
�� �=� ���
�
�3	�� � ������� �=� 
��;�f� � ��� ��� ��� ��������� �Q�=�������
	��

���� ��� ����� � �
�
	��	� ���]������� �!
�� ���
���

C(u∞)
def
= ‖Eσ‖L∞(0,T )

������

Eσ = 1

2

[

λ‖ div u‖2L2(Ωs) + 2µ ‖ε(u)‖2L2(Ωs)

] �

9<'G�d}~���$�<5���'�'G4x0!�x0� ����"[! *��%&�$-��!B]��k����p5��x5G4��"�� �+,�$'��� .-$�I0!-$�����*�x5����.Ea���"�����*�!�:5��dE��!'N�
u∞

cS����-��
 �4!��-$�����#ua7:'I���� ��e�#-$�� *�\��5��!'N����y34�-g�:0�-g���*����5��!��E���'S����'�4T}����*���!�\(L���G \-$�s�w�" *��0����� ������Q-_Br��',(3�� �-��! ��
5��2(&�!���*�$+,�$���#�"����'f5����<�Tª��T�"��5���E��!'N�!u
9<')+,�¥`��!'�5��I5G4��"�� �+,�$'3���"�$��'z5��I0����*�"�,0!-g�#���������*�e5��I�*�I5G��'�'��� e��')(3�� ���+,[��" *�

λ ≥ 0
���s5��

 ���0����! *0����! �-$����Ea���"�����*�!��5��pE���'N�<cS����+I���U�$+,�$�*�!'N��-��p0! *����[! ��
C(u∞)

53��'��8-$�xKL���G-$�p5��: ��F`���'
λ
u

>¤-��!B]��k�������-��� ��85��2 *4!������5� ��s-$�:(G ���K�-�[!+,�p5��2+I���U�$+,�$�"���"�$��'b���G��E#��'N�F%

I(λ)
def
= max

u∞ ∈ Uc,
‖u∞‖Uc ≤ λ

C(u∞)
�wW-+ �

vU�Q-_Br��'¦(&�!�G�x �4!�*����5� *�V0!�f(G ���K�-�[!+,��%���'���B]��'S��4! *�!���*�C��-$�� *�d|j-$�C}~��'G0��"����'¦E#��-��!�� 
I(λ)

���d-_Br��'
 ���0����! *0����s-$�p(3�# "��+,[��� ��

λc

+I��'��$+x�G+ ca�G�/(L�� �+,����|
I(λ)

5G�:�"�#���$�*}��#�$ ��<-_Br��'V5�����0� ����"[! *�!�85/Br�$'a{
�*�"��K���-$����4p5�4Ty3'��$��(� *4!0!4�5��!+,+,�!'N�Fu&PR���� �-$�2����0!��'�5h�T�U�!+,(�-���%O�$-/��BD�#k�����5��s �4������G5� ��s-$�:(� *��K�-�[!+,�
5��2+,�$'���+I���"�#���$��'/%

min
λ ≥ 0,
I(λ) ≥ Sc

λ
�wWYZ �

m.�,}�� �!��'�4�Ea�$5G�!'N�"�#%R-$��}~��'G0��"����'�E��#-$�!�G s���*�d0!��'N�"��'S����%
I(0) = 0

���
lim

λ→+∞
I(λ) = +∞

%����$'��*�
5/B]��(� *[!�d-����"��4��� �[�+I�,5��!�s}~��'�0T�"�$��'��2�$'N�"�� �+,4!5��$���$ *�!�!%�-���(� ���KG-$[!+,� �wWYZ �2�#5�+I�T�e���¦+,���$'G�s�G'��
����-$�G���$��'

λ0

cS���� *4F��-��$�*�
I(λ0) = Sc

u�>¤-��!B]��k�������-$�� ���5��2 *4!������5� ��s-_Br4!cS�3���"�$��'V'���'U{�-$�$'G4F���� ��

I(λ)− Sc = 0
�wWFX �

WYX



ca�G�^(L���G�2��5�+,���*�" *��5���+x��-��"�$(G-$�!������-$�G���$��'���%L(G���$�:5����*4!-��!0����$��'G'��! p-$�f(�-$�G�p(L�T�"���"��u/7p')(&���� * "�
�G�"��-$�$�*�! ���'��x+,4������a5��e5G�x5��$0��G���"��+,�$�s0!����(�-$4��x|b�G'��x+,4��"�G�U5��e-$�a0F��-��25���?<� �8�"��'j}~��'�5�4!�e���� 
-$�:0F�#-$0!�G-�5��2-g�x5�4� ���E�4!�s5��2-g�d}~��'G0��"����'VE#��-$���� 

I ′(λ)
u

vU��(�(&������'��<cS���s-$�.(� ���KG-$[!+,� �wW + ����5�+,���*�"�:��'��2��'G�$cS���2����-��G�"����'
ū∞(λ)

%���-$�� *�

I ′(λ) = C ′(ū∞(λ)) · ū′∞(λ)
����� �

���
C ′(ū∞(λ)) · ū′∞(λ)

5�4�����k�'��,-g�V5�4! *��E�4!�b5G��0� �����[! *�I(3�# s ���(�(&�� *�e|
u∞

%J�#�¦(&���$'N�s����-��G�"����'
ū∞(λ)

%/cS���,-_Br��'�4�E#��-�����53��'��2-g�V5��� ���0��"����'
ū′∞(λ)

ca�G�^�!�*�e-g�V5�4� ���E�4!��(3�# s ���(�(&�� *�s|
λ
5���-g�

����-��G�"����'V5��C(� ���KG-$[!+,� �wW + �
ū∞(λ)

u
� A � GI9
�6X/A���� � � � ��� ������� ��� �a	��	� �f�]�O� �%�=� � � � � �=�4� � �
���4� �;� � ��

�
�
�����=����	 � ���	�;�=� ��� ��
��=� ��	��

ū∞(λ)
�4� �T���e	���� ���;�����=� �=� ��� ��� � �������;� � 


λ
� � � �%���=� �������������E	���� ��
 
�� ��� ��� 	�� 	���� ���;���L�����E	�� �S� � 


������� �4� ��� ��� ����� ��� �������_��� ���L�=� ������������� 	 � ��	 � �;��� ��� ����� ���J	�� � � ��� � �=��	��=����
�� ��� ��� �J��� ��� �S���
�
�������e	��

I ′(λ)
�

;��TE��!'G��'��,����(� *��K�-�[!+,� �@W-+ �s�T���$'N��4! ������*��'��w{�'�������|h-g�C}�� �!��'�5G�f0F�� ���0���4! *�$���� d�*�!������-$�G���$��'���u
1O�� �+,�!-$-��!+,�!'N�F%Y'G������(&���GE���'������!'N�"�� �5��Q}~���� �'��� R-��!�R0!��'�5G���"����'���5/Br��(G�"��+b�#-$����4^5���(� *�!+,�$�! ��� *5� ��
�����*�U0��$4!���.|�0��s(G ���K�-�[!+,��uG;�4�4!0! *��E���'���-$�p�*������}~�� �+,�p5/Br��'C(� ���KG-$[!+,�:5��:+,�$'���+I���"�#���$��'I�#y3'�5��
 ��!'N�� ��! �53��'G��-��:0F��5G ��2�*�"��'�53�� *5h5G�!��(� ���K�-$[�+I���85/B]��(G�"��+I���"�#���$��'/%

−I(λ) = min
u∞ ∈ Uc,
1
2

[

λ2 − ‖u∞‖
2
Uc

]

≥ 0

−C(u∞)
���UW �

vU�����
ū∞(λ)

��'G�:����-��G�"����'b-��U0!��-$��5��V(� *��K�-$[�+I� �wW-+ �
��-$�� ��\�$-����U�$�*���
µ̄
�"��-�cS���:-��!��0���'�5����"�$��'��Q5G�

�s�# ����*0��U{@�:����'a{¤¨���0
i��� .���G��E#��'N�"���<�*���$��'S�8E�4! *��y34��!�!%














−〈C ′(ū∞),δu∞〉 − µ̄ 〈ū∞,δu∞〉 = 0, ∀δu∞ ∈ Uc

‖ū∞‖Uc ≤ λ,
µ̄ ≥ 0,
µ̄ (λ− ‖ū∞‖Uc) = 0
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C
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u∞
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u∞
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Γam

u
o�'C��ªL���!%O ��!(G ��!'G��'���-$�:0� �����[! *�

C2(u∞) =
1

T

∫ T

0

1

2

[

m|ḋ(u∞)|2(t) + k|d(u∞)|2(t)
]

dt
����� �

���2'�������'��
h(δu∞) = D d

D u∞
(u∞) · δu∞

-g�b5�4� ���E�4!��5G�z5�4!(�-$��0!��+I��'N�2�*�" *��0����� ��
d(u∞)

����-��G�"����'
5���(� ���KG-$[!+,�p0�����(�-�4.�3����5��T{��*�" *��0����� �� � ) �Q(3�# � "��(G(L�� w��|

u∞
53��'��8-$�d5��$ *�!0T�"�$��'

δu∞
%���-$�� *�
��'

�

〈C ′
2(u∞),δu∞〉 =

1

T

∫ T

0

[

m ḋ(u∞) ḣ(δu∞) + k d(u∞) h(δu∞)
]

dt
���.( �
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5/Br��'�+b�¥�G��+x��+ 5��
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Ei(t)
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δ ≥ 0
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5��2+,�$'���+I���"�#���$��',������E#��'N�F%

min
u∞ ∈ Uc,
C(u∞) ≤ δ

1

2
‖u∞‖

2
Uc

�_��) �

�FE���0e(3�# 8�T�U�!+,(�-$�#%

C(u∞) = C3(u∞)
def
=

∫ T

0

|E(u∞)(t)− Ei(t)|
2 dt
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min
u∞∈Uc

j(u∞)
�_��+ �

�FE���0

j(u∞)
def
= C(u∞) +

α

2
‖u∞‖

2
Uc

�_��Z �

��� -��b�"�� �+,� α
2
‖u∞‖2Uc
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u∞
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j(u∞)
(&�!�G����B]4�0! ��� ��#%

〈j ′(u∞),δu∞〉 = 〈C ′(u∞),δu∞〉+ α〈u∞,δu∞〉
����X �

o�'C�G���$-$���"��'N�!%G-$�:0� ����"[! *�
C3(u∞)

%���'C��KG�"���!'N�

〈j ′(u∞),δu∞〉 =

∫ T

0

(E(u∞)(t)− Ei(t))〈E
′(u∞),δu∞〉+ α〈u∞,δu∞〉

����� �

�YE��!0
〈E ′(u∞),δu∞〉 =

[

m ḋ(u∞) ḣ(δu∞) + k d(u∞) h(δu∞)
] u
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?������p0���'�����5�4! *��'��p�G'j����-��$5��e4!-$���*���$cS���d�a0!0���(3��'N�:�G'z5���+I���$'��
Ω ⊂ Rd 5��d}~ *��'N�"��[! �� Γ

def
=

∂Ω
uL?����������G(�(L������'���(&���� 8-g�x�*�$+,(�-$��0!���"4�5��2-_Br�T�U(L����42cS���2-g�x}~ ���'N���$[! *�:�!�w�<5G�:0!-g�#�����

C2 u�?<�����
'������f(G-g� ����'��b5���'��b-�B]�N`a(&���"��[����j� �¢-g�)5G`a'3��+,�$cS���t5G�¢����-��$5��C�!�w�V �4�k��$�C(3�� I-_Br4!cS�3�#���$��' 5��!�
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Γ
uGq.�$'G���

y
�!�*���*��-$�G���$��'V5G�h�w`U�w�"[�+I�s������E#��'N�F%



























∂tty −∆y = 0, QT def
= Ω× (0,T )

∂ny = u, ΣT def
= Γ× (0,T )

[y,∂ty] |t=0 = [y0,y1] , Ω

�wW�u�W �

� 9dP��'PSD^:4<?:�PSR 7 � 7 	 � �%�
u ∈ L2(ΣT )

�J�=� ���Q����� � ��� � ��� ��� ��� � �;� ���L�����C��� �S����������� ��� ������� ������
��

y ∈ C0([0,T ];H1/2(Ω)), ∂ty ∈ C
0([0,T ];H−1/2(Ω))

�wW�u � �
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Ω
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5��2-_Br��(L4� "�#���!�� 
(A = −∆,D(A) = {φ ∈ H2(Ω),∂nφ|Γ = 0})

u
� M��_RJ:=<d:4PSR 7 � 7 ��� ���;�(�

(λi,φi)i≥1 ∈ R+×D(A)
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� �;����� ����� ��� � ����
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�
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{

−∆φi = λiφi, Ω
∂nφi = 0, Γ

�wW�u]� �

������

0 < λ1 ≤ . . . ≤ λi ≤ . . . < +∞

�
7:'t'����"�s53��'G�.-g���*�������

ω2
i = λi
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y
	�� �S� ��������� �	� ������� ���?�
�?� 	�� �]� �����S� �
�?��� �����L�����C� �����;�	� � ���

y(u) =
∑

j≥1

1

ωi

∫ t

0

sin(ωi(t− s))(u(s),φj)L2(Γ)ds
�wW�u,( �

M
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 �%� �������f	�� � �;�=� ��
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 ����� � 

� ��� ���
�

{ur}r≥1

� ���=���
���

(ur(s),φi)L2(Γ) = Ui sin(ωrs), ∀i ≥ 1
�@W�u ) �

�N�
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 ∑

j≥1

U2
j < +∞

� ��� �;��� �]� � �;� ���������
y(ur)

�;�
� � 
�� �
� ���?�
�?� 	�� � � 
��;�����;� � ��� ��� � �;� 	 ���S��� 


����� ���f��� �S� �?��� � ��� ���
t→ +∞

� �	�;�=� � �,� � � ��� � ��� �

y(ur)(x,t)
t→+∞
∼

t

2ωr
cos(ωrt)φr(x), ∀x ∈ Ω

�@W�u U �

� A � GI9
�6X/A 7 � 7 �6� 	�������� ������

� �]� �S� ��� � �;� �(�`�
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ω1
�

� A � GI9
�6X/A 7 � V � � � � � �
���L����� � � ����� ��� � � ���J�?� ���?�?��� ��� � ���J���
��� � � � ����� �(� 
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u ∈ C0(R+;L2(Γ))
����� �����?��� ���

‖y(u)‖L∞(� +;L2(Ω)) ∼ +∞
�@W�u + �
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u(x,t) =

M
∑

r=1

ur(x) sin(ωrt) + g(x,t)
�wW�u]Z �

������

1 ≤M ≤ +∞

� M
∑

r=1

|ur(x)|
2 ≤ C1

���
‖y(g)‖L∞( � +;L2(Ω)) ≤ C2 �
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u ∈ C0(R+;L2(Γ))
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lim
T→+∞

1

T 3
‖y(u)‖2L2(0,T ;L2(Ω)) = C, C > 0

�wW�u]X �

� �������������

lim
T→+∞

1

T 3
‖y(u)‖2L2(0,T ;L2(Ω)) = 0

�@W�u�WF� �

� 9;A�X1YSA � >¤-J��� ���p5�B]��'S��4!k� *�! �53��'��
L2(0,T ;L2(Ω))
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!��'n�"��+I(&�� ���-

T
k� ���'�5n���,5��

0!��'��*�$5�4� ��� <cS���2-$�:�w`a�*�"[�+I�s�!�w���$'��w����K�-��:���

1

T 3
‖y(u)‖2L2(0,T ;L2(Ω)) = C > 0

�wW�u�W�W �

H���-$��'�4F�# �����4.5��C�*`a�w�"[!+,��%O'�������(L�� �+,����5��2 ���'��� *+b��-��$�*�! 
-��:(� ���K�-$[�+I�:�T�<5G�s(&���*�! 
C = 1

uO7p'
0����! *0����x��-��� ���|� *4!������5� ��s-$�:(G ���K�-�[!+,�p5/Br��(G���$+,�$�"���"�$��'f������E#��'N�F%

min����� ����
u ∈ L2(0,T ;L2(Γ)),

1
T 3‖y(u)‖

2
L2(0,T ;L2(Ω)) − 1 = 0

‖u‖2L2(0,T ;L2(Γ))
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	����f��� �=�f������������� �wW�u�W¥� � ��	�� ��� ���C� �;��� � � � � � �;� ���L�����
ū ∈

L2(0,T ;L2(Γ))
�

� 9dA�X/YSA � 7p'��G���$-$��������'��:5�4�+b�# �0����:0�-g���*���$cS���:5G�:-_B]��'3��-�`U�*�.}~��'�0T�"����'�'���-$-$��53��'G�8��'��!��(���0!�:5��
 <�$-�KL�� *�!u

� HJ�t}~��'�0����$��'G'��!-�-$�
j(u)

def
= ‖u‖2L2(0,T ;L2(Γ))

�!�*���� ���EU�$��-$��+I��'N�d0��U�� �0!��E��V�T�����!+,��{�0!��'N���$'S���
�$'G}~4� ����!�� *�!+,�!'N������u]0#u]� �Tu

� o�����'N��5���'G'�4pcS���
j(u) ≥ 0, ∀u ∈ U

%��FE���0
U = L2(0,T ;L2(Γ))

%G�$-&�T�U���*�"�
η ≥

���!-/cS���#%

η = inf
C(u)−1=0

j(u)

7p'V0!��'��*�$5�[� ��2��-��� ��Q��'��:�*�������p+I��'��$+,�$����'N�"�
(un)n≥0

53��'��
U
�"�!-�-$�<ca�G�

η = lim
n→+∞

j(un)
u

7p'f�!'I5�4!5��G����cS���<cS���.-$�s�*�������
(un)n≥0

���*��K&�� *'�4!�<53��'��
U
uU7p'f�T�a�� "�����
�#-$�� *�Q��'G�.�������w{

�������"�2'�����4!�:5��2'����GE��!���
(un)n≥0

ca�G��0!��'NE��� �k��2}�����K�-$��+I��'S�QE��� �����'h4�-$4�+I��'S�
ū ∈ U

� �§WYX! 
¨8���!�Gu&>*>�>�uD��+U%�(G(/u$)�� ��u

� mdB]��(� �[��<-��p�"��4��� �[�+I�sP^ ���(/u �wW�u�W ��%3-_B]��(�(�-��$0!�#�"����'

U −→ Y

u 7→ y(u)

�!�w�t0���'N�"�$'S�����FE���0
Y = L2(0,T ;H1/2(Ω))

u�7:'��!' 5�4!5G�����CcS���)-g� �������"�
‖y(un)‖n≥0�!�w�eK&�� *'�4!��53�#'��

Y
uJ7p'��G�"��-$�����x�#-$�� *�p-$���:(� ���(G ��$4T�"4��:5/B]��'��*�!0T�"����'z0!��+,(3��0T�"��5���;��!-�-$��0��U{

�<��'G5� "��i#�YE � �r�  O(�(/uGW (�(2��'�5,(�(/uN�UW-+ �R5G�
H1/2(Ω)

53�#'��
L2(Ω)

%N��',��'�5�4!5��G����cS���
y(un)0!��'NE��! �k���E��! *�

y(ū)
(&���� <-g�I����(&��-$��k��$�:}~�� *���d53�#'��

L2(0,T ;L2(Ω))
u�7p'j��'z0!��'�0�-$�G�pca�G�

C(un) = 1
T 3‖y(un)‖

2
L2(0,T ;L2(Ω))

n→+∞
→ 1

T 3‖y(ū)‖
2
L2(0,T ;L2(Ω)) = C(ū)

u

2
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 �a�]� �S� ��� ��� �	�S	�� �;����� �%� �S� ���S�
�

λ ∈ R
∗
+

��� ���
����
��(� �����S�����S���`�;�
� � 
�� �

u ∈ U
� �;� �%������� 	�� �S� ��������� � � �%���;�	� ���

p(u) = λT 3 u,
	��	� �

U
�@W�u�WY� �

� (
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���
p(u)

�
����� �;� ��������� 	�� �S� ��������� � ��	 � �;��� ��� ������� ��� ��	�� � �����;�	� � �























∂ttp−∆p = y(u), QT

∂np = 0, ΣT

[∂tp,p] (t = T ) = [0,0], Ω

�wW�u�W ( �

���
y(u)

�
���'� �;� ���L����� 	������ � � � ��������� 	��
� ���S	��
� � � � �wW�u�W � �
� 9;A�X1YSA � 7p'��U�"�$-��$�*�d-$���24!cS�3�#���$��'��:5�B]��(U�"�$+I��-����"4e0!-$�����*�$cS���!�s���*���a0!��4!�!�s����(� *��K�-�[!+,� �wW�u�W¥� � *
��'� ���0����! *0����

(µ,u) ∈ R∗
+ × U

���!-$�8cS���#%















1

T 3
‖y(u)‖2L2(0,T ;L2(Ω)) − 1 = 0,

(u,δu)U −
µ

T 3
(y(u),y′(u) · δu)Y = 0, ∀δu ∈ U

�wW�u�W-) �

�FE���0
z(δu)

def
= y′(u) · δu

����-��G�"����'V5��2-_Br4!cS�3�#���$��'V5G�!����'�5����!%























∂ttz −∆z = 0, QT

∂nz = δu, ΣT

[z,∂tz] (t = 0) = [0,0] , Ω

�wW�u�W?U �

7p' �$'N�" *�U5G�����e0!-$�����*�$cS���!+,�!'N��-$�hE#�� ��$��K�-��
p(x,t)

�����*�U0��$4!�f|
z(x,t)

����-$�G���$��'�5G� �*`a�*��[!+,����5U{
�*����'S�.o^cOu �@W�u�W ( ��uLP��# .�G���$-$���"�#���$��'V5G�d-g��}~�� *+x��-$�s5��x�2 *�!�!'t��(3�#���g��-��2���.���!+,(L�� ��!-�-$�#%���'j5�4�5������
-_Br�$5G�!'N�"���"4p�*����E#��'N�"�#%

∫

QT

[∂ttz(δu)−∆z(δu)] p(u) =

∫

QT

[∂ttp(u)−∆p(u)] z(δu) +

∫

ΣT

[∂np(u) z(δu)− ∂nz(δu) p(u)]

+

∫

Ω

[∂tz(T ) p(T )− ∂tz(0) p(0)− z(T ) ∂tp(T ) + z(0) ∂tp(0)]

��-��� ���%

∫

QT

y(u) z(δu) =

∫

ΣT

δu p(u)
�@W�u�W-+ �

�: "l�0��2|,0��������25��! *'��$[� ��2�$5���'N�"����4�%�-�B]4�cS�3�#�"����'V5/Br��(G���$+I��-$���"4.��B]4�0! *���F%

u−
µ

T 3
p(u) = 0,
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U
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λ =

1

µ
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mp�#'��<0��2(3�� "�#k� "��(G����%3'������<(G �4!�*�!'N�"��'��.-�BD��(G(� ��F�U�$+I�#�"����'f'S��+,4! *�$cS���25��C(� ���KG-$[!+,�25��2+I�§{
'��$+,�$���#�"����' �wW�u�W¥� �
53��'���-$�:0!����5/Br��'��20!�� *5��2�!'�0!���*�� �4��T{¤-��$K� *�25��2-$��'�k����!�� 8�G'�����4�u
7:'C'������

y(x,t)
-��:5�4!(G-g��0��!+,�!'N���" "�#'��*E��! �����-$�25��2-$��(&���G�� ��#%��$-�E�4! *��y3�2-_Br4!cS�3���"�$��'C5G�!����'�5�����*















∂tty − ∂xxy = 0, (0,1)× (0,T )
y(x = 0,t) = 0, (0,T )
∂xy(x = 1,t) = u(t), (0,T )
[∂ty,y] = [0,0] (0,1)

�@W�u�WYX �

M
��'�����5�[! *��'�����'��:(��� *�����"����'f����+I��k�[!'��
Ii =]xi,xi+1[, 1 ≤ i ≤ ne− 1

5��:-_Br���GE��! w�
(0,1)

5��2(3���
h
%&���$'��*�/cS�/Br��'��d(��� *�����"����'V����+,��k�[�'��

Kj =]tj,tj+1[, 1 ≤ j ≤ nt− 1
5G�s-�B]���GE��� *�

(0,T )
5��s(3���

dt
uO7p'h�����*�U0��$�2|�0!���<(3�# *�"���"����'���-��!�8�!�*(3��0��!�.5�BD��(G(� ��F�U�$+I�#�"����'f�*����E#��'N�"� *

V 1
h =

{

v ∈ C0(0,1); v|Ii
∈ P1, 1 ≤ i ≤ ne− 1; v(0) = 0,

}

V 1
dt =

{

v ∈ C0(0,T ); v|Kj
∈ P1, 1 ≤ j ≤ nt− 1; v(0) = 0,

}

7:'�5�4�����k�'��p(3�# 
(ϕi)i≥0

-��!�
}~��'�0����$��'��
5��pK3���*�:5��
V 1

h

�T�8(3�� 
(ψj)j≥0

-$�!�\}~��'�0T�"�$��'���5��:K3�#���p5��
V 1

dt

u&vU�����
v ∈ D([0,1])

%�(3�# 8��'��2�$'N�"4�k� "���"�$��'V(3�� 8(3�� w�"���:0!-g�#������cS����%3��'���KU�"�$��'N� *
∫ 1

0

∂tty v +

∫ 1

0

∂xy ∂xv + v(0) ∂xy(0)− v(1) ∂xy(1) = 0

7:'C�$+,(&�����
v(0) = 0

%�5/Br���h-$�d}~�� �+d��-g�#���$��' *
∫ 1

0

∂tty v +

∫ 1

0

∂xy ∂xv = u(t).v(1), ∀v ∈ H1
Γ,0

�@W�uD��� �

PR���*��'��
yh(x,t) =

ne
∑

i=1

yi(t)ϕi(x)
%3-g�x(G ����*��0��"����'V5��2-g�e����-��G�"����'

y(x,t)
���� �-�B]����(3��0��25/BD�#(�(� ��F�U��{

+b�#���$��'
V 1

h

u3q.��'����

ne
∑

i=1

ÿi(t)

∫ 1

0

ϕi ϕj dx +
ne
∑

i=1

yi(t)

∫ 1

0

∂xϕi ∂xϕj dx = u(t)δne,j, 1 ≤ j ≤ ne

�QU



��������� � ���%�����S��� ���=���S��� 	 � ��� ��� �����=� �=� �

7p'�0!��'��*�$5�[� ��2-$�pE��!0T�"�!�G 
Y
5��:0��U�� �5���'G'�4!���

(Y )i = yi, 1 ≤ i ≤ ne
������'�5�4Ty3'�����-��!�8+I�#�" *�$0��!�

5��2+I�����*�s�T��5��2 "����5��!�� 

Me = (Me)ij, (Me)ij =

∫ 1

0

ϕi ϕjdx

Ke = (Ke)ij, (Ke)ij =

∫ 1

0

∂xϕi ∂xϕj dx

H��:E��!0T�"���� 
Y
���*������-��G�"����'V5��C�*`a�*��[!+,�e5G��ªL4! ���'N�"�$��-�*

Me · Ÿ + Ke · Y = u
�@W�u �aW �

�FE���0h-��bE���0��"���� 
u
5���0!�a�� *5���'�'�4��!�

(u)i = u(t)δne,i 1 ≤ i ≤ ne
u^mp��'��,-$�b0F����5/Br��'���0!�� �5��

�!'G0F���w�" �4��T{�-$�$KG ���%G��'h(&�!�U�<4T����KG-$�$ *

Me =
h

6















4 1

1

u u u u u u
u u u u u u u u u

1 4 1
1 2















Ke =
1

h















2 −1

−1

u u u u u u
u u u u u u u u u
−1 2 −1

−1 1















H^B]4T���#�<��5¥�*���$'N��E�4! ���y3�2��'��24!cS�3���"�$��'h5�������'�5����< *4��" *��k� ���5��:�!'��"��+I(G��*






































∂ttp−∆p = y(u), (0,1)× (0,T )

p(x = 0,t) = 0, (0,T )

∂xp(x = 1,t) = 0, (0,T )

[∂tp,p] (t = T ) = [0,0], (0,1)

�wW�u ��� �

q.��'�������'C}��#���8-��:0��3��'�k���+I��'N�<5G�2E#�� *�g��KG-$�
t′ = T − t

�T����'�(L���*�

p̃(t′) = p(t), ũ(t′) = u(t) ỹ(t′) = y(t)
�FE���0

p̃
����-$�G���$��'V5����w`U�w�"[�+I�#%







































∂ttp̃−∆p̃ = ỹ(u), (0,1)× (0,T )

p̃(x = 0,t) = 0, (0,T )

∂xp̃(x = 1,t) = 0, (0,T )

[∂tp̃,p̃] (t = 0) = [0,0], (0,1)

�wW�u ��� �

� +
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V

‖V‖Udt
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‖Uk+1 −Uk+1‖Udt
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≤ ε
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u ∈ U
%����	��-�
��^��
D!"�'������#��	�	�^����!?���9�E��
7�b%��3��NJ���	#��������2���

V ∗ � + ���	!"�����h%/�"���q����!a������-���C
���%��]� + ����!"�����^%/�h{[����K?����� V (
` 
 �	��!�!a���������y%�� !/�����&C
��� ���D��.������	#��$� %/���&@L��
���������
��H����!��������B������� + �'!�!�����C
���z��� ��NJ�9��#����% + ���������/�	����
 ��K����	�����B��T;� + ���9��v1e v %����	�DC
��� !a�����������=� u ∈ U

TZ���[��Y=���9��� �'� �$����
��$��
 ����������
7�
y(u) ∈ Y

���������HC
���
e(y(u),u) = 0

%"��
��
V ∗ (�� w 
 % + ���������9�������5���������&%�� w 
����	����
u�'K����	�����B����T
����/�b@L�����	
����	����
��b��
 ��Y=����!����2% + ��!a���	�'�������b% + ���������/�	����
�������
�%"�'�	% ��
 �$������
���C
���]%������"����%������� ������� �!��" �#" ,$������� ��%��&�����'�(� ����� ���)�����*���+��%

Ω ⊂ R2 ��� ���&���!� �E���	� Γ
���-,�� �����>�

C2 � . ���:�
�)�!� �/���������0�����@��� �*1>��� ��� � ��� . ���>�E���+243 ���05����1�����/,'�����/6�%�� ���
�*�������7,/���!���&8����1�*���+��%��

∂ty + (∇y) · y − ν∆y +∇p = B u, QT def
= Ω× (0,T )

div y = 0, QT

y = 0, ΣT def
= Γ× (0,T )

y(t = 0) = y0

9 0 (}|�:�;

< � ��%!=>�!���&���?���	�@����� ����6���,����=���E��������� ���1�������@�@� �������	1>�>�1��� �*1>���
��� �����A3 �B�05������
H =

{

v ∈ (L2(Ω))d, div v = 0, v · n = 0
}

W =
{

v ∈ (H1
0 (Ω))d, div v = 0

}

< �C,/������� �����	�'��� ����6���,��1���D,/���!� �&8���� �=��� ������� �E�*�FEG� ���HEG�����IEG�!�
U
���J�����/6�%�� ���
�*�������7,/���!���&8����

�*���+��%
B ∈ L(U,L2(0,T ;W ∗))

�
K'� ����6���,��1���L%��E��� �����&��������%M6����

Y =

{

y ∈ L2(0,T ;W ),
d

dt
y ∈ L2(0,T ;W ∗)

}

��������,/N���������� �@� ����6���,��@�����>OP����,����
����� � �������/Q
V = L2(0,T ;W )×HR1�����D,����7,/�����������
�����/Q �@�L�/6�%�� ���
�*� � ���L%��E���)����� ��������%S6����@� � ��%!=>�!��� �
��� �*���)T����!� �/Q

e : Y × U −→ V ∗

(y,u) 7→ (e1(y,u),e2(y,u))���
e1
���
e2
�0���!� ��%!=>�!���J6���� �@� �)�!� �����U% ��� �����	�=���=���*���	�@��,�� �
����� �*� � �����VOP����,�� �
����� � �������

(w,h) ∈
V
Q
〈e1(y,u),w〉 = 〈∂ty,w〉+ 〈(∇y) · y,w〉+ ν(∇y,∇w)L2(QT ) − 〈B u,w〉, ∀w ∈ L2(0,T ;W )9 0 (}|���;

〈e2(y,u),h〉 = (yt=0 − y0,h)L2(Ω), ∀h ∈ H
9 0 ( R�W�;

,"�)�*1>��� ��� � ���L%*T����	��� �
���X�����!���)��% �����	�YT�%���� = � ��� �)N�%/������� �������ZOP����,����
����� ���[6����
,����
���=��� �@�L���\6!�*���
%��E��������� ��� �/%��*�����E��� �*���)T����!� �
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y0 ∈ H
���MEG� ���HEG�!�=�0�����

u ∈ ×U
Q"�@�L%@EG� ��� �
���

e(y,u) = 0,
�������

V ∗ 9 0 ( R 0 ;
����� ���>�(���{���!�#EG�!� �0���	� � �
���7O ��� �����

y(u) ∈ W
,/���!���)���!��6���� � �*6�6������M|

u ∈ U
�

}n~a�/�j�n���0�������*�����*�0�������S���������a���������a�
���+�����*�����0���#���
���a�������a�B�P�B�Y�B�����G�4�������
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Sc ∈ R
+ Q ��� �*1 ���
��� � �U%/, ���!�#EG� �

�>��� � ����� �)�����E�������S6���� �@���S6���� ��� ��� �	�
u ∈ U

�*���@�@� �)�!� ���+T��������1��� �
���[6!�
(0,T )

���

I(u)
def
= ‖C(y(u))‖2Z ≥ Sc

9 0'W R7|�;
�YX

y(u)
����� �0���	��� �
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u ∈ U
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λ ∈ R+ � -2(f"�q�04�'-+�um% ��; 763�% ��!63�% ��:(2 �"v67#'�����;�'(2 �"u"!-+�!&%�7"�m10$�,"�(20y�C#'&,(2 m%  �!0<¡'#'�
λ � jp0Y¢i-2jl-2"�04���)(rq£#'�%"! ��;*404�!-2#'�fW�¤¥q£ 7"��;¦�§Y¦�m%-+�! �v¨ &, b(rq£#'�©�! �63�% 7�;63�% 

uλ

";#'(2&,�!-2#'�©m%&.%�!#'�,(2o7jl Am% �jp0Y¢i-2jl-2"�0Y��-2#$�n"!&,-+*40$��� �
I(uλ) = maxª« ¬ u ∈ U,

‖u‖2U ≤ λ

I(u)
9�­ Ws®'® ;

0¯*$ 76
I(u) = ‖C(y(u))‖2Z

W°�0 ¨ &% 7"���-+#'� m, p(20)";�304�%-2(+-+���k67#'�%";-2"��� lm%#'�%6l§±m%���! 7�;jp-+�% 7��(2 y6�#'�����;�'(2 {jp0Y¢i-2jl-2"�04���¥m% {�%#'�;jp jp-+�%-2jp0$(2 �.%�;#im%&,-2"�04����&,�% �#'�%"! ��;*404�!-2#'��0$&�m% 7";"!&%"Mm%&�"! �&%-2(
Sc
� 64qs �";�;¦�§Y¦�m,-2�! �&,��6�#'�����;�'(2 �67�;-+�!- ¨ &% 

uλc ∈ U
0<*' �6

λc ";#'(2&,�!-2#'�±m,&².%�;#'�%(+o7jl Am% �jp-+�%-2jl-2"!04��-+#'�p";&%-+*40$��� �
λc = minª« ¬ λ ∈ R

+,
I(uλ) ≥ Sc

λ
9�­ Ws® � ;

³ &%.%.5#'"!#$�%" ¨ &% k(+ �.,�!#'�%(+o7jl �m, �jp0Y¢i-2jl-2"!04��-+#'� 9�­ Ws®'® ; 0$m%jl ��;�� �&%�% �&%�%- ¨ &% �"!#'(+&,��-+#'� uλ ∈ U67#'����-+��&% /.10$����04.%.C#$�;�¥§
λ ∈ R+ Wµ´¥ �.%(2&,"¥#'�@";&%.%.5#'"! ¨ &, I(uλ)

 7";�:67#'����-+��&% k.104�¥��04.%.C#$�;�§
λ ∈ R+  ��

I(u0) = S0 < Sc
0$-+�%"!- ¨ &% lim

λ→+∞
I(uλ) = +∞

W
¶ c Q � Q5·<LRN¯L=Q5J "1Sx¸ 3Z����� �����{N�1+6����)N!���>��� 6��&%/,/% ���*�!�
���/Q ��� 6��&��������� � 9�­ Ws® � ; ����� ���S����� ���!�#EG�!��0���	� � �
���

λc � �������7EG�!� I(uλc) = Sc
�
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¶ c��De��I��� °  	�=0$-+� ¨ &% I(u0) = S0 < Sc

 ��
lim

λ→+∞
I(uλ) = +∞

6�#'��
;&%�'&,� 0<*' �6v(x0u67#'����-+��&%-+�!�hm% 
I(uλ)

�%#'&%" .5 7�;jp 
�hm, :67#'�,67(2&,�! ¨ &fq£-2(^ ¢,-+";�! A0$&njl#'-+�%" &,�% ¥";#'(2&,�!-2#'�n§�(zqs� ¨ &%04��-+#'� I(uλ) = Sc

W
� -+�%"!- (2 p.%�!#'�,(2o7jl 9�­ Ws® � ; 0$m%jl ��y04&[jp#'-+�%"�&%�% ±"!#$(2&,�!-2#'� λc W ³ &%.%.5#'";#'�%" ¨ &% I(uλc) > Sc

�67#$jpjl 
I(uλ)

 �";��67#'���!-2��&% � �� ¨ &% I(u0) = S0 < Sc
� -2(µ ¢i-2";�! λ1 < λc �! 7(+(2 ¨ &% I(uλ1

) = Sc

W
� -+�%"!-µ(rq£#'.,��-+jn04(2-+�!�Em, λc  7";��6�#'�����! �m%-+�! $W
2��(,"�q�04�'-+�80$(2#'�;"Km% v�; 763�% ��!63�% ���(2 7"K"!#'(+&,��-+#'�%"Km, (rq£� ¨ &104�!-2#'� I(uλ) = Sc
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��-+#'�%�% ��(x0).,(2&%"A.5 ��!-+�� 4W ��� � m, ym%���! 7�!jl-2�, 7�A&%�% {";#'(2&,�!-2#'�Bm%& .,�!#'�%(+o7jl /m% yjp0Y¢i-2jl-2"!04��-+#'� 9�­ Ws®'® ; � #'�.5#'&%�!�!0@"7qs0$.%.%&i¡' 7�l"!&,�ym% 7"l0$(+�'#'�!- ���%jl 7"�m% )��¡D.5 ²°�0$�$��0$�%�$-2 7� 0$&%�'jl 7������
 ­ |�� � 
 ­'­�� �  ��{(+ 7&%�;"*' ��!";-2#'�%" ³���� 0$"!";#i6�-2�� 7"�
 � ® � � 
 � � � WC¤h 7"¥jl���!�%#Dm% 7"u"!#$�����R#'�%m%�� 7"�"!&%�E(2 �6<04(267&,( m%&B�'�!0$m%-+ 7����m% 

(x0��R#'�,6���-+#'�%�% �(2(+ :(x0$�$��0$�%�$-2 7�,�% �0$"!";#i6�-2�� �§l� ¨ W 9�­ Ws®'® ; W^°�0 ¨ &10$����- ����-2jl.5#'�;��0$���� �§{6<0$(+67&%(+ 7�v 7"��0$(+#'�!"v(+ A�'��0$m,-2 7���
∇I(u)

W��^#$�!jl 7(2(+ 7jl 7��� � #'��.C �&,���76��!-2�; 
(∇I(u),δu)U = 2(C(y(u)),Cy(y(u)) · y

′(u; δu))Z

0<*' �6
y′(u; δu)

(x0 m,�7�!- *'�� @m%-2�; 76
��-2#$�%�% 7(+(2 ±m% 
y(u)

m%0$�%"n(20 m%-+�! �6���-+#'�
δu ∈ U

W ��� &,��-+(2-2"!0$���(rq£� ¨ &10Y��-2#$�±mfqs�
�304� 9�­ W |�~�; � #$��m,�7m%&%- ��(rq£-2m% ����!-+�!� �
ey(y(u),u) · y

′(u; δu) + eu(y(u),u) · δu = 0

#�

ey(.,u) ∈ L(Y,V ∗)

 ��
eu(y,.) ∈ L(U,V ∗)

m%��"!-2�$�% /�! �"!.5 76
��-+*$ 7jl 7����(x0lm%�7�;-+*$�7 y.10$����-+ 7(2(+ �m% 
(rq£#'.5�7�!04�� �&%�

e
.10$�¥��0$.%.5#'���A§

y ∈ Y
 ���§

u ∈ U
W � -+�%"!- � y′(u; δu)  7";��";#'(2&i��-2#$�Bm% y(zqs� ¨ &%04��-+#'�(2-+�%�<04�!-2";�7 �

ey(y(u),u) · z + eu(y(u),u) · δu = 0,
m10$�,"

V ∗ 9�­ W�®�� ;
� �²-+�����!#Dm%&%- �v0$(+#'�!"v(20/"!#'(+&,��-+#'�

ϕ(u)
m%&².,�!#'�%(+o7jl �0$m�
;#'-+��� �

e∗y · ϕ = −2C∗
y · C(y(u)),

m%0$�%"
V ∗ 9�­ W�® � ;

� �² ��²m,�7m%&%- ��0$(2#$�!" ¨ &% �(2 A�'�!0$m%-+ 7���um% I  �";�Em%#'�%�%��.104�v(rq£ 
¢i.%�! �"!";-2#'� �
∇I(u) = e∗u · ϕ

9�­ W�® ~�;
��� ����� �!��"1S+TVU � �	��6��	�*�����!� �@� � � ���[6���� 9�­ W ­ ; Q��������>6����(T������@� �n6����
,����
��� �@�L�/6�%�� ���
�*�������)��% �������0%��� �@�L�/6!�"!����
�*������� #P���)�!�>��%/,������������	��� ��� , ���?,*���+���$��� �����E�*�!�&���@� � OP����,�� �
�������������

J(y,u)
�

% ba`'&�`�(�)+*+)@`�, hIi�u k4mnhPq&x K{�L�/6�%�� ���
�*� �1��� . ��T>�E���+243 �B�05����
e = (e1,e2) : X = Y × U → V ∗ �����

��%����)T�������� ��� �@� ��,����
��� ���7,�������%����)T�%����$6��������E��������� �����"��������%��S6����@�����@� ���*�!� ���B%�� �*���)T����!�
���/Q
〈e1y · z,w〉 = 〈∂tz,w〉+ 〈(∇y) · z,w〉+ 〈(∇z) · y,w〉+ ν(∇z,∇w)L2(QT ), ∀w ∈ L

2(0,T ;W )

〈e1u · δu,w〉 = −〈B δu,w〉 ∀w ∈ L2(0,T ;W )

〈e2y · z,h〉 = (z(t = 0),h)H , ∀h ∈ H

〈e2u · δu,h〉 = 0, ∀h ∈ H 9�­ W�® :�;
� ®
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% b0`'&w` (�)+* )@` , hji � k�mnhGqPr#m/uwvnq&x � ������� ��%��&����� �����-%��?%�� �*�!���

y ∈ Y
���
δu ∈ U

���?���	�1�@�L%@EG� ��� �
���
���)��% �������0%��/Q

〈ey · z,(w,h)〉+ 〈eu · δu,(w,h)〉 = 0, ∀(w,h) ∈ V
9�­ W�® ��;

����� ���$�����{�(�!�#EG�!�=�0���	�����
���
z ∈ Y

EG� �&����� � � �0���	�����
���7O ��� ����� ��� �*1>��� ��� � �*���)T����!�)Q






∂t z + (∇y) · z + (∇z) · y − ν∆z +∇q = B δu, QT

div(z) = 0, QT

z(t = 0) = 0, Ω

9�­ W � W�;
% b0`'&w` (�)+* )@` , hji�hto k4m/u�v*q&x U �����!� ��������%

y ∈ Y
���7��� �/6�%�� ���
�*� �

C : Y → Z
�
������� EG�!�

f = 2C∗
y · C(y) ∈ Y ∗ Q&���?���	�@�@�L%@EG����� �
��� ��� #P���)�!� �/Q

〈e∗y · ϕ,(w,h)〉+ 〈f,(w,h)〉 = 0, ∀(w,h) ∈ V
9�­ W � ­ ;

����� ��� �(��� �(�!�#EG�!� �0���	�����
���
ϕ = (ϕ,ϕ0) ∈ V

� 3 �����U6��	���/Q
f ∈ Lq(0,T ;V ∗) ∩ Y ∗ 6������

1 ≤ q ≤ +∞
Q&���?���	�

ϕ
����� � �C�0���	� � �
��� T������ �����
�������������@��� �*1>���
��� � �*� �)T����!�)Q







−∂t ϕ+ (∇y)T · ϕ− (∇ϕ) · y − ν∆ϕ +∇π = f, QT

div(ϕ) = 0, QT

ϕ(t = T ) = 0, Ω

9�­ W � |�;
���
ϕ0 = ϕ(t = 0)

�

|~}=�u}�� �����¥�������D���i�������C�~�E�¥� �i���~�E�¥� �����
� &b(2-+ 7& m% l.10$";"! 7��.10$��(x0±jp0Y¢i-2jl-2"�0Y��-2#$�@m% l(rq£#'�%"! ��;*404�!-2#'� � -+(� 7"��k.5#'"!";-2�%(+ {m% n�; 763�% ��!63�% ��m%-2�; 76��! 7jl 7����(2 y67#$���!�!�'(+ {67�!- ��- ¨ &, uc ∈ U

m% l�%#'�!jl yjl-2�%-+jn0$(+ $W^��(�"7qs0$�'- ��m% {���!#$&,*' ��
uc ∈ U"!#'(+&,��-+#'�±m%&�.%�!#'�,(2o7jl Am% �jl-2�%-+jp-+"�04�!-2#'�l"!#'&,"�6�#'�����!0$-2���� �"u"!&%- *$04��� �

minª« ¬ u ∈ U,
I(u) ≥ Sc

‖u‖2U
9�­ W � ® ;

0¯*$ 76
I(u) = ‖C(y(u))‖2Z

W
� ��"!&,.%.C#$"! ¨ &, �(zq�04.%.%(2-+6<04�!-2#'� �

U −→ Z

u 7→ C(y(u))

 7";�¥67#'���!-2��&% � 67#$jp.1046��� � ��E67#D 7�;67- *' $W5´¥ �.%(2&," � #'�B";&%.%.5#'"! ¨ &% I(u = 0) = S0 < Sc

m10$�%"�67 6<0$"�(x0/.%�;#'.5#'"!- ��-2#$�)"!&%- *40$���� � 7"��E*$�7�!- � �7 �¶ c Q � Q5·<LRN¯L=Q5J "1S#"t" 3Z���:� �����7N�1+6����)N!���>���A6��&%/,/% ���*�!� ���/Q ���[6��/��������� � 9�­ W � ® ; ����� ������� �U���)����(��� �0���	�����
���
uc ∈ U

�
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�����I� � ���1��� �(� �*1>���
��� �����L%*T����	� � �
���G���)��% �����	�
¶ c��De��I� � � ��0$.%.%(+- ¨ &% A(20/jp9�jp Am%��jn04�!63�% ¨ &% �(x0/.%�; 7&,*$ �m% �(x0 � �;#'.fW 9�­ W � ; W
2

��� �)m% :�;�7"!#$&%m%�! ¥(2 �.%�!#'�,(2o7jl 9�­ W � ® ; � #$�).C#$&%�!�!0k0$.%.,(2- ¨ &% �� 6�#'jljp �.C#$&%� (+ E.,�!#'�%(+o7jl 9�­ Ws®'® ; �m% �"¥0$(+�'#'�;-+���,jp �"hm%&H��¡D.C ³���� ¦�°�0$�'�!0$�%�'-+ 7�H0$&,�'jp ������$W°�0±.%�!#'.5#'";-+��-+#'�?"!&,-+*40$���� {m%#'�,�% {(2 y(2-+ 7� ¨ &%-� ¢,-+";�! p ����!�! {(2 y.,�!#'�%(+o7jl 9�­ Ws®'® ;  
��(2 y.%�;#'�%(+o7jl 9�­ W � ® ; W¶ c Q � Q5·<LONPLRQCJ "1S#"iTVU �E���!�)��������%����{����� �0���	� � �
���
uc

��� 6��&��������� �lZ ����� ��_ ���J�(���@�0���	�����
���
λc

��� 6��/��������� �{Z �������$_ ���?���	� �@� � ���*�!������%=�*���)T����!� � �����>T�%���� =S%��/Q
‖uc‖

2 = λc
9�­ W ��� ;

¶ c��De��I� � � �H�!���767�;-+��(2 A.,�!#'�%(+o7jl 9�­ W � ® ; "!#'&%"u(20 �R#$�!jl :"!&%- *40$���� �
minª���« ���¬

(λ,u) ∈ R
+ × U,

‖u‖2U(0,T ;U) ≤ λ

I(u) ≥ Sc

λ
9�­ W � � ;

#'�H�%#$�! 
(λc,uc) ∈ R

+ × U
&%��67#'&,.%(2 A";#'(2&,�!-2#'�±m,&².%�;#'�%(+o7jl 9�­ W � � ; Ww ³ &,.%.C#$"!#'�%" ¨ &, λc ≤ λc

WC¤h#'jljp �(x0l"!#'(+&,��-+#'�
uλc ∈ U

m%&B.%�!#'�,(2o7jl 9�­ Ws®'® ; 0$"!";#i6�-2�� /§
λc  7";�h�� 7(+(2 ¨ &, ‖uλc‖2 ≤ λc ≤ λc

 
�
I(uλc) ≥ Sc

W � -2�,"!- λc  7"��v&%�H�7(+�7jl 7���u0$m%jl-2";"!-+�%(2 m%&�.%�;#'�%(2o�jp 9�­ W � � ; -+� �R�7�;-2 7&,�! �§ λc
� 67 ¨ &,- 67#'�����; 7m%- �u(rq£#'.,�!-2jp0$(2- ���um% λc

W
w ³ &,.%.C#$"!#'�%" ¨ &% λc ≤ λc � 0$(+#'�!"/(20B"!#$(2&,�!-2#'� uλc ∈ U

m%& .%�!#$�%(2o�jp 9�­ Ws®'® ; 0$";"!#D67-+�7 H§
λc

 7"��:�� �(2(2 ¨ &% I(uλc) ≤ Sc
� 670$�:m10$�,":(2 �6<0$":6�#'�����!0$-2�; k67 �(x0n6�#'�����!0$m%-2�!0$-+�E(rq£��¡D.C#$�!�%o7"; mfq£#'.,�!-2jp0$(2- ���:m, 

λc W � � λc

 �";�¥�! 7(+(2 ¨ &, I(uc) ≥ Sc

0¯*$ 76
‖uc‖

2 ≤ λc

WC���@&,��-+(2-+"�0$����(2 �"��¡D.C#4���%o�"! 7"lm% ±jp0Y¢i-2jp0$(2- ���{m% 
uλc

� �%#'&,"p0<*$#'�%" I(uc) ≤ I(uλc)
W � �  7� 67#$�%67(+&,� ¨ &% 

I(uc) ≤ Sc
� mµqs#�
�&%�% �6�#'������04m%-26
��-2#$�fW

�K-+�10$(2 �jp ����v#'��0y�%-2 ��
λc = λc

2

����� � ��� �	��

� ����������� � ��� ���/����
����
��� �����H�u� �"!#�
�������7�; 7";"!#'�%"�¦��%#$&%"u0$&n670$"h.%0$�;�!-267&,(2-2 ���#�
n(+ E"�¡D";��o�jp Emfq£��*'#$(2&,�!-2#'�p 7";�h(2-+�%�<0$-+�! 6�#'����-+�D& � 0$-+�%"!-

¨ &% �(rq£#'.C����04�! 7&%�hmfqs#$�%"! ��;*404��-+#'� �
e(y,u) = y − Au, A ∈ L(U ;Y ),

C(y) = Cy, C ∈ L(Y ;Z).
°  �.%�!#'�,(2o7jl :m% �"��30$�%-+(2- ���:6�#'�%m%- ��-2#$�%�% 7(+(2 9�­ W � ® ; "�qs��67�!- ��0$(2#$�!"vm10$�,"�6� �6<0$" �

minª« ¬ u ∈ U,
‖Lu‖2Z ≥ Sc

‖u‖2U
9�­ W � � ;

#�

L = C · A ∈ L(U ;Z)

m%��"!-2�$�% �(rq£#'.C����04�! 7&%�v(+-2�%�70$-2�; ¥6�#'����-2��&�67#'jl.5#'"!�4W
` ���ba%cYdfew� "1S%$VU �����!� ��������%��M�(���&�0���	� � �
���

uc

���[6��&��������� �:Z �����'&3_ Qc6���� ���)��% ��������%/Q �@�L%��?%�� �*�!�
S
−1/2
c uc

����� �0���	��� �
��� ���-6��&��������� �lZ �����'&3_ ��T��/,
Sc = 1

�
� �
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�������������
´kq�04.%�!o�"�(20k�! �jn04� ¨ &% :.%�;�76��7m% ����! � �%#$&%"v.C#$&,*'#'�,"v67#'�%";-2m%���! �� m% �=0$>�#'�±�'�7�,�7�!- ¨ &% :(2 ¥.%�!#'�,(2o7jl "!&%- *$04��� �

minª« ¬ u ∈ U,
‖Lu‖2Z ≥ 1

‖u‖2U
9�­ W � ~�;

tE#'&%"u�
��&%m%-+#'�%"u(2 A.,�!#'�%(+o7jl A�'�7�,�7��04( "!&%- *$04���Z�����0$���)m%#$�%�%�7"
X,Y

m, 7"n �"!.10467 7"pm% U{�-2(+�C ��;��"y�;�7 �(2"l ��
L : X → Y

&%��#'.5�7�!04�� �&%�l(2-2�,�<0$-+�! 67#'jl.10$6
���! 7( ¨ &% L∗ ∈ L(Y,X) � -+(µ"7qs0$�'- �um% ��!��"!#'&%m,�! �(2 A.%�;#'�%(2o�jp ¥m% �jp-+�%-2jl-2"!04��-+#'�p";&%-+*40$��� �
minª« ¬ x ∈ X,

‖Lx‖2Y ≥ 1

‖x‖2X
9�­ W � :�;

¶ c Q � Q5·<LRN¯L=Q5J "1S#"�� K+��6��/��������� �yZ ��������_ ����� ���"��� �U���)���A�(��� �0���	�����
���
x∗ ∈ X

�
¶ ca�De �I� � °�qs ��%"! �j/�%(+ 

Xad = {x ∈ X,‖Lx‖2Y ≥ 1}
 �";��&%�b ��%"! �j/�%(2 l#'&,*$ 7���k6�#'�%6<0<*$ n�%#'�D¦*i-+m% $W � -+�%"!-u(2 �"n�;�7"!&,(+�30Y��"n"��30$�,m10$�!m,").C#$&%�p(+ 7"p.%�!#'�,(2o7jl 7"pmfq£#'.,��-+jp-+"�04�!-2#'�[6�#'��*' ¢, �% ²"7qs0$.i¦.%(2- ¨ &, 7���y.10$"�W8¤h �.C ��%m10$��� � �%#'&%"k.C#'&i*'#'�%"yjl#'�����; 7� ¨ &, )"!- &%�% )";#'(2&,�!-2#'�  
¢i-2"��� ±04(2#'�;"� �(2(2 l"! "!-+�!&% )";&%�/(x0 �R�!#'���!-2o7�; 

∂Xad = {x ∈ X,‖Lx‖2Y = 1}
WK���[ ��C �� � "!&%.,.C#'";#'�%" ¨ &fq£&%�% ±";#'(2&,�!-2#'�

x1 ∈ X
m%&@.%�;#'�%(+o7jl � ¢,-+";�! / �� ¨ &, ‖Lx1‖2Y > 1 � 04(2#'�;"E-+(� �";��04-2"!��m% k*$�7�;- �  �� ¨ &% /(zqs��(2�7jl 7���

x2 = ‖Lx1‖
−1
Y ·x1

 7"��K�! 7( ¨ &% ‖Lx2‖2Y = 1
 
�
‖x2‖2X < ‖x1‖2X

W$¤h ¨ &%-,6�#'�����; 7m%- �K(zqs#'.i��-2jp0$(+-+���m% 
x1

W � �H"; ��!0$jpo��% �0$-+�%"!- §{���!&%m%-+ 7�v(2 A.,�!#'�%(+o7jl �
minª« ¬ x ∈ X,

‖Lx‖2Y = 1

‖x‖2X
9�­ W � ��;

��� &,�!-2(+-2"�04���E(2 �=0$-+� ¨ &% y(x0p�%#'�!jl ‖.‖2X  �";�A6�#'��*' ¢, { 
�A"7W£6$W£-8 �� ¨ &, L �!��0$�%" �R#'�!jl k&,�% y"!&%- �� 
�=0$-2�%(+ 7jl 7���~67#'��*$ 7�!�$ 7���� :m%0$�%"

X
 7�p&%�% E"!&%- �� �R#'�;�! 7jl 7���~67#'��*' ��!�' ����� :m104�%"

Y
WD��(^ �";� .5#'";"!-2�,(2 m% v67#'�,67(2&,�! ¨ &% v(+ h.%�;#'�%(+o7jl 9�­ W � ��; 0$m,jp 
��0$&yjl#'-2�,"M&%�, v"!#'(+&,��-+#'� x∗ ∈ X 0<*' �6
‖Lx∗‖2Y = 1

W
2

¶ c Q � Q5·<LRN¯L=Q5J "1S#"�� K+�V6��&��������� � 9�­ W � ��; ������%@EG���)T������*�!�!Qw|{����� �	�*������� ����������� �
���A6������/Q+���[6��&��2������� �1��� � � �-��� ���������
��� �*� �)T����!���
maxª« ¬ x ∈ X,
‖x‖2X = 1

‖Lx‖2Y
9�­ W � W�;

¶ ca�De �I� � �8��0$���/m%#'�,�%�7 )&,�% n";#'(2&,�!-2#'�
xmin ∈ X

m%&[.,�!#'�%(+o7jl 9�­ W � ��; � #$� m%� � �%-+� xmax =
‖xmin‖

−1
X xmin

� 0$-2�,"!- ‖xmax‖
2
X = 1

 
�
‖Lxmax‖

2
Y = ‖xmin‖

−2
X

W ³ &%.%.5#'";#'�%" ¨ &% xmax

�, k"!#$-+�.10$"�"!#'(+&,��-+#'�?m% 9�­ W � W�; 0$(2#$�!":-+(8 
¢i-2"��� x1

m% {�%#'�!jl y&%�%- ���/�! 7( ¨ &% ‖Lx1‖2Y ≥ ‖Lxmax‖2Y =
‖xmin‖

−2
X

W � #'";#'�%"
x2 = ‖Lx1‖

−1
Y

0$(+#'�!"
‖Lx2‖2Y = 1

 ��
‖x2‖2X = ‖Lx1‖

−2
Y ≤ ‖xmin‖2

6� ¨ &%-67#'�����!0$m%- �u(rq£#'.,��-+jn04(2-+�!�um% 
x1

W^°�0y�;�767-+.%�!# ¨ &% �"! �m%��m%&%-+��m% �(20/jp9�jp �=0$>�#'�fW
2¶ c Q � Q5·<LRN¯L=Q5J "1S#"Dg K+���1�0���	�����
����� ��� 6��&��������� �nZ ���
	��3_ �0���!�"�0���	� � �
����� ��� 6��&��������� � ���'� T���2
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µ̄ ∈ R
+ ��� �����XT��/,��
�*� �	�{6��&�/6������
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ū ∈ U
���-6��&��������� �=��6!�/,�� � ��� ,/���[6���,��"��� ����2 ��� #P���)�!� �*� �)T����!�)Q

L∗Lx = µx,
�������

X
9�­ W � ­ ;

¶ c��De��I�$� � �y0$.%.%(+- ¨ &% ~(x0�.%�!#'.5#'";-+��-+#'���:�3W � m10$�%"	
 ­ �'� 0<*$ 76 (zqs#'.5�7�!04�� �&%��67#'jl.10$6
�80$&i��#4¦�0$m�
;#'-+���
T = L∗ L ∈ L(X)

W
2
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∣
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e(y,u) = y − Au, A ∈ L(U ;Y ),
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 � �*��� 
 � �B���*��PQ
��'�

x0 ∈ X
�/
�� � � 


F (x0) < +∞
]
G(Lx0) < +∞


�� � � 

G(.)��%&���k#!%&�'�	��� � 
f� � �'%&���'�

Lx0 ∈ Y ∗ ��� �*%&�!� ��� �-� ���.V�P � P � � ���!%S���*O�PQ
kZ \
� T ];_ 
!��� V��'�*]e�-� �(�

��'�(���/�
� � ��\&�S�'�/
Y
!�������S�(�*� � �S���/
!]

inf
x∈X

(F (x) +G(Lx)) = sup
y∈Y

(−F ∗(L∗y)−G∗(−y)) ^�_ W ­ 
 `

��k�*
+� � ���!
�P � P 
!���k�S�	�/
����'� 
��[� � PQ%&����� � �Q�'%&���'�

ŷ ∈ Y
��� 
W��� � �!]9���9�-� ���.V�P � P 
!���$�S�(� 
����'�


�� � �Q�'%&���'�
x̂ ∈ X

] �S�*%&���,�*
!�Y#!%&���S���(��%&���f���R%!���(��Pd�S����� �!�2� � ��\&�S�'�/
!�2��%&�'� \S���U� VW�!
!�!]

Fp(x̂,ŷ) = F (x̂) + F ∗(L∗ŷ)− 〈L∗ŷ,x̂〉 = 0 ^�_ W ­ Ì `

Gp(x̂,ŷ) = G(Lx̂) +G∗(−ŷ)− 〈ŷ,Lx̂〉 = 0 ^�_ W _ o `
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¶ c Q�C�Q5·<LONPLRQCJ TfS �VU ���S�'�f�
%&�'�a�!
 � �a
Q�	�M� #.
!#��/%&����


zd ∈ Y ∗ ]f
�� � � ���'%����S�'� � � 
 �X�Q����%!���������/�
�

Q� � ��\��,��������%�#!m'�B
!���+���S�(�*� � �S���/
b�'% � � �-�R%!�'���-�S�/
 � �g�����a�-�S����


L : D(L) ⊂ X → Y ∗ �S�*%&��� �*

����%S���*O�PQ
 ^�_ W ­ _ ` ���SPQ
�� � �a
 � �'� � � 
+��%&� � �(��%&�

xδ ∈ X
]
∀δ > 0

��� 
W��� � �!] �*
W����%S���*O�PQ
2� � ��\&�S�'�

min
y∈Y

Jδ(y) =
1

2
‖L∗y‖2X∗ + δ‖y‖Y − 〈zd,y〉Y ∗,Y ^�_ W _ ­�`

���SPQ
�� � �a
 � �'� � � 
:��%&� � �(��%&�
yδ ∈ Y

� � 
!�+�

 � � ��%&� � �	��%&���:��%&�'�9�!
������!
!� ���S�2�-� �(�

��'�(��� �:� � ��\&�S�'�/
!]
xδ = =X(L∗yδ) ^�_ W _ _ `


��$%&�[�&]
‖Lxδ − zd‖Y ∗ = min{δ,‖zd‖Y ∗} ^	_ W _ ® `

`gI
h a%cYdfe I TfS �
=X

�
�!��� �S�a
,�-� �*��%&PQ%&�j�'m
�*��PQ
+�*��%&PQ���(�U� � � 
b#-�S�a%&�'� � � 
c�

 �$��
!��� 
��'�	��

X∗ 
��

X
�

¶ c I e�� I � °�qs0$.%.%(+-26<0Y��-2#$�¥m%&A���,�7#'�;o7jl ^�_ W ­F` � �%�76� 7";"!-+�! �(2 8670$(26�&%('m% �"f����04�%" �R#'�;jp�� 7" m% ~°  7�$ 7�%�'�; 
¦�1 7�%63�, 7( 0$"!";#i6�-2�7 �"k§
F (x) = 1

2
‖x‖2X

 ��
G(z) = I[−δ,+δ](‖z − zd‖Y ∗)

WM´E �=0$>�#'�b�
*D-2m% ����! � -2(*D-2 ���� �
F ∗(w) =

1

2
‖w‖2X∗ ^�_ W _ ��`

G∗(y) = δ‖y‖Y + 〈zd,y〉Y ∗,Y ^�_ W _ � `
��� &i��-2(+-2"!0$���A(2 /�!�%�7#'�;o7jl ^�_ W ­F` � �,#'&%"�����0$�%(2-+"!";#'�%" ¨ &% p(+ y.%�!#$�%(2o�jp ^	_ W _ ­F` 0$m%jl ���0$& jl#'-2�%"&%�% �";#'(2&,�!-2#'�

yδ ∈ Y
W°�0y67#'�%m,-+��-+#'�±mfq£#'.,�!-2jp0$(2- ��� ^	_ W ­ Ì ` "�qs��67�!- ��m10$�%"u�%#$�!�! �6<04" �

Fp(xδ,yδ) =
1

2
‖xδ‖

2
X +

1

2
‖L∗yδ‖

2
X∗ − 〈xδ,L

∗yδ〉X,X∗ = 0 ^	_ W _ ��`
���B&,�!-2(+-2"�04��� (rq£-2�%����0$(2- ���Em% ��~#'&%�%� � -+(  7"��E.5#'";"!-2�,(2 �mfq£���304�%(2-+� ¨ &% Fp(x,y) ≥ 0

 �� ¨ &% �(rq£�7��0$(+-+�!�0y(2-+ 7&H"!-f�!#'&%"v(2 �"ujp �j/�%�! �"vm% 
Fp(x,y)

"!#$���E�7�'0$&i¢ � 6$q£ 7"��;¦�§P¦�m%-+�! 
‖xδ‖

2
X = ‖L∗yδ‖

2
X∗ = 〈xδ,L

∗yδ〉X,X∗ ^�_ W _ � `
tE#$&%"u 7��m%�7m%&,-2"!#$�%"�0$-2";�7jl 7����(x0/�! �(x04�!-2#'� ^	_ W _ _ ` W���²&i��-2(+-2"!0$���v67 
�!�� �m% ��!�%-+o7�; �-+m% 7���!-+��� � (x0/.,�!#'.%�;-2�
���Am% �"!&,-+*D-�0$.%.%�;#i63�,� � 6$q£ 7"��;¦�§P¦�m%-+�! �

NY ∗(L∗) = 0

 ���(+ �=0$-+� ¨ &% xδ
 7"���&%�%- ¨ &% � �%#'&%"� 7��m%��m%&%-2";#'�%"u(rq£&%�%-+67- ���:m% yδ ∈ Y

W°�0y�! 7(204��-+#'�±mfq£#'.,�!-2jp0$(2- ��� ^�_ W _ o ` "�qs��67�!- �E0$(2#'�;" �
Gp(xδ,yδ) = δ‖yδ‖Y − 〈zd,yδ〉Y ∗,Y + 〈Lxδ,yδ〉Y ∗,Y = 0 ^	_ W _ 
 `

� �
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δ‖yδ‖Y = −〈Lxδ − zd,yδ〉Y ∗,Y ≤ ‖Lxδ − zd‖Y ∗‖yδ‖Y ^	_ W _ Ì `
� �
‖Lxδ − zd‖Y ∗ ≤ δ � 0$-2�,"!-f.5#'&%� yδ 6= 0 � #'�� 7��m%��m%&%-+� ¨ &% 

‖Lxδ − zd‖Y ∗ = δ

´:0$�%":(+ k670$":#��
yδ = 0 � 04(2#'�;" xδ = 0

�'���$6� /§n(20p�; 7(x0Y��-2#$� ^	_ W _S_ `  
�Am10$�,":67 �6<0$" ‖zd‖Y ∗ ≤ δ
W

����67-2.,�!# ¨ &, 7jl 7��� � ";- ‖zd‖Y ∗ ≤ δ
0$(2#$�!"

xδ = 0
 7"��E(zqs&,�%- ¨ &% A";#'(2&,�!-2#'�±m,&².%�;#'�%(+o7jl ^�_ W � � ` W � � 7��m%�7m%&,-+�E0$(2#$�!" (20{�; 7(204��-+#'� ^�_ W _ ® ` W 23¥-2�,"!- � .%0$��&i��-2(+-2"!04��-+#'�?mfq£&%� 0$�;�'&%jl 7����m% pm,&10$(2- ��� � �%#'&%"k0<*'#'�%"����!0$�%" �R#$�!jl�l&,�b.%�;#'�%(2o�jp {m% jp-+�%-2jl-2"!04��-+#'�y67#'��*$ 
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¶ c Q�C�Q5·<LRN¯L=Q5J TfS � K ���.%&�a#��(��%&�'�a
����*

Jδ(y)


!���?�S� �2����
��'�(�(�����*
 � � �
Y \{0}


����X�"#!%&���S���	��%&�Q���R%!��Z
�	��Pd�S�����/�b� � ����%S���*O�PQ
lZ \
�2\ T _ 
!���W�
%&�'�a�!
k���S�f�X�d�!
��X�S�(��%&� �'% � �

yδ 6= 0
]

=Y L=XL
∗yδ +

δ

‖yδ‖Y
yδ = =Y zd ^	_ Ws® o `

% � �

�� ��� %&� \&�S�U�(�S�(��%&�'�a
����*
!]

(L∗yδ,L
∗y)X∗ +

δ

‖yδ‖Y
(yδ,y)Y = 〈zd,y〉Y ∗,Y , ∀ y ∈ Y ^�_ Ws® ­F`

¶ c I e � I � ´¥�7�;-+*$#'�%"
Jδ(y)

.10$�v��04.%.C#$�;��§
y
W,��(f*i-+ 7����.C#$&%�

y 6= 0 �

〈∇Jδ(y),δy〉Y ∗,Y = (L∗y,L∗ δy)X∗ +
δ

‖y‖Y
(y,δy)Y − 〈zd,δy〉Y ∗,Y

� ��&,�!-2(2-+"! A04(2#'�;"
(L∗y,L∗ δy)X∗ = 〈=XL

∗y,L∗ δy〉X,X∗

= 〈L=XL
∗y,δy〉Y ∗,Y

= (=Y L=XL
∗,δy)Y

2

�v} � }�� 1 7¥���v�l�µ�u� �5� �¥�©�D�%�?>�� �^�i�~���,� �
�8�304���:m%#'�%�%�

L : D(L) ⊂ X → Y ∗ &%�?#'.5�7�!04�� �&%�:(2-+�%�<04-2�! ��%#'�D¦��5#'�!�%�k67#'����-+��& � �R ��!jl� � §m%#'jp0$-2�% Am, 7�%"; � �%#'&%"u63�% ��!63�%#$�%":§y�!��"!#'&,m%�! �(2 :.,�!#'�%(+o7jl Am% �jp-+�%-2jl-2"!04��-+#'�l"!&%- *$04��� �
minª« ¬ x ∈ X,

Lx = zd,
m10$�,"

Y ∗

‖x‖2X ^	_ Ws® _ `

� �
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TfS+T S+TfS(J ��a ·l·�N a J�� a,c �

nE�% �.%�; 7jl-2o7�; :����0$.5 �m%0$�%"u(rq£���!&%m% �m% �67 �.%�;#'�%(2o�jp A �";��mfq£���!&%m%-2 ��u(rq£ 7�%"; 7j/�%(+ A�!�70$(2-+"�0$�%(+ �
Xad = {x ∈ X,Lx = zd

m10$�%"
Y ∗} ^	_ W�®$® `

F±G�I8J�LRN¯L=Q5J TfS ��K �R%!�'���M�S� 
 � �
L

�'%��!��O-�

2�X�f����%!���������/�c�

2� � ��\��k
 � �
#��e���k
�����
 � �*
�PQ
��'�e���e�-�R
��'Z
��
�Pd���*


Xad


!��� �a%&�'Z/\��(�

!] � � 
�� � � 
+��%&���k�X�Q�(�M� #.
!#�� %&����
Y#��(���*

zd ∈ Y ∗ ]$#'�R
!���	Z�
SZ �S����
+���k
�� ��
 � �*
�Z

PQ
��'�9���
RL(X) = Y ∗ �

`gI
h a%cYdfe I TfS+g�K �"#!%&���S���(��%&�d�

�� � � #.
!#��(��\���� �
RL(X) = Y ∗ 
!���?� � � ��\&�S�*
��'� 
 


NY (L∗) = {0}
��
RL∗(Y )

�.
��UPQ�c���S���
X∗ Z�� T�����]�� m � 
�
�� T � Z T�� _S�

¶ c Q�C�Q5·<LONPLRQCJ TfS+gVU ���S�'�$�
%&�'�a�!� � �a
c�(�-� #.
!#��/%&����

zd ∈ Y


�� � � %!�'���M�S�/
 � �
L : D(L) ⊂ X →

Y ∗ �����a�-�S����
,�a%&�'Z ��%&�U�a�!]/#!%&�'�(��� � ]��.
���PQ�!] 
 �
%&Pd�S���a
c�

�����
,�/
�� � � 

NY (L∗) = {0}


��
RL∗(Y )�.
��UPQ�c���S���

X∗ ] �S�*%&�!�f�*
k���!%S���*O�PQ
{Z \
���'\7_ ���SPQ
�� � �a
 � �'� � � 
=��%&� � �(��%&�
x̂ ∈ X

�
¶ c I e�� I � °�0 �R ��!jl ��!&%�! lm% 

RL∗(Y )
m%0$�%"

X∗  7"��/� ¨ &%- *40$(2 ����! n§�67 �(2(2 lm% RL(X)
m10$�%"

Y ∗

^ 
 ­ Ì � � � �µWf�!�3W ­ 
 ` W � �? 7�?6�#'�%67(+&,� ¨ &% y(zqs ��%"! �j/�%(2 Xad

 7";��&,�?67#'��*' ¢i � �R 7�;jp� � �%#'�D¦ *D-2m% 4Wf���&,�!-2(2-+"�0$���A(+ /���%��#'�!o�jp {m% {.%�;#�
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x̂ = P⊥

Xad
(0)

W
2´:0$�,"/(2 l67#'���! 
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F±G�I8J�LRN¯L=Q5J TfS � i % � �b�
�lV��'�*�!��%&���2�-�R%!�'���-�S�/
 � �

Λ
] �����'
��*�"%!�'���M�S�/
 � � �=n�� �

Λ : Y → Y ∗

y 7→ L=XL
∗ ^�_ W�® ��`

¶ c Q�C�Q5·<LONPLRQCJ TfS%$VU � � � ���'%����S�'� � � 

NY (L∗) = {0}

]k�S�*%&���,�X� �.%&�UPQ

y 7→ 〈Λy,y〉Y ∗,Y ^�_ W�®�� `

�
�lV��'��� � �a
f�a%&�UPQ

‖.‖Λ

� � �
Y

�
¶ c I e�� I � °�0y.C#$"!-+�!-+*D-+�!�¥.%�;#¯*i-+ 7����m% �(rq£-2m% ����!-+�!�:"!&%- *40$���� �

‖y‖Λ = 〈Λy,y〉Y ∗,Y

= 〈=XL
∗y,L∗y〉X,X∗

= (L∗y,L∗y)X∗

= ‖L∗y‖2X∗ ≥ 0

°�0�m,� � �%- ��-+#'��m% �(x0v"! �jp- ¦��%#'�;jp K.%�!#¯*D-2 �����m%& �=0$-+� ¨ &, ‖y‖Λ = ‖L∗y‖2X∗ = 0
-2jl.%(2- ¨ &% L∗y = 0

W���²";&%.%.5#'"�04��� ¨ &% �(2 A�%#¯¡'0$&Bm% L∗  7";���;�7m%&%- ��0$&�"!-2�,�'(2 
��#'� {0} � #'�� 7��m%�7m,&%-+� ¨ &% y = 0
W
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 � �*���/
 � �a
Y#!%&�����j�S�'�/

CI > 0
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 � � 
!]
‖y‖Y ≤ CI‖L
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∇Jδ(y) = =YL=XL
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δ
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yk+1 = yk + ρk · dk
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Mk+1 = Mk +
tk ⊗ tk
(tk,tk)Y

−
Mk · sk ⊗Mk · sk
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1
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y∈Y
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‖L∗y‖2X∗ +

α
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‖zd‖Y ∗ > δ
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y∈Y
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‖L∗y‖2X∗ +

α
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 � `
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∂ty + A(t)y = 0, QT

∂nA
y = g, ΣT

c ≡ Γc × (0,T )

∂nA
y = 0, ΣT

I ≡ ΓI × (0,T )

y(t = 0) = y0, Ω
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V = H1(Ω), H = L2(Ω) ^�_ R Ì � `
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y ∈ L2(0,T ;V ), ∂ty ∈ L
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A(t) ∈ L(V,V ∗), 0 ≤ t ≤ T,
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t 7→ 〈A(t)ϕ,ψ〉V ∗,V
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〈A(t)ϕ,ψ〉V ∗,V + λ‖ϕ‖2V ≥ α‖ϕ‖2V , ∀ ϕ ∈ V ^�_ R � o � `
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{

d

dt
y + A(t)y = f, t ∈ (0,T ),

y(t = 0) = y0,
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ϕ 7→ (
d

dt
ϕ+ A(t)ϕ, ϕ(t = 0))
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C0([0,T ];H)

��k�-� �����.
!#��(��%&�

W (0,T ) ↪→ C0([0,T ];H)
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a(t;ϕ,ψ) =
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∑

i,j=1

aij(x,t)∂iϕ∂jψ +
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a0(x,t)ϕψ ^�_ R � o � `
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∫

Ω

A(t) · y(t)ϕ = a(t; y(t),ϕ)−

∫

Γ

∂nA
y · ϕ

= a(t; y(t),ϕ)−

∫

Γc

g · ϕ, ∀ ϕ ∈ V
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∫

Ω

∂ty · ϕ+ a(t; y(t),ϕ) =

∫

Γc

g(t) · ϕ, ∀ ϕ ∈ V

y(t = 0) = y0,
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〈Bg,ϕ〉V ∗,V =
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d

dt
y(t) + A(t) · y(t) = B · g, t ∈ (0,T )

y(t = 0) = y0,
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R⊥
ΣT
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= {0},
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L2(ΣT
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(y(g),η)L2(ΣT
I ) =

∫

ΣT
I

y(g) · η = 0, ∀ g ∈ L2(ΣT
c )
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











−∂tp + A(t)∗p = 0, QT

∂nA∗p = 0, ΣT
c ≡ Γc × (0,T )

∂nA∗p = η, ΣT
I ≡ ΓI × (0,T )

p(t = T ) = 0, Ω
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〈A(t)∗ϕ,ψ〉V ∗,V = 〈A(t)ψ,ϕ〉V ∗,V , ∀ (ϕ,ψ) ∈ V ∗ × V ^�_ R �1� o `
� �������*]

A∗(t)ϕ = −
n
∑

i,j=1

∂j(ai,j(x,t)∂iϕ) + a0(x,t)ϕ
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∂nA∗ϕ =
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i,j=1

aij(x,t)∂iϕ(x,t)ni(x),
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p ∈ C0([0,T ];H)
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‖p‖W (0,T ) ≤ C‖η‖L2(ΣT
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Θa : W (0,T ) −→ L2(0,T ;V ∗)×H

ψ 7→ (−
d

dt
ψ + A∗(t)ψ,ψ(t = 0))
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∫

ΣT
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η · y(g) =

∫

ΣT
c

g · p(η), ∀ η ∈ L2(ΣT
I ) ^�_ R �1� _ `
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∫

QT

[∂ty(t) + A(t)y(t)] · p(η)(t) =

∫

ΣT
c

g · p(η)

∫

QT

[−∂tp + A∗(t)p(t)] · y(t) +

∫

ΣT
I

∂nA∗p(η)(t) · y(t) =

∫

ΣT
c

g · p(η)
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ΣT
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g · p(η) =
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I

η · y(g) = 0, ∀ g ∈ L2(ΣT
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=⇒ p(η) = 0,
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−∂tϕ + A(t)∗ϕ = 0, QT

∂nA∗p = 0, ΣT
c

p = 0, ΣT
c

p(t = T ) = 0, Ω
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Ω ∈ Rd � � �
%&Pd�S���a
B
��
Q = Ω × (−T,T )

�'% � �
0 < T < +∞

�
� � #!%&�����(�
O���
Y�-�R%!�'���M�S� 
 � �

A(t)
�
�lV��'�����S� 9�� � T)�
T ; 
 #!%�
�� #���
��'���

C1(Q)

�� � � ���*��PQ
��'�

ϕ ∈
L2(−T,T ;H2

loc(Ω))
��%&� � �	��%&�[�

,�-�R� � � �S�(��%&��]

∂tϕ+ A∗(t)ϕ = 0,
���S���

Q ^�_ R �1� ��`
� �
ϕ = 0

� � � � � % � \S
����
O ⊂ Q

]k�S�*%&���
ϕ ≡ 0,

���S���
Oh%��

Oh

�
�!�����S�a
2�X�B#!%&P=�'%����S�'� 
:m'%&��� �&%&�'���S�*
c�


O

�
� _



� ��������� ��\����

f�(�M���.
!#�� %&����
!�W�'% � � � � ��N���� O�PQ
$���S�M����%&��� � � 
,�����a�-�S����

�gI
h � +��6�HI 365 J � K �g�
��PQ%&�����	�M�S�(��%&� �

c#!
,���!� � �����S�W
!��� �.%&���
�!
:� � �+�-�R%S���/
��'�(��%&� ��� � �a
,���a� ���SZ
�����/���.%&�����SPQ
��'�j�S�*
,�

 ���S�U�*
�Pd�S� �'% � �,�*
2��N����/O�PQ
b�

,�X�B#!m��S�*
 � � �
�gI
h � +��6�HI 365 J � K �d#!%&P=�'%����S�'� 
Wm'%&�U� �&%&�'���S�*


Oh
�&�!��%�#����!
 
 � � % � \S
����

O
���S���

Q

!���9�
�lV��'�

#!%&PYPQ
d�-� � �'��%&� �

 �/% � �Q�*
!� m
NU�'
��j���X�S��� % � \S
������g�
�lV��'�*�,���S� �-�R� � � �S�	��%&� t = C
�S\S
!#

C ∈ R#!%&�'�/
����S�'� � �Q�'%&���'�k�


O

�
�������(����/1�2�C�����(/1��0B'."�/��

ϕ
)�0	�(w@�('�$� 8�I��)ut(/1"��>' ^�_ R �1��� ` k�/��}�A/1��� φ(t) = ϕ(T − t)

k ��"����("
φ
���('

��/���02'�"�/1�x)�0	�(w@�9'.$� 8�T��0�"-3��K�n'�k














∂tφ+ A(t)∗φ = 0, QT

∂nA∗φ = 0, ΣT
c

φ = 0, ΣT
c

φ(t = 0) = 0, Ω

^�_ R �1�-# `

> /1���("�)�5!��/1�2�;02�}/10B31���9'?+!/1�������B�
I ⊂ Γc

'.�!��z@02�

I ⊂ Γc

�!';0��2�TyA/10��%�q/1023����('��
B ∈ Rd '����%���qzn0��

B ∩ Γc = I

� �m�7/1�(�8����/1�(�
ΩB

def
= B \ Ω

�!'
Ω̃

def
= Ω ∪ ΩB

R � �m)�5 �&��"-'T����/1�(�q0����I�:/1�2+!'."%/1�
φ̃
)�5�����"��N�(0��

Ω̃× (−T,T )
�&�K��k

φ̃ =







φ Ω× (0,T )
0 ΩB × (0,T )

0 Ω̃× (−T,0]
^�_ R �1� � `

� 0������9w@�('.$! #��315!��"��&���P�I��/10B31���%���q�:/1��+D'."%/1�
φ̃ �� �}+!/1���("�)�$!����0����q�:/1��+D'."%/1�

v ∈ C∞(Ω̃× (0,T ))
k�/1�}������/1�(��k

∫ T

0

∫

Ω̃

φ̃ · [∂tv − A(t) · v]

=

∫ T

0

∫

Ω̃

[−∂tφ̃− A
∗(t) · φ̃] · v + [∂nA∗ φ̃ · v]ΣT

c
− [φ̃ · ∂nA

v]ΣT
c

/��
[w]ΣT

c

�����2��5��(���>'.�	���=�.��02'8|����V�:��/1�>'."%$��(�
ΣT

c

k�+�FH���9'(��|���)�"%���x�!� �2/�'s���>'
Γ+

c

�P�V�����('�"�� )������
�:��/��n'�"�$!���

Γc

�("%'.025��;)�0#+�	�'.5;)��
ΩB

�!'
Γ+

c

)�0=+�	�'.5�)��
Ω
k>�P�qzn0&���>'."-'.5

[w]ΣT
c

=

∫

Γc

w|Γ+
c
−w|Γ−

c

R
� ��k�/��}�A/1���($�)��T���!�E���!�P�K'�"�/1������0�"-3��K�n'����!k

v · ∂nA∗ φ̃ = 0
��0��

Γ+
c ,

��0�"��(zn0��
φ̃ = 0

)&�����
ΩB

v · ∂nA∗ φ̃ = 0
��0��

Γ−
c ,

�20�"��(z@02�
φ̃ = 0

��0��
Γc

φ̃ · ∂nA
v = 0

��0��
Γ+

c ,
��0�"��(zn0��

φ̃ = 0
)&�����

ΩB

φ̃ · ∂nA
v = 0

��0��
Γ−

c ,
�20�"��(z@02�

φ̃ = 0
��0��

Γc

� �
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+� � �,�*
!�,�(�-���.
!#��/%&����
!�
j?�
�2��0��E�!�}02'�"��%"��.�K�n'�z@02�

φ
3�5���"��&�����q�9wB�9'.$! #�T��)�t(/�"��>'Mk�/��	�!�V)�5!)�0�"-'�z@02�

∫ T

0

∫

Ω̃

φ̃ · [∂tv − A(t) · v] = 0, ∀ v ∈ C∞(Ω̃× (0,T )) ^�_ R �1� � `
+�FH���('9�`|��_)�"��(�

∂tφ̃ + A∗(t) · φ̃ = 0
)&���2�

Ω̃ × (0,T )
�D'S�!�~02'�"���"%�.���>'�0�� ��5��(0��%'.�K'
)��=�(5�p10�������"-'.5

�����%"��2'�"�zn0��KkU/1� �
φ̃ ∈ H1((−T,T );H2(Ω̃))

RJ�C/10��N�2/10��N'.�(/10231/�������"��2��"�)&�K���N���!�N+�/1��)2"%'."%/1���
)GF �K������"%+M�K'�"�/1�x)2� � rlR ^�_ R � ` R�C/10����A/1��/�����k

Q = Ω̃× (−T,T )

O =
"��>'

(ΩB)× (−T,T )

� �	���	)�5!)�0�"%'�zn0��T�P�I+!/1 8�7/1�����>'.��r�/1�("��!/1�>'s���%�q�����(/B+!"�5!�
|
O
�!�(';)�/1�2��5��T�&���

Oh ≡ Ω̃× (−T,T ) = Q

j?0}�Q��"-'Ezn0��
φ̃ = 0

)&���2�
O
k2/1�	���	)�5!)�0�"%'�zn0��

φ̃ ≡ 0,
)&�����

Oh = Q ^	_ R �1� 
 `
)�/1�>';/1�})25�)�0�"-'����	02'."%��"%�.���>'E���I)�5��&�2"%'."%/1��)��

φ̃
zn0��

φ ≡ 0,
)������

Ω× (0,T ) ^�_ R �1�RÌ `
+��Tz@02"�)�/1�������!�}"%�n3����(�.���>'C���q���!���;)�0	'��� 8����k

ϕ ≡ 0,
)&�K���

Ω× (0,T )
R
2

�gI
h � +��6�HIB365 J � K 
!� ���!� � ���j�S��� %S���/
�� � �g�'% � � �*
 ��N���� O�PQ
 �����a�-�S���!
 ���S�M����%&��� � � 
 � � ��
!#!%&���
%&�-�S��
c�S\S
!#c#!%&���S���	��%&���+� � = ����PY��� 
!�,�

 i 
 � Pd�S�'��] �'
 � \S
��'� ���(��
"��� 
���� � �c� � #-�&�f�

c#!%&���S���	��%&���
� �)= ����PY���/
!�,PY� = �/
!� � ���U��#!m
�*
�� Z i 
 � Pd�S�'� ��� �S���"#!
"#-�&�!]k%&� #!%&�����(�
O��!
2�*
+��NF���/O�PQ
2� � ��\&�S�'�l]















∂ty + A(t)y = 0, QT

y = g, ΣT
c ≡ Γc × (0,T )

∂nA
y = 0, ΣT

I ≡ ΓI × (0,T )
y(t = 0) = y0, Ω

^	_ R � _ o `

�S\S
!#

A(t)y = −
n
∑

i,j=1

∂i (aij(x,t)∂jy) + a0(x,t)y ^	_ R � _ � `

i % � �,� � ���'%���%&��� � � 
f�*
!�Y#!%�
�� #���
��'���=��%&�'� �!�!
�� �b
��
aij(x,t) ∈ W

1,∞(QT ),

a0(x,t) ∈ L
∞(QT ), 1 ≤ i,j ≤ n

� V�� �

 �
%&�'�a
�� � � ��
���� � � ����%S���*O�PQ
 9�� � T)� � ;�]W��� 
!��� �a�!#!
!�!���S����
 ��� ���'�(��%�� � ����
 �*
Q#!%&�a#!
/��� �


��%&� � �(��%&� �(��O!� � �S�(���*
!]9�
�lV��'��
c
�� � �(�����*���S�'�9�*
!�+�/
!#!m
�'� � � 
!�,�

=�	�M�S���/�'%������(��%&���:m
���X��
��U�(��
��'�a
 � T�T�� ��]
� �
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f�(�M���.
!#�� %&����
!�W�'% � � � � ��N���� O�PQ
$���S�M����%&��� � � 
,�����a�-�S����

���������
	
������
������ � � �'%���


H = L2(Ω)

��
V =

{

φ ∈ H1(Ω), γΓc
o = 0

} � �H� ���*��PQ
��'�
(y,yT ) ∈ L2(0,T ;H)× V ∗ 
!���W�����'
��*�2��%&� � �(��%&� � �S�(���*
c� � ��NF���/O�PQ
?9�� � T)� � ;"���k
��9��
 � �*
�PQ
��'�9���
�-� �(�

��'�(��� �2� � ��\&�S�'�/
Y
!��� \S���U� VW�!
!]
∫

Ω

y · h+ 〈yT ,θT 〉V ∗,V =

∫

ΣT
c

g · ∂nA∗θ +

∫

Ω

y0 · θ(t = 0), ∀ (h,θT ) ∈ L2(0,T ;H)× V

^�_ R � _ _ `
�S\S
!#

θ
��%&� � �(��%&�[� � ��N����/O�PQ
c�����.%&���'�l]















−∂tθ + A∗(t) · θ = h, QT

θ = 0, ΣT
c

∂nA∗θ = 0, ΣT
I

θ(t = T ) = θT , Ω

^�_ R � _ � `

�������������
	
������
���
�� 7 �j�S�'�H�
%&�'�a�!�
(g,f,y0) ∈ L2(ΣT

c )×L2(0,T ;V ∗)×V ∗ ] ����
 = �*���/
 � � � �'� � � 

#!% � ���*
Y�

,��%&� � �	��%&���c�(��O!� � �S�(���*
!�

(y,yT ) ∈ L2(0,T ;H)× V ∗ � � ��
����"�

c�X�B�
�lV��'���(��%&� 9�� � T�� ; �
� 
W��� � �

y ∈ C0([0,T ],V ∗)

��
y(t = T ) = yT ���S���

V ∗ �
��WQX;W� !1f`f 7?\>^Bd��J^2]`[,a aW7?g <Gd�] !W7Ch

� �}�(�T�(���9'.���!"��>';)�5��(/1�� #��"%����0�+M���;)����OFH5�zn0&�K'�"�/1�x)2�T���I+sr&���%��0��;|N+�/@� �8+�"%���>'.�;+�/����('.���>'.��k














∂ty − κ∆y = f, Ω× (0,T )
κ∂νy = q, Γc × (0,T )
κ∂νy = 0, ΓI × (0,T )
y(t = 0) = y0, Ω

^�_ R � _ � `

365�� 5
C65 J " 0 � �
+ � � 01� ��� 01,/2 I �?� � � ,/012 � 01� ��� 0 ,/2
j������
+��#�&���.�Kp1�.���2r���k���/102�S���(/1�7/���/1���
0����#�('.���K'.5!p1"��8)��8)�"��(+��(5!'."%�.�K'�"�/1�o)�0~�2��/1y��%$� 8��)��

��02"%3@"L)2�#'.���ut(��+D'./1"%���!�
�A/10��T���8�(w@�('�$� 8�=)��#�P��+sr&���%��0�� ^�_ R � _ � ` R��C/102�S02'�"���"%��/1�2�T02���= 85!'�r�/B)2�)GFH5��%5� 8���>'.� �&��"%�����o��������+��#�!'T)���)�"��75��(����+!��� �&��"%�������m'.�! #���!R����8�(5��(0��%'.�K'T"� 8�7/1�9's���>'q)2�8+!�
�&������p1������r��I�!�('q��F�5D'.0�)2�I)��I���=)�"��(+��(5!'."%�.�K'�"�/1�})�0����(/1y���$! #�S��)�t(/1"%�>' ^	_ R � o Ì ` �D'q�P�#+�/1���("��9's����+!�)����OFH"�)2���>'."-'.5q��)ut(/1"��>'.�KR
�C/�0��m+�/1���("�)�5!��/1�2� )&�K���m0�� �2���� 8"��!� '.�! #���m0��2� �(�� 8"-�_)�"��(+���5D'."%�.�K'�"�/1� '��� 8�7/������%���~)2� ��F����n�
���(�����("�/1�o3K����"��K'."%/1�����!�����S)�0 ���(/1y��%$� 8� ^	_ R � _ � ` R � � +�/1�2��"�)2$����#0����8�&���9'."%'�"�/1�m0��2"%�:/1�( #�

(tk =
(k − 1)/dt)1≤k≤nt+1

)����OFH�����(�� Iy��%�
(0,T )

�M31�!+
dt = T/nt

R � �	��/�'.�q)��������P�N��02"%'.�Kk

qk(s) = q(tk,s), s ∈ Γc ^�_ R � _ # `
yk(x) = y(tk,x), x ∈ Ω ^�_ R � _ � `

� �m�7/1�(�
V = H1(Ω), H = L2(Ω)

�!'�/1�m+sr��!��+sr��
y1 ∈ H

�D'
(yk)1≤k≤nt ∈ (V )nt �(/1��0B'."�/��)�0	�(w@�('�$� 8��k







(y1,w)H = (y0,w)H , ∀w ∈ H,
(

yk+1 − yk

dt
,v

)

H

+ a(yk+θ,v) = L(qk+θ,v), ∀v ∈ V, 1 ≤ k ≤ nt
^�_ R � _ � `

� #
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!�
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a(y,v) = κ(∇y,∇v)H , ∀(y,v) ∈ V ^�_ R � _ 
 `
L(q,v) = (q,v)L2(Γc), ∀(q,v) ∈ L

2(Γc)× V ^	_ R � _ Ì `
�!'
yk+θ = θyk+1 + (1− θ)yk, 0 ≤ θ ≤ 1

R
� �N"%�>'.��/@)�0�"-'J�K��/1�(�U0��N�!���&�K+��E)GF��������(/M�2"% =��'."�/��
�(�&�K'."������

Vh
kK315!��"�� ���>'*���!�����(/1���("�5!'�5��J�9's���2)&����)

)GF �K������/M�B"� #�K'�"�/1�x�A/10��E��F��!���&��+!��)�� � /1yA/1���D3
Hs(Ω)

& � � ( R
� �8���(����)��&���*���B�� 8������0����E�����('�"%'."%/1�I)����("� 8�������2�!�

(Th)h≥0
)208)2/1 =�K"����

Ω
k�z@02�;��F�/��8�(0����A/1���

�7/1�-w@p1/1�&���l�7/102�E��"� 8���%"
�&�!�����q�2��/1y��%$� 8��R � ��+sr�/1"%��"-';����/1�(��k

V `
h =

{

vh ∈ C
0(Ω), vh|K ∈ P`, ∀K ∈ Th

}

, ` ≥ 1 ^	_ R ��� o `
�gI
h � +��6�HIB365 J � 
 � �'� � �S��� �S�*%&�!�b��� � �a
c��������% = ��Pd�S�(��%&�[#!%&� �.%&�UPQ
!] � � �*� � � 


V `
h ⊂ H1(Ω), ∀` ≥ 1

� �	"��>'���/@)�0�"%'��OFH/1�75!�.�K'���0��E)lF�"%�n'����(�7/1���K'."%/1�Gk

π`
h(v) =

nh
∑

i=1

v(ai)φi ^	_ R ���2� `

/��
(ai)1≤i≤nh

)�5!��"%p1��� �%���I��/@��02)��N)��x�P�}�&���('�"%'�"�/1�
Th

��0��
Ω
�!'

(φi)1≤i≤nh

���!�S�:/1��+D'."�/����S)��
y&�����!�?�K����/@+�"%5��!��R
� I
h h I 365 J � 7 �b� � ���'%����S�'� � � 
 �X� ���S�U�	���(��%&�

(Th)h≥0

!���a��� � � ����O��!
!]a%&�=�'%��!��O-�

 �S�*%&��� �-�R
�����
 � �

��� ���'� 
��j�'%&�X�S�(��%&� � � ��\&�S�'�/
$�'% � �
` ≥ 1

]
‖v − π`

h(v)‖Hs(Ω) ≤ Chk−s‖v‖Hk(Ω), ∀v ∈ H
k(Ω), 0 ≤ s ≤ k ^�_ R ��� _ `

�S\S
!#
0 ≤ k ≤ `+ 1

�
�gI
h � +��6�HIB365 J � � � ���S�U�*
c�

$���S�U�(���	��%&� �!� � � ����O���
+�'� ���?
 = �*���/


σ ≥ 1
� 
�� � � 


max
K∈Th

hK

ρK
≤ σ, h > 0 ^�_ R ���
� `

�S\S
!#
hK = Diam(K)


��
ρK = {Diam(S),S

��% � �*
"#!%&�'� 
�� � 
b���S���
K}

�
� �����!+sr����(+sr��I��"%����"

(yk
h)1≤k≤nt+1

�(/1��0B'."�/��x)�0}�9w@�('.$! #�T)�"%��+��(�!'�k






(y1
h,vh)H = (πh(y0),vh)H , ∀vh ∈ Vh,

(

yk+1
h − yk

h

dt
,vh

)

H

+ a(yk+θ
h ,vh) = L(πh(q

k+θ),vh), ∀vh ∈ Vh, 1 ≤ k ≤ nt
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‖v − π`
h(v)‖L2(Γ) ≤ Chk− 1

2‖v‖Hk(Ω), ∀v ∈ H
k(Ω), 0 ≤ k ≤ `+ 1 ^�_ R ���
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(q,φ(e))L2(ΣT
c ) = (ψ(q),e)L2(ΣT

I ), ∀(q,e) ∈ L
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j(q) =
1

2
‖ψ(q)− yd‖

2
L2(ΣT

I ) ^�_ R ��� � `
� �S���"#!
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(∇j(q),δq)2
L2(ΣT

c ) = (ψ(q)− yd,ψ(δq))2
L2(ΣT

I )

= (φ(ψ(q)− yd),δq)
2
L2(ΣT

c )
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(−∂tφ,v)H + a(v,φ) = La(e,v), ∀v ∈ V
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(qdt
h ,φ

dt
h (edt

h ))L2(ΣT
c ) = (ψdt

h (qdt
h ),edt

h )L2(ΣT
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=
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(s) = πha(e(s,tk)), s ∈ ΓI ^�_ R � � � `
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φ̃(t,x) = φ(T − t,x)
k
ẽ(t,s) = e(T − t,s)
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φ̃1
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= 0,
(

φ̃k+1
ha
− φ̃k

ha

dta
,vh

)

H

+ a(φ̃k+θ
ha

,vh) = La(πha(ẽ
k+θ),vh), ∀vh ∈ Vha, 1 ≤ k ≤ nat
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(∇j(q),δq)2
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c ) = (ψ(q)− yd,ψ(δq))2
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= (φ(ψ(q)− yd),δq)
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jdt
h (q) =
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‖ψdt
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gdt,dta
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(ψdt
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h (q) =

1

2

nt+1
∑

k,i=2

mdt
i−1,k−1((ψ − πh(yd))

k)⊥ ·MΓI
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h (qdt
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∑
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mdt
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k)⊥ ·MΓI
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(∇jdt
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z1
h = 0,
(

zk+1
h − zk

h

dt
,vh

)

H

+ a(zk+θ
h ,vh) = L((δq)k+θ

h ,vh), ∀vh ∈ Vh, 1 ≤ k ≤ nt
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k
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zk+1
h − zk

h

dt
,φk+1
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)

H

+ a(zk+θ
h ,φk+1
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∑
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h − zk

h

dt
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)

H

=
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∑

k=2
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h,
φk

h − φ
k+1
h

dt

)

H

+
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znt+1,
φnt+2

h

dt

)

H
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∑
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∑
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φnt+2
h

dt
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H

− a(vh,(1− θ)φ
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h

dt
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k+1−θ
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∑
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mdt
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dt
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(∇jdt
h (q),δq)L2(ΣT

c ) =

nt+1
∑

j,l=1

mdt
j,l((δq)

j
h)

⊥ ·MΓc

h · (∇j
dt
h )l

= ((δq)1
h)

⊥ ·MΓc

h · (1− θ)φ
2) +

nt
∑

k=2

((δq)k
h)

⊥ ·MΓc
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k+1−θ
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Mt ·M
Γc
h · ∇j

dt
h (q) = Θ ·MΓc

h · φh ^	_ R � � o `
/��

M
Γc
h = MΓc

h · Inh×(nt+1)
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�C/�0��S 8�!'('./1���T��� /B�!023@���=+!���9's��"%���
)2���N���%p1/1�("%'.r2 #�!��)�5�+!��"-'.�S)������S����'���/1"%��"%$� 8�8�����('�"���)��=+!�
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













∂ty − ν∆y = 0, (0,1),
ν∂xy(0,t) = u(t), (0,T ),
ν∂xy(1,t) = 0, (0,T ),
y(t = 0) = y0, (0,1)

^�_ R � � � `
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+� � �,�*
!�,�(�-���.
!#��/%&����
!�
� �	"��>'���/@)�0�"%'������E/��75!�.�K'���0��(�;�(0�"%3K���>'���k

� �*F�/1�A5����K'.�!0���)GFH/1y����!�(3K�K'�"�/1�Gk

L : L2(0,T ), −→ L2(0,T )

u 7−→ y(u)(x = `,.)

�M31��+
y
�(/1��02'�"�/1�x)2�T��F�5!zn0&�K'."%/1�x)�������+sr������!0�� ^�_ R � � � ` k

� �*F�/1�A5����K'.�!0���)GFH/1y����!�(3K�K'�"�/1�	��)�t(/�"��>'Mk

L∗ : L2(0,T ) −→ L2(0,T )

z 7−→ Ψ(z)(x = 0,.)

�M31��+
Ψ
�(/1��0B'."�/��x)�0}�2��/1y��%$� 8�q��)�t(/�"��>'��















−∂tΨ− ν∆Ψ = 0, (0,1)
ν∂xΨ(x = 0,t) = 0, (0,T )
ν∂xΨ(x = 1,t) = z(t), (0,T )
Ψ(t = T ) = 0, (0,1)

^	_ R � � _ `

�C/10��� 8�!'('./1�����!�}/@��023@�(�T�%���;���%p1/1��"-'.r� 8���L��0�"-3K���>'.� �
� R 	 ��/1y��%$� 8�q"��>31�!���(�
�(5�p10�������"%��5Kk

� 3?���2��/@+sr�������"% =���%��k��;5!��/10�)2���

min
u∈L2(0,T )

Jα(u) =
1

2
‖Lu− yd‖

2
L2(0,T ) +

α

2
‖u‖2L2(0,T )

=⇒
/1� �(5���/�02'

(L∗ L + α I)uα = L∗ yd

k��!� 02'�"���"%�.���>'x02� ���%p1/1��"-'.r� 8� )��m'�w@�7�
������)�"%���>' > /1��t(0�p�0�5 ^ > ���C� ` R

� 3?���2��/@+sr���)�0&���%� ^ jC0&����"-'.5�)2� �&�!��+sr���� ����/B+����K�:�!������� ` � ��5��(/10�)��(�

min
z∈L2(0,T )

1

2
〈LL∗ z,z〉 − (yd,z)L2(0,T ) +

α

2
‖z‖2L2(0,T )

=⇒
� � �(5��(/102'

(LL∗ + α I)zα = yd

k<��� 02'�"��%"��.�K�n'80�� ����p1/���"%'�r� 8�x)�� �q�.��)�"%���>'
> /1��t(0�p�0�5 ^ > ���Cj ` R
���T+!/1�>'.��	1���q�(/1��02'�"�/1�x�!�(';)�/1�2��5��&���

uα = L∗ zα

R
_ R 	 ��/1y��%$� 8�q"��>31�!���(�
�(/10���+�/1�>'��.��"%�n'����!k

� 3?���2��/@+sr�������"% =���%�	�
�;5!��/102)����

min
u∈U

1

2
‖u‖2L2(0,T )

�M31��+
U =

{

u ∈ L2(0,T ), ‖Lu− yd‖L2(0,T ) ≤ δ
} R

=⇒
� � 02'."%��"��(�x)���� ����p1/���"%'�r� 8���I)��	'�w@�7� � � 	 ^ )�"��(��+D'.�� 8���>'#"� 8����5! #�!�>'.5x)&���2��OF � �2'."% #" �M�K'�"�/1� � /@/1�%y7/M�x)2� �}�K'.����y ` R
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min
z∈L2(0,T )

1

2
〈LL∗ z,z〉 − (yd,z)L2(0,T ) + δ‖z‖L2(0,T )

=⇒
� �#�(5��(/102'

LL∗ zδ + δ zδ

‖zδ‖
= yd

���=0B'."��%"������>'*0�� �K��p1/1�("%'�r� #�L)���'�wB�A� ������)�"��!�>'
> /1�ut(0�p10�5 ^ � > � ` �!';zn0&���("-���2� �E'./���"��!�	)2��'�w@�A� � � � � ^ � � � � � ` R
3C��/1�(�����q+!/1�>'.��	����q���9'?)2/1����5��&���qk

uδ = L∗ zδ

R
� R 3C������/@+sr���r>w@y���"%)��	�

� 	 ��"%��+�"%�7�?)�� �}/1��/ ��/43 �� ����5!��/102';��F�5!z@0��K'."%/1�����
α
k

‖Lu(α)− yd‖
2 = δ2

�&�K�E0��V�K��p1/1�("%'�r� #�;)��T�C���E'./1� ^ ��� ` �43���+
(L∗ L+ α I)uα = L∗ yd� ���K�&��+sr����;� �E'�/1�B� �&�!��+sr���� � � w �@r2/1��/43 � � �}�(5��(/102';�OFH5�zn0&�K'�"�/1�x�!� α k

α2‖z(α)‖2 − δ2 = 0

�&�K�E0�� ���%p1/1�("%'.r2 #�C)����7/1"%�>' �B�2� ^ � � � ` ��0�"���0��}���%p1/1��"-'.r� 8�?)2�S�;� �E'./�� ^ � � � ` k
�M31�!+

LL∗ zδ + δ zδ

‖zδ‖
= yd

R
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dt
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j������?+��S�����.��p��.����r2��k ��/10��C��/10��C"��>'.5!���!����/�������0V����/1y2��$� 8��)��S�(0�"%3@"6)���'.�.�4t(��+!'�/1"��(���C�7/102�
0��#�(w@�('�$� 8����/1�B�_��"%��5M��"%���KR1�*F�5!zn0&�K'."%/1�=)2� ��0��(p1���(���M3���+?3@"��(+�/1�("%'�5C�!�('�02���;�:/��� 8�;�("� 8����"��&5���)��!�
5�zn0&��'."�/�����)��<�?�M3@"����`� � '�/ ���!�U�!�S0��2�<)2"� 8�����("�/1��)GFH���(�&��+��KR��,FH"��>'�5�� �D'6)��L+!�!'('.�<5�zn0&�K'�"�/1�����(/u3@"%���>'
)��I���=���(5����!��+��N)20 '.���( #�S)��I+�/��n3���+D'."�/��o�2/1�B���%"���5���"��(��z@02"�"��>'����.�Kp1"%'C)��S�Q�%$!/1��+�/� #���%�D�B�I�M3���+
����'.�!�� 8�C)2�?)�" �l0��("�/1�lR'&C"����("Okn�OFH5!'�0�)��;)��?�2��/1y��%$� 8���L)��?+!/1�>'.��	����C�����(/B+!"�5���|
+!�!'�'���5�zn0&��'."�/��=���9'
0����q�2���� 8"�$!����5D's���A�q��5!+����(�.��"%�����M3K���>'����?'��.��"-'.�! #�!�n'�)�0�+M���E)2���E5�zn0&��'."�/����E)����?�M3@"��!�9� � './ �K���!R
���S��"-'�'�5��.��'.0��(�C�Ky7/1�()&���>'��%�?+!/1�>'.��	����;)����OFH5�zn0&��'."�/��=)�� �L0���p1�!�����!�('���y7/���)&���>'.�Kk2��/�0����A/10231/����
+�"-'.�!�E�&�����D�B�� 8���%�q�����E'�r�$� 8������02"%3K���>'.�!k

� R � '.��y�"%��"����K'."%/1�=�D';+�/1�>'.��	1���q�!�}yA/10�+!���q)����(5!'.�(/>��+D'."�/��)( & ���+* ( k@& *)# ( k
&-, � ( k@& ���-# ( R
* R > /1�>'���	1�%�q/1�2'."% =�K�.( & �0/
� ( k@& �0/ ( k & �-# �)( k@&-1 ( R

��W32�W9Y Z	[,\@]_^2]`[,acb5476?d�[*e?f98�gih
> /1���("�)�5!��/1���E02�x)�/1 #��"����

ω = [0,1]
�D'E0���"��>'.�!�(3K���%���;)��?'.�! #�2�

I = [0,T ]
R � �x��/�'.�

u(x,t)����3K���("P��y2�����!0���5!��"��!�����q�(/1��02'�"�/1�x)2�T��F�5!zn0&�K'."%/1��)�� ��0��(p1���(�;02��"�)�"% #�!����"%/1�����!���%�#(
∂tu+ u∂xu− ν∂xxu = f : * R � � �.;

/.<
ν
���('C�P�S3@"%��+�/���"%'�5�)�0��(w@�('�$� 8�
zn0��T�OFH/1�x I02��"%'�)GFH0�����+!/1��)�"-'."�/��x"���"-'."P�K���

u(x,t = 0) = u0(x), x ∈ ω : * R � � � ;
�!';)���+!/1��)�"-'."�/����E��0B�x��"� 8"%'����L)�� � /�0���"%����k















a0u(0,t)− b0
∂u

∂x
(0,t) = (a0 + c0)q0(t), t ∈ I

a1u(1,t) + b1
∂u

∂x
(1,t) = (a1 + c1)q1(t), t ∈ I

: * R � � #.;

��='> � +��6��= 365
3A3@?�ACBEDGFIH =KJ ALBEFIM J H�NOHPFIMRQ�S%T =�U H�VLH�NWAEQ J A!NYXEZGA �[FIT'\]HPA]\^AEQ]N�BEFIM J H�NYHPFIMGM`_aZRS%\
U S!ZRS%\	NYHPA�BEFIMGNY\�b U A J T^Zc\�F%d Ufe V
Ahg
� �}�(5��(0� #5Kk















































∂tu+ u∂xu− ν∂xxu = f, ω

a0u(0,t)− b0
∂u

∂x
(0,t) = (a0 + c0)q0(t), t ∈ (0,T )

a1u(1,t) + b1
∂u

∂x
(1,t) = (a1 + c1)q1(t), t ∈ (0,T )

u(.,t = 0) = u0, ω

: * R � �1� ;

> /1���("�)�5!��/1�2�
0��o��5!���
0 < ` ≤ 1

�!'
0�����+�"%y����
ud ∈ L2(0,T )

k���/10��T+sr��!��+sr�/1�2�I|���5��(/10�)��(�#�%�
���(/1y���$! #�q)2�T�(0�"%3@"����2����/@+sr�5�k

min
q0 ∈ L2(0,T )
‖u(q0)(`,.)− yd‖

2
L2(0,T ) ≤ δ

‖q0‖
2
L2(0,T ) : * R � ��i ;

, #
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u(q0)
���9'I0��2� ��/1�%02'."%/1� �Q�K"�y��%�8)2� � z R : * R � ��� ; �K����/@+�"%5��x|}�P��)�/1����5!�x��0~yA/1�()~���

x = 0
k

q0 ∈ L2(0,T )
R`& �&��)��N���!�P���B�!�?���S����/1y2��$� 8��kA/1� '��.��"-'.�����#���#31�!����"%/1� � w �nr�/���/43m)�0�����/�y���$! #�

: * R � ��i ; k&+�FH���9'(��|���)�"%���qzn0��T�OFH/1�x��/�0�r&��"-'.�q��5!��/102)����Kk

min
q0∈L2(0,T )

1

2
‖u(`,.)− ud‖

2
L2(0,T ) +

α

2
‖q0‖

2
L2(0,T ) : * R � � 1 ;

�EWP2�W�� ����]`\>^2h�a
	lh hl^�	7[<aCb?]_^B]`[<aC\ b
�Q[ 6;^2]9g �,f`]_^��
���q���(/1y���$! #�C)���+�/1�>'���	1�%��/1�2'�"� #��� : * R � � 1 ; �����>'�����)&�����E�%��+M�K)����q)��!������/1y2��$� 8����)GF�/��2'."% #" ��.�K'�"�/1�����	)�"% #�!����"%/1�x"�������"��q�D'C�2��0��E�&�K�('."%+�0��%"�$!���� 8���>'E)����������q+�����)GF��!���&�K+��T)����C"��%y7�!�('�R

3 5 � 5
365�� ��� � 0Y> 01� ��� 01,/2��:0 � � = + � 0 = 2 2�=
� /�"����>'

U
k
X
k
Y
'.�(/1"������(�&��+!����)2���;"���yA���9'���5!�����6�!'

U∗ kX ∗ k Y∗ ���!0����6���(�&��+��!��)�0���0B�
���(��/@+�"�5!��R
� /1"��!�>'C�%�������2����"%+M�K'�"�/1���

J : U × X → R

e : U × X → Y∗

j������q���#��02"%'.�
/1����/�'������
X = U × X

�D'
Z = X × Y

R7�C/�0�����/102��"��>'.5!���!����/�������0 ���(/1y��%$� 8�
)��� #"%��"� 8"����K'."%/1�#�(0�"%3K���>'�(

{ '.�(/1023����
(q̄,ū) ∈ X

'�����zn0��
J(q̄,ū) ≤ J(q,u),∀ (q,u) ∈ X

�M31�!+
e(q,u) = 0

�C/10��E�:/1�( I0��%����/����E+������(/1y���$! #�q)lF�/1�B'."� 8"����K'."%/1�=�(/10��;�P�S�:/1�( #�?�('s�K��)&���()

min
e(q,u)=0

J(q,u) : * R � � , ;
�C/10��
��/�'�����/����S�&�K�

f ′ �P��)�5��("%3�5�� )�� �&��5�+sr2�!'I)2�=�OF������2��"�+��K'."%/1�
f
�&���T�.�����A/1�9'I|	�P�	3K���("P��y2���

x = (q,u)
R 	 /10��?5D's��y2��"%�E0����S+!/1��)�"-'."%/1��)GF�/��2'."% =���%"%'�5�)�0V�2���� 8"��!��/1��)��(�S�K����/@+�"%5S�K0V���(/1y���$! #�

: � ; ��/10��E�Q��"%��/1���E�%���E)��!0B�	r>w@�7/�'�r�$��(���C��0�"-3��K�n'���� (
� �;w@�A/�'.r�$!��� � (
���T�2��/1y��%$� 8� : � ; �K)� #�D'�0����q�(/1��02'�"�/1�x�%/B+������

(q̄,ū) ∈ X
R&j?�q�2��0��

J
�D'
e
�(/1�>'�+�/1�>'."%� %B�

 #�!�>' �&�(5�+sr��D'(��)2"��75����!�>'."P�Ky����!����0x31/1"%��"�����p1�q)��
(q̄,ū)

R
� �;w@�A/�'.r�$!��� * (
���8)�5!��"-315�)�� �&��5�+sr2�!'

e′(q̄,ū)
)�5 �&��"%';0��	5��2"� 8/1����r2"��� 8�?)2�

X
)&���2�

Y
R

j?5��&�2"����(/1���?����/1�(����������p��.����p�"������K����/@+�"%5T��0�����/1y2��$� 8� : * R � � , ;

L :
Z → R

(q,u,λ) 7→ L(q,u,λ) = J(q,u) + Y∗〈e(q,u),λ〉Y
: * R � i /�;



� =�,A++='> 3 5������ ���"!$#%� FIT�Q U AEQ�D'X	ZGFIN�D e Q0AEQ'&
A]N �)( H U A = HfQ]NWA
λ̄ ∈ Y

(#S]Z�ZGA U _ VLT U NOH Z U HPB S%NWA]T \ J A
?�S �%\ S%M �'A*(+�%_]\	H ,�S%MGN U SKBEFIM J H�NOHPFIM Q]T H��IS%MGNWA

{

L′(q̄,ū,λ̄) = J ′(q̄,ū) + (e′)∗(q̄,ū)λ̄ = 0,
e(q̄,ū) = 0

: * R � i �+;
� �

(e′)∗(x)
J _EQ]H��%M`A U-� FEZG_]\ S%NWA]T'\!S J � FIH�MGN"SIQEQ0F0B]HP_/.

e′(x)
g

, �
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�
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&63K���>'q)lF�5D's��y��%"��;0�� �(5���02�%'s��'�)GFH�D�B"��9'.�!��+��N�A/10��C���S�2��/1y��%$� 8�
)2�S+�/��n'���	1�%�S/1�B'."� #��� : * R � � 1 ; k��/102�;�������A���%/1���E���q�(5��(0��%'.�K'�)GFH�D�B"��9'.���2+��S)lF�0��2�T�(/1��0B'."�/��x0���"�zn0��q�Q��"%y����?)�� � z R : * R � �1� ; R� �}"%�>'.��/@)�0�"-'��%�������(�&��+��!�;�:/���+!'�"�/1���2�����
H = L2(0,1)

k
V = H1(0,1)

�

W (0,T ;V ) =
{

ϕ / ϕ ∈ L2(0,T ;V ),∂tϕ ∈ L
2(0,T ;V ∗)

} : * R � i *.;
*�+ , �.,/��0 � 0 , 2 365
3 � � � � � �"!$#���FIT'\

q0,q1 ∈ L2(0,T )
(
u0 ∈ H

A]N
f ∈ L2(0,T ;V ∗)

( H U A = HfQ]NWA
T'M H�MRQ]NPS%MGN

T � FIM`B]NYHPFIM J A
q0,q1,u0,f,ν

A]N!T M`A T'MGH
�hT A�Q0F U T'NYHPFIM � S%HOd U A u ∈ W (0,T ;V )
J A

7 �0g : * R � �1� ; g�C/�0���"��>'.�(/B)�02"���/����E���!�E��/�'s��'."�/����E��0�"-3K���>'.���!k

U = L2(0,T ), X = W (0,T ;V )
Y = L2(0,T ;V )×H, Y∗ = L2(0,T ;V ∗)×H
X = U × X , Z = X × Y
Z = L2(0,T ;V ),

j����2�E�P�I��02"%'.�Kk2/1�x�2/�'.�!�.�
((.,.))

�%������/@)�0�"-'��(+M������"��(�?0��(0�����)&�K���
L2(0,T ;H)

�D'
γk

�OFH/1�A5��.��'.��02�
'.����+��

u ∈ V 7→ u(x = k) ∈ L2(0,T )
R&�C/�0���"��>'.�(/B)�02"���/����E�OFH/1�A5��.��'.��02�

e = (e1,e2) : U × X → Y∗

)�5 �&��"��&���

〈e1(q0,u),ϕ〉Z = 〈∂tu,ϕ〉X + ((u∂xu− f,ϕ))

+ ν((∂xu,∂xϕ)) + ν(
ak

bk
γku−

ak + ck
bk

qk,γkϕ)U , ∀ϕ ∈ Z

e2(q0,u) = u(t = 0,.)− u0 : * R � i ��;
�C/�0����.�����A���%/1���Ezn0��T�P�S�:/1�2+!'."%/1�����!���%��+�/
%B'���FH5�+��("%'

J(q0,u) =
α

2
‖q0‖

2
U +

1

2
‖γ`u− ud‖

2
U : * R � i�� ;

&?"%����"U��/10��?�7/10B31/1�����:/��� I0��%���C���S�2��/1y��%$� 8�S)��N+!/1�>'.��	1���
)��N�P�8 �! #�T�Q�%$�/1��zn0��N�%�S���(/1y��%$� 8�
: * R � � , ; k

min
e(q0,u)=0

J(q0,u) = 0 : * R � i #%;
� �V�K����/@+�"%����0	����/1y2��$� 8� : * R � i #.; ��������p��.����p�"����

L(q0,u,λ,µ) = J(q0,u) + 〈e1(q0,u),λ〉Z + 〈e2(q0,u),µ〉H : * R � i�� ;
*�+ , �.,/��0 � 0 , 2 365
3/3 � FIHPA]MGN

u0 ∈ H
(
qL ∈ L2(0,T )

A]N
f ∈ L2(0,T ;H)

( S U FI\�Q U A Zc\�F%d Ufe V
A
: * R � i #.; S J V
A]N�S%TKV
FIH�MRQ T'M`A)Q0F U T NOHPFIM (q̄0,ū) ∈ U × X

g
, i
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*'++=�� �c= �6�C/�0���02'�"��%"���/����,0��='.r25�/1�($� 8�C+!�P���(��"�zn0��C��0��L�P�T #"%��"� 8"����K'."%/1�S�:/1��+D'."%/1�����!�����E)�������0��
�C"��%y7�!�(' : & � # ( k@& � , ( ; R� R��8�!�(';+�/@���(+�"%3�����0��

X
�!'����! #" ��+!/1�>'."��n0��q"%�2�:5��("��!0����! #�!�n' (

� /1"-'
(q0,u) ∈ X

'.�!�;zn0��
e(q0,u) = 0

k,"��E���9'=+!�P��"%�Nzn0��
‖(q0,u)‖X → +∞

"� 8���%"�zn0��
‖q0‖U →∞

R � �

J(q0,u) ≥
1

2
‖q0‖U

&?"%����"

J(q0,u)→ +∞
��/1�(��zn0��

‖(q0,u)‖X → +∞

���8�(�� 8"-��+!/1�>'."%�@02"%'.5C"��2�:5!��"%��0��(�q)�5�+!/10�����)���+!�����%�q)�������/��� 8����)&�����
X

�!'
U
R

* R > /1�>31�!��p1�!��+��I)lF�0��2�T�(0�"%'��� #"%��"� 8"������>'.�#(
> /1 8 #�

J(q0,u) ≥ 0, ∀(q0,u) ∈ X
k�"��l�D�B"��9'.�

J̄ ≥ 0

J̄ = min
e(q0,u)=0

J(q0,u)

> /1���("�)�5!��/1���;0������(0�"%'��q #"%��"� 8"������>'.�
(qn

0 ,u
n) ∈ X

k�"ORH�

lim
n→+∞

J(qn
0 ,u

n) = J̄

���I����/1�2��"�5D'.5�)2��+�/@���(+�"%3@"-'.5?)2�
J
"� 8����"%zn0��Czn0��?�P�S�(0�"%'��

(qn
0 ,u

n)n≥0

�!�('EyA/1���25��q)&���2�
X
R

> /1 8 #�
X
���9'�0�� �C"��%y7�!�('�k���/102���7/10B31/1���6�D�@'��.��"%���*0����,�(/10��9�_��0�"-'.�

(qn
0 ,u

n)n≥0

�Q�K"�y��%�� 8���>'
+�/1�>3�����p����>'.�
)&�����

X
k�'������%��zn0��

qn
0 ⇀ q̄0, U

un ⇀ ū, X

�������9'�+��������("�zn0��x)��x)�5! #/��n'����!�Nz@0lF ���%/1���S��� �A/1"��>'N�%"� 8"%'��
(q̄0,ū)

�.��'."��9�Q��"%'S�P�V+!/1�>'.����"��>'.�
e(q̄0,ū)

R
��='> � +��6��=B365
3/C ?�S J H � B]T U NW_CZc\EF �0HPA]MGN J T N A]\	V
A M`FIM�� U H�M`_ S%H�\�A

((un∂xu
n,ϕ))Ω

g � M
V
FIMGNY\�A 9
�%FIH�\ ?�HPFIMRQ�� &����
	 ; �hTGA

un ∈ Hγ(0,T ;V )
S)�%AEB

0 < γ ≤ 1
4

g �"S%\^T'M \�_EQ]T U N3S%N
J�� H�M�� AEB]NYHPFIMKBEFIV5ZRS'B]N

Hγ(0,T ;V ) ↪→ L2(0,T ;V )
([M`FIT Q ZGFIT �%FIMRQ ZRSIQEQ0A]\ . U S U H�VLH�NWA J S%MRQ

U A N A]\	V
A M`FIM U H�M`_ S%H�\�Ahg�? S BEFIMGNO\ S%H�MGN A
e2

AEQ]N QhS%NYHfQ � S%H�NWA A]M T NOH U HfQhS%MGN U A � S%H�N �hT A un ∈
C(0,T ;H)

g
� Ra&?"%����"

(qn
0 ,u

n) ⇀ (q̄0,ū)
�D'

J̄ = lim
n→∞

inf J(qn
0 ,u

n) ≥ J(q̄0,ū)

	 ���N)25��&��"-'."%/1� J̄ ≤ J(q̄0,ū)
R*�C/�0��N�7/�0231/1�2�N���{+�/1�2+���02���xzn0��

(q̄0,ū)
�!�('8��/���02'�"�/1�~)20

����/�y���$! #� : * R � i #.; R
2

,.1
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365 � 5
365
C �',/2 � 0 � 01,/2 ��� , � � 0Y> � � 0 � � � � � ++='> 0O= + ,A+��@++=

j����������=���!+!'."%/1�m����5!+�5!)����>'.�Kk���/10����M31/�����5!'s�Ky���"U�OFH�D�B"��9'.���2+��N)GFH0��o #"%��"� I02 ��/@+M���
(q̄0,ū)

R
�C/�0��������%/1���7 =��"%�>'.�������>'���/10���"%�>'.5��(���(�����6|E�OFH/1y2'����>'."%/1��)��,+!/1��)�"-'."�/����l)GFH/1�2'�"� #����"-'.56)�0������! #"%���`�
/1�()����KR2���
�:/1�2+!'."%/1�����!���%�

J
�!'��OFH/1�A5��.��'.��02�

e
�(/1�>'E+�/1�>'�"�� %� 8���>' �&��5!+sr��!'9��)�" �l5!���!�n'�"P��y2���'& � ( R � /1"%'

(q0,u) ∈ X
k2��F ��+D'."%/1�=)��?�P�S)�5!��"-315��q)2� �&��5�+sr2�!'

J ′ ��0=�7/1"%�>' (q0,u)
��0��E0��x5!��5! #�!�n'

(p0,v) ∈ X��FH5�+!��"-'

〈J ′(q0,u),(p0,v)〉X = α (q0,p0)U + (γ`u− ud,γ`v)U

j?�N �� 8�I�OF���+D'."�/�� )��N�P� )25���"-315!�N)�� �&��5�+sr2�!'
e′
��0��A/1"��>'

(q0,u)
��0��q0��m5!��5� 8���>'

(p0,v) ∈ X'.�!�('�5��T+�/1�>'.�(��0��}5!��5! #�!�n'
ϕ ∈ Y

��FH5�+!��"-'

〈e′1(q0,u).(p0,v),ϕ〉 = 〈∂tv,ϕ〉X + ((v∂xu,ϕ)) + ((u∂xv,ϕ))

+ν((∂xv,∂xϕ)) + ν(
ak

bk
γkv −

a0 + c0
b0

p0,γkϕ)U

e′2(q0,u).(p0,v) = v(t = 0,.)

�*F�/�y2'.�!�n'�"�/1��)���+!���;�D�B�����!���("�/1���;��/102�;�A���( #�D'�)���315��("
�&�!�������E+!/1��)�"-'."%/1���E)����OF �;w@�A/�'.r2$����
2
R

�
� = ,A+I='> 365
3 � T+Z�ZGF0Q0FIMRQ��hTGA U S Q0F U T'NYHPFIM
(q̄0,ū)

J T Zc\EF%d Ufe V
A : * R � i #.; AEQ]N!NWA U�U A �hT A ū ∈
L∞(0,T ;V )

S U FI\�Q U-� FEZG_]\ S%N A]T'\
e′(q̄0,ū)

AEQ]N Q]T \�� AEB]NOH � Q]T \ Y gj����2�V+��!�V+!/1��)�"-'."�/�����kE��� �($�p1�%�o)2���V S0��%'�"����%"�+M��'.��02���x)�� ����p1�.�K��p1�o"� 8����"%z@02� �OFH�D�B"��9'.�!��+�� )��
(λ̄,µ̄) ∈ Y

'.�!�;zn0��
(q̄0,ū,λ̄,µ̄)

315��("
�&�	���!�#+!/1��)�"-'."%/1����)GFH/1�2'."% =�K��"%'�5=)�0 �����! #"%����/1��)2���}�����(/K�
+�"%5��!�C�K0}���(/1y��%$� 8� : * R � i #%; k&+KF��!�('(��|���)2"����

L′(q̄0,ū,λ̄,µ̄) = 0,

e(q̄0,ū) = 0

� �}�����('�"�+�02��"��!��k

〈∂uL(q̄0,ū,λ̄,µ̄),ϕ〉Z = 〈∂uJ(q̄0,ū),ϕ〉Z + 〈∂ue1(q̄0,ū).(ϕ),λ̄〉Z

+(∂ue2(q̄0,ū).(ϕ),µ̄)H

= 0

)GFH/.<
0 = (γlū− ud,γlϕ)U + 〈∂tϕ,λ̄〉X + ((ϕ∂xū,λ̄)) + ((ū∂xϕ,λ̄))

+ν((∂xϕ,∂xλ̄)) + ν(
ak

bk
γkϕ,γkλ̄)U + (ϕ(t = 0,.),µ̄)

∀ ϕ ∈ Z
R2�������('��Q��+!"��%��)���)�5� 8/1�>'.�(����zn0��

〈∂ϕ,λ̄〉X + (µ̄,ϕ(t = 0)) = −〈∂λ̄,ϕ〉X + (λ̄(t = T ),ϕ(t = T )) + (µ̄− λ̄(t = 0),ϕ(t = 0))

∀ ϕ ∈ Z
R � �	���	)�5!)�0�"%';�K��/1�(�Ez@02�

λ̄(t = T ) = 0, µ̄ = λ̄(t = 0),
)������

H : * R � i%i ;
,.,
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〈∂q0
L(q̄0,ū,λ̄,µ̄),ψ〉Y = 〈∂uJ(q̄0,ū),ψ〉+ 〈∂q0

e1(q̄0,ū).(ψ),λ̄〉 = 0

&?"��2��"

(−ν
a0 + c0
b0

γ0λ̄+ α q̄0,ψ)U = 0, ∀ ψ ∈ U : * R � i 1 ;
�C/10���)�5 �&��"%����/����C�%���E�:/1�( #�!�Ey�"��%"���5���"��(�C�D';'���"%��"��25M��"%���

a(u,v) = ((∂xu,∂xv)), ∀u,v ∈ Z

c(u,v,w) = ((u∂xv,w)), u,v,w ∈ Z

&?"��2��"<�P����/1�%02'."%/1�
(q̄0,ū)

)�0~���(/1y���$! #��)��#+�/1�>'���	1�%�#/1�B'."� #���J3�5���"��&�=�%�#�9w@�('.$! #�#)GFH/1�2'."% =�K��"%'�5
��0�"-3��K�n'



































































































(ū(t = 0),v) = (u0,v), ∀ v ∈ H

〈∂tū,z〉X + νa(ū,z) + c(ū,ū,z) + ν
ak

bk
(γkū,γkz)U =

((f,z)) + ν
a0 + c0
b0

(γ0q̄0,γ0z)U + ν
a1 + c1
b1

(γ1q1,γ1z)U , ∀z ∈ Z

(λ̄(t = T ),v) = 0, ∀ v ∈ H

−〈∂tλ̄,ϕ〉X + νa(λ̄,ϕ) + ν
ak

bk
(γkλ̄,γkϕ)U

+c(λ̄,ū,ϕ) + c(λ̄,ϕ,ū) + (γlū− ud,γlϕ)U = 0, ∀ ϕ ∈ Z

(α q̄0 − ν
a0 + c0
b0

γ0λ̄,r)U = 0, ∀r ∈ U

: * R � i , ;

3 5 � 5
365 � � ���A,A+ 0 � � > = ��=��A+ � � 0 =�2 � �
,/2 � ���/� � 2 ,/2�� �10 2@� � 0 +I=
j��K���#+!�!'('.�	�&���('�"��Kk*/1� �(�}�2��/1�A/1���	)��	)�5�+!��"%����0�� �K��p1/1�("%'�r� #�=)��}p��.��)�"%���>'8�����2��"�zn0�5	��0

����/1y2��$� 8�I)��S+�/1�>'.��	1��� : * R � � 1 ; R 	 ���q��/�0�+�"%��)��N��"% #�2��"
��+M�K'�"�/1�Gk&�2/10��?'��.��"-'./1���C���I+����q/.< ` = 1)&�������OFH�D�B���(���(��"�/�� )������=�:/1��+!'�"�/1�2�����%���S+!/
%2'�R�j�������+���+������&���('�"�+!0���"%����kA��/102�T�A/1023�/1���T5!'.��y���"%�
z@02���OFH5!'.�K'E��)ut(/1"��>'L���('���/1�%02'."%/1�#)lF�0��2��5�zn0&�K'�"�/1� ��0B�#)�5��("%3�5����E�����('�"����%���!�<�(5!'���/1p1����)��C��� '.�! #�2��R
�C/10��?�M31/1���?)�5� 8/1�>'.�(5
)&�K���?�%���;����+D'."%/1���?�2��5�+!5�)��!�>'.���qzn0��
�P�8����+sr2����+sr2�I)�0 +!/1�>'.��	����T/1�2'."% =�K�
�����(/B+!"�5���0v���(/1y��%$� 8� :
	 ; ���9'�5�zn0�"-3��K�����>'��K0 +�����+!0���)20 p��.��)�"%���>'N)��x���V�:/1��+D'."�/��������%���

J
�&���

�OFH"��>'.�!�� 85�)�"���"��(�?)GFH0����q3K����"���y��%�q��0B�B"��%��"���"��(�?���2�7�!��5q5!'.�K';��)�t(/�"��>'MR
&?"��2��"A5!'s�K�n'�)�/1���25?0��#+�/1�>'.��	1���

q0 ∈ L2(0,T )
k>�2/10����A/1023�/1����+�����+!0����!�,��� +!�?�A/1"��>'L����p1�.�K)�"��!�n'

)��
J
p�����+!�
|N���S�:/1�� I02���

〈∂q0
J(q0),r〉 = ((α q0 + ν

a0 + c0
b0

µ,r))Γ0×(0,T ), ∀r ∈ L
2(0,T ) : * R � 1 /�;

�0/./
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µ
���(';�%"�5q|

q0
�&������F�"%�n'����( #5!)�"P��"%���;)�0	�(w@�('�$� 8�
�(0�"%3K���>'



























((u,∂tz))− ((u0,z0))− νa(u,z) − c(u,u,z)− ν
ak

bk
((u,z))Γk×(0,T ) + L(q0,z) = 0, ∀z ∈ V

−((w,∂tµ))− νa(w,µ)− c(u,w,µ̄)− c(w,u,µ)− ν
ak

bk
((µ,w))Γk×(0,T )

+((u− ud,w))Γ1×(0,T ) = 0, ∀w ∈ V

: * R � 1 �+;
���V���(�� 8"�$��(� 5�zn0&��'."�/��~���!����5!�����>'��	��F�5!zn0&�K'."%/1� )2����0���p������S��/10��I�:/��� 8�83K���("P�K'�"�/1���2�����%��k����}�����
+�/���)����7�!02' �!'����E"��>'������2��5!'�5���)&���2�<+!��+M���,+�/� # 8���OFH5�zn0&��'."�/��N��"��25M���("���5!��)�����0��(p1���(�*��/102�,�:/��� 8�
3K����"��K'."%/1�����!���%��R � �x� �7�!'�k��&�����("� 8�����C"��>'.5!p1�.��'."�/��=�&�����&���('�"��!����/10����43�/1�����P�T�:/1�� I02���;��0�"-3��K�n'��

c(u,w,µ) + c(w,u,µ) = −c(w,µ,u) + ((uµ,w))Γ1×(0,T ) − ((uµ,w))Γ0×(0,T ),

∀ (u,µ,w) ∈ L2(0,T ;V )

&?"%����"l��/10��;�7/�0231/1�2�;5!+��("������!�}"%�n'�5�p1�����>'��&���E�&�K�('."%���E�!�	'��� 8���
((∂tµ,w))− ((µ0,w0))− νa(w,µ) + c(u,µ,w)− (((ν

a1

b1
+ u)µ,w))Γ1×(0,T )

+(((−ν
a0

b0
+ u)µ,w))Γ0×(0,T ) + ((u− ud,w))Γ1×(0,T ) = 0, ∀w ∈ V

&?"%����"l�OFH5!'s��';��)�t(/1"%�n'
µ
�!�(';��/1�%02'."%/1�x)�0	�(w@�('�$� 8�
�(0�"%3K���>'














∂tµ+ u∂xµ+ ν∂xxµ = 0, Ω× (0,T )
µ(ν a0

b0
− u)− ν∂xµ = 0, Γ0 × (0,T )

µ(u+ ν aL

bL
) + ν∂xµ = (u− ud), Γ1 × (0,T )

µ(t = T ) = 0, Ω

: * R � 1 *.;

/.<
u
�!�(';��/1�%02'."%/1�x)�0	�(w@�('�$� 8��)�����0���p������;)�"%����+D'















∂tu+ u∂xu− ν∂xxu = 0, Ω× (0,T )
a0u− b0∂xu = q0, Γ0 × (0,T )
a1u+ b1∂xu = q1, Γ1 × (0,T )
u(t = 0) = u0, Ω

: * R � 1 ��;

��� ��5!��/1�%02'."%/1�~+�/���t(/1"��>'��=)�0{�(w@�9'.$� 8�x)�����02��p1�!���N)�"%����+D'I�D'�)�0v�(w@�('�$� 8�	��)�t(/1"%�n'S��5D'.��/�p1�.��)2�
�A���� 8�!'��%�q+M���%+�0���)20	p��.��)�"%���>'�)����P�I�:/1�2+!'."%/1�����!���%�?+�/)%2';p1����+!�T|����S�:/1�� S0���� : * R � 1 /�; R
365 � 5
365 � � �

� ���A,A+ 0 � � > = ��=��A+ � � 0 =�2 �
�����N 85!'.r2/B)��!�I"%'�5����K'."-31���S)�� p1����)�"��!�>'N��/1�>'N�����('�"�+�02��"�$!���! #�!�n'S"��>'.5!���!���.�K�n'�����)�0v�A/1"��>'S)��

3@0��S�n0� 85��("�zn0��T+�/1 8�2'��T'����n0V)�0}�Q��"%'�zn0GFH���%�����;���T��5!+��P�K #�!�n'Czn0GFH0����S"%�2�:/1�( =�K'�"�/1���K0}���(�� 8"��!�
/1�()�����)��T�P�I�:/1��+D'."%/1�����!������|8 8"���"% #"%���!��RB�������(/1y��%$� 8�q)��
+!/1�>'.��	1��� * R � � 1��A��02';���T 8�!'�'�������/�0��
�P�S�:/��� 8����y��('��.��"-'.�

{

u ∈ H,
j(u) ≤ j(v), ∀ v ∈ H

: * R � 1 � ;

� /2�
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H
)�5!��"%p1����0��	��������+��T)����C"%��yA���('��!'

j : H → R
���(';)�" �l5!���!�n'�"P��y2����RB��+�"�k&��/10���"��>'���/@)�0�"��(/1���

�OF�����p1/���"%'�r� 8�C)���p1����)�"%���>'�+�/1�ut(0�p10�5 & �0/ ( k@& �1� ( �������%"�zn0�5���0����(/1y��%$� 8� : � R , ;
� � 's���A� 0

u0 ∈ H

{

g0 ∈ H,
(g0,v) = 〈j ′(u0),v〉, ∀ v ∈ H

� �}�A/1���

w0 = g0

� � 's���A� n+ 1 	 /10�� n ≥ 0
kB/1�x��0��2�7/1�(��+�/1���n0��

un,gn,wn �!'E/��	+�����+!0���� un+1,gn+1,wn+1 R� �}+sr��!��+sr��
ρn

'.�!��zn0��

(RL)

{

ρn ∈ R,
j(un − ρnw

n) ≤ j(un − ρwn), ∀ ρ ∈ R

� �}�A/1���

un+1 = un − ρnw
n,

� �}�(5���/�02'
{

gn+1 ∈ H,
(gn+1,v) = 〈j ′(un+1),v〉, ∀ v ∈ H

� " ‖gn+1‖
‖g0‖ ≤ ε

�P�I�(/1��0B'."�/��x���(';)�/�����5��T�&���

u = un+1

� "��2/1��/1�}+�����+!0����?0����T)���+�����)��!0B�	zn0&���>'."-'.5!�
� R

γn =
‖gn+1‖2

‖gn‖2
,

�����D'.+sr��!�9���;�!�!31�!�

* R

γn =
(gn+1,gn+1 − gn)

‖gn‖2
, 	 /1�P�K+��>���;"%y�"�$!���

	 0�"���/1���A/1���

wn+1 = gn+1 + γnw
n

� �}�A/1���T���%/1���
n = n+ 1

�D'C/��}�(�!3@"��!�n'C|N�OFH5!'.���A�
n+ 1

R

�0/�*
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�C/�0��q���%��/1���;���2����"%z@02���?+!�!'��K��p1/1�("%'�r� #���K0 +M���?�&���('�"�+!0���"%����)�0�+�/��n'���	1�%�
�:�(/1�>'."�$!���
)�0 �(w@�9'.$� 8�
)�����0��(p1���(��R � �	����)�/1���2�T02�}+!/1�>'.��	����q"��2"%'."����Az@02����zn0�/���zn0��

q0
0 ∈ L

2(0,T ) 6= 0

� � 's�K�7� 0
� �}�(5��(/102';���q�9wB�9'.$! #��)�����0��(p1���(�C)2"����!+!'















∂tu
0 + u0∂xu

0 − ν∂xxu
0 = 0, Ω× (0,T )

a0u
0 − b0∂xu

0 = q0, Γ0 × (0,T )
a1u

0 + b1∂xu
0 = q1, Γ1 × (0,T )

u0(t = 0) = u0, Ω

: * R � 1 #.;

� ����5!��/102'C���q�2��/1y��%$� 8�q��)�t(/�"��>'














∂tµ
0 + u∂xµ

0 + ν∂xxµ
0 = 0, Ω× (0,T )

µ0(ν a0

b0
− u)− ν∂xµ

0 = 0, Γ0 × (0,T )

µ0(u+ ν a1

b1
) + ν∂xµ

0 = (u− ud), Γ1 × (0,T )

µ0(t = T ) = 0, Ω

: * R � 1 � ;

� ����5!��/102'?���%/1�����%�q����/�y���$! #�q�(0�"%3K���>'
{

g0 ∈ L2(0,T ;L2(Γ0)),
〈g0,r〉 = ((α q0

0 + ν a0+c0
b0

µ0,r))Γ0×(0,T ), ∀ r ∈ L2(0,T ;L2(Γ0))

� ���7/����T����/����
w0 = g0

� � 's�K�7� n+ 1
� �	��5!��/102';�%�q����/1y2��$� 8�q)GFH/1�2'�"� 8"��.��'."�/��=0���"%)�"� 8���2��"�/��������%���
{

ρn ∈ R,
J(qn

0 − ρnw
n) ≤ J(qn

0 − ρw
n),J(qn

0 − ρnw
n) ∀ ρ ∈ R

� ���7/����T����/����
qn+1
0 = qn

0 − ρnw
n �!';/1���(����/�02'















∂tu
n+1 + un+1∂xu

n+1 − ν∂xxu
n+1 = 0, Ω× (0,T )

a0u
n+1 − b0∂xu

n+1 = q0, Γ0 × (0,T )
a1u

n+1 + b1∂xu
n+1 = q1, Γ1 × (0,T )

un+1(t = 0) = u0, Ω

: * R � 1 i ;

� ����5!��/102'C���q�2��/1y��%$� 8�q��)�t(/�"��>'














∂tµ
n+1 + un+1∂xµ

n+1 + ν∂xxµ
n+1 = 0, Ω× (0,T )

µn+1(ν a0

b0
− un+1)− ν∂xµ

n+1 = 0, Γ0 × (0,T )

µn+1(un+1 + ν a1

b1
) + ν∂xµ

n+1 = (un+1 − ud), Γ1 × (0,T )

µn+1(t = T ) = 0, Ω

: * R � 1.1 ;

� ����5!��/102'?���%/1���
{

gn+1 ∈ L2(0,T ;L2(Γ0)),
〈gn+1,r〉 = ((α qn+1

0 + ν a0+c0
b0

µn+1,r))Γ0×(0,T ), ∀ r ∈ L
2(0,T ;L2(Γ0))

� /
�
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‖gn+1‖

‖g0‖
≤ ε

����/����E�P�I�(/1��0B'."�/��x)�0}�2��/1y��%$� 8�q)GFH/1�2'."% #"%�.�K'�"�/1�#���9'
q0 = qn+1

0

R
� "��2/1��/1�}+�����+!0����?0����T)�����)��!0B�	zn0&���>'."-'.5����(0�"%3K���>'.�!�
� R

γn =
‖gn+1‖2

‖gn‖2
,

���%�!'.+sr2���9���;�!�!3����

* R

γn =
(gn+1,gn+1 − gn)

‖gn‖2
, 	 /1�P�K+��>���;"%y�"�$!���

	 0�"���/1���A/1���

wn+1 = gn+1 + γnw
n

� �}�A/1���T���%/1���
n = n+ 1

�D'C/��}�(�!3@"��!�n'C|N�OFH5!'.���A�
n+ 1

R

�EWP2�W  � 6 6?d2[ ��]9g �J^B]`[<a a"4�g �Gd2] !"4?h b 4 6Cd�[*e�f 8�gih bCh 	l[,aL^@d��<f`h
j��K���J+��D'�'����&���9'."��KkK�2/10��J"%�n'���/@)�0�"%��/1���60�����)�"��(+���5D'."%�.�K'�"�/1�
�&���('�"�+!0���"%$����<)�����F�5!zn0&�K'."%/1�S)lF�5D's�K'

: * R � �1� ; �D';)�0}�2��/1y��%$� 8��)���+�/��n'���	1�%� : * R � � 1 ; R
3 5 � 5
C65�� ��� � +-,��@0O> ��� 0 ,/2 ��=
� � � � � ��� 01,/2 � � � �����

�;/10����.���2�7�!��/1���E���S�:/1�� S0��P�K'�"�/1�#3��K��"P��'."�/��������%���;)�0	����/1y2��$� 8��)�����02��p1�!���










(∂tu,v) + (u∂xu,v) + ν(∂xu,∂xv) + ν
al

bl
(u,v)Γl

= L(v), ∀v ∈ V

L(v) = ν(
al + cl
bl

)(ql(t),v)Γl
, l ∈ {0,1}

: * R � 1., ;

3 5 � 5
C65 3 � ='> 0 � � 01� �
+-� � 0 � � � 01,/2 � ='>%�.,A++= ��� =
� �	02'."%��"��(�q)����C��+sr�5! =�K�C)���'�w@�7�
)�"��75��(����+!��� �&��"%�C�A/10����P��)�"%��+��(5!'�"��.��'."�/���'��� 8�7/������%��� & �>� ( R

� �	����)�/������
u0

�D'
θ ∈ [1

2
,1]
R �C/10���+sr��!��+sr�/����?�K��/1�(�

(un)n≥1

'.�!��z@02�


























(
un+1 − un

dt
) + (u∗∂x)u

n+θ − ν∂xxu
n+θ = 0

Rb0(u
n+θ) = (a0 + c0)q

n+θ
0

Rb1(u
n+θ) = (a1 + c1)q

n+θ
1

: * R � , /�;

�0/ �
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un+θ = θun+1 +(1−θ)un R � ���%/1������+sr2/1"-�I)�0��&���.�K #$D'.��� θ �!',)��E���C3@"%'.�!���(�;)2�;+!/1�>31�!+!'."%/1�
u∗

k2��/10���/1y2'�����/����C)2"��75����!�>'.����+sr�5! =�K�;zn0��T�OFH/1�x�A��02';+!�P���(�������!�})��!0B���Q�� 8"��%�����
� R � +sr25� #������/1�B�_��"��25M��"%�����

� � 0��%���E��5D'.�(/1p1�.�K)��
θ = 1, u∗ = un+1, O(dt)

� > ����� �1�`�;"�+�/�����/��

θ =
1

2
, u∗ = un+ 1

2 , O(dt2)

> �!�
�(+sr�5� #���T��5�+!�P�� 8���>'���� ��5��(/1��0B'."�/�� |x+sr&�Kz@02�#"-'.5����K'."%/1��)GFH0��o�(w@�('�$� 8�#��/��B���%"���5���"��(��R
���%����/1�>';���!+�/1 8 #����)�5!�E)&�����E�%��+M����/.<x��F�/��x����+sr2����+sr2�S0����q�2��5�+!"��("�/1� '��� 8�7/1�(���%���?5!���D315��KR

* R � +sr25� #������"��25M��"%�����
� � 0��%���E)�"%����+D'.�

θ = 1, u∗ = un, O(dt)
� > ����� �1�`�;"�+�/�����/��x��"��25M���("���5

θ =
1

2
, u∗ = un, O(dt)

� � "% #/��W&?�( #�!��/
θ =

1

2
, u∗ = 1

2
(3un − un−1), O(dt2)

> ���;��+sr25� #������/1�>'C"���+!/1��)�"-'."�/��������%���! #�!�n'L�('.��y��%����R

365 � 5
C65
C � ,A+ >B� � � � 01,/2 � � + 0 ��� 0 ,/2 2�= ��� = �h='> 0 � � 0 � �
+ 	 � = �.,/� +�� 2
θ
� � � � � > �

�C/102�;+!/1���("�)�5!��/1���;0����q�:/1�2+!'."%/1� '.�!�('
v ∈ V

R
&?�%/1���E5D's���>';)�/1�2��5

u0

��/�0��C+sr2����+sr2/1���
(un)n≥1

'.�!��zn0��


















(
un+1 − un

dt
,v) + (u∗∂xu

n+θ,v) + ν(∂xu
n+θ,∂xv) + ν

al

bl
(un+θ,v)Γl

= L(v), ∀v ∈ V

L(v) = ν(
al + cl
bl

)(qn+θ
l (t),v)Γl

,

un+θ = θun+1 + (1− θ)un

: * R � , �+;
� �}�(0����A/1�.�K�n'C+�/����n0��?|N��F�5D's���A� n+ 1

k
un �D'

u∗
+!/1���n0���k ��/�0�������+sr2����+sr2/1���

un+1 '�����zn0��

1

dt
(un+1,v) + θ

[

(u∗∂xu
n+1,v) + ν(∂xu

n+1,∂xv) + ν
a1

b1
(un+1,v)Γ1

+ ν
a0

b0
(un+1,v)Γ0

]

=
1

dt
(un,v) + (θ − 1)

[

(u∗∂xu
n,v) + ν(∂xu

n,∂xv) + ν
a1

b1
(un,v)Γ1

+ ν
a0

b0
(un,v)Γ0

]

+ ν(
a1 + c1
b1

)(qn+θ
1 ,v)Γ1

+ ν(
a0 + c0
b0

)(qn+θ
0 ,v)Γ0

, ∀ v ∈ V

��='> � +��6��= 365
3�� ? � T NOH U HfQhS%NYHPFIM J T^Q0BEDG_]VCS J A�� H�V
F ���5\]V
A]\�F5\�_EB U S%V
A"T'M`A5_]NPS]ZGA J�� H�MGH�NOHOS U HfQhS �
NOHPFIM ZGFIT'\ U A B S U B]T URJ A

u1 g � A]NYNWA�_]N3S]ZGA[ZGA]T'N��]NY\�A \�A�� U HfQ0_EA�ZRS%\ U-� T'NYH U HfQhS%NOHPFIM J�� T M^Q0BEDG_]VCS J�� 7 T U A]\
J H�\�AEB]N"S)�%AEB)T M
ZRSIQ J A!NWA]V5ZGQ

dt1
NO\ e QaZGA]NYH�N�ZGFIT \^_ �0H�NWA]\ J A J _ �%\ S J A]\ U-� FI\ J \�A J T�Q0BEDG_]VCS�g
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C65 � � � � �'> � � , ��� �O='> =�2 � � 0 � �
+I= �

�;/10����.�K���7�!��/1�2��z@02�*�OFH��������+��,)��!���:/���+!'�"�/1���7'.���9'.�����9'
V = H1(0,L)

RM�C/10���+!/1����"%)�5��(/1����0��2�
�&���('�"%'�"�/1�

(Kn)1≤n≤N+1

)�0}�(��p1 8���>'
[0,L]

�!�
N + 1

����p� #�!�n'��C)2��'.��"��%���C+�/1���9's���>'��
h = L

N+1

R
�C/10��x+!/1���("�)�5!��/1���=0����m�����2��/M�B"� #�K'."%/1� +!/1�2�:/1�( #�})��

V
)�/�����5��&���#�OFH���(�&��+���)2���=�:/1�2+!'."%/1���

+�/1�>'."%�n0����!k7���#�2���;�&���E 8/1��+!�M��0B�x��0��
[0,L]

R

Vh =
{

v ∈ C0([0,L]) / v|Ki
∈ P1, 1 ≤ i ≤ N + 1

}

�C/10��C)�5��("�p1�2/1���?�����
(ϕi)1≤i≤N+2

�P�#y������
+M����/���"�zn0��T)��
Vh

�D'��&���
uh

�OF������2��/M�B"� #�K'."%/1�x)&�����
Vh

)����P�I��/���02'�"�/1� �Q��"%y����?)�����0���p������
u
R

��='> � +��6��=B365 3 ��� S%MRQ U A)B SIQ5T'MGH J H�V
A]MRQ]HPFIMGM`A U ( U S � \�FIMGNOH e \�A Γk

Q0A \E_ J T'H�N .LT'M^ZGFIH�MGN3g �5H�MRQ]H
A U�U A AEQ]N�S]Z�Zc\EF0BEDG_EA J A � S�� FIM A = S'B]N A BEA �hT H M � AEQ]NRZRSIQaN FIT � FIT \�Q U A5B SIQ5A]M J H�V
A]MRQ]HPFIMLQ]T+ZG_]\	HPA]T'\�Ahg
�C/10����(��+sr��!��+sr�/1�2�q����/����

(uk
h)0≤k≤n+1

'����Gzn0��

(u0
h,ϕi) = (u0,ϕi), 1 ≤ i ≤ N + 2

1

dt
(uk+1

h ,ϕi) + θ[(u∗h∂xu
k+1
h ,ϕi) + ν(∂xu

k+1
h ,∂xϕi) + ν

a1

b1
(uk+1

h ,ϕi)Γ1
+ ν

a0

b0
(uk+1

h ,ϕi)Γ0
]

=
1

dt
(uk

h,ϕi) + (θ − 1)[(u∗h∂xu
k
h,ϕi) + ν(∂xu

k
h,∂xϕi) + ν

a1

b1
(uk

h,ϕi)Γ1
+ ν

a0

b0
(uk

h,ϕi)Γ0
]

+ ν(
a1 + c1
b1

)(qk+θ
1 ,ϕi)Γ1

+ ν(
a0 + c0
b0

)(qk+θ
0 ,ϕi)Γ0

, 1 ≤ i ≤ N + 2

	 /10���/1yB'.���2"��q0��������2�2�����(��"%/1� �K��p15!y���"%z@02�N)���+����(w@�('�$� 8����/10���)�5!+�/1 8�7/���/1���
uk

h

��0������ y&�����
+M����/���"�zn0��

(ϕi)1≤i≤N+2

uk+1
h =

N+2
∑

j=1

uk+1
h,j ϕj, avec u

k+1
h,j = uk+1

h ((j − 1)h)

�C/10�����/K'./1���
βk+1

j = uk+1
h,j

R j?�� �! #�

u∗h =
N+2
∑

j=1

β∗
jϕj

&?"��2��"���/102�;"%�>'.��/@)�0�"%��/1�2�E�����E #�K'���"�+!���E�(0�"%3K���>'.�!� (
� �P�N #�K'.�("�+��?)��� =���(���

M
�43���+

(M)i,j = (ϕi,ϕj)
R

� �P�N #�K'.�("�+��?)����.��"%)���0��
K

�M31�!+
(K)i,J = (∂xϕi,∂xϕj)

R

� �P�N #�K'.�("�+��?)���+�/1�>31�!+!'�"�/1�
L∗ �M31�!+ (L∗)i,j =

N+2
∑

k=1

(ϕk∂xϕi,ϕj)β
∗
k

R

� ����3���+!'���0��
βk = (βk

j )1≤j≤N+2

R
� ����3���+!'���0��

qk =

(

qk
0

qk
L

) R

�0/ �
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βk+1 '.����zn0��
(

1

dt
M + θL∗ + νθ(K +B)

)

βk+1 =

(

1

dt
M + (θ − 1)L∗ + ν(θ − 1)(K +B)

)

βk

+ νG(θqk+1 + (1− θ)qk)
�C�=+M���%+�0��A�('.����)&���()x�7�!�� 8�!'L)���+�����+!0����!�L���2�2��"�+!"%'��� 8���>'��%���L)�"��75��(���>'.�!�� =��'.��"%+��!�L 8"��(�����!�Tt(��0lR

M = h
6















2 1

1 4

R R R
R R R R R R R R R

1 4 1
1 2















K = 1
h















1 −1

−1 2

R R R
R R R R R R R R R
−1 2 −1

−1 1















G =

















a0+c0
b0

0

0 0RRR RRR
RRR RRR
0 aL+cL

bL

















B =

















a0

b0
0

0 0

R R R
R R R R R R R R R

0 0 0
0 aL

bL

















L∗
1,1 = −2β∗

1 − β
∗
2 , L∗

N+2,N+2 = β∗
N+1 + 2β∗

N+2

L∗
k,k = β∗

k−1 − β
∗
k+1, k 6= 1,N + 2

L∗
k,k+1 = 2β∗

k + β∗
k+1, L∗

k+1,k = −β∗
k − 2β∗

k+1
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'.���lz@02�
(

1

dt
M + θL∗ + νθ(K +B)

)

βk+1 =
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1

dt
M + (θ − 1)L∗ + ν(θ − 1)(K +B)

)
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+ νG(θqk+1 + (1− θ)qk)
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




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






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


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R � ��)�5�����"%';�P�I #�K'���"�+!�?�:��/��n'�"�$!���

G =




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
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


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M θ
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1

dt
M + θL∗
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)

��"����("�zn0���k

Mdt

h
=














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













�!'

f =




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




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




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Mdt

h
·U = f + Bdt

h
· q : * R � , *.;

Mdt

h

�D'
Bdt

h
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Jdt
h =

α

2
(E1 · q)T ·Mt · (E1 · q) +

1

2
(El ·U−Ud)T ·Mt · (El ·U−Ud) : * R � , ��;

�M31�!+
(Ek)i,j = δ(i−1)(n+1)+k,j

�A/10��
1 ≤ i ≤ n + 1

�D'
1 ≤ j ≤ (n + 1)(N + 2)
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dt
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
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
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g = ∂Jdt
h (q̄)δq = α (E1q̄)T ·Mt · (E1δq) + (ElŪ−Ud)T ·Mt · (ElδU) : * R � , � ;
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) · δU = (p)T · (Bdt

h
· EF
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(δU)T · (∂Mdt

h
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(
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· EF

1
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g = α (E1 · q̄)T ·Mt · (E1δq) + t(δq)t
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)
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(
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























Mp1 + (M1−θ
2 )Tp2 = 2(β̄1 − u1

d)l,

(M θ
k )T · pk + (M1−θ

k+1)
T · pk+1 = (β̄k−1 − uk−1

d )l + 4(β̄k − uk
d)l + (β̄k+1 − uk+1

d )l,
1 ≤ k ≤ n,

(M θ
n+1)

T · pn+1 = (β̄n − un
d)l + 2(β̄n+1 − un+1

d )l, : * R *%/ � ;
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∇J(q) = αET
1 ·Mt · E1q + (Bdt

h E
F
1 )T ·P : * R *%/$#%;
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/A.�!$wL%( -,E -_P.>=>.�/A.�'(# X !m@$Ic_Q'301#�2-Fh!m@$IJ'(0�.>%( -=}#R/A@$KP.>'(#Z*E 98�'G_�'('3!�%(2�!$KP@$%3/1'(K & ÚbÚ 0 X62PX 3 2PX87 Ú X97
7 ( n
:�2�#R/72-FU/A*$'3#1';+p2-0 �m#7.>![8�2�=�8�')vE!P.�/A'�KP.��Q'(01'3!$%('�#�%+*$'(IJ'(#&FH2�0G/1*$')/A.�Ia'aK$.>#�%(01'C/A./.9 "/1.>2�!�2-Fg/1*$'
TZ 98f.>'30R4�lf/A2 �"'(#)#RBf#�/A'3I�n S6! /A*P.>#a -0�/1.>%(=�' X + '^,$0�2�,Q2-#1'�/12�K$.�#1%301'3/1.<.3'�/A*P'�!$2�!P=>.>!P'9 -0�4� -KP8-'(%C/A.>2-!
2�,�'(01 "/A2�0<.�!m8-2�=�8-'(K�.>!�/A*$'aTZ 98f.>'30R4Rlm/A2 �"'(#b#�Bf#�/1'(I @$#1.�!$w;/1*$'J%+*E -0A "%3/A'301.�#�/A.�%7Ia'C/A*$2fK�.�![/A012fK$@t4
%('3K _[B & 3 ( n � *$.�#)IJ'3/A*P2tK�.>#L_$ -#1'3K 2�!s/A*P'�%(2-Ia,$@t/+ "/1.>2�!�2-F<%+*E -01 -%3/1'(01.�#�/1.>%;,E "/A*P#).>!�2�01K$'30
/A2� ",$,$0129�t.>Ia "/1'L/A*$'�Ia "/1'(01.> -=h/A.>IJ'LKP'(01.�8" "/A.�8�'-n � *$'�@$#1'�2-Fg/1*$.>#& "=>w�2�0�.�/1*$I & �=3 ( .>![/1012fK$@$%('3#
#12-Ia')/1'(%+*$!$.�%9 -=pK$. �J%(@P=�/A.�'(#& "K$K$01'3#1#�'(Ks.�!�/A*$.�#G,E -,�'(03n>-�!$%('�/A*P';KP.>#1%301'C/A'�=>.�!$'9 "01.<.3'(K�#RBt#R/A'3I
.>#Z'(#�/A -_$=�.>#1*P'(K X .�/A#�#�2�=>@t/A.>2-!^'(![/A'301#</A*$'&%32�IJ,$@P/+ �/A.>2-!^2-F %(2�#R/]FH@$!$%C/A.>2-!�w�0A -KP.>'(![/1#].>![8�2�=�8�'3K�.�!
/A*P'&2�,P/A.�Ia./.9 "/1.>2�!�=>2f2�,?+g*$.�%+*�Ia.�!$.>IJ.<.3'(#x �w-.�8�'3!�2�_A@�'(%C/A.�8�'-n � + 2�K$.�� '301'3!m/b ",$,$=>.�%9 "/1.>2�!P#� -0�'
 -K$KP01'(#�#1'3K]�

B -�!$'i%32�!$%('301!$.�!$w]/A*$'iKP0A -w<01'3K$@$%C/A.>2-!a "012�@$!PK7 <0�2-/+ �/A.>!Pw�%(.�01%(@P=� -0 %CBf=>.>!PK$01.�%9 -=f_Q2fKPBc@$#1.�!$w
.�/A#x -!$w�@$=> -0i8�'3=>2f%(.�/6B-n � *$.>#U,$012-_$=>'3I *E -#Z_�'('3!� -=�01'9 "KPB�/A0�'9 "/1'(K^_[B;#1'C8�'(01 -=  "@P/A*$2-01# & 7 Ú X
7=7-( n8-�@$0Uw�2[ -=z.>#UIa -.>!$=�BL/12a8" -=>.�KE "/1'b2-@$0Z ",$,$012� -%+*^_[B� -!E -=�Bt#�.>!$wJ.�/1#Z "_$.>=�.�/6B)2"FjK$'9 "=>.>!Pw
+g.�/A*�!$2�!t4 /A0�.�8f.� -=Q%(2�![/1012�=N,P012�_$=�'(I _�'(!P%+*$IL "0 �m#(n

B 4�'c "=>#127K$'( -=�+g.�/1*� -!;.>KP'(![/A.�vE%9 "/1.>2�!�,$0�2�_$=�'(I /1*E "/UIL 9B�'3![/A'(0x -!� -'(0�2t'3=� -#R/A.�%]#�/+ "_$.>=�.�/6B
/12t2�=�K$'3#1%(0�.>_�'(K�.�!L/A*$'].�![/A012fK$@$%C/A.�2�!L2-Fe/1*$.># /A*$'3#1.�#(n$S|/i%32�!$#�.>#�/1#u.>!a/A0�Bf.�!$wc/A2c.>K$'3!m/1.�F BJF� -0R4
vE'3=>K)_�2�@$!PKE -0�BL%(2�!PK$.�/1.>2�!$#hFH012-I /1*$' �m!$25+g=>'3K$w�']2-F �E@P.>K)=�2[ -K$# /A.>IJ'Z*P.>#�/12�0�BJ2�!� �w�.�8-'(!
_$=�@P�;_Q2fKPBJ.>!JvP�t'(K�2�0 ,$0�'(#1%301.�_Q'3K)Ia2�8f.>!Pwc%(2-!PvEw�@$01 "/A.�2�!Nn � *$'Zv$!E -=Q -,$,$=�.>%9 �/A.>2-!J#�*$2�@$=�K
_�'U/1*$'� "'(012f'(=> -#�/1.>%i#R/+ -_$.�=>.�/6B& -!E "=�Bf#1.�# 2-F %(.�8t.�=E'(!$w-.>!$'3'(01.�!$wc#�@$,�'(0R4|#�/101@$%C/A@$0�'(# & Ú 0=0 X � X ÛXÚ ( n

���	C D EF�HG$IKJ EF�(')%LENMPO�IL���(')�;Q

ye'3/j@$#j%32�!$#�.>K$'30j �E@$.�K&.>!$#�.>K$'p ZvP�t'(K7K$2�Ia -.�!
Ω
+g.�/1*G_Q2-@$!$KE -0RB

∂Ω = Γc∪Γs∪Γin∪Γout

n
S|/ .>#hK$.�#1%(0�.>_�'(KJ_[B7.�/A#j8-'(=>2f%(.�/6B7 -!$KJ.�/1#h,$01'3#1#1@P01'

(u,p)
#�2�=>@t/A.>2-!J2"FQ/1*$'UFH2-=>=>25+g.�!$w<TZ 98f.>'30R4Rlm/A2 �"'(#

#�Bf#R/A'(I X






































∂tu+∇ u · u− ν∆u+∇p = 0, Ω
div(u) = 0, Ω
u = g, Γc

u = 0, Γs

σ(u,p) · n = 0, Γout

u = u∞, Γin

u(t = 0) = u0, Ω

R 0Pn Ú5S

+g*$'301'
ν
#R/+ -!$KP#gFH2-0u/A*$' �m.>!P'(Ia "/A.�%Z8f.>#1%32�#1.�/6B� -!$K

u∞
.�#u/A*$']F� -0RvE'(=�K)8�'(=�2t%3.�/6B-n � *$'<kf@$ -![/A.�/6B

σ(u,p) = −p I +ν(∇u+∇Tu)

#�/A -!$K$#gFH2�0u/1*$' �E@$.>K�#R/A01'3#1#g/A'3!$#12�0g.�!$#1.�K$'
Ω
X +g.�/1*

(∇ u)ij = ∂jui = ui,j
n

� *$'� -.�I 2"FU/1*$.>#c,E -,�'(0&.>#�/A2�%(2-!m/1012�= /A*$'�_�'(*E 98f.>2-@$0G2-Fg/A*P' �E@$.>KD/1012�@Pw�*D/A*$'�%32�![/A0�2�=
g
2�!
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	�������
��A���5� 
�� ��� � � � ��� ��� ����
 � ���A��	���
���
�������� 
�� � � �5����� ��� �,� � ��


Γc

X _[B�IJ.>!$.�Ia./.(.�!$w) �w�.�8�'(!�%(2�#R/<FH@$!$%3/1.>2�!
J
K$'(,�'(!PK$.>!$w;2�!�/A*$'7%32�![/A012-=

g
 -!$K�2�!�/A*$'J#�/A "/A'

#12�=�@P/A.�2�!
(u(g),p(g))

n � *$.�# %32�#�/ FH@$!$%C/A.>2-!aIa 9B&01'3,$01'3#1'(![/u �w�.�8�'(!J2�_A@�'3%3/1.�8�'x01'3=� "/1'(K7/A2b#1,�'(%(.�vE%
%+*E -0A "%3/A'301.�#�/A.�%iFH'9 "/1@$01'3# 2"F /A*P' �$@$.>K �E25+ R '-nOw</1*$'UK$0A -w<2�!a ]w�.�8-'(!J#1@$0RF� -%(' X /A*$'i8�2-0�/A.�%(.�/6BG=>'C8�'3= X
/A*$']K$.�#�/A -!$%('�/127 Gw�.�8-'(!�/+ "01w�'C/ S n��x'3!$%('F+ '� "01'�.�!m/1'(0�'(#�/1'(K�.>!�#�2�=�8f.�!$wc/A*P'�FH2�=>=�2T+g.�!$wc,P012�_$=�'(I X

min
g∈Uad

J(u(g),p(g))
R 0Pn �=S

+g*$'(0�'
(u(g),p(g))

#1 "/A.�#�vE'3#e/A*$' TZ 98f.>'30R4�lf/A2 �"'(#z#�Bf#R/A'(I R 0Pn ÚTS  -#1#�2t%3.� "/1'(K]/A2i/1*$'h%(2�![/A0�2�=
g ∈ Uad

n
S6!;/1*$'b -,$,$=�.>%9 �/A.>2-!$# X +p'<#1*$ -=>=NKP'9 -=9+g.�/A*�,E -0R/A.>%3@$=� "0u%(2�#R/gFH@$!$%3/1.>2�!P#U2"F}/1*$']FH2�=>=�2T+g.�!$w�/6Bf,�' X

B � *$'&%(2-#�/�/12)2�8�'(0�%(2�IJ'c/1*$'GK$01 -w)2�!^/1*$'G#12-=>.>K�.>![/A'30�F� -%3'c2�0x/A2L/10A -%��� Lw�.�8�'(! �$@$.>K^=�2[ -K
/+ -0�w�'3/ X

J(u,p) =

∫ T

0

∣

∣

∣

∣

(
∫

Γs

σ(u,p) · n dΓ

)

· e1 − Fd(t)

∣

∣

∣

∣

2

d t
R 0tn 0 S

B � *$'bIa'( -!�#1km@E -0�'b8" -=�@$'Z/A2a &w�.�8-'(!�/+ -0�w�'3/ X

J(u,p) =

∫ T

0

∫

Γout

(u− ud)
2 dΩ d t

R 0Pn ��S
�Z.>0�.>%+*$=�'3/}_Q2�@P!$KE -0RB�%32�![/A0�2�=[FH2�0 /1*$'uTx 98t.�'(0�4Rlf/12 �-'3# #�Bf#�/1'(I *E -#}_Q'3'(!& -KPK$01'3#1#1'3K72�!�/1*$' /1*$'(2�0�'C4
/A.>%( -=m=>'C8�'(=f.>! &WV-V X�7 � ( .>!b/A*$' � �s%9 "#1'-n � *$.># .>#} Z!$2-!�/A0�.�8f.� "=[,$012�_P=>'(I X '(#�,Q'3%(.> -=>=�B<%(2�!$%3'(0�!$.>!$wx/A*$'
01'(w-@$=� -0�.�/6BL2-F}/1*$'<_Q2-@$!$KE -0RB)%32�![/A012-= &WV Û ( n 4�'<#1*E "=>=N!$2"/Z "K$K$01'3#1#U#1@$%+*� -!;.>#�#1@$'<.>!�/1*$.>#i,E ",Q'30 X
#1.>!P%(' +p' +g.>=�= @$#�'a0�'(w�@$=> -0]%(=> -#1#�'(#b2-F %(2�![/A0�2�=>#<.�!�/1*$'J -,$,$=�.>%( "/A.�2�!$#(n9-�@$0<IL -.�!�.>![/A'301'3#�/b*$'(0�' X
.>#Z/12�K$'(#�%(01.�_Q'c*$25+�/1*$'G%(2-!m/1.>!m@$2�@P#]w�0A -KP.>'(![/Z2-Fj/A*$'&%32�#�/ZFH@$!$%3/1.>2�!

J
%9 -!�_�'G2�_P/A -.>!P'(K^@$#�.>!$w

/A*$'b#12�=�@P/A.�2�!�2-F  &=>.>!P'9 -0�.<.('3K �E@$.�K;#RBf#�/A'3I�n�S6!� &#1'(%32�!$K�#�/A'3, X +p'b#1*$ -=>=NKP'(#1%301.�_Q'b &%(2�![/1.>!m@$2�@$#
2�,P/A.�Ia./.9 "/1.>2�!L -=>w-2�01.�/A*$I _E -#�'(K;2�!;/1*$'<%(2�![/1.>!m@$2�@$#gw�01 -K$.�'(![/

∇J
n

!#"�$%"'& (o[�)+*T8,)%-?[�-C\/.7[<\0*21�-�)3.4*T8`[�)65g:=7�7W8�<8)+*
ye'3/G@$#7%(2�!$#�.>K$'30c/A*P'�%(2�![/A0�2�=p8" -0�.� -_$=�'

g
 -#c/1*$'�'(=�'(IJ'(![/72-Fx -!9�x.�=>_�'(0R/G#�,E -%('

Uc

n �u -#�.>%
%(2�![/A.�!m@$2�@$#�FH'9 -#�.>_$=�'� -=>w-2�01.�/A*$IJ#aFH2�0�IJ.>!P.>IJ.<.(.�!$w�/1*$'�FH@$!$%C/A.>2-!E -=

j(g)
def
= J(u(g),p(g))

 "01'
_E -#1'3K�2�!�/1*$'7'38" -=>@$ "/A.�2�!�2-F /A*$'GFH@$!P%3/A.�2�!E -= w�0A -KP.>'(![/b -w� -.>!$#R/< -0�_$.�/10A -0RB^K$.�01'(%C/A.�2�!�.>!$#�.>K$'

Uc

n
� *$012�@Pw�*;/1*$'<,E -,�'(0 X +p'b#1*E "=>=N@$#�']/A*$']FH2�=�=>25+g.>!$wc01'(#�@$=�/ X
�;:=<�> + <�? @8ACBED � � � �A�8��� ����� � 	 j(g) ��
GFIH
�,� � �KJ 

� � ��������� � �0L 	��NM � � � ����
 � � ��� �,� g ∈ Uc

� �
���O����� 

� ��� ��� ����� δg ∈ Uc

� ��
"� �P
 
���� ��� � �����O� ��
�Q
���O��� L �"� � � � �
	�	<�
M � ��QR�'J � ����
�
�������S
〈j ′(g),δg〉Uc = 〈∂(u,p)J(u(g),p(g)),(z(δg),q(δg))〉, ∀δg ∈ Uc

R 0Pn Û=S
M � ����� (z(δg),q(δg))

def
=
(

D
D g

(u,p)
)

(g) · δg 
�� � ��


 � ���N� � �T	 � �U� � � �WV
� 
X
�� � ���TM � ��� � ��
Y
5�
	 � �������
� � � � ��	 � �U� � � �WV
� 
 � � �5����� ��� � � � ��
�
���
������;S







































∂tz +∇ u(g) · z +∇ z · u(g)− ν∆z +∇q = 0, Ω
div(z) = 0, Ω
z = δg, Γc

z = 0, Γs

σ(z,q) · n = 0, Γout

z = 0, Γin

z(t = 0) = 0, Ω

R 0PnWV S
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�����A��� � � � ��� � ����� � 	U
 ��� ��� ��Q

� *$']=�.>!$'( -01./.('(KL#�Bf#�/1'(I .�#i cFH2�0 +p -0�K;.�!)/A.�Ia'x=>.>!P'9 -0  -KP8-'(%3/1.>2�!f46K$.�� @$#�.>2�!f4601'( -%3/1.>2�!a,$012-_$=>'3I�nfS|/
!$'3'(K$#U/A*$' �m!$25+g=>'(KPw�'�2"F /A*P'�2�0�.>w�.�!E -= �E@$.>K �E25+

u(g)
+g*P.>%+*�.�#g#1,�'(%(.�vE%</A2J!$2�!t4|=>.>!P'9 -0u%32�![/A0�2�=

,$0�2�_$=>'3Ia#3nNS|F + ' +u -![/</A2;.>KP'(![/A.�F B�/A*P'7FH@P!$%3/1.>2�!E "= w�0A "K$.>'3!m/ X + 'a!$'3'(K�/A2�'38" -=�@E "/A'G/1*$'J=>.>!P'9 �4
01./.('3K �E25+ FH2�0�'C8�'30�B�K$.�01'3%3/A.�2�!

δg ∈ Uc
nNop2�!$%('301!$.�!$w�/A*$'&KP.>#1%301'C/A.<.( "/A.�2�!^.�#1#1@P' X /1*$.>#�%( -!�=>'( -K

8�'30�B�kf@P.>%��m=�B�/A2�'{�P,�'(!P#1.�8-'�%(2�IJ,$@P/A "/A.�2�!$#3n ?E2�0b/A*$.�#G01'( -#12�! X ,�'(2�,$=�'L@$#�@E -=�=�B�@$#1'� "!� -K�@�2�.�!m/
%(2-!m/1.>!m@$2�@P#<FH2-01IG@$=> "/A.�2�!^.�!�2-01K$'30�/A2;@$#1'J �%(2�![/1012�=j#�,E -%('J2-Fp -01_P.�/A01 -0�B�#1./.(' X  -#<K$'(#�%(01.�_Q'3K�.�!
/A*P'<FH2-=>=>25+g.�!$wc/A*P'(2�0�'(I X

�;:=< > + <�? @ A�� D � � � �A�8��� ����� � 	 j(g) =
1

2

∫ T

0

∫

Γout

(u(g) − ud)
2 dΩ d t ��
��9�	� � � ���F

� � ������� �

��� �0L 	�� M � � � ����
 � � ��� � � g ∈ Uc

� ��
�� �P
�Q
� � 

�������>��
�Q
���O��� L �"� � � � �
	�	<�
M � ��QN�'J � ����
�
�������S

∇j(g) = −σ(ϕ,π) · n|Γc×(0,T )

R 0Pn 3
S

M � ����� (ϕ,π) 
�� � ��


 � ���;� � � � 
 � ��� ��� 
�� � ���NM � ��� � ��
R
5�
	 � ������� � � � � � � 
 � ��� ��� � � �5����� ��� � � � ��


�� 
��,���;S







































−∂tϕ−∇ϕ · u(g) +∇Tu(g) · ϕ− ν∆ϕ+∇π = 0, Ω
div(ϕ) = 0, Ω
ϕ = 0, Γc

ϕ = 0, Γs

σ(ϕ,π) · n = u(g)− ud, Γout

ϕ = 0, Γin

ϕ(t = T ) = 0, Ω

R 0Pn 7 S

� *$'b -K�@�2-.>![/g,$012-_$=>'3I .>#g &_E "%���+p -0�K�=>.�!$'9 "0u -KP8-'(%C/A.>2-!t46K$.�� @P#1.>2-!t460�'9 -%C/A.>2-!)#�Bf#�/1'(I;n�
Z#iFH2�0u/1*$'
=>.�!$'9 "01.<.3'(K;#�Bf#�/1'(I X .�/x!$'3'(K$#Z/1*$' �m!$25+g=>'3K$w�'G2"F /A*$'c,$01.�IL -=e#R/+ "/1'

u(g)
.>!�2�01K$'30x/12)_Q'�#12�=�8�'3KNn

op2�![/A01 -0�BL/A2&/A*$']=�.>!$'( -01./.('3K�#�/+ �/A' +g*$.�%+*�%( -!�_Q'< -Kt8- "!$%('3K�.�!�/1.>IJ' +g.�/A*�/A*$'<#�2�=>@P/1.>2�!
u(g)

2-F
/A*P'�#�/A "/A'�,P012�_$=�'(I X /A*$'] "K�@�2�.>![/ #�Bf#�/1'(I *E -#i �v$!E -=Q/1.>IJ'x%32�!$K$.�/A.�2�! X +g*$.�%+*�Ia'( -!$#p/1*E "/u.�/p*$ -#
/A2;_�'J#�2�=�8-'(K�2�!$%3'J/1*$'JTZ 98f.>'(0�4Rlf/12 �-'3#�#RBf#�/A'3I *E -#<_Q'3'(!�#12�=�8�'(K n lt'38-'(0A "=p -@t/A*$2�0�#<*E 98�'J_Q'3'(!
@$#�.>!$wG/1*$.>#uFH2�0�IG@$=> "/A.�2�!a.�!�2�01KP'(0u/A2&#�2�=�8-']%(2�IJ,$=�'C� �E@$.>K �E25+�%(2�![/1012�=N,P012�_$=�'(IJ# & 7 Ú X Ú ��3 X � � ( n
S6!�/1*$.>#<,E ",Q'30 X +p'"+g.>=�= !$2-/b@$#�'L#1@P%+*� -!� -,$,$0�2[ -%+*D "!$K�,$0�'3FH'30c ;K$.>0�'(%3/� -,P,$012[ "%+*�.>![8-2�=�8f.>!Pw
/A*P'b=�.>!$'( -01./.('3K�#�Bf#�/1'(I;n

!I"�$%"�$ �$:=7�7Ù8�<8) *�
W7,\T<87 [��3*T8�4�8��½7 *T89[�) \ *X:=7 *T<85��

u/�/1*$.>#<#R/+ -w�' X #1'C8�'(01 -= 2�,P/A.�Ia./.9 "/1.>2�!�#�/10A "/1'(w�.�'(#<%9 -!�_Q'7%32�!$#1.�K$'(0�'(K X + 'a*$ �8-'L%+*$2f2�#�'(!�/12

.>![8-'(#�/1.>w[ �/A'Z/1*$'�@$#�']2-Fz/,+p2&.�/A'(01 "/A.�8�'�2-,P/A.�Ia./.9 "/1.>2�!7,$0�2t%3'(K$@$0�'(#u/1*E "/iIa 9BL!$'3'(K�2�!$=�B7/A*$']%32�I74
,$@P/A "/A.�2�!�2-F /1*$'b%(2�#R/UFH@P!$%3/1.>2�!;w�0A "K$.>'3!m/U �/x'( -%+*�IJ.>!P.>IJ.<.9 �/A.>2-!L#�/1'(,Nn � *$'<vE0�#�/x2�!$'<.>#g01'CFH'(0�'(K
 -# /1*$'i%(2-!�@�@$w�@E �/A'uw�01 -K$.�'(![/h -=�w�2�01.�/A*$I�.�!G/A*$'p%(2�![/A'{�f/ 2"F�!$2�!$=�.>!$'( -0 4z!P2�!$%(2-!m8-'C�72-,P/A.�Ia./.9 "/1.>2�!
,$0�2�_$=>'3Ia#< "!$K�.�#]@$#1@$ -=>=�B^#1'3'(!� -#b �v$01#�/b2�0�K$'(0<2�,t/A.>IJ.<.( "/A.�2�!^ "=>w�2�0�.�/1*$I�n � *$'7#1'3%(2�!PK�2�!$'7.�#
01'CFH'(0�'(K� -#G/A*$'��p?}:bl�IJ'3/A*P2tK~ -!$K�_�'(=�2�!$w�#c/12^/A*$'�#�'(%(2-!$K�2-01K$'30&kf@$ -#1.	4�Tx'�+i/A2�!�2�,t/A.>IJ.<.( �4
/A.�2�!� -=�w�2�0�.�/A*PIa#h%(=> -#1#3n 4�'�#1*E "=>= KP'(#1%301.�_Q'�_�2-/1*�#�/A01 "/A'3w�.>'3#u.>!a/A*$']!$'{�f/g#1'(%C/A.�2�!�.>!� "!� -_$#�/10A -%C/
#1'C/1/1.>!$w$n
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@8A�� A�� A B � >������ ����� < �A+	� ��
 <�� � ?G< � :=> �
ye'3/g@P#x%32�!$#1.�K$'(0u/1*$']FH2�=>=�25+g.>!$w& "_$#�/10A -%C/xIJ.>!P.>IJ.<.9 �/A.>2-!a,$0�2�_$=�'(I X

{

u ∈ H,
j(u) ≤ j(v), ∀ v ∈ H

R 0Pn 2 S

+g*$'(0�'
H

#�/A -!$K$#7FH2�07 -!/�x.�=>_�'(0R/&#1,E "%('; -!$K
j : H → R

.>#7 �K$.�� '301'(![/1.� -_$=�'LFH@$!$%C/A.�2�!E -=u2-!

H
n � *$'bop2�!T@�@$w�@E "/1'b:<01 -K$.�'(![/g -=�w�2�01.�/A*$I  -,P,$=>.�'(KL/12J,P012�_$=�'(I R 0Pn 2 S %( -!�_Q']KP'(#1%301.�_Q'3K�.�!)/A*$'

FH2�=>=�2T+g.�!$wGIa -!$!$'30 X
B lf/A'3,

0

op*$2t2-#1'
u0 ∈ H

{ lt2-=�8�']FH2�0
g0 ∈ H,

#1@$%+*;/A*E "/

(g0,v)H = H∗ < j ′(u0),v >H , ∀ v ∈ H

4�'<#�'3/

w0 = g0

B lf/A'3,
n + 1?E2�0
n ≥ 0

X + '  -#1#�@$IJ' /A*E "/
(un,gn,wn)

.�#e "/z2�@$0 K$.>#�,Q2�#1 -= X  -!$KF+ 'j#1'(' ��FH2�0
(un+1,gn+1,wn+1)/A*E "! �m#U/127/1*$']FH2�=>=�25+g.>!$wG#R/A'3,$#N�

Ú nUye.>!$']#�'9 -0�%+*]� op2-Ia,$@t/A'
ρn

#1@$%+*;/A*E �/ X

(LS)

{ lt2�=�8�'�FH2�0
ρn ∈ R,

#1@P%+*�/A*$ "/

j(un − ρnw
n) ≤ j(un − ρwn), ∀ ρ ∈ R

4�'<#�'3/

un+1 = un − ρnw
n,

� nx:<01 -K$.�'(![/g%(2�IJ,$@P/A "/A.�2�!]�
{ lt2-=�8�']FH2�0

gn+1 ∈ H,
#1@$%+*;/A*E "/

(gn+1,v)H = H∗ < j ′(un+1),v >H , ∀ v ∈ H

0Pnxop2�![8�'301w�'3!$%('b/A'(#R/e�
S|F ‖gn+1‖

‖g0‖
≤ ε

X /A*P'b#�2�=>@t/A.>2-!�.>#iw�.�8�'(!;_[B

u = un+1

@$!$=�'(#1# X +p'b%(2-Ia,$@t/A']2�!$'<2-F /A*P'<FH2-=>=>25+g.�!$wGkm@E -![/A.�/A.�'(# X
 S

γn =
‖gn+1‖2

‖gn‖2
,
?}=>'3/1%+*$'(0�4 �g'('C8�'(#
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_ S

γn =
(gn+1,gn+1 − gn)

‖gn‖2
,
r}2�=> -%���4 �g.>_$.�`(0�'

� *$'3! X + '�#�'3/

wn+1 = gn+1 + γnw
n

� ngS|/1'(0A �/A.>2-!�=>2f2�,]� + 'b#�'3/
n := n+ 1

X +p'<%(2-Ia']_E "%��)/A27#�/1'(,
n+ 1

n
� *$'<.>![8-'(#�/1.>w[ �/A.>2-!�2-Fz/A*$']%32�![8�'(0�w�'(!P%('c2"F}/1*$'bop2�!�@�@$w� "/A']w�01 -K$.�'(![/g -=�w�2�01.�/A*$I +p -#g,Q'30�FH2�0�Ia'3K
2�!�/A*P'J.�!PvE!$.�/A'GKP.>IJ'(!$#�.>2�!E "=}=�'38�'3= FH2�0]km@E -K$01 "/A.�%G%(2-!m8-'C��FH@$!$%C/A.�2�!E -=�#(n64�'&01'CFH'(0]/A2B& 7 � ( FH2�0< 
01'C8f.>')+ 2-F #1@$%+*�01'3#1@$=�/A#3n � *$'3#1'&0�'(#1@P=�/A#x%9 -!P!$2-/�_�'& -,P,$=>.�'(K;.>!^2�@P0x%( -#1' X #1.�!$%('*+p'GKP'9 -=(+g.�/1*� 
!$2�!f46%(2-!m8-'C� X !$2�!t4|=>.�!$'9 -0UFH@$!$%C/A.>2-!E -= n lf/1.>=>= X 2-!�/1*$'&!m@$IJ'(01.�%9 -= ,Q2�.�![/]2-Fh8f.>')+�/A*$'Joi: Ia'C/A*$2fK
*E -#U#1*P2T+g!�w�01'( "/Z%32�![8�'301w�'3!$%('cFH'( "/A@P01'(#x.>!;IL "!mB; ",$,$=>.�%9 "/1.>2�!P# X  -!PK�,E -0R/A.�%(@$=> -01=�BaFH2�0g2�,t/A.>Ia -=
%(2-!m/1012�=e2"F��E@P.>K�Ia2fK$'3=># & 3�� X�7 0 ( n

@ A��8A�� A�� � � ����
 ��� <�� � > � ����� > + 
 � :�? �

?E2�0 8�'30�B&=> -01w-'p2�,P/1.>IJ.<.( "/A.�2�!�,P012�_$=�'(IJ# .�!m8-2�=�8f.�!$w�8�'30�B �E "/jFH@$!$%C/A.>2-!E -=># X .�/ *E "#j_Q'3'(!7#1*$25+g!
/A*$ "/x/1*$'&oi: IJ'3/A*P2tK�%9 -!�%(2�![8�'301w�'G8-'(0RB�#�=>25+g=�B-n�S6!�2�01K$'30U/12)%(.�01%3@$Ic8�'3![/Z/A*P.>#U.>#1#�@$' X .�/x*E -,f4
,�'(!$#i/A2&_�']@$#�'3FH@$= /127@$#1']km@E -#�.�46Tx')+i/12�!�Ia'C/A*$2fK$#u/1*E "/iIa 9B)#1*P2T+�#1'3%(2�!PK�2�0�K$'(0i%32�![8�'301w�'3!$%('
,$0�2�,Q'30�/1.>'(#L!$'9 -0J/A*$'�2�,P/A.�IG@$I;n&-]!P'^,Q2-#1#1.�_$=>'�%+*$2�.�%('^.�#a/A*P'^@$#1'�2"F]/A*$' �p?}:bl�IJ'3/1*$2tK  -#
K$'3#1%(0�.>_�'(K�_mB�ye.>@f4�Tx2f%('3KE -=u.�! & Ú^Ú^Ú ( n � *$.�#aIJ'3/1*$2fK�.�#J_$ -#1'3Ks2�!~/A*$'� -,$,$0�29�P.�IL �/A.>2-!�2-FZ/1*$'
%(2-#�/iFH@$!$%C/A.�2�!N�x'3#1#1.> -!;.>![8�'301#1'<@$#�.>!$w7 &01 -! �L2-!$'],Q'30�/1@$01_E �/A.>2-!)2-F}.>K$'3!m/1.�/6BaK$'(KP@$%('3K�FH012-I /1*$'
w�01 -K$.>'3![/ �m!$25+g=>'(KPw�'-n � *P.>#]IJ'3/A*P2tK +p -#]#1@P%(%('3#1#RFH@$=>=�B� -,$,$=�.>'3K�/A2�2�,P/1.>Ia -=z%(2�![/1012�= 2"FpTx 98t.�'(0�4
lf/12 �-'3#x'3kf@$ "/A.�2�!$#g.>!B& 2 (YX & 7 Ú ( n
4�'U%32�!$#�.>K$'30 /1*$'U -_$#�/10A -%C/ Ia.�!$.>IJ.<.( "/A.�2�!�,P012�_$=�'(I R � n 0 S nm?E2�0

(u,v) ∈ H×H
X + 'U%(2�!$#�.>K$'30j/A*$'

'(=�'(IJ'(![/
u⊗ v ∈ L(H)

K$'3v$!$'(K� -#iFH2�=>=�2T+g# X

(u⊗ v)(w) =< w,v >H u, ∀w ∈ H
�x'3!$%('</A*P' �p?}:bl� -=>w-2�01.�/A*$I 01'( -K$#x -#uFH2�=�=>25+g# X

B lf/1'(,
0
��op*$2f2�#1'

u0 ∈ H
X
H0 ∈ L(H)

{ lt2�=�8-']FH2�0
g0 ∈ H,

#1@P%+*�/A*$ "/

(g0,v)H = H∗ < j ′(u0),v >H , ∀ v ∈ H

B lf/1'(,
n+ 1?E2�0
n ≥ 0

X + '  "#1#1@PIa' /1*E "/
(un,gn,Hn)

.�#e "/e2-@$0eK$.>#�,Q2-#A -= X  -!PK + 'h#1'3' �ZFH2�0
(un+1,gn+1,Hn+1)/1*E -! �m#i/A27/A*$']FH2�=�=>25+g.>!Pwc#�/1'(,$# �

4�'<#1'3/
dn = −Hn · gn

X
Ú nUye.>!P']#1'9 "01%+*]�Qop2�IJ,$@P/A'

ρn

#�@$%+*�/1*E "/ X

(LS)

{ lt2�=�8�'�FH2�0
ρn ∈ R,

#1@P%+*;/1*E "/

j(un + ρnd
n) ≤ j(un + ρdn), ∀ ρ ∈ R

4�']#1'C/

un+1 = un + ρnw
n,
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� nx:<01 -K$.�'(![/g%(2�IJ,$@P/A "/A.�2�!]�

{ lt2-=�8�']FH2�0
gn+1 ∈ H,

#1@$%+*;/A*E "/

(gn+1,v)H = H∗ < j ′(un+1),v >H , ∀ v ∈ H

0Pnxop2�![8�'301w�'3!$%('b/A'(#R/e��S|F ‖gn+1‖
‖g0‖ ≤ ε

X /A*P'b#�2�=>@t/A.>2-!�.>#iw�.�8�'(!;_[B

u = un+1

@$!$=�'(#1#g,�'(0RFH2�01I #R/A'3,
4
n

� n#�x'3#1#1.> -!;@$,QK$ "/A' �
4�'<#�'3/

sn = un+1 − un

 -!$K

yn = gn+1 − gn

� *$'(! +p'<%32�Ia,P@P/A'

Hn+1 = Hn +
dn ⊗ dn

< dn,sn >H

−
Hn · sn ⊗Hn · sn

< Hn · sn,sn >HÛ ngS|/A'30A "/1.>2�!�=>2f2�,]�A+p'<#1'C/
n := n + 1

X + '�%32�IJ']_E -%��L/12a#R/A'(,
n+ 1

n

� � � � G;I�� ENQ � E*�;QNI���� ENM�IL����')� 	�% G$IKJ I�
 � � �HG$I
� E�� '�IL����	 �(���*IKO
I��"# EF�('�� �$O

S6!7/A*$.�#j,E -01 -w�0A ",$* X + 'x#�*E -=>=PK$'(#�%(01.�_Q'g2�@P0 #R/A01 "/A'3w-BGFH2�0j/A*P'gv$!$.�/1'UKP.>IJ'(!$#�.>2�!E "=$ -,$,P0129�t.>Ia �4
/A.>2-!;2"F}/1*$'<#12�=�@P/A.�2�!�2-F /A*$'bTZ 98f.>'30R4�lf/A2��"'(#g#�Bf#R/A'(I X _E -#�'(K;2�!� 7yz -w�01 -!$w�'{4R:< -=>'30��m.>!L#1%+*$'3Ia'"n

!#"C!I"'& �Ï8�4�< 7W8`\�.P:G<U*G8`\X7 *G8`[�)
@8A @ ACB A B � � ��+ >������ �	
 > �

�i*$'<yz -w-0A -!$w-'C4R:< -=�'(0��m.�!L#1%+*P'(IJ' +p -#uvE0�#�/g.�!m/1012fK$@$%3'(K�_[B��p'3!$km@$5 & 3 (  -!$K�.>#pIL -KP'�2-F /A*$'
%(2�IG_P.>!E "/1.>2�!<2-Ft/A*$' %+*E -01 -%3/1'(0�.>#�/1.>%3#}IJ'3/1*$2tK +g.�/1*G g#�/A -!$KE -0�K�vE!P.�/A'{46'3=>'(IJ'(![/zFH2�0�IG@$=� �/A.>2-!Nn��i*$'
IL -.�!L.�K$'9 b2-Fe/A*$.�#pIJ'3/1*$2tKa=>.�'(# .>!L/1*$'xF� -%C/p/1*E "/p/1*$'�2�,�'(01 "/A2-0 ∂

∂t
+ u.∇

IL 9BJ_�'x/A@P01!$'3K�.>![/A2c 
/A2-/A -=QKP'(01.�8" "/A.�8�' d

dt

@P#1.>!Pw& cyz -w�01 -!$w�.> -!7FH2�01IG@P=� "/1.>2�!Nn �x25+p'C8�'30 X /1*$.># yz -w�0A "!$w�.� "!JFH2�0�IG@$=> "/A.�2�!
.>#<2�!$=�B^8" -=>.�K� -=>2�!Pw�/1*$'7%+*E -01 -%3/1'(01.�#�/1.>%(#<%3@$0�8-'(#c2"Fp/A*P'a,E "0�/A.�%(@$=�'-n��i*P.>#<%(@$0R8�'3#G -0�'JKP'(#1%301.�_Q'3K
_mB�/1*$']FH2�=>=�25+g.>!$wG'3km@E "/A.�2�!$#N�

{

d

dτ
χ(τ ; t,x) = u(τ,χ(τ ; t,x)),τ ∈ [0,t]

χ(τ = t; t,x) = x x ∈ Ω

R 0Pn Ú � S
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2�0i'3kf@P.�8" -=>'3![/A=�Bx�

χ(τ ; t,x) = x +

∫ t

0

u(τ,χ(τ ; t,x))dτ
R 0Pn Ú^ÚTS

�x'3!$%(' X /A*$'<%+*E -01 -%3/1'(0�.>#�/1.>%3#UIJ'3/1*$2fK;%32�!$#�.>#�/1#g.>!�,Q'30�FH2�0�Ia.�!$wc/1*$']FH2�=>=�2T+g.�!$wG#R/A'(,P#N�
Ú nU�Z'CvE!$'U -!7 -,P,$0129�t.>Ia "/A.�2�!G#�%+*$'(IJ'iFH2�0 /A*P'Uou -@$%+*[B&,$0�2�_$=>'3I R 0Pn Ú � S n�lt2�=�8t.�!$wZ/1*$.>#j#RBt#R/A'3I
=�'9 -K$#u/12J -!� ",$,$0129�t.>Ia "/1.>2�!)2"F}/1*$'<%+*E -0A "%3/A'301.�#�/A.�%]%(@$0R8�'3#(n

� nU�Z'CvE!$'� D/A.>IJ'� -,$,P0129�t.>Ia "/A.�2�! #1%+*P'(IJ'�FH2�0)/1*$'�/A2-/A -=�K$'301.�8- �/A.�8-'�2�,�'(0A �/A2�0�@$#�.>!$w�/1*$'
 -,P,$0129�t.>Ia "/A'Z%+*E -0A "%3/A'301.�#�/A.�%<%(@$0R8�'(#3n

0Pnxlt2-=�8�']/1*$'<01'(#�@$=�/1.>!$w&w-'(!$'30A -=�.<.('3K�lf/A2��"'(#U#�Bf#�/1'(I;n
	 <�? � +�
 @ ACBED � �"�8������	 � �U� � � ��� ��� �
� � � � � � �5������� � � � � ��
�
�� 
������ ��
 � ��
�
���� � � � � ��� � ��� � �
� �	� L 	������ ��������� S � ��
�� � ��Q����U��� � 	 �WV
� 
 � �,� � ��
 
�� 
��,��� ��
�	 � �U� � � �

@ A @8ACB A�� � 
 ?G< � <�? 
�� � 
 � � + < � <�� + � � > + �=< + �
: � +	� � � < + 
 � �	
 � � � �
: <�?G<
4�'<#�'3/

(un,pn,gn)(x) = (u,p,g)(x,tn), x ∈ Ω̄

tn = t0 + n∆t, t0 = 0, tN = T

4�'G%(2�!P#1.>KP'(0Z/1*$'G%+*E -01 -%3/1'(0�.>#�/1.>%G%3@$0�8-'7 -#1#�2t%3.� "/1'(K�/12)/A*$'��E25+ v$'(=>K
u
 -#x/A*$'G#�2�=>@t/A.>2-!�2-Fj/1*$'

ou -@$%+*[B�,P012�_$=�'(I R 0Pn Ú � S nU�U'(!$%3' X @$#�.>!$w)/1*$'&%+*E -.�!�01@$=�' X + '7w�'3/Z/A*$'GFH2�=�=>25+g.>!Pwa'{�P,P01'(#�#1.�2�!�FH2-0
/A*P'</1.>IJ'�K$'301.�8" "/1.�8-']2-F}/1*$'��E25+ vE'3=>K

u
 -=�2�!$w7 &%+*E -01 -%3/1'(0�.>#�/1.>%]%3@$0�8-' X

d

dτ
u(τ,χ(τ ; t,x))|τ = ∂τu(τ,χ(τ ; t,x))|τ +∇u(τ,χ(τ ; t,x)) · u(τ,χ(τ ; t,x))

?E2�0
t = tn+1,tn ≤ τ ≤ tn+1

X + '�K$'3v$!$';/1*$'�vE01#R/�4|2�01K$'30J -,$,$0�2��t.�IL "/1.>2�!�2"Fx/1*$'�/A2-/A -=p/A.�Ia'
K$'301.�8" "/1.�8-' R �u -% ��+u "01K�qj@$=�'(0i#1%+*P'(IJ' S X

d

dτ
u(τ,χ(τ ; t,x))|τ=tn+1

=
u(tn+1,x)− u(tn,χ(tn; tn+1,x))

∆t
�i*$'^%+*$ -0A -%C/A'301.>#R/A.�%�FH2f2-/

χ(tn; tn+1,x)
.>#J%(2�IJ,$@P/1'(K FH012-I R 0Pn Ú^ÚTS @P#1.>!Pw�/A*$'�FH2�=>=�2T+g.�!$w�=>.�!$'9 -0

K$.�#1%(0�'3/1'b.�![/A'(0�,Q2-=� "/1.>2�!]�

χ(tn; tn+1,x) = x−∆tun(x)
R 0Pn Ú��=S

lt'C/1/A.�!$w
χn(x) = χ(tn; tn+1,x)

X + '�vE!E "=>=�BL2�_P/A -.>!�/A*$'</A.�Ia']#�'(IJ.�4|K$.>#�%(01'C/A']vE0�#�/x2�01K$'30ZTx 98t.�'(0�4
lf/12��-'3#x#RBt#R/A'3I R #1'3' &OV Ú ( FH2�0u/A*$']FH@$=�=N,$0�2t2-F S �























1
∆t
un+1 − ν∆un+1 +∇pn+1 = 1

∆t
un ◦ χn, Ω

div(un+1) = 0, Ω
un+1 = gn+1, Γcyl

σ(un+1,pn+1) · n = 0, Γout

un+1 = un+1
∞ , Γin

R 0tn Ú 0 S

Ú�� 0
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+g.�/A*
ut=0 = u0

n -]!P'�2-Fe/A*P'�w�01'( "/A'3#�/g "KP8" -![/+ -w�'x2-Fz/A*$.�# FH2�0�IG@$=> "/A.�2�!7.>#p/1*E "/u=> -01w-'U/1.>IJ'Z#�/1'(,$#
IL 9B�_�'�@P#1'(K .>!�%(2�!T@�@$!$%3/1.>2�! +g.�/1*�/1*$'�y  "w�0A -!Pw�'C4�:b -=�'(0 �f.�! Ia'C/A*$2fKNn��U!$=>. �-'�.�/1#�qj@$=�'(0�.� -!
%(2�@$![/1'(01,$ -0�/ X /1*$')yz -w�01 -!$w�.> -!�FH2�01Ic@$=� "/1.>2�!�.�#b!P2-/c0�'(#R/A01.�%3/1'(K X  "/�=>'9 "#�/b/A*$'32�01'C/A.>%( -=>=�B X _[B� -![B
ou? yjn+�U25+p'C8�'(0 X + 2�0��m.�!$w +g.�/A*~=� -0�w�'�/A.�Ia'�#R/A'(,P#aIa 9B�.>!$K$@P%('�=� -0�w�'�!m@$Ia'301.�%9 -=iK$.�#1#�.>,E "/1.>2�! n

Z! .�!$%(0�'9 -#�'�2"Fc/A*P'�2�0�K$'(0;2-F�/A*$'�/A.�Ia'�K$.�%(0�'3/A./.9 "/1.>2�! #�%+*$'(IJ'�%( -! 'C8�'3!m/1@E -=�=�B�01'3K$@$%3'�/1*$.>#
2 8-'(0�K$.>#�#1.>,$ "/A.�2�!Nn

@8A @ ACB A�@ � 
 ?G< � < ? 
�� � 
 � � + < � < � < � >���� > + � < + �
: � +	� � � < + 
 � � 
 � � � �K:=<�?G<
�i*$']#�'(%32�!$K;2�01K$'30gyz -w�0A "!$w�'C4�:b "=>'(0 �m.>!LIJ'3/1*$2fK +u -#g.�!m/1012fK$@$%3'(K�_[B �p2�@ �m.�0u'3/U -= & Ú 7 (  -!$K

.>#U -!�'C�f/A'3!$#1.�2�!;2-F}/1*$']vE01#R/U2�01K$'30g#1%+*$'3Ia'"n 
x#g_Q'CFH2�01' X =>'3/u@$#xKP'3vE!$']/1*$']/A2-/A -=NK$'301.�8" "/1.�8-' �

d

dτ
u(τ,χ(τ ; t,x))|τ=tn+1

=
3u(tn+1,x)− 4u(tn,χ(tn; tn+1,x)) + u(tn−1,χ(tn−1; tn+1,x))

2∆t

Tx25+ + 'b!P'('(K;/A27%(2-Ia,$@t/A'�/,+ 2L#1'C/A#g2-F}%+*E -01 -%3/1'(01.�#�/1.>%(#g,E �/A*$#N�
{

χn
1 = χ(tn; tn+1,x) = x−∆t(2un − un−1)(x)
χn

2 = χ(tn−1; tn+1,x) = x− 2∆t(2un − un−1)(x)
�i*$'(! X + '�w-'3/i/A*P'</1.>IJ'�#1'3Ia.	46K$.�#1%301'3/1']#1'3%(2�!$K�2�01KP'(0UTZ 98f.>'30R4Rlm/A2��"'(#g#�Bf#�/1'(I & Ú 7 ( &OV Ú (YX































3

2∆t
un+1 − ν∆un+1 +∇pn+1 =

1

∆t

[

2un ◦ χn
1 −

1

2
un−1 ◦ χn

2

]

, Ω

div(un+1) = 0, Ω
un+1 = gn+1, Γcyl

σ(un+1,pn+1) · n = 0, Γout

un+1 = un+1
∞ , Γin

R 0Pn Ú���S

4�']Ia 9BL!$2"/A'�/A*$ "/u/A*P']w�'(!$'30A -=QFH2�01I 2-Fz/A*$']#�'(%32�!$K;2�01K$'30u#1%+*P'(IJ'b.�#u#1.�Ia.�=� -0j/12G/A*$']2�!P']@$#1'3K
FH2�0&/A*$'�vE01#R/L2-01K$'30a#�%+*$'(IJ'-n 
Z,$ -0�/JFH2�01I /A*$';%(2f'��J%(.�'(![/a2-FZ/1*$'�Ia -#�#JIa "/101.��� -!$K�/A*$'�/,+ 2
#1'3/1#x2"F}%+*$ -0A -%C/A'301.>#R/A.�%(#i,E "/1*�!$'('3K$'(K;/A2&,�'(0�FH2-01I /1*$'<%(2�IJ,$@P/A "/A.�2�!)2-F /A*P']01.>w-*m/u*E -!$K�#1.�K$'�FH2�0
/A*$';#1'3%(2�!$K�2�01KP'(0 X _�2-/1*syz -w�01 -!$w�'�:< -=>'30��m.>!DFH2-01IG@$=> "/A.�2�!$#�IL 9B�_�'�#12�=�8�'(K�@$#1.�!$w�/A*$'�#A "Ia'
,$012f%('3K$@$01'"n TU'38�'30�/1*$'(=�'(#1# X /A*P')01.�w�*[/c*E "!$KD#1.�K$'L%32�IJ,$@P/+ �/A.>2-!�FH2�0</A*P'L#1'3%(2�!PK�2�01K$'30c.�#�IG@P%+*
Ia2�0�')%(,P@~/1.>IJ'L%(2-!$#1@$IJ.>!Pw^/A*E -!�/1*$')vE01#R/J2�01K$'30G_�'(%9 "@$#1';.>!$#R/A'( -K�2-FU/A0A "% �f.�!$w^/A*P'�,E -0�/1.>%3=>'
@$#1.�!$w�2�!P'J8-'(=>2f%(.�/6B�vE'(=�K�2�8�'30G �/A.>IJ'&,�'(01.�2tK�2-F

∆t
X /A*P'L#1'3%(2�!PKD2�01KP'(0 +g.>=>=j0�'(km@$.�01'a -!$2-/1*$'(0

/A0A "% �f.�!$w72�8�'(0U G/A.�Ia'Z,Q'301.>2fK�2-F
2∆t

n �i*$.�#iIL 9BL#1@$_$#R/+ -![/1.� -=�=�Ba#1=>25+�K$25+g!;/1*$'<%+*E -01 -%3/1'(01.�#�/1.>%(#
,E "/A*;%(2-!$#�/101@$%C/A.>2-!�,$0�2t%3'(K$@P01'-n
S6!^%9 -#�'�/1*$'�/10A -% �m.>!PwL,$0�2t%3'(#1#Z.>#U,Q'30�FH2�0�Ia'3K +g.�/1*�,�2t2-0U!m@$IJ'(0�.>%( -=  -%(%3@$0A -%CB X #12�IJ'b!f@PIa'301.>%( -=
'(010�2�0GIa 9B�.�Ia,$ -.>0]/A*P' +g*$2�=�' �E25+ %(2�IJ,$@P/A "/A.�2�!Nn �i*$.�#G.>#�#1@$' +g.�=>=h_�'LK$.�#1%(@P#1#1'3K�.>!�/1*$')!$'{�t/
#1'(%C/A.�2�!Nn

!#"C!I"�$ 3 �U7 *T8�7���7�� �Ù:	��
�8�4�7 *T8���)
@8A @ A�� A B � � ��+ >������ �	
 > �

�U'(01' + '<K$'(#�%(0�.>_�']#1'38-'(01 -=e,Q2-.>![/A#u/1*E "/iIG@P#�/g_�']*E -!$K$=�'(K�%( -01'CFH@$=>=�BL.�!�2�01K$'30p/A27%32�Ia,P@P/A'] 
01'9 "#12�!E "_$=>'<!m@$IJ'(01.�%9 -=N -,$,$0�2��t.�IL "/1.>2�!L2-F}/1*$'bTZ 98f.>'30R4Rlm/A2��"'(#g#�Bf#�/1'(I;n
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4�*$'3!G/A*$'p8f.�#1%(2-#1.�/6Bb%32�!$#�/A -![/
ε
.�# #1Ia -=�= X /A*P'uTZ 98f.>'30R4�lt2��-'3# '(km@E �/A.>2-!$#j -0�'p#�/1012�!Pw�=�B<!$2-!t46=�.>!$'( -0(n

�i*$.�# .�Ia,P=�B] g#1'C8�'301'p0�'(#R/A01.�%3/1.>2�!b2�8�'(0z/A*P' /1.>IJ' #�/1'(, X _$@P/z/A*P' @$#�' 2"FP/A*P' %+*E "0A -%C/A'(0�.>#R/A.>%3#zIa'C/A*$2fK
Ia �B�2�8�'301%(2-Ia')/1*$.>#GKP. �J%(@$=�/6B X  -#&=>2�!Pw� -#c/1*$'�%+*E -01 -%3/1'(01.�#�/1.>%(#&,$ "/A*�.�#G%(2�IJ,$@P/1'(K�%32�010�'(%3/1=�B-n
�i*$'3! X /A*$'�.>!P%(2�IJ,$01'3#1#�.>_$=�'�%(2�!$#R/A01 -.>![/7%(2-!PFH'(0�#J/1*$';TZ 98f.>'(0�4Rlf/12��-'3#a'3km@E "/A.�2�!$#�+g.�/1*~ �#R/A012-!$w
#A "K$K$=>'Z,Q2�.�![/u%+*E -01 -%3/1'(03n �i*$.�#u.>IJ,$=>.�'(#h/A*$'x8�'(=�2t%3.�/6BL -!$K)/1*$'�,$0�'(#1#�@$01'�FH@P!$%3/1.>2�!E "=Q#�,E -%('3#i/A2G_�'
%+*$2�#�'(! +g.�/1*D%9 "01'-n}S6!�2�01KP'(0c/12^%(2�0�01'3%3/A=�B�%32�,�'�+g.�/1*D/A*$.�#cK$. �J%(@$=�/ X /A*$')y���� %(2�!$KP.�/A.�2�!4&OV 7-(
& 3TÚ ( IG@$#R/b_Q'7#A �/A.>#RvE'(K neS|F

Xh

 -!PK
Mh

 -01'&/1*$'aKP.>#1%301'C/A.<.3'(K�#1,E "%('(#<FH2�0]/A*P'78-'(=�2t%3.�/6B� -!PK�/1*$'
,$0�'(#1#�@$01'b01'3#1,�'(%C/A.�8-'(=�B X /A*$'3! X FH2�0g -=�=

v ∈ Xh

 -!$K
p ∈Mh

�

inf
p∈Mh\Qh

sup
v∈Xh

|(∇.v,p)|

||v||Xh
||p||Mh

≥ γ > 0
R 0Pn ÚcÛ=S

+g.�/1*
Qh = {q ∈ Mh|(q,∇.v) = 0 ∀v ∈ Xh}

 -!$K
γ
.>#� �%32�!$#�/A -![/G.�!$K$'(,�'(!PK$'(![/&2-F

h
n 


#1'C/b2-Fp#�,E -%3'(#b#A "/1.>#�F Bf.�!$w)/A*$.�#]%(2�!PK$.�/1.>2�!�Ia 9B�_Q'GFH2-@$!$K�.>! & Ú 0 Û (  "!$K�&OV 7-( n 
xIa2�!Pw)/A*$'3I X + '
#1*$ -=>=j@$#�'&/A*$'J,Q2-,$@$=� "0<r Ú 46_$@$_P_$=>' � r Ú #�@$_$#�,E -%(' X +g*P.>%+*�.�#�/A*$'7#�IL -=�=>'3#�/<#1@P_$#1,E "%('L#1 "/A.�#�F Bf.>!Pw
/A*P'�y � ��%(2-!$K$.�/1.>2�! n

@ A @8A�� A�� �;:=< * B ��� � ��� � <�� * B ��� � � <
ye'3/J@$#&#1@P,$,Q2-#1'�/A*E "/

Ω ∈ R
d .>#7 �,Q2-=�Bf*$'(KP0A -=u#�'3/ X  -!$K�=>'C/&@$#7%(2�!P#1.>KP'(07 d− #1.�Ia,$=�'C�

,E -0R/A.�/A.>2-!
Th

2"F
Ω
n=4�'i#1@$,P,Q2�#�'U/1*E "/

(Th)h≥0

#A "/1.>#�v$'(#h#�/A -!$KE -0�Ka*[Bf,�2-/A*$'3#1.�# .�!72�01K$'30 /A2<K$'CvE!$'
 GvE!$.�/A'<'(=�'(IJ'(![/iF� -IJ.>=�B & 3TÚ ( n
4�'b#�'3/ X

P 1
h =

{

φ : Ω→ R / φ|K ∈ P
1, ∀ K ∈ Th

}

?E2�0
k ∈ Th

X +p'G%32�!$#�.>K$'30
{λi}1≤i≤d+1

X /A*$'�_E -0�Bf%3'(![/A0�.>%G%32t2�0�K$.>!$ "/A'3# +g.�/A*�0�'(#�,Q'3%3/]/A2J/A*$'
d−#1.�Ia,P=>'C�

K
n 4�'b.�![/A012fK$@$%3']/A*$'<_$@$_P_$=>'�FH@$!P%3/A.�2�!

bK =
d+1
∏

i=1

λi

 -!$K$+ 'b#�'3/

P b
K = vect{bK}

4�'bKP'3vE!$'� -!; -,$,P0129�t.>Ia "/A.�2�!)#1,$ -%('b,E -.�0u_E -#�'(K�2-!�/1*$'b -_�2 8-'�#�,E -%3' X

Xh =
{

v ∈ (C0(Ω))d,v|K ∈
(

P
1 ⊕ P

b(K)
)d
, ∀ K ∈ Th

} R 0tn Ú V S

Mh = P 1
h

⋂

C0(Ω)
R 0Pn Ú53=S
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	 (Xh,Mh)

 � ����
�
%��
 � � ������� � ����

� ����������� ��� �
	�� � �
	 �
�)�

4�'<.>![/1012fK$@$%(']/1*$']FH2�=>=�2T+g.�!$wcFH@$!P%3/A.�2�!E -=Q#1,E "%('(# X

V =
{

v ∈ (H1(Ω))d,v = 0
2�!

Γin ∪ Γs, v · n = 0, Γlat

}

Q = L2(Ω)

4�'<#1'C/
Vh = X3

h ∩ V
 -!PK

Qh = Mh ∩Q
X  "!$K;+p']=�2t2��7FH2�0

(un+1
h ,pn+1

h ) ∈ X3
h ×Q

h #12-=>@P/1.>2�!
2-F /1*$'�FH2�=>=�25+g.>!$wG#RBf#�/A'3I �



























1

∆t
(un+1

h ,vh) + ν(∇ un+1
h ,∇ vh)− (pn+1

h , div vh) =
1

∆t
(un

h ◦ χ
n
h,vh), ∀ vh ∈ Vh

(div un+1
h ,qh) = 0, ∀ qh ∈ Qh

un+1
h = Πhg

n+1, Γcyl

σ(un+1
h ,pn+1

h ) · n = 0, Γout

un+1
h = Πhu

n+1
∞ , Γin R 0Pn Ú 7 S

FH2�0u/A*$']vE0�#�/U2�0�K$'(0g#1%+*P'(IJ'c -!PK










































3

2∆t
(un+1

h ,vh) +ν(∇ un+1
h ,∇ vh)− (pn+1

h , div vh)

=
2

∆t
(un

h ◦ χ
n
1,h,vh)−

1

2∆t
(un−1

h ◦ χn
2,h,vh)

∀ vh ∈ Vh

(div un+1
h ,qh) = 0, ∀ qh ∈ Qh

un+1
h = Πhg

n+1, Γcyl

σ(un+1
h ,pn+1

h ) · n = 0, Γout

un+1
h = Πhu

n+1
∞ , Γin

R 0Pn Ú 2 S

+g*$'(0�'
χn

h

#�/A -!$K$#hFH2�0  -!a -,$,$0�2��t.�IL "/1.>2�!&2"F /A*P'U%+*$ -0A -%C/A'301.>#R/A.�%gFH2f2-/h%32�Ia.�!$w]FH012�I ,Q2�.�![/
x ∈ Ω

n
q �t.�#�/A'3!$%('� -!$K�@$!$.�km@$'(!$'3#1#a01'(#�@$=�/1#72-Fx/1*$'�#12�=�@P/A.�2�!�2-Fx,$012-_$=>'3I R 0Pn Ú 7 S  "!$K R 0Pn Ú 2 S  -0�';+p'3=>=
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+g*$.�%+*�K$2f'(#g!$2"/gK$'(,�'(!$KP'(![/�2�!�/1*$']/A.>IJ'Z8" -0�.� -_$=�'
t
n

S6!<2�01KP'(0N/A2 + 2�0�� +g.�/A*< gyz -w�01 -!$w�.> -!�K$'3#1%301.>,t/A.>2-!]2-Fm/A*$'h#12-=>.>KZKPBf!E -IJ.>% X +p'j%+*$2f2�#�'  "!b.�![8- "01.� "!m/
IJ2 8f.�!$w�_Q2-@$!$KE -0RB�Ia -,� -=>2-!$w

Γs
t

n8�U'(!$%3' X + 'J.�![/A012fK$@$%3'G/A*$'&FH2�=�=>25+g.>!Pw)IL ",$,$.>!PwLF� -IJ.>=�B X FH2-0
0 ≤ τ < 0

X

Aτ
t : Ω

f
(τ) −→ Ω

f
(t)

ξ 7−→ x = Aτ
t (ξ)

#1@P%+*�/A*$ "/

Aτ
t (ξ) ∈ Γs

t , ∀ξ ∈ Γs
0

4�']#1'3/
xf = At(ξ)

FH2-0
ξ ∈ Ωf (τ)

 -!$K
xs def

= At(ξ)
FH2-0

ξ ∈ Γs(τ)
n �i*$'3!�/A*$' 
Zy q~IL ",�%9 -!

_�'bKP'(#1%301.�_Q'3K� -#iFH2�=�=>25+ X

xf (ξ,t) = Ext(xs)(ξ,t), ∀ξ ∈ Ωf(τ),

xs(ξ,t) = d(t) +Q(t) ξ, ∀ξ ∈ Γs(τ).

�x'301' X
Ext

01'3,$01'3#1'3!m/1#� -![B�'{�f/A'(!P#1.>2-!�2�,�'(01 "/A2-0uFH012�I
Γs(τ)

/A2
Ωf (τ)

,$0�'(#�'(0�8f.�!$w
Γf
∞

n

wτ (x,t) =
∂Aτ

t (ξ)

∂t

∣

∣

∣

ξ∈Ωf (τ)

+g.�/1*
x = Aτ

t (ξ)
X #R/+ -!$KP#gFH2-0u/A*$' 
�yzq�8-'(=�2t%3.�/6B�n

S6!c/1*$'p#�'(km@$'(= X + ' +g.>=�=m!$2-/}K$.>#R/A.>!Pw�@$.>#�*c_�'3/,+ '('3!a gFH@$!$%C/A.>2-!cK$'CvE!$'(K7.�!
Ωf(τ)

2�0
Ωf (t)

X �"'('(,P.>!$w
.>!aIa.�!$K7/A*E "/ /A*P'3BL -01'U%(2�!P!$'(%C/A'(K)/1*$012-@$w�*L/1*$' 
Zy qDIa -,

(Aτ
t )0<τ<t

n �x#�.>!$wb/A*$'�op*E -.>!
	U@P=>' X
+ '�Ia 9B)#�/A "/A']/1*$']FH2�=>=�2T+g.�!$wG.�K$'(![/A.�/6B X

∂u(x,t)

∂t |ξ∈Ωf (τ)
=
∂u(x,t)

∂t |x∈Ωf (t)
+∇ u(x,t) · wτ(x,t),

FH2�0
x = Aτ

t (ξ), ∀ξ ∈ Ωf (τ)
R 0Pn � 0 S

S|/x -=>=�25+g#u@$#i/A272�_P/A -.>!�/1*$'<#�/A0�2�!$w 
�yzq�FH2-01IG@$=> "/A.�2�!)2-F /A*P' �$@$.>Kt4|#�/101@$%C/A@$0�'b%32�@$,$=�'(K�#�Bf#R/A'(I X






































∂u

∂t |ξ∈Ωf (τ)
+∇ u · (u− wτ)− ν∆u+∇p = 0, Ωf

t

div(u) = 0, Ωf
t

u = ẋs, Γs
t

σ(u,p) · n = 0, Γout

u = u∞, Γin

u(t = 0) = u0, Ω
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 � � + < �	
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�i*$' 
Zy q�FH2�01Ic@$=� "/1.>2�!�2-Fg/A*$'�Tx 98t.�'(0�4Rlf/12��-'3#J#RBf#�/A'3I .>!�IJ2�8t.�!$w^K$2-IL -.�!D*E -#J ^#�.>IJ.>=� "0

#�/A0�@$%3/1@$01'p%(2�IJ,E -0�'(K�/12U/1*$' vt�P'3KGK$2�Ia -.�!b%( -#1'"n �i*$' 2�!$=�B]K$.��Q'(0�'(!$%3'p.�# /1*$' %32�![8�'3%3/A.�2�!c8-'(=>2f%(.�/6B
vE'(=�K +g*$.>%+*�.># #1*$.�F /A'3K�_mBa/A*$' 
�yzq~8-'(=>2f%(.�/6B7vE'(=�KNn �U'(!$%3'�/A*$'<yz -w�01 -!$w�'�:b "=>'(0 �m.>!)#�%+*$'(IJ']%9 -!
_Q'Z -,$,$=�.>'(KJ -!PKa/A*P'Z%+*E -01 -%3/1'(0�.>#�/1.>%U%(@$0R8�'3#u -0�'x_E "% �m/10A -% �"'(K�/A*$ -! �m# /12�/A*P'UvE'3=>K

un−wn n �i*$.>#
=>'9 "K$#i/A2&/A*$']FH2�=�=>25+g.>!PwG#1'3Ia.	46K$.�#1%(0�'3/1']#�Bf#�/1'(IJ# X

B ? .>0�#�/R462�0�K$'(0i%+*E "0A -%C/A'(0�.>#R/A.>%]#�%+*$'(IJ' �






















1
∆t
un+1 − ν∆un+1 +∇pn+1 = 1

∆t
un ◦ χn

u−w, Ωn+1

div(un+1) = 0, Ω
un+1 = wn+1, Γs

n+1

σ(un+1,pn+1) · n = 0, Γout

un+1 = un+1
∞ , Γin

R 0Pn �^Û=S

+g*$'(0�'
χn

u−w(x) = χ(tn; tn+1,x)
#�/+ "!$K$#uFH2�0i G%+*$ -0A -%C/A'301.>#R/A.�%ZFH2t2"/u2�_P/A -.>!P'(KL/1*$012�@Pw�*�/A*$'

%+*E -01 -%3/1'(01.�#�/1.>%b,E "/A*
χ(tn; tn+1,x)

+g*$.�%+*�.�#x%32�Ia,P@P/A'3K�FH012�I R 0Pn Ú^ÚTS @$#1.�!$wa/1*$'�FH2-=>=>25+g.�!$w
FH2�01Ic@$=� -' R =�.>!$'( -0uK$.�#1%301'3/1'<.>![/A'301,�2�=� "/1.>2�! S �

χ(tn; tn+1,x) = x−∆t(un − wn)(x)

B lt'(%32�!$Kt4|2�01KP'(0g%+*E -01 -%3/1'(01.�#�/1.>%<#1%+*$'3Ia' �






























3

2∆t
un+1 − ν∆un+1 +∇pn+1 =

1

∆t

[

2un ◦ χn
u−w,1 −

1

2
un−1 ◦ χn

u−w,2

]

, Ωn+1

div(un+1) = 0, Ω
un+1 = wn+1, Γs

n+1

σ(un+1,pn+1) · n = 0, Γout

un+1 = un+1
∞ , ΓinR 0Pn � V S

+g.�/1*�/1*$']FH2�=>=�25+g.>!$wG#�'3/U2-F %+*E -0A "%3/A'301.�#�/A.�%�FH'('C/ X
{

χn
u−w,1 = χ(tn; tn+1,x) = x−∆t(2(un − wn)− (un−1 − wn−1))(x)
χn

u−w,2 = χ(tn−1; tn+1,x) = x− 2∆t(2(un − wn)− (un−1 − wn−1))(x)

� ��� � ')O(%&� IL�(I M�'��;IKEF� '�� EF�(')�*� E*�$! !;'�O(%&� IL�(I % �*O�� 
 #$�$%&�(')�*� QN� E �
!;')IK���

S6!�2�0�K$'(0�/A2�,�'(0�FH2-01I 2�@$0G2�,t/A.>Ia -=h%(2-!m/1012�= #�/10A "/1'(w-B X +p'�!P'('(K�/12�%(2�IJ,$@P/1'L/A*$'Lw�0A -KP.>'(![/
2-Fh/A*$'G%32�#�/ZFH@$!$%3/1.>2�! +g.�/A*�01'(#�,Q'3%3/]/12)_Q2-@$!$KE -0RB�8-'(=�2t%3.�/6B;vE'(=�KNn��i*P.>#�Ia 9B�_�'GK$2�!P'G_[B�@$#�.>!$w
/A*$'aK$'(0�.�8" "/A.�8�'

(z,q)
2-Fp/A*$'a#�/+ �/A'78- "01.� "_$=>'

(u,p)
+g.�/1*�0�'(#1,�'(%C/G/A2

g ∈ Uad

n}op2�!$%3'(0�!$.>!$w�/A*$'
!f@PIa'301.>%( -=t -,$,$0�2��t.�IL "/1.>2�!b2-FE/1*$'u2�,P/1.>IJ.<.( "/A.�2�!],$012f%('3K$@$0�' X /1*$'(0�'u'C�t.>#R/A# Ia -.�!$=�B�/,+ 2]#�/10A "/1'(w�.�'(#
FH2�0i%(2�IJ,$@P/1.>!$w&/1*$'<%(2�#R/UFH@P!$%3/1.>2�!�w�01 -K$.>'3![/e�
Ú ng�Z'3v$!$'c "!� -,P,$0129�t.>Ia "/A.�2�!)2-F /A*P'b%32�![/A.�!f@P2�@$#g=>.�!$'9 -0�.<.3'(K�,$0�2�_$=>'3I�n
� ng�Z'3v$!$'c 7=>.�!$'9 "01.<.( "/A.�2�!L2"F}/1*$'<K$.>#�%(01'C/A./.('(K�#R/+ "/1'b,P012�_$=�'(I;n
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-�!�/A*P'L=>.�Ia.�/<%9 -#�'
(h,∆t) → 0

X _�2-/A*�#�Bf#�/1'(IJ# +g.>=�= %32�![8�'301w�')/12�/A*P')%(2�![/1.>!m@$2�@$#�=>.�!$'9 -0�.<.3'(K
#�Bf#R/A'(I;ngTx'C8�'30�/A*P'(=>'3#1# X #�.>!$%3' +p'�#�*E -=>=Z,Q'30�FH2�0�I  -!�2�,t/A.>IJ.<.( "/A.�2�!~K$'(#�%('(![/� -=>w-2�01.�/A*$I X _Q2-/1*
#�Bf#R/A'(IJ#zIL 9BxFH@$01!$.�#1*<K$.�� '301'(![/zK$'3#1%3'(![/ KP.>01'3%3/1.>2�!$# X .�!$K$@$%3.>!$wiK$.�� '301'3!m/z%32�![8�'301w�'3!$%(' ,$012�,�'(0R/A.�'(#(n
S6!�/1*$';#1'(km@$'3= X + '�Ia �BDK$'(#�%(01.�_Q';#1@P%+*  -!� -=�/1'(01!$ "/A.�8�'-n 4�'$+g.>=>=p2�!$=�BDK$'9 -=L+g.�/A*�vE01#R/�4|2�01K$'30
%+*E -01 -%3/1'(0�.>#�/1.>%U=>.�!$'9 -0�.<.3'(KJ#1%+*$'3Ia'3# X #�.>!$%3'x/1*$'Z#�'(%(2-!$Kt462-01K$'30p%9 "#1'ZKP'(01.�8�'3#u'9 -#�.>=�B&FH012�I /1*$'xvE0�#�/R4
2�0�K$'(0g%9 "#1'b -#g#1*$25+g!�_Q'CFH2�01'"n

!I" �#" & � 8,)W<Ó7g:=8��½<87 7W8���.P:=<U*T< � � �0*G<�4
�i*$'b,$012f%('3K$@$01'F+g*$.�%+*�%32�!$#�.>#�/1#x.�! XÚ ngK$.�#1%301'3/1.<.3.>!$wG/1*$'<#�/+ �/A'<,$012-_$=>'3I X
� ni/1*$'(!;=>.�!$'9 -0�.<.3.>!$wb/A*$'<K$.�#1%(0�'3/1'�,$0�2�_$=�'(I;n

+g.>=�=u,$0�2tK$@P%('$+g*E "/"+p';%9 -=�=u/A*$';=>.�!$'9 "01.<.3'(K�K$.�#1%(0�'3/1'�,$0�2�_$=�'(I R y �Zr S n yz'C/L@P#aK$'3#1%301.>_�'�/A*$.�#
,$0�2t%3'(K$@$0�'&FH2�0Z/A*P'7TZ 98f.>'(0�4Rlf/12��-'3#],$012-_$=>'3I�n�4�'&#�'3/

(ui
h(g),p

i
h(g))0≤i≤Nt

/1*$'&#12�=�@P/A.�2�!^2-Fh/1*$'
FH@$=�=�46KP.>#1%301'C/A']Tx �8f.�'(0R4�lf/A2 �-'(#g#RBt#R/A'3I  "#1#12f%(.> "/A'3K;+g.�/A*�/1*$'<%(2�![/A0�2�=N8" -01.> -_$=�'

g
n

4�' + 2�@$=�K�=>. �"'�/A27'38" -=�@E "/1'�/A*$']FH2�=�=>25+g.>!$wckf@$ -![/A.�/1.>'3# X

(zi
h(δg),q

i
h(δg)) = (

Dui
h(g)

Dg
· δg,

Dqi
h(g)

Dg
· δg)

?E2�0 /1*E "/i,P@$01,�2�#1' X /A*$'Z2�!$=�BaK$. �a%3@$=�/6Ba.># /A2&K$.�� '301'(![/1.� "/1'x/A*P'�FH2�=>=�2T+g.�!$w</A'(0�I X .>![8�2-=�8�'3K�.>!L/1*$'
01.�w�*[/g*E -!$K;#1.�K$']2-F /A*$'<w�'3!$'(01 -=>./.('3K�lm/A2��"'(#U#�Bf#�/1'(I X
(

D(un
h ◦ χ

n
h(g))

Dg

)

· δg =
D(un

h)

Dg
(χn

h(g)) · δg +∇ un
h(χ

n
h(g)) ·

D(χn
h(g))

Du
·

(

D(un
h)

Dg

)

· δg
R 0tn �=3
S

4�'b0�'(%( -=>= /1*E "/
zn

h =
D(un

h)

Dg
· δg

X /A*$'3! + '�w-'3/

(

D(un
h ◦ χ

n
h(g))

Dg

)

· δg = zn
h(δg) ◦ χn

h(g) +∇un
h(χn

h(g)) ·

(

(Dχn
h(g))

Du

)

· zn
h(δg)

R 0Pn � 7 S

�i*$.�#p/A'301I .>![8�2�=�8�'3#p/A*$'ZK$'(0�.�8" "/A.�8�'x2-Fe/A*$'Z%+*E -0A "%3/A'301.�#�/A.�%xFH2f2-/ +g.�/A*)0�'(#�,Q'3%3/u/12G/A*$'�%32�![8�'3%3/A.�2�!
8�'3=>2f%(.�/6B�vE'3=>K .�! /A*$'�K$.>0�'(%3/1.>2�!s2-F]/A*$'�=>.>!P'9 -0�.<.('3Ks8�'3=>2f%(.�/6B~v$'(=>K n%�x'3!$%('�KP'(,�'(!$K$.�!$w�2�! /1*$'
%+*E -01 -%3/1'(0�.>#�/1.>%3#x_E "% �m/10A -% �m.�!$w),$0�2t%3'(K$@$0�' X +p'�IL 9B�w�'C/ZKP.��Q'(01'3![/ZK$'301.�8- �/A.�8-'�'{�t,$01'3#1#1.�2�!$#3n��i*$.�#
.>#�#1@$'F+g.�=>= _�'<.>![8�'3#�/1.>w[ "/1'(K;.>!)/1*$'<#1'(km@$'3= n

@ A�� ACB ACB � 
 �=< � + 
 � < � � 
 ? � � < � � � 
 ��+	� � 
 
 ���
S6!�/1*$.>#<#1.�Ia,P=>'&%9 "#1' X + 'L0�'(%9 "=>= /A*$ "/</A*$'J%+*E -01 -%3/1'(01.�#�/1.>%&FH2t2"/

χ(z)
.>#b -,$,P0129�t.>Ia "/A'3K�_[B� 

=>.�!$' X

χ(z) = x−∆t · z(x)

S|/gFH2�=>=�25+g#u'9 -#�.>=�BL/A*$ "/ X

Dχ

Dz
· δz = −∆t · δz(x)
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�i*$'(! +p'bw�'3/
(

D(un
h ◦ χ

n
h(g))

Dg

)

· δg = zn
h(δg) ◦ χn

h(g)−∆t · ∇ un
h(χn

h(g)) · zn
h(δg)

R 0Pn � 2 S

4�']vE!E "=>=�BL!$'('3K;/127#12�=�8�']/A*$']FH2�=�=>25+g.>!PwG=>.�!$'9 -0�.<.3'(K�,$0�2�_$=>'3I X






























































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







1

∆t
(zn+1

h ,vh) + ν
(

∇ zn+1
h ,∇ vh

)

− (qn+1
h , div vh) =

1

∆t
[(zn

h(δg) ◦ χu,n
h (g),vh)−∆t · (∇un

h(χu,n
h (g)) · zn

h(δg),vh)] , ∀vh ∈ Vh

(

div zn+1
h ,`h

)

= 0, ∀ `h ∈ Qh

zn+1
h = Πh (δgn+1) , Γs

zn+1 = 0, Γin

(z0
h,vh) = (Πh(δu0),vh), ∀vh ∈ Vh
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∂tu+∇u · u− ν∆u +∇p = 0, Ω
div(u) = 0, Ω
u(ρ,x,t) = 4ρ(t)x(h− x)/h2, Γin

σ(u,p) · n = 0, Γout

u(t = 0) = 4ρ(0)x(1− x)/h2, Ω
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∂tz +∇u · z +∇ z · u− ν∆z +∇q = 0, Ω× (0,T )
div(z) = 0, Ω× (0,T )
σ(z,q) · n = 0, Γout × (0,T )
z = 4δρx(h− x)/h2, Γin × (0,T )
z(t = 0) = 4δρx(h− x)/h2, Ω
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z(x,t) = 4δρx(h− x)/h2
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−ν∆u0 +∇p0 = 0, Ω× (0,T )
div(u0) = 0, Ω× (0,T )
u(.,t = 0) = ρx(1− x), Γ1 × (0,T )
u(.,t = 0) = 0, Γ1 × (0,T )
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∂tu+∇ u · u− ν∆u+∇p = 0, Ω× (0,T )
div(u) = 0, Ω× (0,T )
u = g, Γcyl × (0,T )
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∂tz +∇ u · z +∇ z · u− ν∆z +∇q = 0, Ω

div(z) = 0, Ω

z =

{

δρ sin(2πSct) τ
2πρδSe cos(2πSct)τ

, Γcyl

σ(z,q) · n = 0, Γout

z = 0, Γin

z(t = 0) = 0, Ω
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∂tu+∇u · u− ν∆u +∇p = 0, Ω× (0,T )
div(u) = 0, Ω× (0,T )
u = 0, Γs × (0,T )
σ(u,p) · n = 0, Γout × (0,T )
u = u∞, Γin × (0,T )
u(t = 0) = u0, Ω
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C5# (]�!��S�D�#*CJ�6�1�;[

���-, .��/��0�13254 6&�879��254 25
:�

\��& 39=�W��#6�����!D���"_�HC5#�(7�!��SdD�#*CJ�6�1�
Ωt ∈ R

d [*; �-�1�Q F"2#7D=9����0�HD��'k;�&#*CJ#6"������!�YCE���J�2����D��!��S
�AhC�f"2�&@B��"2�����&�RD�#6CE�6�!�

Ω0

�!�Q F#A F�=�d�=�OU]�2�1�)��:��&#*�=h�S69�"F�� ��1#*�
Ωt

�� Y F�!CJ�
t ≥ 0

[
; �! ���#*9= W:1#*�2�W#6@jS6�����&"F�6:!�! U*<Oc_������#]#*���� �����"��m@B��"2�����&�i��#*�=h�S*9�"F�% F�1#6�J F#�V��X ��������QU]���!�)�6:;��#*�=h7$
S*9�"��� F�!#*�f�� M�!���! ��Z�6:� F�!CJ�

(t = 0)
[

)X�&�����Pc_�dD=�&h����H��CE���
Tt ∈ C1(Ω0)

�29����, ����� 

Ωt = Tt(Ω0),

Γt = Tt(Γ0)

; �i���& 
Σ ≡

⋃

0<t<T

({t} × Γt)
<
Q ≡

⋃

0<t<T

({t} × Ωt)
[<�Y���PCE�6�

Tt

�)�6�fV��P�6�& �9��6:1:'U5D��&h��=��D,�6�

 F�=� ��# c #6@8�5����"2 F�!��9�:1�6"_(6���m F#*"Mh���:!D <��6�MD��&���&"��1V���Dq�1�� ����i@B#*:1:!# cM�!��SA:!��C5CE� #
=?>�@*A + @'B C�DFEHG�IJE'K�L<MON

Ωt = Tt(V )(Ω0),

Γt = Tt(V )(Γ0)

¼)s+�
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� R+0F,?0 Tt(V )
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Tt(V ) : Ω0 −→

x0 7−→ x(t,x0) ≡ Tt(V )(x0)

� 7N*�R

d x

d τ
= V (τ,x(τ)), τ ∈ [0,T ]

x(τ = 0) = x0,
7N(

Ω0

� _ [ ¼��

�Y��� ��9��!DR�!�����!D��
Ωt

�1���6���29�C5��DR �#0V��3�-(]�!����#69��8�!����#*C5��"2�����2�1V�:!�a���&cY �#*���Z������9��!D [ I  F�>�&(*#6:19= ��1#*�
�1�dD����2��"��!Vg�&DrVQU �' F�P(*�&:1#]���! U

u
����D �' F�d��"��&����9="��

p
[8�Y�=�o��#*9=��:1�

(u,p)
�F�� ��1�2h����H ����E�&:Z�6�2���!�)�6:

K0�)(]�1��"L$Ge] �#�c6�&�X�&bO9��� F�!#*���YcM"��' � ����f�1�f��#*�]$ ��#6�����&"2(��� F�'(*�i@B#*"2C,<















∂tu+ Du · u− ν∆u+∇p = 0, Q(V )
div(u) = 0, Q(V )
u = V, Σ(V )
u(t = 0) = u0, Ω0

� _ [ N �

cM����"2�
ν
�2 F�6��D��M@B#*"3 F�=�rcO�!����CJ�� ��1�0(]�1�2��#*�2�! U6[

�Y���JbO9����O ��! U
σ(u,p) = −p I +ν(Du + ∗ D u)

�2 F�6��D��P@B#*"� ����;��9��1D �2 �"��&���H ������2#*"P�1���2�1D��
Ωt

<
cM�! F�

(Du)i,j = ∂jui = ui,j

[
; �d�6"2�d�!�Q F��"2���G F��Dq�1�f�2#*:!(]�1�=Sn ����i@B#*:1:!#�cM�1��SHCJ�!���1C5�1/��� F�!#*�J�="�#*V�:!��C #

min
V ∈U

j(V )
� _ [ ½��

cM����"2�
j(V ) = JV (u(V ),p(V ))

cM�! ��
(u(V ),p(V ))

�1�i�Ec_�)�3c ��#*:!9= F�!#*� #6@`��"2#*V�:!��C � _ [ N � �6��D
JV (u,p)

�1�M�n"����6:;@B9����m F�!#*���6: #�@> ����i@B#*:1:!# cM�!��SR@B#*"2C #

JV (u,p) =
α

2
‖B u‖2Q(V ) +

γ

2
‖KV ‖2Σ(V )

� _ [ _ �

cM����"2�,�!�
B ∈ L(H,H∗)

�1�n� S*�����&"F�6:Y:!�1�����6"AD��'k;�&"��&�O ��Z�6:W#*�g�&"F�� �#*"��F�% F�1�G@ U]�1��S. F�=�f@B#6:1:1#�cM�!��S
�1D��&�O ��! U6<

〈B u,v〉+ 〈u,B∗v〉 = 〈BΣ u,v〉L2(Σ)

� _ [ ���
cM����"2�

H =
{

v ∈ L2(0,T ; (H1
0(div ,Ωt(V )))d)

} �6��D
K ∈ L(U ,L2(Σ(V )))

�!�X�nS*�&����"��6:j:1�1�=�)�6"
D��!kg��"2���Q F�1�6: #*����"��� F#*"Y���� F�!�2@ U]�1�=SA F���i@B#*:!:1#�cM�1��SR�1D��&�O ��! U6<

〈K u,v〉L2(Σ) + 〈u,K∗v〉L2(Σ) = 〈KΣ u,v〉L2(Σ)

� _ [ "��
�Y����CE���1� D=���5��9�:' U �!�rD����6:1�!��S,cM�' F� ��9=��� �,CJ�!���1C5�1/��� F�!#*�.��"�#6V�:1�&C �!�R"��&:Z�� ���D  �#  F���J@��6�& 
 F���� `�!�O ���S*"��6:1�
#�(6��"a F���MD�#*CJ�6�!�

Ωt(V )
D=��������DJ#*�5 ����M��#*�Q �"�#*:�(��6"2�Z�6V�:!�

V
[+�Y�=�1�a�g#6�1�Q 
cM�1:!:�Vg�

��#*:'(*��DqVQUf9����!��S� F��� � "�V��' F"F��"2UE\���S*"F�6�=S*�m$Wpa9=:1��"r� � \[p � CE���
Tt(V )

�1�Q �"�#]D�9����&D,�="��&(]�!#*9���:'U*[
�Y���H�=9�"���#*���P#6@� F�=�1�M�6"G F�1�&:1���!�3 F#5��"�#�(6�d9=���1�=SJ�2�&(*�&"F�6:jC5�& ���#7D=�3 F���i@B#*:!:1#�cM�1��SR"����29�:! �<

¼�s!"



�����]���',�&�O:/�0F6 >F*B4�*K0F6=0F(+*

�����
	�� @�
���������� #*"
V ∈ U

�6�=D
Ω0

#6@d��:1�6���
C2 <3 F��� @B9��=�& F�!#*���6: j(V )

��#*�2�����2���&� � S*"F� $
D��!���Q 

∇j(V )
cM���1��� �!�0�29�����#*"2 ���D.#*�p ����AC5#�(7�!��SEV�#*9��=D��6"2U

Γt(V )
�6�=D �)�6�.V��R"2����"2���2���Q F�&D

VQUo F�=�P@B#6:1:1#�cM�!��SA�F�7��"2���2���1#6� <

∇j(V ) = −λn− σ(ϕ,π) · n + αBΣB u+ γ [−K∗K V +KΣKV ]
� _ [�� �

cM���&"��
(ϕ,π)

�G ��6��D=�-@B#*"3 ����d�6D)�2#*�!�Q ��9��!Dq�G ��� ��P��#*:!9= F�!#*��#6@� F���i@B#*:!:1#�cM�1��SR�2U]�2 ���Cq<














−∂tϕ−Dϕ · u+ ∗ Du · ϕ− ν∆ϕ +∇π = −αB∗B u, Q(V )
div(ϕ) = 0, Q(V )
ϕ = 0, Σ(V )
ϕ(T ) = 0, ΩT

� _ [�� �

�6��D
λ
�!�j ����`�6D)�2#*�!�Q � F"F�����2(6��"��2�_V�#*9��=D��6"2U0h���:!D <���#*:!9= F�!#*�i#6@] F���a �����S*���Q ��Z�6:*D7U7���6CJ�!�)�6:6�2U]�2 ���Cq<

{

−∂tλ−∇Γ λ · V − (div V )λ = f, (0,T )
λ(T ) = 0, ΓT (V )

� _ [ s��

cM�! ��

f = [−(σ(ϕ,π) · n) + αBΣB u] · (DV · n−Du · n) +
1

2

[

α|B u|2 + γ H|KV |2
] � _ [ ¼#$��

����� B �!�J@ C8DFE�" 0l>E0F*�#

(B,B∗,BΣ) = (I ,− I ,0)

(K,K∗,KΣ) = (I ,− I ,0)
$ R!7�> 6=0�4�(C>%# *NRC4�* � 0 Q?&)(C>F7-1!0F,l*�R+08Q?&E>F*�� 9 (�QF*q7B&)(54�/�#

JV (u,p) =
α

2
‖u‖2L2(Q(V )) +

γ

2
‖V ‖2L2(Σ(V ))

� _ [ ¼C¼ �
*NR+0F( 7N*�> n�,f4L1�7B0F(+* 7�>in�7ND�0F( O:2&#

∇j(V ) = −λn− σ(ϕ,π) · n + γ V
� _ [ ¼ N �

� R+0F,�0 (ϕ,π)
>F*B4�(51)>
�}&), *�R+0�4L1('}&)7N(+*�) 9 7-1;>F*B4�*K0l>E&)/ 9 *-7B&)(d&L� *�R+0a�}&)/N/�& � 7N(!n >F2T>F*W0F6*#














−∂tϕ− Dϕ · u+ ∗ Du · ϕ− ν∆ϕ+∇π = αu, Q(V )
div(ϕ) = 0, Q(V )
ϕ = 0, Σ(V )
ϕ(T ) = 0, ΩT

� _ [ ¼+½��

4�(51
λ
7�> *NR+0u4L1('}&)7N(+*�*-,f4�(C>FD�0F,�>E0�OF& 9 (51L4�,<2!+ 0F/m1,#�>E&)/ 9 *-7B&)( &L� *�R+0 *I4�(!n!0F(+*-7-4�/C1�23(54�687BQ�4�/L>F2T>F*W0F6*#

{

−∂tλ−∇Γ λ · V − (div V )λ = f, (0,T )
λ(T ) = 0, ΓT (V )

� _ [ ¼ _ �
� 7N*NR

f = −ν(Dϕ · n) · (DV · n− Du · n) +
1

2
(α + γ H)|V |2

� _ [ ¼ � �

¼)s �
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 4FPLP5,�&EQ?R+0 0 9 /�@F,<7B0F(+(�0

����� B ���J@ C�D�� " 0 >E0F* #

(B,B∗,BΣ) = (curl , curl , ∧ n)

(K,K∗,KΣ) = (I ,− I ,0)

JV (u,p) =
α

2
‖ curl u‖2L2(Q(V )) +

γ

2
‖V ‖2L2(Σ(V ))

� _ [ ¼#"��
*�R+0F( 7N*N> n�,f4L1�7B0F(+*Z7�> n�7ND�0F( O:2 #

∇j(V ) = −λn− σ(ϕ,π) · n + α (curl u) ∧ n+ γ V
� _ [ ¼ � �

� R+0F,?0 (ϕ,π)
>F*I4�(51)>a�}&),l*NR+0�4L1('}&)7N(+*�) 9 7-1;>F*I4�*W0l>E&)/ 9 *q7B&)( &L�l*NR+0a�}&)/N/�& � 7N(!n�>F2E>F*K0F6*#














−∂tϕ− Dϕ · u+ ∗ Du · ϕ− ν∆ϕ+∇π = −α∆u, Q(V )
div(ϕ) = 0, Q(V )
ϕ = 0, Σ(V )
ϕ(T ) = 0, ΩT

� _ [ ¼ � �

4�(51
λ
7�> *�R+0�4L1('}&)7N(+*�*-,�4�(C>FD�0F,�>E0
OF& 9 (51L4�,<2!+ 0F/m1,#5>E&)/ 9 *q7B&)( &L� *NR+0
*B4�(!n!0F(+*q7-4�/C1�2)(54�687BQ�4�/L>F2E>F*W0F6*#

{

−∂tλ−∇Γ λ · V − (div V )λ = f, (0,T )
λ(T ) = 0, ΓT (V )

� _ [ ¼�s��
� 7N*�R

f = [−ν Dϕ · n+ α (curl u) ∧ n] · (DV · n− Du · n) +
1

2

[

α| curl u|2 + γ H|V |2
] � _ [ N $��

I �  ����n���F�] d���&�& F�!#*� < c_�n�1�Q F"2#7D�9=�������m(*�&"F�6:a��#6�����&�= F�d��:!#*���&:!U "2��:1�� F�&D  �#f�����6���n#*�= ��1C5�1/)�% F�1#6�
 F#]#*:1� @B#*"
C5#�(]�1��SPD�#*CJ�6�!����"�#*V=:1��C5��[ ; �-�6:!��#P"��&�)�6:!:���:!��C5���Q F�a#6@� ��6�=S*���Q F�1�6:��)��:1��9=:19��  ����� 
cM�1:!:
Vg�P9��2��D, ���"�#69�S*�� F���!�M�6"2 ��1�&:1�6[ �Y�����fcW�P F"2�)�� M�2��bO9��&�O ��Z�6:!:!UJ F���i@B#*:!:1#�cM�1��SR�g#*�!�Q F��<

¼ [YI �����&�& F�!#*� � _ [ _ � <]c_�i����#]#*���X F#A��"2#�(*�� F�=��D��!kg��"2���Q F�1�6V��!:1�! UA#6@� F���i��9��1DE�2 ��% F�
(u,p)

cM�! ��
"��&�������& J F#  F���qD��&���1S6� (��6"2�Z�6V�:!�

V
[ �Y���,D��1"2���m F�1#6���6:3�2���6���qD=��"��'(��� F�'(*�

(u′,p′)(V ) · W�1�0 ������.9=����D. �#o��#*C5��9= ��R F�=�AD��1"2���m F�1#6���6:jD���"2�!(��� ��!(*�
j ′(V ) ·W

#6@
 F�=����#*�G �@B9����m F�1#6���6:
j(V )

[!sX���!��SH ����X�6D)�2#*�!�O _�2 F�� F�
(ϕ,π)(V )

�6�2��#]���1�� F�&DJ F#
(u′,p′)(V )

�6�=DJ F�=���6D)�2#6�1�Q ah���:!D
Λ
������#]���1�� F�&D  F#q F���5 F"��6���2(6��"2���Eh��&:1D

Zt

�!�Q F"�#]D�9��&��Dr�!� �2���m F�1#6� � _ [ ½�� <�c_�o��"��o��V�:1�� F#
@B9�"��=�1��� �6� �F�7��"��&���2�1#*�r#�@3 F���5S*"��6D��1�&�Q 

∇j(V )
cM���!��� �!�H�qD��1�G F"2�1V�9= ��1#*�.�29�����#*"2 ���DrVQU

 F���PC5#�(7�!��SnVg#69���D��6"GU
Γt(V )

[
N [YI � �2���m F�1#6�%� _ [ � � <8c_�f����#7#6���f F# VQU7���6���n F���f#*V7 F���Q ��1#*�?#6@- F���f�G ��� ��q�2���6���fD���"2�!(��� F�'(*�

(u′,p′)(V ) · W
< VQU 9��2�1��S � j,�!�7$kjp�T�r@B#*"2CA9�:Z�% F�1#6� #6@X��"�#6V�:1�&C � _ [ ½�� [ �Y���f�2 F�� F�q�6�=D

CA9�:' F�1�=:1�1�&"R�2���6���&�o�6"2�,���=#*���&� �1� #*"�D=��"� F# Vg�q�1�=D���������D=���Q o#*�? F�=�,����"G F9�"2V��� F�!#*� ���%$
"F�6C5�& ���"A9=����D?�!�  F����#6V= F�&�O ��1#*� #�@Y F����D��&"��'(6�% F�!(6�E#6@M �����:Z�6S6"F�6��S6�Z�6� @B9����m F�1#6���6:acM�! F�
"��&�������& n �#

V
[��Y�=�1�A:!�)�6D��H F#  F�=�oD��1"2���m �#*V= ����Q F�!#*� #6@Y F�=�A��9��1D �2 ��% F�f�6��Dr �"F�6�=�2(*�&"��2�

h���:!Dp��D)�2#*�1�Q ��M�6��Df��#*�=����bO9��&�Q F:!Uf �#n ����PS*"F��D��1�&�O 
∇j(V )

[

¼�s �
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½ [MI �d���&�& F�!#*� � _ [ "�� <�c_�_�6SQ�6�!�d9=���_� j,�!�7$kj,�)�P�2 �"F�� ���S6UP�&#*9���:!��DPcM�! ��H�M�2 F�� F�_�6��DdCA9�:' F�!��:1�!��"
@B9��=�& F�!#*���6:��2���6���0��CAV���D�D=�1��S�[*�Y���!�WC5�)�6�=�_ F���� W ����0�G ��� ����6��DECA9�:! ��1��:!�1�&" (6��"��Z��V�:1�&�`:!�!(6�
�!�  F�����=#*:1D7$ �6:1:aD�#6CE�6�!�

D
[�)X�&������ F�=�oD���"2�!(��� ��!(*�E#6@Y F����:1�6S*"��6��S*�1�6� @B9=���& ��1#*����:_cM�! ��

"2���������m M F#
V
#*��:'Uo�1�Q(6#*:!(6���Y F�&"�C5�Y��#*C5�1��SH@B"�#*C  F��� ��9!��(��6"��1�� F�!#*�E F"2#*9�S*�o ����PCJ#�(]�1�=S

V�#*9���D��6"2U
Γt(V )

[ �Y���1����SQ�6�1� :1���6D��J �#  F�=� D��1"2���m �#*V= ����Q F�!#*� #6@i ���� ��9=�1D �2 F�� F�p�6��D
 �"F�6���G(*�&"����dh���:!Dq�6D)�2#*�!�O ��M�6��Df��#6�����&b]9=���Q F:'Uq �#� F���PS*"��6D��1�&�Q 

∇j(V )
[

����� � 13254 25
:�86 ��� 
���
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����7 1
� 7 1�� ��1���6

�Y���1�q���&�& ��1#*� �1�Q F"2#7D�9=��� ���m(*��"��6:d��#*���&���= ��, ����� fcM�1:!:iVg� �1�Q ������2�!(*�&:!U 9��2��D  ���"�#69�S*�  F���!�
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J1(Ωt) =

∫
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T t
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ġ(V ;W )

4�*tP+&)7N(+*
V ∈ U

7N( *�R+0�1�7N,�0?QF*-7B&)(
W ∈ U

7 � *NR+0
�}&)/N/�& � 7N(!n Q?&)6 P+&E>E0�1M� 9 (�QF*-7B&)( #

gρ : [0,ρ0] → H(Γt(V ))

ρ 7→ g(V + ρW ) ◦ T t
ρ

7�>�1�7 � 0F,�0F(+*q7-4LO:/�0 4�*[P+&)7N(+*
ρ = 0

# 4Q�-0
(t,x) ∈ Σ(V )

4�(51
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g′(V ) ·W = ġ(V ) ·W −∇Γ g(V ) · Zt
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−∂tΛ− DΛ · V − ∗ DV · Λ− (div V )Λ = F, (0,T )
Λ(T ) = 0,
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Γt(V )�6��Dq���6�Y F���i@B#*:!:1#�cM�1�=SA�2 �"�9��m F9�"2�6<
=?>�@'A + @'B C8D�� G�I C�C MON�� &),

F (t) = ∗γΓt(V )(f(t)n)
# � 7N*�R f ∈ L2(0,T ;L2(Γt(V ))

#'*NR+0 9 (+7�� 9 0
>E&)/ 9 *-7B&)( Λ

&L� P5,�&�O:/�0F6 7�>un�7ND�0F( O:2�*NR+0a�}&)/N/�& � 7N(!n�7-1!0F(+*-7N*q2&#

Λ = (λ ◦ p)∇χΩt(V ) ∈ C
0([0,T ]; (H1(Γt))

d)
� _ [ ½C½��

� R+0F,?0 λ ∈ C0([0,T ];H1(Γt))
7�>=*NR+0 9 (+7�� 9 0�>E&)/ 9 *-7B&)( &L��*NR+0X�}&)/N/�& � 7N(!n OF& 9 (51L4�,<2 1�2)(54�687BQ�4�/

>F2T>F*W0F6*#

{

−∂tλ−∇Γ λ · V − (div V )λ = f, (0,T )
λ(T ) = 0, Γt(V )

� _ [ ½ _ �

p
7�> *NR+0�Q�4�(�&)(+7BQ�4�/CP5,?& '}0?QF*-7B&)( &)(

Γt(V )
4�(51

χΩt(V )
7�>�*NR+0�Q?RC4�,f4!QF*W0F,F7�>F*-7BQ`� 9 (�QF*-7B&)( &L�

Ωt(V )7N(C>F7-1!0
D
�
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K =

∫ T

0

∫

Γt(V )

E(V ) 〈Zt,n〉

cM�! ��
E(V ) ∈ L2(0,T ; Γt(V ))

[��Y���o@B#6:1:1#�cM�!��Sp"2����9=:! n�6:!:1#�cM�R9=�A F#.��:!�1C5�1���% F�� F���f��9��7�1:1:!�Z�6"GU
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�1�=���1D=�� F���i@B9����m F�!#*���6:
K
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=?>�@*A + @'B C�D�� G�I C�C M N�� &), 4�(+2
E(V ) ∈ L2(0,T ; Γt(V ))

4�(51
(V,W ) ∈ U

#�*NR+0A�}&)/N/�& � 7N(!n
7-1!0F(+*-7N*q28R+&)/m1)>%#

∫ T

0

∫

Γt(V )

E(V ) 〈Zt,n〉 = −

∫ T

0

∫

Γt(V )

λ〈W,n〉
� _ [ ½!���

� R+0F,�0 λ ∈ C0([0,T ];H1(Γt))
7�>r*NR+0 9 (+7�� 9 0 >E&)/ 9 *q7B&)( &L� P5,�&�O:/�0F6 �Z�����)� � � 7N*�R f = E

�
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I �d ����1�����6"F�6S6"F�6���;<�cW�a"2�&(]�1�mcrV��6�2�1�
�&:1��C5���Q ���#�@7D=�!kg��"��&�Q F�Z��:*�)�6:!��9�:!9���#*�d�

Ck $���9�V�CJ�6���'@B#*:1D
cM�! ��

k ≥ 2
#6@g��#]D��!CJ�&�����!#*��#*���M�1�

R
d [+�Y���Y@B#*:!:1#�cM�1�=Si�6����"2#Q�6���E��(6#*�1D=�a ����M9����-#6@g:1#]�)�6:7V��6�2���

�6��Dq��#]#*"2D��1���% F���YVQU�9=���1�=Sn ����P�1�Q F"2�1���2�1�0 F�6��S*�&�Q F�Z��: D���"2�!(��� ��!(*��[

C�D<;�D��&DFE 
 +,� @ 	 �#@�� � � 
 � ��	 ? @ 	 � 	 ? � � A 	
\��& 

Ω
Vg�H�6�q#*�����pD=#*CE���1��#6@8��:Z�����

Ck �1� R
d cM�! F�q��#6CJ�����& -Vg#69���D��6"GU Γ

[�; �PD��&h����H ����
#*"2�1���Q ���DqD��1�G ��6���&��@B9����m F�1#6�f �#JV��P�6�Y@B#*:!:1#�cM��<

bΩ(x) =

{

dΓ(x), x ∈ R
d \ Ω

−dΓ(x), x ∈ Ω

cM���&"��
dΓ(x) = min

y∈Ω
|y − x|

[

��+ A � A 
 � � � A 	 C�DFEHG�I ; � MON �[0F*
Ω

OF0 4�( &?P+0F(%1!&)6;4�7N( &L�dQF/m4)>?>
Ck �}&),

k ≥ 2
7N(

R
d � 7N*NR

Q?&)6 PC4!QF*lOF& 9 (51L4�,<2 Γ
� $ R+0F,�0 0 � 7�>F*N>A4 (�0F7mn)RCOF& 9 ,�R+&E&:1 U(Γ)

&L�
Γ
#�> 9 Q?Rd*NRC4�*

b ∈ Ck(U(Γ))
�

� 9 ,<*NR+0F,F6=&),�0%# � 0 RC4�D�0 *�R+0a�}&)/N/�& � 7N(!n P5,�&?P+0F,F*-7B0?>%#
7��
∇b|Γ = n

# � R+0F,?0 n >F*I4�(51)> �}&),r*NR+0 9 (+7N*�0 � *W0F,<7B&),l(�&),F6;4�/o&)( Γ
#

7N7��
D2 b : Tp(x)Γ→ Tp(x)Γ

Q?&)7N(�QF7-1!0?> � 7N*�R *NR+0l>E0?Q?&)(51-�}&)(51L4�6=0F(+*B4�/��}&),<6 &)(
Γ
# � R+0F,�0

p : U(Γ) → Γ

x 7→ x− b(x) · ∇b(x)

>F*B4�(51)>
�}&), *�R+0
P5,�& '}0?QF*-7B&)( 6;4FPLP57N(!n=4�(51
Tp(x)Γ

>F*B4�(51)>
�}&), *�R+0 *B4�(!n!0F(+*tP5/m4�(�0��
7N7N7��

(0,β1, . . . ,βd−1)
4�,�0 *NR+080F7mn!0F(+D)4�/ 9 0?> &L� D2 b
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(n,µ1, . . . ,µd−1)

� R+0F,�0 (βi,µi)1≤i≤d−1
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 � � � A 	 C�D�� G�I<; � MON�� &),
Γ
&L�lQF/m4)>?>

C2 #S*�R+0 P5,�& '}0?QF*-7B&)( 6;4FPLP57N(!n
p
7�> 1�7 � 0F,�0F(+*-7-4LO:/�0 4�(51

7N*�>�1!0F,<7ND)4�*-7ND�0 RC4)>r*�R+0a�}&)/N/�& � 7N(!n P5,�&?P+0F,F*-7B0?>%#

∗ D p = D p = I−∇b · ∗∇b− bD2 b

D p · τ = τ,
&)(

Γ,

D p · n = 0,
&)(

Γ
� _ [ ½!"��

A @CB 	�� � � A 	 C�D C G�I ; � MON � &),
Γ
&L� QF/m4)>?>

C2 #Z*NR+0�4L1L1�7N*q7ND�0�Q 9 ,<D)4�* 9 ,�0 H &L�
Γ
7�>r1!0 + (�0�1A4)> *NR+0

*q,f4!Q?08&L� *NR+0l>E0?Q?&)(51 &),f1!0F,
�}&)(51L4�6=0F(+*I4�/%�}&),F6 


H = Tr D2 b = ∆b = (d− 1)H̄,
&)(

Γ
� _ [ ½ � �

4�(51
H̄
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R
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(f ◦ p)
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A @CB 	�� � � A 	 C�D K�� &),
Γ
&L��QF/m4)>?>

C2 #Zn�7ND�0F( 4�(+2 0 � *K0F(C>F7B&)( F ∈ C1(U(Γ))
&L�
f ∈ C1(Γ)

#
*NR+0
*I4�(!n!0F(+*-7-4�/5n�,f4L1�7B0F(+*
&L�

f
7�>�1!0 + (�0�1=4)>%#

∇Γ f
def
= ∇F |Γ − (∂nF )n

� _ [ ½ � �
� R+0F,?0 ∂nF = ∇F · n

�
�'+ A � A 
 � � � A 	 C�D<; G�I<; � MON � >?> 9 6=0l*�RC4�*

Γ
&L� QF/m4)>?>

C2 7�> Q?&)6 PC4!QF*'4�(51
f ∈ C1(Γ)

#�*�R+0F(
7��

∇Γ f = (P∇F )|Γ

n · ∇Γ f = ∇b · ∇Γ f = 0
� _ [ ½*s��

� R+0F,�0 P def
= I−∇b∗∇b
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Tp(x)Γ

�
7N7��

∇(f ◦ p) =
[

I−bD2 b
]

∇Γ f ◦ p

∇(f ◦ p)|Γ = ∇Γ f
� _ [ _ $��

)X���=���
(f ◦ p)
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Γ
&L�8QF/m4)>?>

C2 4�(51
f ∈ C1(Γ)

# *NR+0 *B4�(!n!0F(+*-7-4�/�n�,f4L1�7B0F(+*i&L�
f
7�>81!0 + (�0�1

4)>%#

∇Γ f = ∇(f ◦ p)|Γ
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C2 #
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DΓ v
def
= D ṽ|Γ − (D ṽ · n)∗n

= D ṽ|Γ −D ṽ · (n⊗ n)
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D(v ◦ p) = DΓ v ◦ p
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I−bD2 b
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DΓ v = D(v ◦ p)|Γ
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divΓ v
def
= div ṽ|Γ − (D ṽ · n) · n

� _ [ _�_ �
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divΓ v = div(v ◦ p)|Γ = Tr(DΓ v)
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nF = (D2 F · n) · n
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∆Γf = divΓ(∇Γ f) = ∆(f ◦ p)|Γ
� _ [ _ � �
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∫
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∫

Γ

Hψ〈E,n〉
R

d

� _ [ � N �

��� � �:�87 ��2 ��2 �����979�����?2 6&��� 79��2$���

I �q F���!�-�2���m F�1#6� <�cW�H������:1:���"2# (6�H ����PCE�6�!�� F���&#*"��&C 9����!��So�6�,�6���="�#Q�6���,V��6�2��Dp#6�q ����HD=�!@Z$
@B��"��&�Q F�Z��V��1:!�! Uf#6@
 �������#*:!9= F�!#*�p#�@
 F����KX�)(7�!��"L$Ge] �#�c6�&�i�2U]�2 ���C �-pab�[ � _ [ N � � cM�! F�p"����2�g�&�& i �#o F���
(*��:!#7�&�! U,h���:!D

V
[ � �1"2�2 ic_�n�1�Q F"2#7D�9=���n�ocW����c @B#*"2CA9�:Z�% F�1#6�,@B#*" p
b�[Z� _ [ N � �6�=D "2�����6:1:
������#]���1�%$

 F��D �&:Z�6�2���1���6:8�2#*:!(��6V=�1:1�' Uf"��&��9�:' F��[ �Y�����;<�9����!��So F���Ac_�)�3cp�1C5��:!�1���' M@B9����& ��1#*�  �����#6"���Cq<gc_�AcM�1:!:
��"�#�(*�A ����A�<�=�!�2 ������&��#6@`�EcW����cqCE�� ���"2�Z�6:jD��&"��!(��� ��!(6�6[ � �1����:1:!U6<��1�Q F"2#7D=9����!��So�6DT�2#*�1�Q ��&bO9��� F�!#*���
�6���2#7�&�Z�� ���D. F#� F�=�5:!�1�����6"��!/��&D ��9��1D ����D  �"F�6�=�2(*�&"��2�J�GU7�G F�&CJ�&<jc_��cM�1:!:8V��J��V�:1�R �#f�F�7��"��&���d F���
S*"F�6D=�1���Q 0#6@
 F���H@B9����& ��1#*���6:

j(V )
[ � #*"M F���A����c6��#�@a���1C5��:!�1���' U*<�c_�A�����6:1:�#*��:'U,�="�#�(*�A ����ACJ�6�1�

 F���&#*"��&C �1�o F�=�d���6���d#6@>�F�=�6C5��:1�;� _ [ ¼�� �6��DfcM�! ��f@B"2���PD��'(*��"2S*���=���P��#*�Q �"�#*: (6��:1#]���' Uoh��&:1D��&[
�*� ����� � 13,�� ��� ) 4 
*#&, 79%���� ,��*' .;��#�� ,�	 %&#&% 7 !

I �.#*"2D���"� �#o ���c����1�Q F#f������#69��Q i F���A�=#*�7$ �=#*CJ#6S*�����&#*9��i�X�1"��!����:1�m iV�#*9���D���"2U,��#*��D=�! F�!#*� #*�
Γt(V )

<=cW�d9��2�d ����i@B#*:1:!# cM�!��SA��������S*�d#6@8(��6"2�Z�6V�:!�
ũ = u− V

<7cM����"2�
ũ
�F�� ��1�2h����Y F���P@B#*:!:1#�cM�1��S

��#*C5#*S*���=��#*9��-�0�!"��!����:1�m MK0�)(]�1�&"G$GeO F#�c����-�2U]�2 ���Cq<














∂tũ+ D ũ · ũ+ D ũ · V + DV · ũ− ν∆ũ +∇p = F (V ), Q(V )
div(ũ) = 0, Q(V )
ũ = 0, Σ(V )
ũ(0) = u0 − V (0), Ω0

� _ [ �3½��

cM�! F�
F (V ) = −∂tV − DV · V + ν∆V

[
; �P��#6�����!D���"Y F�=�P@B#6:1:1#�cM�!��SA��:1�6���2�1���6:;@B9����m F�!#*���6: �2���6�&��� ] ¼#$%" a < ] ¼ � $ a <

H(D) =
{

v ∈ (L2(D))d, div v = 0,
�1�
D, v · n = 0

#*�
∂D
}

H1
0 (div ,D) =

{

v ∈ (H1
0 (D))d, div v = 0,

�1�
D
}

H =
{

v ∈ L2(0,T ; (H1
0(div ,Ωt(V )))d)

}

V =
{

v ∈ H, ∂tv ∈ L
2(0,T ; (H1

0(Ωt(V )))d)
}

I �, F�=�d�2��bO9��&: <�cW�H������:1: 9��2�d ����d��#6 ��% F�1#6�
u
�1���G F���6D,#�@

ũ
<+c������=�1��SJ�1�fCJ�!��D� F���% - ����P#*"��!S*�1���6:

(6��"��Z��V�:1���!�Y#*V= F�6�1���&DfVOU� �"F�6�=��:Z�% F�1#6� [
A @CB 	�� � � A 	 C�D L $ R+0H� 9 (�QF*-7B&)( u ∈ V

7�> Q�4�/N/�0�1 4 � 0�4%� >E&)/ 9 *-7B&)(%&L� P5,?&�O:/�0F6 �Z����
 � �&#r7 � 7N*
>:4�*q7�> + 0?> *NR+0a�}&)/N/�& � 7N(!n�7-1!0F(+*-7N*q2&#

〈eV (u),v〉 = 〈[e1
V (u),e2V (u)],v〉 = [0,0], ∀ v ∈ H

� _ [ � _ �

N $!"
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� 7N*NR

〈e1V (u),v〉 =

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[(∂tu+ D u · u+ Du · V + DV · u) · v + ν Du · ·D v − F (V ) · v]

� _ [ �!� �

〈e2V (u),v〉 =

∫

Ω0

(u(0)− ũ0) · v(0)
� _ [ �%"��

; �d�2�& �<

U =
{

V ∈ H1(0,T ; (Hm(D))d), div V = 0
�!�
D, V · n = 0

#*�
∂D
}

cM�! ��
m > 5/2

[
=?>�@*A + @'B C�D L G�I C ;<M N�" 0 4)>?> 9 6=0�*NR+0�1!&)6;4�7N(

Ω0
*W& OF0;&L�8QF/m4)>?>

C1 � � &), V ∈ U 4�(51
u0 ∈

H(D)
> 9 Q?R *NRC4�*

u0|Ω0
∈ H(Ω0)

#
�Q��7N*
0 � 7�>F*�>r4�*'/�0�4)>F* 4 � 0�4%� >E&)/ 9 *q7B&)(d&L� P5,�&�O:/�0F6 �Z����
 � � � 7N*�R u ∈ H ∪ L∞(0,T ;H)

#
�]��7 �

u0 ∈ (H2(D))d ∪ H1
0 (div ,D)

4�(51
ν

7�> /m4�,Bn!0 &),
u0

7�>d4 >F6;4�/N/l1L4�*B4,#�*�R+0F( *NR+0
9 (+7�� 9 0F(�0?>?>i&L�u4 � 0�4%�i>E&)/ 9 *-7B&)(=7�>'n 9 4�,f4�(+*K0�1,#o4�(51 � 0 RC4�D�0 ∂tu ∈ H ∪ L∞(0,T ;H(Ωt))

#
�O��7 �

Ω
7�> &L� QF/m4)>?>

C2 # u ∈ L∞(0,T ; (H2(Ωt))
d ∪ H1

0 (div ,Ωt))
�

���@����� � 13, � %�4 /(#�%&� % 7 � 
*�(� 7+%���� 798(1�� ) 1�4 ,��(' 7+8*1 � %O��#&,646, 791 ) %&,�#2'*1 �
) % � , 79% ��1

; �d�6"2�P�1�Q F�&"����G F�&D,�!�q�2#*:!(]�!��S� F����@B#*:!:1#�cM�1�=SACJ�!���1C5�1/��� F�!#*�5��"�#*V=:1��C #

min
V ∈U

j(V )
� _ [ � � �

cM�! ��

j(V ) =
α

2

∫ T

0

∫

Ωt(V )

|u(V )|2 +
γ

2

∫ T

0

∫

Ωt(V )

|V |2
� _ [ � � �

=?>�@*A + @'B C�DFE�� G�I C�C MON � ,�&�O:/�0F6 �Z����
�� �;4L1�687N*�>�4�*Z/�0�4)>F*
&)(�0 >E&)/ 9 *-7B&)( V ∗ ∈ U
�

I �o#*"2D���"` F#HD���"2�!(*�Xh�"��G 2$ #6"�D��&"W#*�= ��1CJ�6:1�' UR�&#*��D��' F�!#*���a@B#*"_�="�#*V�:!��C � _ [ � � � <QcW�X�����&Do F#R�6���6:'U7�2�
 F�=�-D=��"��'(��6V��1:!�! Ud#6@� F���-�2 F�� F�

u(V )
cM�! ��n"����2�g�&�& ` F#

V ∈ U
[+�Y�=��"��-�F�7�!�2 _�� a:1���6�2 
 c_#RC5�& ���#]D��

�1�f#*"2D���"3 �#J�&�2 F�6V�:1�!���f��9=��� ��D��!kg��"2���Q F�1�6V��!:1�! U5"2����9=:! t#
� \��1C5�! 3�6���6:'U]���1�Y#�@> ����PD��!kg��"2���Q F�1�6:;bO9�#6 ��1�&�O �<

u̇(V ;W ) = lim
ρ→0

1

ρ
(u(V + ρW ) ◦ Tt(V + ρW )− u(V ) ◦ Tt(V ))

� � ����:1�!�)�� ��1#*�.#�@W F�=�Jc_�)��c.�!CJ��:!�1�&�! 0@B9=���& ��1#*�  F���&#*"��&C �6��D D���D�9=�& F�!#*� #�@3 F���5:1#]�)��: D��!@Z$
@B�&"����Q ��Z�6V��!:1�' U #6@A ����r��#6:19= ��1#*�

u(V )
�6���2#7�&�Z�� ���D  F#  ����r�1C5��:!�1���' ���bO9��% F�1#6�

e(u,v) =
0, ∀ v ∈ H

[

N $ �



$�RC4FP57N*q,�0���� $'&)(+*q,�.)/�0'1�2)(54�687�� 9 0'1!0��}&),<6=0'1!0?> @�� 9 4�*q7B&)(C>'1!0
	l4�DE7B0F,<GIHJ*K&��L0?>�
 4FPLP5,�&EQ?R+0 0 9 /�@F,<7B0F(+(�0

; �-"��&�)�6:!:�����"2�X�=# c  F���M�2����#6��DEC5�& ���#7Dn���6�JV��-�6����:!�1�&Dn �#H#69�"
��"�#6V�:1�&C,<6@B#6:1:1#�cM�!��S0 F�=�-"2���29�:! 
#*V= ����1���&Dq�!� ]
_�_ a [
I �o#*"�D=��"a F#Hc_#*"fc5cM�' F�ED=�!(*�&"�S*�&�����-@B"��&�X@B9����m F�!#*����<Qc_�0���&��Do �#R�1�Q �"�#]D�9����M F�=� X
�1#*:1�� F"F�����2@B#*"2C
 F���� -��"2���2��"2(6���- F���i@B"��&�PD��!(6��"�S6�����&�H�&#*��D��' F�1#6� [
� @'B B � C�DFEHG�IJE'K M N $ R+0 �'7B&)/m4=*-,�4�(C>B�}&),<6*#

Pt : H1
0 (div ,Ωt(V )) −→ H1

0 (div ,Ωρ
t )

v 7→ (DT t
ρ · v) ◦ (T t

ρ )−1

7�>�4�( 7�>E&)6=&),IP+R!7�>F65�
; �P��#6�����!D���"Y F�=�d�2#*:197 F�1#6�

uρ = u(V + ρW )
D��&h�����D,#*�

Ωρ
t

#6@> ����P�1C5��:1�!���' W�&b]9��� F�!#*� <

〈e(V +ρW ) (u),v〉 = 0, ∀ v ∈ Hρ

�6��DfcW�d�1�Q F"2#7D=9����
ûρ = (DT t

ρ )−1 · (uρ ◦ T t
ρ )

D��&h�����D,#*�
Ωt(V )

[
� @'B B � C�D�� $ R+080F/�0F6=0F(+*

uρ
7�>l>E&)/ 9 *-7B&)(d&L� *NR+080�� 9 4�*-7B&)(�


〈e(V +ρW ) (u),v〉 = 0, ∀ v ∈ Hρ

7 ��4�(51 &)(+/ 2�7 �
ûρ

7�>l>E&)/ 9 *-7B&)(d&L� *�R+0a�}&)/N/�& � 7N(!nA0�� 9 4�*-7B&)( #

〈eρ(ûρ),v̂〉 = 0, ∀ v̂ ∈ H

� 7N*�R

〈eρ
1(v),w〉 =

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[

(∂t(DT
t

ρ · v)) · (D T
t

ρ · w)− (D(DT t
ρ · v) · (DT

t
ρ )−1 · (∂tT

t
ρ )) · (DT t

ρ · w)

(D(DT t
ρ · v) · v) · (DT

t
ρ · w) + (D(DT t

ρ · v) · (DT
t

ρ )−1 · ((V + ρW ) ◦ T t
ρ )) · (DT t

ρ · w)

+(D((V + ρW ) ◦ T t
ρ ) · v) · (DT t

ρ · w)

+ν(D(DT t
ρ · v) · (DT

t
ρ )−1) · ·(D(DT t

ρ · w) · (DT t
ρ )−1)

−(F (V + ρW ) ◦ T t
ρ ) · (DT t

ρ · w)
]

〈eρ
2(v),w〉 =

∫

Ω

(v(0)− û0) · w

� 7N*�R

F (V ) = −∂tV − DV · V + ν∆V
4�(51

∂tT
t

ρ = (V + ρW ) ◦ T t
ρ −DT t

ρ · V

N $ �



���^��� HJ*I4�*W0�1!0F,<7ND)4�*q7ND�0 >F*q,f4�*W0Bn�2

��+ A A
	 � ; �P��#*�=���1D=��"3 F�=�d�2#*:197 F�1#6�
uρ

#6@� F���P����"2 �9�"�V���Dq�2 F�� F�P�&b]9��� F�!#*�
e(V +ρW ) = 0

<=cM�' F�

〈e(V +ρW ) (u),v〉 =

∫ T

0

∫

Ωρ
t

[(∂tu+ Du · u+ D u · (V + ρW ) + D(V + ρW ) · u) · v

+νD u · ·D v − F (V + ρW ) · v]

cM�! ��
v ∈ Hρ [; �d�!�Q F"�#]D�9��&�� F���i(��6"2�Z�6V�:!���

(û,v̂)
D=�&h����&Dp�!�

Ωt(V )
��9����q F���% )<

[u,v] =
[

(DT t
ρ · û) ◦ (T t

ρ )−1,(DT t
ρ · v̂) ◦ (T t

ρ )−1
]

; �0"��&��:Z�����X ����1�`���mc "2����"2���2���Q ��� ��1#*���!�����!D��M F���X�2 ��% F�0�&bO9��� F�!#*���6�=DEcW�09����0�RV��6�?cn F"��6������#*"G 
�1�

Ωt(V )
<� F���!�Y:1�)��D��3 F#n F���i@B#*:!:1#�cM�1�=SR�1D=���Q F�' U*<

〈eρ
1(û),v̂〉 =

∫

Q(V )

[(

∂t((DT
t

ρ · û) ◦ (T t
ρ )−1) + D((DT t

ρ · û) ◦ (T t
ρ )−1) · (DT t

ρ · û) ◦ (T t
ρ )−1

+ D((DT t
ρ · û) ◦ (T t

ρ )−1) · (V + ρW ) + D(V + ρW ) · (DT t
ρ · û) ◦ (T t

ρ )−1
)

◦ T t
ρ · (DT

t
ρ · v̂)

+ν D((DT t
ρ · û) ◦ (T t

ρ )−1) ◦ T t
ρ · ·(D((DT t

ρ · v̂) ◦ (T t
ρ )−1)) ◦ T t

ρ

−F (V + ρW ) ◦ T t
ρ · (DT

t
ρ · v̂)

]

� @<B B � C8D<;

D((T t
ρ )−1) ◦ T t

ρ = (DT t
ρ )−1 � _ [ �6s��

∂t((T
t

ρ )−1) ◦ T t
ρ = −(D T t

ρ )−1 · ∂tT
t

ρ

� _ [ "!$��

∂t((DT
t

ρ · û) ◦ (T t
ρ )−1) ◦ T t

ρ = ∂t(DT
t

ρ ◦ û)−D(DT t
ρ ◦ û) · (DT

t
ρ )−1 · ∂tT

t
ρ

� _ [ " ¼ �
��+ A A
	 � s-���!��S� F���P�1D=���Q F�' U*<

(T t
ρ )−1 ◦ T t

ρ = I

c_�HS*�m 

D((T t
ρ )−1 ◦ T t

ρ ) = I

D((T t
ρ )−1) ◦ T t

ρ ·DT
t

ρ = I

VQU�D��'k;�&"����Q ��Z�� ��1#*�ocM�' F�f"��&�������& - F#� ��1C5�0 )<�c_�d�6:1�2#5S6�& )<

∂t((T
t

ρ )−1 ◦ T t
ρ ) = 0

∂t((T
t

ρ )−1) ◦ T t
ρ + D((T t

ρ )−1) ◦ T t
ρ · ∂tT

t
ρ = 0

∂t((T
t

ρ )−1) ◦ T t
ρ + (DT t

ρ )−1 · ∂tT
t

ρ = 0

N $*s



$�RC4FP57N*q,�0���� $'&)(+*q,�.)/�0'1�2)(54�687�� 9 0'1!0��}&),<6=0'1!0?> @�� 9 4�*q7B&)(C>'1!0
	l4�DE7B0F,<GIHJ*K&��L0?>�
 4FPLP5,�&EQ?R+0 0 9 /�@F,<7B0F(+(�0

sX���!��Sn F���P�����6�!�f"�9�:!�6<=c_�HD=��D�9��&�

[∂t((DT
t

ρ · û) ◦ (T t
ρ )−1)] ◦ T t

ρ = [∂t(DT
t

ρ · û) ◦ (T t
ρ )−1

+ D(DT t
ρ · û) ◦ (T t

ρ )−1 · ∂t((T
t

ρ )−1)] ◦ T t
ρ

= ∂t(DT
t

ρ · û) + D(DT t
ρ · û) · ∂t((T

t
ρ )−1) ◦ T t

ρ

= ∂t(DT
t

ρ · û)−D(DT t
ρ · û) · (DT

t
ρ )−1 · ∂tT

t
ρ

2I �,#*"2D���"Y �#5S6�& M F���P�&#*"�"2���& -�G ��� ��d#6�g�&"F�� �#*"�<=c_�P�����&D �6:!��#A ����i@B#*:1:!# cM�!��SA�!D����Q F�' F�!����<
� @'B B � C�D C

D(φ ◦ (T t
ρ )−1) ◦ T t

ρ = D(φ) · (DT t
ρ )−1 � _ [ " N �

D(V + ρW ) ◦ T t
ρ · (DT

t
ρ ) = D((V + ρW ) ◦ T t

ρ )
� _ [ "C½��

; �Y�2���6:1:=�6����:'UR ����3h�"��G a�1D��&�Q F�! UdcM�! ��
φ = (DT t

ρ · û)
[ � �1����:1:!U6<�9����!��Sd�6:1:O F�=�Y�1D��&�O ��! ��1���8��"�#�(*�&�

�6Vg#�(6�6<;c_��D���D=9����A ����A�F�7��"2���2���1#6�.#6@
e1ρ(û,v̂)

[;KX#�cP<gc_�����!CJ��:'Uf�����&D. F#o��"2#�(*�A F�=�R@B#*:1:!#�cM�1��S
:1��C5CJ�A�1��#*"2D���"Y F#n�&#*����:!9�D��i F�=�d�="�#]#6@L<
� @'B B � C�D K

∂tT
t

ρ = (V + ρW ) ◦ T t
ρ −DT t

ρ · V
� _ [ " _ �

�'+ A&A 	 � ; �d9=���i F���PD��mh����' F�1#6�q#�@> ���� �>"��6���2(6��"2���RCJ�6� <

∂t(T
t

ρ ) = ∂t(Tt(V + ρW ) ◦ Tt(V )−1)

= ∂t(Tt(V + ρW )) ◦ Tt(V )−1 + D(Tt(V + ρW )) ◦ Tt(V )−1 · ∂t(Tt(V )−1)

= ((V + ρW ) ◦ Tt(V + ρW )) ◦ Tt(V )−1

−D(Tt(V + ρW )) ◦ Tt(V )−1 · (DT−1
t (V )) · ∂t(Tt(V )) ◦ T−1

t (V )

= (V + ρW ) ◦ T t
ρ − D(Tt(V + ρW ) ◦ Tt(V )−1) · ∂t(Tt(V )) ◦ T−1

t (V )

= (V + ρW ) ◦ T t
ρ − D(T t

ρ ) · V

2

2; �P��#�c �&#*�����!D���"3 ����d�6����:!�1���� F�!#*� <

[0,ρ0]× V → H∗ ×H1
0 (div ,Ω0)

(ρ,v) 7→ eρ(v)
� _ [ "+���

�6��D

[0,ρ0] → H

ρ 7→ ûρ = (DT t
ρ )−1 · (uρ ◦ T

t
ρ )

� _ [ "!"��
cM����"2�

ûρ ∈ V
�!�Y��#*:!9= F�!#*��#6@� F���P�G ��� ��d�&bO9��� F�!#*� <

〈eρ(v),w〉 = 0, ∀w ∈ H
� _ [ " � �

N ¼#$
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� @<B B � C8D � G�IFE+C K<MON�� &),r4�(+2
F ∈ Hs(D)

# � 7N*NR s ≥ 1
#

1

ρ
(F ◦ T t

ρ − F )
ρ→0
−→ ∇F · Zt

� _ [ " � �

>F*-,?&)(!n�/ 2;7N(
Hs−1(D)

�&�<( *NR+08Q�4)>E0
s < 1

# *�R+08Q?&)(+D�0F,qn!0F(�Q?0�&)(+/ 2�R+&)/m1)> � 0�4%�)/ 2�7N( Hs−1(D)
�

I � #*"�D��&"q �#?��"�#�(*�  F��� D��'k;�&"��&�O ��Z�6V=�1:1�' U #6@
ûρ

cM�' F� "��&�������& q F#
ρ
�1� � �=���1S6�]V�#*9�"2��#]#7D #6@

ρ = 0
<ac_�.�)�6���=#6 o9��2�  F���p��:Z�������!�)�6:-�1C5��:!�1���' A@B9����m F�!#*�  F�=��#*"2��Cq<W���!�����p�! J"���bO9��!"��&���2 F"2#*��S

D��'k;�&"����Q ��Z�6V��!:1�' U,"2���29�:! ��H�!�
H−1 @B#*"P#*9="H������:1�!�)�� ��1#*�;[ �Y���&� c_�J�2���6:1:89����5 F����c_�)��c.�!CJ��:!�1�&�! 

@B9����m F�!#*�� F���&#*"��&C,<�"2�����6:1:!��DfVg�&:1#�cP<
=?>�@*A + @'B C�DFE�E G�IJE<K�L<MON �[0F*

X,Y ∗ OF0=* � & � 4�(54!Q?R >WPC4!Q?0?>%#
I
4�( &?P+0F( OF& 9 (51!0�1 >E0F* 7N(

R
#

4�(51 Q?&)(C>F7-1!0F,l*NR+0a�}&)/N/�& � 7N(!n;6;4FPLP57N(!n,#

e : I ×X → Y ∗

(ρ,x) 7→ e(ρ,x)

�[0F* 9 >�4)>?> 9 6=0 *�R+0a�}&)/N/�& � 7N(!n8R!2<P+&)*NR+0?>F7�>%#
4 �

ρ 7→ 〈e(ρ,x),y〉
7�> Q?&)(+*-7N( 9 & 9 >F/ 2�1�7 � 0F,�0F(+*q7-4LO:/�0;�}&),u4�(+2 y ∈ Y 4�(51

(ρ,x) 7→ 〈∂ρe(ρ,x),y〉7�> Q?&)(+*-7N( 9 & 9 >��
O � �<*�0 � 7�>F*N> u ∈ X > 9 Q?R *NRC4�*�#

u ∈ C0,1(I;X)

e(ρ,u(ρ)) = 0, ∀ ρ ∈ I

Q �
x 7→ e(ρ,x)

7�>�1�7 � 0F,�0F(+*q7-4LO:/�0 4�(51
(ρ,x) 7→ ∂xe(ρ,x)

7�>8Q?&)(+*-7N( 9 & 9 >��
1 � �<*�0 � 7�>F*N> ρ0 ∈ I

> 9 Q?R *NRC4�*
∂xe(ρ,x)|(ρ0,x(ρ0)) ∈ ISOM(X,Y ∗)

�
*NR+0F( *�R+0r6;4FPLP57N(!n

u(.) : I → X

ρ 7→ u(ρ)

7�>l1�7 � 0F,?0F(+*-7-4LO:/�0 4�*�P+&)7N(+*
ρ = ρ0

�}&),i*�R+0 � 0�4%��*W&?P+&)/�&�n�2 7N( X 4�(5187N*N> � 0�4%�81!0F,<7ND)4�*q7ND�0 u̇(ρ) 7�>
>E&)/ 9 *q7B&)( &L�l*NR+0a�}&)/N/�& � 7N(!n;/ 7N(�0�4�,<7 
)0�1 0�� 9 4�*-7B&)( #

〈∂xe(ρ0,u(ρ0)) · u̇(ρ0),y〉+ 〈∂ρe(ρ0,u(ρ0)),y〉 = 0, ∀ y ∈ Y
� _ [ "*s��

N ¼C¼



$�RC4FP57N*q,�0���� $'&)(+*q,�.)/�0'1�2)(54�687�� 9 0'1!0��}&),<6=0'1!0?> @�� 9 4�*q7B&)(C>'1!0
	l4�DE7B0F,<GIHJ*K&��L0?>�
 4FPLP5,�&EQ?R+0 0 9 /�@F,<7B0F(+(�0

I � #*"�D��&"� F# �6����:'Ur F���,�6V�#�(*�f F���&#*"��&C  �# p
b�[i� _ [ " � � <
cW�q���&��D  �# �G ��� ��q ����q@B#6:1:1#�cM�!��S
��"�#*����"G F�!����<
� @'B B � C�D�� $ R+0r6;4FPLP57N(!n,#

[0,ρ0] → R

ρ 7→ 〈eρ(v),w〉
� _ [�� $��

7�>
C1 �}&),r4�(+2 (v,w) ∈ V×H

4�(51=7N*N>�1!0F,F7ND)4�*-7ND�0 7�>in�7ND�0F( O:2�*NR+0a�}&)/N/�& � 7N(!n 0 � P5,�0?>?>F7B&)( #

〈∂ρe
ρ
1(v),w〉 =

∫

Q(V )

[

(∂t(D(Z t
ρ · T

t
ρ ) · v)) + (D(D(Z t

ρ · T
t

ρ ) · v) · V + (D(D(Z t
ρ · T

t
ρ ) · v) · v)

+ D
[

(D(V + ρW ) · Z t
ρ) ◦ T

t
ρ +W ◦ T t

ρ

]

· v − ∂ρ(F (V + ρW ) ◦ T t
ρ )
]

· (DT t
ρ · w)

+
[

(∂t(DT
t

ρ · v)) + (D(DT t
ρ · v) · V + (D(DT t

ρ · v) · v)

+(D((V + ρW ) ◦ T t
ρ ) · v)− (F (V + ρW ) ◦ T t

ρ

]

· (D(Z t
ρ · T

t
ρ ) · w)

+ ν(D(D(Z t
ρ ◦ T

t
ρ ) · v) · (DT t

ρ )−1) · ·(D(DT t
ρ · w) · (DT t

ρ )−1)

− ν(D(DT t
ρ · v) · (DT

t
ρ )−1) ·D(Z t

ρ ◦ T
t

ρ ) · (D T t
ρ )−1) · ·(D(DT t

ρ · w) · (DT t
ρ )−1)

+ ν(D(DT t
ρ · v) · (D T

t
ρ )−1) · ·(D(D(Z t

ρ ◦ T
t

ρ ) · w) · (DT t
ρ )−1)

− ν(D(DT t
ρ · v) · (DT

t
ρ )−1) · ·(D(DT t

ρ · w) · (DT t
ρ )−1) ·D(Z t

ρ ◦ T
t

ρ ) · (D T t
ρ )−1)

�'+ A&A 	 � ; �Ph�"��2 -�2�1C5��:1�'@ U5 ����P�F�7��"2�����2�1#*�,#6@� F���ic_�)��co�G ��� ��P#*�g�&"F�� �#*"�<=9����!��S5 ����� 

∂tT
t

ρ = (V + ρW ) ◦ T t
ρ −DT t

ρ · V

�6��DfcW�dS*�& �<

〈eρ
1(v),w〉 =

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[

(∂t(DT
t

ρ · v)) + (D(DT t
ρ · v) · V + (D(DT t

ρ · v) · v)

+(D((V + ρW ) ◦ T t
ρ ) · v)− (F (V + ρW ) ◦ T t

ρ

]

· (DT t
ρ · w)

+ ν(D(DT t
ρ · v) · (D T

t
ρ )−1) · ·(D(DT t

ρ · w) · (D T t
ρ )−1)

; �P9��2�d ����P�F�7��"��&���2�1#*�,#6@> ����icW����co�G ��� ��d#6�g�&"F�� �#*"M�6��Df F���i@B#*:!:1#�cM�1�=SA�1D��&�Q F�! ��1�&��<

∂ρT
t

ρ = Z t
ρ ◦ T

t
ρ

N ¼ N
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∂ρ(DT
t

ρ )−1 = −(D T t
ρ )−1 ·D(Z t

ρ ◦ T
t

ρ ) · (DT t
ρ )−1

2

� @<B B � C8D�� $ R+0 6;4FPLP57N(!n,#

[0,ρ0]× V → H∗

(ρ,v) 7→ ∂ρe
ρ(v)

� _ [ � ¼��
7�> � 0�4%�)/ 2AQ?&)(+*q7N( 9 & 9 >
��+ A A
	�� ; �����6����"�#�(6�� F���� W@B#*"

(V,W ) ∈ V
<] F���i������#]���1�� F�&D=��#�c

T t
ρ ∈ C

1([0,ρ0[; C2(D,R3))
<

�6��Df F�=�Pc_�)�3co��#*�Q ��1�O9��! UE@B#*:1:!# cM�W�)�6�2�1:!U6[
2I �R#6"�D��&"j �#0������:!U0 F���a�1C5��:!�1���' g@B9=���& ��1#*�dD���"2�!(��� ��!(*�a�!D����Q F�' U*<)c_�_�=����Dd F#-�F�7��"2������ F���`D��&"��!(��� ��!(6�
∂ρe

ρ(v)
�� -��#*�1�Q 

ρ = 0
<

� @<B B � C8D L

〈∂ρe
ρ
1|ρ=0(v),w〉 =

∫

Q(V )

[∂t(DZt · v) + D(DZt · v) · V + D(DZt · v) · v + D [DV · Zt +W ] · v] · w

+ [∂tv + D v · V + D v · v + DV · v] · (DZt · w) + ν D(DZt · v) · ·Dw

− ν(D v ·DZt) · ·Dw + ν D v · ·D(DZt · w)− ν D v · ·(Dw ·DZt)

+ [∂tW + DW · V + DV ·W − ν∆W ] · w + (D [∂tV + DV · V − ν∆V ] · Zt) · w

+ [∂tV + DV · V − ν∆V ] · (DZt · w)

��+ A A
	 � ; �X�2�& 
ρ = 0

�1�n F�=�0�F�7��"2���2���1#6�o#6@
〈∂ρe

ρ(v),w〉
�6�=DJc_�09��2�X F�=�-@B#*:!:1#�cM�1�=Sd�!D����Q ��! F�!���&<

T t
ρ=0 = I

Z t
ρ|ρ=0

def
= Zt

2

� @<B B � C8DFE � $ R+0 6;4FPLP57N(!n,#

V → H∗

v 7→ eρ(v)
� _ [ � N �

N ¼+½
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	l4�DE7B0F,<GIHJ*K&��L0?>�
 4FPLP5,�&EQ?R+0 0 9 /�@F,<7B0F(+(�0

7�>�1�7 � 0F,?0F(+*-7-4LO:/�0 �}&),�4�(+2
ρ ∈ [0,ρ0]

4�(51;7N*�>�1!0F,<7ND)4�*-7ND�0 7�>in�7ND�0F( O:2;*�R+0a�}&)/N/�& � 7N(!n 0 � P5,?0?>?>F7B&)( #

〈∂ve
ρ
1(v) · δv,w〉 =

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[

(∂t(DT
t

ρ · δv)) + D(DT t
ρ · δv) · V + D(DT t

ρ · δv) · v + D(D T t
ρ · v) · δv

+(D((V + ρW ) ◦ T t
ρ ) · δv)

]

+ ν(D(DT t
ρ · δv) · (D T

t
ρ )−1) · ·(D(DT t

ρ · w) · (D T t
ρ )−1)

4�(51=*�R+0r6;4FPLP57N(!n,#

[0,ρ0]× V → L(V;H∗)

(ρ,v) 7→ ∂ve
ρ(v)

� _ [�� ½��
7�>8Q?&)(+*q7N( 9 & 9 >��

� @'B B � C�DFE�E $ R+0r6;4FPLP57N(!n,#

V → F

δv 7→ ∂ve
ρ=0(v) · δv

� _ [�� _ �

7�>�4�( 7�>E&)6=&),IP+R!7�>F6 4�(51=7N*N>80 � P5,?0?>?>F7B&)( 7�>a� 9 ,<(+7�>?R+0�1AO:2;*NR+0
�}&)/N/�& � 7N(!n�7-1!0F(+*-7N*q2&#

〈∂ve
ρ=0
1 (v) · δv,w〉 =

∫

Q(V )

[(∂tδv) · w + (D δv · v) · w + (D v · δv) · w + (D δv · V ) · w

+(DV · δv) · w + ν D δv · ·Dw]

�'+ A&A 	 � �Y���1�a"��&��9�:' @B#*:!:1#�cM�8@B"�#6C  F�=�Y9����1bO9��&�����2�_"2���29�:! 
@B#*"  ����MK0�)(]�1�&"G$Le] F#�c����a�2U]�G F��C 9=��D���"
"���S69�:Z�6"2�! U �6�=D ��CJ�6:!:1���&���J�6���29�CJ�7 F�1#6��� �B���&� �Y� [ � _ [ s�� �6��D ] ¼ �%$ a � [_I ��D=����D;<_@B#*"

u1
�6��D

u2��#*:!9= F�!#*����#6@O F�=�_KX�)(7�!��"L$Ge] �#�c6�&���&bO9��� F�!#*���&<)�! ��!����"�#�(6���H ����� � ����
��:!��C5���Q 
y = u1−u2

�F�% F�1�G@ U]�1��S
 F���i@B#*:!:1#�cM�1��SR�1D��&�O ��! U6<

∫

Q(V )

[(∂ty) · w + (D y · u1) · w + (Du2 · y) · w + (D y · V ) · w + (DV · y) · w

+ν D y · ·Dw] = 0, ∀w ∈ H

�F�7�1�G F�-�6��Df�1�Y�!D����Q ��1�)��:1:!Un�&bO9��6:  F#� ����i�O9�:1:;@B9=���& ��1#*� [�e7�1C5�1:1�6"_�%$ ��"2�1#*"2�g�&�2 ��1CJ�� F�&�3��#*:!D��3@B#*"
δv�6��Df F���P9����!bO9��P��#*:'(6��V��1:!�! U5#6@� F���P:1�!���)��"��1/&��D��GU7�G F�&C �1�Y���G ��6V=:1�1�2����D;[

2
� @'B B � C�DFE � $ R+0l>E&)/ 9 *-7B&)( ûρ ∈ V

&L� *�R+0r7N6 P5/ 7BQF7N* 0�� 9 4�*q7B&)( #

〈eρ(v),w〉 = 0, ∀w ∈ H
� _ [ � � �

7�>��S7�P+>EQ?R!7N* 
 � 7N*NR ,�0?>WP+0?QF*Z*W&
ρ
�

N ¼ _



���^��� HJ*I4�*W0�1!0F,<7ND)4�*q7ND�0 >F*q,f4�*W0Bn�2

��+ A A
	 � ; �n�����&D  F�=�5�!D����Q ��! U ���� F�!�2h��&D VQU
ûρ1
− ûρ2

�6��D cW�5�����6:1:8@B#6:1:1#�c  F�=�5���6C5���2 F�&���
D��&����"2�1V���Dq�1� ]`_ ¼ a �B��� [ ½ ¼�� [
2)X�&�����n F�=�5�QU]��#6 F���&���!�d#�@ �Y� [Z� _ [ ¼C¼�� �6"2���F�� ��1�2h���D VOUp F���;p
b�[Z� _ [ " � � �6�=D c_�5�)�6� �2 F�� F�� ����
@B#*:!:1#�cM�1��SRD��!kg��"2���Q F�1�6V��1:!�! U5"��&��9�:' )<
=?>�@*A + @'B C�DFE � $ R+0 �'7B&)/m4�6;4�*K0F,<7-4�/	1!0F,F7ND)4�*-7ND�0

u̇P = ∂ρ(ûρ)|ρ=0
0 � 7�>F*N>i4�(51r7�> Q?RC4�,�4!QF*W0F,<7 
)0�1

O:2;*�R+0r/ 7N(�0�4�,l*B4�(!n!0F(+*�0�� 9 4�*-7B&)( #

〈∂ve
ρ=0(v)|v=û · u̇P ,w〉+ 〈∂ρe

ρ(û)|ρ=0,w〉 = 0, ∀w ∈ H
� _ [�� "��

� R!7BQ?R P+&E>?>E0?>?>E0?> *�R+0a�}&)/N/�& � 7N(!n >F*q, 9 QF* 9 ,�0%#
∫

Q(V )

[

(∂tu̇
P ) · w + (D u̇P · u) · w + (Du · u̇P ) · w + (D u̇P · V ) · w

+(DV · u̇P ) · w + ν D u̇P · ·Dw
]

= 〈L(u,Zt,V,W ),w〉

� 7N*NR

〈L(u,Zt,V,W ),w〉 =

−

∫

Q(V )

[∂t(DZt · u) + D(DZt · u) · V + D(DZt · u) · u+ D [DV · Zt +W ] · u] · w

− [∂tu+ Du · V + Du · u+ DV · u] · (DZt · w)− ν D(DZt · u) · ·Dw

+ ν(Du ·DZt) · ·Dw − ν Du · ·D(DZt · w) + ν Du · ·(Dw ·DZt)

+ [−∂tW − DW · V − DV ·W + ν∆W ] · w − (D [∂tV + DV · V − ν∆V ] · Zt) · w

− [∂tV + DV · V − ν∆V ] · (DZt · w)

���@���@� �$8(, / 1 '*1 ) % � , 79% ��1
I �5 ����M:Z�6�G 
���&�& ��1#*� <*c_�M���)(*�-��"�#�(6���n F���� 
 ����M��#*:!9= F�!#*�

u(V )
#6@� F���MC5# (]�!��SPK0�)(]�1�&"G$GeO F#�c����

�2U]�G F��C �1�AD��'k;�&"��&�O ��Z�6V=:1�JcM�' F� "2���������m n F#  F�=�E(*�&:1#]���! U
V
[8; �����)(6�,��:1��#p�����6"F���& F�&"��!/���D  ����

:1�!���)��"��1/&��DJ�2U]�2 ���C ���� F�!�2h��&DqVQUJ F���lX
�!#*:Z�RCJ�� ���"��1�6:�D���"2�!(��� ��!(*�
u̇P (V ) ·W

[=I �o ����1�3���6"F�6S6"F�6���;<
c_�dcM�!:1:;�!D����Q ��!@ UE ����P�������g�PD��&"��!(��� ��!(6�

u′(V ) ·W
9��=D���"-��#*C5�i"��&S*9�:1�6"��' Uo�6�2��9�C5�= ��1#*���&[

\��& -9��M��#6�����!D���"Y F�=�Pc_�)�3c���#*:!9= F�!#*�
ũ
#�@ p
b�[o� _ [ �3½�� <�� [ �

〈eV (ũ),v〉 = 〈[e1
V (u),e2V (u)],v〉 = [0,0], ∀ v ∈ H

� _ [�� � �
cM�! ��

〈e1V (ũ),v〉 =

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[(∂tũ+ D ũ · ũ+ D ũ · V + DV · ũ) · v + 2νε(ũ) · ·ε(v)− F (V ) · v]

� _ [ � � �

N ¼ �
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	l4�DE7B0F,<GIHJ*K&��L0?>�
 4FPLP5,�&EQ?R+0 0 9 /�@F,<7B0F(+(�0

〈e2V (ũ),v〉 =

∫

Ω0

(ũ(0)− u0) · v(0)
� _ [�� s��

cM����"2�
ε(v) = 1

2
(D v + ∗ D v)

�2 F�6��D��-@B#*"X ����R�GU]CJC5�& �"��1���6:�D��m(7�1�� F�!#*�, ������2#*"�[��Y���!�0D��mh����! ��1#*�
�1�MCJ#� F�!(��� ���DoVQU� ����i@B#*:1:!# cM�!��SA:!��C5CE�=<
� @'B B � C�DFE ;

−ν

∫

Ωt

∆u · v = 2ν

∫

Ωt

ε(u) · ·ε(v)− 2ν

∫

Γt

〈ε(u) · n,v〉, ∀ v ∈ H1(div ,Ωt)
� _ [ � $��

=?>�@'A + @'B C8DFE ;�� &),
Ω0

&L�AQF/m4)>?>
C2 #u*�R+0 >?RC4FP+0;1!0F,F7ND)4�*-7ND�0 ũ′ = ˙̃u − D ũ · Zt

0 � 7�>F*�>�4�(51 7�>
Q?RC4�,�4!QF*W0F,<7 
)0�1A4)>r*NR+0 >E&)/ 9 *-7B&)( &L� *NR+0
�}&)/N/�& � 7N(!n�/ 7N(�0�4�,<7 
)0�18>F2E>F*K0F6*#















∂tũ
′ + D ũ′ · ũ+ D ũ · ũ′ + D ũ′ · V + DV · ũ′ − ν∆ũ′ +∇p′ = L(V,W ), Q

div(ũ′) = 0, Q
ũ′ = −(D ũ · n)〈Zt,n〉, Σ
ũ′(0) = 0, Ω0

� _ [ � ¼��

� 7N*�R

L(V,W ) = −∂tW − DW · V − DV ·W + ν∆W − D ũ ·W − DW · ũ
� _ [�� N �

�'+ A&A 	 � I �q#*"�D��&"Y F#n�2 F�� F�P��9=��� ��"��&��9�:' )<=c_�H9=��� �Y� [o� _ [ _ � �6�=Dfc_�dS*�& �<

d

dV

(
∫

Ωt(V )

G(V )dx

)

·W =

∫

Ωt(V )

G′(V ) ·Wdx+

∫

Γt(V )

G 〈Zt,n〉
� _ [ � ½��

cM����"2�
G′(V ) ·W

�G ��6��D=�W@B#*"W�=#*�7$ �mU]:1�1�=D�"��!�)�6:��2���6����D���"2�!(��� ��!(*�X#6@
G
�6��D

Zt

�1�` F���0 �"F�6�=�2(*�&"��2�
(*���m F#*"Mh��&:1Df��#*:!9= F�!#*��#6@� F��� ��"F�6�=�2(*�&"��2� p
bO9��� F�!#*� �qp
b�[o� _ [ N ½�� � cM�! F�

G = [(∂tũ+ D ũ · ũ+ D ũ · V + DV · ũ) · v + νε(ũ) · ·ε(v)− F (V ) · v]

; �d�6�2��9�C5�i F���� 
v
���6�-����#*C5���6�m M��9�����#*"G )<� F�=���

G|Γt(V ) = 0
[

� @'B B � C�DFE+C

G′(V ) ·W = [(∂tũ
′ + D ũ′ · ũ+ D ũ · ũ′ + D ũ′ · V + D ũ ·W

+ DW · ũ+ DV · ũ′) · v + νε(ũ′) · ·ε(v)− F ′(V ) ·W · v]

� 7N*�R

F ′(V ) ·W = −∂tW − DW · V − DV ·W + ν∆W

� �1����:1:!Unc_�H#6V= ��6�!� <

d

dV
〈e1(ũ) ·W, · v〉 =

∫

Q(V )

[(∂tũ
′ + D ũ′ · ũ+ D ũ · ũ′ + D ũ′ · V + D ũ ·W

+ DW · ũ+ DV · ũ′) · v + νε(ũ′) · ·ε(v)− F ′(V ) ·W · v]

N ¼#"



���^��� HJ*I4�*W0�1!0F,<7ND)4�*q7ND�0 >F*q,f4�*W0Bn�2

@B#*"M�6�QU
v ∈ H

cM�! F�q��#6CJ�����& M��9=���g#6"2 )[
sX�2�1��S5�1�Q ���S*"��� F�!#*��VQUf���6"2 ��-@B#6"M ����i F�&"�C ∫

Q(V )

νε(ũ′) · ·ε(v)
<=c_�H"2���&# (6��"- F���d��#*"2"��&�& X�2 F"2#*��S

@B#*"2CA9�:Z�% F�1#6�R#6@� F�=�-:!�1�����6"��!/��&DA��bO9��� ��1#*� �-p
b�[5� _ [ � ¼�� � �F�� ��1�2h���DnVQUA F���Y�2���6���MD���"2�!(��� F�'(*�
u′(V ) ·

W
[

�Y���nV�#*9���D���"2U �&#*��D��' F�!#*�.��#*C5����@B"2#*C  �����@��6�& 0 F���� i ����n�������g��D��&"��'(6�% F�!(6��#6@` F�����&#*��D��' F�1#6�
ũ = 0,

#6�
Γt(V )

�1�YS*�'(*���qVQU

ũ′ = −Du · Zt,
#*�

Γt(V )

e7�!�����
u = 0

#*�
Γt(V )

<�cW�P���)(*�
Du|Γt = Du · (n⊗ n)

cM���1���qS*�'(*���

ũ′ = −(D u · n)〈Zt,n〉,
#*�

Γt(V )

2�Y���Y�2���6���3D���"2�!(��� ��!(*�
u′(V )·W

#6@� ����3��#6:19= ��1#*�
u
#�@� ����3#*"2�1S*�!���6:Q��#6�7$ ��#6CJ#*S6�����&#*9��
�0�!"��!����:1�m 

V�#*9���D���"2U���"2#*V�:!��C �-p
b�[�� _ [ N � � �!�-S6�!(*�&�fVOU� ����P�F�7��"2�����2�1#*�

u′(V ) ·W = ũ′(V ) ·W +W
� _ [ � _ �

� A + A �
� ��+�
 C�DFE $ R+0�>?RC4FP+0�1!0F,<7ND)4�*q7ND�0
u′(V ) ·W

&L� *NR+0 >E&)/ 9 *q7B&)( u &L� �3��� � _ [ N ��0 � 7�>F*N>;4�(51
>:4�*-7�> + 0?> *�R+0a�}&)/N/�& � 7N(!n�/ 7N(�0�4�,<7 
)0�1 P5,�&�O:/�0F6*#















∂tu
′ + D u′ · u+ Du · u′ − ν∆u′ +∇p′ = 0, Q

div(u′) = 0, Q
u′ = W + (DV · n− Du · n)〈Zt,n〉, Σ
u′(0) = 0, Ω0

� _ [�� � �

��+ A A
	 � ; �P���!CJ��:'UE�2�& -�1� p
b�[o� _ [ � ¼�� <
ũ′ = u′ −W

����D
ũ = u− V

[
2

� @'B � +�� C�D C �B� � 08Q?R+&E&E>E0 V = (V ◦ p)
*�R+0�Q�4�(�&)(+7BQ�4�/S0 � *W0F(C>F7B&)( &L�

V
7N( �3��� � _ [�� � �%#'*�R+0F(

� 0in!0F*Z*�R+0l>F7N6 P5/�0F,rOF& 9 (51L4�,<2 Q?&)(51�7N*-7B&)( #

u′ = W − (Du · n)〈Zt,n〉,
&)(

Γt(V )
� _ [�� "��

���@��� � ��� 79)+,��"7.� )�� '*13� 79% 7 !
I �R F�=�W:Z���2 >�����m F�!#*� < cW�3����(6�3���G ��6V=:1�1�2����Dd F���W�2 F"29��& �9�"��_#6@� F�=�W�2U]�G F��C �F�% F�1�Gh���DRVOUd F�=�W��#*�]$

�&U]:!�1��D�"2�1���6: �����6�g�dD��&"��!(��� ��!(6�
u′(V ) ·W

#6@> ����d��#*:!9= F�!#*�
u(V )

#6@> F���HK0�)(]�1�&"G$Le] F#�c����-��"�#6V�:1�&C
�1�o ����PCJ#�(]�1�=S�D�#*CJ�6�1�

Ωt(V )
[ �Y���1�Y:!�1�����6"��!/��&D��2U]�2 ���C ���6�MV����&�,#*V7 ��6�!����D��!��D��������=D����Q F:'U�#6@

 F�=���2U]�2 ���C �F�� ��1�2h���D�VQUE �������#*�]$ �&U]:!�1��D�"2�1���6:�CE�� ���"2�Z�6:�D��&"��'(6�% F�!(6� ˙̃u
P
(V ) ·W

[ )-# c_�&(6��"&<� F���&"��
�F�7�!�2 F�M�����F�7��:1�!���' 3"��&:Z�� ��1#*�JVg�m cW�&���q F����#6"��1S6�1���6:��2���6���

u′
�6��D� F��� Xa�!#*:Z�HCE�� ���"2�Z�6:�D��&"��!(��� ��!(6�

˙̃u
P
(V ) ·W

#�@> ����P�����'@  M�2 ��% F�
ũ = u− V

[
� @<B B � C8DFE'K �[0F*

u(V )
>F*I4�(51)>H�}&), *NR+0 � 0�4%� >E&)/ 9 *-7B&)( &L� *NR+0 (�&)(+GBR+&)6=&�n!0F(�0?& 9 >�	 4�DE7B0F,<G

HJ*W&��L0?>80�� 9 4�*-7B&)(C> ���3��� � _ [ N � �;7N( 6=&)DE7N(!n 1!&)6;4�7N( #
u′(V ) ·W

>F*I4�(51)>
�}&),r7N*N>l>?RC4FP+0�1!0F,<7ND)4�*q7ND�0

N ¼ �



$�RC4FP57N*q,�0���� $'&)(+*q,�.)/�0'1�2)(54�687�� 9 0'1!0��}&),<6=0'1!0?> @�� 9 4�*q7B&)(C>'1!0
	l4�DE7B0F,<GIHJ*K&��L0?>�
 4FPLP5,�&EQ?R+0 0 9 /�@F,<7B0F(+(�0

4�(51 ˙̃u
P
(V ) ·W

>F*I4�(51)>
�}&),l*NR+0 �'7B&)/m4�6;4�*W0F,<7-4�/t1!0F,<7ND)4�*q7ND�0�&L�l*NR+0 >?R!7 �<*�)u& � ũ = u(V )− V
7N(

*�R+0�1�7N,�0?QF*-7B&)(
W
� $ R+0F( *�R+0a�}&)/N/�& � 7N(!n�7-1!0F(+*q7N*-28R+&)/m1)>%#

˙̃u
P
(V ) ·W = ũ′(V ) ·W + [ũ(V ),Zt]

� _ [ � � �

= u′(V ) ·W + [u(V ),Zt]− [V,Zt]−W
� _ [ � � �

� R+0F,?0 [X,Y ] = DX · Y − DY ·X
�

�Y���1��"2��:1�� F�!#*�,���6� V��R@B"�9=�! �@B9=:��!�p#*"2D���"- F#o#6V= ��6�!� �6�p�1D��&�O ��! Uq��#6�����&"����!��SE F�=�R��#6:19= ��1#*�
ũ(V )�1���2�1D��

Ωt(V )
[

�'+ A � A 
 � � � A 	 C�D � " 0lQ?&)(C>F7-1!0F,
Ω0

&L� QF/m4)>?>
C2 #]�}&), 4�/N/ (V,W ) ∈ U

#
ũ
>E&)/ 9 *-7B&)( &L��*NR+0�R+&)6=&)G

n!0F(�0?& 9 >�	l4�DE7B0F,<GIHJ*K&��L0?>�0�� 9 4�*-7B&)(C> ���3��� � _ [ �3½�� ��4�(51
Zt

>E&)/ 9 *q7B&)(d&L�*�Y��� � _ [ N ½�� #Z*�R+0
�}&)/N/�& � 7N(!n
7-1!0F(+*q7N*-2;R+&)/m1)>%#

∫

Q(V )

[∂t(D ũ · Zt) + D(D ũ · Zt) · ũ+ D ũ · (D ũ · Zt) + D(D ũ · Zt) · V

+ DV · (D ũ · Zt)] · w −

∫

Q(V )

[D ũ · (DZt · ũ) + DV · (DZt · ũ)− D(DV · Zt) · ũ] · w

+ [∂tũ+ D ũ · V + D ũ · ũ+ DV · ũ] · (DZt · w)− D ũ ·W · w

+ ν D(D ũ · Zt) · ·Dw − ν(D ũ ·DZt) · ·Dw + ν D ũ · ·D(DZt · w)− ν D ũ · ·(Dw ·DZt)

+(D [∂tV + DV · V − ν∆V ] ·Zt) ·w+[∂tV + DV · V − ν∆V ] ·(DZt ·w) = 0, ∀w ∈ H

�'+ A&A 	 � ; �d"2�����6:1:; ����� Y ����P�����6���PD���"2�!(��� ��!(*�
ũ′
�F�% F�1�Gh����Y ����i@B#*:1:!# cM�!��SA�!D����Q F�' U*<

∫

Q(V )

[∂tũ
′ + D ũ′ · ũ+ D ũ · ũ′ + D ũ′ · V + DV · ũ′] · w + ν D ũ′ · ·Dw = 〈`1,w〉

cM�! F�

〈`1,w〉 =

∫

Q(V )

[−∂tW − DW · V − DV ·W + ν∆W − D ũ ·W − DW · ũ] · w

�Y����� cW�n�2�& 
ũ′(V ) = ˙̃u

P
− [ũ,Zt] = ˙̃u

P
− D ũ · Zt + DZt · ũ

[ �Y���1��:!�)�6D=�� F#o F�=�A@B#*:1:!# cM�!��S
�1D��&�O ��! U6<

∫

Q(V )

[

(∂tu̇
P ) · w + (D u̇P · u) · w + (Du · u̇P ) · w + (D u̇P · V ) · w

+(DV · u̇P ) · w + ν D u̇P · ·Dw
]

= 〈`2,w〉

N ¼ �



���^��� HJ*I4�*W0�1!0F,<7ND)4�*q7ND�0 >F*q,f4�*W0Bn�2

cM�! ��

〈`2,w〉 =
∫

Q(V )

[∂t(D ũ · Zt) + D(D ũ · Zt) · ũ+ D ũ · (D ũ · Zt) + D(D ũ · Zt) · V

+ DV · (D ũ · Zt)] · w −

∫

Q(V )

[∂t(DZt · ũ) + D(DZt · ũ) · ũ+ D ũ · (DZt · ũ)

+ D(DZt · ũ) · V + DV · (DZt · ũ)]·w+

∫

Q(V )

[ν D(D ũ · Zt) · ·Dw − ν D(DZt · ũ) · ·Dw]

+

∫

Q(V )

[−∂tW −DW · V −DV ·W + ν∆W − D ũ ·W − DW · ũ] · w

sX�2�1��S:�Y���&#*"��&C � _ [ ¼ N � <�c_�dD=��D�9��&�d ����� �<

〈`2,w〉 = 〈L,w〉, ∀w ∈ H
� _ [ � s��

cM�! �� <

〈L,w〉 =

−

∫

Q(V )

[∂t(DZt · ũ) + D(DZt · ũ) · ũ+ D(DZt · ũ) · V + D(DV · Zt) · ũ+ DW · ũ] · w

− [∂tũ+ D ũ · V + D ũ · ũ+ DV · ũ] · (DZt · w)− ν D(DZt · ũ) · ·Dw

+ ν(D ũ ·DZt) · ·Dw − ν D ũ · ·D(DZt · w) + ν D ũ · ·(Dw ·DZt)

+ [−∂tW − DW · V − DV ·W + ν∆W ] · w − (D [∂tV + DV · V − ν∆V ] · Zt) · w

− [∂tV + DV · V − ν∆V ] · (DZt · w)

�Y���d���&b]9=�����&�

[−∂t(DZt · ũ)− D(DZt · ũ) · ũ− D(DZt · ũ) · V −DW · ũ] · w − ν D(DZt · ũ) · ·Dw

+ [−∂tW −DW · V −DV ·W + ν∆W ] · w

N ¼�s



$�RC4FP57N*q,�0���� $'&)(+*q,�.)/�0'1�2)(54�687�� 9 0'1!0��}&),<6=0'1!0?> @�� 9 4�*q7B&)(C>'1!0
	l4�DE7B0F,<GIHJ*K&��L0?>�
 4FPLP5,�&EQ?R+0 0 9 /�@F,<7B0F(+(�0

�)�6���&��:!�X����D,�' M"��&CE�6�!���W ����i@B#*:1:!# cM�!��SR ���"�C5��<

∫

Q(V )

[∂t(D ũ · Zt) + D(D ũ · Zt) · ũ+ D ũ · (D ũ · Zt) + D(D ũ · Zt) · V

+ DV · (D ũ · Zt)] · w −

∫

Q(V )

[D ũ · (DZt · ũ) + DV · (DZt · ũ)− D(DV · Zt) · ũ] · w

+ [∂tũ+ D ũ · V + D ũ · ũ+ DV · ũ] · (DZt · w)− D ũ ·W · w

+ ν D(D ũ · Zt) · ·Dw − ν(D ũ ·DZt) · ·Dw + ν D ũ · ·D(DZt · w)− ν D ũ · ·(Dw ·DZt)

+ (D [∂tV + DV · V − ν∆V ] · Zt) · w + [∂tV + DV · V − ν∆V ] · (DZt · w) = 0

2

� @'B � +�� C8D K � � � 0l>E0F* ũ = u− V
# � 08Q�4�( &�O:*I4�7N( 4�( 7-1!0F(+*-7N*-2 &)(+/ 2�7N(+D�&)/ DE7N(!n

(u,Zt,V,W )
�

�*� ����� � '��T��%&� 7 .0!$.0791�4 ,��*' �*��.07 � 
*�(�"79%���� . 8(, / 1 '(1 )+% � , 79% ��1
; �-�6"��Y��#�c �&#*C5�1��SiV����?cR F#P F���M#*"2�1S*�!���6:]��"�#6V�:1�&C #6@g��#*C5��9= ��1��S� ����MS*"F�6D=�1���Q a#6@� F�=�-�&#*�2 

@B9����& ��1#*�
j(V )

[�\��m X9=�Mh�"��2 -�G ��� ��H�nD��'k;�&"����Q ��Z�6V��!:1�' Un��"�#*����"G U*<
�'+ A � A 
 � � � A 	 C�D�� � &),

Ω0
&L�dQF/m4)>?>

C2 # *�R+0R� 9 (�QF*-7B&)(54�/ j(V )
7�> ����*K0�4 9	� 1�7 � 0F,�0F(+*-7-4LO:/�0 4�*

P+&)7N(+*
V ∈ U

4�(51=7N*N>�1�7N,?0?QF*-7B&)(54�/t1!0F,<7ND)4�*-7ND�0 RC4)>r*NR+0a�}&)/N/�& � 7N(!n 0 � P5,�0?>?>F7B&)( #

〈j ′(V ),W 〉 =

∫

Q(V )

αu(V ) · u′(V ) ·W +

∫

Σ(V )

[

γV ·W +
1

2
(α + γ H)|V |2〈Zt,n〉

]

,

∀W ∈ U � _ [ s!$��

� R+0F,?0 u′(V ) ·W
7�>l>E&)/ 9 *-7B&)(d&L� *NR+0l>?RC4FP+0�1!0F,<7ND)4�*q7ND�0 >F2E>F*W0F6 ���3��� � _ [ � ��� �6�

�'+ A&A 	 � ; �d"2�����6:1:; ����� �<

j(V ) =
α

2

∫ T

0

∫

Ωt(V )

|u(V )|2 +
γ

2

∫ T

0

∫

Γt(V )

|V |2
� _ [ s ¼��

�Y���0D��'k;�&"��&�O ��Z�6V=�1:1�' UA��"2#*����"2 Un�!�W���E�)���2U5��#*�=����bO9��&�����i#�@  F���-D��'k;�&"����Q ��Z�6V��!:1�' UR#6@
JV (u)

cM�! ��
"����2�g�&�& _ F#

(u,V )
�6��Dn F���M�2���6���XD��'k;�&"��&�O ��Z�6V=�1:1�' Ud#6@

u(V )
cM�! F�5"��&�������m _ �#

V
['�Y�=�X�<�=�="����2���!#*�

#6@8 ����iD��1"2���m F�1#6���6: D��&"��'(6�% F�!(6�i�1�M��D��!"����m M��#*�=����bO9��&�����R#6@��Y�;[o� _ [ _ � �6��D �Y� [o� _ [ � � [
2sX���!��S� F��� ��9��1Df�6DT�2#*�1�Q 3�G ��� ��P�6��D� F�=�P�6D)�2#*�!�O W F"F�����2(6��"��2�ih���:!D <��! W�1�3��#*�2���1V=:1�0 �#5�!D����Q ��!@ U5 F���
S*"F�6D=�1���Q MD��!�2 �"��1V=9= F�!#*�f�6���2#7�&�Z�� ���D� F#� ����i@B9����& ��1#*���6:

j(V )
<

=?>�@'A + @'B C8DFE+C � &),
V ∈ U

4�(51
Ω0

&L�8QF/m4)>?>
C2 #'*NR+0W� 9 (�QF*-7B&)(54�/ j(V )

P+&E>?>E0?>?>E0?>�4�n�,f4L1�7B0F(+*
∇j(V ) � R!7BQ?R 7�> > 9 PLP+&),<*W0�1 &)( *NR+0�6=&)DE7N(!n OF& 9 (51L4�,<2 Γt(V )

4�(51 Q�4�( OF0�,�0WP5,?0?>E0F(+*W0�1 O:2 *NR+0

N*N $



���^��� HJ*I4�*W0�1!0F,<7ND)4�*q7ND�0 >F*q,f4�*W0Bn�2
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∇j(V ) = −λn− σ(ϕ,π) · n + γ V
� _ [ s N �

� R+0F,�0 (ϕ,π)
>F*B4�(51)>
�}&), *�R+0�4L1('}&)7N(+*�) 9 7-1;>F*B4�*K0l>E&)/ 9 *-7B&)(d&L� *�R+0a�}&)/N/�& � 7N(!n >F2T>F*W0F6*#














−∂tϕ− Dϕ · u+ ∗ Du · ϕ− ν∆ϕ+∇π = αu, Q(V )
div(ϕ) = 0, Q(V )
ϕ = 0, Σ(V )
ϕ(T ) = 0, ΩT

� _ [ sC½��

4�(51
λ
7�> *NR+0u4L1('}&)7N(+*�*-,f4�(C>FD�0F,�>E0�OF& 9 (51L4�,<2!+ 0F/m1,#�>E&)/ 9 *-7B&)( &L� *�R+0 *I4�(!n!0F(+*-7-4�/C1�23(54�687BQ�4�/L>F2T>F*W0F6*#

{

−∂tλ−∇Γ λ · V = f, (0,T )
λ(T ) = 0, ΓT (V )

� _ [ s _ �

� 7N*NR f = −(σ(ϕ,π) · n) · (DV · n−D u · n) + 1
2
(α+ γ H)|V |2

�
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	 � ; �P�����&Dq ����i@B#*:1:!#�cM�1��SA�!D����Q ��! U*<

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[∂tu
′ + Du′ · u+ Du · u′ − ν∆u′ +∇ p′] v −

∫ T

0

∫

Ωt(V )

q div u′

=

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[−∂tv − D v · u+ ∗ Du · v − ν∆v +∇ q] u′ −

∫ T

0

∫

Ωt(V )

p′ div v

+

∫ T

0

∫

Γt(V )

[p′ n · v − νv · ∂nu
′ + νu′ · ∂nv − u

′ · q n]
� _ [ s!���

; ��D��&h����
(ϕ,π)

<7 �#AVg�X F�����2#*:197 F�1#6�E#6@j F�=�i�6D)�2#*�!�Q W�GU7�G F�&C �qp
b�[[� _ [ sC½�� � <=�6�=DocW�i�2�& 
(v,q) =

(ϕ,π)
�1� p
b�[�� _ [ s!��� <7cW�dS*�& 

∫ T

0

∫

Ωt(V )

αu · u′ = −

∫ T

0

∫

Γt(V )

〈σ(ϕ,π) · n,u′〉
� _ [ s!"��

; �d9=���i F���PV�#*9���D��6"2U��&#*��D��' F�!#*��#*�
Γt(V )

@B#6"3 F���P:1�!���)��"��1/&��D��G ��� ��
u′
<=� [ �

u′ = W + (DV · n− Du · n)〈Zt,n〉,
#6�

Γt(V )
� _ [ s � �

�Y�O9���<

〈j ′(V ),W 〉 =

∫ T

0

∫

Γt(V )

[

−(σ(ϕ,π) · n) · (DV · n−D u · n) +
1

2
(α + γ H)|V |2

]

〈Zt,n〉

+

∫ T

0

∫

Γt(V )

[−σ(ϕ,π) · n+ γV ] ·W

�Y���&�qc_�i9���� �Y� [t� _ [ � � cM�' F�
E = −(σ(ϕ,π) · n) · (DV · n−Du · n) + 1

2
(α+ γ H)|V |2

<=�6��D
c_�HS*�m Y F���P�&#*"�"2���& -"2����9=:! )[
2� @'B � +�� C�D ��� QF* 9 4�/N/ 2&# � 0lRC4�D�0 π(D(V − u) · n) · n = π div V |Γt

9 >F7N(!n�*�R+0a�}&),<6 9 /m4,#

(D(V − u) · n) · n = div(V − u)|Γt − divΓ(V − u)

N6N ¼
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4�(51=*�R+0`�"4!QF* *NRC4�*
V − u = 0

&)(
Γt
� � 9 ,F*NR+0F,<6=&),�0%# � 0lRC4�D�08Q?&)(C>F7-1!0F,�0�1-�<,�0?081�7ND�0F,qn!0F(�Q?0 + 0F/m1

V
#Z*�R+0F( *�R!7�>r*W0F,<6 7�>r( 9 /N/[4�(51 � 0 n!0F*'*NRC4�*

f = −ν(Dϕ · n) · (DV · n− Du · n) +
1

2
(α+ γ H)|V |2

����� � ��

	�� 7�� 7 
 � �%��
������3�?
 6�� 7 � 2 � 79��7�4 2 ���/��� 7 ���3�?


I �E �������"2�&(]�1#69��3���&�& ��1#*� <Oc_�i���)(*��V����&��9����!��SR F�=��D��!kg��"2���Q F�1�6V��!:1�! UR#6@� F�=� ��9��!Do�2 F�� F�-cM�! F�
"����2�g�&�& H F#f F���5��9�:!��"2�Z�6�.(*�&:1#]���' U

V
���R�f��9C�5�&�1���Q R��#*��D=�! F�!#*� �1� #*"2D���"P F#qD���"2�!(6�5h�"2�2 G$ #*"2D���"

#*�= F�!CE��:1�! Uo��#*��D=�! F�!#*���&<��!�Q(*#*:'(7�!��SJ ������6DT�2#*�1�Q X#6@
 F���R:1�1�=�)�6"2�1/��&Dp�G ��� ��6[ � �m F9���:1:!U6<� F���R ���D��!#*9��
#*V= F�&�Q F�1#6�5#�@� ����Y�2 F�� F�YD=�!kg��"��&�Q F�Z��V��1:!�! UP�1�8��#6 a���&�����2�F�6"GUn�1��CJ�6�QUA���6���&��<O�6��Dn�m(*���5�!@� ����M�2 F�� F�
�1�`��#6 `D��!kg��"2���Q F�1�6V�:!�6<*�' _���6�E���6�������J ����� ah�"2�2 2$ #*"�D=��"`#*�= F�!CE��:1�! Ud�&#*��D��' F�1#6���a�2 F�!:1:��=#*:1D [+�Y�=�1�a�1�
�5�&#*�����&bO9������&�R#6@ �A@B9���D��6C5���Q F�6:�"��&��9�:' M�1�f#*�= ��1CJ�6:;�&#*�Q F"�#6:  F���&#*"2U6<� F���P��#%$ �)��:1:1�&D jp�)�7�1CR9�C
Xa"2�1���&�1��:!�6[
� (6#*�1D��!��Sn F���dD��!kg��"2���Q F�1�� F�!#*��#6@> F���d�2 F�� F�d��bO9��� ��1#*�=�-cM�' F�q"����2�g�&�& - F#n F���dD��&���1S6�,(��6"��1�6V�:!�

V
<

�1��#6@aS6"��)�% ��1�Q ���"��&�2 �@B#6"0�����6�g��#6�= F�!CJ�!/)�� ��1#*�f��"2#*V�:1�&CJ�&<g�&�������&�Z�6:!:!Uf�!@
c_�AD����6:>cM�' F� �EC5#�(]�1��S
D�#*CJ�6�1���GU7�G F�&C,[
I �o F���!�3���&�& F�!#*� <]cW�P�6"2�0�&#*�����&"����&DqcM�' F�E ����0@B9��=�& F�!#*�o�2���6���i���6"F�6C5�& �"��!/)�� ��1#*� <*cM�=�1������#6�����!�2 F�
�1�n F"F��������#*"2 ��1��Si ����MD��!kg��"2���Q WbO9����O ��! ��1���aD��mh����&DE�1�n F�=�-����"G F9�"2Vg�&DEC5#�(7�!��SPD�#*CJ�6�1�nV����?c��1�Q F#
 F���X"��&@B�&"��&������C5#�(]�1��SdD�#*CJ�6�1�n F���� WD=#7�&�W��#6 _D��&�g�&��Do#*�5 F���X�g�&"2 F9="�V��� ��1#*�5���6"��6C5�& F�&"�[*�Y�O9���<
D��!kg��"2���Q F�1�6:Y�)�6:!��9�:!9����)��� V��,����"G@B#*"�C5��D?�2�1���&�q �����@B9����& ��1#*�=�5�!�Q(*#*:'(*��D �6"��fD��mh����&D �1� � hC�
D�#*CJ�6�1�ocM�' F�f"��&�������& - F#� ����P�g�&"2 F9=V��� F�!#*���&[
I �A F���`h�"��G ���6"G )< cW�WD��&h��=�W F���_�F�6D=D�:1�_�g#*�!�Q >@B#*"2CA9�:1�� F�!#*�i#6@� F�=�'��9��!DR�G ��� ��3��bO9��� ��1#*�=� �6��DH F���
\���S*"F�6�=S*�Z�6�.@B9��=�& F�!#*���6:a������#]���1�� F�&D  �#, ����J�&#*�2 d@B9����m F�!#*���6: [&�Y�����;<�c_�J����"G@B#*"�C �f���&�����' F�'(7�' U
�6���6:'U7�2�1�X#6@
 F���R\j�6S*"F����S*�Z���q ����6�	cO�� F#5 F���H F"F�����2(6��"��2�Ah���:!D.�6��D  ����H@B9=��D��6C5���Q ���: j,�!�7$kj,�)�
��"��!�����!��:1��[ �Y���!���6:!:1#�cM�09=�0 F#�D��&"��'(*�R ����A�F�7��"2���2���1#6� #�@
 F���A�&#*�2 0@B9����& ��1#*�pS*"F�6D=�1���Q 0�1�Q(*#*:'(]�1��S
 F���l��9��!Dp����D� F"F�����2(6��"��2�Hh��&:1Dq�6D)�2#6�1�Q F�&[

�*� � ��� � ,�'*'(#&1 /���%���7 ����) 4 
(#&, 7+%����{��� 798*1	� 
*%�' .C7+, 791 .0!$.C7+1�4
I �  F���q���F�] J���6"��6S*"F��������<
c_�p�2���6:1:YD=�����&"��!Vg�q��#�c  F# V�9��!:1D �6� �6����"2#*��"��1�� F�q\j�6S*"��6��S*�1�6�

@B9����& ��1#*���6:; F���� -�)�6�f ���c��P�1�Q F#5�6�&��#*9��Q X�6:!:; F���P�&#*���2 �"F�6�!�Q F�M�1C5�g#6����DfVQUo ����PCJ�&�����6���!�)�6:���"2#�$
V�:1�&C,<���9���� �6�X F���HD��!(6��"�S6�����&�A@B"����R��#*��D=�! F�!#*�p#6"X F�=�A��#*�7$ ��#*C5#*S*�&����#*9=���0�!"��1���=:1�& 0Vg#69���D��6"GU
��#*��D=�! F�!#*���&[

C8D K&DFE D E 
 � � � � � =�@�� � @ 	 ? @ ? A 	 � � � � A 	
�Y���-D��'(*��"2S*���=���M@B"����M�&#*��D��' F�1#6����#*C5�1��Si@B"2#*C  ����-@����& 
 F���� a F���
��9��!DJ���6�`�6�J�=#*CJ#6S*�����&#*9��

D������2�! Up�6��D �m(*#*:'(*�&�i�6�X�6� �1�=��#*C5��"��&���2�1V�:!� ��# c �!�0D��m�5��9�:' - �#E�!CJ��#*���d#*�q F���HCE�� �����CJ�� ��1�)��:
�6��DA�O9�C5��"2�1�)��:Q�g#*�!�Q >#�@�(]�1�&cP[#; �_�29�S*S*�&�2 �� 8:!�)�6�G ½ ��#*���2�1V�:!�_����#6�1���&�� �#0������D�:1�a F�=�1�j��#*�=D��! ��1#*�
�1�f#*9�"ij,�!�7$kjp�T�o@B#*"2CA9�:Z�% F�1#6� <

¼ [YI  R���6� V��n ���c���� �!�Q F#,�6���&#*9��Q A�!�  ����J�G ��� ��E����D CA9=:! F�!��:1�!��"2�0�����6���&��[8I �  F���!�P�)�6�2�6<j F���
D��!(6��"2S*�����&�p@B"��&�,�&#*��D��' F�!#*� CR9��2 JVg�q�1�Q(��6"2�Z�6�Q ncM�! �� "��&�������m E F#  F���q9��2� #6@0 �"F�6�=����#*"2 
CE��� D�9�"��!��S. F����D=��"��'(��� F�!#*�r#6@X#*�= ��1CJ�6:1�' U.��#*�=D��! ��1#*�r@B#*"H F���q\j�6S*"��6��S*�1�6� @B9����m F�!#*���6: [

N*N*N



����
Q�����������
	 � 	��
�M��������������������	�������	� !	�"#���$ ��&%'	��������

�Y���!�X"2��D�9=�����X F���d����#*�!���d#6@a�6���="�#*��"2�Z�� ��PCE�6�=�X����Dp�!��D����&Dp F�=�)(0\+* CJ�6�
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D�#7�&�0��#� 
���� F�!�2@ UE ����1�M�!�O(��6"2�Z�6�=�����&#*��D��' F�1#6� [
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Pt : H1
0 (div ,Ω0) −→ H1

0 (div ,Ωt)
ϕ 7−→ ((Jt)

−1 DTt · ϕ) ◦ T−1
t

8�9 [ s � �

�:�)	��;�:�'��"#�� <� 2 �:��"5�
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ε > 0
V��i�R�2CE��:1:����6"F��CJ�m F��"&<]c_�iCJ��U

�&#*�����!D���"Y ����P���&c �g�&���6:1�!/��&Dq�GU]�2 F�&CB0











∂tu+ Du · u− ν∆u−
1

ε
∇(div u) = 0, Q

u = V, Σ
u(t = 0) = u0, Ω0 × R

2

8�9 [ s*s��

cM�' F�
σε(u) = 1

ε
div(u) I+ν(D u+ ∗ Du)
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C�D K�DFE D�� 
 A 	 � >�A�B A � @ 	 @*A ��
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 ? A 	 � � � � A 	 

�Y����KX�)(7�!��"L$Ge] �#A,6�&�_�GU7�G F�&C 8 *
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V�#*9���D���"2U��&#*��D��' F�1#6� <

u = V,
#*�

Γt(V )
8�9 [ ¼#$!$��
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¼ [ ; �H�)�6�,9����H�J:!�!@  ��1��S�#6@> F���dV�#*9���D���"2Uf��#6��D��! ��1#*�=�-�!�����!D��i F����
�9��!DpD�#6CE�6�!�q�6��DpD=�&h����
�J��������S*�R#�@8(��6"��1�6V�:!�i�1���2�1D��i F�=�H�&#*9���:!��Dp�GU]�2 F�&C,<g�6�-D�#*���d�1�pe7�&�& F�!#*� 8G9 [ 9 � [�I  X���6�- F���
D�"F�)cMV�����,5 �#H��97 3�6D=D��! ��1#*�����6:= F�&"�C5�_�!�����!D��Y F���X\j�6S*"��6��S*�1�6��@B9����& ��1#*���6:1�`�6��D5 F#d�1C5�g#6���
CJ#6"��i"��&S*9�:1�6"��' UE#*�f F�=�dV�#*9��=D��6"2Uo��#*��D=�! F�!#*���&[

N [ ; �p�)�6� 9��2� � (*�&"2U cW����, @B#*"2CA9�:1�� F�!#*�?#6@i F���p�2 ��% F� �&b]9��� F�!#*� <`��#*���2�1�G F�1�=Sr�1�  �#6 ���:1:!U
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∫

Ωt

−ν∆u · φ =

∫

Ωt

−ν∆φ · u+

∫

Γt

ν [u · ∂nφ− φ · ∂nu] dΓ
8G9 [ ¼#$ ¼��
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C8D K&DFE D ; ' � � � � 
 � � �#@ A � @ � � �(A �
I �. F�=�1�i���&�& ��1#*�.c_�J�2���6:1:>��9�C5CJ�6"��!/��R ����nD��!kg��"2���Q P#*�= ��1#*���� ����� �c_�5���)(*�n����#*�2��� @B#6"� F���

\���S*"F�6�=S*�Z�6�d@B"F�6C5�&c_#*"!,H����DAD��mh����W ����W(��6"��1�� F�!#*������:Q�2 ��% F�W#6�g�&"F�� �#*"8�&#*���2 �"F�6�!�Q )[%I �R F���W����bO9��&: <
cW�dcM�1:1:��=����D, F#5D��&h��=�R��"2�����!���H�2 ��% F�H�6��DpCR9�:! ��1��:!�1��"_�����������0�1�q#*"�D��&"- �#J�&��D�#�c #*9�"M��"2#*V�:1�&C
cM�! F�,�n\j�6S*"F����S*�Z���o@B9����& ��1#*���6:g@B"��6CJ�mcW#6"?,�[
� #6:1:1#�cM�!��SR F�=�d��@7�1�2 ������&�H"2���29�:! M�G ��� ���Dp�="��&(]�!#*9���:'U*<=c_�d�1�Q F"2#7D�9=���� F�=��
�9��1Df�2 F�� F�P�2���6���&�30

X(Ωt)
def
=

{

u ∈ H2(0,T ; (H2(Ωt))
d ∩ (H1(Ωt))

d)
}

Z
def
=

{

p ∈ H1(0,T ; (H1(D))d)
}

cW�H�6:1�2#n�����&Dq ����2 M@B9��=�& F�!#*�f�����������M F���� McM�1:1:gVg�P9��2�&@B9�:  �#nD��&h��=�R\j�6S*"��6��S*�iCR9�:! ��1��:!�1��"2�30

Y (Ωt)
def
=

{

v ∈ L2(0,T ; (H2(Ωt))
2 ∩ (H1

0 (Ωt))
d)
}

Q
def
=

{

q ∈ H1(0,T ; (H1(D))2)
}

; �PD��mh����P F���(
�9��!D�cW����,��2 F�� F�P#*����"��� F#*"&<

eV : X × Z −→ (Y ×Q)∗

N*N 9
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〈eV (u,p),(v,q)〉 =

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[−u · ∂tv + (Du · u) · v − νu ·∆v + u · ∇ q − p div v]

+

∫ T

0

∫

Γt(V )

V · (σ(v,q) · n) +

∫

ΩT

u(T ) · v(T )−

∫

Ω0

u0 · v(t = 0)

∀ (v,q) ∈ Y ×Q

C�D K�DFE D C ��� 	 � ����� � � A
E��J@<B
I �  F���!�0�2���& ��1#*�;<gc_�A�1�Q F"2#7D=9����R ����A:1�6S*"F����S*�Z���f@B9=���& ��1#*����:8�6�2��#]���1�� F�&DpcM�! ��;*
b�[ 8�9 [ N � �6��D

*
b�[ 8�9 [ ½�� 0

LV (u,p; v,q)
def
= JV (u,p)− 〈eV (u,p),(v,q)〉

8G9 [ ¼($ N �
cM�! ��

JV (u,p) =
α

2

∫ T

0

∫

Ωt(V )

|u|2 +
γ

2

∫ T

0

∫

Γt(V )

|V |2
8�9 [ ¼#$C½��

�X�2�1��Sd F���!�_@B9��=�& F�!#*���6: <* F���X#*�= ��1CJ�6:���#*�Q �"�#*:���"2#*V�:1�&C 8 *
b�[ 8G9 [ ½�� � �)�6�oV��0�=9= 3�!�J F�=�X@B#*:!:1#�cM�1��S
@B#*"2CB0

min
V ∈ U

min
(u,p) ∈ X(Ωt(V ))× Z

max
(v,q) ∈ Y (Ωt(V ))×Q

LV (u,p; v,q)
8�9 [ ¼#$ 9 �

:_UJ9����!��SA F�=���,�1�]$��p��@J@B"F��CJ�mcW#*"!,�<7c_�P��(6#*�1Do ������&#*CJ�=9= ��� ��1#*�J#6@j F���0�2 ��% F�iD��&"��!(��� ��!(6�XcM�! ��
"��&�������m � F#

V
[ � �!"��2 G$ #*"2D���"H#*�= ��1CJ�6:1�' U ��#6��D��! ��1#*�=�HcM�1:!:
@B9�"����!���r ����oS*"��6D��1�&�Q A#6@Y ����o#*"2�1S*�!���6:

��#6�2 M@B9����m F�1#6���6: 9��2�1��S� ����P��#*:!9= F�!#*��#6@8�6�p��D�=2#*�1�Q Y�="�#*V�:!��Cq[
\��& -9��Yh�"2�2 -�2 �9�D=U� F�=�d���6D�D�:!�i�g#6�1�Q M��"�#6V�:1�&C,<

min
(u,p)∈X×Z

max
(v,q)∈Y ×Q

LV (u,p; v,q)
8�9 [ ¼#$!���

C�D K�DFE D K 
 � � � B � � � � 
 � A 	 � � � � A 	 

I �  F�=�1�P���&�& F�!#*� <jcW�E�6"��5�1�Q ���"��&�2 ���Dr�!� �&�2 ���V�:1�!�����!��Sq ����nh�"��G A#*"2D���"d#*�= ��1CJ�6:1�' Up�&#*��D��' F�1#6�

@B#*"`��"�#6V�:1�&C 8?8�9 [ ¼#$!��� � <OVg�m � F�&"4,O��#�cM���6���P�6"�9��2���7$��i9��=�7$O��9���,6�&"Y#*�= ��1CJ�6:1�' UR�&#*��D��' F�1#6����[+�Y���!�
�2 ����f�1�W��"�9=���Z��: <=V������69��2�i�! Y:!�)�6D��_ F#A F�=��@B#*"�CA9=:Z�� ��1#*�5#6@j F���P��D�=2#*�1�Q Y�="�#*V�:!��C �F�� ��1�Gh���DfVQUE ����
\j�6S*"��6��S*�iCA9=:! F�!��:1�!��"2�

(ϕ(V ),π(V ))
[ �Y�������9� �2U]�2 ���C cM�1:!:;���)(6�d ����i@B#*:1:!# cM�!��SA�G F"�9=�& F9="�� 0

∂(v,q)LV (u,p; v,q) · (δv,δq) = 0,

∀ (δv,δq) ∈ Y ×Q→
eO ��� ��)*
bO9��� ��1#*�=�

∂(u,p)LV (u,p; v,q) · (δu,δp) = 0,

∀ (δu,δp) ∈ X × Z →
(YD�=2#6�1�Q *
b]9��� F�!#*���
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� @'B B � C�DFE � � �� 
V ∈ U

#
(p,v,q) ∈ Z×Y ×Q

#
LV (u,p; v,q)

�:� ��� � �� ���������	 � 5:� � ��� 2  ������������
� �
u ∈ X

	��
� � � 2 	����

〈∂uLV (u,p; v,q), δu〉 =
∫ T

0

∫

Ωt(V )

[αu · δu+ δu · ∂tv − [D δu · u+ Du · δu] · v + νδu ·∆v − δu · ∇ q]

+

∫

ΩT

δu(T ) · v(T ), ∀ δu ∈ X

I � #*"�D��&"R F#p#*V= ����1� �p�G F"2#*��S @B#*"2CA9�:Z�% F�1#6� #6@Y ���� 
�9=�1D �6DC=2#*�1�Q H��"�#*V=:1��Cq<jcW������"G@B#*"�C ��#6CJ�
�1�Q F�&S*"F�� ��1#*��VQUf����"2 F��0
� @'B B � C�DFE �

∫

Q(V )

(D δu · u) · v = −

∫

Q(V )

[D v · u+ div(u) · v] · δu+

∫

Σ(V )

(δu · v)(u · n)

I  X:!�)�6D=�3 F#n F���i@B#*:!:1#�cM�1��SH�1D��&�Q F�! U10

〈∂ûLV (u,p;ϕ,π), δu〉 =

−

∫

Q(V )

[−∂tϕ+ (∗Du) · ϕ− (Dϕ) · u− div(u) · ϕ− ν∆ϕ +∇π − αu] · δu

− ν

∫

Σ(V )

(∂nδu) · ϕ−

∫

ΩT

ϕ(T ) · δu(T )

� @'B B � C�DFE'L�� �� 
V ∈ U

#
(u,v,q) ∈ X×Y ×Q

#
LV (u,p; v,q)

�:�1��� � �� ��������	 � 5:� � ��� 2  ������������
� �
p ∈ Z

	��
� � � 2 	����

〈∂pLV (u,p;ϕ,π), δp〉 =

∫ T

0

∫

Ωt

(δp) divϕ, ∀ δp ∈ Z
8�9 [ ¼#$%"��

�Y���!�Y:1���6D��Y F#� F�=�P@B#6:1:1#�cM�!��S 
�9��!Dq�6D�=2#*�!�O 3�2 F"2#*��Sn@B#*"�CR9�:Z�� ��1#*�;<














−∂tϕ− Dϕ · u+ (∗Du) · ϕ− ν∆ϕ +∇q = αu, Q(V )
div(ϕ) = 0, Q(V )
ϕ = 0, Σ(V )
ϕ(T ) = 0, ΩT

8G9 [ ¼($ � �
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j(V )
<7cW�P����"2 �9�"�V��i F���PC5#�(7�!��S�D�#*CJ�6�!�

Ωt(V )
VOU ��(*�&:1#]���! U.h���:1D

W
cM���!��� S*�&����"��� F�&�H ����5@���CJ�!:!U,#6@W �"F�6���G@B#*"�CJ�� ��1#*�

T ρ
t

def
= Tt(V + ρW )

<
cM�! F�

ρ ≥ 0
�6��Df F���i@��6C5�1:'UJ#�@8D�#6CE�6�!���Y�6�=Dq ������!"YVg#*9=��D��6"2�1���&<

Ωρ
t

def
= Tt(V + ρW )(Ω0)

Γρ
t

def
= Tt(V + ρW )(Γ0)

N*N "
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g(ρ) = j(V + ρW ) = min
(u,p)∈X(Ωρ

t )×Z
max

(v,q)∈Y (Ωρ
t )×Q

L(V +ρW )(u,p; v,q)
8�9 [ ¼#$ � �

�Y���d#*V�=2�&�& F�'(*�P#6@� F���!�Y���&�& F�!#*�q�1�3 F#n�&#*CJ�=9= F�i F�=�P@B#6:1:1#�cM�!��SRD��&"��'(6�% F�!(6� 0

lim
ρ↘0

1

ρ
(g(ρ)− g(0))

8G9 [ ¼#$*s��
; �������&Dq�H F���&#*"��&C  ����� _cW#*9=:1D�S*�'(*�X �����D��&"��'(6�% F�!(6�0#6@�� �q�1�7$��p��@5@B9����m F�1#6�EcM�! ��o"��&�������& Y �#
�n"��)��:����6"F��CJ�m F��"

ρ ≥ 0
[�I �p#*9�"M���6����<��' M�1�M��#6 M �"��!(]�1�6: ���!�����i ����H�G ��� ��R����D,CR9�:! ��1��:!�1��"_�����������

X(Ωρ
t )× Y (Ωρ

t )
D���������Dq#*�� F�=�i�g�&"2 F9="�V��� ��1#*�����6"F�6C5�& ���"

ρ
[ �Y���1�Y��#*�1�Q Y���6�fVg�i�2#*:!(6��Dq9����!��S

���6"G F�!��9�:1�6"H���6"F�6C5�& �"��!/)�� ��1#*� #6@Y F�=�E@B9����m F�1#6���6:`�����6�&���&[ �>#  ����1�R�6�1Cq<�cW��9=���E ����E F"��6���G(*��"2���
CJ�6�f�1�Q F"2#7D�9=����Df�!�pe]���& ��1#*� 8�9 [ ½�� <

T t
ρ : Ωt −→ Ωρ

t

x 7→ Tt(V + ρW ) ◦ Tt(V )−1

�6��Dfc_�dD=�&h����P F�=�P@B#6:1:1#�cM�!��SA���6"��6C5�& F"2�1/��� F�!#*� <

X(Ωρ
t ) =

{

u ◦ (T ρ
t )−1, u ∈ X(Ωt(V ))

} 8�9 [ ¼C¼#$��
Y (Ωρ

t ) =
{

v ◦ (T ρ
t )−1, u ∈ Y (Ωt(V ))

} 8�9 [ ¼C¼C¼��
�Y���!�R���6"��6C5�& F"2�1/��� F�!#*� D=#7�&�R��#6 A��kg���& R F���5(6��:19��J#6@3 F�=�o�F�6D=D�:1�J�g#*�!�Q H@B9��=�& F�!#*���6:

g(ρ)
<jV�9= 

�����6�=S*���M F���P����"F�6C5�& �"��1/��� F�!#*�o#6@� F�=�H\j�6S6"F�6��S6�Z�6�E@B9=���& ��1#*����: <

g(ρ) = j(V + ρW ) = min
(u,p) ∈ X(Ωt)× Z

max
(v,q) ∈ Y (Ωt)×Q

L(V +ρW )(u ◦R
t
ρ,p; v ◦R

t
ρ,q)

8�9 [ ¼C¼ N �
cM�! ��

Rt
ρ

def
= (T ρ

t )−1 [; �d�2�& �<

Lρ
V,W (u,p; v,q) = JV +ρW (u ◦Rt

ρ,p)

−

∫ T

0

∫

Ωρ
t

[

−u ◦Rt
ρ · ∂t(v ◦R

t
ρ) + (Du ◦Rt

ρ · u ◦R
t
ρ) · v ◦R

t
ρ − νu ◦R

t
ρ ·∆(v ◦Rt

ρ)

+u ◦Rt
ρ · ∇ q − p div(v ◦Rt

ρ)
]

−

∫ T

0

∫

Γρ
t

(V + ρW ) · (σ(v ◦Rt
ρ,q) · n

ρ)

−

∫

ΩT

u(T ) · v(T ) +

∫

Ω0

u0 · v(t = 0)

∀ (v,q) ∈ Y (Ωt(V ))×Q

cM���&"��
nρ �G ��6�=D��Y@B#*"Y9����' M��@] F�&"��1#6"-�=#*"�CJ�6:;#�@> ����P�g�&"2 F9="�V���DqVg#*9=��D��6"GU Γρ

t

[

N6N �
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	 	��'���� ��	� � ��� ����
4	�� �
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�� ����������

�*� � ��� � %��21 )+13� 79%&, 	(%&#�% 7 ! � � 7+8*1 . ,�'*'(#&1 /���%&� 7 /()u��	(#�1�4
I �  ����1�d���&�& ��1#*� <�c_�Eh�"2�2 A�G ��� ��o�qS*�����&"F�6:a F�=��#*"2��C ��#*�=����"2���1�=Sp F���JD��!kg��"2���Q F�1�6V��!:1�! U,#6@M�

�,�1�7$��p��@ ��"2#*V�:1�&C cM�! ��r"��&�������& H F#.�q�����6:Z�6"d���6"��6C5�& F�&"�[��Y���&�rcW��������:!U �' H �#p#*9="R�)�����E#�@
�2 F9=D=U*[ � �1���6:!:!U6<�9����!��Sf�J@B9���D��6CJ�&�Q ��6:>�1D��&�O ��! U6<�c_�n�6"��R�6V�:!�R F#o��@7��"��&���i F���RS*"F�6D=�1���Q 

∇ j(V )�6�M�2 ��% F��Dq�1�� ����PCE�6�!�o F���&#*"��&C #6@� F���!�M�6"2 ��1�&:1�6[

C8D K&D<;&D E ��@ 	 @�� � � �#>8@*A � @<B
; �d�n�&#*���2�1D��&"X�A@B9��=�& F�!#*���6: <

G : [0,ρ0]×X × Y → R
8�9 [ ¼C¼+½��

cM�! F�
ρ0 ≥ 0

�6��Df cW#n F#*��#*:!#*S*�1���6:������6�&���
(X,Y )

[ � #*"Y���6���
ρ ∈ I

def
= [0,ρ0]

<�cW�PD��mh����

g(ρ) = inf
x∈X

sup
y∈Y

G(ρ,x,y)
8�9 [ ¼C¼ 9 �

�6��Df F���P���m F�&<

X(ρ) =

{

xρ ∈ X, sup
y∈Y

G(ρ,xρ,y) = g(ρ)

} 8G9 [ ¼3¼ ���

Y (ρ,x) =

{

yρ ∈ Y, G(ρ,x,yρ) = sup
y∈Y

G(ρ,x,y)

} 8G9 [ ¼3¼#"��
I �p�n���!CJ�!:Z�6"ac3�)U6<�c_�PD��&h����HD=9��6: @B9����m F�!#*���M�6��Dq���m F�&<

h(ρ) = sup
y∈Y

inf
x∈X

G(ρ,x,y)
8�9 [ ¼C¼ � �

�6��Df F���P���m F�&<

Y (ρ) =

{

yρ ∈ Y, inf
x∈X

G(ρ,x,yρ) = h(ρ)

} 8G9 [ ¼3¼ � �

X(ρ,y) =

{

xρ ∈ X, G(ρ,xρ,y) = inf
x∈X

G(ρ,x,y)

} 8G9 [ ¼3¼�s��
� �1����:1:!Unc_�HD=�&h����P F�=�d�2�& ��-#�@8���6D�D�:!�d��#*�!�O ���<

S(ρ) = {(x,y) ∈ X × Y, g(ρ) = G(ρ,x,y) = h(ρ)}
8G9 [ ¼ N $��

=?>�@'A � @'B C8DFE'K G�I ; � MON�� ������"#� � 2 	�� � 2 �a�7��5�5:� � ����� 2 ������� 2 �����:� 2 ��5&�,#
��� � � $32 � �'���

S(ρ) 6= ∅
#
ρ ∈ I

�
��� � � $32 �-��	� ��$��	�5>���� �� ��	���� ���

∂ρG(ρ,x,y)
� � �:����� ��� I �7�� )	�5�5

(x,y) ∈

[

⋃

ρ∈I

X(ρ)× Y (0)

]

⋃

[

X(0)×
⋃

ρ∈I

Y (ρ)

]

N*N �
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Q�����������
	 � 	��
�M��������������������	�������	� !	�"#���$ ��&%'	��������

��� � � $32 �� � � � �:�����)	#��������5:����� TX
���

X
����� 2 � 2 	�� #

�7�� 	�� � �'��� � �������
(ρn)n≥0 ∈ I � ��� 2 lim

n↗∞
ρn = 0

#F� 2 �� � � � �:����� x0 ∈ X(0)
	��
� 	

��� ���'��� � �������
ρnk

	��
�-�7�� �?	�� 2
k ≥ 1

# � 2 �� � � � �:���G� xnk
∈ X(ρnk

)
����� 2 � 2 	�� #

���
lim

n↗∞
xnk

= x0 �7�� � 2 � TX
��������5:����� #

�����

lim inf
(ρ,k)↘↗(0,∞)

∂ρG(ρ,xnk
,y) ≥ ∂ρG(0,x0,y)

∀ y ∈ Y (0)
�

���W� � $32 �� � � � �:�����)	#��������5:����� TY
���

Y
��� � 2 � 2 	���#

�7�� 	�� � �'��� ���������
(ρn)n≥0 ∈ I

� ��� 2 lim
n↗∞

ρn = 0
# � 2 �� ��F� � �:����� y0 ∈ Y (0)

	��
� 	 ��� ���'���
� ���������

ρnk

	��
�X�7�� �?	�� 2
k ≥ 1

# � 2 �� � � � �:���G� ynk
∈ Y (ρnk

)
����� 2 � 2 	�� #

���
lim

n↗∞
ynk

= y0 �7�� � 2 � TY
� ������5:�����&#

�����

lim inf
(ρ,k)↘↗(0,∞)

∂ρG(ρ,x,ynk
) ≤ ∂ρG(0,x,y0)

∀ x ∈ X(0)
�

$32 ��� � 2 �� � � � �:���G� (x0,y0) ∈ X(0)× Y (0)
����� 2 � 2 	��

dg(0) = lim
ρ↘0

g(ρ)− g(0)

ρ
= inf

x∈X(0)
sup

y∈Y (0)

∂ρG(0,x,y) = ∂ρG(0,x0,y0)

= sup
y∈Y (0)

inf
x∈X(0)

∂ρG(0,x,y)

8�9 [ ¼ N ¼��
$32 �:� "#�?	���� � 2 	��

(x0,y0) ∈ X(0)× Y (0)
�:� 	6� 	 � ��5:�4���������-�L�

∂ρG(0,x,y)
�

C�D K�D<;&D�� A @�� � = � � � =�@�A 	 �#>8@ � @ �&� � �CE @�� � � � � ��	 � �
��	

� #*:1:!# cM�!��S �Y� [ 8�9 [ ¼ � � < c_�p���&��D  �# D��'k;�&"��&�O ��Z�� ��� F���q�g�&"2 �9�"�V���D \���S*"F�6�=S*�Z�6� @B9��=�& F�!#*���6:
L(ρ)

[+; �0�����6:1:���9=�����&���2�!(*�&:!UED��!kg��"2���Q F�1�� F�Y F�=�0D��!�2 F"2�1V�97 F��DE�6��D5 F���XVg#*9=��D��6"GUJ�!�Q F��S6"F�6:!�`�!�Q(*#*: $
(*�&Dp�!�f ����P�g�&"2 �9�"�V���D,\j�6S*"F����S*�Z��� 0
� � �0�!�2 �"��1V=9= F�&Df ���"2CJ�30

; �P���& �<

G(ρ,.) =
[

−u ◦ Rt
ρ · ∂t(v ◦ R

t
ρ) +D(u ◦ Rt

ρ) · (u ◦ R
t
ρ) · v ◦ R

t
ρ

−ν(u ◦ Rt
ρ) ·∆(v ◦ Rt

ρ) + (u ◦ Rt
ρ) · ∇q − p div(v ◦ Rt

ρ)
]

cM�' F�
Rt

ρ
def
= (T t

ρ )−1 [; �P�����6:!: ���&��D, �����@B#*:!:1#�cM�1��SR:1��C5CJ�6�3�1�f#*"2D���"3 �#JD=��"��'(��� F�
G(ρ,.)

cM�! F�f"2���������m M F#
ρ
<

N6N s
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���$ ����� � �����$ ���5:� �����
	�" ��� ��� �����7�� �"#� ��������� ��	��$������� ���
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�� ����������

� @'B B � C�D�� �
(

dT t
ρ

dρ

)∣

∣

∣

∣

ρ=0

= Zt

(

dRt
ρ

dρ

)∣

∣

∣

∣

ρ=0

= −Zt

� @'B B � C�D���E
(

d
(

u ◦ Rt
ρ

)

dρ

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

= −D u · Zt

� � A&A 	 0
�X�2�1��S� F�=�d�����6�1�q"�9�:!��cW�PS*�m 

(

D
(

u ◦ Rt
ρ

)

D ρ

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=
(

Du ◦ Rt
ρ

)

·

(

DRt
ρ

D ρ

)∣

∣

∣

∣

ρ=0

= −
(

Du ◦ Rt
ρ

)

· Z t(ρ,.)
∣

∣

ρ=0

= −Du · Zt

2

� @'B B � C�D�� � $32 ��� # � � 2 	���� � 2 �a�7��5�5:� � �����6 ������5 �

∂ρG(ρ,.)|ρ=0 = [(Du · Zt) · ∂tv + u · (∂t(D v · Zt))

− [(D(Du · Zt)) · u+ Du · (Du · Zt)] · v − (Du · u) · (D v · Zt)

+ν(D u · Zt) ·∆v + νu · (∆(D v · Zt)) + p div(D v · Zt)− (Du · Zt) · ∇q]

� � A&A 	 0
I  -��#*C5���M�)�����1:'UE9=���1�=SJD��mh����' F�1#6��#6@

G(ρ,.)
�6��D,\���Cq[ 8�9 [ N $�� $ 8G9 [ N ¼�� [

2�Y�����qcW�P���)(6�R�6�f��@=�="����2���!#*�p#6@� F�=�dD=��"��'(��� F�'(*��#6@>D��!�2 F"2�1V�97 F��D� ���"�C5�M��#*C5�1�=SR@B"�#*C  F���
\j�6S*"F����S*�Z���ocM�! F�f"2���������m X �#

ρ
<

d

dρ

(

∫

Ωρ
t

G(ρ,x)dx

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=

∫

Ωt

[(Du · Zt) · ∂tv + u · (∂t(D v · Zt))

− [(D(Du · Zt)) · u+ Du · (Du · Zt)] · v − (Du · u) · (D v · Zt)

+ν(D u · Zt) ·∆v + νu · (∆(D v · Zt)) + p div(D v · Zt)− (Du · Zt) · ∇q]

+

∫

Γt

[−u · ∂tv + (Du · u) · v − νu ·∆v + u · ∇q − p div(v)] 〈Zt,n〉

N ½!$
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	 � 	��
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V � :W#69���D��6"GUo F�&"�C5�30
; �nCA9��2 d��#�c  F��,6�5�1�Q �#,������#69��Q H ����� F��"2CJ�P�&#*CJ�!��S�@B"�#*C  F���nC5# (]�!��SfVg#*9=��D��6"GU

Γρ
t

[
�Y���&�,c_�P���& �<

φ(ρ,.) = (V + ρW ) ·
[

−q I +ν D(v ◦ Rt
ρ)
]

· nρ

= E(ρ) · nρ
8�9 [ ¼ N*N �

e7�!�����
φ(ρ,.)

�!�`D=�&h����&Do#*�n F���MV�#*9���D��6"2U
Γρ

t

<*cW�X�����&DE�2#*CJ�M��@7 �"F�P�1D��&�Q F�! ��1�&�
��#*"2"����2�g#6�7$
D��!��S� F#nV�#*9���D���"2U��2���6���dD=��"��'(��� F�&�Y#6@8 ���"�C5�Y�1�Q(6#*:!(6��Dq�1�

φ(ρ,.)
[

� @'B B � C�D � ; G�I ; � MON

∂ρn
ρ|ρ=0 = n

′

Γ = −∇Γ(Zt · n)

� @'B B � C�D � C

d

dρ

(

∫

Γρ
t

〈E(ρ),nρ〉dΓ

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=

∫

Γt

〈E ′|Γt,n〉+ (divE)〈Zt,n〉

=

∫

Γt

〈E ′
Γt
,n〉+ (divΓE)〈Zt,n〉

8�9 [ ¼ N ½��
� � A&A 	 �!� �1"2�2 �<=cW�d9��2�P ����� �<

∫

Γρ
t

〈E(ρ),nρ〉 =

∫

Ωρ
t

divE(ρ)

 ������fcW�dD��&"��!(6�i F���!�Yb]9��6�Q F�! Uo9����!��S:�Y� [ 8�9 [ 9 � <

d

dρ

(

∫

Ωρ
t

divE(ρ)

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=

∫

Ωt

divE ′ +

∫

Γt

(divE)〈Zt,n〉

; �o��#6����:!9�D��o9��2�1��S ∫

Ωt

divE ′ =

∫

Γt

〈E ′,n〉
[ � #*"H ����o�2����#6��D?�1D��&�O ��! U6<>9��2�1��S, F��� �Y�;[

8G9 [ � � <�c_�H����(6�

d

dρ

(

∫

Γρ
t

〈E(ρ),(n ◦ Rt
ρ)〉dΓ

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=

∫

Γt

〈E ′
Γ,n〉+ 〈E,n

′

Γ〉+H〈E,n〉〈Zt,n〉

9��2�1��S5\���Cq[ 8G9 [ N ½�� <=c_�dS*�& 

d

dρ

(

∫

Γρ
t

〈E(ρ),(n ◦ Rt
ρ)〉dΓ

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=

∫

Γt

〈E ′
Γ,n〉 − 〈E,∇Γ(Zt · n)〉+H〈E,n〉〈Zt,n〉

 ������ 9����!��S  F���f ��6�=S*���Q F�1�6:Me] �#A,6�&�J�!D����Q ��! Ur@B"2#*C \���Cq[ 8�9 [ ��� < cW�q#*V= F�6�1�  ����f��#*"2"����m 
"2����9=:! )[
2

N ½ ¼
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)X�&������<Oc_�M#*��:'UR���&��Dn F#P��#6CJ��97 F�3 F�=�Yb]9��6�Q F�! U
E ′

Γ

[%�>#i F�=�1� �&��D <*c_�-�=����Dn F�=�M@B#6:1:1#�cM�!��S
�1D��&�Q F�! ��1�&��<
� @'B B � C�D���K

(

v ◦ Rt
ρ

)′

Γ

∣

∣

∣

ρ=0
= −DΓ v · Zt

� � A&A 	 0�e7�!����� (
v ◦ Rt

ρ

).∣
∣

ρ=0
= ∂ρ

(

v ◦ Rt
ρ ◦ T

t
ρ

)∣

∣

ρ=0
= ∂ρv|ρ=0 = 0

[
2

� @'B B � C�D�� �
(

D
(

v ◦ Rt
ρ

))′

Γ

∣

∣

∣

ρ=0
= −D v ·DZt − (DΓ(D v)) · Zt

� � A&A 	 0 :_UoD��&h��=�! F�!#*�oc_�H���)(6�6<
(

D
(

v ◦ Rt
ρ

))′

Γ

∣

∣

∣

ρ=0
=

(

D
(

v ◦ Rt
ρ

)).

Γ

∣

∣

∣

ρ=0
− DΓ

(

D(v ◦ Rt
ρ)
)

· Z t
ρ

∣

∣

ρ=0

= ∂ρ

(

D
(

v ◦ Rt
ρ

)

◦ T t
ρ

)∣

∣

ρ=0
− (DΓ(D v)) · Zt

= ∂ρ

[(

(D v) ◦ Rt
ρ ·DR

t
ρ

)

◦ T t
ρ

]∣

∣

ρ=0
− (DΓ(D v)) · Zt

= ∂ρ

[

(D v) ·DRt
ρ ◦ T

t
ρ

]∣

∣

ρ=0
− (DΓ(D v)) · Zt

= −D v ·DZt +
[

D v ·D(DRt
ρ) · ∂ρ(T

t
ρ )
]∣

∣

ρ=0
− (DΓ(D v)) · Zt

= −D v ·DZt − (DΓ(D v)) · Zt

�X�2�1��S� F�=�����d"��&��9�:' F�&<�cW�d�)�6�q�2 F�� F�i ����i@B#*:1:!# cM�!��S-0
� @'B B � C�D�� �

E ′
Γ = W · [−q I+ν D v] + ν V · [−D v ·DZt −DΓ(D v) · Zt]

8G9 [ ¼ N 9 �
�Y���1�MC5�)�6�=�M ����� Yc_�P���)(*�6<

d

dρ

(

∫

Γρ
t

φ(ρ,x)dΓ

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=

∫

Γt(V )

W · [−q n+ ν D v · n]

+ ν V · [−(D v ·DZt) · n− (DΓ(D v) · Zt) · n] + divΓ(V · [−q I +ν D v])〈Zt,n〉

; �P���)(*�H�6:!��#�<
� @'B B � C�D�� �

E ′|Γ = W · [−q I +ν D v]− ν V · [D(D v) · Zt]
8G9 [ ¼ N ���

)X���=���6<�c_�H����(6�

d

dρ

(

∫

Γρ
t

φ(ρ,x)dΓ

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=

∫

Γt(V )

W · [−q n+ ν D v · n]

− ν V · [D(D v) · Zt · n] + div(V · [−q I+ν∗ D v])〈Zt,n〉

N ½ N



����
Q�����������
	 � 	��
�M��������������������	�������	� !	�"#���$ ��&%'	��������

� @'B � � � C�D L " �  ���?	�5�5 � 2 	���#
∫

Γt

V · (D v · n) =

∫

Ωt

div(∗ D v · V )

=

∫

Ωt

D v · ·DV + V ·∆v
8G9 [ ¼ N "��

; �5�2���6:!:
9����n F���!�i��@7��"2�����2�1#*� �1�  F���n�2��bO9���: [�; �n"��&�)�6:!:8 F���� P F���n����"2 �9�"�V���D :Z�6S6"F�6��S6�Z�6� ���6�
 F�=�P@B#6:1:1#�cM�!��SR@B#*"2C,<

Lρ
V,W = Jρ

V,W −

∫ T

0

∫

Ωρ
t

G(ρ)−

∫ T

0

∫

Γρ
t

φ(ρ)

−

∫

ΩT

u(T ) · v(T ) +

∫

Ω0

u0 · v(t = 0)

∀ (v,q) ∈ Y (Ωt)×Q

)X�&�����d�! ��YD���"2�!(��� F�'(*��cM�' F�f"��&�������& - F#
ρ
�� M��#*�1�Q 

ρ = 0
���6�Y F���i@B#*:!:1#�cM�1�=SR��@7��"2���2���1#6� <

d

dρ

(

Lρ
V,W

)

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=
d

dρ

(

Jρ
V,W

)

∣

∣

∣

∣

ρ=0

−

∫ T

0

d

dρ

(

∫

Ωρ
t

G(ρ)

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

−

∫ T

0

d

dρ

(

∫

Γρ
t

φ(ρ)

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

∀ (v,q) ∈ Y (Ωt)×Q

� 9�"2 �����"2CJ#*"2��cW�d���)(*��<
� @<B B � C8D���L

d

dρ

(

Jρ
V,W

)

∣

∣

∣

∣

ρ=0

= −α

∫ T

0

∫

Ωt(V )

u · (Du · Zt) +

∫ T

0

∫

Γt(V )

γ V ·W

+

∫ T

0

∫

Γt(V )

[α

2
|u|2 +

γ

2
H|V |2

]

〈Zt,n〉

�X�2�1��Sq F���E:Z�6�G R�!D����Q F�' F�!���d��#*���&��"2���1��Sq F���ED���"2�!(��� F�'(*�5#6@3 ����oD��!�2 F"2�1V�97 F��D �6��D  ����EV�#*9��=D��6"2U
 F�&"�C5�3cM�! ��,"2���������m M F#

ρ
<�cW�P�2���6:1:;S*�& M F�=�P@B#6:1:1#�cM�!��SR��@=�="����2���!#*� <

d

dρ

(

Lρ
V,W

)

∣

∣

∣

∣

ρ=0

= −AZt − BZt − CW

8�9 [ ¼ N � �
cM�! ��

AZt =

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[αu · (Du · Zt) + (Du · Zt) · ∂tv − [(D(Du · Zt)) · u

+ Du · (D u · Zt)] · v + ν(D u · Zt) ·∆v − (Du · Zt) · ∇q]

+

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[u · (∂t(D v · Zt))− (Du · u) · (D v · Zt) + νu · (∆(D v · Zt)) + p div(D v · Zt)]

N ½C½
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BZt =

∫ T

0

∫

Γt(V )

[−u · ∂tv + (Du · u) · v − νu ·∆v + u · ∇q − p div(v)] (Zt · n)

− ν V · [(D(D v) · Zt) · n] + div(V · [−q I+ν D v])〈Zt,n〉 −
[α

2
|u|2 +

γ

2
H|V |2

]

〈Zt,n〉

CW =

∫ T

0

∫

Γt(V )

[W · [−q n + ν D v · n]− γ V ·W ]

C8D K&D<;&D ; =?>�@ 
(> � � @ ��@ � � = � � � =�@ � @�� 	 @�� � ��@ 	 � � � 

; ��������:1:8�=# cP< �6���29�CJ�A ����� 

(u,p,v,q) = (u,p,ϕ,π)
�!�i���F�6D�D=:1�A��#*�1�Q i#�@` ����n\j�6S*"��6��S*�1�6�

@B9����& ��1#*���6:
LV

[<�Y���!�_cM�!:1:����&:1�o9��` F#H���1C5��:!�!@ U��2�&(*�&"F�6:� F�&"�C5�W�1�Q(6#*:!(6��Do�!�J F�=�0D��&"��!(��� ��!(6�X#6@
LVcM�! F�q"��&�������m - �#

V
[

I ��D����&D <7c_�Xc_#*9�:!DE:!�:,6�Y �#R��@7��"2���2�W F���XD��1�G F"2�1V�9= ���Dn F�&"�C
AZt

���W�dVg#*9=��D��6"GUnb]9��6�Q F�! U5D��mh����&D
#*�q ����PCJ#�(]�1�=S�Vg#*9=��D��6"GU

Γt
[

=?>�@'A � @'B C8DFE���� �� 
(u,p,ϕ,π)

� 	 � ��5:� ����������� �L� � 2 � �3	��� !	�������	��E���������$�����
	�5 ���3��� 8G9 [ ¼#$ N � �&#
� 2 �a�7��5�5:� � ����� �������������$� 2 ��5&���%#

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[αu · (Du · Zt) + (Du · Zt) · ∂tv − [(D(Du · Zt)) · u

+ Du · (Du · Zt)] · v + ν(Du · Zt) ·∆v − (Du · Zt) · ∇q]

+

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[u · (∂t(D v · Zt))− (Du · u) · (D v · Zt) + νu · (∆(D v · Zt)) + p div(D v · Zt)]

−

∫ T

0

∫

Γt(V )

[ν V · (D(Dϕ · Zt) · n)− (Dϕ · Zt) · (−p n+ ν(D u · n))] = 0, ∀W ∈ U

� � A&A 	 � ; ��������:1:89=������@] �"���CJ�6: �&#*��D��' F�!#*����������#]���1�� F�&D  F#o(��6"2�Z�� ��1#*���-cM�! ��."����2�g�&�& P F#
(u,v)�1�r F�=�,\j�6S6"F�6��S6�Z�6� @B9����& ��1#*���6:_cM���&"���c_�,��D�D � Vg#*9=��D��6"GUr�1�Q ���S*"��6:W�2�1���&�fc_����#6�����!D���"A ����2 

@B9����& ��1#*�=�
v
 F���% MD�#J�=#6 Y(��6���1�2�,#6�f ����PVg#69���D��6"GU

Γt(V )
<�� [T�

L2
V (u,p; v,q) = JV (u,p)−

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[−u · ∂tv + (Du · u) · v − νu ·∆v + u · ∇ q − p div v]

−

∫ T

0

∫

Γt(V )

V · (σ(v,q) ·n) +

∫ T

0

∫

Γt(V )

v · (σ(u,p) ·n)−

∫

ΩT

u(T ) · v(T ) +

∫

Ω0

u0 · v(t = 0)

∀ (v,q) ∈ Y ×Q

N ½ 9
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	 � 	��
�M��������������������	�������	� !	�"#���$ ��&%'	��������

�Y���!�-:!�)�6D=�3 F#� F���i@B#*:!:1#�cM�1�=SA�g�&"2 �9�"�V��% F�1#6�q�!D����Q ��! U*<

∂(u,v)L
2
V ·(δu,δv) = −

∫

Q(V )

[−αu · δu− δu · ∂tv − u · ∂tδv +D(δu · u) · v +D(u · δu) · v

+D(u · u) · δv − ν(δu ·∆v)− ν(u ·∆δv) + δu · ∇q − p div(δv)]−

∫ T

0

∫

Γt(V )

ν V ·(D δv ·n)

+

∫ T

0

∫

Γt(V )

[ν v · (D δu · n) + δv · (−p n+ ν(Du · n))]−

∫

ΩT

[δu(T )v(T ) + u(T )δv(T )]

∀ (δu,δv) ∈ X(Ωt)× Y (Ωt)

; �d���=#7#*�2�P���������'h��d�g�&"2 F9="�V��� ��1#*��D=�1"��&�& ��1#*���&<�� [ �

δu = Du · Zt δv = D v · Zt

cM�! ��
δu(T ) = δv(T ) = δu(0) = δv(0) = 0

<6cM���&"��
(u,v)

�6"��Y���6D�D�:!�-��#*�!�O ��
#6@� F���M:1�6S*"F����S*�Z��� <
� [ ���2#*:19= ��1#*�=�3#6@�"��&�������& ��!(6��:!UJ F���i�="��1CJ�6:g�6��Dq�6D�=2#6�1�Q 
�9=�1D���"2#*V�:1�&C,['; �0"����&#*S*���!/��i�!CJC5��D��1�%$
 F�&:!UJ F���PD��!�2 F"2�1V�97 F��Dq�6�=D,V�#*9���D��6"2Uo ���"2CJ�Y�!�O(6#*:!(6��Dq�1�� F�=�d�2���6���PD���"2�!(��� F�'(*� ,���"��=��:j�1D��&�Q F�! U6[
2

C�D K�D<;&D C � A 
 � 	 � 	 ? � � A 	 � � � � � � � @ 	 �
KX#�cP<�cW�d���m 

(u,v) = (u,ϕ)
�6�=Dqc_�R9��2�d ����i@��6�& M ����� 

u = V,
#*�

Γt
����D

ϕ = 0,
#6�

Γt
 �#

���!CJ�=:1�!@ Un ����P"���CJ�6�!���1��SH F��"2CJ�&[

AZt =

∫ T

0

∫

Γt(V )

[ν V · (D(Dϕ · Zt) · n)− ν(Dϕ · Zt) · (Du · n)]
8�9 [ ¼ N � �

� @'B � � � C�DFE�� " � 2 	���� � �'�?�,# � 2 	��
(Dϕ ·Zt) · (p n) = (Dϕ · (n⊗ n) ·Zt) · (p n) = p ((Dϕ ·

n) · n) · 〈Zt,n〉 = (p divϕ)〈Zt,n〉 = 0
�

BZt =

∫ T

0

∫

Γt(V )

[−νV ·∆ϕ+ V · ∇π] 〈Zt,n〉 −
1

2
[α + γ H] |V |2〈Zt,n〉

− ν V · [(D(Dϕ) · Zt) · n] + [−π div V − V · ∇π + ν Dϕ · ·DV + ν V ·∆ϕ])〈Zt,n〉

CW =

∫ T

0

∫

Γt(V )

[W · [−π n + ν Dϕ · n]− γ V ·W ]

; �d�=����Dq F#n���G ��6V=:1�1�2�� F���i@B#*:!:1#�cM�1��SR�1D��&�O ��! U6<
� @<B B � C8D<; �

∫

Γt

(Dϕ · Zt) · (Du · n) =

∫

Γt

(Dϕ · n) · (Du · n)〈Zt,n〉
8�9 [ ¼ N s��

N ½+�
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�Y�����

−
d

dρ

(

Lρ
V,W

)

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=

∫

Σ(V )

ν V · (D(Dϕ · Zt) · n) + [−ν(Dϕ · n) · (Du · n)− νV ·∆ϕ

+V · ∇π] 〈Zt,n〉+ [−π div V − V · ∇ π + ν Dϕ · ·DV + ν V ·∆ϕ])〈Zt,n〉

− ν V · [(D(Dϕ) · Zt) · n]−
1

2
[α + γ H] |V |2〈Zt,n〉+ [W · [−π n+ ν Dϕ · n]− γ V ·W ]

�Y���1�-�6:!:1#�cM�Y9��Y F#nD��&"��!(6�i F���P��@7��"2���2���1#6�p#6@� F���P�&#*�2 M@B9����m F�!#*�fD��1"2���& ��1#*���6:;D��&"��'(6�% F�!(6�6<
� � A � A 
 � � � A 	 C�D��

dg(0) =

∫

Σ(V )

[

−ν(Dϕ · n) · (DV · n−D u · n) + π div V +
1

2
(α + γ H)|V |2

]

〈Zt,n〉

+

∫

Σ(V )

[−σ(ϕ,q) · n+ γV ] ·W

8G9 [ ¼R½!$��
�Y�����qcW�d9���� �Y� [ 8G9 [ � � cM�! �� <

E = −ν(Dϕ · n) · (DV · n−Du · n) + π div V +
1

2
(α + γ H)|V |2

�6��DfcW�dS*�& Y ����P��#*"2"��&�& -"��&��9�:' )[

����� � ��

	�� 7�� 7 
 � �%��
������3�?
 6�� 7 � 2 254 0 25������
 �

I �  F�=����"��m(7�!#*9��n���&�& ��1#*� <>cW�f���)(*�f9��2��D �p@B9����& ��1#*�?�2���6���f����"F�6C5�& �"��1/��� F�!#*� �!� #*"�D=��"A F#
S*�& M F�=�iS*"F�6D=�1���Q M#6@8��S*�!(6����@B9����m F�!#*���6: "2��:1�� F�&Do F#� F���P�2#*:19= ��1#*�E#6@> ����dK0�)(]�1�&"G$GeO F#A,����M�2U]�2 ���C
�1� CJ#�(]�1�=S�D�#*CJ�6�1� <�cM�! �� "����2�g�&�& P F#� ����n��������D #6@a F�=�5C5#�(]�1��S�D�#6CE�6�!� [�I �  ����1�i�2���& ��1#*�;<;cW�
9����,�.D��!kg��"2���Q 5CJ�m F��#]D?V��6���&D #6� @B9��=�& F�!#*�?���������f��CAV���D=D��1��S ����"2 F�!��9�:1�6"2U ��9��' F�&D?@B#6"���#*�7$
��#*C5#*S*���=��#*9��5�0�!"��!����:1�m �Vg#69���D��6"GU ��"2#*V�:1�&CJ�&[ I  5CJ���6���� F���� � F���f�G ��� ��,����D CR9�:! ��1��:!�1��"P(��%$
"��Z��V�:1�&�A�6"2�ED��mh�����D �!� �p��#6:1D7$ �6:1:
D�#6CE�6�!�

D
 F���� R��#*�Q F�6�1���H F���JCJ#�(]�1��S,D�#*CJ�6�1�

Ωt(V )
@B#*"

t ∈ (0,T )
�6��D
∀V ∈ U

[

�*������� � ,�'*'(#&1 /���%���7 ����) 4 
(#&, 7+%����{��� 798*1	� 
*%�' .C7+, 791 .0!$.C7+1�4
; �M"������6:1:7 F���� 
c_�X�6"��YD����6:1�!��S�cM�! ��� F���-K0�)(]�1�&"G$Le] F#A,����a�1�5�iC5# (]�!��SPD�#*CJ�6�1�

Ωt(V )
cM���!���

�1�MD�"��'(*�&�,VQUf�6�f�&9�:1�&"��Z���f(6��:!#7�&�! UEh���:1D
V ∈ U

<














∂tu+ Du · u− ν∆u+∇p = 0, Q(V )
div(u) = 0, Q(V )
u = V, Σ(V )
u(t = 0) = u0, Ω0

8G9 [ ¼R½ ¼��

N ½!"
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�6��D

U =
{

V ∈ H1(0,T ; (Hm(D))d), div V = 0
�1�
D, V · n = 0

#*�
∂D
} 8�9 [ ¼+½ N �

cM�! ��
m > 5/2

[
; �d�!�Q F"�#]D�9��&�P�J\j�6S6"F�6��S6�iCA9�:! ��1��:!�1�&"

µ
�6��Dq��@B9����m F�1#6���6: <

EV (u,p; v,q,µ) =

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[∂tu+ Du · u− ν∆u+∇ p] · v −

∫ T

0

∫

Ωt(V )

q div u

−

∫ T

0

∫

Γt(V )

(u− V ) · µ

@B#*"
(u,p) ∈ X × P

<
(v,q) ∈ Y ×Q

�6��D
µ ∈M

cM�' F�

X
def
= Y

def
= H1(0,T ;H2(D))

P
def
= Q

def
= H1(0,T ;H1(D))

M = H1(0,T ;H3/2(Γt))

; �H��"��P�1�Q F�&"��&�2 F�&D,�!�� F���i@B#*:!:1#�cM�1��S �,�1�7$��p��@o��"�#*V=:1��Cq<

min
(u,p)∈X×P

max
(v,q,µ)∈Y ×Q×M

EV (u,p; v,q,µ)
8�9 [ ¼+½3½��

�Y���P��#6:19= ��1#*�
(y,p,ϕ,π,λ)

#�@� ����1�Y�="�#*V�:!��C �1�3������"F�6�m F��"2�1/&��DqVOUE F����@B#*:!:1#�cM�1�=SA#*�= ��1CJ�6:1�' Un�2U]�G$
 F�&C,<

�

�Y���P��"2�1CJ�6:;�G ��� ��
(y,p)

�1�Y�2#*:19= ��1#*��#�@> ����dK0�)(]�1��"L$Ge] �#A,6�&�M�2U]�2 ���Cq<















∂ty + D y · y − ν∆y +∇p = 0, Q(V )
div(y) = 0, Q(V )
y = V, Σ(V )
y(t = 0) = y0, Ω0

8�9 [ ¼+½ 9 �

�

�Y���PD�9��6:��2 F�� F�
(ϕ,π)

�1�Y��#6:19= ��1#*��#6@� F�=��
�9��1D,�6D�=2#*�!�Q Y�2U]�2 ���Cq<















−∂tϕ− Dϕ · u+ (∗Du) · ϕ− ν∆ϕ +∇π = 0, Q(V )
div(ϕ) = 0, Q(V )
ϕ = 0, Σ(V )
ϕ(t = T ) = 0, ΩT

8�9 [ ¼+½+���

�

�Y���PCA9=:! F�!��:1�!��"`�F�� ��1�Gh����M F���i@B#*:!:1#�cM�1�=SR�1D=���Q F�' U*<

µ = −q n + ν(Dϕ · n),
#6�

Γt(V )
8�9 [ ¼+½!"��

N ½ �
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�Y����� c_�A�)��� ����#]#*���R ����A��Vg#�(*�R���6"2 ��1�&9�:Z�6"M"2����"2�����&�Q ��� ��1#*�.#6@8 F���HVg#*9=��D��6"GUp\j�6S6"F�6��S6�RCA9�: $
 F�1�=:1�1�&"

µ
[ �Y�=�1�YU]�1��:!D��3 F#� ����i@B#*:1:!# cM�!��SR@B9��=�& F�!#*���6: <

EV (u,p; v,q) =

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[∂tu+ D u · u− ν∆u +∇ p] · v −

∫ T

0

∫

Ωt(V )

q div u

−

∫ T

0

∫

Γt(V )

(u− V ) · σ(v,q) · n

@B#*"
(u,p) ∈ X × P

<
(v,q) ∈ Y ×Q

<=cM�! ��

σ(v,q) · n = −q n + ν(Dϕ · n),
#6�

Γt(V )

�Y���d@B#6:1:1#�cM�!��SA�1D=���Q F�' F�1�&�3��#*:!D� F"�9=�6<
� @'B B � C�D<;�E

∫

Γt(V )

(u− V ) · (D v · n) =

∫

Ωt(V )

div [∗ D v · (u− V )]

=

∫

Ωt(V )

[D(u− V ) · ·D v + (u− V ) ·∆v]

	��
�

∫

Γt(V )

(u− V ) · q n =

∫

Ωt(V )

div [q(u− V )]

=

∫

Ωt(V )

[(u− V ) · ∇q + q div(u− V )]

�X���!��Sn F���!�Y�1D��&�O ��! U6<=cW�dCJ��UES*�& Y ����ih����6:���@7��"��&�����!#*�p#�@8#*9="Y�F�6D�D=:1�i@B9����m F�1#6���6: <

EV (u,p; v,q) =

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[∂tu+ D u · u− ν∆u +∇ p] · v −

∫ T

0

∫

Ωt(V )

q div u

+

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[(u− V ) · ∇q + q div(u− V )− ν D(u− V ) · ·D v − ν(u− V ) ·∆v]

@B#*"
(u,p) ∈ X × P

<
(v,q) ∈ Y ×Q

[
� @'B � � � C8DFE�E $32 � 	 ��� ��� � � �
 ����������� �L� � 2 � �3	��� !	����������������$�����
	�5 2 	��;� 2 � 	 ����	�����	����
���
������5 � ���/����5�� ���:���$ ��$� ��� �?�
� �� �" ��� $32 �:� � ��5�5 ��� � �'�B����5g�7�� #���G� ��� � �� ���������	�������� � ��� 2  ����������� ���

V
�

�*����� � � ,�� ) ,�� ��1 � 
(�*�"79%����*,�# ,��*' � ���$� � ! #�%&�*'*) %&� ,�# .98*, /21 '(1 ) % � , 7+% ��1
; �d�6"��i�!�O ���"2���2 ���D,�1�� F���i@B#*:!:1#�cM�1�=SRC5�1���!CJ�!/)�� ��1#*�5��"�#6V�:1�&C,<

min
V ∈U

j(V )
8G9 [ ¼+½ � �

N ½ �



��� �6��� �������;	 � 	��
�-���������$����� ����	���� ��" ���?� �������

cM���&"��
j(V ) = JV (u(V ),p(V ))

cM�! F�
(u(V ),p(V ))

�!�i�ocW����, �2#*:19= ��1#*�p#6@`��"�#*V=:1��C 8�9 [ N � �6��D
JV (u,p)

�!�M�n"2�)�6: @B9=���& ��1#*����: #6@� F���i@B#*:!:1#�cM�1��Sd@B#*"�C 0

JV (u,p) =
α

2

∫ T

0

∫

Ωt(V )

|u|2 +
γ

2

∫ T

0

∫

Γt(V )

|V |2
8�9 [ ¼+½ � �

; �dCJ�)Uo�2#*:!(6�P ����1�Y�="�#*V�:!��C VQUo ����P�2 �9�D=U]�1��Sn F�=�d�&bO9��!(��6:!���Q �,�1�]$��p��@o��"�#6V�:1�&C,<

min
V ∈U

min
(u,p)∈X×P

max
(v,q)∈Y ×Q

LV (u,p; v,q)
8�9 [ ¼+½6s��

cM�! ��

LV (u,p; v,q) = JV (u,p)− EV (u,p; v,q)
8�9 [ ¼ 9 $��

� 9�"PCE���1� ��#*�=����"2� �!�P ����5D��!kg��"2���Q F�1�� F�!#*�.#6@W ����J�6Vg#�(6�5@B9��=�& F�!#*���6: cM�' F� "��&�������& d F#
V ∈ U

[
(0���!�r F�����="��&(]�!#*9������&�& ��1#*� c_���g�&"2 F9="�V��o F���o �9�Vg�&�n9����!��S �p(*�&�& F#6"nh���:1D

W ∈ U
cM�' F� �6�

�1�=��"��&CJ�&�Q X���6"F�6C5�& ���"
ρ ≥ 0

[�e]�1���&�P ����P@B9����& ��1#*�=�X��"��d��CAV���D�D=��Dp�!�q ����P��#*:!D7$L�6:!:;D�#6CE�6�!�
D
<

 F�=�d����"G F9�"2Vg�&Dp\j�6S6"F�6��S6�Z�6�������M ����i@B#*:1:!#�cM�1��Sd@B#*"�Cq<

Lρ(u,p; v,q) = JV +ρW (u,p)− EV +ρW (u,p; v,q)
8�9 [ ¼ 9 ¼��

�Y���d���m X#�@8���6D�D�:!�i�g#*�!�Q F��<

S(ρ) = X(ρ)× P × Y (ρ)×Q ∈ X × P × Y ×Q
�1�Y�=#6 -�5�2�1��S6:1�& �#*�����!������<

X(ρ) =
{

u ∈ X,u|Ωρ
t

= y(ρ)
}

Y (ρ) =
{

v ∈ Y,v|Ωρ
t

= ϕ(ρ)
}

; �dCJ��,��P ����P��#*�C=2���& �9�"��i ����� McW�P���6�,VQU]���6�2�- ����PCJ�!�7$ CJ��@g<7�6��Dq�2 ��% F�

d

d ρ
j(V + ρW )

∣

∣

∣

∣

ρ=0

= min
(u,p)∈X×P

max
(v,q)∈Y ×Q

d

d ρ
Lρ(u,p; v,q)

∣

∣

∣

∣

ρ=0

8�9 [ ¼ 9 N �
�X�2�1��Sn��#6�7$ �mU7:!�1��D="��1���6:;�2���6���PD���"2�!(��� F�'(*��@B"��6CJ�mcW#6"?,�<�cW�P���6�,�G ��� ��
� @<B B � C8D<; �

∂VLV (u,p; v,q) ·W = −

∫ T

0

∫

Γt(V )

[(∂tu+ Du · u− ν∆u+∇ p) · v − q div u

+(u− V ) · ∇q + q div(u− V )− ν D(u− V ) · ·D v − ν(u− V ) ·∆v −
α

2
|u|2

−H
γ

2
|V |2

]

〈Zt,n〉 −

∫ T

0

∫

Ωt(V )

[−W · ∇q − q divW + ν DW · ·D v + νW ·∆v]

+

∫ T

0

∫

Γt(V )

γV ·W

N ½*s
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�Y�����qcW�d���m 
(u,p) = (y,p)

�6�=D
(v,q) = (ϕ,π)

cM�! ��














−∂tϕ− Dϕ · u+ ∗ Du · ϕ− ν∆ϕ +∇π = αu, Q(V )
div(ϕ) = 0, Q(V )
ϕ = 0, Σ(V )
ϕ(T ) = 0, ΩT

8G9 [ ¼ 9 ½��

�6��DfcW�d9����i ����� 

(y,ϕ) = (V,0)
#*�

Γt(V )
�6��D

∫

Ωt(V )

[−W · ∇q − q divW + ν DW · ·D v + νW ·∆v] =

∫

Γt(V )

W · σ(v,q) · n

�Y����� <

∂V j(V ) ·W = −

∫ T

0

∫

Γt(V )

[(−π div y + π div(y − V )− ν D(y − V ) · ·Dϕ

−
1

2
(α +Hγ)|V |2

)

〈Zt,n〉+ (σ(ϕ,π) · n− γV ) ·W

]

�X���!��So"2��S*9�:1�6"��' Uf�6�2��9�C5�= F�!#*���X#*�
y
�6�=Dp F���d@B"��&�RD��'(*��"2S*���=���A�&#*��D��' F�1#6�p#*�

y
<�c_�ACE�)Uq�2 F�� F�

 F���� 
div y|Γt = 0

[
� @'B B � C�D<; ;

D y · ·Dϕ|Γt(V ) = (D y · n) · (Dϕ · n)
8�9 [ ¼ 9�9 �

� � A&A 	 � �X�2�1��S� ����� 
ϕ = 0

#*�
Γt(V )

<�U]�1��:!D��3 F#

Dϕ|Γt = Dϕ · (n⊗ n)|Γt F���&� <�cW�PS*�m 

D y · ·Dϕ = D y · ·(Dϕ · (n⊗ n))

= (D y · n) · (Dϕ · n)

2� #*�����&bO9����Q F:'UfcW�dS*�& �<

〈j ′(V ),W 〉 =

∫ T

0

∫

Γt(V )

[−ν(Dϕ · n) · (DV · n− Du · n) + π div V

+
1

2
(α+ γ H)|V |2

]

〈Zt,n〉+

∫ T

0

∫

Γt(V )

[−σ(ϕ,q) · n+ γV ] ·W

8G9 [ ¼ 9 ���
; �i F�=���p9=���i F���&#*"��&C 8�9 [�� � cM�' F�

E = −ν(Dϕ · n) · (DV · n−Du · n) + π div V +
1

2
(α + γ H)|V |2

�6��DfcW�dS*�& Y ����P��#*"2"��&�& -"��&��9�:' )[
2

N 9 $
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* (*��� �!@
@B#6"X F�=�A F�1C5�RV����!��SE ������2��CJ�m F��#]D���:1�6��,O��@B"�#*C �
"��!S*#*"2#*9��dCE�� �����CJ�� ��1�)��:8@B"F�6C5�&c_#*"!,�<j F�=�&U �6:1:!# c CJ#6"�� 
���@7�1V=:1�5��#*C5��9= F�� F�!#*���PcM���1���r���6�rV��
(*�&"2U 9��2�&@B9�:a@B#*"P��"F�% F�1���6:
��9�"2�g#6���6[ � �  ����5�]9=CJ�&"��1���6:a�g#6�1�Q d#6@W(]�1�mcP<��6� �!CJ��:!��C5���Q ��% F�1#6� #6@
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4&��� ��� �"!$#&%('*)+�-,�#.� �/�0�/�/�0�1�/�/�0�/�/�0�1�/�0�/�/�0�/�1�/�0�/�/�0�/�w5W�u4
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 C_a}C_a} ��q9oOq9vKtkxpopmG³-q9xpm6dRf _8_�_8_�_8_z_�_8_�_8_�_8_8_�_z_�_8_8_�_8_�_8_�_�}9^\�
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 C_a`C_a} ~�l6tkvKtkf\x�rMd9�(r�y;q9s t�h"q9l6hk�WlG�Tr�_�_8_�_8_�_8_8_�_z_�_8_8_�_8_�_8_�_�}9^\|
 C_a`C_a` 1 fTh�dRfTrpxpoOq9mGf?x fTdRfCgihkj3lGmGfTnCopm6h"q9l*rpy;q9sut�dRsWxpmGv0mG³-q9xpm6dRf _�_8_�_8_�_�}+ +`
 C_a`C_ ^ �?y;q9s t8dRsWxpmGv0mG³-q9xpm6dRf��WfTnWtko rpxOq9x�t8h�dRfTr�xpoOq9mGf\x�r _�_8_8_�_8_�_8_�_�}+ + 
 C_a`C_a  2 tkl�q9xpm6dRf �utkx43 t�tkf xpyTt tk�Wl6tkopm�q9f q9fTn xpyTt l�q9�+oOq9fW�+m�q9ffTdRfCgihkj?lGmGfTnCopm6h"q9l�rpy;q9s t�nWtkopmG�+q9xpmG�St{_8_8_�_8_�_8_�_�}+ S�
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 C_ ^T_a` ? dRv0s;q9opm6r�dRf@3¦mGxpy�xpyTt�tk�Wl6tkopm�q9f�nWtkopmG�Rq9xpmG�St8�Stko�rpm6dRf _�_8_�_8_�_�}+�+`
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�9=�1D �GU]�2 F�&CJ�R���6�A"2�)�6�����&D?�
���&"2 F�6�1��CJ�� F9="��! U6[ :_#6 F�� F�=��#*"2�& F�!�)�6: � ¼ � < � � � � < � ¼ 9 " � < � �%$ � < � " � � < � � " � �6��Dn�O9�C5��"��!�)�6:7�2 �9�D��1�&� � s%$ � <
� � s � < � � � � < � � s � < � � $ � < � � � � < � N s � ���)(6��Vg�&���.����"2@B#6"�C5��D.�6�=D.�]9=CJ�&"�#*9��0�1��D�9=�2 F"2�Z�6:>�6���=:1�1���� F�!#*���
V������mh� H@B"2#*C  ������2�J�mk;#6"2 F�&[�)X#�c_�&(*�&"�<j F���&"��5�1�P�f:Z�6��,,#6@3"2���29�:! ��d�&#*���&��"��=�1��Sf F���n���6����cM���&"��
 F�=� 
�9��!DrD�#*CJ�6�1� �1�HCJ#�(]�1��Sp9���D��&"��pS*�'(*��� :1�)cP<>�2#*:19= ��1#*� #6@X�6�r#*�7 F�1CJ�6:a��#6�O �"�#*:_��"�#6V�:1�&C,[
+M�����&�Q F:!U6<=�HCJ�m F��#]DJ ����� W�6:1:!# cM�a F�=�0D��&"��!(��� ��1#*�5#6@�S6"F�6D��!���Q _V��6���&Df�6:1S6#*"��' F��C @B#*"_C5�1�=�1C5�1/��!��S
@B9����m F�!#*���6:!�d ����� AD=��������D��R#*�  F�=�o�������g�o#�@3 F���&�1"HCJ#�(]�1��Sq��9=���g#6"2 ������RV������ �!�Q F"�#]D�9��&��Dr�!�
� 9A9 � [��Y���!�RC5�& F�=#7D �!�RV��6�2��D #*�r ����o�&#*�����&�= n#6@Y(6��:1#]���' U h���:1D :!U]�1��S,�1� � :!�1�����6"d�����6�&�o F���% 
�)���.V�9��1:!D �E�=#*�7$ �mU]:1�1�=D�"��!�)�6:jD�#*CJ�6�!�, F���6� ,O�0 F#E�! F�0�6���2#7�&�Z�� ���D :1�6S*"��6��S*�1�6� 
�# cP[gI  i���6�0Vg�&���
�6���=:1�1�&D5 �#AD��'k;�&"����Q _��#*�Q �"�#*:���"�#6V�:1�&CJ�`��9����f���` ����0#*�=�0�1�Q(6#*:!(]�1�=Sd ����0�2#*:19= ��1#*�5#6@  �����KX�)(7�!��"L$
e] �#A,6�&�`�GU]�2 F�&C �1�n��C5#�(]�1��SiD�#6CE�6�!� � 9 ½ � < � 9 N � <6cM���!���5���6�
�O9�CJ�&"�#*9=�a�6����:!�1�)�% F�1#6����@B#6"
�6�1"2��"���@  )<
�69= �#*C5#*V��1:!�0#*" �/* �peqD��&���1S6�,����D,�&#*�Q F"2#*: [
I �. F���!�P�6"2 ��1�&:1�6<�cW�n�G ��� ������1C5�1:1�6"-"����29�:! ��icM�! F� ��C5�& ���#7D V�������D D��!"����m F:'Up#*�. ����n\j�6S*"F����S*�Z���

�#�cM�
cM���1���5D�#P��#6 D��&h��=�0��:!�1�����6" �����6����<QV�9= a���6�
 ����M�6D=(��6�Q ���S*�3 F#ih�"2�2 `�)(*#*�!D� F���Y�!�O �"�#]D�9�� $
 F�!#*� #6@W �"F�6�=�2(*�&"��2�Eh���:!D��H�6��D ��#*9�:!D �="�#]#6@Y�6�=��"�#*�="��Z�% F�A F#,D��)��: cM�! F� 
�9��!D7$ �2#*:1�!D.�1�Q F�&"F�6�m F�1#6�
��"2#*V�:1�&CJ��� ¼ N ½ � [
�Y���d���6����"Y�!�Y#*"�SQ�����1�2��Dq�6�Y@B#*:1:!#�cP<

¼ [MI � �2���& ��1#*� N <_c_�.�1�Q F"2#7D�9=���pC5#�(]�1��SrD=#*CE���1���E�6�o�����6��� $  F�!CJ�,�&(6#*:19= ��1#*� ���& ��f�6��D c_�
D��mh����P F���P�&9�:1�&"��Z���f�6��Df F���P:Z��S*"F�6�=S*�Z�6�J���6"��6CJ�m F"2�1/)�% F�1#6�o#6@� F���&���d���& ���[

N [MI ���2���& ��1#*� ½ <�c_�3�1�Q F"2#7D=9����W ����3S*�&����"��6:=@B"��6CJ�mcW#6"?,P#6@���#*�7$ �&U]:1�!��D�"2�1�)��:]:1�6S*"��6��S*�1�6�H�2���6���
D��&"��'(6�% F�!(6�Y�6��D�c_�M�2 ��% F�3 F�=�Y�2 F"29��& �9�"��M#6@� F�=�YS*"F�6D=�1���Q @B#6"
S*�����&"F�6:7@B9����& ��1#*���6:1�>9���D��&"`#6"
cM�' F��#*97 X�G ��� ��H�&#*���G F"F���1�Q F�&[�; �H�6:1�2#5�&�2 F�6V�:1�!���,�6�p�&bO9��!(��6:!�����&�H"2����9=:! -Vg�m cW�&���.�&9�:1�&"��Z���
�6�=D,:1�6S*"F����S*�Z���ED��&"��!(��� ��!(6����[

½ [MI � �����m F�!#*� 9 <
c_� �6�=��:!Ur ����pS6�����&"F�6:Y@B"F��CJ�mcW#*"!,r F# CJ�&�����6���!�)�6:M�GU7�G F�&CJ�J�1�Q(*#*:'(]�1��S �

�9=�1Dn�1�5�iCJ#�(]�1�=SiD�#*CJ�6�1� [ �Y��� 
�9��!D5�!�
D����2��"2�1V���D5VOUR F���-K0�)(]�1�&"G$Le] F#A,����a��bO9��% F�1#6����[!; �
D����6:
cM�! ��  ����J�G ��� ��ED��&"��'(6�% F�!(6��cM�! F� "��&�������m R F#f F�=�E:Z��S*"F�6�=S*�Z�6� 
�# c �6��Dr��� #*�7 F�1CJ�6:
�&#*�Q F"�#6:=cM�! ��J�iS*�&����"��6:���#6�2 
@B9����m F�!#*� [%; �Yh����6:!:!UH"����&#�(*��"a"2����9=:! F�a#*V7 ��6�!����Dn�1� � 9 N � 9����!��S
�&9�:1�&"��Z����D���"2�!(��� F�'(*�i�&#*�����&�= F�&[

�:�-, � � � 1������3��
 6�2 �86
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 	 13.

\��& -9��M��#*�=���1D=��"-�n\j�!�������=�! F/PV�#*9���D=��DqD�#*CJ�6�1�
M ⊂ R

d+1 = R× R
d [

ν = (νt,νx) ∈ R× R
d 8 � [ ¼ �

�2 F�6��D��M@B#*"W ����P9����' ��6"GUo��@] ���"��!#*"M��#*"2CE�6:� F#
M

D=�&h����&D �6:!CJ#6�2 3�m(*�&"2UOcM����"2�A#*�� F�=�dV�#*9��=D��6"2U
∂M

[ ; ���&���&(6��"X ����P��#*"2CE�6:;��#*C5�g#6�����Q 
νx(x,t) 6= 0

<=c_�HD=�&h����

ν = (1 + v2
ν)

−1/2(−vν ,nt)
8 � [ N �

N 9 �
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 �'� 2 � 5&	��� !	��������������

cM�! F�

nt(x) = ‖νx(x,t)‖
−1 · νx(x,t),

8 � [ ½��
vν(x,t) = −‖νx(x,t)‖

−1 · νt(x,t)
8 � [ 9 �

cM����"2�
nt ∈ R

d �2 �����D��0@B#*"- F���H�����% F�Z��:>9��=�! ���"2Uf��@] ���"��!#*"0�=#*"�CJ�6: <�����D vν ∈ R
�2 �����D��0@B#*"- F���

������ ��Z�6:;��#*"�CJ�6:;(6��:!#7�&�! U*[

A @CB 	�� � � A 	 K&DFEHG�IJE'K MON �>��� � � �������������� ;	 �������?��" �
� � ��� ���'���
Q ⊂ R

d+1 # ��� �:� �?	�5�5:�?� 	��
������5 ���������
�'��� ��� � 2 � ����"#� �������� !��	�5

[0,T ]
#�� � � 2 �� � � � �:����� 	 �������
���?� �������;��� ���'���

M ⊂ R
d+1

�L�
C1 ��5&	���� ����� 2 � 2 	�� #
���

Q = M ∩ ((0,T )× R
d)

8 � [ ���

�����

νx(x,t) 6= 0, ∀(t,x) ∈ ∂M ∩ ((0,T )× R
d)

8 � [ "��

" � �'���

Σ = ∂Q ∩ ((0,T )× R
d)

8 � [�� �

ET ����	��
���
�7�� � 2 � ����	���� �L� ������5 ���������/�'����� ���;� 2 � �$��"#�-���� ���� �
[0,T ]

�

)X���=���6<��6�q�&(6#*:197 F�1#6�����& X�)���qV��P��#*�=���1D=��"��&D �6�3 ����P9����!#*�f#6@8�2���6�&�m$  ��1C5�i���������d��"�#]D�9��m F��<
A @CB 	�� � � A 	 K&D���� �� 	�� ������5 �����������'���

Q ∈ ET # � � ��� + ��� � 2 �`� 	�" ��5�� {Ωt}0≤t≤T ∈ R
d ����� 2

� 2 	��

{t} × Ωt = Q ∩ (R× R
d)

8 � [ � �
Γt = ∂Ωt

8 � [ s��

� @'B B � K&DFEHG�IJE'K M N $32 � �'�����
Ω0

	��
�
ΩT

	� � ������� ������� 	��
� � 2 ���� ���5:�'���� �4	� � � 2 ��� �� !	���� � �����
5 ��" ���D�L�

Ωt
	��
t→ {0,T}

�

�$��� � � � , ) ,�461-7 ) %��-, 79%����
( ���&�Q F"F��:
b]9=���2 ��1#*� cM����� D��)��:1�1�=SocM�! F� C5#�(7�!��SfD�#*CJ�6�1�=��:1�!���i�1�. ������!"d���6"F�6C5�& �"��!/)�� ��1#*� [

�0��������D=�1��SJ#*�� F���P��@7�����m F��Dp"���S69�:Z�6"2�! UE#6@8�' F�YD=U]����CJ�!�6<��6�q�&(6#*:197 F�1#6�q�2�& -�)���,V��P��#*���2�1D��&"��&D
�6�i F�����&:1��C5���Q P#6@` F�=�5C5�& �"��!�A����������@B#*"�C5��D.VQU  ����n���m F�P�1�

R
d+1 � " � <��6�i F�����!CE��S*�A#6@_�oh�@

D�#*CJ�6�1� VQU �oD��!kg��#*C5#*"2�����1�dCJ�6�����!��S � ½!" � #*"i�6�0 ������1CJ�6S*�d#6@_�Eh�@7��D D�#6CE�6�!�, ���"�#*9=S*�. F���

�#�c �6���2#7�&�Z�� ���DJ �#A�dS*�!(6���J(6���m F#*"Wh���:1D � ½!" � []I �J F���!�_�2���& ��1#*�;<Oc_�0�2���6:!:�#6��:!UnD����6:�cM�! ��J F�=�0:Z���2 
 cW#J����#*�1�&���&[

�

�0�!kg��#6CJ#*"2�����!����#*"2�1/�#6�O F�6:; �"F�6���G@B#*"�CJ�� ��1#*����0
\��& n9��n��#6�����!D���"

Ω0 ⊂ R
d cM�' F� V�#*9���D��6"2U

Γ0

�6�=D �  ��1C5�E�1�Q ���"2(��6:
(0,T )

<� F���&� �' A�1�

N 9 "




Q���]� � ����5 ���$�������'�����

��#*���2�1V�:!�Y F#dD����2��"��!Vg�M���6���o�&(6#*:197 F�1#6�5�2�& ` F����� ,O�` �#RD��'k;�&#*CJ#6"������!��C5� D��mh�����DJ#*�
[0,T ]×

Ω0

<
� � A � A 
 � � � A 	 K&DFEHG�IJE'K M N � �� F������ !� ������5 ���������;�'���

Q =
⋃

0<t<T

{t} × Ωt
# � 2 �� �6� � �:���G� 	

��� � ����"#�� <� 2 �:��"
θ̂t

�L� ��5&	����
C1 ����� 2 � 2 	�� � 2 �a�7��5�5:� � ����� 	�� �
5 ���?	����������

R × R
d −→ Q

(t , Ω0) 7→ (t,Ωt = θ̂t(Ω0))

8 � [ ¼#$��

R × R
d −→ Σ

(t , Γ0) 7→ (t,Γt = θ̂t(Γ0))

8 � [ ¼C¼ �
	� �
C1−

��� � ���� �"#��� 2 �:��" ���
� @'B � � � K&DFE ���i� 	�����# � 2 � "6	�� �
�����

θ̂t
�:� � ����5&�3�� ��" � 2 �-����� � 5:�?����� �L� ���G� �$ !	���� ���/� 2 �

�������
� 	� !�
Γ0
� ���
�����?�,#���� �?	�� ��� �
 � �����6� 2 	��>� 2 �� � � � �:����� θ̂s

t

	
C1−

��� � ����"#�� <� 2 �:��" ��� � 2
� 2 	��

Γt = θ̂s
t (Γ0)

	��
� � 2 �:� 	�� �
5 ���?	��$�������?	�� ��� 	� � ���$ !	� !� � � �����
���?� ����������� Ω0
� �)�������%# � �

2 	����
{

θ̂t(x) = θ̂s
t (x), x ∈ Γ0

θ̂t(x) = Ext(θ̂s
t )(x), x ∈ Ω0

8 � [ ¼ N �
� 2 �� � Ext : Γ0 → Ω0

����	��
���a�7�� 	�� 	� � ���� !	� !� � � ������������� ������ !	�� �� �L� ��5&	����
C1 �

� @'B � � � K&D�� " � � ��5�5 �L������� "6	%� � � �'� �L� � 2 � ������	��$�����
θ̂
�7�� � 2 � 2 �� ��&%�������	�53�$ !	����B�7�� ��

"6	��������
(t,θ̂)

	��
�
θ̂−1 �7�� (t,θ̂−1)

�

�

� :!#�c #6@�(*�&�& �#*"Yh���:!D��30
\��& -9��MD��mh����P F���i@B#*:!:1#�cM�1�=SH F"��6���G@B#*"�CJ�� F�!#*�������6����<

Θ =
{

θ ∈ C1(Rd × [0,T ]), Ωt = θ(Ω0), t ∈ [0,T ]
} 8 � [ ¼+½��

� #*"M F#*��#*:!#*S*�1���6:j�6��Dp�2 F"29��& �9�"F��:8"����6��#6����<g�! X�)�6�.V��R�!�O ���"2���2 ��1��SJ F#o�!�O �"�#]D�9��&�H F�=�R@B#*:1:!#�$
cM�!��S�(*���m F#*"Yh��&:1D <

V = (∂tθ̂t) ◦ θ̂
−1
t

8 � [ ¼ 9 �
; �P��#*���2�1D��&"Y F���P#*�����f��9=V����m 

D ⊂ R
d �6��D� F�=�d�2���6�&�H#6@�(*�&�& �#*"-h���:1D=��<

V =
{

V ∈ C0([0,T ]; C1(D; Rd), 〈V,νD〉 = 0,
�29�"

∂D
} 8 � [ ¼ � �

�Y���&� <=�' W�!�_��#*�2���1V=:1�M F#AD��mh����0 ����0CJ�6���=�1��S
θ̂(V )

�6���2#7�&�Z�� ���DE �#H F�=�0(*�&�& F#6"_h��&:1D
V ∈ V�6�Y ����P9����1bO9��P�2#*:19= ��1#*���!�

C1([0,T ]; C1(D; Rd))
#6@� F���i@B#*:!:1#�cM�1��S%
�#�c ��"2#*V�:1�&C,<

{

∂tθ̂(x,t) = V (θ̂(x,t),t), (x,t) ∈ D × (0,T )

θ̂(x,t = 0) = x, x ∈ D

8 � [ ¼#"��
� @'B � � � K&D<; $32 ���
 ���'����� � ���C������" �?	�� ��� �  ����$�����;��� � 2 �a�7��5�5:� � �����6"6	������� #

{

˙̂
θ(t) = V (t) ◦ θ̂(t), t ∈ (0,T )

θ̂|t=0 = I ,

8 � [ ¼ � �

N 9 �



� 2 	��
���$ � 
Q� � ������ ���5:�)�����
	�" ��� � � ����� ��� � 	����������)����	 	��'���� ��	� � ��� ����
 	�� �
 �'� 2 � 5&	��� !	��������������

� � A � A 
 � � � A 	 K�D�� G�IJE<K MON � �� ������ !� ������5 ���$����� �'���
Q =

⋃

0<t<T

{t} × Ωt
� ��� 2 Q ⊂

(0,T )×D
# � 2 �� � � � �:�����)	 �������� !	�� �� (���������� +���5&� V ∈ V ����� 2 � 2 	���#

Ωt = θ̂t(Ω0), ∀ t ∈ [0,T ]

� @'B � � � K�D C ��� � 2 � �?	��'� �L� ) � � +���5&� ��	� !	�"#�� ��&%'	�������� # � 2 �a�7��5�5:� � �����6������������� � 2 ��5&���%#

vν = V · nt

8 � [ ¼ � �
�����?	��������
 � ����� � 2 	�� � 2 � )D� � ��� �
	�" ��� �:� ����5�� �
 ���'�� ��$���?��� �F� 2 � 5&	����`� � 	��������$� ���/� 2 � �'�����'�
� 2 	�� � � � � � 2 �'�'�'� � � � ������� �� +���5&��� V1,V2 ∈ V

����� 2 � 2 	�� #

V1 · nt = V2 · nt

� 2 ���
θ̂t(V1)(Ω0) = θ̂t(V2)(Ω0)

�

����� � 
�7�� 2 6�25
�6�� ����� � � � 7 
�7 1 � 6���6 ��6���
�� ����25
:��� � � � 2 �8�8���/0 7 	
���3�?
�6

I �? F���!�n�����m F�!#*� <
cW�fc_#*9�:1D :1� ,6�o F# ����"2@B#6"�C � ���&�����' F�!(]�' U?�6���6:'U]���1��cM�' F� "����2�g�&�& J F#  F���
�����6���n#6@_�1�Q F�&S*"F�6:!��D��mh�����D #*� �&(6#*:19= ��1#*� �2�& F�

Q ∈ ET cM�' F�
Q ⊂ D × (0,T )

[ �Y���1�d�6����:!U]���!�
cM�1:1:;Vg�i����"G@B#*"�C5��Df9��2�1��Sn F���d\j�6S*"��6��S*�1�6�o��#6"��1/&#*�Q ��6:;CE�6�=���1��S

(t,θ̂)
[

�$�@����� � , 798(1�46, 79%&�-,�# .91-7079%&�	�

� �����&"F�6:!:!UJ�����)��,O�!��S�<�c_�Pc_#*9�:!D,:!�:,��0 F#5��#*:'(*�i F�=�P@B#6:1:1#�cM�!��SR��"2#*V�:!��Cq<

min
Q∈A

J(Q)
8 � [ ¼�s��

cM�! F�

A ≡
{

Q ∈ ET , Q ⊂ D
} 8 � [ N $��

�6��D

J : A −→ R

Q 7→ J(Q)

8 � [ N ¼��
I � #*"2D���"� �#ocW#6"?,pcM�' F�.�2 F�6��D���"�D D��!kg��"2���Q F�1�6:8���6:1�&9�:19=��<;c_�nD��&h��=�n ����A@B9����m F�!#*���6:

j = J ◦ θt��9����q F���� �<

j : Θad −→ R

θ̂ 7→ j(θ̂) = J(Qθ̂)

8 � [ N*N �

cM�! F�
Qθ̂ =

⋃

0<t<T

({t} × Ωt) = (t,θ̂)(Q0)
[

�Y����� <�D��&"��'(6�% F�!(6���M�1�o ����P���&�����H#6@ ���  ��)�69�@o#*" � "��&�����& X��#*9=:1DfCE� ,6�P���&�����P@B#*"
j(θ̂)

[

N 9 �




Q���O� � 2 	���� �'����������� �'���$�#	��
	�5��'���:� � �������#���������$���$� ���� ����� ��	����������

� ������� � #&1�4613� 79.���� . 8(, /21 �-,�#&� 
*# 
*.
�X�2�1��S���@7 ������2�1#*�q#6@���:1�6���2�1���6:g�&:1�&CJ�&�O ��Y#6@��&U]:1�!��D�"2�1�)��:g�2���6���i�)�6:!��9�:!9��39��2�1��SA ����i�g�&"2 �9�"�V�� $

 F�!#*�E#�@j�1D��&�O ��! U 8 � ¼ N 9 � < � ¼C¼ 9 � < � ¼ 9 � � � <7�' W�!�W��#*���2�1V�:!�- �#AD��mh�����D��&"��'(6�% F�1#6�J�&#*�����&�= F�Y#�@�@B9����& ��1#*�=�
D��mh�����D,�1�

Qθ̂

#*"
Σθ̂

cM�! ��f"����2�g�&�& - F#
θ̂
[

K&D<;�D��&DFE A @�� � = � � � A 	 A 	 B A = �
	�� �8A�B � � 	 �
	 �#@ � � � �


I �p F�=�1�M���6"��6S*"F����� <�cW�R�6"��d�1�Q ���"��&�2 ���D �!�q ����HD=�!kg��"��&�Q F�Z��V��1:!�! UJ��"�#*����"G F�!���-#6@
�1�Q ���S*"��6:1�MD�� $

h����&D,#6�q ����P��#*�7$ �&U]:1�!��D�"��!�)�6:g���m 
Qθ̂

<

J1(Qθ̂) =

∫

Q
θ̂

f(Qθ̂)dQθ̂

8 � [ N ½��
; �P�6"��� �"2U]�1��SA �#n�����6"F���& F�&"��!/��� F�=�P(��6"2�Z�� ��1#*�=�W#6@

J1(Qθ̂)
cM�! F�f"2���������m M F#

θ̂
[ ; �i�����6:1: �G ��� ��P�

D��'k;�&"����Q ��Z�6V��!:1�' UJ"2���29�:! Y ����� M9��2���M F���P��#6 ��1#*�f#6@>��#*�]$ �&U]:!�1��D�"2�1���6:;CJ�� F�&"��1�6:gD=��"��'(��� F�'(*�6<
A @CB 	 � � � A 	 K&D<;�� ���������$�����

f(θ̂) ∈ H(Qθ̂)
	 ��" ���G� 	 �������?����5 ���
�� ����?	�5 "6	�� �� ���	�54���� �� ��	���� ���

ḟ(θ̂) · δθ
��� + ���?�F� ���� 

Qθ̂

	��
���������
θ̂ ∈ Θad

��� � 2 � ���� �����������
δθ̂

def
= δθ ◦ θ̂ ∈ Θ

# � �D� 2 ���7��5�5:� � �����
����" ���'�'�?�M��������������� #

f ρ : [0,ρ0[ → H(Qθ̂)

ρ 7→ f((I+ρδθ) ◦ θ̂) ◦ (I+ρδθ)

�:� ��� � �� �����$��	 � 5:� 	��>���������
ρ = 0

#4	Q���
(x,t) ∈ Qθ̂

	��
�
ḟ(θ̂) · δθ = d

dρ
f ρ
∣

∣

∣

ρ=0

�
�X�=D���" "2��S*9=:Z�6"2�! UP��#6��D��! ��1#*�=��< �! >�1���g#6�����!V�:1�a F#0D��&h��=�Y�0D��'k;�&"����Q 8D���"2�!(��� F�'(*�` F���� >cM�1:!:QVg�_9����m@B9�:
�1�� ����P��#*�Q F��@] 0#6@>��9=:1��"2�Z�6���G ��� ��P��bO9��� ��1#*���&[
A @CB 	 � � � A 	 K&D C � ���������������

f(θ̂) ∈ H(D)
	 ��" ���G� 	 �������?����5 ���
�� ����?	�5�� 2 	���� ���� �� ��	��$� ���

f ′(θ̂) ·

δθ
��� + ���?� � ���� 

Qθ̂

	�� ���������
θ̂ ∈ Θad

��� � 2 � ���� �����$�����
δθ̂

def
= δθ ◦ θ̂ ∈ Θ

#1� �6� 2 �-�7��5�5:� � �����
����" ���'�'�?�M��������������� #

fρ : [0,ρ0[ → H(D)

ρ 7→ f((I+ρδθ) ◦ θ̂)
�:� ��� � �� �����$��	 � 5:� 	��>���������

ρ = 0
#4	Q���

(x,t) ∈ Qθ̂

	��
�
f ′(θ̂) · δθ = d

dρ
fρ

∣

∣

∣

ρ=0

�

� @'B � � � K&D K ���-�?	�� �����
 � ����� � 2 	��4� 2 �
�7��5�5:� � ����� ������������� � 2 ��5&���%#

ḟ(θ̂) · δθ = f ′(θ̂) · δθ +∇f(θ̂) · δθ
8 � [ N 9 �

; �i�)�6�f��#�c �2 ��% F�� F�=�iD��!kg��"2���Q F�1�6V��1:!�! Un��"2#*����"2 ��1�&�Y#6@���#*�7$ �&U]:1�!��D�"��!�)�6:��1�Q ���S*"��6:1�`cM�! F��"2���2�g�&�& 
 F#� ������!"YCJ#�(]�1��Sn�29�����#*"2 ���<
=?>�@*A � @'B K&DFE � �� �	 �������
���?� "#�?	����� !	 � 5:�D����"6	����

Ω0
� ��� 2 �������
� 	� !� Γ0

# 5:���>� �D	�������"#�4� 2 	��
�7�� )	�� � ���� ������������

δθ̂
def
= δθ ◦ θ̂ ∈ Θ

� 2 �a�7��5�5:� � ����� 2 ������� 2 �����:� 2 ��5&���%#
���
f(θ̂)

	 ��" ���G� 	 �������?��� 5 ���
�� ����?	�5-"6	����� ���	�51���� �� ��	���� ���
ḟ(θ̂) · δθ

� 2 ���
J1(.)

�:���������?	�� �
��� � �� ��������	 � 5:� 	�� ���������

θ̂ ∈ Θad
	��
�)����� ���� �� ��	��$� �����:� ��� ����� � � � 2 � �7��5�5:� � ����� � � �
 ����������� #

d

dθ̂
J1(θ̂) · δθ =

∫

Q
θ̂

[

ḟ(θ̂) · δθ + f(θ̂) div δθ
]

dQθ̂

8 � [ N � �

� ��� 2 �� �"#�� �%# � �

N 9 s



� 2 	��
���$ � 
Q� � ������ ���5:�)�����
	�" ��� � � ����� ��� � 	����������)����	 	��'���� ��	� � ��� ����
 	�� �
 �'� 2 � 5&	��� !	��������������

�����
f(θ̂)

	 ��" �����)	#�������?����5 ���
�� ����?	�5
� 2 	����)���� �� ��	���� ���
f ′(θ̂) · δθ ∈ H(Qθ̂)

# � 2 ���

d

dθ̂
J1(θ̂) · δθ =

∫

Q
θ̂

[

f ′(θ̂) · δθ + div(f(θ̂) δθ)
]

dQθ̂

8 � [ N "��

� �� �� 2 �� �"#�� �%# � �
Q0

�:� 	�� �������
����"6	���� � ��� 2 	 � � ���'� 2 ���:% ��	�� �������
� 	� ��
Σ0
# � 2 ���

d

dθ̂
J1(θ̂) · δθ =

∫

Q
θ̂

f ′(θ̂) · δθdQθ̂ +

∫

Σ
θ̂

f(θ̂)〈δθ,ν〉dΣθ̂

8 � [ N � �

� @'B � � � K�D � � �������%# � �#���?	�5 � ��� 2
2 �� ��&%�������	�5 �� !	����B�7�� �"6	���������� �L�F� 2 �#�$�����
(t,θ̂)

# ���1"#�?	����
� 2 	��>���� ����� ��	����������)	� � �L� � 2 � � �����

(0,δθ̂)
# � 2 ���

〈δθ,ν〉 = (1 + v2
ν)

−1/2 (〈0,− vν〉+ 〈δθ,nt〉)

� �������#� 2 	��
dΣθ̂ = (1 + v2

ν)
1/2dt dΓθ̂

# � � �����

∫

Σ
θ̂

f(θ̂)〈δθ,ν〉dΣθ̂ =

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

f(θ̂)〈δθ,nθ̂〉dΓθ̂ dt
8 � [ N � �

K�D<;&D��&D � A @�� � = � � � A 	 A 	 B A9= � 	 � E A � 	 � � � 
 �
	 �#@ � � � �


I  M�!�M�6:1�2#5��#*�2���1V=:1�� F#n�&�2 ���V�:1�!���q�����1C5�1:1�6"W"2���29�:! Y@B#*"Y�!�Q F��S6"F�6:!�3#�(*��"-C5# (]�!��S�Vg#69���D��6"2�1�&��<

J2(Σθ̂) =

∫

Σ
θ̂

g(Σθ̂)dΣθ̂

8 � [ N s��

� #6"3 F���� M�=9�"���#*����<�cW�P���&��D, �#nD��&h��=�d ����P��#*�7$ �&U]:1�!��D�"��!�)�6:� ��6�=S*���Q F�1�6:;CJ�� ���"��1�6:;D=��"��'(��� F�'(*�6<
A @CB 	�� � � A 	 K&D K�� ���������$�����

g(θ̂) ∈ H(Σθ̂)
	 ��" ���G�/	 �������?��� 5 ���
�� ����?	�54"6	����� ���	�5D���� �� ��	��$� ���

ġ(θ̂) · δθ
	������������

θ̂ ∈ Θad
��� � 2 �/���� �����������

δθ̂
def
= δθ ◦ θ̂ ∈ Θ

� � � 2 �i�7��5�5:� � ����� ����" ���'�'�?�
��������������� #

gρ : [0,ρ0] → H(Σθ̂)

ρ 7→ g((I+ρδθ) ◦ θ̂) ◦ (I+ρδθ)

�:� ��� � �� ���������	 � 5:� 	�� ���������
ρ = 0

# 	Q���
(t,x) ∈ Σθ̂

	��
�
ġ(θ̂) · δθ = d

dρ
gρ
∣

∣

∣

ρ=0

�
�X��D��&" "��&S*9�:1�6"��' UP��#*��D=�! F�!#*���&<%�' 8�!�8��#*���2�1V�:!�` �#�D��mh����Y�0D=�!kg��"��&�Q D��&"��!(��� ��!(6�` ����� 8cM�!:1:OV��W9��2�&@B9�:
�1�� F���P�&#*�Q F��@] X#6@>��9�:!��"��1�6���2 F�� F�P�&b]9��� F�!#*����[
A @CB 	�� � � A 	 K&D ��� ���������$�����

g(θ̂) ∈ H(Σθ̂)
	 ��" ���G� 	)�������?��� 5 ���
�� ����?	�5 � 2 	���� ���� �� ��	��$� ���

g′(θ̂) ·

δθ
��� + ���?� � ���� 

Σθ̂

	�� ���������
θ̂ ∈ Θad

��� � 2 � ���� �����$�����
δθ̂

def
= δθ ◦ θ ∈ Θ

#1� � � 2 �-�7��5�5:� � �����
����" ���'�'�?�-��������������� #

gρ : [0,ρ0[ → H(D)

ρ 7→ g((I+ρδθ̂) ◦ θ) ◦ p

�:� ��� � �� ��������	 � 5:�)	�� ���������
ρ = 0

#4	Q���
(x,t) ∈ Qθ̂

	��
�
g′(θ̂) · δ = d

dρ
gρ

∣

∣

∣

ρ=0

� �)�� �
p
����	��
���a�7�� 

� 2 �-�
 � '7����������� "6	�� �
����� ���
Γθ̂

� � ��� � �6�

N �%$




Q���O� � 2 	���� �'����������� �'���$�#	��
	�5��'���:� � �������#���������$���$� ���� ����� ��	����������

� @'B � � � K&D�� ���-�?	�� �����
 � ����� � 2 	��4� 2 �
�7��5�5:� � ����� ������������� � 2 ��5&���%#

ġ(θ̂) · δθ = g′(θ̂) · δθ +∇Γ g(θ̂) · δθ
8 � [ ½%$��

�Y���&���d��#*���&���= ��0��"��P�1�Q(*#6:!(*�&D,�!�� F���PD��'k;�&"����Q ��Z�6V��!:1�' Un��"�#*����"G Uf#6@>Vg#*9=��D��6"GU��1�Q F�&S*"F��:1��<
=?>�@*A � @'B K&D���� �� �	 �������
���?� "#�?	����� !	 � 5:�D����"6	����

Ω0
� ��� 2 �������
� 	� !� Γ0

# 5:���>� �D	�������"#�4� 2 	��
�7�� )	�� � ���� ������������

δθ̂
def
= δθ ◦ θ̂ ∈ Θ

� 2 �a�7��5�5:� � ����� 2 ������� 2 �����:� 2 ��5&���%#
���
g(θ̂)

	 ��" ����� 	 �������?����5 ���
�� ����?	�5D"6	�� �� ���	�5 ���� �� ��	���� ���
ġ(θ̂) · δθ

� 2 ���
J2(.)

�:� �������?	�� �
��� � �� ��������	 � 5:� 	�� ���������

θ̂ ∈ Θad
	��
�)����� ���� �� ��	��$� �����:� ��� ����� � � � 2 � �7��5�5:� � ����� � � �
 ����������� #

d

dθ̂
J2(θ̂) · δθ =

∫

Σ
θ̂

[

ġ(θ̂) · δθ + g(θ̂) divΓ δθ
]

dΣθ̂

8 � [ ½ ¼ �
	��
� � � #

�����
g(θ̂)

	 ��" ���G�)	#�������?����5 ���
�� ����?	�5
� 2 	����)���� �� ��	���� ��� #
g′(θ̂) · δθ

# � 2 ���

d

dθ̂
J2(θ̂) · δθ =

∫

Σ
θ̂

[

g′(θ̂) · δθ +H g(θ̂)〈δθ,ν〉
]

dΣθ̂

8 � [ ½ N �
� �� �� 2 �� �"#�� ��%# � �

g(θ̂) = g̃(θ̂)|Σ
θ̂

� ��� 2 g̃ ∈ H(Qθ̂)
# � 2 ���

d

dθ̂
J2(θ̂) · δθ =

∫

Σ
θ̂

[

g̃′(θ̂) · δθ + (∇Γ g̃(V ) · nθ̂ +H g(θ̂)) 〈δθ,ν〉
]

dΣθ̂

8 � [ ½C½��
� @'B � � � K&D���� �������/� 2 �Y� 	���� � 2 	�� � 2 �F�$ !	����B�7�� �"6	����������

θ̂
���

Qθ̂

	� � 2 �� ��&%�������	�5�#-����� �L�F� 2 �
�$�����

(t,θ̂)
���

(0,T )× Ω0
# � � �����

d

dθ̂
J2(θ̂) · δθ =

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

[

g′(θ̂) · δθ(1 + v2
ν)

1/2 +H g(θ̂)〈δθ,nt〉
]

dt dΓθ̂

8 � [ ½ 9 �

K&D<;�D��&D<; � 	 � ����A �
	 � � ��@ 	 � � � 

I �  ����f"���CJ�6�!���1��Sp���6"2 5#6@X F���!�n�6"2 ��1�&:1�6<>cW�fcM�1:!:_ F"GU  F# #*V= F�6�1�  ����f�2 F"29��& �9�"��q#6@0���&(6��"��6:

@B9����m F�!#*���6:!�0cM�! ��."����2�g�&�& P F#� ����n\j�6S*"F����S*�Z��� CE�������1�=S
θ̂
[&��#o F���!�i����D;< cW��cM�1:!:>�=����D  F#f9��2�

 F�=�P@B#6:1:1#�cM�!��SR@B9���D��6CJ�&�Q ��6: �!�Q F��S6"F�� ��1#*��VQU�����"2 F�Y@B#*"2CA9�:1�=<
=?>�@*A � @'B K&D<;�� �� 	�� �

E ∈ L2(Σθ̂)
	��
�

δθ̂
def
= δθ ◦ θ̂ ∈ Θ

# � 2 �a�7��5�5:� � �����F���������$���$� 2 ��5&���%#

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

E∂t(δθ ◦ θ̂) ◦ θ̂
−1 =

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

[−∂tE − (divΓ Vθ̂)E − DE · Vθ̂] · δθ
8 � [ ½!���

� ��� 2 Vθ̂ = (∂tθ̂) ◦ θ̂−1 �
� � A A
	 � ; �ih�"��G -�����&Dq �#5�="�#�(*�P F���i@B#*:!:1#�cM�1�=SA:1�&CJCJ�=<
� @<B B � K�D��

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

∂tf · g =

[

∫

Γ
θ̂
(τ)

f · g

]T

0

−

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

[f · ∂tg +H(f · g) (Vθ̂ · nθ̂)

+∇(f · g) · nθ̂ (Vθ̂ · nθ̂)]
8 � [ ½!"��
N �.¼



� 2 	��
���$ � 
Q� � ������ ���5:�)�����
	�" ��� � � ����� ��� � 	����������)����	 	��'���� ��	� � ��� ����
 	�� �
 �'� 2 � 5&	��� !	��������������

� � A&A 	 � �X�2�1��Sn�&:Z�6�2���1���6: �!�O ���S*"��6: D��&"��'(6�% F�!(6���3@B#*"2CA9�:1�6��<=c_�PS*�& �<
∫ T

0

∂t

(

∫

Γ
θ̂

f · g

)

=

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

[

(f · g)′Γ
θ̂
+H(f · g) (Vθ̂ · nθ̂)

]

=

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

[

∂t(f · g)|Γ
θ̂
+∇(f · g) · nθ̂ +H(f · g) (Vθ̂ · nθ̂)

]

=

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

[∂tf · g + f · ∂tg +∇(f · g) · nθ̂ +H(f · g) (Vθ̂ · nθ̂)]

2I �r#*"�D=��"P F#q9����5 F���!�H:!��C5CE�=<�cW�J�����&D  F#,CJ#]D��'@ Up F�=�J��@=�="����2���!#*�r#6@
E∂t(δθ ◦ θ̂) ◦ θ̂−1 [ � #*"

 F���� -��9="���#*����<�cW�d9����i ����i@B#*:1:!# cM�!��SA�!D����Q F�' F�!����<
� @'B B � K&D<;

(∂th) ◦ θ̂
−1 = ∂t(h ◦ θ̂

−1)− (Dh) ◦ θ̂−1∂t(θ̂
−1)

8 � [ ½ � �

∂t(θ̂
−1) = −D(θ̂−1) · Vθ̂

8 � [ ½ � �

(∂th) ◦ θ̂
−1 = ∂t(h ◦ θ̂

−1) + D(h ◦ θ̂−1) · Vθ̂

8 � [ ½*s��
; �d�6���=:!Uo ����P:Z�6�G Y�1D��&�Q F�! UEcM�! F�

h = δθ ◦ θ̂
�6��DfcW�P#*V7 ��6�!�

∂t(δθ ◦ θ̂) ◦ θ̂
−1 = ∂tδθ + D δθ · Vθ̂

8 � [ 9 $��
�Y���1�-�6:!:1#�cM�Y9��Y F#n�2 F�� F�i ����i@B#*:1:!# cM�!��S�<

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

E∂t(δθ ◦ θ̂) ◦ θ̂
−1 =

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

E · (∂tδθ) +

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

E · (D δθ · Vθ̂)
8 � [ 9 ¼��

�X���!��S5:1��C5CJ� 8 � [ N � cM�' F�
f = δθ

�6��D
g = E

<=c_�H#6V= ��6�!�

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

E · (∂tδθ) =

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

[−δθ · ∂tE −∇(E · δθ) · nθ̂ (Vθ̂ · nθ̂)−H(E · δθ) (Vθ̂ · nθ̂)]

8 � [ 9 N �
� #6"3 F���P���&��#*�=Dp"��!S*�Q M���6��Df�2�1D��ic_�H���&��Df F#n���G ��6V=:1�1�2�� F���i@B#*:!:1#�cM�1��SR:1��C5CJ�=<
� @'B B � K&D C

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

E · (D δθ · Vθ̂) =

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

[−δθ · (DE · Vθ̂)− (divΓ Vθ̂) δθ ·E

+∇(E · δθ) · nθ̂ (Vθ̂ · nθ̂) +H (E · δθ) (Vθ̂ · nθ̂)]
8 � [ 9 ½��

� #*CAV��!���1��SA ������2�d c_#5�1D��&�O ��! ��1���&<=c_�d#6V= ��6�!�� F���P��@7�����m F��D,"��&��9�:' )[
2

N � N




Q���O� � 2 	���� �'����������� �'���$�#	��
	�5��'���:� � �������#���������$���$� ���� ����� ��	����������

� �����@� � �*� ���(.C7 ) ,�%&� 7 � ����� � !$#&%&�('�) %&�-,�#
. 8(, / 1 � /*79%�46%��-, 79% ���
; �ic_#*9�:!D,:!�:,6�� �#nCJ�!���1C5�1/&�X#�(*�&"

θ ∈ Θad

 ����i@B#*:1:!# cM�!��SR@B9��=�& F�!#*���6: <

j(θ̂) =

∫

Q
θ̂

F (θ̂,y(θ̂))dxdt+

∫

Σ
θ̂

S(θ̂,y(θ̂))dΣθ̂

8 � [ 9A9 �

cM�! ��
Qθ̂ =

⋃

0<t<T

({t}× θ̂(Ω0))
�6��D

y(θ̂) ∈ H(Qθ̂)
[ �X���!��S� F�=�-�2���6���YD���"2�!(��� ��!(*�W�)�6:!��9�:!9��  F#]#*:1�

�1�Q �"�#]D�9����&D �1�f F�=�R��"2�&(]�1#*9=�0���&�& ��1#*� <��! -�!�X��#*���2�1V�:!�d �#E#*V7 ��6�!�q ����RD��&"��'(6�% F�!(6�dcM�' F�,"����2�g�&�& � �#
θ̂
#6@� F���i@B9����m F�!#*���6:

j(θ̂)
<

� � A � A 
 � � � A 	 K&D<; �+��� � �)	�������"#� � 2 	����7�� 
θ̂ ∈ Θad

	��
�-�7�� 	�� � ���� �����$�����
δθ̂

def
= δθ ◦ θ̂ ∈ Θ

#
�Q�
y(θ̂)

	 ��" �����)	#"6	����� ���	�5>���� �� ��	��$� ���
ẏ(θ̂) · δθ ∈ H(Qθ̂)

#
�]�)� 2 �-��	� ��$��	�5>���� �� ��	���� ���

y
′

(θ̂)δθ = ẏ(θ̂) · δθ −∇y(θ̂) · δθ
� � �:���G� ��� H(Qθ̂)

#
�O�
τ 7→ j((I +τδθ) ◦ θ̂)

�:� ��� � �� ���������	 � 5:� 	��
τ = 0

#
� 2 ���

j(.)
�:� ��� � �� ��������	 � 5:� 	�� ���������

θ̂
	��
� � 2 �� � � � �:����� 	F���:���$ ��$� ���$����� G(θ̂) ∈ L2(0,T ; D

′

(Rd))
� ��� 2 ���C� ���� �� ����������� Qθ̂

��� � 2 � 2 	���#

d

dθ̂
j(θ̂) · δθ =

∫ T

0

〈G(θ̂),δθ〉D′
, Ddt

8 � [ 9 ���

� �� �� 2 �� �"#�� �
G(θ̂)

	 ��" ����� � 2 � � � �M�7��5�5:� � �����F ���
 ����'������	�������� #
� � ������� "6	����� ���	�5+���� �� ��	���� ���%#

〈G(θ̂),δθ〉 =

∫

Q
θ̂

[

Ḟ (θ̂,y(θ̂))δθ +∇yF (θ̂,y(θ̂)) · ẏ(θ̂)δθ + F (θ̂,y(θ̂)) · div δθ
]

dQθ̂

+

∫

Σ
θ̂

[

Ṡ(θ̂,y(θ̂))δθ +∇yS(θ̂,y(θ̂)) · ẏ(θ̂)δθ + S(θ̂,y(θ̂)) · divΓ δθ
]

dΣθ̂

8 � [ 9 "��

� � �������F� 2 	�������	� �����	�5+���� �� ��	���� ���%#

〈G(θ̂),δθ̂〉 =

∫

Q
θ̂

[

F ′(θ̂,y(θ̂))δθ +∇yF (θ̂,y(θ̂)) · y′(θ̂) · δθ
]

dQθ̂

+

∫

Σ
θ̂

[

S ′(θ̂,y(θ̂)) · δθ +∇yS(θ̂,y(θ̂)) · y′(θ̂)δθ
]

dΣθ̂

+

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

[

F (θ̂,y(θ̂)) + ∂nS(θ̂,y(θ̂)) +∇yS(θ̂,y(θ̂))∂ny(θ̂)

+HS(θ̂,y(θ̂))
]

〈δθ,nθ̂〉 dt dΓθ̂

8 � [ 9 � �

� � @ �3=�@ � ; �P�g�&"2@B#*"2C  F�=�d���6C5�d�G F�&���0���-�!� � ¼ 9 � � �6�=Dqc_�H9=���i F���P��#6�7$ �mU7:!�1��D="��1���6:;���6:1�&9�:19=�
�1�Q �"�#]D�9����&D,�="��&(]�!#*9���:'U*[
2

N �3½



� 2 	��
���$ � 
Q� � ������ ���5:�)�����
	�" ��� � � ����� ��� � 	����������)����	 	��'���� ��	� � ��� ����
 	�� �
 �'� 2 � 5&	��� !	��������������

� "2#*C ��#�cP<;:!�& -9��0�6���29�CJ�d F���% 0 F�=�H����"2 F�1�6:j�������g�HD���"2�!(��� F�'(*�
y

′

(θ̂)δθ
���j F���H9����!b]9=�R��#6:19= ��1#*�

#6@8 �����@B#*:1:!#�cM�1��SA:!�1�����6"W F�6��S*�&�O -��"2#*V�:!��Cq<

〈Ay′(θ̂) · δθ,φ〉 = L(δθ,φ), ∀ φ ∈ H(Qθ̂)
8 � [ 9 � �

cM�! F�
A ∈ L(H(Qθ̂,H(Qθ̂)

∗)
����D

L(δθ,.) ∈ H(Qθ̂)
∗ [ ; �PD��&h����d ����P��:!��C5���Q 

p(θ̂) ∈ H(Qθ̂)
∗

�6�Y F���P��#6:19= ��1#*��#6@� F�=�P@B#6:1:1#�cM�!��S��6D�=2#6�1�Q Y��"2#*V�:1�&C,<

〈A∗p,ψ〉 =

∫

Q
θ̂

[

∇yF (θ̂,y(θ̂)) · ψ
]

dQθ̂ +

∫

Σ
θ̂

[

∇yS(θ̂,y(θ̂)) · ψ
]

dΣθ̂, ∀ψ ∈ H(Qθ̂)

8 � [ 9 s��

; �i F�=���p9=���i F���i@B#*:!:1#�cM�1�=SA�1D��&�Q F�! U

〈A∗p(θ̂),y′(θ̂) · δθ〉 = 〈Ay′(θ̂) · δθ,p(θ̂)〉 = L(δθ,p(θ̂))
8 � [ �%$��

�Y���1�-�6:!:1#�cM�Y9��M F#n��#*�=��:19=D��i F���� M ����PD���"2�!(��� F�'(*�i#6@
j(θ̂)

cM�! F�q"��&�������m X �#
θ̂
���6�Y ����d@B#6:1:1#�cM�!��S

�2 F"29��& �9�"���<

j
′

(θ̂) · δθ = L(δ,p(θ̂)) +

∫

Q
θ̂

F ′(θ̂,y(θ̂)) · δθ dQθ̂ +

∫

Σ
θ̂

F (θ̂,y(θ̂))〈δθ,nθ̂〉 dt dΓθ̂

+

∫

Σ
θ̂

[

S ′(θ̂,y(θ̂)) · δθ +
[

∂nS(θ̂,y(θ̂)) +∇yS(θ̂,y(θ̂))∂ny(θ̂) +HS(θ̂,y(θ̂))
]

〈δθ,nθ̂〉
]

dt dΓθ̂

� @'B � � � K�D L ��	� ��$������5&	� �?	��'�j

" � 	�������"#� � 2 �a�7��5�5:� � ����� 2 ������� 2 �����:�j


�Q�
L(δθ,p(θ̂)) =

∫

Σ
θ̂

`(p(θ̂)) 〈δθ,nθ̂〉 dt dΓθ̂

#

�]� ∫

Q
θ̂

F ′(θ̂,y(θ̂)) · δθ dQθ̂ = 0
#

�O� ∫

Σ
θ̂

S ′(θ̂,y(θ̂)) · δθ dΣθ̂ =

∫

Σ
θ̂

s(θ̂,y(θ̂)) 〈δθ,nθ̂〉 dt dΓθ̂

�

��� � 2 �:� �?	��'� � 2 �%�� !	 ��������� �L�
j(θ̂)

�:� ����5�� ���C� ���� ����?�;���
Γθ̂

� ��� 2 	������������$�
gθ̂

��� � 2 � 2 	��D� 2 �
�7��5�5:� � ����� ���������$���$� 2 ��5&���%#

j
′

(θ̂) · δθ =

∫ T

0

〈g(θ̂),δθ · nθ̂〉

=

∫ T

0

∫

Γ
θ̂

[

`(p(θ̂)) + s(θ̂,y(θ̂)) + ∂nS(θ̂,y(θ̂))

+∇yS(θ̂,y(θ̂))∂ny(θ̂) +HS(θ̂,y(θ̂))
]

〈δθ,nθ̂〉 dt dΓθ̂ 8 � [ �.¼��
N � 9




Q���O� � 2 	���� �'����������� �'���$�#	��
	�5��'���:� � �������#���������$���$� ���� ����� ��	����������

� ����� � � 8(, / 1 � /*79%�46%��-, 79% ��� 
(�*'(1 ) .079, 791 � ���*.07 ) ,�%&� 79.
I �R F�=�W��"2�&(]�1#*9=�>�2���& ��1#*�;<%c_�W���)(6�W���G ��6V=:1�1�2����DH@B#*"��XS*�&����"��6:]@B9=���& ��1#*����: <� ����W�G F"�9=�& F9="��W#�@��! ��

S*"��6D��1�&�Q WcM�! ��E"2���������m Y F#R ����0C5#�(]�1��SHD�#*CJ�6�1� [*�Y���!�WS*�&����"��6:g@B9=���& ��1#*����:��!�Q(*#*:'(*��D�D=�1�2 �"��!V�9= F�&D
�6��D Vg#69���D��6"GU? F��"2CJ�5�6�=D � �G ��� ��,@B9��=�& F�!#*�

y(θ̂) ∈ H(Qθ̂)
 ����� JD��������=D��E#*�  F���,CJ#�(]�1�=S

D�#*CJ�6�!�
Qθ̂

�6��D �! ������6"F��CJ�m F"��!/)�� ��1#*�
θ̂
[ �Y���!�5S6"F�6D��!���Q �cM�1:!:WV��f�1�Q(*#*:'(*�&D �!�? �����h�"��G 2$ #*"�D��&"

#*�= ��1CJ�6:1�' Un��#*�=D��! ��1#*���Y#�@> ����PCJ�!���1C5�1/��� F�!#*�J�="�#*V�:!��C @B#*"
j(θ̂)

[
I �n F���!�`���6"F�6S6"F�6���;<*cW�X�6"��M�!�O ���"2���2 ���DJVOUn#6�= F�!CJ�!/)�� ��1#*�A�="�#*V�:!��C5�
�1�Q(*#6:!(]�1��SP�G ��� ��-�&#*���G F"F���1�Q F�&[
�Y���HD����2�1S*�p(��6"2�Z�6V=:1���-�6"2�d ����A\j�6S6"F�6��S6�dCJ�6���=�1��SJ�6��D.�5�2 F�� F�P(��6"��1�6V�:1�

(θ̂,y) ∈ θ̂ad ×H(D)"��&:Z�� ���DfVQUq�6�q�6V��G F"F���& -�2 F�� F�i(��6"��1�6V�:!�

e(θ̂,y) = 0,
�!�
H(D)∗

8 � [ � N �
�Y���!�8���m � ��1��S0�6:1:!# cM�� �#��)(*#*�!DR F�=�WD��&"��!(��� ��1#*�P#6@= F���_�2 ��% F�_(��6"2�Z�6V=:1�

y(θ)
��#6:19= ��1#*�d#6@� ����_�!CJ�=:1�1�&�! 

��bO9��% F�1#6� 8 � [ � N � cM�! ��f"����2�g�&�& - F#� F�=�dCJ�6���=�1��S
θ̂ ∈ Θad

[
)X�&�����Pc_�Pc_#*9�:!D,:!�:,��� F#n��#*:'(*�i F�=�P@B#6:1:1#�cM�!��SAC5�1���!CJ�!/)�� ��1#*�n��"2#*V�:1�&C,<

min�� � (θ̂,y) ∈ θ̂ad ×H(D),

e(θ̂,y) = 0,
�1�
H(D)∗

j(θ̂,y)
8 � [ �?½��

cM�! ��

j(θ̂,y) =

∫

Q
θ̂

F (θ̂,y) dQθ̂ +

∫

Σ
θ̂

S(θ̂,y) dΣθ̂

8 � [ � 9 �

�6��D

〈e(θ̂,y),φ〉 =

∫

Q
θ̂

EΩ(θ̂,y,φ) dQθ̂ +

∫

Σ
θ̂

EΓ(θ̂,y,φ) dΣθ̂, ∀φ ∈ H(D)
8 � [ �%���

cM���&"��Ec_�o��9=���g#6���E ����� R ����o������:1�!�)�� ��1#*�=�
(.,.,φ) −→

EΩ(.,.,φ)
EΓ(.,.,φ)

��"��E:!�1�����6"P��#*�Q ��1�O9�#*9��R#*�

H(D)
[

I � #*"�D=��"� F#fD��&"��'(*�� F���Ah�"��2 G$ #*"2D���"i#6�= F�!CE�6:!�! Uf�&#*��D��' F�1#6���0@B#*"i��"2#*V�:!��C 8 � [ �3½�� <;cW�n�!�O �"�#]D�9��&�
 F�=�H\j�6S6"F�6��S6�Z�6�o@B9��=�& F�!#*���6: <

L(θ̂,y;φ) = j(θ̂,y)− 〈e(θ̂,y),φ〉H(D)∗,H(D)

8 � [ �%"��
� #*���2��bO9��&�O �:!U6<X�2#*:!(]�1�=S ��"�#*V=:1��C 8 � [ �3½�� �1����bO9��'(��6:1�&�O � �# h���D  F��� �F��D�D�:1� ��#*�1�Q 

(
¯̂
θ,ȳ,φ̄) ∈

Θad ×H(Q¯̂
θ
)×H(Q¯̂

θ
)∗
#6@� F���i@B#*:!:1#�cM�1��S �,�1�7$��p��@o��"�#*V=:1��Cq<

min
(θ̂,y) ∈ Θad ×H(D)

max
φ ∈ H(D)∗

L(θ̂,y;φ)
8 � [ � � �

� � A � A 
 � � � A 	 K&D C �+��� � � 	�������"#� � 2 �a�7��5�5:� � ����� �����������%#
�Q� �  ��� 5:��" ��
Q��
 � � 	 ��" ���G� 	 5:�'�?	�5��'��5 ���$�����

(
¯̂
θ,ȳ)

	��
� � 2 �d���������$�����
	�5
j(θ̂,y)

�:� �  ��� 2 ���
��� � �� ��������	 � 5:� ��� 	#����� � 2 ���� 2 �'� � �L�����������

(
¯̂
θ,ȳ) ∈ Θad ×H(Q¯̂

θ
)
�

N �!�



� 2 	��
���$ � 
Q� � ������ ���5:�)�����
	�" ��� � � ����� ��� � 	����������)����	 	��'���� ��	� � ��� ����
 	�� �
 �'� 2 � 5&	��� !	��������������

�]� $32 � 5:�'�?	�54�'��5 ���������
(
¯̂
θ,ȳ)

�:��	  �#����5&	� ����������# ����� � 2 	��)� 2 � 5 �����?	� ��	���������� 	�� �
5 ���?	��������

e′((
¯̂
θ,ȳ))

�:� ���� '7������� �����
$32 ��� � 2 �� � � � �:���G�#	 �3	��� !	������6" ��5 ��� �
5 ���� φ̄ ∈ H(Q¯̂

θ
)∗
# ����� 2 � 2 	�� � 2 �X�7��5�5:� � ����� +  ������?�� !���� 

���
�$��"6	�5 ���$� �����
������������� 2 ��5&�,#

e(
¯̂
θ,ȳ) = 0,

8 � [ � � �

L
′

(θ̂,y)
(
¯̂
θ,ȳ; φ̄) = 0

8 � [ �6s��

; �f�����6:1:3�=# c D���"2�!(*�� ����f��@7��:1�!���' A@B#*"�C #6@- F���f#*�= ��1CJ�6:1�' U ��#*�=D��! ��1#*���H@B#*"���"�#6V�:1�&C 8 � [ � � � [
�X���!��S5D��!kg��"2���Q F�1�6V��1:!�! Un"2����9=:! F�M#6@

j(.,.)
<= ����i@B#*:1:!# cM�!��SA�!D����Q F�' U���#6CJ�&�Y�)�6�2�1:!U6<

〈L′
y(θ̂,y;φ),δy〉 =

∫

Q
θ̂

[

∇yF (θ̂,y) · δy +∇yEΩ(θ̂,y,φ) · δy
]

dQθ̂ +

∫

Σ
θ̂

[

∇yS(θ̂,y) · δy +∇yEΓ(θ̂,y,φ) · δy
]

dΣθ̂

8 � [ "!$��

�6��D

〈L′
θ̂
,δθ̂〉 =

∫

Q
θ̂

[

F ′(θ̂,y) · δθ + E ′
Ω(θ̂,y,φ) · δθ

]

dQθ̂ +

∫

Σ
θ̂

[

S ′(θ̂,y) · δθ + E ′
Γ(θ̂,y,φ) · δθ

]

dΣθ̂

+

∫

Σ
θ̂

[

F (θ̂,y) + EΩ(y,θ̂;φ) + (H I +∂n) · (S(θ̂,y) + EΓ(θ̂,y,φ))
]

· 〈δθ,nθ̂〉 dΣθ̂

8 � [ " ¼��
(3 W�d"2��S*9=:Z�6"a��#*�1�Q 

(
¯̂
θ,ȳ)

<Q F���&"��-��@7�1�G F�W�H\j�6S*"��6��S*�MCA9=:! F�!��:1�!��"
φ̄
��#*:!9= F�!#*�n#6@  ����-@B#6:1:1#�cM�!��S

:1�1�=�)�6"W F�6��S*�&�Q 0��D�=2#*�1�Q M�&b]9��� F�!#*� <

∫

Q¯̂
θ

[

∇yF (
¯̂
θ,ȳ) · ψ +∇yEΩ(

¯̂
θ,ȳ,φ̄) · ψ

]

dQθ̂ +

∫

Σ¯̂
θ

[

∇yS(
¯̂
θ,ȳ) · ψ

+∇yEΓ(
¯̂
θ,ȳ,φ̄) · ψ

]

dΣθ̂ = 0,∀ψ ∈ H(D)
8 � [ " N �

�Y�����q F���P#*�= ��1CJ�6:1�' Un��#*�=D��! ��1#*��"2��D�9��&���- F#�<

j
′

(
¯̂
θ; δθ̂) =

∫

Q¯̂
θ

[

F ′(
¯̂
θ,ȳ) · δθ + E ′

Ω(
¯̂
θ,ȳ,φ̄) · δθ

]

dQθ̂ +

∫

Σ¯̂
θ

[

S ′(
¯̂
θ,ȳ) · δθ + E ′

Γ(
¯̂
θ,ȳ,φ̄) · δθ

]

dΣθ̂

+

∫

Σ¯̂
θ

[

F (
¯̂
θ,ȳ) + EΩ(

¯̂
θ,ȳ; φ̄) + (H I +∂n) · (S(

¯̂
θ,ȳ) + EΓ(

¯̂
θ,ȳ,φ̄))

]

· 〈δθ,nθ̂〉 dΣθ̂

= 0
8 � [ "C½��

� @'B � � � K�DFE � �>��� � � 	 � �#� 2 �a�7��5�5:� � ����� 2 ������� 2 �����:�%#
�Q� ∫

Q
θ̂

[

F ′(θ̂,y) · δθ + E ′
Ω(θ̂,y,φ) · δθ

]

dQθ̂ = 0
#

N �%"




Q���O� � 2 	���� �'����������� �'���$�#	��
	�5��'���:� � �������#���������$���$� ���� ����� ��	����������

�]� ∫

Σ
θ̂

[

S ′(θ̂,y) · δθ + E ′
Γ(θ̂,y,φ) · δθ

]

dΣθ̂ =

∫

Σ
θ̂

[

s(θ̂,y) + eΓ(θ̂,y,φ)
]

· 〈δθ,nθ̂〉 dΣθ̂

�

��� � 2 �:� �?	��'�%#+� 2 � �� !	 ��������� �:� ����5�� ���'� ���� �� �?� ���
Σ¯̂

θ

# 	��
� ���G�  ���
 ����'������	�������� 2 	�� � 2 ���7��5�5:� � �����
�7�� �"*#

j
′

(
¯̂
θ) · δθ =

∫

Σ¯̂
θ

[

s(
¯̂
θ,ȳ) + eΓ(

¯̂
θ,ȳ,φ̄) + F (

¯̂
θ,ȳ) + EΩ(

¯̂
θ,ȳ,φ̄)

+ (H I +∂n) · (S(
¯̂
θ,ȳ) + EΓ(

¯̂
θ,ȳ,φ̄))

]

〈δθ,nθ̂〉 dΣθ̂ = 0
8 � [ " 9 �

� ����� � � 13#&, 7+% ��� 	21-7�� 1313� 798*1 1 
(#&1 ) %&,�� ,��*' 798*1 #&, � )+,�� ��%�,��
� ����� �"!$#&%&�('*)+%&�-,�#
. 8(, / 1 '(1 )+% � , 79% ��1

; �H������:1:j��#�c �6�?,q�J@B9=��D��6C5���Q ���:�bO9��&�2 ��1#*� �&#*���&��"��=�1��SE ����d:1�1��,�Vg�m cW�&���  F�=�RD��&"��!(��� ��!(6�
9��2�1��Sn����"2 �9�"�V��� F�!#*���Y#6@� F���P�!D����Q F�' Uf�6��D *
9�:!��"��1�6�fD���"2�!(��� ��!(*�i�!�Q F"�#]D�9��&��Df�1� � 9A9 � [
\��& -9��M��#6�����!D���"-�A@B9����m F�1#6���6:

J
<

J : A −→ R

Q 7→ J(Q)

8 � [ "+� �

cM�! ��

A ≡
{

Q ∈ ET , Q ⊂ D
} 8 � [ "!"��

\��& a9��a������9=CJ�3 �����  ����1� @B9��=�& F�!#*���6:]�)���5V��Y���6"��6C5�& F"2�1/&��D�VQUA�&�! F�=��"8 ����M\j�6S*"F����S*�Z���ACE�������1�=S
���6"��6C5�& F"2�1/&�1��SR ����i F9�V����M�!�

A
cM�! ��

j` = J ◦ θ̂
��9=���, F���� )<

j` : Θad −→ R

θ̂ 7→ j`(θ̂) = J(Qθ̂)

8 � [ " � �

#*"3 ����i(*��:!#7�&�! Uoh���:1D
V ∈ V

V�9��!:1D��!��SR ����i F9�V����-�1�
A
cM�! F�

jV = J ◦ Tt(V )
��9����q F���% )<

je : V −→ R

V 7→ je(V ) = J(Q(V ))

8 � [ " � �

�Y���P@B#*:1:!#�cM�1��SH"����29�:! -��#6:1D��3 �"�9���<
=?>�@*A � @'B K&D C $32 � ��� � �� ��������	 � ��5 ��� � �L�)� 2 �`���������$�����
	�5

j`
	��+���������

θ̂ ∈ Θad
���
� 2 � ���� ������������

δθ̂
def
= δθ ◦ θ̂ ∈ Θ

# �:� ��� ��� ��	�5:����� ��� � 2 � ��� � �� ���������	 � ��5 ���$� �L�
je

� ��� 2  ����������� ���
V ∈ Vad

���
� 2 �6���� �����$�����

W ∈ V
� � �� �� 2 �� �"#�� � � 2 �  �����������$� ���_���������������
	�5 ���� �� ��	���� ��� 	� ��  ��5&	�� �?� � � � 2 �

�7��5�5:� � �����6 ��5&	�������� #

〈j ′`(θ̂),δθ〉 = 〈j ′e(Vθ̂),Wθ̂〉, δθ̂
def
= δθ ◦ θ̂ ∈ Θ

8 � [ "6s��

� ��� 2 Vθ̂ = ∂tθ̂ ◦ θ̂−1 # Wθ̂ = ∂t(δθ ◦ θ̂) ◦ θ̂−1 − DVθ̂ · δθ
	��
�#� 2 �)�� ?	��������� �'� +���5&�#��� ����5����?�#���

� 2 � ����5:�� ���	��
���� �� ��	���� ��� �:� ��� ����� � �
Zt = δθ

�

N � �
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 	�� �
 �'� 2 � 5&	��� !	��������������

� � A&A 	 � (X�����=# cM� ���&"���< �1�p �����:Z��S*"F�6�=S*�Z�6�qCJ�6�����!��SE���6����<;cW��D=�)�6:�cM�! F� �5h�"��G 2$ #6"�D��&"��g�&"G$
 F9�"2V��� F�!#*�f#6@� F���P�1D=���Q F�' Uo�1�=���1D=�

Ωθ̂

[

Ω0
θ̂
−→ Ωθ̂

θ̂ + ρθ̂ ↓ ↙ I +ρδθ

Ωθ̂+ρδθ̂

�Y���E�G F"�9=�& F9="��E#�@3 F���5����"2 �9�"�V��� F�!#*� "29�:1�&�H�!�H�2�1C5�1:1�6"0�!�  ����E���6���5#6@M�6� ��9�:!��"2�Z�6� D��&����"2�1�= ��1#*�
9����!��S5(6��:!#7�&�! UEh���:1D=��<

Ω0
Tt(V )
−→ Ω(V )

Tt(V + ρW ) ↓ ↙ T t
ρ

def
= Tt(V + ρW ) ◦ Tt(V )−1

Ω(V + ρW )

(0�W�="�#�(*�&D��1� � 9A9 � <Q F���- F"��6���2(6��"2���iCJ�6�
T t

ρ

�1�a F��� 
�#�c #6@j�H �"F�6���G(*�&"����X(*��:!#7�&�! U�h��&:1D
Z t

ρ

['�Y���1�
(*��:!#7�&�! Uoh���:1Df�!�3cM"��! 2 F�&�

Zt

@B#*"
ρ = 0

�6��Dq�! Y���� F�!�2h��&�- ����i@B#*:1:!# cM�!��S � ��9����QU,�="�#*V�:!��Cq<

{

∂tZt + DZt · V −DV · Zt = W, (0,T )
Zt=0 = 0,

8 � [�� $��

�X���!��S5�����6�1�f"29�:1�i�' M�1�Y��#*���2�1V�:!�0 F#5D���D=9����P F���i@B#*:!:1#�cM�1�=SR�1D=���Q F�' U*<

j ′e(V ) ·W =
d

dV
j`(Tt(V )) ·W =

d

dθ̂
j`(Tt(V )) · (

d

dV
Tt(V ) ·W )

8 � [�� ¼��
(0�-"������6:1:!��Df�6V�#�(*��<� ����PD���"2�!(��� ��!(*�i#�@> ����PCE�6�=���1��S

Tt(V )
cM�! ��f"����2�g�&�& - F#

V
�1�&<

d

dV
Tt(V ) ·W = Zt ◦ Tt(V )

8 � [�� N �

; �P F���&�,�2�& 
δθ̂

def
= δθ ◦ θ̂ = Zt ◦ Tt(V )

<=cM�=�1���pC5�)�����3 F���% 
δθ = Zt

[ � #6"Y�5S6�!(*�&�,:1�6S*"��6��S*�1�6�
CE�6�

θ̂ ∈ Θad

<� F���&"��d��@7�1�G F�
Vθ̂ = ∂tθ̂ ◦ θ̂

1 ∈ V
��9=���, F���� 

θ̂ = Tt(Vθ̂)
[�)-�����&�R�!@�c_�H����"G F9�"2Vg�&D

 F���X\j�6S*"F����S*�Z����CE�6�n�!�n ����MD��1"2���m F�1#6�
δθ̂

def
= δθ ◦ θ̂

<*c_�XS6�����&"F�� ��0��(*�&:1#]���' UAh���:!DJ����"G F9�"2V��� ��1#*�
Wθ̂

S*�!(6���qVQUo F���i@B#*:!:1#�cM�1�=SA��@7��"2�����2�1#*�;<

Wθ̂ = ∂t(δθ ◦ θ̂) ◦ θ̂
−1 − DVθ̂ ◦ δθ

8 � [�� ½��
I ��D����&D <�9����!��Sn F���P�����6�!�f"�9�:!�6<=c_�H����(6�

∂t(δθ ◦ θ̂) ◦ θ̂
−1 = ∂tδθ + D δθ · ∂tθ̂ ◦ θ̂

−1

= ∂tδθ + D δθ · Vθ̂

N � �
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(0�W�2 ��% F��D�V��&@B#6"��6<Oc_���)�6���!D����Q ��!@ U� F�=�0 F"��6���2(6��"2����(*�&:1#]���' U5h���:1D
Zt

cM�' F�
δθ
<]9��2�1��SR ����0 �"F�6���L$

(*�&"��2�H�&b]9��� F�!#*�qc_�PD��&h����
Wθ̂

��9����q F���� �<

∂tδθ + D δθ · Vθ̂ = Wθ̂ + DVθ̂ · δθ
8 � [ � 9 �

@B"�#6C cM���!���qc_�HD=��D�9��&�d ����� �<

Wθ̂ = ∂t(δθ ◦ θ̂) ◦ θ̂
−1 −DVθ̂ · δθ

8 � [ � ���
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I �q ����1�Y�2���m F�1#6� <=c_�H�2���6:1: �6����:'UJ ����P��"��m(7�!#*9��M��#*�]$ �&U]:!�1��D�"2�1���6:g�2���6���PD���"2�!(��� F�'(*�i�&#*�����&�= F�&<
�1�H#*"�D=��"j F#0�2#*:!(6�` c_#�bO9��&�2 F�!#*���>"���:1�� F�&DH �#X F�=�3K0�)(]�1�&"G$Le] F#A,����>��bO9��� ��1#*�����1�R�XC5#�(7�!��S-D�#*CJ�6�1� 0

¼ [ ; �RcM�1:!:�h�"��2 P#6V= ��6�!�.�oD��'k;�&"����Q ��Z�6V��!:1�' U�"��&��9�:' i��#*�=����"2���1�=Sf ����A�2�����2�! F�'(]�! U,#6@a F�����2#*:197$
 ��1#*�J#6@jK0�)(]�1�&"G$Le] F#A,����3�&bO9��� F�!#*���_�1�o�dCJ#�(]�1�=SRD�#*CJ�6�!�5cM�' F�o"2���������m 3 F#d F���0\j�6S*"F����S*�Z���
CJ�6�����!��S

θ̂ ∈ Θad

[ �Y���1�i"2����9=:! P�6:!:1#�cM�09=�0 F#)=29��G F�'@ Up�!�.�o"��!S*#*"�#69��0CJ�6�����&"�<� F"F���������!"F�%$
 ��1#*��V�#*9���D��6"2U��&#*��D��' F�!#*���(� 9 s � �!�oh�@7��D,D�#*CJ�6�1�����M��h�"��2 -#*"2D���"M������"�#7@7�1CJ�� ��1#*�o#�@> ����
KX��(]�!��"G$Le] F#�,6���a�GU7�G F�&C �!�nCJ#�(]�1��SiD=#*CE���1� [ �Y���1�`�6���="�#7@7�1CJ�� F�!#*�A�1�
(��6:!�1D��6"2#*9���DJ��h�@7��D
D�#6CE�6�!����#*�7h�S*9�"��� F�!#*� <=� [T�P��"�#*9��=D

θ̂ = I
[

N [5�Y���&� <=c_��D����6:gcM�' F�f�6�o#6�= F�!CE�6:��&#*�Q F"�#6:;��"2#*V�:1�&C @B#*"_ ����iK0�)(]�1�&"G$Le] F#A,����Y�GU7�G F�&C cM���&"��
 �������#*�Q �"�#*:>�1�0 �����D��1�2��:Z������C5���Q i#�@` ����AC5#�(7�!��S�D�#*CJ�6�!�

θ̂
[ �X���!��S�"��&��9�:' F�i#*V7 ��6�!����D �!�

 ����3h�"��G a���&�& F�!#*� <6c_�YD��&"��!(6�Y F���Y�G F"�9=�& F9="��Y#6@� F���YS6"F�6D��!���Q @B#*" ��S*�����&"F�6:=��#*�G 
@B9����& ��1#*���6: [
; �P"����&#�(*��"-�)��"�:!UE"��&��9�:' F�M#*V= F�6�1���&Df9����!��S6*a9=:1��"2�Z�6��h��&:1DfD��&"��!(��� ��!(6�iCJ�m F��#]D���[

� �@����� � , 798*1�46, 79%&�-,�# � 
*.079%	� � , 79% ��� ��� 7 ) ,��(.0/ % )+, 79% ��� 	 � 
*�('*,�)9! � ���*'(% �
7+% ���(.

; �P�&#*�����!D���"-�A(]�1�2��#*9��M�!����#*C5��"2�����2�1V�:!�����mcY F#*���1�6� 
�9��!Dq�!�����!D��P��CJ#�(]�1�=S�D�#*CJ�6�1�
Ωθ̂

[�I  ��
�&(6#*:197 F�1#6� �1��D=�����&"��!Vg�&D VQUp�! F�X(*��:!#7�&�! U

u
�6��D �! ��0��"2�����29�"��

p
[ �Y���n��#69���:1�

(u,p)
���� F�!�2h��&�� F���

��:1�6���2�1���6:�K0�)(]�1�&"G$Le] F#A,����M��bO9��% F�1#6���YcM"��! 2 F�&�q�!�f��#*�7$ ��#*���2��"G(6�% F�!(6�i@B#*"�Cq<















∂tu+ Du · u− ν∆u +∇p = 0, Qθ̂

div(u) = 0, Qθ̂

u = Vθ̂, Σθ̂

u(t = 0) = u0, Ω0

8 � [ � "��

( ,O�1���&CE�� ��1���&#*�Q F�1�O9��' U.V�#*9���D���"2U ��#6��D��! ��1#*�.�!�P�F�� ��1�2h���D #6�
Γθ̂

<  ����1�PC5�)�6���i ����� P F��� 
�9��!D
(*�&:1#]���' Uf�1�M��bO9��6:j F#n F�=�H(*�&:1#]���' U�#6@  ����HC5#�(]�1��SnV�#*9���D���"2U

Vθ̂ = ∂tθ̂ ◦ θ̂−1 #*� Γθ̂

[ �Y���RCJ�6�!�
"��&��9�:' M#6@8 ����1�Y���6"F�6S6"F�6���f�!�3 F���i@B#*:!:1#�cM�1��S=<
=?>�@*A � @'B K&D K �+��� � � 	�������"#� � 2 	���#

� $32 � "6	�� �
����� θ̂ ∈ Θ
�:� ��� � 2 � 2 	��

Vθ̂ = ∂tθ̂ ◦ θ̂
−1 ∈ H1(0,T ;Hm

0 (D)) � ��� 2 m ≥ 5/2
#

N �6s



� 2 	��
���$ � 
Q� � ������ ���5:�)�����
	�" ��� � � ����� ��� � 	����������)����	 	��'���� ��	� � ��� ����
 	�� �
 �'� 2 � 5&	��� !	��������������

� 2 ��� � 2 �1�'��5 ���$�����
(uθ̂,pθ̂)

�L� � 2 �M	 	��'���� ��	� � ��� ���-���'��� ��" ��
Q� � � � 	 ��" ����� 	 "6	����� ���	�5�� 2 	���� ���� ����
��	��$� ���1���

L2(0,T ;H2(Ωθ̂))∩L
∞(0,T ;H1(Ωθ̂))

� � �� �� 2 �� �"#�� �%#
(uθ̂,pθ̂)

	 ��" ���G� 	1��	� ��$��	�5�� 2 	����
���� �� ��	���� ���

(u′(θ̂) · δθ,p′(θ̂) · δθ)
�'��5 ���$����� �L� � 2 �
�7��5�5:� � �����65 �����?	� �<	���������� ���C������"*#















∂tu
′ + Du′ · u+ Du · u′ − ν∆u′ +∇p′ = 0, Qθ̂

div(u′) = 0, Qθ̂

u′ = ∂t(δθ ◦ θ̂) ◦ θ̂
−1 −Du · δθ, Σθ̂

u′(0) = 0, Ω0

8 � [�� � �

� � A&A 	 � ; �o@B#*:!:1#�c  F�=�q�="�#]#6@-9����&D �!� � 9A9 � < � 9 N � [��Y���f#*��:!U D��'k;�&"����=���f�1�R ����� f<8c_�fD�# ��#6 
�����&Dq �#59=���i F���� �"F�6�=����"G(*�ih��&:1D

Zt
[ ; �i"2�&@B�&"M �# � ¼#� � @B#*"W ����iD��m ��6�!:1�3�!���)�6�2�d#�@>�=#*CJ#6S*�����&#*9��

�0�1"2�1����:!�& MV�#*9���D���"2U��&#*��D��' F�1#6����[
; ���2���6:1:`D��m ��6�!:` �����#*V= ����Q F�!#*�r#6@Y �����:1�!���)�6"2�1/&��D V�#*9��=D��6"2U ��#6��D��! ��1#*�=��[�; �o����"G F9�"2Vg�&D  F���
\���S*"F�6�=S*�Z�6�HCE�������1�=S-cM�' F�R ����W�!����"2��C5���Q 

ρδθ̂
�6��DHcW�3S6�& 8 ����W@B#*:!:1#�cM�1�=S-����"G F9�"2Vg�&D�Vg#69���D��6"GU

��#*��D=�! F�!#*���3cM"2�! � ����f#*�f F���ih�@7�&D,V�#*9���D��6"2U
Γ0

<

d

dρ
u(θ̂ + ρδθ̂) ◦ (θ̂ + ρδθ̂)

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=
d

dρ
(∂t(θ̂ + ρδθ̂))

∣

∣

∣

∣

ρ=0

,
#*�

Γ0

d

dρ
u(θ̂ + ρδθ̂)

∣

∣

∣

∣

ρ=0

◦ θ̂ + (Du(θ̂)) ◦ θ̂ · δθ̂ = ∂tδθ̂

(u′(θ̂) · δθ) ◦ θ̂ +
[

Du(θ̂) · δθ
]

◦ θ̂ = ∂t(δθ ◦ θ̂)

 F���&�,c_�dS6�& 

u′(θ̂) · δθ = ∂t(δθ ◦ θ̂) ◦ θ̂
−1 − Du(θ̂) · δθ,

#6�
Γθ̂

8 � [�� � �

2(0����:'U]�1��S5 F���!�M �����#6"���C �!�, F�=�H����"2 F�!��9�:1�6"M�)�6�2�6<�cM����"2�H ����R"2�&@B��"2�����&�%
�#�c �!�X�&#*�����!D���"2��D �!�p�
h�@7��D D�#*CJ�6�1�;<g� [T�dcM�! F�

θ̂ = I
:!�)�6D=�X F#o ����AD��&"��'(6�% F�1#6�p#6@
 �"F�6���2���1"��� F�!#*�pV�#*9��=D��6"2U,��#6��D��! ��1#*�

@B#*"Y:1�!���)�6"2�1/&��D��2U]�G F��Cq<
� A � A � � � � 
 K&DFE � ������������ ������ 	  ��B�7�� ��������)D� � (u0,p0)

��� + ���?�)��� 	 + � �?� ����"6	���� Ω0× (0,T )
#

����� � 	��$�:�B�!������� � 2 �a�7��5�5:� � ������	 	��'���� ��	� ����� ��� ���'��� ��"*#














∂tu
0 + Du0 · u0 − ν∆u0 +∇p0 = 0, Ω0 × (0,T )

div(u0) = 0, Ω0 × (0,T )
u0 = 0, Γ0 × (0,T )
u0(t = 0) = u0

0, Ω0

8 � [�� s��

$32 � +  ��� �� !���� ��	� ���	��$�����
(δu,δp) = (Du0 · δθ,D p0 · δθ) + (u′,p′)

	� �����
�/� 2 �:� )D� � �L� � 2 �
�'��5 ���������

(u0,p0)
�L� �
 ���� 5:��" ��
Q� ��� ��� � �:�����6	��
� (u′,p′)

� 	����:� +���� � 2 �Y�7��5�5:� � ����� 5 �����?	� ��	����������
���C������" �  ����$�����;���;� 2 �  ��B�7�� ������� + � �?�#����"6	���� #















∂tu
′ + Du′ · u0 + Du0 · u′ − ν∆u′ +∇p′ = 0, Ω0 × (0,T )

div(u′) = 0, Ω0 × (0,T )

u′ = ∂t(δθ ◦ θ̂) ◦ θ̂−1 − (Du0 · n) 〈δθ,n〉, Γ0 × (0,T )
u′(0) = 0, Ω0

8 � [ � $��

N "!$




Q�^���������������������  ��5&	�� �?� ����	 	��'���� ��	� ����� ��� ��� ��	��$������� ����"#� �'����� ����"6	����

� � A A
	 � �Y���1�W�HD��!"��&�& _��#*���2��bO9��&�����P#6@  �����#6"���C 8 � [ � � [+; �X#*��:'Un�����&Do F#R���=����,J ����0V�#*9��=D��6"2U
��#6��D��! ��1#*�=��[�I �f F���iS6�����&"F�6:����6����<�c_�d���)(*�

u′(θ̂) · δθ = ∂t(δθ ◦ θ̂) ◦ θ̂
−1 − Du(θ̂) · δθ,

#*�
Γθ̂

8 � [�� ¼ �
; �d�2�& 

θ̂ = I
�6��DfcW�dS*�m )<

u′ = ∂t(δθ ◦ θ̂) ◦ θ̂
−1 − Du0 · δθ, Γ0 × (0,T )

; �P ������q9��2�6<

Du0 · δθ = (DΓ u
0 + Du0n⊗ n) · δθ

:W9= 
u0 = 0

#*�
Γ0

<� F���&�
DΓ u

0 = 0
#*�

Γ0

<�@B"�#*C cM���1���fc_�HD��&D�9��&�6<

u′ = ∂t(δθ ◦ θ̂) ◦ θ̂
−1 − (Du0 · n) 〈δθ,n〉, Γ0 × (0,T )

2

� �@����� � /*79%�46,�#*� ����79) ��# ��� 7+8*1 � , � %�1 )0� � 7 ����13. .0!$.C7+1�4 	 ! 4 � �$%&�	� 798(1
' ��46,�%��

I �E F�=�1�`���6"F��S*"F�6�=� <QcW�X�����6:!:�D��)�6:�cM�' F�o���E#*�= ��1CJ�6:���#6�O �"�#*:�@B#*"a F�=�0KX��(]�!��"G$Le] F#�,6���W�2U]�2 ���Cq<
cM���&"��X ����-��#*�Q F"2#*:��1�a F���-D��!����:1�6���&CJ�&�O `#6@g F���XD�#*CJ�6�1�nV�#*9���D��6"2U

Γθ̂

[+; �X����#]#*�2�- �#RC5�1���!CJ�!/��
� S*�&����"��6:W�&#*�2 A@B9=���& ��1#*����:WV��6�2��D #*�

(θ̂,uθ̂,pθ̂)
[8; ����"��o�!�O ���"2���2 ���D?�1� ��#*:'(7�!��Sp ����E@B#*:!:1#�cM�1��S

C5�1���!CJ�!/)�� ��1#*�5��"�#6V�:1�&CB0

min
θ̂∈U

j(θ̂)
8 � [�� N �

cM���&"��
j(θ̂) = Jθ̂(u(θ̂),p(θ̂))

cM�! F�
(u(θ̂),p(θ̂))

�!�o� c_�)� , �2#*:19= ��1#*� #6@P��"2#*V�:1�&C 8 � [�� "�� �6��D
Jθ̂(u,p)

�1�M��"����6: @B9����m F�1#6���6: #6@� F�=�P@B#6:1:1#�cM�!��SR@B#*"2CB0

Jθ̂(u,p) =
α

2
‖B u‖2L2(Q

θ̂
) +

γ

2
‖KVθ̂‖

2
L2(Σ

θ̂
)

8 � [�� ½��
cM���&"����!�

B ∈ L(H,L2(Qθ̂))
�!�3�RS*�&����"��6:�:1�1�=�)�6"`D��!kg��"2���Q F�1�6:�#*����"F�% F#*"_�F�� ��1�2@ U]�!��SH ����X@B#*:!:1#�cM�1�=S

�1D=���Q F�' U*<

〈B u,v〉L2(Q
θ̂
) + 〈u,B∗v〉L2(Q

θ̂
) = 〈BΣ u,v〉L2(Σ

θ̂
)

8 � [�� 9 �

�6��D
K ∈ L(U ,L2(Σθ̂))

�1�E� S*���=��"F��:0:1�!���)��"JD��'k;�&"��&�O ��Z�6:-#*����"��� F#*"J�F�� ��1�G@ U7�!��S  ����p@B#*:!:1#�cM�1�=S
�1D=���Q F�' U*<

〈K u,v〉L2(Σ
θ̂
) + 〈u,K∗v〉L2(Σ

θ̂
) = 〈KΣ u,v〉L2(Σ

θ̂
)

8 � [�� � �

N " ¼



� 2 	��
���$ � 
Q� � ������ ���5:�)�����
	�" ��� � � ����� ��� � 	����������)����	 	��'���� ��	� � ��� ����
 	�� �
 �'� 2 � 5&	��� !	��������������

�Y����CE���1� D=� �5��9�:' U �!�rD����6:1�!��S,cM�' F� ��9=��� �,CJ�!���1C5�1/��� F�!#*�.��"�#6V�:1�&C �!�R"��&:Z�� ���D  �#  F���J@��6�& 
 F���� -�!�O ���S*"��6:1�W# (6��"M F���PD�#6CE�6�!�

Ωθ̂

D���������D,#*�f F���i�&#*�Q F"�#6: (6��"��Z��V�:1�
θ̂
[

=?>�@'A � @'B K�D ��� �� 
Vθ̂

def
= ∂tθ̂ ◦ θ̂−1 ∈ U

	��
�
Ω0

�L� ��5&	����
C2 # � 2 �
���������$�������
	�5 j(θ̂) ���'���'�����'���	 �� !	 ���������

∇j(θ̂) � 2 ��� 2 �:� ���C� ���� ����?�;��� � 2 �6"#� �'����� �������
� 	� !�
Γθ̂

	��
� �?	�� ���F ���
 ���'����� �?�
� � � 2 �a�7��5�5:� � ����� � � �
 ����������� #

∇j(θ̂) =− ∂tEθ̂ − (divΓ Vθ̂)Eθ̂ −DEθ̂ · Vθ̂

− (−σ(ϕ,π) · nθ̂ + αBΣB u) ·Du− γ(−K∗K +KΣK)Vθ̂ ·DΓ Vθ̂

+
1

2

[

α |Bu|2 + γ |KVθ̂|
2
]

nθ̂

8 � [ � "��

� 2 �� �� (ϕ,π)
���<	��
���a�7�� � 2 � 	 �('7��������)4�����6���<	���� �'��5 ���$����� �L� � 2 �a�7��5�5:� � �����F���'��� ��"*#















−∂tϕ− Dϕ · u+ ∗ Du · ϕ− ν∆ϕ +∇π = −αB∗B u, Qθ̂

div(ϕ) = 0, Qθ̂

ϕ = 0, Σθ̂

ϕ(T ) = 0, ΩT

8 � [ � � �

	��
�

Eθ̂ = −σ(ϕ,π) · nθ̂ + γ [−K∗K +KΣK]Vθ̂ + αBΣB Vθ̂

8 � [ � � �

� � A&A 	 � �X�2�1��S �����6�1�=� "�9�:!�6<acW�p#*V= ����1�  ���� D��'k;�&"����Q ��Z�6V��!:1�' U #6@
j(θ̂)

�!�  F���p�g�&"2 F9="�V��� ��1#*�
D��1"2���& ��1#*�

δθ̂
def
= δθ ◦ θ̂ ∈ Θ

[ �X�2�1��S� �����#*"2��C5� 8 � [ ¼�� �6��D 8 � [ N � <=c_�d���6�q�2 ��% F�6<

〈j ′(θ̂),δθ〉 = α〈Bu,Bu′〉L2(Q
θ̂
) + γ〈KVθ̂,K(∂t(δθ̂) ◦ θ̂

−1 − DΓ Vθ̂ · δθ)〉L2(Σ
θ̂
)

+ 〈
1

2

[

α |Bu|2 + γ |KVθ̂|
2
]

nθ̂,δθ〉L2(Σ
θ̂
)

�X���!��Sn F���d�6D�=2#6�1�Q Y#*����"��� F#*"2��<=c_�d�g�&"2@B#*"2C �6�q�1�Q F�&S*"F�% F�1#6��VOUo���6"2 ���<

〈j ′(θ̂),δθ〉 = −α〈B∗B u,u′〉L2(Q
θ̂
) + γ〈(−K∗K +KΣK)Vθ̂,∂t(δθ̂) ◦ θ̂

−1 − DΓ Vθ̂ · δθ〉L2(Σ
θ̂
)

+ 〈αBΣB u,u
′〉L2(Σ

θ̂
) + 〈

1

2

[

α |Bu|2 + γ |KVθ̂|
2
]

nθ̂,δθ〉L2(Σ
θ̂
)

; �f��#�c D��&h��=�f ���� 
�9��!D?�6D�=2#*�!�O A�2 ��% F�
(ϕ,π)

��#*:!9= F�!#*�r#6@- F���f��D�=2#*�1�Q ��="�#*V�:!��C 8�9 [ sC½�� <8c_�
D���D�9=���H �����@B#*:!:1#�cM�1��SR�1D��&�O ��! U6<

∫

Q
θ̂

[∂tu
′ + Du′ · u+ Du · u′ − ν∆u′ +∇ p′]ϕ−

∫

Q
θ̂

π div u′

=

∫

Q
θ̂

[−∂tϕ− Dϕ · u+ ∗ D u · ϕ− ν∆ϕ +∇π] u′ −

∫

Q
θ̂

p′ divϕ

+

∫

Σ
θ̂

[p′ n · ϕ− νϕ · ∂nu
′ + νu′ · ∂nϕ− u

′ · π n]
8 � [ � s��

N " N




Q�^���������������������  ��5&	�� �?� ����	 	��'���� ��	� ����� ��� ��� ��	��$������� ����"#� �'����� ����"6	����

)X�&�����Pc_�dS6�& )<

−α〈B∗B u,u′〉L2(Q
θ̂
) = −〈σ(ϕ,π) · nθ̂,u

′〉L2(Σ
θ̂
)

8 � [ s!$��
�X�2�1��S� ����P:1�1�=�)�6"2�1/��&D��2U]�2 ���C 8G9 [�� ��� �F�� ��1�Gh���DqVQU

u′
<�c_�HD��&D�9��&�d ����� 

u′ = ∂t(δθ ◦ θ̂) ◦ θ̂
−1 −Du · δθ,

#*�
Σθ̂

 F�=��� <

〈j ′(θ̂),δθ〉 = 〈−σ(ϕ,π) · nθ̂ + αBΣB u+ γ(−K∗K +KΣK)Vθ̂,∂t(δθ̂) ◦ θ̂
−1〉L2(Σ

θ̂
)

− 〈−σ(ϕ,π) · nθ̂ + αBΣB u,Du · δθ〉L2(Σ
θ̂
)

− 〈γ(−K∗K +KΣK)Vθ̂,DΓ Vθ̂ · δθ〉L2(Σ
θ̂
) + 〈

1

2

[

α |Bu|2 + γ |KVθ̂|
2
]

nθ̂,δθ〉L2(Σ
θ̂
)

; ����#�c ���m 
Eθ̂ = −σ(ϕ,π) ·nθ̂ +αBΣB u+ γ (−K∗K+KΣK)Vθ̂

�6��Doc_��9����X F���&#*"��&C 8 � [ ½��
�6��Dfc_�d#6V= ��6�!� <

〈j ′(θ̂),δθ〉 = 〈[−∂tEθ̂ − (divΓ Vθ̂)Eθ̂ − DEθ̂ · Vθ̂]

− (−σ(ϕ,π) · nθ̂ + αBΣB u) ·Du− γ(−K∗K +KΣK)Vθ̂ ·DΓ Vθ̂

+
1

2

[

α |Bu|2 + γ |KVθ̂|
2
]

nθ̂, δθ〉L2(Σ
θ̂
)

� "�#*C cM���1���;<�cW�dD���D=9����P F���P��@=�="����2���!#*�p#6@� F�=�dS6"F�6D��!���Q 
∇ j(θ̂)

[
2

� �@���@� � � 4 /(, ) %&. ��� � % 798 798(1 1 
(#&1 ) %&,�� '*1 ) % � , 79% ��1 ��1 ) . % ���
�X�2�1��S- F���&#*"��&C 8 � [ 9 � < c_�W�)���R"��&���!��"�#]�)�6:!:!U0D���D�9=���W ����_��@7��"��&�����!#*��#6@=#*���W#�@= F�=�WD��!"����m F�!#*���6:

D��&"��!(��� ��!(6���A@B"�#6C �6��#� F���&"�[
\��& n9=�J������:!U  F���!�A��bO9��'(��6:1�&������#*�  ����f#*�= F�!CE��:_�&#*�Q F"�#6:W F"2�)�� ����
��"2�&(]�1#*9=��:!U6[
; �d����(6�H�&�2 F�6V�:1�!�����&D� F���P�2 �"�9��m F9�"2�H#�@> ����d\���S*"F�6�=S*�Z�6��D=��"��'(��� F�'(*�i#6@� F���i@B9��=�& F�!#*���6:

j(θ̂)
<

〈j ′(θ̂),δθ〉 = 〈−σ(ϕ,π) · nθ̂ + αBΣB u+ γ(−K∗K +KΣK)Vθ̂,∂t(δθ̂) ◦ θ̂
−1〉L2(Σ

θ̂
)

− 〈−σ(ϕ,π) · nθ̂ + αBΣB u,Du · δθ〉L2(Σ
θ̂
)

− 〈γ(−K∗K +KΣK)Vθ̂,DΓ Vθ̂ · δθ〉L2(Σ
θ̂
) + 〈

1

2

[

α |Bu|2 + γ |KVθ̂|
2
]

nθ̂,δθ〉L2(Σ
θ̂
)

\��& -9��M���m 
θ̂ = Tt(Vθ̂)

<
δθ = Zt

�6��D
∂t(δθ ◦ θ̂) ◦ θ̂−1 = Wθ̂ + DVθ̂ · δZt

<�c_�HS*�m 

〈j ′(Tt(Vθ̂)),Zt〉 = 〈−σ(ϕ,π) · nθ̂ + αBΣB u+ γ(−K∗K +KΣK)Vθ̂,Wθ̂ + DVθ̂ · Zt〉L2(Σ(V
θ̂
))

− 〈−σ(ϕ,π) · nθ̂ + αBΣB u,Du · Zt〉L2(Σ
θ̂
)

− 〈γ(−K∗K +KΣK)Vθ̂,DΓ Vθ̂ · Zt〉L2(Σ(V
θ̂
))

+ 〈
1

2

[

α |Bu|2 + γ |KVθ̂|
2
]

,〈Zt,nθ̂〉〉L2(Σ(V
θ̂
))

N "C½
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; �P"��&�)�6:!:; F���� 

DVθ̂ · Zt = DΓ Vθ̂ · Zt + (DVθ̂ · nθ̂) 〈Zt,nθ̂〉

Du · Zt = DΓ u · Zt + (Du · nθ̂) 〈Zt,nθ̂〉

�X���!��S
u = Vθ̂,

#*�
Γθ̂

c_�AD��&D�9��&�A F���� 
Du · Zt = DΓ Vθ̂ · Zt + (Du · nθ̂) 〈Zt,nθ̂〉

<� F���&� cW�
D���D�9=���

〈j ′(Tt(Vθ̂)),Zt〉 = 〈−σ(ϕ,π) · nθ̂ + αBΣB u+ γ(−K∗K +KΣK)Vθ̂,Wθ̂〉L2(Σ(V
θ̂
))

〈−σ(ϕ,π) · nθ̂ + αBΣB u,D(Vθ̂ − u) · nθ̂ 〈Zt,nθ̂〉〉L2(Σ
θ̂
)

+ 〈γ(−K∗K +KΣK)Vθ̂,DVθ̂ · nθ̂ 〈Zt,nθ̂〉〉L2(Σ(V
θ̂
))

+ 〈
1

2

[

α |Bu|2 + γ |KVθ̂|
2
]

,〈Zt,nθ̂〉〉L2(Σ(V
θ̂
))

; �P����#]#*���H���)�6�=#*���1���6: ��@7 ������2�1#*�
Vθ̂ ◦ p

<� ����1�YC5�)�����Y F���� 
DVθ̂ · nθ̂ = 0,

#*�
Γθ̂

<7 F���&�

〈j ′e(Vθ̂),Wθ̂〉 = 〈j ′(Tt(Vθ̂)),Zt〉 = 〈−σ(ϕ,π) · nθ̂ + αBΣB u

+ γ(−K∗K + KΣK)Vθ̂,Wθ̂〉L2(Σ(V
θ̂
)) + 〈[σ(ϕ,π) · nθ̂ − αBΣB u] ·Du · nθ̂

+
1

2

[

α |Bu|2 + γ |KVθ̂|
2
]

,〈Zt,nθ̂〉〉L2(Σ
θ̂
)

�Y���1���!�A��@=�6�m F:!U  F������@7��"��&�����!#*�?#*V= F�6�1���&D �1� � 9 N � <89��2�1��S
*
9�:!��"2�Z�6� C5�& ���#7D=��[ \��m n9���D��&h����6<
 F������D�=2#*�1�Q M F"��6���G(*��"2����V�#*9���D��6"2Uqh���:!D

λθ̂

<���#*:!9= F�!#*�,#�@  F���H@B#*:1:!# cM�!��S� ��6�=S*���Q F�1�6:jD=U]���6C5�1���6:
�2U]�2 ���Cq<

{

−∂tλθ̂ −∇Γ λθ̂ · Vθ̂ − div(Vθ̂)λθ̂ = f, (0,T )
λθ̂(T ) = 0, ΓT (V )

8 � [ s ¼��
cM�! F�

f = [σ(ϕ,π) · nθ̂ − αBΣB u] ·Du · nθ̂ +
1

2

[

α |Bu|2 + γ |KVθ̂|
2
] 8 � [ s N �

 F���&�

∇je(Vθ̂) = −λθ̂ nθ̂ − σ(ϕ,π) · nθ̂ + αBΣB u+ γ [−K∗K Vθ̂ +KΣK Vθ̂]
8 � [ sC½��

cM����"2�
(ϕ,π)

�2 F�6��D��M@B#*"3 F�=�H��D�=2#*�1�Q �
�9��1Dq�2 F�� F��[

N " 9
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	 �9T�	
���9T�	
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�
���

Σs(V )
1 	 5 	 2
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









































∂tu+ Du · u− ν∆u+∇p = 0, Qf (V )
div(u) = 0, Qf (V )
u = u∞, Σf

∞

u = ḋ e2, Σs(V )

m d̈+ k d = −

(

∫

Γs
t

σ(u,p) · n

)

· e2, (0,T )

[

u,d,ḋ
]

(t = 0) = [u0,d0,d1] , Ωf
0 × R

2
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min
u∞ ∈ Uc

j(u∞)
1 	 5 � 2

mIT�	
��	
j(u∞) = Ju∞

(
[

u,p,d,ḋ
]

(u∞))
mI�(�-T [

u,p,d,ḋ
]

(u∞)
�����jmG	\��K ����$����
�����R��HB������#�$�	 %

1 	 5 � 2A�����
Ju∞

���I�/�
	
��$KHJ�������-��������$���H_�
T�	LHJ��$�$,� mI�,��M!HJ����% .

Ju∞
(
[

u,p,d,ḋ
]

) =
α

2

∫ T

0

[

|d− d1
g|

2 + |ḋ− d2
g|

2
]

+
γ

2
‖u∞‖

2
Uc
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u∗∞
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�
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∇j(u∗∞) = (σ(ϕu∗
∞
,πu∗

∞
) · n)|Σf

∞
+ γ u∗∞ = 0

1 	 5(V T 2
mI�,�-T

(ϕ,π,b1,b2)
����	L�
��$,���-�,�����n��H`�-T�	�HJ��$�$�� mI�,��M/����A��������n��1)�>�-	
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





















−∂tϕ− Dϕ · u+ (∗Du) · ϕ− ν∆ϕ +∇q = 0, Qf (V )
div(ϕ) = 0, Qf (V )
ϕ = b2 e2, Σs(V )
ϕ = 0, Σf

∞

ϕ(T ) = 0, Ωf
T

1 	 5(V�V32

{

−ḃ1 + k b2 = α(d− d1
g), (0,T )

b1(T ) = 0,

1 	 5(V � 2

{

−∂tλ−∇Γ λ · V = f, Σs(ḋ e2)

λ(T ) = 0, ΓT (ḋ e2)

1 	 5(V  %2

mI�,�-T
f =

[

−ḋ ḃ2 + ν (Dϕ · n) · (Du · n)− |ḋ|2 (Dϕ · e2) · e2
] �����

∫

Γs
t (V )

λn =
[

−b1 −m ḃ2 − α(ḋ− d2
g)
]

e2 +

∫

Γs
t (V )

σ(φ,π) · n
1 	 5(V ) 2
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(λ,b1)
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(ϕ,π,b2)
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


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

























m b̈2 + k b2 = α(d− d1
g)− α(ḋ− ḋ2

g) + ∂t

(

∫

Γs
t (V )

σ(φ,π) · n

)

· e2

+

∫

Γs
t (V )

[

|ḋ|2 (Dϕ · e2) · e2 − ν (Dϕ · n) · (Du · n)
]

· n (0,T )

[

b2,ḃ2

]

(T ) = [0,0] ,

1 	 5(V � 2
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Ωs
0

$
Ω0

����
*�/. -��4��$�$
C2
$

�
���
a = dist(Γf

∞,Ω
s
0) > 0

$
�
�
���

u0 ∈ (L2(Ωf
0))

2 u∞ ∈ (Hm(Σf
∞))2 m > 3

4

div(u0) = 0,
! ����$

Ωf
0

u0 = d1e2,
$ / �

Γs
0
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T0 = T0(u0,a,Ω

s
0,Ω0)

$ / -�� 	
����	�. ��� ����&
T ∈ (0,T0)
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*
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d ∈ W 1,∞(0,T ; R) ∩ C0([0,T ]; R)

(u,ḋ) ∈ L2(0,T ; Vd(.)) ∩ L
∞(0,T ; Hd(.))

- �
	
�

Hd(t) ≡
{

(v,`) ∈ (L2(Ω0))
2 × R, div(v) = 0,

v · n = 0,
���

Γf
∞, v|Ωs

t
= ` · e2, supp(v) ⊂ Ωf

t

}

����!

Vd(t) ≡
{

(v,`) ∈ (H1(Ω0))
2 × R, div(v) = 0,

v = 0,
���

Γf
∞, v|Ωs

t
= ` · e2, supp(v) ⊂ Ωf

t

}

����! $ ��	���$�*�
�$ 	
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	�& Z

−

∫ T

0

[

∫

Ωf
t

u · ∂tv +mḋ ˙̀− k d `

]

+

∫ T

0

∫

Ωf
t

[(Du · u) · v + ν D u · ·D v] = md1 `(0) +

∫

Ωf
0

u0 · v(0)

∀ (v,`) ∈ C1([0,T ]; Vd(.))
- �
	
� v(T ) = ˙̀(T ) = 0

1 	 5,V � 2
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u∞ · τ ∈ L2(0,T ; (H
1
2 (Γf

∞))2) ∩H
1
4 (0,T ; (L2(Γf

∞))2)

u∞ · n ∈ L2(0,T ; (H
1

2 (Γf
∞))2) ∩H

3

4 (0,T ; (H−1(Γf
∞))2)
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min
u∞ ∈ Uc

j(u∞)
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mIT�	
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j(u∞) = Ju∞

(
[

u,p,d,ḋ
]

(u∞))
mI�(�-T [

u,p,d,ḋ
]

(u∞)
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(
[

u,p,d,ḋ
]

) =
α

2

∫ T

0

[

|d− d1
g|

2 + |ḋ− d2
g|

2
]

+
γ

2
‖u∞‖

2
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T�	f����A����,�?�
'����
����#�$,	G���
�
�)�
�����-	 �D�
�B�-T�	G������%F��$�����	
�
�����
	G'����
�:��#�$�	�5 �nT����`$�	
�����`���&�f�
	 ���9�������
	
���
	A�-�i�B�
������$,	
�.�������oHJ���
%&��$:���
���������C%��4R<	 �FHJ����%&��$:�[�-�����F��H��-T�	LcB�\'<�,	
�d3>p)�
�LK�	 �A�
��#���1)���
	
%25A$t	i�
T���$,$h���
	i�
T�	
HJ��$,$�� mI����M!����	 �?�
�,�X1��

−

∫

Ωf
t

q div u =

∫

Ωf
t

u · ∇ q −

∫

Γf
∞

u · (q n)−

∫

Γs
t

u · (q n)
1 	 5 � T 2

�nT�	r�
������$�	 � ��1)���
	
% 1 	 5 � 20�,��'���$('�	
�=�XmG�a	 �
��	
���-����$L�����<34T���%���M�	 ��	
�����=�i�������9T�$,	 �=#.������������1
�
�������,�
�������
�

u = u∞, Σf
∞

1 	 5 � V 2
u = ḋ e2, Σs

0

1 	 5 � � 2
$"	����
	F�='�	
�>1 mG	\� K;HJ���
%&��$:���
�����^��HC�
T�	����9�[�-	�	
N?�����
�������K�
�����
���>�-�,��ME���j�-���-��$�$(1^�
�-�����
�.���
�,��M
�-T�	�$�����$����
�����q���.	
�
���-��� �

∫

Ωf
t

−ν∆u · φ =

∫

Ωf
t

−ν∆φ · u+

∫

Γf
∞∪Γs

t

ν [u · ∂nφ− φ · ∂nu] dΓ
1 	 5 �  %2

$"	L�
T���$,$�����#����
�,�
���-	������
����	i�-T��,�A����	
���-�(�X1F�
T�	L��	
�����
��#�$�	i#h�����������>1q�
�������,�
�������n�����=mG	�mI��$�$h�
	b3
�
� '�	
�|�-T�	C#.������������1D�
�����>�-�
�������-�_���&�.	
�>HJ���
%�����Mi���!�����-	 M��-���
������#�1!�������
�|����������	7�-T�	A�����
��%F��$��(�X1
�
�������,�
�������|�
�����
	 �
�.�������,��M��-�L�-T�	n�
	
���
�,�
�,')�,�X1DmI�,�
T/�
	
���h	 � �7�-�L�
T�	n%&��$(�-����$���	 �
� 5 �nT����*�����<� 	
������	
T����G#h	 	
�=��$��
	
����1�����	���� >gV ) ��@ ����� >  � @ �
�!�.	
�>HJ���
% �
T����h	B�����
��%���z\�[�-�����/���
��#�$�	
%��*HJ���o	
$�$,�����
���
	
N?���[�-�������I���
�,��M �^���<3!�k��Rq���
�,���
�,��$�	 �
5
$"	f��T���$,$x��$����L�9T��<���
	I�-���-�-�����
�.���
	n�
T�	n�-��%�	n���.	
�
���-���*�,���
�,��	A�-T�	ImG	\� K&HJ���
%&��$:���
�����K5 �nT��,�oT����
�-��#.	��h	 ��HJ����%F	 �E'�	
�>1E�\����	 HJ��$,$,1��<�
�,���
	LmG	!����	���	\��$,����MDmI�,�-T^�/%F� ')����M/����%F�����K�

∫ T

0

∫

Ωf
t

∂tu · v = −

∫ T

0

∫

Ωf
t

u · ∂tv −

∫ T

0

∫

∂Ωf
t

(u · v) 〈V,n〉
1 	 5 � ) 2

+

∫

Ωf
T

u(T ) · v(T )−

∫

Ωf
0

u(0) · v(0)
1 	 5 � � 2

� ��
������ ������� �#��$����
��! �/. 	7
�-��#��� � / 
�$ ����$ ��
�
�� ����� / �4���S�! �
1! �
� � ���#" � ��$*� $�&'$�	+
�� ��	��.- - ��&
	7� $�	 / !�& �<����0.�����(�13#
��<
�� / $ �2�
�<
1���*������	������ !�� $ 
���
���	������ 
�� / ��	��.����$ � � ��
�$'
 . ���S� / �4��	��.����$ ����

/ $ / ���
�2& -1���
��
1! (�
���& - 
1��� . ���S� / �4��	��.����$*���O	��,����$7���'$��
	��.��� . ���S� / �4��	��.����$ � � 
 $������
� �<��	��.-�
 	
����	
	
��
�$'
G�(
�	 ��� !�$G����
�$�	��
�
�!(����2��! �
� 	
��
 �<����07�2�
�<
1��� -1��$'
G	7� � � 	.���
� ��
.3 / �4���S�
	�& ��� 
'&L��$�	7
��<-�
G��
�$ / �2	
$ �
� 
 ��
�. 
�� 	+� �&%�� . ��� �(��
�-�
���	���� ���2�.-1��	��.����$ ��� 	
��
(' � ('�.
��S0*) 	7� � 
�$ $�& $�	7
�� �
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��������� � � �~"&� $1& � �
	 & � � $ �A&�$ ! � � " � �~"&����&�!�� " %>!*%>& ��� &�$'!'% � $
w������-T�	k�-��K�	j��HL�
�,%F��$���� �,�X1��|mC	;��	
�����
	;�-T�	;���
��	
�0��HL�-T�	;����$��,�QM�� '�	
�
������Mu	 N?�����-�,��� #�1

��	���������M��-T�	�M�$,��#���$h�
��$,���q'������:��#�$,	��

d̃ =

(

d1

d2

)

=

(

d

ḋ

) 1 	 5 �
	 2
$�	\��������M&�
���
T�	5���
�>�f���
��	 �n���
���������>1q���(P�	 �
	 �?�
�:��$�	
N?�����
�����K�

M ˙̃d+K d̃ = F
1 	 5 ��� 2

mI�,�-T

M =

[

1 0
0 m

]

K =

[

0 −1
k 0

]

�����

F =

(

0
Ff

)

UX�q�-T�	��
���
	i��HK�-T�	��
������$�	 �(I����,�<3X����$��,�F�>1<�>�-	 %^�)�-T�	�$,�������o��	 �h	 ���E���0�-T�	 I����,�q���-���-	B'����
�:��#�$�	��

Ff (u,p) = −

(

∫

Γs
t

σ(u,p) · n

)

· e2

$t	������
�
�)�����
	��
T�	����-���-	������^%&��$,�-�,��$��,	
�7�
�����
	 �B�,�2���
��	 �A�-����	�����	������
���.	
�n����$��,�qmC	
��K=���-���-	
���h	 �-���
���
�

Xs
1 =

{

d1 ∈ C
1([0,T ])

} 1 	 5 � � 2

Xs
2 =

{

d2 ∈ C
1([0,T ])

} 1 	 5 �N¹ 2

Y s
1 =

{

b1 ∈ C
1([0,T ])

} 1 	 5  T 2

Y s
2 =

{

b2 ∈ C
1([0,T ])

} 1 	 5  �V32
�����E�-T�	�$������=�
�����
	��

L =
{

F ∈ C1([0,T ])
}

�nT����f��$,$�� mI�n���n�-����	(����	D������$��,�=���-���-	����.	
�
���-��� �

es : Xs
1 ×X

s
2 × L −→ (Y s

1 × Y
s
2 )∗

mIT����
	D�����-�����2�,�n��	�����	
�^#?10�-T�	LHJ��$,$�� mI����M!����	 �?�
�,�X1��

〈es(d1,d2,F ),(b1,b2)〉 =

∫ T

0

[

−d1 ḃ1 − d2 b1

]

− d0
1b1(0) + d1(T )b1(T )

+

∫ T

0

[

−md2 ḃ2 + k d1 b2

]

−md0
2 b2(0) +md2(T ) b2(T )−

∫ T

0

F b2

��� �



���������S� (�
���$'
������ � ��
�� $'
�	�	��
�#3�$

� � ����� � � � "&� "&%>!'%>& ��� &�$1!*% � $
UX�t�-T������
	 � �-�,���K�lmC	F�
��%�%F���
�,z
	&�-T�	0���(P�	 �
	
���D�����
���������-T�����mC	FT��\'�	q�9T����
	
�"HJ�����
T�	F6`� 3

M��
����M������qHJ�-��%�	 mG���,Kq�����2��	(����	��-T�	L'����
�����-�,������$.���-���-	����.	
�
���-���n�
�����>�-�
�������\5
UX�2���
��	 �n�-����	\��$KmI�,�-TE����M��,�q��������$:���
	
%�	
���n'�	
� �
���&��	
$,���
��mG	������-���<�����
	L�-T�	LHJ��$,$�� mI����M&�
�����
	
� .
eI��M��,�q��������$:���
	
%�	
���I�������
	 �+.

H1 def
=

{

φ ∈ (H1(Ω0))
2; ∇φ = 0,

�,�
Ωs

0

}

H1
0

def
=

{

φ ∈ (H1(Ω0))
2; ∇φ = 0,

�,�
Ωs

0, φ = 0,
���

Γf
∞

}

�0� 
�
���� ��� � ���
ϕ ∈ H1

$)��$�$ / �*�
�#3 	 ����	
Ωs

0

��$ -������<
�-�	7
1! $ 	 ��
���
*
'&L��$�	
$
C ∈ R

2 $ / -�� 	 ����	

ϕ|Ωs
0

= C

UX�q�-T�	��
	 N)��	
$��)mC	BmI��$�$x��	 	
�=�-�!��	�����	����
	 �
�,�
	��>�9���
	L�����=%&��$,�-�,��$��,	
�|������� 	
�n���0���
��	 �G�
�&	
����� m
�����n���
��#�$,	
% mI�(�-T2��6l��M��-����M��:���qHJ����� �
��������$�HJ�-��%F	�mC���,Kx5
w���$�$,� mI����M!�
T�	�	�R<���>�-	 ���
	��
	 �
��$(�I���9�[�-	
�2����	 ')�������
$,1���mC	��,�?�
�
�)����� 	��
T�	 I����,�2�>�9���
	��
����� 	 .

Xf def
=

{

u ∈ H2(0,T ; (H2(Ωf
t ))

2 ∩ H1)
}

Zf def
=

{

p ∈ H1(0,T ; (H1(D))2)
}

$"	D��$��
����	 	
�E�-	 ���IHJ�������-�����2������� 	
�I�-T����ImI�,$�$�#.	����
	�HJ��$K�-����	(����	D6l��M��-����M�	L%&��$(�-�,��$��,	
�
� .

Y f def
=

{

v ∈ L2(0,T ; (H2(Ωf
t ))

2 ∩ H1
0)
}

V f def
=

{

q ∈ H1(0,T ; (H1(D))2)
}

W f
s

def
=

{

(v,b2) ∈ Y
f × Y s

2 , v|Γs
t

= b2 · e2
}

$"	���	�����	��-T�	 I������=mG	\��K=�>�9���
	����h	 �-���
���
�

ef
u∞

: Xf × Zf × U s −→ (Y f × V f )∗

mIT�����	!��� �-�,���=���n��	�����	 �k#�1 .

〈ef
u∞

(u,p,us),(v,q)〉 =

∫ T

0

∫

Ωf
t

[−u · ∂tv + (Du · u) · v − νu ·∆v + u · ∇ q − p div v]

+

∫ T

0

∫

Γf
∞

u∞ · (σ(v,q) · n) +

∫ T

0

∫

Γs
t

[us · (σ(v,q) · n)− (u · v) 〈us,n〉]

−

∫ T

0

∫

Γs
t

v · (σ(u,p) · n) +

∫

ΩT

u(T ) · v(T )−

∫

Ω0

u0 · v(t = 0)

∀ (v,q) ∈ Y f × V f

���N¹
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��������� � ��� � �~& � "& " %1&a� � � &�$'!'% � $
}����7%�	
�9T��������\��$���1)���
	
% �
�����
���>�C��H8���
��$,���/�����>�A�����0� I����,�F�������
5��nT�	
��	i�
��#���1)���
	
%��AT��\'�	

#h	 	
�E�
	 ���
	 �
	
���
	
�E�-T�����K)�G�-���!����$��,�q�����E� I������=�>�9���
	����.	
�
���-��� 5<U4�C���A��� m �.���
����#�$,	B�
�&�
������$�	
�-T�	 �
	��XmC�����.	
�-�[�-�����f�,�E���
��	 �A�-��#����,$��2���2���<34T��)�L�
������$�	
�2��1)�>�-	
% ���h	 �-���
���
5
�nT�	n%0�'A����_�.���,�?�~T�	
��	������_�
�������
��� 	G�-T����~�
T�	)I����,�&$������

Ff

�����h	
���
�~���!�
T�	)I����,�&���-���-	C���h	 �-���
���
�����Q�
T�	
� �
��� #.	k�
������$�	 �QmI�,�
Ta�
T�	;�
��$����O�����>�0�
T����:K?�F�
�t�-T�	k���������q$,�����

F
��H��-T�	^�
��$,���

���h	 �-���
���
5��`�;���9T���	 '�	0�-T������
������$��,��M��KmG	q��	
	 �t�-�^��	
� ����	�mIT�	��-T�	 �&�����������-T�	 I����,�u�����"�-T�	
�
��$,���E%&��$(�-����$���	 �
�G%0���
�9Tk�[�n�-T�	 I����,�<3X����$��,�q�����-	 ��H���� 	�5xU4H|�����\��mG	�T��\'�	D�
�/mC���,KqmI�,�
T2�
T�	 I������
�
�����>�-�
�������l�-	 ���
���_���8�
T�	%I������)3X�
��$����L#.������������1��\mIT����`%F� 1�#h	7�����`� ����'�	
����	
���_����	7�-�I�
	 M���$����
�(�X1
�
	
N?���,�
	 %F	 �?�
5 BB	 ���
	���mG	L�9T��<���
	��-�&mG���,KFmI�,�
T=�
�����
���?�������G�-	
�>�nHJ�������-�������A���

Γs
t

5A�nT��,�A%F	
�����
�-T����nmG	��
T���$�$K�9T��)����	��
T�	 I����,�2�����E�
	 �
�����2�
��$����=%!��$,�
����$,��	
�7�������
	 �f�
��#h	��
T�	L�
�����
	

W f
s

5%$t	
��	�����	��
T�	��
������$�	
�2��1)�>�-	
% mG	\� K=���9�[�-	����.	
�-�[�-���I���nHJ��$,$�� mI�
�

eu∞
: Y f × Zf ×Xs

1 ×X
s
2 −→ (W f

s × V
f × Y s

1 )∗

mIT����
	D�����-�����2�,�n��	�����	
�^#?10�-T�	LHJ��$,$�� mI����M!����	 �?�
�,�X1��

〈eu∞
(u,p,d1,d2),(v,q,b1,b2)〉 = 〈es(d1,d2,Ff ),(b1,b2)〉+ 〈e

f
u∞

(u,p,d2 e2),(v,q,d1 · e2)〉

=

∫ T

0

∫

Ωf
t

[−u · ∂tv + (Du · u) · v − νu ·∆v + u · ∇ q − p div v]

+

∫ T

0

∫

Γf
∞

u∞ · (σ(v,q) · n) +

∫ T

0

∫

Γs
t

[(d2 e2) · (σ(v,q) · n)− (u · v) 〈d2 e2,n〉]

+

∫ T

0

[

−d1 ḃ1 − d2 b1

]

+

∫ T

0

[

−md2 ḃ2 + k d1 b2

]

+

∫

ΩT

u(T ) · v(T )−

∫

Ω0

u0 · v(t = 0)− d0
1 b1(0) + d1(T ) b1(T )−md0

2 b2(0) +md2(T ) b2(T )

∀ (v,b2,q,b1) ∈ W f
s × V

f × Y s
1

�������	� � " � 
�� !�� � $ � � �~&a�
UX�k�
T����f�
	 � �
�����K�xmG	!�����
�
�)�����
	��-T�	D$:��M��-����M��:���=HJ�������-�,������$`�����
�)�
�:�[�-	
�2mI�,�
Tk������#�$�	 % 1 	 5 � 2

�����2���
��#�$�	
% 1 	 5(V � 2�.

Lu∞
(u,p,d1,d2; v,q,b1,b2)

def
= Ju∞

(u,p,d1,d2)− 〈eu∞
(u,p,d1,d2),(v,q,b1,b2)〉

1 	 5  � 2
mI�,�-T

Ju∞
(u,p,d1,d2) =

α

2

[
∫ T

0

|d1 − d
1
g|

2 + |d2 − d
2
g|

2

]

+
γ

2
‖u∞‖

2
Uc

�B�
�,��Mi�
T����lHJ�������-��������$��\�
T�	C�����-�,%0��$�� �����-����$<���
��#�$,	
% 1 	 5,V � 2l�
���&#.	C�����~�����-T�	oHJ��$�$,� mI�,��MnHJ���
% .

min
u∞∈Uc

min
(u,p,d1,d2)∈Xf×Zf×Xs

1×Xs
2

max
(v,b2,q,b1)∈W f

s ×V f×Y s
1

Lu∞
(u,p,d1,d2; v,q,b1,b2)

1 	 5  " %2

� �LT
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�G1F���
�,��M&�-T�	 �^���)3,�k��RFHJ�-��%F	�mC���,Kx�<mG	�� '������q�
T�	�� ��%F�����9���
�����F��Hl�-T�	i���9�[�-	L��	 �
�,'����
�,'�	BmI�,�
T
�
	 �
�.	
�����
�

u∞
5Kw~�,�
�>��3X���
��	 �i�����
��%F��$��(�X1=�
�������,�
�������imI��$,$`HJ����������T;�-T�	/M��-�����,	
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�
�����IHJ�������-�����2���
����M��
T�	��
��$,���-�,���=��H~���^����A����,�?�A���
��#�$�	
%25
$"	CmC����$��&$,��K�	G�-��������$(1�%F�,�<3X%F��R����(P�	 �
	 �?�
�:��#���$��(�X1L�
	 �
��$(�-�`�-��������#�$,	
% 1 	 5  " %2b5 �nT�	A%0�����!�,�
����	
���A�
�����
� '�	��-T����n�-T�	�%����<34%0� R0����#�������#�$,	
%

min
(u,p,d1,d2)∈Xf×Zf×Xs

1×Xs
2

max
(v,b2 ,q,b1)∈W f

s ×V f×Y s
1

Lu∞
(u,p,d1,d2; v,q,b1,b2)

1 	 5  *)%2

����%��,�
�n���I$,	\���>�B����	L�-������$�	��.�������nHJ���
u∞ ∈ Uc
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T�	 �2���<3!�k��R ��������� ����$,	 >! ��@ ����	FHJ��$,$���$,$�	 �j�
�

mG	��\���F#�1<�����
�A�
T�	i��	 �
�('��[�-������mI�(�-T0��	
���h	 � �C�
�!�-T�	i�
���?�
�
��$�'������:��#�$,	
u∞

�-�
����M�TF�
T�	i%����)3X%F��R
�
��#����
��#�$�	 % 1 	 5  *) 2b5�U4�f$�	
�����A�-�/�
T�	LHJ��$�$,� mI�,��M&��	
�
��$,��.
��
 ��� � ��
 ����� �����

u∞ ∈ Uc

$O����!
(uu∞

,pu∞
,d̃u∞

,ϕu∞
,πu∞

,b̃u∞
)
	
��
 / ��� � / 
 $ � ! !���
 �����
��	

�/. ����� � ��
�� �,����
 � � $ 	
��
 3��,� !��.
���	O�/. 	
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 -��'$�	 . / �<-�	��.���
j
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u∞ ∈ Uc

��$ 3���(�
�� � & 	
��

. ���
��� - �
�#3 
'& ����
�$�$��.��� Z

∇j(u∞) = (σ(ϕu∞
,πu∞

) · n)|Σf
∞

+ γ u∞
1 	 5  � 2

� ��� ��� � �B������M/�
T�	
����	
% 1  %2GHJ�
��% >  � @ ��mG	D#�1)�������B�
T�	���	
���,'����-�,���=mI�,�
T2��	
���h	 � �f�-�
u∞

�����
����	
�-T�	�%����)3X%F��RF�
��#����
��#�$,	
% 1 	 5  *) 2 .

< j
′

(u∞),δu∞ >= 〈
D

Du∞
Lu∞

(uu∞
,pu∞

,d1
u∞
,d2

u∞
;φu∞

,πu∞
,b1u∞

,b2u∞
),δu∞〉

= min
(u,p,d1,d2)∈Xf×Zf×Xs

1×Xs
2

max
(v,b2,q,b1)∈W f

s ×V f×Y s
1

〈
D

Du∞
Lu∞

(u,p,d1,d2; v,q,b1,b2),δu∞〉

=

∫ T

0

∫

Γf
∞

(ν ∂nφu∞
− πu∞

n) · δu∞ + γ

∫ T

0

∫

Γf
∞

u∞ · δu∞

2
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	 ���
	
�u�,�"	 ���9��#�$��,�
T��,��M2�
T�	 ���
�>�&������	
�������
��%F��$��(�X1k� �������(�-�����
HJ����������#�$�	 % 1 	 5  *)%2��|#.	 ���-	
� K?��� mI� ��� ���������
�9T<3 �L��T��<3 �_����K�	
�q�����-�,%0��$,�,�X1 �
�������,�
�������
5 �nT��,�
���
	
�E���C�
�
���
�:��$���#.	
�
������	L�,�n$,	\�����G�-�&�-T�	�HJ���
%&��$:���
��������Hl�-T�	�����A��������n���
��#�$,	
% �-���
��� ��	
�E#�10�
T�	
6l��M��
����M�	L%&��$,�-�,��$��,	
���

(ϕu∞
,πu∞

,b1u∞
,b2u∞

)
5%$"	��
	
�
��$�$h�-T�	�	�R<����	
���
�����^��H`�-T�	D6l��M��-����M��:���K�

Lu∞
(u,p,d1,d2; v,q,b1,b2)

def
= Ju∞

(u,p,d1,d2)− 〈eu∞
(u,p,d1,d2),(v,q,b1,b2)〉

1 	 5  	 2
�nT�	 � � � ��1)�>�-	
% mI�,$�$�T�� '�	��
T�	LHJ��$�$,� mI����MD���-����� �
���
	�.

∂(v,q,b1 ,b2)Lu∞
(u,p,d1,d2; v,q,b1,b2) · (δv,δq,δb1,δb2) = 0,

∀ (δv,δb2,δq,δb1) ∈ W f
s × V

f × Y s
1 →

p)�9�[�-	 P*N)�����-�,�����

∂(u,p,d1,d2)Lu∞
(u,p,d1,d2; v,q,b1,b2) · (δu,δp,δd1,δd2) = 0,

∀ (δu,δp,δd1,δd2) ∈ X
f × Zf ×Xs

1 ×X
s
2 →

=n��A����,�?� P*N?�����
�������

� � V
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u∞ ∈ Uc

$
(p,b1,b2,v,b2,q,b1) ∈ Zf ×Xs

1 ×X
s
2 ×W

f
s × V

f × Y s
1

$
Lu∞

(u,p,d1,d2; v,q,b1,b2)
��$ !�� $ 
���
���	����%� ��
 - �
	
� ��
�$7��
�-�	 	+� u ∈ Y f ����! - 
 ��� (�


〈∂uLu∞
(u,p,d1,d2; v,q,b1,b2), δu〉 =

−

∫ T

0

∫

Ωf
t

[−δu · ∂tv + [D δu · u+ Du · δu] · v − νδu ·∆v + δu · ∇ q]

+

∫ T

0

∫

Γs
t

(δu · v) 〈d2 e2,n〉 −

∫

ΩT

δu(T ) · v(T ) ∀δu ∈ Xf

UX� ���
��	 �!�-�k��#��9����� �k�>�-������M;HJ����%&��$:�[�-�����"��Hn�
T�	(I������ ��� A��������D���
��#�$�	
%2�lmC	=�.	
�>HJ���
% �
��%F	
�����-	 M��-���
�����=#�1E�������-� .
����
�
��������

∫

Ωf
t

(D δu · u) · v = −

∫

Ωf
t

[D v · u+ div(u) v] · δu+

∫

Γf
∞∪Γs

t

(δu · v) 〈u,n〉

U4�B$,	\�����A�-���-T�	LHJ��$,$�� mI����MD����	 ���-�,�X1 .

〈∂ûLu∞
(u,p,d1,d2;ϕ,π,b1,b2), δu〉 =

−

∫

Qf

[−∂tϕ+ (∗Du) · ϕ− (Dϕ) · u− div(u)ϕ− ν∆ϕ +∇π] · δu−

∫

Ωf
T

ϕ(T ) · δu(T )

����
�
������ � �����
u∞ ∈ Uc

$
(u,b1,b2,v,b2,q,b1) ∈ X

f ×Xs
1 ×X

s
2 ×W

f
s × V

f × Y s
1

$
Lu∞

(u,p,d1,d2; v,q,b1,b2)
��$ !�� $ 
���
���	����%� ��
 - �
	
� ��
�$7��
�-�	 	+� p ∈ Zf

����! - 
 ��� (�


〈∂pLu∞
(û,p,d1,d2;ϕ,q,b1,b2), δp〉 =

∫ T

0

∫

Ωf
t

δp divϕ, ∀δp ∈ Zf

�nT��,�n$�	
�����n�-�/�-T�	�HJ��$�$�� mI�,��M I����,�2����A����,�?�A���-������M�HJ���
%!��$:���
�������






















−∂tϕ−Dϕ · u+ (∗Du) · ϕ− ν∆ϕ +∇q = 0, Qf

div(ϕ) = 0, Qf

ϕ = b2 · e2, Σs

ϕ = 0, Σf
∞

ϕ(T ) = 0, Ωf
T
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V
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T�	n�
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'�	
$,�<� �,�X12���f�-T�	OI����,�<3X����$��,�E�����-	 ��H���� 	!�����k���B����#��,�
�-���>1=����������	L�
T�	OI������k����%0�����K��� 5+	���������M��-T�	
�
	
�����
	 �k�)��	
�I%��<��	 $��







V (x,t) = d2 · e2, x ∈ Ωs
t

V (x,t) = Ext(d2 · e2), x ∈ Ωf
t

V (x,t) · n = 0, x ∈ Γf
∞

1 	 5  � 2
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����M�T
V

5�w����>�-T�	 �
%����
	����-T�	���	
�
�('����-�('�	BmI�(�-Tq��	
���h	 � �
�-�
d1

%F�\1r#h	��
�,%F��$,	
�L������� 	F�(�����<	 �D�����!�,��'���$('�	���	
���,'����-�('�	/mI�,�
T"��	
���h	 � �!�
�^�
T�	FM�	
��%�	 �
��1�5
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u∞ ∈ Uc

����!
(u,p,d1,d2,v,b2,q,b1) ∈ X

f×Zf×Xs
1×X

s
2×W

f
s ×V

f×Y s
1

$
	
��
 	C�'3��1���#3������

Lu∞
(u,p,d1,d2; v,q,b1,b2)

��$ !�� $ 
���
���	����%� ��
 - �
	 � ��
�$7��
�-�	�	7� d1 ∈ Xs
1

����! - 

��� (�


〈∂d1
Lu∞

(u,p,d1,d2;ϕ,π,b1,b2), δd1〉 =
∫ T

0

[

α (d1 − d
1
g) δd1 − k δd1 b2 + δd1 ḃ1

]

− δd1(T ) b1(T )

w��
��% mIT����9TEmG	D��	 ����� 	��
T�	LHJ��$�$,� mI�,��M&����A��������B}L� Pn�

{

−ḃ1 + k b2 = α(d1 − d1
g), (0,T )

b1(T ) = 0,

1 	 5  ¹ 2
�nT�	F��	
���,'����-�('�	���HA�
T�	q6l��M��
����M������jmI�,�
Tt�
	 �
�.	
���&�-�2�-T�	F�
��$,���r'�	
$,�<� �,�X1j'������:��#�$,	

d2

����'���$,'�	 �
�
T����h	���	 �
�('��[�-�,'�	
�I��H_����%F�����=�,���-	
M��-��$,�
5
�nT��,�/�h���,���/T����/#.	
	 �a�,�?'�	
�>�-��M����-	 �O���
	 ')�,�����
$(1u#�1 9���$�6
�����;�,� >(V 	  @ ��>(V 	�� @ �����R��� >,)") @ ��>!) � @ 5
�nT�	 �;mC	D��	
	 �;�-�0�,���-�
�)����� 	D�
T�	!� �����
	 ������HC�_�
������'�	
���
	�w~�,	
$��^�����
�)�
�:�[�-	
�2�-�0�F�.	
���
���
#����-�,���
��H`�-T�	�����$��,�q'�	
$,�<� �,�X1�5
$"	��,���-�
�)����� 	����.	
�>�-����#����
����� I�� m

W
���
���<� �:���
	
�=�-�/�
T�	��h	 ���-���
#����
�����

δd2e2
5xw����n	�R���%���$,	��

W = Ext(δd2 · e2)

�nT��,� I�� m M�	
��	 �-���
	
�7��	�m I����,�0�����F����$��,�/����%F�������|�
T��
����M�T/�-T�	 =�6QPt%F���K�
Tt(V +ρW )

��mI�(�-T
ρ ≥ 0

5%$"	L�
	 �

Ωf,ρ
t

def
= Tt(V + ρW )(Ωf

0)

Ωs,ρ
t

def
= Tt(V + ρW )(Ωs

0)

w����A�-T�	��
��K�	���H_�
�,%F��$,��� �,�X1���mG	D��	 �

T ρ
t

def
= Tt(V + ρW )

�nT�	���##A�	 � �-�('�	���H`�-T��,�n�����
��M��-����TE���A�-��� ��%F�����-	L�-T�	�HJ��$�$�� mI�,��M&��	 �
�,'����
�,'�	 .
(

d

dρ
L(û,p,d1,d2 + ρδd2; v̂,q,b1,b2)

)∣

∣

∣

∣

ρ=0

��� � ������� � �3� ����� � � ��� 
���� ���	��� ��� 
 � ��� ��� �
p<�����
	=mC	EmG����$��R$,��K�	q�
�r���,Ph	
��	
���-�����-	q�
T�	26`��M��-����M��:���"HJ����� �
��������$CmI�,�
TR�
	
���h	 � ���-�

ρ
���

�.�������
ρ = 0

���,�I�,�n�
����'�	 ����	 ���i�-��mG���1KqmI�(�-TEHJ����� �
�����2��$,�
	
����1=��	(����	 �k���
Ωf,ρ=0

t
def
= Ωf

t

���ImG	
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�/�-T�	�$��,%F�(�
ρ→ 0

5
�_���-T��,�n	
�����xmG	������-���<�����
	��/��	 m %0���^���f�,� >(V 	  @ .

T t
ρ

def
= T ρ

t ◦ T
−1
t : Ωf

t −→ Ωf,ρ
t

Ωs
t −→ Ωs,ρ

t

1 	 5!) T 2

�nT����I%F���E���I�����-����$,$,1��-T�	 I�� m ��H|�/'�	 � �
��� ��	
$,�EHJ��$�$�� mI�,��M!HJ���
ρ ∈ (0,ρ0)

�
��
 � � �3��
 � ����� ��
 � �,����$ (�
���$'
 � ���

T ρ
t

��$ 	
��
 Y � - �/. � 	��,����$ (�
���$'
 *�
��4! Z t
ρ

!#
�* �<
1! ��$
. ���
��� - Z

Z t
ρ

def
= Z t(ρ,.) =

(

∂T t
ρ

∂ρ

)

◦ (T t
ρ )−1 1 	 5!)�V32

����
 ��$ 	 ��
 $'��� / 	��.��� �/. 	 ��
0. ���
��� - �
�#3(!�& �����*�.-1��� $�& $�	7
�� Z

T ρ
t (Z t

ρ) : Ω −→ Ω

x 7−→ x(ρ,x) ≡ T ρ
t (Z t

ρ)(x)

- �
	 �

d x(ρ)

d ρ
= (ρ,x(ρ)), ρ ≥ 0

x(ρ = 0) = x,
�
�

Ω

1 	 5!) � 2

p<����� 	��.mC	&����$,12�
�����
�,��	
�B��	
���,'����-�('�	 �����i�h���,���
ρ = 0

�.mG	/�
	��
Zt

def
= Z t

ρ=0

5�$t	D�
	 �\��$,$~�0��	
����$,�
HJ�
��%?>,)� @ mIT����9T2%F�,M�T��n#.	����
	 HJ��$KHJ���A�-T�	���	
N?��	
$ �
��
 � � �3��
 � ��� � ��
 � ��� ���
�#3 $

[0,ρ0] −→ C0([0,T ]; W k−1,∞(Ω))
ρ 7−→ Tt(V + ρW )

��$*-�����	��
� / � / $��2&(!�� $ 
���
���	����%� ��
 ����!

St(ρ,.)
def
= ∂ρ [Tt(V + ρW )] =

∫ t

0

[D(V + ρW ) ◦ Tτ (V + ρW ) · Sτ(ρ,.)

+W ◦ Tτ (V + ρW )dτ ]
1 	 5 )� 2

� � � � ������� � �����
St(.)

def
= St(ρ = 0,.)

��$F	 ��
 / ��� � / 
*$'��� / 	��.�����/. 	
��
 . ���
��� - �
�#3 � � / -��#& ������0
� ��
�� $

{

∂tSt − (DV ◦ Tt) · St = W ◦ Tt, Ω0 × (0,T )
St=0 = 0, Ω0

1 	 5!)") 2
= HJ��������%�	
���9��$���	
����$,�oHJ���
�����
T��-T�	B��1)����%F�,�\��$��>1)���-	 % �
���-�,� ��	 �0#�1/�-T�	f'�	
� �
���C��	
$,�

Zt

��	
$:�[�-	
�
�-���-T�	L'�	 � �
��� ��	
$,���

(V,W )
�

��
 � � �3��
 � � � ����� �  #" � ��
 (�
�-�	7��� *�
��4!
Zt

��$ 	 ��
 / ��� � / 
 $'��� / 	��.��� �/. 	 ��
 . ���
��� - �
�#3 � � / -��#&
����� � ��
�� $

{

∂tZt + [Zt,V ] = W, Ω0 × (0,T )
Zt=0 = 0, Ω0

1 	 5!) � 2

- ��
���
 [Zt,V ]
def
= DZt · V −DV · Zt

$�	.����!�$0. ��� 	 ��
 	��.
 � �,�#- � 
�	��/. 	 ��
������
�
(Zt,V )
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UX���
T�	I�
	 N)��	
$���mG	nmI��$�$���	
	 �FM�	 ��	
�
��$��
	 �
��$(�-�7�
�����
	 �
���,��MD��T����.	I��	
���,'����-�('�	 �*��HK�,�?�
	
M��
��$�� '�	
�
����%F���,���G���G#.�����������
�,	
�
5'$"	BmI��$,$x���
	f�-T�	iHJ�
��%�	 mG���1K���	�'�	
$,���.	
�q�,�=p<�LK���$�� mI�,K)�g3 9���$N6
�����F>(V ) � @ 5
�0� 
�
���� ���

d

dρ

(

∫

Ωf,ρ
t

G(ρ) dΩ

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=

∫

Ωf
t

∂ρG(ρ) dΩ +

∫

Γs
t

G(ρ = 0)〈Zt,n〉 dΓ
1 	 5 ) 	 2

�0� 
�
���� ���

d

dρ

(

∫

Γs,ρ
t

φ(ρ) dΓ

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=

∫

Γs
t

[

φ
′

Γ +Hφ 〈Zt,n〉
]

dΓ
1 	 5 ) � 2

- ��
���
 φ′

Γ

$�	 ����!�$ . ��� 	
��
 	.���#3#
���	������H$�������
 !#
�����(���	���(�
 �/.
φ(ρ,.) ∈ L1(Γs

t )

$"	���	
�
��$�$K� $:�����
�,�\��$K��	������(�-�,�����n��H_�
T����h	���	 �
�,'����
�,'�	�HJ����� �
�������+.
� � � ��� 
 � � � ����� � ���

φ(ρ,x) ∈ C0((0,ρ0; C1(Γs,ρ
t ))

$)	 ��
 � ��	+
��S������!#
��S��(���	���(�
 ��$ 3���(�
���� & 	 ��

. ���
��� - �
�#3 
'& ����
�$�$��.��� Z

φ̇ =
d

dρ

(

φ(ρ,.) ◦ T t
ρ

)

∣

∣

∣

∣

ρ=0

	
��
�� 	 ��
 	.���#3#
���	�������$�������
O!#
��S��(���	���(�
 �/.
φ
��$ 3���(�
�� � & 	
��
0. ���
��� - �
�#3 
'& ����
�$�$��.��� $

φ
′

Γ
def
= φ̇−∇Γ φ · Zt

� ��
������ ����� ��.
φ
��$ 	 ��
 	��,�#-�
*�/. � (�
�-�	7���0*�
��4!

φ̃
!#
�* �<
1! � (�
��

Ω
$ 	
��
�� - 
 ��� (�
 $

φ
′

Γ
def
= φ̃

′

|Γs
t
+ ∂nφ̃ 〈Zt,n〉

- �
	
� φ̃′

|Γs
t

def
=

d

d ρ

(

φ̃(ρ,.)
)

∣

∣

∣

∣

ρ=0

∣

∣

∣

∣

∣

Γs
t

�

HJ��$,$�� mI����MD�-T��,�n�
	
%F���,K.�<mC	�T��\'�	��
�0� 
�
���� � �

d

dρ

(

∫

Γs,ρ
t

φ̃(ρ,x)da

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=

∫

Γs
t

[

φ̃
′

+
[

Hφ̃+ ∂nφ̃
]

〈Zt,n〉
]

dΓ
1 	 5 ) � 2

� ���
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� � ������� � � � � � �!� 
�� � � � � 
 
 � � � ��
 	���� ��� �0��� � ����� ��� �
�nT����:K?���
�r�
T�	E�����-���<����� �
����� ��Hf�-T�	E�
�-������'�	 �
��	k%F���K�|�(�/������� m �.�����
��#�$�	q�-�jmG���1K"mI�,�-T

HJ����� �
�������
(u,v)

�-T����G����	B��	�����	 �=���
Ωf

t

5 �nT����o$�	
�����7�-���-T�	fHJ��$�$,� mI����ML�.	
�>�-����#h	 �q6l��M��
����M������5.

Lρ
u∞

def
= L(u,p,d1,d2 + ρδd2; v,q,b1,b2)

= Ju∞
(u,p,d1,d2+ρδd2)−

[

∫ T

0

∫

Ωf,ρ
t

[

−(u ◦ Rt
ρ) · ∂t(v ◦ R

t
ρ) + (Du ◦ Rt

ρ · u ◦ R
t
ρ) · v ◦ R

t
ρ

−νu ◦ Rt
ρ ·∆v ◦ R

t
ρ + u ◦ Rt

ρ · ∇ q − p div v ◦ Rt
ρ

]

+

∫ T

0

∫

Γf
∞

u∞ · (σ(v,q) · n)

+

∫ T

0

∫

Γs,ρ
t

[

(d2 + ρδd2) e2) · (σ(v ◦ Rt
ρ,q) · n

ρ)− u ◦ Rt
ρ · v ◦ R

t
ρ · ((d2 + ρδd2) e2) · n

ρ
]

+

∫ T

0

[

−d1 ḃ1 − (d2 + ρδd2) b1

]

+

∫ T

0

[

−m (d2 + ρδd2) ḃ2 + k d1 b2

]

+

∫

ΩT

u(T ) · v(T )−

∫

Ω0

u0 · v(t = 0)− d0
1 b1(0) + d1(T ) b1(T )−md0

2 b2(0)

+m (d2 + ρδd2)(T ) b2(T )] ∀ (v,b2,q,b1) ∈ W f
s × V

f × Y s
1

mI�,�-T
Rt

ρ
def
= (T t

ρ )−1 5�$"	i������$,1/�
T�	f���
	�'<�,�����G�
	
����$,�
�o�
�D�
T�	B�.	
�>�-����#h	 �=6l��M��
����M������/HJ����� �
��������$
L
5
�%2=�i���>�-����#����
	
�E�-	 �
%��+.

$t	���	 �\�

G(ρ,.) =
[

−u ◦ Rt
ρ · ∂t(v ◦ R

t
ρ) +D(u ◦ Rt

ρ) · (u ◦ R
t
ρ) · v ◦ R

t
ρ

−ν(u ◦ Rt
ρ) ·∆(v ◦ Rt

ρ) + (u ◦ Rt
ρ) · ∇q − p div(v ◦ Rt

ρ)
]

mI�,�
T
Rt

ρ
def
= (T t

ρ )−1 5$t	���	 	
�2�-T�	LHJ��$,$�� mI����M!$�	
%�%F���C�,�2���
��	 �I�
����	
���,'����-	
G(ρ,.)

mI�,�
T2��	
���h	 � �f�-�
ρ
�

����
�
����������
(

dT t
ρ

dρ

)∣

∣

∣

∣

ρ=0

= Zt

(

dRt
ρ

dρ

)∣

∣

∣

∣

ρ=0

= −Zt

����
�
����������
(

d
(

u ◦ Rt
ρ

)

dρ

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

= −D u · Zt

� � 	
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� � ��� � .
�f�
����M��
T�	��9T����,�2����$�	�mG	�M�	 �

(

d

dρ

(

u ◦ Rt
ρ

)

)∣

∣

∣

∣

ρ=0

=
(

D u ◦ Rt
ρ

)

·

(

DRt
ρ

D ρ

)∣

∣

∣

∣

ρ=0

= −
(

Du ◦ Rt
ρ

)

· Z t(ρ,.)
∣

∣

ρ=0

= −Du · Zt

2

�0��
�
������ � ��� ��
�� $ - 
 ��� (�
 	 ��
0. ���
��� - �
�#3 ��
�$ / �2	

∂ρG(ρ,.)|ρ=0 = [(Du · Zt) · ∂tv + u · (∂t(D v · Zt))

− [(D(Du · Zt)) · u+ Du · (Du · Zt)] · v − (Du · u) · (D v · Zt)

+ν(D u · Zt) ·∆v + νu · (∆(D v · Zt)) + p div(D v · Zt)− (Du · Zt) · ∇q]

� � ��� � .
U4�f�
��%F	 �n	\������$,10���
�,��M���	������,�
�����E��H

G(ρ,.)
�����2$,	
%�%0� 1 	 5(V T 243 1 	 5,V�V 2�5

2�nT�	 �2mG	�T��\'�	D���E	�R<���
	 �
�������2��H`�-T�	���	 �
�,'����
�,'�	L��H~�������
�
�,#����-	 �=�-	
��%F�n� ��%�����M&HJ����% �
T�	
6l��M��
����M������qmI�,�
TE�
	
���h	 � �I�-�

ρ
�

d

dρ

(

∫

Ωf,ρ
t

G(ρ)dΩ

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=

∫

Ωf
t

[(Du · Zt) · ∂tv + u · (∂t(D v · Zt))

− [(D(Du · Zt)) · u+ Du · (Du · Zt)] · v − (Du · u) · (D v · Zt)

+ν(D u · Zt) ·∆v + νu · (∆(D v · Zt)) + p div(D v · Zt)− (Du · Zt) · ∇q]

+

∫

Γt

[−u · ∂tv + (Du · u) · v − νu ·∆v + u · ∇q − p div(v)] 〈Zt,n〉

# 2 �C�����������>1q�-	 �
%��+.
$"	D%!�����B��� m �9��K�	!�,�?�
�0���
�
�������i�-T�	��
	
�
%��f�
��%�����M�HJ�
��% �-T�	D%F� ')����MF#.������������1

Γs,ρ
t

5
�nT�	 �^mG	��
	 �
�

φ(ρ,.) =
[

(d2 + ρδd2) e2) · (σ(v ◦ Rt
ρ,q)− u ◦ R

t
ρ · v ◦ R

t
ρ · ((d2 + ρδd2) e2)

]

· nρ

$"	��
	 �
V = d2 e2

�����
W = δd2 e2

�<�-T�	 �

φ(ρ,.) = (V + ρW ) ·
[

σ(v ◦ Rt
ρ,q)− u ◦ R

t
ρ · v ◦ R

t
ρ

]

· nρ

p<�,���
	
φ(ρ,.)

������	�����	 �"���;�-T�	/#.������������1
Γs,ρ

t

��mG	/��	
	 �"����%F	!	�R)�-�
�E�,��	
���
�,�-�,	
�B�
�����
	
�d3
�.�������,��M&�-��#.������������1=��T����.	���	
�
�('����-	 �n��H_�
	
��%F�I����'���$,'�	
�2���

φ(ρ,.)
5

�0��
�
������ �#� ���!� �  #"

∂ρn
ρ|ρ=0 = n

′

Γ = −∇Γ(Zt · n)

� ���
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����
�
�������� �

d

dρ

(

∫

Γs,ρ
t

〈E(ρ),nρ〉dΓ

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=

∫

Γs
t

〈E ′|Γt,n〉+ (divE)〈Zt,n〉

� � ��� � �*w~�,�
�>�\��mG	����
	��-T��[�\�

∫

Γs,ρ
t

〈E(ρ),nρ〉 =

∫

Ωf,ρ
t

divE(ρ)

�-T�	 �2mG	���	
���,'�	L�
T����nN?�������
�,�X1=��������M�$�	 %F%F� 1 	 5 � 2��

d

dρ

(

∫

Ωf,ρ
t

divE(ρ)

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=

∫

Ωf
t

divE ′ +

∫

Γs
t

(divE)〈Zt,n〉

$t	�� �����
$,����	���������M ∫

Ωf
t

divE ′ =

∫

Γs
t

〈E ′,n〉
5

2�nT�	
�2mC	�����	��
����
�
����������

E ′|Γt = W · [−q I +ν D v − u · v] + V · [−ν D(D v · Zt) + (Du · Zt) · v + u · (D v · Zt)]1 	 5 ) ¹ 2
BB	 ���
	��xmG	�T��\'�	

d

dρ

(

∫

Γs,ρ
t

φ(ρ) dΓ

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=

∫

Γs
t (V )

W · [−q I +ν D v − u · v] · n

+

∫

Γs
t (V )

V · [−ν D(D v · Zt) + (Du · Zt) · v + u · (D v · Zt)] · n

+

∫

Γs
t (V )

div(V · [−q I+ν∗ D v − u · v])〈Zt,n〉

� ��
������ ��� � � 
 ��
�-1���
�C	
����	�$

∫

Γt

V · (D v · n) =

∫

Ωf
t

div(∗ D v · V )

=

∫

Ωf
t

D v · ·DV + V ·∆v
1 	 5 ��T 2

� ���
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$"	2���
	=�-T��,�/	�R<����	
�
�������O��� �
T�	=�
	 N)��	
$�5 $"	E�
	 �\��$,$C�-T��[�/�-T�	=�.	
�>�-����#h	 �a$���M��-����M��:���uT����&�
T�	
HJ��$,$�� mI����MDHJ���
%2�

Lρ
V,W = Jρ

V,W −

∫ T

0

∫

Ωf,ρ
t

G(ρ)−

∫ T

0

∫

Γs,ρ
t

φ(ρ)

−

∫

ΩT

u(T ) · v(T ) +

∫

Ω0

u0 · v(t = 0)

∀ (v,q) ∈ Y (Ωf
t )× V

f

BB	 ���
	��.�(�-�n��	 �
�('��[�-�,'�	�mI�,�
T2��	
���h	 � �f�-�
ρ

�[�I�h���,���
ρ = 0

T����I�
T�	LHJ��$�$,� mI����M&	SR<���
	 �
�
�,���K�

d

dρ

(

Lρ
V,W

)

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=
d

dρ

(

Jρ
V,W

)

∣

∣

∣

∣

ρ=0

−

∫ T

0

d

dρ

(

∫

Ωf,ρ
t

G(ρ)

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

−

∫ T

0

d

dρ

(

∫

Γs,ρ
t

φ(ρ)

)∣

∣

∣

∣

∣

ρ=0

∀ (v,q) ∈ Y (Ωf
t )× V

f

w������
T�	
��%F����	�mC	�T��\'�	��
�0� 
�
���� �����

d

dρ

(

Jρ
V,W

)

∣

∣

∣

∣

ρ=0

=

∫ T

0

α(d2 − d
2
g) e2 ·W

1 	 5 � V 2

�B������M2�-T�	0$:���>�!�,��	
���-�(�-�,	
���
����� 	
��������M2�-T�	0��	
���,'����-�('�	���HA�
T�	q���,���-����#��<�-	
�t�����t�
T�	0#.������������1
�-	 �
%��AmI�,�
T^��	
�
�.	
���I�-�

ρ
��mC	�M�	��I�-T�	LHJ��$,$�� mI����MD	�R<����	
�
���������

d

dρ

(

Lρ
V,W

)

∣

∣

∣

∣

ρ=0

= −AZt − BZt − CW

1 	 5 � � 2

mI�,�
T

AZt =

∫ T

0

∫

Ωf
t (V )

[(Du · Zt) · ∂tv − [(D(Du · Zt)) · u

+ Du · (D u · Zt)] · v + ν(D u · Zt) ·∆v − (Du · Zt) · ∇q]

+

∫ T

0

∫

Ωf
t (V )

[u · (∂t(D v · Zt))− (Du · u) · (D v · Zt) + νu · (∆(D v · Zt)) + p div(D v · Zt)]

BZt =

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

[−u · ∂tv + (Du · u) · v − νu ·∆v + u · ∇q − p div(v)] (Zt · n)

+ V · [−ν D(D v · Zt) + (Du · Zt) · v + u · (D v · Zt)] · n

+ div(V · [−q I +ν∗ D v − u · v])〈Zt,n〉

−

∫ T

0

∫

Γf
∞

ν u∞ ·D(D v · Zt) · n

� �I¹
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CW =

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

W ·
[

−b1 e2 −m ḃ2 e2 + σ(v,q) · n− (u · v)n− α(d2 − d
2
g) e2

]

� � ������� � ��
 � � 
 ��� � � ��� � �!� 
 � � � � � � � � � � � ��� 
���
 �

$"	i��T���$�$.��� m������
�
��%F	f�-T����
(u,p,ϕ,π)

���G�!�
������$,	i�.�������G��H8�-T�	�6`��M��-����M��:����HJ�������-�,������$
L
5

�nT����nmI��$,$hT�	
$��E���A�
���
��%���$,�,H 1��
	�'�	
�
��$K�-	 �
%��n����'���$,'�	 �E���=�-T�	L��	
�
�('����-�('�	���H
L

mI�,�
T=�
	
���h	 � �I�-�
V

5
UX����	
	 �K�<mG	BmG����$,�0$,��K�	n�
�!	�R<����	
���C�-T�	B�����>�-����#����
	
���-	 �
%

AZt

���C��#h�����������>1�N)�������-�,�X1���	(����	 �
���2�
T�	 I����,�2%�� ')����M/#.������������1

Γs
t

�����2�
T�	5��R<	
�^#h�����������>1
Γf
∞

5

��
 � � �3��
 � � � � ���
(u,p,ϕ,π)

$ � ! !���
������
��	
$ �/. 	
��
 	C�'3��,���#3������ . / �<-�	��.������� �,����
 � � $ 	 ��
 . ���
����0
- �
�#3(��!#
���	��
	�& �����4!�$ $

∫ T

0

∫

Ωf
t (V )

[(Du · Zt) · ∂tϕ− [(D(Du · Zt)) · u

+ Du · (Du · Zt)] · ϕ+ ν(Du · Zt) ·∆ϕ− (Du · Zt) · ∇π]

+

∫ T

0

∫

Ωf
t (V )

[u · (∂t(Dϕ · Zt))− (Du · u) · (Dϕ · Zt) + νu · (∆(Dϕ · Zt)) + p div(Dϕ · Zt)]

−

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

V · [ν D(Dϕ · Zt)− (Du · Zt) · ϕ− u · (Dϕ · Zt)] · n

+

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

[ν (ϕ− b2 e2) · (D(Du · Zt) · n) + (Dϕ · Zt) · (−p n+ ν(D u · n))]

−

∫ T

0

∫

Γf
∞

ν u∞ · (D(Dϕ · Zt) · n) = 0, ∀W
def
= δd2 e2

� � ��� � ��$"	����
	�	�R)�-��	
%F��$K� �������(�-�������I���
���<� �:���
	
�=�-�/'������:���
�������GmI�,�-TE��	
�
�.	
���I�-�
(u,v)

���=�-T�	
6`��M��-����M��:���=HJ����� �-�,������$KmIT�	
�
	�mC	DT��\'�	!������	 �;��#h�����������>1E�
�����
	�mC	D�
����������	 �f�
	
�>�BHJ����� �-�,�����
v

�-T����L���=������'���������Tj���
Γf
∞

�����j���E�����L%F���
�9T;�-T�	/����$��,�k�-	 ���LHJ�������-�,�����L���i�-T�	 I������<34�
��$,���

�N¹LT



��� % ����� � ����	��
� ���2�
	�& ������!��
	��.����$

�����
	
��H����
	
Γs

t(V )
��� 5+	

L2(u,p,d1,d2; v,q,b1,b2) = Ju∞
(u,p,d1,d2)

−

∫ T

0

∫

Ωf
t (V )

[−u · ∂tv + (Du · u) · v − νu ·∆v + u · ∇ q − p div v]

−

∫ T

0

∫

Γf
∞

u∞·σ(v,q)·n−

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

V ·[σ(v,q) · n− (u · v)n]+

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

(v−b2 e2)·(σ(u,p)·n)

−

∫ T

0

[

−d1 ḃ1 − d2 b1

]

−

∫ T

0

[

−md2 ḃ2 + kd1 b2

]

−

∫

ΩT

u(T )v(T ) +

∫

Ω0

u0v(t = 0) + d0
1b1(0)− d1(T )b1(T ) +md0

2b2(0)−md2(T )b2(T )

∀ (v,q,b1,b2) ∈ Y f × V f × Y s
1 × Y

s
2

�nT��,�f$,	\�����A�-�/�-T�	LHJ��$,$�� mI����M&�h	 ���
���
#��[�-�����2�,��	
���
�,�X1��

∂(u,v)L
2 · (δu,δv) = −

∫ T

0

∫

Ωf
t

[−δu · ∂tv − u · ∂tδv +D(δu · u) · v +D(u · δu) · v

+D(u · u) · δv − ν(δu ·∆v)− ν(u ·∆δv) + δu · ∇q − p div(δv)]−

∫ T

0

∫

Γf
∞

ν u∞ · (D δv ·n)

+

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

[ν (v − b2 e2) · (D δu · n) + δv · (−p n+ ν(D u · n))]

−

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

V · [ν D(δv)− δu · v − u · δv] · n−

∫

ΩT

[δu(T )v(T ) + u(T )δv(T )]

∀ (δu,δv) ∈ X(Ωf
t )× Y (Ωf

t )

$"	��9T��<����	��
�.	
�
� �����h	 ���-���
#����
�����=�����
	 � �
������� ����5S	

δu = Du · Zt δv = D v · Zt

mI�,�
T
δu(T ) = δv(T ) = δu(0) = δv(0) = 0

��mIT�	 �
	
(u,v)

���
	n�
������$,	f�.���,�?�
�*��Hx�-T�	I$���M��-����M��:���K�
��5S	�����$����
�������A��H`�
	 �
�.	
� �
�,'�	
$,1F�-T�	L���
��%F��$h�����2����A��������)I������=������#�$�	 %^5 $t	i�
	
� ��M����,z
	L�,%F%�	
�����[3
�-	 $,1F�-T�	����,���-����#��<�-	
�2�����^#.������������1q�
	
��%F�n�,�?'���$,'�	
�2���=�-T�	���T����.	���	
���,'����-�('�	 K�	
�
��	
$l����	 ���-�,�X1�5
2
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� � ������� � ��� � � � � �	��� ��� � � � � ��� 
 ��� � � ��� 

�f�
����M^�-T�	0�
T����h	F��	
���,'����
�,'�	FK�	 �
��	 $C����	
���-�(�X1��8mC	0�
��%���$,�,H 1k�
T�	q6l��M��-����M��:��� ��	
���,'����
�,'�	F���

�-T�	��-������$�	��.�������
(u,p,d1,d2,ϕ,b1,b2)

5 $t	��
	��
(u,v) = (u,ϕ)

�����=mG	DM�	 �\�

AZt =

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

V · [ν D(Dϕ · Zt)− (Du · Zt) · ϕ− u · (Dϕ · Zt)] · n

−

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

[ν (ϕ− b2 e2) · (D(Du · Zt) · n) + (Dϕ · Zt) · (−p n + ν(Du · n))]

+

∫ T

0

∫

Γf
∞

ν u∞ · (D(Dϕ · Zt) · n)

$t	�����	��
T����
ϕ = b2 e2,

���
Γs

t(V )
�����E�-T�	LHJ��$,$�� mI����M&����	 ���-�,�
��	 �
�

(Dϕ · Zt) · (p n) = (p divϕ)〈Zt,n〉
1 	 5 �  %2

(Dϕ · Zt) · (Du · n) = (Dϕ · n) · (Du · n)〈Zt,n〉
1 	 5 � ) 2

�-T�	 �K�

AZt =

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

V · [ν D(Dϕ · Zt)− (Du · Zt) · ϕ− u · (Dϕ · Zt)] · n

−

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

[−p divϕ+ ν (Dϕ · n) · (Du · n)] 〈Zt,n〉

+

∫ T

0

∫

Γf
∞

ν u∞ · (D(Dϕ · Zt) · n)

�B�
�,��M��-T�	LHJ��$,$�� mI����MD����	 ���-�,�X1��

div(V · [−π I +ν∗ Dφ− u · ϕ]) = −π div V − V · ∇ π + ν Dϕ · ·DV

+ ν V∆ϕ− (div V ) u · ϕ− V · ∇(u · ϕ)
1 	 5 � � 2

mC	�M�	 �
�

BZt =

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

[−u · ∂tϕ+ (Du · u) · ϕ− νu ·∆ϕ + u · ∇π − p div(ϕ)] 〈Zt,n〉

+ V · [−ν D(Dϕ · Zt) + (Du · Zt) · ϕ+ u · (Dϕ · Zt)] · n

[−π div V − V · ∇π + ν Dϕ · ·DV + ν V∆ϕ

−(div V ) u · ϕ− V · ∇(u · ϕ)] 〈Zt,n〉

−

∫ T

0

∫

Γf
∞

ν u∞ ·D(Dϕ · Zt) · n

�N¹��



��� % ����� � ����	��
� ���2�
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�-T�	
�EmC	�M�	 �
�

AZt +BZt =

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

[ν (Dϕ · n) · (D(V − u) · n)− u · ∂tϕ+ (Du · u) · ϕ− π div V

−(div V ) u · ϕ− V · ∇(u · ϕ)] 〈Zt,n〉

$"	����
	L�-T�	LHJ��$,$�� mI����M&����	 ���-�,�X1��

V · ∇(u · ϕ) = ϕ ·Du · V + V ·Dϕ · u

�����E�-T�	�#.������������1q�
�������,�-�,����� �
u = d2 e2

���
Γs

t

�
ϕ = b2 e2

���
Γs

t

5%�nT����I$,	\�����A�
���

AZt +BZt =

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

[

ν (Dϕ · n) · (D(V − u) · n)− d2 ḃ2 − π div V − (div V ) u · ϕ

−d2 e2 ·Dϕ · d2 e2] 〈Zt,n〉

$"	��9T��<����	L�-T�	L'�	 $��)�
�(�X1 ��	
$,�
V = Ext(d2 e2) ◦ p

���-T�	 �

(DV · n) · n|Γs
t

= 0

�����

div V |Γs
t

= divΓ V + (DV · n) · n

= 0

w~�,����$�$(1��?mC	�T��\'�	

AZt + BZt =

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

[

−d2 ḃ2 + ν (Dϕ · n) · (Du · n)− |d2|
2 (Dϕ · e2) · e2

]

〈Zt,n〉

�����

CW =

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

W ·
[

−b1 e2 −m ḃ2 e2 + σ(φ,π) · n− α(d2 − d
2
g) e2

] 1 	 5 �
	 2

mIT�	 �
	�mC	�T��\'�	�����	
�^�
T����
�
∫

Γs
t (V )

d2 e2 · b2 e2 · n = 0

$"	��,���-�
�)����� 	��-T�	���� A�������� ��	 $��
λ

�
��$,���-�,���=��H`�-T�	LHJ��$,$�� mI����M!��1)�>�-	
%2�
{

−∂tλ−∇Γ λ · V − λ divΓ V = f, (0,T )
λ(T ) = 0, ΓT (V )

1 	 5 ��� 2

mI�,�
T

f =
[

−d2 ḃ2 + ν (Dϕ · n) · (Du · n)− |d2|
2 (Dϕ · e2) · e2

] 1 	 5 � � 2
� ��
������ ��� � ��� � / � -1��$'


divΓ V = 0

�\¹  
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$t	��
	 �\��$,$��-T�	�HJ��$�$�� mI�,��M&�������h	 ���X1��
����
�
�������� � ��� � �� ���� � �! #" ����� ����&

E(V ) ∈ L2(Σs(V ))
����!

(V,W ) ∈ U
$ 	 ��
 . ���
��� - �
�#3

��!#
���	��
	�& �����4!�$ $

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

E(V ) 〈Zt,n〉 = −

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

λ〈W,n〉
1 	 5 �N¹ 2

- ��
���
 λ ∈ C0([0,T ];H1(Γs
t ))
��$ 	
��
 / ��� � / 
 $'��� / 	��.��� �/.������ � ��
����,��� % ��� - �
	 � f = E

�
�nT�	
�2mC	�T��\'�	��

AZt +BZt =

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

f〈Zt,n〉

= −

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

〈λn,W 〉

BB� mC	�'�	 �
�.���
�,��M��
T�	L�����
��%F��$��(�X1��
�������,�-�,���qHJ���A�
T�	�6`��M��-����M��:���FHJ����� �
��������$��)mC	���#��-�����

−(AZt +BZt) = CW

�-T��,�f$,	\�����A�-���

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

λn ·W =

∫ T

0

∫

Γs
t (V )

[

−b1 e2 −m ḃ2 e2 + σ(φ,π) · n− α(d2 − d
2
g) e2

]

·W,

∀W
def
= δd2 e2 1 	 5 	LT 2

wx����% mIT����9TEmC	���	
�����
	��-T�	LHJ��$,$�� mI����M&����	 ���-�,�X1��

∫

Γs
t (V )

λn =
[

−b1 −m ḃ2 − α(d2 − d
2
g)
]

e2 +

∫

Γs
t (V )

σ(φ,π) · n
1 	 5 	 V32

$t	���� m ����	L�-T�	LHJ��$,$�� mI����M!$�	
%�%F���
����
�
�������� �

∂t

(

∫

Γs
t (V )

λn

)

=

∫

Γs
t (V )

[∂tλ+∇Γ λ · V ] n
1 	 5 	�� 2

$t	�M�	��\�

∂t

(

[

−b1 −m ḃ2 − α(d2 − d
2
g)
]

e2 +

∫

Γs
t (V )

σ(φ,π) · n

)

=

∫

Γs
t (V )

[

−d2 ḃ2 + ν (Dϕ · n) · (Du · n)− |d2|
2 (Dϕ · e2) · e2

]

n

�N¹ )



������� �����<-�� / $��.���

�nT��,�f�
���2#h	�mI���,�
�
	
�^���
�

ḃ1 +m b̈2 = −α(ḋ2 − ḋ
2
g) + ∂t

(

∫

Γs
t (V )

σ(φ,π) · n

)

· e2 +

∫

Γs
t (V )

[

|d2|
2 (Dϕ · e2) · e2 − ν (Dϕ · n) · (Du · n)

]

· n

�����EmG	���	
�
��$�$��
T�	����-T�	
�I�
��$,���E��� A��������I	
N?���[�-�����K�

{

−ḃ1 + k b2 = α(d− d1
g), (0,T )

b1(T ) = 0,

1 	 5 	  2

68	 �f���I��� A�	
� �
ḃ1

����������	i�
T�	5���
�>�f����	��

m b̈2 + k b2 = α(d− d1
g)− α(ḋ2 − ḋ

2
g) + ∂t

(

∫

Γs
t (V )

σ(φ,π) · n

)

· e2 +

∫

Γs
t (V )

[

|d2|
2 (Dϕ · e2) · e2 − ν (Dϕ · n) · (Du · n)

]

· n

�nT��,�f� ����� $�����	 �n�-T�	������<��H_��H`�-T�	�%F�����=��	
����$,�
5
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��M����
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x : Ω× (0,T ) −→ Ω
(x0, t) −→ x = x(x0,t).
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��
Ω = Ωf

g+δg(t)∪Ω
s

g+δg(t)
<

5 �p
�#$%&F��(�Q6� 6�4 7�6�4 ����8]_���� G%�
N'&2�#$���ND(,-�p��
�����#$+$%��CH 1 8 < � 2Me�! ;����� �3�HK3��&��2��4e
∫

Ωf
0

∂Jg+δgug+δg

∂t |x0

· v̂f dx0 −

∫

Ωf
g+δg(t)

[φ(ug+δg,σg+δg)− ug+δg ⊗ wg+δg] : ∇v̂f dxg+δg

+

∫

Ωs
0

ẍs
g+δg · v̂

s dx0 +

∫

Ωs
0

Fg+δgSg+δg : ∇0v̂
s dx0 +

∫

Γs
0

Jg+δgσg+δgF
−T
g+δgn0 · (v̂

s − v̂f)0

=

∫

Ωs
0

f · v̂s
0, ∀ v̂ = (v̂s,v̂f) ∈ D0(Ω0)

3 × D0(Ω)3.
1 8 <�i T 2

 T  
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 � ��� �����2&'$'
)!#
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���$���� �
�2�
	�� ��� / � / � $�& $�	����(
G-�� / ������� / ��!#
�0.$�	�� / -�	 / ��
)	��S��!��
�(
���$��.�����<
��

�fF��(!

ug+δg = g + δg,
��%�2

Γf
0 ,

ug+δg = ẋs
g+δg,

��%�2
Γs

0.

1 8 <�i$i32

�I
 � ;d��
> 16(2�������� H �B� ����
:6@��2������4 6��#$
 ��% '�2�#�����D�,:�s'��(28 6%�2��H6 ��%& �#$%�2R���t�.; 6� 6�4 R���t216M] 6(2��(
�!��
(ug,pg,xg)

<&
%;�0>�9'J#4 60:D����I]u#$
����4,:��
E 6����������
��l!��C'�2�#�!��(����%��"���I����
:6@�42������4 6��#$
-!(#$2�2��(��'J#�
��QHP����3
,:�M � 62���DE%��C��;B6M 1�4 G��%/�8���8 �D�,:�C���� l�&��oH6(2���
> 6�B�4�����7'���2526��'�'�#$28 lH^���^��#�
�
:6(�C��%/��#$2��/�SR9 �6(2�����%�2(e
!(�7D9%&��2���F9����
> )Hp��%�'&'J#$���(2.DE%������(�%I�%�!M 6%��4 ���#$
&�

(δu,δp,δx)
��#�
E 5��%-,:y�,:�"#$2���2��"DE%��

δg
1 ����
��

%�
��O!(�(28 1����
��I
�#$2�,:� 2M<
=��J� ; ��+��� 5�����:6M 6��2�,-��
���2.���(�.F��42��B�K 6��#�
��

(δu,δp,δx)
e9D9%&��
�#$%&�)������#$
��?�:6(��
���25���4
��

Ω
���O!�#$
A��+�%�3

26�4 ���#$
Q��%& �#$%�2"���O�B��DE%��������C���p'�2�#$����D�,:�I���� �'J��2� �%�2���6�< =���
����b���(��I�%�!M 6%��K 6��#�
��"��#$
> ��:6���
&���(�"���
�B�q,*��
&��D(2��p��%���F��4
E �� .k'J#�%�2

t > 0
e�#�
m!(#�
������:D(2��

x ∈ Ω
�M 
x0 ∈ Ω0

 6���xDE%��
x = xg(x0,t)

<J�I

�:6���
&�� �����#�2��

δx(x,t) = xg+δg(x0,t)− xg(x0,t),

�� 7'J#�%�2l�.; 6� 6�4 �I�%������ 1 ��!���e
x ∈ Ωf

g (t)
�� 
x0 ∈ Ωf

0

2

δu(x,t) = ug+δg(x + δx(x,t),t)− ug(x,t)−∇ug(x,t)δx(x,t),

δp(x,t) = pg+δg(x+ δx(x,t),t) − pg(x,t)−∇pg(x,t)δx(x,t).

[��^,:��
��ND(2��C'���%&�7!�#$,-'���!� ��

xg+δg = xg + δx,
����
��

Ω0,

ug+δg(IΩf
g (t) + δx) = ug +∇ugδx + δu,

���4
��
Ωf

g (t),
1 8 <�i 7 2

pg+δg(IΩf
g (t) + δx) = pg +∇pgδx + δp,

����
��
Ωf

g(t).


\���%I�%�!� �%��4 ���#$
��{��#$
> 6�F4����%:6(���?HC'���2� ���2a���(�AF4��2����4 6��#$
��x���"�.; 6� 6�4 ;��
-%&
-'�#$��
E ;'�0>������DE%��"��#$
&
:6�e
�(
T'�2���
���
> 

ug +∇ugδx+ δu
!(#�,:,-���4'�'�2�# R���,:�4 ���#$
*HZ�.;d#$2���2��XiC�&�

ug(IΩf
g (t) + δx)

<&=��c� ; �4+$�� 
����#$2��?�C;��Moc��!� �%��(2.%�
: �26��
&��'�#$2� .Hp�.;d��
> �6�2����(%�2A��%-'�2�#$����D�,:�l�&��2,6�] 6(2��(
�!�� 1 8 < � 2M< 5 ��!(�k]_���� A��;�#��#A��� 
��%N'���26��+�26��'�0&�O��%���F4��
> (<

� �����*� � $ � � �	�a��&��A&n$ � � ��$'& �
	 & %b$'! � " � � $ %��
����
�
�� � � � )C���
	

V0
/ � !#��� ���
�<
 �������c� * & 
 
�	

x : V0 −→ R3 / �<
 -1���S	7
 �
�
� 
�-�	���(�
 $�!#
 -��4��$�$'

C2(V0)

3
$���� �<��	7


V

���

= x(V0)

� )C���
	

Φ : R
3 × R

3×3 × R
3 −→ R

3

/ �<
 ��� ���2�.-1��	��.���
C1
$ 
�	

h ∈ L2(V0)
3
���G� / � -���� � / 
 !9�7���4�#-�
��(
���	

δx ∈ C1(V)3

�	F-���� � / 


�������(
���	
(u,σ,w) ∈ C1(V)3×9×3

$ ��	���$�. ����$ ����	

∫

V0

h · q̂ dx0 −

∫

V

Φ(u,σ,w) : ∇q̂ dx = 0, ∀q̂ ∈ C2
0(V)3,

1 8 <�i  %2

 T )



� ����� �X���(����$�	��,��	��.����$ ! / �f��$ / �2	.��	 ���S�
�<-�� �����

��������$
(u,σ,w)

(����S� *�
 ��
������ � �����(
 -���� (�
�-�	�� . 	��,����$7�����S	�� $ / ��(�����	
∫

V0

h · (∇q̂δx) dx0 +

∫

V

[

Φ(u,σ,w)(I div δx−∇δxT )

+D(u,σ,w)Φ(u,σ,w)(∇uδx,∇σδx,∇wδx)
]

: ∇q̂ dx = 0, ∀q̂ ∈ C2
0 (V)3.

1 8 <�i )%2
���

D(u,σ,w)Φ(u,σ,w)(∇uδx,∇σδx,∇wδx)

���

=
∂Φ

∂u
(u,σ,w)(∇uδx)

+
∂Φ

∂σ
(u,σ,w)(∇σδx) +

∂Φ

∂w
(u,σ,w)(∇wδx).

� 
�
 � � � 

� � 
�� � � ��g7#$%��G2��('�2��(
�#�
��)���"]u#$2�,*��������,:�l��
E �2�#9��%��� 5����
�� >,) ¹ @ <&h�#$�� 
q̂ ∈ C2

0 (V)3 %&
��
]u#$
�!M 6��#$
V 6�(�8 �� R�6���e\
�#� �#$
��

K �n�`�=
��%�'&'

(q̂) ⊂ V
< 8x#$%�2

ε > 0
#�
 �:6(��
��� 

xε = IV + εδx
<a�C


'��(%& O!(#�
��� �2�%���2���eb'���2I!(#$
> ���
E%��� 16q���q�.;���'�'�����!@�K 6��#�

xε eb%�
 ��
�����,Z�����-!�#$,-'���!� 

K0 ⊂ V
�� O%�


216��(�
ε0 > 0

e& ��(���lD9%&�^'�#$%�2) �#$%& 
0 < ε < ε0

e
xε ���� 7��
 A��(!� ���F��I�� 

Qε = (xε)−1(K) ⊂ K0, xε(K0) ⊂ V.

[O; ��'&21D(� 1 8 <�i  %2G�� 7'���2l!10���
�+$��,:��
E ����IF4��2�����������#$
N�PD9%&�

V

K

xε0(K0)
K0

Qε0

�+����� 8 < 7 / � 
�$'-��S� ��	��.��� !#
�$ 
���$'
�� � ��
�$

0 =

∫

V0

h · q̂ dx0 −

∫

K

Φ(u,σ,w) : ∇q̂ dx

=

∫

V0

h · q̂ dx0 −

∫

xε(Qε)

Φ(u,σ,w) : ∇εq̂ dx
ε

=

∫

V0

h · q̂ dx0 −

∫

Qε

Φ(u(xε),σ(xε),w(xε)) : (∇εq̂)(x
ε) det∇xε dx

=

∫

V0

h · q̂ dx0 −

∫

K0

Φ(u(IV + εδx),σ(IV + εδx),w(IV + εδx))∇(IV + εδx)−T :

∇q̂(IV + εδx) det∇(IV + εδx) dx .

 T>r
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x�-���(2�
���D�2�� 6(+>�4���� 16C� ;d#$�& �����
E ���%Q]_���� "DE%��
q̂(IV + εδx)

� ;���
�
E%����O�(
N���(0&#$2��7���
Qε ⊂ K0

<�8{��2
�:6�F��(��#�'�'J��,:��
> ���� �a�@����#$2"HP�.;d#$2��&2��Pip�(


ε
#$
T#$�& �����
E "��;������(
> ��� �6���%���F��4
E ��

0 =

∫

V0

h · q̂ dx0 −

∫

K0

Φ(u,σ,w) : ∇q̂ dx − ε

[
∫

K0

Φ(u,σ,w)(I div δx−∇δxT )

+D(u,σ,w)Φ(u,σ,w)(∇uδx,∇σδx,∇wδx) : ∇q̂ dx

]

− ε

∫

K0

Φ(u,σ,w)∇(∇q̂δx) dx

+ o(ε).

[C��
��C��;B6�+>������ �6�'�216�! 6(�&�(
> 6�P���(�7���(% RN'�2��(,-����2��" 6�(2�,:������#$
> C
E%����7�C;���'�2,D(� 1 8 <�i  %2Mek�M ����^����2�
����(2
 6�(2�,:�p���O2,6(��%&�� 7H

∫

V0

h · (∇q̂δx) dx ,

�(
Q%& 6����������
> 
∇q̂δx

!�#$,:,-��]u#$
&!� 6��#$
W 6���� 7����
�� 1 8 <�i  %2M<�=��b��
N2,6(��%��� ��ODE%��p'�#$%�2
0 < ε < ε0

0 = ε

[
∫

K0

Φ(u,σ,w)(I div δx−∇δxT )

+D(u,σ,w)Φ(u,σ,w)(∇uδx,∇σδx,∇wδx) : ∇q̂ dx −

∫

V0

h · (∇q̂δx) dx

]

+ o(ε).

=���#�2��l���b#�
N����F9�����I'���2
ε
�� "#�
Q]_���� ) 6��
���2��

ε
F$��2�� T #�
Q#��& 6���(
> 1 8 <�i ) 2�<

�g�#$%��7��%&2�#$
��"���(��#$��
Le�����
��"�B�Z��%��� ���e���%Q!(#$2�#$��������2�����%���F4��
> �.
� � � � ������� � � ��� )C� / $ ��
�$ �#&�����	
����$'
�$O! / ��
��*�(
 � ���F�
� �@��$ / �2	7
 � / 

∫

V0

h · (∇q̂δx) dx0 +

∫

V

[

Φ(u,σ,w)(I div δx−∇δxT )

+D(u,σ,w)Φ(u,σ,w)(∇uδx,∇σδx,∇wδx)
]

: ∇q̂ dx =

∫

∂V0

h · q̂δx ·
(

F−Tn0

)

0

+

∫

∂V

[

D(u,σ,w)Φ(u,σ,w)(∇uδx,∇σδx,∇wδx)n− Φ(u,σ,w)η(δx)
]

· q̂,

∀q̂ ∈ C2(V)3.
1 8 <�i r 2

���
η(δx) = −(I div δx − ∇δxT )n

��
7���@��$'
���	+
 ��
*	+
��S�(
 �2�
�c� ���
��
 !#
 (���������	��.��� ! / (�
�-�	7
 / �
n�<����� ��� �

∂V
�

� 
�
 � ��� 
 �3� 
�� � � �CPA
T 626�4
���'�#$2� 6��
> 7����
��
V
���I'�2��(,-���(25 6�(2�,:�p��� 1 8 <�i�) 2Me�#�
Q#��& 6���(
> 

∫

V

[

1

J
h⊗ δx+ Φ(u,σ,w)(I div δx−∇δxT )

+D(u,σ,w)Φ(u,σ,w)(∇uδx,∇σδx,∇wδx)
]

: ∇q̂ dx = 0, ∀q̂ ∈ C2
0(V)3.

=���#�2��l���b#�
N
�#4 6�

G �n�`�=
1

J
h⊗ δx+ Φ(u,σ,w)(I div δx−∇δxT ) +D(u,σ,w)Φ(u,σ,w)(∇uδx,∇σδx,∇wδx),

 T j
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#$
T�:6���%��� 7DE%��
divG = 0,

���4
��
V,

!(�pDE%��b'��(2�,:�M ��<;�#$�� 6�(
&��2 1 8 <�i r 2M<
�

� ��
������ 	 � � � � 	Q
 	+
��S�(
 !#
 (����S����	��.��� !#
 �4�(�<���S� ����

η(δx)

�<
 !9�7��
���! � / 
 !#
 �4�F	��,�#-�
 !#

δx
$ / �

∂V
�

g�#�%��G�4'�'�����DE%�#$
��.����#$2��A���(�?216���%��� 1�4 ��5'�2,6(! 6(����
E ��l��%-!@���.'���28 6��!(%������(2{��%*'�2�#$���ND(,-�l����2,6�] 6�2��(
&!(�
1 8 < � 2�<
�C
N!�#$
������:D�2��

v̂s = 0
�� 
v̂f ∈ D0(Ω

f
g (t))

3 ����
&� 1 8 < � 2Me�
�#�%��"#$�& 6��
�#$
�������#$2��l���I��#$%���3�'�2�#$���ND(,-�
I�%������p���p216M] 6(2���
�!(�O��%&��F4��
> �.
∫

Ωf
0

∂Jgug

∂t |x0

· v̂f dx0 −

∫

Ωf
g (t)

[φ(ug,σg)− ug ⊗ wg] : ∇v̂f dxg = 0, ∀v̂f ∈ D0(Ω
f
g (t))

3.

1 8 <�ifj 2
=���
����J]u#$2�,Z%&��6�e&���c���� 7]_��!(�����C�<; ��'&'�����D9%&�(2l�����l216���%��� 1�4 ��7�&%N!�#$2�#$���B����2�� 8 <�i^�@F��(!

V0 = Ωf
0 ,

x = xf
g ,

V = Ωf
g (t),

h = (Jgug)
·,

Φ(u,σ,w) = φ(u,σ)− u⊗ w.

=���
����J 6#$%& ��p��#$��%& 6��#$
W��� 1 8 <�ifj%2�e&F#6(2������p���I'&2�#$���ND(,-�C!(#�
EF��(!M 6��];��%���F��4
E +.

−

∫

Ωf
0

(
∂Jgug

∂t |x0

)⊗ δxF−T
g : ∇0v̂

f dx0 +

∫

Ωf
g (t)

ug ⊗ (∇wgδx) : ∇v̂f dxg

+

∫

Ωf
g (t)

ug ⊗ wg(I div δx−∇δxT ) : ∇v̂f dxg +

∫

Ωf
g (t)

(∇ugδx)⊗ wg : ∇v̂f dx

−

∫

Ωf
g (t)

φ(ug,σg)(I div δx−∇δxT ) : ∇v̂f dxg −

∫

Ωf
g (t)

D(u,σ)φ(ug,σg)(∇ugδx,∇σgδx)

= −

∫

Γs
0

∂Jgug

∂t |x0

· v̂fδx · (F−T
g n0)0 +

∫

Γs
g(t)

[φ(ug,σg)− ug ⊗ wg] η(δx) · v̂
f

g

−

∫

Γs
g(t)

D(u,σ)φ(ug,σg)(∇ugδx,∇σgδx)ng · v̂
f

g

+

∫

Γs
g(t)

(∇ugδx⊗ wg + ug ⊗∇wgδx)ng · v̂
f

g, ∀v̂
f ∈ D0(Ω)3.

1 8 <�i 8 2
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��

δx
� �	� �
��	����S�.
 / � ! /

!#��� ���
�<

Ωf

g (t)
$�
�� / �<
 �
��	��.3��,����
O!#
 $ / ��. �#-�
O!#����	 �4� !9�7��
���! ���<-�
 
��

δx
$'
 �1�1! / �
	 � $ �(	��,�#-�
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:6(��2����6�4 ���#$
 >!) ¹ @ �(�8 ��Moc��!� �%:6^��
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i$<�6(!�2��� �%�2����(
/!�#$
A��+�%�26�4 ���#$
:����2,6�] 6�2��(
&!(�

Ωf
g (t)

e��&�(�5 ��(2�,:���G!(#�
EF��(!M 6��]u�G��%/'�2�#$����D�,:�7'��(283
 6%�2��H64e

7 <l�:6�F��(��#$'�'��(,-�(
> I��� �a�@�9��#$2���%S'�2��(,-����2�#$2���2��^����
������^'�2�#$�&��D(,-�O'J��2� 6%&2��:64ec�(
m%& 6����������
> 
�B�P�:6(��
��� ���#$
 1 8 <�i 7 2Me

 &<�6(����,-��
��4 ���#$
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*��%*'�2�#$�&��D(,-�7����2,6�] 6�2��(
&!(� 1 8 < � 2Me
)�<l����,:'�������!(�4 6��#$
m�&�(�I 6��2�,-�(�p�C;d#$2���2��q%�
Leb'���2I��#$%��8 626�K 6��#�
Y�&% '�2�#$���ND(,-�Z!(#$
>F��(!� ���]5 626�4
��83

'J#�2� �6 1 8 <�i 8 2M<

� 
 ��� ��� �

Ω0

xg(·,t)

xg+δg(·,t)

Ωg(t)

Ωg+δg(t)

xδg(·,t) = I + δx(·,t)

�+����� 8 <  /�� �,������
 !#
�$O��� ���2�.-1��	��.����$

�C
s'�#$���
Fδg �n�`�= ∇xδg = I +∇δx

�M 
Jδg �����= detFδg

< =���
���� e;��'&21D(�^ 626�4
���'�#$2� Z���(�P 6��2�,-�(�
!(#$
>F$��!� ���]u�(ek���I'�2�#$�&��D(,-� 1 8 <�i T 2G����F9����
> �.
∫

Ωf
0

∂Jg+δgug+δg

∂t |x0

· v̂f dx0 −

∫

Ωf
g (t)

Jδg [φ(ug+δg,σg+δg)− ug+δg ⊗ wg+δg]F
−T
δg : ∇v̂f dxg

+

∫

Ωs
0

ẍs
g+δg · v̂

s dx0 +

∫

Ωs
0

Fg+δgSg+δg : ∇0v̂
s dx0 +

∫

Γs
0

Jg+δgσg+δgF
−T
g+δgn0 · (v̂

s − v̂f)0

=

∫

Ωs
0

f · v̂s
0, ∀ v̂ = (v̂s,v̂f) ∈ D0(Ω0)

3 × D0(Ω)3.
1 8 <�i � 2

� 
 ��� � � �
� '���28 6��2\���.�B�"�:6(��
��� ���#$
O������I�%�!M 6%��K 6��#�
�� 1 8 <�i 7 2L#$
X'��(%& a#$�& ��(
���2(eKH���;�#�2���2��7i�eK���(�x������
> 6�� 16(�

!(�B�4������DE%��(�7��%���F4��
> 6�(� 1 F$#$��2�=�
�
��SR�� 2

Jg+δg = Jg(1 + div δx),
���4
��

Ω0,

F−T
g+δg = (I−∇δxT )F−T

g ,
����
��

Ω0,

σg+δg = σg +∇σgδx + δσ,
����
��

Ωf
g (t),

wg+δg = wg + δw,

 T$�
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�@F$��!
δw

�� 
δσ

�:6���
&���"'���2

δw �n���=
∂δx

∂t |x0

,
����
&�

Ω.

δσ �n���= −δp I +ν(∇δu+∇δuT ),
����
��

Ωf
g(t).

�C
R!(#$,-,:��
�!(�X'���2I����
:6@�42������(2����(�C ��(2�,:���p�fF��(!q�:6�2���F#6��(�I 6��,:'�#$2��������(�(<�=���
����{#$
Y�WHT��;�#�2���2��/i
DE%��

∂Jg+δgug+δg

∂t |x0

=
∂

∂t |x0

[Jg(1 + div δx)(ug +∇ugδx+ δu)]

=
∂

∂t |x0

{Jg [(1 + div δx)ug +∇ugδx + δu]}

=
∂

∂t |x0

[Jgug + Jg div(ug ⊗ δx) + Jgδu]

=
∂

∂t |x0

[

Jgug + div0(Jgug ⊗ δxF
−T
g ) + Jgδu

]

.

[ ;���%& �2��p'���28 @e�!(#�,:,-� ˙F−T
g = −∇wT

g F
−T
g

�� 7��
E 16(+$2���
> "'���2l'��42� 6���(�"���J216���%��� 6�pDE%��

∫

Ωf
0

∂

∂t |x0

[

div0(Jgug ⊗ δxF
−T
g )

]

· v̂f dx0 =

∫

Ωf
0

div0

[

∂

∂t |x0

(Jgug ⊗ δxF
−T
g )

]

· v̂f dx0

=

∫

Ωf
0

div0

[

(
∂Jgug

∂t |x0

)⊗ δxF−T
g + Jgug ⊗ δwF

−T
g + Jgug ⊗ δx ˙F−T

g

]

· v̂f dx0

= −

∫

Ωf
0

(
∂Jgug

∂t |x0

)⊗ δxF−T
g : ∇0v̂

f dx0 −

∫

Ωf
g (t)

[ug ⊗ δw − ug ⊗ (∇wgδx)] : ∇v̂f dxg

+

∫

Γs
0

[

(
∂Jgug

∂t |x0

)⊗ δxF−T
g n0

]

· v̂f
0 +

∫

Γs
g(t)

[ug ⊗ δw − ug ⊗ (∇wgδx)]ng · v̂
f

g.

8{�427!�#$
��,6(DE%��(
> �#$
Q�&ekHP�.;d#$2���2��Pi$e

∫

Ωf
0

∂Jg+δgug+δg

∂t |x0

· v̂f dx0 =

∫

Ωf
0

∂Jg(ug + δu)

∂t |x0

· v̂f dx0

−

∫

Ωf
0

(
∂Jgug

∂t |x0

)⊗ δxF−T
g : ∇0v̂

f dx0 −

∫

Ωf
g (t)

[ug ⊗ δw − ug ⊗ (∇wgδx)] : ∇v̂f dxg

+

∫

Γs
0

[

(
∂Jgug

∂t |x0

)⊗ δxF−T
g n0

]

· v̂f
0 +

∫

Γs
g(t)

[ug ⊗ δw − ug ⊗ (∇wgδx)]ng · v̂
f

g.

 TI¹
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∫

Ωf
g (t)

Jδgug+δg ⊗ wg+δgF
−T
δg : ∇v̂f dxg =

∫

Ωf
g (t)

(ug ⊗ wg + δu⊗ wg) : ∇v̂f dxg

+

∫

Ωf
g (t)

[

(∇ugδx)⊗ wg + ug ⊗ δw + ug ⊗ wg(I div δx−∇δxT )
]

: ∇v̂f dxg,

−

∫

Ωf
g (t)

Jδgφ(ug+δg,σg+δg)F
−T
δg : ∇v̂f dxg

= −

∫

Ωf
g (t)

[

φ(ug,σg) +D(u,σ)φ(ug,σg)(δu,δσ)
]

: ∇v̂f dxg

−

∫

Ωf
g (t)

[

φ(ug,σg)(I div δx−∇δxT ) +D(u,σ)φ(ug,σg)(∇ugδx,∇σgδx)
]

: ∇v̂f dxg.

z{��
��4���(,-�(
> l'�#$%�2l���C 6��2�,-�O�&�O��#$2��Q#�
N�

∫

Γs
0

Jg+δgσg+δgF
−T
g+δgn0 · (v̂

s − v̂f)0 =

∫

Γs
0

Jg(σg + δσ)F−T
g n0 · (v̂

s − v̂f)0

+

∫

Γs
0

Jg

[

σg(I div δx−∇δxT ) +∇σgδx)
]

F−T
g n0 · (v̂

s − v̂f)0.

� 
 ��� � � �

=�'�21D��7��#$%��8 626�4!� 6��#$
Q��%T'�2�#$�&��D(,-�I���p216M] 6(2��(
�!��^#$
N�

∫

Ωf
0

∂Jgδu

∂t |x0

· v̂f dx0 −

∫

Ωf
g (t)

[Du,σφ(ug,σg)(δu,δσ)− δu⊗ wg] : ∇v̂f dxg

+

∫

Γs
g(t)

(−σgη(δx) +∇σgδxng + δσng) · (v̂
s − v̂f)g −

∫

Ωf
0

(
∂Jgug

∂t |x0

)⊗ δxF−T
g : ∇0v̂

f dx0

−

∫

Ωf
g (t)

[

Φ(ug,σg,wg)(I div δx−∇δxT )

+D(u,σ,w)Φ(ug,σg,wg)(∇ugδx,∇σgδx,∇wgδx)
]

: ∇v̂f dxg

+

∫

Γs
0

(
∂Jgug

∂t |x0

)⊗ δxF−T
g ng · v̂

f
0 +

∫

Γs
g(t)

[ug ⊗ δw − ug ⊗ (∇wgδx)]ng · v̂
f

g

+

∫

Ωs
0

¨δxs · v̂s dx0 +

∫

Ωs
0

(∇0δxSg + FgδS) : ∇0v̂
s dx0 = 0,

∀v̂ = (v̂s,v̂f ) ∈ D0(Ω0)
3 ×D0(Ω)3.
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∫

Ωf
0

∂Jgδu

∂t |x0

· v̂f dx0 −

∫

Ωf
g (t)

[

D(u,σ)φ(ug,σg)(δu,δσ)− δu⊗ wg

]

: ∇v̂f dxg

+

∫

Γs
g(t)

(−σgη(δx) +∇σgδxng + δσng) · (v̂
s − v̂f)g

+

∫

Γs
g(t)

[ug ⊗ δwng + (∇ugδx)⊗ wgng

+(φ(ug,σg)− ug ⊗ wg)η(δx)−D(u,σ)φ(ug,σg)(∇ugδx,∇σgδx)ng

]

· v̂f
g

+

∫

Ωs
0

¨δxs · v̂s dx0 +

∫

Ωs
0

(∇0δxSg + FgδS) : ∇0v̂
s dx0 = 0,

∀v̂ = (v̂s,v̂f) ∈ D0(Ω0)
3 × D0(Ω)3.

� '���28 6��2G��� 1 8 <�i 7 2�e 1 8 < ¹ 2G�M 1 8 <�i$i32Me������7!�#$
����� 6��#$
��l��%#RT����,:�� 6�(�5'J#�%�2
δu

��#$
> 7��#$
&
:6(����'��42

δu = δg,
��%&2

Γf
0 ,

δu = δw −∇ugδx,
��%�2

Γs
g(t).

1 8 <�i ¹ 2
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��
 �
[��P'���%��C��
V%& 6����������
> ����^]_���� CDE%��P��%�2

Γs
g(t)

ec
�#�%��p�@F$#$
��I��;������(
> ��� �6O!(��
:6(,:�4 ���DE%��
wg = ug

eJ�����
��
> 16(+$2��������l���p��%�28]_��!(�p���p����,-'���� ���(
> "����#$2��l�M "
�#$%��"#$�� 6�(
&#$
��
∫

Ωf
0

∂Jgδu

∂t |x0

· v̂f dx0 −

∫

Ωf
g (t)

[

D(u,σ)φ(ug,σg)(δu,δσ)− δu⊗ wg

]

: ∇v̂f dxg

+

∫

Γs
g(t)

(−σgη(δx) +∇σgδxng) · v̂
s
g +

∫

Γs
g(t)

δσng · (v̂
s − v̂f)g

+

∫

Ωs
0

¨δxs · v̂s dx0 +

∫

Ωs
0

(∇0δxSg + FgδS) : ∇0v̂
s dx0 = 0,

∀ v̂ = (v̂s,v̂f) ∈ D0(Ω0)
3 × D0(Ω)3.

'���%��l'�216�!(���16(,-�(
> 
∫

Ωf
0

∂Jgδu

∂t |x0

· v̂f dx0 −

∫

Ωf
g (t)

[

D(u,σ)φ(ug,σg)(δu,δσ)− δu⊗ wg

]

: ∇v̂f dxg

+

∫

Γs
g(t)

(−σgη(δx) +∇σgδxng + δσng) · v̂
s
g

+

∫

Γs
g(t)

[

D(u,σ)φ(ug,σg)(δu,δσ)− δu⊗ wg

]

ng · v̂
f

g

+

∫

Ωs
0

¨δxs · v̂s dx0 +

∫

Ωs
0

(∇0δxSg + FgδS) : ∇0v̂
s dx0 = 0,

∀ v̂ = (v̂s,v̂f) ∈ D0(Ω0)
3 × D0(Ω)3.

 �i$i
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�m����
> ��(
���
> W#�
w 62���
���'�#$28 6�m����
��
Ωf

g (t)
��� �:6�2���F#6��N 6��,:'�#$2��(�����T��%�2/��� I�%������4e5�&�S��#$28 6�ND9%&�

(δu,δp,δx)
���4 6����]_���� l���I'�2�#$���ND(,-�C����
:6@����2��7F��42��B�K 6��#�
�
��(�J��%���F4��
> 

∫

Ωf
g (t)

∂δu

∂t |xg

· v̂f dx0 −

∫

Ωf
g (t)

[

D(u,σ)φ(ug,σg)(δu,δσ)
]

: ∇v̂f dxg

+

∫

Γs
g(t)

(−σgη(δx) +∇σgδxng + δσng) · v̂
s
g +

∫

Γs
g(t)

[

D(u,σ)φ(ug,σg)(δu,δσ)
]

ng · v̂
f

g

+

∫

Ωs
0

¨δxs · v̂s dx0 +

∫

Ωs
0

(∇0δxSg + FgδS) : ∇0v̂
s dx0 = 0,

∀ v̂ = (v̂s,v̂f) ∈ D0(Ω0)
3 × D0(Ω)3.

1 8 < 7�T 2
5 �^DE%��b 6��2�,-��
��I���P�:6� ��(2�,-��
��4 6��#$
W��%Q���9�� 1D(,-�^����
:6(��2����16C!(��26��!M �6�2�������
> 7���(�lF4��2��B�4 ���#$
��G��%m'�2�#43
����D�,:�"���7216M] 6(2���
�!(� 1 8 < � 2{F9���.HIF����?����'��(28 6%�2����4 ���#$
��?���7�B�I!�#$
����� 6��#�
:�4% R-����,:�� 6�(�a����[���2���!10����� 
��%N��#$2��Q�&%N��#�,*����
�� I�%&�����4<
= ��
U�&�:2,6@����������2p���q�����(
Y�@F$�(!*�B�/]u#$2�,X%��B�4 ���#$
S]u#�2� 6�-��% '�2�#$�&��D(,-�q!(#$%&'���6-���-216�] 6�2���
�!(�4ea���A�(�� 
��
> �6�2��(���6��
> .�C;d#$'�6(2���2A����
�� 1 8 < 7 T 2a�����;��
> 16(+$2��4 6��#$
��;'��42;'���28 6�����A
:6(!��(���6����2��(�.HC��;�#$�� 6�(
> ���#$
P�C;d%�
��
]u#$2�,Z%&�B�4 ���#$
*]u#�2� 6�I�&%N�8���8 �D�,:�O����
:6@��2����,6�<
5 �� � ��O]u#�2�,Z%����4 6��#$
*!�#$
������� ��I�(
Q���(%#RT��#$%&�83�'&2�#$���ND(,-�(�l���4 6����]_���� 6�C�C;d%�
��p'��42� "'���2

(δu,δp)
���4
��

Ωs
g(t)

�M G�<; ��%� 62���'���28 G'��42
δxs ���4
�� Ωs

0

< 5 �(�G���(% R*���9�8 �D(,-�(�G��#$
> )!�#$%�'��N6(�5'���2.�.;d��
> 6��2�, 6(��������2��
���p!(#$
��&�� 6��#$
��"��%#RT����,:�� 6�(�5
�#$
�3n�� 6��
�����2����7HP�.;d��
> 6��2�]_��!��

Γs
g(t)

.
/ h�#$%���3�'�2�#$���ND(,-� I�%����&� .

∂δu

∂t |xg

− div (δu⊗ ug + ug ⊗ δu− δσ) = 0,
���4
��

Ωf
g(t),

div δu = 0,
����
&�

Ωf
g(t),

δu = ˙δx−∇ugδx,
��%�2

Γs
g(t),

δu = δg,
��%�2

Γf
g(t),

�@F$�(!
δσ = −δp I+ν(∇δu+∇δuT )

<
/ h�#$%���3�'�2�#$���ND(,-�I��#$������� .

¨δxs − div0 [FgδS +∇0δx
sSg] = 0,

����
��
Ωs

0,

[FgδS +∇0δxSg]n0 = Jg‖F
−T
g n0‖ [σgη(δx

s) +∇σgδx
sng + δσng] ,

� ����� � � !�� 	�� � � &)" � ��$'"�� ��&)" � & ��� � %>!'%

b�(��I�%&!� 6%��4 6��#$
��7��%& �#$%�2l���p�.; 6� 6�4 

(ug,pg,xg)
6� 1�4���(
> 7��#$
&
:6(�������(��#�
 1 8 <�i 7 2G'���2

xg+δg = xg + δx,
����
��

Ω0,

ug+δg(IΩf
g (t) + δx) = ug +∇ugδx + δu,

���4
��
Ωf

g (t),

pg+δg(IΩf
g (t) + δx) = pg +∇pgδx + δp,

����
��
Ωf

g(t).

 &i 7



� � % � �����<-�� / $��.���


b�(�" 6��2�,-�(�7�C;�#�2���2��^%�
N!(#$2�2�����'�#$
�����
E C����#�2��"H:���P�:6(2���F#6(�O���O�.; 6� 1�K ��4%N'�#$��
> 
(ug,pg,xg)

���4
��
�B�Z�&��2���!� ���#$
T���p'��(2� �%�2����4 6��#$


δg
e&!�;d�(�� 83�HK3n����2���e

Dug

Dg
= δu+∇ugδx

f ,
���4
��

Ωf
g (t),

Dpg

Dg
= δp+∇pgδx

f ,
����
��

Ωf
g(t),

Dxg

Dg
= δx,

����
��
Ω0.


\�:��#$��%& ���#$
T��%m'�2�#$�&��D(,-�p����
:6@����2�� 1 8 < 7 T 2G]u#$%�2�
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(δu,δp,δxs)

ek�� 
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δxf =
Dxf

g

Dg
δg =

DExt(xs
g)

Dg
δg = Ext′(xg

s)

(

Dxs
g

Dg
δg

)

= Ext′(xs
g)δx

s.
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���
��4���I���p�B�Z��6(2���F#6(�p���p�.; 6� 6�4 "�(�8 ��&#$
�
:6��^'��42+.

Dug

Dg
= δu+∇ug Ext′(xs

g)δx
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Ωf

g (t),

Dpg

Dg
= δp+∇pg Ext′(xs

g)δx
s,

����
&�
Ωf

g (t),

Dxs
g

Dg
= δxs,
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Ω0.
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(δu,δp,δxs)

��#$��%& ���#$
W�&%N'�2�#$���ND(,-�I����
�6@����2�� 1 8 < 7�T 2M<
� ��
������ 	 � � ��� � ) ���	� �������,��	7
 / �*! � 
'&L	+
���$��.���

Ext

�$�	��2�
�c�1���
��
 $���������$ �	� 
'& ����
�$�$��.��� !#
 �4� !9��0

�S��(���
O!#
 �	� ��	.��	�� / ��!#
*
�$�	 �6�1! / �
	7
����

Dug

Dg
= δu+∇ug Ext(δxs),

! ����$
Ωf

g (t),

Dpg

Dg
= δp+∇pg Ext(δxs),

! ����$
Ωf

g (t).
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det : A −→ detA
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�� � ��
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�
� (�
���$���� ��
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 � � 
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D det

DA
(A)(U) = detATr(UA−1), ∀U ∈ R

3×3.
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A −→ A−1 $ !9��* ���.
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�� � ��
 !#
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���0
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�$ 
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DA−1

DA
(U) = −A−1UA−1, ∀U ∈ R

3×3.
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xg : Ω0 × (0,T ) −→ R
3,

xg+δg : Ω0 × (0,T ) −→ R
3,
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U]_���� (e
xg+δg
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E%��T�(
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δx = xg+δg − xg.
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Jg+δg = Jg(1 + div δx),
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1 8 < 7 i32

F−1
g+δg = F−1

g (I +∇δx),
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Ω0,
1 8 < 717 2

σg+δg = σg +∇σgδx + δσ,
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Ωf
g (t).
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Jg+δg = detFg+δg

= det(Fg +∇0δx)

= detFg + detFg Tr
(

∇0δxF
−1
g

)

= Jg(1 + Tr(∇δx))

= Jg(1 + div δx).
�C
T#$�& ����(
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F−1
g+δg = (Fg +∇0δx)

−1

= F−1
g − F

−1
g ∇0δxF

−1
g

= F−1
g (I−∇0δxF

−1
g )

= F−1
g (I +∇δx).

 &i )



� ����� � ���<
'& 


8a#$%&2X#$�& ��(
���2 1 8 < 7  %2C���A��% �q Z���-]_����2��P%�
U�:6MF$����#$'�'��(,-�(
> ^��� �a�@�9��#$2p�(

δx
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σg+δg = −pg+δg I +ν
(

∇ug+δgFδg
−1 + Fδg

−T∇ug+δg
T
)

= −(pg +∇pg · δx + δp) I+ν [∇(ug +∇ugδx + δu)(I−∇δx)

+(I−∇δxT )∇(ug +∇ugδx + δu)T
]

= −∇pg · δx I +ν
[

∇(∇ugδx)−∇ug∇δx +∇(∇ugδx)
T −∇δxT∇ug

T
]

+σg + δσ

= σg −∇pg · δx I +ν
[

∇(∇ug)δx+∇
(

∇ug
T
)

δx
]

+ δσ

= σg +∇σgδx+ δσ,
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