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Introduction

Concevoir a I'aide de simulations colteuses

Ce mémoire traite de I'optimisation de systemes dont léatbn, au travers de mesures ou
de simulations numériques, est colteuse. Ce colt, qui preutl€ nature financiere, temporelle,
humaine ou un mélange des trois, implique un budget d'étiahstrés réduit pour la résolution
du probleme. Une fois ce budget dépensé, une solution deipéaposée, indépendamment de la
complexité du probléme rencontré.

Les exemples de problémes d’optimisation soumis a cettgainte ne manquent pas dans la
pratique. lls sont monnaie courante dans les industriesreatiile et aéronautique, ou les systemes
a optimiser le sont généralement a l'aide de simulationsémigues. Par exemple, la résistance
des véhicules au crash peut étre testée par des essaisuréalhisules, mais aussi simulée, ce qui
demande plus d’'un millier d’heures CPU. Dans les deux camnebre d’expériences réalisables
pour I'optimisation de cette résistance ne dépasse pagupslizaines, et il doit permettre de
choisir plus d’'une centaine de paramétres (principalerdesgpaisseurs). Au-dela de cet exemple
symptomatique, le nombre de paramétres n'excéde gén@alqras quelques dizaines pour un
co(t d’évaluation de quelques heures, voir par exemple §({2005) ; Dvorak et al. (2003) ;
Giannakoglou (2002) ; Huang et Allen (2005) ; Villemonteixaé (2008a). On retrouve cette
problématique en biochimie (Davies et al., 2000 ; Weuswz®t C., 1995), lors de la conception
de protocoles de mesures (Vaidyanathan et al., 2004 ; OtHeigal., 2004) et dans bien d’autres
contextes.

Les travaux présentés dans ce mémoire, s’ils sont apptisaious les problemes mentionnés
précédemment, ont néanmoins été guidés par un problempdoigeulier, qui va servir d’exemple
dans cette introduction, I'optimisation de la forme de cosgnts de moteurs thermiques dans
I'industrie automobile. Dans ce contexte, I'évaluatios flenctions a optimiser requiert plusieurs
heures de calcul (simulation de I'’écoulement fluide danscoegposants) et le résultat de cette
évaluation est sujet a un bruit numérique. On trouve aussitiEs difficultés liées a la nature du
marché automobile. Les moteurs doivent en effet satistaieefois au godt des consommateurs
pour des voitures puissantes et a des normes sur les érsiggiq@olluants de plus en plus strictes.
Ces besoins simultanés se traduisent par des probléemesrd&ation multi-objectifs qui, pour
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Introduction

ne rien arranger, doivent étre résolus en des temps trés ahufait du rythme toujours croissant
avec lequel de nouveaux moteurs doivent étre congus.

Une autre difficulté qu’il convient de mentionner (et ce darderniére), inhérente a la pro-
duction de masse, est qu’il faut pouvoir tenir compte desuesrcommises lors de la fabrication
des composants. Ces incertitudes de fabrication peuvesffetravoir une influence significative
sur le fonctionnement du systeme. Plus précisément, ainosig un moteur congu pour que ses
émissions de monoxyde de carbone (CO) soient inférieui@firaite autorisée, sans tenir compte
des incertitudes de fabrication. Il est alors tres courartahstatea posteriorique pour la moitié
des moteurs effectivement construits, les émissions dedbOssipérieures a la norme. Pour évi-
ter les colts subséquents, ces incertitudes doivent ésesmn compte dés le commencement du
processus de conception, et il pourra alors étre plus pubkcde choisir un moteur sous-optimal
mais dont les émissions sont peu sensibles aux incertieldéabrication. Ce compromis entre
I'optimisation de la performance nominale et la minimisatde la variabilité associée est appelée
optimisation robustgar rapport aux incertitudes de fabrication.

En résumé, les problemes considérés sont multi-objec#sdimension (nombre de para-
meétres a optimiser) relativement élevée, et doivent &g de maniére robuste en utilisant un
nombre trés faible d’évaluations. De plus, méme si de liimfation a priori est souvent dispo-
nible sur la fonction a optimiser (dérivabilité, majorahtr@énorant), son gradient n’est en général
pas disponible, et elle peut présenter de nombreux opticzalo L'objectif de ces travaux est de
montrer que devant de telles difficultés, qui sont cellesrgneontrent quotidiennement les pra-
ticiens, il est possible de proposer des méthodes d’otinis ayant une justification théorique
et un intérét pratique. L'objectif ici n’est pas tant d'eséir précisément I'optimum global et les
optimiseurs associés (tdche généralement impossibleteaiemu du budget d’évaluations) que
d'utiliser chacune des évaluations a bon escient. De ptutgrhps passé a choisir la valeur des
arguments de la fonction a optimiser lors de la prochain&uétian n'a que peu d'importance au
regard du codt demandé par I'évaluation elle-méme.

Utilisation d’'un modeéle de substitution pour optimiser plus rapide-

ment

Compte-tenu de la complexité des problémes a traiter, ibfeimdicieux d’en extraire des
sous-problémes qui pourront étre clairement formaliss#iee f'objet de contributions théoriques
et servir de base a une solution générale. Commencons péniisation d’'une fonction réelle
(probléeme mono-objectif) a partir d’'un budget d’évaluagdimité.

Supposons, sans perte de généralité, que la fonction aisetjrpar la suite appeléenction
objectif, doit étre minimisée et appelorspace de recherchH@space ou varient les parameétres
a optimiser (on parlera aussi fiecteurset d’espace des facteupour éviter la confusion avec
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les paramétres des méthodes d’optimisation). La conséguaincipale du codt de I'évaluation
de la fonction objectif est que les méthodes classiquestidigration globale par exploration
aléatoire (Monte-Carlo, recuit simulé, algorithmes étiohnaires...), qui requierent des milliers
d’évaluations, sont inutilisables.

Depuis plus d’'un demi siécle (Box et Wilson, 1951), la salntgénéralement retenue pour
diminuer le nombre des évaluations de la fonction objestifeeconstruction d’'un modéle de celle-
ci dont I'évaluation soit peu colteuse. Ce modeéle, corisirpartir d'un nombre limité de résultats
d’évaluations choisies avec soin (on parle alorpld@ d'expériencés va guider la recherche du
minimum global et du ou des minimiseurs associés. Pourréateonfusion entre ce modele et
la fonction objectif (qui repose elle méme souvent sur un émghysique d’'un phénomeéne),
d’autres terminologies ont été proposées. On parle ainsudaces de réponse, de métamodeéles,
d’émulateurs, de modéles boite noire, de modélisation ooimmentale, ou encore deodéle de
substitution(traduction littérale desurrogate modél C’est cette derniére appellation que nous
utiliserons par la suite.

Un modéle de substitution, construit a partir des résuttagaluation disponibles, peut étre
utilisé pour construire un critere quantifiant I'intéréudé évaluation potentielle. Plus précisé-
ment, c’est le résultat de I'optimisation de ce critére (joe dénommera par la suiteritére
d’échantillonnag® dépendant des résultats des évaluations précedenitdgétepumine le prochain
point de I'espace de recherche ou I'évaluation doit étrectdiee. On remplace donc un probléme
d’optimisation codteux par une série de problémes d’ogttimn moins colteux. Dans la littéra-
ture, et au-dela des seuls problémes d’optimisation/iation de criteres d’échantillonnage est
connue sous le nom de plan d’expériences adaptatif ou edépprentissage actif (traduction
littérale d’active learning.

Dans ce mémoire, nous laissons de c6té les modéles de stibstitlassiques tels que les
modeéles polynomiaux et les réseaux de neurones pour n@usssér aux modéles de substitution
probabilistes et en particulier a la modélisation par pseas gaussiens. Ces modéles possédent
en effet plusieurs avantages qui les rendent particuliéntradaptés a I'optimisation globale de
fonctions codteuses. Tout d’abord, ils permettent la misplace d’'un cadre bayeésien qui facilite
le traitement des incertitudes en entrée et en sortie demgsainsi que la prise en comptead’
priori (souvent fourni par les experts) sur la fonction inconnigesdnt de plus bien adaptés a la
prise en compte de contraintes (Schonlau, 1997). Enfinefimettent la quantification de I'erreur
d’approximation, ce qui permet notamment, comme nous leorer de construire des criteres
d’échantillonnage pertinents pour I'optimisation glab&lones, 2001).

3



Introduction

Plan du mémoire

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous rappelleropsneipe de I'optimisation glo-
bale de fonctions colteuses a l'aide de criteres d'éclamtihge reposant sur une modélisation
par processus gaussiens. Cette partie repose largemées stavaux de Jones (2001), quoique la
présentation de la modélisation par processus gaussigptusogénérale, et est destinée a présen-
ter les critéres d’échantillonnage existants et leurddititins. Une fois I'état de I'art exposé, nous
proposerons un critere d’échantillonnage tirant davantaayti du modéle gaussien. Ce critére,
qui consiste a minimisdtentropie conditionnelle des minimiseurs globaCM) n’est qu’'une
composante de l'algorithme IAGO (polnformational Approach to Global Optimizatigrd’opti-
misation globale de fonctions colteuses qui fait I'objettapitre 2. Cet algorithme se démarque
assez nettement de ses concurrents, ne serait-ce que parsdmgéresse davantage aumini-
miseursqu’auminimum Une fois son fonctionnement détaillé, nous discuteroissnaledalités de
son utilisation sur des problémes pratiques, notammenadigstations qu’il doit subir pour faire
face aux difficultés mentionnées précédemment (par exdmpfgarition d’'un bruit additif sur le
résultat des évaluations).

Le chapitre 3 sera ensuite dédié aux problemes d’optimisatibuste aux incertitudes sur les
facteurs. Nous y discuterons des possibilités d’extendiomodéle gaussien a ce contexte, des
modifications a apporter aux critéres d’échantillonnagaiet particulierement a la minimisation
de 'ECM.

Par la suite, nous chercherons a mettre en avant, dans lgrehdples avantages de la mi-
nimisation de I'ECM face aux méthodes d'optimisation glebaassiques et aux autres critéres
d’échantillonnage. Pour ce faire, nous étudierons leuesses de convergence empiriques. Ces
vitesses de convergence seront estimées sur des fontggiaslassiques, ainsi que sur des réali-
sations du modéle gaussien sous-jacent.

Dans le cinquiéme et dernier chapitre, nous détailleromspplications industrielles rencon-
trées chez Renault au cours de ces travaux, ainsi que ldgatefbtenus lors de leur traitement.
L'objectif étant de démontrer, comme cela a été dit plus,hguill est tout a fait possible de four-
nir une solution pertinente a ces probléemes malgré un buti&edluation réduit. Nous profiterons
aussi de ce chapitre pour mettre en avant les difficultéordgrées en pratique pour appliquer un
algorithme d’optimisation globale dans le contexte indabktui est le nbtre.

Publications relatives a ces travaux

Les travaux présentés dans ce mémoire ont fait I'objet de geblications dans l8ournal of
Global Optimizatioret de trois communications orales dans des conférencesatitnales avec
comités de lecture.
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J. Villemonteix, E. Vazquez et E. Walter. « An informatio@giproach to the global optimization
of expensive-to-evaluate functions®o appear in J. Global Optim2008b.

J. Villemonteix, E. Vazquez, M. Sidorkiewicz et E. WalterGradient-based IAGO strategy for
the global optimization of expensive-to-evaluate funtsi@nd application to intake-port design ».
Advances in Global Optimization : Method and ApplicatiodMyconos (Greece), June 13-17,
2007a.

J. Villemonteix, E. Vazquez, M. Sidorkiewicz et E. WalteiGtobal optimization of expensive-to-
evaluate functions : an empirical comparison of two sangptiriteria ».To appear in the Mykonos
special issue of the J. Global Optin2008a.

J. Villemonteix, E. Vazquez et E. Walter. « Identification efpensive-to-simulate parametric
models using kriging and stepwise uncertainty reductioim».6th IEEE Conference on Decision
and Contro] pp. 5505-5510, New Orleans (USA), December 12-14 2007b.

E. Vazquez, J. Villemonteix, M. Sidorkiewicz et E. WalterGtobal optimization based on noisy
evaluation : an empirical study of two statistical appraach. In6th International Conference
on Inverse Problems in Engineering : Theory and Pragtl@eurdan (Paris), France, June 15-19
2008a.

Dans Villemonteix et al. (2008b), nous avons introduitg@lithme IAGO d’optimisation glo-
bale de fonctions colteuses qui sera détaillé au chapitted2lafin du chapitre 1. Les idées
développées dans cet article ont ensuite été reprises d@manteix et al. (2007a), ou deux ap-
proximations de IAGO sont testées. Ces approximationsamigfinalement pas apporté les gains
escomptés, elle ne sont que brievement abordées dansitanszet

Par la suite, nous avons réalisé dans Villemonteix et aD&aP une comparaison détaillée
entre IAGO et son principal concurrent EGO. Les résultatsetée comparaison, ainsi que la
méthode employée (qui est en soi une contribution au domsamt présentés et développés dans
le chapitre 4. Cette comparaison a aussi été réalisée daas @ les résultats des évaluations de
la fonction a optimiser sont corrompus par un bruit add@iés résultats qui ont fait I'objet d’'une
publication (Vazquez et al., 2008) sont présentés danstiset.4.1.

Enfin, nous présentons dans Villemonteix et al. (2007b) ypmpication de IAGO a un pro-
bléme d’identification de paramétres. Cette applicatiamagmpelée dans la section 4.2.2.



Introduction




Notations

Symboles alphabétiques

f

fmax

Xe

dimension de I'espace des facteurs

fonction objectif, a minimiser

résultats des premiéres évaluations

max f(X;)

minimum global def

moyenne du prédicteur par krigeage conditionnellementrasultats d’éva-
luations

vecteur des contraintes d’inégalité

Xyl

vecteur des contraintes d'égalité

covariance dé&, processus gaussien qui modélfse

covariance dé/

covariance entré etF

covariance entré etF

le vecteur des covariances erfiréx) etFp,

notation générique pour les fonctions de perte bayésienne

moyenne du modéle gaussien

estimation du minimum dé* donnée pam, = min; f(x;)

nombre d’évaluations réalisées

vecteur des fonctions de bases définissant la moyenRdafela section 1.2.1)
taille du support de Q

un point deX

facteurs de conception (contrélables lors de la fabrioatio de la vie du sys-
teme)

facteurs d’environnement qui ne sont contrélables ni auscde la fabrication
ni au cours de la vie du systeme



Notations

Px(-[#n)

i-eme point d’évaluation dé

un minimiseur global de

un point deX

i-eme point du support d@

Ee [1¢(x1¢)>7], modele de la probabilité de dépassement du Sewih pré-
sence de bruit sur les facteurs

notation générique pour I'espérance mathématique

processus gaussien qui modélfse

vecteur aléatoire modélisant les résultats des évalsatior points danS
{Fn="1n}

prédicteur par krigeage de

minimum global de&~

sous ensemble fini d€

entropie d’'une variable aléatoire discrete

fonctionimprovementéfinie a la section 1.3.3

notation générique pour les criteres d'échantillonnage

matrice de covariance des résultats d’évaluation

notation générique pour une vraisemblance

Ee(F (x+€)), modéle de la valeur moyenne @lesn présence de bruit sur les
facteurs

estimateur dé&* donné paM, = min; F (x;)

ensemble des minimiseurs globauxksurG

ensemble des minimiseurs globauxrdsurX

cardinal deG

matrice de régression aux points d'évaluation (cf. la sacti.2.2)

opérateur de quantification intervenant dans I'approxionate 'ECM (cf. la
section 2.2.2)

distribution de probabilité d¥*

position des premiéres évaluations

varg(F (x+€)), modele de la variance deen présence de bruit sur les facteurs
vecteur aléatoire uniformément distribué sar

espace des facteurs

ensemble de définition des facteurs d’environnement

parametre de réglage du caractére global de la rechercha ¢efction 1.3)
vecteur des coefficients de la combinaison linéaire dééinis&s moyenne de
F

bruit sur les facteurs dé



Notations

€ vecteur des variables ou facteurs d’environnement
€ bruit sur les facteurs dé pendant la phase d’optimisation
P fonction de répartition d’'une variable gaussienne centdaite
A(X) vecteur des coefficients de la prédiction par krigeage
Y régularité de la covariance de Matérn
p portée de la covariance de Matérn
o paramétre de la covariance de Matérn correspondant atlpar
62 variance de I'erreur de la prédiction par krigeage
0 vecteur des parametres de la covarianck de
M(X) vecteur des multiplicateurs de Lagrange associés awaiotas d'universalité
g modele def (x +€)
Abréviations
AEI Augmented Expected Improvement (défini en section 2e4tiré de Huang
et al., 2006)
ECM Entropie Conditionnelle des Minimiseurs (définie ertisecl.4.3)
El Expected Improvement (défini en section 1.3.3)
Elm Version modifiée de I'expected improvement (cf. la set.4.1)
EGO Efficient Global Optimization (cf. la section 2.2)
IAGO Informational Approach to Global Optimization (cf.ddapitre 2)
LHS  Latin Hypersquare Sampling



Notations
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CHAPITRE 1

OPTIMISATION GLOBALE BAYESIENNE AVEC UN
a priori GAUSSIEN

Résumé — Ce chapitre traite de critéres d'échantillonnage, reposar une modélisation
par processus gaussiens, utilisés pour I'optimisatiobajéode fonctions colteuses. Aprés intro-
duction des notations nécessaires, la théorie de la pi@diatéaire sous I'hypothése gaussienne
est brievement abordée (sous I'angle du krigeage) de neaaiferurnir les éléments nécessaires a
la compréhension du reste du mémoire. Les criteres d’édbantge les plus représentatifs de la
littérature sont ensuite présentés. Nous insistons eitpléat sur le compromis entre exploration
de I'espace des facteurs et recherche locale qu'ils pegntettaccomplir. Enfin, nous introdui-
sons le critére de maximisation de I'entropie conditioldkes minimiseurs globaux, principale
contribution de nos travaux.

1.1 Obijectifs et plan du chapitre

Dans le chapitre introductif nous avons insisté sur le faiémnt donnée la complexité des pro-
blemes industriels motivant ces travaux, il était sanselpoéférable d’en extraire des problemes
plus simples dont la résolution contribue a la résolutiorpthbléeme global. Dans ce chapitre,
nous nous intéressons au premier d’entre eux, I'optinbsagiobale d’une fonction scalaire dont
I'évaluation est codteuse.

Considérons une fonctiof: X — R, avecX, I'espace des facteyran sous-espace borné de
RY. L'objectif est alors de résoudre le probléme de minimisatious contraintes

avec, poux un point de I'espace des facteugsx) le vecteur des contraintes d'inégalité hek)
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1. Optimisation globale bayésienne avecaupriori gaussien

le vecteur des contraintes d’'égalité.

Dans ce chapitre, nous considérons simplement le problé@meantraint (la prise en compte
de contraintes fait I'objet d’'une section du chapitre 2)getdions les moyens de le résoudre
avec un budget d’évaluations restreint. Cette restrictinduite par le colt d’une évaluation,
implique que le minimum dd et sa position dans I'espace des facteurs ne pourront en gené
ral étre déterminés avec précision. Elle impliqgue aussiduaeune des évaluations disponibles
doit étre choisie avec soin de maniére a améliorer le plusilglesl’estimation du minimum de
f ou de sa position. Pour ce faire il est souvent plus avankadeuchoisir chaque évaluation
en fonction du résultat des précédehteSinsi, sin évaluations ont été réalisées aux points de
Sn = {X1,....Xn} C X, lan+ 1-ieme s’obtient comme le résultat de I'optimisation glebd’'un
critére d’échantillonnagd(x,Sy,fn) qui mesure l'intérét d’une évaluation supplémentairexen
compte-tenu dé, = [f(x1),..., f(x,)]", les résultats des premiéres évaluations. Pour choisir le
n+ 1-iéme point d’évaluation, il faut donc résoudre

Xnt1 = argmaxd(X,Sp,n).
xeX

On trouve surtout dans la littérature des critéeres d’édli@mtage construits grace a une ap-
proximationf de f, que nous avons dénommé modeéle de substitution dans Ierehiapioductif.
Compte-tenu du petit nombre de résultats d'évaluationoditbes, I'erreur associée a I'approxi-
mation def par f peut étre trés importante. C’est pourquoi la plupart desres reposent sur un
modéle probabiliste permettant de quantifier cette erredrem tenir compte pour favoriser les
évaluations dans les zones ou elle est élevée. Il est aiasiljpe d’orienter la recherche vers les
zones inexplorées de I'espace des facteurs. Le domainewaen |'utilisation de modéles proba-
bilistes pour I'optimisation globale est connu sous le rddaptimisation globale bayésiennéJn
processus stochastiqée indexé suiX, y est utilisé comme a priori sur la fonction a optimider

La nature du modelE a quelque peu varié depuis I'apparition de cette approciitgalement
(Kushner, 1964)f a été modélisée par un mouvement brownien. La distributeh dondition-
nellement aux résultats des évaluations realisées eststople a calculer en dimension un. De
nombreuses heuristiques ont ensuite été développéesepcas Mmultidimensionnel, par exemple
dans Perttunen (1991), Elder IV (1992) ou Mockus (1989h)s Recemment, lmeilleure prédic-
tion linéaire non biaiséa été utilisée pour prédife, supposé du second ordre dans Cox et John
(1997) puis supposé gaussien dans Jones et al. (1998),’ iatexxliction de I'algorithme EGO
(pour Efficient Global Optimization Depuis, la majorité des publications en matiere d’optami
tion globale bayésienne utilise cette hypothése gaussjeniraite d’extensions d’'EGO (avec par
exemple Williams et al. (2000) ou Huang et al. (2006)) ouwdiés comparatives (Jones, 2001 ;
Sasena et al., 2002). Notre contribution a ce domaine (Woleteix et al., 2008b) utilise aussi des
processus gaussiens.

1Ce qui n'est plus nécessairement vrai si I'on peut parabiélies évaluations, cf. la section 2.4.4
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1. Optimisation globale bayésienne avecaupriori gaussien

L'hypothése gaussienne offre davantage de flexibilité fpomrodélisation que celle d’'un mou-
vement brownien, et le calcul des lois conditionnelleseresinple. De plus, la modélisation a
I'aide de processus gaussiens a fait I'objet de nombrewadra notamment dans le domaine des
géostatistiques, ou cette approche est connue sous le nkrigeage

La suite de ce chapitre s’organise de la maniére suivantes Da premier temps, nous don-
nons quelques éléments de la théorie du krigeage, de marniigreduire les concepts et les nota-
tions nécessaires a un tour d’horizon des critéres d'éitlomntage classiques. Enfin, aprés avoir
mis en évidence les défauts des approches existantes,nticgilisons le critére de minimisation
de I'entropie conditionnelle du minimiseur.

1.2 Processus gaussiens et krigeage

1.2.1 Principe

Le krigeage (Krige, 1951) est une méthode (ou plutt un ehkede méthodes) de prédiction
reposant sur un modele probabiliste (généralement gajggiepeut étre utilisée pour interpoler
des données. Cette méthode peut étre décrite comme unégtexie régression a noyaux, au
méme titre que les splines (Wahba, 1998) ou la SMipport vector regressiorf. Smola (1998)).

Le terme krigeagekriging en anglais, provient du nom de famille de I'ingénieur mirsend-
africain Daniel Gerhardus Krige a I'origine de la technigmais la formalisation mathématique
revient & George Matheron (Matheron, 1963). Depuis les emB@, le krigeage, qui n'est au
départ qu'une prédiction linéaire, a été largement déy&at utilisé en géostatistiques. Depuis les
années 90, le krigeage est aussi connu sous le nom de mtdalisar processus gaussiens dans le
domaine dumachine learningDans ce mémoire, nous nous employons a en décrire simplemen
les idées principales et leur intérét pour I'optimisatidabgle. Pour davantage de détails, nous
renvoyons aux ouvrages de référence (Chilés et Delfineg 18%in, 1999 ; Vazquez, 2005).

Le principe sous-jacent au krigeage est de modéliser laifaniconnue par un processus
gaussien de fonction moyenn&x) = E[F(x)], et de fonction de covariance

k(x,y) = cov(F (x), F(y))-

(Dans la suite nous parlerons simplement de moyenne et @eiaoge.) L’hypothese gaussienne
sera conservée dans tout le mémoire, mais n’est cependanépassaire pour établir les équations
de la prédiction.

Le vecteurf, des résultats des premieres évaluations, ou observations, est donc cogsidér
comme une réalisation du vecteur aléatdire= [F(x1),...,F (xn)]T. La prédiction par krigeage

F(x) deF(x) est alors définie comme la prédiction linéaire non biaiséemipimise la variance
de I'erreur de prédiction. En d’autres ternfesc) minimise

62(x) = E[(F(x) — F(x))?]
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1. Optimisation globale bayésienne avecaupriori gaussien

parmi tous les éléments non-biaisés de I'espace{#égy ), ...,F (Xn) }.
En tant qu’élément de I'espace engendré par les obsersaﬁ((m) peut s’écrire comme une
combinaison linéaire de celles-ci

(1.1) F(x) =A(X)TFp.
La variance de I'erreur s’écrit alors
(1.2) 62(x) = k(x,X) + A(X) TKA(x) — 2A(x) Tk (x),

avec
K= (k(xi>xj))> (i,j) € [[l>nﬂ2

la matricen x n de covariance des résultats d’évaluations, et
k(X) = [k(X1>X)7 ceey k(XmX)]T

le vecteur des covariances enfirex) et Fy,. Il s’agit alors de déterminer le vecteur des coefficients
A(X) qui minimise (1.2) tout en assurant une prédiction non éais

Avant de présenter la solution de ce probléme d’optimisasious contrainte, précisons les
hypothéses faites sur le modéle gaussien

Dans la théorie du krigeage (Matheron, 1969 ; Chilés et Delfib999), la moyenne de(x)
est une combinaison linéaire finie de fonctions connueswdtgmnc s'écrire

(1.3) m(x) = B"p(x),

avecP un vecteur de coefficients fixe (non aléatoire) mais incoehayec

P(X) = [pL(X),.... P ()]

un vecteur de fonctions connues. Ces fonctions, en génésaindndmes dont le degré dépasse
rarement deux, refletent une connaissaapeiori sur la fonction inconnué. Dans les exemples
qui ponctueront ce mémoire, et sauf mention contraire, neudisposons pasalpriori et suppo-
serons simplement la moyenne constante, c’est-apdie= 1.

La covariance dé- est, quant a elle, choisie dans une famille de covariancesmgdrées
et est généralement supposée isotrope. Auquel cas, edlenstgek(h) = k(||x —y||). Le pro-
bleme du choix de la structure de covariance et de I'estonate ses parametres, qui occupe une
place centrale dans la théorie et la pratique du krigeage déscuté dans I'annexe A.1. Précisons
simplement ici que nous suivons les recommandations da Git899) et utilisons la classe des
covariances de Matérn, qui permet, a lI'inverse de la majalits autres covariances utilisées en
pratique, de jouer simplement surréggularité de la covariance (sa dérivabilité en zéro). En effet,
la régularité de la covariance, qui refléte la régularitérdatisations, ou trajectoires de a une
influence importante sur la qualité de la prédiction pardaige (Stein, 1999).
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1. Optimisation globale bayésienne avecaupriori gaussien

La classe des covariances de Matérn est généralement pefameé la maniére suivante :

o> [2v2n)"  (2Y?h
. = >

avecl la fonction gamma, ek, la fonction de Bessel de deuxieme espéce. Les paranttes
[v,p,0]T sinterprétent alors facilemenv;contréle la régularité g2 est la variancek(0) = ¢?) ;

et p représente lportéede la covariance, qui peut étre vue comme une distance dé&atayn
caractéristique. Ces paramétres peuvent étre dixémri d’'apres les informations disponibles sur
la fonction, ou estimés a partir des résultats d’évaluadisponibles. Pour les exemples présentés
dans la suite du chapitre, et sauf mention du contraires estimation sera réalisée par maximum
de vraisemblance restreint (Stein, 1999).

Remarque 1.1 L'hypothése d'isotropie de la covariance peut, dans besahs, s'avérer mal-
adroite. On choisit alors souvent d’ajouter une matfcéde tailled x d, généralement diago-

nale) aux paramétres des familles de covariances et dedéoesi(x,y) = k(1/(x — y)TR(x —y)).
Dans le reste du mémoire, et sauf mention contraire, lesrieonas utilisées seront néanmoins
isotropes.

1.2.2 Prédiction par krigeage

La prédiction par krigeage en un poixte X est la prédiction linéaire qui possede une va-

riance de I'erreur minimale et qui respecte la contraintaatebiaisE[F (x)] = m(x). Du fait des
hypothéses sur la moyenne (1.3), cette contrainte s'écrit

(1.5) BTPTA(X) =B"p(x),
avec
p(x1)T
P= :
p(xn) "

Ainsi, pour satisfaire la contrainte de non-biais, quelle goit la valeur d@, les coefficients du
krigeageA (x) doivent vérifier led contraintes

(1.6) PTA(X) = p(x),

dénomméesontraintes d’'universalitgoar Matheron. Notons que ces contraintes ne peuvent étre
satisfaites qu’a la conditidmn > | et qu’elles assurent, en particulier, une prédiction exatf
est réellement une combinaison linéaire ges).

2Sj cette condition n’est pas vérifiée, le modéle appliquéradgienne, incompatible avec les données disponibles,
ne permet pas la prédiction par krigeage.
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1. Optimisation globale bayésienne avecaupriori gaussien

Le probléme de minimisation de I'erreur de prédiction (k&Ys les contraintes d'universa-
lité (1.6) peut alors étre résolu au travers d’'une formafatagrangienne. Le vectedr(x) des
coefficients du krigeage est ainsi solution du systeme digojs

wn ( KT P)(A(x)>:<k(x)>7
P" 0 H(x) p(x)

avec0 une matrice de zéros, gtx) un vecteur dé multiplicateurs de Lagrange.

Pourvu que la fonction de covariance soit fixée, le veckedes coefficients du krigeage peut
donc étre calculé sans l'aide des résultats d’évaluatiof tlut comme la variance de I'erreur de
prédiction

(1.8) 62(x) = E[F(x) = F(9]* = k%) = A() TK () = p(x) Th(x),

obtenue en remplagakt{x) — Pu(x) parKA(x) dans I'expression de la variance de I'erreur (1.2).
Ces quantités ne dépendent en effet quek@e), la covariance dé= (nous verrons au para-
graphe 2.2 que cette propriété est trés avantageuse poigda&mplace algorithmique de IAGO).
Notons que cette derniére affirmation est a nuancer en peatfpisque les résultats des évalua-
tions peuvent étre requis pour I'estimation de la covaeashef-.

Une fois f évaluée pour tous leg € S, la prédiction par krigeage di(x) est I'espérance
conditionnelle dé-(x), c'est-a-dire

f(x) = E[F (x)|7n] = A(x) "fn,

avecyn = {Fn="f,} les résultats des évaluations. Il est, en outre,simple digevé partir de (1.7)
que
VX €S, F(x) =F(xi).

Si les résultats des évaluations sont considérés commesglaprédiction def aux pointsx; €

Sn est alorsf(x;), le krigeage réalise donc une interpolation des résultégbtliation tout en
proposant une caractérisation explicite de I'erreur ddipti&n qui est gaussienne, centrée et de
variance donnée par (1.8).

Il est tout a fait possible d’étendre le principe de prédit&xposé ici au cas ou le phénomene
observé n’est pas celui que I'on souhaite prédire, maisaudispose de la corrélation entre ces
deux phénoménes (cf. 'annexe B). Ceci permet, entre audeprédiref a partir de résultats
d’évaluations bruitées, ou en utilisant des résultats@aluation de son gradient.

Remarque 1.2 PuisqueF est supposé gaussien, le meilleur prédicteur linéairebmmsé corres-

pond a I'espérance conditionnelle. Il est donc aussi plessiiobtenir les équations du krigeage
dans un cadre bayésien (ces résultats, classiques, pétrestiouvés, par exemple dans Williams
et Rasmussen, 1996), ou le modEl@st una priori bayésien suif. Dans le cas d’'un modéle a
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moyenne nulle, c’est-a-dire(x) = 0, la distribution deF conditionnellement aux résultats des
évaluations est gaussienne, de moyenne

(1.9) E[F (X)| #n] = k(x) K,

et de variance
Var[F (x)| Fn] = K(x,x) — k(x) TK 1k (x),

c’est-a-dire exactement la moyenne (1.1) de la prédictimnkpigeage et la variance (1.8) de
I'erreur associée. Ce point de vue bayésien fonctionne dass le cas ou la moyenne Bé¢x) est
inconnue. Sous I'hypothese gaussienne, la meilleure girédilinéaire non biaisée est en effet la
limite du predicteur bayésien lorsque la variance detiori sur les coefficientf de la moyenne
tend vers l'infini (cf. Parzen, 1963).

1.2.3 Exemple

Lorsque les résultats des évaluationsf dmnt disponibles, il peut étre utile de simuler des tra-
jectoires dd- qui interpolent les donnéég. Ces trajectoires, appelégajectoires conditionnelles
sont des réalisations deconditionnellement &, et constituent des représentations possibles de
f compte-tenu du modéle et des évaluations déja réaliségméldaction par krigeage se trouve
correspondre a la moyenne de ces trajectoires, et est equaitelle nettement plus réguliére. La
simulation de ces trajectoires va se révéler tres utile poptimisation globale.

Une illustration des relations entfe f, & et les trajectoires conditionnelles est présentée sur la
figure 1.1. Ony distingue la prédiction par krigeage d’'unecfmn inconnue a partir de quelques
résultats d’évaluation, ainsi que des intervalles de coofi@btenus a partir de la variance de l'er-
reur de prédiction. Pour une valeurxidonnée, les trajectoires conditionnelles ont 95% de chance
d’appartenir a ces intervalles, dont la taille augmente #&velistance aux points d’évaluation.

1.2.4 Complexité calculatoire

Donnons quelques précisions sur les limitations de I&#tion du krigeage liées a la com-
plexité calculatoire de la prédiction.

Factorisation de la matrice de covariance

Le systeme (1.7) peut, par exemple, étre résolu en faatbrisanembre de gauche. Cette
factorisation est en @f), et la prédiction en un point de I'espace des facteurs ssiitenen O?).
Ce co(t algorithmique peut rendre cette approche inaiica de grands jeux de données. La
solution la plus simple pour remédier a ce probleme est déaleser la prédiction en un point
donné qu’'a l'aide des observations situées dans un voisidage point (voisinage dont la taille
doit directement dépendre de la portée de la covariance).
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.5 Il Il
-2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15 2 2.5

X

FiG. 1.1: Exemple de prédiction par krigeage en dimension 1. Lestasudes évaluations
(carrés) sontinterpolés par la prédictidﬁ(en gras). Les courbes en pointillés correspondent
aux extrémités des intervalles de confiance & 95% pour laigtiéd (f +1.965). Les courbes
en trait fin sont des simulations conditionnelles (nousamsrdans la section 2.2 la méthode

utilisée pour les obtenir).
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Krigeage dual

Pour diminuer la complexité calculatoire lorsque I'on saité prédire en un grand nombre
de points, il est aussi possible d'utiliser la formdeale du krigeage (Chiles et Delfiner, 1999)
qui permet d’éviter le calcul des coefficierXs Pour introduire cette approche, rappelons que le
predicteur par krigeage en un pois’écrit

(o)

avecO un vecteur de zéros de tailleOr

-1
(L.1) ( A(X) ) _ ( K P ) ( k(X) )
H(x) PT 0 p(x)

On peut donc réécrire le prédicteltitx) sous la forme

- K(x)
1.12 Fox)=( AT BT ,
(112) 0=(AT B )(p(x)>
ou encore
n |
(1.13) F(x) = 'ZlAi K(X,%i) + Z Bipi(x),

avec les coefficientd et B (aléatoires), obtenus par résolution du systéme

(235

Ce systeme constitue les équationkdgeage duglet permet de mieux comprendre les relations
entre le krigeage et les techniques de régression a noyauffdi, f(x) s'obtient d'aprés (1.13)
comme combinaison linéaire di&, x;) et des polyndmes qui composent la moyenné& de

Sur le plan pratique, cette formulation est finalement ageuse pour diminuer le colt mé-
moire et CPU de la prédiction. En effet, les vecteurs de aieffisa etb (réalisations dé\ et
B correspondant aux résultats des évaluation§)de dépendent pas du poibu I'on souhaite
prédire. Il suffit donc de les calculer une fois pour toute’estiimer ensuitef sous la forme

n |
(1.15) f(x) = ,zlau k(x,xi>+_zlbi pi (%)

Une fois les coefficients et b calculés, la prédiction en un point donné est en)OAinsi, la
prédiction enm points de I'espace des facteurs sera ¢n°Q- nm) contre Gn?+ n°m) pour I'ap-
proche classique. De plus, I'approche duale permet diélatetockage de la factorisation de la
matrice de covariance. Il n’est cependant plus possibleatteler directemend?(x), la variance
de I'erreur de prédiction, et les grands jeux de donnéespasajours probleme.
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0 01 02 03 04 05 06 07 0.8 0.9 1
X

FIG. 1.2: Approche naive de I'optimisation par krigeagépartie supérieureprédiction f
(en trait gras) de la fonction a optimiser f (en traits mixtesnsidérée comme inconnue),
obtenue a partir d’'un plan d’expériences initial dont lesuéiats sont matérialisés par des
carrés ; (partie inférieure)prédiction obtenue aprés quatre itérations de I'algoritmui
consiste a évaluer f au minimiseur die

1.3 Krigeage & criteres d’échantillonnage

Le principe commun aux méthodes d’optimisation reposanieslrigeage est d’évaluef
de maniére itérative en un point qui optimise un critere lokddillonnage construit a I'aide des
résultats d’évaluation déja disponibles. L'approche s gimple serait d'utiliser un minimiseur de
la prédiction par krigeagé comme nouveau point d'évaluation. Cependant, en procéltarette
maniére, on accorderait une confiance trop grande a la piggdiqui n’'est, apres tout, construite
gu’a l'aide d’'un petit nombre d’évaluations de et peut étre tres éloignée de L'optimisation
risque alors de stagner sur un minimum local, comme c’estdgour I'optimisation de la fonction
test présentée sur la figure 1.2.

Pour obtenir un compromis satisfaisant entre rechercladat recherche globale, il est ainsi
nécessaire d'utiliser I'erreur de prédiction pour dirigerecherche vers les zones ou la confiance
dans la prédiction doit étre améliorée. Cette idée a corallat création de nombreux criteres
d’échantillonnage utilisant simultanément la prédictioet I'évaluation de I'erreur associée.

Dans cette section, les principaux critéres de la littéeasont rappelés. Notre objectif est de
mettre en avant leurs avantages et leurs inconvenients niémaa justifier le choix des critéres re-
tenus par la suite pour la comparaison avec le critére queanmns développé et qui sera présenté
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au paragraphe 1.4. Cette section n'est pas une analysHéadéti la littérature en optimisation
globale bayésienne ; nous renvoyons pour cela au travawod&ld (1989a) et de Jones (2001).

Remarque 1.3 L'exemple de la figure 1.2, qui sera réutilisé pour le restelthpitre, consiste a
optimiser
frest(X) = —sin(10x) — exp(x/2) + 1

définie pourx € [0, 1], & partir de 4 évaluations initiales utilisées pour estifegparamétres de la
covariance dé&. Cette fonction (inspirée de Sasena et al., 2002) présewantage de posséder
un minimum local proche du minimum global et a méme de piégeniéthodes accordant trop
peu d'importance a I'aspect global de la recherche.

1.3.1 Minimiser une borne inférieure

La variance de l'erreur de la prédiction (1.8) par krigeagatg@tre utilisée pour établir une
borne inférieure d’un intervalle de confiance pduPar exemple, si le modéle est vérifie, c’est-a-
dire si f est une trajectoire d&, Vx € X, f(x) > f(x) — 26(x) avec une probabilité de 0.975. Un
critere d’échantillonnage simple serait donc

min f(x) —ad(x),
xeX

aveca > 0. Ce critére permettrait, de la méme fagon que pour un #hgoebranch and bound
d’écarter rapidement, et avec une certaine confiance endaétision, des zones entieres de I'es-
pace des facteurs. Augmenterevient a donner davantage d’intérét a I'’échantillonnagesdes
zones peu explorées, et renforce ainsi le caractére global.

Utilisons ce critére avea = 2 pour optimiser la fonctiorfes; qui avait mis en défaut I'ap-
proche naive. On constate sur la figure 1.3 que la méthodeetitman I'optimum global. Cepen-
dant, les limitations de cette approche apparaisseneniaint. En effet, que se passe-t-il sil'erreur
de prédiction est largement sous-estimée ? Ce que nouslédnss comme une borne inférieure
d’'un intervalle de confiance peut alors étre tres supériaureet empécher toute évaluation au
voisinage du minimiseur global (nous en verrons d'ailleumsexemple a la section 1.3.3). Cette
approche, introduite par Cox et John (1997), ne peut dorcgitibale qu’a la condition que le
modeéle soit correct (au moins dans ce qu'il implique sur lenbadnférieure de l'intervalle de
confiance), et sera trés peu robuste par rapport a un mainaisdes parametres de la covariance
(en particulier a une mauvaise estimation de ceux-ci).

1.3.2 Maximiser la probabilité d’amélioration

Historiguement, le premier critere proposé en optimisaltiayésienne (Kushner, 1964), fit de
maximiser lgprobabilité d’améliorationde la fonction objectif, ou plus précisément la probabilité
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FiG. 1.3:Utilisation def (x) — 26(x) comme critére d’échantillonnage. Les conventions gra-
phiques sont celles de la figure 1(Partie supérieure)rédiction reposant sur un plan d’ex-
périence initial, etf(x) —26(x) (en pointillé) qui peut étre considérée comme la borne infé-
rieure d’'un intervalle de confiance pour la valeur déxj. (Partie inférieurePrédiction par
krigeage aprés quatre itérations de I'algorithme qui catsia évaluer f au minimiseur de
f— 26(x). La recherche est plus globale que sur la figure 1.2.
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pour la fonction d’atteindre une valeur inférieuref @, = min; f(x;) le minimum des résultats
d’évaluation déja obtenus ou, plus généralement, a un $eullette probabilité s’exprime en
effet simplement puisque, conditionnellement aux résulias évaluations, le résultatx) d’'une
évaluation enx suit une loi gaussienne de moyenf() et de variancé?(x).

Le critere d’échantillonnage s’écrit donc

argmaxP(F(x) <T|F,) =@ <Tf7f(x)> ,
xeX G(X)
avec® la fonction de répartition d’'une variable gaussienne éntéduite. Initialement, ce critére
était calculé analytiquement, pokirde dimension 1, sous I'hypothése dui@tait un processus de
Wiener. Par la suite, des extensions au cas multidimensidarent développées (cf. par exemple
Perttunen, 1991). L'algorithme qui consiste a réitérezHantillonnage reposant sur la probabilité
d’amélioration fat plus tard baptigé-algorithmepar Zilinskas (1992).

Pour choisirT, empruntons la méthode intuitive proposée par Jones (2001)onsiste a
écrireT comme une amélioration désirée en proportion de 'ampditde variation def. Ainsi,

Si fmax €t fmin sont le maximum et le minimum des résultats d’évaluatiod @éjtenus {max =
max f(x;)), T s’écrit sous la forme

T= [(ng fA(X) —0(fmax— fmin),
aveca > 0.

Choisir a proche de zéro (par exemple 0.05, cf. la figure 1.4) implique kGamélioration
désirée est faible et que la recherche sera extrémemetd.looaersement, pour trop grand (par
exemple 0.7, cf. figure 1.4), I'amélioration désirée sembpblement irréaliste et la recherche,
excessivement globale, équivaudra a échantillonner klpin possible des points précédemment
évalués. Pour faire face a cette sensibilité au choix du, sifaudrait utiliser plusieurs seuils. Une
premiére approche, proposée par Jones (2001), est delissrigimultanément et de paralléliser
ainsi les évaluations, ce qui est bien souvent irréalisablpratique. On pourrait alors envisager
de traitera de la méme facon que la « température » dans un recuit sinhalé giminuer sa valeur
aprés chaque évaluation.

1.3.3 Maximiser I'espérance de I'amélioration

Pour éviter le choix du seuil et donc le choix d'un compromis entre recherche locale et
recherche globale, il semble plus simple de maximiser €empce de I'amélioration ou I'EIl pour
(expected improvemeéntProposé initialement par Mockus et al. (1978), le crit€reloit surtout
son succes a des publications plus récentes (en partidoles et al., 1998) et aux applications
qui leur succéderent (cf. par exemple Huang et Allen, 2005).

Pour présenter le critere de I'El, utilisons un formalisnagédsien (cf. Mockus, 1989a), qui
nous semble plus a méme de faire ressortir les mérites detesecitiliser El est en effet une
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P(F(X) <T|#n)

Fic. 1.4: Influence du seuil sur le caractére global de I'optimisati¢Bartie supérieure)
similaire a la partie supérieure de la figure 1 (@artie inférieurelProbabilité d’amélioration
en fonction des évaluations candidates paus 0.05 (trait plein) et pour un seuitt = 0.7
(trait pointillé). On peut noter la distance entre les paidiévaluations retenus pour ces deux
seulils.
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stratégie optimale a un pas pour I'amélioration de I'estiomadu minimum (sachantd priori
gaussiert sur la fonction inconnud).

Soit F* = mingex F(X) le minimum global de&= surX, S, lesn premiers points d’évaluation
supposes choisis, et sdit, = minycs, F(X;) 'estimateur deF* défini comme le minimum des
résultats des évaluations. Alors, avec la fonction de perte

le risque (ou perte attendue) associé a une évaluation eointixpe X s’écrit conditionnellement
aux résultats des évaluations précédentes comme

(1.17) E(£(SnU{X},F)|Fn) = E(MIn{Mn,F (X)}|Fn) — E(F*| 7).

Cette quantité n'est pas calculable analytiguement, agp#nla minimiser est équivalent a
maximiser le critére de I'El sous la forme ou I'on le retrogénéralement (cf. par exemple Jones,
2001), a savaoir,

(1.18) Elx) = E[I(X)[n],
avec
0 si F(x) > M
() = _ () = Mn
Mp—F(x) sinon
En affectant I'évaluation a réaliser au maximiseur d’El, assure donc, en moyenne, une

diminution optimale sur un coup dé, — F*.
L'El s’écrit en outre directement comme

(1.19) Elx) = 6(x) [uP(u) + P’ (u)]
avec A
. fmin — f(X)
O

et fmin = Minycs, f(xi) I'estimation courante du minimum.

Ce critere permet donc, sans ajout de paramétre de temmge@iis ou moins arbitraire, de
réaliser un compromis entre exploration et recherche éodahllure du critére lors de I'opti-
misation defyg, présentée sur la figure 1.5, semble indiquer que ni la relbheglobale ni la
recherche locale ne seront négligées. On constate ausiéaleation optimale est la méme que
celle choisie en minimisant la borne inférieure de l'intdle de confiance a 95%. Ce n’'est pas
le cas en général. Pour s’en convaincre, considérons latisituprésentée sur la figure 1.6 ou
les évaluations réalisées ont conduit a une mauvaise ¢istimaes parametres de la covariance.
L'optimisation de I'El incite & I'exploration, alors quedptimisation de la borne inférieure de l'in-
tervalle de confiance a 95%, dangereusement fausse, en&iditme accumulation d'évaluations
au voisinage du minimiseur local. La recherche a I'aide Bédemble donc plus globale, et plus
robuste & un mauvais choix de covariance.
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FiG. 1.5: (Partie supérieurelrédiction de f (conventions graphiques identiques a salke
la figure 1.3). La loi du résultat d’évaluation en 0.2 est méte. L'aire noircie représente
I'intérét de I'évaluation dans le cadre du P-algorithme éavT = fmin). (Partie inférieure)
Ameélioration attendue en fonction du point d’évaluation.

1.3.4 Maximiser la crédibilité

Une des conclusions les plus importantes de Jones (200dyegts criteres présentés jusqu’a
présent (au méme titre que le critére de minimisation de VE@ésenté par la suite) peuvent
se comporter de maniére peu efficace si le plan d’expérienééd est trompeur. Un exemple
symptomatique en est donné a la page 373 de son article, donct®n sinus est échantillonnée
en utilisant sa propre période. Il s’en suit une prédictionstante et une erreur de prédiction
supposeée trés faible. Pour faire face a ce manque de robeistes mauvais choix de covariance,
I'idée avancée par Jones est alors de chercher simultanésr@ochain point d’évaluatioat les
parameétres de la covariance.

Supposons que la moyenne Eesoit nulle® et, dans un premier temps, que I'on souhaite non
plus trouver le minimum global, mais atteindre une cible_e critére proposé par Jones consiste
a chercher le point d’évaluationet les paramétres de la covariafce [v,p,o]" qui maximisent
la vraisemblance des résultats d’évaluations disponitteslitionnellement §F(x) = T}. Ce
critere s’écrit

(1.20) maL (74F (x) = T.0).

30n peut, plus généralement, la supposer connue et la soeisma observations.
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FiG. 1.6:Méme contenu que sur la figure 1.5, avec un plan d’expérianitis plus complet
(obtenu par exemple a la suite d’une recherche locale). Estpas perturbé et indique qu’il
faut s’éloigner du minimiseur courant dont le voisinage @&t bien exploré. A contrario,
optimiser la borne inférieurd (x) — 26(x) conduirait & accumuler davantage d’évaluations

au voisinage du minimiseur local.
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ou
_ L(#n,F(x)=T10)

LFalF ) =T.8) = = e 50 =T78)

avec

1 1

(1.21)  L(#n,F(x)=T[0) = FEREETCRIEE exp[—z

f;TK‘l(G,x)fn;}

la vraisemblance des résultats obtenus et de I'apparitda daleurT enx et

1 T2
(1.22) L(F(x)=T[6) = ﬁe)‘p[_ﬁ}

la vraisemblance de I'apparition de la valduenx, ou

[ K@) k(x.8)
K(e’x)_<k(x,e)T k(0) )

etfir = [f],T]. Notons la dépendance 8reK et dek dans (1.21) et (1.22), qui avait été omise
jusqu’a présent dans un souci de simplification.

Pour un point d’évaluation candidatdonné, la vraisemblance optimale (rgax#n|F (x) =
T,0)) peut étre vue comme une mesure de la confiancer@dibilité chez Jones) que I'on peut
avoir en I'hypothése d’une valedr enx. L'évaluation est ensuite réalisée au point qui maximise
cette mesure. L'avantage de cette approche est quellepuseepas sur des paramétres de co-
variance estimés uniquement a partir des données. Ellelsatobc offrir une robustesse plus
importante par rapport a un échantillon initial trompeur.

Pour étendre ce principe a l'optimisation, Jones propasé, domme Gutmann (2001) qui
utilise une approche similaire mais reposant sur le fosnai des splines, de procéder comme
avec le P-algorithme, et d'utiliser plusieurs cibles< fmin a tour de roéle (ou simultanément si une
parallélisation est possible).

Si I'on connait, méme approximativement, le minimum globalet si 'on cherche sa posi-
tion (par exemple, pour des problémes d'identification ofofection objectif est positive et est
idéalement nulle a I'optimum), il nous semble plus légitidestester I'hypothése d’apparition de
la valeur f* etd’annulation simultanée du gradient.

Nous proposons donc de modifier le critere de Jones et de ris&xioette fois la confiance
que 'on peut avoir dans I'apparition d'un extremum de val&uenx, ce qui peut s’écrire

(2.23) rpax(f,ﬂF(x) = f*,0F(x) =0,0),
X
ou

(#n, F(x) =
L(F(x) = T,OF(x) =0/8)

L(FlF(x) = £, 0F (x) = 0,8) = =
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FiG. 1.7: (Partie supérieurélrédiction de §s;identique a celles présentées précédemment.
(Partie inférieurelCrédibilité maxg L(#n|F (x) = f*,0) (trait plein) correspondant a la pré-
diction et version modifiée imposant en outre une annulatiogradient de F (trait en poin-
tillés).

avecF (x) le gradient deF. La loi jointe deF et OF(x) est encore gaussienne et se calcule
simplement (cf. 'annexe B.3). Quarfd n’est pas connu, on peut procéder comme pour la maxi-
misation de la probabilité d’amélioration (cf. la sectiaB.2) et utiliser alternativement plusieurs
valeurs pour la ciblg .

Pour optimiserfig, Supposons que I'on connaisse approximativement son miminpar
exemplef* = —1.2 (la vraie valeur est-1.5). La figure 1.7 présente alors les deux mesures de
crédibilité présentées ici, c’est-a-dire ngdX 7, |F (x) = f*,0) et maxy L(7n|F (x) = f*,0F (x) =
0,0).

La figure 1.8 présente ensuite la prédiction par krigeagenaje pour chacun des deux cri-
teres, ou, en d’autres termes, la prédiction corresporadacuplg’x, 0) qui maximisel (7n|F (x) =
f*,08) (ouL(7n|F(x) = f*,0F(x) = 0,0)). Cette derniére prédiction va donc interpoler les résul-
tats d'évaluation et satisfairé(x) = f* (etOf = 0 pour la version modifiée). Bien que les points
choisis pour I'évaluation soient assez proches, les digtans a posteriori sont trés différentes.
En effet, pour le critere modifié, la prédiction prend en cterannulation du gradient, ce qui
diminue fortement l'incertitude associée a la prédictionvaisinage du point d’annulation. Re-
marguons aussi, qu'avec le critéere de Jorfésy’'est pas le minimum de la prédiction.
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FiG. 1.8:Prédiction par krigeage reposant sur les évaluations &és et sur le coupléx, 8)
maximisant le critére de Jondpartie supérieuredt le critere modifié incluant le gradient
(partie inférieure)La prédiction a I'aide du gradient est présentée dans I'exaB.3.

Remarque 1.4 Supposons que les paramétres de la covari@isomt connus priori. En remar-

quant que
L(F(X) :T|Tn,9)L(Tn|6)
L(F(x)=TI6) ’

maximiser la crédibilité revient & maximisefF (x) = T|#,,0) = d)’(Tg(—f;()x)), ce qui varessembler

L(#a|F(X)=T,0) =

fortement au P-algorithme pour un setiidonné.

Remarque 1.5 Un des désavantages de cette méthode est qu'elle supposeyémne de-
connue. Sans cette hypothése, on pourrait envisager dergense principe de ce critére, mais
d'utiliser une autre méthode d’estimation des paramét@sme le maximum de vraisemblance
restreint (Stein, 1999) ou la validation croisée.

1.4 Entropie conditionnelle des minimiseurs

Tous les critéres présentés précédemment évaluent, ptasias explicitementf en un point
dont ils espérent qu'il soit un minimiseur global. Cependdans bien des situations, il peut étre
plus efficace d’échantillonner la fonction dans le seul bécarter des parties de I'espace de
recherche ou un tel minimiseur n’a que peu de chances d'aibear

Dans Villemonteix et al. (2008b), un critére partant de cestat a été proposé. L'idée est de
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mesurer |'attrait d'une évaluation candidate par I'infation qu’elle peut apporter sur la posi-
tion du minimum global, et de réaliser I'évaluation au pajot maximise le gain d’information
attendu. Cette information est mesurée par I'entropie itiondelle des minimiseurs globaux (dé-
finie dans la section suivante) et la fonction est évaluéeaint pui apporte potentiellement la
plus grande réduction de cette entropie. Cette approctanakigue a celle utilisée par Geman et
Jedynak (1995) — baptisée SUR p@itepwise Uncertainty Reductier dans le contexte tout a
fait différent de la détection de routes sur des imagesliseselPlus récemment (Vergassola et al.,
2007), indépendamment des travaux de Geman, cette seratégissi été utilisée, sous le nom
d’'« infotaxie » pour modéliser la stratégie de déplacemantalbactérie en quéte d’'une source
de nourriture, et par Bettinger et al. (2008) pour de la filetion d’experiences lorsque I'on
souhaite inverser le systeme étudié. Cette stratégie ederfient assez naturelle pour tous les
problémes de recherche a mener avec peu d'informatione €ettion détaille son application a
I'optimisation globale.

Remarque 1.6 Notons que, plus généralement, I'entropie est un out#sitmie pour mesurer
I'incertitude dans les problemes de recherche. Mentiogipain exemple les travaux de Hill (1978)
sur la recherche d’'un plan d’expériences optimal pour léxcbune structure de modéles, ou
encore les travaux plus généraux de Pronzato et al. (1997).

1.4.1 Distribution de probabilité des minimiseurs

Plutdt que de s’intéresser, comme ce flt le cas jusqu’a présein estimateur du minimum,
nous préférons considérer la distribution de probabilés mhinimiseurs globaux de. L’a priori
gaussien suf implique en effet ura priori surx*, minimiseur global def. Plus formellement,
soit Mx 'ensemble éléatoire des minimiseurs globaux desurX, c'est-a-dire

Mx = {X* € X|F(x") = Lrjr;isrgF(u)}.

A chaque trajectoire dé correspond une réalisation @g; contenant un ou plusieurs minimiseurs
globaux. Pour s’assurer quéx est non vide avec une probabilité 1, il suffit de supposerkue
a des trajectoires continues avec une probabilité 1, cesjubajours le cas lorsque I'on utilise
des covariances classiques et en particulier la classeottagances de Matérn (cf. Abrahamsen,
1997).

Nous souhaiterions ensuite étudier la densité de protabjli (x| #n) d’'un vecteur aléatoire
X% uniformément distribué sux conditionnellement aux résultats d’évaluations displesi,.
Cette densité contient en effet tout ce qui a été appris @osdpsur les minimiseurs globaux tle
Cependant, I'existence de cette densité n’est pas simghbéirget nous ne disposons pas d'une
expression analytique utilisable (cf. Adler (2000) ; Sj®@@2) pour une description de I'état de
I'art dans I'étude des extrema de processus gaussiensk &llmms donc travailler sur un sous-
ensemble discret d¥. La méthode pour I'approximation de la distribution de @ioitité des

31



1. Optimisation globale bayésienne avecaupriori gaussien

minimiseurs sera présentée dans la section 2.2.1. P@tssaraintenant ['utilisation qui en est
faite.

Soit G = {x1,...,Xn} un sous ensemble fini d§, tel queS, C G, et % I'ensemble des
minimiseurs globaux dé surG. SoitX* un vecteur aléatoire uniformément distribué sug, la
distribution de probabilité de ce vecteur aléatoire cooalitellement aux résultats disponibles

Px+ (X|#n) = P(X* =x|Fs =fg) .

que nous appellerons désormdistribution conditionnelle des minimiseurs globaaxplus sim-
plement distribution conditionnelle, va permettre nonles@ent d’estimer les minimiseurs glo-
baux def (par exemple au travers des modes de cette distributioriy awesi de caractériser
I'incertitude associée a cette estimation.

Px+(-|#n) résume la connaissance acquise sur les minimiseurfs aenpte tenu des hypo-
théses formulées sur la covariance. Pour illustrer ce plaifigure 1.9 présente non seulement la
distribution conditionnelle engendrée par I'exempleisgilprécédemment, mais aussi la distribu-
tion conditionnelle engendrée par les mémes résultataldigiton en supposant une covariance
différente. Jusqu’'a présent, la régularité de la covadateeMatérn était fixéea= 2.2 aprés es-
timation a partir des données. Ici nous avons artificiell@naegmenté la régularité pour constater
son influence suPx- (| #n). Les trajectoires dE sont ainsi plus réguliéres, ce qui a une influence
logique sur la position probable de leurs minimiseurs gleba

1.4.2 Entropie conditionnelle

L'entropie d’'une variable discrété (exprimée en bits) est définie comme
= —ZP =u)log, P(U =u).

H (U ) mesure I'étendue de la distribution deet décroit & mesure que cette distribution se resserre.
En particulier :

— VX € GPx:(x|#n) = 1/cardG) = H(X") =log,(N),
0 si X#Xo

— Px(X[#n) = { , = H(X*)=0
1 si x=Xg
De méme, pour tout événemenf I'entropie deU conditionnellement & est
HU|B) = —ZP =u|s8)log, P(U =u|B).
L'entropie deU conditionnellement a la variable continvede densitéy, vaut
HUV) = / v (VWHUN =),

et I'entropie conditionnelle d& sachants etV est

(1.24) H(U|3,V) = /p\/(v|fB)H(U\@,V ).
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FiG. 1.9: Influence de la covariance sur I'estimée de la distributiomditionnelle des mi-
nimiseurs globauxPartie supérieurédrédiction de la fonction test utilisée dans ce chapitre
(méme conventions graphiques). Les parameétres de la @anaiutilisés ici different de ceux
utilisés pour les exemples de cette section (figure 1.4 difLF, etc.). La régularité, esti-
mée par maximum de vraisemblance a 2.2, a ici été fixédRastie inférieureDistribution
conditionnelle des minimiseurs globaux correspondantréanltats des évaluations (les car-
rés sur la figure de la partie supérieure) pour une régulavité 8 (trait plein) et pour une
régularitév = 2.2 (traits pointillés). La distribution est estimée en utlig des trajectoires
conditionnelles (traits fin sur la figure de la partie supénie) simulées grace a la méthode
de conditionnement par krigeage présentée a la sectio 2.2.
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Notons que, malgré la similarité de notation avec I'espggaonditionnelle, I'entropie condition-
nelle n'est pas une variable aléatoire mais une grandearrdittiste (Cover et Thomas, 1991).

1.4.3 Entropie conditionnelle des minimiseurs

Pour une itération du processus d’optimisation, quansflarconnaissance accumulée sur les
minimiseurs globaux par I'entropie &&-(-|#n), c’est-a-dire

H(X"[#n) = ZGPX (X|7n)logz (Px- (x| 7n))-

Plus le nombre des évaluations réalisées augmente, ptesgceintité diminue, pour s’annuler si
I'incertitude sur le(s) minimiseur(s) a disparue, ce quiade cas siG a été exploré systémati-
guement. Dans un contexte d’évaluations colteuses, lauti@oexacte du probleme, c’est a dire
'annulation de I'entropie n’est pas envisageable. Enmeli@, nous verrons que l'on peut s’en
approcher en réalisant les évaluations dans le seul butdeed’entropie dePx- (- #n).

Pour traiter ce probléme, que I'on peut voir comme un problé&ta planification d’expé-
riences, nous proposons de mesurer l'intérét d’'une évaiuabtentielle erx € X par I'entropie
de X* sachantr, moyennée sur tous les résultats d’évaluation possibles @ast-a-dire

Hn(x) = H(X"[#n, F(X)).

L'évaluation est ensuite réalisée au point qui minimisatfepie conditionnelle des minimiseurs
(ECM), ou en d’autres termes qui maximise le gain d’'infolioragttendu sur les minimiseurs

Xn4+1 = argminHp(X).
xeX

A partir de la définition (1.24), on peut écrire 'ECM comme
(1.25) Hnx) = | Prog L7 H X" 70, F () =y)dy,

avecpr x (+| #n) ladistribution conditionnelle du résultat d’évaluatie(x) (gaussienne de moyenne
et de variance obtenues par krigeage) et

(1.26) H (X" #n, F( %Px (U[#n, F (X) = y) logy(Px- (u[ #n, F (X) = y))

I'entropie dePx-(-|#n, F(X) =), la distribution deX* conditionnellement &, et{F (x) =y}. Le
mode de calcul del, — qui nécessite entre autres I'approximationpgg, (- 7n) et de l'intégrale
(1.25)— sera traité dans la section 2.2.1.

La figure 1.10 présente I'allure dé,(x) lors de I'optimisation defis:. Le point retenu pour
I'évaluation correspond au maximum de la densité conditdle, ce qui n'est pas le cas en général
comme en témoigne I'exemple de la figure 1.11, ou le critéreem@vant son caractére global.
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X

FiG. 1.10: Hp(x) (partie inférieureorrespondant a la prédiction deed; présentée sur la
partie supérieurénéme conventions graphiques que précédement). Le newinus H(X)
est identique au maximiseur de la distribution conditidfeées minimiseurs (cf. figure 1.9).
Ce n'est plus le cas sur la figure 1.11.

Pour mieux comprendre l'intérét de 'ECM face a I'El, cor&ions la fonction présentée sur
la figure 1.12. A partir des trois mémes points initiaux, M@t I'El sont optimisés et les points
choisis par chacun des deux critéres sont présentés suuta figl2 tout comme les prédictions
et les distributions conditionnelles a I'issue de la nolevélaluation recommandée par chacune
des approches. Pour cet exemple, la régularité de la cacaride Matérn a été fixé@epriori a une
valeur élevée\| =2.5). L'évaluation proposée par 'ECM permet non seulentésgpprendre sur
la zone a gauche de= 2 (du fait de la régularité supposée de la fonction), maisialesveérifier
gque le minimiseur ne se trouve pas a droitexde 2. Ainsi, 'ECM tire partie de la régularité
pour conclure plus rapidement que I'El, qui propose d'ésaliiprés du bord du domaine. La
distribution conditionnelle résultant de I'évaluatiornoiie par ECM est donc plus piquée (cf. les
figure 1.12(b) et figure 1.12(c)).

Remarque 1.7 L'ECM H(x) peut étre vue, au méme titre que I'El dans la section 1.3r8nwe
une fonction de risque. Dans ce cas, la fonction de pertei@esest I'entropidd (X*| #,, F (X) =)

de Px-(:|#n,F (X) =y), la distribution conditionnelle des minimiseurs apres 1 évaluations.
Cette remarque sera surtout utile dans la section 4.3 psiifigu le choix des mesures de conver-
gence retenues pour la comparaison des criteres présamn@sealchapitre.
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FiG. 1.11:De haut en bas : prédiction deed;identique a celle de la figure 1.6, distribution
conditionnelle correspondante, entropie conditionndis minimiseurs (ECM)

Remarque 1.8 Aux points d'évaluations, I'entropie conditionnelle égfale a I'entropie de la
densité conditionnelle. En effet, refaire la méme évatumati'apportera pas d’'information suf
(dans le cas ou les résultats des évaluations sont corsiclémime exacts).

1.5 Discussion

Dans ce chapitre, les criteres d’échantillonnage classigeposant sur la prédiction par kri-
geage ont été présentés, ainsi qu'un nouveau critére dgminigipe nous semble correspondre
davantage aux problémes colteux qui nous occupent. Auddslintuitions, comment rationali-
ser le choix entre les criteres possibles ? Pour décidek dgpects nous semblent essentiels, a
savoir la vitesse de convergence et la robustesse a un malnak de covariance. Précisons ces
deux points.

Contrairement a ce que I'on peut souhaiter d'un algorithnoptinisation classique, ce ne
sont ni la vitesse de convergence asymptotique ni I'assarda déterminer avec précision I'op-
timum qui nous motivent. En effet, compte-tenu du budgetaligations, le minimum global ne
pourra étre estimé avec précision. En revanche, les vitetseonvergence non-asymptotiques,
ou dit autrement, les conséquences des toutes premiéleatéras choisies sur I'estimation du
minimum et des minimiseurs globaux, sont essentielles p@assurer de l'intérét d’'un critere.
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(b) Prédiction et distribution conditionnelle suite a unaléation choisie par
maximisation de I'El

(c) Prédiction et distribution conditionnelle suite a un@léation choisie par
minimisation de 'ECM

FiG. 1.12: Comparaison de I'optimisation avec 'ECM et avec I'El : leguies degauche
présentent la prédiction par krigeage avant et aprés unduét@mn choisie avec I'ECM ou
I'El. Les figures dalroite présentent les distributions conditionnelles corresgntds.
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1. Optimisation globale bayésienne avecaupriori gaussien

En pratique, un critére qui permet d’obtenir rapidementesianation, méme grossiére, de |'opti-
mum aura un intérét, méme si ce critere se comporte mal asyiouEment. Aussi laisserons nous
de co6té la question de la convergence asymptotique detiigee pour insister dans le chapitre 4
sur les taux de convergence non asymptotiques.

Comme mentionné précédemment, le choix de la covarianadgrainotre cas des parametres
de la covariance de Matérn, se fait saipriori, soit par estimation a partir des données dispo-
nibles. Cependant, dans un contexte ou le nombre d'évahsatéalisées est trés faible au regard
de la dimension du probleme, l'incertitude associée a @sftienation sera quoiqu’il arrive trés
élevée. Ce constat amene deux remarques importantes.greemnt, les parameétres de la cova-
riance devraient, sauf cas particuligrétre choisisa priori a partir des connaissances des experts
du domaine, ou de maniere a assurer une recherche globalei(imite I'intérét du critére de
maximisation de la crédibilité, puisque a parameétres fikést proche du P-algorithme). Deuxié-
mement, la robustesse des criteres par rapport a un maitnisde covariance est d’autant plus
importante si I'on envisage par souci de simplification qegegarameétres de celle-ci peuvent res-
ter fixés. Ainsi, nous pouvons écarter la minimisation d’'bene inférieure, par trop sensible.
Pour les autres criteres, nous étudierons au chapitre ffluéimce d’'un mauvais choix de cova-
riance sur les vitesses de convergence non asymptotiqoes.é¢artons aussi la maximisation de
la crédibilité du fait de I’hypothese d’une moyenne connaerf qu’elle nécessite.

C’est au chapitre 4 que nous déciderons de l'intérét du Brittigne, de I'El ou de 'ECM.

4par exemple, lorsque I'on dispose d’un grand nombre de deneigque I'on souhaite ajouter quelques évaluations
pour optimiser, ou encore, lorsque une optimisation a déjaéalisée sur une fonction suffisamment proche pour que
I'on puisse réutiliser les données (phénoméne courantliadsstrie ou de petites modifications des piéces en fin de
projet obligent & ré-optimiser, mais conservent I'allueda fonction objectif).
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CHAPITRE 2

ALGORITHME IAGO

Résumé — Ce chapitre discute de la mise en ceuvre des critéres d'@ltveage présentés
au chapitre 1. L'objectif est d’aboutir & un algorithme diogsation globale apte a traiter les
problémes présentés dans I'introduction. Une attentioa péarticuliére est accordée au critere de
maximisation de 'ECM et a I'algorithme IAGO qui en découkgrés avoir introduit le schéma
général de cet algorithme et détaillé les étapes indépé&sla critere d’échantillonnage (plan
d’expérience initial, choix de la covariance, critére ddr.), nous présentons plusieurs extensions
de IAGO, notamment a I'optimisation sous contrainte ou ptlimisation en présence de bruit sur
les résultats des évaluations.

2.1 Introduction

Nous avons vu au chapitre 1 comment, lorsque le budget digtrah est limité, remplacer
un probléme d’optimisation globale par une série de prob&pius simples d’optimisation d’'un
critere d’échantillonnage. Nous nous emploierons ici &icplus précisément la mise en place de
ce type d'approche et en particulier, I'utilisation pratéqdu critére de minimisation de I'entropie
conditionnelle des minimiseurs (ECM).

Notre algorithme d’optimisation globale utilisant 'TECMpe nous avons dénommé IAGO
(pour Informational Approach to Global Optimizatiprest similaire a I'algorithme EGO (pour
Efficient Global Optimizationproposé par Jones et al. (1998) qui se démarque des trasgartl
précédé par un réel souci des aspects pratiques de I'titilisdu critére El. L'algorithme 1 décrit
ci-aprés, qui constitue la version initiale d’EGO telle quésentée dans Jones et al. (1998), choisit
comme nouveau point d’évaluation un maximiseur d’El, eteeanjour I'estimée des parametres
de la covariance ainsi que la prédiction par krigeage agrague nouvelle évaluation. Dans ce
chapitre, le schéma général de cet algorithme sera conseaig 'ECM sera utilisé a la place de
I'El (modification de I'étape 10 de I'algorithme 1). Par latsy nous remettrons aussi en question
le critere d’arrét (étape 9), la réestimation des pararmétesla covariance (étape 11) et le plan
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2. Algorithme IAGO

d’expériences initial (étape 1). Enfin, pour faire face adaété des probléemes rencontrés dans
I'industrie, nous discuterons de plusieurs extentiong\&0 (et de EGO). La premiére est adaptée
a l'optimisation globale en présence de bruit sur les rémitfes évaluations. La seconde permet
de mettre a profit d’éventuelles évaluations du gradient.dea troisieme est destinée a la prise
en compte des contraintes. Nous discuterons aussi dedipitgssid’adaptation des algorithmes
lorsque la parallélisation des évaluations est envisdgeab

Algorithme 1 Algorithme EGO

1: Evaluerf sur un plan d’expériences initial

2. Estimer les parameétres d’'une covariance exponentielle igairope) par maximum de vrai-
semblance

: Calculer la prédiction par krigeage

: Si La prédiction par krigeage n’est pas satisfaisaitas

Transformer les données ou arréter I'algorithme (trams&ion logarithme ou inverse)

: Fin Si

: Calculer fmin le minimum des résultats d’évaluations effectués

. Elmax < maxex EI(X)

© ® N o 0 A W

: Tant que Elmax > 0.01fyi, Faire

10: Evaluerf au maximiseur de El

11: Réestimer les parameétres de la covariance en tenant comptesditat de la nouvelle
évaluation

12: Mettre a jour la prédiction par krigeage

13: Mettre a jour Ehax et fmin

14: Fin Tant que

2.2 Principe de IAGO

Le calcul de 'ECM, au cceur de 'algorithme IAGO, impliqueeu@valuation de I'expression
o) = [ peoo0170) (= 5 Pre(ulF ) = Y)loga(P (lrn F 00 =) )y
yeR ue
obtenue a la section 1.4.3 poue G. Pour approcher cette intégrale, nous utiliserég&), une
version discréte d€ (x), définie parFq(x) = Q(F(x)) avecQ un opérateur de quantificatioQ.
est caractérisé pamombres réelgy,...,ys}, et définivu € R comme
(2.1) Q(U) = yi, aveck = min|y; — ul.
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2. Algorithme IAGO

L'ECM va ainsi étre approchée par
S
HOX |7, Fol00) = 3 Proo 070 - 5 Pe (0l F 00 =) loga (P (ul . F (1) = W)
1= ue

Pour calculer cette derniere expression, il faut encoee@trmesure d’estimer la distribution de
X* (minimiseur deF sur G) conditionnellement a un ensemble de résultats d’évalnade f.
Un estimateuPy- (u|#,), utilisant des simulations conditionnelles Be sera présenté dans la
section 2.2.1 et 'ECM sera finalement approchée par

@2) Fu) = 3 Py 0170) (= 5 P (Ul F ) =) loga(Be (ulm F 00 <))

Cet estimateur de I'entropie n’est sans doute pas le plusfaaant en termes de conver-
gence (cf. Beirlant et al., 1997). Nous aurions, par exengueestimer directement, poxre G,
H(X*|#n,F(X) =Y;) sans utiliser d’estimateur de la distribution conditidigeles minimiseurs.
Cependant, sa mise en ceuvre est simple et, comme nous lasvart® section 2.3.2, une estima-
tion de la distribution conditionnelle des minimiseurs eisie pour I'optimisation de I'ECM. Il
conviendra, dans de futurs travaux, d'étudier I'intérétnd estimation plus efficace de I'entropie,
notamment pour diminuer le nombre de simulations conditties nécessaires.

2.2.1 Approximation dePx-(-| #,) et conditionnement par krigeage

Pour approchePx- (| 1), nous avons choisi de générer des simulations denditionnelles
a 7y et de calculer pour chacune d’entre elles, un minimisewaji(s’il en existe plusieurs, on en
choisit un au hasard). SiI'on dispose de simulation$ dplusieurs méthodes ont été proposées
par les géostatisticiens (Chilés et Delfiner, 1999) poutrssformer en simulations condition-
nelles. Parmi celles-ci, c’est nditionnement par krigeaggui sera retenu, car cette méthode
permet la factorisation d’une grande partie des calcujlog ce conditionnement se répéte (cf.
la section 2.2.3).

Cette méthode, introduite par G. Matheron, tire parti daci&re non-biaisé de la prédiction
par krigeage pour transformer des simulations non comaligtles en simulations qui interpolent
les résultats, des évaluations dé. L'idée principale est de simuler suivant la loi conditietia
de l'erreur de prédictiofr — F plutdt que suivant la loi conditionnelle de En effet, la loi de
I'erreur de prédiction ne dépend ni du résultat des évalnstini de la moyenne de.

SoientZ un processus gaussien de moyenne nulle et de fonction ddanmek (identique a
celle deF), Z son prédicteur par krigeage & partir des variables alésioix; ), x; € Sp, et

(2.3) T(x) = f(x) + [Z2(x) - 2(x)],

ou f estla prediction par krigeage qui, rappelons le, interpededonnées (c’est-a-direx; €

Sn f(Xi) = f(Xi)).
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Le caractére non-biaisé de la prédictionZdenplique queZ(x;) = Z(x;), et donc que (x;) =
f(xi), ¥xi € S. T est donc tel que ses trajectoires interpolent les valeumsuzs def. Il est alors
aisé de vérifier qud posseéde les mémes distributions de dimensionfigiee F conditionnel-
lement aux résultats des évaluationsfd@®elfiner, 1977). En effet, I'erreur de prédictigh— Z,
pour la prédiction d&, posséde la méme distribution que I'erreur de prédicBonF, pour la
prédiction deF. Remarquons enfin que ce sont les mémes coefficients qui slisdésupour la
prédiction deF et pour la prédiction d&. A partir de (1.1), on peut alors réecrire (2.3) comme

(2.4) T(X)=Z(X)+AX) T [fn—2Z4],

avecZp = [Z(X1),...,Z(Xn)]T.

En résumé, pour simuldf sur G conditionnellement aux résultats des évaluationd di¢
suffit de simuler sufs un processus gaussien de moyenne nulle, de calculer Fategprédiction
pour chacune de ces simulations, et de recentrer la simmoldé I'erreur ainsi obtenue autour de

f.
La procédure (illustrée par la figure 2.1) se détaille plésiz€ment de la maniére suivante :

1. Calculer pour chaque poirtdeG, le vecteud(x) des coefficients du krigeage reposant sur
les points d’évaluations d&,.

2. Générer des trajectoires desur G (si I'on dispose d’'un échantillon tiré suivant une loi
gaussienne centré réduite, la covariance des donnéesspmeut étre adaptée en utilisant,
par exemple, une décomposition de Cholesky).

3. Appliquer (2.4) pour chaque simulation et pour chaquetm®G. Ainsi, pour généret(x),
une simulation conditionnelle dg(x) & partir d’'une simulation non conditionnettex) de
Z(x), il faut appliquer

(2.5) t(%) = 2(x) + A() T [fn — Zn].
ou z, contient les valeurs simulées pausurS, (dont nous disposons, puisque nous avions

supposeé au chapitre 1 giig C G).

Le conditionnement par krigeage permet alors d’estimepl&mentPx- (| #,). Considérons
pour celar simulations conditionnelles s, et notons, pour chacung;; (i = 1,...,r) un mini-
miseur global. Alors, pour towt € G,

(2.6) P (X|Fn) = Zléx

avecd le symbole de Kronecker, converge presque sirementRe(g|¥,) quandr tend vers
I'infini (application directe de la loi des grands nombrd3ans les problémes traités en pratique

10n appelle distribution de dimension finie d’'un processlisdexé surX la distribution jointe des variables aléa-
toiresF (x), x € S, avecS un sous-ensemble fini d&.
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13

f+@z-2.f

FiG. 2.1: Conditionnement d’une simulation de Fpaftie supérieujefonction inconnue f
(trait en pointillés), résultats de deux évaluations (&ayet prédiction par krigeage associée
f (trait en gras) ; partie médianesimulation non conditionnelle z (trait fin), valeurs prgse
par cette simulation aux deux points d’évaluation de f (éajr et prédiction par krigeage
associég (trait en gras); partie inférieurgla simulation de I'erreur de prédiction-z 2 est
extraite de la simulation non conditionnelle et ajoutée aiédiction par krigeage de f pour
obtenir une simulation conditionnelle (trait fin). Cetteuig est inspirée de Chiles et Delfiner
(1999).
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(présentés au chapitre 5)est fixé a A. Cette valeur, choisie arbitrairement, s’est en pratique
révélée suffisante pour une bonne estimation de la distiut
2.2.2 Choix deQ

Le calcul de (2.2) requiert le choix d’'un opérateur de qdigation Q. Pour ce choix, utilisons
le fait queF (x) soit conditionnellement gaussien de moyerfiig) et de varianced?(x), pour
choisir I'ensemble des valeurs possib{gs(x),...,Ys(X)} de maniére a satisfaire

(2.7) P(Fo,(x) = ilFs =fs) = < Vie [1:5].

Un opérateurQy différent est ainsi utilisé pour chaque valeur xJede maniére a améliorer la
précision avec laquelle la moyenne empirique de la réductientropie est approchée dans (2.2).
L'ensemble des valeurs possibles doit vérifier, pour satisi(2.7),

y1(x) = 26(x)d (%) + f(x) — vy,

o () (o]

ys(X) = 26(x)d* (%1) + f(x) —ys_1.

Pour chacunely-(u|#,,F (x) = y;) est approchée a I'aide de simulations conditionnellesn-L’e

Vie[2:s—1] yi(x) = 5

et

tropie conditionnelle des minimiseurs globaux est enaapigochée par (2.2).

Dans la suite, nous utiliserons un ensemble de dix valewssilpes ¢ = 10). En effet, on
constate empiriguement que cette valeur est suffisanteneoem témoigne, par exemple, la fi-
gure 2.2 ou I'on peut constater, sur la fonction test déjéséé pour la figure 1.11, I'impact d’'une
valeur trop faible des.

2.2.3 Schéma général

Le schéma général de IAGO (cf. I'algorithme 2) est similaielui de EGO. Nous discuterons
dans la section 2.3 les détails de mise en ceuvre qui difféxesatvoir le plan d’expériences initial
(étape 1), le choix d'une fonction de covariance (étape Drmore le critére d'arrét (étape 4). En
revanche, I'optimisation du critere d’échantillonnagepeet se faire de la méme facon. Alors que
la structure méme du critére EI permettait une optimisagiacte dans EGO, il n’est plus possible
d’optimiser exactement 'lECM suX.

Ce probléme de minimisation globale posséde en généralrdbreax minimiseurs locaux, et
on pourrait envisager de le résoudre de maniére approchgidéd’'une méthode d’optimisation
globale ad-hoc (a I'image de I'approche proposée en annane dbnes, 2001). Cependant, I'ap-
proche proposée ici (et résumée dans la procédure ECM-OPdlgtwithme 2), essentiellement
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FiG. 2.2: (Partie supérieu)d’rédiction par krigeage (en gras) a partir de 4 résultatge-
luation (carrés) de la fonction test utilisée pour la figurd 1 (trait en pointillés) et intervalles
de confiance associés (traits mixte$)a(tie médianeDistribution conditionnelle des mini-
miseurs globaux.Rartie inférieurg Position de I'évaluation choisie par 'ECM en fonction
de s. On constate que pougss, une imprécision apparait pour devenir flagrante aveck
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pour diminuer la complexité de IAGO, consiste & évaluer astieement,, sur un ensemble fini
de points candidats inclus dafi3. Ce point sera discuté a la section 2.3.2.

Ainsi, le méme jeu de simulation die défini surG, peut étre utilisé tout au long de la minimi-
sation deH,, (cf. la procédure ECM-OPT dans I'algorithme 2). Par la syiteir un point candidat
Xc donné, le calcul dél, requiertsjeux de simulations conditionnelles différents (un pouaapne
valeur possibles; (xc) de f(x¢)) mais le conditionnement des simulations (2.5) est posséatiel
réalisé a I'extérieur de la boucle sur kg$x.). En effet, si I'on conditionne les simulations paf
et un résultat fictif; (x¢) enxc, les coefficients(i\l(x),)\n+1(x)) de la prédiction dépendent dg
mais pas deg;(xc) et la prédiction s'écrit

R i f
2.8) f00=( A0 Anialx) ) ( " )

et I'on peut réécrire I'équation du conditionnement (2.&nene

(2.9) £(X) = 2(X) + Ag (9 [fn — Zn] + Ans2 (0 i (Xe) — Z(%c)].

Le premier terme de cette équation ne dépend pagxlg et peut donc étre calculé en dehors de
la boucle (étape 15). Le second est ensuite ajouté a I'éfape 1

Avec cette approche, la complexité calculatoire de I'apipnation de I'entropie condition-
nelle apres évaluations (étapes 13 a 20 de I'algorithme 2) est déteerpaé les points suivants.

— Calcul des coefficients du krigeage pour tous les points (i&tape 14) : O°N). En effet,
le systéme (1.7) doit étre résdiufois. La matrice de covariance peut étre factorisée, ce qui
limite & O(n?) la complexité de la prédiction en un point donné. Notons gdadtorisation
de la matrice de covariance (enr®)) peut en grande partie étre réalisée a I'extérieur de la
boucle sur les points candidats.
— Construction des simulations conditionnelles (étapet15e: O(rnN).
— Minimisation de toutes les simulations conditionnelléspe 18) O(sNr).
Les autres étapes sont efiN). Ainsi, la complexité du calcul déi, est en @N). A titre de com-
paraison, I'approximation de I'El ne requiert que le caldellla fonction de répartition gaussienne.
Nous discuterons a la section 4.5 des conséquences pgtiquette complexité.

Remarque 2.1 Notons que la génération desimulations deF sur G est enO(rN?). Si G ne
change pas au cours de la procédure, ces opérations petreeréiadisées pendant l'initialisation
de IAGO. Dans le cas contraire, c'est-a-diréssést remis a jour aprés chaque évaluation (comme
proposeé par la suite), le colt de ces opérations reste pégligg devant celui de I'optimisation de
Hn (O(rnN2) si I'on utilise G comme ensemble des points candidats).
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Algorithme 2 Schéma général de I'algorithme IAGO et mise en ceuvre preposer I'optimisa-

tion de 'TECM
1: Evaluerf sur un plan d’expériences initial > cf. la section 2.3.1
2: Choisir ou estimer les paramétres de la covariance de Matern > cf. la section 2.3.1
3: Calculer la prédiction par krigeage
4. Tant que le critére d'arrét n'est pas satisf&itire > cf. la section 2.3.3 pour une discussion

10:
11:
12:
13:
14:

15:

16:
17:

18:
19:
20:
21:
22:
23:

24:

sur le critére d’arrét a utiliser
Xnew < ECM-OPT(points d’évaluations, résultats d'évaluatioovariance)
Evaluerf enXpew

Fin Tant que

procedure ECM-OPTE,, fn, K)
ChoisirG > cf. la section 2.3.2
Geénérer simulations dd= surG
Calculerf(x) etd(x) surG
Pour tout X dans un ensemble de points candidats (par exefhpkeaire > cf. 2.3.2
Calculer les parametrdy; (Xc), - - -, Ys(Xc) } deQ(xc) (cf. la section 2.2.2)
Calculer, pour touk dansG, les coefﬁcients(i\l(x),7\”+1(x)) de la prédiction par
krigeage pour des évaluations aux pointsSde{x:}
Construire partiellement les simulations conditionrela utilisant le premier terme
de (2.9)
Pour i+ 1,sFaire
Terminer le conditionnement par krigeage des simulationgiésant le deuxieme
terme de (2.9) et en supposdrik:) = Yi(Xc)
Déterminer un minimiseur global pour chacune désjectoires conditionnelles
EstimerPx-(-|Fn,F (Xc) = Vi(Xc)) (2.6)
CalculerH (X*|#n,F(X) =y) (1.26)
Fin Pour
CalculerHn(xc) (2.2)
Fin Pour
Retourner Xpew = Minkeg Hn(X)
Fin procedure
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2.3 Mise en ceuvre de IAGO

2.3.1 Plan d’expériences initial et choix d’une fonction deovariance

Le plan d’expériences initial (étape 1 dans l'algorithmeé2rit ci-apres) est utilisé pour une
premiére recherche globale, mais surtout pour réaliserppemiére estimation des parametres
de la covariance. Jones et al. (1998) proposent d'utiliser pela un plan LHZpour Latin Hy-
percube Samplingvoir par exemple McKay et al., 1979) de tailledLOCette régle empirique
est inapplicable ici, puisque le budgetal en évaluations pour les problémes motivant ces tra-
vaux est en général bien inférieur. En revanche, la ou EGBeutine covariance non isotrope
et estime ainsi @+ 1 paramétres, il nous semble plus raisonnable de se lineitel;absence
d’information a priori, a l'utilisation d’'une covariance isotrope. En effet, méakaide de cette
simplification, I'estimation des parametres par maximunvidésemblance reste trop incertaine.
Pour s’en convaincre, simulons 10 000 réalisations d’'ucgssus gaussien centré, stationnaire et
de covariance de Matérn de parameétres 3, p = 0.3 eto? = 0.5. Ces réalisations sont échan-
tillonnées sur un plan LHS, et pour chacune, calculons leéseconde de la log-vraisemblance
par rapport au paramétke pour la vraie valeur du vecteur des parameétres. La moyeerces|
dérivées secondes est, au signe pres, I'information deFishative a I'estimation par maximum
de vraisemblance de(les autres paramétres étant supposés connus). Nous galeos calculer
la racine carrée de l'inverse de cette quantité pour nous taie idée grossiére de I'écart-type
de l'erreur d’estimation. Le tableau 2.1 présente pougtifites dimensions de I'espace de re-
cherche et différentes tailles du plan LHS, les valeurs moge de cette quantité. On y constate
la difficulté a estimer ne serait-ce qu’un paramétre ensatili le nombre d’essais préconisés par
Jones et al. (1998) pour des dimensions de I'espace desifaeie accord avec nos objectifs.

Nous proposons donc de n'utiliser en général le plan d'éxpées initial que pour effectuer
une premiére recherche et nous préconiserons dans larsdc3i@ une regle empirique pour le
choix du nombre d’évaluations dans ce plan. La covarianeeadguant a elle étre en général
choisiea priori (excepté lorsque le budget d’évaluations et la dimensiomprobleme le per-
mettent). Ce choix, qui pourra étre révisé au cours de lagoire dés que I'estimation des pa-
rametres devient possible, s’avére souvent relativemisatem pratique. En effet, des données
ou des connaissances meétiers sont frequemment disposilnlds systeme étudié et sont d’'une
grande utilité pour le choix des paramétres de la covariaPaeexemple, lors de la conception
d’une nouvelle version d'un systeme, les parametres peé@mendirectement estimés a partir des
données recueillies sur son prédécesseur. En outre, il péssrare que les connaissances sur la
physique du systéme permettent de quantifier sa plage asigar{ce qui peut aider au choix de
0), sa dérivabilité (ce qui guide le choix d¢ ou une allure générale (ce qui influe sur le choix

2Notons que des plans d’expériences plus adaptés & |'ekiimdes paramétres de la covariance existent dans la
littérature. Mentionnons en particulier les travaux de ZhiZzhang (2006).
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Cas dev | Cas dep | Cas deo?

d=1, LHS de taille 5 2.58 0.43 0.70
d =1, LHS de taille 10 (recommandé par 0.32 0.14 0.48
Jones et al., 1998)

d =1, LHS de taille 15 0.14 0.09 0.38
d = 6, LHS de taille 30 66.8 0.67 0.26
d = 6, LHS de taille 60 (recommandé par 16.26 0.30 0.18
Jones et al., 1998)

d =6, LHS de taille 90 3.90 0.20 0.14
d =15, LHS de taille 50 55.79 6.07 0.14
d = 15, LHS de taille 150 (recommandé par 39.16 3.43 0.11
Jones et al., 1998)

d =15, LHS de taille 300 14.00 1.58 0.08

TAB. 2.1:Racines carrées de l'inverse de I'information de Fisher geportion de la vraie
valeur des parametres) relative a I'estimation par maxindewraisemblance des paramétres
pris un par un (les autres parameétres étant supposés cortusg covariance de Matérn
(isotrope de paramétreg = 3, p = 0.3, 6 = 0.5) pour des LHS de tailles variées, avec
d = dimX. Cette quantité permet de se faire une idée tres grossiéisdpe nous ne sommes
pas en situation asymptotique) de 'incertitude sur le paédre considéré. Le plan LHS étant
par nature aléatoire, pour chaque taille, 50 plans sont géasget pour chacun I'information
de Fisher est évaluée. Le ratio entre I'inverse de la raciagée de cette quantité et la vraie
valeur du parametre est ensuite calculée. Enfin, les ratiiertus pour chacun des 50 plans
LHS sont moyennés. On constate, par exemple en dimensipowiXestimation dev, que
90 points ne semblent pas suffire pour obtenir une précisipiivélente a celle obtenue en
dimension un avec seulement cing points.

dep). Plus généralement, nous verrons dans la section 4.8.@phalitions a respecter pour qu’un
choix a priori de parameétres ne handicape pas les algorithmes outre mesure

2.3.2 Choix deG et optimisation du critere d’échantillonnage

Le choix le plus simple poui est une grille restant fixe au cours de la procédure. Cepgndan
a mesure que le nombre d'évaluations effectuées augmergapport depx: (- #n) (la distribu-
tion conditionnelle des minimiseurs globaux Eesur X) diminue tout comme la capacité de
a décrire ce support. Ainsi, a moins d’augmenter expori@iient le nombre d’éléments de
avec la dimension, I'entropie d&- (-| #) pourra s’annuler sans que I'optimisation soit pour autant
terminée. Pour conserver une taille raisonnabléd®ut en assurant une précision satisfaisante
pour I'approximation de la densité des minimiseurs globpaxPx-(-|#n), G peut étre rééchan-
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tillonné apres chaque nouvelle évaluation pour mieux sgpreer le support dex: (+|#n). G, noteé
désormaisGy, pour marquer sa modification a chaque itération, doit dopendre des résultats
des évaluations disponibles et nous proposons pour cedtindés, poux € X, px: (X[ 7n) par

10 [x=x
2ol

I'estimateur a noyaux gaussiens de parambtee choisir, avec<’,i = 1,...,r, les minimiseurs

globaux des trajectoires conditionnelles &y ;. Ainsi, aprés lan-iéme évaluation, un point de
Gy, est obtenu par tirage d’une loi gaussienne de vari#azentrée sur un point tiré au hasard
dans{x,i=1,...r}.

Pour conserver une complexité calculatoire acceptables avons vu a la section 2.2.3 que
les points candidats a I'évaluation (c’est-a-dire I'egpde recherche associé a I'algorithme d’op-
timisation du critére d’échantillonnage) doivent étre istgoa priori. Ainsi il est exclu d'utiliser
une méthode d’'optimisation classique (par exemple un sixeplle Nelder et Mead utilisant plu-
sieurs points de départs) et le critére doit étre optimisépaluation extensive sur un ensemble
de points candidats inclus dafis Ici encore, le choix d'un ensemble fixe au cours de la praeédu
serait peu judicieux puisqu’a mesure que les évaluationtsréalisées, et que la recherche devient
plus locale, I'erreur d’estimation de I'optimum du critaieque d’augmenter (a I'extréme, tous
les points candidats au voisinage de I'optimum réel dureritdt été évalués). Remarquons qu’un
point de I'espace des facteurs ou la distribution condit@ie des minimiseurs est suffisamment
faible ne présentera aucun intérét pour une évaluatioriémgntaire. Aprés quelques évaluations,
une large part de I'espace des facteurs possede cettegiép@t le probléme de I'optimisation du
critére s’en retrouve considérablement simplifié.

Il apparait finalement que le rééchantillonnageGdeécessaire a la bonne représentation du
support de la densité des minimiseurs globaux sert aussilité de I'optimisation de I'entropie
conditionnelle. Nous proposons donc de calculer cettetqéaxhaustivement su, pour choisir
la n+ 1-iéme évaluation. Avec cette approche, la précision aeadlle un minimiseur du critere
d’échantillonnage est estimé augmente avec le nombre ldati@ns réalisées. Reste a choisir
qui détermine le lissage effectué par I'estimateur a noy@ans notre contexte, une valeur trop
faible deh serait préjudiciable a la convergence de I'algorithmesguiielle conduirait a sous
estimer le support d@x: (X|#n) et donc a prendre le risque d’une recherche trop locale. Nous
proposons donc de choigitromme la distance moyenne entre un poinGgden général un plan
LHS) et son plus proche voisin.

2.3.3 Critere d’'arrét

Le critere d’arrét est une composante importante de toutkadeé d’optimisation. Dans notre
contexte de fonctions colteuses, il est frequemment infgesde satisfaire a un autre critére
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que celui de I'épuisement du budget d’évaluation. C’estcdom critére que nous utiliserons le
plus souvent. Quand ce budget n’est pas dix#iori de multiples choix deviennent possibles. On
peut par exemple utiliser I'estimatetihi, = miny, f(x;) du minimum global dé= et observer la
probabilité pour I'erreur d’estimation d’étre plus failjeed > 0. Schonlau (1997) propose ainsi
d’arréter l'algorithme lorsque

P(F¢ < fmin+ 8|Fs = fs) < Pstop,

avecF¢ = minycg F(X), etPsiop € [0,1] une valeur critique choisia priori. Ce critére est bien
adapté ici, car I'estimation de la fonction de répartiti@gd ne requiert aucun calcul supplémen-
taire. Il est en effet possible d'utiliser les simulatiommditionnelles réalisées pour calculés,
a condition de conserver pour chacune d’elles non seuleumemtinimiseur global, mais aussi le
minimum associé. L’histogramme ainsi obtenu permet al@sticher simplement la fonction de
répartition du minimum global conditionnellement aux féss des évaluations.

L'utilisation de ce critere reste néanmoins peu aisee golildépend de deux parametres (
et Pstop) qui doivent étre choisia priori, et ne peuvent pas en géneéral étre déduits de caractéris-
tiques du probléme. En revanche, si I'on considére plusisimgnt I'écart-type de la distribution
conditionnelle du minimum global, on peut arréter IAGO tpre

(2.10) \/Var(F&| Fn) < Ostop,

le parametreosip > 0 a choisira priori, peut I'étre en fonction de la confiance accordée aux
résultats des évaluations.

La figure 2.3 présente un exemple d'application de IAGO susiplrs périodes d’'une fonc-
tion sinus. On y constate le caractére global de IAGO qui pewfiidentifier avec précision les
trois minimiseurs globaux apres douze itérations. La fi@udeprésente le méme exemple lorsque
IAGO est muni du critere d'arrét (2.10). Ce critére, satisdarés sept évaluations, permet d’'iden-
tifier 'un des minimiseurs globaux.

2.4 Extensions

Pour traiter les problemes pratiques motivant nos trav@eixombreuses extensions de IAGO
et du critére d’échantillonnage sous-jacent sont néaessdilous décrivons dans cette section
celles qui se conjuguent bien avec le critére de minimisadmI’ECM. Nous discuterons dans un
premier temps, de I'optimisation globale en présence diduules résultats des évaluationside
puis de prise en compte de contraintes, et enfin de la priserapte de résultats d'évaluation du
gradient de la fonction objectif. Nous étudions, pour cimgcde ces extensions, le comportement
des trois critéres d’échantillonnage retenus au chapitedaent, a savoir maximisation de I'El,
minimisation de 'ECM et maximisation de la probabilité diélioration. Les versions modifiées
de 'ECM ou de I'El peuvent ensuite étre utilisées par IAG@nooe par EGO.
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(b) Prédiction et distribution conditionnelle apres doiizeations de IAGO

FiG. 2.3:Optimisation d’'une fonction sinus a I'aide de IAGO sansémtd’arrét. On trouve
sur les figures de gauche la prédiction (trait continu) a jrades résultats d’évaluation
matérialisés par des carrés (points initiaux) ou des cexale@mérotés (points choisis par

IAGO) , ainsi que les intervalles de confiance a 95% (traitspltés) et la fonction sinus a

optimiser (traits mixtes). Est aussi représentée, unenéstide la distribution conditionnelle
du minimum global (normée a 0.3 pour faciliter la lecture digsires). Les deux figures de
droite présentent les distributions conditionnelles desmiseurs globaux avant et apres les

douze itérations de IAGO.
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FIG. 2.4: Optimisation d’'une fonction sinus a I'aide de IAGO muni ditére d’arrét(2.10)
avecosyp = 0.1. Les conventions graphiques sont identiques a celles dgueefl.3.
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2.4.1 Résultats d’évaluation incertains

Pour de nombreux systémes a optimiser en pratique, lesatssdés évaluations desont in-
certains. Il peut s’agir d’incertitudes de mesure, maisria aussi frequemment que les résultats
de simulations numériques soient eux aussi entachés ursriear exemple, lors de simulations
d’écoulement fluide, il arrive que pour certaines configarest du dispositif, la solution des équa-
tions différentielles modélisant le systeme ne puisseaslisier dans le temps qui lui est imparti
(nous en verrons un exemple dans le chapitre 5). |l en résldtes le cas ou les simulations sont
automatisées (de sorte que I'utilisateur ne peut intery@mir constater la non-convergence de la
solution et prolonger la simulation), une incertitude surdsultat.

Supposons, pour le reste de cette section, les résulta&vdiemtions corrompus par un bruit
additif de moyenne nulle. Ainsi pour=1,...,n, et d’aprés notre modeéle gaussieénl’évalua-
tion de f enx; produit une réalisatiorf®*S(x;) de la variable aléatoire°°S(x;) = F(x;) + by, ou
lesb; sont des variables aléatoires, éventuellement corrééel® loi connue ou paramétrée (on
peut alors estimer les parametres de cette loi par maximuwnaileemblance conjointement avec
les paramétres de. Le prédicteur par krigeage dea partir des résultats,° des évaluations
bruitées def, s’écrit alors poux € X

F(x) =A()TFR™

avecFoPS = [FOPS(xy), ...,F°"S(x,)]T. Le calcul du vecteuk(x), décrit dans I'annexe B.2, se fait
de maniére tout a fait similaire au cas non bruité et permatehir la prédictionf ainsi que
I'écart-type de I'erreur associée A I'aide de cette prédiction, IAGO peut donc s’appliquer di
rectement a I'optimisation globale en présence de bruitesuresultats d'évaluation. La technique
de simulation conditionnelle utilisée pour calculer I'amximation Py (-|#,°°) de la distribution
des minimiseurs doit cependant étre Iégerement modifiéeff&tn les trajectoires dé condition-
nellement & °°S ninterpolent plus les résultats des évaluations et il,fpatr conditionner une
simulationz sur G, simuler des réalisations du bruit sur les résultats ddsi@vans et appliquer

(2.11) t(x) = z(x) + A(x) T [fa>— Z3%9,

aveczePS les valeurs prises parsurS,, corrompues par une réalisation du bruit.

Sile critére de maximisation de 'ECM s’adapte bien au cag®yil n’en va pas de méme pour
la maximisation de I'El. En effet, I'El peut toujours étrelise tel quel, cependant, I'estimateur du
minimum sous-jacentl,, = min; F°’S(x;) ne converge plus vers le minimum glotsl lorsque le
nombre d’'évaluations augmentd{ tend a sous-estimer de plus en plus forteni€nt D’autres
estimateurs d&* peuvent étre utilisés, par exempl, = min, f(x). La modification du critére
ainsi obtenue sera par la suite désignée par EIm. On trowsst dans la littérature (Huang et al.,
2006) une modification plus heuristique de I'El utilisa§™ = F (argmin, f(x) — &(x)) comme
estimateur d&* et reposant sur I'nypothese, assez restrictive (cf. lasebt4 pour un probleme
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ne satisfaisant pas cette contrainte), d'un bruit gaust@enatrice de covariancc%l n- Dénommée
AEI, pour Augmented Expected Improvemergtte quantité s’obtient comme

(2.12) AEKX) = E [190%(x) 7,95 1— — B |
02+ 62(x)
avec
|BS() — 0 s.i F(x) > MAE!
MAE —F(x) sinon

L'objectif du terme correctif dans (2.12) est de décourages réplication exagérée des évalua-
tions, ce qui semble étre une tendance de I'El dans le cagbim effet, & mesure que des
évaluations sont réalisées gn5(x) diminue tout comme AEK).

Ces deux modifications seront comparées avec l'originatest BECM dans la section 4.4.1.
On peut cependant constater dés a présent sur la figurer@@ati du bruit sur la prédiction (qui
n'interpole plus les données et s'Taccompagne d’'une vagidad'erreur plus forte) et sur la vitesse
de convergence de IAGO.

2.4.2 Prise en compte de résultats d’évaluation du gradient

Avec le développement des logiciels de différentiatioromatique, il devient plus fréquent
de disposer, en sortie de simulateurs numériques, de landdda fonction objectif mais aussi de
son gradient. Cette information supplémentaire peut disriiconsidérablement la difficulté d’'un
probléme d’optimisation, encore faut-il étre en mesureadgréndre en compte dans les criteres
d’échantillonnage.

Pour ce faire, il suffit de remarquer que la covariance duignadlF de F s’obtient simple-
ment en fonction d&, tout comme la covariance entreet LJF, ce qui permet d’incorporer sim-
plement les résultats des évaluations du gradierit dda prédiction par krigeage (les équations
sont présentées dans I'annexe B). L'extension de I'El oagedbabilité d’amélioration est alors
immédiate et profite de 'amélioration de la prédiction ape par cette nouvelle information (on
peut 'observer en comparant les figures 2.3 et 2.6).

Pour adapter 'TECM, c’est naturellement I'entropieXfeconditionnellement &, aux résul-
tats d’évaluation passéesy’ du gradient et aux résultafsx) et OF (x) en un point d’évaluation
candidat que I'on va chercher a minimiser. Cette entroggers’

(2:13) HOX' |77 F (), 0F () = |

(yg)cRxrd T O LF () (v.9|7n. 77)

H(X*|—{}-n7—{}-nD7F(X) =Y, DF(X) = g)dbe,

avec Pr (x),0F (x) (Y,9|7n, 77) la distribution jointe deF (x) et OF (x) conditionnellement aux ré-
sultats d’évaluation (gaussienne de moyenne et de matic®vhriance obtenues par krigeage,
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(b) Prédiction et distributions conditionnelles aprésséattion du critére d'arrét

FIG. 2.5: Optimisation d'une fonction sinus a I'aide de IAGO (muni ditese d’arrét (2.10)
avecosiop = 0.1) a partir de résultats d'évaluation corrompus par un bruéussien additif
d’écart-type 0.1. Les conventions graphiques sont ideesa celles de la figure 2.3. La prise
en compte du bruit dans la prédiction par krigeage impliqoe prédiction non interpolatrice
ainsi qu’une convergence plus lente de IAGO.
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cf. 'annexe B.3 pour une partie des équations) et
H(X*|#n, 70", F () = ¥, OF (x) = g)

I'entropie dePx:(-|7n, 7, F (X) = y,0F (x) = @), la distribution deX* conditionnellement aux
résultats d’évaluation et aux résultats (fictifs) des éat@dms de la fonctiomt du gradient.

L'approximation de (2.13) peut s’effectuer tout commeeeéltH,, par le choix d’un opérateur
de quantification et une approximation de la distributioa nignimiseurs a l'aide de simulations
conditionnelles. L'algorithme qui en résulte est cependsaucoup plus complexe que la ver-
sion initiale de IAGO puisque pour chaque point d’évaluatandidat, il faut générer plusieurs
résultats potentiels pour la fonctiat pour son gradient. De plus il est nécessaire de simuler
conjointemenf et JF comme détaillé dans I'annexe B.1.

L'intérét principal de TECM dans ce contexte, est que, cainement a I'El ou a la probabilité
d’amélioration, cette quantité prend en compte le fait qugradient de la fonction va aussi étre
évalué. La figure 2.6 présente I'optimisation par cetteigarsodifiée de IAGO de la fonction
sinus déja utilisée dans ce chapitre. La connaissance dedafepermet d’obtenir avec seulement
10 évaluations(soit sept itérations de IAGO), une dimowtie 'ECM n’étant obtenue qu’au bout
de 17 évaluations avec la version standard de IAGO. Notoasmeéins I'augmentation significa-
tive de la complexité du calcul de I'ECM qui nécessite désosd + 1 prédictions par krigeage,
ainsi que l'intégration numérique d’une fonction définie BJ+?.

2.4.3 Prise en compte de contraintes

Depuis le début du chapitre 1, le probléeme de minimisatios@sposé non contraint. Consi-
dérons maintenant le cas plus général d’'un probléeme cothiarg(x) < 0 eth(x) = 0. Si les
contraintes sont peu codteuses a évaluer, on peut se @antiensélectionner des points admis-
sibles par un algorithme rejetant ceux qui ne le sont passionsacrerons ici notre attention au
cas des contraintes d'inégalité colteuses a évaluer iseatihs un modéle gaussiépour leur
prédiction.?

L'extension du critere de maximisation de I'El a ce probléas abordée dans Schonlau
(1997). Dans ce contexte, I'estimateur du minimum sousradevienM§ = min{F (x;)|G(X;) <
0} et la version contrainte de I'El devient

(214) E[IC(X)L{}-n?gn]v

SLa prise en compte, dans notre contexte de budget d'évatuaéduit, de contraintes d’égalité elles aussi codi-
teuses rend le probleme nettement plus difficile. On pelsager de transformer la contrainte d’égalité en un nouvel
objectif (par exemple en considérant la normehge)) et de s’attaquer au probleme multi-objectif ainsi défiri g
section 5.2.1 pour une méthode de résolution d’'un problénig-pbjectif colteux).
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(b) Prédiction et distribution conditionnelle aprés 7aténs de IAGO

FiG. 2.6: Optimisation d’une fonction sinus a 'aide de IAGO lorsges Hérivées sont dis-
ponibles. Les conventions graphiques sont identiqueslascde la figure 2.3. La prise en
compte du gradient dans la prédiction améliore sa qualitauffs’en rendre compte, compa-
rer la prédiction initiale avec celle de la figure 2.3) et patune convergence plus rapide de
IAGO.
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avec

)

00 _{ ME—F(x) si  F(x) < MSetG(x)<0
0 sinon

etgn={G(xi) =9(xi),¥x € S}. Sil'on suppose I'indépendance enkretG, I'El contraint s’ob-
tient simplement comme I'El du cas non contraint multiplé [a probabilité pour les contraintes
d’'étre satisfaites er conditionnellement &,. En revanche, si cette hypothése n’est pas satisfai-
sante, c'est et G qui devront étre prédits conjointement et le calcul de |aieer contrainte de
I'El ne peut s’obtenir qu'au prix de I'estimation de la foiwet de répartition gaussienne multi-
dimensionnelle.

Comme pour I'El, la probabilité d’amélioration s’étendéisent au cas contraint a condition
de prédire conjointemerit et G. Ainsi, le critére dans le cas contraint

argmaxP(F (x) < T,G(x) < 0|#n, Gn),
X

s’obtient en estimant une fonction de répartition gaussenultivariée.

Pour pouvoir utiliser 'ECM dans ce contexte, quelques &tags sont nécessaires. Pour les
introduire, notongQ, A, P) I'espace probabilisé sous-jacent, et notons expliciténaans cette
section, la dépendance des variables aléatoiras €)*. Considérons, poun € Q 'ensemble
G (w) = {x € G|G(x,w) < 0} des points admissibles de et remarquons que cet ensemble
posséde une probabilité non nulle d'étre viegG°(w) = 0) > 0). En d’autres termes, pour une
réalisation de- et deG, il n'existe pas nécessairement de solution au problempgtidigsation
contraint. Pour procéder de maniere similaire au cas notraint) considérons une valeur fictive
Xo choisie arbitrairement a I'extérieur d et définissons I'ensemble des minimiseurs globaux de
F (-, ) surG®(w) comme

MGC:{ {x* € X|F(x*) = minge F(X)} s? GE#0
Xo sinon
Considérons ensuite, de maniére analogue au cas non ogn¥af, un vecteur aléatoire uni-
formément distribué sun/gc. La distribution de probabilitd-c(-|#n, Gn) de ce vecteur décrit
alors les progrés effectués dans la résolution du probléoptimhisation contraint. En particulier,
Px+<(Xo| Fn, Gn) donne la probabilité pour le probléme de ne pas avoir deisaolut

L'approximation de cette distribution se fait alors, de a@ similaire a ce qui a été proposé
dans la section précédente, en simulant conjointeiResttG. De cette facon, 'TECM dans le cas
contraintH (X*| #n, Gn, F(X),G(X)) peut étre approchée simplement.

Un exemple d’application de IAGO a un probléme contrainpeasenté sur la figure 2.7, ou la
fonction sinus utilisée depuis le début du chapitre s’aquagne d’une contrainte (une autre fonc-
tion sinus décalée sur les deux aje®our simplifier la représentation, les intervalles defiemce

4Jusqua présent, il nous a semblé plus clair de ne pas seuligdépendance@des variables aléatoires. Ce n'est

plus le cas dans cette section, notamment pour la défin&iganir, de I'ensemble des points admissibles.
5La fonction objectif esk — sin(67x), la contrainte est s{@rx+ 1) + 0.2 > 0.
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associés a la prédiction de la fonction et de la contraintson¢ pas représentés. Notons cepen-
dant que les paramétres des covariances de la fonctionraiggtiet de la contrainte (supposées
indépendantes) sont identiques et figepriori. Les évaluations choisies par IAGO se révélent
pertinente, puisque trois des sept minimiseurs globauxabi¢gme contraint sont identifiés.

Remarque 2.2 Notons que rien n'oblige a évaluer la fonction et les cantes aux méme points
(hypothese néanmoins faite dans cette section pour daeadi clarté). Nous pourrions donc
imaginer des stratégies d’échantillonnage plus sophistéig ou I'on tiendrait par exemple compte
des écarts de co(t entre les évaluation$ dedeg pour évaluer plus souvent la fonction la moins
colteuse.

Remarque 2.3 Sil'on ne suppose plus gleet G sont indépendants, ces processus doivent étre
prédits conjointement. Ceci peut se faire aisément graceoduigeage (cf. Section B.1), mais
nécessite le choix d’'une covariance erffretG. En I'absence d'informatioa priori, I'estimation

de cette covariance se révele souvent incompatible ava@latite de données disponible dans le
contexte de ce mémoire.

2.4.4 Optimisation a plusieurs pas

Lorsquel > 1 évaluations d& peuvent étre réalisées simultanément, les criteres d¥écha
tillonnage utilisés jusqu’a présent ne sont plus applesbNous décrivons dans cette section les
quelques développements effectués dans cette directimladittérature s'attachant a I'optimi-
sation globale a I'aide d'un budget réduit d’évaluations.

Sin évaluations ont été réalisées aux pointSgecomment choisir une mesure

‘]({ylv Y }>Snafn)

de l'intérét pour I'optimisation dé évaluations supplémentaires aux poifys, ....y;) € X' ? Et
comment faire face a la complexité du probléme d’optimisaé résoudre pour décider des points
d’évaluations a choisir ? En effet, 1a ou I'El ou 'ECM étaieptimisés suiX, il faut désormais
résoudre

argmax J({y1,...,Yi1 },Sn,fn).
Y1,y pex!

Schonlau (1997) puis Ginsbourger et al. (2007), proposétentre El a ce cas de figure. La
définition de I'El a pas (ou-El chez Ginsbourger et al., 2007) estimmédiate. L'expoasd.17)
devient

E min{Mn1,F(X)} — F*|#n),
F(Yl)---F(YI)( M, F 00} 17n)

et maximiser lel-El revient & minimiser I'erreur moyenne d’estimation dunimum apred
évaluations. Cependant, le calcul direct de cette quaintigfique I'estimation de fonctions de
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(b) Prédiction et distribution conditionnelle aprés dation du critére d’arrét par IAGO

FiG. 2.7: Optimisation d’'une fonction sinus a l'aide de IAGO en présed’une contrainte
(trait mixte fin sur la partie supérieure gauche). Les figuleggauche présentent la prédic-
tion de la fonction & optimiser (trait continu gras) et de lantrainte (trait continu fin) a
partir des résultats des évaluations, ainsi que la distiidnu conditionnelle du minimum du
probléme contraint (traits pointillés). Les résultats @atuation initiaux de la contrainte et
de la fonction sont représentés par des carrés. Les poirienaok par IAGO sont représentés
par des cercles (dans I'ordre ou les choisi IAGO) pour la faoe et des triangles (pour la
contrainte). Sont aussi présentées sur la partie supéigauche, la fonction sinus consi-
dérée (trait gras mixte) et la contrainte (trait fin mixte)ed figures de droite présentent les
distributions conditionnelles des minimiseurs globauydhbléme contraint compte tenu des
résultats d'évaluation disponibles. Les résultats présgsont obtenus suite a la satisfaction
du critere d’arrét par IAGO (I'écart-type de la densité cationnelle du minimum global du
probléme contraint plus faible que 0.1).
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répartition gaussienne en dimensioet devient rapidement impraticable (cf. Ginsbourger et al.
2007). Pour sortir de cette impasse, des heuristiques &préposées. Le principe général en est
de choisir itérativement chacun des points d’évaluatioaféectant une valeur fictive au résultat
associé (par exemple la prédiction par krigeage ou le mimimaurant dans Ginsbourger et al.,
2007). Ainsi, I'optimisation du-El s’effectue de maniére approchée panaximisations de I'El
standard.

Ces heuristiques pourraient aussi s'appliquer a la miseiati@un critére de minimisation de
'ECM al-coups, mais il est probable que 'augmentation de la chdegealcul qui en résulte soit
prohibitive. Rappelons en effet la méthode peu colteuggogee par Jones (2001) qui consiste a
mener P-algorithmes en paralléle et & utiliser pour chacun url détérent (cf. la section 1.3.2).

2.5 Conclusions

Nous avons décrit dans ce chapitre comment I'entropie tiondielle des minimiseurs glo-
baux peut étre estimée a l'aide de simulations conditidesiepuis optimisée par un choix adap-
tatif de 'ensemble des points candidats. Ces développesnoen été regroupés dans l'algorithme
d’optimisation IAGO dont nous avons discuté chacune dgseétainsi que I'extension a des pro-
blémes d’optimisation contraints, a la prise en compte deltgits d'évaluation du gradient, et a
la prise en compte de résultats d’évaluation bruités. Apittea3, nous verrons comment étendre
IAGO a I'optimisation robuste par rapport a une incertitsde les facteurs.
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CHAPITRE 3

OPTIMISATION ROBUSTE DE FONCTIONS
COUTEUSES

Résumé — A l'issue d'une procédure d’optimisation, une solutiorssiuproche de I'opti-
mum gue possible est retenue. Par la suite, cette soluti@xgieitée pour faire face a une réalité
souvent plus complexe que la simulation qui en est faitetrriVe alors souvent que les erreurs
de mise en ceuvre de la solution (dues par exemple a I'impoéaisoutils d'usinage) dégradent
considérablement les performances. C’est la prise en edeptes erreurs dans le processus d’op-
timisation, ou optimisation robuste par rapport aux iritugtes sur les facteurs, qui nous intéresse
dans ce chapitre. Dans le domaine des fonctions colteusahiam ce probléme a peu été abordé.
En revanche, le probleme de prédiction de la robustesseieskironnu en géostatistique et plus
généralement en statistigue. Dans ce chapitre, nous résule® travaux existants et présentons
I'intérét des idées sous-jacentes pour une extension d®IlAGoptimisation robuste.

3.1 Introduction

Dans la pratique, I'optimisation pour la conception de&ysts conduit au choix d’'un systéme
dit nominalqu’il faudra ensuite s’efforcer de réaliser. Les valeunshsitées pour les facteurs de
ce systéeme, appelés facteurs nominaux, résultent denfastin, a I'issue du processus d'opti-
misation, d’un optimiseur global de la performaniceLa réalisation de ce systéme nominal est
souvent sujette a des dispersions de sorte que les valesifadeurs obtenues différent des va-
leurs nominales. Sil'on not®,- la différence entre les facteurs du systéme effectivendeatise et
les facteurs nominaux, la performance obtenue s'éc¢kit + €,-) et s’avére généralement moins
bonne que celle du systéme nominal.

La question centrale ici est de choisir des facteurs nomitels que la performance du sys-
teme soit peu dégradée par l'introductiongje Il est clair que, dans bien des cas, le choix d'un
optimum global n’est pas du tout adapté. Pour s’en convajraonsidérons I'exemple de la fi-

63



3. Optimisation robuste de fonctions codteuses
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FiG. 3.1:Influence d’un bruit gaussien sur la performance (traitsimé¢ au nominal. Deux
nominaux sont testés (représentés par des carrés) paudié gaucheet 0.5(partie droite)
Pour chacun, la distribution en sortie est présentée (sraitixtes). Le choix du minimiseur
global comme nominal se révéle catastrophique puisquerf@meance est nulle dans 50%
des cas.

gure 3.1, pour lequel on a modélisé I'erreur sur les facteynsar un bruit blanc gaussien. La
fonction & optimiser sur cette figure est définie [ful] par

G200 = Tiaos () SINCE 1) + 105055 (X)SIN(A0T(x - 05) + 70)
et sera utilisée tout au long de ce chapitre. La performansysteme réaliséézs)t(XJr €x) estdonc
une grandeur aléatoire et sa distribution peet x* = 0.5 et pourx = 0.3 est représentée sur la
figure 3.1. Il apparait alors clairement que le choix d'unimiseur global pour les facteurs no-
minaux peut se révéler catastrophique en termes de séBsilalla performance a une incertitude
sur les facteurs.

Au lieu de chercher un minimiseur global d¢x), nous nous intéresserons donc dans ce
chapitre a une optimisation dequi soitrobustea une incertitude sur les facteurs, c’est-a-dire que
nous souhaitons prendre en compte non seulement la perfoemaais aussi la robustesse (ou le
manque de sensibilité) de cette performance par rappos ameur sur les facteurs. Nous verrons
dans la section suivante plusieurs définitions de I'op@tiis robuste, qui relevent chacune d’'un
compromis entre performance et robustesse.

Ces formulations de I'optimisation robuste reposent ssrndesures de robustesse se tra-
duisent a nouveau par des problémes d’optimisation gladalfonctions colteuses. Mais cette
fois, la fonction évaluée n’est plus celle que I'on cherchap@imiser. L'application de IAGO et
des autres algorithmes d’optimisation globale va doncgrgsa la prédiction de ces mesures de
robustesse a partir des résultats d’évaluatioffi.de

Commencons par préciser la nature des perturbations stadesirs a prendre en compte.
Jusqu’a présent, nous avons considéré des perturbatidiiivesi sur les facteurs de conception.
Elles permettent en effet de décrire de nombreuses souinesrtitudes, comme des incertitudes
de fabrication ou encore des erreurs de positionnementptewra. Cependant, comment rendre
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compte de perturbations comme des variations de la tenupémdé fonctionnement du systéme, et
plus généralement, de I'influence de tout ce qui reléve deifennement du systéme et n'est donc
pas controlable lors de sa réalisation ? Notegisle vecteur de ces variables d’environnement et
Xe son ensemble de définition. La performarfde + €y, €cx) du systeme s’écrit désormais en
fonction de deux types de facteurs. L'optimisation robugtef consistera donc a optimiser la
robustesse du nominal choisi par rapport aux incertituépsésentées pa et pargex. Pour
simplifier la présentation, nous ne considérerons pas, dangemier temps, les perturbations
dues a I'environnement du systeme. Nous verrons a la se8tibfh que la prise en compte de
ces derniéres dans un algorithme d’optimisation robusteéée IAGO peut étre réalisée trés
simplement.

Nous verrons aussi a la section 3.3.4 comment généraliseedbniques d’optimisation ro-
buste au cas ou les incertitudes sur les facteurs sont aéssnpes au cours de la phase d’opti-
misation. Ce cas de figure na,priori, pas d'intérét pour des problémes d’optimisation reposant
sur des simulations numériques, mais dés que I'optimisa&t conduite a I'aide de réalisations
de prototypes, le point ou est effectivement réalisée ltiéaton peut étre mal connu.

3.2 Formulations du probleme

On peut distinguer les formulations de la robustesse suiyalelles utilisent un cadre déter-
ministe ou probabiliste. Les approches déterministessesgicen général sur des critéres minimax.
Par exemple, on cherchera a minimiser la valeur maximale sl& un voisinagexy du nominal
X, c'est-a-dire & minimiser maxy, f(u) par rapport .

Ce type de critére, qui s'intéresse surtoutpine cas risque de conduire a une solution ro-
buste mais de piétre performance. Il est souvent plus wildsidérer des mesures de robustesse
reposant sur une distribution de probabilité du bruit, qerinpettent d’explorer simplement dif-
férents compromis entre performance nominale et varialile cette performance. Ce choix est
encore plus judicieux lorsque le budget d’évaluation & imité, le manque d’information sur
la fonction risquant en effet de renvoyer une vision trésipeiste du pire cas. En outre, le cadre
probabiliste correspond bien mieux aux méthodes que nag®HoONS.

Nous allons donc modéliser les perturbations sur les fex@® conception par une grandeur
aléatoiregx. Nous supposerons quiéx, y) € X2, g, etgy sontindépendants et que la distribution de
&y, Notéepg, ne dépend pas de(cette derniére hypothése n’est faite que pour simplifexgbse).
Notons que pour un facteur non affecté par une perturbdéammposante correspondantegge
gue I'on notera désormais simplemenest nulle.

La performance du systéme apres réalisation pour un vedgsiacteurs nominaux est donc
décrite par la variable aléatoifféx + €). Deux questions se posent alors.

— Etant donnés résultats d’évaluatiofi, de f, comment mesurer la robustesse et estimer
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cette mesure pour un nominatonné ?
— Comment choisir de nouvelles évaluationsfdeour optimiser la performance et sa robus-
tesse ?

3.2.1 Mesures de robustesse

L'hypothése probabiliste faite sur le bruit nous conduit@sarer la robustesse par une statis-
tigue def (x + €). Suivant la situation, on s’'intéressera par exemple a
- la moyenn@él[f(x +¢)],

I'écart-type /v;olr( f(x+€)),

la probabilité pour la performance d’'étre supérieure deuil 3 : Pg(f(x+€) > T),

— ou encore a plusieurs de ces mesures simultanément.

Dans un contexte ou le nombre d’évaluationsfdest limité, il est exclu d’évaluer I'une ou
l'autre de ces quantités par simulation directe. Nous alldonc chercher a les estimer a partir
d’'un petit nombre d’évaluations deen exploitant le modele gaussi€n Ainsi, une mesure de
robustesse er sera modélisée par une variable aléatoire. Par exemplerfiarmance moyenne
Ee [f(x+ €)] sera modélisée pdig[F (x + €)]. Dans la section 3.3, nous verrons comment prédire
ces critéres de robustesse a partir d’évaluationt. de

3.2.2 Formulations du probléme d’optimisation

Sil'on est capable d’estimer ces mesures de robustesseitgpoiot de I'espace des facteurs,
il reste encore a décider de la formulation du probleme digpation robuste a résoudre. Ce
choix doit dépendre du probléme considéré et de I'inforamatlisponible. Par exemple, alors que
la minimisation deEg(f(x+ €)) peut s’avérer suffisante lorsque les dispersions n’affégias
outre mesure le systéme (Wiesmann et al., 1998), la priserapte de,/var(f(x + €)) peut étre
essentielle dans le cas contraire (Das, 1997). Intéressussa la résolution du probléme multi-
objectif de minimisation simultanée de I'espérance et dealit-type de la performance. Si I'on
dispose ddront de Paretgc’est-a-dire du sous ensembleXa&ont chaque élémentest tel que

vy € XE(f(x+¢)) < Igl(f(erE))OU\/ng(f(XJrs)) < \/ng(f(ers)),

il est possible de choisir parmi tous les compromis possiblgre performance et sensibilité de
cette performance.

Pour éviter la difficulté supplémentaire apportée par ladare multi-objectif (qui pose pro-
bléme quand le budget d'évaluation est réduit), de nombksesisnplifications ont été proposées.
On peut citer de maniere non exhaustive (nous reviendrongesudifférentes possibilités a la
section 3.4) :
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— l'optimisation d’'une agrégation des objectifs (cf. paeewle, Apley et al., 2006) :

(3.2) X" € arg minIéE[f(era)] +cC /v?r{f(ers)],

avecc une constante positive a chaoisir,
— la minimisation de la probabilité de défaillance

(3.2) X" € argminPe[f(x+€) > T],
X

— ou encore la minimisation de la moyenne avec une contrsimta variance (définie comme
la recherche de la M-robustesse par Lehman et al., 2004))
x* e argmin Eg[f(x+€)],

(3.3) xeX
s.c. y/var[f(x+€&)]<d

avecd une constante positive a choisir.
Remarquons dés a présent que, malgré sa complexité, lal&iomumulti-objectif ne requiert
pas de choba priori de constantes par I'utilisateur, a I'inverse des simpliitces proposées.

3.2.3 Choix d'une formulation

Ce choix est en fait double, puisque la formulation utilig@eir orienter le choix des éva-
luations def peut étre différente de celle utilisée pour le choix final. @&t en effet estimer
'optimum robuste pour une formulation a partir des régslt#iévaluation def quelle que soit
la facon dont ces évaluations ont été choisies. Cette digtimest importante pour la mise en
pratique de I'optimisation robuste sur des fonctions coges.

Pour de nombreux problemes, et en particulier ceux corésd#gins ce mémoire, la distribu-
tion du bruit est trées mal connue. En pratique, ce manquéodfiration est da

— aux difficultés rencontrées pour mesurer les facteurs die ste chaine (par exemple un

diametre de conduit dans la culasse d’'un moteur) ;

— a l'externalisation de la conception et de la construcemombreuses pieces, qui rend

plus complexe I'obtention des informations ;

— a la difficulté de spécifier la distribution des variableenyironnement (par exemple la

température de fonctionnement d’'un moteur).
En outre, le choixa priori d'une formulation du probleme d’optimisation robuste pdseéelles
difficultés aux praticiens qui souhaiteraient idéalemaspaser du front de Pareto dans le plan
moyenne — écart-type. Pour toutes ces raisons, il semblel@ouoins hasardeux d’utiliser un
critere probabiliste pour optimiser une fonction colte@espendant, la formulation du probléme
de robustesse et la loi du bruit ne sont utilisées que poentai I'échantillonnage de la fonc-
tion. Et, quand bien méme une modification de ces derniengle@iait I'optimum, au premier
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ordre, une zone de I'espace des facteurs robuste pour areceit une distribution du bruit le reste
pour d'autres (nous vérifierons cela empiriquement a la fioedehapitre). Il semble légitime de
considérer que, quelque soit la complexité de la fonctigeati, cette hypothese est réaliste a la
lumiere du petit nombre d'évaluations disponibles. Uns fes évaluations réalisées plusieurs cri-
teres et plusieurs distributions du bruit peuvent de toateri tre utilisés pour choisir la solution
finale.

3.3 Prédiction des mesures de robustesse

Nous nous intéressons ici a la prédiction des mesures dstesse présentées a la section 3.2.1
a partir des résultats d'évaluations fld_es mesures considérées sont des statistiquésxdee)
(moyenne, variance...), elle méme modéliséepar+ €). L'estimation directe de la loi condi-
tionnelle de ces statistiques en un poirt X est conceptuellement simple a mettre en place, mais
trés colteuse en pratique. Elle implique en effet la sinaral’'un échantillon a partir de la loi du
bruit, puis la simulation de trajectoires conditionneltksF sur cet échantillon et enfin le calcul
de la statistique empirique pour chacune des trajectofas.exemple, la loi conditionnelle de
I'écart-type de la performance &rpourra étre estimée a partir de I'echantiligg, ..., sy obtenu
comme

. )2
S(i) \/r—lz X+8 TT'I(,)) ,
avec f(y),..., fv) des simulations conditionnelles de (générées comme decrit au chapitre 2),
€(1),---,&(r) des échantillons tirés suivant la loi du bruit et

1S e,

la moyenne empirique de leeme trajectoire sous la loi du bruit. La figure 3.2 préseatdistri-

"IH

bution estimée de I'écart-type aprés cing évaluationi;((ealesous I'hypothése d’un bruit gaussien
centré d'écart-type 0.05.

Une simulation directe de la loi semble inadaptée a I'ogation puisqu’elle doit étre renou-
velée apres chaque évaluation. Nous verrons dans cettensquatil est possible de prédire plus
efficacement la loi (ou au moins ses deux premiers moments) deyenne, de la variance et de
la fonction de répartition dE (x + €).

3.3.1 Prédiction de la moyenne

On cherche a prédimgl (x) = E¢(F(x+€)) = F % pg(X) a partir des évaluations de L'opé-
rateur de convolution étant linéaire, la loi de cette quérdast gaussienne et I'on peut dériver des
expressions analytiques pour sa moyenne et sa varianadtionnellement aux résultats des éva-
luations def, a partir des équations du krigeage (cf. par exemple Hayddc®'Hagan, 1996 ;
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X
0.5} -
0.4 ]
w
0.3} -
0.2 - —_|
0 0.005 0.01 0015  0.02 0025  0.03
PV (0.4)7,(9)

FiG. 3.2: Estimation directe de la loi de I'écart-type en= 0.4 (partie inférieurg La partie
supérieurale la figure présente la moyenne de la prédiction par krig€agegras) ainsi que
les intervalles de confiance associés (en pointillés). Batenir un échantillon suivant la loi
de/V(0.4), des trajectoire conditionnelles; f sont générees (trois exemples en traits fins)
et I'écart-type de (f)(0.4+€) est estimé empiriquement en générant un échantillon stiivan
pe (normale, centrée et d'écart-type 0.05).
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Williams et al., 2000 ; Lehman et al., 2004 ; Apley et al., 2006 du krigeage dual (cf. Girard,
2004, pour la moyenne uniquement). L'application de EGO wiPehlgorithme a I'optimisation
de la performance moyenne se fait donc tres simplement eplaeamt la prédiction dé et la
variance de l'erreur associée par la moyenne et la variammditionnelle deM.

On peut aussi calculer la loi du proces$fionditionnellement aux résultats des évaluations
de f. En effet,M est un processus gaussien, de moyenne

(3.4) E(M(X)) = mx pe(X)
et de covariance
kv (%, ) = E[(F * Pe(x) — M+ pe (X)) (F + pe(y) — M+ Pe(y))]

(3.5)
= /U/U,IE[(F(X—FU) —m(x+u))(F(y+u') —m(y +u))] pe(u) pe(u’)dudu’,

ce qui peut aussi s’écrire comme un produit de convolutiptx,y) = [K(-,-) x fe(-,-)] (X,y), avec
Be (X,Y) = pe(X)pe(y). De plus, la covariance enthé et F s’exprime simplemehtcomme

(3.6) ki (X,y) = E[(F * pg(x) —m= pe(x)) (F (y) —m(y))] = k(-,y) * pe(X)-

La prédiction deM est ainsi un cas particulier drokrigeage(cf. Annexe B) qui permet de
prédire tout processuS a partir des observations dfe (moyennant quelques hypothéses sur la
moyenne deG), du moment que sont connues la moyenne et la covarianég, densi que la
covariance entr& et F. Ce rapprochement est connu en geéostatistique depuisnégaiiO ou
la présence de bruit sur les facteurs est connue sous le r@mud’ de positionnemer{Chiles,
1976, 1977).

Les equations du cokrigeage dans le cas général sont doeméesexe B.1. Cependant, pour
mieux préciser les calculs a effectuer pour la prédictiotMdanous présentons ici le systéeme a
résoudre dans ce cas particulier. La prédiction par krig&hg partir des résultats d’évaluation de
f (que l'on peut assimiler &[M(X)|#n] d’apres la remarque 1.2) s’'obtient comme combinaison
linéaire des résultats d’évaluation Be

M (x) = Am (%) Fn,
avecAy solution de
K P A k
P* 0 Hi (X) pwm(X)
ou Wy, (X) est un vecteur de coefficients de Lagrange,

kMF(X) = [kMF(Xl,X), ey kMF(Xn,X)]T

INotons que la convolution entraine la perte de la propriésétdopie. Ainsi, & moins que I'on ne puisse écrire

Yu € X pg(u) = pg(|u]), km etkvr ne sont pas isotropes.
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et
Pum(X) = [P1* Pe(X),..., pr* Pe(X)] .

La variance de I'erreur de prédiction 8 (qui peut étre vue comme la variance Mecondition-
nellement &y, cf. la section 1.2.2) s’obtient ensuite comme

(3.8) E [ (M) = M())] = kan (%) = Ma () Tkaar () = ()T ()

Si I'on peut calculer ou approcher les intégrales (3.45)(8t (3.6), il est donc possible de
calculer, pour toux € X, la moyenne et la variance di&(x) conditionnellement aux observations
de f. Ceci était déja possible par la dérivation directe de laenag et de la variance de
Cependant, connaissaky; et kyr, il est maintenant possible de simuler conjointemiénet F
conditionnellement aux résultats des évaluation$ (. la section B.1) et d’étendre directement
IAGO & I'optimisation de la performance moyefne

Dans le cas ou le brui est supposé gaussiel(M(x)), ku et kyr peuvent étre calculées
analytiguement pour nombre de covariances usuelles (gauss, polynomiales...). Ces calculs
sont en partie réalisés dans Girard (2004) dans le cas oujlame dd- est supposée nulle.

L'utilisation d’une covariance de Matérn présente unedliffg ici puisque sa forme analytique
plus complexe ne permet pas de calculer explicitement léyirde convolution avec la loi gaus-
sienne. En revanche, ce résultat peut étre approché demnasgez précise par une covariance
de Matérn avec d’autres parametres (cf. annexe A.2). Cpaimation a permis d’obtenir la
figure 3.3 qui présente simultanément des simulations tiondelles deF et deM reposant sur
cing évaluations dét(ezs)t (pe est supposée gaussienne centrée d'écart-type 0.05). Oy pensta-
ter I'effet de régularisation du produit de convolutiont(e#fet apparait aussi dans le paramétre
v de la covariance de Matérn modélisdiqui passe de 1.5 polra 2.9 pourkyg puis 4.4 pour
kv). La prédiction par krigeage ainsi que les trajectoireddsont plus réguliéres que leurs équi-
valents pour. Cela signifie que I'optimisation dBg(f(x + €)) sera moins difficile que celle de
f et d’autant plus si I'on utilise IAGO qui tire parti de la rdgrité des trajectoires pour accélérer
la convergence.

Malgré les difficultés supplémentaires qu’elle entrathgilisation de la covariance de Matérn
dans ce contexte reste donc judicieuse, puisqu’elle patenetndre compte de l'impact, sur la de-
rivabilité du processus, du lissage effectué par la cotiariiavec la loi du bruit. En comparaison,
les covariances infiniment dérivables en zéro, telles lgar@nces gaussiennes, impliquent des
trajectoires analytiques (Stein, 1999) insensibles a éaqméne.

Remarque 3.1 Notons que si I'on ne s’intéresse pas a la variance de liete prédiction, la
prédiction de la performance moyenne s’obtient directéraemme la convolution dé(-) avec
la loi du bruit.

2C’est le méme principe que I'extention de IAGO & la prise enpte d'évaluations du gradient (cf. la section 2.4.2).
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-1.5 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 08 0.9 1

Fi1G. 3.3: Prédiction de la performance moyenBg] ft(ezs)t(x +€)] a partir de cing évaluations
de ﬁ(ezs)t (carrés). Lapartie supérieurprésente la prédiction dq@t (en gras), les intervalles
de confiance associés (en pointillés) et des simulationditonnelles (traits fins). Lgartie
inférieureprésente, avec les mémes conventions graphiques la poédibé Eg[ft(ezgt(x+
€)] (avece gaussien centré d’écart-type 0.05), les intervalles defiaone associés et des
simulations Mx) conditionnellement aux résultats des évaluations[@a f
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3.3.2 Prédiction de la variance

Il s'agit maintenant de prédire
V(%) =E([F(x+&) —M(x)?)

a partir des résultats des évaluations fdeOn ne peut plus utiliser le principe du cokrigeage
puisqueV ne dépend plus linéairement &e Il reste cependant possible d’obtenir directement
une expression analytiqgue pour la moyenne et la variand&(xleconditionnellement &,. Ces
résultats ont été présentés par Williams et al. (2000) et @aman et al. (2004) sous I'hypothése
d'un bruit & support discret, ainsi que par Apley et al. (200éns le cas général, mais avec
un formalisme bayésien n’'autorisant que peu de simplifioati Dans la suite de cette section,
nous allons proposer des formes analytiques pour ces tggrgilis discuter de leur utilité. Pour
simplifier les notations, I'espérance pour la loifdeonditionnellement &, sera noték,,.

La moyenne d¥ conditionnellement aux résultats des évaluations s’écrit

2
BV 017] =52  [Foc8) - EIMO] + EIMO) - M)

n

(3.9)
~25([Focre)-EMI]) —varlM(oli),

puis, en inversant les espérances,
(3.10)
EN ()| 7] = ( (x+8)— F(x+£)]+E[F(x+£)]—IEZ[M(X)]]Z>—var[M(x)|?n]
=E[6%(x+€)] +E [ (X+€)— (x))z]—var[M(x)m].

Enfin, en remplagari,[F (x+€)] par f (x+€) dans le deuxiéme terme, I'espérance conditionnelle
deV (x) s’écrit

(3.11) EIV (X)] 7n] = 62 pe(x) + var{ f(x + &)] — varfM (x)| ).

Le troisieme terme est donné par (3.8), mais les deux prerd@vent en général étre appro-
chés. Girard (2004) les calcule explicitement pour un keuine covariance gaussiens et propose,
pour les autres covariances, une approximation analytep@sant sur un développement a I'ordre
deux de la covariance de

Le calcul de

varV (x)| 7] = E [V (2] ~EV (x))?,

s'effectue de la méme facon que celui de la moyenne, cepenrtdaversion de I'ordre des es-
pérances ne peut se faire que terme a terme, une/faig développé. Bon nombre de termes
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s’annulent ou se simplifient, et on arrive finalement a

(3.12) vafV(x)|7n] = 2varM ()24 K3(+) = (Pe(-) Pe(-)) (0,0)
+4//,kn(x+u,x+u’)[f(x+u H Xx+u)—E[ ()]] Pe (U) pe (") dudu’

n

2 E([F(x+u) f(x+u)] [M E[M(x)]Dps(u)du,

uh

aveck,, la fonction de covariance de I'erreur de prédiction- F. Cette derniére s'obtient simple-
ment en fonction des coefficients du krigeage sous la forme :

ka(x.y) = E[F(x) = F(x)] [F(y) = F(y)] = k(X,y) +Ax)TKA(Y) =A(x)Tk(x) = A(y) Tk(y)

(rappelons qué,(x,x) = 6%(x)).

L'équation (3.12) peut étre approchée numériquement. 8&mipr terme est donné par (3.8),
I'approximation du second peut se faire indépendamment approximation du troisieme im-
pligue un produit de convolution erdZlimensions, quant au dernier, il s’agit la encore d'un
produit de convolution en dimensiah Il est a noter que ces deux produits de convolution im-
pliguent chacun une fonction dont I'évaluation requiertdcul des coefficients de la prédiction
par krigeage dévl et deF. Malgré sa complexité, cette méthode de prédiction restepéd-
tive face a une approximation directe par Monte-Carlo (létaau début de cette section) qui
implique autant de convolutions en dimensibgue 'on utilise de simulations conditionnelles.
Elle ne propose cependant que I'approximation de la moyende la variance de vgf (X + €).
L'application de El ou du P-algorithme a la minimisation devhariance de varf (x + €) ne peut
donc se faire qu’au prix d’approximations supplémentafsess parler de I'utilisation de IAGO
qui ne parait pas envisageable). On peut aussi citer Aplay €2006) qui approchent la loi de
varg F (x + €) par une gaussienne de moyenne et de variance données dargB3(3.12). Pour
simplifier encore la prédiction, il est aussi envisageaklprdposer une approximation analytique
de (3.11) et de (3.12) (cf. Pronzato et Thierry (2003), qoppsent une approximation obtenue
par développement de Taylor a I'ordre deuxFle avant d’appliquer El ou le P-algorithme sous
I'approximation gaussienne.

Cependant, comme le montre la figure 3.2, la loi dg Fé&x + €) est, en général, assez diffé-
rente d'une gaussienne. C’est pourquoi Lehman et al. (20@fosent d’approcher directement
le critere EI par Monte-Carlo (sans I'hypothése gaussigheepression analytique pour El vue
au chapitre 1 n’est plus valable) sans utiliser les expsassanalytiques pour la moyenne et la
variance. Malheureusement, la complexité calculatoireati® approche exclat priori toute ap-
plication en dimension élevée.
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3.3.3 Prédiction de la probabilité de défaillance

Intéressons nous maintenant a la prédiction de la protabid dépasser un seuil, ou de ma-
niére équivalente, a la fonction de répartitionFelex + €)

(3.13) D(x,T) =Pe[F(x+8) > T] =E [LrixseoT]

Comme pour la prédiction de la variance, I'absence de oeldinéaire entrd- et D empéche la
prédiction deD par co-krigeage.

Dans ce contexte, ou I'on s’intéresse davantage a une plishale dépassement qu'a I'am-
plitude de ce dépassement, les géostatisticiens ont eealirigeage des indicatriceflournel,
1982 ; Chiles et Delfiner, 1999). Il s'agit simplement d’agpeér le principe du krigeage® .)~1
en lieu et place dd. Ainsi, c’'estl .-t qui est modélisée par un processus gaussien, et la pre-
diction s’effectue a 'aide des seules valeurs des indt:mzn{]lf(xl)g,...,]lf(xn)zT]. Le modéle
gaussien est peu satisfaisant, puisqu'il ne rend pas coduptaractére discontinu dg ()~ et
gu'il ne contraint pas les valeurs de la prédiction entre D. &e plus, une grande partie de I'in-
formation apportée par les évaluations est ainsi inuélisais cette méthode permet d’estimer
simplement la probabilité de dépasser le s@winsi qu’un intervalle de confiance associé. La fi-
gure 3.4 présente un exemple ou la prédiction et les intesvdke confiance a 95% sont contraints
entre O et 1 par simple seuillage.

L'équation (3.13) fournit une relation linéaire eneet les indicatrices dE identique a celle
qui liait F et M. On peut donc procéder de la méme fagon qu'a la section ¥BdrédireD a
partir des valeurs des indicatrices. En effet, la moyenne,d& covariance et la covariance entre
F etD s’obtiennent par les relations (3.4), (3.5) et (3.6) en laggntm etk, par la moyenne et la
covariance utilisées pour modelisey;.)~7. La figure 3.4 présente un exemple de prédictiobde

Cette approche simple posséde malheureusement un hamdajepr, si toutes les valeurs
prises par les indicatrices sont égales a 1, c’est-a-dive si[1;n] f(x;) > T (ce qui risque for-
tement d’arriver en grande dimension), la prédictionDdeera constante s et égale a 1. |l
deviendra alors impossible d'orienter efficacement I'étilannage.

Pour pallier ce probleme, il est toujours possible de calcdirectement la moyenne et la
variance dé conditionnellement aux résultats des évaluation$.deependant, tout comme pour
la prédiction de la varianc®)(x,T) n’est pas une variable aléatoire gaussienne, et I'on perd la
possibilité d’appliquer El ou IAGO sans approximation dépgentaire.

On obtient pour la moyenne

E[D(X,T)|#n] :/u F(xtu)>T ) Pe(U)du

o (T I) g

(3.14)

G
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FIG. 3.4: Prédiction de la probabilité pourt(fs)tde dépasser le seuit0.65, a partir de cing
évaluations de fPartie supérieureprediction par krigeage dé )~ (trait gras) a partir
des indicatrices (disques), et intervalles de confianceaés seuillés entre 0 et 1 (traits
pointillés). Partie inférieure prédiction par krigeage de D a partir des indicatrices sous
I'hypothése d’un bruit gaussien centré d’écart-type 0.8&ine conventions graphiques que
pour la partie supérieure).
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FiG. 3.5: Estimation de la moyenne (trait gras) et des intervallesalgiance a 95% (traits

pointillés) de D conditionnellement a cing résultats d'éxdions de [@t (identiques a ceux

de la figure 3.4). Le bruit est ici encore supposé gaussietre€eiecart-type 0.05.
et pour la variance

(3.15)
VarlD(x T)[ 0] = [ | B (L o] E [rsouor] pe(u)pe(u)dudy’ — E (DO T) 7o)

:/u/u PUE(X+U) > T} N {F (X4 ') > T} %) pe(U) pe (u)dudu’

—E[D(X,T)|#n)?.

Ces deux expressions doivent étre approchées numérigtiexhgmessort de Oakley et O’'Hagan
(1998), qu'il est en réalité plus pratique d’estimer diesagéent la loi deD par Monte Carlo comme
détaillé au début de cette section. Un exemple de ce que &ahainsi obtenir est présenté sur la
figure 3.5 ou la loi dé est résumée par sa moyenne, son quantile a 2.5% et son guaail5%
('exemple est identique a celui de la figure 3.4).

Finalement, I'utilisation de El ou du P-algorithme pourgtonisation dePg [f(X+€) > T]
ne peut se faire gu’'au prix d’approximations importantepeat satisfaisantes (en particulier le
modele gaussien des indicatrices) ou de simulations ti@suases.
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3.3.4 Position incertaine des évaluations

Il arrive en pratique, que l'incertitude sur les facteurspogsse étre éliminée au cours de la
phase d’optimisation. Par exemple, I'incertitude de fedition d’'un prototype réalisé a la main,
pourra étre plus faible que l'incertitude en sortie de chali® montage, tout en restant difficilement
négligeable. Le probléme de la prédiction en présenceaetiitade sur les facteurs est bien connu
en geéostatistique et a aussi été abordé dans Girard (2004).

Notonsé€ le bruit sur les facteurs au cours de la phase d’optimisg8apposé blanc), gt
sa densité de probabilité (supposée indépendante),de priori différente deps. On cherche
maintenant a prédire les criteres de robustesse mentigmééédemment a partir de réalisations
de f(x+ €) pourx € Sp.

Pour étendre a ce nouveau cas les expressions analytigtessied pour la moyenne et la
variance dé&/ et deD, il suffit de remplacer la moyenne et la covariance de 'erdeda prédiction
par krigeage def a partir deF, (c'est-a-diref et k,) par leur équivalent lorsque la prédiction
repose sur les réalisations d@iéx + €). Pour ce faire, on peut une fois de plus utiliser le principe
du cokrigeage, puisque la moyenneédr) = F(x + €) est connue

E[&(x)] = m pg(x)

(notons que I'espérance porte a la fois Bugt sur le bruit), tout comme sa covariance

ke (X,y) = [K(-,-) * (Pe(-) pe(-))] (X,Y)
ainsi que la covariance entfgx) etF(y + €)

keg (X,y) = E([F(x) =m()] [€(x) —E[E(X)]]) = K(-y) = P& (X).
Le prédicteur par krigeage dx) a partir des résultag, = [§(X1), ...,E(xn)]T des évaluations de
& s’écrit donc
AF (X)sz

avecAr solution de
(6P (200 )= (),

Pe O M= (X) p(x)
ou Y (x) est un vecteur de coefficients de Lagrange,

kFE(X) = [kFE(X17X)> R kFE(Xnvx)]T>

Ke = (ki(xivxi))lgi,jgn’

pe(x1)"
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et ol
Pe(X) = [Pr* Pe(X),..., pr = Pe(X)] "

La variance de I'erreur associée a cette prédiction s’nbéasuite comme
(3.17) variM (x)] = k(x,X) — e (x) Tk () — P (x) THe ().

Pour la prédiction de la moyenne, le cokrigeage s'appliquentore en utilisant le fait que la
covariance entr&1(x) et (x) s’exprime comme

ke (X,¥) = EM(x) = EMX)]] [F (x + &) — E[F (x +)]] = K(-,-) * (Pe(-) Pe(-)) (%)

On obtient ainsi la prédiction en modifiant le terme de drdaas (3.16).

3.4 Optimisation robuste

En fonction de la formulation choisie pour le probleme digjsation robuste, une ou plu-
sieurs des mesures de robustesse considérées dans la peitiédente interviennent. Nous avons
vu, comment, a partir des résultats des évaluationfs dées peuvent étre prédites. Prédiction qui
peut étre utilisée par les criteres d’échantillonnage wusheapitre 1 pour choisir les positions de
nouvelles évaluations dans le but d’estimer un optimumstghul faut donc choisir une formula-
tion de I'optimisation robuste et un critere d’échantilage.

Dans la littérature, ces questions ont été assez peu gaildkiams et al. (2000) s’intéressent
les premiers a I'optimisation robuste de fonctions cold#sué I'aide de processus gaussiens, et
font le choix d’optimiser la performance moyendegrace a I'EIl. Dans ces travaux, la loi du bruit
sur les facteurs posséde un support discret, ce qui faeilitere la prédiction dil. Par la suite,
Lehman et al. (2004), toujours avec la méme hypothese suuig btilisent I'El pour résoudre
les problemes d’optimisation de M-robustesse (définie par (3.3)) et de/laobustesse, définie
comme
(3.18) rXTy}r{] varg[f (X +€)],

s.c. Eg[f(x+€)]<d

avecd une constante positive a choisir. La prise en compte desaiotds y est effectuée comme
le propose Schonlau (1997) (cf. la section 2.4.3), c’edir@-en insérant la probabilité pour la
contrainte d'étre satisfaite comme facteur multiplicakins I'El. Plus recemment, Apley et al.
(2006) proposent, toujours grace a I'El, d’optimiser unenbaison linéaire d# et v/V sous
I'nypothese que ces deux processus sont conjointemensigass

Outre ces possibilités, nous avons vu qu'il pouvait aussilégitime, compte-tenu des infor-
mations disponibles sur le systéme, de s'intéresser atideoRareto entre moyenne et écart-type
ou encore a une probabilité de défaillance.
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3. Optimisation robuste de fonctions codteuses

Plutdt que de vanter les mérites comparés de chacune dexhpprune remarque importante
nous semble s'imposer. Dans un contexte de fonctions cegsela formulation du probléme d’op-
timisation robuste n’a que peu d’'importance sur I'échomilage effectué. Pour s’en convaincre,
considérons la figure 3.6 ou les prédictions et intervaliesahfiance a 95% de la moyenkiede
la performance, de sa varian¢ect de la probabilité de défailland® conditionnellement a deux
résultats d’évaluation désont présentés. On y constate que les comportemesad® sont si-
milaires (etv semble inutilisable sans évaluations supplémentairgaifoour les problémes en
grande dimension que I'on pourra rencontrer en pratiquectiééres d’échantillonnage reposant
surM ouD indiqueront au premier ordre les mémes zones, alors queitéses reposant sy ne
pourront servir que si le nombre des évaluations realisstdmportant.

Or nous avons vu que la prédiction liese trouve étre, et de beaucoup, la moins colteuse, tout
en autorisant l'utilisation de I'El et de 'TECM sans appnmétion ou simulation supplémentaire.
Nous formulerons donc le probléme d’optimisation robust@ime la minimisation de la perfor-
mance moyenne. |l est bien évident qu’a l'issue du proced®chantillonnage, il sera possible
et sans doute méme nécessaire de revenir aux autres mesueesotustesse pour estimer, par
exemple, une probabilité de défaillance ou le front de Baratyenne écart-type. En résumé, la
vision simple et pratique de la robustesse qu’est la miritita de la performance moyenne peut
étre utilisée pour I'échantillonnage, mais le choix de llon retenue peut se faire a I'aide de
mesures plus complexes.

Avec cette vision de la robustesse, on retrouve pour Kafion de I'El, de la probabilité
d’amélioration ou de 'ECM, les mémes conditions qu’en priee d’un bruit sur les résultats des
évaluations (cf. la section 2.4.1). Il est donc nécessairsptcifier pour I'EI un estimateur du
minimum. Nous reviendrons sur cette question a la sectibi24.

3.4.1 Prise en compte des variables d’environnement

Si I'on souhaite prendre en compte, des la conception, desrpations extérieures au sys-
téme considéré, telles que la variation de la températuferdgionnement ou le vieillissement,
il peut étre nécessaire de différencier ces perturbatiessfatteurs de conception effectivement
contrblables lors de la réalisation du systeme. Dans cgphe, nous souhaitons donc résoudre
le probleme de minimisation

(3.19) min E (f(X+€,&e),

xeX &€

avecee un bruit non corrélé aveg, et de distributiornpg, connue.

On suppose qu’au cours de la conception, tous les factentxentrolables. Considéroms
résultats d'évaluation$(x1,Xe1), ..., f(Xn,Xen), aVeCXe1, ..., Xen l€s valeurs choisies pour les fac-
teurs environnementaux. La prédiction Béx) = E¢ ¢ (f(X+ €,€¢) a partir de ces données se
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3. Optimisation robuste de fonctions colteuses

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

~15 : ' :
0

X

FiG. 3.6: Prédiction de Mx) (trait plein), \/V(x) (traits pointillés longs) et ) (avec
T = —0.65, trait pointillés courts) en 1D a partir de deux évaluatiquarrés). Pour chacune
de ces trois mesures de robustesse et en chacun des poiftsidda moyenne, le quan-
tile a 2.5% et le quantile a 97.5 % sont estimés par Monte-€éekcepté pour M, prédit
directement par krigeage comme détaillé a la section 3.3.1)
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3. Optimisation robuste de fonctions codteuses

fait par krigeage comme présenté au paragraphe 3.3.1. Bnatley, comment choisir une évalua-
tion supplémentaire pour progresser dans la résolutior3.d®)? Le choix de,.; est toujours
motivé par I'amélioration de I'estimation du minimum, etupelonc se faire a I'aide des critéres
d’échantillonnage du chapitre 1. Par contre, le choixgg 1 n’est motivé que par I'amélioration
de la prédiction. Lehman et al. (2004) proposent, une faéscRy,, 1 d’utiliser un critere maximin
classique en planification d’expériencigy, 1 est ainsi choisi de maniére a maximiser la distance
minimale entrgXn+1,Xent+1) €t les points d’évaluations précédents, c’est-a-dire

(3.20) Xen+1 = argmaxmin |f(Xni1,Xe) — f(Xi,Xeji)|-
xe€Xe I€[LN]

Il semble cependant plus |égitime d'utiliser ici une tecjud de planification plus spécifique a
la prédiction par krigeage, par exemple de minimiser |ignéde de I'erreur quadratique moyenne
(IMSE pourlintegrated Mean Square Errpr
(3.21) IMSE(xe) = /

xeX

E | (My(x) ~M(x))?] dx.

avecM, (x) le prédicteur par krigeage di&(x) a partir deF (X1,Xe1), -+, F (Xn,Xen) €t deF (Xn11, Xe).
Le terme a intégrer dans (3.21), a savoir la variance deslierde prédiction, est donné par (3.8)
et ne dépend pas du résultats de ces évaluations. Ce criééégpaoposé par Sacks et al. (1989)
avec |'objectif plus simple d’améliorer la prédiction de

Remarque 3.2 Sacks et al. (1989) proposent aussi de minimiser le maxinritierreur quadra-
tigue moyenne, mais, au dire des auteurs, la résolution geotdeme est significativement plus
complexe, pour un gain en efficacité non prouve.

3.5 Conclusions

Le cadre probabiliste utilisé dans ce mémoire se préteellorent & une formalisation pro-
babiliste du probléme d’optimisation robuste. Pour adait&0 a ce contexte, il s’agit ensuite
d’étendre la prédiction par krigeage a la prédiction de messde robustesse. Parmi celles en-
visagées (moyenne, variance ou fonction de répartitiorageiformance), c'est la performance
moyenneM qui est la plus simple a prédire, du fait de la relation linéajui la lie au processus
observé-. Le principe du cokrigeage permet ensuite de simuler cotgoientM etF et d’estimer
ainsi I'entropie conditionnelle des minimiseurs globaeduil

Remarquons que la vision simple et pratique de la robuss®st la minimisation de la
performance moyenne peut étre utilisée pour I'échantibme, mais le choix de la solution rete-
nue peut se faire a I'aide de mesures plus complexes a estimaér plus adaptées au probléme
considére.
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CHAPITRE4

COMPARAISON DES CRITERES

Résumé — Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la rapidité denlaeigence non-
asymptotiques des algorithmes d’optimisation reposantesucritéres d’échantillonnage décrits
au chapitre 1. Ces vitesses sont estimées sur des fontdistsselassiques, mais aussi sur des
trajectoires du processus gaussien sous-jacent awesridéchantillonnage. Ce protocole pour le
test des algorithmes d’optimisation globale bayésienmstttoe une contribution importante de
nos travaux. Il nous permet non seulement de comparer tésas;j mais aussi d’évaluer I'impact
d’'un mauvais choix de covariance sur leur efficacité. Nouslénfuisons des recommandations
pour le choixa priori de la covariance ainsi que pour la taille du plan d’expéegsrinitial.

4.1 Objectifs et méthode

Nous ne chercherons pas ici a démontrer la convergence #&syaqop des algorithmes re-
posant sur les criteres d'échantillonnage vu a la sectibncar ces questions sont complexes et
n’ont finalement qu’un intérét limité pour le praticien (niennons toutefois les travaux récents
de Bect et Vazquez (2007), sur la convergence de I'optimisavec El, lorsque la covariance est
connue). Par contre, I'optimisation globale a I'aide d’wubet réduit d’évaluations requiert I'uti-
lisation de méthodes qui exploitent efficacement les évialusdisponibles et ce des la premiere
d’entre elles. Les taux de convergencem-asymptotiquesont donc essentiels pour I'évaluation
des mérites comparés de chacun des criteres et ils peuvphisiétre évalués simplement.

Des trois critéres d’échantillonnage retenus au chapjtéesavoir la maximisation de I'El, la
maximisation de la probabilité d’amélioration et la mingaion de 'ECM, c’est ce dernier qui
devrait conduire aux convergence les plus rapides et cetpmarraisons principales. Premiére-
ment, I'El et la probabilité d’amélioration cherchent aimstr le minimum alors que 'ECM se
concentre sur I'estimation desinimiseurs Deuxiemement, I'El et la probabilité d’amélioration
cherchent a améliorer I'estimation du minimum de la fonc#ém échantillonnant la ou son appa-
rition est la plus probable. Il semble plus raisonnable détede diminuer I'incertitude associée
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4. Comparaison des critéres

a cette probabilité. Par exemple, affiner I'estimation damgpetit voisinage d’un minimum glo-
bal potentiel (qui peut étre simplement local) peut s’avégs colteux en évaluations, alors que
quelques évaluations choisies grace a I'ECM pourraiengir qu’'une large part de I'espace de
recherche n’a que peu de chance de contenir un minimisebalgicette idée sera confirmée dans
la section 4.3.1). Enfin, le calcul de 'ECM implique les prietes statistiques des trajectoires de
F, alors que le calcul de I'EIl ou de la probabilité d’améliazatn’implique que la moyenne et
la variance conditionnelle d& au point considéré. Cette utilisation plus compléte dddiima-
tion disponible sur la fonction semble cruciale dans unedetde budget limité d’évaluations.
Les pages qui suivent ont pour objectif de vérifier la vadidie ces intuitions, en observant en
particulier les taux de convergence non-asymptotique®ggrhisation a I'aide de chacun de ces
criteres.

Dans la section 4.2, ces taux de convergence sont évaludestonctions-tests classiques et
sur un probleme d’identification de maniére a démontretdi@t des critéres d'échantillonnage
face aux méthodes classiques d’optimisation globale. Nitilisons ensuite des trajectoires du
modele gaussien sous-jacent pour estimer les taux de gemas moyens dans la section 4.3.

Pour assurer le caractere équitable de la comparaisorceitéres, le comportement de I'ECM,
de I'El ou de la probabilité d’amélioration doit, dans unrmier temps, étre étudié indépendam-
ment de I'estimation des paramétres de la covariance eteeHaique d’optimisation utilisée pour
chacun des critéres. C’est pourquoi, les expériences rguesrqui suivent utilisent la méme co-
variance de Matérn, chois&priori pour chacun des trois critéres. L'ensemBlesur lequel s’ef-
fectue le choix du prochain point d’évaluation par calcukesif, est lui aussi commun a I'ECM,
a I'El et & la probabilité d’amélioration. Ainsi, nous sonsnen mesure de répondre a la ques-
tion suivante : étant donné upriori commun sur la fonction a optimiser, quel critére offre la
meilleure vitesse de convergence sur un ensemble fini despb@valuation potentiels (différentes
mesures de la convergence seront utilisées, cf. la sect®)r? Ainsi, les critéres d'échantillon-
nage peuvent-ils étre comparés toutes choses égales lparsaiNous ne parlons donc pas ici
des algorithmes EGO et IAGO, mais bien des critéres d’édlmanmmage que sont la maximisation
de I'El ou la minimisation de 'TECM. Nous étudierons cepemddans les sections 4.3.4 et 4.3.3
I'influence du parametrage des algorithmes (plan d’expéés initial, choix de la covariance) sur
ces vitesses de convergence.

4.2 Comparaison a I'aide de fonctions-tests

Des l'introduction, nous avons supposé que les critéereshdigillonnage probabilistes consti-
tuaient la meilleure réponse a un budget d’évaluationgdinidans cette section, nous nous pro-
posons de vérifiea posterioricette hypothese et de mettre en évidence l'intérét de ceEsagi
face aux autres approches de I'optimisation globale. Gattdation va s’effectuer par comparai-
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son avec les résultats du simplexe de Nelder-Mesidde I'algorithme DIREC%, qui serviront
de référence face aux algorithmes reposant sur I'El et 'ECkKk derniers auraient pu aussi étre
comparés aux approches ditegtaheuristiquegon pourrait d’'ailleurs considérer que IAGO ou
EGO rentrent dans cette catégorie), par exemple les resinitgés ou les algorithmes génétiques.
Ces approches métaheuristiques sont intéressantes efeltesgue requierent que trés peu d’hy-
pothéses sur la fonction a optimiser, pas méme la contimiéés il est généralement admis que
leur efficacité est inférieure a celles des approches peétésl lorsque la fonction a optimiser est
continue et réguliére (ce qui est le cas de I'ensemble dédgmes industriels rencontrés au cours
de ces travaux).

4.2.1 Exemples classiques en optimisation globale

Les quatre fonctions-tests proposées dans cette sectiétédargement utilisées lors d’étude
comparatives en optimisation globale, mais elles sont péusculierement tirées de Huang et al.
(2006), ou une comparaison entre I'EIl, DIRECT et Nelder-Meat menée. La dimension de
I'espace des facteurs varie, suivant les fonctions, de &aing, et toutes présentent des minima
locaux (cf. le tableau 4.1).

Pour I'El et 'TECM, les paramétres de la covariance sontreisia priori a partir des résultats
de 200 évaluations choisies aléatoirement dans I'espacectierche a I'aide d’un plan LHSet
les deux criteres sont optimisés sur un LHS contenant milietp rééchantillonnés aprés chaque
évaluation.

Un pointx; de I'espace de recherche est choisi aléatoirement poifidlisation des algo-
rithmes et I'optimisation est répétée 50 fois pour annudedépendance a ce choix (sauf pour
DIRECT qui ne requiert pas de point d'initialisation et gla donc été lancé qu’une seule fois par
fonction). Aprés la-eéme évaluation de la fonction-test la convergence de chaque algorithme

est mesurée par

ot
avecmy = Minye(x,  x f(X) I'estimateur courant du minimum globds; (version modifiée de la
mesure de convergence utilisée dans Barton, 1984) déasitlairéduction, aprésitérations, de
I'erreur initiale d’estimation du minimum global. En d’aes termes, c’est une mesure du chemin

parcouru vers la résolution du probleme. Le tableau 4.2eptés pour chacun des algorithmes,

1Dans la version disponible dans la toolbox optimization dstl&b.
2proposé initialement dans Jones et al. (1993), cet algoeittéterministe permet de réaliser un compromis efficace

entre recherche globale et recherche locale. Limpléntientatilisée est celle de Finkel et Kelley (2004) qui peueét

trouvée a I'adresse www4.ncsu.edu/ definkel/researdaihtml.
3Ces évaluations réaliséagpriori risquent de donner un avantage a I'El et 'ECM, face & DIREG Nelder-Mead,

en plagant les critéres dans une situation favorable. pHiasettent en effet, pour chacune des fonctions, de chuwisir
covariance adaptée. Nous verrons a la section 4.3.4 queargbge n’est pas significatif.
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TAB. 4.1: Fonctions-tests a minimiser (Huang et al., 2006).

Nom Description

d=2

f(x) = 4x2 — 2.1x] + 1/3x§ -+ Xy % — 4%5 + 43
Six-Hump Camel Back| —1.6<x; <24, -08<x, <12

(Branin, 1972) Niocal = 6, Nglobal = 2
x* =[0.089,0.7137 t[0.089,0.713 T, f* = —1.03
d=2

2
f() = (xo— 553+ 5x1—6) +10(1— &) cosx +10+0.5q
Tilted Branin 5<x <100<x, <15

(Huang et al., 2006) Niocal = 3, Ngiobal = 1

x* =[-3.2,123T f*=-1.17

d=3
f00 = =5y dhexp|— 5710 (x — pij)|
3 10 30 1 0.3689 01170 02673
01 10 35 1.2 0.4699 04387 Q7470
Hartman 3 avecd =1 2 10 3097 | 3 |P7| 01001 08732 05547
(Hartman, 1973) 01 10 35 3.2 0.03815 05743 08828

0<x<1i=123
Niocal > 1, Ngiopal = 1
x* = (0.114,0.556,0.852)1—7 f*=-3.86

d=5

f(x) = —20exg—0.2,/ 354 ;] —expgd 59, cog2mx)] +20+e
Ackley 5 Vie[1:3] —328<x <328
(Ackley, 1987) Niocal > 1, Ngiopai = 1

X =0, f* =0

le critereG; pouri = 20,50 et 100 évaluations. Notons que DIRECT, de par son printi@ae,
n’admet pas le nombre d’évaluations comme un critere d’ar@ct dans le sens ou ce nombre sera
toujours légérement dépassé. Les résultats du tableawdc2rnant DIRECT sont donc obtenus
avec un nombre d’évaluations légérement supérieur a cestjan@onceé (de 10 dans le pire des
cas).

DIRECT converge trés rapidement pour la fonction Six-Hunan@! Back, mais pour le reste
les algorithmes reposant sur I'El ou 'TECM convergent plsidement (avec une préférence pour
I'ECM excepté pour la fonction Ackley 5). Il apparait aussiegoour la fonction Ackley 5, qui
possede de nombreux minima locaux et une grande variatgénéthodes DIRECT et Nelder
Mead sont largement moins efficaces.
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TAB. 4.2: Comparaison entre les algorithmes reposant sur I'El, TECNEelder-Mead et
DIRECT. Pour chacune des fonctions du tableau 4.1, et pcagwh algorithme, la mesure de
convergence (présentée est obtenue (sauf pour DIRECT) comme la moyesmésidtats
obtenus sur les 50 répétitions de I'optimisation (L'écaype de I'erreur d’estimation pour
les chiffres présentés dans ce tableau est toujours plhtefgue 0.01).

G; pour Nelder-Meald G;j pour DIRECT G; pour I'El G;j pour 'ECM
i= 20 50 100 20 50 100 20 50 100 20 50 100
Six-Hump Camel Back|| 0.82 | 0.83 | 0.86 1 1 1 065 | 1 1 076 | 1 1
Tilted Branin 0.84 | 0.89 | 0.90 0.47 | 0.65 | 0.77 0.83 | 0.92 | 0.98 0.89 | 0.95 | 0.97
Hartman 3 0.61 | 0.80 | 0.85 0.31 | 0.8 0.98 0.64 | 098 | 1 082 099 | 1
Ackley 5 0.03 | 0.03 | 0.08 0 0.03 | 019 || 0.36 | 0.73 | 0.75 || 0.34 | 0.59 | 0.72

4.2.2 Un probleme d’identification

Une application caractéristique des méthodes considéigies ce mémoire est I'estimation
des parametres d'un modéle dont la simulation est coltéitdesons un probléme de ce type
pour prolonger la comparaison débutée a la section prétdeonsidérons pour cela un exemple
suffisamment simple pour que les détails de la mise en ceuissenti Etre exposés simplement,
mais qui va cependant mettre en défaut les approches alassigf insistons sur le fait que la méme
méthodologie peut étre appliquée a I'estimation des paraside modéles dont la simulation est
véritablement complexe.

Soit donc un modéle dont le vecteur d'étpt [ql,qz]T correspond aux quantités de matiere
dans deux compartiments. Ces quantités sont gouvernétssgaquations d'évolution

@1 {QI = — (X +%s3)0 + X0,

o = X101 — Xo0p.

A linstant t = 0, une injection de matiére a lieu dans le compartiment 1 pssurerq(0) =
(1,0)T. Des mesurey(t;) de la quantité de matiére dans le compartiment 2 sont ergaitieées
aux instantg;, i=1,...,15.

Pour les besoins de cet exemple illustratif a données saaulén vecteur de mesures (non
bruitées) est généré a l'aide du solveur ODE45 de Matlab [muecteur de paramétreg =
(0.6,0.15,0.35)T. L'optimisation est ensuite menée g0r1] et repose sur une fonction objectif

quadratique
15

9 = 3 (@) - y(6)”

Cet exemple présente deux difficultés. Premiérement, cosngggére par les lignes de niveaux
(courbes noires) de la figure 4.1, les zonesfoést trés faible sont assez larges au regard de
la taille de I'espace des facteurs. En d’autres termes,ratifin est tres plate au voisinage de
'optimum global. La seconde difficulté provient du fait gles paramétres du modéle ne sont
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FIG. 4.1: Coupes (en gris) du support dfe(*(-wfn) dans le plan défini parx= 0.15 dans

la partie gauchet par x = 0.6 dans lapartie droite lorsque 40 évaluations ont été choisies
par 'ECM. Les points pour lesquel- (-| #») est non nulle se trouvent dans la partie grisée.
La courbe noire est la ligne de niveau a 0.03 ded etx; sont matérialisés par des carrés.

pas identifiables. En effet, les valeurs xjeet dexsz peuvent étre échangées sans modifier pour
autant la sortie du systéme (Walter et Pronzato, 1997). hetifin objectiff posséde en fait deux
minimiseurs globaux, & savoip etx; = (0.6,0.35,0.15)".

Pour cet exemple, les paramétres de la covariance utilséel’l et 'TECM sont réestimés
apres chaque évaluation par maximum de vraisemblancétidlisation des algorithmes (excepté
DIRECT) se fait, de la méme fagon que pour les simulationgdedtion précédente, a I'aide d'un
point choisi aléatoirement dans I'espace des facteursnlmre, cent répétitions sont effectuées et
les erreurs d’estimatior]

@rgmin f(xi) —x*|| pour le minimiseur e, pour le minimum) apres
40 et 80 évaluations, présentées dans le tableau 4.3 (@ negris de Villemonteix et al., 2007b),
sont moyennées. On constate que l'algorithme Nelder-Mstdettement moins performant que
ses trois concurrents. A titre d’exemple, il faut en moye2h®& évaluations a Nelder-Mead pour
atteindre la méme précision que celle atteinte par IAGOsapPeévaluations. Sans parler du fait
gu’en tant que méthode locale, Nelder-Mead n’identifie guseul minimiseur global. L'algo-
rithme DIRECT se comporte en revanche trés bien sur cet dreghpffre, aprés 80 évaluations,
des performances comparables a celles de l'algorithmesagpaur I'El. C'est au final I'algo-
rithme reposant sur 'TECM qui permet de converger le plugierpent.

Pour mieux s’en convaincre et mettre en avant l'intérét daid&ibution conditionnelle des
minimiseurs pour estimer 'avancement de la résolution mblpme, considérons le support de
Py-(+|#n) (c’est-a-dire 'ensemble des points pour lesquels cegillition est non nulle) a I'is-
sue de 40 évaluations de Lorsque les évaluations sont choisies par 'ECM, le supgderla
distribution correspond aux lignes de niveaux a 0.03 def. la figure 4.1) et, de plus, les mi-
nimiseurs globauxg et x; appartiennent au support estimé de la distribution cartitlle des
minimiseurs globaux. En revanche lorsque ces 40 évalisagont choisies avec I'El, aucun de
ces deux minimiseurs globaux n'appartient au suppoRdé|#y) (cf. la figure 4.2).
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TAB. 4.3: Avancement de I'optimisation de la fonction de colt par BelMead, DIRECT,
EGO et IAGO aprés 40 et 80 évaluations. Pour EGO et IAGO, lag d&sultats proposés cor-
respondent chacun & I'estimation des deux minimiseursagiofcomme mode d&- (-|7n))-
Pour le simplexe de Nelder-Mead, méthode locale, une uniglezir est présentée relative-
ment au minimiseur global le plus favorable. Pour ces trdigodthmes, la recherche est
répétée pour 100 points de départ choisis aléatoiremensdaspace de recherche. Les
chiffres présentés sont ainsi les résultats d’'une moyeunees 100 répétitions et sont ac-
compagnés de I'écart-type de I'erreur d’estimation (ergezentheses). Pour DIRECT, qui
ne recquiert pas d'initialisation, aucune répétition ntegfectuée. L'erreur d’estimation du
minimiseur est mesurée pgargmin f(x;) — x*|| et I'erreur d’estimation du minimum par

Mp.
Algorithme Nelder-Mead | DIRECT | EGO IAGO
Erreur d’estimation 0.14 0.06
du minimiseur (0.15) | (0.2)
R i 0.44 (0.27) 0.27
apres 40 évalua 0.14 0.025
tions (0.11) | (0.03)
N 0.03 10-3
Erreur d’estimation
o N (0.1) (0.01)
du minimum apres| 0.135(0.23) | 0.1 3
i ) 0.06 10™
40 évaluations
(0.02) | (0.04)
Erreur d’estimation 0.08 0.01
du minimiseur (0.01) | (0.01)
R i 0.35 (1.04) 0.09
aprées 80 évalua 0.09 0.01
tions (0.01) | (0.02)
o 104 107°
Erreur d’estimation
. \ ) . | @0 | @0
du minimum apres| 5.10°<(0.18) | 10~ 3 5
10- 10~

80 évaluations

(104 | @04
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FIG. 4.2: Coupes du support de la densité Be (-|#,) dans le plan défini parx= 0.15
dans la partiepartie gauchet par x = 0.6 dans lapartie droite lorsque 40 évaluations ont
été choisies par I'El. Les conventions graphiques sonttidaers a celles de la figure 4.1.
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4.3 Estimation des vitesses de convergence

La section précédente a mis en avant I'intérét de I'ECM etiElddce a DIRECT, ainsi que la
supériorité de I'ECM sur I'El. Cependant la variabilité désultats d'une fonction-test a I'autre
est souvent significative et rarement explicable. |l esialifficile de déduire de ces comparaisons
la méthode a utilisea priori pour un probleme donné.

Il serait plus utile de disposer de vitesses de convergemgeghacune des méthodes sous des
hypothéses raisonnables sur la fonction a optimiser (ooitdi, constante de Lipschitz ou autres).
Dans le contexte qui nous préoccupe, ces vitesses devéiienhon-asymptotiques, mais nous
n'avons pas connaissance de résultats de ce type danénatlite.

En revanche, étant donné noaepriori gaussien suff, il semble Iégitime de considérer les
taux de convergence des algorithmes lorsque cette hypodsésatisfaite, c'est-a-dire lorsque les
algorithmes sont confrontés a des réalisations d’un psosagaussien. Ainsi, méme si I'obtention
d’expressions analytiques parait impossible, il estikelatent aisé d’estimer des taux de conver-
gence non-asymptotiques moyens pour une covariance dddogs allons pour cela simuler des
trajectoires dé et optimiser chacune a I'aide de I'El, de 'ECM, de la prolligdid’amélioration
et de DIRECT.

Les taux de convergence relevant de cette expérimentatioreémgue dépendent de la cova-
riance et il est impossible d'assurer qu’un classement dithades valable pour une covariance
sera valable pour toutes les autres. Nous pensons cepenasalets taux de convergence sur deux
processus Gaussiens, I'un avec des trajectoires liss&irelavec des trajectoires irréguliéres,
offrent un bon apercu de l'intérét de chacune des méthodsstrajectoires de ces processus pré-
sentent en effet une grande variété de comportements. L ffigB présente des exemples de
simulations d'un processus Gaussien de covariance de Vaoér deux régularités différentes.

4.3.1 Vitesses de convergence a covariance connue

Deux jeux de 1000 simulations sont générés sur une grilldiggg de 1500 points dari@, 1]°.

Le premier est créé avec une covariance de Matérn régulieres), et le second avec une cova-
riance de Matérn peu réguliére £ 1.5). Trente évaluations sont ensuite choisies pour chacune
des simulations a l'aide de I'El, de 'ECM ou de DIRECT (uneplexation aléatoire est aussi
réalisée a I'aide d’une loi uniforme pour fournir un pointa®mparaison).

Pour comparer les critéres, les progrés effectués sur ohatdes trajectoires, apres chaque
évaluation et pour chaque méthode, doivent étre quantlifieut alors veiller a ne pas biaiser
la comparaison par le choix du critére de progrés. L'eneajePy-(-|7,), par exemple, est la
fonction de perte qui fonde 'ECM (cf. la section 1.4). Lear d’estimation du minimum par
m, = min; f(X;) est la fonction de perte sur laquelle repose I'El. Ces deuigres de progres
doivent donc étre complétés par des criteres plus neutres.
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FiG. 4.3: Exemples de simulations d’un processus Gaussien indexX@,dliavecp = 0.3,
o =15etv =5 (pour le trait en pointillés) ow = 1.5 (pour le trait continu).

Considérons ce qui se passe en pratique pour un budgeéwaduations. Une fois — 1 éva-
luations réalisées, une estimation d’'un minimiseur gl@satalculée, par exemple un maximiseur
de la distribution conditionnelle des minimisel&s (-|7n) et une évaluation ditde validationest
réalisée en ce point. La meilleure solution obtenue parswlévaluations réalisées est ensuite
conservée. Le minimum global est ainsi estimé par

My = min{my_1, f (argmaxPe- (X| Fn-1)) }

xeG

et un minimiseur global pag;, la position dem,. Finalement, une mesure de convergence légitime
vis-a-vis de l'utilisation pratique des critéres d’échidominage semble donc étre I'erreur d’esti-
mation du minimum pamy (et dans une moindre mesure l'erreur d’estimatjigij — x*|| d’un
minimiseur globak* parX;). Dans la suite, nous utilisons les quatres criteres der@sqyoposés
ici a savoir, I'entropie de la distribution conditionneliies minimiseurs, I'erreur d’estimation du
minimum commise pam, et i, et enfin I'erreur d’estimation du minimiseur commise Rar

L'El, 'TECM et la probabilité d’amélioration sont tout treioptimisés par calcul exhaustif sur
le support des simulations et utilisent la méme covariaigestique a celle utilisée pour générer
les simulations. Le seuil utilisé pour la probabilité d’amélioration varie d’uneraéon a 'autre
suivant la méthode proposée par Jones (2001), ou

T =minf(x) — a(fmax— fmin);
xeX
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aveca > 0 évoluant de maniere cyclique da{30.2,0.4,0.6,0.8}. Nous avons aussi testé une
suite décroissante detelle que proposée dans Calvin (2001), ou une preuve de iganee est
fournie dans le cas ok est un processus de Wiener. Les trois approches sontigégal par un
unigue point choisi aléatoirement dans I'espace de rebkerc

La figure 4.4 présente, pour les quatres mesures de congergantionnées précédemment,
les taux de convergence moyens lorsque chacune des métsidamfrontée a des trajectoires
d’un processus Gaussien de covariance de Matérn de paeawmeétrl.5, p = 0.3, 0% = 1.5.

De maniére prévisible, I'utilisation de 'ECM est signifiseement plus efficace que celle
des autres approches en termes d’entropie de la densitéioondlle des minimiseurs (cf. la
figure 4.4(a)). Lincertitude sur la position des minimisgglobaux diminue donc plus rapide-
ment si les points sont choisis a I'aide de 'ECM. Cette sigpiéé était garantie pour la premiére
évaluation, puisque la minimisation de 'ECM est un critéptimal & un coup pour cette fonction
de perte, mais elle n'allait pas de soi a l'issue de plusiéueduations. De maniére similaire, si
la convergence est mesurée par I'erreur d’estimation dinmim (avecm, comme estimateur),
El doit étre plus efficace si I'on ne considére que la preméaduation, puisque l'erreur d’esti-
mation du minimum est la fonction de perte sur laquelle reg@d. On observe cependant que
cette supériorité n'est pas significative au regard deopagnces de 'ECM ou de la probabilité
d’amélioration. En termes d’erreur commise p&; [és trois algorithmes sont équivalents (cf. la
figure 4.4(c)). LECM, en moyenne, permet une meilleurenestion du minimiseur pax;, (cf. la
figure 4.4(d)). Sil'on considere le comportement de 'ECMeft’El sur la trajectoire particuliére
associée aux résultats de la figure 4.5, les inconvénigrga i utilisation de I'El sont clairement
mis en avant. En effet, comme pressenti au début de cettierselEl reste bloqué sur un mi-
nimum local car, avec I'erreur d’estimation du minimum coenfonction de risque, il est plus
avantageux d'assurer une petite amélioration au voisidagepoint déja détecté comme intéres-
sant que de vérifier que ce point est effectivement un minirglobal. Il n’en va pas de méme
avec I'ECM. Cependant, méme si le minimum identifié par I'Ell lecal, sa valeur est proche de
celle du global et en moyenne sa performance est équivadecttie de I'El en ce qui concerne
I'erreur d’estimation du minimum.

Lorsque la régularitg de la covariance augmente (cf. la figure 4.6), les trajexsaiiu proces-
sus considéré deviennent plus régulieres et les minimanosa font plus rares. La convergence
des algorithmes est alors plus rapide, mais les conclusmmdes mémes que lorsque la régularité
est faible.

Notons finalement que les performances des deux méthodésikede seuil pour la probabi-
lité d’'amélioration semblent comparables (cf. la figurg@x

Remarque 4.1 On constate sur les figures 4.4(c) et 4.6(c), que I'erreestathation du minimum
parmi, estsignificativemenplus faible que 'erreur d’estimation du minimum pa.
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Remarque 4.2 La convergence de DIRECT (présentée uniquement sur lafigd(b)) est net-
tement plus lente que celle des autres algorithmes.

Remarque 4.3 |l apparait sur la figure 4.4(d) que dés la premiére iténatles méthodes (la
seconde évaluation apres celle effectuée en un point ciléisioirement), I'erreur d’estimation
du minimiseur est en moyenne plus faible pour 'TECM que peardutres approches. On constate
aussi, de maniére plus surprenante, que I'El et la prolélailamélioration se comportent, pour
les premiéres évaluations, moins bien qu’une recherclatoiié. Ceci s’explique par le fait qu'a
la suite de la premiéere évaluation choisie aléatoiremésitek la probabilité d’amélioration sont
maximales sur les bords du domaine de recherche. Or il sequbl@e évaluation au centre du
domaine soit optimale pour minimiser I'erreur d’estimattiu minimiseur a I'issue de la premiére
évaluation.

Les simulations effectuées dans cette section sembletiddiguer que, si la covariance du
processus considéré est connue, les efficacités des tit@isesrd’échantillonnage sont compa-
rables, avec néanmoins un avantage pour I'ECM qui estimexiiés minimiseurs globaux. Pour
simplifier la présentation, nous ne retiendrons, pour lesigés comparaisons, que I'El et 'TECM
(la probabilité d’amélioration s’avérant, au sens de tolge mesures de progrés, moins efficace
que 'El pour toutes les covariances testées).

Considérons maintenant ce qui se passe en pratique lorssjyatameétres de la covariance
sont mal chaoisis.

4.3.2 Robustesse par rapport a une erreur d’estimation de laovariance

Etudions maintenant les performances de I'El et de TECMnguiis sont confrontés a des
trajectoires d’'un processus gaussien dont la covariarftéralde celle choisie pour I'optimisa-
tion. Pour I'El (cf. la figure 4.7) et pour I'ECM (cf. la figure &), quatre scénarios d’erreurs sont
considérés. Nous simulons en effet séparément une soostsh de la régularitéy(= 0.5 face
av = b5) puis de la portéep(= 0.05 face d = 0.3), une surestimation de la régularité=€ 100
face av = 5) et enfin une surestimation de la portpe=0.6 face ap = 0.3). Pour chacun de ces
scénarios, les références sont les vitesses de convergeterries pour I'El et 'ECM présentées
sur la figure 4.6 et obtenues pout= 5, p = 0.3 eto? = 1.5.

A lissue des simulations, il apparait trés nettement ge’'sarestimation des parametres de
régularité ou de portée est bien moins dommageable qu'wreesiimatioh. Ce constat a des
conséquences pratiques importantes. En effet, il va sdffiree connaissance réduite du probleme
considéré pour étre en mesure de chagiriori (par surestimation) des parametres de covariance
assurant un comportement satisfaisant.

4Ceci est vrai pour d’autres paramétres de référence (parpee = 1.5 etp = 0.1), mais les résultats ne sont pas
présentés ici pour ne pas ajouter & une liste de courbesouéjad.
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(c) Evolution de I'erreur d’estimation pam,™du (d) Evolution de I'erreur d’estimation pour le mi-
minimum nimiseur

FIG. 4.4: Evolution des quatre mesures de progrés des méthodes misation confron-
tées a des trajectoires d’'un processus Gaussien peu rédoteariance de Matern = 1.5,
p=0.3,02=1.5). Les traits pleins sont relatifs & 'ECM, les traits poilés & I'El, les traits
mixtes a la recherche aléatoire (avec une loi uniforme) etlisquesx a la probabilité d’amé-
lioration (version de Calvin, 2001). Sur la figure (a), onuxe aussi (triangles) le compor-
tement de la probabilité d’amélioration lorsque le seuil esoisi suivant les préconisations
de Jones (2001). La vitesse de convergence de DIRECT enstefaresur moyenne d’esti-
mation du minimum est présentée sur la figure (b) (carrésjoioque cette derniére n’est
pas disponible pour chaque nombre d'évaluations compta-ti fonctionnement méme de
DIRECT.
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FiIG. 4.5: Minimisation d’'une des simulations du processus Gaussi#iséupour obtenir
les taux de convergence de la figure 4.4. Les points décrigemtoints d’évaluation choisis
par maximisation de I'El. Les croix indiquent les points idi®par minimisation de 'ECM.
L'ordre dans lequel les évaluations sont réalisées estiand®ué pour I'ECM.

Remarque 4.4 Nous n'avons pas considéré de scénarios ou la varianden#hiestimée. En
effet, la variance est souvent le paramétre sur lequebfimétiona priori est la plus détaillée,
et c’est aussi le plus simple a estimer par maximum de vrdikeroe, comme en témoignent les
résultats du tableau 2.1.

Nous allons maintenant utiliser les mémes mesures de gregn@iriques pour répondre aux
guestions posées par I'utilisation pratique de IAGO et d©EBnN particulier, quelle taille donner
au plan d’expérience initial ? Comment influe le rééchamtilage (proposé ala section 2.3.2 pour
le choix deG) sur la convergence de I'optimisation avec 'lECM ?

4.3.3 Influence de lataille du plan d’expériences initial

Les mesures de progrés empiriques utilisées pour compesecritéres d'échantillonnage
peuvent aussi servir a la mise au point des algorithmesebgéns-nous par exemple a l'influence
de la taille du plan d’expériences initial sur la vitesse devergence des méthodes d'optimisa-
tion reposant sur I'El ou 'ECM. La figure 4.9 présente tromides de convergence moyenne
de l'optimisation avec I'El, lorsque ce dernier est conféoau processus Gaussien déja utilisé
pour la figure 4.4. Chacune de ces courbes présente, apigsecéealuation, I'erreur d’estima-
tion moyenne du minimum, mais elles se différencient paaiiéetdu plan d’expériences LHS
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FIG. 4.6: Evolution de quatre mesures de progrés des méthodes disption confrontées

a des trajectoires d'un processus Gaussien régulier (cavae de Matérrv =5, p = 0.3,
02 = 1.5). Les conventions graphiques sont identiques a celles figuee 4.4.
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(a) Erreur sur la régularité (b) Erreur sur la portée

FIG. 4.7:Evolution de I'erreur d’estimation du minimum gm f*) lorsque I'El est confronté
a des trajectoires d’un processus Gaussien (covariance a@my = 5, p = 0.3, 62 = 1.5)

de covariance différente de celle utilisée pour calculectigere d’échantillonnage. Sur la
figure de gauche, c’est la régularité qui est mal estiméeasalae sur la figure de droite, c’est
la portée. Les traits pleins représentent les vitesses deergence de référence, c’est-a-dire
lorsque les parameétres utilisés par I'El sont ceux qui omvis& simuler les trajectoires. Les
traits en pointillés correspondent a une surestimation plEmmetres\{ = 100 ou p = 0.6)

et les traits mixtes a une sous-estimatior=(0.5, oup = 0.05). Pour chaque courbe (excepté
pour les courbes de référence en traits pleins), un seul desnpetres utilisés par I'El est
différent de celui utilisé pour les simulations.

O2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 O2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Nombre d’'évaluations Nombre d’'évaluations

(a) Erreur sur la régularité (b) Erreur sur la portée

FIG. 4.8: Evolution de 'erreur d’estimation du minimum §m f*) lorsque I'ECM est
confrontée a des trajectoires d’un processus Gaussiera@ce de Matérv =5, p = 0.3,
02 = 1.5) de covariance différente de celle utilisée pour calcuderiitére d’échantillonnage.
La figure se lit comme la figure 4.7, et a été obtenue de la mémereaa la différence que
'ECM a été utilisée a la place de I'El.
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FIG. 4.9: Influence de la taille du plan d’expériences initial sur leogrés (quantifié par
m, — f*) de l'optimisation avec I'El confrontée a des trajectoi@sin processus Gaussien
peu régulier (covariance de Matém= 1.5, p = 0.3, 62 = 1.5). Pour chacune des 1000
trajectoires simulées pour obtenir ces courbes, trois pldiexpériences LHS ont été générés.
Le trait plein présente la vitesse de convergence lorsqumale d'initialisation se limite &
un point. Le trait en pointillés correspond & un plan LHS deogpoints et le trait mixte a un
plan LHS de dix points.

utilisé pour initialiser I'optimisation. Il apparait qua tonvergence moyenne la plus rapide est
obtenue lorsque ce plan est limité a un point. Ceci nous dbadwcommander que IAGO (et
EGO compte tenu de la similarité entre I'El et 'TECM) soienitialisés en un unique point. Cette
conclusion doit néanmoins étre nuancée puisqu’elle ppesgque la covariance utilisée par les
algorithmes représente bien le phénoméne observé. Seesgpothese, le caractére global de la
recherche effectuée par chacun des critéres est suffisant, est pas nécessaire de le renforcer
par un plan initial. En revanche, si la covariance doit éstevee, ou si la confiance dans un choix
effectuéa priori est limitée, un plan d’expériences initial demeure indisadble.

Remarque 4.5 Sila surestimation des parametres de la covariance deegétrop importante,
on se retrouve confronté a des problemes numeériques dagsolation du systeme (1.7).

4.3.4 Comparaison des critéres dans des conditions d’utiation réalistes

Jusqu’a présent, les criteres d’échantillonnage ont ét®aces sur la base de leur efficacité
dans des conditions d'utilisation idéales. En pratiqugrigbléeme de leur optimisation est bien
souvent résolu de maniére approchée, et il importe de coed@npact de cette approximation
sur les mérites compareés de I'El et de 'TECM.
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FiG. 4.10:Impact du rééchantillonage de sur les mérites comparés de I'El et de 'ECM.
L’El et 'TECM sont confrontés a des trajectoires d’un proses gaussien, indexé si@; 1]°,
de covariance de Matérn/(= 1.5, p = 0.5, 02 = 1.5). Les progrés de I'optimisation sont
quantifiés parn, — f* et les résultats moyens obtenus sur 1000 trajectoires satérialisés
par un trait plein pour 'ECM, un trait pointillé pour I'El eun trait mixte pour la recherche
aléatoire (avec une loi uniforme). L'El est maximisé parléation exhaustive sur un plan
LHS de taille 45000 alors que I'ECM est minimisée par évatraexhaustive sur un en-
semble de 400 points reéchantillonnés aprés chaque évatu@vec [x: (X|#n) commea
priori, cf. la section 2.3.2).

Dans la section 2.3.2, nous avons décrit en quoi le réédloantige deG se présente comme
une solution prometteuse pour I'optimisation de 'ECM mauissi pour son approximation. Dans
cette section, nous allons comparer les performances @&M’BrsqueG contient 400 points
rééchantillonnés aprés chaque évaluation avec celleBdegtimisé sur un LHS a 45000 éléments
eux aussi rééchantillonnés aprés chaque évaluation.

Cette comparaison est effectuée a I'aide d’'un processuss@&awindexé sulo, 1]8, et il ap-
parait que 'ECM fonctionne dans ces conditions en moyenieenague I'El (cf. la figure 4.10).
Ces résultats préliminaires doivent étre relativiséssque la méthode d’optimisation de I'El est
assez naive. lls indiquent cependant I'efficacité de lagutoe d’échantillonnage qui permet de
diminuer considérablement le cardinal @e Dans de futurs travaux, une comparaison équitable
entre I'ECM, muni du rééchantillonnage, et 'El ne pourrdaee qu’a la condition de mettre en
place un méthode d’optimisation adaptée a I'El (cf. par glerBates et Pronzato, 2001).
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4.4 Influence du bruit sur les vitesses de convergence

4.4.1 Influence d’'un bruit sur le résultat des évaluations

La prise en compte d'un bruit additif sur les résultats desluations pose les questions
suivantes. Comment évoluent les taux de convergence dssdans les sections précédentes ?
L'ECM reste-t-il toujours préférable a I'El ou a I'une de seedifications présentées a la sec-
tion 2.4.17?

Pour y répondre, utilisons les deux jeux de simulations d#éjgés a la section 4.3.1, mais
ajoutons a chaque simulation un bruit blanc gaussien danegi0.5. Soixante évaluations sont
alors réalisées a l'aide de I'El, de I'EIm, de I'AEl et de I'BAC Aprés chaque évaluation, la
performance est mesurée par la moyenne (sur toutes lesasioms)) de la distance

[ —minf(x)|
|

entre le minimum globaf* de la simulation et le minimum des valeurs prédites aux paliub-
servation. Nous calculons aussi la moyenne de I'entropla distributionPx- (u| #,2°) des mini-
miseurs globaux conditionnellement aux résultats bruie&sévaluations.

Pour ces deux mesures de progrés et pour les deux régulmstées (cf. les figures 4.11
et4.12), 'ECM fournit les meilleurs résultats et ce déglesmieres évaluations. On peut d’ailleurs
constater que cette conclusion ne semble pas dépendreétpilarité.

L'El offre de meilleurs résultats qu’une recherche aléat¢avec une loi uniforme) en termes
d’erreur moyenne d’estimation du minimum, mais ne présantein intérét en termes de diminu-
tion de I'entropie de la distribution des minimiseurs. Lesixl modifications d’El n’apportent pas
d’amélioration significative. En effet, EIm est bien moiricace gu’'une recherche aléatoire, et
les progrés offerts par I'AEI ne suffisent pas a concurreRE€IM.

4.4.2 Performances des versions robustes

En présence d’'un bruit sur les facteurs, nous avons vu autahdp qu'il était avantageux
d’optimiser la performance moyenne, qui peut étre prédiecttment par krigeage. La situation
est alors similaire au cas ou les résultats des évaluatimdbeauitées, a savoir que la prédiction de
la fonction a optimiser n’interpole plus les données et quatiance de 'erreur de prédiction ne
s’annule plus aux points d’évaluations. L'adaptation &&IM est alors immédiate, mais celle d’El
requiert le choix d’'un estimateur du minimum tout comme darsas d’'un bruit sur les résultats
des évaluations (cf. la section 2.4.1). En effet, le minindes observations ne converge pas vers
le minimum de la performance moyenne. On se retrouve dorg diasconditions trés similaires
a celles déja présentes dans la section précédente, abtadetaonvergence empiriques devraient
conduire aux mémes conclusions (ce qui est semble étre meénfiar des résultats préliminaires
non présentes ici).
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FiG. 4.11: Performances en présence de bruit de I'optimisation repbsar I'El, 'EIm,

I'AEI, TECM et une recherche aléatoire avec une loi unif@nmesurée par I'entropie de
If’5<*(u|fn°b5) (partie supérieudeet par|f* — min; f(x;)| (partie inférieurg Les trajectoires
du processus gaussien simulé sont plus régulieres quesadligorocessus utilisé pour la

figure 4.12 (les paramétres de la covariance de Matérn seats, p = 0.3 etc? = 1.5). La

variance du bruit gaussien qui corrompt les résultats deduations est de 0.5.
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FiG. 4.12:Performance en présence de bruit (gaussien, de varianger@gsurée par I'en-
tropie dePx: (u|#,2°), de I'optimisation reposant sur I'El, 'EIm, I'AEI, 'ECM ®eune re-
cherche aléatoire avec une loi uniforme. Les trajectoi@stsimulées a I'aide d’une cova-
riance de Matérn de paramétres= 1.5, p = 0.3 et 62 = 1.5. Notons, aprés comparaison
avec la figure 4.11, que la régularité a peu d'influence.

45 Discussion

La conclusion principale de ce chapitre est que les taux deecgence empiriques obtenus
sur des trajectoires de processus gaussiens apparaissamiecun outil important pour la com-
paraison des méthodes d’optimisation globale bayésiemmeis aussi pour leur mise au point.
Ainsi, nous avons pu mettre en avant l'intérét de 'ECM fad&h(en particulier en présence de
bruit sur les résultats des évaluations) et constater sgrilble possible d’utiliser EGO ou IAGO
sans estimer les paramétres de la covariance de Matern, memigue I'on est en mesure de les
surestimer.

Ces résultats doivent étre nuancés, et ce pour deux raRmmeiérement, méme si les taux de
convergences empiriques des méthodes sur des trajeatairasdéle sous-jacent nous paraissent
plus pertinents pour la comparaison que I'optimisatiomnddmsemble de fonctions-tests, les re-
sultats dépendent assez fortement de la covariance codesidéinsi, bien que nous nous soyons
efforcés de choisir un ensemble représentatif de covarganes résultats présentés ne valent que
pour cet ensemble. Deuxiemement, nous n'avons pas prisnepteaans la comparaison la com-
plexité calculatoire de chacun des critéres d'échantibige.

L'El est en effet plus simple a calculer que 'ECM, puisqu@& gvaluation ne nécessite que
la moyenne et la variance de la prédiction par krigeage aut ponsidéré, alors que le calcul de
I'ECM est en ON), avecN la taille d’'une approximation discréte deutilisée pour I'estimation
de la distribution conditionnelle des minimiseurs. En igus, le choix par I'ECM d’un nouveau
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point d’évaluation pour les trajectoires de la section4@end environ 40s sur un serveur AMD
Opteron 285 (le point est choisi par évaluation exhaustwd @htropie conditionnelle sur un
ensemble de 1500 points candidats rééchantillonné apaggierévaluation). En comparaison, le
choix d’'un point avec I'El ne nécessite que quelques secddas les mémes conditions.

Pour passer outre cette limitation et élargir le champ diegfion potentiel pour IAGO, nous
avons tenté de diminuer la complexité calculatoire de IAG@®@ljptilisation d’autres approxima-
tions de la distribution conditionnelle des minimiseussrlanipulation des simulations condition-
nelles étant responsable de la plus grande partie descalécessaires). Nous avons par exemple
proposé (Villemonteix et al., 2007a) d’estimer les dérivée f par krigeage (cf. 'annexe B.3)
et de calculer la probabilité pour un point de I'espace daemhe d'étre a la fois un optimiseur
global et de correspondre a une valeur de la fonction objie¢érieure a un seuil donné. Il est
alors aisé de construire une approximation relativemennéale la distribution conditionnelle
des minimiseurs. Cependant, cette approximation nuiefieent a la convergence et El devient
alors plus efficace. IAGO reste donc réservé a I'optimigsatie fonctions dont le colt de 'éva-
luation est significatif devant celui du choix du point d'&ation. L'existence de telles fonctions
est de toute fagon la motivation premiére pour l'introdoctde IAGO, et I'on en rencontre de
nombreuses dans les applications industrielles, notamaagis celles présentées dans le prochain
chapitre.
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CHAPITREDS

APPLICATIONS INDUSTRIELLES

Résumé— Ce chapitre traite d’applications industrielles de EG@etAGO, ainsi que des
difficultés rencontrées a leur contact. Nous insistons eiicpéer sur le fait que I'automatisation
des simulations numériques, qui permettent I'évaluatfadonction a optimiser, pose bien sou-
vent probleme. L'automatisation, lorsqu’elle est effeetiest souvent synonyme d’une baisse de
la qualité de la simulation qui implique un bruit numérique es résultats des évaluations et par-
fois méme, un échec de la procédure de simulation. Nousrio¥sel'approche retenue pour faire
face a ce cas de figure, ainsi qu'au contexte multi-objecéi$@nt dans trois des quatre applications
considérées ici. Plus généralement, ces applicationsméems I'intérét pratique de I'optimisation
globale bayésienne pour la conception en milieu indusitate pour des dimensions importantes
de I'espace des facteurs (jusqu’a 35).

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous détaillons les applications de IAG@eEGO! & quatre problémes
d’optimisation globale rencontrés chez Renault. Ces probk (résumés dans le tableau 5.1) ont
pour point commun le codt élevé de I'évaluation de la fonctmptimiser et possédent chacun des
particularités ayant nécessité une adaptation des digwed. L'objectif de ce qui suit est triple. Il
s’agit en effet de montrer I'efficacité pratique des métlsopimposées, de détailler les quelques
adaptations nécessaires a la résolution de probléemes mégtsaussi d’insister sur les difficultés
techniques rencontrées lors de la mise en ceuvre d’'alg@#itioptimisation dans l'industrie, et
en particulier lors de I'automatisation de I'évaluationlddonction a optimiser. Ces problémes,
que I'on peut aisément sous-estimer, représentent enueffigein majeur a la généralisation des
techniques d’optimisation et sont actuellement au cceupascupations industrielles.

Pour chacun des problémes considérés ici, le choix entre EEGABO est fait en fonction des

1EGO et IAGO désignent simplement ici I'optimisation sédigdte de I'El ou de 'ECM. Les autres détails algo-
rithmiques sont spécifiés pour chaque application.
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Probleme Dimension Budget Particularités Méthodes utilisées Gain constaté en
considéré de d’évaluations | du probléme nombre d’évalua-
I'espace tionsa posteriori

des facteurs
Optimisation de la| 6 20 Multi-objectif IAGO, EGO, LHS
forme du conduit

d’admission

Optimisation de la| 4 16 Multi-objectif, résultats| IAGO, plan orthogo-
forme de la chasseg d’évaluation bruités et nal

combustion parfois manquants

Optimisation du| 32 300 Grande dimension EGO, LHS, Nelder-| 85%
contréle de la Mead

direction assistée

Optimisation de la| 35 180 Grande dimension, préf EGO, plan dexpé-| 85%
masse d’un absor- sence d’'une contrainte | riences suivi d'une
beur de choc optimisation locale

TaB. 5.1: Récapitulatif des problémes traités pour Renault. La coégains en évaluation
est renseignée uniquement lorsque le probléme traité a&téj@tudié a I'aide d’autres ap-
proches chez Renault. Pour des raisons de confidentiaitéaiure des parameétres n’est pas
communiquée.

préconisations décrites a la section 4.5. Notons que lesadés de référence utilisées ici pour la
comparaison avec EGO ou IAGO ne sont pas nécessairementigegaptinentes. Ce sont celles
qui étaient utilisées chez Renault, et il était importanddenontrer aux praticiens l'intérét des
approches proposées face aux méthodes qu'ils connaigsilisent.

5.1.1 Contraintes propres a la conception dans I'industrieeutomobile

Les problemes d’optimisation rencontrés chez Renault gmfondément marqués par des
contraintes propres au marché automobile. La premiéredeotdraintes tient au caractere contra-
dictoire du cahier des charges d’'un véhicule. On souhgit@raxemple un véhicule puissant mais
consommant moins que ses concurrents tout en satisfaisanbames de pollution, ou encore un
véhicule résistant au crash, mais dont le poids ne détgras@utre-mesure la consommation. Ces
contradictions se déclinent sur chacune des parties daewéhiet les problémes d’optimisation
rencontrés possedent donc bien souvent plusieurs obkjdtskt alors possible de se ramener a un
probléme mono-objectif si un compromis peut étre ctegiiori (ce sera le cas pour I'application
de la section 5.5), ou encore a un probléme contraint (ckedtian 5.6), si le cahier des charges
est suffisamment précis. Cependant il n’est pas rare quedasiens souhaitent disposer filant
de Pareto? dans son ensemble de maniére & faire face facilement & ugezhant de cahier des

2Considérons le probléme de minimisation Idéonctions objectifsfy, ..., f_ (définies surX); un pointx est dit
optimal au sens de Pare{ou non dominé) sty € X 3i € [1:L] t.q. fi(x) < fi(y). Le front de Pareto est 'ensemble
des points optimaux au sens de Pareto. Nous y reviendrorseatian 5.2.1.
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charges survenant au cours du projet (un tel changementpaissare, compte-tenu de l'interdé-
pendance des cahiers des charges de chacune des piecegdle)ébn effet, pour choisir entre
deux points du front, il est nécessaire de spécifier une n@&dé entre les objectifs. Si une telle
préférence est expriméepriori, 'optimisation se concentre sur une zone du front de PaEgio
cas de changement de cahier des charges et donc de cesnues¢iiesera alors nécessaire de
reprendre I'optimisation pour explorer une nouvelle zondrdnt. En résumé, la connaissance du
front de Pareto permet de s'adapter instantanément a uendbtion du cahier des charges.

La deuxiéme contrainte propre au marché automobile, etffpgta directement ces travaux,
concerne le co(t et les délais du développement d’'un nowéhaigule. En effet, pour de nom-
breux organes, la conception s’effectue a l'aide d’ess#isetix ou de longues simulations nume-
riques. Les budgets d'évaluation associés aux problénogsiaiisation rencontrés sont donc bien
souvent trés limités.

Une troisieme contrainte provient du mode de fabricatios d&hicules. La fabrication a la
chaine s’accompagne en effet de dispersions de fabridatiportantes qui compliquent bien sou-
vent le processus de conception. Nous n'avons cependaahpage eu I'occasion d’appliquer les
méthodes présentées au chapitre 4 a un probléme réel. Ansgterons-nous pas sur ce point.

5.1.2 Automatisation des évaluations

Avec le développement et la baisse des colts des serveuwnkdk it est devenu possible, pour
I'ensemble du monde industriel, de remplacer de nombresaigpar des simulations numériques.
Lorsque ces simulations sont utilisées pour la concepiia®vient maintenant envisageable de
coupler directement une méthode d’optimisation avec lgnarmme de simulation pour accélérer
le processus et améliorer la validité des solutions redugilisateur n’intervenant plus que pour
I'analyse des résultats. Cependant, la réalisation de iceéirface entre le programme d’optimisa-
tion et le programme de simulation est complexe, et 'ongyeéparfois I'éviter, ce qui implique
pour I'utilisateur de mettre en place lui-méme chacune theslations programmées.

Dans la situation la plus favorable, ces difficultés a réalis couplage optimisation — si-
mulation relévent simplement de la différence entre legdges ou les logiciels utilisés. Elles
peuvent alors étre résolues, éventuellement au prix ddappements longs et colteux. En re-
vanche, pour beaucoup de problémes d’optimisation, |isulits proviennent du programme de
simulation numérique qui n’est pagriori automatique et nécessite I'intervention de I'utilisateur
On retrouve en particulier cette difficulté pour les prolésna’optimisation de forme. En effet,
la procédure standard dans ce contexte est de créer unsaefation numérique de la forme (on
parle aussi deonception assistée par ordinateau CAO) puis de simuler son comportement
a l'aide d’'un solveur aux éléments finis qui résout numérnoget les équations de la physique
du phénomene étudié (écoulement fluide, vibratoire, awpuest.), et enfin d’extraire la grandeur
d’'intérét des résultats de la simulation (étape ditgpdst traitement Cette approche nécessite
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I'intervention humaine pour la création de la CAO, la créatd’'un maillage de cette derniére,
puis la spécification de conditions aux limites, le démarrdig calcul et enfin le post traitement.

Ces cing actions peuvent en théorie étre automatisées,emaigatique cette automatisation
s’accompagne d’erreurs qui peuvent survenir a chaque.émpearticulier, le choix du parameé-
trage (définition de) et de I'espace de recherche pour ces paramétres (défidiiti) est une
etape difficile. En effet, certaines valeurs des paramgteesent entrainer des erreurs dans la
génération de la CAO (nous en verrons un exemple a la sect®)nGes erreurs sont, pour des
formes simples, prévisibles et I'on est alors en mesure siévier. Cependant, pour des formes
complexes, il est trés probable que de telles erreurs sebsimalgré les efforts du concepteur.
Une autre difficulté majeure tient a 'automatisation dultage. Cette derniére est de plus en plus
proposée par les logiciels de CAO, mais I'adaptation dulagsla la forme est souvent imparfaite
et entraine alors une diminution de la précision et parfadsne l'interruption de la procédure,
interruption qui peut aussi étre causée par la divergent& stdution calculée par le solveur.

En résumé, I'automatisation de I'évaluation de la foncaoptimiser est une tache complexe
et son résultat n’est pas totalement fiable. Il faut don¢esidire a une incertitude significative sur
le résultat des évaluations, et parfois méme, a une absenesudltat contre laquelle il convient
de se protéger.

5.2 Mise en place des algorithmes d’optimisation

Pour traiter les problémes d’optimisation rencontrés ¢hezault, il faut donc étre en mesure
de traiter des problemes multi-objectifs et de faire facéuahtuelles défaillances de la chaine
de simulation numérique. Dans cette section, nous prézetes techniques utilisées pour adapter
les criteres d’échantillonnage a ces deux cas de figure.

5.2.1 Extension des criteres d’échantillonnage aux probhees multi-objectifs

Considérong fonctionsfy, ..., f_ définies suiX. Pour choisir entre deux solutions au probléme
de minimisation de ces fonctions, on fait souvent appel aelation de dominance entre les points
de I'espace des facteurs. Aingic X dominey € X au sens de Pareto si et seulement si

Vi € [1:L] fi(x) < fi(y),

ou en d'autres termes %iest meilleur quey pour tous les objectifs. On définit alors la notion
d’optimalité au sens de Pareto par

x € X est optimal au sens de Pareto si et seuleméfy si X 3i € [1,L]t.g.fi(x) < fi(y).

Autrement dit, un point est optimal au sens de Pareto s’8trdeminé par aucun autre point.
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La résolution d’'un probléme d’optimisation multi-objégbasse alors par le calcul de I'en-
semble des points optimaux au sens de Pareto, aussi dppeiéle Pareto Cet ensemble re-
présente I'ensemble des solutions entre lesquelles ihgsbgsible de décider sans exprimer de
préférence entre les objectifs. Il contient en particulies minimiseurs de chacune des fonctions
et présente souvent, dans I'espace d’'arrivée, une formesgersimilaire a celle présentée sur la
figure 5.1 pourl = 2. Pour estimer le front de Pareto, il est alors d’'usage de fgpel a des
méthodes d’optimisation mono-obijectif. En effet, sougpbthése de convexité du frénthacun
des pointx de celui-ci est solution d’'un probléme de minimisation @&wombinaison linéaira;
des objectifs (cf. la figure 5.1 pour une représentationtgcpe de cette équivalence),

L

()= iZlax,i fi(-),

avecagj > 0Vi € [1:L] les coefficients de pondération des objectifs, qui vérifigit a,; = 1
(on parle aussi d'agrégation des obijectifs). Il y a alorsepondance (bijection) entre le front de
Pareto et I'ensemble des pondérations possibles qui pomdent a autant de préférences pour les
objectifs. Par exemple, 8i; = d; 1, seul le premier objectif importe et I'on cherche a résouere
probléme de minimisation d& qui va fournir une des extrémité du front de Pareto. En puatiq
plusieurs jeux de pondérations sont donc choisis et ledér@s correspondants résolus. Il est
alors possible d'estimer I'allure du front de Pareto damspace d'arrivée par interpolation des
points obtenus.

Sile budget d’évaluation est limité, I'exploration séqtielte de chaque zone du front semble
impraticable. Il a donc été proposé dans Knowles (2003)lidert avant chaque nouvelle évalua-
tion un nouveau jeu de pondérations, choisi aléatoiremé&aide d’une loi uniforme. Ainsi, une
estimation dd’ensembledu front de Pareto est construite graduellement. Dans aesaux, les
auteurs introduisent I'algorithme parEGO, extension digbrithme EGO aux problémes multi-
objectifs. Cet algorithme choisit les évaluations a réalésI'aide de I'El appliqué sur une combi-
naison linéaire des objectifs (que I'on a pris soin de noyeiest-a-dire de ramener entre 0 €)1
choisie a I'aide d’une loi uniforme. Pour appliquer IAGO quoblemes rencontrés chez Renault,
nous avons choisi de procéder de la méme facon et de traiteadi@&re séquentielle une série de
problémes mono-objectifs extraite aléatoirement du j@mlel multi-objectif.

Remarque 5.1 En pratique, on choisit souvent de limiter le support deviauhiforme utilisée
pour choisir les pondérations. Il est ainsi possible d&vitexploration des extrémités du front
qui ne présentent en général que peu d'intérét.

3Cet hypothése est satisfaite, au moins approximativerpantles problémes rencontrés au cours de cette thése.

Dans le cas contraire, il est encore possible d'utiliseraggsoches similaires (Miettinen, 1999).
4Dans le cas otl le minimum et le maximum d’une fonction objefctie sont pas connuspriori, la transformation

appliquée & évolue aprés chaque évaluation. Par exemple, on peut éoasid(-) — fmin)/(fmax— fmin) €n lieu et
place def () (avecfmin et fmax e minimum et le maximum des résultats des évaluationssé&s).
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Zone dominée

Front de Pareto

\J

f1

3 1f1(-) + 8% 2f2() bx‘ 1f1() E 3 2f2()

Fic. 5.1: Allure classique, dans I'espace d'arrivée, du front de Pare’'un probléme
bi-objectif et correspondance entre un probléeme multieobf et une série de problémes
mono-objectifs. Sk; et x, sont optimaux au sens de Pareto pour le probleme bi-objectif
de minimisation de ifet f,, alors ils minimisent respectivement, afi(-) + ax, 2f2(-) et

bxz,lfl(') + bx2,2f2(').
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Remarque 5.2 Nous avons envisagé d'autres approches du choix des @aiwéret en particu-
lier, étant donné un ensemble de jeux de pondérations aedik choisir la pondération associée
au sous-probleme mono-objectif possédant I'entropie agskaibution conditionnelle des mini-
miseurs globaux la plus forte. Ainsi, chaque évaluatiorcessacrée a I'estimation de la zone du
front de Pareto la plus incertaine. Cependant, les meseresogirés empiriques ne nous ont pas
permis de constater de gain significatif par rapport a I'appe proposée par Knowles (2003).

5.2.2 Probleme des données manquantes

Comme nous le verrons au cours de la description du probléopéirdisation d’'un conduit
d’admission (section 5.3), il convient de se prémunir eoles erreurs de la chaine de simulation
automatique qui se traduisent par I'absence de résultat gatains points d'évaluation. Si les
points d’évaluation sont choisis a 'aide d'un plan d’expaces décidé priori, ces erreurs ne
posent pas de probleme, si I'on excepte le gaspillage deusss associé. En revanche, si 'on
choisit la nouvelle évaluation en fonction des résultats pieécédentes a l'aide de I'El ou de
'ECM, il faut affecter une valeur fictive au résultat de l&wuation qui a échoué.

Il serait aussi souhaitable de prendre en compte I'écheéwmuiation pour estimer progressi-
vement le sous-ensemble Hesur lequel les évaluations échouent. Cependant, I'expeégimontre
que cet ensemble peut étre non connexe et de forme comgdleppalrait en fait que le seul prin-
cipe a respecter est d'éviter d’évaluer la fonction au waige d’'un point qui a précédemment
échoué. Pour cela, nous proposons d’affecter aux évahsatjoi ont échoué leur prédiction par
krigeage a partir des résultats disponibles, et de les enfmur a chaque fois qu’une évaluation
réussit. Nous proposons aussi, méme en présence de brigis sésultats d’évaluation (ce sera le
cas a la section 5.4) d'affecter un bruit nul aux résultatifsicCette approche, inspirée de Forres-
ter et al. (2006), permet ainsi de détourner I'échantiliaye des points qui sont traduits par des
échecs, tout en permettant d'utiliser, sans modificaties ctitéres de maximisation de I'El et de
minimisation de I'ECM.

5.2.3 Choix des parametres de la covariance

Résumons ce qui a été dit sur le choix des paramétres de laaoma depuis le début de ce
mémoire. Nous avons abordé au chapitre 1 I'importance déhoix ¢nous y reviendrons dans
'annexe A) pour la qualité de la prédiction par krigeag@&sague son impact sur les criteres
d’échantillonnage. Ces parametres sont généralemeniésspar maximum de vraisemblance a
partir des résultats d’évaluation disponibles. Cependents avons vu au chapitre 2 que, lorsque
le budget d’évaluations est aussi réduit que pour les agfaits considérées dans ce chapitre, il est
illusoire d’espérer en obtenir une estimée valable. Celpnob n’a, a notre connaissance, pas été
abordé dans le littérature, ou I'on considere généralesemnbudgets d’évaluations suffisamment
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importants pour réaliser un plan d'expériences initialdenseul but d’estimer les paramétres de
la covariance. Notre objectif est de montrer qu'’il est souvent tout a faisgible en pratique de
choisira priori les parametres de la covariance.

Le premier élément motivant cette recommandation, est’qoallspose souvent de données
issues de la conception d’'un systéme similaire a celui quedherche a optimiser. En effet, il
arrive frequemment, qu’un systeme déja optimisé subisgeetiees modifications qui obligent a
ré-optimiser. Bien que la fonction obtenue différe de lactam initiale, il peut rester légitime
d'utiliser le méme jeu de parametres pour la covariancetfhaisation de la commande d’'une
direction assistée, présentée a la section 5.5, utilispa®senétres de covariance choisis de cette
maniere).

Au dela de cette situation favorable, nous avons vu au aeapitjue I'optimisation semble
plus robuste que la prédiction par rapport a un mauvais atesxparameétres de la covariance. En
effet, il semble qu’une surestimation des parametres devariance de Matérn ne diminue que
faiblement les performances de IAGO et EGO. Il semble aiossible de procéder comme nous
le proposions a la section 2.3.1, et d'utiliser les conmaisss sur la physique du systéme pour
choisira priori les parametres de la covariance.

Cependant, d'une part ces connaissances physiques (qusolihaiterait porter sur I'ampli-
tude de variation, la dérivabilité, ou encore sur une canstde Lipschitz) ne sont pas disponibles
dans les applications présentées dans ce chapitre, etafaut leur prise en compte pour guider le
choix des paramétres nécessite un recul important surdaendés parameétres de la covariance et
leur impact sur I'optimisation. Ainsi, pour assurer que EEQAGO soient utilisables simplement
et dans une large gamme de situations, nous proposonssé&utiin jeu de paramétres standard,
qui ne sera modifié gu’une fois le nombre de données suffisant jpstifier une estimation par
maximum de vraisemblance, ou en cas de mauvais comportefesmtigorithmes Laissons de
c6té les regles empiriques pour la modification de ces pdragyénais notons que ces régles de-
vront faire I'objet de travaux futurs, et sont un préalablena utilisation réellement automatique
de IAGO et d’'EGO.

Intéressons nous au choix de ces parameétres standardsjsssbns les, malgré le manque
d’arguments théoriques pour ce choix, de maniére a saéidfaituition et a vérifier le bon fonc-
tionnement des méthodes sur des applications pratiques, wa contexte défavorable. Ainsi,
méme si ce choix se révele naif et peu approprié, nous paucarclure sur la validité de I'’hypo-
these que les parametres peuvent étre chaigi$ori.

Le préalable a I'utilisation d’'un jeu de parameétres staddest de normer les données. Il faut

SRappelons que les recommandations de Jones et al. (1998)isent & des plans d’expériences initiaux de taille

10d, aved le dimension de I'espace de recherche.
6Un exemple de mauvais fonctionnement serait I'accumuiati® points dans une petite zone de I'espace de re-

cherche. On pourrait alors envisager d’augmenter la réttilsi la distance entre deux points d’évaluation est trop
faible.
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pour cela ramener I'espace de recherch@,4]?, et s'assurer que la fonction objectif varie
entre 0 et 1. La encore, si le minimum et le maximum de la fonctont connus priori, la
transformation a appliquer Biest immeédiate. Dans le cas contraire, il faut modifier la fiomc

a optimiser aprés chaque évaluation et considéiré) — fmin)/(fmax— fmin) €n lieu et place de
f(-) (avec fmin et fmax le minimum et le maximum des résultats des évaluationssggs). Une
fois cette transformation réalisée, nous proposons desichmbur paramétres de la covariance
de Matérny =5, p = 0.3v/d et 0® = 0.1. La régularité nous semble suffisante pour éviter une
sous-estimation trop importante, tout en nous affranahisdes problémes numeériques dds a un
mauvais conditionnement de la matrice de covariance. Le@atépend de la dimension pour
s’adapter a la taille de I'espace de recherche, et la vaiaotis semble a méme d’assurer le
caractere global de la recherche.

Ces parametres ont été utilisés pour toutes les applisatierce chapitre, excepté celle de la
section 5.5 pour laquelle les paramétres sont estimés ia gartionnées issues d'un probléme
similaire.

5.3 Optimisation du conduit d’admission

Le conduit d’admission (cf. la figure 5.3 pour une vue glolileconduit d’admission d’un
moteur a essence considéré ici) est la piece du moteur pagllede mélange air — carburant
pénétre dans la chambre de combustion. L'importance deropagant tient aux propriétés turbu-
lentes du flux qu’il induit dans la chambre de combustion. @Bdaulences ont en effet un impact
direct sur les émissions de polluants. L'objectif est deégéndans la chambre un vortex d’axe
normal au cylindre appelé mouvementtdenble Ce mouvement est communément quantifié par
une grandeur scalaire, homogéne a une vitesse de rotagipaléataux de rotation tumbleou
plus simplementumble(cf. Lumley, 1999, pour une définition et une description eejgux as-
sociés). Le probleme pour les concepteurs est que la giémédat cet écoulement turbulent, et par
la méme 'augmentation du tumble, va souvent de paire avediminution de laperméabilité du
conduit. Or la quantité de mélange introduite dans la charaebt directement proportionnelle a la
puissance développée par le moteur. La conception desit®dtadmission est donc un probléme
bi-objectif avec la maximisation de la perméabilité (etcde la puissance) et la maximisation du
tumble (et donc la minimisation des émissions de polluants)

Dans I'étude qui nous a été soumise, il s'agissait de démiostr une piéce déja terminée
(cf. la figure 5.3, partie droite) les gains potentiels apfpar les approches proposées dans ce
mémoire.

"La perméabilité est une mesure de la capacité d’un systéraasniettre un fluide. Homogéne. & une surface, cette
quantité est proportionnelle au débit traversant le system
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FiG. 5.2:Vue globale du conduit simplifié et du conduit réel.

5.3.1 Automatisation des simulations numériques

L'optimisation de la forme du conduit repose sur des sinmutat numériques qui demandent
plusieurs heures sur des serveurs dédiés (une série d'essadufflerie est ensuite réalisée pour
valider les résultats numériques). Ces simulations, detretemps d’exécution, nécessitent plu-
sieurs jours de mise en place. |l faut en effet créer une CA@idel de CATIA, son maillage
surfacique a l'aide d’ANSA, et enfin son maillage volumique et la simulation aux élésénts
a l'aide de STAR-CBC. Le probléme d’optimisation de fonctions colteuses est dibmple a
identifier, mais sa résolution a I'aide des algorithmes gmtés dans ce mémoire requiert I'auto-
matisation de cette chaine de calcul. On retrouve alorsifgssuttés d'interfacage mentionnées
précédemment.

Pour y remédier, nous avons choisi d'utiliser le logicieARFdesign, qui permet d’effectuer
automatiquement et dans le méme langage la génération da@ae€du maillage, ainsi que
le lancement du calcul. Cette approche, nouvelle pour Remeaaus a permis d’automatiser la
simulation et d’appliquer directement nos méthodes dwistition, mais elle a aussi ouvert la
voie vers une utilisation généralisée de la CAO paramétrélel enaillage automatique. Grace a
cette approche, nous avons pu réaliser, pour les besoinétaee, une CAO paramétrée a partir
de la CAO réellement retenue. Ceci s’est fait au prix d’'umapsfication de la géométrie (cf.
figure 5.3), qui d'apreés les experts n’enléve rien a la villide I'approche.

Nous avons finalement retenu six parametres de forme pajudis|’évaluation des fonctions
tumble et débit requiert approximativement une heure. Eit dés simplifications apportées, la
chaine de calcul n’est pagriori fiable. Nous avons en effet été confronté aux problémesatiesr
de maillage mentionnées a la section 5.2.2. Par exempiterSiection de volumes pour la création

8_ogiciel de CAO.
9Logiciel de maillage.
1030lveur aux éléments finis.
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FiG. 5.3: Assemblage de volumes au cours de la création automatiqiae@0 du conduit.
L'intersection entre la forme en ogive (en clair) et le coitdan cours de construction en
grisé) peut, pour certaines configurations, mettre en dét@procédure de maillage auto-
matique.

de la CAO peut faire apparaitre des formes complexes (cfgladi5.3) que les techniques de
maillage automatique ne supportent pas. Dans le cadre @eétatle, nous avons été en mesure
d’identifier tous les problémes de ce type et d'y apporteraoiation, mais il apparait que pour
des CAO plus complexes et dans des délais plus restreitglumination totale des erreurs n'est
pas envisageable a court terme.

5.3.2 Résultats

Pour traiter ce probleme, IAGO et EGO ont tout deux été éslid.es parametres de la cova-
riance ont éteé fixéa priori suivant les recommandations de la section précédentetitdigation
des deux critéres d’échantillonnage s’est effectuée surHf a 1500 points rééchantillonnés
apres chaque évaluation.

Le budget a été fixé a vingt évaluations. Cette quantité spored en effet au nombre de cal-
culs qui avaient été réalisés lors d’'une étude similairecAautomatisation des simulations, il
sera sans doute possible d’en réaliser davantage, majisdiifl&tait ici de démontrer l'intérét de
I'optimisation globale bayésienne pour un budget d’év@mareprésentatif des situations rencon-
trées par les praticiens. Outre IAGO, EGO et un plan LHS oalsdgent été utilisés avec ce méme
budget. Les points jugés optimaux au sens de Pareto parcurcties trois ensembles de points
obtenus a partir des résultats fournis par chacune des dethsont présentés sur la figure 5.4.
La comparaison entre estimées de fronts de Pareto est gméra une tache complexe, qui né-
cessite |'utilisation de multiples mesures de qualité (Kies et al., 2006). Cependant, pour cette
application, la comparaison est nettement en faveur de IAG® trois criteres de comparaison
souvent utilisés. En effet,

— parmi toutes les simulations réalisées, le point le pleglpe de la solution idéale (c’est-
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FIG. 5.4: Représentation dans le plan tumble — débit des points optiraa sens de Pareto
parmi les vingt points choisis par un plan LHS (croix), par @Gtriangles) et par IAGO
(disques). Le tumble et le débit ont été modifiés linéairémeur des raisons de confidentia-
lité (les deux objectifs doivent maintenant étre minin)isés trait mixte délimite I'ensemble
des points dominés par les points Pareto optimaux obteresI&GO et qui dominent le plus
mauvais point obtenu pour chacun des deux objectifs. Li@ianitée par ce trait est appelée
hypervolumgKnowles et al., 2006) et est utilisée pour quantifier I'néted’'un ensemble de
points Pareto optimaux.

a-dire le point ayant pour coordonnées les meilleures walebtenues pour chacun des
objectifs, ici[—0.97,—1.97]T) est le résultat d’'une simulation choisie par IAGO.

— Presque tous les points optimaux au sens de Pareto parmcheisis par EGO sont do-
minés par des points choisis par IAGO. En d'autres termesqoie toutes les solutions
trouvées grace a EGO perdent tout intérét face aux solutiongées par IAGO.

— L'aire de I'ensemble des points dominés par les pointsntik au sens de Pareto (cf.
Knowles et al., 2006, pour des détails sur le mode de calcektte quantité) est de 0.31
pour IAGO (cette aire est représentée sur la figure 5.4)s gjaelle n'est que de 0.26 pour
EGO (la référence pour délimiter I'aire des points domirgidespoint dont les coordonnées
sont les pires valeurs obtenues pour chacun des objectifs).

Cette étude confirme la fois la possibilité d’automatisegrtacédure de simulation et I'intérét
de I'optimisation globale bayésienne sur un probleme ruldjectif.
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FiG. 5.5:Représentation de la chasse combustion a optimiser.

5.4 Optimisation d’une chasse combustion

La chasse combustio(cf. la figure 5.5) est la piéce qui relie le conduit d’adnissia la
chambre de combustion. Elle influence fortement la natuta debulence créée dans la chambre.
L'objectif est ici de maximiser a la fois leumbleet le swirl (grandeur scalaire quantifiant le
mouvement rotatif du mélange autour de I'axe du cylindr&ptimisation des parametres qui rée-
gissent la forme de la chasse combustion repose ici encodesisimulations numériques (CAO,
maillage et simulation de I'écoulement fluide par un sohaaux éléments finis). Dans cette étude,
quatre parametres de forme sont considérés.

5.4.1 Construction d’'un cas test

Compte-tenu de la difficulté a automatiser la chaine de sitioul (voir les probléemes men-
tionnés a la section 5.1.2), I'optimisation réelle a étdiséa a I'aide d'un plan d’expériences
orthogonal a 45 essais (Taguchi et Konishi, 1987). Pourdmegudes simulations ainsi choisies,
I'intervention humaine a été nécessaire, soit pour cardda main le maillage ou la CAO générés,
soit pour augmenter le nombre d’itérations du solveur aémeéhts finis. En effet, la convergence
de I'estimation duswirl, et dutumble et plus généralement la convergence de I'estimation de
I’écoulement fluide dans la chambre de combustion, néeesainombre d’évaluations qui dé-
pend fortement de la forme étudiée. Ainsi, dans certainslaa®nvergence va étre satisfaisante
dés 1000 itérations du solveur, alors que dans d’autresn@st toujours pas effective apres 3000
itérations (cf. la figure 5.6).

Ces deux difficultés (simulations échouants ou incomplétesvont pas disparaitre lors des
études futures. Il importe donc de démontrer que l'optitlasabayésienne s’applique bien dans
ce contexte. Nous avons pour cela créé, a partir des 45atssdé# simulations a notre disposition,
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Fi1G. 5.6: Evolution de I'estimée du swirl en fonction du nombre datérns du solveur aux
éléments finis.

un modéle de la relation des quatre parametres de forme awwarl et le tumble Ce modéle
est la prédiction par krigeage dwirl et dutumblea partir des résultats de 45 évaluations. Nous
avons ensuite modélisé I'échec potentiel de la simulationdrique par une probabilité, uniforme
sur I'espace des facteurs, pour ce modéle de ne pas fourrésdiat a une évaluation.

A chacun des 45 résultats de simulations est associée uesitinde numérique. Pour en
rendre compte dans notre cas test, nous I'avons modélisamparuit additif gaussien d'écart-
type égal a I'écart-type de I'estimée dwirl ou dutumblesur les 500 derniéres itérations du
solveur. Cet écart-type, qui varie d'un résultat a 'auresnsuite été, lui aussi, modélisé par sa
prédiction par krigeage. Nous disposons donc d'un modéll @hasse combustion qui, pour
chaque valeur du vecteur des parametres, fournit une v@éswirl, detumbleet les écarts-types
associés. Ces écarts-types seront pris en compte, au aligptimisation du cas test, par la
prédiction par krigeage sur laquelle reposent les critdi&shantillonnage (cf. la figure 5.7 pour

un exemple).

5.4.2 Résultats

Chague simulation numeérique requiére plusieurs heuresip@stenu de cette durée et de
la présence de bruit sur les résultats des évaluations, |A@@it été préféré a EGO si I'un ou
l'autre avait pu étre mis en ceuvre sur le probléme réel. Fdeitmieux, nous allons appliquer
IAGO a I'optimisation de notre cas test inspiré de cette @@bnsidérons donc, dans un premier
temps, les résultats obtenus par la version multi-objeetiAGO (cf. la section 5.2.1) adaptée aux
résultats d’évaluation bruités (cf. la section 2.4.1) gopsisant nulle la probabilité d’erreur dans
la chaine de simulation. A titre de comparaison, un planmieences orthogonal a cent points a
aussi été réaliseé.

De maniére a disposer d'une référence pour les résultatriede Pareto du cas test a été
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FIG. 5.7: Coupe du modele de swirl et de sa prédiction par krigeage éipdiévaluations
choisies arbitrairement (tous les paramétres sont fixégmécle premier). Le modéle du
swirl est représenté par des traits en pointillés courtsplédiction par krigeage par le
trait plein, la limite des intervalles de confiance a 95 % pes lraits pointillés longs et
les résultats bruités des évaluations par des carrés. Rgunaas la diversité des écart-types
associés a chaque résultat d’évaluation, qui se réperauttes intervalles de confiance pour
la prédiction (surtout remarquable au voisinage de I'é\alan la plus a droite).

estimé par Monte-Carld. La figure 5.8 présente ainsi, pour seize itérations de |IAG@me
pour le plan orthogonal, les résultats des évaluationsnabtet le front de Pareto du cas test.
Cette figure présente en outre les estimées de ce front @sténlissue des deux procédures. Ces
estimées sont calculées par Monte-Carlo directement uréldiction par krigeage a partir des
seize itérations de IAGO ou du plan orthogonal. A chacun déstp obtenus est associée, pour
attester de la qualité de I'estimation, une ellipse dondiemi-axes représentent I'écart-type de
I'erreur de prédiction pour leumbleet pour leswirl. Au regard des résultats obtenus par le plan
d’expériences, l'intérét de IAGO apparait nettement sttede@ure, puisque I'estimation du front
de Pareto fournie aprés seize itérations est plus procha dalité et puisque l'incertitude quiy
est associée est plus faible (conséquence directe de lanidentre les résultats des évaluations
choisies par IAGO et le front de Pareto réel).

Pour étudier I'influence des simulations qui ont échoué’eptimisation par IAGO, affectons
maintenant au cas test une probabilité de 0.4 (uniforme'espdce des facteurs) de ne pas ren-
voyer de résultats. Cette probabilité est choisie supériaux probabilités observées en pratique
pour vérifier le comportement de IAGO dans un cas défavordiigeit ainsi 28 itérations de IAGO
pour obtenir les seize résultats d’évaluation présentéldigure 5.9. On y constate que IAGO
continue a fonctionner dans ces conditions, et que la guadtl’estimation du front de Pareto,

11| a procédure est la suivante. Evaluation du cas test poup@0(oints choisis & I'aide d’une loi uniforme, puis
calcul des points optimaux au sens de Pareto parmi ces 100000S.
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FiG. 5.8: Estimation du front de Pareto dans le plawirl —tumblea I'issue d’un plan or-
thogonal a cent essais (a) et de seize itérations de IAGQ.&diyait plein représente le front
de Pareto du cas test (estimé par Monte-Carlo). Les croixésgntent les résultats des éva-
luations choisies par IAGO et les triangles les résultats éealuations du plan orthogonal.
Aprés application de chacune des deux approches, les pigukcpar krigeage dswirl et
dutumblesont calculées. Ces derniéres sont ensuite utilisées stimer par Monte-Carlo
un front de Pareto. Les disques représentent, pour chacasdigures, les points optimaux
au sens de Pareto obtenus. Les demi-axes des ellipseséssacthacun de ces points re-
présentent I'écart-type de I'erreur de prédiction pour lertble et pour le swirl. Les ellipses
représentent donc l'incertitude associée a I'estimationfrdnt de Pareto. Les axes ne sont
pas renseignés pour des raisons de confidentialité.
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FiG. 5.9: Estimation du front de Pareto dans le plan swirl — tumble adlie de seize itéra-
tions de IAGO. La différence avec la figure 5.8 est que le &tsatane probabilité de 0.4 de
ne pas fournir de résultat. Il a ainsi fallu 28 calculs pourtehir les 16 résultats présentés.

pour un nombre d’évaluationgussiesdonné, ne semble pas affectée. Ces résultats sont néan-
moins a nuancer, du fait de la régularité du cas test qui estéme une prédiction par krigeage.
Confrontée a des fonctions moins réguliéres, la prédigienmkrigeage des résultats d’évaluation
manquants serait plus éloignée de la réalité, et la conreegée IAGO serait sans doute ralentie.

5.5 Optimisation du controle de la direction assistée éledtue

5.5.1 Présentation du probleme

Cette section est consacrée aux lois de commande d’un nagidilection assistée électrique
(DAE). Cette technique d’'aide a la direction est plus effic§asqu’a 0.2 litre d’économie aux
100km) que la direction assistée hydraulique, car elleamnse de I'énergie uniquement lorsque
la direction est sollicitée, alors qu'une pompe hydrawdigoit étre actionnée en permanence.

La conception de la DAE implique le choix et le dimensionnehtes organes, puis le réglage
des lois de commande qui les gouvernent. Ce réglage estiblidnibent réalisé a 'aide d'essais
sur banc ou sur circuit, au cours desquels, la direction @srantée a plusieurs scénarios de
conduite représentatifs de l'utilisation du véhicule. Bgemple, I'angle volant décrit un sinus
d’amplitude 30° a 0,2Hz pendant 10 secondes a 90km/h (séiti@des). La réponse de la direction
est ensuite observée dans le plan angle volant — coupleéeserda direction (cf. la figure 5.10
pour plusieurs exemples de ces réponses). La qualité deréptinse, généralement estimée par
le pilote ou par les expérimentateurs a partir de criterégestifs (rappel élastique, pendulage,
raideur de guidage...), peut néanmoins étre quantifieergasérie de criteres relevés directement
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sur la courbe de réponse. Cette qualité peut ensuite étr@xpeple, résumée par une simple
grandeur scalaire, notée définie comme la somme, sur tous les scénarios de condegt&adrts
guadratiques entre les critéres constatés et les valeuédéences fournies par les experts.

La conception de la DAE passe donc par I'optimisationfdui dépend a la fois de la défi-
nition technique retenue, des lois de commande et du vé&hitlabjectif des campagnes d’'essais
est d’optimiser les lois de commande pour un véhicule et @imitdon technique donnés. La
principale difficulté de ce probléme est que la définitiorhteque doit étre choisie avant la cam-
pagne d’essais, et qu'il est difficile pour les conceptewpidvoir les performances que pourra
atteindre la définition technique retenue, une fois les deiscommande optimisées. lls doivent
aussi faire face a de nombreuses modifications du reste deuleldont certaines peuvent avoir
d’'importantes conséquences sur la direction assistési,A@s concepteurs ont a choisrpriori,
la définition technique qui offre la meilleure performangee fois les lois de commande optimi-
sées.

Pour palier cette difficulté, un modele de DAE a été dévelgmué couplé avec un modele
de véhicule de maniére a simuler numériquement les eSsaitte simulation, bien qu'impar-
faite, permet d’estimer les lois de commande optimales poardéfinition technique donnée et
par la méme d'évaluer l'intérét de cette définition. L'oltjeest, a terme, de disposer d’un outil
permettant aux concepteurs d'évaluer rapidement (uneaitoeizi’heures au maximum), a l'aide
d’'un ordinateur de bureau, I'intérét de modifications dedfinition technique et ce, de maniere a
réagir rapidement a tous les changements pouvant survenguas du développement.

La simulation des scénarios de conduite requiert enviromib@ites. Le budget d'évaluation
souhaité est donc limité a une centaine. Dans le cas qui nétéssoumis, les lois de commande
peuvent étre résumeées par 32 parametres.

Remarque 5.3 Pour cette application, les parameétres de la covariancétémstimés a partir de
données obtenues a l'aide d’'un modele du véhicule difféergelui utilisé pour I'optimisation.
Ces données ne correspondent donc pas a la fonction a agtimiais il nous semble Iégitime de
considérer qu'un méme jeu de paramétres peut servir a lpuérsentation.

5.5.2 Résultats

Pour résoudre ce probléme, la solution envisagée initiraonsistait a réaliser un plan
d’expériences LHS, a construire un modéle polynomiaf departir des résultats du plan d’expé-
riences, et enfin a évaluérau minimiseur global du modéle polynomial (ce point est ieagselé
point de validatiof, avant de retenir pour solution finale le meilleur résultévaluation.

Compte-tenu du temps de calcul relativement faible reqaischaque évaluation, c’est EGO
que nous avons utilisé. 300 points d'évaluation ont étésihci I'aide de ce critére et leur ré-

12Ces modeéles sont réalisés en Matlab/Simulink.
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FIG. 5.10: Réponses de la direction assistée a quatre scénarios dauiter(@ différentes
vitesses) dans le plan angle volant/couple exercé sur laction. Les réponses en traits
pointillés sont obtenus par simulation pour les lois de cande issues de I'optimisation
par EGO (voir aussi la figure 5.11). Les traits continus regggtent I'objectif a atteindre tel
que défini par les experts.

sultat comparés a ceux obtenus a 'aide d’'un plan LHS a 3Cflseesa I'aide de 300 itérations
du simplexe de Nelder-Mead. Les résultats, présentés diguie 5.11, indiquent clairement la
supériorité d’'EGO qui trouve en 45 itérations un résultaillse que le résultat de validation du
plan LHS a 300 essais, soit un gain de 85% .

Cette application confirme qu’en dimension élevée lesresté’échantillonage probabilistes
restent utilisables et qu'’ils fournissent de plus des té®ikatisfaisants au regard de ce que peut
offrir un plan d’expériences. Notons aussi le peu d'inté@tsimplexe de Nelder-Mead dans ce
contexte (cf. la figure 5.11). Sur un plan pratique, le budgehaité d’'une centaine d’évaluations

semble réaliste.
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FiG. 5.11: Application de EGO a I'optimisation des lois de commandeadBAE. Le trait
en gras représente la meilleure solution obtenue par EGOoantion du nombre des éva-
luations réalisées. Le trait mixte présente la solutioneoote a I'issue de 300 itérations du
simplexe de Nelder-Mead. Les points représentent lestadsudes évaluations d’'un plan
LHS & 300 essais. Enfin, les traits pointillés matérialidemgsultat de I'’évaluation au point
de validation.
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5.6 Optimisation de la masse d’'un absorbeur de choc

5.6.1 Présentation du probléme

L'application considérée ici a pour objectif de démontrantérét de I'optimisation globale
bayésienne en dimension élevée en présence de contrahteajte de la minimisation sous
contrainte de la masse d'un absorbeur de choc. Cette pidoée slerriere le pare choc arriére
possede un cahier des charges portant, entre autres,rgtusion maximale observée au cours
d’'un choc standard (nous ne donnerons pas ici les détailexjgtience). Il s'agit donc de dé-
terminer, parmi I'ensemble des formes permettant de aatshu cahier des charges, celle de
poids minimal. Le probléme d’optimisation obtenu présediefacteurs (des épaisseurs de ner-
vures), une contrainte (intrusion plus faible que 80mmgpbse sur des simulations du choc qui
requierent chacune 25 minutes sur un serveur dédié.

Préalablement a notre étude, une premiére optimisatio@ eéélisée a I'aide d'un plan d’ex-
périences de 150 simulations suivi d’'une optimisationl®¢@valuation au point qui minimise un
modeéle polynomial). Cette étude a permis de réaliser 50@gpdiomie sur un absorbeur dont la
masse était initialement de 3375 g. C’est ce résultat que atilisons comme référence. Notons
que les économies de poids réalisées se transcriventatitent en économies de carburant et en
diminution des émissions de polluants.

5.6.2 Résultats

Compte-tenu des temps de calculs faibles et de I'absenceuierious avons réalisé I'opti-
misation avec EGO (l'utilisation de IAGO était programméggis n’a pu étre réalisée dans les
délais). La prise en compte de la contrainte s'est effeatoéame présenté a la section 2.4.3.

La figure 5.12 représente, dans le plan défini par I'intrugibla masse, les résultats des 120
simulations choisies avec EGO. Il apparait clairementmu@mparaison de I'étude de référence,
les évaluations choisies explorent efficacement la zom#édét, c’'est-a-dire l'intersection entre
le front de Pareto (du probleme bi-objectif de minimisatd®la masse et de l'intrusion) et la
contrainte sur l'intrusion. L'utilisation du budget d’'duations est ainsi plus rationnelle et conduit
a un meilleur résultat. En effet, la solution obtenue posagte masse de 2766 g face a 2886 g
pour le résultat de I'étude de référence.

Sur le plan de la vitesse de convergence, la encore, EGO gmoc@nfiort bien. On constate en
effet sur la figure 5.13 que vingt itérations lui suffisent ptauver un résultat meilleur que celui
de I'étude de référence. Soit un gain en évaluation a istit§uke plus de 85%.

Cette étude constitue une preuve supplémentaire des tzgpdeil'optimisation globale bayé-
sienne, qui se comporte bien en dimension élevée malgrésapce d’'une contrainte.
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FiG. 5.12:Représentation dans le plan masse/intrusion, des résultg évaluations choisis
par EGO (croix) et des évaluations réalisées au court deitiétde référence (points). Les
résultats a gauche du trait pointillé satisfont la contragm’intrusion.

4000 T T T T T T T T T T

3800 7

3600 1

Masse (grammes)

2800

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

2600 1 1 1 1 1
Nombre d’itérations

FiG. 5.13: Meilleure solution (satisfaisant la contrainte) obtenwar [EGO, en fonction du
nombre de simulations réalisées (trait gras). Apres seatgmingt itérations, la méthode
trouve un résultat supérieur a celui issu de I'étude de iée qui avait nécessité 150 simu-
lations (trait en pointillés).
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5.7 Conclusions

Les applications présentées dans ce chapitre confirmeidréit pratique de I'optimisation
bayésienne. En effet, EGO et IAGO ont fait preuve d’'une efftédargement supérieure aux ap-
proches habituellement utilisées (surtout des plans éigempces), dans des contextes d'utilisation
réalistes et malgré un choix naif des paramétres de la emwai Il est certain que ces bons ré-
sultats proviennent de la relative simplicité des fondioencontrées (simplicité constatée, mais
inconnuea priori), qui se sont avérées bien réguliéres. Cependant, il sdétdilene de supposer,
compte tenu de la variété des problémes considérés, qeesaetilicité demeure dans beaucoup
de problémes industriéfé Dans le cas contraire, les performances seront certesinesimmais a
I'image de celles des algorithmes concurrents.

Notons aussi la flexibilité offerte par IAGO puisque les difftés supplémentaires telles la
prise en compte de contraintes ou d’'un bruit sur les résuttas évaluations, I'optimisation de
plusieurs objectifs ou encore I'échec de simulations, reepbpas de probléme majeur.

Sur le plan de I'applicabilité en grande dimension, EGO déneoson efficacité en dimen-
sion 35. Reste cependant a appliquer IAGO a un problémeasimill importera aussi d’étudier
I'intérét pratique des méthodes d’'optimisation robustsentées au chapitre 3.

13| a raison principale en est sans doute que les espaces deaeetsont généralement assez réduits. En effet, les
concepteurs possédent une idée assez précise du systémed cgitfont appel a I'optimisation pour la décision finale.
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Conclusions et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons étudié l'intérét d’'une modi&ispar processus gaussiens pour
I'optimisation globale de fonctions colteuses a évaluetteCapproche est commune a de nom-
breux algorithmes concgus spécifiquement pour fonctionn@résence d'un budget réduit en éva-
luations. Cependant, ils ne tirent pas suffisamment pantodéle et de la méthode de prédiction
gu’on lui associe généralement, le krigeage. C’est polimuas avons travaillé au développement
de l'algorithme IAGO reposant sur le krigeage et sur le ppadeStepwise Uncertainty Reduc-
tion. Ces travaux ont été motivés en grande partie par les presl@ioptimisation rencontrés
chez Renault. Nous avons donc, tout au long de ce mémoirgtdrssir leur variété et proposé des
extensions de IAGO pour y faire face.

Contributions

Notre objectif principal était de mettre en place une méthaabpable a la fois de fonctionner
correctement avec un budget d'évaluations réduit, maisi al)stre suffisamment flexible pour
faire face a la diversité des problemes rencontrés chezuReglus généralement dans I'indus-
trie.

La solution proposée dans ce mémoire est I'algorithme IAG3¢€s extensions), qui repose
sur le critére d’échantillonage de minimisation de 'lECMnSrincipe est de maximiser I'infor-
mation apportée par I'évaluation sur les minimiseur de tecfion objectif, ou, plus formellement,
de minimiser I'entropie conditionnelle des minimiseursst-a-dire I'entropie de la distribution de
probabilité des minimiseurs conditionnellement au résuwle I'évaluation de la fonction au point
candidat. En comparaison, les critéres classiques (etréioybier, le critére de maximisation de
I'El) cherchent & améliorer I'estimation du minimum en éufillonnant la fonction objectif Ia ou
son apparition est la plus probable. Il nous semble plusmaible d’ceuvrer a la diminution de
I'incertitude associée a la position des minimiseurs glab®ar exemple, il peut étre trés colteux
de raffiner cette estimation au voisinage d’'un minimum pi€qui peut trés bien étre local, alors
que quelques évaluations choisies avec 'lECM peuvent seggé’une large part de I'espace de
recherche a une probabilité trés faible de contenir un msgaor global.

Une bonne partie de notre travail (résumée principalemams tés chapitres 1 et 2) est consa-
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crée a la mise au point du mode d’évaluation de I'ECM et de gensions. La plupart d’entre
elles (prise en compte d’'un bruit sur les résultats des étiahs, de résultats d'évaluation du gra-
dient, de contraintes) repose sur le principe du cokrigeggst-a-dire de la prédiction conjointe
de phénomeénes corrélés. Elles sont donc aisées a mettrevea dans IAGO, qui tire, de par
son principe méme, davantage parti de la modélisation marepsus gaussiens, que les autres
algorithmes recensés au chapitre 1.

C’est finalement la flexibilité de la prédiction par krigeagé nous permet de traiter toute la
variété des problémes rencontrés chez Renault. En p@tiaubus avons développé au chapitre 3
une extension de IAGO aux problémes d’optimisation en pi&sele bruit sur les facteurs. La
robustesse de la solution retenue y est mesurée par lamparioe moyenne. Cette vision simple
et pratique de I'optimisation robuste qu’est I'optimisatide la performance moyenne peut étre
utilisée pour choisir ou dépenser le budget en évaluatitmhoix de la solution finalement
retenue pouvant ensuite se faire a I'aide de mesures plpsémsaau probléme considéré.

Pour donner de la substance a nos intuitions quant a I'eitiécde IAGO, nous avons appli-
qué chacun des algorithmes a des simulations du modéleigiawgs leur est commun. Ainsi,
nous avons pu estimer le comportement moyen de chacun tixesrd’'échantillonnage lorsque
I'hypothese gaussienne est satisfaite. Cette procéduwerdparaison nous semble plus pertinente
que le traitement d'un ensemble de fonctions-tests (eksiauenée au chapitre 4). Elle permet
en effet de tirer des conclusions plus fortes, par exempéel4GO fonctionne mieux quUEGO
pour 'optimisation d’'un processus gaussien de covariaocmue lorsque les résultats des éva-
luations sont bruités. Elle constitue de plus une aide euse a la mise au point des algorithmes,
notamment pour le choix du plan d’expériences initial. Egetéthode de comparaison nous a aussi
permis de constater qu’une surestimation des parametras dovariance de Matérn est beaucoup
moins néfaste a la convergence de 'optimisation qu'uns-sstimation. Il faut néanmoins garder
en mémoire que ces résultats ne valent en toute rigueur gudgpoovariance du processus avec
lequel ils sont obtenus. Nous estimons cependant avoisééalffisamment de tests pour montrer
que ces conclusions présentent une certaine généralité.

Fort des conclusions du chapitre 4, nous avons pu traitdrejpeoblemes industriels et dé-
montrer I'intérét pratique de I'optimisation globale baighne.

Optimisation de fonctions colteuses en pratique

Dans ce mémoire nous avons tenté de démontrer que, malgoénialexité des problémes
d’optimisation de fonctions colteuses rencontrés dandustrie, il était possible de proposer des
méthodes ayant une justification théorique et pratique.

Sur le plan théorique, I'algorithme IAGO et ses extensiomgsrapparaissent comme un outil
tres souple, que son co(t calculatoire réserve a des preblambudget d’évaluation tres réduit.
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Quand ce codt devient prohibitif face au colt de I'évaluatitalgorithme EGO peut étre utilisé
en remplacement de IAGO bien gu'il soit moins efficace engés de bruit sur les résultats des
évaluations.

Sur le plan pratique, nous avons tenté de présenter ensjélails le chapitre 5, les difficultés
rencontrées lors d'applications des algorithmes IAGO eDE[Bressort de ces applications que,
mis a part les difficultés liées a 'automatisation de la whale simulation numérique, les algo-
rithmes d’optimisation bayésiens sont capables de foginiplement une réponse satisfaisante
a une grande variété de probléemes d’optimisation rencan@étte réponse est sans doute éloi-
gnée de I'optimum, mais elle reste meilleure et est obtener fus rapidement qu’'a l'aide des
d’'algorithmes plus traditionnels. Ces résultats ont dénéda possibilité de traiter des problémes
d’optimisation aux caractéristiques variées, multi-obfede grande dimension (supérieure a 30),
contraint, en présence de bruit sur les résultats des éwalsat enfin en présence d’erreurs dans
le processus de simulation.

La qualité de ces résultats provient directement de la ip@tes conclusion du chapitre 4, a sa-
VOoir qu’une surestimation des paramétres de régularité podée de la covariance ne dégrade pas
beaucoup les performances de I'optimisation. Ce constat a@n effet permis de nous affranchir
du probléme de I'estimation des paramétres de la covari@bcks les choisia priori suivant une
regle empirique qui s’est avérée satisfaisante pour ldslgmrees que nous avons considéres.

Perspectives

Les travaux présentés dans ce mémoire ne sont que le poiépdet de la construction d’'un
outil pour I'optimisation de fonctions codteuses, utitilapour différents types de problemes par
un utilisateur novice en matiére d'optimisation. La misegoaint d’un tel outil nécessite en effet
encore de répondre a de nombreuses questions.

Tout d'abord, nous avons discuté de I'utilisation pratigieel AGO ou de EGO dans de nom-
breux contextes, mais pour la plupart de ceux-ci, des quesstestent en suspens. En patrticulier,
nous n'avons pas eu I'occasion de traiter un probléme inéudtoptimisation robuste. Il importe
aussi d'étudier avec davantage d’'attention I'impact dsags a des problemes multi-objectifs ou
de l'apparition d’erreurs dans le processus de simulation.

Deuxiemement, le mode d’estimation de I'entropie conditielle des minimiseurs doit encore
faire I'objet d’améliorations. Nous avons en effet propdaés le chapitre 2, un estimateur simple
reposant sur une estimation de la distribution des minmngsd. utilisation d’'un estimateur plus
efficace permettrait peut-étre de diminuer le nombre delativns conditionnelles nécessaires.

Sur un plan plus technique, le paramétrage d’'une méthodbléest automatique nécessite des
regles, nécessairement empiriques (mais reposant suodsislérations théoriques), notamment
pour le choix de I'ensemble des points candidats a I'évalngcardinal et disposition) ou pour
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les parametres de la covariance (chaigriori, estimation, ou mélange des deux approches). Ces
problémes ont été abordés, mais ces questions restenterieeies solutions proposées doivent
étre testées plus avant.

Sur le plan de l'utilisation pratique, insistons une foisples sur les difficultés inhérentes
au couplage entre 'optimisation et la simulation numégigen particulier pour I'optimisation de
parameétres de forme a l'aide de solveurs aux éléments fiaiprableme est aujourd’hui au centre
des préoccupations des éditeurs de logiciels de CAO etitléira résolu dans les prochaines
années. Cependant, il est clair que cela reste un frein majaunise en place dans l'industrie des
méthodes proposées.

Enfin, concluons sur l'intérét, pour la conception de syserwomplexes a simuler, de I'uti-
lisation conjointe des deux idées sous-jacentes a IAGO rddigtion par krigeage et I'approche
SUR. En effet, le krigeage, de par sa simplicité, ses fondésribéoriques et sa flexibilité (c’est-a-
dire la possibilité de modéliser avec la méme simplicitégyesemes observés avec ou sans bruit,
des systéemes comportant des sorties corrélées ou encatan@’ledes dérivées) nous apparait
comme un outil de choix dans ce contexte. L'approche SUR senthle, quant a elle, adaptée
aux problemes d’apprentissage avec un budget réduit edagions (comme en témoignent les
utilisations qu’en ont faites, dans des contextes tregmdifits, Vergassola et al., 2007 ; Geman et
Jedynak, 1995) et en particulier aux problemes soulevémmgamception. Grace a la prédiction
par krigeage, nous I'avons mise en ceuvre pour I'optimisa@dzquez et Piera Martinez (2006)
I'utilisent pour I'estimation de la probabilité de défaifice d’'un systéme.
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ANNEXE A

PREDICTION PAR KRIGEAGE

A.1 Choix d'une fonction de covariance

Choisir une fonction de covariand€-,-) adaptée a la modélisation d’'une fonction donnée
f est une question centrale a l'utilisation du krigeage. @dpat, comme nous l'avons vu au
chapitre 4, les algorithmes proposés sont relativemenisteb a une surestimation des paramétres
de la covariance de Matérn. Cette section sera donc assez, btéous renvoyons aux références
gu’elle contient pour davantage de détalils.

A.1.1 Classes de covariances

La théorie asymptotique du krigeage (Stein, 1999) monimgpbrtance du comportement de
la covariance a l'origine. Ce comportement est en effet lig¢ @érivabilité en moyenne quadra-
tique du processus. Par exemple, si la fonction de covariastcontinue a 'origine, alors le pro-
cessus est continu en moyenne quadratique. Ainsi, lesiaagas classiquement utilisées (telles
I'exponentielleh — a?exp(—6|h|%), le produit d’exponentielles, ou la polynomiale), infininte
dérivables a l'origine ne permettent pas la description rdegssus dont les trajectoires ne sont
pas analytiques. C’est pourquoi Stein (1999) conseillglisation de la classe de covariance de
Matérn, qui offre la possibilité de contréler la régulagtéorigine a I'aide d’un unique parametre.
Cette classe de fonctions peut étre paramétrée de la manivante :

2 vi2n\ "’ ov1/2h
(A1) k(h):zvfr(v)< 5 ) f@( 5 )

avecv le paramétre qui contréle la régularifggui représente la portée e@f la variance k(0) =

0?). La figure A.1 présente l'influence desur la fonction de covariance et la figure A.2 son
influence sur les trajectoires. Un choix soigneux des paraséle la covariance semble donc
indispensable pour une modélisation de qualité.
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FiG. A.1: Covariance de Matérn avge= 0.5, 6° = 1. Le trait plein correspond & = 4, le
trait mixte av = 1 et le trait en pointillés & = 0.25.

FiG. A.2: Trois trajectoires d’'un processus gaussien de moyenne mullni d’'une cova-
riance de Matérn. Les conventions graphiques sont ideaticu celles de la figure A.1 :
v = 4 pour le trait plein,v = 1 pour le trait mixte et> = 0.25 pour le trait en pointillés.
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A.1.2 Estimation des parametres

Les parameétres, pour une classe de covariance donnéenpétreschoisis priori ou estimés
a partir de données expérimentales. En géostatistiquie, estimation est réalisée en étudiant
la correspondance entre la covariance empirique et sa iwatigh (Chiles et Delfiner, 1999).
Dans d'autres domaines, c’est la méthodevdhdation croisée(Wahba, 1998) ou la méthode
du maximum de vraisemblance (Stein, 1999) qui sont les phyda@yées. Il n'existe pas a notre
connaissance de preuve de la supériorité d'une approchiesaleux autres. Aussi utiliserons
nous, pour sa simplicité et sa généralité, la méthode durmaride vraisemblance.

Maximum de vraisemblance

Considérons la loi jointe du vecteur gaussien des obsensdfi, et supposons la moyenne
m(Xx) deF connue. L'estimateu® par maximum de vraisemblance du vect8ufes paramétres de
la covariance s’obtient alors en maximisant la log-vraiskamce

(A.2) |(fn,0) = —g log 2t— :—ZLIog detk (8) — %fIK(B)’lfn.

Lorsque la moyenne dé(x) est inconnue, on peut par exemple utiliser, et c’'est le cas les
exemples de ce mémoire, le maximum de vraisemblance restgein, 1999).

Maximum de vraisemblance restreint

Supposons que la moyenne Hes'écrive m(x) = BTp(x). Si le vecteur3 n'est pas connu
a priori, il est néanmoins possible d’estim@ren considérant la vraisemblance d'un vecteur de
contrastes, c’est-a-dire d’'une combinaison linéaire dseKvations dont la distribution jointe ne
dépend pas d@. De nombreuses simulations numériques (cf. par exemplécliftexWilson,
1989) ont démontré la supériorité de cette approche, péegogialement par Patterson et Thomp-
son (1971), sur une estimation conjointe, par maximum disemablance, d@ et 6.

Pour calculer la vraisemblance des contrastes, consigléron

Yn=(In—P(PTP)PTFp.

Y, est gaussien, et il est aisé de vérifier que sa moyenne est Bmlrevanche, obtenir sa co-
variance et la log-vraisemblance qui en découle se révak faktidieux. McCullagh et Nelder
(1989) I'écrivent sous la forme suivante :

(A3) 1(yn8) = —”—;' log(2) — %Iog detK (8)} % logdetfW (8)}

- %VI{K (8)™' —K(8)"'PW(8)*PTK(8) "}y,

avecW (0) = PTK (8)~1P. L'estimation deB par maximum de vraisemblance restreint est ensuite
obtenue par maximisation de (A.3).
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A.2 Prédiction d'un processus convolué

Pour prédireM(x) = F * pe(X), nous avons vu au chapitre 3 qu'il était nécessaire de eslcul
ou d’approcher

kv (X, y) = [K(-,-)  (Pe () (e ()] (X,¥),
et
kur (X,Y) = K(-,y) * pe (%)
Supposons le brug gaussien de loi

exp—%uTZEu

1
Pe(U) = 7(2]_[)(1/2\/@
avecX; la matrice de covariance supposée diagonale (ncﬁ@ntes éléments diagonaux). Dans
cette section, nous décrivons un moyen d'appro¢ieet kyr lorsquek est une covariance de
Matérn. .
Commengons par le cas plus simpleloést une covariance gaussienkén| = a?exp ).
kvr est alors gaussienne, non isotrope, et s'écrit a l'issuaudiEgiges manipulations simples

1
kv (X,Y) = Ofe exp(—é(x—y)TRQlF (X—Y)> ;

avec

2 o?

OMF = —————F77——
d 20¢ i
Miz1y/ 2 +

etRyt une matrice diagonale d’éléments diagonaux

(A.4)

(A.5) Ll 1p2 Vie[1:d].

p? 1+

20¢

km(X,Y) = kmr (-,Y) * pe(X) est elle aussi gaussienne, en tant que produit de convoldtime
covariance gaussienne, et ses parameétres s'obtiennedepaxpressions similaires a (A.4) et
(A.5).

Si I'on suppose désormais gleest une covariance de Matérn de paraméfres|v, p, o], il
n'est plus possible d’obtenir d’expression analytiquergguetkyr. En revanche, il est [égitime
de tenter de les approcher par deux autres covariance denatparametre8y = {vm,Rm,0m }
etOur = {Vmr,RwmF,Omr }. Remarquons que pour faire face a I'anisotropie de ces ieovas,
la portéep a été remplacée p&, une matrice diagonale rendant compte des disparités teepor
suivant les directions. Ainsi, 'approximation #gr(x,y) s’écrit

2
Omr

T (var) (2\/VMF(X—.\/)TRWF (X—y)>VMF %y (2\/VMF(X—y)TRWF (X—y)> :
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Reste a déterminer commeBy; et Oy vont étre estimés.

Tout d’abord, il faut remarquer que lorsque la régulaviténd vers I'infini, une covariance de
Matern de paramétresy, R, 0} tend vers une covariance gaussiemiexp{—(x —y)TR™1(x —
y)}. Ainsi, si 'on suppose qué&ur est effectivement une covariance de Matern, atnys et
Rmr s’obtiennent grace a (A.4) et (A.5). La régulantgr est ensuite choisie pour que le hessien
a l'origine de I'approximation déwyr corresponde a celui estimé numériquement. En effet, le
hessien d’'une covariance de Matérn de paramir&s o] s'écrit a I'origine comme

2VR—1

—2
o v—-1

(Cette relation est obtenue, apres calcul, grace a deuxigtépdes fonctions de Bessel

(A.6) 7.(\)(U) = —%Ky-1(U) — EKV(U) Vu> 0,
et
(A7) W lg, 1 (u) — 2 Irv-1).

km(X,Y) = kmr (-,Y) * pe(X) est ensuite obtenue en itérant le processus. La figure As@imie
I'approximation dekyr ainsi obtenue.

Avec cette approche, il est donc possible de préiira I'aide d’'une covariance de Matern,
sans augmentation significative de la complexité, puidguet kyg peuvent étre déterminées
priori moyennant une estimation numérique de leur hessien aitierig
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K.kvmr

FiG. A.3: (partie supérieudek (trait pointillé), et kyg (trait plein). (partie inférieurg kyg
(trait plein), approximation gaussienne dggkdont les parametres sont donnés fAr4) et
(A.5) (trait en pointillés courts), et approximation par une coaace de Matern (trait en
pointillés longs).
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ANNEXE B

EXTENTION DU KRIGEAGE A LA PREDICTION DE
PLUSIEURS PHENOMENES CORRELES

B.1 Cokrigeage

La méthode appelékrigeaggvoir par exemple Chilés et Delfiner, 1999) permet d’effectu
une prédiction lorsque 'on dispose d’observations deiplus phénoménes corrélés. Considérons
ainsigfonctionsfy, ..., fq définies suiX. On peut par exemple vouloir prédifg(x) (x € X) a partir
de résultats d'évaluation, (x;), i = 1,...,n (a,qj,...,an € [1:q]). Le principe reste identique
au cas ou la fonction observeée est la fonction prédite. Lastifans fy, ..., f; sont modélisées
par g processus, ..., Fq gaussiens de moyennes nulfest I'on cherche parmi les éléments de
vec Fy, (X1), ..., Fa,(Xn)} le prédicteur non biaisé a variance minimale. Ce derniet géarire

o0 = 5 D00, ).

et le vecteui\y (x) des coefficients s’obtient par résolution du systeme Ine€ai

Kayap (X1,X1) Koy ap(X1,X2) -+ Koyan (X2, Xn) Ka.ay (X X1)
(B.l) kﬂz,Gl(.XZ»Xl) kOlz,Gz(.XZvXZ) kﬂz-ﬂn(x2>xn) Aq (X) _ kOl,Gz('X>X2) ’
kﬂn,dl(xmxl) kO(n,Gz(Xan2) s kqn-,Un(Xn?Xn) kq’qn(X,Xn)

oukij(--) ((i,}) € [1,q]?) désigne la fonction de covariance erfireet Fj. On obtient ensuite la
variance de 'erreur de prédiction comme

(B.2) E [Fa(X) — Fa ()] = Ka.a (%,X) — Ag () TKq (X),

1Cette hypothése est faite pour simplifier les équationsstillae encore possible d'écrire ces moyennes comme
combinaisons linéaires de fonctions connues.
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B. Extention du krigeage a la prédiction de plusieurs phéatoes corrélés

avec
Koo (X, X1)
ka(X) — Ka,a, (X, X2)

Kat,atn (X, Xn)

Remarque B.1 Remarquons que I'on se raméne tres simplement au cas dtageggen inter-
prétant I'indicea comme un parametre supplémentaire. On s'intéresse alg®eessus (a,X)
(défini sur[1,q] x X) et a sa covariande([i,x],[j,Y]).

Cette approche est naturellement intéressante quandéesya modéliser comporte plusieurs
sorties et que I'on souhaite utiliser d’éventuelles catiéhs entre elles. On peut en particulier ci-
ter, dans le cadre de I'optimisation de fonctions colteulatdlisation simultanée de modéles
physiques de qualités différentes. Par exemple, les siiongad’écoulement utilisées pour 'opti-
misation du conduit d’admission (section 5.3) ont été mefésju’'a parfaite convergence. Mais
si I'on avait choisi d'arréter la simulation aprés quatris fmoins d’itérations du solveur, le résul-
tat aurait été relativement proche de la solution apresezgewce, en tout cas suffisamment pour
étre utilisable pour I'optimisation. En allant plus loinpyrquoi ne pas utiliser ces simulations
incomplétes pour quadrupler artificiellement le budget euations ? L'appel aux simulations
complétes peut alors servir uniguement a la fin de la reckguohlir identifier avec précision un
minimiseur global. L'utilisation du cokrigeage pour I'apisation dans ce contexte, déja proposée
chez Jones et al. (1998), connait actuellement un engotwémpeortant sous le nom d’optimisa-
tion multi-niveaux (oumulti fidelity en anglais, cf. Huang et Allen, 2005 ; Gano et al., 2005)).

Cependant, malgré des travaux prometteurs (Kennedy etdaia2000), il nous apparait
aujourd’hui que ce type d’approche est inapplicable darsoteexte d’'un budget d’évaluation
réduit. En effet, le choix de la covariance, déja complexa pprédiction d'un processus unique,
devient réellement problématique puisqu’il faut maintgnaodéliser les corrélations entre les
processus, ce qui impligue de nombreux parametres suppléimes a choisir ou a estimer. Le
budget en évaluations a beau augmenter avec I'utilisateenndodéles peu colteux, le nombre
de parametres a estimer augmente lui aussi, et sans dowelesproportions trop importantes.
Ce constat est a nuancer si la connaissanpeori des relations entre les différents niveaux de
simulation est importante (sans doute rare en pratiquedi lan ne s’intéresse qu'a deux ou trois
de ces niveaux.

Dans la suite, nous nous intéresserons a d'autres apptisadu cokrigeage, qui, cette fois, ne
nécessitent pas I'estimation de parameétres supplémestair

Remarque B.2 Sil'on souhaite générer des simulations conditionnelies, (a € [1 :q]) sur
G, la procédure de conditionnement par krigeage décrite ldagexction 2.2.1 s’applique encore,
a la différence qu’il est désormais nécessaire de génésesigrilations non conditionnelles de
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Fua surG, mais aussi de les générer conjointement a des simulat®Rg @;),i = 1,...,n. Ainsi,
si 'on considereZy, ..., Zy des processus gaussiens de moyennes nulles de méme leigamt
F1,...,Fq, il est possible de générgy(x) une simulation conditionnelle d&(x) (Vx € G), a partir
d’une simulation non conditionnellg (x) de Fy conjointe aux simulations(a;)(x;) deZ(a;)(x;)
(i=1,...,9), en appliquant

Zdl(xl) - fC(l(Xl)
(8.3) () =200+ (Aaz(®) ... Aan(®)) :
Zay (Xn) = fay(Xn)

B.2 Prédiction al'aide d’'observations bruitées

L'application la plus courante du cokrigeage est la prisecempte d’'un bruit additif sur
les résultats des évaluations. Supposons en effet qudu&iem def en x produise une réa-
lisation f°PS(x) de la variable aléatoir€°°S(x) = F(x) + b(x), ot b(x) est un bruit blanc, in-
dépendant dé, de varianceo%(x) et de loi connue ou paramétrée (on peut alors estimer ses
paramétres conjointement avec ceuxkileAlors la covariance entrE et F°PS est simplement
(X,y) — K(X,y) + 8—y02(x), et les coefficients du prédicteur par krigedge) = A(x)TF3>s de
F a partir des résultats bruités d’évaluatiegPs s’obtiennent par résolution d’un systéme linéaire
similaire au systéme (1.7) dans le cas non bruité

(B.4) ( K+Tcg P > ( A(X) ) _ ( k(X) >
PT 0 H(x) p(x)

aveco? une matrice diagonale contenarg(xy), ..., 02(Xa). La variance de I'erreur de prédiction
s’obtient toujours grace a (1.8).

Remarque B.3 Cette méthode se généralise simplement au cas d’'un bolisefvation coloré.
Il suffit en effet de connaitre, ou d’estimer la covariancebduit et d’appliquer les équations du
cokrigeage (cf. par exemple Vazquez et Walter, 2005).

B.3 Prédiction jointe de f et de ses dérivées

Une application importante du cokrigeage est la posshilé prédire conjointement une fonc-
tion et ses dérivées (cf. par exemple Vazquez et Walter,)26Qr décrire le principe de I'ap-
proche, supposons pour simplifier la présentation §ue R. L'extension au cas multidimen-
sionnel ne pose pas de difficultés particulieres et sereepréglans le cas de la prédiction des
composantes du gradient a partir d'observations.de
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0.4 . . . . . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

FiG. B.1: Prédiction par krigeage en présence de bruit sur les réssilies évaluations. La
prédiction (trait gras) n’interpole plus les données (a&sj et les intervalles de confiance a
95% (matérialisés par les traits pointillés) ne se rédutggus a une valeur unique aux points
d’évaluation. Les traits fins présentent quelques exeng@esmulations conditionnelles de
F.

Notons, si elle existe:(}) |a dérivéej-ieme deF en moyenne quadratiofieil est immédiat
de vérifier que

(B.5) (i, j) € N?, covfF D (x),F)(y)] = (=)' K*T (x —y).

Grace a cette relation entre les dérivéesd# est possible d'utiliser les équations du cokrigeage
pour prédire une dérivée dea partir d’évaluations simultanées @@t de ses dérivéés

En pratique, cette technique est surtout utile pour la pti&adi du gradient et pour la prédiction
al'aide de résultats d’évaluation du gradient. Ce derrasrde figure est utilisé en particulier pour
prendre en compte des connaissarecpsiori sur la physique du systeme.

Remarque B.4 Notons que le cokrigeage permet d'estimer les dérivéesgdaisx bruités, ce
qui est un probleme délicat en traitement du signal.

Détail des équations pour la prédiction du gradient

Dans cette section, nous abandonnons I'hypothése unidiorerelle et détaillons les calculs
nécessaires a la prédiction des composantes du gradieaida He résultats d’évaluations de
f lorsque la covariance utilisée est une covariance de Ma@®s calculs peuvent étre aisément

2| a dérivabilité a I'ordrej en moyenne quadratique est assurée par une fonction deacmey+ 1 fois dérivable

sur la diagonale. St posséde, et c’est le cas ici, une covariance de Matérn il dafchoisirv > j + 1.
3Dans le cas multidimensionnel, une relation de ce type deenenais sa forme générale est nettement plus lourde.
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adaptés a la prédiction dea partir d'évaluations simultanées fiet de son gradient (les équations
qui suivent s’en trouvent cependant bien alourdies).

Soitse [1:d], pour toute fonction dérivabig: X — R, notonslgyg := a‘% la dérivée partielle
de g par rapport a la-iéme composante de De méme, pour un process@sindexé surX et
dérivable en moyenne quadratique, notdi3g la s-ieme composante du gradieiG de G. La
prédiction par krigeage deFg(x) a partir deF, s’obtient alors par simple application de (B.1)
comme

(B.6) OFs (x) = ONg ()" Fo,

avec le vecteurlAg (x) solution du systeme linéaire

K P OA Ok
P 0 Ogg (%) Opjg(x)
ou g (x) est un vecteur de coefficients de Lagrange et

(B.8) Dk[s] (X) = [COV(F (X]_), DF[S] (X)), O COV(F (Xn), DF[S] (X))]T

est le vecteur des covariances erifeg (x) etFs.

La notation[Jk g (x) est cohérente avec notre notation des dérivées. En effes] tisé de
vérifier que

ok 2

(B.9) covF(x),0Fg(y)) = %(x,y) V(x,y) € X°.
Ainsi, kg (x) est effectivement la dérivee dgx). Plus généralement, (B.7) peut étre obtenue
directement en dérivant les équations du krigeage (1.7)Agt(x) est effectivement la dérivée de
A(x) (cette correspondance fonctionne aussi poug (x), Opjg (X) et le[s]).

On peut aussi vérifier aisément que

2k

(B.10) coVOFg(x), OFy (y)) = ai(x,y) V(x,y) e X2etvV1<st<d.
X0

La variance de I'erreur de prédiction s’obtient donc par

(B.11) E [OFg(x) — OFg(x)] 2_ (%,X) — ONg(x) T Okg (X) — Opyg (x)TDp[S] (X).

aZX[S]
Le calcul des coefficients du krigeage par (B.7) et de la madade I'erreur de prédiction par

(B.9) (la figure B.2 présente un exemple en dimension un)ieegdonc le calcul du gradient

et du hessien de la covariankg,-) de F, que nous avons supposée isotrope et appartenant a

la classe des covariances de Matern. Rappelons que cetiérdgpeut s’écrire en fonction de
= x|

p
2

k(x,y) =k(r) = Z"TF(V)

rV &y (r).

143



B. Extention du krigeage a la prédiction de plusieurs phéatoes corrélés

Ainsi, les composantes du gradient s'écrivent

ok or
B.12 ——Xy) = K(r),
(B.12) yg Y (1)

et celles du hessien

9%k gy OO 9r
OXyYys Oy OXy XY

(B.13) k(r)

A l'aide de la propriété (A.6), on obtient

k(r) = 9 (r)
T () v
et

il( o 02 v v-1

(r) _zvflr(v) [r KV*Z( ) =T val(r)] :
(B.12) devient alors
O'2V1/2 Xig — Y|

(B.14) covF (x), OFg (y)] S TS v () Yx £y,

T2 e x—y|

et I'on définit par continuité cd¥ (x), OFg (x)] =0, puisquer’ 4, _1(r) — 2-1r(v—1). De
r—
maniére similaire, on obtient pour (B.13)

(Bl5) CO\{DFM (X), DF[S] (y)] =

(X —Yig) (X — Vi) | 2v¥/2; 4y ..
xylr | e KT

lorsques #t, et

W (xg —Yig)? i Y2 [(xg —yig)2 = x=y 7] ;
B.16) coVUFg(x),0F =———"—"2K(r)+ k(r
lorsques =t. On obtient ensuite par continuité
0 Si S#t
coV[Fy (x), OFg (x)] = { oty :
Sy Sinon

Cette derniere expression est suffisante pour calculerianee de I'erreur de prédiction du gra-
dient.
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(@)

07 0.8 09 1

-8 . . . . . .
0 01 02 03 04 05 06
X

FiG. B.2: Simulations (traits fins) de Ea) et de FV (b) conditionnellement aux résultats des
évaluations de f (carrés). Les traits en gras sont les ptéatis par krigeage de la fonction
et de sa dérivée tandis que les traits pointillés représanites intervalles de confiances a

95% pour ces prédictions.
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Résumé — Cette thése traite d’une question centrale dans de nomipreliémes d’optimisation, en parti-
culier en ingénierie. Comment optimiser une fonction loeste nombre d’évaluations autorisé est trés limité au tegar
de la dimension et de la complexité du probleme ? Par exemopégue le budget d’évaluations est limité par la durée
des simulations numériques du systéme a optimiser, il pastare de devoir optimiser trente paramétres avec moins
de cent évaluations. Ce travail traite d’algorithmes dioj#ation spécifiques a ce contexte pour lequel la plupast de
méthodes classiques sont inadaptées.

Le principe commun aux méthodes proposeées est d’expleeurbpriétés des processus gaussiens et du krigeage
pour construire une approximation peu colteuse de la fumétbptimiser. Cette approximation est ensuite utiliség po
choisir itérativement les évaluations a réaliser. Ce chstdicté par un critére d’échantillonnage qui combineeectie
locale, & proximité des résultats prometteurs, et reclkeagtdbale, dans les zones non explorées. La plupart desesrité
proposés dans la littérature, tel celui de I'algorithme E@Our Efficient Global Optimizatioyy cherchent a échan-
tillonner la fonction la ou I'apparition d’un optimum estgée la plus probable. En comparaison, I'algorithme IAGO
(pourInformational Approach to Global Optimizatiprprincipale contribution de nos travaux, cherche & masgémia
quantité d'information apportée, sur la position de I'apiim, par I'évaluation réalisée.

Des problématiques industrielles ont guidé I'organisatle ce mémoire, qui se destine a la communauté de I'op-
timisation tout comme aux praticiens confrontés a des fonsta I'évaluation colteuse. Aussi les applications in-
dustrielles y tiennent-elles une place importante toutroenta mise en place de I'algorithme IAGO. Nous détaillons
non seulement le cas standard de I'optimisation d’une fonc€elle, mais aussi la prise en compte de contraintes, de
bruit sur les résultats des évaluations, de résultats ligtran du gradient, de problémes multi-objectifs, ou eaco
d’incertitudes de fabrication significatives.

Abstract — This dissertation is driven by a question central to mamgtrial optimization problems : how
to optimize a function when the budget for its evaluationasesely limited by either time or cost? For example,
when optimization relies on computer simulations, eaclntakeveral hours, the dimension and complexity of the
optimization problem may seem irreconcilable with the ea&ibn budget (typically thirty parameters to be optimized
with less than one hundred evaluations). This work is deltdeoptimization algorithms dedicated to this context,
which is out of range for most classical methods.

The common principle of the methods discussed is to use @aussocesses and Kriging to build a cheap proxy
for the function to be optimized. This approximation is thesed iteratively to choose the evaluation points. Thisaoi
is guided by a sampling criterion which combines local seanear promising evaluation results, and global search,
in unexplored areas. Most of the criteria proposed over #as; such as the one underlying the classical EGO (for
Efficient Global Optimization) algorithm, sample where timum is most likely to appear. By contrast, we propose
an algorithm, named IAGO for Informational Approach to GibDptimization, which samples where the information
gain on the optimizer location is deemed to be highest.

The organisation of this dissertation is a direct consecgi@f the industrial concerns which drove this work. We
hope it can be of use to the optimization community, but méstlloto practitioners confronted with expensive-to-
evaluate functions. This is why we insist on the practica asIAGO for the optimization of functions encountered
in actual industrial problems. We also discuss how to haodiestraints, noisy evaluation results, multi-objective-p
blems, derivative evaluation results, or significant mantifring uncertainties.
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