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Introduction générale

La conception d’'une structure mécanique nécessite généralement 1’élaboration d’un
modéle de connaissance construit a partir des données géométriques et matérielles.
Il permet notamment d’appréhender de maniére qualitative et de prédire numérique-
ment le comportement structurel. Réduisant le nombre de prototypes nécessaires et
donc les cotits de conception, cette étape de simulation est largement répandue aujour-
d’hui, facilitée par ’explosion ces 30 derniéres années des moyens informatiques mis a
la disposition des ingénieurs. La technique de modélisation la plus courante consiste
a discrétiser la structure continue en un nombre fini d’entités élémentaires spatiales
de forme géométrique simple interconnectées par des noeuds a leurs sommets afin de
former un modéle éléments finis. Dans le domaine linéaire, on exploite essentiellement
les modeéles éléments finis & des fins d’analyses statiques, c’est a dire ’étude de la ri-
gidité de la structure, et plus particulierement d’analyses dynamiques, ot 'on étudie
le comportement vibratoire de la structure ainsi que sa réponse a diverses excitations
extérieures. Les principaux objectifs de ’analyse dynamique consistent en I’améliora-
tion du confort acoustique et le controle des niveaux vibratoires pouvant entrainer une
instabilité structurale, une fatigue prématurée ou une destruction d’équipements de la

structure.

Un modéle fiable?

La précision et la fiabilité d’'un modeéle éléments finis dépend de la qualité de I'estima-
tion des parameétres introduits. En premier lieu, on cherche donc & respecter au mieux
la géométrie de la structure ainsi que les caractéristiques des matériauxr employés. La
compatibilité des outils logiciels actuels permet de générer un maillage éléments finis a
partir du dessin de définition réalisé sur ordinateur. Les formes et géométries les plus
complexes peuvent étre fidelement reproduites dans le modéle. Ce respect des données
géométriques demande une grande finesse de maillage. Par exemple, dans un véhicule,

la stabilité en comportement de toles planes est assurée par des nervurages: la taille
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des mailles employées et le respect de la géométrie des nervures influencent considéra-
blement les prédictions dynamiques en terme de formes globales. Ainsi, parallélement
a ’essor de la puissance de calcul, voit-on apparaitre des modéles de trés grande taille
(de T'ordre du million de degrés de liberté) respectant fidelement la géométrie de la

structure.

Cependant, il est difficile d’estimer a priori certains paramétres du modéle notam-
ment au voisinage des zones de jonction des assemblages mécano-soudés (dans les-
quelles on soupgonne des comportements fortement non-linéaires). De méme, la prise
en compte des contraintes internes induites lors des opérations de mise en forme et
d’assemblage de la structure est délicate. Ainsi, quels que soient le raffinement et 1’at-
tention apportés a la modélisation, il convient d’ajuster ces paramétres afin d’obtenir
un modele significatif, proche de la réalité physique de la structure. Cette procédure
de correction, étape que I’on nomme recalage de modéle, nécessite la réalisation de me-
sures sur la structure. Un modele recalé, validé vis-a-vis de ’expérience, peut ensuite
étre utilisé pour des prédictions de comportement global de la structure sous différents
cas de chargements, dans différentes configurations, condition impérative pour engager

une procédure d’optimisation de la structure.

Un modéle réduit?

Ainsi, la recherche de fiabilité des modeéles conduit & 1’élaboration de modeéles fins de
treés grande taille, peu maniables dont on réajuste vis-a-vis de résultats d’essais cer-
tains paramétres impossibles & estimer a priori. La réduction des modéles éléments
finis dynamiques répond naturellement & cet impératif de fiabilité. Quelle que soit la
taille du modele discret, on s’intéresse généralement au comportement dynamique dans
une bande basses ou moyennes fréquences comportant quelques centaines de modes.
La transformation du modele décrit spatialement dans le ”sous-espace modal” d’étude
conduit & un modéle comportant un nombre réduit de coordonnées utiles tout en préser-
vant la qualité de prédiction: cela induit une réduction importante des cotits de calcul
et de stockage. De plus, 'usage d’une technique de réduction en coordonnées physiques
permet 1’adaptation de données issues du calcul aux mesures obtenues sur la structure
et facilite les procédures d’ajustement des paramétres du modéle. De méme, ’emploi de
bases de réduction robustes vis-a-vis de modifications paramétriques du modeéle génére
des modeéles réduits aptes a des réanalyses approchées utiles et économes d’un point de

vue calcul lors de procédures itératives de recalage ou d’optimisation de modéle.

On peut définir quelques spécifications caractérisant un bon modeéle réduit, spécifi-
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cations que nous nous sommes fixées pour ’étude des méthodes de réduction, a savoir :

e une précision de prédiction maitrisée,
e une robustesse vis-a-vis de perturbations de type paramétrique,

e des coordonnées réduites de type physique dans un objectif de couplage ultérieur
avec d’autres modeles (réduits ou non réduits, acoustiques) ou de corrélation avec

les mesures,

e une aptitude au calcul de réponses & des chargements extérieurs.

Les techniques de réduction de modeéles éléments finis ne sont pas récentes: elles
apparaissent en paralléle avec le développement des codes éléments finis dans les années
60-70 afin de répondre & des problémes de capacités de calcul alors limitées. Ces mé-
thodes sont apparentées a la méthode de Ritz qui consiste & projeter les matrices d’état
du modeéle dans un sous-espace défini & partir d’'un nombre réduit de vecteurs de base.
On attribue a Przemieniecki [62] le concept de condensation par sous-structures dédié

a la résolution des problémes d’analyse statique.

La réduction par sous-structuration ou synthése modale répond plus spécifiquement
a une approche de conception par sous-ensembles ainsi qu’a une recherche de modu-
larité et de souplesse de calcul. Cette technique consiste en ’assemblage de plusieurs
modeles réduits indépendamment les uns des autres. Elle est bien adaptée a I’analyse
de structures complexes, composées d'un assemblage de sous-composants, typiques des
secteurs de I'industrie automobile, ferroviaire, navale, aéronautique et spatiale. Ainsi,
chaque sous-contractant, responsable de la réalisation d’un sous-ensemble fournit le
modele réduit de la sous-structure au maitre d’oeuvre du projet qui assure l'assem-

blage du modéle réduit global et les analyses associées.

Dans le secteur automobile, les procédés récents d’assemblage par soudo-collage
(gains en rigidité, en tenue aux chocs, en confort acoustique et en dissipation d’énergie
vibratoire) multiplient les points de jonction sur les modeles associés. Les méthodes
classiques de synthése modale présentent un inconvénient majeur lorsque l'on a affaire a
des structures a fort degré de connectivité: 1’assemblage des sous-structures condensées
est réalisé sur les déplacements de jonction, lesquels pénalisent considérablement le
modéle réduit en terme de taille des matrices réduites. Ces coordonnées de jonction sont
jugées inutiles et redondantes quant a la fiabilité du modéle réduit. On propose une
méthode de synthése modale inspirée de la technique de MacNeal ot ’'on s’affranchit de

la présence de ces coordonnées dans le modeéle réduit. L’originalité de la méthode réside
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dans un procédé d’assemblage des sous-structures condensées basé sur 1’élimination
des efforts de jonction résiduels par une transformation de type ”congruente”. Cette
technique permet I’'obtention d’un modéle réduit sous-structuré exempt des coordonnées
de jonction et ce pour une précision au moins équivalente & celle obtenue avec les

méthodes classiques de synthése modale.

Plan du mémoire

On rappelle dans le chapitre 1 quelques notions de base en dynamique des structures

ou l'on évoque les aspects de troncature modale et de correction statique.

Le chapitre 2 est consacré aux généralités sur les techniques de réduction des
modeles éléments finis tant dans une approche de condensation pure que de sous-

structuration.

On présente dans le chapitre 3 les techniques de réduction les plus classiques sous
une forme unifiée de condensation et synthése modale. On s’assure dans la formulation
des méthodes présentées de la prise en compte d’éventuels chargements externes, de
I’obtention de modéles réduits intégralement exprimés en coordonnées physiques et de
la compatibilité avec 1'utilisation éventuelle de réponses statiques destinées a accroitre

la robustesse des modéles réduits.

Le chapitre 4 est consacré spécifiquement & 1’étude de la robustesse du modéle
réduit par adjonction dans la base de réduction de vecteurs statiques résiduels associés
a un chargement représentatif des modifications paramétriques. Nous généralisons cette
technique a la prédiction de réponses fréquentielles. La démarche employée est présentée
dans l'objectif d’un recalage par adaptation d’un modeéle paramétré de porte de véhicule
a 30 000 degrés de liberté.

Le chapitre 5 est dédié a la méthode de synthése modale proposée, ot 'on détaille
les différentes bases de condensation des sous-structures compatibles avec la méthode
d’assemblage. On illustre les performances de la technique sur 2 cas-tests académiques.
Le principe de réduction a plusieurs niveaux, c’est a dire la méthode de synthése modale
proposée suivie d’une condensation modale en coordonnées physiques, est appliqué a

la prédiction de réponses forcées.

Dans le chapitre 6, on compare les résultats obtenus avec ceux des méthodes clas-
siques sur 2 modeles de structures industrielles de type automobile: un plancher de
charge de 45 000 degrés de liberté et une caisse nue de 450 000 degrés de liberté com-
portant 100 sous-structures. Cette derniére application illustre les performances de la

technique proposée.



Chapitre 1

Relations de base en dynamique des

structures

Nous considérons ici 1’étude dynamique d’assemblages mécaniques a comportement
linéaire. Nous rappelons quelques notions de base sur lesquelles s’appuie 'exposé. Ces
rappels sont extraits des cours de Fillod [27], Lallement [45], Piranda [61] enseignants-
chercheurs au Laboratoire de Mécanique Appliquée R. Chaléat de Besangon (France)
et plus généralement des ouvrages de Clough et Penzien [22], Géradin et Rixen [30] et
Imbert [42].

Concernant la discrétisation des systémes continus par la méthode des éléments

finis, le lecteur se référera aux ouvrages de Bathe [6] et Zienkiewicz [73].

1.1 Hypothéses

Le comportement vibratoire continu de nombreuses structures réelles peut étre généra-
lement modélisé au moyen de systémes discrets, auto-adjoints, dissipatifs et linéaires en
terme de caractéristiques de raideur et de masse. Nous présentons nos travaux dans ce
cadre bien que 'on puisse parfois leur trouver une application sous des hypothéses plus
larges notamment dans les domaines de ’analyse non-linéaire ou I’analyse des systémes
tournants. De plus, on se place dans ’hypothése ot les systémes mécaniques considérés
sont faiblement amortis et conduisent & des modéles diagonalisables.

Dans la suite, les équations matricielles relatives au comportement structurel sont
obtenues aprés les réductions d’ordre relatives aux équations de liaisons de type ciné-

matique et a ’application des conditions aux limites du systeme.
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1.2 Modéle dissipatif linéaire discret du second ordre

1.2.1 Domaine temporel

Le comportement dynamique d’une structure, sous I'hypothése d’un amortissement
visqueux, peut étre représenté par un systéme matriciel différentiel d’ordre N de la

forme:
My (t)+ By (t) + Ky (¢) = f(?) (1.1)

ou les matrices d’état du systeme M, B, K sont respectivement les matrices de masse,
d’amortissement, et de raideur structurelles; ces matrices sont carrées, d’ordre NN,
constantes, réelles, symétriques et définies non négatives; f(t),y (t) sont respective-
ment les vecteurs des efforts appliqués a la structure et des déplacements structurels,

exprimés sur les degrés de liberté du systéme.

Afin de s’affranchir des problémes de couplage par ’amortissement, le probléme
(1.1) peut étre formulé dans l'espace d’état ou espace 2/N. A 'aide d’'une équation
additionnelle de type My (t) — My (t) = 0 ainsi que d’un changement de variable
()T = [ y ()" g )" }, on obtient un systéme matriciel différentiel d’ordre 2NV,

équivalent au probléme (1.1), défini par:
pom] [ew] [-x o] [s0)] [0 »
M 0 i () 0 M 7 (t) 0 '

Uz (t)— Ax(t) = g(t) (1.3)

soit :

R2N2N

ou les matrices A et U € sont symétriques mais de signe indéfini.

1.2.2 Domaine fréquentiel

En régime harmonique stationnaire, par séparation de la variable temps et de la variable

d’espace, les vecteurs d’entrée et de sortie du systéme s’expriment respectivement par :

f@)=rfe, yt) =y (1.4)

ou f et y sont respectivement les vecteurs complexes des efforts appliqués et des dépla-
cements a une pulsation d’excitation w considérée, avec w = 27 fr, fr étant la fréquence
d’excitation et j? = —1.

On notera que I’on utilise souvent une entrée comme référence de phase des entrées-
sorties du systéme. Dans le cas ol les composantes du vecteur des forces appliquées

sont en phase a 7 prés, le vecteur f des efforts est réel.

10



1.3. Solutions des systémes homogénes et propriétés

Les relations (1.4) appliquées a (1.1) nous donnent 1’équation fréquentielle régissant
le mouvement stationnaire d’une structure excitée par une force harmonique a la pul-
sation w:

[K + jwB — w’M] y(w) = f(w) (1.5)
On réécrit (1.5) sous la forme:
Z (w)y(w) = fw) (1.6)

ol Z (w) est 'impédance ou la raideur dynamique du systéme a la pulsation w.

1.3 Solutions des systémes homogénes et propriétés

1.3.1 Systéme conservatif associé

En I'absence d’amortissement et en régime libre harmonique, on associe au probléme
(1.1) le probléme homogene :
[K —w’M]y=0 (L.7)

Ce systéme homogene admet N valeurs propres réelles \, = w?, solutions auxquelles
sont associés N vecteurs propres réels y,. Ces valeurs et vecteurs propres sont habi-
tuellement regroupés dans les matrices respectivement spectrale diagonale A € RVY et

modale Y € RV et vérifient la relation matricielle :
KY —MYA=0 (1.8)
Les solutions propres satisfont les conditions d’orthonormalité suivantes :

YTMY = N

(1.9)
YTKY = NA

ou N € RVN est une matrice diagonale déterminant la norme des vecteurs propres.
En utilisant le symbole de Kronecker, les relations (1.9) s’écrivent :
y?; M Yy = nyéay

1.10
ngyu = nl/w12/60'1/ ( )

Dans la suite de 'exposé, on adopte une normalisation unité (N = Iy).

L’extraction des solutions propres d’un systéme conservatif est couramment réalisée
dans les codes éléments finis. On prédit ainsi les modes propres réels de vibration de

la structure et les fréquences propres associées. La technique usuelle la plus efficace

11
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d’un point de vue calcul est la méthode itérative de Lanczos par blocs avec décalage
fréquentiel [26] [33] [47] permettant d’extraire les formes et fréquences propres dans
une bande de fréquence donnée. On s’intéresse généralement au comportement basse
fréquence de la structure et seul le calcul des premiers modes est effectué. On peut étre
conduit & élargir la fenétre fréquentielle d’extraction lorsque 1’on veut disposer d’une

base de vecteurs de représentation.

1.3.2 Systéme dissipatif

En régime libre, le systéme homogene a (1.1) correspondant a des solutions y(t) = e

est défini par la relation:
[Ms*>+Bs+ K|y=0 (1.11)

Ce polynome & coefficients réels de degré 2N en s admet donc 2N solutions propres
Svy Y-

Dans I’hypothése ot 'amortissement dans la structure est de nature hypo-critique,
les solutions propres sont complexes et apparaissent par paires conjuguées. A chaque
valeur propre complexe s, (5,),v = [1--- N]| correspond un vecteur propre complexe
Yy, (d¥,)-

Les solutions propres du probléme (1.11) satisfont des conditions d’orthonormalité

que 'on met en évidence en passant dans ’espace d’état (1.3):
[A—sU]z=0 (1.12)

ouz! = [yT, syT].

Les valeurs et vecteurs propres du probléme homogene (1.12) sont regroupés dans

les matrices respectivement spectrale a caractére diagonal Sony € C?M2V et modale
X € OV et vérifient la relation matricielle:
AX = UXSon (1.13)
ainsi que les conditions d’orthonormalité suivantes :
XT'UX =D
N (1.14)
XTAX = Doy Son

ol Doy € C?M2N est une matrice diagonale déterminant la normalisation des vecteurs
propres du systéme dissipatif.

En utilisant la notation de Kronecker, les relations (1.14) s’écrivent :

xZUmV = d 04y

(1.15)
rl Az, = d 5,05,
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1.4. Corrélations entre solutions propres complexes et réelles

Compte tenu des particularités des solutions propres, et & ’aide d’un regroupement

D 0
,DQN:[0 ﬁ] (1.16)

adéquat, on peut écrire:

S 0
Son = ol x=
" [OS]

ol gY € CNV est la matrice des modes complexes du systéme dissipatif.

dY d?
s JYS

Dans la suite de 'exposé, on adopte une normalisation unité (Doy = o) .

L’extraction des solutions propres complexes d’un systéme dissipatif est réalisée &
I’aide d’une technique de type Lanczos. Ce type d’analyse nécessite la modélisation de
I’amortissement de la structure. Cette modélisation est le plus souvent délicate & estimer
a priori. En effet, les pertes d’énergie dans une structure se font dans les jonctions
entre les différents éléments de la structure et nous ne disposons pas actuellement de
modélisation de ces dissipations d’énergie. C’est pourquoi les amortissements sont le
plus souvent introduits dans le modele sous forme d’amortissements modaux estimés

ou mesurés sur des structures de méme type.

1.4 Corrélations entre solutions propres complexes

et réelles

Nous supposons ici que la matrice des amortissements généralisés est diagonale, c’est a
dire que la transformation modale permet de diagonaliser les équations (1.1) ou (1.5).
Un amortissement de type Rayleigh (ou amortissement proportionnel) B = agM +
a1 K ou plus généralement issu des séries de Caughey B = M > o [M 1K ]k vérifie
cette propriété. On peut également considérer I’hypothese d'un a’;nortissement de type
modal (hypothese de Basile) défini directement au moyen de coefficients (3, (relatifs a
lamortissement du mode v) dans I’équation du mouvement généralis¢ (1.33) obtenue
aprés transformation modale et vérifiant les relations 3,, = yL By,0,, ou la matrice

d’amortissement visqueux B n’est pas estimée a priori.

1.4.1 Valeurs propres

Sous cette hypothése d’amortissement, et par analogie avec 1’expression de la valeur

propre d’un systéme a un degré de liberté, la valeur propre complexe s’exprime par :

Sy = —a,Ww, + jwy,/1 —a? (1.17)

ol w, est la pulsation propre du mode propre v du systéme conservatif associé et a,, est

le coefficient d’amortissement réduit du mode v (coefficient de surtension @, = 1/2a,).

13
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Pour les structures mécaniques faiblement dissipatives (a2 << 1), on effectue une

approximation sur la partie imaginaire des valeurs propres telle que:

S, R —a,w, + jw, (1.18)

1.4.2 Vecteurs propres

Il existe une normalisation adéquate des vecteurs propres complexes permettant d’éta-
blir une correspondance avec les modes propres réels issus du systéme conservatif sous
I’hypothése d’un amortissement diagonalisable. Afin d’établir ce rapport, il convient de

développer les relations d’orthonormalité (1.14):

YIB Y +S YITM Y+ YTM ,YS = Iy (1.19)
YTB Y +SYTM Y+ YTM YS=0 (1.20)
S dYTM 4Y + dYTK Y =5 (121)
SYTM Y + YK Y =0 (1.22)

On cherche donc a identifier un coefficient de normalisation convenable d/, permet-
tant de satisfaire I’égalité dyy\/@ = 1, entre modes réels et modes complexes issus
d’une normalisation unité.

En imposant dyy\/@ = y,, dans les relations (1.14), on obtient suite au partition-

nement une relation analogue a (1.19):
B+2S=D (1.23)

S et D' étant des matrices diagonales, 3 = YTBY doit étre diagonale, ce qui
correspond a ’hypothése d’amortissements proportionnels.

Soit pour le mode v :
B, +2s,=d, (1.24)

ou encore, compte-tenu de 1’approximation (1.18):
/81/1/ - 2anV + 2jwV == di} (1.25)

Comme :

B, = 2a,w, (1.26)

on en déduit le coefficient de normalisation :
d, =2jw, (1.27)

v =
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1.5. Calcul direct de la réponse forcée d’une structure dissipative

On établit donc la relation (1.28) entre mode réel et mode complexe :

Y = aYvv/ 2jwl/ (128)

Ainsi, sous 'hypothése d’un amortissement diagonalisable, le vecteur propre du
systéme conservatif associé est égal a la partie réelle du vecteur propre obtenu en
multipliant le vecteur propre du systéme dissipatif par \/2jw, (la partie imaginaire
obtenue par cette transformation étant nulle). De plus, on déduit de la relation (1.28)

une propriété intéressante des modes complexes:

R
W= e, 2@,

Les parties réelle et imaginaire d’'un vecteur propre complexe normalisé suivant

(1-37) (1.29)

(1.15) sont égales et opposées sous 'hypothése d’une matrice d’amortissement généra-

lisé diagonale.

Cependant, cette hypothése est rarement vérifiée expérimentalement. Lorsque les
fréquences propres des modes sont trés proches (zones a forte densité modale), on ob-
serve un phénomeéne de couplage des modes du SCA par ’amortissement induit par des
termes extra-diagonaux non négligeables dans la matrice d’amortissement généralisé 3.
Les relations entre solutions propres du systéme réel et les solutions du probléme conser-
vatif associé sont alors plus délicates a établir. On se référera aux procédures établies
par Foltéte [29] et Zhang [72].

1.5 Calcul direct de la réponse forcée d’une struc-

ture dissipative

On emploie les techniques de calcul direct des réponses essentiellement lorsque la
structure présente des non-linéarités (amortissement dépendant de la fréquence par
exemple). En effet, ce type d’analyse directe, ot I’on inverse une matrice de la taille du
probléme & chaque itération ou & chaque pas de fréquence, est trés cotiteux d’un point
de vue numérique.

En pratique, ces techniques ne peuvent étre appliquées que pour des problémes &

trés faible nombre de degrés de liberté.

1.5.1 Réponse temporelle

On obtient la réponse temporelle d’un systéme mécanique dissipatif par une méthode

d’intégration directe de type Newmark [6] [56] [71] du systéme matriciel d’équations
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différentielles (1.1).

1.5.2 Réponse fréquentielle

La réponse en fréquence est obtenue par 'inversion du systéme matriciel (1.6) a chaque

pulsation w:
y(w)=T(w) f (W) (1.30)

ouI'(w) = Z71 (w) est la flexibilité ou la souplesse dynamique du systéme.

1.6 Obtention de la réponse forcée d’une structure

dissipative par superposition modale

Le calcul des réponses par superposition modale est souvent préféré aux méthodes
directes. Le principe consiste & appliquer une transformation modale aux matrices
M, B, K (respectivement les matrices U, A) du systéme a 1’aide d’une base constituée
des N vecteurs propres conservatifs (respectivement les 2N vecteurs propres dissipa-
tifs). En pratique, on utilise une base tronquée & n modes (l'effet de troncature de la
base est abordé dans le paragraphe 1.7) permettant ainsi de réduire 'ordre du systéme
a résoudre (N degrés de liberté initiaux a n degrés de liberté réduits). De plus, si la
matrice d’amortissement généralisé 3 est diagonale, les équations modales du mouve-
ment sont découplées et le calcul de réponse en est simplifié. On distingue donc deux

hypothéses selon le caractére de diagonalité de la matrice d’amortissement généralisé.

1.6.1 Transformation modale

Les accélérations, les vitesses et les déplacements du systéme (1.1) sont projetés sur la

base tronquée des n vecteurs propres du SCA :

§t) =Yq(t), y(t) =Yq(t), y(t) =Yq(t) (1.31)

En utilisant les relations (1.31) dans I’équation (1.1) et aprés prémultiplication par

YT, on obtient :
YT'MYG(t)+Y"BYq(t) + Y 'KYq(t)=Y"f () (1.32)
Compte-tenu des relations de norme (1.9):

IG(t) +Bq (t) + Mg (t) = YT £ (1) (1.33)
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1.6. Obtention de la réponse forcée d’une structure dissipative par superposition
modale

1.6.2 Amortissement généralisé diagonal

Sous cette hypothese, la relation (1.33) conduit & n équations différentielles découplées

de la forme:
Go () + Buudo (t) +wigw (t) =y, £ (¢) (1.34)

ou 3, = 2a,w,.

Réponse temporelle

La solution g, (t) de 'équation (1.34) en régime hypocritique est alors exprimée par
I'intégrale de Duhamel ¢2 () & laquelle on adjoint une solution ¢! (t) dépendant des

conditions initiales:

(0= o [ st =)t () de (1.35)

v

it (6) = |u(0)cos i)+ (LR ) )| oo 13

ol w} = wy\/1— a2, ¢,(0) =y My(0), ¢, (0) = y" M ¥ (0).

On reconstitue la réponse temporelle & 'aide de I'expression :
y(t)=>_ q )y (1.37)
v=1
ot g, (t) = q; (t) + g, (1)

Réponse fréquentielle

A partir des équations (1.4), (1.31) et (1.34), on formule la réponse forcée harmonique

du systéme sous la forme d’'une somme de n fractions rationnelles:

- e f (W)
y(w) = Yoby I (1.38)
VZ:; w?/ — w? +]wﬁyy

soit regroupées matriciellement :

y(w) =Y A+ jwB — 1) YT f () (1.39)

1.6.3 Amortissement généralisé non diagonal

Les équations du mouvement généralisé (1.33) issues de la transformation modale res-

tent ici couplées par la matrice d’amortissement généralisé. On peut soit envisager
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Chapitre 1. Relations de base en dynamique des structures

un calcul direct des réponses, le systéme (1.33) étant réduit a quelques degrés de li-
berté, soit adopter une transformation modale dans 'espace d’état. On utilise alors
la matrice modale X du systéme dissipatif tronquée a 2n modes comme matrice de
transformation, les vecteurs propres étant normés a 'unité Do, = Io,.

La projection des vecteurs d’état sur la base modale est définie par la relation :
z(t)=Xc(t), z(t) = Xc(t) (1.40)

L’équation du mouvement (1.3) dans l'espace d’état devient compte-tenu de la

transformation modale et de la norme employée :
Loy, ¢ (t) — Sanc(t) = X g(t) (1.41)

La transformation modale effectuée dans ’espace d’état permet de découpler les

équations du mouvement. On obtient ainsi 2n équations différentielles d’ordre 1 :
c, (t) — suc, (t) =z g(t) (1.42)

Réponse temporelle

La solution ¢, () de 1'’équation (1.42) est de la forme:
¢
c,(t) = e*'c,(0) +/ el g(r)dr (1.43)

ou ¢,(0) = zLUx(0).

La réponse temporelle z(t) dans I'espace d’état est reconstituée sur la base modale

tronquée du systéme dissipatif:

2(t)=> ¢ (), (1.44)

Réponse fréquentielle

Dans 'espace d’état, la réponse forcée de la structure due a une force harmonique est

exprimée sous forme de fractions rationnelles par ’équation (1.45):

dYv dyy f (O.)) dyy dyyf (w>
= _r = 1.45
y(w) ; p— +; p—y (1.45)
ol s = jw,
soit sous forme matricielle :
y(w)= qY(sl, —S)t YTf(w)+ 4Y(sl,—S)! d?Tf (w) (1.46)
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1.7. Troncature modale et correction statique

Le principe de superposition modale est clairement illustré dans les formulations
(1.38) (respectivement (1.45)) ou la réponse forcée est égale a la somme des contribu-
tions des modes propres du systéme conservatif (respectivement dissipatif).

La réponse forcée en un point d’'une structure au voisinage d’une fréquence propre
dépend de plusieurs facteurs: un facteur de forme propre du mode au point considéré,
un facteur de participation a la réponse des différents modes, caractérisé par le produit
scalaire yI f (respectivement 4y f et 4yL f), pondérés par w? — w? + jwf3,, (respecti-

vement s — s, et s —3,).

1.7 Troncature modale et correction statique

1.7.1 Phénomeéne de troncature modale

Le calcul de l'intégralité des modes propres n’est pas envisageable sur des modeéles
éléments finis de type industriel. Dans le cadre d’'une analyse dynamique classique
basse fréquence, on se contente d’extraire quelques dizaines de modes (les premiers
modes du spectre), constituant ainsi une base modale tronquée.

I’application du principe de superposition modale & I’aide de cette base incompléte
induit une erreur due a la troncature de la base, qui affecte la qualité des réponses
calculées principalement en trés basse fréquence et aux antirésonances. En effet, la
contribution des modes de rang élevé non calculés n’est pas prise en compte dans la
réponse forcée du systeme.

Dans la suite de ’exposé, on définit une partition de la matrice modale du systéeme
conservatif entre p; modes calculés et p; = N — p; modes non calculés (respective-
ment entre modes basses et hautes fréquences) regroupés dans les sous-bases modales

complémentaires correspondantes Y; et Y5 :
Y = [ Y, Y, } (1.47)
et une partition de la matrice spectrale associée :

A O
0 Ay

(1.48)

Afin de limiter I'impact de la troncature sur les réponses prédites, on peut élargir
la base modale calculée Y; compte-tenu d’une bande d’analyse désirée: en général, on
utilise les modes compris dans une bande fréquentielle allant de 1,5 & 3 fois la fréquence

maximale que ’on veut étudier.
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Chapitre 1. Relations de base en dynamique des structures

1.7.2 Procédure de correction statique

Il est plus judicieux d’appliquer une procédure de correction statique [37] [53] afin
de minimiser I’erreur de troncature. Elle consiste & approcher dans la réponse forcée
la contribution des modes non pris en compte dans la base de projection par leurs
contributions statiques. On néglige ainsi dans la réponse forcée les forces d’inertie
associées aux modes de rang élevé devant les forces élastiques.

On explicite la procédure dans le cas d’une réponse & une sollicitation harmonique.
Compte-tenu de la partition définie en (1.47) et (1.48), ’expression de la réponse forcée
(1.39) devient :

y(w) = Yi(AL + jwB; — W 0) Y f (W) 4+ Ya(Ag + jwBy — WP L)Y f (W) (1.49)
En négligeant les termes dynamiques associés aux modes non calculés, on obtient :
y(w) ~ Yiqi(w) + Yo A YT f (w) (1.50)

ot q1(w) = (A1 + jwpy —w?h) Y f (w).

La quantité matricielle YoA; 'Y, est appelée flexibilité statique résiduelle. On la
nomme également matrice des résidus R. On l'obtient en calculant la flexibilité statique

S du systeme:
S=K'!'=vYA'Y? (1.51)

puis en soustrayant la partie statique relative aux p; modes retenus dans la base Y :
R=Y AV =K' - YA (1.52)

Seules les colonnes utiles de flexibilité (et flexibilité résiduelle) correspondant aux
points d’entrées (degrés de liberté d’excitation) sont calculées.

Dans le cas de structure a position d’équilibre indifférente, la matrice de raideur
K présente un défaut de valeur égale au nombre de modes de corps rigide et n’est pas
inversible; la matrice de flexibilité n’existe donc pas. On applique alors une procé-
dure particuliére consistant a définir une pseudo-flexibilité (ou flexibilité filtrée) via un
filtrage du mouvement de corps rigide. Cette opération est décrite en détail dans le
paragraphe 2.6.2. Dans la suite de I’exposé, on note indifféremment S la flexibilité et
pseudo-flexibilité, et R la flexibilité résiduelle et la pseudo-flexibilité résiduelle.

On rappelle que les vecteurs résiduels de la base R sont K et M orthogonaux

vis-a-vis des modes libres de la base tronquée Y :

RKY; = YA YIKY; =0

(1.53)
RMY: = Yo7,V MY, =0

20



1.7. Troncature modale et correction statique

L’expression de la réponse forcée harmonique (1.50) devient :

y(w) >~ Yigi(w) + Rf (w) (1.54)

Cette procédure de correction statique s’applique également au domaine temporel.
La réponse temporelle (1.37) obtenue par superposition modale sur une base tronquée

des p; premiers modes devient :

y() =3 a, () + REC) (1.55)

L’usage de la correction statique garantit une prédiction exacte de la partie statique
des réponses. Cette procédure répond efficacement au probléme de troncature. Le cofit
de calcul des résidus statiques étant limité, on privilégie ’emploi de la correction sta-

tique a I'usage d’une base modale étendue.

1.7.3 Illustrations

Nous présentons Figure 1.1 une fonction de réponse fréquentielle d’une structure libre
dans une bande d’analyse [0 — 70] Hz comprenant 5 modes déformables. On représente
également les diverses contributions modales en déplacement ainsi qu’une réponse sta-
tique résiduelle (associée & la sous-base constituée des 5 premiers modes déformables).

La réponse de référence est calculée directement. On a choisi un amortissement
de type modal B = MY,3,YM construit a l'aide d’une sous-base Yi, elle-méme

constituée de 15 modes déformables dotés d’un amortissement réduit commun de 1%.

Afin de mettre en évidence le niveau des erreurs de troncature modale, on présente
Figure 1.2 les erreurs absolues en amplitude de déplacement de plusieurs prédictions

de la méme réponse forcée harmonique :

e superposition modale sur les 11 modes de la bande d’analyse (dont 6 modes de
corps rigide),
e superposition modale sur les 11 modes de la bande d’analyse (dont 6 modes de

corps rigide), enrichie de la réponse statique résiduelle,

e superposition modale sur une base étendue [0 — 220] Hz correspondant a 3 fois
la fréquence utile (Fu) et comprenant 6 modes de corps rigide et 12 modes défor-

mables.
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Chapitre 1. Relations de base en dynamique des structures

On observe 'effet des troncatures essentiellement au niveau des antirésonnances
de la réponse. Seule I'introduction du terme statique résiduel garantit une prédiction

acceptable de la réponse dans la bande d’analyse désirée de [0 — 70] Hz.
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1.7. Troncature modale et correction statique

Deplacement
10 r T T T T T T T T
[ — Rep. forcee de reference ]
— Contr. des modes rigides .
— Contr. des modes 1 et 2
—— Contr. du mode 3
Contr. des modes 4 et 5
10°F 1
107 F -
10° .
—— Contr. modes 6 a 17
— — Res. stat. (modes > 5)
10—6 1 1 1 1 1 1 1 1

10 20 30 40 50 60 70 80 20 Frle%%ence

Figure 1.1 : Visualisation des différentes contributions modales dans une réponse

fréquentielle
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Deplacement

-2

10 L 1 1 1 1 1 1 1 1

— Rep. forcee de reference

Err. abs. 6 modes R. + 5 modes Def. )
— — Err. abs. 6 modes R. + 12 modes Def. (3Fu) ;
Err. abs. 6 modes R. + 5 modes Def. + Residu]

10-7 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Frequence

Figure 1.2 : Réponse fréquentielle de référence et erreurs absolues sur les prédictions

obtenues par superposition modale
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Chapitre 2

Réduction des modéles éléments

finis

Nous abordons ici les notions de base communes aux techniques courantes de réduc-
tion des modeles éléments finis. Aprés avoir évoqué les domaines d’applications, nous
définissons, dans un souci de clarté de I'exposé, les ensembles de degrés de liberté né-
cessaires & la formulation des méthodes de réduction. Nous avons choisi de présenter les
principes de condensation pure et de synthése modale dans ce méme chapitre. En effet,
la condensation directe est un cas particulier de synthése modale a une sous-structure.
De méme, si I’on se place au niveau de la condensation d’une sous-structure, on peut
considérer les contraintes imposées aux jonctions comme autant de sollicitations ex-
ternes a la sous-structure (analogues a des points d’excitation).

Nous terminerons ce chapitre par une description non exhaustive des différents
vecteurs utilisés dans les bases de réduction.

Les concepts et les méthodes de réduction des modeéles, présentés dans ce chapitre

et les chapitres suivants, sont formulés dans le domaine fréquentiel.

2.1 Domaines d’application

Les techniques de réduction des modeéles éléments finis sont appliquées dans divers
types d’analyse des structures. Elles sont compatibles avec quasiment l'intégralité des
calculs de comportement en statique et dynamique linéaire. De plus, on les utilise
également dans I’analyse de certains problémes non-linéaires et des problémes couplés
multi-domaines (couplage fluides-structures). Enfin, les techniques d’optimisation ou

de recalage de modele font appel a la réduction des modéles afin de répondre aux
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Chapitre 2. Réduction des modéles éléments finis

besoins de réanalyse approchée et/ou d’adaptation calculs/mesures.

2.1.1 Analyses statiques et dynamiques linéaires

Nous recensons les divers types d’analyse linéaire réalisables avec ’emploi de procédures

de condensation ou de synthése modale:

e réponse statique

flambage

extraction des modes réels, complexes

réponse fréquentielle par calcul direct, par superposition modale

réponse temporelle par calcul direct, par superposition modale

2.1.2 Analyses non-linéaires

Il est possible d’utiliser les modéles réduits dans le cadre de 'analyse de structures
a comportement non-linéaire. Par exemple, les prédictions de réponses des systémes
ou la raideur, 'amortissement ou les chargements appliqués a la structure varient en
fonction du temps ou de la fréquence, nécessitent des calculs directs dont le coiit est
souvent prohibitif; réalisés a ’aide des matrices réduites, ces calculs deviennent tout
a fait envisageables [2] [9].

Ainsi, la synthése modale autorise I’analyse dynamique de structures complexes ot
seules certaines sous-structures ont un comportement non-linéaire: les sous-structures
a comportement linéaire sont condensées puis assemblées au reste de la structure avant

I’analyse non-linéaire.

2.1.3 Analyse des problémes couplés

On emploie également les méthodes de synthése modale dans ’analyse des problémes
couplés de type vibro-acoustique, aéro-élastique ou plus généralement d’interactions
fluides-structures. Hormis les réponses statiques et les modes normaux de la structure,
les bases de projection permettant de réduire ces systémes couplés font appel aux
modes acoustiques et aux modes de ballottement. Le lecteur se référera aux ouvrages
de Morand et Ohayon [55] et Ohayon et Soize [59]. D’autres types d’analyse couplée
peuvent étre abordés avec des méthodes de réduction similaires, & savoir les couplages

de nature structure/électromagnétisme (structures actives) et structure/thermique.
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2.1. Domaines d’application

2.1.4 Problémes d’optimisation et de recalage de modéle
Réanalyse

La réduction de modéle s’inscrit naturellement dans les stratégies d’optimisation de
comportements statique et dynamique de structures complexes maillées finement: en
effet, un modeéle condensé ou ”sous-structuré” permet des réanalyses rapides et écono-

miques, approchées ou quasi-exactes du systéme modifié globalement ou localement.

Lors de procédures de recalage a partir de modele réduit, on observe les mémes
facilités de réanalyse au cours des itérations du processus. Dans le cadre de cette réa-
nalyse approchée effectuée a I’aide du modeéle réduit et des bases de réduction initiales,
la robustesse de ces bases vis-a-vis des modifications paramétriques est primordiale et

conditionne la précision du calcul.

Cette notion de robustesse est abordée dans le chapitre 4.

Adaptation

La réduction permet également ’adaptation des données du modele aux données me-
surées sur la structure. Les techniques d’adaptation autorisent I’emploi de procédures
de corrections paramétriques, basées sur la réduction [67] ou 'expansion [40], quasi-
linéaires par rapport aux parameétres (aux erreurs d’adaptation pres).

initial ~v

L’adaptation réalisée par réduction des déplacements issus du modéle yi/o* =
Trioa Y5524 présente des propriétés communes aux techniques d’expansion de données
A exrpansé ~y observé . : S Y ) :
observées yg,.. =~ Thioa YS1eT¢ [64] : la transformation utilisée pour 'adaptation est
une transformation en coordonnées physiques, définie a partir du modéle, & 1'aide de

réponses statiques et/ou de modes normaux (cf paragraphe 2.3.4 et chapitre 3).

2.1.5 Analyse de structures complexes

La synthése modale répond efficacement aux problémes liés & la conception et a I'ana-
lyse de structures industrielles complexes, notamment dans 'organisation de grands
projets ou plusieurs partenaires sont responsables de la réalisation d’un sous-ensemble
constituant. Une approche par sous-structures permet en effet, de par sa nature modu-
laire, de limiter I'impact d’une modification d’un équipement sur I’analyse du systéme

global modifié, réduisant ainsi les cotits de calcul de facon drastique.

27



Chapitre 2. Réduction des modéles éléments finis

2.2 Définition d’ensembles de degré de liberté

Afin de clarifier la présentation des méthodes, nous définissons ici les partitions de I’en-
semble des degrés de liberté. Ces partitions permettent de présenter les formulations de
maniére cohérente et qualifient les découpages vectoriels et matriciels correspondants.
Nous considérons une structure & N degrés de liberté actifs: la réduction d’ordre
associée aux contraintes cinématiques de liaison entre degrés de liberté et aux conditions
aux limites en déplacement a été effectuée.
Les divers sous-ensembles non-exclusifs de I’ensemble n des N degrés de liberté

actifs sont notés:

e j: d.d.l. de "jonction” de la structure
L’ensemble 5 des degrés de liberté de jonction est vide dans une procédure de
condensation pure et n’a d’existence que dans le cas d’une synthése de sous-

structures.

e ¢: d.d.l. internes” a la structure

L’ensemble i est complémentaire & I’ensemble j sur ’ensemble n (i & j = n).

e ¢: d.d.l. "forces externes” (e C 1)
Cet ensemble regroupe les degrés de liberté internes potentiellement sollicitables
au droit desquels une prise en compte statique des chargements est assurée via

des réponses statiques.

e ¢: d.d.l. "complémentaires” (¢ C 1)

L’ensemble ¢ est complémentaire & I'ensemble e sur ’ensemble i (¢ & e = ).

e m: d.d.l. "maitres” (m C c)
L’ensemble m définit les degrés de liberté maitres utilisés lors de transformations

de coordonnées généralisées en coordonnées physiques.

e s: d.d.l. "esclaves” (s C ¢)

L’ensemble s est complémentaire & ’ensemble m sur 'ensemble ¢ (s & m = ¢).

o f: d.d.l "forces” (f Cn)
L’ensemble f regroupe les degrés de liberté de jonction j et les degrés de liberté

de chargement e internes a la structure (f = j @ e).

e r: d.d.l. de "corps rigide”
L’ensemble r regroupe les degrés de liberté permettant de rendre isostatique une

structure présentant des modes de corps rigide.
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2.53. Condensation

e d: d.d.l ”corps déformable”

L’ensemble d est complémentaire & I'ensemble r sur I'ensemble n (d & r = n).

On visualise la partition des degrés de liberté Figure 2.1.

f

Figure 2.1 : Partition des degrés de liberté

Les ensembles f, m, s sont complémentaires (n = f & m @ s).

2.3 Condensation

Le principe de condensation consiste a représenter correctement les comportements sta-
tiques et dynamiques d’un modéle initial & partir d’'un modéle exprimé sur un nombre
réduit de degrés de liberté. Pour cela, il convient d’établir une base de vecteurs de Ritz
puis d’opérer a ’aide de cette base incompléte la réduction des matrices d’état par une
relation de transformation ”congruente”. L’analyse désirée est effectuée a 'aide des
matrices réduites et la solution du systéme initial est obtenue aprés reconstitution de
la solution réduite sur la base de condensation (illustration Figure 2.2). On traite, dans
ce paragraphe, indifféremment de la condensation d’un modeéle ou d’une sous-structure

dans le cadre d’une synthese modale.
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Modéle initial
K, B, M
Entrée / sortie

Ly

Condensation

Modéle condensé
K¢, Be, Mc
Entrée / sortie réduites

Analyse

Expansion

Figure 2.2 : Analyse dynamique par condensation

2.3.1 Projection des déplacements structurels sur une base de
Ritz T

On définit une matrice de transformation singuliére T" entre le vecteur y des déplace-

ments du modele initial et le vecteur ¢ des coordonnées ¢; du modéle réduit :
y =T 4=y Tg (2.1)

La matrice de transformation 7' € R™? (ou ¢ < N) est une sous-base de projection
de rang q. Les vecteurs de Ritz T; sont fréquemment des vecteurs de réponse statique a
un déplacement ou une force imposée et des vecteurs propres issus d’un probléme aux

valeurs propres relatif au modéle affecté d’éventuelles modifications structurales.

Les composantes ¢; du vecteur g peuvent étre des degrés de liberté physiques ou

généralisées.
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2.53. Condensation

2.3.2 Reéduction d’ordre par transformation ”congruente”

La réduction d’ordre du systéme (1.5) est obtenue a I’aide de la relation (2.1) et d'une

pré-multiplication par la transposée de la matrice de transformation 7 :
T" [K + jwB — w’M]| Tq(w) =T f(w) (2.2)
L’équation d’équilibre du systéme condensé (2.2) s’écrit sous la forme:
(K¢ + jwBe — w?Mg] g (w) = fo (w) (2.3)

ol Ko = TTKT, Bo = TTBT, My = TTMT sont respectivement les matrices
condensées de raideur, d’amortissement et de masse. Le vecteur fo (w) = T7 f (w)
correspond au vecteur condensé des efforts appliqués.

Ainsi, le modeéle initial de dimension N est projeté sur le sous-espace de dimension

q, décrit par la transformation 7T'.

Définition Le double produit matriciel TT AT = Ac sera défini comme une relation
de transformation "congruente” de la matrice A par la matrice T (bien que la matrice

T ne soit pas une matrice carrée réguliére).

On réécrit 'équation (2.3) sous la forme:

Zc (W) q(w) = fo (w) (2.4)
ol Z¢ est la raideur dynamique du systéme condensé.

On note que les propriétés d’orthogonalité de certains vecteurs de la transformation
ne sont pas respectées numériquement pour des systémes d’une certaine taille. L’ex-
ploitation de ces propriétés, dans un but d’économie de calcul, conduit & des problémes
numériques. Ainsi, les produits de transformation sont réalisés effectivement.

Le double produit est réalisé & I’aide d’un solveur exploitant le caractére creux des
matrices d’état initiales. Les matrices condensées obtenues sont pleines et conservent
les propriétés de symétrie, de signe et de défaut si ’on inclut les modes de corps rigide
dans la transformation.

La qualité des prédictions réalisées a 1’aide du systéme réduit dépend de 'erreur de
projection e (définie par la relation (2.5)) de la solution exacte y (calculée a I’aide du

modele non condensé) sur le sous-espace représenté par les vecteurs de Ritz T :
e=[In— Pr]y (2.5)
ou Pp =T (T"T)™' T7.

Le choix des vecteurs T} est donc primordial.
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2.3.3 Expansion des solutions du modéle réduit

Soient gg les solutions obtenues aprés une analyse réalisée a ’aide du modéle réduit.
Les solutions du systéme initial ys sont reconstituées a partir des solutions qg via la

base de condensation T :

ys =Tqs (2.6)

La solution reconstituée yg est une approximation de la solution exacte y du systéme

initial non condensé, définie par la relation (2.7):

ys = Pry (2.7)

2.3.4 Condensation en coordonnées physiques de type dépla-

cement y

Afin de s’affranchir partiellement de ’étape de reconstitution des solutions physiques a
partir des solutions généralisées issues du probléme réduit, on peut définir une transfor-
mation permettant ’'obtention d’un modéle réduit totalement exprimé en coordonnées
physiques de type déplacement.

Inspirées des techniques d’expansion [57] [64], et d’une technique de synthése mo-
dale [54] décrite dans le paragraphe 3.1.4, les procédures de retour en coordonnées
physiques sont généralisées par Schiavone et al. [66] [68] & la transformation simul-
tanée des coordonnées modales ¢ et des coordonnées de type effort f en coordonnées

physiques de type déplacement y.

Soit une base de transformation constituée de n; modes normaux ® et ny réponses
statiques (1y. Les coordonnées réduites associées sont respectivement c et f;. La pro-

jection des N déplacements de la structure sur une telle base s’écrit :
Yy = dc + fof (28)

On décompose 'ensemble des N degrés de liberté y en 2 sous-ensembles exclu-
sifs Y, yy comprenant respectivement n; et ny degrés de liberté et le sous-ensemble

complémentaire ys. La relation (2.8) devient :

yr | = | Pp |t | Qpp | (2.9)
Ys q)s st
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Dans un premier temps, on élimine les coordonnées généralisées c¢ a l'aide de la

relation (2.9) restreinte sur 'ensemble m :
=00 [Ym — Qs f1] (2.10)

Il convient de choisir soigneusement les degrés de liberté maitres y,, de maniére
a ce que la sous-matrice modale ®,, soit réguliére, bien conditionnée et, de ce fait,
numériquement inversible sans erreur. On sélectionne ces degrés de liberté maitres
par des techniques de factorisation de type QR avec pivotage [34] de la transposée
de la sous-matrice modale ® réduite aux degrés de liberté candidats. Ces procédures
efficaces livrent avec rapidité la localisation des lignes (directions) les plus linéairement
indépendantes de la base et garantissant pour ®,, un nombre de conditionnement faible.
La notion de sous-base candidate correspond a une pré-sélection de degrés de liberté
"utiles” (par exemple les degrés de liberté de translation dont 'amplitude modale
moyenne est supérieure a un seuil donné) réduisant ainsi considérablement le cott de
la factorisation QR.

Il est possible d’imposer certains degrés de liberté dans la sélection: la factorisa-
tion s’effectue alors sur le sous-espace orthogonal au sous-espace correspondant aux
directions imposées. On détaille dans 'annexe A le procédé de factorisation QR. Pour
plus de détails, le lecteur se référera aux travaux de Ramanitranja [64] et Schiavone
[68].

En appliquant la transformation des coordonnées généralisées ¢ (2.10) a la relation
(2.9), on obtient :

Ym L, 0
yr | = @50 | Umt | Qp— 20y | Sy (2.11)
Ys Q)S(I);ll st — Q)S(I);}me

La seconde étape consiste a éliminer les coordonnées de type force f; a ’aide de la

relation (2.11) restreinte sur ’ensemble f :
, -1 N
ff = (fo - (I)f(pmlﬂmf) [yf - (I)fq)mlym} (212)

La matrice (Qs; — ®;9,,'Q,,,s) doit étre inversible, ce qui suppose un choix conve-
nable des degrés de liberté d’excitation.
Compte-tenu de la transformation des coordonnées de type force fr (2.12), on ob-

tient finalement une transformation en coordonnées physiques uniquement, analogue a
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la transformation originelle (2.8):

yr | = 0 I [ Ym ] (2.13)
-1

s O,d,1 — 0,071 0,0,0 Q070 [ LY

ou: N
Qpp = Qpp — 0, Qi
st = st — q)sq);lemf

On note qu’il est possible d’éliminer les coordonnées de type effort f; dans un
premier temps puis les coordonnées généralisées ¢ en second lieu, ou de les éliminer
simultanément.

Le sous-espace vectoriel associé a la transformation en coordonnées physiques (2.13)
est identique au sous-espace associé & la transformation en coordonnées généralisées
(2.8): il n’y a pas de perte d’informations, et les résultats obtenus sont identiques aux
erreurs numériques prés. Cependant, la robustesse de ces transformations vis-a-vis des
perturbations ou modifications du modéle dépend considérablement du conditionne-
ment des matrices a inverser.

Un modele condensé exprimé en coordonnées de type déplacement permet de dispo-
ser de données physiques directement comparables & des données expérimentales; un
tel modele simplifie donc les taches de confrontation mesures/calculs et conduit & des

techniques de recalage efficaces [60] [68].

2.3.5 Conservation des énergies modales

Les énergies modales de déformation Ep, et cinétiques Ec, des premiers modes du
modele initial sont généralement préservées par le modéle condensé issu d'une trans-
formation ”congruente”.

Soit y, le vieme mode propre du systéme initial et ¢, son homologue du systéme

condensé, on écrit :

Yo =Tq + € (2.14)

ou ¢, représente I'erreur de projection du mode y, sur la base 7.
Si l'erreur de projection ¢, est négligeable devant la quantité T'q, (|e,| < |T'q.]),

alors les énergies modales du systéme initial et du systéme réduit sont voisines et

s’écrivent :

Ep, =y, Ky, ~ ¢, T"KTq, = q, Kcq,

(2.15)
Ec, =y, My, ~ ¢ T"MTq, = q, Mcq,
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L’erreur de projection ¢, est nulle si la matrice de transformation 7' permet de

reconstituer exactement le 1™ mode propre de la structure; c’est le cas si la trans-

formation 71" contient une sous-base modale du modéle.

2.4 Synthése modale

Les techniques de réduction par synthése modale sont couramment utilisées lors d’ana-
lyses de modeéles éléments finis complexes constitués d’assemblages de sous-modeéles
composants. L’intérét spécifique de la réduction par synthése modale est discuté dans
le paragraphe 2.1.5.

Le principe consiste, dans un premier temps, & condenser chaque sous-structure
indépendamment sur un nombre réduit de coordonnées a I'aide d’une transformation
Te propre a la sous-structure. Les sous-structures condensées sont ensuite assemblées au
moyen d’une seconde transformation 74, en respectant les équations de compatibilité en
effort et déplacement aux frontiéres des sous-structures, de maniére a former un modele
équivalent de taille réduite et d’une précision acceptable. Afin de clarifier 'exposé, le
modeéle obtenu est dénommé ici modeéle réduit final ; il est exprimé sur I’ensemble des
coordonnées réduites des sous-structures condensées. De méme que dans le cas d’une
condensation directe, ’analyse du systéme est réalisée sur le modeéle réduit final et les
solutions du modele initial sont reconstituées a partir des solutions issues du modeéle

réduit final. On illustre les différentes phases d’une synthése modale Figure 2.3.

2.4.1 Particularités

De nombreuses techniques de synthése modale ont été proposées; il est délicat de
conclure abruptement sur le choix de la "technique universelle” & retenir. On peut
dégager quelques caractéristiques indispensables a 1’obtention de résultats acceptables

issus d’un modéle réduit ”sous-structuré” :

e il convient de choisir a priori un nombre convenable de modes normaux dans
la base de condensation de chaque sous-structure selon son importance ou sa
contribution dans le comportement dynamique de la structure compléte. Une
sous-structure souple nécessite une sous-base de projection relativement large
(modes normaux en nombre important) alors qu’il peut suffire de prendre en
compte un équipement trés raide a ’aide d’'une base uniquement constituée de

réponses statiques.
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Sous-structuration

Condensation

Assemblage

Analyse

Expansion

Modéle initial

Sous-structure
p

Sous-structure
k

Sous-structure
1

Sous-structure
condensée p

Sous-structure
condensée k

Sous-structure
condensée I

Modéle réduit
final

Solution du modéle
réduit final

Solution du modéle
initial

Figure 2.3 : Analyse par synthése modale

e le nombre de modes composants de sous-structure doit étre adapté en fonction

de la bande d’analyse désirée.

e les efforts externes et les efforts de liaison appliqués a la sous-structure nécessi-

tent I'inclusion, dans la base de condensation de la sous-structure, de réponses

statiques calculées au droit des degrés de liberté concernés. Le modele réduit est

ainsi statiquement exact.

2.4.2 Deéfinition des sous-structures

On note Z I'impédance du modele global et Z* I'impédance du kiéme sous-systéme

composant, (sous-structure k, k = 1---p).

Les modeéles de

sous-structures sont définis:

e a partir d’'une opération de désassemblage du modéle initial a I'aide d’un pré-

processeur (& partir de propriétés géométriques ou matérielles élémentaires par

exemple), auquel cas on est assuré d’une parfaite coincidence des maillages des

sous-structures a leurs frontiéres.
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e indépendamment ; les maillages sont alors réalisés par plusieurs sous-contractants.
Il convient de fixer un cahier des charges précis afin d’obtenir des maillages de

frontiére compatibles.

On utilise couramment des liaisons de corps rigide de type biellette afin de rattraper

les légers défauts de coincidence des noeuds de raccordement.

2.4.3 Equilibre d’une sous-structure

Une sous-structure k, composant du modeéle initial, est soumise aux efforts de liai-
son fF(w) des composants adjacents et a d’éventuelles sollicitations extérieures f¥(w).

I’équilibre de la sous-structure soumise & un tel systéme de forces s’écrit :

(K" + jwBF — My (w) = fi(w) + fE(w) (2.16)

7 e

Soit :
ZMw)yt(w) = fH(w) + fE(w) (2.17)

2.4.4 Condensation d’une sous-structure
Condensation par produit ”congruent” de transformation

Dans les méthodes de syntheése modale les plus classiques, le modéle condensé de la
sous-structure est obtenu par une relation de transformation ”congruente” de facon
analogue a la procédure décrite au paragraphe 2.3.

On construit une base de condensation T (coordonnées réduites associées ¢*) per-
mettant d’obtenir un modeéle condensé Z¥ de la sous-structure selon le procédé défini

dans les équations (2.1) a (2.4). La relation d’équilibre (2.17) devient :

ZE(w)*(w) = TE (ff(w) + fH(w)) (2.18)

J

. T . , 2
ou Z& =TE ZFTE est Vimpédance de la sous-structure k condensée.

Condensation par produit de transformation non symétrique

Certaines méthodes de synthése modale (MacNeal [53] et Rubin [65]) emploient, lors de
la réduction d’ordre de la sous-structure, un double produit matriciel non symétrique
de transformation de droite ¢, et de gauche ng différentes. Les déplacements de la

sous-structure k sont projetés sur la transformation de droite T :

k
o =T [ 1 ] (2.19)
T3
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On intégre ici les forces f;f appliquées a la sous-structure comme coordonnées ré-
duites associées a la transformation T¢, .
Compte-tenu de certaines relations d’orthogonalité entre transformations de gauche

et de droite (voir paragraphe 3.2), la relation d’équilibre (2.17) devient :
Zo(@)d (@) =TE, (F (@) + fE(w) (2.20)

. T . , 2.
ou Z& = Té?g ZFTE, est I'impédance de la sous-structure k& condensée.

Ces méthodes font appel a un assemblage spécifique (paragraphe 2.4.6).

2.4.5 Equations de compatibilité aux frontiéres des sous-structures

Les relations de couplage entre sous-structures sont exprimées sous la forme d’équations
vectorielles de compatibilité en efforts et déplacements aux frontiéres, sur les degrés de
liberté de raccordement.

Pour p sous-structures connectées sur une méme frontiére, on considére les relations

suivantes a une pulsation w donnée:

e continuité des déplacements a la frontiére:
yjl.(w):...:y;?(w):...:yg?(w) (k=1---p) (2.21)

e équilibre des efforts de liaison :

3

fHw)=0 (2.22)

k=1
2.4.6 Assemblage des sous-structures condensées

Les p modeéles réduits sont assemblés en respectant les équations de compatibilité des
efforts et déplacements aux frontieres des sous-domaines (2.21) et (2.22). On obtient
un modele réduit final Zxr exprimé sur 'ensemble qrr comprenant tout ou partie des
coordonnées réduites des sous-structures condensées (qrr C 6 q~).

k=1

Assemblage de type ”congruent”

On généralise ici les types d’assemblages réalisés par une seconde relation de trans-
formation ”congruente” T%. Cette transformation d’assemblage est définie entre les
coordonnées réduites ¢F de la sous-structure k et I’ensemble des coordonnées grpr du
systéme réduit final :

q" = Thqre (2.23)
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On construit ainsi le modele "assembl¢” Z% de la sous-structure k exprimé sur

I’ensemble des coordonnées ggp :
Zk =T Zh 1" (2.24)
L’équation d’équilibre de la sous-structure condensée (2.18) devient :
Zh(@)arr (@) = T{TE (f (@) + F () (2.25)

Le modele réduit final est obtenu par une sommation des p impédances Z% des

sous-structures :

Znp ZZA Z TE ZRTETY (2.26)

L’équilibre du modele réduit final est donné par ’équation :

Zrr(W)qrr(w Z FE(w) (2.27)

La somme des p efforts de jonction, exprimés sur I’ensemble des coordonnées réduites

qrr, doit étre nulle:

ZT F(w) =0 (2.28)

e Cas particulier: assemblage explicite

[’assemblage explicite de sous-structures sur les degrés de liberté de jonction est
un cas particulier de cette formulation ol la matrice d’assemblage de la sous-structure
k est une simple matrice de localisation T% = L¥; les coordonnées réduites ¢* de
la sous-structure sont simplement localisées sur I'ensemble des coordonnées qrpr du

modele réduit :

" = Lhqgpr (2.29)

Cette procédure simple de couplage explicite des sous-structures condensées est
employée dans de nombreuses méthodes de synthése modale (voir chapitre 3). Son
défaut principal réside dans la présence des degrés de liberté de jonction dans I’ensemble
des coordonnées du modeéle réduit final. Du fait de ’assemblage sur les degrés de liberté
de jonction, les matrices d’état du modeéle réduit final présentent un caractére creux
par blocs. Cependant, la taille de ces matrices d’état (impact sur le cott de stockage

mémoire) est fortement conditionnée par le nombre de ces degrés de liberté de jonction.
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Assemblage par élimination des efforts de liaison résiduels

La procédure est détaillée dans le paragraphe 3.2.

Cet assemblage est spécifique aux techniques de synthése modale de type MacNeal
[53] et Rubin [65]. Le couplage des sous-structures condensées est réalisé par élimination
des inconnues de type effort de liaison dans le second membre de I'expression (2.20).
Les efforts f]’-“ aux jonctions de la sous-structure k sont exprimés sur l’ensemble des
coordonnées qrpr du modele réduit et sur 'ensemble des forces externes fe a 'aide des

matrices de couplage respectives CF (w) et CFf (w):

fiw) = CF()arr(w) + CF (W) fe(w) (2.30)

Les matrices de couplage CZ;RF et C’]’fe sont définies a partir des équations de com-
patibilité (2.21) et (2.22) et de la relation de condensation de droite (2.19) de la sous-
structure. Elles sont constantes dans la méthode de MacNeal et fonction de la pulsation
w dans la méthode de Rubin.

En éliminant les efforts de liaison fF dans 'équation (2.20) par la relation (2.30),
on obtient le modele "assemblé” Z% de la sous-structure k exprimé sur I’ensemble des

coordonnées qrp et soumis aux efforts externes généralisés T}“ fe:

ZX(w)qrr(w) = T} fo(w) (2.31)
ou:

LF étant la matrice de localisation des efforts externes appliqués a la sous-structure k

Tf TE [L’;+C";e]

dans ’ensemble des efforts externes appliqués au modéle initial.

Le modéle réduit final est obtenu par simple sommation des p impédances Z% :
p
Znr =Y 74 (2.32)
I’équilibre du modele réduit final est donné par ’équation :
P
Zrr(W)qrr (W Z Tf feo(w) (2.33)

Les degrés de liberté de jonction sont absents de I’ensemble des coordonnées du

probléme réduit ; les matrices d’état associées sont pleines mais de taille faible.
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Assemblage par contraintes de Lagrange sur les déplacements

[’assemblage des sous-structures condensées par relation ”congruente” de transfor-
mation peut étre réalisé en adoptant une formulation en coordonnées mixtes: soit
I’ensemble composé des coordonnées réduites classiques qrpr et des coefficients multi-
plicateurs de Lagrange p. La continuité du champ de déplacement aux interfaces des
sous-structures est imposée par des équations de contrainte égalité C'o;, auxquelles on
associe les coefficients multiplicateurs u. Les équations de contrainte sont obtenues &
partir des équations de compatibilité sur les déplacements de frontiére (2.21) et des
relations de condensation des sous-structures (de type (2.1)).

On obtient un modéle réduit final exprimé en coordonnées mixtes :

_ [ Fw) ] (2.34)

ZE(w) Co?q ] [ qrr(w)

Cojq, 0 ] 0
[ zL 0 - 0] [T W) |
0 ZZ T2 f2(w
ou Z¥ = ¢ et f*(w) = Cf( )
: 0 :
0 -~ 0 Z T2 77 (w)

La résolution aux valeurs propres ou fréquentielle d’un tel systéme est effectuée apres

élimination des contraintes. Le rang r de la matrice Coj, est généralement déficient :
r < min(j,q) (2.35)

1l convient de déterminer une matrice N décrivant I’espace nul de la matrice des
contraintes Coj,. La solution du probléme (2.34) est obtenue par projection du modeéle

sSur ce sous-espace :

N"Zg(w)NE(w) = N7 f*(w) (2.36)

Ohayon et al. [58] proposent une procédure basée sur une décomposition en valeurs
singuliéres de la matrice des contraintes afin de déterminer N.

Balmes [3] préconise 'utilisation d’une factorisation de type LU permettant la
construction du sous-espace nul ]/\7\, notamment dans le cas de structures possédant
de nombreux degrés de liberté de jonction.

Les solutions grr sont obtenues par expansion des solutions &(w) issues de la réso-
lution de (2.36):

~

qrr(w) = N¢(w) (2.37)
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2.5 Réduction multi-niveaux

2.5.1 Réductions successives

Une procédure de réduction d’un modeéle peut étre le résultat de plusieurs réductions
successives. On dénomme cette succession de condensation réduction multi-niveaux. A
chaque niveau de la procédure, on réduit 'ordre du systéme & ’aide d’une transfor-
mation calculée au niveau précédent. En synthése modale, une réduction a plusieurs
niveaux permet d’envisager un assemblage non simultané des sous-structures et de
diminuer considérablement le nombre de coordonnées réduites du modeéle final.

Cette stratégie nécessite une gestion rigoureuse de la base de données associée et
implique des calculs additionnels de réponses statiques et modes normaux réalisés sur
des systemes de taille limitée mais ayant perdu leur caractére creux. Elle convient
parfaitement a la réduction de modéles d’équipements connexes aux sous-structures,
équipements dont seules les contributions statiques interviennent dans le comporte-
ment global. Un premier niveau de réduction consiste alors a condenser statiquement
ces équipements et a assembler les modeéles réduits correspondants sur les matrices
non condensées des sous-structures porteuses. Il n’est pas nécessaire de conserver les
matrices de transformation associées si 'on ne souhaite pas observer le comportement
local de ces équipements.

On présente Figure 2.4 un exemple de réduction & plusieurs niveaux.

01020102020,

Sous-structures

Réduction
au niveau 1

Réduction
au niveau 2

Modéle réduit
final

Figure 2.4 : Exemple d'une procédure de réduction a 2 niveaux

2.5.2 Reéduction des degrés de liberté de jonction

Lors d’assemblages de sous-structures réalisés explicitement sur les degrés de liberté

de jonction, la réduction multi-niveaux est un moyen de s’affranchir de la présence de
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coordonnées de jonction surabondantes dans ’ensemble des coordonnées du modele
réduit final.

Plusieurs stratégies permettant la réduction des coordonnées de jonction inutiles
sont proposées par Brahmi et al. [20] [21]: une premiére technique ot I'on effectue une
réduction statique des degrés de liberté de jonction aprés assemblage; une seconde
méthode plus performante ol 'on projette les déplacements de chaque frontiere sur
une base commune. La base commune de projection est obtenue par concaténation de
sous-bases modales restreintes aux degrés de liberté de jonction des sous structures, puis
par extraction du sous-espace "utile” représentatif du mouvement d’interface, a ’aide
d’une décomposition en valeurs singulieres. Les degrés de liberté de jonction sont ainsi
réduit en un faible nombre de coordonnées généralisées d’interface. Balmes [3] exploite
une technique similaire et 'applique a I’assemblage de sous-structures présentant des

maillages de frontiere incompatibles.

2.6 Bases de représentation du mouvement

Les bases de projection 7', utilisées lors de la réduction des modeles, sont essentiellement
constituées de deux classes de vecteurs: les vecteurs issus de la résolution d’un probléme
aux valeurs propres et les vecteurs obtenus par résolution d’un probléme statique.

On recense ici, de maniére non exhaustive, les types de vecteurs de base les plus
courants. La dénomination de ces vecteurs provient des techniques de synthese modale.
Ceci n’empéche en aucune maniére leur utilisation dans des procédures de condensation
pure. 11 suffit de transposer 1’ensemble des degrés de liberté de jonction (notion spéci-

fique & la synthése modale) en un ensemble de degrés de liberté fixés arbitrairement.

2.6.1 Modes normaux

Ces vecteurs sont issus de la résolution d’un probléme homogeéne associé au modele (ou
a la sous-structure) a condenser, ce modéle étant affecté d’éventuelles modifications

structurales supplémentaires aux conditions aux limites naturelles.

Modes a interface libre

La résolution du probléme homogéne est effectuée sur le systéme simplement affecté des
conditions aux limites naturelles. Les vecteurs propres obtenus ont valeur sur I’ensemble
n des degrés de liberté actif et forment une base tronquée Y. Lorsque la sous-structure

présente une position d’équilibre indifférente, la base tronquée Y se décompose en deux

43



Chapitre 2. Réduction des modéles éléments finis

sous-bases complémentaires: une sous-base constituée des modes de corps rigide Yg
et une sous-base composées des modes déformables Y.

Sur I’ensemble n des degrés de liberté actifs, cette base Y est définie par:
Y=Y V| (2.38)

Les modes a interface libre sont utilisés dans les techniques de synthése modale
proposées par Goldman [32], Hou [39], MacNeal [53], Martinez et al. [54] et Rubin [65].

Modes a interface bloquée

La base tronquée des modes & interface bloquée ¥ est obtenue par résolution du pro-
bléme homogeéne associé au systéme exprimé sur l’ensemble ¢ des degrés de liberté
internes de la sous-structure. Les degrés de liberté de jonction (ensemble j) sont sou-
mis a des conditions d’encastrement. Dans le cas d’une structure a position d’équilibre
indifférente, les contraintes d’encastrement suffisent généralement & supprimer tout
mouvement de corps rigide éventuel.

Sur I’ensemble n des degrés de liberté actifs, la base W est définie par:

0
W;

U= (2.39)

Les modes & interface bloquée sont employés en supplément des modes statiques de

liaison dans les méthodes de Hurty [41] et Craig et Bampton [24].

Modes a interface chargée

[’analyse modale est réalisée ici sur la sous-structure modifiée par adjonction de char-
gements en masse et raideur a ses frontiéres. Pour des chargements convenablement
choisis, les modes obtenus sont proches des modes de ’ensemble de la structure assem-
blée et constituent ainsi une excellente base de représentation. La méthode des modes
de branches de Gladwell [31], ainsi que les techniques proposées par Benfield et Hruda
[7] et Jezequel [44] utilisent ce type de modes composants. La difficulté d’une telle
procédure réside dans la détermination du chargement adéquat. Benfield et Hruda
[7] proposent un chargement de l'interface constitué des sous-structures adjacentes

condensées statiquement sur les degrés de liberté de jonction correspondants.

Modes a interface mixte

Les modes normaux sont ici obtenus par blocage de certains degrés de liberté de jonc-

tion. L’ensemble j des degrés de liberté de jonction est divisé en deux sous-ensembles
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dont un seul est contraint & I’encastrement pendant ’analyse modale. Cette configu-
ration d’interface particuliére est proposée par MacNeal [53] en variante & sa méthode

de syntheése modale et reprise par Tran [70].

2.6.2 Réponses statiques

Les bases de réponses statiques sont obtenues & partir d’une analyse statique de la
structure soumise a des chargements ou des déplacements de type unité imposés suc-
cessivement sur certains degrés de liberté. Dans ce paragraphe, on considére les réponses
statiques associées a I’ensemble j des degrés de liberté de jonction. On précise que cet
ensemble peut étre éventuellement augmenté de certains degrés de liberté internes (en-
semble e). Ces réponses statiques assurent, dans la base de projection, une prise en
compte exacte de la partie statique du comportement issu de chargements dynamiques

appliqués sur I’ensemble des degrés de liberté concernés.

Modes contraints (modes statiques de liaison)

Egalement dénommés modes statiques de liaison, ils furent introduits par Przemieniecki
[62] et utilisés par Guyan [36], Irons [43], Hurty [41] et Craig et Bampton [24].

Les modes contraints ©; (n x j) sont des réponses statiques des degrés de liberté
internes correspondant a des déplacements unitaires successifs de chacun des degrés de
liberté d’interface, les autres degrés de liberté d’interface étant bloqués. Soit la relation
d’équilibre statique correspondant aux déplacements unité successivement imposés sur
I’ensemble j :

I;
O;;

ol Fj est la matrice des efforts statiques de réaction a 'interface dus aux déplacements

F.

J

. (2.40)

Ky Kji
Ky K

imposés.

[’expression des modes contraints est donnée par la relation :

I..
= ! (2.41)
~K;'K;;

Modes de flexibilité (modes d’attache)

L.

J

@. g
J 0,

Les modes de flexibilité statique ou de souplesse statique S; (n x j) , que 'on nomme
également modes d’attache, sont obtenus en appliquant successivement des forces uni-
taires sur 'ensemble j des degrés de liberté d’interface. Bamford et al. [5] intégrent

ce type de réponse statique dans le cadre de synthése modale de sous-structures a
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Chapitre 2. Réduction des modéles éléments finis

position d’équilibre stable. Concernant les sous-structures & position d’équilibre in-

différente, il convient d’appliquer une procédure particuliére consistant a définir une

pseudo-flexibilité (ou flexibilité filtrée) via un filtrage des mouvements de corps rigide.
e Structure a position d’équilibre stable

Soit la relation d’équilibre statique correspondant aux chargements unité successi-

vement imposés sur l’ensemble j :
1

Oﬂ]j:[ (J)]]

Les modes de flexibilité sont définis par la relation suivante :
S;=K'I; (2.43)

On met en évidence une relation matricielle intéressante entre modes contraints et
modes de flexibilité. Pour cela, on adopte une partition sur les ensembles de degrés de
liberté j et i de la relation (2.42):

e
= (2.44)
Ki; K Sij 0

Suite & cette partition, on obtient I’expression suivante des modes de flexibilité :

g | S| _ (K5 — Kl K|
oSy — K Ky [y — Kl K]

1

1 ] = 0;5j; (2.45)

ou la matrice S;; correspond a 'inverse de la matrice de raideur condensée de Guyan.

e Structure a position d’équilibre indifférente

La matrice de raideur présente un défaut égal au nombre des modes rigides formant
Yr et n’est pas inversible. Il convient d’opérer un filtrage des mouvements de corps
rigide de la structure afin d’accéder aux modes de pseudo-flexibilité. Cette procédure
de filtrage est discutée dans de nombreux ouvrages et publications [25] [30] [42] [65].

Il convient d’adopter une partition de la matrice raideur sur les ensembles de degrés

de liberté r et d:
KT‘T‘ KT‘
K= [ a ] (2.46)

Les degrés de liberté de ’ensemble 7 (r < 6) sont choisis judicieusement afin de
rendre isostatique la structure sous l'action d’un systéme de forces appliqué au droit

de ces degrés de liberté. On parle de forces d’auto-équilibre.
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2.6. Bases de représentation du mouvement

Nous définissons ensuite une matrice G singuliére de défaut r telle que:

00 ] .47)

G —
0 K,}

La matrice G correspond a la flexibilité de la structure rendue isostatique par blo-
cage des degrés de liberté de ’ensemble 7.
La matrice masse et les modes de corps rigide étant ordonnés selon la méme partition

(r et d), on construit une matrice de filtrage P des modes de corps rigide telle que:
P=1,, — MYRY} (2.48)

La matrice de pseudo-flexibilité \S; de la structure libre est alors obtenue par une
relation ”congruente” de transformation de la matrice G par la matrice de filtrage P

telle que:
S; = P'"GPL; (2.49)

ou L; est une matrice de localisation des degrés de liberté de I’ensemble j.

Modes de flexibilité résiduelle (modes d’attache résiduels)

Les modes de flexibilité résiduelle R; (n x j), que 'on appelle également modes d’at-
tache résiduels ou résidus statiques, sont introduits dans les techniques de synthese
modale par MacNeal [53] et Rubin [65]. Ces modes sont analogues & des modes d’at-
tache S; auxquels on a retiré la contribution statique des modes propres déja retenus
dans la représentation du mouvement de la sous-structure. Dans le cas de modes nor-
maux & interface libre, I’expression des modes de flexibilité résiduelle est définie par la

relation suivante :
R; =S; — YpA, 'Y LT (2.50)

ou Yp est la matrice modale tronquée des modes & interface libre déformables, et Ap

la matrice spectrale associée.
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Chapitre 3

Synthése des méthodes de

réduction

Ce chapitre est dédié aux rappels détaillés des techniques de réduction les plus clas-
siques dans le domaine fréquentiel. L’énumération proposée ne peut étre exhaustive, le
sujet ayant fait I'objet de nombreux travaux et développements. Les procédures sont
formulées dans une approche de synthése modale; elles sont néanmoins applicables
en condensation pure, ’ensemble des degrés de liberté j est alors vide et ’ensemble f

dégénere en ’ensemble e.

Dans la premiére partie du chapitre, nous traitons des techniques de synthése mo-
dale dans lesquelles les sous-structures condensées sont assemblées explicitement sur
les degrés de liberté de jonction. Cette procédure commune de couplage par simple lo-

calisation des degrés de liberté, présentée dans le paragraphe 2.4.6, est alors détaillée.

La seconde partie est consacrée aux techniques de synthése modale de type MacNeal
[53] et Rubin [65]. L’assemblage spécifique a ces deux méthodes est basé sur 1’élimi-
nation des efforts de liaison résiduels (cf paragraphe 2.4.6) et permet I'obtention d’un

modele réduit final exempt des degrés de liberté de jonction.

Les méthodes de substitution modale de Benfield et Hruda [7] et de Gladwell [31]
ne sont pas présentées dans ce chapitre. Concernant ces techniques particuliéres, on se

réfere a 'ouvrage d’Imbert [42].

Afin d’alléger la présentation, les termes d’amortissement (matrice B) sont volon-

tairement omis dans les équations de ce chapitre.
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Chapitre 3. Synthése des méthodes de réduction

3.1 Techniques a base de transformations ”congruen-

tes”

Dans les méthodes présentées ci-aprées, les opérations de réduction et d’assemblage des
sous-structures sont réalisées uniquement par des relations de transformations ”con-
gruentes”. On rappelle I'équation d’équilibre (2.27) vérifiée par le modele réduit final

obtenu apres réduction et assemblage des sous-structures:

P
T T
ZRFQRF :Z TIIZ Tg _}Zﬂ (31)
k=1
ou 'impédance du modéle réduit final Zzp est la somme des impédances des p sous-

structures réduites et assemblées :

p
Zrp =y Th TE ZMTETS (3.2)
k=1

3.1.1 Reéduction dynamique

La technique de réduction dynamique consiste a représenter le comportement de la
sous-structure sur un nombre réduit de coordonnées au moyen d’une transformation
Tpy(w) dépendant de la pulsation w. Le modele réduit est exprimé sur un ensemble
de degrés de liberté physiques. Sous certaines conditions de sollicitations, le compor-
tement dynamique du modele initial est exactement préservé par le modéle réduit.
L’inconvénient majeur de cette méthode réside dans le cotit de calcul excessif de la
matrice de transformation dynamique. On s’affranchit de ce probléme par des tech-
niques d’approximation ou linéarisation de la transformation. Ainsi, les techniques de
Guyan [36] et Craig-Bampton [24] sont considérées comme des méthodes approchées
de la technique de réduction dynamique. D’autres méthodes de réduction, issues de
linéarisations plus affinées de la transformation Thy (w), dérivent de cette technique;
citons les variantes de Bouhaddi et Fillod [12] [13] et les travaux de Leung [48] [49].

Soit I’équilibre d’une sous-structure soumise & des chargements dynamiques:
(K —w*M]y=Ff (3.3)

En adoptant une partition sur les deux ensembles de degrés de liberté complémen-

taires f (f = j @ e) et ¢, la relation (3.3) devient :

Kpp Kpe | | Myp Mye yr | _ | (3.4)
ch ch Mcf Mcc Ye fc '

20



3.1. Techniques a base de transformations ”congruentes”

On réécrit le groupe des c lignes de 1'équation (3.4) sous la forme:
-1
Yo = — [ch — WQMCC] { [ch — WQMCf} yr+ fc} (3.5)

En labsence de chargements dynamiques f. sur 'ensemble ¢ des degrés de liberté,

on définit ainsi la relation de transformation dynamique Tpy (w):

Yy Isy A
= - T w 3-6
[ Ye ] [ Ko — M) Koy —w2Myg) | o (s 30

Le modéle réduit obtenu par cette transformation est exprimé sur les degrés de
liberté y. Il préserve exactement le comportement dynamique du modéle initial a la
pulsation w considérée en I'absence de sollicitations dynamiques f,. sur les degrés de

liberté y. condensés.

Définition On appelle systéme bloqué ou contraint la restriction du systéme dyna-

mique aux degrés de liberté condensés par une transformation dynamique ou dérivée.

3.1.2 Reéduction statique de Guyan-Irons

Technique initialement introduite par Przemieniecki [62] dans le cadre de 1’analyse
statique par sous-structuration, on attribue & Guyan [36] et Irons [43] son application

a I’étude du comportement dynamique des structures.

Transformation statique T

La matrice de transformation T est constituée uniquement des modes statiques de
liaison, ou modes contraints, définis dans le paragraphe 2.6.2 par la relation (2.41). La

relation de condensation s’écrit :
y=Tcyy (3.7)
ou TG =0 f-

Soit en développant les partitions f et c:

Yy sy
= 3.8
[ " ] [ e ] ” 55)

Les modes contraints O sont associés aux degrés de liberté de ’ensemble f, c’est
a dire les degrés de liberté de jonction y; imposés de la sous-structure et les degrés
de liberté internes y,.. Certains degrés de liberté internes sont également imposés pour
différents motifs tels que: la confrontation entre calculs et mesures, la visualisation des
modes propres, la prise en compte statique de sollicitations extérieures, I’élargissement

du domaine fréquentiel de validité de la condensation.
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Chapitre 3. Synthése des méthodes de réduction

Modéle réduit associé

Le modele réduit de sous-structure, issu de la réduction statique, satisfait I’équation
d’équilibre suivante :
(Ko —w*Mg]ys = fr+ 0% f (3.9)
ou Kg = TgKTg, Mg = TgMTG et @cf = —Kclecf.
Les matrices réduites de rigidité K et de masse Mg sont pleines, de dimension

(f x f) et adoptent pour expression littérale:

(3.10)

Kq = Kff + Kfc@cf
Mg = Mys + MyOcp + O [Mey + MecO.y]

Le modéle réduit par transformation statique préserve exactement le comportement
statique du modele initial en I’absence de chargement sur ’ensemble ¢ des degrés de

liberté complémentaires, condensés suivant la relation (3.8).

Domaine fréquentiel de validité

La matrice de transformation statique T correspond a la matrice de transformation
dynamique Tpy (w) dans laquelle on néglige les effets dynamiques dus a U'inertie de la
structure restreinte a I’ensemble c. Elle est donc utilisable dans le domaine des basses
fréquences pour lequel il est justifié de remplacer (K. — uJQ.MCCY1 par K1

On peut estimer le domaine de validité du modeéle réduit par condensation statique
a ’aide d’un calcul aux valeurs propres annexe. Il s’agit de déterminer la fréquence de
coupure fr. correspondant a la premiére fréquence propre du systéme bloqué (restreint

sur ’ensemble ¢ des degrés de liberté condensés) :
[Kee = w*Me] ye =0 (3.11)

Bouhaddi et Fillod [14] estiment le modéle réduit valable dans une bande fréquen-
tielle [0 — fr./3].

Choix des degrés de liberté conservés (maitres)

La qualité des solutions issues du modeéle réduit dépend fondamentalement du choix
des degrés de liberté conservés (ensemble f). Plusieurs auteurs ont proposé des procé-
dures de choix de ces degrés de liberté. Henshell et Ong [38] et Shah et Raymund [69]
utilisent un choix basé sur une condensation statique itérative: & chaque itération, on
élimine le degré de liberté correspondant au rapport le plus élevé des termes diagonaux

(Kdiag/Maiag) des matrices d’état condensées a I’étape précédente.
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3.1. Techniques a base de transformations ”congruentes”

Plus récemment, des techniques exploitant I'information contenue dans la base mo-
dale libre tronquée ont été développées. On peut en effet estimer que le cotit d’une
extraction modale limitée est acceptable pour des structures ou des sous-structures de
taille raisonnable. L’utilisation de la matrice modale permet de garantir une bonne ob-
servation des modes recherchés. On se référe aux travaux de Lallement et Ramanitranja
[46] [63] [64] concernant le choix des degrés de liberté dans le cadre d’une condensation
pure et aux procédures développées par Bouhaddi et Fillod [15] dans le cadre de la
sous-structuration.

On rappelle qu'une technique de sélection sous-optimale par simple factorisation
QR avec pivotage [34] de la transposée de la matrice modale libre donne des résultats
tout & fait acceptables. C’est en effet une procédure rapide permettant de déterminer
pp degrés de liberté a retenir & partir d’'une matrice modale constituée de p; modes
libres.

Dans le cadre de la sous-structuration, les degrés de liberté de frontiére étant im-
posés, on applique la factorisation sur le sous-espace orthogonal au sous-espace défini
par les directions imposées des degrés de liberté de frontiére. On se référe a ’annexe A
pour le détail opératoire. Il est également possible d’opérer un choix de type QR sur

la base de modes & frontiére bloquée associés.

Transformation statique par bande de fréquences

Une variante de la transformation statique consiste & inclure les effets d’inertie de
la structure bloquée a une pulsation wy = 27 fry donnée, fry étant la fréquence de

décalage a partir de laquelle on construit la transformation :
1
Teo = 1 (3.12)
_ [ch — W(Q)Mcc] [ch — w%Mcf]
Le modele réduit est valable dans une bande de fréquences centrée sur la fréquence

de décalage frg; la largeur du domaine de validité et la détermination des fréquences

de décalage sont discutées dans [68].
Propriétés utiles

e Modes de corps rigide

Dans I’hypotheése ot la structure présente des mouvements d’ensemble, il est possible
de déterminer une matrice des modes de corps rigide Yy a 'aide de la transformation

statique. Dans le cas de r = 6 modes rigides, la matrice de transformation 7¢;,, obtenue
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Chapitre 3. Synthése des méthodes de réduction

par condensation statique sur un noeud (3 translations, 3 rotations) de la structure est

une matrice des modes de corps rigide:
Yir =T, = L (3.13)
R GR . K(;il Kdr *

L’énergie de déformation associée & un mode rigide est nulle. Ainsi, les modes rigides

vérifient les relations matricielles :
KYr=0 (3.14)

et:
AR:YRTKYR:O (3.15)

Soit en développant (3.14) selon la partition en sous-ensembles 7 et d et a 1'aide de

la matrice des modes de corps rigide définie en (3.13):
K’r"r‘ [('r= Irr K’r"r‘ - Kr K_lK T
a ' -~ 4dd T g (3.16)
Ky Kaa K Ko 0

On obtient une propriété des matrices de raideur présentant un défaut de rang r:
Krr - Krde_dler =0 (317)

e Matrice de masse de corps rigide

On définit le repere R, dont l'origine est le noeud de condensation et dont les axes
sont les axes du repere global. La matrice de masse condensée par la transformation 7,
n’est autre que la matrice de masse de corps rigide exprimée dans le repére R, (3.18).
En effet, les 6 vecteurs qui forment Yy correspondent aux déplacements de corps rigide

induits par les variations successives d’un seul degré de liberté du noeud sélectionné.

Mg, =T MTg, (3.18)
soit : -~ .
m 0 0 0 mz, —My,
m 0 —mz 0 m,
m o my, —m, 0
M~ = 3.19
cn Ia:a: _Ia:y _]wz ( )
sym I, —1I,.
IZZ

avec m la masse du modele, x4, y,, 2, les coordonnées du centre de masse dans le repére
R, Iz, Iy, I.. les moments d’inertie et I, I,., I,. les produits d’inertie exprimés

dans le repére R..
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3.1. Techniques a base de transformations ”congruentes”

3.1.3 Meéthode de Craig-Bampton

Technique de synthése modale la plus couramment employée, la méthode de Craig-
Bampton [24] repose sur l'enrichissement de la transformation statique Ty par les
vecteurs propres ¥ de la sous-structure a jonction bloquée. Cette transformation est
utilisable en condensation pure. La base des modes bloqués ¥ associée a la transforma-
tion T constitue alors une excellente base de Ritz et le domaine de validité augmente

considérablement vis-a-vis d’une simple transformation statique.

Transformation de Craig-Bampton T3

La transformation T classique de type Craig-Bampton est définie sur les ensembles

7 des degrés de liberté de jonction et ¢ des degrés de liberté internes:
Top=| T ¥ | (3.20)

On obtient ainsi la relation de condensation de la sous-structure en coordonnées

mixtes :
. L. 0 .
Vil | Y Vi (3.21)
Yi ©; Y, c
ou 0; = —K;Kij et ¢ les p; coordonnées généralisées associées a la projection des

déplacements internes sur les p; vecteurs propres de la structure calculés a jonction
bloquée.

La formulation de Craig-Bampton est considérée comme une méthode approchée de
la transformation dynamique Tpy (w?). En effet, la relation de condensation dynamique

(3.6) restreinte aux degrés de liberté internes ¢ s’écrit :

En développant le terme de flexibilité dynamique du systéme bloqué (restreint sur

I’ensemble i des degrés de liberté condensés) sur la base des vecteurs propres associés

tel que:
Y Lo, 0T .
[Ky — M)~ = Z g ;20! (3.23)
v=1 v
_ qu or (L, &8 (3.24)
v=1 YU A A, (Ay — w?) '
= AT 4 gEeT (3.25)
= K;'4+ 0,207 (3.26)
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Chapitre 3. Synthése des méthodes de réduction

Soit, dans 'équation (3.22):
v = — | K Ky + W, |207 K, — w*207 Min " (3.27)
On parvient ainsi a la formulation de Craig-Bampton :
Yi = _KZ’;IKijyj + ¥;c (3.28)

Modéle réduit associé

Formellement, le modeéle réduit de sous-structure, issu de la réduction par une trans-

formation de Craig-Bampton, satisfait ’équation d’équilibre suivante compte-tenu des
relations de norme employées :

I 2]

ou Kg;, et Mg, sont les matrices de raideur et de masse condensées par transformation

Mg, ©FMW
v'Me; I

wrr (3.29)

statique réalisée sur I'ensemble j des degrés de liberté et A la matrice des valeurs
propres associées aux modes a interface bloquée ¥;. On note que la matrice de raideur

condensée est diagonale en sous-matrices.

Enrichissement de la base par des modes statiques

Il est possible d’enrichir la base des modes bloqués W par des déformées statiques D
du systeme bloqué. Par ce procédé, on cherche & compléter la base par un sous-espace
de déplacement utile & la représentation du comportement, orthogonal & la base et
composé de vecteurs linéairement indépendants. I.’adjonction d’une sous-base statique
permet également d’assurer la prise en compte de la partie statique de sollicitations
internes a la sous-structure.

La transformation T enrichie devient :
Top=|Ts ¥ D | (3.30)
Soit I'expression de la relation de condensation :
Yj
: I. 0 0O
S I I ¢ (3.31)
Yi Gij v, D
X

On peut employer des vecteurs statiques additionnels & condition de leur faire subir

un traitement adéquat, a savoir extraction de la partie orthogonale (par rapport a la
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3.1. Techniques a base de transformations ”congruentes”

masse) aux modes ¥; du systéme bloqué, puis la normalisation par rapport a la masse
du systéme bloqué, et enfin 1’élimination des colonnes linéairement dépendantes.
L’utilisation de réponses statiques résiduelles D; = RgFg issues du systéme bloqué

simplifie les procédures de traitement :
RpFp = SpFg — ;AU Fp (3.32)

ou Sp est la flexibilité du systéme bloqué et Fiz la matrice des chargements statiques
appliqués.

Il convient simplement d’assurer I’'indépendance linéaire des vecteurs résiduels et
d’effectuer une opération de normalisation (voir chapitre 4).

Les réponses statiques résiduelles nécessaires a la prise en compte statique d’efforts
sur des degrés de liberté internes (ensemble e) a la structure sont obtenues en appliquant

des chargements statiques unitaires I, successifs sur ces degrés de liberté:
Rp, = Spl, — ;AW T, (3.33)
Les coordonnées généralisées y associées aux résidus statiques Rp, correspondent
aux sollicitations f, internes a la sous-structure.
Transformation en coordonnées physiques

La relation de transformation peut étre formulée en coordonnées physiques uniquement.
On applique la procédure de retour en coordonnées physiques définie dans le paragraphe
2.3.4 sur la transformation enrichie de réponses statiques résiduelles afin de prendre en
compte d’éventuels efforts internes (3.33).

Soit la relation de transformation en coordonnées mixtes :

-

En adoptant une partition des degrés de liberté internes (ensemble ¢) en 3 sous-

, o o ]|%

(3.34)
©;; ¥, Rp,

e

ensembles e, m, s et aprés une élimination successive des coordonnées généralisées c
et des coordonnées de type effort f., on obtient la relation de transformation exprimée

sur les coordonnées de déplacement y;, Ye, Y :

Y; I 0 0 "
e O Iee 0 /
| = ve | (335)
Um 0 0 L
Ys (:)5]- - ésté; éej EBSGEE;; U, — é&ﬁéiﬁem o
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Chapitre 3. Synthése des méthodes de réduction

ou:
U = U UL

U, =001

éej = @ej - \iem@mj

éBee = RBee - \Ap/emRBme
@sj = @sj - \ismgmj R

RBse = RBse - CI}@SRBSQ

Cette procédure peut étre appliquée lorsque l'on enrichit la base bloquée ¥; par
une base de vecteurs résiduels D;. Le choix des degrés de liberté maitres (ensemble m)

est alors effectué sur la matrice [ v, D, }

3.1.4 Meéthode de Martinez et al.

Cette technique de synthése modale [54] repose sur 'utilisation d’une base tronquée de
modes libres Y & laquelle on adjoint les modes d’attache résiduels calculés au droit des
degrés de liberté de jonction (ensemble j) et des degrés de liberté potentiellement exci-
tables (ensemble e). Bien que cette méthode exploite la décomposition du mouvement
proposée par MacNeal [53], elle se différencie, dans sa mise en oeuvre, par l'usage de

transformations de condensation et d’assemblage ”congruentes”.

Transformation de Martinez et al. Ty 4

La relation de transformation T4 est définie & partir de la relation de superposition
modale du mouvement de la sous-structure avec correction statique (1.54) au droit des

efforts appliqués sur I’ensemble f :
y=Yc+ Rsfy (3.36)

Compte-tenu de la partition des degrés de liberté sur les ensembles f (f = j @ e)

Yy Ry

Y; Rcf

et ¢, on obtient une premiére transformation T4, :
c c
2Ty A ] (3.37)

;)
Ye ff ff

La relation (3.37) fait apparaitre des coordonnées f; de type efforts que l'on éli-

mine au profit des coordonnées y; de déplacement correspondantes. Ainsi, restreinte a

I'ensemble ¢, 'expression (3.37) devient :

fr=R5}lyr — Y (3.38)

A Daide de la relation (3.38), Martinez et al. définissent une seconde transformation

Hk

TMA2 :
O I cc

-1 -1
Rff _Rff Yy

Js ] (3.39)

Yy
d ] 2 Tha,
c
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3.1. Techniques a base de transformations ”congruentes”

Le produit des transformations Ths4,Th4, génére la relation de condensation ex-

primée en coordonnées mixtes :

-

Modéle réduit associé

Iy 0
ResRyp Ye— RegRypY;

Yy
c

A
=Tha

v ] (3.40)

Compte-tenu de la norme employée, le modéle réduit de sous-structure, obtenu par

condensation a ’aide de la transformation T4, satisfait I’équation d’équilibre en 1’ab-

[EY

(3.41)

sence de sollicitations sur ’ensemble c:

{

ou Jff = R;;RfMRfR;;

Les degrés de liberté y et les coordonnées généralisées ¢ sont couplés par les matrices

1 —1
11 —Ry; Yy
T n—1 T n—1
Yy Ry A+Y7RipYy

Jrs —JrrYs
=Y/ Ty Iy + YTy

réduites de raideur et de masse de la sous-structure.

On se réfere a [20] et [54] concernant le détail opératoire conduisant a la relation
(3.41).

Le modéle réduit obtenu préserve, de maniére quasi-parfaite, le comportement dy-
namique (et statique) du modeéle initial de la sous-structure, dans une bande fréquen-
tielle correspondant aux modes libres inclus dans la transformation, et soumis a des

chargements dynamiques (et statiques) sur 'ensemble f des degrés de liberté.

Transformation en coordonnées physiques

La relation de transformation Ty, 4 peut étre exprimée en coordonnées physiques uni-
quement. Pour cela, il convient de considérer la partition de ’ensemble ¢ en 2 sous-
ensembles m et s. Aprés élimination successive ou simultanée des coordonnées généra-
lisées c et des coordonnées de type efforts fr, on construit une transformation exprimée

sur les coordonnées de déplacement ys et yy, telle que:

Yr Iyy 0
ym | =1 0 Lo [ vt ] (3.42)
ou: B
Yim = Y3V,




Chapitre 3. Synthése des méthodes de réduction

La base modale libre Y peut étre enrichie de réponses statiques résiduelles Ra
destinées & accroitre la robustesse de la transformation dans le cadre de réanalyses du
modele perturbé (aspects développés dans le chapitre 4). Le choix des degrés de liberté

maitres (ensemble m) est alors effectué sur la matrice [ Y Ra }

3.1.5 Assemblage explicite par localisation sur les degrés de

liberté de jonction

[’assemblage des sous-structures condensées est réalisé explicitement sur les degrés de

liberté de jonction de maniere analogue a une procédure d’assemblage élémentaire.

Soit la forme commune des relations de transformations dynamique, statique, de
Craig-Bampton ou de Martinez et al., d’une sous-structure k, exprimée sur les degrés

de liberté de jonction yf et des coordonnées complémentaires ¢ :

k k
Yol Oy (3.43)
yr T TE || @

L’équilibre d’une sous-structure k condensée est donné par la relation (3.44):

| _
q

L’opérateur d’assemblage est une matrice de localisation L% des coordonnées ré-

k k
ij qu
k k
qu qu

1+ T5 £

3.44
CZ—;];T fzk ( )

IS

duites y}“ et ¢* sur 'ensemble des coordonnées des sous-systémes réduits qpp. Soit,

pour p sous-structures connectées sur une méme frontiére :

Yj

ql

Y; 3 Iy 0 -~ 0 -0 :
= L%qrr = 3.45
[qfl ATRE [0 o --- [écq o 0 qf ( )

qr

Le modeéle réduit final exprimé sur les coordonnées grr satisfait la relation d’équi-
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3.2. Méthodes de type MacNeal

libre :
_ —_— - » -
Sy gy 2y 2y (] [ S -0
- 1 = k=
Zy Zy o 0 o0 || 7' s
.k - . e kT k (3.46)
ZE 0 zk 0 " T 1i
14 T
I Zf;j 0 - 0 - Zb | | 4r | i ﬂ%ff |

Les degrés de liberté de jonction y; constituent ’essentiel des coordonnées qrp du
systéme réduit final. Cela constitue un inconvénient certain en terme de taille lors de

la réduction d’une structure complexe maillée finement.

3.2 Meéthodes de type MacNeal

Les méthodes de synthése modale développées par MacNeal [53] et Rubin [65] présen-
tent des aspects spécifiques, notamment dans la phase d’assemblage des sous-structures.
Le couplage est réalisé par un procédé d’élimination des efforts de liaison résiduels et
permet ’obtention d’un modéle réduit final exempt de coordonnées relatives aux jonc-
tions des sous-structures.On présente les méthodes dans le cas d’un assemblage de deux

sous-structures [25], soumises a des sollicitations extérieures.

3.2.1 Meéthode de MacNeal

Les déplacements de sous-structure sont projetés sur une base constituée de modes
libres et de modes de flexibilité résiduelle calculés au droit des degrés de liberté sollicités

de I’ensemble f:

y=Yc+ Rsfy (3.47)

Condensation de MacNeal

MacNeal utilise un produit de transformation non symétrique lors de la condensation
de la sous-structure (voir paragraphe 2.4.4). Pour une sous-structure k, en adoptant

une partition selon les ensembles ¢ et j, la relation (3.47) définit la transformation de
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Chapitre 3. Synthése des méthodes de réduction

: koo
droite Ty, :

k E  pk k ct c*

[yj ] | e ] 2 | (3.48)
k k k k J d J
Y; Y; Rz’j R;, 1 P

La transformation de gauche T]fmg est constituée simplement de la base modale
libre tronquée Y*:
Ty, =Y" (3.49)
Modéle réduit associé

Apres réduction effectuée par le produit des transformations de droite T4y, et de

gauche T%, n,» on obtient la relation d’équilibre de la sous-structure réduite :
VAT [ - MY YR REfE - RESE] = YT T (3.50)

Compte-tenu des relations d’orthogonalité (1.53) entre modes libres et résidus, cela

nous conduit a:
[AF —W?I%] & = Y fF 4 YR fE (3.51)
Assemblage de deux sous-structures

Le couplage des sous-structures par élimination des forces de liaison exploite les rela-
tions de compatibilité (2.21) et (2.22) ainsi que la relation de projection du mouvement
des sous-structures (3.47) restreinte a ’ensemble j des degrés de liberté. Les efforts de

jonction des sous-structures 1 et 2 sont exprimés par la relation:
fmfm R BT R R R )
L’expression (3.52) introduite dans les relations (3.51) associées a chaque sous-

1 ]
12

(3.53)

structure nous donne 1’équilibre du modeéle réduit final :

, | 170 c!
— W
0 I? c?
Rj; = Rj; + R,
Ce

1T 1T 1 p1 1TH~1 p2

Y, Y; lej R;, Y R ij
2= p1 2T 2T p2
Y*R, R, Y» -Y?*R, R

1 1751y 1 17519
A +Y7 R Yy =Y R;Y;

=C
T——1 T——1 e
—Y? R Y AN +YP RYP

ou:
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3.2. Méthodes de type MacNeal

3.2.2 Meéthode de Rubin

La méthode de Rubin [65] dérive de la technique précédente avec 'emploi d'un résidu
dynamique. L’effet des modes non pris en compte dans la base de projection de la sous-
structure est approché par un développement au second ordre pres de leur contribution

dynamique (voir la relation (1.49)):

Yo [As — L) 7YY = VoAV w?YaA Yy (3.54)
= R+w*Rp = Rp, (3.55)

La partie dynamique du résidu Rp, est définie par la relation (3.56) compte-tenu

de la relation de norme (1.9) des vecteurs propres par rapport & la matrice masse :

Rp = YaA'YI MY,A;'YY (3.56)
— RMR (3.57)

Soit I’expression du résidu dynamique :

Rp, = R+w’RMR (3.58)

Condensation de Rubin et modéle réduit associé

Les expressions des transformations et modéles réduits des sous-structures sont équi-
valentes a celles de la méthode de MacNeal; il convient de considérer Rp, en lieu et
place du résidu statique R.

Les déplacements de la sous-structure k sont exprimés selon Rubin par la transfor-

mation de droite T}, :

y* =Y* + [RE + R MRS ff & Try,

- ] (3.59)

Assemblage de deux sous-structures

On effectue une approximation au second ordre prés sur l'inverse de la somme des
résidus dynamiques :

1

—1 = 11 =1 15 =
Rpy,, = [Rj; + W2RDJJ ~ Ry — w2Rjj Rp,; Ry (3.60)

ou: .
Rpy,; = R}ijj T RQDyjj
Rj; = Rj; + R},
Rp,, = Rbm‘ T R%’jj
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Chapitre 3. Synthése des méthodes de réduction

Afin de clarifier la présentation, on note:

—1 J—
Dyjj — Ajj

— WQEjj (361)

Apres élimination des efforts de jonction & I'aide des équations de compatibilité
(2.21) et (2.22), de la relation de projection du mouvement des sous-structures (3.59)
et compte-tenu de 'approximation (3.60), le modele réduit final satisfait I’équation

d’équilibre :

Al + Y;lTijY;-l —leTijYjQ
_Y}ITZ”'Y]? A2 + Y}QTZ]']'Y}Q

I+ Y;'ITEij;'I _Y;lTEij}Q
—Y;-lTFijf 12 + Y;-QTFijf

:C’e(wQ)[ 2] (3.62)

—w?

ot C,(w?) est une matrice de couplage des forces extérieures :

C.(w?) = CY + W?Cl +w'C?

avec :
[ 17 17 4. R2
co— | Yo —Y AR YU AR
e T o TA
| Y7 AR VP Y AR,
T— T—r T ™
o Y} ByRj. — Y} AjRp. Y] ARy — Y] By RY
e T— T ) 3
| Y AjiRp — Y7 BiRj Yi ByRj, — Y AjRp
Y¥B.RL. —YMB..R:.
Cez _ J 2T_JJ Dlae 2]T_ Ji QDJe
i —Yj BijDje Y; BijDje

Cette technique de synthése modale est plus précise que la méthode de MacNeal
du fait de 'emploi d’un résidu enrichi d’un terme dynamique. Cela se traduit par la
présence de termes de couplage dans la matrice masse du modéle réduit.

Ces deux techniques sont délicates & mettre en oeuvre et les procédures d’assemblage
difficiles a systématiser. La technique de couplage par élimination induit également un

phénomeéne de couplage des efforts appliqués entre les sous-structures.
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Chapitre 4

Condensation adaptée au recalage

et a optimisation de modéle

On aborde dans ce chapitre la notion de robustesse des bases de réduction d’'un modeéle
vis-a-vis de perturbations paramétriques, la description géométrique du modéle et sa
connectivité étant supposées figées. En effet, disposer d’une base de réduction capable
de représenter le mouvement d’un modele perturbé est primordial dans des procédures
itératives de recalage ou d’optimisation: une telle base autorise des réanalyses ap-
prochées rapides et économiques en terme de calculs. Les techniques de réanalyse de
systéme modifié ont fait ’objet de nombreuses recherches au L.M.A.R.C.: on se réfere
pour plus de détails aux travaux de Aitrimouch [1], Berthod [10], Bouazzouni [11] et
Cogan [23].

Les résultats les plus significatifs proviennent de I'usage d’une base modale tron-
quée enrichie de réponses statiques résiduelles dues & des chargements représentatifs
des perturbations du systéme. On généralise ’emploi de cette base enrichie, dans une
approche de type condensation, adaptée & la prédiction de réponses fréquentielles et
permettant ’obtention d’un modeéle réduit en coordonnées physiques.

L’influence du découplage des effets de parameétres physiques intervenant non-
linéairement sur les matrices d’état est abordée.

Une stratégie de réduction a plusieurs niveaux est présentée dans le cadre spécifique
d’une procédure itérative de recalage basée sur un résidu fréquentiel sur les entrées dé-
veloppée par Berriet [8], Schiavone [68] et Osmani [60]. Les performances de la méthode
sont illustrées sur un modeéle industriel.

Enfin, les procédures d’enrichissement des bases de réduction par des résidus sta-

tiques "utiles” sont formulées dans le cadre des techniques de synthése modale.
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Chapitre 4. Condensation adaptée au recalage et a l'optimisation de modéle

Afin de compléter la présentation, on signale les travaux de Balmes [4] et Grihon

[35] qui exploitent des techniques de réanalyse du méme ordre.

4.1 Principe et applications

Les procédures de recalage ou d’optimisation de modéle nécessitent des étapes de réa-
nalyse du modéle modifié. Pour des structures de grande taille, on ne peut envisager
des extractions modales ou des prédictions de réponses fréquentielles directes, répétées
a chaque modification du modeéle: le cott de calcul associé est souvent dissuasif.

Une solution plus économique réside dans I’emploi de techniques de réanalyse ap-
prochée sur bases réduites au cours des itérations des procédures de correction paramét-
rique. La base de réduction T est choisie de maniére & représenter le mouvement du
systéme initial d’impédance Z et du systéme soumis & des modifications paramétriques
AZ données: la nature et la localisation de ces perturbations sont prédéfinies mais les

amplitudes sont inconnues.

4.1.1 Reéanalyse approchée sur base réduite

Le modeéle est condensé initialement par la base de réduction Tgo :
Zo=TkoZTro (4.1)

La réanalyse approchée du systéme modifié a I’étape [ du processus de correction

paramétrique est réalisée sur le systéme modifié réduit Z, défini par la relation:
Zy = Z5 + AZE! (4.2)

o AZLY = TEAZY 1 Tro et AZ! est la correction d’impédance issue de I'étape
[ — 1 du processus.

En fin de procédure, on effectue généralement une réanalyse exacte du systéme re-
calé ou optimisé afin de s’assurer de la pertinence du comportement prédit de maniére
approchée. Lorsque le modéle subit de fortes modifications paramétriques, on doit en-
visager 1'usage d’une ou deux réanalyses exactes supplémentaires au cours du processus

itératif, la transformation Tro étant réactualisée de fait.

4.1.2 Paramétrisation du modéle

La premiére étape d’une procédure de correction paramétrique consiste a fixer, esti-

mer ou localiser les zones modifiables du modéle et a leur associer des paramétres de
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4.1. Principe et applications

correction. On parle de paramétrisation du modele. Il s’agit de définir des ensembles
d’éléments, ou macro-éléments, regroupant des éléments finis possédant des propriétés
matérielles et/ou géométriques communes.

On définit une correction paramétrique de I'impédance Z du modeéle selon 1'expres-
sion :

AZ = AK + jwAB — w*AM (4.3)

En introduisant la notion de macro-éléments:

nelem
K mac — Z Kelem
e
e=1
nelem

Bmac — Z Beelem (44)
e=1

nelem

Mmac — Z Melem
e
e=1

on écrit la relation (4.3) sous la forme:

np
AZ :Z [K;"“C(Apz-) + jwB"(Ap;) — szZ"“C(ApZ-)] (4.5)
i=1
ou Ap; représente la variation du parameétre de conception p; & déterminer.
En général, les parameétres p; interviennent non-linéairement dans les matrices de
correction des macro-éléments. Il est possible de factoriser ces matrices sous la forme

suivante :

Z7(ps) =) (pi)* 20 (4.6)

«

soit pour une variation du paramétre p; :

Z(Apy) = Ap; Y a(p)* ™ 20 (4.7)
Afin de s’affranchir des problémes de conditionnement dans la résolution du pro-

bléme de correction, on utilise des coefficients de correction adimensionnels : la relation
(4.7) devient :

Ai o rrmac
Z"(Ap;) = > alp) 7z (4.8)

%
«

4.1.3 Principe de la méthode

L’équilibre dynamique du systéme modifié, soumis a des sollicitations dynamiques sur

I’ensemble e des degrés de liberté, s’écrit :

~

[Z (W) + AZ (W)]y (w) = fe (W) (4.9)
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Chapitre 4. Condensation adaptée au recalage et a l'optimisation de modéle

En introduisant la notion de forces dynamiques fa(w) associées aux modifications
AZ (w) dumodele, la relation (4.9) est ”équivalente” a I’équilibre dynamique du modeéle

initial soumis aux sollicitations f, (w) et fa(w):

Z(w)y (W) = fo (@) + fa) (4.10)

falw) = =AZ (W) y (w) (4.11)

La réponse dynamique du systéme modifié s’exprime par superposition modale sur
une base tronquée Y des modes libres du systéme initial enrichie de résidus statiques
R telle que:

y ()~ Yew) + R|F (W) + fA(w)] (4.12)

La base de réduction Tro commune aux systémes initial et modifié est construite &
I’aide de la base libre tronquée Y du systéme initial, des résidus statiques R, au droit
des degrés de liberté sollicités (ensemble e) et des résidus statiques associés a une suite

de chargements statiques Fa représentatifs des modifications AZ :

Tro=|Y R. Ra | (4.13)

4.2 Détermination des réponses statiques résiduelles

4.2.1 Expression de la force due aux modifications

D’apres la relation (4.11), le vecteur d’effort fa(w) associé aux modifications AZ (w)
dépend de la réponse du systéme modifié y(w).

En premiére approximation, on peut approcher cette réponse y(w) par la réponse
du systéme initial y;(w) développée sur la base tronquée de modes libres Y enrichie

des résidus statiques R, :

12

yr(w) (4.14)

b ] (4.15)

y(w)

~ [v & ] £ (@)

Cela nous conduit a I'expression fQ(w) de la force associée aux modifications:

falw) =—-AZ () yr (w) (4.16)

Une seconde approximation consiste & effectuer un premier calcul de souplesse as-

sociée aux forces d’erreur fQ(w); la réponse du systéme modifié y(w) est approchée
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4.2. Détermination des réponses statiques résiduelles

au moyen de la relation (4.18):

Y(w) =~ yu(w) (4.17)
~ S f(w) — SAZ (w) [ Y R, } ;((c:))) ] (4.18)

Ainsi, on obtient I'expression fX(w) de la force associée aux modifications paramét-

riques AZ, correspondant & un itéré de f(w):
faw) = -AZ (W) y(w) (4.19)

Il est possible de formuler par le méme procédé les expressions du vecteur force de

modification f§(w) & un ordre k supérieur par simple itération.

4.2.2 Base de forces associée aux modifications

Il s’agit de générer une base de forces Fa représentative du sous-espace associé a l’en-
semble des modifications potentielles & partir des relations (4.16) ou (4.19). Afin de

simplifier la suite de I'exposé, on retient ’hypothése définie dans la relation (4.16).

Sous-base de forces Fa, de modification associée & un paramétre p;

Pour chaque parametre p;, on calcule une sous-base Fj, de forces associée. On néglige
les modifications d’amortissement A B. Pour un paramétre p; intervenant linéairement

dans les matrices de masse et de raideur, la sous-base Fj, est définie par ’expression :
Fa = | FX FY | (4.20)

avec
ng:Kr“[y Re}

A 0O 4.21
FY =My Y R, | o
' 0 A
ol les résidus R. sont normalisés tels que:
diag(REMR,) = diag(1,.
jag(RIMR) = diag(1.. )
diag(R; K Re) = diag(Af,)

Dans le cas d'un parameétre non-linéaire défini dans la relation (4.6), il convient de
découpler chaque effet associé & une puissance « et construire autant de sous-matrices
FX..

Dans I’hypothése définie par la relation (4.19), la détermination de la sous-base Fh,

nécessite un calcul statique supplémentaire.
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Réduction de la sous-base de forces Fj,

La sous-base Fa, n’est pas nécessairement de rang maximum. De plus, dans un souci
d’économie de calcul et de maniére & obtenir un nombre limité de résidus Ra, il convient
de sélectionner les directions prépondérantes de chaque sous-base Fa,. Pour ce faire,
on effectue une décomposition en valeurs singuliéres (DVS) sur chacune des matrices
FX et FR!.

Le détail de cette décomposition est rappelé dans ’annexe B.

Ainsi, la matrice rectangulaire FX € RY™ ( n = m modes + e résidus) se décompose
sous la forme suivante :

Fk=U » v7' (4.23)
(Nn) (Nn) (nn)(nn)

ou U et V sont deux matrices réelles orthonormales et > est une matrice diagonale
composée des n valeurs singuliéres de Ffi .

En ordonnant les valeurs singuliéres par ordre décroissant et suite & un découpage
matriciel, la relation (4.23) s’écrit :

FX=U % V' + Uy 5 Vy (4.24)
(Nni)(nini)(nin)  (Nne)(nana)(nan)

ou X; comporte les n; plus grandes valeurs singuliéres.

On obtient alors la réduction F' fi recherchée de la sous-base Ffi , correspondant

aux directions associées aux plus grandes valeurs singulieres :
FX = FEw (4.25)
Les matrices »; et V4 sont obtenues & partir de la résolution d’un probléme aux
valeurs propres de taille n. Le choix du nombre n; de valeurs singuliéres, et donc du
nombre de colonnes & retenir, est fixé arbitrairement ou dépend d’un ratio associé a un
conditionnement seuil (01/02 ) < Cieuq [10].
Le filtrage défini dans les relations (4.25) ou (4.26) préserve la norme de la sous-base

retenue. Ceci est utile dans la suite de la procédure afin de privilégier les modifications

qui induisent une forte perturbation du systéme.

Concaténation des sous-bases de forces

On construit la base de forces Fa représentative de I’ensemble des modifications AZ

potentielles par concaténation, soit pour p parameétres linéaires :
Fa = Ffl Fi” e Ffp Fﬂi (4.27)

On note que la matrice Fa présente un caractére creux.
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4.3. Réductions multiples dans l'objectif de recalage de modéles de grande taille

4.2.3 Base de résidus associée aux modifications
Calcul des résidus statiques

Les résidus sont calculés de maniére classique (paragraphe 2.6.2), la flexibilité étant

filtrée si nécessaire :

Ry = SFA — YpAL'Y Fa (4.28)

Traitement de la base de résidus

On peut appliquer une décomposition en valeurs singuliéres a la matrice de résidus R}
afin de garantir une parfaite indépendance linéaire des colonnes de la matrice, selon

une procédure analogue & celle décrite dans les relations (4.23) & (4.26):
Ry ~ U5 V! (4.29)
On obtient la base de résidus EA filtrée et réduite:
Ra = RiV; (4.30)

Les résidus obtenus sont normalisés par rapport a la masse du systéme initial et

constituent la matrice de résidus Ra recherchée:
diag(RXMRA) = diag(Ian) (4.31)

La base de réduction Tro définie par la relation (4.13) est alors de rang maximum
et son conditionnement est faible.

On peut également envisager un traitement numérique des vecteurs résiduels par
une procédure d’orthogonalisation: dans ce cas, on conserve la totalité des vecteurs

statiques calculés.

4.3 Reéductions multiples dans ’objectif de recalage

de modéles de grande taille

On présente dans ce paragraphe une stratégie de réduction a plusieurs niveaux, adaptée
a une procédure de recalage de modele éléments finis industriel. Cette procédure est
basée sur I'utilisation d’un résidu sur les entrées et nécessite I’adaptation de la taille

du modele & la taille des données observées sur la structure [8], [60], [68].
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4.3.1 Adaptation du modéle aux données observées

Cette adaptation est réalisée en deux étapes dans le cas d’un modeéle de grande taille.
Une premiére réduction par condensation ou synthése modale permet 1’obtention d’un
modele réduit d’'impédance Z; de niveau 1 de quelques centaines de degrés de liberté,

en coordonnées physiques (ou mixtes) :
7, =TI ZT, (4.32)

L’emploi de bases de réduction robustes 7} au niveau 1, aptes & représenter les
déplacements du modéle corrigé, autorise une réactualisation du modéle & ce niveau de
réduction illustrée par la relation (4.2). Ce modéle réactualisé est réanalysé a chaque
itération du processus: les modes propres et les réponses statiques résiduelles néces-
saires sont calculés et constituent les vecteurs de la base de réduction 715 de niveau
2.

La seconde réduction fournit un modéle réduit de niveau 2 de la taille des degrés

de liberté instrumentés, en coordonnées physiques :
Zy =TS 2, Ty (4.33)

La dimension de la base de condensation 75 dépend du nombre o de positions
des observations réalisées sur la structure. Généralement, ce nombre o est inférieur au
nombre de vecteurs statiques résiduels nécessaires & I'obtention d’une base 15 suffisa-
ment robuste. Cela justifie la réactualisation de la base de condensation 75 & chaque

itération I du processus de recalage a partir du modeéle réduit Z! de niveau 1.

4.3.2 Formulation du probléme de recalage
I’équilibre dynamique du modéle initial s’écrit :
Z™Mw)y™ (W) = [ (w) (4.34)
L’équilibre dynamique de la structure est régi par une relation analogue:
ZX(w)y'(w) = (W) (4.35)
ol l'on exprime I'impédance Z° de la structure par la relation:
70 =7"4+ AZ" (4.36)
On définit un résidu € sur les grandeurs d’entrée tel que:

ew) = flw)—f"w) (4.37)
= AZMw)y'(w) = Z2™(w) (Y (@) —y* (W) (4.38)
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4.3. Réductions multiples dans l'objectif de recalage de modéles de grande taille

Le modele initial est réduit au niveau 1 (relation (4.32)). La structure étant partiel-
lement observée, on formule le résidu € (4.38) au niveau 2 par réduction des matrices
d’impédance Z* et de correction AZ{" sur les degrés de liberté ¢ instrumentés (rela-
tion (4.33)).

L’expression de la matrice de transformation résultant des deux réductions appli-

quées est définie par les relations:

m IOO
[% ] = | (4.39)

Yno 1%
= Ty (4.40)

ou1™ = TlTQ.

Le résidu ¢ (4.38) & minimiser, formulé au niveau 2, devient :

e2(w) = AZY (w)ys(w) — 23" (W) (35" (w) — y5(w)) (4.41)
o Zm = TITT 271 T

(4.42)
AZp = TITTAZ™T, Ty

Afin de minimiser 'influence des incertitudes de mesure sur la solution AZJ* de
(4.41), il convient de filtrer le résidu e, a 'aide de la souplesse dynamique du modele
réduit au niveau 2:

Zo(w) = Z5'(w) ez (w) (4.43)

Le probléme (4.41) peut étre condensé a un niveau 3, sur une base 75 commune
aux données modele et structure. On construit cette transformation 73 a partir d’une
décomposition en valeurs singuliéres de réponses statiques et de vecteurs propres du
modele condensé Z7* au niveau 2 , et de réponses fréquentielles mesurées.

Un filtrage du type de celui défini par la relation (4.43) est alors réalisé au niveau

On présente Figure 4.1 un schéma descriptif de la procédure de réduction a 3 niveaux
adoptée dans le cadre d’un recalage exploitant un résidu basé sur les entrées.

La fonction cotit associée a ce type résidu est quadratique. Le probléme de reca-
lage est quasi-linéaire vis-a-vis des parameétres de correction sous I’hypothése d’une
condensation robuste.

Le probléme obtenu est de taille réduite. Il autorise des séries de résolutions effec-
tuées a 'aide de mesures aléatoirement bruitées. Un traitement statistique des résul-
tats obtenus, en terme de dispersion des solutions paramétriques, permet une locali-

sation des parameétres effectifs. La solution paramétrique terminale est obtenue dans
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Chapitre 4. Condensation adaptée au recalage et a l'optimisation de modéle

Modéle Structure

Modéle initial

Réduction niveau 1
qq. centaines. de d.d.l.

Réduction niveau 2
sur d.d.l. instrumentés

Réduction niveau 3

Figure 4.1 : Recalage de modele : réduction a 3 niveaux

la moyenne des solutions générées a 1’aide des résolutions réalisées avec les parametres
effectifs.
L’ensemble de ces procédures est présenté en détail dans [8] [60] [67] [68].

4.4 Application sur un modéle de portiére de véhi-

cule

On propose lillustration de la méthode dans le cadre du recalage d’'un modeéle de
portiére de véhicule. L’objectif est de disposer d’un modeéle réduit paramétré, obtenu
par une condensation de niveau 1, robuste et capable de représenter correctement les
20 premiers modes déformables de la structure compris dans une bande fréquentielle

[0-200] Hz pour différents états paramétriques.

4.4.1 Caractéristiques du modéle

La structure est représentative des difficultés de modélisation des structures complexes.
Elle est constituée de ’assemblage d’un panneau renforcé d’une doublure fortement
nervurée et découpée, et de piéces de renforts au niveau des charniéres et anti-chocs.
L’assemblage est réalisé principalement par collage, pliage et sertissage et par quelques
points de soudure.

On présente Figures 4.2 et 4.3 la structure instrumentée en configuration suspendue.
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4.4. Application sur un modéle de portiére de véhicule

Figure 4.3 : Portiére instrumentée (Doublure)
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Chapitre 4. Condensation adaptée au recalage et a l'optimisation de modéle

Le modele de la structure comporte 30 000 degrés de liberté (Figure 4.4). Les
éléments utilisés sont de types coque triangle et quadrangle, poutre, biellette rigide,

masse ponctuelle et non structurelle.

Figure 4.4 : Modeéle éléments finis de la portiére de véhicule

4.4.2 Paramétrage du modéle

Afin de valider la technique, on simule le comportement de la structure réelle par des
perturbations connues de zones du modéle initial dont la modélisation est supposée
erronée.
Deux niveaux de perturbations sont appliqués: un niveau faible représentatif des
corrections admissibles et un niveau plus élevé afin de chercher les limites de la méthode.
On définit 23 zones paramétrées: 13 en épaisseur et 10 en module de Young (Figure

4.5) comprenant les zones nervurées, les zones de plis (contour) et renforcées.

4.4.3 Base de réduction employée

La base de réduction est construite a ’aide de 36 modes libres, 4 vecteurs de résidus
statiques associés aux points d’excitation de la structure et 340 vecteurs de résidus
associés aux zones définies.

La taille du modele réduit de niveau 1 est de 380 degrés de liberté.
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Figure 4.5 : Zones paramétrées du modele (Porti¢re de véhicule)

La base de forces f2(w) associée aux modifications a été calculée a l'aide de la
relation (4.16) dans laquelle les déplacements de la structure perturbée sont approchés
a l'aide du modéle initial au moyen d’une base de 50 modes libres (dont les 6 modes
rigides) et des 4 vecteurs de résidus statiques d’excitation. On signale que les tests
effectués a 'aide d’une base de forces calculées au second ordre par la relation (4.19)

donne des résultats analogues dans la configuration présentée.

Concernant les zones paramétrées en épaisseur, on procéde au découplage des effets
de membrane, de flexion et de cisaillement. On retient 24 vecteurs de forces d’erreur
pour chacune des 13 zones de type épaisseur, soit 8 vecteurs pour 'effet de membrane,
8 vecteurs pour leffet de flexion-cisaillement et 8 vecteurs associés a l'effet de masse.
Les zones associées au module de Young font I'objet de 10 vecteurs de forces. Aprés
calcul des réponses statiques résiduelles associées a la base de forces d’erreur, on retient

340 vecteurs résiduels apres le filtrage décrit dans le paragraphe 4.2.3.

A titre de comparaison, on présente parallélement les résultats obtenus a partir
d’un modéle réduit de taille identique, construit & 'aide d’'une base modale libre de

380 vecteurs.
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Chapitre 4. Condensation adaptée au recalage et a l'optimisation de modéle

4.4.4 Reésultats obtenus lors de faibles perturbations
Distance modéle initial / modéle perturbé

Les zones paramétrées font I’'objet de perturbations arbitrairement choisies; certaines
zones sont assouplies et d’autres raidies. Les valeurs nominales des modules de Young
sont multipliées par 0.5 ou 2. Les valeurs nominales des épaisseurs sont multipliées par
0.8 ou 1.3.

On présente Figure 4.6 la distance en forme entre les 30 premiers vecteurs propres
déformables des modeéles non condensés initiaux et perturbés, a I’aide du critére d’as-

surance modale (Mac) défini par la relation:

_ (v2y.)*
[

0.9

0.8

(4.44)
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Figure 4.6 : Distance en forme des vecteurs propres issus des modéles initial et per-

turbé (faible perturbation) (Portiére de véhicule)

78



4.4. Application sur un modéle de portiére de véhicule

Résultats modaux

Les vecteurs propres calculés a partir du modeéle réduit perturbé sont expansés a ’aide
de la base de réduction initiale (obtenue a 1’aide du modéle non perturbé) puis com-
parés aux vecteurs propres obtenus a partir du modeéle perturbé de référence. La base
employée est constituée de 380 modes libres. On illustre Figure 4.7 la distance en forme

(relation (4.44)) entre ces vecteurs.
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Modes du systeme condense perturbe
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5 10 15 20 25 30
Modes du systeme perturbe de reference

Figure 4.7 : Base de 380 modes : distance en forme entre les vecteurs propres issus
du modele perturbé de référence et prédits par le modele condensé perturbé (Portiére

de véhicule)

De méme, on présente Figure 4.8 la distance en forme entre les vecteurs obtenus
par le méme procédé lors de I'usage de la base comportant les résidus statiques associés

aux forces d’erreur.
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Figure 4.8 : Base de 36 modes et 344 résidus statiques : distance en forme entre
les vecteurs propres issus du modéle perturbé de référence et prédits par le modele

condensé perturbé (Portiere de véhicule)
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Chapitre 4. Condensation adaptée au recalage et a l'optimisation de modéle

Afin de chiffrer I'erreur de prédiction réalisée en exploitant le modeéle réduit, on
présente également Figure 4.9 les erreurs relatives sur les fréquences propres € et sur

les vecteurs propres ¢, (définies par les relations (4.45) et (4.46)):

£f = ’fC]: fe:act‘ (445)
||yC - yemactH

Ey= ———— 4.46

Y HyemctH ( )

Erreur relative sur les frequences propres
10 T T T

10 F

— 380 modes
r 36 modes + 344 residus

—8 I I I I I

(0] 5 10 15 20 25 30

Erreur relative sur les vecteurs propres
10 T T T T

_— 380 modes
+ 36 modes + 344 residus

-2

10~

Figure 4.9 : Erreur relative sur les solutions propres prédites par les modéles condensés

perturbés vis-a-vis du modeéle perturbé de référence (Portiere de véhicule)

Les formes des vecteurs propres prédits par les modeéles condensés sont cohérentes
avec la référence (Figures 4.7 et 4.8). La Figure 4.9 nous montre que les prédictions
modales obtenues a 1’aide du modele réduit par la base modale enrichie de réponses
statiques résiduelles sont les plus proches de la référence : 1’erreur relative est inférieure
a 1% sur les fréquences, est inférieure a 10% sur les vecteurs propres excepté pour le

15éme mode qui correspond a un mode local, non représentable sur la base de réduction.

Résultats fréquentiels

On présente Figures 4.10 et 4.11 deux fonctions de réponse fréquentielle en amplitude
prédites par le modele réduit perturbé (base de modes et résidus statiques) vis-a-vis

des références établies a partir des modeéles initial et perturbé.
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4.4. Application sur un modéle de portiére de véhicule
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Figure 4.10 : Qualité de prédiction d’une réponse fréquentielle (au droit d’une exci-

tation) a partir du modeéle condensé perturbé (Portiére de véhicule)
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Figure 4.11 : Qualité de prédiction d'une réponse fréquentielle & partir du modéle

condensé perturbé (Portiere de véhicule)
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Chapitre 4. Condensation adaptée au recalage et a l'optimisation de modéle

Les termes dissipatifs sont introduits sous la forme d’amortissements modaux de
coefficient réduit d’une valeur de 1%.

On obtient une prédiction correcte des réponses dans la bande de fréquences d’ana-
lyse. Des tests additionnels ont démontré I'utilité d’inclure les termes statiques au droit
des excitations en supplément des modes propres (relation (4.15)) lors de la détermi-

nation des forces d’erreur dans le cadre de réanalyses fréquentielles.

4.4.5 Reésultats obtenus lors de fortes perturbations
Distance modéle initial / modéle perturbé

Les valeurs nominales des modules de Young sont multipliées par 0.2 ou 5. Les valeurs
nominales des épaisseurs sont multipliées par 0.5 ou 1.5. La Figure 4.12, correspondant a
la distance en forme (relation (4.44)) entre les 30 premiers vecteurs propres déformables
des modeéles non condensés initiaux et perturbés, illustre la nature élevée du niveau de

la perturbation appliquée.
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Figure 4.12 : Distance en forme des vecteurs propres issus des modéles initial et

perturbé (forte perturbation) (Portiére de véhicule)

A titre indicatif, I’écart entre les résultats modaux identifiés sur la structure réelle

et les modes du modeéle est du méme ordre de grandeur.

Résultats modaux

Apres expansion, les vecteurs propres issus des modéles réduits perturbés sont comparés

aux modes du systéme perturbé de référence: on visualise Figures 4.13 et 4.14 les
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4.4. Application sur un modéle de portiére de véhicule

distances en forme entre ces vecteurs.
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Figure 4.13 : Base de 380 modes : distance en forme entre les vecteurs propres issus
du modele perturbé de référence et prédits par le modele condensé perturbé (Portiére

de véhicule)
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Figure 4.14 : Base de 36 modes et 344 résidus statiques : distance en forme entre
les vecteurs propres issus du modéle perturbé de référence et prédits par le modele

condensé perturbé (Portiere de véhicule)

Malgré le niveau élevé de la perturbation appliquée, le modele condensé a I’aide de la
base de modes enrichis par des résidus statiques, autorise une excellente prédiction des
11 premiéres solutions propres sans aucun croisement de modes. Les erreurs relatives
commises sur ces solutions sont du méme ordre de grandeur que dans le cas de la
perturbation de faible niveau.

Le modeéle réduit purement modal est largement mis en défaut sur ce niveau de

perturbation.
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Chapitre 4. Condensation adaptée au recalage et a l'optimisation de modéle

4.5 Extension du principe dans le cadre de réduc-

tion par synthése modale

Quelques travaux d’évaluation de la robustesse des méthodes de synthése modale vis-a-
vis de perturbations paramétriques [16] [18] ont montré que I'on ne pouvait privilégier
I'une ou lautre de ces méthodes. On observe simplement une bonne robustesse des
méthodes de synthése modale lorsque les perturbations sont relatives a des parameétres
intervenant linéairement et concernent I'intégralité d une sous-structure. On peut mont-
rer que les transformations de condensation et d’assemblage des sous-structures demeu-
rent quasiment invariantes pour des perturbations de cette nature.

Afin d’accroitre la robustesse des modeéles réduits par synthése modale, on propose
d’adjoindre des réponses statiques résiduelles associées aux modifications paramétriques
dans les bases de réduction des sous-structures. Ceci doit conduire & des résultats, en
terme de robustesse des bases de transformation, du méme ordre que dans une approche
de type condensation.

L’équilibre dynamique d’une sous-structure £ modifiée est exprimé par la relation
(4.9) ou les sollicitations dynamiques sur 'ensemble f des degrés de liberté de la sous-
structure sont décomposées en deux chargements: un chargement ]/”; interne a la sous-

structure et un chargement j/f; appliqué aux jonctions:

(2% () + AZ* ()] ¥ (w) = [* (W) + FFH(w) (4.47)

4.5.1 Synthése modale a base de modes libres

Dans le cadre d'une technique de synthése modale & base de modes libres, la base de

réduction enrichie T%, de la sous-structure k est définie par I’expression :
Tho=|Y* Rt RA R (4.48)

La base de forces F% associées aux modifications AZ* de la sous-structure est
construite de maniére analogue & la procédure définie dans le paragraphe 4.2.2 ou les

relations (4.21) s’écrivent (on omet l'indice k& de la sous-structure) :

FEZKFL“C[Y R. Rj*}
A0 0

FM = MZ"“[Y R R;} 0 AL 0 (4.49)
0 0 A}
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4.6. Conclusions

ou la matrice R est obtenue par réduction de la matrice des résidus statiques R;
au moyen d’une décomposition en valeurs singuliéres, et ou les résidus R. et R; sont

normalisés tels que:

diag(RTMR,) = diag(I..)
diag(RTKR,) = diag(A},)

ee

diag(R; " MR;) = diag(I};)
diag(R; " KR;) = diag(A};)

77

(4.50)

Le filtrage des vecteurs statiques de jonction par une DVS est justifié dans le cas

d’une forte connectivité de la sous-structure.

4.5.2 Synthése modale a base de modes a frontiére bloquée

On peut enrichir les bases de condensation de sous-structure de type Guyan ou Craig-
Bampton par des réponses statiques du systeme bloqué. La base de réduction de type

Craig-Bampton enrichie est définie par la relation:
k
Tho=| ©5 v R R, | (4.51)

Les bases de forces F& ., sont alors calculées a I’aide des matrices des macros-éléments
et de la base de réduction de la sous-structure, restreintes sur les degrés de liberté du
systéme bloqué. La procédure est similaire & celle décrite dans le paragraphe précédent,
avec notamment une réduction de la sous-base des modes contraints (restreinte aux
degrés de liberté du systéme bloqué) par une décomposition en valeurs singuliéres.

Dans le cas d’une projection du mouvement de la sous-structure sur une base de
Guyan, les réponses statiques associées aux modifications correspondent a des termes

de flexibilité pure du systéme bloqué.

4.6 Conclusions

L’utilisation de vecteurs additionnels obtenus par des chargements statiques représenta-
tifs des forces de perturbation permet la construction de modéles réduits robustes. Les
modeles de ce type répondent aux besoins de réanalyse rencontrés lors de procédures
de recalage ou d’optimisation de modeéles éléments finis de grande taille.

La technique employée est généralisable dans les procédures de réduction par syn-
these modale.

La construction des résidus statiques de la base de réduction ne faisant appel a
aucune procédure itérative, les gains numériques associés a l'utilisation d’une telle

réanalyse sont considérables.
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Chapitre 4. Condensation adaptée au recalage et a l'optimisation de modéle

Dans le cadre d'une technique de recalage par réduction de modeles, la base de
réduction obtenue permet 'obtention d’'un modéle réduit en coordonnées physiques
adapté aux données observées. La robustesse du modeéle de niveau 1 permet de re-
présenter correctement ’état du modeéle modifié réduit aux niveaux 2 et 3 & chaque
itération, contribuant ainsi a la convergence de la procédure de recalage.

Il est nécessaire de considérer les termes statiques au droit des excitations dans
I’établissement de la base de réduction lors de réanalyses fréquentielles.

De méme, il convient de découpler les effets dus a des parameétres non-linéaires tels
que I’épaisseur d’une coque.

On peut envisager quelques études supplémentaires concernant la validation de la
technique dans le cadre d’une synthése modale et plus généralement concernant le
traitement des forces d’erreur et des réponses statiques générées de maniére & retenir
les vecteurs statiques les plus ”utiles” & la représentation du mouvement de la structure

perturbée.
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Chapitre 5

Méthode de synthése modale

proposée

5.1 Principe

La technique développée, présentée dans les publications [19] [28] [50], est inspirée
de la méthode de MacNeal [53] (paragraphe 3.2). L’assemblage des sous-structures
condensées est réalisé par élimination des efforts de jonction résiduels et le modéle
réduit final obtenu ne comporte pas de degrés de liberté de jonction ou de coordonnées
associées & des réponses statiques au droit de ces degrés de liberté.

L’originalité de la variante proposée réside dans l'utilisation de transformations
”congruentes” pour les phases de condensation et d’assemblage des sous-structures. Le
modeéle réduit final obtenu par la méthode présentée vérifie les relations (3.1) et (3.2)
définies dans le paragraphe 3.1. On rappelle I'expression de I'impédance Zgr du modéle

réduit (I'indice k étant relatif a la k¢ sous-structure) :

Zpp =Y  Th T& ZFTETS (5.1)
k

Cette formulation conduit & un gain non négligeable dans la précision des résultats
(paragraphe 5.5).

De plus, on propose I'utilisation de diverses bases de condensation compatibles [51]
avec le procédé d’assemblage proposé (modes contraints éventuellement enrichis de
modes normaux, réponses statiques résiduelles associées & des zones perturbées de la
sous-structure).

Les bases de condensation proposées peuvent faire ’objet de procédures de retour en

coordonnées physiques (définies dans le paragraphe 2.3.4) : on obtient ainsi un modéle
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Chapitre 5. Méthode de synthése modale proposée

réduit exclusivement exprimé sur des coordonnées de type déplacement internes aux

sous-structures.

5.2 Matrices de condensation des sous-structures

compatibles

Le caractére commun des matrices de condensation compatibles avec la méthode d’as-
semblage présentée réside dans la conservation explicite des coordonnées ff de type

efforts de jonction dans les coordonnées réduites associées a chaque sous-structure

qk
‘] "

condensée :

Yt =Té

onTh= | Th T |-

Les coordonnées f]’-“ sont associées & une sous-base de vecteurs statiques ng ho-
mogene & des vecteurs de flexibilité statique.

La relation (5.2) est équivalente a l'expression :

k k k k
v | _ | Lo Loy q (5.3)
v e, T, | LS

L’équilibre du modele réduit de la sous-structure k est défini par la relation:

k
q T
zi | | =TE (1) (5.4)

fj
k Zk

on Zk = TH 70Tk = | ~C "o
Z&, 2§

fia Iifj

On notera que les matrices d’état du modele condensé Zf, sont souvent de rang
numériquement déficient. En effet, les réponses statiques résiduelles & la jonction sont
calculées en des degrés de liberté d’autant plus proches que le maillage est fin. Le
défaut de rang observé a ce stade de la réduction est sans conséquence pour le probléme
condensé final de la structure assemblée. Ainsi, on ne peut effectuer d’analyses statique,
modale ou fréquentielle sur le modéle réduit de la sous-structure. Pour cela, il convient
de considérer uniquement la restriction Z¢, des matrices d’état sur I'ensemble des

coordonnées ¢*, restriction correspondant & la sous-structure condensée non assemblée

(15 =0).
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5.2. Matrices de condensation des sous-structures compatibles

Les différentes bases proposées font 'objet de validations numériques dont les ré-
sultats sont présentés dans le paragraphe 5.5.

Il est possible d'utiliser des bases de condensation de nature différente afin de ré-
duire les modeéles de sous-structures selon leurs natures et leurs contributions dans le
comportement global de la structure.

kj,iémo

On omet dans ce paragraphe 'indice supérieur k relatif a la sous-structure.

5.2.1 Modes libres enrichis de réponses statiques résiduelles

La base de condensation T¢ est construite a partir de la relation (1.54) de superposition

modale avec correction statique, relation analogue a ’équation (3.36) :
y=Yc+ Rfff (55)

En vue d’une prédiction de réponses fréquentielles a I’aide du modele réduit (dans
le cadre d’une confrontation modele / structure réelle), on conserve explicitement des
degrés de liberté de forces ”externes” appliquées sur I’ensemble e. Il en résulte une faible
augmentation de la taille du probléme final. En pratique, on fixe a priori quelques degrés
de liberté potentiels d’excitation par sous-structure. On obtient donc une famille de
degrés de liberté physiques dans le systéme réduit final dans laquelle on peut définir
un choix optimal de maniére & exciter les modes contenus dans la bande fréquentielle
d’intérét. En approche modale, ce choix est inutile et il n’est pas nécessaire d’inclure
dans la base les réponses statiques résiduelles correspondantes.

Dans un souci d’accroitre la robustesse du modéle réduit, il convient d’adjoindre a la
base modale tronquée Y des résidus statiques Ra relatifs & des chargements statiques
représentatifs des modifications structurales éventuelles (technique présentée dans le
chapitre 4). Dans I'hypothése d’un passage en coordonnées physiques, le choix des
degrés de liberté maitres (ensemble m) est alors effectué sur la matrice [ Y Ra ]

On précise que la base de condensation d’une sous-structure dont la contribution
dans le comportement global de la structure est purement statique, est composée des

modes rigides éventuels de la sous-structure et des vecteurs de pure flexibilité statique.

Transformation en coordonnées généralisées

Le systéme réduit final est exprimé intégralement en coordonnées généralisées associées
aux modes libres et aux réponses statiques résiduelles. A ’aide de la partition des degrés

de liberté sur les ensembles j, e et ¢, la relation de condensation de la sous-structure
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s’écrit :
Yj Y; Rje Ry c
Ye = Y; Ree Rej fe (56)
Ye Y; Rce ch f]

Transformation en coordonnées physiques

En appliquant une procédure de passage en coordonnées physiques (voir paragraphe
2.3.4), la base de condensation (5.6) peut étre définie exclusivement sur des degrés de

liberté internes a la sous-structure (ensemble m et e) par la relation :

Yj RjeRZ Yjm — Rje R Yem  Rj; — RieRZ Ry
Ye
Ye I 0 0
_ Ym (5.7)
Ym 0 Lum 0 f
Ys éseé;gl ?sm - éseé;gl?;m ésj - éseﬁe_eléej ’
ou:
Yim = Y;Y,! Rjj = Rjj — Yim B Rje = Rje = YjmIime
Yo, = Y;Yﬂzl Rej = Rej - }/;mij Ree = Ree — Yo Rme
im = }/synzl ﬁsj = st - imRmJ ﬁse = Rse - i}stme

5.2.2 Modes contraints

La technique proposée permet ’assemblage de sous-structures condensées par des trans-
formations de type Guyan-Irons. On retrouve la forme de la transformation proposée
par Przemieniecki [62] dans le cadre de 'analyse statique. Cependant, les degrés de li-
berté maitres (ensemble e) de la transformation associés aux modes contraints ©,, sont
exclusivement choisis parmi les degrés de liberté internes a la sous-structure (ensemble
i). La base de vecteurs statiques de jonction nécessaire a 1’assemblage est constituée
des vecteurs de flexibilité du systéme bloqué (ensembles j @ ¢) au droit des degrés de
liberté de jonction.

La base de condensation est définie par I’expression :

y =Tecye + Sb,; [ (5.8)
ou TG = @e.
Compte-tenu des partitions j, e et ¢, la relation (5.8) est équivalente a:
Yj ©je S,
Yo | = | Lee O [ ‘7; ] (5.9)
Ye @ce SBcj ’
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5.2. Matrices de condensation des sous-structures compatibles

Cette base est bien adaptée pour les sous-structures ou équipements trés rigides dont
les contributions au mouvement global sont essentiellement statiques. Le mouvement
de corps rigide de la sous-structure est décrit par la sous-base des modes contraints

(sous réserve d'un choix adéquat des degrés de liberté de I’ensemble e).

5.2.3 Modes contraints enrichis de modes normaux compa-
tibles

La base de transformation (5.9) peut étre enrichie a l'aide de différentes bases mo-
dales afin d’augmenter le domaine de validité du modeéle réduit de la sous-structure et
donc du modele réduit final. Les transformations présentées peuvent étre exprimées en

coordonnées physiques (paragraphe 2.3.4).

Modes bloqués (associés a des degrés de liberté maitres de Guyan internes

a la sous-structure)

On propose une relation de condensation analogue dans la forme a la relation (3.34)
(technique de Craig-Bampton) mais différente dans la distribution des degrés de liberté.
En effet, les modes normaux sont calculés a partir du systéme bloqué associé aux degrés
de liberté maitres internes a la sous-structure, relatifs a la sous-base de Guyan. En
retirant la contribution statique des modes retenus aux termes de flexibilité de jonction,
on introduit la flexibilité résiduelle du systéme bloqué. La relation de condensation

s’exprime alors en coordonnées mixtes :

y] ®je \II] RBjj ye
Ye = Iee 0 0 C (5 . ]_O)
Ye @ce \ch RBcj fj

On note que 'on perd, dans ce cas, le sens physique habituel des modes normaux
utilisés dans la technique de Craig-Bampton associés au blocage des frontiéres des sous-
structures. Il convient d’élargir la base ¥ des modes bloqués issus du systéme esclave
si ’on choisit de verrouiller la sous-structure par un grand nombre de degrés de liberté

mafitres.

Modes libres

Les modes contraints de Guyan peuvent étre complétés par des sous-bases modale Y
et statique résiduelle R associées a la sous-structure libre. La compatibilité entre ces

termes et les modes contraints ©, est obtenue en cherchant & identifier les sous-bases B;
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et By de la relation (5.11) qui satisfont Pexpression (5.12). On introduit temporairement

I’ensemble b = j @ ¢, regroupant les degrés de liberté des ensembles j et c:

Y = ObeYe + Bic+ Bafj (5.11)
y = Yc+ R;f; (5.12)

En partitionnant la relation (5.12) sur les ensembles e et b, on identifie ’expression

des sous-bases B; et B, recherchées:

By = Y, — OpY. (5.13)
B2 == ij_@beRej (514)

La relation de condensation est exprimée de maniére détaillée par la relation :

Y @je Y} - @jeY; Rjj - @jeRej Ye
Ye = Iee 0 0 C (515)
Ye @ce Y; - @ceY; ch - @ceRej fj

On signale que I’emploi des termes de flexibilité pure en lieu et place des flexibilités
résiduelles conduit aux mémes résultats numériques. Les sous-espaces représentés par
les transformations sont identiques. Simplement, les conditionnements des matrices de

transformation et des matrices réduites augmentent.

5.3 Assemblage des sous-structures par les forces

de jonction et par transformation ”congruente”

5.3.1 Principe de I’assemblage

La technique d’assemblage, analogue dans son principe a la technique de MacNeal [53]
(voir paragraphe 3.2) consiste a exprimer les efforts de jonction résiduels f]’“ de chaque
sous-structure k en fonction de ’ensemble des coordonnées ¢F généralisées, mixtes ou
physiques (selon les transformations T} utilisées) des sous-structures. Cette opération
définit les transformations ”congruentes” d’assemblage T% des sous-structures.

Le modele réduit final Zzp, obtenu par la relation (5.1), est fonction uniquement

des coordonnées ¢*.

Zor =Y T4 TE 2°TET (Rappel)
k
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ou:

qk
y=T (Rappel)
fi

La phase d’assemblage des sous-structures peut étre réalisée simultanément sur
I’ensemble des k sous-structures mais également différée en plusieurs étapes: on définit
alors la notion d’assemblage différé et ’on introduit le concept d’objet super-élément.

Les résultats obtenus selon le type d’assemblage utilisé sont identiques (voir chapitre
6).

5.3.2 Assemblage simultané des sous-domaines condensés

Afin de simplifier ’exposé, on considére n sous-structures couplées sur une frontiére
commune.

On rappelle la relation de transformation (5.3) relative & la condensation d’une

o, o, | | o (5.16)
T, TE LS

A Taide de la restriction de la transformation (5.16) sur 'ensemble j des degrés de

sous-structure k:

liberté, on exprime les efforts de jonction f]’“ en fonction des coordonnées physiques de

jonction yf et des coordonnées réduites ¢* d’une sous-structure % :
k ko k
fr =18 |- T8, ] (5.17)

Pour n sous-structures, on obtient la relation (5.18) satisfaisant I’équation de com-
patibilité en efforts résiduels (2.22):

Z ff Z b o= Th g =0 (5.18)

L’équation de compatibilité en déplacements y; = yf Vk, nous donne I’expression
des déplacements de jonction y; fonction des coordonnées réduites ¢* de I'ensemble des

sous-structures :
Z CJJ Z C]J 'q (519)

En reportant la relation précédente (5.19) dans la relation (5.17), on obtient 1'ex-

pression des efforts de jonction propres a chaque sous-structure fonction des coor-
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données réduites ¢* de I’ensemble des sous-structures :

-1

Z%

CJ J

k

n

=1

[TCH Tk

_ q1
2
q

k k k| _ mk
qu } - Tquq - TAj :
qn

(5.20)

Cette relation permet d’exprimer le membre de droite de la transformation (5.16)

sous la forme (5.21) et définit la transformation d’assemblage T% de la sous-structure

k:

qlc
¥

]:

L

k
T

¢ q*
2 2
q q
=T
q" q"

(5.21)

La double transformation T5T% (5.22) conduit ainsi & la condensation de la sous-

structure k sur ses propres coordonnées réduites et celles des sous-structures adja-

centes:

y* = TeTS

(5.22)

Ainsi, en appliquant la transformation d’assemblage 1%, la relation d’équilibre (5.4)

de la sous-structure k& condensée devient :

ql

q2

n

q

ou Zk =Tk ZETk = TK TE" ZFTET*.

Apres une sommation des n relations (5.23), on obtient ’expression :

ql

q2

n

q

T 1T
=) TH T
k=1

ETEN (1)

+ f%)

On vérifie aisément par calcul formel la relation suivante :

Z

=0
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5.8. Assemblage des sous-structures par les forces de jonction et par transformation

"congruente”
Le modeéle réduit final Zxr est obtenu et vérifie I'’équation d’équilibre :
-
C]2 u T, 0T Tk
Znp |, | =D THTE N (5.26)
. k=1

n
ou ZRF :Z Z[’Z
k=1

Dans I’hypothése ot 'on conserve les degrés de liberté physiques y* associés aux
efforts extérieurs appliqués dans l’ensemble des coordonnées ¢* des sous-structures
condensées, le terme T’jTTgT de la relation (5.26) est équivalent & une matrice de

localisation qui ne modifie pas les forces appliquées.

5.3.3 Assemblage différé des sous-domaines condensés (multi-

niveaux)
Approche orientée objet

Cette stratégie d’assemblage différé s’inscrit parfaitement dans le concept de synthése
modale par sous-domaine. En effet, dans ’hypothése d’un assemblage simultané, une
modification locale du modele (par exemple sur une région constituée d’un ensemble
de sous-structures) nécessite non seulement une réactualisation des transformations de
condensation T% des sous-structures modifiées mais également la réactualisation des
transformations d’assemblage T% de toutes les sous-structures.

On propose une procédure d’assemblage & plusieurs niveaux visant a limiter le cotit
associé a la phase de réactualisation des transformations d’assemblage.

Afin d’illustrer 'intérét d’une telle stratégie, on considére toutes les sous-structures
condensées comme des objets interdépendants. Ces objets sont soumis & des contraintes
de compatibilité a leurs interfaces (contraintes appliquées sur les coordonnées de type
efforts de jonction ff), que l'on symbolise par des liens inter-objets (illustration Figure
5.1).

Ces objets peuvent étre assemblés et forment alors un nouvel objet que ’'on nomme
super-élément.

On illustre Figure 5.2 une phase de définition de super-éléments.

Les liens internes existants entre les objets d’'un méme super-élément sont sup-
primés lors de la création de 1'objet super-élément. Cet objet super-élément né d’un

assemblage conserve uniquement des liens externes avec les autres objets existants a
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Sous-structure Objet associé:
modéle condensé

ﬁ]

Ll

Condensation

—
—

Expansion

3 Iz
f2

Figure 5.1 : L’objet modeéle condensé

super-élément 2 —\

Lien interne au SE~J - Lien externe aux SE

Figure 5.2 : Définition d’objets super-éléments

I’étape considérée (objets pouvant étre d’autres super-éléments ou des sous-structures)
(illustration Figure 5.3).

En résumé, a chaque assemblage d’objets, les liens internes au super-élément formé
sont éliminés.

Chaque objet représente un modeéle réduit d’une ou plusieurs sous-structures as-
semblées et peut étre analysé, optimisé ou confronté a des mesures. On notera que le
dernier objet généré représente le modele réduit final de la structure.

Le choix des groupements d’objets (définition des super-éléments) est adapté par

I'ingénieur en fonction des objectifs de modifications ou d’optimisations structurales.
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"congruente”

super-élément 1 super-élément 3
SS1+SS2+SS3+SS4 S§6+557+S558

Figure 5.3 : Assemblage des super-éléments

Formulation de 1’assemblage par super-élément

On distingue deux cas dans la présentation de la formulation :

e un cas simple ou ’on considére que les liens (efforts de jonction) éliminés lors de
I’assemblage d’'un super-élément sont uniquement internes.
e un cas mixte ou certains degrés de liberté de jonction peuvent étre internes et

externes au super-€lément (typiquement 3 sous-structures connectées sur une

méme frontiere et dont 2 seulement vont former un super-élément).

e Cas simple

La création d’un super-élément consiste a construire les transformations d’assem-
blage relatives aux n sous-structures constituant ’objet super-élément, permettant
d’exprimer les forces de jonction internes au super-élément sur les coordonnées ré-
duites des n sous-structures augmentées des coordonnées de type efforts de jonction
externes au super-élément.

Cette transformation est dérivée du procédé d’assemblage des sous-structures ex-
posé dans le paragraphe précédent (voir relation (5.21)). Il convient simplement de

subdiviser I’ensemble des coordonnées de type efforts de jonction en un sous-ensemble

- k kooy o (7 —
interne f7,, et un sous-ensemble externe fi , & la sous-structure n concernée (j =
jint & jext).

On construit la transformation T% ., de la sous-structure & (ici, k = 1---n), relative

a 'assemblage d’un super-élément, permettant d’exprimer le membre de droite de la
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relation (5.16) sous la forme:

1 1
q q
k k
¢* ! K q" q"
= | f* = | Lk =T (5.27)
k jext Sjext 1 SE 1
i k Tk jext jext
jint ASEjin
n n
jext | | Jjext

ol L’; et L’}jm sont des matrices de localisation.

Les forces de jonction externes au super-élément ffe

- Sont assimilées aux coor-
données réduites ¢* des sous-structures et ne sont pas modifiées dans la transformation

d’assemblage T .

e Cas mixte

On est amené & prendre en compte 3 sous-ensembles complémentaires parmi les co-

ordonnées efforts de jonction de la sous-structure condensée : un sous-ensemble interne

k k

Tmt» UN sous-ensemble externe [, , et un sous-ensemble dit mixte k.o des efforts de

gmixt
jonction a la fois internes et externes au super-élément. On illustre cette configuration

de jonction Figure 5.4.

super-élément

Figure 5.4 : Cas mixte : 3 sous-ensembles de forces de jonction

Afin d’alléger I’écriture, on définit 'ensemble des efforts de jonction fg.“ regroupant

les sous-ensembles interne fF,, et mixte f5 ., (j = jint & jmixt). Comme précédem-

k

ment, on considére les forces de jonction externes f7,,, comme des coordonnées réduites
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¢® qui ne seront pas modifiées par la transformation d’assemblage du super-élément et

on les regroupe ainsi dans 1’ensemble ¢* (¢ = q @ jext).

On exprime les efforts de jonction f]’“ internes et mixtes sous une forme analogue a
la relation (5.17):

=T v - T8 @ (5.28)

Jj

Afin de pouvoir raccorder d’autres objets super-éléments ou sous-structures au
super-élément assemblé, on doit prendre en compte les efforts de jonction des objets
extérieurs au super-élément, sur I’ensemble des degrés de liberté de type mixte dans

I’équilibre des efforts aux interfaces.

Pour un ensemble de n sous-structures d’un super-élément, on obtient ainsi une

relation dérivée de 'expression (5.18):

Z f}k = ZTg’;l |:y§€ - Tg}aqk] Z jmixt (529)
k=1

k=1

[’application de ’équation de compatibilité, en terme d’égalité des déplacements
de jonction, donne 'expression des coordonnées de jonction y; de ensemble ; fonction

des coordonnées réduites ¢* considérées et des forces de jonction de type mixte f it

-1 n

(T8 T8 & + Fhuae) (5.30)

k=1

n Tkl

En introduisant la relation (5.30) dans la relation (5.28), on obtient 'expression des
forces de jonction propres a chaque sous-structure f]l’€ fonction des coordonnées réduites

G et des forces de jonction de type mixte Jmm

T’“ ZT,\

-1

n ~k

1 . ~ q
|:Tk TC‘— g + ]mzrpt - ngqqk = TIIZSEj [ ]

k=1

Jjmixt

(5.31)
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Cette relation permet d’exprimer le membre de droite de la transformation (5.16)

sous la forme (5.32) et définit la transformation d’assemblage T'5 -

[ ql ] [ ql
q° q°
k k 1 1
q jext jext
q L j j
k _ k _mk
] - jext fjext AsEk (532)
fk Tk n n
b SE]\, jext jext
1 1
Jmixt gmixt
n n
Jjmizt | Jjmizt |

ol L’; et L’}jezt sont des matrices de localisation.

Modéle réduit final

Le nombre de niveaux de super-élément n’est pas limité. On associe une transformation
d’assemblage T’ ﬁg; a chaque regroupement d’objets au niveau [. On obtient le modéle
réduit final en terme de matrices réduites par des produits "congruents" multiples selon
le nombre de niveaux de super-élément définis.

Plusieurs chemins opératoires conduisent au modeéle réduit final. Le choix de I'itiné-

raire de réduction est adapté selon les objectifs envisagés.
e Réduction pas-a-pas

Les matrices réduites Z(!) des objets sont calculées & chaque niveau [ de réduction (k

objets au niveau [ — 1) et 'opération est répétée jusqu’au dernier niveau de réduction :

70 =Sy 7o (5.33)
k

Asg

e Réduction directe

Les matrices de transformation sont regroupées en une seule matrice T}%F par pro-

duits matriciels :

The = TE ] T4 (5.34)
1

Le modeéle condensé final est obtenu par sommation des sous-structures réduites

: k.
par les transformations 77 :

Zpp =Y Zh = Tr.Z"Tk, (5.35)
k k
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5.4 Calcul des réactions a l'interface de la sous-

structure

Soit gg un vecteur solution du probléme réduit final (5.26).

Le calcul des forces de réaction Rfs a l'interface d’une sous-structure, dues a un
déplacement qs du modele global, n’est pas immédiat a l'instar des méthodes de type
Guyan-Irons, Craig-Bampton ou Martinez.

Au niveau d’une sous-structure k, le vecteur solution est reconstituée par I’expres-

sion :

qlc
[ ] = Thys (5.36)
L

Le terme f]’-“ = Tjqu correspond & leffort de réaction résiduel & l'interface de
la sous-structure. Afin d’accéder a la totalité de la réaction a l'interface, il convient
d’établir une procédure additionnelle (relations (5.37) a (5.39)).

En l'absence de chargement interne, ’équilibre de la sous-structure condensée (5.4)
s’exprime par la relation:

qk

il

On utilise la transformation T}, définie dans la méthode de Martinez par la re-

= TE (5.37)

J

z¢

lation (3.39) afin d’obtenir explicitement les efforts de jonction au second membre de

Iexpression (5.37):

k
KTk ke q 0
Txra,ZcTya, P L (5.38)
. Rk
y] J
Ainsi, les efforts de réaction R?S a l'interface sont obtenus par 1’expression :
0 kT ok mk
R* = Thra, ZcTAas (5.39)
js

5.5 Reésultats numériques: cas académiques

Les résultats obtenus sur deux exemples académiques sont présentés.

Dans le premier exemple, on confronte la méthode proposée avec les techniques de
MacNeal et Rubin pour des modeles réduits de méme taille. On valide également le
principe de double condensation en coordonnées physiques.

Le second exemple est dédié aux tests comparatifs des différentes bases de conden-

sation proposées.
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La stratégie proposée est appliquée sur 2 modeles de structures industrielles de

grande taille dans le chapitre 6.

5.5.1 Plaque renforcée par un profilé en U

La structure testée, illustrée Figure 5.5, est constituée d’'un assemblage de 2 sous-
structures, une plaque et un profilé en U, encastrées sur un coté. Le modéle éléments
finis assemblé comporte 3240 degrés de liberté, soit une répartition en 1980 degrés de
liberté pour la plaque et 1380 degrés de liberté pour le profilé. Les degrés de liberté de

jonction sont au nombre de 120.

s =
O s E e E I A S g e S e % e
o s LTI
Sttt hes s

G s rrs s sy et

Points d’excitation

Figure 5.5 : Modéle éléments finis de la plaque renforcée

Les éléments utilisés sont de type coque mince & 4 noeuds et 6 degrés de liberté.

Comparaison de 3 méthodes de sous-structuration

On compare la précision des solutions propres d’'un modéle réduit obtenu a partir des
méthodes de MacNeal, Rubin (voir paragraphe 3.2) et de la technique proposée en
configuration modes libres et flexibilité résiduelle. Les systémes réduits sont de tailles
identiques et exprimés en coordonnées généralisées.

Pour les 3 méthodes testées, on retient respectivement 95 et 35 modes normaux
dans les bases de projection des déplacements de la plaque et du profilé. La taille des
systémes réduits par les 3 méthodes est donc de 130.

Les 60 premiéres solutions propres reconstituées sur tous les degrés de liberté, ob-
tenues par les 3 méthodes, sont comparées aux solutions exactes calculées a I'aide du
systéme complet. Le domaine fréquentiel représenté est [0 — 900] Hz. On rappelle dans
les relations (5.40) et (5.41) les critéres des erreurs relatives sur les fréquences propres
gy et sur les vecteurs propres € :

£f = [fe — feaaet| (5.40)

f exact
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5.5. Résultats numériques: cas académiques

HyC - yea:actH

’ ’ Yezact ‘ |

€y = (5.41)

Les résultats sont illustrés Figures 5.6 et 5.7.
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Figure 5.6 : Erreur relative sur les fréquences propres prédites par les modeéles réduits

vis-a-vis du modele de référence (Plaque renforcée)
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Figure 5.7 : Erreur relative sur les vecteurs propres prédits par les modeles réduits

vis-a-vis du modele de référence (Plaque renforcée)

Le systeme réduit par la méthode de MacNeal permet de calculer 22 modes avec une
précision inférieure & 2% sur les vecteurs propres. La technique de Rubin et la méthode
proposée permettent le calcul de plus de 50 modes & une précision équivalente.

Cet exemple montre I'intérét d’une formulation par transformation ”congruente”.
Bien que les bases de réduction soient identiques a celles utilisées dans la technique de
MacNeal, la formulation proposée permet des prédictions avec une précision supérieure.
Cette précision est du méme ordre que celle obtenue avec une technique de type Rubin:
la méthode proposée ne nécessite pas le calcul d'un résidu dynamique et d’application

d’une force fonction de la pulsation dans le calcul d’une réponse forcée.

103



Chapitre 5. Méthode de synthése modale proposée

Performances d’une double condensation dans le cadre de la prédiction de

réponses en fréquence

On étudie maintenant la qualité de réponses fréquentielles prédites & partir d’un modéle
réduit en coordonnées physiques obtenu aprés une double condensation: une synthese
modale par la méthode proposée (transformation de condensation d’une sous-structure
définie par la relation (5.7)) suivie d’une condensation modale avec des résidus statiques
(définie par la relation (3.42)).

On construit en premier un modeéle intermédiaire en coordonnées physiques a 135
degrés de liberté, soit 95 degrés de liberté maitres (ensemble m), 3 degrés de liberté de
forces externes (ensemble e) pour la plaque et 35 degrés de liberté maitres (ensemble
m), 2 degrés de liberté de forces externes (ensemble e) pour le profilé en U.

Le systéme obtenu est ensuite condensé a nouveau de manieére & disposer d’un
modeéle final en coordonnées physiques de taille comparable au nombre de modes pré-
sents dans la bande d’intérét. On se fixe, a priori, une bande utile de [0 — 300] Hz. La
taille du systeme final est de 20 degrés de liberté (15 degrés de liberté maitres (ensemble
m) et 5 degrés de liberté de forces externes (ensemble e). Les 15 vecteurs propres et
les vecteurs de flexibilité résiduelle composant la seconde transformation sont calculés
a partir du modeéle intermédiaire & 135 degrés de liberté physiques. Un amortissement
modal de 1% est introduit sur chaque mode dans le calcul des réponses.

On présente Figures 5.8, 5.9 et 5.10 quelques réponses fréquentielles exactes et
prédites & partir du modeéle final a 20 degrés de liberté. La Figure 5.10 présente la
moyenne des fonctions de réponse en fréquence observées sur les 20 degrés de liberté

du modéle final.
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Figure 5.8 : Qualité de prédiction d’une réponse fréquentielle (au droit d’une excita-

tion) & partir du modele réduit a 20 degrés de liberté physiques (Plaque renforcée)
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5.5. Résultats numériques: cas académiques

Déplacement
-2

10

Modéle de référence

/\ A Modéle réduit - 20 ddl

0 50 100 150 200 250 300 350
Fréquence

Figure 5.9 : Qualité de prédiction d’une réponse fréquentielle (au droit d’un d.d.l.

maitre) a partir du modele réduit a 20 degrés de liberté physiques (Plaque renforcée)
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Figure 5.10 : Qualité de prédiction des réponses fréquentielles & partir du modele

réduit (moyenne sur les 20 degrés de liberté physiques) (Plaque renforcée)

Le comportement dynamique du modéle initial est correctement prédit et préservé
par le modele réduit en coordonnées physiques a 20 degrés de liberté dans la bande

utile fixée [0 — 300] Hz, qui contient les 15 premiers modes.
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Chapitre 5. Méthode de synthése modale proposée

5.5.2 Plaques assemblées en équerre

On propose une validation de la méthode proposée avec différentes bases de condensa-

tion sur une structure libre de 2500 degrés de liberté, constituée d’'un assemblage de 5

plaques en équerre illustré Figure 5.11. Les éléments utilisés sont de type coque mince

a 3 ou 4 noeuds et 6 degrés de liberté par noeud. On dénombre 222 degrés de liberté

de jonction.

)ﬁ Sous-Structure?2

Sous-
Structure 1 \

A N Sous-Structure4

Sous-Structure3

Figure 5.11 : Modéle éléments finis de ’équerre

Les formulations testées, proposées dans le paragraphe 5.2, sont les suivantes:

modes libres et flexibilité résiduelle (relation (5.7))

modes contraints internes enrichis de modes libres et de flexibilité résiduelle com-
patibles (relation (5.15))

modes contraints internes enrichis de modes et de flexibilité résiduelle du systéme

bloqué associé (relation (5.10))

modes contraints internes et flexibilité du systéme bloqué associé (relation (5.9))

On présente également & titre comparatif les résultats obtenus avec une méthode de

type Craig-Bampton avec la présence des degrés de liberté de jonction dans le modéle

réduit final.

La composition des bases de condensation des méthodes testées est détaillée dans
le Tableau 5.1.
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5.5. Résultats numériques: cas académiques

Meéthodes Modes | Modes | Modes Modes Modes Taille
de réduction Code | rigides | libres | bloqués | de flexibilité | contraints | modéle
Modes libres A 30 60 - 594 - 90

Modes contraints
+ modes libres B - 60 - 594 59 119
Modes contraints
+ modes bloqués C - - 60 594 59 119
Modes contraints D - - - 594 125 125
Craig-Bampton E - - 60 - 594 282

Tableau 5.1 : Composition des bases de condensation (Equerre)

On présente Figures 5.12 et 5.13 les erreurs relatives € et €, définies par les relations

(5.40) et (5.41), sur les 40 premiéres solutions propres prédites a l’aide des modeéles

réduits et reconstituées sur tous les degrés de liberté.
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Figure 5.12 : Erreur relative sur les fréquences propres prédites par les modeéles réduits

vis-a-vis du modele de référence (Equerre)
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Figure 5.13 : Erreur relative sur les vecteurs propres prédits par les modeéles réduits

vis-a-vis du modele de référence (Equerre)

Bien que la structure soit rigidifiée, les bases de modes libres ou de modes cont-
raints enrichis de modes libres donnent les meilleurs résultats. L’adjonction de modes
contraints aux modes libres améliore faiblement les résultats.

Les résultats obtenus avec la technique de Craig-Bampton sont d’une moins bonne
précision bien que la taille du modeéle réduit soit 3 fois supérieure a celle du modéle
obtenu avec une base de modes libres.

Les résultats obtenus par synthése modale a ’aide des bases de modes contraints
sont acceptables sur les 15 premiers modes calculés. L’emploi de modes bloqués associés

aux modes contraints augmente sensiblement la qualité des bases de condensation.

5.6 Conclusions

’emploi de formulations de transformations ”congruentes” est a privilégier quant a la
précision des résultats.
La méthode d’assemblage simultané par les efforts de jonction est validée.
I’absence des degrés de liberté physiques de jonction de I’ensemble des coordonnées
réduites ne dégrade pas la précision d'un modeéle réduit par synthése modale.

Il est possible d’employer différentes bases de condensation compatibles avec la

technique d’assemblage proposée.

Sous réserve d’inclure des réponses statiques au droit des excitations internes aux
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5.6. Conclusions

sous-structures dans les bases de réduction, on obtient un modeéle réduit capable de
prédire de facon correcte le comportement de la structure soumise & des chargements
dynamiques. Cela reste valable dans le cas d’une condensation a plusieurs niveaux en

coordonnées physiques.
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Chapitre 6

Applications a des modéles

industriels de type automobile

On présente dans ce chapitre les résultats de la technique de synthése modale proposée
dans le chapitre 5, appliquée a 2 modeéles de structures industrielles de type automobile,

soit un plancher de charge et une caisse nue.

Le test réalisé sur le plancher de charge a pour objectif la comparaison des résul-
tats obtenus avec la technique présentée vis-a-vis des méthodes classiques ainsi que la

validation de ’assemblage a plusieurs niveaux.

Le modele de caisse est représentatif d’une structure complexe et présente un haut
degré de connectivité. La technique proposée est particulierement adaptée & la réduc-
tion d’'un tel modeéle par synthése modale et ses performances en terme de précision de

prédiction et en terme de taille du modeéle réduit sont ainsi mis en évidence.

Les tests numériques présentés dans ce chapitre ont été réalisés dans le cadre de
contrats industriels [16] [17] proposés par la Direction des Recherches et Affaires Scienti-
fiques du G.I.E. P.S.A. Peugeot-Citroén (centre d’essais Citroén de Vélizy-Villacoublay
(78)). Les méthodes testées (méthodes de Craig-Bampton, Martinez et proposée) ont
donné lieu a I’élaboration d’un outil logiciel de réduction par synthése modale [52] dé-
veloppé sur la plate-forme Proto-Dynamique (LMARC/Intespace) en langage Matlab
(MathWorks, Inc.) et interfacé au moyen du langage Dmap avec le code éléments finis

Nastran (MacNeal-Schwendler Corporation).
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Chapitre 6. Applications a des modéles industriels de type automobile

6.1 Plancher de charge de véhicule

6.1.1 Caractéristiques du modéle

6 ée du coffre d’un

2

érieure non équip

fi

La structure modélisée correspond & la partie in

taires que

émen

¢l

eces e

hicule (Figure 6.1). Elle est constituée d’un assemblage de 27 pié

2.

ve

I'on considére comme autant de sous-structures.

GRS

Y
(0
N

(0

/X T
OO
R
zés&z\o%oozth
. /7
0N

éments finis du plancher de charge

él

éle

Figure 6.1 : Mod

de base, les profilés

2

ce

importantes sont la plaque nervur

Les sous-structures les plus

en U obliques qui font office de raidisseurs et les renforts avant et arriére.

Le modeéle est maillé en éléments coques de type triangle et quadrangle & 6 degrés

de liberté par noeud et comporte environ 45 500 degrés de liberté.
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On dénombre 209 noeuds de soudure soit 1254 degrés de liberté de jonction.
On définit une bande d’analyse [0 — 300] Hz comprenant 27 modes déformables. On

appelle fréquence utile (Fu) la borne supérieure de la bande d’analyse (Fu = 300 Hz).
Les premiers modes de la structure sont visualisés Figure 6.2.

bords latéraux (2 x 11 noeuds encastrés).



6.1. Plancher de charge de véhicule
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Chapitre 6. Applications a des modéles industriels de type automobile

6.1.2 Meéthodes testées
Méthode de Martinez

Les bases de condensation des sous-structures sont formées & partir des vecteurs de
flexibilité résiduelle au droit des degrés de liberté de jonction et des modes normaux a
interface libre (paragraphe 3.1.4).

Le nombre de modes libres par sous-structure est choisi selon un critére fréquentiel
empirique: on inclut dans la base de réduction les modes composants dont les fré-
quences propres sont comprises dans une bande fréquentielle de 0 & 3xFu (Fréquence
utile), soit une bande [0 — 900] Hz. Ce critére est généralement satifaisant, y compris
pour les structures souples rigidifiées localement.

La taille du modele réduit est de 1756 degrés de liberté répartis en 1254 degrés de

liberté de jonction et 502 coordonnées généralisées associées aux modes composants.

Méthode de Craig-Bampton

Les transformations de condensation des sous-structures sont définies a I’aide des modes
contraints au droit des degrés de liberté de jonction et des modes normaux a interface
bloquée (paragraphe 3.1.3).

On retient initialement les modes bloqués dans une bande de 0 & 7xFu, soit une
bande [0 —2100] Hz. La taille du modele réduit est de 1743 degrés de liberté répartis en
1254 degrés de liberté de jonction et 489 coordonnées généralisées associées aux modes
composants.

Il est délicat de définir un critére fréquentiel valable pour déterminer a priori le
nombre de modes composants a frontiére bloquée dans les bases de condensation. En
effet, les fréquences propres de ces modes dépendent fortement de la localisation des
noeuds de jonction.

On peut remédier & ce probléme en effectuant deux calculs additionnels par sous-
structure: un calcul des fréquences propres sur la sous-structure non condensée &
frontiére libre et un calcul des fréquences propres sur la sous-structure condensée par la
base de Craig-Bampton, effectués dans une bande fréquentielle de 0 & Fu. On estime que
le nombre de modes composants est suffisant lorsque les erreurs relatives en fréquence
sont de 'ordre de 1/100 dans cette bande fréquentielle.

Cette procédure génere un coiit de calcul supplémentaire qui reste cependant infé-
rieur a celui engendré par un calcul de vérification de la validité réalisé a ’aide du
modele global. De plus, on peut restreindre cette procédure aux sous-structures les

plus importantes.
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6.1. Plancher de charge de véhicule

Méthode proposée

On emploie la technique proposée dans le chapitre 5 dans sa configuration initiale
(relation (5.5)): les bases de condensation sont définies a I'aide des modes & interface
libre et des vecteurs de flexibilité résiduelle au droit des degrés de liberté de jonction.
Les vecteurs de base utilisés sont identiques aux vecteurs employés dans la méthode de
Martinez. Le critére de choix du nombre de modes composants & interface libre reste

le méme.

e Assemblage simultané

On réalise un assemblage simultané des sous-structures.
Le modéle réduit obtenu est exprimé uniquement sur les coordonnées généralisées

associées aux modes & interface libre de sous-structure, soit 502 coordonnées.

e Assemblage différé

Afin de valider la procédure d’assemblage a plusieurs niveaux, on définit 3 super-
éléments 1, 2 et 3 regroupant respectivement 7, 11 et 9 sous-structures (Figures 6.3, 6.4,
6.5 et 6.6). Les sous-structures condensées sont assemblées et forment ces 3 entités. Les
efforts de jonction permettant I’assemblage des 3 super-éléments sont conservés dans
chaque ensemble de coordonnées réduites. On procéde ensuite & I'assemblage des 3
super-éléments.

Le modéle réduit obtenu est de taille identique au précédent, soit 502 coordonnées.
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Figure 6.3 : Super-¢lément 1 (Plancher de charge)
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=

Figure 6.6 : Modéle éléments finis du plancher formé de 3 super-éléments
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6.1. Plancher de charge de véhicule

6.1.3 Reésultats

A titre indicatif, on présente dans les Tableaux 6.1 et 6.2 la composition des bases de

condensation et quelques caractéristiques des différents modeéles réduits.

Méthodes de réduction Martinez | Craig-Bampton | proposée
Modes de flexibilité résiduelle 1254 - 1254
Modes contraints - 1254 -
Modes de corps rigide 162 - 162
Modes a interface libre 340 - 340
Modes & interface bloquée - 489 -
Taille du modéle réduit 1756 1743 502

Tableau 6.1 : Composition des bases de condensation (Plancher de charge)

Méthodes de réduction Martinez | Craig-Bampton | proposée
Taille des matrices réduites
(nombre de coordonnées) 1756 1743 502
Taille des matrices réduites
(occupation mémoire en Mégaoctets) 15 15 2
Temps réel de la résolution
aux valeurs propres (sec.) 1250 1230 90

Tableau 6.2 : Caractéristiques des modeles réduits (Plancher de charge)

On présente les résultats de prédiction obtenus a ’aide des 4 méthodes en terme
d’erreurs relatives sur les fréquences propres (Figure 6.7) et vecteurs propres reconsti-
tués (Figure 6.8) vis-a-vis du modeéle de référence.

On rappelle dans les relations (6.1) et (6.2) les critéres d’erreur relative sur les

fréquences propres ¢ et sur les vecteurs propres €, :

gf = M (6.1)
' feazact
HyC - yea:actH
g, = 100 — Jevact]] (6.2)
v Hyea:actH
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Erreur relative sur les frequences propres
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Figure 6.7 : Erreur relative sur les fréquences propres prédites par les modeéles réduits

vis-a-vis du modele de référence (Plancher de charge)

Erreur relative sur les vecteurs propres

—— Meth. de Craig—Bampton
5[ —— Meth. proposee (ass. direct)

10 3 O  Meth. proposee (ass. par SE) E
—— Meth. de Martinez

10°

10_7 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figure 6.8 : Erreur relative sur les vecteurs propres prédits par les modéles réduits

vis-a-vis du modele de référence (Plancher de charge)

118



6.2. Caisse nue de véhicule

Les 3 méthodes testées donnent des résultats tres acceptables dans la bande d’ana-
lyse fixée (27 premiers modes déformables). L’erreur relative commise sur la prédiction
des fréquences propres est inférieure a 1/1000 pour ’ensemble des méthodes. L’er-
reur relative commise sur les vecteurs propres est inférieure a 1% pour les techniques
proposée et Martinez, inférieure a 5% avec le modele réduit de Craig-Bampton.

Bien que les modéles réduits de Craig-Bampton et de Martinez soient de taille com-
parable, 'usage de modes a interface libre donne des résultats plus précis et linéaires,
ceci pour un nombre inférieur de modes composants déformables calculés.

La méthode proposée donne des résultats de prédiction analogues a ceux obtenus
par la méthode de Martinez, le modéle réduit étant exempt des degrés de liberté de
jonction. Les bases initiales de condensation sont identiques. L’élimination des degrés
de liberté de jonction pendant 1’assemblage des sous-structures condensées ne dégrade
pas le résultat de prédiction. La présence de ces degrés de liberté de jonction dans le
modeéle réduit final ne contribue pas a la précision du modele réduit.

Les résultats obtenus par la méthode proposée avec un assemblage différé des sous-
structures sont identiques vis-a-vis de ceux obtenus avec un assemblage simultané.

Cette procédure d’assemblage par super-éléments est donc validée.

6.2 Caisse nue de véhicule

6.2.1 Caractéristiques du modéle

La structure étudiée est une caisse nue de véhicule de catégorie moyenne non équipée
(Figure 6.9). Elle est constituée d’un assemblage initial de 130 pieces (éléments de tole
mince) physiques de diverses tailles connectées par plus de 3500 points de soudure.

La structure est représentative des assemblages mécano-soudées de grande taille et
a fort degré de connectivité.

Le modele éléments finis complet associé comporte 450 000 degrés de liberté (Figure
6.10). Le maillage est considéré comme fin: la dimension moyenne de l'aréte d’une
maille est de l'ordre de 20 mm.

Les éléments du maillage sont de type coque mince triangulaire ou quadrangulaire.
Les points de soudure sont représentés soit par des noeuds communs entre piéces soit
par des liaisons de type élément biellette rigide.

L’épaisseur des toles est comprise entre 6/10 et 2 mm. La raideur élémentaire est
alimentée par les effets de membrane, flexion et cisaillement.

Apres regroupement des pieces de petite taille (dont le modele comporte moins de
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Figure 6.9 : Structure caisse nue

Figure 6.10 : Modéle éléments finis de la caisse nue (450 000 degrés de liberté)

150 éléments finis) sur des pitces adjacentes, on dénombre 94 sous-structures (Figure
6.11).

Le modéle éléments finis présente plus de 21 500 degrés de liberté de jonction. On
illustre le couplage des sous-structures Figure 6.12, ou 'on visualise les termes non
nuls de la matrice de couplage exprimée en noeuds de jonction. La taille mémoire
correspondant aux termes non nuls de cette matrice de couplage exprimée en degrés

de liberté de jonction est de ordre de 195 Mégaoctets (hors index de localisation).
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Modéle éléments finis sous-structuré de la caisse
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Figure 6.12 : Densité de la connectivité des sous-structures du modeéle caisse
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Chapitre 6. Applications a des modéles industriels de type automobile

La bande d’analyse est fixée a priori ([0 — Fu]) et comprend 30 modes déformables.
Les conditions aux limites de la structure sont de type libre.

La structure présente seulement 2 modes de déformation d’ensemble dans la bande
d’analyse, soit un mode de torsion (Figure 6.13) suivi d’'un mode de flexion (Figure

6.14).

y

Figure 6.13 : Mode de torsion de la caisse

Figure 6.14 : Mode de flexion de la caisse

6.2.2 Méthode employée

On applique la méthode de synthése modale proposée dans sa formulation modes com-
posants & interface libre et flexibilité résiduelle au droit des degrés de liberté de jonction.

Les modes composants des bases de condensation des sous-structures sont choisis
a l'aide du critére fréquentiel défini précédemment, soit les modes dont les fréquences

sont inférieures & 3xFu (Fréquence utile).
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6.2. Caisse nue de véhicule

Le total des modes composants satisfaisant ce critére est de 2000. Ils représentent
10% de V’ensemble des vecteurs des bases de condensation des sous-structures. On
recense 564 modes de corps rigide parmi les 2000 modes composants.

Le modele réduit final comprend 2000 coordonnées généralisées et la taille mémoire
des matrices réduites est de 32 Mégaoctets.

On emploie une procédure d’assemblage différée: les sous-structures condensées
sont assemblées en premier lieu en 6 super-éléments (Figure 6.15). On procéde ensuite

a I’assemblage des super-éléments et on obtient le modele réduit final.
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Figure 6.15 : Modeéle éléments finis de la caisse formé de 6 super-éléments

6.2.3 Reésultats

Les solutions propres sont calculées & partir du modele réduit & 2000 degrés de liberté
dans la bande [0 — 2 Fu] qui contient 180 modes déformables. Les vecteurs propres sont
reconstitués sur 'ensemble des degrés de liberté a ’aide des bases de réduction.

On compare les solutions propres prédites par le modeéle réduit vis-a-vis des solutions
propres obtenues & partir d’un calcul de référence effectué sur le modele complet.

On présente Figures 6.16 et 6.17 les erreurs relatives e, sur les fréquences propres

et g, sur les vecteurs propres reconstitués (critéres définis dans les relations (6.1) et

(6.2)).
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Chapitre 6. Applications a des modéles industriels de type automobile

Compte-tenu de la forte densité modale dans la bande d’analyse, on observe des
couplages en forme entre les vecteurs propres. On introduit un critére additionnel ¢,
défini par expression (6.4) basé sur 'erreur de projection d’un mode de référence sur
une sous-base Yo constituée du mode de méme rang et des modes adjacents prédits
par le modele réduit.

L’erreur de projection ey, du mode de rang v est exprimée par la relation:
-1
ep(V) = yewact(,,) - YC [YgYC} ngea:act(,,) (63)

ou YC - yC(V_2) yC(U_l) yC(V) yC(V+1) yC(U-‘,-Q) :| .

Le critere d’erreur €, que 'on nomme erreur relative sur les sous-bases modales,

est défini par ’expression :
6p . HepH (6-4)

N HyewactH

On visualise cette erreur relative Figure 6.18.

Erreur relative sur les frequences propres
10 E T T T T T T

-6 i I | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Figure 6.16 : Erreur relative sur les fréquences propres prédites par le modeéle réduit

vis-a-vis du modele de référence (Caisse nue)
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nue de véhicule

Erreur relative sur les vecteurs propres
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Figure 6.17 : Erreur relative sur les vecteurs propres prédits par le modeéle réduit

vis-a-vis du modele de référence (Caisse nue)

Erreur relative sur les sous—bases modales
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Figure 6.18 : Erreur relative sur les sous-bases modales calculées avec le modeéle réduit

vis-a-vis du modeéle de référence (Caisse nue)

L’examen des erreurs relatives montre que le modeéle réduit préserve le comporte-

ment dynamique dans la bande [0 — 2 Fu|. La précision en fréquence est de 1'ordre de

1/1000. L’erreur commise sur les vecteurs propres est au plus de 'ordre de 10% pour les

vecteurs propres non affectés de couplage en forme. La prise en compte de ce couplage

nous conduit & une erreur inférieure a 10% sur les sous-bases modales.

Le critére fréquentiel de choix du nombre de modes composants (3x la bande utile)

s’avere correct sur cette application et présente une marge de sécurité raisonnable. Il

est donc applicable aux structures complexes fortement rigidifiées.
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6.3 Conclusions

Un modele éléments finis de 450 000 degrés de liberté peut étre réduit & un modele de
taille acceptable (quelques milliers de degrés de liberté), dont le domaine utile est fixé
a priori, en une seule procédure de synthése modale.

Il est nécessaire d’utiliser pour des modeles de cette taille et présentant de surcroit
une forte connectivité une technique de synthése modale supprimant les degrés de
liberté de jonction (ou du moins les degrés de liberté de jonction non désirés dans les
coordonnées du modele réduit), dans I'objectif de disposer d’un modeéle réduit final
efficace dans une procédure d’analyse dynamique répétitive.

La méthode proposée dans ses différentes formulations d’assemblage est validée.

Elle permet I'obtention de modéles réduits exempt des degrés de liberté de jonction,
donc de plus petites tailles vis-a-vis de 'emploi de méthodes classiques type Martinez
ou Craig-Bampton, ceci pour une précision équivalente.

Lorsque l'analyse du comportement dynamique de la structure compléte est ef-
fectuée dans une bande fréquentielle utile [0 — Ful, le critéere de calcul des modes

composants & interface libre dans une bande [0 — 3 Fu] est tout a fait satisfaisant.
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Les techniques de réduction de modeles éléments finis concernent les modeles de grande
taille. Cette étude a nécessité la mise en place d’outils logiciels et matériels permettant
d’appréhender ce type de probléme, ainsi que la maitrise de macro-langages de pro-
grammation. Cette étude a donc été réalisée avec un souci constant de prise en compte
des contraintes liées a la modélisation des structures de type industriel. Les exemples
présentés, fournis par le G.I.LE PSA Peugeot-Citroén, ont été traités a ’aide d’un outil
logiciel, interfacé avec le code de calcul Nastran, réalisé durant cette étude et livré a

I’entreprise.

Nous avons testé sur un cas industriel (modéle de porte de véhicule a 30 000 degrés
de liberté) la robustesse d’'un modele réduit comportant 23 parameétres. I’adjonction
dans la base de réduction, de vecteurs de réponses statiques résiduelles a des charge-
ments successifs représentatifs des perturbations paramétriques, constitue un excellent
sous-espace suffisamment large pour représenter les solutions approchées du systéme
soumis a diverses combinaisons paramétriques. L’utilisation de tels modéles réduits
paramétrés et robustes lors de réanalyses approchées apporte une économie de calcul
considérable vis-a-vis de réanalyses exactes; ceci s’avére d’autant plus efficace que la
taille du modéle est grande. L’intérét de cette technique de réanalyse couplée avec des
procédures itératives de recalage de modeéle ou d’optimisation de comportement par
sensibilité, par adaptation, séquentielles ou génétiques n’est plus & démontrer. De plus,

cette stratégie doit étre applicable dans le cadre de procédures de synthése modale.

Les modeles réduits peuvent étre exprimés intégralement en coordonnées physiques
par une transformation des coordonnées généralisées sans aucune perte d’information.
Ceci simplifie et peut parfois supprimer totalement 1’étape de reconstitution des solu-
tions sur certains points du maillage, lesquels peuvent étre imposés a priori. La prise
en compte des chargements externes par des réponses statiques dans les bases de ré-

duction est compatible avec I’ensemble des méthodes de réduction. Ainsi, on garantit
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une excellente prédiction des réponses forcées ainsi qu'un couplage possible du modeéle

réduit avec d’autres modeles et maillages.

La méthode de synthése modale proposée a été comparée aux méthodes classiques
(Craig-Bampton et Martinez) sur un modeéle de plancher de charge a 45 000 degrés
de liberté. Les résultats obtenus montrent 'intérét de la technique présentée en terme
de taille du modele réduit et ce pour une précision au moins équivalente. La stratégie
d’assemblage différée a été validée. Elle répond aux impératifs de modularité de I’as-
semblage exigés d’une technique de synthése modale. Appliquée au modéle de caisse
nue comportant 94 sous-structures, 450 000 degrés de liberté dont 21 500 degrés de
liberté de jonction, cette stratégie a permis I'obtention d’un modeéle réduit a 2000 co-
ordonnées préservant la bande d’analyse fixée a priori. Le critére fréquentiel utilisé de
choix a priori du nombre de modes composants semble fiable et n’a jamais été mis en

défaut lors de nos nombreux tests.

La technique présentée supprime les degrés de liberté de jonction non désirés dans
le modéle réduit final et, dans sa formulation, n’implique pas d’approximations supplé-
mentaires sur I'information de couplage des sous-structures. Ainsi, ce procédé original
de synthése modale permet 1'obtention d'un modeéle réduit précis et représentatif du
comportement basse fréquence de structures complexes exempt de I'information redon-
dante des degrés de liberté de jonction. Il est bien adapté aux structures présentant

une forte connectivité.

Différentes bases de condensation des sous-structures sont compatibles avec 1’assem-
blage par élimination des efforts de jonction et ont été testées sur un cas académique.
Parmi les transformations proposées, on retient la base constituée de modes contraints
(éventuellement enrichis de modes libres afin d’augmenter la bande de validité) qui

) : : A
permet ’assemblage, par les efforts de jonction, de sous-structures condensées par une

technique de Guyan.

La stratégie de réduction a plusieurs niveaux en coordonnées physiques (syntheése
modale suivi d’une seconde condensation) a été validée dans le cadre de prédiction
de réponses a des chargements dynamiques internes aux sous-structures. L’emploi de
réponses statiques dans un objectif de robustesse et au droit des sollicitations externes
allié a 'usage de transformations en coordonnées physiques et de stratégies de réduction
a plusieurs niveaux constituent un outil performant d’adaptation des données issues
du modeéle aux données observées sur la structure lors de procédures itératives de
recalage. L’erreur due a I'adaptation dépend essentiellement de la capacité de la base

a représenter les déplacements du systéme modifié lors de la réanalyse approchée du
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modeéle. Ainsi, a I'itération zéro ou a chaque réanalyse exacte de la base de réduction,
le modeéle réduit adapté aux points d’observation de la structure reflete de fagon quasi-

parfaite I’état du modele global. L’erreur due & la réduction est faible et maitrisée.

Perspectives d’application et de recherche

De nombreux points restent & valider ou méritent des investigations plus poussées.
Concernant 'utilisation de réponses statiques dans un but de robustesse, il convient
d’étudier plus avant la sélection ou le filtrage des vecteurs a retenir. On doit chercher
naturellement une base de réduction la plus "utile”, dont la robustesse est la plus
forte vis-a-vis d’'un nombre de vecteurs statiques le plus faible. De plus, cette stratégie
demande & étre testée en synthése modale dans les différentes formulations présentées

dans cette étude.

Nous avons traité de la réduction des modeéles essentiellement dans le cadre d’ana-
lyses vibratoires en basses fréquences. Il peut étre utile d’obtenir des modéles réduits
fiables en milieu de spectre par bande de fréquences, notamment pour des applications
de type controle actif. Il conviendrait alors d’approcher la contribution des modes de
rang inférieur dans la bande d’analyse par un ou quelques vecteurs appropriés qui

restent & définir.

Quelques formulations présentées, telles que la réduction en coordonnées physiques,
la prise en compte statique des chargements éventuels et la technique de synthese
modale proposée, peuvent étre implantées & bréve échéance dans un code de calcul

industriel ouvert.

On souhaite tester la méthode de synthése modale proposée, dans sa formulation en
coordonnées physiques, sur une structure complexe de type aéronautique ou spatiale

afin de la confronter aux spécifications demandées dans ces secteurs.

A plus long terme, on entrevoit ce qui sera la modélisation future des structures
complexes: un assemblage de modéles fins réduits paramétrés, éventuellement extraits
d’une bibliothéque, systématiquement réajustés vis-a-vis de résultats d’expérience, le

modéle final étant qualifié par un essai global.

La réduction des modeéles éléments finis dynamiques reste un outil utile, indispen-

sable & I'ingénieur mécanicien et adapté a ’évolution des stratégies de modélisation.
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Annexes

A Choix des degrés de liberté par factorisation de
type QR

Le choix d’une sous-base modale bien conditionnée est nécessaire lors des procédures
de passage en coordonnées physiques, dans une phase de réduction de modeéles (para-
graphe 2.3.4). Il convient de sélectionner les degrés de liberté de la base modale dont
les directions associées aux lignes choisies de la matrice modale sont les plus linéaire-
ment indépendantes. On obtient ainsi une sous-matrice modale bien conditionnée dont
I'inversion ne dégrade pas la précision de prédiction du modéle réduit.

Les procédures de choix de degrés de liberté de ce type sont également employées
lors de la sélection des degrés de liberté maitres de la condensation de Guyan ou la
sélection optimale des positions d’observation d’une structure lors d’essais dynamiques
[46], [63] et [64].

On rappelle ici la mise en oeuvre de la factorisation de type QR avec pivotage
d’une sous-base modale dans le cadre de la sélection de degrés de liberté. On se référe

a louvrage de Golub et Van Loan [34] pour plus de détails sur 'algorithme.

Soit B (¢xm) la base modale restreinte aux degrés de liberté candidats a la sélection.
Elle comporte c lignes correspondant aux degrés de liberté et m colonnes correspondant

aux vecteurs propres (¢ > m).

e Sélection de m degrés de liberté

On décompose la transposée de la sous-matrice modale B par la relation matricielle

suivante:

B™ = QR (A.1)
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Q (¢ x ¢) est une matrice orthogonale (QTQ = I...)

. R (¢ X m) est une restriction d’'une matrice triangulaire supérieure
ol
dont les valeurs absolues des termes diagonaux sont décroissantes

II (m x m) est une matrice de permutation des colonnes de BY (II"TI = I,,,,,,)

Le pivotage est assuré par la matrice de permutation I des colonnes de B”. Cette
matrice II localise les m colonnes les plus indépendantes linéairement.

En pratique, il n’est pas nécessaire d’effectuer la factorisation intégrale. Le calcul
des matrices ) et R est inutile pour la sélection désirée.

La détermination de la matrice de permutation II est équivalente a une séquence
itérative de recherche de directions les plus orthogonales décrite ci—apreés.

Classiquement, le premier vecteur choisi correspondant au premier degré de liberté
sélectionné est la colonne de la matrice BT de plus grande norme.

Supposons que k vecteurs colonne aient été choisis aprés k— 1 itérations. Ils forment
la matrice BY (m x k) et le sous-espace vectoriel associé¢ Vect(B}). On nomme B
(m x (¢ — k)) la matrice des vecteurs colonne candidats restants.

On construit alors 'opérateur de projection P;-(m x m) sur le sous-espace ortho-
gonal a Vect(BY):

Pl = Lym — B (ByBl) ' By (A.2)
On projette les vecteurs de la matrice BL , a I’aide de I'opérateur P tels que:

BZ—Pk = PkJ_BZ—k (A-?’)

Le vecteur colonne (et donc le degré de liberté) retenu a l'itération k est le vecteur
le plus orthogonal & Vect(B}). Tl correspond au vecteur de plus grande norme de la

matrice BT, (m x (¢ — k)).

e Sélection de m — i degrés de liberté avec ¢ degrés de liberté imposés

Certains degrés de liberté peuvent étre imposés dans la sélection pour des raisons
d’observabilité de la structure ou pour satisfaire des spécifications (visualisation de
réponses ou de déformées modales aux degrés de liberté considérés).

Soit B; (i x m) la base modale restreinte aux degrés de liberté imposés et B._;
((c —1i) x m) la base modale restreinte aux degrés de liberté candidats.

La factorisation QR est effectuée sur la matrice BY", dont le sous-espace associé
Vect(BT",) est orthogonal & Vect(BF"). La matrice BT, est obtenue par une procédure

similaire & la précédente :

BL = (Inm — B! (B:B!) " B;) BL, (A.4)
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B Rappels sur la décomposition en valeurs singu-
liéres

La décomposition en valeurs singuliéres est un outil tres utile en calcul matriciel. Elle
permet notamment de déterminer le rang r d’une matrice et d’en extraire r vecteurs
orthogonaux représentant un sous-espace de dimension 7.

La décomposition en valeurs singuliéres est détaillée dans [34] et [45].

Soit une matrice A € C™" de rang r < p (p = min(m,n)).

Il existe des matrices unitaires U € C™", V € C™ et une matrice diagonale
Y € R™ telles que:

A=USV" (B.5)

Les p éléments diagonaux o; de la matrice X sont appelées valeurs singuliéres de la
matrice A et sont positifs ou nuls. Par convention, on les range par ordre décroissant.

Les carrés des valeurs singuliéres o7
blemes (B.6) et (B.7).

Les matrices unitaires U et V sont formés respectivement des vecteurs propres u;

correspondent aux valeurs propres des pro-

et v; issus des problémes (B.6) et (B.7). Ces vecteurs sont nommés respectivement

vecteurs singuliers de gauche et de droite de la matrice A.
[AA — 0] Imm} u = 0 (B.6)

[ZTA — a?lrm} v, = 0 (B.7)

La matrice étant de rang r, on compte r valeurs singuliéres non nulles.

Les matrices U et V satisfont les relations d’orthonormalité suivantes :

U AA'U = diag(o?,...,0%,0,...,0)
T'U =Ly,
—T—T (B.8)
V' A AV = diag(a3,...,0%,0,...,0)
V'V =1,
Le conditionnement de la matrice A est donné par le rapport o1 /0.
La matrice A de rang r vérifie la relation (B.9):
—T
A=UV, (B.9)

ou les matrices Uy (m x r) et V1 (n X r) sont formés des r vecteurs singuliers de gauche

et de droite associés aux r valeurs singuliéres non nulles regroupées dans X (r x 7).
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CONTRIBUTION A LA REDUCTION
DES MODELES ELEMENTS FINIS PAR SYNTHESE MODALE

Résumé

Une approche synthétique des méthodes de
réduction de modeles éléments finis
dynamiques de structures mécaniques est
présentée dans ce mémoire.

Une nouvelle technique de synthése modale
est proposée: elle permet l'obtention de
modeles réduits exempts de coordonnées de
jonction. Ses performances sont comparées
vis-a-vis des méthodes de sous-structuration
classiques lors de la réduction de modeles de
structures automobiles. Un modéle sous-
structuré d’une caisse nue de véhicule de
450 000 d.d.l., présentant une forte

connectivité, est condensé a 2 000 d.d.l. par
cette méthode.

Lusage de transformations en coordonnées
physiques avec la prise en compte des
chargements appliqués est généralisé a
I’'ensemble des méthodes de réduction.

La robustesse des modeles réduits
paramétrés est traitée ainsi que les
techniques d’adaptation, par réductions
multiples, des données issues du modele aux
observations mesurées sur la structure dans
des objectifs de recalage de modele et
d’optimisation de comportement.

Mots clés : Dynamique des structures, modeéle réduit paramétré , condensation,
synthése modale, réanalyse, recalage de modéle, optimisation.

CONTRIBUTION TO FINITE ELEMENTS MODELS REDUCTION
BY COMPONENT MODE SYNTHESIS

Abstract

A synthetic methodology for the dynamic
reduction of finite elements models of
mechanical structures is presented in this
thesis.

A new technique of component mode
synthesis is proposed which allows the
elimination of the junction degrees of
freedom. The performance of this approach
is compared to traditional methods of
substructuring currently used on models of
automobile structures. A substructured
model of a body-in-white, containing 450 000
d.o.f. and having a dense connectivity, is

condensed down to 2 000 d.o.f. with this
method.

The idea of transforming to physical
coordinates while taking into account the
applied loads is generalized to the all
reduction methods studied.

The robustness of the parameterized
reduced models is also examined with
respect to structural modifications.

Finally, the technique of response
adaptation, by multiple reductions, of the
model data to the observations measured on
the structure is studied in view of model
updating and behavior optimization.

Key words : Structural dynamics, parameterized reduced model, condensation,
component mode synthesis, reanalysis, model updating, optimization
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