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Introduction

Cette thése est une contribution & ’étude du phénomeéne de Stokes des systémes
différentiels linéaires méromorphes a l’origine 0 de C et de dimension n > 2, c’est-a-dire,
de la forme

ay
A = A2)Y
A = A(x)
ol 7 est un nombre entier positif, ¥ le vecteur inconnu et ot A(x) est une matrice
carrée de dimension n & coefficients analytiques a Uorigine : A(z) € M, (C{x}).

Un tel systéme admet une solution fondamentale formelle l/}(w) de la forme

~ ~

Y (z) = F(x)zle?®/®

ou F (x) est une matrice inversible a coefficients séries méromorphes formelles en x, L
est une matrice constante complexe et Q(%) une matrice diagonale de polynémes en
une racine + = 271/, v € N*, de la variable z sans terme constant ([BJL79-1]).

La classification méromorphe des systemes différentiels linéaires est plus complexe.
Elle se rameéne, & quotient pres, a I’étude du phénomene de Stokes de F'(z) ou phéno-
meéne de discontinuité des solutions asymptotiques. Dans les années 70 Y. Sibuya
([Si76], [Si90]) et B. Malgrange ([Mal79]) en ont donné une caractérisation par un
ensemble de cohomologie non abélienne. Plus tard, des cocycles particuliers ont pu étre
exhibés pour caractériser chaque classe de cohomologie ([Bal80], [BJL79-2], [L-R94]),
ces deux derniers, appelés cocycles de Stokes, coincidant avec les cocycles obtenus
par les théories de sommation ([MR89], [MR91], [MalR92]) ou de résurgence ([E81-1],
[E85]) ; leurs composantes fournissent un systéme complet d’invariants méromorphes
sous la forme d’un systéme privilégié de matrices de Stokes. Ce sont de ces matrices de
Stokes-1a et d’elles seules dont il est question dans la suite. Leurs coefficients pertinents
(un certain nombre d’entre eux sont nécessairement égaux a 0 ou a 1) sont appelés
multiplicateurs de Stokes.

Parallélement a une étude théorique et quelques calculs exacts, diverses tentatives
ont été menées en vue du calcul numérique effectif de ces matrices de Stokes. Les
méthodes se classent en deux groupes, celles qui opérent directement dans le plan de la
variable initiale (ou plan de Laplace) et celles qui opérent aprés transformation de Borel
(i.e., dans le plan de Borel). Les unes procédent par limites de suites récurrentes, les

1X



x Introduction

autres par prolongement analytique. Ont ainsi été traités, d’abord le cas des systéemes
de niveau pur 1 et de dimension 2 ([JLP76-1]), puis le cas des systémes de dimension
2 a exponentielles monomiales ([MRS&2]), le cas de tous les systémes de dimension
deux ([L-R90-1]), le cas des systémes de niveau pur égal & un sous une condition forte
de généricité ([LS97]). Mentionnons aussi des travaux de 1’école néerlandaise (B. J.
L. Braaksma, G. K. Immink) ou de I’école anglo-saxonne autour de F. W. J. Olver.
Aucune de ces méthodes n’est accompagnée d’un calcul d’erreur. Or, la question de la
non-nullité ou de la non-égalité des multiplicateurs de Stokes est importante dans de
nombreuses questions (théorie de Galois différentielle, équivalence méromorphe, etc. . .).
Une évaluation du terme d’erreur permettrait d’y répondre par 'affirmative.

Notre principale contribution dans ce mémoire est la construction d’un algorithme
de calcul numérique des multiplicateurs de Stokes avec évaluation de I'erreur. La mé-
thode s’applique a tous les systémes de niveau unique r quelconque. Nous ’avons éten-
due au calcul des multiplicateurs de Stokes de niveau 1 des systémes de niveaux mul-
tiples (1,2). Son extension au calcul des multiplicateurs de Stokes de plus bas niveau
des systémes de niveaux multiples quelconques (71, . ..,7) va de soi. Son extension au
calcul des multiplicateurs de Stokes des niveaux supérieurs se heurte au probléme créé
par la divergence a l'origine de la transformée de Borel, mais nous restons confiants
dans une possible généralisation a ce cas (voir par exemple [vdHO5]).

Dans chaque cas étudié nous faisons précéder ’étude algorithmique d’une étude
théorique «résurgente» ayant pour but de mettre en relation le plan de Laplace et le
plan de Borel. Ainsi, aprés avoir développé la méthode de J. Ecalle par perturbation
et séries majorantes pour établir la résurgence-sommabilité des séries F' nous étudions
les singularités induites dans le plan de Borel et nous précisons par des formules ex-
plicites la correspondance entre multiplicateurs de Stokes (dans le plan de Laplace) et
coefficients de résurgence (dans le plan de Borel). Il suffit alors de travailler dans I'un
ou 'autre des deux plans pour avoir une totale information sur 'un ou 'autre des deux
points de vue : multiplicateurs de Stokes ou coefficients de résurgence qui tous deux
caractérisent la classe méromorphe du systéme étudié.

Dans la partie algorithmique, pour une compléte effectivité, nous supposons que la
matrice A(z) est a coefficients rationnels.

Nous avons choisi de travailler dans le plan de Borel en calculant les coefficients de
résurgence. Ceux-ci sont obtenus par prolongement analytique dans le plan de Borel
en contournant les singularités par la droite. Les dérivations étrangeéres sont définies
comme une moyenne a partir de tous les prolongements possibles. On sait que les
matrices de Stokes sont reliées aux dérivations étrangéres via un logarithme. Nous
aurions donc pu envisager de calculer directement les dérivations étrangéres dans le
plan de Borel et de revenir aux matrices de Stokes via un logarithme (de matrice).
Une telle méthode est plus lourde que celle que nous proposons. Elle a, en outre, le
désavantage de multiplier I’erreur commise par le nombre de prolongements analytiques
nécessaires.

Nous construisons d’abord notre algorithme dans le cas le plus “simple”, celui des
systémes de niveau pur égal & un (les exponentielles sont de vraies exponentielles
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exp(—a/x)) lorsque la matrice de monodromie formelle L est diagonale ; nous ne suppo-
sons pas pour autant que les valeurs propres de L soient simples (cf. paragraphe 1.3.1).
Nous utilisons une «forme préparée» du systéme obtenue, si nécessaire, par transfor-
mation de jauge polynomiale en z et 27! et changement de_variable. Les équations
de convolution auxquelles satisfait la transformée de Borel F' de F', convenablement
écrites, sont des équations différentielles linéaires & points singuliers réguliers. Nous pro-
cédons par prolongement analytique de la série convergente F' “a la Cauchy” en suivant
une chaine de boules dont les centres sont alignés sur le segment reliant l'origine 0 a la
singularité étudiée. Les centres incluent les éventuels points singuliers rencontrés sur le
segment. Dans la partie multiforme des solutions ’argument de la variable est choisi de
facon & passer par la droite des singularités. Pour évaluer I’erreur commise nous nous
appuyons sur un résultat de J. van der Hoeven ([vdH99]) concernant le prolongement
analytique d’une série en un point ordinaire. Aux points singuliers, plutot que d’utili-
ser 'algorithme proposé par J. van der Hoeven dans ce cas ([vdHO1]), nous adaptons
directement 1’algorithme précédent. Dans cette procédure, un certain nombre de choix
reste libre : nombre et taille des boules, point choisi pour la comparaison d’une boule
a la suivante, etc. ... Nous présentons trois exemples dans lesquels nous faisons varier
les parameétres libres et nous observons les effets de leurs variations.

Le cas des systémes de niveau pur égal & un avec matrice de monodromie formelle L
non diagonalisable (cf. paragraphe 1.3.2) est analogue mais nous devons alors travailler
simultanément avec des blocs de colonnes correspondant aux blocs de Jordan de la
matrice L.

Les systémes de niveau pur r > 2 sont passibles d’un traitement analogue mais au
prix de fortes complications. Nous avons choisi d’éviter 'utilisation de la transformation
de Borel d’ordre r qui conduit a des équations de convolution plus difficiles & gérer.
Nous avons préféré nous ramener au niveau 1 via la technique de réduction du rang.
Le prix a payer est une augmentation de la dimension des systémes d’un facteur r.
Les singularités intermédiaires dans le plan de Borel sont maintenant, en général, des
singularités essentielles (cf. paragraphe 11.4.3) et nous choisissons une chaine de boules
qui les évitent par la droite. Nous évaluons 'erreur de fagon analogue au cas précédent
et nous expérimentons a nouveau la méthode sur des exemples.

Nous terminons par I’étude des systémes de niveaux multiples (1, 2). Nous montrons
comment ’étude et 'algorithme précédents peuvent étre étendus aux singularités de
niveau 1. Pour I'¢tude des singularités de niveau 2 nous appliquons a nouveau la tech-
nique de réduction du rang mais la transformée de Borel F' admet maintenant une
singularité a l'origine et nous n’avons pas d’estimation de I'erreur commise dans ’éva-
luation de F' en un point voisin. Peut-étre, les derniéres techniques développées par
J. van der Hoeven dans [vdH05| peuvent-elles apporter une solution.

En appendice, nous présentons quelques rappels théoriques sur la résurgence et le
lemme de Gronwall appliqué & notre situation et nous donnons une version simplifiée
de nos algorithmes valable dans certains cas particuliers.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce premier chapitre, nous introduisons les divers outils, notations et résultats
qui nous serviront tout au long de cette thése. Les trois paragraphes qui suivent sont
dans une large mesure indépendants.

1.1 Sommation des séries divergentes

Nous rappelons ici briévement la théorie de la (multi)sommation des séries di-
vergentes. Nous introduisons en particulier les notations et résultats dont nous nous
servirons tout au long de cette theése. Pour plus de détails, nous renvoyons par exemple
a [Mal95] et [MR89] pour la sommabilité et & [MR9I1] pour la multisommabilité, ainsi
qu'aux références qui y sont citées. On pourra également voir [L-R90-2] et [Ra93] pour
leurs aspects historiques et heuristiques, ainsi que [Bal00].

1.1.1 Séries formelles de type Gevrey
Définition 1.1 ([Ra84]) Une série formelle

Pw) = oma™ € Clla]]

est dite de type Gevrey de niveau r € Q7 si
3C > 0,34 > 0 tels que Vm > 0, |@,| < CA™(m!)V"
On note C[[z]]1/, 'ensemble de ces séries

On peut vérifier que C|[z]];/, est une C-algebre stable par dérivation et que I'on a
les inclusions

C{z} c Cllz]} C Cl[z])1)s

pour tout r < ' (C{x} désigne ’ensemble des séries de rayon de convergence non nul).

Dans les deux premiéres parties de cette thése (étude des systémes de niveau
unique), nous utiliserons essentiellement les séries de type Gevrey de niveau 1. Les
algebres générales C|[z]];/, n’interviendront que pour I’étude des systémes a plusieurs
niveaux (troisiéme partie).



2 Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.2 ([Ra80]) Une fonction ¢ définie sur un secteur ouvert ¥ de sommet
0 est dite asymptotique au sens Gevrey de niveau r sur ¥ & une série

Pla) =2 oma™

m2>0
si, sur tout sous-secteur fermé ¥’ de ¥ on a :
M-1

<p<l‘) - Z QOmCL’m

m=0

3C > 0 tel que Yz € ¥/, VM € N*, < CAM(MOYT 2™

En particulier, p(z) € C[[z]]1/,

La condition d’asymptoticité au sens Gevrey de niveau r détermine la fonction ¢
modulo les fonctions plates de niveau r sur X, i.e., les fonctions v vérifiant une inégalité
de la forme : pour tout sous-secteur fermé ¥’ de X,

A
JA,C > 0 tels que Vz € X' | |[¢(z)] < Cexp <—W)

Lemme 1.3 (Watson ([Watl1])) Soient 3 un secteur ouvert de sommet 0 et d’ou-
verture ™ et ¢ une fonction plate de niveau r sur .
Alors, ¢ =0 sur X.

Ce résultat est une conséquence du théoréme de Phragmen-Lindelof. Il s’en suit
que si ¢ est asymptotique au sens Gevrey de niveau r & une série ¢ sur un secteur
ouvert d’ouverture strictement supérieure a =, alors la fonction ¢ est completement

caractérisée par la série @. On pose alors les définitions suivantes :

Définition 1.4 ([MR89], [Ra80], [Nel9]) Une série ¢ est dite r-sommable dans la
direction 0 si  est de type Gevrey de niveau r et s’il existe une fonction analytique ¢
asymptotique & @ au sens Gevrey de niveau r sur un secteur ouvert bissecté par 0 et
d’ouverture strictement supérieure a .

On note alors ¢ = s¢(p) la somme de @ dans la direction 6.

On note C{z};/,,9 'ensemble de ces séries.

Définition 1.5 Une série ¢ est dite r-sommable si elle est r-sommable dans toutes
les directions, excepté un nombre fini.
On note C{z},/, I'ensemble des séries r-sommables.

C{z}1/r0 et C{x}1), sont des C-algebres différentielles.
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1.1.2 Transformation de Borel formelle et transformation de
Laplace

La transformation de Borel formelle est I'opérateur linéaire B de C[[z]] sur C[[¢]]
défini par

= 2 o € Ll — Zgom —; € Clil

On appelle ¢ le mineur de @. Cette transformation consiste a appliquer formellement
a chaque mondéme z™ la transformation de Borel

gm—l )
- >1
- 1 eda —y simz
By(x )(5)‘@/55 €3 = (m=1)
! Osim=0

de 2™ dans la direction @ (en fait dans n’importe quelle direction # puisque le résultat
est indépendant de la direction choisie), ou v est le lacet aboutissant en 0 dans des

directions ou le noyau eij—’g décroit rapidement (voir figure 1.1). En particulier, si on
remplace z™ par une fonction ¢ holomorphe sur un secteur > de sommet 0, bissecté
par 0 et d’ouverture strictement supérieure a 7, By(y) a un sens dés que |p(x)| ne croit
pas trop vite quand |z| tend vers 0 dans X. Cette transformation de Borel sera étudiée
plus en détail au paragraphe 1.2.1.

Figure 1.1

Si ¢ € C{z}, le mineur ¢ est une fonction entiere a croissance exponentielle d’ordre au
plus un a l’infini.

Si ¢ € C[[z]]1/r, 7 > 1, le mineur ¢ est une fonction entiére.

Si p € C[[z]]1, le mineur ¢ est un élément de C{{} et son rayon de convergence est en
général fini.

Si @ € C[[z]]1r, 7 < 1, le mineur ¢ est un élément de C[[¢]].
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Considérons maintenant une fonction analytique a 'origine ¢ et supposons que ¢
peut étre prolongée analytiquement le long de la demi-droite dy = [0, coe®|
croissance exponentielle d’ordre au plus un a l'infini sur dy, i.e.,

avec une

15(6)| < Ce®l pour tout & € dy tel que |£] >> 0

La transformée de Laplace
10

£o(3)(x) = / T e e

de ¢ dans la direction 6 est une fonction analytique sur un disque d’axe dy dont le
bord passe par l'origine. Si la croissance exponentielle de ¢ reste valable sur un secteur
illimité d’axe dy, alors Ly(¢) peut étre prolongée en une fonction analytique sur un
secteur de sommet 0, bissecté par 6 et d’ouverture strictement supérieure a .

L’utilisation conjointe de la transformation de Borel formelle et de la transformation
de Laplace permet de caractériser parmi les séries de type Gevrey de niveau 1 celles
qui sont 1-sommables :

Théoréme 1.6 (sommation de Borel-Laplace, [MR89], [Nel9]) Une série for-
melle

B(x) = 3 pur™ € Cllall

m>0

est 1-sommable dans la direction 0 si, et seulement si, son mineur @ peut étre pro-
longé analytiquement sur un secteur illimité d’axe dy avec une croissance exponentielle
d’ordre au plus un a linfini (voir figure 1.2).
La somme s¢(p) de @ dans la direction 0 est alors donnée par

ooet?

50(3)(x) = 9o + / BE)e S de

0

On a le diagramme suivant (sommation de Borel-Laplace de niveau 1) :

36— 50(B)()

()

Figure 1.2 - domaine d’analyticité de ¢
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Ce procédé de sommation des séries formelles de type Gevrey de niveau 1 est une
conséquence d’une méthode de sommation due a E. Borel ([Bo99], [Bo28]). On peut
également (voir par exemple [Le00], [MR89] et [Nel9]), moyennant l'introduction de la
transformation de Borel formelle B\T = 01y © Bo or de niveau 7', caractériser parmi
les séries de type Gevrey de niveau r celles qui sont r-sommables dans une direction 6

fixée : une série formelle

P(x) =) pma™ € Clllly

m>0

est r-sommable dans la direction 0 si, et seulement si, la somme

5.(8) = B.(3)() = %smr € C{¢}

m>r
(cette série est nécessairement convergente par la formule de Stirling, puisque @ est
de type Gevrey de niveau 7) peut étre prolongée analytiquement sur un secteur illi-
mité d’axe dy avec une croissance exponentielle d’ordre au plus 7 a I'infini. Dans ces
conditions, la somme s¢(p) de » dans la direction € est donnée par

0

. . ooe! 1~ &
59(P)(7) = o+ 17+ ... + o1 1“"/ 1o (€)e T dg
0

Noter que cette intégrale est en fait g1 /,0Ly0 0, (¢, )(x), out Ly désigne la transformation
de Laplace usuelle. On pose L,y = 01/, 0 Ly 0 o, et on appelle cette transformation
la transformation de Laplace de niveau r. On a alors le diagramme de sommation de
Borel-Laplace de niveau r suivant :

B (€) e 5y(P) ()

p(x)

Ces derniéres définitions et propriétés ne nous serviront que trés peu dans la suite
de cette thése, puisque nous travaillons essentiellement avec des séries formelles de
type Gevrey de niveau 1. Revenons a présent sur la caractérisation de la 1-sommabilité
par la méthode de Borel-Laplace. Nous voyons, sur la formule intégrale du théoréme
1.6, que les directions 6 dans lesquelles la série formelle » ne peut étre sommée sont
les directions pour lesquelles ¢ admet des singularités. Pour étudier ces singularités,
il est nécessaire de recourir & des prolongements analytiques de ¢ sur le revétement
universel de C\S, ou S désigne I’ensemble des singularités de . Cet ensemble est en
général discret (il s’agit d'un réseau R = Zw; @ ...  Zw,) dans le cas des équations
différentielles non linéaires. Il est fini dans le cas des équations différentielles linéaires.

'Les deux opérateurs g, et o; /r sont définis par

or(z) = 27 et 01/r(x) = 2"

et sont appelés respectivement opérateur de ramification de niveau T et opérateur de déramification
de niveau .



6 Chapitre 1. Préliminaires

Il peut admettre des points d’accumulation ou méme étre dense dans C dans le cas
d’équations fonctionnelles plus générales.

Avant d’étudier plus en détail ces questions de prolongements analytiques, revenons
un instant sur la transformation de Borel formelle B.
Par définition, B est un opérateur linéaire du C-espace vectoriel C[[z]]; sur le C-espace
vectoriel C{¢}.
Si @, ZZ € xC[[z]];, on vérifie que la transformée de Borel formelle du produit @Z est
une série convergente & lorigine, i.e., Pip € xC[[z]];. La somme de cette série coincide
alors avec le produit de convolution

~ 3 ~
Fri(©) = [ 3¢~ )iy
0
des mineurs ¢ et J . Ce produit de convolution admet pour élément unité la distribution

de Dirac a l'origine 0. R
On pose alors B(1) = § et on étend la transformation de Borel formelle B &

B:3(x) = pmna™ € Clla]l — (&) = pod + Zwm(mgm—__ll)! e Co & C{¢&}

m>0 m>1

B est un isomorphisme de D'algébre multiplicative (C[[z]];,) sur I'algébre convolutive
(CS @ C{&}, #) ; son inverse est la transformation de Laplace formelle £ définie par

L(8)(z) =1 et L(£™)(z) = mlz™" pour tout m >0

Noter que la transformation de Laplace formelle consiste & appliquer formellement la
transformation de Laplace £y dans n’importe quelle direction f aux différents monémes
™ de la série convergente Zmzo Om&™.

1.1.3 Questions de prolongements analytiques

Définition 1.7 Soit S un sous-ensemble discret de C.

On dit qu’une fonction analytique & l'origine est une fonction prolongeable sans fin de
support singulier S si elle peut étre prolongée analytiquement le long de tout chemin
d’origine 0 et de classe C! par morceaux, tracé sur C \ S et ne faisant qu'un nombre
fini de tours autour d’'un nombre fini de points de S.

Le prolongement analytique du produit de convolution est donnée par la

Proposition 1.8 ([Del94], [Del97], [Del01]) Soient S et S’ deux sous-ensembles
discrets de C.

Si @ (resp. V) est un germe de fonctions analytiques prolongeables sans fin de support
singulier S (resp. S'), alors le produit de convolution

- 3 -
Gx(e) = / B(€ — nyd(n)dn
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est un germe de fonctions analytiques prolongeables sans fin de support singulier S U

SU(Sads).

Les ensembles S et S’ portent les singularités en bout de ¢ J : ces singularités
sont obtenues lorsque les extrémités 0 et £ de la chaine d’intégration (0,&) viennent a
rencontrer une singularité de U'intégrand (voir figure 1.3).

L’ensemble S&S’ portent les singularités par pincement de QE*VZ : elles sont obtenues
lorsque la chaine d’intégration (0, ) est pincée entre une singularité de ¢(£ —n) et une
singularité de ¢(n) (voir figure 1.4).

=9 ©
¥ - E B °
¢ g @
’
’
1
[
[
-B 0
Red
’
’
1 .
i Figure 1.4 -
I singularité par
Figure 1.3 - singularité en bout pincement

Dans ces deux figures, nous avons supposé que « est une singularité de @Z et que (3 est
une singularité de ¢.

Ce résultat permet de préciser la structure algébrique de certains espaces. On a en
particulier le résultat suivant :

Corollaire 1.9 Soit R = Zw, @ ...  Zw, un réseav discret.
L’ensemble des germes de fonctions analytiques prolongeables sans fin de support sin-
gulier R est une algébre convolutive et une sous-algébre de (C{{}, ).

Pour les calculs ultérieurs, nous nous servirons également du résultat suivant :

Corollaire 1.10 Soit S un sous-ensemble discret de C.

Soient € une fonction entiére et p un germe de fonctions analytiques prolongeables sans
fin de support singulier S.

Alors, € x @ est encore un germe de fonctions analytiques prolongeables sans fin de
support singulier S.

En particulier, toutes les singularités de € x p sont des singularités en bout.
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Dans le cas des systéemes différentiels linéaires de niveau unique 1, ce résultat nous
suffira pour établir la résurgence-sommabilité (voir définition 1.11 ci-aprés) des solu-
tions formelles du systéme, ainsi que pour décrire avec précision la nature des singula-
rités dans le plan de Borel. Pour des résultats plus précis comme les formules reliant
multiplicateurs de Stokes et coefficients de résurgence ou pour traiter le cas des sys-
téemes différentiels linéaires de niveau unique quelconque, nous aurons besoin d’étendre
ces différents résultats a des fonctions non régulieres, voire non intégrables, a 1'origine
(voir paragraphe 1.2).

1.1.4 Séries formelles résurgentes

Définition 1.11 Soit S un sous-ensemble discret de C.

Une série formelle résurgente de support singulier S est une série de type Gevrey de
niveau 1 dont le mineur est une fonction prolongeable sans fin de support singulier S.
On note R(S) 'ensemble de ces séries.

De plus, si les prolongements analytiques du mineur sont a croissance exponentielle
d’ordre au plus un & linfini, on dit que la série est une série formelle résurgente-
sommable de support singulier S. On note Ryon (S) Pensemble de ces séries.

Les deux ensembles R(S) et Ryom (S) sont des C-espaces vectoriels et des sous-C-
espaces vectoriels de C[[z]];. On déduit du corollaire 1.9 la proposition suivante :

Proposition 1.12 Soit R = Zw; @ ... ® Zw, un réseau discret.
Les ensembles R(R) et Ryom(R) sont des C-algébres et des sous-C-algébres de C[[z]];.

Quant au corollaire 1.10, il permet d’établir le résultat suivant :

Proposition 1.13 Soit S un sous-ensemble discret de C.
Les ensembles R(S) et Room(S) sont des C{x}-modules et plus généralement des C[[x]]1/,-
modules, ot r est un nombre rationnel strictement supérieur o 1.

Les deux espaces vectoriels R(S) et Ryom (S) sont suffisants pour étudier la résurgen-
ce-sommabilité des solutions formelles des systémes différentiels linéaires de niveau
unique. Cependant, pour décrire avec précision la nature des singularités dans le plan
de Borel et pour obtenir les formules reliant multiplicateurs de Stokes et coefficients de
résurgence, il est nécessaire de les étendre par adjonction du logarithme, de puissances
ramifiées 2%, o € C, et d’exponentielles de la forme e? avec ¢ élément de 2~ /*C[z~1/¥],
Les espaces ainsi obtenus sont appelés espaces des fonctions résurgentes-(sommables)
de support singulier S. Nous rappelons brievement quelques-unes de leurs propriétés
au paragraphe 1.2.

Terminons maintenant ce paragraphe sur la sommation des séries divergentes par
quelques rappels sur la multisommabilité des séries formelles p(z) € C[[]].
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1.1.5 Notes sur la multisommabilité

La r-sommabilité n’est pas suffisante pour sommer les solutions formelles des équa-
tions différentielles algébriques, méme dans le cas linéaire. Le premier exemple construit
en ce sens est di a J.-P. Ramis et Y. Sibuya ([RS89, chap. 3, 3 —7]) : 'équation diffé-
rentielle linéaire

2°(2 — 2)y" + 22 (4 + 52% — 20%)y +2(2 — x + 2?)y = 4o + 22 + 102° — 32*
admet une seule solution série formelle & 1'origine f(m) = ﬁ(m) + ﬁ(m), ou

Filw) = 3 (~1)mmtam

m>0

est la série d’Euler et ou

f2(37) = f1(x2) = Z(_l)mm!x2m+2

m>0

Il est classique que la série formelle fl ‘est 1-sommable et que la série formelle fg est
2-sommable. En revanche, leur somme f = f; + f5 n’est ni 1-sommable ni 2-sommable
(et méme ni r-sommable pour n’importe quelle valeur de r). On est donc amené, pour
contourner cette difficulté et "sommer" la série ]/“\, a introduire le concept plus général
de multisommabilité.

11 existe plusieurs définitions pour la multisommabilité des séries formelles ([Bal92],
[L-R94], [MalR92], [MRI1]). Toutes ces définitions sont équivalentes, mais reposent sur
des concepts différents : la méthode de W. Balser ([Bal92]) utilise une méthode d’itéra-
tion de transformations de Laplace de niveaux différents; celles de M. Loday-Richaud
([L-R94]) et B. Malgrange et J.-P. Ramis ([MalR92]) utilisent essentiellement la coho-
mologie et la notion de correction exponentiellement petite ; et celle de J. Martinet et
J.-P. Ramis ([MR91]) repose sur la théorie de 1'accélération de J. Ecalle ([E87]).

Cette derniére définition généralise I’approche par formule intégrale et prolonge-
ment analytique de la r-sommabilité (sommation de Borel-Laplace : cf. théoréme 1.6
et conséquences). En outre, elle a ’avantage sur les méthodes géométriques (avec celle
de W. Balser) d’étre susceptible d’application numérique, puisqu’elle fournit un procédé
explicite de sommation.

Rappelons briévement en quoi consiste cette définition de la multisommabilité. Pour
plus de détails, nous renvoyons a [MRI1].

On commence par définir pour a > 1 le noyau d’accélération C, de puissance a par

1 a
Ca(§) = —/ Gu_ul/ Sdu
2 ),
ol y_, désigne un contour de Hankel "autour" de R~ (voir figure 1.7 ci-aprés). Ces
noyaux C, sont des fonctions entiéres et on peut montrer que

Il mm\IA+3) 0 o1 1
Ca(§) = pu ZSIH <T) mf ou b vérifie p + 7= 1

m=
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En particulier, si a est un nombre rationnel (c’est le seul cas que nous rencontrons),
C, est une fonction de Meijer. De plus, dans toute les directions vérifiant |arg(£)| <
(1 — %) 5 les noyaux C, ont une croissance exponentielle a l'infini du type

(1.1) ghetoae
On définit alors les opérateurs d’accélération de niveaux r < r' dans la direction 0 par
1 ooei& 5
o)) =1 [ o (55 ) wlerae
0

Noter que la croissance exponentielle a I'infini du noyau C,, (cf. (1.1)) montre que
l’opérateur g( ;0 est applicable aux fonctions ¢ a croissance exponentielle d’ordre au
infini.

En falt on préfére utiliser les opérateurs d’accélération "redressés” de niveauxr r < r’
dans la direction 0 définis par

Ao = 01/r7 © Q(ratyro © Or

Ceux-ci sont applicables aux fonctions & croissance exponentielle d’ordre au plus T’,’/_TT
Iinfini. La justification du qualificatif "redressé" apparaitra dans le diagramme de mul-
tisommation qui suit : les opérateurs A, /.9 correspondent & des fleches horizontales,
alors que les opérateurs g,y correspondent a des fleches obliques.

Ces différents opérateurs étant construits, on pose la définition suivante :

Définition 1.14 ([MR91, p. 343]) Soient 0 < 7 < ry < ... < ry des nombres
rationnels et 6 une direction.

Une série formelle p(x) € C[[z]] est dite (71,72, ..., 7s)-sommable dans la direction 6 si
les conditions suivantes sont satisfaites :

(0) La série ¢ est de type Gevrey de niveau rq : §(z) € C[x]]1/r,.

(1) La somme de la série convergente Brl( p) peut étre prolongée analytiquement sur

un secteur illimité d’axe dy avec une croissance exponentielle d’ordre au plus T””?}l

A infini.

(2) La fonction A, ry)0 © B,,() peut étre prolongée analytiquement le long de dg
avec une croissance exponentielle d’ordre au plus - "3’"2 a infini.

(k) La fonction A, | 14)0 © Ay srp 1)0 © - O A(,n1 ra)if © Brl( p) peut étre prolongée
analytiquement le long de dy avec une croissance exponentielle d’ordre au plus

Zkt1Tk 8 Pinfini.
Tht1—Tk

(s) La fonction A, .10 © Ay s 1);0 © - © A(r ro)0 © B,, () peut étre prolongée
analytiquement le long de dy avec une croissance exponentielle d’ordre au plus 7,
a infini.
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Proposition 1.15 Si p(x) € C[[z]] est (r1,72,...,rs)-sommable dans la direction 0,
alors R
L0 A(Tsflﬂ‘s)ﬂ © A(Tsf2,T571);9 0...0 A(T177’2);9 o By, (9/5)

est définie et analytique sur un secteur bissecté par 6.

Définition 1.16 Si p(x) € C|[z]] est (ry,ra,...,7s)-sommable dans la direction 6, sa
multisomme sg(p) dans la direction 6 est définie par

s9(p) = L, .90 A(rs_1,rs);9 © A(rs_z,Ts—1);9 ©..0 A(rw‘g);@ o B, (9)

On a alors le diagramme de multisommation suivant :

—~ By, ~ A(T1W2);9 ~ A(T2,T3)§9 A(Tsfl”"s)ﬂfv Lygio ~

7 - 3, o, x d, - 50(P)

On note C{z}1/r,1/rs
dans la direction 6.

1/r,;0 I'ensemble des séries formelles (r1,rg, ..., rs)-sommables

77777

Noter que si 'on avait utilisé les opérateurs g, .., on aurait eu le diagramme
suivant (cas s = 2) :

E’"l ~ A(T177’2);9 ~ Lryso

% -, - D, - 50(P)
A A
Orq
o — o1 S 01/r 01/ry
B :
Q(ry,ro)ir10

P2 o(ta)
Définition 1.17 Une série ¢ est dite (1,79, ..., 75)-sommable si elle est (rq, 73, ..., 74)-
sommable dans toutes les directions, excepté un nombre fini.

On note C{x}1 /s, 1/r,,..,1/r, I'ensemble des séries (71,73, ..., 75 )-sommables.

C{z}1/m 1 ra, 1m0 €6 C{E}1/r1 1/rs,....1/r, sODt des C-algebres différentielles.

On étend aisément la définition 1.14 sur la multisommabilité des séries formelles
aux séries méromorphes formelles de la fagon suivante : une série

H(z) = % T % + P(x) avec P(z) € C|[]]

est (ry,rs, ..., rs)-sommable dans la direction 6 si ¢ (x) est (11,79, ..., 7s)-sommable dans
la direction 6. La somme sq¢(p) de $ dans la direction 6 est alors définie par

s0@) (@) = 22 4+ L 45y (P) ()

xP x
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1.2 Rappels sur la théorie des fonctions résurgentes

Pour le confort du lecteur, nous esquissons ci-dessous une partie de la théorie des
fonctions résurgentes de J. Ecalle telle qu’elle est présentée dans [E81-1], [E81-2] et
[E85]. Pour plus de détails, et notamment pour les démonstrations, nous renvoyons plus
particulierement & [E81-1, chapitres 1 a 3] et [E85, chapitre 1]. On pourra également
voir par exemple [CNP93], [E92] et [Sau06].

On note C, la surface du Riemann du logarithme, i.e., le revétement universel de
C* de point base 1.
Un germe est dit holomorphe multiforme a l’origine (de Cs, ) s’il est holomorphe sur
un ouvert de C,, contenant un ensemble de la forme

{¢=re”; 0eR, 0<r<h()}

ou h est une fonction continue quelconque a valeurs strictement positives.

Un germe est dit holomorphe a l'origine (de C4, ) s’il est holomorphe et uniforme (,i.e.,
sans monodromie) & l'origine. Autrement dit, ’ensemble des germes holomorphes a
'origine s’identifie & 'ensemble C{{} des germes de fonctions holomorphes a 'origine
(de C).

Noter que I'on a l'injection

{germes holomorphes a l'origine} — {germes holomorphes multiformes a 1’origine}

1.2.1 Transformations de Borel et de Laplace

Soit ¢ une fonction holomorphe (multiforme ou non) & lorigine et & croissance
sous-exponentielle & ’origine, i.e., plus petite que C.el=l pour tout £ > 0 uniformément
sur tout secteur 0, < arg(x) < 6. Il revient au méme de dire que

(12 T [o]log (@) = 0

uniformément sur tout secteur ¢, < arg(z) < 2. La transformée de Borel (ou mineur)

Bo)(€) = 5= [ e@ef S

= 2in

de ¢ dans la direction 6 (le chemin « est donné au paragraphe 1.1.2, figure 1.1) définit
un germe de fonction holomorphe multiforme a l'origine qui peut étre prolongée a C,
tout entier : si ¥ est un secteur (de C,,) de sommet 0, bissecté par 6 et d’ouverture
w > 7, la définition du lacet v et la condition de croissance a 'origine (1.2) de ¢
montrent que Bp(p) définit une fonction analytique sur un secteur illimité d’axe 6
et d’ouverture w — m. La condition de croissance (1.2) de ¢ étant satisfaite sur des
secteurs ¥ d’ouverture w quelconque, By(yp) définit bien par prolongement analytique
une fonction holomorphe sur C,, tout entier. Par ailleurs, on peut montrer ([E85],
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[MR82]) qu’un tel germe est a croissance exponentielle d’ordre au plus un a 'infini,
1.€.,
— loe(lo
— log(|(9)])

" g < 400 ou ce qui revient au méme |F(&)| < Ceél des que |¢] >> 0
——400

uniformément sur tout secteur 0; < arg(§) < 6.
Notons dans la suite ¢ = B(p) le prolongement analytique & C,, d’un mineur
quelconque de ¢. Nous continuons d’appeler mineur de ¢ ce prolongement analytique.
La fonction ¢ est appelée constante de résurgence. On note R 1’ensemble de ces
fonctions. Le terme "constante" est justifié par le fait que le mineur ¢ n’ayant pas de
singularités (autre que lorigine) sur C,, toutes ses dérivations étrangéres sont nulles.

Considérons a présent une constante de résurgence ¢ et son mineur ¢. La transfor-
mation de Laplace £y (cf. paragraphe 1.1.2) appliquée & © ne pose pas de probléme
a l'infini, puisque ¢ est & croissance exponentielle d’ordre au plus un sur dy. En re-
vanche, elle peut étre divergente & ’origine, méme dans des cas simples : par exemple,
la fonction () = 27/2 admet pour mineur & la fonction définie par

O = S oy
P(-3)
qui est clairement non intégrable a I’origine. On ne peut donc plus appliquer la procé-
dure de Borel-Laplace décrite au paragraphe 1.1.2. Pour y pallier, on utilise 'artifice
suivant :

Etant donné un élément ¢ de R, on définit

_ 1/u xr
Bu(6) = / o(z)et 2

24T z2

pour un u quelconque arbitrairement proche de l'origine dans C. La condition de
croissance (1.2) de ¢ montre que ®,, est une fonction holomorphe multiforme a l'origine.
On appelle ®, un majeur de . On note [¢] la classe de ®, modulo C{¢} (qui est
indépendante de u) et on dit que [p] est la classe des majeurs de ¢ modulo C{¢}. On
étend alors la transformée de Borel B(yp) d'un élément quelconque ¢ de R en

Soit & présent ® élément de [¢] un majeur quelconque de ¢. Avec ces définitions, le
mineur ¢ de ¢ est la variation de & :

© = var(P)

La notation var désigne l'opérateur de variation a l'origine :

var(®)(€) = @(¢) — 2(§e™*)
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On note ¢ = var([g]). Suivant la terminologie des microfonctions (voir par exemple
[D73], [Ka83], [Mal74], [Mal85], [Mal89], [Mal91-1], [Mal91-2], [S.G.A.7] et [SKKT73])
que nous rappelons brievement a ’appendice 2.A, la classe [p] est appelée microfonction
—et, par abus de langage, tout élément d de [p] également—, le mineur ¢ est la variation
de [¢] et le couple B(y) = ([¢], p) est appelé hyperfonction.

Lorsque les mineurs de deux constantes de résurgence ¢ et v sont intégrables a
lorigine, le produit de convolution ¢ * 1 donné au paragraphe 1.1.2 est bien défini.
Lorsque ceux-ci ne sont plus intégrables & 1’origine, il faut procéder de maniére différente
et définir un produit de convolution sur les classes des majeurs [p] et [¢)].

Théoréme 1.18 ([E81-1], [E85], [Sau06]) Soient ¢ et ¢ deux constantes de résur-
gence et [p] et [] les classes de leurs majeurs respectifs.

Soient ® un majeur de ¢ et U un magjeur de 1. Pour & proche de l'origine dans C,,
on définit la convolution tronquée

o E—u _ -
B s, T(e) / B(& — 1) (n)dn

ot u est un point auziliaire proche de l'origine dans C, tel que £ €]0,u[ et arg(§{ —u) =
arg& — m (voir figure 1.5).

Cette fonction est holomorphe multiforme a l'origine et sa variation peut étre prolon-
gée en une fonction holomorphe sur Cy, tout entier qui est & croissance exponentielle
d’ordre au plus un a [infini.

De plus, la classe de ® x, ¥ modulo les fonctions holomorphes a l'origine ne dépend ni
de w ni du choiz des représentants ® et U dans leur classe respective [p] et [1)].

. (o)
E-u@ [ ] { «—Q U
N ¢

Figure 1.5

Notation 1.19 Cette classe est notée [p] ® [1)] et est appelée produit de convolution
des majeurs.

Corollaire 1.20 Soit C l’espace des microfonctions, i.e., l’espace des classes de germes
de fonctions holomorphes multiformes a l'origine modulo C{¢}.

On note Cy le sous-espace de C formé des microfonctions dont la variation peut étre
prolongée o C,, tout entier avec une croissance exponentielle d’ordre au plus un a
I’infina.

La lot ® est associative et permet de munir C; d’une structure d’algébre de convolution.
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Avec ces définitions, on obtient pour tout ¢, 9 € R :

Bley) = ([p¥], p¥)

avec

[p¥] = [p] ® [¥] et pib = var([pi])

L’ensemble R est donc une C-algebre multiplicative. Remarquer que si les mineurs
© et 1 sont intégrables a l'origine, on retrouve pour le mineur de @i le produit de
convolution usuel :

. 3 - -
Sh(E) = / B(E — n)dm)dn = Fx $(0)

On peut a présent étendre la définition de la transformation de Laplace Ly donnée
au paragraphe 1.1.2 :
Soit  une constante de résurgence et [p| sa classe des majeurs modulo les fonctions
holomorphes a l'origine. La transformée de Laplace de [¢] dans la direction 6 est définie

par
ooeiQ

Lole]) (@) = / B(e)e bde + / B(e)e S

6
0,e €

ot  est un majeur de ¢ et oll vy, désigne le cercle de centre l'origine et de rayon ¢

parcouru une fois dans le sens inverse des aiguilles d’une montre & partir de ee?(?=27),

Yo
Figure 1.6 - chemin
d’intégration de Ly([¢])

La seconde intégrale est bien définie puisque ¢ est & croissance exponentielle d’ordre au
plus un a l'infini sur dy et le théoréme de Cauchy montre que Ly([p]) est indépendante
du choix de € et de ®. On obtient alors la

Proposition 1.21 La transformation de Borel By dans la direction 6 est un isomor-
phisme de 'algébre multiplicative (Rete, ) sur l'algébre convolutive (Cy,®). L’inverse
de By est Ly et, pour tout v, €Rcte, 0N a

Lo([e]) = @ et Lo(le] ® [¢]) = Lo([e]) Lo([¢])
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Noter que si le mineur ¢ d’un élément ¢ de R est intégrable a l'origine, la trans-
formée de Laplace de [¢] se réduit a la transformée de Laplace usuelle de ¢ :

10

Lol])(@) = / T e Sde = Lo@)(a)

Par ailleurs, on peut montrer que dans la classe [p] il existe toujours au moins un
représentant privilégié qui est holomorphe sur C, et a croissance exponentielle d’ordre
au plus un a l'infini. Nous notons maj(¢) un tel majeur privilégié, fixé une fois pour
toute. On obtient alors

Colle))(z) = / maj() (€)eSde = Lo(maj()(x)

ol vy est le contour de Hankel "autour" de la demi-droite dy défini par

T
0

Figure 1.7 - contour de Hankel
autour de dy

On assimile la classe [p] & ce majeur privilégié maj(y) de . Désormais, la trans-
formation de Borel B sur R, est définie pour tout ¢ € R par

B(p) = (maj(¢), ¢)

De plus, pour tout ¢ et ¢ éléments de R, on a les différentes relations

maj(py) = maj(p) ® maj(y)

Lo(maj(p)) = ¢

Lo(maj(p) ® maj(y)) = Lo(maj(p))Le(maj(i))
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Terminons ce paragraphe par quelques formules classiques :

fonction ¢ mineur @ majeur maj(y)
m—1 m—1
™ avec m € N* f— 5—10g§
(m —1)! (m —1)! 2ir
A ! ! L i A-1
A e C\Z —~ = —e¢" (1 — a
™ avec \ ey TO)(1 =27 5 ¢ (1-X)¢
—1)"m!
-m eN | 0 (oud™ CLrm!
X avec m (011 ) 22'7T§m+1

§(m) désigne la dérivée m®™¢ de la distribution de Dirac a l'origine §. On peut également
montrer que, pour tout A € C et tout p € N, le majeur maj(z*log? r) de 2* log? x est
un élément de £} !Cllog £]. Précisément,

( p

> & Moghe siae C\NY
k=0

maj(x* log? x)(€) =
p+1

Zakf’\’l logh & si A e N*

\ k=1

avec des nombres complexes non nuls «y, convenables (voir [Mal85] par exemple).

L’¢lément unité du produit de convolution ® étant - (évident par la formule de

2imé
Cauchy), on a

1 m
(1.3) Vo € Reto , Ym>1, B (;p_m“”) = d—S(so) = (

d™maj(y) d%’)
dem 7 dgm

Enfin, a la dérivation xZ% dans le plan de Laplace correspond par B la multiplication
par & dans le plan de Borel :

de . ~
(1.4) Vip € Rewe » B <x2%) = &B(p) = (Emaj(y), £P)
Noter que cette dérivation est I'analogue de la dérivation % dans la carte a l'infini
obtenue & l'aide du changement de variable x = % En particulier, nous utiliserons

toujours cette dérivation et non pas la dérivation usuelle %. De plus, les deux formules
(1.3) et (1.4) restent valables pour n’importe quel autre majeur de .
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1.2.2 Extension de la transformation de Borel formelle et ap-
plication a la sommation des séries divergentes

Dans ce paragraphe, nous considérons des développements formels de la forme

(1) B(e) = Y (@)

m>0

ou a,, € C et ou ¢, € Re.. La transformée de Borel formelle de ¢ est donnée par

B@) =" amB(om)

m>0

On définit ainsi formellement un majeur ® de @ et le mineur @ de (@ par

d = Z ammaj(pm) et ¢ = Z P

m>0 m>0

Le mineur & est égal a la variation du majeur ® et les relations (1.3) et (1.4) restent
valables :

~( 1 am ~ dp ~
Ym>1, B|—@ ) =—B(@) et B|2>-X ) =£B(o
21, B(10) = 5b@) et B () = B
Le majeur o peut étre holomorphe multiforme & l'origine ou non. Lorsqu’il ne 'est
pas, nous supposons toujours qu’il est le développement asymptotique & l'origine d'une
fonction holomorphe multiforme a I'origine, que nous notons encore ®. Dans tous les
cas, nous disons que le majeur ® définit une fonction holomorphe multiforme a l’origine.

Notons désormais H 1’ensemble des développements formels @ de la forme (1.5)
dont le majeur ® définit une fonction holomorphe multiforme & 'origine.
Si @ € H, on définit, comme au paragraphe 1.2.1, la classe [¢] des majeurs de » modulo
C{¢} comme la classe de ® modulo C{¢}; et on a & = var([3]). Lorsque et W sont
deux éléments de H, on a

(] = (@] ® [¢]
et tout représentant de [(ﬁ”@] est holomorphe multiforme a I'origine. En particulier, (H, -)
est une algeébre multiplicative. Comme précédemment, on choisit un majeur quelconque
dans la classe [¢] que 'on note maj(p) et on a

maj(G) = maj(@) ® maj(y)

Regardons a présent quelques exemples classiques de développements formels ¢
éléments de H. Ceux-ci nous serviront constamment dans cette thése.

Exemple 1.22 Si ¢,,(z) = 2™ pour tout m > 0, i.e., p € C|[x]], on retrouve, pour
le mineur ¢, la formule du paragraphe 1.1.2 :

3(6) = ags + Y amgm—il

= (m—1)!
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Un majeur ® s'écrit alors
~ m-1 log &
@ m .
(€)= 227r£ (Z ') 247

En particulier, si € C[[z]]1, ce majeur est holomorphe multiforme & l’origine et nous
le notons désormais maj(9) :

maj(p)(&) =

Plus généralement, si p(x) = YZ(:E)JJ)‘ avec

et A € C\ Z, alors le majeur maj(p) et le mineur ¢ définis par

eiw)\

i > (=D)L = m = A

m>0

maj($)(§) =

et

o Um o
@(f)—%mf A

sont holomorphes multiformes & ’origine. R
On peut également montrer que tout majeur (et donc le mineur) de v(x)2* log? z, avec
W € C[[z]]1, A € C et p € N, est une fonction de la classe de Nilsson a origine, i.e.,

de la forme
D Xugl(€)&" log? ¢
finie

ol Xuq(€) € C{¢}, p € C et ¢ € N. En particulier, tout majeur de @(m)x" log? = est
holomorphe multiforme a l’origine. Précisément, on peut choisir comme majeur

( P

D xul(€)&M M logh ¢ si AeC\Z
k=0
R p+1
maj(i(x)atlogf x) = { Y xk(£)log" ¢ si A e N
p+1
ZZ@ R ogh §+2Xk Jloghé  si A=—ge—N
\ /=0 k=0

avec xx(€) € C{¢&} et ayy, € C([Mal85]).
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Introduisons a présent une sous-algébre particuliere de l'algebre H. Celle-ci nous
servira constamment dans la suite de cette thése.

Proposition 1.23 ([E85], [Sau06]) Pour toute direction 6 € S', nous notons Hp exp
I’ensemble des o élément de H dont le mineur @ peut étre prolongé analytiquement
sur un secteur illimité d’axe dy avec une croissance exponentielle d’ordre au plus un a
I’infina.

(Ho.exps -) est une algébre multiplicative et une sous-algébre de (H,-). De plus, on a les
inclusions

Rctc C He,exp CH

Solent @ € Hy.exp €6 maj(p) un majeur de @. La transformée de Laplace

ooet?

Lomaj@)e) = [ maj@)e)e g+ [ Bt

eif

de maj(®) dans la direction 6 définit alors une fonction holomorphe multiforme sur
un secteur de sommet 0, bissecté par ¢ et d’ouverture strictement supérieure a 7.
Remarquer que si ® est un autre majeur de @, le théoréeme de Cauchy montre que

Lo(maj(3)) = Lo(D)

De plus, si le mineur ¢ est intégrable a l'origine, on peut faire tendre £ vers 0 et
on retrouve ([Sau06]) la formule classique de la transformée de Laplace de ¢ dans la
direction 0 :

Lo(maj(@))(x) = / T e fde = Lo@)(a)

La transformation de Laplace Ly est compatible avec le produit de convolution ® :

-~ -~

Lo(maj(@) ® maj(y)) = Lo(maj(@))Lo(maj(y))

Si le majeur maj(®) d'un élément @ de Hy ey, peut étre prolongé analytiquement
sur des secteurs illimités d’axes dy et dy_o, avec une croissance exponentielle d’ordre
au plus un a U'infini (on peut montrer que 'on peut toujours choisir un majeur comme
ceci), alors

Lo(maj(3))(x) = / maj(@)()e S de

ol g est le contour de Hankel précédent (cf. figure 1.7). En particulier, si

P@) = oma™ € Clla]ls

m>0

est 1-sommable dans la direction 6, alors sa somme sg(p) est donnée par

50()(z) = / maj(3)(€)e S d¢
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ou

. o Pm__em-1 ) 108E
me@=%%+(ixm_mfl>%w

m>1

En effet, le mineur

5O =3 e

étant holomorphe a 'origine et pouvant étre prolongé analytiquement sur un secteur
illimité d’axe dy avec une croissance exponentielle d’ordre au plus un a 'infini, le majeur
mayj(p) vérifie les conditions voulues.

Plus généralement, on a la

Proposition 1.24 Si ¢ € C[[z]], est 1-sommable dans la direction 0, alors, pour tout
A€ C et toutpe N :

1. paxrlogl z est un élément de Hoexp, i-¢., maj(Px*log? z) est holomorphe & ori-
gine et son mineur peut étre prolongé analytiquement sur un secteur illimité d’aze
dg avec une croissance au plus exponentielle d’ordre un a l'infin.

2. L’intégrale de Laplace Lo(maj(px*log? z)) dans la direction 6 est donnée par
Lo(maj(paz*log? x)) = s¢()a log? =

Démonstration. 1. La série ¢ étant 1-sommable dans la direction #, nous avons
$ € Hpexp- Par ailleurs, z* log? x est une constante de résurgence et donc en particulier
un élément de Hyeyp. La structure d’algebre de Hpexp (proposition 1.23) permet de
conclure.

2. Le majeur maj(pr* logP x) de pa log? x vérifiant

maj(paz* log? z) = maj(P) ® maj(x log? x)
on a
Lo(maj(alog" x)) = Lo(maj(P))Lo(maj(a*log” x))

La série @ étant 1-sommable dans la direction 6, la remarque précédente montre que
Lo(maj(P)) = s¢($). D’autre part, 2*log” x étant une constante de résurgence, nous
avons Ly(maj(ax* log? z)) = 2*log? x (proposition 1.21). Le résultat suit aisément. m

Remarque 1.25 Le résultat de cette proposition reste valable si on remplace 2* log? x
par n’importe quelle constante de résurgence : si ¢ € Cl[z]]; est 1-sommable dans la
direction 6 et si ¢ € Rete, alors @ip est un élément de Hyexp €t On a

Lo(maj(@y)) = so(p)0

L’utilisation des majeurs dans la théorie de la sommation des séries divergentes
permet également d’établir le résultat suivant :
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Proposition 1.26 Soient A € C et

Px) =Y pma™ € Cllz]h

m>0
Le majeur
( ei7r)\
o > (=D)L = m = N si A€ C\Z
m>0
R DS B WA=pen
majipr) = = (m+p—1)! 2im
p+1 k
(=1)" ko1 Pm po1) log€
: + —gm? —— stA=—-p€—N
\ kz:; 2imgk m§+1 (m—p—1)! 2im

est holomorphe multiforme & lorigine, i.e., px* est un élément de 'H.
Si gz est également un élément de Hg exp, alors @ est 1-sommable dans la direction 0
et on a

Lo(maj(Pz*))(z) = so(2)2”

Démonstration. La série $ étant de type Gevrey de niveau 1, il est clair que pz* est
un élément de H.

Supposons en outre que @xA est un élément de Hy cxp. Comme 2~ est une constante de
résurgence, la structure d’algebre de Hy .., montre que @ est également un élément de
Hp exp- La série ¢ est donc 1-sommable dans la direction §. L’égalité sur la transformée
de Laplace de maj({pz?) est alors obtenue & I’aide de la proposition 1.24. m

Ces deux derniéres propositions nous seront trés utiles pour établir I'isomorphisme
linéaire entre les multiplicateurs de Stokes et les coefficients de résurgence.

1.2.3 Fonctions résurgentes

La présence du logarithme, de puissances non entieres de x et d’exponentielles ra-
mifiées dans les solutions formelles des systémes différentiels linéaires ne permet pas
de nous limiter & la prolongeabilité sans fin telle que nous l'avons définie au para-
graphe 1.1.3. En particulier, il est nécessaire d’étendre la définition 1.7 aux fonctions
holomorphes multiformes & 'origine :

Définition 1.27 Soit S un sous-ensemble discret de C que l'on reléve en un sous-
ensemble discret de C.

On dit qu’une fonction holomorphe multiforme a l'origine est une fonction prolongeable
sans fin de support singulier S si elle peut étre prolongée analytiquement le long de
tout chemin d’origine 0 dans C,, et de classe C' par morceaux, tracé sur C,, \ S et ne
faisant qu’un nombre fini de tours autour de l'origine de C, et autour d’'un nombre
fini de points de S.
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On étend de méme la définiton 1.11 sur les séries formelles résurgentes a la notion
de fonctions résurgentes :

Définition 1.28 (fonctions résurgentes) Soit S un sous-ensemble discret de C que
I’on reléve en un sous-ensemble discret de C..
On dit qu’une série formelle

{5 = Z O Pm avee ay, € C et v, € Rete

m>0

est une fonction résurgente de support singulier S si son majeur maj(p) est une fonction
holomorphe multiforme & I'origine —i.e., @ est un élément de H— dont la variation est
une fonction prolongeable sans fin de support singulier S.

De plus, si les prolongements analytiques sont a croissance exponentielle d’ordre au plus
un a l'infini, on dit que @ est une fonction résurgente-sommable de support singulier S.

Cette définition coincide donc avec la définition 1.11 dans le cas ol ¢ est une série de
type Gevrey de niveau 1. Les séries formelles résurgentes (resp. résurgentes-sommables)
associées & S sont donc des fonctions résurgentes (resp. résurgentes-sommables) de
support singulier S. On note encore R(S) (resp. Rsom(S)) 'ensemble des fonctions
résurgentes (resp. résurgentes-sommables) de support singulier S.

L’étude du produit de convolution ® permet d’étendre le résultat de la proposition
1.8 sur le prolongement analytique du produit de convolution usuel * :

Théoréme 1.29 ([E81-1], [E85]) Soient S et S’ deux sous-ensembles discrets de C
que l'on reléve en deux sous-ensembles discrets de Cuo.

Si @ (resp. 1) est une fonction résurgente(-sommable) de support singulier S (resp. S'),
alors @Z est une fonction résurgente(-sommable) de support singulier SUS'U(SHS’).

Ce théoréme (non trivial) permet d’établir plusieurs résultats importants :

Proposition 1.30 Soit R = Zw, @ ... ® Zw, un réseau de C que l'on reléve en un
réseau de C.
Les ensembles (R(R), z*-L) et (Room(R), 3%-L) sont des C-algebres différentielles.

Proposition 1.31 Soit S un sous-ensemble discret de C que [’on reléve en un sous-
ensemble discret de C.
Alors, R(S) et Rsom(S) sont des Ri.-modules.

Ces deux propositions sont les analogues respectifs des propositions 1.12 et 1.13. Le
résultat suivant est trés important puisqu’il permet d’étudier avec précision les singula-
rités dans le plan de Borel et d’établir I’isomorphisme linéaire entre les multiplicateurs
de Stokes et les coefficients de résurgence.

Théoréme 1.32 Soit S un sous-ensemble discret de C que l’on reléve en un sous-
ensemble discret de C.

Soient A € C, p € N et ¢ € C[[z]]s une fonction résurgente-sommable de support
singulier S.

Alors,
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1. px*log? x est une fonction résurgente-sommable de support singulier S.
2. Si on écrit son magjeur sous la forme

( P

D xn(€)E M ogh ¢ siAe C\Z

k=0

p+1

maj(paz* log? z)(€) = Zxk(ﬁ) log" ¢ si A € N*
k=1

p+1

q p
I s og e+ xk(@logh e sid=—ge-N
k=1

\ /(=0k=0

avec agy € C et x, € C{&}, alors les fonctions analytiques xi définissent des
germes de fonctions analytiques prolongeables sans fin de support singulier S qui
sont a croissance exponentielle d’ordre au plus un a linfini.

Le premier point de ce théoréme est évident avec la proposition 1.31, puisque
2 log? x est une constante de résurgence. Quant au second point, il est plus délicat a
établir. Nous en donnerons une démonstration au paragraphe 2.2.3. Celle-ci est basée
sur les propriétés classiques suivantes de I’opérateur de variation var :

Lemme 1.33 Pour tout m > 1, on pose var™*! = var o var™.

1. Si ¢ est une fonction holomorphe multiforme & origine, alors

Ym>1, var"(9)(€) = Z(_l)k (7]?) B (e k)

k=0

m

2. Pour tout p € N*,

(2im)™p!

(p —m)!
avec aq, ..., 0y € C; et var™(log? §) = 0 pour tout m > p + 1.

3. Pour tout A € C\Z et pour tout p € N,

Vm e {1,...,p} , var"(log"{) = log’ ™ ¢+ aylog? ™ e+ Lty m

Vm > 1, var™ (& og? €) = (1 — e ™)™ ogP € + f16 logh ™ € + ... + B¢

avec B4, ..., 3, € C.
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1.3 Solutions des systémes différentiels linéaires mé-
romorphes a l’origine

1.3.1 Irrégularité des systémes
Considérons un systeme différentiel linéaire [A] méromorphe a l'origine de la forme

r+1 dY _

[A] g == A(z)Y

our € Z et ou A(z) est un élément de M, (C{z}) tel que A(0) # 0. Il est d’usage
d’appeler rang de Poincaré de [A] le nombre entier r. Ce nombre n’est pas invariant
par transformation de jauge méromorphe, i.e., par changement linéaire d’inconnue de
la forme Z = T'(x)Y ou T(z) € GL,(C{z}[1])?, mais il admet une valeur minimale g
appelée vrai rang de Poincaré de [A]. La valeur de ry détermine la nature de lorigine
pour le systéme [A] :

— Si rg < —1, lorigine est un point ordinaire et le théoréme de Cauchy-Lipschitz
affirme que le systéme [A] admet une unique solution fondamentale F'(z) analy-
tique a l'origine et vérifiant F'(0) = I,,. De plus, le disque de convergence de F’
est celui de la matrice A.

— Si rg = 0, lorigine est un point singulier régqulier et si ro > 1, 'origine est un
point singulier irrégulier. La détermination d’une solution fondamentale est alors
plus complexe.

1.3.1.1 Détermination de 'irrégularité du systéme [A]

Une méthode due a J. Moser ([Mo60]) fournit un algorithme permettant de construire
une transformation de jauge Z = T'(z)Y de telle sorte que le rang de Poincaré du sys-
téme de jauge [TA] soit égal & son vrai rang de Poincaré ry. Rappelons briévement cette
méthode qui nous servira au chapitre 5.

Notons

A(x) =) Apa™

m>0

et associons au systéme [A] les deux quantités suivantes :

Définition 1.34 e On appelle rang de Moser de [A] le nombre rationnel

m(A) = max (0, r+ rg(;:lo))

2le systéme de jauge [TA] est défini par

1’T+1%

I (TAT' + 2" ' T'T" Y2 = (TAT™! — 2" 17T~ )7
x
et on dit que [A] et [ZA] sont méromorphiquement équivalents.

Lorsque T'(z) € GL,(C[[z]][1]), on parle de transformation de jauge formelle et on dit que [A] et [7A]
sont formellement équivalents.
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ou r est le rang de Poincaré de [A], rg(Ap) le rang de la matrice de téte Ag de A(x) et
n la dimension du systéme.
e On appelle polynome de Moser de [A] le polynome de la variable A défini par

P(A, \) = 2780 det (/\]n + Ao + Al)
T

|z=0

Comme pour le rang de Poincaré, le rang de Moser m(A) n’est pas invariant par
transformation de jauge méromorphe, mais il admet une valeur minimale mg(A). Noter
que

m(A) =my(A) & r=ry

Le théoréeme de Moser ci-dessous donne une condition nécessaire et suffisante pour dé-
terminer si m(A) = mgy(A) et fournit, dans le cas contraire, un algorithme construisant
a Paide de transformations de jauge adéquates sur le systéme [A] un systéme de jauge
de rang de Moser minimal, et donc de rang de Poincaré r.

Théoréme 1.35 ([Mo60]) e Le rang de Moser m(A) du systéme [A] est égal a my(A)
si, et seulement si, le polynome de Moser B(A, X) n’est pas identiquement nul.

e Sim(A) > mg(A), alors on peut réduire le rang de Moser du systéme par des trans-
formations de jauge de la forme

ou Py et Py sont des matrices constantes, Py est inversible et ot A est une matrice
diagonale dont les termes diagonaux ne prennent que les valeurs 1 ou x.

Pour plus de précision sur l'algorithme, on renvoie a [B95], [H83] et [H87]. Signa-
lons, en outre, que ’algorithme de Moser est implanté sous Maple dans la procédure
moser _reduce du paquetage DEtools.

1.3.1.2 Cas des singularités réguliéres

Nous supposons ici que le systéme [A] est de la forme

dy
r— = A(2)Y

5 = Al2)
avec A(0) # 0. Ce systeme, parfois appelé systéme de premiére espéce, admet une
solution fondamentale de la forme

ol F'(x) est une matrice a coefficients analytiques a l'origine et ou L est une matrice
constante complexe. De plus, le disque de convergence de la série F(x) est celui de

la matrice A(x). On dispose, pour ce systéme, de bons algorithmes de calcul d’une
solution fondamentale Y (x) ([CL55], [S86]).
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Apportons toutefois quelques précisions qui nous seront utiles dans la suite lors du
calcul effectif des multiplicateurs de Stokes (voir chapitres 3, 5 et 7). Notons comme

précédemment
Alz) =) Apa™

m>0

On a le résultat classique suivant (voir par exemple [Bal00] et [Was65]) :

Proposition 1.36 Si les valeurs propres de la matrice de téte Ay de A(x) ne différent
pas d’un entier’, i.e., \ — u & Z* pour toutes valeurs propres \ et y de Ag, alors le
systéme [A] admet une unique solution fondamentale de la forme

avec
F(z)=1I,+ Y Fna™ € M,(C{z})
m>1

De plus, en posant Fy = I, les coefficients F,, sont uniquement déterminés par les
relations

m—1
(1.6) Fo(Ag+ml,) = AgFp =Y Ay Fp, m>1

k=0

Les égalités (1.6) permettent de construire des algorithmes pour calculer les premiers

termes de la série F' ou pour évaluer une somme partielle de F' en tout point de son
disque de convergence.

Lorsqu’au moins deux valeurs propres de Aq différent d’un entier, on construit, a
l'aide de cisaillements successifs (voir [Was65, p. 94]), une transformation de jauge
polynomiale Z = T'(x)Y de telle sorte que le systéme de jauge associé

dz .
v = B(r)Z = (Z B ) Z

m>0

satisfasse a I’hypotheése de la proposition 1.36. Il s’ensuit qu'une solution fondamentale
du systéme [A] est de la forme

. F(z) =I,+ Y  Fna™ € M,(C{z})

m>1
et ol les coefficients F}, sont uniquement déterminés par les relations

m—1

Fm(B() + m[n) — B()Fm = Z Bmkok , M > 1
k=0

3Noter que ’on admet les valeurs propres multiples.
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1.3.1.3 Cas des singularités irréguliéres

Nous supposons a présent que le systéme [A] est de la forme

r+1 dy _
g = A(z)Y

ou le vrai rang de Poincaré ry de [A] est supérieur a 1. H. L. Turrittin ([Tub5]) et
W. Wasow ([Was65]) ont été les premiers & donner en toute généralité une solution
fondamentale formelle du systéme [A]. Vers la fin des années 1970, W. Balser, W. B.
Jurkat et D. A. Lutz ont montré qu'une bonne symétrisation des formules de Turrittin
et Wasow permet d’obtenir pour le systéme [A] une solution fondamentale formelle de
la forme

~

(1.7) V(z) = F(z)z"e?)

ot I () est une matrice inversible a coefficients séries méromorphes formelles en x, L
est une matrice constante complexe et Q(%) une matrice diagonale de polynomes en
une racine 1 = 27/%, v € N*, de la variable z sans terme constant ([BJL79-1], [J78]).
On montre également que ry est la partie entiére supérieure du degré en % de (). La série

formelle F(z) est appelée facteur série formelle de Y (z), la matrice L est la matrice
des exposants de monodromie formelle de Y (z), e9&) est la partie irréquliére de Y (z)
et Uentier v est le degré de ramification de EA/(:L') Un protocole pour le calcul de cette
partie irrégulieére ([B97]), basé sur la démonstration de Turrittin-Wasow, est implanté
sous Maple dans le code ISOLDE" (utiliser la commande exp parts). En particulier,
on peut obtenir par ce biais le degré de ramification v. Noter que si le systéme [A] est
a singularité réguliere a 'origine, cette procédure reste valable et on obtient @) = 0.

Rappelons que la matrice ) et une forme de Jordan de L, les valeurs propres étant
prises modulo Z, constituent les invariants formels de [A], i.e., elles sont invariantes
par transformation de jauge formelle ([BJL79-1]).

Lorsque () est une homothétie, le facteur série formelle I définit une fonction mé-
romorphe a l'origine (si @@ = ¢l,,, le changement de variable Z = e¢~?Y transforme le
systéme [A] en un systéme & point singulier régulier). En revanche, si au moins deux
polynémes de () sont distincts, la série formelle F est en général divergente. Dans ce
dernier cas, on peut obtenir une solution de [A] analytique multiforme & l'origine en
sommant F dans une direction 6 fixée, puis en prolongeant analytiquement la fonction
obtenue autour de 'origine de C, par le théoréeme de Cauchy. Du fait de la diver-
gence de la série F', la direction 6 ne peut pas étre choisie arbitrairement : il existe
des directions dans lesquelles F ne peut étre sommée (sans quoi F serait convergente
par le théoreme de Cauchy). Ces directions, qui sont en nombre fini, constituent les
directions singuliéres de Y (ou du systeme [A]), et sont appelées directions anti-Stokes
de Y (ou de [A]). Elles sont directement lisibles sur les polynomes des exponentielles

de la partie irréguliere de Y (voir définition 1.38 ci-apres). Les directions anti-Stokes

4Ce paquetage a été développé a 'IMAG de Grenoble par M. Barkatou et E. Pfliigel. On trouvera
un pointeur dans [B].
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sont caractérisées par le fait que les sommes de part et d’autre de ces directions ne
se recollent pas toujours, des sauts de type exponentiel pouvant apparaitre : c’est le
phénomeéne de Stokes. R

Dans tous les cas, le facteur série formelle F' est une transformation de jauge formelle
entre un systeéme
[A()] Ir+lcfl—§ = A()(I‘)Y
dont une solution fondamentale formelle est Yo(z) = 222, et le systéme [A]. En
particulier, F est solution du systéme différentiel linéaire
[Ag : A] :c’”“d—F = A(x)F — FAp(x)

dx

Le systeme [Ag] est appelé forme normale de [A] et [Ag : A] est le systéme de passage de
[Ag] a [A]. Le systéme [Ag] n’est pas unique et intervient de facon fondamentale dans la
classification formelle des systémes différentiels linéaires méromorphes a l'origine. W.
Balser, W. B. Jurkat et D. A. Lutz ont montré dans [BJL79-1] que deux systémes [A] et
[B] sont formellement équivalents si, et seulement si, ils sont formellement équivalents &
une méme forme normale. Autrement dit, deux systémes sont formellement équivalents
si, et seulement si, leurs invariants formels sont identiques’. Il est donc nécessaire, étant
donné un systeéme [A], de savoir en déterminer une forme normale [Ay]. En général,

1
AO(ZE) 7& l,r-&-ld (Q (:c)) + "L
dx
puisque les matrices L et () ne commutent pas nécessairement. Cependant, on peut
montrer que Ag(x) est toujours un polynéme en z et % Une telle matrice peut étre
obtenue, par exemple, avec le logiciel DESIR2 réalisé par 'IMAG de Grenoble. On
trouvera un pointeur dans [B].

Avant de rappeler brievement quelques résultats classiques sur le phénomeéne de
Stokes qui nous serviront dans la suite, regardons un peu plus précisément le cas des
systémes [A] ou le degré de ramification v de la solution fondamentale formelle (1.7)
est égal a 1 (cas non ramifié). Pour ces systémes, on montre ([BJL79-1]) que les deux
matrices L et () commutent et que 'on peut choisir dans la solution fondamentale
formelle (1.7) la matrice L sous forme de Jordan. Aussi, si on note

J
L= @Lj
j=1

ou chaque L; est un bloc de Jordan de L de dimension n;, alors la matrice () est de la

forme
1 J 1 1 1
2(5) =@ (5) 1 owe s eael)

®Dans ce cas, on dit que les deux systémes appartiennent & la méme classe formelle.
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On peut également, quitte a réduire les valeurs propres modulo les entiers a gauche,
supposer que les valeurs propres A de L vérifient Re(\) € [0, 1]. On exhibe ainsi direc-
tement les invariants formels de [A] dans la solution fondamentale formelle }A/(a:) Par
ailleurs, on peut choisir comme forme normale de [A] le systéme [Ag], ou la matrice
Ap(z) est définie par
_ nd@QE) |,
Ao(z) =z T + 2L

Signalons que les deux matrices L et () ainsi définies peuvent étre obtenues sous Maple
avec la commande formal sols du paquetage ISOLDE. Noter que cette commande
fournit également une somme partielle de la série formelle F(z) ([BP99)).

Dans cette thése, nous nous intéressons uniquement a ce type de systéme (on peut
toujours s’y ramener a I’aide de l’extension algébrique finie x — z* de la variable ) ;
et nous prenons comme solution fondamentale formelle

Y(z) = F(z)zbe?)

ol les matrices L et () sont choisies comme ci-dessus. Toutefois, nous verrons, lors du
calcul effectif des multiplicateurs de Stokes, qu’il peut parfois étre nécessaire de recourir
au cas ramifié, i.e., au cas ou le degré de ramification v de la solution fondamentale
formelle est supérieur a 2.

Rappelons a présent quelques points importants sur le phénoméne de Stokes des
systémes & singularité irréguliere & ’origine.

1.3.2 Phénoméne de Stokes

Nous considérons ici un systéme différentiel linéaire [A] dont une solution fonda-

mentale formelle Y (z) est de la forme (1.7). Décomposons le facteur série formelle F
en

~

Pla) = [ﬁl(x) . ﬁn(@]

ou Fy(z) € M, 1(C[[z])[2]) désigne la £7™ colonne de F. Notons

Q <l) = diag (ql (l) ooy O (1)) avec q; € x~/*Clz="]
T T T

Nous supposons qu’il existe au moins deux polynémes g; et ¢, distincts, sans quoi F'
serait convergente et il n’y aurait aucun phénomeéne de Stokes.
Lorsque ¢; # q¢, nous écrivons le polynéme ¢; — g, sous la forme

1 Q 0 1
=0 (3) =52 4o (557)

ol aje # 0 et ou k;, € Q7 désigne le degré de g; — ¢;. On a les définitions suivantes :

Définition 1.37 e Les niveauz de la (°™¢ colonne 134 du facteur série formelle F sont
les nombres rationnels k;, avec j € {1,...,n} tels que ¢; # q.

o Les niveauz du systéme [A] sont les niveaux des n colonnes de F'.
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Lorsque 'on est dans le cas non ramifié, les niveaux sont entiers.

Définition 1.38 e Une direction 6 est une direction anti-Stokes de la 0eme colonme
F, de F quand pour une, et donc toute, détermination € de 6, il existe au moins un
polynéme ¢; distinct de g, tel que

—ik; 00
ajee "t >0

On dit alors que 0 est une direction anti-Stokes de F\g attachée a q; — qu.
e Une direction 6 est une direction anti-Stokes du systéme [A] (ou de la solution fon-
damentale formelle Y') si elle est une direction anti-Stokes pour au moins une colonne

de F.
On a le résultat classique suivant :

Théoréme 1.39 ([BBRS91], [Br91], [MalR92], [MR91]) Soient ¢ € {1,...,n} et
rie < 1o < ..<rsy l'ensemble des niveauz de la eme colonne E de F ordonnés par
ordre croissant.

Alors, ﬁg est (110,720, ..., T's, 0)-sommable dans toutes les directions qui ne sont pas des
directions anti-Stokes de E.

Passons a présent a I’étude proprement dite du phénomeéne de Stokes de [A]. Nous
orientons le cercle des directions S! dans le sens des aiguilles d’une montre. Nous
choisissons cette orientation afin que nos calculs soient compatibles avec les calculs
classiques au voisinage de l'infini lorsque I'orientation de S!' est dans le sens inverse
des aiguilles d’'une montre. Nous utilisons la terminologie gauche-droite dans le sens
suivant : & partir d’une direction § € S' fixée, nous allons a gauche (resp. a droite)
lorsque nous nous déplagons sur S' dans le sens inverse des aiguilles d'une montre (resp.
dans le sens des aiguilles d’une montre). Dans toute cette thése, sauf mention contraire,
nous choisissons les arguments dans | — 27, 0]. En particulier, log 2 est un nombre réel
pour xz > 0.

Si 6 € S! n’est pas une direction anti-Stokes de [A], on note

~

Yo(z) = SQ(F)(I)I‘LeQ(%)

la somme de Y dans la direction §. Noter que 2Le@) est une vraie fonction par le
choix de arg x = 6. De plus, cette fonction Yj est clairement une solution fondamentale
de [A].

Maintenant, si ¢ est une direction anti-Stokes de [A], on définit la somme droite
Yo- = Yy_. et la somme gauche Yy+ = Yjy,. de Y dans la direction 6, ot e >0
est arbitrairement petit. Le théoréme de Cauchy montre alors qu’il existe une unique
matrice inversible Sy € GL,(C) telle que

Yo- = Y5+ Sy
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Proposition 1.40 ([BJL79-2], [L-R94]) La matrice Sy s’écrit sous la forme
Sp = I+ Cy

ot la matrice Cy € M, (C) est nilpotente. De plus, si on note

Cy = [C(J}Z)}
O licje<n

alors C’éj’g) =0 dés que 7 = { et dés que 0 n’est pas une direction anti-Stokes attachée

a q; — qe- En particulier, si 0 n’est pas une direction anti-Stokes de la e colonne du

géme

facteur série formelle I , alors la colonne de la matrice Cy est nulle.

Définition 1.41 La matrice Cy est la matrice de Stokes associée a Y dans la direction
6. Les coeflicients de Cy sont les multiplicateurs de Stokes de Y dans la direction 6.

L’ensemble des matrices de Stokes associées a }A/(x) caractérise le phénomene de
Stokes du systéme [A]. L'une des questions importantes, par exemple en théorie de
Galois différentielle, est de déterminer si les multiplicateurs de Stokes sont nuls ou non.

Le but de cette thése est de construire une méthode de calcul effectif des multipli-
cateurs de Stokes avec évaluation de ’erreur commise.

Rappelons pour terminer que I’étude théorique du phénoméne de Stokes a permis
de répondre au probléme de classification méromorphe des systémes :

Théoréme 1.42 (théoréme de classification méromorphe, [BJL79-2]) Soient [A]
et [B] deux systémes d’une méme classe formelle.

[A] et [B] sont méromorphiquement équivalents si, et seulement si, ils ont les mémes
matrices de Stokes.

Dans la suite, nous nous servirons uniquement du résultat partiel suivant :

Corollaire 1.43 Deux systémes différentiels linéaires méromorphiquement équivalents
ont les mémes matrices de Stokes.

Ce résultat nous permet de "préparer" le systéme initial [A], afin d’en simplifier
I'étude, en normalisant, a I’aide de transformations de jauge méromorphes, la solution
fondamentale formelle Y () sous une forme précise (voir paragraphe 1.3.3 ci-apres).

1.3.3 Position du probléme

Dans cette thése, nous nous restreignons a I’étude des systémes différentiels linéaires
méromorphes & singularité irréguliere & l'origine dans le cas non ramifié. Rappelons
que nous pouvons toujours nous y ramener a l'aide d’une extension algébrique finie
convenable de la variable z. Plus précisément, nous nous intéressons aux systémes
différentiels linéaires de la forme

ay
A T = Ar)Y
A M = A)

dont une solution fondamentale formelle }A/(x) = F(2)zLe@R) est telle que
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* F(z) € GLo(Cll2]l[3]) 5
* L = @;}:1 L;, ou chaque L; est un bloc de Jordan de L de dimension n; et de
valeur propre \; vérifiant Re();) € [0, 1[;

* QL) = @}I=1 q; (2) I, avec ¢; € 27 'Clz™"]
L’origine étant une singularité irréguliere, on a ) # 0 et le degré en % de @) est égal
au vrai rang de Poincaré de [A]. Rappelons que les matrices L et @) ainsi définies
constituent les invariants formels de [A] et qu’elles peuvent étre obtenues par exemple
sous Maple a 'aide de la commande formal sols du paquetage ISOLDE.

L’étude du phénomene de Stokes du systéme [A] est rendue difficile par le fait que
r n’est pas nécessairement le vrai rang de Poincaré de [A] et surtout par le fait que
'étude du facteur série formelle F est elle-méme trés complexe : si on sait que la série
F' est solution du systéme de passage [Ag : A], il est souvent difficile de la reconnaitre
parmi toutes les solutions possibles.

Une étape importante dans ’étude du phénomeéne de Stokes de [A] consiste donc
a construire un systéme méromorphiquement équivalent a [A] (les matrices L et Q) et
les matrices de Stokes restent donc inchangées) qui permet de surmonter ces deux pro-
blémes. L’idée consiste & normaliser la série F a I, +O(x) al’aide d’une transformation
de jauge méromorphe convenable : on peut montrer qu’il existe un élément 7'(x) de
GL,(C{x}[1]) tel que
T(z)F(z) = I, + O(z)

La transformation de jauge considérée est alors Z = T'(x)Y. Nous donnons au para-
graphe 1.3.4 une méthode algorithmique pour construire une telle matrice. Plus préci-
sément, nous montrons que nous pouvons choisir 7'(z) € GL,(Clz, 2]).

Une telle transformation de jauge permet a la fois de réduire le systéme [A] & son
vrai rang de Poincaré (que nous continuons d’appeler r) et de caractériser le nouveau
facteur série formelle, que nous notons encore F: I'hypotheése sur les valeurs propres
de la matrice L montre que F' est 1'unique solution série formelle vérifiant F'(0) = I,
du systéme de passage [Ag : A] ([BJL79-1]).

Pour simplifier encore les démonstrations a venir, nous avons besoin d’une norma-
lisation un peu plus fine sur F'. A I'aide d’une transformation de jauge rationnelle sans
pole a l'origine (voir paragraphe 1.3.4), nous renormalisons F sous la forme I, +O(z").

Finalement, nous nous restreignons dans la suite aux systémes différentiels linéaires
méromorphes a l'origine [A] de la forme

xr+1g

T = A(z)Y avec r € N*

dont une solution fondamentale formelle }A/(x) = F (2)zLeQ) est telle que
*« F(z) = I, + O(x*) € My(C[[z]]);
* L = @}]:1 L;, ou chaque L; est un bloc de Jordan de L de dimension n; et de
valeur propre A; vérifiant Re(});) € [0, 1[;
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* Q) =@y 45 (3) I, avec

o (L) =% s
T\ x" T

Noter qu’avec ces normalisations, r est nécessairement le vrai rang de Poincaré de [A].
De plus, la matrice A(x) s’écrit sous la forme

A(z) = Ao(z) + B(x)

ou

d
Ag(z) = 2"t (?l( +2'L = Zlm d1ag argln,y yaypln,) +a"L
et ot B(z) est un élément de Mn(a:QT(C{:U}). Précisément, si B est découpée comme la
matrice L sous la forme

B = [B(J}Z)}

3:0)
\<ju<y AVEC BU4) de dimension n; X 1y

alors
O(z*) sigj—qe=0
BUY(z) =
O(z* %) sideg(q; —q) =k
On fixe également dans la suite la forme normale

dY
dx

g —— = Ag(2)Y
du systéme [A].

Le facteur série formelle F' est 'unique solution série formelle vérifiant F'(0) = I,
du systéme de passage

dF
dx
Noter que, compte tenu de la structure de la matrice Ay, ce systéme se scinde colonne

par colonne de la maniére suivante : nous découpons la matrice F' comme la matrice L
en décomposant

[AO . A] ZL'TJFI — AOF =+ FAO = BF

F= [ o ﬁJ]

en J blocs de colonnes Z/*;j, le nombre de colonnes de chaque bloc f’] étant égal a la
taille n; du j*"¢ bloc de Jordan L; de L. La matrice F} est alors 'unique solution série
formelle vérifiant F;(0) = I,,(j) du systéme

dF,
dx

$r+1

— AgFj+ Y ka'*a; . F; + 2" F;L; = BF;

ol nous avons noté I,(j) la matrice de dimension n x n; formée du j*"¢ bloc de
colonne de la matrice [,, suivant le découpage de L. En particulier, nous voyons qu’il
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suffit d’étudier les n; premiéres colonnes ﬁl de fi Les Arésultats obtenus s’étendent
alors sans difficulté aux autres blocs de colonnes F; de F' en permutant ceux-ci avec
ﬁl et en renormalisant la solution formelle sous la forme précédente. Pour simplifier
les notations dans la suite, nous désignons par f = F} les n; premiéres colonnes de F'.
De plus, quitte & faire le changement de variable Z = e 1Y et & renormaliser le
facteur série formelle et les exposants de monodromie formelle comme précédemment,
nous supposons finalement que

A =q =0et Re();) € [0,1] pour tout j € {1, ..., J}

Noter que ce changement de variable ne modifie en rien le phénomene de Stokes du
systéme [A]. Aussi, f est I'unique solution série formelle vérifiant f(0) = I,,, du
systéme différentiel linéaire

d
x’““—f — Aof +2"fL, = BF
dx
ou I, ,, désigne la matrice de dimension n x n; formée des n; premiéres colonnes de
la matrice identité I,,.

Terminons ce paragraphe sur les solutions des systémes différentiels linéaires méro-
morphes a l'origine en donnant une méthode algorithmique pour la normalisation des
solutions formelles.

1.3.4 Un algorithme de normalisation des solutions formelles

Nous considérons ici un systeéme différentiel linéaire [A] méromorphe a I’origine dont
1
x

une solution fondamentale formelle Y (z) = F(z)z Q) est telle que
* F(z) € GLu(C[[])[5]) ;

% L est sous forme de Jordan et ses valeurs propres A vérifient Re(\) € [0,1[;
* Q(L) est une matrice diagonale dont les termes sont des polynomes en - sans
terme constant.
Rappelons que les matrices L et () constituent les invariants formels de [A] et que celles-
ci peuvent étre obtenues par exemple sous Maple a ’aide de la commande formal sols
du paquetage ISOLDE. Cette commande permet également de calculer un nombre fini

de termes du facteur série formelle .

Le but de ce paragraphe est de donner un algorithme permettant de construire une
matrice Ty € GL,(C{z}[1]) vérifiant

Ti(2)F(x) = I, + O(z%)
ol k est un entier naturel fixé. En fait, nous allons voir que cette matrice T}, est méme

un élément de GL,(C(x)). Nous procédons en deux étapes :

1. (normalisation de F & I,, + O(z)) Construire une matrice P € GL,(C[z, 1) telle

~

que P(x)F(x) = I, + O(x).
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2. (normalisation de Fal,+ O(2%)) Construire une matrice Q; € GL,(C(z)) telle
que Qy(z)P(z)F(z) = I, + O(a").
La premiére étape est la partie difficile de la normalisation de la solution fondamentale

formelle Y. Quant a la seconde, elle est plus simple : la matrice () est un élément
de M, (Clz]) de degré k — 1 veérifiant Qx(0) = I,,. Elle sert & "nettoyer" les termes en

P, p € {l,....k — 1}, de la série formelle P(z)F(x). La matrice T} cherchée est alors
définie par T, = Q; P.

Etape 1 : normalisation de F a I, + O(z)

Commengons par regarder un probléme plus simple de normalisation : étant donné
un élément G(z) de GL,(C[[z]][2]), construire une matrice T' € GL,(C[z, 1]) telle que
T(x)G(z) = I, + O(x).

La construction d’une telle matrice T repose sur le résultat suivant basé sur une
méthode de pivot de Gauss partiel & gauche.

Lemme 1.44 Etant donné un élément H de M,(C), H # 0, il existe une matrice
U € GL,(C) telle que K = UH vérifie les propriétés suivantes :

1. K est triangulaire supérieure ;

2. si le j¥™¢ terme diagonal de K est nul, alors la j°™¢ ligne de K est nulle.

Noter que les deux matrices H et K ont méme rang et que le nombre de lignes
nulles dans K est égal a la dimension de ker(H). Les deux matrices K et U peuvent
étre obtenues a 'aide de 'algorithme suivant :

entrée : {matrice H € M, (C)}

1. Poser B = [H In} € M, 2,(C). # aprés chaque opération élémentaire, on note
encore B la nouvelle matrice obtenue

2. (cas de la premiére colonne) Déterminer J; = {j € {1,...,n} tel que BUV £ 0}
2.1. Si J; est non vide :

2.1.1. poser J1 = {j11 < ... < Jip}
2.1.2. permuter la premiere et la jfﬁw ligne de B
2.1.3. annuler tous les BUY pour j € {2,...,n} en remplagant la j¢™ ligne B,
de B par B; — %Bl
2.2. Si J; est vide, passer a 3.
3. (cas des colonnes 2 a n — 1) Pour ¢ de 2 a n — 1, déterminer J, = {j € {¢,...,n}
tel que BYUY £ 0}

3.1. Si J; est non vide :

3.1.1. poser Jp = {je1 < - < Jep,
3.1.2. permuter la (" et la j{7¢ ligne de B
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3.1.3. annuler tous les BYY) pour j € {¢+1,...,n} en remplacant la j°"¢ ligne
Bj de B par B; — %Bg
3.1.4. déterminer 7, = {j € {1,...,¢ — 1} tel que BU) = (0}
3.1.5. si 7; est non vide, remplacer la j¥"¢ ligne B; de B, j € 1y, par B; —
3.2. Si J, est vide :
3.2.1. déterminer J; = {j € {1,...,£ — 1} tel que BU9) =0 et BUH #£ 0}
3.2.2. si J/ est non vide :
3.2.2.1. poser J; = {jp; < - < Jigt
3.2.2.2. permuter la (*¢ et la j/{™ ligne de B
3.2.2.3. passer a l’étape 3.1.4.
4. (cas de la n®™® colonne)
4.1. Si B £
4.1.1. déterminer 7,, = {j € {1,...,n — 1} tel que BU) = 0}
4.1.2. si 7, est non vide, remplacer la j*"¢ ligne B; de B, j € 7, par B; —

BU:n)
B(n,n) Bn

4.2. Si B =0 :
4.2.1. déterminer J' = {j € {1,...,n — 1} tel que BYU) =0 et BU™ £ 0}
4.2.2. si J, est non vide :
4.2.2.1. poser J, = {jh1 < - < Jhg}
4.2.2.2. permuter la n°" et la j/°7° ligne de B
4.2.2.3. passer a I'étape 4.1.1.

sorties : {la matrice K formée des n premieres colonnes de B; la matrice U formée
des n derniéres colonnes de B}

Nous donnons a I'appendice 1.A une programmation de cet algorithme sous MapleS.
Nous déduisons de ce lemme le résultat suivant :

Proposition 1.45 Soit G(z) € GL,(C[[=]][1]) une série méromorphe formelle inver-
stble.

1. Il existe un élément T'(x) de GL,(Clz, 2]) tel que T(2)G(z) = I, + O(x).
2. Une matrice T' convenable est donnée par l’algorithme suivant :

(a) Pourj € {1,...,n}, déterminer

m; = min (O, min <Val (@WZ))>> € —N
1<t<n

ou Val(@(j’e)) désigne la valuation en x de la série formelle G0
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(b) Définir T(z) = diag(z~™, ...,a—™), H(z) := T(2)G(z) et H := H(0)
(c) Tant que rg(H) < n

(c.1) déterminer un couple (K,U) vérifiant le lemme 1.44

1 si KU 20
(c.2) pour j € {1,...,n}, posere; = 1
- si KU =
T

(c.8) poser H(z) := diag(ey, ..., e,)UH ()
poser H := H(0)
poser T'(z) := diag(eq, ..., e,)UT ()

(d) Caleculer T(x) := H T (x)

Démonstration (cas n = 2). Dans le point (b), la définition de 7'(x) montre que la
matrice H (z) est un élément de My (Cl[[z]]) vérifiant H(0) # 0. De plus, H est inversible,
puisque G et T' le sont. Ainsi, le déterminant det H de H s’écrit sous la forme

det H(z) = apa’ + ... € C[[z]]\{0}

avec ay, # 0 et v = val(det H(z)) € N.

Lorsque v = 0, la matrice H = H(0) est inversible (car g = det H ). Ainsi, rg(H) = 2
et la matrice 7' du point (d) convient.

Lorsque v > 1, la matrice H est non inversible et non nulle, donc rg(H) = 1. La boucle
"tant que" du point (c) consiste a faire chuter la valuation v jusqu’a 0. Il faut donc
montrer que cette boucle s’arréte. R R

Les points (c.1) et (c.2) assurent a la matrice K (z) = diag(ey,e2)UH (x) les propriétés
suivantes : R

e K(z) € My(C[[z]]) puisque la ligne de K = UH = UH(0) multipli¢e par * est nulle
(lemme 1.44) ;

o K (x) est inversible avec

det K (z) = det(diag(e, £2)) det(U) det }AI(x) = uo, "t .

ot u = det(U). En particulier, uc, # 0 car U est inversible.

Ainsi, a chaque passage dans la boucle, la valuation v diminue de 1. Il s’ensuit qu’au
bout de v passages la valuation de det H est nulle et donc H est inversible. Nous
concluons alors comme précédemment (cas ott v = 0).

Par ailleurs, les seules matrices contenant des puissances de = ou % étant diagonales,
il est clair que T'(z) € GLy(Clz,1]). m

La démonstration dans le cas général repose également sur le fait que la boucle
"tant que" fait chuter la valuation des det H successifs jusqu’a 0. Cependant, comme
nous avons ici

det(diag(e1, ...,en)) = —
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pour un certain entier p € {1,...,mn — 1}, il convient de s’assurer que le nombre de

lignes nulles dans H, i.e., dimker(H), est toujours inférieur a la valuation de det H.
Ce résultat est fourni par le lemme suivant :

Lemme 1.46 Soit H(z) = > om0 Hma™ € GL,(Cl[z]]) une série formelle inversible
avec Hy # 0. R
Alors, dimker(Hy) < val(det H).

Démonstration. La série formelle H étant inversible, nous avons det H € C[[z]]\{0}
et donc val(det H) est fini.
Notons h le rang de Hy et fixons deux éléments Q)1 et Q2 de GL,(C) tels que

Qe = [

Nous obtenons ainsi 540 Of)
-~ + Oz x

d’ou

det(QHQ;) = ) a;a’ € Clla]]\{0}

j>n—h

et donc R R
dimker(Hy) = n — h < val(det(Q1HQ>)) = val(det H)

puisque det Q1,det Q2 € C*. =
Nous pouvons a présent terminer la démonstration de la proposition 1.45.

Démonstration (cas général). La démonstration est identique & celle du cas ou
n = 2. Le lemme 1.46 assure que le rang de H augmente nécessairement jusqu’a n
dans la boucle "tant que" puisque la valuation de det H diminue jusqu’a 0 (il suffit de
remarquer qu’a chaque passage dans la boucle, la nouvelle série H satisfait toujours
aux conditions du lemme 1.46). m

Revenons a présent a la normalisation de notre série formelle Z/*j . A premiére vue, la
méthode décrite ci-dessus est difficilement applicable avec G = F'. 1l est en effet illu-
soire de connaitre explicitement toute la série formelle F'. Cependant, si nous regardons
de plus pres l'algorithme de la proposition 1.45, nous voyons qu’il suffit de connaitre
uniquement la valuation en x de la série initiale, puis le terme constant de chacune
des nouvelles séries formelles. Par ailleurs, chacune des matrices T'(x) construites au
cours de 'algorithme de la proposition 1.45 permettant de réaliser une transformation
de jauge méromorphe sur le systéme initial [A], la série formelle T'(x)H (x) est en fait
le nouveau facteur série formelle d’une solution fondamentale formelle du systéme de
jauge [ZA]. Noter que les deux matrices L et Q ne sont pas affectées par ces différentes
transformations puisqu’elles sont des invariants formels de [A]. Ainsi, moyennant a
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chaque étape le calcul des systémes de jauge successifs, nous pouvons écrire un algo-
rithme analogue & celui de la proposition 1.45 permettant de normaliser notre série

~

F(z)al,+ O(x).
L’algorithme ci-dessous fournit une matrice P € GL,(C[z, ]) telle que
P(z)F(z) = I, + O(x)

ainsi que le systéme de jauge [PA] correspondant. Pour chacun des systémes calculés,
nous prenons comme solution fondamentale formelle H (z)2Le@) et nous notons H =
H (0) la matrice de téte de H (). Rappelons que les matrices H, L et ) peuvent étre
obtenues sous Maple & 'aide de la commande formal sols du paquetage ISOLDE,

puisque nous sommes dans le cas non ramifié.

Algorithme 1.47
entrée : {le systéme [A] du début du paragraphe 1.3.4}

1. Pour j € {1,...,n}, déterminer

m; = min (O, min (Val (ﬁ(j’e)>)) € —N
1<i<n

ou val(F'0:)) désigne la valuation en z de la série formelle F:0)
Définir P(x) := diag(z™™,...,x~ ™)
Définir P, := P et A:= PLAP ' 4+ 2"t P Pt

9. Calculer la matrice de téte H du facteur série formelle H de la solution fonda-
1

mentale formelle H(z)z @) du systeme [A]
3. Tant que rg(H) <n
3.1. déterminer un couple (K, U) vérifiant le lemme 1.44
1 siKUD£0

3.2. pour j € {1,...,n}, poser ¢; = 1
- si KUJ) =0
x

3.3. faire P, := diag(ey,...,e,)U, A := PLAP[* + 2""'P/P[' et P:= PP
3.4. calculer la matrice de j:\éte H du facteur série formelle H de la solution
fondamentale formelle H (z)z=e?) du systéme [A]
4. Calculer P:= H'Pet A:= H'AH — 2" "'H'H'

sorties : {la matrice de transformation de jauge P et le systéme de jauge [FA]}

Etape 2 : normalisation de F a I, + O(z%), k € N*

Nous supposons ici que la premiére étape a été effectuée : le facteur série formelle

F(z) vérifie F(z) = I, + O(x).
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Ecrivant F sous la forme
F(z)=I,+ Fix + ...+ F_12" " + 0(z%)

nous voyons que la matrice Qx(z) € M, (C[z]) définie par

k—1
Qu(z) =L+ ) Qupa?
p=1

avec

p—1
Qrp=— Z Qe
=0

satisfait & Q(z)F(z) = I, + O(z").
De plus, cette matrice est clairement inversible, puisque

det Qx € Clz] et (det Qx)(0) =1
En particulier, @y est un élément de GL,,(C(z)) et Q" est sans pole & l'origine.

Terminons ce paragraphe par deux exemples simples de normalisation. Les systémes
étudiés sont de niveau unique 1. Dans le premier exemple, la matrice des exposants de
monodromie formelle est diagonale ; et, dans le second exemple, elle admet un bloc de
Jordan de dimension 2. Tous les calculs sont faits sous Maple8 a I'aide du paquetage
ISOLDE.

Exemple 1 Considérons le systéme différentiel linéaire

dY
S = A(2)Y
o (z)
avec
3t 4+ 112% — 522 — 32z — 2 35+t + 270 — Ta? —dx — 4
(I+2)(1 —a?) 2(1 —22)?
Ar) =

2O 4+6xr+ 1023 — 422 —3x—2 2 +5x*4+2323 — b2 —4dxr—4
(1+x)? 2(1 —z)(1 + x)?

~

Une solution fondamentale formelle est }A/(x) = F(2)2%e?%) avec L = diag (0,3),
Q(2) = diag(0, —2) et

Flz) = —1+0(z*) 2+ 0(z?)

T 14+ 0(=2?) -2+ 0(z2?)
Ce systéme est donc de rang de Poincaré 2 et de vrai rang de Poincaré 1. Le but de cet
exemple est de normaliser le facteur série formelle & I, + O(2?) et de donner le systéme
de jauge correspondant.
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Les valuations des termes de F (x) étant nulles, nous avons m; = my = 0. La

matrice de téte
-1 2
n= [ )

de F est de rang 1. Un couple (K, U) correspondant & cette matrice étant
-1 2 10
K- {0 O] ot U = L J

nous considérons la transformation de jauge Y, = PY avec P, = diag(1, %)U . Le
systéme de jauge correspondant s’écrit alors

9xt 4+ 1722 — 522 — 3z — 2 30 4t +27ad — Ta? — 4 — 4
— 22 22
e 1
dx 205 + 9zt + 1123 — 22 — 32— 2 35 4+ Tt + 1523 — 22 — 4 — 4
2(1 —22)? 2(1 — x2)?

et a pour solution fondamentale formelle ﬁ(m) =5 (z)zLe@), ou la matrice de téte

2 1
Fio= [1 1]

Celle-ci étant inversible, nous considérons la transformation de jauge Y5 = F7 oY et le
systeme de jauge correspondant

Fip de 131 est donnée par

22z + 1) r?(r —1)
2 2
v r(5xt + 523 + T+ —2) ' —323—2?-3xr -2
2(1 — 22)? 2(1 4+ 2)(1 — 2?)

Ce systéme admet pour solution fondamentale formelle ?2(1‘) = ﬁg(x)xLeQ(%) avec

-~ [1 —r 40t O@?)

B@)=1" 1 0@ 1+:c+0(a:2)] =5 +0()

Il reste & normaliser la série Fy a I + O(z?). Cette normalisation s’obtient & I’aide de
la matrice
—x 0 142 0
Qo) = I — [a: x} N [ —x 1—1}
Il s’ensuit que la matrice 75 cherchée est donnée par

1 1] 22-1 —z2-1
— -1p _ =1 4i fl ——
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Le systéme de jauge correspondant s’écrit alors

22

Qd_Y: I+zx|y

dr x? 1+x
1—=x 2

et nous pouvons vérifier que ce systéme admet pour solution fondamentale formelle

Y (z) = F(2)22e?@) avec

F(z) =

1— 222 + O(a?)
—2? 4+ O(2?)

2 4+ O(2?)
1+ 12?2 + O(a?)

= IQ + O($2)

Exemple 2 Considérons a présent le systéme différentiel linéaire

ou la matrice A(x) est égale a

[ 24 (42542625 +1824—1923 4922+ 32 —3)

b— = A(z)Y
T T (x)

_ 27(482°+482% —4723+1422+102—6)

(2z—1)(z+1)

22 (6254392542324 —2923 4 722 +-5x—3)

6(20—1)(z+1)

_ a*(722°+602* —5323+1722+72—6)

(2z—1)(z+1)

3(2z—1)(z+1)

211 (4824 +48x% —47224-52+7)

3222 — 1)

2(322 — 1)

27 (1228 +7825+5424 — 7123 — 22 +72+3) 4 4 2 _ 16
- 3(2z—1)(z+1) 6(2z—1)(z+1) —%(22% — 2% — Pr —1)

Une solution fondamentale formelle est EA/(:E) = ﬁ(x)xLeQ(%) avec (1) = diag(0, -1, 1)

000 0(1) 0(1) O(1)
L=10 Lt 1] et Fz)= |1 +0(1) S+0(1) E+0(1)
00 1 O(1) o(1) O(1)

Ce systeme est de rang de Poincaré 5 et de vrai rang de Poincaré 1. Nous voulons
normaliser le facteur série formelle & I3 + O(2?) et donner le systéme de jauge corres-
pondant.

Nous avons m; = msg = 0 et my = —1. Nous considérons donc la transformation
de jauge Y} = PY avec P, = diag(1,x,1). Le systéme de jauge correspondant s’écrit

alors

ou la matrice A;(x) est égale a

[ 23(425+2625+1824—1923+922 432 —3)

sdYy

r’— = A (2)Y

dx

_ 2°(482°+482% — 4723 +14224 102 —6)

(2z—1)(z+1)

22 (6254392542324 —2923 4 722 +-52—3)

6(2z—1)(z+1)

_ 23(722°+602* 5923+ 14224102 —6)

(2z—1)(z+1)

_ x%(122547825 4542 — 7123 -2+ 72+3)

3(2z—1)(z+1)

3(2z—1)(z+1)

x°(48x* +4823 — 4722 +52+7)
6(2x—1)(z+1)

r?(222 — 1)

622 — 2

_ x3(6z*—322—162—3)

3
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Ce systeme admet pour solution fondamentale formelle }Z(x) = F (2)zLe@), on F 1 ()
est maintenant un élément inversible de M;5(C[[x]]). Précisément,

_ O(x) O(x) O(z)
Fi(z)=|1+0(z) 64+0(z) 6+ O(x)
O(x) O(x) O(x)

A partir de 14, nous procédons comme dans ’exemple précédent : la transformation de
jauge Yy = PLY; avec

—1822 9z* 0

1 2 4
P2 = ﬁ 3x —X 0
S I . |

permet la normalisation de la série formelle Fy(z) a I3 + O(xz). Précisément, le systéme
de jauge correspondant

[ 2zt 1823 (x + 1) 1843 1
aYs __2(8z—1) 20?473
mz% = T 18(2z—1)(z+1) T T 3(z+)) X Y,
2(2425 412253604 4+2323 —2022—72+6)  22(20t+423 4202 —x41) 1 ) .
i 54(20—1)(z+1) o 14 g0 4 2% — 227 |

a pour solution fondamentale formelle Y3(z) = Fy(z)z4e?) avec

1+0(z*)  Ox?) O(z?)
Fy(z)=| O@*) 140(*) 0@*) | =L+0()
24+ 0(2?) z40(2*) 1+0(2?)

Il reste a normaliser la série ]32(1') a I3 + O(z?). Cette normalisation s’obtient & 1’aide
de la matrice

0 0 O 1 0 0
Qo(z)=I3— [0 0 0| =10 1 0
% z 0 —g —r 1

Il s’ensuit que la matrice 15 cherchée est donnée par

1 —1822 925 0
Ty = QPP = 3.1 32 —2° 0
Tl =22z +3) & -1

Le systéme de jauge correspondant s’écrit alors

0 1823 —1823
?(42* — 3z + 2) x z3
N 1+
(%) x2d— =1 182z —1)(z+1) N 3 i 1+ v Y
v 222z — 1) 3

T
P S — 14+ =
18(z +1) 1+z +3
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et nous pouvons vérifier que ce systéme admet pour solution fondamentale formelle
=5 1
Y(z) = F(z)x"e®s) avec

R 1 2—1— O(x?) O(x?) O(x?)
Flz)= |-Z + 0% 1+Z +0(z%) O(2?) = I3+ O(z?)
10 T 4+0(Y) 1+2Z 40

Il convient de noter que le systéme de jauge final obtenu a ’aide de ’algorithme
1.46 n’est pas nécessairement “le plus simple” possible, en tout cas du point de vue de
notre méthode de calcul effectif (voir ci-dessous). Par exemple, le systéme (x) ci-dessus
est méromorphiquement équivalent au systéme

0 x3 —2x3
2
dz * 142
() ff?@ — | 1-2x - 3 ! Z
22z — 1) x3 . 23
1+ 1+ 3 1+4=x

la transformation de jauge adéquate étant une transformation de jauge constante :

-5 0 0
Z=CY avecC=|0 -3 -3
0 0 -3

Ceci a son importance lors du calcul effectif des multiplicateurs de Stokes (voir chapitre
3) : pour le systéme (%), nous devrions travailler avec des systémes de dimension 12,
24 et 48, alors que le systéme (#*) ne nécessite que des systémes de dimension 9, 18 et
36 (voir le paragraphe 3.2.3 pour plus de détails).

Signalons pour finir que ces deux exemples sont utilisés au chapitre 3 pour illustrer
le calcul effectif des multiplicateurs de Stokes.

1.A Appendice 1.A. Un algorithme de calcul

Dans cet appendice, nous donnons une programmations sous Maple8 de ’algorithme
du lemme 1.44 servant & la normalisation des solutions formelles :

Gausselim2 :=proc(h : :matrix,k,u)
local i,j,s,t,b,n :
n :=rowdim(h) :
b :=blockmatrix(1,2,[h,diag(1$n)]) :
for j from 1 to n do
s:=[]:
for i from j to n do
if bi,j]<>0 then s := [op(s),i] fi :
od :
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if nops(s)<>0 then
b :=swaprow(b,j,s[1]) :
for i from j+1 to n do
b := addrow(b,j,i,-b[i,j]/bl[j,j]) :
od :
t:=[]:
for i from 1 to j-1 do
if b[i,i|=0 then t :=[op(t),i] fi :
od :
if nops(t)<>0 then
for i in t do b :=addrow(b,j,i,-b[i,j] /b[j,j]) od :
fi:
else
t:=[]:
for i from 1 to j-1 do
if bi,i]=0 and b[i,j]<>0 then t :=[op(t),i] fi :
od :
if nops(t)<>0 then
b :=swaprow(b,j,t[1]) :
for i in t do b :=addrow(b,j,i,-b[i,j]/b[j,j]) od :
fi:
fi:
od :
k :=submatrix(b,1..n,1..n) :
u :=submatrix(b,1..n,n+1..2*n) :
end :
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Introduction

Tout systéme de niveau unique 1 est méromorphiquement équivalent (cf. paragraphe
1.3.3) a un systéme différentiel linéaire a coefficients méromorphes a 'origine

LY

[A] v

= A(x)Y avec A(z) € M,(C{x})

dont une solution fondamentale formelle Y (z) = F(z)z%e@=) est normalisée de sorte
que

* F(z) = I, + O(a?) € My (C[[2]]);

* L = @}]:1 L;, ou chaque L; est un bloc de Jordan de L de dimension n; > 1 et

de valeur propre A; vérifiant \; = 0 et Re()\;) € [0, 1] pour tout j € {1, ..., J};

* Q(2) = @}7:1 (—%1,,) de sorte que a; = 0.
Ainsi, I’étude du phénomeéne de Stokes des systémes de niveau unique 1 se réduit, sans
perte de généralité, a celle des systémes du type [A]. En particulier, il suffit de savoir
déterminer les multiplicateurs de Stokes associés a une solution fondamentale formelle
Y normalisée comme ci-dessus.

Aussi, nous fixons désormais dans cette premiére partie un tel systéme [A]
et une telle solution fondamentale formelle Y (z).

Pour ces systémes, de nombreux cas ont déja été étudiés (voir par exemple [Bal84],
[Bal93], [BJL79-3], [JLP76-1], [JLP76-2], [L-R90-1], [LS97]). En particulier, il est bien
connu qu’il existe un isomorphisme linéaire entre les multiplicateurs de Stokes de Y( )
et les coefficients de résurgence de la transformée de Borel F de F en ses singularités.
Celui-ci est classique dans le cas ou la matrice L est diagonale, voire nulle (cf. références
ci-dessus).

Dans le chapitre 2 de cette thése, nous nous proposons d’expliciter cet isomor-
phisme en toute généralité (la matrice L est sous forme de Jordan quelconque). En
particulier, nous redémontrons de deux maniéres différentes (perturbations régulieres
et microfonctions) que les singularités de F sont de la classe de Nilsson.

Dans le chapitre 3, nous montrons, dans le cas ou les coefficients de la matrice A(z)
sont rationnels, qu'une interprétation de l'isomorphisme linéaire précédent en terme
de matrices de connexion permet d’obtenir une méthode de calcul effectif de tous les
multiplicateurs de Stokes de }/}(m) En particulier, nous construisons des algorithmes
permettant d’évaluer I'erreur commise. Cette méthode est illustrée par quatre exemples
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regroupant a eux quatre tous les types de systémes de niveau unique 1 qu’on peut
rencontrer.

Suivant la remarque du paragraphe 1.3.3, nous limitons notre étude au premier
bloc de colonne f de F. Nous nous intéressons ainsi uniquement aux multiplicateurs de
Stokes situés dans les n; premiéres colonnes ¢y des matrices de Stokes Cy. Rappelons
que tous les résultats obtenus dans ce cas s’étendent sans difficultés aux autres blocs
de colonnes de F' en permutant ceux-ci avec f et en renormalisant la solution formelle
sous la forme adéquate.



Chapitre 2

Etude théorique

Nous considérons dans ce chapitre un systéme différentiel linéaire a coefficients
méromorphes & 'origine

[A] x2cfl—§ = A(z)Y avec A(x) € M,(C{z})
dont la solution fondamentale formelle Y (z) = F(z)z£e@:) est normalisée de sorte
que

* F(z) =1, + O(2*) € My(C[[z]]);

* L = @;le L;, ou chaque L; est un bloc de Jordan de L de dimension n; > 1 et

de valeur propre A; vérifiant \; = 0 et Re();) € [0, 1] pour tout j € {1,..., J};

* Q(2) = @;}:1 (—%1,,) de sorte que a; = 0.
Rappelons que tout systéme de niveau unique 1 est méromorphiquement équivalent a
un systéme [A] de ce type.

Avec ces normalisations, la matrice A(z) s’écrit sous la forme
A(z) = Ao(z) + B(z)

ot Ag(x) est définie par

d(Q(%)) + ol = é(ajlnj + ij)

j=1

et oil B(z) est un élément de M, (z>C{z}). Précisément, si B est découpée comme la
matrice L :

B = [BUY] avec BUY est de dimension n; x ny

1<5,0<J

alors
O(23) siaj —ar=0

O(z?) sia; —ap#0
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Par ailleurs, le facteur série formelle I étant I'unique solution série formelle vérifiant
F(0) = I,, du systéme de passage

[AOZA] I22—§—A0F+FA0=BF

(cf. [BJL79-1]), nous voyons que, compte tenu de la structure de la matrice Ay, la série
formelle f (premier bloc de colonnes de F') est 'unique solution série formelle vérifiant
f(0) = I, du systeme

2 df

(1) m%—Aof"'ﬁﬁfl/lzBf

ou [, ,, désigne la matrice formée des n; premieéres colonnes de la matrice identité 1,,.

Pour chacun des paragraphes suivants (étude de la résurgence-sommabilité, struc-
ture des singularités et isomorphisme linéaire), nous commengons toujours par traiter
le cas ou la matrice des exposants de monodromie formelle L est diagonale : si les
démonstrations sont bien plus simples que dans le cas ou la matrice L est sous forme
de Jordan quelconque, celles-ci sont typiques des arguments & utiliser.

Toutes les matrices carrées de dimension n X n utilisées dans ce chapitre étant
découpées comme la matrice L, nous utilisons les notations suivantes :

Cas ou L est diagonale Si M est une matrice carrée de dimension n, alors

— pour tout j, £ € {1,....,n}, MU désigne le terme situé a la j*™ ligne et £°™¢ colonne
de M ;

— la lettre minuscule m désigne la premiére colonne de M et, pour tout j € {1,...,n},
mbl est le j¥™¢ terme de m.

Cas ou L est sous forme de Jordan quelconque Si M est une matrice carrée de
dimension n découpée comme la matrice L, alors

— pour tout j, ¢ € {1,..., J}, MU désigne le bloc de dimension n; x n, situé a la j&me
ligne et ¢°™¢ colonne de M dans ce découpage ;

— la lettre minuscule m désigne la matrice formée des n; premiéres colonnes de M. De
plus, pour tout g € {1,...,n1}, mbd désigne la ¢°™¢ colonne de m et nous notons

mlbd

mld = :
mlJid]

ot le nombre de ligne de la matrice mli, j € {1,...,J}, est égal a la dimension du
3™ bloc de Jordan L; de L : mbid est donc de dimension n; 1. Enfin, pour tout
¢ €{1,...,n;}, nous désignons par mbtd 1e ¢#me terme de la matrice colonne mbid.
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2.1 Reésurgence-sommabilité de la série formelle fA
(plan de Laplace)

Rappelons que J?désigile la sous-matrice du facteur série formelle F' formée par les
ny premiéres colonnes de F', ol n; est la dimension du premier bloc de Jordan L; de la
matrice L. Dans ce paragraphe, nous donnons une démonstration détaillée du résultat
bien connu suivant :

Théoréme 2.1 (résurgence-sommabilité des solutions formelles) La série for-
melle f est résurgente-sommable de support singulier les points a; # 0.

Soit £ un chemin d’origine 0 et de classe C! par morceaux ne faisant qu’un nombre
fini de tours autour des points a; # 0. Ce chemin peut étre relevé sur le revétement

universel C, de C\ |J;{a; # 0} en un chemin que nous notons encore £. Nous associons

a L un voisinage ouvert simplement connexe A, dans C, formé par I'union d’un disque
ouvert D de centre 0 et d’un voisinage ouvert simplement connexe de £ qui évitent les
points a; # 0 & une distance minimale v > 0 : pour tout j € {1,...,J} tel que a; # 0
et pour tout £ € Az, [€ —a;| > v.

Figure 2.1 - exemples de chemins £ et de domaines A,

Dans ce qui suit, nous allons démontrer que la transformée de Borel J? de ]? est
convergente a l'origine et peut étre prolongée analytiquement a A, tout entier avec
une croissance exponentielle d’ordre au plus un a l'infini. Ceci établira le théoréeme 2.1
grace a la définition de la résurgence-sommabilité d’une série formelle (définition 1.11).

Il existe plusieurs méthodes pour arriver a ce résultat (voir par exemple [E85] et
[Mal91-1]). Nous reprenons en détail la méthode d’étude par perturbation et séries
majorantes proposée par J. Ecalle ([E85, paragraphes 2.3 et 2.4]). Celle-ci offre 'avan-
tage de permettre une description précise des singularités de f et de s’étendre assez
simplement au cas de niveau unique quelconque, voire de plusieurs niveaux.

Un des arguments clés dans la construction des séries majorantes est le résultat
classique suivant :
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Lemme 2.2 (lemme de Gronwall) Soit A un sous-domaine ouvert connexe quel-
conque de Ay. Nous firons un point base & élément de A ; et une ligne brisée A
contenue dans A, et joignant 0 a &g.
Pour tout £ € A, nous notons Kg une ligne brisée contenue dans A et joignant & a .
La ligne brisée A¢ = AU Kg union des deux lignes brisées \ et Kg est paramétrée par
la longueur de courbe

[07 35] - A£

s — Ag(s)

Figure 2.2 - exemple de domaine A, de point &,
et de chemin A

Supposons que la fonction p est holomorphe sur A et vérifie une inégalité différentielle
du type

VEEA , Vs € [sg, se] [0/ (Ae(s))] < ulp(Ae(s))] + v(s)

ot u € RT et ot v est une série entiere & coefficients positifs ou nuls et de rayon de
convergence infini.
Soit 1 'unique solution de I’équation

V' = w +(E)
de condition initiale 1(0) € RT. Alors,

1. v est une série entiere a coefficients positifs ou nuls et de rayon de convergence

2. 8i |p(&)| < (0), alors |p(Ae(s))] < (s) pour tout & € A et tout s € [sg,, S¢l.

Ce résultat s’obtient aisément a partir de la démonstration classique du lemme
de Gronwall (voir par exemple [Yoc]) en remarquant que |¢(&)| < ¥(sg,) puisque la
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restriction de ¢» & R™ est une fonction croissante. Nous donnons une démonstration de
ce lemme a l'appendice 2.B.

Ce résultat s’étend sans difficulté au cas ou ¢ est une matrice de M, ;(O(A)) avec
p > 2, a condition de choisir u € M,(R") et v € M, ;(O(C)).

Dans tout ce qui suit, nous notons

(1a) 562% — Agf + l'le = an , € C

le systéme obtenu & partir de (1) par perturbation réguliére et

(1) §f —Aox f+frLi=aBxf

son transformé de Borel. Ces deux systémes redonnent respectivement (1) et (1) en
substituant 1 & «. Rappelons que

@g

aj] +xL

Jj=1

et que B(z) = A(x) — Ag(x) est un élément de M, (z2C{z}). Précisément, si la matrice
B est découpée comme la matrice L :

B = [B(J}f)}

1<j,0<J
avec BU4) de dimension n; X ny, alors

O(x3) sia; —ap=0
B (z) =
O(z?) sia;j —ap#0

2.1.1 Cas ou la monodromie formelle est diagonale (L diago-
nale)

Compte tenu des normalisations faites dans ce cas, la matrice L; est nulle et la
matrice Ag(z) est de la forme

Ap(z) = diag(0, as + z g, ..., an + TA,)

Les systémes (1,) et (1,) se simplifient alors respectivement en

(1) P Y pof = aBf

(1) ¢f —Agxf=aBxf
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Etude des systémes perturbés (1,) et (1,)

Lemme 2.3 Le systéme (1,) admet une unique solution série formelle en o de la
forme

f@,a) = Ly + Y fu(@)a™

ot nous avons noté I, = | .| la premiere colonne de la matrice identité I, et ou

0
j?m(x) € M, 1(x*C[[z]]) pour tout m > 1.

Démonstration. Les séries fm sont déterminées de proche en proche & partir de
fo = I,,1 comme unique solution vérifiant f,,(0) = 0 du systéme

x2f7/n - AOfm - B.]?m—l

de dimension n.
-eme

Pour m =1, la j équation du systéme ci-dessus s’écrit pour j € {1,...,n} sous la
forme

(2.1) P =) = N f! =

puisque B fg n’est autre que la premiére colonne b de B. Il résulte des hypothéses faites :
e bUl(z) = O(2?) pour tout j € {1,...,n};

e bVl(z) = O(2®) pour tout j € {1,...,n} tel que a; = 0;

e Re()\;) € [0, 1] pour tout j € {1,...,n}

que ’équation (2.1) admet une unique solution /P I série formelle en z et de valuation
2: fil(z) = O(a2).
Pour m > 2, la j°™¢ équation du systéme s’écrit pour tout j € {1, ...,n} sous la forme
(2:2) PP — a; 10— N f8 = (Bfin1)?

ol a présent le second membre (BfAm_l)m est un O(z*) pour tout j. Par le méme
argument que précédemment, nous en déduisons une unique solution #Ul série formelle
en x et de valuation 2. m

-~

A la série double f(x,«) correspond dans le plan de Borel la série

()0(57 Oé) = 5[71,1 + Z (pm(g)am

m>1

ou J est la distribution de Dirac a l'origine et ¢,,(§) € M, 1(C[[¢]]) pour tout m > 1.
Il résulte de I'isomorphisme de Borel-Laplace formel ([MR89]) que cette série double
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©(&, «) est Punique solution de ce type du systéme (Ia) En particulier, pour a = 1,
nous obtenons

FE) =o€ 1) = 0L+ > onlE)

m>1

Cette écriture va nous permettre d’établir le théoréme 2.1, puis de donner au para-
graphe 2.2 une description précise des singularités de f. Précisément, nous démontrons
que, pour tout a élément d’un disque ouvert de centre 1, la série

Z Om(§)a™

m>1

est holomorphe sur A, avec une croissance exponentielle d’ordre au plus un. Nous
procédons en plusieurs étapes : nous commencgons par établir que les séries formelles
©m(§) sont convergentes a l'origine et peuvent étre prolongées analytiquement a A,
tout entier ; puis, a ’aide d’un argument de série majorante, nous démontrons que, pour
tout a proche de 1, la série des ¢,,(§)a™ converge uniformément sur tout compact de
Ap. Cet argument de série majorante fournit également la croissance exponentielle

d’ordre au plus un sur A, de la série des ¢,,(&)a™.

Etape 1 : analyticité des ¢,, sur A,

Proposition 2.4 Pour tout m > 1, les séries p,, sont convergentes et admettent sur
le domaine Az un prolongement analytique que nous notons encore p,,.

Démonstration. Par définition de ¢(&, «), les séries ,, sont les mineurs des fm Ainsi,
en divisant les équations (2.1) et (2.2) par x et en appliquant une transformation de
Borel, nous voyons que les goyz] sont les uniques solutions séries formelles de 1’équation
différentielle

(€ = aj)pil — (A — V)il = (B % g1V
(2.3)

90%](0) =0

avec
N N L 0(¢) sia; =0
B %o =B *6I,, = et bV (€) =
0(1) sia;#0

Regardons cette équation pour m =1 : '
* Dans le cas ol a; # 0, 'origine est un point ordinaire de (2.3). La série formelle gp[f ]
est donc convergente.

* Dans le cas o a; = 0, la solution formelle go[lj }

est donnée par

, 4]
e () = > #m_&fm

m>1
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ot les 8] sont les coefficients de la série b (¢) :

Wg) = Alle

m>1

Ul est done convergente puisqu’elle a le méme rayon de convergence que b,

* Par ailleurs, la série b est une fonction entiére. Les séries gpb ] peuvent donc étre pro-
longées analytiquement & A, tout entier par le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

La série ¢y

Le méme raisonnement s’é¢tend a m > 2 quelconque, puisque le produit de convo-
lution B’ @y, est analytique sur Az et vérifie (B’ * gp_1)(€) = O(€) (proposition
1.8). m

Nous avons ainsi démontré que les ,, sont des germes de fonctions analytiques
prolongeables sans fin de support singulier les points a; # 0.

Etape 2 : construction de séries majorantes

La maniére de construire de telles séries n’étant pas unique, nous présentons ici une
méthode qui a 'avantage de se généraliser assez simplement au cas d’'une matrice L
quelconque et aux systémes de niveau unique r > 2, mais aussi aux systémes a plu-
sieurs niveaux.

Convergence normale de la série o (§) sur D

Les séries @,,(§) étant convergentes sur D (étape 1), montrons maintenant que,
pour tout a € C, la série > -, ¢, (§)a™ converge normalement sur D
Pour cela, considérons le systéme de dimension n défini par les n équations

zgll = a(|B| g + @
2.) (1 = Re(A)ag" = a(|B| )V sia;=0et 1

vg!l = a(|B]g)7 + (|| + 1)g¥ sia; #0

ou |B| est la série des modules de B (cf. définition ci-dessous) et v la distance de A,
aux points a; # 0. Rappelons également qu’avec nos normalisations, nous avons A; = 0,
et donc en particulier Re(A;) = 0, et Re();) € [0, 1 pour tout j € {1,...,n}.

Définition 2.5 La série des modules de

z) = [Z kfn)’“l € M, ,(Cl[z]))

m>0

est la série |k| (z) € M, ,(R*[[x]]) définie par

(0= |3 1401

m>0
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En particulier, |k(z)| < [k] (|z]) '

Lemme 2.6 Le systéme (2,) admet une unique solution série formelle en « de la
forme

g(w,a) = Lis+ ) gm(x)a™

m>1

avec gm(z) € M, 1(2*R[[2]]) pour tout m > 1. De plus, cette série double définit une
fonction analytique en x et o pour x proche de 0 et a € C.

Démonstration. L’existence et I'unicité de g sont évidentes en remarquant que les
séries g, se déduisent de proche en proche a partir de gy = I,,; comme unique solution
vérifiant ¢,,,(0) = 0 du systéme

(1-— Re()\j))xg%} = (|B| gm-1)" si a; =0 (et en particulier si j = 1)

vgrt = (1Bl gm0 + 2 (A + Vgl sia; #0
Pour m = 1, les conditions

1 — Re();) > 0 pour tout j € {1,...,n}
bil(z) = O(23) sia; =0

bil(z) = O(2?) sia; #0
assurent l’existence et I'unicité de ggj !
Pour m > 2, la condition (|B|g,_1)V(x) = O(z®) assure 'existence et I'unicité des
autres gr[,]a}.
De plus, nous vérifions que g/,(0) = 0 pour tout m > 1.

Etablissons maintenant l’analyticité de g(x,«) en x et a. Le systéme (2,) peut étre
écrit sous la forme
M(z,a)g = I,1

avec M(z,a) = D + xN(z,«), ou D est une matrice diagonale de dimension n dont
les termes diagonaux sont 1 — Re();) > 0 ou v et ou N(x, ) est une matrice carrée

'D’une maniére générale, si M et N sont deux matrices de méme taille :
M= [M(j,z)} ot N = [Nu,e)}

nous notons A .
|M| < |N| <~ ’M(M)’ < ’N(M)’ pour tout j et ¢

En particulier, si tous les termes de la matrice IV sont égaux & v, nous notons

M| < |v| <= ‘M(M)‘ < |v| pour tout j et ¢
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de dimension n dont les termes sont analytiques en x et affines en o pour x proche de
0. Ici encore, nous utilisons le fait que B(z) est au moins un O(z?) a lorigine, ce qui
nous permet de simplifier par = lorsque a; = 0. La matrice

M(0,a) =D

étant inversible, nous pouvons résoudre le systéme précédent pour obtenir une solution
g analytique pour tout a € C et pour tout x assez proche de 0. =

La transformée de Borel par rapport a x de g(z, ) définie par
(I)(ga Oé) = 5[n,1 + Z (I)m<5)am
m>1

avec ®,,(§) € M, 1(ER*[[{]]) pour tout m > 1, est donc une fonction entiere de &

et ceci pour tout a € C. D’autre part, les @EJJ satisfont aux équations déduites par
transformation de Borel des équations vérifiées par les g%] :

il —~ ] .
(2.4) (1— Re()))0l = (|B\ * <I>m71) sia; =0
et
i _ (B g i
vl — (|B| *cpm_l) + (N + 1) o)
(2.5) si a; # 0
oY (0) =0

—~
avec @y = 01,1 (en effet, ®,, = g,,,). La fonction |B| étant une fonction entiere sur C,
il résulte que les ®,,, sont elles aussi des fonctions entiéres.

Lemme 2.7 Pour tout m > 1 et pour tout & € D, les fonctions ., vérifient l’inégalité

| om(E)] < Pm(I€])

Démonstration. Les ! sont solutions des équations (2.3).

Lorsque a; = 0, nous intégrons I’équation différentielle

Epi" — (O — D! = b0

par la méthode de variation de la constante et nous obtenons

| e
Ple) = 1 / b5 () dn
0

pour tout { € D. Noter que cette intégrale n’est pas singuliere a l'origine puisque
0 < Re();) <1 :en écrivant bl sous la forme

B () = gl

m>1
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nous retrouvons la formule de la démonstration de la proposition 2.4 :

. [J]
W&J](f) = Z m& pour tout £ € D

Fixons a présent £ € D, arg(§) = 6. En considérant pour le chemin (0, &) le segment
0, &], nous obtenons

[3 . 4
e =t [T e

et donc

P(©)] <l [T e moap ar
0

~ [j]r e el "
< 5™ (fe)) fe e / £ ReO) gy

~/ ~/

puisque |b| est une fonction croissante sur R (|b| est une série entiere a coefficients
positifs ou nuls et de rayon de convergence infini). Noter que I'intégrale est convergente
du fait que Re(}\;) € [0, 1]. Par suite,

ol (I€l) )

[J] ‘
‘*" = 1-Re()\;)

Nous obtenons ainsi I'inégalité cherchée pour m = 1 grace a (2.4) :
()| < @ (1¢l) pour tout € €

Lorsque a; # 0, le lemme de Gronwall (lemme 2.2) appliqué aux équations (2.3) et
(2.5) avec A = D, & = 0 et A¢ = [0,&] donne & nouveau l'inégalité cherchée pour
m=1.

Pour m > 2, la démonstration est analogue. Nous utilisons ’holomorphie sur D du
produit de convolution B’ x ¢, 1 et I'inégalité

(B om1) €] < (1B % @1 (1€]) pour tout € € D

aisément obtenue par récurrence. En particulier, lorsque a; = 0, nous remplagons '
par B x @, 1. &

Corollaire 2.8 Pour tout a € C, la série ), -, om(§)a™ converge normalement sur
le disque D.

Démonstration. Soient a € C et p’ le rayon du disque D. Grace au lemme 2.7, nous
avons

Vm>1,VYeD, |pn(€)a™ < 0n(¢]) |a|™
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Les séries ®,, étant & coefficients positifs, nous obtenons
Vm>1,VEeD, |pn(§)a™ < Culp)]al™

et donc le résultat cherché, puisque la série > -~ ®,(p') |a|™ est convergente par
construction. m

Remarque 2.9 Outre la convergence normale sur D de la série f(£) = o, om(§)
obtenue en faisant a = 1 dans le corollaire 2.8, cette démonstration permet de retrouver
deux résultats bien connus : la série f est de type Gevrey de niveau 1 et le rayon du
disque de convergence Dy de sa transformée de Borel f est m;é% la;].

aj

Construction d’une famille de séries majorantes

Nous reprenons l'idée précédente en cherchant cette fois a appliquer le lemme de
Gronwall aux équations (2.3) quelle que soit la valeur de a;. L’origine £ = 0 posant un
probléme dans le cas ol a; = 0, nous construisons une famille de séries majorantes sur
des domaines connexes de A, strictement croissants et ne contenant pas 0.

Fixons & € DN|0,1[. La série ) ., ¥n(§) étant normalement convergente sur le
disque |¢] < &, nous lui associons un nombre K > 0 tel que |¢,,(£)] < K pour tout
m > 1 et tout |£] < &.

De plus, quitte & modifier le domaine A, nous supposons désormais v < &.

Pour tout ¢ €]0,&[, nous considérons le domaine A, = {£ € Ag;|¢| > €}* (voir
figure 2.3) et nous définissons le systéme formé par les n équations

ehtl = o(CR)M + 2hlt + ¢ — 2 + a(zK — 1)
(3%) ehll = a(Ch)I + (|| + )RV + axK siaj=0etj#1

vhVl = o(Ch)V + z(|\;| + DAV 4+ az K sia; #0

2Quitte a diminuer &y, nous pouvons toujours supposer A, connexe pour tout &.
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ounC=1I,+|B|.

Figure 2.3 - exemple de domaine A,

Ce systéme admet une unique solution série formelle en « de la forme

he(z,a) = Iq + Z hem(x)a™

m>1

ou les he pm(x) € My, 1(xR*[[z]]) se déduisent de proche en proche comme unique solu-
tion vérifiant h.,,(0) = 0 des systémes

el = b7+ 2l + DAL, + oK siag =0

vh) = b7+ 2| + DAY, + 2K sia; #0
sim=1¢et
el = B+ (1Bl heynt)P + ([N + DA sia; =0

vhE ) = hY 4+ (1Bl b )T+ (N + DR, sia; #0

)

si m > 2. En particulier, nous avons

K

“m Siaj:O
Vm >1, bl (0) =

K

— Sidj?éo

1%

En utilisant les hypothéses € < &y et v < &, et en adaptant la démonstration du lemme
2.6, nous voyons que la série h.(x, ) est en fait analytique en x et o pour x proche de
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0 et o dans un disque ouvert D(1, p) de centre 1 et de rayon p €]0,1 — &|[. En effet, le
systéme (35) peut étre écrit sous la forme

e—zr+alzK —1)
arK
M(z,a)h = :
arK
avec M(z,a) = D4z N(x,a), o D est une matrice diagonale de dimension n dont les
termes diagonaux sont € —« ou v —« et ou N(z, ) est une matrice carrée de dimension
n dont les termes sont analytiques en = et affines en a pour x proche de 0.
La transformée de Borel par rapport a z de h.(z, a), notée 1.(§, «), est donc une

fonction entiére en £ a croissance exponentielle d’ordre au plus 1, et ceci pour tout
a € D(1, p). Précisément, nous avons

Vo€ 0) = 0L+ > tem(§)a™
m>1

J

et les séries wiﬂln = ﬁ[g m satisfont aux équations

( , , —~ (] ,
ol = o+ (1B] % tem) + (Al + el

(2.6) . sia; =0

]

e,m 0)=—

\ ’ ( ) gm

et

W il Bl ]+ D!
Vw&m - wa,m—l + | | * wa,mfl + (‘ J’ + )we,m
(27) K Si CLj 7£ 0
b0) = =

\ 14

ol nous avons posé¢ Y., = 0. Les séries 1., sont donc des fonctions entiéres. Par
ailleurs, |, (€)] < K pour tout |£] < & et 1) ,,(0) > K puisque € et v sont strictement
plus petits que 1. Les séries 1) ,,, vérifient donc l'inégalité

|om(E)] < Yem(0)

pour tout m > 1 et tout |£| < &.

Etape 3 : application a ’analyticité et a la croissance exponentielle d’ordre
au plus 1 sur A, de la série (&, «), a € D(1,p)

Pour tout € €]0,&|, le domaine A, est connexe et contient &y. Choisissons, pour
tout £ € A,, une ligne brisée A, ¢ contenue dans A, et joignant {, a {; et paramétrons
le chemin A, ¢ = [0,&] U A ¢ par la longueur de courbe

[0755] - A&ﬁ
S — Ace(s)
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=

Q-

Figure 2.4 - chemin A, ¢

Le chemin A, satisfait donc aux conditions du lemme de Gronwall (lemme 2.2). De
plus, nous avons |AL(s)| = 1 et [A.¢(s)| < s pour tout s € [0, s¢], et, plus particulie-
rement, A, ¢(s) = s pour tout s € [0, &].

Proposition 2.10 Soit € €]0,&y[. Alors,
Vm>1,VEe A, Vs € 0,5 , [pm(Ace(9))] < eml(s)

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur m > 1 en appliquant le lemme
de Gronwall aux équations (2.3) et (2.6) dans le cas ot a; = 0 et aux équations (2.3)
et (2.7) dans le cas ot a; # 0.

Regardons pour m =1 :
* Lorsque a; = 0, la fonction ¢
différentielle

VEe A, Vs e &, s, €

[f' ! vérifie I'équation différentielle (2.3) et donc I'inégalité

A (Megls))| < (Al +1)

A (Aegl))] + [P (Ace(s))|
Les coefficients de la série |g\/ sont positifs, d’ou

V(hesls))| < B (Acels)]) < 151 (5)

et donc
: - ~ 1
vEe A, Vs €l sd s e [ol (Aeels))] < (il + 1) [l (Aels))| + BT (5)
Par ailleurs, la fonction entiére wE ]1 satisfait a I’équation différentielle (2.6) :

: 1 ol
epl = (] + 1)) + o]
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de condition initiale wE J(0)> K > ‘(p[lﬂ (&o)|- Il résulte alors immeédiatement du lemme

de Gronwall I'inégalité :

V€ €A, s Vs € [50735] )

D Aeels))| < wlles)

Par ailleurs, pour tout s € [0,&], nous avons A.¢(s) = s < &, d’ou1, par construction
de la série 1/)? I

Vs € [0,&)} ,

A (Aegls))] < ¥ (0)
et donc

Vs € 0.6, [ (Aeels)| < ()

puisque la restriction de ¢£J ]1 a RT est une fonction croissante (zﬁg ]1 est une série entiére
a coefficients positifs de rayon de convergence infini). Il s’ensuit l'inégalité cherchée
pour m =1:

VEe A, Vsel0,s],

A (Aeels))| < wBl(s)
% Lorsque a; # 0, la fonction <p[1j ! verifie I'inégalité différentielle
; ~ /1]
Ve € A, Vs € [sg el s v ] (Aue()] < (N1 4+ 1) [P (Al + 187 ()

Celle-ci est obtenue comme précédemment a partir de I’équation différentielle (2.3) et
~

des propriétés de la série |b] .

La fonction entiere wg ]1 satisfait a présent a ’équation différentielle (2.7) :

v = (0] + D+ (5

de condition initiale @/J[J ] (0)

o (&) ‘ Ainsi, le lemme de Gronwall donne :

Ve e A, Vs e 6o sd s | (Auels))| < vll(s)

et donc a nouveau l'inégalité cherchée pour m =1 :

o (Aeels)] < 08 ()

VEe A, Vsel0,s],

Nous avons en effet toujours ‘(p[lﬂ (Ag,g(s))‘ < wiﬂl(O) < wﬂ(s) pour tout s € [0, &].
Pour passer de 'ordre m — 1 a 'ordre m, il suffit de vérifier I'inégalité

28) e, Vselsd, [(B s om) Aeel)] < (1Bl 5 e ) (5
En effet, nous avons alors

VEe A, Vs el0,s],

(B 1) Aee()] < 0L a() + (1B 5 Yemoa) (5)
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puisque 9., ;(s) > 0 pour s > 0; et nous pouvons appliquer le lemme de Gronwall
comme précédemment.

Fixons £ € A, et s € [0, s¢] et démontrons 'inégalité (2.8). Nous avons

(E' * samq) (Acg(s)) = /0 e B'(Ace(s) = 0)@m—1(n)dn

En faisant le changement de variable = A, ¢(¢), nous obtenons

(B pnt) e < [ 1B 10oe(e) = Al o (e )

< [ 1Bt = 0t

puisque A.¢(0) = 0, [Ace(s) — Ae(t)| < s —t et, d’apres 'hypothese de récurrence,
nous avons

Vs € [0,8¢] , |pm-1(Ace(s))] < Yem(s)

Par suite, N
(B omr) (Aeels))| < (1Bl # et ()

ce qui termine la démonstration de la proposition. m

Tous ces résultats permettent d’établir le théoréeme 2.1 :
Soit a € D(1,p). En adaptant la démonstration du corollaire 2.8, nous obtenons la
convergence normale de la série des ¢,,,(§)a™ sur tout compact de A., et donc aussi
sur tout compact de Az\{0}. La série p(, a) est donc analytique sur Az\{0}, puis sur
A, puisque origine est une singularité inexistante de ¢(&, «) (la série des ¢,, (&)™ est
convergente & l'origine). D’autre part, fixons € €]0, §|[. La série 1. (£, @) est & croissance
exponentielle d’ordre au plus 1 sur A.. La série ¢(§, o) vérifie donc pour tout £ € A,
I'inégalité
|g0(§, a)| < 2,05(85, |a|) < A‘OdeB'a‘S5 avec A‘OA, B\Oé| >0

puisque |a| € D(1, p). Par suite, (&, ) est & croissance exponentielle d’ordre au plus
1sur A,. B

11 résulte de tout ceci que la série f(£) = ¢(&, 1) est convergente et peut étre prolongée
analytiquement avec une croissance exponentielle d’ordre au plus un & A, tout entier.

2.1.2 Cas général (L sous forme de Jordan)

La démonstration étant analogue a celle du cas ot la matrice L est diagonale, nous
ne donnons que les idées essentielles, et en particulier les systémes qui permettent de
construire les diverses séries majorantes.
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Rappelons que, pour toute matrice M de dimension n X nq, nous notons A6 1a
g™ colonne de M et nous posons

ML)
Mbd — :
M54l

ott le nombre de ligne de la matrice MU, j € {1,...,J}, est égal & la dimension du
j¢™ bloc de Jordan L; de L : MV est donc de dimension n; x 1 et le £°™¢ coefficient
de cette matrice, ¢ € {1,...,n,}, est noté MU,

_ Le premier bloc de colonne ]? de F est I'unique solution série formelle vérifiant
f(0) = I, ,, du systeme

(1) xﬂ—Aof—i—fol:Bf

dx
oll nous avons noté I, ,, la matrice formée des n; premiéres colonnes de la matrice
identité I,,. Compte tenu de la structure de la matrice L, nous scindons ce systéme
de dimension n x n; colonne par colonne. Nous en déduisons alors que la ¢°™¢ colonne
jA’[?q] de f, q € {1,...,n1}, est 'unique solution série formelle vérifiant f[;q}(O) = L[{?f]“ du
systéme

df [sa]

— A fll 4 pfla=1 = pldl
dr

(1[(1])
ou nous avons posé f[;o} = 0. Compte tenu de cette structure, nous voyons que toutes
les démonstrations qui suivent seront faites par récurrence sur g € {1, ...,n1}.

Afin de généraliser les calculs faits précédemment, nous perturbons le systéme (1(4)
en

, dftd

e Apft + 2l = oBfld  qeC
x

(1) x

En étudiant comme dans le cas ou L est diagonale le systéme (151), nous voyons que
son systéme transformé de Borel (TL?]) admet une unique solution série formelle en «
de la forme

P ) = 0If + >l

m>1

otl, pour tout m > 1, la matrice go[] i , J €41,..., J}, est 'unique solution série formelle
du systeme dlfferentlel de dimension n; :

(€ — )l — (L; — L))ol = (B # )l — 7"
(29)

eIy =0



2.1. Résurgence-sommabilité de la série formelle f (plan de Laplace) 69

Ce systéme peut étre étudié de deux manieres différentes : soit directement avec les
matrices, soit en remarquant tout simplement que la matrice L; induit un systéme
triangulaire & n; équations défini par les équations différentielles

4 2 = A+1; i lq—1
(E—aj)go[] gl ()\ 1)901[% q _ (B’*ap )[J,zq] +90[] +1;q] <P% q—1]
(2.10)
e (0) = 0

[7,m54+15q] ;4]

avec { € {1,...,n;} et @ = 0. Ainsi, les o5, sont holomorphes sur A, et vérifient,

dans le cas ou a; = 0 : pour tout { € D,

~ [.jv&q] g 1: i f:g—
¢ ((B’*som-1> + i T — i ”) ()

ni

it () = g1 / dn
0

c’est-a-dire

~ [7;4]
I3 ((B, * 90m71> + M 807[1]1(]] (P’E%q 1}) (77)
d

nhi

[7:q] Aj—1
o) =&Y /O n

ou M; = Lj — \jl,,; est la matrice nilpotente de Jordan d’ordre n;.

La convergence normale sur le disque D de la série ), | >1 goLg] , a € C, est obtenue,

comme dans le cas ou L est diagonale, en considérant le systeme (2[;1]) défini par les J
équations matricielles

xgltd = o(|B| g)59) 4 2 My gl 4 zglbe-1) 4 3;[7[117?} — op et
(1 — Re(\)zglid = a(|B| g)b + 2 M;glid + gglisa—1] sia; =0et j#1
vgiid = o(|B| g)Vs + z(|L;| + ]nj)g[j;fﬂ + zglia-l sia; #0

Ce systeme admet une unique solution série formelle en « de la forme

g (@) = 14, + Y gil()

m>1

ot les g (x) sont des éléments de M,, ;(z*R*[[z]]) pour tout m > 1. De plus, la série
double gi?(x, @) est analytique en x et en a pour z proche de 0 et a dans C. En effet,
le systéme (2 [q]) peut étre écrit sous la forme

M (z, a)g[?‘ﬂ = H(z,«)

avec
e M(z,a) =T+ xN(x,«a), on T est une matrice triangulaire supérieure de dimension
nxn dont les termes diagonaux sont 1 —Re();) > 0 ou v, et ott N(z, ) est une matrice
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carrée de dimension n x n dont les termes sont analytiques en x et affines en a pour x
proche de 0;

e H(z,a) est une matrice colonne de dimension n x 1 dont les termes sont analytiques
en x et en a pour = proche de 0 et o dans C. Précisément, si nous écrivons H(x, o)

sous la forme
HY(z, a)

H(z,a) = "
HVYl(z, )

alors les matrices HY(x, @) de dimension n; x 1 sont données par
gl 4 Il —2ni sij=1
HY9(z,a) = gl sij#leta;=0
zglisa1] sia; #0

Noter que si ¢ = 1, H(z,a) se réduit en une matrice constante (car g% = 0), qui est
par conséquent analytique en x pour x proche de 0, ce qui initialise la récurrence sur
q. Lorsque ¢ > 2, 'hypothése de récurrence affirme que gb?=U est analytique en x et
en « pour x proche de 0 et o dans C. Nous concluons alors comme au lemme 2.6.
Ainsi, le systéme transformé de Borel de (2[‘1]) par rapport & x admet une unique
solution série formelle en « de la forme

b o) = 6150+ B¢

m>1

qui converge pour tout ({,a) € C x C, et nous pouvons montrer aisément que les
oLd(¢) e M, 1(€RT{£}) sont des fonctions entiéres vérifiant les équations

_ Walid — (R Lsal &34l [;9—1] s
(1 —Re();))Pm |B| * ®, g + M; 05" + O sia; =0

[7:4] i ig— .
(I)[] ¥ = <|B| * Dy 1) + (|LJ| + Inj)q)%m + q)"[%q g SL @; # 0

Nous concluons alors comme au lemme 2.7 :
Lorsque a; = 0, nous établissons I'inégalité

|l 5(€)] < BLA(1€]) pour tout & € D

sur chaque coefficient cp[j’ ‘4 de la matrice gp%q] en utilisant le fait que la matrice M;
induit un systéme triangulaire de dimension n; sur les coefficients de @{;‘ﬂ et dY,
Lorsque a; # 0, nous appliquons directement le lemme de Gronwall (lemme 2.2) et

nous obtenons a nouveau 'inégalité

o (€)] < @B (€D
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pour tout & € D.

Pour établir 'analyticité et la croissance exponentielle d’ordre au plus un sur Ap
de la série i (£, o), nous procédons comme dans le cas ol la matrice L est diagonale :
Nous fixons un point base & € DNJ0, 1] et un réel K > 0 tels que |p,(€)| < K pour
tout m > 1 et tout || < &. Pour tout £ €]0, [, nous considérons le domaine ouvert
A, = {¢ € Ar;|€| > €} que nous supposons connexe, et nous définissons le systéme

(34 [q]) par les J équations matricielles :
o chlldl = o(CR)E9 4+ g (| Ly |+ L, Y2159 + whla=1 4 (e — p — o) I8 — 22 107 4 0 K,
esia; =0etj#1,alors
ehlidl = o(Ch)v9 4 x(|L| + [nj)h[j;q] + ghlia1l 4 arK .,
e sia; # 0, alors
yhlid — a((jh)[j;q} + x(|Lj| + _]nj)h[j;q] + ghla-1] 4 ozxKnj
ou C = I, + |B| et ou K, est le vecteur colonne de dimension ¢ dont les termes sont

tous égaux a K.
A nouveau, ce systéme admet une unique solution série formelle en a de la forme

i (@, o) = 159+ " hl(

m>1

ot les hf%,(2) sont des éléments de M, 1 (zR*[[z]]) pour tout m > 1. En outre, ces
séries formelles vérifient

1
—K,, sia; =0
P =
’ 1
—K,. sia; #0
Vm J

Par ailleurs, en choisissant v < &, (ce qui est toujours possible), nous montrons que la
série double h[’q] (x, ) est en fait analytique en x et en « pour x proche de 0 et o dans
un disque ouvert D(1,p) de centre 1 et de rayon p €]0,1 — &[. En effet, le systéme
(33[‘1]) peut étre écrit sous la forme

M (z, )Rt = H(z, a)

avec
e M(z,a) = D+ xN(z,a), o D est une matrice diagonale de dimension n dont les
termes diagonaux sont € —« ou v —a, et ot N (x, av) est une matrice carrée de dimension
n X n dont les termes sont analytiques en x et affines en o pour x proche de 0;
e H(x,«) est une matrice colonne de dimension n x 1 dont les termes sont analytiques
en z et en « pour z proche de 0 et o dans D(1, p). Précisément,
whllia=l 4 (e —z — oz)]r[llff} — 2pI 4 arK,,
rh=U 4+ ar K,
H (‘T ) Oé) = . "

whbia—1 4 arK,,
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Comme précédemment, si ¢ = 1, cette matrice H(x, ) se réduit en un polynéme en z
et en o (car hE% = 0), ce qui initialise la récurrence sur ¢. Lorsque ¢ > 2, ’hypothése
de récurrence affirme que Al = REY est analytique en z et en « pour x proche de
0 et « dans D(1, p).

Par conséquent, la transformée de Borel formelle 5% (&, a) de h{[fﬂ(x, «) par rapport a
x définit une fonction entiére de £ qui est a croissance exponentielle d’ordre au plus un
Iinfini. Plus précisément, nous avons

CEUE @) = 0L}, + > vl

m>1

ot les séries Y%, € M, 1(RT[[¢]]) satisfont pour tout m > 1 aux systémes différentiels

—~ [334]
Ol = B+ (1B Yemes) + (1Ll + 0+ 0 siay =0

qlr lisa o Lisa [J q lisa—1] ;
8 =y 4 (1B hemes) (Ll + L)l 48 sia; #0

(nous avons posé wj 4 = 0) de condition initiale ¥ ’Q]( 0) = #Z4(0) > K. Nous avons

en effet ¢£%L = hl[ﬂ]n et 0 < e,v < 1. Les séries @/) définissent donc des fonctions
entiéres en ¢ et nous pouvons appliquer le lemme de Grénwall aux équations (2.9).
En particulier, en adaptant la démonstration de la proposition 2.10, nous obtenons
aisément les inégalités

|PlI(€)] < b (se)

pour tout & € A.. Nous terminons la démonstration du théoréme 2.1 comme dans le
cas ou la matrice L est diagonale.

2.2 Description des singularités de la transformée
de Borel f (plan de Borel)

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de décrire avec précision la nature d’une
singularité w de f, en fonction des singularités du systeme initial. Des études plus ou
moins précises ont déja été faites dans le cas ot la matrice des exposants de monodromie
formelle L est diagonale, voire méme nulle ou & valeurs propres distinctes, non nulles
et ne différant pas d’un entier (voir par exemple [BJL82-1], [E85], [L-R95], [LS97]).
En particulier, a notre connaissance, le cas général ou la solution formelle du systéme
initial contient des logarithmes n’a jamais été détaillée. Nous traitons ici le cas le plus
général ou la matrice L est diagonale ou sous forme de Jordan quelconque.

Nous utilisons pour ce faire la solution du systéme obtenue au paragraphe 2.1 par
perturbation réguliére et séries majorantes (voir [E85], et pour plus de développement
[CNP93], [Del01]) : ayant écrit f sous la forme

= Z ©m(§)

m>1
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ot les ¢, sont des fonctions analytiques a ’origine prolongeables sans fin et ou la série
converge normalement sur tout compact de C,, il suffit de voir que les ¢, ont toutes
le méme type de singularité en w, lequel se transmet alors & f.

Avant de commencer cette étude, introduisons les types de singularités dont nous
avons besoin ici.

2.2.1 Séries formelles résurgentes de la classe de Nilsson

Rappelons qu’une série formelle résurgente est une série formelle de type Gevrey
de niveau 1 dont le mineur est prolongeable sans fin (définition 1.11).

L’espace Nily des germes de fonctions de la classe de Nilsson a l’origine (ou fonction
a croissance modérée a 'origine) est ’espace engendré par les germes de fonctions de
la forme @, ,(£)éM log? € avec X € C, p € N et ¢y, analytique & 'origine. L’espace Nily
est naturellement muni d’une structure de C{z }-module différentiel.

Pour tout point w € C, on définit 'espace Nil, des germes de fonctions de la classe
de Nilsson en w comme étant le translaté de Nily en w : il est formé des germes de
fonctions ¢ en w dont les translatés 7,0(&) = ¢(€ + w) appartiennent & Nily.

Considérons a présent p points distincts wy, ..., w, de C* et notons R = Zw;+...+Zw,
le réseau engendré par wy, ..., wpy.

Définition 2.11 Une série formelle résurgente est dite résurgente de la classe de Nils-
son sur ‘R si toutes les singularités de son mineur sont des singularités de la classe de
Nilsson en des points de 2R. On note RN(R) I'ensemble de ces fonctions.”

Proposition 2.12 L’espace RNS(R) des séries formelles résurgentes de la classe de
Nilsson sur R est une algébre et une sous-algébre différentielle de la C-algébre C[[z]]
des séries formelles de type Gevrey de niveau 1.

Démonstration. Il suffit de vérifier que si 3 et ¢ sont deux éléments de RN (R),
alors Q1) est encore une série formelle résurgente de la classe de Nilsson.
Le mineur B(py) du produit $) étant donné par le produit de convolution

- 3 -
Gx(e) = / B(€ — n)d(n)dn

des mineurs ¢ et 15, la proposition 1.8 montre que B(@zﬂ) est prolongeable sans fin
et que ses singularités sont des éléments du réseau R. De plus, ces singularités sont
nécessairement de la classe de Nilsson, puisque ¢ et ¥ sont des éléments de Nil, pour
tout w € R. m

Revenons a présent a I’étude du systéme différentiel linéaire [A]. Rappelons (pa-

ragraphe 2.1) que le systéme [A] transformé de Borel de [A] admet pour singularités
potentielles les points de ’ensemble

S ={aj—a#0;1<j,l<J}

30n définit de maniére analogue les fonctions de la classe de Nilsson sur un ensemble discret S
quelconque.
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et notons R’ le réseau engendré par S’. En fait, comme nous allons étudier séparément
chaque solution de [A] (placée en premiére colonne de la solution fondamentale formelle
F(z)zEe?@) ot a; a été normalisé & a; = 0), il suffit méme d’introduire le réseau R
engendré par les singularités

S={a; #0;1<j<J}

Il est & noter que, du fait de la linéarité du systéme [A], la structure d’algebre de
RNIS(R) est inutile; tous les calculs se déroulant & lintérieur du C{x}-module des
séries formelles résurgentes sur S (proposition 1.13). En effet, il n’apparait jamais dans
[A] de puissances 3%, y3, ... de la fonction inconnue y, mais uniquement des produits
de la forme e(z)y avec e(x) analytique a l'origine.

Comme précédemment, nous notons f le premier bloc de colonne de F et nous
limitons notre étude a ce bloc de colonnes. Les propriétés du C{x}-module des séries
formelles résurgentes de la classe de Nilsson sur § sont suffisantes pour étudier la nature
des singularités de f (cf. appendice 2.A) et obtenir les multiplicateurs de Stokes. Elles
restent cependant trop générales pour décrire avec précision les singularités w de f
En effet, nous allons voir que les seules singularités qui apparaissent dans le cas des
systémes de niveau unique 1 tel que normalisé sont des poles d’ordre un, des puissances
non entieres de ¢ et des puissances du logarithme. Nous sommes donc conduits & donner
la définition suivante :

Définition 2.13 (singularité simple-ramifiée) Soit 2 un sous-ensemble discret de
C~.
1. On dit qu'un germe ¢ admet une singularité simple-ramifiée en w € €2 si, modulo
les fonctions analytiques & 'origine,

Nu.o Nu,0+1~ Ny oA _
GRS %mgpw > hpl(@10g"€+ 30 D" (Hunp(€) log"€) €
p=0 p=1 AEA,, p=0

avec a,,, constants, %w,p et IT[M Ap analytiques a l'origine, A, sous-ensemble fini
de C\ Z dont les valeurs deux a deux ne différent pas d’'un entier relatif et NV, o
et N,  entiers naturels.

A, est ensemble des exposants de ramification de ¢ au point w.

Noo et (N,ya)rea, sont les ordres logarithmiques de ¢ au point w.

Oy p, Ew et f[w,\,p sont les coefficients de résurgence de ¢ au point w. Ils dé-
pendent bien str du prolongement analytique de ¢ au voisinage de w.

2. Une série formelle résurgente est dite résurgente simple-ramifiée sur §2 si son
mineur admet une singularité simple-ramifiée en tout point de €.

Cette définition regroupe les cas particuliers suivants :
* Cas d’une singularité simple en w :

T3 = % + T () log & + Hol,(€)
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avec «, constant et ﬁw et Hol, analytiques a l'origine. On trouve de telles singularités
par exemple dans [Can89], [CNP93], [Del94], [Del01], [E85] et [L-R95].
* Cas d’une singularité purement ramifiée en w d’exposants A,

(&) = Y Hoa(©)& " + Hol,(€)
AEAL

avec PNIW\ et Hol, analytiques a l'origine. Il s’agit du cas le plus simple pour les sin-
gularités car les mineurs et les majeurs de 2 sont du méme type (voir par exemple

[BJL82-1] et [LS97]).
* Cas d’une singularité simple-ramifiée en w d’exposants A,

T,3(E) = % +ho(©)logé + Y Hun(€)E " + Hol,(€)
AEAL

avec ¢, constant et 7Lw, If[w, A et Hol, analytiques a 'origine.

Ces trois cas particuliers interviennent essentiellement lorsque la matrice L est
diagonale (voir paragraphe 2.2.2). Les puissances du logarithme de la définition 2.13
apparaissent des lors que le premier bloc de Jordan de la matrice L, ou que les blocs
de Jordan de L associés a la singularité w, sont de dimension supérieure ou égale a 2
(voir paragraphe 2.2.3) comme le montrent les deux exemples simples suivants :

Exemple 1 Le systeme différentiel linéaire

0
24Y _

T
dx T
T

O = 8 O
—_ 8 OO

0
21
20
20

admet pour solution fondamentale formelle S}(.CL') = F(2)zLe?) avec

1 000 0000
~ |l 1oof  loo1o 111
F@=1% 0 10| L= |0 0 0 1| @\5) = dee (007073
fi 00 1 00 0O
les fj étant les uniques solutions séries formelles vérifiant f;(x) = O(2?) du systéme
1:2%— = 2?2
dz !
d
T
o d
ﬁ—f =2+ af
N dx




76 Chapitre 2. Etude théorique

Les termes xﬁ et :Ef; proviennent du second bloc de Jordan

010
Ly=10 0 1
0 00

de la matrice L. Ce sont ces termes qui sont responsables de I'apparition des puissances
logarithmiques dans I’écriture de f au voisinage de 1. La transformée de Borel de ce
systéme est entiérement résolue : en prenant la détermination principale du logarithme,
nous avons facilement pour tout £ € C tel que Re(§) < 1 :

(

RS

fl(g)_g_—l

o 26 log(1—¢)
f2(€)_€_1+ 5_1

=3¢ 2log(1—¢)  log*(1—¢)
\f3<£)_5_1+ £—1 2(6—-1)

Le terme polaire était attendu, puisque la valeur propre du bloc de Jordan correspon-
log(1=§) ¢ log(1=¢)
-1 % e

dant a la singularité £ = 1 est nulle. Les termes en ont été obtenus

a partir de ’égalité classique
~ ~ £
Bah)©) =1+ 5O = [ Fndn
0
pour j € {1,2}.

Exemple 2 Considérons a présent le systéme différentiel linéaire

0z 0 0
v oo o 0
2—:
T ootz oo |V
20 0 142

dont une solution fondamentale formelle est Y (z) = F(z)zLe@) avec

1 0 00 010 0
F(z) = Ji2 in‘ 10 , L= 0 0 % 1 etQ(E)—dlag(O,O,—E,_;)
fi fs 01 0001

les fj étant les uniques solutions séries formelles vérifiant fj(m) = O(2?) du systéme

x2fl—]2—<1+g>f1=$2 ) $2§—j;2—<1+§>f2=$ﬁ
R I - (R WA
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La transformée de Borel de fadmet une unique singularité en & = 1, mais, contraire-
ment a I’exemple précédent, le bloc de Jordan correspondant & cette singularité a pour
valeur propre 1. Nous nous attendons donc a avoir au moins un terme en (£ — 1)’%
dans I’écriture de f B

Dans cet exemple, nous pouvons a nouveau calculer exactement f puisque la trans-
formée de Borel du systéme précédent est encore entiérement résolue : en prenant la
détermination principale du logarithme, nous avons pour tout £ € C tel que Re(§) < 1:

) =—20-¢)77+2
() =—41-€672 —21— &) zlogl— &) +4 .  f3(6) = —fl&)

| (€)= 16(1— €)72 +8(1 — &)z log(1 — &) +2(1 — &) 2 log*(1 — €) — 16

Comme précédemment, les termes en $]§ font apparaitre les termes log(1—¢&)(1—¢ )’%

1

et log*(1 - €)(1 - ¢)72.

Ces deux exemples sont repris a la fin du paragraphe 2.3.3 pour illustrer le calcul
des multiplicateurs de Stokes via les coefficients de résurgence de f en ses singularités.

Terminons ce paragraphe par une propriété importante des séries formelles résur-
gentes simples-ramifiées.

Proposition 2.14 Soient € une fonction entiére de valuation v en 0 et © un germe
de fonctions analytiques prolongeables sans fin de support singulier €.

Supposons que © admette une singularité simple-ramifiée en w € ) d’exposants A, et
d’ordres logarithmiques (N, 0, (Nyx)reA,, )-

Alors, le produit de convolution € x ¢ garde une singularité simple-ramifiée en w de
mémes exposants A, et de mémes ordres logarithmiques (Ny o, (Nw)ren,) -

Nw 0+1

SO = 3 Ranl@)lose+ 3 Z( onn(§) 1087 €) €7 + Hol, (¢)

AeA, p=0

En particulier, les coefficients de résurgence k,,, sont de valuation v a lorigine et les
coefficients de résurgence K, », sont de valuation v +1 a l'origine.

Noter qu’en convolant le germe ¢ avec une fonction entiére, nous perdons tous les

termes de la forme 1og§ 3

Démonstration. Nous savons déja (cf. corollaire 1.10) que les singularités de

I3
@Ex3)(€) = / &€ — n)@(n)dn
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sont les singularités de ¢ et que celles-ci sont toutes des singularités en bout. Nous
avons alors, pour tout £ au voisinage de w avec £ # w :

13
% 3)(€) = cte + / &€ — n)@(n)dn

70

ou
Nw,O Nw,0+1
~ Oéw} >
) =Y g o= W)+ D hup(n — w)logh(n — w)
p=0 p=1

#3003 (Fangln =) og?(n ) (= )"+ Hol(n - )

€A, p=0

pour tout n entre 7y et . La fonction e étant entiére, nous pouvons écrire a ’aide de
la formule de Taylor :

VEnECEE—n) = Em( —w)(n—w)"

m>0
avec (1) dve
em(§ —w) = Tfj(g —w)

En particulier, les €,,({ — w) sont des fonctions entiéres vérifiant

Vm e {0,..,v—1} e, —w) =0((§ —w)"™™)

Vm > v, €, —w) =0(1)

puisque € est de valuation v en 0.
Le calcul par intégrations par parties successives des intégrales

3 3
/ (0 — @)™ log? (5 — w)dy et / (0 — )™ log? (1 — w)dy

70 70
pour tout m > 0, tout p > 0 et tout A € C\Z, et les propriétés des fonctions €,,(£ — w)
fournissent alors le point 2. Nous avons en effet

log" ™ (¢ —w) +ctesim =0

¢
(n—w)™ " log?(n — w)dn = r
/no (€ — w)’"Zﬁg log' (€ — w) + cte sim > 1
=0

avec By € C* et

¢ P
/ (n —w)™ ogP(n — w)dn = (€ — w)’\erZ*y,\,g log' (¢ — w) + cte sim >0
70 £=0

avec Yy € C*. m
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Corollaire 2.15 Soit 2 un sous-ensemble discret de C.

L’ensemble des séries formelles résurgentes simples-ramifiées sur Q) est un C{x}-module
et plus généralement un C[[z]]1/,-module pour tout entier r supérieur a 2, ot C[[z]]1,
désigne l’espace des séries formelles de type Gevrey de niveau r.

Ce résultat est 'un des points clés de I'étude des singularités de f dans le cas
des systémes de niveau unique. Nous nous servirons ici uniquement de la structure de
C{z}-module. La structure de C[[x]]; ,-module nous sera utile dans le cas ot le systéme
est de niveaux simultanés (1,2).

Passons a présent a ’étude des singularités de f

2.2.2 Cas ou L est diagonale

Soit w une singularité de f. En résolvant les équations (2.3) par la méthode de
variation de la constante, nous voyons que les coefficients gp% des matrices ¢, sont
donnés pour tout j € {1,...,n} par

3 ~ j
(2.11) ol (&) = (€ —ay)V ! /0 (n—a;)™" (B' * som_1>[ | (n)dn

I'intégrale étant prise sur un méme chemin de @a de classe C! par morceaux joignant
0 a & En particulier, les \; étant normalisés de telle sorte que Re(\;) € [0, 1], cette
intégrale n’est pas singuliere a 1’origine dans le cas ou a; = 0.

Cette formule de récurrence nous permet d’obtenir la nature de la singularité w
pour chacun des germes de fonctions analytiques prolongeables sans fin ¢,,.

Proposition 2.16 Pour tout m > 1, le germe ¢, admet une singularité simple-
ramifiée en w :

Toom(§) = O“gm + By () 1086+ Y Hoyam(§)E¥" + Holuyn (€)
AEAL

ol Oy € M,1(C), %w,man,)\,m7HOlw,m € M,1(C{&}) et ou les exposants A, sont
donnés par
A, ={N\;je{l,...,n} tel que a; =w et \; # 0}

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur m > 1.
Pour m = 1, l'expression (2.11) devient

) 3 —
Ple) = (6 — M / (1 — a;) =MbY ()dny
0

oll nous avons noté b la premiére colonne de la matrice B. En particulier, b est une
fonction entiére.

Vu cette expression, il est clair que gp[lﬂ

est analytique (resp. a singularité polaire) en
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w lorsque a; # w (resp. a; = w et \; = 0). Lorsque a; = w et \; # 0, la série U étant
une fonction entiére, nous écrivons, pour tout n € C,

jg:/gm

k>0

et nous obtenons

Lp[lj](f) / [j] —w)FNidp avec Re(k — X)) >k—-1>—1
0

[J] k Aj+1 (5] k—X;+1
A1 B ( (6 —w)h Y
=(E-w) (Z i )\+1 DD v )

k>0 k>0

_ o A= BE — w)t
=W ) PEsw +;lj—)\—]+1

les deux séries étant convergentes. Ainsi, ¢; a une singularité simple-ramifiée en w
d’exposant A,,.

Supposons maintenant que ¢,,_; ait une singularité simple-ramifiée en w d’exposant
A, et étudions l'intégrale

50 = [0 (Brons) W

pour £ voisin de w, £ # w. Grace a la proposition 2.14, nous savons que le produit de

convolution
<§, N %H) Z B0y oM

a une singularité simple-ramifiée en w d’exposant A, avec
~ (7]
(B % omt) (6) = Rul€ —w)log(€ =) + 3 Kunl€ = w)(€ —w)*™ + Hol,(§ - w)
AEAL

Ainsi, dans le cas a; # w, nous avons clairement

Zi(§) = ho(§ — w)log(§ —w) + Y Hua(§ —w)(€ —w) ™" + Holy(§ —w)

A€AL

avec hy (&), H,, () et Hol,(€) analytiques & lorigine; et dans le cas a; = w, nous
obtenons grace a I’hypotheése A; # 1 : modulo les fonctions analytiques & 'origine,

() = (h(f —w)log(é —w) + Y Hun(§ —w)(§ —w) ™" + Holo,(¢ — w)) (E—w)™

A€AL
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avec ﬁw(f),ﬁwk(ﬁ) € (C{¢} et Hol, analytique en 0. Par suite, I'expression (2.11)
montre que ,, a une singularité simple-ramifiée en w d’exposant A, ce qui termine la
récurrence. ®

La nature de la singularité w pour f est alors obtenue grace aux deux lemmes
suivants :

Lemme 2.17 Les séries Zmzl ﬁ%m et Zmzl Erw,)\,m; A € A, définissent des fonctions
analytiques a l’origine.

Démonstration. Il suffit, pour s’en convaincre, de regarder le cas de deux exposants
distincts A\ et p, i.e., A, = {A, u}. Dans le cas général de p exposants distincts, il
faudrait remplacer le systéme ci-dessous construit sur var, var? et var® par un systéme
en tout point analogue construit sur var, var?, ..., var’™!. Nous laissons les cas de zéro
et un exposant a l'initiative du lecteur.

A Taide de l'opérateur de variation, nous obtenons le systéme

var(7,om)(€) 2iml, (1 —e 2N (1 — e 2mm)en1], Ew7m(£)
VarQ(ngom)(f) — O[n (1 . e—2i7r)\)25)\—1[n (1 o €—2i7r,u)25,u—1[n ﬁw,)\,m(f)
Var?’(ngom)(ﬁ) O[n (1 . e—2i7r)\)3£)\—1[n (1 o €—2i7r,u>3€u—1]n ﬁ[w’u,m(£>

ou les séries > o, var(T,pm), O.,.-; vart(T,em) et > o var®(7,¢,,) convergent uni-
formément sur un ouvert U, de la surface de Riemann du logarithme C, de la forme

V< |€| <
—e < arg(§) —arg(w) < 2w +¢

En effet, la démonstration du paragraphe 2.1.1 montre que la série des ., converge
uniformément sur tout compact de C, et en particulier sur un ouvert de C, de la forme

v<|—w|l <1y
—6m — e < arg({ —w) —arg(w) <27 +¢

Le déterminant de la matrice M de ce systéme d’inconnues ?Lw7m(§), Hyam(§) et
H, m(&) étant donné par

n

2im (1 — e 2L (1 — e 2imm)gn—l
det M = [det | 0 (1 —e2m)2e01 (1 — ¢ 2imny2gn-1
0 (1 _ e—2i7r)\)3§)\—1 (1 _ 6—2i7ru)3§u—1

= (i) (1 e (1 ) (g

il est non nul pour tout £ € C,, puisque A et u sont distincts et vérifient 0 < Re(\) < 1
et 0 < Re(u) < 1. La matrice M est donc un difféomorphisme holomorphe sur C,.
Ainsi, les séries des %wvm, ]TI% Am €t ﬁw,u,m convergent uniformément sur 'ouvert U,,. Il
reste & démontrer que ces séries n’ont pas de singularité a 1’origine.
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Etablissons-le par exemple pour la série des ﬁwm : les fonctions ﬁwm étant holomorphes
au voisinage de 0, nous en déduisons que la somme h., est holomorphe dans toute
couronne v < [£| < vy, et donc dans le disque épointé 0 < || < vp. La fonction h,, est
donc développable en série de Laurent :

~ 1 ~
ho(§) = Z e, avec ¢, = Q—M,j{n_p_lhw(n)dn pour p € Z

PEZL

Par ’analyticité des h,, ,, a l’origine, cette série de Laurent se réduit a une série enticre
(les coefficients ¢, sont tous nuls pour p < 0 par le théoréme des résidus). La fonction

h,, est donc bien un élément de M, ;(C{{}). =

Lemme 2.18 La série Zmz1 ay, m €st convergente et la série Zle Hol, ,, définit une
fonction analytique a [’origine.

Démonstration. Du lemme 2.17, nous déduisons que la série des ay, , + EHoly, m(€)
converge uniformément sur la couronne v < || < vy, pour tout v > 0, donc définit
une fonction holomorphe sur le disque épointé 0 < |¢| < 1y. Le méme argument que
précédemment montre que la série de Laurent associée & cette fonction se réduit & une
série entiere, dont le terme constant n’est autre que la série des a,, ,,, qui converge
donc. Nous en déduisons alors la convergence de la série des Hol,, ,, vers une fonction
analytique en 0. m

Nous obtenons ainsi le résultat suivant explicitant la nature des singularités de f
dans le cas ou la matrice L est diagonale :

Théoréme 2.19 Soit w l'un des a; # 0.
La fonction f a une singularité simple-ramifiée en w :

~ aw

f©) =% +hy(§)log &+ > Houa()E ! + Hol,(€)

AEAL

ot o, € M, 1(C), ﬁw, fva,\, Hol, € M, 1(C{{}) et ou les exposants de ramification A,
sont donnés par

Ao ={N;j€{l,....,n} tel que a; =w et \; # 0}

En particulier,
1. 8i \j = 0 pour tous les j tels que a; = w, alors w est une singularité simple.
2. Si \j # 0 pour tous les j tels que a; = w, alors w est une singularité purement
ramifiée d’exposants A,.

Nous déduisons de ce théoréeme la propriété importante suivante :

Corollaire 2.20 Les coefficients de résurgence de f en w sont des germes de fonc-
tions analytiques prolongeables sans fin de support singulier les points a; —w et sont a
croissance exponentielle d’ordre au plus un a linfini.
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Démonstration. Les coefficients de résurgence de fen w sont analytiques a 'origine.
Par ailleurs, nous savons déja que 7, f est prolongeable sans fin de support singulier les
points a; — w et est & croissance exponentielle d’ordre au plus un a I'infini (théoréme
2.1). 1l est donc raisonnable de penser qu’il en est de méme des divers coefficients de la
formule précédente. En effet, plagons-nous a nouveau dans le cas de deux exposants :
A, = {\ p}. Un calcul analogue a celui du lemme 2.17 nous donne

Ew(f) = Dvar<7-w]?)(€) + Dvar2(TWF><£) + Dvar?)(TwJT)(f)

(

H,,7(6) = 06O D var(7, ) (€) + 06O var? (1, ) (€) + 0O var® (1, ) (€)

| Hop(§) = 00 Dvar(r, £)(6) + 06V var(r, £) () + 0 ¢=V var’ (1, ) (€)

ou [J désigne un nombre complexe. Le résultat s’ensuit alors aisément. m

2.2.3 Cas général

Dans le cas général (la matrice des exposants de monodromie formelle L est sous
forme de Jordan quelconque), nous conduisons I’étude d’une singularité w de fde fagon
analogue & ce que nous avons fait dans le cas ou L est diagonale. Nous découpons les
matrices suivant les blocs de Jordan de L et nous remplacons les calculs précédents sur
les coefficients par des calculs sur les blocs, d’ott une plus grande difficulté technique.
Rappelons que

* gpm de51gne la ¢°™¢ colonne de la matrice ,), ;

* gpmq désigne le j° bloc de la matrice @L;f] dans le découpage selon les blocs de

Jordan de L :
[L;q]
©m
pill = |
(p%;q}
En particulier, %% est une matrice de dimension n; x 1;

x o5 designe le £2me coefficient de la matrice %,

La formule pour le calcul explicite des coefficients 5, U490 Jes matrices ©m est obtenue
a présent en résolvant les équations (2.10) par la méthode de variation de la constante :
pour tout j € {1,..., J} et tout £ € {1,...,n;},

~ [7,4:4]
¢ ((B’*som_l) + T — ”) ()
d

(n = a;)%

(212)  QE8I(E) = (€ — ay)V / .

oll Nous avons posé go% i — 0. En particulier, lorsque ¢ = 1, I'expression (2.12) se

simplifie en
~ [7,6:1] ey
¢ ((B’ * gom_1> + 907[373”1’1]) (n)
d

(n—a;)»

(2.13) AV (E) = (€ — a,) ! / ;
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Comme dans les deux exemples traités au paragraphe 2.2.1, les récurrences sur les coef-
ficients go[] U font apparaitre des puissances du logarithme. Précisément, en adaptant
I'étude de P'expression (2.11) & celle de (2.13), nous obtenons la

Proposition 2.21 Pour tout m > 1, le germe de fonctions analytiques prolongeables
sans fin @Ezl] admet une singularité simple-ramifiée en w d’exposants A, et d’ordres
logarithmiques (Nyo + 1, (N + 1)aca,) avec

A, ={N;;j €{1,...,n} tel que a; = w et \; # 0}
Noo=max(n; —2;j € {1,..., J} tel que a;j =w et \; =0)

Ny =max(n; —2;j € {1,..., J} tel que a; =w et \; = \)

Démonstration. Les degrés logarithmiques Nyo+1et N, + 1 sont obtenus par les
différentes récurrences sur les coefficients <p] 411 , 0 e {l,..,n;} et j fixé. L’étude du
produit de convolution B’ * ©m-1 (proposition 2 14) montre, comme & la proposition

[:1] [:1]

2.16, que la nature de la singularité w pour les ¢5,', m > 2, est la méme que pour ¢y .

Finalement, a ’aide de I’expression (2.12), nous obtenons le

Corollaire 2.22 Soit ¢ € {1,...,n1}. Pour tout m > 1, la ¢°™ colonne go ! du germe
©m admet une singularité simple-ramifiée en w :

Nw,0+q w0+q+1
el = > ° ’g’ log? ¢ + Z R, (€) log? €
p=0
wA""q
+ 30 (HY, . (©le7€) €7 + Holl, (¢)
AeA, p=0

ot l’ensemble A,, et les entiers N, o et N,  sont définis a la proposition 2.21.

La suite de I’étude de w en tant que singularité de fest identique a celle du cas ot
L est dlagonale la partie délicate consiste a établir l’analyticité a lorigine des séries
> m>1 Hw’q/\pm pour tout A € A, et tout p € {0,..., N, » + ¢}. L'utilisation de varia-

tions successives sur ngo[’q] reste ’argument clé de la démonstration, mais la présence

conjointe des log” & et des £*~1 pose de réelles difficultés techniques.

Analyticité a Dorigine des séries > H bal o

Nous supposons bien siir que I’ensemble A, est non vide, sinon il n’y aurait rien a
faire.

Fixons ¢ € {1,...,n1} et m > 1, et démontrons que les b

wp.m Sont des combinaisons
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linéaires de varS(Twwgf]), s € SCN convenable fini, a coefficients analytiques sur C, :
est alors obtenue comme dans le cas
ou L est diagonale (lemme 2.17), puisque la série des gpgi?] converge uniformément sur
tout ouvert de C, de la forme

v <€ —w| <
—28maxT™ — € < arg({ —w) — arg(w) <27 + ¢

'analyticité a l'origine des séries > -, H(Eqi o

ol 0 < v <y, e>0et oll Spax est le plus grand entier s € S.

Nous commencons par éliminer tous les termes en % et en log? £ en considérant
N, 0+q+2 variations autour de ’origine de Tw(p%]] : grace aux propriétés de la variation
(lemme 1.33), nous obtenons

Nya+q
$(€) = var o mglt) () = 30 3 (Fapl)log"€) €
AeA, p=0

avec

-~ —2im\\ N, 04+q+2 7704]
k)wp - (1 — € ) o Hw,)\,p,m

+ ...+ Oé)HNw’)\_,_qﬁ[;q]

rrhdl
+ a)\,P+1H w, A, Ny A+q,m

w,\,p+1,m

Ol )\ py1,-- AN, ,+q € C. Il suffit donc de voir que les %,\,p sont des combinaisons
linéaires de var®(¢)) a coefficients analytiques sur C,.

Nous traitons les deux premiers cas : A, = {\} et A, = {\, u}, la démonstration
pour plus de trois exposants étant une généralisation du second cas.

e Cas A, = {\} Posons ny = N, + ¢ et
P(E) =D Fap(©)n,(€)
p=0

avec ) ,(£) = € 1log? €. Les fonctions %A,p étant analytiques & 'origine, elles vérifient
le systéme linéaire

¥(£) Fno(€)
: =M@ |
var"™ ¢() Formy (€)
avec M(&) = M (&) ® I, la matrice M (&) étant

¥ao(§) e Pana ()
M(§) = : : € My, +1(£¥ M log€))

var’™ 1./)>\70(§) <o var™ @b.)\,n)\ (5)

En utilisant le premier point du lemme 1.33, nous obtenons

n>\+1

detM:(—l)[ ] det N
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par combinaisons linéaires sur les lignes de M, ou [z]| désigne la partie entiere de x > 0
et ou

§)\71 | 5)\71 10g§ . | f’\fl(log S)m\
N e~2mAEA-1 e AT (log £ — %) .- e 2mAA L (log € — 2im)™
e—2n>\i7r>\€)\—1 e—2n>\i7r)\€)\—1(log€ _ QTL)\i’/T) .. e_Q"Ai”AgA_l(logﬁ _ QTL)\Z"/T)TD‘

Ainsi,

ny+1 om0

det M = (1)) (—2ime @) 72 [T &t | €000+
k=1

puisque

N = diag(& 1, e 2 eATL e miImA AT Y (log € log & — 2, ..., log & — 2n,\i)

ou V(log &, log& — 2im, ..., log & — 2nyim) est la matrice de van der Monde construite sur
logé&, log & —2im, ..., log & —2nyim . Il s’ensuit que la matrice M est un difféomorphisme
holomorphe sur C,, ce qui donne le résultat voulu.

e Cas A, = {\, u} Le début de la démonstration est analogue a celle du cas précé-
dent. Posons ny = N, + ¢, n, = Ny, +q et

HEO) =3 Tan(©anl©) + 3 Frup(€1nlE)

A présent, la matrice du systeéme linéaire vérifié par les ky , et k,,, est M(€) = M (€)®1,
avec M(€) = [MA(§) M,(€)] et

Yi0(§) e Vi, (€)
M*(S) = € Mnx+nu+2,n*+1(f*_l[10g 5])
A (€) ee varte , (6)
Une étude analogue au cas précédent montre que
det M = (—1) "53] (2imny CXEEBINEED Q1) (ma +1) 4 (D)t o N
ou N est la matrice du lemme ci-dessous avec a = log&, k = —2im, x = e 2712,
p=nyetqg=mny,.
Lemme 2.23 Soient a,k,x € C, k # 0, et p,q € N. La matrice
(1 a - aph 1 ag e ag 1
1 a - d x ray e zal
1 a -+ d x? r2ay - r?ad
N =
1 Gprgr1 o apigyn 2T 2Pt a, o, eI ag
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o a; = a+ jk pour tout j € {0,...,p+ q+ 1}, est inversible si et seulement si v # 1
dans le cas ¢ = 0 et x € C\{0,1} dans le cas ¢ > 1. De plus, son déterminant est
dépendant de a.

Démonstration. Le déterminant de N est nul dans les deux cas suivants : = 1 ou
r=0et qg>1.

Réciproquement, supposons = # 1 (resp. x ¢ {0,1}) lorsque ¢ = 0 (resp. ¢ > 1)
et démontrons que rg(N) =p+ q + 2.
La définition des a;, j € {0, ...,p+ ¢ + 1}, montre que

d
—det N =0
da ¢

et donc le déterminant de N est indépendant de a.
Il suffit donc d’étudier le rang de la matrice N; obtenue en remplacant a par 0 dans
N. En particulier, le rang de /V; est égal au rang de la matrice N, définie par

1 p .« .. pp xp pxp . .. pqup
1 (p+1) - (p+1) Pt (p+ 1)zPt! e (p+ 1)%zPt?
1 (p+q+1) -+ (prg+1)P 2P (p+g+ Dar™™ o (pt g+ 1)7aP o

Notons N (resp. NJ) la sous-matrice de Ny formée par les p+ 1 premiéres (resp. ¢+ 1
derniéres) colonnes de N,. Par combinaisons linéaires sur les colonnes lorsque p > 2,
N} devient

O T -
ENGIT 0

s
I

p (P (P
o) 20) " (3)
p+1 (P (Pt

o) sy
1 p+q+1 91 p+qg+1y ! ptaqg+1
i 1 2 1 _
En effet, la j¥™¢ colonne de N}, j € {3,...,p + 1}, ayant pour ¢°™° composante

G-v(52)) Tle-1-n

h=0

—_
= 4
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il suffit de considérer la combinaison linéaire
j—2

C&%—Z{:ah6%+1

h=1

ou C}, représente la h*™¢ colonne de NJ et o les ay, sont définis par la relation

j—2 j—2
[[x=m)=x"+> ax"
h=0 h=1

D’une fagon analogue, la matrice V) devient, en simplifiant par des puissances de x
convenables lorsque ¢ > 1,

1 0 0 .
< () 0
2 2
2 !
T (1) T 2! (2)
: : ) 0
NI/ —
3 24 (11 241 91 g 242 q! (q
q
It <q —; 1) x4 2! (q ; 1> 2a~1 . q! (q + 1) "
q
aprat! <p * 611 + 1> Pt 2| (p + g + 1) gpre-l gl (p + ‘11 + 1) P

Ainsi, rg(N;) = rg ([N§ N4]). Si nous supposons maintenant rg ([Nj N§]) < p+
q + 1, nous obtenons, en traduisant la dépendance des lignes, un polynéme

p+g+1

P(X) = Z B X7 € Clz\{0}

admettant 1 comme racine d’ordre p + 1 et x comme racine d’ordre ¢ + 1 (en effet, la
somme des lignes de la £°™® colonne de N} (resp. Ny) est égale a P (1) (resp. P (x))),
ce qui est absurde puisque x # 1 par hypothése. D’otl le résultat. m

Comme Re(p — A\) €] — 1,1] et A # p, nous avons det N € C* et nous concluons
comme dans le cas A, = {\}.

Singularités de f

étant démontrée, la suite de ’étude

ne pose pas de difficultés : nous établissons la convergence des séries ) -, am],,m, ainsi

L’analyticité a 'origine des séries ) ., H u[jqj\ o

que Panalyticité a lorigine de Y, -, hEL . et oo H oll4 en adaptant la démonstra-
tion du lemme 2.18. Nous obtenons ainsi la nature de la singularité w dans le cas ou la
matrice L est sous forme de Jordan quelconque :
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Théoréme 2.24 Soient w 'un des a; # 0 et g € {1,...,n1}. La ¢°™° colonne flal ge
f a une singularité simple-ramifiée en w : modulo les fonctions analytiques a ’origine,

N w 0+l] q] w 0+Q+1 w At+q
7., flal(¢ Z g’p logP & + Z hELElogr e+ > > (HLqip ) log” 5) er1
AeA, p=0

ot bl e M,1(C), nky, HLq;\p € M, 1(C{&}) et ou les exposants de ramification A, et

les ordres logarithmiques (N o + ¢, (Nwx + @)ren,,) sont donnés par

Ao ={N\;je{l,...,J} tel que a; =w et \; # 0}
Nyo=max(n; —2;7 € {1,..., J} tel que a; = w et \; =0)
Ny =max(n; —2;5 € {1,...,J} tel que a; =w et \j = A)

De plus, les coefficients de résurgence de fv[;‘ﬂ en w sont des germes de fonctions analy-
tiques prolongeables sans fin de support singulier les points a; —w et sont a croissance
exponentielle d’ordre au plus un o l'infin.

Ce résultat généralise le théoréme 2.19. En particulier, nous voyons que la nature
de la singularité w dépend uniquement de la forme de Jordan de L, et précisément des
blocs de Jordan liés & I'exponentielle e~ = de la partie irréguliére de Y.

Noter que la méthode utilisée pour établir ce résultat fournit une démonstration du
théoreme 1.32.

2.3 Isomorphisme linéaire liant coefficients de ré-
surgence et multiplicateurs de Stokes

Nous orientons le cercle des directions S' dans le sens des aiguilles d’une montre.
Rappelons que nous choisissons cette orientation afin que nos calculs soient compatibles
avec les calculs classiques au voisinage de I'infini lorsque I'orientation de S!' est dans
le sens inverse des aiguilles d’'une montre. Nous utilisons la terminologie gauche-droite
dans le sens suivant : & partir d'une direction 6 € S! fixée, nous allons a gauche (resp.
a droite) lorsque nous nous déplagons sur S' dans le sens inverse des aiguilles d’une
montre (resp. dans le sens des aiguilles d’une montre).

Tous les arguments que nous considérons dans la suite sont pris dans | — 27, 0]. En
particulier, log x est un nombre réel pour x > 0.

2.3.1 Une égalité fondamentale

Rappelons que la solution fondamentale formelle Y que nous étudions est de la

forme R R )
Y (x) = F(x)z"e?)

ou
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% F est un élément de M, (C[[z]]) normalisé & F(z) = I, + O(a?);

* L est la matrice des exposants de monodromie formelle normalisée & L = @;.]:1 L,
ou chaque L; est un bloc de Jordan de L de dimension n; associé a la valeur propre
A; avec A\ = 0 et Re();) € [0,1[;

* Q(2) = @jzl(—%)fnj avec a; = 0

Fixons une direction anti-Stokes 0 €] — 27, 0] de Y, i.e., une direction déterminée
par au moins une singularité a; —a, de F'. La matrice de Stokes Cy associée a la solution
fondamentale formelle Y dans la direction 6 est définie par la relation

)/9— - }/6"" (In + C@)

oll Yy = Yy_. (resp. Yp+ = Yy,.) est la somme droite (resp. gauche) de ¥ dans la
direction 6. Les sommes Yp+ étant définies par

Yor = Sgi(ﬁ)JILeQ(%)

il résulte de la relation précédente 1’égalité

~ ~

(2'14> Sp— (F) — Sg+ (F) = Sp+ (ﬁ)zLeQ(i)Oge_Q(%)x_L

Comme il est d’'usage dans cette premiére partie, nous notons ¢y la matrice formée des
ny premiéres colonnes de Cy. La notation c[e’q] désigne toujours la ¢“™¢ colonne de ¢y et
a]
G

nous découpons ¢, sous la forme

c{[gh!l]
C[e;q] _ :
C(E?J 5]
de telle sorte que le nombre de lignes de la matrice c([,j 4 goit égal a la dimension n; du
7™ bloc de Jordan L; de L. Lorsque la matrice L est diagonale, nous avons ¢ = n; = 1

. ‘ . . B
et nous notons simplement cg J'1a matrice scalaire cg 4l

En considérant dans ’égalité (2.14) le bloc f formé des n; premiéres colonnes de F
et en utilisant les propriétés de Cy (proposition 1.40), nous obtenons pour tout ¢ €

{1,...,721} .
ng(ﬁ;q]) _ 59+(]ﬂ;q])

~ . o —1)e-1 . a;
= s+ (F) [mLJ' <c[9J’Q] — P oga + ...+ —((q _)1)! M 1ogt ! x) e_z]

aj Ed;

puisque les a; € dj sont les seules singularités de f[?q] sur dy. Cette notation signifie
simplement que les seuls blocs éventuellement non nuls sont situés aux lignes de blocs
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~

d’indices j avec a; € dj. Ainsi, en notant y(f) I'ensemble des singularités de F (et
donc de sa ¢°™¢ colonne fi4) sur dy et

Jo=A7 el J} 5 a5 = w}

nous pouvons écrire
Seﬁ(f[;q]) — st (J?[;Q])

= ]. q_l w
= Z so+(F) [xj<gq] [Jq l}log:t—i— +< ) [Jl]log )] e s
(¢ — JE€Jw

R 1)!
weQg(f)

~

D’autre part, Pensemble () étant fini et les sommes s+ (f1 ) de Flal étant définies
par

ci0%

59 (F19) () = /0 Fi(e)eSde

nous avons par déformation du chemin dy- = [0, 00 | (voir figure 2.5) 1'égalité sui-

vante :

Se—(]ﬂ;q})—Sng f[q] Z e :/ Twﬂ;q](f)e%df

we (f) Tt

ol vy+ est le contour de Hankel autour de dy+ défini a la figure 1.7.

Figure 2.5 - déformation du
chemin dy-
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Nous obtenons finalement ’égalité fondamentale suivante

1)¢
M, (z) = {:cLJ' (cg A i g x4 .+ —( ) bl oga- )}
(-1 j€da

qui se simplifie dans le cas ou L est diagonale en

(2.16) Y, s / T Qe fdg = 3 spr(F) [dlav] et

N - €Jy,
we(P) Yot we(P) ’

Ces expressions vont nous permettre de calculer de fagon exacte les multiplicateurs
de Stokes cg q], j € J,, en fonction des coefficients de résurgence de f[q] en w €
Qy(f ) puisque 7., /69 est connu explicitement (théoreme 2.24). Ceux-ci dépendant du
prolongement analytique de f [q] nous faisons dans la suite le choix suivant : nous
prolongeons analytiquement fhdl 1e long de dy en évitant systématiquement toutes les
singularités w € Qy( f) par la droite (figure 2.6). Les coefficients de résurgence de f flid
en une singularité w sont alors ceux obtenus a ’aide de ce prolongement analytique,
que nous appelons prolongement analytique & droite de w (figure 2.6).

de

Prolongement analytique par la droite

® d

BA/ERNZ S S

Prolongement analytique a droite de ®

Figure 2.6

Pour établir les relations liant les multiplicateurs de Stokes et les coefficients de résur-
gence, nous procédons de la maniére suivante :

1. nous montrons que, pour tout w € Qg(f),

Los (7, F50) () = / 7 J1(€)e S de = spe (F) M ()

Yo+

2. en utilisant ’hypothése fondamentale F (0) = I,,, nous identifions les termes des
développements asymptotiques & 'origine Lo+ (7, f19) de Lo+ (1, f69) et F M, (x)
de sg+ (F)M,(x).
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Précisément, pour établir le premier point, nous allons voir que les intégrales de
Laplace Ly+ (7, fi%)(x) peuvent étre écrites sous la forme

p
Lg+ (Twﬂ‘ﬂ)(w) = Z sg+(hj)zt log"
j=1

~

ou les couples (p1;,7;) € C x N sont distincts deux & deux et ot sy+(h;) désigne la

somme d’une série formelle h; de type Gevrey de niveau 1 qui est 1-sommable dans la
direction #*. Le résultat suivra en utilisant le

Lemme 2.25 Soient m € N* et 1, ..., ¢, des fonctions définies sur un secteur ¥ de
sommet 0, bissecté par 0 et d’ouverture strictement supérieure a m par

pj

;(z) = Z So+ (ﬁﬂ)ﬁ” log" x

(=1

ot ﬁﬂ désigne une série formelle de type Gevrey de niveau 1 qui est 1-sommable dans

la direction 0 de somme sg+(h;) et ou les couples (pug,r¢) € Cx N sont distincts deux
a deux.
Supposons que l'on ait sur % une égalité de la forme

01+ 2 + .. 4 et =0

ot les exponentielles el sont distinctes deux a deux et toutes plates sur un méme secteur
de sommet 0 bissecté par 0.
Alors, pj =0 pour tout j € {1,...,m}.

Démonstration. En prenant les développements asymptotiques a ’origine de 1’égalité
01+ 2 + ...+ ppet™ =0

nous obtenons

p1 .
Z hy gzt log™ x =0
=1
et donc /ﬂLg = 0 pour tout £ € {1, ..., p; }. Ces séries étant 1-sommables dans la direction

6, nous en déduisons que sp+(h1¢) = 0 pour tout £ € {1,...p1}, et donc ¢; = 0. Un
raisonnement similaire montre que tous les ¢; sont nuls. m

2.3.2 Cas ou L est diagonale

-~

Nous considérons ’égalité (2.16) avec, pour tout w € Qqy(f),

m.f(€) = % + T (€)log€+ > HA(€)EN" + Hol, ()

AEAL
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ou oy, € M, 1(C), %w, ﬁ% z, Hol,, sont holomorphes a 'origine et se prolongent analyti-
quement sur un secteur illimité d’axe dg+ avec une croissance exponentielle d’ordre au
plus un a Uinfini, et A, = {\;;7 € {1,...,n} tel que a; = w et \; # 0} (théoréme 2.19
et corollaire 2.20).

L’intégrale de Laplace £9+(wa) (x) se rameéne au calcul des trois intégrales

/m Qo o2 de / (€)log £ = dE et /ye+ T (66 1o S

* Pour la premiére intégrale, le théoréme des résidus montre que
Qy &
/ —e de = iTay,
Yo+

* Notons h,, € M, 1(zC[[z]]1) la série formelle dont le mineur est h,,. La série h,, étant
convergente, h,, est une série de type Gevrey de niveau 1 de majeur

log &
271

maj(h,)(€) = ha(€)

Finalement, les propriétés du prolongement analytique de ﬁw montrent que la série /f\zw
est 1-sommable dans la direction 0" avec

/ Fo(€) log £c=Sde = 2imsys (7o) (@)

Yo+

* Pour la troisiéme intégrale, nous procédons d’une maniére analogue, mais avec des
séries ramifiées. La fonction H,, , étant analytique & I'origine, nous posons

H A 5) = Z Hw,A,mgm € Mn,l(C{g})

m>0

Définissons alors la série formelle H,, , par

(2.17) H, A(x) = 2ime” ”’\Z )Hw,)\vmmm

m>0
Cette série est de type Gevrey de niveau 1 et un majeur de h= I/-jw, AT est
maj(h) = Hoa&
Ce majeur est holomorphe multiforme a 1’origine et sa variation
Var(maj(ﬁ)) =(1- e_Zi”A)Efwf’\_l

peut étre prolongée analytiquement sur un secteur illimité d’axe dy+ avec une croissance
exponentielle d’ordre au plus un a l'infini. La série h est donc un élément de Ho+ oxp
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(proposition 1.23). La proposition 1.26 montre alors que la série formelle }AI% A est 1-
sommable dans la direction 61 avec

/ ﬁw’,\(g)g’\’le’gdf = 59+(I/17w,,\)a:’\

~

Ces différents calculs nous permettent d’obtenir pour tout w € Qy(f) I'égalité

/ wa(f)e’gdf = 2imay, + 2imsg+ (ﬁw)(:&) + Z So+ (ﬁw\)(l‘)x)‘

Yo+ AEA,

o les séries formelles /f;w et ﬁ% y sont 1-sommables dans la direction 6. Nous déduisons
alors de 'égalité (2.16) et du lemme 2.25 le résultat suivant :

~

Lemme 2.26 Pour tout w € Qqy(f),

(2.18) / rF(©)Sde = 5o (F)Mo(x) = o0 (F) [l

Yo+

En particulier, wa est un majeur de

Pl§ad] =S difae

Jj€Jw

ot Ej(x) € M, 1(C[[z]]1) est la j*™ colonne de F.

Nous pouvons & présent expliciter les relations entre les coefficients de résurgence
de f a droite de w et les multiplicateurs de Stokes cg ], Jj € Jo.

~

Fixons w € Qy(f). En prenant les développements asymptotiques a 'origine dans
’égalité (2.18), nous obtenons

(2.19) dimay + 2ithy(z) + 3 Hon(@)a* = F [c[gw]
AEAL

avec h,, € M, 1(zCl[z]]) et }AIMA € M, 1(C|[z]]). La série F étant normalisée a F(z) =
I, + O(x?), nous obtenons, en identifiant les termes dans I'égalité (2.19), le

j€duw

Théoréme 2.27 Pour toute singularité w € Qg(f) de fv, nous considérons le prolon-
gement analytique de f a droite de w et nous notons

ol
ea,=| 1 | €M,1(C) le coefficient de résurgence lié a %
ol
T )
o H, (&)= : € M, 1(C{¢}) le coefficient de résurgence lié a EX7!
LH5()

~

Alors, pour tout w € Qy(f) et pour tout j € J, :
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1. Si\ =0,

c[ej F= 2imall!

2. SiA; 40, le résidu ol est nul, \; € A, et

b 2ime”"™N

% = Ta— ) w, (0)

En particulier, nous voyons qu’il n’est pas nécessaire de connaitre la totalité des
coefficients de résurgence de f en w pour calculer les multiplicateurs de Stokes, mais
uniquement certaines de leurs valeurs. Ce sont précisément ces nombres que nous cher-
cherons a approcher dans le paragraphe 3.1.

Terminons ce paragraphe par deux exemples simples permettant d’illustrer le calcul
des multiplicateurs de Stokes.

Exemple 1 Dans ce premier exemple, nous calculons la valeur exacte des multipli-
cateurs de Stokes en déterminant directement les prolongements analytiques de f a
droite de ses singularités.

Le systéme différentiel linéaire

0 00 0 0
210 0 0
dy .
[A] ggzd—: 222 0 2 0 0|Y
T2 000 242 0
32 0 22 0 3

admet pour solution fondamentale formelle ?(x) =F (x)xLeQ(%) avec L = diag (0, 0,0, %, 0),

Q(3) = diag (0, =5, =3, =2, =3) et

1 00 00
A 1.0 00

F@)y=1| f»r 01 00
00 10
fi+fs 0 fL 01

les ]/“; étant les uniques solutions séries formelles en x vérifiant ]/“;(x) = O(2?) et satis-

4Nous avons en effet de (2.16) 1’égalité }AIUM(O) = 2}’;?:;; H,, »(0) pour tout A € A,.
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faisant a
( ~
d —~
dfy d T\ ~
(%) xQd—J;? — 2fy =22 | xzd—f — (2 + 5) 3= —a3
df, -~ dfs ~
$2£ —3fy=32" | $2£ —3fs =2 f
\ dx dzx

Lécriture du facteur série formelle F' a 6té obtenue en appliquant la méthode par
perturbation réguliére donnée au paragraphe 2.1.1 : la série double F'(z, «) est en fait
un polynéme en « de degré 2 : F(z,a) = I + Fi(z)a + Fy(z)a? avec

00 000 00000
R o000 00000
Fi(z)=|f 0 0 0 0| et Fy(x)=|0 0 0 0 0
f5 0.0 00 00000
/i 0 fi 0 0] fs 0000

Cette simplicité du calcul est due a la forme méme du systéme [A]. Malheureusement,
dans la majorité des cas, ﬁ(m, «) est une vraie série et il est alors impossible d’utiliser
cette méthode (voir exemple suivant).

Le systéme [A] admet deux directions anti-Stokes : R* et R™. La premiére colonne
de F étant divergente, R est une direction singuliere du systéme. En revanche, R~
est une direction réguliére, puisque fAl n’admet que RT comme direction anti-Stokes.
Autrement dit,

[0 0 0 0 0
2o 0 00
Co= 1| 0 0 0 0| etC_,=0.
o 0 00
o o o]

Gréce aux équations (x), nous pouvons déterminer de maniére exacte le prolongement
analytique de f a droite de chacune de ses singularités w € {1,2,3}. Pour f1, f et fi,
le calcul est évident puisque nous avons

- - 26

_ & . g
o= 527 RO =725

et fa(€) = 263

]A“;, admet une unique singularité en £ = 2 et son prolongement analytique & droite est
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donné pour tout £ € C tel que Re(§) > 2 par

puisque nous avons choisi une détermination du logarithme vérifiant : logz € R si
x € RY. Noter également que, comme nous avons évité la singularité § = 2 par la

droite, I'hypothése f3(0) = 0 entraine (—2)2 = e~ 3 v/2 = —iv/2.

Quant a ﬁ,, elle admet une singularité polaire en & = 3, qui ne pose donc pas de
probléeme pour le prolongement analytique, et une singularité logarithmique en § = 2.
Le prolongement analytique de f5 a droite de & = 2 est alors donné pour tout £ € C

tel que Re(§) > 2 par

Fi©) = =5 (64 72) ©

ou
(5 * fz) (€) = 4(€ — 2)log(€ — 2) + €2 — 46(1 + log 2 — im) + 8(log 2 — i)

Ainsi, modulo les fonctions analytiques a 'origine, les prolongements analytiques de f
a droite des points w = 1,2, 3 sont donnés par

o] 0 ] . _
1 " 0
‘ :
i€ = || mfe) = f(©) = !
8iv2 1
— f 2 0
0 3
A 21 — 8log2 + 8im
0] _g_gllogf_ I 26

et nous obtenons par le théoréme 2.27 :

(P = 2in

[3] [4] . 162 V 2T

¢y = 8im , cy = 3

| P = (21 — 8log 2)ir — 82
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Exemple 2 Dans ce second exemple, nous ne pouvons plus calculer directement le
prolongement analytique de f & droite de ses singularités. En particulier, la méthode
par perturbation réguliére utilisée dans 'exemple précédent pour expliciter le facteur
série formelle F' n’est plus valable, puisque F'(x,«) est une vraie série. Nous donnons
sur cet exemple une méthode pour contourner ce probléme. Celle-ci sera généralisée au
paragraphe 3.1.

Considérons le systéme différentiel linéaire

IQ

+

0

2

dx x 1
1—=zx

Y

T
x
2

de solution fondamentale formelle Y (z) = F(z)z%e@) avec F(z) = I + O(a?), L =
diag(0, 3) et Q(1) = diag(0, —2). Elle admet deux directions anti-Stokes Rt et R, les

X
matrices de Stokes associées étant

0 O 0 =
oo [3 e

N 2
Nous cherchons ici a calculer cg].

Grace a I’équation de passage (1), nous savons que les séries f[j], J € {1,2}, satisfont

7l
(2.20) h x)ﬁ%}] = a*f¥
| 7o
(1-— 33)1'2% = 22f 4 (1—2) <1 - g) 7

En divisant alors chacune de ces égalités par 2% et en appliquant une transformation
de Borel, nous voyons que les séries fU) vérifient les équations différentielles

7 — U1 4 o~ (¢ 4 00

(€~ 1)l = il 4. el 2oy ()7

Ainsi, le vecteur colonne F= [Ji/] est solution du systéme différentiel

0 0 1 0
dz 0 0 0 1
[5] —=|_1 1 _ex 0 Z
dg e ¢ ¢
= 0 —g2p+1

-1 2(6-1) 2(6-1)
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dont 1 est un point singulier régulier. L’écriture de [S] au voisinage de 1 est

0 0 £ 0
A 0 0 0 1S
[S1] (5—1)75201(5—1)2 avec C1(§) = | ¢ & ee+3) 0
E+1 54{1 E+1 .
1 5 0 —5+&
La matrice de téte
000 O
000 O
G1(0) = 000 O
1 30 =32

de ce systéme étant diagonalisable, il est facile de voir qu’une solution fondamentale
de [S1] est donnée par

(2.21) Zi(€ —1) = DiGi (€ — 1) (€ = 1)M
avec
1 000
0100
Dy = 0010
2301

matrice de diagonalisation de C(0), M; = diag(0,0,0, —%) et G1(£ — 1) analytique sur
le disque ouvert D(1,1) de centre 1 et de rayon 1 et vérifiant G1(0) = 1.

Le prolongement analytique de F & droite de 1, toujours noté F, étant une solution de
01,1

—~

[S1], il existe une unique matrice &, = ZLQ vérifiant F(€) = Z1(€—1)S;. Nous allons
1,3

014
donc chercher & exprimer le multiplicateur de Stokes c([)z} en fonction des coefficients de
la matrice de connexion &;.
Commencons par donner quelques précisions sur Z; : il est clair que les trois premiéres
colonnes de Z; sont analytiques en 1. D’autre part, le calcul des premiers termes de G

donnant

0 0 1 0
Ge-n=nL+]5 3 % 2l nroqe-12

1 4 -1 1 =3 0

8 4 _ 4 2

45 45 15 3

nous voyons que la quatriéme colonne de Z; est

0

2D Lo nh

(€—-1)"

[V
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Ainsi, grace au théoreme 2.27, nous obtenons la relation
A —4ﬁ 01,4

En particulier, c[ € iR. En effet, les séries Fet (1 sont & coefficients réels et &, vérifie
la relation F(«) = Z1(a — 1)&; pour tout « €]0, 1] avec

Zi(a—1) = D1Gi(a —1)(a — 1)

ou D, € M4<R) et (Oé — 1)M1 = dlag(L 17 17 _WE)'

) 2 . )
Nous avons donc ramené, sur cet exemple, le calcul de c([)} a un calcul de matrice

de connexion. Nous montrons au chapitre 3 qu’il est toujours possible de le faire dans
le cadre des systémes de niveau unique 1, ce qui nous fournira une méthode pour le
calcul effectif des multiplicateurs de Stokes.

2.3.3 Cas général

Nous considérons & présent 'égalité (2.15). Pour tout w € Qg(f) et pour tout
q € {1,...,n1}, nous savons (théoréme 2.24) que nous avons, modulo les fonctions
analytiques a ’origine :

Nw,0+q O([ q] Nw o+q+1 w Atq
nf[;tﬂ(é’) = Z f’p log? £+ Z h[q] €)log? £+ Z Z (Hqu\p Ing5> &t
p=0 AeA, p=0

avec aiff}) € M, (C), %Eﬁl},, Nﬁjﬂ,p holomorphes a l'origine et se prolongeant analytique-

ment sur un secteur illimité d’axe dyp+ avec une croissance exponentielle d’ordre au plus
un a l'infini, et

A, ={);;j € N¥ tel que a; = w et \; # 0}

N, =max(n; —2;j € N¥ tel que a; =w et \; =0)

N, =max(n; —2;j € N% tel que a; =w et \j = )
Etablissons, comme dans le cas ou L est diagonale, le résultat suivant :

Lemme 2.28 Pour tout w € Qg(f),

(2.22) / = F0(€)e S de = 0 (F)My()

Yo+

En particulier, Tw]?[;‘ﬂ est un majeur de

~ ~ ) . —1)4
FM,(z)=F [JJLJ' (C(E-.“ﬂ — cg’q 1 logz + ... + % [j 1 log?™ )]
(¢ — 1)~ J€Jw
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Nous procédons comme au paragraphe 2.3.2 en calculant explicitement I'intégrale
de Laplace

Lo (m, 1) (2) = / o Fo0 (€)e S de

Yo+

Ce calcul découle des deux résultats suivants (lemmes 2.29 et 2.30) :

Lemme 2.29 Pour tout A € C et tout p € N,

A-1 3 — (p\ &* e ' Ak
“HogP (e dE = 2i 1
[, & ot (0) g (i ) ot

En particulier,

¢ og? € = maj Qiﬂi A e 2 logk x
— k) dxe=k \T'(1 - \)

Démonstration. Pour tout A € C\Z, nous avons

A— _£& 2Z7T€_z7r>\ A
T d = —
Sede = rT”

Cette formule s’étend aux A entiers puisque la fonction z +— ﬁ est une fonction

entiére. En dérivant alors cette égalité par rapport & A, nous obtenons le résultat voulu
pour 'intégrale de Laplace

EVlog? Ee = dg
Yo+

Les fonctions 2*log? z étant des constantes de résurgence pour tout A € C et tout
q € N, I'isomorphisme de Borel-Laplace (proposition 1.21) permet d’affirmer que

¢ og? £ = may 2i7rzp: A e 2 logh o
— k) dx=k \T(1—-X)

ce qui termine la démonstration. m

Lemme 2.30 Soit ¢ une fonction analytique & l’origine :

PE) =) pmE™ € C{e}

m>0

Nous supposons que @ peut étre prolongée analytiquement sur un secteur illimité d’aze
do+ avec une croissance exponentielle d’ordre au plus un a l'infini.
Alors, pour tout A € C et tout p € N,

/ O g e e =3 (2) s @) ot o

k=0
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ot les séries formelles

—’L71'Z

-2 Y e (sy) _ enem e Clely

sont 1-sommables dans la direction 7.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur p > 0.
* Supposons pour l'instant que A € C\Z.
Pour p = 0, nous avons vu au paragraphe 2.3.2 que

/ FO)E e Sde = 501 (G0) (@)

Yo+

avec

Pol(r) = 2ime™ ”’\Z 1—m )\)gpmx —227'(2( 1_2))|+/\g0mxm

m>0

Supposons le résultat vrai jusqu’au rang p — 1 et démontrons-le au rang p.
En utilisant le lemme 2.29, nous voyons que

p
p=> (z) Py logh x

k=0

ol les ¥, sont ceux annoncés au lemme 2.30, admet @(£)E} 1 log? ¢ pour majeur :
maj(p) = p(€)&N " logh ¢

D’apreés I’hypothése sur ¢, ce majeur est holomorphe multiforme & 1'origine et sa va-
riation peut étre prolongée analytiquement sur un secteur illimité d’axe dyp+ avec une
croissance exponentielle d’ordre au plus un a linfini (c’est évident en utilisant les
points 2 et 3 du lemme 1.33). Autrement dit, ¢ est un élément de Hy+ oyp (proposition
1.23). D’autre part, d’aprés 'hypothése de récurrence, les séries formelles @, sont
1-sommables dans la direction % pour tout & € {1, ..., p}. La proposition 1.24, point 1,
montre alors que les @,z log” z sont des éléments de Ho+ exp POUr tout k& € {1,..., p}.
Il s’ensuit alors que P,z* est un élément de Hy+ o, (proposition 1.23), et donc la série
formelle @, est 1-sommable dans la direction 0 (proposition 1.26). Nous obtenons
alors par le point 2 de la proposition 1.24 :

p

[ #e owr et = Lo (maj@)a) = Y- (1) s Byl ot o

Yo+ k=0

ce qui donne le résultat.

* Cette démonstration s’étend sans difficulté au cas ou A\ est un entier en utilisant
le lemme 2.29 et en remarquant que ﬁ =0 pour tout m € N. m
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Il résulte des deux lemmes 2.29 et 2.30 que

Nw,O*H] Nw otgq Nw,k"‘q
Lo+ (1, f1) (2) = Z [q] £ log? x4 Z so+(h q] ) log? a:+z 39+(HLq/]\p)logpx
p=0 AEAL p=0

avec 5% € M,1(C), il € M, 1 (zC[[z]]) et HLq/]\p € M, 1(C[[z]]1), ces séries étant
1-sommables dans la direction 6. En comparant cette égalité avec (2.15) et en utilisant

le lemme 2.25, nous obtenons le lemme 2.28.

Comme dans le cas ou L est diagonale, les égalités (2. 22) nous permettent d’ex-

pliciter les relations entre les coefficients de résurgence de f fid & droite de w et les
multiplicateurs de Stokes c ], J € J,. Le développement asymptotique a l'origine de
I'intégrale de Laplace

Loe (1, 59) () = / r Fl(€)e de

Yo+
est
Nw,O“l‘q Lu At+q
Lo+ (1, fF) () = [q] $ log? x + Z Z fqu)]\plogpx )
p=0 AEA,
Nw,0+q w Atgq
+ hL )log? z + Z Z Ku[jq/]\p )log? x| 2
p=0 AEAL

avec L?};,’yiq/]\p € M, 1(C) et E&?};,[A(ﬁﬂ,p € M, 1(zC|[z]]). Le coefficient du terme en
N de (1)
Ul
i [ ) li34—1] [5;:1]
xli —c 10gm—{—...+— log?™ )
( S (-1

Uil 1ous voyons que, pour tout w € Qg(f) et tout j € J, :

étant égal a ¢

1. Sl )\] — O, nous avons C[ej;q} — /8[]7Q]

2. si \; # 0, nous avons ¢y = 7E7q1 0= Hﬂﬂ’o(O)

[q]

Les deux matrices /35 et 7y, \0 sont calculables directement a partir des coefficients

de résurgence de fi4 au point w. Précisément, en utilisant le lemme 2.29, nous avons

Nw,0+q Nw,A+q
B =" (000l et 458 o = Yk, (WHY (0)
p=1 p=1

ou le nombre complexe £,(A) est défini pour tout A € C par

dr e~ imz
AN =2im— | =——
o =275 (5).

Il s’ensuit alors le
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Théoréme 2.31 Soit ¢ € {1,...,n}. Pour toute singularité w € Qu(f) de f, nous
considérons le prolongement analytique de fi9 & droite de w et nous notons

alld
. a&?,]g = : le coefficient de résurgence lié a % avec p € {0, ..., Nyo + ¢}
oL
HS,©)
° ]:I‘E’q/]\p(é') = : le coefficient de résurgence lié a £*1log? € avec p € {0, ..., Ny +q}
HJ3(€)

Alors, pour tout w € Qg(f) et pour tout j € J,, :

1. Si \j =0, nous avons

Nw,0+q

Cém] _ Z /fp(())agfg}

p=0

2. Si \j # 0, nous avons a4 = 0 pour tout p € {0, ..., Nyo+4q}, A\j €A, et,

Nw,A]- +q

c‘[gj;‘ﬂ _ Z ﬁp()\j)Hg,ﬂ,p(O)

p=0

Terminons ce paragraphe en reprenant les deux exemples du paragraphe 2.2.1.
Ceux-ci sont trés simples et nous pouvons calculer la valeur exacte des multiplicateurs
de Stokes en déterminant directement les prolongements analytiques de f a droite de
ses singularités. Naturellement, ces deux exemples ne sont pas du tout généraux, mais
ils illustrent convenablement le théoréme 2.31, et notamment 1’utilisation des nombres
kp(A). Signalons tout de méme ici que nous donnons au paragraphe 3.2 une méthode
générale pour calculer de fagon effective avec évaluation d’erreur tous les multiplica-
teurs de Stokes des systémes de niveau unique 1 & coefficients rationnels dans le cas ot
la matrice L est sous forme de Jordan quelconque.

Exemple 1 Dans ce premier exemple, la matrice des exposants de monodromie for-
melle est nilpotente et admet un bloc de Jordan de dimension 1 et un bloc de Jordan
de dimension 3. Nous calculons la valeur exacte des multiplicateurs de Stokes en dé-
terminant directement les prolongements analytiques de f par la droite.

Le systéme différentiel linéaire

4] P =

O O = O
O~ K8 O
—_ 8 OO
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admet pour solution fondamentale formelle ?(x) =F (2)zLe@) avec

1 000 0000
~ fz 1.0 0 0010 1 . 1 1 1
F = -~ L pr— —_ pr— —_——_— —— ——
(x) oo 000 1 et Q . diag { 0, et Rt
fi 001 00 00O

les ]/C; étant les uniques solutions séries formelles vérifiant E(x) = O(z?) du systeme

( ,d
xQ%_ = g2
d .
(4 L AL
.IQ%—fg:Iz‘i‘ZE‘]g
N dx

Le systéme [A] admet deux directions anti-Stokes : RT (déterminée par le point
¢ =1) et R~ (déterminée par le point £ = —1) ; et les matrices de Stokes associées sont
définies par

0 000

2.1

Ao 00
Cy= |72 tC_, =0
O 2P 9 0 o] ©

230 0 0

Gréce aux équations (x), nous pouvons déterminer de maniére exacte le prolongement
analytique de f & droite de sa singularité £ = 1. A 'aide d’une transformation de Borel,
nous obtenons pour tout £ € C tel que Re(§) > 1 :

(. €

fl(f)_gj

~ oo 28 +im log(§ —1)

f2(§) = -1 T e-1

= 6¢—mttdir (2+im)log(é—1) | log*(¢ —1)
| PO= e c-1  20E-1D)

puisque nous avons choisi une détermination du logarithme vérifiant : logz € R si
r € R%. Noter également que, comme nous avons évité la singularité § = 1 par la

droite, ’hypotheése fk(()) = 0 pour k € {1,2,3} entraine log(—1) = —im. Ainsi, modulo
les fonctions analytiques a l'origine, le prolongement analytique de f a droite du point
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w = 1 est donné par

107

0 -
6 — 2 + 4i 1 log?
e+ dm @ Z,W)ogé“_'_ogf‘
. : T
nfle) = 2+ n log ¢
3 3
1
Nous obtenons ainsi par le théoréme 2.31
(2] 1
ey = (6 — w2 + 4im)ko(0) + (2 + im)k1(0) + Sh2

22 = (2 4 im)ro(0) + £1(0)

[ 6™ = ro(0)

ot les nombres k¢ (0), k1(0) et ky(0) sont définis par

( 50(0) =2ur

k1(0) = 272 — 2imy

Tim3
4y — % + 2imy?

KZQ(O)

\

Par suite,
3

7
12 — % — 4y + T2

(

0%2’1] = —4n? 4+ (

)

¥ = 2im(2 — )

(2,3]
. (o

= 0m

(0)

Exemple 2 Dans ce second exemple, la matrice des exposants de monodromie for-
melle admet deux blocs de Jordan de dimension 2, I'un de valeur propre nulle et ’autre

1

de valeur propre ;

. Nous calculons la valeur exacte des multiplicateurs de Stokes en

déterminant directement les prolongements analytiques de J?par la droite.

Le systéme différentiel linéaire

2dY _
dx

L, o oo
co or
o+ oo
N8

+ 8 oo

rolE

8
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admet pour solution fondamentale formelle ?(x) =F (2)zLe@) avec

(*)

1 0 00 010 0
0 1 00 000 0 1 ' L
fo s 10 , L= 00 ! 1 etQ(;) = diag (0,07_5’_5>
fi f3 01 00012
les fj étant les uniques solutions séries formelles vérifiant fj(x) = O(x?) du systéme
o (2 B (@ R
2= — — = 72 2774 i _
U (1+2)f1 x T (1+2)f2 zfi
d T N d . - R

A nouveau, ce systéme admet pour directions anti-Stokes la direction RT (déter-
minée par le point £ = 1) et la direction R~ (déterminée par le point £ = —1); et les
matrices de Stokes associées sont définies par

0 0 00
0 0 00

Co = Cg2,1;1] C([)2,1;2} 0 0 et C_. =0
0[02’2;1] C([)2,2;2} 0 0

Gréce aux équations (x), nous pouvons déterminer de maniére exacte le prolongement
analytique de f & droite de sa singularité £ = 1. A 'aide d’une transformation de Borel,
nous obtenons pour tout £ € C tel que Re(§) > 1 :

\

[ Fi(6) =2i(€—1)72 +2
f2(6) = (—2m +4i) (- 1) +2i(E — 1) zlog(€ — 1) +4  ,  f3(6) = —fa(6)

F1(6) = (87 — 160 + 2im2)(€ — 1)72 + (47 — 8i)(€ — 1)~ 2 log(€ — 1)

—2i(¢ —1)"2 log?(€ — 1) — 16

puisque nous avons choisi une détermination du logarithme vérifiant : logz € R si
. 1
z € R%. Comme dans 'exemple précédent, nous avons log(—1) = —im et (—1)2 =

7

e~ 2 = —i (nous évitons la singularité ¢ = 1 par la droite et nous avons par hypothése
f1(0) = 0 pour k € {1,2,3,4}). Ainsi, modulo les fonctions analytiques a 'origine, le

prolongement analytique de f & droite du point w = 1 est donné par

Tf(§) =

i 0 0
0 0

(=27 + 4i)¢2 + 2i€ 72 log € (8T — 160 + 2im2)E 2 + (4m — 8i)¢ 2 log & — 2i€ 2 log? €

23 (27 — 4i)¢73 — 2i¢3 log ¢
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Nous obtenons ainsi par le théoréeme 2.31

4 ) 1 1
C([)2,1,1] — (—27T + 47:)%0 (5) + 2Z'l€1 (5)
. 1
=i (3)
| 1 L L
P = (87 — 16i + 2im2) kg (5> + (47 — 8i)r (5) — 2if (5)

. M 1 1
S o R P <§> — 2iky (5)

ol les nombres kg (%), K1 (%) et Ko (%) sont définis par

()2

2

1
K1 <—) = —2y/m(y +2log2 +im)

—/7(371% — 292 — 8ylog2 — 8log?2 — 4iny — 8imlog 2)

=N

no
VR
N —
~~

Il

Par suite,

;

2B = 45 /7(2 — v — 21og 2)

22 _ i/

212 = 94 /7(16 — 72 — 87 + 292 — 161log 2 + 8log? 2 + 8vlog? 2)

22— 4\ /w2 — 4 — 21og 2)

\

2.A Appendice 2.A. Singularités de fv et microso-
lutions (ou majeurs)

Dans cet appendice, nous reprenons 1’étude des singularités de J? en rappelant le
point de vue de J. Ecalle, tel qu’exposé par B. Malgrange dans [Mal89] et [Mal91-1], sur
les microsolutions des équations de type exponentiel, i.e., & coefficients polynomiaux
et de niveaux inférieurs ou égaux a 1 (théoréme 2.33).

La description des singularités de f par cette méthode est plus rapide que celle
proposée au paragraphe 2.2, mais elle est moins précise : nous obtenons ici simplement
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le fait que les singularités sont de la classe de Nilsson. Néanmoins, cette propriété
suffit a établir les relations entre les multiplicateurs de Stokes de la matrice ¢y et les
coefficients de résurgence de f en ses singularités (la démonstration du paragraphe 2.3
s’adapte sans difficulté a cette situation). Nous pouvons ainsi retrouver les résultats
plus précis du théoréme 2.24, mais les calculs pour y parvenir sont plus lourds.

Nous allons reprendre cette démonstration dans le cas des systémes de niveau unique
r > 2 (chapitre 4), puis dans le cas des systémes a deux niveaux simultanés (1, 2) (cha-
pitre 6). Dans le cas des niveaux simultanés (1,2), cette approche nous permet de
décrire avec la précision suffisante les singularités de niveau 2 ; celles de niveau 1 sont
accessibles par la méthode du paragraphe 2.2.

Commencons par rappeler brievement les résultats essentiels sur les microsolutions
des équations de type exponentiel tels qu’on peut les trouver dans [E81-1], [Mal89] et
[Mal91-1].

2.A.1 Rappels sur les microfonctions

Pour le confort du lecteur, nous esquissons ci-dessous la théorie des microfonctions
(majeurs de J. Ecalle) telle qu’elle est présentée par B. Malgrange dans [Mal74]. Pour
plus de détails, voir [Mal74], [Mal85], [Mal91-1] et [Mal91-2].

Microfonction en o« € C

Soit D un disque ouvert de centre 0, D* = D\{0} et D* le revétement universel
de D* défini a partir d'un point base a élément de D*. Les espaces des fonctions
analytiques sur D et D* sont notés respectivement O(D) et O(D*). Le diagramme
suivant est commutatif :

id—T

O(D*) O(D*)

C(D)

La notation C(D) = O(D*)/O(D) désigne l'espace des fonctions analytiques sur D*
modulo celles qui induisent des fonctions analytiques sur D. L’application can est la
projection canonique dans le quotient, ’application var est la variation : var(¢)(§) =
2(&) — p(€e™®™) s et T est la monodromie le long d’'un lacet d’origine et d’extrémité a
tournant une fois dans le sens indirect autour de l'origine : T'(9)(£) = p(Ee™%™).

En faisant tendre le rayon du disque D vers 0 (et le point base a vers 0 suivant un
rayon), on obtient les espaces O, OetC —appelés respectivement espace des germes de
fonctions analytiques a ’origine, espace des germes de fonctions multiformes a ’origine
et espace des microfonctions & 'origine— et les fleches

~ Can
Oo=c¢C

var
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En accord avec le choix du paragraphe 2.3, nous adoptons pour 7' la convention de J.
Ecalle dans [E81-1]. En conséquence, nous choisissons id — 7" et non pas T'— id comme
B. Malgrange dans [Mal74].

Pour a € C, les translatés des espaces précédents au point « sont notés respective-
ment O,, O, et C,. On continue d’appeler can et var les applications canonique et de
variation correspondantes.

Transformée de Laplace d’une microfonction

Soit ® € C, et supposons que var(®) peut étre prolongée analytiquement en une
fonction holomorphe ¢ & croissance exponentielle d’ordre 1 & I'infini le long de la demi-
droite d, ¢ issue de « et de direction 6. La transformée de Laplace £, o(®P) de ® dans
la direction 6 est alors définie de la manicre suivante : B

— on choisit un représentant ® de ® dans Q,, i.e., tel que can(P) = ¥ ;

— on choisit ¢ > 0 et on désigne par v, ,_ (resp. 7, ,.) le cercle de centre a et de

rayon € parcouru une fois dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre & partir
de o + ee®=2™) (vesp. I'intervalle [a + ee?, coe®| sur d, ¢) (figure 2.7);
— on pose

/ 1
a,f,e ’Ya,g,s

=\ _E fey £
Loa@)(@)= [ B faer [ Fefag
v
Pour € > 0 assez petit, cette intégrale définit une fonction holomorphe sur un disque
ouvert d’axe ¢ dont le bord passe par 0, puisque ¢ est a croissance exponentielle d’ordre
1 a T'infini le long de d, ¢. De plus, £, ¢(P) ne dépend ni de ®, ni de €, mais uniquement
de .

Yoc,e,z-:

Figure 2.7 - chemin
d’intégration de L, o(P)

Dans la terminologie de J. Ecalle ([E81-1]), ® est appelé majeur de L, 4(®) (ou de
son développement asymptotique a l'origine £, ¢(®)) et ¢ mineur de ®. Par abus de
langage, on appelle aussi majeur de L, () (ou de L, (P)) tout représentant & de ¢

et on s’autorise a noter ® = maj(L,(P)) (ou & = maj(fa,9(®))).

Microfonction de la classe de Nilsson

On étend la notion de fonction de la classe de Nilsson en 0 (paragraphe 2.2.1) de la
fagon suivante : une microfonction ® est dite appartenir & la classe de Nilsson en 0 si
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I'un de ses représentants d (donc tout représentant) appartient a la classe de Nilsson
en 0. On note ® € Nily et ® € Nily. En un point o € C, on note Nil, et Nil, les
translatés respectifs de Nily et Nilj.

Avec les notations ci-dessus, on peut énoncer :

Proposition 2.32 ([E81-1], [Mal85, page 265])

1. Soient ¢ € C[[z]]; une série de type Gevrey de niveau 1, A € C, p € N. Soit
& = maj(P(x)z* log? ) un majeur de P(z)z*log” x.

Alors, la microfonction can(%) définie par ® appartient a la classe de Nilsson
Nily.

2. Réciproquement, si ® € Nily et si p = var(®) admet un prolongement ana-
lytique a croissance exponentielle d’ordre 1 a linfini le long d’une demi-droite
dy, alors le développement asymptotique o l'origine de Ly(®P) est de la forme
Zﬁm-e Prp(x)z*log? x avec Py, € Cl[z]]1, A € C et p € N.

Rappelons (voir paragraphe 2.2) que dans 1’étude des systémes de niveau unique 1,
seules interviennent les microfonctions de la classe de Nilsson en o € C.

2.A.2 Equations de type exponentiel et microsolutions

Soient p = a, ()0} + ... + a1(x)0; + ap(z) une équation de type exponentiel et p
sa transformée de Borel. Rappelons que celle-ci est obtenue en substituant respecti-
vement J¢ & = et £ & 2°0,. En particulier, p = by (§)9¢" + ... 4 b1(£)0e + bo(€) est de
type exponentiel et le degré du polynéme b,,(§) est égal a 'ordre de p : deg(b,,) = n.
Contrairement & ce qui se passe a l'infini, la présence du 220, dans les formules de
passage de p & p ne permet pas d’énoncer la réciproque, a savoir que deg(a,) = m.

Soient ayq, ..., g les points singuliers de p, i.e., les zéros de b,,, et mq,...,mg leur
ordre de multiplicité. L’espace des microsolutions en «; de p, i.e., I'espace des ® € C,,
vérifiant p® = 0 (dans 'espace des microfonctions), est de dimension m; ([Ka83]).

Soit 6 une direction telle que les demi-droites d,; ¢ ne se rencontrent pas. Si ® est
une microsolution en «; de p, alors var(®) = ¢ est une vraie solution de 1’équation
py = 0, et elle admet un prolongement analytique & croissance exponentielle d’ordre 1
a l'infini le long de d,, ¢, puisque p est de type exponentiel. Ainsi, la transformée de
Laplace L, 0(®) de ® est bien définie et elle est solution de '’équation py = 0.

Les solutions de 1’équation py = 0 sont alors obtenues de la maniére suivante :

Théoréme 2.33 (J. Ecalle, B. Malgrange) Soit 0 une direction telle que les demi-
droites do, g ne se rencontrent pas. Pour tout j € {1,...,s}, s0it (P, 1) 1<k<m; une base
de microsolutions en «; de p.

Alors, les La;0(Pa, k) forment une base de solutions de I’équation py = 0.
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Pour une démonstration de ce résultat, nous renvoyons a [Mal89], [Mal91-1, théo-
réeme 2.2] ou [Mal91-2, page 197]. La transformée de Laplace définit donc un isomor-
phisme entre I’ensemble des microsolutions de p et I’ensemble des solutions de p.

Nous utilisons partiellement ce théoréme sous la forme suivante :

Corollaire 2.34 Soit (1, ..., ) une base de solutions formelles de p :

Pi= Jje_% avec a; € C et @j € x“jep(’%>@[[$]][10g$]

o pj € C et ou Pj(x) est un élément de xClz| de degré inférieur a kj — 1.
Pour tout j € {1,...,n}, choisissons un majeur maj (@D]) de w] et définissons CIDJ par

q)j = T—q; ma](%)

&Dj est un mageur de ; et il définit une fonction holomorphe multiforme en ;.
Une base de microsolutions de p est alors donnée par

(can(®,), ..., can(®,,))

Rappelons que les majeurs maj(QZj) définissent toujours une fonction de détermsi-
nation finie, i.e., que 'on peut les écrire sous la forme

maj(;)(€) =Y xap(€)€ log" €

finie

avec X, holomorphes sur un disque pointé a l'origine, A € C et p € N. De plus, ils
sont de la classe de Nilsson si, et seulement si, p est a singularités régulieres (voir par
exemple [In56]). C’est en particulier le cas lorsque 1'équation p est de niveau unique 1.

2.A.3 Application a la description des singularités de f

Considérons un systeme différentiel linéaire a coefficients méromorphes a l'origine

dY

[A] i

= A(x)Y avec A(z) € M,(C{x})
de solution fondamentale formelle }A/(m) =F (2)2EeQ) avec
x F(x) =1, + O(2?) € M, (Cl[[x]]);
* L = EB}]=1 L;, ou chaque L; est un bloc de Jordan de L de dimension n; et de
valeur propre A; (nous supposons comme précédemment A; = 0);

* Q(2) = @ L (=%1,,,) de sorte que a; = 0.

Rappelons que, la matrice F étant découpée comme L, nous notons ]/C\ les ny pre-
miéres colonnes de I’ et que le résultat démontré ici sur les singularités de son mineur f
s’étend sans difficulté aux autres blocs de colonnes de F' en permutant ceux-ci avec f et
en renormalisant les exponentielles et les exposants de monodromie formelle correspon-
dants (voir I'introduction du chapitre 2). Le théoréme d’Ecalle-Malgrange (théoréme
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2.32) permet de retrouver le résultat du théoreme 2.24 qui établit I’appartenance du
mineur f de f a la classe de Nilsson en chacune de ses singularités.

Le lemme du vecteur cyclique ([D70]) et le théoréme d’algébrisation de Birkhoff
([Bir13], [Si90]) établissent l'existence d'une matrice P € GL,(C{x}[1]) telle que le
systeme de jauge
1 N

A ’— = (P'AP - 2*P7'P)Z

-
[ dx

obtenu par la transformation de jauge Z = P~'Y soit le systéme compagnon d’une
équation différentielle linéaire (£) d’ordre n & coefficients polynomiaux. Une solution
fondamentale formelle de cette équation est alors

~

Z(z) = G(2)2"e%) avec G(z) = P~ (z)F(z) € M,(C[[z]][z])

En particulier, G est une fonction résurgente, puisque F lest. De plus, ’équation (F)
est de niveau unique 1 et donc de type exponentiel.

Décomposons G = [@1 e J] en J blocs de colonnes @j : le nombre de colonnes

de chaque bloc @j est égal a la taille du j°™° bloc de Jordan L; de L.. Nous avons alors
(2.23) Z(z) = [@1(95)$L1 Ga(z)ztze % . éj(x)xLJe_aT’]

avec @j(x) € M, . (C[[z]][2]) pour tout j € {1, ..., J}. Pour montrer que la transformée

de Borel f de f appartient a la classe de Nilsson en chacune de ses singularités w, il
suffit d’établir que le prolongement analytique de G, & droite de w est un élément de
Nil,. En effet, f est de la forme f = P % Gy avec

P=3
k=0

ol py est un élément de C, 6% la dérivée k"¢ de la distribution de Dirac a 'origine
et ¢ une fonction entiére.

Quitte a multiplier par une puissance convenable de z, nous pouvons supposer que,
pour tout j € {1,..., J} et tout ¢ € {1,...,n;}, le premier terme g;, de la ¢°° colonne
de G ; est un élément de C[[z]]1, et plus précisément une série formelle résurgente. [7'A]
étant le systéme compagnon de 1'équation (F), la décomposition (2.23) de la solution
fondamentale formelle Z () de [F™"A] montre qu’une base de solutions formelles de (E)
est de la forme (211, ..., Z1nys 22,15 s 2415 -5 2Jn, ) AVEC

R log _9y
Zjq(@ (Zgﬂ g)!>€ e
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Les singularités de I’équation transformée de Borel (£) de (E) sont les points £ = a;
avec j € {1,..., J}. A chacune des solutions formelles Z; ;, correspond une microsolution
de (E) au point a; (corollaire 2.34). Précisément, cette microsolution est can(Ng, 4)
avec

S \log™f ,
Najq = Toa,maj Zgﬂ(x)x Jm € Nil,,
=1 q '
et une base de microsolutions en une singularité w de (E ) s’écrit

(can(Ng, ,0); 1 < ¢ < 1) jsa—0 C Nil,

Fixons & présent une singularité w de f, i.e., une singularité de Gy et de (E), et
étudions le prolongement analytique a droite de w de G,

Prolongement analytique & droite de w de la premiére colonne (N}'Ll de él

21,1
La premiére colonne de Z(x) étant ;o avec 211 = 1,1, OUS avons
anLl
dxm
911
Gy = -
d gi1
den
Le majeur
maj(,) = 1 log &
L1) = —F——
2m

de Z1; est une microsolution en 0 de (E) (corollaire 2.34). Sa variation g1 est donc
une solution de (£). Par suite, son prolongement analytique définit une microsolution
de (E) en w qui appartient a la classe de Nilsson Nil,,. Les différents termes de Gy ;

étant obtenus a 'aide de la relation classique :

i dk§171 dk+1 N dkilgl,l
VkeN 78( Ak ) - dEk+1 <5 dek—1 )

k+1 dF
dxF

stable par dérivation, cette propriété s’étend a CN;'Ll tout entier.

(a x correspond fkj;c—:ll par transformation de Borel) et l'algébre Nil, étant

Prolongement analytique a droite de w de la deuxiéme colonne CN}’M de C~?1
Dans le cas ou le bloc de Jordan L; de L n’est pas de dimension 1 (i.e., ny > 2), la

deuxiéme colonne de Z () est de la forme @172 + @171 log x.
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Par définition du systéme compagnon, nous avons

21,2
GLQ -+ G171 IOgSC = o
21,2
dx™
avec 212 = g12 + g1.1 log x, d’ou
91,2
91,1
Ji2+—
’ x

d"G1 "i (=1)k(n— 1)1 d g,
dx" — (n—1—=k)lzktl dgn—1-k

Le mineur g2 de g1 appartient a la classe de Nilsson Nil,. En effet, g, o s’écrit
012 = Z12 — §1,1 logx et nous savons que Zj 5 et g ; ont des mineurs appartenant a la
classe de Nilsson Nil,. Le méme résultat s’étend aux autres termes de G 1,2 par stabilité
de I'algébre Nil, par dérivation, puisque ceux-ci sont de la forme

P dg
S0 G+ 3 o)

avec ay, By € C[¢] et p1,p2 € N convenables.

Cette démonstration s’étendant sans difficulté aux autres colonnes de él, nous
retrouvons bien le fait que G, et donc f, appartiennent a la classe de Nilsson Nil,
pour toute singularité w de f.

2.B Appendice 2.B. Démonstration du lemme de
Gronwall

Dans cet appendice, nous donnons une démonstration du lemme de Grénwall (lemme
2.2) en adaptant celle de J.-C. Yoccoz ([Yoc]) donnée dans le cadre d’une variable réelle.

Fixons £ € A. Le chemin A, étant paramétré par la longueur de courbe, nous avons
Ae(0) =0, Ae(sg,) = o, Aelse) = & [Ae(s)] < set [A(s)] =1
La fonction ¢ est holomorphe sur A et satisfait a 'inégalité différentielle

Vs € [sg, sel, [0'(Ae(5))] < ulo(Ag(s))] + v(s)

avec u € R et v fonction entiére a coefficients positifs ou nuls.
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L’unique solution ¢ de I'équation ¢’ = uy + v(£) de condition initiale 1(0) € RT
est clairement une fonction entiére a coefficients positifs ou nuls. Sa restriction a R
définit donc une fonction croissante et nous avons en particulier 1(0) < ¢)(sg,)-

En adaptant la démonstration de J.-C. Yoccoz dans [Yoc]|, nous établissons, dans
le cas ou |p(&)| < ¢(0), I'inégalité :

Vs € [sg, 5S¢l [0(Ae(s))] < ¥(s)

Premier cas : u =0

Soit s € [sg,, S¢]. Par hypothése, nous avons

' (Ae(s))] < v(s) ='(s),
et donc

| ool aes [ o= o) - v

puisque |Ay(t)| = 1. Comme

Y

Ag(s) )
/ ©'(n)dn

o

[ a0 aete] e >

550

| vwe o

nous obtenons

[P(Ae($)] < ¥(s) + [0(&)] — ¥lse,)
et donc bien [p(Ag(s))] < (s) puisaue [o(&)| < ¥(0) < ¥(se,).

Second cas : u # 0

Ce cas est le point délicat de la démonstration. Nous procédons en deux étapes :

Supposons |p(&)| < ¥(0) :
Nous allons montrer, en raisonnant par l’absurde, que |p(A¢(s))| < 9(s) pour tout

5 € [sg, 5¢-
Supposons donc qu’il existe s; €]sg,, s¢| tel que |@(Ag(s1))] > 1(s1). Sous cette hypo-
these, nous avons le

Lemme 2.35 [l existe sy €]sg,, 1] tel que :
1. Pour tout s € [sg,, 52, |p(Ae(s))] < ¥(s);
2. [o(Ag(s2))] = 1(s2).

Démonstration. L’ensemble E = {s € [s¢,, s¢|; |p(Ae(5))] > (s)} est un fermé non
vide de [sg,, s¢|, car il contient s;. Il admet donc un minimum s,. En particulier, s, €

o, s1] puisque [p(&o)| < ¥(0) < ¥(s,)-
1. S’il existe un élément s €|sg,, 52| tel que |p(Ag(s))| > 1(s), nous avons s € E et donc
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s > s9, ce qui est absurde. Par conséquent, |p(A¢(s))| < (s) pour tout s €|sg,, sof.
Finalement, les inégalités |p(&o)| < ¢(0) < 1(sg,) montrent que |p(A¢(s))| < ¢ (s) pour
tout s € [sg,, 2.

2. 5o étant le minimum de £, nous avons nécessairement |p(A¢(sz2))| = 1(s2). En effet,
I'inégalité |p(Ag(s2))| > 1(s2) entrainant par continuité de ¢ et ¢ Pexistence d’'un o > 0
tel que |p(A¢(s2 — )| > 9 (s2 — ), nous aurions s, — o € E, et donc s < 59 — a, ce
qui est absurde. m

Prenons 'élément sy €]sg,, S¢] de ce lemme. Pour tout s € [sg,, s2], nous obtenons

' (Ae(s))] < upp(s) +v(s) = ¢'(s)
d’ou . .
/ M%%ﬂMﬁwwag/ W (s)ds

et donc
[p(Ae(s2))] < P(s2) + |@(&o)| — P(se,) < ¥(s2)

ce qui est contradictoire avec le point 2. Il s’ensuit l'inégalité |p(A¢(s))| < ¢ (s) pour
tout s € [sg,, S¢], ce qui donne le résultat cherché.

Supposons |p(&)| = 1(0) :
Pour établir I'inégalité cherchée, nous utilisons une méthode de perturbation en consi-

dérant, pour tout o > 0, ’élément ), unique solution fonction entiére a coefficients
positifs ou nuls de 1’équation

Y =uy +(€)

de condition initiale 4, (0) = ¥(0) + a.
En appliquant le résultat précédent a 1, nous obtenons

(2.24) Va > 0,Vs € [sg, s¢], [¢(Ae(s))] < vals)

puisque [p(&o)| < ¥a(0).
D’autre part, pour tout v € R et tout £ € C,

YlE) = ¢ (w<o> rat | 5 6“”v(n)dn>

Ainsi, pour tout € C, application a — 1),(€) est continue sur R*. En faisant alors
tendre « vers 0 dans l'inégalité (2.24), nous obtenons finalement

Vs € [sg, sel, lp(Ae(s))] < 9(s)

ce qui achéve la démonstration du lemme de Gronwall.



Chapitre 3

Calcul effectif des multiplicateurs
de Stokes

Plusieurs méthodes pour le calcul effectif des multiplicateurs de Stokes sont déja
connues dans le cadre des systémes différentiels linéaires méromorphes de niveau unique,
voire de plusieurs niveaux. On pourra voir par exemple [Bal84], [Bal93], [BJL79-3],
[Bra1], [Im90], [JLP76-1], [JLP76-2], [L-R90-1], [Lu79], [LS97], [MR&2] et [ODI8]. Pour
des systémes tres particuliers (voir ’exemple 1 du paragraphe 2.3.2 et les exemples 1 et
2 du paragraphe 2.3.3), nous pouvons également obtenir les valeurs exactes des multi-
plicateurs de Stokes a ’aide d’une perturbation réguliére sur le systéme [A]. Mais ceci
reste marginal.

Nous proposons ici une méthode de calcul de tous les multiplicateurs de Stokes pour
tous les systémes de niveau unique 1 a coefficients rationnels, et ceci avec évaluation
de Perreur. Fixons un systéme [A] de niveau unique 1 de la forme

2
2= A(z)Y

avec A(x) € M,(C(x)) sans pole a l'origine. Nous supposons, quitte a faire une trans-
formation de jauge méromorphe convenable, qu’'une solution fondamentale formelle
Y(z) = F(z)zLe?R) de [A] est normalisée comme au chapitre 2, soit :

* F(z) = I, + O(2?) € M, (Cl[]));

* L = 69}]:1 L;, ou chaque L; est un bloc de Jordan de L de dimension n; > 1 et

de valeur propre \; vérifiant \; = 0 et Re();) € [0, 1] pour tout j € {1, ..., J};

* Q(2) = @}]:1 (—%1,,) de sorte que a; = 0.
Rappelons qu’une telle transformation n’affecte en rien les matrices de Stokes de [A],
puisque celles-ci sont des invariants méromorphes de [A] ([BJL79-2]).
Une premiére étape consiste & ramener le calcul des multiplicateurs de Stokes & celui
des matrices de connexion d’un systéme différentiel linéaire & points singuliers réguliers,
comme nous l'avons fait sur 'exemple 2 du paragraphe 2.3.2. Du fait de la linéarité
du systéme [A], nous nous limitons & 1’étude des multiplicateurs de Stokes situés dans
les ny premiéres colonnes des matrices de Stokes. Nous savons (théoréme 2.31) que

ces multiplicateurs de Stokes ne dépendent que des coefficients de résurgence de f

119
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en ses singularités (a savoir les points a; # 0), ot f désigne comme précédemment la

transformée de Borel des n; premiéres colonnes fde F. Au lieu de travailler directement
avec le systéme de convolution transformé de Borel du systéme de passage [Ag : A] tout
entier, nous préférons lui substituer un systéme différentiel linéaire [S] de dimension k
(dépendant de n, n; et des degrés des numérateurs et des dénominateurs des coefficients
de la matrice A) vérifié par les colonnes de ]7 et leurs ¢ premiéres dérivées, ¢ étant un
entier naturel non nul convenablement choisi. On observe immédiatement sur le systéme
[S] le fait que toutes ses singularités sont régulieres (voir par exemple [BJL82-1]). Celles-
ci sont placées a 'origine et en les singularités potentielles de f, i.e., les points a; # 0.
Apres avoir donné une description précise des singularités a; # 0 et choisi une solution
fondamentale "analytique" en ces points, nous réinterprétons le théoréme 2.31 (ou le
théoréme 2.27 dans le cas ou L est diagonale) en terme des coefficients de la matrice
de connexion entre 0 et a;.

Les coefficients de connexion cherchés sont alors obtenus en exprimant le prolongement
analytique de la solution initiale considérée au voisinage de 0 dans cette base analytique
en a;. Ce prolongement analytique est réalisé "a la Cauchy" le long d’une chaine de
boules d’intersection non vide. A chaque étape, nous évaluons ’erreur commise en nous
appuyant sur une méthode développée par J. van der Hoeven dans [vdH99]'. L’erreur
totale est alors fonction du nombre d’étapes nécessaires au calcul et des différents choix
opérés.

Nous n’avons pas cherché ici a optimiser le calcul d’erreur : dans les différents
exemples que nous traitons, nous pouvons voir que l’erreur réelle est beaucoup plus
faible que 'erreur que nous avons obtenue par notre méthode. Toutefois, mis & part ce
probléme d’optimisation, il nous semble que cette méthode peut étre intéressante dans
la mesure ou elle permet de calculer de facon effective avec évaluation de I'erreur tous
les multiplicateurs de Stokes.

Nous détaillons ci-dessous (paragraphe 3.1) le cas ou la matrice des exposants de
monodromie formelle L est diagonale. Lorsque celle-ci est sous forme de Jordan quel-
conque (paragraphe 3.2), les calculs sont analogues mais plus complexes du fait de la
présence des blocs de Jordan de dimension supérieure a 2 dans L : les dimensions sont
multipliées par la taille des blocs de Jordan L; de L.

3.1 Cas ou L est diagonale

Dans tout ce paragraphe, nous supposons que la matrice des exposants de mono-
dromie formelle L est diagonale :

L = diag(A1, A2, ooy An)

'Nous tenons ici & remercier Jacques-Arthur Weil de nous avoir signalé cet article. Par ailleurs,
Bruno Salvy nous a également indiqué récemment (aott 2007) que les techniques de calcul qui y sont
développées ont déja été initiées par les Chudnovsky ([ChCh87], [ChCh90]).
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et normalisée de sorte que A\; = 0 et Re();) € [0, 1] pour tout j € {1,...,n}. Ainsi, le
systéme [A] considéré dans la suite est de la forme

ay
20— A()Y
T (x)
avec
A(z) = diag(0, as + \ + M\pz) + di ! L) B
r) = dia, a T, ..., 0ap nT ia s een T

ou B(z) € M,(2*C|z]) et P;(x) € C[z] vérifie P;(0) = 1.

Rappelons que nous notons f la premiére colonne du facteur série formelle F et que
nous désignons par f Flil e 7 terme de f

3.1.1 Transformée de Borel de fet systéme a points singuliers
réguliers

Détermination du systéme différentiel [S]

Une réécriture du systéme de passage (1) (cf. page 52) donne pour les séries f[ﬂ les
équations différentielles suivantes :

n

1 .
BUMFH e {1, .. n}
B 2=

7Ll
UL

- ajﬁj] _ )\jxﬁj] —

(3.1)

Notons
Pi(x) =14 Pjua™
m=1

Aprés multiplication par le polynoéme P;, la relation (3.1) devient :

mo R
(14 Pyue) ( A, fm) =3 B

k=1

(3.2)

dA[j] ,

Z ( L:z: — ajf[]])

avec

BUK) sij#k
BOH —
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En particulier, B”" € 22C[z]. Définissons alors les trois entiers

b; = max (deg(BU))

1<k<n

ik
pj = max (deg(By"™)) = max(p; +1,b;)

=zﬁgg§jﬂj)

En divisant I’égalité (3.2) par z* et en appliquant une transformation de Borel a cette
nouvelle équation, nous voyons que les séries fU! vérifient les équations différentielles

dr flil dr=1 fli] n K2 d* Fi¥
(€ - aj)d—gu — (A —p— Pja(§ — aj))W = ;;aud—g
(3.3)
p—2 d* fli
+ (5 - aj) ;5ﬁ dgf

avec o € Cet 3y € C.

Remarque 3.1 Pour tout j € {1,...,n}, il suffit en principe de diviser ’égalité (3.2)
par z# pour obtenir une équation différentielle vérifiée par fvm. Cependant, ceci n’est
pas satisfaisant pour la suite : le systéme compagnon associé a ces équations est tres
complexe & écrire puisque les ordres de dérivation apparaissant dans chacune de ces
équations varient suivant la valeur de j. L’introduction du nombre p permet de contour-
ner ce probleme en homogénéisant les ordres de dérivation. En particulier, les blocs
intervenant dans le systéme compagnon des équations (3.3) sont tous de méme taille.
Noter cependant que le fait d’augmenter les ordres de dérivation reste anodin et ne
change pas la structure des singularités des fonctions fUl.

Considérons alors le vecteur colonne

' f
[ g1 ]

de dimension nu. Au vu des équations (3.3), il est clair que F vérifie un systéme
différentiel linéaire [S] de dimension nu & points singuliers les points { = a;, j €
{1,...,n}, qui sont tous singuliers réguliers. Afin d’interpréter les multiplicateurs de
Stokes c[aj I en terme de coefficients de connexion entre 0 et a;, nous allons étudier ce
systéme différentiel [S] au voisinage de chacune de ses singularités a; # 0.
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Fixons une singularité w de f et écrivons le systéme [S] sous la forme?

dz
[S.] (e W)d—5 =Cu(§ —w)Z
ou la matrice C, (&) de dimension nu x npu s’écrit
0L, &I, 0L, | oI, |
Cu(§) = : L, 01,
oL, --- --- 0I, &l
_ () i) |

et ou
* ng) (£) est une matrice diagonale;

x les termes de la j¥™ ligne de [OU(J?’) (&) c (5)] sont des fractions rationnelles

de la forme ?_5:—65 avec a, 3 € C. Noter que si a; = w, i.e., j € J,, les termes
J
correspondants sont des fonctions affines : g"f:—ﬁi = «a + B€. De plus, lorsque
J

j € Jy, le j°™ terme diagonal de C’ffl) (€) est \j — pp— Pj1&.

En particulier, le disque de convergence de la série C,,(§ — w) est le disque ouvert

1
D,=D (w, —)
Pus

de centre w et de rayon p% = minjg¢, (la; — wl)

Etude du systéme [S,]

Nous construisons ici une solution fondamentale Z,(§ — w) de [S,].

Proposition 3.2 La matrice de téte C,(0) de C, est diagonalisable et admet pour
matrice de diagonalisation
Lngu-1) 0}

D, = { L

ot la j¥™¢ ligne de D) est nulle dés que j & J,.
Apres diagonalisation, la matrice

M, = D;'C,(0)D,

2Dans la suite du paragraphe 3.1, sauf mention contraire, toute matrice carrée M de dimension npu
sera découpée en blocs en

MDY A2
M= [M(3) M(4)]

ot M (resp. M®)) est une matrice carrée de dimension n(u — 1) (resp. n).
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s’écrit M, = diag(M,1, My 2, ... My ny) avec
M,;=0sije{l,...,n(p—1)}
et

0 sijéJ,
va”(u—l)‘f'j =
)‘j — U SZj € Jw

Démonstration. Les valeurs propres de C,,(0) sont 0, d’ordre de multiplicité nu—|J,|,
et les \; — p pour j € J,. La décomposition par blocs de C,,(0) fournit immédiatement
une base évidente de vecteurs propres pour 0 et pour les A\; — p1. =

Remarque 3.3 Ces résultats tres simples sont dus a la normalisation de la série
formelle F' a F(x) = I, + O(2?). Si nous avions simplement choisi F' = I, + O(z), la
matrice C5” n’aurait pas été diagonale et les calculs (notamment D,,) auraient été plus
compliqués.

Aprés transformation de jauge constante Z; = D 'Z, nous obtenons le systéme
(€ —w)Zy = D;'C,(€ —w)DuZy

de matrice de téte diagonale M,, = D;'C,(0)D,,. En appliquant alors la théorie locale
classique des systémes & point singulier régulier ([Was65]), nous obtenons le résultat
suivant :

Proposition 3.4 Nous adoptons les notations et les normalisations précédentes.
Nous notons en outre J, o l'ensemble éventuellement vide

Juo=1j €{1,...,n} tel que a; =w et \; =0} C J,

1. Si J,o est vide (N\; # 0 pour tout j € J,), alors le systéme [S,] admet une
solution fondamentale Z,(§ — w) de la forme

Z,(§ = w) = DuGu(§ — w)(€ — w)™

ot G (& — w) est analytique sur le disque D, et vérifie G,(0) = I,,,,.

2. St J, o est non vide, les deux valeurs propres 0 et \; — p différent d’un entier
pour tout j € J, tel que \; = 0, puisque 1 € N*. Des cisaillements successifs
permettent d’obtenir une solution fondamentale Z,(§ —w) du systéme [S,,] sous
la forme

Zy(€ —w) =T, —w)G,(§ —w)(& — w)ML

ou les matrices 1, G, et M/, satisfont auzx conditions suivantes :
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(a) La matrice 7,(¢) € M,,(C[{]) est de la forme

ran 0 - 0t
0 &, T : b1 u—2
7.8 = | .0 E
0 . 0 &ML, i,
[to -1 tou—2 o T2 Lo

ot les blocs sont carrés de dimension n X n et vérifient les conditions sui-
vantes :

1. colonne de droite :
Tous les termes de t1 4, k € {1,..., u— 1}, sont nuls sauf éventuellement
ceux des colonnes d’indices j € J,o qui sont de la forme axé® + ... +
a,—1&" 1 avee ay, ..., a1 € C.

1. ligne du bas :
Tous les termes de toy, k € {1,..., u— 1}, sont nuls sauf éventuellement
ceux des lignes d’indices j € J,, qui sont de la forme a&* avec o € C.
141, coin tg :
Sij ¢ Juo, la j¥™¢ colonne de ty est nulle, sauf son terme diagonal qui
vaut &,
Sij € Juo, le terme diagonal de la j*™¢ colonne de to est de la forme
1—1—0415—1—...—1—04#,15“_1 avec o, ...,a, 1 € C et les autres termes de cette
3™ colonne sont de la forme (& + ...+ B,16*~1 avec By, ..., B,—1 € C.

e

(b) G,(§ —w) est analytique sur le disque D, et vérifie G, (0) = I, ;

(¢) La matrice M/, admet une décomposition de Dunford
M, =A,+ N,

ol

— la matrice A, diagonalisable, est formée de la diagonale et des lignes
d’indices n(p — 1) + j pour j € J,, de M, ;
— la matrice N,, = A, — M/ est nilpotente d’ordre 2 et commute avec A,,.

Plus précisément, M/ est de la forme

M/ _ _ﬂ[n(u—l) MC:J(Z)
@ 0 MY

ot

— les colonnes d’indices n(pn— 1) + j avec j ¢ J, o sont nulles sauf le terme
diagonal de MY qui vaut N\j — 24 si j € J,\Juo €t —p sinon;

— la restriction de M/ aux indices (de lignes et de colonnes) n(p — 1) + j
avec j € Jyo vaut —pl g, -
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Les termes non nuls et non diagonaux de la matrice M/ vont poser probléme ulté-
rieurement.

Démonstration. 1. Si J,, o est vide, i.e, si A\; # 0 pour tout j € J,,, les valeurs propres
de M, ne difféerent pas d’un entier et nous concluons directement.

2. En revanche, si J, o est non vide, 0 et —p sont des valeurs propres de la matrice M,
qui différent d’un entier. Nous sommes donc obligés de faire 1 cisaillements consécutifs
a partir du systéme

dz _

d_gl = lec’w(g)DwZI = (Mw + O(£>> Zy
a l'aide de la matrice v(§) = diag(y1(§), ..., 1nu(§)) ot

(&) = 1 si le j¥™¢ terme diagonal de M,, est égal & —p
TS = £ sinon

Noter qu’avec une telle matrice, nous faisons un cisaillement sur tous les termes dia-
gonaux de la matrice M, qui ne sont pas égaux a — .

* Commencons par observer ce qui se passe lors du premier cisaillement. Le systéme
obtenu par la transformation de jauge Z, = y~1Z; s’écrit

d
G (7 My~ 87 +0(0) 2 = (T + 0%

La matrice de téte T} est de la forme

T

ol les matrices T1(2) et T1(4) satisfont aux conditions suivantes :

2 On —2)xXn N 2 . , . .
. T1( ) = { (u (2)) }, ou 7'1( 1) est une matrice carrée de dimension n x n dont les seuls
1,1
termes éventuellement non nuls sont situés aux colonnes d’indices j € J, 0. Noter que

les termes de T1(2) sont répartis comme ceux de M,

° T1(4) est une matrice carrée de dimension n x n. Son j¥"¢ terme diagonal est —1 (resp.
Nj—p—1,—p)sij ¢ J, (resp. j € J\Juo, J € Juo). Les autres termes de T1(4) sont

, . /(4
répartis comme ceux de MY,

Les valeurs propres de 77 sont donc —1, A\; — u — 1 et —p d’ordre de multiplicité
respectif np — ||, |Jo| — |Jwo| €t |Ju0|- De plus, il est aisé de voir, au vu de la répar-
tition des termes non nuls dans 7} 1(2) et T1(4) , que la matrice T} est diagonalisable. Elle

admet pour matrice de diagonalisation
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ou
e les termes de d?) sont répartis comme ceux de Tl(z) ;

o diag(d§4)) = I, et les autres termes de d§4) sont répartis comme ceux de T 1(4).

Ainsi, la matrice de téte du systéme obtenu par la transformation de jauge constante
Zg = dI1Z2 est dlag(Tl) = diag(Tm, T1,27 ceey Tl,nu) ou

Th;=-1sije{l,..,n(p—1)}

et
-1 sijéJ,
Tingu-1)+j =9 Aj—pu—1 sij e Ju\Juo
— sij € Juo

* A partir de 14, une récurrence sur k € {1, ..., x — 1} montre que la matrice de téte T}
du systéme obtenu lors du k%™ cisaillement est de la forme

_kfn(ufl) TIEZ)

T, =
0 T
ou les matrices T,EZ) et T,g4) satisfont aux conditions suivantes :
On(u—k—l)Xn
(2)
(2) Tk . . 2) . , ) .
o 17 = i , ol les matrices Tpe Sont des matrices carrées de dimension
(2)
Th1

n X n dont les seuls termes éventuellement non nuls sont situés aux colonnes d’indices
J € Jup-

° ,54) est une matrice carrée de dimension n x n. Son j¥™¢ terme diagonal est —k (resp.
Nj—p—k, —p)sijéJ, (resp. j € J,\Juo, J € Juo) Les autres termes de T,§4)

, . . /(4
répartis comme ceux de la matrice M.

sont

A présent, les valeurs propres de T}, sont —k, \; — 1 — k et —p et sont d’ordre de
multiplicité respectif nu— | J,|, |Jo| = |Jwo| €t |Juo0|- Comme précédemment, la matrice
T}, est diagonalisable et admet une matrice de diagonalisation de la forme

2
dy, = In(u-1) dl(c)
o d¥
ou

e les termes de d,(f) sont répartis comme ceux de T,sz) ;
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. diag(dgl)) = [, et les autres termes de d,(f) sont répartis comme ceux T,€(4).

Une fois la matrice T} diagonalisée, nous obtenons alors le systéme
dz

i

£

avec diag(7}y,) = diag(Tk 1, Tk,2, ---s Lhnp) OU

= (diag(Tx) + O(£))2

TkJ =—k Sl] S {]_, ,TL(,U — 1)}

et
—k sij & Jo
Tenu-1)1 = N —p—Fk sije€ Ju\Juo
— sij€ Juo

eme

* Finalement, la matrice de téte du systéme obtenu lors du pu®™¢ cisaillement est la
matrice M/ cherchée. Quant a la matrice 7, elle est donnée par la relation

T.(§) = Duy(§)dy..v(§)dp—17()

Ecrivons & présent M/ sous la forme M/ = A, + N, ou les matrices A, et N, sont
données dans la proposition 3.4. La répartition des termes non nuls dans ces deux ma-
trices montre aisément que A, est diagonalisable et que IV, est nilpotente (son spectre
est réduit a {0}). De plus, nous avons N2 = 0 et [A,,, N,,| = 0. Par suite, cette écriture
de M/ est bien une décomposition de Dunford de M/. =

Finalement, les matrices 7, et M/ que nous considérons dans cette proposition et
dans la suite du paragraphe 3.1 peuvent étre obtenues aisément a 1’aide de I'algorithme
suivant :

entrées : {la matrice C,,(&) du systéme [S,] et la matrice de diagonalisation D,, de la
matrice de téte de C,, (proposition 3.2)}

1. Calculer Go(§) = D;'C,(€)D,, et M, = Go(0)
Déterminer (&) = diag(y1(§), ..., Ynu(§))
Poser 7, := D,,

2. Pour{delap—1:
Caleuler Hy(§) =7 H(§)Ge-1(§)7(&) — (V)

Déterminer Ty = H,y(0) et sa matrice de diagonalisation d,
Calculer Gy(&) = d, ' Hy(€)d,
Poser 7., := T,7v(&)dy
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3. Calculer H,(&) =y 1(&)G—1(§)7(E) — &y (€)Y (9)
Poser T, := T,7(§) et M/, = H,(0)

sorties : {la matrice de cisaillement 7,,(&) ; la nouvelle matrice M/, des exposants de
monodromie}
3.1.2 Multiplicateurs de Stokes et matrices de connexion

Fixons a présent une direction anti-Stokes 6 €] — 27, 0] de f Notons comme précé-
demment y(f) 'ensemble des singularités de f dans la direction 6 et

1 f
[ dgn ]

Le prolongement analytique de F a droite de w, que nous notons encore F , étant
solution du systéme [S,], il existe une unique matrice

Ow,1

Gw = € Mnl((C)

)

Ow,np

appelée matrice de connexion entre 0 et w, telle que JF (&) = Z,(6 — w)6,. Ainsi, le
jme terme de F —et donc de ]7— est une combinaison linéaire & coefficients dans C
des termes de la j°™¢ ligne de Z,, (£ — w). Par conséquent, lorsque j € J,,, la j™¢ ligne
de Z, doit nécessairement contenir au moins un terme en g% si j € Jy ou un terme
en (£ —w)¥lsij ¢ J,o, I'un excluant Pautre (théoréme 2.27)%. L’étude de Z,, nous
donne leur place précise :

Proposition 3.5 Avec les notations précédentes, n’apparaissent dans les n premiéres
lignes de la solution fondamentale Z,(& —w) des termes en &Lw (ligne j € J,0) ou en
(& — w7 (ligne j € J,\Juo) qu'auz seules places correspondant & des termes non
nuls dans les n derniéres colonnes de A,,. Plus précisément :

L situé

1. Pour j € J,o, la j™ ligne de Z,(& — w) admet au plus un terme en r

colonne n(p — 1) + j. Nous le notons ?f—:}

2. Pour j € J,\Jup, la j*™ ligne de Z,(¢ — w) admet au plus |J, 0| + 1 termes en
(€ — w)¥™L, situés colonnes n(p — 1) + k avec k € J, 0 U {j}. Nous les notons
6w,k:(§ - w))\jilf k S Jw,O U {]}

311 suffit de rechercher ces termes, puisque ce sont eux qui nous permettent de calculer les multi-

plicateurs de Stokes c[ej I,
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Démonstration. Nous reprenons les deux cas de la proposition 3.4 :

* Lorsque J,, o est vide, la définition de la matrice M, (proposition 3.2) montre que les

n(pu — 1) premiéres colonnes et les (n(u — 1) + j)°™ colonnes de Z,(§ —w), j ¢ J.,

sont analytiques en w. En revanche, la (n(p — 1) + j)°™¢ colonne de Z, (¢ —w), j € J,,

admet un unique terme en (£ — w)%# situé a la (n(p — 1) + j)°™¢ ligne. Autrement

dit, N

n—1

(€ ) = 4y(E — WP Bl — )

ol *; est une matrice colonne de dimension n x 1 dont le seul terme éventuellement
non nul est situé a la j™¢ ligne, et ot h(€) est un élément de M,, ;(C{¢}). Ceci achéve
la démonstration dans le cas ou |J, o] = 0.

* Supposons a présent J, o non vide.
La décomposition de Dunford de M/ étant

M) =A,+ N,
avec N,, nilpotente d’ordre 2 (cf. proposition 3.4), il est clair que
(€ =)™ = (€ = w)™ (Lny + Ny log(€ — w))

Une matrice de diagonalisation de A, est de la forme

Inu-1y 0
P[5

ott diag(P™W) = I,, et oil les autres termes de P sont répartis comme ceux de A,,. Nous
avons alors

(€ — w)2 = P(€ — w)Nade) p-1

avec ( |
_ diag(aw) _ [ = w) T g1y 0
(E-w) N [ 0 *

ol * = diag(q, *2, ..., *,,) vérifie
(& —w)™* sijé¢ Jyoujéed,o
(5 - w))\jimi si ] € Jw\Jw,O

Par conséquent,

(f B w)A“ _ (é - W)[_)MIN(M—U g

ou O est une matrice carrée de dimension n X n vérifiant :

seme

e lorsque j ¢ J,0, la j colonne de [J est nulle, sauf son terme diagonal qui vaut
(E—w)Hsijé J, et (E—w)h2sije J\Juo;

~eme

e lorsque j € J,0, la j colonne de [ est nulle, sauf son terme diagonal qui vaut
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(€ —w)™* et les termes situés sur les lignes d’'indice k € J,\J, 0 qui sont de la forme
(€ —w) ™+ B(€ —w)M avec a, B € C.

Puisque G, (0) = I,,,, nous voyons, en considérant les n derniéres lignes de C, (cf.
proposition 3.4), que :

esij€ o, la(n(p—1)+7)"" ligne de Z,(§ —w) admet un seul terme en (€ —w)™*,
situé colonne n(yu — 1) + j;

e sij€ J\Juo, la (n(u— 1)+ j)° ligne de Z,(§ — w) admet |.J, | + 1 termes en
(€ — w)N ™, situés colonnes n(pu — 1) + k avec k € J,oU {j}.

esij ¢ J, la(n(p—1)+7)" ligne de Z, (¢ — w) n’admet aucun terme en (£ —w)™#
ouen (£ —w)NH,

Nous concluons alors comme dans le cas o J, o= <. ®

Cette démonstration fournit également la forme compléte de Z,(§ — w). Bien que
celle-ci ne soit pas utile pour la suite, nous la signalons quand méme pour information.
Nous avons

7. Z.(6) = P, (1) + k(&) log(&) + > Kua(©)&" + Hol,,(€)

¢ A

avec P, (&) élément de M,,,(§C[¢]) et de degré p, et Ew, [}w)\, Hol,, éléments de M, (C{{}).
De plus, les n premiéres lignes de 7,7, sont de la forme

Qo + (&) log(€) + Z Hop\(€)EM + Hol,(€)

g AEA,

avec «,, constant et %w, I;Tw, A et Hol,, analytiques a 'origine. En particulier, les n pre-
mieres lignes de Z,, ne contiennent pas d’autres singularités que celles potentiellement
présentes dans f : les n premiéres lignes de Z,, ont une singularité simple-ramifiée en
w d’exposants de ramification A,.

Les valeurs exactes des nombres «, ; et 3,5 de la proposition 3.5 peuvent étre
obtenues en déterminant, au plus, les p — 1 premiers termes de la série G, (§ — w).
Ainsi, en combinant cette proposition avec le théoréme 2.27, nous ramenons le calcul
des multiplicateurs de Stokes a un calcul de matrice de connexion & l'aide des deux
relations suivantes :

-~

Proposition 3.6 Pour tout w € Qy(f) et pour tout j € J,, les multiplicateurs de

Stokes c[ej] et les coefficients de la matrice de connexion S, sont liés par les relations
suivantes :

1. Si\; =0,

bl _ o
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2. Si N #0,

oy —z7r)\
C,[gj] —QZWmﬂwjawn(u 1)+J+227T Z 6wk Owmn(p—1)+

kEJw 0

Il faut maintenant construire une méthode pour évaluer numériquement les matrices
de connexion &, et I’erreur commise dans le calcul.

3.1.3 Calcul effectif des matrices de connexion par prolonge-
ments analytiques successifs

Dans ce paragraphe, nous donnons une méthode permettant d’évaluer numérique-
ment les matrices de connexion &, pour toutes les singularités w de f. Rappelons que
ces matrices de connexion sont obtenues a ’aide du prolongement analytique de F a
droite de w

Nous généralisons les notations précédentes de la maniere suivante : pour tout
5 € C, notons

Js ={j € {1,...,n} tel que a; = 5}

1
p3 = max
’ i#Js (|a3 5|)

et Dg = D(p, i) le disque ouvert de centre 3 et de rayon i.

Ainsi, fv(f ) (et donc F (£)) est analytique sur Dy et les séries G, (£ —w) de la proposition
3.4 le sont sur D,,.

Lorsque 5 ¢ {a;,1 < j < n}, le systéme [S] n’est pas singulier en 3. Nous choisissons
'unique solution fondamentale Zg(¢ — ) analytique sur Dg qui vérifie Z5(0) = Iy,
Lorsque S est I'un des a; # 0, le systéme [S] est irrégulier en 5 = w et nous reprenons
la solution fondamentale Z, (£ — w) construite a la proposition 3.4.

Une direction anti-Stokes 6 de f étant fixée, nous notons Qo(f ) ={w; < ... <wp}

les singularités de f sur la demi-droite dy ordonnées par ordre croissant.
L’algorithme suivant permet d’évaluer numériquement G, :

1. Si Dy ND,, # @, choisissons a € Dy N D, N0, wy[ (figure 3.1).
Alors &, est 'unique solution de 'équation F(a) = Z,, (o — w;)S,,"
2. SiDyND,, =, alors

*Nous pouvons calculer directement Z ! (a— w1 )F(a). Cependant, Pinverse d’une matrice condui-
sant a des calculs lourds, il vaut mieux résoudre directement cette équation en utilisant par exemple
une décomposition LU.
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2.1. choisissons une suite 0 < a; < 1 < ... < ap < B < qpy1 < wy sur dy telle
que (figure 3.2)

a1 € Dy N Dg,, aj € Dg,_, N Dg, pour j € {2,...,p}, et apy1 € Dg, N D,

2.2. prolongeons analytiquement Fde proche en proche dans chaque disque Dg; :

F(&) = Z5,(§ = B)V;

ou la suite (V;)1<j<p est définie par :

e V) est Punique solution de I'équation F(ov) = Zs, (o1 — B1)Vy
e pour j € {2,...,p}, V; est I'unique solution de 'équation

Flay) = Zp; (05 = Bi1)Via = Zg, (o = 5)V;
2.3. 6, est alors l'unique solution de I’équation

Zﬂp (O‘p+1 - Bp)vp = Zwl(am—l - WI)GM

Figure 3.1 Figure 3.2

Remarque 3.7 Suivant le choix du paragraphe 2.3, nous prolongeons analytiquement
F (&) par la droite. Le prolongement analytique & droite de w; correspondant &

Zw1 (5 - wl)Gwl

nous évaluons Z,, en un point o, tel que arg(oy, 1 —wy) = argw; — .

Pour calculer ensuite &,,, il suffit d’appliquer l’algorithme ci-dessus a partir de
Z, (€ —w1)B,,, qui est par construction le prolongement analytique de F le long de dy
a droite de wy. En itérant ce procédé, nous pouvons calculer tous les S, , k € {1, ..., p}.
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3.1.4 Evaluation de l’erreur dans le calcul des matrices de
connexion

Tous les calculs de valeurs approchées et toutes les évaluations d’erreur sur les
matrices sont réalisés a I’aide de la norme d’application linéaire ||| associée a la norme
euclidienne sur C™, m € N*. En reprenant l'algorithme du calcul des matrices de
connexion, nous voyons qu’il faut répondre aux deux questions suivantes :

1. Comment évaluer numériquement F(a) avec o € Dy\{0} et les Zs(a — ) avec
B € C* et a € Dg\{f}, tout en controlant ’erreur commise ?

2. Quelle erreur commettons-nous dans le calcul des matrices V; et &, en rempla-
cant F(«a) et Zg(aw — B) par des valeurs approchées ?

Pour répondre a la premiére question, nous adaptons une méthode de J. van der
Hoeven sur le controle de 'erreur commise lors de ’évaluation des fonctions holonomes
au voisinage d'un point ordinaire ([vdH99]) ou d’un point singulier régulier ([vdHO1]).

La réponse a la seconde question est beaucoup plus simple et n’utilise que les
propriétés classiques de la norme ||-|| (voir ci-dessous) : les formules nécessaires sont
données aux lemmes 3.22 et 3.23 a la fin de ce paragraphe.

3.1.4.1 Quelques rappels sur la norme |||

X1
Pour tout vecteur X = | : | de C™, notons
Xm

m 1/2
1M1, = (Z IXj|2>
j=1

la norme euclidienne de X et munissons espace M,, ,(C) de la norme d’application
linéaire associée : pour tout M € M, ,(C),

[M]] = max [[MX],
X ,=1

Noter que si M est un vecteur, alors ||M|| = ||M]|,. Rappelons quelques propriétés
classiques de ||| que nous utiliserons dans la suite :
* ||-]| est une norme d’algebre : pour toutes matrices M et N, ||[MN|| < [|[M] || N]||
* Pour tout M € M, ,(C), |M| = Simax; OU Sy max €st la plus grande valeur
singuliére’ de M. En particulier,
— st M € M,,(C) est diagonale, alors || M || est le rayon spectral de M
— st M € GL,(C), alors | M7 = , OU Sprmin €St la plus petite valeur
singuliere de M

S M ,min

®Les valeurs singuliéres de M sont les racines carrées des valeurs propres de !M M (qui sont par
construction toutes positives).
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* Pour tout M € M,,,(C),

m P 1/2
M| < (Z !MW’V)

j=1 ¢=1

En particulier, si |M| < a, alors | M| < a,/mp

3.1.4.2 Controle de l’erreur sur F(a),o € Dy\{0}

Une démarche naturelle pourrait consister a adapter au cas d'un systeme la dé-
monstration de l'article [vdHO1] consacré au cas des équations différentielles linéaires
a points singuliers réguliers, puisque F est solution du systéme [S] & point singulier
régulier a ’origine. Malheureusement, la méthode qui en résulte conduit dans notre cas
a un controle d’erreur treés complexe en vue de son implantation sous machine.

Aussi avons-nous choisi d’adapter la méthode de larticle [vdH99] consacré au cas
des équations différentielles linéaires a points ordinaires. Notons

()
ﬁn] (2) m>2

Proposition 3.8 Pour tout ¢ > 0, il existe un entier mg > p+ 1 et un nombre réel
W > 0 indépendants de m tel que

Vm > my , )J/C\m’ < (m—p)! W(po+e)™™

ou p est l'entier défini au paragraphe 3.1.1 et ot pio est le rayon du disque de convergence
de la transformée de Borel f de f

En particulier, nous allons donner un algorithme pour le calcul d'un mgy et d’'un
W convenables (algorithme 3.9). Le résultat de cette proposition nous servira pour
controler 'erreur sur F(«) (théoréme 3.10)

Démonstration. Les séries fAU], Jj €{1,...,n}, vérifient les équations (3.1) :

(4.k) ]?[k

Notons

P;(x) _1+ZPme et BUM (g ZBJ’

m=1

Multiplions (3.1) par P; et appliquons une transformation de Mellin. Rappelons que

cette transformation est un isomorphisme d’algebres entre 1'algebre de Weyl C[z][z L]

et Palgebre des opérateurs aux différences a coefficients polynomiaux C[m|[7], ot la
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variable m € Z est 'indice des suites de CZ et o1l T est 'opérateur de décalage arriére :
T(Up) = Up—1. Précisément cet isomorphisme est défini par les transformations

r—Tetr—+r—m

dx

Nous obtenons, pour tout m > p; + 2, les relations de récurrences suivantes définissant
les fp, :

pj n bj
(3.4) > Py ((m —1—0=M) 0 - aij[niLz) = "> B,
(=0 k=1 (=2
avec P;o = 1. En introduisant alors les vecteurs colonnes
o ﬁnz]—u—i-l R f;[?i]
]:,[7{] = : et Fo,= | :
J/%] ]_A—T[g]
nous obtenons pour tout m > p + 1 la relation
(3.5) Fonsr = (m = ) CrnFrn = (m — p)!Cy..Cou1 Frua

ot Cy, est un élément de M,,(C(m)) qui n’admet pour poles aucun entier supérieur a
w1+ 1. En fait, il est aisé de voir, a I'aide des égalités (3.4), que les poles de C,, sont 1 et
les \; —1 avec j tel que a; = 0. La suite matricielle (C;,)m>,+1 converge vers la matrice
constante diagonale par blocs Cy = diag(Cuo 1, ..., Cson) 0l les blocs Co ; € M, (C)
vérifient

(01, sia; =0
0 0 cer e eee eee 07
Cooj =
Si(lj?éo
[ P ¢ B
L0 - 0 PZ]‘ Paa_]l a%-_

En particulier, la matrice C, est diagonalisable comme somme directe de matrices
diagonalisables, et son rayon spectral vaut

1
= max —
7070 Jaj]
Ainsi, en considérant une matrice U € GL,,,(C) telle que Dy, = U *CoU soit diago-
nale, nous avons || Dy|| = po-
Définissons maintenant, pour tout m > p + 1, les matrices suivantes :

D, =U'C,Uet E, =UYCx —Cp)U = Dy — D,
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Par construction, la matrice FE,, est une matrice a coefficients rationnels en m. Elle
tend vers 0 quand m tend vers +oo et elle n’admet pour poéles aucun entier supérieur
a pu + 1. Par conséquent, chacun de ses coefficients E%’E) est borné, sur les entiers
supérieurs a p + 1, par % Ce nombre réel M;, peut étre obtenu sous Maple & I'aide

de la commande maximize. En notant alors
n 1/2
_ 2
M = ( E MjJ)
Jl=1
il s’ensuit les inégalités suivantes :

M
m—

(3.6) | Emll < < M pour tout m > p+ 1

. . . . . . . . 0
Remarquer que si nous avions choisi une majoration uniforme sur les coefficients EY ),
. ’ . . .y oLz
disons 22~ pour tout j,¢ € {1,...,nu}, nous aurions obtenu comme inégalité
m—p

nuM’

| En|l < o < nuM' pour tout m > pu+1

Cependant, si ce choix peut sembler a priori intéressant, il s’avére en général catas-
trophique d’un point de vue numérique. Nous renvoyons & ’exemple 1 pour plus de
précisions.

Définissons a présent, pour € > 0 fixé, ’entier mq par

M

Nous avons alors

d’ou, par (3.6), I'inégalité

| Do — Dl = || El| < € pour tout m > my
et donc
(3.7) |Dmll < ||Dsol| + € = po + € pour tout m > myg

D’autre part, la relation (3.5) entraine

Hﬁm+1 pour tout m > p+1

< (m — p)!||UDp.. Dy U™Y| Hﬁﬂ

Notant
Inu si mo = n+ 1

Dmo—l"'Du—l—l si mo Z 12 + 2
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nous en déduisons, grace a (3.7), I'inégalité suivante : pour tout m > my,

Hfm—s—l

< (m = w01 (oo + &)™ DI [0 [ Fua

Remarquons a présent que nous avons Uinégalité ||D| < (pg + M)™ -

— si mg = p+ 1, le résultat est évident ;

— si mo > p+ 2, nous avons l'inégalité ||D,,|| < [[Deoll + |Emll = po + || Em|| et nous
concluons par (3.6).

Il s’ensuit alors, pour tout m > my, I'inégalité

cond(U) | Faa | (po + dyro-et
(po +&)mo—?

HmeH < (m—p)! (po +2)" "

ou cond(U) = ||U|| JTU || est le conditionnement de la matrice U. Nous obtenons ainsi
le résultat voulu en choisissant pour constante W (indépendante de m) le nombre réel

cond(U) | Faa | (po + 2ot
(po +&)mo=?

W =

Nous avons en effet

‘ﬂ? < (m—p)! W(pg+e)™"

< H]:mﬂ

pour tout m > mg et tout j € {1,...,n}. m

Cette démonstration fournit également un algorithme pour calculer un mg et un W
convenables :

Algorithme 3.9 (détermination de my et W) L’algorithme suivant permet de cal-
culer un entier mg et un nombre réel W convenables :

1. Pour tout j € {1,...,n} et tout m > p + 1, noter

]’F[ﬂ " at

m—pu m

f,[,{] = : et F, = :
7l Zlnl

2. Déterminer la matrice C,, telle que

~

Fni1 = (m — ,u)C’m]?m pour tout m >+ 1

Calculer C', = lim,;, 100 Ci,
3. Déterminer U € GL,,(C) telle que U 'C U soit diagonale
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4. (calcul de mg) Calculer pour tout m > p+ 1 la matrice
E,=UYCx —C,)U
Déterminer, pour tout j, ¢ € {1,...,nu}, le nombre réel

Mje= sup ((m— p) |EZY)

m>pu+1
Calculer
n 1/2
- (3 )
je=1
Calculer

M
£
5. (calcul de W) Calculer

cond(U) || Zysa | (oo + Ay
(po + )mo—2

W:

Désormais, nous fixons mg et W correspondant & ce choix. Nous pouvons & présent
controler erreur sur F(a) avec a € Dy\{0} :

Théoréme 3.10 (contrdle d’erreur sur F(a))
Soient o € Dy\{0} et € > 0 tel que |a| <
Notons

1
po+e’

1
K =W,/nu max (W) (K est indépendant de m)
o

0</<p—1

et, pour tout m > p — 1,

Fim)(a) =

la m*™ somme partielle de F(c).

1. Pour tout m > mgy — 2,

(po +€) la)™
1—(po +¢)|al

| Z0) ~ Fiugto < 1t
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2. En particulier, si v > 0 est l’erreur cherchée, alors

log (1 — (po+¢)|al)v) — log(K)D
log ((po + €) |a|)

m, = max <m0 -2, {

vérifie

F(a) = Fpn@)|| < v-

Démonstration. 1. Par définition de j-:[m], nous avons

Fla) = Fmla) = >

k>m+42 J?k ak—H

(k= p)!
avec A
fra® 12
(k—1)! u—1 n ‘A[J] Ml
ﬁa‘k—u (=0 j=1 (k—¢—1)!
L(k —p)!

Grace a la proposition 3.8 et puisque k > m + 2 > my, nous en déduisons les inégalités
suivantes : pour tout ¢ € {0,...,u — 1} et tout j € {1,...,n},

o™ k-
o) S e—i- )

‘ 71l

W(/Oo + g)kfl ’a|k—£—1

<Wi(po+e) o~

< f_«ms) o)t

Le résultat suit en remarquant que (pg +¢)|a| < 1. =

Nous voyons dans ce théoréme l'intérét du facteur (m — p) introduit en (3.5), qui
nous a permis d’obtenir (m — u)! & la proposition 3.8, puis de conclure ici. Ainsi, méme
si les égalités (3.4) sont valables pour m > p;, il est nécessaire de ne les utiliser que
pour m > ji; + 2.

3.1.4.3 Controle de ’erreur sur Zz(a — (), 5 € C*, a € Ds\{B}

Rappelons que Z3(£—f) est une solution fondamentale au voisinage de /3 du systéme
[S]. Nous allons distinguer le cas ot 5 n’est pas une singularité de [S], i.e., 5 ¢ {a;;1 <
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J < n}, et le cas ou f = w est 'un des a; # 0. Dans le premier cas, I'étude est
relativement simple puisque § est un point ordinaire de [S]. En revanche, si § = w est
I'un des a; # 0, Z,, est une solution fondamentale au voisinage d’un point singulier
régulier de [S] : la forme de Z,, a été donnée a la proposition 3.4 et nous voyons qu’il
suffit de controler I'erreur sur la série G,.

En un point ordinaire (cas 5 ¢ {a;;1 <j <n}): Réécrivons le systeme [S] sous
la forme

dz
S — =03 -p)Z
5 = Cale — B)
ot la matrice C(§ — /) de dimension nu x nu est définie par
[ o1, I, 01, 0, 1
Cs(§—B) = : . 01,
or, --- --- 0I, I,
- [C5E-0) |

avec

Di(E—B) - Dh(E—-B)
oY (-p) = : et C5"(6—p) = diag(Th (), ... 0u(6-5))

0.6~ B8) - Ou(— )

les coefficients 0;(§ — [3) étant des fractions rationnelles de la forme aéf—g‘?g, ap,an €
J

C. Le point £ = 3 est donc un point ordinaire de [Ss] et la solution fondamentale

Z3(§ — ) que nous considérons est celle vérifiant Z3(0) = I,,,. Noter que cette solution

est analytique sur le disque ouvert Dg de centre 3 et de rayon i (voir le début du

paragraphe 3.1.3 pour les notations).

Le but de ce paragraphe est de controler erreur sur Zz(a— ) avec a € Dg\{/}. La
méthode que nous présentons est analogue a celle du paragraphe précédent et généralise
au cas d'un systéme a coefficients rationnels celle donnée par J. van der Hoeven dans
[vdH99] pour une équation & coefficients polynomiaux.

Notons

Z,3<£ - ﬁ) = Z Zﬁ,m(g - ﬁ)m avec Zﬁ,O = [nu

m>0

et commencons par établir pour la ™€ colonne Zgzn de Zgm, L € {1,...,nu}, une
inégalité du type

(3.8) Ve >0,

Zg’ffn‘ < Wi(ps +¢)™
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pour tout m > mgz) avec m((f) et W, convenables.

Par identification des termes en (£ — §)™ dans [Ss], nous obtenons les relations sui-
vantes :

e Sije{l,...,n(u—1)},

260 L G

Gt = o ZAm pour tout m > 0

e Sije{l,..n},

np
(n(p—1)+4,) _ m (n(—1)+4.0) 1 (k,£) (k,£)
2 = e = e ’; (a2l + ezl

pour tout m > 1, avec ay, O € C

Ainsi, en notant Zé];f;) = 5’(?"[)1 , nous voyons que le vecteur colonne
Z/B7m
(1,6)
(0 o
¢ .
Zom = :
(npt)
Z5,m

de dimension 2nu vérifie, pour tout m > 1, la relation

(¢ £) ~(2) () £) ~(£)
ZB)M — é,ng,m — vﬁ’m...vﬁﬁlzg1

ol VB(% est un élément de My, (C(m)) qui n’admet pour poles aucun entier supérieur

a 1 (il est aisé de voir sur les égalités précédentes que seul —1 est un pole de V(Ql).

La suite matricielle (Véﬁ)n)mzl converge vers la matrice constante diagonale par blocs

Voo = diag(Vs.co.1, -y VB,00,mu) OU les blocs Vi o ; vérifient

01 o
VB,00.j = {O 0} sije{l,...,n(p—1)}
et
0 1 o
Vcom(u-1)+j = [0 16} sijed{l,..,n}
a;—

En particulier, Vj « est indépendante de ¢ (choix de la colonne dans Zg) et son rayon
spectral est pg. Contrairement & ce que nous avons vu au paragraphe précédent, cette
matrice Vj o n'est pas diagonalisable (seuls les n derniers blocs le sont). Ainsi, méme
si la méthode algorithmique pour obtenir I'inégalité (3.8) est similaire & celle utilisée
précédemment, I’algorithme utilisé est quant a lui fonciérement différent & cause de la
présence de blocs de Jordan de dimension deux dans Vj . Finalement, en reprenant
la méthode proposée par J. van der Hoeven dans [vdH99], nous obtenons les résultats
suivants :
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Proposition 3.11 ([vdH99]) Pour tout ¢ € {1,....nu} et tout ¢ > 0, il existe un

entier mg) > 1 et un nombre réel W, > 0 indépendants de m tel que

Ym > mg) , ‘Z(ljzn) < Wilpg +e)™

Algorithme 3.12 (détermination de m((f) et Wy, [vdH99]) L’algorithme suivant

. ¢ ,
permet de calculer un entier m((]) et un nombre réel IV, convenables :

1. Pour tout j € {1,...,nu} et tout m > 1, noter

Js J— ﬁ,m—l J—
Zim = | Soo | ¢ Zsm= |
187m Zén“7€)

2. Déterminer la matrice Vg(,% telle que

)

Zgjim = Vg(gzgm pour tout m > 1

. ¢
Calculer V3 o = limy,— 400 Vﬁ(gn
3. Déterminer U € G' L2, (C) telle que U _1V5700[7 soit sous forme de Jordan
4. Noter U = U diag(1, Y, ..., x2"™1), ott y = min | ——=—, 1
oter iag(1, x, ..., X ), oll Y = min (%/M )

5. (calcul de m((f)) Calculer pour tout m > 1 la matrice

g = U (Voo = ViU

Déterminer, pour tout j, k € {1,...,2nu}, le nombre réel

My, = sup (m (Eé‘fl(f”” D

m>1
Calculer
g 1/2
- (3% a0
k=1
Calculer

2M
m((f) = [—6 Z} +1

6. (calcul de W,) Calculer

O_4

cond(U) HZ;E% (ps + 5+ My)™

W, =

(ps + &)mo 1
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Démonstration. Les points (3) et (4) de I'algorithme permettent de construire une
matrice diagonale D, vérifiant
£

-1
[Doo = U WVioU| < 5

et [ Ducll = p5
de la maniére suivante : J = U *1\/5700& est une matrice sous forme de Jordan ayant
n(p— 1) termes égaux a 1 sur sa premiére sur-diagonale et ses termes diagonaux étant
ceux de Vp oo & une permutation pres. Ainsi, en prenant pour D, la partie diagonale
de J,.°, la matrice
D — Uy oll = Do — diag [ 1,~ -—L—leau 2np—l)
(9] B0V — oo g >X7"'7X2n'u71 oo glL, X, X

vérifie la propriété suivante : les termes égaux a 1 de la premiére sur-diagonale de J,
sont remplacés par y et les autres termes de la matrice sont nuls. Par conséquent,

HDm—UA%mU”§X¢H;fﬂ§§
0

Posons Dy, =U ’1V5(21U . Grace & D, et au point (5) de Ialgorithme, nous obtenons,

pour tout m > méz),

D = DY| < D = Ui + | ECL|

M,
< Z 4 7t
-2 m

€ €
<1z
_2+2
<e

et donc HD%)H < ||Dwo|| + € = pg + €. Noter que les nombres réels My ;; sont bien

définis puisque les coefficients de Egzn sont des fractions rationnelles en m tendant
vers 0 quand m tend vers 400, leurs uniques poles éventuels étant —1. La fin de la
démonstration est identique a celle de la proposition 3.8 en remarquant que nous avons
également

DN < U WVaoeU|| + HE“ﬁZnH
9
< |IDwo|| + 3 + M,

15
Spﬁ+§+Mg

®Nous avons alors || Doo|| = pg.
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pour tout m > 1. m

Si cet algorithme est valable pour n’importe quelle valeur de ¢, un choix trop "au
hasard" peut s’avérer catastrophique pour le calcul d’erreur. En effet, si ¢ est petit —

ce qui est un choix a priori intéressant —, alors y est petit et donc % est grand. Par

conséquent, le nombre m((f), borne inférieure de validité des calculs, risque d’exploser.
En fait, il convient, si possible, de choisir ¢ afin que y et % ne soient pas trop grands,
1.€., afin que x soit proche de 1. Nous renvoyons au paragraphe 3.1.5 pour un exemple
numérique.

Enoncons a présent le résultat permettant de controler lerreur sur Zsz(a — (),

a € Ds\{B} :

Théoréme 3.13 (controéle d’erreur sur Zﬁ(oz —5))
Soient oo € Dg\{S} et e > 0 tel que |a — ] <

p5+€
Notons
K =nuy max W, , m max m.”
N1<e<n e, = 1<t<np 0
et Zg ) la m®™® somme partielle de Zg.

1. Pour tout m > mg — 1,

((pg +¢) o= BH)™*"
1—(PB+€)|Q—5|

|Zs(a = B) = Zg jmy(a = B)|| <

2. En particulier, si v > 0 est l’erreur cherchée, alors

= ma (g — 1, [ 220 _IEZ(;;; v )

vérifie HZg(oz — B) = Zgm, (= B)|| <
Démonstration. 1. Grace a la proposition 3.11, nous avons

1Zs(a = B) = Zg (@ = B)|| < D N Zsull o = BI*

k>m+1
avec, pour tout kK > m+ 1> mg :
0 K ?
730l < 3|20 < 30 (K o) = (s 499
j =1 7 =1 K

Le résultat suit en remarquant que (pg+¢)ja— G| <1. m
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En un point singulier (cas f = w est I'un des a; # 0) : A présent, w est un point
singulier régulier pour le systéme [S]. La solution fondamentale Z,,({ — w) du systéme
[S,,] est alors donnée a la proposition 3.4. En particulier, nous voyons qu’il faut distin-
guer deux cas suivant que J,o0 = {j € {1,...,n} tel que a; = w et \; = 0} est vide ou
non.

Le systéme [S,] étant a point singulier régulier en w, on pourrait envisager de trans-
crire la méthode de larticle [vdHO1] aux systémes. Cependant, la méthode conduisant a
des calculs complexes, il nous apparait plus simple ici d’adapter la méthode précédente
pour ’étendre au cas des systémes a points singuliers réguliers.

Premier cas : les exposants de monodromie associés & w sont non nuls (J, o = @) :
La solution fondamentale étudiée est

Zu(§ —w) = DuGyu(§ —w)(§ — W)Mw

Les matrices D,, et M, étant connues explicitement (cf. paragraphe 3.1.1, proposition
3.2), il suffit de controler l'erreur sur la série G, (§ — w). Celle-ci est analytique sur
le disque ouvert D,, et elle est 'unique solution série entiére vérifiant G, (0) = I, de
I’équation

(3.9) (€ —w)G, = D;'C, (€ — w)D,G,, — G, M,
avec
0L, &I, 0L, | 0I, ]
D,'Cu(6)Dy, = o}n . oL; ¢l d[n
Ry(§) R3(§) |

o Ryi(§) et Ra(§) (resp. Rs(§)) sont des matrices de dimension n X n(u — 1) (resp.
n X n) vérifiant les conditions suivantes :
x sij ¢ J, (resp. j € J,), les termes de la j¥¢ ligne de R,(£) sont nuls (resp. de
la forme o avec a € C);
x sij & J, (resp. j € J,), les termes de la j¥"¢ ligne de Ry(£) sont de la forme

% (resp. a&) avec a, 8 € C;

* sl j & J,, le terme jo’j )(5) est de la forme gfj—ﬁfi avec a, § € C, et les termes
Réj’g)(f), ¢ # j, sont nuls;

* sij € Jy, le terme RYP(€) (resp. RYD(€), € # j) est de la forme \; — p + af
(resp. af) avec o € C.

Comme précédemment, nous notons

(3.10) Gu(§ —w) = Z Gum(§ —w)™ avec Gy = In,

m>0
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Gom
et, pour ¢ € {1,...,nu}, Gg)m = : la ¢¥m¢ colonne de G, . En injectant alors
G&nﬁiﬁ)
la série (3.10) dans I’équation (3.9) et en procédant comme dans le cas ou § ¢ {a;;1 <
Go
Jj < n}, nous voyons aisément que le vecteur colonne Qu(fzn = : de dimension
Ugn#L,Z)
, (4,6)
2nj1, ol gﬁfﬁi} = Gé(;%l , vérifie
1) G0 = O,

pour tout m > 1. La suite matricielle (ngn)my € (M2,,(C(m)))Y" converge vers la

matrice constante diagonale par blocs H, o = diag(Huy o1, s Hucomu) OU les blocs
H, ,; vérifient

Hyooj = [8 (1)] sijed{l,.,n(u—D}ouj=n(p—1)+kaveck € J,
et

0 1 .
Hw,oo,n(u—l)+j = [O +:| SLJ ¢ Ju

De plus, les poles des coefficients de la matrice Ho(ﬁn ne sont pas des entiers supérieurs

a 1. En fait, nous pouvons montrer que les poles de Hu(f)m sont —1,les \; —p—1 et les
w—A; — 1 avec j tel que a; = w.
Nous retrouvons ici un résultat analogue au cas précédent. En particulier, nous obte-

nons les résultats suivants :
Proposition 3.14 Pour tout ¢ € {1,...,nu} et tout € > 0, il existe un entier m[(f) >1

et un nombre réel W, > 0 indépendants de m tel que

¥m >mf, |GY,] < Wilps +e)"

Algorithme 3.15 (détermination de m((f) et W) L’algorithme suivant permet de
calculer un entier m((f) et un nombre réel W, convenables :

1. Pour tout j € {1,...,nu} et tout m > 1, noter

(1,6

Go _ |G © o
gw,7m = Gij,é) et gw,m = :
w,m é"#{e)

2. Déterminer la matrice Hff;n telle que

gffznﬂ = H&fo) pour tout m > 1

,m

Calculer H,, o = lim,, 4o H(E;Qn
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3. Déterminer U € G L2y, (C) telle que U *1Hw7ooﬁ soit sous forme de Jordan

— 38T 2npu—1 N — : €
4. Noter U = U diag(1, x, .., X ), ol X = min <—2 T 1>

5. (calcul de mo ) Calculer pour tout m > 1 la matrice

Eg)m = Uﬁl(Hw oo Qn)U

w,

Déterminer, pour tout j, k € {1,...,2nu}, le nombre réel

Mg = sup (m |ESTH])
m>1

Calculer
g 1/2
- (3]
k=1
Calculer

2M,
mff) = {_5 K} +1

6. (calcul de ;) Calculer

(*) my)—
cond(U) ‘ Gu1 ) (po+ £+ M)

(pu + €)7o’

W, =

Théoréme 3.16 (contrdle d’erreur sur G, (o — w))
Soient o € D,\{w} et € >0 tel que | —
Notons

¢
K =np max W, , mg = max mé)
1<l<np 1<l<np

me

et G m) la meé™me somme partielle de G.,.

1. Pour tout m > mgy — 1,

H < Pw+€)|a ’)m—H

2. En particulier, si v > 0 est l’erreur cherchée, alors

m, = max <m0 Y [log((l — (pote)|a—w))v) )— log(K)D

log ((po +€) |or — |

vérifie || Gu(a — w) — Gy, (@ —w)| < v.
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Etant donnés un élément o € D, \{w} et un réel £ > 0, ce théoréme nous permet
de déterminer un élément G, de M,,(C) vérifiant

|Gl — w) — éwH <e

Le résultat suivant permet d’évaluer ’erreur commise lorsque nous substituons la ma-
trice G, a G, (o —w) dans Z,(a — w).

Théoréme 3.17 (contréle d’erreur sur Z,(a — w) = D, ,G(a — w)(a — w)M«)
Soient a € D,\{w}, € > 0 et G, un élément de M, (C) vérifiant

|Gl — w) — éwH <e
Notons Z,, l’élément de M,,,(C) défini par
Zy = DyGulo — w)Me

Alors,

‘ ||Zw(a - w) - Zw” < SDy,maxS(a—w)Mw max€

0l 5D, max (T€SP. S(a—w)Mow max) désigne la plus grande valeur singuliére de la matrice
D, (resp. (a —w)Me ).

Démonstration. La norme |[|-|| étant une norme d’algebre, nous avons 'inégalité
|Zefa— ) — 2]l 1D Gl — ) — o [ — )|

Le résultat suit a 'aide des propriétés classiques de la norme ||-|| (cf. paragraphe 3.1.4.1).
]

Second cas : certains exposants de monodromie associés & w sont nuls (J, o0 # @ ) :

A présent, la solution fondamentale étudiée est
Zu(§ — w) = T,(§ — w)Gul€ — w)(€ —w)™

et les matrices 7, et M/ sont connues explicitement (proposition 3.4, point 2-a et 2-c).
Il suffit donc, comme dans le cas ou J, ¢ est vide, de controler I'erreur sur la série G.,.
Pour ce faire, nous allons voir que nous pouvons utiliser les résultats de la proposition
3.11 et du théoreme 3.13, modulo quelques changements évidents dus a la dimension
des systémes utilisés.

La série G, (§ —w) = 3,50 Gum(§ —w)™ est convergente sur D,, et elle est I'unique
solution série entiere vérifiant G,,(0) = I,,, de I'équation

(€ —w)G, = T CL(€ — )Gy — GuM,

ol Tw_ICw(f) =T HECL(OT, (&) — €T 7HET!(€) admet M! comme matrice de téte

w w

(proposition 3.4). La nature des termes de €, (&) = Tw‘lcw(g ) — M/ peut étre précisée
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de la maniére suivante :

e pour j € {1,....,n(u—1)} (resp. j € J,), les termes de la j*"¢ ligne (resp. (n(pu—1) +
7)7me ligne) de €,,(€) sont de la forme ;€ + ... + 1€ avec aq, ..., a1 € C;
e pour j & J,, la (n(p — 1) + 7)™ ligne de €, (&) est de la forme al&é‘:gijéwl
ay, ..., a1 € C

avec

Fixons a présent une colonne GY de G, L € {1,...,nu}. Si tous les termes non diago-
naux de la £°™¢ colonne de la matrice M/, sont nuls, alors les séries formant la colonne
G sont données par une relation d’ordre nu(u + 1) indépendamment de toute autre
colonne. Si la £¢™¢ colonne de M contient g, > 1 termes non nuls, nous obtenons des

relations de récurrences portant sur g, colonnes fo 1), e G((f ) dont les indices lr ne
peuvent pas étre écrits sous la forme ¢, = n(u — 1) + j avec j € J, 0.

Précisément, indigons ces gy colonnes de sorte que ¢; < ... < {,,_1 < {,4 ; et notons
¢4, = ¢ pour simplifier. En reprenant les méthodes exposées dans les deux cas précé-
dents, nous pouvons toujours trouver une relation de récurrence de la forme

g

w,m

(3.12) g0 1 =HY

w,m
pour tout m > u, ou

1. gg)m est la matrice colonne de dimension g,nu(p + 1) définie par

(£2)

w,m (Lk) (]?k)
(© : (®) o ) G
— ° P J— M Js J—
gw,m - (qu) ou gw,m - ( . o et gw,m - (k)
w,m nu, Js
f.(fan w,m Gw,m

2. HY), est un élément de Mgnpu+1)(C(m)) qui n’admet pour podles aucun entier
supérieur a p

3. la suite (Hu(f,)m)mzﬂ converge vers la matrice constante Hih, = I, ® Hy o, ol
H, o est la matrice diagonale par blocs définie par

Hw,oo = diag(Hw,oo,la SE) Hw,oo,nu)

chaque bloc H,, « ; € M,,4+1(C) vérifiant

( 0 1 0
- jed{l,..,n(p—1)}
H, o= si { ou
AR j=n(p—1)+kaveck € J,
0 0
et
0 1 0
Hw,oo,n(,ufl)+j = 0. 1 Sij ¢ Jw
0 1

\ aj—w
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En particulier, le rayon spectral de Hg)oo est p,’

En adaptant alors les démonstrations de la proposition 3.11 et des théorémes 3.13
et 3.17, nous obtenons les résultats suivants :

Proposition 3.18 Pour tout ¢ € {1,...,nu} et tout e > 0, il existe un entier m((f) >

et un nombre réel W, > 0 indépendants de m tel que
vm >mf’ | [GO,| < Wi(p, +e)™

Algorithme 3.19 (détermination de m((f) et ;) L’algorithme suivant permet de

. ¢ .
calculer un entier m(()) et un nombre réel W, convenables :

1. Déterminer g}, et la relation (3.12), puis calculer H o

2. Déterminer U € G Lgynp(u+1)(C) telle que JU(JQO = [/]\_17-{%)(”[7 soit sous forme de
Jordan

3. Noter U = U diag(1, x, ..., Y™ +D-1) avec

X = min < c 1)
— 1 m—
2\/pe

ou pr = q(n(u?—1)+]J,|) est le nombre de 1 apparaissant sur la premiére
sur-diagonale de Jfflo

4. (calcul de m((f)) Calculer pour tout m > p la matrice

EO =U ' HO, - HY

w,00 w,m)U
Déterminer, pour tout j, k € {1,...,gnu(x + 1)}, le nombre réel

My 1 = sup ((m —pu+1) ‘EU(JZ?H(??k)‘)
m>p

Calculer
qenp(p+1) 1/2
Me=| >, My
k=1
Calculer

2M,
mée) = {—6 é] + 1

"Contrairement aux cas précédents, la dimension du systéme (3.12) et la matrice limite Hﬁ)oo
dépendent de la colonne choisie dans G, . Cette difficulté supplémentaire est simplement due a la
présence éventuelle des termes a la fois non diagonaux et non nuls dans la matrice M/,. Naturellement,
si la matrice M/, est diagonale, ceci n’a plus lieu d’étre.
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5. (calcul de W;) Calculer

(f)

(pw + + MZ)
0 _4

©

Jw.p

(pw + €)m

Théoréme 3.20 (contrdle d’erreur sur G, (o — w))
Soient o € D,\{w} et € > 0 tel que | —
Notons

—

cond(U) ‘

Wy =

K =npu max Wy, mp = max m(())
1<tl<np 1<t<np
eme

et Gy im) lam somme partielle de G,,.

1. Pour tout m > mg — 1,

H < pw+€)|a— DmH

|Gula =) = Cuple —ll < KA e =

2. En particulier, si v > 0 est l’erreur cherchée, alors

log (1 = (pw +¢)|a —w)v) - log(K)D
log ((pw +¢) o = wl)

m, = max (mo—l, [

vérifie || Gu(a — w) — Gy, (@ —w)| < v.

Théoréme 3.21 (contréle d’erreur sur Z,(a — w) = T,(a — w)G(a — w)(a — w)M)

Soient a € D,\{w}, € > 0 et G, un élément de M, (C) vérifiant
[Gule—) = G < ¢
Notons Z,, l’élément de M,,,(C) défini par
Zy = To(a = w) Gl — w)™
Alors,

HZw(oz —w) — Zw“ < ST, (a—w)maxS (q—w) Ml maxE

0l ST, (a—w),max (resp. S (@—w)Mb max ) désigne la plus grande valeur singuliére de la matrice

T, (o —w) (resp. (o —w)Me),

3.1.4.4 Evaluation de I’erreur sur les matrices de connexion V; et G,

En reprenant ’algorithme de calcul des matrices de connexion par prolongements
analytiques successifs (cf. paragraphe 3.1.3), nous voyons qu’il reste a évaluer lerreur
commise dans le calcul des matrices colonnes V; et &, mais aussi dans le calcul des
Zg,_ (o — Bi—1)Vj-1 et Z,(a —w)&,. Les deux lemmes suivants fournissent ces diffé-
rentes estlmatlons Précisément, le lemme 3.22 permet d’évaluer ’erreur commise dans
le calcul des matrices de connexion V; et &, ; et le lemme 3.23 fournit une estimation
de I'erreur commise lorsque nous remplagons Zg,_, (o — f;_1)V;_1 ou Z,(a — w)&,, par
leurs valeurs approchées Z,B 1V _1ou 2,6,
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Lemme 3.22 Soientm € N*, M, M € M,,,(C) et N, N € GL,,(C) tels que HM — M” <
€ et ||N—]VH <é.
Notons P (resp. P) lunique solution de l’équation M = NP (resp. M = NP) Alors,

!
<€ + €8P max

P

- _
SN,min €

deés que €' < S§ mins OU S min (T€8P- 8p max) €5t la plus petite (resp. plus grande) valeur
singuliére de N (resp. P).

Démonstration. L’¢galité (N — N)(P — P) = (M — M) — (N — N)P — N(P — P)
entraine

1P = P < [N (e +<' ||l +¢'[|P - P])
et donc .
1P < =I5y
L—e [N
dés que 1 — ' ||[N7!|| > 0. Le résultat suit puisque |[N7!|| = va,lmin' ]

Lemme 3.23 Soientm € N*, M, M € M,,(C) et N, N € M,,(C) tels que HM - MH <
€ et ||N—]VH < ¢'. Alors,

|MN — MN|| < e&' + €85 max + €537 .max

O Sy7 max (T€SP- SN max) €St la plus grande valeur singuliére de M (resp. N).
Démonstration. Les propriétés de la norme ||| appliquées a 1’égalité
(M — M)N —-N)=(MN —MN)—-M(N—-N)— (M- M)N

donnent immeédiatement le résultat voulu. m

3.1.5 Exemple 1 (une seule singularité et monodromie for-
melle non triviale)

Dans cet exemple, la série f admet une seule singularité et la monodromie formelle
est non triviale.

Nous reprenons le second exemple du paragraphe 2.3.2. Le systeme étudié est

x
0
2@2 ) I+x|y
dz x 1+f
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et nous cherchons a évaluer numériquement le multiplicateur de Stokes cgz}.

f

Nous avons p = 2 et pg = 1. La série F = [ f’] est analytique sur le disque ouvert

Do = D(0,1) de centre 0 et de rayon 1. Le systéme associé a F s'écrit

0 0 ¢ 0
iz 0o 0 0 ¢
S (€ - 1)d_§‘ =Ci({—1)Zavec Ci(§) = | ¢ ¢ eerd) 0
41 &1 €41
I 0 -3+¢

et a pour solution fondamentale (2.21) :
Z\(¢-1) = DiGi(¢ - 1)(E - )™

ol les matrices Dy et M; sont définies par

1 000

01 00 . 3
D, = 0010 et Ml—dlag(0,0,0,—é)

2:01

et ou G1(§ — 1) est analytique sur le disque ouvert D; = D(1,1) de centre 1 et de rayon
1 et vérifie G1(0) = I4. En particulier, les deux disques de convergence Dy et D; sont
non disjoints avec Dy N D; NRT =|0, 1.

Nous savons que

CEQ] = —4\/%0'1’4 € iR

et il s’agit d’évaluer numériquement le coefficient oy 4, i.e., la matrice de connexion &,
obtenue a l'aide du prolongement analytique de F a droite de 1, en évaluant 'erreur
commise dans le calcul. En particulier, nous allons voir que les choix de «a, € et U sont
trés importants d’un point de vue numérique.

Nous effectuons les calculs en quatre points distincts :

_1. _1. JR— . _7
040—4,041—2,042—57043—8

De plus, nous comparons les résultats obtenus sur les valeurs numériques et les erreurs
estimées dans chacun de ces cas.
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3.1.5.1 Contréle de erreur sur F(a), a € {ap, a1, oz, a3}

Détermination des valeurs possibles de ¢ Nous devons avoir a < 1—; <1, ie.,
0<e< 1770‘ Ainsi,

275 P78

o] =

=~ =
N | —

4

1 1
valeurs possibles de ¢ | g €]0,3] | &1 €]0,1] | &3 € }O, —[ €3 € }0, = [

Nous choisissons g = 1, 1 = %, €9 = 1—11 et €3 = % Nous verrons plus loin ce qui
se passe pour un autre choix de .

Détermination de C,, et C, Les relations (2.20) :

1+ x)xQ% = 22 f12

7121
(1- $)932% =22f 4+ (1 2) <1 - g) 7

nous permettent d’établir les égalités :
* ¥m > 2, mfi = }M_l — (m— l)j’m_1

2 2 2 2 2 1
B = = ez T = - DL - m - D - L
7
m—1
- £
Ainsi, en notant F,, = A[Zf , nous obtenons pour tout m > 3 I’'égalité

m—1

7

avec
0 —= 0 0 00 0 0
0 . m 0 1 00 0 0
— (m+1)(m—2) (m+1)(m—2) —
Cn 0 0 0 I I
1 2m—3 2m+1 _
T m—2 0 T 2m—4 2m—4 00 -1 1

Calcul de M, my et W Nous choisissons pour matrice U la matrice

o O O -
o O = O
= = O O
_ o O O
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Nous avons ainsi pour tout m > 3 :

0 —— 0 0
0 m o 1 o 1
E U71<C —C )U _ (m+1)(m—2) (m+1)(m—2) (m+1)(m—2)
" oo 0 0 —m3 3
1 0 1
m—2 m—2 2(m—2)
Par conséquent, M = @ et nous obtenons
(o, €) | (@, ¢e0) | (au,€1) | (g,62) | (a3,€3)
mo 5t 8 34 52

Pour le calcul de W, nous appliquons la formule de I'algorithme 3.9 avec cond(U) =

2

Calcul de m, en fonction de v Aprés avoir déterminé K =

() « [5] - 2

par le théoréeme 3.10 :

% , nous obtenons

v | my, cas (ao,€0) | My, cas (ai,e1) | my, cas (ag,e2) | my, cas (as,e3)
1071 11 39 342 935
1072 14 47 359 965
1073 17 55 376 995
1074 21 63 393 1026
107° 24 71 409 1056
10°° 27 79 426 1086
1077 31 87 443 1116
1078 34 95 460 1146
107? 37 103 AT7 1176
1010 40 111 494 1206

Nous voyons sur cet exemple que le nombre de termes nécessaires pour déterminer, avec
une précision donnée, une valeur approchée de la somme de la série F(«) augmente
sensiblement lorsque « croit. Ceci est dii au fait que les longueurs des intervalles décrits
par € décroissent vers 0.

Ce phénomeéne est prévisible : plus a est proche du centre du disque, plus le nombre
de termes nécessaires au calcul diminue.

Remarques sur les choix de ¢ et de U Les deux autres éléments qui peuvent in-
fluer sur le nombre de termes & calculer sont les choix de € et U.

Commencons par observer, dans le cas ay = %, ce qui se passe lorsque nous modifions
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les valeurs de e, dans 0, 1] :

v my,€2:% my,€2:1_12 my,&?g:ﬁ my,égzé my,€2:%
107! 366 353 342 338 357
1072 382 369 359 358 383
1073 397 385 376 377 408
1074 412 401 393 397 434
10-° 428 418 409 416 460
106 443 434 426 436 485
107 459 450 443 455 511
1078 474 466 460 475 537
1077 490 482 A77 494 562
1010 505 498 494 514 588

Pour une précision donnée, nous avons des fluctuations importantes sur le nombre de
termes a calculer. Par exemple, pour une précision de 1071° nous voyons qu’il suffit de
calculer la 494°™¢ somme partielle de F(ay), et non la 588°™¢ comme nous aurions pu le
penser si nous avions choisi au départ la valeur €5 = % Ainsi, pour traiter des exemples
numériques, il convient de tester plusieurs valeurs de ¢ afin d’essayer de minimiser le
nombre de termes.

Par ailleurs, compte tenu du fait que les valeurs propres de la matrice limite C,
sont en général multiples, le choix d’une matrice U de diagonalisation de C, n’est pas
unique a permutation prés. Il apparait que le nombre de termes & calculer peut varier
fortement d’un choix de U a un autre. Ainsi, utilisant Maple8, nous avons obtenu une
matrice différente de la précédente, & savoir :

1 0 —-10
1 0 0 1
U = 1 0 0 0
1 -1 0 0

Nous consignons dans le tableau ci-dessous le nombre de termes m, & calculer pour
une précision v de 1077 avec j € {1, ...,10} correspondant aux deux choix U et U; dans
les cas (g, &2) = (2, L) et (as,e3) = (%, L) :

57 11 8717
v (v, €9) choix U | (ag,e9) choix Uy | (as,e3) choix U | (ag,e3) choix Uy
107! 342 482 935 1288
1072 359 499 965 1318
1073 376 516 995 1348
10~4 393 533 1026 1378
107° 409 550 1056 1408
1076 426 566 1086 1438
1077 443 583 1116 1469
1078 460 600 1146 1499
1079 477 617 1176 1529
10710 494 634 1206 1559
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Il apparait que m, prend des valeurs bien inférieures lorsque nous choisissons la matrice
U. Un échantillonnage significatif de divers choix de matrice de diagonalisation de Cy,
nous conduit & penser que le choix de la matrice U est d’une certaine fagcon "optimale".
Nous proposons donc de faire systématiquement un tel choix qui peut étre programmé
aisément conformément aux formules suivantes : U = diag(Uy, ..., U,,) avec U; € M,(C)
et

(IM SiCLjZO
(1 0 0]
0
Uj:
siaj#()
\ _O 0 _Pj,pj _Pj,l 1_

Remarque sur le calcul de M et la majoration de ||FE,,|| Lenombreréel M que
nous avons calculé précédemment a été obtenu a l'aide de I'algorithme 3.9. Rappelons

sa définition :
A 1/2
- (3

Jjl=1

ou les nombres réels M;, sont définis par M;, = sup,,-4 ((m —3) ‘Eﬁ{’g) D

Cependant, rien ne nous empéche de choisir une autre valeur de M. Par exemple,
nous pouvons prendre une majoration uniforme sur les coefficients de F,,, disons

M/

m—3

Vil e{l,...,4} ,

EUY| <

Il s’ensuit l'inégalité || E,,|| < ;—Af;) < 4M'. En reprenant alors les calculs ci-dessus avec
M = 4M', nous obtenons pour les mémes choix

1= (1) (1) e () et ()
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le tableau suivant :

v | my, cas (ao, o) | My, cas (ag,e1) | my, cas (az,e2) | my, cas (as,e3)
107! 19 87 953 2622
1072 23 95 970 2652
1073 26 103 987 2682
1074 29 111 1004 2713
107° 33 119 1021 2743
107 36 127 1038 2773
1077 39 135 1055 2803
10°8 43 143 1072 2833
1079 46 151 1089 2863
10719 49 159 1106 2893

Si la différence entre les deux calculs est relativement faible dans les cas (ag,e) et
(av,€1), nous voyons que, dans les deux autres cas, le nombre de termes augmente
sensiblement (il a plus que doublé). En fait, plus nous nous éloignons du centre du
disque de convergence, plus I’écart entre les deux calculs est important. Noter également
que ce phénomeéne observé ici est fortement amplifié lorsque les matrices utilisées sont
de grandes dimensions (voir ci-apres).

3.1.5.2 Controle de ’erreur sur Z;(a — 1), a € {ag, oy, o, i3}

. — . ¢
Détermination des matrices Hfgn

et Hi o, ¢ €{1,..,4} Nous avons

Zi(§ = 1) = D1Gy(§ = 1)(§ = )™

avec

D, = et M, = diag (0,0,0, —;)

o = O O
— O O O

wo © O =
Wk O = O

Nous savons qu'il suffit de controler 'erreur sur la série G (£ —1). Celle-ci est analytique
sur le disque D; = D(1,1) et est I'unique solution vérifiant G1(0) = I de I’équation

(5 - 1)G/1 — DflCl(ﬁ - 1)D1G1 - G1M1

ou
0 0 ¢ 0
) 2¢ 4 0 ¢
DI'Ci(&)Dy = | % & ey 0
£l E+1 e+1
% e _3, %
9 9 3 2 3
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A Taide de cette équation, nous obtenons, comme précédemment pour F (), les rela-

tions liant les ng,fl) Ainsi, en posant Qf{)n =

pour tout m > 1 avec

et )
0 1
0 0
0 0
0 4
(4) _ 3(2m—1)
Hl,m 0 0
0 — 2m24
0 0
4
L _O 9(m+1)

vl e {1,2,3}, HY), =

En particulier, la matrice limite des [ fzr)n est

g -
“ip
Gl,(éné—)l
Cégb , lous avons gﬁ)ﬂ h=H f@n
s
o
i
L Gi
[0 1 0 0 0 0 0o 0 |
o 0 0 0 0 —= 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
2 1 1
0 3(m+1) 0 3(m—+1) 0 0 0 m+1
0 0 0 0 0 1 0 0
0y 0 gk gy om0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
4 4 4
_O 9(2n§,+5) 0 9(2m+5) 0 T 3(2m+5) 0 3(2m+5) |
0 0 0 0 0 0 |
0 0 0 = 0 0
0 1 0 0 0 0
0 3(273—1) 0 0 0 2m2—1
0 0 0 1 0 0
0 2m271 _27)1271 _22Tnt31 0 0
0 0 0 0 1
2 2
0 9(m+1) 0 T 3(m+1) 0 3(m+1) |
01000 0 00O
00000 O 0O
00010 0 00O
g 00000 0 00
™10 0000 1 00
00000100
0000O0O O O0°1
00000 O 0O

(0)

1,m
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Comme pour C,, cette matrice admet une matrice de trigonalisation U privilégiée :

10000 0 00
01000 0 00
00100 0 00
g_l00010 0 00
00001100
00000 1 00
00000 0 10
00000 0 01

Casa=qa; = % Nous devons choisir €; €]0,1[. Ainsi, nous avons toujours x < 1.
1

Précisément, y < ~ (.29 pour tout ;. Le nombre de termes nécessaires pour ap-

23
procher Gl(—%) risque donc d’étre important, y compris pour une précision de 1071,
Nous étudions plusieurs valeurs de £, pour observer les fluctuations éventuelles dans le
nombre de termes a calculer : ¢ = %, %, %.
Suivant I’algorithme 3.15, nous notons

U= Udiag(l,x,X2,X3,X4,X5,X6>X7)
0

avec x = 2571§, et nous calculons Efg,)n = U (Hyo— Hl(jm)U . Nous obtenons pour mgz) :

1 3 9
8125 8121 €1ZE

¢=1,2,3 | 196840 | 11578 | 3253
(=14 197500 | 11776 | 3369

et donc my = mgl) dans tous les cas. Les nombres Wy, ¢ € {1,2,3,4}, ayant été calculés
a l’aide de la formule de 'algorithme 3.15, nous avons K = 4W,. Nous obtenons alors
le tableau suivant donnant, pour les trois ¢; choisis, la somme partielle nécessaire pour
approcher Gl(—%) avec une précision de 1077, v € {1, ..., 10}.

v [a=Ll[a=0la=2
1071 | 7141063 | 690915 | 439138
1072 | 7141071 | 690932 | 439183
1073 | 7141079 | 690950 | 439228
10~* | 7141087 | 690967 | 439273
1077 | 7141095 | 690984 | 439318
107% | 7141103 | 691001 | 439363
10~7 | 7141111 | 691019 | 439408
1078 | 7141119 | 691036 | 439453
1079 | 7141127 | 691053 | 439498

10719 | 7141135 | 691070 | 439542

Nous retrouvons ici le phénomene déja observé sur F, mais celui-ci est amplifié par
la présence du xy < 1. En particulier, une majoration uniforme des coefficients de
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Eﬁn rend les calculs pratiquement impossibles, puisque le nombre de termes explose
littéralement, méme pour une précision de 10~!. Nous obtenons en effet les valeurs
suivantes :

1 3 9
1% 5125 61:;1 51:E

1071 | 32212830 | 3170120 | 2008308

Dans cet exemple, nous pouvons obtenir y = 1 en changeant la valeur de «, mais ce n’est
malheureusement pas toujours le cas. Il est donc nécessaire d’avoir de bons algorithmes
pour calculer des sommes partielles de plusieurs milliers de termes ou d’optimiser les
algorithmes précédents sur le controle d’erreur, et notamment le calcul du nombre réel
M. Ce probléme ne sera pas étudié ici.

Noter que pour le cas a = o = %, le nombre de termes a calculer est encore plus
important, puisque nous nous éloignons encore du centre du disque de convergence de
G1(£ —1). Ainsi, dans la suite de cet exemple, nous n’utiliserons pas ces deux valeurs.

Cas a € {as, a3} A présent, nous pouvons prendre y = 1 et donc U = U. En effet,

ayant £, €]0,4[ pour asy et £3 €]0,7[ pour a3 nous choisissons g5 = €3 = 21/3.

‘
En reprenant les calculs du cas a = a7, nous obtenons pour mé)

4
(0%} 5 (6%

00~y

(=1,2,3
(=1

\ 4
Nous avons a nouveau mg = m(() Vet K = 4Wy ; et donc

1% Qg = % Q3 = %
1071 111 19
1072 132 23
1073 152 27
104 172 31
107° 192 35

107 213 39
1077 233 42
1078 253 46
107 274 50
107191 294 54

Naturellement, si nous choisissons €, > 2v/3 (resp. e3 > 2\/5), le nombre de termes
nécessaires pour approcher Gy(—z) (resp. Gi(—3)) est modifie. De méme, un change-
ment de matrice U augmente sensiblement les valeurs obtenues. Noter également que
la définition du nombre M, donnée a l'algorithme 3.15 permet, par rapport & une ma-
joration uniforme des coefficients de Eﬁ)n, de diviser le nombre de termes par 3.5 pour
une précision de 1071%, ce qui n’est pas négligeable.

Nous pouvons maintenant passer au calcul approché de o7 4.
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3.1.5.3 Calcul approché de la matrice de connexion &,

Nous n’utilisons dans la suite que les valeurs a, = % et az = %.

Calcul avec o, Nous partons des erreurs en 1010 sur F () et G1(—1%). La matrice

- 1800323213 T
10000000000

1234274787
312500000

W
[

_ 3311457333
5000000000

_ 103782286013
L 5000000000 J

vérifiant | Fiaoq(2) — F| < 107, nous avons Hf(‘—;) —]I'H < 3 x 1071°. De méme, la

matrice
r 2430281071 130923899 2767165401 144627551
2500000000 5000000000 10000000000 5000000000
1252554147 374688911 44494903 3993593069
o 10000000000 400000000 5000000000 10000000000
1 pr—
131497289 376097661 18718912489 2650378957
400000000 1250000000 10000000000 10000000000
212669153 16847579 436161159 535017211
L™ 10000000000 625000000 5000000000 625000000 |

satisfait & }G1,[294](—%) — Gl| < 1071° et donc & HGl(—%) — é1|| < 5 x 10719, Ainsi,

5 L (™ n"m .
Z1 = DlGl —5 avec —3 = dlag(l, 1, 1, —52\/3)

vérifie || Z1(—1) — Z1|| < 1078, puisque sp, max = VEEVAL ot S(—1)M1 max = 5v/5 (lemme

3.22).
Nous avons sz, ., =~ 0.69 ,donc 7, est inversible. Ainsi, (lemme 3.23) I'unique

solution &; de I’équation F =765 est

[ _ 18828470627750712189254749939846345328146
46874999989835505199240995936770291279187

243686042520925981745455211611220524902847
46874999989835505199240995936770291279187

_121132108759574797809816142200095683783813
46874999989835505199240995936770291279187

__346127552474621169877061266147279354856831i\/qg
390624999915295876660341632806419093993225 .

et vérifie | &; — &, || < 1077
Par conséquent,

2 _ ARG, = 1384510209898484679508245064589117419427324@,\/5—#
o M 7390624999915295876660341632806419093993225
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satisfait a ‘c([)] — é([f}‘ < 107%. Une valeur approchée a 1076 pres de ¢ 0 ! étant 14. 047403z,

nous en déduisons que

2~ 14.047403i] < 2 x 10°°

En particulier, les cinq premiéres décimales de 14.047403 sont exactes.

Calcul avec a3 Nous reprenons les notations ci-dessus en considérant cette fois les

sommes partielles j-v"[1206](§) et Gq,i54( ——) Nous avons

[ _ 47509523 1] [ 9904362937 91867897 _ 1521647103 3130413 1
200000000 10000000000 10000000000 10000000000 500000000
_ 15477566751 __ 80197001 3839003 33307573 99962709
. 2500000000 . 10000000000 4000000 10000000000 400000000
F = et (;1 =
8896987869 422885127 99772623 3671920927 21210221
10000000000 2500000000 625000000 2500000000 250000000
43402821271 _ 10788401 141755867 452221023 4572225629
L 1000000000 4 L 625000000 10000000000 10000000000 5000000000 4

avec HIF % JEH <3 x 10719 et HGl(—%) — G’lH < 5 x 10719, La matrice

. . " N\
Z1 = DGy (‘g) avec (‘g) = diag(1,1,1, —8i/8)

vérifie donc ||Zl(—%) — 21” <2x107% et 55 . ~ 0.8. Ainsi,

B _3934766119152123149767471993551649567901 T
97959183659225052683226553724421413860961

203701638647314836966278848715958919737341
39183673463690021073306214897685655443844

Qe
I

_101256554537154863549054289758762283727517
39183673463690021073306214897685655443844

1756714831979279111825474340925823765045503 2
L 1253877550838080674345798876725940974203008

satisfait a HGl — élH < 2 x 1077, Par conséquent,

1756714831979279111825474340925823765045503 Wom

] o
= 4 = 2
\/%01,4 313469387709520168586449719181485243550752 wer

vérifie ‘cg] é([f}‘ < 2 x 1075, et donc une valeur approchée a 3 x 1076 de ¢! est

14.047403:. Bien que l'erreur soit moins précise que dans le calcul précédent, nous
retrouvons le fait que les cinq premiéres décimales de 14.047403 sont exactes.

Remarque sur la non nullité de cgﬂ L’une des questions importantes en théorie
de Galois différentielle, par exemple, est de déterminer si les multiplicateurs de Stokes
sont nuls ou non. Dans les deux calculs ci-dessus, nous avons montré que le multipli-
cateur de Stokes c([)z] était non nul et nous en avons donné une valeur approchée avec
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cinq décimales exactes. En particulier, il est aisé de voir que si nous augmentons la

précision dans le calcul de F (o) et Z1(av — 1), nous augmentons également la précision

de la valeur approchée de c%}. Toutefois, si nous nous intéressons uniquement & la non

nullité de c([)], nous pouvons dire que les calculs précédents sont trop précis.
Nous reprenons ci-dessous les calculs avec ay = %, mais en partant a présent d’une
erreur en 1073 sur F (‘—;) et Gy ( —%) Pour chacune des valeurs approchées F et GG, nous

donnons une estimation du temps de calcul réalisé avec un processeur Intel Centrino
Duo T2300 cadencé a 1.66 GHz. La matrice

F = (calcul en 14.2 secondes)

_ 5189
L™ 250

vérifiant J%[376](§) — F| < 1073, nous avons H]?(%) —]:'H < 3 x 1073. De méme, la
matrice

ro243 13 69 7 7
250 500 250 250
1our 1 39
. 8 125 125 1000
G, = (calcul en 79 secondes)
4 _3 1811 _ 53
125 10 1000 200
21 138 &1 107
[~ 1000 ~ 500 1000 125

satisfait a }Gl,[152](—%) — él‘ < 1073, et donc a ||G1(—%) — C;HH < 5 x 1073, Ainsi,

. . 1 My 1 My
Zl = D1G1 (-g) avec <—g) = dlag(l, 1, 1, —52\/3)

vérifie HZI(—%) — Zl“ < 107!, puisque $p, max = M €t S(_1)M1 oy = 5v/5.

Nous avons s, ... ~ 0.69 ,donc Z; est inversible et 'unique solution &; de I’équa-
Z1,min 3
tion F =26, est
- 491168305124
1169245998243

2024026077722
389748666081

Qe
I

__ 3023741419649
1169245998243

8636611345103 -
|~ 9743716652025 Z\/g_

et vérifie HGl — élH <1
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Par conséquent,

34546445380412
)\ DT

2] .
— —4 —
“ V014 = G 6652025

satisfait a ’ct[)z] — égz] < 6. Une valeur approchée a 1 pres de 652] étant 147, nous en

déduisons que

‘c([f} - 142" <7

Si ce calcul ne nous permet plus de connaitre quelques décimales de c([)m, ceci nous suffit
e 2] .

amplement pour en conclure que le multiplicateur de Stokes ¢;" est non nul. Signalons

que si nous réalisons les calculs ci-dessus en partant d'une erreur en 1072 sur F (%) et

Gl(—é), nous ne pouvons plus conclure a la non nullité de C([)z}_

3.1.6 Exemple 2 (une seule singularité et monodromie for-
melle triviale)

Dans ce deuxiéme exemple, la série f admet une unique singularité et la monodro-
mie formelle est triviale.

Nous considérons le systéme différentiel linéaire

4
== 112z Y

et la solution fondamentale }A/(x) = ﬁ(z)eQ(%) avec ﬁ(m) = L+ O(2?) et Q(1) =
diag(0, —2). Les directions anti-Stokes de Y sont donc R* et R™, et les matrices de

Stokes asgociées sont
0 0 0 =
o= | o 4=y g
]

) 2
Nous cherchons une valeur approchée de cg .

Nous avons = 3 et f a une unique singularité en 2 qui est une singularité simple.

3.1.6.1 Détermination de [5;] et Z5( — 2)

Les séries fUl vérifiant les équations

7]
(1+ 235)952% = 23 f1 — (1 + 22)422f12
(3.13)

o= (207~ 323) fIU 4 (2 4 23) f12
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leurs transformées de Borel satisfont a

5]7‘[1]/// 4 (3 T 25)]7‘[1]// — }V'[l] _ 8]7[2] _ 4f[l]l _ 4]7‘[2}/

(5 _ 2).}7[2]/// 4 3}7[2]// —

N
Ainsi, F = | f"| est solution du systeéme
f//
dz
v =C(&)Z avec C(§) =

78}

|MIHOO©©
w

_3J7[1] 4 f@] 4 Qﬁl]'

o O O O

|

N

o

| [~

N oo
)

6_

[\

Le point & = 2 est un point singulier régulier et le systéme [Ss] est alors

dz

(£ —2)— = Cy(§ — 2)Z avec C5(§) =

dg

0
0
0

0

8¢
g2 T Eee
-3 1

mo O OO

§
0

0

0
48

E+2
2

0

£
0

0
4¢

E+2
0

&(

0
0
§

0
742¢)

§+2
0

167

O O O O

_3_

Les valeurs propres de la matrice de téte C3(0) de Cy(€) étant 0 et —3, elles différent
d’un entier et nous sommes obligés de procéder a des cisaillements. En reprenant 1’al-
gorithme de la proposition 3.4, nous trouvons comme matrice de cisaillements 75 la

matrice définie par

1,(¢)

0 0 0
0 0 0
&80 0
0 & 0
0 0 &
2 9 0

La solution fondamentale Z5(¢ — 2) de [S2] que nous considérons dans la proposition

3.4 est donc

Zy(& = 2) = To(£ — 2)Ga(€ — 2)(§ — 2)™2 ont Mj

-3 0
0 -3
0 0
0 O
0 0
0 0
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et ou G»(£—2) est analytique sur le disque Dy = D(2,2) avec Go(0) = Ig. En particulier,
les cing premiéres colonnes de Z5 sont analytiques en 2 et la sixiéme colonne de Z5(£—2)
est

0

1
2(¢-2)

| (e~ 2)log(e — 2) + Holo(e — 2)
L
2

57
1 1
T e

[ (§-2)?
avec hy(€) = O(1) et Holy(€) = O(1).

Ainsi, en notant &, la matrice de connexion entre 0 et 2 obtenue & I’aide du pro-
longement analytique de F a droite de 2 :

F(&) = Zo(€ — 2)6,

nous obtenons par la proposition 3.6 la relation

2 _ .
Co = 1026

Comme dans I’exemple précédent, nous obtenons c([f} € iR. En effet, les séries F (€) et

Go(€ —2) sont a coeflicients réels et la matrice G, vérifie pour tout « €]0, 2[ la relation
Fla) = Zy(a — 2)6; ou

Zy(a —2) = Ta(a — 2)Go(a — 2)(a — 2)M:

avec To(a — 2) € Mg(R) et

1 0 0 0 0 0 T
01 00O 0
» 1 00100 —log2—a)+ir
— 2)¥2 = — —
(o —2) G—af o001 0 log(2 404) iT
00001 —6log(2—a)-+6ir
00 0 0 0 1 ]

3.1.6.2 Choix de la valeur « dans |0, 2|

Comme dans I'exemple précédent, ce choix est essentiellement conditionné par
la méthode d’approximation de Go(aw — 2), et notamment par la détermination des
constantes m[(f) et W, a l'aide des systémes (3.12). La matrice M) n’étant pas diago-
nale, leurs dimensions dépendent de la colonne étudiée dans G5 : la dimension maximale
est de 96 et est obtenue par ’étude simultanée des quatre derniéres colonnes de G. Le
nombre pg de 1 sur la premiére sur-diagonale d’une forme de Jordan de la matrice H;?go
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est alors de 68. Par conséquent, il est nécessaire de choisir « €]0, 2] afin que e = 4v/17
satisfasse aux inégalités®

2—a< <2

1+ 2¢

Nous prenons dans la suite @ = 22 et nous déterminons une valeur approchée de F(«
20

(resp. Ga(a —2)) a 3.5 x 10710 (resp. 7 x 107!) en norme ||-||.

3.1.6.3 Approximation de F(a)

L

6o+ [0 appliquant une transformation de Mellin aux équations

Nous prenons € =
(3.13) et en notant

~ FH . ﬁ[’]l}—Q
Foo= |20 avec FUl = _]?[]L
f’p] m m—1

nous obtenons pour tout m > 4 'égalité

Foni1 = (m —3)ConFom

avec
[0 L 0 0 0 0
0 0 L 0 0 0
0 1 _ 2m 0 _ 8 _ 4
o (m+1)(m—3) (m+1)(m—3) (m+1)(m—3) (m+1)(m-—3)
" 0 0 0 0 L
0 0 0 0 0 L
3 1 1 m
| 2(m—3) T m—3 0 T 2(m=3) 0 2(m—-3) |

La matrice limite C4, étant

1
O = diag <0,0, 0,0,0, 5)

V1699

nous pouvons prendre U = Is. Le calcul de E,,, = C — C,, donne alors M = 7=,

puis mg = 663 et

K =W+6 avec W =

659
V1381 (1 . \/1699) (160)661

24 \ 2 10 81

Ainsi, la somme partielle .f-[11535g](0./) de F (o) veérifie

Hj':(a) - f[115350} (Oé)H <107%

8 Avec un tel choix de « et de &, nous pouvons prendre y = 1 et U=U pour ’étude des systémes
(3.12), et ceci quelle que soit la colonne choisie dans Gs.
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Finalement, la matrice

- 1729787937 ]
1250000000

15412444747
500000000

__ 38846650147
. 10000000000

3484723300589
5000000000

_ 589000613901
10000000000

55892767476267
L 2000000000 A

satisfaisant & | F1s5350) (o) — F| < 1071°, nous avons Hj—z(a) - f"H < 3.5 x 10710,

3.1.6.4 Approximation de Gy(a —2) et Zy(a — 2)

La série G5(§ — 2) est I'unique solution analytique sur D, vérifiant G5(0) = I de
I’équation

1

(5 - 2)G/2 =% C2(§ - 2)G2 - G2M§

ou
[—3 0 & 0 0 0 ]
& £346¢ & 4€24¢
I ¥ 7
1 - —_
BOO=] ¢ a5 ¢ _e 1y¢
£ 38_5 §4+2g3—4g . §4+2§3+612g . 2£4+4§3—63£2—12§+18 453+§1§2—1?65—72
E+2 £+2 £+2 3(551-2) 3(252;2) 6(5{-52) 23
4
[0 0 ¢ e —% —3+5 + %

Vu la matrice M3, il faut déterminer trois systémes (3.12) : deux sont associés a chacune
des deux premiéres colonnes de G5 et sont de dimension 24 ; et le troisiéme, de dimension
96, correspond a ’étude simultanée des quatre dernieres colonnes de Ga. Dans tous les
cas, la valeur choisie pour a nous permet de prendre ¢ = 4v/17 et donc y = 1 et U = U.
Nous obtenons ainsi

|Ga(a = 2) = Gy zss)(a — 2)|| <1071
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puis ||G2(oz —2)— GQH < 7% 1071° la matrice Gy étant

[ 4999952311 80119 _ 499600661 15651 11794979 _ 395079067 7
5000000000 1000000000 10000000000 400000000 10000000000 10000000000
3125063 10004147319 8637543 __ 25005697 _ 99167 178194427
2500000000 10000000000 10000000000 500000000 5000000000 10000000000
5553289 9489013 4988188553 22981503 229085001 2629725537
10000000000 2000000000 5000000000 10000000000 5000000000 10000000000
24999887 _ 166661129 _ 169789911 10002089117 4162919 _ 455293429
500000000 10000000000 5000000000 10000000000 10000000000 10000000000
_ 20883139 924187479 458992171 176055171 522764779 _ 1221461421
1000000000 5000000000 5000000000 2000000000 625000000 1250000000
_ 11 _ 1541 7483 _ 5983 _ 9621 1000180031
L 5000000000 10000000000 5000000000 10000000000 10000000000 1000000000 4

et vérifiant }G27[355](oz —2)— Gg‘ < 10719, Noter que le phénomeéne observé dans I’exemple
précédent sur un autre choix de majoration est amplifié par la dimension importante
des systémes (3.12) : contrairement au calcul ci-dessus, nous obtenons, pour une ap-
proximation de 10710, la 14519°™¢ somme partielle au lieu de la 355°™¢. Le nombre de
termes nécessaire est donc pratiquement 41 fois plus élevé.

Finalement, Z, = T5(ar—2)Ga(ar—2)M2 est une approximation de Z,(a —2) et nous
avons
| Za(a —2) — Zo|| < 1.5 x 107

3.1.6.5 Approximation de 6, et cg]

La matrice Z, étant inversible avec s Z,.min = 0.78, 'unique matrice S, définie par
ﬁ = Zgég vérifie
|62 — Ssf| <2x 1072

Une valeur approchée 552] de c([)z] est alors donnée par

a2 — in
0 = 2,6

~1673416360267132007305713233228285368928873551044998107731392629 i
479232596387786101187840378034077659271571573961693481702830000

et nous avons ‘0[02] — é([f]‘ < 7 x 1072, Finalement, en prenant une valeur approchée de

2] 5 10=2 e
cg} a 1072 pres, nous obtenons

2 41097 <8 x 102

Par suite, le multiplicateur de Stokes c([)z] est non nul et le chiffre des dizaines de 10.97

est exact.
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3.1.7 Exemple 3 (deux singularités alignées et monodromie
formelle non triviale)

Dans ce troisiéme exemple, la série f admet deux singularités alignées et la mono-
dromie formelle est non triviale.

Nous considérons le systéme différentiel linéaire

—x? 0
dY 2 z 2
20T |2 14+—- 2z Yy
v dx 2

—x2 322 2 r
x x + 3
et la solution fondamentale Y (z) = F(z)zLe?) avec F(z) = I; + O(2?),

11 1 1 2
L=diag|0,=,= | et Q| — ) =diag|{0,——, ——
23 T T T

Les directions anti-Stokes de Y sont donc R et R™, et les matrices de Stokes associées
sont

0 00 0 * x*
Cy = c?] 0 0] eeC_,=10 0 =
ng] * 0 000

(3]

Nous cherchons une valeur approchée des deux multiplicateurs de Stokes A et Co -

0

Nous avons p = 2. La fonction fa une singularité purement ramifiée d’exposant de
ramification {%} en £ = 1 et une singularité purement ramifiée d’exposant de ramifi-
cation {3} en & = 2. Noter que le multiplicateur de Stokes c([)m (resp. c([):ﬂ) est associé a
la singularité £ = 1 (resp. £ = 2).

3.1.7.1 Détermination des systémes [5;] et [Ss]

Les séries J?m vérifiant les équations

T y xzf[z}
T
2]
(3.14) $2% _ <1 + g) ]?[2} _ :szm 4 2$2f[3]
Qdﬁ?)] <2 X E) ]?[3} _ _:L,Qf[l] + 3x2f[2]
\ dx 3
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leurs transformées de Borel satisfont a

( éj}v[l]// + 2j{[1}/ _ _f[Q]

(€~ 1) el 4 2 Fiar = 4 off

(€~ )0 4 2o = 0 4 37

0 3
Ainsi, le vecteur colonne F= [i,] est solution du systéme différentiel linéaire
0 0 0 1 0 0 |
0 0O 0 0 1 0
dz 0 0 0 0 0 1
5] d_§ = C(§)Z avec C(§) = 0 _1 9 =2 0 0
L 0E — 0E — 53 0
§—11 5 £-1 2(¢-1) 5
| &2 &2 0 0 0 - 3(6-2)

Remarquer ici que la matrice du systéme [A] étant & coefficients polynomiaux, les
numérateurs des fractions rationnelles intervenant dans la matrice C'(£) n’ont aucun
terme en €.

Les deux points £ = 1 et £ = 2 sont des points singuliers réguliers de [S] et nous
obtenons pour [51] et [S5] les deux systémes suivants :

[0 0 0 & 0 0 |
0 0o 0 0 ¢ 0
ST €-DZ - nZaec O = | ¢ e o b o
—1)— = — avec = 3 2¢
1 dg 1 1 0 —£+—1 0 —£+—1 0 0
1 o 2 0 -2 0
& 36 -
| -1 &1 0 0 0 3(6-1) |
[0 0o 0o ¢ 0 0 ]
0o 0 0 0 3 0
dZ o 0 0 0 0 ¢
[S2] (€ — 2>d_§ = (2(§ = 2)Z avec C(§) = 0 —-5£ 0 =2 0 0
£+2 £+2
S0 A0 -2 0
£+1 £+1 2(¢+1)
-1 3 0 0 0 -3

Remarquer que les valeurs propres de chacune des matrices de téte C1(0) de Cy(€) et
C5(0) de Cy(&) ne differant pas d’un entier, les solutions fondamentales Z;(§ — 1) et
Z5(& — 2) sont obtenues par le point 1 de la proposition 3.4.
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* Détermination de Z;(¢ — 1) : En considérant la matrice de diagonalisation

00000

Qwiv O O O

Dy

O OO O
Qwk O = O
o= OO
_ o O O
_ O O O O

00

de la matrice de téte C1(0) de C;(§), nous voyons que la solution fondamentale Z; ({ —1)
de [S1] que nous considérons dans la proposition 3.4 est définie par

3
Z1(€ = 1) = D1G1(§ — 1)(€ — )™ ou M, = diag (0, 0,0,0,—3, 0)
et ot G1(£—1) est analytique sur le disque D; = D(1, 1) avec G1(0) = I¢. En particulier,
les quatre premieres colonnes de Z; et la derniére colonne de Z; sont analytiques au
voisinage de 1. Quant & la cinquiéme colonne de Z;(§ — 1), elle s’écrit sous la forme

.
—2(6-1):
)| ol
(€—-1)"2
.0

Ainsi, en notant &; la matrice de connexion entre 0 et 1 obtenue a I’aide du prolonge-
ment analytique de F a droite de 1 :

F(&) =Z1(£ - 1)&;

nous obtenons par la proposition 3.6 la relation

C([)2] = —4\/%0'175
[2]

Comme dans les deux exemples précédents, nous obtenons a nouveau c;° € iR. En
effet, les séries F(§) et G1(£ — 1) sont a coeflicients réels et la matrice &, vérifie pour

tout a €]0, 1] la relation F(a) = Z1(a — 1)&; avec
Zl(Oé - 1) = DlGl(O_/ - 1)(0& - 1)M1

ot D1 € My(R) et (a — 1) = diag (o, 0,0,0, — ot 0).

* Détermination de Z5(¢ — 2) : En considérant a présent la matrice de diagonalisation

1 00000
0 1000 0
0 01000
D2=14 00100
0 00010

3 9
-2 200 0 1]
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de la matrice de téte C(0) de Cy(€), nous voyons que la solution fondamentale Z, (& —2)
de [S3] que nous considérons dans la proposition 3.4 est définie par

Zy(€ — 2) = DyGo(€ — 2)(€ — 2)™2 ou M, = diag (0, 0,0,0,0, —g)

et ot Go(£—2) est analytique sur le disque Dy = D(2, 1) avec G3(0) = I. En particulier,
les cinq premiéres colonnes de Z, sont analytiques au voisinage de 2 et la sixiéme
colonne de Z(§ — 2) s’écrit sous la forme

.
0

‘5@52) ’ +0<(5_2)%)
0

| (£-2)75 |

Ainsi, en notant &, la matrice de connexion entre 0 et 2 obtenue a I’aide du prolonge-
ment analytique de F a droite de 2 :

F(&) = Zo(€ — 2)6,

nous obtenons par la proposition 3.6 la relation

6[3} = 3 67%02 6
0 T T2y )
L'(3)

. P 3
Ici, nous ne pouvons pas apporter de précisions sur la valeur de c([)].

3.1.7.2 Approximation de G; et c([)2]

Le disque de convergence Dy = D(0,1) de F et le disque de convergence D, de
G1(€ — 1) vérifiant Dy N D; NIRRT =0, 1[, nous choisissons v = 1 pour évaluer F(a) et
Zl (Ck - 1)

* Approximation de F () : Nous prenons ¢ = % En appliquant une transformation
de Mellin aux équations (3.14) et en notant

~

7]
I o [V
Fro= | FA| avec Fll = |/m-1
F

i
nous obtenons pour tout m > 3 I'égalité

ﬁm+1 = (m — Q)Cm./%m
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avec
0 L0 0 0 0 ]
1
O S (R
Cp = 1 ﬂ?% 2
~ms 0 0 m—d “mm 0
0 0 0 0 0 L
1 3 3m—1
| 2m—4 0 T 2m—4 0 0 6m—12
La matrice limite Co, étant
. 1
Cs = diag (0,0, 0,1,0, 5)
nous pouvons prendre U = [5. Le calcul de F,, = C,, — C}, donne alors M = ¥ 11345,

puis my = 10 et

K =2 _
WV6 avec W 10683 12

7
641/285 ( - \/1945)

Ainsi, la somme partielle .7?[117](04) de F(«) vérifie
Hj-:(oz) — .7?[117](04)H <1071

Finalement, la matrice

[~ 531352723 7]
10000000000

8744913399
10000000000

231010113
625000000

2464509953
10000000000

__ 32062659541
10000000000

11891688361
L 10000000000

satisfaisant & | Fiyy7(a) — F| < 10719, nous avons HJ’?(a) — .7:"H <3.5x 10710,

* Approximation de Gy(av — 1) et Z;j(av — 1) : La série G1(§ — 1) est 'unique solution
analytique sur D; vérifiant G1(0) = I de I'équation

(= 1)G) = Dy'Ci(§ — 1)D1Gy — G M,y
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ou ~ -
0 0 0 & 0 0
2 4¢
= 0 = 0 & 0
. 0 0 0 0 0 £
Dy Ol(f)Dl = 0 - £ 0 =2 9 0
&1 5521 ; i
| -1 &1 0 0 0 S 3(6-1)

La matrice M; étant diagonale, les six colonnes de (G; s’étudient séparement. Toutefois,
il n’est pas nécessaire ici d’utiliser les calculs généraux du paragraphe 3.1.4.3. En effet,
les fractions rationnelles de la matrice D;*C;(€)D; n’admettant aucun terme en &2,
nous n’obtenons que des relations de récurrence d’ordre 1. En particulier, les systémes
(3.12) que nous devons introduire sont de dimension 6 et non 12 comme nous aurions
pu le supposer au départ : pour £ € {1,...,6}, nous notons

Gy
Gy
g _ G
G
Gy
e
et nous obtenons pour tout m > 1 une relation de la forme Qﬁ)n hn=H ﬁ)n ﬁ)n avec
( - 1 -
AR
3m+3 3m+3 m+1 .
0 0 0 0 0 —
Ve e {1,2,3,4,6}, Hy), = ) k2 ]
7 0 7= 0 mil 0 0
4 8
(1) 03 0 —gmss U _3%n++515
Lt “ma U 0 0 3m+3 -
et
— 2 -
I .
6m—3 0 6m—3 0 2m—1 (2]
0 0 0 0 0 oy
H ﬁ)n ~ 1 0 2 0 2mil 2”6_1
T 2m-1 _2m24 .
(2) 06 0 "~ 3m+3 0 _6371553
\ L2m—1 2m—1 0 0 0 6m—3 -
La matrice limite des H {Z,)n étant

Hi oo = diag(0,0,0,—1,0,1)

nous choisissons U = U = Is. En particulier, 'utilisation du nombre x est inutile et les
calculs vont étre grandement simplifiés.
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En fait, cette remarque s’applique & tous les systémes de niveau unique 1 de la forme
—=A
v = Al@)Y
ou A(z) € M,(Cl[z]) et ou la matrice des exposants de monodromie formelle L est de
la forme
L = diag(0, Mg, ..., \n)

avec Re();) € [0,1] et \; # 0 pour tout j € {2,...,
méme phénomene lors de I'étude du systéme [Ss].

n}. En particulier, nous aurons le

Revenons a présent a ’approximation de Gi(a — 1) et Z;(aw — 1). Choisissons € = %
En adaptant I’algorithme 3.15 a notre cas, nous voyons que la somme partielle Gy [313(a—
1) de Gy(a — 1) vérifie

Par suite, Z

(2]

* Conclusion : approximation de &; et ¢

2| <108

~10
HGl(Oé - 1) - G17[313](Oé - 1)H S 10
Finalement, la matrice G; définie par
- 5140366980 1254768263 556364911 1253096363 _ 6712421317 37442151 -
5000000000 5000000000 10000000000 1250000000 10000000000 10000000000
1726205709 5186313417 3357128781 683670819 11406820373 421755433
5000000000 5000000000 5000000000 10000000000 10000000000 5000000000
280848681 105619597 423079797 55086029 3573908553 3591388709
2500000000 400000000 400000000 2500000000 5000000000 10000000000
564438057 3778350807 4455679463 40258047079 33832160679 183625769
2500000000 2500000000 10000000000 10000000000 10000000000 5000000000
504443413 2082399387 381160517 3686231809 17060558699 1682386299
5000000000 10000000000 5000000000 10000000000 10000000000 10000000000
2267047487 4574204367 1562886339 699807309 17942150789 335316357
5000000000 5000000000 5000000000 5000000000 10000000000 625000000
satisfaisant a ‘Gl,[glg](a —-1) - G1| < 107'° nous avons ||G1(a —1)— GlH < 7x10719

= DGy (e — 1)M est une approximation de Z;(a — 1) et nous avons

HZl(Oé — ].) —

: La matrice Z; étant inversible avec s L min

0.21, I'unique matrice &, définie par F = Z;&, vérifie
61— &1 <6x 1077

Une valeur approchée é([f] de c([)2]

& = —4/75, 5

est alors donnée par

~ 4388777481027269313551044995671635517082694982023819625112667 o
~1017523770930140267700611587810515550204535406658808777122963
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=[2]

et nous avons ‘c([f] — & '| €4 x 1075 Finalement, en prenant une valeur approchée de

2] s 10— .
c[o] a 107% pres, nous obtenons

' —10.811574i| <5 x 10

Par suite, le multiplicateur de Stokes ch] est non nul. Nous déduisons également de ce

calcul que les quatre premiéres décimales de 10.8115 sont exactes.

3.1.7.3 Approximation de &, et c([)g]

Nous devons & présent regarder la connexion entre la solution Z;(¢§ — 1)S; et
Z5(& — 2). Le disque de convergence D; = D(1,1) de G1(€ — 1) et le disque de conver-
gence Dy = D(2,1) de Go(§ — 2) vérifiant D; N'Dy NRT =|1, 2], nous choisissons 3 = 3
pour évaluer Z1(8 — 1)&; et Z»(8 — 2). Rappelons que nous connaissons une valeur
approchée &; de la matrice de connexion &;.

* Approximation de G1(8 — 1), Zi(8 — 1) et Z;(8 — 1)&; : Nous choisissons ¢ = 1.
Les calculs faits précédemment sur G (o — 1) restent valables pour G( — 1). En par-
ticulier, en reprenant point par point le raisonnement précédent, nous voyons que la
somme partielle Gy ;315/(8 — 1) de G1(B8 — 1) vérifie

HGl(ﬁ —1) — Gy313/(8 — 1)” <1071

Finalement, la matrice G; définie par

[ 396255131 _ 165854963 _ 4620471 3327155971 137716449 _ 15896081 7
400000000 2000000000 250000000 10000000000 625000000 10000000000
1730213347 2365351999 1054951 84000311 _ 80499357 1269117159
5000000000 2500000000 1600000 2000000000 100000000 10000000000
374455939 _ 6862938921 4221638289 260143939 17996242611 8675435373
2500000000 10000000000 5000000000 10000000000 10000000000 10000000000

_ 100708643 _ 2738293691 983313197 4400271501 251136529 _ 121477111
2000000000 10000000000 10000000000 10000000000 500000000 10000000000
_ 1145141673 6093305019 775541311 974467659 _ 1129985509 1148349387
10000000000 10000000000 5000000000 10000000000 2500000000 2000000000
53737559 _ 19537417971 6042047367 180160119 83405799143 30375286611
L 78125000 5000000000 5000000000 1000000000 10000000000 10000000000 4

satisfaisant a |G17[313] (B—1)— Gl‘ < 1071° nous avons ||G1(B —1)— élH < 7x10710
Par suite, Z; = D1G1(8 — 1)M est une approximation de Z; (3 — 1) et nous avons

|Z:(8—1) = Zi|| <107°

La matrice ©; vérifiant

|61 — &1 <6x 1077
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nous déduisons du lemme 3.23 que 7,6, est une approximation de Z; (5 — 1)6; telle

que
|Z1(8 — 1)1 — Z164|| < 1.6 x 107°

* Approximation de G(8 — 2) et Zy(8 — 2) : La série Ga(§ — 2) est I'unique solution
analytique sur Dy vérifiant G5(0) = I¢ de ’équation

(£ —2)GY = D3 Cs(& — 2)DyGa — Go M,

ou _ _
0 0 0 13 0 0
0 0 0 0 3 0
~E % 0 0 0 3
D2_102(§)D2 = 05 _55_2 0 _52_52 0 0
+
£ 2¢ 3¢
g1 0 & 305 ESR 05
| 0 o 0 3 5 T3l

La matrice M, étant diagonale, les six colonnes de G5 s’étudient séparément. Comme
nous ’avons signalé au paragraphe 3.1.7.2, les calculs sont beaucoup plus simples que
dans le cas général, puisque les fractions rationnelles de la matrice D5 *Cs(£) D, n’ad-
mettent aucun terme en &£2.

1 et appliquons point par point le raisonnement fait précédem-

Choisissons alors € = 3
ment pour Gq(a — 1) : la somme partielle G 3991 (6 — 2) de Go(8 — 2) vérifie

|G2(B —2) — Gaaon (B — 2)|| <1071

Finalement, la matrice G5 définie par

[ 1246680547 _ 10302933 _ 23564953 _ 6663758761 173739963 _ 233332269 7
1250000000 125000000 5000000000 10000000000 10000000000 10000000000
657434343 2154959963 2179601643 470473771 _ 1019852381 14173230121
2500000000 2500000000 5000000000 10000000000 1250000000 10000000000
2740919671 447301433 9539308149 507726219 1750403613 1294509091
10000000000 500000000 10000000000 10000000000 10000000000 2500000000
128435391 3783165189 444445557 17743120989 _ 1252435707 232153091
5000000000 10000000000 10000000000 10000000000 10000000000 1250000000

_ 3101343757 10619667 _ 12067764277 477406903 2702116287 _ 57818350663
2000000000 10000000 5000000000 1250000000 1000000000 10000000000

_ 734429737 710353103 _ 476341057 _ 1108696517 6855595399 _ 3384504809

L 2500000000 5000000000 1000000000 10000000000 10000000000 100000000004

satisfaisant a |G27[392] (B—2)— C‘;"Q‘ < 1071% nous avons ||G2(B —2)— GQH < 7x10710
Par suite, Zy = DyGo(f3 — 2)M2 est une approximation de Z, (3 — 2) et nous avons

|Z2(8 —2) — Zo|| < 107°
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. . . 3 . =, . .
* Conclusion : approximation de G, et cé] : La matrice Z, étant inversible avec sz, ., ~

0.26, 'unique matrice S, définie par 7,61= Z,S, veérifie
|62 — S| <8x 1077

Une valeur approchée 553] de c([)s] est alors donnée par

égﬂ - e 5 5o
L'(3) ’

et nous avons ‘cgﬂ — égﬂ‘ < 6 x 107*. Finalement, en prenant une valeur approchée a

10~* prés de la partie réelle et de la partie imaginaire de égﬂ, nous obtenons

(Re (cg31) + 85.6509‘ <5x 1074

(Im (cg”’}) - 6.28‘ <5x 10

Par suite, le multiplicateur de Stokes cgg] est non nul. Nous déduisons également de ce

calcul que les deux premiéres décimales de —85.6509 et de 6.28 sont exactes.

3.2 Cas général

A présent, la matrice des exposants de monodromie formelle L est de la forme

ou L; est un bloc de Jordan d’ordre n; associé a la valeur propre \; avec A; = 0. Nous
avons alors

7j=1 j=1
et
- 1 1
A(x) = Ag(x) + diag( ) ) B(x
avec Pjy(z) =1+ Y024 Piyma™ € Clz] et B(z) € M, (22C[x]); et f est une matrice

de dimension n X n;.

Rappelons que la ¢°™¢ colonne ﬂ‘ﬂ de f, q € {1,...,n1}, est découpée en
f[l;q}
f[;q] _
f[J ]
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ot le nombre de lignes de fV3 est égal a la taille du j™° bloc de Jordan L; de L :

#lid) est donc de dimension n; x 1.
Rappelons également que la matrice B est découpée comme la matrice L :

B = [B(M)} avec BU9 (1) € My 5, (2°Clz])

1<5,0<J

Le terme situé a la p®™ ligne et ¢°¢ colonne de BU*4) est noté BU:HPa),

Pour toute singularité w de f, le bloc c[aj;q], qe{l,...,n1}etj€ J,, delamatrice de
Stokes cg est connu en fonction des coefficients de résurgence en w de la ¢“™* colonne
fld de f (théoréme 2.32). Le prolongement analytique de fi4 & droite de w étant
encore une fonction de la classe de Nilsson (théoréme 2.24), nous voyons, par analogie
au cas ou L est diagonale, qu’il suffit de réPondre aux deux questions suivantes pour
obtenir une méthode de calcul effectif des ¢, al

1. Existe-t-il un systéme [S!9] & point singulier régulier en w € Qg(ﬂq]) vérifié par

f[;q]
3 pour un certain k € N7
d" fldl
dgk
2. Les méthodes de controle d’erreur du paragraphe 3.1 restent-elles valables ?

Malheureusement, un tel systéme [S!%] ne peut exister puisque, les colonnes fA[;‘ﬂ de
f étant liées par les relations

L dfl
dx

_ ajfb;q} _ zij/c\[J;q} + xf[];q—ll _ Z B(m)f[ﬁ;q]

! P,(x)

p=1

ou P; = diag(Pj1, ..., Pjn;), il en est de méme pour leurs transformées de Borel f[?q]. En

revanche, si nous considérons simultanément toutes les colonnes de f en introduisant
le vecteur colonne B
f[;I]

f=1 :
f[;nl]
nous pouvons obtenir des systémes a point singulier régulier en w € Qg(]?) ayant des

propriétés analogues aux systémes [S,] du paragraphe 3.1. En particulier, la dimension
de ceux-ci dépend de la dimension du bloc de Jordan L;.

3.2.1 Deétermination du systéme a points singuliers réguliers
associé a f

Soient ¢ € {1,....,n1} et j € {1,..., J}. Notons ]?W;Q] le (°™¢ terme de la matrice

fA[j;q], ¢ e {1,...,n;}. 1l est aisé¢ de voir a partir du systéme de passage (1) (page 54)
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que les séries ﬁj’é;‘ﬂ vérifient les équations différentielles

”
1 S
_ B(J,p)(&k)]?[nk;q}
Pio(w) ; k=1

Comme au paragraphe 3.1, nous posons

o () (LK)
bie = max (deg(B )
1<k<n,

e = max(pj, +1,b;0)

po= max (1)

1<4<n;

et nous obtenons la relation

dr flitdl dr=tflitd  gue1 flitrlal guel flite—l)
" k2 dm fledsa R g flite=1] L2 g flitd

= Z Oép,k,mdg—m—i*ZBmdg—mﬂL(g—aj);%ndg—m

p=1 k=1 m=0 m=0

avec i m, Bm, Ym € C. Ainsi, le vecteur colonne

i

F = e
dr1f
dgr—1

de dimension nynu vérifie un systéme différentiel linéaire [S].

Si B ¢ {a;,1 < j < J}, le systéme [S] est régulier en et toutes ses solutions
fondamentales Z3(£ —3) sont analytiques sur D = D(f, i) avec pg = Maxj<;<J rim

En revanche, si f = w est 'un des a; # 0, le systéme [S] est & point singulier
régulier en w. Précisément, [S] peut étre écrit sous la forme

iz

(5] (S W)d—5 =Cu(—w)Z
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le disque de convergence de C,({ —w) étant D, = D(w, pi) avec Py, = Maxj¢ ), 7
w J

En effet, la matrice C,(§) s’écrit sous la forme

OInln fInln 0‘[711” OITL17’L

. glnln OInln
Cw(f) = Olnm

1) A ElLn
c(e)

: e(3)
05)3)(”1) (5)

ot les matrices CP@ et CY sont respectivement de dimension n X nin(u — 1) et
nin X nin. De plus :
— pour tout ¢ € {1,...,n1}, la matrice P (&) se décompose en

OO (¢

ot les matrices C@% sont de dimension nj X nqn(p — 1), les termes de CcPWG )(f)

étant des fractions rationnelles de la forme % avec a, # € C. Noter que si a; = w,
i.e., j € J,, les termes sont affines : % =« + pE.
— la matrice Y s’écrit sous la forme
Ce(©) 0
CW(e) = CH(€)
0 Con©) i)

avec, pour k € {1,2}, C’SI)C = diag(C’U(f,)al, ...,CU(J%,)C’J) € M,(C). Les matrices Cﬁ,)w €
M,,.(C) sont définies par

J

¢ [o1é+8:€? £ 0 ]
{—aj+w {—aj+tw
5 Sijg .
0 an €+ ;€
=9 - e
N — i Paaf 1 0
sijeJ,
. 1
\ L 0 )‘j — M= Pj,nﬁlg
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avec ay, By € C et

é‘ ..
_W["j sijé¢J,

0(4)

w2,j —
—1,, sijeJ,

Avec ces différentes écritures, il est aisé de voir qu’il existe une matrice D,, € GL,,,,(C)
de la forme
1 1 0
Dw — nin(u—1)
{ D¥ L.
telle que la matrice de téte de M, = D ¢, D,, soit

M, 1 0
M, = Onan(u1) Omn(“_(?)mm} avec MY = Moz
0n1n><n1n(ufl) Mw .. ..
O Mw,Q Mw,l

ot, pour k € {1,2}, M, s, = diag(M k1, ..., My k,7) € M,(C) avec M, ; € M, (C) et
(01, sij ¢ J.

)\j — U 1 0 OInJ si j ﬁé Jw
Mw,l,j = S et Mw,2,j =
sijeJ, —1I, sijeJ,
. 1
\ 0 /\j — K

En procédant alors comme au paragraphe 3.1.1, nous obtenons une solution fondamen-
tale Z,, (¢ —w) de [S,,] dont la nature de la singularité w pour ses nin premiéres lignes
est la méme que pour §. Ainsi, les termes de Z,, nécessaires pour déterminer les c[gj i
(théoreme 2.31) étant connus, nous ramenons & nouveau le calcul des multiplicateurs
de Stokes & un calcul de matrice de connexion. Il reste donc a vérifier que les méthodes
d’évaluation d’erreurs du paragraphe 3.1 peuvent étre généralisées au cas ot la matrice

L est sous forme de Jordan quelconque.

Contrairement a ’étude du paragraphe 2.3 sur le calcul exact des multiplicateurs
de Stokes, nous ne travaillons pas ici sur une colonne cgq} précise, mais nous obtenons
simultanément tous les coefficients de Stokes de cg.

3.2.2 Généralisation du controéle d’erreur

Grace a I’étude du paragraphe précédent, nous voyons aisément que les méthodes
du paragraphe 3.1.4 pour le controle d’erreur sur Zz(a — f3), 5 € C* et a € Ds\{5}
(propositions 3.11, 3.14, 3.18, algorithmes 3.12, 3.15, 3.19 et théorémes 3.13, 3.16,
3.17, 3.20, 3.21) restent valables dans le cas ou la matrice L est sous forme de Jordan
quelconque. En particulier, pour tout point 8 de C*, nous voyons que les blocs de Jordan
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des différentes matrices limites sont du méme type que dans le cas ou la matrice L est
diagonale : ce sont des matrices nilpotentes de Jordan et les matrices scalaires

[O] et ! avec a; # 3
a; — 6

En effet, les dénominateurs des fractions rationnelles de la matrice du systéme [Ss]
sont de la forme £ — a; + 3 si a; # 3 et valent 1 sinon.

Le point délicat réside dans le controle d’erreur sur F(a) avec o € Do\{0}.
Nous écrivons

bj

]?[J,E a — glitid Z ]?[JM] ot BUPIER) _ Z B 5:p) (k) 4.

n,n1
m>2 m=2

et nous multiplions les équations (3.15) par P;,. Une transformation de Mellin permet
alors d’obtenir les relations de récurrence suivantes : pour tout m > u; + 2,

Pj,e

> P (m = 1= x = ) JB5, — o, J) — e 4 faten)))

np b;
- Z B 3:0)(£k) ]?[P kid]
p=1 k=1 s=2
avec P;o = 1. Ainsi, en définissant successivement
f/\[”’iv_ﬁ]—‘rl T[g; 7Q} f,r[_'ilLﬂ]
Flitial . : Flisal — : ot Flal —

m . m . m .
7l bl 734l /4]

fm m fm

nous voyons que le vecteur CO]OIlIle
2
F m — :
A

de dimension ninu vérifie pour tout m > p + 1 une égalité du type

~

Fni1 = (m — ,u)C’m]?m

ou C,, est un élément de M,,,,(C(m)) qui n’admet pour pdles aucun entier supérieur
a 1 et o la suite matricielle (Cy,)m>pt1 converge vers une matrice constante Cy,
diagonalisable et de rayon spectral py = max,,o il | Précisément,

Coo = Inl & diag(C’oo,l, ceey Coo,J)
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oti, pour tout j € {1,..., J}, la matrice C ; € M,,,(C) est définie par
Coo,j = diag(C’oo,j,l, ceey Coo,j,nj)

avec Cog 0 € M, (C) et

( . _
01, sia; =0

o 0 --- . e 0

Coiv= :

N

si Q; ?é 0

. 0 0

0 Pitwje . Piea 1

L L a; a; aj |

Ainsi, en remplacant nu par ninu, nous voyons que le résultat de la proposition 3.8
et Palgorithme 3.9 restent valables. Par suite, le théoreme 3.10 permet de controler
Ierreur dans le calcul de F(«).

3.2.3 Exemple

Dans cet exemple, la série f admet une unique singularité et la matrice des expo-
sants de monodromie formelle L admet un bloc de Jordan de dimension 2..

Nous considérons le systéme différentiel linéaire

0 x3 —273
dy z L
372%: 1— 2z T3 ’ Y
2x x? x3 1+x+ x3
14+ 1+z 3 1+z

et la solution fondamentale Y (z) = F(z)2%e?(®) avec F(z) = I3 + O(2),

1 1
(3
T T

Avec nos notations, nous avons n; = 1 et ny = 2. Les directions anti-Stokes de Y sont
R* et R™, et les matrices de Stokes associées sont

~

I
O O O
Swim O
Wi = O

0]

-+
L
VR
SN
~
I
&
¥

o

0 00
Co= | 0 0] etC_, =
230 0

o O O
S O *
S O %
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(2,1]
Nous cherchons une valeur approchée de c([)Q] = [0?2 2]]
Co’

Nous avons p = 3 et f a une unique singularité en 1 qui est une singularité ramifiée

d’exposant de ramification % avec degré logarithmique 1 :

7f(€) = Hy1 o(©)€7% + Hy 1 1 ()¢5 log € + Holu(€)

3

avec 1:-/[17%70(5), ﬁ17%71(£) et Holi(§) analytiques a 'origine.

3.2.3.1 Détermination de [5;] et Z;(£ — 1)
Les séries f[ﬂ vérifiant les équations

(

xQ@ _ x3j?[2] - 2:63]?[3}
T

df[ﬂ x 22
3.16 20/ T\ R _ 78 _ 1]
(3.16) R (1+3)f =

1,2@ . <1+§) }‘[3] _ 21'3 _;U2fm B

3 3
) B
3 dx ;Uf + 1+$f

1+ 1+

leurs transformées de Borel satisfont a

" 5]”{[1]/// + 3ﬁ1]// _ jcv[Q} . 2?[3]

(5 _ 1)jF[2]/// 4 (2 o 2(5 _ 1)) ﬁz]// . %f{?}/ _ ]}v[3]// 4 2.]7[3]/ — ]7[1]/

(5 o 1)}7[3]/// + (2 + (f o 1)) :fv[3]// + gf"vB]/ — 2}7[1] . f[l]/ o }V-[Q] T f[3]

\

Ainsi, F = f7| est solution du systeme

f//
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avec

|MOOOOOOOO
|HOMI>—‘OOOOOO

T
L
T
L

0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
_2 0 0
3
0 1 10
§-1 3(6-1)

[ 0
-1 -1

SO o oo~k OO

2

7a5%

5

-1

3(6-1)

SO =R OO O

ra3I°M

0
0

0
0
0
0
1
0
0

8

3(6-1)

+ 2

Le point £ = 1 est un point singulier régulier et le systéme [S;] cherché est alors

dz

D%

= C1({—1)Z avec Cy(§) =

N O O OO OO OO

o
|O+|MOOOOOO
= =

|M<D<D<D<D1D o
A%

—_ o
_|_
—

_ O OO OO oYM

|
—_

culE O OO O oM O

O OO OoOMm O O

189

. _

0

0

0

0

1

0

_1

g—l

e A

0 0 0
0 0 0
0 0 0
¢ 0 0
0 ¢ 0
0 0 ¢
—5% 0 0
0 —5+2 1
0 0 —2 =&

Les valeurs propres de la matrice de téte C1(0) de Cy(€) étant 0 et —$, elles ne different
pas d’un entier. Considérons alors la matrice

10
0 1
0 0
0 0
— o o0
0 0
0 0
9 9
E R
L 4 8

®sPo O © © O R O O

ro oo~ oo o

| o
oole™

OO O = O O OO

P S o e Rl e e

0loR|R

OO R OO o oo

O OO OO oo oo

_ O O OO oo oo

et procédons & la transformation de jauge constante Z +— D;'Z. Le nouveau systéme

s’écrit

dz

€05

=D;'Ci(E-1)DZ
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avec
[0 0 0 3 0 0 0 0 0 ]
0 0 0 0 ¢ 0 0 0 0
0 0 0 0o 0 ¢ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ¢ 0 0
DICEODi= % Ty g e 1 om0 ¢ 0
I T B T T
22&5 %4135 _252% 2435 685 9655 _% 80 3¢ 063
%6 Tmz sz T m2 @ nz 4 stz 1t
B S S o s ke
| 32 64 64 64 8 64 8 3 8
Nous considérons alors la solution fondamentale Z; (£ — 1) de [S;] suivante :
0000000 0 0]
0000000 0 O
0000000 0 O
0000000 0 O
Zi(E—-1)=DGi(6-1)(E-DMoaM;=|0000000 0 0
0000000 0 O
0000000 0 O
0000000O0C-% 1
0000000 0 -3

est la matrice de téte de Dy C1(€)D; et ot Gi(€ — 1) est analytique sur le disque

Dy = D(1,1) avec G1(0) = Iy. En particulier, les sept premiéres colonnes de Z; sont

analytiques en 1 et les deux derniéres colonnes de Z;(§ — 1) s’écrivent sous la forme
H(E = 1)+ Ty o€ = 1€ = 173+ 4 (€ — 1)(E — 1)7F log(€ — 1) + Holy (¢ — 1)

avec

0 0
1%5‘% = -3+ 1%5_% log &
0 De3
0 0
HE=| -3 — 2678 — e R g
0 —2¢7%
0 0
€75 — &5~ S (€5 — i€ 5 log
| s £ e — g6 s log€ |

et hy1o(€) = O(), hy11(€) = O(€) et Holy(€) = O(1).

Ainsi, en notant &, la matrice de connexion entre 0 et 1 obtenue & ’aide du pro-
longement analytique de F a droite de 1 :

FE) = Z1(€ —1)&,
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nous obtenons, en interprétant les relations du théoreme 2.31, ’égalité suivante :

9 189 9
P = iy (1) (107187 00719 ) (1) 20919
o — hoi3 9 1\3 0
100-179

ol les nombres kg (%) et Ky (%) sont donnés par

et
1 B 2 d efiﬂz
M\3) T ['(1—2) =1

= _61“7;2) (—97T + 67\/5 + 9\/§10g3 + 61y + 5imV/3 4 9i log 3>
3

Nous choisissons d’évaluer F(€) et Zy(§ — 1) en o = 2.

3.2.3.2 Approximation de F(a)

Nous prenons ¢ = 1—19. En appliquant une transformation de Mellin aux équations
(3.16) et en notant

A 7,
Fo= |72 avee 2 = | i
78 7

nous obtenons pour tout m > 4 I’égalité

Fonir = (m — 3)ConFom

avec
0 45 0 0 0 0 0 0 0 7]
0 0 =5 0 0 0 0 0 0
1 2
0 0 N i e 0 e 0
0 0 0 0 —L 0 0 0 0
Cp=1] 0 0 0 0 0 4 0 0 0
=B - L R =
0 0 0 0 0 0 —L 0
0 0 0 0 0 0 0 0 L
m—4 m—4
= U= S 0 %5 amwy  Amoy
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La matrice limite étant

S OO OO

8
I
DO DO OO oo oo
SO DO OO oo oo
S OO OO OO oo
OO OO O oo oo
DO O OO O oo
DO DO OO oo oo
_ o OO o oo oo
_ o O O o O o oo

o O O

nous prenons comme matrice de diagonalisation de Cy, la matrice

S
I
SO DO OO Do OO
[evlesil s el e o el ™)
SO OO o OO
[l el ool =R el
OO DO OO OO
SO O OO o oo
OO R OO oo oo
_ oo O O oo oo
_ 0 OO oo o oo

I
—_

Le calcul de E,,, = U™1(Cy — C,,)U donne alors M = Y 1{)5895, puis my = 136 et

132 134
25v/330185 v 10895 19

Ainsi, la somme partielle .7::[5517] (a) de F() vérifie

Hﬁ(a) - f[5517](oz)H <1071
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Finalement, la matrice
- 157091133 1

" 1250000000

_ 21369320151
1250000000

_ 1288246147
1000000000

_ 2593452861
5000000000

_ 1612083797527
10000000000

W
[

_ 209800894493
10000000000

_ 1227732961
625000000

_25959909731567
10000000000

_ 963301772839
L 2500000000 4

satisfaisant & |Fssi7(a) — F| < 107'%, nous avons H.?E(a) — .7:"H <4 x 10719,

3.2.3.3 Approximation de G;(a — 1) et Z;(a—1)

La série G1(§ — 1) est 'unique solution analytique sur D; vérifiant G1(0) = I de

I’équation
(€ —1)G| = D;{'C (€ - 1)DGy — G1 M,

la matrice D;*C;(£)D; étant donnée précédemment. Nous reprenons les calculs du
paragraphe 3.1.6 : vu la matrice My, il faut déterminer huit systémes du type (3.12) :
sept sont associés a chacune des sept premiéres colonnes de Gy et sont de dimension
18 ; et le huitiéme, de dimension 36, correspond & I’étude simultanée des deux derniéres
colonnes de (1. Dans tous les cas, la valeur choisie pour o nous permet de prendre
e =8.5et donc y =1et U= U. Nous obtenons ainsi

||G1(O[ - ].) - G17[1764](Oé - 1)” S 10_11

puis ||G1(a —1)— élH < 1071, la matrice G4 étant définie par
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00000000002 00000000000T 00000000052 0000000000% 00000000002 00000000001 00000000052 0000000000¢ 0000000000%
162048.9.0¢ LGEST6VIT— TG2EE0L9E— LGETLSGTI 60LG9T1C8T— LVEV6TYIT €9848Y SV I8VSLICYT— 68EE0LVST
0000000000¢ 0000000000¢ 0000000529 0000000042t 0000000529 00000000421 0000000000T 0000000002 0000000000¢
6€C69209L €LCECTTICIV €¢V9CCIT T€091612S €689TSV8T— 68CTV65LGC 6LG969861T— 6T10€L9VC T2ES0989CT—
00000000052 000000000001 00000000000T 00000000052 00000000052 0000000000T 00000042T1€ 00000000000T 000000000001
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et vérifiant ‘G17[1764}(a -1) - Gl| <1071,
Finalement, Z; = DG (a— 1) est une approximation de Z;(a — 1) et nous avons
| Z1(a = 1) = Z1|| <426 x 1077

2,1]

3.2.3.4 Approximation de G, et des multiplicateurs de Stokes c;’ [2 2

et c

La matrice Z; étant inversible avec s 7 .min ~ 0.78, 'unique matrice S, définie par
F = 7,6, vérifie )
|61 — &1 <116 x 107°

Une valeur approchée égz’l] de cg’l]

données par
20 _ 1 9 4 189 189 _ N 9 p 1 i
pu— —_ — — 0'
0 °\3 1075 10070 T 10" 5 o

Rk L (L R
0 10 0 3 1,9

et nous avons ’c([f o <174 x 1074 et |e
2] o[22

2,2]

et une valeur approchée co I de ¢y’ sont alors

B2 22 < 4.9 % 1075, Noter que les

étant nulles, nous pouvons penser que les parties réelles
de cg e 0[2 2 sont également nulles. Pour les parties imaginaires de c[ 1 e c([) ],
nous obtenons les inégalités ci-dessous en prenant une valeur approchée des parties

imaginaires de &> et ¢® 4 107 pres :

parties réelles de ¢, et ¢

(Im (05’”) - 34.3591873‘ <18x 10

(Im CRHE 3.5296998‘ <5%x10°°

Par suite, les deux multiplicateurs de Stokes c([]2’1] et ¢, sont non nuls et les trois

premieres décimales de 34.3591873 et 3.5296998 sont exactes.

(2,2]
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Systémes de niveau unique r > 2
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Introduction

Tout systéme de niveau unique r > 2 est méromorphiquement équivalent (cf. para-
graphe 1.3.3) & un systéme différentiel linéaire a coefficients méromorphes a ’'origine

[A] mTH% = A(x)Y avec A(z) € M,(C{x})

dont une solution fondamentale formelle Y (z) = F(z)z @) est normalisée de sorte
que
« F() = I + O(z™) € My(C[[a]))
* L = @}‘]:1 L;, ou chaque L; est un bloc de Jordan de L de dimension n; > 1 et
de valeur propre \; vérifiant A\; = 0 et Re();) € [0, 1] pour tout j € {1,..., J};

Q) =@, 05 (1) I, avec

1 1T ] — 1 — —
0 (_) _ % Gt G e

T i zr—1 T

de sorte que ¢; =0 et a;, = ar, & ¢; = q-
Ainsi, 'étude du phénomeéne de Stokes des systémes de niveau unique r > 2 se réduit,
sans perte de généralité, a celle des systémes du type [A]. En particulier, il suffit de
savoir déterminer les multiplicateurs de Stokes associés a une solution fondamentale
formelle Y normalisée comme ci-dessus.

Aussi, nous fixons désormais dans cette deuxiéme partie un tel systéme [A]
et une telle solution fondamentale formelle Y (x).

Nous pourrions envisager de généraliser directement a ce type de systémes les cal-
culs effectués précédemment pour les systémes de niveau unique 1. Dans ce cas, la
série F' étant de type Gevrey de niveau r, nous n’étudions plus sa transformée de
Borel F' (celle-ci est holomorphe sur C tout entier et nous avons "caché" toutes ses
singularités & Iinfini), mais sa transformée de Borel B,(F) de niveau r. Malheureuse-
ment, 'utilisation d’une telle transformation de Borel introduisant des ramifications,
les calculs deviennent rapidement trés complexes et ne permettent pas d’aboutir & un
résultat satisfaisant. En particulier, nous n’arrivons pas a établir de formules liant les
multiplicateurs de Stokes de Y (z) et le comportement de B, (F') au voisinage de ses
singularités.

Aussi, au lieu d’étudier directement le systéme [A], nous considérons plutodt son sys-
téme r-réduit [A] obtenu par la méthode de réduction du rang ([L-RO01], [Lu72], [Tu63]).
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Les multiplicateurs de Stokes de ?(m) s’obtiennent alors en étudiant le comportement
de la transformée de Borel F de la série r-réduite F (voir définition ci-dessous) de
F au voisinage de ses singularités (la série F est par construction de type Gevrey de
niveau 1) (chapitre 4). Nous montrons en particulier que ces singularités ne sont pas
en général de la classe de Nilsson : il est nécessaire de convoler les éléments de cette
classe par des majeurs d’exponentielles ramifiées.

Définition Etant donné une série

B(x) = oma™ € Mo(C[[2]))

on appelle série r-réduite de P(x) la série @(t) définie pour un choix donné x = /"
d’une racine "¢ de t par

[ P ) e e 1PN
prty P :

o, pour £ € {0,...,r — 1}, on a noté

S/O\E(t) = Z 90€+mrtm

m>0
la (£ 4+ 1)°™¢ sous-série des termes de 7 en 7 de $(t) définie & partir de P(0) = ;.

Dans le chapitre 5, nous montrons que la méthode de calcul effectif donnée dans
le cadre des systémes de niveau unique 1 peut étre étendue aux systémes de niveau
unique quelconque dans le cas o la matrice A(z) est a coefficients rationnels. Nous
illustrons ce résultat par deux exemples.

Noter que, comme pour les systémes de niveau unique 1, il suffit de s’intéresser
a la matrice f formée des n; premiéres colonnes de F'. Nous obtenons ainsi tous les
multiplicateurs de Stokes situés dans les n; premiéres colonnes des matrices de Stokes.



Chapitre 4

Etude théorique

Nous considérons dans ce chapitre un systéme différentiel linéaire a coefficients
méromorphes a 'origine

[A] :1:’”“% = A(2)Y avec A(z) € M, (C{z})
dont la solution fondamentale formelle Y (z) = F(z)z @) est normalisée de sorte
que
* F(x) = I + O(a™) € My (C[[2]]);
* L = @}']:1 L;, ou chaque L; est un bloc de Jordan de L de dimension n; > 1 et
de valeur propre \; vérifiant A\; = 0 et Re();) € [0, 1] pour tout j € {1,..., J};

J
* Q) = SYYEy (3) In; avec
1 Ajr  Ajr—1 aj1 —1,.—1

de sorte que ¢; = 0 et Qjr = Qpr < qj = qo-
Rappelons que tout systéme de niveau unique r > 2 est méromorphiquement équivalent
a un systéme [A] de ce type.

Avec ces normalisations, la matrice A(x) s’écrit sous la forme
A(z) = Ag(x) + B(x)
ot Ag(z) est définie par

nd@)

e +2"L = k" *ay, + 2" L

k=1

A()(CL’) =

avec, pour tout k € {1,...,r},
ay, = diag(ay g lpn,, s @ypln,)

et ou B(x) est un élément de M, (z?"C{z}). Précisément, si B est découpée comme la
matrice L :

B = [B(M)} avec BYY est de dimension n; X 1y

1<j <

201
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alors
O(x*)  siaj, —ag =0
BUY(z) =
O(x") sl aj, —ag, 20

Commencons par déterminer le systéme r-réduit [A] de [A].

4.1 Systéme r-réduit [A] associé a |A]

4.1.1 Rappels sur la réduction du rang

Nous rappelons ici les résultats principaux sur la réduction du rang tels qu’on peut
les trouver dans [L-RO1]. Pour plus de détails, nous renvoyons a cet article et aux ré-
férences qui y sont citées, en particulier [BJL82-2], [Lu72] et [Tu63].

L’idée générale de la réduction du rang d’un systéme est simple : si un systéme est
de rang de Poincaré » > 2 en la variable x, il est de rang de Poincaré 1 en la variable
t = 2". Cette idée a été utilisée par certains auteurs —notamment H. Poincaré dans
[P86] et G. D. Birkhoff dans [Bir09]— pour représenter certaines solutions de systémes
de rang r comme intégrales de Laplace. Malheureusement, une simple substitution de
t a " fait apparaitre des puissances fractionnaires de ¢t. Ainsi, afin de rester dans le
cadre des systémes a coefficients méromorphes, il est nécessaire de saturer I'effet de ce
changement de variable par I'action du groupe de Galois S, de I’équation 2" =t : la
dimension du nouveau systéme est alors multipliée par r.

Systéme r-réduit

Etant donné un systéme différentiel linéaire [a] de dimension n a coefficients méro-

morphes de la forme
dy

ZL‘T—H% =a(x)Y avec a(z) = n;)ozmxm

et de solution fondamentale Y (), on appelle systéme r-réduit de [a] 'unique systéme
[a] de la variable ¢ = x", méromorphe a 'origine et admettant les solutions
Y (z)
Y (x)

z~ DY (1)

pour un choix donné = = /" d’une racine r*™¢ de t. En particulier, en posant p = e,
ce systéme admet pour solution fondamentale
Y(tl/r) Y(ptl/r) . Y(Ior—ltl/r)
Y(t) (tl/r)—1Y<t1/T) (ptl/r)—ly(ptl/r) . (pr—ltl/r)—ly<pr—1t1/r)

(tl/r)—(r—l)y<t1/7’) (ptl/r>—(r—1)Y(pt1/r) . (pr—ltl/r)—(r—l)Y<pr—1t1/r)
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Le systeéme [a] est de dimension rn et s’écrit

dY 2
2 —_—
i = (a(t) ijkth) Y

avec

ar—.l (t) Ce e al(t) aO (t) .

ou, pour £ € {0,...,r — 1}, on a noté

“) = cppmet™

m>0

a (£ + 1)°™¢ sous-série des termes de r en 7 de a(t) définie & partir de a*(0) = a.

Solution fondamentale formelle r-réduite

A une solution fondamentale formelle de [a] de la forme Y (z) = &\)(:U)acM e’ avec
®(z) € M,(C[[z]]), correspond une unique solution fondamentale formelle Y(¢) de [a]
appelée solution fondamentale formelle r-réduite associée a Y (x). Précisément, on a

Y(t) = ®(t)Y,(t)

ol @(t) est la série r-réduite de &3(90) et
< r—1 M @’“—1 p(#)
Yo(t) = tPr=0~ -7 g, @pkM D=0 P

la matrice U, ,,(p) désignant le produit tensoriel V(1,7,...,7" ') @ I,, de la matrice de
van der Monde construite sur 1, p, ..., "' par la matrice identité I,, (p est le conjugué
de p dans C).

De plus, si on note [ap] la forme normale de [a] de solution fondamentale formelle

Yo(z) = zMeP@) alors Yo(t) est la solution fondamentale formelle r-réduite de [aq]
associée a Yp(x).

4.1.2 Systéme r-réduit [A]

Suivant le rappel précédent sur la réduction du rang, le systéme r-réduit [A] de [4]
est donné par

dY

A [ p——
[A] rtt—

—A)Y
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ot # = tY/7 est une racine 7°"¢ de t et ot A(t) est la matrice

[ ra, +tL tay e E (r—Dta,
(r—1a,—1 ra,+tL—tI, :
: : +B(t)
: ra, +tL — (r — 2)tl, ta;
a - e (r—1)a,—1 ra, +tL — (r — 1)t |

avec B(t) série r-réduite de B(z). En particulier, B(t) est un élément de M, (t*C{t}).

Le systeme

[Ao] r t2% =A)(t)Y
de matrice
[ ra, +tL tay e e (r — 1ta,
(r—1a,—1 ra,+tL—tl, :
Ao(t) — . .
: ra, +tL — (r — 2)tl, tay
aq cee ce (T - 1)(17.,1 ray, 4 tL — (T - 1)t[n_

est le systéme r-réduit de la forme normale [Ag] de [A].

Dans la suite, nous choisissons comme solution fondamentale formelle de [A] la
solution fondamentale formelle r-réduite Y(t) associée a Y (x). Rappelons que

Y(t) = F(1)Yo(!)
ot F(t) = I, + O(t2) est la série r-réduite de F(z) et oit Yo(t) est la solution fonda-
mentale formelle r-réduite de [Ay] associée a Yo(x) (cf. paragraphe 4.1.1).

La série F est donc I'unique solution série formelle vérifiant F (0) = I, du systeéme
de passage
dF
[AO : A] ’I"t2E - (A()F FA()) BF
En particulier, compte tenu de la structure de la matrice Ay, le premier bloc de colonnes
f de F est I'unique solution série formelle vérifiant f( ) = Lnn, du systéme

1) 2% Aof +if L= Bf

ol nous avons noté I, ,, la matrice formée des n; premiéres colonnes de la matrice
identité I,,,. Comme dans le cas des systémes de niveau unique 1 et compte tenu de la
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structure de la matrice L1, nous scindons le systéme (1) de dimension rn X n; colonne

par colonne. Nous en déduisons alors que la ¢°™¢ colonne f[;(ﬂ de f, g€ {l,..,ni}, est
[

I'unique solution série formelle vérifiant f[;q](()) = ,fg]nl du systéme

J

df b4 4 g .
(1) “f”;—t — Aoflil 1 1f 7 = Bl

. , [0] ) .
ou nous avons posé f = 0. Compte tenu de cette structure, toutes les démonstrations
qui suivent sont faites par récurrence sur ¢ € {1,...,n}.

4.2 Résurgence-sommabilité de ]?

Nous établissons ici le

Théoréme 4.1 La série formelle f est résurgente-sommable de support singulier les
points aj, # 0 (coefficient dominant du polynéme ¢; ).

Les niveaux associés a f étant donnés par les degrés des polynémes non nuls
q; (W), seul le niveau 1 est associé a f, puisque le systéme [A] est de niveau unique.

Noter que le systéme r-réduit [A] est en général de plusieurs niveaux, sauf dans le cas
exceptionnel ou tous les polynomes ¢; sont réduits a des monomes.

L’étude de la résurgence-sommabilité de f est donc analogue a celle des systémes
de niveau unique 1 (paragraphe 2.1). Cependant, méme si les arguments donnés alors
(perturbation réguliére des systémes (119)) et construction de séries majorantes) restent
identiques, la présence des polyndémes

1 1 Ay Qjr—1 aj1
s Z ) =4 = +L:_]’___.__L
qj (x) qj <x) o o1 T

rend la mise en place de ceux-ci plus délicate. Il est donc nécessaire de procéder & une
nouvelle démonstration ; mais, contrairement au cas des systémes de niveau unique 1,
nous traitons directement le cas ou la matrice des exposants de monodromie formelle
L est sous forme de Jordan.

Soit £ un chemin d’origine 0 et de classe C! par morceaux ne faisant qu’un nombre
fini de tours autour des points a;, # 0. Ce chemin peut étre relevé sur le revétement

universel C,, de C\J;{a;, # 0} en un chemin que nous notons encore £. Nous lui
associons un voisinage ouvert simplement connexe A, dans C, formé par 'union d’un

disque ouvert D de centre 0 et d’un voisinage ouvert simplement connexe de £ qui
évitent les points a;, # 0 & une distance minimale v > 0 : pour tout j € {1,..., J} tel
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que a;, # 0 et pour tout 7 € Az, |7 —aj,| > v.

Figure 4.1 - exemples de chemins £ et de domaines A,

Suivant la définition de la résurgence-sommabilité d’une série formelle, il s’agit de
démontrer que le mineur f de f est holomorphe sur A, avec une croissance exponen-
tielle d’ordre au plus 1.

4.2.1 Perturbation réguliére

Pour toute matrice M de dimension rn X nq, nous notons M4 sa ¢®™¢ colonne et
nous la découpons sous la forme

M [Ld] M w134
M = : avec M4 = :
M) M T34l

ot les 7 matrices M4 sont de dimension n x 1 et ou le nombre de lignes de la matrice
MW3d e {1, ... J}, est égal & la dimension du j*™¢ bloc de Jordan LjdeL: Mlwisd
est donc de dimension n; x 1.

Suivant ’étude du paragraphe 2.1, nous perturbons les systémes (1[Q]) en

df ;4]
dt

(114) 2 Agpld T ZaBf s ecC

En adaptant la démonstration du lemme 2.3 et en utilisant la forme de la matrice Ay,
nous obtenons le résultat suivant :

Lemme 4.2 Pour tout ¢ € {1,...n,}, le systéme (119) admet une unique solution
série formelle en a de la forme

2dl

Fla) =180, + S Fl wam

m>1
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ol Iy, estla matrice formée des ny premiéres colonnes de la matrice identité 1., et

ot f[q]( t) € M,y 1 (£*Cl[t]]) pour tout m > 1.

De plus, pour tout m > 1, tout u € {1,...,r} et tout j € {1,...,J}, la matrice _f
vérifie ’égalité

u, 53]

m Jid
(4.1) rt2 0 — (T + Lk — )aj rk— uf —t Z aj ke uf

k=1 k=u+1

~[k.55q]

~Ju,j; u, 1 [w,754]
—t(L; — (=L )F "+ 1F 7 = (BF )

avec .fO rn ,ni -

A cette série double }'\[;q] (t, ) correspond dans le plan de Borel la série

pli(r,a) =815, + ) @il

m>1

ou ¢ est la dlstrlbutlon de Dirac  lorigine et ot ¢} q]( ) € M, 1(TC[[7]]) est la trans-
formée de Borel de fm (t) pour tout m > 1. Cette série l9(7, a) est 'unique solution

de ce type du systéme transformé de Borel (IE}) de (1. Comme dans le cas des
systemes de niveau unique 1, nous obtenons pour a = 1 I’égalité

f[;q] (1) = l(r,1) = 6[rg]n1 + Z Qo[q]

m>1

qui va nous permettre d’établir le théoréeme 4.1. Précisément, nous allons démontrer
que, pour tout o élément d’un disque ouvert de centre 1, la série » -, go%ﬂ(r)am est
holomorphe sur A, avec une croissance exponentielle d’ordre au plus 1.

4.2.2 Prolongeabilité sans fin et croissance exponentielle

L’analyticité de :]z sur A, est obtenue par le théoréme de Cauchy-Lipschitz. Ce-
pendant, nous allons en redonner une démonstration complete a I’aide des séries ma-
jorantes, afin de pouvoir étudier de fagon précise la structure des singularités de f.

La démonstration que nous proposons ci-dessous est analogue a celle du paragraphe
2.1 donnée dans le cadre des systémes de niveau unique 1. Rappelons en les différentes
étapes : analyticité des go[ 4 sur A ¢, convergence normale de la série ) -, go[;,?]( ) sur

le disque D et construction de séries majorantes.
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]

Etape 1 : analyticité des cp%q sur Ay

Les cplif} étant les transformées de Borel des séries formelles J?Lj }, les matrices go[nqi’j &

satisfont pour tout v € {1,...,7} et tout j € {1,..., J} aux équations

i
L

r

(4.2) r(r — aj,r)ap,[fb’j;q}’ -y (r+k-— u>aj,r+k—u90£ﬁ’j;q]' _ Z (k — u)ajﬁk_ugogﬁ,j;q]
1 k=u+1

T

. . ~ [uvjﬂﬂ
—(Lj = (r+u= 1)1 ) + gpdat = (B/ * <Pm_1)

avec cp%’j ;q](O) =0et ¢y = 0l,,,. Ces équations ont été obtenues par transformée de

Borel des égalités (4.1). Notons immédiatement que, compte tenu des normalisations
~/ ~/
faites, B * ¢, = b est une fonction entiére vérifiant

Augid O(r) siaj, =0

b (1) =
O(].) si Qjr 7A 0

En effet, le premier bloc de colonnes b de B satisfait par hypothése a

o*)  sia;, =0
blwidl(t) =
Oo*)  siaj, #0

* Lorsque a;, = 0, ’hypothése de niveau unique sur le systéme [A] donne
ajr = 0 pour tout k € {1,...,m7 — 1}. Ainsi, la matrice o7 est solution du systéme

différentiel

N N ~ [u.534] o
rrele = (L = (= D) = (B rg,,) - ol

(4.3)
Sokfbu;q](o) —0
La série cp%’j 1 gtant analytique en 0 et vérifiant cp,[;i’j ;qfl](()) = 0, lorigine est un
~/
point ordinaire de ’équation (4.3) dés que B x¢,, , est analytique et de valuation 1 en
0. En particulier, go[lu” ‘I st analytique a Iorigine et le théoréme de Cauchy-Lipschitz
permet de prolonger ¢/ en une fonction entiére.

* Lorsque a;, # 0, les go[;,ﬁ’j ‘I he vérifient pas d’équations simples en général, puisque

le polynoéme
g (L) =% %
"\ =1
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n’est pas nécessairement nul. En revanche, nous voyons, a partir de I’égalité (4.2), que

les (@7 ) <, satisfont au systéme différentiel

Rz jq = Sizmja + Tm-154 = Zmja1
(4.4)

Zm,jq(0) =0
ou

1. La matrice z,, ;4 est de dimension rn; X 1 et est définie par
(P%j;q]

2 ¥
¢£n’]’q]

Zm.jq =

[.454]
m

@

2. La matrice T}, ;4 est de dimension rn; x 1 et est définie par
~/ [lvj;q}—
(B * (Pm—1>

Tmil’j’q =

3. Les matrices I?; et S; sont de dimension rn; X rn; et sont définies par

(T — ajr)In, 01, 07, i
—(r = Daj,—1ln, 7(7—aj,)1y, :
R; = :
(T — @) In, 01y,
i —aj1 1y, e o =(r=1Dajraly, (T —aj,)1;
et
Lorhy ol (- Dapad]
0L,  L;—(r+1)I, :
S, — . .
: Lj—(2r —2)I,, a1 ly,
Ofnj .. .. Ofnj L;— (2r — 1)]nj_

En particulier, R; et S; sont indépendantes de m et q.

L’origine étant un point ordinaire de (4.4), 21 j, est analytique & l'origine et le théo-
réme de Cauchy-Lipschitz permet de prolonger analytiquement z; ;, & A, tout entier.

[u,5;4]

Par suite, pour tout u € {1,...,7}, les séries ¢; sont convergentes et admettent sur

A, un prolongement analytique.

Finalement, un raisonnement par récurrence sur m > 1 permet d’obtenir la
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Proposition 4.3 Pour tout m > 1, les séries ¢,, sont convergentes et admettent sur
le domaine Ap un prolongement analytique que nous notons encore @,,, .

Nous voyons dans cette premiére étape les difficultés calculatoires engendrées par
les polynomes ¢; lorsque ceux-ci sont non nuls. Ces difficultés se retrouveront tout au
long de cette deuxieme partie et notamment lorsque nous étudierons les singularités de
la transformée de Borel f de f En effet, la démarche proposée au paragraphe 2.2 dans
le cadre des systémes de niveau unique 1 n’est plus applicable ici puisque le systéme
(4.4) est en général a point singulier irrégulier en a;, # 0. Toutefois, cette difficulté
peut étre contournée en utilisant le puissant outil des microfonctions (cf. appendice

2.A).

Etape 2 : convergence normale de la série »_ -, go,[nq](T) sur D

Comme au paragraphe 2.1, nous démontrons plus précisément que la série
3 lr)a
m2>1

converge normalement sur le disque D pour tout o € C.

Lorsque a;, = 0, nous intégrons le systéme différentiel (4.3) par la méthode de
variation des constantes et nous obtenons

— [u,55q] u 53—
N No_um1 g [T <<B * 907”4) M SOLnJ ! SOLLM 1]> )
(45) rliin) = =51 |

dn

’[’]r T

pour tout ¢ € {1,...,n1}, tout u € {1, ...,7} et tout 7 € D, ot M; = L;—\;I,,; désigne la
matrice nilpotente de Jordan d’ordre n;. Noter que I'’hypothése Re()\;) € [0, 1] montre
que

Ao ou—1
Vje{l,...J}, Yue{l,...r}, Re (—J— 4 > el — 1,1

T T

Définissons alors le systéme (219) de dimension rn par les r.J équations matricielles :
o rtglttd = o (| B] g)[l,l;q] + tMyglthd 4 ggltlia=1] 4 t[l}{}ﬁ?} _ Qtjr[,}i}n??*l}
esiaj, =0et (u,j)#(1,1), alors

(r—Re(N\j —u+1)) tg[u,j;q] = o (|B| g)[u,j;q] + thg[u,j;q} + tg[u,j;qfl]

e siaj, # 0, alors

u—1 r
vg*79 = o (1Bl )" + 3 s g5 1 D7 g g
k=1 k=u-+1

¢ (|Lj| + anj) glwdidl 4 ¢ gledia—1l
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En adaptant la démonstration du lemme 2.6 et sa généralisation au cas ou la ma-
trice L est sous forme de Jordan quelconque (cf. paragraphe 2.1.2) et en utilisant les
arguments de I’étape 1 lorsque a;, # 0, nous obtenons le résultat suivant :

Lemme 4.4 Pour tout q € {1,....n1}, le systeme (219) admet une unique solution
série formelle en a de la forme

gil(t,a) = 150, + > ghd(

m>1

ot g}ﬁﬂ( t) € My 1 (FPRT[[t]]) pour tout m > 1. De plus, cette série double définit une

fonction analytique en t et o pour t proche de 0 et o € C.
D’autre part,
1. Siaj, =0, la série g yérifie pour tout m > 1 et tout u € {1,...,7} Dégalité
(r—Re(\j —u—+1)) tg}f;’j;q] = (|B| gmfl)[u’j“ﬂ + thQT[z,j;q] + tgr[;uj;qfl}

avec go = Lrpp, -

[u,5; q})

2. Sta;, # 0, les séries (gm 1<u<r VErifient pour tout m > 1 ’égalité

g%lld;qi g%ll,j;qi (|B| gmlﬁl,j;q} g%ll,j;q—lj

2,759 2,759 B 2,359 2,559—1

Uj gm- _ ﬂ/} gm' n (| |gm.—1> iy gm '
gr[gj;(ﬂ glgj;q] (| B| gm_l)[m;q} g%,j;q—l]

ot U; et V; sont les matrices de dimension rn; X rn; définies par

vi,, 0, --- 01,
—lajr_1|In;, vin, :
U, = :
vip, 07,
_ |aj,1| ]nj e e _ |aj,7“—1| ]nj V]nj_
et ~ _
\Lj| + 2L, ajal L, - 1] In,
0L,  |L;|+2I, '
Vi = : '
. ’L]| + 2[n] |aj71\ [nj
| oI, e 0L, L + 21, |

En particulier, les matrices Uj’1 et V; sont des éléments M., (RT). De plus, elles
satisfont aux inégalités

R <U et || < U,

ou les matrices R; et S; sont définies a 'égalité (4.4).
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La transformée de Borel formelle par rapport a ¢ de g[;‘ﬂ (t, ) définie par

<I>[q](7a — 5104 Z@[q

™, N1
m>1

avec LY (1) € My 1 (TR*[[7]]) pour tout m > 1, est donc une fonction entiére de 7 pour
tout a € C. Les @M] étant les transformées de Borel des séries g[ “ nous obtenons
* Siaj, =0, les QJ,[n’j 9 vérifient pour tout m > 1 et tout u € {1,...,r} les égalités
[u,;4]

(4.6)  (r—Re(\; —u+ 1))@lwsid = (TBT « q>m71> + MBlul | gl

avec ®g = 01, ;-
* Siaj, #0, les (@%’j;q])lgq vérifient pour tout m > 1 le systéme

UjZmjq = Vidmia T Win-1q+ Zm.jq-1
(4.7)
Zmu}q(o) =0
ol nous avons posé
"~ [1.550] T
ol (1Bl + <I>m1)[2 )
pI2 (1B« @)
meq _ | ot Wm—lJﬂ _ | | * | 1
(1)7[77;,1';(1] —, [r.554]
(|B| *@m_l)

Finalement, en comparant (4.5) et (4.6) lorsque a;, = 0 et en appliquant le lemme
de Gronwall aux équations (4.4) et (4.7) lorsque a;j, # 0, nous obtenons comme au
paragraphe 2.1 (cf. lemme 2.7 et sa généralisation au cas ou la matrice L est sous forme
de Jordan quelconque) le résultat suivant :

Lemme 4.5 Pour tout ¢ € {1,...,n1}, tout m > 1 et tout T € D, les fonctions cp%]]

vérifient linégalité
|pi(r)] < @ ()

En particulier, la série ), - go%l]( )a™ converge normalement sur D pour tout o € C.

Nous retrouvons ici le fait que la série f est de type Gevrey de niveau 1 et que le
rayon du disque de convergence D, de sa transformée de Borel f est ml;él laj,r|. En

particulier, la série initiale f est de type Gevrey de niveau r.

Comme pour les systémes de niveau unique 1 (cf. paragraphe 2.1), la convergence
normale sur le disque D de la série ) -, cp%]]( ) nous permet de construire les sé-
ries majorantes nécessaires pour établir 'analyticité et la croissance exponentielle de

pbd(7,a) sur Az, o dans un disque ouvert centré en 1.

'La comparaison s’effectue coefficient par coefficient, puisque la matrice M; induit un systéme

triangulaire de dimension n; sur les coefficients de pldi i et @il
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Etape 3 : construction de séries majorantes et conclusion

Nous reprenons les arguments développés a ’étape 2 du paragraphe 2.1.1 et géné-
ralisés au paragraphe 2.1.2 au cas d’'une matrice L sous forme de Jordan quelconque :
il s’agit de construire une famille de séries majorantes de ¢l (7, a) sur des domaines
connexes strictement croissants de A, évitant 7 = 0.

Fixons 79 € DNJ0,1[ et K > 0 tel que |¢p,,(7)| < K pour tout ¢ € {1,...,n1},
tout m > 1 et tout |7| < 79 (un tel K existe par I’étape précédente). Nous supposons
également, quitte & modifier le domaine A/, que la distance v est strictement inférieure
a7b.

Pour tout ¢ €]0, 79[, nous notons A, = {7 € A, tel que |7| > e} (voir figure 4.2)
et nous supposons, quitte & diminuer la valeur de 7y, que les A, sont connexes. Nous
définissons alors les systémes (354) de dimension rn par les 7.J équations matricielles
esiu=j =1, alors

ehlbbd = o (Ch)MY 4 ¢ (|Ly| + 21,) WDV 4 ¢plb Bl 4 (6 — o — 2) T1L1d

NN
—otIlhe 4+ oK,
esiaj, =0et (u,j)#(1,1), alors

ehlid = o (CR)™P ) 4t (|L;| + 21,,,) B39 4 tplwdiat] 4 K,

e siaj, # 0, alors

u—1 r
vh70 = o (Ch)™5 13 ™ Ja;, oo FFTD 48> ™ Jag gy | AFT

k=1 k=u+1

+t (|Ly| + 21,,) W50 4 gpleiol 4 K,

ou C = [, + |B| et ou K, désigne le vecteur colonne de dimension ¢ dont tous les
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termes sont égaux a K.

Qo

Figure 4.2 - exemple de domaine A,

En adaptant les démonstrations de ’étape 2 du paragraphe 2.1.1 et de I’étape 2 du
paragraphe 4.1, nous obtenons le

Lemme 4.6 Pour tout q € {1,...,n1} et tout e €]0, 19}, le systéme transformé de Borel
de (3519) admet une unique solution série formelle en a de la forme

(7,00 = a1, + Y0 vl ()"

m>1

ot ¢£1%L(r) € M1 (RT[[7]]) pour tout m > 1. De plus, cette série double définit, pour
tout v € D(1, R) avec R €]0,1—&y[, une fonction entiére de T a croissance exponentielle
d’ordre 1.

D’autre part, les séries @%]1 définissent des fonctions entiéres de T et vérifient :
1. Sia;, = 0, la série Wl satisfait pour tout u € {1,...,7} et tout m > 1 a
I’équation

;. wis — [u.5;4] ) o
(4.8) eqledlt = gld g (IB] s ) o+ (1) + 20, )l 4 yliga

de condition initiale ¥79(0) > K.

2. Sta;, #0, les séries ( Ef;,?jq])lgug satisfont pour tout m > 1 au systéme

(4.9) U2

m,j,q

= %th%q + Wm_lv]vq + Zm7.77q_1
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de condition initiale Z,,;,(0) > K, ot les matrices U; et V; sont définies au
lemme 4.4 et ot

B —— [Lj;q}_
(1,5:9] <|B| * 77Z)6,m—1)
T;:;;q] (ﬁl w ) [Zj;‘ﬂ
g,m * m—
Zm?j?q = . et Wm717.77q = Eo 1
gﬂj’ﬂ — ‘ [r.d3q]
’ <|B‘ * wa,m—l>

L’application du lemme de Gronwall aux équations (4.3) et (4.8) dans le cas ou
ajr = 0, et aux équations (4.4) et (4.9) dans le cas ou a;, # 0, permet d’établir
analyticité de @b9(7,a) sur A., puis sur Az tout entier, pour tout o € D(1, R) (la
démonstration est analogue a celle de la proposition 2.10). Quant a la croissance ex-
ponentielle d’ordre 1 sur Az de ¢b4(7, ), elle s’obtient comme au paragraphe 2.1 &

Paide de la croissance exponentielle d’ordre 1 sur C de ¢ (1, ]al), € fixé dans |0, 7]
Nous terminons la démonstration du théoréme 4.1 en substituant 1 & o dans la série
double l4(7, a).
4.3 Description des singularités de f
Les singularités de f sont les points ajr # 0 (théoréme 4.1) et nous notons w 1'une
quelconque d’entre elles. L’étude de w est plus complexe que dans le cadre des systémes

de niveau unique 1 (cf. paragraphe 2.2), puisque deux cas peuvent se produire :
* La singularité w = a;, est associé¢ a un monoéme g; :

1 11]"7-
@ (E) o
que

avec

non identiquement nul.

Le systéme [A] étant de niveau unique, tous les polynémes g; portant la singu-
larité w, i.e., tel que a;, = w, s’il en existe plusieurs, sont égaux. Nous notons désormais
dans la suite

Fr(w) ={g; ajr = w}
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le front de w ([MR91]) et nous définissons le polynéme g, par

pour tout j € {1,...,J} tel que ¢; € Fr(w). En particulier, ¢, = 0 signifie que la
singularité w provient d’'un monéme. Dans ce cas, nous disons que la singularité w est
de front monomial.

Le cas monomial est appelé cas "séparé" dans [I.-R90-1]. La description de w y est
relativement simple : en adaptant la méthode du paragraphe 2.2 a ’aide des résultats
du paragraphe 4.2, nous montrons que w est une singularité de la classe de Nilsson.

Dans le second cas, I'étude est plus compliquée : w n’est plus une singularité¢ de la
classe de Nilsson ; I'utilisation des microfonctions (cf. appendice 2.A) montre que 7,f
peut étre écrit au voisinage de 0 et modulo les fonctions analytiques & 1’origine sous la

forme
w70= 5 (s ()

k=0

ol ¢, est une fonction de la classe de Nilsson en 0, ® est le produit de convolution
des majeurs (cf. paragraphe 1.2) et o

maj (eqw (‘W))

~ 1
désigne un majeur de eqw<Pkf1/ T) holomorphe sur la surface de Riemann C,, du lo-
garithme et & croissance exponentielle d’ordre au plus un a linfini. Rappelons (cf.

- 1
paragraphe 1.2.1) qu’un tel majeur existe puisque les exponentielles eqw(”ktl/ T> sont
des constantes de résurgence (elles sont holomorphes multiformes et & croissance sous-
exponentielle a I'origine). Ces majeurs seront plus particuliérement étudiés a ’appen-
dice 4.A.

4.3.1 Cas ou la singularité w est de front monomial

L’étude est similaire & celle du paragraphe 2.2.3. Rappelons que nous devons pro-
céder en deux étapes :

1. Montrer que la nature de la singularité w est identique pour tous les germes de
fonctions analytiques prolongeables sans fin ¢,, ;
2. A Taide de la relation

F) = ¢n)

m>1

et des propriétés de convergence uniforme de cette série obtenue au paragraphe
4.2, montrer que la nature de w se transmet a f.
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La premieére étape est le point difficile de ’étude de w. La démonstration est sensi-
blement différente de celle du paragraphe 2.2.3, puisque nous travaillons a priori avec
des systémes a points singuliers irréguliers, et non & points singuliers réguliers comme
dans le cas des systéemes de niveau unique 1. Néanmoins, les arguments du paragraphe
2.2.3 s’adaptent facilement a cette nouvelle situation grace a ’hypothese sur w (w est
associé & un monome).

Quant a la seconde étape, elle ne pose aucune difficulté : la démonstration est
rigoureusement identique a celle du paragraphe 2.2.3.

Etude des fonctions ¢,, en la singularité w

Comme pour les systémes de niveau unique 1, cette étude repose sur l’expression
sous forme intégrale des coefficients des ¢,,. En fait, il suffit juste de voir que les
systémes différentiels vérifies par les matrices @57, ¢ € {1,...,m}, u € {1,...,r} et
Jj€{1,...,J}, permettent d’appliquer les arguments du paragraphe 2.2.3.

* Si aj, = 0, le germe o7 st solution du systéme différentiel (4.3), et celui-ci
est analogue au systéme (2.9). Noter qu'il suffit de remplacer \; par ’\TJ — “T’l dans les
formules.

* Si aj, = w, les germes (@/w7),-,<, sont solutions du systéme différentiel (4.4).
Le polynome g; étant réduit a un monéme, nous avons

Qjr—1 = Qjr—2 = ... = Q51 = 0

et ce systéme se scinde en les r systémes différentiels
[u.j3q) [u.734] ' sl [u.73q—1]
r(r = W@l — (L = (r+u = D))l = (B v, ) - ol

Sogg,j;q] (0)=0

[u,534]

Ceux-ci sont analogues aux systémes (2.9) et permettent d’expliciter sous forme inté-
grale les @, pour les j tels que a;, = w.

* Siaj, ¢ {0,w}, les germes (@7, <, <, sont solutions du systeéme différentiel (4.4).

Contrairement au cas précédent, ce systéme est en général a point singulier irrégulier,
car le polynome ¢; n’est pas nécessairement nul. Ceci ne pose toutefois pas de réelles
difficultés, puisque a;, # w et nous travaillons au voisinage de w. Le systéme homo-
geéne associé & (4.4) admet une solution fondamentale F;(7) indépendante de ¢ et m,
analytique a l’origine et pouvant étre prolongée analytiquement au voisinage de w. En
appliquant alors la méthode de variation des constantes, nous obtenons

tmialT) = Fy(7) / P )R 0) (T o) — 2mgr (1)) di
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. p—1 . .. .
ot Ry (§ ) est analytique au voisinage de w et ou

EI [Lj;‘]]_
[1,5;4] ( *Pm-1
cpgﬂj;q} (E/ ) (2,5;4]
m * _
Zm,j,q = v . et Tmfl,j,q = (Pm !
gl N T
SOm <B, * Som71>

En particulier, les "% u € {1, ...,7}, sont analytiques au voisinage de w. Pour
m > 2, la forme de T},,_;;, au voisinage de w est obtenue & I'aide de la proposition
2.14 et le comportement des @) en w s’en déduit alors aisément par les arguments

du paragraphe 2.2.3.

La méthode du paragraphe 2.2.3 peut donc étre généralisée sans probléme, dans le
cadre des systémes de niveau unique r, au cas des singularités provenant d’un monéme.
En remarquant que

Aj—(u—1)=0& (N, =0etu=1)

puisque Re();) € [0,1] et uw € {1,...,7}, nous obtenons finalement le résultat suivant :

Proposition 4.7 Soit ¢ € {1,...,n1}. Pour tout m > 1, la ¢°™° colonne go%'] de @,,
a une singularité simple-ramifiée en w d’exposants de ramification A, et d’ordres loga-
rithmiques (Nyo + ¢, (Nox + @)aea,,) donnés par

A —1 1
Aw:{f—uT;jGNf] et u € N telsqueqj(g):—% et (\; #0 ouu%l)}

1
N, o = max (nj — 2,5 € N7 tel que g, (—) =2 e Aj = 0)
x x”

1 As -1
N, » = max (nj — 2,5 € NY tel que g, (—) — Y et € N* tel que —L — 4 = )\>
x T T

Description de la singularité w de f

La démonstration du paragraphe 2.2.3 s’adapte sans changement. Gréce a la pro-
position 4.7, nous obtenons le théoreme ci-dessous qui permet de décrire avec précision
toutes les singularités de front monomial de f.

Théoréme 4.8 Soit w l'un des a;, # 0 de front monomial, i.e., tel que l'un (et donc
tous) des polynomes q; portant w soit un mondme.

Soit g € {1,...,n1}. La ¢°™° colonne f[;q] de f a une singularité simple-ramifiée en w :
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modulo les fonctions analytiques a l'origine,

~[ ] Nw,O‘i’qa[;q} Nw,0+q+l~ w At+4q
f (1) = Z —:’p log? T + Z R (1) log? T + Z Z < 7) log? 7‘) -1
p=0 p=1 AEA, p=0

on anl]? € M,,1(C), lNLE?p, HLq/]\p € M,,1(C{7}) et ou les exposants de ramification A,

et les ordres logarithmiques (N, o + ¢, (Nyx + @)aen,) sont donnés par

w

; -1 1
Aw:{ﬁ—u ;7 €Ny etueN; telsqueqj<—>:—— et (A\; #0 ouu#l)}
r T "

T T

1
N, o = max (nj —2;5 € N7 tel que g, (—) — Y Aj = 0)
x

x’/‘

1 Aj —1
N, = max (nj —2;5 € N7 tel que g, (—> — Y et € N* tel que —L — ¢ = )\)
x T

i T T

De plus, les coefficients de résurgence de f[;q] en w sont des germes de fonctions analy-
tiques prolongeables sans fin de support singulier les points a;, —w et sont a croissance
exponentielle d’ordre au plus un o linfini.

Contrairement au cas des systémes de niveau unique 1, il existe toujours dans
I’écriture de 7,f des puissances non entiéres de 7, y compris lorsque la matrice des
exposants de monodromie formelle L est triviale.

Rappelons encore une fois que cette étude n’a été rendue possible qu’en utilisant
I’hypothése fondamentale : w est de front monomial, i.e., 'un (et donc tous) des po-
lyndémes portant w est réduit & un monoéme. Cette hypothése a permis de réduire le
systéme & point singulier irrégulier (4.4) en r systémes & point singulier régulier en w
et ceci a été suffisant pour appliquer les arguments du paragraphe 2.2.3. Dans le cas
général, ceci n’a plus lieu d’étre. La description de w y est plus délicate et nécessite des
outils plus puissants : les microfonctions.

4.3.2 Cas ou la singularité w n’est pas de front monomial
Quelques remarques sur I’étude de w

* La méthode précédente est difficilement applicable, puisque le systéme (4.4) est &
présent un systéme a point singulier irrégulier. Une solution fondamentale de (4.4) est
alors difficilement calculable et les produits de convolution B« ©,,_1 deviennent tres
compliqués a étudier.

Regardons pour commencer un exemple trés simple :
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Exemple : Le systéme différentiel linéaire
ay 0 0
3— fr
wr [:1:4 2+ x} Y

est de niveau unique 2 et admet pour solution fondamentale formelle Y (z) = F(x)e@()
avec

X

F(z) = I+ 0(z%) et Q (é) = diag (O, —% - 1)

Précisément, nous voyons que la série formelle F'(z) s’écrit sous la forme

~ 0 O
Flz)=1+ | »
=5+ |70 o
ou f; est I'unique solution série formelle en z vérifiant ﬁ(x) = O(x*) de l'équation
2y — (v +2)y = 2!

Ainsi, le facteur série formelle F de la solution fondamentale formelle 2-réduite associée
a Y (x) est de la forme

0 0 0 0

70 1
o _ 1(t) 0t 1(t) 0
F(t)=1,+ 0 o 0 0
1) 0 f@t) 0

Son mineur F est alors donné par F (1) = 614 + ®(7), ou

0 0 0 0
()= [P D Al 0 g regry
®a(1) 0 @u(1) 0

est prolongeable sans fin, 'unique singularité de ®(7) étant 7 = 1. Ne nous intéressant
qu’a la premiére colonne de F', nous étudions uniquement le comportement de ¢, et ¢,

au voisinage de 7 = 1. Gréace a ’équation (1,) étudiée au paragraphe 4.2, nous savons
que P vérifie I’équation

0000 0000 [00 0 0
0200 o200 loo o 1
27 =10 000/ ®t®lo 000l loo -1 of*®
010 2 0102 Jloo o -1
00 0 0 000 0
Lpa 00 0 1| |00
00 -1 0| o000
00 0 -1 00 7 0
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Ainsi, ¢, et ¢, satisfont au systéme

(T—l)¢1—%*¢2:% b, =2(1 — 1)y + 1 % ¢,
1 1 < 2 3 T
<T_1)¢2_§¢1+§*¢2:O 2<T_1>¢’2+<7'—§)(1*¢2)—5

Par conséquent, ¢, est 'unique solution vérifiant ¢,(0) = 0 de I’équation
41— 1)y + (67 —T)y =37 — 2

Nous obtenons alors en prenant la détermination principale du logarithme : pour tout
7 € C tel que Re(7) < 1,

3 1 T3In—-2 __ 1
¢ T)= (1 —7) 2e4(-7) / e 4-m) dT]
(1) =(1—7) VT

ou le chemin (0, 7) est le segment [0, 7]. Par suite,

1—171)2

s 2 F(BE-as)
— _ _ 4(1—71)
$1(7) 5 | 1=+ + ( e
3 13 1 3 1
a4 — | == == 1 —7) 2e40-7) + 2
—|—<€ +21 1(2727 4))( T) e +

ou N

13 1 = —1)"

A (5 ) =Y

2727 4(1—1) “—nl(2n + 1)4"(1 —7)"

est la fonction hypergéométrique confluente de parameétres % et % évaluée en —ﬁ.

De méme, nous montrons que ¢, est 'unique solution vérifiant ¢,(0) = 0 de I’équation
4(t —1)*(27 = 3)y + (127% — 367 + 25)y = —3

Ainsi, en prenant toujours la détermination principale du logarithme, nous avons pour
tout 7 € C tel que Re(7) < 1:

3 5 1 T JV1l-n __
= —2(27 —3)(1 — 1(1—7) —~ T e i-n(
®,(7) 4< T=3)(1—7) 2 /0 (2n — 3)26 Ui

ou le chemin (0, 7) est le segment [0, 7].

1 )
Dans cet exemple, nous voyons apparaitre la singularité essentielle e*@-7) et la fonction

3.__1
2 " 41-7) )"

Les exponentielles de la partie irréguliére de la solution fondamentale formelle 2-réduite

associée a Y (x) sont
1 1
exXp <—Z + m)

hypergéométrique confluente F} (% :
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. . _1
et nous pouvons montrer (voir appendice 4.A) que les termes e~ et 1F] (%, %; i) sont

, . . 41
donnés par les majeurs des exponentielles e /2.

* Une autre méthode possible pour étudier les singularités de front non monomial
de f consiste & se ramener au cas précédent (paragraphe 4.3.1) en procédant a des
changements algébriques de variable et de fonctions inconnues dans le systéme initial
[A]. Nous avons en effet le résultat suivant :

Lemme 4.9 ([L-R90-1, page 186]) Soitp(1) € 2 'C[z '] un polynome en z~" sans
terme constant et de degré d :

1 ba— b
p(—):£+ L2

zd  gd-1 T

1l existe un changement de variable

Y
T = ,
14+ a1y + ... + ag_y¢?!

agy...,aq-1 € C

tel que la partie polaire P (i) de p (ﬁ) vérifie

r()=r(w) =

Ces changements algébriques ayant été effectués sur le systéme [A], il s’agit de
controler leurs actions lors du passage a la réduction du rang, puis lors de I’é¢tude de
la nouvelle transformée de Borel f. Remarquer que ce changement de variable étant
tangent a I'identité et résurgent, celui-ci n’affecte en rien la prolongeabilité sans fin
du nouveau f. Malheureusement, ces différentes étapes conduisant a des calculs lourds
et compliqués, il est difficile de revenir au f initial. Toutefois, si cette démarche est
difficilement applicable dans 'optique de ce paragraphe, elle nous sera en revanche tres
utile lors du calcul effectif des multiplicateurs de Stokes (voir paragraphe 5.2.4).

* Nous n’utiliserons donc aucune des deux méthodes ci-dessus, puisque celles-ci
n’apportent rien de précis dans 'étude de la singularité w.

Une description suffisante de la singularité w de f lorsque celle-ci provient d’un
polynéme non réduit & un monoéme peut étre obtenue a l’aide de la théorie des micro-
fonctions (cf. appendice 2.A). L’avantage de cette méthode sur les précédentes est de
n’utiliser ni récurrence a ’aide de formules compliquées ni changement de variable sur
le systéme initial [A].

Réduction du systéme [A] & une équation a coefficients polynomiaux (E)

Rappelons que le systéme r-réduit [A] de [A] est de la forme
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et que la solution fondamentale formelle r-réduite i\/(t) associée a }A/(x) est
Y(t) = F(t)Yo(t) avec Yo(t) = Do 721U, (p) (@ pkL> eDish u(d)

ou
o F(t) = I, + O(t*) € M., (C[[t]]);
o [ = @}]:1 L;, chaque L; étant un bloc de Jordan de L de dimension n; et de
valeur propre A; (avec A\; = 0);

o Qu(}) = Q) avee Q1) = @), 4; (), ot deg(qy) =1 et ¢1 = 0.

En appliquant successivement le lemme du vecteur cyclique ([D70]) et le théoréeme
d’algébrisation de Birkhoff ([Bir13], [Si90]), nous obtenons l'existence d’une matrice
P € GL,,(C{t}[1]) telle que le systéme de jauge

_ dz
[PTA] Tt2% = (P'AP —r?P7'P"Z
obtenu par la transformation de jauge Z = P~!Y soit le systéme compagnon d’une
équation différentielle linéaire (E) d’ordre rn a coefficients polynomiaux. Une solution
fondamentale formelle de cette équation est alors

Z(t) = G(t)Yy(t) avec G(t) = P~ (t)F(¢)

En particulier, I’équation (E) est de niveaux inférieurs ou égaux a 1. Elle est donc de
type exponentiel et nous pouvons appliquer le théoréme de J. Ecalle et B. Malgrange sur
les microsolutions (théoréme 2.33). Remarquer que P! étant méromorphe & ’origine,
le facteur série formelle G est résurgent-sommable, et les singularités potentielles de la
5™ colonne de sa transformée de Borel G sont celles de la j°™¢ colonne de F'.

Comme pour les systémes de niveau unique 1 (cf. appendice 2. A) letude des sin-
gularités de la transformée de Borel f des n; premieres colonnes f de F s'obtient en
étudiant la transformée de Borel des n; premiéres colonnes G171 de G. Rappelons les
différentes étapes nécessaires a notre étude : une réécriture convenable de la solution
fondamentale formelle Z conduit a la détermination d’une base de solutions formelles
de I'équation (E), dont les séries formelles sont résurgentes-sommables. Le théoréme
d’Ecalle-Malgrange (théoréme 2.33) permet alors d’obtenir une base de microsolutions
de I’équation transformée de Borel de (E). Finalement, une interprétation convenable
du prolongement analythue de la transformée de Borel G1 1 de G1 1 fournit une des-

cription des singularités de G 1, et donc aussi de celles de f

Détermination d’'une base de solutions formelles de (E)

La matrice ?o(t) est la matrice

t%eQO(%) t%p te(%) e t%p(rfl)LeQT—l(%)
Pt LQo(d) P @D L 5 pr=D(L=In) gQr-1(3)

P Qu(h) R L @) L R (= (D)) Qe (7)
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~

Décomposons alors G = [Gl e GT} en r blocs de colonnes de dimension rn X n;

puis découpons chacun des blocs (A;u = [éul e f;u J] en .JJ blocs de colonnes : le

nombre de colonnes de chaque bloc aw est égal a la taille du j*"¢ bloc de Jordan L;
de L, i.e., Gy ;(t) € My, (C[[t]][}]) pour tout u € {1,...,7}.

Le systeéme [” _lA] étant le systéme compagnon de I’équation (E), seuls les premiers
termes de chacune des colonnes des matrices éu,j sont importants pour déterminer une
base de solutions formelles de (E) : pour tout u € {1,...,7}, tout j € {1, ..., J} et tout
q € {1,...,n;}, nous notons g, , , le premier terme de la ¢“™* colonne de la matrice éu s
et, quitte & multiplier par une puissance de ¢ convenable, nous supposons que ﬁu’j’q est
un élément de C[[t]]. Précisément, la série formelle g, ; , est résurgente-sommable de

support singulier les points a,, — a;, # 0.

Une base de solutions formelles de 1'équation (E) est alors de la forme (Z, ..., Z,)
avec
Zy = (zu,l,h ceey zu,l,nla zu,2,1; ceey zu,J,l; ceey Zu,J,nJ)

ou, pour tout w € {1,...,7}, tout j € {1,..., J} et tout g € {1,...,n;} :

( g -~ A 1 q—¢ U71t1/7' (1
/z\u,j@(t) = Zhu,j,f(t)t%p(u_l))‘j Og (p é ; )eqj(pufltl/r)
=1 (g —0)!
avec
( Pagio(t) = Gr () + (0" 7Y T Go (1) + o 4 (1) 070G, (8)

Recherche d’une base de microsolutions de ’équation transformée de Borel de (E)

Les singularités de 1’équation transformée de Borel (E) de (E) sont les points
T = a;, avec j € {1,...,J}. A chacune des solutions formelles Z, ;, correspond une

microsolution de (E) au point a;, (corollaire 2.34) définie par can(®y;, .q) avec

~ SN 5 Tog? (YY) gy~
Lo ng = Toa;, M0 <Z ha gt plem (CI<f 0)! )e ’ (p“‘ltl/r)
=1 :

Cette microsolution est une microsolution de la classe de Nilsson en a;, si et seulement
si ¢; = 0. Lorsque ¢; # 0, nous écrivons ®,, ., sous la forme

_ . N 1 q—71 ufltl/r - 1
(I)aj,r,U,q = T—qj, (ma] (Z hu,jl(t)t%p(u*D)\j 2% (q(i 0)! )) ® maj (eqj(Pulfl/T)>>
(=1 )

Gl —L
- T_aj,r (Nu7j7q ® ma/j (@q] (pu—ltl/r-))>
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ou

lo u ltl/r .
,]q ma/j (Zh ,]f (u 1A g (q( g)l )) c NZZQ

Précisément, le théoréme 1.32 montre que N, ;, est prolongeable sans fin de support
singulier les points ay, —a;, # 0 et est a croissance exponentielle d’ordre au plus un. En

effet, les mineurs g, ; , sont prolongeables sans fin et leurs singularités sont les points

arr — a;, 7 0. Plus précisément, lorsque nous écrivons N, ;, sous la forme

Nu,j,q (1) =

g—1

log? 7 Uy ,
Zam’p & ZgoLm )log? T + Z Zg&u7,\7p(7)7')‘ log? T s\ =0

1 p=0
1}2<v<7

q—1
Z Z@u,,\p(r)ﬂ\ log? 7 siA; #0
Ae{¥f%l—1} p=0
\ 1<v<r

avec @, ., analytique a l'origine (cf. exemple 1.22), le théoréme 1.32 affirme que les
fonctions ¢, , sont également prolongeables sans fin de support singulier les points
ag, — aj, et sont a croissance exponentielle d’ordre au plus un a 'infini.

Dans tous les cas, une base de microsolutions en une singularité w de (E) est donnée
par

<can(cf>aﬂ,uq) 1<u<r, 1<q<n]) .
ja] r=w

Suivant la remarque donnée au début du paragraphe 4.3, nous notons ¢, le polynéme

défini par
1 w . 1
Gl=)=—"F+d |~
x x x

pour tout j € {1,...,J} tel que a;, = w. Ainsi, une microsolution ® de (E) en w
est un élément de Nil, (microfonction de la classe de Nilsson en w) si et seulement si
g = 0. Lorsque ¢, # 0, nous choisissons un représentant P c @u de P, i.e., tel que
can(®) = ®, et, modulo les fonctions analytiques a 1’origine, nous pouvons écrire 7, P

sous la forme
~ r—1 ~ qw(;)
7,0 = Z &, @maj e \HT
k=0

avec &’k élément de Nily vérifiant la propriété (P, ) suivante : les &;k peuvent étre écrits
sous la forme

@, (1 Z Grpp(T)7 logh T
finie
ou A € C, p € Net ot les fonctions analytiques a I’origine ¢y, 5, sont prolongeables sans
fin de support singulier les points a;, —w et sont a croissance exponentielle d’ordre au
plus un a l’infini.
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Fixons & présent une singularité¢ w = a;, de :)"T de front non monomial, 7.e., tel que
I'un (et donc tous) des polynomes ¢; portant w soit non réduit & un mondéme (nous
avons donc ¢, # 0). Etudions le prolongement analytique de G;; au voisinage de w :

Prolongement analytique en w de la premiere colonne 61,1,1 de él,l

Le systéme [F _IA] étant le systéme compagnon de 1’équation (E), la premiére co-

o~

lonne de la solution fondamentale formelle Z (t) est

Z11,1

drn'/z\l,l,l
dtrn

avec
2171,1@) = hl,l,l(t) = 51,1,1(75) + til/r/g\2,1,1(t) + .t ti(ril)/wg\r,l,l(t)

Ainsi, la premiére colonne Gy 17 de Gy est

9111

drn/g\l,l,l
dtrn

Le majeur maj(Z1,1,1) étant une microsolution a 'origine de (E), sa variation

P

h17171 — 51’171 + fl/r@z,u + ...+ t*(?‘fl)/r/g‘r’l’l

est une solution de (E‘) Son prolongement analytique au voisinage de w définit donc
une microsolution en w de (E). Ainsi, modulo les fonctions analytiques a I’origine, nous
pouvons écrire

k=0

~ 1 . (#)
Twh17171 = Z ‘I)k,l ® maj <6(Iw pkel/T )

ou, pour tout k € {0,...,r —1}, EJM est un élément de Nily vérifiant la propriété (P,,).
Le méme raisonnement appliqué aux

~

Zu11(t) = hy11(t) = g114() + (Pu_ltl/T)_lgzl,l(t) +...+ (Pu_ltl/r)_(r_l)gr,l,l(t)

avec u € {2,...,7} nous permet, modulo les fonctions analytiques a lorigine, d’écrire
Tohy 11 sous la forme

_ r—1 " 3 )
Tohy11 = Z P, ®may <€qw (W))
k=0

avec &)ku élément de Nily vérifiant la propriété (P,) pour tout k € {0,...,r — 1} et
tout u € {2,...,7}.
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Nous obtenons ainsi, modulo les fonctions analytiques a l'origine, le systéme

p

—_—

—_~— r—1 . . 1
ngl,l,l + 7L (t_l/r/g\z;,l) + .1 (t—(r—l)/r/g\r7l71> — Z(I)k,l ® maj (eq (pktl/r))
k=0

e~ —~——

r—1 " N
Tw§1,171 + ﬁTw (til/T/g\Q,l,l) + .. _|_p7’—17-w <t7(7'71)/"’/g\’r’171> — Z(I)k,Q ® ma,j (eq (pktl/r)>
k=0

o o r—1 N _ 1
. k=0

dont la matrice est la matrice de van der Monde

1 p - p?"—l
1 1 e

Par suite, nous obtenons, modulo les fonctions analytiques & l'origine :

r—1 .
Twg111 = Z‘i)k ® maj <qu <”’“t11/')>

k=0

avec @, élément de Nily vérifiant (P,,) pour tout k € {0, ..., —1}. L’algbre Nil, et la
propriété (P,) étant stables par dérivation, cette écriture s’étend & Gy 11 tout entier,
puisque les différents termes de G 11 sont obtenus a l'aide de la relation classique

vk € N, B (dk§1,1,1) dh (dek_1§1,1,1)

dtk ) T dr drh1

. k k—1 .
En effet, a tkﬂjt—k correspond Tijk—,l par transformation de Borel.

Description de la singularité w de f

L’étude du prolongement analytique au voisinage de w de la premiére colonne 6}17171

de Gy généralise celle donnée au paragraphe 2.A.3 dans le cadre des systémes de
niveau unique 1. Ainsi, en reprenant les arguments du paragraphe 2.A.3 pour I’é¢tude
des autres colonnes de Gy 1, nous obtenons finalement le résultat suivant permettant

d’expliciter la nature de toutes les singularités de front non monomial de f :

Proposition 4.10 Soitw {'un des a;, # 0 de front non monomial, i.e., tel que l'un (et
donc tous) des polynomes q; portant w ne soit pas un mondéme. Notons ,, le polynome

défini par
1 w (1
G\ =) =—7 tduw|
x x x
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pour tout j € {1,..., J} tel que ¢; € Fr(w). Alors, pour tout g € {1,...,n1}, wa[;q} peut
étre écrit, localement au voisinage de 0 et modulo les fonctions analytiques a l’origine,

sous la forme
~[§q] — ~['q . Guw (%1/7)
mf (1) =) (@ @maj e\ (7)

k=0

ot, pour tout k € {0,...,r — 1}, fpiqi est une fonction de la classe de Nilsson en 0
vérifiant la propriété (P,).

- N . 5 < 1
Précisons a présent ce résultat en cherchant dans quels cas les polynémes (,, (pkt—l/r>
peuvent étre égaux.

Etude des polynémes g, (W), ke{0,..r—1}

Un entier k € {0,...,r — 1} étant fixé, nous cherchons un critére simple permettant
de déterminer tous les entiers k' € {0, ...,r — 1} distincts de k tel que

. 1 s 1
qw W = qu W

o) 2 ¥

Jj€supp(Guw)

Posons

ou supp(q,,) désigne le support du polynéme ¢, :

Définition 4.11 Si

1 o Qlp_ Q
P(—):—p+ 2l —
x xP xP x

est un élément de 271 C[z ], nous appelons support du polynome P 1’ensemble supp(P)
défini par
supp(P) = {j € {1, ..., p} tels que a; # 0}

En particulier, le plus grand élément de supp(P) est le degré du polynome P.

Par définition de g, les éléments j de supp(q,,) vérifient j < r— 1. Fixons a présent
deux éléments k et k&’ de {0, ..., — 1} tels que

1 1
/ -« o~
k< (i) =0 ()

(4.10) r|(k' — k)j pour tout j € supp(d,)

Nous avons alors

et nous posons
p = pged(j € supp(dn), )
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le pged de r et des éléments du support de ¢,. En particulier, p < 7.

— si p =1, le théoréme de Bezout montre que r divise k' — k. Les entiers k et k' sont
donc égaux puisqu’ils appartiennent a 1’ensemble {0, ..., — 1}.

— sip > 1, larelation (4.10) montre que r divise (k" — k)p. L'entier v = ¢ divise donc
k' — k. Par conséquent, k' est de la forme

K =k -+l avec € {0,....,p — 1}

Nous obtenons finalement le résultat suivant :
Lemme 4.12 Soient supp(q,) le support du polynéme q., p = pged(j € supp(dn),T)
et v I’élément de {2, ...,r} défini par v = T Alors,

1. Les t polynéomes
1

qw <W) R ke {0,...,17— 1}

sont distincts deuzx & deuz.

2. Pour k € {0,...,t — 1}, il existe exactement p polynomes égauz & q, (pkt—ll/r> Il

) 1
o\ e

avec k' de la forme k' =k + lx, £ € {0,....,p — 1}.

s’agit des polynomes

Corollaire 4.13 Sir est premier avec un élément du support de G, (et en particulier

si T est un nombre premier), les polynémes q, (W), k€ {0,...,r—1}, sont distincts

deux o deux.

Application a I’étude des singularités de f[;q] :

Les résultats du lemme 4.12 nous permettent de préciser la proposition 4.10 donnant

la nature des singularités w de front non monomial de f[;q} :

Théoréme 4.14 Soit w l'un des a;, # 0 de front non monomial, i.e., tel que l'un (et
donc tous) des polynomes q; portant w ne soit pas un mondéme. Notons g, le polynome

défini par
1 w (1
G\ =) =—7tdo|
x x x

pour tout j € {1,..., J} tel que q; € Fr(w).
Soient supp(q,,) le support du polynéme q,,

p = pged(j € supp(d,), )
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et v ’élément de {2, ...,r} défini par v = g

Alors, pour tout q € {1,...,n1}, Tw:f[;q} peut étre écrit, localement au voisinage de 0 et
modulo les fonctions analytiques a l'origine, sous la forme

F =3 (a&?i ® maj ( (e )) (7)

k=0

a

ou, pour tout k € {0,...,v — 1}, @“Lqi est une fonction de la classe de Nilsson en 0
vérifiant la propriété (P,).

Nous donnerons une version plus fine de ce résultat au paragraphe suivant (théoréme
4.17) en précisant la nature de 'origine pour les gZLq,L Noter que cet énoncé reste
également valable pour les singularités de front monomial : nous avons en effet ¢, = 0

et

(1 1
maj(1) = 2T
définit I’élément unité du produit de convolution ®. Nous retrouvons ainsi le fait que,
alors, f est un élément de Nil,. Mais, comme pour les systémes de niveau unique 1
(cf. théoreme 2.23 et appendice 2.A), ce résultat est nettement moins précis que celui
du théoréme 4.8.

Revenons & présent a 1’étude de la singularité w lorsque celle-ci est de front non
monomial, i.e., lorsque ¢, # 0. Rappelons que nous avons choisi pour majeur

maj (eqw (Pktll”))

. 1

des exponentielles e (W) des fonctions holomorphes sur la surface de Riemann C
du logarithme. La description des singularités de f donnée au théoréme 4.14 a 'aide
de ces majeurs est suffisante pour déterminer de fagon théorique les multiplicateurs de
Stokes. Toutefois, nous verrons au chapitre 5 que ce résultat est difficilement applicable
aux calculs effectifs des multiplicateurs de Stokes associés aux singularités de front non
monomial : suivant la méthode du chapitre 3 pour les systémes de niveau unique 1, nous
déterminons un systéme [S,,| & point singulier irrégulier en w vérifié par le prolongement
analytique de

f

~/

f

d*f
L dr* ]
pour un certain £ € N*. Il est alors possible de montrer que les exponentielles de
la partie irréguliére d’une solution fondamentale formelle quelconque de [S,,] sont les
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exponentielles apparaissant dans les développements trans-asymptotiques des majeurs

= 1
maj (eqw(”ktl/ ’)> (voir chapitre 5). Précisément, ces exponentielles sont de la forme

1
eP(Tl/“), oll v est un entier naturel non nul et P(7) un polyndéme en 7 sans terme
constant (voir appendice 4.A).

4.4 Calcul des multiplicateurs de Stokes

4.4.1 Matrices de Stokes et réduction du rang

Comme pour les systémes de niveau unique 1, nous orientons le cercle S' des direc-
tions dans le sens des aiguilles d’'une montre et nous prenons tous les arguments dans
| — 27, 0] afin que nos calculs soient compatibles avec les calculs classiques au voisinage
de I'infini lorsque I'orientation de S! est dans le sens inverse des aiguilles d’une montre.
La terminologie gauche-droite reste la méme qu’au paragraphe 2.3.

Nous établissons ici le lien existant entre les multiplicateurs de Stokes associés a la
solution fondamentale formelle initiale Y (plan des x) et les prolongements analytiques
de la transformée de Borel F en ses singularités (plan des 7).

Rappelons que la solution fondamentale formelle initiale Y est de la forme
Y(z) = F(z)zbe?)
ou R
x F est un élément de M, (C[[z]]) normalisé & F(z) = I,, + O(z*");
* L est la matrice des exposants de monodromie formelle normalisée a L. = @}]:1 L,
ot chaque L; est un bloc de Jordan de L de dimension n; associé a la valeur propre
A; avec A\ = 0 et Re();) € [0,1[;
* Q(2) = @By 4;(3)In, ot gy =0 et

1 Qjr . 1 . 1 Ajr—1 aj1
|- ) =——=+q¢ |- | avecg; | - | = —FF — ... — ==
% (x) zr W (x> vee & (x) ar—t x
D’autre part, la solution fondamentale formelle r-réduite Y (plan des t) est

Y(1) = F(t) Yo(t)
ou f‘(t) = I, + O(t2) est la série r-réduite de F et ou Y, est défini par

T

1
Yo(t) = 1BPizo %—éanm(ﬁ) ( pkL> eDPizoQu(3)

k=0

55 eQo(3) P gl (3) L 55 =D (L=In) Qr-1(3)
L*(T*l)}n .

T eQo(3) IR Lol gQu(d) L IR ) (L (r= 1)) @ (])
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avee Qu(}) = Q).

Pour tout couple fixé (g;, ¢/) de polynomes distincts, i.e., tels que a;, —as, # 0 (le
systéme est de niveau unique), les directions anti-Stokes associées au polynome

1 Qjr — Qpr 1
P ) = = O

02«9>9—2—7T>...>0—M
T T

sont les r directions
> =27

2. LN . 3 7 L Qi r—Qp o
régulierement distribuées autour de l'origine 2 = 0 pour lesquelles —=-"—==* ¢ R* . En
particulier, nous prenons

0— arg(a;, — asr) c ] _2_7T’ 0]
T r

Pour tout k£ € {0, ..., — 1}, nous notons

Ce,k = C@_%J
la matrice de Stokes associée & la solution fondamentale formelle }A/(a:) dans la direction
0 — %7”, 1.e., 'unique matrice telle que

Yio—2im)- = Yipziny+ (In + Cor)

Le passage a la réduction du rang permet de regrouper les r directions 6 — 2]“7” en

une seule direction
0 =10 ¢c|]—2m,0

La matrice de Stokes Cg associée a la solution fondamentale formelle r-réduite i’(t)
dans la direction 0 est définie par

(4.11) Yy = Yoi (I + Co)

Proposition 4.15 ([L-RO01, proposition 4.2]) Avec les notations précédentes,

r—1
CO = @ Cé,k
k=0

Les sommes Yy+ de Y étant définies par

~

Ye:t == Sej: (F)YO

oll Yy est la vraie solution associée & la solution formelle Yy par le choix de arg(0) et
ou

sgt (F)(t) = /Oooe F(r)e idr
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nous obtenons de (4.11) I'égalité
(4.12) so-(F) — 5o+ (F) = 59+ (F) Y, Cp Yy !

Comme précédemment, nous notons f la matrice formée des n; premiéres colonnes

=~ . 2kd s ~ , . 3
de F et f = la ¢ colonne de f. Nous notons également ¢y, la matrice formée des
ny premiéres colonnes de la matrice de Stokes Cy ;. L’écriture ¢ ’q]  désigne alors la qeme
colonne de la matrice ¢y, et nous la découpons sous la forme

C[ele]

(4]
C67

ot le nombre de lignes de c[J )

L : la matrice c(gj ,f] est donc de dimension n; x 1.

est égal a la dimension n; du j™ bloc de Jordan L; de

En considérant uniquement dans ’égalité (4.12) les ny premiéres colonnes de chaque
membre, nous obtenons la relation

so-(F ) =50 F ) == 3 spe (F)M()e

ou Qg(f) est I'ensemble (fini) des singularités de f (et donc de sa ¢°™ colonne fv[;q])
dans la direction 8 et ou M () est la matrice

r—1

Y. T _ q— q— =l e 3. Vw %
[ (P18 () — e og () 4 .. 4 CU e G Y (pktm)]

r-1 . _ ke i (=L —
[ ktl/T '_In ( [‘77"]] o Cé],k? 1] log(pktl/T) + .+ (=1)¢ 1;2{1)?(9’%1/ )C[Qj,}c”> eq (pktl/r)]
=0

Jj€Jw

r—1

0.k (g—1)!

[ ktl/r (r=1)In; <C[93;;q} [J;a—1] log(ﬁktl/r>+m+( 17~ log?~ ! (p* /™) s 1]) (pktll/r)]

kZO jer_

avec J, = {j € {1,..., J};a;, = w}. Finalement, la déformation du chemin [0, coe® |
donnant
o (G =0 7= 3 et [ wf et
weQg(¥) Tet
ol Y+ est le contour de Hankel autour de dg+ défini a la figure 1.7, nous obtenons la
relation fondamentale suivante ;

~le

(4.13) Z eutJ/ wa[;q](T)esz:% Z 39+(1?‘)Mw(t)e’

we(F) Yo+ wee (f)
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Cette relation va nous permettre, comme pour les systémes de niveau unique 1 (cf.
paragraphe 2.3), d’expliciter 'isomorphisme linéaire entre les multiplicateurs de Stokes

cg ,f] et les coefficients de résurgence de f[;q] a droite de ses singularités w € {29 (f)

De plus, lorsque la singularité w est de front non monomial, nous pouvons affiner le
résultat du théoréme 4.14 en donnant avec précision la nature de l'origine pour les
fonctions go[ 4!

4.4.2 Détermination de I’isomorphisme linéaire

Rappelons que tous les prolongements analytiques de f en ses singularités sont des
prolongements analytiques par la droite. Calculons les intégrales de Laplace

Lo (rF (1) = / (e dr
Yo+

Nous devons considérer deux cas, suivant que la singularité w est de front monomial
ou non.

Premier cas : w € Qg(}'\) est de front monomial, i.e., g, =0

L’écriture de wa[;q] au voisinage de ’origine est donnée par le théoreme 4.8. Les lemmes
2.29 et 2.30 montrent alors que

Nw,0+q Nw,o+q Noatq
£e+(wa Z 5"11]) log” t+ Z sg+(h Q] ) log? t+z Z 39+(H ) loght 1
p=0 AEA, p=0

ol [q] € M,,1(C) et ou les séries formelles /f\LLq,]g et ﬁgﬂ’p

dlrectlon 0.

sont 1-sommables dans la

Second cas : w € (g (f) est de front non monomial, i.e., g, # 0
Rappelons que supp(q,) désigne le support du polynéme ¢, (définition 4.11) et que
nous avons noté

. . T
p = pged(j € supp(dn), ) et v = »

Nous savons (théoréme 4.14) que wa[;(ﬂ peut étre écrit au voisinage de l’origine et
modulo les fonctions analytiques en 0 sous la forme

SRS (so[q] ® maj ( () )) (7

k=0

v-x

ou, pour tout k € {0,...,t — 1}, (ﬁLqL est une fonction de la classe de Nilsson en 0
pouvant étre écrite sous la forme

PU(T) = drap(r)T logh 7

finie
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ou A € C, p € Net ot les fonctions analytiques a ’origine i/;k A,p sont prolongeables sans
fin de support singulier les points a;, —w et sont a croissance exponentielle d’ordre au
plus un a l’infini.
Par définition du produit de convolution &, nous obtenons 1’égalité

=2

(/ S%k Je ¥d7—> equ(”ktl/r)
k=0 Yo+

| dme
Yo+

est connue explicitement a I'aide des lemmes 2.29 et 2.30.

t—1

£9+ wa

ou l'intégrale de Laplace

T

[Q] —?d,r

Spwk

D’autre part, en reprenant les notations ci-dessus, nous avons pour le membre de
droite de 1'égalité (4.13) :
— Si G, = 0, alors M ,(t) est la matrice

r—

1

[ (pFtt/m)Es (c[g,j] c([i’ -1 log( RV L

(=1

r—1

log(p*tY/™) + ...

1 e
+ e log! (@t ))}
k=0 (g —1)! €t
r—1 (-].)q
(prevnytts (g = i ogtper) 4 s logq*(p'ftl/r)ﬂ
k=0 (C]_ ) j€Jw

> (e

—DIn; [ 4] [s9—1]
! (Cek — Cok
| k=0

et donc %89+(1A7')Mw(t) est de la méme forme que £9+(Tw:fv[’
— Si G, # 0, nous écrivons la matrice M, (t) sous la forme

t—1 i (+)
t) = ZMw,k<t>e o
k=0
— 1}, M, x(t) est définie par

[(PkMrtl/ )k (C[e klrzr - Cé ket le

ou, pour tout k € {0, ...,t

T -1 51
log(PHHtYT) + L+ ((q—)l)! C[GJ,kJ]r&

log‘I*l (ﬁk—i-frtl/r)) ]

=3
—_

[7:4]
0,k

ot L]

[7;0—1] c
! ~0,k+Le

e N

I
o

)=t 5]

10g<—k+£tt1/7“) + + ((q 1)' CG et

r r— 1
(gt estryiom i (G — e

En particulier, nous voyons & nouveau que %39+(1A7)M »(t) est de la méme forme que
7 [dl
Lo+ (uf )(1).

1l s’ensuit alors le résultat suivant obtenu & ’aide du lemme 2.25 :

J€d ]

log?~ (041 /r)) ]

log?™! (ﬁkJrfttl/r)) }

Jj€Jw

Jj€Jw

Jj€Ju-
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Proposition 4.16 Awvec les notations précédentes,

1. Pour tout w € Qg(}'\),

Lo (rF)(0) = s+ (F)ML(1)

2. De plus, si q, # 0, alors

Lo+ (BI(1) = ~sor (F)Mu (1)

pour tout k € {0,...,t — 1}.
Outre le fait de permettre le calcul explicite des multiplicateurs de Stokes cg kq] en

fonction des coefficients de résurgence de :f[;q} a droite de ses singularités w € Qg( f ), le
second point de cette proposition nous fournit avec précision la nature des singularités

de front non monomial de f[ En effet, <p ] est un majeur de %f‘M wk et nous
obtenons du théoréme 1.32 le résultat suivant :

Théoréme 4.17 Soit w l'un des aj, # 0 de front non monomial, i.e., tel que l'un (et
donc tous) des polynémes q; portant w ne soit pas un monéme. Notons ,, le polynome

défini par
1 w 5 1
G\ =) =—7 tdo!|
x x x

pour tout j € {1,..., J} tel que q; € Fr(w).
Soient supp(q,,) le support du polynome q,,

p = pged(j € supp(qw), 7)
et v l’élément de {2, ...,r} défini par v = g

Alors, pour tout q € {1,...,n1}, wa[;q} peut étre écrit, localement au voisinage de 0 et
modulo les fonctions analytiques a [’origine, sous la forme

)

ot, pour tout k 6 {0,...,v — 1}, QZM est une fonction de la classe de Nilsson en 0.

Tw"f[;q] (r) =

i
/N
oL
LB
)

S
S
<

Précisément, gp admet pour tout k € {0, ...,t — 1} une singularité simple-ramifiée en
0 : modulo les fonctzons analytiques a l'origine,

Nuw,o+q _[;q] Ny,0+g+1 Ny at+q

~ Oéw,k, TG
PIMT = X =l 3 Bl 30 3 (Al (lee ) P

p=0 p=1 AeA, p=0
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ou O‘}ﬂ,p € M,,1(C), h&?}cvp, ﬁg?ll,k,p € M,,1(C{7}) et ou les exposants de ramification

A, et les ordres logarithmiques (Nyo + q, (Nw + @)ren,,) sont donnés par

A —1
Aw:{—j—u ;j €Ny etue N tel que g; € Fr(w) et (A\; #0 ouu#l)}

r r
N, o =max (n; —2;j € N tel que q; € Fr(w) et A\; =0)

Aj -1
N, = max (nj —2;j € N¥ tel que q; € Fr(w) et Ju € N} tel que =~ — 4 = )\)
r r

De plus, les coefficients E&i]l{;,p et f[g?,;/\p sont des germes de fonctions analytiques pro-
longeables sans fin de support singulier les points a;, —w et sont & croissance exponen-
tielle d’ordre au plus un a linfini.

Ces coefficients et les constantes «

de fm en w.

4]

wkp SOnt appelés k-quasi-coefficients de résurgence

Noter que si les k-quasi-coefficients de résurgence de f[;q] en w dépendent de ’entier
k, les exposants de ramification A, et les ordres logarithmiques (N, 0+¢, (Nwrx+q)rea.)

sont identiques pour toutes les fonctions gb'Lq;g, ked{0,..,v—1}.

Passons a présent au calcul des multiplicateurs de Stokes de la matrice cg; }f].

La direction 6@ étant fixée, le prolongement analytique de f le long de dy que nous
considérons ici évite systématiquement les singularités par la droite. En particulier, les
coefficients de résurgence et les k-quasi-coefficients de résurgence sont ceux obtenus a
I’aide de ce prolongement analytique.

4.4.3 Relations liant multiplicateurs de Stokes et coefficients
de résurgence en une singularité de front monomial

Fixons w € Qg(f) une singularité de front monomial de f[;q] sur dg, i.e., telle que
G = 0. .
Le calcul des multiplicateurs de Stokes de la matrice cg’ }f], kEe{0,....,r—1}etje€ J,,
est analogue a celui du paragraphe 2.3.3 : nous savons, par la proposition 4.16, que

/ L %sm(f‘)Moj(t)

Yo+



238

ot M () est la matrice

i 1
[ ktl/r <CLJ;ZJ] _ C[@J;};I

r— 1

k=0

r—1
{ (pFtt/ryEa—Tn; ( [Jlg] c([i, —1]
k=0

[7;4] [7;:0—1]
Cor — Cok

log(p*tY/™) + ...

log(pFtY/7) + ...

Chapitre 4. Etude théorique

lJ;
Ce

(¢ —1)!

log(PPtY/™) + ... +

(=1

kll logtIl(ﬁktl/r)>}
j€Jw

e

log"™ (p"t"/ ))}
J€Jw

r—1
(prtt/ryLi=(r=Dln; ( c[ek]log (ﬁktl/r)ﬂ
|: (q - 1)' j€Jw

La série formelle F étant normalisée & F (t) = I, +O(t?), il suffit d’identifier les termes

| k=0
)\
entr ,u€{l,..,r} et j € J,, dans la matrice M, (t) et dans le développement
asymptothue a l’orlglne de l'intégrale de Laplace

Lo (rF (1) = / rf e

o+

T‘
,7_

* L’écriture de wa[;q] au voisinage de 'origine est donnée par le théoréeme 4.8 :

i Nu,0+q a[;q] Ny,o+g+1 Nuata id

b4 w,p N[; ] q A—1

T.f (7)) = Z — log? 74 Z hit () log” T—l—z Z (Hw/\p ) log? 7') +Hol,(7)
p=0 p=1 AeA, p=0

avec ahql], € M,,1(C), h&q},, H L’q)]\ » Hol, holomorphes a l'origine et se prolongeant ana-

lytiquement avec une croissance exponentielle d’ordre au plus un le long de dgy+, et

A 1 1
:{ . ;jENf]etuGthelsqueqj(E):—%et (/\j#()ouusél)}

1
N, o = max (nj —2;7 € N7j tel que g; (—) = et Aj = 0)
T "

A, -

T r

u —

w Aj
—— et Ju € NJ tel que ~* —

T r

1
Ny,» = max (nj —2;5 € N7 tel que g, (—) = — = )\)
x

Les calculs du paragraphe 2.3.3 montrent alors que le développement asymptotique a
=l

Vorigine de Lo+ (T,f (%) est
Nu,0+q Nyataq
£o+(7'wf Z B logpt+ Z Z 'yw/\plogpt t
AEA, p=0
Nw,O"l‘q Nw,)\+q
+ 3 himloght+ > | Y HI () logt | ¢
p=0 AEAL p=0
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avec A5, /L% € My1(C) et A%, HEY € My, 1 (¢C[[1]]).
N e
* D’autre part, le coefficient du terme en t7 5 de
kyl/m\Lj—(u—1)Ip [7:q] [jq 1] —ky1/r (‘Uq [J,l] q—1(=k,1/r
(Pt /)" i\ o — log(p"t )—f-...—i-j log? " (p"t"")

est

) - —1) Y(klogp)e! (.
) (= (ko S AR )
9 b q_ ! K

que nous préférons écrire sous la forme
pk(Lj—(u—l)Inj) ( bsal | Xk )

avec X1, = 0 et, pour ¢ > 2,

—1)(klog p)" (.-
Xjgk = (klogp)c[’ -1y (=1)"(klog p) C[g}g q, 4

| 9 (1) (Flogp)™ i
oty Rlogp)

(¢ —1)! ok

En particulier, si le premier bloc de Jordan L; de la matrice L est de dimension 1, i.e.,
ny =1, alors X, 1, = 0 pour tout j € J, et tout k € {0,...,r — 1}.

As w— ~ ~;
* En identifiant alors les termes en ¢t 7+ dans IM,,(t) et dans Lg+ (T, f[q])(t), nous
obtenons, pour tout ¢ € {1,..,n,} et tout j € J,

(o AT s =0

1 .
=) o (C[e],}f] + xj,q,k) =
k=0

A s A #0

1 _ i
_Zpk(LJ ) (Cojlg] + Xk ) = 'Vfi;‘q}

1 (r— ) r.7;
IS 0) (e 4 2,0,) =

T )

0
\ k=0 " "

les matrlces 6 b o et 7Lq] Ao €tant aisément calculables a partir des coefficients de résur-

gence de f en w (cf. paragraphe 2.3.3). Par suite, nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 4.18 Soit g € {1,...,n1}. Pour toute singularité w € Qg(f) de f de front

. o . ~Lal .
monomial, nous considérons le prolongement analytique de f ~ a droite de w et nous
notons
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Oa[ulf;)ﬂ agiinl;q]
o Ozﬁ?}; — : avec ai”j;f] = : le coefficient de résurgence lié a log:T avec
ozEfj;f] QL[%J 5]
P € {Oa sery Nw,O + q}
77115 r7lu,1;
3 Z O] I 5y
o Hif,]\,p(T) — : avec HL%’/\‘{]IJ(T) = : le coefficient de résurgence
~ . rrlu,J;
HL,)(\J,]p (7—) Ho[J,)\,pq} (T)

lié a 7™ 1log? 7 avec p € {0,..., Nox + q}

-~

Alors, pour toute singularité w € Qg(f) de front monomial et pour tout j € J,, les

matrices c[ej}g], k € {0,...,r — 1}, sont les uniques solutions du systéme

C
(4.14) v (PL%pLj_I”j, pLj_(r_l)I"j) T = X

o
1.V (PL%/)L"_I"JA ons pLj_(T_l)I"j) est la matrice de van der Monde

I, pli . plr=L;
Lj—1In, (r—1)(Lj—1In,
V (pLj,pLj_Inj7-'-7pLj_(T_1)]nj) _ Inj p J J p ( J ])
L, pla=(r=Dl; p(r—1)(Lj—(7»_1)1nj)
Cjg1
Cja2 . o i
2. €4 = ) est la matrice de dimension rn; x 1 définie par
Cjgr
( Nw,0+q )
Ciaar =y Fp(0)adiy” si Ay =0
p=0
NoA w1t
U Ao u—1Y\ =~
Cgu = Kp (—j - —) H ’fj’.q] ., (0) stAj#0ouu#1
r T w,—~—=—=,p
p:[) T T

ot les nombres complexes k, (\) sont définis par la relation

dp €—i7ra
A) =2
o =2im s ()
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3. X4 est la matrice de dimension rn; X 1 définie par

r—1
2P R
k=0
r—1
Xjq = Zpk(LrInj )xj,q,k
k=0
r—1
Zpk(Lj—(r—l)Inj)%j,q’k
[ k=0 i

avec X1 = 0 et, pour q > 2,

Xjgn = —(k logﬁ)c[ej;}g_l] +..+

pour tout k € {0,...,r — 1}.

Les matrices 04[93 }f]

de la matrice de van der Monde V (po, phitni pLF(T’l)I”J) est

sont aisément calculables par la formule (4.14), puisque 'inverse

I, Iy, T Iy,
1 pLj ﬁLjiL"‘j . ﬁLjf(Tfl)Inj
r|o : " :
p("'_l)Lj ﬁ(”_l)(Lj—Inj) . ﬁ("‘_l)<Lj_(T_1)Inj)

Ce théoreme généralise les résultats du théoréme 2.31 énoncés dans le cadre des
systémes de niveau unique 1 : en faisant » = 1 dans le systéme (4.14), nous retrouvons
exactement les formules données au théoréme 2.31.

Application au cas ou la matrice L est diagonale Nous supposons ici que la
matrice des exposants de monodromie formelle L est diagonale de la forme

L = diag(0, A, ..., Ap)

avec Re(\;) € [0, 1] pour tout j € {2,...,n}. La matrice () étant écrite sous la forme

o(2) o () - (2)

” I\ a4 a1 a4
T\ z " zr—1 T

avec
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pour tout j € {2,...,n}, nous supposons également qu’au moins un des ¢; est réduit a
un monoéme de la forme

w
—— avec w € C*
x’f'

Noter bien que nous ne faisons aucune restriction particuliére sur les autres polynoémes.
Un cas similaire a été traité par M. Loday-Richaud dans [L-RO1].

Nous sommes dans un cas sans logarithme ot w est une singularité de front mono-
mial de f. Notons 6 — 2’“7”, k € {0,...,7 — 1} les r directions anti-Stokes de Y (x) qui

sont attachées au monéme —< (nous avons choisi § = 282 €] — 2% 0]). Nous cherchons
ici une écriture explicite des multiplicateurs de Stokes cg ],C en fonction des coefficients

de résurgence de f en w, j étant un élément de
Jo={je{l,...,n};a;, = w}

Noter que la matrice L étant diagonale, nous numérotons le j°*¢ terme de la matrice
colonne cg ;, uniquement avec une lettre, et non deux comme précédemment, l'indice ¢
des colonnes étant devenu inutile.

Le théoréme 4.8 nous permet d’écrire 7,f au voisinage de I'origine sous la forme

rf (7)) = % + hy(T)log T + Z Hyy (7)1 + Hol,(7)
AeA.,

ol oy, € M, 1(C), Ew,f[%,\,l—[olw € M,,1(C{7}) et ou les exposants de ramification
A, sont donnés par

w

A -1 1
Aw:{—j—u ;jEN;etuethelsqueqj<—>:——et(/\j%Oouusél)}
r x z"

Suivant le théoréme 4.18, nous décomposons les coefficients de résurgence «,, et H,, »
sous la forme

o i
Qy = et Ew,)\ -
[r] rrlr]
Qo Hw,)\
ou, pour tout u € {1,...,r},
alw] ﬁo[jf,;}
ol =1 et H Lu})\ = :

sont des matrices de dimension n x 1. Noter que, comme pour les matrices ¢y, nous
ne faisons plus apparaitre dans les numérotations I'indice ¢ des colonnes.

Pour tout j € J,, I'égalité (4.14) devient :



4.4. Calcul des multiplicateurs de Stokes

o
i
V(1 pt o, p D)y |
Cé];}’r’—l
2.8\ £0:
o
i
V(p, ph 7t L ph ) |
Cg;]rq

Finalement, grace a la formule classique

AjoA—1 Nj—(r—1)y) 1 1!
(V(p]7p] 7"'710J )) :;

(& T

o lL] 7
er 77(2,4]
H 0
I(1+12) ot (0)

r _'L7r/\j T
€ 7 il
r(1— Aj)Hwy%(O)
_'L‘rr(/\j—l)
€ " r7(2.J]
I(1 Aﬂ—l)Hw,ﬁfl(o)
= 2imr T
_iw()\jf'r«l»l)
¢ ’ [r.J]
D(1 — Ay e St (0)
V(ﬁ)\jaﬁ)\jila "'7p/\j7(ril)>

sur 'inverse des matrices de van der Monde, nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 4.19 Sous les hypothéses et notations précédentes, nous avons pour tout
jed, :

1. 8i N =0, ==
{0,...,7r =1} :

bl _

€ A, pour tout u € {2,...,r} et nous avons pour tout k €

Cor = 2iwag’j] + QiWZpk(“*U

u=2

im(u—1)

ﬁ[uvj]u7 O
[(14 ) e +(0)

r

2.8 N # 0,4 —

“7_1 € A, pour tout uw € {1,...,m} et nous avons pour tout
ke{0,...r—1}:

[j]

4 (&
Cg,k- — QZWZﬁk(/\J —u+1)

u=1

_ i‘lr()\j

(1 — Ay s

—u+1)
po

rylu.d]

w.

Tr

i (0)

T

243
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Ce résultat nous servira essentiellement au chapitre 5 lors du calcul effectif des
multiplicateurs de Stokes dans le cas ou la matrice L est diagonale (voir également le
paragraphe 5.5 pour des exemples numériques).

4.4.4 Relations liant multiplicateurs de Stokes et quasi-coefficients
de résurgence en une singularité de front non monomial

Fixons & présent w € Qg(}\) une singularité de front non monomial de f, i.e., tel

que ¢, # 0. Le calcul des multiplicateurs de Stokes ¢, kq], ke {0,..mr—1} et j € J,,
est sensiblement différent du cas précédent du fait de la présence des exponentielles

- 1
e (P’“tl/T)

En particulier, nous allons écrire les multiplicateurs de Stokes en fonction des k-quasi-

coefficients de résurgence de f[;q] a droite de w.

Rappelons que nous avons noté
. . T
p = pged(j € supp(gu),r) et v = »

ou supp(q,) désigne le support du polynome ¢,,. Grace au théoréme 4.17, nous écrivons

wa[;q] au voisinage de 1’origine et modulo les fonctions analytiques en 0 sous la forme

78 (s ()
k=0

ou, pour tout k € {0,...,t—1}, 90 admet une singularité simple-ramifiée en 0 : modulo
les fonctions analytiques a l’orlglne

Nw,O"l‘q [ q] Nw 0+Q+1 w )\+q

Bl = 3 w,k’plog T+ Y R (Mlogh > Y (HLq“p ) log” T) A1

p=0 p=1 AeA, p=0

ou aﬁ?}w € M,,1(C), }LJB?LP, f[g?,l)\’p € M,,1(C{7}) et ou les exposants de ramification

A, et les ordres logarithmiques (N, 0 + ¢, (Nyx + ¢)aea,,) sont donnés par

A —1
Aw:{—j—u ;j € N et ue NJ tels que ¢; € Fr(w) et ()\j;éOouu#l)}
r

N, o =max (n; —2;j € N tel que ¢; € F'r(w) et A; =0)

)

by —1
N, » = max (nj —2;j € N¥ tel que ¢; € Fr(w) et Ju € N tel que — — 4 = A)
r r
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D’autre part, nous savons (proposition 4.16, point 2) que
T 1
(T)e”7dT = =5+ (
Yo+
— 1}, ou les matrices M, x(t) sont définies par

.
[(Pkﬁttl/ )L <C[0 ki@r - C[e kb

~[d]

(4.15) <pw .

F)M,,(t)

pour tout k € {0,...,t

)4t 551

]].Og( k+ftt1/7“) _|_ + ((q 1)' 00 e

log?! (ﬁkﬂréttl/r))]

k=3
—_

[7:4] [5;0—1]

e [7;1]
0,k+0r — €O k+ex

(=p-t
Co k+tx

log(ﬁk-g-fttlﬁ) + ...+ (g—1)!

[(pk—l—éttl/r)lzj—fnj (C

~
Il
o

[7;1]

(=19~
Ce k—+bx

- (g—1)!

|:(pk+€tt1/7") —(r=1)In, <

A partir de 14, les calculs deviennent analogues a ceux du paragraphe précédent, mis &
part que nous n’utilisons pas toute la matrice M, ;(t), mais uniquement les p premiéres
lignes de blocs

|:(pk+€tt1/7")Lj (

1 vt T
i - HE Y og (754 .

[7;:9—1]

[7:4]
~ Cg ktpx

. (1t Ll
0,k+0c

log(pF T t/7) + ... + 17 Cokrte

lqu_l <ﬁk+£tt1/r>>]

=3
—_

[5;1]

1)
09 e+l

q—1)!

[7;4] [7;:9—1]

Chirte = Conpee 0g(PTHYT) + ((

|:(pk+ftt1/T)Lj*Inj (

T
o

(=D~

(g=1)!

[7:1]

[7;4] [7;:0—1] C
0,k4-0c

Co kter — Cokttx IOg(PkHttl/T) +..+

[(pk+zct1/T)Lr(pfl)Inj <

En effet, 'égalité (4.15) ne nous permet d’obtenir que les p multiplicateurs de Stokes

c[g ,f oo £ € {0,...,p — 1}, en fonction des k-quasi-coefficients de résurgence de f[;q] a

droite de w. N oter par ailleurs que I’ensemble

{k+ tx; 0 € {0, ...

0 = Lhreqo,..e-1}

— 1}, Pensemble des égalités (4.15), k parcourantt
}, pe{0,..,r—1}.
ne peut étre obtenue a partir de (4.15) pour deux valeurs

formant une partition de {0, ...,r
{0, ...,t—1}, permet de calculer tous les multiplicateurs de Stokes c[] 4
De plus, une matrice cl[gj;ﬂ

différentes de k.

En reprenant les calculs du paragraphe précédent, nous voyons qu’il suffit de vérifier
que la matrice

pij p(k+l’)Lj p(k‘+(p*1)t)l]j
HE~I1) UL 11,) =D)Ly~ 1n))
Vk’p 7t - . . .
W(Li—(—Tny)  (b0)(Ly—(p—1n;) (h+ (= 1)0)(Ly—(p—1)Tn)

P P P

est inversible pour tout k£ € {0, ..., ¢

Y

log? ™! (pk+ért1/r)> ]

1qu—1 (ﬁk—kﬂrtl/r)) }

log?! (ﬁk+€tt1/r)>:|

logq*]- (ﬁk+£tt1/r)>:|

Jj€Jw

j€Jw

JE€EJw-

j€Jw

J€Jw

J€Jw-
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Lemme 4.20 Pour tout k € {0,...,tv — 1}, la matrice Vi, ci-dessus est inversible
d’inverse

ﬁij pk(l/j*[’ﬂj) - ﬁk(Ljf(pfl)Inj)
1 ﬁ(k—l—t)L]‘ ﬁ(k“’t)(l/j_lnj) ﬁ(k_"t)(l’j_(p_l)[nj)
p : : - :
(k+(p—1)0)L; —(k+(p—1)e)(Lj—1In;) S(k+(p—=1)r)(Lj—(p—1)In;)

P p AR

Démonstration. Fixons & € {0,...,t — 1} et posons

pk‘Lj ﬁk(Lj_Inj) e ﬁk(Lj_(p_l)[nj)
ﬁ(k+t)Lj ﬁ(k‘i’t)(Lj*Inj) . ﬁ(k+r)(LJ’7(p71)Inj)
Wk,p,t = . . :
ﬁ(m(pq)r)Lj ﬁ(k+(p—1)r)(Lj—Inj) . p(k+(pfl)t)(Lr(pfl)lnj)

L'élément (Vi p Wip:)®? situé a la s ligne et t*™¢ colonne de blocs de la matrice
Viepe Wi pe €tant donné par

p—1
(Vk:ptwk,pt (st Zp (k+2x)(L; (s—l)]nj)ﬁ(k—l—(t)(Lj—(t—l)Inj)
=0

nous obtenons

p—1
(Vk,p th 2, t ot (Z P (o) ) nj

=

* Si s = t, nous avons clairement (Vk,p,th7p7t) st =

* En revanche, si s # t,
1 i ppt(t_s)

p—1
s,t) k(t—s (e(t—s _ k(t—s
(Vk,p,rwk,p,t)( B = (P g )Zp He )) Inj =p (=2) 1— pt(tfs) [nj
=0

Par suite, (Vi.pWip.) & = 0, puisque pt = r et p est une racine r*™¢ de 'unité.
Il s’ensuit que Wy = pVy it, ce qui donne le résultat voulu. m

Nous déduisons de ce lemme et des calculs du paragraphe précédent le résultat
suivant permettant d’exprimer les multlphcateurs de Stokes c(g kig en fonction des k-

quasi-coefficients de résurgence de f 2‘1 droite de w :

Théoréme 4.21 Soit g € {1,...,n1}. Pour toute singularité w € Qg(f) de :f de front
non monomial, nous définissons le polynome §,, par

1 w 1
G\ =) =—FTd| =
x x x
pour tout j € {1,..., J} tel que q; € Fr(w) et nous posons

. . T
p = pged(j € supp(qu),r) et v = »
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Considérant le prolongement analytique de :]‘V'[;Q} a droite de w, nous notons pour tout

ke{0,..,t—1} :
[L;q] [u,15]
w,kj,p w,k,p
° a&?,]c’p = : avec a[[jt f}p = le k-quasi-coefficient de résurgence lié a
[;4] [u,J3q]
w,k,p w,k,p
98T qvec p € {0, ..., Nuo + ¢}
gl [u,1;q]
_ w,k,)\,p(T> _ w,k,)\,p(T)
o Hu[fl]w\’p@—) — : avec HL%Z{])\J)(T) = : le k-quasi-coefficient
77l"r; u,J;
HE () Siap(7)
1

de résurgence li¢ a 7> 'log” T avec p € {0, ..., Nyx + ¢}

Alors, pour toute singularité w € Qg(f) de front non monomial, pour tout j € J,

et pour tout k € {0,...,t — 1}, les matrices c[ejﬂét, ¢ € {0,....p — 1}, sont les uniques
solutions du systéme

cgid
;s
Vipr o =71 jq — Xkjg
il
Cej,ljJr(pfl)t
on
1. Vipe est la matrice
pk:Lj p(k+t)Lj p(k+(p*1)t)l/j
pk(Lrlnj) p(kth)(Lrlnj) p(k+(P*1)t)(ernj)
Vk’p’t - . . .
pk(Lj—(p—l)Inj) p(k+r)(Lj—(p—1)Inj) p(k+(p—1)t)(Lj—(P—1)Inj)
€/c,j,q,l
Ch.ja2 ‘ o o
2. Cpiqg= . est la matrice de dimension pn; x 1 définie par
Q:k’j’q7p
( Nw,0+q )
Qk,j,q,l Iip(O)OéB:]zjz] st )\j =0
p=0
Nw A _u—1 +q
— A ou—1Y\ ~i ,
Chjagu Kp (—] — —) q"7d . (0) siAj#0ouu#l
-0 T r w7k7T]_u: P
\ p=
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ou les nombres complexes k, (\) sont définis par la relation

o e~z
Kp(A) = 2z7r@ <—F(1 — Z)> =

3. Xk jq est la matrice de dimension pn; x 1 définie par

p—1 7
Z p(kHt)Lj Xrjal
=0
p—1
Xpg = Z p(k+ft)( i=1In;) Xt
=0
p—1
Zp(k:-f—ﬁt)( —(p—1)1y, )%k’] "
| (=0 i
avec Xj ;10 =0 et, pour q > 2,
Gl ((k+ Et) log p)?
%k,] gl — Cg’]g_i_énj
p=1

pour tout ¢ € {0,...,p — 1}.

Ce résultat généralise les calculs du théoréme 4.18 : en posant p = r et donc v =1
dans le cas ou ¢, = 0, i.e., supp(g,) = &, nous retrouvons toutes les formules du
paragraphe précédent.

Toutefois, si ce résultat permet d’expliciter de facon théorique les relations liant
les multiplicateurs de Stokes et les quasi-coefficients de résurgence de f en une singu-
larité de front non monomial, il est cependant difficilement applicable dans un calcul
numérique. Reprenons en effet I'exemple du début du paragraphe 4.3.2 : le systéme

différentiel linéaire
dY 0 0
3— =
v dx [334 2+ l’:| Y

admet pour solution fondamentale formelle }A/(x) = ]3(95)662(%) avec
3 4 1 : 1 1
F(x):[2+0(l')etQ — :dlag 07__2__
z x

Notant f la premiére colonne de la série 2-réduite F de F, nous avons vu que sa
transformée de Borel f a une unique singularité au point 7 = 1. Précisément, la
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~[1,2 .
fonction f w2 s’écrit, pour tout 7 € C tel que Re(7) < 1, sous la forme

~[1,2] 3 2 11 (%’ %;_4(11 )) 1
; __° U/ aa—n
A s 1-rnz

13 13 1 3 1
1 — F JE R 1— T2p4(1-7) 2
+<€ 4+21 1(2,2, 4))( T) ze +

ou 1/ (%, %; z) désigne la fonction hypergéométrique confluente de parameétres % et % A
partir de la, nous voyons qu'il est difficile, déja sur cet exemple tres simple, de retrouver
les quasi-coefficients de résurgence de f en 1.

D’une maniere générale, nous allons voir au paragraphe 5.3.4 que la présence des

. 1
exponentielles non triviales e (W) rend trés difficile le calcul effectif des multi-
plicateurs de Stokes, tout du moins si nous travaillons avec le systéme initial. Nous
montrerons alors qu’un recours systématique aux singularités de front monomial (ou
cas séparé) permet de contourner cette difficulté.

4.A Appendice 4.A. Quelques précisions sur les ma-
jeurs des exponentielles exp(q) avec g € t~/"C[t~ /"]
et deg(q) <

Fixons un élément ¢ de ¢t~/"C[t~'/"] de degré inférieur & r — 1. L’exponentielle e?
étant une constante de résurgence (elle est holomorphe et a croissance sous-exponentielle
a l'origine), nous choisissons —comme il est d’usage dans ce cas— pour majeur maj(e?)
I'un de ses majeurs holomorphes sur C,, tout entier et & croissance exponentielle d’ordre
au plus un a linfini (on sait qu’un tel majeur existe —cf. paragraphe 1.2.1).

L’objectif de cet appendice est double : décrire, lorsque c’est possible, le majeur
maj(e?) en terme de fonctions spéciales, puis donner dans ce cas les exponentielles
intervenant dans son développement trans-asymptotique a l’origine.

Pour établir le premier point, nous remarquons que e? étant solution d’'une équation
différentielle linéaire (F) & coefficients polynomiaux et de niveau unique deg(q) < 1,
son majeur maj(e?) définit une microsolution a lorigine de I’équation transformée
de Borel (E) de (E) (théoreme 2.33). Ainsi, la détermination explicite d’une base de
microsolutions a Dorigine de (E) fournit Iécriture de maj(e?) voulue. En particulier,
seul le cas o ¢ est réduit & un monome peut étre traité (voir exemples ci-apres) et
nous obtenons comme fonctions spéciales des fonctions hypergéométriques. Quant aux
exponentielles intervenant dans le développement trans-asymptotique a l'origine de
maj(e?), elles sont fournies par 1’étude formelle a 'origine des équations liées a ces
différentes microsolutions.

Commencons par regarder quelques exemples.
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4.A.1 Quelques exemples

4.A.1.1 Exemple 1 : cas ou ¢(}) = at™/?, a € C*
L’exponentielle e? est solution de I’équation différentielle

(&) 483" + 6%y — a*y =0

dont la transformée de Borel est

(&) AT 4 (617 — a®)y =0

Toutes les microsolutions de (E,N’g) sont a l'origine et l’espace de ces microsolutions est
de dimension 2 : notons en (p1, P2) une base.

La premiére microsolution @, est définie par la vraie solution 73/ 2e_g de (52) :
p1 = can (T’3/2e’%)
La seconde microsolution ¢, peut étre obtenue en résolvant I’équation
47y + (67 — a®)y = b avec b € C*

par la méthode de variation de la constante ([Mal91-1]) : notant

~ 2 21F1 <%;%§%) a2
Oy(7) = e
ou 1F (%, %; z) désigne la fonction hypergéométrique confluente de parameétres % et %,
nous obtenons
AT2P) + (67 — a?)Dy = 4

Ainsi, 3y = can(®,) est une microsolution de (&) a I'origine (et elle est par construction
linéairement indépendante de ©1).

. . —1/2 o . , . . N . s
Le majeur maj(e® ") définissant également une microsolution & 'origine, nous
obtenons finalement :

—1/2 a? 2 171 (%7 %; %) a?
maj(e® Y1) =M eE | S —dP———Le i
T

avec \, i € C. Remarquer que nous retrouvons ici le résultat annoncé dans I'exemple
du paragraphe 4.3.2 sur I’étude des singularités de front non monomial. Remarquer
également que si nous remplacons a par —a, nous obtenons exactement les mémes
formules.
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4.A.1.2. Exemple 2 : cas ot ¢(1) = at™'/?, a € C*
A présent, 'exponentielle e? est solution de I’équation différentielle
(&3) 27t4y" 4+ 1082°y" + 602y + a’y = 0
dont la transformée de Borel est
(&) 2773y + 1087%7 + (607 + a®)j = 0

A nouveau, toutes les microsolutions de (£3) sont a l'origine. L’espace de ces microso-
lutions est de dimension 3, et nous en notons (@1, P2, P3) une base.

Les deux premiéres microsolutions ¢, et 5 sont définies par les vraies solutions de

(&3)

4 a? 2 ad
G, = BRI AN (PP t Oy = 48 2
©1 can (T oL'1 ( ) 3a 277_)) €l @2 can (7_ 04’1 ) 37 27+

ol 0F1( ;3 z) et 0F1( ;5 ) désignent respectivement les fonctions hypergéométriques
de parameétre % et 2. Comme précédemment, la troisiéme microsolution @3 peut étre
obtenue en résolvant par exemple I’équation

A7 + (67 —a®)y = 1

par la méthode de variation de la constante. Nous obtenons ainsi

~ 9 3a31F2<1’3vg’ %)
Py =can | — — = =

ol 1F2(1 % % ) désigne la fonction hypergéométrique de parameétres 1, £ et

wlot

. . . —1/3 L.
Par suite, le majeur maj(e® ") s’écrit sous la forme :

a? a? .4 5. _ad
1/ of1 <,3, ﬁ) of1 <,3, ﬁ) 9 3g31f2 (Lgag,—ﬁ)
maj(e )(T)=A —vE +h 573 vl Z— =5

T 2 T
avec \, u, v € C.

4.A.1.3. Exemple 3 : cas o ¢(7) = at™*/3, a € C*

Les calculs sont similaires a ceux de I’exemple précédent : une équation différentielle
vérifiée par e? est

(&) 27t%y" + 1352%y" + 10523y + 8ay = 0
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Sa transformée de Borel étant
(&) 27737 + (13572 + 8a®)§ + 10575 = 0

nous cherchons & nouveau une base (&1, 3, 73) des microsolutions de (£3) & I'origine.
Comme précédemment, deux des microsolutions sont définies par les vraies solutions de
(&3) et la derniére est obtenue en résolvant par la méthode de variation de la constante
I’équation

277" + (13577 4+ 8a®)y + 1057y = 1

. . . —-2/3 , .
Finalement, le majeur maj(e™ ") s’écrit sous la forme :
5.2. 4a® 7.4. 4a® 1 1.1 2. 4a3
6’3’277’2> 1 <6’3’277’2> 2b (2’172’3’2772

573 H 773 tv -

s £ (
maj(e™ ) (1) = A
avec \, i, v € C.

4.A.1.4. Exemple 4 : cas ou ¢(1) =t72/3 +¢71/3
A présent, e? satisfait a I’équation différentielle
(216t° — 811%)y" + (1080t* — 32417 )" — (144¢> — 930t + 180t*)y/ + (64 — 64t — 21t%)y = 0
dont la transformée de Borel est définie par
21673y + (64 — 14471 + 172872 — 817°)y" — (352 — 30907 4 32472) 4 (909 — 1807)7 = 0

Contrairement aux trois exemples précédents, les solutions (et donc les microsolutions)
de cette équation ne sont pas des fonctions connues.

Ainsi, nous nous limitons dans la suite de cet appendice au cas ou le polynéme ¢
est réduit & un monome. Avant de passer a une étude plus théorique, commencgons par
quelques rappels sur les fonctions hypergéométriques.

4.A.2 Rappels sur les fonctions hypergéométriques

Nous ne rappelons ici que la définition et les propriétés classiques des fonctions
hypergéométriques qui nous serviront par la suite. Pour plus de détails, nous renvoyons
par exemple a [Olv97], [Sla60] et [Sla66]. On pourra également consulter [AST70] et
[GROO].

Etant donné p nombres complexes aj, as,...,a, € C et ¢ nombres complexes non
entiers négatifs by, bo, ..., b, € C\(—N), on appelle fonction hypergéométrique de para-
metres ay, ag, ..., a, et by, by, ..., b, la fonction définie par

(416) qu<a’17 A2, s Qp; bla b2, ceny bq, Z) = Z (al)m<a2)m...((lp>m Z_
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ou, pour tout a € C, (a),, désigne le symbole de Pochhammer :
(a)g=1et (@), = ala+1)...(a +m — 1) pour tout m > 1

Dans le cas ou p = g, ,F}, est appelée fonction hypergéométrique confluente.
On étend la définition (4.16) au cas ou p = 0 en posant

1 2Zm

Fy(3 b, by, by 2) = ml
0 q( 1,2 g ) T;)(bl)m(bQ)m(bQ)mm'

On a les propriétés classiques suivantes :
— s p < ¢, la série (4.16) converge pour tout z dans C et ,F, est une fonction entiére
sur C;
— si p=q+ 1, le rayon de convergence de la série (4.16) est 1;
—sip > q+1, la série (4.16) diverge en tout point de C* (sauf dans le cas oil au moins
I'un des a; est un entier négatif).

Regardons a présent le lien entre ,F} et les équations différentielles.
— Lorsque p # 0, la fonction ,F, (a1, as, ..., ap; by, ba, ..., by; z) est solution de l’égquation
hypergéométrique d’ordre (p,q+ 1) définie par

U, (0, +b1 —1)(0, + by —1)...(V, + b, — )y = 2(V, + a1) (V. + a2)...(Y, + a,)y
ou v, = z - désigne l'opérateur d’Euler en z. Cet opérateur devenant

1 d
¥, = ——19, avec ¥, = x—
‘ k dx
par le changement d’inconnue z = - avec a € C* et £ € N*, on en déduit que la
fonction

a
qu (al,a2, coey Aps bl,bg, ...,bq; ﬁ)

est solution de I’équation différentielle

(_1)q—p+1
ka—p+1

59,0 — k(b — 1))(0, = k(by — 1))...(0s — kb, — 1)y

= a(V, — kar) (¥, — kag)...(0; — kay)y
En particulier, une équation de la forme

dq+1y d y

k +1
(4.17) (mq qu+1+5 Tt

dy dpy dy
+ .. +61x—) = ot Dt o+ aoy
admet une fonction ,F; (al, ag, ..., ap; by, ba, ..., by; ;Lk) comme solution.
— De méme, lorsque p = 0, la fonction OFq(~; by, ba, ..., by; ;ik) est solution de 1’équation

(—1)7+!

L+l xkﬁsc(ﬁw — k(b1 — 1))V — k(ba — 1))...(0, — k(by — 1))y = ay
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Ainsi, une équation de la forme

ditly d Y dy
(4.18) " (xq“d o Bt +le—$> = (—1)7k%y
admet une fonction OFq(-; b1, ba, ..., by; ;ik) comme solution.

Passons a présent a I’étude des majeurs de exp(q).

4.A.3 Majeurs et fonctions hypergéométriques

Suivant la remarque précédente, nous ne nous intéressons qu’au cas ou le polynéme
q est de la forme

1 a "
q(;) :Wavecaec et ke {l,...,r—1}

* Détermination d’une équation différentielle linéaire vérifiée par e? :
Notant

atfk/r

y(t) = ") = ¢

un raisonnement par récurrence montre aisément que pour tout m € N :

mr+jk m(7 +k) at—"/k
T @

k/r
et +kmm

ou y™ = dt’” désigne la dérivée m®™® de y par rapport a t et ou P, ;(r, k) est un
élément non nul de QT [r, k]. Remarquer que si

alors les équations E,,(r, k) et E,, (', k") sont identiques pour tout m. Aussi, nous
supposons dans la suite que I'élément k € {1,...,7 — 1} est choisi de telle sorte que la
fraction % soit irréductible.

En utilisant alors les équations E,,(r, k) ci-dessus, nous voyons que y satisfait a une
équation différentielle linéaire de la forme

(&) r"t”ky(r) + Qr—1(r, k:)t”k’ly(r’l) + ...+ Q,(r, k)thrky(j) + ...+ Q1 (r, k:)tk“y’

+ (=1)"k"a"y =0

avec Q;(r,j) € Nlr,k]\{0} indépendants de a. Signalons que pour des valeurs k et
r fixées, une telle équation peut étre obtenue par exemple sous Maple & 'aide de la
commande holexprtodiffeq du paquetage gfun.
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Une base de solutions de (&) est donnée par
(eﬂ%t*k”,e € {0,...r — 1})

oup = e’ est une racine r™¢ de l'unité. Remarquer que I'hypothese d’irréductibilité
de é entraine que les polynomes p‘at /" sont bien distincts deux & deux (corollaire
4.13). L’équation (&) est donc de type exponentiel et nous pouvons lui appliquer
le théoreme d’Ecalle-Malgrange sur les microsolutions (théoréme 2.33) : le majeur
maj (eat_k/r) définit une microsolution & l’origine de 1’équation transformée de Borel
(&) de (&). Ainsi, pour décrire maj(e® ") en terme de fonctions spéciales, il suffit
de déterminer de fagon explicite une base de microsolutions de (gk) a Porigine (qui est
également une base de microsolutions de ().

* Détermination de () et d’une base de microsolutions & I'origine :

Divisant 1'équation (€;) par t* et appliquant une transformation de Borel & la
nouvelle équation, nous voyons que (&) s’écrit sous la forme

E) T 4 Qe KT 4 Qi (r, KR
+ (Qk‘(ry k?)’Tk + (_1)T—1kra7‘) g(k—1)+
Qo (r, K)TFGF 2 + 4 Qu(r k)T =0

L’espace des microsolutions a l’origine est de dimension r et 1’espace des solutions de
dimension r — 1. Par analogie avec les exemples traités précédemment, nous pouvons
nous attendre a ce que les r — 1 solutions de base de (&) définissent des microsolutions
a l'origine.

Les cas r = 2 et r = 3 ayant été étudiés complétement au paragraphe 4.A.1

(exemples 1 & 3), nous nous plagons dans le cas r > 4. En effectuant 'un des change-
ments de variable suivant :

- . ko
z:T“Jyavec,ujzl—l—j? ,Je{Ll . r—1}

nous ramenons l'équation (£) a une équation de la forme (4.18) si k = 1 (prendre
qg=1—2) et de la forme (4.17) si k > 2 (prendre g =7 — 2 et p = k — 1). Les calculs
étant assez lourds et compliqués, nous ne les présentons pas ici. Une base de solutions
de (&) est alors donnée par des fonctions de la forme

T M 1 F o (al,j>a2,j7 ey Q=153 D15, b2y oy b s Tk >

avec ai j, ag,j; - Ak—1j, 01,5, b2 5, ..., %—2,;', oy, ; convenables, et chacune de ces fonctions
définit bien une microsolution de (&) a Porigine.
La "¢ microsolution de base est obtenue quant a elle en résolvant 1’équation
Y 4 Quoy (r B) T L Qg (1, k)T )
+ (Qk(r, k)rk + (—1)T_1/<:Tar) gty
Qu1(r, k)T g2 4 4+ Qi k) =1
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a I'aide de la méthode de variation de la constante. En fait, il est méme plus simple ici
d’¢tudier directement Péquation (£]) obtenue par dérivation de I'équation (&) :

(51’6) TTTTy(T + R, (r, k)TT_lg(T_l) + ...+ Ripa(ry k)TkH?j(kH)
+ (Ri(r k)" + (=1)"'k"a”) g™+
Rie_1(r, k)" %D 4 4 Ry(r k)Y + Q1(r, K)g =0

Les r — 1 solutions précédentes sont encore solutions de (g,’f) Une autre solution, linéai-
rement indépendante des précédentes, est obtenue en remarquant que si nous effectuons
le changement de variable z = 7y, nous ramenons I’équation (&;) a une équation de la
forme (4.17) avec ¢ = r — 1 et p = k. Ainsi, I'équation (£) admet une solution de la
forme

(6]
-1 . L2k
T kFr—l <CL1,CL27...,ak,bl,bg,...,br_l, Tk>

avec a, o, ..., g, b1, ba, ..., b._1, o, convenables. Cette fonction est bien linéairement in-
dépendante des précédentes et elle définit une microsolution a l'origine de (&).

* Conclusion : Nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.22 Soienta € C*, r >4 etk € {1,...,r— 1} tel que é soit irréductible.

. —k/r , . . . N .
Alors, un majeur quelconque de e s’écrit, modulo les fonctions analytiques a ’ori-

gine, comme combinaison linéaire de fonctions de la forme

. Ak, j . e
k—lFr—2 (aLj,ag,j, ...,ak_Lj,bLj,bQ,j, br 2], k- ) ot kFr—l ((Ll,ag, ...,ak,bl,bg, --~7b7“—17 T—,’;)

T1+5k/r T

avec ) € {1, ...,T—l} et a1, ag,y ..., A, bl, b2, vy brfl, L, Q1,55 A2 55 -vvy Ak—1,5,5 bl,j? bQ’j, ceey br,QJ, Q. j

convenables.
o . L at—H/ I
En particulier, notre magjeur maj(e® "'") s’écrit sous la forme

r—1 . Ak 5
at— k/r -1l 2 (al,];a2]7---aak—l,jybl,jablj;'-- b, — 2,55 Tk)
maj(e g A .

T1+ik/r

7=1
F ai, a ag: b1, b by_q; %
kLr—1 1, U2y -y Uk UL, V25 -o0y Ur—1,5 Tk

A

T

Terminons ce paragraphe en donnant 1’écriture des majeurs maj (e“t_k/r) dans les
casour € {2,...,5} :
—Casr=2etk=1:
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—Casr=3etk=1:

a? a’ .4 5._a®
oo at—1/3 -\ of1 ( '3 E) A of1 < 13 ﬁ) A\ 9 3a3 1o <1v§7§)_ﬁ)
maj (6 )(7') =\ T4/3 2 £5/3 3 - 5 -

—Casr=3etk=2:

4a 7.4. 4a3 1 9.1 2. 4a®
at—2/3 lFl <6’3’277’2> lFl (6,57@) \ 2F2 (5717§a§72772>
maj(e NT) =M 573 + Ag 77/3 -

—Casr=4etk=1:

.1 3. ' 3 5. _a a’
at—1/4 A\ of’2 <'>2’47 2567) 0F2( VA 2567) \ 0F2<7472’ 256r)
maj(e® )(T) =X 5/4 2 3/2 A3 /4

—Casr=4ectk=3:

at—3/4 B 12° 12727 4° 2567
maj(e® (7)) =M 7/4 2 75/2
13 17.5 3. _ 27a* .11 3. _ 27a*
Y 2£ (127 12747 20 2567—) sl's (373717472’4’ 2567)
3 4
F13/4 T
—Casr=5etk=1
2 3 4 a® 3 4 6 a®
at—1/5 \ 0F3<>5’5>5’_3125T> N 0F3(75’5>57 31257>
maj(e® )(T) =M —6/5 2 /5
6 7 a®
T\ 0F3<75’5>5’_31257)
3 8/5
6 7 8. a5 12 3 4. _d°
4 0F3<75’5757 31257’) N 1y <1757575’5’ 31257)
4 5
79/5 T

—Casr=5ectk=2:
9.3 4 6. 4d° )

Fof(Z.2 3 4. 4d° F 3 46
L at—2/5 A\ 153 {107 57 57 57 312572 \ 1531107 57 57 57 312572
maj(e )(T) — M /5 2 79/5
F 11.4 6 7. _4d°
T\ 153\ 1005257 5 312572
3 1175
1 2 3 4._4d5 )

13.6 7 8. 4a
1F (10’5’5’5’312572) 2F4< 1’575’575’312572

+ A 13/5 5 -
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—Casr=5etk=3:

./ at=3/5 _ 15515257 5% 5 312573 152157 5° 575 312573
maj(e (7)) =X\ —8/5 T A2 F11/5

(4 19.4 6 7. 27a°
203\ 15715757 52 57 312573

F14/5

I, (17 22.6 7 8.  27d° (L 2q.123 4. 27a°
203\ 15715752 52 57~ 312573 Y 374 \3>3 55557 312573

5
17/5 -

5 5
2F3<8 13.2 3 4. _ 27 > JF, (11 16.3 4 6. _ _27a )
A

+ A3

+ N\

—Casr=5ectk=4:

5 5
- JF (g 7 19.2 3 4. 256a ) JF (E 9 23.3 4 6. 256a )
Qa
.

maj(e

17 11 27.4 6 7. 256ad°
3F3< ______ )

472747575757 57 312574

21 13 31.6 7 8. 256a° 113 9.1 2 3 4. 256d°
3Fg,<—————— ) 4F4< 1-1.2 3 4 )
+)\5
721/5 T

Mis & part les deux premiers cas, il semble que les fonctions hypergéométriques ,F;,
rentrant en jeu suivent une certaine logique, tant sur la valeur des nombres p et ¢ que
sur leurs paramétres. Il est donc peut étre possible de déterminer de facon précise et
de maniére générale les fonctions hypergéométriques de la proposition 4.22. Nous ne
faisons toutefois pas cette étude ici.

4.A.4 Etude des développements trans-asymptotiques a ’ori-
gine
Nous nous plagons toujours dans le cas ot le polyndéme ¢ est réduit & un mondéme :

1 k
q (?) = t% avec a € C* et k € {1,...,r — 1} tel que — soit irréductible
r T

Nous avons vu précédemment que le majeur maj(e?) s’écrit comme combinaison linéaire
des solutions de 1’équation

ED T + Ry (r k)T 0D L Ry (r, k)R gD
+ (Rk(r, k)t + (—1)’"_1k’"ar) 74
Ry—q (r, K)TF 15D 4 Ry(r )Ty + Q1 (r, k)g = 0
Il s’agit dans ce paragraphe d’étudier les exponentielles apparaissant dans le dévelop-

pement trans-asymptotique a Porigine de maj(e?). Pour ce faire, nous recherchons les
exponentielles apparaissant dans les développements trans-asymptotiques des diverses
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solutions de (EN,’C) Celles-ci s’obtiennent en déterminant la partie irréguliére des solu-
tions formelles de (&}).

* Etude du polygone de Newton de (g,'c) :

Le polygone de Newton de ’équation (g,’c) admet une pente nulle de longueur k et
une pente % de longueur r — k. Ainsi, il apparait au plus » — k exponentielles dans

les solutions formelles de (51'6) et elles sont toutes de la forme

P() N e (1 :
e avec P <T) = R +o (Tk/(r_k) ,acC

Noter que la fraction ﬁ est irréductible puisque % ’est.

Nous allons & présent déterminer avec précision ces différentes exponentielles.

* Etude des exponentielles de la partie irréguliére des solutions de (£]) :

Commencons par nous ramener a un polygone de Newton & pentes entiéres en utili-
sant ’extension algébrique finie 7 = x"~* de la variable 7. En effectuant le changement
de variable y(7) = Z(), nous obtenons : pour tout m € N,

m—1
] , 1
y (T) - JZ_; Xm(,,‘,k),jz (X) + (,r _ k.)me(r,k),mz (X) ) |:| G C
Ou encore
m—1 m
R () = Oy 29 (x) + (7">—(—k)m Fm(y), OeC
j=1

En effectuant alors ce changement de variable dans 1’équation (5,2) et en multipliant la
nouvelle équation par x*"~*) nous obtenons

r'r’

(r— k)

B . -1 r—lkrar
+ Sk+1(7’, k,)XkJrlJrk(r k)g(kJrl) + (Sk(r, k)XkJrk( k) + ( (7,>_ k)k Xk) Ej(lc)_’_

(Sp_1(r, k) 1HRe=k) 4 or1X" ) ZED 4+ (Si(r, k)RR 4 o1x) 2
+oox* Mz =0

(gllc/) Xr—i-k(r—k)g(r) + Sr—l(’r; k)XT—1+k(r—k)g(r—1) + .

Comme il était attendu, le polygone de Newton de cette équation est a pentes entiéres.
Précisément, il admet une pente nulle de longueur & et une pente £ de longueur r — &
dont I’équation k-caractéristique associée est donnée par
(_1)r—1krar N r’
(r—k)k (r—k)r

Les racines de cette équation étant

Xr—k =0

/(rH)
ozm—w:”k(r—k)(——> , me{0,...,r—k—1}
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oll w,_; est une racine (r — k)¢ de 1'unité et ol nous avons choisi les arguments
dans | — 27, 0] afin que u +— u'/"~*) soit réel pour u > 0, nous en déduisons que les
exponentielles de la partie irréguliére des solutions de (£]') sont de la forme

1 m 1 1 1
er(i) avec P (—) = —a—k + P (—) avec P, 1 (—) =0 (—k>
X kx X X X

En fait, le polynoéme P, ; est identiquement nul : en effectuant le changement de

variable Z = e &t Z , nous obtenons une équation différentielle dont le polygone de
Newton admet une pente nulle de longueur 1 et une pente k£ de longueur r — 1.

* Conclusion :
Les seules exponentielles apparaissant dans le développement trans-asymptotique
a Porigine de maj(e?) sont les exponentielles

m Tk ka\"0R
exp (—wr_kT (—7) e | 0 ME {0, ..,m—k—1}

Nous retrouverons ces différentes exponentielles lors du calcul effectif des multiplica-
teurs de Stokes (voir paragraphe 5.3.4).

Terminons ce paragraphe en explicitant ces exponentielles dans quelques cas parti-
culiers :

exp(q) exponentielles du développement trans-asymptotique & 1’origine
exp (Ifm) exp (—%)
exp (mf/S) exp (:l: 2;?;%2 711/2>
exp (mf/g) exp (24;‘;2>
exp (#7) exp (= 1) (32)" )
exp (o) exp (— == el

Remarquer que dans le premier cas, nous retrouvons l’exponentielle apparaissant dans
92 . . a
I’écriture exacte du majeur de exp (m)



Chapitre 5

Calcul effectif des multiplicateurs
de Stokes

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode de calcul de tous les multiplicateurs
de Stokes pour tous les systémes de niveau unique r > 2 a coefficients rationnels, et
ceci avec évaluation de l'erreur.

Fixons un systéme [A] de niveau unique r > 2 de la forme

r+1 dY _
o= Ax)Y

avec A(x) € M,(C(x)) sans pole a l'origine. Nous supposons, quitte a faire une trans-
formation de jauge méromorphe convenable, qu’'une solution fondamentale formelle
Y(z) = F(z)zLe?R) est normalisée comme au chapitre 4, soit :

* F(x) = I, + O(z%) € M, (C[[z]));

* L = @}]:1 L;, ou chaque L; est un bloc de Jordan de L de dimension n; > 1 et

de valeur propre \; vérifiant A\; = 0 et Re();) € [0, 1] pour tout j € {1, ..., J};

* Q(3) = @51 45 (3) In, de sorte que gy = 0 et

. LY ar G aja
T\ x x’ xr—1 x

Rappelons qu’une telle transformation de jauge n’affecte en rien les matrices de Stokes
de [A], puisque celles-ci sont des invariants méromorphes de [A] ([BJL79-2]).

Quitte a permuter les colonnes de ﬁ, nous nous intéressons uniquement & son pre-
mier bloc de colonnes f. En particulier, nous cherchons & évaluer numériquement, tout
en estimant l’erreur commise, uniquement les multiplicateurs de Stokes situés dans le
premier bloc de colonnes ¢y, de la matrice de Stokes Cy ;. Pour cela, nous généralisons
aux systémes de niveau unique quelconque la méthode présentée au chapitre 3 dans le
cadre des systémes de niveau unique 1. Rappelons que cette méthode consiste dans un
premier temps a interpréter les différents multiplicateurs de Stokes en terme de ma-
trices de connexion ; puis & évaluer ces différentes matrices a ’aide de prolongements

261
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analytiques "a la Cauchy" le long d’une chaine de boules d’intersections non vide. Une
évaluation de ’erreur commise & chacune des étapes permet finalement d’évaluer 'er-
reur sur les multiplicateurs de Stokes. Signalons ici que les prolongements analytiques
que nous considérons dans ce chapitre sont légérement différents de ceux que nous avons
utilisés au chapitre 3 pour les systémes de niveau unique 1. En effet, les singularités de
front non monomial de f étant associées a des systémes a point singulier irrégulier (voir
paragraphe 5.3.4), il est nécessaire de les "éviter" lors des prolongements analytiques.
Nous renvoyons au paragraphe 5.4 pour plus de détails.

Dans 'optique de simplifier les calculs, nous supposons dans la suite que la matrice
L des exposants de monodromie formelle est diagonale de la forme

L = diag(0, A, ..., \)

avec Re()\;) € [0, 1] pour tout j € {2,...,n}. En particulier, la matrice @) s’écrit

o(2) o (). (3)

et les matrices fet co r, désignent respectivement la premiere colonne de la matrice a
et la premiére colonne de la matrice de Stokes Cy . Naturellement, il est ais¢ de voir,
par analogie avec les systémes de niveau unique 1, que tous les calculs et raisonnements
qui vont suivre restent valables pour une matrice L sous forme de Jordan quelconque.
Nous laissons les détails au lecteur.

5.1 Détermination du systéme r-réduit dans le cas
rationnel

Rappelons que le systéme [A] que nous considérons s’écrit avec nos normalisations
sous la forme

[A] x”l% = A(x)Y avec A(x) = Ao(z) + Ai(2)

ou
T

Ap(x) = Z kapr"* +2"L ; a = diag(0, agp, ..., an )
k=1

et ot Ay(z) € M, (2*"C(z)) est sans pole a origine.

Les multiplicateurs de Stokes de la premiére colonne ¢y, de la matrice de Stokes
Cy . étant obtenus & partir de la transformée de Borel f de la premiére colonne f de la
série r-réduite F' de F', une premiére étape importante consiste a déterminer de fagon
explicite le systéme r-réduit [A] de [A]. Celui-ci est de la forme

aY

[A] rtQE = A(1)Y avec A(t) = Ao(t) + Ai(t)
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ot Ay(t) est la matrice

[ ra, +tL tay e E (r—Dta,
(r—1a,—1 ra,+tL—tI, :
Ao(t) = : '
: ra, +tL — (r — 2)tl, tay
o - . (r—1)a,—1 ra, +tL — (r — 1)tl, |

et ou A;(t) est la série r-réduite de A;(z) (cf. paragraphe 4.1.2). Précisément, A;(t)
est un élément de M,,(t2C(t)) et est sans pole a l'origine.

Connaissant la matrice A;(x), il existe plusieurs méthodes pour calculer explici-
tement A;(¢) ([BCLO3, pp. 11-12]) : il s’agit d’extraire des coefficients de A;(z) les
sous-séries des termes de r en r. Les coefficients de A;(z) étant des fractions ration-
nelles, ces sous-séries proviennent également de fractions rationnelles. Pour les obtenir,
on peut par exemple procéder comme suit :

Soit a(z) € C(x) une fraction rationnelle sans pole a 'origine. Elle est développable en
série entiere a 1’origine :
a(x) = Z apx™

m>0

On cherche & écrire a(z) sous la forme
a(z) =ad(t) +a*(t)z + ... +a" ()"

out==za" et ou
az(t) = Z e t™

m>0
désigne la (£ + 1)®™¢ sous-série des termes de r en r de a.
Notons a = b une décomposition irréductible de a. On peut voir p et ¢ comme des

q

éléments de C[X] et donc aussi de C(T)[X].
Si g = 1, la division euclidienne de p(X) par X" — T dans C(T")[X| fournit une identité
de la forme
ou le degré en X de R(T, X) est inférieur a r — 1.
Si ¢ # 1, on remarque que ¢(X) et X" — T sont premiers entre eux. On applique
I’algorithme d’Euclide pour établir I'identité de Bezout

U(T, X)q(X)+ V(T,X)(X" = T) =1

avec U,V € C(T)[X]. On effectue alors la division euclidienne de pU par X" — T dans
C(T)[X] et on obtient une identité de la forme

p(X)U(T, X)=Q(T,X)(X"—=T)+ R(T, X)
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ot le degré en X de R(7T, X) est inférieur a r — 1.

Dans les deux cas, R(t,x) fournit la décomposition cherchée de a(x).

Sous Maple, l'algorithme d’Euclide est donné par la commande gedex et R(7T, X) est
obtenu par la commande rem.

Exemple 5.1 Placons-nous dans le cas r = 3 et considérons la fraction rationnelle
1422 — 22

a(x) € C(x)

L’algorithme d’Euclide appliqué & 1 4+ 2X — X? et X3 — T donnant

5X2 4+ X(T —2)+2T — 1

T X) =
u(r, X) 14+ 14T -T2
nous obtenons
(2T + 1)T2 (T — 2)T2 57172 9
R(T, X) = X4+ —— X
(T, X) 14—14T—T2—|F1+14T—T2 +1+14T—T2

Par suite, les trois sous-séries des termes de 3 en 3 de a(z) sont

B 572
14 14T — T2

(2T + 1)T2 (T — 2)T?

0(4) — S VAN 2(t
CO=Trur— O =T g ¢

Le calcul de la matrice A;(t) étant fait, nous modifions ses coefficients, en mettant
si nécessaire au méme dénominateur les diverses fractions rationnelles, afin que

A(t) = Ag(t) + (Ir % diag ( P11(t>, Pnl(t))) B(1)

ou B(t) € M,,(t*C[t]) et ou P;(t) € C[t] avec P;(0) = 1.

Comme dans le cas des systémes de niveau unique 1 (cf. chapitre 3), nous cherchons
un systéme [S] vérifié par le vecteur colonne

f

~/

f

9
I

dk_lf

L drk-1]

de dimension krn, ou k est un entier naturel non nul dépendant uniquement des degrés
des numérateurs et des dénominateurs des coefficients de la matrice A. Nous allons voir
que les singularités de ce systeme sont placées a 'origine et en les singularités poten-
tielles de f. Mais, contrairement & ce qui se passe pour les systémes de niveau unique
1, les singularités non nulles du systéme [S] ne sont pas nécessairement réguliéres.
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En fait, une telle singularité w est réguliére si, et seulement si, w est une singularité
de front monomial de f, ou, ce qui revient au méme, si, et seulement si, le polynéme

i (L) = —%emt %
(=) =
x zr—1 x

ou j € {1,...,n} vérifie a;, = w, est identiquement nul. Dans ce cas, nous montrons
que la méthode employée au chapitre 3 reste valide. _

En revanche, si w est une singularité de front non monomial de f, i.e., si le polynome
., est non identiquement nul, le systéme [S] admet en w une singularité irréguliére, et
son vrai rang de Poincaré dépend uniquement de r et du degré de ¢,,. Dans ce cas, nous
montrons qu’il est nécessaire de procéder a un changement algébrique de la variable x
sur le systéme [A] pour nous ramener au cas d’une singularité de front monomial.

Toute I'étude du calcul effectif des multiplicateurs de Stokes repose sur les égalités
liant les divers termes de la matrice f. Commencons par rappeler les notations que
nous utilisons :

e La matrice f est découpée en r matrices de dimension n x 1 :

(1] 2lw1]

F=|:lonf"=| ¢ | em(Cla

2] 2lun]

f

Noter que, la matrice L étant diagonale, nous numérotons les termes f[ud] de f
uniquement avec deux lettres, et non trois comme au chapitre précédent, I'indice
q des colonnes étant devenu inutile.

e La matrice B est découpée en r? matrices de dimension n x n :

B- [BW)} avec B®Y ¢ M, (£2C[t])

1<u,v<r
Le terme situ¢ a la j¥"¢ ligne et £ colonne de la matrice B™?) est noté
B (U':U)(j’e) .

e Les matrices colonnes cgj de dimension n X 1 sont écrites sous la forme

L’élément c[ej],,C désigne donc le multiplicateur de Stokes situé a la ;™ ligne et

premiere colonne de la matrice de Stokes Cpy .

La matrice ]? vérifiant le systéme différentiel

2 df - . 1 1
rt pr —Ao(t)f = <L~®d1ag (Pl(t)"”’ Pn(t))> Bf
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nous en déduisons que les termes }'\[u’j] sont liés, pour tout u € {1,...7} et tout j €
{1,...,n}, par les relations fondamentales

~[u,g] -1

d, ’\[Uv ~[k.4] ~lu.g]
(5.1) 7t fdt —ra;,f Zr—i—k W ihaf = (N —ut DEF
k=1
= [k.i] 1 ¢ (u,0)(j,0) 7 (V4]
S ST L R
k=u-+1 v=1 ¢=1

Ces égalités sont analogues a celles données au paragraphe 3.1.1 (cf. égalités (3.1)).
Ainsi, en posant successivement

bu,j = 1rggé(deg(B(“’”)(j’€))) ; pj = deg(F)
1<<n

fh,j = max(p; +1,by,5)

po= max (fiu,)

1<5j<n

nous savons, par analogie avec le paragraphe 3.1.1, que le systéme [S] cherché est de
dimension rnu et est vérifié par le vecteur colonne

9
I

i

L dT“il _

En particulier, si Dy désigne le disque de convergence de la série entiére f, il faut savoir
calculer numériquement F (), a € Dy\{0}, et évaluer 'erreur commise.

5.2 Controle d’erreur dans 1’évaluation de f

Nous donnons ici une méthode permettant de controler 'erreur commise lors de
I’évaluation de F en tout point du disque de convergence de la série entiere f. Cette
méthode est analogue & celle présentée au chapitre 3 dans le cadre des systémes de
niveau unique 1 (cf. paragraphe 3.1.4 page 134). Cependant, la présence éventuelle de

polynoémes non nuls
g (L) =% %
"\ z 1 x
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dans les exponentielles de la partie irréguliére de la solution fondamentale formelle Y
rend les calculs plus compliqués. En particulier, méme si le résultat final reste globa-
lement identique, la procédure algorithmique permettant 1’évaluation de erreur (cf.
algorithme 3.9 et théoréme 3.10) est profondément modifiée.

Rappelons que le disque de convergence de la série entiere f est le disque ouvert
Dy = D(0, plo) de centre 0 et de rayon p%’ ou

1
= Imax _—
= oo (|aj,r|)

Suivant la méthode du paragraphe 3.1.4.2, nous écrivons f sous la forme

.?(t) =L+ Z}\mtm

m>2

ou I,, 1 est la premiére colonne de la matrice identité I,,, et ou fm est un élément de
M,,,1(C) pour tout m > 2. Le controle d’erreur sur F est basé sur le résultat suivant :

Proposition 5.2 Pour tout € > 0, il existe un entier mg > u+ 1 et un nombre réel
W > 0 indépendants de m tels que

(5.2) Ym > mg , ‘f ‘ (m —p)! W(po+e)™™

Démontrons cette proposition : Notons

pj bu,j
Pi(t) =1+ Put™ et BU0UO (1) = 3~ Blun@Om
m=1 m=2

En multipliant les égalités (5.1) par P; et en appliquant une transformation de Mellin,
nous obtenons les relations suivantes : pour tout u € {1,....,7}, tout j € {1,...,n} et
tout m > p; + 2,

pj u—1

~[u,j ~lu,j [k,
5P, (r<m s = N+a—DF e Fal = ST 4 k= wag i f s
s=0 k=1

<

n

by,
o Z -—u a]k: ufgzd]l s) :Z ZJB ;Z]s

k=u+1 v=1 f=1 s=2
avec Pjo = 1. En introduisant alors les vecteurs colonnes

2 [u.g] ~

7 o !
Fldl = | CFE = | et F= |
Flul Flun Al
m
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nous obtenons pour tout m > u + 1 I’égalité
Tﬁmﬂ =(m— ,u)C'm]?m

ou les matrices T et C,, satisfont aux conditions suivantes :
e la matrice T est de la forme

Ly 0 -+ 0

T — T’I’*l :
: : .0
Tl e Tr—l ]n,u

ot les blocs T, ; € M,,(C) vérifient

avec T,, = diag(Ty 1, ..., Tun) € My, (C)

O[# Si aj,rr - 0

T,

7j

j7r

En particulier, la matrice T' est inversible.

diag (OIMl, uaj,u) si aj, #0
ra

e la matrice C,, est un élément de M,,,(C(m)) qui n’admet pour pole aucun entier
supérieur & p+ 1. De plus, la suite matricielle (Cy, )m>,+1 converge vers la matrice

constante Co, , = I, ® Co, OU

Co = diag(Coo 1, ..y Coon) € M,,,(C)

est diagonale par blocs, les blocs Cw ; € M, (C) vérifiant

( 01,
Cxj =
\ _O O 1:];? fj: a;,n_

siaj, =0

si Qjr 7£ 0

Noter que si tous les polynomes ¢; des exponentielles de la partie irréguliere de

la solution fondamentale formelle Y sont réduits a des monomes (¢; = 0 pour tout

Jj € {1,...,n}), i.e., toutes les singularités de f sont de front monomial, nous avons
T = I,y, et nous retrouvons les conditions de I’égalité (3.5) du chapitre 3. Dans le
cas général, il est nécessaire d’étudier la suite matricielle (T7*Cy,)m> 1. La matrice T'
étant indépendante de m, la matrice 7-1C,, n’admet pour pole aucun entier supérieur
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a p+ 1. De plus, la suite (Tﬁlc’m)mzlﬁﬂ converge vers la matrice constante T*10m7r.
L’étude de cette matrice nous permettra, comme au chapitre 3, d’établir I'inégalité
(5.2).

Commencons par déterminer la forme de la matrice 71,

Lemme 5.3 La matrice T~ est définie par

T—l — S’r‘—l :
: . .0
S’1 T Srfl [nu

les matrices S,, € M,,(C) étant diagonales par blocs. Précisément, S,, = diag(Su1, ..., Sun),
ou les blocs S, ; € M,,(C) vérifient

u—1
Sr—u - - Z Tr—l—v—uSr—v - Tr—u
v=1

pour tout uw € {1, ..., — 1}. En particulier, les matrices S, ; sont de la forme

01, st aj, =0
Suj =
diag(01,—_1, s;.) avec sj, € C st aj, # 0

Démonstration. Définissons les matrices

0 0

0 I, O
avec u € {1,...,7 — 1}. La matrice J est nilpotente d’ordre 7 et nous avons
T=Iln+TaJ+..+TJ"

Notons S, = I, ® S, ou S, est un élément de M, (C), et cherchons une matrice S de
la forme

S=lLp+S 1+ .. +SJ!

telle que T'S = I,p,.
Les matrices S, et J commutant pour tout u € {1,...,7 — 1}, nous avons

r—1 u—1
TS = TR + Z <7;—u + Z Z—&—v—uSr—v + S’r—u) J"
u=1 v=1
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Il s’ensuit alors les relations

u—1

(53) Vu € {17 sy T 1} ) Z“fu + ZZ"Jrvquva + Srfu =0

v=1

Ainsi, en utilisant la définition des matrices 7}, et S, a ’aide des matrices T}, et Sy,
nous déduisons aisément de (5.3) les relations

u—1

Yu€ {1l r =1}, oot Y TromuSy + Srmu =0

v=1

ce qui donne le résultat voulu pour la matrice S, _,.
Une récurrence immeédiate sur v € {1,...,7—1} permet finalement de voir que la matrice
Sy_y est de la méme forme que les matrices T, v € {1,...,r —1}. =

Nous pouvons maintenant décrire avec précision la matrice T~'Cy, . :

Corollaire 5.4 Avec les notations précédentes,

Cy 0 0

T 'C, = W’_‘—l | o0 Wy = 8,Ca € M,,(C)
: 0
Wl e Wr—l C(oo

Précisément, W,, = diag(Wy1, ..., Wy.,,) est une matrice diagonale par blocs, ot les blocs
W.; € M,(C) vérifient

(01, st aj, =0
[0 0 0]
Wui=4q s..
= siaj, #0
Qj.r
0 -+ «ov eei oo 00
\ 0 -+ 0 Py, P 1)

1
aj,r

La matrice T-'Cy,, est donc trigonalisable et ses valeurs propres sont 0 et les
tels que a;, # 0. En particulier, le rayon spectral de la matrice T-'C., . est po. Noter
que T7'Cy, est diagonalisable si, et seulement si, T = I, i.c., si, et seulement si,

toutes les singularités de f sont de front monomial (tous les polynomes ¢; sont réduits
a des monomes).

L’algorithme 3.9 ne peut étre utilisé que dans le cas ou la matrice limite 7-'C., . de
la suite matricielle (T'Cy,)m>,+1 est diagonalisable. Dans le cas général, i.e., lorsque
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T~ 'Cy, n'est pas diagonalisable, nous procédons comme dans [vdH99] en considérant
une forme de Jordan de T7'C,,,. Finalement, en reprenant les différents algorithmes
donnés au chapitre 3, nous obtenons le résultat de la proposition 5.2. Précisément, un
entier my et un nombre réel W convenables peuvent étre déterminés de la maniére
suivante :

Algorithme 5.5 (détermination de my et W) L’algorithme suivant permet de cal-
culer un entier mg et un nombre réel W convenables :

1. Pour tout u € {1,...,7}, tout j € {1,...,n} et tout m > p + 1, noter

~[u,j] ~[u,1 ~[1

S L2 N Il I
Flwdl = : JFM = et Fp=|

Flml Flun) 2

2. Déterminer les matrices T' et C,, tel que
T]?mH = (m — ,u)C’m]?m pour tout m > p+ 1

Calculer C, = limy, 400 Oy
3. Déterminer U € GL;1,,(C) telle que Jy = U ’1000771? soit sous forme de Jordan

4. Déterminer le nombre p de 1 apparaissant sur la premiére sur-diagonale de J
Noter U = U diag(1, x, ..., X" 1) avec

1 sip=20

min < c 1> sip>1
in(-——, >
2\/p

5. (calcul de mg) Calculer pour tout m > p + 1 la matrice

X:

E,=UYT"'Ch,—-T'C,)U
Déterminer, pour tout j, ¢ € {1,...,rnu}, le nombre réel

Mo = sup ((m—p)|ESP])
m>pu+1

Calculer
TN 1/2
M = (Z sz,ﬂ)
j,6=1
Calculer

M :
{—}+M+1 sip=0
€

mo =

2M .
— | +pu+1 sip>1
€
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6. (calcul de W) Calculer

( cond(U) || Fyal | (po + dymo? |
(po n €)m072 S1p= 0
W =
cond(U) H}—“H (po+ 5+ M)mo_“_1 '
\ (0 + e =l

Désormais, nous fixons mg et W correspondant a ce choix. Le résultat de la proposi-
tion 5.2 nous permet, comme dans le cas des systémes de niveau unique 1, de controler
I'erreur commise lors du calcul de F(«) avec a € Dy\{0} :

Théoréme 5.6 (contrdle d’erreur sur F(a))
Soient a € Dy\{0} et € > 0 tel que |a| < p01+6.
Notons

0<<p—1

1
K =W,/rnu max <W> (K est indépendant de m)
a

et, pour tout m > p —1,

Fim) (@) =

e

la m*™ somme partielle de F(c).

1. Pour tout m > mg — 2,

Hﬁ(a) - f[m](a)H < K(ipi —(i-p)z)—loj))r;]l

2. En particulier, si v > 0 est l’erreur cherchée, alors

m = ma (my =2, |2 £ el )=o) )

F(@) = Fpn)| < v.

vérifie

Noter bien que pour effectuer le controle d’erreur de F (cv), nous n’avons fait aucune
hypothése restrictive sur la nature des singularités de f : elles peuvent étre de front

monomial ou de front non monomial. Ceci aura son importance dans la suite (voir
paragraphe 5.4).

Il s’agit & présent de déterminer et d’étudier un systéme différentiel linéaire [S] nous
permettant d’exprimer les multiplicateurs de Stokes en terme de matrices de connexion.
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~

5.3 Systéme différentiel linéaire associé a

Comme au chapitre 3, nous cherchons un systéme différentiel linéaire [S] de dimen-
sion rnu vérifié par le vecteur colonne

a1

_dTM_l_

et dont les singularités sont I'origine et les singularités potentielles de f La description
d’une solution fondamentale de [S] au voisinage de chacune des singularités non nulles
de [S] permet alors de ramener, comme pour les systémes de niveau unique 1, le calcul
des multiplicateurs de Stokes & un calcul de matrices de connexion. La détermination
de ces matrices de connexion est obtenue comme au chapitre 3 par prolongements
analytiques successifs de F a partir de 'origine (cf. paragraphe 3.1.3). L’évaluation de
Perreur lors de ces différents prolongements analytiques fournit alors une évaluation de
I'erreur dans le calcul des multiplicateurs de Stokes (voir paragraphe 5.4).

5.3.1 Détermination du systéme associé f

Aprés multiplication par le polynéme P;, la relation (5.1) devient

af"t ) — k]
r(1+ Pjt) (tQT —a,f ) 3+ k= wag e f
k=1
P =k,
R 1 AR DTS L
k=u+1
L [vz df[ v ~lug)
S S (P )
v=1 (=1

avec B{""UY ¢ {2C[t]. Précisément,

(u,0) (G0N _ ,
lrgiié(deg(Bl ) = Mo,
1<0<n

En divisant alors cette égalité par t# et en apphquant une transformation de Borel &

la nouvelle équation, nous voyons que les séries f ) vérifient pour tout u € {1,...,7}
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et tout j € {1,...,n} les égalités

"’[’LL,]} u—1 ~[k7.7]
d"f d'f
T(T - aj,?“) drh - ;(T + k- u)ajﬂ“+k*UW
= [u.]
dr=1f
—(Aj—u+1—=pr—rPi(r