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Chapitre O

Introduction

Motivations

Malgré la diversité des méthodes existantes, face @robleme industriel ou méme académique
comprenant des spécifications précises et vatlgagnthese de loi de commande reste trés difficile

Pourquoi ? Peut-étre ce cahier des charges esaildéfini, incompatible avec les performances
atteignables par le systéme, son contenu estiiffisgant ou bien encore n’est-il pas correctement
formulé pour étre exploitable ? Probablement un foeies ces raisons a la fois, mais surtout, trés
souvent, parce qu'il est “tout simplement” tresnbigéfini et tres complet.

En effet, dans le cas général, les méthodes deladdccorrecteurs ne peuvent prendre en compte
directement toutes les demandes d’'un cahier degehaElles nécessitent des reformulations, des
validations a postériori et des pratiques de tygsais/erreurs pour obtenir un bon résultat.

Les problemes liés au cahier des charges génénmueent pourtant pas délaissés. Les praticiens et
théoriciens en Automatique montre régulierementileiérét pour ce sujet :

 définition et transformation de cahier des chaf(tgs plus complets possibles) sous des formes
mathématiques adaptées a un traitement efficace

* prise en compte (plus ou mois directe) de spétifina variées lors d'une synthése de
correcteurs

» problémes de reformulations (convexe, multicritéje...
« étude de la faisabilité du cahier des charges
* logiciel d'aide a la conception intégrée

Beaucoup d’études choisissent une catégorie phgtieude critére et étudient les possibilités de
résolution directe (éventuellement par optimisatonvexe) et les extensions possibles des criteres.
En effet, le probléme étant par nature trés congpléxn’est pas possible de proposer un d’outil
miracle qui résout le probléme universel.

Dans notre problématique nous développons une dpproomplémentaire, qui, quitte a perdre
certaines propriétés, conserve la possibilité aiéetrun cahier des charges génériques efficacement
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Contexte et problématique

Les différentes étapes de conception d'un systémecammande n'ont pas connues le méme
développement. Alors que plusieurs techniques ddéfization, d’identification, d’'analyse et de
synthese de lois de commande existent et ne cadsess développer, trés peu de recherches ont été
effectuées pour formuler et analyser le cahier ademges d'un probléme de commande. Ceci est
certainement di a la difficulté de réunir la corimepd’'un cahier des charges et la synthese d'one |
de commande dans un méme formalisme génériques gtsxolvable.

Comme exemple de ce type de difficultés, nous poesiiter le probléme du choix de la structure de
commande : c’est une des problématiques les plifisilds lors de I'élaboration d’'un cahier des
charges qui peut avoir de fortes conséquencesesupdrformances du systeme de commande. En
effet, 'amélioration des performances en modifiane structure de commande peut étre beaucoup
plus importante que celle observée en retouchantaime commande particuliére.

Par ailleurs, un bilan des méthodes de synthéses montre que pour la plupart, elles consistent a
exprimer des cahiers des charges d’'un type donrgfeome d’optimisation convexe (LQGl,,, H.,, ,
H,/H_, Placement de poéles, “multicritéres”...) [Sch95].sLalgorithmes correspondants sont
efficaces en terme de résolution mais ils ne maiggie des cahiers des charges particuliers adaptés
chaque méthode considérée.

Pour une meilleure prise en compte d’'un cahierctasges, il est possible de ne pas partir d'uererit
particulier mais d’utiliser un critere général regpant I'ensemble des spécifications. Dans celess,
demandes sont formulées plus précisément mais ri@demes d’optimisation obtenus sont non
convexes et présentent des minimums locaux. Qreegaur rendre une telle démarche viable ?

Le contexte généralde la these est la recherche d’'une réponse aleprelde prise en compte d'un
cahier des charges générique par une approchenttésyg par optimisation non linéaire. Etant donnés
un processus et un ensemble de spécifications Eerg de natures trées diverses) sur le
comportement souhaité pour le systeme bouclé, geutévelopper une formulation générique qui
permet via des algorithmes d’optimisation adaptélesyépondre aux spécifications du cahier des
charges ?

Bien évidement, nous ne pourrons pas changer dddgones liés a la complexité et garantir de trouver
un optimum globalDans notre problématique nous nous intéresseront a I'efficacité de la reise
ceuvre :

» Efficacité des méthodes tant dans le choix dedadiéation (type de formulation des critéres et
des contraintes) que dans le choix des algorithmes.

» Adaptation ou création d'algorithmes spécifiques.

« Et surtout, prise en compte des régularités ddsgmes pour obtenir des méthodes efficaces et
faciles a mettre en ceuvre.

Ce travail de recherche se propose d’étudier ceBlématiques dans le prolongement des travaux
portant sur les formulations convexes [Boy91, Hin®®a02a, Hba02b] en utilisant différentes
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méthodes de I'optimisation non linéaire avec pasecompte de I'information a priori : correcteur
initial intelligent, utilisation de changement dargmeétres pour le conditionnement (tenant compge de
comportements attendus pour la solution), hiéraatitin du probleme global en sous problémes
présentant des qualités de résolution supérieures.

C’est dans cette perspective que s'inscrit notagaift. Il s’est déroulé dans la cadre d’'un contrat
ministériel de recherche MENRT au sein du DépartgrA@itomatique (EA1399) de Supélec. A la
base, cette étude a été menée suivant la thémalidjuée dans le groupe de travail : GAR Analyse de
la performance des systémes non linéaires visaéteadre les résultats obtenus précédemment
[Hba02a, Hba02b] dans un cadre plus générique.

Organisation du manuscrit

Le manuscrit est organisé en trois grandes parties.

La premiere partie (chapitres 1, 2) contient tassrbppels et développements mathématiques. Y sont
détaillés les critéres et les procédures de misew@re spécifiques au probleme de commande dans le
cadre de notre approche (formulation générique poptimisation). Afin de montrer la généralité de
I'approche proposée, cette derniére est parallélerdéveloppée aux approches convexes déja
existantes [Hba02a].

La seconde partie (chapitres 3, 4 et 5) est déiéeptimisation : contexte, développements des
algorithmes spécifiques et outils de calcul numérigssociés.

La derniere partie (chapitre 6) présente des agits des développements théoriques des
précédentes parties. Elles sont du domaine dediAatique et concernent des problémes de synthése
et/ou de retouche de loi de commande.

Chapitre 1

Nous commencerons donc cette étude par un brefelragigs différentes phases du cycle de
développement d’'un systeme de commande. Ceci mgkita a nous focaliser sur la formulation de
deux phases particuliere de ce cycle : la défimitia cahier des charges et la synthese de la loi de
commande. Ces deux phases correspondent a dewes &taigines situées au cceur du cycle. Nous
expliqguons pourquoi les relations qu’elles entretent sont délicates et comment elles peuvent étre
gérées dans le cadre d'une approche “expert” paradleuches de loi de commande.

Nous présentons ensuite les notions et conceptgtatatique indispensables a I'approche générique.
Nous exposons les résultats clefs qui régissegmtdieleme fondamental de la commande et rappelons
les criteres les plus courants qui permettent @elutre les objectifs de stabilité, sensibilité,
performances et robustesse d’un cahier des chgégesique.

Nous détaillons, également, les différentes dénesrcpar optimisation existantes menant a
I'élaboration et la validation d’'un cahier des des en Automatique. Une étude bibliographique
détaillée est également présentée.
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Chapitre 2

Ce chapitre est consacré aux problématiques deufation et d’analyse du cahier des charges. Deux
approches concernant la problématique de faisalilitn cahier des charges sont traitées. Notons que
chaque approche peut aborder des problémes datsniesnes temporels et/ou fréquentiels.

La premiere se base sur la formulation en un pnobld’optimisation convexe obtenu soit par une
analyse de trajectoires E/S du systeme linéaimmaander, soit par une parameétrisation convexe des
transferts en boucle fermée. Les problémes d’opéititn formulés sont convexes mais de dimensions
infinies. lls ne peuvent étre résolus directemanais des approximations finies du probléme peuvent
I'étre.

La deuxiéme approche se base sur une formulatioamgdrique globale sur les parametres de
commande. Elle vise a formuler finement les spéaiiibns du cahier des charges. En contrepartee, ell
ne fournit aucune garantie de résolution globale geoblémes d’optimisation formulés. Cette
difficulté peut étre compenseée, par exemple, parhonne initialisation des paramétres de la loi de
commande ou par une utilisation “experte” de I'biRar exemple en faisant des synthéses de plus en
plus completes par augmentation progressive denglexite.

Notons que ces deux approches nécessitent desnatfons a priori pour une résolution efficace et
gu’elles sont complémentaires de par leurs quaitéefauts respectifs :

* Résolution d’'un probléeme convexe mais prise en ¢enge cahier des charges
spécifiques pour la premiere.

* Prise en compte de cahier des charges générique réaolution de probléme
d’optimisation non linéaire sans garantie de troltegtimum global pour la seconde.

Par la suite, ce sont les problemes d’optimisation convexes de la deuxieme approche qui seront
considérés afin d’identifier leurs caractéristigwesnmunes : celles qui peuvent étre exploitées pour
obtenir une meilleure résolution. Nous verront gae problémes ne sont pas différentiables partout
mais restent presque partout différentiables.

Chapitre 3

Ce chapitre est consacré a I'exposition des prategptechniques d’optimisation non linéaire. Nous
avons insisté sur les approches qui se sont avirt@esssantes pour étre adaptées aux spécifiEtes
problemes différentiables presque partout.

Le concept de pénalisation est introduit. Il pern@Btnifier les résolutions des problemes
d’optimisation avec et sans contraintes dans unern@mmalisme afin gu’elles puissent étre traitées
avec un méme algorithme d’optimisation sans camieai Un état de l'art des méthodes
d’optimisation non linéaire est dressé et une iflaaion est proposée.

Chapitre 4

Nos travaux nous ont amené a nous intéresser aulkodes déterministes qui présentent des
propriétés de robustesse vis-a-vis des erreuraldalaes criteres et des directions de descemte. E
particulier, nous développons les méthodes de relcalirecte de type simplexe de Nelder-Mead et
les méthodes de descente a base des généralishatigradient.
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Ces deux méthodes sont introduites et puis legrdiffes versions développées pour prendre en
compte les problemes de non différentiabilité skaillées :

e L’algorithme de Nelder-Mead est amélioré pour surtapson probleme de dégénérescence via
une série de réinitialisations bien adaptées.

« L’algorithme de plus profonde descente est gérséralour le cas des criteres non différentiables
en utilisant la notion du -sous-différentiable de Clarke. Cette généralisapieesente de bonne
propriété de calcul avec une estimation efficacgimple due -sous différentiel via un nombre
fini de gradients échantillonnés.

Le développent de ces algorithmes s’est fait eni@lus étapes afin d’améliorer progressivement leur
efficacité tout en conservant leur principale prétgr de robustesse.

En restant dans la méme classe de problémes, imicbes paramétriques de bornes sont prises en
compte soit par projection soit par changementai@ble.

Afin d’évaluer leurs performances, les algorithme&sultants sont soumis a une série de problénmies tes
de complexités variées : mixte, mal conditionné& ddférentiable, non Lipschitz et contraints. Ces
difficultés sont semblables, du point de vue detlmisation, & ceux d’'un probleme de cahier des
charges.

Chapitre 5

Ce chapitre traite la problématique du calcul dexlignts qui seront utilisés pour I'estimation du
€ -sous-différentiel de Clarke. Le calcul du gradidavant étre fait de nombreuses fois pour obtenir
de bonne estimation dessous gradient, il doit étre précis et rapide.

Pour ce faire, nous faisons une synthése du cd&gradient prenant en compte les spécificités des
problemes posés par les criteres d’Automatiquer (eopremier chapitre). La majorité de ces critéres
dépendent implicitement des paramétres de commetnéers gradients nécessitent ainsi I'emploi de
la régle de chaine de dérivation.

En particulier, sur le plan numérique, deux métisatdiévaluation sont présentées :

« La méthode des sensibilités paramétriquesdle concerne les spécifications temporelles.
Théoriquement, elle est exacte. Elle permet de mamke calcul du gradient & une résolution
d'un systeme différentiel qui peut étre évalué $iamément avec la résolution du systéme en
boucle fermée.

« La méthode de dérivation complexelle est basée sur une propriété des fonctioat/tiques
(holomorphes). Cette méthode approchée permetteféle choix délicat du paramétre de
perturbation utilisé lors des estimations du gnatdpar différences finies.

L’efficacité de ces deux techniques est mesuréeoaiparée a d'autres méthodes via plusieurs
exemples numériques.
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Chapitre 6

Ce chapitre est consacré a I'application de I'apipeopar optimisation non linéaire développée pour
une seérie de probléemes de commande et de retowclmrdecteurs pour des cahiers des charges
variés. Le caractére générique de l'approche dppél® permet de traiter plusieurs problémes
(linéaire, non linéaire, temporel, fréquentiel) sam méme et seul formalisme.

En particulier, une application de synthése etelieuche d’'une commande par Backstepping pour un
systéme de suspension magnétique est présentés, Aur le méme banc d’essais incluant la
suspension magnétique, et reprenant les solutitatsor@es pendant les développements de ce
mémoire, des lois de commande sont progressivegiahbrées et testées, en commencant par un
cahier des charges initial, puis dans un cadreetbeiche et en analysant ensuite les conséquences de
I’évolution du cahier des charges sur les perfocearatteintes.

Conclusion

Un bilan est formulé. Il reprend I'ensemble despoforts dégagés dans les différents chapitren Bi
que disposant maintenant d’approches trés efficpoas les problémes traités, de nombreux points
restent encore a étudier. Des perspectives soriquiéels. Elles peuvent donner lieu a des
développements court terme ou long terme et ces das domaines appliqués ou théoriques.

Les travaux présentés dans ce mémoire ont dormélie différentes communications scientifiques
suivantes :

B. Lassami, F. Abdulgalil, S. Font and H. Siguejati¢, Parametric adjustement of a backstepping
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Tomography & Statistics. Special Issue on Contrpplications of Optimisation. Volume 6, No. S07,
Summer 2007, page 134-139.

B. Lassami, S. Font, Backstepping controller retgnusing epsilon subdifferential optimization:
Application to a magnetic suspension system, 4B&H Conference on Decision and Control CDC
and European Control Conference ECC, Seville, Bspagecember 2005.

B. Lassami, F. Abdulgalil, S. Font and H. Siguejahe, Parametric adjustement of a backstepping
controller by nonsmooth optimization: Applicatiom & rotary drilling system, 13th IFAC Workshop
on Control Applications of Optimization, Paris, Reca, April 2006.

B. Lassami, S. Font and H. Siguerdidjane, Improvenaé the temporal performance of a nonlinear
missile autopilot by nonconvex nonsmooth optim@atilET International Control Conference 2006,
Glasgow, Scotland, August 2006.

B. Lassami, S. Font, Computer-aided design andnirgguof linear control systems: Nonsmooth
optimization approach, 6th Asian Control conferemgadi, Indonesia, July 2006.

B. Lassami, S. Font, Linear controller retuning rapgh based on nonconvex nonsmooth
optimization, IEEE CCA/CACSD/ISIC conferences, MemiGermany, October 2006.
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Chapitre 1
Formalisme d’un cahier des charges géenérique pour

un probleme de commande

Que ce soit pour une résolution globale d'un grotd de commande ou pour une retouche de
correcteur, l'utilisation de I'optimisation non &aire pour un probleme de commande est pleinement
justifiée quand il s’agit de prendre en compte dekiers des charges génériques : multicritére,
complexe, temporel et fréquentiel.... La formulat@ion probleme générique nécessite donc d'avoir
une bonne vue d’ensemble des formulations desrsadtés charges.

Dans ce chapitre, nous aborderons le probleme @mrrzulation des spécifications d’'un cahier des
charges en termes d’objectifs de synthése : sgbilensibilité, performances et robustesse, deemém
que les outils et les critéres mathématiques péantetle quantifier ces propriétés. Seront également
définis les principaux concepts et outils commuitsud le manuscrit.

Quiconque souhaite formuler un probléme généricrugt ptiliser ce chapitre comme une aide a la
formulation en le parcourant comme une check-liste étude bibliographique détaillée permet
également un approfondissement en retrouvant “béstorique” et complet des notions utilisées.

Nous débutons ce manuscrit par un rappel des ctmngépériques de I’Automatique (en détaillant
quelques propriétés liées au cas linéaire) quisségit le probleme fondamental de la commande.
Ensuite, I'accent est mis sur le choix de la stmeetde commande qui s’avere primordiale pour une
approche par optimisation. Nous détaillerons, égald, les différentes démarches par optimisation
existantes menant a I'élaboration et la validatam cahier des charges en Automatique.

1.1.La théorie de la contre-réaction

L’idée de la “structure bouclée” est ancienne etaete aux travaux de Black dans les années 1930
[Bla34]. Elle représente aujourd’hui le noyau comnpour tout outil et technique de commande et de
diagnostic des systémes [May70]. Cette idée derewsébction aboutit & des implications d’'une
grande portée [Kwa9l]. La structure de boucle gdaérst représentée sur la figure 1.1(a). La figure
1.1(b) représente une configuration simplifiée adducle de contre-réaction générale, dite a retour
unitaire.
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r e 3 u N e 5 u N
Controleur Systéme r Controleur 5| Systeme
amont A amont
Controleur
aval
(a) Structure a contre-réaction générale (b) Structure a contre-réaction a retour unitaire

Fig. 1.1 Structure d’'un systeme a contre-réaction

La configuration de la figure 1.1 peut étre rameaémlle de la figure 1.2. Le systeme ainsi que le
correcteur en amont représentent la chaine dideeteette boucle de commande, représentée par une
relation entrée/sortie (E/S) avec un opératgurLa chaine de retour (le correcteur en aval) est
également assimilée a un opérateur #/S_es différents signaux temporels de la bouclmésr sont
reliés entre eux via ces opérateurs E/S.

r € y r €
@, ¢ O y
ro ]
L1
(a) Configuration entrée/sortie d’'une contre-réaoti (b) Configuration d’une contre-réaction unitaire

Fig. 1.2 Configuration E/S d’'une contre-réaction

Sous I'hypothese d'une boucle fermée est bien pdeégysteme a contre-réaction est régit par les
équations suivantes :

= 4(e)
{Z =r-y(y) (1-1)

Le signal d’erreute satisfait a I'équation E/S de la boucle donnée par
e+y(ple))=e+ pe)=r (1-2)
Le schéma équivalent a cette équation est donné figure 1.2(b)

La commande a contre-réaction est a son efficawémale si la relation E/S de la boucle posséde un
grand gain [Bod40]. L'une des conséquences imptataast que la relation E/S entreet y est
approximativement I'inverse de I'opérateur. D’'ou le fait que la relation de I'entrée de réfécer a

la sortie du systemey est quasiment indépendante de la chaine diredinigépar ¢) et par
conséquence indépendante du systéme a commander :

y=¢(r) (1-3)

sous I'hypothese qug™ existe.
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La structure a contre-réaction présente aussi top@ipté trés intéressante de robustesse vis-degs
erreurs de modélisation du systeme a commandereften, la relation (1-3) reste vraie aussi
longtemps que la boucle fermée (relation (1-2)spde une solution pour tout signakt que le gain

de la fonctiony est grand. La relation E/S de la chaine de retimifr souvent étre implantée avec
précision. Ceci conduit a une bonne précision deslaion E/S du systéme a contre-réaction aussi
longtemps que le gain est grand, méme si le proesdimal connu ou s'il possede des propriétés peu
favorables (cf. paragraphe 1.5.3).

La contre-réaction peut produire d'autres effetsofables que la robustesse, parmi lesquels
'amélioration de la bande passante, et I'attéomates perturbations [Ous94]. L'amélioration de la

bande passante est aussi une conséquence de figtgrdp grand gain. Si le compensateur de retour
est un gain unité, la relation E/S du systéme drea@action est proche de I'unité pour les pulseti

ou le gain de boucle est important. Ceci augmenbahde passante du systéme bouclé.

En ce qui concerne I'atténuation des perturbatiomssidérons la figure 1.3 alest une perturbation.

d
r+~ € ¢ y 1 z d+m z
\ S o
ro ]
L1
(a) Systeme a contre-réaction avec perturbations (b) Systéme a contre-réaction unitaire équivalent

Fig. 1.3 Configuration E/S d’'une contre-réaction

Si nous posons =0, le systeme a contre-réaction est alors décrité@aguation :
z=d +¢(-y(2))=d - oz) (1-4)

Par analogie avec la configuration de la figurgl),2il s’ensuit que si le gain est important ansse
que |(z)| >>||4|, nous avons :

|2 <<[d] (1-5)

Cela signifie que la sortie du systéeme a contre-réaction est petite compatéeearturbationd , et
donc que l'effet de la perturbation est grandemnédtit, Tout ceci reste vrai pourvu que I'équation
(1-4) ait une solution bornéequel que soit la perturbatiocsh bornée.

Malgré tous les atouts exposés, l'utilisation d'usteucture a contre-réaction nécessite quelques
précautions car si on augmente naivement le gagystéme, on risque d’obtenir un systeme a contre-
réaction instable. Et méme si le systeme est stablgrand gain risque d’aboutir & des entrées trop
importantes, que le systeme & commander ne peublgasr. Il en résultera une réduction du gain et
une baisse de performance correspondante. D’aattel@ contre-réaction implique que I'on mesure
la sortie au moyen d’un capteur. Les erreurs deureest bruits de mesure qui y sont associés risquen
d’en diminuer la précision. Dans la suite de cepithe, ces points seront repris, avec plus de ldétai
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1.2.Vie d’'un cahier des charges

Le formalisme d’un cahier des charges en Automatiegt fortement lié a I'évolution du probléme de
commande, son élaboration représente une des étépesrentes d'un processus dynamique
compliqué ou le but est de synthétiser une loi demande qui permet de satisfaire toutes les
exigences.

Dans le cadre des applications et de la concepglimiale de systemes, un cahier des charges n’est
jamais définitivement fixé et peut évoluer au codes évolutions du systeme ou des performances
désirées. Par exemple, dans le but d’améliorepoihadte d’'un systeme, I'ingénieur automaticien a
souvent recours a augmenter la structure du systetoenmander par I'ajout de capteurs, contréleurs
et actionneurs.

signaux de perturbation

actionneur
“x
> L [ signau> & commandi
. Systeme a —>
: commander 4- - ~ capteurs
—>p &L
signaux de signaux
commande] mesuré
: | Lois de commandg
) ) (correcteury  [¢
signaux de dlagnosh 5 signaux de référen
<«

Fig. 1.4 Schéma fonctionnel d’'un systeme de command

Le schéma fonctionnel général d’un systeme de cordmast représenté par la figure 1.4. Ce schéma
moderne est une généralisation du schéma d’orifiaes de hombreuses formulations, les “signaux a
commander” sont souvent représentatifs des ereguteivent étre “minimisés”. Dans le cadre d’'une
formulation générique pour I'optimisation, ce pdtite également des sorties devant respecter un
gabarit temporel ou fréquentiel, ou des contrainggges (énergétiques par exemple).

Dans la suite, nous détaillerons la formalisationpdobleme de commande ainsi que les éventuelles
démarches a suivre pour la validation d’'un cahéer charges

1.3.Les étapes d’un probleme de commande

La synthése d'une loi de commande est rarement apégation directe : plusieurs étapes sont
nécessaires pour obtenir un résultat satisfaivanti un résumé ordonné de ces étapes :

Etape 1. Modélisation et identificationPour agir sur un systéme, il est nécessaire deaive son

comportement et ses interactions avec le milie@éradr c’est-a-dire le lien entre les différents
signaux d’entrée (commande, perturbations, brugts)es différents signaux de sortie (sortie a
commander, mesure). Cette connaissance prend tae fofun modéle mathématique quantitatif,
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acquis théoriqguement par un ensemble de lois phgsigmodélisation) et/ou expérimentalement par
une série d’'observations E/S (identification). Ieig d’'un bon modele dépend essentiellement de sa
complexité et sa précision a reproduire le compagetg E/S. Cela signifie que I'on doit disposer d'un
modéle mathématique réalisant un compromis entrefid&ité de comportement qualitatif et
gquantitatif et sa simplicité de mise en ceuvre &idesd’analyse et de synthése. Bien souvent, ens
exercices académiques par exemple, la modélisataréte |a. Pour avoir toutes les informations
nécessaires a une reformulation générique, le raatt#t également comprendre des informations sur
les classes de signaux susceptibles d’étre apgligu@ntrée (perturbations, bruits). Des scénsegis

et des signaux de références doivent étre égaledwfittis et relevent souvent également de la
modeélisation.

Etape 2. Etablissement d’'un cahier des chargds cahier des charges doit contenir la définitien
I'ensemble des spécifications du systéme. Ces fagaimns traduisent les performances désirées
(objectifs) ainsi que toutes les contraintes li@eta configuration de la boucle fermée, fixée au
préalable par le concepteur en fonction des pedooms (signaux désirés). Rien ne garantit a priori
gu'avec le choix initial des objectifs de performmandes actionneurs et des capteurs une solution
existe. Dans le but d’étudier I'existence, de férsynthése ou la retouche d’'une loi de commalede,
cahier des charges est traduit sous la forme thresimathématiques.

Etape 3. Synthése ou retouche de la loi de commaridans cette étape le but est de rechercher la loi
de commande qui satisfait les critéres traduisamihier des charges pour le modéle représentant le
systéme réel. Cette recherche est généralemeigéetalia une technigue de commande choisie et
exécutée par la suite par un calculateur (simuiatib’objectif majeur étant de valider le cahieisde
charges pour le systéme réel et pas simplement Ipoonodéle manipulé, le concepteur doit alors
assurer une bonne conduite du correcteur en essdighitenir le plus de garanties a priori sur lebo
fonctionnement du correcteur appliqué sur le systagal (robustesse).

Etape 4. Implémentation et validation de la commandAprées avoir synthétisé la loi de commande,

le concepteur doit garantir sa mise en pratiqudessystéme réel. Une premiére étape de validation
est tout d’'abord effectuée en simulation afin daitbr les éventuels échecs. Sur les systemes
complexes, la validation met souvent a jour desenfigetions et nécessite des retouches du processus
de conception. Les différentes étapes précédenteaors revues et affinées.

- correction du modele (parametres mal identifiés,nagdyiques négligées, point de
fonctionnement)

- modification du cahier des charges

- correction ou “affinage” de la loi de commande

Utilisation de la retouche de correcteur

Cette démarche peut étre utilisée suite a une matidh dansune des étapes ci-dessus. Dans le cas
ou les conditions de la synthese sont modifiéds, gérmet d'éviter le recours a de nouvelles
synthéses qui peuvent étre trés couteuses en rgédgrom et calculs, voir impossibles & mener par de
méthodes classiques suite a une complexificationadiier des charges. Actuellement, c’est dans ce
contexte que les outils de retouche de correctsoms en cours de développement. lls sont d'une
importance croissante pour certains systemes, cdesrevions, dont la conception méme est de plus
en plus imbriquée avec le développement des loicaemande qui les équiperont. Différentes
circonstances peuvent motiver une retouche :
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modification du modeéle de synthése (par exempleliaration de la connaissance du systeme
suite a une campagne d’identification) ;

- propagation du réglage d’'une loi faite autour dpeint de fonctionnement donné, a un autre
point de fonctionnement ;

introduction de nouveaux objectifs dans un cahésr charges. La retouche de correcteurs peut
alors étre considérée comme une étape dans uresgnnulticritere ;

adaptation du correcteur a une évolution de satshel (structure complexe ne pouvant étre
prise en compte par des approches classiques).

N

Lorsqu’on raisonne a structure de correcteur fix@eretouche peut étre vue comme une simple
optimisation de gains. Elle est en fait beaucouss mt peut étre un outil puissant pour prendre
progressivement en compte un cahier des chargeplexenet permettre la mise en ceuvre des
structures de commande originales. Dans l'idéalpl®cédures de retouche doivent travailler dans un
voisinage du correcteur ou le maintien de la sStébiést garanti, I'estimation de directions de
modification du correcteur assurant le maintiercaectéristiques acquises (performance, robustesse)
ou leur amélioration.

Les étapes ci-dessus, bien gu’elles soient tougessides pour une bonne conception de lois de
commande, n'ont pas connu le méme essor. La n®@jdes travaux de recherche en Automatique
s'intéresse aux problémes de modélisation et ffieation des systémes ainsi qu’a la synthese dgs lo
de commande. Ceci est certainement di a la dificdé formuler “la conception d’'un cahier des
charges + loi de commande” d'une maniére précigemérique.

Comme exemple de ce type de difficulté, nous pos\aiter le probléme du choix de la structure de
commande : c’est une des problématiques les plffisilds lors de I'élaboration d'un cahier des
charges qui peut avoir des conséquences directesesuperformances du systeme bouclé. En
particulier, 'amélioration des performances obéeren modifiant la structure de commande peut étre
beaucoup plus importante que celle observée enfiaudies réglages d’'une loi de commande
particuliere.

1.4.Le probleme fondamental de la commande

Le probleme fondamental de la théorie de la commaedt étre énoncé comme suite [Boy91] :

Etant donné un systéeme a commander, une configarake commande et un cahier des charges
donné, trouver une loi de commande qui répond pexifications ou prouver son inexistence.

L’aspect décisif de ce probleme fondamental resmaatbut de I'existence ou I'inexistence d’une loi
de commande et donc, de maniére équivalente, fdéskbilité ou non du cahier des charges avec une
configuration de commande donnée.
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1.5. Les spécifications d’'un cahier des charges

Les objectifs d'un probleme de commande sont sdueemulés sous forme d’'un cahier des charges
contenant toutes les spécifications désirées. Bargg il est difficile de définir un cahier desaches
pour un probléme de commande, du fait d’'une patadeéconnaissance de performances que peut
atteindre le systéme bouclé, et d’autre part deatare contradictoire de certains objectifs tels s
critéres de performances et de robustesse. Pocasidonné, le dimensionnement des spécifications
est initialement issu d’'une connaissance qualgatiu systeme étudié. Le cahier des charges est
ensuite retouché (durci ou relaché) a lissue delques essais de synthese. Pour ce faire, il faut
formuler ses spécifications sous forme de criteraghématiques permettant de définir 'ensemble des
signaux de sortie désirés, I'erreur tolérée erge dignaux réels de sortie et les signaux désirés,
'ensemble des signaux de commande admissiblesdiable des signaux de perturbation, etc.

En général, on distingue trois types de spécificati les spécifications en performances, les
spécifications en robustesse et les spécificatien®i de commande. Afin d’introduire ces différent
types de spécifications, la boucle fermée de laréidl.4 sera caricaturée par un schéma fonctionnel
plus simple qui récapitule avec suffisamment d'esizité les différentes situations courantes (cf.
figure 1.5). Sauf mention contraire, les notatidasce schéma bloc seront adoptées dans la suite de
chapitre et tout au long de ce manuscrit.

uA ?AV tg
QY
rls trL“L\
— K >O—> G
+¥ + d

Fig. 1.5: Systeme et signaux en boucle fermée

Dans ce schéma fonctionnel, les bl@&st K désignent respectivement le systéeme a commantker et
correcteur. Dans le cas général, ils sont définisens des opérateurs. Dans le cas particulier des
systémes linéaires invariants, et K sont explicitement définis par leurs matrices oecfions de
transfert et seront notés(p) et K(p) ol p désigne la variable de Laplace. Ces transfertsdiinis
respectivement par G(p)=C(pl,-A)'B+D et K(p)=C.(pl, -A)'B,+D, ol les quadruples
(AB,.C,D) et(A,B,,C,,D,) définissent leurs formes d’état respectives :

X=Ax+Bu A|B
G= = G= (1-6)
y=Cx+Du CcC|D
%,._/
notation
X, = AXx +Be B
K =17k Acxy + By o K= A k (1-7)
u=C.x,+D,e C. | Dy

notation

On désigne par :

xOR" le vecteur d’état du systéme a commander
x, OR™ le vecteur d’état du correcteur
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uOR" la commande issue du correcte(p)

vOR" la commande effective

yOR? le vecteur des sighaux de sortie

rOR® le signal de référence que doit suivre la soytie
bOR™ les perturbations affectant la commande
dOR? les bruits de mesure

De maniére générale, il s'agit de faire suivre,sdanmesure du possible, la sortie du systéfne a
un signal de référencedt) appartenant & un ensemble bien défini. L’erreuswdei de trajectoire est
désignée pae(t)=r(t)- y(t). La fagon dont la sortie du systéme suit la ttajee de référencet)
peut étre exprimée par le fait qa@) doit appartenir & un ensemble bien déterminé.

Cette spécification doit étre réalisée malgré léspnce de perturbatiorit) qui agissent sur le
systéme (ramenées en entrée de celui-ci) et dés bft) sur la mesure de la sortigt). Méme si les
perturbations et/ou les bruits ne sont pas mesareésait a priori que ces signaux appartiennergsa d
ensembles déterminés.

De plus, la commande(t) appliquée doit étre raisonnable par rapport pliaption considérée (elle
ne doit pas solliciter de fagon trop importantedesonneurs). Ici encore, cela revient a dire ltprea
défini pour u(t) un ensemble admissible : la loi de commande dsitier queu(t) appartient bien a
cet ensemble. Cela constitue les objectifs deda@mmande.

Une propriété nécessaire (mais loin d'étre suffisppst la stabilité de la boucle fermée : pour des
signaux d’entréer(t), b(t) et d{t) d’amplitude finie, les signaux du systéme boudétsaussi
d’amplitude finie.

Enfin, la loi de commande est construite a paftindnodélequi est une représentation idéalisée du
systéme réel : les mesures des parametres physgquestoujours entachées d'incertitudes, les
dynamiques rapides sont difficilement modélisabldglalgré toutes ces imperfections, la loi de
commande doit fonctionner correctement sur le systééelc’est-a-dire assurer la stabilité et les
performances recherchées (robustesse).

Dans ce qui suit, nous présentons les principauitsod’analyse qui permettent de traduire les
spécifications de commande en critéeres mathématidRer la suite, I'ingénieur automaticien aura la
tache de rechercher la meilleure formulation de adteres et de synthétiser un algorithme de
commande approprié a la formulation choisie.

1.5.1.La stabilité

La notion de stabilité est capitale en automatigele représente une exigence critique dans la
conception de systéme de commande. De nombreuseasnde stabilité existent, toutes ne sont pas
calculables en temps fini (par exemple la définitiggnérale de la stabilité au sens de Lyapunot n’es
pas constructive) et certaine ne peuvent étreséi de facon exactes lors d’une optimisation. X¥eyo
quelques définitions courantes.
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1.5.1.1. Stabilité entrée/sortie (stabilité externe)

Une premiere forme de stabilité pour les signauessystemes est la stabilité externe qui conaiste
évaluer le comportement des trajectoires suiteedpanturbation externe (entrée non nulle). On parle
alors, de la stabilité¢ EBSB (Entrée Bornée SortienBe). D'une fagcon général, un systeme E/S est dit
stable de maniére externe, si pour toute entréeebar, sa sortiey est bornée. En d’autres termes :

Jull. =suru(t) < oo = . =sudy(t) <= (1-8)

Dans ce cax(u):suqy(t]/suqu(t] est défini pour toute entrée bornée, eswiK (u) est fini pour

u =iu: sudu(t)”, cette grandeur est appelée gain du systeme.

Cette définition ne peut évidement pas étre prise@mpte directement par des contraintes sur des
signaux types. Cette définition peut étre approcpee I'appartenance de certains signaux a des
gabarits. Pour que la contrainte par gabarit sgitésentative il faut qu’elle porte sur des plages
temps suffisamment longues (par rapport aux tengpeedonses du systeme) et que le systeme soit
observable via les sorties considérées.

1.5.1.2. Stabilité externe des systéemes linéaires

Définition 1.1 (temporelle)Un systéme linéaire invariant a temps continu &S (ou BIBO-stable)
si et seulement si sa réponse impulsionnelle estladment intégrable, i.e. si sa normiexiste (finie)

[In(t)at=|nc)), <o (1-9)
0
Cette condition dans le domaine temporel impose lgugansformée de Laplace de la réponse

impulsionnelle soit définie ea. Par conséquent, est dans le domaine de convergenceidp).

En ce qui concerne sont utilisation pour I'optintiga : méme type de remarque que pour la stabilité
E/S.

Définition 1.2 (fréquentielle) Soit le systeme linéaire invariant & temps contéfini par la matrice
de fonctions de transfert rationnelles irréductil$p) . Le systéme est EBSB-stable si et seulement si
tous les poles de(p) sont a partie réelle négativeRe(p;)<0 Oi.

Ce critére peut étre estimé en temps fini et derfages efficace. Il peut étre utilisé en optimimat
non linéaire. Malheureusement il ne concerne geisystemes linéaires.

1.5.1.3.La stabilité au sens de Lyapunov (stabilité intejne

Contrairement a la notion de stabilité EBSB quintgiesse seulement au comportement externe du
systéme et exige que I'énergie des signaux eresgrgoit bornée dés que I'énergie fournie en entrée
u est bornée, la stabilité interne exige que toassignaux du systeme y compris les états internes
soient stables. Cette seconde notion est donagdtrictive et implique la stabilité externe.

Soit le systeme autonome continu de dimension 8é@it par I'équation différentielle non-linéaire

19
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x=f(x) xO0O" (1-10)

Un vecteurx, 00" est dit point ou état d’équilibre du systéme (1-4i0j(x,)=0. Ce point d’équilibre
peut étre ramené a l'origine par un simple changerde variablex — x-x_. Donc, sans perte de
généralité, les définitions et les théoremes quvesu seront établis en considérant=0. Une
question importante est de connaitre le comportendes trajectoires initialement voisines de
I'équilibre; pour cela, on définit la notion de Isii@é interne d’'un point d’équilibre au sens de
Lyapunov [Kha02].

Définition 1.3 (stabilité locale)L’état d’équilibre x, = 0du systéme (1-10) est localement:

- stable, si pour tout >0, il exister =r(r), tel que x(t =0)| <r = |t} <z  Ot>o0.
- asymptotiquement stable, s'il est stable et pieut étre choisi tel quq|x(t = o)|| <r=lim x(t)=0.
- instable si non stable.

” )

asymppotiqguement stable

stable i 1

Fig. 1.6: Stabilité interne au sens de Lyapunov

Conceptuellement, la stabilité au sens de Lyapgaoantit que la trajectoirg(t) dans I'espace d'état
restera a l'intérieur de la boulB(x,7) si son point de départ appartient & une bag(e,r). La
stabilité asymptotique inclut cette propriété, nsgscifie, de plus, que toute trajectoire initiédiglans
la boule B(x,,r) converge vers, (cf. figure 1.6).

Définition 1.4 (stabilité globale)Si le point d’équilibrex, est asymptotiguement stable quel que soit
le vecteur d'état initiak(t = 0) alors ce point d’équilibre est globalement asyrigt@ment stable.

La méthode dite directe de Lyapunov consiste dogér&rer pour un systéme donné une fonction
scalaire de type énergétique qui admet une déterdporelle négative. Deux théoremes de stabilité
sont alors énonceés.

Théoreme 1.1 (stabilité locald)n état d’équilibrex, est localement stable s’il existe une fonction
continument dérivabl® (x) appelée fonction de Lyapunov telle que :

(1) v(0)=0
(@ Vv(x)>0 Ox#0, xOQ (définie positive)
(3)V(x)s0 DOx=z0, xOQ (défini semi négative)

De la méme maniére nous annongons le théorémaliététglobale au sens de Lyapunov :
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Théoreme 1.2 (stabilité globalé)n état d’équilibrex, est globalement asymptotiguement stable s’il
existe une fonction de Lyapuna{x) telle que :

M v(x)=0

@vVv(x)>0 Oxzo0
(3)V(x)<0 Oxz0

(4)V — —o lorsque [X| - o

Bien qu’il annonce une condition suffisante de ilitébce théoréme ne représente pas un résulisit tr
constructif parce qu’il ne donne aucune indicatiquent a la construction d’'une fonction de

Lyapunov. On ne peut donc conclure sur I'inexisteddune telle fonction. L'application générale

n'est pas possible pour une approche par optimisatPar contre, l'utilisation indirecte est

envisageable : par exemple les méthodes de typkstgpping permettent de mettre au point des
corrections garantissant la stabilité. Le problédi@ptimisation porte alors sur une optimisation

paramétrique pouvant améliorer la performance etbastesse.

1.5.1.4. La passivité

Ce paragraphe consiste a étendre le concept diérietme plus large classe de systémes. Soit

ol

La présence, a la fois d'une entrée et d'une saitte dimension compatible, complique les
interprétations. Pour ce type de systeme, l'intggtion de type Lyapunov ne s’applique plus. En
effet, bien que I'énergie puisse avoir une tendandécroitre au cours du temps avec une entrég null

il serait tout a fait possible, en utilisant la melle entrée a disposition, de 'augmenter de manié
arbitraire. Dans d’autres cas, lors d’'une connexioine systemes, I'énergie peut passer d’'un systéme
a un autre suivant une sorte de résonance, bieslggpie systéme pris isolément fasse décroitre son
énergie propre lorsque la connexion est rompue.

Toutefois, il existe une classe de systeme, letesys passifs, pour lesquels un certain type de
comportement se trouve maintenu quelles que sd@ntconnections entre ces systemes. Cette
propriété est remarquable.

Le systeme (1-11) possede a la fois une entré¢ une sortiey . Un systéme est passif si, lorsque de
la puissance est soutirée, le soutirage se faitétniment du stock interne d’énergie. Ce stockeaest
guelque sorte I'analogue de la fonction de Lyapustoxerifie les mémes propriétés. On la notéra

Définition 1.5 (Passivité)Soit le systeme (1-11). S'il exisie> 0, et une fonction de stockage> y,
tels que:

V=uy-g (1-12)
avecg =0, alors le systéme est passif.

L'immense avantage de la notion de systémes passtfssa souplesse vis-a-vis des connexions
[Kha02]. Les connexions en série, en parallele &@hmen rétroaction conservent la passivité globale
du systéme. Ce dernier cas est important lorsatesdciation de sous-systemes passifs en retour de
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sortie par exemple. Il est également possible dmeloune définition équivalente de la passivité qui
ne fait pas intervenir de notion différentielle.

Définition 1.6 (Passivité)Si L0, a>-w;
jdﬂy@hr>a (1-13)

alors le systeme est passif.

L’intérét de la notion de passivité sera abordé& ghas de détails dans le cadre des systemesriséai
et plus particulierement pour la robustesse eriliséatie ces systemes.

1.5.1.5. Stabilité interne des systémes linéaires contimgariants

On rappelle qu’en temps continus Ax, x(0) = x, = x(t)=e®x,. Ce systéme admet un ou une infinité
de points d’équilibre selon queé soit inversible ou non. Dans la suite de ce documen
s'intéressera a la stabilité du seul point d'égudix, =0. Par conséquent, par abus de langage, on
parlera de la stabilité du systéme au lieu de pddda stabilité du point d’équilibre.

Afin de déduire les conditions de stabilité degéyes linéaires, on introduit la forme diagonale de
Jordan qui permet, via un changement de base pdésaenter la matrice d'état sous une forme dite
similaire, plus facile & analyser.

Le théoreme qui suit est énoncé pour les systéimésides invariants autonomes, il peut étre étendu
pour les systemes linéaires invariants avec engéagenes sans aucune modification.

Théoréme 1.3 a stabilité du systeme dynamigue Ax est donnée par :

- si 0i, Re(A) > 0 alors le systéme est instable.
- sinon, 01, Re(4)< 0
- si 01, Re(4) <0, alors le systéme est asymptotiquement stable.
-si0dj, Re(/lj)z 0=v, =1, alors le systeme est stable, sans étre asympéntignt stable.
-si0j,RelA)=0 etv, >1, alors
- si les blocs de Jordan associés, asont scalaires, alors le systeme est stable.
- si un des blocs de Jordan associés &st non scalaire, alors le systeme est instable.

Selon le théoréme 1.2, nous pouvons énoncer legimé&de stabilité de Lyapunov pour les systemes
linéaires continus stationnaires, les conditions tdéoréme 1.2 deviennent alors nécessaires et
suffisantes et les propositions suivantes sontvétgrites :

- x = Ax est asymptotiguement stable (les valeurs propeds dont a partie réelles négatives).
- OP=P" >0 telle queA'P+ PA<O.
-0Q=Q" >0, OP=P" >0 telle queA’P+PA+Q =0 (P est alors unique).

Notons que dans le cas présent les différentsresitéle stabilité interne des systemes linéaires
continus invariants se calculent trés bien et stlitables sans probleme en optimisation non Ineéa
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1.5.1.6.Critéres de stabilité des systemes linéaires

Dans ce paragraphe, nous rappelons les princip#téres de la stabilité externe (EBSB) des systemes
linéaires & temps invariants. La richesse et l&t@ades critéres pour cette catégorie de syst@mue p
et doit étre exploitée. Par exemple, pour la réieude correcteurs, elle peut étre utilisée sur des
linéarisés du modéle non linéaire.

Critere de Routh-Hurwitz

Le critere de Routh-Hurwitz est un critére algébeiqqui permet de déterminer I'existence de péles a
partie réelle positive a partir de I'étude des fioieihts du dénominateur de la matrice de transfert
(donc du déterminant depl - A), et ceci sans expliciter ses pdles. Considérengpdlynéme
caractéristique de degréet a coefficients constants décrit par :

P.(p)=a,p"+a,p™+..+ap+a, (1-14)

On forme le tableau suivant :

pn an anfz a‘n74 " 0
p”_l an—l an—3 an—S : 0
p"’z Xl XZ X3 : 0
PlY, Y, Y, .. O (1-15)
. 0
p' 0
p° 0
- a a - a a -1la a, -1la a
avec :Xl - n n-2 , Xz :_1 n n-4 , , yl :_1 n-1 n-3 ,yz :_1 n-1 n-5 etC
anfl an-l an—3 anfl a'n-l a‘n—5 Xl Xl X2 Xl Xl X3

Pour que le systeme soit stable, il suffit que tiegséléments de la premiére colonne de la table de
Routh soient de méme signe. Dans le cas contlairambre de racines instables est égale au nombre
de changements de signe dans la premiére colonagatge de Routh.

Cette approche (et ses nombreuses variantes) pderteansformer une demande de stabilité en un
ensemble de contrainte sur les coefficients. Lestraimtes sont alors des inégalités entre des
polynébmes a plusieurs indéterminés, facilement mdables et différentiable. Ce type de critére est
donc pleinement exploitable pour les approche®pamisation générales.

Critere de Nyquist

Il s’agit d’'un critére graphique dans le domainégfrentiel qui permet de conclure a la stabilité
externe d'un systéme linéaire en boucle fermédgaeule connaissance de sa boucle ouverte. Il est
d'une tres grande importance pratique car il @ilisne représentation graphique de la réponse
fréquentielle qui peut étre déduite de I'expérience

1-13



CHAPITRE 1 - FORMALISME D'UBAHIER DES CHARGES GENERIQUE POUR UN PROBLEME DBKRMANDE

K(p) G(p) >

Fig. 1.7: Systeme de commande a retour unitaire

Considérons la boucle de commande multivariableéssmtée par la figure 1.7. La matrice des
transferts en boucle ouverte en sortie est donaée [p)=G(p)K(p), et celle en boucle fermée en
sortie est donnée pat, ,(p)=(1, +L(p))*L(p). Selon la définition 1.2, le systéme bouclé emblstsi

et seulement si les racines du polynéme caradtiréstie la boucle fermée sont strictement négatives
D’une maniére équivalente, les zéros du dénominatef) , + L(p)) de la boucle fermée doivent étre
dans le demi-plan gauche du plan complexe. Lereritee stabilité de Nyquist permet d'établir le
nombre de péles instables du systéme bouclé dinectedu lieu de Nyquist defl(p)). Rappelons
que le lieu de Nyquist deefl , +L(p)) correspond a image déefl  +L(p)) quand p parcourt le
contour de Nyquist (figure 1.8) dans le sens aigéhométrique.

Le critere de Nyquist est basé sur le théoreme aleclyy, il peut étre énoncé dans le cas continu
comme suit :

Théoréme 1.4 (Critere de Nyquisians le cas ou la matrice de fonctions de transigp) ne
posseéde pas de pdles imaginaires puessystéme bouclé décrit parw(p) est stable au sens EBSB
si et seulement si 'image du contour de Nyquigt(é 1.8) par la fonction complexie{l , +L(p)) ne
passe pas par l'origine et I'entoure dans le seigohométrique un nombre de fois égal au nombre de
poéles instables en boucle ouverte.

Le critere de Nyquist n’est pas utilisable direat@tlors des optimisations. Ce sont les notions de
marges qui sont le plus souvent mises en pratique.

Im Im
r =+oo r =+oo
re’ re’
Re Re
L/
Systéme sans intégration Systéme avec une intégration

Fig. 1.8: Contour de Nyquist

! pans le cas ot le transfert possede des polesnaiegg purs, le critere précédent s’applique apnésmodification technique qui ne sera
pas développée ici. Pour plus de détails, voiregemple [Fra86].
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Théoréme du petit gain

Un autre résultat important pour la stabilité interdes systémes linéaires est celui basé sur le
théoreme du petit gain (Small Gain Theorem). Unsiga simplifiée de ce théoreme dans le cas des
systémes linéaires continus et invariants peutfétreulée comme suit :

Théoréme 1.5 (Théoréme du petit gaiB)ant donné un systéme de commande a retour tenE&SB
stable en boucle ouverte (figure 1.7), le systémigoeicle fermée est stable intérieurement si :

(i), =sagop5(L(ja)))<1 Dw (1-16)

ou o est la valeur singuliére maximale de la boucleasterL (jw).

Il fournit & la stabilité interne une condition fiséinte qui est trés simple mais aussi souvent trés
pessimiste. Sa condition est plus forte que celletgoreme de Nyquist car elle n’inclut aucune
information concernant la phase.

Critere de passivité

Les définitions de la passivité (définitions 1.51e8), s’appliquent aussi bien aux systémes lie&air
que non-linéaires. Pour les systémes linéairese propriété peut se caractériser en fonction de la
caractéristique fréquentielle.

Théoréme 1.6 (Positivitt des systémes linéairSs)it G(p) un systéme linéaire stationnaire
multivariable et stable. Ce systéme est dit positdét seulement si 'une des conditions équivakent
suivantes est vérifiée :

() oT>0 [y @kt (1-17)
(ii) G(p)+G3(p)2 0 pour toutp tel queRe(p) = 0 (1-18)

i) |0 +6)*(1-6)

La clé de la démonstration de ce théoréme repasia si¢finition 1.6 et le théoreme de Parseval qui
stipule que le bilan de la puissance sur tout i4war temporel est égal au bilan sur tout le spectre

=1 (1-19)

Notons que dans le cas des systémes monovaribtamdition (i) se traduit paRe(G(p))=0. Cette
condition nécessaire et suffisante et la propriééssociation des systémes passifermettent de
définir une condition forte de stabilité en bouigemée en contraignant la boucle ouver{¢w) a étre
seulement dans le demi-plan droit du plan comp{égere 1.9).

Ainsi, la positivité peut étre employée comme uisgant critere de stabilité en boucle fermée. Gerte

il est moins pessimiste que le Théoréme du peitit igais il reste toujours plus restrictif que |dééne

de Nyquist (figure 1.9). Ainsi, malgré son caraeteonservatif, la positivité est largement utilisée
dans le cadre des systémes incertains et devieticytiérement efficace en présence de modes
souples & amortissement incertain dans le systéimtbéoréme 1.10).

Zle systeme issu d’'une mise en série, en parallekn rétroaction de deux systemes passifs ressif pfach00].
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de{L(j)
-1, /'/ \ Re

C

(a) Critere du revers (b) Théoréme du petit gain (c) Critére de passivité

Fig. 1.9: Criteres de stabilité graphiques.

Pour certaines applications, des demandes de\pi@sjteuvent étre faites sur des zones spectrales e
utilisant des contraintes pondérées du type :

w1 +6)*( -e)w_

1.5.2.Les spécifications en performances

<y ou maxaM(Jw) I +G(Ja))) ( G(jw))Wz(ja)))s

W <W<w,

Les spécifications en performances décrivent catalgment le fonctionnement souhaité du systéme
bouclé sous I'effet du contréleur. Elles représeinkebjectif majeur du probléme de commande ainsi
gu’'un é€lément moteur pour I'évolution du cahier desarges. Nous montrerons ici que les
performances peuvent s’exprimer sous forme de gakliamporel et/ou fréquentiel qui peuvent étre
utilisés pour formuler les problemes de retoucheateecteur.

Afin de pouvoir introduire ces spécifications pdes systemes linéaires a temps continu, nous
considérons le schéma bloc 1.10.

uf

O

— K(p) G(p)

Fig. 1.10: Schéma fonctionnel d’'une boucle de régtibn

Ici, on différencieu la commande fournie a la sortie du correctew é& commande effectivement
recue a I'entrée du systeme a commar@eEn notantT, , la fonction de transfert du signal d’entree
a vers le signal de sortig, on a les relations suivantes entre les sortiesseatntrées du systeme :

e(p)=T,_.(p) r(p)+T, .(p) b(p)+T,_.(p) d(p)
u(p)=T, .(p)r(p)+T, .(p)b(p)+T, ,(p)d(p) (1-20)
v(p)=T,_.(p)r(p)+T,_.(p) b(p) +T,_,(p) d(p)
y(p)=T,_,(p)r(p)+T,_,(p)b(p)+T,_,(p) d(p)

Nous définissons dans le tableau suivant les noatpour les différents transferts de la boucle de
régulation.
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Entrée Sortie Référence Perturbatiornb Bruit de mesurel
Erreurs T ,=S= (I , +GK)’1 T,..=-GS Ta. =T
Commande calculée T ,=KS T,,=-T.=-KG(l, +KG)* T, ,=-KS
Commande effective T ,=KS T,.=S=(,+KG)* T, ,=-KS
Sortie du systémg T, =T= GK(l . +GK)‘1 T, ,=GS Ty, =T

Tab. 1.1: Les transferts de la boucle fermée

S et T (respectivementS, et T,) sont la sensibilité et la sensibilité complémenten sortie
(respectivement en entrée). Nous constatons quedesferts de la boucle peuvent étre définis par
seulement six transferts dans le cas multivarialseS,, T, T,, KS, GS, et seulement quatre pour le
cas monovariable s, T, KS, GS(les opérateurs commutent).

Dans un premier temps, la formulation des perfomaandans le cas des systemes linéaires
monovariables est présentée. Le cas des systéntidganmbles sera discuté a la fin de ce paragraphe

1.5.2.1.Suivi de trajectoire de référence (consigne)

Il s’agit d’évaluer la précision du systéme en Beuermée en étudiant l'influence du signal de
référencer(t) sur le signal d’erreurs(t). Le signal d'erreure(t) est caractérisé par son régime
permanent et par son régime transitoire. Pour oglaya considérer les classes de signaux usuels :
échelon, rampe, sinusoide ainsi que les signaumisi@iar leurs modules dans le domaine fréquentiel.

En régime permanent

Théoriguement, le régime permanent correspondtat ltkes différents signaux du systéme quand le
temps est infiniment grand. Dans le cas d’'un siévréférence, le but est de ramener I'erreur de sui
a zéro, c'est a direlim &(t)=lim (y(t)-r(t))=0. Dans le cas des systémes linéaires continugdét
de la précision se base essentiellement sur leéiméode la valeur finalcej[([!og(t) :Im pe(p)). En
pratique, le régime permanent correspond au coeperit du systeme aprés un temps Tinappelé
temps d’établissement :

Te=¢g{T/ Dt>T:|£@Xsah&M (1-21)

La stationnarité dans cette définition est chiffefeterme d’'une erreur relative maximatesouvent
choisie entren.01 et 0.05 selon la précision requise.

Dans le cas des systemes linéaires continus, €étiedla précision se base essentiellement sur le
théoreme de la valeur finale que nous rappelodess$ous :

Théoréme 1.7 (Théoreme de la valeur finalg) tous les pbdles des(p) sont dans le demi plan
gauche (axe imaginaire exclu) alors :

lim &(t) =lim pe(p) (1-22)
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Pour un signal de référence de type échelon etddissurer une erreur de suivi nulle, le transéert
boucle ferméeT. ,(p)=S(p) doit contenir au moins un zéro en zéro. Plus qaitirement, si le
systéme a commander ne possede pas un pble anégrilgfaut introduire un péle intégrateur dans le
transfertK (p). Autrement,lim 5(t)=|T_£(0)| =¢,, 70, cette erreue,,, est appelée erreur statique.

stat

De méme, pour des entrées en forme de rampesyieestiassuré dans le cas 0u,(p) contient au
moins deux zéros en zéro. Bi (p) ne contient qu'un seul zéro alopm £(t)=¢, cette erreur

est appelée erreur de trainage.

rainage ?

glrainage

D’une maniére générale, pour les signaux dontaiasformée de Laplace s'écritp) = A/ p* et k>3,

le systeme en boucle fermée sera capable de stggresignaux s'il est déja capable de suivre les
signaux d'ordrek -1 et I'erreur de suivi tendra vers zéroTi ,(p) contient au moinsk zéros en
Zéro.

Dans le cas d’un signal de référence sinusoi@ak Asin(wt), le théoréme de la valeur finale ne
s'applique pas. Cependant, on sait que la répoagadmique d’'un systéeme dynamique stable a un
signal sinusoidal tend vers le régime permanemasti &(t) = A{T_E(jwo)|sin(a)0t+arg(|'_£(ja)0))).

Par suite, pour assurer un suivi de référence ipadace signa(l![rljue(t) =0), il est nécessaire d'avoir
|Tr4£(ja)0)| =0, ce qui revient a dire que _,(p) posseéde deux zéros complexes conjuguésjen.
Sinon, on peut toujours essayer de recherchermeerdaible d’amplitude maximale, en imposant

T () <&,

Le suivi de trajectoire peut aussi étre analysé damlomaine fréquentiel pour les signaux défiails p

le module de leur transformée de Fourier. En effedque signal temporel de la boucle de commande
peut étre vu comme une somme infinie pondéréegi@sk sinusoidaux : pour chaque pulsation
le(jw) apparait comme le poids du signal sinusoidal ¢&apan «. dans le signak(t).

£ft) = J‘| £(j e igg (1-23)

Le signal d’erreure est associé via le transfert ,(jw), au signal de référence par la relation :
le(jw) =IT, . (jw)|r(jw). Ainsi, pour modifiers(t), il est possible de choisir le modye , (j«)|, &
travers le choix du correctett(jw), de maniére a fagonng(jw) connaissani(jw).

En régime transitoire

Le suivi est d’autant mieux assuré que l'erre(t) est proche de zéro pour les signaux de référence
qui nous intéressent. On peut définir un signairdia (t) faible comme appartenant & un ensemble
défini par :

E={e(jo)telquele(je) < £,,A (1-24)
ou A caractérise la taille du signal d’entrée (par edeml’amplitude de I'échelon) et un petit

scalaire positif. Il s’agit ici de normaliser I'etr £ par une grandeur caractéristique du signal
d’entréer . Par exemple, dans le cas ou le signal de référestaun signal en forme d’échelon:

<e A - Do, T (jo)<e

sup sup|

Dw|e(jw) < €,

jd (1-25)

p

A - Dw,‘TM(ja))_A
jw
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On peut donc exprimer que I'on recherche un sigrateur £(t) appartenant a un certain ensemble
pour un signal de référence donr(® par une contrainte sur le module de la fonction(j) .

Cela suggére donc de généraliser la démarche pmiteédDans les méthodes fréquentielles, la
caractérisation d’'un ensemble de signa® se fait via leur spectre fréquentiel. Pour cela, o
introduit une fonction de transfew,(p) dite de pondération. On peut alors définir un enige de
signaux comme

1
< —V\/S(ja)]} (1-26)

Par commodité, la premiére définition est utiligéeir définir les ensembles de signaux d’entrée (en
I'occurrence, icir(t) ) et la seconde pour définir les ensembles de gigda sortie du systéme bouclé
(en l'occurrence, icig(t)) [Sco03].

{jw) telque|s(jw) < |W(Jw]} ou encore comm%s(ja)) tel que|s(j )

Dans notre cas particulier, on a le signal d’entrégui peut étre défini par I'introduction d'une
fonction de transfeny, telle que, pour les signaux de référencgui nous intéressent, nous avons :

R={r(jo) telque |r(jw)|s|\lvr(ja))|} (1-27)
avecW. (jw)= A/ jw. Pour le signal d’erreur, on désire qu'il appartienne a un ensemble dgéni:

1

E:{s(jw) tel que |&(jw) sm} : aveCWS(ja)):ﬁ

sup

(1-28)

Par la suite, la sortie vérifiera la spécificatidésirée si, pour tout signal de référender, on a
e(jw) =T, .(jo)(jw)OE, cest-a-dire si:

Or(jw)0R O w, |ejw) < - Or(jo)0R DT, (jo)r(jw)<

IVVS(Jw)I

- Dot (jow(jo)s (1)| (1-29)
- DoW(joT, E(Jw)N(stl

A

Dans le cas ou les pondérationgp) et W.(p) sont stables, ceci se note :
w.T W, <1 (1-30)

La contrainte faisant intervenir la nornte, s’interpréte donc comme une contrainte sur la éodu
module de la fonction de transfért ,. Pour que la spécification de suivi de trajectsiog satisfaite
(c'est-a-dire quer DR= ¢0E), la loi de command& est telle que le module de la fonction de
transfert T, est inférieur au module de la fonction de transidnvw, . Par la suite, on posera
W,(jw)=WW, . Dans le cas d’un suivi de référence en échatfjw)=Y/¢,, jw.

Dans le cas considéré de signaux de référencehetoéc une difficulté se présente car la fonctien d
transfertvvl(p):]/ssupp n'est pas stable. Dans ce cas, on peut prendre :
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Wi (p) = ﬁ (1-31)

avec £ faible et positif. Dans ce cas-la, on obtient gpatrainte sur le module de la fonction de
transfertT, . Dans ce qui précede, cette contrainte sur le faagii appelée “gabarit fréquentiel” :

1

Q(w)= Wiia) =g VWP +E?2 (1-32)

La forme du module de la fonction de transfert. représentée sur la figure 1.11 est relativement

(=

typique pour le suivi de référence en échelon. Wagtion ", telle que|W1(ja)cWX =1, est décisive car
' =1, . Plus sa valeur est importante, et plus on pet#nga que I’erreur|£(ja)] est faible. La
relation de complémentarité entre les fonctionsselesibilité permet de déduire une contrainte en
basses fréquences pour le transfertde : [T(jw) 21-Q(w).

Module erdB Module erdB

IS(j ) IT(je)
J 0dB /\

7
_

Fig. 1.11: Contraintes sur les modules des foncisotie sensibilités et T

0 dB4

Résumé

Le tableau suivant résume I'étude du suivi de ¢tajes pour les 3 classes de signaux de références.

W.(p) Erreur £(t) en régime permanent

, . 1 _

Echelon d’amplitudeA (o7 ?) let) <z e,,A
1 _

Rampe de pente — elt)<ee,a

PeEep £u,P(P+) etl=ze.,
. - kaw, _ .
S|nUSO|dE(A, wo) m |5(t] < f/k NSln(a)ot + (01

Tab. 1.2: Suivi de référence de différentes clasdesignaux

Le régime transitoire de la réponse temporellg d’un systéme a une consigng) en échelon est
également caractérisé par un ou plusieurs indicagiirapidité et d’amortissement (cf. figure 1.12)

Caractéristiques temporelles

Le temps de montéeT, : temps pour que la sortigt) passe ded% a 90% de la valeur finale ;
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Le temps du premier maximum T__: dans le cas ou la réponse a un dépassement notempis

max *

pour lequel se produit le premier dépassement ;

Le temps d'établissementT,: défini ici comme étant le temps & partir duquebdatie y(t) reste
inférieure ata% de la valeur finale (cf. équation (1-21));

Le dépassement edo D, : exprimé en pourcentage, il représente le rappurede dépassement

maximale de la sortig(t) et sa valeur asymptotiqygo).

y(t))\
D“/n
Lz e N A T TN TT T T
0.9
0.1}
o T . 3 1

Fig. 1.12: Caractéristiques temporelles du réginmartsitoire de la réponse a un échelon

La rapidité peut étre définie par le temps de répajui, en fonction du probléme considéré, peat étr
définie par I'un des trois temps précédemment ¢hiits. Dans la suite, par convention et sauf mantio
contraire, le temps de réponse sera défini pamips d’établissement.

La précision statique est souvent caractériséégregur statique relative (différence entre laetalde
I'échelon de référence(t) et la valeur finale du signal de sortit) ramenée sur la valeur finale de
I'échelon r(t)) (cf. relation (1-22)). Quant & la précision dynque, elle peut étre évaluée en termes
de critéres temporels sur le signal d’erreur. Lasxdprincipales classes de critéres a minimisetr:son

o

. Les intégrales de moyennes quadratiqués :.[g(t)zdt

t=0

. Les intégrales de moyennes absolug:ﬂe(t]dt
t=0

Plusieurs variantes de ces criteres peuvent atmeufées, soit en utilisant des erreurs relativeis par
I'ajout de fonctions de pondérations dépendantdadaipendantes du temps.

1.5.2.2.Rejet/atténuation de signaux de perturbation.

Aprés avoir étudié le suivi de signaux de référengg, on considere le probléeme du rejet de la
perturbationb(t). On suppose que le signal de référence est noblne de régulation) et on
souhaite rejeter I'effet de la perturbation susdatie y(t) ou de fagon équivalente sur I'erreur de suivi
de trajectoires(t).

Pour cela, on utilise la méme approche que précédatn La seule différence est qu’au lieu de
considérerT on considére la fonction de transfert , =-SG=-GS qui relie le signal de

r-e?

1-21



CHAPITRE 1 - FORMALISME D'UBAHIER DES CHARGES GENERIQUE POUR UN PROBLEME DBKRMANDE

perturbationb(t) & I'erreur de suivi de trajectoirglt). En répétant strictement le méme raisonnement
gu’avant, on arrive a la conclusion que la perttiobesera atténuée si

"\NsTbast"w <1 (1-33)

ou la fonction de transfemv. définit I'erreur de suivi de trajectoire et la fition de transfert,
définit 'ensembleB des signaux de perturbations:

B =1{b(jw) telquelb(jw) < |\Nb(ja))|} (1-34)

De la méme fagon que précédemment, on peut fairaid@nnement suivant. Sur les gammes de
pulsations ou le module de la transformée de Fodiesignalb(t) est important, pour assurer une
bonne atténuation, voir un rejet des perturbatinsjodule de la fonction de transfayt, = -GS doit
étre faible. Par exemple, une forme typique poumbedule de la fonction de transferGS pour
assurer l'atténuation de I'effet d’'une perturbat®nusoidale de pulsation propeg est représentée
figure 1.13. Dans ce cas-la, le tableau 1.2 resitole en remplacamy,(p) par W, (pW,(p).

Module erdB ‘F// ///

0dB .

77/
J/MAW.,//

e

Fig. 1.13: Gabarit fréquentiel du transferT, , pour une perturbation sinusoidale de pulsatian,

1.5.2.3.Atténuation des bruits de mesure.

Il s’agit d’étudier I'influence des signaux de lrdit) sur le signal de commandsgt) et le signal de
sortie y(t) . La densité spectrale de puissance du bruit deinmes est importante dans les hautes
pulsations. Comme précédemment, si on assimileuli & un signal déterministe, on peut définir un
ensemble de signaux de bruids par I'introduction d’'une fonction de transfet telle que :

D ={d(jw)telque|d(ja))|s|\Nd(ij} (1-35)

ou W, est un filtre passe-haut. Pour assurer I'attéonate I'effet des bruits sur la commande et sur la
sortie du systeme, il faut donc quig ., et T, , soient faibles en module pour la gamme des hautes
pulsations. La forme générale des fonctions desteanT, , et T, = est donc celle de fonctions de
transfert passe-bas. Cependant, les transfertset T, =~ sont complémentaires. Il faut donc faire
attention a la cohérence des contraintes qui sopbsées sur les différents transferts : comme
T, . +T, , =1, on doit avoir pour les hautes pulsatidns, (jw) =|S(jw)=1. Un compromis est alors

nécessaire (cf. figures 1.11 et 1.14).
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Module erdB Module erdB

0dB ] 0dB
[
7

w

Fig. 1.14: Contraintes sur les modules des foncisotie sensibilités et T

1.5.2.4.Commande modérée.

Un autre point important mentionné précédemmengestla commande ne doit pas étre trop forte
afin de ne pas saturer les actionneurs. Pour dé&fata, on peut introduire une pondératian telle
gue les signaux de commandelésirables appartiennent a I'ensembleavec

U= {u(ja)) telquelu(jw) < m} (1-36)

or, u(p)=T (p)r(p)+T _(p)b(p)+T (p)d(p). Ainsi, pour éviter, par exemple, une influenceptr

r-u

grande du bruit de mesunelt) sur la commande, les gains de la fonction de feans, A =KS
doivent étre limités dans les hautes pulsationac da fonction de transfekS doit avoir la forme
d'un transfert passe-bas. Cela peut se formaleser p

W,T, W, 1 (1-37)

De plus, par rapport aux signaux de référence¢cdesmandes ne doivent pas étre trop fortes. On a
donc intérét a limiter au maximuhjau(jw)| ce qui peut se traduire par :

T W, <1 (1-38)

Notons que dans le cas de la boucle fermée démaitéa figure 1.10, on aT, ,=-T, ,=KS. Les
contraintes (1-37) et (1-38) sont vérifiées si enroduisant une pondérationv, telle que

W, (jo) = max{W, (jo W, (jo), W, (oW (jo)), on alw,KS| <1. D'aprés la discussion précédente,
I'inverse de la fonction de transfaat, est une fonction passe-bas.

1.5.2.5.Dépendance des spécifications et limite de perfonces

Dans une approche purement fréquentielle, la eétibin d’un cahier des charges revient a tester, si
pour les pondérations définissant les signaux fdee¥ceW , de perturbatiow, et de bruitw, et les
pondérations définissant les signaux d’'erreur dei sle trajectoiresw. et de commandé&\,, les
conditions suivantes sont satisfaites :

Suivi de trajectoires de référenp T W | <1;

Rejet de perturbatior|sV.T, W,| <1;

1-23



CHAPITRE 1 - FORMALISME D'UBAHIER DES CHARGES GENERIQUE POUR UN PROBLEME DBKRMANDE

- Atténuation des bruithv,T, W,| <1;

- Commandes modéréfs/T,

r

W, <1;

Dans le cas ou I'on recherche une loi de commakdelle que le systéme en boucle fermée vérifie
les contraintes ci-dessus (c’est-a-dire le cahésr charges), rien ne garantit qu'elle existe. Avant
mise au point de la loi de commande, il est dongoitant de se demander si les spécifications du
cahier des charges sont réalistes pour le system&deré, c’est-a-dire, essayer de s'assurer & prio
gu'’il existe une loi de commande qui permet deskaitie le cahier des charges.

Tout d’abord, il existe des relations entre lefdéntes fonctions de transfert en boucle ferméeyuc
impliqgue que les différentes spécifications du enlties charges ne sont pas indépendantes les unes
des autres. Il est donc nécessaire de faire deproams entre les différentes spécifications. Ces
contraintes sont de plusieurs natures.

Contraintes algébriques entre les différentes fanais de transfert

Les différentes fonctions de transfert en bouclmnée sont reliées par des relations algébriques.
Citons, la relation de complémentarité entre laciom de sensibilité et la fonction de sensibilité
complémentaire T. . +T, =1, la dépendance de certains transferts par exemple=GT, , (la
fonction de transferT, , est le produit de la fonction de transfért, par la fonction de transfe

qui est donnée a priori car c’est le modéle duesgsta commander et donc on ne peut pas, a travers |
choix deK , modelerT, , etT, . de fagon indépendante)), =GT , etc..

Contraintes sur la forme du module des fonctions td@nsfert en boucle fermée

Sur ce sujet, les résultats sont assez nombreumeheureusement assez techniques et spécifiques.
On va donc juste en présenter quelques uns afimabaner un apercu. Dans ce qui suit, la fonction
de transfert de gain de boucle est supposée ratleret strictement propre.

Intégrale de sensibilité de Bode Le premier résultat concernant cette questiocasi du théoréme
de Bode appelé aussi la formule de 'aire [Bod€4.théoréme stipule que si le transfert en boucle
ouverte L =GK de la figure 1.10 possede au moins deux podledwdeque de zéros, la fonction de
sensibilité doit satisfaire :

Tlog|8(j w)dw= ﬂi Re(p,) (1-39)

ou p, sont les pdles instables de la fonction de tranefeboucle ouverté(jw). Par la suite, pour un
systéme stable en boucle ouverte, l'intégrale gutets les pulsations de la fonctidng|s(jw)| sera
nulle. Cela signifie que la fonctiolmg|s(ja))| prend a la fois des valeurs positives et négatiues
encore queizs(ja)] prend & la fois des valeurs inférieures et supéatea 1.

Selon ce qui a été énoncé dans le paragraphedludgpe la commande a contre-réaction soit efficace
et utile, |S(ja))| doit étre inférieure & 1 pour une bande de bagskstions. L'intégrale de Bode
implique que si cette condition doit étre réalisée,sera au prix d’'une amplification (au lieu d’'une
atténuation) des perturbations en hautes pulsatommsme illustré dans la figure ci-dessous. Cetci es
également valable si le systéeme en boucle ouvetés poles a partie réelle dans le demi-plan droit.
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0 +
W, a

Fig. 1.15: Le dilemme atténuation/amplification dgerturbations en basses/hautes pulsations

La formule de I'aire de Bode ne refléte pas suffisgent le compromis nécessaire entre atténuation et
amplification des perturbations, car 'amplificatipour de hautes pulsations peut rester relativemen
faible tant qu’elle s’étend sur une bande de pusatsuffisamment large. La présence dans le demi-
plan droit de zéros du systeme impose des limitatiben plus séveres.

Egalité de Zames-Francis :Dans le cas de zéros et de pbles a parties rgadigiives dans le
systéme, on peut utiliser I'égalité de Zames-Fsaficam83, Fra84], fondée sur la formule intégrale
de Poisson tirée de la théorie des fonctions carapleNous supposons que le systéme en boucle
fermée de la figure 1.10 est stable et que le fesnen boucle ouverte =GK posséde un zéro
z=x+iy dans le demi-plan-drdt>0). L’égalité de Zames-Francis est donnée par :

~dw= rrlog|B’l (z)| (1-40)

poles

IIOQGS(JMX) :

X" +(y-w)

B.s.. €st le produit de Blaschke formé a partir desp@leinstables du transfert en boucle ouverte :
— p—2 _
Bpéles(z)_ ||_| r)i +7 (1 41)

P, représente le complexe conjugué e

Nous voulons que la fonction de sensibi|'$(§j w)| soit inférieure a ure, dans la bande de pulsations
[0,w,], avecw, une pulsation donnée. Nous analyserons dans ciijla valeur du piq de|S(ja))|
dans la gamme de pulsations complémentaire. Laefijul6 montre les limites et ¢ ainsi que le
comportement souhaité de la fonction de sensikpB(tm] . Le gabarit fréquentiel est défini par :

£ pour | < w, (1-42)

ble :{,u pour |af > @,
A

Fig. 1.16: Limites sur la fonction de sensibilité(jw)
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L'égalité de Zames-Francis permet de montrer [Hrg88 :

W, (@) .

px( 2] ) (1-43)

Par conséquent, pour une valeuradel, la valeur du picu est supérieure a 1. De plus, plusest
petit, plus la valeur de pic est grande. Ainsi, saasibilité faible en basses pulsations est a&ssaci
une grande valeur de pic en hautes pulsations.

L'égalité de Zames-Francis est valable pour tout z#1 demi-plan droit, et en particulier celui qui
possede le module le plus faible. Dés lors, on reanqte :

- La limite supérieure de la bande pour laquelle atténuation efficace des perturbations est
possible, est bornée par le module du plus pesitzéeos du demi-plan droit. En pratique, la
bande passante réalisable est toujours inférieaeendodule.

- Si le procédé a des pdles instables, I'atténuatalisable de perturbations s’en trouve encore
diminuée. Cet effet est particulierement pronormédue plusieurs paires de pdles-zéros du
demi-plan droit sont proches.

- Si le systeme ne posséde pas de zéros instablbsnte passante maximale qui peut étre
obtenue n’est limitée que par les possibilitésyditesne.

A l'image des résultats pour la fonction de setighs(jw), des compromis bien définis sont valables
pour la fonction de sensibilité complémentaifgw). Dans ce cas, le role des zéros instables seta jou
par les pbles instables de la boucle ouverte etwérsa. Ceci est simplement vérifié par :

T=L@+L)" =[+L2)" (1-44)

Suite & un raisonnement dual & celui utilisé pauiohction de sensibilités(jw), si 'on veut éviter
des pics excessifs de la fonction de sensibilitthaémentaire T(jw) en pulsations basses et
intermédiaires. Le modul|§(ja)] ne peut étre petit que pour des pulsations supéseau module du
pole instable de la boucle ouveltéjw) dont le module est le plus grand. Encore une kaigrésence
de paires rapprochées dans le demi-plan aggrasiiédion.

Les effets qualitatifs des péles instables du systésur l'allure de la fonction de sensibilité
complémentaird (jw) sont résumés par les remarques suivantes :

- La limite inférieure de la plage pour laquelle dadtion de sensibilité complémentaire peut étre
faible est bornée par le module du plus grand pd&ble en boucle ouverte. En pratique, la
bande passante réalisable est toujours supériegrenddule.

- Si le systéme a des zéros instables, la réduction(itv) est diminuée. Cet effet est surtout
affirmé quand une ou plusieurs paires de polesszéstables sont proches.

La figure 1.17 résume les contraintes créées pmarzégos et les pbles instables du systeme a
commander
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s(jw) en dE

@

Module du plus gran

g

pole instable de L

T(jw) en dE
Medule du plus pet
—>

Zéro instable de L

o
=%
@

Fig. 1.17: Contraintes imposées par les zéros stgdéles instables sur les fonctions de sensibilité

La fonction de sensibilités(jw) ne peut étre faible que pour des pulsations ifiéeis au module du
plus petit des zéros instables. La fonction deibgité complémentaireT (jew) ne peut commencer a
décroitre vers zéro qu’'a des pulsations supérieamesiodule du plus grand des pdles instables. La
zone de transition ots(jw) et T(jw) prennent leur valeur maximale est située dansarange de
pulsations intermédiaires.

Liens entre le transfert en boucle ouverte et lemisferts de la boucle fermée

Les liens entre la fonction de transfert en boocigerte L = GK et les fonctions de transfert en boucle
fermée ont été mis en avant trés tét en Automatigieuentielle classique. En effet, la fonction de
transfert en boucle ouverte dépend linéairememdtecteurk alors que les fonctions de transfert en
boucle fermée sont des fonctions non-linéaire& déans la perspective d’'ajuster un correctguyril

est intéressant d’essayer de traduire les spéaiiitsadu cahier des charges comme des contraimtes s
la fonction de transfert en boucle ouverte ménalas ne s’expriment pas naturellement comme cela.
Nous rappelons que pour le transfert en boucle rteivies hautes et basses pulsations sont définies
par rapport a la pulsation de coupusedéfinie parlG(jaw, K (je, )] =1.

Dans de nombreux cas, afin de remplir les spétifieca en performance déja détaillées, nous devons
satisfaire|G(jw)K (jw) >>1 pour les basses pulsatiofw<<a) et |G(jw)K(jw) <<1 pour les hautes
pulsations(w>> ). Le tableau suivant résume les dépendances ertii@nifert en boucle ouverte et
les différents transferts en boucle fermée dacsademonovariable.

Transfert Basses pulsations Hautes pulsations
K(jw)e(jw) >>1 <<1
s(ja) =[G(jew)K (jw)” =1
T(jw) =1 IG(ja)K (jw)
K(jw)s(j) =|6(ja)” =|K(jw)

Tab. 1.3: Liens entre le transfert en boucle ouvesdt les transferts en boucle fermée
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1.5.2.6.Performances des systemes linéaires multivariables

La définition des performances précédemment initesluepose essentiellement sur la notion de gain
d’une fonction de transfert a une pulsatian Dans le cas d'un systéme a une entrée et unie,sort
cette notion correspond au module de la fonctiontrdasfert. Elle se généralise dans le cas de
systemes multivariables via la notion de valeunguiéres.

Définition des objectifs de performances

Poursuite des signaux de référence En se basant sur le méme principe que dans le cas
monovariable, la poursuite idéale d’un signal dérencer par la sortiey entraine qud =1-S=1,

soit S=0. Pour que ceci soit réalisé, il suffit que la walsinguliere maximale de la fonction de
sensibilité en sorti&(S) vérifie 7(S)<<1.Par la suite, nous pouvons écrire :

ey 1 1 _
als)= all, +6K) ™ a(GK)-1 (1-43)

ou og(GK) désigne la plus petite valeur singuliére du tramsfn boucle ouverte en sortie.

Si, de plus, cette valeur singuliere vériffge(GK) >>1, nous en déduisons I'équivalence suivante
(s)=ya(GK).

Nous déduisons ainsi que pour assurer un bon geitajectoire de référence, il faut rendres) le
plus faible possible dans le domaine fréquentigjuall appartiennent les signaux de consigne, ou
également, maximises(GK). Comme la poursuite du signal de référence prendsens aux basses
fréquences, nous retrouvons la notion classiqued@dsion associée au grand gain en boucle ouverte.

Rejet/atténuation des perturbations :Une seconde performance qu'un systeme de commanitle d
assurer est le bon rejet de la perturbatiorAutrement dit, on souhaite queait une faible influence
sur la sortiey . Cela sera vérifié si la valeur singuliére maxiendé la matrice de transfert liamta y

est aussi faible que possible aux fréquences pértarbationb est importante.

Compte tenu de I'équation (1-20) et du tableawcgla s’écrit :
(i1, +ok)*c)=a(sg) <<1 (1-46)

Vu que G décrit un systéme généralement passe-bas, ledegeperturbations en basses fréquences
est équivalent a:

g(s)<<1 (1-47)

Donc, pour le rejet des perturbations en bassgsédrnEes, cette condition rejoint celle de la patesu
du signal de référence par la sortie. On rejointicée d’'un gain de boucle élevé dans ce domaine
fréquentiel pour assurer de bonnes performances.

Rejet de bruits de mesures En se référant toujours aux équations (1-20) etableau 1.1, nous
remarquons que pour réduire 'ampleur de la prop@galu bruit de mesure dans la chaine, il est
nécessaire quer(T)=a(l, -S) soit le plus petit possible dans le domaine frétigkdu bruit de
mesure (souvent les hautes fréquences).
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En utilisant I'égalité ci dessous, le rejet dedtisrde mesure peut étre formulé sur le gain delbauc
a(l, -s)=yol, +(eK)) (1-48)
Ceci se traduit dans le domaine fréquentiel detesdtéquences par(GK)<<1.

Limitation de I'énergie de commande :Les commandes regues par le systeme seront rediilz
valeur singuliéres(KS) est faible. Toutefois, on peut rappeler Gee) > 7(G)a(KS) .Ce qui entraine :

a(ks)<a(T)/7(c) (1-49)

Par la suite, I'énergie de commande sera d’autastfpible quez(T) sera faible sauf dans les régions

fréquentielles ol (G) est lui-méme élevé.
Concept du Loop-Shaping

Nous pouvons maintenant dresser le bilan des donslibbtenues sur la matrice de transfit :

On obtient un bon rejet des perturbations sur faeset un bon suivi du signal de référence en
rendanta(GK) le plus grand possible. Or, par nature, tout Bege est globalement passe-bas
et||GK| est donc faible en hautes fréquences. L'obterttones performances nominales qui se
traduit par une augmentation dg(GK) sera donc recherchée aux basses fréquences. Cet
objectif se formule par une inégalité telle que(G(jw)K (jw) > MW (jw) >1 pour w< a .

De plus, il est important de réduire le plus pdssib gain de la boucle aux hautes fréquences
afin d’assurer d’'une part la réjection des brugsnkesure, et d’autre part la stabilité du systéeme

aux incertitudes fréquentielles (retard, dynamiqu{mtes fréquences négligées). Cet objectif se

traduit par l'inégalité suivantea(G(jw)K (jw)) < —7— avecw(jw)>1 pour w< w,.

|W2 (j w)|

L'ensemble de ces conditions permet donc de modeléransfert en boucle ouverte afin que les
valeurs singuliéres maximale et minimale en botelmée obéissent aux contraintes de performance.

L'allure des gains de boucle est représentée daguee ci-dessus.

Module e

0 dB {

Fig. 1.18: Contraintes de Loop-Shaping

Les liens entre le transfert en boucle ouvertee dtdnsfert en boucle fermée résultants sont décrit

dans la figure 1.19.
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(1+eK)* T =GK(L+GK)™ KS=K(1+GK)*

&

S

0 dB

0dE

NN

AN

M

S, =(L+KG)* T, =KG({1+KG)* GS, =G +KG)"
P 7 22\ 7
e~ |7 & 7
% Z
Indépendant du correcteur Dépendar du correcteur K ® Dépassement >0 ¢ non contraignable

Fig. 1.19: Comportement fréquentiel des transfeets boucle fermée

1.5.3.Les spécifications en robustesse

Elles décrivent les marges de sécurité qu'un systaonclé doit vérifier pour que les performances et
la stabilité soient conservées si le systtme a @mder ou une de ses parties a été modifiee ou
perturbée. Les perturbations, en question, pelaxmit plusieurs origines, par exemple :

- le systéme & commander a été mal modélisé ou fiéenti

- un des opérateurs de la boucle fermé (systemeroecteur) change physiquement a cause de la
tolérance de ses composants ou d’un coefficieterdeérature par exemple ;

- les non linéarités négligées lors de la syntheda demmande et qui peuvent étre significatives
dans le systeme bouclé réel ;

- I'évolution du point de fonctionnement d’'un systemmn linéaire ce qui implique une erreur
significative entre le systéme et son linéarisg¢éan;

- les défauts qui peuvent étre observés pour des asangs comme les capteurs et les
actionneurs.

Pratiquement, le correctewt est souvent synthétisé a partir d’'un mod@|)g, du systéme physique
réel G,,. L’étude de la robustesse de la loi de commaRdeonsiste a obtenir le maximum de
garanties en stabilité d’abord, en essayant deatangjr pour toute une classe de systemes centrée
autour du modele nominas, ,, et en performances, afin de répondre aux exigedésirées. Ce
modéle de référence qui peut provenir des équatleria physique ou d’'un processus d'identification
ne peut étre qu'une approximation de la réalités S&mrences peuvent étre multiples : incertitudes
paramétriques, dynamiques et non linéarités néggigegarametres mal identifiés, changement du point
de fonctionnement, etc. Il est donc insuffisantptiimiser 'asservissement par rapport au modele
nominal, mais il faut aussi se prémunir contreciriitude de modélisation et les aléas externen Bi
que ces facteurs soient par essence mal connudispose généralement d’informations sur leur
amplitude maximale, plage de variation, natureisdiqtie. C'est a partir de cette connaissance
sommaire qu'on va tenter de robustifier la comman@e distingue deux grandes catégories
d’incertitudes :
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Les incertitudes non structurées Elles rassemblent les dynamiques négligées dansdele. On ne
dispose, en général, que d’'une borne supérieurkasplitude de ces dynamiques. Par conséquence,
on doit se prémunir contre le pire des cas dalisite de cette borne.

Les incertitudes structurées :Elles sont liées aux variations ou erreurs d’esiom sur certain
paramétres physiques du systeme, ou a des indegitde nature dynamique, mais entrant dans la
boucle en différents points. Les incertitudes pa&taigues interviennent principalement lorsque le
modéle est obtenu a partir des équations de laque/sLa maniere dont les paramétres influentesur |
comportement du systeme détermine la structuréndeititude.

Ces deux catégories d’incertitudes peuvent engldbsrphénomeénes tres divers : linéaires ou non-
linéaires, stationnaires ou a temps-variant, frottets, hystérésis, etc.

En fonction des données sur les imperfections ddetegles incertitudes peuvent étre quantifiées sou
plusieurs formes (cf. figure 1.20) : incertitudedgide, incertitude multiplicative a I'entrée, imtiéude
multiplicative a la sortie, incertitude additivevarse, incertitude multiplicative inverse a I'ertréu
incertitude multiplicative inverse en sortie. Pa@outes ces configurations, l'incertitude doit étre
EBSB stable.

Incertitudes additive Incertitudes multiplicatives en ent Incertitudes multiplicatives en sor
3
: —s o o
I R el s
F o Sl o B || ot .
5
E Gréel = Gmod + A Gréel = Gmod(l +A) Gre’el = (I + A)C;mod
1]
&
[
g
@ + +
gl uw5Hhlep L ||B o) B || 5] cnlo) B !
2 B . B
= Gréel = (I _GmodA) Gmod Gréel = Gmod(l _A) Gréel = (I _A) Gmod

Fig. 1.20: Les classes d’incertitudes non structesé

L’effet de robustesse d’une boucle de contre-réacth : Comme nous l'avons déja énoncé au
paragraphe 1.2, 'une des propriétés fondamentkdda structure de commande en boucle fermée est
d’améliorer, sous certaines conditions, la robsstesn performance vis-a-vis des erreurs de
modélisation du systéme a commander. Afin d’'étabditte propriété, nous comparons la boucle
fermée avec sa boucle ouverte équivalente.

BN

En choisissantK, tel que: Kequ(1+Gm0dK)‘1 et pour un systéme a commander,, connu
parfaitement et soumis a aucune perturbation extésj les deux configurations sont équivalentes au
sensE/ST , =T =G, K(+G, K)". En revanche, nous constatons rapidement queulctiste

en boucle ouverte équivalente, contrairement atractsre en boucle fermée, ne permet pas la
stabilisation de systemes instables et n'apportgedd@amélioration dans la réponse du systeme aux

conditions initiales.
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Afin de mettre en évidence 'apport de la structdeecontre-réaction a la robustesse aux incerstude
du systemeG, ,, hous comparons l'erreur absolue due a la présdhoe perturbation additive
directe A dans le processus (cf. figure 1.21)

.8 ) , R Gelp) . ,

i— Alp) | —>{ Alp) |

i +i Yer i +i Yeo
r +_ K( p) \ > Gmod( p) > 1 —> r_) Keq( p) 1 Gmod( p) ; 1

____________________________________

Fig. 1.21: Systéme incertain en boucle fermée ebsacle ouverte équivalente

Nous écrivons alors :

820 P) = A(PIK () ()= A0) = ey (P) (1-50)
_ K(p) )
8 P)=80P 5 oo (o (p) P (1-5)
Soit finalement,
DY, (p)= S(p)8yeo(p) (1-52)

Cette derniere équation montre qu’'une réductiofiahaplitude de la fonction de sensibilité permet
une réduction des erreurs dues aux incertitudesatiélisation et améliore donc la robustesse aux
performances. Ainsi, une meilleure insensibilitdalboucle fermée sur la boucle ouverte équivalente
et ce sur 'ensemble du domaine fréquentiel, exigeorrecteurk (p) satisfaisant :

1+G, (iwK(jw) <1 Dw (1-53)

La propriété (1-52) constitue en soi une justifmatfondamentale de la commande en boucle fermée.
Toutefois, nous avons montré, lors de I'étude gexifications en performance, que cette contrainte
de la fonction de sensibilité ne peut étre effectjue sur une plage de fréquences (basses fréglence
Dans le cas ou la robustesse est perdue, un aprstel®a la loi de commande est nécessaire. Ceci se
fait a travers la définition des conditions (comttas) de robustesse que le systeme bouclé doit
vérifier. Ces conditions sont souvent formuléessdén domaine fréquentiel et peuvent prendre
plusieurs formes ou la tendance est, essentiellerdenimiter les dégradations et les variations du
comportement du systéme en boucle fermée, dudaircensemble de perturbations. On peut grouper
les spécifications en robustesse en trois graratégaries :

1.5.3.1.La robustesse en stabilité

Dans le cas linéaire, I'utilisation du critere dgaNist permet de ramener I'étude de la stabilitihd’
systéme en boucle fermée a I'étude de certainextéaistiques de la réponse fréquentielle de sa
fonction de transfert en boucle ouverte. Des neatide robustesse peuvent alors étres déterminées sur

1-32



CHAPITRE 1 - FORMALISME D'UBAHIER DES CHARGES GENERIQUE POUR UN PROBLEME DBKRMANDE

la boucle ouverte du systéme. Bien que limité aulicgéaire monovariable, la puissance et la f&cilit
de calcul de ces criteres en font un outil de clpoir spécifier, méme imparfaitement, des problemes
complexes.

Les marges de stabilité classiques

La figure 1.22(a) présente les marges de staluldaésiques. La marge de galtG est le scalaire
positif par lequel le lieu de Nyquist doit étre tiplié afin de passer par le poinl :

|
AG = o) (1-54)

ou w_, est la pulsation pour laquelle le lieu de Nyqustipe I'axe des réels négatifs au point le plus
éloigné de l'origine (cf. figure 1.21(a)).

La marge de phasa¢ représente la plus petite phase supplémentaireajuiétre ajoutée afin de
déstabiliser le systéme bouclé :

Ag=inf {ardL(j w, ))+ n} , avec|L(ja);X =1 (1-55)
Im Im
yagl L(i(@) _ \
DTN e i) Re
o) il
(a) marges de stabilité (b) insuffisance de la marges de gain et de la marge dease

Fig. 1.22: Insuffisance des notions de marge dergat de marge de phase

Une autre notion, qui découle directement de laniién de la marge de phase, esirarge de retard
AR. Elle est définie comme étant le rapport entmadage de phase et la pulsation de couparpour
laquelle elle a été calculéeeAR=Ag/w, . Bien gu’il y ait une relation assez étroite eri&ranarge de
phase et la marge de retard, cette derniere reste utilisée en industrie, étant donnée son
interprétation aisée. En effet, La marge de retsgdcorrespond a la plus petite valeur de la constante
de retardr telle que le systéme reboudé L(jw) soit instable.

Les spécifications en robustesse sous forme deemdegphase et de gain restent qualitatives et
deviennent caduques pour les systémes multivasiaileces notions sont difficiles a généraliser. A
titre d’exemple, les notions de marge de phasecagain présentent des limites méme pour le cas
monovariable. Le lieu de Nyquist de la figure 192hontre, malgré une excellente marge de phase
supérieure &0° et une marge de gain infinie, une faible robustess incertitudes paramétriques ou
structurelles autour de la pulsatian®. Dans ce cas, une petite incertitude sur le systeut se
traduire, dans le plan de Nyquist, par une vamatie gain et/ou un retard de phase qui déstaldlise

}lLa pulsation correspondant a la plus petite digtamtre le lieu de Nyquist et le point (-1,0)
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boucle de commande. D’autre part, si le tracé gdjw) est suffisamment éloigné du poift10), il

y a peu de chance que le tracé Idg(jw) le recouvre ou I'encercle. Ainsi, il sera judiciede
considérer la distance du lieu de Nyquist,(jw) au point(-10) afin de mesurer la robustesse en
stabilité. Cette marge ditearge de modul@apparait comme un critére pertinent pour caraséta
robustesse a la stabilité. Elle est définie pard’'des relations suivantes :

am =it (il = sudts L (i)} = sl (1-56)

La marge de gain correspond a une incertitudeesgaih du systéme, indépendamment de la pulsation
« , donc a un type tres spécifique d’incertitude.marge de phase s’interprete difficlement, si ce
n'est par la définition de la marge de retard (swmitautre type d'incertitude trés spécifique). A
I'opposé, la marge de module mesure correctemetiistance entre le point critique et le tracé de la
fonction de transfert en boucle ouverte, mais e@ll@a pas a priori d'interprétation en termes
d’incertitude d’erreur entre le modéle et le systéel. Une interprétation sera néanmoins présentée
dans la suite de ce chapitre.

Pour les applications de type optimisation il faoter que les différentes définitions des marges de
stabilité sont de type implicite. En effet, ils @éédent du calcul des pulsations correspondantes
(w,,w, et w) qui sont les résultats de problémes implicitesi{erche de racines de polynémes).

Formulation de la robustesse en stabilité a paidie la fonction de sensibilité complémentaire T

Les marges classiques de stabilité ne permettenti@aendre compte directement et clairement des
deux types d'incertitudes : structurelles, tellege des dynamiques hautes fréquences négligées et
paramétriques telles que les erreurs d’estimativres paramétres du systeme. Soient les tracés de
Nyquist représentés sur la figure 1.23, avec dparele lieu de Nyquist du systéme nomigg| K et
d’autre part le lieu de Nyquist du systéme pertuéK par des incertitudes de nature soit
fréquentielle soit paramétrique. Une condition isafiite pour que le systéme perturbé reste stable es
que l'on ait|BB'|<|AB| guel que soit la pulsation . Cette contrainte se traduit par les inégalités
suivantes :

Grea (i 0K (j@) =G, ns (i @)K (jw) <[1+ G,y (@)K (j)
soit :

G (10K (i0)=Gu 1)K (i0) T(je) <1

G, (1K(1a) (1-57)

Fig. 1.23: Lieu de Nyquist du systéeme nominal ettpebé

1-34



CHAPITRE 1 - FORMALISME D'UBAHIER DES CHARGES GENERIQUE POUR UN PROBLEME DBKRMANDE

Cette relation montre que plus I'erreur relativensiidéle sera élevée, plus le module de la fonct&on
sensibilité¢ complémentairg(jw) devra étre faible. Cette robustesse en stabiktgeedonc une
fonction de sensibilité complémentaifdjw) de module trés faible aux hautes fréquences ce qui
implique un gain de boucls,(jw)K(jw) petit. Nous constatons que cette exigence estdaite
concordance avec les exigences en performanceé&tall paragraphe 1.5.2.

Analyse de la robustesse en stabilité par le théoeédu petit gain

Nous considérons le systeme incertain représenté pahéma bloc 1.23(a) :

p
Vvl +
A > A
f
+ + W
M 2 — M K
q
(a) Connexion systéme bouclé fincertitudes (b) SystemeNt, 4)

Fig. 1.24: Représentation de la connexion modélebntitudes

L'opérateur M comporte toutes les parties nominales (sans ihws) du systeme bouclé. La
stabilité internéde ce systéme est définie selon le théoréme duivan

Théoréme 1.8 (Stabilité interne d’'un systéme in@ém) Le systeme bouclé représenté par la figure
1.24(a) est stable de facon interne si la matriedahctions de transfert définie par :

(Pj:[[l-A(lo)'\/l(p)]‘lA p) [1-a(pM(p)]" MWJ (1-58)
q

[-m(pa(p)™ [ -m(p)a(p] "M (p))\w,
est stable. De plus, on dit qu'une famille de systeest stable si chacun de ses membres est stable.

Un des résultats incontournables pour I'étude debastesse en stabilité des systemes est le théore
du petit gain. Déja énoncé auparavant, ce théoreéshegénéralisé maintenant pour les systémes
incertains en se basant sur le critére de Nyquidtivariable (cf. théoremes 1.4 et 1.5) :

Théoréme 1.9 (Théoréme du petit gain généralis@)famille des systémégMt,A), représentée par la
figure 1.24(b), est stable pour toutes les matridesfonctions de transfes telles que|a| < g
(respectivemeti| < /) si et seulement $M|_<1/B (respectivemeriiM|_ <1/3).

La plus grande valeur du scalafi| ™ peut étre considérée comme une marge de stakillisééagit
d’un indicateur qui permet d’évaluer la quantitéximale d’incertitude sur le systeme pour laquelle
on peut garantir que la loi de commande va stabilsssystéme en boucle fermée.

Gréace au théoreme du petit gain, il est possibldafer une interprétation de la marge de module
définie au début de ce paragraphe comme étanttésvde la normeéi, de la fonction de sensibilité
S (cf. équation (1-56)). Or d’apres le théoréemdiSsi <1/3 alors le systemés,—A), représenté par la

4 Voir Ia définition donnée dans le paragraphe 135.1.
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_<pB. En choisissani3 =AM ou AM
représente la marge de module, on a donc ces dégalités qui sont vérifiées.

D’aprés le théoreme du petit gain“AL <AM alors le systéme bouclé représenté ci-dessusabdt.s
Cela correspond a la famille de systemes de ladform

G(p)= iA((r;))) - A(p)= G(p)Gm;im)"_‘i(p) . (1-59)
== Alp) [
Ag S

Y

Y

- + K(p) G(p) —‘

Fig. 1.25: Interprétation de la marge de module

ce qui correspond a une incertitude multiplicatimeerse. La marge de module mesure donc la
gquantité maximale d’erreur relative sur la fonctia transfert inverse du systeme pour laquelle le
systéme bouclé représenté par la figure 1.25 retstele. L'intérét de ce type d'incertitudes est
d’obtenir des familles de fonctions de transferiteaant des fonctions de transfert instables mé&mes

le systémeG, , est stable.

mod

L'interprétation de la marge de module permet deldéinir proprement dans le cas des systemes
multivariables, via les fonctions de sensibiléet S,. Elles permettent d’étudier la stabilité de la
boucle fermée en présence d’une incertitude migéiple inverse en sortieG,, =(1 +A)"G,, et en
présence d’une incertitude multiplicative inverse entrée :G,, =G, (I +A)*. La premiére peut
modéliser des incertitudes sur les capteurs, langkecsur les actionneurs. On peut donc définir une
marge de module en entrée du systéme comme |’mmﬁ||m et une marge de module en sortie du
systéme comme l'inverse (118"00 Dans le cas des systemes monovariables, ell¢®gales : assurer

la robustesse par rapport a des incertitudes egesdt systéme revient a assurer la robustesse par
rapport a des incertitudes en sortie du systemas Iacas des systemes multivariables, ce n'est pas
toujours vrai. En conclusion, pour I'étude de |bustesse des systemes multivariables, il est irtipéra
d’étudier a la fois les marges en entrée et eiestutsysteme.

réel

Type d'incertitude M (p) Borne sur l'incertitude Stabilité robuste ssi
G + 5 KS=SK (i), <[w.(jo). (i (je)s(ja), <1
G, (1 +2) T, (i), -||Wme . W, (ja.(jo), <1
(1 + )G, T [a(io), <|w,.(ie), W, (jar(ja), <1
(1 -G,.8)"G,, GS =SG |a(ie), <w, (i@, W, (jwe(iw)s,(iw), <
G,(1 -4) S, ja(io), < W, (i), W, (iw)s(iw), <1

(1-4)"G,, s IIA(iw)IIwSIIWmsi(jw)IIm W,.(i@)s(iw )II <1

Tab. 1.4: Conditions de stabilité robuste
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Dans le tableau 1.4, pour les différentes clasiasettitudes introduites dans la figure 1.20, st e
indiqué la matrice de fonctions de transfert cqromslante pour I'application du théoréme du petit
gain ainsi que la condition de stabilité robuste.

Analyse de la robustesse en stabilité par le catde passivité :

Comme nous l'avons déja mentionné auparavantér@tde la passivité découle du résultat de
bouclage des systémes passifs. Ce résultat peldr@ncé par théoréme suivant :

Théoréme 1.10 (Bouclage d’'un systeme pgsSibnsidérons le systeme bouclé de la figure 1)2&(b
M(p) est un systéme linéaire stable passif, alors lackfermée est stable pour tout opérateur passif
A de ¢?, c’est-a-dire pour tout opérateus(.) satisfaisant :

om0 7 (a0 (1-60)

Une conséquence immédiate de ce théoréme est oaidée de suivi de la figure 1.10 est stable des
que la boucle ouverte(p)=G(p)K(p) est passive (il suffit de choisix=1). On peut donc rechercher

la passivité comme un moyen d’'imposer la stabilltétte démarche est particuliérement pertinente en
présence des modes souple d’amortissement incéAf9]. La boucle ouverte reste passive et la
stabilité est maintenue quelles que soient lesatianis d’amortissement. On notera gu'il s'agit ici
d’incertitudes paramétriques pour laquelle le théwr du petit gain est typiquement trés conservatif.
Avec I'approche par passivité, on évite ce condemvee et on obtient souvent une bonne robustesse
sans dégradation importante des performances.

D’aprés la conditior(iii) du Théoreme 1.7, la passivité de la boucle ouymeté s’exprimer comme
une contrainte sur la normel, de S-T =(I +GK)™*(1 -GK). En pratique, on n’exige souvent la
passivité que dans des bandes limitées de fréqpacexemple, au voisinage des modes souples), et
on utilisera donc une fonction de pondération salectionner les zones de fréquences désirées.

1.5.3.2.La robustesse en performance :

Il s’agit de forcer le systeme bouclé a conservercertain degré de performance vis-a-vis aux
différentes incertitudes susmentionnées. On a ng ts paragraphes 1.5.2.1 que les performances de
suivi étaient liées au transfert consigne/sofje,(p)=T(p). Le suivi est bon dans la bande de
fréquence ouT(ja)=1, ou d'une fagcon équivalente la ou le gain minineal boucle ouverte
o(GK(jw)) est élevé de sorte quefjw)=0. On peut donc spécifier les performances par Uarija

sur S(ja) de la forme :

Do, W, () ofs(jw))<1 (1-61)

ou Wert (a)) est une fonction de pondération rationnelle statdat le module est grand aux
fréquences ou des performance de suivi élevéesreqnises. Comme pour la stabilité robuste, la
condition (1-61) est exprimée pour le modele noﬂniﬁ(p) du systeme réel. Pour que les
performances soient robustes, il faut en fait garét-61) pour toute la famille de systémes défini
par le niveau d’incertitude sur ce modéle. On vacdohercher des conditions sur les transferts en
boucle fermée analogues a celles de la table hydi eéxpriment la robustesse des performances.
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Considérons a nouveau le cas d’'une incertitudetimeldion structurée sur le modéiép) du systéme
réel. Tout d’abord, il est utile d’observer que dantrainte de performance (1-61) peut toujours
s'exprimer comme une contrainte de stabilité rabuBh effet, cette condition est équivalente a la
stabilite robuste de la boucle en figure 1.24(bgcaw =W _,S. On appelleraa ., (p) le bloc
d’incertitude fictif associé a cette reformulation.

perf

Fort de cette remarque, le probleme de robustess@elformances est équivalent & un probleme de
stabilité robuste pour la boucle suivante :

@....8)

perf 1

Wperf € p + q
W.u WS
W.KS

Fig. 1.26: Probleme de stabilité robuste équivalent

Les pondérationsn, et W . refletent la dépendance fréquentielle du niveancdrtitude. Les
incertitudesA(p) etA ., (p) sont respectivement contraintes fysp)| <1 et ||A peﬁ(p)”w <1.

Il est possible de réécrire le schéma bloc paralémea équivalent avec un vecteur d’incertitudes

A=, ,0) quivérifie ] <+2.

perf 1

En application du théoréme du petit gain, une d@mrdsuffisante pour la robustesse des performances
est donc :

perf

'K
Des conditions analogues peuvent étre obtenueslgswutres types d’incertitudes non structurées.
Ces résultats ont les implications suivantes :

<L (1-62)

. V2

- Dans le cas ou lincertitude est faible, on pedliset des grands gains pour obtenir des
performances robustes élevées.

- Dans le cas ou l'incertitude est importante, parte les grands gains deviennent inopérants.
lIs donnent toujours des performances élevées lpomodele nominal, mais les performances
se dégradent rapidement lorsqu’on s’écarte de c&i@o

En résumé, a une fréquence donnée, le niveau ditnce dynamique limite les gains utilisables et
donc les performances robustes atteignables a ftétigence. Il y a par conséquent conflit entre
exigences de performance et de robustesse.
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1.5.4.Les spécifications de la loi de commande

Ces spécifications décrivent les propriétés deildé commande elle-méme ; elles peuvent porter sur
plusieurs aspects. A titre d’exemple :

Les spécifications liées aux limites sur le signale commande :elles sont généralement dues au
choix des actionneurs qui définit 'ensemble denaix de commande admissibles. Nous citons par
exemple, les saturations et les variations limitées

Les spécifications liées a la structure de la commede : elles consistent & imposer une structure
donnée a la loi de commande, soit par souci de ligitdp soit en raison d'une contrainte
d’'implémentation qui peut étre calculatoire ou phys. Dans ce sens, on peut citer les contraintes
d’ordre qui sont généralement imposées dans le idemadustriel et plus particulierement dans le
domaine aérospatial et qui traduisent une exigdeabarquabilité de la loi de commande. Lors d’'un
échec de la synthese d'une loi de commande a wteufike, toute la configuration de la boucle
fermée peut étre remise en question.

La stabilité des contrbleurs en boucle ouverteelle représente aussi une exigence majeure, lear el
traduit souvent indirectement une robustesse vis-ales éventuelles variations paramétriques qui
peuvent déstabiliser le systéme bouclé. Pour dautas, une exigence supplémentaire peut étre
demandée, elle consiste a assurer aussi une mitd@nte phase du contrdleur afin d'éviter des
dégradations en performance. C’est le cas pouainersystemes linéaires a structure flexible (avec
des modes souples) ou une simplification pdle-pérd avoir des conséquences facheuses, tant sur les
performances que sur la stabilité du systeme.

D’autres spécifications peuvent étre imposéesderka phase d’'implémentation ; elles sont en grande
partie liées a la technologie du systéme de comeatilisé. Elles sont prises en compte a prios lor
de la synthese ou bien a posteriori par un ajustedela loi de commande.

1.6. Classification des méthodes de synthese

Tout au long du développement de la théorie deolancande, le probleme de la commande (cf.
section 1.4) a été traité par plusieurs approckagsblution. Dans cette section, nous rappeldesns
grandes classes de ces méthodes, en donnantlauntages et inconvénients.

1.6.1.Méthodes de synthése synthétiques

Pour les méthodes synthétiques, le correcteurireBglement, bati autour d’'un correcteur simple.
Dans le but d’atteindre les objectifs de commarnaestructure de ce correcteur est augmentée par
I'ajout de plusieurs parties selon les objectifguie (filtre réjecteur pour annuler I'effet d’'une
résonance, filtre passe-bas pour réduire le baiindsures, filtre avance de phase pour augmenter la
phase de la boucle ouverte...). Le correcteur p@est étre structuré en plusieurs sous-systemesice qu
est 'un des avantages majeurs des méthodes syt Le correcteur est alors synthétisé étape par
étape, avec la possibilité d’utiliser plusieursilsugt techniques aux différentes étapes [Nyq3238)
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Bod45, Hor63, Mac77, Mac79, Hor82] (tracé de Bdimy de Nyquist, abaque de Black, lieu des
pbles/zéros...).

Les méthodes de synthése synthétiques trouventafglication, principalement, pour les systémes
qui acceptent plusieurs correcteurs relativememiplgis vérifiant les objectifs de commande. Les
principaux avantages de ces méthodes sont : unplexité réduite des correcteurs, une structure de
correcteurs modulaire, une efficacité surtout ades objectifs de commande simples, une économie
en terme de temps. Néanmoins, elles présentergndgat quelques inconvénients : impossibilité de
chiffrer la limite des performances, nécessité d'lnoonne connaissance du systeme a commander,
difficulté rencontrée pour les systemes multivdgabet d'ordres élevés. Pour des systemes plus
compliqués, les avancées dans le domaine de I'yatifon et les méthodes de calcul numérique
permettent |'utilisation de méthodes d’optimisatiparamétrique tres sophistiquées pour calculer ou
affiner le réglage de ces correcteurs.

1.6.2.Méthodes de synthése modernes (LQ/LQG/LTR)

Les méthodes de synthése analytigues sont des dedthmsées sur une solution analytique d'un
probléeme de commande optimale, par exemple, la @mm Linéaire Quadratique Gaussienne
(LQG) qui est basée sur une résolution d'une égnate Ricatti algébrique. Les solutions analytiques
ne sont valables que pour des problemes de synigéssgpécifiques, I'ingénieur doit donc essayer de
formuler son probleme de commande sous la forme diobleme analytiquement solvable tout en
considérant, aussi finement que possible, les fpetadns du cahier des charges [Kal61, Ath66,
Kwa72, Bry75, And90]. Les techniques existantesrpausynthese de ces commandes optimales
supposent la sélection des matrices de pondérgtdrngg5] (comme dans le cas LQG), I'ajout de
bruits fictifs ou encore de dynamiques fictivessilBnmodeéle du systeme [Kwa72, Doy81].

L'un des avantages significatifs des méthodes &ngals est que, si le probléme de commande
optimale est raisonnablement bien posé, le contr@ptimal résultant tend a garantir, au pire des ¢
ou a améliorer, les objectifs originaux de la sgsth En particulier, les correcteurs analytiquement
synthétisés garantissent la stabilité du systegwmranander, ce qui représente un atout capital ldans
cas de systemes multivariables instables ou I'iggrautomaticien aura du mal a utiliser facilement
son expertise comme dans le cas des méthodes thyndse

Le principal défaut des méthodes analytiques edtiffeculté de bien formuler le probléme de
commande original sous la forme d’'un probléme dmrnande analytiquement solvable. Lors de la
conception du probleme de commande optimale, liiregé automaticien sera ramené a reformuler le
probléeme original dans le cadre de la méthode dgab. Cette tdche est compliqué par le fait gu'il
peut étre plus difficile d’'employer son intuitiont ses compétences pratiques afin d'ajuster des
matrices de pondération et des dynamiques fictilzes. correcteurs synthétisés par des méthodes
analytigues sont souvent complexes : ordres élewdsrconnexions dans le cas de systémes
multivariables. Cette complexité obscurcit I'éveaaliié d’'une équivalence a un simple correcteur
gu’on pouvait synthétiser par les méthodes syrghéti. Ces méthodes sont souvent suivies par une
phase de réduction du correcteur afin de déternhdneorrecteur le moins complexe qui remplit les

mémes performances que le correcteur synthétisgigonament.
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1.6.3.Méthodes de synthése par optimisation

Au cours du développement de I’Automatique linédioptimisation a joué un rdle prépondérant dans
I'évolution des techniques de commande. Plusie@thades de la commande linéaire sont établies a
partir de la théorie de I'optimisation et ses diféts algorithmes.

Une premiere catégorie de techniques de commardesei d’optimisation est celle de la commande
optimale (LQ et LQG). Ces méthodes traitent en i@dier les probléemes de commande
multivariables avec des spécifications temporekgsse formulent comme un probléme sans
contraintes de minimisation convexe avec un critgrgadratigue pondéré rassemblant les
spécifications de poursuite et les limitationslssrénergies de commandes. Sous certaines corsgition
la résolution analytique de ce type de problemeeffstictuée via une résolution d’'une équation
algébrique de Ricatti.

Dans la méme catégorie, la synthése présente des solutions aux problemes de commanhdste

via une formulation fréquentielle du cahier desrgha. Elle se base sur I'utilisation des concepts
fondamentaux de I'’Automatique fréquentielle classiqle cahier des charges est traduit comme des
gabarits sur les modules des fonctions de transfedboucle fermée (voir les paragraphes 1.5.2 et
1.5.3). Son formalisme mathématique est basé swortae H, pondérée. Le probléme d’optimisation
formulé est convexe, il assure une optimalité gl correcteur synthétisé. Ce type de problemes
peut étre résolu par deux méthodes : soit anabieunt, sous certaines conditions, via une résalutio
d’une équation de Ricatti (Problénte, standard) [Glo88, Doy89a], soit a travers la fdatian d’'un
probléme d’optimisation faisant intervenir des iakgs matricielles linéair@s(probléme LMI)
[Gah94, lwa94, Zho95]. Certains cahiers des changetes, avec des spécifications temporelles et
fréquentielles, peuvent étre formulés sous forme pdeblemes LMI, on cite les techniques
H,/H_ [Doy89b, Sch95, Hin98g].

Une deuxiéme formulation du probléme de commande farme d'un probléme d’optimisation est
possible. Elle consiste & formuler un probléeme tifpisation paramétrique afin de réaliser des
spécifications plus génériques et qui ne se formuybas sous forme d’'un probleme d’optimisation
analytiguement solvable (convexe). L'idée de cetye formulation remonte a I'ére de I’Automatique
fréquentielle classique. En effet, les premierdissations de I'optimisation paramétriqgue sont nées
suite au probléme de structure de correcteurssiyirésent dans la plupart des approches classiques
et modernes. Ce probléme était particulierementiveagbar les compromis entre les différentes
spécifications. Les approches développées dansmrg se basent initialement sur une structure
paramétrique du correcteur. Par exemple : la strecd’'un correcteur proportionnel intégral
K,+K /p ol les parametres a ajuster saqt et K, ou également la structure d'un correcteur
d’ordre fixe dans I'espace d’état ; les paramésad alors tous les éléments des matrices de raefor
d’état mises sous une forme canonique donnée.

Une troisieme approche consiste a définir un @itgour I'analyse ou l'optimisation générale des
gualités du systeme commandé. Une premiéere facdairdeconsiste a choisir ce critere a partir d’'un
probléme solvable analytiquement comme dans leleda commande LQG. Ceci aura I'avantage de
pouvoir comparer le critére optimal, associé awemeur optimal, a tout autre minimum global réalis
par n'importe quel contrdleur analytiquement cabldé. Une deuxiéme facon de faire consiste a

® La solution par équations de Riccati est antéri@ul@ solution par optimisation LMI. Cependantdémarche adoptée pour I'obtenir est
beaucoup moins générale.
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définir la fonction critere comme une somme poneéné@ un maximum de plusieurs indices de
performance (I'intégrale quadratique de I'erreuarsd réponse a un échelon, l'intégrale du module
d’'un transfert sur une bande de pulsations oudé bst concentré, I'amplitude maximale du sigral d
commande,...). Finalement, il est possible d’'ajodes contraintes explicites comme des plages de
variation sur les parameétres du correcteur ou ideises pour le placement des pdles de la boucle
fermée ou encore des gabarits sur le module dsfednen boucle ouverte...etc. Une fois que la
structure du correcteur, le critere et les éveldsetontraintes sont spécifiés, I'ingénieur aura a
résoudre un probléme d’optimisation non linéairsugtout non convexe [Boy90].

Dans la littérature, plusieurs techniques d’optaties numérique ont été développées pour résoudre
le probleme de commande. Certaines de ces technigeiesont que des algorithmes heuristiques
simples tels que les méthodes de descente. Qualgessse basent sur des algorithmes plus
spécialisés pour des catégories de probléemes lpéaifigues, d’autres sont des boites a outil
sophistiquées pour traiter de trés larges classeproblémes. A titre d’exemples, nous citons les
travaux suivants : une analyse étendue sur la éyathiérative des correcteurs LQG dans [Doy81],
“SANDY” une technique a base de gradients pouetherche de correcteurs optimaux d’ordre fixe
[Lyu83], un recueil de travaux sur le probléeme deherche de correcteurs optimaux a retour d'état
statique et d’ordre fixe a partir d'un critere LQK8ak87], une technique d’optimisation paramétrique
appliguée aux problémes de commande en avioniqg@nd€, une boite a outil interactive de
simulation et d’optimisation pour des problemesdamande avec contraintes paramétriques [Pol84,
Pol85, Fan89]. Pour une vision plus globale cormetrhe choix des algorithmes d’optimisation non

linéaire et leurs implémentations, le lecteur euteporter a [Gil81].

Plus réecemment, on peut citer les méthodes de &ymth base d’algorithmes métaheuristiques [Tan98,
LemO02], les travaux de retouche de correcteurssa da I'identification Bayésienne [Mou02, Del05],
les travaux de K.J. Astrém sur la synthése de ctawes PID [Ast05], les travaux de D. Henrion
concernant le probleme de retour de sortie stafigaa05, Hen06] ainsi que les travaux de J.V. Burke
et P. Apkarian sur la synthese de correcteurs weirele sortie par optimisation non différentiable
[Bur06, Apk05, ApkO06].

1.6.3.1.Classification (convexité et dimension du probleme)

Dans le cadre de la résolution du probleme fondtahele commande, les approches d’optimisation
peuvent étre divisées en deux grandes catégohéss approches convexes et les approches non
convexes.

Dans le but de répondre a la faisabilité du cakies charges étudié, les approches convexes
établissent le probleme de commande sous la foraremtobléeme d’optimisation avec un optimum
global (le correcteur optimal obtenu est globalanB le cas ou cette formulation est possible, la
résolution du probléme formulé nécessite, par ik sdes algorithmes efficaces.

Le meilleur exemple d’une telle classe de problé&stela commande via la résolution de LMI. Cette
technique permet de répondre a une formulationuéstielle des spécifications de commande.
Historiguement, sa premiére formulation était aebdes techniques fréquentielles classiques ce qui a
mené a un probléme d’optimisation convexe dit grold H_, standard. Malgré la convexité du
probleme formulé, sa résolution n’était pas facilegue sa dimension était infinie (les contrairsieis

les modules des transferts dépendent de la puisatip Afin de surmonter cette difficulté, une
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premiére formulation équivalente a ce probléeme dauforme d'une équation de Riccati a été
proposée par [Doy89a]. A partir de cette formulat pour une classe moins générale de systemes,
une solution au probleme de synthése a été proposée [Glo88, Doy89a]. Dans la méme wptiq
d’obtenir une formulation de dimension finie du lpome, une démarche était de passer en
représentation d’état. D’'une part, pour un ordrendo le correcteur est alors paramétré par les
matrices de sa représentation d’état (soit un nerfibi de variables de décision). D’autre part, un
résultat fondamental, le lemme borné rgels particulier du lemme de Kalman-Yakubovitch-®op
[Zam66]) des années 60 permet de transformer lification des contraintes infinies (qui doit étre
vraie pour toute pulsation.) en la résolution d'un probléme d'optimisation dienension finie
[Saf80].

Probléme fondamental de la commande

Cahier des charges (CC)
(Spécifications de performance et de robustes:

| Formulation sous la forme d’un probléme d’optimisat |
Convex Non convex
Dimension finit Dimension infinir ,I(
l t | Choix de la structure du correcteL}r
Reformulation sous un
Calcul du correcteur probléme de dimension finig %7
l | Choix des parameétres de réglag{e
| Analyse du correcteurl | Calcul du correcteur | *7
| Réglage du correcteur |
Non e re@ | Analyse du correcteurl
Oui | Analyse du correcteur |

- Non
Oui @mpli > Non
1 Oui
Fin

N

Fig. 1.27: Structure générale d’'une synthése patiagisation

En revanche, les problemes d'optimisation & strecfixe du correcteur sont généralement non
convexes. Une fois que la structure est choisgepégametres du correcteur sont ajustés de facen a
gue le cahier des charges soit rempli (étape “Régles parametres du correcteur” sur la figure)1.27
Ceci est fait a l'aide d’'une stratégie d’optimisatichoisie. A I'issue de cette étape, il est impitds
vérifier si le correcteur obtenu remplit bien ldiea des charges initial (étape “Analyse du comect
sur la figure 1.27). S'il n'est pas vérifié alotdl n’existe pas de correcteur remplissant leieades
charges, soit un mauvais choix a été fait a I'uee @apes du processus de conception :

- mauvaise traduction des spécifications du cahigrctlarges (choix du critére par exemple)
« mauvais choix de structure pour le correcteur ;
- mauvais choix de paramétres pour le correcteur.
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Malgré I'abondance des possibilités, la syntheseoptimisation représente un outil tres puissaiit qu
associé au savoir-faire de I'ingénieur, permetatiiifier clairement ; pourquoi le correcteur obterwu
remplit pas le cahier des charges, ou le procedsuonception doit étre repris, et enfin comment |l
doit étre modifié.

1.7.Vers une approche d’optimisation non linéaire

Les applications industrielles sont plus que janaaicceur des enjeux actuels de I'’Automatique. On
observe une augmentation constante des exigenapsgatig® et de performance des systemes asservis
et l'exigence de plus en plus forte du “meilleur mpwomis”. Les cahiers des charges
d’asservissements industriels sont de plus enqaogplexes et serrés.

Quand elles sont applicables, les méthodes de égmttonvexes permettent de garantir une réponse
définitive au probleme de commande ; dans le dasnatif le cahier des charges est approuveé et le
correcteur est explicitement donné, dans le casaios c’'est la formulation du cahier des chargeis

est souvent mise en question. Méme si ces méthamaegnthése paraissent plus adaptées et directes
pour répondre au probleme de commande, le procdsscanception de la loi de commande reste par
nature itératif du fait de la formulation approcli&s spécifications du cahier des charges comee dan
le passage assez approximatif des spécificatiompaeelles aux contraintes fréquentielles sur le
module des fonctions de transfert en boucle fergsyggthéseH ).

En terme de complexité calculatoire, les reformarfet des problémes convexes de dimension infinie
en problémes de dimension finie (cf. figure 1.2&)f@nt souvent par certaines approximations (une
base finie de pulsations ou de temps). Toutes m@®@mations impliquent que le correcteur optimal
obtenu peut ne pas satisfaire les spécificationsatiier des charges initial.

Dans bien des cas, il n'est pas possible d'obtan& formulation exacte ou méme suffisamment
approchée du probléme de commande sous la fornmepdabléme d’optimisation convexe ou d’'une
méthode analytique. Méme dans le cas ou cela estllganent faisable, une formulation comme un
probléme d’optimisation générique est souvent resiess pour satisfaire aux exigences fine du cahier
des charges lors d'une second phase de retoucheorgecteur (contrainte sur la structure de
commande par exemple). Cette approche génériqueep&galement de prendre en compte dans le
processus de synthese I'évolution ou I'ajustementinanent du cahier des charges par des retouches
successives.

1.8.Conclusion

Un bilan des différentes spécifications d’'un caklies charges régissant le probléme fondamental de |
commande linéaire a été dressé. Ces spécificasimmisformulées selon leur nature dans le domaine
temporel et/ou fréquentiel via des critéres alggles et graphiques tirés en majorité de la thémse
fonctions complexes.
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Un bref état de I'art des méthodes de synthéses mmuntre que pour la plupart, elles consistent a
exprimer des cahiers des charges d'un type donngé fmme d’optimisation convexeH(, H, ,
LQG...). Les algorithmes correspondants sont effisaeterme de résolution mais ils ne traitent que
de cahiers des charges particuliers adaptés aemaétinhode considérée.

Dans le but de répondre aux exigences accruesdestiiels et pour une meilleure prise en compte
d’'un cahier des charges, il est possible de neppa# d'un critére particulier mais de formuler le
probleme de synthese comme un probleme d’optiroisaénéral regroupant I'ensemble de toutes les
spécifications (méme structurelles). Dans ce easdémandes sont formulées plus précisément mais
les problémes d’optimisation obtenus sont non ceeweet trés complexes. Il est alors nécessaire
d’analyser les propriétés de ces problemes afitédelopper des algorithmes de calcul de correcteurs
les plus simples et les plus efficaces possibles.

L’objectif des chapitres suivants est de montrex, qous la forme de logiciels de conception assisté
par ordinateurs, des outils basés principalement’sptimisation générale, fusionnant les criteres
mathématiques et graphiques cités auparavant, peétue développés. Leur ambition est d’aborder
les enjeux industriels actuels et de répondre abl@gme fondamental de commande avec des cahiers
des charges génériques.
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Chapitre 2
Formulation et analyse de cahier des charges

par optimisation

Deés la fin des années 80, de nombreux développgeman porté sur les possibilités d'utiliser
I'optimisation pour des besoins de I'ingénierieeatparticulier sur les difficultés liées a la coaxiié
calculatoire de ces problemes d’optimisation une doessés. Dans le domaine de I’Automatique, ces
développements concernaient les méthodes d’optimisaonvexe qui s’appliquent, en général, pour
des techniques de syntheses de correcteurs.

Par ailleurs, la méconnaissance des limites demeaihces atteignables par un systéme bouclé ainsi
que l'aspect antagoniste des spécifications de @mdm ont fait du dimensionnement et de la
validation du cahier des charges des vrais chaendujourd’hui, la faisabilité d'un cahier des
charges pour un systeme est un nouveau théme tlerche auquel s’attachent fortement les
industriels, qui sont souvent confrontés a des raories en performance complexes qui sont
exprimées, simultanément, dans différents domaifmmtraintes de normes, d’encadrement,
temporelles, fréquentielles,...).

Dans cette perspective, des études ont permis reulier une partie des besoins de l'ingénieur
automaticien sous formes de problemes d’optimisationvexes de dimension infinie [Boy91]. Ces
derniers traitent la question d’existence et d'isé@id’un correcteur optimal qui respecte les exagsn
des cahiers des charges. Malheureusement, daas [geaéral, les critéres formulés ne peuvent étre
résolus qu’en dimension finie. Cette approximatarsi que les reformulations du cahier des charges
d’origine sous forme convexe produisent des probkaolvables en temps fini, mais approchés (dans
le cas présent c’est bien le probléme qui est yproaimation). Bien que ces techniques soient
efficaces, leur application ne peut étre étendwe fmus types de demandes.

Dans notre approche, I'accent est mis sur les rdéghoonstructives, qui peuvent étre développées en
dehors du contexte convexe des problemes d’optiimisan Automatique. Elle peut prendre en
compte a la fois des contraintes sur des trajedalans le domaine temporel et des contraintedesur
transferts en boucle ouverte ou du systéme de cadend.'approche proposée permet donc une
“vraie” formulation des exigences au détriment @wamalyse exacte de leurs faisabilités.

Une des applications possibles de cette approcahiesegnble également d’'un grand intérét pour les
industriels, est la retouche de correcteurs. Hlesiste a modifier les paramétres du correcteur déj
synthétisé afin de valider le cahier des chargesigihe. Cette optique devient tres intéressante
lorsqu’il s’agit d’éviter de parcourir toutes leges d’'un processus de synthése long et compliqué.
En outre, elle est tres utile dans le cas d’'uneifisation du modéle de synthese ou d’une évolution
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des spécifications en termes de performances el#omobustesses. De nos jours, la retouche de
correcteurs présente de grands domaines d’applicatls que : I'aéronautique, l'aérospatiale,
I'énergie.

Dans ce chapitre, nous montrons les particuladéésette approche globale qui résulte d’'une part de
la nature des variables utilisées en automaticgrmporelle, fréquentielle, implicite, explicite.e}
d’autre part de la non différentiabilité de cerésrfonctions souvent utilisées lors de la formatati
directe des problemes d’'optimisation. Une analygerithmique de cette spécificité montre le besoin
accru d'une méthode d'optimisation adéquate pourésolution des problemes d’optimisation
résultants.

Le chapitre débute par la description d’'un fornmaésgénéral qui permet de traduire explicitement les
spécifications génériques du cahier des chargasmgmrobleme d’optimisation de type probleme de
faisabilité. Les principes des différentes méthodis existantes pour le traitement de tels proééem
sont détaillés et comparés entre eux afin de pevpose démarche efficace en terme de résolution. En
se basant, essentiellement, sur une traductiooteides spécifications en des contraintes impdicite
par rapport aux paramétres de commande, notre @mpreut étre qualifiée d'intuitive et générique.
Elle permet de regrouper toutes les contraintesirerprobléme d’optimisation paramétrique non
linéaire sans contraintes.

Le probléme formulé est difficile car il est nonneexe, multi-objectif par construction. Son
estimation doit méler des stratégies de naturerdifite puisqu’il fait intervenir des estimations
intermédiaires de type explicite, implicite, fréqtiel et temporel. Ainsi, la complexité mathémagqu
du probleme d'optimisation résultant est ensuiteiée afin d'identifier les techniques numériques
susceptibles de le résoudre avec efficacité. @atide concerne la complexité calculatoire desresté
établis ainsi que leurs variations par rapport pasametres du correcteur. Elle dévoile la nécessité
d’une résolution adaptée au probléme d’optimisattsmulé qui présente la propriété d’étre presque
partout différentiable.

2.1.Concepts fondamentaux pour une approche générique

La formulation des cahiers des charges découléagplication directe du formalisme décrit dans le
premier chapitre. Elle correspond a une tentateveéponse aux deux principales questions constituan
notre problématique :

— Dans quel cadre mathématique précis devons-nounsufer le probléme de commande pour
avoir une chance d’obtenir des criteres généricpessinents et calculables ?

- Quelle approche unifiee devons-nous adopter powr nésolution efficace de ces critéres
génériques ?

L'approche d'analyse d’'un cahier des charges ctnaiproposer un critére mathématique permettant
de garantir le bon comportement du correcteur fewalidation des différentes spécifications. Pour
gu’elle soit viable, cette approche doit traitee wraduction adéquate des exigences du systémé&bouc
en un temps raisonnable.
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La motivation principale est d'offrir un outil d@é a la conception utilisable par I'ingénieur pour
traiter les problémes industriels de commande. CGalieespond pratiquement a trois exigences :

Généralité : un méme cadre mathématique doit permettre d'aboddes systémes avec des
spécifications de natures différentes : linéariign linéarité, performance fréquentielle, perforoen
temporelle, etc. En outre, un probleme de commaodgyouvoir étre traité de facon modulaire.

Accessibilité :un méme formalisme doit permettre de traiter deoriagransparente un probléme
d’Automatique sans connaissances approfondiestetuskives des résultats théoriques ; I'ingénieur
automaticien doit pouvoir mettre en ceuvre des Dptibposeés sans maitrise des concepts avancés ou
d’'un vocabulaire spécial.

Calculabilité :un test de faisabilité d’'un cahier des chargestpeginent que dans la mesure ou il est
calculable lors de sa mise en ceuvre sur un probiedustriel : il doit étre applicable avec un temps
de calcul raisonnable.

Un des objectif de ce travail est de démontred @sti actuellement possible de conjuguer les ratsult
obtenus en théorie de I'Automatique, les nouvehaSthodes d’optimisation non convexe et la
puissance de calcul grandissante des ordinateursymoco(t de plus en plus faible, pour lancer les
bases d'un outil industriel efficace faisant desnpmmis intéressant entre les trois exigences
précédentes.

2.2.Cahiers des charges et criteres mathématiques

Un point clé de l'analyse de la faisabilité d’'unhiga des charges est le probléme de traduction
mathématique des spécifications de commande. Célépne est trés complexe. En effet,
généralement deux types de spécifications peuventiitingués :

i. Les spécifications d’ordrgualitatif : par exemple, “la suspension automobile doit @ssle
confort des passagers”;

ii. Les spécifications chiffrées ou d’'ordyeantitatif: par exemple, “la suspension automobile doit
rejeter les perturbations en tant de secondes”.

Le cadre mathématique qui nous intéresse ne peatmetaiter que les problémes quantitatifs. Le
probléme est donc de ramener des spécificatiomahaine qualitatif dans le domaine quantitatif. Par
exemple, il semble difficile de proposer une mestweconfort des passagers. Par contre, il est
possible de mettre au point un indicateur quaiititeprésentant le confort du passager d’une veitur
Le probléme reste ouvert et est laissé a la disarée I'ingénieur. Le deuxieme type de spécifimasi

est naturellement de nature quantitatif. Néanmoneste le probléme de la pertinence de la
spécification, méme quantitative, par rapport atitei®s mathématiques aisément calculables. Une
pratigue courante consiste a définir des indicataemporels tels que le temps de réponse, le
dépassement ou l'erreur quadratique moyenne stéplanse du systeme bouclé a des signaux de

Y

consigne typiques (comme des échelons) ou autrerdennposer des gabarits temporels a ces
réponses. Malheureusement, il n'existe pas a nobtrnaissance, de critéres qui seraient une
traduction directe de ces spécifications et quiudibmient & des méthodes simples et efficaces

d’analyse et de commande. Cependant, pour lesnsgstinéaires, il est souvent possible en pratique
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de spécifier indirectement ces objectifs a I'aidae pxemple de contraintes sur I'emplacement des
pbles ou sur la réponse fréquentielle des fonctinsransfert du systéme. La spécification indeect
induit alors lors de la synthése un processus#esaurs.

Voyons brievement les principales approches dulgned de traduction des spécifications.

Dans les approches de type commande optimale flerpance est mesurée par un compromis entre
la quantité interprétée comme I'énergie dépenség [@ commande et une quantité interprétable
comme I'énergie d’erreur de poursuite ou enconeelgie de la sortie par rapport a un bruit en entré
Pour la commande des systemes linéaires stati@snalames a proposé de mesurer la performance
en regardant dans le domaine fréquentiel les prt@sid atténuation ou d’amplification des fonctions
de transfert du systéme [Zam81]. Mesurer la perdmice revient alors a vérifier que la nortde de
certaines fonctions de transfert du systeme poedépér un gabarit fréquentiel est inférieure a un
certain seuil. La performance s’interprete doncteame de désensibilisation. Malheureusement, la
performance d’'un systeme ne se réduit pas seuleaed contraintes de type fréquentiel. Il est aonn
gue les contraintes dans le domaine temporel nepemnreliées simplement a celles en fréquentiel.
Néanmoins, la commandg, donne généralement en pratique des résultatfassdists [Fon95].

Les succés rencontrés par la commangeont motivé son extension a la commande des systeme
non linéaires. Une premiére approche consiste #itxple fait que la normed_ est une norme
induite et que, de ce fait, son extension natugelle systemes non linéaires est obtenue avec taenor
induite deux (le gain¢® [Sch92, Is095]) cela permet de traduire les spp&tibns en terme
d’atténuation énergétique entre des signaux exsgagiesant sur le systéme et certains de ses gignau
de sortie. En ces termes, peut étre traduit legfait est désirable qu’une erreur de poursuitespde

une énergie faible comparée aux énergies des sigieaperturbation et/ou de consigne [Fro95a].

Une autre généralisation possible de I'approeheest de formuler le probleme de la performance
d’'un systéme comme la vérification d’'une norme éneentale pondérée par certains opérateurs entre
des entrées et des sorties du systéme non liféaog@5b]. Elle a été proposée par Fromion comme
étant une extension de I'approche de Zames au camrdinéaire. La encore, la performance est
exprimée en termes de désensibilisation. Elle péntierpréter comme une exigence de performance
sur les linéarisations non stationnaires du systértang de ses trajectoires. De plus, elle regosde

fait que la réponse d'un systeme a un signal déenéist obtenue par la somme de ses réponses a de
petites variations en entrée [Fro95a].

Dans ce mémoire, pour des raisons de calculabiitperformance sera en général estimée pour les
systémes non linéaires par des critéres tempovets ferme d’encadrement (critéré), des critéres
/* ou ¢* et d’une maniere plus directe par des indicatdertype temps de réponse.

2.3. Traduction du cahier des charges

La validation du cahier des charges d’'un problémeamnmande revient a trouver les paramétres du
correcteur qui permettent de satisfaire toutes sggifications. Ainsi, temporellement, a chaque

correcteur solution correspondent des trajectailesommande associés aux différents signaux de
consigne qui, appliqués en entrées du systemephférent un comportement satisfaisant en sortie.
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De méme, dans le domaine fréquentiel, & chaquedaeur solution correspondent des transferts en
boucle ouverte et fermée respectant certains datsrcertaines marges de stabilité et des pOldsset
zéros respectant un certain lieu des racines. $temce de tels trajectoires et transferts est une
condition nécessaire pour I'existence du correcselution.

En se basant sur les différentes définitions désifpations de commande introduites au premier
chapitre, nous pouvons les grouper en deux gracatggories selon leur appartenance au domaine
temporel ou fréquentiel.

2.3.1.Expression des contraintes temporelles E/S du syste

Dans ce principe de formulation en trajectoires;abit d’analyser I'existence de trajectoires Bl
systéme bouclé vérifiant un certain nombre de egmtiEs qui dépendent implicitement du correcteur
K . Précisément, a partir d’'un probléme de commasgdetdsous forme de spécifications imposées au
systéme bouclé, nous proposons un cadre permétémtmulation d’'un nouveau probléme dont les
contraintes concernent les trajectoires E/S dwesysta corriger. La prise en compte de la structere
correcteurK , dans notre vision trajectoires, la transformeie® approche équivalente de synthese.

La mise en commun des contraintes E/S formuléekiitrée probléme de faisabilité du cahier des
charges en un probléeme d’optimisation qui permétutlier les limites de performances que peut
atteindre le systéme et d’aider a la constructioeahier des charges.

Nous considérons, dans notre étude, deux appratifiéeentes pour la formulation des contraintes
temporelles :

2.3.1.1.Formulation directe des spécifications temporelles

Dans cette formulation, les spécifications défimsles caractéristiques classiques concernant la
dynamique de certains signaux de la boucle ferrdéms le cas d’'un probléme de poursuite par
exemple, il s'agit d’évaluer la précision du systéem boucle fermée en étudiant l'influence du digna
de référence (t) sur le signal d’erreus(t).

Lorsque le systéme bouclé est stable et pour umalside référence de type échelon, le régime
transitoire du signal d’erreug(t) est caractérisé par un ou plusieurs indicateursagelité et
d’amortissement :

- Pente initiale ;3, =-£(t =0)
)= 010k (t) et £(T,, )= 090k (t)}
— Dépassementsi Or >0\ £(r)<0, alors D = - rpin{ g(t)/r(t)}

— Temps de montéT,.. ={ T, ~Tope \ &(Toos
— Valeur maximale (") ; ,,, =maxr(t) - &(t))
— Temps du premier maximumsj 0z >0\ £(r)<0, alorsT,,, =inf{T \ &{t=T)=0}

- Temps d’établissement@% ; T, =iTn>1;{T \Ot>T : |et) < a /1002 1)}

- Valeur finale ;y, =lim(g(t) - r (t))
La performance d’'une loi de commande est aussuéggbar sa précision dynamique. Cette derniere
est souvent mesurée par I'un des critéres intégaivants :

- L’intégrale de moyennes quadratiques (ISH); = J'?(t)zdt

t=0
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£(t)dt

+o0
0

— L'intégrale de moyennes absolues (IAB),; = |
- L'intégrale de moyennes quadratiques pondéréeke pemps (ITSE) J,.. = J'fs(t)zdt
- L'intégrale de moyennes absolues pondérées pamps (ITAE) ;J,.,.. = Iimt.|£(t)|dt

Ces critéres de précision a minimiser ainsi quaskenble d’indices de performance, précités, peuvent
bien étre définis pour d'autres signaux de la bmwdmme dans le cas d'un découplage pour les
systemes multivariables. D’une fagcon généralespesifications directes du cahier des chargesesur ¢
type d’indicateurs se transcrivent dans le domengorel soit par un critere a minimiser soit page u
contrainte de type minmax sous la forme suivante :

a,min <aq <qg™ (2_1)

ou o™ et a™ sont, respectivement, la borne minimale et la damaximale de l'indicateur de
performancen, .

2.3.1.2.Formulation des spécifications temporelles sousrfw de gabarits

Certaines contraintes temporelles peuvent se t@adous forme d’enveloppes temporelles appliquées
aux différents signaux appropriés [Boy91]. Cetterfalation est plus large, elle permet de regrouper
les contraintes concernant les différents signawsybtéme bouclé telles que les spécifications de
performance d'un cahier des charges industried clentraintes de poursuite, les contraintes dé reje
des perturbations, les limitations d’amplitudegletitesses de variations ou encore les contrailgtes
découplage dans le cas des systemes multivariables.

D’autre part, cette approche permet de traduiréajpp@ament les contraintes associées aux indicateurs
de performance (temps de réponse, dépassement,.d)é\dter ainsi le recours a des calculs
complexes. Elle permet de formuler fidelement Ihi@ades charges d’'un probleme de commande
sous forme de contraintes imposées aux différégsisx du systeme bouclé.

Dans un cas général, une enveloppe temporellesigoal st) de la boucle de commande consiste &
le contraindre & varier entre deux gabarits, mihinwaé s™(t) et maximal notés™(t). L’ensemble
des signaux vérifiant cette contrainte s’écrit donc

c.={slt) \ s™{t)<st)<s™(t) Ot} (2-2)

ou st) peut désigner n’importe quel signal de la bouetene ou I'une de ses dérivées.

Toutes ces contraintes ou objectifs peuvent égaitéiee exprimés par un modéle de référes)c)
par rapport auquel on cherchera a minimiser laédifice As(t)=s{t)-s, (). Typiquement, on
dénombre trois classes élémentaires d’enveloppepotelles. La superposition de ces enveloppes

permet de construire d’'autres types d’envelopples des exigences désirées.
Enveloppe temporelle de type minmax

Il s’agit de contraindre le signalt) & étre borné ; c’est-a-dire a varier entre unewraminimales™
et une valeur maximales™ . Les deux gabarits formant I'enveloppe sont domes donctions
constantes (cf. figure 2.1(a)).
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s(t)4

t{/ s(t)4
87222208 W %

T /// :
S 'W@ i / 0

(©

m—i

Fig. 2.1 Enveloppes temporelles élémentaires

Elle peut aussi exprimer des spécifications classigde dépassement en choisissant pour gabarits
constants, minimal et maximal respectivement, &euwrs :s™ = min(s(t))/s, et s™ =max(s(t))/s, , ot
s, désigne la valeur asymptotique imposée a la suotisidérées(t).

De plus, exprimer la variation bornée d’un sigsf) se traduit par une contrainte sur la dérivée par
rapport au temps de ce signal. Nous écrivons soéuven

st)<M, Ot (avec M >0) (2-3)

Cette contrainte est représentée par une enveloppeax imposée a la dérivée du sigrf) avec
pour borne supérieureM , et borne inférieureM .

Enveloppe temporelle de temps d’établissement

Le temps d’établissement est un indice de perfooamalu systeme. Il mesure le temps a partir duquel
le régime permanent souhaité est atteint. Ceténdécperformance est imposé en sortie du systéme ;
suppose que la valeur asymptotigsie de la sortie considérée est connue. La définiiontemps
d’établissement a été déja énoncée dans le pahegfap.3.1. Elle se traduit en terme de gabarit par
une enveloppe temporelle sur le sigelg) définie par :

min(y) _ ) =% |:|t|:|]—00,Te[
s™(0)= {(1— @/100)5,  sinon

Smax(t)_ +too Dt[l]_oo’Te[
" |@+a/1003,  sinon

(2-4)

La figure 2.1(b) représente ce type de gabaritsDaras ou le gain statique en boucle ferméeutst n
cette contrainte peut exprimer une rejection deupeation.

Enveloppes temporelle de temps de réponse

Les gabarits minimal et maximal imposés au sigsal peuvent étre définis d’'une fagon plus
générale. Par exemple, nous pouvons retrouveratewits de type temps de réponse définis & base de
fonctions exponentielles (cf. figure 2.1(c)) :

s™(t)=s.-Ae"" (2-5)
s"*(t)=s, +Ae""
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s(t)]

s(t)]

@)

//, t

(b)

s(t)4
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Fig. 2.2 Enveloppes temporelles mixtes

Ce type de contrainte peut a son tour traduireejgt de perturbation. La dynamique de réjectioa ser
donc fonction de la constante de tempset le degré d’atténuation fonction du paramétre

Quand plusieurs contraintes sont imposées a un nsigneal, I'enveloppe temporelle associée est
obtenue en superposant les enveloppes élémentairespondant a chacune de ces contraintes. Dans
le cas par exemple des contraintes simultanéesndestd’établissement et de dépassement, il s'agira
donc de superposer les enveloppes de la figura)21@.1(b). La contrainte obtenue est donnééapar
figure 2.2(a). Dans le cas ou la contrainte de tedigtablissement est remplacée par une contrainte
de temps de réponse de type exponentielle, I'eppeldemporelle résultante est donnée par la figure
2.2(b).

Un deuxieme exemple de superposition de contrateteporelles est la spécification représentée par
la figure 2.2(c). La valeur du gain statique egpasée nulle. Cette spécification, imposée auxesrti
exprime le rejet d'un signal de perturbation sue @mtrée du systeme. Dans le cas des systémes
multivariables, elle permet de traduire le décog@lantre une entrée et une sortie donnée.

2.3.2.Faisabilité des cahiers des charges temporels

Considérons, par exemple, le cas du probléeme deneowhe représenté par la figure 2.3. Il s’agit de
contraindre la sortie du systényé) a suivre un échelon de consigr(e en respectant une enveloppe
temporelle donnée ; le signal de comman(i§ étant aussi borné.

Une condition nécessaire a la faisabilité de cdlproe est I'existence d’au moins une trajectoire de
commandeu(t) appartenant au gabarit de commande telle quejgagpen entrée du systéme a
commandelG, elle permettrait I'obtention d’'une sortie satiséate.

La trajectoire de sortig(t) du systéme & commander est 'image par ce systéme de la trajectoire de
commandeul(t). Ainsi, il est clair qu'une contrainte au niveae kline, engendre une contrainte au
niveau de l'autre. Par exemple, le temps de réponisenum que peut atteindre le systéme en sortie
peut varier en fonction des amplitudes maximalesaemandes autorisées. Ce compromis, souvent
difficile & chiffrer, présente I'une des difficuttéencontrées lors de la définition du cahier desges.

Pour résoudre le probleme d'expression des comesainemporelles, nous distinguons deux
approches : une approche d’analyse et une appdechgnthése.
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Fig. 2.3 Expression des contraintes E/S

Par la suite, nous proposons d'étudier ces deuxoapps qui différent conceptuellement par la
considération ou nhon de la structure de la loi @®@mande et, par conséquent, par leurs méthodes de
résolution.

2.3.2.1.Etude de la faisabilité des spécifications tempéaslpar une approche E/S

Dans une approche purement d’analyse, le problemefagsabilité (ou de compatibilité des
contraintes), en monovariable, revient a prouvexistence ou la non existence d'un couple
entrée/sortidul(t), y(t)) vérifiant les gabarits (cf. figure 2.3). La sturet de correcteur n’étant pas prise
en compte, ce probleme est défini a base de cotgsaconcernant les trajectoires E/S du systéme a
corriger seulement. Cette vision trajectoire sdirdisie de la synthése du fait qu’elle ne fait pas
intervenir de structure de correction mais tragalesment du comportement intrinseque du systeme
considére.

Ce concept est similaire au probleme de planificatie trajectoires, souvent considéré dans des
approches de commande pour les systemes non éadaiatitude, commande prédictive,...). Cette
derniere consiste également a chercher des codglsgnaux E/S vérifiant certaines conditions. Les
trajectoires d’entrée calculées servent donc dsignas et sont utilisées dans une structure dedeiiv
trajectoire.

Probléme de faisabilité pour un systeme monovarebl

A chaque correcteur, solution du probléme, cornedpot des trajectoires E/S vérifiant le probléme de
faisabilité suivant :
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Existe—t —il (u( )y(t)) telque:
ut)oc,, ¢, ={ul) \ u™(t)<ult)<u™
y)oc,, ¢, =i\ y )= yl)sy(). of

y(t)=G(u(t)

(2-6)

Nous rappelons qué& correspond, dans le cas général, a I'opérateupderhassocié au systeme.
Dans le cas linéaire, cet opérateur représententeotution du signal par la réponse impulsionnélie
transfertG .

Le probleme (2-6) peut étre énoncé d’'une fagon pluspacte en le paramétrant uniguement en
fonction de I'entréeu(t). A chaque signalit), nous associons le couple de trajectdife), G(u(t)) et
le nouveau probleme de faisabilité s’écrit :

Existe—t —il u(t) telque:

u(t)oc, (2-7)
{G(u(t))ﬂcy

Notons que ce probléme peut aussi s’exprimer a Baseonsidérations ensemblistes. En effet, ce
probleme est faisable si et seulement si l'intdiseaes signaux appartenantCa avec I'image par
G des signaux d’entrée appartenar,aest non vide G(C, )n C,=9.

Ce probleme de faisabilité peut aussi s'écrire :

Existe—t —il (()y) telque:
u™ (1) -y <ult)su™(g)+y

y™ (t)-y=c(ult) s y™t)+y

y<0

(2-8)

ou y est une variable réelle additive supplémentaireclioisissant comme variables de décision le
vecteur(u(t),y), nous définissons le probléme d’optimisation suiva

min y
{ u™ (t)-y<uft) sum(t)+y (2-9)

y™ (t)-y<Gult) s y™=(t)+y
Le probleme de faisabilité (2-6) est alors équintéela condition suivante :
Vou <O (2-10)
ou y,, estle minimum global du probleme d’optimisati@9).

Une autre mise en forme du probleme de faisalté) est possible en utilisant cette fois une
variable o positive au lieu de la variable additiye:
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min J
olu™(t)-ult))< () (
aly™(t)-vlt))<c
U(t)=(u“*() ())/2

0>0

)S &lum(t)-u()

~y(t)< 5(y™(t)-v()) (2-11)
yit)=(y™(t)+y™ )2

Dans ce cas, les variables d’optimisation daft),d) et le probléme (2-6) est faisable si et seulement
Si:

0<g,, <1 (2-12)

Les deux formulations, énoncées ci-dessus, sonsageables et leurs problémes d’optimisation
présentent les mémes propriétés. Dans la suiteettie gection, on se contentera d’exposer une des
deux formulations.

Dans le cas ou le cahier des charges comporteephgstontraintes sur les trajectoires E/S impliguan
par exemple, différents signaux de consigne (désifspations pour une réponse a un échelon, a une
rampe, a une sinusoide...) chaque consigne poumaaétociée a une condition nécessaire faisant
intervenir un probleme élémentaire de faisabilgétype (2-6). Le probléme de faisabilité E/S global
s’écrit sous la forme :

Existe—t —il (u| (t))|:1 _____ , telque:

{ u()oc,, ¢, ={u)\ u™t)<u t)<um™() ot} }} (2-13)

<u,(t)<ur
sluloc,. ¢, ={yt)\ yOs<y )<y

Ici, il ne s’agit pas de trouver un méme couplenpEtant de satisfaire toutes les contraintes
élémentaires mais d’analyser pour chacune d'enftes,es’il existe des couples de trajectoires
(u(t). v, (t)) la vérifiant. Le probléeme de commande global cstesé chercher un correcteur unique
permettant de générer pour chaque contrainte ajextoire de commande(t) correspondant a une
sortie satisfaisante,(t). Le probléme d’existence d’un tel correcteur sevardé dans la suite de ce
paragraphe.

Comme dans le cas d’'une contrainte E/S, le probligrfaisabilité (2-13) est exprimé par le probleme
d’optimisation suivant :

min y
{ (ulm‘”(t)-y)<U(t) (u m“()ﬂ/)} (2-14)
(v @)-r)= ol @) < (v 0+ .,

ou les variables de décisions squft),...u, (t).y). De méme, le probléme sera faisable si et seulemen
Si y,, <0.

Probleme de faisabilité pour un systéme multivariab

Pareillement, le probleme de faisabilité (2-6) pétre facilement étendu pour le cas de plusieurs
contraintes E/S pour un systeme multivariable @ntrées etn sorties (cf. figure 2.4) :
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Existe—t —il (uLI (t) ..... u,, t))|:1 , telque:

u,(t)oc, . c, ={u, () \ ur(t)<u, (t).s ur(t), Of

u,00c, ¢ =)\ ur@)su, <o) of (2.15)
6o, O ()OS, . C, =Dyl \ v B v, ()< v ). F

6ol O )0C, ., =l )\ yl)sy. <yl of

1=1,...9

o (um(t).um=(t)) et (y"(t),yr=(t)) désignent, respectivement, les encadrements pomdant a la
[ ieme i

contrainte pour lg “™ entrée et pouk *™ sortie du systéme .

Comme dans la formulation monovariable, le probléfetimisation équivalent sera :

min y
{ [urr)-»)<u, = lr=@)+y)  pour j=1..n } (2-16)
(vor ()-1)= 6, (u, )....u,, W) < (yo=@)+y)  pourk=1..mf

u,(t) \(t
" F/ %01,
N\

2 V4 t ) f %—
t A/ | ot
R ()4
() <o memma 50— — -ﬂ—-——i-%-: F A///%
' : yi(t) ?y///////A t

Fig. 2.4 Contraintes E/S d’'un systeme multivariable
Des hypotheses peu restrictives permettent de tydieafaisabilité du probleme (2-16). Par exemple

+ G(0,..0)=(0,..0) ;

 Les gabarits inférieurs et supérieurs admettespe@ivement, un majorant fini commun, et
un minorant fini commurMm, .

Sous ces hypothéses, le chqio@QMl|+|M2|) permet de garantir que les trajectoires nulles son
comprises dans les enveloppes relachées.dee probléme correspondant aux spécificationsaiet
est faisable si et seulement si le minimum attgjptest négatif ou nul.

Propriétés du probléeme d’optimisation formulé

2-12



CHAPITRE 2 — FORMULATION ET ANALYSE DE CAHIERES CHARGES PAR OPTIMISATION

Dans le cas ou le systéeme a commar@legst linéaire, le probleme d’optimisation formul1) est
convexe. En effet, le critere de ce probléme dmojstation est linéaire par rapport a 'ensemble de
variables de décision et donc il est convexe :

y= (0’---’0’1)-((U1,| t)....u,, (t))|:1 _____ . ,y)T (2-17)

En outre, dans le cas ou le systé@eest linéaire, les contraintes du probleme (2-b8} ggalement
convexes par rapport au vecteur de variables drogaition ((u, (t).....u,, ()., ..v).

"1l

On rappelle qu'il possible d’exprimer le problém2-15) sous la forme d'un autre probléme
d’optimisation en introduisant une variable suppétaire multiplicative 3 pour exprimer ses
contraintes comme pour le probléme d'optimisati@ill). Le probléme résultant aura comme
variables((u,, (t)....u, (t)), ,.d) et sera aussi convexe.

1 n,l

Cette propriété a des conséquences importanteslasueésolution numérique des problemes

d’optimisation. En effet, la convexité du problémlique que toute solution du probleme (2-16) est
un optimum global. Ainsi, le risque d'obtention dggimums locaux, qui ne permettent pas de juger
la non faisabilité du probleme initial, est éliminé

Par conséquence, I'étude des trajectoires E/S pefiaer plus loin que I'analyse de faisabilitdleE
permet aussi de chiffrer les limites de performaneeaide a analyser les compromis a faire afin
d’établir le meilleur cahier des charges.

gmn

o t s(t)

Vou <0

Fig. 2.5 Relachement et renforcement des envelogpegporelles

Dans le cas ou le minimum,, est négatif, le probleme est jugé faisable eglsarits peuvent étre
durcis dey,,. Dans le cas contraire ou ce parametre est pdsiifcontraintes étudiées ne sont pas
atteignables, I'analyse des trajectoires E/S olgemermettra de déduire quelles sont celles qu'il
faudrait relacher (cf. figure 2.5). Ainsi, indépantment des autres spécifications du probléme, une
contrainte élémentaire peut étre formulée en ubl@noe de faisabilité. Le résultat de I'optimisation
nous renseigne sur les limites de performances pgug atteindre le systeme vis-a-vis de cette
contrainte seule.
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Nous pouvons appliquer ce méme raisonnement paluenvies limites de performance d’un systéme
avec des problemes d’optimisation de type (2-1burRela, les conditions de renforcement et de
relachement seront en fonction de la condition sexiee et suffisante de faisabilité (2-12).

Dans le cas ou certaines contraintes se sont e&/ékée dures, il est possible d’étudier la linciee
performance que peut atteindre notre systéme vis-a-un critere donné sur les signaux E/S. Par
exemple, on peut minimiser un critere de type ¢ ou ¢* sur la commande sous une contrainte de
temps de réponse. Etant donné que toute norme restfanction convexe de son argument
(conséquence de l'inégalité triangulaire), le peot formulé reste convexe.

Notons tout de méme, que certaines contraintesengept étre relachées si elles sont considérées
comme des contraintes dures dans le cahier degashamuitial (exemple : un dépassement interdit dans
un probleme de régulation).

Relation entre trajectoires de commande et correcte

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a ngudedans le cas ou le cahier des charges ne
contient que des spécifications exprimées en E/Ssyhiéme, I'équivalence entre existence de

trajectoires de commande et existence d'un comectst vérifiée sous certaines conditions

supplémentaires imposées au probléeme E/S.

Dans le cas ou l'analyse des trajectoires E/S dtese monovariablés est démontrée faisable
(v, <0), un ensemble de trajectoires satisfaisant lesleppes associées est déterminé. Connaissant
un couple de ces trajectoires, nous pouvons dééirtiajectoire a I'entrée d'un correcteur défipiar
£(t)=r(t)- y(t) et a sortieut).

Dans le cas linéaire, le correctekir est défini par I'opérateur qui &t) associeu(t). Si les signaux
sont bornés et causaux, ils admettent donc unesftranée de Laplace ek(p) est défini

par :K(p)=u(p)/s(p).

Cette définition n’implique pas pour autant I'egiste d'une boucle fermée bien posée. Cette
propriété n’est vérifiée que s(p)= 0 et le correcteuk est défini de fagon unique par la relation :

u(p)=K(p)+G(p)K (p)]*r(p) (2-18)

Pour un systéme monovariable et dans le cas oahiercdes charges contient deux contraintes E/S
faisables (pour deux types de consignet r'), la relation (2-18) permet d’éliminer le terniep) et
d’obtenir la condition :

u(p)r'(p)=u'(p)r(p) (2-19)
ol u etu’ sont les signaux de commande faisables assooi@oasgignes etr' respectivement.
Cette condition se traduit dans le domaine tempmael’égalité des produits de convolution suivante

ult)or (t)=u't)or(t) (2-20)
Ce résultat est généralisé, pour un systeme lméaimovariable soumis @ contraintes E/S, par les

conditions ;
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u )0 (t)=u.()or (),  O,1)0{....q° et 121’ (2-21)

ou r(t) et u(t) sont, respectivement, une entrée de consigne stérsg bouclé correspondant a la
| *M contrainte imposée a I'entrée deet sa trajectoire de commande associée.

Ces relations d’intersection peuvent se réduiréger1) contraintes seulement, par exemple :
fu)or.t)=u. 0o @h. .. (2-22)

Ces contraintes s’ajoutent au probleme (2-14) pauner le probleme de faisabilité complet :

min y
{ ()= y)s u, )< (ur=(e )+y)}
(v (0)-y)s clu @)= (yr@)+v) ., .
fu @), t)=u. 0o €}

(2-23)

Afin de simplifier ce probléme d’optimisation comeg S. Hbaieb et S. Font [Hba02a] ont proposé une
paramétrisation des trajectoires de comman(i$ par I'ajout d’une contrainte fictive correspondant
une consigne impulsionnelig(t) = 5(t) et une commande associégt).

Comme pour les contraintes (2-22), nous choisissatie fois, legy relations suivantes :
{ul (t)Dro (t) =Uu, (t)Drl (t)}|=l‘.,,,q (2'24)
Dans le cas présent(t)=d(t), donc :

{u )0t =u)=u,6)nh- . (2-25)

Le probleme (2-23) est donc équivalent au probldioptimisation convexe :

nﬂn y
{ (™ (t) = v) < u, () 0, (1) < (U=t )} (2-26)
(v (t)-y)< Glu () ())S(y.m“() )

ou les variables d’optimisation sof(t), ).

Nous notons que le probléme d’optimisation conseevearactéristique de convexité car I'opérateur
produit de convolution est linéaire.

A une solution donnée, on associe les trajectaleesommande définies pafu,(t) = u,(t)*r, (t}.. -
Le correcteur permettant de les générer est dadini

K(p)=u, (p)[1-G(p)u, (p)] (2-27)

L’introduction de cette consigne fictive peut étrerprétée comme une parameétrisation de I'ensemble
des trajectoires de commande par une nouvelleblania(t).
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L'extension de ce résultat de paramétrisation dajedtoires de commande pour le cas linéaire
multivariable a plusieurs contraintes se fait, ardgnt les mémes notations, comme suit :

Dans un premier temps, nous supposons qu'il existensemble de commanaé) = (u,(t).....u, (t))
non vide, permettant d’obtenir des sortigg) = (y,(t).....y,(t) appartenant & des gabarits donnés pour

un seul jeu de référencast)=(r(t)...r (t). La problématique consiste a étudier I'existenten d
correcteurk qui permet de générer le vecteur de commarfigeselon le schéma de la figure 2.4.

Dans le cas linéaires est solution du probleme de commande si et seunlesne
u(p) =K (p)(r(p)-y(p) (2-28)

Ce qui s’écrit également :
u,(p)= iKJk(p)(rk(p)— y.(p)., DiDfL..d (2-29)

Si le systeme est de rang maximal, nous avons dagguations ar{xm) inconnues :

« dans le cas otin=1 et ou tous les couples E/S sont contraints, l@eysadmet une solution ;
» dans tous les autres cas, il admet une infinitgotlgions.

En outre, si le probléme d’optimisation n’est pag@ectement posé d’'un point de vue physique, il est
possible de trouver des trajectoires solutionsnguionnent pas un systeme de rang maximal. Dans ce
cas aussi, on obtient une infinité de solutions.

Dans le cas de deux contraintes E/S faisables sponelant & deux jeux de références
r(t) = (r(t),...r.(t) etr(t)=(r)...r.(t), il s’agit d’étudier 'existence d’un correctedr qui permet de
générer un vecteur de commandle) (respectivementr'(t)) appartenant &, (respectivement, )
pour la consigne(t) (respectivement’(t)) selon le schéma de régulation de la figure 2.4.

Dans le cas linéaire, un tel correcteur existé sealement s'il vérifie :

{U(p)= K(p)ll +G(p)K(p)]1r(rz)

u'(p)=K(p)[1 +G(p)K (p) () (2-30)

Ces conditions impliquent une dépendance emtre’, r et r’. Ici aussi, la faisabilité des contraintes
de trajectoires n’est qu’une condition suffisantéezistence d’'un correcteur permettant de répondre
au probléme initial.

Contrairement au cas monovariable, I'obtention d'velation entreu, u', r etr' indépendamment
du correcteur, n'est pas immédiate. Pour I'exprimeus allons utiliser une paramétrisation simélair
a celle appliquée dans le cas monovariable.

Pour cela, nous allons introduiren vecteurs de références fictives,, (9},., , ou toutes les
composantes de,,(t) sont nulles sauf l&“™ qui correspond a une impulsion de Dirac. Pour
chaque,,(t), nous associons le vecteur de commanglét). Ces trajectoires sont générées par un

méme correcteur si et seulement si :
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u,, (p)=K(p)[1 +G(p)K (P rou(p).  OkDOL.....m} (2-31)
Ce qui s’écrit aussi :
u(p)=K(p)[1 +G(p)K (p)]"r,(p) (2-32)

OU Uy = (Ugysers Uy ) LT, =(ForsesTs) 5 1o €St I matrice identité.

Toute contrainte du probléme de commande peutrseufer en fonction des,, (t) car{r,, (), . est
une base de I'ensemble des références. Par comsgguprobleme de commande soumis a plusieurs
contraintes, peut se formuler en un probléme diigtition fonction desovj(t). Si une solution existe,
les trajectoires de commande correspondant auéreliffes contraintes s’obtiennent par combinaison

linéaire desu,, (t) et le correcteur permettant de les générer esti ghéir la relation :
K(p)=u,(p)[1, ~G(p)u,(p)]" (2-33)
Résolution effective des problemes d'optimisatiemporels formulés

Dans une approche d’analyse, la mise en pratigsepdablemes d’optimisation convexe souléve
plusieurs questions concernant la dimension infilde variables de décision, I'’évaluation numérique
des contraintes et la complexité calculatoire aibjgime d’optimisation ainsi engendré.

En effet, les problemes d’optimisation (2-9), (2;12-14) et (2-16) ont pour variables de décisiop

ou plusieurs trajectoires appartenant donc a uacesge dimension infinie. La résolution de ce type
de probleme sous cette forme est irréalisable lanas général. Pour résoudre cette problématique,
des approximations par des probléemes de dimensie $ont nécessaires. L'approximation des
trajectoires entrée/sortie de la boucle par destifmms affines par morceaux sous certaines hypeshes
est envisagée.

En outre, les contraintes temporelles établiespiigyent & des trajectoires E/S du systéme et leurs
évaluations effectives nécessitent soit I'intégmratdes équations différentielles de la boucle, leoit
calcul des produits de convolution de signaux darsas linéaire. Ces deux opérations utilisent des
intégrations de fonctions et reposent numériquensemt des méthodes d’approximation et de
résolution d’'équations différentielles et ne petsrdt ainsi d’obtenir qu'un nombre fini de points
estimant les trajectoires E/S du systéme (cf. &qub).

s (t ) Contraintes dépassé«

Fig. 2.6 Discrétisation des contraintes de gabdémporel
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On écrit alors :
8t )=slt)+b,(t) i=1..n, (2-34)

ou §t,) et b (t) sont, respectivement, 'estimée du signé) et son erreur d’estimation due au
processus d’intégration a l'instant n, est la taille de ces vecteurs.

Un exemple d’approximation de ces problemes d’dgtition est donné par la formulation finie du
probléme (2-16) :

min y
{ (urlin ti)_y)suj,l (ti)S (urlax(ti)*'y) pour J =:L---'n } (2_35)
(y:,]:n (ti)_y SGk (u1,| ti """un,l (ti))S (y:‘ﬁx(t.)-"y) pour k=:L...,m !zl ..... q

Il serait donc intéressant d’'étudier la relatiotrera faisabilité des contraintes initiales ete®ldes
contraintes discrétisées (a base des trajectatesées).

L'étude qui a été menée dans les travaux de S.eHljaiba02b] montre qu'il est possible de choisir
une base finie qui permet de réduire la complecatéulatoire des problémes d’optimisation formulés
tout en conservant leur caractére convexe. En, effels I'hypothése de trajectoire entrée/sastip a
temps de réponse fini et a variations bornées sgant a I'ensemble, . défini par :
0t0]-«0]0T,+w[,  sft)=c (cOO)

t (2-36)

o =) otofoT], ¢zt —S(tt):ts Jea

1 2

il existe pour toute précisiom donnée une discrétisation temporelle et donc uame inie de

fonctions affines par morcead ()}, , telle que :
0 ), e}, 000 ewe 020 [{)-San()|se 2:37)
La base fonctionnellgh ()}, , est définie par :
0 OtO)eo,t,[O ], +oo]
b,{t)=1t-t, otoft,,t]
t t,
0 DtD]_oo*ti—l D]ti+1*+°‘{
bi:z ,,,,, P tt_ttiil |:ltm[ti—l*ti] (2'38)
i-ti-1
t_ti+1
o otoft, ..,
O Dt D]_oo’tnfl[ D]tn'+o‘{
bn, =ty
- otalt, .t
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Ce qui correspond au schéma suivant :
s()

527
s

1
Sa

b.(t)

b, (t) 1

OTE N B :

Fig. 2.7 Approximation affine par morceau dst)

Cette base fonctionnelle garantit un écart, ergge dabarits continus et les gabarits affines par
morceau, inférieur &, ce qui s’écrit :

Oe>0, 0Ot <..<t  telque

(D t, O{t,,...t} J (D t00 ) (2-39)

st )< st )< s () Ls™@)-e <)< s™ () +e

En utilisant cette approximation affine par morcgaaur chaque trajectoire E/S, les problémes
continus (2-9), (2-11), (2-14) et (2-16) restennwmxes par rapport aux nouveaux parameétres
d’optimisationa, (coefficient de projection sur la bafe(t} ., ).

Le caractére affine des critéres et des contrad#eproblémes, susmentionnés, fait des technapies
programmation convexe (linéaire, quadratique et)U®lmeilleur moyen a explorer pour les résoudre.

Dans cette résolution des problémes d’optimisaties,contraintes doivent étre évaluées a chaque
itération de I'optimisation. De ce fait, il est iclgque la complexité du probleme est fortementélég
avec le nombre de contraintes imposées, le nondpohts de discrétisation choisi et le nombre de
variables d’optimisation. La résolution effective des problemes se confronte donc a des limitations
en termes de temps de calcul et de place mémaiessaires.

En pratique, il est tout de méme possible de choig discrétisation temporelle sans aucune garanti
a priori, puis de les affiner aprés analyse destisnis trouvées. Ainsi pour un bon choix donné de
discrétisation, si le minimum du probleme d’'optiatien défini par (2-35) est positif, alors nous
concluons a la non faisabilité des contraintesaileis. Dans le cas ou le minimum trouvé est nédatif
visualisation des trajectoires correspondant @latisn trouvée permet d’'observer si les contrainte
continues sont vérifiées. Si cette condition esifieé, le probleme initial est faisable, sinorfaut
affiner la discrétisation et itérer la méme procédie nouveau.
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2.3.2.2.Etude de Ila faisabilité des spécifications tempégsl par une approche
paramétrigue générale

Nous présentons, dans cette section, I'étude tredabilité d’'un cahier des charges via une approch
de synthese. Il s’agit d’explorer I'espace paraimae d’'une structure de commande donnée afin de
décider de la faisabilité ou non d’'un cahier deargbs. Par rapport a I'approche d’'analyse, cette
formulation présente I'avantage de pouvoir considées cahiers des charges plus lacgesprenant
des spécifications liées a la structure de ladotdmmande (souvent intéressant pour des apphsatio
industrielle et conséquence de contraintes liéédmplantation). De plus, le traitement est identq
gue les opérateurs considérés soient linéairesoliméaires

Quand les objectifs d’'un cahier des charges sordifiés, I'approche paramétrique peut s'avérer
comme un bon choix. En effet, dans une telle saoatrecommencer les différentes étapes de
synthese depuis le début n’'est pas nécessairemguitid efficace. L'optimisation d’'une structure
paramétrique permet de retoucher les paramétrefadeienne loi de commande afin qu’elle
garantisse les nouvelles spécifications. La méthwdposée peut alors étre vue comme processus
itératif de synthese multi-objectif.

Le principe de cette formalisation est décrit Wasthéma bloc de commande classique déja introduit
dans le premier chapitre (cf. figure 2.8).

Dépendance implicite des trajectoires de la boubdecommande aux paramétres de décision

Nous considérons une approche paramétrique globdkes paramétres du correctaursont désignes
par un vecteurd,. Le modeéle du systeme a commander peut égalenggendre de parametres
ajustabless, . L’'ensemble de ces parametres constitue le vedieuariables de décisiaf.

/ u z y
SO k) 646)
7 7

Fig. 2.8 Schéma de la boucle fermée et des variable décision

Les grandeurs intervenant dans les contraintescdoathe temporel sont, en majorité, de nature
implicite. En effet, en réponse a une sollicitatiéterminée, chaque signslt) de la boucle fermée
s’exprime comme une fonction implicite des paraesetie réglag®, et 6,. Nous écrivons alors :

S(K(9

1

).G(8,).r.t)=5s(6,t) (2-40)

Dans le cas des systéemes linéaires, le sigiake définit comme étant le produit de convolutiera
réponse impulsionnelle du transfeft . et du signal de référencet) : s6,t)=T, . (6.t)0r(t). Le
calcul du signals(g,t) est donc sujet a une intégration de fonction sougealuée numeériquement a
base de méthodes d’approximation ou de résolut@mgiations différentielles.

De méme, le signab(g,t) est défini, dans le domaine fréquentiel, via samdformée de Laplace
inverse par :s(6,t) =L 7[T._.(8, p)r(p)] . Malgré I'existence de méthodes algébriques quinpéent
d’exprimer formellement (exactement) le signs®,t), la dépendance entre ce dernier et les
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parametres de décisiah reste implicite car ces méthodes se basent sigtéamination des péles de
la boucle fermée qui ne sont que des racines essird&in polynéme caractéristique dépendant du
vecteur 8. Par conséquence, chaque siga@,t) de la boucle de commande est estimé via une
résolution numériques(6,t,) de I'équation différentielle qui lui est associée. pertinence de cette
estimation dépend de la méthode numérique et ddepdsscrétisation utilisés.

Formulation des spécifications directes

Contrairement a I'approche d’analyse ou les spgtifins génériques ne peuvent étre considérées
qu’'a travers une formulation par gabarits, 'appede synthése permet de les formuler explicitement
et indépendamment.

Les différents indices de performance temporels,ségalement, dépendants des parametres de
décisioné. Nous les noterons :

a, (5(6’, t), t) =aq, (6?) (2-41)

Ces indicateurs?, peuvent bien sdr étre exprimés en fonction d’'ausignaux via les différentes
relations E/S de la boucle. Leur évaluation dépehddemment, du calcul de ces trajectoires
intermédiaires comme ici le signal d'erregft). Cependant, ces trajectoires qui appartiennent a u
espace de dimension infinie font de I'évaluatiomiuque de ces indicateurs un probléeme impossible
dans le cas général. Afin dobvier a cette problémme, des approximations des trajectoires
entrée/sortie de la boucle par des estimées dendiarefinie sont nécessaires.

Ainsi, bien que ces indicateurs temporels soieen kiléfinis mathématiquement, leur calcul est
approximatif et n’est qu’'une solution numérique rd'probléme algébrique ou d'un probléme
d’optimisation unidirectionnelle.

Le probleme de faisabilité concernant une spétifinatemporelle directe peut étre formulé comme
étant le probléme de recherche des paramétitets que la contrainte (2-1) soit vérifiée :

Existe-t-il 8 telque:
{a[”" <a,(elot)t)<am™ (2-42)

(6,t)=r(t)-6(K(s(6,1))

Pour sa résolution numérique, le probleme de fdigal§2-42) peut étre traduit sous forme d'un
probleme d’optimisation dont I'analyse des solusiopermettrait de juger de la faisabilité des
contraintes directes du probléme initial. D’'une mes équivalente, notre probléme de faisabilité peu
s’écrire :

Existe—t—il (9, y) telque:

a™-y<a, (e(e,t),t) <a™+y

(6,t)=r(t)-c(K(s(6,1))

y<0

(2-43)

ou y est une variable réelle additive supplémentaiigpgtmet de traduire le probleme de faisabilité
en un probleme d’optimisation :
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min y
{agm‘” ~y<a(et)t)sam™+y (2-44)

(6,t)=r(t)-G(k(s(6,1))

Le probleme (2-42) est faisable si et seulemen,si<0.

Comme dans le cas des contraintes sous forme diemant, une deuxiéme mise en forme du
probleme de faisabilité (2-42) est possible ensatilt une variable réelle multiplicative positive :

min o
slam -@ )<a (e(6.t)t)-7, <5(a™ -7,)
gB.1)=rt)-6(K(e(6.1), @ =(a" +am™)/2
0>0

(2-45)

Dans ce cas, les variables d’optimisation S@n#) et le probleéme (2-42) est faisable si et seulement
si0<g,, <1.

opt —

Il est clair que la formulation des problemes dimgations (2-44) et (2-45) est directe (sans
approximation) et si ce probleme est résolu eféoaent, il permettra de répondre a une partie de la
problématique du cahier des charges. Toutes feisprobléme d’optimisation est tres difficile a
résoudre car il est non convexe et présente demndapces non linéaires-implicites par rapport aux
parameétres de décisian

Formulation des spécifications temporelles d’encadrent

Dans l'approche paramétrique, le principe de lanfdation sous forme de gabarits est similaire a
celui d'une approche d’analyse. Les contraintes définies sur tous les signaux de la boucle fermée
et pour différents types de consigne. La principhi&rence entre les deux approches provient de la
paramétrisation des problémes d’optimisation quisaet plus en fonction de trajectoires mais en
fonction d’un vecteur de variables de décisén

Le probléme de faisabilité des contraintes tempegedous forme de gabarits peut étre intégralement
formulé par :

Existe-t —il & telque:
S, (H,t)DCSH, j=1...,n et CSH ={sj‘| (t) \ s;?,‘"(t)s S, (H,t)s s;‘fﬁx(t), Dt} (2-46)
S, (H,t) =F, (9, r ,t) "
ol s, (t) est une trajectoire donnée de la boucle fermés sontraintes e""(t) et s"(t) des bornes
a respecter pour cette trajectoire. est le nombre de contraintes. est le nombre de types
d’excitations consideree€, est 'ensemble des signasg (t) vérifiant ces contraintes, tandis que,
Iopérateur F, exprime la dépendance entre |&™ trajectoire s, (t) et le 1™ entrée de référence

r(t).

En procédant de la méme maniére que dans le casodéwmintes directes, le probleme (2-46) est
exprimé par un des problemes d’optimisation susant
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min y
st(t)-yss,, (6.t)ss(t)+y (2-47)
j,l (H’t) j,l (0’ r'I ’t) J:il‘..',,,n

(2-48)

{5.(3:"” (t)—§“ (t))S S (9,'[)—5“ t)S a-'(S;T,]lax t)_§j,I (t))}
s.(6.0)=F,, (0n.1), 5,0)=(0)+s )2 [

0>0

La condition de faisabilité du probléme (2-46) d&pee la solution des deux problémes (2-47) et (2-
48). Leur faisabilité est respectivement donnée pa<0 et0<g,, <1.

Formulation d’un cahier des charges temporel en pnobleme d’optimisation non linéaire

La mise en commun des deux types de spécificatmmmet de généraliser notre approche en
réunissant les deux problemes de faisabilité éléamres (2-42) et (2-46) en un seul probléme global

Existe-t—il 6 telque:
{am‘”w(( tht)sar
(6.t)=r(t)- (K(
S(enoc, . j=
{ jv,(H,t): ( )

(2 ))) (2-49)
L.n et C ={s,0)\ sr(t)ss,(6.t)<s7(t) Dt}}

1=1,...9

La formulation en un probleme d’optimisation de meuveau probléme de faisabilité revient a
résoudre les deux problémes (2-44) et (2-47) sanéthent :

min y
fa rsafdeisa
H0.0-r()-clk(Clo) (2-50)
{sjm,:"()—yss,.( t)<s(t)+y }
sjvl(é?,t)— H(B,rl,t) =2

j=1,...n
=1,..9

Un probléme d’optimisation non linéaire similaireup étre formulé en assemblant les problemes (2-
45) et (2-48) :

J>0 (2-51)

{5.(51."71" (t)-5,()<s,,(6.t)-5, )< a(sT()-5, (t))}
sjyl(H,t)=Fjv|(0,rl,t), S ,

Notons que des contraintes supplémentaires spatasnetres de réglage (telle que la positivité des
paramétres) peuvent étre ajoutées afin de réalksecorrecteurs a structure bien définie.
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Les conditions de faisabilité des spécificatiomaperelles ne changent pas et sont toujours données
par les inégalités (2-10) et (2-12).

Afin de chiffrer les limites de performances attgigles par la boucle fermée, il est possible dsetil
un critere intégral (de norme), sur 'une des ti@jees entrées/sortie, qu'on minimisera sous les
contraintes du probleme de faisabilité (2-47).

Propriétés du probleme d’optimisation formulé

L'ensemble des contraintes intervenant dans ladtation par synthése dépend des variablede la
boucle de commande. Cette dépendance est de h@&si@mplexe car ces relations sont en majorité
implicites et non linéaires. C'est pourquoi leshpémes d’optimisation établis sont non linéaires no
convexes, et le risque d’'atteindre des minimumsaudgcou des zones singuliéres, lors du processus
d’optimisation, est trés probable. Ceci nous emeédé juger de la non faisabilité du cahier des
charges. Néanmoins, les problemes d’optimisationlim@aire exprimés en fonction de présentent

un grand intérét. lls sont tres utiles a des fiasyhthése de correcteurs structurés ou d'ordngtréd
Dans ces cas, la nature de 'optimum calculé (looajlobal) peut ne pas étre importante si le gysté
corrigé présente un comportement satisfaisant.

D’autre part, les évaluations effectives des camtiea temporelles ne peuvent se faire que surda ba
d’'une estimée des signaux de la boucle qui rédultge intégration numérique des relations E/S de la
boucle fermée. Ce processus d’évaluation approKimatijue d’étre lent et trés colteux en espace
mémoire ce qui rend le processus d'optimisatiomsefficace.

Par conséquent, il est important d’analyser prodomeht les caractéristiques variationnelles et
calculatoires des criteres et contraintes constituze type de problemes afin d’identifier les
techniques de calcul et les algorithmes d’optinuseles plus efficaces pour les résoudre.

Mise en ceuvre des problemes d’optimisation tempofefmulés

Malgré la forte similitude entre les deux approcpessentées, les problemes d’optimisation formulés
présentent de grandes disparités dues principateinBappartenance a deux familles de problemes
d’optimisation complétement différentes : les peésbés d’optimisation convexe et les problémes
d’optimisation non linéaire.

Outre les complications liées a I'évaluation dest@ntes de dimension infinie, dans une approehe d
synthese, on rencontre des difficultés supplémestaiiées aux définitions mathématiques des
indicateurs de performance temporels.

En effet, ces indicateurs sont, en majorité, difiic a calculer car ils nécessitent la résolutien d
problémes implicites algébriques et/ou différesti®ous citons quelques exemples :

La “rapidité” d’un signalst) est évaluée par sa pente initiale, cette dermiécessite le calcul de la
dérivée de ce signalta= 0. Comme cette évaluation ne se fait généralemeéatpgutir d’'une estimée

finie, elle sera approchée (par exemplét)=(5(t.)-5t))/(.,~t)) et dépendra de la qualité
d’estimation (le pas de discrétisation) du sigé{g).
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Le calcul du temps de montée et du temps d'étanlieat nécessite de la résolution d’'un ou plusieurs
problémes algébriques du typef{s(t))=0 (pour déterminer le passage d'une trajectoire yve
valeur donnée ou pour en déterminer un maximumi)lo€z calcul est, aussi, lié a la qualité de
I'approximation du signab(t). Ainsi, quelle que soit la méthode utilisée paucalcul (maillage, par
dichotomie, optimisation unidirectionnelle), le uéat restera biaisé et son erreur d’estimatiom ser
liée & la densité des échantillons du sigéal). Ceci doit étre pris en compte par I'algorithme
d’optimisation.

Par exemple, la figure 2.9 représente une situatars laquelle un temps de réponse se déduit du
point d’intersection entre une trajectoire et ua Arrizontal. En ne se basant que sur le vecteypse
issu de la résolution différentielle du systémetelmps de réponse peut étre estimé pat donné

par I'échantillon calculé le plus proche.

(i+1t,.5,)

Fig. 2.9 Estimation d’'un temps de réponse

Il est clair que cette estimation est grossieres solution plus fine peut étre obtenue par une
interpolation entre les coordonnéesti +1. Une interpolation linéaire donnerai I'estiméevauite :

f=tm—(ém—ék)[%J avec 8, = (LT 0.05 [3(x)

i+1 Si

Le méme type d'outils de calcul est employé pourdaherche unidirectionnelle qui permet de
calculer les indicateurs dépassement et valeurmadei Ces deux derniers sont définis implicitement
comme des solutions d'un probleme d’optimisation lsuvariable temps qui n'est représenté, en
réalité, que par un vecteur de temps firilt,,... t, ).

Ces deux dernieres difficultés (estimation d'unevéé et résolution d’'un probleme algébrique a base
d’'une estimée) sont rencontrées simultanémentdorsalcul du temps du premier maximum d’'un
signal donné.

Les criteres de performance intégraux réaffirmémipkécision du calcul et sont également évalués
approximativement a partir des échantillons dualign

Par conséquent, I'évaluation des contraintes de {#pl) dépend de I'évaluation des indicateurs de
performancea, . Elle nécessite souvent une résolution numérique probléme algébrique, qui lui-
méme requiert une solution estimée (un nombrealfinstantst, ) d’'un premier probléme différentiel.

Le probléme de faisabilité global (2-50) ne peuffathn’étre résolue qu’en utilisant des estimagion
des signawé(8.,t,):
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min y
{alm‘” ~y<alé@.t)t)sa=+y
g6,t)=rt)-c(k(#(6,1)) (2-52)
{sr.‘"(ti)— yss,(@.t)ssrt)+ y}

S, (H,ti)= F. (9, rl,ti)

,,,,,,

D’autre part, les techniques de calcul de ce typeahtraintes sont tres colteuses en temps dd calcu
et elles ne fournissent qu’'une estimée biaiséeadedie solution. En effet, cette estimée n’est pas
crédible pour décrire les variations paramétriqdes différentes variables dans un processus
d’optimisation. En plus, les algorithmes d’optintisa sont souvent trés sensibles a la fiabilité de
I'information requise en terme de précision etéificacité des méthodes de résolution en terme de

temps de calcul.

2.3.3.Expression des contraintes fréquentielles du systé&m

Dans le cas des systémes linéaires, la représentnéquentielle joue un réle prépondérant pour
'analyse et la synthése des systemes. Cette iamp#rtest surtout due a deux raisons majeures :

- La complémentarité entre la formulation fréqueteiet la formulation temporelle des systemes.
En effet, malgré I'apparente redondance sur le plathématique, en pratique I'analyse ou la
synthése se font en paralléle dans le domaine t&pb fréquentiel car certaines propriétés
sont immédiatement lues sur l'une des deux reptéiens tandis que d’autres sont
immédiatement lues sur la deuxieme. En plus, iaatiion parallele de ces approches fait
apparaitre des compromis fondamentaux qui sonteur méme de I'ingénierie des systémes.

- La pertinence des outils et des résultats frégelsntiéveloppés tout au long de I'évolution de
I’Automatique. Nous citons, par exemple, I'Autongaie fréquentielle classique telle qu’elle
s’est développée des années 30 aux années 60 esvdtavaux de Black, Nyquist, Bode,
Horowitz, etc., et leurs différents diagrammes fi&tfiels et critéres graphiques qui permettent
d’analyser un systeme et de synthétiser sa commarideérét de cette approche est d’autant
plus confirmée par I'émergence, vers la fin deséasn80, d'une nouvelle branche de
I’Automatique fréquentielle dite néoclassique oarzée ou encord .

Comme dans le domaine temporel, nous distinguanss datégories de spécifications fréquentielles
et donc deux formulations possibles: la formulatia base d’indicateurs de robustesse et la
formulation des spécifications sous forme de g#hari

2.3.3.1.Formulation des spécifications frequentielles a lead’indicateurs de robustesse

Mise a part la bande passante qui est souventigl@mme un indicateur de rapidité, le reste des
indicateurs fréquentiels mesure la robustesse dtemye bouclé vis-a-vis des imperfections du
modéle. Cette catégorie de spécifications condeadicateurs classiques de robustesse, corsstitué
des marges de phase, de gain, de retard et de endalyulsation de coupure (bande passante), mais
également des parametres plus avancés, composeasrdess infinies des fonctions de sensibilité ou
leurs facteurs de résonance.
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En conservant les mémes notations que dans le grrarhapitre, nous rappelons la définition des
principaux indicateurs fréquentiels pour le cas avamiable :

- Marge de gain AG =|L(jw,,)” \ OL(jw,)=-n

- Marge de phaseap=int{ardL(ja!))+ 7 \ |L(jal)=1

— Marge de retard AR=Ag/w, \ |L(jw) =1

- Marge de module AM = inf{]1+ L( Jw}—||S (jo)

— Bande passanteB, {w \ |L Jw)| >]}, souvent caractérisée par la pulsation de cougpure
~ Facteur de résonnanc®; =|G(jw)/|G(0) \ :arg(sgopﬂe jw) )

- Norme H, ;|6(j), :iljor(a( ( ) -

ol L(jw) est le transfert en boucle ouvert®{jw) la fonction de sensibilité eG(jw) un transfert
stable quelconque de la boucle.

L'ensemble de ces indices de robustesse préseptqugs redondances qu'il faut éviter lors de la
formulation du cahier des charges. Certaines deredsndances découlent des définitions (par
exemples AR=Ag/w , Q =|G(jw)|./|G(0)), d'autres sont plus subtiles comme les relatizm les
marges de gain, de phase et de module.

En effet, dans le premier chapitre, il a été mowmé les marges de gain et de phase sont moins
représentatives que la marge de module. Si 'uaked’ est faible, le systéeme considéré est proehe d
l'instabilité. Cela peut cependant aussi étre lge paur des systémes complexes, lorsque les deux
marges sont relativement grandes. En d’autres &ri@e marges de gain et de phase ne garantissent
pas stricto sensu une borne inférieure pour la endegmoduleAaM . Ces deux marges sont néanmoins
trés appréciées, car leur ajustement est souvesngEé que celui daMm .

Enfin, une spécification sur la marge de modulelawmorme infinie de la fonction de sensibilité
garantit une borne inférieure autant pour la maegphase que pour celle de gain

AG>— 2 (2-53)
1-AM
Ap=2. arcsir{%) (2-54)

Extension des marges classiques au cas multivaeabl

En raison du nombre élevé de correcteurs du tyje WRilisés dans le domaine industriel (90%
approximativement), les indicateurs fréquentielassiques jouent un réle prépondérant dans les
cahiers des charges génériques. Leurs définitiohsnéme été étendues pour le cas multivariable et
elles sont méme parfois utilisées pour les systemndinéaires [Fer96]

En multivariable, on retient deux méthodes pourégdliser le calcul des marges d'un systeme
corrigé :

— Soit on ouvre chacune des boucles de retour él@mesnt(monovariable) et on estime tour a
tour les marges. Le résultat est alors trop optenar il présuppose qu’il n’y a aucune
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perturbation ou incertitude simultanée sur lesesutetours ou, tout au moins, il ne sait pas les
prendre en compte.

— Soit on calcule une marge de module multivariabterespondant a une perturbation
s’appliquant simultanément sur toutes les boucléméntaires. On peut alors fournir une
interprétation en gain et phase de cette margeodill® qui sera néanmoins plus pessimiste.

Nous avons ici choisi de maximiser les marges naithbles et présentons ci-aprés un complément
permettant d'interpréter le résultat multivariablemarges de gains et phases.

Considérons une matrice d'incertitude diagonale tiplidative A:diag[Al,...,Am] appliquée
simultanément sur toutes les entrées du systéméseayié par la fonction de transf@tp)OOH ™

(cf. figure 2.10(a)).
Il
K(p) O G(p)
) IE

(a) Connexion systeme bouclé /incertitudes (b) SystémeN, 4) sur T,

\ 2
>

A

Fig. 2.10 Incertitudes multiplicatives directes emtrée

L'application d’'une telle perturbation équivaut altiplier le gain de lai *™ boucle par(l+4,). Le
transfertM vu parA (figure 2.10(b)) est égal a la fonction de setigtbcomplémentaire en entrée
T, =KG(1, -KG)™.

Les incertitudes considérées ici sont scalairesoaetespondent & des modifications de gain de la
boucle MIMO. Si elles étaient complexes, elles egpondraient a des variations en phase sur leecercl
unité 1+A, =e' .

D’aprés le théoreme du petit gain (cf. Théoremeg, 1a%oucle fermée est stable si :

a(n)< OwOO (2-55)

1
a(T.(jw)
Ainsi on reste stable si :

: 1
Oi |Ai|<m Dwd0 (2-56)

Pour remplir cette condition suffisante de stadjlie gain de boucle modifiée+A,) doit rester a
lintérieur du cercle de centreet de rayorr,, = max{@(T.(jw))).

Définition 2.1 (Marge de gain multivariable) La marge de gain multivariable est définie par un
intervalle[G,,,,G,. | tel que la boucle fermée reste stable pour toetrigbation réeller, sur lai °™
boucle élémentaire (SISO) telle qGe, <1+A, <G, ; lesA, variant de maniére indépendante.
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Comme le montre le schéma ci-aprés (cf. figure (2))1la marge de gain multivariable est définie
autour d’un point nominal et dépend de la valeucapoint.

1+04
instable G?
e
= G Marge dephas:
G ¢
i Gan : 5 Re
G stable Grlwax i 1+4,
Gl A
it s }
Marge degair ‘\\
(a) Domaine de stabilité et marges de gain muigde (b) Marges de phase multivariable

Fig. 2.11 Marges de gain et de phase multivariable

Définition 2.2 (Marge de phase multivariable)La marge de phase multivariable est le plus grand
intervalle réel[—w,d tel que la boucle fermée reste stable pour toeteifbation de phaset A, =€
sur lai ™ boucle élémentaire (monovariable) telle quyes ¢ < ¢ et lesaA indépendants.

Ainsi, on trouve que sur I'axe des réels, l'intdiwale variation autorisé est der_ . D’ou la marge
de gain:

AG = [1_ r.mirl '1+ r.min] (2-57)

De la figure 2.11(b), on en déduit par de simptass@érations géométriques que :
Ap= [—¢, (/i avec @=2. arcsir{rmT‘”] (2-58)

Nous avons considéré ici le cas d'une perturbadonentrée, mais cette méthodologie pourrait
également étre appliquée pour le cas d'une petiarban sortie et avec n'importe quel type
d’incertitudes structurées (cf. paragraphe 1.58)si, on peut toujours traduire la marge de si#bil

de la boucle en équivalent marge de phase et ndargain garantis. Seule I'expression des transferts
change.

Expression des spécifications fréquentielles a bd3edicateurs de robustesse :

L’expression des spécifications fréquentielles eonant les indicateurs de robustesse se traduit
souvent par une contrainte de type :

a™<a, <a™ (2-59)

ou a™ et o™ sont, respectivement, la borne minimale et la #amaximale de lindicateur de
robustesse, .
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2.3.3.2.Formulation des spécifications fréquentielles soissme de gabarits

Avec le développement de la méthodle , I'expression des objectifs du cahier des chagmss
forme de gabarits fréquentiels est devenue unenigad courante. Le principe de cette approche est
similaire a celui des enveloppes temporelles aijis de forcer les modules des transferts a reepec
des gabarits désirés. Ces gabarits traduisentfarpence et/ou la robustesse de la loi de commande
via des contraintes sur le gain en boucle ouverteroboucle fermée

Ce type de spécifications a été employé, initialgmeans les méthodes fréquentielles classiques ou
dans une premiere étape, les cahiers des changgmrids sont inévitablement traduits par des
spécifications sur le module des transferts en leoigcmée (cf. section 1.5.2 et 1.5.3). Comme ces
fonctions dépendent non linéairement du correcte(w) que I'on cherche a mettre au point (cf.
tableau 1.1), une recherche “manuelle” du correcte{p) de fagon a satisfaire ces contraintes peut
étre trés complexe, méme dans le cas d'une steusitmple pourk(p). L'idée fondamentale des
méthodes fréquentielles classiques de syntheseoidedé commande consiste a transformer ces
contraintes portant sur les transferts du systemmoacle fermée en contraintes portant sur le feans

du systéme en boucle ouvert€p) = G(p)K(p), en utilisant les liens qui existent entre cesgferts

(cf. figure 1.19). L'intérét est queL(p) est une fonction linéaire de&(p). L'étape suivante du
processus de conception est donc de rechercheoiésintes que doit satisfaire le transfert enchou
ouverte L(p)=G(p)K(p) pour que le cahier des charges soit rempli. Ung doie celles-ci sont
déterminées, le correcteuk(p) doit étre recherché manuellement de fagon a ce Idp les
satisfassent. La tache est facilitée par le fa@ q(p) est une fonction linéaire d&(p). Cette
recherche se fait a I'aide du diagramme de Bodedidgramme de Black, etc., de la fonction de
transfert L(p). Pour cela, il est nécessaire de choisir une tsiri@daptée pour la loi de commande
comme par exemple un Proportionnel Intégral avesans avance de phase.... La structure étant
déterminée, les paramétres du correcteur doiveatréglés de facon a ce que le transfert en boucle
ouverte L(p) remplisse le cahier des charges. Il est enfin iatjiéde vérifier si le correcteur obtenu
remplit bien le cahier des charges initial. Si eenikr n'est pas satisfait, alors soit il n’exigi@s de
correcteur remplissant le cahier des charges,usoihauvais choix a été fait a 'une des étapes du
processus de conception : cela peut venir d’'unevaiseél traduction des spécifications temporelles du
cahier des charges en contraintes sur les tramséartboucle ferméeou des contraintes sur les
transferts en boucle fermée en contraintes suafesfiert en boucle ouverte ou encore d’'un mauvais
choix de structure ou de paramétres pour le cauecEtant donnée I'abondance des possibilités, san
un bon savoir-faire et de la patience, il est ddiffccile de clairement identifier pourquoi le ceateur
obtenu ne remplit pas le cahier des charges, qideessus de conception doit étre repris et enfin
comment il doit étre modifié. Dans le cas multighte, la difficulté est rapidement accrue avec le
nombre de spécifications ce qui rend la recheralme abmpromis tres difficile.

La synthéseH , quand a elle, est née de la recherche d’'un quijla partir des contraintes sur les
modules des transferts en boucle fermée, recheliobetement s'il existe un correctet(p) tel que
les transferts en boucle fermée satisfassent lesatotes sur leur module et, si oui, fournit uh te
correcteur. Avec un tel outil, si 'algorithme naufnit pas de correcteur, c’est que soit il n'exigas

1 Ces contraintes sur la fonction de transfert@rcke ouverte sont traduites sur une ou plusi@psentations graphiques (diagrammes de
Bode, de Nyquist et/ou de Black Nichols). C'esttilisation de ces représentations graphiques qud rees méthodes extrémement
attractives.

2 Rappelons que le passage des unes aux autessestapproximatif.
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de correcteur remplissant le cahier des chargégj®la traduction des spécifications temporedles
cahier des charges en contraintes sur les fonctlertsansfert en boucle fermée est mauvaise. Il en
résulte, d’'une part, une considérable simplificatdu processus de conception et, d’autre part, la
possibilité de réellement tester I'existence d’wrrecteur vérifiant le cahier des charges (apres
reformulation dans le domaine fréquentiel).

Les formulations fréquentielles établies dans éper chapitre (cf. section 1.5.2 et 1.5.3), sidamt,
sous la forme semi-infinie suivante :

O w,

T, (i) < 1 (o) (2-60)

ou |Tagﬂ(ja))| et Tf;(jw)| sont respectivement, le module de la fonctionraesfert entre I'entréer
et la sortieg et son gabarit maximal.

Le gabarit Tf;(jw)| est appelé aussi pondération et il est définiensial classe de signaux d’entrée et
de sortie associé au transfeyt , (jw).

Dans le cas oU’;?;(jw) est inversible, la contrainte (2-60) peut ausécite en utilisant la norme
H

I, {rs)”

Nous rappelons (cf. section 1.5.2) que la perfomaatiun cahier des charges revient a tester, si pou
les pondérations définissant les signaux de rééérgw, de perturbationn, et de bruitw, et les
pondérations définissant les signaux d’erréuret de command®\,, les conditions suivantes sont
satisfaites :

<1 (2-61)

Y

- Suivi de trajectoires de référenpE T, W | <1;

- Rejet de perturbatior|sV.T, W,| <1;

IN

- Atténuation des bruithv,T, W,|_ <1;

- Commandes modéréds/ T W[ <1;

Les transferts, de la boucle fermée ,(jw),T, ,(jo),T, (jw) et T ,(jw), qui définissent la
performance d'un cahier des charges s’écriventrir pies fonctions de sensibilité, ce qui engendre
des contraintes contradictoires mais toutes r@atév la nature de chacun des signaux de la boucle
(hautes et basses pulsations). Les gabarits typiduen systeme performant sont illustrés dans la

figure 1.20.

Nous rappelons aussi que des conditions similesogg obtenues pour exprimer la robustesse du
systéme bouclé vis-a-vis des incertitudes. Danscag les gabarits dépendent de la structure
d’incertitude considérée (cf. tableau 1.4).

Par exemple, pour une incertitude additive direstevérifiant |A(jw)|. <|W,(j@)., la condition
nécessaire et suffisante de stabilité est donnmegpd w)k (jw)s(jw)| <1.
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2.3.3.3.Formulation des spécifications fréquentielles modal

Ce type de demandes est issu, initialement, dertahe fréquentielle classique et a été développé,
par la suite, a I'aide des méthodes d’espace d@ialque soit I'approche, le premier objectifsreu
commande est de stabiliser le systéme, si celesttinstable ou de conserver sa stabilité. De plus,
faut souvent augmenter son “degré de stabilitévéer des oscillations mal amorties dans le régime
transitoire. Parallelement, on peut constammentctiee a améliorer la rapidité du systeme sans
dégrader son amortissement. Ces performancesttiaesidu systeme bouclé dépendent fortement de
la localisation du spectre de la matrice d'étatbemucle fermée (ou des racines du polynéme
caractéristique) dans le plan de Laplace. Dans egiproche, les spécifications modales s’interptete
indirectement en termes de placement des pdles lateuicle fermée.

Ces modes ont des contributions différentes quvg@uétre évaluées grace a une simulation modale
[Mag02]. Apparait alors la notion de modes domisaRbur ces derniers, il est possible d’énoncer les
regles typiques suivantes : pour un temps de répdasirér, et un amortissement désig, les
valeurs propres dominantes en boucle ferchédoivent vérifier :

{Re(/l)s -3/,

RefA)/A2 &, (2-62)

Ces contraintes définissent la région du plan complexe ou doivent se situer les polésfifpre
2.12(a)).

N
N
N

N
R

ReG(jw)]

DI R R R

R

(a)

Fig. 2.12 Zone du plan complexe correspondant awetformances temporelles désirées.

La commande est réalisée par des organes de presE&ainvocommandes) ayant des bandes passantes
limitées. C’est pourgquoi une contrainte supplémeatest imposée aux modes de la boucle fermée qui
doivent se situer dans cette bande passante. Viezwita donc de fermer ce domaine (contéDr
fermé) en imposant une borne supérieure a la paxtie des polegeA) (cf. figure 2.12(b)).

Similairement aux indicateurs de robustesse, lecifipations modales sont formulées par des
contraintes minmax, on écrit :

A™ < A(A)< A™ (2-63)

Définition 2.3 (La D -stabilité) Une matriceADC™ est D -stable si et seulement si 'ensemble de
ses valeurs propres est strictement contenu adigntr d’'une régiord du plan complexe.
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La notion de stabilité est alors généralisée sddordomaine du plan complexe traduisant les
performances temporelles désirées et limitant dandispersion des péles. Par exemple : on parle
d’ o -stabilité en imposant une contraine(A)<-a qui permet de garantir que tous les régimes
transitoires du systéme soient plus rapide gtfet ceci sans aucune contrainte sur le dépassement.

Dans certains systemes a structure complexe (modiees/souples, modes lents/rapides), il est
possible de définir plusieurs régions de stabflitgoints afin de caractériser les performances du
systéme.

2.3.4.Faisabilité des cahiers des charges fréquentiels

En suivant une démarche similaire a celle empl@gde formuler la problématique de faisabilité des
spécifications temporelles en un probleme d’'optatiis, nous allons présenter deux approches qui
consistent & exprimer les spécifications fréquéaesieen deux sortes de problemes d’optimisation.

La premiére approche est a base dopérateurs @matde foncions de transfert). Elle caractérise
I'ensemble de correcteurs qui permet une pararaétislinéaire des transferts en boucle fermée et
qui stabilise le systeme bouclé. Cela nous permdouanuler les contraintes fréquentielles de gabari
en problemes d’optimisation convexes avec des pit@isr semblables a celles obtenues dans
I'approche temporelle entrées/sortie.

La deuxieme approche est générique car elle cendisbnsidérer un cahier des charges fréquentiel
avec les trois classes de spécifications fréquiattieLe probléme de faisabilité formulé est non
convexe et sa résolution dépend fortement dedatsite de correcteur considérée.

2.3.4.1.Etude de la faisabilité des spécifications fréquieties par une approche par
opérateurs

Considérons a nouveau le schéma fonctionnel d'égelation classique (cf. figure 2.13) :

uA P Av + £
Ay
+ +J\+
L Kp) H>O— 6P
+yY + d

Fig. 2.13: Schéma fonctionnel d’'une boucle de régtibn

Nous notons® I'opérateur qui associe & tout vecteur d’entréebd) le vecteur de sorties
(uvy). o estdéfinie par 'équation suivante :

& s -Gs, T
u KS -T -KS
=d|b| avec ®= e (2-64)
v, KS S, -KS
y T GS -T

On rappelle les propriétés du systéme bouclé stégan
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Définition 2.4 (Boucle bien poséelne boucle de régulation conforme a la figure 248dite bien
posée si a tous signauxb et d correspond un et un seul ensemble de sigrauxv et y. En
d’autres termes si I'applicatiosr est injective.

Pour le cas des systéemes linéaires invariantsyual® de régulation est bien posée si et seulegient
(I, +GK) est inversible ¢ (I, +KG) inversible), c’est-a-dire que I'un de ces deusgfarts est
identiquement non nul.

Définition 2.5 (Stabilité entrée/sortie d'un systéra linéaire invariant) Un systeme bouclé est stable
E/S si et seulement si, tous les transferts dgbaissa boucle sont stables

La figure 2.14 représente les différents cas ptessithans I'espace des boucles fermées ainsi que le
schéma équivalent dans I'espace des correcteurs.

Correcteul

Correcteur nol -~
stabilisan

stabilisar

Boucle instaple

Boucle stable

Boucle mal posée Boucle mal posée

Ensemble des boucle fermées Ensemble des correcteuks
Fig. 2.14: Dualité boucle fermée - correcteur
Changement de variable linéarisant

Chaque transfert de la boucle fermée est expriméoection du correcteuk et fait intervenir
linverse de(l, +GK) ou de(l, +KG). Ainsi, les contraintes fréquentielles du cahies dharges sont
exprimées non linéairement en fonction du correctelet ils nécessitent une inversion matricielle ce
qui rend les problémes d’optimisation formulés ctares et difficile & résoudre. Afin de pallier a
cette difficulté, on introduit un changement deiafale qui permet d’exprimer tous les transferts des
boucles fermées bien posées sous une forme affine.

En analysant tous les transferts de la bouclesetliféérents changements de variable envisageables,
on constate que le choik =T =KS= K(Ip +GK)’1 permet de linéariser tous les transferts de la
boucle sans aucune hypothése particuliére surelsibilité deL ou deG. L’ensemble des relations
affines par rapport au paramétre fonctionhekst donné par :

T=GL

s=1,-GL

T.=L G (2-65)
s.=1-L G

GS =G-GL G

Pour tout systéme& donné, la relation entr& et L est une bijection sur I'espace de définition de la
transformation. Cet espace correspond aux casalesds bien posées. On écrit :
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L =x(,+cK)* = k=L (I,-GL )* (2-66)

Ce transfert linéarisant permet également d’obtene interprétation au résultat de paramétrisation
des trajectoires de commande obtenu dans I'appm®Bthéct. section 2.3.2.1).

En effet, soientl, les différents éléments de , et u, le vecteur définie paru =(L, ..L,) . Ce
dernier s’interpréte comme la commande obtenugpligaant un Dirac & lg “™ entrée. Comme les
transferts de la boucle fermée sont des fonctimésires del. , ils sont aussi des fonctions linéaires
desu, . Nous retrouvons ici le méme vecteur introduitsi@nparagraphe 2.3.2.1 ainsi que le fait de
pouvoir paramétrer les comportements d'une bouelende par un ensemble bien choisi de

commandes.
La stabilité dans I'espace des paramétres

Dans ce paragraphe, on s'intéresse a la caradténisie 'ensemble des paramétres associé a
I'ensemble des boucles fermées stables. Il estqlain paramétre linéarisaht, assurant la stabilité
de la boucle fermée est stable puisque c’est l'es wlansferts particuliers de la boucle fermée :
{L \ Boucleferméestablé O{L \ L stabl¢. Ce cas général est représenté par la figure @alfs
I'espace des correcteurs et dans I'espace des paemh

L instable K stabilisan

L stable K non stabilisar

Boucle mal posée |
Boucle mal posée

Ensemble ded Ensemble des correcteuks

Fig. 2.15: Caractérisation des parametrds stabilisants

En dehors du transfert linéarisdot , les transferts en boucle fermée donnés par (2&@ndent du
systtme G. Ainsi, si le systtmeG est stable, les deux ensemblfds \ Boucleferméestablé et
{L \ L stabl¢ seront identiques. A ce moment, on écflt :\ Boucleferméestablg¢ ={L \ L stabl¢ et
la représentation graphique 2.13 devient :

L instable K stabilisan

L stable K non stabilisar

Boucle mal posée 3
Boucle mal posée

Ensemble ded Ensemble des correcteuks

Fig. 2.16: Caractérisation des paramétrds stabilisants pourG stable
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Dans le cas ol est instable, un choix dans I'ensemlhle ne garantit a priori que la stabilité des
transfertsT, , =T, , =KS=L . Afin de conserver la propriété linéaire du changet de variable, on
propose de chercher une restriction a I'enserhblesous la forme suivante :

L =A+AQA (2-67)
oulesA, Aet A sont des transferts fonction du systeme@ ain transfert stable.

Le but est de chercher les conditions \yr A,et A, pour que I'égalité suivante soit vérifiée :
{L \ Boucleferméestablé ={L = A + AQA\ Q stabld. Cette égalité se traduit dans I'espace des
parameétred. stabilisants par la figure 2.17.

{A +AQA \ Qstabl}

L stable K non stabilisar

K stabilisan

L instable

Boucle mal posée |
Boucle mal posée

Ensemble ded Ensemble des correcteuks

Fig. 2.17: Caractérisation des parametrds stabilisants dans le cas général

Le transfert E/S globadp correspond a une expression affine en fonctionalwveau parametre .
On écrit :

®=T,+T,QT, (2-68)
avec :
S -GS T -G | -G 0) (-G
q)_ KS _Te _KS _ I (I —G —|)+ 0 O 0 + I Q (I —G —|)
IKS S, -KS| |I A o 1 ol * L{#
T Gs -T) |G 0 G 0 (G
T, T,

Pour que le systéme bouclé soit stable, les treasée, A et A, doivent vérifier :

T =GA +GAQA stable
KS=A +AQA stable (2-69)
T,=AG+AQAG stable

GS, =G-GAG-GAQAG stable
Dans le cas particulier ol le transfertest nul(Q = 0), on obtient un ensemble de transferts de boucle

stable et en particulier uh, = A. Ayant une bijection entre les transferts de ladi® ouverte et les
correcteurs, nous avons donc un correcteustabilisant la boucle, tel que :
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GA =T, stable

A=K,S =L, stable (2-70)
AG=T, stable

G-GAG=GS, stable

Le correcteur stabilisant associé aux transfertdmucle pouQ =0) est nommé solution centrale
et peut étre choisi parmi tous les correcteurdlsabts. En effet, pour une paramétrisation de 2>
66) et un paramétr®, correspondant a une solution particuli€e=T, +T,Q.T,, le choixQ' =Q-Q,
permet de rendre cette solution centrale. On almis ® =, +T,Q'T, .

Cette propriété reste valable dans le cas d'uresysG stable. Dans ce cas, on peut choigjr=0.
Ceci est équivalent a mettte, = A =0, ce qui simplifie 'expression d& dans (2-68).

Ce choix “naturel” n’est pas toujours le meilleGn verra par la suite qu'’il est préférable partigsse
placer autour d’une solution centrale plus adaptéprobleme considéré. Cela aura des conséquences
sur le comportement numérique et sur les tempgstdution des probléemes d’optimisation qu’on va

formuler.

Si les transfertsA, et A, sont stables, alors le paramétles= KO(I . +GK0)’1+AZQA5 est stabilisant,
ceci est équivaut a :

{L = KO(Ip +GK0)’1+A2QA3 \ Q stable}D{L \ Boucleferméestablg

Cette condition suffisante garantit la stabilitéisnae permet pas d’'affirmer la paramétrisationailest
les correcteurk stabilisants (cf. figure 2.18).

L stabilisant K non stabilisar K stabilisant

K,(1, +GK,)* + AQA \ Q stabld

L instable

Boucle mal posée
Boucle mal posée

Ensemble ded. Ensemble des correcteuks
Fig. 2.18: Caractérisation d’'un mauvais choix dg, et A,.

Cependant, si les transferfs et A, sont stables et si pour tout correcteur cenralstabilisant, il
existe un transferQ stable tel que L, + AQA = KO(I . +GK0)’l alors :

{L = KO(Ip +GK0)'1+A2QA3 \ Q stablé={L \ Boucleferméestablé

Généralisation a la forme standard

On appelle modéle augmenté le systéplg) formé des quatre transferts multivariables extstatre
les entréesi et w et les sortiesv etz ou :

* u estla commande du systeme
e w sont les entrées exogenes qui peuvent étre lssgo@s ou les perturbations
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* y sont les mesures
» zsont les sorties régulées.

w z
— ——
u P y
w 2
u P y
— —
(a) Modéle augmenté (b) Forme standard

Fig. 2.19: Modéle augmenté et forme standard

On décompose classiqueménten ces quatre transferts multivariables de la @narsuivante :

Z(p)j (W(p)] (F’n Plzj (W(p)]

=P. = . 2-71

W R i &
L'intérét principal de I'introduction de la formeamdard est avant tout méthodologique. Elle apporte

en effet une certaine clarté de formulation en jp¢tant de représenter a la fois le systéme a dentro
et le cahier des charges associé (cf. figure 2})9 (

Lorsqu’on applique une loi de commande de typeuretie sortieu=K.y sur le systeme, on obtient
'expression suivante du transfert entre les est®@genesw et les sorties régulées, qui est
appelée Transformation Fractionnaire Linéaire (LiFf@rieure :

Hwaz(p)zFl (P'K): F)].1+F)12K(I _PZZ'K){lPZl (2-72)

Cette formulation permet de prendre en compte,les ges transferts de boucles, des entrées et des
sorties supplémentaires pour traduire les spétifica du cahier des charges. Le schéma bloc 2.10
peut étre mis sous la forme standard comme indigué figure 2.20 :

s
(op
] 7 %
Q
2
T
T
# +
<

Fig. 2.20: Mise sous forme standard du schéma bitessique

Cette boucle de régulation est bien posée si dersent si(l - P,K) est inversible ¢ (I -KP,)
inversible). Son transfett , , est une fonction non linéaire du correct&ur(cf. relation (2-68)).

Afin de paramétrer linéairement I'ensemble des lesuibien posées, on introduit le transflert défini
par :
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L =k(1-P,K)" (2-73)

L'application qui associe a tout correctedr le parameétrelL est un changement de variable
linéarisant défini sur I'espace des correcteursespondant a des boucles bien posées. On écrit :

Hwﬂz = I:| (P' K) = Pu + P12L P21 (2'74)
Des propriétés similaires a celles développées aparagraphe précédent peuvent étre formulées

pour caractériser I'ensemble des boucles fermédsest par un nouveau changement de variable, ce
qui revient a caractériser I'ensemble des paramétrecorrespondant a des boucles fermées stables.

Les différents parameétres, A,, A, L et Q peuvent étre retrouvés par identification de lanfe
standard avec les expressions (2-67) et (2-68).

Paramétrisation de Youla-Kéera

Nous avons montré jusqu’a ici que sous certaingothgses, I'ensemble des transferts de boucle
fermée stable peut se mettre sous la folmET,QT, ou Q est un transfert stable &, T, et T, sont
des transferts dépendant du systé&nécf. équation (2-68)).

Pour les systemes linéaires invariants, il existe paramétrisation particuliere de cette formetc’es
celle de Youla- Kgera dite aussiQ -paramétrisation. Ces origines remontent aux trawde! J.R.
Raggazini et G.F. Franklin sur la commande optiniRigg58], puis les travaux de Eara pour les
systémes discrets [Kuc74], et ensuite ceux de Yeut-auteurs dans le cadre du filtrage de Wiener
Hopf [You76]. C'est en I'occurrence Youla-Kera que I'histoire a retenu, donnant le nom de &-oul
Kucera parameétrisation a ces techniques.

Les résultats de paramétrisation précités permettendonner un sens au paramé@ede cette
paramétrisation, et en particulier a son rapportpatametre linéarisank.  (non nécessairement
associé a une boucle fermée stable), aux transferia boucle fermée et au choix d'une solution
centrale.

Nous introduirons le principe de la paramétrisatitn la boucle fermée a travers les travaux de
[Vid85] avant d’exposer une méthode pratique pawéhliser utilisant la forme estimation/commande
des correcteurs initi€ée par [Sch80].

L’existence de la paramétrisation de Youlaékra pour tout systéme linéaire invariant se fdiage
de la factorisation co-premiére [Vid85].

Théoréme 2.1 (Factorisation premier®/id85; Fra87) Pour tout systeme,, propre, il existe huit
matrices de transfert propres et stables vérifiastéquations :

P,=NM*=M"N (2-75)

L
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Théoreme 2.2[/id85; Fra87) Soit une double factorisation premiére de, fournie par les
équations du théoreme 2.1. Tout correcteur stabilisP,, et donc P, est donné par I'équation
suivante :

21

K=(y-MQ(x-NQ)*=(X-QN)*(¥ -qm) (2-77)
ou Q est une matrice de transfert propre et stable.

Ainsi, tout correcteur stabilisam,, vérifie (2-77) et réciproquement, tout correctdanné par (2-77)
stabiliseP,,. Ces deux théoremes nous permettent d’exprinteansfert linéarisant. par :

L =k(1-P,K)"=(YM-Q)M (2-78)
En remplacant dans (2-74), on obtient finalement :

+(-P,M)QM P, (2-79)

On obtient ainsi une représentation paramétré&edsdmble des boucles fermées atteignables par un
correcteur stabilisant :

H.0e(P)={T, +T,QT, \ Q stablg (2-80)

stable
T,, T, et T, étant uniqguement définis & partir de la factolaapremiére du systéme initial, le
parcours de I'espac@,,,. ={Q, \ Q stabl}¢ permet d’exploreH_, (P) totalement (cf. figure 2.17).

stable

Mise en ceuvre de la paramétrisation de Youlaé¢€ra

Considérons un correcteur initigd,, stabilisant la boucle fermée. On cherche a paramear le
parametreQ I'ensemble des correcteurs stabilisants. On pme&ddeux étapes :

— On modifie le correcteur initial en rajoutant undgréev et une sortiee (cf. figure 2.21(a))v
est de méme dimension que et e de méme dimension qug. Cette modification du
correcteurK, est réalisée de fagon a ce que le tran3fertsoit nul.

W 2 0 2
— ————> — —>
u P y u P y
" ’:’;:;:;: :;:;:;:iﬂi
Kini : Klm I :
: B— \J

(a) Modification du correcteur (b) Bouclage par le paramétge

Fig. 2.21: Paramétrisation des correcteurs staldligs

2-40



CHAPITRE 2 — FORMULATION ET ANALYSE DE CAHIERES CHARGES PAR OPTIMISATION

- On rajoute entrey et e une matrice de transfe@ stable de dimensiofn, xn,)=(pxm) (cf.
figure 2.21(b)). On obtient un nouveau correct&urconstruit a partir du correcteu,, et
paramétré paR. Comme le transfert, , est nul, la boucle fermée initiale €t étant stables,
le nouveau correcteur ne peut déstabiliser la leofgsinée. Par contr@ agit sur le transfert
T, _ e, Ce qui permet d’agir sur les performances ebbustesse du correcteur. On note par

la matrice d’'interconnexion résultante

En notant parT,,T, et T, les transferts entrev et z, v et z et enfinw et e respectivement, le
systeme bouclé peut se mettre sous la forme sthdéarite par la figure 2.22.

L T T, >3

LR

Q

Fig. 2.22: Schéma de la paramétrisation de Youladema
Le transfert en boucle fermé&e , s’écrit donc :
H, . =F(T.Q=T,+T,QT, (2-81)

Cette forme affine erQ est similaire a celle d’'une paramétrisation de [¥d{ucera mais elle ne
garantit pas un changement de variable qui pertageohdre tous les transferts stables possibles. O
propose alors une paramétrisation permettant datiaune bijection entre I'ensemble des parametres
Q linéarisants et stables et 'ensemble des comeste stabilisant la boucle.

Si on considére un correcteur initigl , sous la forme retour d’état-observateur, J.C. ®aymontré
gu’il était possible de le paramétrer a I'aide @e Soit le systeme strictement prope régit par la
forme d’état suivante :

(2-82)
La représentation d’état du correcteur initialdmstinée par :
x=(A-EC,-B,F)X+Ey (2-83)
u=-FX

ou, E est le gain de I'observatewr, le gain du retour d’état et I'état estimé. Finalement le transfert
du correcteurk . est:

init

K,.(p)=-F(pl, -A+B,F+EC,)"E (2-84)

init

Il s’agit maintenant de modifier le correcteur retal’état-observateur afin de faire apparaitre les
signauxv et e, tout en assurant un transfayt, nul. Une solution est de prendre paut’erreur de
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prédiction y-y et en ajoutantv a la commande-F x [Mac89]. Cette modification du correcteur
initial est décrite par la figure 2.23.

Nous obtenons pour le correcteur modifié les éqnatd’état suivantes :

x=(A-EC,-B,F)X+Ey+B,v
J:du=-F X+v (2-85)
e=y-C,X
w z
— —>
P y
-
N

1N
1
H
X)l
E
1
Vs

Fig. 2.23:Modification du correcteur observateurdmur d'état

Il ne reste plus qu’'a connecter le parametre déhégeQ permettant de paramétrer I'ensemble des
boucles fermées stables. L'approche présentédlist@test une méthode directe se basant sur une
structure de correcteur de type retour d’état éstithsuffit d’écrire la représentation d’état de |
boucle fermée avant la connexion@e

(X]:( A -B,F J(X]"{ B, BZJ[WJ (2-86)
L EC, A-EC,-B,F){x) \ED, B, /v

(zjz(cl _D“F)(T}(D“ DHJ(W] (2-87)
e C, -C, )ix D, 0 )\v

On établit les transferts,, T, et T,. On est donc capable d’exprimer 'ensemble dessfests en

boucle ferméeT, , en fonction deQ puisqueT, , =T, +T,QT,. Une fois que I'on a obten@® par
optimisation, il s’agit de revenir au correctekir. Pour cela on cherche a détermingdg).

Soit la représentation d’état du paramédre

XQ = AQXQ + BQ € (2'88)
v=C, X, +Dye

En éliminant les variableg et e a I'aide des équations (2-85), on obtient la regnéation d’état du
nouveau correcteuk en fonction du parameétre de synth€set dek,, :
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X (A—BZF—ECZ—BZQCZ —BZCQJ(Q )+(E+BZDQJ
= y
o B.C, Ay Q B,
u=(-F-D,C, CQ{ j+DQy
Q

En résumé, I'étude des changements de variablpayaiettent de paramétrer I'ensemble des boucles
fermées atteignables par un systeme donné nousiéntu’il existe un seul changement de variable,
ne nécessitant aucune autre propriété que le éaedaien posé de la boucle fermée. Ce changement
de variable correspond, dans le cas des systéememrés stables, a la paramétrisation de Youla-
Kucera qui peut étre vue comme le transfert entréaf@amde. Dans le cas des systemes instables en
boucle ouverte, ce changement de variable apparaiine une restriction par une expression affine
(2-66) de I'ensemble de ces transferts.

>
>

(2-89)

X X

Expression des contraintes de gabarits fréquentiefsun probléme d’optimisation

Il s’agit de traiter le probleme de compatibilité plusieurs contraintes de type (2-60). Ceci stuita
par le probleme de faisabilité suivant :

Existe-t-il K telque:

KONC, (2-90)

L'ensemble ¢, ={ K / H(jo) < [H™(jew), O o} représente I'ensemble des solutions faisables

associé a la®*™ contrainte d’enveloppe fréquentielle. I¢i, représente le transfert en boucle fermée
A

correspondant au couple d’entrée/sortie de mémeeind On écrit :H =H,, .

Comme les spécifications fréquentielles sont souwvemosées sur le comportement en boucle fermée,
leur expression en fonction du correctadrfait intervenir la LFT deP et K (cf. équation (2-72)).
Les problemes ainsi obtenus sont difficiles a rdsapuisque ils dépendent non linéairemenkde

En utilisant le changement de variable linéarisdnt (cf. équations (2-73) et (2-74)), nous
reformulons le probléme (2-90) en fonctionlde :

Existe-t—il L telque:
L onc. (2-91)

ouC, ={ L/ |(P +P, L Pm)(jw)| <|H™(jw) O w} Il est clair que cet ensemble de contrainte

1Li 12,i

est convexe en fonction du parameélre

Notons que dans le cas oif™(jw) est inversible, les contraintes des ensembiess’écrivent en
utilisant la normeH _ :

Afin d'assurer la stabilité de la boucle, il estligieux de restreindre 'ensemble de recherche ce
des correcteurs stabilisants. Il s’agit donc dactériser 'ensemble des paraméttescorrespondant
a des transferts de boucle stables et d’étudiezdegaintes du probléme (2-90) dans le nouvelaspa
ainsi défini. Pour ce faire, nous utilisons la faite 'ensemblel_,, ={L \ Boucleferméestablé est

stable

(F>11,i + l:)12,i L l:)21,i )' (H imax)71 < 1 (2'92)

o
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convexe. La paramétrisation de Youladéta introduite dans le paragraphe précédent pedeet
paramétrer pour un systeme linéaire invarieBntdonné, I'ensemble des correctewsstabilisants, a
I'aide d’'une matrice de transfert rationnetfepropre et stable selon les relations (2-69).

Ainsi, tout transfert stable monovariable en bodietenée peut s’écrire :

Hi = Gquz[)i = GTl[)i +GT2QT3Di :Tl,i +T2‘iQT3,i (2'93)

ou G et Dj sont des matrices dites de sélection, elles somtituées ded et une seul valeut
correspondant respectivement [§" sortie et laj ™ entrée.

Tout en conservant la convexité, on réécrit le |gnole de faisabilité (2-90) en fonction du parameétre
de Youla-Ki&eraQ comme suit :

Existe-t-il Q telque:
Qoncr, (2-94)

oucr,={Q/ |fr, +T, QT i) s|H ™ (iw) Oaf.

En introduisant un nouveau parameétre réel adgditithaque contrainte de gabarit fréquentiel s’écrit
sous la forme :

{Q/ “/(Toﬂ- QT (i = 1 (e +y, MH (2-95)

En conséquence, le probléme de faisabilité seitrpdule probleme d’optimisation suivant :

min y
(2-96)

ou N, est le nombre de contraintes semi-infinies.

Les parametres d’optimisation sont donet Q. Le probleme d’optimisation formulé est convexe et
les contraintes seront faisables si et seulemepf, 0.

Notons que l'utilisation des contraintes a basdéadeorme H_ (cf. équation (2-92)) ne change pas la
nature du probleme car toute norme est convexaiti®'gart, il est possible de formuler un probleme
d’optimisation équivalent a (2-96) en utilisant ueriable réel multiplicatived . Dans ce cas, on
ecrit :

min o
(2-97)

Le probléme reste toujours convexe et sera faisaldeseulement §i<J, <1.

opt =

Comme dans le cas de gabarits temporels, la cagvaxiprobleme d’optimisation permet d’analyser
les différentes contraintes et d’évaluer leur cowvee dans le probleme d’optimisation. On définit
alors des contraintes souples et des contraintes.du
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Extension aux criteres de performance

Dans le cas ou les contraintes d’'un probléeme digpétion sont montrées faisables, il est possible
d’étudier la limite de performance que peut attedrld systeme vis-a-vis d’'un ou de plusieurs ager
donnés. Dans ce cas, on formule des problémegpde ty

min J(Q)

) (2-98)
contrainte dures

ou J(Q) est la fonction codt & minimiser sous les contesifugées dures aprés analyse.

Les criteres temporels de type normie ¢* et ¢/ sont convexes et assurent ainsi la convexité du
probléme (2-98).

Il est aussi possible de prendre en compte sinértent plusieurs critéres (Q) en utilisant par
exemple un critére global avec des coefficientpatedération positifs :

JQ)= ZAiJi Q) avec A >0 (2-99)

Cette forme du critére global conserve la conveditgrobléme (2-98).
Extension aux contraintes d’encadrement temporelles

Outre les gabarits fréquentiels, I'approche parrateérs permet de traduire les spécifications
d’enveloppes temporelles. En effet, chaque sigeabattie z de la forme standard s’exprime en
fonction du transfert, et de I'entréew,.On écrit :

z(t)=L *(z(p)

' (WT ) + L N (WiTZ,i QT3,i )

i L

wT, )+l *(wT,)ol (Q)oL ()

i1

-t (2-100)
=L -

L’ensemble des paramétre€s correspondant aux sorties appartenant a une enveloppe temporelle
donnée est défini parc’, ={ Q/ z™(t)<z(t)<z™({t), Ot}. On démontre facilement en utilisant la
linéarité du produit de convolution et de la transfée de Laplace que cet ensemble est convexe.

Ainsi, la faisabilité des spécifications sous forrde gabarits est traduite par un probleme
d’optimisation global donné par :

min y
{fr, +7, QT )(iw) < [H™(iw)+y. D, . (2-101)
{ Zimm (t)_yS Z (t)s Zimax(t)"'y' O t}i=l ..... N,

ou N, est le nombre de contraintes d’enveloppes tenlpsrel
Mise en pratique de I'approche par opérateurs

L'implémentation de I'approche par opérateurs ngitesine réponse a deux problémes majeurs : la
dimension infinie du correcteur et la dimensioriniief de I'espace de fréquences (ou de pulsations).
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Nous avons montré comment obtenir une forme a#in& pour la LFT (2-79). Cette formulation
affine en Q est une condition nécessaire pour avoir un probldioptimisation convexe mais non
suffisante. C’est pour cela que I'on choisit deapaétrerQ sous la forme suivante :

Q=) ¥Q (2-102)

Les Q, sont des filires dont les pdles sont fixés a pratrles ¢, les parametres d’optimisation
correspondant aux zéros des filtres. Ces filtresiémt une base des matrices de transfert stables et
rationnelles. Finalement la LFT (2-79) s’exprimelaéacon suivante :

F(P.K)=T,+ Zq:wiTzQL (2-103)

On constate que les réponses fréquentielles etoretigs sont toujours affines par rapport aux
parametres de synthéses . Ceci permet de conserver le caractere convexepmibleme
d’optimisation.

Comme l'ordre du correcteur dépend de l'ordre dédae, on choisira une base dont la taille est
compatible avec les spécifications et avec le maherché : synthese d'un correcteur d'ordre
raisonnable ou exploration de compromis sans limipeiori sur I'ordre du correcteur. Dans le cas de
I'étude de la faisabilité d’'un cahier des chargesyr décrire 'ensemble des fonctions de transflert,
serait nécessaire d'utiliser une base infinie mmwvrir tout I'espace. La difficulté réside danshoix

de la base de filtres et de son ordre. Choisirakelde filtres revient a fixer les pbles et a &isass
zéros libres qui serviront de paramétres d’optitiosa ll est important de remarquer que les pbkes d
la base de filtres sont des pbéles qui vont se ue@modans la boucle fermée par propriété deta
paramétrisation. Il est donc possible, en ayantaamme expérience du procéde, de les choisir a.prio

Néanmoins pour avoir une approche plus méthodalegal donc plus systématique, il est intéressant
de considérer une base de filtres. De nombrewatraexistent dans le domaine de lidentification
pour la génération de ces bases de filtres. A diegemple, nous citons la base des filtres a répon
impulsionnelle finie (FIR) qui est souvent utiliséans les problemes de commande :

Q =(E;ZJ ., aO0" (2-104)

Comme notre objectif est d’'étudier la faisabilitérdcahier des charges, alors il est permis dedsesn
un ordre élevé pour la base. Ceci permet de dammenaximum de degrés de liberté au probléme
d’optimisation et d’étre quasiment certain, si l®hjeme n’'a pas de solution, de l'infaisabilité du
cahier des charges et non d’un mauvais choix dea&e. En premiére approche, il est intéressant
d'utiliser un FIR de taille importante. Si le prebie est faisable, pour affiner la recherche, on peu
utiliser une base qui introduit a priori différemtgynamiques pour couvrir le domaine fréquenties pl
rapidement, ce qui permet de réduire I'ordre duemteur final.

Par ailleurs, il faut mentionner que I'objectif el&t satisfaire chaque contrainte fréquentielleXpsair
un ensemble continu de pulsationsl[«w, @, . Ceci peut étre traité par deux méthodes :
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La premiere méthode consiste a transformer cesaint@s en une contrainte augmentée de type LMI
en utlisant le lemme borné réel. Dans ce cas, onstate que la méthode devient tres vite
inexploitable car la taille du nouveau probléme LdWbit rapidement avec le nombre de contraintes
initiales ce qui rend la résolution de ce type dibfgme trop colteuse en temps de calcul [Hba02a].

La deuxieme méthode est plus pratique : elle cmaistiliser un maillage fréquentiel afin d’évalue
les différentes contraintes (2-95). Autrement dip choisit un ensemble fini de pulsations
w{aw,...w,} pour résoudre le probleme d'optimisation qui estidlement de taille infinie (cf.
figure 2.24).

Ainsi, si on veut vérifier les contraintes du p&bke (2-95) sur un ensemble fini de pulsations
w{aw,...w, }, il sera nécessaire d’'empiler ces contraintes pbague pulsation.

Contraintes dépassée

H (jw)
1

. \
/ =

4

V/

Fig. 2.24 Discrétisation des contraintes de gabdréquentiel

Dans ce cas, si le nouveau probléeme est faisablesbsdr a priori que le transfest, satisfait la
contrainte fréquentielle mais seulement aux frégeermdu maillage. On ne peut pas assurer qu’entre
ces fréquences cette contrainte syrest bien satisfaite. Il est alors nécessaire sojtrdceéder a une
validation fréquentielle pour vérifier que, verifie bien la contrainte sur un continuum desptibns

soit de trouver des conditions sur ce maillage dfassurer une équivalence entre la faisabilité des
contraintes initiales et celle des contraintesréissees

Par ailleurs, nous avons présenté dans le casndetoppes temporelles dans le paragraphe 2.3.2.1,
que pour une tolérance donnée, un échantillonnage fini permet de garangriori un dépassement
des gabarits inférieur &. Pour garantir a priori une telle propriété damsds fréquentiel, il faudrait
introduire des hypotheses de variations bornéetesumodules des transferts de la boucle fermée et
sur les gabarits. Dans ce cas, on pourra énondarrdéme maniere que pour un gabarit temporel, que
pour une tolérance donnée, il existe une discrétisation,...,w, } Vvérifiant :

0e>0, Ow<..<w,  telque

[ AR

Toutefois, I'hypothese de variation bornée dansakefréquentiel pour certaines applications, tplie

les systémes résonants, risque d’étre une hypothgseestrictive. Sa mise en ceuvre nécessiterait
I'utilisation d'un échantillonnage dense ce qui uitdun tres grand nombre de parametres (les
coefficients de projection sur la base des fonstiifines par morceau).

2-47



CHAPITRE 2 — FORMULATION ET ANALYSE DE CAHIERES CHARGES PAR OPTIMISATION

Dans la pratique, on opére d’'une facon itérativecteisissant une premiére discrétisation a paetir
laquelle on résout le probléme d’optimisation. Gregontrainte fréquentielle du probleme (2-94) est
alors approchée par :

(I, +7. T, )(iw,) < [H™(jw,)},, (2-106)

A posteriori, on analyse la faisabilité de la caintte fréquentielle pour la bande de pulsations
continue considérée et on affine I'échantillonnaige contrainte continue n’est pas vérifiée.

2.3.4.2.Etude de la faisabilité des spécifications fréquietlies par une approche
paramétrigue générale

Malgré le caractére exhaustif de l'approche parraipérs (prise en compte de spécifications
fréquentielles et temporelles), cette techniquepaemet pas de traiter de nombreux cahiers des
charges. En effet, dans cette approche, il n'est passible de considérer les spécifications
fréquentielles de type marges de stabilité paréellgas ne peuvent s’exprimer exactement comme des
contraintes convexes par rapport au parametredinigation. De méme, pour les contraintes de
structure qui ne garantissent pas en général legig du probléme d’optimisation.

Etant donnée I'importance de ces spécificationsqaot souvent considérées, pour différentes raisons
comme des contraintes dures dans un cahier degeshardustriel, nous proposons de généraliser
I'approche précédente afin de définir des problédieptimisation qui traduisent formellement le
cahier des charges générique.

De la méme maniere que dans le cas temporel, ggogeode formuler, directement cette fois, un
probleme général qui regroupe tous les types defggadions fréquentielles d'un cahier des charges,
y compris les contraintes liées a la structureattecteur.

D’une fagon générale, le cahier des charge d'ublpnee de commande comprend des contraintes sur
les indicateurs de robustesaseg, sur le placement des valeurs propAesinsi que des contraintes de
type gabarit. En conservant les mémes notationspgéeedemment, ces demandes se transcrivent
dans le domaine fréquentiel par le probleme dalféis® global suivant :

Existe-t—il & telque:

{ag‘j” <a,, (9, a)) <a™

@]

] o (2-107)

,,,,,,,

{am<n o) nrt
ou :
- H, et H™ sont, respectivement, un transfert en boucle ¢eveu fermée et son gabarit
maximal
- a;7 eta]y sontles bornes minimale et maximale de l'indiega@bustesse,,.
- AT et AT sont les bornes minimale et maximale de la foncie placement de poles

A (A(6)).-
Ce probléme de faisabilité est transformé en urblproe d’optimisation non linéaire sur les
paramétres de décisidn,6) :
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min y
{H.Gwo) <|Hr=(a)+y, O _
{ag‘j” -y<a,, (0, a)) <a,” +y} v

A -y<n (@) s A+ 4

..... N,

(2-108)

Le cahier des charges fréquentiel traduit par tbleme d’optimisation (2-108) sera faisable si et
seulement si la valeur de, est non positive.

Afin de juger de la faisabilité d’'une contraintertpailierement dure, des critéres de performanees d
type H, ou H_ peuvent étre introduits afin de mesurer la lindigs performances du systeme.

Mise en ceuvre des problemes d’optimisation fréqiglstformulés

Comme dans I'approche par opérateurs, les corggasemi infinies fréquentielles s’appliquent a des

modules de transferts (ou des valeurs singuliegashpoucle fermée du systéme et leur évaluation

numeérique est toujours approximative et ne segfiaét sur une plage de pulsations bornée et a partir
d’'un nombre fini de points (cf. figure 2.24). Omiéalors :

m(w,)=|H(j@ ) +b, (@)  k=1..n, (2-109)

ot m(w) etb,(w) sont, respectivement, I'estimée du module denation de transfert (jw) et son
erreur d’estimation due au gridding de taitle

La validation des ces contraintes se fait alorsadirpdes pulsations choisies. Leur faisabilité est
nécessaire mais elle ne suffit pas pour juger daitabilité des contraintes initiales continuek (c
figure 2.24).

Ces approximations engendrent d’autres complexziti@plémentaires liées au calcul des indicateurs
de robustesse fréquentiels tels que les margesbiéité et la norme infinie. Le calcul des contites
liées a ces indicateurs devient trés subtil et peser lourdement lors de la résolution du probléme
d’optimisation en termes de précision et de tengsalcul. En effet, ces indicateurs fréquentielst so
tous définis implicitement sous la forme d’'un peohk algébrique.

Ainsi, la marge de phase nécessite la détermindtda pulsation de coupure qui nécessite elle-méme
la résolution d'un premier probléme polynomial. jhalsation de coupure est alors issue soit d'une
résolution formelle de I'équation polynomia|e(ja))| =1 dans les cas simples (jusqu’a I'ordre 8), soit
numériqguement en utilisant une recherche unidivaoglle par optimisation ou par maillage. Le
résultat obtenu sera utilisé pour évaluer I'estinhédéa marge de phase.

Le schéma 2.25 décrit deux méthodes approximapioas|’estimation de la pulsation de coupure.
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(i,w,m)7
: w

Ll

c

(+lw.,m.,)

Fig. 2.25 Estimation d’'une pulsation de coupure

L'estimée w, est obtenue par I'interpolation linéaire des dpulsationsw et w,,, elle est donnée

par :

|+1'

~ w,, ~w

w=w,-m |——] avecm . =L(jw..,)

(4 i+l i+1 _ i, i+l i,i+l
I Ii+1 IIi

Le constat est le méme pour la marge de retardépeénd de I'estimée de la pulsation de coupure et
de la marge de phase résultante ainsi que pouratgemde gain qui est similairement corrélée a
I'estimée de la pulsationw ,

Concernant la marge de module, le facteur de résenat la norme infinie, leur estimation requiert
une recherche unidirectionnelle sur I'espace désafians et ceci est réalisable soit par optinisati
ou par gridding.

Ainsi, les contraintes liées a ces indicateurs s&tant une résolution numérique efficace (dichagom
optimisation unidirectionnelle, gridding...), rapicdet précise. Leurs temps de calcul dépendent
fortement de la précision requise, qui pése sugualité et le temps de calcul des problemes
d’optimisation. Pour les systemes monovariables, rarges restent bien estimées, calculables en
temps fini et avec un faible degré de complexit§uigpermet une formulation plus au moins exacte.

Quant au calcul des péles, il est fait en utilissoit des méthodes polynomiales soit des méthodes
matricielles. Dans les deux cas le résultat estamigue et approximatif.

Les méthodes matricielles sont souvent plus robugnte les méthodes polynomiales et posent moins
de problemes numériques. Cependant une attentiticydgre doit étre prise a I'égard des résultats
obtenus qui sont souvent sensibles aux perturtsatoyequ’il s’agit d’'un probleme mal posé. Dans la
suite de ce manuscrit, on montrera que cette &ituaest inévitable durant un processus
d’optimisation.

Le probleme de faisabilité global (2-107) peut é&crit en sa version approchée comme suit :

min y

{m IH’““ m)l 1} .

""" (2-110)

----- N2 ) k=1,..n,
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2.4.Bilan et approche paramétrigue générale pour l'analse de
cahiers des charges

Aprés avoir exposeé les différentes techniques [tormulation et I'analyse de faisabilité de cakie
des charges, il ressort deux grandes catégoriggprdehes qui dépendent des caractéristiques du
probléme d’optimisation formulé : les approchesvexes accessibles pour les problemes linéaires et
pour des criteres qui conservent la convexitésapgproches non linéaires (non convexes).

La premiere approche convexe releve d’'une visigmadi type E/S et fait apparaitre la nécessité
d’exprimer des liens entre les signaux pour quiilsssent bien étre le résultat d'un méme correcteur
Ces relations permettent d’obtenir des conditiofisersaires et suffisantes pour prouver la faisabili
d’'un cahier des charges et la construction d’'umecbeur solution. Les problémes sont formulés dans
un espace paramétriqgue de dimension infini ; learpatres étant des trajectoires de la boucle fermée
Pour la résolution, une approximation de dimendimie des trajectoires est nécessaire. Cette
approche constitue un outil pour I'analyse des reamtes temporelles imposées aux trajectoires de
commandes et de sorties. Elle permet d’étudieoteportement intrinséque du systéme sans aucune
contrainte structurelle sur la correction.

La seconde approche convexe reléve d’'une visioratgd. Pour cette technique, il a été montré que
I'ensemble des boucles fermées atteignables paystéme donné peut étre paramétré par le transfert
entre I'entrée de référence et la commande dursgstBans le cas des systémes a commander stables,
cette paramétrisation coincide avec la paramétisate Youla-Kdera. Dans le cas contraire, la
paramétrisation de Youla-Kara s’interpréte comme une restriction par une esgion affine de
'ensemble des transferts en boucle fermée. Ensanil cette paramétrisation, le probléme de
commande a été formulé en un probléme d’optimisattonvexe sur le paramétre linéarisant
stabilisant Q avec la faculté de considérer simultanément plusieontraintes temporelles et
fréquentielles lors de la synthese.

La dimension de I'espace des paramétres étantanfa probléeme obtenu 'est aussi et nécessite une
projection sur une base finie de I'opérat&€ur Afin de conserver I'importante propriété de coxitée

du probléme d’optimisation, I'optimisation est &ageulement sur les numérateurs des transferts de |
base choisie. L'évaluation des contraintes temfexradt fréquentielles ne peut se faire que sur un
horizon fini, ainsi des discrétisations temporekédréquentielle sont nécessaires. La faisalhiéé
contraintes originales doit étre vérifiée a postépar un processus essai/erreur.

Généralement, on évoque quatre applications magumar les formulations convexes :

- le dimensionnement de contraintes dans le casamidé propose de définir un cahier des
charges ;

- l'analyse de la faisabilité de certaines contrantans le cas ou I'on étudie un cahier des
charges a priori posé ;

- l'analyse des limites de performance atteignabbaslgp systeme dans le cas ou I'on s’autorise
tous les degrés de liberté au niveau de la strictasservissement ;

- la synthése de correcteurs optimaux dans le camdicriteres temporels et fréquentiels

L’implémentation de ces approches est fortemenivé®par les avances réalisées dans le domaine de
I'optimisation convexe (programmation linéaire, duatique et LMI), d'ailleurs c’est cette propriété

2-51



CHAPITRE 2 — FORMULATION ET ANALYSE DE CAHIERES CHARGES PAR OPTIMISATION

de convexité qui est exploitée par les méthodesénigues pour répondre a la question de faisabilité
d’'un cahier des charges.

Contrairement au précédentes, I'approche par ogdiioin générale permet de regrouper toutes les
spécifications génériques qu’elles soient tempeselbu fréquentielles en un seul probléme de
faisabilité sur les parametres d'un correcteur ractire fixe. Dans le domaine temporel, cette
formulation permet de considérer tout type de contes (enveloppe temporelle, indice de
performance et critére intégral) ce qui permet mé&hemvisager son extension aux problemes de
commande non linéaires ou les contraintes se réguéneles contraintes sur les trajectoires de la
boucle fermée seulement. Dans le domaine fréquetds formulations sont similaires. Elles sont
directes et ne nécessitent que la traduction désfg@tions du cahier des charges en contrairges d
type inégalité. Ces contraintes peuvent porterlesidifférents transferts de la boucle fermée et/ou
ouverte, sur les marges de stabilité ou sur lesct@nistiques modales telles que les poles eélersz

Les contraintes de structures qui ne peuvent &peneées dans les approches convexes trouvent donc
tout naturellement leur place en optimisation gaéleérLes domaines d’application couverts par une
approche paramétrique générale sont plus largesaauedéja précités pour les approches convexes et
ceci pour deux raisons :

— il est possible de prendre en compte la structurecalrecteur dans tous les problemes de
dimensionnement, analyse et validation du cahigrctdarges ;

- méme si les problemes d'optimisation formulés som convexes et ne peuvent ainsi nous
fournir une réponse définitive a la non faisabilité&in cahier des charges (car il n’est pas
possible de garantir qu'un optimum trouvé est dlpbautilisation de I'information a priori,
comme le fait d'initialiser la recherche d’'une smo autour de I'optimum et d’ajouter des
contraintes une par une, permet de les rendreefffeecmces lorsqu’il s’agit d'un probléme
complexe.

Cette utilisation de l'information a priori n'estag incompatible ni trop différente des hypothéses
faites lors de I'approximation des trajectoires gas fonctions affine par morceau dans les appsoche
convexes. Dailleurs le résultat est le méme carsdas deux cas on revient a un processus de
synthése essais/erreurs.

Dans la suite de ce manuscrit, I'accent sera micpierement sur cette approche d’analyse par
optimisation non linéaire. Le probleme de faisédilies contraintes sera étudié afin d'identifier le
meilleures techniques d’optimisation susceptiblededrésoudre simplement et efficacement. Pour ce
faire, une étude des différentes propriétés dédres et des contraintes est nécessaire. Principate

elle consiste a analyser les propriétés de vansitibes critéres et des contraintes par rapport au
parametre d’optimisation (étude de sensibilité clégres vis-a-vis des parametres). Les résultats d

cette étude définiront la démarche a suivre dielgsniques d’optimisation a adopter par la suite.

2.4.1.Formulation du probleme d’optimisation global de [I'approche
paramétriqgue générale
Nous avons montré, au cours de ce chapitre, quabirec des charges générique est souvent exprimé

en utilisant I'opérateur logique “et”. Par conséufide probléme de faisabilité global peut s’énance
par un probléme de type :
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Existe-t-il & telque:

g0NC \ C ={o \ s(v)<s(.v)<s™(v) Oy (2-111)

ol v une variable représentant le tempsu la pulsation. .
L’intersection des ensembl&s est équivalente a la faisabilité simultanée déetoles contraintes.

Afin de généraliser I'approche pour un cahier demrges comportant des spécifications temporelles et
fréquentielles, il suffit d’agréger les problemesfdisabilité temporelle (2-49) et fréquentiellel(®r)
en un seul probléme global. Ce probleme se forsmlis la forme générale suivante :

Existe-t-il 8 telque:

f(6,v)<0 (2-112)

ou f est le vecteur des fonctions contraintes ou chaqmerainte d’encadrement sur la grandeur
s(6,v) sous la forme s™(v)<s(6,v)<s™() se réécrit en deux inégalitts de la forme
f(6v)=s(6v)-s=()<o0 et f (6,v)=s"()-s(6.v)<0.

Un probléme d’optimisation équivalent & ce problégimbal de faisabilité est donnée par :

min y
2-113
f(H,V)—yI,MsO ( )
ou y est un parametre réal,, est un vecteur de méme dimension duee contenant que des uns.

Le probleme de faisabilité initial serait faisalsieest seulement si lg,, calculé (pas forcement
optimum global) est non positif.

2.4.2.Transformation en un probleme d’optimisation non linéaire sans
contraintes

Le probleme de faisabilité (2-112) peut étre pabéne maniére équivalente, sous la forme d'un

probléme d’optimisation sans contraintes :

i=1,...N

min JB)= min {max (mvax(fi (6, v)))} (2-114)

ieme

ou J est la fonction critere (ou codt) ét est lai contrainte du vecteuf .

Ce probleme sera faisable si et seulement si lererioptimal (ou sous optimal) calculé
verifie :J_, <0.

Une autre formulation équivalente en utilisant dtéce a base de pénalisations exactes pondérées es
donnée par :

min J(6)= min {max bi E.}n:e\x(fi (8, V))()} (2-115)

i=1,..N
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ol |J,=max{00) est la fonction partie positive e est une pondération positive associée a la
contraintef;, .

Un exemple de pondération serait de choir une nigatian. Ainsi pour f,(6,v)=s(6,v)-s,.(v)<0
et f.(6.v)=s,,()-s(6.v)<0, on chaisity, =1/s () etn, =1/s,,, ). Sous cette formulation, le
probleme (2-112) n’est faisable que si et seulersiedf, =0.

2.5.Sensibilité des criteres et contraintes d'une apphe
paramétrique générale

Une analyse variationnelle des criteres (2-114)(2115) montre qu'ils ne sont pas partout
différentiables. Cette propriété est due d’aborth sstructure de ces critéres qui s’expriment en
fonction de la fonction non différentiable “max”.am également a la dépendance de ces criteres en
des variables non différentiables.

En effet, les criteres faisant intervenir des maxima ne sont pas différentiables quand le maximum
est atteint en plusieurs points simultanément.iAméme si la variation des contraintéspar rapport
aux parametres de réglageest lisse, celle de leur intersection ne I'est lpasqu’il y a plus d'une
contrainte active (cf. figure 2.26).

7 i
— f, contrainte active—— 1 < f, contrainte activ—
1

9, 6
Fig. 2.26 Non différentiabilité de la fonction “mak

Ce type de non différentiabilité peut étre atteians la plupart des cahiers des charges bien fésmul
Il est particulierement manifeste pour les exigsnaxprimées sous forme de contraintes
d’encadrement.

Le meilleur exemple de ce type de contrainteseadsi du probléme de synthese standard ou le but
est de trouver un correcteur stabilisant la bofetmée et qui permet de limiter le gain de certains
transferts de la boucle ou méme de leur imposegdearits fréquentiels en multipliant les entrées e
les sorties par des filtres de pondération appésgBuc99].

Par exemple, en choisissant les couples\é/S (r,b) et z' =(¢,u) avec les fonctions de pondération
W, a la sortie du signal erreur, W, a la sortie du signal commandeet W, a I'entrée du signal
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perturbationb dans la forme standard, le probleme résultant consiste a déterminer un scalaire
positif y >0 et un correcteuK stabilisant le systeme bouclé et assurant la tonduivante :

max{Mis] [-WSGW|_[W.ks] [-w.Tw| )<y (2-116)

Ce probleme présente la méme structure que (2etiRut ainsi se formuler sous la méme forme que
le probleme d’optimisation non différentiable (24).1

Cependant, les méthodes analytiques (convexesgsoivent ce probléme ne traitent qu'une version
conservatrice ou la condition précédente est rerapl@ar une contrainte plus dure mais assurant une
résolution efficace du probléme :

WS -W,SGW

< 2-117
ks —wrw,| =7 ( )

3

Le problémeH_ est aussi un bon exemple pour illustrer la noMédihtiabilité des contraintes
modales sur les péles du systeme bouclé. En &ffegndition de stabilité dans ce probleme peat étr
exprimée directement sur I'abscisse spectrale sigésye par I'inégalité stricte suivante :

f,(6) = max(Rel, (6))) < 0 (2-118)

Cette contrainte est non différentiable par rappart parametre® lorsque le maximum des parties
réelle des pdles est atteint simultanément powiglus pbles de la boucle fermée et peut devenir
parfois méme non Lipschitz (discontinue) lorsquentaximum est atteint pour un péle multiple
(d'ordre de multiplicité algébrique supérieur a.u@e dernier cas est décrit via I'exemple suivant ;
considérons le polyndme caractéristique dépendadedx parametres de réglageet S :

CN)=F+al-aX+B +BA+p (2-119)

Le tracé de I'abscisse spectrale de ce polynémeoesté par la figure 2.27:
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Fig. 2.27 Non différentiabilité de I'abscisse speale
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La courbe présente une zone non différentiableuaude I'origine ou le minimum est atteint. En
réalité ce point minimum est non Lipschitz cardtrespond & un seul pdle multiple d’ordre cing. Par
la suite, cet exemple servira comme un probléntepmsr les algorithmes d’optimisation qui seront
développés dans ce document.

Nous présenterons également un exemple concemaatiation de la marge de module. Cette marge
de robustesse, qui est définie a partir d'un probl@’optimisation, apparait comme une contrainte
structurellement non différentiable car elle faitervenir la fonction “min” ou “max” dans sa
définition. On propose d'illustrer cette propriétéravers une étude de la sensibilité de la maege d
module par rapport aux paramétres d'un correcteapd?tionnel-Intégralk (p) = K, (1+K,/p) et ceci
pour I'asservissement d’'un systéeme a second @gedoemportant un mode souple :

*+04p+4
S{P)= s £ 0a,
(p*+p+1(p*+04p+42)

(2-120)

L’analyse graphique du lieu Nyquist correspondantire bien que le minimum est parfois atteint
pour deux pulsations différentes a la fois, ce ggmére forcément des variations différentes de la
marge de module de part et d’autre d’'un jeu derpéi@s(Kp,Ki). Cela se traduit sur le module de la
fonction de sensibilités(p) par deux maximums simultanés dans le diagrammBodie (cf. figure
2.28), ce qui confirme bien la difficulté du profmé H_ standard ou la variation du module de un ou
plusieurs transferts en boucle fermée peut étrelissa dans (2-116) ce qui rend le probleme encore
une fois non lisse et donc plus compliqué a résoudr

Imaginary Axis

0.6

04y

0.2F

-02}

-04}

-06}

Nyquist Diagram

I
dB -2
|

aBdB

"6dB” "~ 4dB\2dB 0
ode
’ :
/

Real Axis

20

Singular Values

lISif:o

Singular Values (dB)

10°

Frequency (rad/sec)

Fig. 2.28 Sensibilité de la marge de module parpapt aux paramétres d’un correcteur Pl

La marge de phase dépend a son tour de la régoliitin probléme algébrique polynomial qui peut
admettre plusieurs solutiong . Il est clair qu’une variation paramétrique damdransfert en boucle
ouverte peut bien faire croiser les phases correlgres a ces pulsations et donc changer la \ariati
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de la marge de phase du systeme. Plus compliquéesrues variations paramétriques peuvent méme
faire apparaitre ou disparaitre des racines réeflepii se traduit parfois par des discontinuigssda
marge de phase.

Une analyse similaire peut étre faite pour la malgeain qui dépend des pulsatians solutions du
probléme algébrique non linéaife (jw)=0. La marge de phase est définie par le plus pesitgzins
associés a ces pulsations, d’ou I'éventualité d’une variation non lisse. Gatuations ont souvent
lieu dans le cas de présence de modes souples.

Dans le domaine temporel et mise a part les comésid’encadrement qui présentent la méme
propriété de non différentiabilité que les contraénd’encadrement fréquentielles, on peut citer
I'indicateur de précision dépassement qui reviergchercher le maximum d’un signal. Ce dernier est
donc non différentiable par construction et peutspnter des variations non lisses lorsque le
maximum du signal est atteint simultanément pousiplrs instants. Ceci se produit souvent pour des
systémes avec des modes dispersés.

On évoque pareillement, le temps d'établissememtegti défini & base d'une fonction “valeur
absolue” et d’'un probleme de recherche unidirentibrsur I'espace temps. Une simple étude de la
sensibilité de cet indicateur de rapidité par rappaox paramétres d'une fonction de transfert denné
montre qu'il est méme parfois non Lipschitz (digirm). En effet, on considere la réponse indicielle
du systéme de second ordre stable décrit par @ifonde transfer(p) :

— 1 -
G(p)= T v 2E Pl (2-121)

Le dépassement de la réponse indicielle de cersgsesst donné par la relatiob = exd{nlqll—fz).
Ainsi, nous distinguons deux plages de variation fdateur d’amortissement délimitées par
& =-log(a)/{/7Z +log(a) . Dans le cas ola =5%, ce facteur d’amortissement est donné par :
& =0690107.

09 | / B

/
Point non Lipschitz/
/

T.(9)

r

Fig. 2.29 Sensibilité du temps de réponse d'un eyt de second ordre
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L'évaluation numérique du temps d’établissemertt 5% par rapport a une variation du facteur
d’amortissement et de la pulsation propr@, est donné par la figure 2.29.

Sur la plage de variation < &< &, nous remarquons que le temps de réponse préienteoints et
des minima locaux non lisses et méme discontinesi, est du a la variation des amplitudes des
oscillations par rapport a I'encadrement de la népaindicielle 0.950, < s(t)< 1.050%, . Au-dela de
cette Iimite({>§), le systéme est bien amorti et le dépassemerinfésieure a5% d’ou l'allure
réguliere de la courbe.

Par conséquent, I'analyse variationnelle des différ criteres liés aux cahiers des charges nous
montre que plusieurs de ces critéres ne sont pasupalifférentiables. Toutefois, ils présentent la
particularité d'étre différentiables presque partoliespace des points non différentiables est
généralement de mesure nulle (ensemble négligeahlg)2, Bur04].

Bien que de mesure nulle, on remarque que la rémrcaole cet espace lors d'une optimisation est
‘quasi certaine’. Ceci est di au fait qu'un aldarie visant & minimiser le maximum absolu, aplatit |
forme globale des courbes et aboutit spontanémplutséeurs maximums égaux. La convergence vers
les espaces non différentiables est donc natueellessemble beaucoup a la récupération des eaux
pluviales dans une noue d’un toit en pente.

Dans le cadre d'une approche globale, cette prigpdié non différentiabilité complexifie davantage |
résolution des problémes d’optimisation formuléstat que ces probléemes ne permettent pas en
général de conserver les propriétés mathématiquedesquelles on s’appuie pour résoudre des
problémes classiques (différentiabilité ou conveldtale du probléme).

Dans un sens différent de celui consacré par larithéle la complexité, le probléeme d’optimisation
global formulé peut étre qualifié de difficile :itéres et contraintes non-linéaires, non convenes,
connus analytiguement (implicites algébrique odéd#ntiel), bruités, non différentiables, de nature
différente (temporelle, fréquentielle), dépendantplicitement de variables parfois corrélées, non
définis partout, et présentant des plages de i@rgad’'ordres de grandeur trés différents.... Toutes
ces specificités font du probléeme de formulatios dahiers des charges génériques un probléme
complexe et doivent étre tenues en compte pougvteldppement d’outils de calcul et d’optimisation
efficaces et précis.

2.6.Conclusions

Nous avons développé dans ce chapitre deux clatapproches qui permettent de traiter la
problématique de faisabilité d’'un cahier des charge

La premiere se base sur la formulation en un pnobld’optimisation convexe obtenu soit par une
analyse de trajectoires E/S du systéme linéai@ar@ander soit par une parameétrisation convexe des
transferts en boucle fermée. Malgré le caractécesidiéle cette formulation qui permet de répondre a
la non faisabilité d’'un cahier de charges, la disiem infinie des problemes formulés pose un
probléme de résolution. Néanmoins, sous les hypeghé@'un horizon fini et de variabilité limitée,sde
résultats sur la convergence des ensembles montexigtence d’'une projection des courbes
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temporelles ou fréquentielles sur une base finiellei permet de conserver la convexité du
probléme approché mais ne garantit pas une égqooalentre la faisabilité des contraintes discrésisé
et continues. Le processus essais/erreurs estiatmstournable pour décider de la non faisabdité
cahier des charges initial.

Contrairement a la formulation convexe, la deuxi@asse d’approches se base sur une formulation
paramétrique globale visant a formuler finementsieécifications du cahier des charges sans trop se
préoccuper des éventuelles garanties de résolatam problémes d’optimisation formulés. Les
spécifications sont alors formulées soit strictoisse en contraintes sur les différents indices de
performance et de marges de robustesse comme’dppthe de commande classique, soit par des
contraintes d’encadrement temporelles ou fréquitatid_'ensemble de ces contraintes est ensuite mis
sous la forme d'un probleme d’optimisation globedduisant la faisabilité totale du cahier des
charges. Les problémes obtenus sont non convexpgsugent présenter des optima locaux qui ne
permettent pas de juger de la non faisabilité ddgeaces du cahier des charges. Cependant,
I'utilisation de I'information a priori dans unelle approche comme dans le cadre d’'une retouche de
correcteurs peut étre tres utile et fera de ceipeoghe une efficace alternative pour la validaties
cahiers des charges évolutifs.

Toutefois, I'étude de la complexité de ce type debjgmes d’optimisation montre gqu’ils sont
difficiles a résoudre parce qu’ils comprennent deteres et des contraintes qui font appel a des
grandeurs temporelles, fréquentielles, implicitds e®plicites qui ne peuvent qu'étre estimées
numériquement ce qui influe grandement sur la m®ee d’optimisation et risque méme de fausser
ces résultats. Par ailleurs, la sensibilité pardmet des criteres et des contraintes formulés raont
que la structure du probleme global de faisabgiéere souvent des zones non différentiables dues
principalement a [l'utilisation de fonctions non fdientiables comme la fonction “max” dans
I'expression des critéres globaux et qui est soupeésente dans la définition des indicateurs de

performance et de robustesse.

Enfin et surtout, nous insistons sur le fait que peoblemes d’optimisation tels qu’ils sont fornwlé
dans de nombreux probléme d’ingénierie présenseptdpriété d’'étre presque partout différentiables.
Ce “presque” peut étre trompeur et il ne faut gasstemémoire que les zones non différentiables sont
souvent atteintes lors d’'une optimisation. Cela tmota nécessité de développer des algorithmes
d’optimisation adaptés : algorithmes permettant vésolution précise et efficace des problemes
presque partout différentiables.
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Chapitre 3

Techniques d’optimisation non linéaire

Avant d’introduire les algorithmes que nous avdésgeloppés pour la résolution des problemes
d’optimisation formulés au deuxiéme chapitre, upasé des concepts de base et des méthodes
employés en optimisation non linéaire, est nécexsAinsi, ce chapitre débute par un bref rappel de
la problématique traitée et quelques définitionségales sur les problémes d’optimisation.

Le concept de pénalisation est introduit afin densformer le probléme d'optimisation avec
contraintes en un probléme ou en une suite de grad d’optimisation sans contraintes. Cet outil, a
la fois théorique et numérique, permet d'unifieftlide des problemes d’optimisation avec et sans
contraintes dans un méme formalisme et d’obterér soilution de qualité suffisante rapidement sans
avoir a entrer dans l'algorithmique sophistiquéd’datimisation avec contraintes. Pour la résolutio
effective de probléme, la pénalisation n'est pae tecthnique universelle parce qu'elle engendre
souvent des complexités supplémentaires tellesI'gpparition de nouveaux extremums et la non
différentiabilité des nouveaux critéres formulésnB le cas présent, ces inconvénients ne sont pas
rédhibitoires car ils s'incluent naturellement dawagre approche qui concerne les problemes presque
partout différentiables. D’ailleurs, c’est pour teeprincipale raison que la technique de pénatisati
est choisie pour la résolution de nos problemes aggtraintes.

Les problemes d’optimisation résultants sont nontraints et peuvent étre résolus par différentes
méthodes d’optimisation non linéaire. Dés lors, étgede bibliographique, en quatre sections, des
classes liées aux algorithmes envisagées est pééseles méthodes stochastiques, les méthodes de
descente, les méthodes mixtes nées de I'assoc@gmies deux classes de méthodes et les méthodes
de recherche directe.

3.1.Contexte du travall

Pour résoudre les problémes abordés au deuxienpatrehdl existe plusieurs grandes classes de
méthodes qui regroupent chacune de nombreusestigues. On se propose de faire une bréve revue
de ces méthodes dans la section suivante. Pagtiealent, comme les problemes traités ne sont pas
partout différentiables et comportent des critegesles contraintes souvent mal connus ou bruités,
'accent est mis sur les techniques susceptiblesiéeuer ces difficultés. Notre étude concerne
principalement les méthodes déterministes de rebbatirecte et sur les méthodes de descente a base
de gradient. Ces derniéres construiront le noyawatigrithmes qui seront développés dans le cleapitr
suivant.
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Les méthodes stochastiques sont brievement évaquéesnéthodes hybrides, quant a elles, ne sont
pas abordées. Nous renvoyons le lecteur, par ereraflSia03] pour une description didactique de
ces deux classes de méthodes.

Bien entendu, dans I'exposé que nous faisons degaes méthodes d’optimisation, comme dans
I'exposé que nous ferons au chapitre 5 des stetédg calcul du gradient, nous ne prétendons a
aucune exhaustivité. Il s’agit simplement de sitesr méthodes sur lesquelles notre choix se fixera
ensuite dans I'ensemble des méthodes que nous pudrsuver dans la littérature.

3.2.Principes généraux

Les problémes d’optimisation se présentent dansodebreux domaines de I'ingénieur, ainsi qu’en

science et en économie, souvent aprés avoir coadeitir terme les étapes de simulation. Il arrive
souvent que ces problémes se posent en dimendioie,irt’est-a-dire que I'on cherche une fonction

optimale plutét qu'un nombre fini de parameétresiroptix. Il faut alors passer par une phase de
discrétisation (en temps, en fréquence, en espagegour retrouver le cadre qui est le nétre et se
ramener ainsi a un probléme qui peut étre résoluretemps fini sur calculateur. Les problemes
d’optimisation, formulés au deuxiéme chapitre, pbamalyse de la faisabilité du cahier des charges
par une approche entrées/sorties ou par opéragivent une telle procédure de discrétisation.

Dans cette étude, une attention particuliere serg@@ aux algorithmes pouvant traiter les problemes
non partout différentiels qui sont souvent présafans les problemes de faisabilité de cahier des
charges génériques (cf. sections 2.4 et 2.5).

3.2.1.Probleme d’optimisation

Les méthodes numériques de l'optimisation ont [pelement été développées aprés la seconde
guerre mondiale, en paralléle avec 'amélioraties drdinateurs, et n’ont cessé depuis de s’enrichir

En optimisation non linéaire avec et sans contaioh peut ainsi distinguer plusieurs tendances :
méthodes de pénalisation, méthode du lagrangiementg (1958), méthodes de quasi-Newton

(1959), recherche directe (1965), méthodes newtarie SQP (Sequential Quadratic Programming)

(1976), algorithmes de points intérieurs (1984)tanéuristiques (1986). Un courant ne remplace pas
le précédent mais permet d’apporter de meillewpsrrses a certaines classes de problémes.

Le but de ce paragraphe est de rappeler les noiénérales et de préciser la nomenclature et les
notations qui seront utilisées le long de ce chapBauf mentions contraires, ces notations seront
reconduites pour le reste du document.

De maniere assez formelle, un probleme d’optimisatie pose lorsque I'on cherche un point d'un
ensembleX en lequel une fonctiod , définie sur cet ensemble, prend une valeur mileimAlous
I’écrirons de la maniére suivante :

1 Un probléme d’optimisation peut aussi se présetttemme une maximisation (par exemple, maximisemniasges de robustesse, etc.),
mais on peut toujours le transformer en un probldmminimisation, en changeant, par exemmax(J) en min(— J).
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(P.): {min J(x) (3-1)

xd X

La fonction J est lecritére ou fonction coltdu probléme. L'ensembl&X estl’ensemble admissible
(ou espace de recherchelu probleme. Il indique quel type de variableatsmnsidérées : réelles,
entiéres, mixtes (réelles et entiéres dans un npéatdeme), discretes, continues, bornées, etc.

Une solution de(P,) est un pointx’0X tel que J(x”)<J(x) pour toutxOX . On parle aussi de
minimum global par opposition an minimum localx” 0 X qui ne vérifieJ(xD)s J(x) que pour des
xOX voisins dex” : (J(x) < J(x) OxO X/|x~-x| <&, £>0). On dit que ces minima sont stricts si on
a l'inégalité stricteJ (x3)< J(x) pour desxO X (éventuellement voisins de’) et différents dex”.

La formulation de(P,) est trés générale. Dans cette revue nous nousinesons au cas oX est
une partie de1" décrite par des contraintes fonctionnelles d'é§a d'inégalité :

min J(x)
(P.): Jc(x)<o0, iOl (3-2)
c¢,(x)=0 jOE

Les deux ensembles d'indic&s et | sont supposés former une partition{tle.,m}, c’est-a-dire que,
EOI={1...m et Enl=¢ tandis que J:0" -0 et les ¢:0" - O sont des fonctions
différentiables.

Dans ce cas, I'ensemble admissible s’écrk ={x\ ¢ (x)<0,c.(x)=0}. Le probleme(P,) est dit
convexe, sif est convexe, si les composantesont convexes et s| est affine.

En face d’un probléme d’optimisation comr{® ), plusieurs questions se posent. La premiére @ trai
a l'existence d’'une solution et a l'unicité de eetdi. L'unicité est une propriété appréciée par
beaucoup d’algorithmes, mais est moins essentkilie. probleme de I'existence est souvent difficil

il ne faut pas manquer de vérifier si le résultahdard suivant ne s’applique pas.

Théoréme 3.1 (Théoréme de Weierstrassyi: X est un compact non vide et 8i: X - O est
continue, alors le problém®, ) a au moins une solution.

Ce résultat a diverses extensions intéressantagelpart, on peut remplacer la continuitéJdgar sa
semi-continuité inférieure. D’autre part, en dimensfinie, on peut aussi remplacér compact par
X fermé et une hypothese de croissance a I'infind de

(3(:) = +e (39

im
x00 et]x| -
En ce qui concerne I'unicité d’'une solution, leuléat le plus simple, mais bien utile, est le sniva

Théoreme 3.2 (Unicité de la solution)Si X est une partie convexe d’'un espace vectdiadt si J
est strictement convexe sir, alors (P, ) a au plus une solution.
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3.2.2.Conditions d’optimalité

Les deux résultats ci-dessus ne sont d’aucunepaidetrouver une solution dg, ). Ce qu'il nous
faut, c'est une version analytique de [I'optimalité¢)est-a-dire un ensemble d'équations et
d’'inéquations qui pourront étre résolues par lgsrithmes.

3.2.2.1.Conditions d’optimalité en I'absence de contraintes

On sait qu’en I'absence de contraintes, une fonclica sa dérivée qui s’annule en un minimuim:
J’(xD)zo, ce que l'on peut aussi écrim](xj)zo, ou 0J(x) désigne le gradient dé en x. Cette
condition nécessaire (CN) est attribué a Eulereetiat et devient suffisante (CS) dans le cag ast
convexe.

Théoréme 3.3 (CS : cas convexe$oit J:0" — O convexe et différentiable. Si vérifie 0J(X)=0,
alors on aJ(%)< J(x) pour toutxoO".

Lorsque la fonction n’est pas convexe, on ne peundr qu'une condition nécessaire et suffisante
d’optimalité locale. Dans le cas all est deux fois différentiable, on peut alors énoreeésultat
suivant :

Théoréme 3.4 (CNS: cas non convexepoit J:0" - O deux fois différentiable. Sk vérifie
0J(x)=0 et 02J(%)>0, alors X est un minimum local da.

ou 0%J(x) désigne la matrice hessienne d@u pointx et 02J(x)>0 signifie sa définie positivité.

3.2.2.2.Conditions d’optimalité en optimisation avec coninées

Le but est de généraliser les conditions d’optitégirécédentes au probler(R, ). Une observation
préliminaire permettra de mieux comprendre ces itiond d’optimalité ; on dit qu'une contrainte
d’inégalité (101), est active enx si ¢(x)=0. Seules les contraintes actives en une solution
interviennent dans les conditions d’optimalitéséira donc utile de les désigner, ce qui se fera en
introduisant les ensemblés=1,(x)={i01 \ ¢ (x)=0} et17=1,(x’).

Dans ce qui suit, on se contentera de rappelamlegditions nécessaires d’optimalité du premiererdr
attribuées a Karush, Kuhn et Tucker (KKT).

Théoréme 3.5 (CN : Karush, Kuhn et Tucker)Boit x” un minimum local dé¢P. ). Supposons que
etc_,. soient dérivables er". Alors, il existeA"00" tel que I'on ait

(@) : DI(x)+c(x)1=0
(b) : c.(x’)=0
(KKT): {(c) : c¢(x)<0 (3-4)
(@ : (¥) =0
) : (clx)=0
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L'identité (a) s'écrit aussi]xf(xm,/lm)zo, ol ¢ est le lagrangien du problénie, ), c’est-a-dire la
fonction ¢:0"x0O™ — O définie en(x,A) par :

2x,2)= 30+ Aex) = I(x) + Z/] ¢ (x) (3-5)

Un point x” pour lequel il existe un multiplicateur de Lagrangy’ tel que (3-4) ait lieu est appelé
stationnaire

Les conditions KKT traduisent, analytiguement, goedition géométrique de I'optimalité, qu'’il est
relativement aisée de retrouver a partir de (3-4).

Observons d’abord que I'on retrouve la conditiai(x)=0 s'il n’y a pas de contrainte.

S'il i’y a que des contraintes d’égalifé= ¢), elles expriment 'admissibilité de® (condition (b)) et

le fait que Of (x")0/ (c'(x*)")=Ker(c'(x”))" (condition(a)), c'est-a-dire quelf(x’) est orthogonal a
I'espace tangent aux contraintes (le noyaiu(c'(xJ))) est I'ensemble des directions suivant lesquelles
c ne varie pas au premier ordre gn il s’agit donc bien de I'espace tangent aux aintes enx”).
Géométriquement (cf. figure 3.1(a)), cette conditiexprime que le plan tangent a la variété
{x: £(x)= f(x")} contient le plan tangent& en x".

Supposons a présent qu'il Ny ait que des contaidtinégalité(E = ¢), pour simplifier. On remarque
gu’'alors les multiplicateurs ont un signe (condit{d)) et que la condition (e) s’écrit ausst, (xD)zo
pour toutidI (on utilise (c) et (d)), c'est-a-dire que sdjt=0 soit c, (xJ)zo, ou encore pourd! :
q(x3)<O:/E=O. Ceci montre que les contraintes inactives >enn’interviennent pas dans les
conditions de KKT, ce que lI'on avait déja signalin comprend pourquoi (e) porte le nom de
conditions de complémentarit& présent la condition (a) s’écritiJ (xD)z ZCLD(_ O, (xD)).

idl, >0

(a) Conditiongd'optimalitédeLagrange (b) Conditiongd'optimalitédeKKT

Fig. 3.1 Interprétation géométrique des conditiod®optimalité

Géomeétriquement (cf. figure 3.1(b)), cette idenéiprime que le gradiertﬂJ(xj), est dans le cbne
engendré par I'opposée des gradients des consaintves erx”.

Pour les problémes d’optimisation convexe, les tmm$ de KKT sont suffisantes pour entrainer
I'optimalité globale.

Théoréme 3.6 (CS : cas convexe$ile probléemep., ) est convexe et ﬁk],/lﬂ) vérifie les conditions
de Karush, Kuhn et Tucker (3-4) (et c_,. sont supposees dérivables er), alors x* est un
minimum global d€P,, ).
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3.3.Prise en compte des contraintes par pénalisation

La pénalisation est un concept simple qui permetralesformer un probleme d’optimisation avec
contraintes en un probléeme ou en une suite de grad d’optimisation sans contrainte. C’est un outil
a la fois théorique et numérique.

En analyse, I'approche par pénalisation est padtisée pour étudier un probléme d’optimisation
dont les contraintes sont difficiles a prendre emjate, alors que le probleme pénalisé a des ptéprié
mieux comprises ou plus simples a mettre en évaleBicon a de la chance, ou si la pénalisation est
bien choisie, des passages a la limite parfoisaslipermettent d’obtenir des propriétés du problem
original (I'existence de solutions par exemple)aillire part, comme nous allons le montrer ci-dessous
la pénalisation est un outil permettant d’étudess problémes d’optimisation avec et sans contrainte
identiquement. D’un point de vue numérique, cetengformation en problémes sans contrainte
permet d'utiliser des algorithmes d’optimisatiomsaontrainte pour obtenir la solution de problémes
dont I'ensemble admissible peut avoir une structarmaplexe. Cette approche est trés souvent utilisée
et permet d’obtenir rapidement des solutions delituauffisante. Bien que tres adaptée aux
problémes que nous traitons, il ne faut pas oublier ce n’est pas la seule approche possible aElle
ses propres inconvénients : choix et réglage déoration de pénalité, non différentiabilité ou
nécessitée de minimiser une suite de fonctions.

Il existe de nombreuses approches, et nous noiterans ici a parler de celles qui permettent, par
modification du critére, de se ramener a un problé&ans contraintes. Elles ont 'avantage d'étre
compatibles avec les techniques d’optimisations santraintes qui forment I'essentiel de ce chapitr
Plus loin, dans la section 4.3.1.2, une deuxien@omhe a base de changement de variables est
présentée. Cette derniére ne considere que dasictes de bornes.

Les différentes techniques de pénalisation reléwsntvent du principe suivant. On remplace le
probléme (P,) ol X est une partie d’'un espace vectoriel (cf. équation 3-1), par un ou des
probléme(s)

(P) {min f (x) (3-6)

xOE

ou f (x) est obtenu en ajoutant®x) le termer p(x) :
f, (=30 +r p(x) (3-7)

Le but de ce terme additionnel est de pénalisevidtation des contraintes (on parle alors de
pénalisation extérieurece que nous verrons a la section 3.3.1.1) owithie la frontiére du domaine
admissible (on parle dans ce cas mimalisation intérieurece que nous étudierons a la section
3.3.1.2). Le scalaire >0 est appelée facteur de pénalisatiorLes propriétés dé¢, vont dépendre de
sa grandeur. On peut alors résoufitg par une méthode d’optimisation sans contrainte.

La question qui se pose immédiatement est de savein résolvan{P,) on résout(P, ). Autrement
dit, on cherche a savoir quand les ensembles déaw de(P, ) et (P.) coincident. Cela va dépendre
du choix de la fonctiorp(x) et der . Par exemple, on pourrait choigifx) comme suit :
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0 si xOX

p(x)={ (3-8)

+o00  si xOX

Il est clair que dans ce cas, les problérfies et (P) sont identiques : ils ont les mémes ensembles de
solutions. Cette fonction de pénalisation est paudtlisée dans la théorie, car elle permet diéetran
méme temps les problémes avec ou sans contraintéB Cependant, ce choix d#x) n’est pas
treés utile en pratique car les méthodes classidigggimisation ne peuvent pas étre utilisées sgr de
fonctions qui prennent la valeuro dans des régions visitées lors des itérations'algotithme
d’optimisation. Dans la pratique, ce type de p&adilbn est parfois utilisé en remplacant la valeur
infinie par une valeur de critére suffisamment gean

Nous allons donc, dans ce chapitre, introduire rdivermes de pénalisationp(x) et en étudier les
propriétés théoriques et algorithmiques. La questiceicédente conduit a la notion pénalisation
exacte a laguelle on a déja fait référence dans le tteaprécédent.

Définition 3.1 (Pénalisations exacte et inexacte)Qn dit qu’'une fonction de pénalisatidn associée
au probleme(P, ) estexactesi toute solution ddP, ) minimise f, et qu'elle esinexactedans le cas
contraire (il y a des solutions de, ) qui ne minimisent pas, ).

Le terme solution est pris ici dans son sens ggnéret il faudra chaque fois préciser s'il s'agt d
point stationnaire, de minimum local ou de minimglobal.

La structure du problém¢r ), dont le critére est la somme pondérée de deustitors, permet
d’énoncer d’emblée une propriété tres généraldescomportement de chaque terme en une solution
lorsque le poidsr varie. Intuitivement, sir augmente, on attache plus d'importancep(®) et il
semble normal que, si est une solutionp(x ) décroisse. La proposition suivante énonce cela de
facon rigoureuse. Le résultat est tres généralgpiiisne fait aucune hypothése de convexité ou de
différentiabilité; seule la structure ¢ ) intervient [Bon97, Gil07].

Théoréme 3.7 (Effet du facteur de pénalisatior) : On notex” une solution ddpP.). Alors, lorsque
r >0 croit, p(x?) décroit, J(x”) croit et, si de plusp())>0, f,(x") croit.

Le méme raisonnement montre que I'on a une craigsan décroissance stricte des suiteg’sest
I'unique minimum de(P.) et si x” change avee .

3.3.1.Types de pénalisations

Y

Mise a part les méthodes a base du Lagrangien gulaptées aux problémes convexes) qui ne
représentent pas le sujet de notre étude, on glisinrois grandes catégories de pénalisation en
optimisation non linéaire :

3.3.1.1.Pénalisations extérieures

Soit 'exemple de probléme d’optimisation a uneafale et une contrainte donné par :

{min (L+x+x°/3) (3-9)

x=0
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auquel on associe la fonction de pénalisation iextés, dite quadratique :
fr(x):(1+x+x3/3)+rq><lf)2 (3-10)
oll |0 désigne la fonction partie négative définie jyar=max- y0).

L'effet de cette pénalisation peut s’observer figare 3.2 On voit que le terme( x|.)*> ne joue un
réle qu'a I'extérieur du domaine admissitle . D’autre part, on observe que le minimum local de
f(x) (il nexiste ici que sir >1) est extérieur au domaine admissible. Plugst grand, plus le
minimum se rapproche de la solution du problémeegtici x” = 0. Cependant, plus est grand, plus

le minimum local est accentué (la dérivée secomdé (X) si elle existait serait élevée), ce qui pourra
étre une source de difficultés numériques.

5
5

f(x):1+><+><3/3

I

s 2 15 1 05 0 05 1 15 2
Fig. 3.2 Exemple de pénalisation quadratique ex&tme

Dans ce qui suit, nous allons montrer, de manig@reuse, que ce que nous venons d’observer sur
cet exemple simple se produit pour une grandeeldsdonctions de pénalisation.

On parle de pénalisation extérieure lorsque latfonade pénalisatiorp(x) utilisée dans (3-7) vérifie
les propriétés suivantes :

(1) p(x)estcontinueﬁurD "
(2) p(x)z0 OxoO" (3-11)
3) p(x)=0- xOX

Le qualificatif “extérieur” vient de la propriét@) qui exprime quef,(x) ne modifie J(x) qua
I'extérieur de 'ensemble admissible. Le tableali@-dessous donne quelques exemples de fonctions
p(x) satisfaisant (3-11).

Contraintes | Choix de p(x)

ox)=0 plx) = clx ()II

x=0 ):‘

c(x)<0 )—" |c

Tab. 3.1: Exemples de penallsatlon extérieure.
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Ces fonctionsp(x) font de f,(x)=J(x)+r p(x) une fonction de pénalisation inexacte, puisque I'o
trouve pour toute solutior” de (P,) :

r

of, (x*) = 03 (x) (3-12)

Rien n’impose en effet, dans les conditions d'optité, que ce vecteur soit nul. Don¢ n’est
généralement pas solution ().

Le théoréme ci-dessous étudie le comportementaleans x” de (P.), lorsquer tend vers linfini
[GilO7]. Il donne des conditions pour que les sols des problemes pénalisés convergent vers une
solution du probléme original.

Théoréme 3.8 (Convergence de vers x°) : Supposons qué soit continue et vérified(x) -
quand|x| - e . Soit X un fermé, non vide. On suppose ufe): 0" - O vérifie (3-11). Alors, on a:

() (P) a au moins une solutioxf,
(ii) la suite{x}, _ est bornée,
(iii) tout point d’adhérence (ou de cumulation)Idesuite{x]}m est solution ddp, ).

Les résultats de ce théoréme ont une valeur indécatir le comportement des minima globauxfde
Malheureusement, le méme résultat ne tient plusr ges minima locaux. Par exemple, si
c(X) = (x+1)(2x* =5x+5) . Le probleme

in J(x)=0
(3-13)
s
consiste donc a chercher I'unique racine réefle -1 de c(x). En définissant le probléme pénalisé
par :

min (0+c(x)°) (3-14)

Ce dernier présente un minimum local ¢r=1 quel que soitr >0. On n’a donc pas la convergence
de ces minima locaux vess = -

Une autre limitation du théoreme est de supposerJgest bornée inférieurement sur. Si ce n’est
pas le cas, il se peut q{e,) ait une solution mais qu@ ) n’en ait pas. C’est le cas pour le probléme
suivant :

{min (x°) (3-15)

x=0

Alors f,(x)=x? +rﬂx|7)2 n'est pas bornée inférieurement. Dans de pare#s en peut rajouter un
terme de pénalisation plus fort a I'infini ou inddre des bornes sur les variables.

Pour que la suitéx?} s’approche d’'une solution d@, ), il faut faire croitre le facteur de pénalisation
r (cf. théoréme 3.8). Dans ces conditions, le théer8.7 nous apprend que la SL{llégD)} croit. Sila
croissance de cette suite est stricte, les poihtse peuvent étre qu’extérieursXq, sinon les points
d’adhérence déﬁ} ne pourraient pas étre solutions (&) (en effet, on aurait alors des points Xe
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aussi proches gue I'on veut d’'une solutiohen lesquels] prendrait une valeur strictement inferieure
a J(x’), ce qui contredirait 'optimalité de’).

La mise en ceuvre de la pénalisation extérieurdirést du théoreme 3.8. Le schéma algorithmique
suivant approche des solutions () par pénalisation extérieure.

1. initialisation : choixdex® 00", r,>0

2. pour k=1

3 trouver un pointstationnaieapproché x* de f, (enpartantlex)vérifiant, [Of, (x")| <&,
4. si x estsatisfaisat (il verifie approximaitvementlesconditionsdeKKT), alors

5. arrét

6 sinon

7 choisir ¢,,, <g etr.,, >,

8 fin si

9. fin pour

Le schéma algorithmique décrit ci-dessus est simalis pose quelques problemes de mise en ceuvre.
D’abord, il n’est pas aisé de donner un critérerétaa I'étape 3 qui soit entierement satisfais@mt.
aimerait en effet ne pas passer trop de tempsldangimisation def si son minimum est éloigné
de la solution du probléme original, parce gue’est pas assez grand. Dans le schéma ci-dessiss, n
nous sommes contentés de donner un critére diais&nnable, portant sur la condition d’optimalité
du probleme(P ), qui permet d’avoir un résultat de convergence tteforéme 3.9). Ensuite, il faut
nécessairement augmenter le facteur de pénalisatiprogressivement, car la minimisation de
pour r grand regle principalement le probléme de l'adibib® de x’, sans ne plus voiff . Il faut
donc que le point de départ de cette minimisat@nlsn par rapport a la minimisation de, ce qui
ne peut étre obtenu qu’en augmentantprogressivement. Ceci en fait un algorithme caoXjteu
puisqu’il faut nécessairement résoudree suitede problémes d’optimisatiamon linéaires(mais sans
contrainte).

Enfin, lorsquer augmente le minimum est accentué, le probléme devient de plus en plus mal

conditionné et donc de plus en plus difficile dotére numériguement. Ainsi, si la pénalisation
extérieure conduit a un algorithme facile a implétag celui-ci est loin de n'avoir que des avansage
On ne peut pas gagner sur tous les plans en ménps.te

Par la suite, nous serons souvent amenés a carsidéprobleme d’optimisation sous contraintes
fonctionnelles(P,, ) (cf. équation 3-2).

SivOO™, on notev* O O™ le vecteur défini par :

#

Vi =

V. siidE
{ ' (3-16)

lv|. siiOl avec |v| =maxy, 0)
Les contraintes dgP,) s'écrivent alors simplement’(x)=0. L'application x - v*(x) n’est pas

différentiable en général ; on n’a donc fait quepéacer la difficulté liée & la présence de contes
d’'inégalité par une autre.
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On associe au problén{e, ), le probléme pénalisé suivant :

rmn( f (x)=3(x)+ %"c” (x)||2j
On rappelle que Io(xm)z{iDI \ci(xm)zo}. On notera aussil_(xm)z{iDI \ci(xD)<0} et
I+(x3):{iDI \ ci(xD)>O}.

Le théoréme 3.9 ci-dessous donne les propriétégpaiess d’accumulation de la suite des points
stationnaires approchés de lorsquer - +« . Il est donc complémentaire au théoréme précéglént
ne s'intéresse qu’aux minima globaux [Gil07].

Théoréme 3.9 (Convergence d€ vers x°) : On suppose que les fonctionset ¢ définissant(P,, )
sont différentiables. St est un point stationnaire approché de la foncalenpénalisationf, définie
par (3-7), dans le sens q fr(xf) <¢ ,Si e -0 etx’ - x'lorsquer - +o, ou x* est tel que les
gradients{Dq (xD):i OEOI, xD)D |+(xj)} sont linéairement indépendants, alors

i) x° est admissible pouP, ),
iy 000" tel que(x’, %) vérifie les conditions d'optimalité de KKT ¢, ),
iii) rc*(x”) - A%, (A° multiplicateur de Lagrange optimal).

La qualification des contraintes au point optimﬂd:i(x]) linéairement indépendants) permet d’écarter
la situation problématique rencontrée dans I'exeni@13)-(3-14). Dans ce cas, le théoréme ci-dessus
ne s'applique pas & une suite de minima de prolsigréralisés qui convergerait vers 1, daf>0 et
c(m)=o0.

3.3.1.2.Pénalisations intérieures

Dans certains problemes, le fait que les itexésgénérés par pénalisation extérieure ne soient pas
admissibles peut étre un inconvénient, par exenpalee quel n’est pas définie a I'extérieur de.

On peut introduire des méthodes de pénalisation deqguelles les itérés restent dan . On parle
alors de pénalisation intérieure. L'idée est disgil un terme de pénalisatign qui tend vers l'infini
lorsquex s’approche de la frontier@xX de X .

Au probleme simple (3-9), on pourra par exempl®ciss la fonction de pénalisation intérieure, dite
logarithmique, suivante :

f (x)=1+x+x* /3-rlog(x) (3-17)
L’effet de cette pénalisation peut s’observer figare 3.3.

On comprend que, dans cette section, il est ndoesia supposer que l'intérieuk°de X est non
vide (X°¢q>). Cette hypothése exclut ainsi la possibilité dendre en compte directement des
contraintes d’égalité. Des artifices permettentefnis de traiter de telles contraintes.
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f(x)=14x0C/3

-2 -1‘.5 -i -6.5 6 O‘.S .ll 1‘.5 ‘2 2‘.5 3
Fig. 3.3 Exemple de pénalisation logarithmique imiéure
Les termes de pénalisatigafx) considérés dans cette section satisfont les gonslisuivantes :

(1)  p(x)estcontinuesur X °
(2) p(x)=0 OxOX° (3-18)
(3) p(x) » +o quand,x0X° - X

On consideére alors le probléme de pénalisafioh:

() min f,(x) (3-19)
ou f,(x)=J(x)+r p(x). La condition (3) de (3-18) crée une barriére audte I'ensemble admissible,
si bien quef, (x) porte parfois le nom denction barriére

Le tableau 3.2 donne deux exemples de fonctiphg satisfaisant (3-18) lorsque I'ensemble
admissible s'écritx ={x00":¢(x)<0}, avecc(x): 0" -~ O".On suppose que® ={x00":¢(x)< 0}
n'est pas vide.

contraintes | choix de p(x)
c(x) <0 p(x) = —ZLl/ od (x)
c(x)<0 p(x) == log(-c(x)

Tab. 3.2: Exemples de pénalisation intérieure.

Le premier exemple, celui de la fonction gknalisation intérieure inversest di a Carroll [Car61].
Le second exemple de terme pénalisant de ce talileas lequel intervient le logarithme, porte aussi
le nom depénalisation logarithmiqueElle est due & Frisch [Fri55]. Cette pénalisatiooonnu une
large utilisation et un renouveau aves algorithmes de points intérieurs

Le théoréme suivant [Gil07] étudie la su{lsé} des solutions des problemes pénalisés. Contraiteme
a la pénalisation extérieure, il faut ici fairedemr vers O (et non vers« ), ce qui a pour effet de
diminuer l'influence du terme pénalisant qui remruses points vers l'intérieur d& et donc de
permettre ax’ de se rapprocher de la frontiere du domaine aditessi cela est nécessaire.

Théoréme 3.10 (Convergence de vers x”): Supposons quel soit continue surd" et que
I'ensemble admissibl& soit d’intérieur non vide et vérifieX = X°. On suppose également que soit
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X est borné, soitf (x) — +e quand||X| — +e. Alors, si la fonction de pénalisatiop(x) vérifie (3-
18),ona:

() Or >0, (P) a au moins une solutiox’,
(ii) la suite {x’}, , est bornée,
(iii) tout point d’adhérence déc’}. , est solution dép, ).

T

Comme dans le cas de pénalisation extérieure, héng algorithmique de la mise en ceuvre d’'une
pénalisation interne est proposé :

1. initialisation : choixdex® 00", r, >0

2. pour k=1

3. trouver un pointstationnaieapprochéx de f, (enpartanidex®? )vérifiant, ||Dfrk (x(”)" <e,
4, si x estsatisfaisat (il verifie approximaitvementlesconditionsdeKKT), alors

5. arrét

6. sinon

7. choisir ¢, <¢, et r,, <r,

8. fin si

9. fin pour

3.3.1.3.Pénalisations exactes

Si dans les termes de pénalisation de la tableoB.Enleve les carrés, on obtient une fonction de
pénalisation exacte (cf. définition 3.1) : isiest pris assez grand, les solutions localegPdg sont
solutions locales du probleme pénalisé. Cela sertiBle intéressant, puisque I'on remplace un
probléme d’optimisation avec contraintes par urqueiprobléme d’optimisation sans contrainte. On
ne peut cependant pas gagner sur tous les platsfoaction de pénalisation est exacte, elleagissi
non différentiable et donc plus délicate a minimise

Le schéma algorithmique de la mise en ceuvre d'émalfsation exacte est le méme que celui d’'une
pénalisation extérieure. D’ailleurs, c’est pourteetaison que ce type de pénalisation est parfois
agencé comme une sous-classe des pénalisationgerds.

La fonction de pénalisation de Han est 'une destions de pénalisation exactes les plus utilisées.
Appliquée au probléme d’optimisation avec contesnexplicites(P. ), elle associe le critére pénalisé
suivant :

f(x)=J(x)+r

c* (%), (3-20)

ou | ||, représente 'opérateur norme d’ordse
La figure ci-dessous montre I'effet de ce type épghisation sur I'exemple (3-9).

On voit bien l'apparition d'un point d’adhésion opal non différentiable qui coincide avec le
minimum global du probleme.
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f(x):1+x+><3/3

s 1 05 0 05 1 15 2
Fig. 3.4 Exemple de pénalisation exacte de Han

C’est ce type de pénalisation qui a été déja initathns le paragraphe 2.4.2 et qui sera recoddui

la plus part de nos applications. D’'une part, pajaél présente la propriété d’exactitude ce qui
permet de considérer finement la faisabilité ou wW@s contraintes, et d'autre part, parce qu'il
n‘augmente guére la complexité du probléme ingigl comporte souvent des fonctions non partout
différentiables (cf. section 2.5).

Notons que les contraintes d’égalité étant pewfétes dans le probleme d’évaluation du cahier des
charges (cf. chapitre 1 et 2). Dans le cadre deenétude, nous n'aborderons donc plus que des
problémes d’optimisation avec des contraintes datié¢ qui permettent d’'aller plus loin en analytsan
les limites de performance d’'un systeme bouclé donn

3.4.Méthodes globales versus méthodes locales

Dans tout ce manuscrit, le terme d’optimisationbgle fait référence a la recherche des optima
globaux de la fonction objectif, au sens définislEnparagraphe 3.1.1. De ce point de vue, la rdétho
d’optimisation globale vise la détermination desirop globaux du probleme, en évitant ses optima
locaux. Cette dénomination présente néanmoins entaitte ambiguité, car on rencontre souvent dans
la littérature la dénomination de “méthode localgly fait cette fois référence au mécanisme de
recherche, lorsqu’il procéde par voisins succes#issi, le recuit simulé est une méthode de
recherche locale (la solution testée est une widala solution courante), qui sera de notre mEnt
vue une méthode d’optimisation globale (la métheskeen théorie capable de déterminer les optima
globaux de la fonction objectif mais sans conteaBur le temps de résolution).

Nous pouvons partager les méthodes en deux cadégdZelles qui permettent de déterminer un
minimum local, ces méthodes sont appelées métHodekes, et celles qui s’efforcent de déterminer
un optimum global, ces méthodes sont appelées oethie recherche globale.

Les recherches locales partent usuellement d’'untpaitial x® avec un pas initiala®. Ces
parametres vont conditionner la descente d'unevdéiées de la fonction critere. De nombreuses
méthodes locales existent. Les plus anciennes g@lils utilisées sont les méthodes ou la direat®n
descente est déduite des dérivées de la fonctigrec{Noc99] (méthode de la plus forte pente,
méthode de Newton, méthodes de gradient conjugé&aties quasi-Newtoniennes, ...). Il existe
d’autres méthodes déterministes locales qui nesséeat aucun calcul de dérivée. A titre d’'exemples
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on site les méthodes directes, les méthodes pafsmies méthodes de directions conjuguées (cf.
section 3.5.4).

Les méthodes globales ont pour objectif d'atteingveou plusieurs optima globaux. lls sont souvent
liées a une stratégie de recherche qui peut @&caastique ou déterministe.

Ces méthodes ne s’excluent pas mutuellement. Aiméliorer les performances d’'une recherche,
plusieurs auteurs [Glo93] combinent les deux tygiatgorithmes. Une recherche globale permet de
bien explorer I'espace de recherche ; cette phstsappelée “diversification”; et une recherche leca
permet de bien exploiter une “zone prometteusesdaptible de contenir un minimum global),
localisée lors de I'exploration du domaine de reche ; cette phase est appelée “intensification”.

Cependant, il n'existe pas un algorithme optimalrptous les problémes (cf. “No Free Lunch
Theorem (NFLT)” Wol97]), et la plupart des méthogessédent des parametres a régler. Le choix de
la méthode & utiliser et le réglage des paramégstent liés au probléeme a optimiser. Le NFLT
prouve que chaque méthode d’optimisation faisastpdegrés sur une classe de fonctions régresse sur
une autre classe (cf. figure 3.5).

Algorithme 1
Algorithme 2

Performanc Algorithme 3 8
Algorithmes spécialisés

Algorithmes génériques

moyenng----

Type de problemes

Fig. 3.5 Le principe du NFLT

3.5.Méthodes d’optimisation sans contraintes

Cette synthese raisonnée décrit les principauxigthgoes de résolution des problemes d’optimisation
sans contrainte et en donne leur motivation.

Il s’agit de réaliser une revue sommaire des ppadeis méthodes qui permettent de traiter le problém
d’optimisation sans contraintes. Ce dernier estaoudonné sous la forme :

min f(x) (3-21)

xoo"

Cette étude aura pour objectif de choisir les n@#bad’ optimisation qui peuvent étre améliorées et
adaptées a la problématique du cahier des changgisqae les techniques de calcul susceptibles a
employer pour développer des algorithmes numérigneeifficaces.

Dans le domaine de I'optimisation, on dispose arprd’'un grand nombre de méthodes. Une
hiérarchie générale est impossible, I'efficacitéind méthode donnée variant selon les problémes
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traités et les besoins de l'utilisateur. Cependantpptimisation sans contraintes on peut distingue
quatre grandes classes.

3.5.1.Les méthodes stochastiques

Ce sont des méthodes ou l'approche de l'optimumeestpartie ou entierement guidée par un
processus stochastique. La plupart de ces alg@#thstochastiques sont itératifs et comportent trois
éléments principaux : un mécanisme de perturbatiorgritére d’acceptation et un critere d’arré&. |l
sont appliqués a partir d’'un ou plusieurs pointtadenction objectif, choisis aléatoirement.

Dans ce groupe de méthodes on peut avoir des oieserléatoires pures, qui consistent a tirer un
point, au hasard, a chaque itération. La fonctiodt cest évaluée en ce point, et s’il y a une
amélioration, ce point et la fonction correspondasbnt enregistrés, et le processus continue. Les
recherches aléatoires peuvent aussi étre ass@uige®cherches locales. Ainsi des points au hasard
sont pris pour réinitialiser des recherches locdles réinitialisations sont susceptibles de cayerer
plusieurs fois vers les mémes minima locaux. Des,plun’y a pas de discrimination entre régions
prometteuses ou non prometteuses. Ces procédumesngnt stochastiques, qui explorent et
meémorisent le meilleur élément trouve, ne sontgifisaces et robustes [Sia03]. On leur préfére les
méthodes dites pseudo aléatoires ; ces méthodisgnittiun choix aléatoire comme outil pour guider
une exploration intelligente de I'espace des sofigti Dans cette catégorie on peut citer les méghode
énumératives [Per93], les méthodes de regroupeftiestering) [Tuw02] et les méthodes de descente
généralisées [Tor89a].

Parmi les différentes méthodes stochastiques, albarss uniquement nous intéresser aux heuristiques
“modernes”. Le mot “heuristique” vient du grleeurein(découvrir) et qualifie tout ce qui sert a la
découverte, a l'invention et a la recherche. Plgdrithmique, les heuristiques sont des méthodes
qui cherchent a approcher une solution optimalelesnappelle parfois méthodes approchées. Une
heuristique peut étre concue pour résoudre un dgpprobleme donné, ou bien étre congcue comme
une méthode générale, qui peut étre adaptée asdiveblémes d’'optimisation : dans le second cas,
elle est désignée sous le terme de “métaheuristique

3.5.1.1.Métaheuristiques

Les métaheuristiques forment une famille d’algoniéls d’optimisation stochastiques visant a résoudre
des problemes d’optimisation difficile pour lesquen ne connait pas de méthode classique plus
efficace. Ces méthodes stochastiques itérativaggssent vers un optimum par échantillonnage de la
fonction objectif. Elles se comportent comme degpidihmes de recherche, tentant d’apprendre les
caractéristiques d’'un probleme afin d’en trouves approximation de la meilleure solution.

Il existe un grand nombre de métaheuristiques rdiffies, allant de la simple recherche locale a des
algorithmes complexes de recherche globale. Cefioués utilisent cependant un haut niveau

d’abstraction, leur permettant d’étre adaptéesedlange gamme de problemes différents. En effet, ce

algorithmes se veulent des méthodes génériquesapbaptimiser une large gamme de problémes
différents, sans nécessiter de changements prottardsl’algorithme employé.
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Les métaheuristiques sont souvent inspirées pasyggemes naturels, qu'ils soient pris en physique
(cas du recuit simulé), en biologie de I'évoluti(cas des algorithmes génétiques) ou encore en
éthologie (cas des algorithmes de colonies de fisunmnde I'optimisation par essaims particulaires).

Les métaheuristiques ne nécessitent pas de coaneéssparticulieres sur le probléme optimisé pour
fonctionner, le fait de pouvoir associer une (ousfurs) valeurs a une solution est la seule
information nécessaire. En pratique, elles ne dent&tre utilisées que sur des problémes ne pouvan
étre optimisés par des méthodes mathématiquessddsl en lieu et place d’heuristiques spécialisées,
elles montrent généralement de moins bonnes peafares. De fagon générale, on peut considérer
que des problemes présentant les caractéristiquigantes sont assez propices a l'utilisation de
métaheuristiques : nombreux optima locaux, disooités, contraintes fortes, non dérivabilité, temps

de calcul de la fonction objectif prohibitif, sdlu approchée souhaitée...etc.

Les métaheuristiques sont souvent employées emigption combinatoire, mais on en rencontre
également pour des problémes continus ou mixteblgmes a variables discrétes et continues). Elles
sont aussi d'un excellent recours pour les probdeomntinus qui mettent en jeu une fonction critére
présentant un nombre considérable de minima loc&mx.effet, certaines métaheuristiques sont
théoriquement convergentes sous certaines conslittbest alors garanti que I'optimum global sera
trouvé en un temps fini, la probabilité de ce faitgmentant asymptotiquement avec le temps. Cette
garantie revient & considérer que I'algorithme@pmorte au pire comme une recherche aléatoire pure
ou la probabilité de tenter toutes les solutiomsl teers 1. Cependant, les conditions nécessairgs so
rarement vérifiées dans le cadre d’applicationdlege En pratique, la principale condition de
convergence est de considérer que l'algorithmesgidique : qu'il peut atteindre n'importe quelle
solution a chaque itération, mais on se satistaivent d’'une quasi-ergodicité : si la métaheurnigiq
peut atteindre n'importe quelle solution en un naarfini d'itérations.

3.5.1.2.Principe

D’une maniére générale, les métaheuristiques slgett autour des notions suivantés voisinage
la diversification(exploration)intensification (exploitation) Ja mémoireet'apprentissage

- Le voisinaged’'une solution est un sous-ensemble de solutiofisest possible d’atteindre par
une série de transformations données.

- La diversification désigne les processus visant a récolter de limédion sur le probleme
optimisé.
- L’intensification vise a utiliser I'information déja récoltée pougfidir et parcourir les zones

intéressantes de I'espace de recherche.

- La mémoireest le support de I'apprentissage, qui permealgdrithme de ne tenir compte que
des zones ou I'optimum global est susceptible deoswer, évitant ainsi les optima locaux.

Les notions d'intensification et de diversificatoorsont prépondérantes dans la conception des
métaheuristiques, qui doivent atteindre un équlitéélicat entre ces deux dynamiques de recherches.
Les deux notions ne sont donc pas contradictoimass complémentaires, et il existe de nombreuses
stratégies mélant a la fois I'un et 'autre descatp
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Les métaheuristiques progressent ainsi de facaatiité, en alternant des phases d’intensificatiten,
diversification et d’apprentissage, ou en mélastroations de facon plus étroites. L’état de dépstrt
souvent choisi aléatoirement, l'algorithme se dEnsuensuite jusqu’a ce qu'un critere d’arrét soit
atteint.

3.5.1.3.Classification

Les métaheuristiques peuvent étre classées salsieyis criteres : approche a base de parcours ou a
base de population, 'emploi ou non de la mémdection objectif statique ou dynamique, type
d’échantillonnage, algorithme hybride ou non, alone évolutif ou non. Selon ce dernier critérs, le
métaheuristiques les plus connues sont classésugrclasses :

Les algorithmes évolutifs : les stratégies d’éviolut les algorithmes génétiques, les algorithmes a

évolution différentielle, les algorithmes a estimat de distribution, les systéemes immunitaires
artificiels, la recomposition de chemin (Path reiliny).

Les algorithmes non évolutifs : le recuit simulés lalgorithmes de colonies de fourmis, Les
algorithmes d’optimisation par essaims particutgile recherche avec tabous, la méthode GRASP
(Greedy Randomized Adaptative Search Procedures)

La recherche dans le domaine étant trés activstiimpossible de produire une liste exhaustive des
différentes métaheuristiques d’optimisation. Laétaéture spécialisée montre un grand nombre de
variantes et d’hybridations entre méthodes, pditimment dans le cas des algorithmes
évolutionnaires.

3.5.1.4.Exemples de métaheuristiques
On distingue principalement quatre grands typelgdighmes relevant de ces méthodes.

Tout d’abord, les algorithmes génétiques tenterdiheler le processus d’évolution naturelle dans un
environnement hostile. Chaque solution du problémoeindividu, est codée par une chaine de bits
finie a laquelle est associée une “fitness” égaleritére en cette solution. Ensuite, des popuiatio
d’individus sont générées itérativement en appligukes processus de sélection, de croisement et de
mutation qui se basent sur la “fithess” des indigifiGol89].

L’algorithme de recuit simulé (ou “simulated annegll) est né d’'une analogie thermodynamique
avec le refroidissement d’un métal. Le refroidiseatrient et régulier d’'un métal permet aux atomes
de se stabiliser peu a peu dans une position @jineninimale en dépit du nombre immense de
configurations que peuvent prendre ces atomes. érddolis a proposé d’introduire un parametre ou
température qui diminue au cours de I'optimisafiglet53]. Au début du processus, la température
élevée autorise les transitions vers un état digagilus élevée. Au cours du processus, la températ
diminuant, la transition vers un état d’énergiesplklevée devient de plus en plus improbable.
Pratiguement, pour un probleme de minimisatiorstfatégie des algorithmes de recuit consiste, en
effectuant une exploration aléatoire de I'espacdat, a favoriser les descentes, mais sans irgerdir
tout a fait les remontées. Plus précisément, aogee une chaine de Markov sur I'espace d’état, et
on accepte ou on refuse une transition avec uneapi@é 1 si la fonction coltf décroit, et une
probabilité égale &xp(-Af/T) si le colt f croit. Ici T est un paramétre, appelé température par
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analogie. Il est clair que plus la température gsinde, plus seront facilitées les transitions
ascendantes. En revanche, a la limiite0, on obtient un algorithme de descente. Tout ag ke
I'algorithme, on va donc faire décroitie, ni trop vite pour ne pas rester bloqué autoun aghinimum
local, ni trop lentement si on veut avoir un résién un temps raisonnable.

La méthode Tabou est une procédure heuristique snoipulaire que les deux précédentes. Elle
suppose qu’on puisse définir un voisinage de smistipour chaque solution. A chaque itération, la
procédure se déplace vers la solution du voisingfe) de x, qui diminue au mieux la fonction
critere. Alors que la plupart des méthodes d’exgtlon ne gardent comme information que la valeur
minimale de la fonction critere calculée jusqu’alocette procédure garde en mémoire les solutions
rencontrées ou plus généralement l'itinéraire éfi@dors des derniéres itérations dans une ligee di
tabou [Gl093]. La liste tabou a pour réle d'inteedle choix des déplacements (respectivement des
solutions) a ceux (respectivement celles) qui r&ane@ une solution visitée précédemment. Ainsi,
I'algorithme peut s’échapper des minima locaux.céurs de la procédure, la liste tabou ainsi que les
mouvements admissibles pour la solution sont rdgas des processus d’intensification, de
diversification et d’aspiration [Roc95].

La technique appelée GRASP (ou Greedy Randomizegptatdve Search Procedures) est une
heuristique trés simple utilisée surtout pour lesbfgmes combinatoires. |l s’agit d’un processus
itératif, qui a chaque itération répete les mémbasps. La premiere phase est une phase de
construction pendant laquelle une solution réalésalst exhibée. La seconde consiste a réaliser une
optimisation locale a partir de la solution congéruLa meilleure solution est gardée en mémoire
jusqu’a ce que le processus soit arrété (stagnatmnbre maximal d'itérations atteint) [Res98].

Pour mieux tirer parti des avantages de chaqueanéttdes variantes hybrides ont été développées
ainsi que des algorithmes parallélisés [Par95].e@dant, I'inconvénient majeur de ces méthodes
stochastiques vient du fait qu’elles requierentulbeap de simulations. Dans le cas ou I'évaluatien d
la fonction colt est colteuse, de telles méthodessdonc inutilisables.

3.5.2.Les méthodes de descente

Dans cette section, nous rappelons les principatg®ns liées aux algorithmes a direction de
descente. Ces algorithmes, qui exploitent I'infdioralocale du critére afin d’atteindre son minimum
présentent des avantages et des inconvénientsatspaue nous essayons d’'analyser et de mettre en
avant pour en tirer profits et les utiliser au miglans le cadre de I'analyse du cahier des charges.

On considere de nouveau le probléeme d’optimisasians contraintes (3-21) et on s'intéresse a la
classe d’algorithmes qui est fondée sur la notmdidection de descente.

Définition 3.2 (Direction de descenteDn dit gu’un vecteurd de O"est une direction de descente
pour une fonctionf , de n variables, au point si:Os>0, Co0]0,§, f(x+ad)< f(x).

Ainsi f décroit strictement dans la directidn De telles directions sont intéressantes en ogditiain
car, pour faire décroitréd , il suffit de faire un déplacement le long de Les méthodes a directions
de descente utilisent cette idée pour minimiser fometion. Elles construisent la suite des itérés
{x¥},.. approchant une solutior” de (3-21) par la récurrence*? = x® +od® (cf. figure 3.6).
Dans ce casg™ >0 est appelé le pas af est une direction de descente den x".
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Fig. 3.6 Enchainement des itérés pour un algorithrde descente

Partant d'un pointx® qui lui sera initialement passé pour argument,algorithme de descente
actualise un point courant de fagon a réduire, & chaque étape, la valeurithreca minimiser. Le
schéma général est le suivant :

1. poserk=0

2. choisir X Odom f

3. tant que (lecritered'arrétn'estpassatisfait) faire :

4. calculerunedirectiondedescented®

5 calculedepasa® >0 telque f(x¥ +a¥d®)< f(x¥) // recheche unidiectionnele
6 misedjour x*¥ =x¥ +gWd®  k=k+1

7. fin tant que

Pour définir une méthode a directions de descéritait donc spécifier trois arguments :

- La stratégie de choix des directions de descemigessivesd ¥ ; la maniére de procéder donne
le nom l'algorithme, la section qui suit est dédaéedétail de ces méthodes.

- La stratégie de choix du pag“ qui sera effectué, a chaque étape, dans la directioisie ;
c’est ce que I'on appelle la recherche linéaireunidirectionnelle; la section 3.5.2.2 sera
consacrée a la description des principales teckaide recherche linéaire.

- Le choix de la condition d’arrét de I'algorithme.

Dans les problémes sans contrainte, le test d'deéfétape 3 porte sur la petitesse du gradient :
of (x(k)):o. C’est en effet ce que suggeére la condition néiessi’'optimalité du premier ordre
0f (x9) =0. Commex® n'est jamais exactement égaka, ce test ne pourra marcher qued${x*)

est faible en norme pouwr voisin dex”, ce qui revient pratiquement a supposer duest de classe
C'. Par ailleurs, un tel test d’'arrét suggere qu’'igodthme a directions de descente ne peut pas
trouver mieux qu’un point stationnaire de. C'est en effet souvent le cas, mais ce pointidadst
rarement rédhibitoire en pratique.

On est parfois tenté d’arréter I'algorithme si tééze f ne décroit presque plus. Ceci n'est pas sans
risque et il vaut mieux ne pas utiliser un tel @'strrét, car une faible variation du critére peat
produire loin d'une solution. En effet, au premiesrdre, f(x“?)= f(x¥) revient a

o mf (x¥) d¥ =0, ce qui peut arriver si le pas® est petit (c’est en général trés suspect) ou si la
direction de descente fait avec I'opposé du gradiarangle proche de 90 degrés, une situationequi s
rencontre fréquemment (si I'algorithme est biengepreela traduit un mauvais conditionnement du
probléme).
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Par ailleurs, un algorithme du type descente dstativergent s'il existe un minimum local du
critére qui lui est passé pour argument pour letjueé des deux éventualités suivantes seraits@ali
en choisissant x = x” pour test d'arrét :

- L’algorithme s’arréte aprés un nombre flid'itérations.

— Il construit théoriquement (en supposant tous #suts exacts et la capacité de calcul illimitée)
une suite infiniex®,... x" ...de points ded" convergeant vers".

En pratique, le test d'arrét passé pour argumewmtadétre choisi pour garantir que l'algorithme
s’arréte toujours aprés un nombre fini d’itératiaisque le dernier point calculé est suffisamment
proche dex". Lorsque l'algorithme (suite d’itérations) convergn dit que sa vitesse de convergence
est d'ordrep s'il existe une constante<1 telle que :

lim L <
Koo p

(3-22)

x®) = x°

La constanter est le taux de convergence (ou I'erreur asympieligle I'algorithme. En particulier,
la convergence est dite : linéaire lorsquie 1, superlinéaire lorsquep=1 et 7 - 0, et quadratique
sip=2.

La convergence éventuelle d’un algorithme de desadépendra toujours des propriétés du critere qui
lui sera passé pour argument et, en général, dix dw® l'initialisation x°. Il n’existe aucun
algorithme universel dont la convergence soit géajuels que soient le critére ou l'initialisatiqui

lui seront passés pour argument [Bon97].

Dans la suite, on donne une description sommaisepdi@cipaux algorithmes correspondant a ces
étapes, émaillée de nombreuses références bilplaigizes. On s’efforcera de faire ressortir les
avantages et les inconvénients génériques de chmétmde, et on mentionnera si oui ou non nous
I'avons sélectionnée et mise en ceuvre pour ledgras de I’Automatique (faisabilité de cahier des
charges, calcul et retouche de correcteurs).

3.5.2.1.Calcul de la direction de descente

On peut distinguer deux grandes stratégies de awia direction de descente’ au pointx® : la
stratégie de Cauchy [Cau47] et |a stratégie de dleyNaz94, Ypm95].

3.5.2.1.1L a stratégie de Cauchy

Dans cette stratégie la direction de descente @shéd pard® =-0f (x¥) ce qui conduit aux
algorithmes dits de gradient. Ces derniers intenémt lorsque la fonction a optimiser est
différentiable (ou qu’on la postule comme telle.ll¥. utilisent les informations données par les
dérivées partielles dé pour calculer les itérés du processus, ce quiua pojectif d’économiser sur
le nombre total d’évaluations de la fonction.

Théoréme 3.11 (Direction de descente a base deigrdSupposonsf dérivable au pointx. Si:
Of (x)'d <0, d est une direction de descente pduru pointx.

Preuve :si ¢(a)= f(x+ad), alors¢'(0) = 0f (x)'d <0.
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Par définition du gradient, il revient au méme de aﬂue(Df (x),d> <0 ou encore qual fait avec
I'opposé du gradient Of (x) un angled strictement plus petit que 90°:

(i)
6= arccoEW] 0fo, 7/

L'ensemble des directions de descentefden x, {dDD” \ (Df (x),d><0}, forme un demi-espace
ouvert ded" (cf. figure 3.7).

f constante

demiespacelesdirections
dedescentede f enx

Fig. 3.7 Demi-espace des directions de descenhtde f en x

La stratégie du Cauchy calcule la direction quiimise, & norme constante, la dérivég(x)'d de
¢(a)=f(x+ad), et retourne la directionl = -Cf (x), pour laquellelf (x)'d = -|0f (x)|°. Elle définit
donc une direction de descente en tout point nitiqwe et correspond a la plus grande diminution de
la fonction critére. C’est pour cela qu'elle estigent appelée méthode du gradient ou méthode de la
plus profonde descente.

De ce fait, I'algorithme du gradient semble sédutisd’autant plus gqu'il esfiacile a mettre en ceuvre
et robusteaux éventuelles erreurs de calcul de gradientsovularge domaine de convergence. En
effet, tant que l'algorithme n'a pas trouvé un pairitique, la valeur du critere décroit stricternan
chaque itération.

Cependant, on notera que, pour minimiser une fonctjuadratique strictement convexe de deux
variables (ce qui correspond a résoudre un sysiéréaire de deux équations linéaires a deux
inconnues), I'algorithme demande, en général, unhme infini d’itérations, alors que la solution est
évidente et aisément calculable analytiquement au djautres algorithmes en un nombre fini
d’opérations. En pratique, on observe souvent €é(x) est une bonne direction de descente loin
d’une solution mais qu’elle est & éviter des qaa Entre dans le voisinage d’une solutioh la ou les
termes du second ordre d’'un développement de Taor autour dex” jouent un grand réle. En
fait, le défaut de cet algorithme est d’ignorecdairbure def , qui est décrite par son hessien, ce qui
limite la vitesse de convergence d'un tel algorighérétre seulemetlibéaire.

Malgré ses pietres performances numériques, cktses d’'algorithmes mérite d’étre étudiée. Les
techniques utilisées pour I'analyser servent, &t,eouvent de guide dans I'étude d’algorithmess pl
complexes (cf. section 4.2).
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Une autre méthode de cette catégorie est cellectdeHet Jeeves. Dans cette méthode, on effectue
des minimisations par rapport a une seule variadke fois. On peut employer pour chacune de ces
optimisations un algorithme de plus profonde detecemu un algorithme de Newton (cf. section
3.5.2.1.2). Cette méthode se révele trés mauvaise ld pratique [Bon97].

Les méthodes du gradient conjugué

Les méthodes de gradient ont I'avantage de néeegs#iu d’espace mémoire (pas de stockage de
matrices), ce qui les rend incontournables endraade dimension. C’est pourquoi la méthode du
gradient conjugué non linéaire représente une naltie encore trés répandue. Il s’agit d'une

généralisation de I'algorithme du gradient conjutjnéaire dans laquelle on effectue une recherche
linéaire a chaque itération.

d© =-0f (x©)
d® = —0f (x¥)+ gd (3-23)
) = w0 4 g

Dans le cas d’'une fonction linéaire, la conjugaides directionsd® et la recherche linéaire exacte
induit un choix unique des paramétrg@¥ et " . Dans le cas d’une fonction non linéaire, celasin’e
plus possible. On a alors recours a des formulésifigues pourd® et a une recherche linéaire pour
le calcul dea™ . On dénombre trois choix classiques/ie.

Méthode de la plus profonde descené), =0

[t (<),

Méthode de Fletcher et Reevedy) = [
X

2

Méthode de Polak et Ribierg?) = {2 (X) -0 () 0 (<)
SN

Pour assurer la convergence globale de l'algoritidmePolak et Ribiere associé a une recherche
linéaire vérifiant les conditions de Wolfe (cf. 8en 3.5.2.2.3), on a aussi tesf&’ = max{3% 0)
[Gil92]. On dispose aussi d’algorithmes de rechedahéaire particuliers pour obtenir la convergence
globale de I'algorithme de Polak-Ribiére [Gri97].

3.5.2.1.2] a stratégie de Newton

La seconde stratégie de descente est celle de Nemitda direction de descente est donnée par
d® =-02f(x¥)*0f (x¥) et méne aux algorithmes Newtoniens.

Le principe de ces algorithmes est de calculerhagee itération, la directionl qui minimise

I'approximation quadratique :

2

#(0)+ a¢’(0)+%¢"(0) = f(x)+a0f (x)' d +%2dTD2 f (x)d

de ¢(x+ad) et retourned =-02f(x)*0f (x) pour laquelleg’(0)=0f (x)'d =-d'02f(x)d . C'est une
direction de descente dés quéf(x) est définie positive, ce qui sera toujours vériiéx est
suffisamment proche d’'un minimum local non dégémiéeré .
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Lorsqu'ils convergent, les algorithmes Newtonienst aine vitesse de convergence au pire
superlinéaire (siD*f continue) et au mieuguadratique(si f OC?®) [Bon97]. lls sont donc plus
rapides que les algorithmes de gradient. Maisdit plus colteux, et surtout moins robustes : loin
d’'un minimum local, la direction de Newton n’estipihécessairement une direction de descente.

Les méthodes basiques consistent a choisir unerifsation pour résoudre exactement le systeme
linéaire de Newton. Quand la matrice n'est pasnifpositive, on utilise une factorisation de
Cholesky modifiée (Gill & Murray [Gil81], Schnabelt Eskow [Sch91]) ou une factorisation de
Bunch et Parlett [Bun71]. Dans la pratique, ceshod#s sont tres peu utilisées car soit le hessien e
trop codteux, soit la dimension est trop importguar mettre en ceuvre ces factorisations. De fdus,
calcul de la direction de Newton de fagon précaentit considérablement I'algorithme. Comme les
probléemes que nous traiterons mettent en jeu pewpatametres de contréle, le colt de ces
décompositions est trés faible et on peut simplémgiiser une décompositionU quand on aura a
inverser I'approximation du hessien.

La méthode de Quasi-Newton

Lorsque le calcul du hessien est trés lourd, ipessible de I'approximer a I'aide de matricesglide
guasi-Newton. On se donne une matrice initialenigfpositive (généralement égale a I'identité) que
'on met a jour & chaque itération de I'algorithmin d’approcher de mieux en mieux le hessien
H=0?f (ou son inverse8=H ™), ce qui est souhaitable vues les propriétés méjitionnées de ces
deux algorithmes.

La mise a jour de l'approximation du hessier) (ou de son invers@") est généralement la
solution du probléme d’optimisation sous contrargénéral

min (U(H (k+1), H (k), B(k), B(kﬂ))
H “J symétrique (3-24)
H (1) (X(k+1) _ X(k)) =[f (X(m))_ 0f (X(k))

La deuxiéme contrainte est appelée équation dédanse verifiée par la moyenne du hessien sur le
morceau de droite compris entre les poirts et x“?. La fonction « désigne une mesure sur
I'espace des matrices. Cette mesure est trés soliéeaux valeurs propres de la matrigé™ .

Ainsi, on améliore le conditionnement de la matri¢&™ qui doit étre inversée pour la résolution du
systeme de Newton. En optimisation sans contraiotes plutbt besoin de l'inverse du hessien. On
utilise alors dans la majeure partie des cas lesuies mettant a jour l'inverse du hessigft. On
s’affranchit alors d’'une résolution matricielle Baque itération.

BN

Par ailleurs, quand on travaille avec le hessienutilise le plus souvent des mises a jour qui
préservent la définie positivité de la matrice deaf)-Newton, afin de faciliter la résolution du
systéme matriciel de Newton. C’est le cas de lpaiudes mises a jour qui sont citées plus loin.

Plusieurs mesures ont été étudiées [Wol95]. Ainsi, il a été définiedgques grandes classes de mise a
jour dont la plus connue est la classe de Broy@endispose des formules générales suivantes pour
les matricesH “ et B“ approximant le hessien et son inverse :
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. T HWsgTHW s"HYs s"HYs !
HED =H 1+ ZTB/EV TTopWs o ,f(k)s sy Y1 Ys sy /M Ys (3-25)
u (k) =10 =10 TRk T
Bk =B + STE B Xa{k)B +— U(k) y TB Ys-gWy| Y ET” Ys-BWy (3-26)
sy y B%y y BYy( s’y sy

ou

g = x{k) _X(k)’ y =Of (X(k+1))_[|f (X(k)) et/],ﬁ{ yTB(k)y E§T (HT(k))_ls_1J+’7+lB=1'

s'y s'y

La mise a jour de Davidon, Fletcher et Powell olPDgui fut la premiére proposée, correspond a
n=0 (ou g=1). Pourn=1 (ou B=0), on obtient la tres répandue mise a jour de BeayéFletcher,
Godfarb et Shanno ou BFGS. Cette mise a jour seamlaoyenne la plus efficace et moins sensible
que DFP aux erreurs commises lors des phasesltereche unidimensionnelle [Wal94].

Ces algorithmes se révélent assez lents pour déepres mal conditionnés car la matrice initiake es
tres différente du hessien. C’est pourquoi, on jr@ubduire deux nouvelles formules générales pour
les matricesH “ et BY qui dépendent de deux parameétres supplémentairetsy :

. . T HWsgHW s"HWs s"HWs !
HY =y 1["' Y +%EZTB/B/ TS ﬁ(ws s' Oy y-Hs s' Oy y-H"s (3:27)

U (k) TRk TRk TRk T
gl = gy PP _BYYBY 7 y By _ BYy y B"y s-BWy (3-28)
y sy yBYy yBYYy| sy s'y

Le parametrep est un parametre de stabilisation introduit paygBi[Big71] ety est un paramétre
d’échelle (scaling) introduit par Oren [Ore74]. Isak a répertorié les différentes heuristiques pour
choix des parametrep et y dans les articles [Luk90, Luk95]. Il a procédé rée Lcomparaison
numérique exhaustive des différentes mises a jouk94], de laquelle, il résulte que I'utilisation
d’'une matrice de Quasi-Newton semble incontourngimar la mise en ceuvre d'une méthode
Newtonienne.

La méthode de Gauss-Newton

On s’intéresse ici a un probleme d’optimisationssaontrainte particulier, celui de la minimisatide
la norme¢?d’une fonctionr: 0" - O™, dont les composantessont appelées les résidus :

xoo"

min(%"r(xmzj (3-29)

C’est ce qu’on appelle un probleme de moindrestearnon linéaire.

On noteO(x)=r'(x) la jacobienne de dimensianxn der en x. Alors le gradient et le hessien de
pour le produit scalaire euclidien s’écrivent :
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0of (x) = O(x)" r (x)

07 £ (x) = O(x)" 0(x) + Z £ (0 (x)

(3-30)

Dans l'algorithme de Gauss-Newton, on détermifie comme solution particuliére (il peut y en avoir
plusieurs) du systeme linéaire

(D(x(k))T D(x(k)))lid 0 = —px®) r(x®) (3-31)

a®) =={e(e) o)) o) o) (332)

Comparée a la direction de Newton, cette directiartilise gu’'une partie du hessien de, de
maniere a éviter le calcul des dérivées secondegédalus, qui sont souvent colteuses a évaluer.

Lorsque x*' n'est pas stationnaird(x)'r(x)#0), la direction de Gauss-Newtod® est de
descente puisque

0 (<) 0 = () Ex)d = ~(a) () ol o =) <o

La stricte négativité vient du fait qug(x*')d* =0 impliquerait par (3-31) qué&l(x®) r(x¥)=0, ce
gue I'on a supposé ne pas avoir lieu.

Pour les fonctionnelles quadratiques faiblement hioéaires, cette méthode est meilleure que la
méthode de Quasi-Newton. En contrepartie, on ail’m@m)calculerm(x), ce qui s'avere trés colteux
quandm est grand. A ce propos, il est préférable qusoit plus grand que le nombre de parameétres
afin de travailler avec une matrice de rang maximal

3.5.2.2.Calcul de la longueur de descente (recherche lirréai

Dans cette section, nous allons décrire les difféemaniéres de déterminer un pds >0 le long
d’une direction de descent#¥). C'est ce que I'on appelle faire de la recherdhéalre. Il s’agit de
réaliser deux objectifs.

Le premier objectif est de faire décroitfe suffisamment. Cela se traduit le plus souvent lpar
réalisation d’'une inégalité de la forme

f(x¥ +a®d®)< £ (x¥)+v® avec v¥ <0 (3-33)

Le terme négatifv™, joue un réle clé dans la convergence de I'algoré utilisant cette recherche
linéaire. L’argument est le suivant. Si(x(”) est minorée (il existe une constante telle que
f(x)=c pour toutk), alors ce terme négatif* tend nécessairement vers zéro. C'est souvent a
partir de la convergence vers zéro de cette suigd’qn parvient & montrer que le gradient lui-méme
doit tendre vers zéro. Le terme négatif’ devra prendre une forme bien particuliére si ont ve
pouvoir en tirer de Iinformation. En particuliéirne suffit pas d'imposerf (x +a*d®)< f(x®).
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Le second objectif de la recherche linéaire esngécher le pag d’étre trop petit, trop proche de
zéro. Le premier objectif n'est en effet pas safiiscar I'inégalité (3-33) est en général satisfaiar
des pasa™ >0 arbitrairement petit. Or ceci peut entrainer uaesée convergence, c'est-a-dire la
convergence des itérés vers un point non statimn@@mme le montre I'observation suivante. Si on
prend :

0<a(k) <L

2o

la suite{x(k)}kz1 générée par la récurrence de descente est deyCauddgue pout<l <k ona:

k-1
() — 0] = (g @
-0 =[3 e

k-1 £
<» — 5 0 lorsquel - o
2|
i=l

Donc la suite{x(k)}mconverge, disons vers un poixit En prenant =1 et k =« dans I'estimation ci-
dessus, on voit qu@DB(x(l),g) et doncx ne saurait étre solution s'il n'y a pas de sohlutdans
B(x”,¢). On a donc arbitrairement forcé la convergencéti,., en prenant des pas trés petits.

Pour simplifier les notations, on definit la restion de f a la droite{x(k) +ad® :aDD} comme la
fonction h, :a - h, (a)= f(x¥ +ad®).

Le choix du pasy obéit a deux objectifs souvent contradictoirasyer le meilleur pas possible en
effectuant le moins de calculs possibles. Ces tfgeconduisent séparément a deux stratégies
dominantes :

Les algorithmes & pas optimal minimisent, & chagdape, la fonctiorn, (@) en utilisant une procédure
unidirectionnelle pour rechercher le meilleur passible.

Les algorithmes a pas fixe au contraire se satigfum pas constant, passé pour parametre a la
procédure. Le choix du pas, effectué une fois poutes, dépend alors, en général, d'une analyse de
convergence de I'algorithme utilisé et des propsétu critére & minimiser.

L'expérience montre que ces stratégies radicales Isoplus souvent mauvaises ; il est inefficace
d’utiliser un pas constant et il est inutile decc#ér a chaque étape le pas optimal. En pratiqueeo
contentera d’'un pas permettant de faire décraismnnablement le critere a minimiser.
3.5.2.2.1Recherches linéaires exactes

Comme on cherche a minimisér, il semble naturel de chercher & minimiser le2egitle long ded ™

et donc de déterminer le pa&’ comme solution du probléme :

min h,(a) (3-34)

az0

C’est ce que I'on appelle la régle de Cauchy gbde déterminé par cette regle est appele de
Cauchyou pas optimal (cf. figure 3.8). Dans certains caispréferera le plus petit point stationnaire
de h, () qui fait décroitre cette fonction :

a“ =inf{a=0:n(a)=0 et h(a)<h (0} (3-35)
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On parle alors de regle de Curry et le pas détépar cette regle est appel#s de Curry(cf. figure
3.8). De maniére un peu imprécise, ces deux réglaisparfois qualifiées de recherche linéaire exact

A

1
T 1
0 pas de Curi \_/

pas de Cauchy

Fig. 3.8 Régles de Cauchy et Curry

Ces deux régles ne sont utilisées que dans depastisuliers, par exemple lorsquie(a) est
quadratique. En effet, pour une fonction non lireéarbitraire,

— il peut ne pas exister de pas de Cauchy ou de Curry

- la détermination de ces pas demande en génératdagade temps de calcul et ne peut de toute
facon pas étre faite avec une précision infinie,

- l'efficacité supplémentaire éventuellement appoééen algorithme par une recherche linéaire
exacte ne permet pas, en général, de compensenpes perdu a déterminer un tel pas,

- les résultats de convergence autorisent d’autpsstge regles, moins gourmandes en temps de
calcul.

Au lieu de demander que® minimise h (o), on préfére imposer des conditions moins restesti
plus facilement vérifiées, qui permettent toutefiéscontribuer a la convergence des algorithmes. En
particulier, il N’y aura plus un unique pas (ou lques pas) vérifiant ces conditions mais tout un
intervalle de pas (ou plusieurs intervalles), cergadra d’ailleurs leur recherche plus aisée. Ces
que I'on fait avec les régles d’Armijo, de Goldstet Price et de Wolfe décrites ci-dessous.

Les méthodes les plus simples consistent a effeangrecherche itérative en subdivisant I'intdeval
initial sur " par la méthode de la section dorée, la méthodEilaenacci ou par une recherche
dichotomique. Ces méthodes simples sont génératemgsngourmandes en temps de calcul et donc
peu utilisées quand I'évaluation de la fonctioncegiteuse.

3.5.2.2.2 Condition d’Armijo

Une condition naturelle est de demander quéécroisse autant qu’une portiexde ce que ferait le
modele linéaire d&f enx™®. Cela conduit a I'inégalité suivante, parfois dppeondition d’Armijoou
condition de décroissance linéaire

f(x¥ +a¥d®)< £ (x¥) + wa®of (x¥) d® (3-36)
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Elle est de la forme (3-33), cay devra étre choisi dan}g),]{. On voit bien a la figure 3.9 ce que
signifie cette condition.

w,h. (0) :pente de
(— décroissance suffisante

penteh, (0)\

rQ

acceptable | acceptable

. "

Fig. 3.9 Les intervalles de pas suggérés par laeadjArmijo

Il faut qu’en a®, la fonctionh, (o) prenne une valeur plus petite que celle prisdgpmction affine
£ (x¥)+ a0f (x9) d®

En pratique, la constante;, est prise tres petite, de maniére a satisfair@6§3le plus facilement
possible. Typiqguementy, =10™. Notons que cette constante ne doit pas étre @alapix données du
probleme et donc que I'on ne se trouve pas devamhoix de valeur délicat. On montrera toutefois
gue, dans certains algorithmes, il est importanpréadre«w, <1/2 pour que le pas unit@y(k) :1) soit
accepté lorsque™ est proche d’une solution.

Il est clair d’apreés la figure 3.9 que I'inégal{®36) est toujours vérifiée & >0 est suffisamment
petit. D’autre part, on a vu qu’il était dangeraliaccepter des pas trop petits, cela pouvait coadui
une fausse convergence. Il faut donc un mécanisipplé&mentaire qui empéche le pas d'étre trop
petit. On utilise souvent la technique de rebromesd “backtracking” due a Armijo [Arm66] ou celle
de Goldstein [Gol65].

M, (@)= £(x¥ +ad¥)

pente ah, (0)

penteh, (0)\

Fig. 3.10 Regle d’Armijo avec rebroussement

Dans sa version la plus simple, la technique deotsisement consiste a prendréd =7, ol 7 0]J0,1]
est une constante &t est le plus petit entier natur§] ON) tel que I'on ait (3-36) (cf. figure 3.10).
C’est le fait de prendre pour" le plus grand réel dang 7,72,..} permettant de vérifier (3-36) qui
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garantit que ce pas ne sera pas trop petit. Onbieit pourquoi cette technique porte le nom de
rebroussement : on essaie d’abartl =1 et si ce pas n'est pas acceptable, on rebrousssircten
essayant des pas plus petitsz? etc.

La régle d’Armijo avec rebroussement se formulesdelprobléme d’optimisation suivant :

a® :ijr{rgax}(r“) telque f(x® +7+d®)< f(x®¥)+ar0f (x9) d® (3-37)

11,2,

Le code de cette regle sera de la forme :

1. choisir TD]O,].[

2. posera® =1

3. tant que f(x¥ +a®d®) = f(x)+ wga®of (x) d faire :
4 a¥ =7V

5. fintant que

L’avantage majeur de cette technique de recheinBaite est de ne pas entrainer de surcodt lié a un
calcul de gradient qui nécessite un temps de catmuhégligeable.

3.5.2.2.3Régle de Wolfe

Les recherches linéaires les plus évoluées solasoglii utilisent le gradient de la fonction [FI¢87
Une des plus puissantes consiste a satisfairetaditions dites de Wolfe. On exige alors :

{ F(X¥ +a¥d¥) < F(x9)+ wa®of (x¥) d® (3-38)

0f (x% + ad ) d¥ 2 a0 (x9) d¥
pour un couplew, etw, appartenant §0,1] fixé a 'avance et vérifiant), < w, .

Il arrive souvent qu’on préféere les conditions delf®/ dites fortes. La deuxieme condition dans (3-38
est alors remplacée par :

‘Df (x¥ + g¥d®) g 0f () d®

<w,

(3-39)

La premiére condition dans (3-38) n’est autre guedndition de décroissance linéaire d’Armijo. La
seconde condition est ditmondition de courbureElle interdit le choix de pas trop petits pouvant
entrainer une convergence lente. Le chaix10" et w, =099 est un choix standard pour ces
parametres [Bon97].

Le pas déterminé par cette regle est appelé pa@/alée. Les schémas ci-dessous interprétent
géométriguement les deux conditions (3-38).
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Pente»:‘l‘___
ro)

. acceptable | acceptable
I 1

Fig. 3.11 La condition de courbure dans la régle Wéolfe

pente &1 (0)

. acceptable | \/'ﬂcaapta?le
I 1

Fig. 3.12 Regles de Wolfe

Cette régle de recherche linéaire est bien adapigealgorithmes de quasi-Newton [Bon97]. Les
conditions de la régle de Wolfe ne sont pas coostes. En pratique, on utilise des algorithmes
spécifiques pour trouver un pas de Wolfe, on péet ¢tes algorithmes de Fletcher et Lemaréchal
[Fle87] et de Moré et Thuente [Mor94]. Dans nottadé, I'algorithme communément utilisé de
Lemaréchal [Lem89] est implémenté et testé (cticed.2.6.2).

3.5.2.2.4Recherche de Goldstein et Price

La recherche de Goldstein et Price représente umpronis entre la recherche d’Armijo et la
recherche de Wolfe (forte). Comme le gradient esvent colteux et que d’autre part il est important
de satisfaire la condition de courbure dans (3-38),moins en un sens faible, on approxime le
gradient intervenant dans la condition de courlpareune approximation aux différences finies selon

f(x(k) + a(k)d(k))_ f(x(k))
a®

0f (x® + a¥d®)= (3-40)

Il n'est alors pas plus colteux d'utiliser cettetinagle que la recherche d’Armijo. En revanche, on
rappelle gu'une recherche de Wolfe colte plus aotear elle nécessite un calcul de gradient
supplémentaire a chaque itération de la rechencéaite.
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Le choix de paramétres; et w, varie d’'une référence a une autre. Nocedal [NqQc99fgere de
choisir w, =1- @, avec0<g <1. Selon [Bon97], les valeurs typiques dget w, pour cette regle de
recherche sont respectivemeiit et 0,7

Les trois recherches linéaires précédentes ontingpdeémentées et testées sur les algorithmes
développés dans la section 4.2.

En ce qui concerne le choix de la longueur de descmitiale, on peut choisir durant les trois
premiéres itérations, par exemple, de I'algorithdigptimisation de prendre une longueur plus grande
gue la valeur standard. En effet, on se situe d@r’optimum, on a donc intérét a prendre des pas
grands pour converger plus vite. Pour les itératguivantes, on adopte la valeur 1.

3.5.2.2.5.Interpolation cubique et parabolique

Ces heuristiques jouent un réle important dangdalhme de recherche linéaire lors du calcul de
litéré o™ car elles réduisent le nombre d'itérations du essas d’optimisation (soit le nombre
d’évaluations de fonction et de gradient) par rappaine recherche itérative par pure dichotomre pa
exemple. Avec les valeurs de la fonction et de gradlient en certains points, on peut calculer les
parameétres d’'une cubique (ou d’'une parabole) gpicegime de fagon plus ou moins satisfaisante la
fonction. On se sert alors du minimum de la cubjdaeile a calculer, pour passer d& aa"?.

Pour nos problémes, nous n'avons pas sélectiontypeeale recherche. Comme nous sommes limités
par le nombre d'itérations, nous pensons en eféetpas pouvoir réellement profiter de la non
monotonie pour converger vers de meilleures valeurs

3.5.3.Les méthodes mixtes

On a vu précédemment que les algorithmes stochastigeuvent converger vers le minimum global
tres lentement et que les algorithmes de descest@emt une convergence vers un minimum local
rapidement. Dans le cas de criteres différentiafdgement non linéaires, des algorithmes hybrides
sont développés afin de combiner les avantagealgesthmes précédents.

La combinaison la plus simple consiste a faire apkmisation locale sur la solution (recuit simulé)
ou les solutions (algorithmes génétiques) donnéesl’plgorithme stochastique. Cette démarche
permet d’augmenter la précision des algorithmeshsistiques avec peu de travail supplémentaire.

La démarche que suivent la plupart de ces algoeshest celle qui consiste a remplacer dans un
algorithme stochastique la valeur de la fonctidgtéE en un point par la valeur de la fonctionérgt
obtenue apres optimisation locale a partir de ¢etpGes algorithmes sont appelés plus généralement
algorithmes mimétiques [Rad94]. La méthode SALOn{Bated Annealing and Local Optimization)
utilise le recuit simulé [Des96], et la méthode GlGided Local Search) utilise la méthode Tabou
[Vou95, Tsa97]. Dans le méme esprit, on note alessiéveloppement de deux algorithmes qui
améliorent notablement les algorithmes génétiguiedgorithme génétique paralléle et I'algorithme
BGA (Breeder Genetic Algorithm) sont des extensides algorithmes mimétiques qui exploitent
efficacement le parallélisme des machines [Muh9dh®8]. Ces algorithmes semblent donner de tres
bons résultats en optimisation combinatoire, l'mgation locale s’effectuant bien sOr de différente
maniéres.
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Pour tous les algorithmes précédents, I'algorittpriacipal est issu des méthodes stochastiques. A
I'opposé, on peut citer deux autres méthodes quiltent d’'une adaptation des méthodes de gradient.
La premiére est la méthode du gradient stochastiags le calcul de la direction de descente, des
bruits sont introduits afin d’éviter les minima &ax. Ceci se traduit par un terme supplémentaine da
le passagex® a x* ¥,

xt) = %0 — 7 0of (X(k))+ P (3-41)

ol ¢ sont typiquement des variables identiquementiblistes suivant la loi normalg(03), et les
suites(r, )., et (v.),,, jouentle méme réle que la température guidatgdiithme de recuit simulé.
Il faut quer, - 0, v, - +o €t » 7, - +,

k k Z k

kON

L’intérét du gradient stochastique est qu’'on netpeas, comme dans le gradient déterministe,
converger numériquement vers un point selle. Ds, o est assuré, en théorie, de converger vers le
minimum global pour des évolutions des paraméuffissamment lentes.

Quand le temps de calcul de la fonction critéréuegradient est dérisoire, ces algorithmes améitore
de facon notable les algorithmes stochastiques.rédgyort aux algorithmes de gradient, ils sont
beaucoup plus sirs (plus de chance de convergamsdey minimum global) méme si le temps de
calcul est encore trop grand. Comme les algorithst@shastiques, ces algorithmes sont difficilement
utilisables lorsque la fonction critére et son geatlsont colteux, ce qui est le cas pour les probs
que nous abordons.

3.5.4.Les méthodes de recherche directe

Cette branche de l'optimisation déterministe sli@sse aux problemes mettant en jeu une fonction
critere non différentiable, une fonction criteralibe, ou une fonction critére présentant un grand
nombre de minima locaux.

Les algorithmes d’optimisation directe sont ceux @ requierent que I'évaluation de la fonction
critére, mais pas celle des dérivées. Bien quealgsrithmes évolutionnaires ou les recherches
aléatoires pures, par exemple, soient des algceiidiordre directes, cette section n'abordera gse |
algorithmes locaux. Les méthodes directes sont litaptes car, en pratique, un trés grand nombre de
fonctions a optimiser ne sont pas dérivables dbjgaméme pas continues.

Les méthodes locales directes les plus répandudsles recherches directes (direct search). Pour
préciser le terme “recherche directe”, la défimticonsidérée dans ce travail est celle utilisées dan
[Wri96] : un algorithme de recherche directe utilise seuldmies valeurs de la fonction et
n'approxime pas de gradiente deuxiéme critere dans cette définition exclp@; exemple, les
méthodes qui utilisent les différences finies péwailuer le gradient. Ainsi, les méthodes de redteerc
directe peuvent accepter des nouvelles itératianscgnduisent & une simple amélioration de la
fonction colt, ce qui contraste avec les conditid#smijo, Goldstein et Wolfe pour les méthodes de
descente qui requiérent qu’'une condition de descairffisante soit satisfaite [Lew00].

Les méthodes de recherche directe ont été propps@emnt les années 50 et 60. Des exemples des
premieres méthodes sont les algorithmes de Box7{1%fooke et Jeeves (Pattern Search Method,
1961), Spendley, Hext et Himsworth (1962), Powg8#64), et I'algorithme de Nelder-Mead (1965)
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[Wri96]. Depuis leurs publications, les algorithnmissrecherche directe sont utilisés avec succés dan
plusieurs domaines, et sont populaires particutiéreg en chimie, ingénierie des procédés et
médecine. lls sont réputés pour étre des algorglsimaples, robustes, et efficaces pour les protdéme
d’optimisation en variables réelles, sans contesinbu les fonctions sont bruitées [Mck98]. Malgré
I'efficacité et la popularité auprés des praticigmendant plusieurs années la communauté scierdifiq
d’optimisation ne s’est pas intéressée a ces méthadr, a part quelques exceptions comme
I'algorithme de Powell, des propriétés théoriquescdnvergence n'ont pas été prouvées. L'intérét a
ressurgi avec les publications [Tor91] et [Dendqyj présentent une méthode appelée recherche
multidirectionnelle, adaptée pour étre efficacecafcul paralléle et qui possede des propriétés de
convergence [Tor91].

Les méthodes de recherche directe peuvent étrgédivien trois groupes : les méthodes de recherches
par motifs généralisés (Generalized Pattern Searethods, GPS), les méthodes des directions
conjuguées (algorithme de Powell et ses variangtdigs méthodes basées sur la figure géométrique
d’un simplexe (méthode de Nelder-Mead et ses via@$yn

Les méthodes de recherches par motifs généralisiessowell sont exposées ci-dessous. La méthode
de Nelder-Mead est discutée dans le chapitre suivan

3.5.4.1.Méthodes de recherches par motifs généralisés

Les generalized pattern search methods (GPS) [Ja&®Tt une généralisation de la méthode de
Hooke et Jeeves (1961). La spécificité de ces rdéthest que les directions de recherche ne changent
pas avec les itérations. Les GPS sont caracténsgame série de déplacements exploratoires autour
du point courant. Ces déplacements forment desfsngtii présentent une disposition invariable
(patterns). A chaque itération la fonction objeadt évaluée sur les points du motif. Si une
amélioration est trouvée, le point associé est@éceomme nouveau point courant, et la taille du
prochain motif est conservée ou augmentée. Sironaille du nouveau motif, généré autour de
I'ancien point courant, est réduite. Les GPS preésgrdes propriétés de convergence robustes pour
des fonctions continues, différentiables et borfi€esd7, Dol03].

Dans [Lew99, Lew02] les méthodes GPS sont applsj@des probléemes avec bornes et avec des
contraintes non-linéaires, respectivement. La fonctpatternsearch” de Matlab est une variante de

ces algorithmes. Par la suite, cette dernieretessie comme une méthode référence afin qu’elle soi

évaluée et comparée a des algorithmes que nousopdpeeons dans le chapitre 4 et ceci pour une
série de problemes d’optimisation analytiques.

3.5.4.2.Directions conjuguées (algorithme de Powell)

L’algorithme de Powell [Pow64, Pre92] réalise demimisations unidimensionnelles suivant des
directions conjuguées. Deux vecteurs (ou direcjiens, 00" sont conjugués vis a vis d’'une matrice
définie positive et symétrique si s’ As, =0.

L'algorithme est motivé par la propriété selon leldgile minimum d’une fonction quadratique a n
variables est trouvé em minimisations unidirectionnelles successives suiva directions
conjuguées, et par le théoreme suivant (cf. preunv¢Bre73]). De plus, des directions conjuguées
peuvent étre construites au moyen de ce théoreme.
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Théoreme 3.12 (Directions conjuguéeSpit f une fonction quadratiques,,s,.....s,, p directions
conjuguéesx’ et y® les résultats dep minimisations unidirectionnelles suivant les diregs s en
partant de x° et y°, respectivement. Alors la directios), = y® - x" est conjuguée par rapport aux
autres directionss, pouri=1...,p.

Le détail de la méthode de construction des doasticonjuguées n’est pas donné ici. Le lecteur
intéressé consultera les références [Pow64], [Min8gBre73].

Les minimisations unidimensionnelles peuvent étoeomplies, sans calcul de dérivées, par
dichotomie ou par section dorée [Cul94].

Ces méthodes de recherche directe sont des métlumddss, ainsi elles peuvent s’arréter quand un
minimum local est trouvé. Afin de les utiliser ddiogptimisation globale de fonctions multimodalés,
est nécessaire de les associer a une stratégigatation de I'espace de recherche (cf. sectiorBR.5

3.6.Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons expose les principadémiques d’optimisation non linéaire dont les
concepts peuvent étre utilisés pour créer ou ameélles méthodes génériques que nous avons mises
au point.

Initialement, le concept de pénalisation est intibdll permet de simplifier un probléme
d’optimisation avec contraintes (comme celui d'uahier des charges multi-objectif) en le
transformant en un probléme ou une série de pradedtoptimisation sans contraintes. Néanmoins,
I'utilisation de cet artifice mathématique n’estspgratuite, elle occasionne I'apparition de diffiés

telles que les nouveaux extremums et les zonediff@mentiables. Malgré tout, I'utilisation de la
pénalisation dans les problemes de faisabilitécdagers des charges ne peut qu’étre avantageuse car
elle permet de reformuler un probleme d’optimisatioulti-objectif difficile en un probléme mono-
objectif de complexité similaire.

Dans un deuxieme temps, un état de l'art des tqubsi d’'optimisation non linéaire capables de
résoudre le nouveau probléme d’'optimisation samdraimtes est dressé. Une classification de ces
techniques d'optimisation est proposée. Elle mogtrels sont les principes de base et les propriétés
des principaux algorithmes de chaque classe.

Les méthodes déterministes qui ont été avancéesrant des propriétés de robustesse vis-a-vis des
erreurs de calcul du critére et de la directionddscente. Dans cette catégorie, les méthodes de
descente a base de gradient et les méthodes deraleehdirectes a base de simplexe sont tres
performantes. C’est pourquoi elles sont sélectieargbur faire I'objet d’une étude plus profonde et
de généralisation a des problémes d’optimisatidféréintiables presque partout. Ces études seront
présentées au chapitre 4.
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Chapitre 4

Algorithmes d’optimisation développés

Dans un premier temps, ce chapitre est dédi&pd®tion des algorithmes développés au cours
de notre travail pour la résolution des problémémptinisation non linéaires formulés dans le
deuxieme chapitre.

Le premier est un algorithme de recherche dirg@enécessitant pas un calcul de variations) basé su
I'algorithme du simplexe (algorithme de Nelder-Meadous commencgons par une analyse détaillée
de cet algorithme qui est une composante a parrentle I'algorithme proposé. Les limites de
l'algorithme du simplexe sont mis en avant afin ltaméliorer et de l'adapter aux problémes
d’optimisation liés au cahier des charges. Enfieuxdvariantes de I'algorithme, désignées ASM
(algorithme du simplexe modifi€), sont exposéedirteésultats numeériques pour des problemes
d’optimisation analytiques typiques sont donnéssdarsection 4.3.

Une deuxieme classe d'algorithmes d’optimisationiesoduite dans la section 4.2. Ses méthodes
sont basées sur la technique de plus profonde mtese¢ sur une généralisation de la notion du
gradient. Le but est, principalement, de développer méthode présentant a la fois une qualité de
robustesse d’'un algorithme du type gradient et extension aux problémes d’optimisation non
différentiables. Pour ce faire, nous nous intémnessola notion du sous-différentiel et ses progsiét
Particuliéerement, le probléme de calcul des sofiérdntiels est posé et une approximation tirééade
notion du £ -sous-différentiel de Clarke est présentée. Ert,eftdte notion permet d’approcher assez
efficacement un sous-différentiel par un ensemiolevexe construit a base d’'un nombre fini de
gradients autour d’'un point non différentiable ddnldn premier algorithme dit AESD (algorithme du

€ -sous-différentiel) est développé et soumis a lane&érie de tests. Ses résultats seront ensuite
discutés et comparés avec ceux de 'algorithme ASM.

Dans un deuxiéme temps, nous proposons de nouwvelts®ns de cet algorithme ou les principales
modifications visent a améliorer les performancestesmes de nombre d’itérations et de taux de
convergence. Une premiére amélioration est réabséeeduisant le nombre de gradients nécessaire
pour définir I'ensemble convexe approximant fesous-différentiel. L’algorithme résultant est
nommé AESDM (algorithme du -sous-différentiel modifié). La deuxiéme modificati suggérée
consiste a coupler l'algorithme AESD avec un aljone de type quasi-Newton afin de réduire le
nombre d'itérations et d’accélérer la convergenoes Ides phases différentiables du critere.
L'algorithme final développé est baptisé AGU (aljone de gradient universel). Les performances
de chaque algorithme sont évaluées et comparéadlisant les mémes problémes tests. L’apport des
améliorations proposées est illustré par une éodgarative globale avec les différents algorithmes
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4.1. Algorithme du simplexe modifiée

L'algorithme que nous proposons est basé sur Ifdlgoe classique de Nelder-Mead (cf. section
4.1.1). Cet algorithme, qui est parfois appelé wd¢hdu simplexe, ne doit pas étre confondu avec la
méthode du simplexe mise au point par Dantzigik$és en programmation linéaire.

Le principe de cet algorithme est le suivant : art g’'un simplexe dont les sommets sont définis par
N +1 points (pour un espace de parameétres de dimeRgioBuivant les valeurs des fonctions au

sommet, on effectue des transformations sur celskagréflexion, expansion et contraction) jusqu’au

moment ou le simplexe est quasiment réduit a untpoi

Un attribut de I'algorithme de Nelder-Mead est s pequérir ni la différentiabilité du critére ®i |
calcul de gradient. Or le calcul de dérivées ofédihtiels est souvent une étape laborieuse etatéli
dans les modéles de systemes physiques (cf. ahdpitrLe second avantage de Nelder-Mead est
d’étre une méthode rapide et précise par rapportraaherches stochastiques. Par exemple, les
algorithmes génétiques sont numériquement colteardjon a besoin de résultats précis [Ren94].
Ces avantages de Nelder-Mead sont ceux, plus déménat, des algorithmes de recherche directe
[Lew0O, Tor97].

Cependant, la méthode classique de Nelder-Meaégmeesles inconvénients : elle s'applique a des
variables sans bornes et a problémes sans coar@hia recherche peut échouer par stagnation sur
un point non-stationnaire (cf. section 4.1.2). €'psurquoi des améliorations de la méthode de
Nelder-Mead sont proposées. L’algorithme ASM déppé est donc pragmatique. Il résout des
problémes contraints en variables réelles et beraéd ne nécessite pas de calcul de variationd ca
s’appuie sur la méthode de Nelder-Mead. En outregeut devenir globale via une série de
réinitialisations si le colt des analyses le pelftngt04].

4.1.1.Algorithme de Nelder-Mead (Simplexe)

La méthode de Nelder-Mead [Nel65] ou méthode duytppe mouvant”, est fondée sur I'algorithme
de Spendley, Hext et Himsworth [Spe62], et utilisearrangement d@+1) points x, ol la fonction
colt est évaluéey étant la dimension du domaine de recherche. Catgement peut étre vu comme
les sommets d’'un simplexe. Un simplexe régulietadlée initiale a est initialisé enx,, par exemple
au moyen de la regle suivante [Haf93],

X =X+ pU+d qu, =10 (4-1)

k#i

ou u, sont les vecteurs unitaires de la base et

p=n—j§(\/n_-lr1+n—1) w2
q =n—3§(\/n_1—1)

Chaque itération de la méthode commence avec lesmsts d'un simplexe et les valeurs
correspondantes de la fonction colt. Le simplexenexlifié a travers les opérations de réflexion,
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d’expansion, de contraction, ou par un rétrécissgnat un point est accepté ou rejeté en fonctan d
sa valeur de fonction codt. La figure 4.1 Montre édfets de ces opérations pour un simplexe dans un
domaine bidimensionnel (un triangle).

Fonctionco(t

la plus élevé réflexior

)

Fonction cou
la plus faible

réflexion/ expansion

contractiol

(interne (externe : apres réflexion)

PP D

rétrécisseme

Fig. 4.1 Les opérationglans la méthode de Nelder-Mead. Le simplexe oridjiest représenté par
des traits discontinus et représente le barycentre des sommets hormisue plauvais

Une itération générique présente deux possibilités
— Un nouveau sommet au moins meilleur que le plusvaialsommet lui est substitué,

- Un rétrécissement est effectué ou un ensemblen deouveaux points plus le meilleur des
anciens points constituent le simplexe de la prioehiéération.

L’'organigramme de la méthode de Nelder-Mead estegmt& dans la figure 4.2. Les valeurs
recommandées dans [Nel65] pour les coefficientgdtlexion r, contractions et expansiory sont
1, 1/2 et 2, respectivement. Ces valeurs serdigags dans ce mémoire.

Une interprétation intuitive de cet algorithme gstune direction de recherche est définie par les pl
mauvais point (celui dont la fonction colt est laspélevée) et le barycentre des sommets hormis le
plus mauvais. Le simplexe peut accélérer (expahsiardéceélérer (contraction) dans cette direction
pour localiser une région optimale et zoomer (oi$sEment) vers I'optimum. La recherche s’achéve
quand les valeurs des fonctions aux sommets soohes :

n+l n+1

Z(fi - f_)z/n <g, avec f =ni+12 f (4-3)

i=1 i=1
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ou f, estla valeur de la fonction colt @n et £, est un petit scalaire positif représentant laréoiée
sur le criteref .

Pi : un point du simplexe
< Initialiser le simplexe> Ph : le point du simplexe pour lequel la fonction co(t est la plus élevée (fh)
Ps : le point du simplexe pour lequel la fonction codt est la deuxiéme plus élg¢vée (fs
Pl : le point du simplexe pour lequel la fonction codt est la plus faible (fl)
Pm : le barycentre du simplexe sans considérer Ph
Pr et fr : le point réfléchi et sa valeur de la fonction colt
Déterminer Pe et fe : le point étendu et sa valeur de la fonction co(t
Ph, Ps, PI, Pm, fh, fs, fl Pc et fc : le point contracté et sa valeur de la fonction codt
ffffff : les améliorations pour la prise en compte des limites (voir section 3.7.3.1)

| Réflexion : Pr = Pm + (Pm-Ph)

777777 ! Projection sur les
contraintes de borne

fr<fl? Non fr <= fs 2 Non fr <fh 2 Oui  (Contraction externe)
=] . .
& Oui Oui Non
= (Contraction interng)
h=}
()
i | Expansion : Pe = Pm y (Pr-Pm) | | Contraction : Pc = Pm 8 (Ph-Pm) |<—| Remplacer Ph par Pr
o
5 ------i  Projection sur les
s 1 contraintes de born
‘Q
o fe<fr? >NON fo<th? >NON
O>.)
>
S Oui Oui

(Rétrécissement)

=

Remplacer tous les Pi p4

| Remplacer Ph par PF | Remplacer Ph par Pr (Pi +PI)/2 Remplacer Ph par P|:

Non Converge ? Oui Fin

Fig. 4.2 Organigramme de I'algorithme de Nelder-Mag&Simplexe)

La convergence vers un point minimum n’est pasrggrgour la méthode de Nelder-Mead [Wri96,
Kel99, Kol03]. Des preuves de convergence pour desnctions strictement convexes
unidimensionnelles et des résultats restreints @@t obtenus pour un ensemble de fonctions
bidimensionnelles. lls sont donnés dans [Lag98,¥tkDans ces références, le comportement de la
méthode appliquée a une famille de fonctions bidsi@nelles strictement convexes et continues
jusgu’a la troisiéme dérivée, ou la convergencesfagnation) se produit sur un point non-statiomnai
est analysé. L’explication de I'échec est la capadu simplexe a se déformer pendant la recherche,
ou des déformations répétées peuvent amener aagémérescence du simplexe sur un sous-espace
du domaine de dimension inférieure. Nonobstantroaanvénients, I'algorithme de Nelder-Mead est
probablement la méthode de recherche directe mutllisée et référencée [Lag98] et est, en général
tres efficace et rapide par rapport aux autres odéth de recherche directe. Elle peut requérir, par
exemple, moins d’évaluations de la fonction co(# ¢a recherche multidirectionnelle [Wri96]. Par
rapport aux méthodes de motifs (GPS), I'algorithdee Nelder-Mead est capable de distordre le
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simplexe pour mieux s’adapter a la topologie d®ietion. Ceci lui confére a la fois une force seu
faiblesse : l'algorithme gagne en vitesse de cayerare, mais perd en robustesse (et en preuve
formelle de convergence).

Dans [Nel65] les méthodes de Nelder-Mead et de Pe@art comparées pour la minimisation d’une
fonction a deux variables (fonction test de RosecbrR0s60]), d'une fonction a trois variables
(fonction test de Fletcher et Powell), et d’'unection a quatre variables (fonction test quadratidee
Powell). Dans ces exemples, pour atteindre le mirmnavec la méme précision finale, la méthode de
Nelder-Mead nécessite moins d’évaluations que thode de Powell. Comme les autres méthodes de
recherche directe, elle est robuste pour les pnudsediscontinus ou bruités [Mck98]. L’algorithme de
Nelder-Mead est aussi la méthode de recherchetelitacplus utilisée dans les codes de calcul
numérique .Par exemple, elle fait partie du Mat@ptimization Toolbox. C’est la fonction
“fminsearch” pour I'optimisation sans contraintésans limites sur les variables.

Une propriété importante de Il'algorithme doit étrentionnée. Comme évoquée auparavant, la
méthode peut ne pas converger vers un optimum simplexe dégénere dans un sous-espace du
domaine, c’est-a-dire si toutes les arétes émadamt méme sommet deviennent linéairement
dépendantes. Le simplexe ne peut plus alors ghrtsous-espace couvert par ses arétes (cf. section
4.1.2 et figure 4.3).

sous-espace de dégénérescence

A 4

simplexe dégéné

Fig. 4.3 Dégénérescence d'un simplexe dans un esgdaidimensionnel

4.1.2.Détection et traitement des dégénérescences

La dégénérescence du simplexe est le symptdomeute qourant d’un échec de la recherche avec
I'algorithme de Nelder-Mead [Wri96]. Il est possldue lors des opérations sur le simplexe certaines
arétes attachées a un méme sommet deviennentdiméait dépendantes. Dans ce cas, la méthode de
Nelder-Mead n’est capable de rechercher un minimum dans le sous-espace décrit par les arétes.
Afin d'éviter ce probléme, une vérification de l@genérescence a été mise en ceuvre a chaque
itération. Pour cette vérification, deux tests daits sur les arétes du simplexe qui partent aonset

de plus faible fonction co(t.

A — <z Ly —

sommet du plus faible co

sommet du plus faible ca

(a) simplexe bidimensionnel (n= (b) simplexe tridimensionnel (n=

Fig. 4.4 Les arétes du simplexe utilisées danstésts de dégénérescence pour n=2 et n=3
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La figure 4.4 montre comment sont définies lesear@tans les espaces bi et tridimensionnel. Le
simplexe est considéré dégénéré s'il n'est pas (latidéfinition de simplexe petit, utilisée comme
critére de convergence, est donnée en section.4.pe8 I'équation (4-6)), s'il ne touche pas les
bornes (cf. section 4.1.3), et si 'une des coodgisuivantes est satisfaite :

min
k=1,...n!

ma

k=1,...n!

e <t ou dete)
el

< gdegz (4-4)

ou e, est lak®™ aréte,e est la matrice formée par les composantes dessaete,,, et e, sont
des petites constantes positives. Le premier &&sfiess’il y a une aréte tres petite par rapparx a
autres, et le deuxiéme test analyse la dépendindairé des arétes.

deg2

Si la dégénérescence est détectée pour un simplkéxieur au domaine de définition des variables, i
est réinitialisé en utilisant comme point initiahsmeilleur sommet (celui qui possede la fonctioaitc

la plus basse). Les autres sommets du simplexedsfints suivant les équations (4-1) et (4-2). éstt

de dégénérescence n'est pas exécuté lorsque desesorouchent les bornes des variables car la
dégénérescence peut étre légitime, c’est-a-digniplexe dégénéré peut continuer a étre un siraplex
non-dégénéré mais dans I'hyperplan des borneseadtinn “sous-simplexe” dans un “sous-espace”) et
la recherche peut continuer sur ces bornes. Powsiraplexe complétement sur les bornes, si le
nombre d’arétes linéairement indépendantes du siaplang(e) est égal a la dimension du sous-
espace if - nombre de bornes actives), cette dégénérescehl@giime.

Notons pourtant que si le simplexe perd plus deedsions qu'il y a de bornes actives, il n'a plus la
capacité d’explorer tout cet hyperplan: le “soursgdexe” est dégénéré dans le “sous-espace”.
D’autres configurations de dégénérescence peuvactre étre envisagées quand une partie du
simplexe est sur les bornes et l'autre est dansloeaine. Pour garder une mise en oeuvre
suffisamment simple, les tests de dégénérescenseudesimplexes dans les sous-espaces ne sont pas
réalisés. On se restreint au test présenté eniéqdt2) (avec les conditions attenantes), powrlgs
vérifications de dégénérescence soient simplesuetlg simplexe ait la possibilité d’explorer les
bornes. Enfin, si une convergence se produit subtenes, le test d’'optimalité présenté en section
4.1.1 est réalise.

4.1.3.Prise en compte des bornes

L’algorithme original de Nelder-Mead a été proppsér des problémes sans contraintes de bornes.
Or une grande partie des problemes d'optimisatinen particulier la plupart des problemes de
commande, posséde ce type de contraintes.

BN

Afin d’adapter la méthode de Nelder-Mead a la ndsmh de cette catégorie de problémes
d’optimisation, deux stratégies de prise en cordptebornes sont mises en ceuvre :

4.1.3.1.Prise en compte des bornes par projection

Dans un premier temps, on propose de vérifierdesraintes de bornes, a posteriori, par projection

X = (4-5)

XM s X! < xm
Xj‘max Si X],max < Xj

4-6
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ieme

ou x' est laj coordonnée du sommet a analyser, ek’™ et x'™ sont, respectivement, les
bornes inférieure et supérieure dans la direction

Dans le cas d'un algorithme de simplexe, la praegbeut intervenir aprés les étapes de réflexion o
d’expansion (cf. figure 4.2). Une conséquence dadgection sur les bornes est que le simplexe peut
dégénérer dans I'hyperplan des bornes activesdcfion précédente). Si le simplexe a convergé avec
des bornes actives, il peut soit avoir convergé war minimum local, soit avoir convergé vers un
minimum dégénére.

Dans le cas ou les fonctions et contraintes samsidérées comme différentiables, I'optimalité lecal
est vérifiée sous la forme des conditions de Karlsin et Tucker. Ici, cependant, des fonctions pas
nécessairement différentiables sont considéréeguise de test d’optimalité le long des bornes, un
redémarrage est réalisé a partir d’'un “petit” simplau point de convergence. Si la recherche metour
au méme point, il s’agit d’'un minimum local sur lbsrnes. Remarquons que la taille du petit
simplexe de redémarrage doit étre supérieure a dallcritere de convergence (dans ce cas, leecritér
de convergence utilisé par ASM est présenté dassita de cette section), et suffisamment petite
pour rester dans le méme bassin d’'attraction. $olat de convergence avec bornes actives est un
minimum dégénéré, la recherche continue vers ue ainimum. Dans ce cas, on remarque que cette
recherche peut étre colteuse, puisque la tailt@lmidu simplexe est trés petite. Un exemple de
dégénérescence sur les bornes est présenté em<esti

En conséquence, la mise en ceuvre des amélioratohalgorithme de Nelder-Mead, qui composent
I’ASM, est basée sur un jeu d'options de réinigalions dont I'organigramme est représenté par la
figure 4.5. Les réinitialisations ont pour objectdmélioration et la validation des convergences
locales de I'algorithme. Les deux schémas assaci@éonvergence initialisent un nouveau simplexe
en utilisant comme point initial le meilleur poidti simplexe courant. Les réinitialisations nommées
locale et large utilisent un simplexe “petit” etragd”, de taillesa, et a, respectivement. Ces
réinitialisations sont associées au test d'opti@dabur les bornes (cf. section 4.1.3) et a la
dégénérescence dans le domaine (cf. section 4r@spectivement.

La convergence des recherches locales de l'algegitdie Nelder-Mead avec variables bornées est
estimée a travers trois critéres : simplexe peltt, ou dégénéré.

Le simplexe est considéré petit par rapport aurdmsi

n
max z
k=1,...C;*

i=1

g

j,max j,min
XJ — XI

J <g, (4-6)

ou e est laj®™ coordonnée de l&"*™ arréte,x'™ et x'™ sont les bornes inférieure et supérieure
dans la j“™ direction, ete, est une valeur de tolérance. Ici, contrairementcalcul de la
dégénérescence, toutes les arétes du simplexepsses en compte. On considére ainsi qu'un

minimum local est trouvé si le simplexe courantpesit (et pas sur les bornes).
Le simplexe est plat si :

|f,-f]<e (4-7)

plat
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ou f, et f_ sont, respectivement, la valeur la plus hauta etus faible de la fonction colt parmi les
sommets du simplexe courant £f, est une valeur de tolérance. Ce test permet ddgemmapar un
redémarrage aléatoire locak);Taux éventuelles régions plates de la fonctiait.co

7 s

Le critére pour déterminer si un simplexe est dég&dans le domaine a été présenté dans la section
4.1.2 (cf. équation (4-4)).

L’enchainement des trois réinitialisations (aléatoilocale et large) et des trois criteres de
convergence (simplexe petit, plat et dégénérémesttré en figure 4.5 Une mémoire des points de
convergence des recherches passées est consémgéena série d'analyses permet de décider de la

vyl

nature du résultat obtenu. Un simplexe qui estmégéentraine une réinitialisation large)(T

Quand l'optimalité des points de convergence estriaine, comme dans le cas d’'une convergence
sur les bornes lorsque le simplexe est dégéngj¢ Uiie réinitialisation locale est exécutée enguis
d’'un test d’optimalité. Si le petit simplexe retnarau méme point de convergence, ceci est considéré
comme un minimum local.

Les tolérances pour détecter si un simplexe estt etdégenérég, et{¢, ...}, respectivement,
peuvent étre difficiles a régler. Par exemple, impkexe qui devient petit pourrait avant étre jugé
dégénéré. Ainsi, si une dégénérescence est détsmtdécutivement deux fois au méme point, ce
point est gardé, puisqu'il est un possible optim&@milairement, si une dégénérescence est détectée
apres le test d’optimalité (réinitialisation localee point est aussi gardé comme un possible aptim

et une nouvelle recherche avec redémarrage auenrefloint du simplexe courant (réinitialisation
large) est lancée. Une fois que le nombre d’évainatatteintN, . ou le nombre d’itération atteint

C,... 'exécution se termine, et le résultat de la ezche est un optimum local (éventuellement
global).

Toutefois, nous notons bien que cette techniqu@rid® en compte des contraintes de bornes est
universelle et peut étre transposée a un n’impguidle méthode d’optimisation itérative. Elle sera
d’ailleurs utilisée dans un algorithme de descarttase de gradient a la fin de ce chapitre.

4.1.3.2.Prise en compte des bornes par reparamétrisation

Il existe une deuxiéme approche qui permet de dénsi, a priori cette fois, des contraintes de &®rn
dans un probléme d’'optimisation. Cette technique de changement de variables permet, par une
modification du critére, de se ramener a un probl&éans contraintes. Elle possede I'avantage d'étre
compatible avec les techniques d’optimisations sangraintes qui forment I'essentiel de ce chapitre

On trouve dans la littérature plusieurs types dmgkment de variables. Pour imposer, par exemple,
la contraintex’ =0, on peut remplacex’ parexp(y’) avecy’ 00O, ce qui garantit I'inviolabilité de la
contrainte. De méme, remplaced par : tanhfy’')(x"™ -x"™)/2+(x"™ +x"™) /2, avec y' 00
garantitx’™ < x’ < x"™,

Ces reparamétrisations non linéaires vérifient fausondition de monotonie croissante et ceci pour
éviter I'apparition d’extrémums supplémentaires désirées.

4-8
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Dans ce qui suit, on propose d'utiliser d’autregey de changements de variables potentiels. Les
variables bornées sont transformées tel que I'dlgoe de Nelder-Mead voit un probléme
entierement sans contrainte.

T1 : le nombre d’évaluations >y ou le nombre d'itération >y

T, : le simplexe converge

T3 : le simplexe est plat

T, : (réinitialisation locale ou large et retour au méme point) ou
(simplexe petit et pas sur les bornes et pas de réinitialisation lotale)

Ts : réinitialisation aléatoire ou large, simplexe sur les bornes et pas d< Initialiser le simplexe>
retour au méme point

Te : réinitialisation locale, simplexe pas sur les bornes et pas de retour au
méme point
T, : pas de réinitialisation locale, simplexe petit, pas sur les bornes gt
dégené Sauvegarde du
= point initial
Algorithme de Nelder-
Meadavec projection
oui Sauvegarde du
Sauvegarde du T.? meilleur point Fin
du simplex:
C point initial C P
Non
- Non T,? ---»--f Le simplexe est peti
Redémarrage i plat ou dégénéré
Oui
<—| Réinitialisation aléatoire Oui T3>
Non
Oui
<4 ?
Non
R )
¢_| Réinitialisation locale |(_: POSSIblhte dun . Oui Ts?
j optimum i
1
Non
<3 ” Oui
Non
<—| Réinitialisation large Oui T7> ------ Dégénérescence
Non
4' Réinitialisation locale }

Fig. 4.5 Organigramme de I'’ASM avec prise en comges contraintes de bornes par projection

Par exemple, dans le cas d’'une variabldimitée inférieurement pax’ ™, on propose d’employer la
transformation :

x =x" +(y¥ avec y' 00 (4-8)

La nouvelle variabley’ est entierement sans contrainte, et con‘(m’(}2 est toujours non négative
(pour y’ réel), alorsx’' doit nécessairement étre toujours supérieur ol &ga™ . De méme, une
contrainte de limite supérieufg’ < x'™) est implémentée comme :

4-9
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x =x™ ~(y'f avec y'O0O (4-9)

Dans ce cas-ci, il est clair que ne peut jamais dépassef>. Et finalement, la variable dualement
bornée est manipulée par la transformation trig@tdgque suivante :

X=X (x"max - xj*mi”)(sin(yj)+1)/2 avec y' 00 (4-10)

Dans ce dernier cas, on verifie la contrainte ddeinementx’™ < x’ < x"™ . Numériquement, cette
contrainte doit étre imposée car les caprices alitHmétique a virgule flottante pourraient parfois
causer le dépassement subtil de ses limites.

Un artefact des transformations non monotonesséél est la création de solutions multiples a un
probléme qui, initialement, ne posséde qu’une Bmiutnique. Alors que la présence d’optima locaux
multiples est souvent vue comme une grande cont@l@dur un optimiseur, chacun de ces optima
procréés est entierement équivalent (effet deilsspnce carré dans les expressions (4-8) et (4el®) e
la périodicité de la fonction “sin” dans (4-10))in&i, ces transformations n’importent que ce gu’est
déja dans la fonction critere. Cette propriétéliestrée par les exemples suivants :

Exemple 4.1Considérons les problemes suivants :

P1: On désire minimiser la fonction colt convek)= x? -1 sous la contrainte>a. On utilise le
changement de variables (4-8) afin de traduire robl@me en un probléme sans contraintes en la
variabley . Le probléme résultant est donné par :

min(g(y)) = min((a+ y*f -1) (4-11)

La figure 4.6(a) représente les critéres du problénec et sans contrainte paur -1. On remarque
que contrairement au critére initidl(x) qui a un seul minimum global en zéro, le nouveaigre
g(y) posséde deux minima et un maximum. Dans les dasixl@ valeur des minima est identique et
coincide avec le minimum global défini paf, =0 (ou y,, =+1) et f =g, =-1.

opt

T

f(x) et

Critéres I(x) et J(y)

Critégres f(x) eth(y)

Criteres f

=y

. . . ) . f . . E , . . , , . . P . . . .
2 15 1 45 0 05 1 15 2 43 2 1 0 1 2 3 4 5 4 2 4 6

0. X 0 2
Paramétres x ety Parametres x ety Parametres x ety

Fig. 4.6 Effet de la reparamétrisation en un prolohe sans contraintes

P2: On désire de nouveau minimiser la fonction ceité(x) = x* -1 sous la contrainte duake< x<b .
En utilisant la paramétrisation (4-10), on transferle probléme sous contrainfe® en un probleme
sans contraintes défini par :

min(h(y) = min((a-+ (o~ a)(sinly) +1)/2) - (@-12)

yoo
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La figure 4.6(b) représente le critere du problawent et apres la reparamétrisation pour les bornes
a=-b=-1. Le nouveau criterer(y) est périodique et de période et présente ainsi une infinité de
minima équivalents définis pay,, =k aveckdZ eth  =f  =-1.

P3: Le troisitme exemple concerne la minimisation ddtére polynomial non convexe
1(x) = x*/4-x3/3-x*+1 & l'intérieur de lintervalld- 20].

Il est clair que I'optimum global de ce probleme ateint pourx,, =-1 et |, =7/12. L'utilisation de

la reparamétrisation de type (4-10) permet de naditer le probléme en un probléme sans contraintes
dont le critereJ(y) est tracé en rouge dans la figure 4.6(c). Le mininde ce nouveau critére est
atteint pour une infinité de pointg, qui ont tous pour images, par le changement dablarinverse
associé a (4-10), I'optimum globa], .

Sous I'hypothése que 'optimiseur converge toujoess un minimum, l'initialisation, dans les trois
problémes d’optimisation sans contraintes formuiéss aucun effet sur le résultat final.

Les tests analytigues montrent gu'une deuxiemestoamation trigonométrique pourrait étre
employée pour compenser 'effet des bornes. Cettaiere est donnée par :

xh=x"mn 4 (x’”"“‘x - x’*"“‘")sin(yj )2 avec y'00 (4-13)

Néanmoins, les mémes tests exhibent que cettemefation est Iégérement plus non-linéaire, posant
subtilement plus de problemes en terme d’arithmétgy virgule flottante.

De méme, d'autres types de transformations pourbdeses simples et duales ont été étudiés et
comparés avec la reformulation proposée. La figufemontre le tracé des courbes associées aux
changements de variables, a base des fonctiems',““ tanh” et“arctan’, et leurs inverses. La
comparaison de ces courbes révele une propriéie der la reparamétrisation a base de la fonction
sinus qui posséde la dynamique la plus proche lteedela premiéere bissectrice et qui ne pose pas d
probléemes de “limite a I'infini” que I'on peut trear avec d’autres transformations.

= T T T T T > of =y

:in asin
----- tanh A - zﬁ”h
1 atan S

0.5 a 4 2r

0.5 i 1 2r

1.5~ . . . . . | o . . . . . . . .
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Fig. 4.7 Comparaison des changements de variables

Cependant, les transformations a base des fonctiamsan’ et “tanh” présentent un grand intérét.
Méme si les essais prouvent qu’elles sont souvkrgt lgntes a converger prés des bornes, elles
demeurent un bon choix pour la mise en ceuvre deebrexclusives (contraintes strictes). En effet, |
reformulation des contraintes de bornes propos@eetne seulement les inégalités larges (contraintes

inclusives), ou les valeurs limites sont permidgeennent, par les changements de variables4498,
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et 4-10), une valeur finie atteignable si ces @ntes sont actives. Cette vision reste surtowdrityge

et pose de nombreux problémes de mise en ceuvie f@iction objective compte, par exemple, une
évaluation det/x ou log(x), ol x est contraint d’étre supérieur ou égal & zérasdm programme
risquera de produire une singularité. Une inégalitéte a zéro aurait empéché une telle erreur.

Dans cette deuxiéme version de l'algorithme ASMtilisation des reformulations a base de fonctions
“arctan’ et “tanh” est écartée pour des raisons de commodité résynpéacipalement, en deux
causes : la convergence tres lente pres des betrdascomplexité algorithmique dans le cas ou on
indique le type de frontieres pour chaque conteaiffbutefois, une solution plus pratique peut étre
adoptée et s'avere tres efficace. Elle consistendplacer les éventuelles inégalités strictes par de
inégalités larges légerement durcies. On applitprs & condition suffisante suivante :

(x'm™ + < xI <xI™ ~ g avec £00" et petit) = (x'™ <x' <x'™) (4-14)

Les transformations choisies (4-8, 4-9 et 4-10} sorersibles. Ceci permet d’assurer le passage ent
I'espace contraint et non contraint pour le calbes conditions initiales au début de I'algorithne e
des optima obtenus a sa fin. Dans le cas de consliinitiales infaisables, ces derniéres sont tout
simplement projetées sur les bornes dés le début.

Pour l'algorithme du simplexe modifié, un critere donvergence plus adapté a l'approche par
reparamétrisation serait :

|f, - f|<e, et max Q|ek||m)<5x (4-15)

k=1,..C5"

ou f, et f_ sont, respectivement, la valeur la plus hauta etus faible de la fonction colt parmi les
sommets du simplexe, est lak “™arréte ets, et £, sont les tolérances sur la fonction critéreet
sur les paramétres respectivement.

Un autre critere basé, cette fois, sur la taillatiee du simplexe est souvent utilisé [Tor91] :

max(|x =X, Il.)

<eg, (4-16)
max(@{|x, I,)

ou x. est le meilleur sommet du simplege=ix ,x,....x ; et & latolérance sur les parametres.
X X1 X, . ;

Ainsi I'algorithme du simplexe classique n’est nfadique pour éviter les dégénérescences loin des
bornes. Quant a la dégénérescence sur les bollesligparait car les contraintes sont prises en
compte a priori lors de la reformulation du prob&roe diagramme de I'algorithme est présenté par la
figure suivante :
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T, : le nombre d'évaluations > ou le nombre d'itération Gy Reparamétrisation du problém
Ta:le s!mplexe converge sous contraintes de bornes en §in
T3 : le simplexe est dégénéré probléme sans contraintes

< Initialiser le simplexe>
Sauvegarde du
point initial

Algorithme de Nelder-

Mead
oui Sauvegarde du
LEN meilleur point Fin
Sauvegarde du du simplex:
point initial
Non
Non T,? B - Le simplexe converge vers un
Redémarrage optimum ou dégénére
Oui
4' Réinitialisation aléatoire }‘—OL"<3>
Dégénérescence’ Non

Fig. 4.8 Organigramme de I'algorithme ASM avec peien compte des bornes par
reparameétrisation

Comme pour la technique de projection sur les kri@pproche par reparamétrisation est valable
pour tout algorithme itératif. Toutefois, elle peége un inconvénient relatif a la définition de la
tolérance sur les parametres En effet, I'algorithme du simplexe classique @sction 4.1.1) qui est

le noyau du nouvel algorithme proposé, ne maniguke des parametres transformés dans un nouvel
espace, et en conséquence, il n'y a aucune masidge d’offrir le contrdle explicite de cette
tolérance sur les paramétres sans la récriture létenge I'algorithme, ce qui n’est pas 'objectif. i

Les deux algorithmes ASM développés ont été impidée et testés sous Matlab. La section 4.3
présente quelques résultats de ces algorithmesdesiproblemes de test numériques.

4.2. Méthodes du sous-différentiel

L'objectif de cette section est de développer uéthade d’optimisation & directions de descente qui
exploite au mieux I'information locale fournie pkr fonction objectif. Dans le contexte de notre
travail, cette derniére étant non partout difféedie et sujette & des erreurs de calcul numériques
nous proposons de développer une méthode locakend la méthode de plus profonde descente aux
cas non différentiables tout en conservant sa tebss due a la largeur de son domaine de
convergence (cf. section 3.5.2.1.1). Pour ce faimys utiliserons des extensions de la notion de
gradient au cas de critéres non différentiables.
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Dans ce qui suit, nous faisons un bref rappel d¢isms de base du calcul sous-différentiel. Posir le
preuves et détails, nous renvoyons soulemecteur a [Hir93], notamment le chapitre VI. LUases

de R.T.Rockafellar, [Roc70], et de F.H.Clarke, B3h sont des références classiques dans le
domaine pour le cas convexe et non convexe respaent.

4.2.1.Généralisation du gradient

Considérons une fonctionf convexe a valeurs finies. Alorsf est continue et localement
Lipschitzienne et la dérivée directionnelfé(x,d)=1im_ (f(x+td)- f(x))/t existe pour chaque et

d fixés dansd". Ceci entraine la différentiabilité de en presque toux ; nous appelleronsoins
(kink en anglais) tout poink pour lequel le gradientf (x) nexiste pas. Bien que les coins forment
un ensemble de mesure nulle, souvent dans la peatig résultat d’'une optimisation en est un, d’ou
I'intérét de I'étude détaillée de ces zones nofédéhtiables.

4.2.1.1.Définitions

Pour décrire le comportement d’'une fonction autdum coin (points non différentiable), il est
nécessaire de généraliser la notion de gradiensiAon associera & tout un ensembléf (x) appelé
le sous-différentietle f enx :

of (x)={g00": f(y)= f(x)+g'(y-x), oyoo} (4-17)

D’autres définitions équivalentes au sous-difféedrsont :

of (x)={g00": f'(x,d)= g"d, OdDDO"} (4-18)
Ou encore :
of (x) = conyf lim Df (x); pour toutdx } : Of (x, ) etlalimite existen} (4-19)

ou con\S) est I'enveloppe convexe de I'ensemisledéfinie par :
conv(S)={Zais, s 0S, Zai =1a, D[O,]J} (4-20)

C’est cette derniére définition qui permet une galigation de la notion du sous-différentiel a des
fonctions non convexes. Elle est connue sous le desous-différentiel de Clarkela83].

Chaque élémeng de 'ensembledf (x) est appeléous-gradientle f a x. Cette notion reste valable
pour le cas de fonctiofi non convexe.

La définition (4-17) est plus géométriquéf:(x) est formé par les pentes des hyperplans d’appui de
I'épigraphe def en (x, f(x)00" xO . Cette caractérisation s'appeifegalité du sous-gradient

gUOof (x) siseulemensi f (y) > f (x)+ g’ (y - x) pour touty Q"

La figure 4.9 illustre cette définition pour unenétion a une dimension. Le poirt est différentiable
et présente un seul sous-gradient égal & la dédieée fonctionf en ce pointg, = af (x, ) = Of (x ). Le
sous-différentiel en ce point se réduit donc aglsbon af (x,) ={0f (x, )} .
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f(x)+ 0l (x-x)

£ (x,)+ g7 (x-x,)
f(x,)+ 0] (x—x)

Fig. 4.9 Sous-gradients

A I'opposé, le pointx, est un coin. Il posséde deux droites tangente&peytaphe def de pentes,
et g, respectivement. Ces pentes ne sont que les der&édroite et a gauche du poirjet

représentent les sous-gradients de la foncfioan x, qui délimitent le sous-différentiek (x,) donné
par I'ensemble :

of (x,)=1g,.9.] (4-21)

Exemple 4.2Soit la fonction f(x)=|><|. Cette fonction est différentiable partout sauféeon sous-
différentiel est défini comme suit :

-1 si x<0
of (x) = [—1+]] six=0
+1 six>0

La figure ci-dessous représente la fonctiorainsi que son sous-différentiefl(x).

f)=[% o (x)

+1

Fig. 4.10 Le sous-différentiel d’'une valeur absolue

4.2.1.2.Propriétés

Méme en ayant élargi la notion du gradient a touensemble, une grande partie du calcul différentie
reste valable pour des fonctions non différentiable

Nous rappelons, dans ce paragraphe, les principabgsiétés qui découlent des définitions du sous-
gradient et du sous-différentiel d’'une fonction l@eteur est renvoyé a [Roc70, Boy0O4] pour plus de
détails) :

g est sous-gradient d& en x si et seulement gig,-1) est le vecteur d’appui de I'épigraphe éea

(. f(x))-

g est sous-gradient dé en x si et seulement si(x)+g"(y-x) est la meilleure approximation
affine de f enx.
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Si f(y)< f(x)+g"(y-x) pour toutydd" alorsg est dit ursuper-gradient.

Le sous-différentiebf (x) est un ensemble convexe fermé qui peut étre Pideexemple, la fonction
f :[04] - [01] définie parf(x)=x"* est concave et son sous-différentito) = ¢.

of (x)={0f (x)} si f est différentiable er.

Dans le cas d’une fonctiofi convexe,
- of (x) est non vide pour toutJ don{f )
- of (x) ={0f (x)}, si f est différentiable erx.
- Si of (x) ={g}, alors f est différentiable erx et g = Of (x)

of (x) est homogene : si >0 alors df (o [X) = a [Bf (x) .
of (x) est additif :o(f, + f,)(x) =df, (x) + of ,(x) (le second membre est une addition d’ensembles).
Composition avec une fonction affine :gix)= f(Ax +b) alorsdg(x) = A"of (Ax+b).

Si f=max_ (f) alors of(x)=Conyof,(x)\ f,(x)= f(x)} ; c'est-a-dire, le sous-différentie}(x) est
I'ensemble convexe des sous-différentiels de fonstif, actives enx.

Exemple 4.3Soit la fonction f définie par f(x)=maxf,(x), f,(x)), avec f, et f, convexes et
différentiables (cf. figure 4.11)

Fig. 4.11 Le sous-différentiel d’'une fonction max

Au point coinx, les deux fonctionsf, et f, sont actives, le sous-différentiel en ce pointdgdini
par : of (x,) = con{0f, (x, ), OOf, (x, )} =[Of, (x, ), OOf , (x, )] Ainsi, le sous-différentiel de la fonctioh est
donné par :

Dfl(x) Si fl(x) > fz(x)
of (x) =4 [0f, (x). O, (x)]  sif,(x)= f,(x
Dfl(x) Si fl(x)< fz(x)

=

Exemple 4.4Soit la fonction f : 0" - O définie parf(x)=]|x|,= ma{s'x \ s O{-11}. La figure 4.12
présente les différents cas de figures de I'enseailfk) pourn=2.
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-4

af(x)a(00) af (x) a(1,0) af (x) a(11)
Fig. 4.12 Le sous-différentiel de la fonctiofx|,

Méme s'il existe des propriétés qui permettentidgbfier la détermination du sous-différentiel nso
calcul reste subtil méme pour des cas apparemrimples.

4.2.1.3.Stationnarité

Egalement, on peut caractériser un point optistapar une généralisation de la condition d’Euler-
Fermat du cas différentiabIBr,(xj)z 0. En effet, une application directe des différemtéfinitions (4-
17) et (4-18) donne :

Théoréme 4.1 (Stationnarité : cas non différentiadl pour f:0" - O convexe non partout
différentiable, les trois propriétés suivantes séquivalentes :

(i) f est minimisé ex’, i.e.: f(y)= f(x°) pour toutyd 0",
(i) ooaf(x”),
(i) f'(x],d)z 0 pour toutd O0O".

Par conséguent, un minimumi est caractérisé parfl of (x), ou f'(x’,d)= 0 pour toutd 010". Dans
le cas général d'une fonctioh non convexex® est dit stationnaire <0 of (xj). Le point (00) dans
le dernier exemple est stationnaire, ceci estdawht vérifiable sur la figure 4.12.

Réciproguement, un point non optimal est caractérisé par I'existence d’ainsiune directiord
telle que f'(x,d) < 0. Dans ce casj est une direction de descente. Cette notion estafmentale pour
I'optimisation numérique gu’elle soit différentigbu non.

4.2.2.Méthodes de descente non différentiables

Une fois caractérisé un optimuwy, nous nous intéressons au probléme de calcul tdeptienum.
Comme regle générale, et dans un souci de cohérégrenéthodes non différentiables seront
formulées pour approcher le plus possible les #lgoes développés pour les fonctions
différentiables. Cela donne des algorithmes plusr att met bien en évidence les apports de
I'approche “non différentiable partout”. Cela petnégalement de faciliter une implantation hybride
différentiable/non différentiable tres efficacedates mises en ceuvre.

Dans les sections suivantes, nous étudierons ¢esithimes qui trouvent une direction de descente
d® (ou des candidats a directions de descente) g@asrde recherche linéaieg pour actualiser
litérée courante,x (cf. section 3.5.2). A premiére vue, il pourraénsler inutile d’analyser
séparément le cas non différentiable. Cependantithisation non différentiable présente gquelques
pieges dans lesquels un utilisateur non avertiradguomber facilement :
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Probléme du test d’arrét : I'utilisation du tesamiet formel(00of (x)) n’est pas implémentable dans le
cas général. Ce probléme est de nature extrémemééioate, car la conditiony(x*')0of (x*¥) avec
lg(x) <&, translatée directement dief (x) < £, peut ne jamais étre vérifiée. Cette situatioivarr
méme dans des cas tres simple : pour la foncti@uvabsolue dex, par exemple|g(x(k)1 =1 pour
tout x® différent de I'optimum 0.

Probleme des sous-gradients approchés : parfgsaliient (et méme la fonction) n’est pas calculé
exactement ; par exemple, il est obtenu par difiégefinie, a partir des valeurs de la fonction
Cette approche n’est plus valable quand le soudiggtan’est pas continu. Considérons la fonction
f(x)=x* si x=0 et f(x)=-x si x<0: une différence finie autour ded résulte en
(f(h)- £(0))/h=h>o0D0f (0)=[-10].

Probléme de non différentiabilité : nous savons dggje I'applicationx - of (x) n’étant pas continue,
une petite variation ek peut donner des grandes variations aé{x'). Basé sur I'information
disponible du sous-différentiel, le calcul d& peut varier énormément et produire des’ trés
différents. Ce phénoméne arrive aussi en exéclgaméme programme sur différents processeurs :
les erreurs arrondies font que les suites obtesuwiedifférentes machines ne sont plus comparables !
Bien entendu, ce probléme incontournable renddiféisile toute comparaison numérique.

D’un point de vue géométrique, trouver une diratti® descente correspond a trouver un hyperplan
séparant strictement les ensembles (convexes fedheg et{0} . En effet, une conséquence directe
de (4-17) et (4-18) permet de trouver le résuliatast :

Théoréme 4.2 (Direction de descent&)e direction de descente est telle que, pour O[f'(x,d).0]
I'hyperplan{z00" : z'd = a} sépare strictemendf (x) et{o} : s"d <@ <0 pour toutsOaf (x).

La figure 4.13 montre les directionrs¥ de descente pouf en x" ; on observera que chacune
d’elles forme un angle obtus avec tout les élémaatensemblef (x(k)).

Fig. 4.13 Direction de descente

Une premiére idée pour trouver une direction deeleed consiste & choisir a chaque itération la
direction qui nous donne la plus grande des dessgrssibles (cf. section 3.5.2) qui vérifie :

d¥ = argiminH i £/(x¥,d))= ardminH dHﬂ(max (x(k,)(sTd))) (4-22)

doof

Cet algorithme “steepest descent algorithm” préseletux inconvénients majeurs qui le rendent trés
peu efficace :
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La suite{x(”} peut osciller indéfiniment et sans converger. Génpmeéne deigzagest évident pour
les problémes mal conditionnés ou la sensibilité rapport aux parametres est disparate. La non
différentiabilité ne fait que I'amplifier.

Le calcul de direction de descente requiert la amsance de tout le sous-différentiel, et ceci pour
chaque itération. Cette exigence est excessivee imapossible, dans la plus part des cas d'appicat
pratiques.

Afin de contourner cette deuxieme difficulté, carsaalgorithmes de descente se contentent d'une
exigence bien plus faible : ils nécessitent derfsupour chaque paramétse, la valeur f(x) et d'un
sous-gradient arbitrairg(x) 0 of (x).

L’algorithme du sous-gradient proposé par Shor §5hest I'un des algorithmes les plus connus dans
cette famille d’algorithmes. Il consiste a choisite direction d’arrét et une direction de descente
normalisée de type gradient, c'est-a-dax™) <& etd® = -g(x¥)/|g(x*].

Or, dans le cas non différentiable, une directippasée a un sous-gradient n’est pas forcément une
direction de descente. En effet, on a vu sur larégt.13 pour qu’une direction soit de descente, el
doit former un angle obtus avec tout le sous-cffiéel, et non avec le seul élémeg(t((k)) choisi. La
figure 4.14 montre des courbes de niveau pour onetibn minimisée er0. La région ombrée
indique les directions de descente.

g

\
9

O //

d==

Fig. 4.14 Direction suggérée par un sous-gradient

On remarque que pour cet exemple simple(x,x,)=|x|+2|x,|, la direction opposée a
9" =(12)0af([H0)) n'est pas une direction de descente. Ainsi, leixclin sous-gradient parait
primordial pour cet algorithme.

Toutefois, on montre que le schéma itératif baséleuelles directions converge vers la solution

du probleme, a condition toutefois d’utiliser urséquat [Sho85]. Les conditions de convergence
de cet algorithme imposent une convergence lentees que cette méthode n’est pas recommandée
en pratique [Pol87].

Dans la section suivante, nous proposons d’utiliser extension de la notion du sous-différentiel,
proposée par F.H. Clarke [Cla83], afin de contoutee problemes de calcul du sous-différentielet d
critere d’arrét pour les méthodes de descente fffgmehtiables.

4.2.3.Le sous-différentiel de Clarke est ses propriétés

4-19



CHAPITRE 4 — ALGORITHMES D’OPTIMISATION D¥ELOPPES

L'objectif de cette extension est de développeralgorithme de descente pour les problemes non
différentiables, qui permet de générer une suitéré’es{x(”} tout en assurant une décroissance de la
suite correspondam{é (x(k))} , et qui posséde un point d’accumulatiorstationnaire.

Soit une fonctionf :0" - 0" est localement Lipschitz continue et de dérivéginae presque partout
sur un sous-ensemble dense et ouzentd". En plus, on suppose qu'il existe un poxiti0o" pour
lequel 'ensembled ={x\ f (x)< f(x")} est compact. Sous ses hypothéses, on introdpjirbimation
du sous-différentiel de Clarke [Cla83] comme suit :

Définition 4.1 (Le sous-différentiel de Clarke) :pour chaque >0, on définit le sous-différentiel au
sens de Clarke qu’on noté(x) par :

of (x) = ﬂ G, (x) avec

£>0 (4-23)
G,:0" - 0"\ G,(x)=clconlf (x+£8) n D)

ot B={x\||x|,=1 est I'hyperboule unitaire ferméejcon| ) est I'opérateur enveloppe convexe
fermée etG,(x) une multifonction définissant un ensemble d’appration du sous-différentiel de
Clarke of (x) .

Cette définition montre que le sous-différentiel @tarke af (x) peut étre défini comme étant
lintersection de tous les ensembles(x) définis pour toute >0. Autrement dit,of (x) s'interpréte
comme la limite de I'ensembl®, (x) lorsques tend verso.

Nous introduisons également la notionadsous-différentiel introduite par Goldstein [Gol77]

Définition 4.2 (Le ¢-sous-différentiel de Clarke) : pour chaques >0, on définit le £-sous-
différentiel de Clarke qu’on not, f (x) par

a.f(x)= clcon\(5f (x+ SB)) (4-24)

De ces deux définitions, il est clair qee(x) 0 a, f(x) car le £ -sous-différentiel de Clarke est défini &
base des sous-différentiels de Clarke qui prenereicbmpte les zones non différentiablesfde

Pour tout0 < ¢, <&, , on vérifie la propriété d’emboitement suivante :

3, f(x)06, (x)oa, f(x) (4-25)
Par conséquentg f(x) peut étre approximé inférieurement p@r(x) et sous I'hypothése de
différentiabilité presque partout de, I'approximation due -sous-différentiel de Clarké&, (x) peut

étre faite a partir d'un nombre fimi de gradients [Bur02, Bur03, Bur04]. On écrit alors

G,(X) = clcon{Q(Df (x+b)n D)j avec ||b |L,<¢ (4-26)

Loin des zones non différentiables et pour un payion ¢ , 'ensembleG, (x) devient trés petit car les
différents points échantillonnés possédent appratiement le méme gradient (cf. figure 4.15)
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Fig. 4.15 Approximation d’'une -sous-différentiel de Clarke (cas différentiable)

La figure ci-dessous illustre un exemple de cowrsbn de I'ensembles, (x) autour d’une zone non
différentiable de la fonctiorf . Pour un rayore petit donné, les gradients échantillonnés somtadte
et d'autres de la zone non différentiable. Ceciaemé une dispersion de la direction des gradients
donc un large ensembig (x) .

%,

Fig. 4.16 Approximation d’'une -sous-différentiel de Clarke (cas non différentia!

Afin d’assurer une sélection homogéne des gradeetiistérieur de I'hyper-boules(x,&) de centrex
et de rayone, une solution simple serait de choisir un échlamilage qui suit une loi de distribution
uniforme U, . Ce point sera étudié en détail dans le chapitre 5

Définition 4.3 (L’ £-stationnarité au sens de Clarke) :On dit qu'un point x est Clarke ¢ -
stationnaire (o -stationnaire au sens de Clarkepsia, f (x).

Cette notion des -stationnarité de Clarke représente un point cléatee approche car elle permet
moyennant I'approximation du sous-différentiel ditier la stationnarité d’'une itérée et de déjouer
ainsi la difficulté du test d’arrét. Pour ce fainmus introduisons un critere pour mesurer la pnixi

de I'¢ -stationnarité de Clarke. Il s’agit de la distamcgre le pointx et sone¢ -sous-différentiel de
Clarke approché&s, (x) :

p.(x)=disf{0/ G, (x)) = dist{0/F, (x)) (4-27)

Le e&-sous-gradient de Clarke (élément darsous-différentiel de Clarke), qu'on notg,
correspondant a cette distanpg(x) est un bon candidat pour un algorithme de desdehtdigure
4.17(a)). En effet, la direction opposée a cesous-gradient de Clarke garantit la condition de
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descente du théoreme 4.2 et elle forme ainsi uteansigtus avec tous les éléments de I'ensemble
G,(x) approximantd, f(x).

L’ensembleG,(x) étant convexe, le probleme de détermination de ckizttancepg(x) et du £ -sous-
gradient de Clarkey, correspondant est un probléme d’optimisation catéglre qui peut étre résolu
efficacement et rapidement :

g= arg(minSqu ||s||2) (4-28)

p. =0 : g -stationnarité de Clarke

Fig. 4.17 L’ ¢ -stationnarité au sens de Clarke

La figure 4.17(b) décrit le cas ou la distanedx) =0, ceci implique que £ -stationnarité de Clarke
est atteinte pour une résolution défini par le rayo Plus le rayons est petit, plus la précision est
meilleure. Il serait donc judicieux de décroitreragon a chaque fois que l'algorithme soit pres de
I' ¢ -stationnarité de Clarke et ceci pour accélérerdavergence et se rapprocher avec plus de
précision de la solution optimale.

Remarque :

Il est important de préciser l'attribut de la défom du ¢ -sous-différentiel car on en rencontre
plusieurs dans la littérature. A titre d’exemplans [Hir93] et [bon97], une définition différente a-
sous-différentiel est introduite, elle est donnae:p

65f(x)={sDD”: fy)=f(x)+s(y-x)-¢ DyDD”} (4-29)

Ainsi, nous précisons que toutes les notions quéthintroduites dans la section 4.2.3 sont aa den
Clarke [Cla83] et que dorénavant, le qualificatie“Clarke” sera omis afin d’alléger le texte.

4.2.4.Algorithme du epsilon-sous-différentiel (AESD)

Il est maintenant possible de construire un algoré de descente en se basant sur une approximation
G, (x) du & -sous-différentiel et sur ¥ -stationnarité.
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L'évolution de cet algorithme de descente présantertainement deux phases qui seront mises plus
en avant lors des tests numériques :

- La premiere phase est similaire a celle d’'un atgoré de plus profonde descente, elle se
produit quand le point courant est différentialiidoen d’'une zone non différentiable. Dans ce
cas, I'ensembles, (x) est petit et les -sous-gradient calculé ne différe pas vraimentralignt.

- La deuxiéme phase se produit prés des zones rféredifiables qui sont souvent attractrices car
elles présentent des points stationnaires presgne tbutes les directions. Dans ce cas, la
direction suggérée par le-sous-gradientg est presque parallele a celle de la zone non
différentiable. Ceci permet d'accélérer la convamgedans cette direction, chose impossible
avec des approches ponctuelles simples de typesgtaml sous-gradient (cf. section 4.2.2).

Par la suite, nous exposons un premier algorithendedcente qui permet d’exploiter 'ensemble des
propriétés décrites dans la section 4.2.3. On édera algorithme duw -sous-différentiel (AESD). Ce
dernier est une variante de l'algorithme proposeBaake et al. [BurO4] ou plusieurs modifications
ont été apportées afin de l'adapter aux problémescahier des charges et a améliorer ses
performances. Ces évolutions qui concernent surffagpect implémentation et mise en ceuvre

numérique seront précisées tout au long de laigéiscr de cet algorithme.

D'abord, notons que nous avons préféré appeleralggtrithme, Algorithme du Epsilon-Sous-
Différentiel car nous estimons que ce nom est plysraprié (par rapport a Sampling Gradient
Algorithm) et permet d’éviter toute confusion ades méthodes d’optimisation stochastiques a base
d’échantillonnage.

4.2.4.1 Notations

Afin de faciliter la lecture et I'analyse des algjomes, nous précisons dans ce glossaire les pales
notations utilisées :

k : L'indice des itérations.

n : La dimension du vecteur paramétre.

x") : L'itération courante.

r : Le facteur de réduction pour le rebroussemens dae recherche linéaire de type Armijo.
0 {x f(x)< £(x).

ul : Le j ™ échantillon a l'intérieur de I'hyper-boule uniw@iB & litérationk .

w, : Le facteur d’Armijo.

: L’hyper-boule unitaire fermée.

£, . Le rayon d’échantillonnage.

v, : Latolérance d’optimalité.

u : Le facteur de réduction pour le rayon d’échéonihage.

6 : Le facteur de réduction de la tolérance d’oplit@a, .
m
D

o8]

: Le nombre d’échantillons.
: L’ensemble des points différentiables.
x¥ : Les points échantillonnés.
g : Le plus petite -sous-gradient de Clarke a l'itératiGnpour le rayone, .
GY : L'approximation dus -sous-différentiel de Clarke a l'itératidn pour le rayons, .
d® : La k ®™ direction de recherche.
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a® : La k'™ longueur de pas.
N _: Le nombre maximal de bissections lors de laesgtte linéaire.

max

r : Le compteur de la recherche linéaire.
4.2.4.2 AESD

Dans le souci de faciliter la lecture et I'analgeela stratégie d’optimisation, nous avons préfieréa
décrire sous une forme algorithmique émaillée delques commentaires tout en soulignant les
différentes étapes de cette méthode de descente.

Algorithme AESD

Etape O {Initialisation)

Soit x0OnD, rOJod, wOlod, &>0, wu,20, wOjoi, 60Jol, k=0, r=0 et
ml]{n+ln+2,..}.

Etape 1 {Approximation due -sous-différentiel de Clarke™®)

Soientu®,ul,...,u" des échantillons uniformes dk, /I Echantillonnage
Faire x!) =x“ et x¥ =x¥ +£u" pour j=1..,m,
Si I'un des échantillongj =1,...,m) vérifie x¥ 0D Il Test de différentiabilité
Aller a I'étape 1.
Sinon
Faire G = clconf{0if (x), Of (x*), .., 0f (x® )}, /I Approximation due -sous-différentiel
Fin Si

Etape 2 {Calcul de la direction de descent®')

Soit g% OG, la solution du probléme quadratique positif" = arg(minngk lall,),
Sillg"“|,=0
Fin de I'algorithme £, -stationnarité de Clarke).

Sinon
Sillg" Il,< o,
Fairea™ =0, v,,, =0uv, ete,, =ue,,
Aller & I'étape 4.
Sinon
Uy U, & =€ 1AW ==g"/|1g"¥ ||, // Direction de descente
Fin Si
Fin Si

Etape 3 {Calcul du pas d’optimisatioa™)

Fairea" =1, Il Régle d’Armijo avec rebroussement
Tant quef(x¥ +a®d®)z f(x¥)-wa® |g¥ ||,
Fairea™ =r@™ etr=r+1,

Sir=N,, /I Test du nombre maximal de réductign
Fairea® =0,
Arrét Tant que,
Fin Si
Fin Tant que

Etape 4 (Actualisation)
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Si x¥ +a®¥d¥W 0D /I Test de différentiabilité
Faire xV = x® + g®Wdl) etk =k +1,
Aller a I'étape 1.
Sinon
Choisir ¥ 0% +£,B tel que :x¥ +a¥d® 0D et f(x¥ +a®d®)< f(x¥)-wa® |1g% |,
Faire x!9 =% + g®d® etk =k +1,
Aller a I'étape 1.
Fin Si

Inspiré des travaux de Burke, et al. [BurO4], dgbathme sera étudié en détail. Il représentetaeno
noyau autour duquel une librairie contenant plusistratégies d’optimisation sera développée.

D’un point de vu structurel, I'algorithme AESD corepd une étape supplémentaire par rapport a un
algorithme de descente classique ; c'est I'étap®dns cette derniere, on approxime desous-
différentiel par le calcul d’'un ensemble convexariée G¥ en se basant sur un nomhbrefini de
gradients. Nous revenons a ce point dans la se¢tBpour étudier son influence sur la progresdmn
I'algorithme via des applications numériques etcaua peu plus de détail dans le chapitre 5 ou la
qualité de I'approximation du -sous-différentiel est étudiée. Pour le momentsnehwisissonsn > n

et nous calculons les gradients soit analytiquergir des probléemes simples), soit par différences
finies. Ce calcul sera le principal objectif du phiae 5.

Méme si les zones non différentiables sont de reesutle, une précaution est prise afin d’'éviter
I'échantillonnage d’'un poimxﬁk) non différentiable. Ce risque devient petit a tpetin négligeable
pres d’'une “faille” de la fonction critére. C’esbyrquoi une modification est apportée a I'algorighm
de base de Burke et al. en exploitant son carantaraépétitif afin de relancer I'étape 1 et réraet

I' £ -sous-différentiel de Clarke™® .

Numériquement, dans cette premiére étape, la steucte I'algorithme est choisie afin d’éviter le
recours & une boucle “For” ; au lieu d’échantillenet de tester la dérivabilité pour chaque paftt
nous généronsn échantillonsu® et nous testons la dérivabilité du vectedt une seul fois en
exploitant la propriété du calcul vectoriel sur Mht Cette technique permet de réduire
considérablement le temps d’exécution de I'alganih

La seconde étape consiste a calculer la directiotiedcental). Le choix est fait sur le plus petit-
sous-gradient en module. Ce choix est motivé pax daisons :

— La direction opposée §* est une bonne direction de descente ; elle paumetiescente sans
zigzag autour de la zone non différentiable (oftisa 4.3).

- Le module ||g" ||, est égal a la distance minimale entre le pointraituet sone -sous-
différentiel approximé||g® |,= p.(x¥'), ce qui représente une bonne mesure de la statitéin

Le probléme quadratique qui permet de calcglér se déduit en exprimant sa contrainte en utilisant
I'équivalence suivante :

gO0G, - {D/l OO0":g=SM,eA=1etA20 avec S= [Df (xék)),Df (xfk)),...,Df (xﬁf))]}

oue =[1..1] etA20< {A =0 pouri =1,..,
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Ce qui revient a chercher le vecteur de coeffisigmisitifs A qui solutionne le probleme quadratique
suivant :

(4-30)

min A'(S'S)A
e€l=1let 120

Finalement, I'optimum obtenw’ est global et le plus petit-sous gradient est donné pglf = SCA°.

Dans sa version implémentée sous Matlab I'algotESD, I'utilisateur dispose de 3 fonctions de 3
boites a outils différentes pour la résolution de spus-probléeme d’optimisation quadratique :
“quadprog” de la boite a outils Optimisation de Mhbf “sedumi” de la boite a outils SeDuMi et
“mosekopt” de la boite a outils MOSEK. Les testsn@éuques montrent que cette derniere est plus
efficace et stable numériquement. En I'occurrertie,est recommandée dans la version par défaut du
programme que nous avons développé.

Ce calcul est suivi par le test d’arrét (destationnarité),|| g |,=0. Il est clair que cette condition
d’arrét théorigue est traduite numériquement parlumite tres petite. Dans notre programme elle est
égale a la plus petite variation possible en vedldttante donnée par la fonction “eps” sous Matla

D’autres tests d'arrét peuvent étre ajoutés afinlichiter le nombre d'itérations ou le nombre
d’évaluations de la fonction critére si la convergence devient lente.

La direction de descenté® choisie est normée afin de faciliter la recheriih@aire prés des zones
non différentiables.

Pour le rayon d’échantillonnage , le facteur de réductiomn: est choisi a priori afin d’adapter la
convergence vers un optimum. Son effet ressembiie Zoom autour d’'un point -stationnaire qui
permet d'échantillonner plus pres et de raffinensmile résultat d’optimisation. Par défaut,
I'algorithme AESD prendyu =01 et ¢, = 01.

Le facteur de réductiod est introduit afin de réduire la tolérance d’'otlité v, a chaque itération
k. Sa valeur conditionne la vitesse de convergerdéafltjorithme. Son choix dépend du choix de la
tolérance initialu, . Dans notre cas, le cho,, 1) =(10°,1) est fait.

Dans la troisiéme étape, on calcule le pas dedaemgea™ . La régle d’Armijo avec rebroussement
est choisie aveey, =10*,7=05 et N, =100 (cf. section 3.5.2.2.2). Le pas initial” est, par défaut,
mis al. L'utilisateur aura le libre choix de I'échangémeéme de choisir une des régles de recherche
linéaire exposées dans la section 3.5.2.2. Cesedesront été toutes implémentées dans I'algorithme
AESD. Cependant, il est déconseillé d'utiliser legle de Wolfe forte pour les problémes
d’optimisation non différentiables [Noc99].

L'algorithme AESD se termine par une phase d’'aatbn durant laguelle on veille toujours a ce
que le nouveau point**? soit différentiable.

Les paramétres utilisés dans AESD sont regroupés ulae seule structure qui permet a l'utilisateur
de les modifier a priori afin de les adapter a gabléme d’optimisation.
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L'algorithme AESD a été implémenté sous Matlab giisant les boites a outils MOSEK et SeDuMi
qui présentent une bonne stabilité numérique paurrdsolution des problemes quadratiques
rencontrées lors de la phase de détermination dé@dation de descente. Un ensemble de résultats
numériques sera présenté dans la section 4.3.

4.2.5.Algorithme du epsilon-sous-différentiel modifié (AEDM)

A chaque itération, le pari dans l'algorithme AES®st fait sur une approximation du sous-
différentiel afin d’en déduire une bonne directddescente qui permet de réduire au mieux laerité
a optimiser. Ce pari parait tout de méme excessifilcengendre un temps de calcul important dd
principalement a I'évaluation et au stockage en oiamdes m gradients a chaque itération de
I'algorithme. Ainsi le choix fait dans AESD risqde réduire considérablement sa performance et son
efficacité méme pour des problemes d’optimisatidi@éidntiable simples.

Il serait donc plus intéressant de faire appelappioximation due-sous-différentiel seulement
lorsque les méthodes de descente classiques éthoperticulierement prés des zones non
différentiables.

Il est clair que le choix du paramétre=1, transforme la méthode AESD en un simple algorétita
plus profonde descente, ce qui est généralemefidamitflorsque les itérées sont loin d’une zone non
différentiable. En effet, la méthode du gradiert rebuste et bien adaptée a la phase initiale des
recherches, loin de I'optimum (cf. section 3.5.2)1En outre, le calcul, dans ce cas, de plus d'un
gradient engendrera une redondance inutile danfordhation car les gradients échantillonnés sont
trés peu différents et le sous-probléme d’optindsapour la détermination de-sous-gradientg®
devient injustifié.

Ainsi, nous procédons a une modification de l'altpone AESD afin d’améliorer ses performances en
termes de temps de calcul tout en conservant dwadté pres des zones non différentiables du
critere. Cette modification consiste a initialiséalgorithme comme pour une simple profonde
descente (m=1) et & commuter vers lalgorithme AESEm>n) dés que le calcul du pas
d’optimisation échoue (atteindre le nombre maxindal réduction du pas =N_,) trois fois
consécutivement. A ce moment |4, nous estimondagsieatégie du gradient n’est plus efficace et que
les directions calculées sont mal orientées oullgg’'ene sont pas des directions de descente (cf.
théoreme 4.2, figure 4.13 et figure 4.14). Les Itaéwiprésentés dans la section 4.3 montrent que ce
simple test de commutation entre les deux stradédgecalcul de la direction de descente est efficac
pour améliorer le temps d’exécution des problemegtidhisation et présente un bon critere de
proximité pour les zones non différentiables etl@sdes de convergence lente (si le probleme dst ma
conditionné). Dans la section 4.3, nous présensenarautre critere, plutdét d’analyse cette fois, et
basé sur la notion d’ouverture d'un champ de veategui permet de mesurer a chaque itération de
I'algorithme la dispersion des gradients échamtilés et le caractére localement non différentiable
d’un critere.

L’algorithme modifié est nommé AESDM, il consene méme structure que AESD et présente
quelques modifications qui tachent surtout a dififdier les deux stratégies (a base de gradient et a
base dus -sous-différentiel) afin d’éviter des calculs inesi comme dans le cas de la deuxiéme étape.
Le nombre maximaN__ des itérations pour la recherche linéaire qui éaito0 dans AESD (ce qui

max

est largement suffisant pour obtenir un bon padaviggle d’Armijo) sera réduit & =30 pour la
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phase d'initialisation afin de détecter les moimsies directions de descente et d'éviter ainsi les
petits pas.

4.2.5.1.Notations
Outre les parametres de I'algorithme AESD, les patees supplémentaires suivants sont utilisés :

Cpt : Le compteur d'itérations manquées de I'algoriheh gradient.
N : Le nombre maximal d’itérations manquées pougtiathme du gradient (par défatit = 3).

4.2.5.2.AESDM

La forme algorithmique de la méthode est donnéent®suit :

Algorithme AESDM

Etape 0 {Initialisation)

Soit X 00n D, r0J01, w00, & >0, v,20, x0]oa], 60Jo4], k=0, m=1, r=0, Cpt=0 et
N =3.

Etape 1 {Approximation due -sous-différentiel de Clarke™)

Simz1 /I Test de la méthode de descente
Xt = x4
Soientu®,u¥,....u® des échantillons uniformes d,
Faire x¥ = x* et x¥ = x® + £ u¥ pour j=1...m,
Si I'un des échantillon§j =1,...,m) vérifie x¥OD  // Test de différentiabilité
Aller a I'étape 1.
Sinon
Faire G® = clconqf (x), 0f (x*),...,0f (x¥ )},
Fin Si
Fin Si
Etape 2 {Calcul de la direction de descedte)

Sim=1 /l Méthode de plus profonde descente
g% =0f (x(k)),

Sinon /I Méthode AESD
Soit g¥ 0G, la solution du probléme quadratique positif = arg (mingJGk lall),

Fin Si

Si|lg",=0
Fin de l'algorithme.
Sinon
Sillg¥ L=y,
Fairea® =0 etu,,, =6uv,,
Sim=1
Faireg ., =¢,,
Sinon
Fairee, ., = ue,,
Fin Si
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Aller a I'étape 4.
Sinon
Faireu,,,=v, ete., =€,
Faired® =-g%“/1g¥],, /I Direction de descente
Fin Si
Fin Si
Etape 3 {Calcul du pas d’optimisatioa™)

Fairea" =1, I/ Régle d’Armijo avec rebroussement
Tant quef(x¥ +a®d®)z £ (x¥)- wa® |g¥ ||,
Fairea™ =r@™ etr=r+1,

Sir=N_, /I Test du nombre maximal de réductign
Sim=1
FaireCpt=Cpt+1,
SiCpt=N /I Test de commutation entre méthodes
mO{n+1,n+2,.},
Fin Si
Fin Si
Fairea® =0,
Arrét Tant que,
Fin Si
Fin Tant que

Etape 4 (Actualisation)

Si x¥ +a®¥d¥W 0D /I Test de différentiabilité
Faire x*9 =x® + g®d® etk =k +1,
Aller a I'étape 1.
Sinon
Choisir ¥ 0% +¢,B tel que :x¥ +a®d® 0D et f(x¥ +a¥d®)< £ (x¥)-wa® ||g® |,
Faire x!9 =% + gWd® etk =k +1,
Aller a I'étape 1.
Fin Si

Les paramétres numériques du nouvel algorithme, pantdéfaut, les mémes que ceux utilisés dans
I'algorithme AESD. L'algorithme AESDM est égaleméntplémenté sur Matlab. Quelques résultats
sont présentés dans la section 4.3.

4.2.6.Algorithme de gradient Universel

C’est une procédure générique de descente qui pelemesoudre des problemes d’optimisation non
linéaires avec et sans contraintes de bornes.cBlgporte la plus part des méthodes de descente
basées sur l'unique information du gradient (cttisa 3.5.2.1). Les regles de recherche linéaire
d’Armijo, de Wolfe et de Goldstein & Price ont ét@plémentées afin d’offrir une dizaine de
combinaisons d’algorithmes entre direction et pasratherche. L'utilisateur disposera ainsi d'une
structure d’options qui lui permet de sélectionlaestratégie de descente, la stratégie du calcld de
longueur de descente et la stratégie de calculradient. Nous reviendrons a cette troisieme option
dans le chapitre suivant.
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Les contraintes de bornes sont prises en comptargua méthode de reparamétrisation développée
dans la section 4.1.3.2. L'interface utilisateurl’dégorithme AGU permet la prise en compte de ces
contraintes sans aucun calcul supplémentaire.sScaetraintes existent. L'utilisateur n'aura ques |
spécifier dans le champ d’options correspondant.

Cet algorithme est développé a base d’une struatodulaire, il offre ainsi la possibilité d’étendee
panel des techniques a base de gradient pour tlaiseproblémes spécifiques telles que les proldeme
d’optimisation mal conditionnés ou non différentesh

Dans ce qui suit, nous ne développons qu'une caagmn particuliere de cet algorithme. Elle
compose I'algorithme AESD avec une stratégie deighlawton de type BFGS (cf. section 3.5.2.2.1).
L'objectif de cette méthode est de mieux adapterdémcente de [l'algorithme lors des zones
différentiables et ceci en considérant la courldeela fonction critére. Pour ce faire, on initialis
I'algorithme par une stratégie BFGS qui permet daéger a chaque itération une matrg¥€ qui
tend vers l'inverse du hessien, sans jamais avoiverser de matrice et en utilisant que le gradien
Initialement, on choisit B = afin de débuter I'algorithme comme dans une méihael gradient.
Ceci permet une bonne exploration locale et uneargence rapide vers un bassin d'attraction. Les
mises a jour de la matric®“ permettent d’accélérer la convergence a lintéridu bassin
d’attraction et arrivent trés vite a détecter un@ez précise de convergence. Méme si la stratégie
BFGS est puissante pres d’'un optimum, elle sodffieeaussi, comme la méthode du gradient, d’'une
inefficacité pres des régions non différentiablas atitére. On utilise alors le méme type de
commutation que dans 4.2.5 afin de parfaire la eaqyence avec l'algorithme spécialisé AESD.

Conséquemment, cette méthode fusionne trois sieatéfe descente dans un ordre qui permet a
chacune d’elles de conserver son plus grand avaréasavoir :

— La robustesse et la rapidité de la méthode de gmatbrs d’'une phase d'initialisation (loin de
I'optimum).

— La convergence rapide de la méthode BFGS des dpaissin d’attraction est atteint.

- La robustesse vis-a-vis des criteres non difféables et mal conditionnés de I'algorithme
AESD.

4.2.6.1.Notations

La recherche linéaire choisie suit la regle Wotible (cf. section 3.5.2.2.3), I'algorithme proposé
utilise les parametres supplémentaires suivants :

a eta : Les bornes minimale et maximale sur le pas deatgea™ .
r, etr, : Les facteurs de réduction et d’expansion povedherche de Wolfe.
w, : Le facteur de la condition de courbure de Wolfe.

4.2.6.2.AGU

Le schéma général de cette méthode est donné pré&sentation algorithmique suivante :
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Algorithme AGU

Etape 0 {Initialisation)

Soit X O0OND, 7,0101/2, 7,>1, 0<w<w <1, & >0, v, 20, x#0]01], #0J01], k=0, m=1,
r=0,Cpt=0, N=3etB” =1 .

Etape 1 {Approximation due -sous-différentiel de Clarke™)

Sim#1 /I Test de la méthode de descente
X = x|
Soientu®,u¥,....u"’ des échantillons uniformes d,
Faire x¥ = x“ et x¥ = x% + £ u® pour j=1...m,
Si I'un des échantillon§j =1,...,m) vérifie X 0D  // Test de différentiabilité
Aller a I'étape 1.
Sinon
Faire G® = clconqf (x), 0f (x*),...,0f (x¥ )},
Fin Si
Fin Si
Etape 2 {Calcul de la direction de descent®')

Sim=1

g% =0f (x(k)),
Sinon

Soit g¥ 0G, la solution du probléme quadratique positif* = arg (mingJGk lall),
Fin Si

Si|lg¥],=0
Fin de I'algorithme.
Sinon
Silg¥ |y,
Fairea® =0 etu,,, =6uv,,
Sim=1
Faireg ., =¢,,
Sinon
Fairee, ., = ue,,
Fin Si
Aller a I'étape 4.
Sinon
Faireu,,,=v, ete., =€,
Sim=1
Faired® =-Bkg® /I Direction de descente BFGS
Sinon
Faired®™ =-g®/||g¥|,, // Direction de plus profonde descente
Fin Si
Fin Si
Fin Si

Etape 3 {Calcul du pas d’optimisatioa™)

Soienta =0 et a=+o, /I Reégle de Wolfe (faible)
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Choisir un premier pas >0,
Pourr =1:1: N,

/I Test du nombre maximal de réductiq

Sir=N,_,
Sim=1
FaireCpt=Cpt+1,
Sicpt=N /I Test de commutation entre méthode
mD{n+:L n+2,..} ,
Fin Si
Fin Si
Fairea™® =0,
Arrét Pour,
Fin Si
Posera" = a,
Sif (X(k) + a(k)d(k)) > f (X(k))_ a{a(k) I g(k) 1L,
a=a,

Choisira O[(1-1)a +1,a, 1,0 + (L-T)a]
Sinon
Si 0f (x¥ + aWd¥) d® > @,0f (x) d®
Arrét Pour,
Sinon
a=a,
Si g =+
Choisira O[r.a,+o[ ,
Sinon
Choisira 0[(1-7)a +7,a, 1,0 + A-1)a],
Fin Si
Fin Si
Fin Si
Fin Pour
Etape 4 (Actualisation)
Si x¥ +a¥d¥ 0D
Faire x“ =x¥ + g®Wd® etk =k +1,
Sim=1
Faires=x*" - x¥ et y = 0Of (x*9)-0f (x),
LS5 BWyy B L1
sy yBYy yBYY

/I Test de différentiabilité

/I Actualisation BFGS

s— B(k)y —yT B(k)y
sy

y'BYy
s' Oy

;
Faire B*? = ¥ s-— B(k)yj '

|

Fin Si
Aller a I'étape 1.

Sinon
Choisir ¥ 0% +¢,B tel que :x¥ +a®d® 0D et f(x® +a®d®)< £ (x)-wa® || g¥ |,

Faire x*? =¥ +a,d“ etk=k +1,

Sim=1
Faires=x*" - x® et y = 0f (x*9) - 0f (x),
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;
Faire gt =gt + S _BUYD'BY | 1 (y'BYy By y'BYY BYy
s [y yT B(k)y yT B(k)y s [y STy ’
Fin Si
Aller a I'étape 1.
Fin Si

Dans cette méthode, les valeurs, par défaut, deseaox parametres sontr; =04, 7, =12,
N,. =25 et w, =099.

Les conditions de Wolfe peuvent bien étre remplag@e des conditions de Goldstein et Price afin de
réduire encore le nombre de gradients calculéss Darcas, la structure de I'étape 3 ne changetpas e
c'est juste la dérivéerf (x¥ +a®d®)", dans la condition de courbure, qui est estimémdaquation
(3-40).

L'algorithme AGU que nous avons développé présentméme structure de descente que les deux
algorithmes précédents, sa différence majeure eédahs le fait qu'il possede deux stratégies de

descente : Newtonienne (BFGS) et de Cauchy (plofpde descente). Dans la section suivante ses
performances numériques sont évaluées et comparéed’ensemble des méthodes développées dans
ce chapitre.

4.3.Evaluation et comparaison des algorithmes développé

Cette section est consacrée a I'évaluation desitiiges précédemment développés sur une sélection
de problémes d'optimisation non linéaires avec atsscontraintes de bornes. Les algorithmes
développés n'assurent qu’une convergence locales ne nous intéresserons alors qu'aux problemes
test & un seul minimum global et en particuliers problemes a deux variables, qui permettent une
analyse graphique simple et rapide des résultas. problémes d’optimisation de plus grande
dimension sont laissés au chapitre 6 ou ils satisotités et illustrés via des problemes d’analysie e
validation de cahiers des charges.

Nous précisons, que l'étude qui sera présentéepasapour objectif de mettre en évidence des
avantages définitivement acquis d’un algorithme nagport a un autre. Elle ne vise pas non plus a
dresser un bilan exhaustif pour les algorithmeséBaur un nombre réduit de problemes, elle ne peut
évidemment pas prétendre a justifier une éventuit@sion. Le but est de pouvoir différencier les
capacités de deux classes d’algorithmes et de anetttrévidence I'effet des modifications apportées
sur 'une de leurs méthodes.

4.3.1.Les problemes test

Souvent utilisés comme des problémes test danttdeature, les problemes d’'optimisation choisis
présentent des complexités liées essentiellemectraditionnement et/ou a la non différentiabilité d
critére. Dans le tableau 4.1, nous exposons I'ebiede problémes test choisis. Pour chacun de ces
problémes, nous définissons le critére a optimissrparamétres initiaux et les contraintes dedsorn
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Les représentations graphiques de la fonctionrergéses courbes de niveau sont aussi donnéss, ell
permettent de percevoir la complexité de chaqubl@nee test.

Selon la prise en compte ou non des contraintexdtrement, deux séries de tests seront présentées

4.3.2.Résolution des problémes test sans contraintes deadrement

Dans un premier temps, chaque probléme d’optinoisagist résolu sans la prise en compte des
contraintes de bornes. Pour ce faire, deux classgodthmes sont testées et comparées. La premiere
comporte cing méthodes de recherche directe destymaexe :

— Algorithme 1 : Algorithme de Nelder Mead originalgl165].

— Algorithme 2 : Algorithme 1 + traitement des dég@&séences.

— Algorithme 3 : Algorithme 2 + modification du singXe initial + changement du critére d'arrét
(ASM sans contraintes).

— Algorithme 4 : Algorithme du simplexe implémentéusda fonction “fminsearch” de la boite a
outils Optimisation de Matlab [Lag98].

— Algorithme 5 : Algorithme de Tor¢zon [Tor89b, Tot9mplémenté sous la fonction “mdsmax” de
la boite & outil Matrice de Matlab [Hig93, Hig024ig02b].

Les améliorations apportées a I'algorithme de bdaes les algorithmes 2 et 3, visent a améliorer se
performances et surtout a corriger son principfuaéqui est la dégénérescence (cf. section 4.1.2).
Ces algorithmes sont ensuite comparés avec detesaalgorithmes bien adaptés aux problemes de
dégénérescence tirés des boites a outils de Matlab.

Le deuxieme groupe d’algorithmes comporte cing ol de descente a base de la généralisation du
gradient :

- Algorithme 6 : Algorithme de plus profonde desceftte gradient) avec une recherche linéaire a
base de la regle d’Armijo.

— Algorithme 7 : Algorithme de quasi-Newton avec umise a jour BFGS et une recherche linéaire a
base d’'une interpolation mixte quadratique et cudigmplémenté sous la fonction “fminunc” de
la boite a outil Optimisation de Matlab.

— Algorithme 8 : Algorithme due -sous-différentiel (AESD).
— Algorithme 9 : Algorithme due -sous-différentiel modifié (AESDM).
— Algorithme 10 : Algorithme du gradient universelGH).

Note : nous avons indiqué en les athores développés.
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(P1) f(xl, xz) = 10((x2 - ><f)2 + (1— x)z (Fonction de Rosenbrock)

Fonction quadratique convexe
mal paramétrée

(%", x”) = (2-9)

(x,%,) 0] = 00,1/ 2]x] — 0 1/2]

(P2) f(x,,x,)=|x|+x (Fonction de norme mixte)

,//// “‘\\\\~—AA
Fonction non différentiable ‘ J@S& L

S 19
I A N I 4

W R -~ Y, & !
X

10.)

(. X") = 0.-6)

(%, %) 0241 x[-14]

15 T 05 05 T 15

%
(P3) f(x,x,)=(1-x )" +10x, - x| (Fonction de Rosenbrock non lisse)
Fonction non différentiable mall
paramétrée

(x?,%”) = (-54)

(x.x) 001 %0

(P4) 1(x, %)= %] + Relyx )¢ x|

Fonction non différentiable norl\
Lipschitz

105, %)

(x?,x”) = (6,-4)

(%.,%) O[-2+c[x[-4,-2]

(P5) f(x,,x,)=max(Re[}, )) tel que A +x (4 - 12)+ x, (A +1)=0

Fonction non différentiable norl\
Lipschitz

(67, %”) = (=75)

(%) O [L+eox0]

Tab. 4.1: Les problémes d’'optimisation test

4.3.2.1.Parametres des algorithmes

Pour pouvoir comparer l'efficacité des différentgoaithmes d’optimisation, deux critéres assurant
I'arrét en un temps raisonnable de l'algorithmet sthoisis ; le nombre maximal d'itératio, et le

nombre maximal d'évaluations de la fonction critég, . Dans tous les algorithmes, ces deux
paramétres sont fixés a 1000 et 10000 respectivemen
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Algorithme 1 : La taille du simplexe réguliar= 0,05 (cf. équation (4-2)),
La tolérance sur la fonction critéee =10 (cf. équation (4-3)).

Algorithme 2 : La tolérance de dégénérescenge=10" (cf. équation (4-4)).
Algorithme 3: & =10, &, =10" (cf. équation (4-15)).

Contrairement a l'initialisation proposée dans J4tL(4-2), les algorithmes a base du
simplexe peuvent aussi étre initialisés par desplsixes irréguliers. Dans cette

catégorie, on cite les simplexes a angle droit, siesplexes proportionnés et les

simplexes aléatoires. Le choix de I'un de cesahd#ations peut influer grandement

I'évolution de l'algorithme [Lag98]. Dans l'algohine 3, on propose de tester

I'initialisation suggérée par L. Pfeffer [Lag98]etle derniére consiste a perturber les
éléments non nuls du point initial d&@o et de remplacer les éléments nuls par
0.00025. Ce choix s’est effectué suite a une série d’'esuaiimontrent son efficacité.

Algorithme 4 : ¢, =10",¢, =10* (voir la fonction “fminserach” de la boite a ostiDptimisation de
Matlab).

Algorithme 5 : La taille du simplexe initiad =10* (voir la fonction “mdsmax” de la boite a outils
Matrice de Matlab).

Algorithme 6 : Le critére d’arrét e§fif (x), <& avece=10".

Algorithme 7 : ¢ =10°,¢, =10°(voir la fonction “fminunc” de la boite & outils @misation de
Matlab).

Algorithme 8 : voir la section 4.2.4.
Algorithme 9 : voir la section 4.2.5.
Algorithme 10 : voir la section 4.2.6.

L'ensemble des tests a été effectué sous Matlakréi&ilisant un format de calcul double précision.
Cependant, les résultats qui seront présentégssieds, sont donnés en un format virgule fixe @ cin
chiffres.

4.3.2.2.Analyse des résultats numeériques

4.3.2.2.1Le probleme (P1)

Le probléme (P1) traite la fonction de Rosenbtpappelée aussi fonction de Chebyquad. Cette
fonction est assez difficile & optimiser : le premierme de la fonction définit une quadratiquetdon
les bords sont trés abrupts, le fond est plat fatigear la parabolex, = x*. C’est sur cette courbe qu'l
faut ensuite optimiser le second terme, sachant tguée petite perturbation de; entraine
immédiatement une forte variation du premier tesne, ne varie pas simultanément pour que le
point (x,x,) reste sur la parabole = x*. Une étude élémentaire montre qu'il existe un seuinique
minimum qui est le poink™ = (11) et que la valeur du minimum en ce point estfde 0.

! Dans certains ouvrages [Ger00], la fonction de Rosk est définie avec un coefficient 105 au tleul00. Cette différence n’affectera

pas les résultats obtenus et n'aura aucun efféeswonclusions faites par la suite.
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En utilisant le méme point initial (cf. tableau }.les résultats des différents algorithmes
d’optimisation testés pour le probléme (P1), séstimés dans le tableau récapitulatif suivant.

Algorithme Méthodes de recherche directe
1 2 3 4 5
Critere f 1.1024e-08 1.1024e-08 3.7661e-09 4.0366€-09 0.0068
Solution X (1.0000, 1.0000)| (1.0000, 1.0000)| (1.0000, 1.0000)| (1.0000, 1.0000)  (0.9173, 0.841L4)
Nb itérations 64 64 56 60 112
Nb éval. 125 125 108 114 3151
| (%)), 4.6295e-04 4.6295e-04 5.6330e-06 5.0241e-04 0.0948
Temps (s) 0.0710 0.0800 0.0410 0.0200 0.6910
Algorithme Méthodes de descente a base de gradient
6 7 8 9 10
Critere f 0.0114 3.4695e-09 2.9925e-12 2.7642e-10 0
Solution X (0.9029, 0.8107)|  (1.0000, 0.999¢ (1.0000, 1.0000)| (1.0000, 1.0000)| (1.0000, 1.0000)
Nb itérations 1000 13 49 48 16
Nb éval. 9682 56 577 368 247
Nb éval. Of (x) 1000 13 196 108 40
ot (%), 1.6628 0.0020 2.3382e-06 9.0676e-07 9.0676e-07
Temps (s) 425720 0.0610 3.6260 1.3530 0.0920

Tab. 4.2: Résultats du probleme (P1) sans contraitle bornes

Mise a part I'algorithme de Torgzon (algorithmegh) se bloque en un point sur la coushe= x*, les

autres méthodes de recherche directe atteigneet aspidement et efficacement I'optimum global
x”= (1) . Dans cette catégorie, I'algorithme ASM (algorith®) présente des résultats meilleurs, en
termes de nombre d’évaluations et d'itérations, p#pport & ceux obtenus par la fonction
“fminserach” de Matlab. Cette derniere présentanmiins, un temps de calcul deux fois plus rapide.

Le constat est le méme pour les méthodes de desae@nta méthode du gradient (algorithme 6), mal
adaptée a ce type de probleme, s’arréte au bal@@®itérations sur la vallée définie pgr= x> sans
atteindre le minimum global. Plus on se rapprockel'dptimum et plus la convergence de cet
algorithme devient lente. Ceci est du a la tailepés d'optimisation qui devient rapidement trop
petite & cause des oscillations autour de la courbex’ .

Par ailleurs, la fonction “fminunc” (algorithme @e met que 13 itérations pour converger avec une
tolérance ¢, fixée a 10° et détient ainsi le meilleur nombre d'itérations awec seulement 56
évaluations de la fonction objectif. L'efficacit®@ dette méthode vient de la mise a jour BFGS qui
permet de se ramener rapidement a un algorithmgpgeNewton avec une bonne approximation du
hessien du critére quadratique.

Malgré I'amélioration apportée a I'algorithme AES@ans sa version modifiee AESDM, le nombre
d'itérations et d’évaluations de la fonction objectste élevé. Ceci est di a l'inefficacité deplmse
initiale de cet algorithme (phase du gradient) gtiéint rapidement ses limites prés de la courbe
x, =x’ et qui fait basculer la méthode vers une stratégibase dee-sous-gradient (gradient
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échantillonné). Cette derniere est gourmande emeted’évaluation de la fonction critere et de temps
de calcul.

En revanche, en échangeant la phase initiale diliegitadans I'algorithme AESDM par une mise a
jour BFGS, le nombre d'itérations se réduit consibéement (3 fois en moins). La stratégie BFGS
montre toute son efficacité vis-a-vis du problernadratique (P1). De plus, si la mise a jour BFGS es
initialisée par une bonne estimée du hessien éaudeé la matrice identité), le résultat seraitameént
meilleur puisque le probleme (P1) est quadratique.

La figure ci-dessous décrit les courbes de trajexts de décroissance des algorithmes ASM et AGU.

Fig. 4.18 Comparaison des performances des alganés ASM et AGU pour le probleme (P1)

Nous constatons que ces algorithmes permetterésdeidre assez efficacement le probléme (P1) et ils
peuvent étre jugés bien adaptés aux problemesaticadrs mal paramétrés. Toutefois, en utilisant des
directions de descente a base de gradient, I'tfgpe AGU parait, tout de méme, plus pertinent. |l
présente une trajectoire beaucoup plus courte@vedécroissance plus rapide.

L’efficacité, en termes de temps de calcul, deshodgs de recherche directe par rapport aux
méthodes de descente a base de gradient n’estdigmendante du type de problemes traités. En effet,
pour des problemes de dimension plus grande, léboaés de recherche directe deviennent tres
rapidement inopérantes [Bon97]. Ce point sera metté constaté dans les exemples du chapitre 6.

4.3.2.2.2Le probleme (P2)

Il s’agit de tester I'efficacité des algorithmesvddppés pour une nouvelle complexité qui est ka no
différentiabilité du critére. Pour ce faire, le pleme (P2) est utilisé. Il consiste a minimisercutere

de norme mixte rassemblant un terme quadratiquenéerme de module. La méme série de tests
donne les résultats suivants :

Pour le probléeme (P2), le minimum global est attpour x” = (0,0) . Nous remarquons, tout d’abord,
que les algorithmes 5 et 6 se bloquent sur laangit0 ou ils oscillent stérilement autour de cette
zone non différentiable.

Dans I'ensemble, le reste des algorithmes convengas le minimum global avec une précision et
une rapidité diverses. Ceci est principalement d& earactéristiques du critére traité qui est
différentiable presque partout et & dominance qugpre.
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Algorithme Méthodes de recherche directe
1 2 3 4 5
Critére f 1.0973e-09 1.0973e-09 5.9462¢-07 5.3881e-08 1.7099e-02
Solution X (1.1e-94.2e-6) | (1.1e-94.2e-6)| (-9.9e-6, -6.2e-p| (5.3e-8,3.7e-6)| (-7.1e-6, 1.3e-1
Nb itérations 98 98 56 60 14
Nb éval. 181 181 100 111 87
| (%), 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0336
Temps (s) 0.0600 0.0600 0.0500 0.0700 0.1300
Algorithme Méthodes de descente a base de gradient
6 7 8 9 10
Critére f 2.8632e-03 4.2742¢-07 |  7.1833e-08 3.1000e-08 1.0001e-09
Solution X (0,-5.3e2) | (4.1e-7,-l4e-4 (7.2e-7,6.8¢-7)| (3.1e-8,9.7e-8)| (1.0e-9, -le-11)
Nb itérations 1000 8 47 40 18
Nb éval. 8355 66 693 438 106
Nb éval. Of (x) 1000 8 188 70 48
ot (%), 1.0057 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Temps (s) 33.3550 0.1400 3.8060 0.8420 0.1120

Tab. 4.3: Résultats du probléme (P2) sans contragtle bornes

Les tests numériques effectués, jusqu’a ici, momtaussi que l'algorithme ASM présente des
performances légerement supérieures a celles denletion “fminserach” de la boite a outils
Optimisation de Matlab. Cette différence est ppatgément due a l'initialisation du simplexe chaisie

Les algorithmes développés dans le cadre de ndtrde é(colonnes jaunes sur les tableaux)
parviennent a joindre le minimum rapidement et adgorithmes ASM et AGU restent les plus
performants.

| | | | —= ASM
| | | | AGU
6k
Py A T (N
| i, | | |
| [AN— | | |
, | | | | |
Wr-=-F-- r—~ """ T-~~"="%_ " ~~"7° a7
N | | | | |
S | | | . I
Q0L — - T T e
= \
] | | | [ |
| | | | o
e O O R N B
10 i | | | |
| | | | |
o | | | | |
10°- - - - - [ttt R T B Bt
-6 | | | | |
| | | | |
8 . ; . . . ; . 10 | | | | |
2 15 1 0.5 0 0.5 1 15 2 0 10 20 30 40 50
X, Itération

Fig. 4.19 Comparaison des performances des alganés ASM et AGU pour le probleme (P2)

Comme pour le cas précédent, les résultats nune&riguouvent que la stratégie AGU est plus
intelligente et elle permet de converger vers lloptm en peu d’itérations et avec plus de précision.
Cependant, le temps de calcul enregistré pour thadé AGU est deux fois supérieur a celui de la
méthode ASM. Ceci est surtout di a I'estimatiorieddirection et du pas de descente qui sont issus d
I'estimation du gradient ou de sa généralisatiorspus-différentiel).
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4.3.2.2.3Le probléme (P3)

Le troisieme probléme (P3), dit aussi fonction deséhbrock non lisse, traite une variante du premier
probleme (P1) ou le deuxieme terme en puissancés;atans la fonction critére, est remplacé par une
valeur absolue. Le probleme (P3) devient, donca&ois mal paramétré et mixte (un terme
quadratique et un terme non différentiable).

Les résultats obtenus, en effectuant la méme dériests, sont résumés par le tableau 4.4.

Les résultats des méthodes de recherche directérenbmue les algorithmes testés réussissent a
converger rapidement a I'exception de I'algorithdeeTorgzon (algorithme 5) qui se bloque, comme
précédemment, au bout de 11 itérations. L’algorilfminserach”, sous Matlab, qui converge assez
rapidement au début, stagne aprés 278 itératiorsateindre I'optimum globak” = (11). Ces deux
algorithmes se heurtent a la difficulté de glidselong d’une zone non différentiable, d’'une foanti

mal paramétrée, définie pay = x*.

Les algorithmes 1, 2 et 3 ne présentent pas déreiftes significatives mis a part une amélioratien
la précision qui passe de 3,4778°%05,4001.10.

Dans la deuxiéme classe d'algorithmes testés ffigaeité des méthodes du gradient et “fminunc” est
confirmée. Ces dernieres ne convergent pas pareflesusont mal adaptées aux problemes non
différentiables. L'algorithme du gradient s’arr&prés avoir atteint le nombre maximal d'itérations
autorisées, tandis que la fonction “fminunc” seqole® aprés seulement 33 itérations sur la “faille”
x, =X’ . Quant aux algorithmes 8, 9 et 10, ils assureet eonvergence de plus en plus rapide. La
version AGU permet méme de résoudre le probléme,2H seconde avec une précision de®i@

qui est de loin meilleur que la performance degtaithme ASM sur ce probleme (cf. figure 4.20).

Algorithme Méthodes de recherche directe
1 2 3 4 5
Critere f 3.4778e-06 1.4203e-06 5.4001e-07 1.1285e-04 0.1040
Solution X (0.9998, 0.9997)| (0.9999, 0.9999)| (1.0000, 1.0000) (0.9894,0.9789)  (0.6778, 0.4594)
Nb itérations 473 488 478 278 1
Nb éval. 851 874 898 490 95
| (%), 22.3575 22.3589 22.3606 22.1906 16.3304
Temps (s) 0.2400 0.2500 0.2720 0.1300 0.0700
Algorithme Méthodes de descente a base de gradient
6 7 8 9 10
Critere f 0.7452 0.4894 2.5261e-10 5.3566e-09 0
Solution X (0.1368, 0.0187)|  (0.3330, 0.110¢ (1.0000, 1.0000)| (1.0000, 0.9999)( (1.0000, 1.0000)
Nb itérations 1000 33 105 90 24
Nb éval. 9804 222 1764 1144 427
Nb éval. Of (x) 1000 33 420 150 60
ot (%), 10.9503 11.3208 22.3608 22.3611 22.3607
Temps (s) 24.0160 0.2000 7.9120 3.0400 0.2540

Tab. 4.4: Résultats du probléme (P3) sans contragmtle bornes

4-40



CHAPITRE 4 — ALGORITHMES D’OPTIMISATION D¥ELOPPES

De plus, la pertinence de I'information de descésgae du calcul des-sous-différentiel est montrée
sur la courbe de décroissance qui présente une peaiucoup plus raide que celle résultante de
I'algorithme ASM.

10*

10r T
| | | | | | |
8 1 I I I I I I I AGY
D T T S N S TR S B
6 i | | | | | | | | |
e | | | | | |
4 | ! | | | | | | |
‘r E e e i il el el i el
2 (7 = | | e | | | | | |
=1 I | | | | | | | |
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| { I | | | | L | | | |
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-1 L L } 10'5 1 1 1 1 1 1 1
o 8 6 8 10 50 100 150 200 250 300 350 400 450
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Fig. 4.20 Comparaison des performances des alganés ASM et AGU pour le probléme (P3)

4.3.2.2.4Le probléme (P4)

Il s’agit d’'un probléme d’optimisation ou le butt @& minimiser une fonction dont le minimum global
est atteint non seulement en un point non difféabilité comme le cas précédent, mais aussi en un
point non Lipschitz. La fonction traitée présenteseul minimum donné pat’ = (0,0) et sa dérivée

en ce point est infinie.

Les résultats numériques obtenus sont donnés pelvlésau ci-dessous.

Algorithme Méthodes de recherche directe
1 2 3 4 5
Critere f 5.2510e-09 5.2510e-09 2.0039e-12 4.0678e-04 4.5748
Solution X 0, -1.1e-9) 0, -1.1e-9) (0,-2e-12) | (-6.8¢-8,-1.5e-4) (20.93, -1.8e-#)
Nb itérations 217 217 202 110 8
Nb éval. 409 409 389 207 79
| (%), 1.2013e+8 1.2013e+8 1.0000 1.9125e+3 1.0060
Temps (s) 0.1250 0.1250 0.1400 0.1050 0.0600
Algorithme Méthodes de descente a base de gradient
6 7 8 9 10
Critere f 3.1540 2.20046 3.1903e-04 3.3184e-05 5.8312e-05
Solution X (5.1606, 0) (4.84, -1.0e-10] (-1.1e-7, -1.7e-7) (-1.1e-9, -1.8¢-8) (-3.4e-9, -2.4e-9)
Nb itérations 1000 1000 43 27 17
Nb éval. 8443 1013 564 284 162
Nb éval. Of (x) 1000 1000 172 63 56
ot (%), 1.0240 1.0255 1.5681e+3 1.5075e+4 8.5749e+3
Temps (s) 18.5400 0.3500 3.0250 1.1050 0.1020
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Hormis le mauvais résultat de Il'algorithme de Torgzles solutions obtenues avec les autres
algorithmes de recherche directe montrent qu'altes efficaces et robustes méme avec des critéres
non Lipschitz. Ces derniers parviennent a surmdat@omplexité du probleme en s’alignant sur la
droite non différentiablex, =0 et en glissant tout au long afin de minimiserrigeoe par rapport a la
premiere composante . Cette deuxieme phase est efficacement effectaiee lds algorithmes 1, 2 et

3 ou I'optimum (I'origine) est parfaitement atteint

Similairement a cette approche, I'algorithme duggat, comme celui de Torgzon, exploite la position
du point initial x, = (6,-4) pour avancer du coté de la non différentiabikitélus simple c’est-a-dire,
celle de la droitex, =0. En effet, six, <0, la fonction critére devient (x, x,) = \/|xl_|—x2 et il est, par
conséquence, plus simple d’annuler la composantqui présente une simple variation constante
comparant a celle du premier terme. Malheureusentas® deux algorithmes n’achevent pas ce
processus et se bloquent pres de la dxpite.

La méthode quasi-Newton avec la mise a jour BFGSpawient pas, elle aussi, a assurer la
convergence vers le minimum. Semblable & un algugtde gradient dans ses premieres itérations,
son caractere quadratique ne lui permet d’approdeerminimum efficacement. Ceci est
principalement da a l'inefficacité de la formule 88 pour I'estimation du hessien quand il s’agit de
points non différentiables.

Japes

Les algorithmes 7, 8 et 9 a base desous-différentiel ne trouvent aucune difficultéé&soudre ce
probléme. La version AGU réussit méme a atteiné:® tdmps de calcul de I'ordre de*$Ccomme
dans le cas de l'algorithme ASM. La figure ci-dessoompare I'évolution de ces deux algorithmes.
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Fig. 4.21 Comparaison des performances des alganéds ASM et AGU pour le probleme (P4)

4.3.2.2.5Le probleme (P5)

Le probleme (P5) a déja été introduit dans le ¢hagi Il consiste a minimiser I'abscisse spectdas
racines d'un polyndme dépendant de deux parametresx,. Ce critére est non différentiable et non
Lipschitz et a pour seul minimum l'origine.

Les tests numériques obtenus (cf. tableau 4.6) newingue seuls les algorithmes développés au cours
de notre étude (colonnes en jaune du tableau) iséess a converger vers le minimum global
x” = (0,0) .
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Algorithme Méthodes de recherche directe
1 2 3 4 5
Critére f 0.6167 7.0167e-09 4.7768e-9 0.5467 0.5423
Solution X (386.06, 34.721)|  (-1.3e-8, 0) (-3.7e-4, 0) (5.4574,0.4203)  (5.0556, 0.3893)
Nb itérations 131 313 224 1000 8
Nb éval. 256 589 431 1805 83
| (%)), 1.3674e-3 1.0535e+8 1.0472e+8 1.1696e-1 1.2753e-1
Temps () 0.1910 0.3610 0.4130 0.6510 0.0900
Algorithme Méthodes de descente a base de gradient
6 7 8 9 10
Critere f 0.5189 0.6136 1.0512e-03 1.5015e-05 8.5184e-06
Solution X (3.5319, 0.2535)|  (111.12, 9.930] (-1.6e-3, 2.7e-7)| (-2.6e-5, 4e-11)| (-1.7e-5, 2e-13)
Nb itérations 1000 227 55 33 19
Nb éval. 9359 267 598 332 214
Nb éval. Of (x) 1000 227 220 78 61
| (%)), 0.6178 4.7982¢-3 1.1248e+3 5.7017e+4 6.2618e+4
Temps (s) 13.7760 0.3410 3.2260 1.0370 0.2910

Tab. 4.6: Résultats du probleme (P5) sans contraitle bornes

La figure ci-dessous décrit I'évolution de I'algbre AGU et celle de la fonction “fminserach”.

fminserach

1
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Y Itération

Fig. 4.22 Comparaison des performances des alganés AGU et fminserach pour (P5)

L'algorithme “fminserach” ne permet pas d'atteintraninimum global et se bloque sur une zone non
différentiable le long de la droite, =0. Le parcours tracé par ses 1000 itérations esplébement
dévié. En effet, l'algorithme ne permet pas d’appey directement la zone ndlifférentiable mais
progresse plutdt dans la direction d’une zone matdimite fortement son avancée (pas trop petits)

En général, la comparaison des résultats de lithgoe AGU avec ceux des autres algorithmes
montrent qu’il est de loin le plus efficace et @'t mieux adapté aux problémes d’abscisse spectra
qui peuvent étre rencontrés en automatique : ®atin, stabilisation simultanée, synthelse a
ordre fixe...etc. Un exemple de ce dernier probleera studié dans le chapitre 6.
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4.3.3.Résolution des problémes test avec contraintes d'esdrement

Dans cette section, nous reprenons les mémes prebltests afin de les résoudre, cette fois, saus le
contraintes de bornes susmentionnées au tableau 4.1

Nous avons choisi d’expérimenter les deux stragédiee prise en compte des contraintes détaillées
dans la section 4.1.3 et ceci pour les deux alyoes ASM et AGU.

Afin de pouvoir évaluer les résultats obtenus, Hegasvons comparés avec les résultats de la éoncti
Matlab “Patternsearch” (algorithme de recherchenpatif généralisé) de la boite a outils Algorithme
Génétique et Recherche Direct. L'ensemble desithgues considérés est donc le suivant :

— Algorithme 11 : Algorithme 3 (AESD) + prise en comples bornes par projection.

— Algorithme 12 : Algorithme 3 (AESD) + prise en comples bornes par reparamétrisation.

— Algorithme 13 : Algorithme de recherche par moténgralisé implémenté sous la fonction
“patternsearch”.

— Algorithme 14 : Algorithme 10 (AGU) + prise en cotegles bornes par projection.
— Algorithme 15 : Algorithme 10 (AGU) + prise en coreples bornes par reparamétrisation.

Note : nous avons indiqué en lgerdhmes développés.
4.3.3.1.Parametres des algorithmes

Les parametres dimplémentation des algorithmes ASMAGU sont conservés et la fonction
“patternsearch ” est exécutée avec ses parametrefaut.

4.3.3.2.Analyse des résultats numeériques

4.3.3.2.1Le probleme (P1)

Dan ce paragraphe, nous proposons de résoudreld&me d’optimisation (P1) sous les contraintes
de bornesx] - ,1/2]x] - »,1/2] tout en conservant le méme point initigl=(2,-3). Il est clair que
ce point est infaisable et il sera, dans un preteemps, projeté sur la frontiere de I'espace fdgsab
pour les deux stratégies de prise en compte desaotrs de bornes (projection et reparamétrisation

Les résultats numériques obtenus sont récapitaléle pableau ci-dessous.

Méthodes de recherche directe Méthodes de descente & base de gradient
Algorithme
11 12 13 14 15
Critére f 0.2500 0.2500 0.2500 0.2500 0.2500
Solution X (0.5000, 0.2499) (0.4999, 0.2500)  (0.5000, 0.250{ (0.5000, 0.2500) (0.5000, 0.2500
Nb itérations 42 35 62 27 16
Nb éval. 2095 67 167 691 128
Nb éval. Of (x) 0 0 0 108 40
|of (%)), 0.9995 1.0021 1.0001 1.0000 1.0000
Temps de calcull  1.1220 0.4410 0.7100 0.9540 0.5200

Tab. 4.7: Résultat du probléme (P1) avec contragte bornes
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Nous remarquons que les différents algorithmegdastussissent a converger vers le minimum global
faisablex” = (1/2,1/4) . Les meilleurs temps de calcul sont respectiverbtgnus avec les algorithmes

ASM et AGU et ceci avec une stratégie de prise empte des contraintes de bornes avec
reparamétrisation. Cette stratégie semble doncgfficace car elle génére beaucoup moins de calculs

Nous remarquons aussi que peu importe la techmigusise en compte des contraintes de bornes, le
nombre d’itérations de la méthode AGU reste togole plus faible. Ce constat découle de
'adéquation et la pertinence de l'information descente issue del-sous-différentiel méme lorsqu'il
s'agit de glisser sur des contraintes.

10°

\ A\ I I [ AGU + projection
ETRRY \\\\ \ \ 3 o | —— I ! ! !
\\ \\\ \\\ — / B e e T e
2 W AN 73 / ! [ | | |
BN : A
RS S s e L]
! WA \\ ! v 51 I | | N [
WA \, / 9] | | | s |
=N o OO S & | | | I I
‘\\\\\\\\\ S i 100 — — — — - — - — = N
A VO \/1 | | | | L
‘\\%éi\l)y;};.\-o]e{uq-\- Rowe / / | | | | | .
MR R o/ 2%l - - [ A
WA i’ | | T T T
Sl \\ N\ XK X Ly y | | | I I
\ \\ XN 7 / I I I | |
\ +20| 1 | | 1 1
4 3 + ) 1 2 3 4 %% 5 10 15 20 25 30
x Itération

Fig. 4.23 Evolution de I'algorithme AGU pour le pldéme (P1) avec contraintes de bornes

La figure ci-dessus décrit la trajectoire tracée Ipa itérations de I'algorithme AGU avec les deux
stratégies de prise en compte des contraintes. Nousons distinguer rapidement la courbe
correspondante & la technique de projection (entifdés rouges) qui réussit via une réinitialisati&
basculer dans I'espace faisable et de continueagancée avant de finir sa convergence de nouveau
sur la contrainte active, =1/2.

Contrairement a cette évolution, la technique ganamétrisation permet de rester en parallelegees
la frontiere de I'espace faisable tout en progmsséficacement vers le minimum. Les courbes de
décroissance témoignent de I'efficience de la&giiatde reparamétrisation.

4.3.3.2.2Le probleme (P2)

Pour ce probléme, le point d’'amorae=(-51) des différents algorithmes est infaisable (cfleab
4.1). Conformément au principe des techniques &= mn compte des contraintes d’encadrement
proposées dans la section 4.1.3, ce point esdlaritient projeté sur la contrainte la plus procive G
définir le nouveau point d'initialisation des algbmes. Comme nous le remarquons sur la figure
4.24, ce nouveau point initial est=(2,-1).

Méthodes de recherche directe Méthodes de descente & base de gradient
Algorithme
11 12 13 14 15
Critere f 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000
Solution X (2.0000, -5e-6) | (2.0000, 1.3e-6)  (2.0000,0) | (2.0000, 6e-8) | (2.0000, 1e-9)
Nb itérations 39 30 22 33 17
Nb éval. 1142 74 65 442 79
Nb éval. Of (x) 0 0 0 132 50
|of (%)), 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Temps de calcull  0.9910 0.3080 0.2790 0.7540 0.2930

Tab. 4.8: Résultat du probléme (P2) avec contragte bornes
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Les résultats d'optimisation du probleme (P2) aoméint la convenance de la stratégie de
reparamétrisation proposée dans la section 4.1/4@c cette stratégi