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Thèse de Doctorat de l’Université Paris XIII
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M. Fréderic Feyel

Examinateurs : M. Radhi Abdelmoula

M. Blaise Bourdin

M. Jia Li Président du jury

M. Eric Lorentz

M. Jean - Jacques Marigo Directeur de thèse
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Approche variationnelle des lois de Gri�th et de Paris
via

des modèles non-locaux d'endommagement :
étude théorique et mise en ÷uvre numérique

Résumé
L'objet de cette thèse est l'étude théorique et la mise en ÷uvre numérique
de l'approche variationnelle des lois de Gri�th (rupture fragile) et de Paris
(fatigue) pour la propagation de �ssures. Cette approche est basée sur un
principe de moindre énergie. L'énergie totale d'une structure est la somme de
l'énergie élastique et d'un potentiel de dissipation. En rupture fragile avec une
énergie de surface de type Gri�th, ce potentiel est proportionnel à la surface
de l'ensemble des �ssures. La propagation de �ssures par fatigue dans le cas
d'une lois de type Paris est obtenue en utilisant comme potentiel de dissipation
une fonction puissance de la surface de �ssuration.
La régularisation de ces énergies en vue d'une implémentation numé-
rique amène à des modèles d'endommagement non-locaux (i.e. ceux dont
l'énergie contient des termes avec gradient d'endommagement).
Dans un premier temps, à travers l'exemple unidimensionnel de la barre
en traction, une étude comparative est faite sur di�érentes familles de
modèles d'endommagement. Nous avons mis en évidence que ces modèles
d'endommagement se comportent di�éremment en termes de minima-locaux.
Il s'avère que la relation contrainte-déformation ne su�t pas à dé�nir une loi
de comportement mais qu'une autre relation reliant la stabilité des solutions
homogènes à la taille du domaine s'avère tout aussi essentielle.
Nous avons ensuite éliminé la symétrie de comportement en traction-
compression pour prendre en compte la non interpénétration des lèvres des
�ssures. Ce résultat est obtenu en ne faisant porter l'endommagement que sur
la partie en traction et en cisaillement de l'énergie de déformation.
En�n, nous avons présenté la formulation variationnelle de la fatigue de type
Paris que nous avons implémenté numériquement en utilisant des modèles
d'endommagement non-locaux.
Des résultats numériques sont présentés et discutés aussi bien dans le cadre de
la rupture fragile que dans celui de la rupture par fatigue.

Mots-clés : Approche variationnelle - Mécanique de la rupture - Fatigue -
Γ-convergence - Modèles d'endommagement non-locaux - Éléments �nis - Op-
timisation.
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Introduction générale

Depuis des siècles l'homme s'e�orce à construire un monde qui lui ressemble, un monde composé
de structures de plus en plus complexes et grandes ainsi que de technologies de plus en plus
sophistiquées et avancées. Durant les trois derniers siècles les fers, les aciers et les ciments ont
progressivement remplacé le bois et l'argile comme matériaux structuraux de bases.
Malgré leurs hautes précisions, les structures réalisées avec ces matériaux ont connu des accidents
très importants, dont l'origine était une rupture inattendue de ces structures due entre autres
aux phénomènes de fatigue. L'un des premiers incidents enregistré sur une grande structure est
la rupture d'une chaîne du pont Montrose en Grande Bretagne (en 1830). Depuis, un nombre
important d'incidents sur d'autres ponts ont été notés. On cite pour exemple la Catastrophe
du Silver Bridge, à Point Pleasant (en 1967), le King's Bridge à Melbourne (en 1962) peu de
temps après l'achèvement des travaux, une travée s'est e�ondrée par rupture fragile. Et derniè-
rement, en France, l'e�ondrement inattendu du terminal 2E à l'aéroport Charles de Gaulle dû
à une rupture brutale et rapide après l'apparition de la �ssure, a provoqué un vent de panique
dans la population et les touristes. Mais les incidents ne s'arrêtent pas qu'aux ponts, puisqu'on
dénombre aussi de nombreux accidents ferroviaires dus à une rupture brutale des essieux, des
roues ou encore des rails. De nombreux accidents arrivent sur des pipelines, des pétroliers, ou
encore sur des avions. En 1950, deux avions Comet se sont brisés à haute altitude à cause d'une
rupture par fatigue sur les trous des rivets près des hublots qui étaient de forme carrée. En
2003, la navette spatiale Columbia, au cours de la mission, se détruit durant la phase de rentrée
atmosphérique, cet accident serait dû au détachement d'une pièce qui aurait percuté l'aile de la
navette provoquant ainsi un choc qui détériora gravement la structure même de l'aile entraînant
ainsi la désintégration de la navette etc.

La compréhension �ne et le développement des outils de simulation numérique des phénomènes
de Rupture sont devenus nécessaires a�n d'évaluer le risque d'amorçage et de propagation de
défauts dans les structures dans le but d'anticiper d'éventuels incidents liés soient à un matériau
à risque, à une forme non optimale d'une structure, au vieillissement des structures, etc.

Jusqu'ici, il n'existe pas de cadre général de la Mécanique de la Rupture1 basée sur une formu-
lation unique et permettant de rendre compte des divers phénomènes observés. L'habitude des
ingénieurs est d'adopter la loi de Gri�th [Gri21] "à court terme" (sous chargement monotone)

1la détermination de l'évolution d'une ou plusieurs �ssures dans une structure en fonction du chargement
auquel elle est soumise

1



Introduction générale

et les modèles phénoménologiques de Paris [PE63] "à long terme" (sous chargement cyclique).

Cependant il est connu que la loi de Gri�th possède quelques lacunes dont celle non admissible
d'être inapte à rendre compte de l'apparition de �ssures. De même, les lois de fatigue utilisées
sont essentiellement d'origine phénoménologique, leur forme et les paramètres à identi�er peuvent
changer d'un problème à l'autre sans que l'on soit capable de dire de façon claire ce qui est dû
au matériau, à la géométrie et au chargement.

Francfort et Marigo [FM98] présentent une description détaillée des insu�sances de la théorie
de Gri�th, dans le cadre de la rupture fragile2. Ils postulent que la loi d'évolution de la �ssure
consiste à chercher le champ de déplacement qui minimise, à chaque instant et parmi tous les
états de �ssuration possibles, l'énergie totale de la structure que l'on force de ce fait à se trouver
dans un état d'équilibre stable. Pour la fatigue, Jaubert et Marigo [JM06] proposent une autre
formulation variationnelle. Cette dernière est obtenue en conservant un principe de moindre éner-
gie, mais en remplaçant l'énergie de surface de type Gri�th par une énergie dépendant du saut
de déplacement sur les lèvres de la �ssure et en introduisant une condition d'irréversibilité. Par
passage à la limite, lorsque la longueur interne du modèle est petite devant les dimensions de la
structure, une loi de type Paris est obtenue.

Les travaux de thèse de Bourdin, sur un plan numérique (régularisation des discontinuités), ont
permis d'illustrer les capacités de cette nouvelle approche3 à pallier pour une part importante
aux lacunes de la théorie de Gri�th initiale. De plus, par Γ-convergence, Bourdin a prouvé que,
lorsque le paramètre du modèle (η) tend vers zéro, le minimum global de la fonctionnelle ré-
gularisée4 converge vers celui de la fonctionnelle de rupture fragile. Cependant, ce résultat de
convergence ne s'applique pas forcément aux minima locaux et un des objectifs de ce travail
sera de comparer di�érents modèles d'endommagement non-locaux5 et de mettre en évidence à
travers un exemple académique qu'ils se comportent di�éremment. Sur le plan numérique, dans
ses travaux, Bourdin soulève le problème de symétrie de comportement en traction-compression,
le phénomène d'interpénétration des lèvres des �ssures n'est pas pris en compte dans sa modéli-
sation, on se propose ici d'établir un modèle capable de rendre compte du phénomène de contact
unilatéral. En�n, nous proposons d'établir une régularisée au modèle variationnelle de rupture
par fatigue proposé par Jaubert et Marigo a�n de tester sa capacité à prédire l'évolution de
�ssures.

Ce manuscrit est organisé en cinq chapitres :

Chapitre 1 : État de l'art et choix stratégiques : ce chapitre permettra de présenter le cadre
de notre travail et de le situer parmi ceux développés dans la littérature. Dans une première
partie, on e�ectuera un bref survol des principales techniques utilisées pour modéliser l'évolution
de �ssures dans les milieux continus. Une seconde partie sera consacrée, en se restreignant au
cadre des matériaux fragiles, à la formulation du modèle théorique sur laquelle s'appuieront les
chapitres suivants. En�n, nous dresserons le cadre numérique que nous avons décidé d'adopter
pour la résolution du problème de rupture fragile : la régularisation par des modèles d'endom-
magement non-locaux.

2la rupture fragile se limite à l'étude de la �ssuration des milieux continus supposés élastiques
3approche de Francfort et Marigo [FM98]
4fonctionnelle elliptique d'Ambrosio et Tortorelli introduite pour les problèmes d'imageries
5i.e. ceux dont l'énergie contient des termes avec gradient d'endommagement
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Chapitre 2 : Étude de modèles d'endommagement non-locaux : la barre en traction : ce chapitre
a pour but de dégager des propriétés génériques liées aux di�érents modèles d'endommagement
pris et cela par le biais de l'étude d'un exemple académique : la barre en traction. Dans un
premier temps, nous présenterons le problème et sa formulation variationnelle. Par la suite nous
introduirons le problème d'évolution puis nous comparerons les résultats d'existence, d'unicité et
de stabilité des solutions obtenues sur di�érentes familles de modèles d'endommagement. L'ac-
cent est tout particulièrement mis sur la notion de stabilité des états homogènes6 et des états
non homogènes7. Il s'avère que ces propriétés sont décisives quant à l'évaluation de la pertinence
d'un modèle d'ednommagement.

Chapitre 3 : Enrichissement du modèle : la non interpénétration des lèvres des �ssures : L'objet
de ce chapitre est de remédier aux lacunes des régularisées introduites dans le chapitre précédent
à savoir l'interpénétration des lèvres des �ssures. Pour ce faire dans un premier temps, nous
donnerons un panorama non exhaustif de quelques modèles développés dans la littérature pour
la prise en compte du caractère unilatéral. Puis, on apportera d'autres régularisées, tout en sui-
vant l'idée introduite par Ambrosio et Tortorelli, qui pourront rendre compte de tous les modes
d'ouvertures possibles. Nous commencerons par mettre en évidence les lacunes dues au choix de
la régularisée, en montrant à travers l'exemple académique de la barre en traction/compression
les problèmes induits par ce type de régularisée. En�n, nous introduirons successivement un nou-
veau modèle d'endommagement qui rendra compte que de l'ouverture en cisaillement plan et un
autre nouveau modèle qui pourra rendre compte de tous les modes d'ouvertures possibles.

Chapitre 4 : Formulation variationnelle de la Fatigue et régularisation : L'objectif de ce cha-
pitre est de présenter la formulation variationnelle de la fatigue et de régularisée ce problème
en s'inspirant de l'idée d'Ambrosio et Tortorelli. Dans un premier temps, on reviendra sur la
phénoménologie de la fatigue en introduisant la fatigue de type Paris et la fatigue basée sur la
notion de forces cohésives. Par la suite, on rappellera en quoi l'approche de Gri�th reste inapte à
prédire le phénomène de fatigue et comment il est possible de changer de formulation pour rendre
compte des phénomènes de fatigue. Pour �nir, nous établirons la formulation variationnelle des
lois de Paris dont nous introduirons la régularisée.

Chapitre 5 : Implémentation et Simulation numérique : le cinquième et dernier chapitre est
l'occasion de présenter l'implémentation numérique de quelques modèles d'endommagement que
nous avons introduits au chapitre 2. Tout d'abord, on commencera par rappeler la régulari-
sée d'Ambrosio et Tortorelli (par une fonctionnelle elliptique) initialement introduite pour les
problèmes d'imageries et adaptée par Bourdin [Bou98] pour la rupture fragile, on exposera les
propriétés de cette fonctionnelle, l'algorithme de minimisations alternées que nous avons adopté
pour la résolution, le rôle des di�érents paramètres présents dans la régularisée, puis nous ter-
minerons par l'implémentation numérique de ce modèle. Par la suite, nous discuterons de la
simulation numérique de ces modèles d'endommagement non-locaux et de l'in�uence des di�é-
rents paramètres présents et nous �nirons par l'introduction de l'irréversibilité dans le modèle.
Puis, on montrera comment l'ajout de la non interpénétration des lèvres des �ssures (le contact
unilatéral) a été pris en compte dans la mise en ÷uvre numérique et cela en introduisant une
régularisée permettant un mode d'ouverture en cisaillement plan dans un premier temps puis une

6dans un cadre général et au travers de quelques exemples
7par une étude qualitative du plan de phase

3



Introduction générale

autre régularisée permettant tout les modes d'ouvertures. En�n, on abordera la mise en ÷uvre
numérique de la fatigue lors de propagation d'une �ssure, puis on essaiera d'apporter quelques
éléments d'implémentations, possibles concernant la propagation de plusieurs �ssures.

4



Chapitre 1
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Chapitre 1. État de l'art et choix stratégiques

L'objet de ce chapitre est de situer, dans un premier temps, ce travail de recherche parmi un
grand nombre d'études développées dans la littérature, puis de décrire le cadre théorique sur
lequel s'appuieront les chapitres suivants.

1.1 État de l'art
Le domaine de la mécanique de la rupture est si vaste qu'il serait présomptueux de vouloir
en présenter tous les aspects, il est donc nécessaire de bien préciser les limites de cette étude
bibliographique. Pour ce faire, on présentera dans un premier temps quelques généralités dans
le domaine de la modélisation de la mécanique de la rupture et de l'endommagement. Par la
suite, on distinguera deux approches concernant l'étude des �ssures : l'approche dite locale et
l'approche dite globale. Et on terminera cette étude par un panorama de quelques méthodes
employées pour la modélisation numérique de la rupture.

1.1.1 Généralités
1.1.1.1 Mécanique de la rupture et la mécanique de l'endommagement
Lorsqu'une structure est soumise à des sollicitations d'origines di�érentes, il existe des limites8
propres à chaque structure, qu'elle ne doit pas dépasser, sous peine d'endommager le matériau
et de provoquer sa rupture. Deux approches peuvent être utilisées :

• La mécanique de la rupture qui a pour objet l'étude du comportement mécanique d'une
structure en présence de �ssures macroscopiques. Elle peut être abordée soit par une étude
de ces champs mécaniques au voisinage de la pointe d'une �ssure ou à travers une étude
énergétique du solide �ssuré. La mécanique de la rupture est une discipline relativement
récente puisque les premiers travaux remontent aux années 1920 avec les travaux de Gri�th
[Gri21].

• La mécanique de l'endommagement qui a pour objet de décrire de façon continue
la dégradation progressive du matériau due à l'apparition ou/et à la croissance de micro-
�ssures ou de micro-cavités présentes dans le matériau. Cette approche récente, initialement
introduite par Kachanov, a été reprise et développée par de nombreux auteurs tels que Cha-
boche, Lemaitre [LC85], Bui [Bui78], Needleman [Nee91], etc... Lorsque les micro�ssures,
les microcavités créées par l'apparition et/ou la croissance des défauts sont de taille as-
sez grande, cette façon d'aborder le problème n'est plus valable, et il faut alors utiliser la
mécanique de la rupture.

Le choix pour utiliser l'une des deux approches dépend essentiellement de l'étude que l'on désire
e�ectuer.

1.1.1.2 Mécanique linéaire et non-linéaire de la rupture
La mécanique de la rupture se propose de décrire les étapes d'amorçage et de propagation de la
�ssuration. Selon le comportement du matériau durant la propagation d'une �ssure, on distingue
deux types de rupture (pour plus de détails, on renvoie le lecteur aux ouvrages de référence sur
le sujet comme par exemple [Suq06], [Leb03]) :

• Rupture fragile est caractérisée par l'absence de déformation plastique macroscopique9,
et donc par la propagation des �ssures avec faible consommation d'énergie. Le matériau

8en contraintes ou en déformations
9mécanique linéaire de la rupture
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1.1. État de l'art

fragile subit alors une rupture brutale par la propagation d'une �ssure venant "déchirer"
l'éprouvette.

• Rupture ductile est caractérisée par la présence de déformation plastique non négli-
geable10. Le matériau ductile subit une déformation plastique très importante autour de
la zone pré-�ssurée avant de rompre.

Même si l'étude de la mécanique non linéaire est en pleine expansion, la majorité des résultats
obtenus d'un point de vue numérique concerne la rupture fragile. Notre étude sera donc basée
sur une analyse élastique du champ des contraintes, en admettant les hypothèses générales de
l'élasticité linéaire classique. En ce qui concerne les ruptures obtenues par fatigue, elles couvrent
également un domaine de recherche important et elles seront abordées plus en détails dans les
chapitres suivants.

Dans notre étude, on se placera dans le cas de matériaux homogènes et isotropes. On se limi-
tera de plus, à l'étude de la propagation quasi-statique de �ssures. On rappelle néanmoins que
pour des problèmes à chargement rapide11, il devient nécessaire de prendre en compte les termes
d'inertie dans la formulation et dans la résolution du problème : on parle alors de propagation
dynamique des �ssures. Le choix du quasi-statique est motivé par le fait qu'en dynamique il y a
nécessité de temps de calculs beaucoup plus longs.

Concernant l'étude des �ssures, on peut distinguer deux approches :
• L'approche locale est caractérisée par une étude des champs de contraintes et de défor-
mations au voisinage du front de �ssure.

• L'approche globale ou énergétique est caractérisée par l'étude du comportement global
de la structure �ssurée sur le plan énergétique.

1.1.2 Approche locale
L'approche locale consiste à déterminer les paramètres en mécanique de la rupture à l'aide des
champs de contraintes et de déformations locaux en pointe de �ssure. Pour dé�nir ces champs en
pointe de �ssure, on introduit alors la notion de facteurs d'intensité des contraintes. Ces champs
sont fortement perturbés par la singularité créée par la pointe de �ssure.

O
x

y

θ

r

σx

σy

Fig. 1.1 � Au voisinage de la �ssure

Les facteurs d'intensité des contraintes ont été introduits par G.R. Irwin [Irw58], ils correspondent
à des cinématiques particulières du mouvement des �ssures. Dans le cas d'un milieu linéairement

10mécanique non linéaire de la rupture
11ou lorsque les vitesses de propagation de �ssures sont très importantes
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Chapitre 1. État de l'art et choix stratégiques

élastique et isotrope, les contraintes et les déformations au voisinage d'une �ssure admettent un
développement asymptotique dont le terme singulier s'écrit :

σij = Kl
1√
2πr

fa
ij(θ) εij = Kl

1√
2πr

ga
ij(θ)

où Kl est le facteur d'intensité des contraintes en mode l , avec l=I, II ou III. Les fonctions f et
g donnent la répartition angulaire. En�n, r et θ sont les coordonnées polaires (cf �gure 1.1).

Le premier à mettre en évidence le caractère singulier et un comportement asymptotique des
contraintes proportionnelles à r−

1
2 est Williams [Wil57]. En mode I pur, l'état local des contraintes

pouvant être caractérisé à l'aide d'un seul paramètre KI , Irwin [Irw58] postule alors une valeur
critique de ce paramètre KIc (ténacité du matériau) comme critère de rupture. L'inconvénient
d'un tel critère est qu'il focalise l'attention sur le caractère singulier des champs qui n'est physi-
quement pas valable.

De plus, en mécanique linéaire élastique de la rupture le comportement des matériaux est décrit
de façon simple. Cependant, lorsque la �ssure s'accompagne d'une forte déformation plastique,
il n'est plus possible de se placer dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture, c'est le
cas en fatigue où certains phénomènes sont liés à la variation de taille de la zone plastique (cf
�gure 1.2) en tête de �ssure qui ne peut donc plus être négligée.

���
���
���
���

���
���
���
���

y

x

zone plastique

Fig. 1.2 � Zone plastique en pointe de �ssure

L'approche locale basée sur la seule analyse des contraintes en pointe de �ssure peut être contestée
sur le plan physique. Une autre approche dite globale permet d'analyser la propagation de �ssures
sur un plan énergétique : c'est l'approche énergétique.

1.1.3 Approche globale
Dans cette section, on se propose de rappeler ce qui est fréquent d'appeler l'approche globale de
la rupture ou approche énergétique (on se limitera à la mécanique linéaire de la rupture12, pour
avoir plus de précision on renvoie le lecteur aux articles de Rice [Ric67]).

12c'est-à-dire lorsque le comportement du matériau est linéaire élastique
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1.1. État de l'art

L'approche globale de la rupture a pour objet de décrire l'évolution des �ssures (phénomène
dissipateur d'énergie) dans un milieu continu en fonction du chargement auquel il est soumis.13

Gri�th [Gri21] construit, dès 1920, un modèle de �ssuration qui tient en deux hypothèses
• à chaque �ssure est associée une énergie de surface qui est proportionnelle à l'aire créée.
• le critère de propagation des �ssures est basé sur un bilan d'énergie : une �ssure se propage
si l'énergie que restituerait le milieu, lors d'un accroissement virtuel in�nitésimal de la
�ssure, compense l'énergie de surface que nécessiterait sa création et que, au contraire, la
�ssure ne se propage pas si cette restitution n'est pas su�sante.

Dans le cadre bidimensionnel, la �ssure étant caractérisée par sa longueur ℓ, on introduit alors
le taux de restitution d'énergie qui représente l'énergie nécessaire pour faire progresser la �ssure
d'une longueur unité. Cela correspond à la décroissance de l'énergie potentielle totale pour passer
d'une con�guration initiale à une autre où la �ssure se serait propagée :

G = −∂P
∂ℓ

= − ∂

∂ℓ
(Eel + Eext) (1.1)

et dont la valeur positive critique Gc est une caractéristique intrinsèque du matériau. Dans (1.1)
Eel représente l'énergie de déformation élastique et Eext l'énergie potentielle des forces extérieures.
Le champ P désigne l'énergie potentielle de la structure à l'équilibre, sa dépendance explicite en
t provient de la dépendance en temps du chargement.

Le critère de Gri�th de propagation de �ssure, s'écrit alors :

G ≤ Gc l'inégalité stricte signi�e qu'il n'y a pas de propagation (1.2)

En considérant que l'énergie potentielle est une fonction dérivable de la longueur de �ssure ℓ, le
problème régissant l'évolution de cette longueur en fonction du temps t s'écrit, suivant Gri�th

trouver t → ℓ, tel que ℓ̇ ≥ 0, (G − Gc)ℓ̇ = 0 (1.3)

les di�érentes conditions correspondent respectivement à la condition initiale, à l'irréversibilité
de la �ssuration, au critère de Gri�th et à la condition de non propagation tant que la restitution
d'énergie n'est pas su�sante.

En�n, on rappelle que Irwin a montré le lien possible qui relie les facteurs d'intensités de
contraintes avec le taux de restitution d'énergie14 par :

G =
K2

I + K2
II

E1
+

K2
III

2µ
où







E1 = E en contraintes planes
E1 =

E

1 − ν2
en déformations planes

où E et ν désignent respectivement le module d'Young et le coe�cient de Poisson du matériau
considéré et quant à µ c'est le module de cisaillement.

Au voisinage de la pointe d'une �ssure, il est également possible d'étudier la singularité du
champ des contraintes grâce à certaines intégrales de contour déduites de la loi de conservation

13puisque l'on s'est placé dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture, le comportement du matériau
est élastique linéaire

14dans le cadre de problèmes élastiques
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de l'énergie [Esh68]. Elles ont la particularité d'être équivalentes au taux de restitution d'énergie,
et d'être indépendantes du contour d'intégration choisi (pour plus de détails, on renvoie le lecteur
aux ouvrages de référence sur le sujet comme par exemple Rice [Ric67], Bui [Bui78],...).

Conclusion
L'approche globale de la mécanique de la rupture est un cadre théorique qui permet de focaliser
l'attention sur les bases physiques essentielles de la �ssuration des structures. En e�et, il y a
dans cette approche d'étude globale une description de la propagation d'une �ssure qui implique
toute la structure et le chargement extérieur auquelle elle est soumise.

1.1.4 Modélisation des discontinuités
La mise en ÷uvre numérique de la rupture fait l'objet de nombreux travaux, au niveau de la
représentation des discontinuités, de l'évolution de la �ssuration, etc.

La méthode des éléments �nis semble être la plus utilisée pour la simulation numérique des
problèmes en mécanique des solides. Cependant, la représentation du champ de déplacement ou
de sa dérivée lorsqu'ils sont discontinus est très di�cile à mettre en ÷uvre. Dans la méthode
standard des éléments �nis (dite aussi méthode de relâchement de noeuds), on se donne a priori
le trajet de �ssuration. On dédouble les n÷uds sur le trajet. Les n÷uds en vis à vis ont même
déplacement tant que le critère de rupture n'est pas atteint. Le problème se complique quand le
trajet n'est pas connu a priori. Alors, le maillage doit se conformer aux surfaces de discontinuités
ce qui rend sa construction délicate. De plus, la position de la �ssure pouvant évoluer dans le
temps (propagation, bifurcation, ...) un remaillage à chaque pas de temps devient indispensable.
De plus, les problèmes s'accentuent dès lors que l'on passe à la modélisation de l'évolution de
�ssures tridimensionnelles.

Devant cette di�culté, de nombreuses techniques ont vu le jour. Loin de vouloir donner un
panorama exhaustif de tous ces modèles de la littérature, on se contentera de présenter quelques
approches, basées sur la méthode des éléments �nis, pour la représentation numérique de la
�ssure.

1.1.4.1 Modèles d'interfaces
Les modèles d'interface15 développés par exemple par [[Fey03], [Lav04], ...] s'appuient sur le mo-
dèle de Dugdale-Barenblatt [[Bar62], [Dug60]], modèle dont la loi de comportement fait intervenir
la force et le saut de déplacement entre deux parties d'un domaine. Ce dernier suppose l'exis-
tence d'une zone d'élaboration en pointe de �ssure à l'intérieur de laquelle des forces cohésives
attractives résistent à la séparation des lèvres de la �ssure.

La loi de comportement à l'intérieur de cette zone d'épaisseur nulle dé�nit le modèle de la zone
cohésive (cf �gure 1.3), et consiste en général en une relation liant les contraintes d'ouverture
avec l'ouverture elle-même, c'est-à-dire que l'énergie de surface dépend du saut déplacement à
travers les lèvres d'une �ssure.

D'un point de vue éléments �nis les éléments d'interface sont modélisés par des quadrangles
d'épaisseur nulle (dégénérés en segment). Si on connaît a priori le trajet de propagation, alors

15dits aussi modèles de zones cohésives ou encore modèles de joints
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1.1. État de l'art

on modélise la �ssure par ces quadrangles d'épaisseur nulle. L'avantage de cette méthode est de
représenter une discontinuité sans sortir du cadre classique de la théorie des éléments �nis.

zone 
ohésives�ssure

intera
tion for
es 
ohésives

Fig. 1.3 � Schéma de la �ssure et de la zone cohésive

1.1.4.2 Modèles basés sur la partition de l'unité

Le concept de partition de l'unité (Partition of Unity Method) a été introduit par Babuska et
Melenk [MB96]. Les auteurs cherchent à améliorer la qualité de la solution fournie par la méthode
des éléments �nis non pas en ra�nant le maillage, mais en injectant, dans la base de fonctions
utilisées pour approximer le problème, des fonctions a priori proches de la solution attendue16.

Cette méthode s'applique donc particulièrement bien à tout problème présentant une singularité
ou une couche limite dans sa solution. La prise en compte de la discontinuité est e�ectuée en
enrichissant l'interpolation des champs de déplacement sur chacun des n÷uds dont le support est
traversé par une surface de discontinuité : cette approximation du champ de déplacement peut
s'écrire de la manière suivante :

u(x) ≈
∑

i

uiΦi(x) +
∑

j

ûjΨ(x)Φj(x)

où Φi(x) désigne les fonctions de forme classique (éléments �nis) et Ψ la fonction de Heaviside est
dé�nie uniquement sur la surface de discontinuité. Cette approximation semble être une bonne
idée si on veut approcher les singularités de la solution sans a priori ra�ner la discrétisation.
L'approximation est ainsi enrichie sans aucun rajout de points dans la discrétisation mais comme
un degré supplémentaire du problème global (à condition toutefois de connaître certaines carac-
téristiques de la solution a priori et de pouvoir gérer les propagations des �ssures).

À titre d'exemple, on cite la méthode X-FEM (eXtended Finite Element Method), développée
par Belytschko et Black [BB99] ou encore Moës [MDB99], qui est basée sur la partition de l'unité.
Cette méthode permet de prendre en compte des évolutions de �ssures partout dans le domaine et
dans toutes les directions indépendamment a priori du maillage, il est ainsi possible de modéliser
n'importe quelle évolution géométrique de �ssure sans remaillage : la �ssure est considérée comme
une surface de discontinuité, et des enrichissements particuliers sont introduits pour modéliser
la pointe de �ssure établis à partir de développements asymptotiques du champ de déplacement.

16c'est-à-dire une forme de discontinuité puisque le champ est a priori discontinu

11
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1.1.4.3 Modèles régularisés
D'autres approches traitent les di�cultés liées aux discontinuités en régularisant ces dernières.
Basée sur la théorie de Gri�th revisitée par Francfort et Marigo [FM98], la �ssure est rempla-
cée par une zone endommagée dont la taille est contrôlée par un petit paramètre η et dont les
propriétés sont fonction d'une variable d'endommagement. Cela revient à régulariser le problème
par un problème dont les solutions sont su�samment régulières pour pouvoir être approchées par
une discrétisation éléments �nis. On cite en référence les travaux de thèse et articles de Bourdin
[[Bou98], [BFM00], ...].

Cette approche, permet de prédire l'amorçage et la propagation de zones endommagées, n'im-
porte où dans la structure, en s'appuyant sur des résultats mathématiques complexes et en
invoquant des notions de Γ-convergence de la solution régularisée vers la solution discontinue
lorsque η tend vers zéro .

On ne détaillera pas plus ce modèle ici puisque c'est le modèle que nous avons décidé de dé-
velopper dans cette thèse, on reviendra donc plus longuement sur ce modèle dans les sections
suivantes.

1.2 La théorie de Gri�th de la rupture fragile revisitée
L'objectif de cette section est, en se restreignant au cadre des matériaux fragiles, d'énoncer les
principes généraux qui vont gouverner la propagation de �ssures dans une structure soumise à
un chargement quelconque.

1.2.1 Cadre de l'étude
Le premier à avoir étudier la rupture d'un point de vue énergétique est Gri�th en 1920, et quatre
vingt ans plus tard sa théorie reste la plus utilisée en mécanique de la rupture. Son modèle de
�ssuration tient en deux hypothèses que nous avons énoncées dans la première section de ce cha-
pitre. Malgré toute l'ingéniosité que présente cette théorie on ne peut pas ignorer qu'elle présente
des lacunes pour pouvoir être considérée comme la bonne modélisation du phénomène de rup-
ture, utilisable dans toutes les situations. Francfort et Marigo [FM98] présentent une description
détaillée des insu�sances de cette théorie, dont les trois principales sont :

• Problème de l'amorçage des �ssures : peut-on faire apparaître une �ssure sur une structure
saine ? Il est connu que la théorie de Gri�th est incapable de rendre compte de l'apparition
d'une �ssure dans un milieu sain sauf en présence de forte singularité.

• Problème du trajet spatial de �ssuration : les critères de branchement ne sont pas pris
en compte. En l'absence d'hypothèse sur le trajet de la �ssure, il faut aux moins deux
équations17 pour le déterminer. Le critère de Gri�th ne nous donne qu'une équation, ce
qui implique la nécessité d'autres critères pour déterminer la direction du trajet spatial.

• Problème du trajet temporel de �ssuration : comment rendre compte des trajets temporels
discontinus ? La théorie ne permet pas de modéliser les évolutions brutales de propagation
de �ssures : c'est-à-dire des évolutions irrégulières avec le chargement. Aucune prédiction

17en 2D : une équation pour la longueur et une autre pour la direction de la �ssure
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1.2. La théorie de Gri�th de la rupture fragile revisitée

de la distance d'arrêt de la �ssure est fournie dans le modèle.

La théorie de Gri�th [Gri21], limite la liberté d'évolution de la �ssure. Faut-il pour autant
renoncer à cette théorie macroscopique de la rupture ? Francfort et Marigo [FM98] répondent à
cette question et proposent donc d'aménager la théorie de Gri�th pour la rendre fonctionnelle
dans une gamme plus large de situations. C'est cette approche que l'on se propose de suivre dans
la section suivante (on rappelle que cette théorie a fait l'objet de nombreuses extensions depuis,
le lecteur intéressé pourra se référer à [[Bil00], [Cha01], [Lav04], [Jau06], [BM08], [Dum08]] pour
ne citer que celles-là).

1.2.2 Le modèle de rupture fragile
La mécanique linéaire élastique de la rupture, cadre de cette étude et de cette thèse, se penche
plus particulièrement sur la �ssuration des corps constitués, en dehors des points de discontinuité,
d'un matériau élastique. Sous l'hypothèse de petites déformations, on suppose par conséquent
que les lois de comportement reliant les déformations et les contraintes sont linéaires. On se place
ainsi dans la catégorie des matériaux dits fragiles18. Peuvent être rangés dans cette famille de
matériaux, les céramiques, les verres, voire les bétons et les bois...

Ω

f(t)

Ud(t)

K

Fig. 1.4 � Problème général

On se propose de simpli�er au maximum les di�cultés liées au matériau, à la structure ou encore
au chargement. Ainsi, on restreindra cette étude à des matériaux élastiques linéaires, homogènes
et isotropes. Il faut noter que ces hypothèses de simpli�cation du modèle sont prises pour pouvoir
résoudre analytiquement les di�érents exemples. Cependant, rien ne nous empêche de considérer
des lois de comportement plus complexes, toutefois, il faut se rappeler que cela n'apportera rien
aux di�érentes propriétés génériques que l'on dégagera.

On considère un domaine Ω occupé par le matériau, la structure est à N-dimensions (N=1,2 ou
3) et la frontière ∂Ω est supposée régulière (cf �gure 1.4). On introduit l'ensemble K des points
de discontinuités caractérisant l'état de �ssuration, celui-ci peut être vide auquel cas le matériau

18c'est-à-dire ceux qui se comportent de façon élastique linéaire
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est alors considéré comme sain.

On se place dans le cadre quasi-statique, le matériau se comporte élastiquement et les déforma-
tions restent petites, c'est-à-dire que le tenseur des déformations linéarisées se réduit à :

ε(u) =
1

2
(∇u + ∇ut)

où u dénote le champ de déplacement. A�n de tenir compte des �ssures dans la structure, on
considère une famille de champs de déplacement admissibles plus large que celle habituellement
utilisée en élasticité classique. En�n, on note U l'ensemble constitué par des champs de déplace-
ment cinématiquement admissibles, réguliers par morceaux : continus et dérivables partout sur
Ω \ K et qui autorisent les sauts de u.

La loi de comportement en tout point x du milieu continu est caractérisée par un potentiel
élastique fonction strictement convexe et coercive en ε. Ainsi, l'énergie potentielle du milieu
�ssuré à l'équilibre associée au champ de déplacement u ∈ U est dé�nie comme la di�érence
entre l'énergie élastique et du travail des e�orts extérieurs F(u).

P(u) =

∫

Ω\K

1

2
A0ε(u) · ε(u)dx −F(u) (1.4)

où A0 est le tenseur de rigidité.

φ

Gc

Gri�th
δ

Fig. 1.5 � densité d'énergie de surface de Gri�th

Gri�th associe à toute �ssure une énergie proportionnelle à sa longueur (en 2D), le coe�cient de
proportionnalité n'étant rien d'autre que le taux de restitution d'énergie critique du matériau Gc.
Cela revient à dire que la densité d'énergie de surface φ (cf �gure 1.5) est indépendante du saut
de déplacement sur les lèvres de la �ssure. Elle est nulle en zéro et égale au taux de restitution
d'énergie critique du matériau Gc ailleurs. Si on note δ l'ouverture des lèvres de la �ssure, la
densité d'énergie s'écrit alors :

φ(δ) =

{

0 si δ = 0
Gc si δ > 0

(1.5)
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Ainsi l'énergie de surface de Gri�th s'écrit {Gc longueur(K)} si K est recti�able, sinon on utilise
la métrique de Hausdor� (pour plus de détails, on renvoit le lecteur vers [FM98]) :

δ(K) = Gc H1(K) (1.6)

L'énergie totale de la structure, qui est par dé�nition la somme de l'énergie potentielle et de
l'énergie de surface du solide élastique, s'écrit :

G0(u,K) =

∫

Ω\K

1

2
A0ε(u) · ε(u)dx −F(u) + GcH

1(K) (1.7)

Ces dé�nitions s'étendent en dimension quelconque, et l'énergie totale de la structure s'écrit :

G0(u,K) =

∫

Ω\K

1

2
A0ε(u) · ε(u)dx −F(u) + GcH

n−1(K) (1.8)

où Hn−1 est la mesure de Hausdor� de dimension n − 1 et n dimension de l'espace.

Il reste alors à écrire le problème d'évolution de K. En e�et, la rupture est par nature un phé-
nomène dissipatif qui s'accompagne d'irréversibilité. L'irréversibilité est l'impossibilité pour une
�ssure de disparaître. On se limitera cependant à l'étude de problème quasi-statique, c'est-à-dire
que l'on considère que le système est à chaque instant en état d'équilibre.

L'évolution de la �ssure consiste à chercher, comme le postulent Francfort et Marigo [[FM98],
[FM02]], le champ de déplacement u qui minimise, à chaque instant et parmi tous les états de
�ssuration possibles, l'énergie totale de la structure que l'on force de ce fait à se trouver dans un
état d'équilibre stable. Malgré l'existence de cette formulation continue en temps, on se limitera
à une loi d'évolution discrétisée en temps (ce qui revient à discrétiser le chargement), qui se prête
mieux à la mise en ÷uvre numérique.

Dans ce cadre, on considère alors une suite croissante de discrétisation en temps. On note Ui,
ui et Ki les suites respectives des espaces de déplacements admissibles, de déplacements et des
états de �ssuration à l'instant ti. Alors, pour tout i, ui et Ki véri�ent le critère de minimisation
de l'énergie totale donné par :

G0(ui,Ki) = min
u∈Ui, K⊇Ki

G0(u,K) (1.9)

où (K ⊇ Ki) représente le caractère irréversible du phénomène de �ssuration.

1.3 La formulation variationnelle de la rupture fragile
On se propose dans cette section de dresser la formulation variationnelle du problème de rupture
fragile. Dans un premier temps, on rappellera la position du problème de rupture fragile. Puis,
on dressera la formulation variationnelle forte et les di�cultés liées à l'établissement d'existence
de minimiseurs. En�n, on rappellera l'existence de solutions au problème de mécanique de la
rupture fragile, à l'aide d'une formulation faible, sur l'espace des fonctions spéciales à variations
bornées (SBV) dont on rappellera les dé�nitions essentielles en annexe.
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1.3.1 Position du Problème
On se propose dans cette sous-section de préciser les limites de cette théorie. Avec ce modèle,
nous ne pouvons pas envisager tous les chargements possibles. En e�et, il existe une limitation
du modèle puisque nous ne pouvons prendre en compte que des conditions aux limites de types
déplacements imposés, ou de bord libre.

En e�et, vouloir imposer des forces volumiques reviendrait alors à la minimisation, à un mouve-
ment de corps rigide près, de :

G0(u,K) (1.10)
Le minimum de cette énergie est −∞ et est atteint indépendamment de l'intensité de la force
(sauf pour des ténacités bien choisies). Ceci n'est pas acceptable d'un point de vue mécanique,
et la prise en compte de forces, qu'elles soient surfaciques ou volumiques reste à l'heure actuelle
un problème ouvert pour le modèle étudié. On se limitera donc à des problèmes de déplacements
imposés et de bord libre où (1.8) se réduit à :

E(u,K) =

∫

Ω\K

1

2
A0ε(u) · ε(u)dx + GcH

n−1(K) (1.11)

Il reste alors à dé�nir les bons espaces pour déterminer l'existence de minimum pour cette
fonctionnelle, et pour ce faire, nous avons introduit quelques dé�nitions en annexe (A).

1.3.2 Formulation variationnelle forte
Dans cette sous-section, on cherche à établir l'existence de solutions au problème de mécanique
de la rupture fragile donnée par sa formulation variationnelle (1.11). L'existence de minimiseur
pour cette fonctionnelle est a priori très compliquée car elle traduit un problème non convexe
qui met en jeu deux objets (u,K) de nature très di�érente.

Il faut maintenant obtenir l'existence de minimiseurs de la fonctionnelle. La grande di�culté est
de donner un sens à la fonctionnelle autrement dit de traduire les bons espaces de dé�nition
de (1.11) pour en montrer l'existence de solution. Le choix d'espace le plus simple auquel on
pourrait penser est :

C =
{

(u,K) : u ∈ C1(Ω), K compact ⊂ Ω
}

(1.12)

Mais au vue de la complexité liée d'une part au problème non convexe à traiter et les questions
de régularités de K d'autre part, nous allons nous concentrer sur l'existence de minimiseurs par
une approche directe. Cette approche consiste à trouver une suite minimisante. Pour ce faire, on
choisit d'a�aiblir l'espace C en :

C′ =
{

(u,K) : u ∈ W1,2(Ω), K compact ⊂ Ω
}

(1.13)

avec
W1,2(Ω) =

{

f ∈ L2(Ω), ∇f ∈ L2(Ω)
}

(1.14)
Trouver un minimiseur sur l'ensemble C′ reste cependant équivalent à le faire sur C. Essayons de
voir pourquoi trouver un minimiseur sur l'ensemble C′ reste vrai aussi dans l'ensemble C. Pour
cela, nous allons supposer connu un minimiseur (u,K) dans C′, alors en regardant la variation
par rapport à u pour un accroissement ϕ ∈ C1

0 (Ω \ K), on obtient :

E(u + hϕ,K) = E(u,K) + h∇E(u,K)(ϕ,K) + ...
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d'où
∇E(u,K)(ϕ,K) = lim

h→0

E(u + hϕ,K) − E(u,K)

h
= 0

On remarquera que ce dernier calcul est un calcul classique des variations, d'où

∇E(u,K)(ϕ,K) =

∫

Ω
A0ε(u) · ε(ϕ)dx = 0

Après intégration par partie, on obtient le problème elliptique suivant véri�é par u :
{

div σ = 0
σ · n = 0

où σ = A0ε(u). En utilisant les propriétés de régularisation des opérateurs elliptiques (si on
prend u ∈ W1,p(Ω) pour tout p < ∞ alors u ∈ C1,α(Ω), avec α < 1 ), on se ramène à minimiser
le problème sur C moyennant quelques développements supplémentaires.

Maintenant que l'on a a�aibli l'espace en W1,2(Ω), on peut essayer d'utiliser un argument direct :
on choisit une suite minimisante (un,Kn) et a�n de pouvoir utiliser les arguments classiques de
compacité on borne u. Ainsi, on peut considérer que la suite minimisante (un) est bornée et on
peut en extraire une sous-suite convergente au sens faible dans W1,2(Ω). De plus comme (Kn) est
une suite d'espaces compacts équibornés, on peut là aussi en extraire une sous-suite convergente
pour la métrique de Hausdor�. On a traité les cas séparément et on aimerait pouvoir conclure
par un argument de semi-continuité inférieure de la fonctionnelle. Or l'application K → Hn−1(K)
ne garantie pas la semi-continuité inférieure. Et malheureusement, on ne peut pas conclure.

1.3.3 Formulation variationnelle faible et théorème d'existence
Pour remédier à ce problème De Giorgi a proposé une nouvelle approche en introduisant une
formulation faible du problème. Pour u ∈ SBV (RN ), on cherche à minimiser la fonctionnelle

E(u) =

∫

Ω

1

2
A0ε(u) · ε(u)dx + GcH1(Su) (1.15)

où Su est l'ensemble des points de discontinuités de u. L'intérêt de cette fonctionnelle est le
résultat de compacité d'Ambrosio qui permet de conclure. Nous le redonnons ici dans sa forme
appliquée :

Théorème 1.1 Soit (un) une suite de SBV (Ω) telle que Er
AG(un) ≤ C < ∞ pour tout n, alors

on peut extraire une sous-suite (uϕ(n)) et u ∈ SBV (Ω) telle que :

uϕ(n) → u

∇uϕ(n) ⇀ ∇u faiblement dans L1(Ω)

∫

Ω
|∇u|2 ≤ lim inf

n→0

∫

Ω
|∇uϕ(n)|2

H1(Su) ≤ lim inf
n→0

H1(Suϕ(n)
)
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Nous disposons alors de tous les outils nécessaires pour conclure à l'existence de minimiseurs
pour la fonctionnelle de rupture. Il reste, à ce stade, à démontrer que ce minimiseur u peut
conduire à un minimiseur (u,K) par exemple en posant K = Su.

Lorsque K = Su montrer que u ∈ C1(Ω \ K) est sensiblement identique à ce que nous avons
fait précédemment. Par contre le travail sur K est très di�cile et la preuve revient à De Giorgi
-Carriero-Leaci [DGCA89]. L'idée principale vient du fait que comme u est un minimiseur, il
impose alors à son ensemble de saut Su de n'être ni trop "large" ni trop "creux". Ainsi, on peut
obtenir un résultat du type H((Su \ Su) ∩ Ω) = 0 qui permet de dire que (u,Su) est optimal et
de conclure cette section.

1.4 Régularisation par des modèles d'endommagement non-locaux
L'objectif de cette section est de dresser le cadre numérique que nous avons décidé d'adopter
pour la résolution du problème de rupture fragile. Dans un premier temps, nous expliquerons
pourquoi nous avons fait le choix de régulariser le problème au sens de la Γ-convergence. Par la
suite, on présentera l'approximation de ce problème par des fonctionnelles elliptiques. En�n, on
tentera de montrer que cette régularisation peut être interprétée, d'un point de vue mécanique,
comme un authentique modèle d'endommagement non-local.

1.4.1 Le modèle de rupture fragile : choix de la résolution
La di�culté d'utilisation pratique de la formulation variationnelle précédente donnée par (1.15)
tient au fait qu'il faut envisager a priori tous les états de �ssuration possibles, autrement dit de
construire des champs de déplacements discontinus sur des surfaces de discontinuité arbitraires.

La méthode des éléments �nis classique ne le permet pas et les méthodes d'éléments �nis éten-
dues ne peuvent pas aujourd'hui être su�samment développées pour traiter tous les trajets
spatio-temporels de �ssuration. Pour pallier à cette di�culté, on peut suivre l'idée introduite par
Ambrosio et Tortorelli [[AT90], [AT92]] en segmentation d'images pour le problème de Mumford-
Shah [MS89] et régulariser la fonctionnelle énergie du problème de rupture.

D'un point de vue mécanique, cette régularisation consiste à approcher les modèles de rupture par
des modèles d'endommagement non-locaux (c'est-à-dire ceux dont l'énergie contient des termes
avec gradient d'endommagement). Ce faisant, cela revient à remplacer la surface de discontinuité
du champ de déplacement (la �ssure) par des zones de petites tailles dans lesquelles le gradient
de déplacement est grand (zones endommagées). On peut ainsi travailler avec des éléments �nis
classiques.

1.4.2 La régularisation de la rupture fragile au sens de la Γ-convergence :
approximation par des fonctionnelles elliptiques

La formulation faible du problème de rupture fragile a permis d'envisager une mise en ÷uvre nu-
mérique. Cette mise en ÷uvre numérique est basée sur une approximation de type fonctionnelle
elliptique. D'autres approximations de la formulation faible du problème de rupture fragile basée
sur la régularisation sont possibles, on cite à titre d'exemple les approximations par perturbation
du second ordre ou encore les approximations par moyenne. Le lecteur intéressé pourra trouver
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toutes ces régularisées dans les ouvrages de Braides [[Bra98], [Bra02]].

La di�culté est de trouver un moyen d'exprimer la convergence des approximations vers le pro-
blème initial de rupture fragile. Nous donnons alors simplement le type de convergence souhaitée
sous la forme de la dé�nition suivante due à De-Giorgi.

Dé�nition 1.2 Γ-convergence
On considère une suite de fonctionnelle (Fn) : X → R pour une topologie τ . On dit que cette
suite est Γ-convergente pour la topologie τ si

1. Pour tout x ∈ X et pour toute suite (xn) convergente vers x

F (x) ≤ lim inf
n→+∞

Fn(xn)

2. Pour tout x ∈ X il existe une suite (xn) convergente vers x telle que

F (x) ≥ lim sup
n→+∞

Fn(xn)

Dans la suite on se contentera, pour la mise en ÷uvre numérique, d'utiliser des approximations par
des fonctionnelles elliptiques. L'une des premières a été introduite tout d'abord par L. Ambrosio
et V.M. Tortorelli [AT90] comme approximation de la fonctionnelle de Mumford-Shah [MS89], par
le biais de la notion de Γ-convergence de De Giorgi [DM93]. Nous donnons ici cette fonctionnelle :

Approximation Ambrosio-Tortorelli
On introduit une seconde variable α et deux paramètres kη et η positifs et pour tout
u ∈ H1(Ω) véri�ant les conditions aux limites et tout α ∈ H1(Ω; [0, 1]), on dé�nit la
fonctionnelle :

T (u, α) =

∫

Ω

1

2
((1 − α)2 + kη)A0ε(u) · ε(u)dx + Gc

∫

Ω

(

η|∇α|2 +
1

4η
α2

)

dx

Dans Braides [Bra98], une forme plus générale est donnée concernant la mise en ÷uvre numérique
par des fonctionnelles elliptiques :

Approximation générale par des fonctionnelles elliptiques
On introduit une seconde variable α et deux paramètres kη et η positifs et pour tout
u ∈ H1(Ω) véri�ant les conditions aux limites et tout α ∈ H1(Ω; [0, 1]), on dé�nit la
fonctionnelle :

G(u, α) =

∫

Ω

1

2
(v(α)2 + kη)A0ε(u) · ε(u)dx + Gc

∫

Ω

(

η|∇α|2 +
w1(α)

η

)

dx (1.16)

La Γ-convergence dans L2 de cette fonctionnelle vers la fonctionnelle mère est prouvée quand
η → 019.

Proposition 1.3 G(u, α) Γ-converge vers E à condition que v(α), w1(α) et kη satisfassent les
conditions suivantes :

1. v(α) est une fonction continue décroissante et ne s'annulant seulement qu'en 1 c'est-à-dire
aux endroits où il y aura �ssuration.

19on reviendra dans le chapitre 5 sur la mise en ÷uvre numérique de ce problème et sur le rôle de η et kη
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2. w1(α) est une fonction croissante qui s'annule pour α = 0 et dont l'intégrale est �nie, de

plus pour des questions de normalisation dues à la Γ-convergence : 4

∫ 1

0

√

w1(α)dα = 1

3. kη doit être très petit devant η

Ainsi, par Γ-convergence, il est possible de prouver que, lorsque le paramètre η tend vers 0, le
minimum global de la fonctionnelle régularisée G converge vers celui de E sous les conditions
énoncées par la proposition (1.3).

Cependant, ce résultat de convergence ne s'applique pas forcément aux minima locaux. Un des
objectifs du travail qui va suivre est d'interpréter cette régularisation comme des authentiques
modèles d'endommagement non-locaux. Par le biais de ce choix, η n'est plus considéré comme un
paramètre purement numérique qui a la dimension d'une longueur introduite par la régularisée,
mais devient une longueur caractéristique du matériau20.

1.4.3 Les modèles d'endommagement non-locaux
La régularisée générale par des fonctionnelles elliptiques donnée par (1.16) peut être interprétée
comme un authentique modèle d'endommagement non-local. Ce modèle à son tour peut encore
se généraliser par :

G(u, α) =

∫

Ω

1

2
A(α)ε(u) · ε(u)dx +

∫

Ω

(

Gcη|∇α|2 +
w(α)

η

)

dx −F(u) (1.17)

où α est le champ d'endommagement, A(α) est le tenseur de rigidité a�ecté par l'endomma-
gement, w(α) entre dans la dé�nition de la densité volumique d'énergie dissipée et η est un
paramètre qui a la dimension d'une longueur, caractéristique du matériau. L'introduction des
forces volumiques ne pose plus de problème puisqu'il est question de la recherche de minimums
locaux à la fonctionnelle.

L'endommagement décrit l'évolution des phénomènes entre l'état vierge et l'amorçage de la �ssure
macroscopique. On le représente par une variable interne représentative de l'état de détérioration
de la matière. On prend le parti d'en rendre compte de façon "e�ective" c'est-à-dire de façon
macroscopique. Ce paramètre est une variable continue (∈ [0, 1]), on parlera auquel cas d'endom-
magement progressif.

L'objectif à présent est de développer des modèles d'endommagement non-locaux non applicables
à un matériau précis, mais plutôt des modèles représentatifs de cette famille de modèles d'en-
dommagement fragiles régularisés. Pour ce faire, on propose de faire des choix très simples tout
en dégageant les propriétés génériques que nous allons développer à la section suivante.

1.4.3.1 Leur construction
La construction d'un modèle d'endommagement fragile standard régularisé se résume en le choix :

• du paramètre d'endommagement représenté par la variable α dont la nature dépend de la
complexité du modèle envisagé, dans notre cas, pour des modèles isotropes, cette variable
est un scalaire,

• de la dépendance de la relation contrainte-déformation vis-à-vis de ce paramètre,
20cette notion de longueur caractéristique sera mis en évidence lors de l'étude de stabilité des états d'équilibres
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1.4. Régularisation par des modèles d'endommagement non-locaux

• de la loi d'évolution du paramètre.
Ainsi, la construction se résume en le choix du paramètre α et des deux fonctions α 7→ A(α) et
α 7→ w(α). Il faut maintenant préciser comment les propriétés mécaniques des modèles d'endom-
magement non-locaux se traduisent en termes des fonctions A(α) et w(α) (pour plus de détails,
on renvoie le lecteur vers les travaux de Lemaitre et Chaboche [LC78], de Francfort et Marigo
[FM93]).

Les propriétés d'écrouissage
Les lois d'écrouissage sont les règles qui caractérisent l'évolution du domaine d'élasticité21 au
cours de la déformation "inélastique"22 (cf �gure 1.6). Les propriétés d'écrouissage des modèles
d'endommagement23 sont elles-mêmes liées à des propriétés de convexité de la fonction d'élasti-
cité α 7→ A(α).

En faisant référence à la �gure (1.6), σ représente le champs des contraintes et ε le champs
des déformations, l'écrouissage étant représenté par le signe de dσ/dε. On parlera d'écrouissage
positif ou durcissement si la quantité dσ/dε est positive, et on parlera d'écrouissage négatif ou
adoucissement si la quantité dσ/dε est négative. Quant à la quantité dε/dα, elle traduit l'évolu-
tion de l'endommagement et doit donc être strictement positive. Comme dε/dα > 0, l'étude du
signe dσ/dε revient à l'étude du signe de dσ/dα.

dur
issement

adou
issement
εe

σ

σe

ε

Fig. 1.6 � Courbe contraintes-déformations

Propriétés des fonctions A et w
Le matériau doit avoir une élasticité positive, soit A(α) > 0. Cette condition peut aussi s'écrire
de façon équivalente : s(α) = A(α)−1 > 0, où s(α) désigne le tenseur de souplesse du matériau
dans un état d'endommagement α. En e�et, la positivité de la fonction A est équivalente à la

21domaine à l'intérieur duquel le comportement est linéaire, c'est-à-dire la relation entre les contraintes et les
déformations est linéaire

22domaine à l'intérieur duquel le comportement est non linéaire, ce qui se traduit par une relation non linéaire
entre les contraintes et les déformations

23le domaine d'élasticité dans l'espace des contraintes croît avec l'endommagement ou non
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positivité de la souplesse.

Puisque le matériau s'assouplit en dissipant de l'énergie quant il s'endommage, on doit alors
véri�er : A′(α) < 0 (ou encore s′(α) > 0) et w′(α) > 0. En e�et, on doit avoir perte de rigidité du
matériau lorsque ce dernier s'endommage, c'est-à-dire que lorsque l'endommagement augmente
la rigidité du matériau diminue. Cela se traduit mathématiquement par la décroissance de la
fonction A en α. La relation A′(α) < 0 induit alors, en terme de souplesse, que s′(α) > 0 car
s′(α) = −A′(α)

A2(α)
. Et en�n, on doit avoir w′(α) > 0 car plus l'endommagement augmente et plus

la dissipation s'ampli�e aussi.

On doit avoir écrouissage en déformation (dε/dα > 0) pour des états d'endommagement homo-
gènes24, c'est-à-dire α̇ > 025. Le critère d'évolution de l'endommagement est donc atteint et il est

donné par la relation 1

2
A′(α)ε · ε +

w′(α)

η
= 026. On en déduit que

√

−ηA′

2w′
=

1

ε
, et en dérivant

cette expression, on obtient
(

√

−ηA′

2w′

)′

= − 1

ε2

dε

dα
. La condition d'écrouissage en déformation,

est alors équivalente à −
(

√

−A′

w′

)′

> 0, soit A′/w′ doit être une fonction croissante en α.

On voudrait aussi que pour ces mêmes états d'endommagement homogènes s′/w′ soit une fonc-
tion croissante de α. On sait que σ = A(α)ε, donc le critère peut se récrire en terme de σ et on

obtient 1

2

A′(α)

A2(α)
σ · σ +

w′(α)

η
= 0, en se rappelant que s′ = −A′(α)

A2(α)
, le critère s'écrit

√

ηs′

2w′
=

1

σ
.

En dérivant cette expression, on obtient alors :
(

√

ηs′

2w′

)′

= − 1

σ2

dσ

dα
. Puisque on doit avoir adou-

cissement en contrainte, on en déduit alors
(

√

s′

w′

)′

> 0, soit s′/w′ une fonction croissante en α.

La construction de modèles d'endommagement se résume désormais à la prise en compte des
conditions suivantes :

Élasticité positive : A(α) > 0, s(α) = A(α)−1 > 0;
Assouplissement et dissipation : A′(α) < 0, s′(α) > 0, w′(α) > 0;
Écrouissage en déformation : w′(α)A′′(α) − w′′(α)A′(α) > 0;
Adoucissement en contrainte : w′(α)s′′(α) − w′′(α)s′(α) > 0.

(1.18)

1.4.3.2 Les propriétés énergétiques : problème d'évolution, problème incrémental

Nous avons vu que pour une structure quelconque, l'énergie totale est donnée par la relation
(1.17). Cette relation est dé�nie pour tout couple (u, α) dans Ct × D avec Ct et D désignant
respectivement l'ensemble des champs de déplacement cinématiquement admissibles et l'ensemble

24les états d'endommagement homogènes sont des solutions observables du problème d'évolution, ils se carac-
térisent par l'endommagement uniforme de tous les points de la structure

25le point ici désigne la dérivée par rapport au temps : α̇ = dα/dt
26cette relation sera démontrée par la suite dans la section 2.4.1.2
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1.4. Régularisation par des modèles d'endommagement non-locaux

des champs d'endommagement admissibles. La densité d'énergie est alors donnée par :

W(ε(u), α) =
1

2
A(α)ε(u) · ε(u) +

w(α)

η
+ Gcη∇α2 (1.19)

où le premier terme est l'énergie élastique volumique, et les deux suivants représentent l'énergie
volumique dissipée.

Il nous reste alors à déterminer le problème quasi-statique d'évolution. Ce dernier consiste à
chercher, à chaque instant t, les champs de déplacement ut , d'endommagement αt véri�ant les
équations d'équilibre, les conditions aux limites, les conditions initiales et la loi d'évolution de
l'endommagement. Autrement dit, en minimisant l'énergie totale27, tout d'abord à t �xé, mais
aussi à α �xé, on obtient le champ de déplacement ut à l'équilibre, à cet instant, pour cet état
de défaut. Puis en l'injectant dans l'expression de l'énergie totale, on détermine le champ αt à
l'instant t à l'aide de la loi d'évolution.

Il est plus facile d'établir et de faire une étude du problème incrémental, c'est-à-dire le problème
obtenu après discrétisation en temps, que le problème d'évolution qui techniquement reste plus
compliqué à étudier. Pour le construire, il faut remplacer la variable temps qui est une variable
continue par une suite discrétisée en temps �ni. Ainsi on parlera d'itération en pas de temps i. Le
problème incrémental consiste alors à trouver pour chaque itération i, les champs de déplacement
et d'endommagement que l'on indexera par i (ui, αi), et qui doivent véri�er :

{

(ui, αi) ∈ Ci ×D
G′

i(ui, αi)(v − ui, β − αi) ≥ 0 ∀(v, β) ∈ Ci ×D (1.20)

avec, en notant P = Gi :

P ′(u, α)(v̂, β̂) = P ′
u(v̂) + P ′

α(β̂)

=

∫

Ω
A(α)ε(u) · ε(v̂)dx −F(v̂)

+

∫

Ω

(

(
1

2
A′(α)ε(u) · ε(u) +

w′(α)

η
)β̂ + 2Gcη∇α∇β̂

)

dx

(1.21)

où P ′(u, α)(v̂, β̂) désigne la dérivée Gâteaux de G en (u, α) dans la direction (v̂, β̂), et Ci et D
désignent respectivement l'ensemble des champs de déplacement cinématiquement admissibles
et l'ensemble des champs d'endommagement admissibles à l'itération i.

Remarque:
Les di�érents problèmes sont couplés entre eux, en e�et la solution à l'itération i + 1 dépend de
la solution à l'itération i, ainsi la résolution se fait par induction à partir de la donnée α0 du
champ d'endommagement initial.

1.4.3.3 Recherche de minima locaux
On se propose dans cette section de donner quelques dé�nitions ou propriétés utiles à l'étude
du problème incrémental. Autrement dit, on se propose de donner les outils nécessaires à la

27nous rappelons ici que l'on envisage uniquement des évolutions quasi-statiques, c'est-à-dire que l'inertie n'est
pas prise en compte, le temps est donc paramétré par des incréments de chargement
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recherche de minimums-locaux de l'énergie totale de la structure.

La recherche d'un minimum local revient à trouver un état d'équilibre localement stable, les
propriétés de stabilité d'un état d'équilibre dépendent du chargement courant28 mais pas de
l'ensemble du processus de chargement. Commençons par donner une dé�nition précise de la
stabilité locale des états d'équilibre d'une structure. Autrement dit, une condition nécessaire et
su�sante pour qu'un déplacement admissible soit un minimum local.

Dé�nition 1.4 On dira qu'un déplacement admissible u d'une structure Ω, soumise à un char-
gement, est un état d'équilibre localement stable s'il existe un voisinage de u (au sens de la norme
choisie) tel que l'énergie totale de la structure E dans cet état soit inférieur à l'énergie totale de
la structure dans tout état admissible de son voisinage :

∃ η(u) > 0,∀v admissible ‖v − u‖ ≤ η(u), v 6= u E(u) < E(v)

Pour la recherche de minimum local, deux étapes sont nécessaires. La première consiste à cher-
cher à quelles conditions un état de la structure est à l'équilibre : c'est la condition nécessaire de
minimum local. La deuxième étape consiste en l'étude de la stabilité des états d'équilibre : c'est
la condition su�sante de minimum local.

Lorsqu'il n'y a pas unicité de la con�guration d'équilibre d'un système sous une sollicitation
donnée, l'étude de leur stabilité fournit un critère de sélection.

Dé�nition 1.5 On dira que la structure Ω est stable au temps t dans son état (u, α) si et seule-
ment si (u, α) est un minimum local unilatéral de l'énergie totale Pt sur Ct × D. En d'autres
termes, on ne peut pas trouver dans un voisinage de (u, α) un état (v, β) admissible avec β ≥ α
ayant une énergie plus petite de celle de l'état (u, α).

Proposition 1.6

Condition nécessaire d'ordre 2 sur la stabilité d'un état d'équilibre :
Un état d'équilibre sera localement stable seulement si P ′′(u, α)(v, β) ≥ 0 pour toutes fonc-
tions (v, β) régulières par morceaux et véri�ant la condition d'ordre 1 P ′(u, α)(v, β) = 0
Condition su�sante d'ordre 2 sur la stabilité d'un état d'équilibre :
Un état d'équilibre sera localement stable seulement si P ′′(u, α)(v, β) > 0 pour toutes fonc-
tions (v, β) régulières par morceaux et véri�ant la condition d'ordre 1 P ′(u, α)(v, β) = 0

Preuve:
Soit (u, α) un état d'équilibre, soit (v, β) des fonctions régulières par morceaux véri�ant les
conditions aux limites du problème. On dé�nit alors u+hv un déplacement admissible et α+hβ
un endommagement admissible avec h > 0 su�samment petit. Alors l'énergie totale de la struc-
ture est deux fois dérivables en (u, α) dans la direction (v, β) et en e�ectuant son développement
limité à l'ordre 2, on obtient :

P(u + hv, α + hβ) − P(u, α) = hP ′(u, α)(v, β) +
h2

2
P ′′(u, α)(v, β) + O(h3) (1.22)

28sous l'hypothèse de quasi-staticité, le temps est paramétré par des incréments de chargement
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Par dé�nition, P ′(u, α)(v, β) ≥ 0. La condition pour que (u, α) soit un minimum local est P(u+
hv, α + hβ) ≥ P(u, α), cette condition est véri�ée, pour h petit, dans les directions (v, β) telles
que P ′(u, α)(v, β) > 0. Dans le cas où P ′(u, α)(v, β) = 0, il faudra alors étudier le terme de
second ordre. Pour de telles directions le développement limité à l'ordre deux devient :

P(u + hv, α + hβ) − P(u, α) =
h2

2
P ′′(u, α)(v, β) + O(h3) (1.23)

et la condition nécessaire pour que l'état (u, α) soit un minium local est P ′′(u, α)(v, β) ≥ 0 pour
h su�samment petit. C'est la condition d'ordre 2 sur la stabilité locale des états d'équilibre.

¦
Remarques:

• Il est important de rappeler que le caractère de stabilité d'un état est étroitement lié au
type de sollicitation imposée à la structure. Ainsi, un même état pourra être stable dans
des conditions de déplacement imposé et instable pour des conditions de force imposée.

• Si la dérivée seconde s'avérait être nulle, il faudrait faire une étude plus poussée et aller
chercher la dérivée troisième29.

29on se contentera pour notre étude sur la stabilité du calcul de la dérivée seconde
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Chapitre 2. Étude de modèles d'endommagement non-locaux : la barre en traction

Introduction
L'objet de ce chapitre est de dégager des propriétés génériques liées aux di�érents modèles d'en-
dommagement pris, pour cela, on prendra pour exemple l'étude de la barre en traction. Dans un
premier temps, nous présenterons le problème et sa formulation variationnelle. Par la suite nous
introduirons le problème d'évolution puis nous comparerons les résultats d'existence, d'unicité
et de stabilité des solutions obtenues sur di�érentes familles de modèles d'endommagement dont
l'une a la particularité d'avoir la même réponse contrainte-déformation alors que ses propriétés
de stabilité sont di�érentes. L'accent est tout particulièrement mis sur la notion de stabilité des
états homogènes30 et des états non homogènes31. Il s'avère que ces propriétés sont décisives quant
à l'évaluation de la pertinence d'un modèle.

2.1 Présentation du problème et formulation variationnelle
On considère une barre élastique homogène dont la con�guration naturelle de référence est Ω =
(0, L) (cf �gure 2.1 ). Cette barre est encastrée à son extrémité x = 0 et soumise à un déplacement
contrôlé croissant à l'autre extrémité x = L.

u(0) = 0 et u(L) = tL (2.1)

La déformation moyenne imposée t joue le rôle du temps. Le module d'Young de la barre est E0,
et la loi de comportement a�ectée par l'endommagement s'écrit simplement :

σ = A(α)u′

où u′ désigne la dérivée spatiale de u. Ici, on suppose que la barre est homogène, donc, E0 est
une constante indépendante de x et A ne dépend pas explicitement de x mais uniquement que
de α.

L0

Fig. 2.1 � Barre en traction

Pour e�ectuer l'étude de cette exemple, on choisit un modèle d'endommagement non-local uni-
dimensionnel dans lequel la variable d'endommagement est représentée par α. Le comportement
de la structure au point x est caractérisé par une densité d'énergie de déformation W qui dépend
des déformations u′, de l'endommagement α et du gradient d'endommagement α′. Cette dernière
est donnée par la relation suivante :

W(u′, α, α′) =
1

2
A(α)u′2 +

w(α)

η
+ Gcηα′2 (2.2)

Le critère d'endommagement de la barre est obtenu à partir de la formulation variationnelle du
problème. On se propose, dans un premier temps, de rappeler brièvement les ingrédients de base
de cette dernière.

30dans un cadre général et au travers de quelques exemples
31par une étude qualitative du plan de phase
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Soient Ct et D respectivement l'espace a�ne des champs de déplacement admissibles au temps t
et l'espace des cônes convexes des endommagements admissibles :

Ct = {v ∈ H1(0, L) : v(0) = 0, v(L) = tL}
D = {β ∈ H1(0, L) : β(x) ≥ 0} (2.3)

où H1(0, L) désigne l'espace de Sobolev d'ordre 1 dé�ni sur (0, L). Cet espace contient toutes
les fonctions de carré intégrable dé�nies sur (0, L) et dont le carré des dérivées premières est
intégrable.

Pour des raisons de simplicité, les forces extérieures seront considérées nulles ici. Ainsi, pour tout
état (u, α) admissible au temps t, l'énergie totale de la barre s'écrit :

Pt(u, α) =

∫ L

0
W(u′, α, α′)dx (2.4)

Notons que l'énergie de déformation Pt dépend du gradient d'endommagement. Il s'agit mainte-
nant d'établir une loi d'évolution de l'endommagement, au niveau de la structure32.

2.2 Problème d'évolution
2.2.1 Cas général
Le problème quasi-statique d'évolution postulé consiste à chercher, à chaque instant t les champs
de déplacement ut ∈ Ct et d'endommagement αt ∈ D véri�ant les équations d'équilibre, les condi-
tions aux limites, les conditions initiales et la loi d'évolution de l'endommagement33, autrement
dit, véri�ant :

P ′
t(ut, αt)(v − u̇t, β − α̇t) ≥ 0 ∀(v, β) ∈ C1 × D (2.5)

où u̇t et α̇t désignent respectivement les dérivées en temps du champs de déplacement et du
champ d'endommagement, quant à C1, il désigne l'ensemble de vitesses cinématiquement admis-
sibles à l'instant t.

En supposant que la barre est saine au temps t = 0, c'est-à-dire que la barre ne présente aucune
�ssure ni de défaut au temps t = 0, le problème d'évolution s'écrit :

Pour t > 0, trouver un état (ut, αt) ∈ Ct × D tel que
(u̇t, α̇t) ∈ C1 × D et P ′

t(ut, αt)(v − u̇t, β − α̇t) ≥ 0 ∀(v, β) ∈ C1 × D
(2.6)

avec α(x) = 0 comme condition initiale pour t = 0 et l'expression de P ′
t(ut, αt) est donnée par :

P ′
t(ut, αt)(v̂, β̂) =

∫ L

0
A(αt)u

′
tv̂

′dx

+

∫ L

0
(
1

2
A′(αt)u

′2
t +

w′(αt)

η
)β̂dx

+

∫ L

0
2Gcηα′

tβ̂
′dx

(2.7)

32loi non locale
33cette loi d'évolution de l'endommagement sera explicitée dans le suite
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Pour des raisons d'équilibre, la contrainte σ est nécessairement uniforme dans la barre.
En e�et, en insérant β = α̇t et v = u̇t + w, avec w ∈ H1

0 (0, L) = {w ∈ H1(0, L) : w(0) =
0, w(L) = 0}, dans (2.6), on obtient la formulation variationnelle de l'équilibre de la barre :

∫ L

0
A(αt)u

′
tw

′dx = 0 ∀w ∈ H1
0 (0, L) (2.8)

On intègre par partie, l'équation précédente, et on obtient :
∫ L

0
(A(αt)u

′
t)
′wdx = 0 ∀w ∈ H1

0 (0, L)

Cette équation étant vraie pour tout w, on obtient :

(A(αt)u
′
t)
′ = 0 ce qui implique A(αt)u

′
t = cste or σ = A(αt)u

′
t

donc le tenseur des contraintes est constant. En intégrant l'équation précédente et en tenant
compte des conditions limites (2.1), on en déduit que :

tL = ut(L) − ut(0) =

∫ L

0
σs(αt)dx

Dans la suite et par souci d'allégement des notations, on introduit la moyenne de g sur [0, L]
que l'on note < g > et on désigne par s(αt)(= A−1(αt)) le tenseur de souplesse de la barre. La
contrainte et la déformation dans la barre sont alors récrites sous la forme condensée suivante :

σ = tL
1

< s(αt) >
et u′

t = tL
s(αt)

< s(αt) >
(2.9)

Dans l'équation qui régit le problème d'évolution, on peut éliminer ut et ainsi rester avec une
fonctionnelle ne dépendant que de la variable d'endommagement. En e�et, en insérant v = u̇t

dans (2.6) et utilisant l'expression de ut donnée dans (2.9), on aboutit ainsi à une loi d'évolution,
pour l'endommagement, sous la forme d'une inéquation variationnelle :

P ′(αt)(β̂) =

∫ L

0

(

1

2
σ2 A′(αt)

A2(αt)
β̂ +

w′(αt)

η
β̂ + 2Gcηα′

tβ̂
′

)

dx ≥ 0 ∀β̂ ≥ 0 (2.10)

Proposition 2.1 Le problème d'évolution (2.10) est équivalent à :

Condition d'irréversibilité : α̇t ≥ 0 (2.11)

Critère si α̇t = 0 alors :
σ2

2

A′(αt)

A(αt)2
+

w′(αt)

η
− 2Gcηα′′

t ≥ 0 (2.12)

C. L. : α′
t(0) ≤ 0 et α′

t(L) ≥ 0 (2.13)

Critère si α̇t > 0 alors :
σ2

2

A′(αt)

A(αt)2
+

w′(αt)

η
− 2Gcηα′′

t = 0 (2.14)

C. L. : α′
t(0) = 0 et α′

t(L) = 0 (2.15)

Preuve:
Après intégration par partie de l'équation (2.10), on obtient :

P ′(αt)(β̂) =

∫ L

0

(

1

2
σ2 A′(αt)

A2(αt)
+

w′(αt)

η
− 2Gcηα′′

t

)

β̂dx + 2
[

Gcηα′
tβ̂

]L

0
≥ 0 (2.16)
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2.2. Problème d'évolution

ce qui peut encore s'écrire comme :

P ′(αt)(β − α̇t) =

∫ L

0

(

1

2
σ2 A′(αt)

A2(αt)
+

w′(αt)

η
− 2Gcηα′′

t

)

(β − α̇t)dx

+ 2
[

Gcηα′
t(β − α̇t)

]L

0
≥ 0

(2.17)

En tenant compte de l'irréversibilité de l'endommagement, qui se traduit par α̇t =
dαt

dt
≥ 0 ,

deux cas doivent être étudiés :
1. Cas α̇t = 0 : comme β doit satisfaire la dé�nition de l'espace D, cette dernière est toujours

positive ainsi, l'inéquation variationnelle implique :
1

2
σ2 A′(αt)

A2(αt)
+

w′(αt)

η
− 2Gcηα′′

t ≥ 0 dans (0, L) (2.18)

avec les conditions aux limites :

α′
t(0) ≤ 0 et α′

t(L) ≥ 0

2. Cas α̇t > 0 : en choisissant di�érentes fonctions test34 β à savoir β = 2α̇t et β =
1

2
α̇t avec

β nulle au bord, l'inéquation variationnelle se transforme en une équation variationnelle
qui s'écrit :

1

2
σ2 A′(αt)

A2(αt)
+

w′(αt)

η
− 2Gcηα′′

t = 0 dans (0, L) (2.19)

avec les conditions aux limites :

α′
t(0) = 0 et α′

t(L) = 0

¦
Pour plus de détails le lecteur intéressé pourra se référer à [Lue73].

Remarques:
• La condition aux limites en α′

t n'est pas mentionnée de manière explicite dans la dé�ni-
tion de la formulation variationnelle. En revanche, elle a été déduite de la démonstration
donnée ci dessus. Sa véri�cation est donc une conséquence directe de la satisfaction de la
formulation faible.

• On pourrait évidemment forcer d'autres conditions aux limites sur le champ d'endomma-
gement. Par exemple, on peut imposer à αt d'être nulle sur le bord ce qui obligerait la
structure à ne pas s'endommager sur le bord. Même si l'apparition de telles conditions aux
limites restent tout à fait concevables, leur prise en compte entraînerait leur apparition
dans l'espace de dé�nition et compliquerait alors les calculs. On se limitera donc ici aux
conditions dites naturelles obtenues par la satisfaction de la formulation faible.

Corollaire 2.2 Le critère d'évolution de l'endommagement peut aussi s'écrire :






α̇

(

σ2

2

A′(αt)

A(αt)2
+

w′(αt)

η
− 2Gcηα′′

t

)

= 0 dans (0, L)

α̇α′
t = 0 en x = 0 et en x = L

(2.20)

34raisonnement classique en calcul des variations
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Chapitre 2. Étude de modèles d'endommagement non-locaux : la barre en traction

Preuve:
La preuve de ce Corollaire découle directement de la Proposition (2.1).

¦

2.2.2 Cas particulier : quelques familles de modèles d'endommagement
On propose dans la suite d'introduire quelques familles de modèles d'endommagement non-
locaux a�n de faciliter les calculs analytiques et numériques dans un premier temps puis pour
en faire une étude comparative dans un second temps. On montrera aussi que ces modèles d'en-
dommagement non-locaux se comportent sensiblement di�éremment en terme de minima locaux.

Modèle 1 : A(α) =
E0

(1 + α)2
et w(α) = Gcα

Modèle 2 : A(α) = E0(1 − α)2 et w(α) = Gc
α2

4

Modèle 3 : A(α) = E0(1 − α)2 et w(α) = Gc

(

3

8

)2

α

Modèle 4 : A(α) = E0(1 − α) et w(α) = Gc
α2

4

Modèle 5 : A(α) = E0(1 − α)p et w(α) = kc

(

3

8

)2
(

1 −
√

(1 − α)p
)

et p > 0

La première famille de modèles35 a été construite de sorte que les calculs analytiques puissent
être développés, l'endommagement variant de 0 à +∞. On remarque que cette famille ne res-
pecte pas les propriétés liées à la Γ−convergence, données par la proposition (1.3). Cependant,
elle reste un cas de modèle d'endommagement non-local facile36 à étudier. Les familles de mo-
dèles (2), (3) et (4) respectent cette fois les propriétés de Γ−convergence et sont numériquement
implémentables, pour ces modèles l'endommagement varie de 0 à 1. La famille de modèle (5),
indexée par p, et dont l'endommagement varie de 0 à 1, a été construite de sorte que tous (quel
que soit p) donnent la même réponse contrainte-déformation.

Remarques:
• La première famille de modèle d'endommagement ne respecte pas les propriétés liées à la

Γ−convergence car l'endommagement varie de 0 à +∞ et par conséquent la fonction w
n'est pas d'intégrale �nie37.

• Le deuxième modèle a été introduit par Ambrosio et Torterelli [AT90] comme la régularisée
du problème de segmentation d'image dit problème de Mumford et Shah [?] (ce dernier
a fait l'objet de nombreuses études de la part de l'école italienne de De Giorgi on cite
entre autres : Ambrosio, Dal Maso, Tortorelli [[AT92], [DM93], [DMMS92]]). Puis ce mo-
dèle a été repris par Bourdin pour régulariser les problèmes de mécanique de la rupture
fragile. Facile d'implémentation numérique, il reste le modèle le plus utilisé en matière
de régularisation puisque la variable d'endommagement α est dé�nie naturellement dans
W 1,2(Ω = [0, L]; [0, 1]).

35pour plus de détails on renvoie le lecteur intéressé vers [FM93], [BM07]
36la facilité est intimement liée au fait qu'un certain nombre de calculs analytiques peuvent s'e�ectuer avec ce

modèle
37ce qui viole l'une des propriétés de la proposition 1.3
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2.2. Problème d'évolution

• Le troisième et le quatrième modèles ont été introduits de manière heuristique. Ces modèles
possèdent les bonnes propriétés de Γ-convergence, néanmoins d'un point de vue numérique,
ils présentent une di�culté38, en e�et, la variable d'endommagement α est dé�nie dans
W 1,2(Ω = [0, L]; [0, 1]) et les contraintes sur α doivent être pris dans la modèlisation du
problème.

• La cinquième famille de modèles respecte la propriété de normalisation qui permettra la
Γ-convergence vers le bon modèle de rupture. En e�et, la constante kc = k Gc (dont
l'expression sera explicitée ultérieurement) a été introduite a�n de véri�er ces propriétés.

Dans les parties suivantes, nous allons regarder pour chaque modèles : dans un premier temps
les propriétés d'écrouissage puis par la suite le critère d'endommagement.

On rappelle que le critère d'endommagement pour des états homogènes39, c'est-à-dire des états
d'endommagement ne dépendant pas de la variable d'espace x (α′

t = 0), est donné par la relation
suivante :

1

2
A′(αt)ε

2 +
w′(αt)

η
= 0 ⇒ ε2 = −2

w′(αt)

ηA′(αt)

Ainsi, la relation contrainte-déformation est donnée par :

σ = A(αt)ε ⇒ σ2 = −2A2(αt)
w′(αt)

ηA′(αt)
⇒ σ =

√

2
w′(αt)

ηs′(αt)

On rappelle que la relation dε

dα
> 0 traduit l'écrouissage en déformation positif alors que la

relation dσ

dα
< 0 traduit l'écrouissage en contrainte négatif. Dès lors, nous allons détailler ces

calculs et par conséquent expliciter les propriétés de chaque modèle.

2.2.2.1 Le Modèle 1
Les fonctions A, w, A′ et w′ sont données par les expressions suivantes :

A(α) =
E0

(1 + α)2
⇒ A′(α) = −2

E0

(1 + α)3
et w(α) = Gcα ⇒ w′(α) = Gc

En remplaçant ces expressions dans celle de l'écrouissage en déformation et celle de l'écrouissage
en contrainte, nous obtenons :

dε

dα
=

3

2

√

Gc

ηE0
(1 + α) > 0 et dσ

dα
= −1

2

√

GcE0

η

1

(1 + α)3
< 0

Au vu des résultats, ce modèle est adoucissant. Le problème d'évolution de l'endommagement
de ce modèle est donné par :

Condition d'irréversibilité : α̇t ≥ 0

Critère si α̇t = 0 alors : −2Gcηα′′
t − σ2

E0
αt ≥

σ2

E0
− Gc

η
C. L. : α′

t(0) ≤ 0 et α′
t(L) ≥ 0

Critère si α̇t > 0 alors : −2Gcηα′′
t − σ2

E0
αt =

σ2

E0
− Gc

η
C. L. : α′

t(0) = 0 et α′
t(L) = 0

38par rapport au modèle précédent
39tel que α̇t > 0
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Chapitre 2. Étude de modèles d'endommagement non-locaux : la barre en traction

2.2.2.2 Le Modèle 2
Pour ce second modèle, les fonctions A, w, A′ et w′ sont données par les expressions suivantes :

A(α) = E0(1 − α)2 ⇒ A′(α) = −2E0(1 − α) et w(α) = Gc
α2

4
⇒ w′(α) = Gc

α

2

En injectant ces expressions dans celles des écrouissages en déformation et en contrainte, nous
obtenons :

dε

dα
=

1

2

√

Gc

2ηE0

1

α(1 − α)3
> 0 et dσ

dα
=

1

2

√

GcE0

2η

((1 − α)2(1 − 4α))
√

α(1 − α)3

L'écrouissage en contrainte est négatif si et seulement si (1 − 4α) < 0, autrement dit ce modèle
présente deux phases : une première phase où le modèle est durcissant tant que l'endommage-
ment est inférieur à 1

4
et une seconde phase où il devient adoucissant pour un endommagement

supérieur à 1

4
. Le problème d'évolution de l'endommagement de ce modèle est donné par :

Condition d'irréversibilité : α̇t ≥ 0

Critère si α̇t = 0 alors : − σ2

E0

1

(1 − αt)3
+

Gc

2η
αt − 2Gcηα′′

t ≥ 0

C. L. : α′
t(0) ≤ 0 et α′

t(L) ≥ 0

Critère si α̇t > 0 alors : − σ2

E0

1

(1 − αt)3
+

Gc

2η
αt − 2Gcηα′′

t = 0

C. L. : α′
t(0) = 0 et α′

t(L) = 0

2.2.2.3 Le Modèle 3
Les expressions des fonctions A, w, A′ et w′ sont données par les relations suivantes :

A(α) = E0(1−α)2 ⇒ A′(α) = −2E0(1−α) et w(α) = Gc

(

3

8

)2

α ⇒ w′(α) = Gc

(

3

8

)2

En injectant ces expressions dans celles de l'écrouissage en déformation et de l'écrouissage en
contrainte, nous obtenons :

dε

dα
=

3

16

√

Gc

ηE0

1

(1 − α)3
> 0 et dσ

dα
= − 9

16

√

GcE0

η
(1 − α) < 0

C'est un modèle adoucissant. Le problème d'évolution de l'endommagement de ce modèle est
donné par :

Condition d'irréversibilité : α̇t ≥ 0

Critère si α̇t = 0 alors : − σ2

E0

1

(1 − αt)3
+

Gc

η

(

3

8

)2

− 2Gcηα′′
t ≥ 0

C. L. : α′
t(0) ≤ 0 et α′

t(L) ≥ 0

Critère si α̇t > 0 alors : − σ2

E0

1

(1 − αt)3
+

Gc

η

(

3

8

)2

− 2Gcηα′′
t = 0

C. L. : α′
t(0) = 0 et α′

t(L) = 0

34



2.2. Problème d'évolution

2.2.2.4 Le Modèle 4
Les fonctions A, w, A′ et w′ sont données par les expressions suivantes :

A(α) = E0(1 − α) ⇒ A′(α) = −E0 et w(α) = Gc
α2

4
⇒ w′(α) = Gc

α

2

En remplaçant ces expressions dans celle de l'écrouissage en déformation et celle de l'écrouissage
en contrainte, nous obtenons :

dε

dα
=

1

2

√

Gc

ηE0

1

α
> 0 et dσ

dα
=

1

2

√

GcE0

η

((1 − α)(1 − 3α))
√

α(1 − α)2

L'écrouissage en contrainte est négatif si et seulement si (1 − 3α) < 0, autrement dit ce modèle
présente, comme le modèle 2, deux phases : une première phase où le modèle sera durcissant tant
que l'endommagement est inférieur à 1

3
et une seconde phase où il devient adoucissant pour un

endommagement supérieur à 1

3
. Le problème d'évolution de l'endommagement de ce modèle est

donné par :

Condition d'irréversibilité : α̇t ≥ 0

Critère si α̇t = 0 alors : − σ2

2E0

1

(1 − αt)2
+

Gc

2η
αt − 2Gcηα′′

t ≥ 0

C. L. : α′
t(0) ≤ 0 et α′

t(L) ≥ 0

Critère si α̇t > 0 alors : − σ2

2E0

1

(1 − αt)2
+

Gc

2η
αt − 2Gcηα′′

t = 0

C. L. : α′
t(0) = 0 et α′

t(L) = 0

2.2.2.5 La famille de Modèles 5
Cette famille de modèles a été construite de sorte que tous (quel que soit l'indice p) donnent la
même réponse contrainte-déformation que le modèle 3. Pour construire cette famille, on considère
le modèle (3), son équation d'évolution (dans le cas de solution homogène) est donnée par :

1

2
ηA′(α)ε2 + w′(α) = 0

d'où
(1 − α) =

(

3

8

)2 Gc

ηE0

1

ε2

Ainsi la relation contrainte déformation du modèle (3) est donnée par :

σ = E0

(

3

8

)4 (

Gc

ηE0

)2 1

ε3

Or la famille de modèles (5) a pour tenseur de rigidité A(α) = E0(1 − α)p, cette fonction est
indexée par p, et l'expression du tenseur des contraintes est alors donnée par :

σ = E0(1 − α)pε = E0

(

3

8

)4 (

Gc

ηE0

)2 1

ε3
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Chapitre 2. Étude de modèles d'endommagement non-locaux : la barre en traction

On en déduit que l'expression de tenseur des déformations en fonction de l'endommagement est
donnée par :

ε2 =

(

3

8

)2 Gc

ηE0
(1 − α)−

p
2

Il nous reste à déterminer la fonction w, cette dernière est donnée par la loi d'évolution, c'est-à-
dire :

w′ = −1

2
ηA′ε2

d'où :
w′ =

p

2
Gc

(

3

8

)2

(1 − α)
p
2
−1

Après intégration et en utilisant la propriété w(0) = 0 que doit véri�er la fonction w, on obtient :

w(α) =

(

3

8

)2

Gc

(

1 −
√

(1 − α)p
)

Remarque:
Ce modèle a bien la même réponse contrainte-déformation, cependant il a perdu la propriété
de normalisation qui permet une convergence vers la bonne énergie de surface, à savoir :

4

∫ 1

0

√

w(α)dα = 1

k

p1

2

Fig. 2.2 � Représentation de la constante k en fonction de l'indice p
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2.2. Problème d'évolution

Pour y remédier on propose d'introduire une autre expression de w

w(α) =

(

3

8

)2

kc(1 −
√

(1 − α)p) ⇒ kc = kGc

Il reste donc à calculer l'expression de k du modèle, pour ce faire, il faut que :

k =









2

3

1
∫ 1

0

√

1 −
√

(1 − α)pdα









2

Cette constante k permet la normalisation de la fonctionnelle w a�n d'avoir Γ-convergence de
l'énergie totale vers le problème de rupture. On remarque que hormis pour certaines valeurs de
p, le calcul analytique semble être très di�cile (voir impossible), le calcul numérique de cette
intégrale s'impose. Pour ce faire, il su�t d'utiliser l'une des nombreuses méthodes d'intégration
qui existent dans la littérature (cf �gure 2.2 où nous avons représenté la constante k en fonction
de l'indice p).

Remarque:
En prenant p = 2 dans la famille de modèles (5), on obtient k = 1 et on retombe ainsi sur
le modèle (3).

Pour cette famille de modèles, les fonctions A, w, A′ et w′ sont données par les expressions
suivantes :

A(α) = E0(1 − α)p ⇒ A′(α) = −pE0(1 − α)p−1

et
w(α) = kc

(

3

8

)2
(

1 −
√

(1 − α)p
)

⇒ w′(α) = kc
p

2

(

3

8

)2

(1 − α)
p
2
−1

En combinant ces expressions avec les propriétés d'écrouissage en déformation et en contrainte,
nous obtenons :

dε

dα
=

3p

32

√

kc

ηE0
(1 − α)

p
4
−1 > 0 et dσ

dα
= −9p

32

√

kcE0

η
(1 − α)

3p
4
−1 < 0

On en déduit que ce modèle est adoucissant et le problème d'évolution de l'endommagement est
donné par :

Condition d'irréversibilité : α̇t ≥ 0

Critère si α̇t = 0 alors : − σ2p

2E0
(1 − αt)

−p−1 +

(

3

8

)2 kcp

2η
(1 − αt)

p
2
−1 − 2kcηα′′

t ≥ 0

C. L. : α′
t(0) ≤ 0 et α′

t(L) ≥ 0

Critère si α̇t > 0 alors : − σ2p

2E0
(1 − αt)

−p−1 +

(

3

8

)2 kcp

2η
(1 − αt)

p
2
−1 − 2kcηα′′

t = 0

C. L. : α′
t(0) = 0 et α′

t(L) = 0
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Chapitre 2. Étude de modèles d'endommagement non-locaux : la barre en traction

2.2.3 Problème incrémental
Le problème d'évolution pose des di�cultés d'ordre technique, puisqu'il s'agit d'un problème
continu en temps. L'établissement de résultats précis d'existence, d'unicité et de régularité des
solutions semble donc être di�cile. Il est par contre plus facile d'en établir sur le problème in-
crémental, c'est-à-dire le problème obtenu après discrétisation en temps40. D'un point de vue
numérique, c'est le problème incrémental qui est toujours résolu.

Pour construire ce problème incrémental, il su�t de remplacer la variable de temps continu t
par une suite (discrète) de temps que l'on notera aussi t, on parlera alors d'étape ou de pas de
temps t. Le problème incrémental consiste alors à trouver, les champs ui et αi (à t �xé au temps
ti) véri�ant :

P ′
i(ui, αi)(v − ui, β − αi) ≥ 0 ∀(v, β) ∈ C1 × D (2.21)

En utilisant l'expression de ui et grâce à l'équilibre de la barre à l'instant ti, la dérivée première
directionnelle est une forme linéaire dé�nie sur H1(0, L) par

P ′(α)(β) =

∫ L

0

(

1

2

t2L2

< s(α) >2

A′(α)

A2(α)
β +

w′(α)

η
β + 2Gcηα′β′

)

dx ≥ 0 (2.22)

Ainsi, les problèmes aux di�érentes étapes sont couplés, la solution à une étape dépend de la
solution à l'étape précédente. Leur résolution se fait donc par induction à partir de la donnée α0

du champ d'endommagement initial.

2.3 Possibilité de non existence avec forces imposées : champs
limités

L'objectif de cette section est d'établir un résultat de non existence des solutions au problème
incrémental. Pour cela, nous envisageons une structure à forces volumiques imposées, constituée
d'un matériau adoucissant. La structure ne pourra pas supporter n'importe quel chargement et
on se retrouve ainsi avec une contrainte de charge limite. Pour montrer ce résultat, nous repre-
nons le même exemple de la barre en traction, �xée à une extrémité mais soumise à une force à
son autre extrémité et les forces extérieures linéiques seront prises nulles.

L'équilibre impose que la contrainte soit uniforme sur toute la barre. En appelant cette dernière
σ, le critère d'endommagement s'écrit :

σ2

2

A′(α)

A(α)2
+

w′(α)

η
− 2Gcηα′′ ≥ 0 dans (0, L) (2.23)

En utilisant l'expression de la souplesse, ce critère peut encore se lire comme :

−σ2

2
s′(α) +

w′(α)

η
− 2Gcηα′′ ≥ 0 dans (0, L) (2.24)

En intégrant cette équation sur le domaine [0, L], on obtient :

−σ2

2
< s′ > +

< w′ >

η
− 2Gcη < α′′ >≥ 0 (2.25)

40le problème obtenu est pour un temps t �xé
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2.4. Non unicité et critère de stabilité

Puisque les conditions aux limites véri�ent α′(0) = 0 et α′(L) = 0, alors < α′′ >= 0, ce qui nous
conduit à :

σ2 ≤ 2

η

< w′ >

< s′ >
= h(α) (2.26)

Or on sait que pour un matériau adoucissant, l'écrouissage en contrainte est négatif, ce qui nous
implique que la dérivée de la fonction h est elle aussi négative et que par conséquent < w′ >

< s′ >
est

une fonction décroissante. Son maximum est atteint en α = 0. On a donc la majoration suivante :

σ2 ≤ 2
w′(0)

ηs′(0)
= σ2

0 (2.27)

Ainsi, on constate que la barre ne pourra supporter une traction plus grande que celle obtenue
par la contrainte critique de premier endommagement c'est-à-dire σ0. Autrement dit, comme les
contraintes ne peuvent sortir du domaine d'élasticité initial, la structure ne pourra pas supporter
n'importe quel force.

2.4 Non unicité et critère de stabilité
La non unicité est facile à mettre en évidence puisque le problème incrémental est mal posé et
peut admettre une in�nité de solutions. Pour le montrer, il su�t de reprendre le problème de
traction simple de la barre à déplacement imposé. Il est alors possible de construire une in�nité
de solutions au problème incrémental, en jouant sur les zones avec décharge élastique. En réa-
lité tout provient du fait que l'on ne contrôle pas la déformation en chaque point de la barre,
mais seulement la déformation moyenne de cette dernière. Et comme pour un même niveau de
contrainte, plusieurs valeurs de la déformation sont possibles, on peut engendrer ainsi une in�nité
de solutions.

Il reste alors la question de la stabilité des solutions. Cette non unicité de solution serait sup-
portable si le critère de stabilité permettait d'en rejeter et d'en retenir quelques-unes. A�n de
mieux comprendre ce qui se passe, on se propose de détailler le calcul de ces di�érentes réponses
et d'introduire le critère de stabilité pour le problème de la barre.

2.4.1 Non Unicité
Pour notre exemple de la barre en traction, �xée à une extrémité et soumise à un déplacement
imposé à son autre extrémité et avec des forces extérieures linéiques nulles, la réponse est d'abord
élastique. Puis à un instant tc tous les points de la barre atteignent le seuil d'endommagement
et donc sont susceptibles de s'endommager. A partir de cet instant, on peut envisager di�érentes
solutions comme par exemple la solution uniforme ou encore une solution avec localisation de
l'endommagement. Revenons tout d'abord sur la solution élastique.

2.4.1.1 La réponse élastique
Au début, la réponse est évidemment élastique. La barre est saine donc l'endommagement est
nul (α(x) = 0). De plus, pendant cette phase on a α̇ = 0. Ainsi, l'équilibre nous donne :

u′ = tL
s(α)

< s(α) >
or α(x) = 0 ⇒ u′ = tL

1

< 1 >
= t (2.28)
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Chapitre 2. Étude de modèles d'endommagement non-locaux : la barre en traction

En injectant la relation obtenue par l'équilibre, la loi seuil devient :

1

2
A′(α)t2 +

w′(α)

η
≥ 0 ⇒ t2 ≤ −2

η

w′(α)

A′(α)
(2.29)

d'où :
t2 ≤ −2

η

w′(0)

A′(0)
= t2c (2.30)

Quand t > tc, la réponse élastique n'est plus viable et nécessairement la barre s'endommage.
Toutefois, du fait de l'adoucissement, plusieurs évolutions sont possibles. Commençons par envi-
sager la réponse homogène.

2.4.1.2 La réponse homogène
L'état homogène est caractérisé par un champ de déplacement linéaire u(x) = tx et un champ
d'endommagement uniforme (indépendant de x) α(x) = α. On se place à un instant t où le
critère d'endommagement est atteint en tout point de la barre. Dans ce cas α̇ > 0 et α′(x) = 0,
ainsi le critère seuil est donné par l'égalité suivante :

1

2
A′(α)u′2 +

w′(α)

η
= 0 (2.31)

d'où
ε2 = u′2 = t2 = −2

w′(α)

ηA′(α)
(2.32)

Comme le tenseur des contraintes est égal à A(α)ε(u), on obtient

σ2 = 2
w′(α)

ηs′(α)

2.4.1.3 La réponse avec localisation de l'endommagement
La complexité à mettre en évidence cette localisation est uniquement liée au fait que le problème
d'évolution général est très compliqué à étudier analytiquement. C'est pour cela que par la suite
nous nous contenterons de faire cette étude41 sur la classe de modèle (1)42. Pour ce modèle, le
critère d'endommagement s'écrit :

Condition d'irréversibilité : α̇ ≥ 0 (2.33)

Critère si α̇ = 0 alors : −2Gcηα′′ − σ2

E0
α ≥ σ2

E0
− Gc

η
(2.34)

C. L. : α′(0) ≤ 0 et α′(L) ≥ 0 (2.35)

Critère si α̇ > 0 alors : −2Gcηα′′ − σ2

E0
α =

σ2

E0
− Gc

η
(2.36)

C. L. : α′(0) = 0 et α′(L) = 0 (2.37)

41naissance de pustule sur un domaine de la barre
42l'étude de cette réponse avec localisation de l'endommagement sera donnée pour les autres modèles numéri-

quement dans la section 2.6
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2.4. Non unicité et critère de stabilité

On cherche maintenant une solution où la barre s'endommage sur un petit intervalle de longueur
variable que l'on notera 2d centré en un point �xe arbitraire que l'on notera x0 (cf �gure 2.3).
L'endommagement est nul à l'extérieur de ce segment. Comme le champ d'endommagement est
continu, aux extrémités, le champ d'endommagement et sa dérivée spatiale sont nuls.

α̇ = 0α̇ = 0

α(x) = 0

α̇ > 0

α(x) = 0

x0x0 − d x0 + d

Fig. 2.3 � Croissance d'un pustule

Dans l'intervalle [x0 − d, x0 + d]43, le critère d'endommagement est une égalité. En posant
ξ2 =

σ2

2ηGcE0
, ce critère s'écrit :

Critère : α′′ + ξ2α = −ξ2 +
1

2η2
(2.38)

C. L. : α(x0 ± d) = 0 et α′(x0 ± d) = 0 (2.39)

C'est une équation di�érentielle d'ordre deux dont la solution générale est de la forme :

α(x) =
1

2η2ξ2
− 1 + A cos(ξ(x − x0)) + B sin(ξ(x − x0)) (2.40)

Avec les conditions aux limites :

α(x0 ± d) = α′(x0 ± d) = 0,

la répartition de l'endommagement, qui est un pustule de largeur 2d, s'écrit :

1 + α(x) =
1

2η2ξ2
+

(

1

2η2ξ2
− 1

)

cos(ξ(x − x0)) (2.41)

avec
d =

π

ξ

soit encore :
α(x) = 2

(

1

2η2ξ2
− 1

)

cos2(
π

2d
(x − x0)) (2.42)

avec
d =

π

ξ

43c'est-à-dire l'intervalle où le seuil d'endommagement est atteint
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Chapitre 2. Étude de modèles d'endommagement non-locaux : la barre en traction

Remarques:
• Le pustule a une largeur initiale 2d = 2πξ non nulle et indépendante du centre x0, ce qui

exige que la longueur de la barre soit supérieure à 2πξ pour que le pustule puisse naître,
d'où σ ≥ 2π

L

√

2ηGcE0 et d'après la contrainte sur σ obtenue lors du calcul de la phase
élastique, on en déduit que η doit être assez petit pour que cette condition soit véri�ée.

• De plus, en prenant x0 su�samment proche du milieu de la barre, on a construit une
solution autre que la solution uniforme au problème d'évolution (pour t voisin de tc). En
réalité lorsque l'on construit cette solution (indépendante du choix du centre x0), on en
construit une in�nité.

Avec le temps, ce pustule va s'étendre (d croît) et s'ampli�er (α croît). Il va atteindre un des
deux bords à un instant que l'on peut calculer grâce à (2.9). Il peut alors continuer à évoluer tout
en gardant sa forme de pustule mais en déplaçant son centre ou alors ce pustule peut continuer à
augmenter sur ces bords jusqu'à revenir vers une solution uniforme. On peut même envisager la
croissance de demi-pustules aux extrémités de la barre. On peut aussi envisager la naissance d'un
pustule à partir d'une réponse homogène, c'est-à-dire une bifurcation de la branche homogène.

2.4.2 Critère de stabilité
Comme nous avons pu le voir à la section précédente, une in�nité de solutions à ce problème
d'évolution est engendrée. Cette non unicité de la solution n'est pas un problème si un critère
nous permet d'en selectionner quelques unes. Le critère de stabilité permettrait de faire cette
sélection. Introduit au chapitre 1, nous proposons ici de rappeler les principales propriétés de ce
dernier.
L'énergie totale s'écrit :

P(u, α) =

∫ L

0
(
1

2
A(α)u′2 +

w(α)

η
+ Gcηα′2)dx (2.43)

Cette fonctionnelle est 2 fois di�érentiables en u, α. On la développe alors au second ordre44
autour de l'état (u, α), et on obtient :

P(u + hv, α + hβ) −P(u, α) = hP ′(u, α)(v, β) +
1

2
h2P ′′(v, β) + O(h3) (2.44)

La dérivée première est une forme linéaire donnée par :

P ′(u, α)(v, β) = P ′
u(u, α)(v) + P ′

α(u, α)(β) (2.45)

En utilisant l'équilibre de la barre, c'est-à-dire P ′
u(u, α)(v) = 0, on obtient :

P ′(u, α)(v, β) =

∫ L

0

(

1

2
A′(α)u′2 +

w′(α)

η
− 2Gcηα′′

)

βdx (2.46)

La dérivée seconde est une forme quadratique donnée par :

P ′′(u, α)(v, β) = P ′′
uu(u, α)(v, v) + 2P ′′

uα(u, α)(v, β) + P ′′
αα(u, α)(β, β) (2.47)

44le prime désigne la dérivée spatiale
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2.4. Non unicité et critère de stabilité

En développant les calculs, cette dérivée peut s'écrire :

P ′′(u, α)(v, β) =

∫ L

0
A(α)v′2dx + 2

∫ L

0
A′(α)u′v′βdx

+

∫ L

0

(

1

2
A′′(α)u′2 +

w′′(α)

η

)

β2dx

+

∫ L

0
2Gcηβ′2dx

(2.48)

En utilisant encore une fois l'équilibre de la barre, cette dérivée seconde peut se lire :

P ′′(u, α)(v, β) =

∫ L

0
A(α)(v′ − βs′(α)A(α)ε)2dx

−
∫ L

0

(

1

2
s′′(α)(A(α)ε)2 − w′′(α)

η

)

β2dx

+

∫ L

0
2Gcηβ′2dx

(2.49)

En e�et, on sait que :

s′ = −A′

A2
et s′′ = −A′′

A2
+ 2

A′2

A3

d'où
A′ = −s′A2 et A′′ = −s′′A2 + 2s′2A3

On injecte ces expressions dans l'équation (2.48) et on obtient :

P ′′(u, α)(v, β) =

∫ L

0
A(α)v′2dx

− 2

∫ L

0
s′(α)A2(α)u′v′βdx

+

∫ L

0

(

1

2
(2s′2(α)A3(α) − s′′(α)A2(α))u′2 +

w′′(α)

η

)

β2dx

+

∫ L

0
2Gcηβ′2dx

(2.50)

d'où

P ′′(u, α)(v, β) =

∫ L

0
A(α)v′2 − 2A2(α)s′(α)u′v′β + A3(α)s′2(α)u′2β2dx

+

∫ L

0

(

w′′(α)

η
− 1

2
s′′(α)A2(α)u′2

)

β2dx

+

∫ L

0
2Gcηβ′2dx

(2.51)

On remarque que la première intégrale est un carré parfait, ce qui nous donne l'expression (2.49).
La dérivée première étant identiquement nulle, il s'agit d'étudier le signe de la dérivée seconde
a�n d'étudier la stabilité des états (u, α). Dans la suite, nous allons regarder d'abord le cas de
la réponse élastique.
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Chapitre 2. Étude de modèles d'endommagement non-locaux : la barre en traction

Stabilité de la réponse élastique
Les états d'équilibre élastiques (lorsqu'ils existent), c'est-à-dire ceux pour lesquels aucun point
de la structure n'a atteint le critère d'endommagement sont stables. En e�et, si (u, α) est un état
homogène en phase élastique alors u(x) = tx et α(x) = 0, ainsi la dérivée première peut se lire :

P ′(u, α)(v, β) =

∫ L

0

(

1

2
A′(0)u′2 +

w′(0)

η

)

βdx (2.52)

de plus, cette dérivée est strictement positive pour β non nul, en e�et

P ′(u, α)(v, β) =

(

1

2
A′(0)t2 +

w′(0)

η

)∫ L

0
βdx

On peut conclure que tout état homogène en phase élastique est un état stable. Autrement dit,
les états d'équilibre élastiques sont des minima locaux.

2.5 Étude des réponses homogènes et de leur stabilité, e�ets
d'échelles

Dans cette section, nous allons étudier la stabilité des états homogènes, c'est-à-dire ceux tels que
les déformations et l'endommagement ne dépendent pas du point x. D'un point de vue pratique,
la stabilité des états homogènes est essentielle pour l'identi�cation expérimentale de la loi de
comportement. On mettra en évidence, en particulier, les e�ets d'échelles qui interviennent dans
les calculs de stabilité. Nous allons rappeler dans un premier temps les propriétés de la réponse
homogène pour toutes les familles de modèles d'endommagement que nous avons introduites
précédemment.

2.5.1 Les réponses homogènes
Pour un état homogène (u, α), c'est-à-dire (u(x) = tx, α(x) = αH), la dérivée première de
l'énergie totale de la barre s'écrit

P ′(u, αH)(v, β) =

(

1

2
A′(αH)u′2 +

w′(αH)

η

) ∫ L

0
βdx (2.53)

La condition P ′(u, αH)(v, β) ≥ 0, nous induit le critère d'endommagement suivant :
1

2
A′(αH)t2 +

w′(αH)

η
≥ 0 dans (0, L) (2.54)

Remarque:
Suivant que l'inégalité dans (2.54) est stricte ou qu'il y a égalité, le seuil d'endommagement
sera atteint respectivement nulle part ou partout dans la structure. Les premiers états (avec
inégalité stricte) sont les états élastiques, alors que les deuxièmes (avec égalité) sont les états en
phase d'endommagement.

La dérivée première (2.53) est nulle si (u, αH) est un état homogène en phase d'endommagement
et si β est non nulle. Ainsi, à l'instant tc où le critère d'endommagement est atteint en tout point
de la barre. On a :

1

2
A′(αH)t2 +

w′(αH)

η
= 0 pour t2 ≥ t2c = −2

w′(0)

ηA′(0)
(2.55)
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En reprenant les familles de modèles, nous obtenons :

Le Modèle 1

Le segment linéaire correspond à la réponse
élastique : cette réponse est viable tant que
t ≤ tc =

√

Gc

ηE0
.

La diminution correspond à la branche
d'endommagement uniforme : cette réponse
est possible lorsque t > tc.
L'expression de la contrainte est don-

née par σ = E0

(

Gc

ηE0

) 2
3

t−
1
3 et l'expres-

sion de l'endommagement est donnée par

αH =

(

ηE0

Gc
t2

) 1
3

− 1.

σ

ε

E0

√

Gc

ηE0

√

Gc

ηE0

Fig. 2.4 � Réponse élastique et homogène de la
barre

Le Modèle 2

σ

t

Fig. 2.5 � Réponse homogène de la barre

Ce modèle n'admet pas de réponse
élastique puisque tc = 0.
La courbe de la �gure 2.5 est celle
associée à la réponse uniforme : cette
réponse est viable lorsque t > 0.
L'expression de la contrainte est

donnée par σ = E0

(

Gc

Gc + 2ηE0t2

)2

t

et l'expression de l'endommagement
est donnée par αH =

2ηE0t
2

Gc + 2ηE0t2
.

Ainsi le modèle et d'abord durcissant
et redevient adoucissant dés lors que

t >
1

2

√

3

2

Gc

ηE0
.
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Chapitre 2. Étude de modèles d'endommagement non-locaux : la barre en traction

Le Modèle 3

Le segment linéaire correspond à la
réponse élastique : cette réponse est
observable tant que t ≤ tc =

3

8

√

Gc

ηE0
.

La diminution correspond à la branche
d'endommagement uniforme : cette
réponse est possible lorsque t > tc.

L'expression de la contrainte est don-

née par σ = E0

(

(

3

8

)2 Gc

ηE0t2

)2

t et

l'expression de l'endommagement est

donnée par αH = 1 −
(

3

8

)2 Gc

ηE0t2
.

σ

3

8
E0

√

Gc

ηE0

t
3

8

√

Gc

ηE0

Fig. 2.6 � Réponse élastique et homogène de la barre

Le Modèle 4

σ

t
√

Gc

ηE0

Fig. 2.7 � Réponse homogène de la barre

Ce modèle n'admet pas de réponse élas-
tique puisque tc = 0.

La courbe de la �gure 2.7 est celle associée
à la réponse uniforme : cette réponse est
viable lorsque t > 0.

L'expression de la contrainte est donnée
par σ = E0

(

1 − ηE0

Gc
t2

)

t et l'expression
de l'endommagement est donnée par
αH =

ηE0

Gc
t2. De plus, ce modèle doit sa-

tisfaire la condition αH ∈ [0, 1], c'est-à-dire

que l'on doit satisfaire t <

√

Gc

ηE0
.

Ainsi le modèle et d'abord durcissant
et redevient adoucissant dés lors que
√

1

3

Gc

ηE0
< t <

√

Gc

ηE0
.
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La famille de Modèle 5

Le segment linéaire correspond à la
réponse élastique : cette réponse existe
tant que t ≤ tc =

3

8

√

kc

ηE0
.

La diminution correspond à la branche
d'endommagement uniforme : cette
réponse est viable lorsque t > tc.
L'expression de la contrainte est don-

née par σ = E0

(

(

3

8

)2 kc

ηE0t2

)2

t

et l'expression de l'endom-
magement est donnée par

αH = 1 −
(

(

3

8

)4 (

kc

ηE0t

)2
) 1

p

.

σ

3

8
E0

√

kc

ηE0

3

8

√

kc

ηE0

t

Fig. 2.8 � Réponse élastique et homogène de la barre

2.5.2 Études de leur stabilité : e�ets d'échelles
Dans cette sous-section, nous allons étudier la stabilité des états homogènes associés à u(x) = tx,
α(x) = αH . Pour ce faire, nous allons dans un premier temps e�ectuer les calculs de stabilité dans
le cas général, c'est-à-dire des calculs sans expliciter les fonctions A(α) et w(α). On montrera
que la stabilité de tels états tient essentiellement à la taille du domaine. Puis, dans un second
temps, nous appliquerons ces calculs de stabilité sur nos cinq familles de modèles.

2.5.2.1 Cas général

Il s'agit de voir si l'état homogène est stable. Le critère d'endommagement pour de tels états est
donné par :

1

2
A′(αH)ε2

H +
w′(αH)

η
= 0 ⇒ ε2

H = −2
w′(αH)

ηA′(αH)
(2.56)

Cela se traduit par une dérivée première de l'énergie totale nulle. On doit donc s'intéresser au
terme d'ordre 2 : P ′′ pour statuer de la stabilité de l'état homogène. L'expression de la dérivée
seconde de l'énergie totale de la structure dans une direction (v, β) est donnée par :

P ′′(u, αH)(v, β) =

∫ L

0
A(αH)(v′ − βs′(αH)A(αH)ε)2dx

− (
1

2
s′′(αH)(A(αH)ε)2 − w′′(αH)

η
)

∫ L

0
β2dx

+

∫ L

0
2ηGcβ

′2dx

(2.57)

En introduisant les quantités suivantes : AH = A(αH), σH = AHεH et eH = s′(αH)AHεH , la
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dérivée seconde (2.57) peut se lire comme :

P ′′(u, αH)(v, β) =

∫ L

0
AH(v′ − βeH)2dx +

∫ L

0
2ηGcβ

′2dx

− (
1

2
s′′(αH)σ2

H − w′′(αH)

η
)

∫ L

0
β2dx

(2.58)

Remarques:
• Le premier et le deuxième termes sont positifs car ce sont des intégrales de carré alors que

le troisième terme (avec le signe -) est négatif compte tenu de la condition d'adoucissement
(1.18).

• Pour établir des résultats de stabilité, on raisonnera par la suite sur le signe de la somme
des deux premiers termes. En e�et, si on peut trouver une direction admissible (v, β)
et h45> 0 tels que cette somme soit négative alors l'état sera instable. Si cette somme
est strictement positive pour toute direction admissible (v, β) et pour h assez petit, on
conclura à la stabilité de l'état.

La dérivée première étant identiquement nulle, il s'agit d'étudier le signe de la dérivée seconde.
Pour cela nous introduisons le quotient de Rayleigh dé�ni quand β 6= 0, par :

R(v, β) =

∫ L

0
AH(v′ − βeH)2 + 2ηGcβ

′2dx

∫ L

0
β2dx

(2.59)

L'objectif sera de trouver le minimum de ce quotient, en e�et, si on note :

λ(εH , αH , [0, L]) = min
C0×D

R(v, β) (2.60)

alors les états homogènes en phase d'endommagement seront :

• Stables : si 0 < λ(εH , αH , [0, L]) < (
1

2
s′′(αH)σ2

H − w′′(αH)

η
)

• Instables : si 0 < (
1

2
s′′(αH)σ2

H − w′′(αH)

η
) < λ(εH , αH , [0, L])

Remarque:
L'in�mum du quotient de Rayleigh obtenu dépend de l'état homogène considéré et aussi du
domaine Ω, c'est-à-dire de la longueur de la barre.

Nous nous proposons alors de montrer que la stabilité de tels états tient essentiellement à la
taille du domaine. En e�et, on peut avancer qu'il existe une taille critique Lc (dépendant de
l'état homogène) en-deçà de laquelle l'état homogène est stable et au delà de laquelle il devient
instable. Pour montrer cela, nous considérons un état homogène et une famille de domaines
homothétiques ne se di�érenciant que par leurs tailles, nous posons :

Ω = LΩ1 d'où [0, L] = L[0, 1] (2.61)
45cf preuve de la proposition 1.6 pour la dé�nition de la variable h
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le domaine Ω1 étant le domaine de référence : sa taille est normalisée. Moyennant le changement
de variable suivant :

y =
x

L
(2.62)

on peut renvoyer tous les domaines sur le domaine de référence. Ce changement de variable
implique la normalisation du champ de déplacement suivant la règle suivante : v(x) = Lv(y), les
champs d'endommagement étant des scalaires, ils se retrouvent seulement transportés, c'est-à-
dire β(x) = β(y). Ainsi, le quotient de Rayleigh normalisé peut se mettre sous la forme :

R(v, β) =

∫ 1

0
AH(v′ − βeH)2 + 2

ηGc

L2
β′2dy

∫ 1

0
β2dy

(2.63)

les couples (v, β) vivant dans l'espace normalisé C0 × D.

Proposition 2.3 Le minimum du quotient de Rayleigh est donné par :

λ(εH , αH , [0, 1]) = min{λ1; λ2} =min

{

2w′(αH)s′(αH)

ηs(αH)
;

(

23π2Gc

ηL2

s′(αH)2w′(αH)2

s(αH)2

)
1
3

}

(2.64)

Preuve:
On doit résoudre le problème de minimisation suivant :

λ = min
v, β







v(0) = 0
v(1) = 0
β ≥ 0

∫ 1

0
AH(v′ − βeH).(v′ − βeH)dy + 2

ηGc

L2

∫ 1

0
β′2dy

∫ 1

0
β2dy

(2.65)

La minimisation de (2.65) par rapport à la variable v nous induit
∫ 1

0
AH(v′ − βeH).w′dy = 0 ∀w ∈ H1

0 (0, 1) (2.66)

On intègre l'équation précédente par partie, et on obtient :
∫ 1

0
(AH(v′ − βeH))′wdy = 0 ∀w ∈ H1

0 (0, 1)

d'où (AH(v′ − βeH))′ = 0 ainsi AH(v′ − βeH) = cste donc v′ = −βeH +
cste

AH
.

En intégrant cette expression et en tenant compte des conditions limites sur v, on obtient :
cste = −AHeH

∫ 1

0
βdy, d'où l'expression de v′ donnée par :

v′ = −eH

∫ 1

0
βdy + βeH (2.67)
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L'élimination de v de la fonctionnelle nous donne l'expression suivante :

R(β) =

AHe2
H

(∫ 1

0
βdy

)2

+ 2
ηGc

L2

∫ 1

0
β′2dy

∫ 1

0
β2dy

(2.68)

le problème de minimisation (2.65) se ramène à :

λ = min
β≥0

R(β) (2.69)

La minimisation suivant β nous induit

R′(β)(γ − β) ≥ 0 ∀γ ≥ 0 (2.70)

en posant δ = γ − β, on obtient

AHe2
H

∫ 1

0
βdx

∫ 1

0
δdy + 2

ηGc

L2

∫ 1

0
β′δ′dy − λ

∫ 1

0
βδdy ≥ 0 ∀δ ≥ 0 (2.71)

soit après intégration par parties,
∫ 1

0

(

AHe2
H

∫ 1

0
βdy − λβ − 2

ηGc

L2
β′′

)

δdy + 2
ηGc

L2

[

β′δ
]1

0
≥ 0 ∀δ ≥ 0 (2.72)

De cette équation, nous obtenons deux cas à étudier
1. Soit β(y) > 0 alors :

AHe2
H

∫ 1

0
βdy − λβ − 2Gc

η

L2
β′′ = 0 et β′(0) = 0 et β′(1) = 0

2. Soit β(y) = 0 sur J ⊂ [0, 1] (avec mes(J) 6= 0) alors :

AHe2
H

∫

[0,1]\J
βdy − λβ − 2Gc

η

L2
β′′ ≥ 0 et β′(0) ≤ 0 et β′(1) ≥ 0

Cas 1 : Soit β(y) > 0 partout, on a à résoudre l'équation di�érentielle suivante






2
ηGc

L2
β′′ + λβ = AHe2

H

∫ 1

0
βdy

β′(0) = 0 et β′(1) = 0

On pose alors k =

∫ 1

0
βdy, et on obtient après résolution et en tenant compte des conditions

limites :

β(y) =
AHe2

Hk

λ
+ A cos(

√

λ

2ηGc
Ly) avec A = 0 ou

√

λ

2ηGc
L = π (2.73)

On a ainsi deux sous-cas à étudier :
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a. Soit A = 0, alors β =
AHe2

Hk

λ
, en injectant cette expression dans celle du quotient de

Rayleigh donnée par (2.69), on obtient λ = AHe2
H = λ1

b. Soit
√

λ

2ηGc
L = π ⇒ λ = 2ηGc

(π

L

)2
, en injectant cette expression dans celle de

(2.73), on obtient encore une fois λ = AHe2
H = λ1

Cas 2 : Soit β(y) = 0 dans une région et β(y) > 0 ailleurs. Au vu de l'équation qui régit
β, nous allons supposer la création d'une demi cloche sur l'intervalle [0, d] (β est non nulle
sur cet intervalle [0, d] et nulle sur [d, 1]. On a à résoudre l'équation di�érentielle suivante :

{

2
ηGc

L2
β′′ + λβ = AHe2

Hk sur [0, d]

β′(0) = 0 et β′(d) = 0 et β(d) = 0

On obtient après résolution :

β(y) =







AHe2
Hk

λ
+

AHe2
Hk

λ
cos(

π

d
y) sur [0, d]

0 sur [d, 1]
avec

√

λ

2ηGc
Ld = π

d'où d =
π

L

√

2ηGc

λ
, de plus, k =

∫ 1

0
β(y)dy =

∫ d

0
β(y)dy, d'où d =

λ

AHe2
H

. En égalisant
les deux expressions obtenues pour d, on obtient λ = λ2

¦

Proposition 2.4 Au vu de la proposition 2.3, on peut conclure avec le résultat de stabilité sui-
vant :

• Si λ1 ≤ λ2 alors le minimum du quotient de Rayleigh est λ1 mais puisque :

λ1 >
1

2
s′′(αH)σH .σH − w′′(αH)

η

alors l'état homogène est toujours stable.
• Si λ2 > λ1 alors le minimum du quotient de Rayleigh est λ2 et l'état homogène est stable

si et seulement si λ2 >
1

2
s′′(αH)σH .σH − w′′(αH)

η
.

Proposition 2.5 L'expression de la longueur critique de la barre en fonction de α est donnée
par :

Lc(α)2 =
23π2Gcs

′(α)5w′(α)2

s(α)2(s′′(α)w′(α) − s′(α)w′′(α))3
η2 (2.74)

Preuve:
Dans le cas où λ2 > λ1, alors l'état homogène est stable si et seulement si :

λ2 >
1

2
s′′(αH)σH .σH − w′′(αH)

η

Soit :
(

23π2Gc

ηL2

s′(αH)2w′(αH)2

s(αH)2

)
1
3

>
1

2
s′′(αH)σH .σH − w′′(αH)

η

d'où l'expression de la longueur critique.
¦
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2.5.2.2 Cas particuliers : quelques familles de modèles d'endommagement
Nous nous proposons dans cette sous-section de dégager les propriétés de stabilité des solutions
homogènes de chaque modèle, en explicitant l'expression de la longueur critique.

Le Modèle 1

On trouve

L2
c =

(

25π2η2(1 + α)
)

et
ε2 =

Gc

ηE0
(1 + α)3

soit la relation suivante entre la lon-
gueur critique et la déformation

Lc(ε) =

√

25π2η2

(

ηE0

Gc

) 1
3

ε
1
3

ε

L

εc

instable

Lc(εc)

L

ε
∗

c
(L)

Fig. 2.9 � Lc vs. déformation moyenne

D'après l'expression de la longueur critique, une barre de longueur L :
� Si L < Lc(εc), alors l'état homogène est stable pour tout ε
� Si L > Lc(εc), alors l'état homogène est stable pour ε < εc ou ε > ε∗c(L).

Le Modèle 2

On trouve

L2
c = 26π2η2

(

α2(1 − α)

(4α − 1)3

)

et
ε2 =

Gc

2ηE0

α

1 − α

soit la relation suivante entre la lon-
gueur critique et la déformation

Lc(ε) = 23πη

√

kε4

(3ε2 − k)3

avec k =
Gc

2ηE0

ε

L

instable

√

Gc

6ηE0

Fig. 2.10 � Lc vs. déformation moyenne

D'après les propriétés de ce modèle, la longueur critique décroît avec la déformation. Dès que
l'état homogène est instable, il le reste.
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Le Modèle 3

On trouve

L2
c =

25π2η2

33

(

3

8

)2 (1 − α)

et
ε2 =

(

3

8

)2 Gc

ηE0

1

1 − α

soit la relation suivante entre la lon-
gueur critique et la déformation

Lc(ε) =

√

25π2

33

ηGc

E0

1

ε

L

ε

Lc

εc

instable

Fig. 2.11 � Lc vs. déformation moyenne

D'après l'expression de la longueur critique, une barre de longueur L plus petite que Lc(ε) soumise
à une déformation moyenne ε croissante réagira d'abord élastiquement (tant que ε < εc), puis,
dans une deuxième phase, s'endommagera de façon homogène car l'état homogène est stable
tant que L < Lc(ε) puis ce dernier deviendra instable si L > Lc(ε), puisque la longueur critique
décroît avec la déformation. Dès que l'état homogène est instable il le reste et il ne redeviendra
jamais stable.

Le Modèle 4

On trouve

L2
c = 24π2η2

(

α2(1 − α)

(3α − 1)3

)

et
ε2 =

Gc

ηE0
α

soit la relation suivante entre la lon-
gueur critique et la déformation

Lc(ε) = 22πη

√

k2ε4(1 − kε2)

(3kε2 − 1)3

avec k =
ηE0

Gc
.

L

instable

ε
√

Gc

3ηE0

√

Gc

ηE0

Fig. 2.12 � Lc vs. déformation moyenne

D'après les propriétés de ce modèle, la longueur critique décroît avec la déformation. Lorsque
l'état homogène est instable il le reste pour toujours.
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La famille de Modèle 5
En posant c =

(

3

8

)2

kc, on trouve :

Lc(α)2 =
24π2η2

c

p

(
p

2
+ 2)3

(1 − α)−
p
2
+2

et
ε2 =

c

ηE0
(1 − α)−

p
2

soit la relation suivante entre la longueur critique et la déformation

Lc(ε) = 22πη

√

√

√

√

p

c(p
2 + 2)3

(

c

ηE0

) 4
p
−1

ε
1− 4

p

On est tenté de penser que puisque ces modèles ont la même réponse contrainte-déformation, ils
devraient avoir aussi les mêmes propriétés de stabilité. Et pourtant, leurs propriétés de stabilité
di�èrent puisqu'elles dépendent de l'indice p. En e�et, pour p > 4, la longueur critique croît
avec la déformation, alors que pour p < 4 la longueur critique décroît avec la déformation (cf.
�gures 2.13 et 2.14 ).L
Lc

εεc

instable

Fig. 2.13 � Lc vs. déformation moyenne
p<4

Lc

L

εc

instable

Fig. 2.14 � Lc vs. déformation moyenne p>4

2.6 Étude de solutions non homogènes
Dans cette section, on se propose de faire une étude qualitative des états non homogènes, c'est-
à-dire ceux qui ne sont pas homogènes et tels que l'endommagement se localise pour donner
naissance à un pustule. Pour ce faire, nous allons étudier l'équation di�érentielle du second ordre
obtenue grâce à la détermination du problème d'évolution. On montrera qu'après intégration
cette équation peut se ramener à une équation di�érentielle du premier ordre que l'on étudiera
pour quelques familles de modèles d'endommagement a�n de dégager quelques propriétés sur les
états non homogènes.
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2.6.1 Cas général
Dans les calculs précédents, nous avons montré que le problème d'évolution qui gouverne le
champ d'endommagement se ramenait à une équation di�érentielle du second ordre dont la
fonction inconnue est α, donnée par :

σ2

2

A′(α)

A(α)2
+

w′(α)

η
− 2Gcηα′′ = 0 (2.75)

où le prime désigne la dérivée spatiale46 et σ est donné par la relation (2.9).
En utilisant le tenseur de souplesse, cette équation peut aussi se lire :

−σ2

2
s′(α) +

w′(α)

η
− 2Gcηα′′ = 0 (2.76)

Puisque l'on s'intéresse à l'étude des solutions non homogènes (c'est-à-dire α′ n'est pas nul sur
toute la barre), on peut multiplier l'équation (2.76) par α′, et on obtient :

α′

(

−σ2

2
s′(α) +

w′(α)

η
− 2Gcηα′′

)

= 0 (2.77)

d'où
d

dx

(

−σ2

2
s(α) +

w(α)

η
− Gcη(α′)2

)

= 0 (2.78)

En intégrant cette équation, il nous vient l'équation di�érentielle du premier ordre suivante :

−σ2

2
s(α) +

w(α)

η
− Gcη(α′)2 = θ (2.79)

où θ est la constante d'intégration qui dépend du champ d'endommagement α. Cette dernière
est déterminée grâce aux conditions aux limites. En e�et, aux endroits où le matériau est sain
l'endommagement est nul alors s(0) =

1

E0
, w(0) = 0 et α′ = 0, d'où on en déduit que :

θ = − σ2

2E0
(2.80)

Remarque:
Cette construction de la constante n'est absolument pas en contradiction avec le fait que nous
essayons de comprendre la stabilité des solutions non homogènes. En e�et, lorsque l'endomma-
gement se localise et donne lieu à la naissance d'un pustule (cf �gure 2.15), ce dernier occupe un
petit intervalle de la barre. À l'extérieur de cet intervalle l'endommagement est nul. Du fait de
la continuité du champ d'endommagement, on obtient alors cette constante d'intégration donnée
par la relation (2.80).

En injectant la relation (2.80) dans (2.79), on obtient :

−σ2

2
s(α) +

w(α)

η
− Gcη(α′)2 = − σ2

2E0
(2.81)

46c'est-à-dire d/dx
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x0 x1

α

x

L0 xm

αm

2d

Fig. 2.15 � Naissance et caractérisation d'un pustule sur l'intervalle [x0, x1]

ce qui peut s'écrire :
Gcη(α′)2 =

σ2

2

(

1

E0
− s(α)

)

+
w(α)

η
(2.82)

soit encore
(ηα′)2 =

1

Gc

{

η
σ2

2

(

1

E0
− s(α)

)

+ w(α)

}

(2.83)

Cette équation est donc de la forme (ηα′)2 = F (α), ce qui peut aussi s'exprimer par le système
suivant :

{

F (α) ≥ 0

ηα′ = ±
√

F (α)
(2.84)

avec
F (α) =

1

Gc

{

η
σ2

2

(

1

E0
− s(α)

)

+ w(α)

}

(2.85)

Dé�nition 2.6
On appelle plan de phase le plan décrit par les variables α′ et α.

Le système donné par (2.84) se ramène à une équation reliant les variables α′ à α. Grâce à cette
courbe dans le plan de phase, on peut retrouver la variable d'espace x et reconstruire ainsi les
états d'endommagement non homogènes. En e�et, comme :

α′ =
dα

dx
, d'où η

dα

dx
= ±

√

F (α) (2.86)

on obtient alors la relation suivante :

dx = ∓η
dα

√

F (α)
(2.87)

En intégrant cette équation, on retrouve la variable d'espace en fonction de l'endommagement.
En e�et, en utilisant les notations données dans la �gure 2.15, l'intégration de l'équation (2.87)
nous donne :

∫ xm

x0

1dx = ∓η

2

∫ αm

0

dα
√

F (α)
(2.88)
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d'où
xm = x0 ∓

η

2

∫ αm

0

dα
√

F (α)
(2.89)

Nous nous proposons dans la sous-section suivante de faire une étude du plan de phase et de
reconstruire les solutions non homogènes de quelques familles de modèles d'endommagement.

2.6.2 Cas particulier de quelques familles de modèles d'endommagement
2.6.2.1 Le Modèle 1
Pour le modèle 1 les fonctions A et w sont données par

A(α) =
E0

(1 + α)2
, w(α) = Gcα et α ∈ [0, +∞]

En injectant ces expressions dans celle de F (α) donnée par (2.85), nous obtenons :

F (α) =
1

Gc

{

η
σ2

2E0

(

1 − (1 + α)2
)

+ Gcα

}

= b
(

1 − (1 + α)2
)

+ α avec b = η
σ2

2GcE0

(2.90)

Dans la �gure 2.16, nous avons représenté la fonction F (α) ≥ 0, paramétrée par la variable b, du
modèle 1 en fonction de α.

F (α)

α0
Fig. 2.16 � Représentation des fonctions F (α)

Dans la �gure 2.17, nous avons représenté la fonction α′, paramétrée par la variable b, du modèle
1 en fonction de α. Ces courbes représentent les trajectoires de l'endommagement dans le plan
de phase.
Remarque:
La relation F (α) = 0 représente les positions d'équilibre de la fonction F 47, en e�et : F (α) =
0 ⇒ α′ = 0.

Par la suite, nous allons étudier les propriétés de la fonction F a�n de déterminer celles des
solutions non homogènes du modèle 1.

Les propriétés de F
La fonction F est strictement concave puisque la dérivée seconde est toujours négative. La fonc-
tion F s'annule deux fois, en : α = 0 et α =

1

b
− 2.

Nous distinguons alors deux situations :
47c'est-à-dire les solutions homogènes
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α
′

α

Fig. 2.17 � Plan de phase de l'endommagement α

1. Soit 1

b
− 2 = 0 d'où b =

1

2
alors la fonction F admet 0 comme maximum et la seule

trajectoire de phase de α est réduite au point critique (0, 0) et le seul endommagement
possible est l'endommagement homogène.

2. Soit 1

b
− 2 > 0 d'où b <

1

2
alors la fonction F coupe l'axe des abscisses en 0 et en 1

b
− 2,

son maximum est atteint en 1

2b
−1 strictement positif. Les trajectoires de phases de α sont

des ellipses fermées de centre (
1

2b
− 1, 0) (cf �gure 2.17). Les états d'endommagement non

homogènes sont stables48.

Reconstruction de la localisation de l'endommagement pour le modèle 1

Pour reconstruire ces solutions non homogènes (les pustules), nous devons résoudre numérique-
ment l'équation (2.89) appliquée au modèle 1. Nous avons tracé ce résultat, paramétré par la
variable b, dans la �gure 2.18. Comme on peut le remarquer, sur cette �gure, ces pustules ont une
forme de cloche, ils s'étalent et grossissent, résultat que l'on retrouve lors de leurs constructions
analytiques présentées en amont de ce chapitre.

α

x

Fig. 2.18 � Reconstruction de l'endommagement du modèle 1
48au sens de la dé�nition donnée au chapitre 1
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2.6.2.2 Le Modèle 2
Pour le modèle 2 les fonctions A et w sont données par

A(α) = E0(1 − α)2 , w(α) = Gc
α2

4
et α ∈ [0, 1]

En remplaçant ces fonctions par leurs expressions dans celle de F (α) donnée par (2.85), nous
obtenons :

F (α) =
1

Gc

{

η
σ2

2E0

(

1 − 1

(1 − α)2

)

+ Gc
α2

4

}

= b

(

1 − 1

(1 − α)2

)

+
α2

4
avec b = η

σ2

2GcE0

(2.91)

Sur la �gure 2.19, nous avons représenté la fonction F (α) ≥ 0, paramétrée par la variable b, du
modèle 2 en fonction de α. On notera que la valeur α = 1 n'est jamais atteinte dans ce modèle.

F (α)

α

Fig. 2.19 � Représentation des fonctions F (α)

Sur la �gure 2.20, nous avons représenté la fonction α′, paramétrée par la variable b, du modèle
2 en fonction de α.
Par la suite, nous allons étudier les propriétés de la fonction F a�n de déterminer celles des
solutions non homogènes du modèle 2.

Les propriétés de F
En calculant les dérivées successive de F , nous obtenons

F ′(α) =
−2b

(1 − α)3
+

α

2
et F ′′(α) =

−6b

(1 − α)4
+

1

2

La dérivée seconde de la fonction F s'annule en α1 = 1 − (12b)
1
4 , comme α ∈ [0, 1], alors

0 < b ≤ 1

12
. Ainsi, la dérivée seconde a les propriétés suivantes :

α 0 α1 1

F ′′ + 0 −
Au vu de ce tableau, La dérivée première de la fonction F est croissante sur [0, α1] puis elle
décroît sur [α1, 1] et on a F ′(α1) = F1 avec −1

6
≤ F1 <

1

2
.

On distingue deux cas : soit F1 est positive, soit F1 est négative :
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α
′

α

Fig. 2.20 � Plan de phase de l'endommagement α

1. Soit F1 est négative alors la fonction F est aussi négative et le seul endommagement possible
est l'endommagement homogène nul.

2. Soit F1 est positive alors la fonction F a les propriétés suivantes :

α 0 α2 α3 1

F ′ − 0 + 0 −
0 M3

F ց ր ց
m2 −∞

La fonction F atteint son maximum en α3 valeur positive et les trajectoires de phases de α
sont des courbes fermées (cf �gure 2.20). La localisation, état d'endommagement possible,
est alors un état stable.

Reconstruction de la localisation de l'endommagement pour le modèle 2

Pour reconstruire ces solutions non homogènes49, nous devons résoudre numériquement l'équation
(2.89) appliquée au modèle 2. Nous avons tracé ce résultat, paramétré par la variable b, dans la
�gure 2.21. Il semble qu'il y ait une grande di�érence de forme du pustule entre le modèle 1 et
le modèle 2, dès son apparition ce pustule atteint presque la valeur 1 sans jamais la dépasser et
ensuite il ne fait que s'étaler.
Remarque:
Le modèle 4 a les mêmes propriétés de stabilité que ce dernier modèle. Les calculs sont don-
nés en annexe B.

49les pustules
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α

x

1

Fig. 2.21 � Reconstruction de l'endommagement du modèle 2

2.6.2.3 Le Modèle 3
Pour le modèle 3 les fonctions A et w sont données par

A(α) = E0(1 − α)2 , w(α) = Gc

(

3

8

)2

α et α ∈ [0, 1]

En injectant ces expressions dans celle de F (α) donnée par (2.85), cela nous conduit à :

F (α) =
1

Gc

{

η
σ2

2E0

(

1 − 1

(1 − α)2

)

+ Gc

(

3

8

)2

α

}

= b

(

1 − 1

(1 − α)2

)

+

(

3

8

)2

α avec b = η
σ2

2GcE0

(2.92)

Dans la �gure 2.22, nous avons représenté la fonction F (α) ≥ 0, paramétrée par la variable b, du
modèle 3 en fonction de α. On notera que la valeur α = 1 n'est jamais atteinte dans ce modèle.

α

F (α)

Fig. 2.22 � Représentation des fonctions F (α)

Sur la �gure 2.23, nous avons représenté la fonction α′, paramétrée par la variable b, du modèle
3 en fonction de α. Ces courbes représentent les trajectoires de l'endommagement dans le plan
de phase.
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α

α
′

Fig. 2.23 � Plan de phase de l'endommagement α

Par la suite, nous allons étudier les propriétés de la fonction F a�n de déterminer celles des
solutions non homogènes du modèle 3.

Les propriétés de F
La fonction F s'annule trois fois, en :

α = 0 et α = 1 − 1

2c

{

b ±
√

b2 + 4cb
}

avec c =

(

3

8

)2

En calculant les dérivées successives de F , nous obtenons

F ′(α) =
−2b

(1 − α)3
+

(

3

8

)2

et F ′′(α) =
−6b

(1 − α)4

La fonction F est strictement concave puisque la dérivée seconde est toujours négative. Le seul
cas important à étudier est donnée par la relation −2b+ c ≥ 0, maximum de la dérivée première.
Nous distinguons deux cas de �gure :

1. Soit −2b + c = 0 alors la fonction F admet 0 comme maximum et la seule trajectoire
de phase de α est réduite au point critique (0, 0) et le seul endommagement possible est
l'endommagement homogène.

2. Soit−2b+c > 0 alors la fonction F coupe l'axe des abscisse en 0 et en 1− 1

2c

{

b +
√

b2 + 4cb
}

,

son maximum est atteint en 1 −
(

2b

c

) 1
3

strictement positif. Les trajectoires de phases de
α sont des courbes fermées (cf �gure 2.23). Les états d'endommagement non homogènes
sont stables.

Reconstruction de la localisation de l'endommagement pour le modèle 3

Pour reconstruire ces solutions non homogènes (les pustules), nous devons résoudre numérique-
ment l'équation (2.89) appliquée au modèle 3. Nous avons tracé ce résultat, paramétré par la
variable b, dans la �gure 2.24. Il semble qu'il y ait une grande di�érence de forme du pustule
entre le modèle 1 et le modèle 3, dès son apparition ce pustule atteint presque la valeur 1 sans
jamais la dépasser et ensuite il ne fait que s'étaler.
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α

1

x

Fig. 2.24 � Reconstruction de l'endommagement du modèle 3

2.6.3 Bilan
On constate une di�érence entre le modèle 1 et les 3 autres. En e�et, tout d'abord les formes des
pustules sont di�érentes puisque seul le modèle 1 nous donne des cloches en forme de cosinus.
De plus dans les autres modèles le pustule atteint quasiment 1 dès son apparition et il ne fait
que s'étaler ensuite. Alors que dans le cas du modèle 1 le pustule grossit et s'étale.

Conclusion
L'un des objectifs de ce travail était de faire une étude comparative entre di�érents modèles d'en-
dommagement non-locaux et de voir s'ils se comportaient di�éremment en termes de minima-
locaux. Pour ce faire, une analyse du problème d'évolution de la barre en traction (problème
unidimensionnel) a été menée. Une analyse dans le cas général de la stabilité des états homo-
gènes50 et une étude quantitative des états non homogènes51 ont été faites dans ce chapitre.

Il a été mis en évidence que pour certains modèles d'endommagement, les états homogènes
n'étaient pas toujours stables, mais que pour certains modèles d'endommagement, ils pouvaient
redevenir stables. Tout les modèles d'endommagement se comportent di�éremment en termes
de minima-locaux et il s'avère que la relation contrainte-déformation ne su�t pas à dé�nir une
loi de comportement modélisée par les fonctions A(α) et w(α) mais une autre relation reliant
la stabilité des solutions homogènes à la taille du domaine s'avère tout aussi essentielle quant à
l'identi�cation de ces lois de comportement : ce sont les problèmes d'e�ets d'échelles.

Sur un plan purement numérique, nous retiendrons le modèle 2 (d'Ambrosio et Tortorelli im-
plémenté par Bourdin dans ces travaux de thèse [Bou98]) et le modèle 3 pour les applications
numériques qui suivront dans la thèse. Ce choix est motivé par les propriétés en terme de minima
locaux qu'ils dégagent et par leurs facilités d'implémentation numérique.

50solutions possibles au problème d'évolution
51autres solutions possibles au problème d'évolution
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Enrichissement du modèle : la non
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Chapitre 3. Enrichissement du modèle : la non interpénétration des lèvres de �ssures

Introduction
Sur le plan numérique, dans ses travaux, Bourdin soulève le problème de symétrie de compor-
tement en traction-compression, le phénomène d'interpénétration des lèvres des �ssures n'a pas
été pris en compte dans sa modélisation. L'objet de ce chapitre est de remédier aux lacunes de
ce problème et aux régularisées introduites aux chapitres précédents basées sur la même modé-
lisation faites par Bourdin. En e�et, malgré l'originalité de cette régularisation, elle reste inapte
à rendre compte de tous les modes d'ouvertures possibles et pire encore puisqu'elle permet l'in-
terpénétration des lèvres des �ssures lors de l'essai de compression.

On se propose dans ce chapitre, dans un premier temps, de donner un panorama non exhaustif
de quelques modèlisations développés dans la littérature pour la prise en compte du caractère
unilatéral. Puis, tout en suivant l'idée introduite par Ambrosio et Tortorelli, on apportera d'autres
modèles d'endommagement qui pourront rendre compte de tous les modes d'ouvertures possibles.
Pour ce faire, nous allons dans un premier temps revenir sur les lacunes dûes au choix de la
régularisée, en montrant à travers l'exemple académique de la barre en traction/compression
les problèmes induits par ce type de régularisée. Par la suite, on introduira un nouveau modèle
d'endommagement qui rendra compte que de l'ouverture en mode II. Et en�n, nous introduirons
un modèle qui sera capable de rendre compte de tous les modes d'ouvertures possibles. Dans les
deux dernières sections, on essaiera aux travers d'une application et d'arguments heurestiques
d'apporter une justi�cation quant aux réponses attendues de ces modèles.

3.1 La prise en compte du caractère unilatéral
3.1.1 Rappels : modes de rupture
La �ssuration se manifeste par la séparation irréversible d'un milieu continu en deux parties,
appelées lèvres de la �ssure, ce qui introduit une discontinuité au sens des déplacements. Dans
le cadre de la mécanique de la rupture fragile, c'est-à-dire dans le cadre de l'élasticité linéarisée,
les mouvements possibles des lèvres de chaque �ssure sont des combinaisons de trois modes
indépendants (cf �gure 3.1) :

Mode I Mode II Mode III
Fig. 3.1 � Modes de rupture

• Mode I : ouverture (ou clivage) : les surfaces de la �ssure se déplacent dans des directions
opposées et perpendiculairement au plan de �ssure.

• Mode II : cisaillement plan : les surfaces de la �ssure se déplacent dans le même plan et
dans une direction perpendiculaire au front de �ssure.
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3.1. La prise en compte du caractère unilatéral

• Mode III : cisaillement antiplan : les surfaces de la �ssure se déplacent dans le même plan
et dans une direction parallèle au front de la �ssure.

On rappelle, que en mode I pur, l'état local des contraintes est caractérisé à l'aide d'un seul
paramètre KI

52, alors que en mode II pur l'état local des contraintes est caractérisé à l'aide
d'un seul paramètre KII

53.

Le comportement d'une �ssure est di�érent selon que nous sollicitons la structure en traction ou
en compression, en e�et :

• en traction, les lèvres de la �ssure ont plus un mouvement d'ouverture : elles s'écartent.
• en compression, les lèvres de la �ssure rentrent en contact : il faut éviter l'interpénétration.

D'un point de vue mathématique la �ssure est dé�nie comme une surface de discontinuité du
champ de déplacement. Cette discontinuité est appelée le saut de déplacement : [[u]]. En e�et,
initialement les lèvres de la �ssures sont confondues, on �xe alors deux points en vis à vis sur
les lèvres de la �ssure. Ces deux points sont initialement confondus et ont le même déplacement.
Lors d'un mouvement, les deux points s'éloignent l'un de l'autre et cette di�érence de déplace-
ment s'appelle le saut de déplacement.

De plus, nous avons souligné que dans le cadre de l'élasticité linéarisée, les déformations sont
su�samment petites pour que l'hypothèse de petites perturbations soit légitime. Ainsi, on dé�nit
une normale extérieur aux lèvres de la �ssure et la condition de contact unilatéral54, se traduit
par :

[[u]].n ≥ 0,

c'est-à-dire que la composante normale du saut de déplacement est positive.
Le caractère unilatéral de l'endommagement impose un certain nombre de contraintes quant à
l'écriture des lois de comportements. On se propose de dresser dans la sous-section suivante un
panorama non exhaustif de ce qui se développe pour la prise en compte de ce caractère unilatéral.

3.1.2 Quelques modèlisations
L'approche, basée sur l'endommagement progressif des matériaux, a été introduite par Lemaitre
et Chaboche [LC78]. Cette approche récente a été reprise et développée par de nombreux au-
teurs tels que Marigo [[Mar81], [Mar00]] ou encore Lorentz [Lor99], [LA03]. La construction d'un
modèle d'endommagement conduit à faire des choix que nous avons exposés au chapitre 1, et
se résume aux choix du paramètre d'endommagement α et des deux fonctions α 7→ A(α) et
α 7→ w(α) qui détermineront à leur tour la loi de comportement dans laquelle doit intervenir le
caractère unilatéral du comportement de la �ssure.

La prise en compte de l'e�et unilatéral dans la loi de comportement semble compliquer le pro-
blème de la modélisation. En e�et, si pour un essai de base de traction sur une structure sa prise
en compte est facile, elle devient complexe dès que l'on considère des structures sous chargements
quelconques. La di�culté majeure est de pouvoir di�érencier les chargements en traction et en
compression.

52c'est-à-dire KI 6= 0, KII = 0
53c'est-à-dire KI = 0, KII 6= 0
54autrement dit, la condition de non interpénétration des lèvres de la �ssure
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La prise en compte de cet e�et unilatéral a fait l'objet de nombreux travaux. On cite pour
exemple les travaux de Lemaitre et Ladevèze [LL84] (dans le cadre de matériaux endomma-
geables isotropes) qui consistent en la décomposition du tenseur des déformations totales en une
partie négative et une autre positive dé�nies dans le repère propre des déformations totales. Ces
expressions sont reportées dans celle de l'énergie élastique volumique, qui à son tour se décom-
pose en deux parties, une liée à la traction et une autre à la compression. Il faut alors porter
l'endommagement que sur la partie de l'énergie liée à la traction pour une évolution en traction.
Pour une évolution en traction et en compression, il est classique d'introduire deux variables
d'endommagement une pour la traction et une autre pour la compression qui a�ecteront respec-
tivement la partie de l'énergie liée à la traction et celle liée à la compression. Une telle séparation
entre le phénomène de la traction et celui de la compression semble être peu physique puisque
l'on introduit deux variables d'endommagement di�érentes pour modéliser un même phénomène.

D'autres modèles ont été développés a�n de modéliser cet e�et unilatéral dans les modèles d'en-
dommagement isotropes ou même pour des modèles d'endommagement plus complexes, on cite
[MR90], [FN93], [Cha92], [HD96], [God05], sans oublier les remarquables travaux de l'école ita-
lienne [LRC07], [DPM07].

A�n de prendre en compte cet e�et unilatéral dans le modèle, on se propose de suivre l'idée
introduite par Ambrosio et Tortorelli. Mais tout d'abord on se propose dans la section suivante de
revenir sur les lacunes dûes à la régularisée première en montrant, à travers l'exemple académique
de la barre en traction/compression, les problèmes induits par ce type de régularisée.

3.2 Le problème de la régularisée
3.2.1 Mécanisme de régularisation
L'objectif de la mécanique de la rupture est de décrire l'apparition et l'évolution d'une ou plu-
sieurs �ssures, c'est-à-dire de surfaces libres à l'intérieur du matériau qui ont le droit d'apparaître
a priori n'importe où dans la structure. Dans l'approche variationnelle, cela revient à minimiser
l'énergie totale de la structure. La détermination des minimiseurs si toutefois ils existent pour
le problème de rupture n'est pas plus simple car c'est un problème non convexe qui met en jeu
deux objets de natures très di�érentes (u,K) : les déplacements u à valeurs vectorielles55 et les
�ssures56 K, ensemble compact.

Nous avons vu que la di�culté liée à l'utilisation de cette formulation variationnelle tient au fait
qu'il faut envisager a priori tous les états de �ssuration possibles. Pour pallier à cette di�culté,
nous avons approché le modèle de rupture par des modèles d'endommagement non-locaux en
suivant l'idée introduite par Ambrosio et Tortorelli en segmentation d'images. On rappelle ici
l'expression de cette fonctionnelle :

G(u, α) =

∫

Ω

1

2
A(α)ε(u) · ε(u)dx −F(u) +

∫

Ω

(

Gcη|∇α|2 +
w(α)

η

)

dx (3.1)

D'un point de vue mécanique, la régularisation revient à remplacer la surface de discontinuité du
champ de déplacement (la �ssure) par des zones de petites tailles dans lesquelles le gradient de

55dans le cas unidimensionnel ou les cas antiplan, on parlera de déplacements à valeurs scalaires
56lieu où u peut être discontinu
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déplacement est grand (zones endommagées). Les �ssures sont donc approchées par des bandes
endommagées.

Contrairement au problème d'imagerie dont le seul souci est de déterminer les contours actifs
d'une image, le problème de la mécanique de la rupture est plus complexe. Ainsi, adapter la
fonctionnelle d'Ambrosio et Tortorelli généralisée semble être une mauvaise idée puisqu'il semble
que tous les phénomènes naturels tels que le contact, la non interpénétration des lèvres de la
�ssure, la refermeture des �ssures n'ont pas été pris en compte dans la régularisée.

A�n de mettre en évidence l'incapacité de cette régularisée à modéliser le phénomène de non
interpénétration des lèvres des �ssures, on se propose, à travers l'exemple de la barre en trac-
tion/compression, de développer les calculs et ainsi de mettre en évidence les lacunes du modèle
proposé. Ces calculs ont été e�ectués en annexe C a�n de ne pas alourdir la bonne compréhension
de ce chapitre.

3.2.2 Comparaison traction-compression
Dans cette section, on se propose de comprendre le problème lié au choix du modèle d'endom-
magement. Pour ce faire, on propose de résumer l'exemple de la barre soumise à un essai de
traction et la barre soumise à un essai de compression.

Pour les deux essais, la loi d'évolution est restée la même ce qui induit que le champ d'en-
dommagement reste le même puisque c'est la même loi qui le gouverne. Alors que le champ de
déplacement lui a changé de signe, en e�et, pour l'essai de la barre en traction :

u′ = tL
s(α)

< s(α) >

alors que pour l'essai de la barre en compression

u′ = −tL
s(α)

< s(α) >

Cette symétrie de comportement en traction-compression est valable dans n'importe quelle si-
tuation et pas seulement en 1D. Ceci a des conséquences fâcheuses pour l'utilisation de ce modèle
d'endommagement comme approximation d'un modèle de rupture. En e�et, on trouvera néces-
sairement des zones endommagées identiques en traction et en compression et par conséquent "à
la limite"57 une �ssuration identique en traction et en compression.

Ceci n'est manifestement pas raisonnable. En mécanique de la rupture la dissymétrie traction-
compression provient de l'impossibilité de l'interpénétration des lèvres des �ssures. On en rend
compte dans la modélisation grâce à la condition de contact unilatéral58 sur les lèvres. Il s'agit
donc d'introduire une condition unilatéral similaire dans nos modèles d'endommagement.

3.3 Ouverture en cisaillement plan de la �ssure
L'adaptation de la régularisée, introduite par Ambrosio et Tortorelli pour le problème de Mumford-
Shah, au problème de rupture pose un problème. En e�et, contrairement aux problèmes d'image-

57à la limite lorsque η → 0 nous avons l'apparition de la discontinuité c'est-à-dire apparition des �ssures
58[[u]].n ≥ 0
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rie, interviennent en mécanique di�érents phénomènes naturels tels que les problèmes de contact,
la non interpénétration des �ssures, ...

Dans le modèle de Bourdin, le tenseur de rigidité a été a�ecté de façon linéaire par l'endommage-
ment, ce qui semble être a priori une mauvaise idée puisque nous avons mis en évidence dans la
section précédente et à travers l'exemple de la barre soumise soit à une traction, soit à une com-
pression une symétrie de comportement de la variable endommagement en traction-compression.
Cette symétrie du comportement reste vraie dans n'importe quelle situation et pas seulement en
1D. Ce qui implique, dans le cas de la compression, "à la limite" l'interpénétration des �ssures
et donc que [[u]].n peut être de signe quelconque. Ainsi, la direction à prendre dans l'étude qui
va suivre est de ne pas a�ecter linéairement le tenseur de rigidité par l'endommagement.

3.3.1 Décomposition de l'énergie élastique
Dans le cas de matériaux isotropes, cadre de notre travail, les tenseurs de raideur et de souplesse
s'expriment en fonction de deux constantes matérielles λ0 et µ0 et les relations entre contraintes
et déformations prennent les formes suivantes :

σ = λ0 tr εI + 2µ0ε (3.2)

λ0 et µ0 sont les constantes de Lamé et I est la matrice identité (même dimension que l'espace
de travail).

Une autre écriture de la relation (3.2) peut être obtenue en raisonnant sur les parties sphériques
et déviatoriques des tenseurs de contraintes et de déformations. Pour un tenseur symétrique du
second ordre C, on considère la décomposition :

C = Cs + Cd avec Cs =
1

n
( tr C)I et tr Cd = 0 (3.3)

La décomposition en partie sphérique et déviateur d'un tenseur symétrique d'ordre 2 est une
décomposition orthogonale au sens suivant : les tenseurs sphériques59 forment un espace vec-
toriel (de dimension 1) tandis que les tenseurs déviatoriques appartiennent à l'espace vectoriel
orthogonal (de dimension 5), il résulte :

C = Cs + Cd, avec Cs : Cd = 0 (3.4)

En appliquant cette décomposition aux tenseurs de contraintes et des déformations, on obtient
les expressions suivantes :

ε = εs + εd avec εs =
1

n
(tr ε)I

σ = σs + σd avec σs =
1

n
(tr σ)I

(3.5)

où n est la dimension de l'espace de travail.

Remarque:
La partie déviatorique des contraintes mesure l'écart de l'état de contraintes avec un état de
pression hydrostatique. En particulier, les états de cisaillement plan sont entièrement contenus

59c'est-à-dire des tenseurs de la forme pI, avec p ∈ R
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dans la partie déviatorique des contraintes : tr σd = 0. On rappelle que les états de cisaillement
plan (en dimension 2) sont représentés par un tenseur des contraintes dont la forme est donné
par :

σ =

[

0 τ
τ 0

]

En injectant les nouvelles expressions des tenseurs de contraintes et de déformations dans celle
de l'énergie élastique volumique, on obtient :

1

2
A0ε · ε =

1

2
A0(ε

d + εs) · (εd + εs)

=
1

2

(

A0ε
s.εs + A0ε

d.εd
)

=
1

2

(

κ0(tr ε)2 + 2µ0ε
d : εd

)

(3.6)

avec κ0 =

(

λ0 +
2µ0

n

)

le module de compressibilité du solide isotrope et n dimension de l'espace
de travail.
Remarque:
Dans le cas de l'élasticité linéaire isotrope, si le tenseur des déformations est purement déviato-
rique alors le tenseur des contraintes est aussi déviatorique et est proportionnel au tenseur des
déformations avec le facteur 2µ0. Les parties déviatoriques des contraintes et des déformations
sont liées par

σd = 2µ0ε
d

3.3.2 Modèle d'endommagement déviatorique
Une fois l'énergie élastique volumique séparée en deux parties : une partie sphérique et autre
partie déviatorique, nous allons faire porter l'endommagement que sur la partie déviatorique.
Ainsi, la forme générale de la fonctionnelle régularisée peut se lire :

G(u, α) =

∫

Ω

1

2

(

A(α)εd(u) · εd(u) + A0ε
s(u) · εs(u)

)

dx −F(u)

+

∫

Ω

(

Gcη|∇α|2 +
w(α)

η

)

dx
(3.7)

avec A(α) = (g(α) + kη)A0 et g(α) fonction dé�nie dans le chapitre 1(proposition 1.3).

A�n de comprendre ce modèle d'endommagement nous devons nous placer dans le cas où nous
aurions l'apparition d'une nouvelle zone endommagée : dans cette zone le terme A(α) est quasi nul
pour le modèle limite, mais dans cette zone le terme sphérique de l'énergie volumique reste �ni.
Comme la divergence de u est bornée, cela empêche l'apparition, à la limite lorsque η → 0, d'une
discontinuité de déplacement normal. On aura donc, à la limite, [[u]].n = 0. La discontinuité sera
sûrement tangentielle, ce qui se traduit en d'autres termes par des des ouvertures qu'en mode II60.

60notons que la preuve de Γ−convergence de cette régularisée vers le problème de rupture où les seules ouvertures
possibles sont en cisaillement pur reste un problème ouvert
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Dans la section suivante, nous allons illustrer sur un problème 2D et par des arguments heuris-
tiques que cette régularisée converge à la limite vers un problème de rupture où le seul mode
d'ouverture possible est le mode de cisaillement pur.

3.3.3 Illustration sur un problème 2D
Objectif
On veut montrer qu'en prenant le modèle d'endommagement où la variable d'endommagement
n'a�ecte que la partie déviatorique de l'énergie de déformation, alors "à la limite", on converge61,
vers un modèle de rupture où la discontinuité des déplacements sera purement tangentielle sur
les �ssures.

Méthode
Pour ce faire, on utilise un argument "heuristique" qui n'est pas une vraie démonstration de
Γ-convergence mais qui permet quand même de comprendre le fonctionnement du modèle.

Cadre
On se place en 2D, à déplacement contrôlé avec des forces extérieures qui sont nulles. Ainsi, on
considère une structure élastique homogène dont la con�guration naturelle de référence est Ω (cf
�gure 3.2), cette structure est encastrée sur une partie de son bord que l'on notera ∂ΩD1 et est
soumise à un déplacement Ud(t) de signe quelconque sur une autre extrémité ∂ΩD2. On suppose
que la structure est homogène.

u = 0 sur ∂ΩD1 et u = Ud(t) sur ∂ΩD2

Ω

∂ΩD1

∂ΩD2

Ud(t)

Fig. 3.2 � Schéma du domaine Ω et du chargement

On considère le modèle d'endommagement caractérisé par une densité d'énergie Wη(∇u, α,∇α)
donné par

W(∇u, α,∇α) = µ0 (g(α) + kη) εd(u) : εd(u) +
1

2
κ0 (div u)2

+
w(α)

η
+ Gcη∇α2

(3.8)

61c'est-à-dire lorsque η → 0
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où η est un petit paramètre, et on rappelle que tr ε(u) = div u.

Calcul
Considérons le problème de minimisation

min
8

<

:

u ∈ C
α ≥ 0

Pη(u, α) =

∫

Ω
Wη(∇u, α,∇α)dx (3.9)

où C est l'ensemble des déplacements admissibles, c'est-à-dire l'ensemble des déplacements véri-
�ant les conditions aux limites du champ u.

C =
{

u ∈ H1(Ω) : u = 0 sur ∂ΩD1, et u = Ud(t) sur ∂ΩD2

}

Soit (uη, αη) un minimiseur. On va supposer qu'il a la structure suivante :

L'endommagement se concentre dans des bandes de faible épaisseur (cf �gure 3.3)

Γ

dη

Kη

−→
n

M

s

M
−

M
+

Γ
+

η

Γ
−

η

Fig. 3.3 � Endommagement se concentrant dans une bande

Appelons Kη une telle bande (que l'on supposera compact) et supposons qu'elle ait une épaisseur
tendant vers 0 quand η → 0. On note Γ la courbe constituant "le milieu" de la bande. On aura
α = 0 à l'extérieur de Kη et α = 1 sur Γ.

Si s désigne l'abscisse curviligne de Γ, et −→n (s) la normale orientée à Γ, on appelle respectivement
M−

η , M et M+
η les points de Γ−

η , Γ et Γ+
η tels que M ait l'abscisse curviligne s,

−−−−→
MM+

η =
dη

2
−→n (s)

et
−−−−→
MM−

η = −dη

2
−→n (s).

Posons
[[uη]].n = [[u1

η]] = uη(M
+
η ) − uη(M

−
η )

Nous allons montrer que
lim
η→0

[[uη]].n = 0
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Remarquons tout d'abord que comme uη est un minimiseur, on a
∫

Kη

( div uη)
2dx ≤ B

où B désigne une constante positive indépendante de η.
En e�et, on a nécessairement

Pη(uη, αη) ≤ Pη(U, 0) (3.10)

où U est un relèvement62 véri�ant la condition à la limite en déplacement. Comme

Pη(U, 0) =

∫

Ω
µ0 (g(0) + kη) εd(U) : εd(U) +

1

2
κ0 (div U)2 +

w(0)

η
dx,

de plus w(0) = 0, g(0) = 1 et que kη converge vers 0 lorsque η tend vers 0, on en déduit :

Pη(U, 0) ≤ B

Puisque les di�érents termes de l'énergie sont positifs, on obtient alors :
∫

Ω
(div uη)

2 ≤ B

et donc en particulier
∫

Kη

(div uη)
2 ≤ B

En utilisant le théorème de la divergence, on calcule :
∫

Kη

div uηdx =

∫

∂Kη

uη.nds =

∫

Γ
[[u1

η]]ds +

∫

dη

[[u2
η]]ds

Or
∫

dη

[[u2
η]]ds ≤

(

∫

dη

([[u2
η]])

2ds

) 1
2 √

mes(dη) → 0 quand η → 0

De plus,
|
∫

Kη

div uηdx| ≤
∫

Kη

|div uη|dx

≤
(

∫

Kη

(div uη)
2dx

) 1
2 √

mes(Kη)

≤
√

B
√

mes(Kη) → 0 quand η → 0

Ainsi à la limite quand η → 0, on a
∫

Γ
[[u1

η]]ds = 0

Mais puisque cette relation est vraie pour tout Γ, on obtient à la limite :

lim
η→0

[[uη]].n = 0

62indépendant de η
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3.3.4 Bilan

Dans cette partie, nous avons construit un modèle d'endommagement qui permet des ouvertures
en cisaillement plan et cela indépendamment du type de sollicitation que peut subir la structure.
En e�et, que la structure soit soumise à un essai de traction ou à un essai de compression la
seule ouverture possible pour la �ssure est un mode en cisaillement plan.

Malgré l'avantage que présente ce modèle par rapport au précédent, il reste inapte à rendre
compte de tous les modes d'ouvertures possibles (ouvertures en mode-II seulement). A�n de
pendre en compte l'e�et unilatéral tel qu'il a été dé�ni dans la section précédente, il faudra
changer encore une fois de régularisée. Autrement dit, il faut construire un modèle d'endom-
magement qui soit apte à rendre compte de tous les modes d'ouvertures possibles sans avoir
d'interpénétration des lèvres des �ssures.

3.4 Tous les modes d'ouvertures possibles
Dans un premier temps, nous avons introduit une régularisée, que nous appellerons modèle de
base, copiée sur les problèmes d'imagerie63. Ce modèle consistait à a�ecter linéairement l'énergie
de déformation par l'endommagement. Cependant, avec ce type de régularisée nous avons re-
marqué que sous une sollicitation de type traction ou de type compression, la réponse du champ
d'endommagement solution reste inchangée, alors que le champ de déplacement solution change
de signe, ce qui conduit "à la limite" une interpénétration des lèvres de la �ssure64, ce qui est
évidement pas admissible physiquement.

Puis dans un second temps, nous avons abandonné ce modèle en faveur d'un autre, que nous
appellerons modèle déviatorique, qui permet uniquement "à la limite" des ouvertures en cisaille-
ment plan. Cette régularisée consiste à a�ecter uniquement la partie déviatorique de l'énergie
de déformation par l'endommagement. Nous avons remarqué que sous une sollicitation de type
traction, la réponse du champ d'endommagement solution n'est plus la même que celle donné par
le modèle de base. En e�et, comme l'endommagement n'est porté que par la partie déviatorique,
alors "à la limite" si une �ssure naissait, elle pourrait s'ouvrir qu'en cisaillement plan, c'est-à-dire
avec la caractéristique d'avoir un saut normal de déplacement nul. Malgré les avantages de ce
modèle, sous une sollicitation de type traction, la réponse du champ d'endommagement solution,
comme dans le cas d'une sollicitation de type compression. "À la limite", si une �ssure naissait,
elle pourrait s'ouvrir qu'en cisaillement plan.
L'ensemble de ces résultats est présenté dans le tableau 3.1, dans la première colonne se situent les
di�érents modèles traités, dans la seconde et la troisième colonne respectivement sont récapitulées
les réponses du champ d'endommagement en traction et en compression de ces modèles.

Remarque:
Il est évident que l'endommagement d'une structure soumise à une sollicitation ne peut se com-
porter de la même manière en traction ou en compression sous peine de voir l'interpénétration
des lèvres des �ssures.

63problème de Mumford-Shah
64autrement dit, le saut de déplacement normal peut avoir un signe quelconque
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Modèle Traction Compression
Modèle de base bonne réponse mauvaise réponse

Modèle déviatorique mauvaise réponse bonne réponse

Tab. 3.1 � Récapitulatif des réponses des modèles d'endommagement proposés en amont

3.4.1 Objectifs
Pour remédier au problème de la non prise en compte de l'e�et unilatéral, il faut changer de
nouveau la régularisée en faveur d'une troisième qui prendrait en compte cet e�et. En fait, au
vu du tableau précédent on remarque que pour une sollicitation de type traction il faut utiliser
le modèle de base alors que pour une sollicitation de type compression il faut utiliser le modèle
déviatorique65.

Il faut donc trouver un critère de sélection des modèles. Pour ce faire, on doit regarder le signe
de la trace des déformations (tr ε(u)). Physiquement, cette quantité représente le changement
de volume d'un élément car la trace des déformations est égale à la divergence du déplacement
(tr ε(u) = div(u)). Si cette trace est positive, alors il faut utiliser le modèle de base sinon c'est
le modèle déviatorique qu'il faut utiliser. On se propose dans la suite de modéliser mathémati-
quement ce phénomène et de proposer un modèle d'endommagement correspondant.

3.4.2 Modèle d'endommagement avec prise en compte du contact unilatéral
On peut décomposer tout nombre réel x en une partie positive x+ et une autre partie négative
x−, données par les relations suivantes :

x+ =

{

x si x > 0
0 si x ≤ 0

et x− =

{

0 si x ≥ 0
x si x < 0

et on a toujours :
x = x+ + x− et x2 = (x+)2 + (x−)2

En appliquant ces formules à la trace du tenseur des déformations, on obtient :

tr ε(u) = (tr ε(u))+ + (tr ε(u))− (3.11)

d'où
(tr ε(u))2 =

(

(tr ε(u))+
)2

+
(

(tr ε(u))−
)2 (3.12)

En réécrivant l'énergie élastique volumique tout en gardant la décomposition déviatorique de
cette dernière, nous obtenons :

1

2
A0ε · ε =

1

2

(

2µ0ε
d : εd + κ0(tr ε)2

)

=
1

2

(

2µ0ε
d : εd + κ0 ((tr ε(u))+)

2
+ κ0 ((tr ε(u))−)

2
) (3.13)

65cette distinction entre traction/compression ne semble pas être raisonnable puisque lorsque la structure est
soumise à un chargement quelconque, le choix du modèle devient di�cile
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Une fois l'énergie élastique volumique réécrite, nous allons faire porter l'endommagement unique-
ment sur les deux premiers termes de cette énergie. Autrement dit, le carré de la partie négative
de la trace des déformations ne sera pas a�ecté par l'endommagement. Ainsi, la forme générale
de la fonctionnelle régularisée peut se lire :

G(u, α) =

∫

Ω

1

2
(g(α) + kη)

(

2µ0ε
d : εd + κ0

(

(tr ε(u))+
)2

)

dx

+

∫

Ω

1

2
κ0

(

(tr ε(u))−
)2

dx −F(u)

+

∫

Ω

(

Gcη|∇α|2 +
w(α)

η

)

dx

(3.14)

Remarque:
Grâce à cette nouvelle régularisée, nous allons pouvoir prendre en compte l'e�et unilatéral dans le
modèle. Cependant, cette régularisée présente l'inconvénient d'ajouter une non linéarité supplé-
mentaire dans le modèle. En e�et, la di�érentielle seconde de la fonctionnelle n'est pas continue.

A�n de comprendre cette régularisée nous devons nous placer dans le cas où nous aurions une
�ssure : dans la zone endommagée le terme g(α) + kη est quasi nul pour le modèle limite, mais
dans cette zone le carré de la partie négative de la trace des déformations66 reste �ni. Comme la
partie négative de la divergence du déplacement ((div u)−) est bornée, cela empêche l'apparition,
à la limite lorsque η → 0, l'interpénétration des lèvres des �ssures. On aura donc à la limite,
[[u]].n ≥ 067.

Dans la section suivante, nous allons illustrer sur un problème 2D et par des arguments heuris-
tiques que cette régularisée converge à la limite vers un problème de rupture où l'e�et unilatéral
est pris en compte dans le modèle.

3.4.3 Illustration sur un problème 2D
Objectif
On veut montrer qu'en prenant le modèle d'endommagement où la variable d'endommagement
a�ecte tout les termes de l'énergie de déformation sauf le carré de la partie négative de la trace
des déformations, que l'on a convergence "à la limite" du modèle, c'est-à-dire lorsque η → 0,
vers un modèle de rupture où l'e�et unilatéral de la �ssure est pris en compte de façon naturelle
dans le modèle.

Méthode
Pour ce faire, on utilise un argument "heuristique" qui n'est pas une vraie démonstration de
Γ−convergence mais qui permet quand même de comprendre le fonctionnement du modèle.

Cadre
On se place en 2D, à déplacements contrôlés avec des forces extérieures nulles.

66un des termes de l'énergie volumique
67la preuve de Γ−convergence de cette régularisée vers le problème de rupture où l'e�et unilatéral est une

relation naturelle du modèle reste un problème ouvert
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On considère le modèle d'endommagement caractérisé par Wη(∇u, α,∇α) donné par

W(∇u, α,∇α) = (g(α) + kη)

(

µ0ε
d(u) : εd(u) +

1

2
κ0 ( (div u)+)

2
)

+
1

2
κ0 ( (div u)−)

2

+
w(α)

η
+ Gcη∇α2

(3.15)

où η est un petit paramètre.

Calcul
Considérons le problème de minimisation

min
8

<

:

v ∈ C
α ≥ 0

Pη(u, α) =

∫

Ω
Wη(∇u, α,∇α)dx (3.16)

où C est l'ensemble des déplacements admissibles.

Soit (uη, αη) un minimiseur. On va supposer qu'il a la structure suivante :

L'endommagement se concentre dans les bandes de faible épaisseur (cf �gure 3.3)

Nous garderons les mêmes notations que celles introduites dans la section 3.3.3, et nous allons
montrer que

lim
η→0

[[uη]].n ≥ 0

Remarquons tout d'abord que comme uη est un minimiseur, on a
∫

Kη

(

( div uη)
−
)2

dx ≤ D

où D désigne une constante positive indépendante de η.
En e�et, on a nécessairement

Pη(uη, αη) ≤ Pη(U, 0) (3.17)
où U est un relèvement (indépendant de η) véri�ant la condition à la limite en déplacement.
Comme

Pη(U, 0) =

∫

Ω
(g(0) + kη)

(

µ0ε
d(U) : εd(U) +

1

2
κ0

(

(div U)+
)2

)

dx

+

∫

Ω

1

2
κ0

(

(div U)−
)2

+
w(0)

η
dx,

(3.18)

de plus w(0) = 0, g(0) = 1 et comme kη converge vers 0 lorsque η tend vers 0, on a alors :

Pη(U, 0) ≤ D

Comme les di�érents termes de l'énergie sont positifs, nous obtenons
∫

Ω
( (div uη)

−)2 ≤ D
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et donc en particulier
∫

Kη

( (div uη)
−)2 ≤ D

On envisage ensuite 2 cas :
Cas 1 : div uη ≥ 0 dans Kη

Cas 2 :div uη ≤ 0 dans Kη

Dans le cas 1, on a :
0 ≤

∫

Kη

div uηdx ≤
∫

∂Kη

uη.ndx

ce qui nous permet de déduire qu'à la limite :

lim
η→0

[[uη]].n ≥ 0

Dans le cas 2, on a :
div uη = (div uη)

−

et on peut, ainsi, reprendre le raisonnement du paragraphe 3.3.3, puisque

|
∫

Kη

(div uη)
−dx| ≤

∫

Kη

|(div uη)
−|dx

≤
(

∫

Kη

((div uη)
−)2dx

) 1
2 √

mes(Kη)

≤
√

D
√

mes(Kη) → 0 quand η → 0

Et on obtient à la limite
lim
η→0

[[uη]].n = 0

3.4.4 Bilan
Dans cette section, nous avons construit un modèle d'endommagement qui permet d'avoir tous
les modes d'ouvertures possibles avec interdiction d'interpénétration des lèvres des �ssures. Ce-
pendant, ce modèle présente un inconvénient supplémentaire puisqu'il ajoute de la non linéarité
causée par l'a�ectation par l'endommagement, uniquement, de la déformation positive de l'éner-
gie volumique.

Conclusion
L'un des objectifs du travail qui a été réalisé était d'introduire une nouvelle régularisée capable
de rendre compte de tous les phénomènes de rupture a�n de remédier aux lacunes du premier
modèle. Contrairement au problème d'imagerie, dont le seul souci est de déterminer les contours
actifs d'une image, le problème de la mécanique de la rupture est plus complexe. Une adaptation
directe n'est pas possible dans le cas du problème de rupture. En e�et, la rupture comporte
des phénomènes naturels tels que le contact, la non interpénétration des lèvres de la �ssure, la
refermeture des �ssures ...
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Le principe est de suivre l'idée d'Ambrosio et Tortorelli et d'introduire l'e�et unilatéral dans le
modèle, c'est-à-dire interdire l'interpénétration des lèvres de la �ssure en introduisant la condi-
tion naturelle : le saut normal de déplacement aux lèvres de la �ssure doit être positif ou nul.
Pour ce faire, dans un premier temps, nous avons abandonné la première régularisée en faveur
d'une autre qui permet de n'avoir que des ouvertures en cisaillement plan, ce qui la rend inapte à
rendre compte de tous les modes d'ouvertures possibles. Puis, par la suite, nous avons remplacé
cette dernière par une régularisée qui permet cette fois tous les modes d'ouvertures possibles.

Cependant, cette nouvelle et originale régularisée présente un inconvénient d'un point de vue
pratique, puisqu'elle ajoute de la non linéarité supplémentaire dans le modèle, correspondant à
la présence de parties positives. La di�érentielle seconde de la fonctionnelle n'est plus continue
et cela nécessite la résolution d'un problème non linéaire68.

68l'implémentation numérique de ces régularisées sera mise en ÷uvre et détaillée dans le chapitre 5
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Chapitre 4. Formulation variationnelle de la Fatigue et régularisation

Introduction
L'objet de ce chapitre est de présenter la formulation variationnelle de la fatigue et de régulariser
ce problème en s'inspirant de l'idée introduite par Ambrosio et Tortorelli [AT90].

Dans un premier temps, on reviendra sur la phénoménologie de la fatigue en introduisant la
fatigue, puis en rappelant la fatigue de type Paris et en�n en présentant la fatigue basée sur la
notion de forces cohésives. Dans une seconde partie, on rappellera en quoi l'approche de Gri�th
reste inapte à prédire le phénomène de fatigue. Puis, sera rappelé comment il est possible de
changer cette formulation pour rendre compte des phénomènes de fatigue. En�n, nous établirons
la formulation variationnelle des lois de Paris dont nous introduirons la régularisée.

4.1 Rupture par fatigue
Le domaine de la mécanique de la rupture par fatigue est lui aussi très vaste, il est donc impossible
de présenter une analyse exhaustive de la bibliographie sur ce domaine. Il existe un nombre
considérable d'approches de ce phénomène. Pour plus de détails, le lecteur intéressé pourra se
référer à l'ouvrage de Suresh [Sur98].

4.1.1 Introduction à la fatigue
4.1.1.1 Quelques dé�nitions
La fatigue est un processus qui sous l'action de contraintes ou déformations cycliques, répétées
ou alternées, conduit à la modi�cation des propriétés locales d'un matériau et pouvant entraîner
la formation de défauts ou de �ssures et éventuellement la rupture de la structure. La contrainte
ou déformation maximale pour lesquelles le processus est activé sont inférieures à la résistance
à la traction du matériau, autrement dit la propagation de �ssures (ou de défauts) de fatigue
est une propagation de �ssures sous-critique c'est-à-dire telles que G < Gc . Autrement dit, la
fatigue est la réponse d'un matériau soumis à une sollicitation qui �uctue au cours du temps
(sans jamais dépasser une sollicitation maximale qui occasionnerait sa rupture en traction) et
qui engendre son endommagement progressif.

Ce processus est décomposé en di�érentes étapes principales que nous citons :
• Évolution microstructurale (l'endommagement) : il y a formation de micro-�ssures : c'est

la germination des défauts.
• Amorçage d'une �ssure : cette formation peut représenter 80% à 90% de la durée de vie

de la structure. Durant cette phase, rien ne peut être perçu de l'extérieur et pourtant la
structure subit des modi�cations internes.

• Croissance des �ssures : propagation lente de la �ssure, on se trouve à ce stade à 20% voire
10% de la durée de vie de la structure.

• Rupture �nale rapide : propagation brutale due à l'instabilité qui amène à la ruine totale
de la structure.

Pour prédire le comportement en fatigue c'est-à-dire le nombre de cycles avant rupture d'une
structure, on distingue plusieurs facteurs :

• L'intensité maximale de la sollicitation (chargement ou déformation imposé)
• L'amplitude de cette sollicitation
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4.1. Rupture par fatigue

• Le milieu dans lequel la structure est utilisée

4.1.1.2 Mécanisme de fatigue
Lorsque l'on exerce une contrainte comme par exemple une traction sur une structure, cette
dernière commence par s'endommager par déformation plastique, à partir d'une contrainte ap-
pelée limite élastique. En théorie, il su�rait de rester en dessous de cette contrainte pour éviter
l'endommagement de la structure. Mais dans la pratique et dans la vie réelle, ce n'est pas le cas.
En e�et, lors d'une sollicitation cyclique, il y a une concentration locale de contraintes essentiel-
lement due aux angles ou entailles de la structure, aux trous et aux précipités. On dépasse alors
localement la limite élastique, et à partir d'un certain moment la zone endommagée ne peut plus
supporter les déformations, même faibles. Elle �nit par amorcer une �ssure qui s'agrandit dès
que le matériau est sollicité et cela mène rapidement à la rupture �nale de la structure.

Comme on peut le constater, ce phénomène de rupture par fatigue est di�érent des autres phé-
nomènes de rupture, en e�et, il se distingue par :

• Une zone de fatigue69 : sous chargement cyclique, dans une structure, une �ssure peut
naître pour des valeurs de chargement à chaque cycle qui sont inférieures à la force de
rupture statique. Cela est dû à la concentration locale de contrainte.

• Une zone d'endurance illimitée70 : pour des valeurs du chargement maximal à chaque cycle
assez faibles, on n'observe aucune apparition de �ssure même après un nombre in�ni de
cycles. Dans cette zone d'endurance illimitée, sous faible contrainte, la rupture ne se produit
pas avant un nombre de cycles in�nis. Un des essais le plus courants pour rendre compte
de ce phénomène est celui permettant d'obtenir la courbe de Wöhler (ou courbe S-N :
Stress-Number of cycles, ou courbe d'endurance).

4.1.1.3 D'un point de vue physique
D'un point de vue physique, on peut observer deux zones : une zone de �ssuration par fatigue (en
début de �ssure) et une zone de rupture �nale et brutale (en �n de �ssure). L'importance de ces
zones dépend de l'amplitude du chargement appliqué à la structure. En e�ectuant un zoom, on
observe des stries globalement parallèles, correspondant à la propagation de la �ssure à chaque
sollicitation, puis une zone d'arrachement, correspondant à la rupture �nale. Sur la première
zone, on note la présence de stries parallèles, l'expérience montre qu'il y a une correspondance
entre une strie et un cycle : plus les stries sont écartées et plus l'amplitude du chargement est
grande, mais cela dépend aussi du type de matériau dont est constituée la structure : matériau
fragile ou matériau ductile [Sur98].

4.1.2 Propagation de �ssures par fatigue : loi de Paris
4.1.2.1 Cas général
Les modèles classiques de propagation de �ssures par fatigue donnent l'évolution de la vitesse de
propagation en fonction du chargement appliqué en pointe de �ssure par une approche empirique.
Le modèle le plus utilisé est celui de Paris et Erdogan [PE63]. Ces derniers à partir de la mécanique
linéaire élastique de la rupture, font l'analyse suivante : les contraintes au voisinage d'une �ssure,
au cours d'un cycle de chargement, sont connues dès que l'on connaît les valeurs maximales et

69ou endurance limitée
70ou zone de sécurité

83
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minimales du facteur d'intensité des contraintes au cours de ce cycle. Ainsi, pour ce modèle
un essai de �ssuration est su�sant pour caractériser l'évolution de la vitesse de propagation en
fonction de la variation du facteur d'intensité des contraintes (cf �gure 4.1).

Rupture

Seuil Loi de Paris
1

m

log(∆

log(
dℓ

dN
)

log(∆Kth) log(Kc)

II IIII

Fig. 4.1 � Schéma de la vitesse de propagation de �ssure en fonction de la variation du facteur
d'intensité des contraintes

À l'analyse des résultats expérimentaux, on postule donc que :

dℓ

dN
= f(∆K)

où ℓ est la longueur de �ssure et N est le nombre de cycles, ∆K est la variation du facteur
d'intensité des contraintes au cours du cycle. Cette dépendance peut se résumer en trois régimes
suivant la valeur de la variation du facteur d'intensité des contraintes (cf �gure 4.1) :

• Régime I : En-deçà du régime II, la vitesse de propagation est inférieure à celle de Paris
(régime I). Dans ce régime, la vitesse diminue rapidement quand ∆K diminue et la �ssure
�nit par présenter des vitesses de �ssuration di�cilement détectables (elle est considérée
comme impossible si ∆K ≤ ∆Kth et on parle alors de notion de seuil).

• Régime II : le régime central dit de Paris est un régime pour lequel la vitesse de �ssuration
est une fonction puissance de la variation du facteur d'intensité des contraintes.

• Régime III : Au delà du régime central, la vitesse de propagation est supérieure à celle
prévue dans le régime de Paris car la �ssure se propage d'une manière instable, on parle
alors de rupture totale de la structure si ∆K ≥ Kc.

Remarque:
Lors de cycles de chargements "complexes", la variation du facteur d'intensité des contraintes
n'est pas le seul paramètre à gouverner le taux de propagation d'une �ssure en fatigue, il y a
aussi le rapport de charge, dé�ni comme le rapport des sollicitations minimales et maximales
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au cours d'un cycle de chargement, qui peut être exprimé en fonction de la valeur maximale du
facteur d'intensité des contraintes.

4.1.2.2 La loi de Paris

De nombreuses lois ont été proposées pour décrire l'évolution de la propagation de �ssures de
fatigue dans le régime II (cf �gure 4.1). Mais cinquante ans plus tard, la loi phénoménologique
proposée par Paris reste la plus utilisée par les ingénieurs. Cette loi relie le taux de �ssuration à
la variation du facteur des contraintes par la loi puissance suivante :

dℓ

dN
= C∆Km

où C et m sont deux paramètres du matériau dé�nissant respectivement la position et la pente
de la droite de Paris. Ils sont déterminés par des expériences de base sur des éprouvettes et ils
dépendent entre autres des propriétés du matériau, du rapport de charge, du mode de charge-
ment (pour plus de détails, on renvoie le lecteur vers l'ouvrage de Suresh [Sur98]).

Cependant, cette loi est limitée entre autres aux
• chargements d'amplitudes constantes et de rapport de charge nul : en e�et, l'expérience

montre qu'une surcharge peut "bloquer" momentanément une �ssure ou au moins retarder
de façon importante (selon l'amplitude de la surcharge) la durée de vie d'une structure. De
même, la loi de Paris est inapte à rendre compte de l'in�uence du rapport de charge sur la
vitesse de propagation de la �ssure. Ces deux phénomènes sont expliqués par le processus
de fermeture de �ssures (cf [Elb70] pour plus de détails).

• �ssures longues : en e�et, il est montré expérimentalement que, à ∆K donné, les �ssures
"courtes" se propagent plus rapidement que les �ssures longues. De même, il est observé
qu'elles se propagent à des valeurs de ∆K inférieures au seuil de propagation ∆Kth, les
causes de cet e�et sont un peu �oues, mais, il semble admis que dans cette con�guration,
la zone plastique précédant la �ssure ne peut plus être négligée.

En résumé, la loi de Paris est ainsi restreinte aux problèmes où la déformation plastique en tête
de �ssure est négligeable. Dans le cas contraire les outils de la mécanique linéaire élastique de la
rupture ne sont plus applicables. Ceci conduit à l'incapacité à rendre compte du phénomène de
fermeture de �ssure en cours de décharge.

Néanmoins, à ce jour, il n'existe aucune théorie permettant de prédire à elle seule le taux de
croissance d'une �ssure de fatigue. C'est pourquoi la loi de Paris continue à avoir un tel succès,
même si elle fournit plus un schéma de données qu'une capacité de prédiction de la �ssuration,
puisque, pour chaque nouveau problème, il faut déterminer les constantes C et m.

Par la suite on étudiera l'évolution temporelle des �ssures par fatigue en utilisant la loi de Paris
donnée par la relation suivante :

dℓ

dT
= C∆Km

où T représente le temps homogénéisé.
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4.1.3 Modèles basés sur les forces cohésives
La loi de Paris constitue un outil e�cace pour modéliser des lois de �ssuration par fatigue. Tou-
tefois, et comme rappelé précédemment, cette loi est incapable de rendre compte de l'amorçage
d'une �ssure et n'est applicable que si la structure possède une �ssure ou un défaut préexistant.
De même, elle devient inadéquate lorsque la taille de la zone non-linéaire en tête de �ssure71
n'est plus négligeable par rapport aux autres dimensions de la structure �ssurée. Pour pallier à
ces di�cultés, d'autres modèles basés sur les forces cohésives ont vu le jour.

zone 
ohésives�ssure

intera
tion for
es 
ohésives

Fig. 4.2 � Schéma de la �ssure et de la zone cohésive

Ces modèles de forces cohésives (cf �gure 4.2) sont des modèles d'interface. Les premiers modèles
ont été introduits par Dugdale [Dug60] et Barenblatt [Bar62]. Ils ont été introduits pour remédier
aux problèmes de singularités en tête de �ssure. Issus principalement d'observations expérimen-
tales en pointe de �ssure telles que l'apparition de micro-�ssures, la croissance de cavités ou le
développement de zones de plasti�cation, ils permettent de faire la transition entre le milieu sain
et une vraie �ssure.

Sous chargement monotone
De façon formelle, un modèle de forces cohésives revient à considérer la présence d'une zone
d'élaboration de la �ssure en amont de la pointe de �ssure dans laquelle des forces cohésives
attractives T résistent à la séparation des lèvres de la �ssure caractérisée par le saut de déplace-
ment [[u]]. Autrement dit, c'est une relation entre le déplacement relatif et la force d'interaction
entre les lèvres d'une �ssure. On recense dans la littérature de nombreuses lois, on cite à titre
d'exemple le modèle de Needleman [Nee87] (travaux de référence dans le cadre de chargements
monotones).

Sous chargement cyclique
Pour l'étude de la rupture de fatigue, c'est-à-dire pour l'étude d'un problème sous chargement
cyclique, Needleman [Nee91] suggère des modèles de forces cohésives irréversibles. En e�et, la
description précédente n'est plus su�sante pour des chargements cycliques car pour des forces
appliquées qui sont plus faibles que la résistance cohésive, la zone cohésive aura une durée de vie
in�nie. Cependant, par expérience, on peut observer que sous chargement cyclique les matériaux
se �ssurent à des niveaux de contrainte plus bas que la contrainte de rupture statique. Cela est

71comme la zone plastique ou la zone de micro�ssuration
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essentiellement dû à l'usure des matériaux, et pour en rendre compte, il est nécessaire de ne plus
considérer des lois cohésives réversibles mais irréversibles [Jau06].

4.2 Insu�sance de la théorie de Gri�th
Si la théorie de Gri�th était su�sante pour rendre compte de la rupture sous chargement mono-
tone croissant, elle est en revanche inapte à prédire le phénomène de fatigue, c'est-à-dire à rendre
compte de la rupture sous chargement cyclique (d'amplitude constante ou même variable). On
se propose dans cette section de mettre en évidence cette insu�sance, dans un premier temps
on rappellera la loi d'évolution de la �ssuration d'une structure soumise à un chargement mono-
tone, puis sous chargement cyclique on montrera pourquoi la formulation est inapte à prédire ce
phénomène de fatigue.

4.2.1 Rupture sous chargement monotone
L'énergie totale de la structure est, par dé�nition, la somme de son énergie potentielle et de son
énergie de surface :

E(u) = P(u) + S(u) (4.1)
Dans le cas de Gri�th, l'énergie de surface est donnée par la relation S(u) = GcHn−1(Su) avec
Su l'ensemble des points où u est discontinu.

L'évolution de la �ssuration consiste à rechercher, comme postulé par Francfort et Marigo [FM98],
le champ u admissible qui minimise, à chaque instant et parmi tous les états de �ssuration pos-
sibles, l'énergie totale de la structure, que l'on force de ce fait à se trouver dans un état d'équilibre
stable. Ils traitent ainsi les �ssures comme des surfaces de discontinuités et ils rendent compte
de leurs évolutions par un critère énergétique.

Dans cette version revisitée on s'a�ranchit, a priori, de postuler le nombre de �ssures et leurs
trajets respectifs. En notant C l'ensemble des champs cinématiquement admissibles, le problème
de minimisation s'écrit :

Trouver u ∈ C
tel que ∃ η > 0, ‖v − u‖ ≤ η ⇒ E(u) < E(v)

(4.2)

avec E donné par l'expression (4.1).

De plus, l'irréversibilité induit l'interdiction aux lèvres des �ssures de se "recoller", dans le cas
de Gri�th la �ssure étant dé�nitivement créée dès lors qu'il y a discontinuité dans le champ de
déplacement.

4.2.2 Rupture sous chargement cyclique
Si la théorie précédente est su�sante pour des structures soumises à un chargement monotone,
elle devient impossible dès lors que l'on se place sous chargement cyclique d'amplitude constante,
puisqu'elle ne peut absolument pas rendre compte du phénomène de fatigue (introduit par le char-
gement cyclique (cf �gure 4.3)).

A�n de mettre en évidence cette incapacité, nous allons considérer une structure 2D soumise
un à chargement cyclique de type déplacement contrôlé d'amplitude constante U et nous nous
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t

U
Chargement

Fig. 4.3 � Chargement cyclique

plaçons dans le cas où le rapport de charge est nul72.

En supposant qu'à chaque pas de temps i correspond un chemin de chargement (charge, décharge,
recharge, etc...). À la �n de la première montée en charge, le champ de déplacement solution u1

sera celui qui véri�era le problème incrémental (4.2), c'est-à-dire

Trouver u1 ∈ C1

tel que ∃η > 0, ‖v − u1‖ ≤ η ⇒ E1(u1) < E1(v) ∀v ∈ C1
(4.3)

où C1 correspond à l'ensemble des champs de déplacement cinématiquement admissibles à la �n
de la première montée en charge.
Du fait de l'irréversibilité à la décharge, l'expression de u2 est égale à celle de u1 puisque les
lèvres des �ssures ne peuvent se "recoller".
À la �n de la seconde montée en charge, on voit rapidement que le problème de minimisation que
l'on traite est en tout point similaire à (4.3), l'énergie totale E3 ayant la même expression que
E1. De même, on doit rechercher la solution u3 dans l'ensemble C3 égal à C1 . Ainsi, la solution
u3 est égale à la solution u1.
La solution n'évolue donc pas après le premier cycle : il y a adaptation en un cycle.

4.3 Modèles de forces cohésives et loi de Paris
Jaubert et Marigo dans [JM06] proposent une autre formulation variationnelle, cette dernière est
obtenue en conservant un principe de moindre énergie, mais en remplaçant l'énergie de surface
de type Gri�th par une énergie dépendant du saut de déplacement sur les lèvres de la �ssure
et en introduisant une condition d'irréversibilité. Par passage à la limite, lorsque la longueur in-
terne du modèle est petite devant les dimensions de la structure, une loi de type Paris est obtenue.

Ainsi, à partir d'une formulation unique, ils peuvent rendre compte de di�érents phénomènes
observés comme la propagation de �ssure à court terme73 : le modèle de Gri�th ; ou encore la
propagation de �ssure à long terme74 : les modèles phénoménologiques de Paris.

72c'est-à-dire que le rapport entre la charge minimale et la charge maximale (égale à U) est nul, donc la charge
minimale est nulle

73sous chargement monotone
74sous chargement cyclique
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Mais tout d'abord, revenons sur les di�érents choix faits par les auteurs pour retrouver une loi
de fatigue de type Paris.

4.3.1 Mise en ÷uvre du modèle

L'hypothèse de Gri�th qui consiste à dire que l'énergie de surface est proportionnelle à la lon-
gueur de la �ssure avec un coe�cient de proportionnalité égal au taux de restitution de l'énergie
critique du matériau Gc, permet de décrire la discontinuité matérielle de manière très simpliste,
en e�et, elle engendre certains défauts comme la singularité des contraintes en front de �ssure.

Pour remédier à ces problèmes liés au type d'énergie choisie, Barenblatt fait l'hypothèse d'une
zone cohésive75. Il suppose, ainsi, dans le cadre de matériaux fragiles, que dans cette zone les
lèvres de la �ssure ne sont pas complètement séparées, des forces dites cohésives s'opposent à
cette séparation. Son modèle semble être justi�é, prenant l'exemple d'un morceau de tissu syn-
thétique que l'on essaye de déchirer alors au front de la déchirure (�ssure) on remarque bien
une zone de déchirure et une autre zone en pointe de la déchirure dans laquelle les �ls ne sont
pas totalement rompus. Ainsi, dans ce modèle et lorsque la séparation entre les �ssures est assez
importante, c'est-à-dire lorsqu'elle dépasse une valeur critique caractéristique du matériau, les
forces cohésives s'annulent et on a ainsi une réelle discontinuité des lèvres.

Le choix le plus simple est le modèle de Dugdale, cas particulier de l'énergie de surface de type
Barenblatt. Dans ce modèle, les forces s'opposant à l'ouverture de la �ssure sont constantes dans
toute la zone d'élaboration.

Écriture générale de l'énergie de surface
En notant δ l'ouverture non nulle de la �ssure, l'énergie de surface associée à un champ u ∈ C
cinématiquement admissible s'écrit :

S(u) =

∫

Su

Φ(δ(u(x), n(x))dHn−1(x) (4.4)

où Φ est la fonction de densité d'énergie de surface qui dépend de l'ouverture δ elle-même
dépendante du saut de déplacement et de l'orientation de la surface de discontinuité par son
vecteur normal unitaire n.
Cependant, l'introduction d'une énergie de surface ne su�t pas puisqu'il y a toujours adapta-
tion en un cycle si l'on n'introduit pas une condition d'irréversibilité. En e�et, il ne faut plus
faire dépendre l'énergie de surface du saut de déplacement entre les lèvres mais de l'accumulation
de saut de déplacement au cours du temps. Cela revient à introduire une mémoire dans le modèle.

Ainsi la formulation de Jaubert et Marigo pour rendre compte de la fatigue repose sur trois
ingrédients :

• un principe de moindre énergie,
• une énergie de surface de type Dugdale-Barenblatt,
• une condition d'irréversibilité.

75process zone en anglais

89



Chapitre 4. Formulation variationnelle de la Fatigue et régularisation

Gc Gri�th
Φ

Dugdale
δ

Barenblatt
δc

σc

Fig. 4.4 � Densité d'énergie de surface en fonction de l'ouverture

4.3.2 La loi de fatigue limite

Cas du problème de décollement d'un �lm
Dans le cadre du décollement d'un �lm mince soumis à un chargement cyclique, Jaubert et Ma-
rigo montrent que leur modèle basé sur l'approche variationnelle et muni donc des ingrédients
énoncés au paragraphe précédent76 conduit au décollement progressif du �lm avec une zone co-
hésive au front de la �ssure et est, ainsi, capable de rendre compte des phénomènes de fatigue.

Par le biais de cet exemple, les auteurs mettent en évidence une loi limite de fatigue permettant
d'obtenir implicitement le taux de propagation du décollement en fonction du taux de restitution
d'énergie :

ℓ̇ = f(G) (4.5)

Cette loi limite est obtenue en analysant le comportement asymptotique77 de la solution du pro-
blème d'évolution du �lm mince en décollement (et de son arrachement).

Il est important de noter que cette loi limite recouvre non seulement une loi de Paris mais qu'elle
contient aussi la loi de Gri�th, en e�et la fonction f(G) est une fonction croissante de 0 à une
valeur ℓ̇c lorsque G croît de 0 à Gc (par valeur inférieure). Pour G = Gc, ℓ̇ est indéterminé et
peut prendre n'importe quelle valeur supérieure ou égale à ℓ̇c.
Pour des valeurs de G petites devant Gc, f(G) se comporte comme une loi puissance. Précisément,
on aboutit à

ℓ̇ ≃ ℓ̇0

(

G

Gc

) 3
2

autrement dit une loi de Paris avec la puissance 3 (puisque G ∼ K2).

Une fois cette loi limite obtenue, les auteurs montrent que le problème de décollement par fatigue

76c'est-à-dire en adoptant une énergie de surface de type Dugdale dépendant d'une variable mémoratrice de
l'ouverture et en minimisant l'énergie totale du �lm à chaque pas de temps du chargement discrétisé

77autrement dit lorsque la dimension de la structure est très grande devant la longueur interne du matériau,
c'est-à-dire un comportement lorsque ε → 0, où ε est la longueur interne de la zone cohésive
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G

Gc

ℓ̇

Fig. 4.5 � Comportement de la loi limite

revient à résoudre le système di�érentiel suivant :






ℓ̇ = f(G) avec G ≤ Gc

G = −dP(ℓ)

dℓ
avec P : énergie potentielle

(4.6)

4.4 Formulation variationnelle des lois de Paris et leur régulari-
sation

Jaubert dans [Jau06] met en évidence à travers des exemples "académiques" des lois de fatigue
limites qui englobent à la fois la loi de Gri�th et la loi de Paris en considérant le comportement
asymptotique du problème d'évolution de la �ssuration lorsque la dimension de la structure est
très grande devant la longueur interne du matériau. En retour, cette loi limite peut s'écrire sous
une forme variationnelle que l'on explicitera par la suite.

4.4.1 Formulation variationnelle des lois de fatigue limites et régularisation
4.4.1.1 Modèle de décollement d'un �lm
Dans le cas de l'exemple du décollement d'un �lm mince, Jaubert a montré que le taux de
décollement ℓ̇ et le taux de restitution d'énergie G sont reliés par la relation implicite suivante

+∞
∑

k=0

〈

2
√

G(T ) − kℓ̇(T )
〉2

= 4 (4.7)

où T est le nombre de cycles, qui peut être considéré comme une pseudo variable de temps, ℓ
désigne la longueur de la zone décollée.

Remarque:
La formule (4.7) est une loi de Gri�th lorsque G = 1 (c'est-à-dire G = Gc avec les dimen-
sions) et une loi de Paris ℓ̇ = f(G) lorsque G < 1.
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La loi donnée par (4.7) peut s'écrire comme une loi standard généralisée, c'est-à-dire en termes
d'un potentiel de dissipation, et plus précisément, le potentiel de dissipation D se déduit de la
fonction de fatigue f et est donné par

D(ℓ̇) =























∫ ℓ̇

0
f−1(λ)dλ si ℓ̇ ≤ 2

∫ 2

0
f−1(λ)dλ + (ℓ̇ − 2) si ℓ̇ ≥ 2

(4.8)

La loi d'évolution peut aussi s'écrire

ℓ̇ = arg minλ≥0 {D(λ) − Gλ} (4.9)

En discrétisant le paramètre T en introduisant un pas de cycles ∆T , en appelant ∆ℓ l'incrément
de décohésion durant les cycles compris entre T et T +∆T , la longueur de décohésion passant de
ℓ à ℓ+∆ℓ, comme G = −P ′(ℓ) et comme l'énergie potentielle est une fonction convexe de ℓ, alors
le problème continu précédent peut être approché par le problème de minimisation suivant :

∆ℓ

∆T
= arg minλ≥0

{

1

∆T
(P(ℓ + λ∆T ) − P(ℓ)) + D(λ)

}

(4.10)

En notant ℓi la longueur de la zone décollée au pas de temps Ti, le problème incrémental, pour
déterminer la longueur ℓi+1 au temps Ti+1 = Ti + ∆T , peut aussi s'écrire :

Pour i ≥ 1 trouver ℓi+1 minimiseur sur {ℓ : ℓ ≥ ℓi} de
P(ℓ) + ∆TD

(

ℓ − ℓi

∆T

)

avec ℓ0 = 0

(4.11)

L'intérêt de ce problème est multiple :

1. ∆T représente l'incrémentation du temps homogénéisé et peut être choisi grand puisqu'il
correspond à un "paquet" de cycles de la loi de Paris.

2. Tout ce qui se passe au cours d'un cycle a été intégré une fois pour toutes dans le potentiel
de dissipation D.

3. Le problème "spatial" de détermination du champ d'ouverture en fonction de la longueur
de décohésion est un problème linéaire, puisqu'il revient à adopter l'hypothèse de Gri�th
quant à l'interaction entre les lèvres des �ssures.

4. Par rapport au modèle avec une énergie de surface de type Gri�th, la di�érence tient au
potentiel de dissipation D puisqu'elle peut être une fonction non linéaire de la longueur de
décohésion.

5. Le potentiel de dissipation est indépendant de l'amplitude du cycle.

La démarche précédente peut se généraliser à des structures quelconques dans la mesure où l'on
se donne le potentiel de dissipation associé à la loi de fatigue limite. On se propose dans la section
suivante de présenter sa généralisation dans le cas d'une �ssure avec un trajet prédé�ni.
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ℓ

U(t) U
t

Fig. 4.6 � Structure homogène et élastique avec une prè-�ssure soumise à un chargement cyclique

4.4.1.2 Généralisation en 2D avec une �ssure de trajet donné

On s'intéresse à la création et à la propagation d'une �ssure dans une structure bidimensionnelle
homogène (cf �gure 4.6), au comportement élastique, soumise à un chargement cyclique d'am-
plitude constante, c'est-à-dire un chargement dont l'intensité croît en charge de 0 jusqu'à une
valeur maximale et décroît en décharge jusqu'à 0. On suppose que cette �ssure est débouchante
d'un côté, que son trajet spatial est connu a priori et donc que le seul paramètre géométrique
restant à déterminer est sa longueur ℓ, c'est-à-dire la position de sa pointe.

Pour un chargement et un matériau donnés, le potentiel de dissipation est une fonction noté
D(ℓ), a priori, et comme pour le problème du décollement du �lm on peut s'attendre à ce que
ce potentiel de dissipation soit une fonction convexe de ℓ̇, nulle en 0 et à croissance linéaire à
l'in�ni a�n de retrouver la loi de Gri�th pour des chargements su�samment élevés.

L'énergie potentielle P(ℓ) s'obtient en résolvant le problème élastostatique correspondant à la
structure �ssurée sur une longueur ℓ que l'on note Ωℓ, et soumise au chargement d'amplitude
maximale caractérisé par l'ensemble des champs admissibles C(ℓ) et le travail des e�orts extérieurs
donné F (v) :

P(ℓ) = min
v∈C(ℓ)

{∫

Ωℓ

1

2
A0ε(v) · ε(v)dx − F (v)

}

(4.12)

Remarquons que si ces forces ne sont pas nulles alors l'énergie potentielle de la structure peut
ne pas être dé�nie puisque il y a présence d'un puits d'énergie, c'est-à-dire que son in�mum
est −∞. Par exemple, pour des longueurs de �ssures trop importantes, séparant la structure en
plusieurs morceaux, il y a perte d'équilibre car pour de telles longueurs la structure rompt et le
problème de la propagation de �ssures ne se pose plus. Cette considération interdit que l'on pose
le problème de la propagation en termes de recherche du "minimum absolu" de l'énergie et elle
doit être a�aiblie en la recherche de "minimum relatif".
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On obtient alors le problème incrémental suivant :

Pour i ≥ 1 trouver ℓi+1 minimiseur relatif sur {ℓ : ℓ ≥ ℓi} de
P(ℓ) + ∆TD

(

ℓ − ℓi

∆T

)

avec ℓ0 donné
(4.13)

Il faut maintenant généraliser cette formulation dans le cas où le trajet de �ssuration est inconnu,
c'est l'objet de la section suivante.

4.4.1.3 Généralisation en 2D avec une �ssure de trajet inconnu

Dans cette section, on se propose de généraliser la formulation variationnelle précédente dans le
cas où le trajet spatial de la �ssure n'est pas prédé�ni. Pour ce faire, on considère une structure Ω
quelconque homogène au comportement élastique et qui est sollicitée par un chargement cyclique
d'amplitude maximale constante.

1. Il faut remplacer le paramètre ℓ par l'ensemble K des points de discontinuité caractéri-
sant l'état de �ssuration. Le supplément de �ssuration à chaque itération est la di�érence
(K \ Ki).

2. À cause de l'irréversibilité, l'ensemble K doit contenir Ki.

3. L'énergie potentielle associée à l'état de �ssuration K s'obtient en résolvant le problème
d'élastostatique correspondant à la structure �ssurée de K et soumise à un chargement
cyclique d'amplitude constante, cette énergie P(K) s'écrit :

P(K) = min
u∈C(K)

{∫

ΩK

1

2
A0ε(u) · ε(u)dx − F (u)

}

(4.14)

Le problème incrémental de la formulation variationnelle du problème pour un trajet spatial où
la �ssure n'est pas prédé�nie peut s'écrire :

Pour i ≥ 1 trouver Ki+1 minimiseur relatif sur {K : K ⊃ Ki} de

P(K) + ∆TD(
H1 (K \ Ki)

∆T
)

avec K0 donnée
(4.15)

où H1 est la mesure de Hausdor� de dimension 1. K \ Ki désigne le supplément de �ssuration à
chaque itération i.

L'intérêt de cette formulation est multiple :

1. On ne suppose rien a priori sur la �ssure et sa forme.

2. On utilise un seul modèle pour étudier l'amorçage et/ou la propagation de �ssure.

3. Cette formulation variationnelle peut être régularisée par des modèles d'endommagement
non-locaux comme dans le cadre de la rupture fragile.
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4.4.1.4 Régularisation par des modèles d'endommagement non-locaux
Comme on a pu le montrer au paragraphe précèdent, la loi limite peut se mettre sous forme
variationnelle et cela revient à minimiser l'énergie totale suivante78 :

Fi(u,K) =

∫

Ω\K

1

2
A0ε(u) · ε(u)dx + ∆T D

(Hn−1(K\Ki)

∆T

)

(4.16)

où Ki est la �ssure créée à la �n du ième cycle, ∆T un petit paramètre réel positif et n est la
dimension de l'espace. On remarque que cette nouvelle formulation ne di�ère de la formulation
de celle de Francfort et Marigo (c'est-à-dire de celle de Gri�th), que par la fonction D qui joue le
rôle du potentiel de dissipation (fonction positive et convexe de la nouvelle surface de �ssuration
créée).
Remarque:
Dans le cas de la loi de Gri�th, le potentiel de dissipation D est une application linéaire en
la variable Hn−1, alors que dans le cas d'une loi de type Paris (donc une loi de fatigue) D est
alors une fonction puissance positive et convexe.

Le problème incrémental au temps Ti+1 = Ti +∆T revient à chercher l'état (u,K) parmi tous les
champs de déplacement admissibles et de �ssures K ⊇ Ki (condition d'irréversibilité des �ssures)
qui minimisent le problème

min
u∈C(K) , K⊇Ki

Fi(u,K) (4.17)

La di�culté d'utilisation pratique des formulations variationnelles pour la rupture monotone ou
la rupture sous un phénomène de fatigue tient au fait qu'il faut envisager a priori tous les "états
de �ssuration" possibles, autrement dit de construire des champs de déplacement discontinus
sur des surfaces de discontinuité arbitraires. Il s'agit là d'une di�culté majeure. La méthode des
éléments �nis classiques ne le permet pas et les méthodes d'éléments �nis étendues ne peuvent
pas aujourd'hui être su�samment développées pour traiter tous les trajets spatio-temporels de
�ssuration.

Pour pallier à cette di�culté, nous avons décidé encore une fois de suivre l'idée d'Ambrosio et
Tortorelli en segmentation d'images et de régulariser la fonctionnelle énergie (objet des chapitres
2 et 3 dans le cas de la rupture fragile) par des modèles d'endommagement non-locaux. Dans ce
cas (c'est-à-dire la fatigue), une régularisée possible de l'énergie totale peut s'écrire :

Fη
i (u, α) =

∫

Ω

1

2
A(α)ε(u) · ε(u)dx + ∆T D (Sη(α) − Sη(αi−1)) (4.18)

où
Sη(α) =

∫

Ω

(

η∇α · ∇α +
w(α)

η

)

dx.

avec η un paramètre qui a la dimension d'une longueur. Ici, la notion de fatigue est intimement
liée à la notion de chargement cyclique. Ainsi, si on ré�échit en cycle : i représente le numéro de
cycle et ∆T est sa période. En choisissant des fonctions A(α) et w(α) avec les bonnes propriétés
de Γ-convergence, alors lorsque η tend vers 0, l'énergie régularisée Fη

i (u, α) converge au sens de
la Γ-convergence vers Fi(u,K) car Sη(α) converge vers Hn−1(K).

78ici, il est question de la régularisation pour le modèle adapté pour la propagation d'une seule �ssure, toutefois
cette formulation que nous donnons est aussi bien valable en 2D qu'en 3D

95



Chapitre 4. Formulation variationnelle de la Fatigue et régularisation

Les champs de déplacement et d'endommagement, solutions du problème au cycle i (instant),
sont déterminés comme minima locaux de la fonctionnelle (4.18). La minimisation se fait donc
par rapport au couple (u, α) simultanément et l'irréversibilité exige que l'endommagement ne
peut que croître, et la condition d'irréversibilité de l'endommagement nous donne :

αi ≥ αi−1

où (i − 1) désigne la solution à l'instant précédent.

L'introduction de la régularisation remplace la �ssure par des zones endommagées. Cette modi�-
cation est très importante car mathématiquement on élimine le champ de déplacement discontinu
en introduisant une seconde variable : l'endommagement. Ainsi, on pourra manipuler des champs
parfaitement continus. Pour résoudre numériquement ce problème, on pourrait penser aux mé-
thodes de type di�érences �nies ou des méthodes de type éléments �nis. En regardant de plus
près la fonctionnelle, on s'aperçoit que cette dernière n'est pas convexe en les variables (u, α).
Néanmoins, si l'on �xe une des deux variables et que l'on minimise la fonctionnelle par rapport
à l'autre variable : la fonctionnelle résultat est alors convexe. Il faut donc utiliser un algorithme
de minimisations alternées là aussi79.
À première vue, on pourrait penser que l'algorithme est trivial à gérer et que le problème est
évident, mais la réalité est toute autre. En e�et, les étapes successives de ces minimisations al-
ternées présentent des di�cultés de niveaux di�érents :

• La minimisation par rapport à u à α �xé est simple. Il s'agit d'un problème standard
de minimisation d'une fonction quadratique (cela revient à résoudre un système linéaire).
Principalement, cette simpli�cation est liée au fait que la fonction α a�ecte l'élasticité de
façon linéaire. Mais on a pu voir au chapitre 3 que cette façon de faire doit être abandonnée
en faveur d'une autre qui a la vertu de prendre l'e�et unilatéral dans sa régularisée ce qui
manifestement n'est pas facile à gérer.

• La minimisation par rapport à α à u �xé est un problème plus complexe. En e�et, tout
d'abord, on doit gérer une fonction non-linéaire en la variable α, la non linéarité étant
introduite par le potentiel de dissipation (la convexité est encore garantie par les propriétés
du potentiel de dissipation). Puis, du fait de l'introduction de cette loi de comportement,
on doit aussi gérer l'espace dans lequel vit l'endommagement, à savoir [0, 1]. En�n, on doit
aussi introduire l'irréversibilité de la �ssure (notez que la deuxième et troisième contraintes
se résument en l'introduction des inégalités αi ≤ α ≤ 1). Cela se ramène à la résolution
d'un problème non linéaire sous contraintes d'inégalités.

4.4.2 Généralisation au cas de n �ssures

Cette section se veut critique par rapport au modèle qui est présenté. En e�et, si ce dernier est
su�sant pour rendre compte de la propagation d'une �ssure dans une structure, il est inadapté
dans le cas de la propagation de plusieurs �ssures dont le trajet est inconnu. Dans la formulation,
il faut raisonner en termes de composantes connexes de nouvelles surfaces �ssurées et il faut
additionner leurs contributions dans le potentiel de dissipation qui par ailleurs est sur-additif.

79algorithme dont nous discuterons plus en détails dans le chapitre 5)
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1

2

Fig. 4.7 � Structure homogène et élastique avec deux pré-�ssures

4.4.2.1 Cas de n �ssures en 2D avec trajet prédé�ni

Nous allons essayer d'établir dans cette section que la formulation (4.13) n'est à utiliser que pour
étudier la propagation d'une seule �ssure. Nous donnerons par la suite la "bonne formulation" à
utiliser dans le cas de n �ssures.

Pour ce faire, nous allons nous placer dans le cas où n est égal à 2. On considère donc deux
�ssures le long d'un chemin de �ssuration prédé�ni ℓ, soient ℓ1 et ℓ2 désignant la position de
chaque pointe macroscopique de chacune des �ssures (cf �gure 4.7). L'énergie potentielle de ce
problème, obtenue en résolvant le problème d'élastostatique est donnée par l'expression P(ℓ1, ℓ2).
Étudions le problème incrémental à la première itération. Ce dernier s'écrit alors, si le potentiel
de dissipation est le même pour l'ensemble des deux �ssures80 :

trouver ℓ1 et ℓ2 minimiseur sur {ℓ1, ℓ2 : ℓ1 ≥ ℓ0
1 et ℓ2 ≥ ℓ0

2} de

P(ℓ1, ℓ2) + ∆TD
(

ℓ1 − ℓ0
1 + ℓ2 − ℓ0

2

∆T

)

(4.19)

donc on doit chercher :

min P(ℓ1, ℓ2) + ∆TD
(

ℓ1 − ℓ0
1 + ℓ2 − ℓ0

2

∆T

)

{

ℓ1 ≥ ℓ0
1

ℓ2 ≥ ℓ0
2

(4.20)

Il s'agit d'un problème de minimisation avec contraintes d'inégalités, les conditions de Kuhn-
Tucker ou conditions de Karush-Kuhn-Tucker permettent de résoudre des problèmes d'optimi-
sation sous contraintes d'inégalités, et les conditions de premier ordre (conditions nécessaires)
pour résoudre ce problème (en minimisant dans un premier temps par rapport à la variable ℓ1,
puis dans un second temps par rapport à la variable ℓ2), sont données par :

(

∂P(ℓ1, ℓ2)

∂ℓ1
+ D′

(

ℓ1 − ℓ0
1 + ℓ2 − ℓ0

2

∆T

))

(λ1 − ℓ1) ≥ 0 ∀λ1 ≥ ℓ0
1

(

∂P(ℓ1, ℓ2)

∂ℓ2
+ D′

(

ℓ1 − ℓ0
1 + ℓ2 − ℓ0

2

∆T

))

(λ2 − ℓ2) ≥ 0 ∀λ2 ≥ ℓ0
2

(4.21)

80on se donne ℓ01 et ℓ02 les longueurs initiales respectives des �ssures ℓ1 et ℓ2)
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ce qui peut encore se lire comme :
(

−G1 + D′

(

ℓ1 − ℓ0
1 + ℓ2 − ℓ0

2

∆T

))

(λ1 − ℓ1) ≥ 0 ∀λ1 ≥ ℓ0
1

(

−G2 + D′

(

ℓ1 − ℓ0
1 + ℓ2 − ℓ0

2

∆T

))

(λ2 − ℓ2) ≥ 0 ∀λ2 ≥ ℓ0
2

(4.22)

En regardant la première équation de ce système, on obtient alors deux cas (grâce aux calculs
classiques des variations) :

1. soit ℓ1 = ℓ0
1 ⇒ G1 ≤ D′

(

ℓ1 − ℓ0
1 + ℓ2 − ℓ0

2

∆T

)

2. ou ℓ1 > ℓ0
1 ⇒ G1 = D′

(

ℓ1 − ℓ0
1 + ℓ2 − ℓ0

2

∆T

)

En regardant cette fois la deuxième équation, on obtient :

1. soit ℓ2 = ℓ0
2 ⇒ G2 ≤ D′

(

ℓ1 − ℓ0
1 + ℓ2 − ℓ0

2

∆T

)

2. ou ℓ2 > ℓ0
2 ⇒ G2 = D′

(

ℓ1 − ℓ0
1 + ℓ2 − ℓ0

2

∆T

)

Il y a donc quatre cas :
1. Soient ℓ1 = ℓ0

1 et ℓ2 = ℓ0
2, alors il n'y a pas eu d'avancée de �ssure.

2. Soit uniquement la �ssure 1 portée par ℓ1 a avancé, ce qui veut dire que ℓ1 > ℓ0
1 et ℓ2 = ℓ0

2,

donc on obtient : G1 = D′

(

ℓ1 − ℓ0
1 + ℓ2 − ℓ0

2

∆T

)

et G2 ≤ ∆TD′(ℓ1 − ℓ0
1 + ℓ2 − ℓ0

2), et ainsi
on obtient G2 ≤ G1.

3. Soit uniquement la �ssure 2 portée par ℓ2 a avancé : ce qui veut dire que ℓ1 = ℓ0
1 et ℓ2 > ℓ0

2,

donc on obtient : G1 ≤ D′

(

ℓ1 − ℓ0
1 + ℓ2 − ℓ0

2

∆T

)

et G2 = D′

(

ℓ1 − ℓ0
1 + ℓ2 − ℓ0

2

∆T

)

, et ainsi on
obtient G1 ≤ G2.

4. Soient les �ssures 1 et 2 portées respectivement par ℓ1 et ℓ2 ont avancé ce qui veut
dire que ℓ1 > ℓ0

1 et ℓ2 > ℓ0
2, donc on obtient : G1 = D′

(

ℓ1 − ℓ0
1 + ℓ2 − ℓ0

2

∆T

)

et G2 =

D′

(

ℓ1 − ℓ0
1 + ℓ2 − ℓ0

2

∆T

)

, et ainsi on obtient G1 = G2 et donc le seul moyen pour que les
deux �ssures avancent est d'avoir un même taux de restitution d'énergie.

En résumé, les deux �ssures avancent simultanément si et seulement si G1 est égal à G2. Cette
condition est trop forte puisque seules les �ssures qui ont le plus grand G se propagent (propa-
gation "iso-G"). Il faut donc changer la formulation dans le cas de plusieurs �ssures. Il semble
que la "bonne formulation" soit :

Pour i ≥ 1 trouver ℓi+1 minimiseur relatif sur {ℓ : (ℓ1, ..., ℓn) ≥ (ℓi
1, ..., ℓ

i
n)} de

P(ℓ1, ..., ℓn) + ∆T
n

∑

k=1

D
(

ℓk − ℓi
k

∆T

)

avec (ℓ0
1, ..., ℓ

0
n) donné

(4.23)
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4.4. Formulation variationnelle des lois de Paris et leur régularisation

En e�et, avec cette nouvelle formulation, toutes les �ssures se propagent en suivant leur taux de
restitution d'énergie respectifs.

4.4.2.2 Critique du modèle

Nous allons montrer, dans cette section, qu'il est nécessaire de décomposer les nouvelles surfaces
�ssurées en composantes connexes. Pour ce faire, et toujours par souci de simpli�cation, nous
allons nous placer pour n = 2. On considère deux structures identiques non connectées entre
elles soumises au même chargement cyclique.

On s'attend évidemment à ce que la réponse soit identique dans chaque structure et indépendante
du nombre de structures considérées. En prenant pour potentiel de dissipation le potentiel de la
réunion des surfaces nouvellement �ssurées et en admettant que la �ssuration est identique dans
chaque structure, le problème posé sur l'ensemble des deux structures se présenterait comme
suit :

min
K:K⊃Ki

2P(K) + ∆T D(2
Hn−1(K \ Ki)

∆T
) (4.24)

La solution de ce problème de minimisation dépend du nombre de structures que nous avons pris
en compte sauf si D est une fonction linéaire, c'est-à-dire que nous sommes en présence d'une
énergie de surface de type Gri�th. Par contre, en découpant les nouvelles surfaces �ssurées en
composantes connexes, la solution redevient indépendante du nombre de structures.

4.4.2.3 Généralisation pour des �ssures à trajet inconnu

Dans cette section, on essaie de généraliser la formulation variationnelle précédente au cas où
le trajet spatial de la �ssure n'est pas prédé�ni. Pour ce faire, on considère une structure Ω
quelconque homogène, au comportement élastique et qui est sollicitée par un chargement cyclique
d'amplitude maximale constante. Le problème incrémental de la formulation variationnelle du
problème pour des trajets de �ssuration inconnus peut s'écrire :

Pour i ≥ 1 trouver Ki+1 minimiseur relatif sur {K : K ⊃ Ki} de
P(K) + ∆T

∑

k∈K(K\Ki)
D(

1

∆T
Hn−1

(

(K \ Ki)
k
)

)

avec K0 donnée
(4.25)

où K(K) est l'ensemble des composantes connexes de K et Kk la kème composante connexe de
K.

Les di�cultés mathématiques
La nécessité de raisonner en termes de composantes connexes de nouvelles surfaces �ssurées et
d'additionner leurs contributions dans le potentiel de dissipation par ailleurs sur-additif posent
des problèmes d'ordre mathématique.
En e�et, il n'est pas facile de donner un sens à la notion de composantes connexes des surfaces
de discontinuité de champs de déplacements, champs qui sont à variation bornée, puisqu'il s'agit
de trouver les supports des pointes des �ssures.
De plus, même si l'on arrivait à lui donner un sens "simple", le passage à la régularisation quant
à lui semble être di�cile. En e�et, la notion de pointes de �ssures est di�cilement modélisable
en termes de champ d'endommagement puisqu'il est question, ici, de bande de �ssuration.
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Chapitre 4. Formulation variationnelle de la Fatigue et régularisation

Conclusion
Si la théorie de Gri�th est su�sante pour rendre compte de la rupture sous chargement monotone
croissant, elle est en revanche inapte à prédire le phénomène de fatigue. A. Jaubert et J.-J.
Marigo proposent dans [JM06], une autre formulation variationnelle. Cette dernière est obtenue
en conservant un principe de moindre énergie, mais en remplaçant l'énergie de surface de type
Gri�th par une énergie dépendant du saut de déplacement sur les lèvres de la �ssure et en
introduisant une condition d'irréversibilité. Par passage à la limite, lorsque la longueur interne
du modèle est petite devant les dimensions de la structure, une loi de type Paris est obtenue. En
retour, cette loi limite peut s'écrire sous forme variationnelle dans le cas d'une �ssure à trajet
inconnu et cela revient à minimiser l'énergie suivante :

Fi(u,K) =

∫

Ω\K

1

2
A0ε(u) · ε(u)dx + ∆T D

(

Hn−1(K\Ki)
)

(4.26)

A�n de résoudre numériquement ce problème, cette énergie est régularisée par des modèles d'en-
dommagement non-locaux, en suivant les idées introduites dans les chapitres précédents81.

81dont l'implémentation numérique sera mise en ÷uvre et détaillée dans le chapitre 5
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Chapitre 5. Implémentation et Simulation numérique

Objectifs
L'objet de ce chapitre est de présenter l'implémentation numérique de quelques modèles d'en-
dommagement que nous avons introduits aux chapitres 2, 3 et 4.
Tout d'abord, on commencera par rappeler la régularisée d'Ambrosio et Tortorelli (par une
fonctionnelle elliptique) initialement introduite pour les problèmes d'imageries et adaptée par
Bourdin [Bou98] à la rupture fragile. On exposera les propriétés de cette fonctionnelle, l'algo-
rithme de minimisations alternées que nous avons adopté pour la résolution, le rôle des di�érents
paramètres présents dans la régularisée. Nous terminerons par décrire l'implémentation numé-
rique de ce modèle.
Par la suite, nous discuterons de la simulation numérique de ces modèles d'endommagement non-
locaux et de l'in�uence des di�érents paramètres présents et nous �nirons par l'introduction de
l'irréversibilité dans le modèle. Ensuite, on montrera comment l'ajout de la non interpénétration
des lèvres des �ssures (le contact unilatéral) a été pris en compte dans la mise en ÷uvre nu-
mérique et cela en introduisant une régularisée permettant un mode d'ouverture en cisaillement
plan puis une autre régularisée permettant tout les modes d'ouvertures.
En�n, on abordera la mise en ÷uvre numérique de la fatigue lors de la propagation d'une �s-
sure, puis on essaiera d'apporter quelques éléments d'implémentations possibles concernant la
propagation de plusieurs �ssures.

5.1 Modèle d'endommagement : mise en ÷uvre numérique
5.1.1 Les propriétés de la fonctionnelle d'Ambrosio et Tortorelli
Ambrosio et Tortorelli ont proposé en 90 [AT92] une famille de fonctionnelles elliptiques qui
approche au sens de la Γ-convergence la fonctionnelle Mumford Shah82. Cette régularisée a été
adaptée par Bourdin pour les problèmes de la mécanique de la rupture fragile. On rappelle que
l'idée principale consiste à introduire une nouvelle variable α dé�nie dans [0, 1] qui contrôle
l'endommagement de la structure. Cette fonctionnelle paramétrée par η est dé�nie par :

Aη(u, α) =

∫

Ω

1

2

(

(1 − α)2 + kη)A0ε(u) · ε(u)
)

dx + Gc

(∫

Ω

α2

4η
+ η∇α · ∇αdx

)

(5.1)

où η > 0 est un paramètre qui tend vers 0, kη > 0 une quantité in�nitésimale qui décroît vers 0 plus
vite que η, u est le champ de déplacement dé�ni dans W 1,2(Ω)83 et α dé�ni dans W 1,2(Ω; [0, 1]).
Il est montré dans [Bou98] que la fonctionnelle Aη converge au sens de la Γ-convergence vers le
problème de rupture fragile lorsque η → 0. Par la preuve de la Γ-limite la première intégrale de
l'énergie converge vers l'énergie élastique alors que la deuxième converge vers l'énergie de surface.
Et par construction, le champ α convergera vers 1 dans les zones endommagées84 et zéro ailleurs.

Compte tenue de la présence du terme
(

(1 − α)2 + kη

)

A0ε(u) · ε(u), la fonctionnelle Aη n'est
pas convexe en le couple (u, α), mais cependant, on remarque qu'en général la fonctionnelle est
convexe en chacune des variables séparément. Autrement dit, à u �xé, la fonctionnelle est convexe
en α et, à α �xé, la fonctionnelle est convexe en u. Ainsi, en �xant l'un des champs, la recherche
du minimum par rapport à l'autre variable est très facile puisque chacun des problèmes devient

82la fonctionnelle de segmentation d'image
83On note habituellement W k,p l'espace des fonctions f : Ω ⇒ R qui sont mesurables, k fois dérivables au

sens des distributions, et telles que les dérivées successives soient dans Lp(Ω).
84�ssures à la limite lorsque le paramètre η → 0
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5.1. Modèle d'endommagement : mise en ÷uvre numérique

un problème linéaire par rapport à la variable en question.

Il s'agit de minimiser cette fonctionnelle dans une classe de fonctions introduites précédemment :

min
u,α

Aη(u, α)

avec u : cinématiquement admissible avec le chargement
avec α : champ d'endommagement appartenant à [0,1]

(5.2)

Les travaux d'Ambrosio et Tortorelli conclus avec des résultats d'existence d'un minimum pour
la fonctionnelle (5.1), mais en général il n'y a pas unicité de ce dernier. La fonctionnelle (5.1) a
une propriété qui s'avère utile pour les développements numériques ; car elle permet de résoudre
des problèmes de minimisations sans contraintes.

Proposition 5.1
Si on minimise (5.1) par rapport à α ∈ R (sans contrainte), alors le minimiseur est automati-
quement dans l'intervalle [0, 1].

Preuve:
Soit (ū, ᾱ), le couple minimiseur de l'énergie Aη, pour montrer que le minimiseur est auto-
matiquement dans l'intervalle [0, 1], nous allons distinguer deux cas :

• Cas 1 : ᾱ > 1
On pose alors α̃ = min(ᾱ, 1) (cf �gure 5.1), et nous allons montrer que si ᾱ est le minimiseur,
alors il est forcement égal à α̃.

α

x

α̃

1

ᾱ

Fig. 5.1 � L'endommagement α̃

Puisque (ū, ᾱ) est le couple minimiseur de l'énergie, alors :

Aη(ū, ᾱ) ≤ Aη(ū, α) ∀ (u, α) ∈ (C × D)

Comme la relation précédente est vraie pour tout état (u, α) ∈ (C × D), elle est en
particulier vraie pour α̃, on pose alors α = α̃, on obtient ainsi :

Aη(ū, ᾱ) ≤ Aη(ū, α̃)

Il nous reste alors à montrer que Aη(ū, α̃) ≤ Aη(ū, ᾱ). Comme :

α̃ =

{

ᾱ si ᾱ ≤ 1
1 si ᾱ ≥ 1

⇒ ∇α̃ =

{

∇ᾱ si ᾱ ≤ 1
0 si ᾱ ≥ 1

p.p.
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donc
(∇α̃)2 ≤ (∇ᾱ)2 p.p. d'où

∫

Ω
η∇α̃∇α̃dx ≤

∫

Ω
η∇ᾱ∇ᾱdx

de plus

α̃2 ≤ ᾱ2 d'où
∫

Ω

α̃2

4η
dx ≤

∫

Ω

ᾱ2

4η
dx

et en�n
−α̃ = max(−1,−ᾱ) ⇒ 1 − α̃ = max(0, 1 − ᾱ)

soit
0 ≤ (1 − α̃)2 ≤ (1 − ᾱ)2 ⇒ (1 − α̃)2 + kη ≤ (1 − ᾱ)2 + kη

d'où
∫

Ω

1

2
((1 − α̃)2 + kη)A0ε(u).ε(u)dx ≤

∫

Ω

1

2
((1 − ᾱ)2 + kη)A0ε(u).ε(u)dx

ainsi
Aη(ū, α̃) ≤ Aη(ū, ᾱ)

Donc α̃ est un minimiseur. Mais comme Aη est strictement convexe par rapport à α, à ū
�xé, le minimiseur est unique et donc α̃ = ᾱ.

• Cas 2 : ᾱ < 0
On pose maintenant α̃ = max(ᾱ, 0) (cf �gure 5.2), et nous allons montrer que si ᾱ est le
minimiseur alors il est forcement égal à α̃.

α

x

ᾱ

0

α̃

Fig. 5.2 � L'endommagement α̃

Comme (ū, ᾱ) est le couple minimiseur de l'énergie, alors :

Aη(ū, ᾱ) ≤ Aη(ū, α̃)

Il reste donc à montrer que Aη(ū, α̃) ≤ Aη(ū, ᾱ), or

α̃ =

{

ᾱ si ᾱ ≥ 0
0 si ᾱ ≤ 0

⇒ ∇α̃ =

{

∇ᾱ si ᾱ ≥ 0
0 si ᾱ ≤ 0

p.p.

donc
(∇α̃)2 ≤ (∇ᾱ)2 p.p. d'où

∫

Ω
η∇α̃∇α̃dx ≤

∫

Ω
η∇ᾱ∇ᾱdx
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de plus
0 ≤ α̃2 ≤ ᾱ2 d'où

∫

Ω

α̃2

4η
dx ≤

∫

Ω

ᾱ2

4η
dx

et en�n
0 ≤ (1 − α̃)2 ≤ (1 − ᾱ)2 ⇒ (1 − α̃)2 + kη ≤ (1 − ᾱ)2 + kη

d'où
∫

Ω

1

2
((1 − α̃)2 + kη)A0ε(u).ε(u)dx ≤

∫

Ω

1

2
((1 − ᾱ)2 + kη)A0ε(u).ε(u)dx

ainsi
Aη(ū, α̃) ≤ Aη(ū, ᾱ)

Donc α̃ est un minimiseur. Mais comme Aη est strictement convexe par rapport à α, à ū �xé, le
minimiseur est unique et donc α̃ = ᾱ.
En conslusion, le minimiseur de Aη par rapport à α, à ū �xé, est dans l'intervalle [0, 1].

¦

5.1.2 L'algorithme de minimisations alternées
Comme Aη n'est pas convexe en le couple (u, α), mais elle est convexe en chacune des variables sé-
parément, l'idée est alors de construire un algorithme pour résoudre numériquement ce problème
basée sur le principe de minimisations alternées. Ainsi, il y a une succession de minimisations
par rapport à chaque variable jusqu'à convergence. Nous sommes dans l'impossibilité de prouver
la convergence de cette méthode de minimisation, néanmoins cet algorithme est un algorithme
de descente (cf proposition 5.2) et donc nous sommes assurés de la convergence de la méthode
vers un couple (uk, αk) point stationnaire de la fonctionnelle (cf [Bou07]).

Ainsi, le fait d'avoir �xé une variable et de minimiser par rapport à l'autre variable, a permis
implicitement de linéariser chaque problème. Notons A′

η(u, α).(v, 0) la di�érentielle de Aη par
rapport à u dans la direction v et A′

η(u, α).(0, β) la di�érentielle de Aη par rapport à α dans la
direction β. On a alors :

A′
η(u, α).(v, 0) =

∫

Ω

(

(1 − α)2 + kη)A0ε(u) · ε(v)
)

dx et (5.3)

A′
η(u, α).(0, β) =

∫

Ω
(−(1 − α)β)A0ε(u) · ε(u)) dx + Gc

(∫

Ω

αβ

2η
+ 2η∇α · ∇βdx

)

(5.4)

Algorithme 1 L'algorithme de minimisation est alors

1. Initialisation
(a) Fixer les paramètres de ce modèle : η, la longueur interne du modèle d'endommage-

ment ; kη, un reste de rigidité (paramètre qui assure l'existence et unicité du problème
en déplacement) ; h, la taille du maillage ; δ, la tolérance de convergence du modèle
d'endommagement ; ūk, discrétisation du déplacement imposé ; α0, choisir un "bon"
point de départ

(b) Soit k = 0 et (u0, α0) := (uk, αk) (k est la discrétisation du déplacement).
2. Itération i

(a) Calculer uk
i+1 := arg minu Aη(u, αk

i ) sous la contrainte u = ūk sur ∂uΩ.
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(b) Calculer αk
i+1 := arg minα Aη(u

k
i+1, α)

3. �n
(a) Répéter l'étape 2 jusqu'à ce que ‖αk

i+1 − αk
i ‖∞ ≤ δ.

(b) poser (uk+1, αk+1) := (uk
i+1, α

k
i+1).

(c) Calculer l'énergie, enregistrer les données et revenir à la phase d'initialisation du pas
suivant

5.1.2.1 Algorithme de descente
Proposition 5.2
L'algorithme de minimisations alternées est un algorithme de descente.

Preuve:
En �xant l'un des champs, l'énergie totale est une fonction convexe par rapport à l'autre va-
riable, on peut alors utiliser l'algorithme de minimisations alternées qui peut se lire :

(i) Minimiser par rapport à u à α �xé
(ii) Minimiser par rapport à α à u �xé

On se place au pas k, connaissant (uk−1, αk−1), on cherche à calculer (uk, αk), pour cela nous
allons construire une suite (uk

i , α
k
i ), i ≥ 0 avec αk

0 = αk−1, on se place à l'itération i + 1
(i) On minimise Aη par rapport à u pour α = αk

i , puisque il y a existence et unicité du
minimum à cette itération85, on obtient alors que le minimum uk

i+1 véri�e :

Aη(u
k
i+1, α

k
i ) ≤ Aη(v, αk

i ) ∀ v ∈ C

C'est un problème d'élasticité linéaire qui correspond à l'état d'endommagement αk
i

(ii) On minimise Aη par rapport à α pour u = uk
i+1, comme on a existence et unicité du

minimum à cette itération, il en résulte que le minimum αk
i+1 véri�e :

Aη(u
k
i+1, α

k
i+1) ≤ Aη(u

k
i+1, β) ∀ β ∈ D

C'est un problème quadratique qui correspond au déplacement uk
i+1

On peut alors à ce stade a�rmer que cet algorithme est un algorithme de descente de l'énergie
totale, car

Aη(u
k
i+1, α

k
i+1) ≤ Aη(u

k
i+1, β) d'après (ii)

Cette expression est vraie pour tout champ β et en l'occurrence pour les champs β égaux à αk
i ,

d'où
Aη(u

k
i+1, α

k
i+1) ≤ Aη(u

k
i+1, α

k
i )

Aη(u
k
i+1, α

k
i ) ≤ Aη(v, αk

i ) d'après (i)

Cette expression est vraie pour tout v et en l'occurrence pour v = uk
i , d'où

Aη(u
k
i+1, α

k
i ) ≤ Aη(u

k
i , α

k
i )

85cela est possible uniquement par la présence du terme kη dans la fonctionnelle qui permet la c÷rcivité de la
forme bilinéaire présente dans l'expression de Aη
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d'où :
Aη(u

k
i+1, α

k
i+1) ≤ Aη(u

k
i , α

k
i )

Donc la suite des énergies i 7→ Aη(u
k
i , α

k
i ) est décroissante et bornée inférieurement.

¦

5.1.2.2 Possibilités de convergence de l'algorithme vers des solutions non stables
On peut alors montrer que l'algorithme converge, c'est-à-dire que (uk

i , α
k
i ) converge vers (uk, αk)

[Bou07]. Néanmoins, nous n'avons aucune certitude que le couple (uk, αk) soit un minimum local.
Pour le prouver, on introduit de le contre exemple de la barre en traction. On montre alors que
lorsque l'on prend comme point de départ une solution homogène, alors pour toutes les minimi-
sations alternées qui suivront, la réponse de l'algorithme sera encore une solution homogène.

Soit une barre unidimensionnelle élastique86 homogène dont la con�guration naturelle de ré-
férence est Ω = (0, 1), elle est encastrée à son extrémité x = 0 (u(0) = 0) et soumise à un
déplacement contrôlé croissant à l'autre extrémité x = 1 (u(1) = t), l'énergie régularisée s'écrit
alors :

Aη(u, α) =

∫ 1

0

1

2
((1 − α)2 + kη)u

′2dx +

∫ 1

0

α2

4η
+ η(α′)2dx

Les conditions d'optimalitées d'ordre (1), sont données :
pour le problème en déplacement par :

A′
η(u, α)(v, 0) =

∫ 1

0
((1 − α)2 + kη)u

′v′dx = 0 (5.5)

d'où
u′ = t

(1 − α)2 + kη
∫ 1

0
(1 − α)2 + kηdx

(5.6)

pour le problème en endommagement par :

A′
η(u, α)(0, β) =

∫ 1

0
−(1 − α)βu′2dx +

∫ 1

0

αβ

2η
+ 2ηα′β′dx = 0 (5.7)

d'où
−2ηα′′ +

α

2η
− (1 − α)u′2 = 0 avec α′(0) = 0 et α′(1) = 0 (5.8)

Nous allons dérouler analytiquement l'algorithme de minimisations alternées sur cet exemple. On
considère tout d'abord que le champ d'endommagement à l'itération i du temps k est homogène87
c'est-à-dire :

αk
i = αH

alors à l'itération i + 1 du temps k, le problème de minimisation en u nous donne la solution
suivante :

uk
i+1(x) = tkx

86le module d'Young et la énacité sont pris unitaire
87l'endommagement homogène pouvant être pris nul
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on injecte alors cette solution dans le problème de minimisation en α, et on obtient après réso-
lution de l'équation di�érentielle d'ordre 2 (5.8) (le choix du type de conditions limites en α est
très important dans cette résolution) :

αk
i+1(x) =

t2k
t2k + 1

2η

On notera que cette solution est homogène et indépendante du pas de temps d'avant, et par
conséquent, il y a convergence de l'algorithme de minimisations alternées en deux itérations vers
une solution homogène si le "point" de départ est un champ homogène. Or on sait que la solu-
tion homogène n'est pas toujours un minimum local (cf chapitre 2). Il faudrait alors intégrer la
condition de stabilité88 que doit véri�er le minimum local89.

Néanmoins, comme d'un point de vue numérique, pour des raisons d'arrondis, une solution
homogène ne peut exister le champ d'endommagement homogène �ni par être instable et on a
localisation (numériquement) de l'endommagement et convergence vers un point stationnaire.

5.1.3 Rôle des di�érents paramètres
Dans cette partie, nous ne faisons que décrire le rôle joué par les paramètres du modèle sans
donner leurs in�uences sur le modèle, nous reviendrons dans la section 5.2 plus en détail sur
l'ajustement de ces paramètres et leurs in�uences.

• kη est un petit paramètre, son introduction est a priori purement numérique puisque il
nous assure l'existence et l'unicité du problème en déplacement, en e�et sa présence em-
pêche que le problème en déplacement soit mal posé. Supposons que kη = soit nul, alors
la matrice sera mal conditionnée et la résolution du système linéaire qui lui est associée
divergera. Le problème en déplacement devient mal posé car l'existence et l'unicité de la
solution ne sont plus garanties. Au contraire, si kη est trop grand alors trop de rigidité res-
tera dans le système ce qui polluera la solution et par conséquent polluera aussi l'énergie
élastique qui sera surestimée au détriment de la restitution de l'énergie de la �ssure. Le
choix de ce paramètre est donc un compromis entre la stabilité numérique et un calcul non
pollué par rapport au problème de rupture.

• Il faut ensuite ajuster le paramètre η, son in�uence dans le calcul de l'énergie est très im-
portante. Ce paramètre doit être pris su�samment proche de zéro car c'est dans ce sens que
les résultats théoriques ont été établis si le modèle est vu comme un problème de rupture.
De plus, η doit aussi être �xé en rapport avec la taille caractéristique du maillage : h << η
ce qui interdit de le prendre trop petit. Notons que ce paramètre devient une longueur
caractéristique du matériau si le modèle est vu comme un authentique modèle d'endom-
magement. Dans ce cas il est �xé et on doit adapter le pas du maillage h en conséquence.

• Reste le choix du point de départ α0. Faute d'unicité de la minimisation, l'algorithme sera
sensible au choix de α0. Pour le premier pas de temps dans un système en temps discret, on
peut choisir α0 = 0, on peut aussi choisir un champ d'endommagement "multi-endommagé"
(de manière aléatoire). Pour les pas de temps suivants, on peut choisir soit la réinitialisation

88condition d'ordre deux
89travail en perspective
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à zéro du champ d'endommagement, un champ d'endommagement "multi-endommagé" ou
alors de repartir du champ d'endommagement au pas de temps précédent.

5.1.4 Discrétisation et implémentation numérique
5.1.4.1 Problèmes numériques
L'implémentation numérique de l'algorithme de minimisations alternées décrit ci-dessus se traduit
en deux étapes fondamentales :

• La discrétisation de la fonctionnelle par des éléments �nis.
• Le choix des méthodes d'optimisations pour les di�érentes étapes de minimisations alter-

nées.
Les deux problèmes de minimisations sont su�samment réguliers pour pouvoir être approchés
par une discrétisation type éléments �nis. Ainsi, le domaine Ω sera discrétisé sur un maillage
non structuré90 comprenant un certain nombre de n÷uds que l'on discutera. On approxime les
espaces fonctionnels de déplacement et d'endommagement par des espaces discrets de dimensions
�nies indexés par h qui désigne ici la taille de maille caractéristique. La résolution de ces deux
problèmes se fera par des éléments �nis P1 Lagrange, c'est-à-dire que les champs de déplacement
ui et le champ d'endommagement α seront approximés par un polynôme de degré 1 sur chaque
éléments, ces derniers sont composés de triangles à 3 n÷uds avec 1 point d'intégration et 3 degrés
de liberté par n÷uds.

La solution du problème en déplacement : étape 2 (a) de l'algorithme

Ce problème est la solution d'un problème classique de l'élasticité linéaire et ne présente ici au-
cune di�culté particulière. En e�et, à l'itération i du "temps" k, αk

i est connu et on cherche
à calculer le champ u donné par uk

i+1 = arg minu Aη(u, αk
i ) (c'est-à-dire A′

η(u, α).(v, 0) = 0
∀ v cinématiquement admissible), ce qui se ramène bien à la résolution d'un système linéaire
du type AX = B. Si on note m le nombre d'éléments du maillage, alors la matrice A est de
dimension 2m×2m et l'inconnue X et le vecteur B sont tous deux de dimensions 2m. L'introduc-
tion des conditions aux limites en déplacement sont introduites par la méthode de pénalisation.
En�n, pour résoudre ce problème, on a utilisé une méthode itérative classique comme le gradient
conjugué préconditionné.

La solution du problème en endommagement : étape 2 (b) de l'algorithme

Ce problème est aussi très facile à mettre en ÷uvre numériquement. Comme la contrainte
sur l'espace de dé�nition de l'endommagement91 est automatiquement véri�ée, cette étape est
la solution d'un problème classique linéaire et ne présente ici aucune di�culté particulière.
En e�et, à l'itération i + 1 du "temps" k, uk

i+1 est connu puisqu'il a été donné par l'étape
2 (a) et on cherche à calculer le champ α donné par αk

i+1 = arg minα Aη(u
k
i+1, α) (c'est-à-dire

A′
η(u, α).(0, β) = 0 ∀ β ∈ H1(Ω)), ce qui se ramène bien à la résolution d'un système linéaire

du type AX = B. Si on note m le nombre d'éléments du maillage, alors la matrice A est de
90Lussardi et Negri établissent dans [LN07] un lien entre la formulation continue et la formulation discrétisée

de la rupture fragile lorsque l'on prend un maillage structuré. Ils montrent ainsi, une dépendance au maillage de
la convergence de la fonctionnelle discrétisée vers la continue. Plus précisément, le modèle limite est en général
un modèle de rupture anisotrope.

91α ∈ [0, 1]
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dimension m × m, le vecteur B et l'inconnu X sont tous deux de dimensions m. Pour résoudre
ce problème, on a utilisé une méthode itérative classique (gradient conjugué préconditionné) car
c'est un problème d'optimisation quadratique sans contrainte (ou avec contrainte d'égalité intro-
duite par pénalisation92).

Cependant le choix de la méthode d'optimisation change dès lors que le problème change. En e�et,
l'introduction de l'irréversibilité de l'endommagement change le problème d'optimisation puisque
cela devient un problème d'optimisation quadratique avec contrainte d'inégalité (α ≥ αi−1).
L'extension au cas du contact unilatéral ou encore la fatigue, introduit des fonctionnelles convexes
non linéaires respectivement avec des contraintes d'égalité ou des contraintes d'inégalité. On se
retrouve alors face à des problèmes d'optimisations plus complexe à gérer et à résoudre. Ces
problèmes seront résolus en faisant appel à des librairies d'optimisations adaptées pour des
problèmes à large échelle93. Les fonctions et algorithmes utilisés seront détaillés par la suite pour
chaque problème spéci�que.

5.1.4.2 Implémentations numériques
Le code de calcul a été implémenté initialement en langage C++ puis nous avons développé une
autre version Matlab94. Les simulations présentées dans ce chapitre sont obtenues avec la version
Matlab du code, qui nous o�re les avantages suivants :

• utilisation immédiate de librairie d'algèbre linéaire,
• disponibilité et facilité d'utilisation d'une librairie avec des algorithmes d'optimisations
préprogrammés (toolbox optimization),

• facilité de visualisions et analyses de résultats postprocessing avec l'utilisation d'un seul
environnement pour le traitement de toutes les tâches,

• vitesse comparable aux programmes en C++ en utilisant des fonctions compilées en C
(mex �les) pour l'exécution des tâches itératives tels que les assemblages de matrices ce
qui se traduit par un gain de temps jusqu'à 100 fois par rapport aux fonctions M �le de
Matlab.

Le temps de calcul typique demandé par les problèmes traités dans ce chapitre vont de quelques
dizaine de minutes (pour des problèmes de rupture fragile résolus pour une discrétisation à 10000
éléments) à quelques heures (pour une discrétisation à 200000 éléments). La non linéarité due à
la prise en compte du contact unilatéral dans le modèle de rupture fragile et à la solution des
problèmes de fatigue augmente le temps de calculs à quelques heures (pour une discrétisation à
10000 éléments) et environ 24 heures (pour une discrétisation à 200000 éléments).

5.1.5 La question de l'irréversibilité
Comme on peut le voir sur l'algorithme 1 introduit par Bourdin, la notion d'irréversibilité de
la �ssure95 est absente. Comme la minimisation de (5.1) par rapport à α assure au minimiseur

92lorsque l'une des parties de la structure est soumise à un endommagement nul (surface collée)
93On cite en référence [CL94] et [CL96b]
94la version présente du code est non parallélisée. En perspective, une parallélisation du code pourra se faire

en utilisant des librairies d'algèbre linéaire et d'optimisation préparallélisée telles que PETSc (The Portable,
Extensible Toolkit for Scienti�c Computation : http ://www.mcs.anl.gov/petsc) et TAO(The Toolkit for Advanced
Optimization : http ://www.mcs.anl.gov/tao)

95c'est-à-dire l'exclusion d'auto-guérison de la �ssure lorsque la charge augmente
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d'êtr automatiquement dans l'intervalle [0, 1], alors l'idée de Bourdin dans [Bou98] consiste à
introduire l'irréversibilité en imposant des conditions de type Dirichlet aux n÷uds endommagés
96. Cette idée, même si elle parait astucieuse, introduit une discontinuité du champ d'endomma-
gement et ne résout pas complètement le problème de l'irréversibilité.

L'introduction systématique de l'irréversibilité dans le problème de minimisation en endomma-
gement demande la résolution d'un problème avec contrainte d'inégalité due à l'irréversibilité de
l'endommagement. Dans le cas de la fonctionnelle d'Ambrosio et Tortorelli (5.1), le problème en
endommagement (5.4) avec irréversibilité de ce dernier devient un problème de minimisation de
fonctionnelle quadratique sous contrainte d'inégalité, qui peut se mettre sous la forme suivante :

min
X

1

2
XT AX + BT X tel que αk−1 ≤ X

Ce problème de minimisation est un problème convexe en la variable α, il y a donc existence et
unicité de la solution de ce dernier. Pour le résoudre, nous avons utilisé la fonction préprogram-
mée quadprog de la toolbox de Matlab, qui est basée sur un algorithme adapté aux problèmes à
large échelle, la convergence de cette fonction préprogrammée est assurée et pour n'importe quel
point de départ.

5.2 Modèles d'endommagement : simulation numérique et in-
�uence des paramètres

Dans cette section, nous allons présenter les résultats de quelques simulations numériques e�ec-
tuées sur un problème à deux dimensions. On cherchera, à travers l'essai de la barre en traction
uniaxial, à mettre en avant l'in�uence des paramètres du modèle d'endommagement.

5.2.1 Essai de la barre en traction
5.2.1.1 Géométrie, chargement et paramètres

Essai de traction uniaxial sur une
plaque rectangulaire. Les deux bord de
la plaque sont en contact sans frotte-
ment, de plus, la plaque est soumise à
un déplacement nul à son extrémitée
gauche alors qu'elle est soumise à un
déplacement contrôlé croissant à son
extrémitée opposée. Sur ses deux bords
l'endommagement sera considéré nul
(le problème des conditions limites sur
l'endommagement sera discuté dans la
section 5.2.5), les autres parties sont
laissées libres.

a
e2

e1

l t

Fig. 5.3 � Géométrie et chargement

96c'est-à-dire aux n÷uds qui auraient atteint la valeur 1 pour le champ α
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Dans la con�guration de référence, le corps occupe une région rectangulaire de longueur l et de
largeur a.

Ω := {x = (x1, x2), |x1| < l |x2| < a}

Nous considérons que la frontière gauche de la plaque est en contact sans frottement avec un
support rigide �xe

{

u1(x) = 0
σ12 = 0

si x1 = 0

et que la partie droite de la plaque est en contact sans frottement avec un support rigide soumis
à un déplacement égal à te1

{

u1(x) = te1

σ12 = 0
si x1 = l

t étant le paramètre de chargement que l'on discrétisera par la suite.
Pour ne pas risquer l'apparition d'un endommagement sur les frontières où nous avons appliquées
les contraintes en déplacement, nous allons imposer au champ d'endommagement d'être nul sur
ces frontières. Dans nos simulations, nous prenons

a = 0.1 et l = 1

Pour cet exemple, le matériau est considéré purement élastique, et aura les caractéristiques sans
dimensions suivantes :

• module d'Young E = 100
• coe�cient de Poisson ν = 0.33
• ténacité Gc = 1

5.2.1.2 Rappels des résultats théoriques
Pour le cas de la barre en traction uniaxiale, nous disposons des résultats théoriques obtenus au
chapitre 2 avec un modèle unidimensionnel. Nous avons mis en évidence que la notion de stabilité
des états homogènes97 est intimement liée à la taille du domaine98. Pour les modèles 2 et 3, cas
qui nous intéressent ici, les états homogènes sont donnés par :

σ

t

Fig. 5.4 � Réponse homogène

Modèle 2 : Modèle Ambrosio et Tortorelli

Ce modèle n'admet pas de réponse élas-
tique puisque tc = 0.
Cette �gure est celle associée à la réponse
uniforme pour t > 0.
On rappelle que ce modèle devient adou-

cissant dès lors que t >
1

2

√

3

2

Gc

ηE0
.

97u(x) = tx, α(x) = αH
98problème d'e�ets d'échelles
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Modèle 3 : Modèle AM

Le segment linéaire correspond à la réponse
élastique.
La diminution correspond à la branche
d'endommagement uniforme, elle existe dès
lors que t > tc =

3

8

√

Gc

ηE0
.

σ

3

8
E0

√

Gc

ηE0

t
3

8

√

Gc

ηE0

Fig. 5.5 � Réponse élastique et homogène

En particulier, nous avons pu mettre en évidence qu'il existe une taille critique Lc (dépendant de
l'état homogène) en deçà de laquelle l'état homogène est stable et au delà de laquelle il devient
instable. Pour les modèles 2 et 3, l'expression de cette taille critique est donnée par :

Modèle 2 : Modèle Ambrosio et Tortorelli

L'expression de la longueur critique de la barre
en fonction de α est donnée par

L2
c = 26π2η2

(

α2(1 − α)

(4α − 1)3

)

et la relation entre la longueur critique et la dé-
formation est donnée par :

Lc(ε) = 23πη

√

kε4

(3ε2 − k)3
avec k =

Gc

2ηE0 td

1

ε = t

L/η

Fig. 5.6 � Lc

Modèle 3 : Modèle AM

εc

1

instable
stable

Lc(εc)

L/η

Fig. 5.7 � Lc

L'expression de la longueur critique de la barre
en fonction de α est donnée par

L2
c =

25π2η2

33 (3/8)2
(1 − α)

La relation entre la longueur critique et la défor-
mation est donnée par :

Lc(ε) =

√

25π2

33

ηGc

E0

1

ε
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5.2.2 In�uence du modèle d'endommagement
Si on regarde la régularisée comme un modèle d'endommagement, au chapitre 2 nous avons pu
mettre en évidence que le choix des fonctions α 7→ A(α) et α 7→ w(α) est intimement lié
aux propriétés d'écrouissage des modèles. Ainsi, après l'étude faite au chapitre 2, nous avons
choisi d'utiliser un autre modèle que celui adopté par Bourdin dans ses travaux [Bou98]. Pour ce
modèle, les fonctions A et w sont données par :

A(α) = ((1 − α)2 + kη)A0 et w(α) = Gc
9

64
α

Ainsi, la nouvelle fonctionnelle paramétrée par η est dé�nie par :

Rη(u, α) =

∫

Ω

1

2

(

(1 − α)2 + kη)A0ε(u) · ε(u)
)

dx + Gc

(∫

Ω

9

64

α

η
+ η∇α.∇αdx

)

(5.9)

On rappelle que la fonctionnelle Rη a les bonnes propriétés pour Γ-converger vers le modèle de
Gri�th puisque le coe�cient 9

64
introduit dans l'énergie dissipée par l'endommagement homo-

gène permet la convergence de la seconde intégrale de la fonctionnelle Rη vers la longueur de la
�ssure (cf proposition 1.3).

On cherche alors à résoudre le problème de minimisation suivant :

min
u,α

Rη(u, α)

avec u ∈ U =
{

u ∈ W 1,2(Ω) tel que u = ū sur ∂dΩ
}

avec α ∈ W 1,2(Ω; [0, 1]) et sous irréversibilité de l'endommagement
(5.10)

On a là encore l'existence d'un minimum mais pas l'unicité de ce dernier. Cette fonctionnelle
est non convexe par rapport au couple (u, α). Elle reste néanmoins toujours une fonctionnelle
convexe en u à α �xé ou en α à u �xé. Ainsi on peut continuer à utiliser l'algorithme de minimi-
sations alternées (cf Algorithme 1).

On remarque ici une autre contrainte, en e�et contrairement à la première fonctionnelle, le mi-
nimiseur en α n'est plus automatiquement compris dans l'intervalle [0, 1], car à l'inverse de la
dissipation quadratique pour le modèle précédent, le fait d'avoir une dissipation linéaire nous en-
lève cette propriété que possède le modèle d'Ambrosio et Tortorelli. Si l'on minimise ce problème
sur le champ α, sans contrainte, alors l'assurance que le minimiseur est inférieur à 1 par contre
l'autre borne n'est quant à elle plus véri�ée.

Toutefois, comme il faut tenir compte de l'irréversibilité et chercher un champ d'endommagement
supérieur au champ de l'itération précédente99, la bonne contrainte à retenir dans le problème
de minimisation se traduit par la relation :

α ≥ αk−1

Pour illustrer nos observations et a�n de mettre en évidence la di�érence entre les deux modèles
d'endommagement, nous proposons par la suite deux simulations numériques avec les paramètres
suivants :

h = 2.10−3 η = 2.10−2 kη = 10−5 avec 9000 éléments

99ce qui revient à intégrer la condition α ≥ αk−1
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Fig. 5.8 � À gauche champ d'endommagement moyen calculé avec le modèle d'Ambrosio et
Tortorelli et à droite champ d'endommagement moyen calculé avec notre modèle

On représente sur la �gure 5.8, en fonction du paramètre de chargement t, l'évolution du champ
d'endommagement calculé sur la ligne x2 = 0 et obtenu avec les deux modèles d'endommage-
ment100.
On observe que lorsque nous utilisons le modèle d'Ambrosio et Tortorelli, l'endommagement croît
progressivement dès le premier pas de chargement et �nit par se localiser101. Comme nous avons
imposé la non création d'endommagement aux bords de la barre102, l'endommagement obtenu
n'est donc pas homogène.
Avec le modèle AM, l'endommagement reste d'abord nul103. Puis par la suite, ce dernier se lo-
calise brutalement au milieu de la barre et continu à s'étaler sur cette dernière.

Remarques:
• Dans les deux modèles, la condition d'irréversibilité est bien prise compte.
• Au vu des propriétés mécaniques du modèle AM, plus appropriés pour la simulation des
phénomènes de rupture fragile, nous l'utiliserons pour toutes nos simulations futures.

Dans les simulations qui vont suivre, nous dé�nissons l'énergie élastique104 comme étant la quan-
tité P(u, α) et l'énergie de surface comme étant la quantité S(α) données par les expressions
suivantes :

P(u, α) =

∫

Ω

1

2

(

(1 − α)2 + kη

)

A0ε(u).ε(u)dx S(α) =

∫

Ω

α2

4η
+ η∇α2dx

l'énergie totale est la somme des deux énergies précédentes.

5.2.3 In�uence de kη

kη est un petit paramètre. Il est introduit a priori pour assurer l'existence et l'unicité du problème
de minimisation en déplacement. Il s'avère que si ce dernier est trop grand, il peut alors polluer
100le modèle d'Amborsio et Tortorelli à gauche sur la �gure 5.8 et notre modèle nommé AM à droite sur la

même �gure
101création d'un pustule situé au milieu de la barre
102cela se traduit par des conditions limites du type Dirichlet : endommagement nul
103c'est la phase élastique
104Bulk energy
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la solution par rapport au problème de rupture puisqu'une certaine rigidité reste dans le système,
ce qui entraîne une surestimation de l'énergie élastique au détriment de la restitution de l'énergie
de la �ssure.
Pour l'illustrer, nous avons e�ectué les deux simulations numériques avec les paramètres suivants :

h = 2.10−3 η = 5.10−2 avec 9000 éléments

pour la première simulation, nous posons kη = 5.10−2

Fig. 5.9 � À gauche champ d'endommagement correspondant à la localisation de ce dernier et à
droite énergies de surface, élastique et totale de la barre en traction pour kη = 5.10−2

pour la seconde simulation, nous posons kη = 10−5

Fig. 5.10 � À gauche champ d'endommagement correspondant à la localisation de ce dernier et
à droite énergies de surface, élastique et totale de la barre en traction pour kη = 10−5

On rappelle que les régularisées ont été construites de sorte que lorsque la structure rompt, alors
l'énergie élastique disparaît pour ne laisser dans l'énergie totale que l'énergie de surface. Au vu
de cette simulation, on observe (cf �gure de droite de 5.9) que l'énergie élastique n'est pas nulle
lors de la localisation de l'endommagement. De plus, comme le paramètre kη est grand, l'endom-
magement se localise seulement partiellement (cf �gure de gauche de 5.9). Aussi, on constate
que lénergie de surface est perturbée puisqu'elle continue à croître même après localisation, cela
s'explique par la mauvaise approche du problème de rupture.
Contrairement à la première expérience, pour la seconde simulation, l'énergie élastique est nulle
après localisation (cf �gure de droite de 5.10). Cette dernière a lieu sur une bande (cf �gure de
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gauche de 5.10). En�n, l'énergie de surface est bien évaluée pour la seconde simulation puisque
cette dernière converge bien et elle est égale à Gc × longueur(K) = Gc × a pour le présent choix
de Gc et a.

5.2.4 Taille du maillage
Le choix du paramètre h, taille caractéristique du maillage, est aussi un compromis entre la
valeur du paramètre η et la capacité maximale du processeur à e�ectuer les calculs. Néanmoins
ce dernier doit respecter une des propriétés de Γ-convergence de la régularisée vers le problème
de rupture fragile : h << η. Cette contrainte sur h limite inférieurement la valeur de η. Dans la
pratique, h sera souvent �xé en compatibilité avec les ressources des calculs.
Pour les deux simulations qui vont suivre, nous �xons les paramètres numériques suivants :

η = 5.10−2 kη = 10−5

Pour la première simulation, nous posons h = 9.10−2 avec un maillage à 1000 éléments

Fig. 5.11 � À gauche champ d'endommagement lors de sa localisation et à droite les di�érentes
énergies de la structure avec h = 9.10−2.

Pour la seconde simulation, nous posons h = 1.10−2 avec un maillage à 9000 éléments

Fig. 5.12 � À gauche champ d'endommagement lors de sa localisation et à droite les di�érentes
énergies de la structure avec h = 1.10−2.
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Pour la première simulation, nous observons que l'énergie du surface converge vers une énergie
surestimée par rapport à l'énergie de surface réelle, alors que pour la seconde simulation cette
dernière est bien estimée. La seule di�érence entre ces deux calculs est due à la discrétisation du
maillage et donc au choix de la taille caractéristique de ce dernier, on peut donc conclure que la
discrétisation du maillage doit être adaptée au paramètre η a�n de ne pas surestimer l'énergie
de surface lors de la localisation.
Dans la suite et pour satisfaire cette contrainte, nous utiliserons des maillages pouvant aller
jusqu'à 200000 éléments environ.

5.2.5 Les conditions aux limites sous le champ d'endommagement

Pour éviter la localisation de l'endommagement sur les bords de la structure où s'appliquent les
contraintes en déplacements105, Bourdin introduit dans [Bou98] un domaine logique en oppo-
sition au domaine physique. On rappelle que le domaine physique est le domaine de référence
alors que le domaine logique est le domaine référence auquel a été ajouté une extension sur les
parois où s'appliquent les contraintes en déplacement pour éviter la localisation sur ses bords.
Cette extension doit être proportionnelle à η pour permettre la localisation et ainsi une bonne
estimation de l'énergie de surface.
Au lieu de faire apparaître un domaine logique, il su�rait d'appliquer un endommagement nul106
sur les bords de la structure où s'appliquent les contraintes en déplacement. Cette condition a
le même e�et que la précédente puisqu'elle évite la localisation107 de l'endommagement sur ces
bords. Cette dernière est plus facile à mettre en ÷uvre et est équivalente puisqu'il n'y pas de
modi�cation de la structure, ce qui peut devenir une tâche di�cile pour des structures dont la
géométrie est plus complexe.

e2

e1

t1
α = 0

α = 0

e2

e1

t1
0.1

Fig. 5.13 � Géométries et chargements : à gauche le domaine physique et à droite le domaine
logique de la barre

Pour illustrer cela, nous proposons deux simulations numériques, une sur le domaine logique et
l'autre sur le domaine physique avec l'astuce précédente sur le champ d'endommagement, avec
les paramètres suivants :

kη = 10−5 η = 5.10−2 h = 1.10−3

Comme on peut le voir sur les courbes d'énergies des �gures 5.14 et 5.15, les résultats sont parfai-
tement similaires avec les deux méthodes. On conclut que l'introduction du domaine logique est
inutile dans les calculs puisqu'il peut être remplacé par le domaine physique avec des conditions
limites en endommagement nulles.

105c'est-à-dire déchirement de la parois où s'appliquent les contraintes
106α = 0
107remarquons que si toutefois la structure voudrait s'endommager sur ces bords cette condition ne l'empêcherait

pas puisque cela se ferait quant même
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Fig. 5.14 � Champ d'endommagement lors de la localisation et courbes d'énergies obtenues avec
une simulation sur le domaine physique

Fig. 5.15 � Champ d'endommagement lors de la localisation et courbes d'énergies obtenues avec
une simulation sur le domaine logique

5.2.6 Rôle de la longueur interne et e�ets d'échelles
Nous présentons, dans cette partie, les simulations e�ectuées sur l'essai de la barre en traction.
Nous comparons les résultats obtenus ainsi avec ceux des calculs théoriques et nous mettons en
évidence les e�ets d'échelles et le rôle du paramètre η. Pour illustrer nos observations et a�n
de mettre en évidence les e�ets d'échelles et le rôle du paramètre η, nous �xons les paramètres
numériques suivants :

h = 2.10−3 η = 2.10−2 kη = 10−5 avec 9000 éléments

Sur la �gure 5.16, nous comparons les résultats théoriques et numériques de la réponse force-
déplacement. La branche analytique correspond à la réponse homogène tandis que la branche
numérique correspond à la réponse des forces versus le déplacement imposé obtenue après simula-
tion numérique de la barre en traction. Nous observons que notre algorithme prédit correctement
la localisation de l'endommagement. Pour les deux modèles, on constate peu de di�érence entre
la solution analytique et la solution numérique jusqu'à la localisation.
Pour le modèle d'Ambrosio et Tortorelli (cf �gure de droite 5.16), on constate qu'il y a locali-
sation dès l'apparition de la phase adoucissante, cela s'explique par le fait que numériquement,
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Fig. 5.16 � Réponse forces vs. déplacement, comparaison entre les solutions analytiques et nu-
mériques à droite le modèle d'Ambrosio et Tortorelli et à gauche le modèle AM

la solution homogène ne peut pas être captée par le code dès la première itération puisque nous
l'avons polluer par l'application des conditions limites en endommagement nuls sur les bords où
s'appliquent les contraintes en déplacement. À l'opposé, la solution analytique est obtenue avec
les conditions aux limites naturelles en endommagement108.
Pour le modèle AM (cf �gure de gauche 5.16), nous observons que l'endommagement se localise
dès lors que la solution élastique n'est plus viable, là encore, cela s'explique par les mêmes raisons
que celles du modèle précédent.

A�n de comprendre le rôle joué par le paramètre η, nous allons par la suite e�ectuer une autre
simulation numérique. Cette dernière consiste faire varier η, à longueur de barre et taille ca-
ractéristique du maillage109 �xées, a�n d'observer son in�uence dans le modèle. Nous avons
représenté ces résultats dans la �gure 5.17, nous cherchons numériquement quand l'endomma-
gement se localise dans la barre110 et nous le comparons à la solution analytique donnée par la
limite durcissante/adoucissante pour le modèle Ambrosio et Tortorelli et la limite élastique pour
le notre modèle.
Avce notre modèle, nous observons (cf �gure 5.17) un parfait accord entre la solution analytique
et numérique tandis que avec le modèle d'Ambrosio et Tortorelli nous observons un légèr écart
entre ces deux solutions, ce dernier pouvant être expliqué par le fait que nous avons introduit
d'autres conditions aux limites en endommagement que les conditions naturelles.

On peut alors distinguer une di�érence entre la vision numérique de ces modèles et la vision
mécanique. En e�et, si le modèle d'endommagement est vu comme une régularisée du modèle
de Gri�th, le paramètre η doit tendre vers 0 pour avoir Γ-convergence et si ce modèle est vu
comme un authentique modèle d'endommagement, η a le rôle d'une longueur caractéristique du
modèle et ne doit pas être le plus petit possible puisqu'il est donné par la loi de comportement du
matériau. En e�et, dans ce cas, η est lié à σc par la limite élastique du matériau. Par exemple,
pour le "polymethyl methacrilate (PMMA)", le module d'Young E0 = 2.3GPa, le coe�cient
108α(0)′ = 0 et α(L)′ = 0
109(su�samment petite a�n de véri�er la relation h ¿ η
110points de discontinuités dans les courbes de la �gure 5.16
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Fig. 5.17 � Déplacement critique en fonction de η, comparaison des solutions analytiques et
numériques obtenues avec le modèle Ambrosio et Tortorelli et le modèle AM. Ces droites sont
théoriquement proportionnelles à 1/

√
η.

de poisson ν = 0.36, la ténacité Gc = 394J/m2 et la résistance σc = 12MPa, la longueur
caractéristique η peut être �xée en utilisant les formules données dans la section 5.2.1.2, ce qui
nous donne la contrainte limite dans l'essai de la barre en traction.

η = 0.0010488m pour le Modèle 2 : Modèle Ambrosio et Tortorelli
= 0.0008849m pour le Modèle 3 : Modèle AM (5.11)

Mais cette longueur caractéristique est généralement petite devant les dimensions de la structure.
En envisageant alors des structures de plus en plus grandes, le rapport η/L tend vers 0 la vision
mécanique rejoint la vision numérique. Autrement dit, pour un matériau donné, en faisant varier
L et en faisant tendre η/L vers 0, on étudie les e�ets d'échelles.

5.3 Essai de traction sur une matrice avec une �bre rigide
On se propose, dans cette section, de reprendre l'essai de traction sur une matrice avec une �bre
rigide introduit dans les travaux de thèse de Bourdin [Bou98] et l'article de Del Piero [DPM07].
Cet exemple est remarquable puisque l'on peut observer une large gamme de comportements
associés à la �ssure telles que : évolution progressive, évolution brutale, trajet complexe,...
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5.3.1 Géométrie, chargement et paramètres
Il s'agit d'un essai de traction verticale sur une plaque carrée renforcée par une �bre circulaire
rigide. Cette �bre reste �xe tandis qu'un champ de déplacement uniforme δ est imposé sur la
partie supérieure de la plaque, les autres parties sont laissées libres.

U = δ

U = 0

Fig. 5.18 � Géométrie et chargement
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Fig. 5.19 � Maillage non structuré
type pour les simulations numériques

Dans la con�guration de référence, le corps occupe une région rectangulaire de longueur a et de
largeur l avec une inclusion circulaire de rayon r.

Ω =
{

x = (x1, x2), |x1| < l/2 |x2| < a/2 (x2
1 + x2

2) > r
}

Nous considérons que la �bre circulaire est tenue �xe :

u(x) =

(

0
0

)

si (x2
1 + x2

2) ≤ r

et que la partie supérieure du carré est soumise à une traction uniaxiale

u2(x) = δe2 si x2 = a/2

δ est le paramètre de chargement qui sera discrétisé par la suite. Pour ne pas risquer l'apparition
d'un endommagement sur les frontières où nous avons appliquées nos conditions limites nous
allons imposer un champ d'endommagement nul sur ces frontières. Pour cet exemple, le matériau
sera considéré purement élastique, et aura les caractéristiques suivantes (en unité S.I.) :

• λ = µ = 2.2 × 106N/cm
• ténacité Gc = 0.1 × 106N

Pour les paramètres numériques, nous prenons :

kη = 10−7 η = 10−1cm h = 5.10−3cm

Nous montrons à travers la �gure 5.19, le type de maillage que nous avons utilisé pour nos
simulations.
Par la suite, nous discutons les résultats de trois simulations numériques obtenus par le modèle
AM. On rappelle ici que tous les paramètres matériaux et numériques restent identiques durant
toutes les simulations suivantes, seule la géométrie de référence di�ère.
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5.3.2 Simulation 1 : la matrice de base
Dans notre première simulation, nous prenons

a = 3cm , l = 3cm et r = 0.5cm

Fig. 5.20 � Champ d'endommagement à di�érents pas de chargements

Fig. 5.21 � Énergies de surface, élastique et totale

Nous observons que tant que le chargement est inférieur à 0.18, la matrice reste purement élas-
tique. Une fois ce chargement dépassé, un endommagement ce concentre au-dessus de la �bre
progressivement. Une fois la charge 0.21 atteinte, une "�ssure" se créée de longueur �nie qui
progresse ensuite de manière symétrique en fonction du chargement. Cette �ssure choisit de se
propager brutalement à droite une fois la charge 0.31 atteinte, puis se propage dans la direction
opposée. Une fois la charge 0.35 atteinte, la matrice est alors "coupée" en deux. Nous noterons
que l'énergie potentielle atteint 0 dès lors que la matrice est séparée. Comme kη est très petit,
l'énergie potentielle ne croît plus après "�ssuration".
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5.3.3 Simulation 2 : variation de la taille de la matrice
Pour notre seconde simulation, nous prenons

a = 3cm , l = 2cm et r = 0.5cm

Fig. 5.22 � Champ d'endommagement à di�érent pas de chargements

Fig. 5.23 � Énergies de surface, élastique et totale

Pour cette si simulation la taille111 de la matrice été réduite en largeur. Nous observons que
tant que le chargement est inférieur à 0.18, la matrice reste purement élastique. Une fois ce
chargement dépassé, un endommagement ce concentre au-dessus de la �bre progressivement. Une
fois la charge 0.21 atteinte, une "�ssure" se créée et se propage symétriquement et de manière
brutale : la matrice est alors coupée en deux. Nous noterons l'absence de "palier" (cf �gure 5.23)
dans les calculs d'énergies car il s'agit ici de propagation brutale de la "�ssure".

111la di�érence par rapport à la simulation 1
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5.3.4 Simulation 3 : variation de la �bre
Pour la troisième simulation, nous prenons

a = 3cm , l = 3cm et r = 0.25cm

Fig. 5.24 � Champ d'endommagement à di�érents pas de chargements

Fig. 5.25 � Énergies de surface, élastique et totale

Dans cette simulation, la taille de la matrice reste la même que celle de la première simulation
par contre le rayon de la �bre a été réduit de moitié pour voir son in�uence sur les résultats
numériques, cependant, ce dernier reste grand par rapport à la variable η. Nous observons que
tant que le chargement est inférieur à 0.18, la solution reste parfaitement élastique. Une fois ce
chargement dépassé, un endommagement ce concentre au-dessus de la �bre progressivement. Une
fois la charge 0.22 atteinte, une "�ssure" se créée de longueur �nie qui progresse symétriquement
en fonction du chargement. Cette �ssure choisit de se propager brutalement à gauche une fois la
charge 0.4 atteinte, puis se propage dans la direction opposée pour la charge 0.6. La matrice est
alors coupée en deux. Nous noterons la présence de palier dans le calcul de l'énergie potentielle.
Ces paliers correspondent au di�érents moments de propagation de la �ssure.
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5.3.5 E�ets d'échelle
Pour cette dernière simulation, nous prenons la même géométrie que celle de la simulation 3 :

a = 3cm , l = 3cm et r = 0.25cm

mais cette fois nous ra�nons le maillage en prenant h = 10−3 et η = 10−2

Fig. 5.26 � Champ d'endommagement à di�érent pas de chargements

Fig. 5.27 � Énergies de surface, élastique et totale

La di�érence par rapport à la simulation 3 tient au fait que nous avons ra�née le maillage
pour pouvoir prendre un paramètre η plus petit. Nous observons une di�érence par rapport à la
simulation précédente, puisque pour cette simulation l'endommagement ce concentre autour de
la �bre. Nous observons que tant que le chargement est inférieur à 0.22, la matrice reste purement
élastique. Une fois ce chargement dépassé, un endommagement ce concentre au-dessus de la �bre
progressivement. Une fois la charge 0.4 atteinte, une "�ssure" se créée brutalement et se propage
autour de la �bre, séparant ainsi la �bre et la matrice. Nous mettons, à travers cette simulation,
en évidence les e�ets d'échelles puisque η est très petit devant les dimensions de la structure.
Cet e�et d'échelle est typique des modèles d'endommagement non-locaux.
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5.4 Le contact unilatéral
Dans cette section, nous proposons de mettre en ÷uvre numériquement les e�ets de contact uni-
latéral. Dans un premier temps, nous rappellerons les principaux résultats théoriques et comment
nous avons modi�é les régularisées précédentes pour prendre en compte la non interpénétration
des lèvres des �ssures (cf chapitre 3). Puis ensuite, nous nous attarderons sur sa mise en ÷uvre
numérique et proposerons des algorithmes de résolution. En�n, nous détaillerons et discuterons
les résultats numériques obtenus sur l'essai de traction/compression d'une matrice avec une �bre
rigide.

5.4.1 Les lacunes de la précédente régularisée
À travers l'exemple de la barre unidimensionnel en traction puis en compression, nous avons
mis en évidence une symétrie de comportement en traction-compression (cf section 3.2.2). Nous
proposons d'illustrer ce point à travers l'exemple de l'essai de traction/compression de la matrice
avec �bre rigide. Nous garderons pour toutes les simulations qui vont suivre les même paramètres
matériaux. Pour les paramètres numériques, nous avons pris :

kη = 10−7 η = 10−1cm h = 5.10−3cm

et pour la géométrie, nous avons �xé

a = 3cm , l = 3cm et r = 0.5cm
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Fig. 5.28 � Champ de déplacement de la matrice avec �bre rigide : traction à droite et compres-
sion à gauche

Nous observons à travers le champ de déplacement donné par la �gure (5.28) la superposition de
qualques mailles du maillages lors de l'essai de compression : c'est le phénomène d'interpénétra-
tion des lèvres de la �ssure

127



Chapitre 5. Implémentation et Simulation numérique

Nous observons sur la �gure (5.29) une parfaite symétrie dans les calculs d'énergies entre l'essai
de traction et compression.

Fig. 5.29 � Énergies de surface, élastique et totale de la matrice avec �bre rigide : (à droite) en
traction (à gauche) en compression

Comme on peut l'observer sur la �gure (5.30), le champ d'endommagement reste le même. Cette
symétrie de comportement en traction-compression n'est manifestement pas raisonnable. Ce qui
est problématique lors de l'utilisation de ce modèle d'endommagement comme approximation
d'un modèle de rupture, puisque à la limite, on trouvera nécessairement des �ssurations identiques
en traction et en compression.

Fig. 5.30 � Champ d'endommagement de la matrice avec �bre rigide : (à droite) en traction (à
gauche) en compression
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5.4.2 Ouverture en cisaillement plan de la �ssure
Dans cette section, nous proposons de mettre en ÷uvre numériquement le modèle proposé pour
des ouvertures en cisaillement plan. Comme il a été montré dans le chapitre 3, nous séparons
l'énergie volumique en une partie sphérique et une autre déviatorique et nous faisons porter
l'endommagement que sur la partie déviatorique. La nouvelle fonctionnelle régularisée paramétrée
par η s'écrit alors :

Mη(u, α) =

∫

Ω

1

2

(

A(α)εd(u) · εd(u) + A0ε
s(u) · εs(u)

)

dx

+ Gc

(∫

Ω

9

64

α

η
+ η∇α · ∇αdx

) (5.12)

avec α champ d'endommagement compris dans l'intervalle [0, 1], ce qui peut s'écrire aussi :

Mη(u, α) =

∫

Ω

1

2

(

2µ0((1 − α)2 + kη)ε
d(u) : εd(u) + κ0( tr ε(u))2

)

dx

+ Gc

(∫

Ω

9

64

α

η
+ η∇α · ∇αdx

) (5.13)

5.4.2.1 Algorithme de résolution
Le problème de minimisation consiste alors à chercher les minimas de cette fonctionnelle pour tout
déplacement cinématiquement admissible et pour tout champ d'endommagement irréversible. Ce
dernier est résolu là aussi avec un algorithme de minimisations alternées car la fonctionnelle Mη

reste non convexe par rapport au couple (u, α) mais elle ne perd pas sa convexité par rapport à
u à α �xé et inversement. Chaque problème de minimisation admet une unique solution, en e�et
pour le problème de minimisation par rapport u à α �xé on a là encore introduit le paramètre
numérique kη pour permettre l'existence et l'unicité de la solution en déplacement, et pour le
problème de minimisation par rapport α à u �xé la c÷rcivité de la forme bilinéaire su�t pour
avoir existence et unicité de la solution.

La minimisation en u à α �xé

Ce problème de minimisation par rapport à u à α �xé est la solution d'un problème classique
linéaire et ne présente ici aucune di�culté particulière. Il est résolvable de la même manière que
le problème précédent.

La minimisation en α à u �xé
Le problème de minimisation par rapport à α à u �xé est aussi très facile à mettre en ÷uvre
numériquement. Cette étape ne di�ère en rien par rapport à ce qui a été expliqué précédemment,
puisque il s'agit là d'un problème de minimisation d'une fonctionnelle quadratique sous contrainte
d'inégalité, qui peut sse mettre sous la forme suivante :

min
X

1

2
XT AX + BT X tel que αk−1 ≤ X

Pour le résoudre, nous avons utilisé la fonction préprogrammée quadprog de la toolbox de Mat-
lab. La convergence de cette fonction est à nouveau assurée puisqu'il y a existence et unicité du
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minimiseur.

Les paramètres du modèle jouent le même rôle. Néanmoins, pour ce modèle d'endommagement,
nous remarquerons que le paramètre kη joue un rôle plus complexe. En particulier, on observe
numériquement que pour des valeurs trop petites de kη, on peut avoir des phénomènes d'insta-
bilités et des problèmes de convergences. Ces instabilités sont aussi observées par Del Piero dans
ses travaux [DPM07].

En e�et, si kη est trop petit l'algorithme risque de ne plus converger et les déplacements trans-
verses deviennent alors instables. Ces problèmes sont probablement dus au fait d'avoir une ma-
trice de rigidité qui devient mal conditionnée. En e�et, sur la partie déviatorique des déforma-
tions, l'énergie est de l'ordre de kη alors que sur la partie isotrope l'énergie est de l'ordre de 1.
En revanche s'il est assez "grand" ces phénomènes d'instabilités des déplacements sont limités,
et l'algorithme converge correctement. Cependant, si kη est trop grand alors il y aura à nouveau
trop de rigidité résiduelle ce qui pollue l'énergie élastique qui se retrouve surestimée par rapport
à la restitution de l'énergie de la �ssure.

En conclusion ce paramètre est de nouveau un compromis entre la stabilité des déplacements
transverses lors de la résolution du problème de minimisation et la non surestimation de l'énergie
élastique.

5.4.2.2 Simulation numérique : matrice de base

Nous reprenons dans cette section la simulation numérique 1 de l'essai de la matrice en trac-
tion/compression avec �bre rigide avec les mêmes paramètres matériaux et numériques.

Fig. 5.31 � Champ d'endommagement de la matrice avec �bre rigide : (à droite) en traction (à
gauche) en compression

Comme on peut l'observer sur la �gure (5.31), le champ d'endommagement présente une parfaite
symétrie de comportement en traction-compression. Ce qui induit "à la limite" des �ssurations
identiques en traction et en compression, mais cette fois les �ssurations sont en mode II (voir
�gure 5.31).
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Fig. 5.32 � Énergies de surface, élastique et totale de la matrice avec �bre rigide : (à droite) en
traction (à gauche) en compression

Cependant, ce modèle, par rapport au précédent, reste inapte à rendre compte de tous les modes
d'ouvertures possibles (ouverture en mode-II seulement). De plus, il favorise, lui aussi, une symé-
trie de comportement en traction-compression qui reste physiquement inacceptable puisqu'une
structure soumise à une sollicitation ne se comportera pas de la même manière si cette sollicita-
tion est de type traction ou de type compression.

5.4.3 Tous les modes d'ouverture sont possibles
Dans cette section, nous proposons de mettre en ÷uvre numériquement le modèle proposé pour
modéliser la rupture fragile avec prise en compte du contact unilatéral, c'est-à-dire, la non in-
terpénétration des lèvres des �ssures lors de la �ssuration (cf section 3.4). Pour ce modèle, nous
avons séparé l'énergie élastique volumique, en partie déviatorique et partie sphérique en met-
tant en évidence la trace positive du tenseur de déformations et sa trace négative dans la partie
sphérique. Cette énergie élastique volumique peut se lire :

1

2
A0ε · ε =

1

2

(

2µ0ε
d : εd + κ0(tr ε)2

)

=
1

2

(

2µ0ε
d : εd + κ0 ((tr ε(u))+)

2
+ κ0 ((tr ε(u))−)

2
) (5.14)

Nous faisons porter l'endommagement sur tous les termes de cette énergie élastique à l'excepter
de la partie négative de la trace des déformations. Le nouveau modèle d'endommagement peut
se lire :

Gη(u, α) =

∫

Ω

1

2
(g(α) + kη)

(

2µ0ε
d : εd + κ0

(

(tr ε(u))+
)2

)

dx

+

∫

Ω

1

2
(κ0 + kη)

(

(tr ε(u))−
)2

dx

+

∫

Ω

(

Gcη|∇α|2 +
w(α)

η

)

dx

(5.15)
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Il nous reste alors à chercher les minima de cette fonctionnelle pour tout déplacement cinémati-
quement admissible et pour tout champ d'endommagement irréversible.

5.4.3.1 Algorithme de résolution
Grâce à cette nouvelle régularisée, nous allons pouvoir prendre en compte les e�ets unilatéraux
dans le modèle. Cependant, cette régularisée présente l'inconvénient d'ajouter une non linéarité
supplémentaire dans le modèle que nous illustrons dans la suite en calculant les di�érentielles
première et seconde de Gη par rapport à u à α �xé :
la di�érentielle première se lit :

G′
η(u, α).v =

∫

Ω
2µ0((1 − α)2 + kη)

(

εd(u) : εd(v) + κ0(〈tr ε(u)〉+)( tr ε(v))
)

dx

+

∫

Ω
(κ0 + kη)(〈tr ε(u)〉−)( tr ε(v))dx

(5.16)

et la di�érentielle seconde de s'écrit :

G′′
η (u, α).v.v =

∫

Ω
2µ0((1 − α)2 + kη)

(

εd(v) : εd(v) + κ0χ
+( tr ε(u))( tr ε(v))2

)

dx

+

∫

Ω
(κ0 + kη)χ

−( tr ε(u))( tr ε(v))2dx
(5.17)

avec

χ+( tr ε(u)) =

{

1 si tr ε(u) > 0
0 si tr ε(u) ≤ 0

et χ−( tr ε(u)) =

{

0 si tr ε(u) ≥ 0
1 si tr ε(u) < 0

En e�et, la di�érentielle seconde par rapport à u n'est pas continue et cela introduit de la non
linéarité dans le problème de minimisation en u à α �xé. Néanmoins, il est possible d'utiliser
l'algorithme de minimisations alternées à cause de la convexité des fonctionnelles par rapport à
u à α �xé et inversement.

La minimisation en u à α �xé
Le problème de minimisation en u à α �xé est plus complexe à gérer, car la fonctionnelle (5.15)
est non linéaire en u. Les variations première et seconde de cette fonctionnelle, en u à α �xé
sont données respectivement par les expressions (5.16) et (5.17). Comme la di�érentielle seconde
est positive pour toute fonction test v (à cause de la présence de kη dans l'expression de la
fonctionnelle), la fonctionnelle reste convexe par rapport à u à α �xé. Mais la di�érentielle se-
conde n'est pas continue à cause de la présence de partie positive et négative dans la fonctionnelle.

Pour résoudre ce problème, nous avons opté pour le choix d'une fonction préprogrammée sous la
toolbox Matlab. En e�et, il s'agit là de l'optimisation d'une fonctionnelle non linéaire, convexe
et dont la di�érentielle seconde est discontinue. Nous avons utilisé la fonction préprogrammée
fmincon de la toolbox de Matlab, qui est basée sur la résolution d'une suite de problèmes d'optimi-
sations quadratiques SQP112 jusqu'à convergence. Pour utiliser cette fonction, nous fournissons
la valeur de la fonction à optimiser, son gradient et son Hessian autour de chaque état de dépla-
cement ui. On remarquera au passage que la convexité de la fonctionnelle nous assure existence
et unicité de la solution.
112sequential quadratic programming

132



5.4. Le contact unilatéral

5.4.3.2 Simulation numérique 3 : variation de la �bre
Nous reprenons dans cette section la simulation numérique 3 de l'essai de la matrice en trac-
tion/compression avec �bre rigide, nous prenons soins de ne faire varier aucuns des paramètres.

Fig. 5.33 � Champ d'endommagement de la matrice avec �bre rigide pour un essai de traction

Fig. 5.34 � Énergies de surface, élastique et totale de la matrice avec �bre rigide : en traction

Comme on peut l'observer sur la �gure (5.33), le champ d'endommagement présente les mêmes
caractéristiques que celles obtenues avec le modèle de Bourdin, puisque nous avons, comme dans
le cas précédent, une ouverture de la "�ssure" en mode I.
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Fig. 5.35 � Champ d'endommagement de la matrice avec �bre rigide pour un essai de compression

Fig. 5.36 � Énergies de surface, élastique et totale de la matrice avec �bre rigide : en compression

Comme on peut le noter sur la �gure 5.35, la réponse en endommagement donne un résultat
di�érent en compression. Nous observons que tant que le chargement est inférieur à -0.3, la ma-
trice reste purement élastique. Une fois ce chargement dépassé, un endommagement se concentre
au-dessus de la �bre progressivement et se propage progressivement autour de la �bre rigide.
Lorsque la charge -0.4 est atteinte une "�ssure" se crée autour de la �bre. On remarque aussi,
qu'après cette charge l'endommagement continu à progresser dans la zone supérieure de la ma-
trice. Nous noterons que l'énergie potentielle ne décroît pas jusqu'à zéro, cela est due au fait
que l'endommagement continu à croître et que probablement la phase de �ssuration ne s'est pas
encore terminé.
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5.5 Le problème de Fatigue
Dans cette section, nous proposons de mettre en ÷uvre numériquement le modèle de fatigue. Dans
un premier temps, nous rappellerons les principaux résultats théoriques. Puis ensuite, nous nous
attarderons sur sa mise en ÷uvre numérique et proposerons des algorithmes de résolution pour
le problème de la minimisation. En�n, nous détaillerons et discuterons des résultats numériques
obtenus sur l'essai d'arrachement et déchirement d'une barre sous chargement cyclique.

5.5.1 Principaux résultats théoriques
La loi de Paris pour la propagation d'une �ssure de longueur li sur un trajet de �ssuration imposé
entre le temps Ti et Ti+1 = Ti + ∆T peut se mettre sous la forme :

∆ℓ

∆T
= C

(

G(ℓi)

Gc

)m

(5.18)

où G est le taux de restitution d'énergie associé à la �ssure ℓi pour l'amplitude maximale du
chargement cyclique. On rappelle que ici ∆T représente un incrément de temps "homogénéisé",
ce dernier doit être très supérieur à la période du chargement cyclique113 qui est la cause des
e�ets de fatigue.

On a montré dans le chapitre 4, que cette loi de propagation, pour des trajets de �ssuration
inconnus, peut se mettre sous forme variationnelle donnée par la relation suivante :

Pour i ≥ 1 trouver Ki+1 minimiseur relatif sur {K : K ⊃ Ki} de

P(K) + ∆TD
(H1 (K \ Ki)

∆T

)

avec K0 donnée
(5.19)

avec
P(K) = min

u∈C(K)

{∫

ΩK

1

2
A0ε(u) · ε(u)dx

}

soit encore :
Fi(u,K) =

∫

Ω/K

1

2
A0ε(u) · ε(u)dx + ∆TD

(H1 (K \ Ki)

∆T

)

(5.20)

5.5.2 Algorithme de résolution pour le cas de propagation d'une �ssure
Après une régularisation de la fonctionnelle (5.20) par un procédé identique à celui introduit
pour le problème de la rupture fragile, on peut rendre compte de la propagation par fatigue
d'une �ssure sans se donner a priori son trajet. Ce modèle d'endommagement peut se lire :

Fη
i (u, α) =

∫

Ω

1

2
A(α)ε(u).ε(u)dx + ∆T D ((Sη(α) − Sη(αi−1))) (5.21)

où
Sη(α) =

∫

Ω

(

9

64

α

η
+ η∇α · ∇α

)

dx.

Le problème de minimisation consiste alors à chercher les minimas de cette fonctionnelle pour tout
déplacement cinématiquement admissible et pour tout champ d'endommagement irréversible.
113à amplitude constante
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Compte tenu de la connaissance du champ de déplacement et du champ d'endommagement au
temps Ti, il faut trouvé au temps Ti+1 = Ti+∆T le minimum relatif de la fonctionnelle discrétisée
sous une contrainte d'irréversibilité de l'endommagement. Le problème de minimisation est résolu
là aussi avec un algorithme de minimisations alternées car le potentiel de dissipation D est une
fonction convexe positive. L'algorithme pour résoudre ce problème de minimisation s'écrit alors :

Algorithme 2

1. Initialisation
(a) Fixer les paramètres de ce modèle : η, la longueur interne du modèle d'endommage-

ment ; kη, un résidu de rigidité (paramètre qui assure l'existence et unicité du problème
en déplacement) ; Ti, le temps à l'instant i ; ∆T , le pas de discrétisation en temps ;
h, la taille du maillage ; δ, la tolérance de convergence du modèle d'endommagement ;
α0, un "bon" point de départ

(b) Soit k = 0 et (u0
i+1, α

0
i+1) := (ui, αi).

2. itération k :
(a) k = k + 1.
(b) Calculer uk

i+1 := arg minu Fη
i (u, αk−1

i+1 ) sous la contrainte u = u0 sur ∂uΩ.
(c) Calculer αk

i+1 := arg minα Fη
i (uk

i+1, α) sous la contrainte αi ≤ α.
3. �n

(a) Répéter l'étape 2 jusqu'à ce que ‖αi+1 − αi‖∞ ≤ δ.
(b) Soit (ui+1, αi+1) := (uk

i+1, α
k
i+1).

(c) Enregistrement des données à la �n de chaque itération en temps

∆T est l'incrémentation temporelle du temps homogénéisé de la loi de Paris.

La minimisation en α à u �xé étape 2 (c) de l'algorithme 2
Ce problème de minimisation est un peu plus compliqué à mettre en ÷uvre numériquement que
les problèmes précédent puisqu'il s'agit d'un problème de minimisation sous contrainte du type
inégalité d'une fonctionnelle non-linéaire mais convexe. En e�et, à l'itération i + 1 du cycle k,
uk

i+1 est connu puisqu'il a été donné par l'étape 2 (b) et on cherche à calculer le champ α donné
par αk

i+1 = arg minα,Fη
i (u, αk

i ) sous la contrainte α ≥ αk−1.
Après avoir calculé le champ de déplacement à l'itération i+1 du cycle k, l'objectif est de calculer
le champ de d'endommagement qui minimise l'énergie totale à l'itération i + 1 du cycle k. Le
problème se formule de la façon suivante :

Chercher αk
i+1 minimum local de Fη

i (uk
i+1, ∗) (5.22)

Ce problème de minimisation en endommagement (5.22), avec irréversibilité de ce dernier, se
ramène à la résolution du problème suivant : :

min
X

1

2
XT AX + D((X − Xi)

T C(X − Xi)) + BT X tel que αk−1 ≤ X

L'écriture ci-dessus met en évidence la possibilité de dé�nir la fonctionnelle à minimiser seulement
par deux matrices A et C de dimensions n × n et d'un vecteur B de dimension n, où n est le
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nombre de degré de liberté de la variable endommagement. Ce fait s'avère pratique d'un point
de vue numérique vu que seul les matrices A et C et le vecteur B sont assemblés par éléments
�nis.
Pour résoudre ce problème de minimisation, on utilise la fonction préprogrammée fmincon de
la toolbox optimisation de Matlab. Cette fonction est basée sur un algorithme du type Trust-
Region114 adapté aux problèmes à larges échelles (pour plus de détails on renvoie le lecteur vers
[BSSG88], [CL96a] ou encore [Ste83]). La convexité de la fonctionnelle115 avec irréversibilité de
l'endommagement nous assure l'existence et unicité de la solution.

5.5.3 Simulations numériques
Dans cette section nous allons présenter les résultats de quelques simulations numériques e�ec-
tuées sur des problèmes à deux dimensions. On cherchera, dans un premier temps, à valider nos
résultats numériques avec des résultats théoriques obtenus pour l'essai d'arrachement sur une
plaque. Puis par la suite, on cherchera à travers l'exemple de déchirement d'une plaque de déga-
ger les mécanismes intervenant au cours du processus de �ssuration en fatigue ce qui permettra
d'évaluer le modèle de fatigue.

5.5.3.1 Essai de traction
Géométrie et chargement

Il s'agit d'un essai de fatigue sur une
plaque rectangulaire de longueur L et
de largeur l pré�ssurée initialement
d'une �ssure de longueur L0, un char-
gement cyclique d'amplitude um est
imposé sur la partie supérieur de la
plaque, la partie inférieure de la plaque
est tenue �xe, tandis que les autres par-
ties sont laissées libres.

L0

L

ltrajet de �ssuration
Fig. 5.37 � Géométrie et chargement

Dans la con�guration de référence, le corps occupe un rectangle de longueur L est de largeur l.

Ω = {x = (x1, x2), |x1| < L |x2| < l}

avec une pré�ssure de longueur L0

K0 = {x = (x1, x2), |x1| < L0 x2 < L/2}

Nous considérons que la frontière de bas du rectangle est tenue �xe

u(x) = 0 si x2 = 0

et que la partie supérieure du rectangle est soumise à un chargement cyclique d'amplitude um

u2(x) = um si x2 = L

114large-scale Trust-Region algorithm
115car le potentiel de dissipation D est une fonction convexe et positive de la �ssure créée

137



Chapitre 5. Implémentation et Simulation numérique

Pour ne pas risquer l'apparition d'un endommagement sur les frontières où nous avons appliquées
nos conditions limites en déplacement nous allons imposer au champ d'endommagement d'y être
nul.
Dans nos simulations, nous prenons

L = 1, l = 0.6 et L0 = 0.1

Paramètres matériaux
Pour cet exemple, le matériau sera considéré purement élastique, et aura les caractéristiques sans
dimensions suivantes :

• module d'Young E = 100
• coe�cient de Poisson ν = 0.33
• ténacité Gc = 1.
• ∆T = 10−1

Paramètres numériques
Pour les paramètres numériques du modèles kη et pour un maillage dont la taille caratéristique
est h nous avons pris les valeurs suivantes :

h = 5.10−3 kη = 10−4 et η = 2.10−2

Nous avons pris un maillage non structuré composé de 16000 éléments triangulaires à trois n÷uds
(�xes au cours des itérations).

Loi de fatigue
Pour retrouver une évolution en accord avec la loi de Paris dé�nie en début de cette section, on
considère le potentiel de dissipation D, comme étant une loi puissance donnée par l'expression
suivante :

D(x) =
C

1 + 1/m

(

1

C

)1+1/m

(x)1+1/m

Ici, nous avons pris C = 1 et m = 1/2.

Résultats numériques

Pour cette première expérience, nous avons imposé un déplacement cyclique sur le bord supérieur
de l'éprouvette et �xé le bord inférieur, les autres bords sont laissés libres. Cet essai a été choisi
pour valider le modèle variationnel avec le code numérique. La �gure 5.38 traduit l'évolution du
champ d'endommagement et la déformation de la structure. Ce calcul a été obtenu par notre
code de calcul.
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Fig. 5.38 � Traction avec um = 0.1 : champ d'endommagement et maillage déformé

Remarque:

• Comme nous pouvions le prévoir la propagation de la �ssure suit un chemin rectiligne au
centre de l'éprouvette.

• Dès le premier cycle, il y a endommagement. Cela semble être correct puisque la loi de
comportement de ce modèle nous assure que même pour des taux de restitution d'énergie
"petit", la �ssure peut se propage.

Pour valider nos résultats nous avons utilisé une méthode d'éléments �nis classique en élasticité
linéaire (sous Comsol). Ici, on e�ectue des calculs de taux de restitution d'énergie G en fonction
de la longueur de �ssure à trajet de �ssuration imposé. Pour ce faire, on utilise la méthode
classique des intégrales de contours. La connaissance de G(ℓ) (voir aussi la �gure 5.44) nous
permet de prédire l'évolution de la �ssure sur la base de la loi de Paris (5.18). Nous comparons
les résultats obtenus pour la longueur de �ssure en fonction du temps avec ceux obtenus par
notre code de calcul. Nous observons sur la �gure 5.39 le parfait accord entre les calculs Comsol
et nos résultats numériques, ce qui permet de valider notre modèle de fatigue.

139



Chapitre 5. Implémentation et Simulation numérique

Pour cette comparaison, la longueur de �ssure dans le modèle d'endommagement a été estimée
par l'énergie de surface Sη(α), donnée par la relation Sη(α) =

∫

Ω

(

9

64

α

η
+ η∇α · ∇α

)

dx.

Fig. 5.39 � Traction avec um = 0.1 : énergie de surface du modèle d'endommagement Sη(α) vs. la
longueur de �ssure calculée par intégration de la loi de Paris (avec Comsol : taux de restitution
d'énergie calculé) et de l'énergie de surface du modèle d'endommagement.

5.5.3.2 Essai de déchirement

Géométrie et chargement

Il s'agit d'un essai de déchirement sur
une plaque rectangulaire de longueur
L et de largeur l pré�ssurée initiale-
ment d'une �ssure de longueur L0, un
chargement cyclique d'amplitude um

de part et d'autre de la �ssure, la par-
tie de droite de la plaque est �xe, tan-
dis que les autres parties sont laissées
libres.

L0

L

l

u = u
m

u = −Φu
m

Fig. 5.40 � Géométrie et chargement

Dans la con�guration de référence, le corps occupe un rectangle de longueur L est de largeur l.

Ω = {x = (x1, x2), |x1| < L |x2| < l}

avec une pré�ssure de longueur L0

K0 = {x = (x1, x2), |x1| < L0 x2 < L/2}
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Nous considérons que la frontière droite du rectangle est tenue �xe

u(x) = 0 si x1 = L

et que la partie gauche du rectangle est soumise à une déchirure cyclique

u2(x) = um si x1 = 0 et L/2 < x2 < L

et
u2(x) = −Φum si x1 = 0 et 0 < x2 < L/2

où Φ est un coe�cient variable pour désymétriser le chargement.
Pour ne pas risquer l'apparition d'un endommagement sur les frontières où nous avons appliquées
nos conditions limites en déplacement, nous allons imposer au champs d'endommagement d'y
être nul.
Dans nos simulations, nous prendrons les mêmes paramètres matériaux et numériques ainsi que
le même potentiel de dissipation que l'essai de traction introduit au-dessus.

Résultats numériques

Pour cette seconde expérience, choisie pour sa richesse en terme de propagation à trajet com-
plexe, nous avons bloqué le déplacement horizontal à l'extrémité droite de la plaque puis nous
avons imposé un déchirement à déplacement contrôlé (cf �gure 5.40) sur le bord opposé, avec la
possibilité d'avoir une disymétrie de l'ouverture.

Pour le cas d'un chargement parfaitement symétrique (Φ = 1), le trajet de �ssuration trouvé par
minimisations alternées de la fonctionnelle est représenté en �gure 5.41. La bande endommagée
se propage initialement sur un trajet rectiligne, qui devient ensuite instable et �nit par créer une
bifurcation. Bien que ce résultat apparaisse intéressant, il faut remarquer que le potentiel de dissi-
pation pris en compte ici cesse d'être valide d'un point de vue théorique lorsque l'on a la présence
simultanée de plusieurs pointes de "�ssures". L'étude de ce type de trajet bifurqué demandera
un approfondissement théorique et un approfondissement d'un point de vue modélisation.
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Fig. 5.41 � Champt d'endommagement et maillage déformé pour le cas de déchirement avec un
chargement (cyclique) symétrique d'amplitude um = 0.1.
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Néanmoins, les résultats du présent modèle restent valables lorsque l'on introduit une asymé-
trie116 dans le chargement puisque cette dernière va permettre à l'endommagement de suivre
l'une des deux directions de propagations possibles(cf �gure 5.40). On montre dans la �gure 5.42
le champ d'endommagement obtenus au cycle 15.

Fig. 5.42 � Champ d'endommagement avec un déchirement à chargement asymétrique.

La �gure 5.43 représente l'énergie de surface et l'énergie élastique pour chaque pas de chargement.
La propagation de �ssure117 s'e�ectue en échange d'une diminution de l'énergie élastique.

Fig. 5.43 � Énergies de surface et élastique pour le déchirement dans le cas chargement (um = 0.1)
asymétrique avec Φ = 0.9.

Nous avons tracé pour les deux cas de chargements (cf �gure 5.44), le taux de restitution d'énergie
en fonction de la longueur de �ssure118. Ce calcul a été fait avec un code aux éléments �nis
116c'est-à-dire en imposant un poid di�érent dans l'ouverture de déchirement
117c'est-à-dire création de l'énergie de surface
118on impose encore une fois un trajet de �ssuration rectiligne
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standard en élasticité linéaire (Comsol119). On remarquera que pour un trajet rectiligne, pour le
cas de la traction le taux de restitution de l'énergie est presque constant mais di�érent de zéro
alors que pour le cas du déchirement, il tend rapidement vers zéro.
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Fig. 5.44 � Taux de restitution d'énergie pour un trajet de �ssuration rectiligne.

À partir de la courbe du taux de restitution d'énergie en �gure 5.44, on remarquera que l'insta-
bilité du trajet rectiligne était prévisible. Lorsque la longueur de �ssure augmente, le taux de
restitution d'énergie pour le trajet rectiligne tend vers zéro et la propagation en ligne droite est
donc de plus en plus di�cile.

5.5.4 Perspectives
Dans le chapitre 4, nous avons rappelé la formulation variationnelle souhaitable dans le cas de
multi�ssuration d'une structure par fatigue. Dans cette formulation il y a nécessité de raisonner en
termes de composantes connexes de nouvelles surfaces �ssurées et d'additionner leur contribution
dans le potentiel de dissipation. En e�et, il n'est pas facile de donner un sens à la notion de
composantes connexes des surfaces de discontinuité de champ de déplacement. Dans sa forme la
plus générale l'énergie régularisée s'écrit :

Fη
i (u, α) =

∫

Ω

1

2
A(α)ε(u).ε(u)dx + ∆T

∑

k∈K(α\αi)

D(
(

Sη(α
k) − Sη(α

k
i−1)

)

) (5.23)

où (k joue le rôle d'indice et représente la pointe de �ssure numéro k)

Sη(α
k) =

∫

Ω

(

9

64

αk

η
+ η∇αk · ∇αk

)

dx.

Comme les �ssures ont le droit de naître a priori n'importe où dans la structure il s'agit de
trouver les supports des pointes des �ssures et de gérer à chaque cycle de fatigue la création de
ces nouvelles surfaces. Cette notion de pointes de �ssures est di�cilement modélisable en terme
de champ d'endommagement puisqu'il est question de bande de �ssuration.

119http ://www.comsol.fr/
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5.5. Le problème de Fatigue

Une idée serait d'analyser à la �n de chaque cycle le champ d'endommagement α et d'extraire
les informations quantitatives de ce champ qui permettront de di�érencier les �ssures les unes
des autres et ainsi de pouvoir associer à chaque pointe de �ssure di�érente, un potentiel de dis-
sipation di�érent.

Cette analyse peut-être décomposée en plusieurs étapes successives :
• l'extraction de �ssures s'appuyant sur la séparation des données du champ α
• l'analyse de ces données et l'association à chaque �ssure un potentiel di�érent

Phase de �ltrage

En appliquant un simple seuillage de niveau d'endommagement, on peut faire une extraction de
l'information par région. Ainsi, toutes les régions de la structure dont les niveaux d'endomma-
gements sont compris entre deux seuils sont considérées comme des zones "positives" et tous les
autres comme des zones "mortes".

Étiquetage en composantes connexes

La dernière étape avant d'e�ectuer l'a�ectation du potentiel de dissipation consiste à distinguer
les di�érentes �ssures pour ce champ. L'opération consiste à attribuer un numéro unique à tous
les éléments appartenant à un même objet.

1
2 3ba


 d
Fig. 5.45 � Composantes connexes

Ainsi, sur la �gure 5.45, on dé�nit la notion de composante connexe. Pour di�érencier les di�é-
rentes "�ssures", il su�rait de faire un étiquetage préalable di�érents pour chaque �ssure. Cela
consiste donc à attribuer à chacune des régions séparées (composantes connexes) une étiquette120
(cf �gure 5.45).
Remarque:

• Dans cette régularisée nous n'avons pas pris en compte la non interpénétration des lèvres
des �ssures.

120c'est-à-dire un numéro unique qui sera attribué à chacune des zones endommagées appartenant à une même
composante connexe
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Chapitre 5. Implémentation et Simulation numérique

• La modi�cation de la fonctionnelle n'enlève pas le caractère de non convexité par rapport
au couple (u, α). Quant à la convexité par rapport à u à α �xé et inversement reste vraie
au vue des propriétés du potentiel de dissipation, et ainsi l'algorithme de minimisations
alternées reste utilisable même dans ce cas.

• La vraie di�érence est qu'il faut di�érencier chaque pointe et lui associée un potentiel
de dissipation. Autrement dit, la plus grande di�culté est d'étiqueter chacune des zones
endommagées appartenant à une même composante connexe du champ d'endommagement
créé à l'itération courante a�n de lui associer par la suite un potentiel de dissipation.

• Le problème en α est un problème non linéaire sous contrainte à résoudre plus compliqué
que le précédent puisqu'il faut localiser chaque pointe.
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Le travail présenté dans cette thèse s'est articulé autour de trois grandes parties ; revenons rapi-
dement sur les principaux résultats :

� L'un des objectifs premiers de ce travail était de faire une étude comparative entre di�é-
rents modèles d'endommagement non-locaux et de voir qu'ils se comportent di�éremment
en termes de minima-locaux. Une analyse du problème d'évolution, une analyse dans le cas
général de la stabilité des états homogènes (solutions possibles au problème d'évolution)
et une étude quantitative des états non homogènes (autres solutions possibles au problème
d'évolution) ont été réalisées à travers l'exemple "académique" unidimensionnel de la barre
en traction. Nous avons introduit quelques familles de modèles d'endommagement et nous
avons mis en évidence que ces modèles d'endommagement se comportent di�éremment en
terme de minima-locaux. Et il s'avère que la relation contrainte-déformation ne su�t pas à
dé�nir une loi de comportement mais qu'une autre relation reliant la stabilité des solutions
homogènes à la taille du domaine s'avère tout aussi essentielle quant à l'identi�cation de
ces lois de comportement.

� Sur un plan numérique, nous avons implémenté deux modèles d'endommagement :
Modèle d'Ambrosio et Tortorelli adapté par Bourdin dans ses travaux de thèse, pour le
problème de rupture fragile, dont la loi de comportement est donnée par la relation :

A(α) = ((1 − α)2 + kη)A0 et w(α) =
α2

4η

Et le modèle AM, qui possède une phase élastique et par conséquent se rapproche plus
d'un modèle de rupture fragile, dont la loi de comportement est donnée par :

A(α) = ((1 − α)2 + kη)A0 et w(α) =
9

64

α

η

Nous avons ensuite introduit l'irréversibilité de l'endommagement dans les deux modèles.
Ces deux modèles se comportent de façon symétrique en traction-compression, ce problème
avait déjà été soulèvé par Bourdin dans ses travaux de thèse. Le phénomène d'interpénétra-
tion des lèvres des �ssures n'est pas pris en compte dans les deux modélisations précédentes,
car le modèle d'Ambrosio et Tortorelli avait été initialement introduit pour les problèmes
d'imagerie dont le seul souci est de déterminer les contours actifs d'une image. Dans le
cas de la mécanique de la rupture, le problème est plus complexe puisqu'il comporte des
phénomènes naturels tels que le contact, la non interpénétration des lèvres de la �ssure,
la refermeture des �ssures, etc. Un autre objectif du travail réalisé était d'introduire une
nouvelle régularisée capable de rendre compte de tous les phénomènes de rupture a�n de
remédier aux lacunes de la première modélisation. Nous avons suivi l'idée d'Ambrosio et
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Tortorelli en introduisant l'e�et de contact unilatéral (le saut normal de déplacement aux
lèvres de la �ssures doit être positif ou nul) de manière naturelle.
Pour ce faire, nous avons abandonné la première régularisée en faveur d'une autre qui
permet de n'avoir que des ouvertures en cisaillement plan, ce qui la rend inapte à rendre
compte de tous les modes d'ouvertures possibles.

A(α) = ((1 − α)2 + kη)A0ε
d(u) · εd(u) + (1. + kη)A0ε

s(u) · εs(u)

Puis, nous avons remplacé cette dernière par une régularisée qui permet cette fois tous les
modes d'ouvertures possibles.

A(α) = ((1 − α)2 + kη)(A0ε
d(u) · εd(u) + κ0

(

(tr ε(u))+
)2

) + κ0

(

(tr ε(u))−
)2

Cette nouvelle et originale régularisée présente un inconvénient d'un point de vue pratique
puisqu'elle ajoute de la non linéarité supplémentaire dans le modèle, correspondant à la
présence de partie positive. Nous avons ensuite proposé une mise en ÷uvre numérique. Et
en�n, nous avons présenté et détaillé les résultats obtenus par cette méthode.

� Si la théorie de Gri�th est su�sante pour rendre compte de la rupture sous chargement mo-
notone croissant, elle est en revanche inapte à prédire le phénomène de fatigue. A. Jaubert
et J.-J. Marigo proposent une autre formulation variationnelle que nous avons régulari-
sée en utilisant des modèles d'endommagement non-locaux. Nous nous sommes ensuite
concentrés sur les aspects numériques et plus précisement sur la mise en ÷uvre numérique
de ce nouveau modèle. Des cas simples ont permis de le valider tandis que des essais plus
élaborés ont testé sa capacité à reproduire des évolutions de �ssures réalistes aux vues de
la géométrie et du chargement appliqué.

Par ailleurs, les résultats présentés ici soulèvent un certain nombre d'interrogations et devront
être complétés pour mieux comprendre les phénomènes en jeu.

� Tout d'abord d'un point de vue théorique, nous avons, à travers l'exemple "académique"
unidimensionnel de la barre en traction, étudié la stabilité des états homogènes sur quelques
familles de modèles d'endommagement. Mais la condition de stabilité d'ordre deux n'a pas
été intégrée dans tous les calculs (stabilité des états non homogènes) pour veri�er si nous
sommes bien sur un minimum local unilatéral. Par ailleurs, des recherches industrielles
(EDF R&D) sont d'ores et déjà en cours a�n d'étudier la stabilité dans le cadre du GDR
MOMAS.

� La modélisation de la fatigue par une formulation énergétique semble donner des résultats
intéressants d'un point de vue théorique. Cependant, leur mise en ÷uvre numérique semble
être plus compliquée lorsqu'il s'agit de propagation de plusieurs �ssures dans la structure.
En e�et, l'introduction de fronts de �ssures semble être di�cile à modéliser en terme d'en-
dommagement. Le passage 3D pose aussi les mêmes di�cultés.

� Pour �nir, il serait intéressant pour des simulations futures de pouvoir comparer nos résul-
tats numériques obtenus en Fatigue avec des calculs qui sollicitent la loi cohésive développée
dans les travaux de Laverne (cf [Lav08]).
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Annexe A

Quelques rappels

A.1 Rappels sur la mesure de Hausdor�
On commence dans un premier temps par redonner la dé�nition de la mesure de Hausdor� qui
est nécessaire à la dé�nition de la fonctionnelle de Rupture dans son cadre générale.

Dé�nition A.3 Mesure de Hausdor�
Soient K, η ∈ [0, +∞] et A ∈ Rn. La mesure de Hausdor� K-dimensionnelle de A est donnée
par

Hk(A) = lim
η →0

Hk
η(A)

où
Hk

η(A) =
wk

2k
inf

{

∑

i∈I

|diam(Ai)|k, diam(Ai) ≤ η, A ⊂ ∪i∈IAi

}

pour tout recouvrement �ni (Ai)i∈I , wk est un facteur de normalisation :

wk = π
k
2 Γ(1 +

k

2
)

où Γ(t) =

∫ ∞

0
st−1e−sds

Le facteur de normalisation wk permet de faire coïncider la mesure de Hausdor� HN sur RN

avec la mesure de Lebesgue. Il correspond pour k ≥ 1 (entier) au volume de la boule unité de Rk.

Une fois cette dé�nition donnée, on doit décrire les espaces sur lesquels nous dé�nissons le
problème de rupture : les espaces BV et SBV , des espaces dont la dé�nition est loin d'être
exhaustive, on renvoie le lecteur aux ouvrages de référence sur le sujet comme par exemple
[EG92], [Giu84].

A.2 Les espaces BV et SBV
Dé�nition A.4 Espace BV(Ω)
Nous dé�nissons l'espace BV(Ω), l'espace des fonctions à variations bornées, par

BV (Ω) =

{

u ∈ L1(Ω);

∫

Ω
|Du| < ∞

}
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En fait, il faut comprendre Du comme la dérivée au sens des distributions associée à la forme
linéaire :

L(φ) =

∫

Ω
u div φdx φ ∈ C1

0 (Ω,RN )

Soit u une fonction de L1(Ω), on dé�nit Du son gradient au sens des distributions qui est une
mesure de Radon et sa variation totale est calculée comme suit :

∫

Ω
|Du| = sup

{∫

Ω
u div φdx, φ ∈ C1

0 (Ω,RN ), |φ|L∞(Ω) ≤ 1

}

Un sous-ensemble S ⊂ RN a un périmètre �ni si sa fonction caractéristique u = 1S est à variation
bornée, c'est à dire :

∫

Ω
|Du| = sup

{∫

S
div φdx, φ ∈ C1

0 (Ω,RN ), |φ|L∞(Ω) ≤ 1

}

< ∞

On peut démontrer que si le bord de S est su�samment régulier, cette dé�nition correspond
avec la notion de périmètre en dimension 2 et à l'aire en dimension 3. Ainsi, a priori cet espace
semble être le bon espace pour notre problème. L'espace BV a plein de propriétés fondamentales
que nous n'exposerons pas ici. Cependant, il y en a une très importante qui est la décomposition.

Proposition A.5 Soit Ω un ouvert borné lipchitzien. Alors l'espace BV véri�e la décomposition :
Du peut être décomposé en la somme d'une mesure régulière et d'une mesure singulière

Du = ∇udx + Dsu

où ∇u(x) ∈ L1(Ω) est la dérivée de Radon Nikodym par rapport à la mesure de Lebesgue autre-
ment dit elle représente la partie absolument continue de Du par rapport à la mesure de Lebesgue,
et Dsu est la partie singulière c'est à dire Dsu ⊥ dx, soit encore Dsu et dx sont disjoints.

On remarquera que si u ∈ C1 alors la partie régulière coïncide avec la dérivée usuelle, d'où l'abus
de notation que nous avons employé.

En fait, il est possible d'aller encore plus loin en ce qui concerne cette décomposition car Am-
brosio a démontré que la partie singulière Dsu pouvait être décomposée en une composante de
"saut" et une composante de "Cantor".
A�n de dé�nir ces deux notions, nous allons commencer par introduire quelques dé�nitions.
Soient u+ et u− respectivement la limite supérieure approchée et la limite inférieure approchée
du champ u.

Si u ∈ L1(Ω), alors pour presque tout x on a

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫

B(x,r)
|u(x) − u(y)|dy = 0

où B(x, r) est la boule de centre x et de rayon r.
Les points qui véri�ent cette égalité sont appelés les points de Lebesgue, on dit aussi que sur ces
points u est approximativement continue. En e�et, si l'égalité est véri�ée on a alors :

u(x) = lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫

B(x,r)
u(y)dy
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et que u(x) = u+(x) = u−(x).
Une fois cela dé�ni, il nous reste encore d'autres points. Pour cela on dé�nit Su l'ensemble
des points de saut comme le complémentaire pour la mesure de Hausdor� HN−1 des points de
Lebesgue.

Su =
{

x ∈ Ω, tel que u−(x) ≤ u+(x)
}

On montre que cet ensemble est recti�able et on peut ainsi dé�nir la normale nu à Su en chaque
point x.

Puis restent les derniers points que l'on dé�nit comme ensemble des points de Cantor. Cet en-
semble est en d'autres termes le complémentaire des deux ensembles introduits précédemment
pour la mesure de Du. Cet ensemble a la particularité d'être un ensemble non dénombrable mais
négligeable au sens de la mesure de Lebesgue.

Ainsi, le résultat fondamental d'Ambrosio est la décomposition suivante

Du = ∇udx + (u+ − u−)nuHN−1Su + Cu = ∇udx + Υu + Cu

où Υu est la mesure du saut, et la variation totale se lit comme :
∫

Ω
|Du| =

∫

Ω
|∇u|(x)dx +

∫

Su

|u+ − u−)|dHN−1 +

∫

Ω−Su

|Cu|

A partir de cet espace on dé�nit un autre espace : SBV comme un sous espace de BV

Dé�nition A.6 L'espace SBV (Ω) est le sous ensemble de BV (Ω) tel que l'ensemble de Cantor
est vide.

A.3 Le théorème de compacité dû à Ambrosio
Le résultat fondamental de l'espace SBV est un théorème de compacité dû à Ambrosio

Théorème A.7 Soit (ui) ∈ SBV (Ω) une sous suite de fonctions spéciales à variations bornées
dans Ω telle que

1. la suite (ui) est uniformément bornée pour la norme BV (donc relativement compacte pour
la topologie faible ∗),

2. les gradients approchés ∇ui sont équi-intégrables (donc relativement compacts pour la to-
pologie L1)

3. il existe une fonction f : [0,∞) → [0,∞] telle que

lim
t→0

f(t)

t
= +∞ et sup

k

∫

Sui

f(|u+
i − u−

i |)dHN−1 < ∞ ∀i

Alors on peut extraire une sous-suite ui convergente vers u dans SBV (Ω). De plus la
composante de Lebesgue et celle de saut convergent séparément.
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Annexe B

Étude de solutions non homogènes :
calculs pour le modèle 4

Pour le modèle 4 les fonctions A et w sont données par

A(α) = E0(1 − α) , w(α) = Gc
α2

4
et α ∈ [0, 1]

En injectant ces expressions dans celle de F (α) donnée par (2.85), nous obtenons :

F (α) =
1

Gc

{

η
σ2

2E0

(

1 − 1

(1 − α)

)

+ Gc
α2

4

}

= b

(

1 − 1

(1 − α)

)

+
α2

4
avec b = η

σ2

2GcE0

(B.1)

Dans la �gure B.1, nous avons représenté la fonction F (α) ≥ 0, paramétrée par la variable b, du
modèle 3 en fonction de α. On notera que la valeur α = 1 n'est jamais atteinte dans ce modèle.

F (α)

α

Fig. B.1 � Représentation des fonctions F (α)

Sur la �gure B.2, nous avons représenté la fonction α′, paramétrée par la variable b, du modèle
4 en fonction de α.
Par la suite, nous allons étudier les propriétés de la fonction F a�n de déterminer celles des
solutions non homogènes du modèle 4.
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α
′

α

Fig. B.2 � Plan de phase de l'endommagement α

Les propriétés de F
En calculant les dérivées successives de F , nous obtenons

F ′(α) =
−b

(1 − α)2
+

α

2
et F ′′(α) =

−2b

(1 − α)3
+

1

2

La dérivée seconde de la fonction F s'annule en α1 = 1−(4b)
1
3 , comme α ∈ [0, 1], alors 0 < b ≤ 1

4
.

Ainsi, la dérivée seconde a les propriétés suivantes :

α 0 α1 1

F ′′ + 0 −

Au vu de ce tableau, La dérivée première de la fonction F est croissante sur [0, α1] puis elle
décroît sur [α1, 1] et on a F ′(α1) = F1 avec −1

4
≤ F1 <

1

2
. On distingue deux cas : soit F1 est

positive, soit F1 est négative :
1. Soit F1 est négative alors la fonction F est aussi négative et le seul endommagement possible

est l'endommagement homogène nul.
2. Soit F1 est positive alors la fonction F a les propriétés suivantes :

α 0 α2 α3 1

F ′ − 0 + 0 −
0 M3

F ց ր ց
m2 −∞

La fonction F atteint son maximum en α3 valeur positive et les trajectoires de phases de α
sont des courbes fermées (cf �gure B.2) et les états d'endommagement homogènes possible
sont stables.

Reconstruction de la localisation de l'endommagement pour le modèle 4

Pour reconstruire ces solutions non homogènes (les pustules), nous devons résoudre numérique-
ment l'équation (2.89) appliquée au modèle 4. Nous avons tracé ce résultat, paramétré par la
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α

x

1

Fig. B.3 � Reconstruction de l'endommagement du modèle 4

variable b, dans la �gure B.3. Il semble qu'il y ait une grande di�érence de forme du pustule
entre le modèle 1 et le modèle 4, dès son apparition ce pustule atteint presque la valeur 1 sans
jamais la dépasser et ensuite il ne fait que s'étaler.
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Annexe B. Étude de solutions non homogènes : calculs pour le modèle 4
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Annexe C

Calculs de la barre en
Traction/compression

C.1 Essai de barre en Traction
On considère une barre élastique homogène dont la con�guration naturelle de référence est (0, L),
cette barre est encastrée à son extrémité x = 0 et soumise à un déplacement croissant à l'autre
extrémité x = L.

u(0) = 0 et u(L) = tL

où t joue le rôle du temps, paramètre positif croissant. Le module d'Young de la barre est noté
E , et la relation de comportement a�ectée par l'endommagement s'écrit :

σ = (g(α) + kη)Eu′ = E(α)u′

avec u′ est la dérivée spatiale de u. On suppose que la barre est homogène, donc, E est une
constante indépendante de x.

u(0) = 0

0 L
u(L) = tL

Fig. C.1 � La barre en traction

On considérera pour cet exemple que les forces extérieures sont nulles. De plus, on choisit un
modèle d'endommagement non-local unidimensionnel. Ainsi, le comportement de la structure au
point x est caractérisé par le travail des déformations W qui dépend de l'endommagement et qui
est donné par la relation :

W(u′, α, α′) =
1

2
E(α)u′2 +

w(α)

η
+ Gcηα′2 (C.1)

Pour tout état (u, α) admissible au temps t, l'énergie totale de la barre s'écrit :

P(u, α) =

∫ L

0
W (u′, α, α′)dx (C.2)
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Annexe C. Calculs de la barre en Traction/compression

Pour comprendre ce qui se passe, nous allons déterminer le critère d'endommagement de la
barre obtenu grâce à la formulation variationnelle du problème. Pour ce faire, on introduit Ct

et D, respectivement l'espace a�ne des champs de déplacement admissible et l'espace des cônes
convexe des endommagements admissibles au temps t, donnés par :

Ct = {v ∈ H1(0, L) : v(0) = 0, v(L) = tL}
D = {β ∈ H1(0, L) : β(x) ≥ 0} (C.3)

En supposant que la barre est saine au temps t = 0, c'est-à-dire que la barre ne présente aucune
�ssure ni de défaut au temps t = 0, le problème quasi-statique d'évolution de la barre en traction
consiste à chercher à chaque instant t, les champs de déplacement u ∈ Ct et d'endommagement
α ∈ D véri�ant :

Pour t > 0, trouver un état (u, α) ∈ Ct × D tel que
(u̇, α̇) ∈ C1 × D et P ′(u, α)(v − u̇, β − α̇) ≥ 0 ∀(v, β) ∈ C1 × D

(C.4)

et l'expression de P ′(u, α) est donnée par :

P ′(u, α)(v̂, β̂) =

∫ L

0
E(α)u′v̂′dx

+

∫ L

0
(
1

2
E(α)′u′2 +

w′(α)

η
)β̂dx +

∫ L

0
2Gcηα′β̂′dx

(C.5)

En insérant β = α̇ et v = u̇ + w, avec w ∈ H1
0 (0, L), dans (C.4), la formulation variationnelle de

l'équilibre de la barre est donnée par :
∫ L

0
E(α)u′w′dx = 0 ∀w ∈ H1

0 (0, L) (C.6)

Après intégration par partie, et par raisonnement classique du calcul des variations, on obtient :

σ =
tL

< s(α) >

et
u′ = tL

s(α)

< s(α) >
(C.7)

où pour simpli�er l'écriture on introduit la moyenne de s sur [0, L] par la notation < s(α) > où
s(α) le tenseur de souplesse de la barre inverse du tenseur des contraintes.
On insère alors la solution u′ donnée par la relation (C.7) dans l'énergie totale qui devient ainsi
fonction de l'endommagement. L'expression de l'énergie totale est donnée par :

P(α) =

∫ L

0

(

1

2
t2L2 s(α)

< s(α) >2
+

w(α)

η
+ Gcηα′2

)

dx (C.8)

En utilisant la notation de la moyenne, l'expression de l'énergie totale s'écrit :

P(α) =
1

2
t2L2 1

< s(α) >
+

< w(α) >

η
+ Gcη < α′2 > (C.9)

On écrit alors le problème d'évolution lié à cette formulation qui ne dépend que de la variable
d'endommagement comme

P ′(α).β̂ =

∫ L

0

(

−1

2
t2L2 s′(α)

< s(α) >2
β̂ +

w′(α)

η
β̂ + 2Gcηα′β̂′

)

dx (C.10)
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C.2. Essai de barre en Compression

Après intégration par partie, on obtient :

P ′(α).β̂ =

∫ L

0

(

−1

2
t2L2 s′(α)

< s(α) >2
+

w′(α)

η
− 2Gcηα′′

)

β̂dx + 2
[

Gcηα′β̂
]L

0
(C.11)

et le problème d'évolution peut s'écrire :

P ′(α).(β − α̇) =

∫ L

0

(

−1

2
t2L2 s′(α)

< s(α) >2
+

w′(α)

η
− 2Gcηα′′

)

(β − α̇)dx

+ 2
[

Gcηα′(β − α̇)
]L

0
≥ 0

(C.12)

En tenant compte de l'irréversibilité de l'endommagement qui se traduit par α̇ =
dα

dt
≥ 0, deux

cas doivent être étudiés :
1. Cas α̇ = 0 comme β doit satisfaire la dé�nition de l'espace D, cette dernière est toujours

positive ainsi, l'inéquation variationnelle implique :

−1

2
t2L2 s′(α)

< s(α) >2
+

w′(α)

η
− 2Gcηα′′ ≥ 0 dans (0, L) (C.13)

avec les conditions aux limites :

α′(0) ≤ 0 et α′(L) ≥ 0

2. Cas α̇ > 0, en jouant sur la fonction test β (raisonnement classique en calcul des variations)
à savoir en posant une fois β = 2α̇ et une autre fois β =

1

2
α̇, l'inéquation variationnelle se

transforme en une équation variationnelle qui s'écrit :

−1

2
t2L2 s′(α)

< s(α) >2
+

w′(α)

η
− 2Gcηα′′ = 0 dans (0, L) (C.14)

avec les conditions aux limites :

α′(0) = 0 et α′(L) = 0

C.2 Essai de barre en Compression
On considère une barre élastique homogène dont la con�guration naturelle de référence est (0, L),
cette barre est encastrée à son extrémité x = 0 et soumise à un déplacement de compression
croissante à l'autre extrémité x = L.

u(0) = 0 et u(L) = −tL

où t joue le rôle du temps, paramètre positif croissant. Le module d'Young de la barre est noté
E, et la relation de comportement a�ectée par l'endommagement s'écrit simplement :

σ = (g(α) + kη)Eu′ = E(α)u′

avec u′ est dérivée spatiale de u. On suppose que la barre est à nouveau homogène. Le problème
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Annexe C. Calculs de la barre en Traction/compression

u(0) = 0

0 L
u(L) = −tL

Fig. C.2 � La Barre en compression

quasi-statique d'évolution de la barre en compression consiste à chercher à chaque instant t, les
champs de déplacement u ∈ Ct et d'endommagement α ∈ D véri�ant :

Pour t > 0, trouver un état (u, α) ∈ Ct × D tel que
(u̇, α̇) ∈ C1 × D et P ′(u, α)(v − u̇, β − α̇) ≥ 0 ∀(v, β) ∈ C1 × D

(C.15)

Dans ce problème le seul changement vient du signe de t. En e�et, la condition imposée à
l'extrémité x = L est donnée par u(L) = −tL. Ainsi ce changement de signe nous implique que
l'expression du déplacement solution de ce problème est donnée par :

u′ = −tL
s(α)

< s(α) >
(C.16)

et
σ = − tL

< s(α) >

Quant au critère d'endommagement, lui ne change pas puisque le changement de signe de t
n'a�ecte pas le problème d'évolution.
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