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Introduction générale

Une bonne maitrise d’'un procédé passe en général par une bonne information sur ce procédé. Les
variables directement mesurées ne couvrant généralement pas la totalité des grandeurs susceptibles
de décrire le comportement du procédé (les états), on peut se poser le probléme de reconstruction de
Uinformation non directement mesurée au moyen de celle disponible : C’est le réle de 'observateur,
ou estimateur d’état. Le principe est le suivant : Le procédé étant modélisé comme un systéeme dy-
namique soumis a Uaction de grandeurs externes (entrées) faisant varier un ensemble de grandeurs
mesurées (sorties), lobservateur consiste en un systéme dynamique auxiliaire dont les entrées sont
les entrées/sorties mesurées du procédé, et les sorties sont supposées donner une estimation de son
état interne.

Contexte du travail

Au cours des derniéres décennies, une part importante des activités de recherche en automatique
s’est focalisée sur le probléme de I'observation de I’état des systemes dynamiques non linéaires.
Ceci est motivé par le fait que 'estimation de I’état est une étape importante voir indispensable
pour la synthese de lois de commande, pour le diagnostic ou la supervision des systemes indus-
triels. REcemment, d’autres applications telles que la synchronisation et le décryptage dans les
systemes de communication, sont devenues 1'un des secteurs de recherche les plus dynamiques.
Dans ce contexte, nous avons mené des travaux de recherche sur 'estimation de I'état et des
entrées inconnues d’une classe de systemes non linéaires avec ou sans retards. Les premiéres
approches utilisées pour 'estimation de 1’état des systemes dynamiques non linéaires sont ba-
sées sur des techniques d’approximation, citons le célébre Filtre de Kalman Etendu. Le gain de
I'estimateur est calculé, a chaque instant, par rapport a une approximation au premier ordre de
I’équation de 1’état et de ’équation de mesure. Dans de nombreux cas pratiques, cette approche
donne des résultats relativement satisfaisants. Notons que malgré des conditions peu restrictives
d’applicabilité, ces approches souvent locales, souffrent cependant d'une grande sensibilité aux
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conditions initiales et aux erreurs de modélisation. Il existe tres peu de résultats sur la stabi-
lité des estimateurs et encore moins lorsque ils sont utilisés pour la commande. La deuxiéme
approche concerne la classe des systémes non linéaires composés d’'une partie non linéaire sa-
tisfaisant la condition de Lipschitz et une partie linéaire ot A, C' est supposée observable. Cette
technique a 'avantage d’étre simple a implanter car le gain de 'observateur, quand il existe, est
constant. Cependant, les conditions de convergence sont fortement restrictives et ne concernent
que les systemes avec des constantes de Lipschitz trés faibles. La derniére approche consiste a
se ramener a un systéme linéaire ou bilinéaire modulo une injection de sortie par un change-
ment de coordonnées non linéaire. Ces approches s’appliquent sous des conditions restrictives
de linéarisation ou de bi-linéarisation, d’autant plus que la robustesse aux perturbations et aux
incertitudes a été peu étudiée. Récemment, une nouvelle conception d’observateurs d’état a été
établie (observateur de Luenberger généralisé (OLG)). Cette conception consiste a ajouter a I’ob-
servateur de Luenberger un deuxiéme gain dans la partie non linéaire du systeme. Cependant,
cette technique est applicable sur une classe réduite de systémes non linéaires.

Objectifs du travail de these

Les principaux objectifs de cette thése sont :

1. Développement de nouvelles méthodes de synthése d’observateurs pour la classe des
systémes non linéaires, notamment les systémes lipschitziens. L'objectif est d’établir des
conditions de synthése non restrictives du point de vue de faisabilité par rapport a des
résultats existant dans la littérature.

2. Proposition de nouvelles structures d’observateurs en se basant sur celles développées
récemment dans la littérature. Le but est d’étendre I'applicabilité des méthodes que nous
avons obtenues a des classes plus larges de systemes dynamiques, a savoir les systemes
non lipschitziens.

3. Recherche de nouvelles fonctions de Lyapunov qui permettent d’obtenir des conditions de
synthése d’observateurs non contraignantes : généralisation de la fonction de Lyapunov
quadratique standard en tenant compte de la non-linéarité du systéme étudié.

4. Application des méthodes obtenues a la restitution d’informations utiles dans les systémes
de communications chaotiques : synchronisation et décryptage dans les réseaux de télé-
communication.

Structure du mémoire

Apres quelques rappels, sur les notions de stabilité et d’observabilité, indispensables et néces-
saires a la compréhension de ce manuscrit, le chapitre 1 présente un état de l'art sur les dif-
férentes méthodes existantes concernant la conception d’observateurs pour les systémes non
linéaires. Cinq méthodes ont été présentées de facon non exhaustive, leur classification n’est pas
unique.

L'une des contributions principales de notre travail de recherche, présentée dans le chapitre 2
de ce rapport de these, réside dans l'utilisation du Théoréme des Accroissements Finis (DMVT :

2



Differential Mean Value Theorem, pour le sigle anglais) qui permet de ramener le probléme d’es-
timation d’état d’'un systeme dynamique non linéaire a un probleme de stabilité d’un systéme
Linéaire a Parametres Variant (LPV). En fait, le DMVT intervient au niveau de la dynamique de
I'erreur d’estimation (qui définit un systéme non linéaire quelconque) afin de la transformer en
un systeme LPV dont la stabilité asymptotique implique la convergence asymptotique de I'erreur
d’estimation vers zéro. En s’inspirant des techniques LPV, des conditions de stabilité sous forme
d’'Inégalités Linéaires Matricielles (LMIs) ont été obtenues. Des généralisations ont été obtenues
pour les systemes non différentiables, les systémes partiellement LPV et les systémes a sorties
non linéaires. L'utilisation de la théorie H., nous a permis d’adapter notre approche au cas des
systemes affectés par un bruit borné. Une conception d’'un observateur robuste a été détaillée
dans le manuscrit. Des conditions de synthése du gain de I'observateur, tenant compte de la
robustesse au bruit, ont été établies. En utilisant quelques transformations, cette technique a été
ensuite étendue aux systémes a entrées inconnues, a savoir I’estimation de I’état et des entrées
inconnues (simultanément) avec des conditions de synthése moins restrictives que celles déve-
loppées dans la littérature.

Une deuxiéme méthode a été également présentée dans le chapitre 2 du manuscrit. Cette mé-
thode repose sur l'utilisation d’'une nouvelle structure de 'observateur, basée sur un OLG. Cette
structure permet de compléter les résultats développés dans la littérature d’une part, et d’autre
part, elle permet d’étendre la méthode basée sur la transformation en LPV & une classe plus
large de systémes, a savoir les systémes non lipschitziens.

Nous avons également développé des techniques spécifiques aux systemes non linéaires lipschit-
ziens a temps discret. Les résultats, détaillés dans le chapitre 3, que nous avons obtenus sont
tres intéressants. En effet, cette classe de systemes est peu étudiée par la communauté scienti-
fique. Peu de méthodes ont été établies dans la littérature. La contribution principale se situe
dans I'utilisation de fonctions de Lyapunov plus générales qui ont permis d’obtenir des condi-
tions de synthése moins restrictives que celles obtenues antérieurement. Une amélioration de ce
résultat a été ensuite proposée. Cette amélioration repose sur 'utilisation d’un observateur de
Luenberger généralisé (OLG) et I'écriture du systeme étudié sous une forme plus détaillée, c’est
a dire, la spécification de la matrice de distribution de la non-linéarité dans le systeme, B, et la
matrice de distribution de I’état dans la non-linéarité, H. En fait, I'injection de ces matrices dans
le systéme et I'utilisation d'un OLG permettent d’éliminer l'effet de la constante de Lipschitz et
rendent les conditions de synthése moins contraignantes dans la plupart des cas. Il est a signaler
également que la spécification des matrices B et H joue un rdle trés important sur la faisabilité
des conditions de synthese. En effet, 'absence de la matrice H signifie que la méthode de syn-
thése ne distingue pas un systeme, dont la non-linéarité dépend de I’état entier, d'un autre dont
qu’une partie de I’état est présente dans la non-linéarité. La matrice H aussi permet d’aboutir a
des conditions de synthese qui font la différence entre un systéme dont toutes les composantes
comportent des non-linéarités et un autre dont la non-linéarité n’intervient que sur quelques
composantes. Une application de cette méthode a la restauration des entrées inconnues a été
directement envisagée. Notons qu'une extension directe, au cas des systemes a temps discret,
de la technique de transformation en LPV, a I'aide du DMVT, présentée dans le chapitre 2 a été
aussi abordée dans le chapitre 3.
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Les extensions des résultats des chapitres 2 et 3, au cas des systémes a retard, ont été pré-
sentées dans le chapitre 4. Ces extensions ont été obtenues grace a I'utilisation d'une fonction
de Lyapunov-Krasovskii particuliere. Les conditions de synthése établies sont exprimées sous
forme d’inégalités linéaires matricielles (LMIs) non restrictives par rapport a celles données par
beaucoup d’approches existantes dans la littérature.

Afin de valider certaines procédures de synthése d’observateurs développées dans les chapitres 2
et 3, nous avons proposé dans le chapitre 5 une application a la synchronisation et au décryp-
tage dans les systémes de communications chaotiques. Pour cela, nous avons choisi comme ap-
plication la transmission d’images couleurs. Pour réaliser cette application, deux techniques ont
été utilisées : la premiére est la méthode a deux lignes de transmission, et la seconde s’inspire
des observateurs a entrées inconnues.



CHAPITRE

1

Etat de l’art sur les observateurs
d’état des systemes non linéaires

Sommaire
1.1 Introduction . . . . . . . . . it ittt it ittt e 6
1.2 Rappelsetgénéralités . . . . . . .. ... ... i e 6
1.2.1 Stabilité des systémes dynamiques : Stabilité de Lyapunov . . . . . . . . 6
1.2.2 Méthode directe de Lyapunov . . . . . . .. ... ... L. 8
1.2.3 Stabilité des systémes a retard . . . . . .. ... Lo L 9
1.2.4 Analyse de la contraction . . . ... .. ... ... ... L. 10
1.3 Observateurs d’état des systémes non linéaires . . ... ... ........ 12
1.3.1 Principe d’estimation d’état . . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 12
1.3.2 Observabilité des systémes non linéaires . . . . . . .. ... ... ..., 15
1.3.3 Les différents types d’observateurs : état de lart . . . . ... ... ... 17
1.4 Conclusion . . ... ... .. i i e e 28




Chapitre 1. Etat de Uart sur les observateurs d’état des systémes non linéaires

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter d’'une part quelques rappels indispensables et nécessaires
a la compréhension de ce mémoire, et d’autre part un état de I'art sur les différentes méthodes
de construction d’observateurs pour les systemes non linéaires.

La section 1.2 regroupe un ensemble de définitions relatives a la stabilité (le concept de stabi-
lité considéré est celui de Lyapunov) et a 'observabilité des systemes dynamiques non linéaires
(notion d’observabilité et principe d’estimation d’état). Contrairement aux systemes linéaires,
I'observabilité des systémes non linéaires est liée aux entrées et aux conditions initiales. Nous
rappelons ici la définition basée sur le concept d’indistinguabilité des états.

La section 1.3 fournit un état de l'art sur les différentes techniques de conception d’observa-
teurs pour les systemes non linéaires. Nous allons voir qu’il n’existe pas de méthode universelle
pour la synthese d’observateurs, et les approches envisageables sont soit une approximation des
algorithmes linéaires, soit des algorithmes non linéaires spécifiques. Nous présentons quelques
algorithmes d’observation d’une facon non exhaustive, leur classification n’est pas unique.

1.2 Rappels et généralités

1.2.1 Stabilité des systemes dynamiques : Stabilité de Lyapunov

Dans cette premiere partie, nous rappelons quelques concepts sur la stabilité des systémes dy-
namiques. Les systémes a temps continu, les systemes a temps discret et les systémes a retard
seront tous abordés. La notion de stabilité d’'un systeme dynamique caractérise le comportement
de ses trajectoires autour des points d’équilibre. L’analyse de la stabilité d’'un systeme dyna-
mique permet donc d’étudier I’évolution de sa trajectoire d’état lorsque I'état initial est proche
d’un point d’équilibre.

La stabilité au sens de Lyapunov est une théorie générale valable pour toute équation différen-
tielle. Cette notion signifie que la solution d’une équation différentielle initialisée au voisinage
d’un point d’équilibre en reste suffisamment proche.

Cas des systemes a temps continu

Considérons la classe des systemes non linéaires décrits par 'équation dynamique :
LL’(t) :f(éﬂ(t),t), l’(to) = 20 (1.1)

ouz(t) e R"et f : R"xR" — R"™ continue. Nous désignons par x. un point d’équilibre de (1.1)
tel que f(z.,t) =0, YVt > to, et par z(t,to,zp) la solution a l'instant ¢ > ¢y du systeme (1.1)
initialisée en zg a I'instant ¢.

Comme le contenu de ce mémoire ne concerne que la stabilité d'une erreur d’estimation, alors
nous supposons que le systéme (1.1) possede un unique point d’équilibre x. = 0. Ceci nous
meéne a présenter les définitions de la stabilité du systéme (1.1) autour de l'origine.
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Définition 1.2.1. (Stabilité) L’origine est un point d’équilibre stable au sens de Lyapunov pour (1.1)
siVe >0, Vty>0, il existe un scalaire positif 6(e,ty) tel que :

HI‘Q” < 5(E,t0) = ”x(t,to,x())” <g, Vit>t.

On dit que Uorigine est instable dans le cas contraire. n

Définition 1.2.2. (Stabilité uniforme) L’origine est un point d’équilibre uniformément stable
pour (1.1) si ¥V e > 0, il existe un scalaire positif 6(¢) tel que :

lzoll < 0(e) = |lz(t,to,z0)|| <e, V> to.

Définition 1.2.3. (Attractivité) L’origine est un point d’équilibre attractif pour (1.1) siV e > 0, il
existe un scalaire positif (t) tel que :

fzoll < 8(t0) = Jim (x(t.10,20)) = 0, V1 > 1y,

Lorsque 6(ty) = +o0, on dit que Uorigine est globalement attractive. n

Définition 1.2.4. (Stabilité asymptotique) L'origine est un point d’équilibre asymptotiquement
(resp. globalement asymptotiquement) stable pour (1.1) s’il est stable et attractif (resp. globalement
attractif). n

Définition 1.2.5. (Stabilité exponentielle) L’origine est un point d’équilibre localement exponen-
tiellement stable pour (1.1) s’il existe deux constantes strictement positives « et (3 telles que :

lz(t, to, x0)|| < aexp(—0(t —tg)), Vit > tg, ¥V xo € B,.

Lorsque B, = R", on dit que Uorigine est globalement exponentiellement stable. n

Cas des systemes a temps discret
Dans le cas des systémes a temps discret, nous considérons le systéme analogue suivant :

ouz(t) € R"et f : R" x RT — R"™ continue. Nous désignons par x(k, ko, zo) la solution a
l'instant k& > ko du systéme (1.2) initialisée en x( a I'instant k.

Les définitions précédentes restent valables pour les systémes a temps discret de la forme (1.2).
Cependant, concernant la stabilité exponentielle, il convient d’apporter la définition suivante :
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Définition 1.2.6. (Stabilité exponentielle) L’origine est un point d’équilibre localement exponen-
tiellement stable pour (1.2) s’il existe des constantes o« > 0 et 0 < p < 1 telles que :

z(k, ko, z0)|| < allzollp® ), ¥k > ko >0, ¥V 20 € B,.

Lorsque B, = R", on dit que Uorigine est globalement exponentiellement stable. n

L'utilisation des définitions précédentes, pour démontrer la stabilité de (1.1) (resp. (1.2)) autour
de son point d’équilibre exige la résolution explicite de I'’équation différentielle (1.1) (resp.
I’équation aux différences (1.2)), ce qui est souvent tres difficile voir impossible dans la plupart
des cas. De ce fait, la méthode directe de Lyapunov permet de contourner cet obstacle. Cette
méthode consiste a définir une fonction particuliere dont I'existence garantit la stabilité.

1.2.2 Méthode directe de Lyapunov

La méthode directe de Lyapunov permet d’analyser la stabilité d’'un systéme autour de son point
d’équilibre sans le résoudre explicitement [100]. L’existence d’une fonction particuliére fournit
des informations sur la stabilité du systeme.

Définition 1.2.7. Soit V(z,t) : R" x RT — R™ une fonction continue. V est dite propre définie
positive si :
1.VteRT Vo eR" 2#0 V(z,t)>0;
2.VteRT, V(z,t)=0 = z=0;
3.Vt e RY, limyg o V(1) = o0.
n
Définition 1.2.8. (Fonction de Lyapunov) Une fonction V (x,t) de classe C! est une fonction de

Lyapunov locale (resp. globale) au sens large pour le systéme (1.1) si elle est propre définie positive
et s’il existe un voisinage de Uorigine V) tel que ¥V = € Vy (resp. © € R™) :

. oV (z,t)  0V(x,t)
= <0.
Vi t) = 2+ (e, < 0
Si V(z,t) < 0, alors V est appelée fonction de Lyapunov au sens strict pour (1.1). n

Définition 1.2.9. (Méthode directe de Lyapunov) Si le systéme (1.1) admet une fonction de
Lyapunov locale au sens large (resp. au sens strict) alors Uorigine est un point d’équilibre localement
stable (resp. asymptotiquement stable).

Ce résultat peut étre validé globalement V x € R™. n

Définition 1.2.10. (Stabilité exponentielle) L’origine de (1.1) est localement exponentiellement
stable s’il existe des constantes v, 3,y > 0, p > 0 et une fonction V (z,t) : Vo x Rt — R de classe
C! telles que, ¥ x € Vy :

L allz||P < V(z,t) < Bll]P;
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2. V(z,t) < —V(x,t).

Si Vy = R™, alors lorigine de (1.1) est globalement exponentiellement stable. n

Remarque 1.2.11. En choisissant la fonction de Lyapunov quadratique V (z,t) = z' Pz, P =
PT > 0, le systéme linéaire i(t) = Ax(t) est globalement exponentiellement stable a lorigine si et
seulement si P est la solution de I'équation AT P + PA = —Q, pour une matrice () définie positive.

Pour le cas des systémes a temps discret, la méthode directe de Lyapunov est directement
transposable. Cependant, la notion de stabilité exponentielle dans le cas temps discret s'énonce
comme suit :

Définition 1.2.12. (Stabilité exponentielle) L’origine de (1.2) est localement exponentiellement
stable s’il existe une fonction propre définie positive V (zy, k) : B, x RT — R, V(0,k) = 0, et des
constantes o, 3 et 0 < v < 1 telles que, ¥V xg € B etV k > kg >0:

L allzg|?* < V(z,t) < Bllagl?;

2. La suite de Lyapunov {V (xj, k) } =k,,... est strictement décroissante, i.e :

ot
Tpy1 = x(k + 17 k()aw()) == f(l'(k + 1),]€ + 1)

Si B, = R", alors Uorigine de (1.2) est globalement exponentiellement stable. n

Remarque 1.2.13. En choisissant la fonction de Lyapunov quadratique V (xy, k) = w;{Pwk, P =
PT > 0, le systéme linéaire x}1 = Ax}, est globalement exponentiellement stable a Uorigine si et
seulement si P est la solution de I'équation AT PA — P = —Q, pour une matrice () définie positive.

1.2.3 Stabilité des systemes a retard

Dans cette partie, nous présentons uniquement la notion de stabilité exponentielle (concernant
les systemes a temps continu) utilisée dans ce manuscrit pour les systémes a retard. Pour les
autres types de stabilité, veuillez voir [56].

Afin de simplifier la présentation des définitions de stabilité des systémes a retards, nous consi-
dérons la classe des systémes avec un seul retard définie par les équations suivantes :

(t) = f(a(0),t), t>t,
{ 71, (0) = #(0), VO € [-T, 0] (1.3)

ol x4(0) € C = C([—7, 0],R™) est 'état du systeme a I'instant ¢ + 0, =(¢) est 'état du systeme a
l'instant ¢, ¢ est la fonction initiale du systéme (1.3).
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Définition 1.2.14. (Stabilité exponentielle) L’origine est un point d’équilibre exponentiellement
stable pour (1.3) s’il existe des constantes o > 0 et v > 0 telles que pour toute solution x(t, to, ¢), ¢ €
C:

(2, to, @) || < vexp(—a(t —to)), VE=to, Vo eC.

La constante « est appelée le taux de convergence. n

Cette définition exige la connaissance explicite de la solution de (1.3), ce qui est souvent difficile
a réaliser. Ci-apres, nous présentons une définition particuliere, au sens de Lyapunov, qui découle
du théoréme de Lyapunov-Krasovskii [70].

Définition 1.2.15. (Stabilité exponentielle) Le systéme (1.3) est exponentiellement stable a Uori-
gine s’il existe des constantes o > 0, 3 > 0, v, p > 0 et une fonction V(x;,t) : C x RT — R™ telles
que :

1. allz@)|P < V(e t) < BllaPs

2. Vizg,t) < =V (x,t), Vo, € R, Vit >t

Remarque 1.2.16. La théorie de la contraction est un outil récent permettant Uétude de la stabilité
des trajectoires des systémes non linéaires. Cet outil appartient a la classe des méthodes de stabilité
incrémentale. Nous disposons de quelques articles et livres qui reprennent en détail toutes les défini-
tions [76], [77], [107], [64].

Dans [63], la définition originale (classique) de la théorie de la contraction a été prolongée dans le
but d’incorporer d’une fagon explicite Uentrée (la commande) du systéme considéré. Une telle pro-
longation est appelée "contraction universelle". Dans la suite, on présentera un peu plus en détail
cette théorie. n

1.2.4 Analyse de la contraction
On considére un systéme dynamique sous la forme générale (1.1). En supposant que la non-
linéarité f est continiment différentiable, on aboutit a la relation différentielle exacte suivante :

== (z,t)0x 1.4)

ol dx est le déplacement virtuel (un déplacement infinitésimal en fixant le temps [107]).
En dérivant 27§z par rapport au temps, on obtient

docre o Te.  os 7Of
o (0x" 0x) = 20z 0% = 20x pe dx.

Si Amax(z,t) est la valeur propre maximale de la partie symétrique de la jacobienne % (i.e., la

T
valeur propre de %(% + % )), alors

%(&cT&m) < 2maxdxl 6

10
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et par conséquent
t
[6]| < [[6ag||efo Amex(e2)ds, (1.5)

Supposons maintenant que Ay« (z, t) est uniformément strictement négative (i.e., 35 > 0,Vx,Vt >
0, Amax(x,t) < —03 < 0). D’apres I’équation (1.5) tout déplacement infinitésimal converge expo-
nentiellement vers zéro. D’ot la définition suivante :

Définition 1.2.17. Etant donné le systéeme (1.1), une région de Uespace d’état est appelée "région
de contraction" si la jacobienne % est uniformément définie négative dans cette région. n

Par % uniformément définie négative on sous-entend que

38>0,Va,Vt>0, 1(ﬁjta—fT) < _B8I <.
2\0x Oz
Théoréme 1.2.18. Toute trajectoire de (1.1), initialisée dans une boule de rayon constant centrée
autour d’une trajectoire donnée et contenue dans une région de contraction, reste dans cette boule
et converge exponentiellement vers cette trajectoire.
En outre, la convergence globale vers la trajectoire donnée est assurée si Uespace d’état entier est une

région de contraction. n

Ce résultat suffisant de convergence exponentielle peut étre vu comme une version renforcée du
théoreme de Krasovskii classique sur la convergence asymptotique globale.

Le vecteur dx peut étre également exprimé en utilisant le changement de coordonnées diffé-
rentielles
0z = Odx (1.6)

avec O(x,t) une matrice carrée. Par conséquent,
6276z = sa" Moz (1.7)

ol M(z,t) = OO représente une métrique symétrique et contintiment différentiable. En calcu-
lant la dynamique de §z (ou la dynamique virtuelle), on a

d
Eéz = Féz (1.8)
avec af
_ (¢ 91\ o-1
F= (@“983;)@ . (1.9)

En suivant le méme raisonnement que le Théoréme 1.2.18, la convergence exponentielle de 6z
(et donc de 6x) vers zéro peut étre déterminée dans des régions avec F' uniformément définie
négative.
L’équation (1.8) peut étre réécrite de facon équivalente, en fonction de la coordonnée §z, comme
suit :
ords, — (Mg + ®T®>5ac (1.10)
dt oz

11
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et donc .
d of ; of
(00T Mdw) = 02T (S M+ M+ M ). 1.11
dt( x x) =\ s +M+ 9 0% ( )
Par conséquent, on peut conclure a la convergence exponentielle vers une trajectoire simple dans
des régions ou (%TM + I\\/JI% + M) < —f(uM, ol [y est une constante strictement positive.
Ceci amene a remplacer la définition 1.2.17 (qui correspond a © = M = I) par la définition plus

générale suivante :

Définition 1.2.19. Etant donné le systéme (1.1), une région de Uespace d’état est appelée "région

de contraction" par rapport a la métrique uniformément définie positive M(z,t) = ©70, si F est
. , e T . /.

uniformément définie négative ou (% M + M% + I\\/JI) < —f(uM, dans cette région. m

On obtient ainsi le théoréeme plus général suivant :

Théoreme 1.2.20. Toute trajectoire de (1.1), initialisée dans une boule de rayon constant par
rapport a la métrique uniformément définie positive M(x, t) centrée autour d’'une trajectoire donnée
et contenue dans une région de contraction par rapport a la métrique uniformément définie positive
M(z, t), reste dans cette boule et converge exponentiellement vers cette trajectoire.

En outre, la convergence globale vers la trajectoire donnée est assurée si Uespace d’état entier est une
région de contraction par rapport a la métrique uniformément définie positive M(x, t). n

1.3 Observateurs d’état des systemes non linéaires

Cette section consiste en une introduction au probleme d’observation d’état des systémes non
linéaires. Nous présentons le principe d’estimation d’état, quelques définitions sur la notion
d’observabilité et un état de I'art sur les différentes techniques de conception d’observateurs
pour les systémes non linéaires.

1.3.1 Principe d’estimation d’état

Un observateur consiste en un systeme dynamique auxiliaire (O) dont les entrées sont les en-
trées/sorties mesurées d’un systeme (S), et les sorties sont supposées donner une estimation de
sont état, selon le schéma décrit sur la Figure 1.1.

Comme la suite de ce mémoire concerne les systemes a temps continu et a temps discret, nous
utilisons la notation unifiée suivante pour décrire un systéme dynamique (S) :

or = f(x,u) (1.12a)
y = hiz,u) (1.12b)

) #(t), t € Ry  dans le cas temps continu
g =
v xz(t+1), t € N dans le cas temps discret

12
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sortie
—»

y ot

| o

3

(=i

=

M

(0]
)

)
ot
o]
ot

F1G. 1.1 — Principe d’estimation d’état.

Définition 1.3.1. Le systéme dynamique (O) décrit par les équations

o, =D(z,u,y) (1.13a)
T =U(z,u,y) (1.13b)

z € RS9, est un observateur asymptotique local pour le systéme (S) si les deux conditions suivantes
sont vérifiées :

1. z(0) =2(0) = =z()=2z(t) YVt=>0
2. Il existe un voisinage ouvert 2 C R™ de lUorigine tel que :

z(0) —z(0) € Q@ = |z(t) —z(t)|| = 0 quand t — +oo.

Si ||z(t) — z(t)|| tend exponentiellement vers zéro, le systéme (O) est dit observateur exponentiel de
(S).
Lorsque 2 = R", le systéme (O) est dit observateur global de (S). n

La condition 2 signifie que I'erreur d’estimation doit étre asymptotiquement stable. Un systéme
pour lequel un observateur de la forme (1.13) existe et tel que la condition 2 soit satisfaite est
dit détectable.
Quant a la condition 1, elle signifie que si 'observateur (O) et le systeme (S) possedent tous les
deux le méme état initial, alors I'état estimé de (O) devrait étre égal a I'état réel du systeme (S)
a tout instant.

Si I'état estimé z est égal a z, alors (1.13) peut étre remplacée par :
oz = O(Z,u,y) (1.14)

13
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La condition 1 peut étre exprimée par
T=x = 0,=03

ce qui est équivalent a

A~

=z = O&,u,y) = f(z,u).

Par conséquent, sans perte de généralité, (1.14) peut se réécrire comme suit :

oz = f(&,u) + k(Z,u,y)

=z = k(&,uy)=0. (1.15)

Une fonction « qui contient le facteur = — z satisfait (1.15), mais puisque z n’est pas mesuré, ceci
n’est pas possible. Cependant, z = =z = h(Z,u) = h(x,u) = y, donc nous pouvons prendre
une fonction « de la forme :
K2, u,y) = K (&, u,y) (y - y)

ou g = h(z,u).
L’observateur peut donc s’exprimer comme suit :

03 = f(.0) + K (&,u,y) (y — ) (1.162)

g = h(z,u) (1.16b)

La plupart des structures d’observateurs proposées dans ce mémoire sont sous la forme (1.16).

Observateur d’ordre réduit

Pour les systémes sans couplage direct entre I'entrée et la sortie, i.e : y = h(x), il est possible de
trouver une transformation d’état de facon a ce que les sorties forment une partie du nouveau
vecteur d’état. En supposant que la jacobienne de I'application de sortie a}é—f) soit de plein rang

p, il est toujours possible de trouver une matrice constante 7" telle que la transformation

:

soit localement inversible (voir [103]). Le systeme transformé s’écrit :

Tx

== )

O¢ = (10({7 u, y)
Uy = 77(& Uu, y)
y=C[¢ yI"

su,y) =T f(x,u
e(Cu,y) =Tf( )m:@*l([ﬁ T

14
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_ Oh(z,u)
77(£>u7y) - o f(l‘,u) z=0-1([¢ y]T)

et
C = [0px(n—p) Ipl

L’observateur d’ordre réduit joue un role important. En effet, puisque y est mesuré, il n’est pas
besoin d’étre estimé, ce qui réduit la dimension du vecteur d’état estimé de n a n — p.

1.3.2 Observabilité des systemes non linéaires

Avant d’entamer une procédure de conception d’observateur pour un systéme dynamique, il
est important et nécessaire de s’assurer que l’état de ce dernier peut étre estimé a partir des
informations sur I'entrée et la sortie. L'observabilité d’un systéme est la propriété qui permet de
dire si I'état peut étre déterminé uniquement a partir de la connaissance des signaux d’entrée et
de sortie. Dans le cas des systemes non linéaires, la notion d’observabilité est liée aux entrées
et aux conditions initiales. Dans cette section, une définition plus précise d’observabilité sera
donnée dans le cas des systemes a temps continu de la forme

T = f(ac,u),
{ y— o) (1.17)

avec f : R"xR™ - R"eth : R” x R"™ — RP,

Définition 1.3.2. (Indistinguabilité) Soient 39 (¢),t > 0 et yl(t),t > 0 deux signaux de sortie
générés par Uapplication du signal d’entrée u(t),t > 0 au systéme (1.17) avec les conditions initiales
x0 et !, respectivement. On dit que 2° et z!' sont indistinguables si

y2(t) = yl(t), Yt >0, pour tout entrée wu.

Dans le cas contraire, on dit que 2 et x' sont distinguables. n

Définition 1.3.3. (Observabilité) Le systéme (1.17) est dit observable en z° si 20 est distinguable
de tout x € R". En outre, le systéme (1.17) est observable si ¥V 2° € R”, 2 est distinguable. n

Si nous supposons que u et y sont connus, les dérivées de u et y peuvent étre évaluées. Dans ce
cas, le concept d’observabilité peut étre interprété de maniére clair. Pour un systeme SISO, nous
définissons

v =l i ..y
et
W =[u i .. w7
Chaque dérivée y(¥) est une fonction de z et u, 1, ..., u(?), et donc aussi une fonction de z et v’ si
1 <n-—1.
Soit 1); une fonction définie par

y D = ().
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La dérivée de y?) est alors donnée par

D) {Gwi(x,u’)]f(w’u) N [81/1i(x,u’)} du’

ox ou’ dt

ce qui est, par définition, ¢;1(z, ) sii+1 < n— 1. En définissant I'opérateur linéaire M par :

, P ’ / b ’ N1 du
(M) e = [P st + [P G
alors 3/ s’écrit :
y' =w(z,u),
ol
h(z, u)

w(z,u') = (th:) (o) (1.18)

_(M?_l.h) (x,u)

est la matrice d’observabilité.
Si la matrice d’observabilité (1.18) est inversible, i.e : il existe w™! telle que

z=w (Y, )

alors le systéeme correspondant est observable. En outre, si la jacobienne de la matrice d’obser-
vabilité,
Ow(z,u')

or
est inversible en ¥, alors il existe un voisinage V,o de 2° sur lequel w est inversible. Dans ce
cas, le systéme correspondant est localement observable, ce qui signifie que x° est distinguable
de tous les points de V,0.

Qz, ) =

Pour les systemes multi-sorties, c’est-a-dire y € RP,p > 1, la notion d’observabilité peut étre
investiguée d'une maniére similaire.

Soit
N = T
= [nl ng ... np]
i=p
un vecteur d’entiers positifs, avec an =n.
) i=1
Définissons
T
y=1[y y2 - ypl
et

h(z,u) = [hi(z,u) ha(z,u) ... hy(z,u)]’.
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En posant
hj (:L'v ’LL)
(thj) (x,u)

wj(wﬂu/) = . )

(M7 0 ) (@)
les dérivées de y jusqu'a l'ordre n; sont

(”j)]T

i 9 - y; = w;(z,u’).

La matrice d’observabilité pour les systémes multi-sorties est alors définie par :

wq(z,u’)

S’il existe N tel que wy (z, u') soit inversible, alors 'état x peut étre déterminé a partir de v, y, et
les dérivées de chaque y; jusqu’a I'ordre n;. De ce fait, le systeme correspondant est observable.

Dans le domaine non linéaire, il existe plusieurs facons de définir la notion d’observabilité.
En lien avec le concept d’indistinguabilité des états, une définition trés fréquente a été établie
dans [58]. Des résultats importants ont été établis dans [46] et [87] pour une classe spéciale de
systemes affines en la commande. Pour plus de détails sur les différents types de définitions sur
I'observabilité des systemes non linéaires, nous renvoyons le lecteur a [58], [102] [87] et [14].

Remarque 1.3.4. Le concept d’observabilité cité précédemment peut étre étendu directement a la
classe des systéemes a temps discret. Différents types de définitions ont été abordés dans [85]. n

1.3.3 Les différents types d’observateurs : état de I’art

Initialement les systemes abordés ont été les systémes linéaires, pour lesquels les observateurs
de Kalman et Luenberger ont donné de bons résultats. Le filtre de Kalman est utilisé dans le cas
des systémes stochastiques en minimisant la matrice de covariance de 'erreur d’estimation, et
I'observateur de Luenberger a été utilisé pour les systéemes linéaires déterministes.

Dans le cas des systémes non linéaires, 'observation d’état est un peu plus délicate et il n’existe
pas, a 'heure actuelle, de méthode universelle pour la synthese d’observateurs. Les approches
envisageables sont soit une extension des algorithmes linéaires, soit des algorithmes non li-
néaires spécifiques. Dans le premier cas, I'extension est basée sur une linéarisation du modele
autour d’'un point de fonctionnement. Pour le cas d’algorithmes non linéaires spécifiques, les
nombreuses recherches menées sur ce sujet (voir [106], [81]) ont donné naissance a de nom-
breux algorithmes d’observation. Nous présenterons ces algorithmes dans la suite de ce chapitre.

1. Méthodes de transformations non linéaires : Cette technique fait appel a un changement
de coordonnées afin de transformer un systeme non linéaire en un systéme linéaire. Une
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fois qu’une telle transformation est faite, I'utilisation d’un observateur de type Luenberger
suffira pour estimer I'état du systeme transformé, et donc 1’état du systéme original en
utilisant le changement de coordonnées inverse.

2. Observateurs étendus : Dans ce cas, le calcul du gain de I'observateur se fait a partir du
modele linéarisé autour d’un point de fonctionnement. C’est par exemple le cas du filtre
de Kalman étendu et 'observateur de Luenberger étendu.

3. Observateurs a grand gain : Ce type d’observateurs est utilisé en général pour les systemes
lipschitziens. Son nom est dii au fait que le gain de 'observateur choisi est suffisamment
grand pour compenser la non-linéarité du systéme.

4. Observateurs de Luenberger généralisés (OLG) : C’est un nouveau type d’observateurs qui a
été proposé récemment pour la classe des systémes monotones. Cette nouvelle conception
consiste a ajouter a 'observateur de Luenberger un deuxiéme gain a 'intérieur de la partie
non linéaire du systeme.

5. Observateurs basés sur la théorie de la contraction : Ce type d’observateurs, comme son
nom I'indique, est basé sur la théorie de la contraction utilisée comme outil d’analyse de la
convergence. Cette technique méne a de nouvelles conditions de synthése différentes de
celles fournies par les techniques précédentes.

Ci-apres, nous présentons un peu plus en détails ces cing méthodes.

Méthodes de transformations non linéaires

Cette technique consiste a transformer, a 'aide d’'un changement de coordonnées, un systéme
non linéaire en un systéme linéaire modulo une injection de sortie. Une fois qu'un tel change-
ment de coordonnées est obtenu, I'utilisation d'un observateur de type Luenberger (corrigé par
I'injection de sortie) suffira pour estimer I'état du systéme transformé, et donc I’état du systéme
non linéaire original en utilisant le changement de coordonnées inverse.

L'un des premiers travaux réalisés dans ce domaine est proposé dans [71], ou le systéme auto-
nome de la forme

i= f(x) (1.19a)
y = h(x) (1.19b)

est transformé, par un changement de coordonnées non linéaire z = ®(z), en un systéme li-
néaire sous la forme canonique observable suivante :

z2=Acz+ A\y) (1.20a)
y=Cez (1.20b)

ou A, et C, sont sous la forme duale de Brunovsky; i.e :

On—l In—l

A=
0 05y

, Co= [1 05_1}.
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L’observateur de Luenberger correspondant a (1.20) est donné par :
F=A2+\y)+ Ky — C.2), (1.21)
dont la dynamique de l'erreur ¢ = z — Z est linéaire et s’écrit :
é=(A.— KC,)e. (1.22)

Le calcul du gain K se fait par un placement de poles.
Ce travail a été étendu dans [72] au cas des systémes a sorties multiples et la transformation
non linéaire a été généralisée comme suit :

z=®(x), (1.23)

v="U(y). (1.24)

ol v est la transformation de la sortie y a 'aide du changement de coordonnées non linéaire
U(.). Les conditions sous lesquelles une telle transformation existe ont été établies. Cependant,
trois problemes sont liés a cette approche :

1. La classe des systemes pour lesquels une telle transformation existe est tres restreinte ;
2. La procédure d’obtention d’une telle transformation est trés compliquée ;

3. Dans le cas des systémes avec entrées (systémes commandés), le systéme transformé
contient toutes les dérivées des entrées.

Dans [66], le systeme

= f(z,u) (1.25a)
y = h(z,u) (1.25b)

a été considéré. Dans ce cas, le systéme transformé sous forme canonique généralisée est défini
par :

Z2=A.z+ Ny, u/) (1.26a)
v=Clz (1.26b)
ouv = |u u .. u(")]T. La transformation non linéaire utilisée est
2z = ®(x,u),
v=U(z,u).

En supposant que les dérivées de I'entrée u sont disponibles, la structure de 'observateur suggéré
est :

Z=Ai+ My, u) + K(v—10) (1.27a)
b= C.2. (1.27b)
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La dynamique de I'erreur est donnée par (1.22).

D’autres généralisations aux systemes a sorties multiples ont été proposées dans [112], [99]
et [59]. Un algorithme simplifié permettant de calculer la transformation convenable, pour le
cas des systemes autonomes, a été concu dans [92]. Des conditions nécessaires et suffisantes
d’existence de la transformation pour les systémes mono-sortie ont été données dans [51]. Ces
résultats ont été généralisés dans [93] aux systemes a sorties multiples, et un algorithme de
calcul du changement de variables a été donné.

Une des raisons pour laquelle la classe des systémes qui peuvent étre transformés sous forme li-
néaire observable est restreinte est due au fait que la sortie doit étre linéaire comme dans (1.20b)
et (1.26b). Cette condition est relaxée dans [65] pour la classe des systémes autonomes mono-
sortie. L'idée est de transformer le systéme(1.19), en utilisant le changement de variables z =
®(x), en

2=Az+ Ly (1.28a)
y=n(z) (1.28b)

ol 7(z) = h(z)|y—¢-1(»). L'observateur s’écrit :
2= A%+ Ly, (1.29)
et la dynamique de I'erreur ¢ = z — Z est
€ = Ae. (1.30)

La transformation & est choisie de facon a obtenir une matrice A avec des propriétés souhai-
tables.

Afin de surmonter la difficulté d’obtention de la transformation convenable, indépendamment
des travaux précédents, une nouvelle approche a été présentée dans [16] pour la classe des
systemes non linéaires autonomes et mono-sortie. Une méthode constructive basée sur des tech-
niques de synthese linéaires a été proposée. Les conditions nécessaires et suffisantes d’existence
de la forme canonique ont été énoncées dans [73]. Plusieurs extensions de cette approche au cas
des systémes non linéaires commandés et multi-sorties sont données dans [118], [117] et [18].

Observateurs étendus

Il est possible d’étendre quelques techniques linéaires a des systémes non linéaires, ceci en cal-
culant le gain de I'observateur a partir du modele linéarisé autour d’'un point de fonctionnement.
C’est par exemple le cas du filtre de Kalman étendu et 'observateur de Luenberger étendu que
nous citons un peu plus en détail dans la suite.

A) Filtre de Kalman Etendu (EKF)

Le filtre de Kalman étendu est 'une des techniques d’estimation les plus populaires et large-
ment étudiées dans le domaine d’estimation d’état des systemes dynamiques non linéaires. Ce
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filtre étendu consiste a utiliser les équations du filtre de Kalman standard au modéle non linéaire
linéarisé par la formule de Taylor au premier ordre.

Ce filtre étendu a été appliqué avec succes sur différents types de procédés non linéaires. Mal-
heureusement, les preuves de stabilité et de convergence établies dans le cas des systémes li-
néaires, ne peuvent étre étendues de maniére générale au cas des systémes non linéaires. Dans
un environnement déterministe, une preuve de la convergence du filtre de Kalman étendu a
été établie dans [24] et [23] pour la classe des systémes non linéaires a temps discret. Cepen-
dant, cette convergence n’est que locale. L’analyse de la convergence de cet estimateur reste,
a ’heure actuelle, un probléme ouvert. Les nombreuses recherches qui ont été menées sur ce
sujet ont donné naissance a de nombreuses publications et ouvrages [35], [55], [33], [32],
[101], [29], [25], [24], [7].

Avant d’introduire le fameux filtre de Kalman étendu, nous avons besoin de présenter I'estima-
teur de Kalman standard pour les systémes linéaires a temps variant (LTV).

— Cas des systémes LTV a temps continu : Pour le systéme LTV de la forme

&= A(t)z + B(t)u + v1(t) (1.31a)
y = C(t)x + va(t) (1.31b)

I'estimateur de Kalman standard est donné par :
&= A(t)Z + B(t)u+ PCT(t)R™(y — C(t)&) (1.32)
ol P est la solution symétrique et définie positive de 'équation de Riccati suivante :
P=AP+PAT + Q- PCTR™ICP. (1.33)
— Cas des systemes LTV a temps discret : Pour le systeme LTV de la forme

Tht1 = Apxy + Bruy, + v (1.34a)
yr = Cpxr + wg (1.34b)

I'estimateur de Kalman standard est donné par :

Tht1 = Tpgryp + i (yk+1 - Ck+1i"k+1/k)§ (1.35a)
1
Plp1 = (Pi;rll/k + CkTJrlR/;ileH) ; (1.35b)
T T -1
Kit+1 = Pry1/kClpa (Ck+1Pk+1/ka+1 + Rk+1) (1.350)
ou
Zpy1/k = Axlr + Brug; (1.36a)
Pei1k = ApPL AT + Qu; (1.36b)

ou Py = puly > 0. Zj41 et 34/ sont Pestimation et la prédiction de I'état x4, 1. Les matrices
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Py 11 et Py, sont les covariances des erreurs d’estimation et de prédiction. Qy et Ry sont
des matrices de pondération dépendant des variables stochastiques vy et wy.

Le filtre de Kalman étendu [61] est une extension directe du filtre de Kalman standard en
remplacant les matrices d’état et de sortie, A,C du systeme linéaire (1.31) ou (1.34) par les
jacobiennes des non-linéarités du systeme en question.

Considérons le systéme non linéaire suivant :

&= f(z,u) +v(t) (1.37a)
y = h(z,u) +w(t) (1.37b)

L’EKF s’exprime de la maniére suivante :

i = f(&u) + PH(&,u)R Yy — h(z,u)) (1.38a)
P = F(2,u)P + PF(i,u)" + Q — PH(&,u)" R™ H (&, u)P (1.38b)
ol o7
F(Q%U) = %('j>u)7
. oh
H(I’,’U,) = %(1',11,)

Ce type d’estimateur a été utilisé dans [64]. Dans le cas des systemes a temps discret de la
forme :

Tp1 = f(Tr, ur) + Grog (1.392)
Yr = h(wg, ug) + Dywy (1.39b)
I'EKF est donné par :
Tht1 = Trr1/k + Kpr€p41 (1.40)
ol
Piy1 = ([n - Kk+1Hk+1>Pk+1/k§ (1.41a)
Tpy1/k = f( @k, up); (1.41b)
Pey1i = FyPLEL + Qu; (1.41¢)
-1
Kit1 = PopyjeHi (Hk+1Pk+1/ng+1 + Rk+1> ; (1.41d)
€ht1 = Yht1 = P(Thp1 ks Ukt1); (1.41e)
. of .
Fy, = F(Zg,ux) = a—i(ﬂ%uk); (1.416)
R oh .
Hy, = H(&y, ur) = 5 (Tk, uk) (1.41g)

ou Py = wl, > 0.
Il est courant (ceci n’a encore été démontré) de choisir en pratique, pour 'optimalité du filtre
de Kalman étendu, @ et Ry, comme les matrices de covariance des bruits du systeme et des
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mesures, i.e :
T T
Qk = Gka, Rk+1 == Dk+1Dk+l‘

Ce choix est valable sous certaines conditions [8]. Dans un contexte déterministe, la synthese
de Qy et Ry joue un role primordial dans 'amélioration des performances du filtre de Kalman
étendu. Pour plus de détails sur ce dernier point, nous invitons le lecteur a consulter [41], [40],
[29], [97] et [98].

B) Observateur de Luenberger étendu

L’observateur de Luenberger étendu intervient, soit au niveau du systéme original avec un gain
constant, soit par le biais d'un changement de coordonnées avec un gain dépendant de I’état a
estimer. Dans le premier cas, un modele linéarisé est nécessaire, et le gain de 'observateur est
calculé par placement de poéles. Ce type d’observateur ne peut étre utilisé que lorsque I'on est
slir que I'état restera au voisinage de I'état d’équilibre. Pour cette raison, cette méthode n’est
pas trés utilisée, parce que son utilisation peut étre compromise par les instabilités qui peuvent
se révéler si 'on s’éloigne du point de fonctionnement. Dans le deuxieme cas, comme nous
I'avons mentionné précédemment, les méthodes de changement de coordonnées ne concernent
qu’une classe restreinte de systemes non linéaires. En effet, beaucoup d’approches utilisant les
changements de coordonnées nécessitent I'intégration d'un ensemble d’équations aux dérivées
partielles non linéaires, ce qui est souvent tres délicat a réaliser. De ce fait, I'utilisation de solu-
tions approchées est envisageable.

Observateurs a grand gain : Approche de Thau et ses généralisations

Une méthode directe de conception d’observateur est d’utiliser un retour de sortie linéaire. Cette
approche, introduite initialement dans [105], s’applique sur la classe des systémes non linéaires
s’écrivant sous la forme suivante :

T = Ax+ ¢(x,u) (1.42a)
y=Cx (1.42b)

otz € R", u € R™ et y € RP représentent respectivement les vecteurs d’état, des entrées et des
sorties du systéme. La paire (A, C) est détectable et la non-linéarité, ¢ satisfait la propriété de
Lipschitz par rapport a x :

lo(x,u) — d(Z,u)|| < yglle — 2|, Vo, 2 € R"etVuecR™ (1.43)
ol 4 est la constante de Lipschitz de la fonction ¢.

Ce type d’observateurs est relativement classique en observation des systemes non linéaires.
Son nom est dii au fait que le gain de 'observateur choisi est suffisamment grand pour compen-
ser la non linéarité du systéme.
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L’observateur de type Luenberger correspondant a (1.42) est de la forme :
&= Ai+ ¢(2,u) + K(y — CZ) (1.44)
La dynamique de I'erreur d’estimation ¢ = = — & est donnée par ’équation :
e=(A—-KC)e+ ¢(z,u) — ¢(&,u) (1.45)

L’objectif est de déterminer sous quelles conditions le gain K peut garantir la stabilité de 'erreur
d’estimation ¢ en zéro.

La méthode de Thau [105] fournit une condition suffisante de stabilité asymptotique de I'erreur
d’estimation (1.45). Le résultat de cette méthode est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.5. ([105]) Considérons le systéeme(1.42) et Uobservateur(1.44). Si le gain d’obser-
vation K est choisi tel que

>\min (Q)

o< gl (1.46)

ol Amin(S) et Amax(S) désignent respectivement les valeurs propres minimale et maximale de la
matrice carrée S, les matrices P = PT > 0 et Q = QT > 0 désignent les solutions de I'équation de
Lyapunov :

(A-KC)'TP4+P(A-KC)+Q=0 (1.47)

alors Uerreur d’estimation (1.45) est exponentiellement stable. n
La preuve de ce théoréme est basée sur 'utilisation de la fonction de Lyapunov standard

V =V(e) =l Pe.
Pour plus de détails sur la preuve du Théoreme 1.3.5, nous invitons le lecteur a consulter [105].

>\min (Q)

Il a été démontré dans [89] que le rapport 5= Py est maximal si Q = I,,. Le probleme est

donc réduit a choisir un gain K qui satisfait

1

(D) (1.48)

Vo <
ol
(A- KC)'P+ P(A- KC) = —1I,.

L’approche de Thau n’est pas une méthode de synthése systématique. Elle permet seulement de
vérifier la convergence de I'observateur (1.44), a posteriori. En effet, le choix des matrices P,
Q@ et K qui satisfont l'inégalité (1.46) n’est pas direct. Par exemple, le placement des valeurs
propres de (A — K () dans le demi-plan gauche n’implique pas que la condition (1.46) est sa-
tisfaite. Il n’existe aucune relation spécifique entre les valeurs propres de (A — KC') et Apax(P),
ceci a été prouvé dans [95] par un simple exemple numérique.

Ce type d’observateurs a été largement étudié dans la littérature par de nombreux chercheurs
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spécialistes dans le domaine de I'observation d’état. Une méthode constructive a été proposée
par Raghavan dans [95], ol une solution explicite et systématique du choix du gain de 'obser-
vateur est établie. Cette solution est illustrée dans le théoreme suivant :

Théoréme 1.3.6. ([95]) Considérons le systéme(1.42) et Uobservateur(1.44). S’il existe ¢ > 0 tel
que U'équation de Riccati

1
AP 4 PAT + P(331, = <CTC) P+ I + eI, = 0 (1.49)

admette une solution P symétrique définie positive, alors le gain

K=LlpcT (1.50)
2e
stabilise asymptotiquement la dynamique de Uerreur d’estimation (1.45). n

Cependant, cet algorithme n’est pas efficace pour toutes les paires (A, C') observables et malheu-
reusement ne donne pas d’informations sur les conditions que doit vérifier la matrice (A — KC)
afin d’assurer la stabilité de I'erreur d’estimation. Nous avons vu que le placement des valeurs
propres de (A — KC') dans le demi-plan gauche est certainement insuffisant.

Dans [116], lauteur a suggéré une procédure de conception liée directement a la matrice
(A — KC). Dans cette procédure, le choix du gain K tel que

Umin(A — KC) > Y (1.51)

assure l'inégalité (1.48). Les valeurs singulieres de (A — KC) jouent, en effet, un role sur la
convergence de 'observateur. Malheureusement, ce résultat est en général incorrect. Ceci a été
démontré par un contre exemple dans [96].

L’inexactitude du résultat précédent est intuitivement compréhensible. En effet, les valeurs sin-
guliéres d’'une matrice déterminent si cette matrice est proche d’étre singuliere. Une matrice
pourrait étre proche d’étre singuliére, mais ses valeurs propres restent proches de I'axe imagi-
naire. Cette distinction a été clarifiée apres la nouvelle méthode proposée dans [96]. En effet,
dans [96], Rajamani a établi un nouveau résultat permettant de corriger le précédent. Ce résul-
tat est résumé dans le théoréme suivant qui fournit des conditions nécessaires et suffisantes que
doit vérifier la matrice (A — K () afin de justifier la convergence de I'observateur.

Théoréme 1.3.7. ([96]) Considérons le systéme(1.42) et Uobservateur(1.44), avec (A, C) obser-
vable et ¢ satisfait (1.43). Alors, Uerreur d’estimation est asymptotiquement stable si le gain K
peut-étre choisi tel que (A — KC') soit stable et

min (Jmm(A ~KC -~ jw[n)> > v (1.52)
w>
oll j est tel que j> = —1. n

La démonstration complete de ce théoréme est donnée en trois étapes dans [96].
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D’autres méthodes de synthése d’observateurs ont été développées spécialement pour la classe
des systemes uniformément observables [47], [20] et [19]. Ces méthodes utilisent un chan-
gement de variables pour se ramener a un systeme de la forme (1.42). Une fois le systéme
transformé, l'utilisation d’'un observateur a grand gain est systématique. Ce type d’observa-
teurs a été appliqué a une classe de systemes biologiques et a des procédés biotechnologiques
dans [47], [45] et [15].

Observateurs de Luenberger Généralisés (OLG)

Récemment, une nouvelle conception d’observateurs a été proposée dans [4], [6], [5], [3], [43]
et [44]. La classe des systéemes concernés par cette nouvelle conception consiste a ajouter a
I'observateur de Luenberger un deuxiéme retour de sortie linéaire a l'intérieur de la partie non
linéaire du systéme. Cette approche concerne les systemes décrits par les équations suivantes :

&= Az + Gy(Hz) + o(y,u) (1.53a)
y=Cux. (1.53b)

L’'observateur d’état proposé a la structure suivante :
&= Ag + G’y(Hﬁc +K(y— C@)) + o(y,u) + L(y — C). (1.54)

Des conditions de convergence de 'observateur (1.54) ont été établies dans [4] et [5]. Ce ré-
sultat concerne les systemes pour lesquels la fonction non linéaire ~ satisfait les hypotheses
suivantes :

1. chaque composante ~; est une fonction scalaire a variable scalaire, i.e :
j=n
Yi :’YZ(ZH”.%]),Z = 1,...,7‘. (155)
=1

2. Toutes les composantes de ~ sont des fonctions non décroissantes, i.e :

0< 20 =% vy eRr (1.56)

- Vv —w
En utilisant (1.53) et (1.54), la dynamique de I'erreur d’estimation ¢ = x — & s’écrit :
e=(A—-LC)e+ G(’y(v) - ’y(w)) (1.57)

ou
v=Hzx et w=Hi+ K(y— Cz).

Ces conditions de convergence sont illustrées dans le théoréme suivant :

Théoreme 1.3.8. L’erreur d’estimation (1.57) est exponentiellement stable a Uorigine s’il existe une
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1.3. Observateurs d’état des systémes non linéaires

matrice P = PT > 0, une constante v > 0 et une matrice diagonal A > 0 tel que l'inégalité

(A= LC)'P + P(A= LC) +vI, PG+ (H—-KC)TA| _

GTP + A(H — KC) 0 =0 (1.58)

soit satisfaite. n

Cette technique a été étendue dans [43] et [44] au cas des systemes monotones multi-variables.
Des conditions de convergence analogues ont été obtenues. De nouvelles conditions suffisantes
de synthese des gains K et L ont été proposées dans [6] pour une classe de systémes dont la
non-linéarité est une fonction scalaire a variable scalaire. Ce résultat est plus général que le
précedent, puisqu’il prend en compte les bornes du terme W quand elles existent, c’est a
dire quand la non-linéarité satisfait la condition

0< 2@ =) vy swer (1.59)
v—w
Dans ce cas, en exploitant la condition (1.59), les auteurs ont établi le théoréme suivant :

Théoreme 1.3.9. L'observateur d’état (1.54) converge exponentiellement s’il existe une matrice
P = PT > 0, une constante v > 0 et une matrice diagonal A > 0 telles que U'inégalité

(A= LOY'P+ P(A~ LO) fvly PG+ (H-KOT| _ (1.60)
G'P+ (H-KC) %

soit satisfaite. n

Cette derniere inégalité est moins restrictive que (1.58). En effet, dans (1.58) il est nécessaire
d’avoir PG + (H — KC)TA = 0 a cause de la présence d’un zéro sur la diagonale. Ceci rend
I'inégalité (1.58) contraignante. Cependant, dans (1.60), le zéro sur la diagonale est remplacé
par —%, ce qui n'impose pas a PG + (H — KC)* d’étre nul. Notons qu’en particulier, pour
b = 400, nous retrouvons I'inégalité (1.58).

Observateurs basés sur la théorie de la contraction

Cette technique, nouvelle en observation d’état, a été introduite dans [76], [77], [78], [64],
[79] et [42]. Le principe de la méthode est le suivant :
Etant donné un systeme non linéaire de la forme :

&= f(z,t) (1.61a)
y = h(z1) (1.61b)

I'observateur correspondant est I’observateur classique de Luenberger :

&= f(&t)+ Ly —9) (1.62a)
§ = h(,1) (1.62b)
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L’objectif est de déterminer la matrice L telle que le systeme général suivant soit contractant :
X = f(X,t) + Ly — h(X.1)). (1.63)

En effet, si le systeme (1.63) est contractant, alors, d’apres le Théoréme 1.2.20, les deux solu-
tions particuliéres z et & de (1.63) convergent exponentiellement 'une vers l'autre.
En utilisant la théorie de la contraction, le systeme (1.63) est contractant si la valeur propre
maximale de la partie symétrique de la matrice suivante est négative :

of Oh

—(X,t) — L—=(X,1).
De facon générale, le systeme (1.63) est contractant s’il existe une métrique M(X,t) et une
constante positive Gy telles que

{(g—)"; —L%)TM+M<% —Lg—)h() +M} < —BuM. (1.64)

Dans le cas ot M est constante, I'inégalité (1.64) devient

{<88_)]2 - Laa_?(>TM +M(aa_)]; - Laa_)h()} < —PuML. (1.65)

En posant S = L”M dans (1.65), on obtient I'inégalité suivante :

af " of onT_ 5 oh
— — 55T <0. .
X M+M8X X S X + M < 0 (1.66)

Par conséquent, si la condition (1.66) est soluble pour tout X € R", alors le gain
L=M"1s"

rend le systéeme (1.63) contractant. De ce fait, les deux solutions z et Z de (1.63) convergent
exponentiellement 'une vers l'autre.

La théorie de la contraction a été appliquée a plusieurs types d’observateurs tels que le filtre
de Kalman étendu [64] et les observateurs PD [76]. Pour plus de détails, nous renvoyons le lec-
teur aux articles [76], [77], [78], [79] et [42]. Des conditions sous forme de LMI ont été établies
dans [78] et une analogie avec les systémes LTV est également proposée dans [76] et [42]. Cette
théorie a été utilisée aussi dans [13] comme outil d’analyse de convergence dans le contexte de
la synchronisation des systemes de communications chaotiques.

1.4 Conclusion

Ce chapitre a été consacré d’une part a quelques rappels sur des concepts relatifs a la stabi-
lité (stabilité au sens de Lyapunov, théorie de la contraction) et a 'observabilité (rappels sur
quelques définitions sur la notion d’observabilité et formulation du principe d’estimation d’état).
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1.4. Conclusion

D’autre part, nous avons présenté un état de l'art qui regroupe la plupart des techniques de
conception d’observateurs pour les systemes non linéaires a temps discret et a temps continu.
Pour cette classe générale de systémes, nous avons vu qu’il n’existe pas, a ’heure actuelle, de
méthode universelle pour la synthése d’observateurs. Les approches développées a ce jour sont
soit une approximation des algorithmes linéaires (linéarisation autour d’'un point de fonctionne-
ment), soit des algorithmes non linéaires spécifiques pour certaines classes de systémes.
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Chapitre 2. Synthése d’observateurs d’état des systémes a temps continu

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons deux méthodes de synthése d’observateurs. La premiére consiste
a transformer le probléme d’estimation d’état d’un systéme non linéaire & un probleme de sta-
bilité d’'un systeme Linéaire a Parametres Variants (LPV). L'idée est basée sur l'utilisation du
théoréme des accroissements finis (the Differential Mean Value Theorem (DMVT) pour le sigle
anglais) qui permet de transformer la dynamique de I’erreur d’estimation (qui définit un systéme
non linéaire quelconque) en un systéme LPV. En se basant sur les techniques LPV [12], [11], des
conditions de stabilité sous forme de LMIs ont été obtenues. Des extensions ont été également
établies dans le cas des systémes a sorties non linéaires et une classe particuliére de systemes
non différentiables. Une version de cette méthode, qui tient compte de la robustesse aux bruits
qui affectent la dynamique et la sortie du systeme, a ensuite été élaborée. En utilisant quelques
transformations, nous avons pu généraliser la méthode proposée a 'estimation de I’état et des
entrées inconnues (simultanément).

La deuxiéme méthode proposée dans ce chapitre est basée sur un observateur de Luenberger
généralisé (OLG). Cette technique fait intervenir le DMVT qui permet d’étendre les travaux dé-
veloppés dans [4] et [6] a une classe plus large de systémes non linéaires. Une nouvelle condi-
tion de synthése d’observateurs a été obtenue. Une extension, au cas des systemes a entrées
inconnues, est également obtenue.

2.2 Approche basée sur le DMVT : Transformation en LPV

Dans cette section nous présentons une méthode de construction d’observateurs d’état pour
les systémes non linéaires. La contribution principale réside dans I'utilisation du théoréeme des
accroissements finis (DMVT). Ce dernier permet de ramener le probléme d’estimation d’état d'un
systéme non linéaire quelconque a un probléme de stabilité d'un systéme LPV.

2.2.1 Préliminaires et formulation du probleme

Préliminaires

Avant d’introduire la classe des systémes non linéaires concernée, nous avons besoin d’énoncer
les deux théoréemes suivants :

Théoréme 2.2.1. (Le DMVT pour des fonctions scalaires)
Soit ¢ : R™ — R. Soit a,b € R™ Supposons que ¢ soit différentiable sur Co(a,b). Alors, il existe
une constante z € Co(a,b),z # a,z # b tel que :

p(a) — ol0) = £ (2o ~ ) @D

Démonstration : La preuve de ce théoréme est basée sur le théoreme des accroissements fi-
nis classique pour les fonctions scalaires a variable scalaire qui lui méme découle du fameux
théoreme de Rolle. O
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2.2. Approche basée sur le DMVT : Transformation en LPV

Remarque 2.2.2. Le DMVT est incorrect dans le cas des fonctions vectorielles. Ceci veut dire qu’'on
peut pas toujours trouver une seule constante z € Co(a, b) telle que Uéquation (2.1) soit vérifiée. En
effet, on peut construire facilement des contre-exemples. n

Afin d’obtenir une équation similaire a (2.1), on peut imaginer I'existence de plusieurs constantes
z; € Co(a,b) pour i = 1,...,q ou g est le nombre de composantes de la fonction non linéaire en
question. Pour ceci, nous proposons de procéder comme suit :
Soit

By ={es(i) | es(i) = (0,...,0,1,0,...,0)" i =1,....s.}

la base canonique de R® pour tout s > 1. Considérons la fonction vectorielle
¢ :R"— RY.
Cette fonction peut toujours s’écrire sous la forme

p(x) = [p1(2), -y g ()]
ou ¢; : R — R estla i™° composante de .
D’apres la définition de F, on peut écrire

q

p(z) =Y eqli)ei(z).

i=1
En appliquant le Théoréme 2.2.1 sur chaque fonction scalaire ; et en utilisant le fait que
ipi . - 7, 0%
IR ICAUNEIR

J=1

on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.3. (Le DMVT pour des fonctions vectorielles)
Soit p : R™ — R Soit a,b € R™ Supposons que  soit différentiable sur Co(a,b). Il existe alors des
constantes zy, ..., zg € Co(a,b),z # a,z; #bpouri=1,...,q tel que :

q,n
. . 0p;
pla) = o) = | D eg(en ()5 () | (a=b) (22)
ij=1 J
]
Formulation du probleme
Considérons la classe des systéemes non linéaires décrite par les équations suivantes :
i(t) = Az(t) + Bf (x(t), y(t), u(t)) (2.3a)
y(t) = Cx(t) (2.3b)
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ou x € R" est le vecteur d’état du systeme, u € R™ le vecteur d’entrée et y € RP le vec-
teur de sortie. A, B et C sont des matrices constantes de dimensions appropriées. La fonction
flx,y,u) : R" x RP x R™ — R? est différentiable par rapport a x. Supposons de plus que la
fonction f satisfasse 'hypotheése suivante :

Hypothese 2.2.4.

Qij < %(ﬂf,y,U) < bzya Vﬂ%y»U (24)
E?xj

pour touti=1,...,g et j = 1,...,n, avec a;; et b;; des constantes réelles.

L’observateur d’état correspondant a (2.3) est de type Luenberger. L’équation d’état de cet ob-
servateur est donnée par :

2(t) = AR(t) + Bf(2(t), y(t), u(t)) + K (y(t) — Ci(1)) (2.5)

ol i représente I’état estimé de .
L’objectif principal est de déterminer la matrice K telle que I'erreur d’estimation

e(t) = x(t) — &(t) (2.6)

converge asymptotiquement vers zéro. La dynamique de 'erreur est donnée par I'équation sui-

vante :
E(t) = (A - KC’)E(t) + Bof, 2.7)

ol
0fr = f(a(t),y(t),u(t)) — f(&(t), y(t), u(t)). (2.8)

En appliquant le Théoreme 2.2.3 sur la fonction = — f(x(t),y(t),u(t)), nous déduisons qu'’il
existe des constantes z;(t) € Co(x(t),&(t)) pour tout i = 1, ..., g telles que :

J

5= 2 a2 (ot (o), u(t) | <(0).

ij=1

Pour des raisons de simplifications, nous introduisons les notations suivantes :

dfi
is(t) = 20 0), (o) utr) (299)
J
HY = eq(i)e}(j) for 1<i<qand 1<j<n (2.9b)
h— (hll, T hqn) (2.9¢)
q,n
A(h(t)) = A+ B> hi;(t)H, (2.9d)
i,j=1
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2.2. Approche basée sur le DMVT : Transformation en LPV

De ce fait, la dynamique de I’erreur d’estimation se réécrit comme suit :
E(t) = (A(h(t)) - KC)s(t). (2.10)

L’équation (2.10) définit un systéme LPV.
D’apres I'hypothese (2.2.4), le parametre h(t) évolue dans un domaine borné H, ,, dont les 29"
éléments sont définis par I’ensemble

Vign = {a = (Q11, ooy ALy ooy ) | vi5 € {aij,bij}} (2.11)

2.2.2 Procédure de synthese d’observateur

En s’inspirant des techniques LPV [12], [11], de nouvelles conditions suffisantes de convergence
de l'observateur proposé sont obtenues. Ces conditions sont exprimées sous forme d’inégalités
linéaires matricielles (LMIs).

Théoreme 2.2.5. ( [124]) Ulerreur d’estimation £(t) converge asymptotiquement vers zéro s’il
existe des matrices P = PT > 0 et R de dimensions appropriées telles que les LMIs suivantes soient
satisfaites :

AT(@)P — CTR+ PA(a) - RTC <0, Ya € Vy,,,. (2.12)

Par conséquent, le gain K sera donné par K = P~'RT. m

Démonstration : Afin d’étudier la convergence asymptotique de l'erreur d’estimation, nous
considérons la fonction de Lyapunov quadratique suivante :

V(t) = V(e(t)) = ¥ (t)Pe(t)

ol P est une matrice symétrique définie positive.
L’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers zéro si V(¢) > 0 et V(¢) < 0 pour tout

e(t) #0.

Nous avons

ol
T
F(h(t) = (A(h(t)) - KC) P+ P(A(h(t) - KC).
La condition V' (¢) > 0 est satisfaite car la matrice P est définie positive. La condition V (¢) < 0
est vérifiée si
F(h(t)) <0 for all h(t) € Hyp.

Comme la fonction matricielle F' est affine en h(t), en utilisant le principe de convexité [31],
nous déduisons que V(¢) < 0 a condition que :

Fla) <0, VaeWy,,. (2.13)
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Si on utilise la notation R = L™ P, on constate que la condition (2.13) est équivalente a (2.12).
L’erreur d’estimation est donc asymptotiquement stable si les inégalités (2.12) sont satisfaites
avec P définie positive. Cette derniere condition permet l'inversion de P et par conséquent le
calcul du gain K par P~'RT. O

Remarque 2.2.6. Il n'est pas difficile d’obtenir les bornes supérieures et inférieures des fonctions
hi;(.) dans le domaine H, ,,. En effet, pour beaucoup de systémes non linéaires, les termes gj: ; (.) sont
bornés, ce qui permet de déduire directement et sans difficulté les bornes a;; et b;;. Par exemple, pour
la plupart des systémes lipschitziens abordés dans la littérature abondante, ces bornes apparaissent
aisément. n

Exemple numérique

Pour montrer la performance de ’'approche précédente, on propose une application numérique.
Considérons un robot flexible [88] dont le modele dynamique est un systéme non linéaire qu’on
peut mettre sous la forme (2.3) avec les parameétres :

0 1 0 0 0
. —486 —-1.25 486 O B= 0 ’

0 0 0 1 0

19.5 0 —-19.5 0 1

C:[l 0 0 o}, Fla,y,u) = —3.33sin(6)),

ol
T
T = [Gm wm O wp
avec 6,,, la position angulaire du moteur, w,, la vitesse angulaire du moteur, #; la position angu-
laire du bras et w; la vitesse angulaire du bras.
L’application de 'approche proposée nous donne :

hi;(t) =0 pour tout j =1,2,4;

his(t) = —3.33 cos(z3(t)).

L'ensemble des sommets VY, , peut étre réduit a
Vi, = {-3.33,+3.33},

et donc nous avons deux LMIs a résoudre afin de déduire le gain de I'observateur assurant la
convergence asymptotique de I'erreur d’estimation vers zéro.
Les LMIs (2.12) fournissent les solutions suivantes :

54786 —0.2172 —1.7595 0.1330
—0.2172  0.0649 —0.2061 0.0671
—1.7595 —0.2061 3.4710 —0.3989]°
0.1330  0.0671 —0.3989 0.3164
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Amplitude
Amplitude

-1 -15

) 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
t (Temps) t (Temps)

(a) Position angulaire du moteur et son esti- (b) Vitesse angulaire du moteur et son estimée.
mée.

4 6

3 1 al

LY

ol ]
[«5) [«5)
=] PNt =
= 1 Z = 4 =
o o
£ = E
< (0] S 1

1
1
-1y ]
-2 -4
() 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
t (Temps) t (Temps)

(c) Position angulaire du bras et son estimée. (d) Vitesse angulaire du bras et son estimée.

F1G. 2.1 - Convergence asymptotique de I’état (ligne continue) vers son estimé (ligne pointillée).

R = 142797 3.9211 -—11.1406 1.2633

et donc
12.5131

156.2855
9.8934
—21.9507

Les résultats des simulations numériques sont illustrés sur la Figure 2.1.

Remarque 2.2.7. Dans la méthode précédente, nous avons proposé un observateur avec un gain
constant. Ceci est dil au fait que les paramétres h;;(t) sont inconnus a cause des constantes z;(t) qui
découlent du théoréme des accroissements finis. Il est connu dans la littérature que pour les systémes
LPV a paramétres mesurables ou connus, on utilise toujours un observateur affine qui dépend de ces
parameétres, afin de réduire le conservatisme dil au gain constant. Nous envisageons de proposer
dans la section suivante, un observateur avec un gain affine pour une classe particuliére de systémes
non linéaires qui regroupe la classe des systémes LPV. n
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Chapitre 2. Synthése d’observateurs d’état des systémes a temps continu

2.2.3 Observateur avec gain affine

Nous allons montrer que sous une hypothése supplémentaire, nous pouvons utiliser un gain
affine. L'objectif du gain affine est de réduire le conservatisme de ’approche proposée, dans le
sens ou les conditions de stabilité deviennent moins restrictives. Avant de présenter 'observateur
correspondant au systéme (2.3), nous introduisons une hypothése supplémentaire qui définit la
classe des systémes concernés.

Hypothese 2.2.8. Supposons qu’il existe un sous ensemble S C {1,...,q} x {1,...,n} tel que :

ofi
c%cj

]

Cette hypothese signifie que gT;(x, y,u) est indépendant de x pour tout (7, j) € S. De plus, elle
n’est pas restrictive. En effet, la classe des systemes satisfaisant la condition (2.14) inclue une
variété étendue de systémes chaotiques tels que le systéme de Lorenz et le systeme de Rossler
présentés dans [74]. En dehors de ces systemes, nous mentionnons que la condition (2.14) est
vérifiée par la classe des systemes étudiée dans [9].

Remarque 2.2.9. L’hypothése 2.2.8 ne signifie guére que la fonction f est totalement affine en x.
En effet, le sous ensemble S peut étre strictement inclus dans Uensemble {1,...,q} x {1,...,n}, i.e:
S C{1,...,q} x{1,...,n}. Pour clarifier cette remarque, on propose un exemple d’une telle fonction :
Soit f : R? x R x R +— R? une fonction définie par :

sin(z1) + yxo
cos(z1)

f(w7y7u) = [

Cette fonction n’est pas affine en x a cause des termes sin(z) et cos(x1). Nous avons g—:{; =y, et
donc § = {(1,2)} € {1,2} x {1,2} = {(1,1),(1,2), (2,1), (2, 2)}. .

Sous I'hypothése 2.2.8, nous proposons l'observateur correspondant a (2.3) décrit par :

&>

(1) = A2 (t) + BF(@(t), y(t), u(®) + L(y(®), u(®)) (y() - Ca(t)) (2.15)

avec

L(y(),u(t)) = Lo+ > gij(y(t), u(t))Li;.

(i.j)€S
L'objectif principal consiste a déterminer les matrices L et L;; pour tout (7, j) € S de facon a ce

que lerreur d’estimation
e(t) = x(t) — z(t) (2.16)

converge asymptotiquement vers z€éro.
La dynamique de l'erreur s’écrit :

E(t) = (A ~ L(y(t), u(t))C)E(t) + B6f,. (2.17)
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2.2. Approche basée sur le DMVT : Transformation en LPV

En utilisant (2.8) et les notations (2.9) de la section 2.2.1, '’équation (2.17) se réécrit sous la
forme suivante :

&(t) = (A(h(t)) - L(y(t),u(t))C’)z—:(t). (2.18)

Dans ce cas, on a hy;(t) = g;;(y(t),u(t)) pour tout (4, j) € S, et par conséquent pour o € Vy, ,,,
ona oy € {gij,gij} pour tout (i, ) € .S, avec

g, = min (g5 (y(t),u(®))).

%) t

gij = max (gi;(y(t), u(t))).

Théoreme 2.2.10. Sous hypothése 2.2.8, Uerreur d’estimation (2.18) converge asymptotiquement
vers zéro s’il existe des matrices P = PT > 0, Ry et R;j, (i,7) € S de dimensions appropriées telles
que les LMIs suivantes soient solubles :

AT(Q)P—CT(RO+ Z ainU)—FP.A(Oé)— (Rg—F Z azgRZ;)C<O
(4,5)eS (4,5)€S
VaeVy,, (2.19)

Par conséquent, les gains Lg et L;; sont donnés par Ly = P‘le et L;j = P_IRZ?; pour tout
(1,7) € S. ]

Remarque 2.2.11. L’introduction d’un gain affine (une idée trés classique dans la littérature LPV)
dans le cas des systémes satisfaisant Uhypothése 2.2.8 permet d’obtenir des conditions de stabilité
moins contraignantes. Ceci signifie que les LMIs (2.19) sont moins restrictives que les LMIs (2.12).
En effet, il y a plus de degrés de liberté dans (2.19) que dans (2.12). n

2.2.4 Systemes a sorties non linéaires

Considérons une classe plus générale de systemes non linéaires avec sorties non linéaires :

z(t) = Az(t) + Bf(x(t),y(t), u(t)) (2.20a)
y(t) = g(x(t), u(t)). (2.20b)

La fonction f satisfait (2.4) et g : R" x R™ — RP vérifie I’hypothése suivante :

Hypothése 2.2.12. Supposons que la fonction g satisfasse la condition suivante :

0g; _
aij < 22 (x,u) < by, Va,u (2.21)
c%cj
pour touti=1,...,petj=1,...,n, avec a;; et b;; des constantes réelles. n

L’observateur d’état que nous considérons est sous la forme suivante :
b() = Ad(r) + BF((1), y(1), u(t)) + K ((t) — a(a(0), u()) (2.22)
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Chapitre 2. Synthése d’observateurs d’état des systémes a temps continu

La dynamique de l'erreur d’estimation ¢(t) = x(t) — z(t) s’écrit :
E(t) = Ae(t) + B f — Kdg: (2.23)
ou
69t = g(x(t), ult)) — g(&(t), u(t)) (2.24)

En appliquant le Théoreme 2.2.3 sur la fonction = — g(z,u) nous déduisons qu’il existe des
vecteurs z;(t) € Co(z(t),&(t)) pour tout i = 1, ..., p tels que

p,n
dgr = Zpij(t)Hf’j e(t) (2.25)
ij=1
avec

Pult) = G (1) ) et H = ()L ).

En utilisant (2.8), (2.9) et les notations

p= (pn, weey Plivy oes ppn) (2.26a)
p,n

G(p(t) = > pij(t)HY, (2.26b)
ij=1

I’équation (2.23) se réécrit sous forme d’un systeme LPV comme suit :
£(1) = (A1) ~ KG(p(1)) )=(1) (2.27)

ou h(t) et A(h(t) sont définis dans (2.9). Le probleme d’estimation d’état devient donc un pro-
bleme de stabilité du systeme LPV défini dans (2.27).

Comme dans la section 2.2.1, I'hypothese 2.2.12 implique que le parameétre p(¢) évolue dans un
domaine borné 7, ,, pour lequel I'ensemble des 2P sommets est donné par :

Wr,.,. = {5 = (B11, s Bins s Bpn) | Bij € {aijagij}}-

En s’inspirant des techniques LPV, on obtient, sous les hypothéses 2.2.4 et 2.2.12, le théoréme
suivant qui constitue les conditions de synthéese de I'observateur proposé. Ces conditions sont
exprimées sous forme de LMIs.

Théoreme 2.2.13. L'erreur d’estimation £(t) est asymptotiquement stable sil existe deux matrices
P = PT > (et R de dimensions appropriées telles que les LMIs suivantes soient solubles :

AT(@)P = G()"R+ PA(a) — RTG(B) <0,V a € Vy,,, ¥V B €W, . (2.28)

De ce fait, le gain K est donné par K = P~'RT. "

Démonstration : Supposons, tout d’abord, qu’il existe deux matrices P = PT > 0 et R telles
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2.2. Approche basée sur le DMVT : Transformation en LPV

que les conditions (2.28) soient solubles. Faisons appel a la fonction de Lyapunov suivante :
V(t) = V(e(t)) = T (t)Pe(t).

L’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers zéro si V(t) > 0 et V(t) < 0. Puisque
la matrice P est définie positive alors la condition V'(¢) > 0 est satisfaite pour tout (t) # 0.
Cependant, il reste & montrer que V() < 0 est satisfaite.

Apreés calcul, on obtient :

V(t) = T () [A(()T P = G(p()) KTP + PA(R(t) = PKG(p(t))|=(t).
En utilisant la notation R = KT P,
V(t) = () [AR()TP = G(p(t)T R+ PA(R() — BTG(p(1))] £(t).
La condition V(¢) < 0 est satisfaite si la fonction matricielle
W(h(t), p(t)) = A(R(E)TP — G(p(t)) R+ PA(h(1) — BTG (p(t))

est définie négative pour tout h(t) € H,, et pour tout p(t) € F, . La fonction ¥ est convexe
en h et p, puisqu’elle est affine en ces deux parametres. D’aprés le principe de convexité, ¥ est
définie négative sur H, ,, x F, , si elle est définie négative sur Vy_, x Wg, , ce qui signifie que

U(a,B) <0, VaecVy,,, VBEWs,,. (2.29)

Comme les inégalités (2.29) sont équivalentes aux inégalités (2.28), on déduit que V(t) <0
pour tout () # 0 et d’ot la stabilité asymptotique de I'erreur d’estimation. O

Remarque 2.2.14. La méthode de transformation en LPV introduite dans ce chapitre ainsi que
Uapproche basée sur la théorie de la contraction sont conceptuellement trés proches mais différentes.
En effet, la premiére est basée sur le DMVT (version vectorielle) en utilisant la théorie classique
de Lyapunov comme outil d’analyse de convergence. En revanche, la deuxiéme approche utilise la
théorie de la contraction basée sur la notion de déplacement virtuel (définie dans le chapitre 1) qui
[ui méme utilise implicitement le théoréme des valeurs intermédiaires. n

Remarque 2.2.15. Les résultats précédents ne peuvent étre appliqués aux systémes pour lesquels
la partie non linéaire n’est pas différentiable. Dans la section suivante, nous généralisons cette
approche a une classe particuliére de systémes non linéaires et non différentiables. n

2.2.5 Systemes non différentiables
Introduction et préliminaires

Dans le cas des systémes non différentiables, le DMVT n’est plus applicable, nous utilisons alors
une nouvelle maniére pour transformer la dynamique de 'erreur d’estimation en un systéme
LPV. Ceci mene a des conditions de stabilité identiques a celles du Théoréme 2.2.5.
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Chapitre 2. Synthése d’observateurs d’état des systémes a temps continu

Avant de formuler le probléme et donner la classe des systemes concernée, nous introduisons
d’abord les deux propositions suivantes :

Proposition 2.2.16. Considérons une fonction ® : R — R. Il existe toujours une fonction ¢ :
R x R — R telle que :

®(v) — ®(w) = p(v,w)(v—w), Yv,weR. (2.30)

Démonstration : Considérons la fonction ¢ définie par :

0 si v=w

Siv=w,ona®(v)— ®(w) =0, dou I'égalité (2.30). Si v # w, nous pouvons toujours écrire

ce qui signifie que la fonction définie par (2.31) satisfait (2.30) pour tout v, w € R. O

Proposition 2.2.17. Soit ® : R — R? une fonction telle que

<I>1(H1x)

d(z) = (2.32)

@, (H,2).

ot HI' € R™, pour tout i € {1, ..., q}. I existe q fonctions p; : R x R ~— R telles que :

i=q
O(x) —P(z2) = (Z gpi(vi,wi)Gi> (3: — z), Vaz,zeR", (2.33)
i=1
ou
V; = HZ':L', w; = HZ'Z, Gz = eq(i)Hi (234)
oll eq4(i) est un élément de la base canonique E, de RY. n

Démonstration : On sait qu'on peut toujours écrire ¢(x) sous la forme :

i=q

O(x) = eg(i)0i(Hiz).
i=1
Donc _
B(a) —B(2) = > (i) (@i(Hi:n) - <I>Z-(Hiz)>.
i=1
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2.2. Approche basée sur le DMVT : Transformation en LPV

D’apreés la Proposition 2.2.16 et les notations (2.34), nous déduisons qu'’il existe p; : R x R — R
tel que :
Di(vi) — Pi(wi) = pi(vi, wi)(vi — wy).

D’ou

Formulation du probleme

Considérons la classe des systémes non linéaires décrite par les équations dynamiques suivantes :

&(t) = Az(t) + Bf(z(t), y(t), u(t)) (2.35a)
y(t) = Cx(t) (2.35b)

ol z € R" est le vecteur d’état du systeme, u € R™ le vecteur d’entrée et y € RP le vecteur de
sortie. A, B et C' sont des matrices constantes de dimensions appropriées. L’application f : R" x
RP x R™ — RY possede la forme particuliére suivante :

fi(Hyz(t),y(t), u(t))

F(t), y(t), u(t)) = i 2.36)

£, (H (), y (), u(t))

avec H! € R" pour tout i € {1,...,q}.

Hypothése 2.2.18. Supposons que les fonctions f; satisfassent la propriété de Lipschitz
|fitv,y,u) — fi(w,y,u)] <vilv —w|, Yo,weR (2.37)
pour tout u(t) € R™ et y(t) € RP. n
L’observateur d’état correspondant que nous considérons ici est le suivant :
F(t) = Ai(t) + BF(2(t), y(t), u(t)) + K (y(t) — Ca(t) (2.38)

Le probléme d’estimation d’état consiste a trouver une matrice K qui stabilise la dynamique de
I'erreur d’estimation
e(t) = x(t) — z(t) (2.39)

La dynamique de I'erreur s’écrit :
£(t) = (A—KC)e(t)+ Bdf: (2.40)
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Chapitre 2. Synthése d’observateurs d’état des systémes a temps continu

avec
0fe = f(x(t),y(t), u(t)) — F(£(t), y(t), u(t)) (2.41)

En appliquant la Proposition 2.2.17 sur la fonction x — f(x,y, u), on obtient

5f, = (i GigaHix(t), Hid (1)) G ) <(t) (2.42)
=1

ou les fonctions v; ,, ,, sont données par la Proposition 2.2.16 et sont sous la forme (2.31).
D’apres (2.31) et la propriété de Lipschitz (2.37), on a

Vi Hia(t), Hia(1))| < (2.43)
En posant
pi(t) = iy u(Hix(t), Hi&(t (2.44a)
p(t) = (p1(1), s pat ) (2.44b)
= A+ Z pi(t)BG; (2.44c)
la dynamique de 'erreur d’estimation se réécrit sous la forme :
E(t) = (.A(p(t)) - KC')E(t) (2.45)

qui définit un systeme LPV.
Selon (2.43), le parametre p(t) évolue dans un domaine borné H, de 2¢ sommets définis par
I'ensemble :

Vi, = {a=(a1,.,aq) | 0 € {—vi,%}} (2.46)

Les conditions suffisantes pour que I'erreur d’estimation soit asymptotiquement stable autour de
I'origine sont présentées dans le théoréme suivant :

Théoreme 2.2.19. ( [122]) L’erreur d’estimation &(t) converge asymptotiquement vers zéro s’il
existe deux matrices P = PT > 0 et R de dimensions appropriées telles que les LMIs (2.47) soient
solubles :

AT(@)P — CTR+ PA(a) - RTC <0, Ya € Vy,. (2.47)

Le gain K sera donné par K = P~'R”. -
Remarque 2.2.20. Les LMIs (2.47) sont identiques aux LMIs (2.12). En revanche, nous avons

montré que le résultat de la section 2.2.2 peut étre étendu a une classe particuliére de systémes non
linéaires et non différentiables. n

Remarque 2.2.21. De la méme maniére que la section 2.2.4, nous pouvons étendre ce résultat a
des systéemes avec sorties non linéaires. Les conditions de stabilité seront toujours les mémes. Nous
pouvons aussi considérer un gain affine sous réserve d’une condition supplémentaire du type (2.14).
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2.3. Extension au filtrage H, : observateur robuste

La condition équivalente a (2.14) dans le cas des systéemes non différentiables est :
35 C{l,...,q} tel que vy = gi(y,u) #0, VieS. (2.48)
Le gain affine s’écrit donc :

L(y(t),u(t)) = Lo+ > gi(y(t), u(t)) Ls.

€S

Exemple numérique

Considérons le systéme chaotique de Chua décrit par les parameétres suivants :

—a(l+b) o 0 -«
A= 1 -1 1|,B=1]0],
0 -8 - 0
et 1
F@(®).y(®).u(®) = 5(a=b) (|1 + E| = a1 — ).

La matrice de sortie du systeme est C = [1 0 0} .

La constante de Lipschitz de la fonction non différentiable f est ~; = |a — b|.
Avec I'approche proposée, on a
Gi=Hi=[1 0 0].

Pour les valeurs numériques suivantes :
a=—75 f=23125 =-3125,

a=-240, b=—-098, E=1,

les LMIs (2.19) fournissent le gain :

T
K:[555.98 —98.65 —573.81] .

Les simulations numériques sont illustrées dans la Figure 2.2.

2.3 Extension au filtrage H ., : observateur robuste

Dans cette section, nous proposons une extension des résultats de la section précédente au cas
des systemes comportant des bruits dans la dynamique et la sortie du systéme. Pour simplifier
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Amplitude

1
t (Temps)

(a) Attracteur chaotique de Chua. (b) Erreur d’estimation.

FIG. 2.2 — Le comportement asymptotique de ’erreur d’estimation.

la présentation, nous considérons les systemes décrits par :

&= Az + Bf(z,y,u) + Wiw (2.49a)

y=Cx+ Waw (2.49b)

ou W; et W, sont des matrices constantes de dimensions appropriées et w € Lj le vecteur des
perturbations borné.

Le fait d’introduire le méme bruit w dans la dynamique du systeme et sur la sortie y n’induit

aucune restriction. En effet, la dimension du vecteur w € R® est quelconque et les matrices

W1 et W, peuvent étre différentes et de dimensions appropriées. Il est par conséquent inutile

d’introduire un autre vecteur de perturbation différent de w. Si on remplace dans la dynamique

du systeme le terme W;w par Ev; et Wow par Dus sur la sortie, alors on peut toujours se ramener
au systéme (2.49) en posant Wy = [E 0], Wo = [0 D] etw = [v! vI]7.

2.3.1 Synthese d’observateur H.,

L’objectif est de reconstruire I'état = du systeme (2.49) avec une certaine précision malgré la
présence du bruit w. Cette précision sera déterminée de facon optimale. Sa valeur dépend des
parametres du systéme en question. L’observateur proposé est présenté comme suit :

b= A+ Bf(&,y,u) + K(y - Cfc) (2.50)

Probléme de conception d’observateur H., robuste :

Etant donné le systéme (2.49) et 'observateur (2.50), le probléme de conception d’observateur
H, robuste revient a déterminer la matrice K telle que les conditions suivantes soient vérifiées :

tlige(t) =0 pour w(t) =0 (2.51)
lle@®)ln, < Alw(®)|lL, pour w(t) #0 et £(0) =0. (2.52)
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ol ¢ = x — I représente 'erreur d’estimation et A un scalaire positif a déterminer.
Afin de satisfaire les conditions (2.51) et (2.52), il suffit de faire appel a la théorie de Lyapunov.
Il s’agit de trouver une fonction de Lyapunov V telle que

V+ele—Nwlw <0 (2.53)

L’expression de la dynamique de I’erreur s’écrit, apres transformation en LPV a I'aide du DMVT,
comme suit :
¢ = (A(h(t)) - KO)s n <W1 - KW2>w. (2.54)

ol A(.) et h(.) ont été définis dans (2.9). Sous 'hypothése (2.2.4) (h(.) borné), 'analyse de la
stabilité a donné lieu au théoréme suivant :

Théoreme 2.3.1. ( [123]) Le probléme H.., défini par (2.51)-(2.52), lié au systéeme (2.49) et a
l'observateur (2.50) est soluble s’il existe un scalaire positif \ et deux matrices P = PT > 0 et R de
dimensions appropriées, solutions du probléme d’optimisation convexe suivant :

Min (u = A\?) sous contrainte Block-Diag(F(al),I‘(a2), ...,F(ozzq")) <0, o/ € Vy,,. (2.55)

avec
I(a?) = AT ()P - CTR+ PA(&?) — RT'C+1,  PW;—R"W, (2.56)
(%) — N2 ’ '
ou Vy,, est défini dans (2.2.1).
Une fois que (2.55) est résolu, le gain K sera donné par K = P~'RT”. n

Démonstration : Il suffit de trouver une fonction de Lyapunov V telle que I'inégalité (2.53) soit
vérifiée. La fonction de Lyapunov candidate est

V =¢el Pe.

Apres calcul de la dérivée de V, on obtient

V4ele - Nolw= [1 ' M <P’ K, h(t)> P(Wl B KW2>] [1 .

(%) — N2 w

avec

M (P, K, h(t)) - (A(h(t)) - KC)TP + P(A(h(t)) - Kc) + .

En effectuant le changement de variable R = K7 P, on déduit que

T
w] D(h(t)) H

V+ele - Nwlw=
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A(h(t))"P — CTR + PA(h(t)) — RTC + I, PW; — RTW,

D(h(t)) = [ o 0y

Comme la matrice A(.) est convexe en h(.), I'(.) l'est aussi, et d’apres le principe de convexité,
I'inégalité (2.53) est vérifiée si la matrice I'(«) est définie négative pour tout a € Vy,,,, ce qui
est équivalent a

Block-Diag(F(al),I‘(az),...,F(aQqn)) <0, 0 €V, (2.57)

L’obtention d’une meilleure précision revient a minimiser le niveau de performance A sous la
contrainte (2.57), ce qui meéne au probléme d’optimisation convexe (2.55). O

2.4 Extension au cas des systéemes a entrées inconnues

L’objectif de cette section est de généraliser 'approche basée sur le DMVT au cas des systémes a
entrées inconnues. Le probleme considéré ici concerne I'estimation simultanée de I'état et des en-
trées inconnues. La généralisation proposée permet d’améliorer 'approche proposée dans [28]
en terme de faisabilité des conditions de synthese. En effet, les conditions établies dans [28]
semblent ne pas étre directes a cause du choix a priori d’'une certaine matrice stable qui permet
de linéariser les conditions de convergence. En revanche, la méthode proposée dans cette sec-
tion fournit directement des conditions de synthese sous forme de LMIs.

On consideére la classe de systémes dynamiques dont le modeéle est le suivant :

{ i = Az + Bu+ f(z,u,y) (2.58)

y=Cz+ Du

ol u € R™ est le vecteur des entrées inconnues a estimer simultanément avec I'état € R" du
systéme. La fonction non linéaire f(z,u,y) : R™ x R™ x RP — R" est différentiable par rapport
a r et u. La matrice D est de plein rang colonne.

Afin de définir la classe des systemes concernés, nous avons besoin d’introduire I'’hypothese
suivante :

Hypothese 2.4.1. Supposons que la fonction f(.,.,.) satisfasse la condition suivante :

Py < g—?(ﬁ,y) <pij, VCER™™ yeRPi=1,...,n;j=1,...,n+m (2.59)
J

Notons que cette hypothese n’est pas restrictive. En effet, elle est satisfaite pour la plupart des
systémes chaotiques. D’autre part, cette hypothese peut étre considérée comme une reformu-
lation de la condition de Lipschitz. Cette reformulation permet d’aboutir a des conditions de
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synthése moins restrictives que celles obtenues, en utilisant directement la propriété de Lip-
schitz avec des majorations de types inégalités de Cauchy-Schwartz et les inégalités de Young.
Afin de simplifier la présentation, nous préservons les mémes notations que [28].

E= [In o] (2.602)
M=|A B] (2.60b)
H=|C DI (2.60c)
AT -1
Puisque D est de plein rang colonne, alors la matrice ( [E Ii ) existe.
Posons a présent l
T e VA
E E E
= 2.61
R (HNERE a6

avec P et () sont des matrices réelles de dimensions respectives (n + m) x n et (n +m) X p.
Nous déduisons de (2.61) que
PE + QH = I (2.62)

La structure de I'observateur d’état que nous considérons ici est de la forme suivante :

{ Z:Nz+Ly+Pf(Z+any> (2.63)

{=2+Qy

ott ¢ dénote estimé de .

L’objectif est de trouver des conditions qui permettent de synthétiser les matrices N et L telles
que ¢ converge asymptotiquement vers ¢, ce qui méne 2 estimer simultanément état du sys-
téme (2.58) et entrée inconnue u.

Considérons, maintenant, le vecteur d’erreur

e=(—C (2.64)
Compte tenu du fait que y = H(, nous obtenons :
=2+ <QH - 1n+m>g. (2.65)
De méme, d’apres (2.58), 'équation de I'erreur devient
e =z— PEC. (2.66)

Apres quelques transformations, la dynamique de l'erreur s’écrit :

é:Ns+(N+FH—PM)C+P6f (2.67)
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avec
6f = £(&v) = £(¢w) (2.68)
et
F=L-NQ. (2.69)
Si nous prenons
N=PM—-FH (2.70)

alors la dynamique de l'erreur devient
- (PM _ FH)e + PSf. 2.71)

En utilisant le DMVT [124], nous transformons le systéme (2.71) en un systeme LPV. Par consé-
quent, d’apres le Théoreme 2.2.3 (le DMVT), 3 7; € Co((, f) pour tout ¢ = 1,...,n, tels que :

5f = nn+mH Ofi 2.72
f=1> e oy | & (2.72)
ij=1 J

ou

En utilisant les notations

oy O
pij(t) = e (1Y) (2.73a)
p(t) = (Pll(t)a ey P10 ()5 P21 (1), o5 Pr(mgm) (t)> (2.73b)
n,n+m
M(p(t)) =PM+ > pij(n;,y)PHi;, (2.73¢)
ij=1

I’équation de 'erreur devient un systéme LPV qui s’écrit :
€= (./\/l(p(t)) - FH)E. (2.74)

Le but est de déterminer la matrice F' telle que l'erreur (¢) converge asymptotiquement vers
zéro.

L’hypothese 2.4.1 implique que le parametre p(t) évolue dans un domaine borné H,, ,,, dont les
2n(n+m) sommets sont définis par I'ensemble :

VHn’m = {Oé = <0111, ...,an(n+m)>| Qi € {Blj,ﬁ”}} (2.75)

ol
pij = max <pw( )) etp,; = mln (Pw( ))

A ce stade, nous énoncons un théoréme qui fournit les conditions de synthése des matrices NV et
L de T'observateur (2.63).
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2.5. DMVT et Observateur de Luenberger Généralisé (OLG)

Théoreme 2.4.2. ( [120]) L’erreur £(t) converge asymptotiquement vers zéro s’il existe des ma-
trices S = ST > 0 et R de dimensions appropriées telles que les LMIs suivantes soient solubles :

MT()S — HTR+SM(a) — RTH <0, Va € Vy,. (2.76)

Apres résolution de ces LMIs, les matrices F, N et L sont données par :

F=8"1RT (2.77)
N =PM - FH (2.78)
L=F + NQ (279)

| |

Démonstration : La preuve de ce théoreme est identique a celle du Théoreme (2.2.5). 11 suffit
de remplacer dans ce dernier les matrices A(.), C, P par M(.), H, S respectivement. O

Remarque 2.4.3. En terme de comparaison avec le résultat présenté dans [28], nous citons les
avantages suivants :

1. La méthode proposée est systéematique. En effet, les gains N et L de Uobservateur sont donnés
directement par les LMIs proposées (2.76).

2. Analytiquement, nous pouvons montrer que les conditions (2.76) sont moins contraignantes
que celles données dans [28]. En effet, avec U'approche proposée ici, on a U'équivalence entre
les conditions (2.76) et V(¢) < 0, V & # 0.

2.5 DMVT et Observateur de Luenberger Généralisé (OLG)

Récemment, une nouvelle conception d’observateurs pour une classe de systémes non linéaires a
été présentée dans [4] et [44]. Cette conception consiste a ajouter a I'observateur de Luenberger
un deuxieme gain dans la partie non linéaire du systéme. La condition de stabilité exprimée en
terme de LMI n’est pas restrictive. La technique est appliquée a une classe de systemes dont la
non-linéarité est monotone et multi-variables. Le seul inconvénient est la présence d’'un élément
nul sur la diagonale de la LMI obtenue. En effet, cet élément impose a un certain terme dépen-
dant des variables d’étre nul, ce qui est souvent difficile a satisfaire. Cet obstacle a été surmonté
dans [6]. En revanche, ceci ne concerne qu'une classe restreinte de systémes pour lesquels la
non-linéarité est une fonction scalaire a variable scalaire.

Dans cette section, en faisant intervenir le DMVT, nous avons pu améliorer les travaux concer-
nant cette nouvelle technique. La méthode proposée ici traite la non-linéarité du systéme compo-
sante par composante et exploite les bornes des éléments de la jacobienne quand elles existent.
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Chapitre 2. Synthése d’observateurs d’état des systémes a temps continu

2.5.1 Position du probleme
Considérons la classe des systemes non linéaires suivante :

&= Ax+ Bf(z,y,u) (2.80a)
y=Cx (2.80b)

ol z € R" est le vecteur d’état du systéme, u € R™ le vecteur d’entrée et y € RP le vecteur

de sortie. A, B et C' sont des matrices constantes de dimensions appropriées. La fonction f est
différentiable par rapport a x et s’écrit sous la forme générale suivante :

fl(Hlﬂi',y,U)

flz,y,u) = . (2.81)

[fo(How,y,u) ]

avec H; € R%*" pour tout ¢ € {1, ..., ¢}. Sans perte de généralité, nous supposons que la matrice
B est de plein rang colonne et que f; # f; pour tout i # j.
On introduit 'hypothése suivante :

Hypothese 2.5.1. Supposons que les fonctions f;,i = 1, ..., q, satisfont la double inégalité ci-apres :

aij < %(vi,y,u) < b, Vv € R¥ y € RP,u € R™ (2.82)
(M
J

Remarque 2.5.2. Sans perte de généralité, nous supposons que a;; = 0 pour touti = 1,...,qg et j =

1,...,s, oll s = max (s;). En effet, s’il existe deux sous ensembles S1 C {1,...,q} et S C {1,...,s}
i<q

tels que a;; # 0 pour tout (i,5) € S1 x So, alors nous pourrons considérer une nouvelle fonction

f(l'ayvu) = f(l'ayau) - < Z ainini)l'

(3,7)€51 % S2
avec
H. — N T /-
i eq(z)esi(j)‘

La fonction f satisfait (2.82) avec a;; =0 et Bij = bi; — a;;. Dans ce cas, nous écrirons alors (2.80)
comme suit :
i = Az + Bf(z,y,u)

avec
A=A+ B Z aininZ-.
(4,§)€51 % S2
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2.5. DMVT et Observateur de Luenberger Généralisé (OLG)

]
L’observateur d’état que nous proposons ici a la structure suivante :
&= Ai+ Bf(i,y,u) + L(y — C&) (2.83a)

ol f; représente la i*™ composante de f.
Le but principal est de trouver les matrices L € R"*P et K; € R%*P pour i = 1, ..., q, telles que
I'erreur d’estimation

e=x—1 (2.84)

soit asymptotiquement stable.
La dynamique de l'erreur (2.84) est donnée par :

En utilisant le DMVT (voir Théoréme 2.2.3) nous déduisons qu'il existe z; € Co(v?, w') pour tout
i=1,...,q tels que :

i=q j=si
f(l'ayv ) f 5L' Y, U Z Z Z]XZ (2.86)
i=1 j=1
ou
Xi = (H; — K;O)e (2.87a)
Hij = eq(i)el. () (2.87b)
o(0) = Gy i) 2870
v = Hyz, w—H:E—I—K(y Cz) (2.87d)
vl —wi = (H; — K;C)e. (2.87¢)

En utilisant les notations (2.87a), (2.87b), (2.87¢c), (2.87d), (2.87e), la dynamique de I'erreur
d’estimation (2.85) devient :

Si

> hij(t) Hijxi- (2.88)

Jj=
(A LC)€+B >

1=q
=1

2.5.2 Synthese d’observateur

Nous présentons la méthode de synthése des gains de I'observateur assurant la convergence
exponentielle de I'erreur d’estimation vers zéro. L’analyse de la stabilité est étudiée en utilisant
la théorie de Lyapunov qui permet d’obtenir des conditions exprimées sous forme de LMIs.

Théoréme 2.5.3. ( [125]) L’erreur d’estimation (2.84) converge exponentiellement vers zéro s’il
existe un scalaire positif « et des matrices P = PT > 0, R, K;,i = 1, ..., q de dimensions appropriées
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Chapitre 2. Synthése d’observateurs d’état des systémes a temps continu

tels que linégalité linéaire matricielle suivante soit satisfaite :

M(P,R,a) Ni(P,Ky) --- N, (P, K,
(*) —Buls, 0
<0
; ) 0-..
(*) o (*) _/Bqu Isq

M(P,R,a) = ATP+ PA—CTR - RTC + alI,
N;(P,K;) = PBH;; + (H; — K;C)"
2
ﬁz’j = b_

ij

(2.89a)

(2.89b)
(2.89¢)
(2.89d)

(2.89¢)

Le gain L est alors donné par L = P~'R” et les gains K; sont des solutions libres de la LMI (2.89a).

Démonstration : Considérons la fonction de Lyapunov quadratique candidate

V =¢l Pe.
La dérivée de V s’écrit :
_ i=q j=s;
V=el[(A—LC)TP + P(A - LC’)]E +2:7PB
1

=

D’apres (2.82) nous savons que

1 1
> —pourtout:=1,...,getj=1,..,s;
hij(t) — bij
Alors 1 1
h Xi T hz Xi - 7 20
(i (00)" (hig O (5 = 3.)

ce qui implique

En posant

nous obtenons l'inégalité
i=q j=s;

<XZTCz'j - %j@?@'j) >0

i=1 j=1
Donc, d’apres (2.90) nous avons
i=q j=s; 1

+ 2 (XzTCij - FC%C:’;’)
i

=1 j5=1
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2.5. DMVT et Observateur de Luenberger Généralisé (OLG)

En utilisant (2.87a), I'inégalité (2.91) est équivalente a

V +alle|? < [ET gT] M [Z (2.92)
avec
M(P,R,Oé) Nl(P7K1) qu(P7Kq)
M — (x) —Buls, 0
(%) E (%) —Bgs 1s,
et

C = [{117 ) (131 ) (217 EE) (qsq]T-
Puisque (2.89a) implique M < 0 alors

V < —ale|?. (2.93)
D’aprées (2.93) et le fait que
/\min(P)H5||2 <SV< /\mam(P)||5H2a

on déduit que

le@)II < ~lle(0) e (2.949)
avec
[ Amaz(P) B o
7= )\mzn(P)7 6 N 2)\ma:c(P)

L’inégalité (2.94) signifie que 'erreur d’estimation converge exponentiellement vers zéro. Ceci
compleéte la preuve du Théoreme 2.5.3. O

Remarque 2.5.4. Dans l'inégalité (2.82) on peut avoir b;; = +o0. Dans ce cas, l'inégalité (2.89a)
est satisfaite si PBH;;+(H;— K;C)T = 0. Cependant, pour tout i € {1, ..., q} fixe, pour que (2.89a)
soit vérifiée il est nécessaire d’avoir un seul indice j pour lequel b;; = +oc. En effet, considérons deux
indices j; et jo tels que b;j, = b;j, = +00. Ceci signifie que :

PBH;j;, + (H; — K;0)" =0

PBH;j, + (H; — K;0)T =0

ce qui implique que PB(H;j, — H;j,) = 0. En utilisant la définition des H;j, nous déduisons que
cette derniére égalité est satisfaite si et seulement si la ™ colonne de la matrice B est nulle, ce qui
contredit le fait que B est de plein rang colonne. n
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Chapitre 2. Synthése d’observateurs d’état des systémes a temps continu

2.5.3 Exemple numérique

Afin de valider les performances de la méthode proposée, nous présentons un exemple numé-
rique pour lequel les méthodes développées dans [4], [6], [5], [3], [43], [44] et [124] ne sont
pas applicables a cause de la non faisabilité des conditions de synthése. L’exemple est choisi de
facon a avoir un terme b;; = +o0. Notons que la plupart des approches développées dans la
littérature ne peuvent pas traiter cet exemple. En effet, le systéme proposé n’est ni lipschitzien
ni a état borné. Il comporte deux composantes non linéaires, la premiere est monotone, et la
seconde lispchitzienne. Ce systéme s’écrit sous la forme (2.80) avec les parameétres suivants :

1
A=10 1 1]|,B=
1

-1

o = O

0
0 ,Cz[l 0 o],
1

o O O

le[l 1 0},H2=[é 8 (1)]

1
fl(Hlxy Y, U) = g(ml - :L'2)37
fo(Hox,y,u) = 0.1sin(xq) sin(xs).
En utilisant 'approche proposée, on obtient :

0 S hll(t) S —|-OO,

—0.1 < hoi(t) <0.1,
—0.1 < hga(t) < 0.1,

1 0 0 0 O
11 [0] ) 21 [1 O] € 22 [O 1]

D’apres la Remarque 2.5.2, nous devons résoudre la LMI (2.89a) avec
A = A+ ag1 BHy Hy + aga BHoo Ho,

et
bo1 = ba1 — a21, baz = bay — aso.

Apreés la résolution de la LMI (2.89a), nous avons les gains suivants :

10 -2 -1 .,
P=1|-2 1 o0 ,L:[384},
1 0 1

T
Ki=—1, K= [0.49 —0.54} .
Comme by; = +00, nous devons avoir PBHy; + (H; — K1C)T = 0, ce qui est bien le cas.
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2.5. DMVT et Observateur de Luenberger Généralisé (OLG)

En effet,
—2 2

PBHy = | 1| et (H — K C)T=|-1| =-PBHy.
0 0

Le comportement asymptotique de I'erreur et de ’état du systéme est représenté a la Figure 2.3.
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F1G. 2.3 — Example 1 : Comportement asymptotique de l'erreur et de I'état du systéme.
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Chapitre 2. Synthése d’observateurs d’état des systémes a temps continu

2.5.4 Cas des systemes a entrées inconnues

Comme dans la section 2.4, cette méthode utilisant un observateur de type Luenberger généra-
lisé, peut facilement étre généralisée au cas des systémes a entrées inconnues.

Pour éviter les répétitions, nous reprenons le méme modele de systemes (2.58) et les mémes
notations (2.60)-(2.61) que la section 2.4. La fonction f(x, u,y) peut toujours étre mise sous la
forme :

fi(Hiz, Fiu,y)

f(z,u,y) = . , Hy € R®*" F; ¢ R"WX™, (2.95)

_fn(anL'a Fou, y)_

L’observateur proposé s’écrit :

z:Nz+Ly+Pf<§,y

2<§,y) = fi<vi,y), ’L'A: 1,..,n (2.96)

ou

P =

H o Hz Osixm
OTan E

En utilisant les mémes transformations (2.64)-(2.70), on obtient la dynamique de 'erreur :
¢ = (PM - FH)E + PSS (2.97)

avec
En outre, 'utilisation du DMVT permet d’écrire ¢ f sous la forme :

i=n j=s;+7;

i=1 j=1
ou

Hyj = en(i)efy, () (2.99b)

_ 0 i
Rus(t) = 5o ((6),) (2.990

J
v = Hi¢, w' = H;(+K;(y— H?) (2.994d)
w' = Hi¢ + K;(y — H#) (2.99¢)
zi(t) € Co(v', w'). (2.999)
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2.6. Conclusion

La dynamique de l'erreur d’estimation (2.97) devient :

i=n j=s;+7T;
i= (PM=FH)e+ Py 3 hi(O)Hyx (2.100)
=1 j=1

Comme dans la section 2.5.1, nous supposons, sans perte de généralité, que les fonctions h;(.)
sont positives bornées, i.e :
0 < hij(t) < byj. (2.101)

La synthese des gains N, L et K;,i = 1,...,n, est assurée par le théoreme suivant :

Théoreme 2.5.5. L'erreur d’estimation converge exponentiellement vers zéro s’il existe un scalaire
positif a et des matrices S = ST > 0, R, K;,i = 1,...,n de dimensions appropriées tels que
linégalité linéaire matricielle suivante soit satisfaite :

M(S,R,a) Ni(S, K1) - Nipir, (S, Ky)
* Bl O e

%) Pulor, <0 (2.102a)

(*) e (*) _Bn(sn“l‘Tn)’[Sn"‘rn
(2.102b)
M(S,R,a) = (PM)'S 4+ S(PM) -~ H'R— RTH + ol 1, (2.102¢)
N;(S,K;) = SPH;; + (H; — K;H)" (2.102d)
8, = =. (2.102¢)

Les gains K; sont donnés directement en résolvant la LMI (2.102a). Les matrices F, N et L sont
calculés par :

F=S"'RT,
N=PM—FH
et
L=F+NQ.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux méthodes de synthese d’observateurs d’état des sys-
témes non linéaires. La premiére utilise le DMVT pour ramener le probléme d’estimation d’état
d’un systeme dynamique non linéaire a un probleme de stabilité d'un systéme LPV. En effet, le
DMVT intervient au niveau de la dynamique de I'erreur d’estimation, afin de la transformer en
un systeme LPV dont la stabilité asymptotique implique la convergence asymptotique de I'erreur
d’estimation vers zéro. Des conditions de stabilité sous forme de LMIs ont été obtenues.

L'utilisation du théoreme des accroissements finis au probléme d’observation d’état des systémes
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Chapitre 2. Synthése d’observateurs d’état des systémes a temps continu

dynamiques non linéaires est une technique possédant deux avantages. Premiérement, elle per-
met d’améliorer les approches développées dans la littérature dans le sens ou les conditions de
convergence sont moins contraignantes et faciles a résoudre numériquement vu qu’elles s’ex-
priment sous forme de LMIs. Deuxiémement, cette technique peut étre appliquée a une classe
large de systemes non linéaires, tels que les systemes lipschitziens et les systémes chaotiques.
La deuxieme méthode développée dans ce chapitre est basée sur un observateur de type Luen-
berger généralisé combiné avec le DMVT. Cette combinaison permet d’améliorer les travaux
développés dans la littérature [4], [6], [5], [3], [43], [44]. Une nouvelle condition de synthése
d’observateur moins contraignante a été obtenue. En effet, la non-linéarité du systéme est trai-
tée d’une facon détaillée (composante par composante) et les bornes de certains éléments de la
jacobienne, quand elles existent, ont été exploitées. [’avantage de cette deuxiéme méthode par
rapport a la premiére (transformation en LPV) se trouve dans le fait qu’elle est applicable a des
systemes de type (2.3) ou z(.) et %() ne sont pas bornés.

60



CHAPITRE

3

Synthese d’observateurs d’état des
systemes a temps discret
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Chapitre 3. Synthése d’observateurs d’état des systémes a temps discret

3.1 Introduction

Malgré l'intéret donné, durant ces dernieres décennies, au probléme d’observation d’état des
systemes non linéaires, peu d’attention a été prétée aux systémes a temps discret. On ne trouve
dans la littérature qu’'un nombre réduit de méthodes destinées a I'étude de cette classe de sys-
témes. L'une d’entre elles consiste en l'utilisation du filtre de Kalman étendu (EKF) [23], [98],
[27]. Dans un contexte déterministe, 'EKF est I'une des techniques d’estimation les plus utili-
sées, et il s’adresse a une large classe de systémes. Cependant, il est connu que la stabilité de cet
estimateur n’est garantie que localement.

Notons que la plupart des approches concernant la classe des systémes lipschitziens a temps
continu ne peuvent étre transposées directement au cas des systémes a temps discret. En effet,
dans la variation de la fonction de Lyapunov, il apparait un terme additif (positif) empéchant de
compléter la procédure de synthése.

Dans ce chapitre, nous abordons le probleme de synthése d’observateurs d’état des systemes
non linéaires lipschitziens a temps discret. Deux approches sont proposées : la premiére utilise
la condition de Lipschitz conjointement avec I'inégalité classique de Lyapunov. Deux extensions
sont établies. La premiere fait appel a de nouvelles fonctions de Lyapunov et la deuxiéme exige
une nouvelle conception de l'observateur, a savoir un observateur de Luenberger généralisé
(OLG). La seconde approche, basée sur le DMVT, est une extension directe de celle développée
dans le chapitre 2. Elle permet de réduire le probleme d’estimation d’état d'un systéme non
linéaire a un probléme de stabilité d'un systéme LPV.

3.2 Synthese d’observateurs a temps discret : premiere approche

3.2.1 Position du probleme

Considérons 'ensemble des systemes non linéaires suivant :

x(k+1) = Az(k) + f(x(k),y(k)) (3.1a)
y(k) = Cz(k) (3.1b)

ol x € R" est le vecteur d’état du systéme et y € RP le vecteur de sortie. A et C sont des matrices
constantes de dimensions appropriées. f(z,y) : R" x RP — R" est une application non linéaire
lipschitzienne par rapport a z, c’est-a-dire :

1f (z1,y) = flz2,9)l| < yller — 2] (3.2)

pour tout x1, x5 € R" et v > 0 indépendant de y.
L’observateur d’état correspondant au systeme (3.1) est de type Luenberger et il s’écrit de la
maniere suivante :

Bk +1) = Az(k) + f(2(k), y(k)) + L(y(k) — C2(k)) (3.3)

ou z(k) est I'état estimé de z(k).
En définissant I'erreur d’estimation par ¢(k) = x(k) — 2(k) et en utilisant (3.1) et (3.3), la
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3.2. Synthése d’observateurs a temps discret : premiére approche

dynamique de I'erreur d’estimation est décrite par :
e(k+1)=(A—-LC)e(k)+ofx (3.4)
ou
6k = fla(k),y(k)) — f(2(K), y(k)).

Le probléme de la synthese de 'observateur (3.3) revient a déterminer le gain constant L, assu-
rant la convergence asymptotique de I'erreur d’estimation vers zéro.

3.2.2 Synthese de I'observateur

Comme nous 'avons mentionné plus haut, le probleme principal dans le cas des systemes a
temps discret est la présence d’'un terme additif positif qui apparait au niveau de la variation de
la fonction de Lyapunov. Pour éviter cet obstacle, nous avons utilisé un nouvel artifice de calcul
en réécrivant la propriété de Lipschitz autrement. Ceci méne au théoréme suivant :

Théoreme 3.2.1. ( [10]) L’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers l'origine s’il existe
deux matrices P = PT > 0 et R de dimensions appropriées et un scalaire positif T tel que la LMI
suivante soit satisfaite :

—P+7y%I, ATP-CTR ATP-CTR

(%) P—rI, 0 <0 (3.5)
(%) (%) -Pp
et alors le gain L est donné par L = P~'R”. n

Démonstration : Nous allons montrer que sous la condition (3.5) 'erreur d’estimation converge
asymptotiquement vers l'origine.
Considérons la fonction de Lyapunov quadratique suivante :

V(e(k)) = e(k)T Pe(k).
Alors, la variation de la fonction de Lyapunov est :
AV = z—:(k:)T<(A —LCYTP(A— LO) — P)s(k:) +2:(k)T (A — LOYT PG fy, + 5 fT PS f.

ou
AV =V(e(k+1)) = V(e(k)).

La fonction de Lyapunov proposée garantit la stabilité asymptotique de ’erreur d’estimation si
- V(e(k)) > 0 pour tout e(k) # 0

— AV < 0 pour toutes les trajectoires possibles de (3.4).

La condition V(¢(k)) > 0 est satisfaite car la matrice P est définie positive. Donc, il reste a
montrer que AV < 0.
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Nous avons

sz[s(k;)T 5fﬂQ i

e(k)] (3.6)

> (A-LCY'P(A-LCO)—-P (A-LO)TP

) =
P(A—LC) P

D’autre part, d’apres la condition de Lipschitz (3.2), nous déduisons que
Sfi 0 fr < ye(k) e(k)

ce qui est équivalent a

r= [g(/c)T 5fﬂ [_702[" Ii] [E(k)] <0. (3.7)

Comme le scalaire I" est négatif ou nul alors

AV <AV — 7T = |:E(k)T 5fkT] (Q—T -

Explicitement, nous avons

(A-LC)YTP(A-LC) - P+ 191, (A-LC)TP

Q=0
T P(A - LC) P—rI,

0 I,

—A21, 0] B

D’ot1 en utilisant le complément de Schur et la notation PL = R, I'inégalité €2, < 0 est équiva-
lente a (3.5), ce qui signifie que AV < 0 et donc l'erreur d’estimation converge asymptotique-
ment vers zéro. O

Exemple numérique

Afin de tester notre solution, nous proposons I'exemple numérique défini par les parametres

suivants :
1 T

0 14aT

L o=t 0

et
Pk y(k) = [0 —ay(k)2aa(k) - y(k)® + beosch)| .

ola=02 b=58etc=3.

Notons que cet exemple est le modele discret du systeme de Van Der Pol obtenu par la méthode
de discrétisation d’Euler avec un pas de discrétisation 7' = 0.01 seconde. La constante de Lip-
schitz de f est v = 0.01. La LMI (3.5) du Théoréme 3.2.1 nous permet de calculer le gain de
I'observateur suivant :

T
L = {1.0649 6.3407| .
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3.2. Synthése d’observateurs a temps discret : premiére approche

La figure 3.1(b) montre la convergence asymptotique de 'erreur d’estimation vers zéro. Le dia-
gramme de phase du systeme de Van Der Pol est illustré sur la figure 3.1(a).

a 6
sl 4
g 2
<0 =
g
E o
ol
-2
—a -4
—4 -2 0 2 4 0 50 100 150 200
X1 k (Temps)
(a) Diagramme de phase du systeme de Van (b) Convergence asymptotique de = — .

Der Pol.

FI1G. 3.1 — Example 2 : Le comportement asymptotique de I'erreur d’estimation.

Remarque 3.2.2. La condition de synthése d’observateur présentée dans le Théoréme 3.2.1 est
obtenue par injection de la condition de Lipschitz dans lUinégalité de stabilité de Lyapunov classique.

Remarque 3.2.3. Sila condition LMI du Théoréme 3.2.1 est satisfaite, alors les blocs (1,1) et (2,2)
de (3.5) seront définis négatifs. Ceci signifie que

7‘72In < P<rl,,

ce qui implique que v < 1. Cette condition nécessaire réduit Uapplicabilité du Théoréme 3.2.1 a une
classe particuliére de systémes lipschitziens avec une constante de Lipschitz inférieure a 1. Cest le
cas de la classe des systémes ayant une partie non linéaire appelée fonction contractante. n

Dans la suite de cette section, nous proposons deux améliorations du résultat précédent. La pre-
miéere utilise de nouvelles fonctions de Lyapunov tandis que la deuxiéme nécessite une nouvelle
conception de I'observateur, a savoir un observateur de Luenberger généralisé.

3.2.3 Premiere amélioration : utilisation de nouvelles fonctions de Lyapunov

Grace a deux nouvelles fonctions de Lyapunov, nous présentons deux théoremes qui fournissent
des conditions de synthése d’observateur moins restrictives que celles imposées dans le Théo-
réme 3.2.1.

Théoreme 3.2.4. ([121]) L’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers l'origine s’il existe
des scalaires € > 0,ac > 0, § € R et des matrices P = PT > 0, Q = QT et R de dimensions
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Chapitre 3. Synthése d’observateurs d’état des systémes a temps discret

appropriées tel que les inégalités suivantes soient satisfaites :

—P+3Q+(1+e)ay’I <0 (3.82)
=P —:2.Q ATP-CTR ATP-CTR]
PA—-RTC P—al 0 <0 (3.8b)
| PA-RTC 0 -P
Quand les inégalités admettent une solution, alors le gain K sera donné par L = P~'RT. n

Démonstration : Pour démontrer ce Théoreme, nous introduisons la fonction de Lyapunov dé-
finie par :
Vi = V(e(k)) = (k)" De(k) + ad [T 5

ol 5
€
= P+ —

1+e€ + 1+e€
Nous montrons que sous les conditions (3.8), V; > 0 et Vi1 — Vi, < 0 pour tout (k) # 0.
La condition V}, > 0 est satisfaite. En effet, d’aprés (3.8b) et le fait que P = PT et Q = Q7
conduit & ce que D = DT > 0. Puisque a > 0 alors V}, > 0. Nous avons également

D

0.

)‘min(D)HE(k)”2 < Vi < ()‘max(D) + O"Y2)H€(k)”2-
Il reste a montrer que la fonction de Lyapunov V}, est strictement décroissante, i.e :
AV = Vk+1 -V, <0, VE(IC) 75 0.

On a
AV =e(k+ 1) De(k + 1) + ad fi 10 frs1 — (k)T De(k) — ad fiL 6 fi.

D’apres (3.8a) et la condition de Lipschitz (3.2), on obtient :

06 b s < are(h+ )T elk 1) < el + 1) (5P~ 2-@)elh+ 1)
D’ou
AV <e(k+1)TPe(k+1) — (k)T De(k) — ad fL6 . (3.9)

En utilisant (3.4) et (3.9), on aura :

e(k)
M

avec
(A-—LO)YTP(A—LC)—D (A—LC)TP

M= P(A-LC) P—al
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Avec la notation R = L™ P et le complément de Schur (voir Annexe A), nous déduisons de (3.8b)
que M < 0.Donc, AV < 0 pour tout (k) # 0, ce qui compléte la preuve du Théoreme 3.2.4. [

Synthése des gains

Dans ce paragraphe, nous fournissons quelques directives pour calculer le gain déduit des inéga-
lités matricielles (3.8). Tout d’abord, notons que dans le Théoreme 3.2.4 nous avons obtenu des
inégalités matricielles ol les inconnues sont : les matrices P, Q) et R et les scalaires positifs ¢, «
et 3. Apres la détermination de P et @, le gain de 'observateur (3.3) est déduit par L = P~'R”.
Afin d’éviter la bilinéarité du probléeme (probléme non convexe), nous procédons comme suit :

1. On fixe a priori e et (3;
2. On résout les inégalités (3.8a)-(3.8b) en fonction de P, Q, R et a.

A l'aide d’'une autre nouvelle fonction de Lyapunov, nous arrivons a obtenir de nouvelles condi-
tions de synthese d’observateur énoncées dans le théoréme suivant :

Théoreme 3.2.5. (voir [121] et [119]) L’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers
lorigine s’il existe deux scalaires o > 0, 3 > 0 et des matrices P = PT > al,,Q = Q7 > 0 et R de
dimensions appropriées tel que la LMI suivante soit satisfaite :

—P + 67%1, n(ATP - CTR) 0 ATP - CTR
(%) nP —Q — BI, 0 0
(%) (%) Q—aly 0
(%) (%) (%) —uP

<0 (3.10)

ou
n=1+~2

Démonstration : Considérons la fonction de Lyapunov suivante :
Vi = 1 (k)Pe(k) + 6 fL Q6 f.
D’apres (3.2), nous déduisons que
Mlle(R)[* < Vi < Xole(®) 7).

avec
)\1 — /\mzn(P) and )\2 — /\mam(P) + 72/\mam(Q)'

Apres avoir calculé AV =V}, 1 — Vj, on obtient

(A-LCY'P(A-LC)—P (A-LO)'P 0 e(k)
AV = [e()T ofF aff] P(A - LC) P-Q 0 ||
0 0 Q | |0fk+1
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Chapitre 3. Synthése d’observateurs d’état des systémes a temps discret

D’apres la condition (3.2)
Byl (k)e(k) — BAFFAfr >0, ¥V B3>0,
ce qui peut se réécrire comme suit :

6yL, 0 0 e(k)
W) off offn|| 0 —BL o || of | Z0. (3.11)
0 0 0] [0fks1

De plus, du fait que P > «al,, on a
Vel (k+1)Pe(k+1) — ab fily10fur1 > ar’e (k+ De(k +1) — ad fily 10 fxr1 > 0.

La dynamique de 'erreur (3.4) nous donne :

v2(A—-LC)TP(A—LC) ~*(A-LC)"P 0 e(k)
(k)T o6 ofl] v?P(A - LC) 2P 0 Sfe | >0, (3.12)
0 0 —ady | 0 fet1
Les inégalités (3.11) et (3.12) impliquent :
e(k)
AV < [eW) SfF aff M| ot (3.13)
Ofrv1
ou
n(A— LC)TP(A— LC) — P+ 3921, n(A—LC)TP 0
M = nP(A — LO) nP —Q — BI, 0
0 0 Q—al,

En utilisant le complément de Schur et la notation L = P~!R”, I'inégalité M < 0 est équi-
valente a (3.10). Par conséquent, AV < 0, ce qui signifie que 'erreur d’estimation converge
asymptotiquement vers zéro. O

Remarque 3.2.6. Notons que dans les Théorémes 3.2.5 et 3.2.4, la contrainte v < 1 a été éliminée
grdce a lutilisation de nouvelles fonctions de Lyapunov. Cet avantage est illustré numériquement
ci-dessous. n

Exemple numérique

Pour montrer I'intérét de cette amélioration, nous proposons un exemple pour lequel la constante
de Lipschitz est supérieure a 1. Considérons le systéme décrit par les parameétres suivants :

a 1
0 0

A=

], C:[l 2.5}, a=—0.42
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3.2. Synthése d’observateurs a temps discret : premiére approche

et T
f(a(k),y(k)) = |0 7 tanh(z:1 (k))

La constante de Lipschitz correspondant a ce systéme est v = 1.25.

Il est évident que le Théoreme 3.2.1 n’est pas applicable. En effet la condition nécessaire v < 1
n’est pas satisfaite. En revanche, 'application du Théoreme 3.2.5 nous donne, aprés la résolution
de la LMI (3.10), le gain

T
L =10.1247 0.0004| .

L’erreur d’estimation est illustrée dans la Figure 3.2.

Amplitude

o 5 10

15 20 25 30
k (Temps)

FIG. 3.2 — Le comportement asymptotique de l'erreur d’estimation

3.2.4 Deuxiéme amélioration : utilisation d’un observateur de Luenberger géné-
ralisé (OLG)

Notons que dans le cas des systemes avec constantes de Lipschitz assez importantes, les condi-
tions de synthése précédentes deviennent contraignantes dans le sens ou elles offrent difficile-
ment des solutions, ceci a été constaté numériquement. Afin de surmonter cet obstacle, nous
proposons une autre conception de 'observateur. Une telle conception est appelée observateur
de Luenberger généralisé (OLG). Grace a cette nouvelle structure de 'observateur l'effet de la
constante de Lipschitz est éliminé et les conditions de synthése deviennent non contraignantes.
Dans cette section, on modifie 1égérement la classe des systémes (3.1), afin d’avoir une nou-
velle forme plus détaillée. L’équation des systémes a étudier s’écrit donc sous la forme détaillée
suivante :

z(k +1) = Az(k) + Bf(Hx(k:), y(k:)) te (3.14a)

y(k) = Cx(k) (3.14b)

ol B, H sont des matrices de dimensions appropriées, ¢ € R™ et f est une fonction non linéaire
lipschitzienne de constante de Lipschitz v > 0. Les matrices B et H jouent un réle important sur
la faisabilité des conditions de synthése de 'observateur. B est appelée matrice de distribution

de la non-linéarité dans le systeme et H est la matrice de distribution de I’état dans la non-
linéarité du systéme. Le fait de ne pas spécifier la matrice B signifie qu’au niveau des conditions
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Chapitre 3. Synthése d’observateurs d’état des systémes a temps discret

de synthese, il n’y a aucune différence entre un systeme dont la non-linéarité est présente sur
toutes les composantes et un systéeme qui ne posséde que quelques composantes non linéaires.
De méme, 'absence de la matrice H signifie que la méthode de synthese ne distingue pas un
systéme, dont la non-linéarité dépend de I’état entier, d'un systéme dont la non-linéarité ne
dépend que d’une partie de I'état.

Considérons un OLG correspondant au systeme (3.14). Cet observateur s’écrit :

Bk +1) = Ad(k) + Bf(z(k:), y(kz)) n L(y(k:) - Cﬁc(k)) +e (3.15a)
2(k) = Hi(k) + K(y(k) - cac(k-)) (3.15b)

L’objectif est de trouver les gains K et L tels que I'erreur d’estimation (k) = =(k)—z (k) converge
asymptotiquement vers zéro. La dynamique de I'erreur d’estimation est donnée par :

e(k+1) = (A— LC)e(k) + BAf, (3.16)

h Afi= f(Ha(k)y(k)) = £ (=(k). y(k))

Comme la fonction f est de constante de Lipschitz ~ alors nous déduisons que
|A %l <A (H ~ KC)eh)| (317)

L’introduction du gain K sert a réduire I'effet de la constante de Lipschitz .
A ce stade, nous énoncons le théoreme ci-apres qui fournit les conditions suffisantes de conver-
gence de 'erreur d’estimation vers zéro.

Théoréme 3.2.7. ([127]) L’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers zéro s’il existe
des scalaires o > 0,3 > 0 et des matrices P = PT > 0, Q = QT > 0, R et K de dimensions
appropriées tels que les inégalités suivantes soient satisfaites :

-1, H-KC

<0 (3.18)
(H-KC)I P
[ -1 H-KC 0 0 0 ]
(H-Ko)  —-P  qgN(P,R)B 0 N(P,R)
0 (x)  L(PQ.H) 0 0 <0 (3.19)
0 (%) (%) Q—aly 0
0 (%) (%) (%) P
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3.2. Synthése d’observateurs a temps discret : premiére approche

avec
N(P,R)=ATP - CTR (3.20a)
L(P,Q,B8) =nB"PB - Q - BI, (3.20b)
n=1+~ (3.200)

Quand ces inégalités admettent une solution, le gain L est donné par L = P~'RT et la matrice K
est une solution libre des inégalités (3.18) et (3.19). n

Démonstration : La preuve de ce théoréme est similaire a celle du Théoréme 3.2.5. 11 suffit
d’utiliser convenablement le complément de Schur. La fonction de Lyapunov candidate est

Vi, = e (k) Pe(k) + Afi Q0 f.
Le calcul de AV = Vi1 — V. permet d’obtenir

(A-LC)'P(A-LC)—P (A-LC)'PB 0
AV =¢f BTP(A - LO) BTPB-Q 0 |& (3.21)
0 0 Q

ol
& = |:ET(]€) AfF AfkTH} )
D’aprées (3.17),V 3> 0,on a

By2eT (k) (H - KC)T<H - KC)s(k;) — BASTAf > 0. (3.22)
En utilisant le complément de Schur, I'inégalité (3.18) est équivalente a
P>a(H- KC)T(H - KC). (3.23)
Les conditions (3.17) et (3.23), impliquent :
Vel (k+1)Pe(k + 1) — aAfL 1 Afryr > 0. (3.24)

La combinaison des inégalités (3.22), (3.24) et (3.21) donne l'inégalité suivante :

AV < Mg, (3.25)
avec
(A — LC)TP(A — LC) — P + B2 (H - KC)T (H - Kc) n(A— LC)TPB 0
M = nBTP(A— LC) nB"PB —Q - g1, 0
0 0 Q- al,

A Taide du complément de Schur et la notation R = LT P, I'inégalité M < 0 est équivalente
a (3.19).

71



Chapitre 3. Synthése d’observateurs d’état des systémes a temps discret

Par conséquent, sous les conditions (3.18) et (3.19), AV < 0, et donc l'erreur d’estimation
converge asymptotiquement vers z€éro. O

Remarque 3.2.8. Notons que les inégalités (3.18) et (3.19) ne sont pas linéaires par rapport aux
inconnues P, Q, R, K, «, 8. Afin de les rendre linéaires, nous proposons de fixer a priori les variables
scalaires inconnues o > 0 et 3 > 0 ensuite on résout (3.18) et (3.19) en fonction des variables
P,Q, R et K pour désigner les gains L et K. Le gain K est une solution directe de (3.18) et (3.19)
et L =P 'RT. n

Exemple numérique

Dans le but de montrer I'efficacité du nouvel observateur, nous proposons un systeme pour lequel
la LMI (3.10) n’est pas satisfaite tandis que l'injection du second gain K et la spécification des
deux matrices B et H permettent de réduire I'effet de la constante de Lipschitz. Pour ce faire,
nous considérons le systéme chaotique de Lozi décrit par :

0 b
10

A= . B=

et
f(Hx,y) =1- (l|3§‘1|.

Ce systéme possede un comportement chaotique pour ¢ = 1.4 et b = 0.3. La constante de
Lipschitz de f est v = a = 1.4. 1l est clair que la LMI (3.10) n’est pas satisfaite. En effet,
la constante de Lipschitz est supérieure a 1. De plus, en utilisant la toolbox LMI de MATLAB,
la LMI (3.10) a été trouvée insatisfaite. Cependant, a I'aide d'un OLG et la spécification des
matrices B et H, la convergence de l'erreur a été établie. Pour « = (3 = 1, fixés a priori, les
inégalités (3.18) et (3.19) donnent les solutions suivantes :

0.4275 0.0390
0.0390 0.7420|"’

R= [—0.0249 0.4567] ,
O = 0.6781, K — 0.6028

I_ —0.1149 .
0.6215

Le diagramme de phase du systeme et 'erreur d’estimation sont illustrés dans la Figure 3.3.

et
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0.4
0.2
3 of
=2
=
54
= —0.2
-0.4
2 —-0.6
0 10 20 30 40 50
k (Time)
(a) L’attracteur chaotique du systeme. (b) L’erreur d’estimation.

F1G. 3.3 — Le Comportement de I'erreur d’estimation.

3.2.5 Extension a la restauration d’entrées inconnues

Considérons le systeme a entrées inconnues dont le modele s’écrit de la maniere suivante :

{ x(k+1) = Ax(k) + Ayu(k) + Bf (Hxa:(k‘), Huu(k‘),y(k‘)> (3.26)

y(k) = Cx(k) + Du(k)

ou z(k) € R" est le vecteur d’état, u(k) € R™ le vecteur des entrées inconnues et y(k) €
RP le vecteur de sortie. A, A,, B,C,D, H, et H, sont des matrices constantes de dimensions
appropriées. La fonction f : R x R% x RP — RY est lipschitzienne, i.e. :

IR v—10
£ (v, w.9) ~ F(o,10,9) | < | [ ] | (3.27)

w— W
YV v, w, 0,0 et y. La matrice D est de plein rang colonne, i.e :

rang(D) = m.

Nous introduisons les notations suivantes

E= [In oRnxm] (3.28)
M= [A Au} (3.28b)
H = [0 D] (3.28¢)
Hyw = [ORZ“”M ORE:m] (3.28d)
- H . (3.28¢)

u
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On pose
el" e\ [E]"
s 1] = (3.29)
s - (2] 1) |7
avec S et T deux matrices de dimensions (n + m) x n et (n + m) x p respectivement.
D’apres I'équation (3.29), on a
SE+TH = I im. (3.30)

Notons que ce probleme d’observateur d’état a entrées inconnues a été étudié dans [22] en uti-
lisant le filtre de Kalman étendu (EKF) comme observateur d’état. Cependant, il a été prouvé
dans [29] que I'EKF n’est que localement stable dans le cas des systémes non linéaires a temps
discret. La méthode de synthése développée dans la section 3.2.4 permet d’obtenir la conver-
gence globale de I'erreur d’estimation vers zéro. L’observateur proposé est un OLG qui s’écrit :

2(k+1) = N2(k) + Ly(k) + SBS (v(k), y(k))
o(k) = HanC(k) + K (y(k) — H(K)) (331)
C(k) = 2(k) + Ty(k)

L’objectif principal est de déterminer les matrices N, L et K telles que 'erreur

e(k) = C(k) = ¢(k)

converge asymptotiquement vers l'origine.
En reprenant les mémes développements que dans la section 2.4, nous obtenons

e(k+1) = Ne(k) + (N Y FH - SM) C(k) + SBOf (3.32)
ou
6f = F(v(k)y(k)) = f (HaoC (k). y(k)) (3.33)
et
F=1L—NT. (3.34)
Si on pose
N=SM—FH (3.35)

alors, la dynamique de l’erreur devient
ek +1) = (SM - FH)s(k) + SB4f. (3.36)

En s’inspirant des résultats de la section 3.2.4, nous énoncons le théoreme suivant :

Théoréme 3.2.9. ([127]) L’erreur d’estimation est asymptotiquement stable s’il existe deux sca-
laires o > 0,3 > 0 et des matrices P = PT > 0,Q = Q7 > 0 R et K de dimensions appropriées
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tels que les inégalités matricielles ci-dessous soient satisfaites :

—1l1ay)  How— KH

<0 (3.37)
(Hy — KH )7 —-P
et
'—ﬁ—%f(dﬁ@) Hy.—KH 0 0 0 ]
(%) -P (SM)TP(SB) — HT'R(SB) 0 (SM)TP - HTR
(%) (%) n(SB)TP(SB) — Q — B, 0 0 <0 (3.38)
(%) (%) (%) Q—al, 0
L ) (*) (*) (%) —P |
oun=1+ mfc.
La matrice F est égale @ P~'R”. Les gains N et L sont déduits des équaions (3.34) et (3.35) et le
gain K est une solution libre des inégalités (3.37) et (3.38). n
Démonstration : La preuve de ce théoréme est similaire a celle du Théoréme 3.2.7. O

3.3 Transformation en LPV a I’aide du DMVT : seconde approche

Dans cette section, nous proposons une extension directe de la méthode développée dans la
section 2.2 du chapitre 2. Elle utilise le DMVT afin de transformer la dynamique de I'erreur
d’estimation en un systeme LPV. Pour pouvoir comparer cette technique avec les résultats précé-
dents de ce chapitre, nous allons considérer une classe de systémes lipschitziens. Cependant, la
condition de Lipschitz est traduite sous une autre forme.

3.3.1 Formulation du Probléme

Considérons la classe des systemes non linéaires définie par les équations suivantes :

2(k +1) = Az(k) + Bf (z(k), y(k), u(k)) (3.39a)
y(k) = Cz(k) (3.39b)

ol z € R" est le vecteur d’état du systeme, u € R™ le vecteur d’entree et y € RP le vecteur de
sortie. A, B et C sont des matrices constantes de dimensions appropriées. f(x,y,u) : R" x RP x
R™ — R? est une application non linéaire différentiable par rapport a x.

Supposons que la fonction f satisfasse la condition suivante :

Afi

J

a5 <

(x7y7u) < blj7 v z,Y,u (340)
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pourtout:=1,....,qetj=1,...,n.

Il est a noter que la classe des systemes vérifiant la propriété (3.40) contient une large variété
de systemes traités dans la littérature, a savoir la classe des systemes lipschitziens différen-
tiables [96], [88], [74], [2], [9], [129].

L’observateur d’état correspondant au systeme (3.39) est donné par :
Bk + 1) = AB(k) + BF(2(k), y(k), u(k)) + L(y(k) — Ca(k)) (3.41)

ou & (k) représente 'estimé de I'état x(k).
La dynamique de l'erreur d’estimation ¢(t) = x(t) — z(t) s’écrit :

e+ 1) = (A= LO)e(k) + B(f(@(k),y(k), ulk) — F(@(k),y(k),ulk))). (3.42)

Toutes les approches développées dans la littérature pour la classe des systémes lipschitziens re-
posent sur des majorations fortes en essayant de dominer le terme f(x(t), y(t), u(t))—f(2(t), y(t), u(t)),
en utilisant directement la condition de Lipschitz. Cette technique de majoration directe fournit
des conditions de synthése restrictives. Pour cela, nous avons établi une nouvelle méthode qui
aboutit a des conditions de synthese moins contraignantes. Cette méthode consiste a utiliser le
DMVT qui permet de transformer la dynamique de I'erreur d’estimation en un systeme LPV.
Puisque la fonction f est différentiable par rapport a z, le DMVT est applicable (voir Théo-
réme 2.2.3) sur la fonction = — f(x,y,u). D’apres le Théoreme 2.2.3, il existe z;(¢) € Co(x(t),z(t)),
pour tout ¢ = 1, ..., ¢, tel que :

Flk), u(k), u(k)) — F(@(k), y(k), u(k) = (Z (e )5 <z,-<k>,y<k>,u<k>>) ()

i.j=1
Nous définissons les notations suivantes :

ofi

J
H = eq(i)ey (j) pour 1<i<get1<j<nm (3.43b)
h= (hn, T hqn) (3.43¢)
q,n
A(h(k)) = A+ B hij(k)HE. (3.43d)
i,j=1

En utilisant ces notations, '’équation de I'erreur d’estimation (3.42) devient :
e(k+1) = (A(h(k)) - LC’)s(k). (3.44)

L’équation dynamique (3.44) définit donc un systéme LPV.
D’apres la propriété (3.40), nous déduisons que le vecteur des parametres h(k) évolue dans un
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domaine borné H, ,, pour lequel les 29" sommets sont définis par :

V?'fq,n = {Ox = (0111, ...,aln,...,aqn) | QO S {aij,bij}}.

3.3.2 Méthode de syntheése d’observateur

En s’inspirant des techniques LPV (voir [11] pour plus de détails), on obtient des conditions
suffisantes de convergence de l'erreur d’estimation. Ces conditions, exprimées en terme de LMISs,
permettent de synthétiser le gain L. On a le théoreme suivant :

Théoreme 3.3.1. ( [124]) L’erreur d’estimation (k) converge asymptotiquement vers zéro s’il
existe des matrices P = PT > 0 et R de dimensions appropriées telles que les LMIs suivantes soient

satisfaites :
—-P AT(a)P-CT
AP =CORY o vaew, . (3.45)
) P "
Quand ces LMIs sont satisfaites, le gain d’observateur L sera donné par L = P~'R”. n

Démonstration : Considérons la fonction de Lyapunov suivante :
V (k) = V(e(k)) = el (k) Pe(k).
La variation de cette fonction s’écrit comme :
AV =V(k+1)-V(k) = 5(k)T<(A(h(k)) - LC’)TP(A(h(k:)) - LC) - P)z—:(k:).

D’aprés la définition de la stabilité au sens de Lyapunov, AV doit étre définie négative afin de
garantir la convergence asymptotique de I'erreur d’estimation. En utilisant le complément de
Schur, AV < 0 si

—P AT(h(k))P - CTR

(%) _p < 0.

F(h(k)) =

Le principe de convexité permet de déduire que AV < 0 si F' est définie négative sur Vy_,, ce
qui est équivalent a I'inégalité (3.45). Comme P est définie positive, nous pouvons calculer le
gain L par P7'RT. O

3.3.3 Exemple numérique

Nous illustrons les performances de cette derniére méthode a 'aide du modeéle discret du sys-
teme chaotique de Lorenz précédemment étudié dans [74] et [28]. Ce systéme, obtenu par la
méthode de discrétisation d’Euler, est décrit par les matrices

1-10T 10T 0 0 0
A=| 287 1-T7 o |, B=T|-1 o], C:[l 0 0}
0 o 1-8r 0 1
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et la fonction non linéaire

ou 7" = 0.001 est le pas de discrétisation.

En appliquant I'approche proposée, nous obtenons h;;(t) = 0 pour tout (i,j) # (1,3),(2,2) et
haa(t) = his(t) = y(t) pour tout t > 0. Nous avons donc deux LMIs a résoudre avec agy =
—9.1974 et byy = 19.9613. Les LMIs (3.45), nous fournissent le gain

T
L= [1.4282 12.9770 1.6781] .

Les résultats de la simulation numérique sont illustrés par la Figure 3.4.
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60 o r/—\‘
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20 —0.025
o o
x -50 -20 « —0.035 500 1000 1500 2000 2500
2 1 k (Temps)
(a) Attracteur de Lorenz (b) Evolution de (z1 — Z1).
0.5 o
° r/\
—-0.5
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@ @
g -1 g
g-15 g
< < _,
-2
—-2.5
) 500 1000 1500 2000 2500 15, 500 1000 1500 2000 2500
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(c) Evolution de (z2 — &2). (d) Evolution de (z3 — &3).

FIG. 3.4 — La convergence asymptotique.

Remarque 3.3.2. Comme dans le Chapitre 2, méme dans le cas des systémes a temps discret,
cette méthode de transformation en LPV a lUaide du DMVT peut étre étendue a d’autres classes de
systémes non linéaires, a savoir les systémes a sorties non linéaires, les systémes non differentiables
et les systemes partiellement affines ott 'on peut proposer un gain d’observateur affine. La méthode
peut également étre généralisée au cas des systémes avec des incertitudes dans la dynamique et sur
la sortie du systéme. Elle est également extensible a la restauration d’entrées inconnues. n
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3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux approches de synthése d’observateurs d’état des
systemes non linéaires lipschitziens a temps discret.

La premiere consiste a utiliser la condition de Lipschitz conjointement avec I'inégalité classique
de Lyapunov. Ceci permet d’obtenir un terme positif ainsi ajouté a la variation de la fonction de
Lyapunov. Ensuite, deux améliorations ont été établies en utilisant respectivement des nouvelles
fonctions de Lyapunov et un observateur de Luenberger généralisé (OLG). Une généralisation
au cas des systemes a entrées inconnues a été également abordée.

La deuxieme méthode est basée sur le DMVT qui permet de mettre la dynamique de 'erreur sous
une forme LPV. Cette méthode nécessite la traduction de la condition de Lipschitz sous forme
de la condition (3.40), afin d’aboutir a des conditions de synthése moins restrictives.

En utilisant des techniques LPV [12], [11], des conditions de synthése d’observateur ont été
obtenues. Ces conditions sont exprimées sous forme de LMIs non restrictives et faciles a résoudre
numériquement.
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Chapitre 4. Extensions aux systémes a retard

4.1 Introduction

L’analyse et la synthese des systemes a retard deviennent de plus en plus des sujets de recherche
en constante évolution, comme peut le montrer la littérature abondante. Ceci est principalement
dl au fait que le retard est fréquemment rencontré dans les systemes technologiques et peut af-
fecter leur fonctionnement de maniére significative. Dans le cas des systemes linéaires, ’analyse
de la stabilité aussi bien que le probléme d’observateurs d’état ont été largement étudiés [26],
[27], [21], [48], [90], [82], [68], [671, [109], [94], [17].

Contrairement au cas linéaire, trés peu de résultats ont été établis dans le cas non linéaire. Parmi
ces quelques résultats, on trouve 'approche développée par Germani et al. dans [49] et [50].
Dans [80], une autre méthode a été proposée, en utilisant des preuves élégantes pour I'analyse
de la stabilité d'une classe de systemes a retard. Une approche alternative, présentée dans [1],
concerne les systemes avec des non-linéarités lipschitziennes. Il s’agit d'une généralisation des
résultats obtenus pour une classe de systémes non linéaires standards [95], [96]. Cependant, la
condition de synthese d’observateur semble restrictive.

Dans ce chapitre, on présente deux méthodes de synthese d’observateurs d’état des systemes
non linéaires a retard. La premiere est une extension de la technique de transformation en LPV
a l'aide du DMVT aux cas des systemes a retard. Des conditions de synthese ont été obtenues
en utilisant une fonction de Lyapunov-Krasovskii particuliére, utilisée antérieurement dans [82]
pour les systémes linéaires. Ces conditions sont exprimées sous forme d’inégalités matricielles
qui deviennent par la suite linéaires (LMIs), en fixant a priori une variable scalaire inconnue.
En terme de faisabilité, les conditions de synthese obtenues par 'approche proposée sont moins
contraignantes que celles établies dans [1] ainsi que celles données par toutes les approches
concernant la classe des systemes lipschitziens.

La deuxieme méthode utilise simultanément le DMVT et les observateurs de Luenberger géné-
ralisés (OLGs). Avec cette technique, une nouvelle condition de synthese d’observateurs sous
forme de LMI est obtenue. Ce résultat peut étre considéré comme une amélioration de la pre-
miere méthode. En effet, la nouvelle condition de synthése est applicable méme si le systeme
concérné est a jacobienne non bornée, ce qui n’est pas le cas pour la méthode de transformation
en systéme LPV.

4.2 Premiere méthode : transformation en LPV

4.2.1 Formulation du probléme

Considérons la classe des systemes non linéaires a retard suivante :

#(t) = Az(t) + A2, (t) + B f(x(t), . (1), y(t)) (4.1a)
y(t) = Cx(t). (4.1b)

ou z € R" est le vecteur d’état du systeme, u € R™ le vecteur d’entrée et y € RP le vecteur
de sortie. A, A, B et C sont des matrices constantes de dimensions appropriées. La fonction
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4.2. Premiére méthode : transformation en LPV

f (x, ZTr, y) : R" x R" x R™ — RY est différentiable par rapport a x(t) et z,(t) avec
xr(t) = x(t — 7).

Pour des raisons de simplicité, on suppose sans perte de généralité que x(t¢) est constant sur
Iintervalle [—7 0].
La classe des systemes non linéaires concernée est définie par 'hypothése suivante :

Hypothése 4.2.1. Supposons que la fonction non linéaire, f, satisfasse les conditions suivantes :

Qg < 27](.;(1'7:1777?4) < bij7 Vm,xT,y (423)
T 8fz T
;g < aij (Z’,.%'T,y) < bij7 v T, Try Y- (4.2b)

pourtouti=1,....,qetj=1,...,n.
|

Notons ainsi z,(t) = z(t — 7) pour tout vecteur z.

L’observateur d’état correspondant a (4.1) s’écrit :
B(t) = A#(t) + Acier () + B (#(0), 3 (1), y(0)) + L(y(®) = 50)) + Ly (e (6) = 5(1)) (4:32)
§(t) = Ci(t). (4.3b)

L'objectif est de trouver deux gains L et L, tels que l'erreur d’estimation £(t) = z(t) — &(t)
converge exponentiellement vers zéro. La dynamique de I'erreur d’estimation est :

&(t) = (A - LC)e(t) + (AT - LTC) e (t) + Bof. (4.4)

avec

6f = F (2(t), 2 (1), y() = (0. 3 (1),y(1)).

X(t) — [‘T(t)] , X(t) — [i'(t)]

En posant

x-(t)

et en utilisant le Théoréme 2.2.3 (le DMVT), on déduit qu'’il existe z;(¢) € Co (X (t), X (t)) , pour
touti =1,...,q, tel que :
0f = Sqn(t)e(t) + S (t)e- (1),

ou
San(®) = D el ()i Clt) (0.
i,j=1 J
et

Sialt) = D euliel () gt (alt). (0.
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En utilisant les notations

_Ofi . .
hij(t) = m(zl(t)), pouri=1,..qetj=1,...n

h(t) = (h11(t), ... han(t), ..., hgn(t)),

oy Ofi ' . o
hi;(t) = B2, —7) (zi(t)), pouri =1,..qetj=1,..,n,

hT(t) = ( 71—1(75)7'% 7l—n( )7 7h21—n( ))
A(h(t)) = A+ BSgn(t)

et
B (1)) = A, + BS] (1),

la dynamique de I'erreur d’estimation (4.4) devient
E(t) = (A(h(t)) - LC’)E(t) + (B(hT(t)) - LTC>ET(t). (4.5)

D’apres 'hypothese 4.2.1, le vecteur des parametres, h(t) (resp. h7(t)) évolue dans un domaine
borné H, ,, (resp. H",,) pour lequel les 2¢* sommets sont définis par :

VH(I’” = {a = (0411, ...,aln,...,aqn) ’ Q5 c {aij,bij}}

(resp. V’}t[zl',n = {ﬁ = (ﬁll»---aﬁlm---aﬁqn) | ﬁZ] € {a”, z]}}

Nous présenterons dans la section suivante la méthode proposée pour la synthese d’observateur.
L’analyse de la stabilité est basée sur une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii particuliére.

4.2.2 Procédure de synthése d’observateur

Les conditions de synthese proposées pour la classe des systemes (4.1) sont énoncées dans le
théoreme suivant :

Théoréme 4.2.2. ([126]) L’observateur d’état (4.3) est exponentiellement convergent s’il existe
un scalaire w > 0 et des matrices P = PT > 0, Q = QT > 0, R et R, de dimensions appropriées
tels que les inégalités matricielles suivantes soient satisfaites :

M(P,Q.c0, ) + N (P) — L(R,R:) <0, ¥ 0 € Vi, ¥ B € VTaer, . 4.6)
ol )
T
M(P.Qua,8) = |4 (P T PAl) T @ PBE) “.7)
(*) ]
N = PO prmy - [CTRHETC R.C] “.8)
|0 0|’ T (%) 0 | '
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4.2. Premiére méthode : transformation en LPV

Quand les inégalités sont satisfaites, les matrices L et L, seront données par

L=P'RT et L. =P 'R..

Démonstration : Pour démontrer ce résultat, nous faisons appel a la fonctionnelle de Lyapunov-
Krasovskii suivante :

V(t) = V(e(t)) =’ (t)Pe(t) + e* / t T (0)Qe()dh.

t—1

A ce stade, on peut calculer la dérivée de V' (¢) par :

v =< (A1) - LC) P+ P( A1) - LC) + Q)<
+eT{(B(p7 (1) = LrC)P + P(B(p" (1)) — L:C) e,

t
—e Tl Qe, — we_“’t/ e (0)Qe(6)d6.
t—T
Donc,
V4wl = sT{ <A(p(t)) - LC)TP + P(.A(p(t)) - Lc) + Q}E

£ (B (1)~ £.€) P+ P(B(r (1) ~ L.C) Je

— e Tl Qe,
En utilisant les notations R = L” P, R, = PL. et (4.7)-(4.8), on déduit que :

V() + 0V (1) = €7 () [M(P,Q. h(#), I () + WA (P) — LR, B:)]&(0),

ou
(1) = [Tty L)

D’apres le principe de convexité, si la condition (4.6) est satisfaite, alors
M(P,Q,h(t),h7(t)) + wN(P) — L(R, R;) <0,

pour tout h(t) € Hy,n et h7(t) € H g n.
D’ou,

V(t)+wV(t) <0. (4.9)
Cette inégalité signifie que

V(t) < V(0)e .

Compte tenu du fait que
Amin(P)l(®)[1* < V(1)
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alors
V(O) — Yy
Il < 4| ——— .10
Il <\ 5y ¢ (4.10)
ce qui implique que I'observateur (4.3) est exponentiellement convergent. O
Exemple

Considérons le systeme décrit sous la forme (4.1) par les parametres suivants :

4 2 0 0 05 0.3 1 0
A:0—42,AT:0.500.3,B:01,C:[100],
0O 0 -3 03 03 O 0 0
et
[ a(t=0.1) za(t) 17
[z, zr,y) = [\/1+x§(t—0.1) \/1+w§(t)}
Nous avons of of
1 2 .
a Ty =Y, T sy LTy =Y, v :1727
awj(x,x y) =0 axm_(ww y) =0, Vj 3
0f1 1
ax—l('xv:ET?y): ;7
T (1 + a2 (t - 0.1)) :
et
0 fa 1
a—mz(‘ral’ﬂy):—;'
(1+a3))°
D’ou

0< hgg(t) <let0< h{l(t) <1.

En résolvant les inégalités (4.6) avec w = 1, nous obtenons les gains suivants :

T
L:[11.9232 4.2041 1.4261] ,

LT=[0.5 0.5 0.3]T.

Les résultats de simulation sont illustrés sur la Figure 4.1.

Remarque 4.2.3. Notons que le résultat précédent ne peut pas étre appliqué aux systémes non
différentiables. En revanche, pour une classe particuliere de systemes non différentiables, Uapproche
développée a pu étre généralisée grace a une nouvelle méthode qui permet de mettre la dynamique
de Uerreur d’estimation sous une forme LPV. Ceci méne a des conditions de syntheése identiques a
celles du Théoréme 4.2.2. n
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FIG. 4.1 — Evolution exponentielle de I'erreur d’estimation.

4.2.3 Cas des systemes non différentiables

Considérons la classe des systémes non linéaires suivante :
i(t) = Ax(t) + Aras (1) + BS (2(8), y(t), u(t) ) + Gy (- (8), (), u(t)) (4.11a)
y(t) = Cz(t). (4.11b)

ol x € R" est le vecteur d’état du systéeme, u € R™ le vecteur d’entrée et y € RP le vecteur de
sortie. A, A, B, G et C sont des matrices constantes de dimensions appropriées. Supposons que
les fonctions f et g puissent s’écrire sous la forme suivante :

F(Hya(t) y(e) u(r) REERORTONTO)
((0). y(0) u(t)) = ? o000 u0)) = ﬁ (4.12)
F(Hy(t).y(1). u(®) 0u(Fua (1) y(0) (1)

avec Hl € R" pour tout i € {1,...,q} et ' € R" pour touti € {1,...,s}.

Les fonctions f;,i = 1,...,q sont lipschitziennes par rapport a z(¢) avec des constantes de Lip-
schitz ;i = 1, ..., q. De méme, les fonctions g;,7 = 1, ..., s sont lipschitziennes par rapport a x(t)
avec les constantes de Lipschitz x;.

L’observateur d’état correspondant a (4.11) s’écrit comme :

B(t) = A#(t) + Aciv, () + B (2(0), y(8), u(t) ) + L(y(t) - Ca(0)) w13
+ Gy (@ (), y(0), u(®)) + Ly (3 (1) = Cir (1))
La dynamique de lerreur d’estimation, () = 2(t) — &(t), est donnée par :
E(t) = (A - LC)E(t) + (AT - LTC) e (t) + Bf, + Gog, (4.14)
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ou

Y CORTORTO) B EORTORIGN 15)
g1 = 9 (s (8),y(8),u(t) ) = 9(&-(6).y(0) u(?) ). (4.16)

Dans ce cas nous ne pouvons pas appliquer le DMVT, car les fonctions f et g ne sont pas néces-
sairement différentiables. La forme particuliére (4.12) des non-linéarités nous permet d’utiliser
un nouvel artifice de calcul, afin de transformer I'’équation dynamique de I'erreur d’estimation
en un systéme LPV. Nous résumons cet artifice en deux propositions.

Proposition 4.2.4. Pour tout i € {1, ..., ¢}, il existe une fonction v ,,, : R x R — R telle que :

fi(va Y, ’LL) - fl(wa Y, ’LL) = wi,y,u(vy U}) (U - w) ) (417)
|Yi,,u(v,w)] < i VY v,w €R. (4.18)
]

Démonstration : La preuve de cette Proposition est donnée dans [122].
Indication : 1l suffit de définir la fonction 1); ,,,(.,.) comme suit :

0 if v=w
wi’y7u(v7w) = { fi(vvy’u)_fi(uhyvu) if (% 7é w (4.19)

v—w

O

Proposition 4.2.5. Pour tout z,z € R", il existe des fonctions vy, : RxR — R, i =1,...,q,
telles que :

1=q
5f = <Z¢i,y7u(vi, wl)Gz) (:L' — Z) (420)
=1
ou
5f = f(wayau) - f(zayau) (421)
V; = HZ‘(L', w; = HZ‘Z, Gz = eq(z)HZ (422)
]

Les deux propositions précédentes sont valables pour la fonction g ainsi que pour toute fonction
s’écrivant sous la forme (4.12).

D’apres la Proposition 4.2.5, il existe des fonctions 1;,7 = 1, ..., ¢ et des fonctions ¢;,j = 1,...,s
telles que

i=q
6 = (D i (Hiz(t), Hido(1)Gi )< (t) (4.23)
i=1
j=s
590 = (2 @ (Fye () Fyoe(£)) By )2 (1) (4.24)
j=1
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avec
E; = e,(j)F; (4.25)

et
iy, w)| < ki, Yo,weR. (4.26)

Nous introduisons les notations suivantes :

pilt) = Y (Hi(t), Hia (1)), p(t) = (p1(8), s g (1)) (4.27)

0i(t) = @iyl Fjze(t), Fiio (1)), oft) = (0'1 (1), ...,Js(t)>, (4.28)
i=q j=s

Alp(t)) = A+ pi(t)BGy, G(o(t)) = Ar + ) 0;(t)GE; (4.29)
i=1 j=1

Le vecteur des parametres p (resp. o) évolue dans un domaine borné H, (resp. H}) pour lequel
les 27 (resp. 2°) sommets sont définis par I’ensemble suivant :

Vn, = {a= (a1, aq) | a; € {=,%}} (4.30)

(resp.

En utilisant les notations (4.23), (4.24), (4.27), (4.28), (4.9), I'équation de 'erreur (4.14) de-
vient :

E(t) = (A(p(t)) - LC’)zs(t) + (Q(a(t)) - LTC’>5T(t) (4.32)

L’équation (4.32) définit un systeme LPV a retard. En se basant sur les techniques LPV (voir
[111] et [104]), nous obtenons le théoréme suivant :

Théoreme 4.2.6. L'observateur d’état (4.13) est exponentiellement convergent s’il existe un scalaire
w > 0 et des matrices P = PT > 0, Q = QT > 0, R et R, de dimensions appropriées tels que les
inégalités matricielles suivantes soient satisfaites :

M(P,Q, 0, 8) +wN(P) = L(R,R;) < 0, ¥ a € Vi, ¥ B € V. (4.33)

ou
T
M(P,Q,a,8) = |4 (P + PAl@) +@ - PGH) 4.34)
(%) —e7TQ
N(P) = P 0 CR.R,) = CTR+RTC R.C (4.35)
o o’ T CTRT 0 | '
Dans ce cas, les matrices L et L, sont données par L = P"'RT et L. = P7'R... n

Remarque 4.2.7. Les conditions du Théoréme 4.2.6 sont identiques a celles du Théoréme 4.2.2.
Ceci signifie que pour la classe particuliére de systémes a retard 4.11 satisfaisant 4.12, Uutilisation
de la Proposition 4.2.5 est plus générale que le DMVT. En effet, la Proposition 4.2.5 est valable
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méme si la non-linéarité du systéme n’est pas différentiable, contrairement au DMVT qui s’applique
seulement aux systémes différentiables. n

Exemple

Comme exemple de systéme non différentiable, nous proposons le systéme chaotique de Chua
modifié (voir [108]). Ce systéme est décrit sous la forme (4.11) par les parameétres suivants :

(£+G»v) 1 1
e Tl o
A=| G L A A=0Ope, B=| 0 |, G= 0 ,c:[o 1 o],
0 1 _ K 0 €

L L

F(#), 9(0),u(t)) = 5(Ca — o) (l71 + BI — o1 — B1), et glare(t),y(0), u(t)) = sin(owa(t — 7))

Nous avons H; = [1 0 0} et 1 = [1 0 0}. Les constantes de Lipschitz des fonctions f et g

sont respectivement v; = |G, — G}| et k1 = 0. Ce systéme posséde un comportement chaotique
pour les valeurs numériques suivantes :

R=1950, C; =107%, C, =107, L =18.68.1073, Ry =16, E =1
G, =—0.75.10"3, Gy = —0.41.1073,7 = 0.001,¢ = 0.2,0 = 0.5.

En résolvant les inégalités (4.33) avec w = 200, nous obtenons

T
L =10"[24.9130 18.8075 —0.0046] . L, = Ogs.

o N & O

Magnitude

1.5 2

1
t (Time) x107°

(a) Attracteur de Chua modifié. (b) Evolution de l'erreur d’esti-
mation.

FIG. 4.2 — Le comportement de I'erreur d’estimation.
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4.3 Deuxieme méthode : utilisation des OLGs

La méthode précédente concerne les systemes a retard dont les non-linéarités sont a jacobiennes
bornées. En revanche, dans cette section, nous proposerons une amélioration en utilisant les
OLGs. Ceci permettra d’aboutir a des conditions de synthése applicables a des systemes a jaco-
biennes non bornées.

4.3.1 Formulation du probleme

Considérons la classe des systémes non linéaires a retard suivante :

t=Ax+ Arz, + Bf(z,y,u) + Gg(zr,y,u) (4.36a)

Comme les non-linéarités f : R” x R”? x R™ — R%et g : R" x R? x R™ — R" sont quelconque,
alors nous pouvons toujours écrire f et g sous la forme générale suivante :

Ji(Hiz,y,u) [g1(Fizr,y,u)]

flz,y,u) = - » 9(xr,y,u) = - , H; e RT*" F e R"*™ (4.37)

_fq(qu,y,u)_ _gr(FrxT,y,U)_

Avant d’introduire notre observateur d’état, nous avons besoin d'une hypothése qui définit la
classe des systémes concernée par cette approche.

Hypotheése 4.3.1. Supposons que les fonctions f et g satisfassent les conditions suivantes :

a;; < %(vi,y,u) < bij, Vol e R% y e RP,u € R™, (4.38a)
J
Jgi Ti T Ti T m
afj_avii(v y,u) by, Vot e Ry € RP u e R™. (4.38b)
J
[

L’observateur d’état que nous proposons ici est de la forme suivante :

b= A%+ Arkr + Bf(#,y,u) + Gg(&r,y, u) + L(y - Cﬁc) VL. (yT . C@T), (4.392)
Fi(@,y,u) = f; <H:1: + Ki(y — C#),, u) i=1,..q, (4.39b)
G:(2,y,u) = gi (Fa:T + K] (y — C:%T) Jyu), i =1, .1 (4.39¢)

ou f; (respectivement g;) est la jeme composante de f (respectivement §).
La dynamique de I'erreur d’estimation ¢ = = — % est donnée par :

e=(A-LC)e+ (A, — L,Ce, + B(f(x,y, u) — f(, y,u)) + G(g(:cq.,y, u) — g(Zr, vy, u)) (4.40)
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En utilisant le DMVT (Théoréme 2.2.3), nous déduisons qu'il existe z; € Co(v', w") pour tout
i=1,..,qetz] € Co(v™ w™) pour touti=1,...,r tel que

1=q j=q;
flx,y,u) = f(@,y,u hij (8 H X (4.41)
i=1 j=1
i=r j=ri
9(zr,y,u) — §(d7,y, u hi; () Hix; (4.42)
i=1 j=1
Xi = (Hl — KiC)E, X: = (Fl — KZTC)ET (4433)
H; = eq(i)el (), Hj; = e(i)el (4) (4.43b)
a 7 T 8 [ T
hij (t) fz ( Z(t)v Y, u)? hij (t) = gn' (Zi (t)7 Y, u) (4.43¢)
v 31)3-
vt = Hiz, w'=H;#+ K;(y — C3) (4.43d)
v = Fx,, w™ = Fid, + K7 (y, — Cidy) (4.43e)
vl —w' = (H; — K;C)e, v —w™ = (F; — K]C)e,. (4.43f)

Par conséquent, d’apres (4.39)-(4.43), la dynamique de I'erreur d’estimation (4.40) s’écrit :

i=q j=qi i=r j=ri
e=(A—LC)e+ (Ar — L:C)er + Y > hij()BHLxi + Y Y hI()GHIX].  (4.44)
i=1 j=1 i=1 j=1

Remarque 4.3.2. Sans perte de généralités, nous supposons que f et g satisfont (4.38a) et (4.38b)

avec a;; = 0 pour tout i = 1,..q,7 = 1,...,q et a{j = 0 pour tout v = 1,...,m5 = 1,..,7,

ol q= max (g;) et 7= Iax (r;). En effet, s’il existe des sous ensembles S, Ss et ST, S7 tels que
S15q SIST

aij # 0, V (i,j) € S1 xSz etaf; #0, V (i, j) € ST x 53, alors nous pouvons considérer les fonctions

fayw) = fayu)— (Y ayHLH;)e,

(4,7)€S51 % S2
(@, y,u) = gzr,y,u) — ( > aZjHZ]-f“i):cT,
(i,§)€ST X ST
qui vérifient (4.38a) et (4.38b) avec a;; = 0, Bij = bij —a;; et aj; = 0, 5[ = b]; — a;;. Nous
réécrivons dans ce cas Uequation (4.36a) sous la forme suivante :

i: = Ax + ATJ:T +Bf($7y7u) + Gg(':U’T?y?u)?

avec
A — HYH.
A=A+B Y ayHLH,
(i,j)€S1><Sz
A=A +G Y aHjF,
(,)€ST x ST
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Remarque 4.3.3. Notons que Uhypothése 4.3.1 n’est pas restrictive. En effet, d'une part, on trouve
dans la littérature une multitude de systémes vérifiant cette hypothése. D’autre part, comme nous
allons le voir plus tard, la méthode proposée est valable méme si b;; = +oo. n

4.3.2 Synthese d’observateur

Dans cette section, nous énonc¢ons un théoréme qui fournit des conditions de synthése de notre
observateur. Ces conditions sont exprimées sous forme d’inégalités matricielles.

Théoreme 4.3.4. ( [128]) L’observateur d’état (4.39) est exponentiellement convergent s’il existe
un scalaire w > 0 et des matrices P = PT >0, Q =QT >0, R, R, K;,i = 1,...,qet K ;,i =
1, ..., de dimensions appropriées tels que l'inégalité matricielle suivante soit soluble :

M(P,R,w) PA, - R,C N(P,Ki,..K,) L(P)
(%) —e TvQ 0 (K, e, Kip)
<0 4.45
(%) (%) —A 0 - ( )
(*) (%) (%) —A7
avec
M(P,R,w) =A"P+PA—C"R—R"C+wP +Q, (4.46a)
N(P, K1, ..., Ky) = [Nl(P, K1)+ Noy (P, KD)Ni (P, Ka) -+ Ny, (P, Kq)], (4.46b)
N;(P,K:) = PBH}, + (H; — K;C)", (4.46¢)
L(P) = PG [H{'l c HY, HY, - .H;;T], (4.46d)
S(Kr1y oy Krp) = [El(KTl)...ZT(KTT)] 7 (4.46¢)
Si(Kri) = [(FZ- — K)o (B — KriO)T } (4.46f)
ri‘;ois
A= blOC-diag(ﬂlan PRRS] 61111 L]l ) 5211112 PERRT] BQQq Iqq )7 (446g)
AT =bloc-diag(B111ry s s B1ry Loy, Bo1 ey s ooy Brp Iry), (4.46h)
2 2 .
Bo =500 B = 5 (4.461)
A partir de (4.45), les matrices L et L, sont données par
L=P'RT et L, =P 'R,.
et les gains K;,i = 1,...,q et K;,1 = 1,...,r sont des solutions directes de (4.45). n

Démonstration : La preuve utilise la méme fonction de Lyapunov-Krasovskii précédente. En
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exploitant (4.38a) et (4.38b), on obtient les inégalités suivantes :

1=q J=¢;
1
Sq = (X?Cij - FC;'Z;Q]') >0, (4.47a)
i=1 j=1 v
i=r j=r;
1
T 7T 7 7T 1
Sq = (Xi Gij — o7 i Cij) > 0. (4.47b)
i=1 j=1 ]

ou
Gij = hij(O)xis ¢ = hi; ()X -

Ceci implique que
V4wV <V +wV +2(S,+5]),

ce qui est équivalent a

&
V4wV < [gT e (T T ] M ZT : (4.48)
CT
ol
M(P,R,w) PA.—R.C N(P,Ki,... K,) L(P)
M = (*) _e_TWQ 0 E(K’T17"'7KTT)
a (*) (%) —A 0 ’
(*) (%) (*) —A7
4': [C?l?"'7<17:117Cg-‘17"'7<q71qq:|T7 et CTT = [ f1717 "'74’{7?;7 5—11—‘7"'7 ;—TTT]T7

et M(P,R,w), N(P, K, ..., K,), L(P), ¥(Kr1,..., K+r), A et A7 sont définis par (4.46).
L’inégalité M < 0 est identique a (4.45), ce qui signifie que 'erreur d’estimation est exponen-
tiellement convergente. O

Remarque 4.3.5. Dans (4.38a), nous pouvons avoir b;; = +oo (fonctions non lipschitziennes).
Dans ce cas, pour que linégalité (4.45) soit veérifiée il est nécessaire d’avoir

PBHY + (H; — K;C)" =0.

4.3.3 Exemple

Nous reprenons le systéme proposé dans la section 2.5.3 modifié, en ajoutant une partie non
linéaire dépendant du retard. Ce systéme est défini par les matrices

1 00 0
1 1|, A =0gsxs, B= |1 0], G= |0 ,C’:[l 0 0},
1 -1 0 1 €

A=

o O O
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1 00

,F:{100}
00 1/t

le[l 1 0},H2:[
et les non-linéarités

1 . .
fi(Hyz,y,u) = g(acl — 29)3, fo(Hax,y,u) = 0.5sin(z;) sin(z3),

91(337—,@/,”) = \/ 1 +':U72'17
ole=71=0.1.

Les inégalités (4.45) fournissent les solutions suivantes :

(10 -2 —1] 12.5834 —3.2229  1.6643
P=|-2 1 0|, Q=[-32229 12688 —0.6672],
1 0 1 1.6643 —0.6672  0.3903
3| -1 0.5610
L=8 7LT: 0 7K1:_17 K2: 5 7'1_1
A X [—0.3168]

0.5 1H
g € os
£ o =
£ IS5 o
< 3
—0.5 —0.5+
il
-1 -1.5
o 5 10 15 o 10 15
t (Temps) t (Temps)
(a) 1°® composante de l'erreur. (b) 2°™ composante de l'erreur.
1
0.5
% o
£
<T
—-0.5
-1
o 5 10 15

t (Temps)

() 3°™ composante de l'erreur.

FIG. 4.3 — La convergence exponentielle de I'erreur d’estimation.
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Remarque 4.3.6. Les inégalités (4.6), (4.33) et (4.45) sont non linéaires par rapports a leurs
variables a cause des couplages wP et e~“7 (). Afin de les rendre linéaires (LMIs), nous proposons
de fixer a priori la variable scalaire w. Nous déduisons de linégalité (4.10) que la rapidité de
convergence de Uerreur d’estimation dépend de w. Plus grand est w, plus rapide est la convergence
de Uerreur d’estimation vers zéro. La synthése d’observateurs devient donc un probléme d’optimisa-
tion avec contraintes linéaires dont Uobjectif est de maximiser w. Les contraintes sont les inégali-
tés (4.6), (4.33) et (4.45) selon la classe du systéme a étudier et la méthode de synthése utilisée.

4.4 Systemes a temps discret

Dans cette section, nous abordons le probléme de synthése d’observateurs d’une classe de sys-
témes a retard a temps discret. Une généralisation de la méthode présentée dans la section 3.2.4
du chapitre 3 sera mise en oeuvre.

4.4.1 Formulation du probleme
Considérons le systéme sous la forme détaillée suivante :

ek +1) = Ax(k) + Agza(k) + B f(Hw(k), Hyza(k), y(k:)) te (4.49a)
y(k) = Cz(k) (4.49b)

ol les matrices constantes A, Ay, B,C, H, H; et ¢ sont de dimensions adéquates et la fonction
f+ R% x R%2 x RP — R? est lipschitzienne de constante de Lipschitz v, i.e :

21— %1
29 — Zo

Bk +1) = Ad(k) + Agia(k) + Bf(v(k:), w(k), y(k:)) +e

Hf(217227y) - f(217227y)H < Vf ) VZ17227217227 Y. (450)

Nous proposons I'observateur d’état suivant :

(4.51a)
+ L(y(k:) - 0:@(1@) + Ly (yd(k) - C’:f:d(k)>
o(k) = Ha(k) + K (y(k;) - C@(k)) + K] (yd(k;) - cgzd(k)) (4.51b)
w(k) = Hyga(k) + K2 (y(k) - 0:@(@) + K2 (yd(k) - C’:f:d(k)>. (4.51¢)
La dynamique de I'erreur d’estimation est donnée par :
ek +1) = <A - LC’)s(k:) n <Ad - Ldo)ed(k:) + BGf, (4.52)

ou

6 = f (Ha(k), Hyza(k), y(k) ) = £ (v(k). w(k), y(h)).
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D’apres (4.50), nous obtenons

o] < s (4.53)

(H — K'C)e(k) — KiCeq(k)
(Hd — KgC)Ed(k) — K2CE(]€) '
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4.4.2 Conditions de synthese de I’observateur

Les conditions de synthése, exprimées sous forme de LMI, sont données dans le théoréme sui-
vant :

Théoréme 4.4.1. L'erreur d’estimation est asymptotiquement stable s’il existe un scalaire o > 0
et des matrices P = PT > 0, R, Ry, K', K%, K} et K2 de dimensions appropriées tels que la LMI
suivante soit satisfaite :

_ T _ T
~P+Q 0 ATPB-CTRB ATP-CTR +3(all - K'C) 3(KC)
_ T _ T
~Q ATPB-CTRB ATP-C"Ri  +3(KiC) 73 (aty - K3C)

(%)
(%) (%) BTPB — al, 0 0 0 <0
) () (*) —-r 0 0
x) () (%) (%) —anils, 0
L ) () (*) (*) () —ovils, |
(4.54)

Les gains L, Ly, K*, K* K} et K% sont donnés par :

L=P'RT L,=P'RT

Kl:lkl’ K221K2,
[0 [0
1 - 1 _
Kl — 1 K2 — _K2
d = Ba Ba= B
]
Démonstration : Considérons la fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante :
i=d
Vi = 7 (k)Pe(k) + 3 (ET(k —)Qe(k — z’)). (4.55)
i=1

En utilisant la dynamique (4.52), nous obtenons

Vi1 — Vi = (E MGG

ol
(A—LC)TP(A—LC) —P+Q (A—LC)TP(Ad—LdC) (A—LC)TPB
My = () (Ad - LdC)TP(Ad - de) —Q (Ad - LdC)TPB
(*) (%) BTPB

= ") 5wy off].

En utilisant les notations
K'=aK!', K? =aK? K!=oK} K?=aK?

98



4.5. Conclusion

la condition (4.53) peut s’écrire de la maniére suivante :

GFMigGr > 0 (4.56)
ou .
My = [W?M:” 0 ]
0 —al,
et
_— [(aH - I‘(lc)T (aH - I‘(lc) + (I_(2C’)T (I_(QC) (aH - I‘(lc): (I‘(;C) + (I_(QC) (aHd ~ K2C ) ]
[ (%) (aHd - f(gc) (aHd - f‘(gc) n (ch) C)J
Par conséquent
Vi1 — Ve < ¢ (M1 + Mz) C- (4.57)

En utilisant le complément de Schur et les notations R = LT P, R; = LgP, I'inégalité M + M, <
0 est équivalente a (4.54). Ceci signifie que sous les conditions du Théoréme 4.4.1, la fonction
Vi est strictement décroissante et donc 'erreur d’estimation est asymptotiquement stable. O

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux méthodes de synthese d’observateurs. La premiere
est une extension de 'approche basée sur le DMVT proposée dans le Chapitre 2 au cas des sys-
temes a retard. Cette approche consiste a transformer la dynamique de 'erreur d’estimation en
un systeme LPV avec retard. Les systemes concernés forment une classe de systemes dont les
non-linéarités sont a jacobiennes bornées.

La deuxiéme méthode utilise une nouvelle structure de I'observateur. Cette structure, de type
Luenberger généralisé, permet d’obtenir des conditions de synthése applicables a une classe
plus large de systemes, a savoir les systemes non lipschitziens.

Toutes les conditions de synthése présentées dans ce chapitre sont exprimées sous forme d’in-
égalités matricielles que I'on peut rendre linéaires (LMIs) en fixant a priori une variable scalaire
positive.

En terme de comparaison, nous concluons les points suivants :
892

- sont bornés, il est préférable d’utiliser le Théo-
réme 4.2.2 (ou bien le Théoréme 4.2.6 pour les systémes non différentiables).

1. Dans le cas ou les termes 8f2 et
J

2. Sl existe des termes af £ non bornés et tels que 0 < 8fl < 400, alors nous sommes dans
J
I'obligation d’utiliser le Theoreme 4.3.4 sous réserve qu une solution existe.

Nous avons également abordé, dans la derniere section de ce chapitre, les systémes a retard a
temps discret. Une extension de la méthode présentée dans la section 3.2.4 du chapitre 3 a été
établie en utilisant une fonction de Lyapunov-Krasovskii classique. Les conditions de synthése
proposées contiennent plus de degrés de liberté, ce qui les rend moins contraignantes.
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Chapitre 5. Application a la synchronisation et au cryptage/décryptage

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une application des résultats introduits dans les chapitres pré-
cédents a la synchronisation et au décryptage dans les systemes de communications chaotiques.
Nos résultats interviennent au niveau de la synchronisation qui constitue une étape centrale
dans les schémas de communications. Nous avons choisi la transmission d’images comme appli-
cation.

Avant de donner les résultats des simulations numériques en utilisant nos méthodes de synthese
d’observateurs (synchronisation), nous commencons par une breve introduction aux systemes
chaotiques, suivie d’'une section sur les systémes de communication chaotiques. Dans cette sec-
tion, nous faisons un état de I'art sur 'utilisation du chaos dans les systemes de communication.
En suite, nous présentons deux principales méthodes de synchronisation des systemes chao-
tiques et quelques techniques de cryptage/décryptage existantes dans la littérature.

5.2 Sur les systémes chaotiques

Cette section est consacrée aux systémes chaotiques, exploités couramment dans les schémas de
communication chaotiques. L’étude théorique approfondie du chaos est loin d’étre I'objectif de ce
mémoire. Nous nous limitons a définir brievement le phénoméne chaotique apparaissant dans
un systéme dynamique déterministe. Nous nous contentons de donner une définition globale
suivie de quelques exemples de systémes chaotiques célebres.

5.2.1 Caractérisation globale du chaos

Quelques systémes physiques se comportent de maniére chaotique. Parmi ces systemes, on peut
citer 'atmosphere, un robinet qui goutte, un pendule excité dans un champ magnétique... Ces
quelques systémes se démarquent par leurs dimensions et 'origine de leurs mouvements.

Il existe plusieurs définitions possibles du chaos. Ces définitions ne sont pas toutes équivalentes,
mais elles convergent vers certains points communs caractérisant ainsi le chaos. Ci-dessous, nous
présentons quelques caractéristiques qui permettent de comprendre qualitativement les points
marquants d'un systéme chaotique.

Sensibilité aux conditions initiales (SCI)

Tout d’abord, les systémes chaotiques sont extrémement sensibles aux perturbations. On peut
illustrer ce fait par Ueffet papillon, popularisé par le météorologue Edward Lorenz.

L’évolution d’'un systeme dynamique chaotique est imprédictible en ce sens qu’elle est sensible
aux conditions initiales. Ainsi, deux trajectoires de phases initialement voisines s’écartent tou-
jours I'une de l'autre, et ceci quelle que soit leur proximité initiale. Il est en particulier clair que
la moindre erreur ou simple imprécision sur la condition initiale interdit de décider a tout temps
quelle sera la trajectoire effectivement suivie et, en conséquence, de faire une prédiction autre
que statistique sur le devenir a long terme du systéme. Ainsi, bien que l'on traite de systemes
déterministes, il est impossible de prévoir a long terme leurs comportements. La seule maniére
est d’'opérer effectivement I’évolution du systéme. Si cette simulation se fait informatiquement,
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un probléme de précision sur les conditions initiales se pose alors : de petites erreurs d’arron-
dissement dues a la précision du type de la variable codant ces conditions initiales peuvent
exponentiellement s’amplifier de telle sorte que la trajectoire de phases obtenue n’est pas repré-
sentative de la réalité.

Ilustrons ce phénomeéne de SCI par une simulation numérique. On affecte a un systeme chao-
tique deux conditions initiales tres proches. Dans un premier temps, les deux systémes évoluent
de la méme maniere ; mais, tres vite, leur comportement devient différent. Ceci est illustré dans
la figure suivante.

40

10 15

t (Temps)

F1G. 5.1 — Evolution dans le temps pour deux conditions initiales tres proches.

Aspect aléatoire

Les courbes précédentes (Figure 5.1) illustrent la sensibilité aux conditions initiales. Cependant,
une autre caractéristique des systémes chaotiques peut étre observée sur les courbes précé-
dentes. En effet, un systeme chaotique évolue d’'une maniere qui semble aléatoire. La courbe
suivante permet de comparer une évolution simple, périodique et donc predictible d’un systéme
classique avec I’évolution plus complexe, non périodique et non predictible d’'un systeme chao-
tique.

40

Amplitude

o 2 4 6 8 10
t (Temps)

F1G. 5.2 — Evolution dans le temps d’un systéme chaotique, comparé a une sinusoide.

Ainsi, les systémes chaotiques semblent évoluer de maniere aléatoire. En tout cas, on ne peut

103



Chapitre 5. Application a la synchronisation et au cryptage/décryptage

prévoir facilement quelle sera leur évolution dans le temps.

Notons que les systemes chaotiques obéissent tout de méme aux lois de la physique. Si on se
place dans I'approximation de la physique classique, on peut affirmer que le systéme est totale-
ment déterministe. Il ne faut donc pas se laisser abuser par le caractére a priori aléatoire qui ne
dénote qu’une complexité du systeme.

5.2.2 Quelques exemples de systémes chaotiques

Dans cette section, nous présentons quelques exemples de systémes chaotiques les plus célebres.

Exemples de systémes a temps continu

Les exemples considérés sont : le systéme de Loreng, le systéme de Réssler et le systéme de Chua.

Systéme de Lorenz

Le systéeme de Lorenz est un exemple célébre de systeme différentiel au comportement chaotique
pour certaines valeurs de parametres. Ce systéme est défini par les équations suivantes :

t=o0(y—x)
Yy=-Tr—Yy— T2 (5.1)
z=—-bz+uxy

Ci-dessous l'attracteur de Lorenz ('espace des phases) et la coordonnée = obtenus a partir des
valeurs numériques o = 10,7 = % et b = 28.

40

100

Amplitude

a
[e]e]

() 2 4 6 8 10 y -50 -50
t (Temps) X
(a) La premiere coordonnée, . (b) Attracteur chaotique de Lorenz.

FIG. 5.3 — Systeme chaotique de Lorenz.
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Systéme de Réssler

Les équations de ce systéme sont les suivantes :

T=—(y+2)
y=z+ay (5.2)
Z2=b+z(x —¢)

Ce systéme, qui a été proposé par 'Allemand Otto Rdssler, est lié a I'étude de I'écoulement
des fluides; il découle des équations de Navier-Stokes. Les équations de ce systeme ont été
découvertes a la suite de travaux en cinétique chimique. Pour une simulation numérique, nous
prenons a = 0.398,b = 2 et ¢ = 4. Nous obtenons ’évolution dans le temps de la coordonnée z
et attracteur de Réssler dans la figure ci-dessous.

Amplitude

(6] 20 40 60 80 100 y -10 -5
t (Temps) x
(a) La troisieme coordonnée, z. (b) Attracteur chaotique de Rdssler.

FIG. 5.4 — Systéme chaotique de Rossler.

Systéme de Chua

Le systeme de Chua est a la base un circuit électrique dont le schéma est donné dans la Fi-

gure 5.5.

Ry ixt) R
30

L Uz(t)‘ — CO " (t) -— Cl If(t'l)

FIG. 5.5 — Le circuit électrique de Chua.

105



Chapitre 5. Application a la synchronisation et au cryptage/décryptage

Ce simple circuit électrique, développé par Leon Chua, possede une dynamique chaotique.
La dynamique de ce circuit peut étre décrite par les équations d’état suivantes :

T = —ﬁ(:m —x2) + C%f(ﬂ:l)
To = ﬁ(ml - wg) + C%wg (5.3)
T3 = %xg + %wg

avec 1
f(xl) = Gpx1 + i(Ga — Gb)(]wl + E’ — \xl — E‘)
et
I (%
= [T2| = |V
x3 %3

Le portrait de phases de ce systeme est donné sur la Figure 5.6.

FIG. 5.6 — L’attracteur chaotique de Chua.

Apres quelques transformations simples, ce systéme peut s’écrire sous une autre forme, appelée
forme sans dimension du circuit de Chua :

b=aly—e 1)
y=r—y+=z (5.4)
Z=—Py—z
ol «, 3, ysont des constantes et f représente la fonction caractéristique de la diode de Chua, qui
est donnée par

£(x) :bx—i—%(a—b)(\x—kl\ — |z — 1\).

avec a < b < 0 sont deux constantes.
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Exemples de systémes a temps discret
Systéme de Henon

Le systéme de Hénon est un modele proposé en 1976 par le mathématicien Michel Hénon. 11
s’agit d’un systéme qui introduit des itérations dans le plan. Ces itérations sont définies par les
relations suivantes.
Thtl1 =G — x% + by
Yk+1 = Tk

(5.5)

Le portrait de phases (I'attracteur) ainsi que la premiere coordonnée, x, du systéme sont repré-
sentés sur la Figure 5.7 pour a = 1.4 et b = 0.3.

() 20 40 60 80
k (Temps)
(a) La premiere coordonnée, x. (b) Attracteur chaotique de Henon.

FI1G. 5.7 — Systéme chaotique de Henon.

Il existe d’autres systémes chaotiques discrets. Nous citons le systeme de Lozi qui consiste en le
systeme de Henon pour lequel la non-linéarité 7 est remplacée par |zy|.

5.3 Communiquer avec le chaos

L’idée d’utilisation du chaos dans les systémes de communication a été inspirée de la décou-
verte de Pecora-Carroll en 1990 [91]. IIs ont montré que deux systémes chaotiques identiques
avec des conditions initiales différentes peuvent éventuellement se synchroniser s’ils sont cou-
plés d’'une certaine maniére convenable, c’est a dire sous certaines conditions. Le développement
des systemes de communication utilisant le chaos a commencé donc avec des schémas de syn-
chronisation trés simples de circuits électroniques, visant pour le cryptage et la reconstruction
simultanés d’un signal d’information. Pour plus de détails, voir [57], [37].

Dans la suite, nous introduisons quelques définitions et résultats concernant la synchronisation
des systemes chaotiques. En effet, la synchronisation joue un réle primordial dans les schémas
de communication.
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5.3.1 Synchronisation des systemes chaotiques

Dans le contexte de la communication, nous signifions par synchronisation qu’un systéme esclave
se force a se synchroniser avec un systéme maitre. Le systéme maitre peut étre décrit par un
systéme différentiel

#(t) = f(x(t)), dans le cas continu,

ou par une équation aux différences
xz(k+1) = f(xz(k)), dansle cas discret

avec le vecteur d’état = € R", la condition initiale 2(0) et une sortie y = h(x).
Par analogie, le systéme esclave est défini par le systeme différentiel

i(t) = f(&(t),y(t)), dans le cas continu,
ou par une équation aux différences
&(k+1) = f(2(k),y(k)), dans le cas discret

avec le vecteur d’état & € R” et la condition initiale z(0).
Nous disons que le systéme maitre se synchronise avec le systéme esclave si

lim ||z — || =0 (5.6)
“+oo

pour tout (x(0),z(0)) € R™ x R™. Ce type de synchronisation est appelé synchronisation d’état.
Il existe deux méthodes principales de synchronisation d’état que nous présentons en détails
ci-dessous :

Auto-synchronisation : Principe de Pecora-Carroll

Certains systemes chaotiques possedent la propriété d’auto-synchronisation, c’est-a-dire qu’on
peut les décomposer en deux sous-systémes, 1'un maitre, 'autre esclave. Ces derniers peuvent se
synchroniser sous l'effet d'un couplage avec un signal commun.

Dans le schéma de synchronization proposé par Pecora et Carroll [91], un systéme chaotique

i = f(z) (5.7)

avec une sortie scalaire y = h(z) est décomposé en deux sous-systémes dont les états sont z; et
To respectivement :
i1 = fi(z1,22) (5.8)

t9 = fa(w2,y) (5.9)

T
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Le systéme est partitioné de facon a ce que les Exposants de Lyapunov Conditionnels (ELCs) [91]
du sous-systeme (5.9) soient positifs.

Qualitativement, les ELCs caractérisent la stabilité de (5.9). Si tous les ELCs sont négatifs, alors
la trajectoire x5(t) est asymptotiquement stable [91]. Ceci signifie que les états de plusieurs
copies du sous-systéme (5.9) se synchroniseront a 'aide du méme signal y(¢).

En particulier, on considére le systéme décrit par :

T = fod2,Yy) (5.10)

Si les ELCs de ce systeme sont tous négatifs et z5(0) est suffisamment proche de xz2(0), alors
I’état &5 converge asymptotiquement vers o, i.e :

lim sz - i‘g” = 0.
t—+o00

En gros, le probleme dans le principe de Pecora-Carroll est de trouver une décomposition (5.8)-
(5.9) convenable, c’est a dire telle que les ELCs de (5.9) soient négatifs.

Ce principe, qui a été initié par Pecora et Carroll [91] en 1990 et ensuite repris dans beaucoup
de papiers tels que [34] et [69], peut étre résumé par la figure 5.8.

y(t)
h
X1 2
>— / — /1 o— / e— />
Sous-systéme 1 Sous-systéme 2

FI1G. 5.8 — Principe de Pecora-Carroll.

Synchronisation a base d’observateurs

Apres la découverte de Pecora-Carroll [91], le probléeme de synchronisation a été rapidement re-
lié au probléme plus général de I'observation d’état non linéaire classique [83], [84], [86]. Dans
cette approche, Le systeme maitre est un systeme chaotique quelconque et le systéme esclave est
un observateur d’état correspondant. La Figure 5.9 illustre ce principe de synchronisation. Cette
approche est fréquemment utilisée dans la littérature, le lecteur peut se référer a de nombreuses
publications telles que [54], [52], [53], [38], [74], [60], [75], [120], [9], [122].

Pour ce principe, nous disons que I'émetteur et le récepteur se synchronisent si le systéme

& = f(Z,u) est un observateur convergent pour le systtme = = f(z,u), y = h(z). Autrement
dit, le probleme de synchronisation revient a déterminer une fonction f telle que :

llz(t) — &(t)|| — 0, quand ¢t — +oo.
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u Emetteur Le signal chaotique transmis Récepteur
(Générateur chaotique ) (Observateur d’état)

i=feyn)  [i= i@

FI1G. 5.9 — Principe de synchronisation a base d’observateurs.

5.3.2 Quelques techniques de cryptage/décryptage

On dispose dans la littérature de différents schémas de communications chaotiques nécessitant
la synchronisation. Dans [113], 'auteur a présenté toutes les techniques existantes, génération
par génération. Il existe de nombreuses techniques de cryptage/décryptage utilisant comme
étape centrale la synchronisation du chaos [113]. Parmi ces techniques, nous citons les quatres
principales suivantes :

Masquage par addition (The additive chaos masking scheme)

Cette technique développée en 1993 [36] est illustrée par la figure 5.10. Elle consiste en deux
systémes chaotiques identiques, I'’émetteur et le récepteur. Le signal chaotique ¢(¢) est I'une des
variables d’état du systéme dans ’émetteur. Le message d’information (le signal utile qui doit
étre crypté) m(t), qui est typiquement trés faible devant ¢(¢), est ajouté au signal c(t) et donne
le signal transmis s(¢). Comme c(t) est trés complexe et m(t) est beaucoup plus petit que c(t),
alors il est difficile de séparer m(t) du signal s(t) sans connaitre c(t).

Systéme
chaotique

(1)

Systéme
chaotique

Emetteur

Canal de
transmission

Synchronisation chaotique

Message

m(t)

Message
reconstitué Récepteur

FIG. 5.10 — Schéma de communication par addition.
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Masquage par décalage (The chaos shift keying)

La méthode de décalage illustrée par la figure 5.11 a été réservée a la transmission de messages
numériques [39]. Dans ce schéma de communication, le message d’information est utilisé pour
commuter le signal transmis entre deux attracteurs chaotiques statistiquement similaires, qui
sont utilisés respectivement pour coder le bit 0 et le bit 1 du message d’information numérique.
Ces deux attracteurs sont générés par deux systémes chaotiques de méme structure et de para-
meétres différents. A la réception, le signal recu est utilisé pour produire un systeme chaotique
identique a ceux de I'émetteur. Le message d’information est restitué par application d’un filtre
passe-bas et ensuite un seuillage de I'erreur de synchronisation e(¢).

systeme | ()0
chaotique ()| -
Systéme c(t)
chaotique 1

Systéme
chaotique

s() > Canal de
transmission

Synchronisation chaotique

Message

Emetteur

Filtre passe-
bas et seuillage

m(t)

Message
reconstitué Récepteur

FIG. 5.11 — Schéma de communication par décalage.

Les cryptosystémes chaotiques

Cette génération de systemes de communication représentée a la figure 5.12 a été développée
en 1997 [115]. Cette méthode combine la technique de cryptographie classique et la synchro-
nisation du chaos afin d’améliorer le degré de sécurité a un niveau beaucoup plus élevé que les
précédentes.

Dans un cryptosysteme chaotique, le message m(t) est crypté par une régle de cryptage, e(.),
avec un signal clé, k(t), qui est généré par le systéme chaotique de I'’émetteur. Le signal masqué,
y(t), est ensuite injecté dans le systeme chaotique afin de changer sa dynamique et la rendre
plus complexe. Une autre variable d’état du systeme chaotique, s(¢), est transmise a travers un
canal de transmission publique accessible par l'intrus. Puisque I'intrus n’a pas accés a la clé chao-
tique, k(t), alors il est tres difficile de déduire m(t) de s(¢). Au niveau du récepteur, le signal
recu r(t) = s(t) + n(t), ot n(t) est le bruit du canal, est utilisé pour synchroniser les deux sys-
temes chaotiques de '’émetteur et du récepteur. Une fois que la synchronisation est achevée, les
signaux k(t) et y(t) seront reconstruits par k(t) et §(t) respectivement. En utilisant la régle de
décryptage, d(.), et les signaux reconstruits k(t) et §(t), alors le message d’information peut étre
restitué par m(t).
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m(t)| Fonctionde [y(t) ) m
Message cryptage - () Fonction de m(t) Message
Typtag décryptage :(
Intrus B
Y

k(1) 70 B0
S(0) 4 (1)

Systeme [ vt
haotig s(f) :I Canalpubliquel >

chaotique

Emetteur

Récepteur

FIG. 5.12 — Schéma de communication en utilisant les cryptosystémes chaotiques.

Systeme de communication avec deux lignes de transmission

Pour cette technique, les deux étapes, synchronisation et cryptage, sont indépendantes. En ef-
fet, deux lignes de transmission sont utilisées. La premiére sert a synchroniser I’émetteur et le
récepteur, tandis que la deuxiéme est utilisée pour le cryptage.

En gros, ce nouveau schéma de communication est composé de trois étapes : 1) cryptage; 2)
synchronisation ; et 3) décryptage. Dans la premiére étape, une fonction fortement non linéaire
® est utilisée pour crypter simultanément le message confidentiel s(t) et 'état chaotique x(¢).
Le signal crypté s.(t) est ensuite envoyé a travers un canal de transmission vers le récepteur.
Dans la deuxieme étape, un signal chaotique y = h(z) est transmis via un deuxiéme canal de
transmission séparé du premier. Ce signal y est utilisé seulement pour la synchronisation, et ne
contient aucune information du message s(t). Dans la troisieme et la derniere étape, I'estimé
z(t) de l'état x(t), généré par le récepteur chaotique (construit par le processus de la synchroni-
sation) et la fonction de décryptage ¥ sont utilisés pour reproduire 'estimé approximatif s,(t)
du message confidentiel s(t¢). Une description systématique de cette procédure est illustrée par
la figure 5.13. Pour un exemple de fonctions ® et ¥, le lecteur peut se référer a [62].

Emetteur chaotique ¥ : Sortie Récepteur chaotique
X : Systeme Z :Systéme
X S: Message Z

\ 4 S d Message décrypté

(O J=m—>{y]

S ¢ : Message crypté

FIG. 5.13 — Schéma de communication a deux lignes de transmission.

Remarque 5.3.1. Mis a part les techniques abordées précédemment, il existe une autre généra-
tion de cryptage/décryptage, connue sous le nom de modulation chaotique, proposée entre 1993
et 1995. Il y a deux fagons différentes de moduler le message avec la porteuse chaotique. La pre-
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miére appelée modulation des parameétres [114] utilise le message pour changer les parameétres
de U'émetteur chaotique. Quant a la deuxiéme méthode, appelée modulation non-autonome [110],
elle utilise le message pour changer Uespace de phase de U'émetteur chaotique. n

5.4 Applications : transmission d’images

Dans cette section, nous présentons une application des méthodes proposées dans ce manuscrit
a la synchronisation et au décryptage dans les systémes de communications chaotiques. Deux
techniques de cryptage/décryptage sont utilisées. La premiére est la méthode avec deux lignes
de transmission représentées a la figure 5.13. Afin de synchroniser 'émetteur et le récepteur, on
utilise la méthode de synchronisation a base d’observateurs. La procédure de synthése du gain de
I'observateur utilisée est celle proposée dans la section 2.2.2 du chapitre 2 (Théoreme 2.2.5). La
seconde technique est basée sur les observateurs a entrées inconnues. Dans ce cas, on utilise un
systéme a temps discret et la procédure de synthése des gains proposée dans le Théoréme 3.2.9
du chapitre 3. Il s’agit de la restauration de I’état et de I'entrée inconnue du systéme. Ici, 'entrée
inconnue joue le réle du signal d’information confidentielle a crypter.

Dans les deux cas, il s’agit de la transmission d’images comme application.

Afin de réaliser le processus de transmission d’'une image, les transformations suivantes sont
nécessaires :

1. A partir d’'une image en couleurs, on génere un signal a une dimension en concaténant
les lignes des trois matrices définissant I'image pour obtenir un seul vecteur. L'utilisation
de la fonction "reshape" du logiciel MATLAB permet d’avoir cette transformation.

2. Les coefficients du vecteur formé sont ensuite normalisés, pour obtenir un signal s(¢t) € [0, 1].

5.4.1 Utilisation de la méthode avec deux lignes de transmission

Pour commencer, on garde les mémes notations que la figure 5.13. Dans cette premiere tech-
nique, on a choisi comme émetteur chaotique le systéme de Rossler (voir la section 5.2) décrit
par les équations :

&1 = —(z2 + x3)

To = T1 + aTs (5.11D)

3 =b+ x3(x1 —¢)

olla=03980b=2etc=4
L’image originale choisie pour la transmission est représentée a la figure 5.14.

Processus de cryptage

La fonction de cryptage utilisée est la suivante :

®(z, s) = arctan(z? + s) + 2. (5.12)
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FIG. 5.14 — Image originale.

L’'image correspondant au signal crypté (envoyé a travers un canal de transmission vers le ré-
cepteur), s. = ®(z, s), est représentée a la figure 5.15.

Processus de synchronisation

Cette étape est utilisée pour la conception du récepteur. On choisit comme signal de sortie
y=2x3,i.e.C= [0 0 17. Ce signal, ne contenant aucune information du message s, est utilisé
seulement pour la synchronisation. Il est envoyé via un deuxieme canal de transmission séparé
du premier.

Les états initiaux de 'émetteur et du récepteur sont les suivants :

T
m:ﬁ 04,
T
zoz[—2 2 1].
En utilisant les LMIs (2.12) du Théoréme 2.2.5, on trouve le gain suivant pour 'observateur (2.5) :

T
L:P%WB-JNMM mwm].

La figure 5.16 montre la convergence vers zéro des trois composantes de I'erreur de synchroni-
sation x — z. La variable x représente 1’état de 'émetteur et z est I'état du récepteur.
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FIG. 5.15 — Image cryptée.

Processus de décryptage

Cette étape sert a reconstruire 'image de départ. La fonction de décryptage W, l'inverse de ®
par rapport a s, est définie par :

U(z, 8.) = tan(s, — 29) — 23 (5.13)

ol z; et 2z, sont respectivement la premiére et la deuxieme composante de 1’état ~ du récepteur.
La figure 5.17 montre I'image correspondant au signal s; = ¥(z, s.) reconstruit.

On constate d’apres la figure 5.17 une perte d’informations provenant des conditions initiales in-
connues de '’émetteur. Afin de palier cette limitation, on a choisi d’augmenter la taille de 'image
originale par ajout d’'une partie vide a 'entrée (pixels noirs ou blancs, selon I'image utilisée). Les
figures 5.18(a) et 5.18(b) représentent respectivement I'image originale et 'image reconstruite
apres augmentation de la taille.

La figure 5.18(b) montre que I'image est bien reconstruite. Seuls les pixels ajoutés a 'entrée de
I'image originale ont subit une perte d’informations.

5.4.2 Synchronisation et décryptage simultanément

Dans cette seconde technique, I’état de '’émetteur et le signal d’information correspondant a
I'image a transmettre sont reconstruits simultanément. La technique s’inspire des observateurs
a entrées inconnues étudiés dans la section 3.2.5. Les entrées inconnues jouent le réle du signal
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Magnitude

4
t (Time)

FIG. 5.16 — Composantes de I'erreur de synchronisation.

d’information. Le systéme chaotique correspondant a 'émetteur est la version discrete du sys-
téeme de Lorenz obtenue par la méthode de discrétisation d’Euler avec un pas de discrétisation
h = 0.01 s. Ce systeme s’écrit apres ajout du signal d’information sous la forme (3.26) avec les
parametres suivants :

1—10n 10h 0O 30
A=| 280 1-h 0 |, Ay=h|28],
0 0 1-2n 10

et la fonction non linéaire

R i)

La variable u est le signal a une dimension correspondant a I'image originale représentée a la
figure 5.14. Le systeme chaotique correrspondant au récepteur est I'observateur (3.31).
Les états initiaux de I'émetteur et du récepteur sont les suivants :

T
2o = [—0.1 0.5 0.1] . ug =0,

20:[0.5 1 -1 0.1]T
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FI1G. 5.17 — Image décryptée.

En utilisant les inégalités matricielles (3.37)-(3.38) du Théoréme 3.2.9 du chapitre 3, on trouve
les gains suivants pour I'observateur (3.31) :

0.3000  0.1000 0 —0.3000

0 0.9900 0 0
—0.0500 0 0.9733  0.0500 |’
—0.3000 —0.1000 0 0.3000

0.3000 0

| 0.2800 o
0.1000 |’ 05
—0.3000

Les matrices auxiliaires sont :

1.6948 —0.0269 —0.0046 —0.0854
—-0.0269 1.9032  0.0015  0.0269

P =
—0.0046  0.0015  1.9038  0.0046 |’
—0.0854 0.0269  0.0046  1.6948
1 00 0
Q= 0.5388 0 5= 0 10 7= 0
0 0.5388 0 01 0
-1 0 0 1
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(a) Image originale augmentée. (b) Image décryptée.

F1G. 5.18 — Images originale et décryptée aprés augmentation de la taille.

Les figures 5.19(a) et 5.19(b) montrent respectivement I'image envoyée a travers un canal de
transmission (I'image cryptée) et 'image décryptée. D’aprés la figure 5.19(b), I'image est bien
reconstruite. Elle présente seulement quelques pixels incorrects a 'entrée de I'image, qui sont
diis a la non connaissance des conditions initiales.

(a) Image cryptée. (b) Image décryptée.
FIG. 5.19 — Images cryptée et décryptée.

Remarque 5.4.1. Il est a signaler que les problémes de sécurité dans les systémes de communica-
tions chaotiques ne sont pas considérés dans ce manuscrit. Il s’agit d’une application de certaines
procédures de synthése d’observateurs proposées dans ce mémoire aux problémes de synchronisation.
[
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5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, aprés une introduction aux systémes chaotiques et un état de l'art sur la
synchronisation et les différentes techniques de cryptage/décryptage en utilisant le chaos, une
application de nos méthodes de synthese d’observateurs est présentée dans la section 5.4. Deux
techniques de cryptage/décryptage sont utilisées : la premiere est la méthode avec deux lignes
de transmission. La procédure de synthése du gain de 'observateur utilisée pour la synchroni-
sation de I’émetteur et le récepteur est celle proposée dans la section 2.2.2 du chapitre 2 (Théo-
réme 2.2.5). La seconde technique est inspirée des observateurs a entrées inconnues. Dans ce
cas, on a utilisé la méthode de synthese des gains proposée dans le Théoreme 3.2.9 du cha-
pitre 3. Il s’agit de la restauration de I'état et de I'entrée inconnue du systeme considéré. On a
utilisé un systéme a temps discret pour valider les résultats du chapitre 3. L’entrée inconnue est
le signal d’information a transmettre.

Dans les deux cas, le signal d’information correspond a une image.
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Durant cette thése, nous avons proposé plusieurs méthodes de synthese d’observateurs d’état des
systemes non linéaires qui permettent d’améliorer les résultats existant dans la littérature. Ces
méthodes réduisent le conservatisme de certaines techniques mentionnées dans le chapitre 1,
dans le sens ou les conditions de synthése sont moins contraignantes et applicables a une classe
plus large de systemes non linéaires.

L'une des contributions principales de notre travail de recherche, présentée dans le chapitre 2,
réside dans l'utilisation du Théoréeme des Accroissements Finis (DMVT) qui permet de ramener
le probléme d’estimation d’état d’un systeme dynamique non linéaire a un probleme de stabilité
d’un systeme Linéaire a Parameétres Variant (LPV). En fait, le DMVT intervient au niveau de la
dynamique de l'erreur d’estimation (qui définit un systeme non linéaire quelconque) afin de la
transformer en un systeme LPV. En se basant sur les techniques LPV reportées dans la littérature,
des conditions de stabilité sous forme d’Inégalités Linéaires Matricielles (LMIs) ont été obtenues.
Des généralisations ont été obtenues pour les systemes non différentiables, les systémes partiel-
lement LPV et les systémes a sorties non linéaires. L'utilisation de la théorie H,, nous a permis
d’adapter notre approche au cas des systémes affectés par un bruit borné. Une conception d’'un
observateur robuste a été détaillée dans le chapitre 2. Des conditions de synthése du gain de
I'observateur, tenant compte de la robustesse au bruit, ont été établies. Cette technique a été
ensuite étendue aux systemes non linéaires a entrées inconnues, a savoir I’estimation de 1’état et
des entrées inconnues (simultanément) avec des conditions de synthése non contraignantes.

Une deuxieme méthode a été également présentée dans le chapitre 2. Cette derniere repose
sur l'utilisation d'une nouvelle structure de 'observateur, basée sur les observateurs de Luenber-
ger généralisés. Cette structure permet de compléter les résultats développés dans [44] d'une
part, et d’autre part elle permet d’étendre la méthode basée sur la transformation en LPV a une
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classe plus large de systémes. Une version de cette méthode de transformation en systeme LPV
a été présentée dans le chapitre 3 pour le cas des systemes a temps discret.

Nous avons également développé des techniques spécifiques aux systémes non linéaires lip-
schitziens a temps discret. Les résultats, détaillés dans le chapitre 3, que nous avons obtenus
sont intéressants. En effet, cette classe de systemes est peu étudiée par la communauté scien-
tifique. Peu de méthodes ont été établies dans la littérature. La contribution principale se situe
dans la construction de nouvelles fonctions de Lyapunov qui ont permis d’obtenir des condi-
tions de synthése moins restrictives que celles obtenues antérieurement. Une amélioration de
ce résultat a été ensuite proposée. Cette amélioration repose sur l'utilisation d'un OLG et I’écri-
ture du systéme étudié sous une forme plus détaillée, c’est-a-dire, la spécification de la matrice
B de distribution de la non-linéarité dans le systeme, et la matrice H de distribution de I'état
dans la non-linéarité. En fait, l'injection de ces matrices dans le systéme et I'utilisation d'un OLG
permettent d’éliminer I'effet de la constante de Lipschitz et rendent les conditions de synthése
moins contraignantes et satisfaites dans la plupart des cas. Il est a signaler également que la
spécification des matrices B et H joue un role trés important sur la faisabilité des conditions de
synthese. En effet, ’'absence de la matrice H signifie que la méthode de synthese ne distingue
pas un systéme, dont la non-linéarité dépend de I’état entier, d’'un autre dont une partie de 1’état
est présente dans la non-linéarité. Une application de cette méthode a la restauration d’entrées
inconnues a été directement envisagée.

Grace a une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii particuliere, une généralisation, des résul-
tats obtenus dans les chapitres 2 et 3, a des systéemes non linéaires a retard a été présentée dans
le chapitre 4.

Dans le chapitre 5, aprés un bref état de I'art sur la synchronisation et les différentes techniques
de cryptage/décryptage dans les systémes de communications chaotiques, une application a la
transmission d’images a été présentée. Deux techniques ont été utilisées : la premiére est la
méthode a deux lignes de transmission (figure 5.13), et la seconde s’inspire des observateurs a
entrées inconnues. L'objectif de cette application est de valider certaines méthodes de synthese
d’observateurs développées dans ce manuscrit.

Ce travail ouvre la voie a d’autres développements qui restent ouverts notamment en ce qui
concerne la recherche de nouvelles fonctions de Lyapunov qui permettent de réduire le conser-
vatisme des approches actuellement disponibles dans la littérature. Une autre voie concerne la
recherche d’une nouvelle structure d’observateurs qui permet I’applicabilité de nos résultats a
des classes plus larges de systemes non linéaires.

L’hypothese sous laquelle la méthode de transformation en systeme LPV en utilisant le DMVT
est la bornitude de la jacobienne de la fonction non linéaire f, c’est a dire ng;_(.) doivent étre
des fonctions bornées. Cet obstacle a ouvert deux voies de recherche qui sont actuellement a

Pétude. Ces deux voies sont les suivantes :

1. Systémes a état borné : 1l existe plusieurs systemes dynamiques pour lesquels la jacobienne
de la non-linéarité n’est pas bornée et pourtant ’état du systéme est borné, c’est le cas
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des systemes chaotiques par exemple. Pour cette classe de systémes, nous avons pensé
a construire un ensemble de systemes dynamiques a états bornés basé sur le systeme
original. La question qui se pose est comment choisir un élément de cet ensemble dont
I’état convergera vers I’état du systéme original ?

2. Systémes a état non borné : Pour cette classe de systémes, nous sommes a la recherche

d’une transformation non linéaire générale qui puisse transformer le systéme en un autre
dont la jacobienne de la nouvelle non-linéarité soit bornée. Une fois que la transformation
est obtenue, nous utilisons la méthode de transformation en LPV pour estimer I'état du
systéme transformé et puis utiliser la transformation inverse pour estimer 1’état du systeme
de départ.

La résolution de ces deux problemes permet d’établir une méthode de synthése d’observateurs
pour une classe large de systémes non linéaires, avec des conditions de synthése non contrai-
gnantes.
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Annexe A. Quelques rappels mathématiques

A.1 Théorie des Matrices

Cette annexe regroupe des rappels sur quelques notions mathématiques utilisées dans ce mé-
moire.

Définition A.1.1. Une matrice symétrique S € R™*" est dite :

1. définie positive S >0 ssiazl’ Sz > 0pourtoutx € R* x 0.
2. semi-définie positive S >0 ssi xSz > 0 pour tout x € R, z # 0.
3. définie négative S <0 ssix!Sx < 0pourtoutx € R", x # 0.
4. semi-définie négative S >0 ssix’ Sz < 0 pour tout x € R”, x # 0.

Complément et lemme de Schur
Ici, nous présentons brievement le complément et le lemme de Schur utilisés dans le chapitre 3.

Définition A.1.2. (Complément de Schur [30]) Pour une matrice A inversible, le complément de
Schur de A, dans la matrice M donnée par :

A B
M =
est la matrice D — CA~'B. -

Définition A.1.3. (Lemme de Schur [30]) Pour A = AT et C = C7,
A B
( A C) -0

C—BTA'B>0si A>0

si et seulement si

ou de fagon équivalente, si et seulement si

A—BC'BT >0 si C>0.

A.2 Rappels sur la Convexité

Comme notre nouvelle approche basée sur le DMVT requiere principalement le principe de
convexité, alors nous présentons dans cette section quelques définitions et propriétés sur les
ensembles convexes, les fonctions convexes et le principe de convexité lui méme.
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A.2. Rappels sur la Convexité

Définition A.2.1. (Ensemble convexe) Un ensemble E est dit convexe si

A1+ (1= Nazg € FE

pour tout x1,xo € E et pour tout 0 < A < 1.

Géométriquement, ceci signifie que tout segment liant deux points quelconques appartenant a
un ensemble convexe est inclus dans cet ensemble.

Définition A.2.2. (Fonction convexe) Une fonction ¢ : R™ — R est dite convexe si

e (A1 + (1= Nr2) < Apl@r) + (1= Np(a2)

pour tout x1,ze € R™ et pour tout 0 < A < 1.
La fonction ¢ est strictement convexe si et seulement si

(A + (1= Nr2) < Apl@r) + (1= Np(a2)

pour tout x; # xo et pour tout 0 < \ < 1.
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Résumé

L’objectif de cette thése était de développer des méthodes de synthése d’observateurs offrant des condi-
tions de synthése non contraignantes. Trois méthodes ont été proposées et différentes classes de systemes
ont été traitées. La premiére est la méthode de transformation en systeme LPV basée sur I'utilisation du
théoréme des accroissements finis (DMVT). Cette technique, qui fournit des conditions de synthese non
restrictives, est étendue a plusieurs classes de systemes non linéaires tels que les systémes non diffé-
rentiables, les systémes a sorties non linéaires, les systemes a entrées inconnues, les systémes a retard
et les systéemes a temps discret. La seule limitation liée a la méthode est le fait qu’elle n’est applicable
que pour des non-linéarités a jacobiennes bornées. Afin de surmonter cette limitation, une deuxiéme mé-
thode est obtenue en combinant la technique du DMVT avec une nouvelle structure d’observateurs de
type Luenberger généralisés. Grace a cette structure, de nouvelles conditions de synthése sont établies.
Ces conditions sont valables méme si la jacobienne de la non-linéarité n’est pas bornée.

Par ailleurs, une nouvelle méthode de synthese d’observateurs spécifique aux systemes a temps discret est
également proposée. Cette méthode utilise la condition de Lipschitz conjointement avec la fonction de
Lyapunov standard. Des améliorations, qui permettent d’obtenir des conditions de synthése non contrai-
gnantes, sont ensuite proposées en faisant appel a une nouvelle fonction de Lyapunov plus générale (qui
tient compte de la non-linéarité du systéme) et a un observateur de Luenberger généralisé (OLG) qui
permet de réduire I'effet de la constante de Lipschitz.

Enfin, les résultats obtenus sont validés par une application a la synchronisation et au cryptage/décryptage
dans les systémes de communications chaotiques.

Mots-clés: observateurs non linéaires, stabilité au sens de Lyapunov, systémes a temps discret, systemes
a retard, synchronisation des systémes chaotiques, synthése H.,, principe de convexité, théoréme des
accroissement finis, systémes LPV, LMI

Abstract

The objective of this thesis was to develop observers synthesis methods providing nonrestrictive synthe-
sis conditions. Three methods are proposed and different classes of systems are treated. The first one is
the method of transformation into LPV system based on the use of the Differential Mean Value Theo-
rem (DMVT). This technique, which provides nonrestrictive synthesis conditions, is extended to several
classes of nonlinear systems such as nondifferentiable systems, systems with nonlinear outputs, systems
with unknown inputs, time-delay systems and discrete-time systems. The only limitation related to this
method lies in the fact that it is applicable only for nonlinearities with bounded jacobian. In order to
overcome this limitation, a second method is obtained by combining the DMVT technique with a new
structure of generalized Luenberger observers. Thanks to this structure, new synthesis conditions are es-
tablished. These conditions are valid even if the jacobian of the nonlinearity is not bounded.

In addition, a new observers synthesis method for discrete-time systems is also proposed. This method
uses conjointly the Lipschitz condition with the Lyapunov standard function. Improvements, which al-
low to obtain nonrestrictive synthesis conditions, are proposed by using a new more general Lyapunov
function (which takes account of the nonlinearity of the system) and with a generalized Luenberger
observer (OLG) which allows to reduce the effect of the Lipschitz constant.

Finally, the obtained results are validated by an application to synchronization and encoding/decoding in
chaotic communication systems.

Keywords: nonlinear observers, Lyapunov stability, discrete-time systems, time-delay systems, synchro-
nization of chaotic systems, H, filtering, convexity principle, differential mean value theorem, LPV sys-
tems, LMI






