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ETUDE NUMERIQUE DES ECOULEMENTS TRIDIMENSIONNELS DANS DES
CAVITES ROTOR STATOR CYLINDRIQUES

Résumeé

L'écoulement d'un fluide visqueux incompressible dans unecylindrique rotor-stator est étudié. Ces
écoulements ont fait I'objet de récents travaux numériquesnensionnels pour des rapports d’aspect
h > 1.75. On propose une étude numérique de la rupture de I'axisigndtr I'écoulement dans une
cavité de rapport d'aspect rédult € 1 et1.5) et des nombres de Reynolée < 8500.

Les équations de Navier-Stokes sont résolues par un cadseipression en coordonnées cylindriques
qui repose sur des méthodes aux différences finies du secdred Deux approches numériques sont
mises en ceuvre pour mener cette investigation.

— L'une consiste a linéariser les équations autour d’unléceent de base axisymétrique stationnaire.
Les conditions initiales résultent de la superposition 'deculement de base et d'une perturbation
aléatoire. Cette analyse de stabilité linéaire permet therméner le premier seuil de criticalité et met
en évidence le mode azimutal le plus instable.

— L'autre consiste a intégrer les équations du mouvemertt @fférentes conditions initiales : (i) soit
un écoulement de base axisymeétrique stationnaire peraléla¢oirement, (ii) soit un état ou le fluide
est au repos, (iii) soit un régime établi trouvé pour uneeavaiteur deRe.

L'analyse de stabilité non-linéaire (i) montre que le déppement d’'un modg, est responsable d’'une
bifurcation de Hopf super-critique lorsquée dépasse une premiére valeur critique. L'écoulement de
base bascule alors vers des solutions instationnairesram@d’, dont les caractéristiques spatiales
dépendent de la valeur dg. L'axisymétrie de I'écoulement n’est brisée que lorsgue# 0. Dans ce
cas, les solutions super-critiques sont des ondes quiexhilme invariance par rotation d'ange/ k.
autour de l'axe et qui tournent avec une période azimtglg, = k. x T'. L'écoulement subit ensuite
d’autres bifurcations et les caractéristiques spatigatamlles des ondes tournantes bifurquées sont
présentées en détails. L'utilisation d’autres conditianiales (ii)—(iii) met en évidence des branches
de solutions multiples : il apparait que la convergence /ane ou l'autre des solutions possibles
dépend de la facon dont est répartie I'énergie cinétiquesdart

Mots-clés

mécanique des fluides / écoulement en rotation / brisureagsymétrie / transition / simulation numé-
rique directe






NUMERICAL SIMULATION OF THREE-DIMENSIONAL FLOWS IN A
ROTATING LID-CYLINDER CAVITY

Abstract

The flow in a cylindrical tank filled with an incompressiblesgous fluid is considered. The motion is
due to the rotation of one lid at constant angular velocigcéht three-dimensional computations have
been recently performed for aspect ratios 1.75. The aim of this work is the numerical investigation
of the symmetry-breaking of the flow in a cavity of reducedeaspatio ¢ = 1 and1.5) and Reynolds
numbersRe < 8500.

The resolution of the Navier-Stokes equations in velopityssure formulation written in cylindrical
coordinates is accomplished using second-order finitergifftes methods. Two methodologies have
been applied to study the loss of axisymmetry.

— The governing equations cast in perturbation form witheesto an axisymmetric steady base flow, in
linearized form, are solved starting from a randomly distréd initial perturbation. This linear stability
analysis allows for the determination of the first thresheohdl highlights the most unstable azimuthal
modek,.

— The integration of the full Navier-Stokes equations igiedrout starting from initial conditions that
may be either a randomly distributed initial perturbatigno¢ a rest state (ii) or an intantaneous field
from a previous computation (iii).

The nonlinear stability analysis (i) shows that a supecaiitHopf bifurcation involving a dominant
azimuthal modé:. occurs whemRe exceeds a first threshold. Solutions of the first branch aiiedtie,
having associated peridd, and their spatial structure depends on the vajuéxisymmetry is broken
beyond the bifurcation only wheh. # 0. In this case, the result is a wave which rotates around the
axis with a periodl i, = k. x T'. The flow undergoes then subsequent bifurcation®is increased.
The characteristics of the bifurcated rotating waves agseguted in details. Starting from other initial
conditions (ii)—(iii) highlights regions of hysteresishet reached branch depends on the way the initial
kinetic energy is distributed.

Key words

fluid mechanics / swirling flow / symmetry-breaking / traiwit/ direct numerical simulation
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Ecoulements tournants

Depuis pres d’'un siecle, la dynamique des fluides visquewottion constitue un axe de
recherche incontournable de la Mécanique des Fluidesgbi@ement suscité par ce type
d’écoulements chez les théoriciens, les expérimentastude nos jours par les numericiens
s’explique par :

e L'omni-présence des écoulements tournants dans la naguraune gamme de dimensions
caractéristiques extrémement vaste. On les rencontrexparpe en géophysique (courants
marins), en meétéorologie (dynamique des écoulements ptrédgues, voir Fig. 1.1) ou en
astrophysique (étude des écoulements gazeux autour des)to

FIG. 1.1 — Image satellite d’'un ouragan au large des c6tes aamgei (Floride).

e Les développements industridi effet, des applications technologiques aussi nombseus
gue variées exploitent la mise en rotation des liquides suyde dans des systémes a géome-
tries cylindriques (c’est-a-dire des configurations guiibgnt une symeétrie autour d’'un axe).
Des lors, la communauté scientifique leur a consacré de remibravaux : une connaissance
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4 1.2. Configurations géomeétriques

approfondie des transferts de masse et de chaleur implipés les machines tournantes
(comme les turbomachines) a permis d’améliorer le rendedwtels dispositifs ainsi que la
durée de vie des piéces qui les composent.

e Le caractére fondamental de ces écoulements en rotajigren fait d’excellents candidats
pour la compréhension des phénomenes d’'instabilités tetdiédes scénarios de transition
depuis un régime laminaire vers les régimes turbulents éceslements tournants dans des
géomeétries relativement simples ont fait I'objet d’'un gtamombre de travaux théoriques.

Dans le cadre de notre travail, notre propos est d’étudieédeulements de fluides visqueux
incompressibles dans des configurations géométriguesasiap d’un cylindre stationnaire
fermé par deux couvercles co-axiaux. Le mouvement est einggrar la rotation de I'un des
disques a vitesse angulaire constante. En ce qui nous oenderrapport entre la hauteur
du cylindre et le rayon des couvercles sera supérieur ouaegal En particulier, nous nous
sommes concentrés sur I'apparition d’instabilités trigimsionnelles responsables de la brisure
de I'axisymétrie de tels écoulements. Cette investigatgtiréalisée par voie de simulations
numériques directes.

Mais auparavant, les principales classes d’écoulementsdats rencontrées dans la litté-
rature sont brievement passees en revue (81.2). Pour @ochapitre d’introduction, nous

annoncerons le plan du mémoire (81.3). Nous signalons dessamt que I'aspect thermique
ne sera pas abordé ici.

1.2 Configurations géométriques

1.2.1 Systémes de Taylor-Couette

Les publications consacrées aux écoulements de Taylogt@osont incontestablement les
plus abondantes dans la littérature. Le systeme étudiéespiate annulaire entre deux cy-
lindres co-axiaux de rayoR; et R, (avecR; < R.) rempli d’'un fluide visqueux. La mise

en mouvement du fluide est engendrée par la rotation de I'uheswleux cylindres. Sur les
photographies de la figure 1.2, on visualise différentesltapes de type Taylor-Couette

Dans ses travauxXaylor (1923) [70] a examiné analytiquement la stabilité d’'un écoulement
confiné entre deux cylindres concentriques en rotatio@mifftielle. Les parois cylindriques
sont supposeées infiniment longues et séparées par unerldrgatrefere = R, — R; faible
devant leur rayon. Il a montré que la stabilité de ces écoemesnest gouvernée par un pa-
rameétre sans dimensidfu, appelé nombre de Taylor. Celui-ci tient compte de la géomét
du systéemed, R., R;), des vitesses angulaires des cylindres et de la viscas@éatique du
fluide v. L'auteur a confirmé ce résultat par voie d’expériences traton rotor-stator ou le

Photographies téléchargées depuis le site "www.geocitiegevolutionweb/boek/H6.htm#taylor", mais le
nom de l'auteur n’y figure pas.



1. Introduction 5

cylindre externe est fixe. Sa conclusion est la suivantesglog le nombre de Taylor dépasse
une valeur critiqudu,., I'écoulement circulaire bifurque vers un écoulementqefiue dans
la direction axiale qui combine un mouvement circonféedrdt des cellules de Taylor (i.e. :
une paire de tourbillons de Taylor adjacents contra-ifs)ati

FIG. 1.2 — Visualisations expérimentales des écoulements g®ri@ouette en situations
rotor-statorDe gauche a droite écoulement laminaire de Couette, rouleaux axisymétsique
de Taylor, ondulations azimutales, écoulement de Taytarefte superposé a un écoulement
axial.

L'augmentation délz déstabilise les tourbillons de Taylor au point de romprgisgmétrie
des états périodigues. Une seconde transition s’est damuipe et les écoulements bifur-
qués sont décrits de la fagon suivante. Aux structuresapafprécédentes se superposent des
ondes instationnaires qui se propagent suivant la direetzimutale dans le sens de la rota-
tion. Coles (1965)[13] puis Cognet (1968)[12] ont visualisé ces mouvements doublement
périodiques par le biais d’expérienc€ngneta décrit I'apparition des régimes apériodiques
comme le résultat d’'une cascade inifinie d’'instabilitéssaide que chaque nouvelle instabilité
introduit sa fréquence caractéristiqgue dans la dynamiquigucde. Ce scénario de transition
multi-périodique vers la turbulence a été rapportélzardau (1944)

Au dela du premier point de bifurcatidfu,., la multiplicité des solutions axisymeétriques pé-
riodiques a été observée expérimentalemenBpakhalter & Koschmieder (1974) [10] en
démarrant brusquement la rotation du cylindre intérieund’part, et numériquement par
ziary & Grillaud (1978) [5] en choisissant diverses conditions initiales d’auttg.d_es écou-
lements super-critiques se distinguent les uns des audrds pombre de cellules.

Enfin, il existe dans la littérature des travaux relatantdenbinaison d’'un écoulement de
Taylor-Couette rotor-stator (seule la paroi interne teuanune vitesse angulaire constante)
avec :

0 Un écoulement axial de type Poiseuille : par exemple, laglisations expérimentales
deRaguin, Shannon & Georgiadis (2001)54] ont montré qu’un faible débit engendre
I'inclinaison et le rétrécissement des tourbillons de daylles investigateurs ont égale-
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ment noté que la vitesse de progression des tourbillonsldatisection axiale est plus
élevée que celle du débit imposé.

[0 Un forgage sinusoidal au cours du temps : soit le cylindexi oscille périodiquement
le long de l'axe, soit le cylindre externe oscille périoddquent autour de I'axe. Dans
un trés récent papieL,opez & Marques (2002)[38] s’attachent a explorer par voie
numeérique les bifurcations subies par ces écoulementslémdu

[0 La contra-rotation de la paroi externe : ce cas reste encaleonnu, mais les calculs
tridimensionnels d€zarny, Serre, Bontoux & Lueptow (2001)[17] ont mis en évi-
dence l'existence de structures spiralées complexes.

1.2.2 Disques libres et cavités inter-disques ouvertes

Historiquement, les premieres investigations ont portédas configurations géométriques
ouvertes composées d’'un disque de rayon infini en rotatiaos da fluide d’extension infinie
dans la direction normale au disque. Le disque et le fluidegr@uourner indépendamment
I'un de l'autre. Dans ce contexte idéalidggn Karman (1921) a déterminé analytiquement
des solutions générales aux équations de Navier-Stoked’sgpothése de similarité.

Plus tard,Bodewadt (1940)[9] a montré la présence d’une couche limite centripete sur u
disque stationnaire de rayon infini placé dans un fluide &sgen rotation. Ensuite, la situa-
tion inverse a été examinée gakman (1950)[22] : ses travaux ont montré I'existence d’'une
couche limite centrifuge sur un disque d’extension radiafmie qui tourne dans un fluide
visqueux au repos.

Les investigations qui ont suivi se sont concentrées susdénarios de transition pour des
ecoulements plus réalistes avec des disques de rayon fims. d@acadreéyVilkinson & Malik
(1985)[76] ont décrit I'apparition deux types de topologie en gaulx organisés en spirales
dans une couche limite de tyfgkman. Une facon de les différencier consiste a comparer
I'angle o formé par I'axe des rouleaux et la direction azimutale :

[0 Les structures de type | correspondent a des spiralesrstaires par rapport a la rota-
tion du disque etv € [10°, 15°].

0 Les structures de type Il prennent la forme de spirales tinst@aires animées d’un
mouvement centrifuge et € [—20°, 0°].

Les études de stabilité linéaire ont révélé que ces straiobis pouvaient étre pergues comme
la manifestation d’'une instabilité inflexionnelle pourypé | et visqueuse pour le type Il. Par

ailleurs, les travaux expérimentaux 8avas (1987)57] ont montré I'existence de structures

spatiales de type | dans les écoulements de Bagmkewadt

Par la suite, les recherches se sont orientées vers desgmis entre deux disques co-axiaux
paralléles d’extension radiale finie dont I'un est en rotatCes configurations rotor-stator ont
souleve une célebre polémique oppodzatchelor (1951)[6] et Stewartson (1953]69] dont
I'objet fat I'existence [6] ou non [69] d’une couche limitersle stator. En fait, il s’avere que
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ces deux solutions sont possibles : les configurations fesrparaissent plus propices aux
solutions de typ®atchelor, alors que I'absence de ceinture périphérique est faverabbeé-
veloppement d’'une solution de tyf¢ewartson

Les cas académiques précédents préfigurent les deux ctiéseslements tournants dont
nous allons parler maintenant.

1.2.3 Cauvités inter-disques fermées

(@) (b)

FiG. 1.3 — Deux exemples d’écoulements inter-disques vistmbspérimentalement pér.
Gauthier, P. Gondret et M. Rabaud (a) Situation rotor-stator : cercles concentriques se
propageant depuis la périphérie vers le cerfreContra-rotation : superposition des réseaux
de spirales positives et négatives.

Les géomeétries inter-disques se composent de deux disquesritaux d’axe commun fer-
més a leur périphérie par un bandeau vertical fixe. Le raysrcdaverclesk et la distance
H qui les sépare (entrefer) sont tels que le rapport d’aspeet H/R soit plus petit que
l'unité. Lorsque la rotation d’un des disques est faible,deuches limites décrites ci-dessus
sont jointes (solutions dites d&ouette). Au contraire, 'augmentation de la rotation engendre
'amincissement puis la séparation des couches limitést(saos dites ddBatchelor). Dans ce
cas, le fluide localisé autour de I'axe de symétrie est eniootgolide.

Dans le cadre des écoulements rotor-stator (un seul disgueeta vitesse angulaire constante),
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Cousin-Rittemard, Daube & Le Quéré (1998,1999%e sont attachés a élucider la nature de
la premiére bifurcation qui, curieusement, conduit deeatnt aux régimes chaotiques. Dans
cette optique, les auteurs ont examiné les solutions tesued intégrant les équations de

Navier-Stokes axisymeétriques stationnaires [15, 16] ®hionnaires [14].

RécemmentDaube & Le Quéré (2002)[21] se sont focalisés sur ce probléeme en menant
une analyse de stabilité linéaire dans une cavité dont [@rape formeh est fixé &.1. Par le
biais de calculs axisymétriques, ils montrent que la presifurcation présente des aspects
sous-critiques et qu’aucun cycle limite n’est observé asinage du seuil de stabilité linéaire.
En outre, des solutions apériodiques existent en déca diti g@iransition.

Les investigations expérimentales @authier, Gondret & Rabaud (2001)[26] corroborent

la nature trés instable des écoulements inter-disquesombinant les vitesses angulaires de
rotation des deux disques et en effectuant des visualisatie I'écoulement par nappe laser,
les auteurs ont fait apparaitre une grande variété de stasctEn situation rotor-stator, des
ondes propagatives circulaires ont été observées (Fig)laB®rs qu’en contra-rotation, les
motifs sont des spirales positives et/ou négatives (F&jbléventuellement superposées a des
ondes axisymétrique’s

Lopez, Hart, Marques, Kittelman & Shen (2002)[41] se sont intéressés aux écoulements
de fluides dans une cavité contra-rotative de rapport déaspe 0.5. En particulier, les simu-
lations tridimensionnelles et les visualisations expéritales s’accordent sur la coexistence
d’ondes azimutales tournantes associées aux mades! et5 pour certaines valeurs du dif-
férentiel de rotation des disques.

Des simulations numériques tridimensionnelles de I'éamént dans une cavité inter-disque
avec un moyeu central ont également été effectuées. Parmpbéxdi publication deSerre,
Crespo del Arco & Bontoux (1999)[58] apporte des éléments nouveaux quant a la nature
de l'instabilité des couches limites dans ces systemes. é@taines combinaisons des pa-
rametres de controle (i.e. : le nombre de Reynolds, dontfiaitién est donnée au chapitre
suivant, et le rapport entrefer/rayon), la topologie dedidement se compose de paires de
rouleaux progressant sous forme de bras spiralés. L'amdbly$eur inclinaisoa par rapport a
une normale a I'axe de rotation suggére que ces structudaadinsionnelles oscillatoires sont
analogues aux instabilités de type | et Il dont nous avores pigjlé précédemment.

Dans la littérature, on trouve des travaux expérimentauuptériques relatant I'écoulement
d’un fluide visqueux incompressible dans des cuves cylijjues rotor-stator. De telles confi-
gurations géométriques peuvent étre décrites comme déganter-disques rotor-stator
pour lesquelles la distance séparant les deux couverdigdussgrande que leur rayon (i.e. :
h = H/R > 1). Dans le cadre de ce travail, c’est précisément sur cettseld’écoulements
en rotation que nous nous sommes focalisés : le prochaintahbgur est entierement consa-
cré.

2Photographies téléchargées depuis le site "www.arisstesfasud.fr/ rabaud/Recherches/Disques.html"
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Remarque- Les systémes de Taylor-Couette et les écoulements iigfeesine seront donc
pas abordés dans la suite du manuscrit. Néanmoins, il @segsant de noter que toutes ces
configurations geomeétriques peuvent étre traitées numgmgnt en adaptant le méme code
de calcul.

1.3 Plan du mémoire

Ce premier chapitre d’introduction a permis de resituerenétude dans le contexte des écou-
lements en rotation. Nous avons choisi d’organiser ce me&nadeithése de la maniére suivante.

O Le chapitre 2 concerne les écoulements entrainés par unedesq rotation au fond
d’'une cuve stationnaire. Apres avoir décrit ce systemes mwaposerons une analyse
bibliographique donnant un apercu des connaissancedlastsigr la dynamique de ces
ecoulements. En outre, les objectifs de notre étude seréaisgs dans ce chapitre.

0 Le chapitre 3 est consacré a la mise en équation du probléseduations d’évolution
sont résolues numériquement par les techniques détailleelsapitre 4.

0 Au chapitre 5, les calculs présentés sont comparés a qeelgseltats de la littérature,
ce qui nous a permis de valider la méthode utilisée.

[0 Dans les chapitres 6 et 7, nous rapportons I'analyse deslsdt@imensionnels pour
des cuves cylindriques dont le rapport d’allongement akiabt fixé al puis1.5. En
particulier, on s’appliquera a donner des informationsceonant la rupture spontanée
de I'axisymétrie de I'écoulement d’une part, et a caraségrles structurations spatio-
temporelles des différentes solutions atteintes d’aldre p

0 Laderniere partie de ce mémoire constitue la conclusioamgénde ce travail et quelques
perspectives seront proposees.






Chapitre 2

Cuves cylindriques rotor-stator

Comme nous I'avons déja précisé au chapitre précédent, oceimeéporte sur la simulation
des écoulements tridimensionnels dans une enceinte agliredde type rotor-stator. Dans la
premiéere partie de ce chapitre, nous donnons une esquissystemes envisageés ainsi que
les paramétres de contrdle (82.1). Ensuite, nous présenuogiques résultats de la littéra-
ture obtenues par le biais d’expériences ou de simulatiomgriques axisymétriques et, plus
récemment, tridimensionnelles (82.2). Ces publicati@mslent compte des progrés réalisés
dans la compréhension de la dynamique de ces écoulemerigseliea montrent également
gue certaines questions restent ouvertes. Celles-ci otitdria présente investigation (82.3).

2.1 Description du systeme

2.1.1 Configuration géomeétrique et parametres de contréle

On considére une enceinte cylindrique de hautéuet de rayonRk, complétement remplie
d'un fluide visqueux incompressibte La cavité se compose d’'un bandeau périphérique fixe
et de deux couvercles fermant le cylindre. La mise en mouwmehe fluide (c’est-a-dire le
forcage externe) est due a la rotation de I'un des couveacla® vitesse angulaire constante,
notéesl,.

Par convention, nous représenterons toujours la cuve-stator comme sur la figure 2.1. Le
bandeau périphérique est placé verticalement (suivaxe Faet les disques sont en position
horizontale. Le disque moteur est celui du bas{ea 0) et tourne dans le sens trigonomé-
trique lorsque celui-ci est observé depuis le haut de la.cuve

L'écoulement engendré par la rotation du couvercle inigrést gouverné par :

. H
0 Un parametre géométrique : le rapport de forime I

o

Le champ de vitesse est solénoidal ou encore le taux detitifatalumique est identiquement nul en tout
point de I'écoulement et a tout instant.

11
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. . . R2Q
00 Un paramétre dynamique : le nombre de Reynolds de rotétion —2—~
v
ou v désigne la viscosité cinématique du fluide. Nous aurongdision de revenir sur ces

parametres de controle au chapitre suivant.

FIG. 2.1 — Représentation schématique d’une cuve rotor-stgiodrique(h = H/R, > 1).

2.1.2 Description de I'écoulement

Dans une telle configuration géométrique, le mouvement ddefltesulte de la superposi-
tion d’'un écoulement principal dans la direction azimuttie’une recirculation secondaire
méridionale (Fig. 2.2.a). Les différentes couches limifg@isappparaissent sont les suivantes :

0 La couche limite centrifuge dite Ekman liée au disque tournant. Son épaisseur est de
I'ordre de Re .

0 La couche limite dite dStewartsonliée a la ceinture périphériqgue immobile.
0 La couche limite centripete dite ddewadtliee au couvercle stationnaire.

Les principaux aspects de cet écoulement sont les suidiméscouche limite, dite d’Ekman,
se développe juste au dessus du couvercle en rotation aels@iangulaire constarniy.
La superposition des effets centrifuges et de la force deolodéplacent radialement le
fluide en spirale vers la périphérie et I'entraine au dessudigsijue moteur. La composante
azimutale de la vitesse augmente avec la position radialk fwuvercle tournant et décroit
lorsqu’on s’en éloigne dans la direction axiale. La comisioa de ce déplacement spiralé
avec la présence de la paroi verticale fixe donne lieu a unéwoemt secondaire dans le plan
meéridien. Au cours du temps, le fluide va acquérir suffisantrderguantité de mouvement
pour atteindre le voisinage du couvercle stationnaire odéseloppe une couche limite dite
de Boédewadt, dans laquelle I'écoulement subit un mouvenagiil centripéte en spirale. Le
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fluide décélére depuis la périphérie vers I'axe de rotatiaus I'action du pompage d’Ekman,
le fluide regagne le couvercle inférieur avec un mouvemembitbonnaire autour de I'axe du
cylindre.

Az

——

A.SPHON h=1.5 Re=2000

(@) (b)

FIG. 2.2 —(a) Schéma de I'écoulement dans un planz). L'écoulement principal est repré-
senté par les fleches bleues et les zones de recirculationdames sont tracées en vert. Les
couches limites d’Ekmaf(i), de Stewartsof2) et de Bodewad{3) sont représentées par des
pointillés rouges(b) Visualisation expérimentale d’'un éclatement tourbillame en milieu
confiné réalisée p&pohn Ce document a été fourni par I'auteur.

Suivant les combinaisor(ge, i), un ou plusieurs points d’arrét peuvent apparaitre suel’ax
du cylindre en aval desquels se développe un bulbe de ritimmud’extension finie, comme
le montre la photographie 2.2.b. Certains chercheurs @mindsé ces bulles a des phéno-
menes tres importants en aérodynamiges éclatements tourbillonnairesEn aéronautique,
'apparition d’éclatements tourbillonnaires sur le botdtthque des ailes delta provoque une
chute dramatique des performances aérodynamiques des adagrande mancevrabilité. Par
ailleurs, certaines technologies exploitent les éclategteurbillonnaires confinés (comme les
chambres de combustion) et leur fonctionnement peut étmaigg en contrdlant les zones de
recirculation. Ceci va de pair avec une bonne compréhemsimamentale de ce phénomene.

Dés lors, cette configuration géométrique a connu un redaitécét, car elle est considérée
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comme propice pour élucider ce phénomene complexe. On pgunanter cette idéalisation
de la facon suivante. D’une part, les éclatements tourintkires y apparaissent a des nombres
de Reynolds relativement peu élevés. D’autre part, le flastecompletement enfermé et les
conditions aux limites sont parfaitement définies. Lestéal@nts tourbillonnaires confinés
ont été mis en évidence expérimentalement§@ohn (1991)[66] dans des configurations a
surface libre et paPereira & Sousa (1999)51, 52] dans des configurations ou le rotor a une
forme conique. Toutefois, de telles géométries ne seranépardées ici.

2.2 Etude bibliographique

2.2.1 Travaux expérimentaux

Vogel (1968)[75] a entrepris les premiéres investigations expériniestsur les écoulements
de fluides visqueux dans des enceintes cylindriques rtatwrs |l a visualisé des zones de
recirculation pour certaines combinaisons des paramétres?2 et Re € [1500, 3000]. Un
colorant fluorescent (fluorescéine) est injecté a partin dibe au centre du disque immobile.
Les particules sont transportées le long de I'axe de ratadios se répandent dans les zones
de recirculation. Les lignes d’émission sont alors viséds dans des tranches lumineuses en
utilisant un laser et sont ensuite photographiées.

Plus tard Escudier (1984)[23] a confirmé les résultats expérimentaux\igel et a étendu
cette étude pour d’autres valeursBeet h. Il a replacé ainsi I'apparition de ces zones de re-
circulation dans le contexte des phénoménes d’éclatertmntsillonnaires en leur attribuant
un caractére essentiellement axisymeétrique. L'auteusamé les différents régimes d’écou-
lements observés sur un diagramme dans I'espace des pagsntlui-ci (voir Fig. C.1 en
annexe) fournit principalement deux types d’informations

0 Dans le cas d'un écoulement stationnaire, une, deux, os tudles de recirculation
apparaissent le long de I'axe de rotation. Ces bulles soatt&isées par I'existence
de points d’arrét le long de cet axe, précédant une zone aenkede la vitesse axiale
s’inverse.

0 L'écoulement devient instationnaire pour des nombres den®ds supérieurs a une
certaine valeur critiquée.. Dans ce cas, aucune information relative a la structure de
I'écoulement n’est disponible.

Spohn, Mory & Hopfinger (1998) [67] ont réalisé une série d’expériences dans des cuves
cylindriques pour lesquelles le couvercle inférieur estr@mation. L'étude est menée pour
une gamme de rotation couvrant les régimes stationnaiiastationnaires. La formation de
I'éclatement tourbillonnaire, sa topologie et la struetde I'écoulement qui I'entoure sont
examinées en détail dans deux configurations géométridiues :est a surface libre alors que
l'autre est fermée par un disque immobile.

Dans cette étude, les marqueurs sont injectés dans le flaideuk facons différentes. L'une
consiste a introduire un colorant fluorescent depuis lereeht couvercle supérieur immobile
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(comme I'ont faitVogel puis Escudier). L'autre consiste a émettre des traceurs par électro-
lyse d’'un fil d’étain. Un premier fil est placé sur un périmédre cylindre au voisinage du
couvercle moteur. Un deuxieme fil est circonférence du @gisgationnaire. Ce procedé offre
une meilleure résolution et permet d'injecter les par@sude fagon quasi-axisymétrique. Une
nappe lumineuse permet alors de visualiser la distribuleomarqueurs en suspension dans un
plan. La technique PIV (Images de Particules par Vélocieédst appliquée pour mesurer les
champs de vitesse : une caméra vidéo fournit deux imagesssiges dans un plan de mesure
et le champ de vitesse est reconstruit par corrélationsagjes.

Leurs photographies montrent que la bulle de recirculatjonse forme le long de 'axe
de symétrie pour les parametres de contlte = 1850 et h = 1.75 est ouverte et non-
axisymétrique en aval, alors que I'écoulement est encat®ahaire. Ces résultats surprennent
car les calculs axisymétriques instationnairet.dpez & Perry (1992) [37] ont montré que

les lignes de courant dans la bulle sont fermées lorsquedlément est stationnaire, alors
gue les éclatements tourbillonnaires ouverts sont la cuesee d’oscillations périodiques des
zones de recirculation. Poubpez et ses collaborateurs, ces désaccords sont la conséquence
d’'imperfections du dispositif expérimental. EnfBpohn et al. montrent que les séparations
de la couche limite sur la paroi verticale sont responsat#esasymétries observees.

Stevens, Lopez & Cantwell (1998)68] explorent la nature des oscillations des écoulements
instationnaires dans une cuve dont le rapport d'aspect&@safi = 2.5. D’'un point de vue
expérimental, les marqueurs sont émis depuis le centre ukkeode fixe et les visualisations
de I'écoulement sont obtenues par fluorescence induitegmuenlaser dans un plan méridien.
lls détectent alors trois branches de solutions correspana trois périodes distinctes. La
premiere branche connecte des solutions axisymétriquexipies 2777 = 36 tours) pour
des nombres de Reynolds dans l'intervale00, 3500]. LorsqueRe dépasse la valews00,
une seconde branche d’états non-axisymeétriques périesli@u’; = 28 tours) apparait. En
outre, il existe une troisieme branche a cheval sur les detcégentes, soite € [3200, 3700],
constituée de solutions non-axisymétriques quasi-pg@s avec une période fondamentale
2T, = 57 tours et une faible modulation de fréquence. Cette dersiéngble trés sensible
aux variations du nombre de Reynolds et de ce fait, les aut®ont pas pu la déterminer
précisément. A l'instar d€grensen & Christenser{63] (paragraphe suivant$tevenset al.
observent des sauts entre les branchest 75, puis entre les branchéds et T;. L'existence
de branches de solutions multiples est également confiraéleyrs calculs axisymétriques
instationnaires.

2.2.2 Simulations numérigues axisymeétriques
2.2.2.1 Solutions stationnaires

Les premiéres analyses par voie numérique ont porté susdéutéon des équations de Navier-
Stokes axisymétriques stationnaires. Formellement :

of _ of _

69_0 et 815_0 , Vf
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ou f est une variable dépendante quelconque. S'il est vrai dpypdthése d’axisymétrie est
restrictive, il n’en demeure pas moins vrai qu’elle a perom& bonne compréhension des
phénomeénes observés expérimentalement. La formulat®Bgleations de Navier-Stokes en
termes de fonction de courant, vorticité azimutale et sgeszimutale s’avére bien adaptée
aux simulations axisymétriques. Nous aurons 'occasiangdimenter ce point au chapitre 3.
L'intégration des opérateurs aux dérivées partiellesalpatest réalisée soit par des méthodes
spectrales de Galerkin, soit par des méthodes de diffésdimies d’ordre quatre.

Les calculs déugt & Abboud (1987) [43] sont en accord avec les conclusionsstudieren

ce qui concerne le nombre de bulles de recirculation et ldianensions caractéristiques. Les
auteurs concluent que 'apparition des éclatements tihombaires est die a un gradient de
pression qui s’oppose a I'’écoulement axialea 0. Par ailleurs, I'influence d’'un gradient de

température sur le développement des éclatements taumlires est explorée en résolvant
I'’équation de conservation de I'énergie sous I'hypothésBalissinesc.

2.2.2.2 Solutions instationnaires

Par la suite, les chercheurs ont abandonné le modéle staireren utilisant des algorithmes
de marche en temps, basés par exemple sur un schéma ADI denRemet Racheford. En
particulier, les calculs axisymétriques instationnamesmis en évidence la nature instable de
ces ecoulements.

Daube & Sgrensen (1989)18] étudient la transition depuis un écoulement axisymeé&
stationnaire vers des écoulements axisymeétriques pguiedidans une cavité de rapport de
formeh = 2. La gamme de nombres de Reynolds explorée2dst, 5000]. lls montrent que
des solutions instationnaires apparaissent au dela dddarwaitique Re. ~ 2400 via une
bifurcation de Hopf super-critique. Cette valeur numeéeigst inférieure a la valea600 trou-
vée expérimentalement pscudier. En outre, leurs simulations révélent I'existence de deux
branches distinctes de solutions correspondant a deuxeinégs fondamentalgs et f, res-
pectivement égalesta2’ et0.3 fois la frequence de rotation du disque entrainant le fllids.
solutions appartiennent & la branchepour Re € [2400, 3500] tandis que pouRe > 4250,

les solutions sont connectées par la branthée passage d’'une branche a I'autre s’effectue
par des sauts décrivant une boucle d’hystéreésis.

L'étude numérique précédente est poursuiviedaensen & Christensen (199963]. Leurs
investigations portent sur la transition depuis un étagyaritrique stationnaire vers le chaos
pour des nombres de Reynolds compris eb@feet 8000. D’apres leurs simulations, il s’avere
gue plusieurs solutions instationnaires coexistent datte gamme de rotation et qu’une telle
multiplicité ne peut étre mise en évidence en faisant vdeiggarametre dynamique de fa-
con monotone. Leurs calculs sont donc menés de sorte gag dgymptotique de la solu-
tion précédente constitue la condition initiale pour lecablsuivant. La route vers les ré-
gimes apériodiques décrite dans ce papier fait apparedtsgaulsations fondamentales, soient
f1€10.238,0.246], f'7 € [0.167,0.174] et f'77 € [0.303, 0.309]. Celles-ci se répartissent sur

2Cette hypothése consiste a dire que les variations de laerwvasismique du fluide avec la température ne
sont prises en compte que dans le terme de poussée d'Aralimed
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quatre gammes dRe. Sgrensen & Christenseridentifient les différentes bifurcations impli-
guées dans ce scénario de transition en comparant les figegides états asymptotiques de
part et d'autre des sauts. Enfin, lorsque le nombre de Reyrii@dchit la valeu6939, des
régimes non-périodiques apparaissent via un scénariqpe®tyelle-Takens?.

2.2.2.3 Etudes de stabilité linéaire

Une autre approche consiste a calculer un écoulement deakayenétrique stationnaire,,
stable ou instable, par une méthode itérative de type Neptos a étudier la stabilité linéaire
d’une telle solution vis-a-vis d’une perturbation axisyrigdie infinitésimale.,. Dans ce but,
les solutions: des équations de Navier-Stokes axisymétriques instaimmsont recherchées
par voie numérigue en supposant gugécrive de la facon suivante pour les temps longs :

u(r, z,t) = up(r, 2) + € u,(r, 2)

Il s’ensuit que le probleme se réduit au calcul du spectrevdé=urs propres\ = o + iw

de I'opérateur linéaire des équations de Navier-Stokess{@-dire le Jacobien). La mise en
ceuvre d’'une méthode d’Arnoldi permet ensuite d’extrairesgectre les valeurs propres de
plus grand module. Dés que la partie réelle d'une valeurrprdpminante (au moins une)
devient positive, la solution de base est linéairemenabist Soulignons le fait qu'une telle
approche exclut le développement d’instabilités nonyamitriques.

Gelfgat, Bar-Yoseph & Solan (1996)27] ont mené une analyse de stabilité linéaire pour
des rapports d’aspect compris entret 3. Les simulations ont prouvé que les écoulements
de base axisymétriques stationnaires accedent aux régisedkatoires via une bifurcation
de Hopf super-critique. Enfin, I'apparition et la dispamitides éclatements tourbillonnaires
ne sont pas liées a la perte de stabilité de la solution de basie résultent d’'une évolution
continue de I'écoulement méridional a mesure que le nombiReynolds est augmenté. Ces
conclusions viennent confirmer les investigations préctde en particulier celle menée par
Tsitverblit (1993) [72].

Les expériences dBtevenset al. [68] ainsi que les simulations numériques tridimension-
nelles deBlackburn & Lopez [7] (voir section suivante) dans une cuve telle gue 2.5 ont
reporté I'existence de solutions périodiques multiplesrptes nombres de Reynolds compris
entre2500 et 4000. L'origine de cette multiplicité a motivé une récente asalyle stabilité
linéaire parLopez, Marques & Sanchez (2001)40]. Leurs conclusions, résumées dans le
tableau 2.1, sont en tres bon accord avec cellé3teeenset al.

SRuelle, Takens & Newhouse (1978)bjectent le scénario multi-périodique avancélgardau. lls montrent
gu’un systéme dynamique ne peut présenter de solutiorissiabcrites dans un tof@?, c’est-a-dire ayant trois
fréquences incommensurables.
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| h=25 |
Lopezet al. (2001) Stevenset al. (1998)
Re | A Re | Solutions observées
12707, 3300] o1 > 093 12707, 3400] Axisymétriques périodiques,
(3200, 3400] | 01 ~ 09 =~ 03 || [3200,3650] | Non-axisymétriques quasi-périodiquEs
> 3300 03 > 019 > 3600 Non-axisymeétriques périodiqués

TAB. 2.1 — Analyse de stabilité linéaire tlepez et al. [40] comparée aux observations expé-
rimentales déstevenset al. [68].

L'analyse de stabilité linéaire montre que trois pairesalews propres complexes conjuguées
Ajefi,3 Se distinguent du spectre pour des nombres de Reynolds iscenmne2500 et4000. La
partie réeller; devient positive au poinke, = 2707 et témoigne du fait que la solution de base
devient linéairement instable en franchissant cette valdigue. Ce résultat est conforme aux
données publiées antérieurement. La valeur prapnegest jamais dominante, mais il existe
une gamme d&e dans laquelle les trois parties réelles ont des taux desanoé® comparables.
Des interactions non-linéaires sont donc susceptible® dkgelopper dans cet intervalle et
peuvent expliquer I'observation de solutions quasi-phgoes en laboratoire. D’autre part, les
auteurs ont également réalisé des simulations axisymésigon-linéaires et les structurations
spatiales sont quasiment identiques a celles associéesbauxs propres dominantes. Enfin,
Lopez et al. affirment que linstabilité des modes est initiée par desttitlons de Gortler*

qui sont transportés le long de la ceinture périphériquepiatd’écoulement de base jusqu’au
disque immobile ou se créent des effets centrifuges imptita

2.2.3 Simulations numériques tridimensionnelles
2.2.3.1 Etudes de stabilité linéaire

L'analyse de stabilité linéaire est une étape préliminaée précieuse avant d’entreprendre les
simulations numeériques directes tridimensionnelles. kdmtage majeur de cette approche est
la détermination des parametres de contréle critiques geelmiére transition en sollicitant
beaucoup moins de ressources informatiques.

Dans un second papiggelfgat, Bar-Yoseph & Solan (2001)28] ont étudié la stabilité li-
néaire d’'un état de base axisymétrique stationnaire facesgdrturbations infinitésimales
tridimensionnelles. L'approximation spatiale combinedéveloppement en série de Fourier
dans la direction azimutale et une méthode spectrale dakBal#gans le plan méridien. Le
probléme tridimensionnel complet de la stabilité est atersplacé par une séquence de pro-
bléemes quasi-bidimensionnels pour chaque mode de Fauriees principaux résultats de
cette étude sont regroupés dans un diagramme (Fig. C.2 eregyrqui représente les courbes

4Ce sont des tourbillons contra-rotatifs alignés dans le derf’écoulement. Leur origine est liée au déséqui-
libre entre le gradient radial de pression et les effetsrifages.
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de stabilité linéaire des modés: [0, 5] dans I'espace des parametf®&s, 1), avech € [1,3.5]
et Re € [2000, 5000]. On en tire les informations suivantes :

0 Méme si les instabilités non-axisymétriques sont permidastabilité axisymétrique
k = 0 est la plus critique pout.63 < h < 2.76. Ces simulations corroborent les
observations &Escudier pour la méme gamme de rapport d’aspect. Contrairement aux
investigations dé&pohnet al, ces résultats indiquent que I'écoulement est encore axi-
symeétrique stationnaire pour les parametres 1.75 et Re = 1850.

0 Endehors de cette gamme, les instabilités non-axisynuésigont dominantes : le mode
le plus instable est = 2 pourh < 1.63, puisk = 3 ou4 lorsqueh > 2.76.

D’autre part, les auteurs soulignent certains désaccogtslas expériences Bscudier pour
des configurations & > 3 :

0 Lorsqueh = 1.63, I'instabilité non-axisymétrique devient axisymeétriqéel contraire,
linstabilité axisymétrique devient non-axisymétriquepartir de la valeurn = 2.76.
Cette derniére valeur est Iégerement inférieure a cellevé® paEscudier (h = 3).

O Il s’avere que les seuils de stabilité numériques sont pdss b

0 Escudier affirme que la précession des éclatements tourbillonnaoastitue la pre-
miere manifestation de l'instationnarité. Celle-ci seentirrespondre a l'instabilité d'un
modek = 1, alors queGelfgat et al. prédisent un modé = 3 ou4 dominant.

2.2.3.2 Solutions tridimensionnelles

L'observation de non-axisymétries par le biais d’expéresna fait couler beaucoup d’encre et
les résultats expérimentaux ont parfois été montrés du (f@bilité des installations compte
tenu de la sensibilité de ces écoulements aux bruits, tgegbgaide visualisation). Des questions
concernant la brisure de I'axisymétrie de I'écoulement sestées sans réponses. De ce fait,
guelques chercheurs, essentiellemeoyez puis Sotiropoulos, se sont proposés d’en expli-
guer les mécanismes par voie de calculs tridimensionneksirwestigations sont étroitement
liées aux progrés continus des moyens informatiques (tel@palculs, capacité de stockage,
outils numériques de visualisations 3D) qui ont permis dsager une approche numérique
raisonnable de ces problémes dans les trois directiongsigdte.

Lopez et ses différents collaborateurs (voir ci-dessous) résies équations de Navier-
Stokes tridimensionnelles instationnaires en coordasiegindriques. Leurs investigations
sont réalisées au moyen d’un code de calcul vitesse-predsiat les principaux ingrédients
sont les suivants. La discrétisation spatiale combine dbdmpmes de Legendre dans le plan
méridien(r, z) et une décomposition en série de Fourier dans la directiomaale. La marche
en temps est fondée sur un schéma semi-implicite d’ordne eldiincompressibilité du fluide
est traité par un algorithme de projection.

Pour le rapport d’allongemerit = 3, les calculs en perturbations déarques & Lopez
(2001)[47] indiquent que la solution de base axisymétrique statdare subit une bifurcation
de Hopf super-critique au poiiite. = 2730 : les solutions super-critiques correspondent alors
a une onde tournante = 4. Ces résultats confirment ceux @elfgat et al. [28]. Marques

& Lopez montrent que le domaine spatial affecté par le mbde 4 est éloigné de I'axe. En
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augmentant le nombre de Reynolds jusqigéo, une bifurcation de Naimark-Sackesuper-
critique se produit et une seconde fréquence associée ae imedl apparait. Ce mode se
manifeste sous forme d’'une précession des éclatementsitomnaires (conformément aux
observations d&Escudier) et est localisé au voisinage de I'axe. Les investigateanslaent
gu’il n’y a pas de désaccord a proprement parler entre lesiisdinéaires dé&elfgat et al. et
les observations &scudier. En effet, les expériences réalisées pacudier se concentrent
sur le comportement des éclatements tourbillonnairesiadl’axe : le mode azimutal = 4
n’est donc pas détecté.

Les calculs en perturbations menés Berckburn & Lopez (2000) [7] dans une cuve de rap-
port d’allongement axiah = 2.5 corroborent et approfondissent les travaux expérimentaux
de Stevenset al.[68]. Une premiere publication concerne I'étude des sohgitrouvées pour
les nombres de Reynold@®00, 3500 et 4000. Ces solutions sont obtenues en perturbant un
écoulement de base au repos par une excitation aléatomgplitate 10~® sur le modet = 1.
L'analyse de I'évolution temporelle de I'énergie cinétgspectrale leur permet de formuler
les conclusions suivantes :

O PourRe = 3000, la solution est un cycle limite axisymétrique (bran@hi

0 PourRe = 3500, la solution est une onde tournante modulée associée auinodeet
ses harmoniques (branciig). La modulation de période vaptT,,,q ~ 1325 tours.

0 PourRe = 4000, la solution est aussi une onde tournante (brafghemais celle-ci est
associée aux nombres d’'ondieset ne présente pas de modulation de frequence.

Les auteurs soulignent le fait que ces ondes tournantesitdsttement couplées a la compo-
sante axisymétrique de I'écoulemeBlackburn & Lopez (2001) [8] consacrent une seconde
publication a I'examen détaillé de la dynamique des trasmbhes de solutions instationnaires
précédentes.

Les récents travaux ddarques, Lopez & Shen (2002]48] ont mis en évidence I'existence
d’un point fixe double situé e = 2626.6 eth = 1.583. Ce point correspond a I'intersection
entre la courbe de stabilité linéaire du made 0 et celle du modé = 2 sur le diagramme de
Gelfgat et al, c’est-a-direh = 1.63 [28]. Marques et al.ont montré qu’il existe un voisinage
du point double dans lequel les cycles limites de nombred¥dn= 2 et les cycles limites
axisymétriques coexistent. En outre, les passages dépundeltournante associée au mode
azimutalk = 2 vers les solutions axisymétriques périodiques (et inveesd) s’opérent via
des bifurcations dites de Naimark-Sacker. Pour les aytearphénomeéne est révélateur de
la compétition entre deux mécanismes. Ces derniers samifide en analysant la topologie
tridimensionnelle de I'écoulement d’'une part, et la logatiion spatiale de I'énergie cinétique
spectrale moyenne d’autre part. La naissance de I'ondadate semble liée a I'impact sur le
disque immobile du jet tourbillonnaire issu de la couchdtinecentrifuge. La couche limite
centripéte est alors déstabilisée et provoque la ruptute sgmétrie axiale. Lorsque le fluide
est juste dévié par le couvercle fixe, la syméttie(2) © est préservée et l'instationnarité ré-
sulte de la collision de I'écoulement avec lui-méme presaies|

51l s’agit d’une bifurcation de Hopf entre cycles limites.
6Axisymeétrie.
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FiG. 2.3 — Maillage dans une section normale a I'axe du cylinditesé& par Sotiropoulos &
Ventikos (2001) Cette image est uneproduction de la figure 1.(b) p.158 de la publication
[65].

Sotiropoulos & Ventikos (1998)[64] explorent numériquement la tridimensionnalisatien d
I'écoulement dans une cuve telle gie= 2. Dans cette étude, ils montrent que I'écoulement
obtenu pourRe = 2100 est stationnaire avec deux bulles de recirculation et ptéstes asy-
métries, contrairement aux expériences publiées. Cesdggmnaissent dans la couche limite
du bandeau périphérique sous forme de structures spisitaéss en aval du disque tournant.
D’aprés les auteurs, de telles non-axisymétries ne peypanétre détectées par des visuali-
sations dans les plans meéridiens, conduisant ainsi a desgfagonclusions sur la symétrie de
I'écoulement. D’autre part, les simulations menées gaue 3750 pendant quelques dizaines
de tours permettent aux auteurs de conclure que la tramsiéipuis un éclatement tourbillon-
naire stationnaire de type bulle vers une structure tdorikire instationnaire organisée en
spirales est die a la naissance de paires de tourbillonsatettcontra-rotatifs de type Taylor-
Gortler dans la couche limite instable du cylindre fixe. Cé&l&cles verticales interagissent avec
les zones de recirculation jusqu’a provoquer la disparitie tous les points d’arrét sur I'axe.

Dans une autre publicatioigotiropoulos & Ventikos (2001)[65] montrent que leur code
de calcul est capable de reproduire numériguement tolge®leaxisymétries observées ex-
périmentalement paépohnet al.[67]. De plus, les auteurs examinent I'origine de la rupture
de symétrie axiale en calculant les trajectoires tridinmmselles des particules et proposent
I'interprétation suivante : les asymétries sont dlies aeld@pement de quatre paires de tour-
billons verticaux contra-rotatifs dans la couche limiteStewartson. Ces spirales perturbent
I'axisymétrie de la couche limite liée au couvercle immelgilpartir de laquelle émane le cceur
tourbillonnaire et, par voie de conséquence, engendr@tddgie tridimensionnelle de I'écla-
tement tourbillonnaire. Pour discrétiser les équationsnduvement, les auteurs utilisent un
maillage régulier dans la direction axiale. Dans le plamrada I'axe du cylindre, la grille cur-
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viligne est telle que les mailles se resserrent a mesuréausd rapproche des parois solides
et de I'axe de rotation. Il est important de souligner queimaillage (voir Fig. 2.3) présente
clairement une symétrie d’ordre quatre. Des lors, ce ngal@eut introduire des modes azimu-
taux tridimensionnels non-physiques et ne semble pas@ddjnivestigation des mécanismes
de brisure de I'axisymétrie. Il est donc Iégitime de pos@astion suivante : cette grille peut-
elle étre a l'origine de I'apparition prématurée des noisyaxétries observées numériquement
par les auteurs pour les parameties 1.75 et Re = 1850 ? On tentera d’apporter une réponse
a cette question au chapitre 5.

Les calculs complétement tridimensionnels$krre & Bontoux (2001)[60] ont pour but
d’explorer la structure de I'’écoulement dans une caviténdyique dont le rapport d’aspect
est supérieur a tous ceux rencontrés dans les publicatiéoégentes b = 4. Cette grande
cuve a été sélectionnée pour réduire les effets stabdisantonfinement axial. Les solutions
tridimensionnelles sont calculées par une méthode psgpelctrale de collocation Chebyshev-
Fourier Galerkin. Un schéma aux différences finies semiigitg du second ordre (schéma
Euler retardé et extrapolation Adams-Bashforth) assurtration temporelle. Le couplage
vitesse-pression est traité par une méthode de projeati@liaée. L'amélioration consiste a
introduire une pression préliminaire a chaque pas de tepgrgjettant ainsi de diminuer le
glissement pariétal sur les frontiéres. Le probleme derlgusarité sur I'axe de rotation est
évité en effectuant un changement de fonctions primitiesfagdon a imposer une valeur nulle
naturelleen- =0 :
U=rV avec V= (u,v,w,p)

La solution trouvée pouke = 4500 est axisymeétrique instationnaire. Celle-ci s’avere gtabl
vis-a-vis d’'une perturbation aléatoire. En augmentanptation jusqu’a la valeuke = 6500,
des structures spatiales exhibant une périodicité azledgtardre huit apparaissent et té-
moignent de la nature tridimensionnelle de I'écoulementirk pour cette combinaison des
paramétres de contrble, un éclatement tourbillonnaireéaré$ en évidence sur I'axe de la
cavité. Par la suite, une analyse approfondie de ces écentsra fait I'objet de l'article [62].

2.3 Objectifs de I'étude

Cette analyse bibliographique révele que la tridimensatisation des écoulements de fluides
visqueux incompressibles, engendrés par la rotation adedas couvercles de la cuve, est
toujours un sujet controversé. En outre, I'origine des tsmhg multiples qui coexistent pour
certaines combinaisons des parameétres de contrdle aiadiequs interactions ne sont pas
encore completement élucidées. S'il est vrai fapez et ses collaborateurs ont intensément
etudié ce probleme, il nN'en demeure pas moins vrai que lewestigations numériques et
expérimentales concernent essentiellement les grandentag’aspecti{ ~ 2.5).

Dans le cadre de ce travail, nous nous sommes fixés deuxifdbject
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e Le premier objectif est le développement d’'un outil d’invgation efficace. Il s’agit d’'un
code de calcul intégrant les équations de Navier-Stokdisteinsionnelles instationnaires pour
un fluide incompressible. Ces équations sont formuléesraregede vitesse-pression et sont
projetées dans un repere cylindrique.

L'intégration des opérateurs aux dérivées partielles paasest basée sur une approche mixte
gui combine une méthode aux différences finies dans le plaitiee et les développements
en série de Fourier dans la direction périodique.

L'une des principales difficultés numériques du 3D, ex@igiLsans doute la faible quantité de
publications sur ce sujet, est la prise en compte de I'axguésie dans le domaine de calcul.
En fait, 'axer = 0 est percu comme une singularité non-intégrable introgh#itd’utilisation
des coordonnées cylindrigues. Une facon naturelle de peegnd compte I'axe de symétrie
dans la discrétisation spatiale consiste a mettre en cenerenéthode aux différences finies
développée patdyman & Shashkov (1997)[30]. Celle-ci utilise un maillage décalé de type
MAC combiné avec une application systématique des thém@mésauss et de Stokes pour
définir les opérateurs divergence et rotationnel, tandid’'gpérateur gradient est défini par la
propriété d’étre le négatif adjoint de la divergence. Ercpdant ainsi, on évite I'introduction
de conditions aux limites artificielles en= 0.

La marche en temps est fondée sur un schéma aux différenigssdgmi-implicite du second
ordre (schéma Euler retardé et extrapolation Adams-BasihfdJne technique de projection
est mise en ceuvre pour traiter l'incompressibilité du fluide

e Le second objectif consiste a utiliser ce code de calcul tabat d’apporter des éléments
nouveaux sur la compréhension des mécanismes respondaldebrisure de I'axisymétrie
d’'un écoulement engendré par la rotation d’un disque au dungke cuve cylindrique.

Nous avons noté que les travaux relatant 'écoulement dessavités de petits rapports de
forme sont encore rares dans la littérature actuelle. Damsé&moire, nous allons considérer
des enceintes cylindriques rotor-stator dont le rapp@smpect: est fixé al (chapitre 6) puis
1.5 (chapitre 7). La dynamique de I'écoulement est explorée gdes nombres de Reynolds
Re en déca d&500 pour lesquels I'écoulement est laminaire.

Cette investigation est menée en analysant la stabihigiie ou non, d’'un écoulement de base
axisymétrique stationnaire — stable ou instable — vissaditine perturbation aléatoire instan-
tanée. La facon dont évolue I'énergie cinétique modale gefturbation initiale au cours du
temps détermine la stabilité ou non de I'écoulement de laseas d’instabilité, 'examen des
propriétés spatiales et temporelles des solutions trayvéanet de conclure sur la rupture ou
la conservation de I'axisymétrie.

Enfin, les équations de Navier-Stokes instationnaires t&tegp(c’est-a-dire qu’elles ne sont
pas écrites sous forme perturbative) sont également &gsgmn partant de différentes condi-
tions initiales pour sonder la non-unicité des solutions.






Chapitre 3

Formulation continue

Dans ce chapitre, on commence par rappeler les équationsderistokes pour un fluide
visqueux incompressible (83.1-83.4) que nous sommes angerésoudre pour atteindre les
objectifs fixés au chapitre précédent. Ensuite, ces éqsasiont présentées sous leurs formes
perturbatives linéaire et non-linéaire (83.5).

3.1 Formulation primitive

Dans ce mémoire, nous adoptons les conventions suivargsgrandeurs en caracteres gras
représentent des quantités vectorielles et les varialmesndionnées sont surmontées d’'une
barre. D’un point de vue purement dynamique, I'écoulemshéstierement déterminé par la

connaissance des variables primitives en tout point dudleic chaque instant. Ces variables
sont le champ de vecteur viteSEeet la pressiorP qui vérifient les équations de Navier-Stokes

ci-dessous : o
(V. V =

—+(V-V)V| =-VP+uV*V

Pl ot

(3.1)
+ Conditions aux Limites

+ Conditions Initiales

\
La premiére équation découle de la conservation de la mamgeup fluide incompressible
de masse volumique uniforme La deuxiéme equation exprime la conservation de la quan-
tité de mouvement, gi désigne la viscosité dynamique du fluide considéré. Lesittond

aux limites et les conditions initiales pour chaque vagalépendante seront discutées plus
loin. Les différents termes qui interviennent dans I'éguratle conservation de la quantité de
mouvement sont :

O Le terme non-linéaire de convectiofV - V) V'

25
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0O Les efforts de pressionvVP
O Le terme de diffusion uV? V'

3.2 Adimensionnement

Les équations de Navier-Stokes (3.1) sont rendues adioreradies en choisissait, comme
longueur caractéristique &t,Q2, comme vitesse de référence. Dés lors, nous construisons un
temps caractéristique/(2, et une pression de référeneB?Q?. Il s’ensuit que la version non-
dimensionnée du systéeme (3.1) s’écrit :

(V- V=0

1
%—V+(V-V)V:—VP+—V2V
! fte (3.2)

+ Conditions aux Limites

(| + Conditions Initiales

Le parametre de similitudBe est le nombre de Reynolds. Celui-ci représente une mesure de
l'importance relative des forces d’inertie et des termesigeosité au sein du fluide :

R,

v

Re

our = u/p est la viscosité cinématique du fluide. Lorsgile << 1, les forces d'origine
visqueuse sont prépondéranteskB8i>> 1, nous nous attendons a ce que les effets d’inertie
soient prépondérants. Le non-dimensionnement des égeatio mouvement ne met pas en
évidence la sensibilité de I'écoulement de fluide vis-addda géométrie de son contenant.
Cette dépendance s’exprime via la prise en compte d’un gewombre sans dimension que
I'on appelle le rapport d’aspect (ou de forme) :

h=—
R,

Dans la suite, les composantes radiale, azimutale et adéala vitesse sont respectivement
notées., v etw. Le systeme d’équations (3.2) doit étre complété par deditons aux limites

et des conditions initiales. Dans cette étude, diversedittons initiales ont été employées :

celles-ci seront précisées lors de la présentation dekatssaumeriques. Les conditions aux
limites quant a elles font I'objet de la section suivante.
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3.3 Conditions aux limites

Dans la suite du texte, on utilisera les notations suivaries= [0, 1] x [0, 27| x [0, h] est le
domaine a l'intérieur de la cuve €tdésigne la frontiere de ce domaine. Les conditions aux
limites sur la vitesse sont de type Dirichlet et exprimeatiliérence du fluide aux parois :

V=0 sur le bandeau extérieur et le disque supérieur (
Vr o u=w =0 surledisque tournant 2=0 (3.3)
v=r sur le disque tournant z2=0

D’autre part, le probléme est naturellement muni de comastide périodicité dans la direction
azimutale compte tenu de la géométrie cylindrique de lat€aiour chacune des variables
dépendanteg, il vient :

e@+2m) =) , VO

Enfin, il est important de noter que les solutions recherslpéeivent étre non-symétriques et
instationnaires en dépit du fait que les précédentes dondiaux limites sont axisymétriques
et stationnaires.

Remarques- Dans la littérature concernant la dynamique des fluidesottion dans des
configurations cylindriques, les équations du mouvemamitlsglus souvent formulées :

O Avec le champ de vitess¥ et la pressiorP.

0 Avec la fonction de couranp, la composante azimutale de la vorticitéet la compo-
sante azimutale de la vitesse

La formulation (¢, w, v) n’est utilisable que dans le cadre des écoulements axisyues
(voir par exemple [43, 34, 72]) et assure de implicitemerddatrainte d'incompressibilité.
En outre, elle permet d’éviter les problémes liés au champession, et des méthodes numé-
riques efficaces ont été mises au point pour pallier le madgumnditions aux limites sur la
vorticité, comme par exemple la technique de la matricefldémce de bord : pour une des-
cription détaillée de cette méthode, le lecteur pourrawidesla publication d®aube (1992)
[20]. En ce qui concerne les écoulements tridimensionfefermulation(y, w, v) est beau-
coup moins attrayante : elle implique la résolution d’'unrapgur Laplacien pour chacune des
composantes du potentiel vecteur, ainsi qu’une équatidradsport pour chaque composante
du tourbillon, soit un total de six équations. Il s’ensuiteda formulation(V', P), pour la-
guelle quatre équations doivent étre résolues, est méamfiest plus adaptée au traitement des
écoulements non-axisymetriques.

3.4 Formulation rotationnelle

A présent, nous nous attachons a reformuler les équationmduement de fagon & ramener
leur discrétisation spatiale a la mise en ceuvre d’opératdithérentiels discrets du premier

ordre qui reproduisent au niveau discret les mémes prégrifie leurs analogues continus.
Les opérateurs différentiels discrets du second ordreators obtenus en composant ceux du
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premier ordre. Ces points seront détaillés au chapitre folnaulation rotationnelle est basée
sur l'utilisation de la relation vectorielle suivante :

V(A-B)=(A-V)B+(B-V)A+Ax(VxB)+Bx(VxA)

Le terme non-linéaire de convection apparait en faigart B = V dans I'expression précé-
dente et on introduit le vecteur vorticiké =V x V :

2

1%
(V-V)V=VtwxV

Les équations de Navier-Stokes (3.2) deviennent alors :

(V.- V=0 surD
1
S : a—V—l—wXV:—VP—l——V2V surD (3.4)
ot Re
V=V, surl’

ol P = P + V?/2 désigne la pression motriée

Remarque- Dans le cas d'un fluide incompressible, le terme non-lreéde convection ne
produit pas d’énergie. D’apré@rimak (1995) [53], cette propriété est préservée au niveau
discret en écrivant ce terme sous la fore V.

A
M(r, 8,2)
z |
FIG. 3.1 — Systéme de coordonnées
| cylindriques.
B =
R ;\I: €9
0
€

La symétrie axiale de I'enceinte suggere naturellemestlje des coordonnées cylindriques
(r,0, z) qui sont rappelées sur la figure 3.4. D’autre part, la régmiwgpatiale au voisinage
des frontieres est meilleure que celle permise par I'atilisy des coordonnées cartésiennes.
En revanche, il s’avere que ce choix présente I'inconvéni@mtroduire dans les équations du
mouvement des termes enr, référencés comme une singularité non-intégrable du mgsté
cylindrique enr = 0. Nous aurons I'occasion de revenir sur ce point importantnament

10n l'appelle aussi pression totale ou pression dynamique
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de I'approximation spatiale. La projection du systeme daimpns vectorielles (3.4) sur la
base(e,, eg, e,) d'un repére cylindrique fournit le systéme d’équationdaicas aux dérivées
partielles ci-dessous :

(1o 100 0w _
ror  rof  dz
ou o°P 1 5
Eﬂ)w—gv_—EJrﬁ(v V),

. (3.5)
ov 10P 1 9
E—l—(u—nw —;ﬁﬁ‘ﬁ(v V)9
ow _orP 1 9

\ E"‘UU—WU——E E(V V)z

Les composantes du vecteur vorticibén, w, ) ont été introduites afin d’exprimer le terme
non-linéaire de convection dans chacune des directionspire :

10w Ov ou Ow 10rv 10u
"=l e 0 YT e a0 ST rar e (3:6)

Le terme de diffusion quant a lui sera réécrit de la maniereaate (voir 'annexe A) :

0 (10ru 10% u 9 [1drv 8 [v]
2 — — e - - - — | —_—— —
(v V)’" = —(VxVxv), or (r or ) * r2 062 * 022 00 [7“2 or  Or <r>
0 (10rv 1020 0% 9 |1dru 9 suy)
2 — — e - JEEE— - - | - —
(v V)9 = —(VxVxV), or <r 87") +T2892+822 +89 [7"2 or  Or <r>
') - - 10 (e 10w o
(V2V), = —(VxVxV), = ror \(or ) "o T a2 3.7)

Dans les équations précédentes, le lecteur notera queanesstentre crochets se simplifient
respectivement etw/r? et —2u/r? : on retrouve alors les expressions usuelles du Laplacien
vectoriel de la vitesse en coordonnées cylindriques. Ladidation retenue, visiblement plus
compliquée, est en fait plus adaptée a la discrétisaticieépades équations de Navier-Stokes
(voir chapitre 4).

3.5 Formulations perturbatives

En Mécanique des Fluides, la notion de stabilité des écarigrest fondamentale dans la
mesure ou les fluides sont sans cesse soumis a des pertostditoigines diverses. A titre

d’exemple, les défauts de paroi, les vibrations mécanidassnstallations expérimentales ou
encore le bruit thermique perturbent les écoulementst tasc |€gitime d’explorer la réponse
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d’'un écoulement a I'’égard de petites perturbations.

D’un point de vue numérique, les perturbations sont intiteduarbitrairement sur I'écoule-
ment étudié et I'évolution temporelle de I'excitation dgd#é est examinée. L'écoulement est
dit stable si les perturbations initiales s’amortissentaurs du temps. Au contraire, I'écou-
lement est dit instable lorsque les perturbations de dé&pattamplifiées au cours du temps :
celles-ci peuvent alors générer un nouvel écoulement.

Dans ce mémoire, nous nous proposons d’étudier les méoasmigvponsables de la brisure
de l'axisymétrie des eécoulements dans une cavité cylindriqtor-stator en faisant varier les
parameétres de contrOldie, h). Cette investigation est menée en supposant qu’une solutio

des équations de Navier-Stokes (3.4) se décompose sousrla tBun écoulement de base
axisymétrique stationnaif@/,, 1) et d'une perturbation asymétrique instationndWe, P’) :

V(r,0,2,t) = Vy(r,z)+V'(r,0,21)

P(Ta Q,Z,t) = B(Ta Z) +PI(T,9,Z,t) (38)

L'écoulement de base axisymétrique stationnaire estisaldu systeme d’équatiosss, :

(V-V,=0 surD,

1 2
S 4 wxV,=-VRB+—V°V, surD,

Re

| WL=Vr surl,

avec :
Ow, ov, o
o0 0 o0 0 o0 0

D, = [0,1] x [0, h] est le domaine d’intégration &}, désigne sa frontiére. En insérant les
relations (3.8) dans les équations de Navier-Stokes (@1y,en tenant compte du systefg
nous obtenons les équations qui gouvernent I'évolutiomgefturbation :

(V-V'=0 surD
/ . avl / ’ / / / 1 2 /
Sve 8 — 4w xV 4w xV,+|w xV'|==-VP' + —V?’V' surD
ot Re
L V' =0 surl’

L'analyse destabilité non-linéaire consiste a résoudre ce systeme afin de mettre en évidence
les propriétés d’amplification ou d’amortissement de laisoh de base. L'analysstabilité
linéaire consiste a supposer que les fluctuations autour de la soligibase ont une amplitude
infinitésimale. Le terme quadratiqué x V' du systéem&),,. est alors négligeable devant les
deux autres produits vectoriels du terme non-linéaire dweaxtion. Dés lors, nous sommes
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amenés a resoudre les équations de Navier-Stokes lirgsaeséur de I'écoulement de base :

(V- V'=0 surD

ov' 1
S, Wﬂ,oxvurw'xw,:_vp'JFEVQV’ surD
L V=0 surl’

Enfin, en dehors des conditions aux limites et de la forme wdg@on-linéaire de convection,
les équations de Navier-Stokes complét&sd’une part, et les équations de Navier-Stokes en
perturbationsS /' etS,') d’autre part, sont identiques. Il s’ensuit que les mémelsrtigues
numeriques seront mises en ceuvre pour les intégrer. LexsySi&uant a lui fait 'objet d’'un
traitement particulier dont nous reparlerons plus loin.
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Chapitre 4

Formulation discrete

4.1 Introduction

Ce chapitre a pour but de présenter I'ensemble des teclmimuaériques qui ont permis la
construction d’'un code de calcul 3D résolvant les équatimnblavier-Stokes pour un fluide
visqueux incompressible. On rappelle ces équations Gedsss:

(V- V=0 surD
ov 1
S : — = — —v?
5 + NL VP + ReV VvV  surD
| V=V, surl’

ou le sigleNL désigne le terme non-linéaire de convection :
NL=wxV

La prise en compte de I'axe de symétrie= 0 dans le domaine d’intégration constitue I'une
des principales difficultés numériques rencontrées lasegiéquations de Navier-Stokes sont
résolues en coordonnées cylindriques. Cela explique sare te nombre restreint de travaux
publiés jusqu’a présent sur ce sujet. Dés lors, différesitesnatives ont été proposeées afin de
contourner cette complexité.

Les systemes de coordonnées cartésiennes ou bien cuggibgnvoisinage de I'axe= 0 ont
été préférés par certains auteurs. Toutefeigiropoulos & Ventikos (2001)[65] ont souligné

le fait que de telles approches semblent favoriser I'afiparde modes azimutaux dépourvus
de sens physique.

Une autre alternative consiste a forcer une condition amitds sur I'axe du cylindre. A titre
d’exemple, les simulations tridimensionnelles menées\iazicco & Orlandi (1996) [74]
reposent sur un schéma aux différences finies en coordonyl@adriques. Les inconnues du
probleme sont le flux radigl. = r u et les composantes azimutalet axialew de la vitesse.
Le positionnement de ces variables est de type MAC. Il s'iégsie le flux radialy, n’apparait
plus sur I'axe de symétrie. Ce propos est formellement necbicar il est question d’un flux
qr|r—o & travers une aréte et non pas a travers une surface. Ce ohemtgée variable conduit

35
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cependant a une formulation discréte des équations du mmntequi, en définitive, est la
bonne.

Compte tenu de la géométrie du systeme, les séries de Fsariecommunément utilisées
pour I'intégration spatiale en azimut. Le probléme de laslarité sur I'axe revient alors a
déterminer les conditions aux limites adéquates en0 pour chacun des modes de Fourier :
pour les détails, le lecteur pourra consulter 'articleGldfgat, Bar-Yoseph & Solan (2001)
[28]. A notre sens, cette alternative n’est pas rigoureussgpie les composantes radiale et
azimutale de la vitesse n’ont aucune signification physaueentre d’'un repére cylindrique.
Cette difficulté peut &tre surmontée dans le cadre d’'uneoappation spectrale. Par exemple,
Xin, Le Quéré & Daube (1997)[77] ont choisi comme points de collocation les points Gauss
Radau.

La suite de ce chapitre est consacrée a la présentation aeatgorithme de résolution des
éguations du mouvement. L'intégration en temps découle dalnéma aux différences finies
semi-implicite du second ordre et le couplage vitessesprasest traité par un algorithme
de projection (84.2). La méthode aux différences finies ld@ypee paHyman & Shashkov
(1997)[30] est mise en ceuvre afin d'intégrer les opérateurs auxaksipartielles en espace.
Cette méthode permet de traiteaturellementa singularité en = 0 d’'une part, et d’assurer
I'équivalence entre la formulation discrete et la formigiatcontinue des équations de Navier-
Stokes d’autre part (84.3). Les séries de Fourier sont igé$éaux différences finies dans la
direction azimutale, du fait de la périodicité naturelles @elutions recherchées sur une cir-
conférence. Les systemes discrets résultants sont rggolusie technique de diagonalisation
partielle par rapport a la direction axiale. Le terme nawédire de convection est calculé dans
I'espace physique afin d’éviter les produits de convolu{®h4). Ce chapitre se termine par
guelques précisions sur la facon de conduire numériqueleeanalyses de stabilité linéaire
et non-linéaire (84.5).

4.2 Marche en temps

4.2.1 Schéma semi-implicite

On rappelle qué® etl" désignent respectivement le domaine d’intégration etsdiére. Soit
At un pas de temps suffisamment petit pour représenter I'égoldtl systeme. Puisque nous
nous proposons d’étudier numériquement la transitiomatktionnarité d’'un écoulement dans
un cylindre soumis a la rotation, nous utilisons un schémai-g@aplicite d'ordre deux pour
avancer dans le temps. Ce dernier combine les deux ingtsdievants :

O Ladérivée temporelle est approchée par un schéma awxatiffés finies décentré amont
d’ordre deux (Euler retardé). Pour toute variaple

<afn+1> _ 3fn+1 _4fn_'_fn71

2
ot SAL +O(AL)
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O Afin de préserver la stabilité numérique de l'algorithmestpre le pas de temps est
augmenté, le terme linéaire de diffusion et le gradientgoessont traités implicitement.
Le terme non-linéaire de convection est quant a lui déteFripartir d’'une extrapolation
temporelle d’ordre deux de type Adams-Bashforth :

NL"' = 2NL" — NL" ' + O(A#?)

Le systéme d’équations (3.4) au tenjpst+ 1)At est donc le suivant :

V.-Vl =90 surD
(6I-V?) V" = —Re VP 4+ 8" surD (4.1)
vt — v surl

I désigne 'opérateur identité et le facteuvaut3Re/2At. Le terme sourcé est constitué
des termes convectifs et d’'une partie des termes de dérnvmporelle :

Sn’n_l — Re (—QNLn + NLn—l) + % (4vn o Vn—l) (42)

4.2.2 Méthode de projection

Dans le cas d’'un écoulement incompressible gouverné pakdeations (4.1), la pression
est une grandeur implicite qui doit rester libre de s’ajustén de maintenir le champ de
vitesse solénoidal en tout point et a chaque instant. Celageiyitesse-pression est traité
numeériqguement par une méthode de projection apparentéalgorthmes desoda (1979)
[29]. Le schéma de projection conduit a la résolution d’éigus aux dérivées partielles du
second ordre de type Helmholtz et type Poisson a chaquéatéen temps. Deux étapes sont
nécessaires pour y parvenir.

4.2.2.1 Etape de prédiction

L'étape de prédiction consiste a relacher la contraintecdinpressibilité pour calculer un
champ de vitesse provisoire, ng&". Celui-ci est solution d’un probléme similaire de type
Helmholtz dans lequel la pression utilisée est celle du pasmps précedentAt :

(6I-V?)V*=—ReVP"+ 8" " surD
(4.3)
V*=Vr surl

Ce champ de vitesse predit vérifie I'équation de consemat®la quantité de mouvement
et possede les bonnes conditions aux limites. En revanichiy, & aucune raison pour que
celui-ci soit a divergence nulle.
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4.2.2.2 Etape de projection

L'étape suivante consiste alors a projeter le chatipdans I'espace des champs de vecteurs
a divergence nulle. Ceci revient a évaluer une corredéiérque I'on doit apporter au champ
provisoire pour garantir I'incompressibilité du fluide etrat, obtenir une approximation de la
solutionV"*! du systéme initial (4.1). On préfére écrire la correctiomssa formeV* = V.

Il vient :

VMl =V 4 Ve (4.4)

La relation ci-dessus s’interprete comme la décomposttiochamp de vitesse provisoivé"

en une partie solénoidalé™ " et une partie irrotationnell®¢. En exprimant la divergence
de la relation (4.4), on montre que le potentiel correcteest solution d’une équation de type
Poisson avec des conditions aux limites de type Neumann genec:

V-V¢=-V-V* dansD

dg

on
Les conditions aux limites sur la fonction correctrice sobtenues en effectuant le produit
scalaire entre la relation (4.4) et la directinnnormale a la paroi, puis en appliquant sur le
champ de vitess¥ * la condition de non-glissement du fluide sur la frontiere dmédine. Il
ne nous reste plus qu’'a déterminer la presg®n' : on montre queb est proportionnel a la
différence de deux champs de pression successifs dans pes.t&m effet, 'expression (4.4)
est reportée dans I'équation de conservation de la qualgitdouvement du systéme (4.1) et
on utilise la relation ci-dessous :

0 surl

V? (Vg) =V (V?9)

Puisque la pression n’est définie qu’a une constante pnestéd apres intégration :

3¢ V.V
PTLJrl — Pn - e
<2At * Re >

4.2.2.3 Remarques sur la méthode de projection

Nous formulons a présent quelques remarques en ce qui oeneeméthode de projection.

0 La meéthode de projection ci-dessus présente toutefois conugénient. En effet, le
champ de vitess& "' obtenu :

[0 est admissible d’'un point de vue dynamique dans la mesurevétifie I'équation
de conservation de la quantité de mouvement :

(eI - V*) V" = —Re VP"' + 8™ 1 surD

[0 est admissible d’'un point de vue cinématique car il est argerece nulle :

V.-V*l=0 surD
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[0 possede les bonnes composantes normales de la vitesséestd le

V'tl.n=Vr-n surl

[0 n’a pas les bonnes composantes tangentielles de la vitaskel®rda priori :

V' xn#Vprxn surl

Ce dernier point est a l'origine d’une faible vitesse de sgiiment artificielle sur les
frontieres. On parle alors de couche limite numérique.

O Montrons que cette couche limite numérique a une influendadm sur la solution si
le pas de temps est suffisamment petit. En utilisant par ebeeampschéma d’ordre un
pour la dérivée temporelle, il vient :

A
(I - R—tv2 > V" =V" — At (2NL" + NL"™") — At VP!
€

L'équation similaire qui en résulte est la suivante :

At

(1 — R—V2 ) V*=V*—At(2NL" + NL" ') — At VP"
(&

Il est clair queV* ~ V" lorsqueAt — 0. En combinant ce dernier résultat avec la

relation (4.4) écrite sur la paroi dans les directions tatigkes, nous obtenons :
V'l xn~V"xn+Vexn sur(l)

Autrement dit, le terme de glissement pariéfal x n est proche de zéro lorsque le pas
de tempsAt est suffisamment petit.

[0 La mise en ceuvre d’'une technique de matrice d’influence dé permet d’obtenir
une solutionV™*! sans couche limite numérique, contrairemenent au chamjiese
précédend/ "', Nous avons eu recours a cette méthode pour calculer unentatas
solutions axisymétriques. Dans le cas des écoulemenisémsionnels, la vitesse sur le
bord compte deux composantes tangentielles, ce qui rextétision de cette technique
plus délicate.

La suite est consacrée au calcul numérique des solulitnst ¢ des problemes elliptiques
décrits ci-dessus. Pour simplifier, le champ de vitessesodénoidal est not¥ .

4.3 Discrétisation en espace

Dans la plupart des cas, les meilleurs résultats numeérgpreseux obtenus lorsque le modéle
discret préserve les propriétés fondamentales du modeknaogqui gouverne le probléme
physique. De ce fait, les versions continues et discretespiérateurs différentiels intervenant
dans les équations de Navier-Stokes doivent obéir aux ménse@.e. : identités intégrales,
relations usuelles d’analyse vectoriellelyman & Shashkov (1997 [30] ont montré qu'il
est possible d’obtenir une divergence, un gradient et uatiosinel discrétisés qui sont des
approximations a I'ordre deux de leurs analogues continyg@cédant ainsi :
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O Discrétisation du domaine de calcul sur une grille qui st a I'application du théo-
reme de Stokes. D’apré$yman & Shashkoy, il s’avere que la grille MAC répond tout
a fait a ce critere.

0 Définition de I'espace des champs de vecteurs dis@¢{& <t celui des fonctions sca-
laires discrétesiC.

[0 Deéfinition des produits scalaires discrets > sur les espace’ S et HC.

[0 Obtention des analogues discrets d’opérateurs aux dérpaagielles spatiales sans er-
reur de troncature.

4.3.1 Malillage et espaces discrets

Le domaine d’intégratio® = [0, 1] x [0, 27| x [0, h] est discrétisé sur un maillage uniforme
dont les incréments d’espace sont les suivants :

Ar=1/M , A0=2r/N , Az=1/J (4.5)

ouM+1, N+1etJ+1 sontrespectivement les nombres de points discrets dadséetions
radiale, azimutale et axiale. En outre, la convention cisdes est utilisée pour désigner les
inconnues discrétisées :

g = f(rm, O, 25, t0) = f(MAr IAQ, jAz, nAt) , Vf (4.6)
Le traitement numérique spatiale est considérablemeititéguar I'orthogonalité du systéme
de coordonnées cylindriques. Le positionnement des Wadatependantes discrétes est de
type MAC (voir Fig. 4.1) :

[0 Les composantes du vecteur vitesse prennent place au agsiaces et perpendiculai-
rement a ces derniéres :
— La composante radiateest localisée aux nceudis, [ + %, j + 1) vm # 0.
— La composante azimutateest positionnée aux nceuds + %, l,j+ %).
— La composante axiale est située aux nceuds: + 1,7+ 3, 5).

0 Les composantes du vecteur tourbillon prennent place d@aurdes arétes et paralléle-
ment a ces derniéres :
— La composante radiateest localisée aux noeudis: + %, L, 7).
— La composante azimutaleest positionnée aux nceugs, [ + %, 7) VYm # 0.
— La composante axiateest située aux nceuds:, [, j + %) Vm.

0 Les quantités scalaires comme la presdigie potentiel correcteup ou la divergence
du champ de vitesse sont évaluées aux centres des ntailles;, [ + £, j + 3).

1Un tel maillage est dit "logiquement rectangulaire" dar@ [3l fournit les objets géométriques — volumes,
surfaces et contours — indispensables a la mise en ceuvieédesmes de Gauss et Stokes au niveau discret.
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Wm+1/2,|+ll2,j+l W1/2,I+1/2,j+1
JAY;]

(Mm+1,1,j+1) JAY:}

(1,1,j+1)

n m+1/2,1,j

Wiy 1412 Az (m=0,j+ ¢
: u1,I+l/2,j+1/2
- Vm‘+_1>/‘2,l,j+l/2 Az .
L \ Qj+l/2 ! \Vi \ ‘
U 124172 Z (m+1,1,)) e 1/2,1,j+1/2
- m,|j+1/2 Ly
(m,IM o Ar
(m,Lj) (m=0,j)
(@) (b)

FIG. 4.1 — Positionnement des variables de type M .Les mailles dites régulieres sont
celles pour lesquelles > 0. (b) Les mailles dites axiales sont telles que= 0.

Nous insistons sur le fait que la composante axiale de l&citérest laseule et uniquequantité
du probleme définie sur I'axe de symétrie= 0. La grille MAC nous conduit & définir les
espaces discrets qui suivent :

0 SoitHS, I'espace des champs de vecteurs discrets dont les contpssamt localisées
au milieu des faces et perpendiculairement a ces dernieres :

HS = {Q: <um+1,l+%,j+%:Uer%,l,jJr%amer%,lJr%’j) }

O SoitHL, 'espace des champs de vecteurs discrets dont les contpssamt localisées
au milieu des arétes et parallélement a ces derniéres :

HL = {W = (ﬁm+§,z,j’wm,l+§,jﬂCm,l,j+%> }

0 SoitHN, I'espace des fonctions discrétes localisées sur les stsrdas mailles :

HN = {¢ = (Ymyy) }

0 SoitHC, I'espace des fonctions discretes localisées au centnmddes :

HC = {¢ = <¢m+%,l+%,j+%> }
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L'espaceHS est muni du produit scalair(e, ci-dessous :

>7—l$

’ _ /
2(U, U >’HS = MU Yl 12

m 11= -1

D

,_.
M

LI

(/rm+1um+1l+2’]+2 m+1l+273+1 +Tmuml+2’]+2 ml+f)7]+ )

m=1 =0 ]:
m=M-1[=N-1j=J-1
/
T E : § : Pm+3 (Um+%,l+1,y+2 UmtLittj+d T Umt] l,y+%vm+§,z,j+§>
m=0 =0 7=0
/
+ (wm—l—%,l-l—%,j-{-lwm_i_%’“_%7]._1_1 + wm+ l—i—w] m-l—?,l-i-f,,J) ] (47)

Cette relation n’est autre que la formulation au niveaurdisdu produit scalaire continu de

deux vecteurd” etV :
<V,V’>:/// V-V'dv (4.8)
\%

De laméme fagon, I'espa¢&C est équipé du produit scalai{'e >HC dont la définition discrete

est:
m=M-1[l=N-1j=J-1

<‘/’ ¢’ >HC Z Z Z Tm+1¢m+2:l+zd+l¢m+2,l+7,3+— (4.9)
Bien évidemment, I'écriture continue correspondante est:
(6.0 = [[[ o0 av (4.10)
\%

Les espaces discrets préceédents sont reliés entre euws mgodeateurs divergence, gradient et
rotationnel discrétisés dont nous allons parler dans kosesuivante.

4.3.2 Discrétisation des opérateurs différentiels d’orde un en espace
4.3.2.1 Divergence et gradient discrets adjoints

Dans leur version continue, I'opérateur divergeRceet I'opérateur gradient vérifient le
théoreme de Stokes généralisé (ou identité de I'intégrata parties) :

//V¢V-Vd\/:—//Vvqs-VdVJr/Bquv.ndS (4.11)

ou le second membre est un terme de frontiere. Cette relatitoue que les opérateuss et
—V sontadjoints par rapport aux produits scalaires continus (4.8) et (4116bjectif est de
disposer d’opérateurs divergence et gradient sous forsceade qui remplissent les conditions
suivantes :

0 Les opérateurs discrets obéissent a une version discréideatsité (4.11).
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0 Lanalogue discret du terme de frontiere doit étre une bappeoximation de sa version
continue.

Dans le cadre de notre probléme, les conditions aux lim8e} (ustifie la nullité du terme
limite et nous n'avons plus a nous préoccuper de la deuxi@meition.

Divergence]

La définition de I'opérateur divergence est basée sur laénée de Gauss :

///Vv-Vdv:/asV-nds (4.12)

ou n représente un vecteur unitaire sortant normal a la sudacé.a divergence discrete
correspondante est I'applicati@s qui a tout champ de vecteur disckétde HS associe une
fonction scalaire discretg deHC :

S"1U +— Dg(U)=D

La transcription discréte de la divergence est obtenue pligapnt la relation (4.12) sur les
volumes et les surfaces fermées de la figure 4.1. Il vient :

O Pour les mailles réguliérdsn > 0) :
Tt tUmi14 3 5+5 — "mUmit g+ Umtdi1i+3 7 Umtdig+]
mtg.ltg.0+y Ar + N,

Ymt 343541 7 Umddi44.

Az

Tm+%D

+

O Pour les mailles axialegn = 0) :

_o Mt dged ) Yiig+d T Vg Yiidae T Wil
ki T TN T Ad - Az

Comme nous I'avons déja mentionné via la relation (4.1bpdrateur gradient discrét est
défini comme étant le négatif adjoint de I'opérateur divaagediscretd s. Formellement :

<¢: ﬁS(H)>HC = _<G(¢): H>’H$

Conformément aux travaux d&/man & Shashkov[30], il s’ensuit que la version discrétisee
du gradient est I'applicatio@ qui a toute fonction scalaire discrepede HC associe un champ
de vecteur discrétl de HS :

G-{HC — HS
le — Gl9)
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avec .

( —
Pmilirdits — OmoLivdit]

Ar

aux nceuds (m, 1+ 1,5+ 1)

L Pmebisyirt ~ Pmidi-bitd

1 Al

m+5

aux noeuds (m+ 3,1,5 + 3)
r

Pt litdjrt = Pmydird -t
\ AZ

aux nceuds (m+ 3,1+ 1, 5)

4.3.2.2 Rotationnel discret

Le support permettant de définir I'opérateur rotationneleethéoreme de Stokes :

//VxV-ndS:y{V-dl (4.13)
dS L

ou JS est la surface qui s’appuie sur le contdyrn est un vecteur unitaire sortant normal
a dsS et dl est un vecteur unitaire tangent.a D’'un point de vue discret, le rotationnel est
applicationDg de HS versHL qui a tout champ de vecteur discigtfait correspondre un
champ de vecteur discr&V :

o [ HS — L
STlU — Cs(U)=W

Chaque composante discrete du rotationnel est obtenugiguamnt la relation (4.13) sur une
surface fermée et une boucle adéquaediquée sur la figure 4.2. Il en résulte les expressions
suivantes :

0 Pourla composante radiajede la vorticité (Fig. 4.2.a) :

= 4.14
nm+§,l,] Tm+% Ae AZ ( )
O Pourla composante azimutalede la vorticité (Fig. 4.2.b) :
w L= umal'i'%zj'i'% - umal'i'%zj_% o wm+%7l+%7] - wm_%7l+%7] (4.15)
mlt 5] Az Ar
O Pourla composante axialede la vorticité (Fig. 4.2.c) :
mility T AT rm\0

La formule (4.16) n’est valable que sur les mailles régakeEn ce qui concerne les mailles
adjacentes a I'axe de rotation, une attention particuBgtaécessaire.



4. Formulation discréete 45

(m+1,1,j+1)

Az
+1,1,j)
- V211020 i I-1,)
L N N
T |
Vin+1i2,1j-1/2
(m+1,l,j-1)
Ar
(m,1j-1)
(m,I+1,j+1)
Az
-
Vm_1/2,|,j+l/2'
(b) w

(M=1,1j) ~ 7| Vicapijre

(m,|+m\

(m,l+1,j+1) (m+1,1,j+1)

(m-1,1,j+1)
Unizjae | .-

-—
2 Vm+1/2,|,j+l/;\

. Zm,|,j+1/2*~

©)¢ T 1S
Az Vm—1/2,|,j:>\ - ——

— U i-1/2,j+1/2

o i

(m-1,1,j)

—(m+1,1,j)

(m,I-1,j)

FIG. 4.2 — Boucled. permettant de constuire les composantes du rotationnaktia partir
du théoréme de Stokes.
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4.3.2.3 Composante axiale du rotationnel discret sur I'axe

Comme nous I'avons déja souligné, la vorticité suivamst la seule quantité du probléme
définie sur I'axe de rotation, en dépit du fait que le systemeabrdonnées cylindriques soit
singulier enr = 0. Des lors, le traitement sur I'axe apparait comme un pointiat de la
méthode numérique. Par analogie avec ce qui précede, laosamie axiale du rotationnel sur
'axe — notéeﬂﬂé — est déterminée par la version discréte du théoreme de sStpieenous
appliguons sur le contour fermiéede la figure 4.3. 1l vient :

A 2 A I=N-1
™ <l> Uy =500 Y vy,

L1
2 PR 7]+§
=0

Nous reformulons cette derniere expression en utilisami#ion (4.5) pourd :

I=N-1

41 4 _
AN D Ui = IS s: (4.17)
=0

2,

)=

ouw est la valeur moyenne dele long de la boucld.. Aucune approximation n’est requise
enr = 0 et nous sommes assurés que le probleme est posé correctement

J,j+1)

C@liF)

FIG. 4.3 — Bouclel. permettant de constuire la composante axiale du rotatiahseret sur
I'axe a partir du théoréme de Stokes.

4.3.2.4 Remarques

O Par construction, on peut démontrer (voir [30]) que la tutlu rotationnel d’'un gradient
est vérifiée au niveau discret :

Cs(CG(@) =0 ., Ve HC
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0 De la méme fagon, il est possible de définir une divergenceétsD 1, sur# L de sorte
gue la composition de la divergence et du rotationnel sdi¢@w niveau discret :

D.(Cs(U)=0 , YUEeHS

0 Soulignons le fait que les expressions de la divergdmgeU), du gradientG(¢) et du
rotationnelCs(U) (enr # 0) sont celles que I'on obtiendrait en appliquant aux version
continues une discrétisation spatiale de type différeficies centrées précise au second
d’'ordre.

4.3.3 Discrétisation des opérateurs différentiels d’orde deux en espace
4.3.3.1 Laplacien scalaire discret

L'utilisation d'un algorithme de projection pour traitex touplage vitesse-pression implique
la résolution d’une équation de Poisson pour la fonctionemtrice¢ (84.2.2). La version dis-
crétisée du Laplacien scalaire est obtenue en composantadésgues discrets des opérateurs
divergence et gradient :

L(¢) = Ds(G(¢))

c’est-a-dire :

O Pour les mailles réguliérdsn > 0) :

1 1 (T Pt it jrt = Pmadivdjrd ¢m+§,l+%,j+$_¢m—§,z+%,j+§)
m+1 -

Tm
Tt L Ar Ar Ar

O Pour les mailles axialegn = 0) :

L P31 ljrt — PLirl vl
A 1
ri Ar Ar

2

Pour simplifier, les formulations discretes ci-dessus meement que les dérivées radiales.
Comme nous l'avons déja mentionné, le gradient discretasttuit de maniere a ce qu'il
soit le négatif adjoint de la divergence discrétisée. Cexilique que I'analogue discret de
I'opérateur Laplacien scalaire vérifie la propriété d'adionction vis-a-vis du produit scalaire
sur I'espace discreiC :

<f(¢), ¢’>HC - <¢ﬂi(¢l)>Hc
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4.3.3.2 Discrétisation du terme de diffusion

Au chapitre précédent, nous avons établi la reformulatiotedme de diffusion en terme de
rotationnel du rotationnel de la vitesse. Définissons alarsotationnel discre€, surHL a

valeur dang4S :
— { HL — HS

CLi\w s W) =U

Il s’ensuit que I'analogue discret du terme de diffusionadsenu en combinant les opérateurs
Cy et Cg précédents et que le positionnement de ses composantesdeodwvec celui des
composantes de la vitesse :

C1(Cs(U)) = (CCU, CCV, CCW)

Par analogie avec le cas continu (les détails sont dansei@nA), il faut ensuite insérer la
version discrete de I'équation de continuité (84.3.2.1)sdees expressions. Finalement, la
transcription au niveau discret des composantes de I'tpéndv x V) est la suivante :

O Pour les mailles réguliérdsn > 0) :

CCUnm iy jay =

1 I "m0l = TmUpy L1 1T TmUpgpd el = Tm—1Up 41541
Ar \r .1 Ar ro_1 Ar
N 1 Pmtd B 1 Umt+Lit1,44 = Umid i+l _ P'm—1 _ 1 Um—Lit144 = Um—L 141
2 2
Ar r2, Tl Af r2 Tl Al
COVomiirirt =
B 1 1T T 2Vm 2542 = T 3Umg L4 1 B irm—i—%vm—l—%,l,j—i—% T ULyl
Ar \r, Ar r Ar
+1 m
2 2
Ar rm+% Tl A6 rm+% T'm A6
141, = — | Tm+1 —Tm
m+1i+1j oyt AT Ar Ar
2

O Pour les mailles axialegn = 0) :

CCU. = b [ L gy T
Litgits Ar \rs Ar
2
n 1 R R L e T L T N T R T e e L e
Ar |\ r? s A6 r? o A6
2 2
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ccv 1 (17308, ;41 —T1UL 541 1 ri 1\ Yrgglgel T ULl
1 1 = — — — Sl _— - —
2hIts Ar \ry Ar A Ar o Af
2
COWy 1 = b (adrsg ~ Uty
§7l+§73 Tl AT
2

ou les termes ef? /06? et §?/0z* n'ont pas été notés dans le but d’alléger les formules. En
appliguant de facon rigoureuse les théoremes de Gauss abkiesSnous parvenons a une
discrétisation naturelle sans introduire de conditionslauites artificielles sur I'axe = 0

qui de surcroit n’ont aucun sens.

4.3.3.3 Discrétisation du terme non-linéaire de convectio

Le champ de vitess® et le terme non-linéaire de convectiofiL = W x U discrétisés
appartiennent au méme espace disgf8tet doivent satisfaire la relation d’orthogonalité qui
suit :

(U,NL), . =0 (4.18)

Une discrétisation adéquate des termes non-linéairetoesiasuivante :

0 Pourla composante radial.U :
NLU,, ;.

1i+1 (wm,l+%,j+1wm,l+§,j+1 + Wm,1+§,jwm,l+§,j>

N | — DN —

(Cm,l+1,j+%“m,l+1,j+% - Cm,l,j+%“m,l,j+%>

ou nous avons introduit les moyennes pondérées suivantes :

T _ Tl Vil etV L
m,l,j-l—é o 2,',,m

T Tt d Wi Ll T i Wi 141
ml+ 5.

0 Pourla composante azimuta¥d.V :

NLV i1 15+1 (<m+1,l,j+§“m+1,l,j+% T Cm,z,j+%“m,z,j+$>

— Do =

(”m+§,l,j+1wm+§,l,j+1 - 77m+%,z,jwm+§,z,j>

N |

avec les conventions ci-dessous :

w wm+%7l+é7] + wm'i'%:l_%ﬂl

um7l+%7]+% + um7l_%7j+% o
m+%’ ’j - 2

um’l’]+% - 2 ’
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0 Pourla composante axial.W :

1

1 _ _
2 (wm+1,l+$,j“m+1,l+é,j - wm,l+é,j“m,l+é,j>

NLW

Les expressions deetv sont données par :

- _ Umprd gt T Umid -t _ Umiddgty T Omidi-g
umal'i'%a] - 2 ’ ’Um+%7lzj - 2

4.4 Reésolution des systemes discrets

Une méthode de projection a été mise en ceuvre afin de trapeolideme du couplage entre
la vitesse et la pression dans les équations de Navier<S(gKke2.2). A chaque pas de temps,
nous devons donc résoudre une équation de type Helmholtzchague composante de la
vitesse (prédiction), ainsi qu’'une équation de type Poigsaur la fonction correctrice (pro-
jection). Ces équations sont discrétisées en espace panébsdes de différences finies,
exposées dans la section 4.3. Néanmoins, la géométrieldglire suggere naturellement |'uti-
lisation d’'une représentation spectrale dans la dire@momutale : chaque variable est re-
présentée par une décomposition en série de Fourier (deslsagmnt proposés dans I'annexe
B):

k=N/2—1
U(r,0,2) =0+ > T¥(r,z) cos(kd) + TV F(r, 2) sin(k0)
k=1

L'intérét de combiner les différences finies dans le planidieén (r, z) et I'approche spectrale
dans la direction périodiqueest le suivant. Le probleme elliptique tridimensionneltpot sur
une quantité physiqué(r, , z) est remplacé par une successiomd@roblémes elliptiques
quasi-bidimensionnels dont les nouvelles inconnues ssntdefficients spectrauk” (r, z).
En fait, on compteV/2 problémes elliptiques pomﬁf’C en identifiant toutes les contributions
en cosinus etfV/2 problémes elliptiques pour son conjugﬁré“"C en identifiant toutes les
contributions en sinus. Il en résulte une diminution desré&ffde calcul et la possibilité de
mettre en ceuvre des algorithmes performants, analoguesc@es calculs axisymétriques.
Pour chaque mode de Fourieret chaque valeur d’indice axigl les problemes elliptiques
discrétisés prennent la forme de systemes matriciels {skag@naux (pouw et v, §84.4.2)
et tri-diagonaux (poutv et ®, 84.4.3). La technique ddiagonalisation partielle suivant la
direction axiale est employée pour résoudre ces systeraas.ehtrer dans les détails (dispo-
nibles dans [20] par exemple), cette technique consistdécaleales solutions spectrales de
ces systemes discrets dans la base propre de I'opérateoiutién axialo? /9z2. Dans cette
nouvelle base, I'inversion des systéemes matriciels estcefée via une décomposition LU.
Les changements base canonique/base propre et réciprequeonmt réalisés par FFT (trans-
formée de Fourier rapide). En outre, ces derniéres permettalléger les temps de calcul
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puisque le nombre d’opérations requis pour une FFT est ddréadeN log N, alors qu’un
produit matriciel en exigev=.

L'espace physique et 'espace de Fourier sont connectés paatrice de passadgd (don-
née dans I'annexe B) et sa transposée. Afin de nous affrashesiproduits de convolution, le
terme non-linéaire de convection est évalué dans I'esplaysique en utilisant N/2 modes
de Fourier pour pallier au repliement des modes (aliasing).

4.4.1 Composante axiale du rotationnel discret sur I'axe

En combinant I'expression de la composante axiaje; du rotationnel discret sur I'axe
(84.3.2.3) et la définition du mode zéi# de la composante azimutale de la vitesse (annexe
B), il vient :

Q

ME%
lv\»—t

(4.19)

4
i+ Ar

)=
M

11 !
S AN & Ui

4.4.2 Problemes de type Helmholtz pour. et v

Pour chaque onde de Fourigfles nouvelles inconnues spectral@és v¥ *) sont les solutions
d’'un systéme de deux équations couplées. Pour les maifaiaées(m > 0), nous avons le
résultat suivant :

Am+1um+1+Bm+1v 1+Cmu +D,, éﬁg N DT 1—57“
2

Ay s 0Nk 4 B @b+ C 1B +Du+E Nk _ 5
m+3 m+3 m+1%m+1 m+ 5 m -1 = OVl

1 ES
m=3

ou la prise en compte des conditions aux limites de type Blatc(3.3) est faite au niveau
du vecteur second membre. La résolution d’un tel systemessée l'inversion d’une matrice
penta-diagonale d’ordr@N + 1) x (2N + 1) pour toutes les harmoniques non-nulles puisque
cette matrice devient tri-diagonale lorsque- 0. Les diagonales ont pour expression :

1 r k r 1
Ap = ——5—— , Bn=— — - —
Ar?ry, 1 Ar (rfﬂl rm>
2
k? 1 T T
Cn = 04+—5+7+ +
r2 Ar2 \ v 1
2 2
k 'm 1 1 'm
Dp = —— -—— 1 , En=—-"7%5
Ar <T72~,1+§ rm) Ar? T
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v désigne les valeurs propres de I'opérateur d’évolutioal@Xi/dz2. Le traitement particulier
sur les mailles adjacentes a I'axe de symétrie= 0) apporte quelques modifications, soit :

—~k
~ ~N—k ~ ~N—k
A2u§+B%v% —i—Clu'f—i-D%v% =Sr,

k

Asv
2

[N 2

- N —~N—
F B 4 CioY R = 56,
2 5 2

ou la diagonale centralgest définie par la relation ci-dessous :

Cl=o+ By LD
=0 — -
! r? i Ar?rs

|l faut ensuite effectuer un travail analogue pour le systdiinconnues conjugué€s”™ *, o*).
On montre alors qu'il suffit simplement de changexn —k& dans I'expression des matricBs
etD.

4.4.3 Problemes de type Helmholtz poutv

De la méme facon, la formulation matricielle du problémeisd’inconnues® s’'écrit, pour
chaque modé :

Le spectre du terme source: contient les conditions aux limites (3.3) et la matrice tri-
diagonale de dimensiaN x N est constituée des éléments ci-dessus :

A 1 Tyt B B k? 1 Tos1 +7Tm c I
m+3 = T A2 v Pl T ORS00 o Vm-t T T2
TS T+l Tyl r Tt 2 T Tl

2

Un résultat similaire est obtenu avec le probléme portaniesguantité conjuguéa™ —*.

4.4.4 Problemes de type Poisson pour

Dans le paragraphe 4.3.3.1, nous avons construit 'opérateplacien scalaire discrétisé a
partir des analogues discrets de la divergence et du gtadiemeportant dans ces résultats la
décomposition en série de Fourier de la fonction correzfrimous obtenons deux expressions
matricielles. Pour chaque harmonigkigles coefficients spectrauk® et ®V—* sont calculés
en inversant une matrice tri-diagonale d’ordvex N :

~

~ A —~ k
lAler%q)]:w%+Bm+1q>}C 1+ Cp 1@y =80,

b m+§ m_§ m—z5

¥
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avec les diagonales suivantes :

A 1 7o B k? y 1 Tyt +7m c 1 7,
3 = _ 1= — — — 1l ==
T A, T TR g2 Ar?z orp oM Ar?r, 1
2 2 2 2

La prise en compte des conditions aux limites de type Neurhammogéne dans la direction
radiale est faite au niveau de la matrice B. Le second mensdtrégal a I'opposé de la di-
vergence du champ de vitesse intermédidrelont on connait les composantes (84.4.2 et
84.4.3). En combinant I'approximation de Fourier pour légodiel correcteuf et la discréti-
sation spatiale de I'opérateur divergence (84.3.2.1)s@vons :

~k ~k ~k

=k
§ob,, ., = —megry Tmosy K gvee | Dmegast 7 Onids
2772 Tyt AT Tl M2ty PNBVAN
~N—k ~N—k <Nk <Nk
%Z;i i+ = _Tm+1um+1a]'+% B Tmumvj'i'% + k @\k 1,1 — wm+éa]'+1 N wm'i'%a]'
2772 Tt AT Tyl TT29T2 VA

2

Remarque- Les indiceg suivantz n'ont pas été notés dans les quatre expressions encadrées
ci-dessus dans le but d’alléger la formulation.

4.45 Calcul des seconds membres

Le terme source est traité de la maniére suivante :

0 Nous disposons du spectre de chaque composante de |la atesgas de tempsAt et
(n — 1)At. Nous en déduisons les coefficients de Fourier pour les¢ooigosantes de
la vorticité.

0 Les vecteurs spectraux précédents sont multipliés par tdamale passag®l. Dans
'espace physique, nous calculons alors les composanseseths de I'opérateur de
convectionNLU, NLV et NLW. Celles-ci sont passées dans I'espace de Fourier par
produit matriciel avec la transposéeNE

O Les coefficients spectraux des composa(m@sk, S‘Ek, S/Ek) du terme sources sont ob-
tenus a partir de I'équation (4.2). Ensuite, il faut ajouderterme source le gradient
discret appliqué a I'approximation spectrale de la presaintempsiAt. Les systemes
matriciels penta-diagonaux et tri-diagonaux peuvent d&rne résolus par diagonalisa-
tion partielle suivant.

. ==k . . . :
[ Les coefficients® sont calculés, ce qui nous permet d’obtenir le spectre dmlztibn
correctrice.

0 Le champ de vitesse et le champ de pression sont déterminéd’éspace de Fourier
pour chaque modeau tempgn+1)At. La solution est obtenue dans I'espace physique
en effectuant a nouveau une multiplication matricielle.
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4.5 Méthodologies

Nous nous proposons d’éclairer les mécanismes resposs@dlia rupture spontanée de la
symétrie axiale de I'’écoulement par voie de simulations énigpes directes. Dans ce but, la
stabilité linéaire et non-linéaire d’'un écoulement de kmgsymétrique stationnaire, vis-a-vis
d’une excitation instantanée non-axisymetrique, estyseal

De telles approches débutent par la simulation des écoulsrde base, stables ou instables,
par une méthode de Newton préconditionnée proposé&ugierman (1989)[73]. Sans en-
trer dans les détails, la mise en ceuvre de cette techniqest®en deux étapes. D’abord,
une simulation axisymeétrique instationnaire fournit uloaie estimation de départ. Ensuite,
I'itéré suivant est obtenu via des algorithmes connus sappéllation GMRES, dont le pré-
conditionnement permet d’accélérer la convergence. Ergimsemble des solutions de base
est obtenu en augmentant progressivement le nombre de ldsyde sorte que I'état asymp-
totique de I'une sert de condition initiale pour le calculsnt.

La condition initiale utilisée pour les calculs en pertuitias résulte de la superposition d’'une
solution de base axisymétrique stationnaire et d’'un chaenytdsse aléatoire solénoidal. La
perturbation est générée de la maniére suivante :

0 Pour le mode zéro de la perturbation :
O uy=w, =0
O vy = random
0 Pour les modes non-nuls de la perturbation :
O uy, w, =random
O uy ., Wy, =random

1 [ ord) ow
07 — - N—k N—k
T < or T 0z

1 (0u; 0w,
|:| -~ - __ k k
UN—k k(@r +T8,z>

Il s’ensuit que I'ensemble {solution de baseexcitation} est bien a divergence nullear
commodité, ces conditions initiales seront notéas], dans la suite du mémoire.

La résolution des équations du mouvement sous forme pativel(83.5) permet d’explo-
rer I'évolution de la perturbation initiale au cours du tentigrsque le mécanisme déstabilisant
(i.e. : larotation du disque moteur) augmente d’intenSitda perturbation s’amortit a mesure
gue le temps s’écoule, I'écoulement de base est stablequei&coulement évolue vers une
ou plusieurs solutions différentes de I'écoulement de besleii-ci est instable. L'existence
de solutions multiples est sondée en intégrant les équatieMNavier-Stokes complétes avec
différentes conditions initiales :

0 Conditions CI, : Démarrage impulsif du rotor, le fluide est initialement apas.

0 Conditions C'I* : Accélération progressive du rotor, on part d’'un régimélétaouvé
pour une valeur d&e plus petite.

2Generalized Minimal RESisuals
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0 Conditions C I~ : Décélération progressive du rotor, on part d’'un régimeléteouve
pour une valeur d&e plus grande.

Les régimes d’écoulements atteints, éventuellement phesdti sont identifiés par I'analyse
du comportement temporel de I'énergie cinétidui¢k) calculée dans I'espace spectral pour
chaque mode azimutal Celle-ci est normalisée par rapport a I'énergie cinétiggede la
solution de base, qui est de I'ordre t& 2 :

v vt s
E'(k) ' g

oS
Eo // Vo VordS
oS

oudS = dr dz est un élément de surface dans le plan méridien. En vertuahréme de
Parseval, I'énergie cinétiqué de I'écoulement normalisée par rappo@est donnée par :

La nature instationnaire de I'’écoulement est caractégséexaminant I'évolution temporelle
de la composante azimutalede la perturbation de vitesse en un point de contrdle.

Sauf mention contraire, les maillages mis en ceuvre se canpdse/N = 32 points dans la
direction périodiqueTous les calculs ont été réalisés de sorte que le nombre de s
dans la direction radiale M et celui dans la direction axiale.J vérifient systématiquement

la relation :

D’autre part, 'amplitude de la perturbation initiale egéf a la valeut0 3 et le pas de temps
At est égal 8.005. Le temps est exprimé en nombre de tours effectués par leeodaven
rotation.






Chapitre 5

Validation du code de calcul

L'objet de ce chapitre est de valider les techniques nuraésexplicitées au chapitre 4 avant
d’aborder les problémes de brisure spontanée de I'axigign&ans ce but, nos calculs sont
comparés a quelques résultats numériques et expérimetgdatittérature.

5.1 Solutions axisymétriques stationnaires

Les éclatements tourbillonnaires confinés, qui appanaisse I'axe de symétrie pour certaines
combinaisons des parametres de contréle, sont communéarastérisés par trois longueurs
normalisées par rapport a la hautélide la cuve i désigne la distance séparant le disque im-
mobile et le premier point d’arrét sur I'axe est I'extension axiale de la bulle ereprésente
son épaisseur suivant la direction radiale. Celles-ci sohématisées sur la figure 5.1. Dans
la perspective de valider leurs simulations axisymétisgd8, 72, 36] et tridimensionnelles
[65, 60] de facon plus quantitative, certains auteurs detéeces dimensions caractéristiques
sur les photographies de visualisations expéerimentaB [, 67] et les ont comparées a leurs
valeurs numeériques.

Dans cette section, nous rapportons nos mesures de laetailkela localisation relatives des
bulles de recirculation pour différents taux de rotatiorgeatre rapports de forme dans la
gamme des régimes axisymeétriques permanets::1.5, 1.75 et 2 dans le tableau 5.1, puis
h = 2.5 et3.25 dans le tableau 5.2. Nos résultats découlent de la résoldés équations de
Navier-Stokes axisymétriques stationnaires en utilitmméthode de Newton précondition-
née développée pduckerman [73]. Les maillages bidimensionnels mis en ceuvre sont tels
que M = 200 afin d’effectuer une comparaison équitable avec les résutatenus sur des
grilles non-uniformes. Celles-ci concentrent davantageatuds autour de I'axe et semblent
plus adaptées a ce genre d’investigation.

Les longueurs et s sont aisement déterminées en repérant les coordonriédsng de I'axe
de symétrie pour lesquelles la composante axidle z) de la vitesse change de signe. Cette
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derniere est approchée par la relation d’extrapolationlcaimue suivante :

Qw(ry,z) —w(rs, z)
w(0,z) = - 2 -

Nous définissons le contodrde la zone d’écoulement inverseomme étant 'ensemble des
circonférences sur lesquelles le flux de vitesse axialensilan De ce fait, il s’ensuit que la
plus grande d’entre elles constitue I'épaisseur de |'éatant tourbillonnaire. Formellement :

r=re 0=2m
C:{(re,ze)// /9 wrdﬁdr:O,zeES} et e=Max{r.}
r=0 =0

FIG. 5.1 — Représentation schématique des longueurs casticiéeis d’une bulle de recircu-
lation.

En dépit du fait que notre grille soit & pas d’espéde, Az) constants, nos mesures kféf

et s/H sont manifestement en excellent accord avec ce qui avaitbServé auparavant par
le biais d’expériences ou de simulations numériques. Garément aux visualisations expé-
rimentales, I'accroissement du parametre dynamiQeee traduit par une diminution de la
distance/H séparant le couvercle stationnaire et le premier point@&aur I'axe, ainsi qu’'un
étirement de la longueur axiat¢ H des zones d’écoulement inverse.

Lorsque I'écoulement est supposé axisymétrique et quetiaulation (), w, v) est adoptée, le contodrde
la bulle correspond a I'iso-ligne ou la fonction de courssttraulle.
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|Bulle|I/H |s/H |e/H

| h=15
Re = 1256 || Escudier [23] Exp. 1 034 |0.13 | ?
Tsitverblit [72] Num.| 1 |034 |013 |7
Barbosa 1 ]0.339]0.132 | 0.109
Re = 1492 || Escudier [23] Exp.| 1 027 |012 |7
Tsitverblit [72] Num.| 1 |0.27 |0.12 |7
Barbosa 1 0.268 | 0.120 | 0.134
| h =175
Re = 1850 || Spohnet al. [67] Exp. 1 1019 [0.108 [ 0.126
Sotiropoulos & Ventikos [65] Num} 1 | 0.2 0.116 | 0.137
Barbosa 1 0.203 | 0.127 | 0.139
| h=2
Re = 1492 || Escudier [23] Exp.| 1 |0.34 |0.06 |0.041
Lugt & Abboud [43] Num.| 1 |0.31 [0.09 |?
Tsitverblit [72] Num.| 1 0.34 | 0.07 | ?
Sotiropoulos [65] Numj 1 0.323 | 0.064 | 0.041
Barbosa 1 |0.335]0.083 | 0.048
Re = 1854 || Escudier [23] Exp. 1 0.21 |0.16 | 0.113
2 1052 |0.07 |0.019
Lugt [43] Num.| 1 [020 014 | ?
2 044 |7 ?
Tsitverblit [72] Num.| 1 |0.21 |0.17 |7
2 0.50 ? ?
Sotiropoulos & Ventikos [65] Numj 1 0.21 | 0.176 | 0.113
2 |0.464 | 0.081 | 0.020
Barbosa 1 ]0.209 | 0.177 | 0.113
2 0.476 | 0.082 | 0.022
Re = 2100 || Fujimuraet al. [25] Exp. 1 (018 |7 ?
2 — — —
Sotiropoulos & Ventikos [65] Num| 1 0.175 | 0.105 | 0.117
2 |0.386 | 0.128 | 0.093
Serre & Bontoux [60] Num{ 1 | 0.180 | 0.130 | 0.116
2 — — —
Barbosa 1 |0.175]0.159 | 0.128
2 10398 | 0.118 | 0.034

TAB. 5.1 — Voir Tab. 5.2 pour la |égende.
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|Bulle|I/H |s/H |e/H
| h=25
Re = 1994 || Escudier [23] Exp.| 1 024 |0.06 |7
2 1054 |008 |7
Lugt & Abboud [43] Num., 1 |0.20 |[0.08 | ?
2 0.43 | 0.17 ?
Tsitverblit [72] Num.| 1 0.24 |0.07 | ?
2 1053 |008 |7
Barbosa 1 |0.245] 0.069 | 0.048
2 |0.535]0.091 | 0.028
Re = 2126 || Escudier [23] Exp.| 1 |0.2 0.09 | ?
2 (045 |0.16 | 7?
Tsitverblit [72] Num.| 1 0.2 0.1 ?
2 0.45 | 0.17 ?
Lopez [36] Num.| 1 0.2 0.1 ?
2 0.45 | 0.17 ?
Barbosa 1 |0.205 | 0.095 | 0.069
2 0451 ]0.168 | 0.046
Re = 2494 || Escudier [23] Exp.| 1 |0.15 |041 |7
Tsitverblit [72] Num.| 1 0.15 | 0.42 | ?
Lopez [36] Num.| 1 0.16 | 0.41 | ?
Barbosa 1 0.150 | 0.426 | 0.098
| h=3.25 |
Re = 2752 || Escudier [23] Exp. 1 0.18 | 0.04 | ?
2 0.43 | 0.25 ?
3 ? ? ?
Lugt & Abboud [43] Num., 1 |0.15 |[0.07 | ?
2 1032 030 |7
3 - — —
Tsitverblit [72] Num.| 1 0.18 | 0.04 | ?
2 0.42 | 0.26 ?
3 — — —
Barbosa 1 |0.186 | 0.044 | 0.036
2 0.428 | 0.250 | 0.022
3 — - —

TAB. 5.2 — Dimensions caractéristiques de I'éclatement tdariaire stationnaire pour des
valeurs deh dans l'intervalle[1.5, 3.25]. Comparaisons entre les valeurs numériques (Num.)
et les valeurs expérimentales (Exp.). Les points d’ingation signifient que les longueurs
caractéristiques ne sont pas disponibles dans la litrérates tirets indiquent que les zones
de recirculation n’ont pas été observées.
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Pour le couple de paramétrés = 1.75, Re = 1850), nous constatons une surestimation
de I'extension axiale de la bulle de I'ordre &% par rapport a la mesure expérimentale de
Spohnet al, et de9% vis-a-vis du résultat numeérique @atiropoulos & Ventikos. D’autre
part, les calculs présentés viennent corroborer la faibdntité de données disponibles dans
la littérature quant a I'épaisseur des éclatements tdanmiaires confinés.

Pour une cavité de rapport de formest un nombre de Reynolds 00, nos résultats ainsi
gue les travaux cités s’accordent sur la position du prepoant d’arrét, soitt ~ 0.175H.

En revanche, nos valeurs dgH ete/H pour la premiére bulle s’avérent supérieures a celles
rapportées paBerre & Bontoux d’'une part, et celles d8otiropoulos & Ventikos d’autre

part. A I'instar de ces deux derniers auteurs, nous avonemévidence une seconde zone de
recirculation. Les résultats présentés confirmed¥odres la localisation du second point fixe
obtenue pafotiropoulos & Ventikos, mais I'absence de données ne permet pas de trancher
en faveur de I'une ou l'autre étude en ce qui concerne les datnes grandeurs caractéris-
tiques.

Enfin, nous nous sommes intéressés aux écoulements axigymétdans une enceinte de
rapport d’aspect est égal3a25. Pour cette configuratiof;scudier a visualisé des structures
composees de trois éclatements tourbillonnaires lorsgjuminbre de Reynolds vat52.
Cependant, 'ensemble des investigations numeériquesyps la notre, ne détectent pas la
troisieme zone de recirculation. En revanche, les simaratiridimensionnelles dgerre [59]
font apparaitre trois éclatements tourbillonnaires pewe= 2750 dans une cavité légerement
plus hautgh ~ 3.33).

5.2 Solutions axisymétriques instationnaires dans une cev
de rapport d’'aspecth = 2

5.2.1 Approche linéaire

Dans cette section, on considére un écoulement de fluidendrégpar la rotation d’'un disque
tournant au fond d’'un cuve cylindriqgue dont le rapport datiement axiah est fixé a2.
Nous nous proposons de retrouver le nombre de Reynoldguific. au dessus duquel les
solutions deviennent instationnaires. Dans cette petispetes équations de Navier-Stokes
axisymetriques instantanées, linéarisées autour d’undétdase axisymétrique permanent,
ont été résolues. L'énergie cinétigié de la perturbation est tracée en fonction du temps sur
la figure 5.2.a pour des nombres de Reynolds compris enéfeet 2580. Le maillage utilisé
est tel queM = 200. Il apparait que le taux de croissancele la perturbation est négatif
tant que le parametr&e reste en décga de570. Cela signifie que I'écoulement de base est
stable vis-a-vis des perturbations axisymétriques peaisglles-ci sont amorties a mesure que
le temps s’écoule. En revanchechange de signe au dela & = 2575 : en augmentant la
rotation, les perturbations initiales ont été amplifieetagen exponentielle et 'écoulement de
base est déstabilisé. Ces observations révélent la peédanctseuil de stabilité linéaire situé
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dans l'intervallgf2570, 2575] pour M = 200.

Dans le but de mettre en évidence l'influence de la discté&iis@&n espace sur ce résultat,
la procédure précédente a été renouvelée pour deux maill@dge grossiers : nous avons
trouvé Re. € [2550,2555] pour M = 100 et Re, € [2565,2570] pour M = 160. Il est
clair gu’une précision moindre en espace tend a sous-adwaleur du point de transition.
Ces trois encadrements sont ensuite rapportés sur le diagrél /M, Re) de la figure 5.2.b.
Une valeur théorique du taux de rotation est alors obtenuexieapolation quadratique (car
I'approximation spatiale mise en ceuvre est du second osmdré)y M/ = 0. Finalement, la
lecture graphique donnke,. € [2590, 2595].
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FiG. 5.2 —h = 2 : (a) Energie cinétique=’ de la perturbation au cours du temps en régime
linéaire pourRe € [2560, 2580]. Représentation semi-logarithmiqie) Influence du maillage
sur la valeur deRe,.

5.2.2 Approche non-linéaire

A présent, les termes non-linéaires des équations de Natok&es ne sont plus négligés. ||
est connu — voir par exempl@aube & Sgrensen[18] — que la transition depuis les écoule-
ments stationnaires vers les régimes instationnaireggtopa une bifurcation de Hopf super-
critique.

Le caractére oscillatoire périodique des écoulementssupigjues est illustré en considérant
par exemple la solution e = 2650 > Re., obtenue avec un maillage tel qi¢é = 160.

Le comportement temporel quasi-sinusoidal de la compesatdlew de la perturbation de
vitesse au point de contrle = 0.75,z = 0.5h) est donnée sur la figure 5.3. La fréquence
fondamentale’ du cycle limite est alors déterminée par une analyse de &rodei ce signal :
au voisinage du point de bifurcatiofivaut0.236 fois la fréequence du rotor. Le tableau com-
paratif 5.3 permet de conclure que nos résultats obtends pais de simulations numériques
instationnaires sous I'hypothese d’axisymeétrie coinui@deec I'ensemble des travaux publiés
pour le rapport d’aspeét = 2.
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FIG. 5.3—-h = 2, Re = 2650 : (a) Variations temporelles de la composante axiellde la per-
turbation de vitesse au cours du temps au ppint 0.75, 2 = 0.5h) en régime non-linéaire.
(b) Densité énergétique spectrale correspondantepeuyg00, 1600] en représentation semi-
logarithmique.

| h=2 | Re, | f |
Escudier [23] Exp.| 2593" :
Tsitverblit [72] Num.| [2530,2560] | ?
Sagrensen & Christensen [63] Num2540 0.238
Gelfgatet al. [28] Num. | 2580* 0.236*
Barbosa (2590, 2595] | 0.236

TAB. 5.3 —h = 2 : Nombre de Reynolds critiques et fréquence au seuil. Coangar entre
les valeurs numériques (Num.) et expérimentales (Exp.)gr Les points d’interrogation
signifient que les données ne sont pas disponibles dangildescités. Les valeurs étoilées
ont été directement mesurées sur le diagramme de référenoé dans I'annexe C.
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5.3 Solutions tridimensionnelles

Ce chapitre s’acheve par quelques calculs en perturbatifomsde valider I'algorithme de
résolution des équations de Navier-Stokes tridimensitesastationnaires. En particulier,
notre propos est d’examiner la réponse linéaire ou non dionlément de base axisymétrique
stationnaire, lorsque celui-ci est perturbé par un champitésse aléatoire qui dépend du
temps. L'approximation spatiale est réalisée sur uneegadinstituée dé/ = 100 malilles
dans la direction radiale & = 32 points dans la direction périodique.

5.3.1 Cuve de rapport d’aspecth = 1.75

L'écoulement de fluide dans une cuve cylindrique de rappertodmeh = 1.75, engendré
par la rotation de I'un des couvercles, est étudié pRar= 1850. L'examen de la figure
5.4.a montre que I'écoulement est constitué d’une seule derrecirculation. Celle-ci est re-
présentée par I'iso-surface nulle de la composante axiade champ de vitesse total (i.e. :
écoulement de base perturbations).

D’autre part, I'évolution temporelle des énergies cinddis’ (k) de la perturbation est rappor-
tée sur lafigure 5.4.b. Il s’avere que I'écoulement de bassasle puisque tous les modes azi-
mutauxk de la perturbation décroissent de facon exponentielle armaggie le temps s’écoule.
Ce résultat stipule la stationnarité d’une part et I'axigyme d’autre part de I'écoulement pour
cette combinaison des parametres de contréle. Lensenasleéétdides numériques publiées
s’accorde sur ce point, a I'exception de celle menéeSadiropoulos & Ventikos [65].
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FIG. 5.4—h = 1.75, Re = 1850 : (a) Eclatement tourbillonnaire stationnaire. Iso-surfackenu

et les iso-lignes de la composante axialdu champ de vitesse total dans un plan méridien.
Energies cinétiques modalé&¥(k) au cours du temps en régime non-linéaire. Représentation
semi-logarithmique.
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5.3.2 Cuve de rapport d'aspect = 2

Le rapport d’allongement axial est porté a la valew. Lorsque le nombre de Reynolds vaut
1854, les simulations tridimensionnelles en perturbationsteméten évidence deux éclate-

0 (voir Fig. 5.5), en accord avec les conclusions

demment dans le tableau 5.1.

ments tourbillonnaires le long de l'axe

7

s

s

enoncees prece
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swrfaulle et

les iso-lignes de la composante axialelu champ de vitesse total dans un plan méridien.
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FIG. 5.6 —h = 2 : Energies cinétiques modalé3(k) au cours du temps en régime linéaire

pour Re = 2525 (a) et Re = 2575 (b). Représentations semi-logarithmiques.
On s’intéresse a I'évolution temporelle de I'énergie dimé¢ modaler’ (k)

pour deux valeurs du nombre de Reynolds. Lorsgue= 2525 (Fig. 5.6.a), il apparait que la
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contribution énergétique des cing premiers modes azimutala perturbation tend a s’annu-
ler et de ce fait, la solution de base reste stable. Il n'eplestde méme si le disque moteur
est accelére. Poute = 2575 (Fig. 5.6.b), nous constatons que le taux de croissance de mo
axisymetriqguek = 0 est positif : celui-ci est donc le mode le plus instable lirgraent. En
dépit du fait que le développement d’instabilités tridimiennelles est autorisé, il s’avere que
I’écoulement de base conserve son axisymétrie mais dexsationnaire en franchissant une
valeur critique dans l'intervallR525, 2575].

5.3.3 Cuve de rapport d'aspecth = 3

Une onde azimutale tournante apparait lorsque I'axisyede I'écoulement est brisée par
une bifurcation. Cet aspect remarquable a été rapport&mpatvloch (1994)[33] et plus ré-
cemment paMarques & Lopez (2001)[47] par le biais de simulations numériques tridi-
mensionnelles. Des lors, nous nous sommes attachés a eretddence I'onde tournante
pour la combinaisofh = 3, Re = 2850) et dans cette perspective, une analyse de stabilité
non-linéaire est présentée.
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FIG. 5.7 —h = 3, Re = 2850 : Energies cinétiques modalé# (k) au cours du temps en
régime non-linéaire. Représentations semi-logarithesqu

Sur la figure 5.7, I'évolution temporelle de I'énergie cigée E'(k) de la perturbation est
tracée pour les dix premiers modes de Fourier. Aprés unautopbase transitoire d’environ
300 tours, I'énergie du modé = 4 d’une part, et celle des modés= 0 etk = 8 par voie
d’interactions non-linéaires d’autre part, saturent aiueau fini. Les autres modes azimutaux
guant a eux sont amortis exponentiellement au cours du te@grapte tenu des temps de
calculs nécessaires pour ce grand rapport d’aspect, nausns pas cherché a déterminer le
nombre de Reynolds critique,. de facon plus précise.



5. Validation du code de calcul 67

(@) (b)

Fic. 5.8 —h = 3, Re = 2850 : Iso-lignes/valeurs de la composante axiale de la vitease d
le planz = 0.8h pour I'écoulement totalv (a) et la perturbations’ (b). Les zones bleues
(rouges) correspondent aux valeurs positives (négatives)

(d)8 = 3m/8 ()0 =m/2

FIG. 5.9 —h = 3, Re = 2850 : Iso-lignes de la composante axialede la vitesse totale dans
cing plans méridiens séparés par un angle (e Les iso-lignes continues (discontinues) sont
positives (négatives).
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FIG. 5.10 —h = 3, Re = 2850 : Iso-lignes de la composante axialede la vitesse totale dans
le planz = 0.8h au cours d’'une périod€ ~ 2.35 tours. Chaque figure correspond au temps
t=ty+1iT/6,aveci =0,...,6.
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Néanmoins, les résultats présentés sont en bon accordétuetelde stabilité linéaire réalisée
par Gelfgat et al. [28]. En effet, leurs calculs prédisent que le mdde- 4 est le premier a
devenir linéairement instable en franchissant le seuirdieaité ke, = 2839

A présent, plusieurs figures sont proposées afin de cornolagpeésence d’'un mode azimutal
k = 4 dominant :

0 Fig. 5.8.a : Les iso-lignes de la composante axialdu champ de vitesse total sont
projetées dans la section= 0.8h. Des structures spatiales quadratiques sont clairement
mises en évidence.

0 Fig.5.8.b: Ontrace les iso-lignes/valeurs de la compesaxitlew’ de perturbation de
vitesse dans le plan= 0.8h. L'alternance des zones bleues (> 0) et rouges{’ < 0)
exhibe une périodicité azimutale d’ordre quatre.

O Fig.5.9: Les iso-lignes de sont représentées dans cing plans méridiens dont le posi-
tionnement en azimut difféere d’'un angtg'8. Conformément & ce qui vient d'étre dit,
I'écoulement est invariant par rotation d’angi¢2 autour de 'axe.

Le comportement temporel en régime établi de la solutioeisaptique obtenue &e = 2850
a été analysée. Nous avons relevé la fréquence fondamgrgaleante :

fréquencef = 0.4255 tours ' <= périodeT = 1/f = 2.35 tours

Ce résultat est en bon accord avec la fréquence critfgue 0.4386 trouvee paiGelfgat et

al. [28]. Une maniere d'illustrer 'onde azimutale tournangs@ciée au mode = 4 consiste

a visualiser la figure 5.8.a au cours d’une péri@d@ différents instants (voir Fig. 5.9). Cette
séquence temporelle rend bien compte de la précessiontakndes structures spatiales avec
une périodel,, = 4 x T, compte tenu de la symétrie d’ordre quatre du motif. En qutre
'onde de modek = 4 tourne dans le méme sens que le couvercle moteur, mais agec un
vitesse angulaire plus faible.

Cette étude qualitative et quantitative permet de conaueenous disposons d’'une méthode
numerique efficace (voir annexe D) pour explorer la tridisiennalisation des écoulements
dans une cuve cylindrique avec un fond tournant. Cette figa®n, présentée aux chapitres
suivants, est menée par le biais de deux approches comgkinesnlL'une repose sur les

analyses de stabilité, linéaire ou non, d’'un écoulementade axisymétrique stationnaire.
L'autre consiste a résoudre les équations de Navier-Stakeplétes (c’est-a-dire sous forme
non-perturbative) avec différents processus d’initel@n.
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Chapitre 6

Etude de I'écoulement dans une cuve de
rapport d’'aspect h =1

Dans ce chapitre, nous présentons les simulations nuneéridjuectes d’un écoulement de
fluide visqueux incompressible dans une cuve cylindrigt@+stator, dont le rapport de forme
est fixé al. Notre propos est d’apporter une meilleure connaissarcpltEnomenes physiques
qui engendrent la brisure de I'axisymétrie de I'écoulemergque la rotation du couvercle
inférieur augmente. Dans cette perspective, la stabilité écoulement de base axisymétrique
stationnaire est explorée. Les approches linéaire (86:1i9relinéaire (86.2) sont présentees.
La localisation spatiale des modes azimutaux est disc@@&8)( et I'existence de solutions
multiples est mise en évidence en utilisant divers proceddunitialisation (86.4). Ensuite,
nous montrons que des ondes azimutales tournantes modplgasissent pour des nombres
de Reynolds supérieurscd00 (86.5). Une synthéese des résultats obtenus est proposée en fi
de chapitre (86.6).

6.1 Analyse linéaire

Dans ce paragraphe, nous déterminons le premier seuil biéitétéinéaire Re.;, puis nous
analysons I'évolution linéaire des perturbations ingslorsqueie > Re,.;. Ces résultats sont
compares a ceux obtenus [gaelfgat et al. [28]. Conformément aux notations introduites en
84.5,les conditions initiales mises en ceuvre sont de tygel,.

6.1.1 Premier seuil de stabilité

Sur la figure 6.1 sont tracées :

O (a):L'évolutiontemporelle de I'énergie cinétique (k) du mode: = 2 pour des valeurs
de Re comprises entre430 et 2460, aveCARe = 5

O (b) : L'énergie cinétiquer’(k) des modes: = 0 ak = 5 au cours du temps pour
Re = 2550.
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Ces figures révelent que le mode azimutat 2 est le premier a devenir instable linéairement
lorsqu’une certaine valeur critique du nombre de Reyndlels dans l'intervallg2445, 2450)]

est franchie. Lorsque les valeurs Be sont super-critique§Re > Re,.), I'amplification des
perturbations initiales se manifeste par un comportensymptotique strictement croissant a
mesure gue le temps s’écoule : I'état de base est donc iadtaéhirement. Au contraire, les
perturbations initiales régressent exponentiellemaritdae les valeurs d&e restent sous-
critiques Re < Re.,) : dans ce cas, I'écoulement de base est stable linéairement.

2)/Eo

E'(k

SrErEI
X X X X X X
| I
g WNPEFO
T
T

1 1 } } 1 1 T
0O 40 80 120 160 200 240 280 0 40 80 120 160 200 240 280
Temps en tours Temps en tours

(@) (b)

FIG. 6.1 —h = 1 : Energies cinétiques modalé&%(k) au cours du temps en régime linéaire.
(a) k = 2, Re variable.(b) £ variable,Re = 2550. Représentations semi-logarithmiques.

Le calcul direct des solutions pour quelques nombres ded@ypermet seulement de donner
un encadrement du seuil de stabilité linéaire du nombred#én= 2. Sachant que ce seulil
est exactement atteint lorsque le taux de croissande mode azimutat = 2 est nul, il est
possible de déterminer plus précisément la valeuRelge en procédant de la fagon suivante.
Pour au moins trois valeurs deée Iégérement super-critiques, est calculé en mesurant la
pente de I'asymptot&’(k = 2). Comme le montre la figure 6.2.a, il S'avére que ces points
sont alignés et de ce fait, les variationsrglsont proportionnelles a I'écart au sefit — Re,;.

Il s’ensuit que la valeur critigue du nombre de Reynolds b&tmmue par I'extrapolation a zéro
de cette droite : il vienRe.; = 2447.35 lorsque le maillage utilisé est tel qué = 100. Pour
nous assurer que cette valeur n’est pas biaisée par la ttBati@n numeérique, nous avons
répété ce traitement pour deux grilles plus fines (voir Tab) 6M = 160 puis200. Au vu

de ces résultats, nous constatons que I'utilisation d’uillage trop grossier sous-estime le
seuil de stabilité linéaire. On peut concevoir cette saisration comme l'introduction d’'une
viscosite artificielle puisqu&e est inversement proportionnel a la viscosité cinématique
schéma de discrétisation spatiale étant d’ordre deux, ppose que les nombres de Reynolds
critiques calculés pour chaque valeur™deobéissent a la relation quadratique suivante :
I

1
Recl(ﬂ) = Rectlh + M M2
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Il est manifeste que la valeur théorigRe,'" est atteinte lorsqué/ devient infiniment grand.
Pourl/M = 0, il suffit de lire sur la figure 6.2.b :

Re " = 2473.03

2474
2472
24701 -1
24684 -1
24661 -1~
24641 -~
24621 NG +
24601 -1 rofeo -
24581 -1+

2456 -+~
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1.5e-02

:2)
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5.0e—-034
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3 — ‘ ! 2446+
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ombre de Reynolds 1/M

Nombre de Reynolds critique (k

z

(@) (b)

FIG. 6.2 —-h = 1, k = 2 : (a) Détermination deRe,., par extrapolation pout/ = 100. (b)
Influence du maillage sur la valeur extrapoléeitie, .

M 100 160 200
Re.y || 2447.35 | 2459.92 | 2463.33

TAB. 6.1 —h = 1 : Variations du seuil de stabilité linéaire du mokle= 2 en fonction du
maillage.

Cette valeur est en excellent accord avec la valeur numgigu= 2471 trouvée pakGelfgat

et al.[28]. En outre, I'erreur relative entre notre seuil théagget celui que nous avons obtenu
pour le maillagel/ = 100 est égale a%. Pour les calculs qui suivent, nous avons donc retenu
M = 100 mailles dans la direction radiale (et dofic= h x M mailles dans la direction
axiale).

6.1.2 Au dela du premier seuil de stabilité

Ensuite, notre attention s’est portée sur les variationsadd de croissance, des modes
azimutauxtk = 0 ak = 5 de la perturbation en fonction du nombre de Reynolds, l@&squ
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celui-ci prend des valeurs comprises eritd@0 et 7100. Conformément au graphique 6.3,
I'ordre suivant lequel ces modes deviennent instablesiliagnent estk = 2, 3,0, 1, 4 et5.
Pour déterminer rigoureusement le seuil de stabilité ireéke ces modes, il faudrait procéder
par extrapolation, comme nous I'avons fait péus 2 dans la section 6.1.1. Cependant, une
approximation du seuil de stabilité linéaire de chaque nestidirectement obtenue en relevant
la valeur deRe pour laqueller, s’annule. En procédant ainsi, le nombre de Reynolds cetiqu
du modek = 3 vaut enviror2830 et celui du modé: = 0 est environ égab130. Ces résultats
se sont avéres en tres bon accord avec les prédictioBeldgat et al.[28]. D’autre part, nous
constatons que les courbgset 3 se croisent au poinke, ~ 3833 : 7, > 73 pour Re < Reg,
alors que cette situation s’inverse dés Gtie> Re,.

1
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FIG. 6.3 —h = 1 : Taux de croissance, des cing premiers modes de Fourier en fonction du
nombre de Reynolds. Calculs linéarisés autour de I'écoameitie base.

Dans la suite, les deux premiéres bifurcations de codirnaissont examinées.

6.2 Analyse non-linéaire

Considérons a présent le régime non-linéaire. Comme dareslprécédent, les simulations
ont été menées avees conditions initiales de typeC'I,,.

6.2.1 Premiére bifurcation

L'évolution temporelle des énergies cinétiquésk = 0, ..., 12) pour deux valeurs du nombre
de Reynolds est donnée sur la figure 6.4. LorsRueraut2410 (a), les calculs non-linéaires
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montrent la stabilité de la solution de base vis-a-vis deekapbation initiale puisque celle-ci
est amortie exponentiellement pour tous les modes azimu@ependant, nous remarquons
gue le mode: = 2 s’avere le plus dangereux dans le sens ou son taux de croéseanle
plus élevé. En revanche, pole = 2510 (b), les simulations non-linéaires indiquent que
I'écoulement de base devient instable vis-a-vis des mbde&n de la perturbation de départ.
En effet, 'examen de la figure 6.4.b révele que ces modesuaim saturent sans osciller a
un niveau d’énergie fini & partir des00 tours. Cette absence de fluctuations est un premier
signe révélateur de la présence d’une onde azimutale toierdantensité constante. Ce point
sera abordé en détail dans la suite. Le niveau d’énergitigimémaximal vaut.104 x 10~° et
correspond au mode= 2 : c’est donc le mode dominant. Pour les modes azimutasx2n
tels quen # 1, la saturation s’établit au moins a deux décades en dessomsximun. Les
modes impairs de I'excitation initiale disparaissent daphent au cours du temps. Il en résulte
gue I'écoulement de base est instable lorsqu’une valetiguei du nombre de Reynoldze,;
dans l'intervallg2410, 2510] est franchie.

Temps en tours *—% k=12 Temps en tours

(a) (b)

FIG. 6.4 —h = 1: Energies cinétiques modal&4(k) au cours du temps en régime non-linéaire
pour Re = 2410 (a) et Re = 2510 (b). Représentations semi-logarithmiques.

Mais avant d’analyser en détail cette perte de stabilitésradlons procéder a une détermina-
tion plus précise du premier seuil de stabilité non-lingeur la figure 6.5.a, nous remarquons
que le temps nécessaire aux modesn € N) pour saturer est d’autant plus long que I'on
est proche du déclenchement de I'instabilité. Ceci n'estgams rappeler un phénoméne de
ralentissement critique et nous porte a penser que le rhede2 devient dominant via une
bifurcation de Hopf super-critique. De telles bifurcasant déja été rapportées dans un grand
nombre de publications ([18, 63, 48, 47] pour ne citer qujeans ce cas, I'amplitudd(f)

des oscillations d’une variable dépendayiteroit comme la racine carrée de I'écart au point
de bifurcation Re — Re,,|'/?, du moins au voisinage dee,,. Il suffit donc de mesured?(f)

en régime établi pour trois valeurs de légerement super-critiques et I'extrapolation a zéro
de la droite obtenue fournit une estimation du seuil decaiitie. Nous avons choisi comme
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signal de référencég I'évolution temporelle de la composante azimutel€ele la perturbation
de vitesse aux points de contr@le= 0.75,0 = 0,z = 0.8h), (r = 0.7,0 = 0,z = 0.7h) et
(r=0.5,0 =0,z = 0.5h).
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FIG. 6.5 —h = 1: (a) lllustration du ralentissement critique via I'énergiedigue du mode

k = 2 au cours du temps en régime non-linéaire pAdrc [2510,2550]. Représentations
semi-logarithmiquegb) Variations de4?(v') avecRe pour les trois signaux de référence au
voisinage de la criticalité.

Sur la figure 6.5.b, nous reportons les points représentdaifd?( f) de ces signaux pour les
nombres de Reynolds510, 2530 et 2540. La mise en ceuvre de la démarche précédente fait
apparaitre trois fonctions affines, ce qui confirme la natupposée de la transition. Les trois
valeurs du nombre de Reynolds critique rapportées pardipatation de chaque signal se sont
averees tres proches. Finalement, il vient :

Re.; = 2497.265 £ 0.575

A maillage équivalent, c’est-a-dir®/ = 100, le décalage par rapport & I'estimation linéaire
est de2.3%. Dans ce qui suit, nous allons montrer que la bifurcatioidpf super-critique
modifie profondément la dynamique de I'écoulement de basymétrique stationnaire. En
effet, celui-ci passe sur une branche de solutions tridgieemelles instationnaires aprées fran-
chissement du point critiquRe,.,. Cette perte de stabilité se manifeste par I'apparitiome’u
onde tournante associée au mode azimutal 2. La perte de la stationnarité et la brisure
de la symétrie axiale qui en résultent sont maintenant ésden détail en choisissant deux
solutions super-critiquesie = 2550 et Re = 3000.
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6.2.1.1 Perte de la stationnarité

Les variations temporelles de la composante azimutabke la perturbation de vitesse au
point de contréled(r = 0.5,0 = 0,z = 0.5h) sont analysées. Podte = 2550 > Re,,

la figure 6.6 rend bien compte du caractére oscillatoireopéyue dev’ apres un temps de
saturation de I'ordre d&00 tours. Lorsque le régime est établi, le signal de référenésepte
des fluctuations d’amplitude égales&®2 x 102 autour de la valeur moyenne3.3 x 107°.
Cette derniere est faible devant la valeur de la composaiteutale de la vitesse de base au
point A, soit0.116. La densité énergétique spectrale du sigh@l) en régime établi est tracée
sur la figure 6.7.a. et on en tire l'information suivante :

fréquencef, = 0.08 tours ' <= périodeT; = 1/f, = 12.5 tours

O | —==
o
o ‘

800
Temps en tours

FIG. 6.6 —h = 1, Re = 2550 : Variations temporelles de la composante azimutalkde la

perturbation de vitesse au poiAfr = 0.5,0 = 0,z = 0.5h).
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Ce résultat est en excellent accord avec la fréquencewsitiglculée paGelfgat et al. [28] :
pour le modek = 2, w., = 0.0766 tours! lorsqueRe., = 2471. La faible différence entre
ces résultats vient du fait qulde = 2550, on commence a s’éloigner du point de bifurcation.
D’autre part, I'amplitude de la premiere harmonique est éeis plus faible que celle de la
raie fondamentale : ceci témoigne du caractére quasiidaisde la solution super-critique.
En outre, une analyse de Fourier des variations tempomddiesoefficients spectraak (A)
associés au signal physiqué A) a également été menée (voir Fig. 6.7.b). $gitin entier
naturel non-nul : nous remarquons que la composafitelu spectre de Fourier dé(A) et la
composante,_,, du spectre de puissance geont la méme abscisse. Une telle coincidence
indique que les structures spatiales tournent sans semtkfodu moins sur la circonférence
ou se situe le point de contréle Nous aurons I'occasion de revenir sur ce point plus loin.

6.2.1.2 Perte de I'axisymétrie

L'évolution temporelle de I'énergie cinétiqué (k) de la perturbation pouRe = 2550, en
régime linéaire(a) et non-linéairgb), est tracée sur la figure 6.8. Les calculs non-linéaires
indiquent que les solutions correspondant aux nombres gladRis 2510 et 2550 ont des
comportements similaires : le nombre d’oride- 2 est dominant et I'écoulement de base est
stable vis-a-vis des modés= 2n+1 de la perturbation initiale. Ce comportement est confirmé
par les calculs linéaires puisque I'énergie cinétique ds tes modes tend asymptotiquement
vers le zéro de la machine, exceptée celle du mode2 qui affiche un taux d’accroissement
positif. En régime non-linéaire, il s’avere que le mode lesptritique distribue de I'énergie a
ses harmoniques par couplages non-linéaires.

07 T T 10°
10° Fooodoo e T L .
O_8 ! 10°
10° PRSI -
PTo R TR R S R S R S L — k=0 10
10—14 IS R | *x k=1 16
9 - k=2 | §10
D107 oA ARG e T - abk=3 |2
wag® oo LN — k=0| | k=4 | ;107
23 Q | ! *x—x k=1 0-0 k=5 o
107 - MU T T T TR T = k=2 [ | — k=6 10
10% L1---- LA L XIANAK=3 L |+ +k=T
| | | | k_4 _ k_8 10—28
107 - Tt N T T T T o 0kss ~ ;9
10 S PR k=10 | 107
0 40 80 120 160 200 240 28, k=11
Temps en tours *x% k=12 Temps en tours
(@) (b)

FIG. 6.8 —h = 1, Re = 2550 : Energies cinétiques modalé# (k) au cours du temps en
régime linéairga) et non-linéairgb). Représentations semi-logarithmiques.
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D’une maniere générale, sile mode de Fourier le plus instabi’est pas axisymétrique, alors
I’écoulement présente une symétrie axiale d’orgre’est-a-dire que la solution est invariante
par rotation d’angl@r /k. autour de I'axe = 0. Dans la suite, on s’attache a prouver que la
rupture spontanée de I'axisymétrie de la solution de baseaséfeste par la prédominance du
mode azimutak = 2.

Sur la figure 6.9, nous montrons I'évolution temporelle dedmposante azimutale de

la perturbation de vitesse en quatre points de controle.pGegs ont les mémes positions
radiale et axiale, soient= 0.5 etz = 0.5h, mais dont leur positionnement azimutal differe
d’'un angler /2. On constate que les signaux temporelglen 0 et = 7 (respectivement

0 = 7/2 etd = 37/2) se superposent, alors que les signaux temporefs=er) et = /2
(respectivement = 7 et = 37/2) sont en opposition de phase. Nous en déduisons que
I'écoulement est invariant par rotation d’angl@utour de I'axe de symétrie, conformément a
ce qui a éteé dit précédemment.

Ces résultats sont également confirmés par I'observatiefigieres suivantes :

0 Fig. 6.10 : Les iso-lignes de la composante radialdu champ de vitesse totéd) et
celles de la composante radialedes fluctuations de la vitesse par rapport a I'écoule-
ment de baséb) sont projetées dans le plan= 0.8h.

0 Fig. 6.11 : Les iso-lignes de la composante axialdu champ de vitesse totéd) et
celles de la composante axialé des fluctuations de la vitesse par rapport a I'écoule-
ment de baséb) sont représentées dans quatre semi-plans meéridiens séfiar@ngle
7 /2. Pour faciliter la comparaison, les iso-lignes correspond Max{w} x i/25 et
Min {w} x i/25 pouri € [0, 25]. De méme pour’.

Aussi bien pour le champ de vitesse td&g) que pour la perturbatiofb), ces figures exhibent
nettement des structures spatiales avec une périodiaitétste d’ordre deux, compte tenu de
I'alternance des zones positives (en traits continus) gatives (en traits discontinus).

Par ailleurs, on visualise sur la figure 6.12 les iso-sudal#s composantégs’, ', w') de la
perturbation de vitesse et celles des compos&ntes’, (') de la perturbation de tourbillon.
Les iso-surfaces dé&, v’ etw’ représentent% du maximum alors que les iso-surfaces)e
w' et(’ correspondent 8% du maximum (voir Tab. 6.2 pour les valeurs). Ces figuresanett
clairement en évidence la complexité des structures $patpiralées ainsi que la symétrie
axiale d’ordre deux associée au mode azimutal domihan®.

| Perturbation] Maximum |  Minimun |
u' 1.847 x 1072 | —1.984 x 1072
! 2.319 x 1072 | —3.406 x 1072
! 7.810 x 1072 | —1.467 x 1072

e

w

n' 0.613 —0.661
W' 0.968 —0.812
¢’ 0.336 —0.327

TAB. 6.2 —h = 1, Re = 3000 : Valeurs maximales et minimales des fluctuations par ragpor
I'écoulement de base. Composantes’, w') de la vitesse ety’, ', ¢') du tourbillon.
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Temps en tours

FIG. 6.9 —h = 1, Re = 2550 : Variations temporelles de la composante azimutalkde la
perturbation de vitesse aux poirfts= 0.5,6, 2 = 0.5h). La position azimutalé de chaque
point differe d’'un angler /2.

(@) (b)

FIG. 6.10 —h = 1, Re = 2550 : Iso-lignes de la composante radiale de la vitesse dans le
planz = 0.8h pour I'écoulement total (a) et la perturbation/’ (b). Les iso-lignes continues
(discontinues) sont positives (négatives) et le zéro esbis gras.
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9 =0
Vs
=5
0=
3T
b=7

(@) (b)

FIG. 6.11 —h = 1, Re = 2550 : Iso-lignes de la composante axiale de la vitesse pourd€co
lement totakw (a) et la perturbationy’ (b). Les quatre semi-plans méridiens sont séparés d’un
angler/2. Les iso-lignes continues (discontinues) sont positinégétives). L'axe: = 0 est

a gauche.
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(e) 1% Max{w'} (f) 5% Max{¢'}

FIG. 6.12 -h = 1, Re = 3000 : Iso-surfaces des composantes ', w') de la perturbation de
vitesse(a-c-e)et des composantés’, w’, (') de la perturbation de tourbillofp-d-f).
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6.2.1.3 Apparition d’'une onde azimutale tournante

Par construction, I'écoulement de base est invariant pastation en temps (stationnarité)
et par rotation autour de I'axe du cylindre (axisymétrie aaare symétriesO(2)). D’apres
Knobloch [33], la facon dont un systéme en rotation perd sa stabilitéedpart, et I'évolution
non-linéaire des instabilités qui en découlent d’autre;, g@nt déterminées par les propriétés
d’invariance de ce systeme. Précisément, lorsque la enlue base subit une bifurcation
de Hopf, la symétriesO(2) peut étre soit préservée, soit brisée. Dans le premier 'état |
axisymétrigue qui en résulte est un cycle limite. Dans lesdcas, la rupture spontanée de la
symétrie axiale apparait sous la forme d’'une onde azimgtal®urne en bloc.

Dans ce qui précede, certaines indications nous ont dépipee déceler la présence d’'une
onde azimutale tournante. L'onde tournante associée ae me2, notéeS, dans la suite, est
mise en évidence de la maniére suivante : les iso-lignesfi@lde la composante azimutale
v' de la perturbation de vitesse sont tracées dans le plan0.5h pour cing phases de la
précession. En examinant la séquence temporelle 6.13 nstede que le passage d’une figure
a l'autre s’effectue par rotation d’angle constant autaifake. Ceci révele un mouvement de
rotation rigide des structures spatiales associées au dwdmantk = 2, avec une peériode
Tawe = 2 x Ty = 2/f; (T7 = 12 tours pourRe = 3000) compte tenu de la symétrie axiale
d’ordre deux. D’autre part, il faut remarquer que cetteynbdtion tourne dans le sens indirect
et donc gu’elle s’oppose a la rotation du disque moteur.eGaiservation est corroborée par
'analyse de stabilité linéaire déelfgat et al.: pourh = 1 et Re. = 2471, les auteurs
indiquent que la propagation azimutale de I'onde s’effectans le méme sens que le couvercle
tournant, mais celui-ci est situé en= h dans leur étude.

D’une maniére générale, la valeur absolue de la vitessdaingde phasé), pour une onde
tournante associée au mode azimita¥ 0 instable est définie de la fagon suivante :

27 fe

|Qw\:k—c

(6.1)

ou f. désigne la fréquence critigue des oscillations. Lorskue= 0, nous rappelons qu'il
n'y a pas d’onde tournante. La relation ci-dessus est ap@diga la solution correspondant a
Re = 3000 pour laquellgk, = 2 et f. = 0.083 tours . Il vient :

| Q, | = 0.2607 x Q, tours™!

Une facon simple de s’assurer que la précession du mode dotkin= 2 est solide consiste
a déterminer la vitesse angulaire de phase pour trois d&oemces(r, 0, z) différentes, par
exemple(0.25, 6,0.2h), (0.5,6,0.5h) et (0.75, 0, 0.8h). Pour cela, le profil de’ suivantd est
représenté pour trois phases de la précession. Des logikegaleurs recherchées fig sont
mesurées en relevant les coordonnées, ¢, ) de deux extremums sur la figure 6.14 — il faut
aussi tenir compte du sens de propagation — puis en effédtojp@ration ci-dessous :

0 — 0,
ot — 1

Q, (6.2)
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@©)i=2 d)i=3
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)
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FIG. 6.13 -h = 1, Re = 3000 : Iso-lignes/valeurs de la composante azimuté&ie la pertur-
bation de vitesse dans le plan= 0.5h au cours d’'une périod&, = 12 tours. Chaque figure
correspond au tempgs= 412 + 7, /4, aveci = 0, ..., 4.
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FIG. 6.14 —h = 1, Re = 3000 : Profil de la composante azimutalede la perturbation de
vitesse a différents instants sur trois circonféreree8, z). De haut en bas (0.25, 6, 0.2h),
(0.5,6,0.5h) et (0.75,0,0.8h). La fleche indique le sens de propagation de I'onde tournante
associée au mode azimutal= 2.

Les trois vitesses angulaires de phase qui découlent daimnent se sont averées identiques,
soit , = —0.2618 x Q, tours™!, conformément au résultat précédent. En conclusion, il
apparait trés clairement que les structures spatialesiassoau modé = 2 tournent en

bloc dans le sens inverse du forcage dynamique (disquednf§avec une vitesse angulaire
moindre. Si le taux de rotatioRe est encore augmenté, une seconde bifurcation va se mettre
en place : celle-ci est analysée dans la section suivante.

6.2.2 Seconde bifurcation

Le taux de rotationRe est accru et I'évolution temporelle des énergies cinétiquedales
E'(k) des solutions obtenues est examinée. Nous constatonsujad'éeergie cinétique des
modes azimutaux = 2n, n € N, sature a un niveau fini poute = 4020 (Fig. 6.15.a).
En outre, une analyse de Fourier (non-montrée) a confirmé&radgcité de cette solution
d’'une part, et son appartenance a la brarichésoit 11.79 tours) d’autre part. En revanche,
un changement de comportement est observeé lorggue 4025 (Fig. 6.15.b) puisqu’il n'y
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a que les modes de Fourier= 3n qui saturent & un niveau fini au cours du temps. Le mode
k = 3 est le plus critique : au dela d® tours, E'(k = 3) atteint un palier 2 x 10%, ce

qui représente la quasi-totalité de I'énergie cinétiquéadgerturbation. L'énergie des modes
k # 3n chute exponentiellement a mesure que le temps s’écoules dlodéduisons que les
cycles limites non-axisymétriques de la branghesubissent une bifurcation en franchissant
une seconde valeur critique :

Re, € [4020,4025]

Il est important de noter qu’aucun signe de ralentissemdijuee n'a été détecté lors de ce
changement de régime. Dés lors, nous sommes en droit de peieseette deuxieme transition
présente un caractére sous-critique : nous reviendronsespoint en fin de chapitre. Par
ailleurs, nous pressentons d’emblée la présence d’'une tondeante d’intensité constante,
dans la mesure ou I'énergie cinétique du mode azinmiutal 3 (et celle de ses harmoniques
par couplages non-linéaires) sature sans fluctuer au cauesmps.

10 10
10" P 10 |
10° Mt - 10°
10° - | — k=0 10°
10" Rl el ey - k=1 10"
UOJ 10—12 o | | - k=2 ch) 10—12
) 107 . j 777777 | |& k=3 g ~14
Y, : k=t | 510
10 R F|o-0k=5 10
10—18 o _:( 777777 L J— k=6 10718
1 ~20 Co i | |++k=7 -20
0—22 ; ! — k=8 10—22
10 i el He e e F k=9 10
10 w00 5o ket0 10
&0 k=11
Temps en tours *x k=12 Temps en tours

(@) (b)

FIG. 6.15 —h = 1 : Energies cinétiques modalé%(k) au cours du temps en régime non-
linéaire pourRe = 4020 (a) et Re = 4025 (b). Représentations semi-logarithmiques.

Enfin, nous remarquons que le second seuil de critic&litg (transitiont = 2 dominant—

k = 3 dominant en régime non-linéaire) et le point de croisermért ~ 3833 (transition
Ty > T3 — Ty < 73 €n régime linéaire) ont des valeurs qui ne difféerent qué%ell s’ensuit
gue les comportements non-linéaires observés précéedenpeerenta priori s’expliquer de
la fagon suivante : lorsque I'on adopte des conditionsdl@s de typ€' [, et qu’une bifurcation
se produit, la perturbation semble sélectionner le modawal le plus instable linéairement.

Dans la suite, on s’applique a montrer que cette secondechtfan provoque la transition
des cycles limites dont la symétrie axiale est d’'ordre déuar(chel;) vers des cycles limites
dont la symétrie axiale est d’ordre trois (bran@hg La branchel; est ensuite caractérisée en
analysant les solutions super-critiques trouvées paue 4300 et Re = 4500.
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6.2.2.1 Instationnarité des solutions
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FIG. 6.16 —h = 1, Re = 4300 : Variations temporelles de la composante azimutalde la
perturbation de vitesse au poiatr = 0.8,0 = 0,z = 0.8h).

Sur lafigure 6.16, on présente les variations temporellefluietuations de la vitesse azimutale

v' par rapport a I'écoulement de base, au point de confBle= 0.8,6 = 0, = = 0.8h), pour

le nombre de ReynoldBe = 4300 > Re.,. Cette figure fait apparaitre deux phases. Pendant
la phase transitoire qui dure environ une centaine de ttaupgrturbation sélectionne le mode
azimutal qui a le taux de croissance le plus important, @ediret = 3 d’aprés le diagramme
6.3. Ensuite, la phase de saturation met en évidence le ctenpent oscillatoire périodique
de la solution. La valeur moyenne et I'amplitude de ce sigoalt respectivement égales a
—1.04 x 1072 et2.22 x 102, La vitesse azimutale de I'’écoulement de base en ce méme poin
vaut 0.20. La frequence fondamentale des oscillations est extraita dlensité énergétique
spectrale du signaf (B). D'aprés la figure 6.17.a, il vient :

fréquencef, = 0.054 tours ' <= périodel; = 1/f, = 18.52 tours

Nous notons que la solution correspondank@& = 4300 n’est pas purement sinusoidale
compte tenu de la présence de la premiére harmonique. i&snde Fourier des coefficients
spectraux;, (B) associés au signal physiquéB) est représentée sur la figure 6.17.b pour les
modes azimutaux super-critiques= 3n, n > 1. L'étude de ce graphique permet de conclure
sur I'existence d’une précession rigide, du moins sur leociférence ou se situe le point de
controle.

Lorsque les valeurs du nombre de Reynolds sont comprises By, et Re.,, NOUS avons
vu que les solutions sont des cycles limites appartenanbgafechef;. LorsqueRe > Re,,,
les solutions sont des cycles limites appartenant a la beafic Le passage d’'une branche a
l'autre s’effectue par une bifurcation dite de Naimark4&agcc’est-a-dire une bifurcation de
Hopf entre des cycles limites. Celle-ci brise la symétrimlaxd’ordre deux des solutiorts.

6.2.2.2 Perte de la symétrie d’ordre deux

Dans cette section, nous concentrons notre attentionisysdtct de la bifurcation de Naimark-
Sacker sur la symétrie d’ordre deux caractérisant lesisakitie la premiére branche.
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FIG. 6.18 —h = 1, Re = 4100 : Variations temporelles de la composante azimutalde la

perturbation de vitesse aux poirfts

point différe d’'un angler /3.

0.5,0,z = 0.5h). La position azimutalé de chaque
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A cet effet, on visualise I'évolution temporelle dépour quatre points de contréle situés en
r = 0.5 etz = 0.5h, mais dont la position azimutatedifféere d'un angle2r /3 (Fig. 6.18).
D’apreés cette figure :

00 Les signaux temporels ¢h= 0 et = 27/3 (respectivement = /3 et = w) se
superposent.

O Les signaux temporels éh= 0 et = 7/3 (respectivement = 27/3 etd = «) sonten
opposition de phase.

Au vu de ces figures, il est manifeste que la branche de sokifippossede une propriété
d'invariance par rotation d’angl2r /3 autour de I'axe du cylindre. Cette caractéristique est
également corroborée par 'examen des figures qui suivent :

0 Fig. 6.19.a: Les iso-lignes de la composante radiadie la vitesse pour I'écoulement
complet sont projetées dans le plas: 0.8h. Des structures spatiales triangulaires sont
observées.

0 Fig.6.19.b: Les iso-lignes de la composante radialies fluctuations de la vitesse par
rapport a la solution de base sont tracées dans la sectiof.8/. Nous distinguons un
motif, composé d’'une zone positive et d'une zone négativese répete trois fois a la
périphérie de I'enceinte.

O Fig. 6.20: Les iso-surfaces des composaftes, w) du champ de vitesse total et celles
des composantds), w, () du champ de tourbillon total (voir Tab. 6.3 pour les valeurs)
exhibent clairement une périodicité azimutale d’ordrestriiée au mode dominanht=
3.

(@) (b)

FIG. 6.19 —h = 1, Re = 4300 : Iso-lignes de la composante radiale de la vitesse dans le
planz = 0.8h pour I'écoulement total (a) et la perturbation/ (b). Les iso-lignes continues
(discontinues) sont positives (négatives) et le zéro esids gras.
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(a) 1% Max {u} (b) 1% Min {n}

(c) 10% Max {v} (d) 15% Min {w}

(e) 1% Min {w} (f) 1% Max{¢}

FIG. 6.20 —h = 1, Re = 4500 : Iso-surfaces des composantesv, w) du champ de vitesse
total (a-c-d) et des composantés, w, () du champ de tourbillon totgb-d-e)
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| Champ total| Maximum|  Minimun |

u 0.158 —0.116
v 0.873 —1.306 x 107*
w 0.138 —4.184 x 1072
n 49.729 —1.315
w 14.209 —5.284
¢ 8.899 —72.250

TAB. 6.3—h = 1, Re = 4500 : Valeurs maximales et minimales du champ total. Composante
(u,v,w) de la vitesse ey, w, ¢) du tourbillon.

6.2.2.3 Onde azimutale tournante

Il est Iégitime de se demander quelles sont les conséquelecestte seconde bifurcation
sur 'onde azimutale tournante,. Pour apporter une réponse a cette question, nous avons
examiné la solution correspondant au nombre de Reynbltls et plus particulierement, les
iso-lignes/valeurs de la composante azimutdlée la perturbation de vitesse dans le plan
z = 0.5h. Ces fluctuations sont visualisées aux instants 412 + i75/4 sur la figure 6.21.
Une telle stroboscopie rend bien compte de la précessiostdegures spatiales associees au
mode dominant = 3. La précession s’effectue avec une périddg = 3 x Ty, = 3/ f,, et

T, = 19.6 tours lorsqueke = 4500. Ceci prouve qu’il existe toujours une onde azimutale
tournante aprés franchissement du second point crititgue

Il est connu (voir [33]) qu’une solutioSO(2) peut éventuellement bifurquer vers une onde
tournante : a présent, on sait qu’une solution qui n'a pagrieésie SO(2) peut également
transiter vers une onde tournante.

Dans le cas présent, il s’avere que la seconde bifurcationegonséquence d’inverser le sens
de propagation des structures spatiales. En effet, I'onaglenainte associée au mode azimutal
k = 3 (nous la désignerons par le siglg) tourne dans le méme sens que le couvercle moteur,
c’est-a-dire dans le sens direct. En outre, la vitesse airgulle phasél, de la précession
est calculée de deux maniéres différentes. La premiérasterssreprendre la définition 6.1.
La seconde consiste a tracer plusieurs profils’daiivant la direction périodique (nous n’en
présentons que deux sur la figure 6.22) et a utiliser 'exgipess.2 : nous avons constaté que
la valeur d&2,, n’affiche aucune dépendance vis-a-vis de la position ou funeeest effectuée.
Finalement :

Q, = 0.1068 x Q, tours™

Nous venons de montrer que les structurations spatialesiass au nombre d’onde = 3
se propagent en bloc en azimut dans le sens de la rotatiorsquedinférieur. Toutefois, la
vitesse angulaire de phase reste faible devant la viteggeeaare d’entrainemersi,,.
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FIG. 6.21 —h = 1, Re = 4500 : Iso-lignes/valeurs de la composante azimuté&ie la pertur-
bation de vitesse dans le plan= 0.5h au cours d’une périodg, = 19.6 tours. Chaque figure
correspond au tempgs= 501 + 7, /4, aveci = 0, ..., 4.
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FIG. 6.22 —h = 1, Re = 4500 : Profil de la composante azimutalede la perturbation de
vitesse a différents instants sur deux circonférerices z). De haut en bas (0.5, 0, 0.5h) et
(0.75,6,0.8h). La fleche indique le sens de propagation de I'onde tourresgeciée au mode
azimutalk = 3.

6.3 Discussions

6.3.1 Localisation spatiale et couplages des modes

Comme nous l'avons déja mentionné, le mode de Fourier legitigue contient la quasi-
totalité de I'énergie cinétique de la perturbation. De dg fae fagcon simple de mettre en
évidence la localisation spatiale des mo#les 2 (branchel;) etk = 3 (branchel) consiste

a tracer les iso-surfaces corresponda6i® du maximum et du minimum pour chacune des
composantesu’, v', w') de la perturbation de vitesse (consulter les tableaux 6624epour
les valeurs). La figure 6.23 concerne les nombres de Reyfoldset 4500. Les iso-surfaces
rouges correspondentd% du maximum, alors que les iso-surfaces bleues représeintsn
du minimum. De telles visualisations tridimensionnelleswnent que la perturbation apparait
principalement dans le coin supérieur du cylindre vers ledbau périphérique, c’est-a-dire
dans une région ou les effets de la rotation du couvercle unatant les moins intenses et
ou I'écoulement secondaire est déevié vers I'axe de rotaGatte zone semble correspondre
cinématiquement a l'impact d’un jet tourbillonnaire surdieque immobile. Récemment, de
telles observations ont été rapportéesharques et al.[47, 48].

A présent, notre propos est d’examiner le couplage nomilie@ntre les modes azimutaux et
dans ce but, on considere la solutioRé= 3000 obtenue par un calcul en perturbations avec
des conditions de typ€T,. Une analyse de Fourier des variations temporelles da régime
non-linéaire, au point de controlg(r = 0.5,60 = 0,z = 0.5h), a permis de conclure que les
états correspondant aux nombres de Reyn#ids (77 = 12.5 tours) et3000 (7; = 12 tours)
sont connectés par la méme branche de solutions non-axisguas instationnaires.
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() Re = 3000, 60% Max,Min {u'} (b) Re = 4500, 60% Max,Min {u'}

(c) Re = 3000, 60% Max,Min {v'} (d) Re = 4500, 60% Max,Min {v'}

(e) Re = 3000, 60% Max,Min {w’} (f) Re = 4500, 60% Max,Min {w’}

FIG. 6.23 —h = 1, Re = 3000, et 4500 : Iso-surfaces des composantes v',w') de la
perturbation de vitesse représentédfro du maximunm(en rouge)et du minimum(en bleu)
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| Perturbation| Maximum |  Minimun |
u' 2.281 x 1072 | —2.638 x 1072
v 2.771 x 1072 | —4.970 x 1072
w' 2.929 x 1072 | —2.362 x 1072

TAB. 6.4 —h = 1, Re = 4500 : Valeurs maximales et minimales des composanies’, w')
de la perturbation de vitesse.

E'(K)/Eo

Temps en tours *—* k=12

Temps en tours

(@) (b)

FIG. 6.24 —h = 1, Re = 3000 : Energies cinétiques modalég(k) au cours du temps en
régime linéairga) et non-linéairgb). Représentations semi-logarithmiques.

k=2 k=3

FIG. 6.25 —h = 1, Re = 3000 : Iso-lignes de I'énergie cinétique’ (k) des modes = 2 et
k = 3 en régime linéaire dans un semi-plan méridien. L'axe 0 est a gauche.
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k=0 k=1 k=2

k=3 k=4

FIG. 6.26 —h = 1, Re = 3500 : Iso-lignes de I'énergie cinétique des modes 0 ak = 4 en
régime linéaire dans un semi-plan méridien. L'axe 0 est a gauche.

Ce résultat est corroboré par I'étude du comportement teezhges énergies cinétiqués(k),
données sur la figure 6.24.a. En effet, comme pour le das & 2510, les simulations non-
linéaires montrent que les modes impairs de la perturbdgaépart s’amortissent, alors que
le modek = 2 et ses harmoniques restent maitres. En s’éloignant detieatité, on note
que le niveau de saturation maximum devient plus é[evé 10~°) et que ce maximum est
atteint plus rapidement (> 75 tours). En revanche, on peut étre surpris de voir que le mode
azimutalk = 3 est instable linéairement (Fig. 6.24.b), bien que ce desu# inexistant en
régime non-linéaire.

Cette apparente contradiction peut s’expliquer en examladigure 6.25 ou sont tracées vingt
iso-lignes des énergies cinétiquesk = 2) et E'(k = 3) en régime linéaire dans un semi-plan
meéridien. Conformément aux observations précédenteayiie que la localisation spatiale
du modek = 2 et celle du modé = 3 coincident : ces deux modes sont instables linéairement
et peuvent interagir par couplages non-linéaires. Lorgepue- 3000, le mode qui possede le
taux de croissance le plus faible & 3) est alors effacé par le mode dominaht=£ 2) au
terme de cette compétition énergétique. Dans le but de ooficette explication, I'analyse
précédente est repétée pdtr = 3500. En régime non-linéaire, les simulations montrent que
les énergies cinétiques modales des solutioRs & 3000 (Fig. 6.24) etkRe = 3500 (non-
montrée ici) se comportent de fagcon analogue au cours dustetgndent bien compte de

la prédominance du mode= 2. Par contre, les comportements linéaires de ces solut®ns n
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sont plus les mémes puisque les quatre premiers modes amixraffichent désormais un taux
de croissance strictement positif lorsgie = 3500 (voir Fig. 6.3). La représentation des iso-
lignes deE’(k) dans un plartr, z) est donnée sur la figure 6.26 pdue [0, 4]. Celle-ci fournit
les informations suivantes. D’une part, nous remarquordaiocalisation spatiale du mode
k = 2 et celle du modé = 3 demeurent pratiquement inchangée, malgré 'augmentdéda
vitesse d’entrainement azimutal. D’autre part, les maded), 3, et4 — instables linéairement
— sont situés dans la méme région que le nombre d’onde le ptiggie £ = 2. On note que
seule la concentration des iso-lignes du maéde 1 — instable linéairement — semble plus
eloignée du bandeau périphérique par rapport aux autresrgade:. Toutefois, l'interaction
spatiale avec le mode maitre reste possible.

6.3.2 Analyse des fréequences

Pour chaque solution trouvée, la période fondamentale méséirée par calcul direct (i.e. :
passages successifs par une méme valeur) et par analysertkr Bun signal temporel de
référence : deux branches d’états ont alors été identiféasfréquences sont récapitulées sur
la figure 6.27 pour des valeurs du nombre de Reynolds conspigee2500 et4900. En déca
de Re = 4020, la précession du nombre d’onéle= 2 (solutionsS,) est caractérisée par une
pulsationfs., = f1/2. La valeur def; croit lentement d€.079 tours ' pour Re = 2500 a
0.085 tours ! pour Re = 4020. Au dela deRe = 4025, I'onde S; associée au mode azimutal
k = 3 tourne avec une fréquendi,, = f»/3. La valeur def, décroit lentement depuis
0.054 tours™" pour Re = 4025 jusqu’a0.050 tours™' pour Re = 4900. Le diagrammeé f, Re)
montre également que les pulsations sont quasiment coestaim voisinage du second point
de bifurcation. Cette dépendance de la fréquence avecxed@auwtation est cohérente avec
les observations formulées pagrensen & Christenseri63].

0'09,,,,,L,,,L,,,L,,,L,,,L,,,L,,,L,,,L,,,L,,,L,,,L,,,

0.085- -
» 0.08 r
oS0 0 4= R O A
c i e e e e S il R I e e i
S 007
@ 0.085 b -hom e
L 0067 - r--r-roro ool

5500 3100 3700 4300 4900

Nombre de Reynolds

FIG. 6.27 —h = 1 : Récapitulatif des frequences caractéristiques troupéesla perturbation.
Les calculs ont été initialisés avec des conditions de €ype



100 6.4. Solutions multiples

6.4 Solutions multiples

Dans ce qui précede, I'accent a été mis sur I'analyse deligdathon-linéaire d'un écoule-
ment de base axisymeétrique stationnaire vis-a-vis de fations tridimensionnelles instan-
tanéesCes calculs ont été initialisés avec des conditions de tygél,. Pour mémoire, ce
sigle désigne des conditions de départ qui résultent degdarpasition d’'un écoulement de
base axisymétrique stationnaire et d’'un champ de viteseeariBymétrique par construc-
tion. S’il est vrai qu’une telle approche a permis de caris®é les branches de cycles limites
non-axisymétriques, et S; (tracées en pointillés verts sur les diagrammes 6.29 e),G6130
n'en demeure pas moins vrai gu'aucune information conegtiexistence possible de solu-
tions multiples n’est dispensée. D’autre part, I'intetpti®n physique de cette méthodologie
pose probleme. En effet, les écoulements de base sont sb¢enutilisant une méthode de
Newton préconditionnée [73] qui autorise le calcul de sohg axisymétriques stationnaires
stablesméme lorsque que celles-ci sont instabledl est donc Iégitime de se demander si
de telles solutions peuvent étre observées par le biaipéiences en laboratoire. Dans I'op-
tique d’éclairer ces points, les équations de Navier-3takenplétes (c’'est-a-dire sous forme
non-perturbative) sont résolues avec différentes cantitinitiales.

6.4.1 Démarrages impulsifs du rotor

Dans un premier temps, les calculs tridimensionnels casmptnt initialisés avec un état qui
correspond au repos du fluidees conditions de départ sont notéeS/, dans la suite Ces
simulations s’apparentent aux expériences en laboraaivant lesquelles le disque moteur
est mis en rotation de fagon impulsive. Quelques-uns deslsakalisés sont schématisés par
des fleches verticales bleues sur le diagramme 6.29. llr€ayde les solutions trouvées en
intégrant les équations du mouvement, soit en formulat@mnpiete en partant du fluide au
repos, soit en perturbations avec des conditions initi@lgs possedent les mémes propriétés
spatio-temporelles. La transition depuis les onslegers les ondeS; est observée au nombre
de ReynoldsRke; 3 € [3800,3900], c’est-a-dire au voisinage du second point de bifurcation
Re., € [4020,4025] que nous avions obtenu via I'analyse de stabilité non-lieéBe plus, la
valeur deRe, 5 (transitionS; — Ss3) et celle du point de croisemeRk, (transitionrs, > 73 —

T3 > To en régime linéaire) ne différent que d&%. Ceci porte a croire que la bifurcation est
gouverneée par le mode azimutal qui a le taux de croissandedefeveé, lorsque les conditions
initiales sont de typ€'[,.

6.4.2 Accélération et décélération du rotor

Il est connu que I'existence possible de solutions mulsiple peut étre dégagée en faisant
varier le nombre de Reynolds de facon monotone (voir par ple[63]). Dés lors, on réalise
numeériqguement I'expérience suivante.
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(1) — Une premiére simulation Be = 2800, menée en prenant des conditions de départ
de typeCI,, converge vers une onde tournasteassociée au mode azimutale= 2 (fleche
verticale bleue sur la figure 6.30). Celle-ci initialise &aul pour un nombre de Reynol&s "
supérieur 2800. Aprés amortissement des effets transitoires, un instaérdaRe™ constitue
I'état initial pour la simulation suivante Re** > Re™, de sorte queRe™™ — Ret = 100.

Ce processus d’accélération progressive du ratore C' 11, est effectué jusqu’a la valeur
Re = 5500 pour laquelle la solution est une onde azimutale tourn&snt&ur la figure 6.28

(en haut) la transition depuis la branche ou le made 2 est dominant vers celle ou le mode

k = 3 est maitre, est détectée en tracant I'évolution tempadekeenergies cinétiques modales
E'(k = 2) et E'(k = 3). Aucun changement de comportement n’est décelé en augméanta
nombre de Reynolds depui800 jusqu’as000 : le mode de Fouriek = 2 et ses harmoniques
(non-montrées) sont maitres alors que pour tous les autrdssnl’énergie cinétique reste a
la valeur zéro de la machine. En revanche, lorsque le taustd@#on passe d&)00 a 5100, il
apparait deux phases transitoires. La premiere phasdastement longue+£ 1200 tours) et
montre que les énergies des modeg 2n, stables jusqu’a présent, se mettent a croitre avec
le méme taux de croissance. Dés lors, 'ensemble des moutestaax disposent d’un niveau
d’énergie comparable. Cette situation est instable et anengle phase plus breve (environ
360 tours) se met en place. On assiste a la sélection puis a lagatudes modes azimutaux

k = 3n (seule la contributiom = 1 est montrée), alors que les autres modes disparaissent.
Cet examen permet de conclure que le saut> S; se produit au poinkes 3 € [5000, 5100].

On peut penser que le processus d'initialisatidn apporte suffisamment d’énergie au mode
k = 2 pour résister au mode= 3 qui a pourtant le taux de croissance le plus élevé en régime
linéaire. Ceci peut expliquer la présence d’onfesu dela du point de croisemeht.

(2) — La suite de I'expérience consiste a reprendre la démadétaillée ci-dessus dans le
sens des nombres de Reynolds décroissants, en partantiigtianss; trouvée aRke = 5500 :
5500 > Re~ > Re ~ avecRe  — Re”~ = 100, et ainsi de suite jusqu’a la valefte = 2800
pour laquelle la solution est une onde azimutale tourn&pte la branchef;. Ce processus
d’initialisation, que nous noteronsC'I—, correspond en fait a une décélération progressive
du rotor. La série de calculs qui en résulte est schématigéle siagramme 6.28n bas)
Lorsque le disque entrainant le fluide est peu a peu décééRe & 4000 & Re = 3700, il
s’avere que les seules contributions énergétiques sdas cEs modes azimutaix= 3n. Le
sautS; — S, apparait au poinRe; » € [3600, 3700] car le nombre d’ondé = 2 est dominant
en décga de cette valeur. Notons que la valeuRelg, concorde &% pres avec celle du point
de croisemenke, : il est donc raisonnable d’interpréter les résultats aleavec des condi-
tionsCI~ en terme de taux de croissance linéaire dominant.

Finalement, les processus d'initialisatiofi* et C'7~ font ressortir la présence d’une boucle
d’hystéreésis, ce qui va dans le sens d’une bifurcation denblii-Sacker sous-critique. En
définitive, trois gammes de nombres de Reynolds se distm@uevu du diagramme 6.30 :

0 Re < 3600 — Les calculs convergent vers des ondegériodiques en espace qui se
propagent dans la direction azimutale avec une périgge= 2 x T;. Ce résultat est
cohérent avec les calculs linéarisés : le taux de croissdimerodet = 2 est le plus
élevé dans cette gamme.
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O Re € [3700,5000] — Dans la région d’hystérésis, les cycles limifgset S; coexistent.

La branche de solutions atteinte dépend de la facon donisésbdée I'énergie cinétique
initiale.

0 Re > 5100 — Les solutions sont des ondes invariantes par symétriel@drois, qui
tournent autour de I'axe avec une périddg; = 3 x 1,. L'analyse de stabilité linéaire
révele que le mode azimutal = 3 a le taux de croissance le plus élevé dans cet in-
tervalle. Les approches linéaire et non-linéaire semhdentcider pour ces valeurs du
parametreie.
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FIG. 6.28 —h = 1 : Mise en évidence des sauts entre les branches de solyti@is, en
augmentanfen haut)et en diminuan(en bas)rogressivement la rotation du disque inférieur.

6.5 Onde azimutale tournante modulée

Dans ce paragraphe, notre propos est d’étudier les cons&egide I'augmentation du nombre
de Reynolds sur les structures spatio-temporelles desdondmantes; associées au mode
azimutalk = 3. Dans ce but, une succession de calculs non-linéaires auripstions a éte
réalisée avec des conditions initiales de tgfe : on part d'un instantané&e = 5600 puis le
disque inférieur est progressivement accéléré. Lorsgue> 6300, une nouvelle transition a

lieu. Les ondes; convergent alors vers des ondes azimutales tournanted@esddeésignées
par le sigleS,o, dans la suite du texte.
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FiG. 6.30 —h = 1 : Branches de solutions atteintes lorsque les simulationsrealisées avec des conditions initialég, (en pointillés
verts) C'I, (fleches verticales bleueg) 7™ (en traits rougest C'1~ (en traits noirs)
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Pour décrire ces écoulements complexes, la solution teopgér Re = 7500 est examinée.
Classiquement, la grille se doit d’étre affiné lorsqireest accru {/ = 160 et N = 48) et la
stabilité de I'algorithme impose la réduction du pas de ®ipA+ = 320 tours™).

6.5.1 Modulation d’'intensité

L'évolution temporelle de I'énergie cinétique de la pebiation est étudiée. Sur la figure 6.31.a,
nous constatons que I'énergie cinétique totale sature avweaunfini. Par ailleurs, le palier
énergétique exhibe un caractere oscillatoire de faiblelitudp constamment égale3a8 x
10~°, autour de la valeur moyenr®e35 x 10~%. En régime établi, les énergies cinétiques
modalesE’ (k) présentent un comportement similaire. Il est importanesearquer I'absence
de mode dominant. Toutefois, les modes azimufaex0 etk = 3 ont un contenu énergétique
prépondérant devant celui des autres contributions. Datgéels niveaux d’énergies cinétiques
spectrales correspondant aux mokles 3 ne sont pas montrés sur les figures 6.31.b et 6.31.c.
L'analyse de Fourier de I'énergie cinétique totale de layybation est rapportée sur la figure
6.32 et une pulsation fondamentdlg, est mise en évidence :

fréquencef,o, = 0.2666 tours ! <= périodeT, oo = 1/ fuoo = 3.75 tours

Sur le graphique 6.32, la présence des quatre premiereshumes rendent compte du com-
portement non-purement sinusoidal des fluctuations dera cinétique totale. En outre, la
comparaison des spectres de puissance des signaux d&mneirgitiques totale et modales a
révélé que les pics ont les mémes abscisses, spient f,., avecn > 0. Afin de préserver la
clarté du graphique, seule I'analyse de Fourier du niogel a été tracée sur la figure 6.32. 1l
s’ensuit que I'intensité de la perturbation est faiblenreatiulée avec une périodg,, = 3.75
tours. Pour s’en convaincre, il suffit de visualiser les fggusuivantes :

00 Fig. 6.33 — Les iso-lignes de I'énergie cinétique spectfelg:) sont tracées dans un
semi-plan méridien pour quatre phases tellestque 600 + iT},0,/3, aveci = 0, . .., 3.
En particulier, de telles visualisations ont révélé queresles azimutaux qui contiennent
le moins d’énergie cinétique (i.e.k: # 0, 3) sont ceux pour lesquels les fluctuations
d'intensité sont les plus marquées. Seules les énefgigs= 0) et E'(k = 2) ont été
représentées.

0 Fig. 6.34 — Les iso-lignes/valeurs des fluctuations de kesge azimutale' par rapport
a I'’écoulement de base sont projetées dans le plan).8h aux instantg = 1601.8 +
iTvon/4, @veci = 0, ..., 4. Les topologies observées peuvent étre décrites comme des
structures spatiales associées au nombre d’énde3, dégradées par la participation
des modeg # 3n. Cette observation est cohérente avec le faitigue3 est le mode de
Fourier non-nul qui renferme le plus d’énergie cinétique.

6.5.2 Précession des structures

S’il est vrai que les résultats numériques exposés préadeainont permis de dégager un
phénomene de modulation d’intensité de la perturbatiorieit demeure pas moins vrai qu’un
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FiG. 6.31 —h = 1, Re = 7500 : Energie cinétique totale de la perturbati@) et énergies
cinétiques spectraleB’(k) des quatre premiers modes de Foufieet c)au cours du temps
en régime non-linéaire. Représentations semi-logargbss.
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FIG. 6.32 -h = 1, Re = 7500 : Densités énergétiques spectrales des énergies cirgetmjate
et spectraléZ’ (k = 1) pourt € [1000, 2000]. Représentations semi-logarithmiques.
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FIG. 6.33 —h = 1, Re = 7500 : Iso-lignes des énergies cinétiques moddl&s: = 0) (a4
gauche)et E'(k = 2) (a droite)dans un plan méridien au cours d'une péridge, ~ 3.75
tours. Chaque figure correspond au temps1600 + iT,o,/3, aveci =0, ...,3. Laxer =0

est a gauche.
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FIG. 6.34 —h = 1, Re = 7500 : Iso-lignes/valeurs de la composante azimutéadie la per-
turbation de vitesse dans le plar= 0.8h au cours d’'une périodg,.,, = 3.75 tours. Chaque
figure correspond au temps= 1601.8 + iT,0,/4, aveci = 0, ..., 4.
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éventuel mouvement de précession ne peut étre décelé darmaitére. Notre attention s’est
alors portée sur I'analyse d’un signal de référence, comanexemple celui de la figure 6.35
qui représente les variations temporelles de la composaneutaler’ de la perturbation de
vitesse au point de controté(r = 0.75,0 = 0,z = 0.75h).
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FIG. 6.35 -h = 1, Re = 7500 : Variations temporelles de la composante azimutalde la

perturbation de vitesse au poffitr = 0.75,0 = 0,z = 0.75h).

Au premier abord, le spectre de puissance qui en résulte allume relativement complexe
(voir Fig. 6.36.a). Pour pousser plus avant la discussiandanne également sur la méme
figure :

O Fig.6.36.b a 6.36.e : La densité énergétique spectralecddfatentsy; (C') associés au
signal physique’(C) pourk =0, ..., 3.
0 Fig. 6.36.f: Le spectre de Fourier de I'énergie cinétiqualt

Le signal temporel correspondant au nombre d’'onde axisygueét de la perturbation est
mono-périodique : celui-ci oscille a la méme fréquence gueddulation d’intensité, c’est-
a-dire fuop. Les spectres associés aux modes azimutaux non-axisgoesriémoignent de
la bi-périodicité des signaux de référeneesPour chaque mode non-nul, deux pulsations
de base de rapport irrationnel sont relevéés,; et fuww. En définitive, les différentes raies
observées sur les spectresiglesont référées par la relation :

Jurwk + 7 fuon
vk f= n >0
(n + ]-)fMOD - fMRWk
Compte tenu du caractére linéaire des séries de Fouriggstoes contributions se superposent

et forment la densité énergétique spectrale du signal ghgsi(C). Les valeurs dé,q. sont
récapitulées dans le tableau 6.5. Pour le mode azimutabpd&pant: = 3, il vient :

fréquencefyms = 0.325 tours ' <= périodeT s = 1/ furws = 3.08 tours

Il sS’ensuit que le phénomene de modulation d’intensité geelaurbation s’accompagne d’un
mouvement de précession caractérisé par une pulsation
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FIG 6.36 —h = 1, Re = 7500 : Comparaison des densités énergétiques spectrales pour

€ [500, 800]. (a) |gnal 6.35.(b—e) Coefficients spectraux associés au signal 6.35 pour les
modesk = 0 ak = 3. (f) Energie cinétique totale de la perturbation. Représemsisemi-
logarithmiques.

Modes k=0 k=11 k=2 k=3
firwi fuoo = 0.2662 | 0.7750 | 1.1000 | fyrws = 0.3250

TAB. 6.5—-h = 1, Re = 7500 : Fréquence fondamentale des quatre premiers modes deouri
de la perturbation.
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FIG. 6.37 —=h = 1, Re = 7500 : Iso-lignes/valeurs de la composante azimuté&ie la pertur-
bation de vitesse dans le plan= 0.8h au cours de dix périod€g,,, = 3.75 tours. Chaque
figure correspond au temps= 1601.8 + iT0p, aveci = 0, .. ., 10.
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Il n’est pas aisé de déterminer la présence ou non d’'un moewede précession en azimut en
observant la stroboscopie de la figure 6.34, a cause de lalatiotud’intensité. Une maniere
simple de mettre en évidence la propagation des structpatsles consiste a sélectionner le
motif correspondant a= 0 sur la figure 6.34, puis a suivre son évolution pendant plusie
périodesl,,. L'examen de la séquence temporelle de la figure 6.37 perenebuclure sur
I'existence d’'une onde azimutale tournante modulée (oumoR) qui s’oppose au rotor. Il est
intéressant de noter que I'ondg,, (liée a laprépondérancedu modek = 3) et 'onde S3

(liee a laprédominancedu modek = 3) ne tournent pas dans le méme sens. D’autres calculs
non-linéaires en perturbations ont montré la présencedé®modulées,, jusqu’'aRe =

8500. Pour cette valeur du nombre de Reynolds, la fréquence delataxh f,,, est égale a
2.33 tours '. En augmentant la rotation du disque inférieur, nous avonstaté que les paliers
d’énergies cinétiques spectralB§ k) se resserrent, ce qui suggéere de fortes interactions non-
linéaires entre les modes.

6.6 Conclusions

Tout au long de cette section, nous nous sommes intéresseidilinensionnalisation de
I'écoulement entrainé par un disque en rotation au fondedauve cylindrique stationnaire

de rapport d’allongement axial = 1. Cette étude a été réalisée en résolvant les équations de
Navier-Stokes :

0 sous forme perturbative non-linéaire avec des conditioitiglies C'I, (état de base-
perturbations aléatoires) ;

0 sous forme compléetes en prenant des conditions de dépafdémarrage impulsif du
rotor), CI*" etC'I~ (accélération et décélération du disque moteur).

Pour clore ce chapitre, nous passons en revue les différealations atteintes.

Les calculs non-linéaires en perturbations montrent geelilement de base axisymétrique
stationnaire devient instable vis-a-vis d’excitatioriditnensionnelles lorsque le nombre de
Reynolds franchit la valeur critiqu&e.; ~ 2497. Au dela de ce point, le mode azimutal
k = 2 est responsable d’une bifurcation de Hopf super-critiquidrse la symétrisO(2) de
I'écoulement de base. Les solutions super-critiques sesitotides tournantespériodiques
en espace qui se propagent dans la direction azimutale aneéréguence caractéristique
fawe = f1/2. De telles solution$S,) se maintiennent jusqu’'&e = 3600. Les simulations
completes viennent corroborer ces résultats. Dans cemtengadeRe, la présence d’ondes
S, est indépendante du processus d'initialisation et peupstpier par le fait que le mode
azimutalk = 2 a le taux de croissance linéaire le plus important.

Lorsque les valeurs d&e sont comprises entr&700 et 5000, il existe plusieurs solutions
au probleme. Les unes sont des cycles limites non-axisiqunés.S; de la branchef;. Les
autres sont des ondes tournantes associées au mode azimutal De telles solution$S;)
se caractérisent par des structures spatiales présentasymétrie d’ordre trois qui tournent
avec une fréquencgw: = f2/3.
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0 Lorsque l'initialisation des calculs est de typd,, les cycles limitesS, basculent vers
les étatsS; des que le nombre de Reynolds dépasse un second point deabduarze,.,
dans lintervallg/4020, 4025].

O Si le rotor est progressivement décéléré depuis un instarta la solutiorb; trouvée
pour Re = 5500, il apparait que la branchg se poursuit en déca de la valeur critique
Re.,. En effet, le saub; — S, a lieu pourRe; » € [3600, 3700].

0 En prenant comme état de départ le régime établi de la solfifi@btenue pouRe =
2800 puis en accelérant le rotor, il sS’avére que la branche ddisalii se prolonge bien
au dela du seuil de criticalit®e.,. Un second saut est relevé pdew, ; € [5000, 5100].

0 Lorsque la mise en rotation du couvercle inférieur se faisquement, le sast, — S;
est observée &e, 5 € [3800, 3900].

Tant que le taux de rotation du disque moteur appartienhéetvalle[5100, 6100], seuls les
cycles limites non-axisymétriques sont observés, indépendamment des conditions initiales
mises en ceuvre. Par ailleurs, I'expérimentation numéragpermis de dégager la présence
d’'une branche de solutions asymétriques a intensité medupartir delze = 6300. Ces états
sont caracterisés par la prépondérance du mode azimutad et se maintiennent au moins
jusqu'aRe = 8500.

Enfin, la boucle d’hystérésis nous porte a croire que la téfion de Naimark-Sacker est
sous-critique. Dans cette région, sBit € [3700, 5000], la convergence des calculs vers 'une
ou l'autre des solutions possibles est fonction des candtinitiales, c’est-a-dire de la fagon
dont est répartie I'énergie cinétique de départ. Dés lbapgarait que les calculs linéarisés au-
tour de la solution de base ne permettent pas d’élusigtematiquemetds changements de
comportement observés en régime non-linéaire : le nomlorede’ qui a le taux de croissance
le plus élevé en régime linéaire n’est pas toujours celuidgunine la bifurcation en régime
non-linéaire.






Chapitre 7

Etude de I'écoulement dans une cuve de
rapport d’aspect h = 1.5

Ici, les objectifs fixés sont les mémes que ceux du chapiteelé,différence que le rapport
de forme de la cavité cylindrique est a présent fixés Notre attention s’est portée sur la
réponse linéaire (87.1) ou non (87.2) d’'un écoulement de aaisymeétrique stationnaire vis-
a-vis d’'une perturbation aléatoire. En outre, nous aborgefa question de la non-unicité
des solutions (87.3) en résolvant les équations de NawkeS compléetes avec différentes
conditions initiales. Le chapitre se termine par une sgeltes résutats obtenus (87.4).

7.1 Analyse linéaire

Dans cette section, notre propos est de déterminer le presmigl de criticalitéRe., puis
d’examiner le développement linéaire des modes azimutawdet deRe.,. Les équations
de Navier-Stokes linéarisées autour d’'un état de baseragisigjue stationnaire sont résolues
avec desonditions initiales de typeC'I.

7.1.1 Premier seuil de stabilité

On s’intéresse au devenir des perturbations initiales auwsadu temps lorsque le nombre de
Reynolds est augmenté. Sur la figure 7.1, nous présentaadution temporelle de I'énergie
cinétigue modalé”’ (k) de la perturbation. Le taux de croissangeles mode¢ est examiné
dans les deux cas suivants :

O Fig. 7.1.a:k = 2 et2500 < Re < 2525. Il s'avére quer, < 0 pour Re < 2510, alors
quer, > 0 dés queRe > 2515.

0 Fig.7.1.b:0 < k <4 etRe = 2600. Il apparait que;, < 0, sauf pourk = 2.

Ces observations permettent de conclure que le mode2 est le premier a devenir instable
linéairement et que son seuil de stabilité linédiee, appartient a I'intervall§2510, 2515]. En
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dépassant cette valeur critique, I'écoulement de basenlewvistable face aux perturbations.
Par ailleurs, il est possible d’évaluer la valeur@e.; de fagon plus précise en reprenant la

procédure utilisée en 86.1.1. Celle-ci repose sur le fatlgseuil de criticalité d’'un mode est

exactement atteint lorsque son taux de croissance estragt alors mesuré pour des nombres

t au dessus du seuil /goit [2515, 2535]. Ces mesures sont ensuite
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M 120 160 180 200
Re.y || 2513.91 | 2516.85 | 2517.80 | 2518.58

TAB. 7.1 —h = 1.5 : Variations du seuil de stabilité linéaire du mokle= 2 en fonction du
maillage.

Le tableau 7.1 met en évidence la sensibilité de la valeuRge vis-a-vis du nombre de
mailles M utilisées dans la direction radiale. Comme le montre la @guR.b, il s’avere que
Re., est une fonction quadratique d¢M, car des schémas d’ordre deux en espace sont mis
en ceuvre pour l'intégration spatiale des équations du moawe Il s’ensuit que la valeur
théorique du seuil de criticalit&e,'" est atteinte lorsque les mailles sont infiniment fines,
c’est-a-dire lorsque /M est nul. En définitive, I'extrapolation & zéro de la paraludane :

Re " = 2525.23

L'erreur relative entre le seuil de stabilité linéaire tvéypourM = 100 et le seuil de stabilité
linéaire théorique n’est que @65%. De plus, notre valeur théorique est en trés bon accord avec
la valeur que nous avons relevée sur le diagramn@elfgat et al.[28] : Re,. ~ 2520, suivant

la précision permise par la lecture graphique (voir 'aren€}. Désormais, nous retiendrons

le maillage avecV/ = 100 mailles dans la direction radiale pour effectuer I'ensesrdes
simulations numériques/a= 1.5.

7.1.2 Au dela du premier seuil

Le taux de croissance des modeg = 0 ak = 5 de la perturbation initiale en régime linéaire
est représenté en fonction du nombre de Reynolds (Fig. Ce3iliagramme permet d’établir
I'ordre suivant lequel les modes de Fourier deviennentesgizement instables linéairement
dans la gammeie € [2500,5500]. Une estimation du seuil de stabilité linéaire de chaque
modek est obtenue par lecture graphique de la valeur d’annuldgap. Comme le montre le
tableau récapitulatif 7.2, cette procédure conduit a dadtas qui sont en bon accord avec les
prédictions numériques deelfgat et al. puisque I'erreur relative reste inférieur@ 8%. Par
ailleurs, trois gammes dRe séparées par deux points de croisement se distinguentz§oit
le point de croisement entre les courbesgdetr,. Le point d’intersection entre les courbes de
7o ety estquant a lui not&e’.. D’apres le graphique 7.&e, ~ 3017, alors queRe!, ~ 4096.
Il apparait que :

O 7 > 19 lorsqueRe < Re, : le mode azimutatk = 2 est le plus instable linéairement.

O 79 > {m, 73} lorsqueRe,; < Re < Re/, : le mode axisymétrique est a présent le plus
critique.

O 73 > 19 des quelke > Re', : le mode de Fouriek = 3 devient le plus instable en regime
linéaire.

O Il faut noter quers etr, sont trés proches poute € [4200,5200] : I'écart relatif entre
ces valeurs est inférieur1®ao.
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FIG. 7.3—h = 1.5 : Taux de croissance, des cing premiers modes azimutaux en fonction du
nombre de Reynolds. Calculs linéarisés autour de I'écomeeiie base.

Modesk
0 3 1 4
Re, Barbosa 2700 | 3075 | 3200 | 4435
Gelfgatet al.[28] | 2730 | 3120 | 3220 | 4540

TAB. 7.2 —h = 1.5 : Ordres de grandeur des seuils de stabilité linéaire paupilemiers
modes azimutaux. Comparaison avec les valeurs mesurélestsagramme d&elfgat et al.

[28] (voir 'annexe C).

FIG. 7.4 —h = 1.5, Re = 3300 : Iso-lignes de I'énergie cinétique’ (k) des mode& = 0 a
k = 3 en régime linéaire dans le pléan z). L'axer = 0 est a gauche.
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LorsqueRe = 3300, le graphique précédent indique que les mokles 0 a k£ = 3 de la
perturbation sont tous instables linéairement et pourwhadeux, les iso-lignes de I'énergie
cinétiqueE’(k) sont tracées dans un semi-plan méridier). L'analyse de la figure 7.4 ré-
vele queE'(k = 0), E'(k = 2) et E'(k = 3) sont concentrées dans le coin supérieur externe
du semi-plan. Une telle concomitance des localisationsapa suggére de fortes interactions
entre ces modes et de ce fait, le mode dont le taux de crossmtde plus élevé finit par
s’imposer au détriment des autres. En outre, la compardssfigures 6.26 — obtenues pour
h =1 — et 7.4 montre que la localisation des modes azimutaux elsangée, sinon par une
dilatation proportionnelle & 5. Comme nous I'avons déja remarqué pbut 1, les iso-lignes
deE'(k = 1) sont décalées vers I'axe de rotation.

Jusqu’a présent, nous avons examiné |'évolution tempmoddk perturbations d’amplitudes
infinitésimales et nous avons noté leur croissance expigtieregn cas d’instabilité de I'état de
base. Il est clair que cette croissance ne peut se poursaodg&éniment, car 'amplitude des
perturbations va augmenter et les termes non-linéaireouegnt plus étre négligés. De ce
fait, la section suivante est consacrée a I'étude du dépelopnt non-linéaire des premieres
instabilités.

7.2 Analyse non-linéaire

Les résultats exposés dans cette section ont été obtemisigisant les équations de Navier-
Stokes sous forme perturbative non-linéaire ales conditions de type”'I,.

7.2.1 Premiere bifurcation

L'évolution des énergies cinétiques modal€sk) au cours du temps est tracée sur la figure
7.5 pour deux valeurs du nombre de Reynolds. Lorsque celaut 2550 (a), on observe la
relaxation exponentielle de tous les modes de la pertuandtien résulte que I'écoulement de
base est stable et par voie de conséquence, ses proprigt@sidhces par translation arbitraire
dans le temps et par symétrie d’angle quelconque autouagle $ont conserveées. Par contre
pour Re = 2650 (b), nos calculs montrent que les non-linéarités engendrantgdlification
puis la saturation des modes azimutdux 2n (n € N) a partir de1600 tours. En outre, le
modek = 2 est maitre car son niveau d'énergie cinétique a7 x 10~°, c’est-a-dire prés
de 99% de I'énergie cinétique totale de la perturbation initidles modes = 2n + 1 quant

a eux n'apportent aucune contribution énergétique et thsgsent apres quelques centaines
de tours. Ce changement qualitatif de comportement, inghrit’augmentation dde, est

la signature d’'une premiére bifurcation. Le seuil de ciité Re., se situe dans I'intervalle
[2550, 2650].

On peut naturellement transposer ici le raisonnement déj&m 86.2.1 pour accéder a une
détermination plus précise du premier nombre de Reynoitilguer en régime non-linéaire. La
figure 7.6.a rend bien compte du ralentissement de la dynendignesure que I'on s’approche
Re., par valeurs supérieures : la bifurcation est alors suppaigeer-critique.
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comme |'écart au seuiRe — Re,,| : la nature supposée de la bifurcation s’avére donc exacte.
L'extrapolation a zéro de ces trois droites donne trois wale/oisines pour le nombre de
Reynolds critique, soit :

| Re; = 2579.785 + 6.665

Enfin, le décalage entre les estimations linéaire et naraine est égal a.1%. Comme pour
h = 1, nous avons choisi d’aborder séparément les deux facedtés perte de stabilité de
I'écoulement de base, a savoir I'apparition d’instatiait@a et la rupture de I'axisymétrie.

7.2.1.1 Perte de la stationnarité

Il est naturel de s’intéresser aux variations temporelésssblutions au dela du premier point
de transition. Dans ce but, nous considérons la solutianvé® pourRe = 2650 > Re,;.
L'évolution temporelle de la composante azimutélde la perturbation de vitesse au point de
contréleC(r = 0.6,0 = 0,z = 0.96h) est donnée sur la figure 7.7. On assiste & la naissance
d’un cycle limite et de ce fait, nous pouvons en déduire géedulement de base devient
instable via une bifurcation de Hopf super-critique. Diaupart, on constate que la durée
du transitoire dépass¥)0 tours et que la période caractéristique des états supepes est
remarquablement longue. Au poifit le signak’ oscille autour de la valeur moyenné .35 x

10~* avec une amplitude égale4d1 x 10~3. Pour fixer les idées, la vitesse azimutale de
I'écoulement de base vauts4 x 10~2 en ce point.

5.0e-03

2.56-03+ -t -H-HrHH -
0.0e+00p/\ /| |-

25603t LI e

800 1600 2400 3200 4000
Temps en tours

-5.0e-03
0

FIG. 7.7 —=h = 1.5, Re = 2650 : Variations temporelles de la composante azimutatie la
perturbation de vitesse au poifi{r = 0.6,0 = 0, z = 0.96h).

Une fagon simple de caractériser I'instationnarité destgwnis trouvées pouke > Re,,
consiste a calculer la densité énergétique spectrale dmalsde référence, par exemple les
variations temporelles dé(C'). Le spectre de Fourier correspondant est présenté sur ta figu
7.8.a. Celui-ci rend bien compte du caractere quasi-sidatdes oscillations dans la mesure
ou I'amplitude des deux premiers pics ne differe que d’'unmadé. Lorsqueke = 2650, la
pulsation fondamentale est trés faible :

fréquencef; = 0.006 tours ' <= périodeT; = 1/f, = 166.06 tours
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Nous avons également constaté I'allongementdersqueRe tend vers le seuil de stabilité
non-linéaire par la droite. Les investigations @elfgat et al. confirment nos observations.
En effet, leur diagramme des pulsations critiques (regtathns I'annexe C) montre que la
fréquence critique du mode = 2 pour h = 1.5 est nulle, ou du moins tres proche de zéro
compte tenu de la lecture graphique. Enfin, la figure 7.8.t&szmte le spectre des coefficients
de Fourier;, (C') associés &'(C') pour les premiers modes azimutaux super-critiques.

10° - - 107
10°
—4

10'3 10
10°
10" 10”
10"
. 10°
10 10_9
10"
10° 10

Fréquences Fréquences

FIG. 7.8 —h = 1.5, Re = 2650 : Densités énergétiques spectrales du signala). et des
composantes de Fourier correspondaifggpourt € [1000,4000]. Représentations semi-
logarithmiques.

La comparaison de ces spectres d’'une part, et le fait quenkagiés cinétigues des modes
k = 2n saturent sans osciller d’autre part (voir Fig. 7.5.a), petrdores et déja d’affirmer que
la rotation des structures spatiales s’effectue sansmétorn. Ce point sera détaillé ultérieu-
rement.

7.2.1.2 Perte de I'axisymétrie

D’aprés ce qui précede, le mode azimuta: 2 est responsable de la bifurcation de Hopf
super-critique que subit I'écoulement de base axisym@rgiationnaire lorsque le nombre de
Reynolds dépasse la valeur critigile., = 2579.78. Celle-ci correspond au seuil d’apparition
des régimes simultanément instationnaires et tridimengis. L'objet de ce paragraphe est de
mettre en évidence numériquement la brisure de la syme@ig). Par exemple, les figures
qui suiventillustrent distinctement la topologie nonsgxnétrique de la solution super-critique
correspondant &e = 2650 :

O Fig. 7.9.a : Les iso-lignes de la composante radiatiu champ vitesse complet sont
projetées dans le plan= 0.9h.

O Fig. 7.9.b : Les iso-lignes de la composante radiéldes fluctuations de la vitesse par
rapport a la solution de base sont tracées dans lezptan.9h.



7. Etude de I'écoulement dans une cuve de rapport d’aspeét= 1.5 123

00 Fig. 7.10 : On donne les iso-surfaces des composantes, w') de la perturbation de
vitesse (voir Tab. 7.3 pour les valeurs).

(a) (b)

FIG. 7.9 —h = 1.5, Re = 2650 : Iso-lignes de la composante radiale de la vitesse dans le
planz = 0.9h pour I'écoulement total (a) et la perturbation/ (b). Les iso-lignes continues
(discontinues) sont positives (négatives) et le zéro esb@s gras.

(@) 1%, 15% Max{u'} (b) 1%, 15% Max {v'} (c) 1%, 15% Max{w'}

FIG. 7.10 —h = 1.5, Re = 2650 : Iso-surfaces des composantes v’, w') de la perturbation
de vitesse. Les zones grises (rouges) représetiefit5%) du maximum.

Il est manifeste que ces visualisations exhibent une piéiiécazimutale d’ordre deux et té-
moignent de la prédominance du made= 2 de la perturbation initiale. Dans une récente
publication,Marques et al. [48] ont effectué des simulations numériques tridimensies
pour les paramétres de contréle- 1.58 et Re = 2750 : ils ont mis en évidence des topologies
similaires a celles de la figure 7.10.

Jusqu’'a présent, I'instationnarité et la rupture de I'migtrie ont été exposées séparément par
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souci de clarté. Cependant, ces deux caractéristiquesrstestant simultanément sous forme
d’'une onde azimutale tournante de faible intensité déseueinbre de Reynolds dépasse le
seuil de stabilité non-linéairBe, .

| Perturbation] Maximum |  Minimun |
! 4.621 x 1073 | —4.752 x 1073
5.728 x 1073 | —6.395 x 1073
4.476 x 1073 | —4.250 x 1072

WO

TAB. 7.3 —h = 1.5, Re = 2650 : Valeurs maximales et minimales des composafites’, w')
de la perturbation de vitesse.

7.2.1.3 Apparition d’'une onde azimutale tournante

| — t=4041.5
t=4083
—- 1=4124.5

oo oloooo

FIG. 7.11 —h = 1.5, Re = 2650 : Profil de la composante azimutalede la perturbation de
vitesse a différents instants sur la circonférefice= 0.6, 6, 2 = 0.9h). La fleche indique le
sens de propagation de I'onde tournante associée au maodetali = 2.

A présent, on s’applique & montrer la présence d’une ondaaate lorsquéte > Re,,. Dans
cette optique, la solution trouvée polr = 2650 est analysée. Les iso-lignes/valeurs de la
composante azimutalé de la perturbation de vitesse sont tracées dans lezpkan).9h au
cours d’'une périod€; = 166 tours (Fig. 7.12). L'observation de cette stroboscopiengatr
de conclure que les structures spatiales associées au motda dominank = 2 tournent
autour de I'axe de la cuve avec une péridig, = 2 x Ty = 2/ f,. En outre, cette précession
s’effectue dans le sens indirect et s’'oppose donc a laootdti couvercle inférieur. La vitesse
angulaire de phase, est déterminée soit en appliquant la relation 6.1, soit &rmar profil
des fluctuations de vitesse azimutaler = 0.6,6, z = 0.9h) pris & trois instants différents
(Fig. 7.11). Pour le nombre de Reynoli0, nous obtenons le résultat ci-dessous :

Q, = —0.019 x Q, tours™"
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(@i=0 (b)yi=1

@©)i=2 (d)i=3

0.00514051
0.00439769
0.00365486
0.00291204
0.00216922
0.00142639
0.000683572
-5.92509e-05

-0.000802074 k _— 2

-0.0015449

-0.00228772 /_\
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-0.00377336
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-0.00600183

(e)i=14

FIG. 7.12 —h = 1.5, Re = 2650 : Iso-lignes/valeurs de la composante azimutatke la
perturbation de vitesse dans le plas= 0.9h au cours d’'une périodg, = 166 tours. Chaque
figure correspond au temps= 4000 + 7, /5, aveci = 0, ..., 4.
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Au vu des investigations dénobloch [33] et des remarques émises dans le chapitre précédent,
il N’est pas nécessaire de redémontrer que la précessioci@éssu nombre d’onde = 2 est
solide. En augmentant le nombre de Reynolds, I'écoulemeneste pas sur la branche de
solutionsT : il subit plusieurs transitions que nous allons présengsmisdes paragraphe qui
suivent.

7.2.2 Mode opératoire

Suivant la valeur du nombre de Reynolds, I'écoulement de bagsymeétrique stationnaire
ne répond pas de la méme maniére aux modes azimutaux dedlebpéidn. Dans les sections
7.2.3a7.2.5, nous passons en revue les différentes iligtsbiteintes dans une gammekle

qui s’étend depuie,; jusqu’'ac000. Les divers changements de comportement sont identifiés
puis caractérisés en étudiant les marqueurs suivants :

O Fig. 7.13, 7.16 et 7.20 : L'évolution temporelle de I'énerginétiqueE’ (k) des douze
premiers modes azimutaux de la perturbation initiale.

O Fig.7.14,7.17 et 7.21 : On choisit comme signal de réferéseariations temporelles
des fluctuations de vitesse azimutalgD) par rapport a I'écoulement de base au point
de contrleD(r = 0.8,6 = 0,z = 0.8h).

O Fig.7.15,7.18 et 7.22 : Le spectre de puissance du sign&féieence.

O Fig. 7.19 et 7.23 : La séquence temporelle des iso-lignkes/k@dev’ dans le plan
z = 0.8h.

Pour des raisons de cout numérique, nous n’avons pas cheeét@rminer précisément les
seuils de criticalité. Les maillages mis en ceuvre se conmpatel/ = 100 mailles dans la
direction radiale. Ces précisions nous permettent d’expoass résultats de fagon plus synthé-
tique en évitant les répétitions inutiles dans le texte.

7.2.3 Seconde bifurcation
Re = 3275

Comme pourRe = 2650, nous constatons la décroissance exponentielle des moges's,
ainsi que la saturation de I'énergie cinétique des modeas @aun niveau fini au cours du
temps (Fig. 7.13.a). La plus importante contribution ééeque est celle du nombre d’onde
k=2:FE'(k=2)=1.039x10 . D’autre part, nous constatons que la saturation de I'émerg
FE'(k = 0) s’établit plus tardivement que celle des autres modes daumu ce point annonce
un changement de comportement des solutions. Enfin, I'agalg Fourier d'un signal de
référence (non-montrée) a confirmé que les solutions quoreant aux nombres de Reynolds
2650 (17 = 166 tours) et3275 (17 = 78.95 tours) sont connectées par la méme branche.
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FIG. 7.13 —h = 1.5 : Energies cinétiques modalé&%(k) au cours du temps en régime non-
linéaire pourRe = 3275 (a) et Re = 3300 (b). Représentations semi-logarithmiques.

Re = 3300

A présent, la figure 7.13.b est analysée. Jusgitaévolutions du disque moteur, les énergies
cinétiques modales se comportent de facon analogue au @eédent au cours du temps :

le mode azimutak = 2 est dominant, mais cette situation est instable. En e#femadde
axisymeétrique de la perturbation initiale s’accapare du@ou énergétique des autres modes
de Fourier par couplages non-linéaires egti@ et 350 tours. Bien évidemment, la relaxation

de I'ex-mode dominant = 2 est plus lente que celle des autres modes non-nuls. Au dela de
cette phase transitoire, il apparait que le mode zéro esttadicontient la totalité de I'énergie
cinétique de I'excitation de déparf (k = 0) = 5.04 x 10~*. Un second point de bifurcation
Re., a donc été dépasse :

Re,, € [3275,3300]

7.2.3.1 Perte de la symétrie d’ordre deux

Nous rappelons que I'écoulement complet résulte de la pop#ion d'un écoulement de base
axisymeétrique stationnaire et d’'une perturbation tridisiennelle dont la seule contribution
spectrale est celle du mode= 0 lorsqueRe > Re.,. Ceci nous permet de conclure sur
le rétablissement de la syméti5&(2) de I'’écoulement. Ce résultat est assez surprenant. En
effet, nous avons perturbé un écoulement de base axisguétstationnaire qui s’est avéré
instable vis-a-vis des modes pairs de I'excitation ingimrsqueRe > Re.,;. En augmentant

le taux de rotation du couvercle inférieur, nous nous atiesch ce que les mécanismes qui
déstabilisent la symétri8(O(2) soient plus intenses. Or, dans le cas présent, il n’en est rie
puisque les modées = 2n redeviennent stables en franchissBa,.
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D’autre part, I'écart relatif entrdze., (transitiont = 2 dominant— &£ = 0 dominant en
régime non-linéaire) et le point de croiseméi, ~ 3017 (transitionT, > 7 — 7 < 7

en régime linéaire) est de I'ordre 8&0. Expliquer le retour vers les écoulements a symétrie
SO(2) par le fait que le taux de croissance du mode axisymétriquierteplus important que
celui du mode azimutal = 2 est ici discutable.

7.2.3.2 Instationnarité des solutions

Les caractéristiques temporelles des écoulements axiggoes qui apparaissent au dela du
second point de transition sont décelées en examinantiiéen temporelle de’(D) lorsque
Re = 3000. D’'apres la figure 7.14, le régime établi apparait a partit@ketours : la valeur
moyenne et I'amplitude des oscillations non-sinusoidated alors respectivement égales a
—6.5 x 1073 et4.15 x 10~2. A titre indicatif, la vitesse de I'écoulement de base ematiest
€gale &.148 au pointD. Le spectre de puissance du signal de référence est donladigure
7.15. Celle-ci met en évidence une assemblée de raies jpon@snt aux pulsationsf,, avec

n > 1. PourRe = 3300, il vient :

fréquencef, = 0.243 tours ' <= périodel, = 1/f, = 4.12 tours

Nous en déduisons qu’au dela &e.,, les cycles limites non-axisymétriques de la branche
T; transitent vers les cycles limites axisymétriques de ladira7; via une bifurcation de
Naimark-Sacker (Hopf entre cycles limites). Par aillelisf)sence de ralentissement critique
suggere gue cette seconde transition est sous-critiques &lmorderons ce point plus tard.

LorsqueRe > Re.,, tout se passe en définitive comme si nous avions un écouletadrase
axisymetrique instationnaire. Les paragraphes suivamisconsacrées au devenir des cycles
limites axisymétrique de la branclfe lorsque le paramétre de contr@®e prend des valeurs
de plus en plus grandes.

1.5e-02

12607+ -+~
8.0e—Q3} - -+--4-- 4ok
00600 by i Il

-4.0e-03" -

-8.0e-03

—126-02 "1
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—2.06-Q2F -t -boC

—246-0% -1t --

-2'8e-02

0 150 300 450 600 750
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FIG. 7.14 —h = 1.5, Re = 3300 : Variations temporelles de la composante azimutatie la
perturbation de vitesse au poib{r = 0.8,0 = 0, z = 0.8h).
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Fréquences

FIG. 7.15 —h = 1.5, Re = 3300 : Densité énergétique spectrale du signal 7.14 poar
[400, 800]. Représentation semi-logarithmique.

7.2.4 Troisieme bifurcation
Re = 3600

L'examen du graphe 7.16.a révéle que le mode zéro renfeintédralité de I'énergie ciné-
tique de la perturbation initiale, sdit64 x 10~*. Il S’ensuit que I'axisymétrie de I'écoulement
est encore préserveda = 3600. Par ailleurs, nous remarquons que le nombre d’dnge3
disparait plus lentement que les autres modes azimutaurulen ceci annonce une nouvelle
transition. Par ailleurs, la prédominance du méde 0 témoigne de l'instationnarité de la
solution. Celle-ci est clairement mise en évidence sur ladigy.17.a : le signal de référence
v'(D) présente un caractere oscillatoire d’amplitude égaleta< 10-2 autour de la valeur
moyenne-4.65 x 1073, La densité énergétique spectrale correspondante (Hig.aj.fournit

la période caractéristique, = 1/f, = 4.13 tours. D’autre part, il S'avére que les oscillations
ne sont pas sinusoidales, vu que I'amplitude de la raie foedéale et celle de la premiere
harmonique ne different que d’un facteur deux. En définittes élements nous permettent de
conclure que les états correspondant aux nombres de Reysold et 3600 sont connectés
par la méme branchg.

Re = 3700

Sur lafigure 7.16.b, le regime établi correspondafita= 3700 témoigne de la prédominance
du nombre d’'ondé = 3. L'énergie cinétiquel’(k = 3) sature a la valeur.08 x 10~* sans
fluctuer, c’est-a-dire pres &% de I'énergie cinétique totale de la perturbation de déganrt
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assiste simultanément a la relaxation exponentielle defemazimutaux qui ne sont pas des
harmoniques du mode maitre. Compte tenu de ces observatarspouvons affirmer que les
cycles limitesSO(2) de la branche, subissent une bifurcation en franchissant un troisieme
seuil de criticalitéRe,., :

Re,; € [3600, 3700

0 150 300 450 600 75 — k=6 0 90 180 270 360 450
Temps en tours ++ k=7 Temps en tours

(@) (b)

FIG. 7.16 —h = 1.5 : Energies cinétiques modal&%(k) au cours du temps en régime non-
linéaire pourRe = 3600 (a) et Re = 3700 (b). Représentations semi-logarithmiques.

A présent, on s’applique a donner les propriétés spatipoeaties des solutions trouvées
pour des nombres de Reynolds excédant la valgyg. Dans ce but, le signal de référence
v'(D), donné sur la figure 7.17.b, est examiné. Nous constatons' gl¢ est deux ordres de
grandeur inférieure a la composante azimutale de la vigs$écoulement de base au point
D : —3.87 x 102 en moyenne contr@154. Conformément au spectre de puissance du signal
de référence (Fig. 7.18.b), les oscillations de la pertiwba sont monochromatiques :

fréquencef; = 0.1025 tours™' <= périodeT; = 1/f; = 9.76 tours

Il en découle que la symétrigO (2) des solutions de la brancligest brisée via bifurcation de
Naimark-Sacker des que le nombre de Reynolds dépasse la get&ue Re 5. Les solutions

super-critiques, notées;, sont des ondes azimutales tournanté@soploch, [33]) associees
au mode; = 3.

Afin d’illustrer le propos précédent, nous avons considérautre état de la branchg :

Re = 3900. Sur la figure 7.19, nous visualisons la précession d’'unfnmotariant par sy-
métrie axiale d’angl@r/3 au cours d’une périodé; = 10 tours. Il sS’avére que de telles
structures se propagent sans se déformer suivant la dmeazimutale et dans le méme sens
que le forcage dynamique. En outre, la période de précesstdn,; = 3 x T3 = 3/ f3.
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FIG. 7.17 —h = 1.5 : Variations temporelles de la composante azimuiatie la perturbation

de vitesse au poind(r = 0.8,0 = 0, z = 0.8h) pour Re = 3600 (a) et Re = 3700 (b).
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FIG. 7.18 —h = 1.5 : Densités énergétiques spectrales des signaux 7.17 o400, 800].

(@) Re = 3600. (b) Re = 3700. Représentations semi-logarithmiques.
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FIG. 7.19 —h = 1.5, Re = 3900 : Iso-lignes/valeurs de la composante azimutdlde la
perturbation de vitesse dans le plas= 0.8/ au cours d’'une périodé; = 10 tours. Chaque
figure correspond au temps= 800 + 73 /5, aveci = 0,...,5.
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En régime linéaire (87.1.2), nous avons montré I'exiterica goint de croisemenke, ~
4096, au dela duquel le taux de croissangelu mode azimutal = 3 devient plus élevé que
le taux de croissance du mode axisymétrique. Il apparait que la valeuriiié et celle de
Re.5 sont trop éloignées (écart relatif 12%) pour que I'on puisse interpréter la bifurcation
SO(2) — S; en terme de taux de croissance dominant.

7.2.5 Quatrieme bifurcation
Re = 4200

La figure 7.20.a témoigne du fait que le mode prédominantrestrek = 3 pour Re = 4200.
Effectivement, son contenu énergétique correspond aaunigde saturation maximum dés0
tours, soitE’(k = 3) = 1.60 x 10~*. Par ailleurs, le signal de référencéD) fait apparaitre
un comportement périodique d’amplitul27 x 10~2 autour d’'une valeur moyenne égale a
—6.58 x 1072 (Fig. 7.20.a). Au point de contrdlB, on rappelle que la vitesse de I'écoulement
de base dans la direction azimutale vaut9. La période fondamentale des oscillations est
déterminée par une analyse de Fourier : sur le graphe 7.83 ratevonds = 1/ f; = 10.256
révolutions du couvercle inférieur. Il s’ensuit que lesusioins trouvées appartiennent a la
branchef; lorsque que le parametre de contréle prend des valeurs comprises eriifé0 et
4200.

Re = 4300

La simulation réalisée &¢ = 4300 converge vers un état présentant des caractéristiques en
espace et en temps tres différentes des solufigue la branche;. En effet, la figure 7.20.b
rend bien compte du développement non-linéaire des modtesit@zixk = 2n a mesure que

le temps s’écoule. En régime établi ¥ 120 tours), nous remarquons que le niveau le plus
élevé d’énergie cinétique est celui du made= 2 et vaut2.57 x 10~%. Ses harmoniques

se partagent 1e25% restant de I'énergie cinétique totale de la pertubatidiala, dont20%

pour le mode axisymétriqgue. Nous avons déja rencontré ae gencomportement pour des
nombres de Reynolds dans l'intervalle,.,, Re.,| (ondesS, de la branchef;). Finalement,

ces observations mettent en évidence I'existence d’'urrigue nombre de Reynolds critique
Re., :

Re,4 € [4200, 4300]

D’apreés le graphique 7.21.b, il est manifeste que la saludltenue est oscillatoire. Le signal
de référence’ (D) fluctue au cours du temps avec une amplitude égalé & 10~2 autour de
la valeur moyenne-7.37 x 10~ 2. Bien entendu, ces mesures sont faibles devant 'ampliede
la vitesse azimutale de I'écoulement de base prise au mémg poit0.160. D’autre part, la
fréquence fondamentalg des oscillations est extraite de la figure 7.22.b ou nhoussatrané
le spectre de puissance déD) :

fréquencef, = 0.04 tours ! <= périodeT, = 1/f, = 25 tours
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FIG. 7.20 —h = 1.5 : Energies cinétiques modalé&¥(k) au cours du temps en régime non-
linéaire pourRe = 4200 (a) et Re = 4300 (b). Représentations semi-logarithmiques.
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FIG. 7.21 —h = 1.5 : Variations temporelles de la composante azimutatke la perturbation
de vitesse au poind(r = 0.8,0 = 0, z = 0.8h) pour Re = 4200 (a) et Re = 4300 (b).
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FIG. 7.22 —h = 1.5 : Densités énergétiques spectrales des signaux 7.21 po#00, 800].
(a) Re = 4200. (b) Re = 4300. Représentations semi-logarithmiques.

Il est important de noter que cette fréquence caractansegt bien plus grande que celle de la
branchef; ou le mode de Fourigr = 2 était dominant pour la premiére fois, c’est-a-dire pour
Re € [Re.,, Re.,]. Ce point constitue un critére de distinction entre les tinasf; et f, de
méme mode dominant. Ce qui vient d’étre exposé permet dearda conclusion suivante :
les cycles limites associés au nombre d’okde- 3 (branchef;) basculent vers les cycles
limites associés au nombre d’onkle= 2 (branchef,) lorsque le nombre de Reynolds dépasse
le point de bifurcationRe.,. Les ondes tournantes disparaissent alors pour laisser place a
des solutions qui sont encore des ondes tournantes désigaek sigleS;. Comme on peut

le voir sur la figure 7.23, les structures spatiales exhilbeet périodicité azimutale d’ordre
deux. De plus, ces structures suivent un mouvement deoptagjide opposé a I'entrainement
du rotor, avec une période de précessipn = 4 x Ty = 4/ f,. Nos calculs ont révélé que ces
solutionsS, se maintiennent jusqu’Be = 4600.

L'apparition des ondes tournantgsesta priori cohérente avec les calculs linéarisés autour de
I'écoulement de base. Au paragraphe 7.1.2, nous avongseué fait que les modés= 2 et

k = 3 ont des taux de croissance trés voisins pour des nombresyt®|Rg dans I'intervalle
[4200, 5200]. Ainsi, nous sommes en droit de penser que I'une ou l'autreedeinstabilités
tridimensionnelles est succeptible de se développer emedgon-linéaire.
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7.2.6 Onde azimutale tournante modulée

Pour| Re > 4600 | s’instaurent des ondes azimutales tournantes a amplitodelée, que I'on

noteras,,, dans la suite. A titre d’exemple, celle correspondafia= 6000 est analysée en
détail dans ce paragraphe.

7.2.6.1 Modulation d’intensité

En étudiant la fagcon dont évoluent les énergies cinétigpestsalest’ (k) au cours du temps
(figure non-montrée), nous avons constaté que I'ensemblmddes de la perturbation initiale
saturent a un niveau d’énergie fini, dont le plus élevé cpoed ak = 2. Cette observation
permet d’affirmer que les étafs, pour lesquels le mode = 2 estdominant, transitent vers
des étatsS,p, pour lesquels le mode = 2 estprépondérant. D’autre part, les niveaux de
saturation présentent un comportement oscillatoire gigyie, contrairement a ce qui avait été
observé jusqu’ici. Cette caractéristique tres remarqudbt états,,, est analysée de fagon
plus quantitative via I'évolution temporelle de I'énergiaétique totale de la perturbation (Fig.
7.24). En régime établi, celle-ci fluctue autour d’'une valeoyenne égale & x 10~* avec
une amplitude qui vaut.3 x 10~°. Le spectre de puissance de ce signal (Fig. 7.25.a) témoigne
du fait que l'intensité de la perturbation varie rapidenamntours du temps :

fréquencefyo, = 0.5375 tours ! <= périodeT,oo = 1/ fuoo = 1.86 tours

Une fagon simple de corroborer cette conclusion consisepigsenter les iso-lignes/valeurs
dev’ dans le plan = 0.8h aux instants = to+i7T,0,/4 (Fig. 7.26). La stroboscopie résultante
exhibe clairement une déformation continue des strucgpasales au cours une péricig,.
Chaque visualisation semble correspondre a un motif $pag@riodique en azimut — ce qui
est cohérent avec la prépondérance du nombre d’bnde@ — mais dont la pureté est altérée
par la participation non-linéaire des modeg 2n.

7.2.6.2 Précession des structures

Venons-en maintenant a 'examen de la figure 7.27, ou somtékses variations temporelles
de la composante azimutat§ D) de la perturbation de vitesse au point de contidle =
0.8,0 = 0,z = 0.8h). En dehors du caractére quasi-périodique de I'instatioéngui ressort
nettement de ce graphique, aucune autre information nedpreutiégagée directement. A cet
egard, on rapporte sur la figure 7.25.b la densité énergesgectrale du signal physique
v'(D). Celle-ci est comparée a la densité énergétique spectalsignaux spectrauX (D) :
par souci de clarté, seules les contributions des mbded etk = 2 de la perturbation sont
portées sur la figure 7.25.c. Il apparait que le spectre(de) résulte de la superposition des
spectres d@,, conformément au caractere linéaire de la décompositicsedr de Fourier.
Ces figures rendent bien compte de la mono-périodicité dalati®ns du nombre d’onde
axisymetrique, et de la bi-périodicité des fluctuationsrdesles de Fourier non-nuls.
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FIG. 7.24—h = 1.5, Re = 6000 : Energie cinétique totale de la perturbation au cours dpsem

en régime non-linéaire. Représentation semi-logaritimiq

Fréguences

FIG. 7.25 —h = 1.5, Re = 6000 : Comparaison des densités énergétiques spectrales pour
t € [800,3200]. (a) Signal 7.24(b) Signal 7.27(c) Coefficients spectraux associés au signal

7.27 pour les modes = 1 etk = 3. Représentations semi-logarithmiques.
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FIG. 7.26 —h = 1.5, Re = 6000 : Iso-lignes/valeurs de la composante azimuiatke la
perturbation de vitesse dans le plan= 0.8h au cours d'une périod&,,,, = 1.86 tours.
Chaque figure correspond au temps 3200 + iT,,00/4, aveci = 0, . . ., 4.
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FIG. 7.27 —h = 1.5, Re = 6000 : Variations temporelles de la composante azimutate la
perturbation de vitesse au poib{r = 0.8,0 = 0, z = 0.8h).

D’une maniere générale, les pics relevés pour chacune désotmions spectrales sont situés
aux fréquences suivantes :

fMRWk + nfMOD

Vk f n >0

(n + 1)fMOD — Jurw

Pour le mode azimutal prépondérant 2, nous avons relevé la valeur suivante :

fréquencefyaw. = 0.0462 tours ' <= périodel ., = 1/ furw. = 21.645 tours

Ce résultat montre gu’au phénomeéne de modulation d’iniedsila perturbation se superpose
un mouvement de précession caractérisé par une puls@tipnLes variations de I'intensité
de la perturbation ne permettent pas de dégager expliaitamenouvement de rotation autour
de I'axe sur la premiére stroboscopie (Fig. 7.26). Afin d’'snéglier, la procédure suivante a
été mise en ceuvre : le motif correspondanta0 sur la figure 7.26 est fixé puis suivi pendant
six périodesl,,,. La séquence temporelle qui en découle est présentée sguta .28 et
témoigne de la présence d’'une onde azimutale tournantei Bigs dans sa version pufg
gue dans sa version modulég,,, I'onde tournante associée au mdde- 2 se propage dans
la direction azimutale en s’opposant a la rotation du catleenférieur.

7.3 Solutions multiples

Dans les sections précédentes, la stabilité non-linéaire@toulement de base axisymeétrique
stationnaire vis-a-vis d’une perturbation aléatoire ¢(ibans initialesC'I,) a été explorée en

détail. Suivant la valeur du nombre de Reynolds, nous avar#né que le développement
non-linéaire de certains modes azimutaux a pour effet de Fasculer I'écoulement de base
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FIG. 7.28 —h = 1.5, Re = 6000 : Iso-lignes/valeurs de la composante azimuiatke la
perturbation de vitesse dans la section axtale 0.8h au cours de& périodesl,o, = 1.86
tours. Chaque figure correspond au temps3200 + i 700, aveci = 0,. .., 5.
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vers des régimes d’écoulements instationnaires qui sdrebgeymeétrique, soit invariants par
rotation d’angler ou 27 /3 autour de I'axe de la cuve, soit des solutions non-axisyimeés

a amplitude modulée. Les différentes branches de solutionsées sont récapitulées sur les
diagrammes 7.30 et 7.31 (en traits verts). Il va de soi queetads sont possibles puisqu’ils
sont formellement solutions des équations de Navier-Stdke revanche, I'expérimentateur
est dans I'impossibilité de mener une telle investigatizar, contrairement au numéricien,
il ne dispose pas systématiquement d’un écoulement de Basengtrique stationnaire. En
définitive, on voit mak priori comment les solutions décrites ci-dessus peuvent étrevalese
par le biais d’expériences. D’autre part, les calculs noédires en perturbations, initialisés
avec des conditions de tyg@el,, ne nous renseignent en rien sur la multiplicité des satistio
pouvant exister.

Ainsi, ces remarques nous ont amenées a entreprendre latigsades équations de Navier-
Stokes tridimensionnelles completes (i.e. : sous formep®iturbative) en adoptant d’autres
processus d'initialisation. Ces simulations ont mis erdénce différentes branches d'états
illustrées sur les figures 7.30 et 7.31. Les solutions tresg@nt systématiquement comparées
avec celles décrites dans les sections précédentes ennexartiévolution temporelle des
énergies cinétigues totale et modales, ainsi que le spiepaissance d'un signal de référence.
Les solutions sontidentiques lorsqu’elles sont caras®és par le méme mode dominant et par
la méme fréquence fondamentale.

Dans la suite du texte, nous utiliserons couramment legesiD(2), S, et S; pour faire
référence aux solutions correspondant respectivementyalgs limites de nombre d’onde
dominantk = 0, k = 2 etk = 3. Par ailleurs,S,o, désignera les solutions caractérisées par
une modulation d’amplitude. Enfin, on précise que de telt@ations concernent aussi bien
I'écoulement complet que les fluctuations autour de I'éemdnt de base.

7.3.1 Démarrages impulsifs du rotor

Dans la perspective de répondre aux questions précédantesavons simulé des situations
expérimentales ou le fluide est au repos et la rotation duerclevinférieur est démarrée de
fagon impulsive ¢onditions initiales C'I;). De tels calculs sont représentés sur le diagramme
7.30 par des fleches verticales bleues. Comme en témoigngul® f7.30, les simulations
tridimensionnelles menées avec des conditions de dépaypde”'[, ou CI, convergent le
plus souvent vers les mémes régimes d’écoulements. Lesgaias différences relevées sont
les suivantes :

O Les solutionsSO(2) de la branchef, sont mises en évidence d& = 3000 avec
des conditions initiale€'/,. Ces solutions ne sont attendues qu’a partiride= 3300
lorsque linitialisation est de typ€'l;.

[0 Les calculs complets en partant du repos révélent que les@w S; de la branchef;
n'apparaissent qu'a partir dee = 4000 et sont présentes au moins jusqia= 5000.
De ce fait, la brancheg, de cycles limitesS, n’est pas décelée avec les démarrages
impulsifs.

O Le seuil d'apparition des états a amplitude moduigg est plus élevé si les conditions
de départ’'[, sont adoptées (au dela ée = 5000).
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Revenons sur ce dernier point. Les équations de NaviereStokt été résolues pole =
6000 en partant du fluide au repos. Le calcul converge vers undi@olf,,,, qui est trés
différente des solutions,,., trouvées en menant une analyse de stabilité non-linéage av
des conditions initiale€'l, (87.2.6). Dans le cas ou l'initialisation est de ty@é,, il s'avére
que la solutions;,,, est encore une onde azimutale tournante qui présente urérgyaxiale
d’ordre trois, comme les ondes pur€s En effet, 'examen de I'’évolution temporelle des
énergiesE’ (k) (non-montrée) met en évidence la prédominance du moee3, alors que
tous les modes de Fourier saturent a un niveau d’énergiecfisglie I'initialisation est de
type CI,. Contrairement aux ondes, les ondesS|, . sont caractérisées par une modulation
d’amplitude, comme en témoignent les oscillations pégods de I'énergie cinétique totale de
I'écoulement au cours du temps (Fig. 7.29). D’apreés le spele puissance de ce signal (non-
montre), la fréquence de modulatigf),, vaut0.088 fois la fréquence de rotation du disque
moteur : cette valeur est nettement inférieure a la fréqugng donnée par les calculs en
perturbations en partant d’'une conditiOi,,.

o

3e-4 1
2000 2400 2800 3200
Temps en tours

Energie totale

FIG. 7.29 —h = 1.5, Re = 6000 : Energie cinétique totale de la perturbation au cours du
temps. Représentation semi-logarithmique.

7.3.2 Accélération et décélération du rotor

Les éventuels phénomenes d’hystérésis sont sondés esarg&iexpérience suivante par voie
de simulations numériques directes. On considere uneécdeitrapport d’aspedt = 1.5
completement remplie d’'un fluide au repos. Le couvercleri@fé est impulsivement mis en
rotation avec une vitesse angulaire telle que le nombre gadkis soit égal 2800. Cette
opération est schématisée par une fleche verticale blede simgramme 7.31. Lorsque le
régime s’établit, nous observons une onde tourn@nggppartenant a la branclfe

(1) — Dans un premier temps, I'expérience consiste a aaépFogressivement la rotation
du disque moteurcpnditions initiales C 7). D’un point de vue pratique, un instantané de
la solution trouvée pour un nombre de Reynaltisconstitue la condition de départ pour le
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calcul aRe + 100. Bien évidemment, nous prenons soin d’attendre que letséffnsitoires
s’amortissent au cours du temps avant de passer au nombreydel&s suivant. En défini-
tive, les difféerentes branches de solutions atteintes guns les sauts qui les séparent sont
représentés en traits continus rouges sur le diagrammeQiBitlentifie des cycles limites,
lorsque les valeurs du paraméfRe sont prises dans les intervalles00, 3300] (branchef,)
et[4400, 4600] (branchef,). Un point remarquable est la présence de solutiin&) connec-
tées par la branchg pour Re € [3400,4300]. Au dela deRe = 4600, nous avons constaté la
croissance particulierement lente des modes azimutalevesade la perturbation. En raison
des temps de calculs prohibitifs, le nombre de Reynoldsugghanté de facon plus abrupt (de
4600 a 5000) : les solutionsS,., apparaissent alors clairement et se maintiennent au moins
jusqu'aRe = 5500.

(2) — A contrarig, la seconde étape de I'expérience consiste a prendre commaéion de
départ un instantané de I'ét&},, trouvé pourRe = 5500, puis a effectuer une décélération
progressive du rotorconditions initiales C'/~). La succession de simulations qui en résulte
est rapportée en traits continus noirs sur le diagramme Zd3queRe passe dé500 a 5000,

les calculs complets convergent vers des ondes tournaatapléude moduléé,,.,. La solu-
tion Syop & Re = 5000 constitue la condition de départ pour le calcuka = 4600. Dans ce
cas, le régime établi correspond a une onde tourngnéppartenant a la branclfe De telles
solutions sont trouvées pour des nombres de Reynolds datervalle [3900, 4600]. Nous
poursuivons ce processus de ralentissement et les s@utizes en évidence sont des cycles
limites SO(2) (branchef,) tant que le nombre de Reynolds est dans la gams#), 3800].
Lorsqu’un instantané de la solution obtenue pBdar= 2800 est pris pour initialiser le calcul

a Re = 2700, on remarque que le taux de croissance du nhombre d’bhnde est trés faible
mais positif, ce qui suggére un changement de comporte@etie hypothese est amplement
justifiée puisque la solutiofO(2) bascule vers un cycle limitg, de la branchg; aprés une
phase transitoire relativement longue (pres@# révolutions du disque moteur). Par contre,
il est intéressant de noter qu’aucune orsden’est décelée si le régime établi correspondant
a Re = 2800 constitue la condition initiale pour la simulationf& = 2600 : dans ce cas,
I'écoulement redevient directement axisymeétrique stei@ire. L'expérience se termine par
un dernier calcul permettant de revenir au point de dépaa Re = 2800, depuis I'ondeS,
obtenue pouRRe = 2700.

Cette expérience numerique rend bien compte de la présendeuk boucles d’hystérésis
lorsqueRe € [2700,3400] et Re € [3800, 4400], ce qui laisse penser que les deuxiéme et
troisieme bifurcations de Naimark-Sacker sont sousegrits. Dans ces intervalles coexistent
des structures spatiales exhibant une symétrie axialdm@reux ou trois.

Entre ces deux boucles vient s’intercaler un gamme&eeu I'écoulement est axisymeétrique
instationnaire.

Par ailleurs, on rappelle que les ondes tournastesssocieées au mode azimutal= 3
(branchef,) ont été observées en initialisant les calculs en pertiotgBvec des conditions
C1, (en pointillés verts sur le diagramme 7.31). Nous attir¢etsention du lecteur sur le fait
gue de telles solutions n'ont pas été détectées lorsquéntesasions numériques completes
sont réalisées avec des conditions initiales de €ypeetC T~ . Pour confirmer cette remarque,
nous avons résolu les équations de Navier-Stokes complétesze = 3800 (les calculs en
perturbations -€'I;, — prédisent une solutiofi; pour cette valeur dé&e) en prenant comme
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condition de départ un instantané de la solutier@ Re = 2800. En dépit d’'une augmentation
brutale du taux de rotation, le régime établi qui en décosierecore un étaiO(2).

7.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons exploré la facon dont se bagisymeétrie d’'un écoulement
dans une cuve cylindrique rotor-stator de rapport d’alengnt axiah = 1.5.

Dans un premier temps, les équations du mouvement, soug feenturbative non-linéaire,
sont résolues en partant d’'une condition initiale de t¢fg (superposition d’'un écoulement
de base et d’'une perturbation aléatoire). Plusieurs bessdf solutions sont mises en évidence
par ce processus. L'écoulement de base axisymeétriquerstaire devient instable lorsque le
nombre de Reynolds franchit une premiére valeur critifug ~ 2580. Apparaissent alors
des ondes tournanteét associées au mode azimutal dominant 2. Les solutionsS; sont
observées jusqu'&e = 3275. Lorsque le nombre de Reynolds prend des valeurs comprises
entre3300 et3600, les solutions trouvées sont des cycles limites axisyoués. L'axisymétrie

des solutions précédentes est ensuite brisée par unedtifurcde Naimark-Sacker, gouvernée
par le mode azimutat = 3. Les ondes tournantes qui en résultent sont observées dans
I'intervalle [3700, 4200]. Les solutionsS; basculent alors vers une branche d’ondes tournantes
S,, dont la période de précession est beaucoup plus faibleagpériode des cycles limites

S, qui avaient été décelés dans la gamRwec (2580, 3275]. Enfin, 'augmentation du taux

de rotation engendre I'apparition d'une branche d’étaga@sriquess,, caractérisés par une
modulation d’amplitude.

Afin d’élucider ces résultats, nous avons analysé la stébiliéaire de d'un écoulement de
base axisymétrique stationnaire a I'égard des pertur@@béatoires. Il s’avere que la pre-
miere bifurcation est gouvernée par le nombre d’onde quitaug de croissance, le plus
élevé, c'est-a-dirde = 2. En revanche, une telle interprétation semble beaucoupsravii-
dente pour les instabilités suivantes, d’autant plus quaiocs changements de comportement
observés en régime non-linéaire se déclenchent dans desagade rotation ou deux voire
trois modes azimutaux ont des taux de croissance linédatvement proches.

D’autre part, nous avons intégré les équation de NavieteStoomplétes en mettant en ceuvre
différentes conditions de départ qui correspondent soit damarrage impulsifC'I,), soit a
une accélératiofC'I") ou une décélératiofC'1 ) progressive du disque entrainant le fluide.
De telles simulations ont clairement démontré que les pEtds en temps et en espace des
solutions obtenues dépendent du processus d'initiadisalioutefois, les calculs s’accordent
sur les deux points suivants, indépendamment des corglitidiales utilisées :

O Le rétablissement de la symét§€ (2) depuis une solution non-axisymétrique lorsque
les valeurs du nombre de Reynods sont comprises &ififeet 3600.

0 Lexistence d’'une branche d’ondes azimutales tournantesglitude modulée au dela
de Re = 5000.
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Il est important de souligner I'intérét de I'analyse de dibnon-linéaire. Une telle approche
repose sur le calcul d’'un écoulement de base axisymétrgfaéisnnaires, méme lorsqu’ils
sontinstables, ce qui est difficilement concevable d’unpade vue expérimental. Pourtant, les
calculs non-linéaires en perturbations initialisés par cenditions de typ€'l, ont permis de
décelettoutesles branches de solutions, ce qui n’est pas le cas avec dessons completes
a caractere plus réalistes (conditions initialeg, CI+ etCI7).
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Conclusion générale
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Ce mémoire porte sur I'étude de la tridimensionnalisation @coulement de fluide visqueux
incompressible entrainé par la rotation d’'un disque (Gbédr par le nombre de Reynolds
Re = R?Q,/v) au fond d’une cavité cylindrique stationnaire de rapptaspecth = H/R,.
Cette investigation est réalisée par voie de simulationsanigues directes.

Dans cette perspective, il a d’abord fallu développer uil nutnérique efficace permettant la
simulation de ces écoulements tridimensionnels. |l s'dgih code de calcul en formulation
vitesse-pression résolvant les équations de Navier-Stoldimensionnelles instationnaires
en coordonnées cylindriques. La marche en temps reposa sehéma aux différences finies
semi-implicite du second ordre (schéma Euler retardé msutdrmes diffusifs/extrapolation
Adams-Bashforth pour les termes convectifs). Le couplagsese-pression est traité au moyen
d’un algorithme de projection. Néanmoins, on se heurte aliffieulté majeure qui est la prise
en compte de I'axe de symétrie= 0 dans le domaine d’intégration. Cette difficulté est évitée
de fagon naturelleen utilisant une méthode aux différences finies proposéebiyraan &
Shashkov[30] : les opérateurs divergence et rotationnel discréss@it obtenus en appliquant
la transcription discrete des théorémes de Gauss et desStkes que I'opérateur gradient
discret est défini comme le négatif adjoint de la divergenseréite. On s’assure ainsi que les
opérateurs discrets et continus possédent les mémesgiagpchapitre 4).

Dans ce travail, nous avons abordé le probleme de la briporganée de I'axisymétrie pour
des cuves cylindriques telles que= 1 et h = 1.5. Ce choix est motivé par le fait que la
littérature actuelle est particulierement pauvre en cecquicerne les écoulements dans une
configuration de petit rapport de forme. La gamme des taun@ion explorée est telle que
Re < 8500. Deux approches numériques différentes, mais complémesitant été mises en
ceuvre pour intégrer les équations de Navier-Stokes trissinanelles instationnaires.

() Lune consiste a linéariser ces équations autour d’wuksmnent de base axisymétrique
stationnaire. Les conditions initiales, notéeg, correspondent a la superposition d’'un état de
base et d’une perturbation aléatoire. On s’intéresse alaxspropriétés d’amortissement ou
d’amplification de I'écoulement de base (étude de stabititaaire).

(i) Lautre consiste a intégrer les équations completescalifférentes conditions initiales :
soit un écoulement de base axisymétrique stationnairerpéraléatoirementC7,) dans le
cadre d'une analyse de stabilité non-linéaire, soit unaide fluide est au repas'l;). Un
autre processus d'initialisation consiste a prendre lewégtabli d’'une solution trouvée pour
une valeur deRe inférieure (conditiong’'7*) ou supérieure (conditionS7/~) a celle que I'on
considéere pour la simulation actuelle, en perturbationsau

Synthése des résultats (chapitres 6 et 7)

Pour chaque valeur dig, notre analyse de stabilité linéaire s’est avérée en extediccord
avec celle recemment menée elfgat, Bar-Yoseph & Solan[28]. Une telle approche du
probléme est intéressante car elle permet de détermineeiteigr seuil de criticalitéie., (h)

et fait apparaitre le mode de Fourierde la perturbation initiale qui a le taux de croissance le
plus élevé.
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L'analyse de la stabilité non-linéaire montre que le déppanent d’'un nombre d’onde.
est responsable d’'une premiere bifurcation de Hopf supkmgee lorsque le parameétre de
controle Re dépasse une premiére valeur critighe.; (k) : au décalage non-linéaire pres,
celle-ci coincide avec la valeur critique émanant des talmeaires en perturbations. L'état
de base bascule alors vers une branche de solutions insiaities de périodé;_ , dont les
caractéristiques spatiales dépendent de la valeur du nmd@dntk,. Plus précisément, la
symétrieSO(2) — ou axisymétrie — de I'écoulement de base n’est brisée gqague le mode
maitrek. est non-nul. Dans ce cas, les solutions super-critiquesdesondes qui :

O exhibent une invariance par rotation d’angte/ k. autour de I'axer = 0;

0 tournent en bloc autour de I'axe avec une péridgg, = k. x Ty, , compte tenu de la
symétrie d’ordrek..

Ces conclusions sont conformes aux investigations théesigleKnobloch [33]. Pour les
deux valeurs dé. que nous avons choisies, le nombre d’onde le plus instable.es 2.
Les différentes visualisations proposées illustrentetaent la topologie tridimensionnelle de
telles solutions (notéesS,). Ces structures sont similaires a celles récemment psbpéar
Marques, Lopez & Shen[48]. Par ailleurs, nous avons noté que la précession desséhd
s’oppose a la rotation du disque inférieur. En particulieunh = 1.5, ces solutionsS, sont
caractérisees par une fréequence fondamentale trés f@ibbée.est en accord avec les travaux
numériques d&elfgat et al. [28].

L'expérimentation numérique a montré qu’une seconde ¢dtimn, dite de Naimark-Sacker
(bifurcation de Hopf entre cycles limites), conduit les legclimites non-axisymétriques,
vers d’autres cycles limites lorsque la valeur du nombre elgnBlds dépasse un seuil de cri-
ticalité Re.,(h). C'est ici que commencent les difféerences de comportenenéspace et en
temps entre les solutions correspondaht=a 1 et celles trouvées pour= 1.5 :

h=1

Les calculs convergent vers des solutions qui sont enca@en@es azimutales tournantes.
Ce résultat est loin d’étre une évidence : s'il est vrai quededes tournantes sont éven-
tuellement attendues lorsqu’un ét&f)(2) subit une bifurcation [33], il n’en demeure pas
moins vrai qu’aucune infornation n’est dispensée quantigdeparition depuis un état non-
axisymetrique. En outre, les structures spatiales obesm&sentent une périodicité azimutale
d’ordre trois, du fait de la prédominance du mode de Foutiet 3. Ces ondesYs) tournent
dans le méme sens que le forcage dynamique.

h=1.5

Un point remarquable est le rétablissement de l'axisyméte I'écoulement lorsquBe >
Re.,. En effet, les cycles limites non-axisymeétriquesdisparaissent pour laisser place a des
cycles limitesSO(2) qui sont associés a la prédominance mode de Folyrier0 de I'excita-
tion de départ.

L'analyse de stabilité linéaire a révélé que ces changesytomportement se manifestent
dans des gammes de nombres de Reynolds ou le mode dorhiramtrégime non-linéaire,
est également celui qui posséde le taux de croissance |eélgus en régime linéaire. Dés
lors, on peut pensex priori que la perturbation sélectionne le mode azimutal qui a be digu
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croissance le plus important. Toutefois, une telle int&igtion s’est avérée discutable lorsque
la rotation est augmenté.

En continuant d’accroitre le parameétre de conti@de 'analyse de stabilité non-linéaire me-
née pourh = 1 indique que les solutions tridimensionnellgsse maintiennent. En revanche
pourh = 1.5, nos investigations ont mis en évidence deux nouvellesdafions de Naimark-
Sacker. La premiére bifurcation a pour effet de rompre $giétrie des cycles limitesO(2)

et, comme le prévoiknobloch (1994)[33], les solutions atteintes sont effectivement des
ondes tournantes. Celles-ci sont associées au mode akimuta3 de la perturbation. Les
solutionsS; basculent ensuite vers une branche d’ondes azimutalesataesS, qui se dis-
tinguent des premiéres solutiofis par la valeur de la pulsation fondamentale.

Pour des nombres de Reynolds plus grands, nous avons ralpvésence d’'une branche de
solutions (notées,,o,) qui se distingue des précédentes solutions de la fagoargeivD’une
part, I'écoulement de base axisymétrique stationnairestdble vis-a-vis de I'ensemble des
modes de Fourier de la perturbation initiale. Dés lors yilanplusprédominance mais plutot
prépondéranced’'un nombre d’ondé. non-nul : les calculs montrent qég = 3 pourh = 1,
alors quek. = 2 pourh = 1.5. D’autre part, I'intensité de la perturbation oscille aw
du temps. En définitive, de telles solutions correspondefgsaondes azimutales tournantes
modulées.

Les renseignements précédents ont été obtenu en initialesacalculs en perturbations avec
des conditions de typ€1,. Toutefois, cette approche numeérique n’est pas adaptéequire
compte de la non-unicité des solutions pouvant exister eceegd’investigation ne peut étre
réalisée en faisant varier le nombre de Reynolds de facomtooe. A cet égard, nous avons
mis en ceuvre les processus d'initialisat@ht et C 1~ qui s'interprétent comme une accélé-
ration et une décélération du rotor. Apparait alors une leodibiystérésis entre les branches
de solutionsS; et S; pourh = 1 (Fig. 6.30), puis deux boucles d’hystérésis entre les lhasic
de solutionsSO(2) et S, lorsqueh = 1.5 (Fig. 7.31). De telles observations suggeérent que les
bifurcations de Naimark-Sacker sont sous-critiques.

D’autre part, il nous a paru légitime de se poser la questivaate : un expérimentateur
peut-il observer 'ensemble des solutions rapportées damaémoire ? Nous avons cherché
a lever cette interrogation en intégrant les équations deeN&tokes completes pour plu-
sieurs valeurs dd?e, en optant pour des conditions initiales de typ&. Ces simulations
peuvent étre rapprochées aux situations expérimentalksrotation du disque inférieur dé-
marre de maniére impulsive. Il s’avéere que les simulatiamsériques complétes menées avec
les conditions initiale€’ I, convergent le plus souvent vers les solutions obtenueepaal-
culs non-linéaires en perturbations (Fig. 6.29 et 7.30)p&miculier pour la configuration a
h = 1.5, seule une branche de solutions sur cing n’'a pas été décelée.

Cette investigation avait pour objectif de fournir des é&d@is nouveaux sur la maniére dont se
brise I'axisymétrie de I'écoulement lorsque le paramégedntréleRe est augmenté. Nous
avons montré que I'écoulement subit plusieurs bifurcatigni ont pour effet de rompre, de
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préserver, ou encore de rétablir 'axisymétrie de Iécoel®mEn outre, les caractéristiques
en espace et en temps des solutions trouvées dépendentae®ias de contrbleRe, h).
Ces caractéristiques sont également trés sensibles adxions initiales. Par ailleurs, nos
simulations ont confirmé et approfondi certains résultatiadittérature concernant les ondes
azimutales tournantes, ce qui prouve la capacité de notke de calcul a simuler ces écou-
lements complexes. Finalement, il apparait que ce tragailans le sens des objectifs fixés.
Bien entendu, des questions restent ouvertes en ce quiroeries mécanismes responsables
de la rupture de l'axisymétrie, justifiant des investigasialtérieures.

Perspectives

L'exploitation du code de calcul actuel nous permet d’esyé plusieurs perspectives a court
terme, sans modifications conceptuelles de 'algorithme

Dans ce travail, seules les cavités de rapport d’aspect1 et h = 1.5 ont été explorées.
Pour la plus grande de ces valeurs, nous avons noté queltécent est plus riche en termes
de multiplicité des solutions. Quoi qu’il en soit, aucunedasion concernant I'influence du
confinement axial sur le processus de tridimensionnabdisate peut étre dégagée a partir de
deux valeurs dé. Par conséquent, il est naturel d’étudier les régimes dléooents dans des
cuves rotor-stator telles que< 1.75 : ces configurations ont été peu traitées jusqu’a present.

D’autre part, la mise en ceuvre d’'un maillage non-uniformeagsévoir dans le cadre d'une
poursuite d’études a grande rotation. Les structuresadpatseront mieux représentées dans
les couches limites, et des nouveaux renseignements s@anisition vers les régimes non-
axisymetriques pourront étre obtenus.

Lorsque les origines de la rupture de la symétfie(2) seront élucidées, nous pourrons alors
introduire une complication supplémentaire : 'aspectritigue. Dans certains dispositifs ex-
périmentaux par exemple, la rotation du disque moteur pewbguer un échauffement local
du fluide : il est légitime de se demander quelle en est I'imib@esur I'apparition des non-
axisymetries.

D’autre part, on dispose d’une certaine latitude sur lexdes configurations géométriques a
étudier (surface libre, contra-rotation [49], .. .voir pliee 1).

D’autres perspectives sont envisageables a plus long terme

D’un point de vue des applications, un de nos objectifs egténsion du code de calcul actuel
pour la simulation des écoulements de Taylor-Couette elgus cones. Cette configuration
est intéressante aussi bien pour les développements rietiisiue sur le plan fondamental.
Pourtant a ce jour, on ne compte que quelques travaux exgdtanmx sur ce sujet [50]. Par
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ailleurs, nous pouvons envisager d’étudier les écoulesramfluides non-newtoniens.

D’un point de vue plus fondamental, une analyse de la staliés solutions instationnaires,
axisymetriques ou non, serait d’'intérét pour avancer upéaation concernant les sauts d’'une
branche de cycles limites a une autre. Cependant, la miseatique de ce genre d’analyse
nécessite des moyens informatiques considérables en strapsnémoire.
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Annexe A

Opérateurs différentiels en coordonnees
cylindriques

Les équations de Navier-Stokes non-dimensionnées pouuidge ¥isqueux incompressible
sont les suivantes :

(V- V=0
ov 1

{ — + (V. V)V =-V — ViV
ot + ) P+ Re

|+ conditions aux limites

ou les inconnues sont le champ de vite¥5eet le champ de pressioR (description eulé-
rienne). Cette annexe se compose de quelques rappelsyganaictorielle qui permettent de
réécrire les équations de Navier-Stokes sous la forme @lgnite suivante :

(V.- V=0
. %—Y—F(VXV)XV:—VP—%VXVXV
|+ conditions aux limites

Les opérateurs différentiels, exprimés dans le systemealelannées cylindriques, sont éga-
lement rappelés.

Opérateur divergenceV-

B 10ru  10v Ow

VVEror e T o
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160 A. Opérateurs différentiels en coordonnées cylindriques

Opérateur gradient V
0P 10P oP
VP = Eer + ;%eg + Eez
Opérateur rotationnel V x
(,_Low o
=500 " 92
ViV = = v
X = w(ﬁawa O w = 0z or
¢ L(orv _u
L r \ or 00

w est le vecteur vorticité.

Opérateur de convection(V - V)V

Le terme non-linéaire de convection est réécrit en utitikmrelation d’analyse vectorielle qui
suit :
V(A-B)=(A-V)B+(B-V)A+Ax(VxB)+Bx(VxA)

dans laquelleA et B désignent deux vecteurs quelconques. Lorsque B = V/, il vient :

2

(V-V)V:v%ﬂaxv

Le gradient qui apparait dans le second membre de la relatdessus est ajouté au gradient
de pression des équations de Navier-Stokes . Nous défisiséans la pression motrice de

la fagon suivante :
2

Vv
P: e
P+ 5

Opérateur de diffusion V2 V

L'opérateur de diffusion se réduit & I'opérateur Laplactentoriel V? appliqué au champ de
vitesseV'. Pour un champ de vecteut quelconque, I'analyse vectorielle fournit le résultat
ci-dessous :

VZA=V(V-A)-VxVxA
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Ensuite, nous écrivons cette relation pour le champ des&t®s en tenant compte de la
contraite d’incompressibilité, soit :

VZV=-VxVxV

Les composantes du rotationnel du rotationnel de la vitesseles suivantes :

1
(VxVxV) = 8(@_%)_%(%_@)

r200 \ or 00 9z Or

0 (10w Ov 0 (10rv 10u
xvevi = 5 (05 -5) - G5 1 5)

10 ou ow 10 (10w Ov
(VxVxV), = FE(T%_TE>_F%<F%_%>

L'équation de continuité est introduite dans les expressgui précédent :

ow 10ru 10w

9z  ror rof

Finalement, nous obtenons :

0 (10ru 10w *u 0O |10rv 0 fo
(VxVxV) = W(?W)‘ﬁ@‘ﬁ*@[ﬁﬁ‘&(;)

o (10rv 10% v 0|10 9 su |
V¥V = W(?W)‘ﬁﬁ‘@‘@[ﬁﬁ‘w(‘)

10 ([ ow 102w o*w ]
XV, = S8 () -

Les termes entre crochets se simplifient respectivement el et —2u/r?. En multipliant les
expressions précédentes par, nous retrouvons alors les formules classiques du Laplacie
vectorielV? V' en coordonnées cylindriques.

Opérateur Laplacien scalaire V>

o 10 (00, 178 o
vq)_rar Tar +7“2892+822
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Autres résultats de I'analyse vectorielle

V. -V¢=V2 . Vo
V? (V¢) =V (V) , V¢
V x (Vp) =0 . Vo

V- (VxA) =0 , VA



Annexe B

Quelques rappels sur les series de Fourier

Notre approximation spatiale combine la méthode des difiégs finies dans les directions
non-périodiques (voir 84.3) et une approche pseudo-speatans la direction azimutale. En
effet, la géométrie impose naturellement une périddeaux solutions¥ des équations de
Navier-Stokes . Sous des hypothéses de régularité suéfss@rd. : continuité et dérivabilité en
tout point du domaine d’intégration), il est possible deméfine série de Fourier convergente
dont la somme est égalela:
k=+oc
U(r,0,z) = Z O (r, 2)exp (ik0) , U =u,v,w, ¢
k=—o00
Soit ¥, la restriction del & un sous-espace vectoriel de dimension fi¥iie_'approximation
de Fourier dans la direction azimutale consiste alors &echaque fonctiolr comme une
série tronquée a l'ordrd :
k=N/2—1
U(r,0,z) = Z &F (r, 2) exp (ik6)
k=—N/2
Compte tenu des conventions (4.6), la formulation disatéteette troncature est immédiate :

k=N/2—1

m A = Z ¢ GXp Zl{jgl) (B]_)

k=—N/2

Le coefficient spectral discret, associé au mode est alors obtenu en inversant la relation
(B.1):
=N

afn,j——zwmz]exp(—zkﬁz) 7 (B.2)

L'équation (B.1) est réécrite en regroupant deux a dewelesds correspondant a deux valeurs
opposées dk. Pour indice dans lintervallg0, N — 1], nous avons :

k=N/2—1

Ui = Ug + Z Uk, - cos(ko;) + TN ~Fsin(k)) (B.3)

ou nous avons introduit :
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O le mode zéro (valeur moyenney® = ¢°

O le mode cosinus¥* = ¢F + ¢

O le mode sinus ¥V —* = (qAS’“ — q?*’“)
La combinaison des ces définitions et de la formule (B.2) adradix expressions du spectre
deV :

( l

I
=

-1

~ 1 ~

\Il?n,j - N Win,1,j
=0

(I\lk B 9 I=N-1 E{

{ m,j = N Z m,l,j COS (kHZ)

=0

_— 9 I=N-1 _ '

\Ilm,j N \Ilm,l,j Sin (k@l)

\ =0

Les dérivées partielles premiere et seconde suivaaht données par les formules classiques :

a\’I‘; k=N/2—1
<%> = k Z UNF cos(k;) — U sin(k6))
k=0
62@ : k=N/2-1
(W) = —k? Z U* cos(k#;) + UV F sin(k6;) (B.4)
! k=0

D’apres la relation (B.3), la détermination d'une quantit&ans I'espace physique a partir
de son spectrel*, WN-*) s'effectue par produit matriciel avec une matrice de passagée
d'ordre N x N :

1 0
M= |1 --- cos(kb) --- 0 --- sin(kb,)
L 1 0 -

ou les éléments de la colonhe= N/2 ont été mis a zéro. PuisqdM est unitaire, 'opération

inverse (i.e. : le passage de I'espace spectral vers |'esplagsique) est obtenu par produit
matriciel avec la transposée dé.

Remarques

O Il n’est pas exclu que les fonctions recherchées possédenpériodicité inférieure a
27. Dans ce cas, nous pouvons effectuer des simulations avecrnbre N de modes
raisonnable dans la direction azimutale sans modifier laigoh de la discrétisation
spatiale dans les directions non-périodiques. En netdiardre de périodicité supr,
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la relation (B.3) est alors remplacée par celle qui suit :

k=N/2-1
U= Vg + Z \Ilfn,j cos(akb;) + \Il%;k sin(ak#))
k=1

o 2ml

[=0,...N+1
l aN '’ ’ +

Cette périodicité de la solution sur une section angufairer ne modifie que les expres-
sions des dérivations azimutales : il faut alors multidkesecond membre des relations
(B.4) para.

O Lutilisation d’un maillage décalé impose la définition deiseconde matrice de passage
correspondant aux indices demi-entibﬁs%.






Annexe C

Diagrammes de réference

4000
aR*®

3500 —

o [ R——— -

3000 —

2500 p—

2000 —

1500 —

1000 S ] |
10 1.5 20 2.5 30 H/R 35

Fic. C.1 — Régimes d’écoulements stationnaires ou non, avearmieclatement tourbillon-
naire. Résultats expérimentaudcudier (1984) Ce diagramme est umeproduction de la
figure 7 p.195. de la publication [23].
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C. Diagrammes de référence
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Fic. C.2 — Nombres de Reynolds critiqu&s., pour les cing premiers modes azimutatnen fonction du rapport d’aspest = H/R.
Résultats numériques degelfgat, Bar-Yoseph & Solan (2001) Ce diagramme correspond a la figure 1 p.370 de la publicf2i®ln Ce
document a été fourni pay. Y. Gelfgat.
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FiGg. C.3 — Fréquences critiques, pour les cing premiers modes azimutaknen fonction du rapport d’aspeet = H/R. Résultats
numériques d&elfgat, Bar-Yoseph & Solan (2001)Ce diagramme correspond a la figure 2 p.371 de la publici2BjnCe document a
été fourni patA. Y. Gelfgat.
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Annexe D

Performances numeriques

Les calculs présentés dans ce mémoire ont été réalisésmachine vectorielle UQBAR de
I'IDRIS (Orsay, France). Il s’agit d’'un systéme NEC conséitd’'une grappe de trois super-
calculateurs (ou trois nceuds) SX5 possedant une architguamallele munie de processeurs
vectoriels :

0 unnceud a 16 processeurs et 128 Go de mémoire partagée
0 unnceud a 16 processeurs et 64 Go de mémoire partagée
0 unnceud a 6 processeurs et 32 Go de mémoire partagée

La mémoire du systeme est physiquement distribuée entopehaceud et partagée au sein
d’'un méme nceud entre tous les processeurs. La puissaneedanét processeur est de 8
Gflops.

Dans le tableau TAB. D.1, nous donnons quelques indicatonsernant les temps de cal-
cul et les performances de notre code. On désigne par :

O Tours : temps en nombre de tours effectués par le rotor,
Grille = (M +1) x N x (J + 1) : nombre de points de calcul,

. Tours v
Niter = Ar : nombre d’itérations en temps,

CPU : temps CPU : temps consommé en seconde,

Mflops : nombre d’opérations flottantes par seconde,

CPU .
Perf=————— : performance du code, c’est-a-dire le temps de calcul emnsiec
Grille x Niter

nécessaire par pas de temps et par point de calcul.

O oo oo 0O

| h | Re | Grille | At™' | Tours| Niter | Mflops | CPU | Perf |
| 1.0 | 3000 | 161 x 32 x 161 | 200 | 50 [ 10000 | 5045 | 2887.62 | 3.481 x 107" |
| 1.5 [ 2800 | 161 x 32 x 241 | 400 | 100 | 40000 | 5574 [ 15757.33 [ 3.173 x 107" |

TAB. D.1 — Performances numériques des calculs tridimensisdeestabilité non-linéaire.
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Résumé-— Lécoulement d’un fluide visqueux incompressible dans une cuve cylindrique rotor-stator est étudié. Ces écoulements
ont fait I'objet de récents travaux numériques tridimensionnels pour des rapports d'aspect h > 1.75. On propose une étude
numeérique de la rupture de I'axisymétrie de I'écoulement dans une cavité de rapport d’aspect réduit (» = 1 et 1.5) et des
nombres de Reynolds Re < 8500.

Les équations de Navier-Stokes sont résolues par un code vitesse-pression en coordonnées cylindriques qui repose sur des
méthodes aux différences finies du second ordre. Deux approches numériques sont mises en ceuvre pour mener cette investi-
gation.

— Lune consiste a linéariser les équations autour d’un écoulement de base axisymétrique stationnaire. Les conditions initiales
résultent de la superposition de I'écoulement de base et d'une perturbation aléatoire. Cette analyse de stabilité linéaire permet
de déterminer le premier seuil de criticalité et met en évidence le mode azimutal k. le plus instable.

— Lautre consiste a intégrer les équations du mouvement avec différentes conditions initiales : (i) soit un écoulement de base
axisymeétrique stationnaire perturbé aléatoirement, (ii) soit un état ou le fluide est au repos, (iii) soit un régime établi trouvé pour
une autre valeur de Re.

Lanalyse de stabilité non-linéaire (i) montre que le développement d’'un mode k. est responsable d'une bifurcation de Hopf
super-critique lorsque Re dépasse une premiére valeur critique. Lécoulement de base bascule alors vers des solutions insta-
tionnaires de période T', dont les caractéristiques spatiales dépendent de la valeur de k.. Laxisymétrie de I'écoulement n’est
brisée que lorsque k. # 0. Dans ce cas, les solutions super-critiques sont des ondes qui exhibent une invariance par rotation
d'angle 27 /k. autour de I'axe et qui tournent avec une période azimutale Trwy, = ke x T. Lécoulement subit ensuite d’autres
bifurcations et les caractéristiques spatio-temporelles des ondes tournantes bifurquées sont présentées en détails. Lutilisation
d’autres conditions initiales (ii)—(iii) met en évidence des branches de solutions multiples : il apparait que la convergence vers
I'une ou 'autre des solutions possibles dépend de la fagon dont est répartie I'énergie cinétique de départ.

Mots-clés— mécanique des fluides / écoulement en rotation / brisure de I'axisymétrie / transition / simulation numérique directe

Title — NUMERICAL SIMULATION OF THREE-DIMENSIONAL FLOWS IN A ROTATING LID-CYLINDER CAVITY

Abstract — The flow in a cylindrical tank filled with an incompressible viscous fluid is considered. The motion is due to the rotation
of one lid at constant angular velocity. Recent three-dimensional computations have been recently performed for aspect ratios
h > 1.75. The aim of this work is the numerical investigation of the symmetry-breaking of the flow in a cavity of reduced aspect
ratio (h = 1 and 1.5) and Reynolds numbers Re < 8500.

The resolution of the Navier-Stokes equations in velocity-pressure formulation written in cylindrical coordinates is accomplished
using second-order finite differences methods. Two methodologies have been applied to study the loss of axisymmetry.

— The governing equations cast in perturbation form with respect to an axisymmetric steady base flow, in linearized form, are
solved starting from a randomly distributed initial perturbation. This linear stability analysis allows for the determination of the
first threshold and highlights the most unstable azimuthal mode k..

— The integration of the full Navier-Stokes equations is carried out starting from initial conditions that may be either a randomly
distributed initial perturbation (i) or a rest state (ii) or an intantaneous field from a previous computation (iii).

The nonlinear stability analysis (i) shows that a supercritical Hopf bifurcation involving a dominant azimuthal mode k. occurs
when Re exceeds a first threshold. Solutions of the first branch are periodic, having associated period 7', and their spatial struc-
ture depends on the value k.. Axisymmetry is broken beyond the bifurcation only when k. # 0. In this case, the result is a
wave which rotates around the axis with a period Trywi, = ke X T. The flow undergoes then subsequent bifurcations as Re
is increased. The characteristics of the bifurcated rotating waves are presented in details. Starting from other initial conditions
(ii)—(iii) highlights regions of hysteresis : the reached branch depends on the way the initial kinetic energy is distributed.

Key words — fluid mechanics / swirling flow / symmetry-breaking / transition / direct numerical simulation
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